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INTRODUCCIÓN 
A finales de la década de los años 50 y principios de los anos 60, en la literatura 

matemática apareció un problema que en la actualidad es conocido como "El problema 
secretarial" o "El problema de la dote". En sus inicios, el problema fue simplemente 
recreativo debido a la sencillez de su planteamiento. Sin embargo, tanto su solución 
como su generalización han podido extenderse en múltiples direcciones hasta constituir 
un campo de las matemáticas que está incluido en la optimización con riesgo 
(Ferguson,1 989). 

El problema secretarial consiste en la elección del mejor postor de entre varios 
candidatos, por medio de entrevistas y sin conocer de antemano cuál es el mejor de ellos. 
Los participantes se van jerarquizando en el proceso de acuerdo con los resultados de las 
entrevistas. Después de cada entrevista se observa si es el mejor postor o no para tomar 
la decisión de terminar el proceso o continuarlo. Si se decide continuar con el proceso, 
entonces se regresa al punto anterior, es decir, se entrevista al siguiente candidato. Desde 
su planteamiento, el riesgo y la incertidumbre forman una parte importante del problema, 
pues no se conoce a los candidatos con exactitud. Para encontrar la solución óptima se 
utiliza un método de "inducción hacia atrás". Es por ello, que antes de conocer 
explícitamente el planteamiento del problema secretaria! es necesario el conocimiento de 
la leerla de la probabilidad y la programación dinámica estocástica. 

Esta tesis consta de cinco capítulos: El primero contiene algunos conceptos de 
probabilidad y procesos estocttsticos; el segundo describe los elementos introductorios a 
la programación dinámica y los procesos de decisión markovianos de estados finitos. 
Estos dos capítulos contienen las ideas y ejemplos necesarios para la comprensión del 
problema secretaria!, sus soluciones, generalizaciones y limites de acuerdo con el párrafo 
anterior. El capitulo 3 plantea el problema secretaria' como un proceso de decisión 
markoviano particular, por lo que su solución está muy ligada con los capítulos 
anteriores; el cuarto describe dos generalizaciones del problema secretaria', que son 
modificaciones a algunas de las hipótesis principales del problema secretaria' El quinto 
contiene los cálculos del limite del problema secretaria' cuando se entrevista un número 
infinito de candidatos. 



I. CONCEPTOS DE PROBABILIDAD Y PROCESOS 
ESTOCÁSTICOS 

A. INTRODUCCIÓN 
Este capítulo contiene los conceptos básicos de probabilidad y procesos 

estocásticos necesarios para el planteamiento y solución del problema secretaria'. En 
esta sección no se presentan ni las demostraciones de los teoremas ni las de los corolarios 
debido a que no contribuyen en la comprensión del problema. Sin embargo, al final del 
enunciado y entre paréntesis se escriben algunas referencias que incluyen su 
demostración. 

B. PROBABILIDAD 
Desde el principio de la civilización, el hombre se ha relacionado con los conceptos 

de azar a través del medio ambiente que lo ha rodeado y sus intentos por sobrevivir. Los 
juegos de azar eran conocidos desde la antigüedad, pues se tiene conocimiento de que los 
egipcios y griegos jugaban con el estragalus (una especie de dado) desde el dio 3500 
A.C., aproximadamente, yen México, los mayas tenían dados de 4, 6 y hasta 12 caras. 

Sin embargo, para que la probabilidad se desarrollara como una teoria matemática, 
no era suficiente el sólo tener relación directa con la incertidumbre sino también de una 
notación algebraica adecuada, la combinatoria y la necesidad económica de su 
surgimiento, a través de los seguros, entre otras (Uonzález,1992). 

En la actualidad existen distintos modelos de la teoría de probabilidad, 
dependiendo de la perspectiva con la que se desarrolló y otras consideraciones filosóficas 
y práctica& En este trabajo, se considera la probabilidad axiomática, aunque tomándose 
en cuenta el modelo clásico para el cálculo de probabilidades de ocurrencia de algunos 
sucesos en las primeras soluciones al problema secretaria' Sin embargo, es necesario 
hacer notar que el modelo axiomático contiene al clásico como un caso especial, tal 
como se verá en un ejemplo posterior (11oe1,1971), 

1. 	ESPACIO DE PROBABILIDAD 
La teoria de probabilidad estudia los métodos de análisis comúnes en el tratamiento 

de un fenómeno aleatorio. Es decir, estudia las propiedades de un fenómeno que 
dependen solamente de la aleatoriedad y de ningún otro aspecto en particular. 

Un fenómeno aleatorio es un suceso empírico en el que no se sabe con exactitud el 
resultado que se obtendrá. Un evento elemental en un fenómeno aleatorio es un 
resultado individual cualquiera del mismo. 
Del. 1.1.- Al espacio constituido por la colección de todos los eventos elementales 

posibles de un fenómeno aleatorio se le conoce como espacio muestra! o suceso 
seguro y se le denota como n. 

Def. 1.2.- Sea 3 una colección de subconjuntos de SI. Decimos que 3 es una cr-dlgebra 
si: 
i) 0E3 
ii) Si Ae2 entonces Ace3 
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iii)Sí Ai,A2,...e3 entonces U4, e3 

Def, 1.3.- Un suceso o evento A es un subconjunto de IZ tal que Ae3, donde 3 es una 
cr-álgebra de 11 
Intuitivamente, un evento es un posible resultado del experimento o fenómeno 

aleatorio, 
Der. 1.4.- Sea 11 un espacio muestra!, 3 una a-álgebra de Q, Una probabilidad Pes una 

función que asigna a cada evento A e 3 un número real P(A), llamado 
probabilidad del evento A tal que: 

i) P(A) z O para cada A en 
ii) P(12)=1 

iii)Si 	AbA2,...e3 	tales que 	A,rliii =0 ivj 	entonces 

nuA,)=EP(4) 
Teo. 1.1.- Una función de probabilidad tiene las siguientes propiedades: 

i. P(0)--0. 
iL 05P(A)51. 
iii.Para cualesquiera A, B e3, P(AuB)=--P(A)+P(13)-P(AnB), 
iv. Sea Ae3 entonces P(A)-1-P(A°). 
v, Si A1,A2,...,A„ e5 tales que ApAr-21 para i*j entonces 

/fu° Al] = P[4 I • 
j 1,1  

(Paran, 1960). 
Dei U.- Un espacio de probabilidad es una terna (II, 11,P), donde O es el espacio 

muestra] 3 es una a-álgebra definida sobre a y P es una función de probabilidad 
definida sobre 3, 

VARIABLE ALEATORIA 
En ocasiones, es posible cuantificar una caracteristica especial del fenómeno 

aleatorio a estudiar. Es entonces conveniente calcular la probabilidad sobre el conjunto 
de eventos que satisfacen dicha propiedad a través de una variable aleatoria. 
DeL 16.- Sea (O, 3 ,p) un espacio de probabilidad. Una variable aleatoria es una 

función X:0 a 91 tal que (w €0/X(w) 	E3 Vx e91, este evento se denota 

por IX S xj. 

a) 	FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN 
De? 1.7.- Sea (0, 3 ,P) un espacio de probabilidad y sea X una variable aleatoria. La 

función de distribución de X, denotada por F(x) o por Fx(x) y se define como: 

PIX 5x1 dx e91, 

Def. I.8.- Se dice que una variable aleatoria X tiene una función de distribución discreta 
si X sólo puede tomar un número finito lc de valores distintos 	o a lo sumo, 



una sucesión infinita de valores distintos xi,x2,.., y en este caso, la función de 
densidad de X o función de densidad marginal de X se define como: 

f (x) = 	= x] Vx e91.  

En el desarrollo del problema secretaria' únicamente se utilizarán las variables 
aleatorias con función de distribución discreta, por lo que en adelante cuando se hable de 
variable aleatoria, se entenderá que es una variable aleatoria con función de distribución 
discreta. 
Tea 1.2.- La función de densidad de una variable aleatoria cumple con las siguientes 

propiedades: 

1. f (x,) = 1 
1.1 

2. f(x)1.0 Vxe91. 
(Santibaftez, 1988, Hoel, 1971) 

' eo. 1.3.- La función de distribución de una variable aleatoria cumple con las siguientes 
propiedades: 
1. 	limF(x) =1 

2, 	lim F(x) = O 

3. F(x) es no decreciente Vxe91  
4. F(x) es continua por la derecha. 

(Santibañez, 1988, Hoel, 1971) 
Teo. 1.4.- Para cualesquiera a<l) e 91 se tiene que P[a < X S bl = F(b)— F(a) 

(bel, 1971) 

(1) 	MODELO CLÁSICO 
En el modelo clásico, la función de probabilidad asigna a cada evento elemental 

w eR del fenómeno aleatorio un mismo valor; y se dice que cada evento tiene la misma 
probabilidad de ocurrencia. Por ejemplo, al lanzar una moneda al aire es igualmente 
factible que, caiga sol o que caiga águila. Cada uno de los eventos anteriores tiene 
probabilidad 1/2. En general, si un experimento tiene n posibles resultados, entonces 
cada evento tiene probabilidad 1/n de ocurrir, 
Def. 1.9, Cuando un fenómeno aleatorio solo puede tomar un conjunto a lo más 

numerable de sucesos, se dice que es discreto. 
La definición de probabilidad a partir del modelo clásico está dada por: 

Def. 1.10, En un fenómeno aleatorio discreto, la probabilidad de un evento es una 
función que asigna a ese evento un número que es la razón de los casos favorables 
al evento en el experimento entre los casos totales del fenómeno aleatorio, es decir, 
se considera que cada evento es igualmente verosímil: 

sid  num. caso favorable 
L 	mon. caso total 



Este modelo cumple con todas las propiedades necesarias para ser función de 
probabilidad (Ruiz, 1980). Se describe a continuación un ejemplo del modelo clásico de 
una función de probabilidad: 

Se tiene una urna que contiene A bolas rojas y 13 bolas azules. Se seleccionan al 
azar sin reemplazamiento n bolas de la urna. Sea X el número de bolas rojas que se 
obtienen. Como X no puede pasar de A bolas ni de n y tampoco puede ser menor que 0, 
entonces 05x5min (11,A), con x e Z. Entonces el número de combinaciones distintas que 

se pueden formar con las A+13 bolas para obtener la muestra de n es ( A  +1 y cada una 

de ellas es igualmente probable de ocurrir. Por lo tanto, el número de combinaciones 

distintas en que se pueden seleccionar a las x bolas rojas de las A disponibles es (1 y 

hay 
 (

) combinaciones posibles para escoger las bolas restantes que deben ser azules, 
- X 
(111) 111(Al  - 	- I 1) 

donde 
1 ) 	1l /1 	

para O 5 15 M. Por lo tanto la probabilidad de 

ocurrencia de que X=x es: 

(x)= 	= xj= O 	x 5 mit*, /1) 

e?: otro caso 

   

(1.2) 
Esta función es la función de probabilidad del número de bolas rojas que se 

obtienen en el experimento y coincide con la función de densidad de una variable 
aleatoria hipergeométrica (lloel,1971). 

b) 	FUNCIÓN DE DISTRIBUCIÓN Y FUNCIÓN DE DENSIDAD CONJUNTA 
Cuando lo que interesa en un fenómeno aleatorio no es una sino varias de las 

caracteristicas y éstas se pueden cuantificar, entonces en lugar de una variable aleatoria, 
se considera un vector aleatorio y se calculan las probabilidades sobre este conjunto. 
Def. 1.11.- Si XI,X2,...,X„ son n variables aleatorias, la función de distribución conjunta 

está definida por 

(x1 	) = /1,Y1  5 xi  , X2  5 x2 ,..., X .1 xn ] V(x,,x2 ,...,x„) e 91" 

Def 1.12.- Sean (fi,3,P) un espacio de probabilidad y X,,X2,... y„ variables aleatorias 
discretas, entonces la función de Masa Conjunta o función de densidad de 
X,,X2,...,X,, es: 

fx 1.  x  t.— x 	= P[X, = x„ X2  = X21..., X„ 
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Pinm  (X, = x,)1 
Lfrt 

Teo. 1.5.- Sea (f1,2,P) un espacio de probabil dad fx,,x,,,,x.(x„x2 ,...,x„) la función de 
densidad X „X2,—,X„, entonces la funciór de densidad marginal de X1  es: 

fx,(xi)= 

(1.3) 
donde Ri  es la región donde f(x bx2,...,x,,)>0 y xi está fija. 

(Kyburg,1969, Hoe1,1971) 
Teo. 1.6.- Si X e Y son variables aleatorias, entonces: 

.r
lim Fkr  (x,y) = O 
-o- 

In! Fxr  (x, y) = (y) 

(Kyburg,1969) 

c) 	FUNCIÓN DE DENSIDAD CONDICIONAL 
Def. 1.13.- Para cualesquiera dos sucesos A y 13 tales que P[131>0, la probabilidad de que 

suceda el evento A si se conoce que el evento 13 ya ocurrió es: 

RAIEJ= 	nB j  

Def. 1.14.- Sea XI,X2,...,X„ un conjunto de variables aleatorias, entonces la función de 
densidad condicional de XI,X2,...,X„, dado 	 se define como: 

— - x1J/ n t 	x1)] 
m 	 n 

1-1 	 IwMN 

NOCIÓN DE INDEPENDENCIA 
Cuando en un fenómeno aleatorio, la ocurrencia (o no) de un evento A no influye 

en la ocurrencia (o no) de un evento 13, se dice que los eventos A y 13 son independientes 
entre si Formalmente se puede expresar de la siguiente forme 
Def. 1.1S.- Dos sucesos A y 13 son independientes si y solamente si P(AnB)=P(A)P(B). 
1Def. 1.16, Sea C una colección de eventos. Los eventos en C se dicen que son 

independientes si la fitnción de densidad conjunta de cualquier número finito de 
ellos es igual al producto de sus densidades. 

Dee 1.17, Sea 	un conjunto de variables aleatorias. Se dice que estas 
variables aleatorias son independientes o estocástieamente independientes si para 
todas las posibles selecciones de pares de números reales (a1,bi),(02,b2),...,(amb„) 
con aisb, Vi ,los sucesos lo, 5 X1  51,11,[a2  5 X2  Sb ],.,.,[a„ 5 	5 b„i son 
independientes. 
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Teo. 1.7,- Sean X i,X2,...,X, un conjunto de n variables aleatorias. Entonces Xi,X2,—,X„ 
son 	variables 	aleatorias 	independientes 	si 	y 	solo 	si 

17  . 	(•x ,..•.  x„ ) =n172 (x ) para cualquier (x1 ,...,x,,)E111”. 
1.1 

(Kyburg,1969, Morris,1988) 
Teo. 1.8.- Sean X y Y variables aleatorias con función de densidad f„(x)  y fy(y) 

respectivamente. Si la función de densidad condicional de X dado Y=y (donde 
fy(y)P9) está dada por f(x/Y=y). Entonces X y Y son variables aleatorias 
independientes st y solo sí f,(x)= gx/Y=y). 

(1-loel,1971) 

3. 	ESPERANZA 
En un fenómeno aleatorio surge una gran cantidad de preguntas que se pueden 

resumir en información numérica. Uno de esos valores es la media de la variable 
aleatoria, que equivale al promedio de la distribución. 
Det MB.- La esperanza de una variable aleatoria discreta X con función de densidad 

f(x) se define como 

E(X) = Exf (x) 

(1.4) 
siempre y cuando 

Elxif(x)< ce 

(13) 
cuando una función satisface la ecuación 1.5 se dice que converge absolutamente y 

se dice que la variable aleatoria X tiene esperanza finita. 

a) ESPERANZA DE FUNCIONES DE VARIARLES ALEATORIAS 
Teo. 1A- Si X es una variable aleatoria con esperanza finita, entonces la esperanza de 

cualquier flinción g(X) existe y es: 

Illg(X)1= Eg(x)f(x) 

(1.6) 

siempre y cuando la ecuación 1.6 converga absolutamente. 

(Kyburg,1969,11oe1,1971, Morris,1988) 

b) ESPERANZA CONDICIONAL 
Def. 1.19, Sean X y Y dos variables aleatorias con una distribución conjunta f(x,y). Sea 

fi(x) la función de densidad marginal de X y para cualquier valor de x tal que 
fi(x)>O, sea ly1x)la función de densidad condicional de Y dado X=x. Entonces 
la esperanza condicional de Y dado que X,--x está dada por: 



E[y/x. x).Eygtyl 
Y 

(1.7) 

Dcf. 1.20.- Se define a la función /1Y/.11.12.--> 91 como E[}1,11(4.) = F[Y/X .r} 

donde X(w)-x. 

Der. 1.21.- Sean 	n variables aleatorias con una distribución conjunta 
f x 	 Sea ,f,(x,) la función de densidad marginal de X1  y para 

cualquier valor de xi tal que fr (x,)> 0, sea f(x,lx,,,..,x,_„4,1 ,...,x„) la función 

de densidad condicional de X;  dado que se conoce que 
Xl=xi,X2=x2,— ,X1.1=xm,X1+1=s; 	X,Fx„, Entonces la esperanza condicional de 
X1 dado X i=x1,X2,--x2,... 	i=xi. 1,...X„=x„ está dada por: 

1;(X,/XI 	i..•; XI-1 = x1-11 X,,  "x,1 ,...x = 
Ex,f(x,lx„x„„.,x,,) 

Der. 1.22.- Se define a la función /4X,PC1 ,—, X,_, , X,41 	X„1:11 —› 91 como 

ElX1/X1,•••> XI-11 41r", X/11W) 

E(Xt /XI JCI , X2 = X2,..., 	X1.1, 	= Xpo 	= x„) 
donde Xi(w)=xi,...,X„(w)=x„. 

Tea. 1.10.- Para cualesquiera variables aleatorias X y Y, 

MEV / 	E(Y) 

(Ruiz,1980) 
Teo. 1.11.- Para cualesquiera variables aleatorias XI,X2,...,X„, 

	

E(XJX1 , X2,..., 	41= E(X,) 
(Ruiz,1980) 

C. 	PROCESOS ESTOCÁSTICOS 

Un proceso estocástico es una familia de variables aleatorias (X, } donde t es un 
indice sobre un conjunto dado T, que puede ser tanto finito como infinita En este 
trabajo únicamente se tornará en cuenta a T como un conjunto a lo más numerable, 
debido a las características del problema secretaria 

Existen ejemplos interesantes en donde el uso de procesos estocásticos es necesario 
para el análisis de un sistema que opera durante un determinado periodo de tiempo. El 
sistema se observa en periodos de tiempo 1=1,2,... En cada instante de observación, el 
sistema se clasifica en alguno de un número de categorías que se denominan estados, 
Dichos estados son excluyentes y exhaustivo& 

1. 	CADENAS 1W MARKOV 
El estado actual de un sistema depende de los estados anteriores en que el proceso 

se hubiera encontrado. Es por ello, que la distribución conjunta de las variables 



aleatorias X I,X2,.., no puede ser la multiplicación de sus funciones marginales, es decir, 
no son independientes. 

Una gran cantidad de los sistemas aleatorios pueden clasificarse como Cadenas de 
Markov. Las cadenas de Markov son sistemas que tienen la propiedad Markoviana o de 
pérdida de la memoria. Esta propiedad es una hipótesis sobre la distribución de las 
variables aleatorias que conforman el proceso estocástico que se resume en la siguiente 
ecuación: 

si 1 = 0,I,... 
PEXtfl 	 = 101 Xl 2.- lit ...r XI 	= *11+1 = 1141/X1 11 j bi r 

(1,8) 
Esta propiedad afirma que el estado del sistema solamente depende del estado que 

el sistema tuviera en la etapa anterior, es decir, que es independiente de la historia hasta 
el tiempo PI del sistema. 

A las probabilidades condicionales de la ecuación 1.8 se les conoce como 
probabilidades de transición, debido a que se calcula la probabilidad de que el sistema se 
encuentre actualmente en el estado j dado que en la etapa anterior se encontraba en el 
estado I; y se les denota como pd. 

Si P[X„, j/X, 	= 11X, = EX° 	Vt,id entonces la probabilidad de 
transición (en un paso) es invariante con el tiempo. A esta propiedad se le conoce como 
estacionaria. 

La propiedad de estacionariedad se generaliza a n pasos de la siguiente forma: 
p(") = l'EXIf j/XO 	=1~xrr"j/X, =11 

. 	CLASIFICACIÓN DE LOS ES'T'ADOS DE UNA CADENA DE MARKOV 

Si una vez que el proceso se encuentra en el estado i en alguna etapa t y se conoce 
con seguridad que regresará a ese estado en una etapa posterior, es decir 

= 	= fi = I para alguna 1>t, entonces se dice que el estado i es recurrente. 

Si el estado i es recurrente y además se conoce que go 1, entonces se dice que el 
estado i es absorbente pues el proceso nunca saldrá de ese estada 

Si el proceso se encuentra en el estado i y existe una probabilidad positiva de que el 
sistema nunca regrese vese estado, entonces el sistema se conoce como transitoria 

Se dice que el estado j es accesible desde el estado I si IV" , ) > 0 para alguna nW. u  
Sí el estado j es accesible desde el estado í y el estado i es accesible desde el estado 

j, entonces se dice que i y j están comunicados, Si todos los estados se comunican entre 
si se dice que la cadena de Markov es irreducible, 



II. PROGRAMACIÓN DINÁMICA Y PROCESOS DE DECISIÓN 
MARKOVIANOS DE ESTADOS FINITOS 

A. INTRODUCCIÓN 
La investigación de operaciones es un procedimiento científico utilizado para tomar 

decisiones acerca de las operaciones de sistemas de organización. Dicho procedimiento 
consiste en la formulación matemática de un modelo asociado a alguna situación real 
mediante la exploración de la estructura de sus posibles soluciones y el desarrollo 
sistemático para obtenerlas con el objetivo de tomar las decisiones que optimicen al 
sistema (11illier,1982). 

En el campo de la investigación de operaciones existen diversas metodologias; 
entre las que se encuentran la programación lineal, el análisis de redes, PERT, la teoría 
de juegos, la programación dinámica, etc. En este trabajo se revisa específicamente la 
técnica de la programación dinámica que se utilizará en el próximo capitulo para 
encontrar la segunda solución del problema secretaria, y una de sus generalizaciones. 

D. 	PROGRAMACIÓN DINÁMICA 
La programación dinámica es una metodología matemática para tomar la sucesión 

o combinación de decisiones interrelacionadas entre si que maximicen la efectividad 
global de un sistema. 

Los problemas que se resuelven por esta metodología son sistemas dinámicos de 
control óptimo secuencia!, es decir, el sistema se observa periódicamente, después de 
cada observación o etapa, cl problema se clasifica en uno de un número posible de 
estados y después de cada clasificación se toma una decisión o acción a seguir de entre 
varias. Es por esto, que la evolución del sistema está influenciada por la secuencia de 
acciones tomadas. El tomador de decisiones controla el sistema mediante la secuencia 
de acciones tomadas. Cada decisión trae consigo consecuencias económicas, por lo que 
el, objetivo será tomar la serie de acciones que optimicen económicamente al sistema, 
siempre que esto sea factible. 

I. MODELO GENERAL DE UN PROBLEMA DE PROGRAMACIÓN 
DINÁMICA 

La técnica de la programación dinámica consiste en formular las ecuaciones que se 
ajusten a una situación particular y encontrar la solución que optimice (máximos o 
mínimos) dichas fórmulas. La programación dinámica es una metodología de solución. 
Por ello, para conocer si un sistema puede ser resuelto con esta methdología, es necesario 
conocer los elementos básicos de un problema de programación dinámica (Ver figura 
2.1): 
1. El problema se divide en etapas y en cada una se debe tomar una decisión de 

acuerdo con una politica. Una política es una regla para tomar decisiones en cada 
punto del tiempo. 

2. A cada etapa u observación se le asocia un número posible de estados. Los 
estados son das posibilidades en las que el sistema puede encontrarse en cada 
etapa. 

10 



3 	En cada etapa dcl problema se torna una deciainn de acuerdo con una politica. El 
electo de la decisión en cada etapa es transformar el estado actual en otro estado 
de la etapa siguiente. 

4. Dado el estado actual, una politica óptima para las etapas restantes es 
independiente de la política adoptada en las etapas previas. A esta propiedad se le 
conoce como el principio de optimalidad. 

5. Existen dos procedimientos de solución para encontrar la política óptima, 
dependiendo de la formulación de laá ecuaciones: 
a) Método hacia atrás o recursivo: Consiste en hallar la política óptima para 

cada estado de la última etapa y se dispone de una relación o ecuación 
recursiva para encontrar la política óptima para cada estado en la etapa 
anterior dada la politica óptima en la etapa actual. 

b) Método hacia adelante: Al contrario del método anterior, se encuentra la 
política óptima para la primera etapa y se resuelve hasta la última. 

6 	Se encuentra el conjunto de decisiones que formará la politica óptima utilizando 
las relaciones del punto anterior para cada etapa y cada estado posible en cada 
etapa, ya sea usando las ecuaciones hacia atrás o hacia adelante del punto 
anterior. 

Etapa 1 
	

Etapa 
decisión 

o 
o 
o 

o 
Figura 1.1. Elementos básicos de un problema do programación dinámica. 

La forma precisa de la relación del punto 5 difiere en cada problema de 
programación dinámica. Sin embargo, es posible describir la metodología y el 
planteamiento matemático para la solución en forma muy general. A continuación se 
presenta el planteamiento general de una ecuación recursiva y la forma de obtener su 
solución. 

Sean: 
yt, 	el estado del sistema en la etapa n, 
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an 	la decisión o acción a tomar en la etapa n, 
w 	la contribución al sistema por tornar la decisión an  en el estado y„, 

fn(y„,a„) la función objetivo (relación matemática) en la etapa n. 
Se desea optimizar f„(y„,a„). 14'm.  f„,,(y„„,a„,,), construyendo la ecuación 

recursiva f,;(y„). opt{w y.„.  f:+1(y„)} para cada posible estado y„ en la etapa n, para 

n=N,N-1,...,1. Se da una condición inicial a la etapa W1, generalmente es de la forma: 
f1J41(yN  ) = O para todo estado yN  en la etapa N. Por lo que la solución se encontrará en 
forma recursiva desde la última etapa N, hasta la etapa número 1. Dicha solución 
consistirá en la politica óptima, es decir, los valores n1,a2 .... aN  que representan las 
acciones a tomar en cada estado y en cada etapa. 

La programación dinámica se divide en dos enfoques, de acuerdo con el tipo del 
problema: 
1. Programación dinámica deterministica: Cuando el estado en la etapa siguiente 

queda completamente determinado por el estado y la decisión de la politica en la 
etapa actual. 

2 	Programación dinámica probabilista: 	Cuando existe una distribución de 
probabilidad para el estado siguiente dados el estado y la decisión de la politica en 
la etapa actual (Ver figura 2.2). 

2. PROGRAMACIÓN DINÁMICA PROBABILISTA 
El sistema se observa periódicamente y se toma una decisión o acción en cada 

punto en el tiempo, Sin embargo, a diferencia de la programación dinámica determinista, 
dichas acciones 'o decisiones interactúan en un ambiente no deterministico, es decir, no 
se conoce con exactitud el estado siguiente del sistema si se toma cierta acción. En este 
trabajo, se considerará que los estados y las acciones del sistema son finitos para cada 
etapa y que solamente hay N etapas. Se utilizará el método recursivo hacia atrás desde la 
etapa N hasta la etapa 1 y se calcula el óptimo del sistema para cada estado y decisión 
posibles en cada una de las N etapas. 

Si el estado en la etapa rr del sistema es 1, y se sabe que en la etapa n fi hay inim 
posibles estados y la distribución de probabilidad del estado próximo del sistema es 

; entonces se puede formular uno de los problemas de programación 
dinámica probabilista de la siguiente forma: 

.1.,,(Yoas)=I Pi[Who, f,:ii (Y, )1 
1.1 

donde: 

f:41(Y.1)=0pf f„,i(Ynii,and) a.» 
(2.1) 

Esquemáticamente, el planteamiento anterior puede describirse como en la figura 
22. A este diseno se le conoce como árbol de decisión, si no es muy grande entonces es 
una buena forma de resumir la información del sistema, ad como de las posibles 
decisiones a tomar en cada etapa. 
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Etapa a 
	

Etapa n+1 

ñ411)  

Figura 2,2. Esquema de un problema de programación dinámica probabilista. 

Una clase particular de estos modelos probabilisticos son los procesos de decisión 
Markovianos que se estudian en el siguiente incisa 

C. 	PROCESOS DE DECISIÓN NIARKOVIANOS DE ESTADOS FINITOS 
Un proceso de decisión Markoviano es un proceso estocástico que describe la 

evolución de un sistema dinámico controlado por una serie de decisiones o acciones. En 
este trabajo, se considera que los estados y las acciones posibles son siempre finitos, tal 

. 	como se mencionó antes. A estos procesos también se les conoce como programación 
dinámica disemia (Dorman, I970). 

A continuación se presenta un modelo general de planteamiento de estos problemas 
de decisión y el ejemplo que servirá de modelo para la primera generalización del 
problema secretaria]. 

MODELO GENERAL 
En los instantes del tiempo 	el sistema se observa y clasifica en uno de los 

posibles estados. Sea 	01..4 la sucesión de estados observados. Sea 1 el espacio 
de los estados posibles. Se recuerda que¡ es un espacio finito. 

Después de cada observación, se toma una acción de entre un conjunto de acciones 
posibles. Sea {A„ 0,1,1 la sucesión de acciones tomildas en el tiempo t. Sea Ki el 
conjunto de posibles acciones cuando el sistema se encuentra en el estado y sin causar 
confusión también denotará el numero de posibles acciones. Ki es un conjunto finito. 

La historia del sistema hasta el tiempo t, denotada por 1-11, es el conjunto de estados 
observados y las acciones tomadas en cada punto hasta el tiempo t, es decir 

= {Y,„ 4„..., , A, } • 



Una político Res una instrucción sobre la acción a tomar en cada punto del tiempo. 
Las decisiones que se tornan dependen de la historia del sistema. Las acciones a tomar 
pueden depender de algún fenómeno aleatorio dependiendo del estado en el que se 
encuentre y la historia hasta ese tiempo. 

Entonces, una política R es un conjunto de reglas de decisión: 
R={11A = al 11 y, la e K„i =0,1_1, donde la regla de decisión 

11A = al11, 1 ,Y,] es la probabilidad de tomar la acción a dada la historia del sistema al 

tiempo t-I y el estado Y, del sistema. Por lo tanto: 

O 5 Plif 411,..„Y,15.1 

y E 	4 = 

Sea C la clase de todas las políticas en consideración, en esta clasificación están 
incluidas aquellas que dependen de toda la historia del sistema. Sea CM  la clase de 
politices markovianas (es decir, que tienen la propiedad de la pérdida de memoria). Sea 
Cs la clase de politices tnarkovianas que son invariantes en el tiempo, es decir, son 
estacionarias y sea CD las politices deterministas (es decir, que son iguales sin importar 
el instante del tiempo y el estado en el que se encuentre el sistema). 

Se supone que las leyes de transición del sistema son invariantes con respecto al 
tiempo y son camcterizables por un conjunto de probabilidades de transición. Esta' 
hipótesis se traduce matemáticamente de la siguiente forma: 

Si p,j(a) denota la probabilidad de que en el siguiente punto en el tiempo se observe 
el estado j cuando el sistema se encuentra actualmente en el estado i y se toma la acción 
a, entonces: 

¡Va). 11Y," = 	A, = al= 	j IY, =1,  A,  =a] 
Un proceso de decisión Markoviatto es una sucesión (Y„ A„1 = 0,I,...) dada una 

función de densidad sobre el estado inicial, es decir, la 1[Y,, = i] y la politica R son 

conocidos. En este trabajo, siempre se considerará que para algún id/ PEY0  = = 1, es 
decir, que se conoce el estado inicial del sistema. 

A cada proceso de decisión Markoviano se le asocie una estructura de costos, 
donde se supondrá que dichos costos sólo dependerán del estado y la acción en un cierto 
tiempo. Dicha estructura se define de le siguiente forma: Cuando el sistema se 
encuentre en el estado ¡ y se tome la acción a, entonces se incurrirá en un costo wk, 

Entonces se puede definir un conjunto de variables aleatorias (14'7. /t = 0,1,...), 
como: 

	

	si 1',--i y Al=a, a e Ki, i e 1, y el costo esperado: 

14IY, 1 R1= E E w,, dr, I, A, = al 11 
(2.2) 

como 1 y Ki son finitos, entonces la ecuación 2.2 siempre convergerá 
absolutamente. 
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a) EJEMPLOS 
Hay varios ejemplos generales en la literatura de los procesos de decisión 

Markovianos, se ennumcran a continuación cuatro de ellos. 
1, COSTO ESPERADO TOTAL DE OPERAR EL SISTEMA HASTA EL 

TIEMPO T. El problema consiste en encontrar la politica óptima R que minimice: 

CR,r  (i) = E[É n'IR] = EEW,„ P[Y, = .1,A, =a/121 
No 1 a 

2. 	PROBLEMA DEL PRIMER ARRIBO. El problema consiste en encontrar la 
política óptima 1? que minimice a cr 	CR.,9) donde t es el valor positivo 

mínimo de t tal que Y,=j, a j se le denomina estado de arribo. Este problema se 
puede generalizar en dos direcciones: 1) que j no sea un estado sino una clase de 
estados, y 2) que t sea el 2°, 3° o n-ésimo valor positivo de t tal que Y1=1 

3 	CRITERIO DEL COSTO DESCONTADO. El problema consiste en encontrar 
la politica óptima!? que minimice a: 

‘1'„ (1,a) = E Ea 'RIR} donde a es un valor dado tal que 05o151. 
[

ra 

4. 	COSTO ESPERADO PROMEDIO POR UNIDAD DE TIEMPO. El problema 
consiste en encontrar la politica óptima!? que minimice a: 

0(1 I R)= lim CR 
r4- +

( 
1
i) 
 

En este trabajo solamente se estudia el problema de costo esperado de operar el 
sistema hasta cl tiempo t, debido a su relación con el problema secretaria! 

b) COSTO ESPERADO TOTAL DEL SISTEMA 
La solución a este problema en particular se encuentra utilizando el método 

inductivo hacia atrás que se estudió en el capitulo 2.2. 
Siendo coherentes con la ecuación 1.4 y la ecuación 1.7, se define la esperanza 

condicional del costo total del proceso desde el tiempo n hasta T dada la historia hasta el 
tiempo n-1 y el estado del sistema en el tiempo n: 

V„(R,j,h0.1 )= E•tEW, IY„ = j, 11,1  = 	,11}, 0Ing 7' 
two 

Cuando n=0, no hay historia por lo que: V0(R,i,h„.1 ) = V„(R,i) = CR.,.(1), 

Sean: 

V:(I,h„..1) inf V„(R,I,h,,,,,), O5 n 5. 7' 
Rae 

V„ (i) 	inf VÁR,l,hn-1 ),0 n 5 7'. 
REC 	, E/4 , 

Como afirma el siguiente teorema, la politica o regla óptima R. no depende de la 
historia del sistema, solamente del estado, es decir, llseCAI  y 
Teo, 2.1. Para cada Fln.i 	V,;(i,h„..1 )= V,;(1), n = 1,... ,7', 1 e 1 
DDdem.- Sean: 
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1. i fijo 
2. 4>O arbitraria 	 olitica Ro  y 

3. 
Por la definición de Intimo, existen una p 

	
una historia hasta el 

tiempo n-I 1,,,°_„ tales que: 

V„(ita,i,e,t) <11„(i).1- 

4, Sea R1  una política tal que: 

..1 ,y, , R11 r. 	
ikaik-1,as-1,Y„ Rol 

si t = 0,...,n -- 1 

daih dalli:_,,a„.1,y„,.„,a,_1, y„ Rol 	si t = ii,—, 7' 

donde 14.1,.(y0,14,..,,y,.01.1), es decir, que la politica R
1  es idéntica a la 

política Ro para los tiempos t--0,...,n-1, pero para los tiempos t=ii„,.,T, la 
olítica Ro como si la historia hasta el 

política R1  se considera igual a la p  

tiempo n-1 fuera el 
 y después se considera la historia que realmente  

te 

ocurrió, es decir, Yn,am,...,Yi-1,110 y se conoce el estado al tiempo t, 

decir, yi. Entonces, para cualquier historia hasta el tiempo n-1, es decir para cualquier h„.1: 

V.(R1,0„-1)= V.(Rol'ill-1)< V: (i) + 4 

Entonces: 
ii,:(41:„.1) 5 V„(iti,i,k_i) <V: 

(i)+ 4, 

Como />9 es arbitraria, entonces: 

1/,', (1,/t„..1)< 1/,', (0+ 	N4. 

Por lo tanto: 
ii: (l'h.-1) 5  V,(1). 

De la definición de V*(i) se tiene que r (i) 
1 V,,(12,1,11,,_,) VR,/i„..i, es decir, para 

cualquier RED se tiene que V+(i) es cota inferior de VIR,i,11,0), por lo tanto 

V' i) 5 V,;(i,h„..1), 

:. V;(1'hm-1)."2 V.O ..aa 
El siguiente teorema afirma que es posible encontrar R* que minimice a 

CR ;T(i) de 

forma re-cursiva (programación dinámica): Teo. 2.2. Si R• está definida como una política que al tiempo n toma la acción a" (a+
*  

función den) que satisface 

Equ(a;)V,,',1(j). minlw,„ Eq,(a)V„,i(j) 	para tel y 	n'O,' D" ',T,  

w„,., + 	
a 
	J J 

 

entonces V„(Its,i,11,,_,)=V*„(1) 11=0,1,—,T, 
i e / . 

Dildem.- Por inducción hacia atrás: 
Sea n=1 
171.(R,i,h,...1)= Ews,plaill,_,... h,_,, Y, 	a 

= 1, RI Z mintw,a1 

=mit!w,„+Equmv;,,u) 
.1,;(1e,i,h,..4) 

a 	J 

Se supone que pasa para t=n+1, es decir: 
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V„,.,(R,i,It„,) k 171,',1  (I?' ,l,17„..1 ):. min{w, + E qi, (a)': f2(j) a 	1 	} 

Se demostrará para t---n: 
r 

ris(R,i ,ha-7)= qE1V7 	1,14-1= ha-1 ,R) 
l» 

Ew,„P[al 
a 

7. 
+Equ(a)liap17 ,„.1,11E[ 

bo
E rfily„„ j, = 	 R] 

1 a 	 l+) 

k E PEall,h„.1 , 121w, + E q u(a)VZ1 (j)} k min{w, + E qu(a)V,:f1(j)} 

Mi?.  ,i,11,;_i ),Iii 

{ Cor. 2.1. V„(i)= min w, + Equ(a)V:41(j) 
1 

(2.3) 
La ecuación 2.3 es la función recursiva a optimizar de acuerdo con la ecuación 2.1. 

Cor 21. R' es miembro de Cm. Es decir, que la politica óptima no depende de la 
historia del sistema. 



III. EL PROBLEMA SECRETARIAL 

A. INTRODUCCIÓN 
En el alío de 1960 aparece en la revista &lentilla American en la columna 

denominada ltlathemalical Gamas un problema matemático relativamente simple, que 
ahora se conoce como "El problema secretarial". Sin embargo, este problema era 
conocido desde varios años atrás (Ferguson, I989). 

La formulación básica del problema consiste en: Un empresario desea contratar a 
una persona para un puesto vacante, originalmente dicha vacante era para un puesto 
secretaria!, bajo las siguientes hipótesis: 
1.- El número n de candidatos o aspirantes es conocido de antemano. 
2.- Solo es posible entrevistar a un candidato a la vez. 
3.- Los aspirantes se presentan en forma aleatoria, es decir, cada aspirante tiene la 

misma probabilidad de ser entrevistado en primero, segundo o„.o último lugar, 
4.- Los candidatos se pueden acomodar de mejor a peor sin empates, dependiendo de la 

puntuación obtenida en la entrevista 
5,- La decisión de aceptar o rechazar a un aspirante depende únicamente de los rangos 

relativos, es decir, del lugar obtenido por el candidato sin tomar en cuenta a los no 
entrevistados. 

6,- Una vez rechazado un aspirante no podrá ser llamado después. 
7.- El tomador de decisiones (empresario) solo se satisface con lo mejor!. 
8,- Se debe seleccionar a un candidato, es decir, si no se ha elegido a ninguno de los n-1 

candidatos, entonces se acepta al n-ésimo. 
El problema secretarial es conocido también como el problema de "la dote" debido 

a una formulación realizada por el astrónomo alemán Johannes Kepler (1571-1630). Su 
primer matrimonio fue arreglado de acuerdo con las costumbres de aquella época y no 
fue muy feliz; por lo que, después de la muerte de su primera esposa, decide elegir a su 
segunda mujer de forma óptima, destinando para ello casi tanto esfuerzo como el que 
realizó pera encontrar que la órbita de Marte es una elipse. Después de dos altos, Kepler 
resolvió entrevistar a once mujeres y optó por casarse con la quinta candidata. 

El problema secretarial puede compararse a través del tiempo con otras 
formulaciones similares como: 
• El problema de Cayley por el matemático inglés Arthur Cayley(1821.1895): Se arregla 

una lotería de la siguiente forma: 1 lay n boletos que represehtan cada uno a,b,c, 
libras respectivamente. Una persona saca un boleto, lo observa y si desea puede sacar 
otro (de los n-1 restantes), se repite el proceso, no más de k veces y se le paga el valor 
del último boleto sacada 

• El juego de Googol: Una persona hace tantos papelitos como quiera, en cada papel 
escribe un número positivo diferente (tan grande como un googol o tan pequeño como 
lo desee). Los papelitos se voltean y revuelven sobre una mesa. Uno a uno otra 
persona los voltea hasta que crea haber volteado el de mayor valor. Si se han volteado 
todos los papeles, se quedará con el último. 

Lo mejor en el sentido estadístico, es decir, el mejor esperado. 
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B, 	TEORÍA BÁSICA 
A continuación se presentan las definiciones necesarias para el planteamiento 

matemático del problema secretaria' (Moriguti,1993): 
El rango absoluto Xi, es el lugar que ocupará el aspirante i-ésitno en caso de que se 

entrevistaran a todos tos candidatos. Debido a la hipótesis número 3, xi,x2,...,xn  es una 
permutación aleatoria de 1,...,n. 

El rango relativo Yf, es el lugar que ocupa el aspirante i-ésimo cuando solo se han 
observado los primeros i objetos: Yi=(núm. de XI,X2,...,41  <X1)1-1. 

Debido a las hipótesis del problema secretarial, la regla o acción a tomar en cada 
estado del sistema consiste en aceptar al i-ésimo candidato, contratarlo y terminar el 
problema, o en caso contrario, rechazarlo y continuar con el proceso de las entrevistas. 
Si no se ha aceptado a ningún candidato en la última etapa, entonces se contrata al último 
aspirante. 

Sea di,d2,...,dr, una regla de detención predeterminada de la siguiente forma: 
Después de observar los primeros 1 candidatos, se detiene el proceso y seleccionamos al 
i-ésimo aspirante si yildi y se continúa el proceso en otro caso, es decir, si yi>d,. La regla 
de detención debe cumplir que 0911  .5.d2  5...5 dn  = n. Esta última afirmación concuerda 
con la hipótesis número 8 de aceptar un candidato al final del proceso y además afirma 
que en la primera entrevista no se acepta al candidato porque hay una probabilidad muy 
alta de que exista otro mejor (no hay con quien comparar). 

1. 	DENSIDAD DEL RANGO RELATIVO 
En la etapa 1-éSiMll, lo único que se puede observar es el tango relativo de la i-

ésima persona para saber si se contrata ano. Como es aleatoria la forma en la que llegan 
los candidatos,,entonces; usando la definición del modelo clásico: 

/in 	rj .7, r =1,2,...,i 
1 

independientemente de los valores yhy2,...,y1.1  , es decir, el rango relativo en la 
etapa actual es independiente de los valor anteriores. 

Como el rango absoluto de la i-ésima persona entrevistada no puede ser menor que 
su rango relativo, ni mayor que n-i+r, entonces la probabilidad de que la jerarquia 
absoluta de la opción actual i sea a, dado que el rango relativo es r, es la forma de elegir 
r-/ lugares de a-/ (los que quedan antes de XI), escoger la posición a en el lugar a-ésimo, 
y les 1-r opciones restantes en los n-a lugares que faltan, es decir: 

(a —1 n — a 

r-1 	1-r 	r = 1,2,...,1 ilxi .aly,-r1- 	
i) 

	
r 5a 1n-14-r 

(3.1) 
de forma análoga: 
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( a —— 

1.14 = rl X, =a]=
r— n— 

i—r) 
0<r5.0 

(i -1J 

2. 	PROBABILIDAD DE DETENCIÓN 
Scan: 
p(i) 	la probabilidad de que la detención ocurra justo después de la i- I - 

ésima observación, 
el evento de que la detención no ocurra en la i-ésima observación o 
antes; y 

Q(i)=-P(wi) 	la probabilidad de que la detención ocurra después de la i-ésima 
observación 

entonces: 

P(0= P{wil 3, 5  di} = 	5  ddwi-i1P(w1-1)=  O I -7  

y, por lo tanto: 

Q(i) = Q0 —1)(14) 

(3.2) 
Es posible calcular p(i) Vi porque Q(0)=1. 
Como dn=n, entonces Q(n)=0 y esto es congruente con la hipótesis número 1 
La probabilidad de que la detención ocurra después de la Pésima observación se 

puede calcular también como la probabilidad del evento de que la detención ocurra 
exactamente en la i+1-ésima entrevista o que la detención ocurra en la in-ésima 
entrevista o ... o que la detención ocurra en la n-ésima entrevista. Cada uno de estos 
eventos es ajeno entre si por lo que debido a la definición de probabilidad: 

Q(1) = p(1 + 1) + p(1 	p(n) 
(3.3) 

Si las reglas de detención pueden tomar un mismo valor s para un conjunto de 
valores i. Sean: 

= 	s) , 
/, = 	11„, 
i1'1 =1(1- 1Xi -2)-(1 — s) , 
entonces para id, utilizando la ecuación 3.2: 

(3.4) 
Q(1)1(' )  Q(i IX( 1)1')  = 	I)(' )  = utast 
Sea i=i0.1- I entonces: 
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— D(i, —  D('' 
Q(13,1 	1) — 	

(i,„ 	1) )  
Para ido  

Q(1i-1)=1, Y: 

02 —1) = 

—1} nunca se detiene 

1) 	
—1)(11 	ii  —1 

el proceso, por lo que Q(I)=1, entonces 

Q(ii — (i, -1  

(2 3— (1 	1) = 
Q2 —1)(2) — 1Xi2 2) 

—1) (i3  _ 1)(2) = (13 — 1)12)  

(II —1)(12  — — s +1) 
Q(1., —1) = _ 1)(o 

entonces: 

(1, —1)(1,  — 2)...(is 	s) 
Q(7)' 	 para i e L. 

(3.5) 
Existe otra forma de obtener la ecuación 3.5 si se utiliza el modelo clásico de la 

teoría de la probabilidad. Este modelo fue usado por vez primera por Watanabe en 1965 
(Moriguti,1965). El candidato que tiene rango relativo 1 está entre las primeras i1-1 
posiciones, El candidato que tiene rango relativo 2 está entre las primeras i2-1 posiciones 
menos la posición ocupada por el rango relativo 1,..., el candidato con rango relativo s 
está en las primeras 4,-1 posiciones excepto por las posiciones ocupadas por los rangos 
relativos 1,2,-4-1. Los restantes i-s aspirantes pueden estar en cualquier posición u 
orden de entre las i-s posiciones desocupadas. 	Entonces hay 
(I — 	2 — 	s)(i —,c)1 permutaciones correspondientes a 	por lo que: 

(11  —1)(12 — 2)..,(i, — sXi — 8)1 	—1)(12  — 	(i, — s) 
. 	 i(s) 

3. 	NÚMERO ESPERADO DE OBSERVACIONES 
Sea eo  el número esperado de observaciones. La cantidad eo  se refiere al número 

esperado de entrevistas necesarias para aceptar a un candidato; se calcula utilizando la 
probabilidad de detenerse exactamente en la Pésima observación p(i), la ecuación 3.3 y 
el hecho de que Q(n).---0; se tiene que: 

e, = Elp(i) = 

= p(1)+ p(2)+ ...+ p(u)+ 

p(2)+ ...+ p(n)+ 
...+ 

p(o)= 

Q(0= 

n-I 
= I+ EQ(1) = I ED2(1) 

1a2, 

(3,6) 
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Se tiene que: 

EQ(0= E1 it  -1 
so, 

(3.7) 

1 
Eli) =E i - t =o, -1)E1.(i, _ D[14.2_,+,..+  I 
lela 	SEIS 	1. 4 	+ 	r, 

(3.8) 
y para sk2: 

-1)(12 -2).„(4_x)(i_s+1)  

lel, 	idI, 	
i(e) 

= (II — 1)(i2  -2)...(i, - s)E 
fr 1(/ 1)...(1- s +1) s- 1 

(ii 	- 2)-(4 s)  v 	1 	1 
s - 1 	htf, (i - 1)-(i - s+ 1) ¡(I-1)...(i-s+ 2) = 

s - I 	(1, - 1)...(1, - s+ I) 	(1„, - 	-s+ I) 
1 [Q, - 1)(13  - 2)-(4 s) 	- 1X12  2)...Q, - s)] 

Al sumar se obtiene: 

s- 	(1, - 1)-4 - s+ I) 	(1.41 - 1)...(1.41 -s+ I)] 
1 	[(11 	- 2)-(1, - s) 	(11  - 1)-(4 -  

= 
(11  - 112  2) (11  - 1X12  - 2)  4.  

(12 - 1)(11 -1)   
E  I fu, -1x12 	-s) 	 j_ 
3.3 s-il (I, - 	-s+l) 	(i.„1 -1)...(i„,-s+i) 

(1,-,1)(1,- 2)+  11 	1 	— 	— S +1)
+ 	

— S) 

— 	$.3
, 
 s- 2 (1, - 1)...(1, - s + 2) s- I Q, - 	- s +1) - 

(11 - 1)(12 - 2) t -(11 - 	- s + 1Xs -1) + (11  1)...(1, - sXs - 2) 
(J, -1) 	 (s-2Xi, - 1)...(1,-s+Ixs-1) 

- 
(I,- 1)(12  - 2) 	(11  - 1)-(4_1  -s+ 1)(-s- 1)(1,(s-2Xi, 3)) 

(12  - 1) 	1.1'3,4 	(I, - IXt, 2).
(
..(1, -3+1)(s- 

I 

 2Xs - 1) 

(12  - 1) 
	4.  VI 

(8 - 1Xs - 2)
-  I)   1s 1)( 	s - 1+1, - 	(i, - s)) = 

„4:1  
(ii  - 1X12  - 2) 	QQ, - IX1, - 1) 

Q2  —1) 	+ f:1 (S— 1XS 2) 
Por lo tanto, de la ecuación 3.6, la ecuación 3.7 y la ecuación 3.8 se sigue que: 

s -1 



( 1 	I ) 1  (i, —1)(i, —  2) 4.  Szl Q(i,  —1)(4 — 1) 
e, = ii  + (I, —1) —+„.± 

• i 1 	/2  - 1 	02  - 1) 	(S - 1XS - 2) 
— 

 

• — 	C-1. (2(i, — IX!, — I)  . 1, + (i, — 1)(I4-...-1- 	1  ) 1- (it  - 1 	ii) 	
► 
-I 4- Li 	 - 

II 	i2  - 2 	i, — I 	, 	(s. — 1)(s — 2) 

{ eo  = 2i, — 1+ u, — 1 1.4....4._____I 	V  Q(i, — I)(i, — I) 
i, 	I, — 2 	f,,1 (s— 2Xs — I) 

Por lo tanto, conociendo los valores de Q(i;  1) para s=3„,n-1, es posible conocer a 
cuantas personas se espera entrevistar. El subíndice O se refiere a que actualmente no se 
ha entrevistado a ninguna persona. Se puede calcular el valor de eo  recursivamente a 
partir de en.ber,.2,...,e1  que representan el número esperado de entrevistas a realizar si 
actualmente ya se han entrevistado n-1,n-2,...,1 candidatos respectivamente. Entonces: 

e, 	número de entrevistas adicionales dado ;vi 
I 	p(i -I-  0 4- 2 p(i + 2)+...+(n  —1)p(n)  el  = 	 = 

Q(i) 
p(i +1)+ p(l + 2) + ...+ p(n)+ 

+ 	p(i + 2) + ...+ p(n) + 
. 	...+ 

P(n) 
Q(i) 

_ Q(0+ Q(i +1)+...+Q(n)  
QQ) 

y recordando la ecuación 3.4, se tiene que: 

EQ(r) ÉQu) 
J*1-1 	

j.1 
Q(i — I) 	Q(i — l) 

(1-'9 
,_,=141— i 

DENSIDAD DEL RANGO ABSOLUTO 
La función de densidad del rango absoluto se obtendrá como la función de densidad 

marginal de acuerdo con la ecuación 1.3, a partir de la función conjunta del rango 
absoluto y del evento de que la detención ocurra exactamente en la Pésima observación, 
Para que el proceso termine con la contratación del 1-ésimo candidato es necesario que se 
cumpla con la regla de detención en la i-ésima etapa y que ésta no se cumpla antes, es 
decir: I gyi..5..di y dig/i,d2q2,...,4.1<y1.1. 

Sea f(i,a)=P(detenerse en la i-ésima observación, rango absoluto sea a), entonces: 
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(1,a)= E 	=J, 	t.' X1 al=1111$5-1111); = 	=a]= 

	

1-1 	 1.1 
d, 

Eqm.., 	. 
1.1 

(a- 1)(n- a) 
-.1  

l 	(n) 

entonces: 

	

f(a)= E f (i,a) 	r = i,2,...,n, 
1.4 

Si a=1 y como para 15 i Sii-1 Q(i)=1, se tiene que: 

d ( •
J- 	• 	• 
1 — 111 -11 lj 

	

ft» = E f (I,I)=EQ(i — 	
1  —J 

za 	= EQ(i- 
1.4 	bri 	 (lit) 	to, 	(n3 

= E Q(i —1)-
1 
 =-EQ(1- 	Eo -[i - 1)- r o -11= n 	n 14, 	n 1.1 	1.1 

1 " 	n-I 	-I 

	

= 
I 
—leo — 1  — 	— 1— 1)1 

Por lo tanto: 
ip. 	+ I 

j 	n 
SI arda  

a- 1)(n - a 

f (La) = Q(1— li; 	1  

f(1,a)=9(1.----1)  pata 15 a <t1 1, 

Yparadiga5n-1 

Q(! —I) 	I — j) 
n G  n — I  

Como 
r(a — l n—a 	a 	- a -1) 

a-1) + 4,[(a-1)(n-a) ....  y 
1-1 ) 



n 

(n-a-1 
 I) W, -1)U-d,  -1)  

(ni) 

(7:
1-2 

a-1
)
) 4 [( 	( -

i- j 
a - 1)1 a 

) 	j ) 

(n- 	-I)( I- a - 	(a - 	a - 
1-2 ) 	j- 	j- I) 	- 	i j ) = 

( a -I)( - a - I) 
- di -1 

entonces: 

g(i,a) = f(i,a)- f(i,a +I) - 12(1 1)  
J., 

g(i,a) 

....( a 	n-a 1 

(n-1 

entonces: 
f(i,a + 1) + g(i,a) 	para t=n-i+d1,...,d1, 

RANGO ABSOLUTO ESPERADO DE LA PERSONA SELECCIONADA 

El rango absoluto esperado de la i-ésima persona entrevistada dado que ya se ha 
entrevistado, es decir que tiene rango relativo j se calcula de la siguiente forma: 

1+1 



El rango absoluto esperado de la persona seleccionada al final del proceso se puede 
calcular a partir de la ecuación 1.7 como la esperanza condicional del rango absoluto 
dado que el proceso no se ha detenido en la entrevista i-1 y que el i-ésimo candidato tiene 
rango relativo j de la siguiente forma: 

E[Xl= E[E[Xpv,_,,y, j]]=E(2(i —1)-
11

E[X,p, = ji= 
i 1.1 

n + 
= 	Q(i — ): I i 	I J.I 

n 	• 
111X1= E Q(1 1) 

+I d,(d, +1) 

14 	10+1) 	2 
Sea c, el rango absoluto esperado del candidato seleccionado dado que no se ha 

elegido a ningún candidato ni en la i-ésima opción ni antes. 

9 
	ti +1  d, (di +1)

.,  EiX/vv,.I1= 	E Q(k —I) 
k(k +1) 	2 Q(i 

1 
— 1) AH 

n 4 1 d,(d, +1)
+ 
 Q(i) 

i(1+1) 	2 	(Ni —1)cl  

— (n .t.  1)d, (d, 4.1) 
 +1 
(, 

— — 
d,) 

e 
21(1+1) 

(3.9) 
Se puede reescribir la ecuación anterior de la siguiente forma: 

.c +.1±111+1 
li.111+1j sj 

(3.10) 
Dado que 	se tiene que: 

n +1 
= 2 

(111) 
entonces es posible calcular recursivamente la esperanza del rango absoluto 

seleccionado. 

C. 	SOLUCIONES DEL PROBLEMA SECRETARIAL 
El problema secretarial tiene dos soluciones básicas dependiendo del enfoque con 

el que se plantee la solución. Estos son: • 
1.Etapa critica. 
2.Regla óptima de selección. 

1. 	ETAPA CRITICA 
El problema secretarial consiste en escoger al mejor elemento de los n candidatos. 

Al entrevistar a alguno de los primeros aspirantes es muy probable que tenga rango 
relativo número 1 y, sin embargo, no ser el mejor de los candidatos. Por lo tanto, el 
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proceso fallará si se detiene demasiado pronto y se contrata a un candidato mientras el 
mejor está todavía esperando; y se fallará también si el proceso se detiene demasiado 
tarde y se rechazó al mejor candidato, suponiendo que el mejor todavía no ha sido 
entrevistado. 

Las únicas veces que habría que tomar la decisión de aceptar a un aspirante, es 
cuando se entreviste un candidato que sea mejor que los anteriores, de otra forma se 
rechaza al candidato, Al aspirante que se entreviste y tenga rango relativo menor que 
todos los anteriores se llama contendiente (Morris,1988). 

De acuerdo con el razonamiento del párrafo anterior, si el contendiente aparece 
entre los primeros candidatos entrevistados, existirá una probabilidad alta de no ser el 
mejor candidato y por lo tanto no se deberá detener el proceso. En cambio, si un 
contendiente aparece cuando queden sólo unos cuantos candidatos a entrevistar, se 
deberá detener el proceso porque existe probabilidad pequeña de que quede un candidato 
mejor. Entonces, el proceso no se deberá detener antes de una etapa critica y contratar al 
contendiente que aparezca después. El proceso se resume en los siguientes puntos: 
I. 	El proceso no se debe detener antes de entrevistar r candidatos. A r se le conoce 

como la etapa critica 
2 	Si el r-ésimo aspirante es un contendiente se contrata, de lo contrario, el proceso 

continúa hasta encontrar uno y contratarlo. 
3 	Si el proceso no se detiene después del r-ésimo candidato y el n-ésimo candidato no 

es un contendiente, entonces se fracasó. Pero por la hipótesis número 8 se debe 
contratar al último aspirante. 
Entonces la politica óptima consistirá en encontrar el valor óptimo de la etapa 

criticar, para ello se definen los siguientes elementos: 
A 	Suceso de contratar al mejor candidato, 
13; 	Suceso de que el mejor candidato es la i-ésitna persona entrevistada 

i=l,.„,n, 
la probabilidad de contratar al mejor candidato dado que la etapa critica es 
r, 

PEAI ÉppAlln,1 
1.1 

como el proceso no se detiene antes de entrevistar a la r-ésima persona, entonces 
/1413,1= O para 1=1 	1 ; si el P és i m o candidato es el mejor entonces seguramente se 

contratará, por lo que: /14B,.1= I y como /113,1=
PI  
-- para i=l,,..,n. Por lo tanto: 

E 
n 	,.r41 

(3.12) 
Suponga que el mejor candidato es entrevistado en la i-ésima etapa, es decir, ocurre 

Si no se ha detenido el proceso antes, entonces se contratará a la mejor persona. 
Entonces el suceso de que el mejor candidato sea contratado es el mismo suceso de que 
el proceso no se detendrá antes de las i-I primeras entrevistas, que es el mismo evento de 
que no existan contendientes entre los r, r4 1 ,,„,1-1 primeras entrevistas. Esto último se 
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Etapa Clac/ 

La función h tiene entonces las siguientes propiedades: 
LEs una función decreciente de r. 
2.Si h>0 entonces popp, 
3.Si hd) entonces p,.41<p, 
4.p, será máximo para el menor valor de r tal que h(r+1)50 

Entonces el problema consiste en encontrar el menor valor de r tal que 
1 	1 	1 	1 	I 	1 -+ — +...+ -- - l 5 O - + — +..,+--- 5I 

En la gráfica 3.1.se observan los valores de la etapa critica r* para distintos valores 
den. 

2000 -
1500 -
1000 
500 -

0 

" 1 

Gramil:Vidores de la eiapiiCiIaperadielatos números de candidatos. 

r 	r +1 	n-1 	r r+1 	n-1 
a ese valor de r se le denota O. 

puede expresar corno que el mejor candidato de los i-1 primeros entrevistados esté entre 
los primeros r-1 candidatos y el i-ésinto sea contendiente. 13ntonces: 

PIA/11,1 = —
r -1 

para i r +1,...,n 
i -1 

(3.13) 
De la ecuación 3.12 y la ecuación 3.13 se sigue que: 

=
1 , ( 

+
r-1 

+
r -1r 1 

= 
- 

r r+1 n-1 

= -+ 
1 	r - 11 	1 	1 
a 	Cr r+1 	n-1 

1
+ 

 r ( 1 
+ 

1 
 +-3" 

 1 
17" r: -a -nlr +1 r +2 	n 11 
Sea h(r+1)--9,41-p„ entonces: 

1 	1 1 r11 
(r 

1 1 
n-1 rrl

r 	
r+I r+2 n-1 r+1 

1(1+ 
r 	r +1 	n-1 
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1-1  1-•.-1188 X114.1 5I 

Gráfica 3.2. Valores de la regla óptima para 50 candidatos. 

2. 	REGLA ÓPTIMA DE SELECCIÓN 
El objetivo final del problema secretaria! es seleccionar para el puesto al mejor 

candidato de los n posibles; es decir, elegir al aspirante que tenga rango absoluto número 
uno. Sin embargo, no es posible conocer con exactitud cuál será el rango absoluto de un 
candidato si se debe elegir si se acepta o se rechaza definitivamente al aspirante después 
de entrevistado. Es por esto, que en lugar de elegir al mejor candidato, se minimizará el 
valor de co, el rango absoluto del candidato seleccionado. Para poder conseguirlo es 
necesario encontrar una política óptima, es decir, los valores de di,d2,...,d„.1  que 
minimicen a co  (Chow et a1,1964). 

Utilizando la ecuación 3.10 se puede observar que para obtener el valor mínimo de 
co  es necesario que en cada paso se minimice el valor de ch por lo tanto se debe encontrar 

1 + I 
di como el valor de j que minimice el valor de 

i 
 —j c" entonces debe ser el valor 
+1  

n + 1 
entero más grande j tal que —j e„ debido a que se sumarán solamente los valores 

+1 
+ I 

negativos. Por lo tanto, j --cs  y ese valor será: 
n +I 

d, = irtinc{—
n + Ie] 
+ I 

y se calculará di para cada valor de i, donde trunc[ ] es la función máximo entero. 
Entonces, se empieza con la ecuación 3.11, se encuentra dn.i, con ese valor se 

encuentra el valor óptimo de en.2 y así sucesivamente hasta encontrar el valor óptimo de 
co. 

La politica óptima será detenerse en el primer candidato que cumpla con yi5di. 
A continuación se presentan dos ejemplos por separado de los cálculos de las reglas 

óptimas de decisión en la gráfica 3.2 yen la gráfica 3.3. 
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Gráfica 3.3. Valores de la regla óptima para 100 candidatos. 

En la gráfica 3.4, se exhiben los cálculos de las reglas óptimas de decisión pura 
distintos valores de n. 

REGLA DE DECISIÓN 

Grite§ 3.4. Siiireicreieregla óptima pare 	números de candidatos. 

COMPARACIÓN. DE MÉTODOS. 
Para comparar los dos métodos es necesario observar las diferencias y similitudes 

primordiales entre ambos procedimientos: 
La primera metodologia comienza a aceptar candidatos después de un cierto 

número de entrevistas, es decir, de la etapa critica. Mientras que la segunda metodologia 
permite aceptar candidatos desde la primera etapa. 

Con la etapa critica se aceptan únicamente contendientes, mientras que con la regla 
óptima se acepta cualquier candidato en cualquier etapa siempre y cuando se cumpla que 
yi 5 di. 

En la regla óptima 4=0 para i = 0,1,...ii-1 y como yi>0 VI Esto quiere decir que no 
es posible la detención en el proceso hasta que d, O. Por lo que el primer valor de i tal 
que di > O cotresponderá al valor de la etapa critica r4'. Con esta última observación se 
pueden comparar los resultados de los dos métodos. 

La gráfícit 3.5 pertnite observar claramente que el método de la etapa critica acepta 
después a un contendiente que el método de regla óptima, 
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Gráfica S.S. Gráfica de comparación de resultados de los métodos del problema secretarial. 

Sin embargo, la gráfica 3,5 no implica que la etapa critica y la regla óptima tengan 
distintos resultados, pues no es posible observar los demás valores de di y de yi, 



IV. GENERALIZACIONES 
Las generalizaciones del problema secretarias se hacen en varios sentidos: 

	

1 	El primer caso es cuando se considera a cada candidato como un grupo con varias 
propuestas al mismo tiempo. Este problema se conoce como el problema de las 
entrevistas en grupo y se resuelve con programación dinámica estocástica. 

	

2 	El segundo caso es cuando el tomador de decisiones no es tan exigente con el 
candidato que va a escoger para el puesto. Puede contentarse con que el elegido 
esté entre los k primeros lugares de la jerarqufa absoluta, Se resuelve utilizando 
aproximaciones con sumas de Riemman, 

A. 	EL PROBLEMA DE LAS ENTREVISTAS EN GRUPO 
El problema de las entrevistas en grupo es una generalización del problema 

secretaria,. En este caso, cada aspirante al puesto es considerado como un grupo que 
posee un número de alternativas posibles. Por ejemplo, suponer que se desea adquirir 
una computadora y se están revisando los presupuestos de algunas compañías, Cada 
compañía ofrece distintos tipos de computadoras y ofrecen distintos precios. El 
problema consistirá en elegir tanto la compañia como la computadora que mejor 
convenga al tomador de decisiones (Chun et a1,1994). 

Las hipótesis del problema secretaria! clásico sufren las siguientes modificaciones 
para la generalización al problema de entrevistas en grupo. 

	

1. 	Se conoce el número total de grupos n que se pueden entrevistar. 

	

2, 	Solamente es posible entrevistar un grupo a la vez, pero en cada entrevista se 
conocen las características de cada miembro del grupo. El total de miembros de 
cada grupo es conocido, 

3. Los grupos se presentan en forma aleatoria. 
4. Los grupos se pueden acomodar de mejor a peor sin empates, dependiendo de la 

puntuación obtenida en la entrevista. 

	

5 	La decisión de aceptar o rechazar a un grupo depende únicamente de los rangos 
relativos, es decir, del lugar obtenido por el candidato sin tomar en cuenta a los 
grupos que no se hayan entrevistado. 

	

6 	Una vez rechazado un grupo no podrá ser llamado después, sin embargo, dentro de 
cada grupo si es posible llamar a un elemento ya revisado. 

	

7 	El tomador de decisiones solo se satisface con lo mejor. 

	

8 	Se debe seleccionar a un grupo, es decir, si no se ha elegido a ninguno de los n-I 
grupos, se debe aceptar al n-ésimo. 
A continuación se presenta la notación necesaria para la formulación matemática 

del pmblema de entrevistas en grupo. Sea: 
gi 	el k-ésimo grupo. 
mi 	el número de miembros en el k-ésimo giupo. 
Mk 	El número acumulado de miembros entrevistados hasta el k-ésimo grupo, es 

decir, Mk=in +m2+,,,+mk  
Mn 	El número total de aspirantes. 
r 	Rango relativo entre los Mi aspirantes ya entrevistados. 
a 	Rango absoluto del aspirante entrevistado, 

1, 



G 	El problema de problema de las entrevistas en grupo; es decir, 

I. 	PROBABILIDAD DEL RANGO ABSOLUTO Y DEL RANGO RELATIVO 
DE UN GRUPO 

La probabilidad de que el rango absoluto de la opción actual sea a entre las Mk 
opciones, dado que el rango relativo actual es r entre las Mr  opciones se denota por 

I M„,a)AMA ,r1, recordando la forma en que se obtuvo la ecuación 3. I, entonces: 

	

11(Al„,a )/(M4,r)]. 	  
r 	Ali  —r 

— 1)(iti„ 

(

M l 
Mk ) 
	rsuslf„—Alk +r 

r = 1,2,...,MA  

(4.1) 
La probabilidad de que el rango relativo del grupo k sea r dado que tiene mk  

opciones y la opción actual tiene rango relativo a dichas opciones r', es: 

(r-1)(Alk —r) 
— r' ) 	r'. 

( Mk) 	r = ri,r1+1,..,, klk „, 
`nrk ) 

(4.2) 

FORMULACIÓN CON PROGRAMACIÓN DINÁMICA 
Sean: 
ED(r,k) 

	

	El rango absoluto esperado del grupo seleccionado si se detiene el 
proceso de selección en la etapa k con rango relativo r. 

Eak) 
	

El rango absoluto esperado • del grupo seleccionado si el proceso 
continúa, rechazando la opción actual en la etapa k. 

La estrategia óptima en el escenario k es terminar el proceso y seleccionar al k-
ésimo grupo con rango relativo r si el rango absoluto esperado del k-ésimo grupo es 
menor que el rango esperado del grupo seleccionado si el proceso se continuara, es decir, 
Ear,k) S Eak); y, por el contrario, continuar el proceso y rechazar al k-ésimo grupo si 
Eak) < ED(r.k). Debido a la hipótesis número 8, si el proceso está en la n-ésima etapa, 
se debe aceptar al grupo, cualquiera que sea su rango absoluto. Para ello se define a 
Es(r,k) como la estrategia óptima en la etapa k con rango relativo r, de la siguiente 

l%•(r,k)
min(E (r,k),Ec (k)} si k = 1,...,n— I { I)  

	

E D (k) 	si k = n 
E*(r,k) es la ecuación recursiva que se resolverá desde la etapa n hasta la etapa 1 

para encontrar la política óptima a seguir. Sólo hace falta describir explicitamente las 
ecuaciones E1)(r,k) y Eak), que a continuación se calculan utilizando la ecuación 4.1 y la 
definición de esperanza condicional dada por la ecuación 1.7 de la siguiente forma: 

11(A I ,r)I(nlk  ,r1)1 

forma: 



a — 1r1 — 
Afk  +r (r 	—r  En(r,k)=Eall(Al„,a)1(M,,r)1= E a 	

A4 anr 

(ay Al„ — 
(M + 1)r  "\--41,4  "r,A 	—r 

— 

) 
IV, +1 „L., (Mn +q 

• uvi, +o 
Aff„ 4- 1 

+ I 
r. 

Af 

 Ec(k)= r  * (r,k +1)11(1v4,1 41(mbi ,r' 
rnr' 

(r —1)(11441  ^ 

r' ) 
= 	E* (r,k +1) 	" 

p.? 	 'vi h+1 

Lid 
(4.3) 

Sin embargo, debido a la hipótesis número 6 del problema de las entrevistas en 
grupo, es posible para cada candidato elegir siempre la mejor opción que ofrezca y como 
el tomador de decisiones solo queda satisfecho con lo mejor se tiene que r1=1 y, entonces 
la ecuación 4.3 se reduce a: 

(r 	Al. -r 
Ec(k). Él,: • (r,k 	—1Amid —1  ) 

	

rni 	 (

11'4 +1) 

"N.o 

	

„ 	
(Mid 

= rE*(r,k +1) ink,,41-1  

	

r-1 	 (

wit41) 
Mk+1 

En la tabla 4.1, en la tabla 4,2 yen la tabla 4.3 se presentan los cálculos para tres 
ejemplos de problemas de entrevistas en grupo. Dichas tablas se interpretan con las 
siguientes observaciones*. 
1. La primera columna (etapa) representa al grupo que se está entrevistando. 
2. La segunda,  columna (rango) es el rango relativo que ocupa dicho grupo con 

respecto a los grupos ya entrevistados. 
La tercera columna (Decisión) representa el juicio que debe tener el tomador de 
decisiones en la etapa k con rango relativo r. 
La cuarta columna (óptimo) representa el rango absoluto esperado en la etapa k si 
se toma la decisión óptima, es decir, es el valor E*(r,k), 

(m,) 



5, La quinta columna (continuar) representa el rango absoluto esperado en la etapa k 
si se continua el proceso si» aceptar la opción actual, es decir, es el valor de Ec(k). 
En la última etapa el valor "id' significa infinito y representa la hipótesis número 
8 de aceptar siempre a un grupo, 

6, La sexta columna (Detener) representa el rango absoluto esperado en la etapa k si 
el proceso se detiene en dicha etapa, tomando la decisión de aceptar la opción 
actual, 
El primer ejemplo consta de 4 grupos: G--(2,3,3,2). Los resultados se presentan en 

la tabla 4.1. En la etapa 4 la única opción que se tiene es detener el proceso 
independientemente del rango relativo (absoluto) del grupo, pues es la última etapa del 
problema. Sin embargo, en la etapa 3 se toma la decisión de detener el proceso de 
selección y aceptar al mejor elemento del grupo entrevistado siempre que el grupo tenga 
rango relativo 1 ó 2; y continuar el proceso, es decir, rechazar al grupo si tiene rango 
relativo mayor que 2. En la etapa 2, el proceso se detiene si el grupo tiene rango relativo 
1. Por último, en la etapa 1, el proceso siempre continuará. Al comenzar el proceso de 
selección, el valor del rango absoluto esperado es de 2.069, es decir, que se espera que el 
rango absoluto del objeto seleccionado esté entre 2 y 3. 

ETAPA RANGO DECISIÓN OPTIMO CONTINUAR DETENER 
4 1 DETENER 1 INF 1 

2 DETENER 2 INF 2 
3 DETENER 3 INF 3 
4 DETENER 4 INF 4 
5 DETENER 5 INF 5 
6 DETENER 6 INF 6 
7 DETENER 7 INF 7 
8 DETENER 8 INF 8 
9 DETENER 9 INF 9 

3 1 DETENER 1.222 3.667 1.222 
2 DETENER 2.444 3.667 2.444 
3 CONTINUAR 3.667 3.667 3.667 
4 CONTINUAR 3.667 3.667 4.889 
5 CONTINUAR 3,667 3.687 6.111 
6 CONTINUAR 3.667 3.667 7.333 

2 1 DETENER 1,833 2.423 1.833 
2 CONTINUAR 2.423 2.423 3.667 
3 CONTINUAR 2.423 2.423 5.5 

1 1 CONTINUAR 2.069 2.069 3,667 

Tabla 4.1 

El segundo ejemplo consta de 7 grupos: G----(3,2,5,1,4,2,5). Los resultados se 
presentan en la tabla 4.2. La interpretación de esta tabla se realiza de forma semejante a 
la explicación de la tabla anterior. El rango absoluto esperado del objeto seleccionado al 
principio del procedimiento es 2.388. 
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El tercer ejemplo consta tambien de 7 grupos: G-{5,2,4,1,5,2,3}. Los resultados se 
presentan en la tabla 4.3. Este ejemplo se realizó con la finalidad de comparar dos 
problemas con la misma cantidad de grupos y el mismo número de elementos totales 11,4, , 
pero en distintas formas de aparición. El rango absoluto esperado del objeto seleccionado 
al principio del procedimiento es 2.570. 

Se puede notar que en ambos problemas se puede tomar la decisión de detenerse 
por primera vez en la etapa número 3 siempre y cuando el gruta►  entrevistado tenga rango 
relativo 1. En ambos problemas se continúa deteniendo de la misma forma hasta la etapa 
número 5, en donde existe diferencia, pues en el segundo ejemplo se detiene el proceso si 
el grupo tiene rango relativo menor que 2 y en el tercer ejemplo el proceso se detiene si 
el grupo tiene rango relativo menor que 3. Se puede notar entonces, que el tercer 
ejemplo tiene más opciones para detener el proceso en etapas anteriores a la última. Esta 
diferencia entre los problemas se debe a que los primeros grupos que se revisan en el 
tercer ejemplo son mayores que en el segundo ejemplo. 

ETAPA RANGO DEcisION OPTIMO CONTINUAR DETENU 
7 1 DETENER 1.000 INF 1.000 

2 DETENER 2.000 INF ' 	2,000 
3 DETENER 3.000 INF 3.000 
4 DETENER 4.000 INF 4.000 
5 DETENER 5.000 INF 5.000 
6 DETENER 6.000 INF 6,000 
7 DETENER 7.000 INF 7.000 
6 DETENER 8.000 INF 8.000 
9 DETENER 9.000 INF 9.000 
10 DETENER 10.000 INF 10.000 
11 DETENER 11.000 INF 11.000 
12 DETENER 12.000 INF 12.000 
13 DETENER 13.000 INF 13.000 
14 DETENER 14,000 INF 14.000 
15 DETENER 15.000 INF 15.000 

. 16 DETENER 16,000 INF 16.000 
17 DETENER 17.000 INF 17.000 
18 DETENER 18:000 INF 18.000 

8 1 DETENER 1.278 3.833 1.278 
2 DETENER 2.556 3,833 2.556 
3 CONTINUAR 3.833 3,833 3.833 
4 CONTINUAR 3.833 3.833 5.111 
5 CONTINUAR 3.833 3,833 6.389 
6 CONTINUAR 3.833 3,833 7.667 
7 CONTINUAR 3.833 3,833 8.944 
8 CONTINUAR 3.833 3.833 10.222 
9 CONTINUAR 3.833 3,833 11.500 
10 CONTINUAR 3.833 3.833 12,778 
11 CONTINUAR 3.833 3.833 14.056 
12 CONTINUAR 3.833 3,833 15.333 
13 CoNTINUAR 3,833 3,833 16.611 
14 CONTINUAR 3.833 3.833 17.889 
15 CONTINUAR 3.833 3.833 19.167 



TAZA RANGO DECISIÓN OPTIMO CONTINUAR DETENER 
16  

CONTINUAR 3.833 3.833 20,444 

5 1 DETENER 1.438 3.392 1.438 

2 DETENER 2,875 3.392 2.875 

3 CONTINUAR 3,392 3,392 4,313 

4 CoNTINUAR 3.392 3.392 5.750 

5 CONTINUAR 3.392 3.392 7.188 

6 CONTINUAR 3.392 3.392 8,625 

7 CoNTINUAR 3.392 3.392 10.063 

O CONTINUAR 3.392 3.392 11.500 

9 CONTINUAR 3.392 3.392 12.938 

10 CONTINUAR 3.392 3.392 14.375 

11 CONTINUAR 3.392 3,392 15.813 

12 CONTINUAR 3,392 3.392 17.250 

4 1 DETENER 1.917 2.762 1,917 

2 CONTINUAR 2.762 2,762 3.833 

3 CONTINUAR 2.762 2.762 5.750 

4 CONTINUAR 2.762 .  2.762 7,667 

5 CONTINUAR 2.762 2.762 9.583 

8 CONTINUAR 2.762 2.762 11.500 

7 CoNTINUAR 2.762 2.762 13.417 

8 CoNTINUAR 2.762 2.762 15.333 

9 CONTINUAR 2.762 2.762 17.250 

10 CONTINUAR 2.762 2.762 19.167 

11 CONTINUAR 2.762 2.762 21.083 

3 1 DETENER 2.091 2.685 2.091 

2 CONTINUAR 2.685 2,685 4.182 

3 CONTINUAR 2.685 2.685 6.273 

4 CONTINUAR 2.685 2.685 8.364 

5 CONTINUAR 2.685 2.685 10.455 

6 CONTINUAR 2.685 2.685 12.545 

2 1 CoNTINUAR 2.388 2.388 3.833 

2 CONTINUAR 2,388 2.388 7.667 

3 CONTINUAR 2.388 2.388 11.500 

4 CONTINUAR 2.388 2.388 15.333 

1 1 CONTINUAR 2.388 2.388 5.750 

'feble 4.2. 

ETAPA RANDo DECISIÓN OPTIMO CONTINUAR DETENER 

7 1 DETENER 1.000 INF 1.000 
2 DETENER 2.000 INF 2.000 

3 DETENER 3.000 INF 3.000 

4 DETENER 4.000 INF 4.000 

5 DETENER 5.000 INF 5,000 

6 DETENER 6,000 INF 6.000 

7 DETENER 7.000 INF 7,000 
8 DETENER 8.000 INF 8.000 

9 DETENER 9,000 INF 9.000 

10 DETENER 10.000 INF 10.000 

11 DETENER 11.000 INF 11.000 
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ETAPA RANGO DECISIÓN OPTIMO CONTINUAR DETENER 

12 DETENER 12.000 INF 12.000 
13 DETENER 13.000 INF 13.000 
14 DETENER 14.000 INF 14.000 
15 DETENER 15.000 INF 15,000 
16 DETENER 16.000 INF 16,000 
17 DETENER 17.000 INF 17,000 
18 DETENER 18.000 INF 18,000 
19 DETENER 19.000 INF 19.000 
20 DETENER 20.000 INF 20.000 

6 1 DETENER 1.150 5.750 1.150 
2 DETENER 2.300 5.750 2.300 
3 DETENER 3.450 5,750 3,450 
4 DETENER 4,600 5.750 4,600 
6 DETENER 5.750 5.750 5.750 
6 CONTINUAR 5.750 5,750 6.900 
7 CONTINUAR 5,750 5,750 8.050 
6 CONTINUAR 6.760 5.750 9.200 
9 CONTINUAR 5.750 5.750 10.350 
10 CONTINUAR 5.750 5.750 11.500 
11 CONTINUAR 5.750 6.750 12,650 
12 CONTINUAR 5.750 5.750 13.800 
13 CONTINUAR 5.750 6.750 14.950 
14 CONTINUAR 5.750 5.750 16.100 
15 CONTINUAR 5.750 5,750 17.250 
16 CONTINUAR 5.750 5,760 18,400 
17 ' CONTINUAR 5.750 5.750 19.550 
18 CONTINUAR 5,750 5.750 20,700 

' 	1 DETENER 1.278 4,607 1.278 
2 DETENER 2.556 4,607 2.556 
3 DETENER 3,833 4,607 3.033 
4 CONTINUAR 4.607 4,607 5.111 
5 CONTINUAR 4.607 4.607 6.389 
6 CONTINUAR 4.607 4.607 7.667 
7 CONTINUAR 4.607 4,607 8,944 
8 CONTINUAR 4.607 4.607 10,222 
9 CONTINUAR 4.607 4.607 11.600 
10 CONTINUAR 4,607 4.607 12,778 
11 CoNTINUAR 4.607 4.607 14,056 
12 CONTINUAR 4.607 4,607 15,333 
13 CONTINUAR 4,607 4.607 16,611 

4 1 RETENER 1.769 3,050 1.769 
2 CONTINUAR 3.050 3.050 3.538 
3 CONTINUAR 3.050 3.050 5.308 
4 CONTINUAR 3.050 3,050 7.077 
5 CONTINUAR 3.050 3.050 8.846 
6 CONTINUAR 3.050 3.050 10.615 
7 CONTINUAR 3.050 3.050 12.385 
8 CONTINUAR 3.050 3,050 14,154 
9 CONTINUAR 3.050 3.050 16.923 
10 CONTINUAR 3.050 3.050 17,692 
11 CONTINUAR 3.050 3,050 19,462 
12 CONTINUAR 3.050 3.050 21.231 

3 1 DETENER 1,917 2.943 1.917 
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ETAPA RANGO DECISIÓN OPTIMO CONTINUAR DETENER 
2 CONTINUAR 2.943 2.943 3.833 
3 CONTINUAR 2,943 2.943 5.750 
4 CONTINUAR 2.943 2.943 7.667 
5 CONTINUAR 2,943 2,943 9.583 
6 CONTINUAR 2.943 2.943 11.500 
7 CONTINUAR 2,943 2.943 13.417 
8 CONTINUAR 2.943 2.943 15.333 

2 1 CONTINUAR 2,670 2.570 2.875 
2 CONTINUAR 2.570 2.570 5.750 
3 CONTINUAR 2.570 2.570 8.625 
4 CONTINUAR 2.570 2.670 11.500 
5 CONTINUAR 2.570 2.570 14.376 
6 CONTINUAR 2.570 2.570 17.250 

1 1 CONTINUAR 2.570 2.670 3.833 

Tabla O. 

B. 	EL PROBLEMA DEL k-ÉSIMO MEJOR CANDIDATO 
En esta generalización, la persona que entrevista es menos exigente que en el 

problema secretaria! clásico. La hipótesis número 7 se altera de la siguiente forma: El 
tomador de decisiones se satisface con cualquiera de los k mejores candidatos para el 
puesto secretarial. 

Para ello se modifican las definiciones del planteamiento matemático del problema 
secretaria!, en particular las de la solución de la etapa critica de la siguiente forma. Un 
contendiente es un candidato que tenga rango relativo menor o igual que k al final de la 
entrevista. Sea: 

A 	el suceso de que se contrate a un candidato de entre los k mejores 
131 	el suceso de que el i-ésimo candidato esté entre los k mejores candidatos 
r 	etapa critica, es, decir, cuando ya se puede empezar a contratar si aparece 

un contendiente. 
Si r 5 k entonces el candidato i-ésimo tiene a lo más rango relativo r. En este caso, 

el candidato siempre será contendiente, por lo tanto siempre se contratará. Es decir, 

Si r>k entonces: 
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Utilizando O' en la ecuación 4.4 se tiene que: 
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V. 	VALOR LIMITE DEL PROBLEMA SECRETARIAL 
Una vez que se ha calculado la politica óptima para el problema secretaria!, falta 

por saber a qué valor converge cuando hay demasiados candidatos por entrevistar, es 
decir si n tiende a infinito. A este problema se le conoce como valor limite del problema 
secretaria). En este capítulo se presentan las operaciones necesarias para el cálculo del 
valor límite de las soluciones del problema secretaria), 

A, 	ETAPA CRÍTICA 
Como se puede observar en la gráfica 3.1 el valor de la etapa critica r* diverge 

cuando n tiende a infinito. Sin embargo, p, la probabilidad de contratar al tnejor 
candidato dado que la etapa critica es r* si converge a un número, de acuerdo con los 
cálculos que se presentan en esta sección, 

En el capítulo anterior se calculó el valor de p, de la siguiente forma: 

p„ = - 1 + 	I + r -1( 1 
n 	r 	r + I 	n - 1 

Sea: 
1 	1 h(r-) = —+ —+„.+— 

	

r * 	rs+1 	n-I 

1 	
r n 
* -1 „ p,. = —+ —nkr- 

(5.1) 
entonces, al utilizar las propiedades para encontrar la etapa crítica se tiene 

que limh(r*) =1. La función h se puede aproximar mediante sumas de Riemman a la 

integral: 

h(r*)00 41 -1-dx.log(n)- log(r4 ) = log(1-1  ) a 1 
r * x 

	

— = e 	r* 	z 0,3679n 
r * 

Sustituyendo el valor de r* en la ecuación 5.1 se tiene que: 

	

lim1 r * -1, 	1 ne' t  - I 	I  

	

p,. a — 	= —+ 	x+ 0.3679'  
nn n n 

Esto quiere decir, que la probabilidad de encontrar al mejor candidato y contratado 
utilizando el método de la etapa critica es mayor que 0.3679. 

a 	PROBLEMA DE RANGO MININO 
En esta solución al problema secretaria', se busca el valor limite como el rango 

absoluto esperado de la persona seleccionada cuando n tiende a infinito. El cálculo de 
dicho valor es mucho más complicado que el valor límite de po  de la sección anterior. 
Primero se calculan unas desigualdades básicas que servirán de cota para el valor de di. 
Con esas cotas se calcula al final de la sección el valor limite de e0, que es el valor 
buscado (Chow et a1,1964). 
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Como fi es casi d, excepto por un número positivo entre cero y uno, sea 1>a>0 tal 

que 11=1-1-a entonces di-tra, por lo que: 
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t-I 

2(1+1) 	2(1+1) 

Sea: 
x(1+21- x) 

7.(x)= 2(1+ 1)  

entonces: 

	

, 	1+21- x 	
- 

x 	1+21- 2x  

	

7 	 5 o  
‘jr 	2(1+1) 	2(1+ 1) - 2(i+1) 

x 51+1, entonces T(x) es creciente y thi 5 T(fi). 
2 

siempre que: 1+21-2xW. Es decir, si 

Teo. 5.1. Sea fi como en la ecuación 5,2 entonces 1, 5 - 2n 

rt - I + 3 
(»dem, Para n•l: 

n 5 	2n  

-I 	2 n (u - 1)+3 

Sea: 

1 -":". n+ 
(5.2) 

entonces: 

todi<„,<41.1=1  
2 

Por lo tanto, utilizando la ecuación 5,2 y la ecuación 3.9: 

, ~ (1-1)+1 

	

	{1(n+ld,(d,+1)+(l-d,)c,)}= 9-1 
+ I 	n 	!+ t 	2 

d,(d, +1)+2(1- d,eige 
n +1 



Suponer que se cumple para alguna 1 :.5,j 5_ n-1, es decir: 
2n 

Por demostrar que para i = j-1 se cumple: 
(j-1)+1 	j , j 11+1 j 

/,'' 
, = 	, ,......___..e  ,

n 
 ... 	=  

' 	n+1 	in n+1 i 	n+1 2 	2 
/ 	2n 	2,1 

Caso 1) S  
2 	n—(j —1)+3 n—j+4 
1 	2n 	2/1  
2 

Caso 2) Si k 
n .—( j— 1) + 3 

— 
n— j+ 4 . 

El caso 2 se puede resolver intuitivamente con la gráfica 5.1. Sean: 
1 	2n 

1 Como puede observarse, g(i)>-0, es decir i +— 2n 
2 n—i+3 

100 

t 
n—j+3 

I(i) = 2 n-1+4 

g(1) = 1+ 1 	2n  
2 /1-1+3 

PI) 
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so 	too 

Gráfica S.I. Comparación entre 8(i) y RO. 

Como T(x) es creciente para xli+— 1  y por hipótesis de inducción 1 	2n 
2 	 n— j+ 3 

se tiene que: 

1+2j 2n ( — 2r; 
< 2n 	( 2n ) — 	/4-3 	u — j+ 3  

n —.1+3 --. n—j+3 	2(j +1) 
4(1+ 2jXn— j+  3)— 2n)  

= (1+1)0 — J4- 3)2  
(Lorenzen et a1,1979) 

2n 	n((l+ 21)(n — +3)-2n) 
Sea h(1).  	 , como puede intuitivamente 

n-1+4 	(1+IXn—i+ 3)2  
observarse en la gráfica 52 h(i) Z O. Por lo tanto, la desigualdad se cumple. <111 
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la 

o 	30 

Gráfica 5.2. h es positiva. 

(Lorenzen et a1,1979) 
Teo. 5.2, Sea ci como en la ecuación 3.9 entonces cv  < 8. 

n 	
2 
n 

»dem, Sea i . trunc í n  — , entonces i 
1 2 

— y además i + I / — . Entonces, del teorema 
2  

anterior se tiene que: 

c 5c = n +1 I 
 .., n +1 2n 	2n(n +1)  <8.<81 „, 	, 

Y 	' 	1+1 ' i +1 n—i+3 n(p...: 
+3

l 
2..2 

Teo. 5.3. Sea ti como en la ecuación 5.2 entonces 

1 	3(i +1)  
2(n — +2) 

(5.4) 
DDdem. Para i=n-1 

= n 
	3((n-1)+1) 	3(i +1)  

2 22(n —(n 1) + 2) 2(n— i + 2) 
Suponer que se cumple para algún 1 1j S n-I, es decir: 

k  3(j+1)  
2(n— j + 2) 

Por demostrar que es válido para 11-1, 
Sea: 

!ya 

” 	' 

2 
1 —1 .1) + 1.1(  0(1 — a) 2  +1,0 	11Xi +1) a(1— a) 

2(j + 1)2  2(j* I) 2(j +1) 2(j + 1)2  2(j + 1) — 
jt12  + jii  +1, jr j 2  	a(I — a) — 

2(j +1)2 
	

2(j +I) 

+ 	+ I) a(1— 	{ 1 	ti 	a(1— a)  
2( j + 1)2 	2( j + 1)  2( j + 1) 	j+ I 	2(j+1) 

(Lorenzen et al, 1979) 
Se puede observar en la gráfica 53 que RO / 1 Si se utiliza la ecuación 5.3 y se 

toma en cuenta que 1(i)1.0: 
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t .1(1+2 j - t I ) aO - a) 	{1_  11 - t j +1- 	o a - a) 
2( j +1) 	2(j +1) j +1 J 	2(j +1) 	2j f 2(j + I) 

j t/ 112  1(1-1) + a(1- a) 
j +1 2( j +1) 

} f.  
2( j +1)2  2( j +1) 2(j +1) 

j +1 • 	2( j +1) 
(5,5) 

0.2 

0,3 

Ki) 

-  -e,' 	 I  
O 	IQ 	20 	30 

Gráfico 5.3, Pes positiva. 

Sea T(x) = x{ 
2(1 + 

I- 	x 
 J) 

} entonces 7"(x) I- 
0 +1)1 

  O , es decir T(x) es 

creciente siempre que x < 1+i . Como t =1-±le I i+in +I  -1+1  g 	1' 
SI n+1 /I 2 —2 

se utiliza la ecuación 5.5 se tiene que: 

7(1,)k 	3U +  » 	j  3U+ 1)  
j+I 	j + I 2(n -j+2) j+12(n-j+2) 

3(j+1)  
2(n- j 4- 2)  

2(j+ I) 

3j  
1(1+1X4(n- j 4,  2)- 3)1= 

8(/ + 1Xn 1+ 2)2  
= 3j(4n -- 4j + 5) 	3j  

8(n- j +2)2 	2(n- j+3) 
De la definición de i, se tiene que t'ir  72 O y utilizando la ecuación 39 se puede 

notar que c3 c2=,..=c4.1 . 



I 	1, + 
- < 
8 	n+ I 

de 1) y 2) se obtiene el resultado. 

{a 5_5 
'7 

O < a < 	1} el lim(t, - Teo, 5.5, Sobre todo conjunto 

Teo, 5.4, Sea i, = ruin(//d, k 1), es decir, el primer momento en el que se puede aceptar 
1 

aun candidato, entonces lim- 
i, 
 - 

8 n  
IDdem. 

	

1.Si 1, > Irunc 1 	 -II 	1 	!I. > 1- [ entonces i 1 trunc 

	

2 	 2 
+ 1 > 

2 
entonces 

 n 2 

	

el
2
?, 	 , 	

l'
+t 	1 + 1 	1 +1 

2.Si 1 5 n'un - entonces 1 5 d S t = --e, 5-1—c < -I---8 entonces 1  
" 

, 	
n+ 1 1  n+1 [1 n+1 2 

uniformemente. 
171>Dem. Sea Vt„-t„., 

Como lr.i 5t, entonces: 
ii; 

( 051, -1„ 51, - -I-t, I 	l' 	- 1, - 1-4, + 	= 
— ' 1+1 ' 	2(1+1) 	' i+1 ' 2(1+1) 

	

- 21  (1 + 1) - 20, +11? = 21, 	+ +11? 1+1? - (1+1?)  - 

	

2(1+I) 	2(i+ I) 	2(1+1) 

= 
1+21, + t?  + it? -1-I¡  (I+ 02   

+
1,2(1-1)-1 

5 
(1+02  

2(1+1) 	2(1+1) 	2(i + 1) 	2(1+1) 	2(1+1) 
 

1 

	

2  
2  2n 	-7 

< 	 

[  

(I+ 	) 	(I+--
-I  
- 

n. 

 I+ 2 
1-- 

n-i+ 3 1 	n 	n  15  
2(1+1) 	2(1 +1) n 	2(1+1) n ...._ 

(I 	) 
1- 	fi 1 
2a rr 

Teo. 5.6. Para k=1,2,.., y nkl2k se tiene que: 

n
t _ 

k 

- 5 1- — 
rt 	2k 

ffDdern. De la definición de ik, como t,--dit a entonces di<ti y recordando la ecuación 5.4, 
se tiene que: 
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211 	211 	211 	211 	lo 	que k 1 d,, 5t, 5 	5 	ti- ik  5
k 	

ik  kn-- 
' 	n-ik  +3 n-ik 	 k 

demuestra la primera desigualdad. 
Para la segunda desigualdad: 

	

1.Si 1), l' frunc[-] entonces ik  < truncM +151 	-A- < - I 1 -.7  
2 	 2 	2 	n 2 2k .  
n 	 I 	I 	I 

to 	 3(4-1+1) 	31h  
2,Si ik  > truncH entonces k > 14  , 1 	- 

2 

	

	 "" 2(n-ik  +1+2) 2(n-ik  +3) 

3trunc[l 
2 	 3n 	ii 3 3 

n-ik  + 3 > 
31

' > 	 n-ik  +3> — 	1-..4-->  
2k 	2k 	 4k 	to n 4k 

i 	3  
--k<1-+-

3  <!-- sinkl2k€1 
n 	4k a 	2k 

Cor 5.1. limt,, = litn14 ,1  = k para k,r1,2,... 

Wdem• fi -, 5...51,,-, g th  1 k 5 s4  51,, para y=1,2,...ik 
(5.6) 

1 
Sean 01,11 tales que 0<ot<- y l- — < fi< I. Escoger n tal que n/12k y > 

1 
 

8 	2k 	 n 8 

entonces 1> fi> 1 — 	
8 	 n 

> a > O y {ali5#;0<a<13 1} . Por lo 
2k 
1 

n 
 I 

tanto: 
1144..1  -t,)=0limt4  = 

Si {a 1 4 r  5 ft; 0<a <Q < I} entonces litn(1,..y  - 	= O y de la ecuación 

5.6 se tiene; 
= k 411 

Cor 5.2. Para k=1,2,... d,1 = k paran suficientemente grande entonces 

lirn(ii,1  -O= co 
Modem. k5d, 51,, y linu4  =k 	d4  =k 

114„., t = k + I lin$4., 	j k 	- 1k ) = 

Con los resultados anteriores, es posible ya determinar el valor limite de co  y con 
ello concluir la sección. 



'reo, 5.7, Sea c0 el tango absoluto esperado del objeto seleccionado, entonces 

lime, = 11(i  J±17+11  114. 	).1 
IS>dem. Sean tal que d1  = k y el = k 1 

Para ik  51 < ih +1 sea y, =1, - 2a t, = y, +-2- entonces: 

k 	d,(d, + I) + 2(1 -d,)1, .k(k +1)+2(1- k)t, 
+ - 

2
= 	

2(i+1) 	2(1+1) 

k(k 	I) 4- 2(i k)(v,
k2  

2(1+ 1) 	2(1+ 0 	2(i +1) 

, 
2(1+1) 1+1 ' 2 1+1 ' 

entonces: 
1+1 	1+1(1+1-1 ) 1+1 1 

= —1-k v" .= 	1 -k y12 	I-k i-k 115-2=  
1+1 	i 	1-1 	1 k +2 	v, = 
I A  +11-k +li -k -2-1k  -k+1 '' 
441  1+j-k 

= 	+ k 1.1 11 	. - 
entonces: 

k 	4.4  i+j-k 	14  i+j-k -+v, 
' 	2 	y., 1k  4- -k 	2)-1)„! lk  +j- k 

Sea i=ik41-1 
I 	_ 	k)14  lid —1+  j - k  

2 	2 5..f 	+ j- k 
Como el 	lititt„.ry  k i y litnt,, = k entonces: 

k +1 = !-(-4-(k _.1)1iii„f  4.. 	k+  11111mi-41i  = 1-c-+.1-lim(-1 
2 	2 pi 	k 	+i—IC / 2 2 1,.1 	i k 	2 2 	k i k  • 

(.1
2  4

- 1) -4 
Tt 	) 

(A 	= iim  ih+, 
k 1 	

ik 

I 	i 	A-1  
lim-1-= 

4 	12 13 	ik 	fat 

entonces! 



C1_2
iti  

l j+1  < lim ik  ti( 	/41  limil  < (1 - I 	N ( 
k)m kj+ 2) 	 j+2) 	 2k I., j +2 

k •-> c0 
n 	j +2 

Como 	= 	• 1 entonces se tiene que: 

1= 	= lim 	= 	= limo, km 
n+1 	n+1 	 n +1 

• oJtl 

in
• ) , 

II 
= 	

I. 
= lim co

( 
+- 

1.1 j + 

Ca r‘ 111(2175  O. 
/.4 

Jtl 

Ni !EX 111 
SO 	111111111ECA 



CONCLUSIONES 
En este trabajo se ha podido constatar que el problema secretaria! puede ser 

resuelto de distintos métodos, específicamente con la etapa critica y el rango minimo. Se 
han comparado ambos métodos y se han calculado los limites para ambas soluciones, 
Sin embargo, existen otras formas de obtener los limites para el problema secretaria' 
(Gianini,1977; Gianini et a1,1976); los métodos presentados en este trabajo son 
considerados como los mejores debido a su fácil interpretación y a su relación con las 
soluciones presentadas. 

Las generalizaciones mostradas en este trabajo no son las únicas, ni en el único 
sentido. Existen diversas generalizaciones como modificaciones a distintas hipótesis del 
problema secretaria! clásico y otras que son cambios en el mismo planteamiento. 
Algunas de ellas se ennumemn a continuación: 

• El problema secretaria! con costo maestral.- En el problema secretarial clásico no 
se considera que cada entrevista tenga consecuencias económicas, como podrían 
ser el costo por pedir presupuestos, el costo por el tiempo que duren las entrevistas, 
etc. Dicho costo puede ser acumulativo, es decir, el costo por entrevistar a la 10" 
persona podría ser el costo de la entrevista actual más el costo de las entrevistas 
anteriores. Al costo asociado con las entrevistas se le denomina costo muestra,. 
Esta es una modificación directa al planteamiento del problema pues nunca se 
mencionó un costo anteriormente. Se resuelve usando el método descrito en el 
ejemplo de costo total esperado. Matemáticamente se podría plantear de la 
siguiente forma (Moriguti y Loretuen.1981): 

costo por ober var un objeto 
perdida por obtener un rango relativo menor 

entonces el objetivo será minimizar in  = e, .1 ke, utilizando las siguientes 
ecuaciones: 

+1 
u, = trun —11 

n +1 
, 	n+ i k 

 
2 

También se pueden considerar otras funciones arbitrarias de costo 
(Lorenzen,1979), que pueden incluir costos negativos o ganancias y que 
incluso pueden depender del rango que tenga cada opción. 

El problema secretaria' con asistente: Este planteamiento corresponde a una 
modificación a la hipótesis número 1 del problema clásico de la siguiente forma: 
Suponer que un asistente elige mediante algún proceso aleatorio la forma en que 
los candidatos aparecerán para la entrevista y que éste desea maximizar el rango 

n +1 
absoluto de la persona seleccionada. Se puede demostrar que E(X)= 	, sin 

2 
importar la estrategia que utilice el asistente para seleccionar el orden de aparición 
de los candidatos al, puesto (Chow et a1,1964). A este tipo de modelos se les 



conoce corno modelos de información parcial, pues se conoce una distribución 
sobre la forma en que se presentan los candidatos (Ferguson,1989). 

• El problema secretarial para una caminata aleatoria.- En las soluciones al 
problema secretarial se incluyó la hipótesis de que el rango relativo del candidato 
actual no dependiera del rango relativo del candidato anterior, es decir de la 
independencia de Y1  con Yi para j<i, i=2„..,n. Esta última hipótesis se altera para 
esta generalización cuando se considera que los rangos relativos son variables 
dependientes en el sentido de que representan valores en las posiciones de una 
caminata aleatoria (Illynka et a1,1988). 

• Problema de utilidad máxima.- El problema de rango mínimo se puede extender 
cuando en lugar de obtener E'(r,k) como el rango absoluto mínimo esperado para 
todas las etapas y todos los rangos relativos, se obtiene EUI(r,k) corno la utilidad 
óptima esperada en todas las etapas y todos los rangos relativos. La utilidad U es 
descrita como una función del rango absoluto. Un ejemplo de dicha función podría 
ser la ganancia obtenida por aceptar a una persona con rango absoluto a. 

A pesar de la sencillez del planteamiento y las múltiples hipótesis asociadas a las 
soluciones mostradas en este trabajo, el problema secretarial ofrece muchas aplicaciones 
a la vida real, algunas de ellas inclusive sin nuxlificaciones a las 8 hipótesis del problema 
clásica El planteamiento realizado por Kepler es un ejemplo de que es posible, aunque 
no muy práctico, utilizar el problema secretarial para resolver un problema cotidiano. 
Con una pequeña modificación al problema de Kepler se puede plantear el conflicto de 
muchos jóvenes en la playa, de la siguiente forma: Hay n hermosísimas chicas en una 
playa de Acapulco, se observa de una en una y se invitará a salir a la que se considere 
tenga rango mayor. 

Existen ejemplos mucho más interesantes que los anteriores y de muy diversas 
áreas para los cuales el conocimiento del problema secretaria' implicarla un gran ahorro 
de gastos e inclusive de energía: 
• Desarrollo de un nuevo producto.- En una compañia de cosméticos se desea sacar 

al mercado un nuevo producto, para lo cual existen n propuestas distinta& La 
compañia realiza el estudio de productividad y factibilidad de las propuestas una a 
una y selecciona la que considere tenga rango relativo mayor (Moriguti,1993). 
Infraestructura de proyectos.- Hay n propuestas para proyectos de desarrollo de 

infraestructura. La agencia realiza el estudio de factibilidad y el análisis de costo-
beneficio uno a uno y decide por la propuesta que espera tenga rango mayor 
(Moriguti,1993). 

• Analista de inversiones,- Se desea seleccionar el día en que una acción estará más 
alta durante un determinado me& El analista deberá vender la acción (se supone 
que no tendrá problemas para hacerlo) el dia que considere que estará más alta y 
notificar de inmediato a su cliente. Si al final del mes, resultó que el analista tomó 
la decisión correcta, entonces el cliente le pagará un porcentaje de la venta, en caso 
contrario, no tendrá recompensa (Hlynka et 41988). 
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