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Abstract 

An analysis of the effect of the capillary pressure on the stability of boiling in a 
porous medium, is presented. A liquid region overlying an isothermal two-phase region, 
which is dominated by countercurrent flow liquid-vapor, is considered. This structure is 
limited by an upper boundary, permeable and isothermal, and a bottom impermeable 
boundary, with impermeable and adiabatic lateral walls . The system is heated at the 
bottom and the saturation temperature of the liquid is reached. The study, which includes 
a linear stability analysis and some qualitative experiments, showed that the capillary 
pressure gives rise to more stability on the boiling process when the heating is increased. 
On the other hand, the thermal conduction through the porous medium increases as the 
liquid phase saturation and the movement in the two-phase region decrease. However, 
when the capillary pressure is zero this behavior is not present. In this case, the instability 
of boiling in the porous medium increases when the heat flow increases. 



Resumen 

Se investigó el efecto que tiene la presión capilar sobre la estabilidad de la 
ebullición en un medio poroso. Para el análisis se consideró un sistema compuesto por 
una región de dos fases, donde existe un contraflujo de liquido y vapor, cubierta por una 
región de líquido. Esta estructura de capas está limitada por una frontera inferior 
impermeable y una frontera superior permeable e isotérmica, manteniendo la frontera 
vertical adiabática; el sistema se forma cuando se alcanza la temperatura de saturación al 
aplicar un flujo de calor en la frontera inferior, creándose sobre ésta, la región isotérmica 
de dos fases. En el estudio realizado, que comprende un análisis de estabilidad lineal y 
experimentos cualitativos, se estableció que el efecto de la presión capilar genera una 
mayor estabilidad de la ebullición conforme se incrementa el flujo de calor aplicado, ya 
que la saturación del líquido en la región de dos fases disminuye provocando que la 
presión capilar se incremente, obligando a la fase del líquido a tener menor movilidad ; 
se tiene, en estas condiciones, una mayor difusión térmica a través del medio poroso. 
Esto no se presentó para el caso donde se desprecia la presión capilar, en cuyo caso se 
observó que a mayor flujo de calor mayor inestabilidad. 
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T1 	coordenada espacial vertical transformada. 
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Introducción 	i 

Introducción. 

La ebullición en medios porosos es un fenómeno que se presenta en situaciones 

importantes de la tecnología moderna, entre las que destacan el aprovechamiento de la 

energía geotérmica y el diseño y operación de dispositivos térmicos avanzados de 

control como son los caloriductos. Las dificultades que se presentan para la evaluación de 

la transferencia de calor radican en las interacciones que existen entre las propiedades 

físicas que identifican al medio poroso y las propiedades físicas que acompañan al 

proceso de cambio de fase. En la mayoría de los medios porosos que se estudian, las 

dimensiones del poro son pequeñas acentuando las dificultades para obtener datos 

experimentales de las principales variables que identifican el fenómeno de ebullición, las 

cuales son : presión de cada fase, geometría interfacial líquido-vapor, velocidad de cada 

fase en el poro, etc. 

Debido a la complejidad de una estructura porosa y agregando a esto la presencia 

de un fluido en dos fases, como es el caso de la ebullición, es necesario considerar un 

análisis macroscópico del fenómeno microscópico; esto se logra usando el Teorema del 

Promedio Volumétrico Hl , que ha sido usado por varios autores [1-12]. 

Este trabajo considera el efecto de la presión capilar sobre la estabilidad de la 

ebullición en medios porosos, efecto que no ha sido suficientemente estudiado. Se 

considera para ello, un sistema compuesto por una región de líquido cubriendo una 

región de dos fases, donde se tiene un contraflujo líquido-vapor, ver figura 1. Esta 

estructura de capas se logra cuando un sistema inicialmente saturado de líquido se 

calienta en la parte inferior, donde se tiene una frontera impermeable, y se enfría en la 

parte superior, donde se tiene una frontera permeable, alcanzándose la temperatura de 

saturación en' el líquido. En esta estructura las regiones están separadas por una interfaz 

permeable que permite el flujo entre las regiones. 

En el análisis de estabilidad se considera una perturbación lineal sobre las 

variables del sistema, tomando en cuenta las dos regiones y la interfaz. Como parte del 

análisis se consideran los modos normales, los cuales dan cuenta de la reacción de un 

sistema para cualquier pequeña perturbación, posteriormente se considera el principio de 

intercambio de estabilidad, válido para los estados marginales caracterizados por una 

estabilidad neutra. 

El trabajo constituye una aportación en cuanto que: 

1).- Se estableció, del análisis de estabilidad lineal, que los parámetros 

1  los números entre paréntesis rectangulares indican las referencias bibliográficas. 
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importantes son: el flujo de calor aplicado al sistema y el número de Rayleigh. El 

primero se relaciona con la altura de la región de dos fases y el segundo con el 

movimiento convectivo en cada región que compone el sistema, 

2),- Se determinó que a mayor presión capilar se tiene más estabilidad del sistema 

debido a que se disminuye la movilidad de la fase líquida en la región de dos fases, 

provocando con esto una mayor difusión de calor en el medio poroso saturado. 

3).- Se observó, del experimento cualitativo, un mayor efecto de la presión 

capilar sobre los procesos de condensación y evaporación en el medio poroso de menor 

permeabilidad, haciendo evidente una mayor expansión del volumen del fluido. 

A continuación se describe el contenido de los capítulos de este trabajo de 

investigación. 

En el capítulo 1 se resume la búsqueda bibliográfica llevada a cabo con los 

trabajos relacionados con el estudio de la ebullición en medios porosos, mencionando en 

primer término los trabajos que utilizaron un modelo unidimensional simple sin efectos 

capilares. Se consideran igualmente los trabajos donde los efectos capilares son tomados 

en cuenta, también para un modelo unidimensional; y finalmente se resumen los trabajos 

que consideran la estructura de capas mencionada anteriormente, haciendo hincapié en el 

análisis de estabilidad lineal en medios porosos. 

En el capítulo 2 se plantea el problema a resolver, definiendo las ecuaciones 

fundamentales que se obtienen al aplicar el teorema del promedio volumétrico. 

Posteriormente se describe el análisis de estabilidad lineal, determinando las ecuaciones 

tanto para el estado básico como para el estado perturbado. También se define la 

ecuación que representa los efectos capilares en medios porosos y la relación que tiene 

con la saturación del medio, aspecto importante para la solución posterior del problema. 

En el capítulo 3 se presenta la solución del problema, describiendo la metodología 

utilizada para obtener la solución del estado básico así como del estado perturbado. En la 

solución se consideran dos casos uno donde la presión capilar es igual a cero y otro 

donde se toman en cuenta los efectos capilares. Para este último, se presenta la relación 

entre la presión capilar y la saturación del líquido en el medio poroso. Se presenta el 

método de solución para obtener la ecuación característica que surge del análisis de 

estabilidad lineal, así como el algoritmo para la solución de dicha ecuación. 
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En el capitulo 4 se muestran los resultados obtenidos, tanto para el caso donde la 

presión capilar es cero como para el caso donde se consideran los efectos capilares. Los 

resultados obtenidos en el ?rimer caso son comparados con los que existen en la 

literatura, comprobando la efectividad del algoritmo de cálculo . Los resultados para el 

segundo caso se analizan para determinar cómo influye la presión capilar en la 

estabilidad de la ebullición en un medio poroso. También se presentan los resultados 

obtenidos de un estudio experimental de visualización de una cama cilíndrica vertical, así 

como las mediciones de temperatura a lo largo del eje de simetría de la cama porosa, 

Estos resultados experimentales representan el aspecto cualitativo del fenómeno de 

ebullición en un medio poroso. 

En el capítulo 5 se presentan las conclusiones del trabajo de investigación, 

haciendo énfasis en la aportación del trabajo y definiendo líneas de investigación para 

trabajos futuros. 
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CAPÍTULO 1 

Antecedentes. 

En la revisión bibliográfica de trabajos relacionados con la ebullición en medios 

porosos se pueden encontrar distintos puntos de vista en el estudio del problema, desde 

modelos muy simples hasta la aplicación de algoritmos númericos muy complejos. Sin 

embargo, en ninguno de los trabajos se discute el problema del efecto de la presión 

capilar sobre la estabilidad de la ebullición en un medio poroso. A continuación se 

presentan los trabajos relacionados con el estudio de la ebullición en medios porosos. 

1.1.- Estudios que no consideran los efectos capilares. 

Los trabajos importantes fueron realizados por Bau y Torrance [6, 13-17], 

quienes analizaron el fenómeno en una cama cilíndrica vertical inicialmente saturada de 

liquido, calentada de abajo y enfriada de arriba, manteniendo la pared vertical adiabática. 

Ellos realizaron un estudio experimental [6, 14-17] en un modelo unidimensional simple 

despreciando los efectos de capilaridad. El resultado principal que obtuvieron fue la 

formación de una cama porosa compuesta por una zona isotérmica de dos fases , cuando 

se alcanza la temperatura de saturación del líquido, cubierta por una capa de líquido, 

figura 1. Esta estructura de capas la determinaron experimentalmente al realizar 

mediciones de temperatura a lo largo de la línea central del modelo experimental, 

caracterizándose la región de dos fases por una línea a temperatura constante. También 

reportaron la presencia de oscilaciones de temperatura en la capa de líquido cuando la 

zona de dos fases alcanza un valor crítico establecido entre el 70-80 % de la altura total 

de la cama porosa. Las oscilaciones las atribuyen a la formación y desaparición de una 

capa de vapor cerca de la superficie caliente, asociando este fenómeno con el incremento 

en volumen que provoca un movimiento hacia arriba de la región de dos fases y de la 

región del líquido, lo cual sirve para liberar fluido caliente a través de la frontera superior 

permeable y, eventualmente el incremento de la presión del vapor, permitiendo que este 

fluya hacia arriba; se produce entonces un flujo de entrada de fluido frío en la superficie 

inferior y el proceso empieza de nuevo. 
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O 	Superficie permeable e isotérmica ( T = O, P = O  ) 

Región del líquido 

qi  

Interfaz perturbada 

Pared 
adiabática 

Región de dos fases 

Superficie impermeable 

[\ 

Q 

Flujo de calor constante 

Figura 1. Esquema que representa el sistema de la estructura de capas. 

Para complementar el estudio experimental de la ebullición, Torrance [17] 

presentó la interacción de la ebullición con los procesos de conducción y convección, 

tomando como parámetro principal el número adimensional de Rayleigh (Ra), que 

relaciona las fuerzas de expansión térmica con las de viscosidad. Torrance definó dos 

valores de Ra, uno que se refiere al número de Rayleigh crítico, Raer,, y otro definido 

como el número de Rayleigh donde inicia la ebullición en una cama porosa saturada de 

líquido y calentada de abajo, Rab. El primer valor lo determinó analítica y 

experimentalmente en un trabajo realizado con Bau [13], donde aplican la teoría de 

estabilidad lineal para encontrar Racr.. El valor , Rab , lo determinaron al aplicar una 

diferencia de temperaturas áTs  = Tsat,:r0 donde Tsat, es la temperatura de saturación -  
del líquido que inicialmente satura el medio poroso y To  es una temperatura de referencia 

para condiciones estándar que se define previamente. La comparación de estos dos 

valores del número de Rayleigh establece el tipo de régimen que prevalece en la 

estructura de capas. Estos regímenes son 

Y 
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1.- Para Rab  « Rau.  el proceso de ebullición se identifica por una región de líquido 

conductiva cubriendo una región de dos fases. La ebullicón inicia antes de la convección 

y la región del líquido permanece bajo un régimen conductivo. Este proceso fue 

observado por Bau y Torrance [14] para una cama porosa cilíndrica vertical, donde : la 

relación altura/diámetro de la cama , H/D = 1.67, la permeabilidad, K = 8.5 x 10-12  in2, 

la porosidad (j) = 037 y el diámetro de la burbuja de vidrio que forma el medio poroso es, 

d= 0.110 mm. 

2.- Para Rab  < Racr.  la convección no se presenta antes de la ebullición, pero se inicia 

inmediatamente después de la ebullición. 

3.- Para Rab > Rau., la convección de fase simple se presenta antes de que inicie la 

ebullición. Cuando se tiene la ebullición, se forma la región isotérmica de dos fases 

arriba de la superficie caliente. Este régimen fue observado en una cama porosa cilíndrica 

vertical formada por arena de Ottawa, donde : 11/D = 2.11, K = 1400 x 10-12  m2, (I) = 

0.42 y d = 1.06 mm. En esta cama porosa se presentó también un régimen conductivo en 

la región del líquido para flujos de calor altos en la presencia de ebullición. 

Por último, para concluir con la revisión de los trabajos realizados por Bau y 

Torrance, se presenta el resultado que obtuvieron en el estudio que realizaron para 

determinar la estructura convectiva y el número de Rayleigh crítico de una cama 

cilíndrica vertical calentada de abajo y enfriada de arriba [13] al aplicar la teoría de 

estabilidad lineal. Para la obtención del número de Rayleigh crítico aplican el principio 

de intercambio de estabilidades, donde el estado marginal es independiente del tiempo y 

las ecuaciones en estado permanente son aplicables. Del análisis de estabilidad lineal 

obtienen la ecuación característica para el número de Rayleigh en función de la razón de 

aspecto, y = D/21-I, entre el diámetro, D, y la altura, 1-1, del cilindro. El resultado obtenido 

de la solución de la ecuación característica fue : para valores grandes de la razón de 

aspecto, el número de Rayleigh crítico se aproxima al valor correspondiente de una cama 

horizontal infinita con una frontera superior isotérmica y permeable y una frontera 

inferior con un flujo de calor constante e impermeable, donde Raer = 27.1. También de la 

ecuación característica determinaron que este mismo valor del número de Rayleigh 

crítico se obtiene para un cilindro vertical con una frontera superior isotérmica e 

impermeable y una frontera inferior con un flujo de calor constante e impermeable. Por 

otra parte, determinaron que las paredes verticales provocan un efecto estabilizante para 

razones de aspecto bajas. En la tabla siguiente se muestran los valores del número de 
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Rayleigh crítico obtenidos en el estudio relacionado con el cilindro vertical para diferente 

tipo de material. 

Material Razón de aspecto, y Número de Rayleigh, Racr.  

Arena sílica 0.219 88.6 

Arena Ottawa 0.280 61.1 

Arena Ottawa 0.238 77.7 

Burbujas de vidrio 0.211 95,0 

Como se puede observar en la tabla, a menor razón de aspecto mayor el número 

de Rayleigh crítico. En cuanto a la estructura convectiva de la cama porosa, determinaron 

que a menor razón de aspecto el número de celdas simples de convección se reducen, Por 

lo tanto, para razones de aspecto bajos, una celda simple se desarrolla y su eje coincide 

con el eje de simetría del cilindro. 

Por otra parte, otros investigadores [18,19] realizaron estudios experimentales de 

un medio poroso saturado y calentado por la parte de abajo, determinando que existen 

áreas ocupadas por líquido y vapor sobre la superficie caliente y que el tamaño de esas 

áreas dependen del flujo de calor aplicado. También presentan el resultado experimental 

[19] donde un sistema de dos fases en un medio poroso, sujeto a un flujo de calor en la 

parte inferior, es estable si el número de Rayleigh es menor al número que corresponde 

para una convección de fase simple. 

Posteriormente, otro trabajo que utilizó un modelo similar al de Bau y Torrance 

fué realizado por Ramesh [20], quién estudió el proceso de ebullición transitoria y 

oscilatoria de una cama porosa cilíndrica vertical calentada de abajo y enfriada de arriba 

usando un sistema unidimensional, De la ebullición transitoria determinó que la región de 

dos fases puede tratarse como cuasi-permanente con respecto a la región del líquido. En 

el estudio experimental observó tres regímenes sucesivos de la transferencia de calor, 

cuando el flujo de calor se incrementa, estos son un régimen conductivo permanente 

antes del inicio de la ebullición, un régimen de ebullición permanente y un régimen de 

ebullición oscilatoria. 
La ebullición oscilatoria se presentó cuando la altura de la zona de dos fases es 

más de las dos terceras partes de la altura total de la cama porosa coincidiendo con los 

resultados de Bau y Torrance [13-15], pero no definió claramente cual es el mecanismo 
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que origina ésta ebullición oscilatoria, solamente sugiere realizar estudios donde la zona 

de dos fases no sea homogénea, Las principales conclusiones del trabajo de Ramesh 

fueron: 

1,- Las camas porosas de baja permeabilidad calentadas de abajo y enfriadas de arriba, 

presentan tres regímenes diferentes de transferencia de calor : conducción de fase simple 

antes del inicio de la ebullición, ebullición permanente y ebullición oscilatoria 

2.- El régimen de ebullición permanente (Nu < 3) puede ser modelado por el análisis 

unidimensional de una región de líquido cubriendo una región de dos fases, donde las 

permeabilidades relativas cúbicas proporcionan una mejor estimación de la saturación en 

la región de dos fases. 

3.- El régimen de ebullición oscilatoria (Nu > 3) se caracteriza por la oscilación de 

temperatura en la región del líquido y la fluctuación del nivel libre del agua arriba de la 

región del líquido. 

4.- El grado de sobrecalentamiento en el fondo de la cama porosa permanece constante 

en el régimen de ebullición permanente, pero incrementa ligeramente con el número de 

Nusselt, Nu, en el régimen de ebullición oscilatoria. 

5,- La convección celular libre posiblemente lleva a la interacción entre la región del 

líquido y la región de dos fases en Nu = 7, mostrando desviaciones de la teoría 

unidimensional a números de Nusselt altos. 

Finalmente Ramesh realizó un experimento simple de visualización donde indica 

que las oscilaciones de temperatura pueden estar asociadas con la formación de "parches" 

o bolsas de vapor cerca del fondo de la cama porosa y la subsecuente condensación de 

dichas bolsas, aunque no define claramente el mecanismo que origina esta ebullición 

oscilatoria. 

Continuando con el estudio de la ebullición donde la presión capilar es 

despreciable, Ramesh y Torrance [10j realizaron un análisis de estabilidad lineal de un 

sistema compuesto por una zona de dos fases cubierta por una capa de líquido, figura 1, 

determinando que existe inestabilidad convectiva debido a la acción de flotación en la 

región del líquido, para sistemas dominados por líquido, y para sistemas dominados por 

vapor, la inestabilidad se debe principalmente a la diferencia de densidad entre la región 
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de líquido y la región de dos fases, esto se relaciona con la inestabilidad gravitacional 

[5]. 
En este trabajo Ramesh muestran un diagrama donde los parámetros manejados 

son el número de Rayleigh, Ra, y el flujo de calor adimehsional aplicado, Qb, definiendo 

cuatro posibles estructuras de capas para un sistema dominado por líquido, estas 

estructuras son 

I.- Una región de líquido dominada por conducción, 

II.- Una región de líquido dominada por convección. 

III.- Una región de líquido conductiva cubriendo una región de dos fases. 

IV.- Una región de líquido convectiva cubriendo una región de dos fases. 

Las primeras dos estructuras se refieren a un sistema saturado con un fluido en 

fase simple y las dos últimas se refieren a un sistema en capas formado con las dos 

regiones. Mayores detalles de este trabajo realizado por Ramesh y Torrance se presenta 

en otra sección posterior. 

1.2.- Estudios que consideran los efectos capilares. 

Otros trabajos importantes fueron presentados por K.S. Udell [21,22] quién 

realizó un estudio teórico-experimental de una cama porosa cilíndrica vertical, al igual 

que Bau y Torrance [6], pero esta cama se calienta de arriba y se enfría de abajo, donde 

se incluyen los efectos de capilaridad, fuerza de gravedad y cambio de fase. Estos efectos 

son comúnes en dispositivos llamados caloriductos o tubos de calor. El estudio que 

realizó Udell [21] se enfoca a un sistema unidimensional que está formado por arena, 

agua y vapor, encontrando que cuando el sistema se expone a un flujo de calor en su 

parte superior, se presentan tres regiones para el estado permanente, estas son : una 

región superior donde la transferencia de calor se lleva a cabo por conducción y los 

espacios vacíos contienen un vapor sobrecalentado estacionario, una región intermedia 

dominada por convección donde existe un flujo de líquido hacia arriba debido a fuerzas 

de capilaridad y un flujo de vapor hacia abajo debido a un gradiente de presión, y, por 

último, una región inferior dominada por conducción donde existe un líquido 

comprimido estacionario. En éste trabajo Udell analizó el estado termodinámico del 

fluido en la zona de dos fases y predijo la longitud de ésta zona en función del flujo de 

calor, propiedades del fluido y características del medio, 
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De las conclusiones importantes se tiene las siguientes: 

1.- La transferencia de calor en la zona de dos fases se debe a una vaporización 

del líquido en la parte superior de la zona, fluyendo hacia abajo la fase de vapor debido a 

un gradiente de la presión del vapor. La condensación se lleva a cabo en la parte inferior 

y el líquido fluye hacia arriba debido a un gradiente de presión capilar. 

2.- La longitud de la zona de dos fases se incrementa con una disminución del 

flujo de calor. 

3.- Las fases del líquido y vapor, en la zona de dos fases, se encuentran en un 

estado termodinámico sobrecalentado, donde el líquido presenta un estado metaestable, el 

cual es incondicionalmente estable cuando el radio efectivo del menisco líquido-vapor 

dentro del poro es equivalente al radio de la burbuja formada [23]. 

En el otro trabajo Udell [22] analizó la transferencia de calor unidimensional en 

estado permanente, donde determinó un flujo de calor crítico para un calentamiento de la 

parte inferior. Este flujo de calor define la condición mínima para que exista una capa de 

vapor sobre la superficie caliente y así determinar una región de dos fases de longitud 

finita. También establece que para flujos de calor mucho mayores al flujo de calor 

critico, los efectos gravitacionales pueden ser despreciables. Las conclusiones de este 

trabajo de Udell son: 

I.- El efecto de capilaridad en un medio poroso saturado con las fases de líquido y vapor 

de un fluido simple se representa con el flujo en contracorriente de esas fases. Este flujo 

en contracorriente es un proceso de transferencia de calor altamente eficiente, similar al 

que se presenta en los tubos de calor o caloriductos. 

2.- Para sistemas unidimensionales en estado permanente, la longitud de la región de dos 

fases es mayor para un calentamiento en la parte inferior que para un calentamiento en la 

parte superior. 

3.- Para el calentamiento en la parte inferior, la longitud de la región de dos fases será 

infinitamente grande para flujos de calor menores al flujo de calor crítico establecido, 

Wcr. 
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4.- La diferencia de temperaturas a través de la región de dos fases se incrementa con un 

decrecimiento de la permeabilidad, y es mucho mayor la diferencia para un 

calentamiento de la parte inferior. 

5,- La conductividad térmica efectiva de la región de dos fases es varias veces mayor que 

la conductividad de una región de fase simple, para medios porosos de alta 

permeabilidad, En el caso de medios porosos de baja permeabilidad ( K 10-14  m2  ) la 

conductividad será del mismo orden de magnitud para las regiones de fase simple y de 

dos fases. 

Tomando en cuenta los estudios realizados tanto por Bau y Torrance, como por 

Udell, se puede decir que la ebullición en medios porosos se identifica por la estructura 

de capas que esta compuesta por una región de líquido cubriendo a una región de dos 

fases, esta misma estructura ha sido identificada por otros investigadores [ 24-35], 

estableciendo que los efectos capilares son importantes. 

Recientemente para un sistema con calentamiento de la parte inferior , que es el 

proceso que identifica a la ebullición, otros investigadores [30-32] han realizado un 

análisis de un sistema unidimensional para determinar las condiciones del proceso que 

lleven a un contraflujo en estado permanente. 

El estudio del contraflujo líquido-vapor en estado permanente realizado por Satik 

y colaboradores [30], analiza el proceso incluyendo capilaridad, conducción de calor y la 

ecuación de Kelvin. También en el caso de un calentamiento de la parte inferior 

establecen un flujo de calor crítico, donde una región de dos fases existe y su longitud 

decrece cuando el flujo de calor se incrementa. Aunque el resultado final de este trabajo 

no definió claramente las condiciones del proceso para el caso de la ebullición, si definió 

algunos aspectos importantes para el problema de tubos de calor que corresponde al caso 

analizado por Udell [21]. Dentro de estos aspectos mencionan que, para tubos de calor, la 

ecuación de Kelvin [22, 30], que representa una disminución de la presión del vapor, es 

importante en una capa límite en la frontera de la capa de vapor y la región de dos fases, 

pero son despreciables en la región de contraflujo líquido-vapor. También establecen un 

valor mínimo de permeabilidad que debe tener el medio poroso para que el contraflujo en 

estado permenente pueda existir, sin embargo, en otro trabajo [31] analizan más 

claramente el proceso de ebullición, 

En otro trabajo importante Stubos, Satik y colaboradores [31] realizaron una 

interpretación fisica de los resultados presentados en un trabajo anterior [30], 

considerando la aplicación hacia la ebullición y la condensación, logrando así la 
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identificación para cada caso, es decir, determinaron que el caso de la ebullición se 

presenta cuando se considera un medio poroso lleno inicialmente de líquido, que después 

se convierte a un sistema líquido-vapor cuando se incrementa gradualmente la razón de 

calentamiento. Por otra parte, la condensación se presenta cuando el medio está 

inicialmente lleno de vapor y se convierte a un sistema líquido-vapor cuando se 

incrementa gradualmente la razón de enfriamiento. Para cada uno de los casos, se 

determinó una curva que muestra el comportamiento de la permeabilidad con respecto a 

un flujo de calor crítico, que determina la formación de la zona de dos fases, 

concluyéndose que el proceso de ebullición (calentamiento de abajo), semejante al 

drenado, es insensible a la permeabilidad y a la conducción de calor en el contraflujo. Por 

otra parte, el proceso de condensación (enfriamiento de arriba), que se asemeja a la 

imbibición, depende significativamente de las dos variables. Finalmente mencionan que 

un contraflujo en estado permanente debe ser determinado al conocer la historia (estado 

transitorio) del sistema. 

Stubos y colaboradores [32] siguieron estudiando el contratlujo en estado 

permanente, principalmente en tubos de calor accionados por gravedad, donde su teoría 

dictamina que en sistemas homogéneos una zona de dos fases de longitud "infinita" y 

saturación constante se desarrolla si la razón de calentamiento es bastante baja (por 

debajo de un valor crítico, Wcr.), así como también, determinaron una zona de dos fases 

"finita" para un flujo de calor igual o mayor a Wcr.. También identificaron dos casos, uno 

que corresponde a una saturación baja de líquido, dominado por vapor (VD, enfriamiento 

por arriba), y otro con una saturación alta de líquido, dominado por líquido (LD, 

calentamiento de abajo), para cualquier caso se considera la capilaridad para conectar los 

perfiles de saturación constante con las regiones de líquido subenfriado (enfriamiento de 

arriba, condensación) o vapor seco (calentamiento de abajo, ebullición), en ambos casos 

la conducción es despreciable. 

En éste trabajo consideran la heterogeneidad capilar del medio, esta 

heterogeneidad inducida por la variación de permeabilidad que actúa como una fuerza de 

cuerpo, incrementa o disminuye los efectos de gravedad en el tubo de calor. 

Determinaron que en muchos casos prácticos, los efectos capilares no deben 

despreciarse, particularmente cuando la permeabilidad disminuye en la dirección del 

flujo de líquido donde los efectos de gravedad , definidos por la teoría de los tubos de 

calor homogéneos, pueden ser sustancialmente alterados. También consideran que hay 

una estabilidad incondicional del sistema si existe una heterogeneidad de permeabilidad 

en la región de dos fases. 

Para el caso de la ebullición el efecto de heterogeneidad es importante, pero no 
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definitivo, en la terminación de una zona de dos fases "infinita", es decir, la región de dos 

fases surge con una región "seca" en el fondo. Entonces la heterogeneidad influye en el 

régimen dominado por líquido, LD, ya que éste alcanza el "secado" (capa de vapor en el 

fondo) cuando existe un incremento o decremento repentino de permeabilidad. De 

acuerdo con lo anterior predijeron la secuencia siguiente , de arriba hacia abajo, para el 

proceso de ebullición líquido subenfriado-LD-(discontinuidad)-región "seca". Por otro 

lado, para el proceso de condensación la secuencia es 	líquido subenfriado- 

(discontinuidad)-VD-región "seca". Estas secuencias pueden ser útiles en la 

interpretación de sistemas geotérmicos. 

De acuerdo con lo mencionado anteriormente, se concluye que el fenómeno de 

ebullición en medios porosos se identifica claramente por la presencia de una capa de dos 

fases, cerca de la superficie caliente, cubierta por una capa de líquido, cerca de la 

superficie fría, cuando se alcanza la temperatura de saturación del líquido en el medio, al 

aplicar un flujo de calor en la parte inferior y que alcance un valor mínimo crítico. 

1.3.- Estudios donde se aplica el análisis de estabilidad lineal. 

Algunos autores [5, 10, 12, 33, 36-38] han considerado la aplicación de la 

estabilidad lineal para analizar el comportamiento del fluido dentro de un medio poroso, 

observando la influencia de los parámetros que surgen del análisis, como son el número 

de onda y la rapidez de crecimiento de la perturbación. 

Schubert y Straus [5] estudiaron la estabilidad gravitacional de sistemas 

geotérmicos dominados por vapor, donde se tiene una región de agua cubriendo una 

región de vapor. Ellos determinaron, de acuerdo a un análisis de estabilidad lineal, que el 

sistema es estabilizado por la interfaz con cambio de fase y se muestra 

gravitacionalmente estable para permeabilidades menores a K = 40 x 10-12  m2. 

Eastwood y Spanos [12] estudiaron la estabilidad de un frente estacionario de 

agua-vapor en un medio poroso y determinaron que el sistema es estable cuando existe 

un cambio de fase al considerar una presión constante en la interfaz (frente). Este 

resultado coincide con los resultados de Schubert y Straus. 

McGuinness y colaboradores [33] estudiaron la estructura de capas, definida 

anteriormente, dentro de un tubo de calor y establecieron condiciones de frontera de 
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presión y saturación en los extremos del modelo para obtener sistemas dominados por 

vapor o sistemas dominados por líquido. Para el primer caso establecen condiciones de 

presión y saturación constantes en la parte inferior del sistema, mostrando una solución 

estable y en el segundo caso establecen condiciones de presión y saturación en la parte 

superior, también mostrando una solución estable. Al invertir las condiciones de frontera 

la solución viene a ser inestable en ambos casos. 

Hsu, Cheng y Homsy [36] estudiaron la inestabilidad de la convección libre sobre 

una placa horizontal colocada en un medio poroso y calentada de abajo, resolviendo el 

problema de capa límite. Con el análisis de estabilidad lineal determinaron que el número 

de Rayleigh y el número de onda sufren un incremento al incrementar la temperatura de 

la placa. 

Para el estudio del efecto de la presión capilar sobre la estabilidad de la ebullición 

en un medio poroso, se tomó en cuenta principalmente el trabajo realizado por Ramesh y 

Torrance [10], quienes consideraron la estructura de capas en un sistema bidimensional, 

figura 1 Ellos realizaron un análisis de estabilidad lineal donde se despreciaron los 

efectos capilares y obtuvieron un diagrama para un sistema donde la región de dos fases 

es dominada por líquido, observando distintos comportamientos de la capa del líquido, 

los cuales son: 

a).- Una capa de líquido conductiva antes y después de iniciar la ebullición para 

números de Rayleigh, Ra, bajos (Ra < 20) en medios porosos de baja permeabilidad ( K 

= 11 x 10-12  m2). 

b).- Una capa de liquido conductiva antes de iniciar la ebullición, pero convectiva 

inmediatamente después de iniciar la ebullición, para números de Rayleigh medios (Ra = 

20) con permeabilidades medias ( K = 70 x 10-12  m2  ). 

c).- Una capa de líquido convectiva antes y después de iniciar la ebullición para 

números de Rayleigh grandes ( Ra>20) con permeabilidades grandes ( K = 1600 x 10-12  

m2  ). En este caso también observaron que la capa de líquido regresa a ser conductiva 

para flujos de calor altos. 

También presentaron curvas de comportamiento al tener como coordenadas el 

número de onda y la rapidez de crecimiento de la perturbación y como parámetro de la 
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curva el número de Rayleigh. En estas gráficas se observa que para números de onda 

pequeños y grandes, se tiene un comportamiento estable para cualquier número de 

Rayleigh (el rango es de 10 a 50), esto significa que la rapidez de crecimiento de la 

perturbación es menor de cero. En cambio para números de onda medios, el 

comportamiento es inestable para cualquier valor de Rayleigh, esto se presenta en medios 

porosos de alta permeabilidad. En estas gráficas muestran que el comportamiento estable 

se debe a efectos de difusión térmica para perturbaciones de longitudes de onda corta y 

para perturbaciones de longitudes de onda larga se debe a efectos viscosos. 

Otro resultado importante para una región de dos fases dominada por líquido son 

las curvas de comportamiento del número de Rayleigh al considerar una estabilidad 

neutra, rapidez de crecimiento de la perturbación igual a cero, ya que obtuvieron valores 

criticos del número de Rayleigh , los cuales se compararon con algunos que existen en la 

literatura [39], para sistemas de fase simple, y para este trabajo Ramesh y Torrance 

obtuvieron un Rau.  = 23,17, para un número de onda igual a ir y un flujo de calor Qb  = 

En este trabajo también estudiaron la estabilidad de un sistema que tiene una 

región de dos fases dominada por vapor, presentándose una inestabilidad gravitacional y 

encontrando como resultado un sistema estable solamente para perturbaciones de 

longitudes de onda grandes. En estos sistemas el efecto estabilizante se debe al proceso 

de cambio de fase en la interfaz, resultado igual al de Schubert y Straus [5]. En este 

trabajo Ramesh y Torrance encontraron un valor crítico de Rayleigh, Ra24, cr = 18.95, 

para un número de onda igual a rc y un flujo de calor Qb = 1.4 

Por otra parte, estos mismos autores desarrollaron un algoritmo numérico [40] en 

donde resuelven la interacción dinámica entre la ebullición y la convección natural 

dentro del medio poroso, otra vez sin considerar los efectos capilares, mostrando 

solamente la capacidad del algoritmo para analizar la transferencia de calor al seguir la 

trayectoria de la interfaz entre las regiones del líquido y la de dos fases. 

1.4.- Otros trabajos importantes. 

Continuando con el estudio del fenómeno de ebullición, recientemente, otros 

autores [34, 35] analizaron el fenómeno de ebullición en un estado transitorio 

considerando efectos capilares, estudiando principalmente la región de dos fases. En ese 

trabajo desarrollan un modelo donde la región de dos fases se considera como una mezcla 

binaria. Con este modelo se logra reducir el número de ecuaciones gobernantes, pero no 
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muestran claramente cual es la influencia de los parámetros involucrados en el fenómeno 

de ebullición, ni tampoco realizan un análisis de estabilidad lineal. Los resultados que 

obtuvieron al estudiar la dinámica iateractiva entre la ebullición y la convección natural 

'de una estructura de capas igual a la que usaron Ramesh y Torrance fueron: 

1.- Para t = 3.2 x 104  s, la ebullición inicia y la región de dos fases ocupa la tercera parte 

del sistema. La interfaz permanece horizontal. El líquido en la región de dos fases se 

mueve hacia abajo, llenando de nuevo la superficie caliente, y el vapor se mueve hacia 

arriba llegando a la interfaz donde se condensa. La región del líquido tiene un 

desplazamiento hacia arriba debido a la expansión de la región de dos fases y la 

velocidad del líquido es muy pequeña (se considera región conductiva). 

2.- Para t = 5.2 x 104  s, la región de dos fases sigue expandiéndose y la interfaz sufre una 

ligera distorsión. En el sistema se observa una convección bidimensional, aunque el 

comportamiento del líquido y el vapor en la región de dos fases permanece igual que en 

el inciso anterior. El movimiento en la región del líquido se incrementa ligeramente. 

3.- Para t = 6.2 x 104  s, la convección térmica en la región del líquido se desarrolla 

completamente. La transferencia de calor por condensación en la interfaz se incrementa, 

provocando que la región de dos fases retroceda. En la región del líquido se forman dos 

celdas axisimétricas que penetran en la región de dos fases. 

4.- Para t = 8 x 104  s, el sistema alcanza el estado permanente y las dos celdas 

convectivas son simétricas. 

El proceso ilustra una transición completa de una región de líquido conductiva 

antes de la ebullición a una región de líquido convectiva con la presencia de la ebullición, 

para una cama porosa con una permeabilidad media, K = 70 x 10.12  m2. En este trabajo 

los autores establecen que el estado permanente para la estructura analizada, se alcanza 

después de alrededor de 22 horas. 

1.5.- Estudios preliminares realizados por el autor del presente trabajo. 

Dentro del estudio de la ebullición en medios porosos se llevaron a cabo algunos 

estudios que, en conjunto con la revisión bibliográfica, ayudaron a comprender el 

proceso de ebullición en un medio poroso. Estos estudios fueron 



Canicas 

Elemento 
calefactor 

Tubo de pyrex 

_ Placa 

LJ Salida --
de agua 

ti 

Entrada 
de agua Termómetro ---NN  

J 	 

	iiU  

Condensador 	Rotámetro C.7 

c 

Freón 

Capitulo 1: antecedentes 	14 

a).- Ebullición sobre una superficie porosa sumergida en un líquido en reposo. 

Este trabajo consistió en aprovechar el elemento calefactor de forma cilíndrica de 

un aparato de laboratorio, figura 2, que se utiliza para obtener la curva de ebullición 

("pool boiling") del Freón-113, cubriéndolo con un medio poroso que se forma por 

canicas. El resultado obtenido fue la curva típica de flujo de calor vs. diferencia de 

temperatura. 

El objetivo del trabajo fue comparar las curvas que se obtienen para una 

superficie sin capas porosas y con capas porosas. Para el caso de la superficie con capas 

porosas se observó que los diferentes regímenes de ebullición se presentaron a flujo de 

calor menores que los que se obtienen en el caso de la superficie libre. Este resultado 

concuerda con trabajos que se presentan en la literatura [41-44], donde se observó que el 

proceso de transferencia de calor se lleva a cabo de la ebullición nucleada a la ebullición 

pelicular sin pasar por un flujo de calor máximo, que siempre está presente en la 

ebullición sobre una superficie libre. 

Manómetro 

Termopar 

Figura 2. Esquema del equipo de laboratorio usado para obtener la curva flujo de calor 
vs. diferencia de temperatura de una superficie cubierta por capas porosas. 
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b).- Estudio del flujo unidimensional en contracorriente líquido-vapor en estado 

permanente dentro de un medio poroso. 

Con este estudio teórico se buscó establecer el parámetro importante para la 

formación de la región de dos fases isotérmica, identificada en varios trabajos [6, 10, 13-

17, 20-22, 30-32]. Para el estudio se consideró un sistema unidimensional en estado 

permanente con calentamiento en la parte inferior, figura 3. En el análisis se obtuvó una 

ecuación característica que relaciona el flujo de calor aplicado con las funciones que 

representan las permeabilidades relativas del líquido y vapor y la función de Leverett 

[21,22], que relaciona la presión capilar y la saturación del líquido, S, en la región de dos 

fases. 

La ecuación característica es una ecuación diferencial de primer orden que 

relaciona el flujo de calor con la saturación del líquido y se resuelve al integrarla para el 

rango de saturación O 	S 5_ 1. El resultado obtenido fue el valor del flujo de calor 

mínimo crítico, \Ver.,  para el cual la región isotérmica de dos fases existe en el sistema. 

Esta región disminuye al incrementar el flujo de calor y no se presenta para valores 

menores al flujo de calor crítico, comportamiento similar al presentado por Udell [22]. 

Finalmente cabe mencionar que el estudio del flujo unidimensional en 

contracorriente en estado permanente forma parte del estado básico que surge en el 

análisis de estabilidad lineal de la ebullición en un medio poroso. 

Región conductiva de líquido 

Interfaz permeable 

Líquido 

Contrallujo 

líquido-vapor 

Vapor 

Superficie impermeable 

Q 

Figura 3. Esquema que representa al estado básico del sistema. 

X12. 

Y 
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1.6.- Resumen de los estudios relacionados con la ebullición en medios 

porosos. 

En la tabla siguiente se muestra de manera sintetizada y cronológicamente los 

principales trabajos relacionados con el estudio de la ebullición en medios porosos. 

Autor (es) Aportación 

  

H. H. Bau y K. E. Torrance (1982-1986) 

(Reís. [6] y [13-17]) 

Realizaron un estudio teórico-experimental 

de un sistema unidimensional en estado 

permanente sin considerar el efecto de la 

presión capilar, estableciendo la estructura 

de capas. 

K. S. Udell (1983-1985) Realizó un estudio teórico-experimental de 

(Refs. [21] y [22]) un sistema unidimensional donde el efecto 

de la presión capilar se tomó en cuenta, 

estableciendo un valor del flujo de calor 

mínimo crítico para que exista la región de 

dos fases en el sistema y se tenga 	la 

estructura de capas. 

P. S. Ramesh (1986) Para la estructura de capas definida por 

(Ref. [20]) Bau 	y 	Torrance 	y 	bajo 	las 	mismas 

condiciones, 	determinó 	que existen 	tres 

regímenes importantes en la ebullición, los 

cuales 	dependen 	del 	flujo 	de 	calor 

aplicado, estos son : régimen conductivo, 

ebullición 	permanente 	y 	ebullición 

oscilatoria. 
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P. S. Ramesh y K. E. Torrance (1990) 

(Ref. [10]) 

Realizaron un análisis de estabilidad lineal 

sobre la estructura de capas sin considerar 

los 	efectos 	de 	la 	presión 	capilar, 

determinando que el sistema es inestable 

para 	cualquier 	número 	de 	Rayleigh 	y 

números 	de 	onda 	medios, 	donde 	la 

inestabilidad incrementa al incrementar el 

flujo de calor aplicado. 

C. Satik, M. Parlar y Y. C. Yortsos (1991) 

(Ref. [30]) 

Estudiaron 	el 	flujo 	unidimensional 	en 

contracorriente de la región de dos fases 

considerando 	la 	presión 	capilar 	y 	una 

permeabilidad variable, y establecieron un 

flujo de calor crítico para que exista 	la 

región de dos fases. 

A. K. Stubos, C. Satik y Y. C. Yortsos 

(1993) 

(Refs. [31] y [32]) 

Analizaron 	el 	caso 	de 	un 	sistema 

inicialmente saturado con líquido y con 

calentamiento 	en 	la 	parte 	inferior, 

confirmando la existencia de un flujo de 

calor 	critico. 	También 	analizaron 	la, 

influencia de una permeabilidad variable, 

pero establecieron que la heterogeneidad 

no es definitiva en la formación de la 

región de dos fases. 

C. Wang , C. Beckerman y C. Fan (1993) 

(Ref. [35]) 

Estudiaron la ebullición tomando en cuenta 

la 	presión 	capilar. 	Para 	el 	estudio 

establecieron un modelo donde la región 

de dos fases se consideró como una mezcla 

binaria, 	que 	reduce 	el 	número 	de 

ecuaciones, logrando identificar las etapas 

que 	se 	presentan 	desde 	un 	régimen 

conductivo hasta un régimen convectivo, 

pero sin realizar un análisis de estabilidad 

lineal para estudiar el efecto de la presión 

capilar. 
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A. Gallegos M. y J. Cervantes (1995) 

(trabajo por presentar) 

Estudiaron el efecto de la presión capilar 

sobre la estabilidad de la ebullición en un 

medio poroso, al considerar un sistema 

formado por -apas, y determinaron que el 

sistema muestra mayor estabilidad cuando 

la presión capilar aumenta, debido a una 

disminución de la saturación de líquido en 

la región de dos fases. 

  

De los trabajos mencionados anteriormente, se concluye que la ebullición en 

medios porosos en estado permanente puede representarse mediante una estructura de 

capas formada por una región de líquido que cubre a una región isotérmica de dos fases , 

donde existe un flujo en contracorriente de líquido y vapor, y que de acuerdo a ciertos 

valores de las variables que caracterizan al medio poroso, con las condiciones de frontera 

aplicadas, tal estructura puede tener una región de líquido conductiva o convectiva. Para 

el último caso, se puede presentar una interacción entre la convección natural y la 

ebullición dentro del medio poroso. Por otra parte, se puede aplicar la teoría de 

estabilidad lineal para analizar la estructura , partiendo del estado permanente, y 

establecer los valores de los parámetros que influyen en la inestabildad de la estructura al 

considerar los efectos capilares. El objetivo de este trabajo es estudiar el comportamiento 

de un sistema bidimensional formado por las capas de líquido y dos fases, determinando 

mediante el análisis de estabilidad lineal si el sistema es inestable, estable o permanece en 

su estado marginal que se representa por una estabilidad neutra. 
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CAPÍTULO 2 

Planteamiento del problema. 

2.1.- Definición del problema. 

Este trabajo está dirigido al estudio del efecto de la presión capilar sobre la 

ebullición en un medio poroso, donde se considera un sistema bidimensional formado por 

dos regiones: una región isotérmica de dos fases cubierta por una región de líquido. Esta 

estructura de capas se logra al tener un sistema inicialmente saturado de líquido con un 

calentamiento en la parte inferior, manteniendo aislada la pared vertical, ver figura 1. 

Este sistema ha sido considerado para estudiar el problema donde existe un flujo en 

contracorriente liquido-vapor, que se forma cuando se alcanza la temperatura de 

saturación del líquido y las fases del fluido se consideran inmiscibles. Para este caso la 

presión capilar es importante en el movimiento de las fases dentro de la región 

isotérmica. 

El estudio teórico consistirá en llevar a cabo un análisis de estabilidad lineal sobre 

la estructura de capas, tomando en cuenta una interfaz permeable entre las capas e 

introduciendo el efecto de la presión capilar en la región de dos fases, Este análisis de 

estabilidad comprende un estado básico, que considera un flujo unidimensional en 

contracorriente líquido-vapor en estado permanente dentro de la región isotérmica de dos 

fases y una región de líquido con régimen conductivo, y un estado perturbado, que se 

logra al introducir una perturbación lineal sobre el estado básico al considerar un sistema 

bidimensional.  

Con este análisis se establecerá la influencia de la presión capilar sobre el 

movimiento de las fases en la región isotérmica, así como también, se determinará el 

valor de los parámetros que influyen en la inestabilidad del sistema de capas, 



(4) 
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2.2.- Ecuaciones fundamentales. 

Para obtener las ecuaciones fundamentales del sistema que comprende este 

trabajo de investigación se tomaron en cuenta las siguientes suposiciones: 

1.- La matriz porosa es indeformable. 

2.- El fluido y la matriz porosa están en equilibrio térmico. 

3.- Es aplicable la ley de Darcy como ecuación de momento. 

4.- Las propiedades físicas del fluido y de la matriz porosa se consideran 

constantes. 

5.- Se supone válida la aproximación de Boussinesq para la fase del líquido. 

6.- Se consideran inmiscibles las dos fases del fluido en la región donde existe el 

contraflujo líquido-vapor. 

Considerando el problema de ebullición en un medio poroso donde se tiene una 
estructura de capas compuesta por una región de líquido que cubre a una región de dos 
fases, como se muestra en la figura 1, y aplicando el Teorema del Promedio Volumétrico 
[1-3], ver apéndice A, a las ecuaciones de conservación de masa, momento y energía, se 
tiene: 

Región del líquido 

V • 	= 

—[VPt 

a 
a—+v

T 
 •VT= a" V2T at  

Región de dos fases 

ti

r  
chp,S4(1—S)pd+V•[01, 	= O 
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Kk 
vt 	'[VPI -Ptg] 

Kk [ 
-Prg] 

a r 

at
vp (1 - S)p v hfgl+ [p 	= 

Considerando las siguientes variables adimensionales 

T -T0 x 	y 	- 	t 
T= 	

-To 
, 51.  = —

H 	
t= 

H2/ 
/at  

e introduciendo la aproximación de Boussinesq [2, 3] para el líquido, esto es 

Pi = PoU - Pi(T~To)J 

de las ecuaciones anteriores, se obtienen las siguientes ecuaciones adimensionales que 

son, respectivamente: 

Región del líquido  

V.Qg  = O 

Qs  = -[01  + Ra í é), 

a---,- 
t

+vi .VT= V T 

Región de dos fases 

DS 
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= 	+Rae)) 	 (12) 

I, = 	Ra24, éy ) 	 (13) 

c5 a(1 7,S) +57.05,)=0  
(14) 

at 

donde Ra es el número de Rayleigh para la región del líquido y Ra-)4  es el número de 
Rayleigh para la región de dos fases. La velocidad y la presión adimensionales quedan 
de la forma: 

= 	P  •,1= 
ai/ 	 Pi al/ 
/H 	 iK 

Las ecuaciones adimensionales se transforman de un marco de coordenadas 

(R, y, 0 a un marco de coordenadas 	t), lo cual permitirá aplicar las condiciones 
que se establezcan en la interfaz permeable y que se conocen como condiciones de 
compatibilidad [10]. Esta transformación se logra con: 

= — 
8 (x, 1) 

1—y 
t124  

— 	o  

y 	= x, T = i , donde 8 indica la posición de la interfaz en la dirección vertical y es 
función de la coordenada horizontal y del tiempo. Para lograr la transformación se 
aplican en cada región las siguientes expresiones: 

Región del líquido 

a 	a it  a8 a 
r aat —  3 az an, 

1, 03 a )„ 	1 a 
8  a 

v = a (-----  
én 	n, 	8 ate, 

(15) 

y  
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v- II a 'S _L 2Th 
2 8 	2 s 2 

+[( Iky (my 1 

6 ) 8) 
+- 
8 j ani 

— 

asf)
2rb a8 a 

— 3  5( aatic 
2 

(19)  

(20)  

(21)  

(22)  

Región de dos fases 

a 	rl as a 4.  24, 

al 	1-8 ar &n24, 

.[
a 4.  i21 88 a 	_ 1 	a 

1-6 8C ar124, x 1—  8 8r124  eY  

O2 
= a 2 	i21  a 28 4.  2121   (12) a 

ac  2 m 1_8 ac  2 0_8)2 N 	ar121  

424, a8  a 2   + 1124) )2(a6)2  + 	1  	a  2  
1-8 	aor124, 	-8) 	(1 -8)2 )511221  

al sustituir las ecuaciones (15)-(22) dentro de las ecuaciones (8)-(14) se obtienen 
ecuaciones de ambas regiones en el marco de coordenadas 	t), ver apéndice B. 

2.3.- Análisis de estabilidad lineal. 

En la teoría de estabilidad lineal se supone que las variables son afectadas por una 
pequeña perturbación, donde se desprecian los términos cuadráticos [3]. Con este análisis 
se trata de determinar si la perturbación provoca un sistema inestable, estable o sin 
cambio. Si el parámetro de la perturbación es positivo el sistema es inestable, si es 
negativo el sistema tiende a ser estable y si es igual a cero se tiene una estabilidad neutra. 

En este trabajo se presentará el comportamiento de la rapidez de crecimiento de la 
perturbación con respecto al número de onda, tomando como parámetro de la curva el 
número adimensional de Rayleigh, para establecer cual es el efecto de la presión capilar 
sobre el crecimiento de la perturbación. 



d 2T0  _ o  
(Energía) 	 (26) 

4;2 
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La aplicación de la teoría de estabilidad lineal se logra al sustituir las ecuaciones 
(17)-(22) en las ecuaciones (8)-(14) y aplicando una perturbación lineal a las variables de 
velocidad, temperatura, presión, saturación y a la posición de la interfaz de la forma : 

= vo  + e v, 

T = To + E Ti 

P = Po + e Pi 	 (23) 

S = So  + E s1  

= 60  + E S, 

obteniéndose las ecuaciones que representan el estado básico y el estado perturbado de 
cada región, para mayor detalle ver el apéndice B. 

2.3.1.- Estado básico. 

El sistema considerado para obtener las ecuaciones que representan el estado 
básico es unidimensional, en dirección vertical y en estado permanente, como se muestra 
en la figura 3. En este sistema se considera una capa de líquido conductiva y una capa 
isotérmica de dos fases donde existe el contraflujo líquido-vapor, divididas por una 
interfaz plana y permeable . Las ecuaciones adimensionales son: 

Región del líquido  

	

= O 	(Continuidad) 	 (24) 

— 	Ra S 0  n 	(Momento, Ec. de Darcy) 	(25) 
dP,,o  

Región de dos fases 

v,.. =O 	(Continuidad) 	 (27) 



v 	= k 1,0 	tl,0 

v„,,0  = 

d 

1 d 131.0 
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Ra 

(Momento, Ec, de Darcy) 

(Energía) 

(28a)  

(28b)  

(29) 

1 - 30  

1 

«24, 

d 

0  

v‘,.0  
= 

1-8 Razd  dn24, 

dr124, 

2.3.2.- Estado perturbado, 

Para obtener las ecuaciones del estado perturbado se considera un sistema 
bidimensional , donde la capa de liquido puede ser conductiva o convectiva y la capa de 
dos fases considera un flujo ascendente de vapor y un flujo descendente de líquido Las 
ecuaciones adimensionales son: 

Región del líquido 

a u,,, 	I a ym 	o  

So  ate, 

ra 	n, d 1 ,0  as, 
u`' = 	ac 80  d ni  (x 

(Momento, Ec. de Darcy) 

a P 1 	. 	1 dPio v = - 	+ 	— Ra 
13 	80  ant 	81 d ric  

] 
---c{ 	- - 4-_____ vii = ______.7. ____________,..+._7;  _ 
bt 	80  d ni  at 	So  d rii  ' 	DC ' 80  d ri, a2 8z, drii 

0 TI  lit  d To  .38, 	1 d To 	a 'TI 	i, d To  0 281 	1 0 2T, 

(Energía) 

(Continuidad) 	(30) 

(31a) 

(31 b) 

(32) 
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Región de dos fases 

	

[a s 	11 	dS 38 	au 

	

1 .4_ 	24 , 	o 	1 	+ 	11 	1 	av 1,1 = u 

	

a t 	1 -- 30  d 1124, a T 	a( 	1- 8 o an2s 	
(Continuidad) 	(33) 

11 -K 
, 
	a P„ 	1124,  d 

1,1  = 	ru  

	

a( 	1-80  d i2+ 	
(34a) 

 

v1,1 = K 
„ 

r1,0 	
I 	a Pm 	1 	d 	

01  + ti
[ I 	d [- 	 d 	 Ra 	(34b) 

	

1 —So  124, (1-80)2  d 124, " 	1-80 d121 

(Momento, Ec. de Darcy) 

[a P,„, 	124, d Pv.o a81 u,,,i  = --it kiv,0--
áZ-»+ 1-60  d 1124, aC 

	

v,, =iik,,, 	 1 	a  Pr'l  4- 	1 	d P" ,5 +1..i kr, 	
I 	d 13,,,,, 

(34d) 1-80  0124, 0-60)2  d 114 ' 	''' 1—So d1124, 
Ra 	34d 

{ a u,., 	I 	avv., 	124, as as =4)  as  1 +Q  j_ 

	

1 - SO  a 124, 	a t 	1 —So  d n24, at 

 

(Energía) 	(35) 

  

donde 	k,„ = S, y kn,,, = —S1  , son las funciones de las permeabilidades relativas 
lineales para cada fase. 

14.- Presión capilar. 

La presión capilar es el parámetro básico en el estudio del comportamiento de 
medios porosos que contienen dos o más fluidos, o fases de un mismo fluido, que son 
inmiscibles. Cuando los fluidos o fases están en contacto dentro de los espacios vacíos 
del medio poroso, existe una discontinuidad de presión a través de la interfaz que los 
separa. Esa discontinuidad de presión se define como la presión capilar, I', , que depende 
de la energía interfacial entre los fluidos o fases de un fluido dentro del poro. A la 
energía interfacial se le conoce como la tensión interfacial, a12  ,para dos fluidos, o 

(34c) 
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tensión superficial para dos fases de un mismo fluido. La ecuación de Laplace [1] 
relaciona la presión capilar con la tensión superficial, y se representa por: 

2 cs 
13, = r 12 

donde r' es el radio medio de curvatura de la interfaz y se define como 
2 	1 	1 

r 	r1 	r1  

Para este trabajo se considera a la presión capilar como la diferencia de presiones 
de las dos fases del fluido que saturan al medio poroso, esto es 

P=Pv —P1 	 (38) 

donde la presión del vapor, P, representa a la fase que no-moja la superficie sólida ( este 
término se refiere a una sustancia que no es absorbida por la superficie sólida de las 
partículas que compone el medio poroso ) y la presión del líquido, Pt  , representa a la fase 
que moja la superficie sólida (sustancia absorbida por la superficie ) que se encuentran 
dentro de un mismo espacio vacío ( poro ). 

La presión capilar puede determinarse experimentalmente al relacionarse con la 
saturación de líquido, S, contenida en el medio poroso. Esta relación se conoce como la 
función de la presión capilar [1, 45- 47] y se representa en la figura 4. Esta curva muestra 
dos procesos importantes que se presentan en un medio poroso donde coexisten las dos 
fases del fluido, estos procesos se conocen como drenado e imbibición. El proceso de 
drenado se refiere al desplazamiento que sufre una fase mojable, que inicialmente satura 
al medio poroso, por una fase no-mojable y el proceso de imbibición se refiere al 
desplazamiento de la fase no-mojable por la fase mojable. Estos procesos forman una 
curva o ciclo de histéresis donde aparecen otros términos importantes que son: 

Saturación irreducible, Swo: es la cantidad de la fase mojable que permanece en el medio 
poroso, aún cuando los valores de la presión capilar sean muy altos. Se llega a este punto 
al tener un proceso de drenado. 

Saturación residual, Snwo: es la cantidad de la fase no-mojable que permanece en el 
medio poroso para una presión capilar cero. Este punto se alcanza por medio de un 
proceso de imbibición. 

(36)  

(37)  
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Figura 4. Curva típica de la presión capilar vs, saturación del líquido (curva de histéresis) 
Ref. [1]. 

La función de la presión capilar puede representarse mediante una ecuación 
semiempírica desarrollada por Leverett [1, 45 - 47] que tiene la forma 

Pe \IV 
,  Jt,) a 41  (39) 

donde J(s)  es la función de Leverett, a la tensión superficial, k y 4  la permeabilidad y 
porosidad del medio, respectivamente. 

Las ecuaciones gobernantes del sistema que se estudia, para cada uno de los 
estados que surge del análisis de estabilidad lineal, se determinaron tomando en cuenta el 
modelo que considera un flujo para cada fase dentro del medio poroso [1, 10, 39, 45-47]. 
Esto significa que la fase pasa por canales que se forman en el medio poroso, y, para el 
caso de un fluido en dos fases, se tiene un canal ocupado por líquido y vapor, por lo 
tanto, es necesario introducir la presión capilar . 

La función de Leyeren depende del tipo de proceso que se lleve a cabo dentro del 
medio poroso y se puede obtener de la curva Pc  vs. Saturación. En este trabajo se utiliza 
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dicha función al considerar un proceso de drenado de manera análoga a como la utilizó 
Wang [34]. 

Cabe mencionar que la función de la presión capilar no ha sido utilizado. 
anteriormente en el análisis de estabilidad lineal, para estudiar el comportamiento de la 
región isotérmica de dos fases . 

Aplicando las ecuaciones (38) y (39) en la región de dos fases, tanto del estado 
básico como del estado perturbado, se obtienen ecuaciones que representan los efectos 
capilares sobre el análisis de estabilidad de la ebullición en medios porosos. En ambos 
estados del análisis de estabilidad se aplica la presión capilar en la diferencia de los 
gradientes de presión, sustituyendo posteriormente la función de Leverett que identifica a 
un proceso de drenado. 

Finalmente se puede establecer que el conjunto de ecuaciones que representa al 
sistema de capas se compone de la siguiente manera: un estado básico, ecuaciones (24)-
(29), que considera un sistema unidimensional en estado permanente y un estado 
perturbado, ecuaciones (30)-(35), al cual se le aplicará un modo de expansión normal 
donde se tiene un comportamiento exponencial en el tiempo y un comportamiento 
senoidal en el espacio. A este conjunto de ecuaciones se agregarán las condiciones de 
frontera y las condiciones definidas en la interfaz (condiciones de compatibilidad) para la 
solución del problema, que se presenta en el siguiente capitulo. 
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CAPÍTULO 3 

Solución del problema. 

Considerando la estructura de capas definida anteriormente y aplicando la teoría 
de estabilidad lineal, se procede a obtener la solución del problema que estudia el efecto 
de la presión capilar sobre la estabilidad de la ebullición en un medio poroso. Primero se 
obtiene la solución del estado básico y posteriormente se resuelve el estado perturbado 
tomando en cuenta los resultados obtenidos en el estado básico. 

3.1.- Solución del estado básico. 

Antes de obtener la solución del estado perturbado y conocer cómo influye la 
presión capilar en la estabilidad de la ebullición en un medio poroso, es necesario 
encontrar la solución del estado básico para conocer como es el comportamiento de 
algunas variables. Para el estado básico se consideran las soluciones tanto de Bau y 
Torrance [13-17] para Pc,0  = O, como de Udell [21, 22] para 13,,0  O. 

gegión de líquido: para el estado básico se considera una capa de líquido sin 
movimiento, por lo tanto, la velocidad vertical es igual a cero y la temperatura de la capa 
de líquido se obtiene al integrar la ecuación (26) y al considerar las siguientes 
condiciones de frontera: 

r11 =0 	 T = O 
(40) 

111= 1 
	

T = 1 

Entonces la velocidad y temperatura de la capa de líquido son: 

	

= O 
	

(41) 

	

Ta  = X11 	 (42) 

Estas ecuaciones representan una transferencia de calor en la región del líquido 
por conducción y las isotermas son líneas horizontales. 

1 
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Por otra parte, se obtiene un gradiente de presión en la capa del liquido al sustituir 
la expresión de la temperatura, ecuación (42), en la ecuación (25). Este gradiente toma la 
forma: 

= —Ra 8 0 	 (43) 

las ecuaciones (41)-(43) se utilizan en la solución del estado perturbado. 

Región de dos fases: esta región se considera isotérmica [2, 3] y la transferencia 
de calor se lleva a cabo por medio de un flujo unidimensional en contracorriente líquido-
vapor en estado permanente. 

Para simplificar la solución del problema se consideran las siguientes 
suposiciones: 

1.- Los gradientes de temperatura en la región de dos fases son pequeños. 

2.- El flujo de las fases de líquido y vapor están dominados por fuerzas viscosas y 
se puede aplicar la ley de Darcy. 

3.- Las propiedades del liquido y del vapor en la región de dos fases son 
constantes. 

4.- Los procesos de evaporación y condensación se llevan a cabo en las fronteras 
de la región de dos fases. 

La ecuación fundamental que surge del análisis de la transferencia de calor del 
flujo en contracorriente es [21, 22]: 

(1 " d Pc,0 	— -9— —4-7-, k„,, 	mo 
1 _80  d 1124, 

Esta ecuación se obtiene de la siguiente manera: 

I .- Se despejan los gradientes de presión, para cada fase, de la ecuación de 
momento ecuaciones (28a) y (28b). 

2.- De la ecuación de la energía, ecuación (29), se obtiene la velocidad de la fase 
de vapor al aplicar la siguiente condición de frontera para 1124, = O: 

dPu  

d 

(44) 
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Qh v",0  = - 
P 

(45) 

3.- De la ecuación de continuidad, ecuación (27), se obtiene la velocidad de la 
fase líquida al sustituir la ecuación (45), donde: 

vi.o  
Qh 	 (46) 

4.- Se sustituyen las ecuaciones (45) y (46) en los gradientes de presión de cada 
fase del inciso (1) y se aplica la ecuación de la presión capilar, ecuación (38 ). 

La ecuación (44) puede resolverse para dos casos : cuando Po  = O o cuando Pe.o # 
O. En el primer caso se obtiene una relación entre la saturación del estado básico , So  , y 
•el flujo de calor adimensional aplicado, W ,donde la saturación se considera constante en 
toda la región de dos fases [10], para un valor de W. En el segundo caso, se obtiene una 
relación entre la saturación y la coordenada adimensional vertical para un valor del flujo 
de calor aplicado, donde en el presente estudio , los efectos capilares se representan como 
una altura de succión capilar [21, 22], pero ahora la saturación varía a lo largo de la 
región. 

En la ecuación (44) el flujo de calor adimensional aplicado se representa por: 

w- 
	

Qh (47)  
Ra 24  

Para Po  = O la ecuación (44) se reduce a la forma: 

W ti15- + 1  =1 (48)  
Oc ti.0 	k r„.„ 

donde las permeabilidades relativas toman los siguientes valores [34] 

k it°  = S, 	Y 	kv,0 = 	So (49)  

y las relaciones de viscosidad, i, y densidad, p se representan por: 

= 121
P =P, 

11, 	 Pl  
(50)  

Al sustituir las permeabilidades relativas, ecuación (49), en la ecuación (48) se 
obtiene una ecuación que es función de la saturación del líquido, So  , en el medio poroso 
y varía de acuerdo al valor del flujo de calor aplicado. La solución de la ecuación (48) se 
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obtiene al asignarle valores entre O y 1 a la saturación y obtener un valor del flujo de 

calor , esta solución se muestra en la figura 5, donde se tienen dos sistemas claramente 

definidos, estos son un simema dominado por vapor , valores del lado izquierdo 

partiendo del punto máximo de la curva, y un sistema dominado por líquido, valores del 

lado derecho. En el caso de la ebullición en medios porosos el proceso considera un 

sistema dominado por líquido. Entonces para el flujo de calor aplicado se obtiene de la 

gráfica el valor de la saturación correspondiente, este valor se utiliza en la solución del 

estado perturbado. 

Para permeabilidades relativas lineales 
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Saturación, So 

Figura 5. Valor de la saturación en el estado permanente para el caso de presión capilar 

igual a cero, ecuación (48). 

La solución de la ecuación (48) se obtiene con el paquete de cómputo llamado 

Mathentatica , ver apéndice C inciso (a). 

Para Pco 	se necesita introducir la función de la presión capilar, función de 

Leverett [45-47], ecuación (39), en la ecuación (44), para obtener: 

d 	= W(lcd,„ 	ko,o  

donde Y(0  representa la primera derivada de la función de Leverett, que depende 

solamente de la saturación . Esta función depende del proceso que se lleva a cabo en el 

medio poroso. Para el estudio presentado, se considera a la ebullición como un proceso 

O 

Ó 

(51) 
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semejante al drenado en medios porosos, por lo tanto, la función y las permeabilidades 
relativas toman la forma [34]: 

k = SO  

k 	= 1 - So  

) 
J(,) =0.481-.036 In 

1-S 
 

So  

Y — 
(5)  — So(1 —so) 

Por otra parte, en la ecuación (51) se considera la altura de la succión capilar, 84  
, que se define como: 

= 
(p1 — pv)gHK  

Y 1.11  at  
(53) 

y f3 se define como: p. j5 

La ecuación (51) se resuelve integrando para la condición 80(S0=1) = 0, ver Ref. 
[32], y se determina un flujo de calor critico, \Ver. , para el cual se asegura la existencia de 
la región de dos fases. Esta solución se obtiene aplicando el método de integración de la 
regla de Simpson [48] y se comprueba con el paquete de cómputo Mathematica, ver 
apéndice C inciso (b). En la figura 6 y 7, se muestran gráficas de 8c,o con respecto al flujo 
de calor, W. 

Flujo de calor, W 

Figura 6. Valor de la altura de la región de dos fases, 30  ,para el flujo de calor aplicado, 
considerando permeabilidades relativas lineales, ecuación (51). 

(52) 

0.036 
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Como se puede observar en la figura 6, existen valores del flujo de calor, W, 
donde no se define claramente la altura de la región isotérmica de dos fases. Esto 
significa que, para esos valores, la región de dos fases no se presenta en el sistema y no 
existe un flujo en contracorriente líquido-vapor. Este resultado es similar al que presenta 
Udell [22] para permeabilidades relativas cúbicas. 
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00 
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w 
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Figura 7. Valor de la altura de la región de dos fases, 80  ,para el rango del flujo de calor 
mayor al flujo de calor crítico, 	ecuación (51). 

La región isotérmica de dos fases se presenta en el sistema cuando se alcanza un 
flujo de calor mínimo, W„.  , que depende de las funciones de permeabilidad relativa y de 
Leverett que se utilizan, para este trabajo se determinó un valor del flujo de calor crítico 
igual a M/c,. = 0.8052, el cual se obtiene para permeabilidades relativas lineales. 

El comportamiento de la altura de la región de dos fases con respecto al flujo de 
calor aplicado, que debe ser mayor a M/c,. , se muestra mas claramente en la figura 7. Este 
comportamiento también es similar al presentado por Udell [22] para un calentamiento 
en la parte inferior. 

También se determina una curva que relaciona la saturación con la coordenada de 
la región de dos fases, para diferentes valores de W, aplicando el método de Runge-Kutta 
de cuarto orden, ver apéndice C inciso (c). La curva se presenta en la figura 8. De esta 
curva se obtiene una relación saturación vs. coordenada vertical adimensional, figura 9, 
que se expresa en forma de ecuación, y se obtiene por medio de un polinomio de quinto 
grado. Esta ecuación se introduce en la solución del estado perturbado para conocer el 
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valor de saturación a través de la región de dos fases, contrario a la solución donde la 
saturación es constante en la región de dos fases [10]. 

o 
	 00 

So 

Figura 8. Relación entre la coordenada vertical adimensional de la región de dos fases y 
la saturación, para diferentes valores del flujo de calor, ecuación (51). 
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Figura 9. Comportamiento de la saturación con respecto a la coordenada vertical 
adimensional al tener un polinomio de quinto grado, ecuación (87). 
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Otras variables importantes son los gradientes de presión de cada fase, que se 
obtienen de las siguientes ecuaciones: 

d P,,o  _(i _ w 	))(15,, 
d So 	ko  d So  

d 11 0 W 

d 	= kmo  d So  

Estas ecuaciones se obtienen al despejar los gradientes de presión de las 
ecuaciones de momento, ecuaciones (28a) y (28b), tomando en cuenta las ecuaciones 
(45)-(47) y (53) e introduciendo las siguientes variables adimensionales para la presión 
de cada fase: 

(1), — Po) K 
= 	  

It I  al  

— Po) K 
Pi  = 	  

11.1  
(56) 

La solución de los perfiles de presión se obtienen al resolver con el paquete de 

cómputo Mathernatica las ecuaciones (54) y (55), ver apéndice C inciso (d), y considerar 
la siguiente condición de frontera: 

= i'v  = O 	para 	6,,o  = 0 	 (57) 

los perfiles se presentan en la figura 10, para un valor determinado de W. 

Entonces conociendo los valores de saturación y presión del estado básico, se 
procede a la solución del estado perturbado. 

(54)  

(55)  



Capítulo 3: solución del problema 38 
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Figura 10. Presiones del líquido y vapor con respecto a la saturación en la región de dos 
fases, para un valor de W = 0.8052, ecuaciones (54) y (55). 

3.2.- Solución del estado perturbado. 

En la solución del estado perturbado se consideran las ecuaciones (30)-(35), a las 
cuales se les aplica un modo de expansión normal [49], que considera un 
comportamiento exponencial en el tiempo, T , y un comportamiento senoidal en la 
coordenada horizontal, (. Este modo toma la forma: 

(58) 

donde (i)2  = -1, x es el número de onda y a es la rapidez de crecimiento de la 
perturbación. Las variables O, II, E y A representan la amplitud de la perturbación de 
temperatura, presión, saturación y de la posición de la interfaz, respectivamente. 
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Las ecuaciones que se obtienen al sustituir el modo normal en las variables 
perturbadas y considerando 80  como la altura de la región de dos fases del estado básico, 
son: 

Región del líquido 

d 	d 	

d , d rd n,).  —Ra 6° d +85c2 n, +(Ra 	—Ra)A, —Ra d 	(59) 

d 	d O ,d 11, +(cta620 4.„K2  _ 	NI ( 
N 	Ra 30 )0 —kRa ii, +otai,80  -1-11,6 0x')A, 	(60) 

d il  di, 	d11, 	‘ 

Región de dos fases 

d 	(d n, =K28)2n  ocd)(1-8°)2   s4.[Ra(1-80) 	I d Pu ]  d E  

d 1124, d 1121 	

0 	

k,to 	km 	k it() d 1121 d 

(61) 

+ 
0124(1  —80)ot d  So  +124,  0 _ 8 0  )K 2  d 1  d1P:4,  A 	I   d  P1,0  d A24,  

d 
1124

21 1 —8o d 1121 d 1121 

d 	(d n,  ) K2(1  _60)2 

di»  d 1121 

ny 	04(1 —80)2  

kro  

 

	] Ra24,(1-8°) 4.  1 d l'y.° 	d E 

k" 	k,,,,o  d 112 4, d 1121  

 

  

(62) 

	

[

(1)124(l —60)a  d So 	
112

i 

171 	d 124.  
—430)K2 

d 112.4, 

 

1 	d Pv,„ d A.24, 

1-80  d i24, d1124 

 

    

Las ecuaciones (59)-(62) se obtienen de las ecuaciones de continuidad y energía 
de cada región, sustituyendo previamente las ecuaciones de momento que corresponde a 
cada región. Los efectos capilares considerados en este trabajo se aplican en la ecuación: 



d d nv  d . 	_8  (1  
d 1124, d 124, d 1124, 

d P,„0
+ 

1 	d 

[

1 	

d 1124, d 1-12,1 	
(1 

0)2 K  2 (ny 	 1 ni) 	 0t  [ i,4)(1 —6 0)2 E  + i kr„,0 	k,  ,,.. 

 

(Rau, 	Ra dE 1 
6 0) 

k,0 
 + 

km  d 1124, 1-8 

Ld 	d 	d A 24, 

0  d 1121 	d 1124, d 124, 
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1 	1  	d So  	1....8 0)1 2 	%, 	P 
[ 	

d P,0  d-ill 

d 1124, 	d 112.1 	
ázt, _ 4,1-124,(1-8 0)0c( iti7zo  + km  d 1-124,  114‘ 

(63) 

esta ecuación se obtiene al aplicar la ecuación (38) en las ecuaciones (61) y (62). 

Para el caso donde los efectos capilares se desprecian y la región de dos fases se 
considera con una saturación constante, como es el caso considerado por Ramesh y 
Torrance [10], se tiene el sistema de ecuaciones compuesto por (59) y (60) para la región 
de líquido y para la región de dos fases se tiene: 

d E 

d d e 	‘ 

)2 

 

0 	1c -2  11+1124,o 

(1 	50)(Ra 

—60)1(2 

—_—R  (64)  

(65)  

d /24, 

) 
-(1 d 1124, 	— 0 

d P 
(1) 

d Po 02Q 
d112@  

E 

ad{ 
d n2i, 	1.1 

1 	d 
1 	(Ra2d,k m +Ra k„) 

2 (k
m  +k„) 

(1-60) 	d 2 	ri 4, (1-80) 

' 	
+ 

d 1124, 1 	d P„ (kdo  +kr,  
) 	—(Ra.,4,km  + Ra 

(1-60)2  d 1124, 	' 1-50  

La ecuación (65) se obtiene al sustituir el modo normal de expansión en las 
ecuaciones de continuidad y energía , (33) y (35), eliminando términos comunes. 
Posteriormente se sustituye la ecuación (65) en la ecuación de continuidad, ecuación 
(33), para obtener la ecuación (64). 

Para la solución de las ecuaciones en cada región, es necesario representarlas en 
sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, que se integran 
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posteriormente A continuación se presenta la forma como se obtienen estos sistemas de 
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden para los casos donde la presión 
capilar es cero y para cuando es diferente de cero. 

3.2.1.- Sistema de ecuaciones que se resuelven para 11), = 0, caso presentado 
por Ramesh y Torrance (101. 

Para obtener la solución del caso donde Pe  = 0, se considera el sistema de 
ecuaciones compuesto por (59),(60),(64) y (65) , que se pueden representar como dos 
sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden. 

Para la región del liquido, el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de 
primer orden se logra al agregar a las ecuaciones (59) y (60) las siguientes ecuaciones: 

cm_ c111 

d ri, 	d 

do  d O  

d 	d tlr 

de, o  
d 

(66)  

(67)  

(68)  

Entonces el sistema esta formado por cinco ecuaciones diferenciales de primer 
orden donde las variables son función de rit  , teniéndose que: 

   

:dd2n d n/d/iddniii;:: 

d 20/ 

d X, 

d 1, 
d e/d  

d 

 

X, 

cm/ /dn, 
dszydi,  

0 
A l  

Y (69) 

    

donde el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden toma la 
siguiente forma matricial: 



d 	_ 

O 

—1 

1 

0 

0 

a l  

0 

0 

1 

0 

a„ 

0 

0 

0 

0 

O 

a4  

0 

0 

0 

a3  

a5  

O 

O 
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drydn,  
o/drii  

e 
e, 

(70) 
d rli 

donde: 

a l  = —Ra 80  

a2  = 	K 2  

a3 = Ra n,2802K2 —Ra 

a4  = a a820  +820x2  —Ra 8,, 

a5  = —Ra i1i  —a a11t80  — n,80x2  

Finalmente el sistema se representa por: 

dX, = Fx  

d .% 
(71) 

donde: 

O a l  a 2  O a3  

-1 0 0 a4  a5  

= 	1 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 

O O O O O 

Para la región de dos fases el sistema de ecuaciones diferenciales se forma con las 
ecuaciones (64) y (65), a las cuales se agregan las siguientes ecuaciones: 

d FI 	d11  

d 1 	dr‘2,1, 
• ' 

d /524, 	0  

dri24, 

El sistema queda formado por cuatro ecuaciones donde: 

(72)  

(73)  
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X24, = 

d 
/d4124, 

E 

- ' 

d X 24, 
Y di24, 

d2n/ 
dn'2• 4, 

d T'y(1124,  
d7d
E/  

r12+ 

dáV12m- 

(74)  

     

y el sistema de ecuaciones en forma matricial es: 

-O 	b, b2  b3- 
424, 

d X24, 1 	0 

0 	0 

O 	O 

0 

b4  

O 

0 

O 

O 

n 

E 

A24, 

(75)  
dr124, 

donde: 
=(1-50 )2K 2  

d Po  Í 1- (I- 60)(Ra21  - 111 [ a  4) chT4:1-  
\ 	1 	

(Ra241(d,o +Ra kr'''') 
b2  = 	1 	

d Po (krt.° +kr,o) 0-8) 0_80 	 0 )2 d1124, 

b3  = 11210 - 80)2 
 k` d P.. 

dn24, 

b4 = 	1 	d P„ 

(1-So)

(  

d1124, 

 

c(4kr„ 0 + 151 

) 	1  	(Ra 2  k it°  + Ra k„ 1-kmo o _80) 	, 

 

El sistema puede representarse por: 

d X24, 	
X-4 

d 1124  
(76)  
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donde: 

bl  b., b3  

1 0 0 0 

O 0 b4  O 

O O O O 

En los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden, 
ecuaciones (71) y (76), se sustituyen los valores de las variables que identifican al medio 
poroso y al fluido, así como también, se asignan valores a las variables que surgen del 
análisis de estabilidad, como son el número de onda y la rapidez de crecimiento de la 
perturbación. Por otra parte, del estado básico se introducen las ecuaciones (42) y (43) 
para conocer la temperatura y el gradiente de presión en la región del liquido. 	• 

Para la región de dos fases es necesario introducir el valor de la saturación del 
líquido, que se obtiene de la gráfica mostrada en la figura 5, al asignar valores del flujo 
de calor Qb y del número de Rayleigh, Ra, en la ecuación (47), donde los números de 
Rayleigh para ambas regiones se relacionan por el parámetro y, que representa el cambio 
máximo de densidad en la región del líquido con la diferencia de densidades entre las 
fases en la región de dos fases y se escribe como [10]: 

Ra Otersat To)  y= 	= 
Raed, 	1—p 

donde (3t  representa el coeficiente de expansión volumétrica del líquido. 

Para determinar la altura de la región de dos fases, So, se considera una 
transferencia de calor por conducción a través del medio poroso saturado, esto es 

1 d To  

Q b 	—d111  — 

donde al sustituir la ecuación (42) se obtiene: 

s  
= — 

Q, 

Por otra parte, el gradiente de presión en la región de dos fases que se introduce 
del estado básico se obtiene de la ecuación (28a), la cual al sustituir la ecuación (46) se 
expresa como [10]: 

d P 
=(1 So) Qb  ±(1-80)Ra 

dr124, 	k ru  
(78) 

F2 

(77) 
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3.2.2.- Sistema de ecuaciones que se resuelven para 	O, caso considerado 
en este trabajo. 

Para el caso donde los efectos capilares se consideran, Pe 	O , el sistema de 
ecuaciones que se resuelve esta compuesto por las ecuaciones (59)-(63), que también se 
representan en sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden. Para la región del 
líquido no hay cambios y las ecuaciones que se consideran son las que se obtuvieron en 
la sección anterior. Entonces las únicas que cambian son las ecuaciones para la región de 
dos fases, Ecs. (61)-(63), y el sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden se 
obtiene al agregar las siguientes ecuaciones: 

dn, _ (IR 

dri24, 	dri24, 

dll, _ dn,, 
424, - dri24, 

dE dE 

di24, 

dá24, o  

420  

donde las variables del sistema se representan por: 

   

d2R/ 
/4;1  

d2n,/ 
/4221 

d2ydri224, 
d 

/d1124, dn/  
2,, 

d 
/42+ 

d b.21/ 
/d1•121. 

 

dydr12, 
drir/ 
742+  

= d Ydri24,  
rr, 

n„ 
E 

A24, 

Y 
d X2̀4, 

dri24, 
(83) 
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quedando el sistema en forma matricial como: 

d 

0 	0 

0 0 

0 	0 

1 	0 

0 	1 

00 

0 	O 

Ci  

C5  

C9  

0 

0 

1 

0 

C2  

O 

C10  

0 

0 

0 

0 

O 

C6  

C11  

0 

0 

0 

0 

C3  

C 7  

C12  

0 

0 

0 

0 

C4  

Cs  

C13  

0 

0 

0 

0 

d ydn.2, 
d nyi 

/d1124, 
d 

424, 

ni 
ny 

á24, 

(84) di2,1  

donde: 

c = 
Ra (1-80) 	1 d 

dn24, 

C2  =K 2(1-60 )2  

c3   = 
k,/,0  

+ 114(1 —60)a  d S 	 d P 

kd 0 	drI24, 
° +10 —60)K2 dr:2'4

°
, 

1 	d Peo  Ra24,(1 —80 ) 
k,0  d1124, 	k rv,o  

C6  =K 2(1-80 )
2 

(II —60)  c, 
	it kmo  

Cs  =1124,(1 — 80 )K 2 d 	(I) i24,(1 60)a  d So  

421 	 d124, 

11(1 —6 0)
2  

C5  = 
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1 [ 	1 d 	o 	1 d P, o  , 
) c, 	+ 	(I 

J'(,) 	424, 	km, 424, 

Ra ta, Ra 

clo  = 	—Sorx 
J(,) 

cli  .1_[(1_8°)2 K 2  
J(s) 

1 [ 	1  +1)0c4)(1  _80)1 

J:(,) 	kmo  

  

c13  = 	—4) 121(1 _ 80)a, 	+11 
 d So  

J (5) 	 k d1124, 
2 d Pro  d 

121(.-9°)ic  dr124, d1 I24) 

 

  

El sistema se puede representar por: 

d V24,„ 
	= F24,X 24, 
424, 

donde: 
O O C1  C2  O C3  C4  

O O Cs  O C6  C7 CE  

O O C9  C10  C11  C1 2  C1 3  

F14, = 1 O O O O O O 

0 1 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 0 

la ecuación para —
d E se obtiene de la ecuación (63) al introducir: 

d 1124, 

d 	d TI, 	d ni d J(s)  d E(5) 	d E(s) J
, 

d 1124, 	d 1-1 24, 	d 1124 
= 	— J 

d 1124, d E(,) 	(s) d 1 124,  

donde J(5)  se toma de la ecuación (52). 

Para resolver el sistema de ecuaciones representadas por la ecuación (85) es 
necesario introducir los valores de las propiedades del medio poroso y del fluido, así 
corno también, los valores de la saturación, permeablidades relativas y gradientes de 

(85)  

(86)  
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presión de cada fase que surgen del estado básico. El valor de la saturación se obtiene de 
la figura 9 y se introduce al algoritmo de cálculo como un polinomio de quinto grado, 
que se representa corno: 

So  = 0.01168 +1.278 124, — 9.6806 124, +30,578 11324, —39.2411 n14, +18.047 112s4, 	(87) 

Las permeabilidades relativas tornan el valor de la saturación según la ecuación 
(52) y los gradientes de presión de cada fase se obtienen de las ecuaciones (54) y (55). 

En cuanto a la altura de la región de dos fases, So  , se toma el valor de la gráfica 
que aparece en la figura 7, para un flujo de calor, W, definido. 

Cabe mencionar que la saturación, figura 9, tiene poca variación con respecto al 
flujo de calor aplicado, por tanto, la ecuación (87) puede considerarse para cualquier 
valor de W. 

31.3.- Condiciones de frontera y compatibilidad (interfaz). 

Las condiciones de frontera aplicadas para resolver los sistemas de ecuaciones 
diferenciales de primer orden, tanto de la región del líquido como de la región de dos 
fases son: 

En la región del liquido [10] se tiene: 

para rtt  = O, donde T=OyP= O: 

0= 

n.o 
	 (88) 

en forma matricial se tiene: 

BC,X,=0  

donde X, se toma de la ecuación (69) y la matriz de coeficientes tiene la forma: 

BC, = [O 0 1 0 0 

O O O 1 O 

(89)  

(90)  

para 1124, = 0, donde existe una frontera impermeable, la velocidad de cada fase es: 

= O 

= O 
	 (91) 

estas condiciones se representan por: 
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it  

[ 

I 	d flt 	
1 	d P0  á 	+ 	I di"'°  Ra E= O 

".° 1-80 d 1124, + (1-80)2  di24, 24' 	1-30 d 112+ 

1 	d Fl„ 	1 	d 1,0 A  ]_[ 
[ 	

i  —d 13")  

	

k"'0 1-80 d 42,p 4-  O -60)2  d 112 4, 24' 	1-80 d14 Ra
21  E = O 

 

Estas ecuaciones se obtiene al sustituir el modo normal en las ecuaciones (34b) y 
(34d) e introducir km  = 1 y kt,, t  = -1. 

	

Para el caso donde la presión capilar es cero [10] se tiene: 	= FI, =11 y 
= Pv,0 = P0  , entonces las variables que aparecen en estas ecuaciones pertenecen al 

conjunto de variables representadas en la ecuación (74), por lo tanto, las ecuaciones (92) 
' y (93) se pueden representar en la forma: 

	

BC.2 X24, =0 	 (94) 

donde la matriz de los coeficientes toma la forma: 

f,
[ "2 f31 BC2 — 

 f4  O f5  fo  
(95) 

donde: 

= 1-80 
f 	1 	d Po Ra  

1—SO 424, 

	

1 	d Pn f3  = 

(1 — 80  ). 

f 	k rv,0 
4 i  so  

1 	d Po  
f5  = Ra2i, 	30 42+  

f6  = 
(1 — 80  )2 4112 4, 

(92)  

(93)  

1 	d 
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En la interfaz , 	= 112,1, = 1, se realizan balances de masa y de energía que 
representan condiciones de compatibilidad . 

La ecuación del balance de masa en la interfaz se obtiene al considerar una 
frontera permeable y móvil que se desplaza a una velocidad vertical , vi  , De la ecuación 
de conservación de masa se tiene: 

a r 
yt  p dV +E(p A 9— E(p A V)= O 

Sal. 	 Ent. 

donde el primer término del lado izquierdo se puede representar por: 

a 
p dV = piv, 

y la densidad en la interfaz es: 

PI =4)(1— S)(Pi — Pv) 

Los otros dos términos representan los flujos másicos de entrada y salida en la 
interfaz. Entonces la ecuación que surge del balance de masa tiene la forma: 

4) (1 -s)(p, pv)v,+p,vi -(p,v,+p,v,)(+ )  =0 
	

(99) 

donde el signo (-) representa el lado de la región del líquido y el signo (+) el lado de la 
región de dos fases. 

Considerando que la velocidad de la interfaz se puede expresar como: 

y = — 
(3 t 

(100) 

entonces la ecuación (99) se adimensiona y se transforma al marco de coordenadas G, 
r), tomando la forma: 

(I) (1— P)(1—So) PSI  +(y13 )(  ) — (y13  +15 y„,3 )(+)  = O 
	

(101) 

Sustituyendo las ecuaciones (31b), (34b) y (34d), y el modo de expansión normal, 
se obtiene: 

(96)  

(97)  

(98)  



4 	

d 

451-(i-80)2  d 1124, 
(1)(1-S„)ct á24, 

Otras condiciones de compatibilidad en la interfaz [10] son: 

1 d O (-) 	..,1  1711(,,„0 d 11, 	17i, 	d Pv,0 

80 d  ni 	4.  p_ 1.80  d rim, 	1_80 
 d n21) riRa24, E  { 

1(4) 

(4) 

(105) 
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) 

1 	d II, Ra 

6,, 

_ Ra 0}"  

' 

kri3O d n i  + ñizik,„...,, _a n, 
}( 

-To  d lit  { 1-So  dizt, 	1-8° 	d rk, 
(+) 

-1[

km d P,.° 4.  í3íik,,,,„ d P„,0 
 

(1 -80)2  d 124, 0-80)" d'II:4 'u -13)(1- s())1 '''21  
(+) 

1 	d PG0 	1511 d Pr.0  +ffirtRa24, -RalE} = ° 

Para el balance de energía se considera la siguiente ecuación de conservación: 

q u =cis —qc 
	 (103) 

donde: 

q"„ = calor acumulado en la interfaz, 	= (1- S)p, 

q: = calor que sale de la interfaz, q: = kiV TH 

	

= calor que entra a la interfaz, 	= pvbfgv1;)  

Considerando otra vez la velocidad de la interfaz, ecuación (100), 
adimensionando y transformando la ecuación del balance de energía se tiene: 

[(3 	TC, a 8, + 	_ 1 d 	811
(-) 

+(51,(v,3 )(')  = (5X(1- S)
óT 

 
a 6

1 	(104) 

80  arlo 	80  dril  

Sustituyendo la ecuación (34d) y el modo normal de expansión se tiene: 

(102) 

0 = 0 

1-11.)  =1114) 
	

(106) 

At = iza 
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Las condiciones de compatibilidad, ecuaciones (102), (105) y (106), se agrupan 

en la siguiente forma matricial: 

BC3[ 	= 0 
X24, 

(107)  

donde X1  y X21  se tornan de las ecuaciones (69) y (74) y la matriz de coeficientes tiene la 

forma: 

 

O 0 1 0 0 0 —1 0 0 

O O O 1 0 0 0 0 0 
1 O O —Ra -Raazi O z2  z3  

—80 	 80 

O 7,— O 
00 	

O 	O z4  O zs  z, 

O O O O 1 O O O -1 

 

BC3  = (108)  

   

   

donde: 

jfirt  
z = — 

1-80 1-8o 

1 	d Pi o 	j5rt d 1),0 
(
pl.1 Ra ed, — Ra) 

1— So  di24, 1-80 424,  

kdo 	d PG0 	d 	
41, (1—/5)(1—so)a 

(1—.50)2  di24, (1-30)2  dn24,  

z4  = r521µ 
1—So  

f5kri d Pv,0  
z, = 	 +Í3/it Ra 24, 

1-60  dri24, 

dP 
r5X4(1—  So)u 

(1-80)2  c11124,  

Para el caso donde se considera el efecto de la presión capilar, Pc  O , las 

condiciones de frontera y compatibilidad que cambian, con respecto a Ramesh y 

Torrance [10], son las que aparecen en las matrices BC2  y BC3  , ecuaciones (95) y (108). 

z6  = 
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En la frontera 1124, = O la condición que se agrega a las ecuaciones (92) y (93) es: 

S = 0 , entonces E = O 

esta condición representa la presencia de una capa de vapor sobre la superficie caliente, 
coincidiendo con algunos autores [20, 21, 32] y se agrega a la ecuación (95), quedando la 
matriz de la forma: 

fi  O O 	O O f2  f3  

BC1 = 
0 

f, 

0 

0 	O 

0 	0 

0 

0 

f5  

1 

f6  

0 

(109) 

Entonces tomando la X14, de la ecuación (83) se tienen las siguientes condiciones 

de frontera en la superficie inferior dentro de la región de dos fases: 

	

BC1 X24, = 0 	 (110) 

Para la interfaz, 124, =1, las condiciones que se agregan a las ecuaciones (102), 

(105) y (106), son: 

	

-1-1+) =0 	 (1 1) 

d E =u „ 

di2,1  
(112) 

estas condiciones consideran una presión capilar cero en la interfaz y una saturación de 
líquido aproximadamente igual a uno. Sumando estas condiciones en la ecuación (108) se 
obtiene la siguiente matriz de condiciones: 



BC; = 

0 

0 

O 

O 
—1 
80 

O
1 

O 

0 

0 

O 

0 

O 

5 0 
O 

0 	1 

I 	0 

O 	O 

0 	0 

O 	-Ra 

O 	O 

O 	O 

0 

0 

O 

1 
-Ra 

0 

0 

O 

0 

O 

0 

g3  

0 

0 

0 

0 

g2  

115  

0 

0 

0 

0 

0 

0 

O 

1 
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0 

—1 

—1 

0 

0 

O 

0 

0 

0 

1 

0 

O 

0 

0 

0 

0 

0 

g6 

0 

0 

0 

0 

—1 

g7  

0 

(113) 

So 

O 

O 

donde: 
k 

g, — 
' 	1— 80  

1517i k,,o  
Y 	g2 = 1—So  

g3  = z2  , 	= z3  , 	gs  = z4 , 	g6 = z, y gq  = z, 

Considerando las ecuaciones (69) y (83), las condiciones se representan por: 

BCI
x  
ve

, 
 = 0 

/121 
(114) 

31.4. Método de solución. 

El método de solución utilizado en este trabajo se deriva del método definido por 
Davey [50], donde se considera que los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer 
orden tienen un vector solución representado por las X's en cada región, los cuales para 
el rango de integración (0 a 1) se expresan como: 

X: = BI X1) 	 (115) 

para la región del liquido, y para la región de dos fases se tiene: 

X2I 4, = B24,X°24, 	 (116) 

donde 131  y B2  representan las matrices de transferencia y son función solamente de los 
parámetros que surgen del análisis de estabilidad, como son: el número de onda y la 
rapidez de crecimiento de la perturbación, y de los parámetros que representan el 
comportamiento del proceso, como son: el número de Rayleigh y el flujo de calor 
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adimensional aplicado. Para el caso donde: la presión capilar es cero, P, = O, los 
parámetros del proceso que se aplican son Ra y Qb. En el caso donde se considera la 
presión capilar , P, O, los parámetros aplicados son: Ra24, y W. 

Las matrices de transferencia se obtienen al sustituir secuencialmente los vectores 
base que se toman de las columnas de la matriz identidad, I, realizando la integración del 
sistema de ecuaciones de primer orden. Esta matriz identidad tiene el mismo tamaño que 
los vectores de solución utilizados, esto es : para X1  la matriz identidad utilizada es de 

5x5, para X24, la matriz es de 4x4 y para X14, la matriz es de 7x7. Con la integración se 
obtienen los vectores transformados, los cuales forman las columnas de las matrices B. 

La integración se lleva a cabo por medio del método de Runge-Kutta de cuarto 
orden con un esquema de 50 etapas. 

Las matrices de transferencia se combinan con las matrices que representan las 
condiciones de frontera y de compatibilidad para formar la ecuación característica de la 
estabilidad. 

Para el caso donde la = O [10] la ecuación característica es: 

'7(Ra, Qb  ,a,x) = O 	 (117) 

donde: 

BC, 

Bi  

O 	O 	O 

-I 	0 	0 

= Det O BC1 	O (118) 

0 

O 

0 	—I 	B24, 

O 	O 	BC2  

este determinante se logra al agrupar las matrices representadas en (90), (95) y (108) con 
las matrices de transferencia que se obtiene con la integración. La matriz de este 
determinante tiene un tamaño de I 8x18. 

Para el caso donde I), 0, el presente trabajo, la ecuación característica es: 

:/(Ra24,,W, a, fc) = 0 	 (119) 

donde: 
BC, O O O 

B1  -1 0 0 

O BU, 	O 
	

(120) 

O O -I 13 2̀4, 

O 	0 0 BC2...  

= Det 
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el determinante se forma con las matrices (90), (109) y (113) y con las matrices de 
transferencia, donde 132̀4, se obtiene al sustituir X524, en la ecuación (116). La matriz del 
determinate en la ecuación (120) tiene un tamaño de 24x24. 

Un valor cero del determinante en las ecuaciones (117) y (119) significa que el 
sistema de ecuaciones del estado perturbado tiene una solución no trivial para los valores 
asignados a los parámetros de la ecuación, entonces el proceso a seguir para la solución 
es el siguiente: 

1.- Se asignan valores a los parámetros que aparecen en la ecuación característica, dando 
un valor inicial a la rapidez de crecimiento de la perturbación, a. 

2.- Para encontrar el valor de a, que cumpla con la condición establecida, se considera un 
proceso iterativo utilizando la interpolación de Muller [48], donde se asigna un valor de 
tolerancia para la diferencia en a entre iteraciones menor a 10.6. Esta tolerancia también 
se aplica al determinate calculado. El proceso iterativo se para cuando cualquiera de las 
dos tolerancias se cumple, entonces se determina el valor de a que aproxima a la 
solución no trivial. 

El método de Muller utiliza una interpolación cuadrática donde un polinomio de 
segundo grado encaja en tres puntos cerca de la raíz que se busca, usando el cero de la 
cuadratura como el valor estimado de la raíz. 

Para obtener la solución del estado perturbado se desarrolló un programa de 
cómputo que encuentra primero las matrices de transferencia, después evalúa el 
determinante de la ecuación característica, y finalmente aplica la interpolación para 
encontrar el valor de la rapidez de crecimiento que cumpla con la solución no trivial. La 
expresión de cada determinate se encontró con el paquete de cómputo Mallematica, 
dando expresiones bastante extensas, por tanto, estas expresiones no se presentan en los 
algoritmos de cálculo, sino solamente las matrices (118) y (120). 

El lenguaje de programación utilizado en el algoritmo de cálculo fue Turbobasie, 
como se detalla en el apéndice D. 

Cabe mencionar que para encontrar el valor del determinate de la ecuación (120), 
la interpolación se llevo a cabo manualmente, asignándose los valores obtenidos en el 
algoritmo, esto se debe al tamaño tan grande del determinate, lo cual sobrepasó la 
memoria del editor en el Turbobasie y el encadenamiento del programa de interpolación 
con los otros programas no fue posible. 
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CAPÍTULO 4 

Resultados obtenidos. 

Los resultados del estado perturbado se obtuvieron al considerar un medio poroso 
saturado de agua donde los parámetros son: T.t.  = 100 °C, 4 = 0.35, p = 0.6005 x 10-3, 1.1 
= 38.67, y = 0.03663 y I. = 7.706, y los rangos para cada uno de los parámetros 
involucrados en la ecuación característica son 10 5 Ra 5 50, 0.1 Qb 5. 10 y 0.01 5 
5. 10. 

4.1.- Resultados teóricos. 

Los resultados para el caso de Pc = O fueron obtenidos para hacer una 
comparación con los resultados que se presentan en la literatura [10] y comprobar la 
efectividad del algoritmo de cálculo desarrollado, lo cual se cumplió satisfactoriamente, 
ya que los valores fueron muy aproximados, figuras 11 , Los resultados de la figura 12, 
los cuales se obtuvieron con el algoritmo desarrollado en este trabajo, muestran los 
valores de la rapidez de crecimiento de la perturbación, a, con respecto al número de 
onda, x, manteniendo como parámetro de la curva el número de Rayleigh, para un flujo 
de calor fijo (Qb = 2). En las figuras 12 y 13 se puede observar que para números de 
onda pequeños y grandes se tiene una estabilidad en la estructura de capas definida en el 
medio poroso, ya que a < 0. Sin embargo, para números de onda medios se presenta 
inestabilidad de la estructura , a > 0, aumentando esta para valores del número de 
Rayleigh mayores (Ra z 20). 

La estabilidad para números de onda pequeños (x 5. 0.30) se debe a los efectos 
viscosos y se presenta para cualquier valor del número de Rayleigh, dentro del rango de 
valores definido. Para el caso de números de onda grandes (x > 8) la estabilidad se logra 
por efectos de difusión térmica y es mayor para números de Rayleigh pequeños, debido 
a que se tienen medios porosos de baja permeabilidad donde los espacios vacíos (poros) 
son más reducidos, amortiguando así los movimientos convectivos del fluido dentro de 
los poros y generando mayor difusión térmica. 
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Figura 11, Comparación de los resultados obtenidos en este trabajo con los resultados 
presentados por Ramesh y Torrance [10], para Pe  = 0. 
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Figura 12. Comportamiento de la rapidez de crecimiento de la perturbación para una 
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Figura 13. Comportamiento de la rapidez de crecimiento de la perturbación para P, =0, 
según datos obtenidos por Ramesh y Torrance [10]. 

La inestabilidad que se presenta y que se incrementa conforme aumenta el 
número de Rayleigh, se debe a que la permeabilidad del medio es mayor, lo cual 
proporciona espacios más grandes que permiten movimientos convectivos más libres. 
También se obtuvieron curvas de comportamiento de la rapidez de crecimiento de la 
perturbación para diferentes flujos de calor, figura 14, manteniendo el valor de Ra en 10 
y 50. En ambos casos se tiene un incremento en la inestabilidad conforme se incrementa 
el flujo de calor. 

10 
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	 Qb = 1 

— — Oh = 2 

	 Qb = 3 
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— 	Oh . 2 
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Figura 14. Comportamiento de la rapidez de crecimiento de la perturbación para dos 
valores de Ra y tres valores del flujo de calor. 

Por otra parte, se encontraron valores para el caso de la estabilidad neutra (estado 
permanente), a = O, donde el número de Rayleigh es la variable que se determina para 
cumplir con la solución no-trivial de la ecuación característica, figura 15. En este caso se 
determina un valor mínimo de Ra, que representa el número crítico de Rayleigh, 
donde valores menores a Racr, corresponde a medios porosos donde la transferencia de 
calor por conducción se conserva, y para valores mayores corresponde a medios porosos 
donde la inestabilidad se hace presente en forma de movimientos convectivos [51] con un 
número de onda horizontal igual a K , el cual corresponde a Raer. . En la figura 15 se 
observa que para flujos de calor altos el número critico de Rayleigh es menor, esto puede 
relacionarse con la cantidad de calor necesaria para alcanzar la temperatura de saturación 
del fluido en el medio poroso, donde el número de Rayleigh en función al flujo de calor 
es Rai;„.  = Ra„.  Qb (ver Nomenclatura). Entonces el número de Rayleigh crítico mínimo 
es el valor mínimo necesario para que aparezcan los movimientos convectivos en forma 
de celdas. 
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Figura 15. Resultados de la estabilidad neutra, para Pe.  = O y diferentes valores del flujo 
de calor. 

En la siguiente tabla se muestran los valores obtenidos para el caso de estabilidad 
neutra, donde se pueden localizar los valores críticos de Ra y K. 

Ra 
íc \ Qb 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 
1.0 36.9183 43.4377 41.5423 29.7054 22,1520 17.5600 
1.5 26.5926 29.7697 27.3996 19.5746 14.6906 11.7888 
2.0 25.3655 26.2780 23.4290 16.9951 13.0409 10.6626 
2.5 27.5422 26.1848 22.7655 16.7945 13.1715 10.9478 
3.0 31.5 27.7491 23.4204 17.6924 14.1680 11.9195 
3.5 34.9907 30.3621 25.0423 19.2584 15.6769 13.3196 
4.0 35.0805 33.7662 27.3103 21.2866 ' 17.5498 15.0921 
4.5 35.0637 37.8371 30.0793 23.6972 19.7399 17.1000 
5.0 34.92 42.5096 33.2879 26.4306 22.1865 19.3364 
5.5 34.8899 47.7470 36.8921 29.4584 24.8700 21.764 

Comparando los valores críticos con los de la literatura [10, 13 y 39], se puede 
establecer una buena aproximación del algoritmo de cálculo desarrollado. Por ejemplo, el 
valor definido en [10] donde se realiza un análisis de estabilidad lineal de una estructura 
de capas igual a la definida en este trabajo el valor es: Raf.. = 23.17 para K = 7t, teniendo 
un flujo de calor Qb = 1, en [13] consideran un tubo de vidrio vertical donde la solución 
esta en función de la razón de aspecto (relación entre el radio y la altura del tubo, 111-1), 

10 

5 

0 	f 	 -4 	-1 

1 	1.5 	2 	2.5 	3 	3.5 	4 	4.5 	5 
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encontrando que el valor de Ra„.  se aproxima al valor correspondiente de un medio 
poroso saturado que se encuentra entre placas horizontales de extensión infinita, teniendo 
un valor de Racr.  = 27.1, donde K no es definido. Finalmente en [39] se tienen los valores 
de Raer.  y K, que varían de acuerdo a las condiciones de frontera establecidas, donde el 
sistema analizado también se encuentra entre placas horizontales de extensión infinita. 
Para una frontera inferior impermeable a temperatura constante y una frontera superior 
permeable a temperatura constante los valores son: Ra„.  = 27.1 y K = 2.33. 

Entonces los valores obtenidos con el algoritmo desarrollado se aproxima a los 
valores antes mencionados, ya que para Qb = 1 los valores son : Racr.  = 26.185 y K = 2.5. 
En el caso de los valores de la Ref. [39], la diferencia se establece en las condiciones de 
frontera, aunque esta no puede ser tan significativa ya que el flujo de calor se define en 
base a una diferencia de temperaturas constante. 

En el estudio del efecto de la presión capilar sobre la estabilidad de la ebullición 
en un medio poroso, Pe  0, se obtuvieron resultados del comportamiento de la rapidez de 
crecimiento con respecto al número de onda, figura 16, donde se puede observar que 
existe una menor inestabilidad para el caso de números de onda medios y el mismo rango 
de valores de Ra. Esto indica que el efecto capilar realiza una especie de 
amortiguamiento sobre la estabildad de la ebullición de la estructura de capas analizada. 
Al comparar las figuras 12 y 16, como se muestra en la figura 17 , se observa que la 
inestabilidad para I', O se presenta para un rango menor de valores del número de onda 
y del número de Ra , esto es: 15 x 5 6 y 40 5 Ras 50. En cambio, para el caso de Pc = 
O los rangos son : 0.9 5 K _5 8.5 y 30 5 Ras 50. Por otra parte, también se encontraron 
resultados para una estabilidad neutra, figura 18, donde el resultado del número de 
Rayleigh crítico mínimo es igual a Ra„.  = 26.0290 para un K = 2.5, aproximándose a los 
valores que se presentan en [10, 13 y 39]. Cabe mencionar que los resultados anteriores 
corresponden a un flujo de calor W = 0.805, W„.  , donde la altura de la región de dos 
fases es 80  0.99, según la figura 7, 

W=0.805 
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Figura 16. Comportamiento de la rapidez de crecimiento de la perturbación para una 
PC * 0. 
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K 

Figura 17. Comportamiento de la rapidez de crecimiento, a, para Fe  = 0 y Pe  0, 
teniendo un número de Rayleigh Ra = 50. 
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Figura 18. Resultados del número de Rayleigh con respecto al número de onda, para una 
estabilidad neutra y Pe  0 • 
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Para otros flujos de calor se obtuvieron curvas de comportamiento de a, figura 
19, donde se cambió el parámetro de la curva de Ra a Ra24, , debido a que la altura de la 

región de des fases disminuye al incrementar el flujo de calor, originando una capa de 
dos fases con mayor cantidad de vapor. A continuación se presentan los valores del flujo 
de calor y el rango de valores que se asignaron al parámetro de la curva. 

W bo Rango de Ram, 

0.81 0.947 0 < Razt, < 80 (0 < Ra < 3 ) 

0.83 0.783 0 < Ra24 < 15 (0 < Ra < .55) 

0.85 0.675 O <Ra24,< 10 (0 <Ra .36 ) 

K 

Figura 19. Comportamiento de a para diferentes flujos de calor y un Ra24, = 10, en el 

caso de Pc  0. 

El valor común del parámetro de la curva, Ra24, , en los tres rangos es de 10. La 

relación entre Ra y Ravp  está dada por la ecuación (77). Solamente se establecieron tres 

valores para W, ya que para valores mayores el rango de Ra24, se reduce demasiado y no 

se logra una buena comparación de las curvas de comportamiento de a. De acuerdo a la 
tabla anterior, se observa que para valores de W > 0.805 , se deben asignar valores 
pequeños al número de Rayleigh , Ra, por tanto, se realizó el cambio al parámetro Ra21  

Esto puede estar relacionado con un proceso que posiblemente se pueda presentar en la 
ebullición de medios porosos al incrementar el flujo de calor aplicado, y que se refiere a 
la transición de un sistema completamente dominado por líquido a un sistema que 
paulatinamente va a ser dominado por vapor. 
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En la figura 19, se observa que a mayor flujo de calor se tiene menor inestabilidad 
en el caso de números de onda grandes, y en el caso de números de onda pequeños el 
proceso cambia de inestable a estable con un valor aproximado a cero. En el caso de 
números de onda medios el comportamiento es inestable, pero con una tendencia a 
disminuir conforme incrementa el flujo de calor, 

Para el caso de un flujo de calor cerca al valor critico, W = 0.81, el 
comportamienro empieza muy estable, para números de onda pequeños, pasando por un 
estado inestable, números de onda medios, y terminando con tina tendencia a ser estable 
para números de onda grandes. 

Para el caso de estabilidad neutra, a = 0, el valor de Ra24,,„, disminuye conforme 
se incrementa el flujo de calor, este resultado representa una mayor estabilidad del 
sistema. 

4.2.- Resultados experimentales cualitativos. 

4.2.1.- Resultados preliminares. 

El estudio experimetal se llevo a cabo para mostrar aspectos cualitativos del 
comportamiento de la ebullición en un medio poroso. Para este estudio se construyó un 
equipo experimental sencillo, el cual está compuesto principalmente por un tubo de 
pyrex, una placa de aluminio y un serpentín de acero inoxidable, figura 20. En la placa 
de aluminio, que sirve como base del tubo de pyrex, se tienen dos perforaciones donde se 
incrustan las resistencias eléctricas que proporcionan la potencia necesaria para provocar 
la ebullición del fluido que satura el medio poroso, el cual esta contenido dentro del tubo 
de pyrex. Para mantener la temperatura constante en la placa de aluminio se tiene un 
controlador electrónico que maneja un rango de temperaturas de 50-500 °C, esto permite 
realizar pruebas a diferentes temperaturas en la placa de aluminio. El serpentín, en la 
parte superior del tubo, se utiliza para mantener una temperatura constante en la capa de 
liquido que se encuentra sobre la cama porosa. La cama porosa se encuentra entre una 
frontera superior permeable e isotérmica y una frontera inferior impermeable e 
isotérmica. 



Tubo de pyrex 

— Aislante térmico 

_ Resistencia 
eléctrica 

Capitulo 4: resultados 	66 

Entrada de 
agua Salida de --
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Condensador 
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Flujo de calor constante 

Figura 20. Esquema del equipo experimental usado en el estudio de la ebullición en 
medios porosos. 
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Las pruebas se realizaron a tres diferentes temperaturas en la placa de aluminio, 
estas son: 80 °C, 100 °C y 120 °C. También se utilizaron tres tamaños diferentes de 
partículas para formar las camas porosos, estos son: 3 mm y 5 mm de canicas de pyrex y 
1 mm aprox. de granos de arena. Entonces considerando una cama porosa cilíndrica 
vertical homogénea los resultados obtenidos fueron: 

Caso L Cama porosa formada por canicas de pyrex de 5 mm. 

(1)- Para una temperatura T = 80 °C, el modo de transferencia de calor en la cama 

porosa, así como también, en la capa de liquido es por conducción. 

(2)- Para una temperatura T= 100 °C, se presentan sitios de nucleación sobre la 

placa inferior caliente, cuya formación de burbujas provoca los movimientos convectivos 

en la capa superior de líquido. Se pudó observar que los sitios de nucleación coincidieron 

con las trayectorias de los movimientos convectivos, esquema de la figura 21.al . La 

condensación de las burbujas de vapor se llevó a cabo dentro de la cama porosa, aunque 

algunas burbujas alcanzaban la capa superior de líquido, pero se condensaban 

inmediatamente. El nivel de la capa de líquido no sufrió cambios, es decir, no incrementó 

su nivel, ni tampoco presentó variaciones del mismo, lo que indica que los procesos de 

evaporación y condensación no se afectan significativamente por la presencia de una 

matriz porosa, es decir, no existen efectos de capilaridad relevantes. Para este caso, se 

puede pensar en la formación de una región de dos fases líquido-vapor, que 

alternativamente aparece y desaparece sin llegar a formarse claramente la estructura de 

capas. Lo anterior se debe probablemente a los espacios vacíos mas grandes, que 

permiten mayor transferencia de calor entre fases. 

(3)- Para una temperatura T = 120 °C, el proceso de formación de burbujas es 

más continua provocando una mayor cantidad de movimientos convectivos y un 

desplazamiento en el nivel de la capa de líquido, como se ilustra en el esquema de la 

figura 21.a2. Este desplazamiento se debe a la formación de columnas de burbujas o 

"bolsas" de vapor sobre la placa caliente que provocan las variaciones en el nivel de la 

capa de líquido debido a la formación y condensación de las columnas. Se puede decir, 

para esta temperatura, que los efectos capilares son significativos debido a que las 

columnas o "bolsas" de vapor ocupan mayor espacio en los huecos de la matriz porosa. 
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Caso 11: Cama porosa formada por canicas de pyrex de 3 mm. 

(1)- Para una temperatura T = 80 °C, se tiene una transferencia de calor por 

conducción a lo largo de la cama porosa saturada y en la capa de liquido, igual que el 

caso I. 

(2)- Para una temperatura T = 100 °C, sucede el mismo fenómeno que en la cama 

porosa del caso I, es decir, se tiene formación de burbujas y movimientos convectivos, 

esquema de la figura 21.bl, pero ahora se observan pequeñas columnas de burbujas que 

provoca variaciones en el nivel de la capa de líquido. Lo anterior puede atribuirse a los 

espacios (huecos) mas pequeños de la matriz porosa que provocan mayor efecto de 

capilaridad en el proceso de evaporación y condensación. 

Cabe mencionar que el estado transitorio para esta prueba se identifica de 

la forma siguiente: la formación de las burbujas en la placa caliente es paulatina hasta 

quedar definida una región de sitios de nucleación, provocando casi inmediatamente, 

pero no al mismo tiempo, los movimientos convectivos en la capa de líquido, los cuales 

van incrementando también paulatinamente hasta alcanzar el estado permanente, donde 

los movimientos tienen trayectorias bien definidas en una región que coincide con los 

sitios de nucleación. 

Para el estado permanente, las variaciones del nivel de la capa de liquido 

se relacionan con la intensidad de los movimientos convectivos, que a su vez dependen 

de la formación y condensación de las columnas de burbujas. 

(3)- Para una temperatura T = 120 °C, la intensidad de formación de burbujas y 

los movimientos convectivos es mayor, provocando asi una formación de columnas de 

burbujas a lo largo de toda la cama porosa, y por lo tanto, una variación mayor del nivel 

de la capa de liquido. 

En el estado permanente, el nivel de la capa de líquido sufre un 

incremento de 10 mm a partir del nivel original, como se ilustra en el esquema de la 

figura 21.b2, que se puede relacionar con la presencia de una capa de vapor sobre la 

placa caliente, provocando mayor efecto de capilaridad en una región cerca de la capa de 

vapor. 

Comparando los casos I y II, se puede concluir que los efectos de 

capilaridad son mas significativos en el caso II. 
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Caso III: Cama porosa formada por granos de arena de 1 mm. 

(1)- Para una temperatura T = 80 °C, el comportamiento es igual a los casos I y 

II. 

(2)- Para una temperatura T = 100 °C, el proceso se caracteriza porque 

inmediatamente el nivel de la capa superior del líquido se va incrementando sin mostrar 

movimientos convectivos. Este incremento continua hasta que logra alcanzar 3 cm del 

nivel original. Cuando se alcanza el incremento final se presentan movimientos 

convectivos en la capa de líquido que están asociados con las variaciones del nivel, es 

decir, una atenuación en el movimiento provoca un descenso en el nivel. Este fenómeno 

de las variaciones puede asociarse con la formación y condensación de las columnas de 

burbujas que se observaron para el caso II, para esta prueba no fue posible observar a 

simple vista. La amplitud de las variaciones son mayores que las mostradas en el caso 11, 

esto puede atribuirse al mayor efecto de capilaridad que tiene la cama porosa sobre los 

procesos de evaporación y condensación. 

El fenómeno de las variaciones del nivel puede compararse con el 

movimiento del desplazamiento tipo "pistón", ya que el ascenso y descenso del nivel se 

debe a un empuje que surge de la parte inferior de la cama porosa. Cabe mencionar que 

el estado transitorio del fenómeno para esta prueba se caracteriza por la ausencia de 

movimientos convectivos, los cuales posteriormente acompañan al fenómeno. 

(3)- Para una temperatura T = 120 °C, el nivel de la capa de líquido sufre otro 

incremento hasta alcanzar un valor de 5 cm arriba del nivel original. Para ésta 

temperatura el proceso se caracteriza por el incremento del nivel y por los movimientos 

convectivos, ya que las variaciones del nivel prácticamente desaparecen. Para ésta prueba 

se puede pensar en la presencia de una capa de vapor permanente sobre la placa caliente 

que no sufre condensación, acentuando el efecto de capilaridad en una región próxima a 

la capa de vapor. 

Un aspecto importante para los tres casos es el comportamiento 

unidimensional, en la dirección vertical, del proceso de formación de columnas de 

burbujas y de los movimientos convectivos en la capa de líquido. 
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Figura 21.a. Proceso de ebullición en una cama porosa 

formada por canicas de vidrio de 5 mm. 

Figura 21.b. Proceso de ebullición en una cama porosa 

formada por canicas de vidrio de 3 mm. 



Capitulo 4: resultados 	71 

Con este equipo experimental también se hicieron mediciones de temperatura a lo 

largo del eje de simetría de la cama porosa. Los valores de temperatura a lo largo del eje, 

para las tres camas porosas que se formaron, se tomaron para diferentes temperaturas en 

la placa inferior de aluminio, de 100 y 120 °C, figuras 22 y 23, respectivamente. En las 

figuras se presenta el comportamiento de la temperatura a lo largo del eje de simetría, 

tomando como punto inicial la placa inferior de aluminio y como punto final la capa 

superior de líquido que cubre a la cama porosa. Este comportamiento depende de la 

temperatura que se aplica en la placa de aluminio, en el caso de 100 °C, figura 22, se 

presentan variaciones de temperatura a lo largo del eje para las camas formadas por 

partículas de 5 y 3 mm, estas variaciones pueden ser por la continua formación y 

condensación de las burbujas de vapor dentro de la cama porosa. En cambio, para la 

cama porosa formada por los granos de arena (1 mm aproximadamente) las mediciones 

de temperatura muestran una región isotérmica, más acentuada para una temperatura de 

120 °C en la placa inferior, figura 23, esta región isotérmica también fue identificada por 

otros autores [6, 10, 14, 17, 19, 21 y 22]. 

Las mediciones de temperatura a lo largo del eje de simetría de la cama porosa se 

llevaron a cabo para identificar la región de dos fases isotérmica, y poder establecer la 

estructura de capas en el problema. 
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Figura 22. Comportamiento de la temperatura a lo largo del eje de simetría de las tres 

camas porosas, para una temperatura en la placa inferior de 100 °C. 
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Figura 23, Comportamiento de la temperatura a lo largo del eje de simetría de las tres 
camas porosas, para una temperatura en la placa inferior de 120 °C. 

4.2.2.- Resultados finales. 

El equipo utilizado para realizar las pruebas consta principalmente de un tubo de 
pyrex de 50 cm. de longitud y 6.6 cm. de diámetro interior. El tubo se monta sobre una 
placa cuadrada de aluminio de 12 cm. par lado y 1.27 cm (1/2 pulg.) de espesor. En esta 
placa se tiene dos orificios donde se incrustan dos resistencias eléctricas, que 
proporcionan la potencia a la cama porosa. El equipo se sella en la parte superior con una 
placa de acero inoxidable que tiene montado un serpentín, el cual se utiliza para enfriar 
una capa de líquido que se encuentra sobre la cama porosa, ver esquema de la figura 20 y 
fotograflas. Las pruebas se llevaron a cabo con una cama porosa de 33 cm. de altura que 
se formó con canicas de pyrex o granos de arena. En cada prueba se midieron 
temperaturas a lo largo del eje de simetría de la cama porosa (se colocaron seis 
termopares dentro de la cama porosa) empezando en la placa inferior caliente, Tp  , y 
terminando en la capa superior de líquido, To  , y se grabó el evento con una videocámara. 
A cada cama porosa se le aplicaron diferentes flujos de calor en la placa inferior. La 
variación del flujo de calor se logró por medio de un autotransformador variable y el 
valor del flujo se determinó al medir voltaje y corriente. 

Se realizaron pruebas en camas porosas formadas por canicas de pyrex de 5 mm, 
3 mm o granos de arena de linm (aprox.), Para los dos primeros casos se aplicaron flujos 
de calor de 1.08, 3,318 y 10.58 kW/m2  , en el caso de granos de arena se aplicaron 1.08, 
3.318 y 6,77 kW/m2  , esta última potencia fue la máxima para la cama porosa formada 

1 
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por granos de arena, ya que a potencias mayores se presentó el problema de cementación 
sobre la placa caliente, provocando un incremento considerable en la temperatura de la 
placa. 

Para cada una de las camas porosas se registraron los perfiles de temperatura para 
los diferentes flujos de calor. Con estos perfiles de témperatura se identificaron los 
distintos regímenes de transferencia de calor que se presentan en el sistema, 
determinándose valores para los parámetros importantes como el flujo de calor 
adimensional, Nu (Qb) o W, y el número de Rayleigh, Ra. Estos parámetros se define con 
las siguientes ecuaciones: 

Flujo de calor adimensional ( Qb  o Nu ) definido por Bau y Torrance [ 6, 10, 13] 

. 
Nu = g ° 

ke (7; — 

este parámetro adimensional relaciona el flujo de calor aplicado a la cama porosa entre el 
flujo de calor que se tiene en un régimen conductivo. Para Nu = 1 se tiene un régimen 
conductivo y para Nu >1 se puede presentar un régimen convectivo o de ebullición. 

Para camas porosas contenidas en tubos verticales el número de Rayleigh está 
definido por [13]: 

v 	 
p i  c ) m 

donde (ara) es el gradiente de temperatura vertical y D es el diámetro del cilindro. 

Por otra parte, en este trabajo se definió un flujo de calor adimensional, W, para 
introducir los efectos capilares en el análisis de transferencia de calor, que fue utilizado 
por Bau y Torrance [6, 14] para determinar el valor de la saturación en la región de dos 
fases y por Udell [21, 22] para encontrar el flujo de calor crítico, W„,, que permite 
considerar la formación de la región de dos fases, este flujo de calor se define como: 

Nu = 	 
1-451./024, 

donde el número de Rayleigh, Raed, , se determinó al utilizar la relación y definida por la 

ecuación (77). En el caso de tubos verticales ésta relación se define como 

= 
pg—ro)(Dy  Ra 

(1_ ‘5) 	Ra24, 
(124) 

(121)  

IgIC(—
al 

D
2 

Ra = 	
az 

k 
(122)  

(123)  
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donde el valor de la relación es igual a la que define Ramesh y Torrance [10] para una 
razón de aspecto (D/H) --- I y Tp  = Tsat. . Para el estudio experimental el valor de y --
0.052 

En este trabajo experimental se usaron las siguientes propiedades físicas del 
fluido para una temperatura de 98° C y presión atmosférica , los valores son: 

= 7.1x10-1  11K, g = 9.81 m/s2, vi = 2.95x10*7  m2/s, p, = 958.4 kg/m3  , 	= 0.596 
kg/m3  

cp = 4.216x103 J/kg-K, g.tp = 0.0146 y X = 7.3738. 

La permeabilidad de la cama porosa, K, se determinó con la ecuación de Kozeny-
Carman [13], que se define como 

d2 	4) 3 

K= 	 (125) 
180 (14)2  

donde d es el diámetro de la partícula y (j) la porosidad de la cama, la cual se determinó 
como la relación del volumen de los poros entre el volumen total. 

La conductividad térmica, , se determinó al considerar el perfil de temperaturas 
que indica un régimen conductivo en la cama porosa, aplicando posteriormente la ley de 
Fourier, esto es, 

(126) 

donde 1-1 es la altura de la cama porosa y ¿T es la diferencia de temperaturas a través de 
la cama porosa, para el régimen conductivo. 

En la tabla 1 se presentan las diferentes propiedades de las camas porosas 
utilizadas en el experimento. La permeabilidad y conductividad térmica efectiva se 
calcularon con las ecuaciones (125) y (126), respectivamente. 

Tabla L. Propiedades de las camas porosas. 

Material Diámetro 
mm 

Porosidad 
4) 

Permeabilidad, 
m2  

Cond. térmica 
ke  (W/m-K) 

Canicas de 
pyrex 

5 0.37 I.3x10' 3.10 

Canicas de 
pyrex 

3 0.35 6,6x 10'9  3.80 

Granos de 
arena 

1 0.28 2.4x10' 4.88 
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Los resultados obtenidos para los parámetros definidos por las ecuaciones (121) y 
(122) para Nu y Ra, respectivamente, la ecuación (124) para Ra24, y la ecuación (123) 
para W, son: 

Tabla 2. Resultados para una cama porosa formada por canicas de pyrex de 5 mm. 

(lb  , kW/m2  Nu Ra  Ra2+ W 

1.08 1.75 160.016 3433.82 4.73x10"3  
3.318 6.0 271.974 6601.31 8.43x10'3  
10.58 25.83 267.216 8647.76 0.011 

Tabla 3. Resultados para una cama porosa formada por canicas de pyrex de 3 mm. 

sil, , kW/m2  Nu Ra Ra24 W 

1.08 1.33 111.83 2245.74 5,5x10'3  
3.318 4.5  151.02 3326.60 0.0215 
10.58 19.18 136.21 4006.23 0.0245 

Tabla 4. Resultados para una cama porosa formada por granos de arena de 1 mm. 

qb  , kW/m2  Nu Ra Ra* W 

1.08 1.03 4.80 96 0.099 
3.318 3.48 4.66 93.20 0.346 
6.77 8.50 4.44 94.5 0.835 

De acuerdo a los resultados mostrados en las tablas se puede concluir que para 
que exista una región isotérmica de dos fases, es necesario que la cama porosa tenga baja 
permeabilidad y que el flujo de calor aplicado tenga un valor que permita alcanzar la 
temperatura de saturación en la placa caliente. 

Los perfiles de temperatura permiten identificar los diferentes regímenes de 
transferencia de calor que se presentan y la relación que tienen con las características de 
la cama porosa. 
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Figura 24. Perfiles de temperatura de una cama porosa formada por canicas de pyrex de 5 
mm y con flujos de calor de (a) 1.08, (b) 3.318 y (c) 10.58 kW/m2. 
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Figura 25. Perfiles de temperatura de una cama porosa formada por canicas de pyrex de 3 
mm y flujos de calor de (a) 1,08, (b) 3.318 y (c) 10.58 kW/m2. 
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Figura 26. Perfiles de temperatura de una cama porosa formada por granos de arena de 1 
mm y flujo de calor de (a) 1.08, (b) 3.318 y (c) 6.77 kW/m2. 
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En la figura 24 se observa que el principal mecanismo de transferencia de calor 
que se presenta es por convección, para los tres flujos de calor aplicados, y por 
ebullición, figura 24c, que se determina por la formación de burbujas sobre la placa 
caliente. Existen procesos de ebullición y condensacioón dentro de la cama porosa, pero 
no se identifica una región isotérmica de dos fases. El nivel de agua de la capa superior 
de líquido sufre un incremento, pero no presenta fluctuaciones considerables, solamente 
movimientos convectivos muy intensos. Se observa la formación y condensación de una 
columna de burbujas (aproximadamente un tercio de la altura total de la cama porosa) 
dentro de la cama porosa. 

En la cama porosa de la figura 25, se observan los tres mecanismos de 
transferencia de calor; por conducción, figura 25a, aunque en un período corto (15 min.) 
al inicio de la prueba, por convección, figuras 25a y 25b, donde el movimiento 
convectivo en la cama porosa se presenta antes de la formación de burbujas en la placa 
caliente y por ebullicón, figura 25c, donde se observa la presencia de una región 
isotérmica que indica la formación de la región de dos fases. Cabe mencionar que para el 
último flujo de calor aplicado, figura 25c, se tienen variaciones del nivel de la capa 
superior de agua que dependen de la formación y condensación de las columnas de 
burbujas que se presentan a lo largo de toda la cama porosa. El incremento de nivel se 
relaciona con la formación de la columna de burbujas y una disminución con la 
condensación de la columna. El proceso es continuo y se asemeja a un "tren de 
formación de burbujas" a lo largo de la cama porosa que inicia en la placa caliente y 
termina en la capa superior de líquido. 

En la última cama porosa, figura 26, que se utiliza en el experimento, se observa 
que existen principalmente dos mecanismos de transferencia de calor; por conducción, 
figura 26a, que tiene un periodo de permanencia mayor , 85 min. al inicio de la prueba, y 
por ebullición, que se identifica por tener una temperatura constante, figuras 26a, 26b y 
26c, y se presenta para los tres flujos de calor aplicados. La característica del proceso es 
que existe una transición directa de conducción a ebullición. La convección se presenta al 
momento de iniciar la ebullición, figura 26b, pero los movimientos que se observan en la 
capa superior de líquido no son intensos. El proceso de ebullición se acompaña con un 
incremento considerable del nivel de agua y con movimientos convectivos en la capa de 
líquido, pero no presenta variaciones del nivel de agua. Entonces se puede establecer que 
existe la región isotérmica de dos fases cubierta por una capa de líquido con movimientos 
convectivos. 

Como se puede observar, la permeabilidad de la cama porosa tiene influencia en 
la formación de los distintos regímenes de transferencia de calor, ya que para una cama 
porosa de permeabilidad alta ( formada por canicas de pyrex de 5 mm y K = 1.3x I O's  
m2) se tiene preferentemente un régimen convectivo. El régimen conductivo tiene un 
período corto de permanecia en la cama y el régimen de ebullición se identifica 
solamente por la formación de burbujas sobre la placa caliente, pero no existe la 
formación de un región isotérmica de dos fases, figura 24. 

11111 ILSIS 	Mit 

Sh1111 	th 
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Para una cama porosa formada por canicas de pyrex de 3mm, de permeabilidad 
media ( K = 6.6x10'9  m2  ), figura 25, se observan los tres regímenes de transferencia de 
calor; conductivo, convectivo y de ebullición, este último se identifica como una 
ebullición oscilatoria, ya que el nivel de la capa superior de líquido presenta 
fluctuaciones. 

Finalmente para una cama porosa formada por granos de arena de 1 mm, de 
permeabilidad baja ( K = 2.4x10-1' m2  ), el régimen conductivo tiene mayor período de 
duración en la cama y existe una transición directa de un régimen conductivo a un 
régimen de ebullición, que se identifica por la formación de una región isotérmica de dos 
fases, figura 26. 

Dentro del estudio experimental se tomaron fotografías que muestran el equipo y 
las distintas camas porosas formadas, así como algunas características de los procesos 
que se presentaron. Las figuras 27a y 27b muestran los componentes del equipo 
experimental, que son: el tubo de pyrex montado sobre la placa de aluminio y cubierto 
con un aislante térmico ( lana cerámica), el serpentín de enfriamiento conectado a la 
alimentación de agua, el registrador de temperaturas que consta de 12 canales y el 
soporte universal para sujetar el tubo de pyrex. En la figura 27a se pueden observar los 
termopares colocados a lo largo del tubo de pyrex ( en total fueron 8 termopares ) y la 
figura 27b muestra el aislamiento térmico tanto en el tubo de pyrex como en la base que 
lo sostiene. 

Figura 27a. Componentes del equipo experimental utilizado. 
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Figura 27b. Ilustración del equipo para la realización de las pruebas. 

La figura 28 muestra el tamaño de las partículas que se usaron para formar las 
distintas camas porosas, estas son: canicas de pyrex de 5 y 3 mm de diámetro y granos de 

arena (parte superior de la ilustración) de 1 mm de diámetro. 

Figura 28. Tamaño de las partículas usadas para formar las camas porosas. 

En la figura 29 se puede observar la posición de los termopares colocados a lo 
largo del tubo de pyrex, de los cuales seis quedan dentro de la cama porosa, uno en la 

placa inferior de aluminio y el otro en la capa superior de agua. 
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Figura 29. Posición de los termopares a lo largo del tubo de pyrex. 

Las figuras 30a, 30b y 30c ilustran las distintas camas porosas formadas para cada 
prueba. Como se puede observar, solamente las camas formadas por las canicas de pyrex 
permiten tener un poco de visión sobre el proceso que se está presentando en cada 
prueba, esto es, permite observar la formación de burbujas sobre los sitios de nucleación, 
así como el movimiento de las burbujas a lo largo de la cama porosa. En el caso de la 
cama porosa formada por granos de arena la visión se reduce considerablemente. 



(c) 

(a) 
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Figura 30. Camas porosas formadas por : (a) canicas de pyrex de 5 mm, (b) canicas de 
pyrex de 3 mm y (c) granos de arena de I mm. 
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Por último, las figuras 31 y 32 muestran el incremento que tiene el nivel del agua 
de la capa superior, para las camas formadas por canicas de pyrex de 5 mm y por granos 
de arena de 1 min., respectivamente. Este incremento de nivel se puede interpretar como 
un incremento del volu► .7en del fluido contenido en la cama porosa. Para el caso de una 
cama formada por granos de arena el incremento es considerable ya que alcanza hasta 8 
cm. de su nivel original, que puede estar relacionado con la presencia de una capa de 
vapor sobre !a superficie caliente, como se mencionó anteriormente, o el incremento del 
volumen específico del liquido con la temperatura. En el caso de la cama formada por 
canicas de pyrex de 5 mm el incremento es menor. 

Figura 31. Incremento del nivel de la capa superior de agua en una cama porosa formada 
por canicas de pyrex de 5 mm. 
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Figura 32. Incremento del nivel de la capa superior de agua en una cama porosa formada 
por granos de arena de 1 mm, 

Las conclusiones que se pueden establecer de este estudio experimental, son: 

1.- El experimento muestra claramente que la permeabilidad tiene una gran influencia 
sobre el comportamiento de la transferencia de calor en la cama porosa, esto significa que 
a mayor permeabilidad la transferencia de calor a lo largo de la cama porosa esta 
gobernada por convección. En el caso de menor permeabilidad se tiene una transición de 
conducción a ebullición, lo cual implica un mayor almacenamiento de calor en la cama 
porosa. 

2.- Los valores obtenidos para el flujo de calor definido por W, que involucra los efectos 
capilares, indican que es necesario alcanzar un valor mínimo para que se forme la región 
isotérmica de dos fases, lo cual es más factible en medios porosos de baja permeabilidad, 
donde los efectos capilares son significativos. También se puede deducir que el número 
de Rayleigh, Ra, toma valores más pequeños que los que definió Ramesh y Torrance [10] 
, coincidiendo con los valores asignados en el análisis de estabildad lineal realizado en 
este trabajo, para el caso de I', 0, 

3.- De acuerdo al comportamiento de temperatura mostrado por la cama porosa formada 
por granos de arena de 1 mm, se puede establecer que el sistema de menor 
permeabilidad 	muestra un comportamiento más estable, esto es, no presenta 
fluctuaciones del nivel de agua y, por lo tanto, no se tienen variaciones de temperatura en 
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la región de líquido. En cambio el sistema de mayor permeabilidad, cama formada por 
canicas de pyrex de 5 mm o 3 mm, se caracterizan por las fluctuaciones del nivel de 
agua. 

4.- Es pertinente considerar el cambio del número de Rayleigh (Ram, por Ra) en el caso 
de los sistemas que contiene mayor cantidad de vapor en la región de dos fases, ya que 
esto permite establecer el comportamiento de la ebullición en medios porosos de baja 
permeabilidad expuestos a flujos de calor altos. Para estos sistemas los efectos capilares 
son considerables. 

5.- El sistema sufre mayor expansión de volumen (incremento del nivel de agua) en 
medios porosos de menor permeabilidad. Esto se puede relacionar con el tamaño de los 
espacios vacíos, los cuales presentan mayor resistencia al paso del flujo de cada fase 
provocando un mayor efecto capilar y una menor saturación de liquido en la región de 
dos fases, 
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CAPÍTULO 5 

Conclusiones. 

Con el análisis de estabilidad lineal de la ebullición en medios porosos donde los 
efectos capilares son considerados, se puede establecer que los parámetros importantes 
son: el flujo de calor aplicado y el número de Rayleigh. El primero determina la altura de 
la región de dos fases y define, en conjunto con el efecto capilar, si se tiene un sistema 
dominado por líquido o un sistema paulatinamente dominado por vapor. Con el segundo 
se determina cuáles son los efectos importantes en el comportamiento convectivo de las 
dos regiones que componen la estructura de capas. Un aspecto importante al introducir el 
efecto capilar en el estudio de la ebullición, es poder establecer una relación entre las 
propiedades características del medio poroso, permeabilidad y porosidad, y las 
propiedades importantes en el proceso de ebullición como son: la presión de cada fase y 
la saturación del líquido. En el análisis de estabilidad este efecto es más importante al 
incrementar la cantidad de calor, ya que el proceso tiende a ser más estable debido a que 
la presión capilar se incrementa cuando la saturación disminuye, originando que 
disminuya el movimiento de la fase líquida en la región de dos fases, así como también, 
en la región del líquido. También se puede establecer en este análisis, que un sistema 
inicialmente dominado por líquido, donde la movilidad es mayor, puede cambiarse a un 
sistema dominado por vapor, teniendo una menor movilidad, al considerar el efecto 
capilar. Este fenómeno no ocurre para el caso donde la presión capilar se desprecia, como 
se puede observar en la figura 14, donde a mayor flujo de calor se tiene mayor 
inestabilidad, sobre todo para números de Rayleigh altos. 

Del estudio experimental cualitativo se puede establecer que a menor 
permeabildad del medio, más significativos son los efectos capilares, con una gran 
influencia sobre los procesos de evaporación y condensación. En este experimento se 
observó que para temperaturas iguales o mayores a 100 °C se presenta una expansión de 
volumen del fluido contenido en la cama porosa, haciéndose más notoria la expansión 
para medios de baja permeabilidad. Otro aspecto importante relacionado con lo anterior 
es el desplazamiento tipo "pistón" que se presenta y que tiene un movimiento totalmente 
unidimesional. 

Finalmente se puede concluir que el efecto capilar sobre la ebullición en medios 
porosos tiene mayor influencia en el movimiento de cada una de las fases que componen 
al fluido, ya que a menor permeabilidad más resistencia al flujo, por lo tanto, se tiene una 
mayor difusión de calor en el medio poroso saturado. Esto se puede establecer de acuerdo 
a los rangos del número de Rayleigh, Ra24„ que se determinaron al incrementar el flujo 

de calor. 
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Entonces, de acuerdo a lo mencionado anteriormente, el algoritmo de cálculo 
desarrollado en este trabajo permite establecer que, la estructura de capas formada por 
una región isotérmica de dos fases •ve está cubierta por una región de líquido es más 
estable conforme se incrementa el flujo de calor aplicado en la parte inferior, ya que el 
efecto de la presión capilar es mayor debido a la disminución de la saturación del líquido 
en la región isotérmica, acentuándose más el efecto conforme se tenga menor 
permeabilidad del medio poroso. 

Es conveniente mencionar que el trabajo de investigación realizado, solamente 
proporciona una parte del conocimiento que debe tenerse en el estudio del efecto capilar 
sobre la estabilidad de la ebullición en medios porosos, por tanto, se presentan algunas 
sugerencias para trabajos a futuro: 

1.- Determinar una relación entre la presión capilar y la saturación para el modelo 
propuesto, así como también, las funciones de las permeabildades relativas, ya que en 
este estudio se tomaron de la literatura existente, Wang [34], y no muestran realmente el 
comportamiento. 

2.- Establecer una cama porosa heterogénea donde la permeabilidad sea variable con 
respecto a la coordenada espacial. Esto permitirá aproximar más a la geometría real de un 
medio poroso. 

3.- Considerar un análisis de estabilidad no-lineal para determinar, posiblemente, 
diferentes modos convectivos, donde la convección dependa de las condiciones iniciales, 
ya que con el análisis de estabilidad lineal se obtienen modos convectivos en estado 
permanente. 
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Apéndice A 

OBTENCIÓN DE LAS ECUACIONES DE CONSERVACIÓN DE MASA, 
MOMENTO Y ENERGÍA EN UN MEDIO POROSO POR MEDIO DEL 
TEOREMA DEL PROMEDIO VOLUMÉTRICO [I]. 

Debido a la complejidad de la geometría interfacial entre una matriz porosa y un 
fluido o las fases de un fluido simple es dificil obtener una definición microscópica de 
cualquier proceso que ocurra en esa geometría, por lo tanto, es necesario tener una 
descripción macroscópica del proceso . Esto se logra por medio de la aplicación del 
teorema del promedio volumétrico [1]. 

El teorema considera un volumen representativo, V , en un medio poroso saturado 
con líquido y vapor, como se muestra en la figura A.1, donde la longitud característica 
del volumen, 1 , es tal que d < 1 < L , donde L define una longitud característica 
macroscópica y d una longitud característica microscópica, sobre la cual ocurren 
variaciones significativas de las cantidades físicas. El volumen representativo está 
ocupado por las tres fases, esto es 

= V,, + VI  -14„, 	 (al) 

donde los subíndices y, t y m representan el vapor, líquido y la matriz porosa, 
respectivamente. 

Figura A.1. Volumen representativo de un medio poroso saturado con líquido y vapor. 
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Para la aplicación del teorema se definen algunos conceptos dentro de un 
volumen representativo, como son: 

El promedio de fase de cualquier cantidad, wc,,: 

(y«). 3-f  mi«cIV 
	

(a.2) 

donde wa  es el valor de y en la fase a ( a puede ser el líquido, vapor o sólido) y toma 
el valor de cero en cualquier otra fase. Un ejemplo del promedio de fase es la velocidad 
de Darcy. 

Y el promedio de fase intrínseca: 

(ya  )a.  = 	f y1adV 
Va lo  

donde la integración se lleva a cabo solamente sobre una fase. 

Muchas cantidades físicas, tales como: presión, temperatura y densidad que 
pueden medirse experimentalmente en un medio poroso, son cantidades promedio de fase 
intrínseca. La ecuación (a.3) resulta: 

(ya r = f kvadV 
V« j, 

(a.4) 

Combinando las ecuaciones (a.2) con (a.4), se tiene: 

(a.3) 

donde: 

(4'a) = ea (Mia)a  

V«  
=  

a  V 

(a.5a) 

(a.5b) 

es la fracción del volumen total ocupado por la fase a. Por otra parte, el producto 
promedio de dos cantidades puede expresarse en términos del promedio del producto al 
aplicar las relaciones siguientes: 

(kv.x.)a =(‘11.)a(x«)a+(glaia)« 
	

(a.6a) 

(Yac, = Ca(Ya )a (Xa )a +(4i«xa ) 
	

(a.6b) 
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donde: 

	

gi.=va—(kvar 
	

(a.6c) 

	

X.=x.—(9car 
	

(a.6d) 

que definen las desviaciones de una cantidad con respecto a su promedio de fase. 
Además, cuando se integran las ecuaciones diferenciales microscópicas sobre un 
volumen elemental, es necesario aplicar los siguientes teoremas: 

Teorema del promedio. 

	

(vy„ ) = V(ky ) 	fya  dS 

	

vA. 	a 

Teorema del promedio modificado. 

	

( \ila ) = criV(vva r + 	qt aTiadS 
VA„ 

Teorema del transporte. 

wayr,.nadS 
ar 	ar 	vt.  

donde Ac, es la interfaz entre la fase a y las otras fases, Tic, es el vector velocidad de las 

interfases, i. es un vector unitario normal a la interfaz y S es la superficie del volumen 
elemental. Estos teoremas en conjunto con las ecuaciones (a,2)-(a.6) sirven para la 
derivación de ecuaciones macroscópicas. 

Conservación de masa 

La ecuación microscópica de continuidad para la fase del líquido es: 

Dp, 
+V•kpi vo = u 

al 
que puede integrarse con respecto a un volumen elemental dando: 

— 
(Dp 

-A) + (S 7 .(p1V 1 )) = 
Di 

(a.7)  

(a.8)  

(a,9) 

(a.10)  

(a.11)  
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donde pt  y Vi  son la densidad y velocidad del líquido. Aplicando el teorema del 
transporte al primer término de la ecuación (a.11), el teorema del promedio al segundo 
término y la ecuación (a.6b) se obtiene: 

aat 	(pi)i  + V ((pl)t(V1)) + (17). +
V 	" 

p• 	— 71,0) 
"  AN  

v 

1 
pt(Vi  — Wiin) • rildS = O 

donde Al, y AD„ son las interfaces de líquido-vapor y líquido-matriz sólida que se 
mueven con velocidades Wt„ y Wta, , respectivamente. 

La primera integral representa la transferencia de masa debido a la evaporación 
del agua La segunda integral desaparece porque no hay transferencia de masa en la 

.interfaz líquido-matriz y el término dispersivo (131 1-71) , que relaciona la distribución de 
concentración de la fase con la distribución de velocidad en el medio poroso [1], 
generalmente es pequeño y puede despreciarse, simplificándose la ecuación (a.12) a la 
forma: 

(-2-01)1 +57.((pi)1(VI))+
V 
 fp,(57 Wo),1, dS = O 
A, 

De forma similar se determinan las ecuaciones macroscópicas de continuidad para 
el vapor y la matriz sólida y son: 

	

a 	 \ 

	

— 	 vat sv(Pv)v 4-v.k(P,
)v/v_ 

 ))+— 	v IP (V — W1)."ff dS O 

a / 
—8--(en,(pn,)m)+ • ((pmr (V.)) = 

Notando que la masa ganada por vaporización en la fase vapor, es igual a la masa 
perdida por la misma razón en la fase líquida, entonces las integrales de superficie de las 
ecuaciones (a.13) y (a.14) son iguales en magnitud, pero de signo opuesto. Sumando las 
tres ecuaciones anteriores (a.13)-(a.15) se obtiene: 

(Ev(Pv)v l'et (PI), 4- Cm(Pm)m  )4- .((Pv)v(Vv)v  + (PI) (7I)
I +

(Pm) 
m(Vm)m ) = O (a.16) 

(a.12) 

(a,13) 

que se reduce a: 



Apéndice A 98 

a 
--(4) sv(pv )" + s,(p )'+0- o(p.)m) 

+57. ((p„)"(V„)" +(p,)1 (V,)` +(p„,)m (Vm )m ) = O 
(a.17) 

donde 4) es la porosidad, S, y Sv  son las saturaciones volumétricas del líquido y vapor en 
el medio poroso, definidas como: 

donde: 

+V,) 
(I) = 	

V 

Sv 	01:+v  vi)  

Vt  

( V, + V, ) 

(a.18a) 

(a.18b) 

(a.18c) 

+S, =1 1 	 (a. 19a) 

6, =4) S, , 61 =4) 	Y 	6m = (1  4)) 
	

(a.19b) 

Balance de momento 

La ecuación microscópica de momento para la fase líquida se representa por: 

1(p
r  
,•,)+ • (p1 .1 •1 )+ • .„ - • .rt 	= o 

a l " 

donde PI  , T, y f son la presión, el tensor de esfuerzos y la fuerza de cuerpo por unidad 
de masa de liquido, respectivamente. Si la fuerza gravitacional es la única fuerza de 
cuerpo, esta se puede expresar en términos de una función potencial 4) en la forma: 

= —17= —V4) 	 (a.21) 

donde g es la aceleración gravitacional. Sustituyendo la ecuación (a.21) en la ecuación 
(a.20), integrando sobre un volumen elemental y aplicando el teorema del transporte al 
primer término, el teorema del promedio al segundo, tercero y cuarto término y 
finalmente usando la ecuación (a.6b), se obtiene: 

(a.20) 
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[E, (pi  )1  —a  (57, + f p, "\-1 	— 	) • TI tiS + c (p )1 (17 )1,  57(V )+ V •((pi )1 (t,A)) al 	 tv 	 11 

+c1v(pt)t +E l (pyv(ot)t +S(131 .4-(p1 )`szi)1 ).A ds+-11S(Pi +(pl)cij.lit  dS 

1 r 	— 	r  
—µV 2  (Vi ) — — 	.r /  dS— v 	r-, dS O 

V A, 	
Aj 

 

donde los gradientes de la densidad a nivel microscópico son pequeños comparados con 
los gradientes de velocidad correspondientes. Los términos de inercia de la ecuación 
(a.22) están dentro del parentésis rectangular. 

Para un medio isótropo se tiene que: 

V dS+-1- Ti .r, dS 	etBleVinr —(57,1 
V 	V A, 

V f 	+ (p )1 4)I  ) .17 dS + v  I (P1  + (pi  )1 011) • b", as .F[v(p1)` + (p1 )` V(01 )`, 	(a.24) 

donde 13 y F son constantes que dependen de la naturaleza del medio isótropo. 
Sustituyendo las ecuaciones (1113) y (a.24) en la ecuación (a.22) y despreciando los 
términos de inercia y el término µ572(571 ) , que representa la divergencia del esfuerzo en 
el promedio volumétrico y se desprecia de acuerdo a las ordenes de magnitud que se 
manejan en un medio poroso [521, se tiene: 

(V1)1  (1m Yn 	111
8
-11(-[V(P1)1  (P1)1V(4011 

1-1 t 

donde km, K E  Ci + F) / B, con K definiendo la permeabilidad intrínseca del medio 
poroso y lcmt  la permeabilidad relativa del medio poroso saturado con agua. 

Similarmente para la fase de vapor donde se desprecian los términos de inercia y 
el término 1.1572 (57v) , se obtiene: 

(v,y-(v.)m— kiAs[v(Px+(pivv((hr)vj 
11c, 

(a.26) 

(a.22)  

(a.23)  

(a.25) 
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donde km, define la permeabilidad relativa del medio poroso saturado de vapor. Las 
ecuaciones (a,25) y (a,26) son la ley de Darcy para una mezcla líquido-vapor de agua en 
un medio poroso isótropo, 

Conservación de la energía 

La ecuación microscópica de la energía en términos de la entalpía de la fase 
líquida es: 

	

—(p,a,)+ .1G:9AI  — v 	— (3 Pi  -I- Vi 57  ) O 
a 
I " 	 t 

	 (a.27) 

donde ht  y 111  son la entalpia y la conductividad térmica del líquido..En esta ecuación se 
desprecian la disipación viscosa, la generación de energía interna y la radiación térmica. 
Integrando la ecuación (a.27) sobre un volumen elemental, y aplicando el teorema del 
transporte al primer y cuarto término, el teorema del promedio y la ecuación (a,6b) al 
segundo término, el teorema del promedio modificado al tercer término y la ecuación 
(a.6b) al quinto término, se obtiene: 

( 	( p ) (11) ) 4811(PlY +(Vii'V(P1)1+ V•((Pt)1(h1)1 (Vi )) 

	

490  +Qi, 1-Qi„ — V .(et  kit  V(TI)`) = O 
	

(a.28) 

donde k: es la conductividad térmica efectiva del agua en la presencia de una matriz 
sólida y se representa como la suma de la conductividad térmica de estancamiento 11; 
(debida a la difusión molecular) y el coeficiente de dispersión térmica wi  (debido a la 
dispersión mecánica), esto es: 

(a,29) 

que se definen como: 

	

—(0'1'9(7; )1) = —(kt )/ [6157(7i)` +dS+1- '1,171 dS) 	 (a.29b) 
V Aw 	V 4.  

	

—V • (EY IV(Ti)i) = V. (pi lidS-1-1111:71  Ti,dS — 	.57 	(a.29c) 

	

V At, 	V Atu 
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donde las integrales en la ecuación (a,29b) se conocen como vectores de tortuosidad, y se 
toman en cuenta para el cambio en la difusión térmica debido a la microestructura de la 
matriz sólida. Los términos Qty , 00  y Oh  en la ecuación (a.28) se definen como: 

	

Q =
1 
 f(p —15 	—W )• dS 

	

t 	lv 

f p h 	—17 )•TicIS 
Y  A, 

Qty = ivirj.15idS 
A, 

—T 
V JI, 	 m 1)  A  

(a.30a) 

(a,30b) 

(a.30c) 

donde 4-  en las ecuaciones (a.30b,c) son los flujos de calor conductivos a través de las 
interfaces, y h1  es definido como el coeficiente de transferencia de calor promedio del 
volumen local entre la interfaz líquido-sólido, y depende de las propiedades físicas del 
líquido y su razón de flujo. Los términos dentro del paréntesis rectangular de la ecuación 
(a,28) representa el trabajo hecho por compresión. 

Similarmente, la ecuación de la energía para la fase vapor y fase sólida son: 

—3—(eal 	v(Pv)v(hv)v)—[6,1 a t  (Py )V  +(v,) v(P,)1+ ((Pv) y  (Kr (v/v)) 

— V' .(6„k:V(Tv)v) = O (a,31) 

(Pm 
)m (hm )rn  1(6m  I Cm (Pm r 	(Vm 	V(11111)1 + 	((Pm r (hm 	(Vm D 

— V .(e,n k.,,,V'(Tin )m) = O (a.32) 

donde k: es la conductividad térmica efectiva del vapor en la presencia de la matriz 

sólida y kin, es la conductividad térmica de la matriz sólida en la presencia del fluido, 
ambas son la suma de la conductividad térmica de estancamiento y el coeficiente de 
dispersión térmica. Además se tiene que: 

= -Q, 	 (a.33a) 

(a,33b) 
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= 	 (a.33c) 

=
Y 
 jcffivdS = A ‘ihy  (Tm  — T„) = 

Aun 

(a.33d) 

donde b, es el coeficiente de transferencia de calor entre las interfaces matriz sólida- 
vapor. 

Para un equilibrio térmico entre vapor, líquido y sólido, se tiene: 

	

(Tv)`• = (Ti )' = (Tm )m = (T) 	 (a.34) 

Sumando las ecuaciones (a.28), (a.31) y (a.32) bajo la suposición de un equilibrio 
termodinámico y agregando las ecuaciones (a.33), se tiene: 

st (pl y(hy +s Sv(p,)"(hiv  +(1—  0(pm)m(hm)m ) 

+V•((p1 )1 (hl )' (lie )+(p,)v(11„)v(V,)+(p,fl ) n (h„,)-(.57.)) 

	

-v.(kv(T))-[1(P) +((v,)+(vv)+(v.)).v(0].0 	 (a.35) 

donde: 

k 	Si k;>  +(i) Syr„ +(1— ch)k,s, 	 (a.36) 

es la conductividad térmica efectiva del medio poroso saturado con vapor y líquido en 
equilibrio térmico local. 

Para un medio poroso indeformable saturado por un fluido en una sola fase 
(líquido), las ecuaciones de conservación de masa, momento y energía, Ecs. (a.17), 
(a.25), (a.26) y (a.35), sustituyendo dh = cpcIT para el líquido y la matriz porosa, y 

eliminando la notación ( ) , tienen forma: 

V • 	= O 
	

(a.37) 

v = K
[VP — p 
	

(a.38) 

o — 
T

+V. VT = a 572T 
í3 t 
	 (a.39) 



1(43 	S)P, +(i) s  P1)+ V 4,V, +PM = O 

= k
111

Kw Pi 
 

-ptgl 

= kK Pv 
11„ 

V, 

(a.43) 

(a.44a) 

(a.44b) 
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donde v es el vector de la velocidad de Darcy, a es la razón de capacidad de calor de la 
formación rocosa saturada con líquido y a es la difusividad térmica efectiva de la 
formación rocosa, estos dos últimos términos se definen como: 

a 	
(I)  (ID cp)1 +(1 — 4)(P cp),,  

(p cp ),  

k  
a = (

p crit  

A las ecuaciones de conservación, Ecs. (a.37), (a.38) y (a.39), se agrega una 
ecuación de estado que supone una fuerza de cuerpo, donde la densidad es función de la 
temperatura (aproximación de Boussinesq), esto es: 

p = po[1—B1  (T—T0)] 	 (a.42) 

donde Bi  es el coeficiente de expansión térmica del liquido y el subíndice O indica una 
condición de referencia. 

Para un medio poroso indeformable saturado con un fluido en dos fases (liquido-
vapor), las ecuaciones de conservación de masa, momento y energía toman la forma: 

en el caso de la ecuación de la energía se sustituyen las siguientes entalpias: 

hm  = c„,T 

h, = ciT 
	

(a.45) 

hv  = cvT+[(c, — cv )T.„, + kg ] 

y se sustituye la ecuación de continuidad, Ec. (a.43). Para una región isotérmica T=T,„t, la 
ecuación toma la forma: 
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a 	
— s)p,h„1+ vlp,,h„vv]. o 	 (a.46) 

donde S es la saturación del líquido. 

Como se mencionó anteriormente en este apéndice, es difícil obtener las 
ecuaciones que representan el comportamiento microscópico de un fluido en un medio 
poroso, sobre todo del proceso de ebullición, por lo tanto, es necesario recurrir al teorema 
del promedio volumétrico, el cual también presenta cierta dificultad debido al tamaño del 
volumen representativo donde es necesario aplicar conceptos y teoremas para realizar la 
integración de las ecuaciones del volumen representativo. 
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Apéndice B 

OBTENCIÓN DE LAS ECUACIONES DE LAS REGIONES DEL LÍQUIDO 
Y DOS FASES DE LOS ESTADOS BÁSICO Y PERTURBADO. 

Para obtener las ecuaciones adimensionales en el marco de coordenadas 	t) 
se consideran componentes k y 'Y del vector velocidad de la forma: 

-Z7=Ci+S7 	 (6.1) 

donde ü es la velocidad en la dirección de 5Z, y '11 es la velocidad en la dirección si. 
Eliminando la barra superior de las ecuaciones adimensionales y aplicando la 
transformación, las ecuaciones para cada región del sistema son: 

Región del liquido 

Du 
I + 	= O 

(

a Pi  lit  a pi  as ) 
N s a N 

v,=-1a  	R T — a (b.3b) 

T 111  aT aS 	(aT 	as aT) 	1 aT D 2T1 	aT a28 
a[ --c 7•F i-  ar7: 5 " 	

_ 
' 	 a( 2 	8 arb 	2  

211 (a8 )2  a T 211 03  D2T  (ni )2(53 $9 2T 1 ,e 2T 
(b.4) 

32  (X X11  3 X Vtit 	 01.1 82  a< 

(6.2) 

(b3a) 
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Región de dos fases 

- /5)[.<25 	112 4, 	S D3 

j+ a( 

u, .4.  1124, a3 	u, 
at +1-so  ari2i, at 	1-8 (X an24, 

_[au 	124, 03 au 	1 ev 
4-P 	 =o 

1-6 	ah, 1-6  an24, 

1 av, 
1 -3 0124, 

(b.5) 

, P, 1124, P, ] u = 	 as 
d  a( 	1-8 a1124, (b.6a) 

= , 	1 a P, „ 
a 

1 -3 0112, 

 

(b.6b) 

[j 
uy  = -15, k,  PIlv + 1124, a Pv  as 

a 	1-6  a 11245 

1 a 13  v„ = -µ 
k"' 
k4 --Y- 

1 -3 a 
1 + Ra 4 ] 
12, 	2 

(1),6c) 

(b.6d) 

a (1 s)  n21 a -  al a u 	1,1  as au 	a v + 	v 	v 	v =o 	(b.7) a T 	1-s a i24, 	 1-6 	an21  1-8 01121  

Al sustituir la perturbación lineal en las variables de velocidad, presión, 
saturación y posición de la interfaz de las ecuaciones anteriores, se obtiene: 

Región del líquido 

(um, 	u13 ) 	1 	a (v1,0  + vu ) 
	= 0 	+ 

(60 +c6,) 	a11, 
(b.8) 
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ÍO (P1,0 + 6  Pm) 	111  	a (P1,0+ 6  Po)  a (80+6  81 
ut0  +8 u t., = 	 (b.9a) 

K 	(80 +E 81) 	a ni 	DI 

1 	2  (Po +c Pil) 	í 
vu  +6 vu  = 	 ' 	Ra kTi, +6 T,)

80  +e 8, 	ant  
(b.9b) 

a 
 [

D(To  +e Ti ) 	lic 	0(To +e TI) a(8°  +651) 

at 	80  -I- E 6, 	bii, 	bt 

.1-(uu+sulle(r0+6TI) rit  a(80+683a(To+ETI)) 

aC 80 +6,s, (x NI ) 

-F(VI0  +E Vi ,) 
1 	a (To  +e TI) 

8o +6  81 	a111  

a 2(To +Cla 	ril 	a(To+elaa 2(80+681) 

al 2 	60  +e 61 	arb 	a 2  

211, (a(80 4-681))2 a(ro+ETI) 2ii  a (60 +68) a2(To  + 6 1.1 ) 
+ 

(80 + 6  81)2 	3' NI 	8o +c 81 a(an, 

4{ 
  ii,  )2(a(60 -4- E 81))2 192(T0 4-61;) +  

1  a 2(To +cri) 
80+681) 	ac 	a< 	(60+681)2 	a< 

(b.10) 
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Región de dos fases 

40 
	,.\[a  (so  +e 	124) 	(So  -FE s,)  a (80  +'c 

at 	+ 6 6 I) 	&r124, 	a 

1121 	Mo +6 81) a  (111,0 +c  u11) +a(U/0+61111) 
+ 

(b.11) 

a( 	—(80  +Ea) ) 

1 	a (v1,0  +a v13) a (uy.°  +e uv,1) 

(911124, 

+p  
1 -(S0 + 	61) 	&ti» 

- 112,1 	a (So + a 81 ) a (u,,,0  +6 uv,i) 1 	a (vv,0 + 6  vv,i) . 0  

+P  1-(S0+ 6  31) 	X 	191124. 
( 

1-(S0  -I- E 81 ) 	a124, 

(10 + 	) 0(80 + e 61 
a 124, 

+E Indj) 
a( 	1- (80+6 81) 

h 	[a  0310 +e Pi i)  124  
u, o +E= 

 

1  

[1 	

° (lo +6  P11) 
 + lb v1,0  +E V1.1  = --0Cd,0 +6 kriJ) 	1 --‘80  -1-6 81) 	°l'hl 

	(b.12a) 

(b.12b) 

[ P 	+ 6 P 	20  	a(P,,,0 +6  Pv3) a(80+681)  
uv0  +e 11,3  = -it(k,,,.0  +e k,,,3 ) 	‘40 	v3 	

1  
a c 	1-00+6M 	a rt24, 	a( 

	(b.12c) 

i 	0(P,„0 4-cPv3)
+R,a24,] [ 	 v,,,0  +E v,,,, = -171  (kro -1- g kr,,i) 	1-(60 +6  8,) 	a 124, 
(b.12d) 
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a(1—(so +8 SI)) + 15 
1124, 8 (1 —(S0  +E Si )) 180  +E 83 Muy° + 6 11;1) 

a T 1 —(8+g si) a tb, 	DT 
' +  

a 

+ 	
v -he vr  1124, 	6(6 o  +e 63 a(u,,,o +euv.,) 1 	a (v o  

1—(80 +66,) 	an,,, 	'

,) 
—0  1— (6.+E 81) 	a( 	an24, 
	(bA3) 

Para la obtención de las ecuaciones que representan los estados básico y 
perturbado se introducen las siguientes series: 

1 	1r1  

1 

8, 

e  60 

'+6  

(i  

+6 2

(a, 

81 

Y 
— 0-) 

2( 

	) 
 ) 

81 
`+ 	

 
J 

(b.14) 

(1).15) 

80+ 661 = 60 

1 	_ 

1-00+6 81) -1-60 6 1-60  1--80  ) 

las cuales se reducen al despreciar los términos cuadráticos y mayores, quedando las 
ecuaciones de la forma: 

1 	1 	si  = 	E -- 

	

So +E 81 8o 	81 

1 	1 	81  

1 — (80 +E 81) = I —60 +8  (1 —So)2 

Entonces para el estado básico, subíndice 0, el sistema es unidimensional y 
permanente, donde las derivadas con respecto al tiempo y a la coordenada en la dirección 
horizontal se eliminan, y sustituyendo las series (1).16) y (b.17), se obtiene: 

Región del líquido 

dvi.0 

 —

.... o  

dril  

1 dPio  
vi3O  = — — ---2--- Ra To  

80  d ni  
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(b.20) 

Región de dos fases 

v1.0  +p 	= O 

v=k 	I d  Ra) 1,0 	d,o 1—
S 

A  
0 u1124) 

(b.21) 

(b.22a) 

„) ( 	
1 	d P,,,„ Raza 

v,,, = it k,,,,, -- 
1-60  driu   

d vv.0  = o  

424, 

 

(b.22b) 

(b.23)  

Para el estado perturbado, subíndice 1, se considera un sistema bidimensional 
donde los términos cuadráticos de e se desprecian y se aplican los modos normales del 
análisis de estabilidad, quedando las ecuaciones de la forma: 

Región del líquido 

a ut., 	a yr.t 	o  

60 pi, 

11( d P1.o 8S,
u11

) 
= 	(% So  d 1, a( 

(b.24)  

(b.25a) 

v = 	1 	
+ d P S

I  — Ra 
13 	80  (311, 	82.0 d 111  

(b.25b) 
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T, rii d Ta  MI   1 d To 	a 2T, Tudno  a's, 	1 a 2T, 
(b.26) 

° 

[D 
DT Ijcillt  aT 4 10 dit  Vt'l  - aC 2  11 0 dIli  a 	2  +1011;2 

Región de dos fases 

d) (1 ís)[ a Si 4.  1124, d so  as, ± a u11 	1 	a Vu  __ o  

at 	1 	d n24, DT 	aQ 	1-60  an24, 
(b,27) 

donde j3 « 1 

, 	a Pf 	1124, d 13, 0  
u1.1  --Kg10  a 	1-80  d 1121 

[1 	d Po 
 Ra

] a P, 	1 	dP,,0 
+ y1 ,1 =k,,0  1_ 80  a124, o —soy d 1121 8' +k" 1 —80  d 

1 [ 
, 	a p,„, 	1121  d Pv.0 881 uv,, = — Vi k rv.0 a c + 1—s0  d 1124, 

v,,,, = 	
I 	dP„,08  +— 	1 dP,,o k 	 Ra 

' 	1—So  3121 
+ 	

— 60)2  d1124
, 
	rv' 1—So  d 1124, 	

24, 
 

[ a u„., 	1 a 	
= 	+ 

	

v„, 	, a si 	121   d So  MI  

(x 	1-s o  a 121 	a T 1-80  d im, at 

(b.28a) 

(b.28b) 

(b.28c) 

(b.28d) 

(b.29) 

donde: 	= Si 	y kv,, = —S, , son las funciones lineales de la permeabilidad 

relativa para cada fase. 
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Apéndice C 

APLICACIÓN DEL PAQUETE DE CÓMPUTO MATHEMATICA  Y DE LOS 
ALGORITMOS DE CÁLCULO DESARROLLADOS PARA RESOLVER 
EL ESTADO BÁSICO. 

(a).- La ecuación en la región de dos fases que surge del estado básico al considerar una 
presión capilar igual a cero, P 0  = 0, y sustituir las relaciones de las permeabilidades 
relativas lineales, puede expresarse como: 

	

writ ís +  I )=1 	 (c.1) 
So  1—S0  

donde µ p = 0.0232 para un sistema que contiene agua y vapor de agua en la región de 
dos fases. Entonces la ecuación puede representarse como: 

w (
0.0232  + 1 	=1  

So 	1—S0  

o también: 

S O —S 
W . 	o 	o)  

0.0232 (1—S,)+So  

donde So  varía de O a 1. 

En el paquete de cómputo Mathematica la solución se obtiene al graficar la 
expresión en función de S0, para x = So  se tiene: 

Plot [(x*(1 —x))/(0.0232*(1 — x)+x), {x,0,1}1 

la solución se presenta en la siguiente hoja. 

(c.2) 

(0) 
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PlotRx*(1-x))/(0 0232*(1-x)+x),{x,0,1}] 

oj 
0.6 

0.5 

0.4 

0.3 
0.2 
0.1 

0.2 	0.4 	0.6 	0.8 	1 

-Graphics- 

TableRx*(1-x))/(.0232*(1-x)+x),{x,0,1,.05}] 

(0, 0.659356, 0.74454, 0.751237, 0.732064, 0.701197, 

0.664053, 0.623151, 0.579822, 1534834;0.488663, 0.441617, 

0.393908, 0.345682, 0.297047, 0.248082, 0.198847, 0.149388, 

-16 
0.0997429, 1049939, -2.22045 10 } 
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(b).- Para integrar la ecuación (51) se aplica la regla de integración de Simpson y la 
ecuación se expresa en la forma: 

o k k 
= 	

J(,) 11,0 rv,0  

W (kr1,0 +p rv,o  
d So  

sustituyendo las permeabilidades relativas y la función de Leverett definida en la 
ecuación (52), se tiene la integral como una función de la saturación, So  , esto es: 

o -0.036 
= w — i-0  ks +0.0232 (1-S0))-S0(1-S0)d So  

(c.5) 

entonces para cada valor de W corresponde un valor de 8c,„, 

En el paquete de cómputo Mathematica la integración, para x = So  , se lleva a 
cabo con la expresión: 

Nlntegrate [-0.036/(W (x +0.0232 (1- x)) - x (1-x)), {x,1,0}] 

en las siguientes hojas se muestran el programa para realizar la integración con la regla 
de Simpson y el resultado obtenido con el Mathematica. 

(c.4) 
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PROGRAMA UTILIZADO PARA ENCONTRAR EL FLUJO DE CALOR 
QUE PERMITA LA FORMACIÓN DE UNA REGIÓN DE DOS FASES. 

CLS 

REM 	PROGRAMA TEST : CONSIDERA UNA FUNCION r(s) = -.036(1/S(1 -S)) 
REM LA CUAL CORRESPONDE A LOS DATOS DE DRENADO 

REM 	ESTE PROGRAMA CONSIDERA LAS PERMEABILIDADES RELATIVAS 
REM 	LINEALES Kr1 Y Krv DEL TRABAJO DE C. Y. WANG (1993). 

REM 	LA EVALUACION DE LA INTEGRAL SE REALIZA MEDIANTE LA 
REM 	REGLA DE SIMPSON 
REM CON ESTA INTEGRACION SE GENERARA UNA CURVA 
REM 	FLUJO DE CALOR VS. ALTURA DE DOS FASES 

DIM D(200) 

INPUT " INTERVALO, X1 Y X2"; X1 , X2 

INPUT "NO. DE DIVISIONES, N"; N 

INPUT "DESEA ABRIR UN ARCHIVO PARA GRAFICAR, AR"; AR 

IF AR = O THEN GOTO ARCHIVO 

OPEN "O", #1, "A:TES2.dat" 

ARCHIVO: 

FOR w = 1.1 TO 10 STEP .1 

GOSUB INTEG 

D(w) = S 

D = D(w) 

IF AR = 0 THEN GOTO PANT 

PRINT USING "#.########"; w; D(w) 

WRITE #l, w, D(w) 
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PANT: 

PRINT "W="; w; "D("; w; ")="; D 

NEXT w 
GOTO FIN 

INTEG: 

REM 	SUBRUTINA PARA EVALUAR LA INTEGRAL 

DEI? FNY (x) = -0.036 / 	* (1 - x) + w * (.0232 * (1 - x) + x)) 

H= (X2 - X1) /N 

S = FNY(X1) + FNY(X2) 

FORx=X1+HTOX2-H/2STEP 2*H 

S = S + 4 * FNY(x) 

NEXT x 

FORx=X1+2*HTOX2 -3*H/2 STEP 2*H 

S = S + 2 * FNY(x) 

NEXT x 

S = H * S / 3 

RETURN 

FIN: 

END 
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In f 1]:= 

Nlinegrate[4.036)/(.8052*(x+.0232*(1-x))-
x*(1-x)),{x,1,0}] 

Outpfr,  

1.00021 
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(c).- La curva de la saturación de líquido vs. la coordenada de la región de dos fases, se 
obtiene al aplicar el método de Runge-Kutta de cuarto orden a la ecuación diferencial 
ordinaria de primer orden, definida por la ecuación (51). Tomando como y = 8,.0  , y x = 
So  la ecuación se expresa como: 

d y _ 	—0.036 

d x 	W (x4-0.0232 (1—x))—x (1—x) 
(c.6) 

donde la condición inicial es y[1] = 0. Esta ecuación se resuelve para distintos valores del 
flujo de calor, figura 8. 

También con el paquete de cómputo Mathemalica se resuelve la ecuación al tener 
la expresión: 

NDSolve [{V[x] == —0.036 /(W(x +0.0232 (1— x))— x (1—x)), y[1] == O}, y, {x,1,0}I 

en las hojas siguientes se presenta el programa para resolver la ecuación con el método 
de Runge-Kutta y con el Mathematica. 
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PROGRAMA UTILIZADO PARA ENCONTRAR LA SATURACIÓN DEL 
LÍQUIDO EN LA REGIÓN DE DOS FASES. 

CLS 

REM PROGRAMA:TESIS2 
REM 	EN ESTE PROGRAMA SE APLICA LA FUNCION Y PERMEABILIDADES 
REM 	RELATIVAS USADAS POR C. Y. WANG (1993) 
REM LA INTEGRACION DE LA ECUACION SE REALIZA 
REM USANDO EL METODO DE RUNGE-KUTTA DE CUARTO ORDEN 

INPUT "DESEA ARCHIVAR RESULTADOS:NO=O, SI=1"; AR 

IF AR = O THEN GOTO 34 

OPEN "O", #1, "a:TES9.dat" 

REM 	SE OBTIENE UNA TABLA DE RESULTADOS DE LA VARIABLE 
REM 	DEPENDIENTE (X) Y DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE (S) 
REM DONDE LOS INTERVALOS SON 50 

34: L=50 

INPUT "CUANTAS ECUACIONES CONFORMAN EL SISTEMA, NI "; NI 
DIM Y(N1), YO(N1), YI(N1), G(N1), Bl(N1), B2(N1), B3(N1), A(L, NI) 

INPUT "FLUJO DE CALOR, W"; w 
INPUT "RANGO DE INTEGRACION PARA LA VARIABLE INDEP.,XO,XN"; XO, 
XN 

REM 	CALCULO DEL INCREMENTO EN LA VARIABLE INDEP. E 
INICIACION REM DE LAS VARIABLES INDEP. Y DEP. 

D = (XN - XO) / L 
x = XO 
A(0, O) = XO 

REM 	CICLO PARA ASIGNAR LOS VALORES INICIALES A LA VARIABLE 
REM DEPENDIENTE 

FOR K = 1 TO NI 

PRINT "VALOR INICIALY("; K; ")": INPUT YO(K) 
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Y(K) = YO(K) 
A(0, K) = YO(K) 

NEXT K 

REM 	SUBRUTINA PARA REALIZAR LA INTEGRACION DE LA FUNCION 

FOR J2 = 1 TO L 

FOR K2 = 1 TO NI: YI(K2) = Y(K2): NEXT K2 

X1= x: GOSUB 4000 

FOR K2 = 1 TO N1: B 1(K2) = G(K2): NEXT K2 

x=X1 +D/ 2: GOSUB 4000 

FOR K2 = 1 TO NI: B2(K2) = G(K2): NEXT K2 

x = XI + GOSUB 4000 

FOR K2 =1 TO NI: B3(K2) = G(K2): NEXT K2 

FOR K2 = 1 TO NI 

Y(K2) = Y I (K2) + D * (B I (K2) + 4 * B2(K2) + B3(K2)) / 6 

A(J2, K2) = Y(K2) 

NEXT K2 

A(J2, 0) = x 

NEXT J2 

SUM = A(L, 1) 

REM 	BLOQUE PARA IMPRIMIR LOS RESULTADOS 

PRINT 
PRINT 
PRINT " 	TABLA DE RESULTADOS" 
PRINT 
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PRINT 
PRINT "VAR. INDEP., SO", "VAR. DEP., DO" 
PRINT 
PRINT 

FOR J2 = TO L 

DEL = A(J2, 1) / SUM 

PRINT 
PRINT 
PRINT USING "###.#### 

IF AR = 0 THEN GOTO 360 

WRITE #1, A(J2, 0), DEL 

360: NEXT J2 

CLOSE 

END 

4000 

"; A(J2, 0); DEL 

REM SUBRUTINA PARA CALCULAR LA FUNCION QUE SE ESTA 
REM INTEGRANDO 

G(1) = -.0361(-x * (1 - x) + w * (.0232 * (1 - x) + x)) 

RETURN 
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In[4]:= 

NDSolve[{V[x]==-0.036/(0.8052*(x+.02.32*(1-x))-x*(1-x)),y[1]==0) 
,y,{x,1,0}] 

Outi4j= 

{{y -> InterpolatingFunction[10., 1.), -0])) 

In[5]:= 

Plot[Evaluate[y[x]/.%],{x,1,0}] 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

0.2 	0.4 	16 	0.8 

Out[5]:-- 

-Graphics- 
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(d).- Los perfiles de presión para cada fase se obtienen al considerar la ecuación en 
función de la saturación, esto es: 

d 	( 	—0.036 
d So  — 	So lW (S0 +0.0232 (1—S0))—S0  (1—S0) 

d P, a  — [  W 	 —0.036 
d So 	(1—So ) W (So  +0,0232 (1—S0 ))—So  (1—S0) 

estas ecuaciones se resuelven en el paquete de cómputo Mathematica , para y = 
1)1,0  ó 1) 0  y x = So  donde las expresiones son: 

NDSolve 
[{yix] == —0,036*(1— W*. 0232 / x) /(W(x + 0.0232*(1— x))— x(1— x)), y[1] == 0}1 

 

ty'[x]== —0.036*(W(1— x))/(W(x +0.0232*(1— x))— x(1— x)), y[1]== 0}  

, y, {x, 0.999999, 0} 
NDSolve 

  

en las siguientes hojas se muestran los resultados obtenidos al resolver (c.7) y (c.8). 

(c.7)  

(c.8)  

, y, {x, 1, 0.0000001} 
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In[1]:= 

NDSolveHylx1==-0.036*(1-.8052*.0232/x)/(-x*(1-x)+ 
,8052*(.0232*(1-x)+x)), 
y[1]==0},y,{x,1,.0000001}] 

Out[1],-- 

-7 
{ {y -> InterpolatingFunction[11. 10 , 1.), <>]}} 

In[2]:= 

Plot[Evaluate[y[x]/.%],{x,.0000001,1)] 
0,8 

0,6 

0.4 

0.2 

0.2 	0.4 	0,6 	0.8 

Out(2)= 

-Graphics- 
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NDSolveHyTx],==(-0,036*.8052/(1-x))/(-x*(1-x)+ 
13052*(.0232*(1-x)+x)),y[,999999]==0),y,{x,0.999999,0}] 

{ {y -> lnterpolatingFunction[{0., 0,999999), <>]) } 

Plot[Evaluate[y[xY,M,{x,0,,999999}] 

i A 

I.2 

I 

0.8 

0.6 

0.4 

0.2 

0.2 	0.4 	0.6 	0.8 

-Graphics- 



Apéndice D 126 

Apéndice D 

PROGRAMAS DE CÓMPUTO PARA LA SOLUCIÓN DEL ESTADO 
PERTURBADO. 

(A).- Programa para encontrar el valor de la rapidez de crecimiento de la 
perturbación que cumpla con la solución no-trivial de la matriz 18x18. Este caso 
corresponde a una presión capilar igual a cero. 

REM LOS PARÁMETROS QUE SE MANEJAN SON NÚMERO DE 
REM RAYLEIGH,RA, FLUJO DE CALOR,QB, NÚMERO DE ONDA, KO, 
REM RAPIDEZ DE CRECIMIENTO DE LA PERTURBACIÓN ALFA, Y 
REM PARA LA REGIÓN DE DOS FASES TAMBIEN SE DEFINE 
REM LA SATURACIÓN, SO 

INPUT "NÚMERO DE RAYLEIGH, RA="; RA 
INPUT "FLUJO DE CALOR, QB="; QB 
INPUT "NÚMERO DE ONDA, KO="; KO 
INPUT "SATURACIÓN DE LIQUIDO, SO="; SO 

REM PARA UN ESQUEMA DONDE SE TIENEN 50 ETAPAS EN LA 
REM INTEGRACIÓN, SE TIENE UN INCREMENTO H = 1/50, 
REM PARA EL MÉTODO DE RUNGE-KUTTA. 

REM ALGUNAS VARIABLES EN LOS SISTEMAS DE ECUACIONES PARA 
REM CADA REGION DEPENDEN DEL NÚMERO DE ETAPA, POR TANTO ES 
REM NECESARIO DIMENSIONARLAS 

DIM NL(100), N2F(100), A1(100), A2(100), A3(100), B1(100), B2(100), B3(100) 
DIM C1(100), C2(100), C3(100), C4(100), XL(10), BL(10, 10), XBL(10) 
DIM K1(10, 10), X2F(10), B2F(10, 10), XBF(10), K2(10, 10) 
DIM Y(10) 

INPUT "VALOR INICIAL DE LA RAPIDEZ DE CRECIMIENTO DE LA 
PERTURBACION, ALFA="; ALFA 

REM LOS PARÁMETROS USADOS EN EL MÉTODO DE INTERPOLACIÓN DE 
REM MULLER SON: DESPLAZAMIENTO DE ALFA PARA LOS CALCULOS, H1, 
REM TOLERANCIA PARA LOS VALORES DE ALFA Y DETF, XTOL Y FTOL, Y 
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REM EL NÚMERO DE ITERACIONES PARA REALIZAR LA INTERPOLACIÓN, 
REM NLIM 
HI = .1 
XTOL = .00001 
FTOL = ,00001 
NLIM = 50 
GOSUB INTER 

REM SE IMPRIMEN LOS RESULTADOS OBTENIDOS DESPUÉS DE LA 
REM INTERPOLACIÓN, 

CLS 
PRINT 
PRINT 
PRINT "PARA RA="; RA, "QB="; QB, "KO="; KO, "SO="; SO, "Y ALFA="; XR 
PRINT 
PRINT "EL DETERMINANTE ES DETF="; FR 
PRINT 
PRINT "CON EL NO. DE ITER. PARA LA INTERPO.NITER="; NITER 
PRINT 
PRINT "DELX="; DELX, "FR="; FR 
PRINT 
INPUT "DESEA VER LAS MATRICES DE TRANSFERENCIA"; EO 

IF EO = 0 THEN GOTO 4000 

REM BLOQUE PARA PRESENTAR LOS RESULTADOS DE LA REGION 
REM DEL LIQUIDO EN FORMA DE MATRIZ 

PRINT 
PRINT "LA MATRIZ DE TRANSFERENCIA DE LA REGIÓN DEL LÍQUIDO ES:" 
PRINT 

FOR I =1 TO 5 
PRINT BL(I, 1); BL(I, 2); BL(I, 3); BL(I, 4); BL(I, 5) 
NEXT I 

REM BLOQUE PARA PRESENTAR LOS RESULTADOS DE LA REGION 
REM DE DOS FASES EN FORMA DE MATRIZ 

PRINT 
PRINT "LA MATRIZ DE TRANSFERENCIA DE LA REGION DE DOS FASES ES:" 
PRINT 
PRINT 
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FOR I = 1 TO 4 
PRINT B2F(I, 1); B2F(I, 2); B2F(I, 3); B2F(I, 4) 
NEXT I 

INPUT "DESEA VER EL VALOR DE LOS COEF. DE LAS MAT. CONDICIÓN"; FO 

IF FO = 0 THEN GOTO 4000 

PRINT 
PRINT "EL VALOR DE LOS COEFICIENTES SON :" 
PRINT 
PRINT "Fl="; fl; "F2="; f2; "F3="; f3; "F4="; f4; "F5="; f5; "F6="; f6 
PRINT 
PRINT "L1="; 11; "L2=";12; "L3="; 13; "L4="; 14; "L5="; 15; "L6=";16 
PRINT 
PRINT "Hl="; hl; "H2="; h2; "1-13="; h3; "1714="; h4; "H5="; h5 

4000 : 
END 

INTER: 

REM PARA ENCONTRAR EL VALOR DE LA RAPIDEZ DE 
REM CRECIMIENTO DE LA PERTURBACIÓN, ALFA, DONDE 
REM EL DETERMINANTE, DETF, SE APROXIMA A CERO 
REM SE APLICA LA INTERPOLACIÓN CUADRÁTICA O 
REM DE MULLER. ESTA INTERPOLACIÓN UTILIZA TRES PUNTOS 

REM BLOQUE PARA INTERPOLAR Y ENCONTRAR UN VALOR DE "ALFA" 
REM QUE HAGA EL "DETF" SE APROXIME A CERO 
REM SE ASIGNAN VALORES INICIALES A LOS TRES PUNTOS 

Y(1) = ALFA - Hl 
Y(2) = ALFA 
Y(3) = ALFA + HI 

REM POSTERIORMENTE SE CALCULAN LOS VALORES DE LOS 
REM DETERMINANTES EN CADA PUNTO. 

ALFA = Y(1) 
GOSUB DETER 
FI 1= DETF 

ALFA = Y(2) 
GOSUB DETER 
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FI2 = DETF 

ALFA = Y(3) 
GOSUB DETER 
FI3 = DETF 

REM SE EMPIEZAN LAS ITERACIONES PARA LA INTERPOLACION. 

20 	FOR J =1 TO NLIM 

1111 = Y(2) - Y(1) 
HI2 = Y(3) - Y(2) 
GI = HI 1 / HI2 

Al = (FI3 * GI FI2 * (1 + GI) + FI 1) / (H11 * (HI1 + HI2)) 
B1 = (FI3 - FI2 - Al * H12 * 1112) / HI2 
CI = FI2 

DISC = SQR(BI ^ 2 - 4 * AI * CI) 

IF 131 < 0 TREN DISC = -DISC 

DELX = -2 * CI / (BI + DISC) 
XR = Y(2) + DELX 

ALFA = XR 
GOSUB DETER 
FR = DETF 

IF ABS(DELX) < XTOL TREN GOTO 50 
W ABS(FR) < FTOL TREN GOTO 50 

REM BLOQUE DONDE SE SELECCIONAN LOS TRES PUNTOS PARA 
REM UNA NUEVA ITERACION 

REM SI DELX > O SE ESCOGEN Y(2), Y(3) Y XR PARA LA INTERPOLACION 
REM SI DELX < O SE ESCOGEN Y(1), Y(2) Y XR PARA LA INTERPOLACION 

IF DELX < O TREN GOTO 70 

Y(l) = Y(2) 
Fll = FI2 

IF DELX < H12 THEN GOTO 60 
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Y(2) = Y(3) 
FI2 = FI3 
Y(3) = XR 
FI3 = FR 

GOTO 20 

60 	Y(2) = XR 
FI2 = FR 

GOTO 20 

70 : Y(3) = Y(2) 
FI3 = FI2 

117  ABS(DELX) > H11 THEN GOTO 80 

Y(2) = XR 
FI2 = FR 

GOTO 20 

80 : Y(2) = Y(1) 
FI2 = FII 
Y(1) = XR 
Fll = FR 

NEXT J 

50 : NITER = J 

RETURN 

DETER: 

REM EN ESTE BLOQUE SE ENCUENTRA EL DETERMINANTE DE LA MATRIZ 
REM DE 18X18, 

REM PRIMERO SE CALCULAN LAS MATRICES DE TRANSFERENCIA Y LOS 
REM COEFICIENTES DE LAS MATRICES DE LAS CONDICIONES DE 
REM FRONTERA Y DE COMPATIBILIDAD 

GOSUB RUNGEK 

REM SE ASIGNAN LOS VALORES DE LAS MATRICES DE TRANSFERENCIA 
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bl 1 = BL(1, 1): b12 = BL(1, 2): b13 = BL(1, 3): b14 = BL(1, 4): b15 = BL(1, 5) 
b21 = BL(2, 1): b22 = BL(2, 2): b23 = BL(2, 3): b24 = BL(2, 4): b25 = BL(2, 5) 
b31 = BL(3, 1): b32 = BL(3, 2): b33 = BL(3, 3): b34 = BL(3, 4): b35 = BL(3, 5) 
b41 = BL(4, 1): b42 = BL(4, 2): b43 = BL(4, 3): b44 = BL(4, 4): b45 - BL(4, 5) 
b51 = BL(5, 1): b52 = BL(5, 2): b53 = BL(5, 3): b54 = BL(5, 4): b55 = BL(5, 5) 
dl 1 = B2F(1, 1): d12 =132F(1, 2): d13 = B2F(1, 3): d14 = B2F(1, 4) 

d21 = B2F(2, 1): d22 = B2F(2, 2): d23 = B2F(2, 3): d24 = B2F(2, 4) 
d31 = B2F(3, 1): d32 = B2F(3, 2): d33 =B2F(3, 3): d34 = B2F(3, 4) 
d41 = B2F(4, 1): d42 = B2F(4, 2): d43 = B2F(4, 3): d44 = B2F(4, 4) 

fl = fl: f2 = f2: f3 = f3: f4 = f4: f5 = f5: f6 = f6 
11 =11:12 =12:13 =13: 14 =14:15 =15:16 =16 
hl = hl: h2= h2: h3 = h3: h4 = h4: h5 = h5 

REM SE CALCULA EL DETERMINANTE EN VARIAS PARTES 

DEI = b15 * b22 * b41 * d22 * f2 * f4 * hl *11 - b12 * b25 * b41 * d22 f2 
*f4 *hl *11 -b15*b2l*b42*d22*f2*f4*111 *11 

DE2 = bll * b25 * b42 * d22 * f2 * f4 * hl *11 + b12 * b21 * b45 * d22* f2 
*f4 *111*11 -bll*b22 *b45 *d22*f2*f4 *hl *11 

DE3 = -b15 *b22 *b41 * d22*fl * f5 * hl *11 +b12 * b25 * b41 * d22 
* fl *f5 *hl *11 +b15 *b21 *b42*d22*fl*f5 *hl *11 

DE4 = -bll * b25 * b42* d22 * fl * f5 * hl *11 b12 * b21 * b45 * d22 * fl 
*f5*hl*11+b11*b22*b45*d22*fl*f5*hl*11 

DE5=-b12*b41*d22*f2*f4*h2*11+bll*b42*d22*f2*f4*h2 
*11 +b12*b41 *d22*fl *f5 *h2*11 

DE6 = -bll *b42 *d22*fl * f5 *112*11 +b15*b32 *b41 *d12 *IV f4 
*19 *11 - b12 *b35 *b41 * d12 *f2 *f4 *113 *11 

DE7 = -b15 * b31 * b42 * d12 * f2 * f4 *113 *II + bl * b35 * b42 * d12 * f2 
*f4 *113 *11 +b12*b31*b45 *d12 *f2 *f4 *h3 *11 

DE8 = -bll *b32 *b45 * d12* f2 * 	*113 *11 -b12 * b41 * d14 * d22* f2 

*f4*h3 *11+bll*b42*d14*d22*f2*f4*h3 *11 

DE9 = b12 *b41*d12*d24*f2 *f4*h3 *11 - bll *b42 *d12 *d24 *f2 
* f4 *113 *11 + b12 * b41 * d13 * d22 * f3 * f4 * h3 *11 
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DE10 =-b11 * b42 * d13 * d22 * f3 * f4 *113 * 11 - b12 *b41 * d12 *d23 
* f3 * f4 * h3 *11 b 1 1 * b42 * d12 * d23 * f3 * f4 * h3 *11 

DEll =-b15 *b32 * b41 *d12 *fl * f5 *113 * 11 +b12 *b35 * b41 * d12 
* fl * f5 * h3 *11 + b15 * b31 *b42 * d12 * fl * f5 * h3 *11 

DE12 =4)11 b35 *1)42 * d12 * fl * f5 *113 *11 - b12 *b31 * b45 *d12 
*fl *f5*h3 *11 +bll *b32*b45*d12*fl *f5*113 *11 

DE13 =b12 * b41 d14 * d22 * fl * f5 * h3 *11 - bll *b42*d14*d22*fl 
* f5 * h3 *11 -b12 *b41 *d12 * d24 * fl *f5 * h3 *11 

DE14 =bll *b42 * d12 *d24 *fl *f5 *113 *11 +b12 *b41 * d12 *d21 *f3 
f5*h3*11 -bll *b42*d12*d21 *f3 *f5*h3 *11 

DE15 =-b12 *b41 * dll *d22 *f3 * f5 *113 * 11 +bll *b42 * dll *d22 
* f3 * f5 h3 *11 - b12 * b41 * d13 * d22 * fl * f6 * h3 *11 

DE16 =bll *b42 *d13 *d22 *fl * f6 *113 *11 +b12 *b41 * d12 *d23 *fl 
*f6*113*11 -bll*b42*d12*d23 *fl*f6*h3 *11 

DE17 =-b12 *b41 * d12 *d21 * f2 * f6 * h3 *11 +bll *b42*d12*d21 
*f2*f6*113*11+b12*b41*dll*d22*f2 *f6 *h3*11 

DE18 =-b11 *1)42 * dll * d22 *f2 *f6 * h3 * 11 +b15 *b32 *b41 d32 
*f2*f4*h4*11-b12*b35*b41*d32*f2*f4*h4*11 

DE19 =-b15 *b31 *b42*d32*f2*f4 *h4*11 +bll *b35 *b42* d32 
* fl * f4 * h4 *11 + b12 * b31 * b45 * d32 * f2 * f4 * h4 *11 

DE20 =-b11 *b32*b45 *d32*f2*f4*114*11 +b12 *b41 *d24 *d32 
*f2 * f4 h4 *11 -bll * b42 *d24 * d32 * f2 *f4 *h4 *11 

DE21 = -b12 * b41 * d22 * d34 * * f4 * h4 *11 + bl 1 * b42 d22 * d34 
* f2 * f4 * h4 *11 - b12 * b41 * d23 * d32 * f3 * f4 * h4 *11 

DE22 = bl 1 *b42 * d23 * d32 * f3 * f4 *114 *11 + b12 *b41 d22 * d33 

*f3*f4*h4*11 -bll*b42 *d22 *d33 	*f4 *h4 *11 

DE23 = -b15 b32* b41 * d32 * fl * f5 * h4 *11 + b12 * b35 * b41 * d32 

*fl*f5*114*11+b15*b31*b42*d32 * fl * f5 * 114 * 11 

DE24 = -bll * b35 * b42 * d32 * fl * f5 *114 *11 - b12 * b31 * b45 * d32 

*fl*f5*114*11 +bll*b32*b45*d32*fl*f5*114*11 
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DE25 = -b12 * b41 * d24 * d32 * fl *f5 *114 *11 +bll *b42*d24 *d32 
*fl * f5 * h4 * 11 +b12 * b41 *d22 * d34 * fl * f5 *114 *11 

DE26 =-bll*b42*d22*d34*fl * f5 *114 *11 -b12 *b41 * d22 * d31 
* f3 * f5 * h4 *11 + bll *b42 *d22 *d3l*f3*f5*h4 *11 

DE27 = b12 *b41 * d21 * d32 * f3 * f5 *114 *11 - bl 1 *b42 * d21 * d32* f3 
*f5 * 114 * 11 +b12*b41 *d23*d32 *fl * f6 * h4 * 11 

DE28 = -bll * b42 * d23 * d32 * fl * f6 * h4 * 11 - b12 * b41 * d22 * d33 
*fl*f6*h4*11+bll*b42*d22*d33*fl*f6 * h4*11 

DE29 =b12*b41 *d22 *d31 *f2*f6*h4*11 -bll *b42*d22* d31 *f2 
*f6*h4*11-b12*b41*d21*d32*f2*f6*h4*11 

DE30 bll * b42 * d21 * d32 *f2 *f6 *114 *11 - b12 *b41 * d22 * f2 * f4 
* h5 *11 +bl I *b42*d22*f2*f4 * h5 *11 

DE31 = b12 * b41 * d22 * fl *f5 *h5 *11 - bll *b42 d22 *fl *f5 *h5 
*11 +b22*b41 *d22*f2*f4*hl *13 

DE32 = -b21 * b42 * d22 * f2 * f4 * hl *13 - b22 * b41 * d22 fl * f5 * hl 
*13 +b21 *b42*d22*fl *f5*hl *13 

DE33 = b32 * b41 * d12 * f2 * f4 *113 *13 - b31 * b42 * d12 * fl * f4 * h3 
*13 - b32 b41 * d12 * fl *f5*h3 *13 

DE34 = b31 * b42 * d12 * fl * f5 * h3 *13 + b32 * b41* d32 * f2 * f4 * h4 
*13 -b31*b42*d32*f2*f4*h4*13 

DE35 = -b32 * b41 * d32 * fl * f5 * h4 *13 + b31 * b42 * d32 * fl * f5 *114 
*13 -b25 b32 * b41 * d12 *f2*f4 *hl *14 

DE36 = b22 *b35 * b41 * d12 * f2 * f4 * hl *14 +b25*b31*b42*d12*f2 
* f4 *hl *14 - b21 * b35 * b42 * d12 * f2 * f4 * hl *14 

DE37 = -b22 *b31*b45* d12* * f4 *hl * 14 + b21 * b32 * b45 * d12 
*f2*f4 *hl *14 +b22 * b41 * d14*d22*f2*f4 * hl *14 

DE38 =-b21 *b42*d14*d22*f2*f4 *hl *14 - b22 * b41 * d12 * d24 
*f2 *f4 *hl *14 +b21*b42*d12 *d24 *f2*f4 *h1*14 

DE39 = -b22 * b41 * d13 * d22 *f3 * f4 *hl * 14 + b21 *b42 *d13 *d22 
* f3 * f4 * hl *14 + b22 * b41 * d12 * d23 * f3 * f4 * hl *14 
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DE40 = -b21 * b42 * d12 * d23 * f3 * f4 * hl *14 + b25 * b32 * b41 *d12 
* fl * f5 * hl *14 - b22 * b35 * b41 * d12 *fl * f5 * hl *14 

DE41 =-b25*b31*b42 *d12 *fl * f5 * hl *14 + b21 * b35 *b42 *d12 
* fl *f5 *hl *14 +b22*b31*b45 *d12 *fl * f5 *111 *14 

DE42 = -b21 * b32 * b45 *d12 *fl * f5 * hl *14 - b22 * b41 * d14 *d22 
*fl * f5 * hl *14 + b21 * b42 * d14 * d22 *fl *f5 *hl *14 

DE43 =b22 * b41 * d12 * d24 * fl * f5 * hl *14 - b2I * b42 * d12 * d24 
* fl *f5*111 *14 -b22*b41 *d12*d21 *f3 *f5*hl *14 

DE44 = b21 * b42 * d12 * d21 *f3 * f5 * hl * 14 + b22 * b41 * dl 1 *d22 
*f3 *f5*h1*14-b21*b42*dll*d22*f3*f5*111*14 

DE45 = b22 * b41 *d13 *d22 *fl * f6 * hl *14 - b21 * b42 * d13 *d22 
*fl * f6 * hl *14 - b22 * b41 * d12 *d23 *fl *f6 *hl *14 

DE46 = b21 * b42 *d12*d23 *fl * f6 * hl *14 +b22*b41 *d12 *d21 
*fl*f6*hl*14-b21*b42*d12*d21*f2*f6*111*14 

DE47 =-b22 *b41 *dll *d22 *f2 *f6 *hl *14 +b21 *b42*dll *d22 
*f2 *fd*hl*14 -b32 *b41*d12 r2 *f4 *h2 *14 

DE48 =b3I *b42 * d12 * f2 *f4 * h2 * 14 + b32 * b41 * d12 *fl *f5 * h2  
*14 -b31 *b42 *d12*fl *f5 *h2*14 

DE49 = b32 * b41 * d14 *d32*f2*f4*h4 *14 -b31*b42*d14 *d32 
*f2*f4*h4*14 -b32*b4I *d12*d34 *f2*f4*h4*14 

DE50 = b31 * b42 * d12 * d34 * fl * f4 *114 *14 -b32*b41 *d13 *d32 
*f3*f4*h4*14+b31*b42*d13*d32*f3 *f4*114*14 

DE51 = b32 * b41 * d12 *d33 *f3 * f4 *114 *14 - b31 * b42 * d12 * d33 
* f3*f4*114*14-b32*b41*d14*d32*fl*f5*h4*14 

DE52 = b31 * b42 * d14 *d32 *fl * f5 * 114 *14 + b32 * b41 * d12 *d34 
* fl *f5*h4 *14 -b31*b42*d12*d34 *fl *f5 *114 *14 

DE53 = -b32 *b41 *d12 * d31 * f3 *f5 *114 *14 +b31 * b42 * d12 *d31 
*f3 *f5 *114 *14 +b32*b4l*dll*d32*f3 *f5*h4*14 

DE54 = -b31 *b42 * dl 1 *d32 *f3*f5 *114 *14 b32 * b41 * d13 * d32 
* fl * f6 *114 * .14 b31 * b42 * d13 * d32 * fl * f6 *114 *14 
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DE55 = -b32 * b41 * d12 * d33 * fl * f6 *114 *14 + b31 * b42 * d12 * d33 * 
fl*f6*114*14+b32*b41*d12*d31*f2*fG*114*14 

DE56 = -b31 * b42 * d12 * d31 * fl * f6 *114 *14 - b32 * b41 * dl 1 *d32 
*f2*f6*h4*14 +b31*b42*dll *d32*f2*f6 *h4 *14 

DE57 = -b32 * b41 * d12 * f2 * f4 * h5 *14 + b31 * b42 * d12 * fl * f4 * h5 
*14 +b32*b41 *d12*fl *f5*h5*14 

DE58 = -b31 * b42 * d12 * fl * f5 *115 *14 - b25 * b32 * b41 * d32 * f2 * f4 
*111*15+b22*b35*b4l*d32*f2*f4*hl*I5 

DE59 = b25 * b31 * b42 * d32 * f2 * f4 * hl *15 - b21 * b35 * b42 * d32 * f2 
*f4*hl *15 -b22*b31 *b45 *d32*fl*f4*hl *15 

DE60 = b21 * b32 * b45 * d32 * f2 * f4 * hl *15 - b22 * b41 * d24 * d32 * f2 
*f4*h1*15+b21*b42*d24*d32*f2*f4 * hl * I5 

DE61 = b22 * b41 * d22 * d34 * f2 * f4 * hl *15 - b21 * b42 * d22 * d34 * f2 
*f4*hI*15+b22*b41*d23*d32*f3*f4*111 * 15 

DE62 = -b21 * b42 * d23 * d32 * f3 * f4 * hl *15 - b22 * b41 * d22 * d33 
*f3*f4*hI*15 +b21*b42 *d22 *d33 *9*f4 *hl *15 

DE63 = b25 * b32 * b41 * d32 * fl * f5 * hl *15 - b22 * b35 * b41 * d32 * fl 
* f5 * hl *15 b25 * b31 * b42 * d32 * fl * f5 hl *15 

DE64 = b21 * b35 * b42 * d32 * fl * f5 * hl *15 + b22 * b31 * b45 * d32 * fl 
f5 * hl *15 - b21 * b32 * b45 * d32 * fl * f5 * hl *15 

DE65 = b22 * b41 * d24 * d32 * fl * f5 * hl *15 - b21 * b42 * d24 * d32 * fl 
* f5 * hl *15 - b22 * b41 * d22 * d34 * fl * f5 * hl *15 

DE66 = b21 * b42 * d22 * d34 * fl * f5 * hl *15 + b22 * b41 * d22 * d31 * f3 
* f5*hl*15-1)21*b42*d22*d31*f3*f5 * hl * I5 

DE67 = -b22 * b41 * d21 * d32 * f3 * f5 * hl *15 + b21 * b42 * d21 * d32 
* f5 * hl *15 - b22 * b41 d23 * d32 * fl * f6 * hl *15 

DE68 = b21 * b42 * d23 * d32 * fl * f6 * hl *15 + b22 * b41 * d22 * d33 * fl 
* f6 * hl *15 - b21 * b42 * d22 * d33 * fl * f6 * hl *15 

DE69 = -b22 * b41 * d22 * d31 * f2 * f6 * hl * 15 + b21 * b42 * d22 * d31 
* f2*f6*111*15+b22*b41*d21*d32*f2*f6*hl*I5 
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DE70 = -b21 * b42 * d21 * d32 * f2 * f6 * hl *15 - b32 * b41 *d32 * f2 * f4 
* h2 *15 + b31 * b42 * d32 * f2 * f4 * h2 *15 

DE71 = b32 * b41 * d32 * fl * f5 *112 *15 - b31 * b42 * d32 * fl * f5 * h2 
*15 - b32 * b41 * d14 * d32 * f2 * f4 * h3 *15 

DE72 =b31*b42*d14*d32*f2*f4 *113 *15 +b32 *b41 *d12 *d34 *f2 
* f4 * h3 *15 - b31 * b42 * d12 * d34 * fl * f4 * h3 *15 

DE73 = b32 * b41 * d13 * d32 * f3 * f4 *113 *15 - b31 * b42 * d13 * d32 * f3 
* f4 * h3 *15 - b32 * b41 * d12 * d33 * f3 * f4 * h3 *15 

DE74 = b31 * b42 * d12 * d33 * f3 * f4 * h3 *15 + b32 * b41 * d14 * d32 * fl 
* f5 *h3 *15 -b31 *b42*d14*d32*fl *f5 *h3 *15 

DE75 = -b32 *b41 * d12 d34 * fl * f5 * h3 *15 + b31 * b42 * d12 * d34 
* fl * f5 *113 *15 + b32 b41 * d12 * d31 * f3 * f5 *113 *15 

DE76 = -b31 *b42 * d12 * d31 * f3 * f5 *113 * 15 - b32 * b41 * dl 1 * d32 
*f3*f5*h3*15+b31*b42*dll*d32*f3*f5*113*15 

DE77 = -b32 * b41 * d13 * d32 * fl * f6 *113 *15 + b31 * b42 * d13 * d32 * 
fl*f6*h3*15+b32*b41*d12*d33*fl*f6*h3*15 

DE78 = -b31 *b42 * d12 * d33 * fl * f6 *113 *15 - b32 * b41 * d12 * d31 * 
f2*f6*h3*15+b31*b42*d12*d31*f2*f6*h3*15 

DE79 =b32*b41 *dll *d32*f2*f6 *h3 *15 -b31 *b42*dll *d32*f2 
* f6*h3 *15 -b32*b4l*d32*f2*f4*115*15 

DE80 =b31*b42*d32*fl*f4*h5 *15 +b32*b41 *d32*fl *f5*I15 
*15 - b31 * b42 * d32 * fl * f5 * h5 *15 

DE81 =b22 *b41 * d22 * fl* f4 *hl *16 - b21 *b42 *d22 * * f4 *hl 
*16 - b22* b41 * d22 * fl * f5 * hl * 16  

DE82 = b21 * b42 * d22 * fl * f5 * hl *16 + b32 * b41 * d12 * f2 * f4 *113 
*16 -b31*b42 *d12*fl*f4 *h3 *16 

DE83 = -b32 * b41 * d12 * fl * f5 *113 *16 + b31 * b42 * d12 * fl * f5 *113 
*16 +b32*b41 *d32 *f2 *f4 *114 *16 

DE84 = -b31 * b42 * d32 * f2 f4 *114 *16 - b32 * b41 * d32 * fl * f5 * h4 
*16 + b31* b42 * d32 * fl * f5 *114 *16 
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DET1 = DE1 + DE2 + DE3 + DE4 + DE5 + DE6 + DE7 + DE8 + DE9 + DE10 

DET2 =DEll +DE12 +DE13 +DE14 +DE15 + DE16 + DE17 +DE18 +DE19 + 
DE20 

DET3 = DE21 + DE22 + DE23 + DE24 + DE25 + DE26 + DE27 + DE28 + DE29 + 
DE30 

DET4 = DE31 + DE32 + DE33 + DE34 + DE35 + DE36 + DE37 + DE38 + DE39 + 
DE40 

DET5 = DE41 + DE42 + DE43 + DE44 + DE45 + DE46 + DE47 + DE48 + DE49 + 
DE50 

DET6 = DE51 + DE52 + DE53 + DE54 + DE55 + DE56 + DE57 + DE58 + DE59 + 
DE60 

DET7 = DE61 + DE62 + DE63 + DE64 + DE65 + DE66 + DE67 + DE68 + DE69 + 
DE70 

DET8 = DE71 + DE72 + DE73 + DE74 + DE75 + DE76 + DE77 + DE78 + DE79 + 
DE80 

DET9 = DE81 + DE82 + DE83 + DE84 

DETF = DETI + DET2 + DET3 + DET4 + DET5 + DET6 + DET7 + DET8 + DET9 

RETURN 

RUNGEK: 

REM SUBRUTINA PARA ENCONTRAR LAS MATRICES DE TRANSFERENCIA 
REM USANDO EL METODO DE RUNGE-KUTTA, 

REM BLOQUE PARA ENCONTRAR EL VALOR DE LOS COEFICIENTES 
REM Al,A2,A3,B 1,B2,B3,C1,C2,C3,C4 QUE DEPENDEN DE LA COORDENADA 

H = 1 / 50 

FOR N = O TO 50 

NL(N) = H * N 
N2F(N) = H * N 
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Al(N) = -RA / QB 
A2(N) = KO A 2 / QB A  2 
A3(N) = (RA KO A 2 / QB 2) * NL(N) A 2 - RA 

Bl(N) = -1 
B2(N) = (ALFA * .7283 / QB A 2) + (KO A 2 / QB A 2) - (RA / QB) 
B3(N) = -RA * NL(N) - (ALFA * .7283 * NL(N) / QB) - (KO A 2 * NL(N) / QB) 

CI(N)=((QB 1)/QB)A 2 *KOA 2 
C2(N) = ((QB - 1) * RA * 6.7) / (RA * QB * 

	
- SO) + 27.3 * SO) - QB A 2 * ((I / 

7.706 * SO) + RA / QB)) 
C3(N) = (N2F(N) * (QB - 1) A 2 / QB) * KO A 2*((1 / 7.706 *S0)+RA/QB) 
C4(N) = -(.255 * (QB - 1)) / (QB * RA * 

	
- SO) + 27.3 * SO) - QB A 2 * ((1 / 7.706 * 

SO) + RA / QB)) 

NEXT N 

REM BLOQUE PARA ENCONTRAR LA MATRIZ DE TRANSFERENCIA DE LA 
REM REGIÓN DEL LÍQUIDO. 

FOR I = 1 TO 5 

FOR J = 1 TO 5 

XL(J) = O 

NEXT J 

XVI) = 1 

GOSUB RUNGEI 

FOR J = 1 TO 5 

BL(J, I) = XBL(J) 

NEXT J 

NEXT I 
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REM BLOQUE PARA ENCONTRAR LA MATRIZ DE TRANSFERENCIA DE LA 
REM REGIÓN DE DOS FASES. 

FOR I = 1 TO 4 

FOR J = 1 TO 4 

X2F(J) = O 

NEXT J 

X2F(I) = 1 

GOSUB RUNGE2 

FOR J = 1 TO 4 

B2F(J, I) = XBF(J) 

NEXT J 

NEXT I 

REM BLOQUE PARA ENCONTRAR LOS COEFICIENTES DE LAS MATRICES 
REM DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA Y DE COMPATIBILIDAD 

fl = QB * SO 
f2 = (QB - 1) * (QB * ((I / 7.706 * SO) + RA / QB) - RA) 
f3 = QB ^ 2 * SO * ((I / 7,706 * SO) + RA / QB) 
f4 = QB * (1 - SO) 
f5 = (QB - 1) * (27.3 * RA - QB * ((1 / 7.706 * SO) + RA / QB)) 
f6 = QB A 2 * (1 - SO) * ((1 / 7,706 * SO) + RA / QB) 

11 = -QB * (QB - 1) 
12 = -RA * (QB - 1) 
13 = -RA * QB * (QB - 1) 
14 = -(QB * SO + .0234 * (1 - SO) * QB) 
15 = -(QB - 1) * (QB * (( I / 7.706 * SO) + RA / QB) * .9765 - .36 * RA) 
16 = -(((1 / 7.706 * SO) + RA / QB) * QB ^ 2 * (SO + .0234 * (1 - SO)) + .35 * (1 - SO) 
* 	(QB - 1) * ALFA) 
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hl = QB * (QB - 1) " 2 
112 = -QB A  2 
113 = .18 * (I - SO) * QB * (QB - 1) 
h4 =18 * (QB 1) A  2 * (27.3 * RA - QB 	/ 7.706 * SO) + RA / QB)) 
115 = (QB - 1) A  2 * (.18 * QB A  2 * 	/ 7,706 * SO) + RA / QB) * (1 - SO) - .00021 * 
(1 	- SO) * ALFA) 

RETURN 

RUNGE1: 

REM APLICACIÓN DEL MÉTODO PARA INTEGRAR EL SISTEMA DE 
REM ECUACIONES DE LA REGIÓN DEL LÍQUIDO 

G1 = XL(I) 
G2 = XL(2) 
G3 = XL(3) 
G4 = XL(4) 
G5 = XL(5) 

REM EN ESTE BLOQUE SE OBTIENEN LOS VALORES DE LAS KI'S Y DE LOS 
REM VECTORES TRANSFORMADOS. 

FOR N = O TO 50 

K1(1, 1) = H * (A1(N) * G2 + A2(N) * G3 + A3(N) * G5) 
Kl(2, 1) = H * (B1(N) 	G1 + B2(N) * G4 + B3(N) * G5) 
K1(3, 1) = H * G1 
K1(4, 1) = H * G2 
K1(5, 1) = 0 

K1(1, 2) = H * (A1(N) * (G2 + .5 * K1(2, 1)) + A2(N) * (G3 + .5 * K1(3, 1)) + A3(N) * 
(G5 + .5 * K1(5, 1))) 
Kl(2, 2) = H * (B1(N) * (G1 + .5 * K1(1, 1)) + B2(N) * (G4 + .5 * K1(4, 1)) + B3(N) * 
(G5 + .5 * K1(5, 1))) 
K1(3, 2) =1-1* (GI + .5 * K1(1, 1)) 
K1(4, 	= H * (G2 + .5 * K1(2, 1)) 
K1(5, 2) = O 

K1(1, 	= H * (A1(N) * (G2 + .5 * K1(2, 2)) + A2(N) * (G3 + .5 * K1(3, 2)) + A3(N) * 
(G5 +.5 * K1(5, 2))) 
K1(2, 3) = H * (B1(N) * (G1 + .5 * K1(1, 2)) + B2(N) * (G4 + .5 * K1(4, 2)) + B3(N) * 
(G5 + .5 * K1(5, 2))) 
K1(3, 3)=11* (Gl + .5* K1(1, 2)) 
K1(4, 3) = H * (G2 + .5 * K1(2, 2)) 
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KI(5, 3) = O 

K1(1, 4) =1I * (Al(N + I) * (G2 + KI(2, 3)) + A2(N + 1) * (G3 + K1(3, 3)) + A3(N + 
1) * (G5 + K1(5, 3))) 
KI(2, 4) = H* (BI(N + 1)* (GI +K1(1, 3))+ B2(N + 1)* (G4 +K1(4, 3))+B3(N+ 1) 
* (G5 + KI(5, 3))) 
KI(3, 4) = H * (G1 +K1(1, 3)) 
KI(4, 4) = H * (G2 + K1(2, 3)) 
KI(5, 4) = O 

REM BLOQUE DONDE SE ASIGNAN LOS NUEVOS VALORES AL VECTOR 

G1 =G1 +(K1(1, 1) + 2 *K1(1, 2) +2 *K1(1, 3) +K1(1, 4))/6 
G2 =G2 + (K1(2, 1) + 2 *K1(2, 2) + 2 * K1(2, 3) + K1(2, 4))/ 6 
G3 =G3 + (K1(3, 1) + 2 *K1(3, 2) + 2 * KI(3, + K1(3, 4)) / 6 
G4 = G4 + (K 1(4, 1) + 2 * IC1(4, 2) + 2 * K1(4, 3) + K1(4, 4)) / 6 
G5 = G5 + (K1(5, 1) + 2 * K1(5, 2) + 2 * K1(5, 3) + K1(5, 4)) / 6 

NEXT N 

REM BLOQUE DONDE SE ASIGNAN LOS VALORES AL VECTOR 
REM TRANSFORMADO 

XBL(1) = GI 
XBL(2) = G2 
XBL(3) = G3 
XBL(4) = G4 
XBL(5) = G5 

RETURN 

RUNGE2: 

REM APLICACIÓN DEL MÉTODO PARA INTEGRAR EL SISTEMA DE 
REM ECUACIONES DE LA REGIÓN DE DOS FASES. 

G1 = X2F(1) 
G2 = X2F(2) 
G3 = X2F(3) 
G4 = X2F(4) 
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REM EN ESTE BLOQUE SE DETERMINAN LOS VALORES DE LAS K2'S Y LOS 
REM DEL VECTOR TRANSFORMADO. 

FOR N = O TO 50 

K2(1, 1) = H * (C 1(N) * G2 + C2(N) * G3 + C3(N) * G4) 
K2(2, 1)=H *G1 
K2(3, 1) = H * (C4(N) * G3) 
K2(4, 1) = O 

K2(1, 2) = H * (C 1(N) * (G2 + ,5 * K2(2, 1)) + C2(N) * (G3 + .5 * K2(3, 1)) + C3(N) * 
(G4 + .5 * K2(4, 1))) 
K2(2, 2) = H * (G1 + .5 * K2(i,, 1)) 
K2(3, 2) = H * (C4(N) * (G3 + .5 * K2(3, 1))) 
K2(4, 2) = O 
K2(1, 3) = H * (C 1(N) * (G2 + .5 * K2(2, 2)) + C2(N) * (G3 + .5 * K2(3, 2)) + C3(N) * 
(G4 + .5 * K2(4, 2))) 
K2(2, 3) = H * (G1 + .5 * K2(1, 2)) 
K2(3, 3) = H * (C4(N) * (G3 + .5 * K2(3, 2))) 
K2(4, 3) = O 

K2(1, 4) = H * (C 1(N + I) * (G2 + K2(2, 3)) + C2(N + 1) * (G3 + K2(3, 3)) + C3(N + 1) 
* (G4 + K2(4, 3))) 
K2(2, 4) =H * (G1 + K2(1, 3)) 
K2(3, 4) = H * (C4(N + 1) * (G3 + K2(3, 3))) 
K2(4, 4) = O 

REM SE ASIGNAN LOS NUEVOS VALORES AL VECTOR 

G1 =G1 +(K2(1, 1)+2 *K2(I, 2) +2 * K2(1, 3) + K2(1, 4))/ 6 
G2 = G2 + (K2(2, I) + 2 * K2(2, 2) + 2 * K2(2, 3) + K2(2, 4)) / 6 
G3 = G3 + (K2(3, I) + 2 * K2(3, 2) + 2 * K2(3, 3) + K2(3, 4)) / 6 
G4 = G4 + (K2(4, 1) + 2 * K2(4, 2) + 2 * K2(4, 3) + K2(4, 4)) / 6 

NEXT N 

REM VALORES DEL VECTOR TRANSFORMADO 

XBF( I ) = G1 
XBF(2) = G2 
XBF(3) = G3 
XBF(4) = G4 

RETURN 
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LA MATRIZ DEL DETERMINANTE 18X18 ES 

O 0 1 0 0 0 	O 	0 	O 	0 0 0 0 0 0 0 0 0 

O 0 0 1 0 0 	0 	0 	0 	0 O 0 0 0 0 (1 0 0 

13t11  13112  BID  B114  B115  -1 	0 	O 	0 	0 0 0 0 0 O (1 0 0 

B121  B122  E3123  Bt24  Bt25  0 	-1 	0 	0 	0 0 O 0 0 O 0 0 0 

BtJ1  B/32  13133  B1,4  B135  O 	O 	-1 	0 	0 0 0 0 0 0 0 0 O 

13141  B142  13143  B144  13145  0 	0 	0 	-1 	0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 	0 	0 	0 	-1 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 0 	0 	*1 	0 	0 0 -1 0 0 0 (1 0 0 

O O 0 0 0 0 	0 	0 	1 	0 0 0 0 0 0 0 0 0 

O O O O O 11 	0 	0 	12 	13  14  0 15  16  O (1 0 (1 

O O O O O O 	h1 	O 	O 	O h 2  O h3  11 4  0 (1 (1 0 

O 0 0 0 0 0 	0 	0 	0 	1 0 0 0 —1 0 (1 0 0 

O O O O O O 	O 	O 	0 	0 —1 0 0 0 B2411 B2412 B2413  B24i14  

O 0 0 0 (1 0 	0 	0 	0 	0 0 —1 0 0 B2+21  B2+22  B2+23  B2+24  

O O 0 0 0 0 	0 	0 	0 	0 0 0 —1 0 B2431  B2+32  B2+33  B2+34  

O O 0 0 0 0 	0 	0 	0 	0 0 0 0 -1 0 0 	• 0 1 

O O O O O 00000 O O O O f, O f2  

O 0 0 0 0 0 	0 	0 	0 	0 0 0 0 0 f4  O f5  

En esta matriz se cambiaron algunas variables, por conveniencia, de las matrices 
de las condiciones de compatibilidad, estos cambios son: 

	

1 	 Ra 
1 = —

0  I2 
 = —Ra, 13  = — 

	

8 	 80 

14  = Z1 , 15 = Z2, l = Z3  

h =h2 = z4, 113 = z5, h4  80 
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(B).- Programa para encontrar el valor del determinante de la matriz 24x24, para el 
caso de una presión capilar diferente de cero. 

REM LA SOLUCIÓN SE OBTIENE AL ENCADENAR CUATRO PROGRAMAS 
REM DENTRO DEL LENGUAJE DE TURBOBASIC, LOS PROGRAMAS SON : 
REM CADENA.EXE, CDETF1.TBC, CDETF2.TBC Y 
REM CDETF3.TBC. 

REM PROGRAMA CADENA : ENCADENAMIENTO DE LOS PROGRAMAS 
REM CDETF1.TBC, CDETF2.TBC Y CDETF3,TBC. 
REM PARA EL ENCADENAMIENTO SE NECESITA DEFINIR LAS VARIABLES 
REM COMUNES ENTRE LOS PROGRAMAS. 

•COMMON RA,KO,ALFA,DETF1,DETF2,DETF3 

REM LOS PARÁMETROS DE LA ECUACIÓN CARACTERÍSTICA QUE SE 
REM INTRODUCEN AL PROGRAMA SON 

INPUT "NÚMERO DE RAYLEIGH, RA=";RA 
PRINT 
INPUT "NÚMERO DE ONDA, KO=";KO 
PRINT 
INPUT "TAMAÑO DE LA PERTURBACIÓN,ALFA=";ALFA 
PRINT 
PRINT"PARA RA=";RA,"KO=";KO,"ALFA=";ALFA 
PRINT 

REM EL FLUJO DE CALOR Y LA ALTURA DE LA REGIÓN DE DOS FASES SE 
REM DEFINEN EN EL PROGRAMA CDETF1.TBC , 

REM EL ENCADENAMIENTO SE INICIA AL DEFINIR EL PROGRAMA 
REM PRINCIPAL COMO UN PROGRAMA AUTÓNOMO (.EXE). 
REM POSTERIORMENTE SE UTILIZA EL COMANDO CHAIN. 

CHAIN "CDETF1.TBC" 

END 
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REM CDETFLTBC: PROGRAMA CADENA PARA ENCONTRAR 
REM LAS MATRICES M2022, MP2016 Y M2021, AL CONSIDERAR LOS 
REM EFECTOS CAPILARES. 

REM LOS PARÁMETROS QUE SE MANEJAN SON : NÚMERO DE 
REM RAYLEIGH, RA, FLUJO DE CALOR, W, NÚMERO DE ONDA, KO, 
REM RAZÓN DE CRECIMIENTO DE LA PERTURBACIÓN, ALFA, 
REM Y PARA LA REGIÓN DE DOS FASES SE DEFINE UNA ECUACIÓN 
REM PARA LA SATURACIÓN, SO, Y UN VALOR DE LA ALTURA 
REM DE DOS FASES, DO. 

COMMON RA,KO,ALFA,DETFI,DETF2,DETF3 

W = 3,0 
RA20 = RA/.03663 
DO = .9999 

REM VALORES DE LOS COEFICIENTES QUE COMPONEN LA ECUACIÓN DE 
REM LA SATURACIÓN EN LA REGIÓN DE DOS FASES. 

A = .01163 
B = 1.278 
C = -9.6806 
D = 30.578 
E = -39.2411 
F = 18.047 

REM PARA UN MÉTODO DONDE SE TIENEN 50 ETAPAS EN LA 
REM INTEGRACIÓN SE TIENE UN INCREMENTO H = 1/50. 
REM ALGUNAS VARIABLES EN LOS SISTEMAS DE ECUACIONES PARA 
REM CADA REGIÓN DEPENDEN DEL NÚMERO DE ETAPA, POR TANTO ES 
REM NECESARIO DIMENSIONARLAS, 

DIM NL(100), N2F(100), A1(100), A2(100), A3(100), B1(100), B2(100), B3(100) 
DIM C1(100), C2(100), C3(100), C4(100), XL(10), BL(10, 10), XBL(10) 
DIM K1(10, 10), X2F(10), B2F(10, 10), XBF(10), K2(10, 10) 
DIM D1(100), D2(100), D3(100), D4(100), El (100), E2(100), E3(100), E4(100) 
DIM SO(100), SPO(100), PLO(100), PV0(100), JPO(100), PC0(100) 

REM EN ESTA SUBRUTINA SE ENCUENTRA EL DETERMINANTE DETF1 

GOSUB RUNGEK 
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REM SE ASIGNAN LOS VALORES DE LAS MATRICES DE TRANSFERENCIA 

bl1=BL(1, 1): b12 =BL(1, 2): b13 =BL(1, 3): b14 =BL(1, 4): b15 =BL(1, 5) 
b21 = BL(2, 1): b22 = BL(2, 2): b23 = BL(2, 3): b24 = BL(2, 4): b25 = BL(2, 5) 
b31 = BL(3, 1): b32 = BL(3, 2): b33 = BL(3, 3): b34 = BL(3, 4): b35 = BL(3, 5) 
b41 = BL(4, 1): b42 = BL(4, 2): b43 = BL(4, 3): b44 = BL(4, 4): b45 = BL(4, 5) 
b51 = BL(5, 1): b52 = BL(5, 2): b53 = BL(5, 3): b54 = BL(5, 4): b55 = BL(5, 5) 

dll = B2F(1, 1): d12 = B2F(1, 2): d13 = B2F(1, 3): d14 = B2F(1, 4): d15 = B2F(1, 5): 
d16 = B2F(1, 6): d17 = B2F(1, 7) 
d21 = B2F(2, 1): d22 = B2F(2, 2): d23 = B2F(2, 3): d24 = B2F(2, 4): d25 = B2F(2, 5): 
d26 = B2F(2, 6): d27 = B2F(2, 7) 
d31 = B2F(3, 1): d32 = B2F(3, 2): d33 = B2F(3, 3): d34 = B2F(3, 4): d35 = 112F(3, 5): 
d36 = B2F(3, 6): d37 = B2F(3, 7) 
d41 = B2F(4, 1): d42 = B2F(4, 2): d43 = B2F(4, 3): d44 = B2F(4, 4): d45 = B2F(4, 5): 
d46 = B2F(4, 6): d47 = B2F(4, 7) 
d51 = B2F(5, 1): d52 = B2F(5, 2): d53 = B2F(5, 3): d54 = B2F(5, 4): d55 = B2F(5, 5): 
d56 = B2F(5, 6): d57 = B2F(5, 7) 
d61 = B2F(6, 1): d62 = B2F(6, 2): d63 = B2F(6, 3): d64 = B2F(6, 4): d65 = B2F(6, 5): 
d66 = B2F(6, 6): d67 = B2F(6, 7) 
d71 = B2F(7, 1): d72 = B2F(7, 2): d73 = B2F(7, 3): d74 = B2F(7, 4): d75 = B2F(7, 5): 
d76 = B2F(7, 6): d77 = B2F(7, 7) 

REM SE CALCULA EL DETERMINANTE EN VARIAS PARTES APLICANDO LA 
REM METASENTENCIA SINCLUDE PARA LAS MATRICES M2022,MP2016 Y 
REM M2021 

SINCLUDE "M2022.INC" 
SINCLUDE "MP2016.INC" 
$INCLUDE "M2021.INC" 

DETF I = -DM2022 fl * DMP2016 - f3 * DM2021 

PRINT "DETF1=";DETFI 

CHAIN "CDETF2.TBC" 

END 

RUNGEK: 

REM 	SUBRUTINAS PARA ENCONTRAR LAS MATRICES DE 
TRANSFERENCIA REM USANDO EL MÉTODO RUNGE-KUTTA 
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REM BLOQUE PARA ENCONTRAR EL VALOR DE LOS COEFICIENTES 
REM A 1 ,A2,A3,B1,B2,B3,CI,C2,C3,C4,DI,D2,D3,D4 Y E 1 ,E2,E3,E4 QUE 
REM DEPENDEN DE LA COORDENADA, 

H = 1 / 50 

FOR N = O TO 50 

NL(N) = H * N 
N2F(N) = H * N 

Al(N) = -RA * DO 
A2(N) = KO A 2 * DO A 2 
A3(N) = (RA * KO A 2 * DO A 2) * NL(N) A 2 - RA 

B 1 (N) = -1 
B2(N) = (ALFA * ,7283 * DO A  2) + (KO ^ 2 * DO A  2) - (RA * DO) 
B3(N) = -RA * NL(N) - (ALFA * .7283 * NL(N) * DO) - (KO A  2 * NL(N) * DO) 

SO(N) = A + B * N2F(N) + C * N2F(N) ^ 2 + D * N2F(N) ^ 3 + E * N2F(N) A 4 + F * 
N2F(N) A  5 

SPO(N)=B+ 2*C*N2F(N)+3*D*N2F(N)A 2 +4*E*N2F(N)A 3 +5*F* 
N2F(N) A 4 

PLO(N) =SPO(N)* (1 - .0234 * W / SO(N)) * .036 / (W * (.0234 * (1 - SO(N)) -1- 
SO(N)) 	SO(N) * (1 - SO(N))) 
PVO(N) =SPO(N)* (.036 * W / (1 - SO(N))) / (W * (.0234 * (1 - SO(N)) + SO(N))- 

SO(N) * (1 - SO(N))) 
JPO(N) = -.036 / (SO(N) * (1 - SO(N))) 
PCO(N) = PVO(N) - PLO(N) 

CI(N) = (1 - DO) A 2 * KO A 2 
C2(N) = (.35 * ALFA * (1 - DO) A  2) / SO(N) 
C3(N) = (.03663 * RA20 * (1 - DO) - PLO(N)) / SO(N) 
C4(N) = ((.35 * N2F(N) * (1 - DO) * ALFA * SPO(N)) / SO(N)) + N2F(N) * (1 - DO) * 
KO ^ 2 * PLO(N) 

DI(N) = CI(N) 
D2(N) = (-.35 * ALFA * (1 - DO) A 2) / (38.67 * (1 - SO(N))) 
D3(N) = (PVO(N) - RA20 * (1 - DO)) / ( I - SO(N)) 
D4(N) = N2F(N) * (1 - DO) * KO A 2 * PVO(N) - (.00905 * N2F(N) * (1 - DO) * ALFA 
* SPO(N)) / (1 - SO(N)) 
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E 1(N) = CI(N) / JPO(N) 
E2(N) = -((1 / SO(N)) + (.0258 / (1 - SO(N)))) * .35 * ALFA * (1 - DO) A 2 / JPO(N) 
E3(N) = (1 / JPO(N)) * ((PVO(N) / (1 - SO(N))) + (PLO(N) / SO(N)) - (1 - DO) * RA20 

((.03663 / SO(N)) + (1 / (1 - SO(N))))) 
E4(N) = (1 / JPO(N)) * (N2F(N) * (1 - DO) * KO A 2 * PCO(N) - .35 * N2F(N) * (1 -

DO) * ALFA * SPO(N) ((1 / SO(N)) + (.0258 / (1 - SO(N))))) 

NEXT N 

REM BLOQUE PARA CALCULAR EL VALOR DE LOS COEFICIENTES DE LAS 
REM MATRICES DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA Y DE 
REM COMPATIBILIDAD. 

, fl = SO(50) / (1 - DO) 
f2 = 1 / (1 - DO) - RA 
f3 = SO(50) * PLO(50) / (1 - DO) A 2 
f4 = (1 - SO(50)) / (1 - DO) 
f5 = RA20 - PVO(50) / (1 - DO) 
f6 = (1 - SO(50)) * PVO(50) / (1 - DO) A 2 

hl =-1 /DO 
h2 = -RA 
h3 = -RA / DO 
h4 = 1 / DO 

gl = SO(50) / (1 - DO) 
g2 = .023465 * (1 - SO(50)) / (1 - DO) 
g3 = SO(50) * PLO(50) / (1 - DO) A  2 + .023465 * (1 SO(50)) * PVO(50) / (1 - DO) A 2 

.35 * (1 - SO(50)) * ALFA 
g4 = PLO(50) / (1 - DO) - .023465 * PVO(50) / (1 - DO) + .023465 * RA20 - RA 
g5 = .18 * (S0(50)) / (1 - DO) 
g6 = .18 * (1 - SO(50)) * PVO(50) / (1 - DO) A  2 - .0016366 * ALFA * (1 - SO(50)) 
g7 = .18 * (RA20 - PVO(50) / (1 - DO)) 

REM BLOQUE PARA ENCONTRAR LA MATRIZ DE TRANSFERENCIA DE LA 
REM REGIÓN DEL LÍQUIDO. 

FOR I = 1 TO 5 

FOR J = I TO 5 

XL(J) = O 

NEXT J 
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XL(I) = 1 

GOSUB RUNGE1 

FOR J = 1 TO 5 

BL(J, I) = XBL(J) 

NEXT J 

NEXT I 

REM BLOQUE PARA ENCONTRAR LA MATRIZ DE TRANSFERENCIA DE LA 
REM REGIÓN DE DOS FASES 

FOR I = 1 TO 7 

FOR J = 1 TO 7 

X2F(J) = O 

NEXT J 

X2F(I) = 1 

GOSUB RUNGE2 

FOR J = 1 TO 7 

B2F(J, I) = XBF(J) 

NEXT J 

NEXT 1 

RETURN 

RUNGE 1: 

REM APLICACIÓN DEL MÉTODO PARA INTEGRAR EL SISTEMA DE 
REM ECUACIONES DE LA REGIÓN DEL LÍQUIDO 

GG1 = XL(1) 
GG2 = XL(2) 
GG3 = XL(3) 
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GG4 = XL(4) 
GG5 = XL(5) 

REM EN ESTE BLOQUE SE OBTIENEN LOS VALORES DE LAS K l'S Y DE LOS 
REM LOS VECTORES TRANSFORMADOS, 

FOR N = O TO 50 

K1(1, 1) = Fl * (Al(N)* GG2 + A2(N) * GG3 + A3(N) GG5) 
KI(2, 1) = H * (131(N) * GGI + B2(N) * GG4 + B3(N) * GG5) 
K1(3, 1) = H* GGI 
K1(4, 1) = H * GG2 
K1(5, 1) = O 

K1(1, 2) = I-1 * (Al(N) * (GG2 + .5 * KI(2, 1)) + A2(N) * (GG3 + .5 * K1(3, 1)) + 
A3(N) 	* (GG5 + .5 * K1(5, 1))) 
K1(2, 2) = 11 * (131(N) * (GG1 + .5 * K1(1, 1)) + 132(N) * (GG4 4. .5 * K1(4, 1)) + 
B3(N) 	* (GG5 + .5 * K1(5, 1))) 
K1(3, 2)=H* (GG1 +,5 * K1(1, 1)) 
KI(4, 2) = H* (GG2 + * K1(2, 1)) 
K1(5, 2) = O 

K1(1, 3) = H * (Al(N) * (GG2 + .5 * Kl(2, 2)) + A2(N) * (GG3 + .5 * K1(3, 2)) + 
A3(N) 	* (GG5 + .5 * K1(5, 2))) 
Kl(2, 3) = H * (B1(N) * (GG1 + .5 * K1(1, 2)) + 132(N) * (GG4 + .5 * K1(4, 2)) + 
133(N) 	* (GG5 + .5 * K1(5, 2))) 
K1(3, 3)= H * (GG1 + .5 * K1(1, 2)) 
K1(4, 3)=1-1* (GG2 + .5 * K1(2, 2)) 
K1(5, 3) = 0 

K1(1, 4) = H * (Al(N + 1) * (GG2 + K1(2, 3)) + A2(N + 1) * (GG3 + K1(3, 3)) + A3(N 
+ 1) * (GG5 + K1(5, 3))) 

Kl(2, 4) = H * (131(N + 1) * (GGI + K1(1, 3)) + B2(N + 1) * (GG4 + K1(4, 3)) + B3(N 
1) * (GG5 + K1(5, 3))) 

K1(3, 4) =11 * (GGI + K1(1, 3)) 
K1(4, 4) = H * (GG2 + K1(2, 3)) 
K1(5, 4) = 0 

REM BLOQUE DONDE SE ASIGNAN LOS NUEVOS VALORES AL VECTOR 

GGI =GGI + (K1(1, 1) + 2 * K1(1, 2) + 2 * KI(1, 3)+10(1, 4)) / 6 
GG2 = GG2 + (K1(2, 1) + 2 * K1(2, 2) + 2 * K1(2, 3) + K1(2, 4)) / 6 
GG3 =GG3 + (K1(3, 1) + 2 * Klt3, 2)+ 2 *K1(3, 3)+ K1(3, 4))/ 6 
GG4 	GG4 + (K1(4, 1) + 2 * K1(4, 2) + 2 * KI(4, + K1(4, 4)) / 6 
GG5 = GG5 + (K1(5, 1) + 2 * K1(5, + 2 *K1(5, 3) + KI(5, 4))16 



Apéndice D 	151 

NEXT N 

REM BLOQUE DONDE SE ASIGNAN LOS VALORES AL VECTOR 
REM TRANSFORMADO. 

XBL(I)= GGI 
XBL(2) = GG2 
XBL(3) = GG3 
XBL(4) = GG4 
XBL(5) = GG5 

RETURN 

RUNGE2: 

REM APLICACIÓN DEL MÉTODO PARA INTEGRAR EL SISTEMA DE 
REM ECUACIONES DE LA REGIÓN DE DOS FASES. 

GG1 = X2F(I) 
GG2 = X2F(2) 
GG3 = X2F(3) 
GG4 = X2F(4) 
GG5 = X2F(5) 
GG6 = X2F(6) 
GG7 = X217(7) 

REM EN ESTE BLOQUE SE DETERMINAN LOS VALORES DE LAS K2'S Y LOS 
REM VALORES DEL VECTOR TRANSFORMADO. 

FOR N = O TO 50 

K2(1, 1) = H * (C 1(N) * GG4 + C2(N) * GG6 + C3 (N) * GG3 + C4(N) GG7) 
K2(2, 1) = H * (D 1(N) * GG5 + D2(N) * GG6 + D3(N) * GG3 + D4(N) * GG7) 
K2(3, 1) = H * (El (N) * GG5 - El(N) * GG4 + E2(N) * GG6 + E3(N) * GG3 + E4(N) * 

GG7) 
K2(4, 1) = H * GG1 
K2(5, I) = H * GG2 
K2(6, 1) = H * GG3 
K2(7, 1) = 0 

K2(1, 2) = H * (CI(N) * (GG4 + .5 * K2(4, 1)) + C2(N) * (GG6 + .5 * K2(6, 1)) + 
C3(N) * (GG3 + .5 * K2(3, 1)) + C4(N) * (GG7 + .5 * K2(7, 1))) 
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K2(2, 2) = 	(DI(N) * (GG5 + .5 * K2(5, I)) + D2(N) * (GG6 + .5 * K2(6, 1)) + 
D3(N) * (GG3 + .5 * K2(3, 1)) + D4(N) * (GG7 4-  .5 * K2(7, 1))) 

K2(3, 2) = H * (E l(N) * (GG5 + .5 * K2(5, I)) - El(N) * (GG4 + .5 * K2(4, 1)) + 
E2(N) * (GG6 + .5 * K2(6, I)) + E3(N) * (GG3 + .5 * K2(3, I)) + E4(N) * (GG7 
+ .5 * K2(7, 1))) 

K2(4, 2) = H * (GG I + .5 * K2(1, 1)) 
K2(5, 2) = H * (GG2 + .5 * K2(2, 1)) 
K2(6, 2) = H * (GG3 + .5 * K2(3, 1)) 
K2(7, 2) = O 

K2(1, 3) = H * (C 1(N) * (GG4 + .5 * K2(4, 2)) + C2(N) * (GG6 + .5 * K2(6, 2)) + 
C3(N) * (GG3 + .5 * K2(3, 2)) + C4(N) * (GG7 + .5 * K2(7, 2))) 

K2(2, 3) = H * (D1(N) * (GG5 + .5 * K2(5, 2)) + D2(N) * (GG6 + .5 * K2(6, 2)) + 
D3(N) * (GG3 + .5 * K2(3, 2)) + D4(N) * (GG7 + .5 * K2(7, 2))) 

K2(3, 3) = H * (El(N) * (GG5 + .5 * K2(5, 2)) - E1(N) * (GG4 + .5 * K2(4, 2)) + 
E2(N) * (GG6 + .5 * K2(6, 2)) + E3(N) * (GG3 + .5 * K2(3, 2)) + E4(N) * (GG7 
+ .5 * K2(7, 2))) 

K2(4, 3) = H * (GGI + .5 * K2(1, 2)) 
K2(5, 3) = H * (GG2 + .5 * K2(2, 2)) 
K2(6, 3) = H * (GG3 + .5 * K2(3, 2)) 
K2(7, 3) = O 

K2(1, 4) = H * (C1(N + I) * (GG4 + K2(4, 3)) + C2(N + 1) * (GG6 + K2(6, 3)) + C3(N 
+ 1) * (GG3 + K2(3, 3)) + C4(N + 1) * (GG7 + K2(7, 3))) 

K2(2, 4) = H * (DI(N + I) * (GG5 + K2(5, 3)) + D2(N + 1) * (GG6 + K2(6, 3)) + D3(N 
+ 1) * (GG3 + K2(3, 3)) + D4(N + 1) * (GG7 + K2(7, 3))) 

K2(3, 4) =1-1* (El(N + 1) * (GG5 + K2(5, 3)) - E l(N + 1) * (GG4 + K2(4, 3)) + E2(N 
+ 1) * (GG6 + K2(6, 3)) + E3(N + 1) * (GG3 + K2(3, 3)) + E4(N + 1) * 
(GG7 + K2(7, 3))) 
K2(4, 4) = H * (GG1 + K2(1, 3)) 
K2(5, 4) = H * (GG2 + K2(2, 3)) 
K2(6, 4) =1-1* (GG3 + K2(3, 3)) 
K2(7, 4) = O 

REM SE ASIGNAN LOS NUEVOS VALORES AL VECTOR 

GG1 = GGI + (K2(I, 1) + 2 * K2(1, 2) + 2 * K2(1, 3) + K2(1, 4)) / 6 
GG2 = GG2 + (K2(2, 1) + 2 * K2(2, 2) + 2 * K2(2, 3) + K2(2, 4)) / 6 
GG3 = GG3 + (K2(3, 1) ± 2 * K2(3, 2) + 2 * K2(3, 3) + K2(3, 4)) / 6 
GG4 = GG4 + (K2(4, 1) + 2 * K2(4, 2) + 2 * K2(4, 3) + K2(4, 4)) / 6 
GG5 = GG5 + (K2(5, 1) + 2 * K2(5, 2) + 2 * K2(5, 3) + K2(5, 4)) / 6 
006 = GG6 + (K2(6, 1) + 2 * K2(6, 2) + 2 * K2(6, 3) + K2(6, 4)) / 6 
GG7 = GG7 + (K2(7, 1) + 2 * K2(7, 2) + 2 * K2(7, 3) + K2(7, 4)) / 6 
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NEXT N 

REM VALORES DEL VECTOR TRANSFORMADO 

XBF(1) = GG I 
XBF(2) = GG2 
XBF(3) = GG3 
XBF(4) = GG4 
XBF(5) = GG5 
X1317(6) = GG6 
XBF(7) = GG7 

RETURN 

REM CDETF2.TBC: PROGRAMA CADENA PARA ENCONTRAR 
REM LAS MATRICES M3P2016 Y M2020, DONDE SE CONSIDERAN LOS 
REM EFECTOS CAPILARES. 

COMMON RA,KO,ALFA,DETFI,DETF2,DETF3 

REM SE CALCULA EL DETERMINANTE EN VARIAS PARTES APLICANDO LA 
REM METASENTENCIA $INCLUDE PARA LAS MATRICES M3P2016 Y M2020 

$INCLUDE "M3P2016,ENC" 
$INCLUDE "M2020.INC" 

DETF2 = - fl * f4 * DM3P2016 - f3 * f4 * DM2020 

PRINT "DETF2=";DETF2 

CHAIN "CDETF3.TBC" 

END 
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REM CDETFITBC; PROGRAMA CADENA PARA ENCONTRAR 
REM LAS MATRICES MP2021 Y M2222, DONDE SE CONSIDERAN LOS 
REM EFECTOS CAPILARES. 

COMMON RA,KO,ALFA,DETF1,DETF2,DETF3 
REM SE CALCULA EL DETERMINANTE EN VARIAS PARTES APLICANDO LA 
REM METASENTENCIA $INCLUDE PARA LAS MATRICES MP2021,M2222 

$INCLUDE "MP2021,INC" 
$INCLUDE "M2222.INC" 

DETF3 = - f4 * DMP2021 f6 * DM2222 

PRINT "DETF3=";DETF3 

DETF=DETF1+DETF2+DETF3 

PRINT 
PRINT"EL DETERMINANTE DE LA MATRIZ 24x24 ES : DETF=";DETF 

END 

EN LOS PROGRAMAS DETF2.TBC Y DETF3.TBC SE REPITEN LOS 
BLOQUES DONDE SE ASIGNAN LOS VALORES A LOS COEFICIENTES DE LAS 
MATRICES DE LAS CONDICIONES DE FRONTERA Y DE COMPATIBILIDAD, 
ASÍ COMO TAMBIÉN, EL BLOQUE DE LA SUBRUTINA RUNGEK, POR TANTO, 
NO SE ESCRIBEN EN LOS PROGRAMAS. 

POR OTRA PARTE, LA EXPRESIÓN DEL DETERMINANTE DE LA 
MATRIZ DE 24X24 NO SE INCLUYE DEBIDO A SU GRAN TAMAÑO, PERO 
ESTA REPRESENTADA POR TODAS LAS MATRICES QUE TIENE LA 
METASENTENCIA $INCLUDE CINC), DENTRO DE LOS PROGRAMAS. EN LA 
SIGUIENTE HOJA SE PRESENTA LA MATRIZ 24X24. 
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O 	O O O O O O O 0 0 O O O O O O 0 O 0 O O 

1 	0 0 O O O 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O O O 

13114  B11, -1 O O O O O O 0 0 O 0 0 0 0 O O O O O 

1312, Bt25  O -1 O O O O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O O 

13134  13(3, O 0 -I 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

B144  13143  O O 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 1) 0 0 O 0 0 0 

O 	1 0 O 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0() O O 0 0 0 

O 	0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 	0 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

0 	0 0 0 0 0 0 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

O 	O 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 0 0 O 

1) 	0 hl  O O h2  113  g1  g2  O O O g, g4  0 0 0 0 0 0 0 

O 	0 0 h, 0 0 0 0 g3  O O O g6  g, 0 0 0 0 0 0 0 

O O 0000000100000000000 

O 	O 

0 O o 

13111 	13112  

13121 B122  B123 

13131 	13132 
	

13133 

13142 
	

B143 

o o 
	

o 

O 	O 
	

O 

O o o 
O 0 O 

o o o 
O o O 

o o O 

O O o 

0000000000 -1 0 0 0 0 0 0 B2411  1324,2 B241,  132434  8243, 132414  1324,, 

O O O O O O O O 0 0 0 -I 0 0 0 0 0 B24,3  13242, 1324,, 1324,4  1324„ (324,6  I324„ 

O 0 0 0 O 0 0 0 0 0 0 0 -1 0 0 0 0 13243, 1324„ 13243, 1324, B2436  B24„ 132437  

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -I O 0 0 132441  132413  13246, 132444  132443  132446  1324„ 

o O O O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -I 0 0 132461  1324,, 132433  1324,4  1324,, B24,4  1324,, 

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -I 0 8240  132461  13240  132461  13246, B2466  13244, 

	

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -I 	0 	0 	0 	0 	0 	0 	I 

	

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 	f, 	0 	0 	0 	0 	fi 	f, 

	

000000000000000000f, 	000 	f, 	16  

	

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 	0 	0 	0 	0 	0 	1 	0 

donde: 
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