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INTRODUCCION

Los modelos de redes son utilizados desde sus comienzos en numerosas aplicaciones de
una manera muy natural, en la actualidad resuelven problemas en diversos campos como:
fisica, administracién, quimica, planeacion, ingenieria, etc. Algunas de estas aplicaciones son
usadas para controlar los sistemas de comunicaciones donde podemos representar satélites,
computadoras, centrales telefonicas, etc. en los nodos, asi mismo los cables y rutas de
transmisién podrian asociarse a los arcos de la red de manera que podemos relacionar a los
paquetes de datos o a las transmisiones mismas con los fiujos que se asocian a los arcos.
Otros problemas muy conocidos son los de sistemas de transporte (tanto terrestre como
aéreo), tréfico urbano, sistemas de produccion-distribucion, sistemas hidrdulicos, etc. De aqui
la importancia del estudio de esta rama de las mateméticas que proporciona altemativas
gréficas para el entendimiento de esta gran variedad de sistemas.

Los primeros destellos de Teoria de Gréficas se dieron en 1736 con el ya famoso problema
de Euler "Los siete puentes de Kdnigsberg'. Entre finales de los afios 40's y los afios 50's se
desarrollaron la mayoria de los algoritmos principales para flujo en redes, entre ellos el de
rutas mas cortas y el de flujo maximo de Ford y Fulkerson. Paralelamente a la teoria de redes
se fue desamollando la programacion lineal, siendo Von Neumann el que introduce el
concepto de dualidad en esta rama de las matematicas en 1947 y es hasta 1951 que Dantzig
crea el método simplex que resuelve eficientemente la mayoria de los probiemas de
programacion lineal y que, hasta la fecha, también es muy socorrido para resolver problemas
de redes.

En los afios 60's y 70's hubo también muchas contribuciones, particularmenté en la creacion
de algoritmos computacionales cada vez mas eficientes para los problemas de costo minimo.



En los 80's fueron importantes también las mejoras en la eficiencia de los algoritmos; sin
embargo fue en esta década que Rockafellar (1984) encontr6 relaciones fuertes entré los
problemas primales y duales, utilizando resultados de teoria de graficas, mismas que empled
para mejorar los algontmos existentes sobre todo en los problemas de factibilidad y
optimalidad estableciéndose un puente que acerca a la programacion fineal y a la teoria de
redes fuertemente permitiendo que los aigoritmos de redes fuaran mds independientes
soluciondndose los problemas por completo con sus hemamientas e ideologlas, cosa que
permitird una mayor retroalimentacion entre la programacién lineal y la teoria de redes.

€l presente trabajo de tesis retoma el nuevo curso que Rockefellar le Imprimié a ia teoria de
redes. Se pretende realizar un trabajo constructivo que lieve desde los algoritmos esenciales
que resultan de la splicacién del lema de Minty y del teorema de ia red coloreada a la
resolucion de problemas atacados cominmenta mediante la programacion lineal, como lo son
la busqueda de bases para el espacio de circulaciones y diferanciales, asl como los
problemas de distribucidn y diferencial factibles. Ademds se tiene el objetivo de desarollar un
paquete de computo que realice los algoritmos referentes a fiujos que el trabajo expone, con
dos fines: e} primero, proporcionar material didactico a Ia gente que comienza a familiarizarse
con estos problemas y e} segundo que tenga una estructura que pueda perfeccionarse
posteriormente para poder ser usado en aplicaciones mas extensas, en iugar de que éstos
tengan que ser programados desde cero por haber sido pensados para un fin demasido
reducido.

€l primer capltulo da un acercamiento a la teoria de redes, aplicando desde sus comienzos el
enfoque de Rockafellar con el lema de Minty y el teorema de la red coloreada. El aigoritmo de
enrutamiento y el algoritmo de Minty también son vistos en este capitulo pues seran pilar para
muchas demostraciones y algoritmos posteriores, Los problemas de distribucidn factible y de
diferencial factible se plantean aqul para ser desarroliados en capitulos posteriores.



El segundo capltulo ataca la parte central de |a tesis corespondiente a flujos. Destacan el
teorema de realizacion conformable, las representaciones de Tucker basadas en bosques
maximales que son bases para el espacio de circulaciones y el teorema de representacion
extrema de flujos.

En el tercer capitulo se desarrolla la teoria de diferenciales en redes de manera
completamente similar al segundo capitulo. Asi se tienen conceptos, resultados tedricos y
problemas definidos sobre redes cuyos algoritmos se resuelven de manera paralela a la del
segundo capitulo. Esta similitud entre los problemas de flujos y diferenciales es la que permite
la generalizacion del tipo ae algoritmos tratados en este trabajo, a problemas de optimizacién
definidos no necesariamente sobre una red (por ejemplo de programacién lineal).

Finalmente el cuarto capitulo esta dedicado al disefo del paquete de cémputo y al manual del
usuario, En seguida de este capitulo se encuentra un apéndice que contiene ia sintaxis y una
descripcién somera de los principales procedimientos y funciones que se usan a lo largo del
codigo del paquete.

{El sjemplar incluye un disco de 3 1/2 pulgadas con el progrema ejecutable y su respectivo
cidigo).
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PRIMER CAPITULO

CONCEPTOS BASICOS

Este primer capitulo tiene como objetivo proporcionar los conceptos bésicos de graficas y los
resultados de vital importancia a partir de los cuales se desamolla en los siguientas dos
capitulos el tema central del trabajo de tesis. La teoria fundamental se basa en resultados de
teoria de grificas retomados por R, T. Rockafailar en su libro "Network flows and monotropic
optimization” (New York, 1984, J.Wiley) con un enfoque novedoso y de gran utilidad. Asi
mismo se definen sigunos problemas de fiujos y diferenciales que por no ser parte asencial
de este trabajo solamente se esbozan. Especialmente ei da diferenciales fue incluido porqua
surge como subproblema del problema de representacion de difarencialas. La parte medular
de! capitulo la forman el Teorema de la Red Coloreada y el Lama de Minty, que se aplican en
todos los sigoritmos presantados, puesto que permiten detectar trayectorias o cortes con
caracteristicas especiales.

Primeramenta se darén una serie de conceptos basicos, qué es una gréfica, una trayactoria,
un circuito, etc.

SECCION 1.1
REDES

Una red as una pareja de conjuntos 4 y N y una funclén f que asocia a cada elemento j e 4
unpar (i i') e Nx N, i=" Los elementos da N reciben el nombre de nodos o vértices y los de
A se llaman arcos y se representan como j~( i i' ), en este caso se dice que i es el extremo
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inicial e /' es el extremo final del arco j. Graficamente los arcos se representan mediante
flechas. Si existe mas de un elemento con la misma representacldn, es decir, diferentes arcos
que tienen el mismo nodo iniclal y el mismo nodo final, se dice que la red tiene
multiplicidades.

A una red en la cual cada arco corresponde de manera Unica a una pareja de nodos se le
llama red dirigida o digrifica y el conjunto de arcos puede ser representado mediante un
subconjunto de N x N. Este tipo de gréficas no acepta muitiplicidades; de hecho este tipo de
arcos no se necesitan estrictamente pues se puede modificar ia gréfica de manera que sigan
teniendo ia misma funcién pero sin aparecer como arcos paralejos, un ejemplo de esto se da
enia figura:

Mediante ia asignacion de etiquetas a ios arcos podremos trabajar con muitiplicidades por io
que en este trabajo no se exciuiré a las mismas y en caso de existir un Unico arco de ia forma
(i) se permitiréila notacion j=( i, i')

La funcion de incidencia sera eiementai pues constituye una caraterizacion algebraica de la
red, a partir de |a cual muchos resultados son mas féciles de visualizar.

Dada una red G - (N. A), donde N es el conjunto de nodos y 4 el conjunto de arcos, la funcién
de incidencia se define como |

I siies nodo inicial del arco;
e(i.j)=e,j= ~| slies nodo final del arcoj

0 en otro caso
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y obtenemos asi la matriz £ de incidencia, de dimensién m x n, (con m=|M y n=|4}) cuyo -
ésimo elemento es €;j. Tener una representacion algebraica de la red ofrece muchas
ventajas, como realizar los algoritmos que se asocian a ellas en computadora, proporcionar
altemativas para la bisqueda de soluciones, hacer comparaciones con problemas planteados
en otras ramas como lo es la programacion lineal, etc. Tiene también algunas desventajas
como el que en cada columna siempre existiran un 1, un -1 y los demds elementos de la
columna serdn ceros. En general se puede decir que es una herramienta bastante util y que
permite mas versatilidad. :

SECCION 1.2
TRAYECTORIAS Y CORTES

Un concepto muy intuitivo en redes es el de trayectoria, una trayectoria P en una red G es
una secuencia finita altemada de nodos y arcos ig; j; ;11 Ja. 3. - - 1y iy, (£ > 0), donde iy es
un nodo, j, es un arco y el arco j, puede tener cualquiera de las siguientes
representaciones: ji~( irr . i ) 0 jy~( i , i ). En digréficas lag trayeclorias pueden
representarse mediante una secuencia de nodos y flechas que indiquen el sentido de! arco
entre dos nodos adyacentes; no es posible usar esta secuencia en otro caso pues podemos
tener mismas representaciones para distintas trayectorias al tener mas de un arco entre dos
nodos en mismo sentido. La trayectoria en digréficas seria de la siguiente forma

fgdipe=ig=dz, ... ip )My r>0 ixeN paratodo k=I. .r

Donde i; es el nodo inicial e i, s el nodo final de la trayectoria /. Se dice que esta
trayectoria va de iy @ i, y s@ denota como P’ ! ig-, . Ahora, si no se tiene una digrafica, puede
tenerse una secuencia de arcos representados por etiquetas, las cuales fueron definides
previamente.

Si el arco es de la forma ji-(iy.;. i) se dice que j, se recorre positivamente y si Jji-(ij, iy.) que
se recorre negativamente, asi podemos formér el conjunto de los arcos recorridos
positivamente denotado como /* y el conjunto /- de los arcos recorridos negativamente.
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Una trayectoria elemental o simple es aquélla en la que cada arco y cada nodo de la
secuencia son recomidos solo una vez. Estas son las trayectorias mas frecuentemente
usadas, pues tenemos la particularidad de que toda trayectoria puede ser descompuesta en
trayectorias elementales. Esto se aplicara en el capitulo 2 cuando veamos el Teorema de
Realizacion Conformable.

Un circuito elemental es una trayectoria elemental tai que el nodoinicial y el nodo final de la
trayectoria son €| mismo.

Para cualquier lrayectoria o circuito 7 podemos definir su funcién de incldencia, muy similar
ala que dimos aiteriormente. Esta funcidn describe el sentido en el que el arco / es usado en
la traysctoria.

| sijepr
ep(j)=1- sijep”
Osijep

Un corte o cortadura @s un conjunto Q=[S, N \ S] formado por dos conjuntos de arcos 0 =[S,
NIST. QF=[S.N'S]", en donde Q" contiene a ios arcos de la forma j~(/, /') tal que / € N\ S(el
complementode SenN) e i'c § y @* contiene a los arcos de la forma j~(/, i) donde i e § @
i'e N\S.

Este es un concepto dual al de trayectoria; una propiedad Util que relaciona estos dos
conceplos es el sigulente: dados una trayectoria P:iy—i, y un corte 0=[S, N | S), en el cual iy €
Sei, e NS, Py se intersectan por io menos en un arco.

Lafuncidn de incidencia de un corte es |a siguiente :

| sijeQ*
eQ(j)= -l sljeQ”
0sijeQ

De nuevo esta funcion describe el sentido del arco / en el corte.




SECCION 1.3

FLUJOS, POTENCIALES
DIVERGENCIAS, TENSIONES

El concepto de red proporciona una representacion grafica para una cantidad enorme de
problemas, ademds es posible asociar informacion a los nodos o a los arcos y entoncas
definir problemas de optimizacion sobre ellas convirtiéndose asi en una de las herramientas
mds utiles. Consideremos el siguiente ejemplo.

Un exportador de aceite quiere encontrar la forma mds economica de abastecer a sus

clientes. El exportador se encuentra en la ciudad de Dhahran en Arabia Saudita y sus clientes

on los puertos de Rotterdam, Marsella y Népoles en Europa, con una demanda de 4, 12y 4

milones de baniles respectivamente. EI exportador tiene que transportar el 30% de su

producto en buques tanque de gran calado y ei resto (aimacenado en bariles) se transportard
en otras embarcaciones. Existen tres altemativas para llegar a cada uno de los puertos, éstas
se enlistan a continuacién con sus respectivos costos de transporte por baril de aceite;

1. Rodear Africa y navegar hasta Rotterdam, Marsella y Nipoles con un costo de $1.2, $1.40

"y $1.40 respectivamente.

2. Navegar de Dhahran a Ciudad Suez y posteriormente a puerto Said pasando por el canal
de Suez y en seguida tomar rumbo hacis Rotterdam, Marsella y Népoies. El costo de
transporte de Dhahran a Ciudad Suez es de $0.30, ademis existe un costo adiclonal por
barril de $0.20 por recoirer ol canal de Suez a través dei cual no pueden atravesar buques
tanque de gran calado. Finasimente los costos de transporte de puerto Said a Rotterdam,
Marseila y Napoles son de $0.25, $0,20 y $0.15 respectivamente.

3. Navegar hasts ciudad Suez y mandar el producto mediante el oleoducto qua llega hasta
Alsjendria y de nuevo embarcario para llegar a Rotterdam, Marsella y Népoles. El costo
por mander ef aceite a través del oleoducto es de $0.15 por barril; el sistema tiene una
capacidad de 10 miliones de barriles. E| costo de trensporte a partir de Alejandria es de
$0.22, $0.20 y $0.15 para Hegar a Rotterdam, Marsella y Népoles respectivamente,

La siguiente red representa todo el problema:
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Otro ejemplo es el siguiente:

4

Uningeniero desea un calendario de actividades para saber cuanto tiempo le llevara construir
la casa y las fechas de las actividades cuyo retraso afectaria al tiempo de duracion del
proyecto, La preparacién de la construccion de una casa puede descomponerse en los

trabajos siguientas

No. Actividad Duracién
{en dias)

1. | Ejecucidn de las excavaciones 10

2. | Colocacién de la gria 2,

3. | Cimientos 5

4. | Ramificacién eléctrica 3

5. | Instalacion de la fosa séplica 6
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Sin embargo existen restricciones de precedencia para realizar estas actividades y son las
siguientes:

o La gria no puede funcionar si la ramificacion eléctrica no esta lista.
¢ Para la colocacion de cimientos se necesita la gria.
o Lafosa séptica y los cimientos no pueden efectuarse si las excavaciones no estén listas.

La construccion de la casa comprende ademas:

No. Actividad Duracién
(en dias}
6. | Albafileria 23
7. Cubierta de techo que se divide en 8y68
armadura y cublerta de techo respec.
8. | Plomeria; calefaccion 2
8. | Electricidad 10
10__| Trabajos pequefios 1"
11, | Yeso 10
12.__| Pintura 10
13 | Tuberias para el agua 12
14. | Mosaicos 5
18. | Colocacién de sanitarios 2

Para estas actividades las restricciones de precedencia son:

+ La albailileria no puede comenzarse sin que la cimentacion haya sido 'erminada.

o La albafileria debe estar lista para poder empezar las tareas 7, 6,9y 10.

¢ Es necesario que |a plomeria, la amadura, los trabajos pequeiios y la electricidad sean
terminados para empezar e! ényesado (que tarda en secarse 21 dias).

» La calefaccion puede empezarse una vez que se ha tenminado el enyesado aun cuando
éste no haya terminado de secar.

» El mosaico se coloca cuando el yeso estd seco.

» Los sanitanos pueden colocarse cuando los mosaicos estén colocados (tardan 21 dias en
mandar los sanitarios).

o Los trabajos de pintura empiezan cuando el yeso estd seco y los trabajos pequefios,
ejectricidad y colocacién de mosaicos terminados.
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La red que representa el problema es la siguiente:

En donde:

Etiqueta Actividad Duracién
{en dias)

7 Armadura 8

7 Cubierta de techo 8

8 Plomeria 7

8 Calefaccion 7

11’ Secado del yeso 21

18 Tiempo de entrega de los sanitarios 21

Las etiquetas para los nodos (A a la J, O, T) representan las fechas de comienzo de ias

actividades, en donde O significa la fecha de inicio del proyecto y T la fecha de término,

Noétese que en ambos ejemplos se ha incluido toda la informacion del problema en ia red al
asociar nimeros o rangos a los arcos y nodos.
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Asi pues, un flujo en una red G es una funcién que le asocia a cada arco de 4 un nimero
real; un flujo puede representarse como un vector que pertenece a M y a cada entrada se
le llama ei flujo a través del arco j

Podemos decir que el flujo que "sale" del nodo /i es la suma de todos los flujos
correspondlentbs a los arcos j cuyo nodo inicial @s / (como la cantidad méxima de agua que
puede salir de una toma a través de sus diferentes salidas.), es decir aquelios arcos que
tienen asociado un 1 en la matnz de incidencla (¢(i, j)= 1), por ofro lado el flujo que "entra” es
|a suma del flujo a través de todos los arcos cuyo nodo terminal es i y por tanto é(i, ./)= -1,
Finaimente e |a diferencia entre el flujo total que sale del nodo / y el flujo total que entra al
nodo / se le llama divergencia de! nodo i; se denota ¥(i) y es igual a:

Y()=3 e, j)X(j) =Divergencia del flujo en el nodoi

Jed

Se dice que un nodo ; es un origen o fuente 8! su divergencia es mayor que cero y que s un
destino o sumidero si la divergencia asociada a é| es menor que cero,

Cuando ia divergencia es igusl a cero en un cierto nodo se dice que en ese nodo el fiujo se
conserva,

Una resultado importante es el principio de divergencia total que establece que en una red
G 88 cumple:

> ¥@)=0

1eN

Matriciaimente puede expresarse Y=EX, E| vector divergencia con respecto a un flujo se
denota divX; notemos que el vector Yer'! cuya i-ésima componente es Y(/), es
precisamente divX

La divergencia de X desde § se define como la suma de las divergencias de los nodos
pertenecientes al conjunto S, es decir:

V=3 ¥0)

(K23
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La funcion de incidencia de una trayectoria puede ser vista como un flujo a través de ella;
observemos que este flujo define divergencia igual a cero en cualquier nodo diferente del
nodo inicial y final de la trayectoria, uno para el nodo Inicial y menos uno para el final. En este
caso el nodo inicial es fuente y el nodo final destino.

Un resultado que también sera de utilidad es el que relaciona los vectores :

Principio fundamental de divergencia .

Sea X unfiujoen iared G y sea el corte 0=[S, N'S). Entonces:

Y(S)=€yX, donde Y=divX,

Notemos que si S=N entonces O=¢ y tenemos el caso particular del principio de divergencia

total. A €,.X sele llama flujo a través de un corte (3.

Asi como tenemos que el fiujo es el resultado de una funcién que asocia reales a arcos,
tenemos una funcion andloga qhe asocia reales a nodos; a este nimero se le llama potencial
Ugi); éste es un concepto duai al de flujo y asi como la divergencia es una funcién definida a
partir del flujo, tenemos la tensidn (también llamada diferencial) definida a partir del potencial.

La tensién M) en el arcoj es la diferencia del potencial del nodo final menos el potencial
del nodo inicial.

V(j)=U(i")-U(i)=Tension a través de j~(i,i')

Que puede también calcularse como

V(j)==UWed, j)

teN

o matricialmente Al/ =V =-UE donde A U se lee diferencial del potencial U. Y tenemos que
Y=EXy V- -UE @8 una pareja de sistemas duales. '



El conjunto de todos los diferenciales se preserva bajo las operaciones de suma y
multiplicacién por un escalar, asi este conjunto es un subespacio de Rl llamado espacio de
diferenciales

Ahora podemos notar que la funcién de Incidencia del corte 0 puede Interpretarse como un
diferencial que cofresponde al siguiente potencial

1 ,ie$

es ())=
s {0 ies

es decr ¢,=-Aé&=Aey,;s De aqul que el corte corresponda al concepto dual de
trayectoria.

SECCION 1.4

CIRCULACIONES
RED AUMENTADA

Una circulacién es un flujo X para el cual la divergencia en cada uno de los nodos es igual a
caro.

Las circulaciones se preservan bajo las operaciones de suma y multiplicacién por un escalar
por lo que forman un subespacio lineal de k! llamado espacio de circulaciones, Este espacio
es complementanio ortogonal al formado por los diferenciales.

Una de las razones por la que las circulaciones son tan importantes es que la teoria
relacionada con ellas se simplifica en mucho y que podemos definir a partir de cualquier flujo
sobre una red G una circulacién sobre una red G llamada aumentada oue a continuacion
explicaremos. Se trabaja sobre esta red y una vez que se obtuvo el resultado se transforma
de nuevo a |a red original, haciendo mucho mas sencillos los calculos,



Red aumentada

Sea (; (N, 4) una red cualquiera y .X el flujo asociada a ella.

Paso 1
Agregar un nodo i (al que llamaremos nodo de distribucién) a G. Sea N=Nu .

Paso 2
EN&I’ un arco j~(7,i) para cada i € N que se llamara arco de distribucion, Sea
A=A4ufj |ieN)

G=(N,4) es la red aumentada de G

Paso 3
Se denctara al flujo de G como X definido a pahir de X de la siguiente manera:

f(/):X(j) para todo jed
X Ji)=Y(i) para cada j arco de distribucién

X es una circulacion,

SECCION 1.5
CONEXIDAD

Un concepto realmente Util es el de conexidad; se dice que una red G es conexa si para todo
par de nodos diferentes s y ', existe una trayectoria  : s—s'. Si la red G no es conexa puede
particionarse en k£ componentes conexas, esto es en & redes (N, 4)), i</, . . -k en donde los
subconjuntos de nodos A, i/, . . ..k forman una particién de N y son tales que dos nodos s, s'
pertenecen al mismo A; si y sblo si, existe una trayectoria P : s—' 0 s=s". Los subconjuntos 4;
estén definidos como los arcos cuyos extremos estdn en N; (de hecho 4;, i=l.. . ..k forman
una particién de A4)




SECCION 1.6

PROBLEMA DE LA TRAYECTORIA COLOREADA O PINTADA
ALGORITMO DE ENRUTAMIENTO

En algunos problemas suge la necesidad de determinar trayectorias o cortes con ciertas
restricciones de recorrido. Dependiendo de cudles sean éstas se definird una particion,
Hamada coloracion, del conjunto de arcos de una red de Ia siguiente manera ;'

Verde - Para aquéllos arcos que pueden recorrerse tanto en su sentido
(positivamente) como en sentido contrario (negativamente).

Blanco - Para aquélios que pueden recorrerse Linicamente positivamente,

~ Negro - Para aquélios que pueden recormrerse Linicamente negativamente,

Rojo - Para los que no pusden recorrerse en ningun sentido.

Estas coloraciones son de gran utilidad pues con ellas se pueden simular una gran cantided
de situaciones, por ejempio una red de calles, avenidas y autopistas donde e rojo puede
representar las avenidas en reparacion por las que no se puede transitar, verde Iss de doble
sentido, blanca las simples y si analizamos el caso del transporte pliblico el negro podria ser
para aquel tramo de caiies en las que los sutobuses transitan contra Ia circulacion,

También son muy Utiles las coloracionas para encontrar cierto tipo de trayectorias como son
las positivas, las que cumplen clertas condiciones de fiujo, ciertas condiciones de tension,
ofc.; en fin, déndonos cuenia de la infinidad de aplicaciones demos paso a la definicion formal

del problema,
Problema de la trayectoria coloreada (o pintada)

Sean dos conjuntos no vacios de nodos N* y N” en la red G y sea una coloracion de A
consistente en los colores verde, blanco, negro y rojo. El problema es determinar una
trayectoria P : N* —?N" (es decr, P : iy, con Iy € N* @ I, € N') tal que todo arco de P* es
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verde o blanco y todo arco de /~ es verde o negro. Es decir todo arco de P cumple las
restricciones impuestas en su recorrido.

A las trayectorias tales que todo arco recomdo positivamente es verde o blanco y todo arco
recorrido negativamente es negro o verde se les llama trayectorias compatibles con la
coloracion,

Podemos obtener un problema analogo al de la trayectoria pintada para cortes, éste es el
problema del corte coloreado; dicho problema dice : Sean N* y N~ contenidos en N tales que
N ~ N'=¢. Sea una coloracién en la red G con los colores verde, blanco, negro y rojo. El
probiema es determinar un corte 0 : N*4 N~ (un corte O que separa a N* de N, es decir un
corte de la forma O[S, N \ §], donde N esté contenido en S y N~ esta contenido en N | S ) tal
que todo arco de O+ sea rojo o negro mientras que todo arco de " sea rojo o bianco. 4 este
corte se le llama corte compatible con Ia coloracién y s ademds separa N* de N” constituye
|a solucién al problema del corte coloreado.

Los problemas de la trayectoria coloreada y el del corte compatible con la coloracién, son

problemas duales.

En realidad, con el mismo algoritmo podemos resolver ambos problemas, gracias al teorema
de |a red coloreada. La demostracién es constructiva por lo que proporciona el algoritmo para
su solucion, A continuacion se enuncia tal algoritmo:

Teorema de la red coloreada

Sean Nt y V" contenidos en N, tales que N* ~ N'=¢. Entonces, para toda coloracion de la red
G con los colores verds, blanco, negro y rojo, una y sélo una de las siguientes afirmaciones
os vilide .

1. Elproblema de la trayectoria coloreada tiene solucion
2. Elproblema del corte coloreado tiene solucién 0



Algoritmo de enrutamiento (o de coloracién)

Su proposito es resolver ! problema de la trayectoria coloreada, de no existir dicha
trayectoria proporcionara un corte compatible con la coloracion que separaa N* de N°

Paso 1

Sea S=N* y sea 6 vacio.

Paso?2

Determinese el corte 0=|5, N\ S).

-Si existe j e 0* tal que j es verde o bianco, o si existe / c ()” tal que j es verde o negroir a 3.
-Si no existe tal j terminar. En este caso no existe solucion al problema de la trayectoria
compatible y ( es un corte compatible.

Paso 3

Sea 6(f)-<, en donde i s el extremo de j que no esta en §.
Sea =S u (i} (El enrutamiento 6 es compatible con la coloracion).

-Sii & N terminar. Los arcos del enrutamiento 8 contienen una trayectoria P: N* = i, i eN'

compatible con la coloracién.
-Siie N setiene SAN =¢ .Ira2

A continuacion se da un ejempio que dejaré mas claro el procedimiento,

fteracién 1:

) Siniclal | 0* () | @- ()
N () 0,2 | enal

i i) Sfinal
2 (L2 {1.2}




Iteracion 2:

Sinicial | 0% (J)~)

Q- )

{l7 2}

(2.3)

@ 1).(6. 1)
6. 2)

i «l)

Sfinal

6 (6, 2)

{1,2,6}

Siniciad | o* (j~)

0 (J-)

{L2,6) | 63,23

@, 1), 4 6),

(5, 6)
i 1) S final
4 4,6 | {1,264}
Sinicial | 0% (j~) | € (j~)
{1,26,4) | (6,3),(23) | (54),(56
i i) S final
3 2,3 {1,2,6,4,3}
(3} eN.FIN
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SECCION 1.7
LEMA Y ALGORITMO DE MINTY

£l Lema de Minty es un resultado de teoria de graficas que de hecho es equivalente al
teorema de |a red coloreada, ademds es también un teorema de altemativas. En algunos de
los problemas tratados en este trabajo se utilizaré este lema que a continuacion se enuncia:

Lema de Minty

Dada una coloracion en la red G con los colores verde, bianco, negro o rojo y cualquier arco
7 blanco o negro, una y sdlo una de las siguientes afimaciones es vélida

1. Existe un circuito (slemental) P compatible con la coloracién que usa j.
2. Existe un corte (elementat) O compatible con la coloracién que usa j.

As| el Algoritmo de Minty tiene como fin identificar si un arco determinado ] blanco o negro,
pertenece a un circuito 0 a un corte y queda establecido de la siguiente forma :
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Algoritmo de Minty

Paso 1

Seleccionar un arco J~(i. i°) blanco o negro.

Paso 2

o Slelarcoesblanco N ={i"}yN={i}.
o Sielarcoesnegro N ={i}yN={i'}.

Pasod

Aplicar el algoritmo de enrutamiento utilizando N* y N” definidos en paso 2.

Paso 4

Si se encontré una trayectoria 7 elemental entonces (=P u | es un circuito compatible

corn la coloracién que contiene a j.
Si se encontré un corte 0 elemental que separa a N* de N entonces obtuvimos un corte

compatible con la coloracién que contiene a ;.

Tanto el algoritmo de enrutamiento como el de Minty consfituyen subrutinas de todos los
algoritmos vistos a lo largo del! trabajo.



Un ejemplo del algoritmo de Minty se aplica a |a siguiente red :
B8
v

o
:,A W‘“"‘@

! B

BoN | N | N TRAYECTORIA ENCONTRADA
g (Después def algoritmo de enrutamiento)
| (A 1| 2 P:la5cd2

De aqui que el circuilo compatible encontrado es:P: 1l 5+ 5¢4->2- 1

El algoritmo de coloracién y el de Minty son utilizados (como subrutinas) para detectar cierto
tipo de trayectorias en la resolucion diversos problemas como por ejemplo: el problema de
flujo méximo, problema de trayectoria minima y problemas de factibllidad, enire otros. En
estos problemas se definen restricciones sobre arcos y nodos. En particular los problemas de
flujo factible y tension factible son:

Problema de factibilidad de flujo:
Sean C()=[c'()), ) para todo arco j, con ¢'()), c+(j) € R, intervalos a los que lamaremos de

capacidad y sean C(/), para todo i € N, intervalos a los que llamaremos de oferta. Se desea
delerminar un fiujo X tal que X() € C() para todo j € A y ¥(/) € C(i) para todo i « N donde
! Y=divX. Este problema es equivalente al de distribucién factible que difiere del anterior al
considerar un valor de terminado b(i) de oferta en el nodo / en lugar del intervalo C(i).

Problems de factibiiidad de tensién:

Determinar un polencial U tal que ¥ (j)=(AU)(j)eD(j) paratodo jeA en una red con
intervalos D) ={d (). d* ()] a los que llamaremos de generacion.



Estos problemas se resuelven de modo paralelo y se dedican las dos siguientes secciones a
la presentacion de ambos algoritmos.

En este trabajo surge como subrutina el problema de diferencial factible; sin embargo se han
incluido los dos problemas de factibilidad definidos para las dos parejas de variables que se
tratan en este capitulo (( X, 1).(L ¥)) con objeto de que se observe el gran paralelismo enire
ambos.

SECCION 1.8

PROBLEMA DE DISTRIBUCION FACTIBLE (Factibilidad de flujo)
ALGORITMO DE DISTRIBUCION FACTIBLE

Algunas veces se asocia un intervalo real no vacio C(j) a cada arco j. Este intervalo recibe el
nombre de intervalo de capacidad del arco ;. Se denotaran los extremos de C()) como (),
capacidad inferior del arco j y c'(j) capacidad superior del arco ;. Estos intervalos nos
sefialardn una banda de nimeros en los cuales el flujo es vélido para un problama en
particular.

A partir de esto se defina que un flujo X es factible con respecto a las capacidades de los
arcos $i X(j) € C(j) paratodoj e 4.

Se define la capacidad superior c*(Q) para e! flujo a través del corte ( como la suma de los
términos ¢ (), para j perteneciente a ', menos la suma de los términos c(), para j
perteneciente a " . Andlogamente se define la capacldad inferior c*(Q) de (). Para un corte
() sin multiplicidades se tiene :

c@=Y ()= JeU)
g 1@

cld)= Y c (- Y0
17
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Las condiciones que garantizan la existencia de solucién para el problema de distribucion
factible se establecen en el siguiente teorema. Sea A(S) la cantidad total de oferta del
subconjunto de vértices S; es decir

b(S) = Y bli)
1€8

. Teorema de distribucién factible

El problema de distribucion factible tiene solucion si y sdlo sl 5(N) =0y b(S) < C'(Q) para todo
corte @=[S, N/Sjcon ScN.

Naturaimente en este problema, una vez que se tiene un fiujo cuaiqulera factible con respecto
a capacidades, comenzaremos por formar grupos de nodos; uno constituldo por aquellos
nodos que cumplen con tener una divergencia igual a la oferta planteada, otro constituido por
aquellos nodos cuya divergencia es menor a su oferta correspondiente y uno mas formado
por aquelios nodos cuya divergencia @s mayor a su oferta comespondiente. Ademas creamos
otros grupos de arcos que coTesponderin a las posibilidades de modificacion del flujo
asociado a los mismos, de aqui la utiided de los colores definidos en el algoritmo de
enrutamiento; estos grupos serdn distinguidos cada uno con un color, verde para aquelios
arcos tales que su fiujo puede ser tanto aumentado como disminuido, blanco para aquelios
arcos cuyo flujo Unicamente puede ser aumentado, negro para ios arcos cuyo flujo sdlo
puede ser disminuido y rojo serd para los arcos en [os cuales el fiujo no puede ser
modificado. Asi al modificar ¢ fiujo de una trayectoria compatible con la coloracion que va de
N a N en la cantidad comecta, se modificarén Gnicamente el nodo inicial y final construyendo
un fiujo en cada iteracion que “rompa menos” ias restricciones de oferta.

Para determinar un potencial tll.quo V(/)=(AU)j)eD(j) paratodo jeA ulilizamos el
siguiente algoritmo :
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Algoritmo de distribucion factible

Su propésito es encantrar solucion ai problema de distribucion factible (sl existe).

Algoritmo

Paso |

Determinar un fiujo factible X con respecto a las capacidades de ios arcos.
Paso 2

Sean
N ={i e N| bli)> Y1)}
N ={teN| bi) <}

o SiN =@=Nteminar. El fujo X resueive ei problema.
« Enotro caso, colorear jos arcos de la red de la siguiente manera.

Verde  sic'(j)<X()<c'())
Blanco 8l ¢() = X(j) <¢'(j)
Negro sic(j) <X()=c'()
Rojo  sic()=X()=c"(j)
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Paso 3
Aplicar el algoritmo de enrutamlento a la red.

» Si se determina un corte Q=[S N/ S] compatible con la coloracion, terminar. En este caso

no existe solucion al problema.
« Sise determina una trayectoria P:N" — N" compatible con |a coloracién, calcular:

e ()-x() para jep'
. JX(j)-c'(j) para jeP"

Ki)-Y(), {nodo inicial de P
Y1) -b(i), | nodo final de P,

Actuslizar X = X +ae,e ra?2

En seguida un ejemplo que ilustra el aigoritmo:

Encontrar un fiujo tal que la divergencia en cada nodo comesponda a las ofertas asociadas a
los mismos.




lteracion 1
Se inicia con el flujo mostrado en la figura

N+={nl}

N-={n2, n4, n5}
P+={(nl, n2)}
P-=0

@ =min{3, 3, 1}=1

Y(n5)=8

N+={nl}

N-={n4, n5}
P+={(nl, n4)}
P-=@

@ =min(2, 2, 1}=I




3!

Iteracion 1
Se inicia con el flujo mostrado en la figura

Y(n2)=4 N\
g v

y(ﬁ1)=2 Y(n3)=-19 @

B R
1 Y(n4)=5 7
@ , (D

Y(n5)=8
Yin2)=3 N\
v

Y(n3)=-19 @

R
Y(nd)=5
1

lteracién 2

N+={nl}

N-={n2, n4, n5}
P+={(n1, n2)}
P-=0

@ =min{3, 3, 1}=1

N+={nl}

N-={n4, n5}
P+={(nl, n4)}
P-=2

a =min{2, 2, i}=1
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Y(%})\

Y(n3)= -19

Ni=(nl}
N-={n5}

P={(nl, 14)}
P-={(n5, M)}

@ =min{},2, 1, 1}=1

N+=N-=@
FIN

El flujo de la figura es
factible con respecto a
capacidades y a oferta
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SECCION 1.9

PROBLEMA DE DIFERENCIAL FACTIBLE
ALGORITMO DE RECTIFICACION DE TENSION

Algunas veces se asocla un intervalo real no vacio D{/) a cada arco j Este Intervalo recibe el
nombre de intervalo de generaclén de! arco j. Se denotaran los extremos de D) con d™()),
limite inferior de generacion y (), limite superior de generacién respectivamente. Estos
intervalos sedialardn una banda de nimeros en los cuales la tensién es vaiida para un
problema en particular. Los unicos requerimientos para estos nimeros son :

d (j)sd'())
d(j)<x
d'(j)>-w

A partir de esto se define ia tensién factible con respecto a las generacionas como una
tension Vtal que Vg) e D), paratodo; € A.

Se define la generacion superior 4*(P) de una trayectoria » como la suma de los términos
d"{j), para j recorrido positivamente, menos la suma de ios términos 4°(j), para ; recorido
negativamente. Andlogamente se define la generacién Iinferior 4°(P) de P. Para una
trayectoria I’ sin multiplicidades se tiene :

d'(P)= Yd()- 2 d ()

KL iy P
d(P)y= Y d()- Yd'()

1 €P’ ] P \

Posteriormente nos veremos en la necesidad de encontrar un potencial tal que su diferencial
se encuentre dentro del intervalo de generacidn correspondiente y a partir dé la generacién
superior tendremos una forma de saber si existe una solucion 9dicho problema (Teorema de
diferencial factible), este problema queda escrito mas formalmente asi .



Problema de diferencial factible

Determinar un potencial U tal que V() =(AU)j)eD(j) paratodo jeA en una red con
intervalos de generacion Dg)=|d (), d* ().

Teorema de diferencial factible

E! problema de diferencial factible tiene solucion si y sélo si d'(P)20 para todo circuito P
(elemental).

De nuevo notamos las bondades de las coloraciones pues una vez que se tiene un potencial
cualquiera y el diferencial que éste define, intuitivamente comenzaremos por formar grupos
de arcos: uno constituido por aquéllos cuyo diferencial esté contenido estrictamente en el
intervalo de generacion, otro por aquéllos cuyo diferencial esté abajo de la cota minima y uno
mas para aquéllos cuyo diferencial esta arriba de la cota méxima; los grupos coresponden a
colores, ahora bien para cada grupo se utilizard una estrategia particular, en el caso de los
arcos con un diferencial menor a &' se necesitard aumentar el potencial del extremo final
mientras que para los arcos con diferencial por amba de d" se necesitard aumentar el
potencial dei extremo Inicial de! arco. Asi utilizando la coloracidn para cortes compatibles
asociamos negro al segundo grupo de ellos, blanco para e} tercero, verde para los arcos con
diferencial igua! a la cota inferior y superior y rojo para los que pueden subir y bajar su
diferencial. El conjunto de arcos que define al corte 0i5, v 5| compatible con la coloracidn sera
para el que se modifiquen los diferenciales de acuerdo a sus necesldades (planteadas con la
coloracion) al alterar el potencial del conjunto ¥ / S. Nétese que en los arcos que se cumplen
las restricciones, la modificacién se hara de tal manera que continie cumpliendo con las
restricciones.

Para determinar un potencial tal que ¥ ()= (AU)(j)eD(;) paratodo jeA utilizamos el
siguiente algoritmo :



Aigoritmo de rectificacién de tensién

Su prop dsito @s encontrar solucion al problema de diferencial factible (si existe).
Algoritmo

Paso |

Sea U cualquier potencial. Sea V=4l

Paso 2

Sean

A ={jealvipy<a ()

A ={jealvinsai}

o Si4'=¢=4" teminar. Ei potenciai U resueive el problema.

+ En otro caso, selecclénese jed U 4",

Paso 3

Colorear los arcos de G de la siguiente manera :

rojo si d(j)<V(j)<d ())
negro sl V())<d ()), V())<d'(j)
blanco si V(j)2d (j), V())>d (j)
verde sl d'(j)=V(j)=d"{}))

1-
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Aplicar el Algoritmo de Minty para 7

« Sise determina un circuito / compatible que contenga a ; terminar. En este caso ot (P)<0

y por tanto no existe solucién para el problema.
o Sise determina un corte () compatible que contenga a ;, calcular :

d'(j)-v(j) para je()
a=min{V(j)-d"(j) poara jeQ)
a
donde :

d(j)-V(j) sijed
a=dis( V(i) [d G d ()] =
VG)-d'G) sijed

Actualizar U =/ + a€, , c@ir a2, donde

| siieN/§
NIS =
0 en otro caso

En seguida un ejemplo que ilustra el algoritmo:

Encontrar un potencial lal que el diferencial resultante de &l cumpla con las restricciones
asociadas a cada arco.




Se inicia la primera iteracion con el potencial mostrado en la figura.

Iteracién 1

J =is
A+=(4),Js}

A- =u:}
Q+={J}
Q-=th Jy}

a =6-5=1

a =min{l, 4, 5}=1




Iteracion 2

Iteracion 3

i =
A+={j }
A={j
Q=(f
Q=2
a =1-(-3)=2

@ =min(4, 4, 2}=2

b
,/}

a =min{2, 3,4)=2
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Iteracion 4

El potencial encontrado
reswelve el problema de
diferencial factible

SECCION 1.10

ARBOLES, BOSQUES
ALGORITMO PARA EL RECONOCIMIENTO DE ARBOLES Y BOSQUES

Lo ultimo que se vera en este capitulo son fos drboles y bosques que serdn una de las

principales herramientas en los capitulos dos y tres.
Un érbol es una grafica con caracteristicas especiales y el concepto de bosque es mds
general, que como su nombre indica, esta formado por uno o més érboles,

Arboles

Se dice que una red es un drbol si 8s conexa y no tiene circuitos. En términos mas generales
se dice que un conjunto de arcos en una red G forma un érbol si ja subred de G constituida

por dichos ercos y ios nodos aicanzados por ellos es un érbol.

Asi una estructura muy particular es ei drbo) de expansién de una red G que es aquei arbol
formado por una subred de G tal que contiene a todos los nodos de G.




Las siguientes definiciones son equivalentes :

o Unérhol.

+ Una gréfica conexa con n nodos y n - | arcos.

« Una grafica sin circuitos con n nodos y » - | arcos.

« Una gréfica tal que entre cada par de nodos existe una trayectoria unica.

Un bosque es un cancepto mucho mds general y puede ser usado tanto para redes conexas
€OMO No conexas

Bosque es aquella red en la cual cada componente conexa forma un érbol. En particular, si
1a red es conexa se tiene un arbol. Un bosque maximal es aque! que no esta contenido
estrictamente en ningln otro bosque; en el caso de red conexa un bosque maximal es un
arbol de expansion.

En algunos problemas surge {a necesidad de verificar si una red es un arbo! o no; para ello
utilizaremos el siguiente algoritmo.

Prusba de érboles

Sea G=(N, 4) una red.
Paso 1

Selsccionar un nodo s € N
Paso 2

Colorear todos los arcos de color verde.
Aplicar el aigoritmo de coloraciop con N* ={s}, N' =@

Pasod

o Si0(/) esta definido para todo i € N -{ s } ¥ todo arco forma parte de! enrutamiento, G es

un arbol.
o Enotro caso, (G no es un arbo),



Este algoritmo seria el mismo que se utilizaria para probar si una red es un bosque o no, la
unica diferencia es que hay que aplicar dicho algoritmo a cada una de las componentes
conexas de fa red

En seguida se aplicaré el algoritmo a un ejemplo.

Determinar s! la siguiente red es un arbol,

s={1}

N+={1}‘ N-=9
s<1)
6(2)=(1, 2)
S={1.2)

S=(1,2)
6(3)=(2, 3)
S=(1, 2, 3)




Iteracion 3

S={1,2, 3}
0@4)=(1,4)
S={1,2, 3, 4)

$=(1,2,3,4)
0(6)=(3, 6)
§={1,23,4,6}

$={1.2,3 4,6}
6(5)=(5, 6)
$={(1,2, 3,4, 5,6}

, En esta iteracin ¢y) esta definidko para toda ieN-{l}; el enrutamiento
| {oW €N -} ={0,2), 2.3), (1,4), (3.6), (,6)} esté contenido estrictamente en el conjunto de

arcos de la red originai. Por tanto esta red no es un arbol.
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SEGUNDO CAPITULO

FLUJOS

Este capitulo esta dedicado a los flujos conformables, las representaciones de Tucker y los
fljos extremos; estos conceptos muestran la cercania entre el andlisis de redes y ia
programacion lineal sin perder las cualidades graficas del primero,

De 1a seccion 2.1 a la 2.5 se hablard de los flujos conformables y del teorema de realizacion
conformeble, asi como el aigoritmo de realizacidon que surge a raiz de él. A partir de Ia
seccion 2.6 y hasta ia seccion 2.10 se tratarén a las representaciones de Tucker para el
espacio de circulaciones; este tema muestra una analogia sorprendente con el método
simplex de programacion lineal para resolver el problema primal, aunque 6s hasta el proximo
capitulo an donde se hablard de una dualidad para la resolucién del problema. Finalmente se
comenzara a tratar a los flujos extremos a partir de la seccién 2.t1 y hasta finalizar el capitulo.
El resultado mas importania de flujos exiremos es e tecrema de representacion extrema y el
algoritmo que su demostracién proporciona. Este teoreme es un caso particular o resultado
muy conotido en programacion lineal llamado teorema de Representaciones,

SECCION 2.1

TRAYECTORIAS ELEMENTALES, ANTICIRCULACIONES
FLUJOS CONFORMABLES

Los flujos conformables, son una manera muy natural de observar el comportamiento de un
fiujo a través de trayectorias; nos hace comprender més facilmente como es el fiujo en la red,
pues nos pemmiten una descompasicién en fiujos mas "sencillos”.

Para realizar esta division en fiujos mas sencillos, el conchpto de fijo elemental serd
fundamental.



Efl que un flujo sea elemental depende directamente de (as trayectorias que se escojan; su
nombre resulta obvio pues queda expresado como un escalar multiplicado por el vector de
incidencia de una trayectoria elementa), asi un flujo elemental X es un flujo de la forma :

asijeb’
X(Jj)=ae (_/)- -asijep
0 en otro caso.

donde P es una trayectoria elemental y a un escalar mayor que cero.

Para expresar un fiujo cualquiera como combinacion lineal de flujos elementales,
necesitaremos restringlr Ja clase de trayectorias que serédn ndmitldas, por Jo que surge el
concepto de trayectorias que conforman a un fiujo X.

Se dice que una trayectoria P conforma a un flujo X si pasa lo sigulente:
1-X(j)>0 paratodo j e P' y X(j) <0 paratodo je P, j €A

2.-O bien P es un circuito elemental, o bien e| nodo inicial y e final de » son origen
y destino para X respectivamente.

La condicién 1 puede ser expresada en términos de coloraciones.

Sea ia coloracidn:

Blanco siX(j)>0
Negro : siX(/)<0
Rojo six(j)=0

Entonces si P es una trayectoria compatibie con ia coloracidén anterior decimos que /
conforma al fiujo X.

Otra definicién que seré de suma importancia es la de anticirculacion; por ia palabra
cusiquiera pensaria que una anticirculacién es aque) fiujo que no es circulacion pero esto no
o8 cierto en general pues para empezar e) flujo cero es tanto circulacién como anticirculacion,
ademas de que existen flujos que no son ni circulaciones ni anticirculaciones; Ja definicion es
jm siguiente:

Una anticirculacién es un fiujo que no contiene circuitos que lo conforman.
Se acaba de decir que el cero es tanto circulacién como anticirculacién y una pregunta muy
natural seria; Existe algun ofro fiujo que cumpla con es0? y ia respuesta es no

Proposicién
E! Unico fiujo que es circulacién y anticirculacion es el cero.
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Sea .Y’ =0 una anticirculacién. Colorearmos la red con la coloracién para flujos conformables,
No hay circuitos compatibles con esta coloracion ya que .X es una anticirculacion. Existe j
blanco o negro ya que X0 entonces por el algoritmo de Minty encontramos un corte

compatible con la coloracion que contienea ;5 y

jesnegroorojo Ve, s decir X(j)<0 para todo j e 0"
Jesblanco orojoVj ()", es decirX () 20 para todo j € 0"

Entonces

€X =3 X(j)- 3 X(j)<0

160’ jeQ
pero sabemos que €, X =0 en toda circulacién para todo (=[S, N/ 5] ya que

Y(S)=€,X =0
' X no puede ser una circulacion®

El concepto de anticirculacion serd fécilmente comprendido al ver(os sigulentes ejempios

Y(2)=0

Y(3)=0

Clrculacion
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Como vemos en le Gltime grafica no hay circuitos compatibles con la coloracién, que es lo
mismo que decir no existe un circuito que conforme al flujo dado,

El sigulente ejemplo no as ni una circulacion ni una anticirculacion :

La razén de que no sea una anticirculacion es que tenemos al menos o siguiente circuito
compatible con |a coloracién : 15321 y tampoco es una circulacién ya que
Y(3)20+Y(4).

Y3)=1

O——O

1 \ Y{dy=-1
B 8

Y(1)=0 ®< ° @ Y(2)20

1
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Otro ejemplo muy sencillo de este caso es el siguiente circuito :

Y(2)=0

Y(1)= -1 ®= j @ Y(3)=1

Este es un circuito compatible con la coloraciony Y(1) #0# Y(3)
» no es ni circulacion, ni anticirculacion

Como vimos en la seccion 1.4 la suma de circulaciones es una circulacién, sin embargo la
suma de anticirculaciones no necesariamente s una anticirculacion y de esto tenemos un
ejemplo muy sencillo.

O O,
SN N /N
Ce—0 C=—0 T Je—o0
1
Anticirculacion Anticirculacion Circulacién

La importancia de las circulaciones y anticirculaciones radica en que cualiquier flujo puede ser
descompuesto como una suma de una circulacién y una anticirculacion tal como se enunciara
en el teorema dovrealiuclbn conformable en la proxima seccion.
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SECCION 2.2
TEOREMA DE REALIZACION CONFORMABLE

En esta seccion presentaremos el teorema de realizacion conformable en el cual se establece
que un flujo cualquiera puede expresarse como combinacion lineal de los vectores de
incidencia de flujos elementales y como la suma de una circulacion y una anticlreulacion.
Abusando del lenguaje, en adelante nos referiremos a combinaciones lineales de los vectores
de incidencia de fiujos elementales como "combinacion lineal de flujos elementales’ para
abreviar. La demostracion de este teorema es constructiva por lo cual nos proporciona un
algoritmo para realizar tal dascomposicion.

Este teorema y el algoritmo que de él resulta son una herramienta de gran utilidad
especialmente para fines tedricos.

Teorema de Realizacién Conformable

Sea X # 0 un flujo cualquiera, entonces existen trayectorias elementales P, , . . ./, tales que
conforman a X'y a;, . . .,a, Mayores que cero, los cuales pueden ser escogidos enteros si X'
es entero, tales que X' =, e, | +o.ta,lp .

Ademds, las trayectorias (no necesariamente (nicas) pueden ser escogidas de tal manera
que 8! las que son circuitos son numeradas P, ..., P4 entonces @€y, +..+a,€y 08 una

circulacidn y a.,.|e,-,q Tt €5, esuna anticirculacion; X queda entonces representado
como la suma de una circulacion y una anticirculacion,

Recordando que la suma de anticirculaciones no es cerrada veremos que esta expresion
particular del flujo X, representado como la suma de una circulacion y una anticirculacion, se
debera a que primeramente serdn localizados todos y cada uno de los circuitos conformables,
por lo que, si la suma de cualquier nimero de anticirculaciones para cualesquiera de ellas
fusra una circulacion, eso significaria que algun circuito no fue inciuido en un principlo. la
suma para el caso de circulaciones es cerrada por lo que es claro que @, €, ++:+a, €, es

una circulacion, El punto quedara mas ciaro al ver el algoritmo de realizacion.
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SECCION 2.3
ALGORITMO DE REALIZACION : DESCRIPCION

El proposito es encontrar la descomposicion del fiujo dado X como suma de una circulacion y
una anticirculacion expresadas como “combinacién lineal de trayectorias elementales”.

El algoritmo se divide en dos fases, en la primera fase se encuentran las circulaciones
detectando circuitos mediante el algoritmo de Minty con la coloracién mencionada al inicio dal
capitulo; una vez sncontrado el circuito se encuantra el minimo de los valores absolutos de
los flujos a través de los arcos del mismo pare que obtengamos la circulacién tal que los
valores absolutos dal flujo Je cada arco perteneciente a tal circuito sean Igualas y los valores
del fujo a través de los arcos fuera del circuito sean cero. El minimo encontrado se resta al
circuito y vuelve a comenzar la bisqueda; si ya no hay circultos pasamos @ la segunda fese,
on la cual se encusntran |as anticirculaciones. Esta fase es muy sencilla pues dado que ya no
hay circuitos compatibles con la coloracion es suficiente con encontrar una trayectoria
compatible.

El algoritmo detallado se prasenta a continuacién.

Algoritmo

FASE 1

Paso ¢
k=0,t=0,M= { } , donde M es un conjunto en el que se aimacenan aquellos

arcos que se 3abe no pertenecen a ningun circuito. Sea X=X,
Paso |
Dar a la red |a coloracién para flujos conformables

Blanco: si X ())>0

Negro : si X (/)<0

Rojo : i X‘( J)=0

Colorear de rojo todo j € Mcon el fin de no repetir la busqueda.
ir al paso 2.

Paso 2 -
Buscar un arco j blanco o negro.

-Sl existe tal ; Ir al paso 3.
-Si no exisle dicho j pasar a la fase 2.

2-7



Paso 3
Aplicar el algoritmo de Minty para encontrar un circuito que contenga a ;

-Si existe tal circuito, sea /, éste, caicuiar ei minimo de:

a, = minlX(j) ¥V jeb,

y actuaiizar ei flujo de la siguiente manera :

X*H =Xy -ay ep‘ ‘,*=k+l ’

I al paso }.

-Si no existe el circuito que contenga a / entonces se encontr6 un corte.

Aftadir los arcos del corte a M, pues estos arcos ya no pertenecen a ningun otro
circuito, en otras palabras, hacer M=Mu; V je0.

Ir al paso 1.

FASE 2

Paso |
¥, =X, pues en adelante solo habré anticirculaciones.

Paso 2
Colorear con la coloracién para flujos conformables.

Bisnco: s X >0
Negro : s8I ) <0
Rojo : 8 Y=0

Paso 3

Buscar una trayectoria cualquiera compatible con la coloracion de la siguiente manera (por
ejemplo).

+Sean n,, ..., n, los nodos de |a gréfica

a)i=1|
b) Aplicar e! aigoritmo de coloracién para Nt ={n}y N"=¢.
c) - Sise encontrd un corte diferente a (=|m; N/}, se ha encontrado una
trayactoria, ir al paso 4
- Si 8@ encontrd un corte de la forma Q={n, N/n}.
o Sii#gq,haceri=i+ 1 eiralincisob)

o Sii=¢4 no existe trayectoria compatible con ia coloracién.
Iral paso 5.



Paso 4
Sea 7, dicha trayectoria calcuiar

B = minlyl(j)l v J Gl_’;
Actualizar el fiujo :
Y = Yv g p: eh
Hacer 11+ /.
Ir al paso 2
Paso §
Escribir
3 t

X=Za epl +Zﬂe;ﬁl

1:0 10
donde si + -0, el flujo es una circulacion y si & = 0, el flujo @s una anticirculacién,

FIN de! algoritmo.

El fiujo quedd expresado como "combinacién linea! de trayectorias elementales’ a ia vez de
quedar expresado como la suma de una circulacién y una anticirculacién. E! algoritmo se
muesira de una manera més grafica, mediante un diagrama de flujo, en la siguiente seccion.

SECCION 24

JUSTIFICACION DEL ALGORITMO.
DIAGRAMA DE FLUJO DEL ALGORITMO
EJEMPLOS

Como dijimos anteriormente, la demostracién dei teorema de realizacion conformable se
realizaria de manera constructiva mediante el algorimo; sin embargo, slempre quedan
algunos detailes por aclarer, como io es el verificar que el algoritmo termina en un nimero
finito de pasos; éste es e} objetivo de la siguiante justificacion.

Para facilitamos dicha justificacion haremos uso del sigulente concepto.

El soporte de un flujo X, es e conjunto S formado por los arcos
Jj€A talqueX( ) =0, formado por dos subconjuntos .
s ={y x>0ty 8 ={51 x(n<0}
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Justificacién:

En e algoritmo, cada vez que se calcula un nuevo flujo, como
Xed2ap V jelly <Xpeld2 ap ¥V jel;, entonces el color de los arcos de P, con

respecto al flujo X;..;, @s o bien el mismo o rojo. Ademas, el nuevo flujo X, ., tiene soporte
estrictamente incluido en el de X, pues.X, (/) =0 al menos para; tal que a, =| X, ( /)|>0,
por io que al menos un arco ya sea de ia parte positiva o negativa del conjunto tiene como
fiujo Igual a cero y por tanto es rojo.

La primera fase termina en un nimera finito de pasos, ya que, en cada etapa y en cada fin de
iteracion, por lo menos un arco se vuelve de caolor rojo, ya sea porque su flujo se convierte en
cero, 0 queda Incluido en M pues no pertenece a ningun circuito conformable. En la segunda
fase sélo se podrén detectar anticirculaciones con [os arcos de Af.

En la segunda fase, cada vez que se calcula un nuevo flujo, por las mismas razones que en
la primera fase, cada arco conserva su color o se vuelve rojo, ademas de que el nuevo flujo
tiene su soporte estrictamente incluido en ef inmediato anterior.

Si al enirar a (a segunda fase, no se encuentra ninguna trayectoria compatible con la
coloracion, eso significa que ¥, = 0, pues todos los arcos son rojos y enfonces X es una
clrculacion.

Si en la primera fase no fue encontrado ningun circuito, entonces por definicion tenemos que
X es una anticirculacién ya que no hay circuitos que lo conformen.

La segunda fase también termina en un nimero finito de pasos ya que a io més termina en
|M| pasos.

Notemos ademés que si Y es entero, dada la definicion de o, y 8, estos también son enteros
y como la funcién de incidencia estd formada por ceros, unos y menos unos, dada la
propiedad de cerradura en los enteros, los nuevos flujos .Y, son también enteros, asi todos los
o,y P para I=0, . . Ky m=0,. . .7 son enteros.®



El diagrama de flujo que se presenta es el corespondiente al algoritmo de realizacion

conformable,

k=0
120
M=t}

Caloresr

Be X\()»0

Ne .Yi())<0

Rd Xi(/)=0 ojeM

Aplicar algoritmo
deMintya f

M=MuUj, VjeQ

LExiste
circuito?

Sea P, el drcuito, calcular ;
a =min\a(f| V jeR
Ya=Yi-aly

k=k+)




Colorear
Bsl N()>0
Nsl Ji())<0
Rel }(j)=0

¢Exste

alguna trayeo
toria?

Sea la trayectoria, calcular:
By =minfl,())| V jeP.
Y=l - pl eﬂ

t=t+1

Esarbi

X=‘Zaen, +'Zﬂe’5

=0 130
Nota:
Si k=0, X" es una anlidroulacion
S =0, X es una crodadén




Para ilustrar el aigoritmo daremos un ejempio de su aplicacién en la siguiente red :

Ilnracién t

Ei arco (4, 3) de color negro y se
aplica el algoritmo de Minty

@ encontrando el siguienta circulto:
AN /B' P34 T863
\ @ = min {3,3,8,2)=2
B




Iteracion 2

Iteracién 3

Iteracién 4

Se actualiza el fiujo y ya no hay
circuitos compatibles por lo que todos
los arcos quedan de color rojo y se
comienza con la fase 2 del algoritmo:

N'=1, N'=¢
Pi1a255578
B=min {2,2,5,6}=2

N'=1, N'=¢
Piis6e5218
fy=min{3,3,3,4}=3

N'=1, N =¢
Piiaiecd4a18
By=min{1,1,1,1} =1



Iteracién 8 @

0 OT ]

y el flujo ha quedado expresado como :
X= 2-epl +2~ei,' +3-e,7 +e,-,
1 2 3}

Donde :

Pi3ed479863
17':|-»2-»5-»7-»s
_P;:l—>6<-5—>7—)8

Piloa3ed4a78
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SECCION 2.5
CASO ESPECIAL: CIRCULACIONES

Las circulaciones son un caso muy Util pues en la mayoria de los casos faciiitan el trabajo ya
que la teoria relacionada con ellas es més simple, ademas, cualquier flujo en una red puede
ser visto como una circulacién en la red aumentada (Primer capitulo, seccién 1.4). Por estas
razones muchos de los resultados seran obtenidos desde el punto de vista de las
circulaciones.

En seguida -enunciaremos el teorema de realizacion conformable para flujos para el caso
especial de circulaciones; la demostracién de este teorema es inmediata cuando se parte de
una circulacién por lo que el objetivo es demostrar su equivalencia con el caso general
partiendo de un flujo cualquiera al que asociaremos una circulacion en la red aumentada.

Teorema de realizacién conformable para el caao de circulaciones

Sea X una circulacion distinta de cero, entonces existen 4,,..., 7, circuitos elementales que
conformana Xy a,,...a,, a,>0 Vi=|,..,r que pueden ser escogidos enteros si .X tiene
componentes enteras, tales que

r=age, ++a€,

Demostracién (equivalencia con el teorema de realizacién conformable)

=

Supongamos que se tiene una solucién expresada como en el teorema de realizacion
conformable, ésta consta de dos sumandos: una circulacién y una anticirculacién. Ei primer
sumando es de la misma forma que en el teorema de realizacion conformable de manera que



solo resta demaostrar que la anticirculacién puede ser expresada como en el teorema de
realizacion conformable para el caso de circulaciones. La anticirculacion esta expresada en
términos de trayectorias elementales P y en particular cada término es un flujo elemental X,
entonces en la red aumentada podemos construir un circuito C con esta trayectoria y dos
arcos de distribucién que conectan al nodo origen y al nodo destino de la trayectoria con el
nodo de distribucion; ademas el flujo a través de los arcos de distribucion es igual a la
divergencia de su exiremo perteneciente a la red original por lo que el circuito resultante
conforma al sigulente fiujo:

= [Xp()) sljeC
£ = {0 en otro caso

,?,, (/) resulta ser un flujo elemental que conforma a C y es una circulacion por lo que esta
expresado como en el tecrema de realizacion conformable para circulaciones.

Las expresiones gomo en el tecrema de realizacion conformable para circulaciones no son
unicas, de manera que se construird una de ia siguiente forma:

1. Encontrar la descomposicion del fiujo X como sigue
q
X = Za‘ en + Xa
=1

donde a; €, ,i=1,..,q @8 una circulacion que conforma al circuito F; que no contiene arcos

de distribucién y X, un flujo sin circuitos conformables que no contengan arces de
distribucion,

2. Encontrar la descomposicion de X

X, = 2(1& €p,

© k=gl



X=ia, e,, + idk ep,
1=]

k=q 4 |

es una circulacion y esta expresada como en el teorema de realizacion conformable para
circulaciones, Retiremos los arcos de distribucion de la red. Sean B i=1,..,5, k=q+1,..r
las trayectorias resultantes de retirar dichos arcos del circuito Py k=g+1....,r (al menos una por
circuito), entonces

r 3

L) ey

k=qel sl
es una anticirculacion puesto que la red original (sin arcos de distribucién) no contiene
circuitos que conformen a X, Esta expresion es igual a la del teorema de realizacion
conformable, Por lo tanto tenemos al flujo expresado como la suma de una circulacién y una
anticirculacion asi como combinacion lineal de trayectorias elementales como en el teorema
de realizacién conformable.®

En el siguiente ejemplo se obtendra la dascomposicién como en el tecrema de realizacion
conformable para el caso de circulaciones de la forma que se expuso en la demostracién de
la equivalencia con el teorema para el caso general Posteriormente procederemos a
convertiria a la expresion del teorema de realizacion conformable.

Sea la siguients red:

Y(1)=-1 Y(2)=-1
- ~(1)
1
’4 2 7 j:
O, : O
-
J
Y(3)=-I Y(4)=-|

La circulacion asociada a este fiujo en la red aumentada es la sigulente:
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Y(1)=0 Y(2)=0

) §
SN )
.‘--:",.' .
I4 2 i } 71 J,
-t ‘U“O' S

R )
Y()=0
) j o

j"_.,,-"' ' .
3 1 T

J— ©
-

Y(3)=0 ’ Y(4)=0

A continuacién se muestran los pasos para enconlrar la descomposicién tal y como se
expone en la demostracion de la equivalencia de ambos teoremas:

a|=|| e"l =(II|0I)|'OUOIOOO)? X¢=(0.6.4.l,—|,6,'-2,—3);X=a1€p,+ Xﬂ
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‘." W70 ' 4

B\ 1 (T )
P AL .'\..
No* i

a3=3' eF2=(0,l,l,0,0,|,0,"l)

6] B

, '3 N
W\
' B

. ,..:" .‘...' . B
B| 1 {r
R ..-". sev? L] \'2

asy=2, eP3=(0,l,0,0,0,l,"|,0)
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as=l, €, =(0,111,-1100)

Solo ef circuito P, no contiene arcos de distribucion; los vectores de incidencia de las
trayectorias resuliantes de eliminar los arcos de distribucion son las sigulentes

e,=(0,1,,0)
p

i
e, =(0,1,0,0)
,1

e, =0OLLD

h

Entonces:

X=a,€,.|+a;€,,3+a,e,,'1+a4€,,'4

o8 una soluci{on expresada como en el tecrema de realizacion conformable, donde el primer
término &8 una circulacion y !a suma de los tras restantes una anticirculacion.

A partir de fo visto es fécii demostrar que una caracteristica de una circulacién X que es un
flujo slemental es que su soporte es no vacio y no existe ninguna circulacién X’ cuyo soporte
888 no vacio y esté estrictamente inciuido en el soporte de X, este resultado queda asi :
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Proposicién
Una circulacién X es un flujo slemental si y sdlo si su soporte es no vacio y minimal, en ei

. sentido de que no existe ninguna circulacién X' cuyo soporte sea no vacio y esté

estrictamente incluido en ej soporte de X,

Demostracién

=> Dado que X es un flujo elementai, entonces X=a ¢, donde F es una trayectoria eiementai,
de hecho @s un circuito ya que X' es una circulacion,

Sea X" un Nujo tai que su soporte esté contenido estrictaments en ei soporte de X, es obvio
que el soporte de X' no contiene un circuito ( ya que e! soporte de X' es un circuito elementai ),
y por lo mismo X' no es una circulacion. Por io tanto no existe ninguna circuiacion X' cuyo
soporte sea no vacio y esté estrictamente incluido en ei soporte de X.

<= Sea .Y una circulacién no elemental, entonces dado el teorema de realizacion

X=a|e', +eta, e, doncha‘>0ye,,es un circuito elementai vV i =1,....k , k22
1 19 i

entonces

X'=a2e,, tota €, dondaa‘>0ye,,esuncircultoelemonhl Vi=l...,k
2 K i

Notemos que X' X pues a,>0y ademds X' es una circulacién cuyo soporte es no vacio y

esth estrictamente incluido en el soporte de Y. Por io tanto si no existe ninguna circulacién X'
cuyo soporte sea no vacio y estrictamente incluido en el soporte de .Y, entonces X es un flujo
elementai.®

De hecho, se puede probar que ei Unico flujo cuyo soporte estd inciuido en el de una
circuiacion elemental es un muitipio de ésta como se demuestra a continuacion,

Corolario ]
Sea Y0 una circulacién eilemental y X"=0 una circulacién cuyo soporte esté incluido en el de
X, entonces X'= AX para alguna A#0.
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Dado que X es circulacion elemental, entonces X =ae€. ,az0donde C es un circuito
elemental. Por el ejercicio anterior, el soporte de X' no puede estar estrictamente contenido en
el de X pues dejsria de ser elemental, asi el soporte de X" #s igusl al soporte de X, el soporte
de X' contiene al mismo circuito elemental C. Ademds X° es circulacién slemental pues de no
serio, aquella circulacidn cuyo soporte @8 no vacio y contenido en X* también lo estarie en X
contradiciendo la hipétesis de que X es una circulacién elemental.

Entonces

X'=de

X=a €

=
€= XZI'

&=
Asi

CRES

X x=2p
a a

4

X=A4X"' y A#0 puessinolofucra
a=0y X=a€&=08®

SECCION 2.8

RESULTADOS DE LA TEORIA DE ARBOLES Y BOSQUES
TEOREMA DE EXPANSION

Veremos aigunos resultados scerca de drboles y bosques que serdn de total importancia para

la comprensién y demostracion de muchos resultados del capitulo en curso.

He aqul uno de elios que caracteriza los bosques en términos da flujos.
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Proposicién
Sea F c A entonces I es unbosque <> no existe una circulacién X # 0tal que

8u soporte esté inclido en F.
Demostracién

=
Esto es fécil de comprobar por contradiccion

Sea una circulacion tal que su soporte estd incluido en /. Tal soporte contiene por lo menos
un circuito sl X 0. Contradiccion.

&=

Recurriendo de nuevo a la demostracidn por contradiccidn, sl tenemos que en esa gréfica no
oxiste circulacion aiguna distinta de cero cuyo soporte esté incluido en F'y suponamos que F
no o3 un bosque, entonces la grifica tene &l menos un circuito P por lo que podemos asociar

a los arcos un fiujo igual al valor de la funcion de incidencia ep en tales arcos y ilegamos a
una contradiccion pues el flujo resultants @s una circulacién distinta de cero. ®

Asi mismo, de ia definicidn y del resutado anterior podemos concluir:

Proposicion
Un conjunto de arcos F es un bosque en G si y solo si las columnas comespondientes a la
matriz de Incidencia de G son linesimente indepandientes.

Demostracién
=5Si X o8 una circulacidén distinta de cero, las columnas de {a matriz de incidencia son
lineaimente dependientes ya que observando la definicion de circulacién

Yeli,j)X(j)=0 VieN

jed

tenemos una combinacion lineal de las columnas de le matriz de incidencia que da como
resultado el vector cero y cuyos cosficientes X( / ) no son todos cero, ya que, la circulacidn es
distinta de cero. Ahora probaremos la propiedad por contradiccion. Supongamos que ios
arcos de la matriz de incidencia comespondientes a /' forman un conjunto de vectores

linsaimente dependientes entonces tendriamos que existen escalares a, no todos cero lales
que:

Yeti.f)a,=0 VieN
14F
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Si definimos el flujo X' como X( )= @, sl j & F'y X(j )=0 si j ¢ I" habriamos encontrado una
circulacion distinta de cero cuyo soporte esta incluido en ¥y por el resultado anterior F no
seris un bosque.

«=Para el regreso de la demostracion tenemos que:

Yel, NX())=0 & X(j)=0 V jeF

J&F

puesto que partimos de columnas linesimente independientes entonces la tinica circulacion
existente as el vector cero, por lo tanto 7 es un bosque.®

El teorema de expansion enuncia la equivalencia de clertos postulados que inciuyen parte de
{a teoria expuesta ddndonos una visién més ampiia.

Teorema de expansioén

Para cuslquier red G las siguientes propledades de un conjunto de arcos Fc 4 son
equivalentes

1. Fforma un bosque maximal en G.

2. Fforms un érbol de expansion para cada componente conexa de G

3. Fforma un bosque tal que |F{=|¥|-p, donde p es el nimero de componentes conexas
deG

4. Las columnas ¢’ de la matriz E de incidencia correspondientes a los arcos j ¢ I forman
una base para el espacio de columnas de E.

Demostracién

1=24

Pars que un clerto conjunto sea una base, se necesita que los elementos sean lineaimente
independientes y que tal conjunto sea maximal. Sea C={¢i de I/ | j eF}), que los elementos
de # sean independientes ya se mostré; ehora, sea un conjunto que contenga a C y al menos
un elemento mads que fuera lineaimente independiente, este nuevo conjunto no seria una
base, pues debido a la definicién y propiedades de un bosque maximal, si a\adimos al menos
un arco mas a un bosque, la nueva gréfica contendria al menos un circuito y entonces las
columnas de (' junto con la asociada al arco agregado formarian un conjunto linealmente
dependiente, por io tanto, es un conjunto maximal de elementos linealmente independlentes
por lo cusl es base.

41

Dado que las columnas de la matniz de incidencia correspondientes a los arcos j e/ forman
una base, entonces por el resultado visto al inicio de esta seccion F es un bosque en G asi io
unico que resta demostrar es su maximaildad pero esto es obvio ya que el conjunto de
columnas también lo es y estan en relacion uno a uno con los arcos del bosque.
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1=2

Sean G, =(N,, 4, ), i=1.....c las componentes conexas de G sin incluir a los nodos aisladog y
=G; n F para toda i=/,..c. Si F, no forma un érbol de expansion para alguna i=I....c,
entonces existe jc4, tal que jeF'AG, no forma ningln circuito en la red F u j; por lo
tanto F; w ] es un bosque lo cual contradice ! supuesto de maximalidad de F.

Que2=>3

Sea p ¢l nimero de componentes de G; sabemos que para cada una de elias e! nimero de
arcos on ol &rbol de expansion correspondiente es el nimero de nodos en la componente G,
menos |, entonces, la suma total es

i =p
|Fl= XM [-1=|¥]-p

Qued=>1

De aqui también tenemos que 3 implica 1 ya que si e bosque no fuera maxime! entonces al
menos para siguna componente tendrismos que e} nimero de arcos que pertenecen al érbol
contenido en ela e8 menor &l numero de sus nodos menos uno y entonces |a iguaidad
presentada amiba no se daria.®

Como conclusion obvia de lo que hemos visto se tiene al siguiente resultado,

Proposicién:
En una red conexa un &rbol de expansion es un bosque maximal.
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SECCION 2.7
REPRESENTACIONES DE TUCKER DEL ESPACIO DE CIRCULACIONES

A partir de aqui comenzamos a notar una familiaridad con la programacion lineal. Los
problemas a resolver en programacion lineal involucran un sistema de ecuaciones /X'=b como
restriccion, donde [ es una matriz de n x m y X es un vector en R™; estas ecuaciones pueden
ser escritas como

Yxie

Jed

Si R es una red y 4 es su conjunto de arcos, entonces el sistema de ecuaciones anterior
define condiciones de divergencia para el flujo X, en las redes nos Interesan los conjuntos
F < 4, para los cuales las columnas €/ de la matriz de incidencia para j <" forman una base
para el espacio columna (suponiendo que b estd contenido en el espacio generado por las
columnas). Cada uno de estos conjuntos determina una solucién X Unica para la cual X(;j )=0
pare toda j ¢ /. El método simplex genera una secuencia de estos conjuntos. Gréficamente,
estos conjuntos pueden ser identificados con los arboles de expansion de la red, suponiendo
que la red es conexa.

Las representaciones de Tucker que veremos a continuaclén, nos ayudaran a determinar las
bases; una representacion de Tucker del espacio ¢ es un sistema de ecuaciones que estd
resuelto para algunas de las variables X(; ) en términos de las variables restantes X( & ). En
lenguaje matemitico se escribiria de la siguiente manera. para varios subconjuntos /" 4, el

slstema

Y aljk)X(k)=X(j) ¥ jeF, F'=A\F ()

keF

es una representacion de Tucker de ¢. Si el flujo para los arcos de /' fue escogido
arbitrariamente entonces esta ecuacion nos dara la Unica combinacién de valores del flujo a
través de los arcos de / que hacen que el flujo resultante sea una circulacion.




El siguiente resullado, es de gran utilidad por relacionar la teoria vista con los algoritmos de
redes.

Proposicion

Un conjunto de arcos I"c A comesponde a una representacién de Tucker del espacio de
circulaciones ¢ si y sélo si IF forma un bosque maximal para la red G.

Demostracion

F corresponde a una reprasentacion de Tucker del espacio de circulaciones ¢ si y sdlo si para
cada eleccion de nimeros X(k ), keF ', existen nimeros Unicos X(; ), jel tales que

Y x(j)e'=-Y x(k)e* @

jeF kel

Ahora demostraremos que los vectores €/, je/” forman una base para el espacio de
columnas de £.

Busquemos un fiujo para esta red fijando X( &) = 0, keF'; entonces el lado derecho de la
ecuacion (2) se hace cero, Sabemos que mediante (|) encontramos los valores Gnicos de los
fiujos de /" que hacen que el fiujo a través de los arcos sea una circulacion. Asi mismo, si X{(/
) = 0 para toda jeF la iguaidad se cumple; como los valores de X( j ) para /<F son (nicos,
entonces, la combinacion lineal de las columnas ¢/ on |a ecuacion (2) es cero si y solo si los
escalares de la misma son cero y por lo tanto son linealmente independientes, ademas, este
conjunto genera el espacio columna ya que cada coiumna €;, de la matriz de incidencia £
comespondiente a k; /" puede ser expresada como combinacién lineal de las columnas de

la matniz £ de incidencia, correspondientes a los arcos f<F", mediante los siguientes valores
arbitrarios

I 3’k=k,‘
(k)= kel
0si k#k

Encontramos los valores lnicos de X( ) para feI’ que cumplen con la ecuacién (2) y

. obtenemos la combinacién lineal buscada:

YX())e ==Y X(ke' = ~¢l

JeF ek
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entonces
k' ’
ei=-%X(e
ek

Este procedimiento nos proporciona cada una de las columnas de la matnz £ de incidencia
comespondientes a los arcos kel” expresados como combinacion de las columnas
comrespondientes a los arcos jeF de la misma malriz, entonces estas Ultimas generan el
espacio columan y por lo tanio forman una base para dicho espacio; de aqul mediante ef
tecrema de expansion, encontramos que este conjunto és un bosque maximai para G, que
seria equivalente a tener un conjunto de ecuaciones que restringen al flujo de manera que
884 una circulacidn, pues estdn igualadas a cero.®

Ademés, podemos conocer con anticipacién la dimension del espacio de circulaciones. En
cualquier red, la dimensién del espacio ¢ de circulaciones esté dada por

dimg=|Al-N|+ p , donde p es el nimero de componentes conexas de la red. En particular, para
una red conexa dim#=|Al-N|+1; a |a dimensién del espacio de circulaciones cuando se tiene
una red conexa, sa le llama nimero ciclomatico de la gréfica G.

Esta relacién se da, dado que las variables bdsicas que coresponden a los arcos de un
bosque maximal son expresadas de manera Unica por las demas variables, estas demés
varisbles son |4 - (IM - 1) = 4] - [M + 1, ya que |N] - | es el nimero de arcos en un drbol de
expansion (ya que la red es conexa) y por tanto la dimension det espaclo, es igual al nimero
de variables no basicas; as/ para una red con p componenies conexas, sabemos que el
bosque tiene {N] - p srcos, y ia dimensitn de ¢ para una red de estas sera 4| - [N] + p.®

SECCION 2.8
REPRESENTACION INICIAL DE TUCKER

Obtener una representacidn inicial de Tucker para un subespacio ¢ es sencillo :

Se parte de la matriz de incidencia (arcos contra nodos) y se hacen operaciones elementales
sobre renglones haste obtener una matriz que tenga N - | columnas con un efemento -1 y fos
demas elementos de la columna iguales a cero.
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Los arcos representados por estas columnas seran los elementos de la base
comespondientes a la representacion de Tucker. Al final deberan quedar N - | ecugciones
pues si hublera més éstas serian redundantes.

Para finalizar, los elementos de dicha base se expresaran del lado derecho de la matriz en el
renglon correspondients a Ia inica ecuacion en donde tienen coeficiente distinto de cero.

El ejemplo siguiente dejard el procedimiento més claro.

Dada Is siguiente red

Paso 1

Ls matriz de incidencia

ol x2) x(3) x(4) x(5) x(6) x(7) x(8)

" I 1 0 0 0 0 0 -1
n, -1 0 -1 ! 0 0 0 0
" 0 -l ! 0 | 0 -1 0
n, 0 0 0 0 0 -1 ! |
ng 0 0 0 -l -1 ! 0 0

Haciendo operaciones eiementaies sobre renglones a los cuaies llameremos Ri, i=1,...,5
(R3+R1 5RI)

X)) M) xd) W) x() x(6) x(17) x(8)

n ] 0 10 ! 0 -1
" -l 0 y ! 0 0 0 0
" 0 -l ! 0 I 0 -l 0
" 0 0 00 0 ] I 1
ns 0 0 0 -l -l I 0 0
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(R2+R1 - R1)

x(1) x(2) x(3) x(f) x(5) x(6) x(7) x(8)
n 0 0 0 ! I 0 .l -l
n -l 0 -l ) 0 0 0 0
" 0 -l ! 0 I 0 -l 0
" 0 0 0 0 0 ] 1 I
ng 0 0 0 1 .l ! 0 0

(R1 +R4 - R4) _

x(1) x(2) x(3) x(4) x(5) x(6) «(7) x(8)
" 0 0 0 1 1 0 ] 1
n 1 0 -l 1 0 0 0 0
" 0 .1 ! 0 ! 0 -l 0
" 0 0 0 1 ! .l 0 0
ng 0 0 0 -l -l ! 0 0

(R4 +RS5 - RS)

x(1) x2) x(3) x(4) x(5) x(6) x(7) x(8)
", 0 0 0 1 ! 0 .l 1
n -l 0 -l 1 0 0 0 0
m 0 -l ! 0 ! 0 y 0
n 0 0 0 I ! -l 0 0
ns 0 0 0 0 0 0 0 0

El renglén n, es redundante de manera que lo quitamos. Despejando las variables
comespondientes a las columnas con una entrada igual a -1 y las demds igusles a cero
obtenemos el sistema expresado en |a siguiente tabla:

x3) ) ) K

0 ] 1 -l x(8)
) ! 0 0 x(1)
I 0 ! -l x(2)
0 ! ) 0 x(6)

En esta representacion, la base corresponde al canjunto de arcos F* donde F={ jy. /. J, Je! ¥
F=(fy, jy Js ok
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El siguiente resultado es de suma importancia y sera fundamental para éste y el sigulente
capitulo; la primera parte que es la que se utiliza principaimente en este capitulo seré
demostrada aqui, y |a parte restante se dejaré para el proximo capitulo.

SECCION 2.9

TEOREMA DE BASES
COMO OBTENER MAS FACILMENTE UNA
REPRESENTACION INICIAL DE TUCKER

El teorema de bases que enunciaremos seré una de nuestras mejores herramientas. En este

capitulo sdlo s demostrara la primara parte del mismo dejando para el proximo, en la seccién '
3.4, la demostracién de la segunda parte pues es hasta entonces que se comienza a

profundizar en el espacio de diferenciales.

Teorema de bases

Sea I c 4 el conjunto de arcos correspondiente a un bosque maximai en G y sean a( /, k) para
JeF kel =A4"F los cosficientes de la representacién de Tucker del espacio ¢ de

circuiaciones y 2 de diferencisles
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1. Para cada arco k eF' existe un Unico circuito elemental P, que contiene a & en su parte
positiva y los arcos restantes del circuito pertenecen todos solamente a F . Los vectores
de Incidencia e, forman una base para ¢y estén dados por

[}

a(j,k) vjeF
€n()={0 V jeF' para jzk

| paraj=k

2. Para cada arco j  F, existe un tnico corte elemental (J; que contiene a j en au parte
positiva y los demds arcos de! corte pertenecen tnicamente a /. Loa vectores de
incidencia e, forman una base para D y estan dados por

-a(f,k) VkeF'
€g,(k)={0 V keF parakzj

1 porak=j

Para ilustrar ol primer caso del teorema de bases considérese la siguiente red con un bosque
maximal asociado(en arcos obscuros).

jl
TN
| / b
h
Yo7
6
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Para este bosque maximal tenemos que /' = { Jar Jsn J ,}, entonces encontraremos circuitos
formados por un arco de F (recomido positivamente) y los restantes de F*

I Arcos del circuito

Jo e diia

]i j(-ljjj l'jL

I Ja Jaly Javls

i
|
;
}

Estos circuitos son los que nos darén la representacion de Tucker como veremos
posteriormente

Demostracién

Parte 1

Sea kel k~(i,i'), dado que F es un bosque maximal, sabemos que para toda
componente conexa de él tenemos un drbol de expansion, si tomamos la componente conexa
que contiene a & y el respectivo drbol de expansion, entonces existe una Unica trayectoria
formada por arcos de F que va de i’ 8 i formando, junto con &, ej circuito P , su vector de
incidencia e,, puede ser visto como una circulacion que tiene un fiujo +! en el circuito y 0 en

los arcos que se encuentran fuera de él. Entonces para cualquier eleccion de coeficientes A,
ol siguiente flujo es una circulacion

X=Yi.e,

keF'

y satisface que X(k) =4, paratodak cF', ia j-ésima componente del vector anterior para j
eFes:
X=X he, () v jeF

kefF

dado que existe una representacion de Tucker para F, entonces ia circulacién acabada de
mencionar es Unica, por io que

Y hatjk)= Y he, () VjeF y VieR
kel tek

ésto muestra que los vectores e, formanunabasepara@,y e, (j)=a(/,k).®
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Directamente de este teorema, obtenemos un algoritmo mucho mas sencillo (al menos
manualmente) para encontrar una representacion Inicial de Tucker, a partir de un bosque
maximal cualquiera. El algoritmo queda bajo escrito como sigue

Algoritmo

Paso 1
Encontrar un bosque maximal /*

Paso 2

Para todo arco & no pertereciente al bosque /7, encontrar el circuito Py tal que & es recorrido
positivamente, donde , estd compuesto (nicamente por arcos de / a excepcidn de &,
Hallar el vector de incidencia e,, comespondiente a P

Paso 3
Formar la representacion de Tucker para la base compuesta por los arcos de I, como sigue :

Paracada k  F', |acolumna correspondiente en la representacion, queda determinada por
a(j,k)=ep. (j) V jeF

Para dejar més claro el procedimiento se calcularé, mediante el algoritmo, |a representacién
de Tucker de @y P correspondiente al arbol de expansion F, que es el formado por los arcos
mads obscuros, en |a siguiente red.
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Vectores de incidencias de ios circuitos P,, conk € F'

keF Pt Py epj
A L | A Ja Is Is Iz I | Je
N Il J1 I i -} 0 0 0 0 0 0
A Jolade {ivia) O 0 -1 1 0 1 0 -1 |
Js | Jek i 0 o Jo o tltto 1[4
J2 J2 Ji 0 0 0 0 0 -1 I 0 «f
Representacién de Tucker
(a(j, k)=€, (/) paratodajc )
X(1) X(4) X8 | X7
1 0 0 0
-1 -1 0 0
0 1 -] -1
0 -1 ] 0
0 1 -l -1
SECCION 2.10

PIVOTEO : CAMBIO DE UNA BASE A OTRA

A ins operaciones nscesarias para lograr pasar de una representacion de Tucker a otra se les
llama pivoteos, de la misma manera que en programacion lineal con el método simplex para
pasar de una base a otra. En iugar de hacer operaciones manuaimente rengién por renglén
podemos ver |a ecuacion final que resume ios pasos para obtener una base a partr de otra
intercambiando un arco el poruno k < £, 8l es que existe dicha base.

Empezaremos con una tabla de Tucker como la que vimos en ia seccidn 2.7 y
consideraremos cualquier par de arcos jel y k ¢/ talquea(/,k)=0. La ecuacién

representada por el renglon ; de Ia tabla es el siguiente :

Yatj k)X (k)= X ()

keF
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Resolviendo para X (k)

X (k)= s Z :

(] k) T
hak
)

Sustituyendo en las ecuaciones representadas por [0s otros renglones se obtiene

X()= , )xu>+): [a(/.k)~-‘3—‘-’;%“—,§—;i-"-’]x<k>pmuduem$i
kel )

ke

..

@)

Esta es una nueva representacion de Tucker del espacio de circulaciones y es equivalente a

la que teniamos ya que hicimos unicamente operaciones elementales sobre renglones. Esta
nueva representacion es aquéiia que tiene comobasea F=[F\ jluk

A la transformacion h_ochl on la tabla asociada a F para obtener |a tabla asociada a Fsele
liama pivoteo en (j,k ). Este pivoteo as posible solamente si a(J, k) es distinto de cero,

E! teorema del pivoteo relaciona condiciones necesarias para lograr un pivoteo con el
teorema de bases, ddndonos un panorama més amplio de lo que se esta haciendo,

Ademds si se pone atencién y se relacionan conceptos, se podré notar qua en cada base y
después de cada pivoteo, las columnas de la tabla son los vectores de Incidencia de los

circuitos mencionados en el tsorema de bases. (Esto se puade entender faciimente a partir de
|a demostracion del teorema de bases cuando llegamos a Z Ava(j, k)= Z Aven ()

keF' ke F'

Teorema del pivoteo

Sea F un bosque maximal y sean jyk arcos tales que jeFyk ¢F, entonces, las
sigulentes condiciones son equivalentes :

I. a(j, k) #0 enlarepresentacion de Tucker correspondiente a .

2. ] se encuentra en el circuito /; . correspondiente @ k, mencionado en la parte | del

teorema de bases,
3. k se encuentra en el corte ();, comespondiente a j, mencionado en la parte 2 del teorema

de bases.
2-37



Un pequeiio esquema muestra, a continuacion io que sucede:

i j Circuto  ©€r; ()
f'| j7 . 3"‘)21— l "’3 "

Recordando el sistema para obtener una representacion inicial de Tucker (en base al teorema
de bases) tenemos que, dado que e ()=-1 =a(j, k)#0

Demostracién

2implica 1
7 pertenece a F'y a /%, por el teorema de bases

e (J)=a(j, k)

dado que ] pertenece al circuito, €, { }) s distinto de cero y por ende a( ], k ) es distinlo de
&

cero en la representacion de Tutker corespondiente a /7.

1 implica 2
Sea €, el vector de Incidencia corespondiente al tnico circuito elemental que contiene
k

solamente arcos pertenecientes a /" a excepcion de & (el cual es recorrido positivamente).
J eI entonces por e) teorema de bases e, (/) =a(j, k), pero a(j, k) s distinto de cero, por
lo tanto €, (j) @8 distinto de cero y por ende ; pertenece al circuito /-

R k
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La equivalencla con la parte 3 del teorema de pivoteo se dejara para el siguiente capitulo.®

Cuando estas condiciones se satisfacen, el conjunto /'=[ '\ j] U k es de nuevo un bosque
maximal,

AFy F seles llama bosques adyacentes al Igual que a sus respectivas representaciones de
Tucker.

La manera de pasar de una tabla de Tucker a otra se vera graficamente a continuacion.

X(k)
=X())
a(j,k) =X(J)
F
= X(k)
ayy k) -4 F)agik) =X(J)

a(j,k)

Como se puede observar esta Ultima tabla simplemente contiene los despejes que hicimos
anteriorments (en las ecuaciones (1) y (2) ) para obtener la nueva reprasentecion de Tucker,
sin embargo es una maners mucho més sencilla de ver los rasultados.
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El objetivo de! pivoteo es obtener la representacion de Tucker correspondiente a un bosque
maximal en particular, al que llamaremos /*, a partir de una representacion de Tucker
correspondiente a otro bosque maximal cualquiera, al que llamaremos /. Debe quedar ciaro
que mientras que para obtener |a representacion de Tucker para /* puede ser necesario
obtener varias representaciones a menos que Fo=F.

Para hacer el pivoteo comenzamos con la tabla de Tucker para F pivoteando en cualquier
elemento de Ia forma (j,k).tal que je F' F*Y k ¢ F* \ F, y cuidando de no volver a
pivotear sobre el mismo elemento hasta que ya no sea posible ( es decir, los elementos
columna pivoteados se convierten elementos renglon que pertenecen a 7, los cuales no
queremos que salgan de |a base)

Puede ser que los arcos con los qua nosotros pretendemos formar una base no io sean, ya
que deben de cumplir la restriccién de formar un bosque maximal. En la tabla podremos
feconocer que un cierto conjunto de arcos no puede ser base al obtener una tabla como la
que sigue :

F*F AVF®

En esta tabla todos los arcos que queremos metar a la base tienen un coeficiente cero,
Remonténdonos al teorema de bases encontramos |a razén; cada columna es el vector de
incidencia de un circuito formado Unicamente por arcos de la base a excepcién del arco que
encabeza la columna que es recorrida positivamente; si pretendemos meter a la base el arco
que encabeza la columna este debe de entrar en lugar de otro arco que se encuentre en ei
circuito del que estamos hablando, de lo contrario tendriamos un conjunto de arcos que
contiene un circuito contradiciendo el que sea un bosque. Asi sl los coeficientes son cero los
arcos que pretendemos sacar de la base no pertenecian al circuito y por lo tanto no pueden
ser.intercambiados por el arco que encebeza a la columna.

2-40



En el siguienfe ejempio aparece enseguida de la gréfica la representacion de Tucker
correspondiente al bosque maximal formado por los arcos de color méds obscuro. El objetivo

Antes de pivotear
(el arco sobre el que se pivoteard es el sombreado en I tabla)

XQ) X4) X X0 X
-l 1 | 0 0 XQ0)
1 g 0 0 XQ)
0 N | ) X6)
0 | -1 X(1)
0 -1 0 0 1 X(8)
0 0 0 0 0 X(10)



X0)

S O 0 o -

Q)

o0 0 -~

Despuds de pivotear

(el arco sobre ¢l que se pivoteard es el sombreado en la tabla)

Xe)
-l

)

X X9 xan
0 ! !
0 N -l
.1 1 !
0 -l 1

S
(]

F={jiiutodndoinol

Después de pivotear

X X(8) L (1))
1 -l '
N | -l
0 1 !
.1 | -1
] -}
0 0 0

F‘={j|.]1,j¢.j1'j9vjlo}

xum
XQ2)
X@)
xn
x8)
X(10)

X
x2)
A4
)
X9
X(10)



SECCION 2.11
FLUJOS EXTREMOS

Un problema de distribucion factible a menudo tiene muchas soluciones; sin embargo, todas
ellas pueden ser representadas como una combinacion ponderada de ciertas "soluciones
extremas” mds fiujos elementales alrededor de circuitos especiales de capacidad ilimitada, EI
teorema de representacion extrema de fiujos expresa formaimente {o anterior, este teorema
es casi una copia del tecrema de representacion para el caso genere! que se utiliza en
progremacion lineal.

Geométricamente, como veremos al final de esta seccion, el conjunto de soluciones forma un
cierto poliedro convaxo en R“! y las “soluciones extremas” corresponden a los puntos
extremos (virticas) de dicho poliedro. En generel podrian ser utilizados muchos teoremas
mds de progremacion lineal familiares a nosotros,

Sea G una red con intervaloa de capacidad /c*(j), c*(/)], pare cadaarco jeA4 y oferta b( i)
para cada i eN. Un flujo extremo X, relativo al comespondiente problems de distribucion
factible, e una solucién factible a dicho problema, tal que el conjunto de arcos

Fy ={1ed e () <X(<e* (i)}

forma un bosque.

En el caso de que b=0, los fujos extremos son llamados circulaciones extremas relativas a los
intervaios de capacidad dados.

Proposicién:
Un fiujo X es extremo si y s6lo si existe un conjunto /" 4 que forma un bosque maximal tal
que, para todo erco j e /7, o bien X(j)=c (/) o bienX(j)=c(s).

La demostracion de lo anterior es sencilla. Supongamos que el conjunto F,. es un bosque,
entonces F  c F pare  aigun bosque maximal F Sea
By={kealkeF,}yB={keA|keF) Sabemos que B c B, y como se cumple que para

todak € B, X(k)-c*(k)oX(k)=c-(k) entonces se cumple que, para toda k c B, X( k)=c*(j
JoX(k)-c(j)
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Hacia el otro lado, supongamos que F @s un bosque maximal tal que, para cada k « I X(k
)=¢*(k)o X(k)=c-( k), entonces cualquier subconjunto F,. de Ftal que

Fe ={jeA| c'(j)<)((j)<c‘(j)’

o8 un bosque. ( El vacio es un bosque, ye que, un bosque es una subgréfica aciclica y por
vacuidad no hay ciclos) pues cuaiquier conjunto de ercos tal que el flujo a través de elios no
osté on los extremos del intervaio de capacidad esté contenido en F.®

Los circuitos de capacidad Wmitada mencionados en |e introduccién de esta seccion son el
equivaiente a las direcciones extremes en programacion lineal, este conjunto de circuitos
podré ser vacio y, cuando no lo es, se trata de un conjunto convexo de soluciones no
acotado,

Un dcrcuito de capecided iimkede es un circuto P tal  que
c*(j)=+oparatoda jeP' yc (j)=—oparatodajeP™, y un circuito de capacided
doblemente ilimitada es aquél con intervalo de capacidad (-w,0) V jeP.

Un circuito slemental es de capacidad doblemente llimitada si y s6lo si @l conjunto de arcos
[/ edle* ) =+mye ()=}

no es un bosque. Cuando este conjunto estd incluido en F, para cada X, es claro que se
pierde la posibilidad de que exista aigun fiujo extremo pues el circuito siempre estarie
contenido en F, y por lo tento i conjunto no formaria un bosque.® Como siempre, los
circuitos de capacidad iimitada juegan un papel basico en la representacion extrema de
flujos.

2-44




Teorema de |a representacién extrema de flujos.

Supongamos que el problema de distribucién factible tiene al menos una soluclén y no existen

circuitos de capacidad doblemente llimitada, entonces

1. Existe un numero finito de flujos extremos (al menos uno). Todos los flujos extremos son
enteros si las capacidades c'(j) y ¢ (/) son enteras.

2. Un flujo X es una solucién al problema de distribucidn factible sl y sélo si dsta puede ser
representada mediante la siguiente férmula

X=£ Arv Xi +i H e,»l
k= 1=

donde cada Xy, es un flujo extremo, A, 20, Z:: Ay =1, cada P, es un circuito elemental

de capacidad ilimitada, y u, 2 0. ( El Gtimo sumando puede ser cero ).
La demostracion se desarroliaré como sigue:

En primera instancia demostraremos finitud, posteriormente, en la seccién 2.12, mediante el
algoritmo para ia representacion extrema de flujos se demostrara la condicion necesaria de la
segunda parte dei teorema, En Ia siguiente seccion (seccion 2.13) se presenta la justificacion

del algoritmo y dentro de ella se demuestra la condicion suficiente que faltaba por demostrar y

también que si las capacidades son enteras, los flujos extremos también lo serdn, finalizando
asi con |a demostracion.

Para demostrar finitud nos valdremos de las representaciones de Tucker por lo que
consideremos primero el caso en ei cual se tiene b -4 (circulaciones extremas) ya que si no se
osté en este caso, se puede llegar a éi mediante la red aumentada cuyos arcos de
distribucién tendrén intervalos de capacidad (b()). (i), ieN, entonces F\ de cualquier
solucion extrema en esta red, no podra contener ningun arco de distribucion ya que al flujo no
le quedard otra que tener un valor igual a aiguna cota superior de ellos. v
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Para cada representacion de Tucker, el conjunto B: ={klk ¢} tiene un numero finito de
posibles valores del fiujo @ través de sus arcos tales que para cada k c By, X(k )=c*(j) oX(k
J=c(j), y dado que los valores X{/ ) son Unicos cuando los valores de k c By son olegi'dos (ya
que son valores basicos) entonces los fiujos extremos son finitos ya que Fx es un
subconjunto del bosque maximal asociado a la representacion de Tucker en cuestion.
Ademés el nimero de representacionas de Tucker es finito pues esté en relacién uno a uno
con los bosques maximales.

SECCION 2.12
ALGORITMO PARA LA REPRESENTACION EXTREMA DE FLUJOS

Dada una solucién &l problema la representaremos como en la parte dos del teorema de
representaciones extremas de flujos, demostrando asi tanto la existencia de al menos un flujo
extremo, como la condicién necasaria de la sagunda parte det mismo. El aigoritmo dice asl :

Aigoritmo

Sea X una solucién al problema de distribucién factible que no contiene circuitos de
capacidad doblements iimitada.
1. Formar el conjunto F, antes definido.
2. Vaerificar si F, es un bosque o no.
o S| F, es un bosque, entonces también es un flujo extremo.
* SiF, noes un bosque entonces ira 3
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3. Dado que F',.no @s un bosque, entonces tenemos un circuito elemental £ tal que

e (jy<X{(j)<c*'(j)paratodoarco jen P Por hipblesis, P no es de capacidad
doblemente ilimitada.

Caicular:

u = ma\{y eR|cT (S XUY-pepj)sc () VY j eA’ €(0,)

Si 4/ = caicular la funcién anterior pero recomiendo el circuito en sentido inverso, el
circuito P es de capacidad ilimitada, ¥ = X'+ ue,.

Si 4’2 entonces X'=X -4 e, es otra solucién ai problema de distribucion factible
con F,sestrictamente contenido en I, y por supuesto ¥ = X'+ ue,.

. Si el circuito P no @s de capacidad ilimitada entonces calcular

u =maueRle” (NS XU+ (DsH (LY jed) e

Asi, tenemos que X" =X +x"€, también es una solucién, con F,. estrictamente
contenido en £,y 8l 4= X = X" -,"¢, , donde el circuito es de capacidad iiimitada.

Si i, 4" # o, shora tenemos un sistema de dos scuaciones
X'=x-u'e
X"=X+ﬂ’,e': )

4

entonces €, = X —— , sustituyendo en la segunda ecuacién llegamos a:
H

X= H X' +‘—,L‘—;,'X"
PRy

Dado quey' y 4 son mayores que cero, entoncas 4", u' < u'+u", asl

" !

0cE—ct y 0l
U +

l+ll
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Sean

" 1
R T R =
Wp Wi

entonces X = A'X"'+A"X" con0<A'<l y 0<A"<|

5. Seguir ei algontmo de la siguiente manera :
» Sino se encontrd circuito de capacidad ilimitada, aplicar el algoritmoa X' y X"

+ Si se encontrd circuito de capacidad ilimitada, aplicar el algoritmo al nuevo fiujo
(X' 0 X" segin sea el caso).

SECCION 2.13

" JUSTIFICACION DEL ALGORITMO
EJEMPLO

Dado que en cada iteracion se disuelve algun circuito del conjunto de interés, el algoritmo
termina con éxito en un numero finito de pasos.

Si lo que se quiere es Unicamente encontrar una solucion al problema de distribucion factible
que sea un flujo extremo, en lugar de representar la solucion seré suficiente con hacer todas
las reducciones a partir de X ' (ya no serén necesarias las de X")

Falta demostrar que si tenemos a un flujo expresado como la parte dos del teorema entonces
dicho flujo @s una solucién al problema de distribucion factible,

Como los flujos extremos X} por definicion son factibles entonces

NS XNt () vk
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Ay20=>

AeT(NSA X NSA et () Vik

Arem(NSA, XNsh et ) Vik

Si sumamos las ecuaciones tenemos
(s YA Xu(Dset() Vik

k=l

pues il. =]
ket

Ademds si pars un arco  en particulsr se tiene que e, (/)=1 donda F, as un circuito de
capacided ilimitada, entonces c*(j)=w, aendlogamante, si €, (j)=~1, entonces

()=,
De aqui que, i

§
Yuien (N>0=ct()=n
t=1

¢
Y e, (<02 ¢ ()=
t=1

Como ia cantidad que se le asigna a todo el circuito P, de capacidad liimitada es 4,
entonces la divergencia en cada nodo del mismo es cero, por (o tanto

(AE)) = 2, (AN D) =3 4,b0) =b01). ®

k=1 k=)



Finsimente, si las cotas de los intervalos de capacidad son enteras, es obvio que los flujos
extremos lo son pues todos los flujos extremos pueden ser encontrados aplicando el
algoritmo a |a solucién adecuada, y los flujos extremos son obtenidos a partir de la expresion
X'=X e, , donde todos los elementos son enteros.®

Aligusl que en el caso del aigoritmo de reslizacion presentamos un diagrama de fiujo del
sigoritmo para representacién de flujos extremos con el fin de tener otra altemativa tanto para
SU comprension como para tener una guia préictica.

No olvidemos que el aigoritmo debe repetirse hasta que cada uno de los fiujos que conforman
la combinacion lineal de X junto con los circuitos de capacidad ilimitada, sea un flujo extremo.
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( INICIO)

FIN
X es flujo
extremo

"

Tanemos clrcultos
de capacidad doble-
mente ilimitada.

NO HAY SOLUCION

} “Calcular
PEY. o R R

o ROEEERE R

w E| flujo queda expresado L
l como .\'- X'ep'e,

B e v

g Obtener :
R LT R
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Nota: Este es el diagrama de un segmento del algoritmo, éste debe ser aplicado a todos los flujos
resultantes hasta que todos sean extremos y entonces el flujo inicial pueda ser expresado como

combinacion lineal de flujos extremos y circuitos de capacidad ilimitada.

Como ejemplo, se calculard |a representacion extrema para el flujo y el problema de

distribucién moatrado en |a siguiente red

(04)
N\
;=2
X(j,)=4
X(j)=q@ ) o (13)m—ipp>
oy 07
['Sv“) RN
X(j,)=-2
[22)
X=(1,2,4,1,0,5,-2,-2,0)
Fy=(l, 2,33, 14,6, j8, 9}
F\-no es un bosque
Encontramos el siguiente circuito P

P=19294¢3¢|
pEmin{l, 1, 3, x)=1

U
X =(0,3,5,0,0,5,-2,-2,0)

w'=min(3, 2,4, 2)
=2
A= 3
!
3

AIF =




V=30, 2.3.0, 5.2, -2, 0)
X=2030 + 13
F={f3, ja JnJgo o} 1O €6 un bosque

Encontramos ei siguiente circuito
C=l-395-1

p=ming2, I, o}=1
('=(0,2,5,0,0,5, 2, -3, -1)

u'=min{w, ©, «}= circuito de capacidad ilimitada

=213(X') + 2/3Cy + 13X"

Con esto hemos terminado toda la teoria que se vera acerca de flujos y los algoritmos qua se
relacionsn con eila y se dara paso a los diferenciales en el siguiente capitulo.



3

TERCER CAPITULO

DIFERENCIALES

En este capitulo son relevantes los diferenciales conformables, las representaciones de
Tucker para el espacio de diferenciales y los diferenciales extremos, a partir de los cuales
encontramos una gran analogia con el segundo capitulo, y lo mas importante, el concepto
dual del problema de circulaciones dado por los diferenciales que nos pemmite obtener
soluciones altemnas sin tener que recumir necesariamente a |a programacion lineal.

Las secciones 3.1 a 3.4 tratan el problema de diferenciales conformables y el teorema de
realizacion conformable para diferenciales. A raiz de aste teorema resulta un algoritmo que
nos expresa a cualquier diferencial como combinacion lineal de cortes elementales. De la
saccion 3.5 ala 3.7 se ven las representaciones de Tucker para el espacio de diferenciales y
es hasta |8 seccidn 3.8 donde se habla de los diferenciales extremos y del teorema de
representacion extrema de diferenciales. En |a seccion 3.9 se muestra una tabla que presenta
las analoglas de los conceptos, resultados tedricos y algoritmos entre el segundo y tercer
capitulo.

SECCION 3.1
DIFERENCIALES CONFORMABLES

En el caso de flujos y circulaciones la atencion se centraba alrededor de las trayectorias y los
circuitos, sabemos que un concepto dual a ellos es el de corte, por lo que en adelante la
atencion sera puesta en eflos.



Con objeto de definir el concepto de diferencial conformable se requiere el de corte
elemental.

Un corte O es elemental si al remover sus arcos de la red, el mimero de componentes
conexas se incrementa en una unidad.

El siguienta resultado sera de gran utilidad mas adelante:

Proposicién
Todo corte O puede ser expresado como la unién de cortes elementales ajenos, es decir,
existen cortes elementaies O, . ..., O, los cuales no tienen arcos en comlin, tales que

Q=Quug Yy @ =gUnUG

Demostracién:
Sea Q un corte no slemental y S, .. ., S; |as componentes conexas resultantes de retirer los
arcos de () de la red, entonces O, (S, . N\ S, ] es un corte elemental pare toda /=1, .. ., k;

ademis UQ, =0
i=

Se dice que un corte slemental @ conforma a un diferencial Vsi:

1. Wj)>Oparatodoje O y
2. Wj)<Oparatodo je (.

Notemos que, como en el caso de fiujos esta definicion puede ser expresada en témminos de
coloraciones. En efecto, sea la coloracién:

Negro : s Wj)>0
Blanco: sl W )<0
Verde : si WN/)=0

Entonces si O es un corte compatible con 1a coloracién anterior, decimos que  conforma al
diferencial V.
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Los diferenciales también pueden descomponerse en unidades mas simples de analizar que
se llaman diferenciales elementales, el resultado que demuestra esto quedara firmemente
asentado en el teorema de realizacién conformable para diferenciales.

Un diferenclal I es elemental, si es de la forma o €, , donde Q s un corte elemental y >0,
que es o mismo que :

asl jeQ'
V(j)=aéy(j)={-a sl jeQ
0 en ofro caso.

SECCION 3.2 |
TEOREMA DE REALIZACION CONFORMABLE PARA DIFERENCIALES

En esta seccion se presenta el teorema de realizacion conformable para el caso de
diferenciales que establece que cualiquier diferencial puede expresarse como combinacion
lineal de cortes elementales de forma similar al capitulo anterior. Este resultado es muy
similar al visto en la seccion 2.2 para ¢l caso de fiujos.

La demostracién es tambien constructiva proporciondndonos de esta manera el algoritmo que
realiza la descomposicion del diferencial y que serd visto en la sigulente seccion.

Teorema de realizacién conformable para diferenciales

Sea V=0 un diferencial cuaiquiera, entonces existen cortes elementales 0, , . . .0, tales que
conforman a V y ay, . . .,a, mayores que cero, los cuales pueden ser escogidos enteros si V'
o8 entero, tales que

V:a,eql+m+a,eer
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SECCION 3.3
ALGORITMO DE REALIZACION PARA DIFERENCIALES: DESCRIPCION

El elgoritmo es sumemente sencillo; se parte de un diferencial fectible V. El objetivo es
expresar dicho diferencial como combinacién lineal de los vectores de Incidencia de cortes
slementales que lo conformen. A pertir de este momento, como en el caso de flujos,
abreviaremos refiriéndonos a ia combinacién lineal de los vectores de incidencia de cortes
elementales como “combinacién lineal de cortes elementeles”. Se utiliza la coioracién que se
menciond an la seccion 3.2 y el algoritmo de Minty como heramientas principaies para
encontrar los cortes.

A continuacién se detalla el algoritmo:

Paso 0
Sea V un diferencial factible, hacer

Vl":V.»k::l

Pasol

'Colorear de a siguiente forma

Negro sii{j)>0
Blanco sl (/) <0
Verde sii(/)=0

Paso2
Buscar un arco ;* blanco o negro

o Sino hay temninar, el diferencial ¥ ha sido expresado como combinacién lineal de cortes
elementales que lo conforman.

k
b= Za”'e@m
mol

« Enotro caso, aplicar el algoritmo de Minty a j* e ira 3
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Paso 3

o Siresulta un corte (), obtener la descompoasicion del corte O, en cortes elementales
(@ =0tu U )il

Repetir los siguientes pasos hasta que |- (inclusive):
* a} =minl/'(j)| paratodoje Q|
» Actualizar el diferencial mediante la siguiente férmula

¢ Vea=Vi-al €gy o I=itl
k=k+1, regresera |,

« Si resulta circuito terminar, la funcién asociada a los arcos no es un diferencial, ya que
d'(Cp<0

SECCION 3.4

JUSTIFICACION DEL ALGORITMO
DIAGRAMA DE FLUJO DEL ALGORITMO
EJEMPLOS

El algoritmo de realizacién conformable para diferenciales es el pilar de la demostracion del
teorema que lo inspira. En seguida se tratarén algunos detslies que no se tratan con
profundidad an el algoritmo, como por ejemplo, que los diferentes cortes encontrados
conforman al diferencial, convergencia del sigoritmo, etc..
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Al aplicar el Algoritmo de Minty y obtener un corte este resulta ser compatible con la
coloracién; para cada j e (" el arco es negro y por 1o tanto su diferencial es positivoy sij e
(" el arco es blanco y por ende su diferencial negativo. Asi cada corte (); encontrado
confarma al diferencial I, Cuando se calcula «, se toma el minimo del valor absoluto de los
diferenciales de los arcos corespondientes al corte (por jo que si ¥ es entero, ay, . . ..a,
también) asegurando, en cada iteracion, convertir al menos un arco bianco o negro en verde,
por lo tanto el algoritmo termina en un numero finito de pasos.

Si se encuentra un circuito C, tenemos que para cada arco recorrido positivamente (debe ser
bianco o verde) ej diferenciai es negativo o cero y para cada arco recomido negativamente
(negro o verde) el diferencial es positivo o cero. Por otro fado, C contiene a ;* que es blanco o
negro y por fo tanto el diferencial es mayor que cero o menor que cero en ;* respectivamente,
asi si ponemas como restricciones de generacion d*(j) = ¥ ) = d(J ), tenemos que

D'(C)= T d'()) - Td (j)<0

jept jebr

y por lo tanto no es un diterencial factible con respecto a los intervalos de generacién (por el
teorema de! diferencial factible) lo que se traduce en este caso como ¥ no es un diferencial,

Una vez modificado el diferencial, continuamos tenlendo un diferencial pues es equivalente a
restar a, unidades a los nodos pertenecientes a S y asl garantizamos en cada iteracién la

construccién de un nuevo diferencial.®

En esta ocasion no fue necesaria la utilizacién del concepta de soparte como en e} caso de
flujos. Sin embargo, con el objeto de mostrar una analogla mas entre estos problemas
consideraremas o siguiente

El soporte de un diferencial V, es el conjunto S formado por los arcos j € 4 tal‘que W/ )A,
formado por dos subconjuntos :

s ={];V(j)>0} ys ={JIVU)<0}'

A partir de este Ultimo concepto y el teorema de realizacién conformable para diferenciales
podemos obtener los siguientes resultados.
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Proposicién
Un diferenciai ¥ es elemental si y s6lo si el soporte de I’ es no vacio y minimal, en el sentido
de que no existe un diferencial ' cuyo soporte es no vacio y esté estrictamente incluido en el
soporte de V.

Demostracion

=

Supongamos que ¥ es de la forma a €, y existe V' cuyo soporie es no vacio y contenido en
el de ¥, entonces por el teorema de realizacién conformable para diferenciales,
V'=d, eé|+---+a', eé, ., donde los cortes (); para i:=i..r son elementales y conforman al
diferencial V. Dado que el soporte de }* esta contenido estrictamente en el de ¥, entonces no
existe ningln arco j perteneciente a aigun corte tai que ¥'(/)=0 (pues son conformables) ,
por io que el conjunto de arcos pertenecientes a cuaiquier corte (J; para i.=i..r estd
contenido an ei conjunto de arcos que forman a ( ; dado que  es un corte elemental,
entonces cualquier subconjunto estricto de Q no forma un corte, 0 () no era elemental, por io
tanto contradiccién. Asi hemos demostrado ia parte necesaria del corolario,

&
Como ¥ es un diferenciai, entonces lo podemos expresar como ¥ = a, €, +a, €, , con

a>0yQ,,...0,cones elementaies,
Sin pérdida de generalided hagamos V'=a, €&, ++a, € . 1' también es un diferencial.

Por hipétesis no existe 1* diferencial no vacio cuyo soporte esté incluido estrictamente en el

de ¥, por ia forma en que fue obtenida ia expresion de ¥, ' tiene su soporte estrictamente
incluido en el de ¥, por lo tanto tiene que ser vacio, asl V=a €,, con a>0 y O un corte

slemental.®

Propoaicién:

Si tenemos un diferencial elemental =0y V' un diferencial cuyo soporte estd inciuido en el
de ¥ entonces ¥’ es de la forma* AV para alguna 4.
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Demostracion

Por el ejerciclo anterior, el soporte de * no puede estar estrictamente incluido en el de V,
entonces, es igual al de ¥,

Como V es diferencial elemental, V=ae, donde () 8 un corte elemental y a>0, Asi

podemos formar en el soporte de V" el mismo corte Q.

Ademds " es un diferencial elemental pues de no serlo, dicho diferencial cuyo soporte es no
vacio y estar contenido en I* también lo estaria en ¥ contradiciendo la hipétesis de que ¥ es
un diferencial slemental.

Entoncea tenemos que
V':deg
V':aeg
=2
eg =V/a'
eq =%
!
A LoX o poay
a a a'

" V=4V' 'y A#0 puessinoliofuera
a=0y V'-:ae‘_):-d
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En seguida e! diagrama de flujo de) algoritmo de realizacion para diferenciales, que sirve

como una referencia répida:

INICIO

V 8 un diferencial factible
V1 sV , k=1

Colorear :
Nsl V(j)>0
Bsl V(j)<o0
Vsl V(j)=0

Aplicar algortmo
de Minty a J*

i

¢Fue corte?

FN )

El diferencial no es
factible ya que

No

a,=minf ()] V je@,
Actuelizar el diferenclai asi:
Via=Vi-aey, k=k+l,

d+(Ck)<0




Para finalizar esta seccion se ejemplifica el algoritmo mediante |a siguiente red. Los nimero
* asociados a los arcos corresponden al diferencial resultado de los potenciales asociados a los
nodos.

Se aplica algoritmo de Minty al arco /,

Se aplica aigoritmo de Minty al arco j,

QUENY I N-OV =t sy}

QUL 4,56} 1 {2,31= 0, Jplpis)

a,=min (4,7,2) =2

0, no es elemental
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Obtenemos la descomposicion de O, dado que no es un corte elemental: O, = ()} L@}
donde 0} =[(14.562}|(34] ¥ 0} =[{14563}[(2}]

0 -8
v 0
Vv Vv
0! =[as62|(3)]= 1) 01 =[ras63jf2)]=tj. /)
Obtenemos o} para O} Obtenemos a} para O}
a}=min{56)=5 ai =min{2,3)=2
lteracién 3 _ @) lteracién 4
v 0 0 v
v v

Se aplica algoritmo de Minty ai arco j,

O S) I N-(S W= Updpds)

ay=min{1,1,1}=1




No existe arco blanco o negro.

V=(l|eq‘ +a',eenz+a§eﬂ+a;eq,

a=2, €=(1,0,-1,0,1,0,0)
ai=5, €} =(0,0,-1,1,0,0,0)

ai=2, eai =(1,-1,0,0,0,0,0)

a,=l. eQ’=(0,-I.0,l.0,-l,0)

3
V=Za,eq, ’-’(‘.'3,'7)6» 2:'1»0)

i=}

FIN

SECCION 3.8

REPRESENTACIONES DE TUCKER PARA DIFERENCIALES
(Problema dual a iaa representaciones de Tucker para flujos)

A través de este trabajo siempre se han relacionado cada uno de los conceptos con su dusl,
asl ias representaciones de Tucker no son ia excepcién, cada representacion de Tucker de ¢

puede ser inmediatamente trasladada en una representacién de Tucker del espacio de
diferenciales 2; la analogia entre el procedimiento seguido para encontrar una representacién
de Tucker de ¢ y 2 es evidente, asi como los procedimientos para cambiar de una base a
otra, como resuitado observaremos como podemos trabajar con ambas representaciones al

mismo tiempo.
Dado que el espacio de diferenciales es el ortogonal complementario del espacio de

circulaciones,



VeD &
0=Y V(N)X(j) ¥V Xe&

JeA

Tenemos para una F'cd que comesponde a una representacion de Tucker de ¢, el flujoa
través de los arcos de este conjunto puade ser expresado de |a siguiente forma:

Y X(ka(j.k)=X() VY jeF

kep

sustituyendo en la ecuacion, nos queda

0= va[ Za(j.lz)X(k)J+ Y V(k) X(k)
&

1 €F eF' keF

kel 1 €F

=y x(k»[V(mZV(nau,k)}

Y asi tenemos que una representacién de Tucker del espacio de diferenciales 2 es un
sistema de la siguiente forma:

=Y V(jatj.k)=V(k) YkeF

jeF

Siempre es de una gran utilidad el poder resolver un problema por més de un punto de vista,
ademads de que, en el agunas ocasiones seré muy claro piantear el problema para el caso de
circulaciones, pero en otras, resultard més natural planteario como un diferencial. De aqui la

importancia del resultado de dualidad.

A diferencia de las representaciones de Tucker para e} espacio de circulaciones en ias que
todo giraba airededor de los bosques maximales, en |as representaciones de Tucker para el

espacio de diferenciales, ias variables basicas son las pertenecientes a un cobosque.



et

El concepto de cobosque, como podré imaginar es lo opuesto a un bosque, fa definicién dice
asi

Un cobosque es un conjunto de arcos /' en ia red G tal que al borvar todos estos de ia red,
el nimero de componentes conexas de G no aumenta.
Un resultado equivalente es el siguiente

Proposicién

F' o8 un cobosque si y s6lo sl no existen cortes elementales en G incluidos en / (de hecho
ningtn corte no vacio).

Entonces, si G es conexa los cobosques de ella serian los conjuntos /' A tales que 4 | I/
contiene un drbol de expansiénpara G .

Las representaciones de Tucker de ¢ y 2 siempre se dan en pares con una correspondencla
uno a uno con ¢ bosque maximal /" de G.

Es interesente y puede ser de mucha utiidad observar que la tabla que define la relacion
entre fujos, divargencias, potenciales y diferenciales en G, puede ser también interpretada en
términos de represantaciones de Tucker (mediante simples operaciones por renglén), al
utilizar la red aumentade. Es de notar que los arcos de distribucion constituyen en particular
un drbol de expansion para la nueva red. Las tablas a las que hacemos mencién se
presentan a continuacién

X(j)para je4

—-ll(l)paraieh) e(i.j) - =Y(i)para ieN

=V(j)parajed




X(k)para keF'

-V (j)para jel agj,k) X(k)para k eF'

=V(k)para kel

Por lo anterior, para cada representacion de Tucker para el espacio de circulaciones tenemos
también una para el espacio de diferenciales formada por el complemento de los arcos en la
base para circulaciones, y viceversa.

A partir de aqui pondremos ambas bases en cada representacion de Tucker obtenida.

SECCION 3.6
TEOREMA DE BASES

La primera parte de este teorema fue demostrada en el capitulo anterior, ahora se demostrara
la parte restante que es la que corresponde reaimente al presente capltulo.

El teorema nos dé una base para el espacio de circulaciones ¢, la cual utiliza un conjunto de
circuitos muy particulares, asi como una base para el espatio de diferenciales, construida a
partir de cortes. Estas bases tienen la particularidad de ser muy sencillas de encontrar y el
teorema nos proporciona un algoritmo para determinar una base inicial a partir de la cual
podemos utilizar el pivoteo.

Estos circuitos y cortes son elegidos en base a un bosque maximal Iy ciertas restricciones;
los vectores de incidencia son los elementos de las bases que quedan expresados en
términos de los elementos a(j, k) de |a tabla de Tucker correspondiente a F.
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Teorema de bases

Sea F' c 4 el conjunto de arcos corespondiente a un bosque maximal en G, y sean af j, k)
paraj e F. k € F' = A \ F los coeficientes de la representacion de Tucker del espacio ¢ de
circulaciones y 2 de diferenciales

1. Para cada arco k </ existe un Unico circuito elemental £, que contiene a & en su parte

positiva y los arcos restantes del circuito pertenecen todos solamente a /' Los vectores de
incidencia e forman una base para ¢y estén dados por

a(j k) VjeF
er()=40 V jeF' j#k
| paraj=k

2. Para cada arco j ¢ F, existe un Unico corte elemental Qj que contiene & ; en su parte

positiva y los demés arcos del corte pertenecen tnicamente a /' Los vectores de
incidencia e, forman una base para 2 y estén dados por

~a(j,k) VkeF'
€, (k)={0 V keF k#j

| parak=j

Antes de proceder a demostrar Ia segunda parte del tecrema (la primere parte se demostro
on @ segundo capitulo), considérese le sigulente red (la misma que en la seccidn 2.9) con un
bosque maximal F correspondiente e los arcos de color mis obscuro.



I

Ahora se encuentran los cortes (tinicos) que cumpien con la condicién de contener un arco de
Fen 0t y que todos los demds arcos del corte pertenecen a /.

F g=|s | NIS)

L |8=t1,5.4), N/8=(2,3)

Lo |5=01,2,4,5), N/S=(3}

Iy |45} NIS=(1,2,3})
i |5=(5), NIS§=(1,2,3,4)

Estos cortes son los que nos proporcionardn |a representacion de Tucker para © como
veremos posteriormente.

Demoetracién

PARTE 2

Sea jeF, j~(i,1'), G'la componente conexa a la que pertenece j y 7 el drbol de
expansion contenido en F correspondiente @ G'. Si / o /' tienen grado 1, entonces el corte es
de la siguiente manera 0=, N\ Jo@=[{, N\i') respectivamente, ahora bien si ninguno
de los dos nodos que componen ol arco en cuestion tiene grado |, aplicar el algoritmo de
enrutamiento @ /y a ' en 7'- j, dado que es sobre T jamas liegara el enrutamiento a él pues
habria un circuito. sea S ei conjunto de nodos formado por el enrutamiento de / y sea N ' el
conjunto de nodos que componen @ G', entonces, el conjunto de nodos que compone ai
enrutamiento de i' es N' \ S ya que de lo contrario no tendriemos un &rbol de expansion.



Afirmamos que si el algoritmo fuera aplicado con N* =i’y N *=i 0 =[S, N' \ 5] es un corte tal
que para todo arco que pertenece a () también pertenece a /' a excepcion de j ya que, dada
la construccidn del corte, si tuvieramos al menos un arco j'~( k, ') que pertenezca a 7' a parte
de j en el corte tendriamos un circuito formado por arcos del bosque y esto seria una
contradiccion, El circuito podria formarse de la sigulente manera. Tomamos k como inicio, &
perteneciente sin pérdida de generalidad a S, entonces dado el enrutamiento de i existe una
trayectoria de k a i . Andiogamente construimos una trayectoria que una a k' con /', dado que ;
une a/ con /', entonces uniendo ambas trayectorias con j tenemos un circuito,

La unicided de este corte ne da gracias s |a unicidad de trayectorias dadas por un drbol de
expansion ‘ '

Supongamos que enconiramos el corte ¢; =[S, N \ §] en la componenta conaxas G', entonces
€,%(S, N\ 5] en |a red original también es un corte con las caracteristicas buscadas.

Asignando un potencial de | a cada nodo de N \ § y un potencial de 0 & cada nodo de S
obtenemos un diferencial que es igual 8l vector de incidencia de €g,, aal para cusiquier

eleccion de A
V=348 VjeF

JeF

o8 un diferencial que satisfaceque V' (j)=4, V jeFy

Vik)= 34, € (k) VEkeF

1€F

Por s representacion dual de Tucker existe un diferancial V Unico que satisface Que
V(j)=4, V jeF yostees

V(k)=-Y 4, a(j.k) VkeF

jeF



Dado que cada elemento de 2 puede ser representado de manera Unica como combinacion
lineal de los vectores ¢, , ¥ tenemoas que

Y A€, =~ Aaljk) Vel
¥ jeF

entonces e, es unabaseperady e, = -a(). k) como V(j)=).~’  entonces eg, (j)=1y
€,(k)=0 VkeF, k+)® '

Sabemos que |a dimension del espacio ¢ de circulaciones esté determineda por la siguiente
relacion dimg=|A|-{N[4p (seccién 2.7), como las variables bdsicas para el espacio de
diferencieles son el compiemento de las del espacio de circuleciones, ia dimension del
espacio de difarenciales D seré |N] - p, para p componentes conexas y, en el ceso particular

de tratarse de una red conexa seré |V - |

De la misma manera que en flujos, el teorama de bases nos proporciona una forma bastante
senciiia para encontrar una representacion de Tucker para diferenciales con la cual iniciar,
pars posteriormente pivoteer y encontrar la base deseada. El algoritmo es el siguiente

Algoritmo:
Peso 1
Encontrar un bosque maximal F

Paso2

Para todo arco j pertenecients a F, encontrar el corte 0, tal que j se encuentra en 0", donde

O, esté formado Gnicamenie por arcos de F' con excepcion de j.
Haller ol vactor de incidencia €y,» comespondiente a ()

Paso 3

Formar la representacion de Tucker pars este diferencial con bese en los arcos
pertenecientas a F, como sigue
Para cade renglon correspondients a j, calcular

a(j,k)=-€, (k) V keF
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Para ilustrar el algoritmo utilizaremos el mismo ejemplo que se vi6 en el tema correspondiente
para flujos(seccion 2.9)

@ i@ (6)

o] 1® j©)

i(5)
@= ®
1(4) i(8)
JeF| o7 | O &,
Ji ) A Ja_ Vo Js L o Je L Jr L s 1 Je
b b J -1 1 0 0 0 0 0 0 0
A Lo Ji Jg | 0 1 1 0 0 0 0 0
o lie 2 Js { Js 9 9 0 -1 1 1 1 0 0
s L ds fe 0 0 0 1 -1 0 0 1 0
Jo e Jads | Jjg 1 O 0 0 -1 1 0 1 0 1
X(1) X4) X(5) X()

-N2) | 0 0 0 = X(2)

-V(3) -1 -1 0 0 =X(3)

-K6) 0 1 -1 -1 = X(6)

-N8) 0 -1 1 0 = X(8)

-{9) 0 1 -] -1 = X(9)

=V(l) ] =V@) =V(5) =V(7)

Nota : como habiamos dicho, se obtiene exactamente 1a misma tabla al usar un cierto bosque maximal (caso
circulaciones) que al usar su complemento como cobosque (caso diferenciates). El ejemplo es ¢l mismo que el
de 1a seccién 2.9 para poder hacer comparaciones,
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SECCION 3.7
PIVOTEO : CAMBIO DE UNA BASE A OTRA

Para cambiar, de una base a otra, una vez que ya tenemos una base inicial, la cuai podemos
obtener mediante el algoritmo resultante dei teorema de bases, utiizamos el pivoteo. Las
representaciones de Tucker para el espacio de diferenciales corresponden a cobosques
maximales. Para pasar de una base Bl a otra B2 se hace uso del pivoteo. E| pivoteo es ia
serie de operaciones necesarias para sacar una variable de Bl (que no pertenece a B2) y
meter en su lugar una variable de B2 (que no pertenecia a B1), El resultado de este pivoteo
también es una base y tiene una variable mas en comdn (con respecto a B) con la deseada
(B2). La variable que entra a la base debera tener posibilidad de ser basica, porque, como
veremos debera cumpiir que el oooﬁdente que tiene asociado en la representacion de
Tucker, a(J, k) sea distinto de cero, donde ; es el arco que va a entrar, y k es el arco que

deseamos que salga.

Los pasos a seguir son exactamente los mismos que en el pivoteo de fiujos.

Empezaremos con una tabla de Tucker para diferenciales y consideraremos cualquier par de
arcos jeFyk el talquea(j k)20, I es, en este caso, el complento de un cobosque
maximal F'. La ecuacion representada por la coiumna k de la tabla es ia sigulente :

- Sati kW) =V (k)

jcF

Resolviendo para ¥ (j)

- | - a(/, k)
V(j)= - —=—Vi(k) - —==V(J)
a(j,k) ;rzlv a(j k)

Jaik

()
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stituyendo en las ecuaciones representadas por los otros renglones se obtiene

a(J, k) 7 a(j.ka(jk) . .
Vik)="L220 (k) + DLEALE) ay, k) |V(j) paracadak e F' k # k
a{j, k) ,szﬁ a(j,k)
ek,

@

que es una nueva representacion de Tucker del espacio de diferenciales y tiene como base a
FelF'VEIOT

A la transformacion hecha en la tabla # ' para obtener la tabla s se le llama pivoteo en
(j.k) y se dice que los cobosques j* y /' son adyacentes, asl como & sus
representaciones de Tucker correspondientes. Este pivoteo es posible solamente si a(J, k)
es distinto de cero.

El teorema del pivoteo relaclona al teorema de bases con las condiciones que se necesitan
para que un arco que no pertenecia a la base, entre a ia misma en lugar de otro arco en
particular.

La equivalencia entre las dos primeras condiciones del teorema fue demostrada en la secclén
2.10, rastando al capitulo en curso ia demostracién de la equivalencia de cualqulera de ellas
con la tercera condicién. En seguida se enuncia dicho teorema.

Teorema del pivotso

Sea /- un bosque maximal y sean jy k arcos tales que j<Fyk ¢ F, entonces, las siguienles

condiciones son equivalentas :

1. a(], k)#0 enla representacion de Tucker correspondiente a F.

2. J se encuentra en el circuito 7, . correspondiente a k, mencionado en la parte | del
teorema de basas,

3. k se encuenira en el corte (J); . comespondiente a 7, mencionado en la parte 2 del

teorema de bases.

Un pequeilo esquema en donde los arcos de color mis oscuros representan a  muestra, a
continuacion lo que sucede:
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J k Corte €, (k)
jl j.‘!.jl le =[U|v jQ’n (]4” l’ -1
jl jJ.jS Qj:'_'“jb jJ}t (]5” l"l

Recordando el sistema para obtener una representacion inicial de Tucker (en base al teorema
! de bases) tenemos que, dado que ee (k)=-1,1=a( J. k)=0

Demostracién
=1 - V- -
keF',*ke QJ- entonces por el teorema de bases ee,-(“= -a(j, k). Dado que £ pertenecs

al corte, €, I(F )#0, por ende a(j, k) es distinto de cero en Ia representacion de Tucker para

diferencisles corespondiente a F'.®
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La manera de pasar de una tabla de Tucker a otra se vera graficamente a continuaclon,

F' (F)
-V(j) =X())
V) G atj k) = X())
=V(k)
V(k) = X(k)
-¥()) h atj k) - 2U:Ra k) =X())

a(j.k)

)

Como se pueds observar esta Uitima tabla simplemente contiene los despejes que hicimos
anteriorments (en iss ecuacidnes (1) y (2) ) para obtener Is nuevs representacién de Tucker,
sin embargo es una manera mucho mds sencilla de ver los resuitedos.

Es muy importante notar que con las mismas operaciones se obtienen, en una misma table,
tanto la representacion de Tucker para el espacio de circulaciones como |a representacion de
Tucker para &l espacio de diferanciales aprovechandose asi al méximo la dualidad existente
enire ambos problemas.
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Asi en esta tabla, para pivotear, se escoge un elemento cuyo coeficiente sea distinto de cero
{dado el teorema del pivoteo) y el arco que se encuentra en el renglén correspondiente dejard
de pertenecer a |a base para el espacio de circulaciones para pertenecer a la de| espacio de
diferenciales. £l arco comepondiente a la columna del elemento seleccionado dejard de
pertenecer al cobosque asociado a la representacion de Tucker para el espacio de
diferenciales para pertenecer al bosque asocisdo a la representacion de Tucker para el
espacio de circulaciones,

Seen: I el cobosque comespondiente a ia representacion de Tucker para el espacio de
diferenciales dessada (/° el bosque coespondients a la representacidn de Tucker para el
espacio de circulaciones deseada), /' el cobosque asociado & (a representacion de Tucker
para el espacio de diferenciales que se tiens actuaimente (F el bosque asociado a la
representacién de Tucker que se tiene actuaiments), y 4 el conjunto de arcos de Ia grifica,
entonces, si s¢ llega en aigin momento dado a una situacién como la que sigue, ya sea se
esté tratando un problema de diferencisles o circulaciones, ia representacion de Tucker
deseada para el aspacio de diferenciales (circulaciones) no es factible, as decir, no
corresponde a un cobosjue maximal (bosque maximal) y por lo tanto no puede ser base para
dicho espacio.

F'\F
F\F

A\F

FP\F FnF

En el siguiente ejemplo aparece ensegulda de la grifica s representacion de Tucker
correspondiente al cobosque maximal formado por los arcos de color més obscuro. El objetivo

es liegar a la representacion de Tucker cormespondients & F=(/,, /. /s, Jo. /1 )} *={1y, 2 Jor Jn,
j9’j W})‘
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Antes de pivotear
(el arco sobre el que se pivoteara es el sombreado en la tabla)

XQ3) X@4) X(5) X9 X((l) )

-N) -l ! 0 X()
-N2) | -l 0 0 XQ)
-N6) 0 | ! | X(6)
-1 0 0 -l | X
-V8) 0 0 0 1 X@)
- K10) 0 0 0 0 X(10)

n3) n4 ns) no) nin)

Después de pivotear
(el arco sobre 8! que se pivoteard es el sombreado en ia tabla)

X)) XE XO) X(|9) X(lu)

N -l -l 0 X
N2) l ] 0 -l -l XQ2)
-n4) 0 “ B 1 X
0) 0 0 0 ‘1 X7
-N8) 0 1 ] 0 X@®)
-N10) 0 0 0 0 X(10)

na) ne) n3) no) ni

Felinisiodwin)  (F={iniududniviol)
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Después de pivotesr

(k)] X(6) X() X®) X1
1

-Al) -l 0 1 -1
-N2) 1 0 -1 1 -l
-Vd) 0 0 0 -1 1
4] 0 -l -1 1 -l
-V0) 0 ! 1 -1 0
-A(10) 0 0 0 0 0
n3) n6) NS) Vi8) )
F= {fs;fs-fa/ufn } (Fo={iduinisio})
SECCION 3.8
DIFERENCIALES EXTREMOS

Cusiquier solucion al problema de diferencisi factible puede ser expresada como combinacién
iineal de ciertas "soluciones extremas® y cortes de generacion llimitada segin nos dice el
teorema de representacion extrema para el caso de diferenciales. De nuevo encontramos
angloglas con |a teoria de fujos, donde nos encontramos también flujos extremos y su

commespondiente teorema de representacion.

Un dierencial v es extremo (con respecto a los intervalos da generacion) sl

d-(j)SV(j) d*(j) para todos los arcos /, y ef conjunto

@8 un cobosque,

£ ={) e d (D <v(p<d'()

X(1)
XQ)
Xd)
X
X0)
X(10)
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Proposicion
Un diferencial V es extremo si y solo si, existe un bosque maximal /* tal que para todo jeF o

Vj)=dt(j)o W j)=d () (correqundencln biunivoca con representaciones de Tucker para
el espacio de diferenciales).

Un corte de generacion ilimitada es aquel que d*(j)=+o V jeQ' yd (j)=-o V jeQ .
Si 0 y su reverso son de generacion limitada, entonces O es un corte de generacion
doblemente liimitada

Proposicién
Un corte es de generacién doblemente ilimitada si y sdlo si el conjunto de arcos

E={jed|d ()=w y d"(j)=-x}

no @s un cobosque. Es claro que de existir un corte de generacion doblemente ilimitada, para
cualquler diferencial el conjunto /' no serie un cobosgue.

El tecrema de repfiunuclén exirema de diferenciales tiene ei mismo fin que el teorema de
representacion extrema de fiujos y este es, expresar cuaiquler diferencial como combinacién
lineal de flujos extremos y cortes de generacién flimitada. Dichos flujos extremos slempre
existen s existe solucion al problema y su numero es finito. Asi pues el teorema dice
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Teorema da la representscion extrema de diferenciales

Suponiendo que el problema de diferencial factible tiene al menos una solucién y no existen
cortes de generacion doblemente ilimitada, entonces.

1. Existe un nimero finito de diferenciales extremos (al menos uno). Estos diferenciales son
enteros, si las cotas de los intervalos de generacion d* (). @ °(j ) son todas enteras.

2. Un diferencial V es solucién al problema de diferencial factible sl y solo si, este puede ser
expressdo de la siguiente manera

r q
DWW AD W AN
k=) t ]

donde Vj es un diferencial extremo, 4, 20, 2;”/1‘:1, donde (), es un corte de
generacion ilimitada, y #, 20 (la segunda sumatoria puede ser cero).

La demostracién se desarollara como sigue:

En primer lugar demostraremos finitud, después mediante el algoritmo para la representacion
extrema de diferenciales se demostrara la existencia de al menos un diferencial exiremo, asi
como la condicion necesaria de la segunda parte del teorema, todo esto en la seccién 3.9. En
le siguiante seccion (3.10) la justificacion dei algoritmo y finalmante la condicién suficiente
ademés de damostrar, que si las cotas de los intervalos de generacion son enteras, los
diferenciales extremos también lo seran.

Demostraclén

Si V es un difarencial extremo, existe un bosque maximal F fuera de F’, entonces su

representacion de Tucker correspondiente es

V==Y V0N k) Y kek,
1ok
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donde los caeficientes a(/. k) son tados 1, -1 0 0. Entances o ¥(j }=d*(j) 0 M(j )=d"(J ) para
todo j ¢ ¥, Existen Gnicamente una cantidad finita de diferenciales que se pueden expresar

de esta manera para una ¥ dada, tados ellos son enteros cuando las cotas de los intervalos
de generacion son enteras. Ademas existe un ntiimero finito de bosques /.

SECCION 3.9
ALGORITMO PARA LA REPRESENTACION EXTREMA DE DIFERENCIALES

Dada una solucién al problema de distribucion factible el siguiente algoritmo la expresa como
en la segunda parte del teorema de bases demastrando asl tento la condicion necesaria de la
misma, como la existencia de al menos un flujo extremo,

Algoritmo

Paso !

"Dado un diferencial factible que no contiene cortes de generacién doblemente iiimitada,

formar el conjunto
F={l()<viy<d' ), v jed)

Paso 2
s SiJ', forma un cobosque, terminar, ¥ es un diferencial extremo,
¢ Sj /', no forma un cobosque ir al paso 3

Paso 3
Existe un corte elemental  tal que a(j) < M(j) < d*(;), para tado / que pertenezca a O, ¢
nao es un corte de generacion doblemente ifimitada.

Paso 4
Calcular :

iw= ;mn‘{p eR | nm{ meR | d () <V(f)-me, <d'(j)}}
o Si /4 esigual ainfinito, tenemas un corte de generaclén ilimitada, ir al paso sigulente,
o Si 4 es finitalenemos que V' =}' - /¢, . Entonces esta @s ofra solucién al problema

de diferencial factible, con /.. inciuido estrictamente en /', .

3.30



Paso §
Calcular

;1":;11gi1}‘peR| ma‘c{meR |d'(j)<V(j)+meQ<d‘(j)}}

o Si 4" esigual ainfinito y ' es finita, tenemos un corte de generacion ilimitada, ir al

paso siguiente,
o Si ' esigual ainfinito y 4 es infinita, FIN, no existe solucion. Existen cortes de

generacion doblemente ilimitada,
o Siy" esfinitatenemos que I’ =¥ + "€, . Entonces esta es otra solucion al probiema
de diferencial factible, con F. incluido estrictamente en £, .

Paso 6

Si g, 4"+ o, ahora tenemos un sistema de dos ecuaciones
V'=V-ue,
VII = V +l‘!lea

entonces, eQ=Z—"—'V— , Sustituyendo en la segunda ecuacién ilegamos a la siguiente
7]

‘scuacion

vty H_pr
'y wp

Dado que 4y 4" son mayores que cero, entonces u", 4’ <u' + u", asl

H 1
L1y 0c—E—<
/l + /I /l + /I
Sean
" [
! n ‘
A = l” " y - 'I "

W Wi

entonces V= A'V'+A"V"con0<A'<l y 0<A"<|

Paso?
Aplicar el algoritmoa V' y V".
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SECCION 3.10

JUSTIFICACION DEL ALGORITMO
EJEMPLO

Restaria a esta justificacién la demostraciin de convergencia del algoritmo. Dado que en
cada iteracién por lo menos un arco deja de pertenecer al cobosque, en un nimero finito de
pasos, aquelios arcos que al quitarios hacen que la red tengan una componente conexa més
desaparecen de F, . Si en este conjunto se convierta en el vacio se llega también la

convergencia pues en particular éste es un cobosque.

En seguida se demuestra que si se tiens un diferencial expresado como en la segunda parte
del teorema de representacion para diferenciales extremos, entonces este diferencial es una
solucién al problema de distribucion factible.

Si v tiene esta forma , entonces d™(5) sV,(j) sd'(j) parak=1,....r pues V, es exiremoy asi
NS T4 VU)sd'(G). v jik
k=)

AgZO:O

AMdNsihn(Nshd ()Y jk
A,d()sA, mU)SA, d ()Y )k
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Si sumamos las ecuaciones tenemos

d NS T NS U)LY Jk

k=1

pues Z':,l.=l

k=1

El término g, ep, (11 puede incrementar la suma 8i y solo 8i d4°(j)=+w, y puede
decrementaria i y solo 8i d”( j) = ~w. Entonces no pueds haber violacion aiguna a las cotas,
ssique d (;)sv(/)sd'(j) paratodo je 4. ‘

El siguiente diagrama de flujo representa Ia parte esencial del aigoritmo y debe ser aplicado a
cada uno de los diferanciales resultantes hasta que cada una de las soluciones que forman
parte de la combinacién lineal saan diferencisies extremos.
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TN
INICIO )

. ?ft’nc v

o FIN
3 v es diferencial
3 extremo

SRR ORI

Tenemos cortes de
eneracién doblemente

{limitada.

NO HAY SOLUCION

FIN

{ Obtener:
R e

El diferenclal queda
exprasado como :
vev'+ e,

N T N

e H Y A"= H

' "

Wy Ry’

E| dferencisl he quedado expresado como v Al A"

con O<d'<l y 0<A’<|

En seguida haremos uso de ests algoritmo para descomponer el diferencial factible de la
siguiente red, donde las cantidades asociadas a los nodos son (08 potenciales y los intervalos
en cada arco son los intervalos de generacion
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V=1, -1, 2,3, -5, -1
B =) 2.y

F} no es un cobosque, entonces existe un corte 0 cuyo vector de incidencia es e} siguiente:
€5=0,-1,1,0,00

M =min{4,2}=2

V'=1,1,0,3,-5,-1

Fh=h, 1

F) o8 un cobosque

4" =minf2, 2} =2
Vr=l, -3,4,3, -5 -1
Fj» = jy

£» o8 un cobosque

Al=}£’ 1”=%

v=dpydps
2 "2

Nota
Los diferenciales extremos pueden ser |dentificados con los puntos extremos de! poliedro
convexo que consiste de lodos los diferenciales factibles con respecto a generaciones.

' 3.3



SECCION 3.11
ANALOGIAS

En seguida aparece una tabla con los conceptos y resultados de mayor importancia tanto
para flujos como para diferenciales. S! estos conceptas o resuitados son la misma idea se

pondrén uno frente al otro, asentuando asi las similitudes y diferencias de ambos.

FLUJOS

DIFERENCIALES

Flujo elemental

Diferenciel elemental

Trayectoria que conforma & un flujo ¥’

Corte que conforma a un diferencial V

Anticirculacion

Suma de anticirculaciones = circulacion o
anticirculacion

Cero, unico flujo que es circulacién y
anticirculacion

Teorsma de realizacién conformable
para flujos

Teorema

de realizacién conformable

para diferenciales

Algoritmo de realizacion para flujos

Algoritmo

de realizacién

diferenciales

para

Teorema de realizacién conformable,
€850 circulaciones
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FLUJOS

DIFERENCIALES

Circulacion es fiujo elementale>su
soporte es no vacio y minimal

Un diferencial ¥ es eiemental s y solo si
el soporte de ¥ es no vaclo y minimal,

Sea X#0 una circulacion elemental y X'=0
una circulacion cuyo soporte estd
incluido en el de X, entonces X'=AX
para alguna Ax 0,

S tenemos un diferenclal elemental V=0
y sea * un diferencial cuyo soporte esta
inciuido en el de ¥ entonces * es de la
forma V' = AV para alguna 4.

Sea FcA, F es un bosquesno existe
circulacion X»0 tal que su soporte esté
incluido en F

F o8 bosque en Gelas columnas
correspondientes a le matriz de
incidencla de G son linealmente
independientes '

Teorema de expansion

Bosque

Cobosque

Representacion de Tucker para flujos

Representaclon de  Tucker para
diferenciales

F c A corresponde a una reprasentacion
de Tucker da @I forma un bosque

maximal para la red G

FcA cofresponde a una
representacion de Tucker de De> /"
forma un cobosque maximai para la red
G

dim € =W\ - M + p, donde p es el numero

de componentes conexas en la grafica

dim D = |M - p, donde p es ei numero de
componentes conexas en la grafica
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FLUJOS

DIFERENCIALES

Obtencion de base inicial de Tucker para
ol espacio de circulaciones.

Obtencién de una base inicial de Tucker
para el espacio de diferenciales.

Teorema de bases

Teorama de bases

Pivoteo

Pivoteo

Teorama del pivoteo

Teorema del pivoteo

Flujo extremo

Diferencial extremo

Circuito de capacidad ilimitada

Corte de generacion ilimitada

Circuito de capacidad doblemente
iimitada

Corte de generacibn doblemente
iimitada

Teorema de la representacién extrema
de flujos

Teorema de la representacion extrema
de diferenciales

Algoritmo para la representacion extrema
de flujos

Algoritmo para s representacion extrema
de diferenciales
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4

CUARTO CAPITULO

EL PAQUETE COMPUTACIONAL

Este capitulo consta de cuatro secciones , ia primera da a conocer la estructura utilizada para
la representacion da las redes y los aspectos por los cuales fue elegida ésta para el paquete
computacional; en |a segunda seccién se describen la estructura general del programa'y los
procedimientos de mayor relevancia. La tercera seccion es muy pequeda pues sdlo
manifiesta las principales variables y constantes utilizadas a lo largo de los programas, en la
cuarta y ultima seccién, se brinda un manual que describe las opciones y los menus para
poder resolver el problema deseado; al final de |a misma se daran ejemplos resueitos con el
paquete con ! fin de ilustrar los procedimientos y las pantalias de salida.

SECCION 4.1

REPRESENTACION DE REDES
EN EL PAQUETE COMPUTACIONAL.

La primera decision que se toma al desarollar un programa es la estructura en la cual se
representardn los datos; una forma muy utilizada para representar las redes en la
computadora es mediante la matiz de adyacencia; sin embargo, tiene un gravisimo
problema: ocupa mucha memoria a pesar de que es suficiente con tan sélo la mitad de los
elementos de la matriz para conocer los arcos existentes en la red asi como su direccién.



A pesar de que @l objetivo de este programa es principalmente didactico,se tratdé que la
estructura utilizada fuera eficiente y tuviera mas probabilidades de ser usada para fines
cientificos o comerciales.

Debido a éste segundo objetivo, la utilizacion de las malrices de incidencia para la
representacion de redes no es muy conveniente ya que, para redes con muchos nodos se
ocupa una gran cantidad de memoria (recurso muy colizado en estos tiempos) y en caso de
tener pocos arcos muchas casillas de la matriz contendrian ceros. Como siempre en los
casos de computacion, muchas veces la reduccion en cantidad de memoria utilizada se hace
a costa de la velocidad con la que se ejecuta e| programa y viceversa.

Asi, se decidio utilizar listas para representar las redes; cada uno de los elementos de tal lista
representan a los arcos de la red y los datos que se asocian a ellos. Su representacion es la
siguiente

Nodo Figjo| Color | M Cota | Cota e 4

. Nodo
Numero | inicial | Final Inferior | Superior

Donde:

Numero, Etiqueta para el arco. Estas etiquetas no las asigna el usuario sino la méquina al
leer los archivos de datos, ya sean generados en la opcién del paquete para crear archivos o
desde cualquier editor de texto; el usuario puede saber qué etiqueta se asigna a cada arco al
ver el archivo de datos en pantalla pues la maquina asigna nimeros naturales consecutivos a
los arcos por orden de apan’cléh.

Nodo Inicial, El de! arco.

Nodo final. El dei arco.

Flujo. E| del arco.

Color. El que se asigna al arco de acuerdo a la coloraclon ulilizada en los algoritmos de
Raalizacion Conformable (en este algoritmo, ademas de la coloracién usual, toma el valor de

cero (rojo) si en la siguiente casilla hay un uno ( la de M ) pues esto significa que el arco
pertensce al conjunto M sagun la fase | de! mismo) y el de Representacion Extrema de Flujos.
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M. En el algoritmo de Representacion Extrema de Flujos toma el valor de uno si el arco se
encuentra en este conjunto y cero en otro caso.

Cota inferior. Este campo es la cota inferior del intervalo de capacidad y sélo se utiliza en el
segundo algonitmo; no necesita ser llenado en caso de utilizarse el primer algoritmo.

Cota superior. Este campo es la cota superior del intervalo de capacidad y sélo se utiliza en
el segundo algoritmo; no necesita ser llenado en caso de utilizarse el primer algoritmo.

— Apuntador que contiene la direccion del siguiente elemento de la lista.

Como se acaba de decir, en la mayoria de las ocasiones se sacrifica memoria por velocidad o
viceversa. Este caso no fue la excepcion, al utilizar iistas para dar posibilidad de usar més
arcos se pierde mas tiempo en blsquedas para encontrar el registro deseado; sin embargo
en |a actualidad se desamollan muchos algoritmos para optimizar busquedas, asunto que
podrie mejorar ia velocidad de ejecucion.

SECCION 4.2

ESTRUCTURA GENERAL DEL PROGRAMA
PROCEDIMIENTOS DE RELEVANCIA

El paquete computacional fue desarrollado en el lenguaje de programacion estructurado
Turbo-Pascal en su version 55 y consta de 3 programas ejecutables, una unidad que
contiene la estructura de cada una de las ilstas utilizadas asi como todas las funciones y
procedimientos que se relacionan con ellas y un editor de texto de uso publico cuya
documentacion se encuentra también dentro del conjunto de programas.



Hay tres programas ejecutables, uno por cada algoritmo (algoritmo de Realizaclén y algoritmo
para |a Representacion Exirema de Flujos) y un tercero para la administracion de ambos y ia
presentacion inicial,

Gréficamente (os prograimas se relacionan de la siguiente forma :

ADMINISTRADOR
FLUJOS EXE
ALGORITMO PARA
ALGORITMO DE REPRESENTACION EXTREMA
REALIZACION DE FLLNOS
AREALIZEXE EXTREMO EXE
-
MANEJO DE
LSS
LISTAS TPU
—.,/

Unas vez que hemos visto la estructura general del programa describiremos ahora los
principales procedimientoa y funcionss que se utilizan en ambos aigoritmos.

Procsdimiento ENRUTAR
(A_realiz.pas, Extramo.pas)

Dado que ia Unica rutina de teoria de redes que tisnen en comin ambos aigoritmos es ésta
se decidié ponerls en ambos programas con el fin de no ocupar memoria dei stack, ademés
de evitar perder més ef tismpo en busquedas innecesarias de rutinas fuera del programa,
Ests rutina realiza of algoritmo de Enrutamiento y nos da como resultado dos variabies
booleanas (Tray, Corte) que nos indican si ei resultado fue una trayectoria b un corte. De
haber resuitado una trayectoria ésta se encuentra en Ia lista lismada trayec y de haber sido
un corte guarda los arcos que se encuentran en la parte positiva del corte en Ia lista Gm y ia
parte negativa en |a lista Qme.
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En ocasiones se llega a utilizar el vacio como conjunto inicial o final de manera que en caso
de haber un corte |a lista trayec contiene el enrutamiento resultante.

Procedimiento OPCION
(A_realiz.pas, Extremo pas)

Este procedimiento es el encargado de crear el archivo de datos (Procedimiento
CREAR_ARCH) can la informacion de la red y lo hace de una manera amigable. A partir de
un archivo ya creado el procedimiento LEER_ARCH se encarga de verificar la informacién
contenida en ella con el fin de evitar la existencia de bucies, flujos fuera del intervalo de
capacidad, més nodos de los permitidos, nimeros fuera de rango, etc.

E! procedimiento varia de un algoritmo a otro Unicamente a causa del Intervalo de capacidad
que se utiliza en el algoritmo para Representacién Extrema de Flujos pero no en el algoritmo
de Realizacién,

Finaimente el Procedimiento OPCION nos da la altemativa de crear nuestro archivo de datos
o modificaria desde un editor de texto.

OPCION

1 Ewgrissiguiente
\ opeidn :

CREAR_ARCH

1t ol ochor Pr—.— Ejf")
LEER_ARCH Salir dal MENU ‘_j

l @Fa bewer
S Salucitn ol Adminsetrador
m]:l L_:] Subprocadimiento FLUJOS EXE
. e r—
Procedimiento COLOREA
(A_realiz.pas)

Asigna |a coloracién para flujos conformables.

{
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Procedimiento COLOREA2
(Extremo.pas)

Asigna el color rojo si el fiujo se encuentra en {a cota inferior o superior del intervalo de
capacidad y el color verde en otro caso. Esta coloracidn es la que se usa en el algoritmo para
Representacion Extrema de Flujos.

Procedimiento MINTY
(A_realiz.pas)

Este procedimiento realiza ei algoritmo de Minty.

Procedimiento MINTY2
(Extremo.pas)

Este procedimiento reaiiza una versién modificada del algoritmo de Minty donde éste es
aplicado a arcos verdes y no necesariamente blancos o negros como en el original.

Procedimiento ACTUALIZA_M
(A_realiz.pas)

Es proplo de! elgoritmo de Realizacidn; tiene como funcién asignar el coior rojo a los arcos
que pertenecen al corte encontrado indicando que pertenecen ai canjunto M.

Procedimiento ACTUALIZAFLUJO
(A_realiz.pas)

Procedimiento dei algoritmo de Realizacién que actualiza ei flujo una vez encontrada una
circulacién o anticirculscion mediante el valor de aifa(e) a través de la funcién MINIMO.
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Procedimientos FASE_UNO y FASE_DOS
(A_realiz.pas)

Procedimientos principales del algoritmo de Realizacion que realizan la primera y segunda
fases respectivamente.

Procedimiento ENCUENTRA_CIRCUITO
(Extremo.pas)

Procedimiento de gran importancia para el algontmo de Representacién Extrema de Flujos
que tiene por finalidad detectar un arco verde que pertenezca a un circuito formado por arcos
verdes, si 8s que existe dicho circuito en el fiujo que se estd analizando. La existencia de este
circulto es detectada mediante la variable booleana circuito. S| este circuito no existe,
entonces se trata de un flujo extremo.

Procedimiento MAXIMO
(Extremo.pas)

Este procedimiento @s muy parecido a la funcién MINIMO del algoritmo de Realizacion,
calcula las p's con las cuales se obtendran los nuevos flujos més cercanos a ser flujos
exiremos durante el algoritmo de Representacion.

Procedimiento FORMA_2H!JOS
(Extremo.pas)

Es el que se encarga de formar los dos nuevos flujos mas cercanos a ser extremos a partir de
uno que no lo es; en caso de tener un circuito de capacidad ilimitada crea un fiujo mas
cercano a ser extremo y guarda el circuito de capecidad ilimitada.
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Procedimientos para escritura de resultados :

¢ Procedimiento ESCRIBETRAYEC : aigoritmo de Realizacion.
Despliega ia combinacion lineal de trayectorias elementales

o Procedimiento PANTALLAFIN : algoritmo de Reallzacién.
Despliega el mensaje finai

» Procedimiento MUESTRA : algoritmo para Representacion Extrema de Fiujos,
Despliega los flujos extremos en pantalia y el mensaje final.

+ Procedimiento MUESTRA2 : aigoritmo para Representacién Extrema de Flujos.

Despliega ios circuitos de capacidad ilimitada y el mensaje final.

El cuerpo principei del programa que realiza el aigoritmo de Reelizacion es muy sencilo y se.

presenta e continuacion :

Begin {Programa Principal A_realiz.pas)
Lineas:=0;
trayectoria.=nil;
Repeat
opcion;
fase_uno,
fase_dos;
pantailafin;
destruye_lista(x);
Until key='s',
End. {Programa principal A_realiz.pes)

4-8



{1 .-Crear archivo <

Cuerpo del programa para el
ALGORITMO DE REALIZACION

Inicializacion de variables y listas

Y

(P.opcion)
MENU

2.-Utilizar archivo esxitente
3.-Ir al editor
ESC para salir

No

Opcitn | 02
(P.opcion)

y el archivo sin errores

(P.contenido) ?

LESC?

Si

Fase uno del algoritmo de realizacion
(P-fase_uno)

'

Fase dos del algoritmo de realizacion
(P fase_dos)

|

Despliega resuitados.

(P.pantallafin)




PROCEDURE FASE_UNO

(w0

Escribe
“Circulacion”

y

| (P.coloren) |qg

Colorea

Aplicar algoritmo de Minty
aj*.  (P.Minty)

No Agregar los arcoss

1 del corte a M.
(P.actualiza_M)

(Se encontrd
trayecloria?

(P.actualizaflujo)

l

Escribe la trayectoria elemental

conformable (circulacion)
encontrada. (P.escribetrayec)
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PROCEDURE FASE_DOS

Escribe “Anticirculacion”

L]

El conjunto M ahora esta vacio,
(P.desaparece_M)

v

Se crea una lista con los nodos de la red (la informacion se
encontraba organizada a partir de los arcos).
(P.encuentranodos)

(P.colorea)
Colorea

Encontrar una trayectoria que vaya del ler.

nodo de la lista a Nmenos igual al vacio.

Borrar el primer nodo de a lista.
(P.algunatrayec)

No \
Se encontrd

yectoria?




El codigo del algoritmo para Representacion Extrema de Flujos se muestra a continuacion

junto con el diagrama de flujo :

Begin (Program Principal Extremo.pas)
Repeat
opcion;
inicializa;
While colat<>nil do
Begin
colorea2;
encuenira_circulto;(circuit_arco);
If not(circuit) then
{Si no hubo circuito tenemos un fiujo extremo)
Begin
Fextrem:=const_extre(cola1,Fextre);
ayuda:=cola1”.sig;
dispose(colai);
colat:=ayuda;
End
Else
Begin
Minty2,

{Una vez encontrado el circuito procede a calcular las p's y a
encontrar dos flujos a partir del dado que estén méas cerca de

ser extremos)
maximo;
forma_2hljos;
End;

End,

muestra;

muestra2,

destruye_lista(x);

Until nunca;
End. {Programa Principal Extremo.pas)
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Cuerpo del programa que realiza el

ALGORITMO PARA LA REPRESENTACION

EXTREMA DEFLUJOS
( INICIO
Variables: n—
Colat, Fextrem. listas conformadas de la manera siguiente:
A referencia = flujo - v
A numerador = numerador del quebrado que se asocia al {Popclon)
fjo MENY
‘ :‘m:mm = denominador del quabrado que se asocdia | 4 cyaar archivo
oola1; contiene los fiujos por analizar 2+Wtiizar archivo existente &
i Feaxtrem: contiene 08 fujos extremos encontrados 3-iraleditor
i ESC para salir

(Popclon) y
cola1A.denominador=1 o archivo sin ms

“<(Poonlenido)?
\\\/

Despliega resultados

(Pmuestra)

Inicislizacidn de variables y listas
colath referencia=X (flujo original) / .
colath 1 ¢Opcidn 102

. Si
o0l t=nl? e g

(Pmuestra2)

No

Colorear Busqueda dé un arco que
(Podlorea2) e pertenezca a un circuto
(Pencuentra_circuito)

Fomar los 2 flujos mds

N

08168106 A s6r exiramos Y ~_ No
afladirios a colal < 4Exista un circuito? >—»
r (Pforma_2hijos.) e
Sacar el flujo del que se
partid de cola,
Si
! __t. o Encontrar  fodos los
| Encontrar ias ld arcos del circutto.
; (Pmaximo) (PMinty2)

Se tene un fluo
s extromo; afladirlo a
Fextrom y sacario de
colal




SECCION 4.3

PRINCIPALES CONSTANTES
A LO LARGO DEL PAQUETE DE COMPUTO

Las constantes en su mayoria utilizan los valores extremos permitidos por el lenguaje utilizado
para el tipo de variable comespondiente; defininas como constantes permite principaimente
hacerlas mas localizables a la persona que observa el cddigo del programa para modificarias
féciimente de asi desearse y hacer més sencillas las rutinas de validacion de datos. Las
constantes son las sigulentes :

maxarcos = 32767 Numero médximo de arcos debldo a que se miden con
variables enteras cuyo maximo en la maquina es el dado.

maxvainodo = 285 NUmero maximo de nodos ya que se guardan en variables de tipo
conjunto. El méximo nimero de elementos aceptado en pascai para la version 5.5 es de 255 (
Esto puede cambiar con otra version )

minvainodo = 0 Pues se establecid el criterio de dar etiquetas de numeros naturaies en
adicion con el cero.

maxfiujo = 9.0E38 El fiujoy las cotas del intervalo de capacidad son variables de tipo real y
éste o3 su maximo valor,

minfiujo = .9.0E38 Minimo valor para variables de tipo real como lo son el flujo y las cotas
inferior y superior de los intervalos de capacidad.

Estas constantes aparecen al principlo del programa para que sean faciles de localizar y
modificar.



SECCION 4.4
MANUAL DEL USUARID

En esta seccion se presenta una guia para desenvolverse sin problemas a lo largo de é!.
Para instalar el programa basta con coplar todos los archivos del disquete en un mismo
directorio del sistema operativo.

Esle paquete de computo aplica a las redes que el usuario proporcione los siguientes
algoritmos :

+ Algonitmo de Realizacion
o Algoritmo para la Representacién Extrema de Flujos

SECCION 4.4.1

COMO COMENZAR
UN VIAJE A TRAVES DE LOS MENUS

¢{Coémo enirar al programa?, simplemente teclee FLUJOS desde el directorio donde tiene
instalados los archivos de este paquete y aparecerd la pantalla de presentacléon que
menciona los algoritmos que resuelve y el nombre del programador, oprima enter para seguir
adelante como indica en la parte inferior de la pantalla y se encontrara frente al siguiente
menu :



MENU PRINCIPAL

1.- Algoritmo de Realizacién
2.- Representacién Extrema de Flujos

ESC : salir

Cualquiera que sea la opcidn que se escoja el paquete lo llevard a un menl similar al
siguiente donde, en caso de haber escogido el segundo algoritmo, aparecera el encabezado
comrespondiente en lugar del encabezado ALGORITMO DE REALIZACION.

ALGORITMO DE REALIZACION

MENU

1.- Crear archivo
2.- Utilizar archivo existente
3.- Ir al editor

ESC : salir

La primera opcion lo iné guiando para crear al archivo de datos que representa a la red, le
preguntard el nimero de arcos que forma a la red y posteriomente las caracteristicas del
arco. Al terminar de formar su archivo de datos volvera al mismo ment déndole la opcién de
crear nuevas archivos de datos o aplicar el algoritmo a algun archivo ya creado.



La segunda opcion se utiliza cuando el archivo de datos que representa a la red ya ha sido
creado, le preguntara la trayectoria en la que se encuentra el archivo y procedera a leerlo
para la validacion de los datos; sl los datos estdn correctos procedera inmediatamente a
aplicar el algoritmo previamente elegido, de lo contrario le hara saber al menos algun error
que se esté cometiendo en el archivo, Una vez que los resultados hayan aparecido en
pantalla verad un mensaje de término del algoritmo y al oprimir ENTER volvera al menu del
que proviene. El programa no da opcion a grabar el resultado en disco.

La tarcera y Ultime opcién pemmite modificar archivos de detos o crear alguno sin necesldad
de ser gulado por la opcion de crear archivos utilizando un editor de texto, Consulte ia seccion
referente a la construccidn de archivos de datos. Como siempre, al salir del editor regresara al
mismo mend, :

Sl se desea ejecutar el otro algoritmo, lo Unico que tiene que hacer es oprimir la tecla ESC.
Para salir del programa oprima de nuevo ESC como dice al ple de la pantalla y regresara al
sisteme operativo.

SECCION4.4.2

SOBRE LOS ARCHIVOS DE DATOS
QUE REPRESENTAN A LAS REDES

Cada rengién en el archivo representa a un arco, de manera que habré tantos renglones
€omo arcos en |a red; cada dato deberd de separarse de los demds por al menos un espacio
y sin ningun otro carécter de separacién como lo son las comas o tabulares y el final de cada
linea deberd usarse la tecla de fin de linea ENTER ({). Siguiendo este esqueme habré dos
tipos de redes segun el aigoritmo que se quiera utilizar, sunque si usted deses, el esquema
del archivo de datos que resusive el aigoritmo para Representacion Extrema de Flujos le
serviré tamblén pars el algoritmo de Realizacion, Es decir que pusde utilizar el mismo erchivo
de datos que utilizd con el algoritmo de Representacion Extrema pera resoiver el de
Realizacion; sin embargo, no podré usar uno que fue diseiiedo originaimente para el
algoritmo de Realizacién pues no se encontrarén los Intervalos de capacidad necesarios para
la resoiucidn del problema de Representacién Extrema de Flujos,




Cémo formar un archivo de datos para redes que serén usadas en el algoritmo para
Representaciones Extremas de Fiujos

Todos los registros del archivo siguen la misma estructura; en el diagrama siguiente se
especifica qué datos deben estar contenidos, en qué orden y el intervalo de valores posibles
de cada tipo de datos. Utilice ENTER (4) al fina! de! renglén.

Editor de Texto :

Nodo  Nodo Cota Cota
Inicial  Final Flujo Inferior Superior
{0,255} {0,265} 10.0636, 0.0E36} 10.0E36, 9.0E36} [9.0E36, 0.0£36}

Més Infinito : 1+ M4s Infinito : I+ Mis Infinito ; I+
Menos Infinito : I-  Menos Infinito : I- Menos Infinito : I-

Un ejemplo de un archivo que comesponde a la figura de la izquierda seria e| siguiente :

‘ ARCHIVO
3 2 12324
124 (1.3 23212
@ 13213

2 1y




Sobre los datos de la red :

Cuando usted cree un archlvo de datos tenga cuidado de los rangos que estan permitidos.

En caso de tener un fiujo infinito (menos infinito) o alguna cota del intervalo de capacldad
también infinita (menos Infinito) bastara con teclear I+ (I-) en lugar del flujo o la cota del
intervalo,

Los nodos de la red deberan ser nimeros enteros positivos e inclusive podra utilizar el cero.
En el caso de la numeraclon de los nodos, no sera posible asignar un nimero mayor a 255,
de manera que el nimero total de nodos no podra exceder de 256 (porque incluye al cero).
En este paquete computacional no estdn permitidos los bucles, es declr, arcos cuyo nodo
iniclal y final colncidan (de |a forma (i, {) ).

Sin embargo en el caso de multiplicidades no tendrd ningun problema, esto qulere decir que
usted puede Ingresar varios arcos con el mismo extremo iniclal y el mismo extremo final,
como por ejemplo |a siguiente red:

En este ejemplo encontramos 2 arcos de |a forma (/, 2), 3 arcos da la forma (2, 3) y uno dela
forma (/, 3), pero en el paquete computacional se trabaja con las etiquetas asignadas a los
arcos de manera que, a pesar da haber més de un arco con |a misma representacion (i, ),

éstos serdn diferentes al aplicar los algoritmos respetando asi la estructura original de [a red.

Ademis usted podré identificar en |a pantalla de salida de qué arco se trata pues aparece del
lado lzquierdo de cade arco |a atiqueta asignada por el paquete al arco en cuestion que
simplemente se asigna por orden de aparicion.




Cémo formar un archivo de datos para redes que serén usadas en el algoritmo de
Realizacién

La unica diferencia con el archivo anterior @8 que no se toman en cuenta los ultimos dos
datos de cada renglon; como ya hablamos dicho, los archivos utilizados en el algoritmo para
Representaciones Extremas de Flujos pueden utilizarse para el algoritmo de Realizacion pero
las del aigoritmo de Realizacién no podrén utilizarse para el algoritmo para Representaciones
Extremas de Flujos.

Si usted sdlo va a aplicar el algoritmo de Realizacién bastard con poner en cada renglén e
nodo Inicial, nodo final y el flujo del arco. De cualquier modo puede consultar el siguiente
sjemplo con su correspondiente archivo por si quedé con alguna duda :

:

NN -
DWW N
- MW -=NN

Este sjemplo es una réplica de la red que utilizemos para explicar e! caso de multipiicidades,
se utilizaré ahora junto con los intervalos de capacidad con el fin de dajar clara la estructura
de los archivos de datos para ambos algoritmos alin cuando las redes tienen multiplicidades.




SECCION 4.4.3

RESULTADQS
EJEMPLOS

ALGORITMO DE REALIZACION

E! algoritmo tiene como resultado la expresion de un flujo como la suma da una circulacion y
una anticirculacién a su vez expresadas como combinaciones lineales de trayectorias
elementales; asl pues al desplegar los resultados se dasplegardn en dos bloques: el primero
of de la circulacidn y el segundo el de la anticirculacion. Ambos bloquas lisvan la misma

estructura.

Todo arco ( 1, , n,), donde 1, as el nodo Inicial y 1, el nodo final, llava su comespondiente
etiqueta Ji-que es asignada por orden de aparicién- del lado izquierdo. la constante que
muttipiica al vector de incidencia de la traysctoria siempre aparecerd del lado izquisrdo, Stlo
las entradas distintas de cero del vector de incidencia son desplegadas en pantaila. El
siguiente disgrama es una copia de la pantaiia de resultados dei aigoritmo de Realizacion:

CIRCULACION

constante A (

ANTICIRCULACION

constanre B (

‘It( n, ”J‘)
&)

Je (hy\ hy)
€,(J)

Jo(0,, )
ep(‘ll) +

Ji ( n, ”f)
€fJs))+

ESC : Sslir



EL FLUJO HA QUEDADO EXPRESADO COMO LA SUMA DE
UNA CIRCULACION Y UNA ANTICIRCULACION.

AS! TAMBIEN, EL FLUJO HA QUEDADO EXPRESADO COMO
|COMBINACION LINEAL. DE TRAYECTORIAS FLEMENTALES

ESC : Salir

En la siguiente red se aplicara el algoritmo de Realizacién con el paquete. Esta red es la
misma que se utilizaré para el caso de| aigoritmo para Representacion Extrema de Flujos.
Observe que el mismo archivo de datos es utllizado por ambos algoritmos. El despliegue de
resuitados se observa en seguida.

[0:4)

=
X(j)= [0.0] 1x(j;)=0
. §J‘
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El archivo de datos correspondiente a la red, es el siguiente:

ARCHIVO DE DATOS
12104

13201+

24103

34407

3565-2-31+

46506

51001+

62000

56-2-22

La pantalia final que despllega los resuitados del algoritmo para Representacién Extrema de
Flujos es similar a la que se presenta a continuacion

CIRCULACION
5(3, 5) 4(3,4) 6(4,6) 8(5,6)
200 (- 1 1 A) 4
ANTICIRCULACION
4(3,4) 6(4,6)
200 ( 1 1) +
6(4,86)
00 ( 1) +
1(1,2) 2(1,3) 3(2,4)
100 ( 1" 1 1) +
2(1,3)
10 ( 1)
ESC . Salr




EL FLUJO HA QUEDADQ EXPRESADO COMO LA SUMA DE
UNA CIRCULACION Y UNA ANTICIRCULACION.

ASI TAMBIEN, EL FLUJO HA QUEDADO EXPRESADO COMO
COMBINACION LINEAL DE TRAYECTORIAS ELEVENTALES |

ESC : Salir

Finaimente usted regresara al menu principal del algoritmo; si usted quiere aplicar ahora el
otro algoritmo oprima ESC y regresard al menu principal del programa. Para salir, oprima de

nuevo la tecla ESC.

ALGORITMO DE REALIZACION

MENU

1.- Crear archivo
2.- Utilizar archivo existenle
3.- Ir al editor

ESC : salir

MENU PRINCIPAL

1.- Algoritmo de Realizacién
2.- Representacion Extrema de Fiujos

ESC : salir
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ALGORITMO PARA LA PREPRESENTACION EXTREMA DE FLUJOS

En el caso del algoritmo para la Representacién Extrema de Flujos una vez que s ha
selaccionado el archivo de datos a la cual se apilcara el algoritmo, el paquete presenta en
primera Instancia a los flujos extremos (reconozca la secclén por |a aparicién de la variable
lambda), si es que l@ solucién encontrada tiene alguno, y en segunda Instancla a los
Intervalos de capacidad iiimitada. E| dlagrama sigulente describe la presentacion de los flujos
extremos:

X= Jn( B, 1) i G By WY g By )
LAMBDA [ Cj, Cfl [ Cl» Cfl [ Ch Cf]
lambda { SIujo(jm) Sjofjm ) Sjo(jma)
B n, R L R, Ry ot ny, By
[ Ch C/ ] [ Cll Cf l [ C" Cf l
Sujo(js) Sujofiz) Swjoy) 1+

Presione ENTER para continuar . . .

Donde LAMBDA es un escalar multiplicado por el flujo extremo; ji s la efiqueta
correspondiente al orden de aparicion del arco en el archivo de datos; ji ( B, N,) son nodo
iniclal y final del arco ji y [ C;, C;] @s el intervalo de capacidad asociado al mismo. El flujo
asoclado a j; se encuentra en la linea inmediata inferior al intervalo de capacidad.

Los arcos son dispuestos en orden inverso al archivo de datos y todos son presentados.
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El diagrama siguiente es similar al anterior y describe la presentacién de los intervalos de
capacidad, si es que la solucién encontrada contiene alguno.

jl( nn nf) jp( nh nf)
MU [ G G [ G Cr)
mu [ Aujo(fm, Sujo(jma)) 1+

Presione ENTER para continuar . . .

Donde MU es |a constante que multiplica al vector de incidencia del circuito de capacidad
llimitada. En pantalla Unicamente apareceran los elementos distintos de cero del vactor de
Incidencla, por lo que los arcos aparecen en desorden y no aparecen todos los arcos de la
red. Los Intervalos de capacidad tampoco aparecen aqui.

Recuerde que {as soluciones no son unicas ya que se pusden encontrar diferentes

representaciones para ¢! mismo flujo.

En la siguiente red se apiicaré el algoritmo de Realizacion con el paquete; usted podré ver
como as ¢! despilegue de resuitados del algoritmo.

[04)
X(j,)=1
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El archivo de datos correspondiente a esta red, es el siguiente:

ARCHIVO DE DATOS
12104

13201+

24103

34407

35231+
46506

5101-1+

82000

6§6-2-22

La pantalla final que despliega los resultados del algoritmo se presenta a continuacién:

X= 9 6 2 8 5 6 705 1)
LAMBDA [ 00, 0.0 [ 20, 20) [ I, 1+
0.66687 1 0.00 -2.00 -1.00
6 4 6 5 3, 9 4 3 4
[ 0 6) [ 30, K1) [ 00, 7.0)
6.00 -3.00 3.00 I+
3 2 4 2 1, 9 11 2
{ 00, 3.0) [ 00, K] [ 00, 4.0
2.00 0.00 200 +
Presione ENTER para continuer . , .
Xe 8 8 2 8 6 6 8 1)
LAMBDA [ 00, 0.0) [ 20, 20) [ I I+
0.50000 { ,0.00 -200 -1.00
8 4 6) 5 3 5 4 3 4
[ 0 6 [ 30, 4] [ 00, 7.0)
6.00 -3.00 5.00 I+
3 2 9 (1, 3 101 2
[ 00, 30) [ 00, 1) [ 00 40]
0.00 2.00 0.00 I+

Presione ENTER pera continuar . . .
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MU
1.00000

{

5( 3, §) 2( 1, 9
1.00 1.00

T

5
1.00

1

]

Presione ENTER para continuar. . .

I EL FLUIO HA QUEDADO EXPRESADO COMO COMBINACION LINEAL,
A

| DE FLUJOS EXTREMOS Y CIRCUITOS DE CAPACIDAD ILIMITAD

Presions ENTER para continuar . . .

Finaimente usted regresara al menu principal del algoritmo.

ALGORITMO PARA LA REPRESENTACION
EXTREMA DE FLUJOS

MENV

1.- Crear archivo
2.- Utilizar archivo existente
3.- Ir ai editor

ESC : salir
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Para aplicar el otro algoritmo oprima ESC y regresaré al ment principal de! programa. Para

salir oprima de nuevo la tecla ESC,

MENU PRINCIPAL

1.- Algoritmo de Reailzacion
2.- Representacion Extrema de Flujos

ESC: salir
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CONCLUSIONES

El objetivo del trabajo fue logrado con éxito fomenténdose un camino propio para la teoria de
redes que se hace ahora mas independiente de la programacién lineal, recurrida
frecuentemente para resolver muchos de los problemes andlisis de redes, al ser considerado
como una particularizacion de sus teorias.

La dualidad siempre presente en programacion lineal fue un rasgo que continua siendo
carecteristico en la teoria de redes y que fue tratado con particular ahinco principaimente
como complemento pare el andlisis de flujos, interés de esta tesis. Es de hacer notar que la
dualidad también se halla en otros problemas de la teoria de redes como lo es el de flujo
méximo - corte minimo que no fueron Inciuidos por no ser de interés pare el desarolio de este
trabajo.

Una hipdtesis de generelizacion de estas teoria para problemas de optimizacion, aun cuando
no necasariamente estén definidos sobre graficas surge de manera naturel, sugiriendo una
continuacién del trabajo.

Une gran cantidad de similitudes entre conceptos, resultados y algoritmos fue encontrada
entre los flujos y los diferenciales, por lo que aun cuando ciertos resultados no eran de
importancia para el logro de los objetivos del trabajo, estos se mencionaron para mostrar
dichas analogias, que son cristalizadas en una tabia al final del tercer capitulo.

El paguets de computo también tuvo resultados positivos. Hasta ahora por lo menos a nivel
de estudientes, la mayoria de los algoritmos de redes que habian sido progremados, se
bassban en ameglos enfocéndose asi unicamenta a encontrar un instrumento mas didactico.
En este paquets se trabaja con pilas a las que considero como una opcién mds viable para
aplicaciones mis extensas proponiendo una continuacién del trabajo en el drea de computo
para optimizacion de sigoritmos.



APENDICE

Guls de referencia sobre los principaies procedimientos y funciones con sus
parémetros,

ACTUALIZAFLUJO

Sintaxis
Procedure ACTUALIZAFLUJO;

Descripcion :

Modifica el flujo con base en el vaior de alfa y en la trayectoria o circulto detectado
durante ia gjecucién del algoritmo de Realizacion.

ACTUALIZA_M

Sintaxis :
Procedure ACTUALIZA_M;

Descripcion :

Asigna un 1 ai campo M dei registro correspondiente a los arcos del corte
detectado durante la ejecucion dei algoritmo de Reallzacién.

ALGUNATRAYEC

Sintaxis :
Procedure ALGUNATRAYEC;

Descripcion :

Encuentra una trayectoria compatible con la coloracidén alin cuando no se
proporcione un conjunto N'.
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CHECA

Sintaxis :
Procedure CHECA(var linea:string; max,min:real; var variable:real);

Descripcion :

Revisa que la cadena de caracteres que van del principio de la cadena linea hasta
el primer espacio encontrado se encuentre en el intervalo cerado [min, max] y
deposita dicha cadena en la variable llamada variable. Si previamente se asigna el
valor TRUE a |a variable cota este procedimiento tamblén revisara si existen la etiqueta
de I+ o la de I- que significan més y menos infinito respectivamente, en cuyo caso
asigna la constanle masinfinito(1.0E37) y meninfinito(-1.0E37) a la variable variable.

CONTENIDO

Sintaxis ;
Procedure CONTENIDO(var arch:text);

Descripcién :

Procede a ia lectura y validacion de la Informacion contenida en el archivo arch.

COLOREA

Sintaxis :
Procedure COLOREA;

Descripcion

Asigna la coioracion para flujos conformables a la lista contenida en
colat’ referencia.

fSTA TESIS B0 DERE
G BE LA DIBOTEGH



COLOREA2

Sintaxis :
Procedure COLOREA2;

Descripcidn :

Asigna la siguiente coloracién a la lista contenida en el apuntador
colal?.referencia :

Verde si Cota inferior < Flujo < Cota superior

Rojo si Flujo=Cota Inferior,
Rojo si Flujo=Cota superior

CREAR_ARCH

Sintaxis :
Procedure CREAR_ARCH;

Descripcién :

Crea un archivo de datos cuyo nombre, trayectoria y datos son proporcionados por
el usuario,

DATOSERROR

Sintaxis :
Procedure DATOSERROR;

Descripcién :

Despliega mensajes de errores detectados en el archivo de datos que contiene la
Informacién de la red.



ENCUENTRA_CIRCUITO

Sintaxis :
Procedure ENCUENTRA_CIRCUITO(var circuito:boolean; var arco_circuit:registro);

Descripcion :
En caso de existir un circuito compatible con la coloracién nos proporciona los

datos de un arco (arco_circuit) pertenaciente a él. En este caso la variable circuito
adquirird ef valor de verdadero.

ENCUENTRACORTE

Sintaxis :
Procedure ENCUENTRACORTE;

Descripcitn .

Subrutine del procedimiento ENRUTAR que se encarga de detectar los cortes
compatibles con la coloracién.

ENCUENTRANODOS

Sintaxis :
Procedure ENCUENTRANODOS;

Descripcion :
Guarda en una lista los nodos existentes en lared.
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ENRUTAR

Sintaxis :
Procedure ENRUTAR(Nm:conj_ya; Nme:conj_ya; |.lista; var trayec:lista; var
Qm:lista; var Qme:lista; var sitray:boolean; var sicorte.boolean);

Descripcion :

Aplica el algoritmo de Enrutamiento al conjunto de arcos de la lista I, con Nm (N*)

y Nme (N). El enrutamiento resultante queda en la variable treyec. Si existe trayectoria
sitray adquiere el valor de TRUE y si corte, sicorte tiene el valor da TRUE. En caso de
que sicorte sea verdadero, los arcos del corte quedan en Qm y Qme que son la parte
positiva y negativa del corte respectivamente.

ESCRIBETRAYEC

Sintaxis :
Procedure ESCRIBETRAYEC;

Descripcion :

Presenta los resultados finales en pantalla después de spiicar el algoritmo de
Reallzacion.

FORMA_2HIJOS

Sintaxis :
Procadure FORMA_2HIJOS;

Descripcion :
Crea dos flujos més cercanos a ser extremos a partir de uno que no lo es; en caso

de tener un circuito de capacidad ilimitada lo guarda en una lista y forma solamente un
flujo mds cercano a ser extremo.



LEER_ARCH

Sintaxis :
Procedure LEER_ARCH;

Descripcion
Lee ei archivo de datos con la informacion de la red y procede a ia validacion y

posteriormente a |a asignacién de informacion a las variables correspondientes que
serén utilizadas a lo largo del programa.

MARCO

Sintaxis :
Procedure MARCO;

Descripcién :
Dibuja un marco alrededor de la pantalla.

MAXIMO

Sintaxis
Procedure MAXIMO;

Descripcion ;

Calcula ias p's durante |a ejecucion del algoritmo para Representacién Extrema de
Flujos.

MINIMO

Sintaxis :
Function MINiMO(!:1ista).real;

Descripcion :

Calcula ef vaior de alfa durante ia ejecucidn dei aigoritmo de Realizacion.



MINTY

Sintaxis :
Procedure MINTY(Temp:lista);

Descripcion :

Aplica el aigoritmo de Minty a los arcos contenidos en la lista temp.

MINTY2

Sintaxis :
Procedure MINTY2;

Descripcion :
Apiica el aigoritmo de Minty para un arco verde.

MUESTRA

Sintaxis :
Procadure MUESTRA,;

Descripcion :

Despliega los resuitados del aigoritmo para Representacion extrema de Fiujos.

MUESTRA2

Sintaxis :
Procedure MUESTRAZ;

Descripcion :
Despliega los resultados correspondientes a circuitos de capacidad llimitada.



OPCION

Sintaxis :
Procedure OPCION;

Descripcion :
Genera el menu y manda a liamar ias subrutinas para creacién de archivo,

utilizacion de archivo de datos previamente creado y salida al editor de texto mediante
las subrutinas : CREA_ARCH, LEE_ARCH y la funcién exec para la ejecucion de |.exe

(editor).

PANTALLAFIN

Sintaxis :
Procedure PANTALLAFIN;

Descripcion :

Despllega mensaje final del algoritmo de Realizacion.
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