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Introducción 

En la Teoría de Representaciones de Algebras y en los problemas de clasificación de 
matrices es importante conocer la existencia de sucesiones que casi se dividen en 
subcategorfas de modR, en caso de que estas sucesiones existan, es de gran utilidad poder 
contar con una fórmula que de una relación entre un extremo y otro de la sucesión como 
sucede en el caso de modR, para un álgebra de Artin R con Dtr y la fórmula F dada por R. 
Bautista y R. Martínez para la subcategoria de módulos sin torsión de las álgebras 1 -
Gorenstein en el articulo "Representation of POSETs and 1 - Gorenstein Artin algebras" 
publicado en Proceedings of the 1978 Antwerp Confemce of Ring Theory. 

D. Simson introdujo varias subcategorías del álgebra R = A  1 , en particular considero ( 
O B 

una subcategorla que es de sumo interés, que es la de los módulos prinyectivos para una 
esta álgebra. 
En el artículo de J. A. de la Pefta y D. Simson titulado "Prinjective Modules, Reflection 
Functors, Quadratic Fonns, and Auslander - Reiten Sequences" se prueba la existencia de 
sucesiones que casi se dividen para la subeategorfa de módulos prinyectivos y además se 
encuentra una fórmula que relaciona ambos extremos de una sucesión que casi se divide en 
dicha subeategoría. 
El propósito de esta tesis es dar una interpretación del trabajo de J. A. de la Peña y D. 
Simson en términos de proyectivos e inyectivos relativos. Con esta interpretación los 

funtores 9" y 9B  de dicho trabajo resulta ser cotr y Ir, respectivamente y damos 
demostraciones simplificadas con respecto a las originales. 



Capitulo 1 
SOBRE LAS SUCESIONES QUE CASI SE DIVIDEN EN 
SUBCATEGORIAS. 

El estudio de las sucesiones que casi se dividen comenzó con los trabajos de Auslander y 
Reiten sobre la teoría de representaciones de un álgebra de Artin R, posteriormente se 
estableció la existencia de este tipo de sucesiones para algunas subcategorias especificas de 
modR. Donde mod R denota la categoría de los R módulos derechos finitamente generados. 
En el artículo "Almost Split Sequences in Subcategories" de M. Auslander y S. Smalo se 
dan las condiciones para la existencia de sucesiones que casi se dividen en subcategorías en 
general. 

Sea R un álgebra de Artin, consideremos C una subcategoría plena de modR la cual es 
cerrada bajo isomorfismos y sumandos directos. Diremos que ZEC es Ext - proyectivo si 
Ext'(Z,A) = O para todo MC, dualmente XEC es Ext - inyectivo si Extl(A,X) = O para 
todo MC. 

Un morfismo fiX Y, se dice que Gasijikdejletedin si no es epi que se divide y pera 
todo g:V --> Yque no sea epi que se divide existe un la -› X tal que hg =f, de forma 
dual se define el concepto de morfismo que casi se divide inuiludg y una sucesión 
0 -) X 	 --> O que casi se 	es una exacta, con X, Y inescindibles donde 
g es que casi se divide izquierdo y f es que casi se divide derecho. 

Direrhus que Clie0C111~iitaiiiitlibillatisi: 
i. 

	

	Para todo YaC inescindible existe un morfismo f: X --> Y que casi se divide derecho y 
un morfismo g:Y Z que casi se divide izquierdo. 

fi. Para todo X EC inescindible no Ext inyectivo existe una sucesión que casi se divide 
O -+ X --1-> Y --f--> Z -) O en C. 

iii. Para todo Z EC inescindible no Ext proyectivo existe una sucesión que casi se divide 
X--1->Y-2-4Z -,0 en C. 

Para encontrar una condición suficiente para la existencia de sucesiones que casi se dividen 
en una subcategoria C se necesita el concepto de funtor finitamente presentado. Un funtor 
covariante F se dice fuglamenkjuseniago si existe una sucesión exacta de funtores 
(C11 ) -› (Ca  , ) -› F -› O donde (C1, ) = HomR(CI, ), de manera análoga un funtor 
contravariante G se dice finjigmegiaproggiadvi si existe una sucesión exacta de fiadores 
( ,D1 )->( ,D2 )-> O -› O. 

También se define el MI de un funtor F como el funtor que a cada objeto le asigna el dual 
de la imagen de dicho objeto por F, o sea (DF)(C) = D(F(C)), donde D denota la dualidad 
de R. 
Se dice que una subcategoría aditiva C es una R - subvariedad chaguala si sucede que un 
funtor es finitamente presentado en la subcategoría si y solo si su dual lo es. 
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Así se demuestra en el citado artículo [3] el siguiente 

Teorema 1.1; 
Si C es una R - subvariedad dualizante cerrada bajo extensiones entonces C tiene 
sucesiones que casi se dividen. 
La demostración de este hecho es similar a la que aparece en el libro de Auslander y Reiten 
[2] para la existencia de sucesiones que casi se dividen para modR. 

Sin embargo aunque el Teorema anterior da una condición suficiente para la existencia de 
sucesiones que casi se dividen en subcategorias, dicha condición no es fácil de verificar en 
la práctica, por eso se encuentra otra condición equivalente que es la mas usada. 
Para ver esta condición necesitamos el concepto de subcategoría funtorialmente finita, una 
subcategorfa C. se dice funtorialmente fiaba si es covariantemente finita y 
contravariantemente finita. 
C se dice covariantemente fintia si para todo XemodR la restricción de ( ,X) en C es 
finitamente generado, es decir existe un epimorfismo Hoinc( ,C) —+ ( ,X)ic  , 
equivalentemente para todo XemodR existe un morfismo C --> X con CEaddC tal que 
(C',C) --> (C',X) --> O. es exacta para todo C'EC. De forma dual decimos que C. 
coltayarianieme~ si para todo XemodR la restricción de (X, ) es finitamente 

generado, es decir existe un epimorfismo Homc(C, ) (X, )ic  , o lo que es igual para 
todo XEmodR existe un modismo X --> C con CEaddC tal que (C,C') —› (X,C') O es 
exacta para todo C' E C. 
Con lo anterior se tiene el siguiente: 

Teorema 121 
Si Ces funtorialmente finita, cerrada bajo extensiones entonces C tiene sucesiones que casi 
se dividen. 

En el citado articulo [3] se estudian varios casos de subcategorfas que tienen sucesiones que 
casi se dividen, por ejemplo se analizan las subcategorf as SubN, FacM y SubNn FacM y se 
ve que ellas son funtorialmente finitas, y que son cerradas bajo extensiones cuando 
Homa(trDN,N) = O , Homit(M,DtrM)= O. 

Proposición 1.3  
Sean R y S dos álgebras de Artin, C y D subcategorías plenas de R y S respectivamente, 
cerradas bajo isomorfismos y sumandos directos, sea F:C --> D un funtor denso y pleno, tal 
que tiene solo un número finito de objetos indescomponibles X con F(X) = O . 
Entonces para Z = F(Y)* O en D existe morfismo que casi se divide por la derecha (por la 
izquierda) a existe un morfismo que casi se divide por la derecha (por la izquierda) para Y 
en C. 
Demostración:  
Veamos la implicación a 
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Tomemos F(Y), el cual es distinto de cero, para este existe Z --4 F(Y) que casi se divide 
por la derecha ( para hacer el razonamiento por la izquierda es similar), por la densidad y la 
plenitud de F entonces Z = F(Z') y u = F(u'), donde u' no se divide por la misma razón. 
Tomemos L = U nAA , donde A es tal que F(A) = O y N es el número de generadores de 
HomR(A,Y), el cual es finito por ser un álgebra de Artin, consideremos la aplicación 

Z91. 	) Y donde si, ...,s„, es un conjunto de generadores de HomR(A,Y), 
veamos que dicha aplicación es que casi se divide a la derecha. 
Sea V --J—+ Y , que no es epi divisible, tenemos dos casos: F(V) = O o F(V) O, en el 
primer caso f = Ecis, y entonces se factoriza a través de la aplicación que tentamos, en el 
segundo caso hallamos F(f) que no es epi divisible y aplicamos el hecho de que u es que 
casi se divide a la derecha. 
Veamos ahora la implicación 
supongamos que Y tiene una aplicación que casi se divide por la derecha X —A-4 Y , 
tomemos entonces F(X) —--> F(Y) y veamos que es que casi se divide por la derecha, si 

tenemos Z---1—> F(Y) que no es epi divisible, queremos ver que se factoriza a través de 
F(t) , para ello tomemos Z' y u' tales que F(Z') = Z y F(u') = u, los cuales existen por la 
densidad y plenitud de F y apliquemos el hecho de que f es que casi se divide por la derecha 
y obtenemos el resultado. 
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Capitulo 2 
ESTUDIO DE ALGUNAS SUBCATEGORIAS DE mod - R Y SUS 
RELACIONES A TRAVES DE LOS FUNTORES tr Y cotr. 

En este capitulo estudiaremos algunas subcategorlas de modR, para un álgebra de Artin 
R. Veremos las relaciones que se establecen entre ellas a través de los funtores Ir y cotr, 
también veremos que bajo ciertas condiciones es posible deducir la existencia de 
sucesiones que casi se dividen en algunas subcategorias a partir de la existencia de las 
mismas en una de ellas. 

2.1 Proyectivos e Inyectivos relativos. Los funtores tr y cotr. 

En esta sección presentaremos los conceptos de proyectivos e inyectivos relativos a una 
familia de sucesiones exactas, así como definiremos los funtores tr y cotr a partir de los 
conceptos de submódulo y cociente maximal con respecto a una familia de módulos. 
Sea R un álgebra de Artin. Denotaremos por modR la categoría de R • módulos 
izquierdos que son finitamente generados. Si C c modR es una subcategoria plena, 
diremos que C es cenada bajo isomorfismos si siempre que XeC y XWC entonces 
X'eC. En lo que sigue usaremos la siguiente notación Ct  y 1C donde 
CL  = (X e modR / (C,X) = O) y 1C =(X e modR / (X,C) = O). Claramente 
(C,CE) = (IC,C) = O. 
Consideremos ahora en modR dos clases K y K' de R - módulos que satisfacen las 
siguientes condiciones: 
i. 	K y K' son cerradas bajo isomorfismos. 
fi. Ambas clases son cerradas bajo submódulos, cocientes y sumas directas. 
iii. K es cenada bajo envolventes inyectivas. 
iv. K' es cerrada bajo cubiertas proyectivas. 
v. K'= 1K y K= 
Notemos que KIK' = O, puesto que si Xe Kn K' liomR(X,X)= O X = O. 

Proposición 2.1.11  Si se cumplen i entonces: 
1. HomR(K,K)= O. 
2. Extri(le,10 = O, para n 1. 
3. K y K' son cerradas bajo extensiones. 
Demostración;  
1. Si f:A •-> Bcon AeK, BEK' entonces f(A)eKrlIC'= O. 
2. Probemos que Ext'(K',K) = O, para ello tomemos la sucesión O —› L -•> P —› Z —› O 

dada por la cubierta proyectiva de ZEK' la cual es una sucesión exacta en K' y 
apliquemos ( ,A) con AeK, así obtenemos 
O 	(Z, A) -+ (P, A) •-> (L, A) --> Ext (Z, A) -+ Earl  (P, A) .4 

COMO LE K y AeK' entonces (L,A) = O, como P es proyectivo Extl(P,A)= O, luego 
Extl(Z,A)= O, supongamos Extl(K',11") = O para k < n, probemos que Ext"(K',K) 
O, tomemos de nuevo la sucesión O L P Z —› 0 dada por la cubierta 
proyectiva de ZeK' la cual es una sucesión exacta en K', si le aplicamos ( ,A) con 
.A eK obtenemos —› Ext"' (L, A) 	Ext (Z, A) —› Exta(P,A)--> , como el primero 
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es cero por hipótesis de inducción y el segundo es cero por ser proyectivo entonces 
Ext"(Z,A) = O. 

3. Sea O X Y --> -› O una sucesión exacta con X,ZeK' y hagamos ( .13) con 
Bel( así obtenetnos0 -› (Z,13) •-• (Y,B) --> (X, B) •-• como 'Lel(' y BEK entonces 
(Z,B) = O, de la misma forma (X,I3) = O, por lo tanto (Y,B) = O y así YEK 
análogamente se prueba que K es cerrada bajo extensiones. 

Sea ahora C la familia de sucesiones exactas cuyos núcleos pertenecen a la clase K de 
R - módulos y formemos la familia P de aquellos módulos que son Ext - C - 
proyectivos, o sea P= (X 1 Ext' (X,K)=0 ). 
De forma análoga por dualidad construimos la familia 1 de R - módulos que son Ext -D 
- inyectivos donde D es la familia de sucesiones exactas cuyos conúcleos pertenecen a 
la clase K', o sea / = ( Y i Ext' (K' ,Y)}. Claramente K'c P y KcL 
Notemos que claramente si XEKIK es K - proyectivo y que si luir) Ir es K' - 
inyectivo, esto es claro por 2.1.1, iii. 

Sea ahora L una subcategoría plena de modR cerrada bajo sumas directas. Por SubL 
denotamos a la subcategorfa de modR cuyos objetos son submódulos de módulos en L. 
Por FacL la subcategoría cuyos objetos son cocientes de módulos en L. 

Sea X en modR, si Li  y L2  son submódulos de X tales que L1, Li están en FacL entonces 
Li  + L2  C X está en FacL. Por lo tanto dado X en modR existe un submódulo máximo Y 
de X tal que YE FacL, el cual denotamos por trr X. 

Análogamente si Yi  y Y2  son submódulos de X, tales que X — ESubL, X — eSubL 
Y, 	Y, 

entonces tenemos un monomorfismo X 
	X 

 -› 133
X  

— , por lo tanto existe en X un 
Vi Y, Y, Y, 

submódulo mínimo Y de X tal que X — E SubL, a Y lo denotaremos por rej,X. 
Y 

Proposición  211 Se tienen funtores tr,:modR 	FacL y coIr,:modR —. SubL 

que en objetos están dados por trL(X) = trLX y cotr,(X) = X 
rej,X 

DittiataCid11:. 
Sea f:X -• Y un modismo entonces claramente f(tr,X)EFacL, por lo tanto f(tr,X)c 
Ir,Y, definimos entonces trif= f 	try 

Por otro lado. consideremos f la siguiente composición X 	--> Y 
reILY 

Y 
claramente 	

,. c 
	, 	por 	lo 	tanto 	1m c SubL, 	luego 
rej, 

rej IX c KM = f (rej,Y) , así f(rej,X)crej,Y, luego f induce un modismo 

X 	Y 
-+ -- y definimos con-L.1'= fo. Claramente (ro/ cok, son funtores. 

rej,X rej,Y 

6 



Proposición 213:  Supongamos que se cumplen i -v 

i. Si XEP 	
X

— es K • proyectivo y está en 1'. 
rejKX 

ii. Si YE/ trrX es K' • inyectivo y está en /. 

&munición:  
Sólo veremos i pues il es análogo. 
Sea 0 Z E L --> O una sucesión exacta en K veamos que si tenemos una 

aplicación de - 
X

— L esta se factoriza a través de E —› L, para ello consideremos 
rd/X 

el diagrama 

X 

X 
h 

rejK X 

•8 
O —› Z --"—• E +►L 
como XeP entonces existe una h:X -9 E, tal que gn se factoriza a través de v, o sea 

gn = vh y como Im hc E eK, entonces Imh = 
Kerh 

eK, luego debido a la 

minimalidad de rejKX, existe una fi: X 
	X

— -4 	tal que g se 
rejKX Kerh 

ella. Que 
X

—EP se sigue del hecho de que cualquier 
rejKX 

Ext,(— 
X 

 --,A) con AeK es una sucesión exacta en K, porque 
rejKX 

factoriza a través de 

sucesión exacta en 

esta es cerrada bajo 

extensiones, y 
X

— es K proyectivo. 
reby 

Proposición  241.4;  Supongamos que se cumplen i -v, entonces si XEmodR se tiene lo 
siguiente 
a) rejKXeK', 
b) El funtor cotrK  es exacto. 

X 
c) eK. 

trrX 
d) El funtor kr  es exacto. 
e) rejKX = trKX. 
Demostración:  
a) Tenemos la sucesión exacta para X en modR 
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O -o rejK  X -4 X .4 X 
rejK X

4 0 sea BEK y r: rejk  X .4B, entonces tornemos el 

pus!' • out 

0 .4 rejk  X --Lo, X-1 
X 

 — --o 0 
rejK  X 

. 	. 
II fcr lu Sil 

. 	. , 	. . 	. . 	. . 	. . 	. 

0 -+ 0 --Lo E ---I-4 
X 

 -o O 
rejKX 

Como El y X
— e K, entonces E esta en K por lo tanto u se factoriza por j, luego existe 
rejKX 

, X 
-o E con u = 

:reixx 

j =gu= BXj  

como j es epi g›. = id , por lo tanto la sucesión 0 4 B--!-+ E.--1-4 X 
 -o O se 

rejKX 
divide, pero esto implica que existe a: X -o B tal que ti = r, pero BEK 
rejKXcKercr , luego r =ca =0, por lo tanto HomR(rejKX,X) = 0, luego rejKXE K' = 
K. 

b) Sea 0 -› 	 -› O una sucesión exacta en modR tenernos 
X 	g 	Y 	v Z, 	v-i(rejKZ) 

 c 
Y , claramente Ves epi, 	= 

rejKX 	refaY 	rejKZ 	 rejKY 	rejKY 

tenemos v"I (rej,Z)=-+rejkZ, por lo tanto v
-1(rejKZ) 	

rejKZ  es un epi, 
relaY 	v(relaY) 

rejkZ 
pero 

v-i(rtjKZ) 
 EK y 

vfreix 
 EK' luego es cero, luego rejKZ = v(rejKY), por lo 

ItikY 
tanto si X eKerV entonces v(x)e rejKZ = v(rejKY), o sea v(x) = v(y) con y E rejKY, 
luego *y = u(m), IIIE X, así X = (u(m)5 y así KerY = Im . 

Por 	otra parte Kerii - 
u(rejKY)  

e igual que antes tenemos un epi 
rejK  X 

u-'(rejKY) (rTO')  
rejKX 	u(rejK  X) 

Como u'l(relaY) 
 EX y (rejKY) 

  EX' entonces (rejKY)   -0, luego u(rejKX) = 
rejKX 	u(rejk  X) 	 u(rejKX) 

rejKY, por lo tanto si xEtii(rejKY), entonces u(x)E rejKY = u(rejKX), luego u(x) = 
u(x') con x' e rejKX, como u es mono entonces x = x', por lo tanto u'l(rejKY) = rejKX, 
por lo tanto Ker u = 0. 
c) y d) se demuestran de manera similar. 
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e) De a) tenemos que rejKXc trK X, debido a la maximalidad de trKX, de forma 
análoga por c) tr,K Xc rejKX. 

Proposición 2.1.5; Supongamos que se cumplen i -v, entonces en K existen suficientes 
proyectivos y en K' suficientes inyectivos. 
Demostración:  

Sea AEK tomemos PR (A)--9-> A la cubierta proyectiva de A en modR, pongamos 

PR  
KA 

	

	
(A)

-2-4  A la aplicación inducida por n. Afirmamos que KA  es 
rej, PR (A) 

proyectivo en K. En efecto si O C—£4 D 	K„ 0 es una sucesión exacta en 
K la aplicación natural sP„(A) KA  se factoriza por v, o sea existe 

X:  PR  (A) --> D con va, = s, pero DEK, por lo tanto A, se factoriza por s, es decir 

= X vs , o sea vl.os = s como s es epi entonces ao =id„,, por lo tanto KA  es 

proyectivo en K. De manera similar se prueba que K ' tiene suficientes inyectivos. 

2. SubN y FeeM. 

En esta sección veremos los conceptos de SubN y FacM, así como la relación de estas 
subcategortas con las subcategorias P e f de la sección anterior por medio de los 
ftuitores tr y cotr. 
Sean ahora M y N en modR. Por FacM denotaremos a la subcategoris plena de modR 
cuyos objetos son cocientes de sumas de M, MED 	Por SubN denotaremos a la 
subcategoria plena de modR cuyos objetos son submódulos de sumas de N, N® ...JON. 

	2,211 Supongamos además que HomR(M,DtrM) = O = HomR(trDN,N). En 
este caso FacM, SubN, SubNn FacM son cerradas bajo extensiones. 
Diremos que el par de módulos M, N es compatible con una pareja de clases de 
módulos K y K' que satisfacen las condiciones i - v si 

CI .Kc FacM y K'c SubN. 
C2.Kr1 SubN = O y len FacM = 0. 

C3,Para todo XemodR se tiene que -d--Cx  EK ' y rejNXEK. 

Notemos que C3) es lo mismo que decir que para todo XEmodR la sucesión 

O -1 Irm  X -› X -› 
tr 	

--> O es una D - sucesión y que la sucesión 
,,,
X

X  

Y  
Y 

0 --> rejs  Y --> Y -› 
rej, 	

O es una C- sucesión, donde C y D son las famialias de 

sucesiones definidas en la sección anterior. 
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Observación 2.2.2: HomR(K,N) = O y HomR(M,K) = O. 

En efecto si AEK y f:A N es un modismo «A)eK por ii), por lo tanto 
f(A)EKn SubN = O, luego f = O .Análogamente HomR(M,K) = O. 

Proposición  2131 Con las condiciones anteriores si XeP entonces trM  X el', si Y el 

entonces 
Y 

 e 
reitiY 

Demostración:  
Consideremos la sucesión exacta 

O 	trm  X --> X --> tr
X 

 X --> O que es una D - 	sucesión. Ahora aplicando 
M 

(-,A) = HomR(-,A) con AEK obtenemos: 

--> Ext l(X,A) Extl(trm  X, A) —) Ext 2 (—,A) --> 
tr XX X 

como XEP y Ae K entonces Ext'(X,A) = O, como-2-- 
X  

C  eK' por C3) y Ae K Irm  

entonces Exti(—,A) O, por 2.1.1 ii), luego Exti(trmX,A) = O. 
tr 

X
m  X 

La segunda afirmación se prueba de forma análoga. 

Así tenemos el siguiente diagrama de funtores: 

pnFacM 
trM 	 cotrm 

pni 
	

Sub ()FacM 

cotrN 	 rpt 

SubN 

Veamos ahora los siguientes lemas: 

Lema 12.4; 
Si XE SubN y se tiene una sucesión exacta en C 
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O --> A ---14 Z-2-4 X -› O entonces existe un isomorfismo p: 
re
—

Z 
 -÷ X que hace 

jN  

conmutativo el diagrama — --P-4 X 
rejN Z 

pálimiladátt,'. 

Tenemos que — 
1ms r-

.-• X , así rejNZ c Im s debido a la minimalidad del primero. 

Z 
 Z  Así tenemos una inclusión 

1ms
— -› — pero como — E SubN y SubN es 
rejNZ rejNZ 	rejNZ 

cerrado bajo submódulos, entonces 
1ms

— E SubN y como AeK, entonces Im s E K, 
reIN Z 

luego Im s— e Kfl SubN = 0 , por lo tanto Im s = rejNZ. 
reit, Z 

De forma análoga: 

Li/9422.11 
Si Y e FacM y se tiene una sucesión exacta en D. 
0 	Y -2-3 Z-I-)B 0 entonces existe un isomorfismo ip:Y --> trmZ que hace 
conmutativo el diagrama Y -2-> troZ 

s 

3. Cubiertas P- proyectivas y Envolventes D- inyettivu. 

En esta sección analizaremos la existencia de cubiertas P- proyectivas y envolventes D 
-inyectivas y veremos cómo se transforman las mismas a troves de los funtores tr y 
eotr, 
En lo que sigue probaremos que en modR existen suficientes P - proyectivos y 
suficientes / inyectivos. 

proposición 2.3.1; Si X esta en modR, entonces existen sucesiones exactas 
a) ›Z-L-->X40 
b) X-e--pU--1-,11-4 0 
Con A E K, ZEP,Ue/, BeK'. 

Antes de probar 2.3,1, necesitamos una caracterización de los módulos en P y en f. 

I I 



preposición 23,21 
X i. 	X en modR está en P si y sólo si 	es proyectivo en K. 

rej k X 
u. X en modR está en / si y sólo si trxX es inyectivo en K'. 
l2einaitgair. 
Sólo demostraremos i), pues fi) es similar. 
Supongamos que X está en P 

X 

X 	I 

X Sea (e) O -4 A 	
rejKX 

•-+ O una sucesión exacta en K, la aplicación 

X 9:X 	— se factoriza por y ya que () es una C - sucesión, o sea existe 
rejxX 
B con a = lb como BEK entonces A. = ( similar a 2.1.3), luego vrn = n y 

X como ti es epi entonces vr = id, luego — es proyectivo en K. 
rej x X 
X Supongamos ahora que 	 es proyectivo en K, sea 

rejxX 
X 0-. rejxX -+ X -4 — O apliquémosle ( ,A) con A eK, asi 

rejxX 
X 0 	(—,A) -3 (X, A) -› (rejxX,A) -3 Ddl(—

X
, A) --> 

rejxX 	 rejxX 
Ext'(X,A) Ext I (rejxX,A) 

X como rejxXEK' y A eK entonces Ext'(rejxX,A) =0, además Ext l(
rejxX 

 

pues si 

0-4A->13-)—x 	
Oes una sucesión exacta, como K es cerrado bajo extensiones 

rejxX 

entonces BEK, por lo tanto la sucesión se divide. En consecuencia Ext (—,A) = O 

y asi Ext'(X,A) = 0, luego XeP. 
	 reby 

X 

Ahora pasemos a probar 2.3.1 
Solo demostraremos a), pues b) es similar. 

X Sea X en modR, sea —9-4— -40 una K cubierta proyectiva de —X  y 

	

rejxX 	 rejKX 
tomemos el pulí back 
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O -3 rej,X-1-> Z--E-+ P, -r0 

l 
1 

e 	

I 

0-> j,X—!-+X--1-> X  ->0 
rej,X 

Tenemos el diagrama 

0 	0 
é 	é 
Ux —.4 Lx 

1 	1 
O --> rej,X--1-> Z--1-3 P, ->O 

ri 	

i 	i 

0.4 j,X--!->X--1-> X  -3 
1 rejr

0 
 

donde U 4 L 
Pero PKEP y rej,Xe lec P luego como P es cerrada bajo extensiones, entonces Z eP, 
por otro lado como PKeK, entonces LeK y la sucesión 0 -> U --> Z -> X --> 0 es una 
C- sucesión, con Ze P, que es lo que queríamos. 

Proposición  2131 Si Xe modR, entonces para las sucesiones de 2.3.1 se tiene que 
existe a) con f minimal derecha, en tal caso Z es único hasta isomorfismo y existe b) 
con g minimal izquierdo, en tal caso U es único hasta isomorfismo. 

Demostración:  
Sabemos [Auslander -Reiten • Smalo) que existe una descomposición de Z = Zo  09 Z1  
tal que fo=f12.020  -÷ X es minimal derecha y fl Zi  = O. Entonces )(erro  c A, por lo 
tanto KerfeeK, y se tiene una C- sucesión 
O -> A'-> —5--> X 4 0 con fominimal derecha. 
La otra afirmación es análoga. 

Deibileión  211. Si X esta en modR, por 5t denotaremos a la P - cubierta proyectiva 
minimal. esto es, al único (salvo iso) EP con 0 -3 A --> --L-+ X -+ 0 una C - 
sucesión y f minimal derecho. De manera similar, 5C  denota la I - envolvente inyectiva 

minimal. esto es, al único (salvo iso) X e/ con 0 --> 	-> B O una D - 
sucesión y g minimal izquierdo. 

13 



4~2.33: 
a) Si XE l'acM, ePfllacM.  
b) Si YeSubN, E/nSubN. 
Donsiración:  
Veamos a). b) es similar 
Se tiene en C una sucesión O A -› 5t —› X —› o, como XeFacM y AEKC FacM, y 
como FacM es cerrado bajo extensiones entonces 51 EFacM, y como 5/ EP, entonces 
5/ clon FacM 

Obserración 2.3.6;SiXeI 5i EI,siXeP Ñ EP. 
En efecto, si Xe I, sea O A -› Yt-4X-10 la C - sucesión de su cubierta P - 
proyectiva, apliquemos (K',) y tenemos 
O -+ (A? ,A) (K',51) -› (K, X) -› 

Ext'(K'.A) -› Extl(K',5() •-) Ext'(K',X) 
como AcK, entonces Ext'(K',A) = O, como XEI, entonces Ext'(K',X) = O, luego 
Ext'X,R) = O y así 5/ e/. 
La otra afirmación es análoga. 

trapoicifIn2.322, 

a) Si X e in SubN entonces 5/ E pn y -- X . 
reiNR 

b) Si Yelon FacM entonces 	Pn / y tr,,,fir ct Y . 

c) Si ZeSubNn FacM entonces 2 cPnFacM y —Z. 
rtiNZ 

d) Si Z SubN n FacM entonces t 	SubN y tr,42:-- Z. 

Demoiltaddo:. 
Aplicar 2.2.4 , 2.2.5 , 2.3.5 y 2.3,6. 
Ahora podemos demostrar la siguiente: 

erwifalcifin2111 
a) Si XEPn FacM (o en Pn/) entonces existe un epimorfismo natural 

x: X -> -- X — tal que para cualquier modismo f:Z 	
X  

---- con ZEPn FacM 
rejj 	 reiNX 

(o en pn existe un levantamiento 12 --> X con 4x? = f . 
b) Si Xe/n SubN (o en pni ) entonces existe un monomorfismo natural 

X tal que para cualquier modismo f:tr,X --> Z con zEin SubN 

(o en pni) existe una extensión X Z con In x  = f . 
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e) Si X es indescomponible en pn FacM (o en pnn, —x -00* X acn P. Si 
rejNX 

X 	
es indescomponible y (—

x
) — X. Además X 	KnP entonces rej

N X 	 rejN X 
KereortN  = ¡flan P. 

d) Si X ea indescomponible en /f1SubN (o en pni), irmx = O a K.nt Si 
x•Kni entonces trmX es indescomponible y (trmX5= X . Además 
Kertr„ = ind 

e) trm y eistrm son densos y plenos y 
SubNn FacM=Pn/ / ((ind KnP)U (ind rni». 

1212~. 

a) La existencia del epimorfismo natural es obvia por ser un cociente, La segunda 
afirmación sale del hecho de que 

O —› rejN  X --> X --> 
X 	

O 
rejNX 

es una C - sucesión y que Z es Ext C- proyectivo. 
b) Es lo dual de a). 

c) Por hipótesis XeP y rejNXEK Si —
x 

= O X = rejNX y de aqui claramente 
rejNX 

Xela1P. Si XeKflP entonces como XeK, también rejNXeK y 
X

— eK y 
rejN X 

como por definición este último pertenece a SubN y por C 2 en 2.2.1 Kn SubN = O 

entonces rejNX —O. 

Si xan P tenemos lo siguiente, para cualquier morfismo 	—› X 

O 	O 

1 	1 

rejNX —1-4 rejN X 

1 	1 
X 	X 

X „ X 
rejN X 	rejN X 

15 



Asi 	tenemos un epimorfismo End R  (X) 	
X 

End R  ( 	) y su núcleo 
rejN  X 

N c radEndR(X), 

local si y sólo 

End1( 
X 
  ) 

dl  (X) En 	 X 
luego 	 por lo tanto 

red End, (X) rad  Endl
rej,  
(17.14 

si EndR  ( 
X  

—) lo es y de aqui se sigue que 
rejw  X 

EndR(X) es 

X 
rejw  X 

es 

indescomponible. 

Sabemos que X e P y es indescomponible entonces la aplicación X--s--, 
X

— es 
reiN X 

minimal derecha, en consecuencia X es la cubierta Ext C- proyectiva de 
X

— y 
zejw  X 

I xt v  
SIL X 

Para ver que KereelrN  = ind KrIP , si f se factorial a través de ind KnP 
claramente. 

d)  
e)  

Si 	eatrw  (f) = O, como f: X --> Y y col% (f): 	— 
n'XU t 

4  Y donde 
rejNY 

Web, X) c rejNY. Pero si 1=0 f(X) c rebY , o sea f se factoriza a través de 
rejN Y eK, pero la que va de X rejN Y que es una aplicación en K se [atoan a 

través de 
X

— que está en Pf) K 
rejRX 

Es lo dual de c). 
Veamos sólo que trm es denso y pleno, para cotrN  es análogo. 
Para ver que es denso tenernos que encontrar X tal que truX = Y y para ello basta 

tomar X = . 

Para ver que es pleno si f: X --) Y tenemos: 

La existencia de leste garantizada por ser jC  Ext D inyectivo , as( trm(t) = f . 
La otra afirmación de este inciso es consecuencia de c), d) y lo anterior. 

Observación  2.3.9:.  Notemos que si no suponemos C2 en 2.2.1, de todas formas se 
tienen en 2.3.8 a), b), las implicaciones a en c), d) y la densidad y la plenitud en e). 
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Recordemos que en la demostración de 2.3.1 tenemos el siguiente diagrama 
conmutativo 

o 	O 
é 
Ux 	Lx  

Px 	—› 0 

sx1 	Px 

X X —ax-i 
rer 

En donde Px es una K cubierta proyectiva y (*) -§1-› I), es un pulí • back usando 

sx I 	Px 

X  X-13—* 
rejxX 

esa notación tenemos el siguiente resultado: 

lima 2.3.10; Si h:X —› Yes un modismo en modR y ii:Px  --> Py un levantamiento de 

cotrx(h) , entonces existe un único morfismo hi:R —› ?tal que 

= lifl x  y syli = hsx  . Además h induce un modismo hi:Ux  —+ Uy y h un morfsmo 

h°:Lx  —› Ly tal que el diagrama 

11

_ 
X -----' Y 

1 
Ti , 	ii Y 

Lx  -7r-> Ly 

es conmutativo. 
Demostración: 
Consideremos el siguiente diagrama , formado en los laterales por los diagramas 
anteriores correspondientes para X y para Y 
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Lx  

Py 

X Y 
Y 

rol XrejA• Y  
Para ver la existencia y unicidad de h1 , considérense las aplicaciones n xsx  :5t --> Y Y 

h t ijy:Ñ --) Py entonces box  pvilix  y nuestra proposición se sigue del hecho de 
que (*) es un pull- back para X y para Y. 
Proposteldn 	iz Sea ()—> X-14 Y--I-> 	O una sucesión exacta en modR 
entonces 
i. 	Existe una sucesión exacta en P, 	--> -› Z -4 0 que hace el siguiente 

diagrama conmutativo: 

0-451-4 474Z->0 

5x1 
syt 

sil 
0-4X-+Y-+Z-40 
con sx  ,Sy C epimorfismos 

Existe una sucesión exacta en 1, 0 -+ 	k «40 que hace el siguiente 
diagrama conmutativo: 

0.4X-4Y—a--)0 
ix 
i 
 jv1 iz 

o 	t 	t --O —+ O 
con ix jy,iz 110 monomorfismos 
~tad& 
Sabemos que 

I Y 
O --> 

X 
 --+ 	 --> O es una sucesión exacta en K y que f yi] se 

rejxX rehY rejj 

levantan a morfismos Px 	Py  y Py 	P¿, consideremos ahora el diagrama 
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O --> Px 	Px  ®Pz  —Pa-> Pz  -> 0 

1(tsx,110)=sv 

Y  O -> 	-2-4 	 -> O 
rej„ X 	relrY 	rej„ Z 

con go: P„ -> —
Y 

 tal que gg,, = 5, 
re.IKY 

de ahf tenemos el siguiente diagrama de sucesiones exactas 
O 	O 

0->Lx 	Ly 	-> 

1 	1 	1 
O -> Px 	Px  ®Pz --ei-> Pz  --> 0 

X 	r a , 

rej,X 	rejxY 	rej,Z 

O 
W -> 

Sean 	 pulí back para W = X, Y ,Z, entonces tenemos por 2.3.10 un 

M'Y 
diagrama conmutativo 

—› Uy U, 

lie 1  n y  1  fiz 
0-> Lx  —> Ly ->L, --> O 

con ij, 	isomorfismos , por lo tanto la sucesión O -> U x  --> Uy -> U -> 0 es 
exacta. 
Por otra parte tenemos el diagrama conmutativo 

W-> 
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O O O 

1 	1 	1 
0'4 U x uy Ui  -3 O 

I 1 I 
S/ -4 2 

sx  51 sil 

04X -+ Y 	Z-40 

10 
Por lo tanto la sucesión O -4 -) Y •-) 2 -4 O es exacta . 
La prueba de ii) se hace de forma similar, enunciando primero un resultado dual a 
2.3.10. 

4 Otras propiedades de tr y cotr. 

En esta sección veremos otras propiedades de tr y cotr relativas a las sucesiones exactas 
y a los proyectivos e inycctivos. 

Ahora con ayuda de 2.3.7 y 2.3.11 es posible ver la siguiente: 
Prosa/telón 2.4.1; 

i. Sea O X -+ Y -4,  Z -4 0 una sucesión exacta en in SubN (o en SubNn FacM) 
entonces 

-+ 	-4 	-+ O 
reiN51 	r e 

O -4 	
i 	rtiNZ 

O —+ X 	Y --+ Z O 

con 1,, , 9y ,1, isomorfismos, o sea el funtor — transforma la sucesión de las 
reiN 

cubiertas Ext - C - proyectivas en una equivalente en In SubN (o en .SubNnFacM). 
ii. Sea O -4 X --> Y -) Z -4 0 una sucesión exacta en pn FacM (o en SubN(¡ FacM) 

entonces 
0 —+ X --+ Y --+ Z —› 0 

Ti 	.1"; 1 	ri 1 

O -4 tri,,rM --> trm  2 -4 O 
con j,.), 	isomorfismos, o sea el funtor trpd  transforma la sucesión de las 
envolventes Ext - D. inyectivas en una equivalente en pn FacM (o en SubN f1 FacM). 
La demostración es inmediata de las Proposiciones citadas al inicio, pues tenernos 
sucesiones exactas y al aplicar estos funtores tenemos isomorfismos. 
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Proposición 2.4.2; 
El funtor cotrs  manda indescomponibles proyectivos que no estén en 	en 
proycctivos indescomponibles, análogamente el funtor trM  manda indescomponibles 
inycctivos que no estén en !en I en inycetivos indescomponibles. 

Veremos sólo la primera paute, pues la segunda es dual. 

Supongamos X proyectivo y demostremos que 
X

lo es, para ello basta mostrar 
rek, X 

que cualquier sucesión que termine en el se divide. 

Sea O -› Y -› 	
X 

-› 	-› O una sucesión tomemos la sucesión de las cubiertas 
rejN  X 

Ext 	C proyectivas la cual nos da O 	--> E 	
Xa- 

(---- - X -+ O, la cual se 
r eIN   

divide por ser X proyectivo y al aplicarle a esta el funtor — nos da una sucesión 
reiN  

equivalente a la primera que se divide. 

Supongamos ahora que XEKn 	
X

P, indescomponible, est —*O, entonces se tiene la 
reh, X 

siguiente: 
Proposición 2.4.3; 
Sea 	O -9 y -11-1 E —!--> X -› 0 una sucesión exacta en modR. Se tienen los 
siguientes multados: 

1. 	rejNV = (rejNE)(1 V 

fi. 	
E 

. Si Z = Ker( 	
X ) entonces se tiene una sucesión 

rejN E 	rejN X 

exacta° 	-› Z -› 13 O con BeK. 
rejN V 

Ilmasizarán: 

V 	 — nos da una inclusi 
re

V  
jsV 	re

E  
jN E 

rejNVe Ker 6q = V n rejNE. 

Por otro lado tenemos la aplicación 

HomR(K» 	
(rejNE)11V- 

rejN V 
O esto implica que   

a  
Probemos i). Tenemos un modi 	

V 
smo 

rejN V 
---.4 E - y por lo tanto la composición 

rejN E 

, 	V 	II 	E 	, 
on — --I— , luego 

Keriin 	rejN  E 

(rejNE)n V -0,/
v

y 
rejo  V 

0, luego rejNV = (rejNE)n v. 

COMO 
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y 	X Para 	probar 	ii) tenemos la 	sucesión 	E --> 	-> O 
rej„ E 	rejN  X 

V 
rejN V

c KerV - Z 
v-l(rejNX) 

 .Probemos que se tiene una sucesión exacta 
rek, E 

V 	v''(rejNX) 	rei N X 
o 	 -+ 0 

reit, V 	relo E 	*414E) 

pero KerV = 
V + rejNE 	V 	V 

-- y 11.51 se tiene ii). 
rejNE 	VflreIN  E = rejN  V 

De forma análoga si suponemos ahora que xokni, indescomponible, así trMX * 0, 
entonces se tiene un resultado similar al anterior: 

Proposición 2.4.4; 
Sea 	O -> X -J--1  > E 	>W -> 0 una sucesión exacta en modR, Se tienen los 
siguientes resultados: 

thAW =(trifE)fl W 
ii. Si Z' 	Im( truX--!-->trk,E) entonces se tiene una sucesión 

exacta° --> C -> Z'-+ tri,W -> Ocon CeK'. 

Con los resultados anteriores es posible demostrar la siguiente: 
Etowid14.4.5. 
Si XtéKflP , indescomponible y O -> V --2-> E 	>X -+ 0 es una sucesión en 
PnFacM (o en Pf) f) entonces Ze SubN(1FacM (in SubN) y lo dual si xocnr, 
indescomponible y O -. X 	E 	>W -> 0 es una sucesión en inStibN (o en 
Pni ) entonces Z e SubN(1FacM (pnFacM) ,donde Z y Z son los de las 
Proposiciones anteriores . 
Dirimisizalduz 
Demostraremos sólo la primera afirmación, pues la segunda es similar. 

Si 	O -> V-2-> E -=-> X -> 0 es una sucesión en pn FacM entonces V 
ref V 

V 

V 
ESubNfl 	

reiN 
FacM o sea -- eFacM y como BeKcFacM entonces ZeFacM por ser 

FacM cerrada bajo extensiones y Ze SubN por ser esta cerrada bajo submódulos. 

Si O -> V 	E 	X -> 0 es una sucesión en pn 	
V

i entonces -- ef para ver 
reiNV 

que Z e/ apliquémosle (A,) con AeK' a la sucesión O -> V 
rejo V 

-> --> B --> 

Así tenemos: 

0 -> (A, 
rej„  
--Y— 

V
) -> (A, Z) -> (A, B) -> Ext'(A,-- 

rejN
V-- 

V
) -> 

--> Exe(A,Z) --> Ext'(A,B) -> 

Y 
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rejNV 	 rejN 
V 

V 
y como 	e/ y AEK' entonces Exti(A, — ) - O y Exti(A,B) = O, luego 

Ext'(A,Z) = O y así Ze/ y Ze SubN por ser esta cerrada bajo submódulos. 

Bajo lo anterior es posible demostrar la siguiente: 

Proposición 2.4.6; 
El funtor cotrN  refleja indescomponibles proyectivos que no estén en KnP en 
indescomponibles proyectivos, análogamente el funtor tr51  refleja indescomponibles 
inyectivos que no estén en rn I en inyectivos indescomponibles. 
Demostración: 
Veremos sólo la primera parte, pues la segunda es dual. 

Si 	
X

— es proyectivo en in SubN(FaeM n Subnpara ver que X en pni(pn facM) 
rej„ X 

es proyectivo, tornemos 
0 -› V =►E-2.4 X --> O una sucesión exacta en Pfl Apn facM) y junto a ella 

E 	X 
0 	Z 	 -› O, entonces por el resultado anterior Z esta en 

rejNE 	rejNX 

SubN(FaeMn 	
X 

SubN) como — es proyectivo existe 	
X 	

— tal que 
rejNX 	 rejNX rejNE 

= id x  por el Teorema existe 	-› E tal que g = 	asi el endomorfismo 
nh,X 

satisface (vrtY = id x  , como X es indescomponible vii es isomorfismo y la 
rthiX 

sucesión se divide. 

5 Proyectivos e loyectivos en pnl. 

Esta sección la dedicaremos a describir los Proyectivos e Inyectivos en Pfll, lo cual 
nos será de gran utilidad en la sección siguiente. 

Proposición  Mil  Si XeKnP entonces X es inyectivo en pn«pnFacM), 
análogamente si YEK'n / entonces Y es proyectivo en Pf fan SubN). 
pgini~d& 
Sea 0 X --+ Y -› Z 0 una sucesión exacta en pnApn FacM), como XeK esta es 
una C - sucesión y como ZeP se divide, luego X es inyectivo 
la otra afirmación se demuestra de manera análoga. 

Proposición  23.2;  Si XeP y PR  (X) 	X O es la R cubierta proyectiva minimal 

de X , entonces Keni 	dualmente si Xe/ y 0 --> X --1-4 ER (X) es la R envolvente 
inyectiva minimal de X, entonces CoKerj E K. 

23 



reiKPR (SO 	ee"  - S
II 
 es un isomorfismo. 

rad( 	
PR(SK) 

) 	
X 

 

por lo tanto S 

reixPa(Sx) 	
rad(—) 

 

Dentouración;  
Veamos primero lo siguiente: si S es un R módulo simple entonces S esta en K o en K'. 

en efecto se tiene para S la sucesión exacta O -› rejKS -› S 	
S

— 0, con 
rejkS 

S 	 S 
rejKSEK', --EK, entonces como S es simple S= rejKSEK'o S - 	K. 

rejKS 	 rejKS 
X 

Tomemos — 
radX = S

K  @SR. en donde Si<  es suma de simples en K y So;  es suma de 

simples en K'. 
Así PR(X) = PR(SK) PR(SK.) 
Como SreK', entonces PR(SK ) EX' 

	

P,,(X) 	X 
Tomemos el epimorfismo q' = cotrK 	

rejK PR(X) rejg X 
Sabemos que rejK(PR(X)) = trx(PR(X)), por lo tanto PR(SK.) c trx(PR(X)) c 

reikeilX», luego  P
R  (X) 	PK (SK )  

,por otra palle la composición 
rejK PK(X) rejK P„(SK ) 

rejK  (PR  (SK )) PR(%) -›  Pa(Sr)  	SK  es cero , luego rejK(PR(SK)) c rad PR(SK), 
rad13,(SK ) 

PR(SK) 	 X 

K, luego X - 	es sumando 
re

X  
jK  X 

esto implica que X--§-> P es 

Pero XEP , por lo tanto 
X

— es proyectivo en 
rejK X 

directo de 	PR(SK) 	
' 

P pero -1-=-1- 

	

radPK (SK ) 	radX radP 
Isomorfismo, por lo tanto si A = Kerq 

O -› A -› PR  (X)-2-1 X -› O 	y 	la 
0 	A  .4  PR(X) 	 X 	„ 

-*y como 
rejK  A rejK PR(X) 	rejK  X 

A 
rejKA 

= 0, luego A = rejKAEK'. 

La otra afirmación se prueba de manera similar. 

Proposición 2.5.3; 

i. 	Si X E pniexiste una sucesión exacta 0 -) 13 PR  (X) —1.4 X -› 0 con BE K'. 

iL Si Y E MI/existe una sucesión exacta 0 -› Y -L->É K (Y) -› 13 -› 0 con BEK. 
Demostración:  
Solo demostraremos i), pues ii) es análogo. 
Sea 0 -4 A--1->1),(X)--1-3 X -› 0, por la Proposición anterior AEX', si tomamos la 

sucesión 0 -› PK(X)-14 éR(X)---?-3C -› O de la envolvente D inyectiva, entonces 
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tenemos la sucesión exacta 

sucesión 	exacta 

les isomorfismo entonces 



PR  (X) —r--> X 

La existencia de u esta garantizada por ser P, ( X) la envolvente Ext - D - inycctiva de 
Pa(X) y como g es epi entonces u es epi. 
Para ver que BEK' es suficiente probar que (B,K) = O , para ello apliquemos ( ,Z) con 
ZEK a la sucesión 0 -a B éR  (X) —1-1  + X -4 O esto es 

0 --> (X, Z) -+ (PR  (X), Z) (13, Z) 	Ext (X, Z) -› 
Como Exti(X,Z) = O entonces para que (B,K) = O tiene que pasar que 
('1(X), Z) --> (13,Z) sea epi, o sea que para toda a PR  (X) -› Zexista una X --) Z tal 
que Mi = s. 
Pero Pa  (X) 	01, ( x) 	Z, luego tenemos A—La PR 	Z y como 
(K,K') = O entonces sij = O Luego Ac Ker si , entonces existe X: X Z tal que 

= si con el siguiente diagrama 

P 	( X) -2-+ z 

Asf 74.ui = 3.g = si y como i es mono entonces s 

Celarlo 2.5.3: Si XeP entonces Ext"(X,1Q= O y si Ye/ entonces Ex?(K',Y) = 0. 
pit1911/.05áL. 
Si XEP por 2.5.2 tenemos una sucesión exacta 0 -› 13 --> PR(X) --> X O con BEK', 
si le aplicamos ( ,A) con AEK tenemos 
--> Ext"(B,A) 	Ext"+ I  (X, A) -) Ext"*I (PR(X),A) para n21 
como BEK' y AEK entonces Extn(B,A) = 0 por 2.1.1, como Pa(X) es proyectivo 
Exe+I(PR(X),A) = 0, luego Ext"+I(X,A) = O 
La otra afirmación es análoga. 

Prpposicidn 2.5.4; 
i. Si Y---L aes epi en /, su núcleo AEK', o sea si existe una sucesión exacta 

O --> A -+ Y -› Z 0, entonces existe BEK' y 	->Z tal que 
0 --a 	Yi3)B—M--1  ›Z --a O con DEK' 
Si X-1--+ Yes mono en P, su codicie° Ale K, o sea si existe una sucesión exacta 
0 -) X Y -› A1  --a 0, entonces existe BIEK y una X---1 13 4 	tal que 

(:) O --> X ---+ Y 03) B -+ DI  --> O con D IEM-1P 
Demostración:  
Solo demostraremos i, pues ii es análogo. 
Sea 0 •-* A -› Y --> Z 0, como AEK 'entonces ti);  A = A, y trk;  •A = rejRA, entonces 
cotrKA = 0, asl cotrxX a cotrrY, por otro lado si aplicamos trx, tenemos 
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O -› A -) trrY tr,.Z -› 0, la cual se divide porque AEK' y trKZele, asl trK Z es 
sumando directo de trK.Y. 
Sea 13 = Ira y 	1 la inclusión, formemos la sucesión exacta 
O --> D Ye 13 --U-4 Z -› 0, si aplicamos otro; como Be K' entonces IrK13 = 13, 
asl rehll =13 y cotrKB = O, ahora como cota,( Y ®13) = cotrKY cotra8 = cotrKY 
entonces cotrKD = O, luego trx.D = D, ahora si le aplicamos ley a la sucesión 
O 	Y 	B—g-d-*Z --> 0 tenemos 
0 -› trx.D -› trx. (Y B) -+ trrZ O, pero trx( Y ®B) = trrY e trKB = trK,Y 
trKZ, pero IrK 0 = Ker trx(f,i) = Ker (f,id) es isomorfo a trrY , asi trK.D = trx'Y es 
inyectivo en K' y esta en /, por 2.1.3, luego De K' 

Veamos ahora como podemos describir los proyectivos y los inyectivos en pn 1. 
Proostrión 2.5.5; 

i. Z es proyectivo en pnicg. Z es sumando directo de Pa  (X)o Ze K' n 
ii. les inyectivo en pnla Z es sumando directo de É R  (X) O le Kn P. 
umagradk. 
Solo demostraremos i, pues ii es análogo. 
Veamos a, si ZeK'n1 entonces por 2.5.1 es proyectivo en pnr, para ver que 
Pa  (X) es proyectivo en pnr tomemos la sucesión 0 -› Pa(X) -› PR  (X) 13 -+ 0 con 
BeK' y apliquémosle ( ,Y) con Ye pnr , asi obtenemos 
-)Ex0(9,Y)-+ Exti  (éa  (X),Y) -› Ext (Pa  (X),Y) 
Como Ext'(B,Y) = O por estar BeK' y Ye/ , y Ext'(Pa(X),Y) = O por ser Pa(X) 
proyectivo, entonces Ext (Pa  (X), Y) = 0, 
Veamos ahora a, sea Z proyectivo en pnr, por la Proposición anterior tenemos la 
sucesión 0 -3 A --> Pa(Z) -› Z --> Ocon AeK' y existe BeK' de tal forma que 

tenemos 0 -+ T -› éa(Z)e B Z --> °debido a 2.5,4 con Te K' ni, como K'c 
entonces Te P ni, como Z proyectivo en pn, esta sucesión se divide, luego Z es 
sumando directo de k(z) o de Be K' n Y. 

6 Sucesiones que casi se dividen 

Se sabe que en SubNn FacM existen sucesiones que casi se dividen, en esta sección 
veremos que pn I, Pfl FacM, in SubN también tienen sucesiones que casi se dividen. 
Veamos primero el siguiente Lema que nos dice la forma de SubN, FacM, pnFacM, 
in SubN. 

Usa  2.6.1; 
a) FacM = FacPK  , donde PK  = U P5  con Se K. 
b) SubN = Subir , donde Ir  = 1115  con S E K'. 
c) XePn FacM a la presentación minimal de X es de la forma 

mys  
s,«K 	Si  eiK 
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d) Xein SubN p la copresentación minimal de X es de la forma 
0 -4 X •-+ IlmiEs  -4 lin l Esi  

5,0,, 	 SigA' 

Demostración:  
Solo veremos a) y c) , pues b) y d) son análogos. 
a) Consideremos PM  ----I-+M -4 Ola cubierta proyectiva minimal de M, consideremos 

la D sucesión O -› tr, Pm  -4 Pm  — O por C3 en 2.2.1. 
Ir

Pm  
m  

Si 	O, entonces existe un simple Sc 	-1 	y un epi 	 , pero 
tr,,, Pm 	 tr,„ Pm 	ir, PM  

SEK', además S es sumando directo de topM, luego SeFacM, y entonces 

SEK'n FacM, luego por C2 en 2.2.1 S = O , contradicción , asf
tr 

P - O, luego 
M m 

PmeFacM, por lo tanto FacM = FacPm. 
Si SeK y Ps  es la cubierta proyectiva minimal de S 	tenemos 

P 
0 	trm P, -+ 	P -+ 0 y por la misma razón anterior PseFacM, luego 

Sr Ps  
FacPRc FacM. 

Por otro lado ra dM — eFacM, luego los sumandos directos simples de radM están en K 

debido a C2 en 2,2.1, por lo tanto PmEFacPK  , pero FacMc FacPmc FacPK, así FacPK  = 
FacM. 
c) Sea XePnFacM = pnFacPK  , luego la cubierta proyectiva minimal de X tiene la 
forma PK(X) = IIny,. -4 X -4 0 , pero rejKIVX) c radPK(X), luego tenemos 

;ir 

PK(X)  
rejK P(X) 	

rejKXporque XeP, luego Kern EX' y así la presentación proyectiva 

minimal de X tiene la forma deseada. 

Observegión 2.6.2;  Km! y Kfl P tienen un número finito de indescomponibles. 
En efecto, si XaK', Xe 	X es K' inyectivo debido a 2.3.2, pero por las 
condiciones i-v que satisfacen K' y K, se tiene Kemod(End"(11P,)), el cual tiene 

en' 
solo un número finito de indescomponibles. La otra afirmación de manera análoga. 

Proposición  2.6.3.,  Si X es proyectivo en pnl y XoK'n1 	X = PR(X'), con 

P(X')EFacM y lo dual si Y es inyectivo en pni y Y itKrIP 	Y = É R(Y'), con 
E(r)eSubN. 
Demostración:  

Si X es proyectivo en pnl, entonces por 2.5.5, X es sumando directo de PR (Y) o 
X E K 'n/, analicemos entonces los P1  proyectivos indescomponibles, pero por 2.6.1 
estos se dividen en dos, los que son PR(SK) con Sx un simple en K y los que son PR(SK.) 
con Sk un simple en K', pero los primeros claramente pertenecen a FacM = FacK• , los 
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segundos pertenecen a K', pues esta es cerrada bajo cubiertas proyectivas y si hallamos 

ís, (S, ) estos pertenecen a K' f1 

Supongamos que tenemos un álgebra dualizante para R en el sentido de la siguiente 
definición: 

Definición  2.6.4:  Un álgebra R1  se dice un álgebra dualizante para R si tiene 
subcategorias Pin 	nFacMi, 	SubN1  y SubNIn FacM1  con propiedades 
similares a las de R, junto con dos funtores F:11  --> P y G:P1  4 / que vistos como 

F:11  flSubN1  4 PnFacM y G:P1  (1FacMi  / (1SubN son equivalencias. 
Lima 2.6.5: 
i. En pn FacM hay aplicaciones que casi se dividen por la derecha para todo objeto 

indescomponible. 
ii. En 	SubN hay aplicaciones que casi se dividen por la izquierda para todo objeto 

indescomponible. 
12g2oluxid& 
Solo veremos i, pues ii es análogo. 
Sea 	Xe Pf) FacM, entonces XEFacM, en donde existen aplicaciones que casi se 

dividen por la derecha para todo objeto, sea Y _2_ X que casi se divide por la derecha 

en FacM, entonces YEFacM, tomemos O -4 A -4 Y-14 Y 4 0 la C sucesión de la 

cubierta C proyectiva, como AEKC FacM entonces YE FacM y por lo tanto 

Epn FacM. 

Tomemos V 	Y ---L4 X, a no es epi divisible, pues sino existiría 

a: X -4 V, con ulcr = idx  luego u seria epi divisible lo cual no puede ser porque u es 
que casi se divide. 

Veamos que g = uX:St .4 X es que casi se divide por la derecha , sea ZePfl FacM y 

f: Z -4 X no epi divisible, consideremos el siguiente diagrama 
Z 

0 	f 

>1' 	IX 
corno u es que casi se divide entonces f se factoriza a través de u por medio de p y 

como Z EP y O 4 A 4 Y-14 Y -4 O es una C sucesión entonces p se factoriza a 

través de X mediante O y ad f se factoriza a través de III . 

rondarlo  2.6.6:  En Pfl FacM y in SubN hay aplicaciones que casi se dividen por la 
derecha y por la izquierda para todo objeto indescomponible. 
Demostración:  
Utilizar el Lema 2.6,5 y el hecho de que suponemos la existencia de un álgebra 
dualizante en el sentido de 2.6.4. 
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Proposición 2.6,7; 
i. En in SubN para todo X no proyectivo hay una sucesión que casi se divide que 

termina en X. 
ii. En in SubN para todo X no inyectivo hay una sucesión que casi se divide que 

empieza en X. 
iii. En pn FacM para todo X no proyectivo hay una sucesión que casi se divide que 

tennina en X. 
iv. En pnFacM para todo X no inyectivo hay una sucesión que casi se divide que 

empieza en X. 
Demostración:  
Primero veremos 1. 
Sea X Ern SubN, indescomponible no proyectivo entonces Xorni, luego aplicando 

1.3 tenemos Y 	> X que casi se divide por la derecha , como X es no proyectivo 
tomemos 

O --> U --> Z-1--> X --> O, que no se divide entonces f se factoriza a través de u, luego u 
es epi y podemos tomar la minimal f0, tomemos 

O 	C = Kern, —> Z, --12--> X --> O 
claramente CE SubN, por probar que Ce!, veamos que si ZeK' y g:Z --> X entonces g 
se factoriza por uo, para ello consideremos el siguiente diagrama 

0—>Z-42—>K'—>0 

13 	2  

	

........ 	reiNz 
.. 	.. • x . ...... 	.• .... 	e 

O —> C = Kern, --> Z0  —5—>X --> O 

la existencia de á esta garantizada porque Xe/, ahora como cotrN2 esta en K i n!, 
entonces g no es epi, porque sino XE Kni, lo cual no puede ser, luego/ se levanta y 
por lo tanto g también, con esto podemos demostrar que C e/, para ello hagamos (A, ) 
con AcK', así tenemos 

O —> (A,C) --> (A, Zo  ) --> (A, X) —> Ext (A,C) --> Ext I  (A, Zo  ) --> 
como AeK' y Z0E/entonces Ext'(A,Z0) = O , además por el razonamiento anterior 
(A,Zo ) --> (A, X) es epi y por lo tanto Ext'(A,C) = O , y así CE/. 
Para ver los otros incisos iv se demuestra de forma análoga, ii y iii salen entonces como 
consecuencia de i y iv por la existencia de un álgebra dualizante en el sentido de 2.6.4. 

Proposición 2.6S:  En pnt hay aplicaciones que casi se dividen por la derecha y por la 
izquierda para todo objeto indescomponible. 
Demostración:  
Si XE pni, entonces si Xolf(lP y así cotrNX * O , entonces por 1.3 como cotrNX 
tiene aplicación que casi se divide por la derecha y por la izquierda X también la tiene, 
si XE KnP, entonces Xttrenly así trMX * O y repetimos el razonamiento anterior. 

ESTA TESIS 
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Proposición 2.6.9; 
L 

	

	En pni para todo X no proycctivo hay una sucesión que casi se divide que termina 
en X. 

ii. En pni para todo X no inyectivo hay una sucesión que casi se divide que empieza 
en X. 

Danottaráni. 
Solo veremos i, pues es ii análogo. 
Sea X indescomponible no proyectivo en pni entonces existe 
O --> Z --> E--!--> X O que no se divide, además tenemos Y —L+ X que casi se 
divide por la derecha , entonces f se factoriza a través de u, luego u es epi y podemos 
tomar la mínima'. 
Sea O —› C = Keru —› 	X --> O, probemos que Ce pni, veamos primero que 
Xe P, para ello apliquemos ( , A) con Ae K, así obtenemos 
O —› (X, A) (Y, A) (C, A) —› Ext t  (X, A) —› 

Ext (Y,A) Ext (C,A) --> Ext (X,A) —› 
como Y EP, AEK entonces Ext'(Y,A) = O, como XeP, AeK entonces Ext2(X,A) = O, 
luego Ext'(C,A) = O y así CeP,para ver que CE /, veamos primero que si BeK' y 
s 13 -4 X entonces s se factoriza a través de u, para ello consideremos el diagrama 
siguiente 

..• 

t 

O 	C 	)11.2L> X% O 

como Bes C inyectivo esto implica la existencia de t, como BeK' entonces 

B E K' fi así Bes proyectivo en pni y esto implica que tse factoriza a través de u, y 
por lo tantos también. 
Ahora apliquemos (13, ) con BEK', así obtenemos 
O 	(B,C) (B,Y) (B,X) 	(B,C) --> Ext I  (B, Y) —› 
como BeK', Y e/ entonces Ext'(B,Y) = O , por el razonamiento anterior 
(B, Y) —› (13, X) 
es epi, luego Extl(B,C) = O, así Ce/. 
Veamos el siguiente Lema 

Lema 2,6,10; 
Sea 0 -->X —› Y Z —› O una sucesión que casi se divide en modR con X y Z 
indescomponibles. 
i. 	Si Xe /nSubN 	Z E Pn FacM, Si Z Kr1P- la sucesión inducida 

O —› X 
re 	

--> 
re 	

—+ O es exacta. 
j,„
Y

, Y 	j,,, Z  
ii, Si Z E Pn FacM 	Xe in SubN. Si X K 	la sucesión inducida 

O —› trm  X --> trM Y --> Z O es exacta. 
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Demostración:  
Solo demostraremos i , ya que ii es análogo. 
Necesitamos un Lema previo para demostrar las primeras afirmaciones en i) y ii). 

Lona 2 6 1 1. 
Dtr(Pn FacM) c in SubN y trD(KI SubN) c pn FacM. 
Dginostroción:  
Si X E pnFacM, entonces debido a 2,6.1 su presentación proyectiva minimal tiene la 
forma 

llmsrs, -+LIN IPsi  -4 X —› O 
shit," 	sok 

si hallamos trX nos queda 
(II ni  Ps. )1 	( 	miPsi  ). --> trX --> O 

SjeK 	 SleA" 

y al hallar el dual de esto nos queda 
0 	DtrX D(U miPs, )* —› 	ni  Psi  ) • 

' 	S «X 

Y por 2.6.1 entonces DtrX e in SubN. 
La otra afirmación es análoga . 

Pasemos ahora a probar la otra parte de i) en 16.10. 

Por 2.4.3 tenemos que O -4 K --> Y — —› Z — --> O y que X— -4 K es mono, 
reit, Y MHZ 	rejNX 

como Xe in SubN, entonces rejNX = O, o sea X—  X . 
rejN X 

Consideremos el siguiente diagrama 

O 	O 

rejN11.—>  rkiNZ 

iv  

1 	i  
0 --> 	Y ---L4 Z-->0 

1 	1 	1 
Y O 	--> 	--> —

z 
-a0 

rej., Y 	rej„Z 
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En ese diagrama tenemos que X -› K es mono, la de rejNY -4 rejN Z es mono, la de 
rej,7. -►  Z es mono y no epi, pues sino rejNZ =1 y entonces ZEK11P, lo cual no 
puede ser, así la de rejN Z -› Z se factoriza a través de t, por ser O •-4 X -4 Y -› Z -4 O 
que casi se divide, o sea existe ti:rejNZ -› Y tal que iz  = t ti  y como ti  t' ny = O. 
entonces t' es epi y por lo tanto iso. 
Solo resta ver que la de X -4 K es epi, para ello como K = Keri , sea y tal que 
i(y) = O esto implica que t(y) = z e rejNZ, lo cual por el isomorfismo t' nos dice que 
hay un y 1  E rejNZ tal que ti(y1)= z, o sea t(y-yi)= 0 , o sea y-y1  e X, lo cual nos dice que 
y =R., con lo que tenemos lo que queríamos. 

Veamos ahora el siguiente resultado que relaciona los extremos de una sucesión que 
casi se divide en P(11. 

Teorema 2.6.12; 
Si O X -4 Y Z -4 0 es una sucesión que casi se divide en pni entonces 

X =(DtrtruZ) y Zr-,(1D 1
U

C  
IT 

Dowittarátv. 

Sea X indescomponible no inyectivo en MI/ .Por 2.3.8 
X

—*O y no inyectivo en 
rejNX 

mod R, sea entonces0 --> 
X

-› W••=-41, -› O una sucesión que casi se divide en 
rejNX 

mod R. 
Supongamos LE indkfP.  
Así obtenemos una sucesión que casi se divide 

0-4(--- 
X 

 —) E---L>E->0 
rejNX 

Como E. L y X=(-2--C  "Y entonces Z -= L = = (trD 
rejNX 	 rejNX 

Supongamos ahora que Lit indxn P, por 2.6.11 tenemos una sucesión exacta 

X 	W 
0 •-+ — 	 -40 

rejNX rejNW rejNL 

y una sucesión que no se divide 

X 	 5 -4 O 
" 	rejN  X 	'reJNW _÷ reix 
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- 
donde u' es la composición de u con la inclusión de 	-->(—, como re  

jN W re J

W

N W
) 
 

LEPE FacM entonces 	EsubNnFacM y (—)cs indescomponible en 
t'eh!, 	 re

L  

iNL 

in SubN, podemos ver fácilmente que 0-4 -2L- 12-41-; 	--> O es 
rejN X 	reJN W 	rejN L 

que casi se divide en in SubN y por los resultados de 2.3.8 y 2.4.1 tenemos una 
sucesión que casi se divide en pni 

-4(2--' )-9 E .4 	iy -40 
rejN X 	rejN L 

y como ( 
X  

—) - X se sigue que Z c  ((— 
L 

)5
.L.(trD  X ), 

rejN X 	 rejN L 	rejN X 
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Capitulo3 

ESTUDIO DEL CASO DEL ÁLGEBRA R = (A MI 
B) 

En el articulo de J. A. de la Peña y D. Simson titulado "Prinjective Modules, Reflection 
Functors, Quadratic Forms, and Auslander - Reiten Sequences" se definen varias 
subcategorías y funtorcs que cumplen lo visto en el Capitulo anterior. 

Comencemos con la primera subcategorla prin(R): la cual está formada por aquellos R - 

módulos X = 	, X"„ X' M X) tales que X es un A - módulo proyectivo y X" es 
un 0- módulo inyectivo. 
Si consideramos K la clase de todos los R - módulos de la forma (X, 0,0) y K' la clase de 
todos los R - módulos de la forma (0,X,',0) y a partir de ellas formamos las C y /3 -

sucesiones, ver sección 1 del Capítulo 2, resulta ser prin(R): = Pf i y allí resultan ser y 

5c la cubierta Ext C- proyectiva y la envolvente Ext -D - inyectiva respectivamente. 
Comprobemos que K' = 1K = (Z / (Z,K) = 0), o sea los Z tales que Z = 

(Z',Z",9)-Jia4(X',0,0) donde (ft,f2) = O para todo (X',0,0), claramente K' c 1K y 

como es para todo (X',0,0) entonces Z'= O pues sino tenemos (Z',Z",9)—OLM-->(Z',0,0) 
luego K' =1K, de forma análoga se ve que K = K'1. 
Veamos las otras tres subcategorias: 
modll(R)A  que es la subcategorla formada por aquellos módulos X= (X',X",9) donde X' 
es proyectivo y mp  es epi. 
modic(R)B  que es la subeategoría formada por aquellos módulos X= (X',X",9) donde X" 
es inyectivo y iy es mono, donde ip es la adjunta de c . 

adXR): que es la subcategorla formada por aquellos módulos X= (X',X",tp) donde rQ es 

epi y I/ es mono. 
Para ver las subcategorla anteriores necesitamos lo siguiente: 

Si XemodR X = (X,„,Xí ,q): X 0 M -4 X") entonces X' visto como r módulo, 

donde R°" = (B" M") , queda 
O A 

= Hom, (X, R) (HomB  (X." ,B)' , Nom, (X'. A) 0 Noma  (X", M), lir) donde 

llorn,(X",B)* es el subconjunto de aquellas p Home(X",B) tales que pqr =0 y si 

p E HomB  (X" ,13)* , h e HomA  (X' , A), a E Hom, (X" ,M) 	se 	satisface 	que 

pcp(xlm) = 0,arp(x'em) = h(x')m 	 y 

M 	Homo  (X" ,B)* --> HomA  (X' , A) 0 Homo  (X" , M) definida por 

tir(m0p) = 00 (x"1—) mp(x") 
y además el dual de X nos queda 
DX = (D(X" ), DOC I, ) 	donde 	y: D( X") M --> D(X' ) 	esta 	dada 	por 

y(11 ® n)(x') = h(q)(n x').) 
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Sean el  ,„„ea  un conjunto completo de idempotentes de A y fi  ,..., f, un conjunto completo 
de idempotentes de 13 
Con esto podemos demostrar la siguiente: 

Proposicián 3.1; 
a) X = (X', X",9) es tal que Pa  (X) = Pa  (11Si) con Si  simples correspondientes a 

el 	a ii  es sobreyectiva. 
b) Y = (Y', Y", vis) es tal que Ea  (Y) = Ea  (USi) con Si simples correspondientes a 

,..., f, a qi es inyectiva, donde 117 es la adjunta de y . 
iksioltárks. 
Para demostrar lo anterior necesitamos conocer lo siguiente 

radR = (radA  M) con lo cual podemos ver que 
O radB 

socX = (socX11 Kerp-,trocX",resy) y que 
radX = (radX1,1my + X", reas) con esto claramente las implicaciones a son evidentes 
en los dos incisos. 
Veamos ahora las otras implicaciones: 
a)Observemos primero lo siguiente si el  es idempotente de A entonces 
ealt (e$A,eiA M,id), pero esta es la cubierta proyectiva del (e1A,0,0) ,asi si 

Pa  (X) = Pa  (US, ) entonces Pa  (X) = Pa  (X; ,0,0) con 	un A - módulo proyectivo, asi 

tenemos 

(X¡, 	M,id)  (f"fi)  ,(X',X",9) con (fi  ,f2  ) epimorfismo por ser cubierta proyectiva, 
Ad tenemos el siguiente diagrama 

Xiehi-ji->X10114 

f2 

X'  0 M -.2-1 X"  

Así "(fi  11311) = fi  o sea "(fi  01) es epi, luego c  es epi 
La otra implicación del inciso b) se demuestra de forma análoga usando un argumento dual. 

Haciendo uso de la Proposición anterior vemos que adj(R): = Subl, nFacPK  donde Ir  es la 

suma de las envolventes inyectivas de los simples correspondientes a fi  ,..., f. y PK  es la 
suma de las cubiertas proyectivas de los simples correspondientes a ei  ,...,e„ . 

Veamos ahora que modPi(R)" = Pfl Fac PK  y moda(R)0  = in Sub 
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Proposición 3.21 
i. X = (X' .X" .(p) E modPs(R)A  a PB(X) = PB(X'.0.0) con X' un A - módulo proyectivo. 
ii. Y = (Y',Y", ) E 11104(R)0  a EK(Y) = Pµ(0,Y".0) con Y" un 13 • módulo inyectivo. 
&mostración:  
Sólo demostraremos i pues ii es análogo. 
Veamos la implicación 	si X Emod"(R)" por definición 9 es sobreyectiva luego por la 

Proposición PR  (X) = (11S1  ) con Si  simples correspondientes a el 	y como X' es 

A • proyectivo entonces (X',X'OM,id) que es proyectivo resulta ser la cubierta proyectiva 

de X, tomando (X',X'OM,id)-1111-> (X',X",9). 
Veamos la otra implicación, para ello analicemos como es la cubierta proyectiva de (X',0,0) 
con X' A • proyectivo, la cubierta proyectiva de X es la misma que la de su top pero 
radX = (radX',0,0), así topX = (topX',0,0), luego PB(X',0,0) = (X',X' OM,id) , de aquí 
como PR(X) = Pa(X',0,0) = (X',X'®M,id) entonces hay una aplicación 

(X',X' 0M,id)-2AL)(X',X",9) que es epi mínima y de la definición de morfismos 
como el siguiente es conmutativo 

XI« -A-, XX« 

X'OM 	X" 

tenemos que 9(f O id) = g y de aquí como g es epi entonces 9 es epi, luego Xemoes(R)A. 

Podemos ver que It  y PK  satisfacen todas las condiciones del Teorema del Capitulo 
anterior, veamos que los funtoms 9B  y 	definidos en el artículo de de la Pella Simson 
citado anteriormente no son mas que trp, y cotr1, respectivamente. 

Veamos que 9 B  (Z) = tr,v (Z) 

Como 90(Z) E Fac PK  y 90(2)es submódulo de Z, entonces claramente 9 B  (Z) c trpi, (Z) 

pues este ultimo es el mayor submódulo de Z que esta en Fac PK  

Para ver la otra inclusión supongamos Y c Z en Fac PK  y tal que 9 B(Z) c Y 4.51 

9B(Z) = (Z',1m9,res9)---1111->' 	(Y',Y", ---S-1M->(Z1,Z",9) de aquí 

Z'c Y'c 	Z'= Y' 
Im9 c Y"c Z" pero Y". 1m9 pues Y Fac PK  
Y de la segunda aplicación tenemos 

-> Z" 

Y'®M ► Y' 

Así como las dos aplicaciones verticales son inyectivas 	Y" c lm9 	Y"= Im 9 . 

Utilizando un argumento dual se muestra que 9' (Z) = cotri, (Z). 
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Claramente podemos ver que los resultados de la sección 3 del artículo de J. A. de la Pena y 
D. Simson titulado "Prinjective Modules, Reflectlon Functors, Quadratic Fonos, and 
Auslander-Reiten Sequences" son consecuencia de los resultados del Capitulo anterior. Por 
ejemplo el Lema 3.3 de dicho articulo es consecuencia de 2.3.8, 2.3.1 I ,2.4.2 y 2.4.6, el 
Lema 3.12 es el 2.6.5 y notemos que en su demostración aquí no necesitamos del resultado 
del Lema 3.9 de dicho articulo. Finalmente notemos que la suposición hecha en de que 
tenemos un álgebra dualizante en el sentido de 2.6.4 se satisface en dicho articulo, pues 

( 
B 	D(M )) 

tenernosálgebra fe  allí al 	= 	y la equivalencia 
O A 

V.:modk(R)s  —› modN(RY  )1  . 
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