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Introduccion

En la Teoria de Representaciones de Algebras y en los problemas de clasificacion de
matrices es importante conocer la existencia de sucesiones que casi se dividen en
subcategorias de modR, en caso de que estas sucesiones cxistan, es de gran utilidad poder
contar con una formula que de una relacion entre un extremo y otro de la sucesion como
sucede en el caso de modR, para un algebra de Artin R con Dtr y la formula F dada por R,
Bautista y R. Martinez para la subcategoria de mddulos sin torsién de las dlgebras | -
Gorenstein en ¢l articulo “Representation of POSETSs and 1 - Gorenstein Adin algebras”
publicado en Proceedings of the 1978 Antwerp Confernce of Ring Theory.

M . .
B)’ en particular considero

una subcategorfa que es de sumo interés, que es la de los médulos prinyectivos para una
esta dlgebra,

En el articulo de J. A. de la Pefia y D. Simson titulado “Prinjective Modules, Reflection
Functors, Quadratic Forms, and Auslander - Reiten Sequences” se prueba la existencia-de
sucesiones que casi se dividen para la subcategorla de médulos prinyectivos y ademés se
encuentra una férmula que relaciona ambos extremos de una sucesion que casi se divide en
dicha subcategoria.

El propésito de esta tesis es dar una interpretacion del trabajo de J. A. de la Pefia y D,
Simson en términos de proyectivos e inyectivos relativos. Con esta interpretacion los
funtores 8* y 8, de dicho trabajo resulta ser cotr y fr, respectivamente y damos
demostraciones simplificadas con respecto alas originales,

A
D. Simson introdujo varias subcategorias del dlgebra R = ( 0



Capitulo 1
SOBRE LAS SUCESIONES QUE CASI SE DIVIDEN EN
SUBCATEGORIAS.

El estudio de las sucesiones que casi se dividen comenzd con los trabajos de Auslander y
Reiten sobre la teoria de representaciones de un élgebra de Artin R, posteriormente se
establecid la existencia de este tipo de sucesiones para algunas subcategorias especificas de
modR. Donde mod R denota la categoria de los R mddulos derechos finitamente generados,
En el articulo “Almost Split Sequences in Subcategories” de M. Auslander y S. Smalo se
dan las condiciones para la existencia de sucesiones que casi se dividen en subcategorfas en
general,

Seca R un dlgebra de Artin, consideremos C una subcategoria plena de modR la cual es
cemda bajo isomorfismos y sumandos directos, Diremos que ZeC es Ext - proyectivo sl
Ext' (Z,A) = 0 para todo AeC, dualmente XeC es Ext - inyectivo si Ext' (A,X) = 0 para
todo A€eC.

Un morfismo £:X - Y, se dice que casi divide derecho si no es epi que se divide y pera
todo gV — Yque no sea epi que s¢ divide existe un h:B— X tal que hg =f, de forma
dual se define ¢l concepto de morfismo que casi se divide izquierdo y una sucesion
0~ X~ Y157~ 0 que casi sc divide cs una exacta, con X, Y inescindibles donde
B ¢s que casi se divide izquierdo y fes que casi se divide derecho.

Direriios que C tiene succaiones que casi sc dividen si:

i. Paratodo YeC inescindible existe un morfismo f:X - Y que casi s divide derecho y
unmorfismo g:Y —» Z que casi se divide izquierdo.

ii. Para todo X eC inescindible no Ext - inyectivo existe una sucesién que casi se divide
0+ X—13Y—-"19Z~0enC.

iii. Para todo Z €C inescindible no Ext - proyectivo existe una sucesion que casi se divide
0+ X—49Y—-LyZ30enC

Para encontrar una condicién suficiente para la existencia de sucesiones que casi se dividen
en una subcategoria C se necesita el concepto de funtor finitamente presentado. Un funtor
covariante F se dice finitamente presentado si existe una sucesién exacta de funtores
(C,)—(C;,)» F—0 donde (C;, ) = Homg(C;, ), d¢ manera anloga un funtor
contravariante G se dice finitamente presentado si existe una sucesion exacta de funtores
(,D)~»(,D,)»G—0,

También se define ¢l dugl de un funtor F como el funtor que a cada objeto le asigna el dual
de la imagen de dicho objeto por F, o sea (DF)(C) = D(F(C)), donde D denota la dualidad
deR.

Se dice que una subcategorfa aditiva € es una R - subvariedad dualizante si sucede que un
funtor es finitamente presentado en la subcategoria si y solo si su dual lo ¢s,



Asf se demuestra en el citado articulo [3] el siguiente

Teorema 1.1

Si C es una R - subvariedad dualizante cerrada bajo extensiones entonces C tiene
sucesiones que casi se dividen.

La demostracidn de este hecho es similar a la que aparece en el libro de Auslander y Reiten
[2) para la existencia de sucesiones que casi se dividen para modR.

Sin embargo aunque el Teorema anterior da una condicion suficiente para la existencia de
sucesiones que casi se dividen en subcategorfas, dicha condicion no es facil de verificar en
la préctica, por eso se encuentra otra condicién equivalente que es la mas usada.

Para ver esta condicién necesitamos el concepto de subcategoria funtorialmente finita, una
subcategorfa € s¢_dice funtorialmente finita si es covariantemente finita y
contravariantemente finita,

€ sc dice covariantemente finita si para todo XemodR Ia restriccion de (,X) en Ces
finitamente generado, es decir existe un epimorfismo Hom,(,C)-»( ,)()Ic ,
equivalentemente para todo XemodR existe un morfismo C -» Xcon CeaddC tal que
(C',O) > (C',X) 0. ¢s exacta para todo C'eC. De forma dual decimos que C_e5
contravariantemente finita si para todo XemodR la restriccion de (X, ) es finitamente
generado, es decir existe un epimorfismo Hom(C,) - (X, )|c , 0 lo que es igual para
todo XemodR existe un morfismo X — Ccon CeaddC tal que (C,C') - (X,C') -0 es
exacta para todo C'eC.

Con lo anterior se tiene el siguiente:

Tearema 1.2;
Si C es funtorialmente finita, cerrada bajo extensiones entonces C tiene sucesiones que casi
se dividen.

En el citado articulo [3] se estudian varios casos de subcategorias que tienen sucesiones que
casi se dividen, por ejemplo se analizan las subcategorias SubN, FacM y SubN()FacM y se
ve que cllas son funtorialmente finitas, y que son cerradas bajo extensiones cuando
Homy(t=DN,N) = 0, Homy(M,DtrM) = 0.

Lroposicién 1.3;

Sean R y S dos dlgebras de Artin, C y D subcategorias plenas de R y S respectivamente,
cerradas bajo isomorfismos y sumandos directos, sea F:C —» Dun funtor denso y pleno, tal
que tiene solo un nimero finito de objetos indescomponibles X con F(X)=0,

Entonces para Z = F(Y) # 0 en D existe morfismo que casi se divide por la derecha (por la
izquierda) <> existe un morfismo que casi se divide por la derecha (por la izquierda) para Y
enC.

Demostrgcién:

Veamos la implicacion =



Tomemos F(Y), el cual es distinto de cero, para este existe Z—=-F(Y) que casi se divide
por la derecha ( para hacer el razonamiento por la izquierda es similar), por la densidad y la
plenitud de F entonces Z = F(Z’) y u="F(u'), donde v’ no se divide por la misma razén.
Tomemos L = HnAA , donde A es tal que F(A) = 0y n, es el nimero de generadores de
Homg(A,Y), el cual es finito por ser un dlgebra de Artin, consideremos la aplicacion
ZOL—"2l Y donde ), ...5, es un conjunto de generadores de Homg(A,Y),
veamos que dicha aplicacién es que casi se divide a la derecha.

Sea V—— Y, que no es epi divisible, tenemos dos casos: F(V) = 0 o F(V) # 0, en el
primer caso f = Zc‘sI y entonces se factoriza a través de la aplicacién que tenfamos, en el
segundo caso hallamos F(f) que no es epi divisible y aplicamos el hecho de que u es que
casi se divide a la derecha.

Veamos ahora la implicacion <

supongamos que Y tiene una aplicacion que casi se divide por la derecha XY,
tomemos entonces F(X) —F0 F(Y) y veamos que es que casi se divide por la derecha, si
tenemos Z—» F(Y) que no es epi divisible, queremos ver que se factoriza a través de
F(f) , para ello tomemos Z’ y u' tales que F(Z') = Z y F(u') = u, los cuales existen por la
densidad y plenitud de F y apliquemas el hecho de que f es que casi se divide por la derecha
y obtenemos el resultado.



Capitulo 2
ESTUDIO DE ALGUNAS SUBCATEGORIAS DE mod - R Y SUS
RELACIONES A TRAVES DE LOS FUNTORES tr Y cotr.

En este capitulo estudiaremos algunas subcategorias de modR, para un dlgebra de Artin
R. Veremos las relaciones que se establecen entre ellas a través de los funtores tr y cotr,
también veremos quc bajo ciertas condiciones es posible deducir la existencia de
sucesiones que casi s¢ dividen en algunas subcategorias a partir de la existencia de lns
mismas en una de ellas,

2.1 Proyectivos e Inyectivos relativos. Los funtores tr y cotr.

En esta seccidn presentaremos los conceptos de proyectivos ¢ inyectivos relativos a una
familia de sucesiones exactas, asf como definiremos los funtores tr y cotr a partir de los
conceptos de submédulo y cociente maximal con respecto a una familia de médulos.
Sea R un dlgebra de Artin. Denotaremos por modR la categorfa de R - moédulos
izquierdos que son finitamente generados, Si € c modR es una subcategoria plena,
diremos que C es cerrada bajo isomorfismos si siempre que XeC y X'=X entonces
X'eC. En lo que sigue usarémos la siguiente notacién €' y 'C donde
C' = (X e modR / (CX) = 0} y 'C =(X e modR / (X,C) = 0}, Claramente
(€cH=(co=0.

Consideremos ahora en modR dos clases K y K’ de R - mbdulos que satisfacen las
siguientes condiciones:

i. KyK' soncerradas bajo isomorfismos.

ii. Ambas clases son cerradas bajo submédulos, cocientes y sumas directas,

ili. K es cerrada bajo envolventes inyectivas,

iv. K'escerrada bﬁo cubiertas proyectivas,

v. K'='KyKk=K"

Notemos que KN K’ = 0, puesto que si Xe KN K' => Homg(X,X)=0=> X=0.

Lroposicidn 2.1.1: Si se cumplen i - v entonces:

l. Homg(XK)=0,

2. Extp(K'\K)=0,paranz1.

3. Ky K'son cerradas bajo extensiones,

Demostracidn:

1. Sif:A - BconAek, BeK' entonces flAYeKNK =0,

2. Probemos que Ext'(K 'K) = 0, para ello tomemos la sucesion 0> Lo>P—>Z 0
dada por la cubierta proyectiva de ZeK' la cual es unasucesién exactaen K’y
apliquemos ( ,A) con AeK, asi obtenemos
0> (Z,A) - (P,A) - (L,A) - Ext'(Z,A) - Ext'(P,A) »
como LeKy AeK’ entonces (L,A) = 0, como P es proyectivo Ext'(P,A) = 0, luego
Ext'(Z,A) = 0, supongamos Ext*(K",K) = 0 para k < n, probemos que Ext™(K ',K) =
0, tomemos de nuevo la sucesién 0 — L = P — Z — 0 dada por la cublerta
proyectivade ZeK " la cual es una sucesién exactaen K', si le aplicamos (,A) con
AeK obtenemos —» Ext"'(L,A) =» Ext"(Z,A) = Ext"(P,A) -3, como el primero



es cero por hipétesis de induccidn y el segundo es cero por ser proyectivo entonces
Ex("Z,A) =0,

3. Sea 0-» X— Y- Z -+ 0 una sucesion exacta con X,ZeK'y hagamas ( .B) con
BeK asf obtenemos0 — (Z,B) —» (Y,B) -» (X, B) = como ZeK' y BeK entonces
(Z,B) = 0, de la misma forma (X,B) = 0, por lo tanio (Y,B) = 0 y asi Yek',
andlogamente se prueba que K es cerrada bajo extensiones,

Sea ahora C la familia de sucesiones exactas cuyos nicleos pertenecen a le clase X de
R - médulos y formemos la famxha P de aquellos mddulos que son Ext - C -
proyectivos, o sea P= { X | Ext! (X,K)=0}.

De forma andloga por dualidad construimos la familia 7 de R - médulos que son Ext - D
- inyectivos donde D es la fnmxlla de sucesiones exactas cuyos conticleos pertenecen a
la clase K", o seal = { Y| Ext' (K’ ,Y)=0 }. Claramente K'c Py K< 1.

Notemos que claramente si XePNK es K - proyectivo y que si YelINK’es K’ -
inyectivo, esto es claro por 2.1.1, iii.

Sea ahora L una subcategoria plena de modR cerrada bajo sumas directas. Por Subl
denotamos a la subcategoria de modR cuyos objetos son submédulos de médulos en L.
Por FacL la subcategoria cuyos objetos son coclentes de modulos en L.

Sea X en modR, si L, y L; son submédulos de X tales que L), L; estdn en FacL entonces
L;+L; <X estd en FacL. Por lo tanto dado X en modR existe un submédulo méximo Y
de X tal que Ye Facl, el cual denotamos por tr;, X.

Andlogamente si Y, y Y, son submédulos de X, tales que %‘-eSubL, —;(—eSubL
2
X X

entonces tenemos un monomorfismo ——— X —) $ .=, por lo tanto existe en X un
Yiny, Y,

submédulo minimo Y de X tal que ?YE € Subl, a Y lo denotaremos por rej, X.

Proposicidn 2,1.2; Se tienen funtores tr;:nmodR —+  Facl y cotr;:modR —» SublL

que en objetos estén dados por try(X) =tr,X y cotr,(X) =

Demostracidn:
Sea f;X — Y un morfismo entonces claramente f{tr,X)eFaclL, por lo tanto f{tr,X)c
tr,Y, definimos entonces tr,f=f]| tr e X—r Y.

X
rej, X

Por otro lado. consideremos T la sigulente composicion X—LY -3 —o

l/

claramente Imfc——, por lo tanto  ImfcSubl, luego

‘l.

rej, X < Kerf = f' (rej,Y), ast  i(re);X)crej, Y, lucgo f induce un morfismo

fo:———— y definimos cotr,f = f;. Claramente tr; y cotr, son funtores.
rej, X hY



Lroposicion 2.1.3: Supongamos que se cutnplen i -v
i. SiXeP=

o X es K - proyectivo y esth en P.

il. SiYel= tryXesK' -inyectivoyestienl.

Sélo veremos i pues ii es andlogo.
Sea 0+ Z-»E-»L-»0 una sucesién exacta en K veamos que si tenemos una

aplicacion de —» L esta se factoriza a través de E -» L, para ello consideremos

X
re), X
el diagrama

X
i
C X

b
S rej X

J’j ly

05 Z2—9E—9L-0
como XeP entonces existe una h;X — E, tal que gn se factoriza a través de v, o sca

—Kéiel{. luego debido a la

minimalidad de rejyX, existe una R'—I::%(- - -K%r-h- tal que g se factoriza a través de

eP se sigue del hecho de que cualquier sucesidn exacta en

gn=vh y como Im hc E eX entonces Imh=

ella. Que

X
rej, X

X
rej, X

,A) con AeK es una sucesion exacta en K, porque esta es cerrada bajo

Exth(

extensiones, y X_ es K proyectivo,

re, X

Proposicion 2.1.4; Supongamos que se cumplen i -v, entonces si XemodR se tienc lo
siguiente '
a) refjXek',
b) El funtor cotry es exacto.
X
) tr. X ek
d) El funtor try. es exacto,
€) rejA-X = "KX'
Deniostracion:

a) Tenemos la sucesidn exacta para X en modR



0> rejKXax»—)—(—)-(--—)O sea BeK y rrej,X -» B, entonces tomemos el

re A‘
push - out

0> ref, X—oa X—r X 30
rej, X
| o fu En

Q
>

"
05 B —IsE—ts-X__0
rej, X
ComoBy rejx xeK. entonces E esta en K por o tanto u se factoriza por j, luego existe
K
M2 S Econu=3j
rej. X
j=qu=g\
como j es epi gA =id, por lo tanto la sucesion 0-» B——'—-’E-—l—-)n‘xx -0 se
It

divide, pero esto implica que existe o:X-»Btalquegi=r, pero BeX =
IejKXcKero , luego r=0i=0, por lo tanto Homg(rejxX,X) = 0, luego refyXe K' =
K

b) Sea 0-» X— Y ——»Z -» 0 una sucesion cxacta en modR tenemos
X .+ Y vire,2) Y
~4, —

Z
-———-’v —————
rej X rej, Y rej,Z

, Claramente Ves epi, KerV =

rej, Y rej, Y
. - Z) . Z \
tenemos v™'(rej ,Z)——>rej,Z, por lo tanto Y r(::; ) v(uujjxxY) es un epi,

Vrel?) o releZ
rej, Y v(rej,Y)
tanto si X eKerV entonces v(x)e rejyZ = v(reJcY), o sea v(x) = v(y) con y € rejxY,
luego x-y = u(m), me X, as X = (u(m)) y asi Ker¥ = Imu.

€K’ luego v es cero, luego rejxZ = v(rejxY), por fo

-
Por otra parte Keril=£—;¢(—;5!;‘(—v)- e igual que antes tenemos un epi
K
u(re,Y) | (rej,Y)
rej, X u(rej . X)

u”'(rej, Y) refyY) (rej, Y)
X o U0 S e, X0

rejY, por lo tanto si xeu’(rejY), entonces u(x)e rejyY = u(rej,ﬁX). luego u(x) =

u(x') con x’e rejyX, como u es mono entonces X = x', por lo tanto u” (rejxY) = rejiX,

por lo tanto Ker u=0.

c) y d) se demuestran de manera similar.

=0, luego u(rejyX) =

Como



¢) De a) tenemos que rejyXc tryX, debido a la maximalidad de tryX, de forma
andloga por ¢) try X< rejyX.

Lraposicion 2,1.5; Supongamos que se cumplen i -v, entonces en K existen suficientes
proyectivos y en K suficientes inyectivos.

Sea AeKk tomemos P, (A)—2—A la cubierta proycctiva de A en modR, pongamos

A =%—54A la aplicacion inducida por w. Afirmamos que K, es
proyectivo en K. En efecto si 0 C—2+D—3K, - 0 es una sucesién exacta en
K la aplicacién natural sP,(A)-»K, se factoriza por v, o sea existe
A:Py(A)-» DconvA =s, pero Dek, por lo tanto Ase factoriza por s, es decir
A=A;5, 0 sen VA S=35 como s es epi entonces VA, =idy , por lo tanto K, es

proyectivo en X, De manera similar se prueba que K" tiene suficicntes inyectivos.
2. SubN y FacM.

En esta seccion veremos los conceptos de SubN y FacM, asi como la relacion de estas
subcategorias con las subcategorfas P ¢ I de la seccién anterior por medio de los
funtores tr y cofr,

Sean ahora M y N en modR. Por FacM denotaremos a la subcategoria plena de modR
cuyos objetos son cocientes de sumas de M, M® ...®M. Por SubN denotaremos a la
subcategoria plena de modR cuyos objetos son submédulos de sumas de N, N® ... ®N.

Definicign 2.2.1: Supongamos ademas que Homy(M,DtM) = 0 = Homg(tDN,N), En
este caso FacM, SubN, SubN () FacM son cerradas bajo extensiones,

Diremos que el par de médulos M, N es compatible con una pareja de clases de
médulos Ky K’ que satisfacen las condiciones i - v si

Cl.Kc FacM y K'c SubN,
C2.KNSubN =0y K'NFacM =0,

C3.Para todo XemodR se tiene que

X .
X eK'y rejyXek,

Notemos que C3) es lo mismo que decir que para todo XemodR la sucesion

0 tr XX " X - 0 cs una D - sucesidn y que la sucesién

Py

Orejy Y Y — 0 es una € - sucesidn, donde €'y D son Ias famialias de

rejy
sucesiones definidas en la seccién anterior.



Qbservacidn 2.2.2: Homg(K,N) = 0y Homg(M,K") =0,

En efecto si AeX y f:A-Nes un morfismo f(A)eK por ii), por lo tanto
f{A)eK SubN = 0, luego f = 0 .Antlogamente Homg(M,K") = 0.

Praposicidn 2.2.3: Con las condiciones anteriores si XeP entonces try X P, si Yel

entonces el

rej,Y

Consideremos la sucesion exacta

o-m,,x-»x-»t X x—+0 que es una D - sucesion. Ahora aplicando

U"]
(-/A) = Homg(-,A) con AeK obtencmos:

-+ Ext'(X,A) - Ext'(tr,, X,A) = Ext’(—x—.A) -+
tr, X
como XeP y Ae K entonces Ext'(X,A) = 0, como -‘;%GK "porCl) y Ae K
M
entonces Ext’(%)-i.A) =0, por 2.1.1 i), luego Ext'(tryX,A) = 0.
M
La segunda afirmacion se prucba de forma anloga.

Asf tenemos el siguiente diagrama de funtores:

.

PNFacM

y oty
PN SubN FacM
\ /
J( SubN

Veamos ahora los siguientes lemas:

Si XeSubN y se tiene una sucesion exactaen C

10



0 A—3Z—13X 0 entonces existe un isomorfismo p: z - X que hace

rejyZ

conmutativo el diagrama L —£3X
rej,Z
A
YA
Demoagiracidn:

Tenemos que _I-r'zn—s =X, asf rejyZ < Im s debido a la minimalidsd del primero.

, Ims A
As{ tenemos una inclusién ——— - ——
: y s re)Z re), 2’

cerrado bajo subméddulos, entonces Ims
rejyZ

€ KN SubN =0, por lo tanto Im s = rejZ.

pero como € SubN y SubN es

rej 2

€ SubN y como AeK, entonces Im s ¢ K,

Ims
rej,Z

De forma andloga:

Lema2.5:
8i Y € FacM y se tiene una sucesion exacta en D.
0 Y—3Z—3»B >0 entonces existe un isomorfismo @:Y -» tr,Z que hace

conmutativo el diagrama Y -2 tr,, 2

{7

Z

luego

3. Cubiertas P - proyectivas y Envolventes D - inyectivas.

En esta seccion analizaremos la existencia de cubiertas P - proyectivas y envolventes D
-inyectivas y veremos como se transforman las mismas a traves de los funtores tr y

cotr.
En lo que sigue probaremos que en modR existen suficientes P - proyectivos y
suficientes I - inyectivos,

Proposicidn 2.3.1: Si X esta en modR, entonces existen sucesiones exactas
8) 0 A—ta3Z-L3 X0

b) 0 X—49U—~213B-0
ConAe K ZeP,Uel,BeK'

Antes de probar 2.3,1, necesitamos una caracterizacion de los médulosen P yenl.



P cidn23.2:
i. XenmodR estden Psiy solosi

rejxx X es proyectivo en K.

ii. X enmodR estd en/siy sélo si try-X es inyectivoen K.

Sélo demostraremos i), pues ii) es similar.

Supongamos que X estd en P
X
o
-
¢ v v
Sea (*) 0—>A—>B—-)ulxx

-0 una sucesion exacta en K, la aplicacién

n:X—v-—-’E-— se factoriza por v ya que (*) es una C - sucesién, o sea existe

rej, X

A: X~ BeonvA =1, como BeX entonces A = m ( similar a 2.1.3), luego vm=ny

como ) es epi entonces vr = id, luego €8 proyectivo en K.

X
rej, X
X
rej, X

- 0 apliquémosle (,A) con A K, asf

Supongamos  ahora  que es  proyectivo

X
rej, X

X_ .
03 (g A) = (K.A) = (rel X, A) -+ Ext(

- Ext'(X,A) - Ext!(rej, X, A) -

O0-rrej;X+X

X
rej, X’

A)—

como rejyXeK'y A eK entonces Ext'(rejyX,A) = 0, ademds Ext'(

pues si

X
0->A—->B-
rej, X

entonces BeK, por lo tanto la sucesion se divide. En consecuencia Ext'( X

y asi Ext'(X,A) = 0, luego XeP.

Ahora pasemos a probar 2.3.1
Solo demostraremos a), pues b) es similar,

Sea X en modR, sea Py —

X
rej, X

tomemos el pull - back

=0 una K cubierta proyectiva de

en K, ses

X
rej X’

A)=0,

~» O¢s una sucesion exacta, como K es cerrado bajo extensiones

"‘xx,A)=o

rej, X y



0 rej X—aZ—9 P, 0

0 jxx—‘—oX—L)——)—(—ao

re), X
Tenemos el diagrama
0 0
¢ ¢
Ux —» Lx

0->rej X—sZ—4y P, 0

0 ) X—DrX—s—X_ 40

rej, X
i
donde USL

Pero PyePy rejyXeK'c P luego como P es cerrada bajo extensiones, entonces Z eP,
por otro lado como PyeK, entonces LeK 'y la sucesién 0> U —Z X -»0 es una
C - sucesion, con Ze P, que es lo que queriamos,

Proposicign 2.3.3: Si Xe modR, entonces para las sucesiones de 2.3.1 se tiene que
existe a) con f minima} derecha, en tal caso Z es unico hasta isomorfismo y existe b)
con g minimal izquierdo, en tal caso U es unico hasta isomorfismo.

Sabemos [Auslander -Reiten - Smalo] que existe una descomposicionde Z = Z, ® Z,
tal que f;=f]Zy:Z, - X es minimal derecha y f]Z, = 0, Entonces Kerf, c A, por lo
tanto KerfyeX, y se tiene una C - sucesion

0-» A'-» Z, —2— X -» 0 con fyminimal derecha,

La otra afirmacién es andloga.

Definicidn 2.3.4; Si X esta en modR, por X denotaremos a la P - cubieria proyectiva
minimal, esto es, al dnico (salvo iso) X eP con 0+A-»X—9X -0 uma C -
sucesion y { minimal derecho, De manera similar, X denota la I - envolvente inyectiva
minimal. esto es, al unico (salvo iso) X el con 0 X—3X B0 um D -
sucesion y g minimal izquierdo.



Lema2.3.5;
a) SiXeFacM, X ePNFacM .
b) Si YeSubN, Y e/ SubN.

Veamos a), b) es similar

Se tiene en € una sucesién 0 A - X - X - 0, como XeFacM y AeKc FacM, y
como FacM es cerrado bajo extensiones entonces X eFacM, y como X eP, entonces
X ePNFacM.

Qbservacion 2.3.6:Si Xe I=> X el ,siXe P=> X eP.

En efecto, si Xe 1, sea 0+ A > X X0 la C - sucesién de su cubierta P -
proyectiva, apliquemos (K, ) y tenemos

0 (K, A) = (K", X) - (K", X) >

- Ext'(K'.A) - Ext' (K", X) - Ext' (K", X)

como AeK, entonces Exl'(K 'A) = 0, como Xel, entonces Ext'(K'X) = 0, luego
Ext' (K", X)=0 yast Rel.

La otra afinmacién es andloga.

Lroposicidn 2.3.7;

a) Si XeJNSubN entonces XePN Iy =X,

rej, X
b) Si YePNFacMentonces Y PNy tr,¥=Y.

) Si ZeSubN( FacM entonces Z eP\FacM y

Z =Z.
rej, 2
d) SiZeSubNMFacM entonces Z eJ\SubN y =2,

Demostracidn:

Aplicar2.24,22.5,235y236.
Ahora podemos demostrar la siguiente;

Lroposicion 2.3.8:
a) Si XeP\FacM (o en PNI) entonces existe un epimorfismo natural

ExX "":x tal que para cualquier morfismo 12— n’:x con ZeP()FacM
(0 en PN 1) existe un levantamiento T:Z - X con &,f =f.

b) Si XeINSubN (o en PNI ) entonces existe un monomorfismo natural
Ny tryX = X tal que para cualquier morfismo fitr,X—Z con Zel1SubN

(0 en PN 1) existe una extension £:X —» Z con fny =f.




X
rejy

es indescomponible y ( X Y=X. Ademds
rejy nX

¢) Si X e¢s indescomponible en PN FacM (o en PN, % =0 X ekNP Si

X ¢ KNP entonces

Kmonn=indKﬂP.

d) Si X es indescomponible en ZNSubN (0 en PNI), tryX = 0 & K'NI Si
X €K'NI ecntonces tr,X es indescomponible y (tr,X)=X. Ademis
Kerir,, =ind KL

¢) tryy cofry son densos y plenos y
SubNFacM=PN 1/ ((ind KNP)U ( ind K'NT)).

Demastracidn;

a) La existencia del epimorfismo natural es obvia por ser un cociente. La segunda
afirmacion sale del hecho de que

X
0 rej X x—»———-n‘“x -0
s una C - sucesién y que Z es Ext - C - proyectivo,
b) Eslodual dea).

¢) Por hipdtesis XeP y rejuXeK. Si

re)ix =0=> X =rejX y de aqui claramente

XeKNP. Si XeKNP entonces como XeK, también rejyXek vy "‘xx
N
como por definicién este dltimo pertenece a SubN y por C 2 en2.2.1 K\ SubN = 0

0.

€Ky

ento =
n MS“‘NX

Si XXM P tenemos lo siguiente, para cualquier morfismow:X - X

0

|
—  refyX

|

X

N

'

" X
—
rej X rej, X

é

i’
rej, X
£
|




Asi- tenemos un cpimorfismo  End, (X) —» End, ( ) y su nicleo

X
rej, X
X

End, (X) - rej, X
rad End, (X) iod. (X

rad lan” ("‘ln x)

End, (
N < radEndy(X), luego

por lo tanto Endp(X) ¢s

local si y sélo si EM,(-—!——) lo es y de aqui se sigﬁc que ¢s
rej, X

indescomponible.

X
rejy X

X
rejy X

Sabemos que X € Py es indescomponible entonces la aplicacion X-—1-» s

minimal derccha, en consecuencia X es la cubierta Ext - C - proyectiva de

X
rej, X
Para ver que Kercotry = ind KPP, si f se factoriza a través de ind KNP
claramente.

Si cotry(f)=0, como FX-Y y cotry(f):

v, X’

y=X.

asi (

. S S
rejy X rej Y
f(rejyX) c rejy, Y. Perosi f =0=> f(X) c rej, Y, 0 sca f se factoriza a través de

rej,Y €K, pero la que va de X — rej, Y que es una aplicacion en K se factoriza a

X
través de -.-‘-j';-i que estien PN K.

d) Eslodualdec).
¢) Veamos solo que try, es denso y pleno, para cotry es andlogo.
Para ver que ¢s denso tenemos que encontrar X tal que 5, X =Y y para ello basta

tomar X=V. q

donde

Para ver que es pleno si £:X — Y tenemos:

Xy

| |

) SIS

La existencia de festa garantizada por ser X Ext - D - inyectivo , asf try () =f.
La otra afirmacién de este inciso es consecuencia de ¢), d) y lo anterior.

Observacion. 2.3.9: Notemos que si no suponemos C2 en 2.2.1, de todas formas se
tienen en 2.3.8 a), b), las implicaciones <= enc), d) y la densidad y la plenitud ene).



Recordemos que en la demostracién de 2.3.1 tenemos el sigulente diagrama
conmutativo

0 0

¢ ¢

Uy —SLy

"—i“" Px —’0

sxl l Px
X
Xy
| T
En donde Py, es una K cubierta proyectiva y () X ——» Py esun pull - back usando

W e

X
Xy
rej, X

-0

€sa notacion tenemos el sigulente resultado:

Lema 2.3.10: Si h:X ~» Y es un morfismo en modR y B:Py —» P, un levantamiento de
h=cotr,(h), entonces existe un dnico morfismo h:X-»¥tal que
nyh =i, y syh =hs,. Ademds R induce un morfismo h":Uy — Uy y h un morfsmo
h®:L, - L tal que el diagrama

TX —E_’ Y

1 ﬁx ﬁ\’

Ly —Ly

es conmutativo.

Demostracidn:

Consideremos el siguiente diagrama , formado en los laterales por los diagramas
anteriores correspondientes para X y para Y



Uy —2U,

N Ly—T Ly
X2y l

I\RP,‘—-‘-» P,

X~y
X T Y
JL I\ S

rej, X refY
Para ver la existencia y unicidad de hy, considérense las aplicaciones n,s,:X -+ Y y
h,ii,:X - Pyentonces sy =p,hiiyy nuestra proposicion se sigue del hecho de
que (*) es un pull- back para X y para Y.
Prapusicidn 23.11; Sea 0— X~ Y—E+2 -0 una sucesion exacta en modR
entonces
i. Existe una sucesion exacta en P, 0-+X Y +Z -0 que hace el siguiente

disgrama conmutativo:

0+%+¥27Z-0

le !‘1 lll
0-+X9Y22Z-0
con sy ,Sy ,8z C epimorfismos

ii. Existe una sucesion exacta en £, 0> X ¥ 5 Z 50 que hace el siguiente
diagrama conmutativo:

0+ X2Y>Z2-+0

5.\'1 le jzl
0+X4V420
con jx Jy, jz D monomorfismos

Sabemos que
X Y 2
0 __l.’
T X T rY  reZ

fevantan a morfismos P, —— P, y P, —L P,, consideremos ahora e diagrama

-+ Oes una sucesion exactaen K y que Ty g se




05D~y POP, 23 P, 0
iy ¥ (Bsy,B0) =5y Vs,
X .Y Z

ooty ¥ 4, 2
TR Y ez

Y
con gy:P, = ;ﬁ tal que §ig, =S,
de ahi tenemos el siguiente diagrama de sucesiones exactas
0 0 0

-0

‘ 1
0oL, — l!v 51,50
0Py —p P, ®P,—24 P, 50

021, Y 1,

Xy ezl

b 0 .
WP, [
Sean ¢ 4  pull - back para W = X, Y ,Z, entonces tenemos por 2.3.10 un i
w
w
K

diagrama conmutativo
Uy - Uy = U,
figd Wiy d Wi
0Ly =Ly, >L,—0

confjy, Ty, N, isomorfismos , por lo tanto la sucesion 0> Uy - Uy —-U, -0 e
exacia.
Por otra parte tenemos el diagrama conmutativo



0 0 0

[l

0-»Uy-U, 93U, 20

N

N

09X 99 Y5220

bbb
Por lo tanto la sucesion 0+ X —» ¥ - Z - 0 es exacta,
La prueba de ii) sc hace de forma similar, enunciando primero un resultado dual a
2.3.10,
4 Otras propiedades de tr y cotr.

En esta seccién veremos otras propiedades de tr y cotr relativas a las sucesiones exactas
y a los proyectivos e inyectivos,

Ahora con ayuda de 2.3.7 y 2.3.11 es posible ver la siguiente:

i. Sea09X-—»Y—Z-0 una sucesién exacta en JNSubN (o en SubNFacM)
entonces

X Y 2

sxi ?yl szl
60— X —»Y —Z—0

con §y,5y,5;Isomorfismos, o sea el funtor pore transforma la sucesion de las
N
cubiertas Ext - C - proyectivas en una equivalente en 7 SubN (o en .SubNFacM).
ii. Sea 09X~ Y- Z—0 una sucesion exacta en P(FacM (o en SubN(\FacM)
entonces .

0> X —Y —Z—0
Txl by l iz l
03 try X—tr, Y —rtr, 250
CON Jy.ly.Jzisomorfismos, o sea el funtor try transforma la sucesién de las
envolventes Ext - D - inyectivas en una equivalente en P\ FacM (o en SubN(FacM),

La demostracién es inmediata de las Proposiciones citadas al inicio, pues tenemos
sucesiones exactas y al aplicar estos tuniores tenemos isomorfismos.



E! funtor cotry manda indescomponibles proyectivos que no estén en KNP en
proycctivos Indescomponibles, andlogamente ¢l funtor try manda indescomponibles
inycctivos que no estén en K’/ en inyectivos indescomponibles.

Demostracidn:
Veremos sblo la primera parte, pues la segunda es dual,

Supongamos X proyectivo y demostremos que rejx X lo es, para ello basta mostrar
N
que cualquier sucesion que termine en el se divide,

Sea 02Y>Z- -0 una sucesion tomemos la sucesién de las cubiertas

X
rej, X
Ext - C - proyectivas la cual nos da 0-)?—)5-—»(;—%’)':)(—)0. la cual se

N

divide por ser X proyectivo y al aplicarle a esta el funtor e nos da una sucesion
N
cquivalente a la primera que se divide.

Supongamos ahora que X¢K(\ P, indescomponible, asi ’r-eTxY » 0, entonces se tiene la
N

siguiente:

Lroposicidn 2.4.3:

Sea 0 V—L3E—L9X 0 una sucesion exacta en modR. Se tienen los
siguientes resultados;

i rejaV = (rehE)OV
i Si Z = Kel —E——®3-X_) cntonces s tiene una sucesion

rej E rejy X

exacta0 —» V -+ Z->B->0conBek.
rejy vV

Demostracidn.

Probemos i). Tenemos un morfismo }—.ﬁ—v--—“-—b "‘i =

y por Jo tanto la composicién

Vv B . Vv [ E
Vel O .._._.._....._)....___.'l
) — INE nos da una inclusién vl E ucgo

rejyVe Kerlin= V(\ rej\E.
Por otro lado tenemos la aplicacion (refyE)NV >V

(rej E)NO\V
rej,V

\i
rejyV
=0, luego rejyV = (relyE)N V.

y como

Homg(K,N) = 0 esto implica que



E . X

Para rob; ii) tenemos | ] — ——
probar i) 0! a  sucesin IE X

-0 y

-1
—_ cKev=2= X—-(—M.Probemos que se ticne una sucesion exacta
rej, vV rejE
M v"(rchX) o, X
-~ -
rej,V  re E v(rej,E)
VireyE V. _ V
rejyE  VreyE  rejy,
De forma andloga si suponemos ahora que Xe K7, indescomponible, asf tryX # 0,
entonces se tiene un resultado similar al anterior:

Lroposicidn2.4.4:

Sea 0 X-—>E—"9»W -0 unn sucesién exacta en modR. Se tienen los

siguientes resultados: :

i W =(@nENW

il. Si 22 = Im( tr,X—tr,E) entonces se tiene una sucesion
exacta0 - C— 2’ tr,W - 0con CeX'".

0-» -0

pero Ker¥ =

v’ asf se tiene i),

Con los resultados anteriores es posible demostrar la siguiente:

Lropasicidn 2.4.5

Si XeKNP , indescomponible y 0 V—L3E—3X ~» 0 es uns sucesién en
PN FacM (o en PN T) entonces Ze SubN()FacM (/N1 SubN) y lo dual si XeXNZ,
indescomponible y 0 X—*—E-—->W-»0 es una sucesién en Z1SubN (o en
PNI ) entonces Z'e SubNMFacM (PMFacM) donde Z y Z son los de las _
Proposiciones anteriores .

Demostraremos sélo la primera afirmacién, pues la segunda es similar.

Si 0 V—"9E-—+X—0 e5 una sucesitn en P(1FacM entoices

N

€SubN() FacM o sea VV €FacM y como BeKcFacM entonces ZeFacM por ser

N
FacM cerrada bajo extensiones y ZeSubN por ser esta cerrada bajo submédulos.

Si 0-» V—3E-—"3X 0 es una sucesién en P17 entonces reij €l para ver

—>Z->B->0

que Z el apliquémosle (A, ) con AeK’ ala sucesion 0 - oy
N
Asi tenemos:

\ | \
anV)-»(A.Z)-»(A.B)-»Ext (A,rejNv)-»

-5 Ext'(A,Z) - Ext'(A,B) -

0 (A,



y como

el y Aek’ entonces Ext' (A,
rejy Vv in

Ext'(AZ) =0 y asi Zel 'y Z&SubN por ser esta cerrada bajo submédulos.

)=0y Ext(A,B) = 0, luego

Bajo lo anterior es posible demostrar la siguiente:

El funtor cotry refleja indescomponibles proyectivos que no estén en KNP cn
indescomponibles proyectivos, andlogamente el funtor try, refleja indescomponibles
inyectivos que no estén en KM 1 en inyectivos indescomponibles.

Veremos sélo la primera parte, pues la segunda es dual.

jX ¢s proyectivo en /1N SubN(FacM () SubNY para ver que X en PN (PN facM)
N
es proyectivo, tomemos
0 V23 E~—5 X - 0 una sucesion exactaen PN I(P{) facM) y junto a ella
0+Z- "’ENE-“—»MNX -+ 0, entonces por el resultado anterior Z esta en
I0) SubN(FacM ] SubN) como ‘ €s proyectivo existe h;——— ‘ ‘E tal que
N N N
Vh=id , porel Teorema existe h:X —» E tal que & b = b, , asi el endomorfismo
X
vh satisface (VB)=id , , como X es indescomponible vh es isomorfismo y la
i
sucesidn se divide,

5 Proyectivos ¢ Inyectivos en P\ /.

Esta seccion la dedicaremos a describir los Proyectivos e Inyectivos en PN 1, fo cual
nos serd de gran utilidad en ia seccion siguiente.

Propasicidn. 2.5.1; Si XeKNP entonces X es inyectivo en PNIPNFacM),
andlogamente si YeK'N1 entonces Y es proyectivo en PN I(I SubN),
Demostracidn:

Sea 0 — X~ Y - Z ~»0 una sucesidn exacta en PNV I(P[)FacM), como XeK esta es
una C - sucesion y como ZeP se divide, luego X es inyectivo,

la otra afirmacidn se demuestra de manera andloga.

Droposicign 2.52; St XeP y Py(X)—2>X -0 eslaR cublerta proyectiva minimal
de X, entonces Kern eX', dualmente si Xel'y 0 - X—L5E,(X) es la R envolvente
inyectiva minimal de X, entonces CoKerj ek,



Veamnos primero lo siguiente: si S es un R mddulo simple entonces Sestaen Koen K.

en cfecto se tiene para S la sucesion exacta 0— reij—»S—»;‘Ts—s-—»o. con
A'

rej;Sek’, j 5 ek, entonces como S es sitnple S = rejySeK'o S= —T—eK

A A
Tomemos m =8, ®S,. en donde Sy es suma de simples en K y Sy es suma de
simplesen K",

Asi Pp(X) = Pa(Sy) @ P(S)

Como Sy-eK’, entonces Py(Sy) €K’
RO, X

ref B (X)  ref X

Sabemos que rejPp(X)) = trp(Pr(X)), por lo tanto Py(Sx) < try(Pp(X)) <

BRX) _ RGy)

Tomemos el epimorfismo n'= cotr, (n):

rej (Pp(X)), luego = Jpor otra parte la composicién
PN B Lo ) ™ Tl By () P O PR o
P (S,
rel (B, (S,)) = Ba(S,) }i?'i’"(éli =8, s cero, luego rejy (Pa(Sx)) < rad Po(Sy),
Ry
P8y X
por lo tanto S, = relPa Sy - rehX S es un isomorfismo.
(a8 o X
rej, P (S,) rej. X
X X
' ! ti =
Pero XeP , por lo tanto el X ¢s proyectivo en K, luego X —m es sumando

directo de

l(s") =P i:_—_
TS ' P TadX radP
isomorfismo, por io tamto si A = Kern, tenemos la sucesion exacta
0A P (X)X 0 y la sucesion exacta
0, B4, X
"‘AA rej By (X) rejy X

esto implica que X—4P es

-0y como TWes isomorfismo entonces

——i——- =0, |Ueg0 A= I‘C"AAEK’
A

La otra afirmacién s¢ prueba de manera similar.

i. SiXe PNIexiste una sucesion exacta 0 B — P, (X)—> X - 0 con BeK".
il. Si'Y e PN existe una sucesion exacta 0— Y~ E_ (Y) - B - 0 con BeK.

Solo demostraremos i), pues ii) es andlogo.
Sea 0 A~ P, (X)—E— X = 0, por fa Proposicién anterior AeK ', si lomamos la
sucesion 0 Py(X)—L-» B (X)—2C = 0 de la envolvente D inyectiva, entonces



Pa(x)-—“-:x

.l L

Py (X)

La existencia de u esta garantizada por ser P, (X) la envolvente Ext - D - inyectiva de
Pa(X) y como g es epi entonces u es epi.

Para ver que BeK' es suficiente probar que (B,K) = 0, para ello apliquemos ( ,Z) con
ZeKala sucesion 0-» B —» B (X)——+ X - 0 estoes

0-» (X,Z) - (P, (X),2) - (B, Z) - Ext' (X, Z) -

Como Ext'(X,Z) = 0 entonces para que (BK) = O ticne que pasar que
(l.’,(X). Z) - (B,Z) sea epi, 0 sea que para toda sl",(X) —» Zexistauna A: X - Ztal
que Au=Ss.

Pero Py (X)—> Py (X)—~+Z, luego tenemos A—LaP, (X)——+Z y como
(K,K") = 0 entonces sij = 0 Luego Ac Ker si , entonces existe A:X—» Z tal que
Ag = si con el siguiente disgrama

Pu(X)— By (X)— 2
N |,/
Asl Aui = Ag = si y como i €s mono entonces s=Au.,

Corolarip 2,5.3: Si XeP entonces Ext"(X,K) = 0y si Y el entonces Ext"(K",Y) =0,
Demostracidn:

Si XeP por 2.5.2 tenemos una sucesién exacta 0~ B - Py (X) - X = 0 con BeX’,
si le aplicamos ( ,A) con AeK tenemos

- Ext"(B,A) = Ext*"'(X,A) - Ext""' (P, (X),A) - para n2|

como BeK' y AcK entonces Ext(B,A) = 0 por 2.1.1, como Pg(X) es proyectivo
Ext™ (Pa(X),A) = 0, luego Ext™'(X,A) = 0

La otra afirmacién es andloga.

Proposicidn 2.5 4:

i, St Y—Zes epi en I, su nicleo AeK', 0 sea si existc una sucesién exacta
02AYZ0, entonces existe BeK' y B—aZ 1l que
0D YOB—-E 3750 conDek’ NI

il. Si X—£&>Yes mono en P, su conlicleo A, € K, o sea si existe una sucesion exacta
0-»X—>Y-»A, 0, entonces existe BjeK y una X—>B tal que

[
0> X—(Q4Y$ B-» D, - 0conDeKNP.
Solo demostraremos i, pues ii es andlogo.
Sea 0-» A—> Y Z-»0,como AKX entonces try-A = A, y try-A = rejxA, entonces
cotryA = 0, ast cotryX = cotrcY, por otro lado si aplicamos try. tenemos



0->A—rtr, Y- tr.Z— 0, I cual se divide porque Aek'y tryZeK', asi try Z ¢5
sumando directo de tryY.

Sea B = tryZ y B—oZ la inclusion, formemos la sucesién exacta
0—D- YOB—Ly 750, si aplicamos cotry como BeX' entonces tryB = B,
asi rejyB = B y cotryB = 0, ahora como cotry{ Y @ B) = cotr, Y ® cotr B = cotryY
entonces cotryD = 0, luego tryD = D, ahora si le aplicamos try: a la sucesion
0 D— YO By 7 0 tenemos

02 tr. D tr . (YOB) 2 tr, 20, perotry( YO B) = trx YO try B =1y YD
tryZ, pero try D = Ker try (i) = Ker (fid) es isomorfo a try'Y , asi tryD = tryY es
inyectivoen K' y estaen I, por 2.1.3, luego De K’ N1,

Veamos ahora como podemos describir los proyectivos y los inyectivos en P11,
Lraposicidn 2.5.5;

i, Zes proyectivo en PN ¢ Z es sumando directo de By (X)o0 Ze XK' NI,

il. Zes inyectivo en PN ¢ Zes sumendo directo de By (X) o Ze KNP.
Demastracidn:

Solo demostraremos i, pues ii es andlogo,

Veamos <=, si ZeK'(] entonces por 2.5.1 es proyectivo en P 1, para ver que
B, (X) es proyectivo en P11 tomemos la sucesién 0 —» Py (X) = P, (X) B — 0 con
BeK'y apliquémosle (,Y) con Ye P, asi obtenemos

- Ext'(B,Y) = Ext' (B, (X),Y) = Ext' (P, (X),Y) =

Como Ext'(B,Y) = 0 por estar BeK'y Yel , y Exl'(P,(X).Y) = 0 por ser Py(X)
proyectivo, entonces Ext'(, (X),Y) =0,

Veamos ahora =, sea Z proyectivo en P11, por la Proposicién anterior tenemos la
sucesion 0—»A—» P, (Z) »Z—0con Aek'y existe Bek' de tal forma que
tenemos 0—» T —» B, (Z)® B> Z - 0debido a 2.5.4 con Te K' N1, como K'c P
entonces Te P NI, como Z proyectivo en P I esta sucesion se divide, luego Z es
sumando directo de f, (Z) ode Be K’ NY.

6 Sucesiomes que casl se dividen

Se sabe que en SubN{1FacM existen sucesiones que casi se dividen, en esta seccidn
veremos que P, P FacM, 11N SubN también tienen sucesiones que casi se dividen,
Veamos primero ei siguiente Lema que nos dice la fomia de SubN, FacM, P(\FacM,
INSubN,

Lema 261
8) FacM = FacPy, donde Py = [ [ P; con Sek.
b) SubN =Subly., donde Iy =[] i conSek".

¢) XePNFxM <& la presemacion minimal de X es de la forma
LI m;p, - [Inp; »X-0.
Syek

Syek



d) XelISubN ¢ la copresentacion minimal de X es de la forma
0 X [[mEs - []nEs .
Syek 5,k
Demostracion:

Solo veremos a) y c) , pues b) y d) son andlogos.
a) Consideremos Py, ——2-»M ~» 0la cubierta proyectiva minimal de M, consideremos

la D sucesién 0 tr,P,, - P, = Pu_ 0 porC3en2.2.l.
try Py
. Py : : 3 Py Py
Si # 0, entonces existe un simple Sc y un epi —19§, pero
Py try Py truPy
SeK', ademas S es sumando directo de topM, luego SeFacM, y entonces

SeK'(FacM, luego por C2 en 2.2.1 S = 0, contradiccion , asf "P“I‘, =0, lego
mPu

PyeFacM, por lo tanto FacM = FacPy,.
Si SeK y Pg es la cubierta proyectiva minimal de S tenemos

0> tr, P > P, "P’P ~0 y por la misma razon anterior PgeFacM, luego
MES

FacP,c FacM.

Por otro lado ﬁ-ﬁ €FacM, luego los sumandos directos simples de ——-M-—estén en K

debido a C2 en 2.2.1, por lo tanto PyeFacPy, pero FacMc FacPyc FacPy, asf FacPy =

FacM.

¢) Sea XeP(1FacM = P(YFacPy , luego la cubierta proyectiva minimal de X tiene la

forma Py(X)=]]nP;, X0 , pero rejPx(X) < radPy(X), luego tenemos
Sk

PeX)_ 3 --—-x——-porque XeP, luego Kern ek’ y asf la presentacion proyectiva

rej P(X) rej, X

minimal de X tiene la forma deseada,

Observacién2.62; K'NI y KNP tienen un nimero finito de indescomponibles.
En efecto, si XeK', Xe K'NI < X es K’ inyectivo debido a 2.3.2, pero por las

condiciones i-v que satisfacen K’y K, se tiene Ksmod(End“'(H P,)), el cual ticne
(17
solo un numero finito de indescomponibles. La otra afirmacién de manera andloga.

Proposicién 2.6.3: Si X es proyectivo en PNI v XeK'NI = X =B (X’), con
P(X")eFacM y lo dual si Y cs inyectivo en PNIy YeKNP = Y =E,(Y"), con
E(Y')eSubN.

Demosirgeion:

Si X es proyectivo en P()I, entonces por 2.5.5, X es sumando directo de B (Y) o
X € K'NI, analicemos entonces los P; proyectivos indescomponibles, pero por 2.6.1
estos se dividen en dos, los que son Pg(Sy) con Sy un simple en Ky los que son Pp(S,)
con S, un simple en K', pero los primeros claramente pertenecen a FacM = FacPy , los
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sepundos pertenceen a K, pues esta es cerrada bajo cubiertas proyectivas y si hallamos
Py (S,.) estos pertenecen a K'N /Y

Supongamos que tencinos un digebra dualizante para R en ¢l sentido de la siguiente
definicién:

Definicion. 2.64: Un dlgebra R, sc dice un dlgebra dualizante para R si tiene

subcategorias P\, PyNFacM,, 7;,NSubN; y SubN,NFacM, con propiedades

similares a las de R, junto con dos funtores F.J, = P y G:P, = I que vistos como

F:1,NSubN, =& PNFacM y G:P,(\FacM, = I1SubN son cquivalencias.

Lema2.6.5:

i. En PN FacM hay aplicaciones que casi se dividen por |a derecha para todo objeto
indescomponible.

ii. En I SubN hay aplicaciones que casi s dividen por la izquierda para todo objeto
indescomponible.

Demostracidn:

Solo veremos i, pues ii es andlogo,

Sea Xe P(FacM, entonces XeFacM, en donde existen aplicaciones que casi se
dividen por la derecha para todo objeto, sca Y —= X que casi s divide por la derecha
en FacM, entonces YeFacM, tomemos 0 A - ¥—23Y - 0 la C sucesion de Ja
cubierta C proyectiva, como AeKc FacM entonces Ye FacM y por lo tanto
Y €PN FacM.

Tomemos Y—*»Y—23X, uh no es epi divisible, pues sino existirfa
o:X ¥, conuro =id, luego u seria epi divisible lo cual no puede ser porque u es
que casi se divide,

Veamos que g=uh:¥ = X es que casi se divide por la derecha , sea ZeP(\FacM y
f:Z - X no epi divisible, consideremos el siguiente diagrama

RN A

0. hslf
a"'. s

¥ y—3X

como u es que casi se divide entonces f se facloriza a través de u por medio de p y
comoZ ePy 0+ A — Y—23Y = 0 es una C sucesién entonces p se factoriza a
través de A mediante 0 y asl f se factoriza a través de uA.,

Corplgrio 2,6.6: En P\ FacM y I SubN hay aplicaciones que casi se dividen por la
derecha y por la izquicrda para todo objeto indescomponible,

Utilizar el Lema 2.6.5 y el hecho de que suponemos la existencia de un dlgebra
dualizante en cl sentido de 2.6.4,



i. En INSubN para todo X no proyectivo hay una sucesion que casi se divide que
terminaen X,

ii. En IN1SubN para todo X no inyectivo hay unn sucesion que casi se divide que
empiezaen X,

iii. En P(1FacM para todo X no proyectivo hay una sucesion que casi se divide que
termina en X,

iv. En P FacM para todo X no inyectivo hay una sucesion que casi se divide que
empiczaen X.

Demostracion:

Primero veremos i.

Sea X e/ SubN, indescomponible no proyectivo entonces X¢ K 'N 1, luego aplicando

1.3 tenemos Y- X que casi se divide por la derccha , como X es no proyectivo

tomemos

0-» U Z—L3 X — 0, que no se divide entonces f se factoriza a través de u, luego u

es ¢pi y podemos tomar la minimal fy, tomemos

0->C=Ker, - Z, 29X 0

claramente Ce SubN, por probar que Cel, veamos que si ZeK'y g:Z —» X entonces g

se factoriza por uy, para ello consideremos el siguiente diagrama

0-+ZZ5K'0

8 Al Z
$ .......... rej,Z
A gt R i

0-2C=Keru, +Z,—9X0

la existencia de § esta garantizada porque Xel, ahora como cotryZ esta en K'N/,
entonces § no es epi, porque sino X e K’ 7, lo cual no puede ser, luegog sc levanta y
por lo tanto g también, con esto podemos demostrar que C €/, para ello hagamos (A, )
con AeK’, asl tenemos

0-(A,C) = (A,Z,) = (A, X) - Ext'(A,C) 9 Ext'(A,Z;)

como AeK'y Zyel entonces Ext'(A.Zo) = 0, ademds por el razonamiento anterior
(A,Z,) - (A, X) esepiy porlo tanto Ext(AC)=0,yasi Cel.

Para ver los otros incisos iv se demuestra de forma andloga, ii y iii salen entonces como
consecuencia de i y iv por la existencia de un dlgebra dualizante en el sentido de 2.6.4.

Droposicidn 2.6.8: En PN I hay aplicaciones que casi se dividen por la derecha y por la
izquierda para todo objeto indescomponible,
Demostracion:

Si Xe PN, entonces si XgKN Py asf cotryX # 0, entonces por 1.3 como cotryX

tiene aplicacion que casi sc divide por la derecha y por la izquierda X también la tiene,
si Xe KNP, entonces XeK'N Ty asi tryX = 0 y repetimos el razonamiento anterior.

ESTA TESIS MY DERE
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i. En P paratodo X no proyectivo hay una sucesion que casi se divide que termina
enX,

ii. En PN paratodo X no inyectivo hay una sucesion que casi s divide que empieza
enX,

Solo veremos i, pues es ii andlogo.

Sea X indescomponible no proyectivo en  PNJ entonces existe
05> Z3E—+3X 0 que no se divide, adends tenemos Y—2— X que casi se
divide por la derecha , entonces f se factoriza a través de u, luego u es epi y podemos
tomar la minimal,

Sea 0— C=Kert = Y—2-»X 0, probemos que Ce P/, veamos primero que
XeP, para ello apliquemos (, A) con AeK, asf obtenemos

0-» (X,A) = (Y,A) = (CA) = Ext'(X,A) >

— Ext'(Y,A) = Ext'(C,A) - Ext}(X,A) =&

como YeP, AeK entonces Ext'(Y,A) =0, como XeP, AeK entonces Ext{(X,A) = 0,
luego Ext'(C,A) = 0 y asi CePypara ver que Cel, veamos primero que si BeK' y
sB— X entonces s se factoriza a través de u, para ello consideremos el diagrama
siguiente

0+BaBaK0

ey
v 1
05> Car¥— X0

como Bes € inyectivo esto implica la existencia de t, como BeK' entonces
B eK'N1, asi Bes proyectivo en PN T y esto implica que t se factoriza a través de u, y
por lo tanto 3 también,

Ahora apliquemos (B, ) con Be K, asi obtenemos

0-» (B,C) = (B,Y) = (B,X) - Ext'(B,C) » Ext'(B,Y) »

como BeK', Y el entonces Ext'(B,Y) = 0 , por el razonamiento anterior
(B,Y)-(B,X)

es epi, luego Ext'(B,C) =0, asf Cel.

Veamos el siguiente Lema

9 .
Sea 0+ XY Z—0 una sucesion que casi se divide en modR con Xy Z

indescomponibles,
i, Si Xe INSubN = Z € PNFacM. Si Z ¢KNP= la sucesién inducida
Y Z
0 X ——e e 3 0 1,
re]NY_’re]NZ_’ es exacla

ii. Si Z € PNFacM = Xe INSubN. Si X ¢K'NI= la sucesion inducida
0 tr X tr, Y = Z— 0 c5 exacin,
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Solo demostraremos i , ya que ii es andlogo,
Necesitamos un Lema previo para demostrar las primeras afirmaciones en i) y ii).

Lema 2.6.)1;
Dtr(PN FacM) c 7N SubN y tDIN SubN) < PN FacM,

Si X e PNFacM, entonces debido a 2.6.1 su presentacion proyectiva minimal ticne la
forma

[ mp - [Inp 2 x>0

Ly Sk
si hallamos trX nos queda

(L nips)* = ([ mp )t 2 X >0

sk sjek
y ;I hallar el dual de esto nos queda

0 DuX - D(J [ m B )* > D(J 0., ) *

LTS S e

y por 2.6.1 entonces DtrX e J{] SubN.
La otra afirmacién es analoga .

Pasemos ahora a probar la otra parte de i) en 2.6.10.

Y
vy reZ

,{ ’lies lllo"o,

Por 2.4.3 tenemos que 09> K —
rejy

-0 yque

como Xe I SubN, entonces rejyX = 0, 0 sea X =X,
rejy X

Consideremos el siguiente diagrama

0 0

rejuY—s refiZ

Y - Z
rej.Y  rej 2

o

3

0-»K-




En ese diagrama tenemos que X = K es mono, la de rej, Y - rej,Z es mono, la de
rejy,Z. — Z s mono y no epi, pues sino rej,Z=Z y entonces ZeXNP, lo cual no
pucde ser, asf lade rej,Z — Z se factorizaatravésde t, porser 0> XY > Z 0
que casi se divide, o sea existe t;:refyZ > Ytal que i; = tt) y como t; ' ny =0,
entonces t* es epi y por lo tanto iso,

Solo resta ver que la de X - K es cpi, para ello como K = Ker{, sea ¥ tal que
{(¥) =0 esto implica que t(y) = z € rejyZ, lo cual por el isomorfismo t* nos dice que
hay uny,e vejyZ tal que t'(y,) =2, 0 seat(y-y,) =0, o sea y-y, €X, lo cual nos dice que
¥ = ¥, con lo que tenemos lo que queriamos.

Veamos ahora el siguiente resultado que relaciona los extremos de una sucesidén que
casi se divideen PNEL

Teorema 2.6.12;

Si 09X—>Y—>Z-0 es una sucesion que casi se divide en PNJ cntonces
~ X
X= Z) y Z=(uD .
(Dtrtry Z) y Z=( “’Nx;
Demostracign:

Sea X indescomponible no inyectivo en PN I .Por 2.3.8 “jx X # 0 y no inyectivo en
N
mod R, sea entonces0 — = — W-—3 L - 0 una sucesién que casi se divide en
N
mod R,
Supongamos Le indKNP.
Asi obtenemos una sucesién que casi se divide
0 (=X F 2 E—s D0
rej. X
Como L=Ly X=( X ) entonces Z=L=L= (er-—}-"——'j
YA X rei X

Supongamos ahora que L¢ indKN P, por 2.6.11 tenemos una sucesion exacta

X .. W L

—— - -0
rej. X ’ rej W  rej,L

0-»

y una sucesién que no se divide

X s

0
B rej X rej W rej.L
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- (—W—-f, como

. - . . W
donde u' es la composicidn de u con la inclusién de
rejyW - rejy W

LePNFacM entonces rejL L e€SubNFacM y ( ‘L Scs indescomp.onible en
N
INSubN, podemos ver facilmente que 0 - X —Ey( )-»( )-n’) s
rej, X ‘N ‘N

que casi se divide en 71 SubN y por los resultados de 2.3.8 y 24.1 tenemos una
sucesion quc casi se divide en POl

0-( )—)[:-)(( ))-—)0
lv ln

y como (

y=L (uD———)

X _§=X sesigue ue Z=((
) gl “jn rejy X

rej, X
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Capitulo3d
A M
ESTUDIO DEL CASO DEL ALGEBRA R = (0 B)'

En el articulo de J. A. de la Peda y D. Simson titulado “Prinjective Modules, Reflection
Functors, Quadratic Forms, and Auslander - Reiten Scquences” se definen varias
subcategorias y funtores que cumplen lo visto en el Capitulo anterior.

Comencemos con la primera subcategoria prin(R)3 la cual esta formada por aquellos R -
mddulos X = (X, X;,@:X ® M > X’) tales que X es un A - médulo proyectivo y X es
un B- médulo inyectivo, ,

Si consideramos K la clase de todos los R - médulos de fa forma (X, 0,0) y K la clase de
todos los R - mddulos de Ia forma (0,X ,0) y a partir de elias formamos las Cy D -
sucesiones, ver seccion I del Capitulo 2, resulta ser prin(R) = PN 1y alli resultan ser X y
X la cubierta Ext - C - proyectivay la envolvente Ext - D - inyectiva respectivamente.
Comprobemos que K' = *K = {Z / (ZK) = 0}, o sea los Z tales que Z =
(2,2",0) 8l y(X' 00) donde (f,,f) = 0 para todo (X’,0,0), claramente XK' Ky
como es para todo (X',0,0) entonces 2'= 0 pues sino tenemos (Z' 2", @) —425(Z' 0,0)
luego K’ = K, de forma andloga sc ve que K =K *,

Veamos las otras tres subcategorias:

mod™(R)* que es la subcategoria formada por aquetlos médulos X= (X', X", @)donde X’

¢s proyectivo y ¢ es epi.

mod;.(R)s que es Ia subcategoria formada por aquelios médulos X= (X', X", @)donde X'

es inyectivo y § es mono, donde § es laadjuntade ¢.

adj(R)5 que es la subcategoria formada por aquellos médulos X= (X' X', @) donde ¢ es

epiy @esmono.

Para ver las subcategoria anteriores necesitamos lo siguiente:

Si XemodR X=(X,,Xp,9:X ®M - X') entonces X' visto como R” médulo,
op

:‘w) , queda

X' = Hom, (X, R) = (Hom, (X" B)*,Hom, (X', A) ® Hom, (X", M), ) donde

Homg (X", B)* es el subconjunto de aquellas p € Homy(X",B) tales que pp =0 y si

p € Homy (X",B)?,h e Hom, (X',A).0 € Homy (X", M) s¢ satisface que

Pe(x'®m) = 0,0p(x'®m) = h(x")m y

w:M®Homy(X",B)® -» Hom, (X',A) ® Hom, (X" ,M)definida por

Y(m®p) =08 (x"H mp(x")

y ademds el dual de X nos queda

DX=(D(X")D(X')y) donde y:DIX")®M->D(X') esta dada por

y(h®n)(x') = hip(n®x'))

op
dondeR™ = (B
0
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Secan ¢y ,...,¢, un conjunto completo de idempotentes de A y £, ,..., f; un conjunto completo
de idempotentes de B
Con esto podemos demostrar la siguiente:

Lraposicidn 3.1:

a) X=(X',X",9) cs tal que P,(X)=P,([_[S‘) con §; simples correspondicntes a
€) 1€y <> @ cs sobreyectiva,

b) Y=(Y'Y",y) es tal que E,(Y)=E,([]S,) con S; simples comespondientes a
fy o fy <> § esinyectiva, donde § es laadjuntade v .

Para demostrar lo anterior necesitamos conocer lo siguiente
radA
'“R"( 0 ndB)

socX = (socX'(Ker,s0cX", resp) y que

radX = (radX',Im + X", resp) con esto claramente las implicaciones <= son evidentes
en los dos incisos,

Veamos ahora las otras implicaciones:

a)Observemos primero  lo siguiente si ¢ es idempotente de A entonces
eR=(c,A,c, A®M,id), pero esta es lu cubierta proyectiva del (e,A,00).asf si
Py (X) = Py ([]S)) entonces P, (X)= Py (X,,00) con X; un A - médulo proyectivo, asi
tenemos

(X}, X ® M, id)—Ll (X', X", @) con (f, ,f; ) epimorfismo por ser cubierta proyectiva,
As{ tenemos el siguiente diagrama

con lo cual podemos ver que

X, ®M—44X,®M

f,e.[ [rz

XeM —=3 X

Asi @(f, ®1)=f, osca @(f, ®1) esepi, luego p esepi.
La otra implicacién del inciso b) se demuestra de forma andloga usando un argumento dual.

Haciendo uso de la Proposicién anterior vemos que adj(R)5 = Subl, FacP, dondel,esla
suma de las envolventes inyectivas de los simples comespondientes a fy ,.., f; y Py esla
suma de las cubiertas proyectivas de los simples comespondientesae, ,.,€, .

Veamos ahora que nod”*(R)* = P\ Fac Pk y mod,(R)s = /N Subl,.
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X=X\ X"¢) emod™(R)* & Py(X) = Px(X".0.0) con X' un A - médulo proyectivo,
it. Y=(Y"\Y",y)e modi(R)y < Ey(Y) = Px(0,Y"".0) con Y'* un B - médulo inyectivo.

Sélo demostraremos i pues ii es andlogo.
Veamos la implicacion =, si X emod™(R)" por definicién @ es sobreyectiva luego por Ia

Proposicion Py (X) = P,([_[S,) con §; simples correspondicntes a ¢; ..., y como X' es
A - proyectivo entonces (X, X' ®M,id) que es proyectivo resulta ser la cubierta proyectiva
de X, tomando (X', X' ®M, id) 42l (X' X", @}.
Veamos la otra implicacion, para ¢llo analicemos como es la cubierta proyectiva de (X',0,0)
con X' A - proyectivo, la cubierta proyectiva de X es la misma que la de su top pero
radX = (radX',0,0), asi topX = (topX',0,0), luego Px(X',0,0) = (X".X'®M,id), de aqui
como P(X) = PyX,00) = (X X'®M,id) entonces hay una aplicacion
(X" X' ®M, id) ~2 (X", X", @) que es epi minima y de la definicion de morfismos
como el siguiente es conmutativo

X@M-—L3 X8M
fRidl gl

X@M—— X"
tenemos que ¢(f ® id) =g y de agui como g es epi entonces ¢ es epi, luego Xemod™(R)".

Podemos ver que I; y Py satisfacen todas las condiciones del Teorema del Capitulo
anterior, veamos que los funtores 9, y 9* definidos en el articulo de de la Pefia - Simson
citado anteriormente no son mas que tr, y cotr, respectivamente.

Veamos que 8,(Z) = tr, (Z)

Como 8,(Z) eFac Py y 94(Z)es submédulo de Z, entonces claramente 8, (Z) < tr, (Z)
pues este ultimo es el mayor submddulo de Z que estaen Fac Py; .

Para ver la otra inclusion supongamos Y c Z en Fac Py y tal que 8 4(Z)c Y sl
8,(2) = (2", Ime, resp) —&hloy (Y'Y, y) Ll 32", 2", ¢) de aqui
ZeYel=Z=Y

Imgc Y'cZ" pero Y’'=Im¢ puesY FacPy.

Y de la segunda aplicacién tenemos

Z28eM-—=52"

.

YOM—— Y’
Asl como las dos aplicaciones verticales son inyectivas = Y'c Img = Y'=Img,
Utitizando un argumento dual se muestra que 8 (Z) = cotr, (Z).



Claramente podemos ver que los resultados de la seccién 3 del antfculo de J. A, de la Pefia y
D. Simson titulado “Prinjective Modules, Reflection Functors, Quadratic Forms, and
Auslander-Reiten Sequences” son consecuencia de los resultados del Capitulo anterior. Por
¢jemplo ¢l Lema 3.3 de dicho articulo es consecuencia de 2.3.8,2.3.11 ,2.4.2 y 2.4.6, el
Lema 3,12 es el 2,6.5 y notemos que en su deniostracion aquf no necesitamos del resultado
del Lema 3.9 de dicho articulo. Finalmente notemos que In suposicion hecha en de que
tenemos un dlgebra dualizante en ¢l sentido de 2.6.4 se satisface en dicho articulo, pues

B D(M)) —_—
0 A y la equivalencia

V_:mod, (R), - mod™(R")",

teneinos allf al dlgebra R¥ =(
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