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CAPITULO I INTRODUCCION i

CAPITULO I

INTRODUCCION

En el presente trabajo se plantea una propuesta didactica en la incorporacion
del uso de Calculadoras Gréficas en la formaéii"\ de ingehieros, enlo referente a
la dimension gréafica en los desarrollos en Series de Fourier, en la cual se
contempla el diseio de materiales; su implementacion y- evaluacion de una
experiencia en el 'saldn de clase. En éste capitulo se presenta en forma breve, los
problemas que afronta la ensefianza de |la matemaética, asi como el impa_ctd que
tiene actualmente la incorporacion de nuevas tecnologias en. la Educacion

Matematica, también se mencionan algunas de las caracteristicas del modelo

educativo del Tecnoldgico de Estudios Superiores de Ecatepec ( TESE ),

institucién educativa en la que se llevd a efecto tal experiencia. Pretendiendo dar
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con ello el contexto an el que se debe considerar una propussta como a
presente.

Problematica de la Ensefianza de la Matematica.- Ensefiar matematicas es

una tarea sumamente compleja. Demasiados factores influyen en el proceso de
comunicar o ensefiar habilidades, conceptos y principios mafeméticos hacia los
estudianles. Quiza el factor mas significalivo en el proceso de ensefiar es el de
entender el desarrollo intelectual o proceso cognitivo. Ef cdmo un estudiante
aprende o adquiere nuevas habilidades o nueva informacian, tiene un impacto
directo y significativo sobre como los profesores deben ensefar las matematicas.
Pero ninguna de las teorias del aprendizaje describe de manera completa el cémo
los estudiantes adquieren el conocimiento matematico. En parte eslo es resultado
de como las teorias del aprendizaje ven la instruccion de las matemaéticas.
Algunas ven la matematica como la adquisicion de habilidades algoritmicas, otras
la ven como el entendimiento de conceptos y relaciones que definen la estructura
de las matematicas como algo ya acabado y algunas otras la ven como el
desarrollo de habilidades y conceplos para resolver problemas ( Gascon, 1994 ).
Cudntas veces nosotros como profesores nas hemos preguntado como planear
una leccién o unidad en matematicas, y como empezarla. El trabajo de R. Gagne
( 1985 ), da sugerencias y algunas ideas de como empezar. La teoria de Gagne
se fundamenta principalmente en el supuesto de que la experiencia de una
adecuada secuencia didactica, seguida de una préctica correcta y suficiente, dara
por resultado ef aprendizaje deseado. El asegura que las tareas de un alto grado
de dificultad se pueden dominar si antes que nada, éstas se pueden descomponer

en bloques elementales representados en un orden jerarquico de subordinacion y
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de pre-requisitos en las habilidades. Por ejemplo para enconlrar las raices del
polinomio:
4X+6x-6=0

usando la formula cuadratica, debe poder { entre otras cosas ) identificar los
coeficientes dados en la expresién cuadratica general, evaluar expresiones
algebraicas, extraer raices cuadradas y simplificar expresiones racionales, si
ademas de ésto domina la dimensidn gréfica del problema, sabré el alumno si la
parébola que representa

f(x)=4x*+6x-6

en el plano carlesiano, ésla intersecta al eje horizontal en dos puntos. en uno,
o0 en ningln punto.

La educacion, como idea y como realidad, constiluye un problema esencial del
ser humano. Es una de las fuerzas mas decisivas de la formacion individual y del
destino de los pueblos. Y con un atraso mas o menos considerable se debe ir
adaptando al desarrollo econdmico y tecnoldgico que le impone su continua
referencia. En particular la tarea de educar en matematicas no ha sido hasta
ahora, nada sencilla. Y ésto lo evidencia el hecho de enconlrarnos en una tercera
refarma de la ensefianza de fas mateméticés, cuando las dos anteriores han
fracasado. La primera de ellas llamada “ La Reforma de las Mateméticas
Modernas " ubicada entre las décadas de los sesenlas y los selentas, la cual se

caracteriza por la erradicacidn de la Geomelrla Euclidiana de los contenidos

- programéticos, asi como la inclusion de la Teorfa de Conjuntos, el Simbolismo

Maderno, las Estructuras Algebréicas y los Sistemas Axiomaticos también como la
Algebrizacion de la Trigonometria. La segunda reforma identificada como * El

Regreso a los Fundamentos *, la cual esta caracterizada por la mecanizacion o
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algoritmia, dandole mucha importancia al manejo de las operaciones vy
procedimientos elementales, ésta se ubica entre las décadas de los setentas y los
ochentas. Esta segunda reforma representd una respuesta inmediata a las
deficiencias que el movimiento de ta Matematica Moderna habia dejado en los
estudiantes. Sin embargo, el regreso a lo basico tampoco mejoré el
aprovechamiento de los estudiantes. Ya que ain cuando eran capaces de
resolver problemas y hacer operaciones, Ja mayor de las veces na entendian el
significado o sentido de las respuestas. A pesar de la gran inversion en éstos
pragramas, de gran cantidad de dinero, de tiempo y de esfuerzo, los resultados
fueron negalivos ( Kline, 1976 ). Aun cuando cada una de las reformas se
originaron por adecuar la formacién matematica al desarrollo cientifica y
tecnologico de las principales sociedades occidentales 'y a ciertas condiciones
filosoficas y paliticas especiales, su fracaso quiza se debid a conlar con premisas
falsas u objetivos equivocados ( Ruiz, 1992 ). Par lo tanto, para. planificar la
ensefianza de las mateméticas, no es condicion suficiente ser un experto en ellas.
Ademas de daminarlas es necesario tomar en consideracion otros elementos
asociados al proceso ensefanza aprendizaje, como son los procesos cognitivos
gue se llevan a efecto, asi coma las diferentes metodologias de ensefianza
existentes y estar al pendiente de aquellos resullados de las investigaciones en

educacian matematica que resulten pertinentes.

Educacion Matematica v uso de Nuevas Tecnoloaias.- Parece ser, segun
consta en documentos histdricos, que en la edad media los sefiores eran muy
poco ins_lfuidos y no siempre sablan leer, porque el leer y escribir no eran en
aquellos tiempos absolutamente indispensables- para las funciones saciales que

tenian que efectuar las personas. Por el conlrario, no se descuidaban ni su
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formacién de cazador ni la de guerrem, Esta formacion hasta tenia la originalidad
envidiable de no ser libresca o formal, sino esencialments activa y practica. El
buen manejo de la espada y su habilidad en equitacion, formaban sin duda una
educacion ligada a la vida y respondia en gran medida a las necesidades
individuales y sociales de la época. Catedrales y abadias tuvieron también sus
escuelas especiales donde eran acogidos adolescentes de todas las condiciones
sociales. Pero la formacion de estos se concebia y se realizaba con fines
precisos: la iniciacion de futuros hombres eclesidsticos, cuya funcion no serla
comprender, sino creer y servir en el seno celoso de la iglesia.

En el siglo XIX con la Revolucion Industrial, la instruccién del pueblo se flega a
sentir como una necesidad econdmica. El nacimiento de la gran industria y del
capitalismo instituyo en forma necesaria una nueva escuela. En el fondo no se
trataba de educar al pueblo, sino prepararlo para llenar con mas racional
eficiencia las nuevas tareas que el maquinismo le iba a imponer. Leer, escribir y
contar fueron las técnicas basicas sin las cuales el trabajador no era mas que un
obrero mediocre. En la actualidad los éducadores tenemos el deber, sin més
dilacion, de darnos cuenta de esta faita de adaptacion y que nuestros educandos
se dispongan a auscultar una vida nueva y adaptarse a ella, a su espltiry, a sus
técnicas, a sus obligaciones "Descubrirse para despedir el pasado es descubrirse
para saludar el porvenir “, escribia hace algunos afos el pédag’qgo inglés
Sanderson. Sin lugar a dudas, uno de los retos mas imporatntes que enfrenta la
educacion actual en lo referente a necesidades de |a sociedad, es la formacion de
profesionales de alto nivel y muy particularmente la adecuacion de la ensefianza
de la matemética en alumnos de ingenieria, a las necesidades: del desarrollo

economico e industrial de nuestro pais,
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El desarrollo tecnologico del siglo XX nos ha obligado a depender de los
resultados de las nuevas investigaciones, aln en el fendmeno social llamado
Educacion Matemdtica. La sociedad actual exige del ciudadano una cierta cultura
asociada a los medios de comunicacion, Y ésta cultura solicitada involucra a la
malemética y al uso de Nuevas Tecnologias, lldmense calculadoras o
microcomputadoras. Los maestios de matematicas tendran que ser cautelosos
para introducir las innovaciones de manera coherente para que sus alumnos
utilicen estas nuevas herramientas de manera reflexiva y creativa ( Hitt, 1994 ),
pero que al mismo tiempo no representen un obstaculo para la ensefianza.
Histéricamente se sabe ( Kalsruhe, 1976 ) que el uso de las computadoras en
educacion matemdlica se inicid enfaticamente en los célculos y en la
programacion. Por ejemplo el gobierno francés en 1979, decidié que en cada
escuela se construyera un laboratorio de computo. Los profesores de cada
materia podian, si ellos asi lo deseaban, enviar a sus alumnos a trabajar en el
laboratorio de cémpulto.

Con la creacion de estos nuevos laboralorios aparecié un nuevo profesor
especializado, En esta época ( 1965, 1988), el profesor de mateméticas no

establecia una vinculacion directa entre la ensefianza de la matematica y el uso

. de laboratorios de computo. Sin embargo, los sistemas educativos continuaron

con este esquema de laboratorio en donde sélo los estudiantes de informética
podian hacer uso de él. El profesor de matematicas todavia encuentra serias
reticencias para. inlroducir conceptos malematicos a través del uso de la
microcomputadora. Esto quiza se deba a que las autoridades educativas piensan
que el laboratorio de cdmputo es para el profesor de informatica. El nuevo

curriculo de matematicas en diferentes paises incluyen actividades con el uso no
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solo de la microcomputadora sino con las calouladoras grificas, en el aua para
ensefigr conceptos matematicos, en todos los niveles escolares basicos (v.g.,
NCTM, 1980, 1989, 1991). Actualmente se emplean las compuladoras y las
calculadoras con capacidad gréfica, para hacer calculos, dibujar graficas, producir
simulaciones, aprender coriceptos y resolver problemas (Shumway, 1989, p. 15).

Modelo Educative del TESE.- El 10 de septiembre de 1990 el Tecnoldgico de

Estudios Superiores de Ecatepec dio inicic a su funcion como institucion
educativa de nivel superior dando cabida a sus 250 estudiantes en el tronco
comun pero con miras a canalizarlos en las carreras de igenieria; Quimica,
Bioguimica, Mecanica y en Electrénica. Su decreto de creacién dié origen a su
vez a un Curriculo y a un Modelo Educativo propios. Para el mes de septiembre
de 1992 el TESE madifica el Curriculo de las carreras que ofrece pero no asf su
Modelo Educativo, el cual sigue siendo vigente.

El Estado de México es una de las entidades federativas que mayor riqueza
generan, Se estima que su participacion en el P.1.B. nacional es superior al 9%, en
su territorio se asientan varios de los municipios mas produclivos del pais, entre
ellos se encuenlra el de Ecalepec, y algunas de las mayores concenlraciones
humanas del mismo. El comportamiento en el crecimiento de su poblacion indica
que en la actualidad ! Estado cuenta con cerca de los 16 millones de habitantes,
lo que representa la quinta parte de la poblacion total del pals. Este desbordado

crecimiento rebasa la capacidad de respuesta de los gobiernos Estatal y Federal

para safisfacer las diversas necesidades y servicios quie plantéa una poblacién en

continua expansién. enlre los servicios que presentan rezagos se encuentran los
educalivos. La problemdtica que alecta a la educacion superior no sélo se expresa

en la demanda no atendida sino también y en forma significativa en la calidad de
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la ensefanza; la desvinculacion entre Jos proceses productives, enlre las
necesidades reales y la formacion, eatre la educacion y las caracleristicas
sociogcondmicas de la regidn. Se ohservd en esle nivel deficiencia para la
generacion de conocimientos cientificos y tecnoldgicos que impacten el desarrollo
regional. Por esta razon la Coordinacion de Proyectos de Educacidn Superior de
la Secretaria de Educacién, Cultura y Bienestar Social del Gobierno del Estado de
México, conformd un grupo de especialistas en Sociologla, Psicologfa Educativa,
Derecho, Actuaria, Administracidn y Arquiteclura quienes realizaron los estudios
econdmicos y de oferta y demanda educativa, mismos que permitieron arribar a la
conclusién de la necesaria creacién de una institucion de educacién superior de
caracter tecnolbgico ubicada en el municipio de Ecalepec, orientada a apoyar el
desarrollo industiial de la regidn y estrechamente vinculada con el sector
productivo; comprometida con su comunidad, el estado y el pals. En este mismo
documento de creacién se establece que el Modelo Educativo de la Institucion
serd: ,

En intima relacion con el curriculo, fa Institucion aspira desarrolfar un sistema
pedagdgico innovador centrado en la aplicacion de mélodos de ensefianza-
aprendizaje que propicie la participacion productiva y responsable del estudiante
en la construccidn del conocimiento y en la vinculacién de lateorla con la préclica.
Bajo esta perspectiva, la innovacion de la docencia busca sustituir el método
expositivo tradicional que caracleriza a la cétedra por la-incorporacién de
modalidades educativas allernativas tales como ‘la enseflanza tutorial, el
seminario, la asesoria individual y el desarrollo de précticas en la comunidad que
permitan relacionar el “SABER” con el “SABER HACER". En sinlesis, el sistema

pedagdglco que se propone implantar tiene como objetivo favorecer una relacion
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educaliva enlre ¢! prolesor y el estudiante inlelectualmente productiva que
"concluzca al desanollo de capacidades de anélisis y aplicacion de conocimientos
formentando la reflexion, la indagacidn y la crealividad, en las areas vinculadas con
el ejercicio profesional, la cultura cientifica y la innovacién tecnolégica.

En el mismo documento se establece que sera también fundamental crear
programas de apoyo al proceso de formacion de estudiantes especialmente
aquellos que tienen que ver con sus deficiencias académicas y culturales. El
desarrollo de habitos de estudio, ia comprension de lecturas, el mejoramiento de
la comunicacion oral y escrita, la leclura de textos en lengua extranjera y el
manejo de la computadora se encuenira entre las principales acciones de este
tipo.

Otra actividad sustancial es la de desarrollar y promover la investigacion
educativa y produccidn de métodos de ensefanza-aprendizaje y materiales
didacticos que aseguren la calidad educativa de la-institucion.

El modelo educativo del TESE, fue creado con el firme propdsito de ser un
motor permanente de innovacién de la ensefianza tecnoldgica, para promover
cambios en las estructuras educativas forjando una nueva manera de alcanzar y
desarrollar el conocimiento cientifico, estableciendo una nueva conexidon entre
educacion y sociedad entre saldn de clase e industria. Para lograr esto supone
una educacion cuyo punto medular es el aspecto formativo y no en una mera
transmision de conocimientos. Su metodologia debe girar en torno a una filosofia
de la ensefanza acliva, en la cual el alumno mantiene un papel protagénico en la
blsqueda y adquisicion de conocimiento, el alumno debe aprender a aprender,

debe aprender a hacer y debe aprender a ser. Y ubica al maestro en su guia'y
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orientador de {ales propasitos, con la que la relacion alumno maestio se modifica

y evoluciona.

Analisis de Fourier en Ingenieria, Una de las herramientas matematicas mas

polentes que requiere el ingeniero actual es el Analisis de Fourier, debido a que
esto representa el poder estudiar fendmenos que se presentan en la aclividad
cotidiana del ingeniero y le permiten encontrar soluciones precisas o con gran
apraximacion , que de olra manera seria engorroso el poder abordarlas. Aln
cuando el manejo del Andlisis de Fourier por parte del ingeniero moderno le
permile acceder a ofros conocimientos y a la resolucién de problemas
lecnolégicos que le impone su profesion, sin embargo el origen de esta
herramienta matematica retrocede en el tiempo casi paralelo o dentro de la misma
historia del Célculo.

Los Gltimos afios del siglo XVII presenciaron el nacimiento del Célculo
Diferencial e Integral, cuyo desarrollo inicial estuvo a cargo de Isaac Newton y
Gotifried W. Leibniz y vino a unificar el tratamiento de buena parte de diversos
problemas que ocupaban a los matematicos de ese momento, dentro de los
cuales se encontraban: el calculo de longitudes, areas, volimenes, centros de
gravedad, determinacion .de méximos y minimos, a partir de conocer la posicién
de una particula en cada momento, determinar la velocidad de una particula, y
viceversa. Por supuesto que para ese enlonces ya se conocian entre los
matematicos, aquellos elementos indispensables para ei desarrolio del célculo,
esto es; el algebra, la trigonometria y la geometria analitica y argumentos sobre el
uso de “infinitésimos” o “indivisibles”,

En las ideas de derivada y antiderivada o de diferencial e integral y sus

respectivas interpretaciones geométricas y fisicas su difusidn es verliginosa. En
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algunas ocasiones van precedidas por sus aplicaciones y en olras a la par de
ellas, dichas ideas se entremezclan con el desarrollo de |a propia fisica en donde
sus primeros logros son impresionantes: la mecénica clasica Newtoniana, la ley
de gravitacion universal y la explicacién que efectia Newlon, a partir de esta
ultima de las leyes de Kepler.

Las series de potencias asi como su derivacién y su integracién término a
término, fueron usadas desde el primer momento, para la solucion de diversos
problemas. Temas o topicos que en la actualidad tienen su propio apartado dentro
de las matematicas, como son el célculo de variaciones o las ecuaciones
diferenciales ordinarias aparecen en forma natural y en ese momento son
considerados como parte integrante del calculo.

También desde los inicios del Calculo surgen las primeras criticas acerca de su
fundamentacion como son las que el Abate Berkeley hace a la ligeresa con que
Newton propone sus primeras ideas y frabajos, o como las que le hace el
burgomaestre de Purmerend, al trabajo de Leibniz. Estas criticas y las propias
preocupaciones de Newton , Leibniz y todos los colaboradores que aparecieron
por aquella época dan lugar a ciertlos avances en direccién de la
“fundamentacion”, pero el éxito avasallador de las aplicaciones y la gran cantidad
de problemas nuevos que son abordados y resueltos, hacen que el trabajo
principal se desarrolle en esta otra direccidn,

Aproximadamente a mediados del siglo XVIII, el Célculo ha sido objeto de una
transformacion, perdiendo mucho de su caracter geométrico y adquiriendo un
contenido algebraico mas fuerte, Leonhard Euler ( 1707-1783 ) matematico suizo,
fue uno de los que mas contribuyé a esta transformacion de la- matemaética,

considerado por algunos autores como el mayor analista que haya existido, Enel
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periodo aproximado de 1729 a 1753, considerd el siguiente problema de
interpolacion;

Encontrar_una_funcion_continua _f _definida_en_{1,n]_para
algin_entero_positivo_n, _dados_los_valores_[(1),/(2),......,
S ) _que_f_toma_en_los_euteros.

El problema suirgié en relacion con los célculos que Euler estaba haciendo en
el esltudio de las perturbaciones planetarias y que lo llevd a una serie
trigonométrica. Encontrd que la solucion de una de las ecuaciones, de la forma:

f(x) = f{x-1) + F(x)

puede escribirse como:

f(x)= J:I‘ (dt + 22,[:[17 (1) cos{2umt)di) cos(2n ) + Zi,{;[l” (t)sen(2nmt)di) sen(2unv)

n=l

Poco después de esta observacion, en 1754, Jean le Rond d'Alembert (1717-
1783), obtuvo el desarrollo trigonométrico en cosenos para el reciproco de la
distancia entre dos planetas, en términos del angulo entre los vectores del origen
a los planetas. Las formulas integrales para los coeficientes de Fourier
aparecieron en el trabajo de d'Alembert.

Otras expresiones que involucraban series y cosenos empezaron a aparecer
pronto en toda una variedad de situaciones. Asi a mediados del siglo XVIll,
empezaron a aparecer las series trigonométricas. lLos malematicos mas
importantes las estudiaron e hicieron calculos con ellas. Su importancia no fue
entendida totalmente en esa época, y algunos de los calculos eran incorreétos.
Sin embargo su aparicion en conexion con algunos problemas importantes hizo
que se plantearan preguntas, conduciendo a una mayor investigacion sobre

estas. Una de ellas era, por ejemplo, como una funcién periddica podia ser
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representada mediante una serie en senos y cosenos, que son funciones
periodicas.

Hacia 1750, las farmulas integrales para los coeficientes de Fourier ya eran
conocidas, si bien es cierto que no siempre se confiaba en ellas. Con el tiempo,
surgidé un fuerle debate que involucrd a los matemdticos mas destacados de
aquella época. Entre ellos figuraban: Euler, Lagrange, d'Alembert, Daniel
Bernoulli (1700-1782), y posteriormente Pierre Simon Laplace (1749-1827). El
tema en discusidn era especificar el tipo de funciones que podian desarrollarse en
series trigonométricas. A través del debate, quedé claro que respecto al término
“funcién” no habla consenso y no estaba bien entendido. Este término que se
habla tomado por sabido, tras una investigacion méas a fondo, se encontré que
tenfa diferentes significados para diferentes matematicos. Para algunos
significaba lo que ahora llamariamos funcién continua; para otros significaba
funcion derivable. Y para otros mas, implicaba la necesidad de que la funcion
estuviera especificada mediante una expresion analitica ( p.ej. x - senx ). La
discusion y el debate continud durante muchos afios, tal vez porque las preguntas '
eran dificiles para aquella época ya que las herramientas mateméticas para
resolverlas no hablan sido desarrolladas adn.

Joseph Fourier nacié en 1768, en el momento mas algido de este debate. En
su época de estudiante ya habia mostrado talento para las matematicas, pero las
tomd como vocacion después de que la milicia lo desdefio.

A pricipios del siglo XIX, habla un problema sumamente importante sobre la
descripcién matematica de la conduccion del calor en diferentes medios. En 1807,
Fourier envié un articulo a la Academia de Ciencias de Paris. En este trabajo

desarroll6 la ecuacion del calor y propuso su método de separacion de variables
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para resolverla. Grandes mateméticos que se encontraban como miembros del
jurado, como Laplace, Lagrange, Legendre fueron los que calificaron el trabajoy
lo rechazaron por falta de rigor. No obsiante, alentaron a Fourier para que
continuara investigando en su trabajo, y completara fos detalles que habia
omitido. Para 1811, envié Fourier una version corregida y aumentada de su
articulo, con la cual obtuvo el premio de la Academia. Aln asi, la academia
lodavia se negd a publicar el articulo, dehido a que no quedaban claros algunos
detalles de formalidad en el trabajo. Por ultimo, para 1822, Fourier hizo ia
publicacién de su obra clasica Théorie analylique de ta chaleur, incorporando la
mayor parte de su primer articulo.

En este arliculo, Fourier considerd fa ecuacién del calor en tres dimensiones

siguiente:

.‘21_‘.:: k2 ..(2‘.2.’.,..{ 821{. azu
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En donde u(x,y,zt) es la temperatura de un objeto en el tiempo t y en el punto
(x,y,2). Mediante el método conocido hoy dia como Separacion de Variables, o de
Fourier, encontrd las soluciones en exprésiones en series trigonométricas. En
eslos desarrollos Fourier empled exp!icitaménte las formulas para los coeficientes
que hoy reciben el nombre de Coeficienles de Fourier.

Cabrla en estos momentos la pregunta ¢, en qué diferia el trabajo de Fourier
del de Euler y de ofros predecesores que también trabajaron con series

trigonométricas?
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En primer lugar los métodos generales  que Fourier uso para alacar e
problema de la ecuacion del calor, resultaron ser de suma importancia,
fundamental y duradera, para resolver problemas con valores en la frontera de
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales.

En segundo lugar, mientras que otros utifizaron eventualmente los coeficientes
de Fourier, realmente ninguno se did cuenta de la importancia fundamental de
éstos. Fourier fué el primero, aunque no por razones formalmente rigoristas, en
emplearlas ampliamente y con verdadera confianza. Y con algunos errores
técnicos pudo afirmar convincentemente la generalidad con la que una funcién
“arbitraria” podia representarse en una serie de Fourier. Habia que récordar que
en esa época, no contaba todavia con los teoremas de convergencia, los cuales
fueron desarrollados posteriormente. No obstante, Fourier did los pasos mds
grandes sobre los que otros mas contribuyeron, y por esta razén merece el
reconocimiento de la designacién de las Series de Fourier, Coeficientes de
Fourier, Integral de Fourier y Transformada de Fourier.

Las condiciones suficientes para ta convergencia de una serie de Fourier
fueron establecidas por primera vez por Peter Gustav Lejeune Dirichlet ( 1805-
1859 ), alrededor de 1829. £l hecho de que los coeficientes de Fourier tienen
limite cero cuando n tiende a infinito si.ta funcion f es integrable en el intervalo
cerrado de -L a L, se debe a G. Friedrich Bernhard Riemann ( 1826-1866), un
distinguido alumno de Gauss que trabajd con Dirichlet durante algin tiempo, El
nombre de Riemann, como sabemos, esta ligado a muchos olros conceptos y
teoremas dentro de la matematica, incluyendo fa integral de Riemann y las

famosas sumas de Riemann.
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Por Gltimo, debemos sefalar, que la importancia de un trabajo de matemédticas
a menudo se juzga por sus ramificaciones y aportaciones, vistas desde un punto
de vista retrospectivo. Preguntas y resultados que tuvieron su origen en el estudio
de las series de Fourier han tlenido un profundo impacto en el mismo desarrolio de
las matematicas. Algunas areas influenciadas por la investigacion sobre las series
de Fourier incluyen la convergencia de series; la solucién de las ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales; el examen critico de los conceptos de
funcidn, continuidad y derivabilidad; las propiedades de los nimeros reales; la
teoria de conjuntos; la teoria de la medida y la del andlisis armdnico. Pero
también se debe juzgar por las aportaciones practicas o de aplicacion que tiene
hoy dia en la solucién de modelos matemalicos que utilizan los ingenieros en su
vida profesional ya sea en ingenierla eleclronica, en ingenieria mecénica, en
ingenieria quimica etc. en donde las series de Fourier tienen una vigencia
absoluta. Debido a que las funciones periddicas aparecen con suma frecuencia
en los problemas de ingenierla. Su representacion en términos de funciones
periddicas sencillas como son las funciones seno y coseno, tiene una gran

importancia practica, 1o cual conduce al estudio de las series de Fourier,

Organizacion del Trabajo.- En el contexto antes descrito, el presente trabajo
de investigacion en matematica educaliva consiste en una experiencia del autor
dentro de un curso de Sefiales y Sistemas en un grupo del cuarto semestre de la
carrera de Ingenieria en Eleclrénica del Tecnolégico de Estudios Superiores de
Ecatepec, en el cual describe; el desarrollo de los malerlales, las diferentes

actividades en ta implementacion det curso, el analisis de los resultados logrados,

asi como los comentarios y sugerencias.
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El trabajo presenta la estructura siguiente: En este primer capitulo se presentd
una breve discusion de la problemética que tiene que enfrentar la ensefanza de
la matemética, se menciono el uso de las nuevas tecnologias en Educacion
Matematica, también se sefalaron los puntoé de interés del Modelo Educativo del
TESE, asi como una justificacion a la propuesta de incorporar las calculadoras
gréficas en la ensefianza de los desarrollos en series de Fourier, con el interés de
hacer las matematicas méas dinamicas, en la construccion de un conocimiento mas
significativo al alumno. En el segundo capitulo se describen brevemente algunos
de los problemas que han presentado los alumnos en cursos anteriores al querer
aprender los desarrollos en series, de la misma manera se hace una descripcion
histdrica de los desarrollos en series, también se destaca el papel que han tenido
hasta ahora las Nuevas Tecnologias e}I los desarrollos en series. En el tercer
capitulo se presenta la Propuesta Didactica en si, 1a cual conliene: una breve
descripcion del desarrollo de materiales didécticos, el marco tedrico con el que
fueron elaborados, asi como una breve introduccion a los Desarrollos en Series
de Fourier apoyados por la Calculadora TI-85, una Guia para el Maestro y
finalmente el propio Material Diddactico. En el cuarto capitulo se hace una
descripcion de la experiencia realizada con un grupo de alumnos, del cuarto
semestre de la carrera de Ingenieria Electronica del TESE, donde se imparti6 el
segmento del curso, también en este capitulo se presentan tanto el temario que
abordan los materiales propuestos, asi como su disefio y la metodologia
empleada, finalmente en este capitulo se presenta la implementacion del
segmento del curso. En el capitulo quinto se describe el modelo de analisis
cuantitativo de la experiencia didéctica asi como el analisis de los resultados.

Finalmente en el capitulo sexto y Gltimo se discuten aquellos detalles observados
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a lo fargo de fa experiencia y se dan las conclusiones sebre la incorporacion de
las calculadoras graficas, asi como de olras tecnologias en 1a ensefanza de los
desarrollos en series polinomiales y de Fourier analizando su incidencia o no en

el curriculo de 1a formacion de ingenieros.
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En este capitulo se presenta la literatura relacionada con la presente
propuesta didactica, la cual pretende incorporar el uso de las calculadoras
gréficas en el estudio de la dimension gréfica en la ensefianza de los
desarrollos en Series de Fourier, en la formacion de ingenieros. Primeramente
se hace una descripcion del marco tedrico-que sustenta el presente trabajo de
tesis, se mencionan algunas de las dificultades que se han presentado en
alumnos de cursos anteriores en el apréndizaje de los desarrollos de funciones
en Series de Fourier impartidos en forma tradicional, posteriormente en forma

intuitiva y breve se hace una descripcidn de los desarrollos en series.

Finalmente se discute e papel que han tenido hasta ahora las nuevas -

tecnologfas en los desarrollos en series, haciendo énfasis en la importancia
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que tiene el incorporar el uso de las calculadoras graficas en la practica
docente.

Generalidades.- Hoy en dia es por todos reconocido que la ensefianza de las
matematicas, en todos los niveles, presenta serios problemas. Histéricamente,
las matematicas han sido un tema dificil pero muy importante dentro del
curriculo escolar, quiza ésta es la razdn de que sean utilizadas cono filtro para
la educacién ulterior, El hecho que ahora lo reconozcamos no significa que sea
algo nuevo. Efectivamente, la sociedad de hoy requiere un manejo funcional de
las mateméticas y esto es lo que la escuela tradicional no puede aportar. Block
(1986).

En lo que va del presente siglo y hasta hace poco tiempo, la concepci‘én
filosdfica dominante sobre la matematica ha sido la formalista, fa cual nos
presenta a esta disciplina como un cuerpo estructurado de conocimientos; que
grosso modo estd conformado por los objetos matematicos, las relaciones
entre ellos y los criterios para validar resutados dentro de un marco
axiomatico-deductivo. Debemos recordar que dicho formalismo exige extirpar el
significado de los objetos con el fin de trabajar exclusivamente con Ias “formas”
y con las relaciones entre dichos objelos que se derivan de la base axiomatica
de las teorias.. Por supuesto, la actividad matemética -producto de esta
co_ncepclén ha sido sumamente fructifera, bastara con darnos cuenta en la gran

cantidad de resultados matematicos surgidos en el presente siglo. Sin embargo
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. esto mismo no lo podemos decir de la practica educativa surgida de esta
concepcidn formalista de la matematica. FFrente a un formalisimo exacerbado de
la “ensefianza tradicional” de la matematica, como el que se dio alrededor de la
década de los sesentas, han habido reacciones significativas: aquellas que
admiten un cierto trabajo heuristico previo a la formalizacidén, en particular
debemos referirnos a la llamada pedagogia de! descubrimiento impulsada en
forma brillante por Polya (1962). Algunas ofras leorias del aprendizaje, de mas
reciente creacién han propiciado innovaciones en la didactica en las cuales se
ofrece oplimizar el proceso de “transmision y adquisicion® del conocimiento.
Por ejemplo, las didacticas basadas en las teorias conductistas, que
alcanzaron una gran relevancia en la década de los setentas, proponiendo una
serie de técnicas ( maquinas de ensefianza, textos programados, planes y
programas por objetivos etc.), bajo el supuesto de que el aprendizaje consiste
en la modificacion de ciertas conduclas observables, provocada por un
programa de ensefianza basado en el binomio estimulo-reforzamiento. Estas
teorfas conductistas tampoco lograron escapar de la concepcidn realista de la
matemética; detrds de la tecnologia educativa derivada de ellas subyace‘ la

idea de que el conocimiento es una especie de “paquete” que se transmite y se

adquiere tanto mejor cuanto mejor sean los vehiculos que lo transportan

(Moreno y Waldegg, 1992). La conjuncién realismo-formalismo, también 'ha

dominado fa educacion matematica en el presente siglo. Subyace a a mayoria
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de los textos y de los planes y programas de estudio de todos los niveles
escolares, a la actividad docente de muchos profesores, a los métodos de
evaluacion y a muchos de los trabajos de investigacion educativa.

La concepcion epistemoldgica de Kant ( 1724-1804 ) ( La tesis Kantiana
postula que cuando el sujeto cognoscente se acerca al objeto de conocimiento,
sea este material o ideal, lo hace a partir de ciertos supuestos tedricos de tal
manera que el conocimiento es el resullado de un proceso dialéctico entre el
sujeto y el objeto, en donde ambos se modifican sucesivamente ), sirve como
punto de partida para las reformulaciones constructivistas del presente siglo.
En forma notable Jean Piaget establece su Epistemologia Genética basada en
que el conocimiento se construye mediante la actividad del sujeto sobre los
objetos, Esto significa que los objetos matemdticos ya no pertenecen a un

~

mundo eterno y externo a quien conoce, sino que son producidos, construidos,
por él mismo en un proceso continuo de asimilacién y acomodacion que ocurre
en su estructura cognitiva.

Una de las tesis fundarﬁentales de la teoria piagetiana es que; Todo acto
intelectual se construye en forma progresiva a partir de estructuras
cognoscitivas anteriores y mas primitivas. La té}ea del educador constructivista,
mucho més compleja que la de su colega tradicional, consistira entonces en
disefar y presentar situaciones que, apelando a las estructuras anteriores de

que el estudiante dispone, le permitan asimilar y acomodar nuevosbslgnlficados



avrvrar

CAPITULO Il LITERATURA AFIN

26

del objeto de aprendizaje y nuevas operaciones asociadas a él. El siguiente
paso, por supuesto, consistira en socializar estos significados personales
(Moreno-Waldegg, op. cit.), a través de una negociacion con otros estudiantes,
con el profesor, con los textos etc. Ei conocimiento matematico, hasta ahora no
ha resuitado ser tan facil de transmitir, quiza porque no es algo que pueda
transmitirse, debido a que el profesor no lo tiene "hecho” para consumo de sus
alumnos, sino que sus alumnos lo construyen. Esta dltima es la tesis
fundamental de las epistemologlas constructivistas.

Didéctica Constructivista:

De acuerdo a la interpretacion constructivista se debe generalizar la idea de la
necesidad de construir el conocimiento matematico como la forma adecuada
para su ensefanza. No abstante, el diseﬁar situaciones de construccidn del
conocimiento no es una tarea facil y ain menos lo es el llevarlas a cabo. El
construir conocimiento implica un sujeto activo en relacién con el objeto de
conocimiento, y esto no se logra, de la manera simplista como la mayoria de
los libros de texto nos lo hacen creer por muy bien que parezca disefiada la
secuencia didactica. |

Los hallazgos de la epistemologia genética han puesto de manifiesto que las
nociones que el alumno adquiere pasan a través de un complejo proceso de
construccion: desde la primera vez que el alumno tiene contacto con el objeto

de estudio, lo mira a partir de determinados conocimientos previos que tiene
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sobre los objetos. Podriamos decir que el alumno tiene sus propias hipotesis
acerca de como es, como funciona o para que sirve dicho objeto. Por lo tanto,
su accion sabre el objeto se vera orientada por estas hipotesis, pueden ser
confirmadas o refutadas; la aparicicon de estas contradicciones entre lo que el
alumno supone y lo que observa al actuar, daran un replanteamiento de las
hipdtesis originales. En este proceso, presentado en forma breve, consiste la
evolucidn del conocimiento en el alumno.

Uno de los representantes mds importantes de la didactica constructivista es
Guy Brousseau (1978), y sus colaboradores, para él, la didactica de las
mateméticas ha de construirse como una ciencia independiente de la sicologia,
de las mateméticas y de la misma pedagogia. Y el objeto de studio de esta
didactica de las matematicas en general, seran aquellas situaciones didacticas
que permitan la construccién del conocimiento matematico. Su objetivo Ultimo,
un tanto cuanto ambicioso, es llegar a conocer tan a fondo como sea posible, lo
que sucede en el aula escolar que, anté una situacion didactica determinada,
se pueda garantizar su reproductibilidad y eficiencia, bajo controles bien
precisos. Para ello se trabaja en la construccidon de un modelo que considere
todas las posibles interacciones, tanto implicitas como explicitas, que puedan
darse en un saldén de clase y que intervengan en forma importante en el

proceso.
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Por lo tanto, si asumimos la concepcion del aprendizaje de las matematicas
antes descrita, tenemos una compleja tarea por delante: Crear los medios
didacticos concretos que la hagan posible.

La Construccién del Conocimiento

Para el constructivismo es sumamente imporlante distinguir entre
“concepciones” y “conceptos”. Ambos términos se emplean en un sentido
préximo a lo que Freudental denomina "objetos mentales” y “objetos formales”.
Dentro de fa experiencia del alumno, su punto de partida, es una red de
informacidn, de imégenes, de relaciones, anticipaciones e inferencias alrededor
de una idea. Este complejo cognitivo es lo que Hlamamos su concepcién. La
tarea del alumno consiste entonces, en extraer de tal concepcion relaciones y
patrones: un conjunto coordinado de accidnes y esquemas que conducen al
conocimiento viable, a los conceptos y a la generacién de algoritmos. El
proceso de construccion de significados es gradual, pues el concepto queda,
por asl decirlo, “atrapado” en una red de significaciones (Moreno y Waldegg
op. cit.)

Mediante el lenguaje simbdlico se opera un cambio en el plano de
representacion que, en primera instancia, permite explicar que las acciones,
que en el plano material se realizan con objetos concretos, en el plano ideal se

realizan con simbolos, Parece desprenderse de aqui un criterio sobre el grado
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de abstraccion de los objetos de la matemdtica: la abslraccion es resultado de
un cambio en el nivel de representacion.

Los objelos de la matematica se manipulan, se operan al nivel de lo simbadlica,
estas acciones en el nivel simbélico permiten ir generando una red de
relaciones entre diversos objetos. Las sucesivas fases en el transito de lo
concreto a lo abstracto, van sustancialmente vinculadas a las posibilidades de
generar relaciones y eslructuras a parlir de las operaciones de los diferentes
objetos matemdticos. Con eslo se trata, mas bien, de reconocer la naturaleza
dual, simbblica y operatoria que hace concrelos a los objetos mateméticos. Y
esto a su vez permite la actividad basica del estudiante: utilizar los diversos
niveles de representacion para la construccion del sentido.

El papel de la visualizacién en el aprendiiaje de la matemadtica
Seguramente una de las dificultades del aprendizaje de las matemdticas se
encuentra en el aspecto de la visualizacion. En tiempos més recientes ha
crecido el interés de los investigadores de la educacion matematica por esta
area. Una multiplicidad de investigaciones ha tenido auge en este sentido, no
sdlo desde la perspectiva de la ensefianza de la geomelrfa misma, sino
también desde la perspectiva de la ensefianza de las matematicas en general.
Durante mas de cien afios los educadores en matematicas se han interesado
por la representacion visual y figural de las ideas matemdticas, tanto en el

trabajo de indole individual como en el proceso de la ensefianza de estas
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ideas. La nocion tolal de “ayudas visuales” (Bishop, 1992) esta basada en el
conocimiento de que:

-tales representaciones visuales ofrecen una introduccién poderosa a las
abstracciones complejas de las matematicas, y

-las "manipulaciones”, “incorporaciones concretas” y “artificios de intuicién”, son
parte de los recursos actualizados de un maestro. Hoy, ia microcomputadora
estd aumentando enormemente el rango de ayudas para la visualizacién; su
presencia en los salones de clase de matemdticas estd fomentando también
muchisima investigacion y el desarrolio de esta area.

Al considerar el “objeto” de la visualizacion (como Bishop llama a estos
fendmenas) constituye un tema individual. Existe una gran variedad de
imégenes visuales empleadas por los individuos, inclusive cuando se restringe
a la actividad matematica. Presmeg (1986) enlista cinco tipos distintos de
imagenes visuales que identifico en sus estudiantes;

1.- Imégenes concretas, pictéricas (pinturas en la ménte);

2.~ Imagenes modelo (relaciones puras representadas en un esquema
espacial-visual);

3.- Imégenes memoristicas de férmulas;

4.- Imagenes cinestéticas (que involucran la actividad muscular),

5.- Imégenes dinamicas (que se mueven)
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Por supuesto que, los estudiantes no se quedan solo con uno de estos tipos de
imagenes visuales, sino que usaron distintas en situaciones diferentes. Por lo
tanto, debemos inferir que el rango de visualizaciones generadas por los
individuos representan un factor importante, el cual debe ser considerado en la
ensefianza de las matematicas

Asi mismo el abuso del empleo de las visualizaciones puede generar un marco
negativo. Por ejemplo. Hoz (1981), se refiere a lo que él denomina “rigidez
geométrica”, lo cual ocurre cuando un alumno es incapaz de observar un
diagrama de una manera diferente. Un nivel més profundQ de esta dificultad se
da cuando la visualizacion se convierte en un simbolo para un determinado.
objeto.

También Presmeg resume en su estudio estos tipos de dificultades
experimentadas por quienes “realizan representaciones mentales’, de la forma
siguiente:

1.- La concrecién de un caso de una imagen o diagrama, puede atar el
pensamiento a detalles irrelevantes o incluso, puede introducir datos falsos.

2.- Una imagen de una figura estdndar puede inducir el pensamiento inflexible,
el cual impedira el reconocimienlo de un concepto en un diagrama no estandar,
3.- Una imagen incontrolable puedé persistir, impidiendo, por lo tanto, la
apertura de avenidas de pensamiento mas fructiferas (esta dificultad es

particularmente aguda si la imagen es viva).
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4.~ Especialmente si son vagas, es posible que las imagenes que no se
acoplen a los procesos del pensamiento analitico riguroso sean indtiles.

Por tales motivos debemos ser muy cuidadosos en el uso apropiado de la
visualizacién al interior del salén de clase y a través de actividades y
secuencias didacticas requeridas. La cantidad y la calidad requerida de
actividad, debe depender totalments de la inleraccion del estimulo y el
individuo interesado. Es sumamente necesario dar a cada alumno en particular,
tiempo para que desarrolle sus propias imagenes. y debemos estar perceptivos
hasta cierto punto de la diversidad en la visualizacién de nuesiros alumnos.
Existen algunas investigaciones previas ( e. g. Marriott, 1978), en las que se
evidencia que la manipulacion de materiales estructurados pueden ayudar a
fomentar la creacion de visualizaciones y por lo tanto la visualizacién se
procesa asi misma.

En tiempos mas recientes, y en un nivel mas sofisticado de actividad, tenemos
evidencia, a partir de una variedad de estudios que la potencia y accesibilidad
de las imé&genes generadas por compuladora pueden tener una influencia
estimulante en las visualizaciones de los alumnos. Inclusive existen estudios
como los de Gallou-Dumiel (1987), demuesiran como un amblente
computacional interactivo, particularmente. cuando se . emplean imégenbes
visuales dinamicas, pueden fomentar y hasta cierto grado desarrollar lés

habilidades de visualizacién de los estudiantes. Hoyles (1987) resumié la
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investigacion basada en la compuladora de la siguiente manera: "de este modo
la computadora es vista no como un maestro (en estos estudios) sino como una
herramienta para las manipulaciones de las representaciones gréficas que
tiene el poder de proporcionar retroalimentacion informativa’. La computadora
es por lo tanto una herramienta muy poderosa en el drea del desarrollo de la

visualizacion.

El aprendizaje de los Desarrollos en Series en los estudiantes.- Hemos

manifestado anteriormente que el formalismo de la matemética, y en particular
del Calculo, ha permeado hasta ahora su forma “iradicional” de ensefianza. Y
es un motivo de reflexién el hecho de que aln cuapdo en la actualidad con la
llegada de las computadoras y la difusion del uso de calculadoras graficas, la
ensefianza del Calculo siga preservando‘ su forma “tradicional”. Su misma
concepcion filosofica que le dio origen parece haberse mantenido
esencialmenté la misma desde enlonces. Indudablemente, el reconocimiento
casi inmediato de fas aplicaciones del Calculo, y el vpropio hecho de que ha
desempefiado un papel protagdnico como lenguaje cuantitativo de la ciencia en
laera moderna., y su implementacion, de la misma manera formal al de su

creacian, en el saldén de clase han sido factores que han incidido directamente

en el “conservadurisma” de su ensefianza, y hasta ahora ésta ha resultado ser

un fracaso. En una forma sucinta y empleando un lenguaje actual se puede

caracterizar esta disciplina como la que trata de fendmenos que son descritos
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por procesos al limite. El concepta del limite ha resultado ser desde su
formalizacién (Cauchy/Weiesfrass) en ef siglo pasado, un obstaculo
epistemoldgico en su aprendizaje en el saldn de clase. La formalizacion y
reformulacion hecha a través del criterio e-8 en 1927 pbr R. Courant al
Caleulo Diferencial e Integral en una publicacidon denominada Vorleungen tber
Differential und Integralrechung, fué ulilizada como libro de texto en la
formacién de varias generaciones de matemalicos, cientificos y tecnélogos,
resultd ser una fuente de inspiracién de muchos otros textos y programas de
cursos de Calculo que son utilizados hasta nuestros dias, También.ha llegado
a ser una de las fuentes de preocupacidn actual de la ineficiencia en la
ensehanza del Calculo y muy particularmente en la ensefianza de los
Desarrollos en Series. Cabe sefalarse aqdl que por la cantidad de articulos y
trabajos publicados que detectan problemas y describen ekperiencias en este
sentido, dicha preacupacion es universal. Por lo que los alumnos del TESE,
institucion donde se llevé a cabo la experiencia que se reporta, no son la
excepcion y presentan errores concepluales en su formacidn matematica,
practicamente comunes. No. obstante, presentan un cieto nimero de
concepciones que permiten a partir de ellés intentar que construyan ofras que
son del interés de tal experiencia. También es imporiante sefalar que los
alumnos del experimenlo son del cuarlo semestre de la carrera de Ing.

Electronica y para este nivel ya debieron haber cursado y aprobado los cursos
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de Matematicas 1 (Calculo Diferencial e Integral de una variable), Matematicas
2 (Célculo en Varias Variables y Ecuaciones Diferenciales) y Matematicas 3
(Algebra Lineal).

El propésito de esle trabajo de tesis es hacer una propuesta didactica para
incorporar el uso de calculadoras gréficas en los desarrollos en series de
Fourier. Aclualmente aln: cuando existe una cantidad regular de
investigaciones respecto de la incorporacion de nuevas tecnologias a la
ensefianza de! Calculo, baste con citar a Martinez (1993);, Balderas (1993),
Ocampo (1992), y Bishop (1992), sin embargo no se conoce estudio alguno en
el que se intente incorporar las calculadoras gréficas a la ensefianza de los
desarrollos de Fourier, por lo que existe la necesidad que dentro de la
Educacion Matematica sea explorada esta posibilidad.

Desarrollos en Series Polinomiales.- Se sabe por la definicién de cada una

de las diversas funciones trascendentes elementales que existe una seria
dificultad para calcular con preclsion sus valores, a excepcion de unos cuantos

de elios. Y un ejemplo de esto es por definicion Inx= .(l ';dr, donde se observa

inmediatamente que In1=0, y sin embargo ningtin otro valor es abvio. También
: N e o
se sabe que la funcién exponencial e es la funcién inversa de In x, con e =1

N X s
, pero no resulta evidente como calcular e para loda x distinta de cero.

35
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Por otra parte resulta sumamente sencillo evaluar cualquier polinomio de la
forma
P(x) =a, +ax+a,x% +. 4a,x"

con coeficientes a,,q,,a,,...,a, conocidos,
Asi, supongamos que se desea calcular ( o al menos tener una buena
aproximacién ) un valor especifico f(X) de una funcién f dada. Seria
suficiente con encontrar un polinomio P(x) cuya gréafica esté muy cerca de la de
f en una vecindad, o intervalo alrededor de x,. Entonces podriamos usar el
valor P(x,) como una aproximacién del verdadero valor de f(x,). Toda vez
que se conozca la manera de encontrar el polinomio de aproximacion P(x),
posteriormente podriamos preguntar con qué exactitud se aproxima P(x,) al
valor deseado f(x,).
A través del Teorema de! Valor Medio la aproximacion polinomial més simple
es la aproximacion lineal: _

S(x)= fle)+ ' (e)(x-c)
La gréfica del polinomio de prfmer grado:

R ()= /(e)+ /" ()x )
es la linea recta tangente a la curva y= f(x) en €l punto (c, f(c)) . como se

observa en la figura siguiente:
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y=i)

v=1(c) + £()(x-1)

Qb

Obhsevamos también que este polinomio de primer grado coincide con f y con

su primera derivada en x=c, es decir que £ (c) = f(c)..Blc) = (<)

Por ejemplo, consideremos a la funcion ’if(x) =Inx ya c=1. Entonces f(1)=0
y f(1) =1, por‘lo tanto A(x)=x-1,ie. que lnx~x~1 cuando X estd
cercade 1. Asi con x = 1.1 tenemos que:
~ P(L1) = 0.100000
mientras que;
In(11) ~ 0095310 (redondeado)

Y entonces observamos que el error en esla aproximacién es de un poco

menos del 5%
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Para mejorar la aproximacion hecha para Inx cerca de x = 1, podriamos buscar
un polinomio de segurido grade de la forma siguiente:

P(x)=a, +ax +ax’
ahora no sélo que tenga el mismo valor y el de su primera derivada de f en
x=1,sino0 que ademas tenga la misma ' segunda derivada en dicho punto;
Py =f"(1)=~1

Estas condiciones nos generan;

P(N=a,+a, +a,=0
Pi(y=a,+2a, =1
P =2a, = -1

. . 3 1
Al resolver estas ecuaciones, se oblienen: a, = 5 = %a, = ek asf que el

polinomio de segundo grado buscado es:

1 3
P,x—_,«...._z+2 .
) (%) S ¥+

Ahora con x = 1.1, enconframos que F,(1.1)=00950 , el cual contiene una
precision de tres cifras decimales. Tenemos ahora que la gréfica de este
polinbmio de segundo grado es una parabola vertical abierta hacia abajo, que
pasa bor (1,0, con la misma pendiente y curvatura y=inx enx=1.

La recta tangente y la pardbola usadas en estos célculos ejemplifican el
tratamiento general de la aproximacion polinomial. Para aproximarse a la

funcién f(x) cerca de x=¢ , se busca un polinomio de grado n tal que su valor
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en ¢ Yy los valores de sus n primera derivadas en ¢ concuerden con los
valores correspondientes de f . Estas n+71 condiciones se usan para
determinar los valores de los n+1 coeficientes del polinomio P(x). Sin
embargo el algebra involucrada es mucho mas simple si se empieza por
expresar P(x) como un polinomio de n-ésimo grado en potencias de x-c en vez
de expresarlo en potencias de la sola x.:
P(x) =b, +b,(x =) +b,(x = ¢)* +..4b, (x = )"

Haciendo las sustituciones pertinentes x=a en la Gltima ecuacion y en sus n+7
derivadas y con las condiciones de igualdad entre los valores en @ de sus n
primeras derivadas de P con los valores en a de las n primeras derivadas
correspondientes de f, se pueden encontrar los n+17 coeficientes de P(x).

Y con algunas convenciones de notacion e introduciendo la definicion de

factorial de un ntimero, los célculos establecen el siguiente teorema:

Teorema del Polinomio de Taylor de grado n-ésimo
Supdngase que existen las n primeras derivadas de la funcién f. para x=c. Sea

P(x) el polinomio de grado n:

n £ )
Puy=Y L O Doy
k=0

R0 =10+ 70+ L1+ L ooy
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Entonces, los valores P,(x) y de sus primeras n derivadas concuerdan, para

x=c, con los valores de fy de sus n primeras derivadas en ese punto.

Si ahora deseamos encontrar €l polinomio de Taylor de grado n para f(x)=/nx

en c=1. Procedemos a calcular las derivadas de la funcién dada;

a 1)
5

] "'] 2 . n n-!
S0 =0 = S0 = 00 == 0 = i 10 = iy EE
Por lo que el polinomio de Taylor de grado n-ésimp de la funcidn dada en el

punto dado es:

n-1
(1) ENT ey

LT N
NS N £ N WY VSR LYY SURNE | L ILIY SV 1 B
P(x)=(x-1) 2(“ 1) +3(x )] 4(x D+
Para n=2 obtenemos el polinomio cuadrélico:
' 3
Py(x) = (x~- )——-(x Iy? =-—-x +2x—5
El cual habiamos obtenido anteriormente. Pero si ahora vamos al polinomio de
Taylor de tercer grado:
POO= (== (=1 451
podemos obtener una mejor aproximacién del In(1.1); este es

P,(L1)= 0095333..., el cual es correcto con cuatro cifras decimales.
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La precision con la que el polinomio de Taylor se aproxima a f queda
determinada por la diferencia:

R,(x)=f(x)-F,(x)
por lo que se tiene:

J(x)=F(x)+ R (%)
A la diferencia anterior se denomina residuo de grado n para f(x) en x=c, el
cual significa el error cometido cuando el valor de f(x) se reemplaza por la
aproximacion del polinomio de Taylor.
El teorema que permite estimar el residuo o error se conoce como formula de
Taylor en honor a Brook Taylor, un discipulo de Newton que introdujo esta
aproximacion polinomial en un articulo publicado en 1715.

La cual puede ser enunciada de la manera siguiente;

Fdrmula de Taylor
Supbdngase que la derivada de orden n+1 de la funcién f existe sobre el

intervalo que contiene a los puntos a y b. Entonces:

"

JB)Y= fla)+ f'(a)b -—a)+I—;—(IQ(b-—a)’ +L—:;—f-a—)-(b—-n)’+...+—ji;-!(!—’l(b—a)" 4-w(b “

n+1H!

para algin nimero z comprendido entre a y b.
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El ultimo término de la serie anterior corresponde al residuo en la forma de
Lagrange, debido a que por primera vez aparecié en 1797 en un libro escrito
por el matemético francés Joseph Louis Lagrange (1736-1813).. Si escribimos
b=x en la férmula anterior, sé obtiene la formula de Taylor con residuo de grado

n, para x=a.

/! ( ) S "'(a) S/ ’(a)

(n+l)
Dy a4 L 2@ gy L)

S()=f@)+ f'(a)x ~a) + === o+ 1)l

Eem (X - ) .

donde z es un niimero entre a y X
Con todo esto, procedemos a estimar la exactitud. de la aproximacion
In(1.1) ~0.095333... obtenida anteriormente.
Primeramente recordemos que si f(x)=Inx, entonces:
£ = e
£O0)= ) =1y

L ehloneces

Por lo tanto, la férmula de Taylor de tercer grado con residuo para a=1 es:

Inyv=(x~- l)———(x—l)+( ) (4:)}( )

Ppara algtin z comprendido entre a=1y x. Con x=1. 1 tenemos:
In(1.1) = 0,095333 - 0.0’0011424
con z entre a=1 y x=1.1. El valor maximo posible del término del residuo se
obtiene para z=1
0.000025=0.00G1/4(1)4

asl:
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0.095308 < In(1.1) < 0.095333

por fo que puede decirse que In(1.1) = 0.0953, con cuatlro cifras de exactitud.

Desarrollos en Series de Fourier.- En 1807 el matematico francés Josheph

Fourier (1768-1830) envi6 un articulo a la Academia de Ciencias de Paris. En él
presentaba una descripcibn matematica de problemas relacionados con la
conduccién del calor. Aunque el articulo fue rechazado en un primer momento
debido a la falta de rigor matematico, contenla ideas sobre las que se
desarrollaria una importante area de las matematicas llamada en su honor, el
andlisis de Fourier.

Una ramificacién sorprendente del trabajo de Fourier fue el saber que muchas
funciones conocidas pueden desarrollarse en series infinitas que contienen
funciones trigonométricas. Se sabe que esta idea es importante para modelar
muchos fenémenos de la fisica y la ingenieria, asl como otras areas inimaginables
en la época de Fourier como son la electronica y los sistemas computacionales.
En la presenle seccién se dara sélamente una breve introduccién al estudio de
las Series de Fourier.

Supongamos que f es una funcién integrable en el intervalo cerradode_‘[-n.zr]‘.
Deseamoé abriga; la posibilidad de elegir constantes ay, ay,..., by, ba,... de modo

que:

J(xX)=a,+ i[an cos(nx) +b, sen(nx)]‘ ()
n=l
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En lo que sigue, veremos que bajo ciertas condiciones bastante generales
sobre f, podemos obtener dicha igualdad, a excepcion de posiblemente un
namero finito de puntos dé [—-n,n]. Empezaremos por un argumento informal que
nos sugiere la manera de elegir las constantes a, y b, , la clave estd en los
resultados siguientes:

1.- Sin'y m son nimeros enleros no negativos distintos, entonces:
13 X
J._Kcos(mx) cos(nv)dx = J._Ksen(mx) sen(nx)dr =0
2.- Para cualquier par de enleros m y n sucede que:
J._: cos(nmx)sen(nx)dx = 0
Las férmulas integrales de (1) y (2) se conocen como relaciones de
orlogonalidad, y se dice que las funciones cos(nx) paran =0, 1, 2, ..., y sen(nx)
paran=1,2, .., son ortogonales en [-r,x]. En (1) y (2) se afirma que la integral
en el intervalo cerrado dado del producto de cualquier par de estas funciones ( es
el producto interno) es cero, 'y por lo tanto forman una base del espacio vectorial
w definido por el conjunto de funciones cosenos y senos, definidas
anteriormente), y:
3.-Para cualquier entero positivo n, sucede que:
Jm cos® (mx)de = r sen®(nx)dx = 1
-K Tl
Ahora regresamos a la pregunta inicial de como expresar a f como una serie de

senos y casenos junlo con un término constante, para ello inlegramos ambos

miembros de la ecuacion (1), en el mismo intervalo, con lo cual se obtiene:
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I_NK S()de=a, .[KK dx + z—;[an I : cos(nx)dx +b, J: sen(nx)dx] =2na,

debido a que todas las integrales que estan dentro de la suma valen cero.

Resolviendo esta ecuacion para ag , obtenemos:
a, = - [ foxps
T X

Ahora, consideremos a k cualquier entero postitivo, asi que para determinar a a,
multiplicamos la ecuacién ( 1) por cos(kx) , e integrando ambos miembros de esta

gcuacion, en el intervalo dado, para obtener:

f J(x)cos(kx)dx =a, r cos(kv)dx + Z[an r cos(nr) cos(kx)dx +b, r sen(rx) cos(kx)dx]
X -K ol -K -5

por la relaciones ( 1)y ( 2 ), todas las integrales del lado derecho valen cero, a

excepcidn de la que contiene a cos(nx)cos (kx) cuandon =k . Por lo tanto la Ultima

ecuacion se reduce simplemente a:
f‘ J(x)cos(kx)dx = a, I: cos(kx) cos(kx)dx = a,
habiendo utilizando la relacion ( 3'). Resolviendn esta dltima ecuacion para ay,
oblenemos: |

a, = ;rl—'[:f(x)cos(kr)dr

parak=1,23, ...
Podemos emplear la misma Idea para obtener las b, . Ahora procedemos a
multipiicar la ecuacién (1) por sen(kx), e integrando esta ecuacién en el intervalo

predeterminado, obtenemos:
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J‘” J(¥)sen(hx)ddy = r a, sen(kx)dv + Z[t’lnr cos(nv) sen(hx)dx + I)“r sen(nx) scn(kx)dx]
r * n=\ * x

Nuevamente, empleando las relaciones de orlogonalidad, todas las integrales del
miembro derecho valen cero, a excepcion de aquella que contiene al producto

sen(nx)sen(kx) en su integrando, cuando n =k , la tltima ecuacién se reduce a:
fK S (x)sen(hv)dy = b, j : sen’ (kx)dv = b,
de donde se concluye que:
1 p5
b, =— j J(x)sen(kx)dx
7t -K

parak=1,23, ..

En realidad esta deduccion de las constantes en fa ecuacién ( | ), tiene el
problema del intercambio de la sumatoria y la integral. Este paso no se justifica si
no se exigen ciertas hipotesis sobre la funcion f. No obstante este sirve de
argumento para dar las definiciones de los coeficientes y la serie de Fourier que

se dan a continuacion:

Definicién: Serle y coeficientes de Fourier
Sea f una funcién integrable en [-r, x]:

1.- Los coeficientes de Fourier de f en este intervalo son los nimeros:

a, = -2-’; [ rexe

y
b, = ;tl— rx Sy sen(x)ele......para.n=123,...
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2.-La serie de Fourier de f en este intervalo es la serie:
a, + ) [a, cos() + b, sen(ny)]
n=)

en donde los coeficientes son los coeficientes de Fourier de f en el

intervalo dado.

Como un primer ejemplo podriamos pedir la serie de Fourier de f(x) = x en
[-n,x].
Procedemos a calcular, primeramente los coeficientes de Fourier:

l ol l 2 X
a, =—|xdv=—x"| =0
O amdET 4t A
a, = ~1-r xcos(nx)dy = »—,l—-cos(nx) += sen(n) ]
mox ' nx

=0

L g
~K

X
-K

Y
[y 1 X

b, =—| xsen(nx)dy =——sen(ix) ~—— cos(nx
n'jl'" ) wr ( )\I)It () |

b, = -lcos(mr) --l—cos(—mr) = —zcos(rm) = i?-(~1)"‘I
n h " n
porlo tanto, tenemos que la serie de Fourier de x en [—rt,n] es;

Z%(—l)"" sen(nx) = 2sen(x) - sen(2x) +§sen(3x) - -‘;ll-sen(4x) +...
!

=l

Se puede observar en este ejemplo que el término constante a, y todas las a,
valen cero, y por lo tanto, en la serie de Fourier obtenida, sélo quedaron términos

€n seno.
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Sin ninguna perdida de generalidad se puede extender esta discusion a

funciones definidas en un cierto intervalo cerrado de -L a L, simplemente

cambiando de escala, haciendo el cambio de variable 1= T

2

En el ejemplo anterior hemos sido cuidadosos en no afirrﬁar que la serie de
Fourier de la funciones en realidad igual a la funcidn en el intervalo. La razon de
esto es que una funcion y su serie de Fourier no tienen por qué concordar. En
este ejemplo encontramos que Ia serie de Fourier de la funcidn dada x, es igual a
cero en cada uno de los dos extremos del intervalo de definicion, mientras que
f{x)=x no es igual a cero en ninguno de Ios dos extremos. En estos casos hay que
cuidar los criterios de convergencia de las series. No obstante, generalmente se
hace un abuso del lenguaje empleando un signo de'igualdad entre la funcidn y su
serie algunos autores para evitar esto utilizan el signo =~ entre la funcién y su

serie de Fourier.

Papel de las Nuevas Tecnologlas en los Desarrallos en Series.- En nuestro
tiempo, el tener acceso a las computadoras y las calculadoras gréficas, nos
per’mite abordar los temas de la representa‘cién externa y la dimensién gréfica en
la ensefianza de la matematica y ésta a su vez nos conduce a la diséusibn del
papei que juegan las nuevas tecnaologlas en el aprendizaje y la enseflanza de las
matemélicas en general y en particular en los desarrollos en series, esto significa
un nuevo punto de vista de la investigacion en Educacion Matematica que todavia

no ha sido explotado hasta ahcra ( Sowder, 1989 ). El aspecto visual es muy
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importante para la percepcion y la comprension ya que las imagenes representan
informacion en la dimesion grafica, bidimensional y tridimensional, que son
costumbres del mundo real.

Las nuevas tecnologias estdan cambiando la forma de ensefiar matematicas.
Las representaciones graficas son un buen medio para desarrollar el pensamiento
matematico ( Goldenberg, 1992 ), eslo se refleja en la actual reforma en
educacion matemética en la que estamos inmersos cada dla mas, y la cual
propone que los alumnos adquieran una participacion activa en la construccion de
sus conocimientos, que el profesor sea un promotor del conocimiento y no sélo la
Unica fuente de éste y que el contenido curricular incorpore las nuevas
tecnologias, entre las que se encuentran las computadoras y las calculadoras
gréficas, al salé.n de clase para lograr estos objetivos.

La imagen de un concepto se desarrolla con los estimulos la experiencia y la
maduracion. Las diversas recomendaciones para incorporar el uso de
computadoras, calculadoras gréficas y ofras tecnologias en la clase de
mateméticas comienzan a tener un auge, entre varios autores, debido a la fuerte
creencia de que su uso puede repercutir positivamente en el aprendizaje de esta
materia, En la actualidad las computadoras y las calculadoras g_réficas son
utilizadas para hacer calculos, dibujar graficas, producir simulaciones, resolver
problemas y aprender conceptos (Shumway, 1989). No. obstante -podemos
observar que la novedad y las creencias han ocupado hasta hoy el lugar de la

investigacion en las recomendaciones para usar tecnologla en el salon de clase,
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Existen en este sentido un sin nimero de preguntas que todavia no tienen
respuesta definitiva sobre el uso de estas tecnologias (computadoras vy
calculadoras graficas) en las clases de matematicas y particularmente respecto a
su efectividad y utilidad.. El hecho de que no sepamos mucho acerca del uso de
computadoras y calculadoras gréaficas en educacién matemdtica, se debe a que la
investigacion en esta area es de reciente creacion, aproximadamente a partir de
la segunda mitad de los 80s,

Esta dupla que forman, por un lado la falta de conocimiento sobre la utilidad y
la efectividad de las nuevas tecnologias, y por otro lado las abundantes
recomendaciones para utilizarlas en la clase de matematicas, han llamado la
atencion de los investigadores en Educacion Matematica. En particular esto
justifica de alguna manera al presente trabajo de investigacion. Debido a que esta
falta de conocimiento se torna aun mas critica si nos fijamos en conceptos
matematicos especificos. Uno de los casos en donde esto se ejemplifica es sobre
el tema de funciones, existe todavia poca investigacidn sobre la ensefianza de la
graficacidn de funciones utilizando nuevas tecnologias; la mayoria de los reportes
que se encuentran en la literatura son criterios para el desarrollo de paquetes de
computacién y algunas consideraciones tedricas.

Algunos de los investigadores en educacion matematica (v.g., Bishop, op.cit.),
conjeturan que el uso de las distintas tecnologias con capacidad de graficacion,

pueden ser excelentes auxiliares en la ensefianza y el aprendizaje del concepto
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de funcion, debido a la particularidad de que los graficadores normalmente hacen
usa de al menos daos representaciones.

Los usuarios de graficadores, sean estas en paqueles de computacion o en
calculadoras gréaficas, tienen acceso a instrucciones de enfoque (Demana y
Waits, 1987), las cuales le permiten graficar funciones dadas en ecuaciones
cartesianas, paramétricas o polares, y observar en pantalla, una porcion de la
gréfica en un rectanguio llamadao de vision. Asi misma estos graficadores cuentan
con dos instrucciones de enfoque que son de un gran interés para los educadores
matematicos: e! zoom-out (reduccion) y el zoom-in (amplificacién). El primero de
ellos nos permite a los usuarios, ponernos a grandes distancias de la gréfica
tratada, con lo cual pademos abservar una porcidn mayor de la-gréfica, éstas son
operaciones que nos permiten investigar propiedades importantes de la
representacion grafica por lo que tiene fuertes implicaciones para la ensefianza y
el aprendizaje de las funciones. El zoom-out permite el estudio del
comportamiento global de las funciones. Estos dos comandos son interactivos y
ofrecen al estudiante contar con herramientas poderosas en la resolucion de
problemas, asi coma en el andlisis de la dimensién grafica de ciertos praceso
matematicos como son los desarrollos en series. Resumiendo, medianle el uso de
graficadores, el tema de graficacién de funciones es un medio para estudiar otros
conceptosy no un fin.

Aun cuando existen paquetes de computacion que ofrecen los servicios de

graficacidn, también existen en el mercado calculadoras que combinan las
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capacidades de: una calculadora cientifica, una computadora programable y un
graficador; estas calculadoras se conocen como calculadoras graficas. Algunos
modelos de calculadoras gréficas que se encuentran en el mercado son; las
Casio fx-7000G, fx7500G, fx8700G, las Hewlett-Packard HP28-C, HP-28S y HP-
28GX, vy las Texas Instruments TI-81, TI-82, y Ti-85. Estas calculadoras gréficas
se distiguen entre sl per las caracteristicas de comunicarse con las impresoras,
por la capacidad de memoria, el tamafo de la pantalla, la notacion en la pantalla,
la graficacion simulténea de varias funciones, la programacion, la paqueteria, y la
manipulacién simbélica de expresiones algebraicas (Demana, 1987 op. cit.).

L.a evolucion de estas nuevas tecnologias permiten combinar el uso de una
calculadora grafica con un retroproyecter mediante un adaptador. Esto le permite
al profesor proyectar el rectangulo de vision de la calculadora en una pantalla,
habilitando al profesor para hacer demostraciones frenle a todo un grupo de
alumnos y con ello mantener la unidad de la clase (Martinez Cruz, 1994),

llustraciones de las caracteristicas y ejemplos especificos del uso de
calculadoras gréficas en la ensefianza del calculo y en las matematicas de los
niveles medio y medio superior aparecen en varios articulos (v.g., Martinez Cruzy
Fiske, 1992).

Aln cuando las calculadoras graficas son de recienle aparicién, ya existen
algunos estudlos que consideran su impaclo en la ensefianza y el aprendizaje de
funciones. Algunos han encontrado diferencias en el aprendizaje de ciertos

conceptos matematicos, al incorporar esta tecnologia en la clase (v.g Rich, 1991)
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y algunos otros no encontraron diferencias en el aprendizaje de sus alumnos al
hacer esta incorporacion (v.g. Vazquez, 1991). Por estas razones de indefinicion
en 'a conveniencia o no de incorporar eslas tecnologias en clase y la escasez de
investigaciones en esle sentido conducen a miembros de la comunidad en

educacion matematica a realizar mas investigaciones en esta direccién.
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CAPITULO 11l

PROPUESTA DIDACTICA

En este capitulo se presenta la Propuesta Did4ctica en si, previamente se hace
una breve descripcion del desarrollo- de materiales didécticos, asi mismo se
ofrece el marco tedrico con el que fueron elaborados, asf come una sucinta
descripcion histérica de los desarrollos en series de Fourier y de Taylor, también
se ofrecen algunos ejemplos apoyados por la Calculadora TI-85, una Guia para
el Maestro para finalizar con la presentacion del propio material didactico.
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DESARROLLO DE MATERIALES DIDACTICOS

INSTRUCTOR: DR, ARMANDO M. MARTINLEZ CRUZ ALUMNO:
CARLOS H. SAAVEDRA

MATERTALES A DESARROLLAR PARA LA
CLASE DE MATEMATICAS. REPORTE

OBIETIVO: El presente trabajo tiene como objetivo el disefio de materiales y la
evaluacion formativa aplicada a los materiales que seran desarrollados para la clase de
matematicas en el Tecnoldgico de Estudios Superiores de Ecatepec en el Curso Taller de
Andlisis de Fourier. Estos materiales seran proporcionados a los Maestros de Matematicas
para que incorporen las calculadoras graficas para Ja enseflanza del Andlisis de Fourier
pretendiendo obtener mayores beneficios en el aprendizaje.

JUSTIFICACION: Uno de los mayores retos que se presenta a los profesores que
imparten la asignatura de Anélisis de Fourier en el TESE a nivel-de licenciatura (cuarto
semestre) es el poder visualizar el desarrollo de una determinada funcion periddica que
satisface ciertas condiciones de continuidad, en términos de funciones senoidales. Esta
dificultad no es exclusiva de este tiempo, en 1821 cuando Fourier di6 a conocer su trabajo
existio un problema de credibilidad con sus contemporaneos matematicos en la aseveracion
de que una funcion bajo estas condiciones se podia expresar como una seric de senos y
cosenos, aln cuando un siglo antes Maclaurin y Taylor ya habian publicado su trabajo, de
expresar una cierta funcion en una serie polinomial, El presente trabajo pretende desarrollar
materiales apoyandose en e uso.de las calculadoras graficas con la finalidad de vencer este
obstéculo de visualizacion.

USUARIOS: Los materiales desarroflados podrin ser usados por profesores de Andlisis de
Fourier y los alumnos del cuarto semestre.de Ingenieria del TESE.

CONTENIDOS: Los contenidos matemiticos en los que tendrin que incidir los materiales
por desarrollar serdn:
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DESARROLLO.DE FUNCIONES EN SERIES POLINOMIALES
DESARROLLO DI FUNCIONES EN SERIES DE FOURIER

MARCO TEOQRICO:

En el presente trabajo, se parte de la idea que of aprendizaje es una actividad constructiva
(Glaserfeld, 1987) y se consideran las representaciones como la base del razonamiento. El
énfasis csta localizado en ¢l razonamicnto visual y en la transicion entre diferentes
representaciones ( graficas vs algebraicas o trascendentes). Evidentemente, en el aprendizaje
de desarrollo de funciones en series de Fourier ocurren complicaciones y dificultades en la
visualizacion, es decir construir un enlace entre lo geométrico-visual y lo analitico-
algebraico (Wenzelburger, 1992) y en la objetivizacion, es decir considerar la funcion como
entidad matematica. Existen estudios que muestran que los alumnos pueden encontrar
analogias entre las representaciones grificas y alpebraicas, si estos han sido entrenados para
operar con ambas (Schwarz y Dreyfus, 1989). Pero aqui hay que tener cuidado Goldenberg
(1987) estudio la cuestion de si las graficas de funciones son mas accesibles para los
estudiantes que las representaciones simbdlicas.. Y encontrd que las grificas tienen
convenciones y ambigiiedades propias, por lo que para poder interpretar grificas
correctamente, es impresindible contar con conocimientos matematicos, y no solo
expericneia perceptual. Asi, no siempre esta claro yue es lo'que ven los alumnos cuando
miran gréficas de funciones.

Actuplmente, es necesario crear un ambiente o entorno que promueva en el estudiante
actitudes de investigacion y exploracion, siempre dentro de un plan de trabajo que le
permita organizar sus actividades, sefialar los aspectos sobresalientes y evitar que llegue a
conclusiones equivocadas. Las calculadoras grificas forman parte de este ambiente, un uso
adecuado de éstas, representa una nueva oportunidad para hacer mas accesibles ciertos
conceptos matemdticos. Con la disponibilidad de las calculadoras gréficas disminuye la
necesidad de graficar finciones a mano, lo cual la mayor de las veces es arduo y dificil, y
crece la importancia de hacer la interpretacion de las graficas. No obstante, no existe
claridad acerca de las habilidades necesarias para hacer esto.

Sin embargo, se supone que representaciones multiples y relacionadas de conceptos ayudan
a la comprension, debido a que por un lado crean redundancia y por otro lado reducen
ambigiiedades. Pero el uso de calculadoras graficas dentro del saldn de clase tiene que ser
cuidaddsamente planeado, pcrque solamente de csta manera su uso proporciona mayor
profundidad y claridad en el pensamiento del alumno. Por otro lado, se ha visto que un uso
mal disefiado de las calculadoras graficas, puede confundir a los estudiantes y oscurecer
conceptos.
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Dreyfus y Eisenberg (1987) en sus trabajos de investigacion proponen que: La comparacion
de la relacion entre la representacion grifica y simbolica ( algebraica o trascendente) de una
funcion se puede facilitar con software y una guia de trabajo estructurada. Aparentemente
también se logra aprendizaje si los alunnos tienen la oportunidad de explorar libremente
con el software. '

La enseiianza de las mateméticas desde el punto de vista constructivista y reflexivo, en el
nivel superior, puede valerse de las conputadoras o de las calculadoras graficas para alentar
¢l desarrollo de las habilidades espaciales, del razonamiento 10gico, de la gencralizacion, ast
como de la formacion de conceptos que la mayoria de las veces no se logra por la carencia
de conocimientos previos, los cuales pueden adquiriise a través de la simulacion de
situaciones significativas para el alumno.

Los ambientes computacionales y de las calculadoras grificas parecen -ser una herramienta
ideal para apoyar un curriculo, que refuerza transiciones entre representaciones visuales y
analiticas. Ejemplos de ello son los trabajos de Tall (1985) y Ruthven (1991) en los cuales
se desarrollo un curriculo introductorio para funciones, un método grafico para el cilculo,
un programa que usa software grafico y numérico y experiencias con calculadoras graficas.
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DESARROLLOS EN SERIES DE FOURIER APOYADOS POR LA
CALCULADORA GRAFICADORA TI-85.

Carlos Herndndez Saavedra
Maestiia en Educacion Matemiitica
UACPyP-UNAM
TESE
mayo, 1995

INTRODUCCION

Aclualmente estamos inmersos en una reforma en educacion matematica. Y el principal
propdsito de esta reforma es que el alumno adquiera los recursos matematicos necesarios
para que estos sean aplicados adecuadamente en la resolucion de problemas. Uno de los
medios para lograr el objetivo es el uso de tecnologia, aunado 2 un aprendizaje mas
participativo podrian propiciar un mejoramiento en la ensefianza. En particular el uso de las
calculadoras graficas considerado en un marco tedrico construclivista, intenta a través de
una guia diddctica, incidir en la adquisicion de habilidades perceptivas y matematicas, asi
como de conceptos en el desarrollo de funciones en Series de Fourier, por medio de la
construccion de los mismos, como resultado de las actividades del alumno , organizadas y
diseiadas de acuerdo con la calculadora graficadora.

Las reflexiones anteriores nos conducen a las siguientes interrogantes, § cuales son los
efectos del uso de las calculadoras graficas en el aprendizaje de conceptos sobre desarrollos
de funciones en Series de Fourier, en educacion superior?, ; en particular los que se refieren
a la visualizacion de la aproximacion ténino a término de los desarrollos en serie sobre
todo en los primeros términos 2.

OBJETIVOS

Proporcionar materiales didacticos a los maestros de Matematicas 4 (Seiiales y Sistemas)
del Tecnolédgico de Estudios Superiores de Ecatepec, con los cuales les permita explorar Jos
beneficios que proporcionan las calculadoras graficas para la ensefianza del desarrollo de
funciones en Series de Fourier.

La actividad DESARROLLO DE FUNCIONES EN SERIES DE FOURIER, APOYADOS
POR LA CALCULADORA GRAFICA TI-85, consiste de dos partes:

GUIA PARA EL MAESTRO
y ACTIVIDAD PARA EL ALUMNO
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GUIA PARA EL MAESTRO

En la presente guia para el maestro se pretende por un lado orientar al maestro sobre ¢l
énfasis que debe darle a ciertos puntos del tema Series de Fourier como son : antecedentes
histéricos, la formula del desarrollo obtenida por Fourier asi como algunos cuidados que
debe tener el maestro en el uso de Ia calculadora grafica . Para lograr este primer objetivo es
necesario que el maestro conozca el manejo de las principales teclas o comandos de la
calculadora grifica antes de Ia actividad dentro del salén de clase, para ello debe realizar las
actividades contenidas en la guia.

Por otro lado se le ofrece una orientacion sobre la metodologia a seguir para las actividades
dentro del salon de clase y le permita planearlas de una mejor manera.

PRIMERO: DESARROLLO DE ALGUNOS ASPECTOS TEORICOS Y
PRACTICOS PARA EL MAESTRO: '

A principios del siglo XVIII, Taylor y Maclaurin habian desarrollado un método general
para poder expresar una funcion f{x), continua y con derivadas de n-ésimo orden, en un
intervalo, en términos de una funcion polindmica

f(x) = 10) + f(1)0)x + ((2)0) x&/ 21 +-... + {(Q) xV/ n! +...

para -r<x<r ( Serie de Maclaurin)
Un ejemplo para explorar la relacién que existe entre la relaciélm visual y la analitica, es
decir entre Ia funcion y su expansion en Serie de Maclaurin, apoyados en-el uso de la
calculadora grafica TI-85, es la funcion: f{x) = sen x, cuya expansion o desarrollo en Serie
de Maclaurin es

senXx=x-x3/314 x5/ 50 xT/ N4+ (Do xI/ Qne )+
paran=5 , tenemos que la expansion en la Serte de Maclaurin es:

x - 0.1667 x3 + 0.0083 x*
(aqui habra que hacer la observacion de que los nimeros 0.1667 y el 0.0083 son las

aproximaciones decimales o redondeos de los verdaderos coeficientes de los términos de
tercero y quinto grado, respectivamente de 1a serie finita calculada). '
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Si ahora efectuamos, de manera simultanea la representacion de esta Gltima expansion para
n =35, y la funcion original f{x) = sen x , en la caleuladora grifica , apretando la tecla
GRAPH, ¢ introducicndo estas expresiones en yy y y| respectivamente, tenemos:

ylfsin x RAHGE
y3Bx-(x"3) (. 1667 +(X.. XHin=B5
xMax=5
x5cl=1
yllin=-2
yhax=2
FTREN RANGE 200M TRACE GRHPH uSc 1"1
| x 1 v T INs¢ R DELE I8
Fig. 1 Se presenta en la pantalla ef resuitado de Fig. 2 Se presenta un rango adecuado posible para
de haber introducido la funcién original graficar la funcidn y su expansidy finita en
y s expansion finita de seis términos en fonna simullanea

[\/ N

Fig. 3 Graficas de las fimciones sen X
y X -0.1667 x3+0.0083 x5

Un siglo después, Fourier pudo desarrollar ( aplicando la Seric de Maclaurin ) una funcion
f(x) definida en . -T/2 <x <T/2, en términos de una serie infinita:

f{x)=ag +aj cos x+by senx+ ... + a, cos nx+ by sen nx+ ...
0 bien

fix)= ag + Y. (a, cosnx +b, senn)

h=1

Esta es la expansion de Ia funcion f por la Serie de Fourier. Como puede esperarse f tiene
que cumplir ciertas condiciones para que esta expresion se verifique. La integral
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j}f(r)|dr

para fe(-m,1)

debe ser finita y f no debe tener mas que un nimero finito de discontinuidades en cualquier
intervalo finito de x (funciones seccionalmente continnas). Estas condiciones que se deben
satisfacer para que el desarrollo sea vilido se conocen como las condiciones de Dirichlet.
Pricticamente todas las funciones que interesan a la fisica y a la ingenieria, las cumplen.
Donde

1= .
an = ;[—L S (x)cosnxdy
con n=123,..
1 ¢n
by =-f J(x)sennxdx
” -K

0= o= [ S0

EJEMPLO
Desarrollar f{x)= x2 en Serie de Fourier, donde xe (-r,x)

SOLUCION

La funcion f{x) es par. La funcidn junto con su expansion periddica se muestra en la fig, 4.,
la funcién extendida es continua, por esta razon y debido a que satisface las condiciones de
Dirichlet, entonces su Serie de Fourier converge y por lo tanto se tiene: o
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f dadacobasdad

(i 3 ACE LG
Fig. 4a La forma simbolica intro- Fig. 4b La forma grifica delacxpan.
ducida enla calouladora gri- sion periddica e Y funcin fx).
fica de 12 expansitn perindi-
ca de la funcidn f{x).
Los célculos demuestran que:

s 4
au='3‘; an"z("l)"'n‘fi ’bn=0

por o tanto;

2
=2 4(cosx -
3

cosilx+ co;Bx._m)

DISCUSION :
Si ahora, representamos de manera simultanea las representaciones graficas, a través del
apoyo de la calculadora grifica TI-85, de la funcion dada y su expansion finita con 1, 2,3, y
4 primeros - términos distintos de cero, estaremos visualizando 12 forma en como se va
aproximando la expansion a la funcion de acuerdo a como va creciendo lan. .
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yiBxe RANGE
w2Bn/3h silin= -4
3= shax=4
Y= Xacl=1
yMin=-1
yMax=7
viy)s £1 {0 B wael=1
¥ 4w Pnsg Loees Bseterd oo Tranae) 2ooea Teme Fasac

NV

{ eixls IeaMGEl oot TYRACE Fakary)
Figuras 5a, 5b y 5¢ Las cuales muestran la representacion analitica, el rango adecuado de

graficacidn y la representacion grafica de la funcidn dada y su expansion finita de un solo
término, respectivamente

ylBx? RANGE

y2Bn2/3-4 cos X xMin=-4

xHax=4

xool=1

yMin=-1

wilax=7

ySel=1

W) {x} 4 LTERCE Vi3

I RANGE 200M TRACE GRAPH

¥is 3 ‘ 13

Figuras 6a, 6b y Ge Las cuales muestran la representacian simbdlica, el rango adecuado de
graficacion y la representacion grafica de la funcidn dada y su expansidn finita de dos
primeros términos distintos de cero, respectivamente.
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ulBxe RAHGE
y2Bne/3-dcos xtoos 2. xMin= -4
u3=N xMax=4
x5cl=1
win=-1,9
dlax=3
whel=]
Loz EANAE] ST0M ] TEACE FSEATRE

/\

=l

“\

o

L ecx)z IRANGEY 2000 TTERCE DSRAFHY

Figuras 7a, 7b y 7c Representan la expresion simbolica, los rangos de graficacion y la
representacion grafica de la funcion dada y su expansion finita de los tres primeros términos

distintos de cero.
/" f\

yiBx2
y2B.. 2x-(4/9)cos I Xl

B RANGE 200M TRACE GRAPY
1 v LING TOELF LSELCT)

Figuras 8a, 8b Las cuales muestran las representaciones simbélica, y la grifica de la
funcion dada y su expansion finita de cuatro términos,

flyieys ("] L TRRCE VSERE

En esta secuencia, se puede visualizar la convergencia de la Serie de Fourier de la funcion
dada a la funcion misina, toda vez que al aumentar ef nimero de témminos de la expansion,
ésta se va aproximando a la funcion original. Sin que esto sustituya la demostracion formal
de tal convergencia, mas bien desarrolla la intuicion matematica del concepto y lo que
representa el desarrollar una funcidn en una Serie de Fourier.( de ser esto posible).
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SEGUNDO: METODOLOGIA

La metodologia a seguir dentro del salon de clase es que los alumnos trabajen en la parte
tedrica en forma individual, es decir que hagan los célculos de los n primeros términos que
se piden en cada desarrollo de manera individual. En la actividad del uso de la calculadora
grafica, adn cuando cada alumno tiene su propia maquina y la mayoria esta familiarizado
con su uso, es importante que se le permita interactuar con otros de sus compaiieros de
clase para que se insentive un ambiente de participacion de investigacion y de exploracion
en el trabajo o actividad con la calculadora. Siempre apoyados y coordinados por
maestro, llevando a efecto las actividades planeadas bajo un control no tan estricto.

Como ya hemos dicho, actualmente estamos inmersos en una reforma en educacion
matematica, y el proposito fundamental en esta reforma es que el alumno adquiera un
poderio matematico tal que le permita tener acceso a la resolucion de problemas. En
particular el uso de calculadoras graficas, considerado en un marco tedrico constructivista
intenta a través de un material didactico, incidir en la adquisicion de habilidades perceptivas
y mateméticas asi como de refuerzo en los conceptos de desarrollo de funciones en Series
de Fourier.

OBJETIVO

Reforzar en los alumnos del curso de Matematicas 4 ('Sefiales y Sistemas, en la carrera de
Ingenieria ) , del Tecnolggico de Estudios Superiores de Ecatepec, sus habilidades
perceptivas y matematicas, asi como los conceptos en los desarrollos de funciones en Series
de Fourier.

PRERREQUISITOS

Los alumnos que llegan a este curso, en el cuarto semestre de la carrera, ya llevaron: un
curso de Calculo Diferencial e Integral de funciones reales de una variable real, otro curso
de Cilculo Diferencial e Integral de funciones de varias variables y Ecuaciones
Diferenciales Ordinarias asi como de un curso de Algebra Lineal. También la mayoria de los
alumnos estdn familiarizados con el manejo de Calouladoras Gréficas, las mas usuales son
1a TI-81, la TI-85, yla CASIO x 8700 G..
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PERTINENCIA DE LAS ACTIVIDADES EN EL SALON DE CLASE

Se sugiere que la actividad 1 se realice como introduccion o previa al tema de Serie
Trigonométrica de Fourier, para que el alumno recuerde y empiece a visualizar con apoyo
de la calculadora gréfica los desarrollos de funciones en Serie de Maclaurin.

Por otro lado, también se sugiere que Ia actividad 2 se lleve a efecto, después de que se
hayan expuesto los antecedentes historicos y la paite tedrica del trabajo realizado por
Fourier con respecto a su Serie Trigonométrica, y se hayan realizado cileulos de algunos
desarrollos finitos de tres o cuatro términos distintos de cero de la misma serie en algunos
cjemplos de funciones que satisfacen las condiciones de Dirichlet,
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MATERIAL DIDACTICO:

DESARROLLO DE FUNCIONES EN SERIE DE FOURIER
APOYADO POR LA CALCULADORA GRAFICA

NIVEL: Licenciatura GRADO: Cuarto Semestre CURSO: Matematicas 4
INSTITUCION: TESE - ( Seiiales y Sistemas )

ACTIVIDADES PARA EL ALUMNO:

INTRODUCCION

Actualmente estamos inmersos en una reforma en educacion matematica, y el proposito
fundamental en esta reforma es que el alumno adquiera un poderio matematico tal que le
permita acceder a resolver problemas en su ambito de desempefio. Uno de los medios que le
posibilita alcanzar este objetivo es el uso de la tecnologia, que aunada a un aprendizaje mas
participarivo se espera que hagan un mejoramiento en la ensefianza, En particular el
presente material diddctico, con ¢l uso de las ealculadoras gréficas, intenta incidir en la
adquisicion de habilidades perceptivas y matematicas y en el reforzamiento de los conceptos
de desarrollo de funciones en Serie de Fourier.

ACTIVIDAD 1

DESARROLLOS EN SERIE DE MACLAURIN

Primeramente se recuerda que un método general para poder expresar una funcion f(x),
continua y con derivadas hasta de n-simo orden, en un intervalo de (-r, r), en términos de
una funcién polindmica es: '

f(x) =f(0)+%f"’(0)x+ %j"’(0)x2+...+’—:Tf(")(O)x"+‘.. (Serie de Maclaurin)

Un ejemplo para explorar la relacion que existe entre la representacion visual y la analitica,
es decir entre la funcion y su expansion o desarrollo en Serie de Maclaurin, apoyados en el
uso de la calculadora grifica TI-85 , es la siguiente:

[

Dada la funcion f{x) = sen x, cuya expansion o desarrollo en Seric de Maclaurin es:
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__l_, _}_ 3 _IA _L n ___1____ PR
I!'\ 3!x +3|\ 7|\+ A(-1) (l|+l)|‘ 4

asi, paran=35 , es decir que los tres primeros términos, distintos de cero, de la expansion
de Ia Serie de Maclaurin para la funcion dada es:

x - 0.1667 x3 + 0.0083 x3

NOTA. Debemos obscrvar aqui, que los valores numeéricos -0.1667 y 0.0083 son aproximaciones decimales o
redondéos a los verdaderos coeficientes de los ténuinos de tercero y de quinto grado, respectivamente, det desarrolio
finito de la serie para n=5

Si ahora obtenemos de manera simultdnea y sucesiva las representaciones grificas, a través
del apoyo de la calculadora grafica TI-85, de la funcion dada y su expansion finita con el
primer término, con los dos primeros términos y con los tres primeros términos, distintos de
cero, respectivamente, obtendremos una representacion sucesiva de imagenes come sigue:

Apretando la tecla GRAPH y posteriormente- F1 , podremos introducir las expresiones
para:

Y, =senx ; Y, = x

FRE RANGE 200M  TRACE GRﬂPH
[ DELE IS

Fig. 1a Fig. 1b

Enla Fig. 1a se presenta la pantalla de la calculadora grafica después de haber introducido
en ella, en yp la funcion original dada senx yen yy al primer término distinto de cero de
la expansion.
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Enla Fig. 1b se visualizan en la pantalla las graficas simultdneas de la funcidn sen x y Ia
funcion x que pertenece al primer término distinto de cero de la expansion o desarrollo
finito de la serie de Maclaurin.

Nuevamente iniciamos la rutina de apretar la tecla GRAPH para introducir con F1 las
expresiones simbdlicas para:

Yi =senx ; Ya=x-01667x

obteniéndose:

[olBsin x
'-J%Ex-(@. 1667)x™3
9 =

IV RANGE 200M TRACE GRAPH
(ELE TSELCTH vz IRANGEL 200M T TERCE BERAFHA

Fig. 2a Fig.2 b

En la Fig. 2a se presenta la pantalla de la calculadora grifica el resultado de haber
introducido a la funcion original sen x en yj; yen yp los dos primeros términos,
distintos de cero, de la expansion finita en Serie de Maclaurin (n=3 )

Enla Fig 2b se visualizan en'la pantalla, las graficas simultineas de la funcion original
dada y su expansion finita en Serie de Maclaurin para n=3.

Ahora y con el apoyo de tu maetsro, si es necesario, realiza un ZOOM OUT, de la Gltima
gréfica y posteriormente responde:
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PREGUNTA 1. ¢ Como se comporta la grafica de Ja expansion finita con n=3 de la Serie de
Maclaurin de la funcion dada comparada con la grafica de la misma funcion origina ?

RESPUESTA:

Ahora introduce en la calculadora a Ia funcion original enyy yen y2  ala expansion finita
de los tres primeros términos distintos de cero de fa Serie de Maclaurin caleulada (n=5)

PREGUNTA 2. ;, Observando las gréficas, crees que ésta es una mejor aproximacion , con
n=5 que la aproximacion anterior con n=3 ?

RESPUESTA: L

Ahora, realiza en las tltimas graficas simultdneas otro ZOOM QUT, y responde:

PREGUNTA 3. ;jComo cs la grifica de la expansion finita, con n=5, comparada con la
gréfica de la funcion original?

RESPUESTA:

PREGUNTA 4. ;, Cuil de las dos expansiones finitas, con n=3 o con n=5, es una mejor
aproximacion a la funcion original? y gpor.qué ?

RESPUESTA:
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DISCUSION
En esta secuencia, se puede visulizar 1a convergencia de la serie de Maclaurin de la funcidn
dada a fa funcion misma, toda vez que al ir aumentando el nimero de términos de fa

expansion, ésta se va aproximando de manera sucesiva a la funcion original. ¢ tu crees que
esto sucede para cualquier funcion?

EJERCICIO: Dada la funcién f{x) = €%, real de variable real
a) Calcula el desarrollo en serie de Maclaurin para n =5, de esta fimcion.

b) Obtén las graficas de ambas, en una misma pantalla de la caleutadora grifica, término a
término.

¢) ¢, Se van aproximando las graficas, a medida que vas incrementando e} valor de n?

ACTIVIDAD 2
DESARROLLOS EN SERIE DE FOURIER
La presente actividad se sugiere sea llevada a efecto con los alumnos toda vez que ya se
haya dado la parte tedrica de la Serie Trigonométrica de Fourier, y al menos se haya hecho
un desarrollo en ésta serie de alguna funcién como ejemplo practico.
Primeramente se debe recordar que un siglo después de los trabajos de ‘Taylor y Maclaurin,

Fourier pudo desarrollar ( aplicando la Serie de Maclaurin ) una funcion f{x) definida en -
T/2<x<T/2 , entérminos de la siguiente serie infinita:

fix)=ag +a,cosx+b, senx+ . +a,cosnx+b, sennx+..

o bien:

fx)=ag+ 2 (ancosnx+ b, sennx)
) n=(
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Esta ecs la expansion de la funcion f por la Scrie de Fowrier, Como debe esperarse f ticne
que cumplir ciertas condiciones para que esta expansion se verifique. La integral

x

Jl_/ ()t para te (~n,n)

debe ser finita y £ no debe tener mas que un numero finito de discontinuidades en cualquier
intervalo finito de x (flinciones seccionalmente continuas). Estas condiciones que se deben
satisfacer para que el desarrollo sea vilido se conocen como las condiciones de Dirichlet.
Pricticamente todas las funciones que interesan a fa fisica y a la ingenieria, las cumplen.
Donde:

1 ¢n
a,= -;J_xf(x)cosn.\d.\. paran=1273,.
by = _l_'['r J(x) sennxdx paran=123,.."
n -X
&= -—l—r J(x)dx aran=0
13 2’t x v ot pl &

Un ejemplo para explorar la relacién que existe entre la representacion visual y la
representacion analitica, de la funcidn y su expansion o desarrollo en Serie de Fourier,
apoyados con el uso de la calculadora grafica TI-85, es la siguiente:

EJEMPLO.- Dada la funcion f(x) = x? definida en el intervalo(~n, x), obtenga la gréfica

de su expansion periddica y los cuatro primeros términos distintos de cero, del desarrollo o
expansion en Serie de Fourier

SOLUCION.- Primeramente observamos que el periodo de la funcidnes 2z, por lo que su
expansion periddica estard definida como:

fx) = (x+2mn)’ con meZ
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Si ahora introducimos esta expansion periddica para m = 0,1,-1y-2 | para y,,3,,3,,), ,
respectivamente en la caleuladora grafica y activando ¢l comando GRAPH posteriormente
se obtienen cada vez en la pantalla, las figuras (1) y (2) ,siguientes:

ui1Bh2

u2B(x+2n)2
ulB(x-2m)2
wiB(x-4n)e

RANGE 200t  TRACE GRAPH
v 1INt | RELE TSELCTM

FIRGE
X

Fig. 1 Fig. 2

También podemos observar que la funcion dada es par en su dominio de definicién ¢ por
qué ?. Asl mismo dicha funcidn satisface las condiciones de Dirichlet (Demuéstralo, o al
menos argumenta j, par qué ?). Entonces la serie de Fourier de la funcion dada converge.

Ahora, aplicando la definicion de los coeficientes de la Serie trigonométrica de Fourier
realiza los calculos necesarios y demuestra que se obtienen:

T .
L]
3 .

a, =

a=C0' i 8=

por lo tanto, tenemos que la expansion o desarrollo de fa funcidn dada; en Seri¢ de Fourier
es:

, nt _4(c cos2x . co;3x _)



CAPITULO 113: PROPUESTA DIDACTICA 74

DISCUSION

Si ahora elegimos rangos adecuados para Xy para Y, en la caleuladora grifica, como los
que se muestran en la pantalla de la Fig. 3

RAMGE
xMin="-4
xhax=4
x5c1=1
yiin=-1
sgax=?

Fig. 3

Estaremos en posicion de efectuar de manera simultinea la representacion grafica de la
funcion dada y su expansion finita, término a término, con 1, 2, 3 y 4 primeros términos
diferentes de cero, a través del apoyo de la calculadora grifica, obteniéndose la sucesion de
iméagenes siguientes:

[ulBx2
u2Bne /3N
y3=
ud=
TVIEN RANGE .Z00M TRACE GRAPH A .\\:5» »/f/, .
1 v_FINSE L OELE BSELCTH ,|um: 3 A ETERCE IR

Fig, 4a Fig, 4b

I6a 7 X

4iBx ;
uZBn2/3-4 cos x

RANGE. 200M TRACE GRAPH
| IM5F | DELE |

.

Fig, 5a Fig. 5b
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uiBxe )/ & \i
yZBn2/3-dcos x+cos 2. y
u3=H

— g A

o sl

IS Rf 10N TRACE GRAP m— S —
v 1 v L iNee TR TSELCTM [e0= TEANGED 200t ) TERCE TREAT Y

Fig. 6a Fig, 6b

uiBxi : Y

y2B.. 2x~(4/9)cos 3 XA

| ETRPER RANGE 200M TRACE GRAPH r—— eremnerm—

[ 1 v Lnee Lueee TSRl (Lot TesNGeN 200t (TEACE Tapary

Fig, 7a Fig. Tb

En esta secuencia de figuras, obtenidas en la pantalla de la calculadora gréfica, de la Fig.4 a
Ia Fig.7, se puede visualizar [a convergencia de la Serie de Fourier de la funcién dada, a fa
funcién misma, toda vez que al aumentar el nimero de términos de Ia expansion, ésta-se vi
aproximando a la funcién original. Més aiin se puede observar que de la figura 4 a la 5 se
abserva que de uno a los dos primeros términos de la serie calculada pasa de ser una recta a
una curva que ya se le pega a la funcion dada, es decir la aproximacion en éste paso es
brutal. Las siguientes solo van contribuyendo a que el "acercamiento” sea mas fino. Sin que
esto sustituya Ja demostracion formal de tal convergencia, mas bien pretende desarrollar la
intuicion matemdtica del concepto y lo que representa la percepcion visual al desarrollar una’
funcion en Serie de Fourier.
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EJERCICIO.- Dada la funcion real : f{x) = |x| paraxe(-r,r), realiza su expansion
periodica y obteniendo los cuatro primeros términos de su desarrollo en Seric de Fourier
verifique con apoyo de la calculadora grifica como se visualiza la aproximacion término a
término (de los cuatro calculados) del desarrollo efectuado y la funcion misma,

Elabord: Prof. Carlos Herndndez Saavedra

TESE, 1995
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CAPITULO IV

EXPERIENCIA DIDACTICA

El objetivo fundamental de la propuesta didactica que se presenta en este
trabajo es el de incorporar el uso de las calculadoras graficas en el aprendizaje
de los desarrollos en Series de Fourier en la formacidon de ingenieros, para lo
cual se propone disefiar y hacer una evaluacion formativa y sumaria aplicada a
los materiales que serdn desarrollados para la clase de Sehales y Sistemas en
el Tecnologico de Estudios Superiores de Ecatepec. Estos materiales seran
proporcionados a los alumnos y profesores de esta asignatura para que
incorporen el uéo de nuevas tecnologias ( particularmente {as calculadoras
gréficas ), en el proceso ensefianza-aprendizaje del Anélisis de Fourier. Enel
presente capitulo,sé describe una experiencia didactica que se obtuvo al llevar

a efecto un curso de Analisis de Fourier con los alumnos de la carrera de



CAPITULO 1V: EXPERIENCIA DIDACTICA I

ingenieria electrénica a nivel de licenciatura. Antes de iniciar su descripcion,
se ofrece una justificacion para la presente propuesta.

Justificacién de la Propuesta Didactica .- Uno de los mayores retos que

se presenta a los profesores que imparten el tema de Analisis de Fourier en la
asignatura de Sepales y Sistemas en el TESE a nivel de licenciatura ( 4°
semestre ) es el poder conceptualizar el desarrolio de una determinada funcién
periddica que satisface ciertas condiciones de continuidad, en términos de
funciones senoidales. El poder desarrollar la intuicion en el alumno de que
una cierta funcién dada ( con ciertas condiciones de continuidad ) puede ser
expandida o expresada en términos de senos y/o cosenos no es una labor
facil. Esta dificultad no es exclusiva de nuestro tiempo. Ya en el siglo XVII|,
cuando aparecieron por primera vez los desarrollos de ciertas funciones en
series trigonométricas, existié un problema serio de credibilidad con los
matematicos de ese siglo en |a aseveracidn de que ciertas funciones se podian
expresar como una serie de senos y cosenos, aun cuando desde 1720,
Maclaurin y Taylor ya hablan publicado sus trabajos de expresar una cierta
funcion en términos de una serie Polinomial. De aqui que uno de los
principales propdsitos del cual emana este trabajo es proveer al alumno de
experiencias que conlleven a la construccion del concepto del desarrollo o
expansion de funciones en Series de Fourier. Para ello el presenteblrabajo
pretende desarrollar material didactico que se apoya en el uso de las
calculadoras graficas para hacer evidente la dimension gréafica de las

afirmaciones de aproximacion inmersas en tales desarrollos.
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Parece ser que el ser humano es el Unico animal, bioldgicamente hablando,
que transforma su medio ambiente, todos los demas se adaptan o emigran
para sobrevivir inconscientemente en ambientes "naturales”. El ser humano

crea un ambiente “artificial” en su entorno para la comadidad de sus diferentes © ' :

aclividades. La diferencia entre estos dos ambientas es enorme, mientras que L
los ambientes “nalurales” son praclicamente eslacionarios, a excepcion de -
eventos calastroficos externas, los ambientes "artificiales” sufren una evalucion
continua, por lo cual se debe tener cuidado en pensar que las habilidades que= &
desarrollamos hoy en nuestro ambjenle “artificial’ creado exprofeso para
determinado objetivo, serdn de utilidad para mafiana en este ambiente o son
nuestras mentes las que deben adaptarse y esta adaptacion debe hacerse a
- un nivel consciente ( Sierra, 1993 ).

Parece ser, y no por mera coincidencia, que a partir de la aparician, por un
lado del Calculo Diferencial e Integral y por otro lado del Método Cientifico,
siglos XVil'y XVIIf, los avances cinelificos y tecrjolégicos han sido cada vez
mds rapidos; anteriormente los cambios en la complejidad de la vida se
desarrollaban muy lentamente y ocurrian en varias generaciones. Sin embargo
actualmente vivimos en una era cuyos cambios ambientales se dan en forma
verliginosa, debido principalmente al desarrollo tecnologico que tiene un fuerte
impacto en la economia de los pueblos. Al mismo tiempo esta tecnologia se
vuelve vertigindsamente obsoleta, por ésta razon el individuo debe adaptarse
a estos cambios en una farma continua, con una adaptacion mental a un nivel
consciente y no corporal a un nivel inconsciente. Las habilidades, que por lo

tanto, debemos requerir de nuestros educandos deben ser las de pensar,
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hacer generalizaciones, organizar informacion, y hacer conjeluras a paitir de
ésta para resolver problemas. Con estos objetivos en mente, nosotros como
educadores debemaos preparar a nuestros alumnos para que sean capaces de
enfrentar los dramaticos cambios que le presenta su entorno. Uno de los
medios que se pueden ofrecer es el estudic de la malematica apoyada con el
uso de las nuevas tecnologias del campo de la computacion ( NCTM, 1989 ),

Finalmente, incorporar las nuevas tecnologias al curriculo en la formacion
de ingenieros, no es un lujo, més bien una necesidad, que surge al contemplar
materiales que traten sobre los temas obligados de matematicas y que
posiblemente hagan ver su ensefianza-aprendizaje en forma mas significativa,
en ia construccion de su propio condcimiento; y al mismo tiempo obtengan una
preparacion acorde con los cambios que le impone el universo que los rodea.

Disefio _de_Materiales. El marco conceplual del enfoque cognitivo
contemporaneo tiens su origen mas directo en las investigaciones realizadas
en las décadas de los cincuentas, sesentas y selentas, respecto de las
estructuras y procesos cognitivos. Este enfoque esta suslentado en las teorias
de la informacién, la psicolinglistica, la simuiacién por computadora y la
inteligencia artificial, los cuales condujeron a nuevas conceptualizaciones
acerca de la representacion y naturaleza del conocimiento y de los fendmenos
como la memoria, la resolucién de problemas, el significade y la comprensién y
produccién del lengugje.

Una linea de investigacion impulsada fuertemente por esta corriente, ha sido

la referida al aprendizaje de pasajes en prosa, que a su vez ha desembocado
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en el disefio de procedimientos tendienles a mejorar la comprension de
conceptos y el entendimiento de textos académicos,

De hecho, se pueden identificar principalmente dos lineas de trabajo: la
impuesta que consiste en realizar modificaciones y manipulaciones en el
contenido o estructura def material de aprendizaje, y |a inducida que se refiere
a entrenar al educando a manejar directamente y por si misimos,
procedimientos que les permitan leer y entender con éxito ( Levin, 1971 ).

En el caso de la metodologia impuesta, las ayudas que se proporcionan al
alumno para facilitar su comprensidn, son ayudas basadas en el texto ( Mayer,
1984 ), elaboradas por el educador y programador, por lo que constituyen
estralégia‘s de tipo instruccional. Por su parte, la metodologia inducida,
comprende una serie de ayudas basadas en el educando, que constituyen
estrategias de aprendizaje que el individuo posee y emplea para aprender,
recordar y usar la informacién.

Ambos tipos de estrategias: inslruccionaleé y de aprendizaje, son
estrategias cognitivas, involucradas en el procesamiento de la informacion que
realiza un educando a partir de un texto dado; ain cuando en el primer caso
él énfasis se pone en el material, y el segundo en el aprendiz, no obstante, la
meta comin de mdltiples estudios conducidos empleando uno u otro tipo-de
estrategias, es lograr en el estudiante un aprendizaje significativo. De acuerdo
con Ausubel (1976) se logrard un aprendizaje significativo cuando el alumno
pueda obtener el significado del contenido del texto y pueda relacionarlo con

sus ideas y conocimientos previos de manera comprensible y util.
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En la investigacion de estrategias instruccionales, se han abordado
aspectos como los siguientes: disefio y empleo de objetivos, preguntas
_ insertadas, ilustraciones, mddos de respuesta, estrategias preinstruccionales,
organizadores anlicipados, redes semanticas y esquemas de estrucluracion de
textos, entre algunas otras ( Dias Barriga, 1989).

Por otra parte, la investigacion en esiralegias de aprendizaje se ha
enfocado al campo del denominado aprendizaje estratégico, a través del
disefio de modelos de intervencion cuyo proposito es dotar a los alumnos de
estrategias efeclivas para la comprensién de textos académicos; o bien
optimizar las que ya poseen. De esta manera, se ha trabajado con estrategias
como la imaginaria, la elaboracién verbal, la redaccién de resimenes
autogenerados a partir dg macrorreglas, la deteccion de conceptos clave e
ideas topico, el autointerrogalorio, y recienlemente con estrategias
metacognitivas que permiten al alumno regular por si mismo su proceso de
aprendizaje.

En el caso del presente trabajo uno de sus propésitos es el disefio de los
materiales que contendria la propuesta y esta fundamentada en estrategias de
instruccion mezclada con algunas estrategias de aprendizaje. Con este
objetivo, se realiz6 una investigacion bibliogréﬁéa sobre aquella literatura
relacionada con materiales didéaclicos que: apoyen el aprendizaje de
desarrollos en series de funciones, con el uso de calculadoras. gréficas. Aln
cuando no existe literatura referente a materiales didacticos que apoyen el
aprendizaje de desarrollos en series de Fourier de ciertas funciones, con el

uso de calculadoras grdficas, si exislen articulos de investigacion sobre



CAPITULO 1V: EXPERIENCIA DIDACTICA $3

desarrollos en series polinomiales por un lado y por otro lado el estudio de
funciones apoyados por las calculadoras gréficas, es de destacarse los
trabajos de Martinez Cruz (1992), de Wenzelburger G. (1992), de Cordero y
Solfs (1995) y de Cantoral y Rezéndiz (1995).

Tomando como fuente la bibliografia recopilada, se inici6 la elaboracidon de
los materiales. Se reproduce primeramente el desarrollo de una funcién que
satisface ciertas condiciones matemdticas, en serie de Maclaurin, para
recordar el conocimiento que el alumno ya trae de este concepto de
asignaturas estudiadas previamente en los tres primeros semesires,
posteriormente se efectia el desarrollo de una funcidon que satisface ciertas
condiciones, en serie de Fourier, en ambos casos primeramente haciendo uso
de lapiz y papel y posterigrmente visualizando este trabajo con el apoyo de la
calculadora graficadora, posteriormente el alumno tiene que efectuar el trabajo
coordinado por el profesor y por las instrucciones del malerial didactico,

Con la intencién de que los materiales se sometan a juicios de los expertos
(Flagg, 1990) y sean consideradas las opiniones y criticas pertinentes
haciendo los cambios enla propuesté, se han envfado trabajos que contienen
parte del material a diversos congresos y simposfos,‘ tanto naciohales como
internacionales. . Esto ha permitido que los materiales hayan tenido una
continua revision, haciéndose las modificaciones necesarias a los materiales.
En la Gltima seccién de este capitulo se hace la descripcion de los materiales

disefiados para el segmento del curso.
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Experiencia Didactica. Con &l objetive de evaluar el malerial elaborado y la

implementacion de la presente propuesta didactica con alumnos de ingenieria,
a nivel licenciatura, se impartid un segmento de curso con el contenido del
tema de Series de Fourier, El segmento del curso se llevd a efecto durante el
periodo de tiempo comprendido del 4 al 30 de septiembre de 1995, El grupo
seleccionado pertenecia al cuarto semesire de la carrera de ingenieria
electrénica del TESE, cursando la materia de Sefales y Sistemas donde se
destinan doce horas totales de trabajo en el saldn de clase correspondiente a
este segmento de curso en el estudio de Series de Fourier.

La implementacion del segmenta del curso, tuvo varios objetivos. El primero
de ellos fué que los alumnos visualizaran la dimension grafica de los
desarrollos en series, parlicularmente las de Fourier, apoyados por la
calculadora gréfica. Los materiales didacticas usados presentan una secuencia
de actividades matematicas para realizar en el saldén de clase, dirigida a
profesores y alumnos con la intencién de ofrecer “situaciones de enseftanza-
aprendizaje”. Estas aclividades atienden contenidos de desarrollos de
funciones en series, discutidos a través del uso de calculadoras que grafican
funciones. En cada actividad se ofrecen a su vez una serie de instrucciones y
actividades para adquirir eficiencia en el uso de la cajculadara, sin embargo es
el contenido matematico el aspecto fundamental de la secuencia. El segundo
propésito fue el detectar en los alumnos si- los: conceptos mateméticos
manejados resultaban  significativos en- su - aprendizaje, si los temas
desarrollados "con este enfoque resultaban de - interés, les parecian

importantes, resultaban mas claros, de ufilidad y los aceptaban, o si por el
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contrario resullaban mas dificilmente  entendibles y por lo tanto mostraba
indiferencia o presentaba récha;zo. debido al uso de la nueva tecnologia, que
implicaba una nueva terminologia, inclusive péra el docente.

El segmento del curso se llevd a efecto con el apoyo de los materiales
didécticos que fueron elaborados para tal fin. Los materiales incluyen acetatos,
materiales escritos con programas para la calculadora grafica. Y estos fueron
presentados en el saldn de clase auxiliados con un dispositivo (View Screen),
con el que cuenta la calculadora gréfica, un retroproyector y un Data Show.

Bosquejo del Seamento del Curso. El contenido temalico del segmento
del curso inicia con el uso de las aclividades contenidas en el material Las
Gréficas de las Funciones como una Argumentacién del Cdlculo de
Francisco Cordero/Miguel Solis (1995) de. Grupo Editorial Iberoamérica, en
los capitulos |, Il y Il pp. 3-25. Esto con la finalidad de que el alumno se
familiarice con el uso de la Calculadora Gréfica T1-81. Después se da un breve
desarrollo histérico de los Desarrollos en Series. Posteriormente se plantean
los desarroilos en series polinomiales como predmbulo a los desarrollos de
Fourier, con €l uso de la calculadora gréfica.

Proyecto de un curso de Anélisis de Fourier:

1.- Las gréficas de las funciones como una argumentacion del
Calculo
Instruccion para gfaficar f(x) con la calculadora T/-81
Explorando la gréficé de una funcion . .
Comportamiento Tendencial en las Operaciones Gréficas

(3hrs)
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2.- Desarrollos de Funciones en Series Poliﬁomiales
(3 hrs))

3.- Desarrollos de funciones en Series de Fourier
(6 hrs.)

En la dltima sesion se aplico un cuestionario a los alumnos, con lo cual se
intenta recolectar evidencias sobre la asimilacion del concepto de desarrollos
de funciones en seriés y los conceptos asociados con ellos.

En el transcurso de la primera semana del segmento del curso (las tres
primeras horas), se sefialaron los objetivos del curso, el contenido, la dindmica
de trabajo y la forma de evaluacion. También se informd a los alumnos que
este segmento del curso, asi como el reporte de las actividades por cada uno
de los alumnos participantes, y su evaluacién, seria considerado para la
evaluacion final de todo el curso de Sefales y Sistemas correspondiente a
todo el semestre. Se procedié a dar inicio a la sécuencia didactica para
desarrollar el tema de Las Gréficas de las Funciones como una Argumentacion
del Célculo. En esta pa;te del curso se implementaron las secuencias
didacticas contenidas por escrito en el material sefialado anteriormente y
'siempre apoyadas con el uso de las calculadoras graficas TI-85 ( aah cuando
el material didactico primeramente sefalado esta dirigido para la calculadora
gréfica TI-81, en toda la experiencia didactica se trabajo con la calculadora
grafica TI-85), las cuales les fueron facilitadas a lbs alumnos en calidad de
préstamo, en lo que durara el segmento del curso de Andlisis de Fourier

durante el mes de septiembre de 1995.
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En fa segunda semana del curso se implementaron los materiales que para
tal fin fueron hechos por un servidor en un total de tres horas, flevando a
efeé.lo la actividad 1 de estos materiales correspondientes al tema: Desarrolio
de funciones en Series Polinomiales. En los cuales se da un ejemplo de ia
expansion de una cierla funcion en serie de Maclaurin, apoyados por el uso de
la Calculadora Grafica Ti-85. Finalmente se dejoé un ejercicio para que lo
desarrollaran los alumnos en clase,

En las dos siguientes semanas se impiement6 el malerial correspondiente a
la segunda aclividad de los desarroliados por un servidor para tal fin. El cual
se llevd a efecto en un tolal de seis horas cubriendo el tema de: Desarrolios
de funciones en Series de Fourier.

En todo el segmento del curso la metodologla de ensefanza que se empled
fue la de conjugar una parte expositiva de parte del profesor en los conceptos
tedricos con ejemplos expuestos con el apoyo de la Claculadora Gréfica T1-85
y el Data Show empleado a través del retroproyector. No obstante la mayor

parte del curso fué a través de la actividad del alumno resolviendo problemas

- dejados para ese fin y planteando siempre, por parte del profesor, preguntas

que motivaran la discusion y la reflexion sobre las ideas expuestas,
normalmente contenidas en los propios materiales. En la Gllima sesion se
implementé un cuestionario aplicado a los alumnas. Asi como en una sesion
aparte se les hizo el examen correspondiente al primer examen departamental
aplicado a todos los alumnos del TESE del cuarlo semestre de la carrera de

ingenieria electronica en la materia de Sefiales y Sistemas.
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B

Disefio de Materiales para el Seamento del Curso. Fl disefio de los

maleriales didacticos fué realizado por un servidor en el transcurso de una de
las Gltimas materias que cursé en fa Maestria de Educacién Matematica en la
UACPyP, la cual llevo el nombre de Desarrolto de Materiales Didacticos, cuyo
trabajo fué coordinado y supervisado por ef Dr. Armaﬁdo M. Martinez Cruz,
responsable de ésta asighatura optativa. La realizacion del disefio de los
materiales se llevd a efecto inicialmente bajo la critica de los alumnos
miembros del grupo de trabajo de esta asignatura, los cuales contribuyeron
con sus aportéciones a la redaccion y presentacion final de los materiales
disefiados. AUn cuando las aportaciones mas importantes para el disefio de
estos m_a!eriales fué otorgada en forma determinants por el Dr. Martinez Cruz
del cual doy en este trabajo mi m&s amplio y sincero agradecimiento.

Los materiales disefiados se presentaron en el CAPITULO 11l del presente
frabajo de tesis, En &1 se identifica en la primera pégina_‘la maleria optativa en
fa cual fueron desarrollados los materiales, asi como el contenido de los
mismos.

Como ya he mencionado los materiales presentan una secuencia de
actividades'mateméﬁcas escolares, dirigidas a los profesores y alumnos del
cuarto semestre de ingenieria electrénica del TESE, con la intencién de
brindar “situaciones de ensefianza-aprendizaje”. Estas actividadeks aliendén.
contenidos del desarrollo de funciones en series, discutidos a través del uso
de calculadoras que grafican funciones, También es importante sefalar que en
cada actividad se ofrece un programa para ganar eficiencia en el uso de la

calculadora grafica, no obstante es el contenido matematico el aspecto
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fundamental de la secuencia. Se lrabaja fundamentalmente con la
supercalculadora Texas Instruments modelo T1-85, aunque buena parte de lo
que se presenta, el aluinno lo puede realizar con los modelos T1-81 o T1-82, o
varios de los modelos similares en la marca CASIO. También se supone que
quien haga uso de las supercalculadoras liene ya un conocimiento bésico de
su funcionamiento. Sin embargo, en el transcurso de la presentacion de fos
ejemplos que se incluyen en el material, se describen, aunque solo sea
ligeramente, la forma de teclear en la supercaleuladora los comandos

adecuados.

En el mismo malerial didactico se incluye una breve Guia para el maestro.



CVA
EXV

CAPiTaLo v

LMQH@M\J DE L4
°R
DHD@JQ |

ENCIA
L



CAPITULO V: EVALUACION DIE LA EXPERIENCIA DIDACTICA 90

CAPITULO V

EVALUACION DE LA EXPERIENCIA DIDACTICA

El propésito fundamentall al hacer una investigacion, es el de ofrecer
conocimiento fiable sobre los aspeclos mas importantes relacionados con el
estudio. Hacer conjeturas a partir de la obtencion de evidenciasr‘ylo através de
argumentos légicos son las actitudes cotidianas que tiene que adoptar el
investigador. Esta dificil tarea e interminable algunas veces requiere de
métodos adecuados que se encuentran-en el terreno de las ciencias nalurales
y de la industria entre otras, el llamado método cuantitativo, 1a informacion que
se obliene generalmente es de tipo numérico y algunas de las variables
pueden ser controladas, con o que se ofrece una validacion altamente

sofisticada, soportada por las herramientas de la estadistica, Las ciencias
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sociales como la Antropologia y la Sociologia emplean otro método para
validar las conjeturas de su investigacion, el llamado melodo cualitativo, que
tiene como caracteristica principal el analisis cualitalivo de los dalos, que
generalmente son palabras en lugar de nimeros. Adn cuando en la actualidad
son cada vez mas los invesligadores que se movian en un ambito
tradicionalmente cuantitativo, como lo es la Sicologia, y se han cambiado a
uno mas cualitativo, en las investigaciones de la Educacion Matematica, son
vélidas ambas, ya que al no tener una metodologia propia, se han adoptado:
las cuantitativas de las ciencias naturales asi como las cualitativas de las
ciencjas sociales.

En el presente trabajo de investigacion en Educacion Matematica, se realiza
una evaluacion de la implementacion de los materiales didacticos, en un
ambito con metodologia cuantitativa, basada en un disefio experimental
expuesto en el capitulo tres “Tres Diseflos Preexperimentales’, del libro de
Campbell (1978), el cual se describe en forma breve en la primera parte del
presente capitulo; para dejar en la segunda parie la presentacién del énélisisj
de los resultados.

Modelo de Analisis de los Resultados. Para investigar los efectos del uso

de la calculadora grafica en el aprendizaje de los conceptos relacionados al
desarrollo de funciones en series, se realizé un experimento con los alumnos
del cuarto semestre de la carrera de ingenieria elecironica del TESE. La
intencion de dicho estudio es probar los efectos del uso de los materiales
didacticos elaborados exprofeso, i. e. para la ensefanza-aprendizaje " del

analisis de Fourier.
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Se utilizé un disefio experimental de los tres expLJestos en ¢l capitulo tres
del libro DISENOS EXPERIMENTALES Y CUASIEXPERIMENTALES EN LA
INVESTIGACION SOCIAL de Campbell y Stanley (1978). En éste, se refiere a
que las investigaciohes que se hacen, a partir de entonces, sobre educacion
se ajustan a un disefio en el cual se estudia un solo grupo cada vez, después
de haberlo sometido a la accion de algln tratamiento que presumiblemente
haya sido capaz de producirle un cambio, el cual se puede expresar
esquematicamente como sigue;

X0

El proceso de comparacion o registro de diferencias o de contrastacién es
fundamental en la investigacion cientifica.

Experimentos Pretest-Postest de Un solo Grupo

Actualmente este tipo de diserio s'igue teniendo una gran aceptacién en
investigacion educativa, este diseiio pretest-postest se simboliza en la forma
siguiente:

0, X0,

En este disefio se espera que la difereﬁcia 0, - O; establezca la hipotesis
"de que X causd la diferencia, Sin embargo pﬁeden aparecer algunas
hipdtesis como la llamada HISTORIA, las cuales son rivales a la considerada
iniciélmente. Esto sugiere que entre 0; y ‘O - pudieron haber ocurrido otros
acontecimientos capaces de provocar otros cambios ademés de Ibs r__éalizados
por X como lo sugiere el experimeﬁtador. Para evitar la variable HISTORIA
se sugiere un aislamiento experimental, que en investigacion edUcétiva es

sumamente dificil de obtener. Una segunda variable rival es la MADURACION.
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Esto significa que puede existir alguna probabilidad éue entre Oy O, , hayan
aumentado de edad los alumnos, hayan presentado fatiga o aburrimiento cuya
diferencia obtenida feﬂeje tal cambio yno al de X.
Grupo de Contro!
Un tercer disefio experimental es aquel que se compara con un grupo
estético, en el cual el grupo que ha experimentado X, se compara con otro,
ltamado grupo control, que no lo ha hecho, con 'Ia finalidad de establecer et
efecto provocado par X. Este disefio experimental se simboliza como sigue:

X 0O

e —

0.

El ejemplo tipico de este disefio de investigacion es el de la comparacién de
alumnos que Hlevaron un segmento de instruccién con aquellos que no lo
hicieron. También en este disefio pueden aparecer hipotesis rivales como la
SELECCION, la MORTALIDAD experimental etc.

En el presente estudio se empleo el tercer disefio experimental llamado del
Grupo Control. - En el experimento se utilizaron dos grupos de alumhos, uno de
los cuales (Grupo 1401) se le ayuda a discutir los conceptos de desarrollos de
funciones en series a través de la implementacion de los Materiales
Didéctir;os y del apoyo de la Calculadora Grafica, y fué idehtiﬁcado como
Grupo Experimental {GE). Al segundo grupo de alumnos. {(Grupo 2401), no se
le éometié a tal implementacidn de-los Materiales Didaclicos, ni al uso dela
Calculadora Gréfica,  y se identificd como el Grupo Control (GC), a éste se le ,

impartié el curso lradicional que se ha venido dando en el TESE. El
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experimento tuvo una duracion de un mes o doce h<;r35 de clase-salon, El GE
fué de 30 integrantes y el GC fué de 24 alumnos.

Andlisis de los Resultados. Uﬁo de los problemas mas comunes en
estadistica cuando se trabaja con una variable continua la cual se distribuye
normalmente, es la comparacion de promedios de dos poblaciones. Esla
comparacién se puede dar en dos situaciones tipicas. La primera ocurre
cuando se obtienen dos muestras (unade cada poblaéién), de tal manera que
los elementos de una no tienen relacion alguna con los elementos de la olra,
es el caso de aplicarla al tercer disefio experimental, de la clasificacion de
Campbell. La segunda siluacion se presenta cuando cada elemento de una
muestra estd relacionado en alguna forma con cada elemento de la olra, es el
caso de poder aplicarla al segundo disefio experimental, de la misma
clasificacién de Campbell, analizados en la seccién anlerior del presente
capltulo.

En el presente trabajo de tesis, nos interesa estudiar la primera situacion,
para poder aplicarla al tercer disefio experimentél de Campbell, es decir al
caso de comparar dos muestras independiéntes (de! GE y la del GC)

Comparacién con muestras independientes

En este apartado. trataremos acerca de la comparacién de medias dedos
muestras ihdependientes a fin de determinar si la diferencia observada se
debe sdlo al azar, o si cabria sospechar que alglin factor real fuefa el causante

y por ello, considerar que la diferencia es significativa en términos estadisticos.
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Empezaremos viendo el soporte ledrico, tomado del volumen 2 de
Introduccion a los Métodos Esladisticos de Alatorre Frenk, S./Mancera
Martinez, E.JOrozco Becerra, R. de J., 1993, UPN. pp. 255-265.

Tenemos una variable continua que se distribuye normalmente, la
calificacién. Las dos poblaciones en estudio son: la constituida con las
calificaciones que obtendrian los alumnos del Grupo Experimental (GE),
después de estudiar con la propuesta didactica (método A), y la constituida por
las calificaciones que obtendrian los alumnos del Grupo Control (GC), después
de:estudiar el segmento del curso en forma tradicional, i. e. sin la ayuda de la
propuesta didactica (método B). La hipolesis de investigacion es que el

promedio (,) de la primera es mayor que el de la segunda (u1,). Entonces

tenemos:
Hiov: 11, > 11,
Y por lo tanto las hipdtesis estadisticas géneradas son las siguientes: la
hipétesis nula, que conlradice a la hipdtesis de investigacion Hi, es:
Hot pty S o,
y lahipdtesis alternativa es:
Hyopy > p,
aprovechamos la informacion obtenida de las dos muestras (GE y GC) para
hacer una comparacién de los promedios poblacionales mediante una
inferencia a partir de los promedios muestrales ¥,,¥,. Para hacer esta
inferencia veremos si la informacion contenida en la muestra aporta evidencia

en contra de la hipbtesis nula.
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Por ofra parle sabemos, que los promedios muestrales estan sujetos a una
variacion muestral. Por ello, atn cuando los promedios poblacionales sean
iguales, en cuyo caso la hipdtesis nula es cierta, no es de esperarse que los
promedios muestrales también sean iguales. Necesitamos, pues, un
estadistico de prueba que nos indique si la diferencia entre los promedios
muestrales puede ser considerada lo suficieniemente "grande” como para
rechazar |a hip6tesis nula.

Recordemos ahora que cuando se tiene la hipOtesis nula Hp @ p=p,, se
utiliz6 el hecho de que cuando la variable continua se distribuye normalmente,

la distribucion muestral de ¥, es normal. Entonces el suponer que H, es cieria,

se abtiene que la distribucion de X=He o5 1a“t de Student" (Student es el

¥
Van
seuddnimo de W. S. Gosset, un quimico de Guinness' Brewery, en Dublin),

con n-1 grados de libertad, por lo que usamos 1, = X~ como estadistico de

5
Vn

prueba.

De manera andloga, se pude llegar a un estadistico de prueba para las
hiptesis nulas:

Hyp, =0 Hepy Sy Hp 21,
las cuales son respectivamente equivalentes a:
Hypy~ iy =0, Hypy ~py S0, Hypy =, 20

Para ello se utiliza la distribucion muestral de las diferencias de las medias

muestrales, cuando la variable bajo estudio se distribuye normalmente y

cuando las desviaciones estandar de las dos poblaciones bajo estudio son
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iguales. Esta ultima condicidn es importante para poder utilizar el estadistico
de prueba que veremos a continuacion. Podemos ver que en el caso de
nuestro ejemplo de investigaéién, las desviaciones estandar muestrales no
difieren demasiado, por lo que podemos suponer que son estimadores de

desviaciones estandar poblacionales (o, yo,) que son ‘iguales (debemos

recordar que la desviacidn estdndar muestral, como la media, varian de
muestra a muestra, por lo que si o, =0, podemos esperar que sy Y s; difieran
levemente).

Entonces si las desviaciones estandar poblacionales son iguales, tenemos
que las desviaciones estandar muestrales son estimadores de una misma
desviacion estandar. Podremos entonces obtener, a partir de s,y s, una sola
estimacion de esta desviacion esténd_ar a la que se denomina estimacién
mancomunada de la desviacion estandar; la cual se simboliza por 5 y se

calcula mediante la siguiente formula:

- [ (1, = 1) +(n, - 1)s3
m+n, -2

en la cual el nimero de grados de libertad es la cantidad de
observaciones menos dos (que se emplearon para delerminar las variancias)
es decir;
(ni-1)*(nr1) = nytny-2
Ahora bien si la hipotesis nula es cierta, la significacidn de la diferencia se
mide por la razon de la diferencia a su desviacion estandar y se sefiala con la

letra t , la cual se distribuye como “t de Student’ con ny + n, - 2 grados de
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libertad. Esta variable sera nuestro estadistico de prueba y lo denotaremos
por:

X, - X,
t, =it
N
5 f—+—
noom

A continuacion procederemos a realizar la prueba de hipdtesis

correspondiente a nuestro caso de investigacion:

1) Plantemiento de la hipdtesis

La hipdtesis de investigacidn es que el promedio de calificaciones que
obtendrfan los alumnos del Grupo Experimental (GE), después de estudiar el
segmento del curso con la propuesta didécticé, es mayor que el promedio de
calificaciones que oblendrfan los alumnos del Grupo Cantrol (GC), después de
estudiar el segmehto del curso en forma tradicional, i. e. sin la ayuda de la
propuesta didactica. Entonces:

- H >,
Y las hipdtesis estadisticas son:

Hypy=p,50 0
Hypy =4, >0

2) Estadistico de prueba y condiciones para su uso

El estadistico de prueba que usaremos es:
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[ = X - %
o LA
noom
donde
5o [(n, =1)s? +(n, = 1)s?
ot -2

La distribucion de este estadistico, bajo el supuesto de que H; es cierta, es
la distribucion “t de Student” con n, + n; - 2 grados de libertad.

Las condiciones para el uso de (. como estadislico de prueba son que la
variable bgjo estudio se distribuya normalmente y que las poblaciones cuyos
promedios se estdn comparando tengan la misma desviacion estandar. En este
caso tenemos que las calificaciones se distribuyen normalmente y, como vimos
anteriormente, podemas suponer que o, =0, . Por lo tanto, podemos decir
que ambas condiciones se cumplen.

3) Regla de decision

Como en este caso se desea probar H,:p, -p, >0 , con un nivel de
significancia del 1% por lo que « =001, se ubicaré sdlo en la cola derecha de
la distribucion “t de Student”. El valor encontrado en la tabla de la distribucion

“t de Student” con 30 + 24 - 2 = 52 grados de libertad es 1, = 239 (Dado

que |a labla respectiva, no da valores para g.1.=52, tomamos el valor para
g.1.=60, que es el inmediato superior; esto es lo recomendable en los casos en
los que la tabla no proporciona los valores para los grados de libertad
deseados.) . A partir de este valor se definen las regiones de rechazo y no
rechazo de H, como sigue:

No se rechaza Hy sl 1, € (~,2.39)
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Si se rechaza Ho si 7, €239, )

4) Célculos
Del experimento se tienen los siguientes datos, para los grupos

Ekperimental y de Control respectivamente:

Grupo Experimental (GE) Grupo Control (GC)
X =173 X, =57
-5 =138 5, =19
n =30 nm=24

con estos dalos se obtienen los siguientes célculos:

e ‘,(30- 1)(18)* + (24 - 1)(19)*

30+24-2 = 1845
entonces.
1, = ———-7—'11:’-'7-—7 ~ 3166
(845) o+ =
5) Decisidn esladistica

Como 1, =3.166€[239,e0 }, se rechaza Hq

] 6) Interpretacién de los resulfados

Como se rechazd Hy con un nivel de significancia del 1%, hay evidencia
suficiente para considerar, con 99% de confianza, que las caliﬁéaciones
obtenidas por los alumnos del GE, después de estudiar con la propuesta
didactica el analisis de Fourier, son mayores que las oblenidas por los
alumnos del GC, después de estudiar el curso de analisis de Fourier en forma
tradicional, se puede decir que ¥ =73 es significativamente mayor que

¥, =57.
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CAPITULO VI

CONCLUSIONES

En este capltulo se presentan las conclusiones asi como una serie de
recomendaclones destinadas a la incorporacién y el uso de nhuevas tecnologias
en la ensefianza, como auxiliares didacticos. También se hacen algunas
recomendaciones pedagogicas tendientes é abrir- nuevas lineas de
investigacion en educécién matematica. Sobre todo en experiencias didécticas
apoyadas por materiales elaborados por el investigador, en donde se haga‘ uso
de las calculadoras graficas implementadas a través de secuenciaé
programaélas que incidan en la enseﬁanza-aprendizaje de tdpicos
matematicos, pretendiendo hacerlos accesibles al alumno, por este medio; Sih
dejar de tener claro que el objetivo fundamental es la construccion del

conocimiento matematico, en los alumnos.
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Discusién y Recomendaciones. Como se pudo observar, en el capitulo

anterior, la prueba de hipétesis aplicada para evaluar la experiencia didactica
llevada a efecto, aportd suficiente evidencia de que el uso de la calculadora
grafica en ia formacion de ingenieros, a través de la propuesta didactica
elaborada con este fin, ayuda no solo a aprender los desarrollos de funciones
en series, sino que el manejo apropiado de la dimensién grafica de los mismos
retroalimenta y algunas veces corrige el manejo algebraico que tiene que
dominar el alumno de cuarto semestre della carrera de ingenieria électrénica
del TESE.

Desde el punto de vista cuantitativo, y con la prueba de hipdtesis aplicada al
estudio en cuestion, se observa que la propuesta didactica funcioné muy bien,
de acuerdo a los datos reportados ‘en la experiencia didactica, sobre las
calificaciones obtenidas del mismo examen aplicado a los dos grupos (GE y
GC). Y alin mas, siguiendo esta misma linea cuantitativa de evaluacion, si
ahora ﬁos fijlamos en los promedios de calificaciones de cada uno de los dos
grupos y suponiendo que el examen que fué éplicado a estos (un examen
departamental, elaborado y aprobado por el grupo de profesores que imparten
esta asignatura en el TESE, ver el APENDICE), cubre el 100% de los
contenidos programaticos del segmento del curso (Series de Fourier),
pertenecientes al curriculo propuesto por la institucién. Entonces: podemos
observar que el haber incorporado el uso de las calculadoras graficas, a través
de la propuesta didactica elaborada y aplicada con este fin, aport6 un “valor
agregado”, en fa construccion del conacimiento matematico en los alumnos.

Enla siguiente tabla:
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GF GC  DIF

En la cual se representan los prom'edios de calificaciones, asi como la
diferencia de éstos y el valor agregado que aporta la implementacion de la
propuesta didactica, en los grupos GE y GC. En ella se observa también que el
GE aporta un 28% de “valor agregado” en fa construccion del conocimiento
sobre series de Fourier, en alumnos de ingenieria del TESE que Hlevaron el
curso apoyados con la secuencia didactica, con respecto al conodimiento
aobtenido por los alumnos en un curso tradicionat como fué el GC. Por este solo
hecho deberia apoyarse este tipo de propuestas.

No obstante, y desde el punto de vista cualitativo, el estudio muestra que el
desarrollo de la intuicion a niveles mas altos, implica la puesta en practica de
resolucion de problemas que enriquezcan la imagen conceptual del individuo, a
fin de que permita la incorporacion del pensamiento analitico cuando se esta
en el proceso perceptivo en relacién con la dimensién grafica de un problema.
Los resultados de este trabajo muestran la importancia de disefios de
secuencias didacticas y software que simulen procesos matematicos y que
puedan compaginarse con clertas aclividades practicas que lleven del régistro
analitico al grafico y viceversa. La visualizacién de conceptos debe trabajarse
paralelamente con procesos analiticos, para evitar que se generen respuestas

erroneas, posiblemente dominadas por el nivel intuitivo primario en el que se
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Las calculadoras gréficas tienen capacidades que permiten resolver problemas
de desarrollos en series de ciertas funciones, asi como muchos de los
conceptos de calculo asociados con éllos, como son la convergencia, la
continuidad, etc. ; utilizando estrategias poderosas, y por otro lado apoyado por
esta misma tecnologla, se pueden obtener elementos de avance importantes,
como son el algoritmo, iteracion y matematica constructiva. Utilizando el
enfoque grafico aqui descrito, no existe limitacién alguna para resolver
problemas sobre funciones. Es importante dar a los alumnos puntos miltiples
de entrada al pensamiento matematico avanzado, al explorar, descubrir,
conjeturar, buscar contragjemplos, hacer deducciones.‘justificar, poner a
prueba argumentos, etc., para que con ello puedan acceder al desarrollo de
conceplos matematicos importantes. La falta de pericia en habilidades
computacionales y del manejo simbdlico, no debe constituir un bloqueo
definitivo para los alumnos dentro del estudio de la matematica. Y la
calculadora gréfica puede ser un medio para evitar tales bloqueos, ademas de
‘permitir al alumno el uso de las diferentes representaciones alternas de
algunos aspectos matematicos, fe ofrecen un excelenle punto de partida para
estudiarlos. ‘

Finalmente y aunque existen fuertes evidencias cualitativas y cuantitativas, de
que los alumnos del GE realizaron acciones que les permiiieron adquirir
conacimiento significativo. como resultado de sus esfuerzos constructivistas.
También pudieron visualizar os conceptos tratados, incidiendo en un nivel de
percepcién en forma mas significativa, permitiendo relacionar fos conceptos en
ei momento necesario de la ’evaluacién, alcanzando niveles de absiraccién y

de generalizacion que los alumnos del GC no obtuvieron. Existe todavia mucho
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por hacer e investigar, sobre cada una de las lineas anteriormente sefialadas y
que nosotros como educadores matematicos nos podemos avocar en un

futuro.



APENDICE



APENDICE 106

FORMA DE EVALUACION

Nombre:

Instrucciones

A continuacion se presentan algunas preguntas, cuyas respuestas sin duda ayudarin a mejorar
la actividad DESARROLLOS DE FUNCIONES EN SERIE DE FOURIER APOYADOS POR
LA CALCULADORA GRAFICA. Por favor respondelas todas. Es conveniente aclararte que no
hay respuestas buenas o malas. Entodo caso las tnicas respuestas correctas son las que reflejan
tu sentir real. Empléa cl reverso de la hoja si necesitas mas espacio. Tus respuestas tienen un
caricter confidencial y no afectaran tu calificacion del curso. Gracias por tu colaboracion.

1. § Te gusta el Anlisis de Fourier? ¢ Por qué?

2.- ¢ Esla actividad larga ?
R:

3.- ¢ Eslaactividad clara ?
R:

4.- ; Disfrutaste al realizar la actividad ?
R:

5.~ ¢, Qué parte de la actividad te agrado mas ?
R:

6.- ¢, Qué parte crees que es la menos interesante ?

7.- , Son los ejemplos claros y ficiles de seguir ?

8.- ¢ Es el nlimero de ¢jemnplos suficiente para ilustrar los procedimientos ?
R .

9.- 4 Es el orden de la presentacion de la catividad correcto ?
R:

10.- § Hacen falta mas grificas ?
R:
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11.- ¢ Aprendiste algo de la actividad ?
R:

12.~ ;, Preferivias aprender Andlisis de Fourier por el método presentado en la actividad en lugar
del método usual? ; Por qué ?
R:
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FORMA DE CONDUCTA INICIAL

Nombre:
Grado escolar: Sexo: Edad:

Instrucciones

A continuacion se presentan algunas preguntas, cuya respuesta probablemente nos ayudardn
a mejorar la ensefianza de las matemdticas. No obtendris una calificacién por este
cuestionario, asi que tu calificacion en este curso no se afectard. Respéndelas todas
haciendo tu mejor esfuerzo en cada una de ellas, Gracias por tu cooperacion.

‘l.- Calcula las derivadas hasta de So. orden de la funcién {{(x) =sen x

2.- ;, Para qué sirven los desarrollos de funciones en Series de Taylor o de Maclaurin ?

3.- { Cudl es la Serie de Maclaurin ?

4.- 5 Usas calculadora gréfica en tu clase ?

5.- ¢, Has usado antes una caleuladora grifica ?
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DEPANTAMENTO D8 CINNCIAY MAYICAS

PRIMER EXAMEN DEPARTAMENTAL DX SENALES Y SIBTEMAS

NONBRE :
; : GRUPO:
FECHA: ~ CALINICACTON: ~
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2,- Encentrar la serie exponencial de feurier de Ja funcién
periddica-que sa muestra.en. la figura (2). ¢Cémo varian
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Figura (2)

.3,- Se forma una funcidén periddica al elemininar
alternativamente un ciclo de la forma de onda senoidal,
como se nuestra en la figura (3), Encontrar la sexie
Trigonométrica por- determlnacxon directa de los
coeficientes.,
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Figura (3)

FIRMA DEL ALUMNO
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