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Notación 

En el presente trabajo K denotará un campo, K = R ó K = C. 
X denotará un espacio vectorial normado sobre K. 
Para un espacio vectorial normado X, con norma II II, denotaremos 
con Bx a la bola cerrada unitaria de X 

Bx = {x E X :II X 	1} 

y con Sx  a la esfera cerrada unitaria de X, 

Sx 	{x E X :II x II= 1) 

X' denotará al dual continuo de X y cada uno de sus elementos se 
escribirá como x'. 
Si E c X entonces < E > denotará al subespacio generado por los 
elementos de E. Análogamente, coE denota el casco convexo de E. 

Los espacios de Banach 

e0, 1p (1 < p < 00), C(9) y  Lp(P) (1  5. p < 00) 

siguen las notaciones usuales encontradas en cualquier libro básico de 
análisis funcional. 



Contenido 

Introducción 	 3 

1 Compacidad en espacios de Banach 	 7 
1.1 	Espacios vectoriales de dimensión finita. 
1.2 El lema de F. Riesz 	10 
1.3 Compacidad. 	  12 
1.4 Operadores compactos entre espacios de Ramal. 	 18 
1.5 Reflexiones sobre el lema de Riese. 	 23  

2 Las topologías débil y débil*. 	 27 
2.1 	Espacios vectoriales topológicos 	  27 
2.2 	La topología débil de un espacio vectorial. 	  30 
2.3 La topología débil* de un espacio dual 	  39 

2.3.1 Operadores Compactos. Teorema de Schauder. 	 43 

3 El teorema de Eberlein-Smulian. 	 47 
3.1 	Compacidad y compacidad por sucesiones en (X, w) 	 47 
3.2 	Compacidad y compacidad por sucesiones en (X', w'). 	53 

4 El teorema de Orlicz-Pettis 	 57 
4.1 La integral de Bochner. 	  57 
4.2 El teorema de Orlicz-Pettis 	   65 
4.3 Otra aplicación de la integral de Bochner. 	  69 

5 Sucesiones básicas. 	 73 

6 El teorema de Dvoretsky-Rogers 	 93 

	

6.1 Operadores absolutamente p-sumables    95 
6.2 Prueba del teorema de Dvoretsky-Rogers. 	  104 

1 



2 	 CONTENIDO 

Bibliografía 	 105 



Introducción 

En el análisis matemático una parte importante de los espacios estudiados 
resultan ser espacios de l3anach. En las aplicaciones se trata a menudo de 
extraer subsucesiones convergentes de sucesiones dadas y nuestro trabajo 
trata de dar condiciones para que esto sea posible. 

Para la lectura de este trabajo basta un curso básico de análisis funcional. 
Es decir, conocer los teoremas de Hahn-Banach, el teorema de la función 
abierta, el teorema de Banach-Steinhauss y el teorema de la gráfica cerrada. 

El trabajo aquí presentado, está dividido en seis capítulos: 
En el primer capítulo trabajamos con compacidad en espacios vectoriales 

nor►nados. 
E►►►pezamos por considerar la estructura isomorfa de los espacios vec-

toriales normados con la misma dimensión finita (Teorema 1.1.1). Poste-
riormente, a partir del lema básico de F. Riesz (lema 1.2.1), concluiremos 
que para que cada sucesión acotada en un espacio vectorial normado X tenga 
una subsucesión convergente es necesario y suficiente que X sea de dimensión 
finita (Teorema 1.3.1). 

Finalmente se dá ►uní breve introducción a los operadores compactos y 
una mejora del lema de Riesz. 

Como se aprecia en el estudio de la compacidad en espacios vectoriales 
normados, la topología inducida por la norma contiene demasiados abier-
tos para permitir la aplicación de principios de extracción de substicesiones. 
Este hecho nos conduce a considerar topologías más débiles en el espacio 
vectorial normado de tal manera que estas están más relacionadas con la 
estructura lineal del espacio y con la busqueda de principios de extracción 
de subsucesiones. Así, en el capítulo 2 se introducen las topologías débil y 
débil*. 

En espacios vectoriales normados de dimensión finita se puede probar que 
las tres topologías son equivalentes, por lo que en adelante sólo se manejan 
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CONTENIDO 

espacios vectoriales normados de dimensión infinita. 
La topología débil se puede definir en todo espacio vectorial Manado, el 

espacio vectorial con esta topología resulta ser un espacio vectorial topológico 
localmente convexo y Hausdorff (Teorema 2.1.1 y sección 2.2). 

Probarnos enseguida que el espacio vectorial con la topología débil no es 
metrizable (Teorema 2.2.3), por lo que la topología débil esta estrictamente 
contenida en la topología inducida por la norma. El resultado más relevante 
de esta sección es el siguiente: si 	C X es un conjunto convexo entonces 
E = K (Teorema 2.2.2) 

La topología débil* sólo se define en espacios duales, aunque esto último 
es compensado por el hecho de que la bola cerrada unitaria en X' es w*-
compact a. (Teorema de Banach-Alaoglu 2.3.2). Otro resultado bastante 
importante es que X es w'-denso en X". (Teorema de Coldstine 2.3.1). 

En una última sección se dan mas caracterizaciones de los operadores 
compactos en terminos de la topología débil*. 

Es un hecho conocido que en espacios métricos los conceptos de compaci-
dad y compacidad por sucesiones son equivalentes. En el capítulo 3 se aborda 
el problema de la equivalencia de dichos conceptos en la topologías débil y 
débil*. 

Aunque el espacio vectorial con la topología débil no es ►metrizable, el 
teorema de EberleinSmulian afirma que dichos conceptos son equivalentes 
(Teorema 3.1.1). 

Respecto a la topología débil* tenemos lo siguiente: si /C C X' es w'-
compacto por sucesiones entonces /Cw' es w'-compacto (Teorema 3.2.1), Con 
un ejemplo se muestra que el inverso no es verdadero en general. 

En el caso en que X es separable tenemos que si /C C X' es w*-compact o 
entonces K es metrizable respecto a la topología débil* (Teorema 3.2.3). 

En el capítulo 4 se define la "integral de !beber" de una función con 
rango contenido en un espacio de Banach. Dicha teoría se desarrolla de mane-
ra análoga a la integral de Lebesgue. Se introduce el concepto de función 
wniedible y se prueba un importante teorema de Pettis que caracteriza este 
tipo de funciones (Teorema 4.1.1). Otro teorema fundamental es la carac-
terización de Bochner de las funciones Bochner-integrables (Teorema 4.1.2), 
la cual reduce en gran medida el trabajo ya que se consideran integrales de 
Lebesgue. 

Con esta herramienta a la mano se prueban dos resultados: 
El teorema de Orliez-Pettis: Si Ex„ es una serie formal tal que 

todas sus subseries son w-convergentes entonces todas sus subseries son con- 
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vergentes (en norma). (Teorema 4.2.1) 
2.- Un teorema de Krein-gmulian: Si iC C X es w-compacto entonces 

iT/C es w-compacto (Teorema 4.3.1). 
En el capítulo 5 se introducen las nociones de base de Schauder y de 

sucesión básica. Se da enseguida una caracterización de las sucesiones básicas, 
como una aplicación de lo anterior se muestra una base de Schauder para el 
espacio 4[0, 1) 1 < p < oo. 

Se prueba además que todo espacio de Banach de dimensión infinita con-
tiene al menos una sucesión básica (Corolario 5.0.1). 

Con la teoría de este capítulo se da otra prueba del teorema de Orlicz-
Pettis. 

Es un hecho conocido que para que una serie de escalares sea absoluta-
mente convergente es necesario y suficiente que la serie sea incondicional-
mente convergente. En el capítulo 6 se trata de ver bajo que condiciones 
el resultado se da en espacios vectoriales normados. La respuesta la da el 
teorema de Dvoretsky-Rogers: toda serie incondicionalmente convergente en 
X es absolutamente convergente si sólo si X es finito dimensional (Teorema 
6.0.10). 

Para probar lo anterior, se desarrolla la teoría de operadores absoluta-
mente p-sumables que es además, de interés independiente. 
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CAPITULO 1 

Compacidad en espacios de 
Banach 

En este capítulo trataremos el concepto de compacidad en espacios vecto-
riales normados. E►npezaremos por considerar la estructura isomórfica de 
los espacios vectoriales normados de dimensión finita. Es decir, probaremos 
que todos los espacios vectoriales normados sobre el mismo campo y con 
la misma dimensión finita son isomorfos. En seguida, probaremos un lema 
básico de F. Riesz y concluiremos a partir de él que a fin de que cada sucesión 
acotada en el espacio vectorial normado X tenga una subsucesión convergente 
(Propiedad de Bolzano-Weierstrass) es necesario y suficiente que X sea de 
dimensión finita. 

1.1 Espacios vectoriales de dimensión finita. 

Teorema 1.1.1 Si X y Y son espacios vectoriales normados sobre 
el mismo campo con la misma dimensión finita, entonces son 
isomorfos. 

Prueba. 
Supongamos que dita X = n, basta probar que X es isomorfo a 11,donde 

11 = {(ab 	an) la;  E K} con la siguiente norma: 

11(a s , 	, an)11 = (E la 12  
n 

	) ► /Z 
1=1 
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Sea {4, , xn} una base de [lame! normalizada para X. 
Definimos el operador / : ll -4 X como sigue: 

1(ai ,...,a„) = Eai xi  

Claramente dicho operador es lineal y de la unicidad de la representación 
de cada elemento x E X en terminos de la base, se sigue que el operador 
es inyectivo. Dado que el conjunto {xi 	, :N} es una base de llame! se 
concluye que es suprayectivo. 

Asi, / es un isomorfismo lineal de 11 sobre X. Además para cada 
(a1 , 	,a„) E 	se cumple 

	

111(al, 	
II aixd 

< 	E lail 1141 jr.) 

Por tanto, 1 es un operador lineal acotado. Resta probar que 1-1  es 
continuo. 

Definamos la función f : Sh  -4 K como sigue: 

E aix, 

La función anterior es continua, ya que f = 11.11 o 1 is,„. Dado que Si; es un 

subconjunto compacto de K", entonces la función f alcanza su valor mínimo 
m > O. Es decir, existe (b1 , 	b,,) E Sil  tal que 

= f ((bi,• • • , by,)) 5 f ((ah.. • , an)) 

para todo (al  , 	, an) E Sq. 

Si ra = O entonces 'É 	= O y como 	, x„} es una base de 

Hamel para X se sigue que bi  ,= O, i = 1, 	, n. Una contradicción,» que 
(bi  , 	, 6„) E Siy. 

Por tanto, 

< 	71 (En  fui?) 3/2 

= 	lb!, • • • an)Il 

f ((ai, • • • an)) = 
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O < tn. < 	mil 

	

= 	li/ (ah 	(4)11 

para todo (a1, 	, an) E Sil. 
De donde se sigue que 

m 	(ah • • • • an )11 5 III (ah ••• (1)11 

para todo (al, 	a„) E /1. 
De este modo, 11/-1x11 < 	114 para todo x E X. Así /-1  es continuo. III 
Nota: En adelante, un isomorfismo debe entenderse corno un isomorfismo 

homeomórfico. 

Corolario 1.1.1 Los espacios vectoriales normados de dimensión finita son 
completos. 

Prueba. 
Sea X un espacio vectorial normado con dim X = n. Sea (x1, , x„) 

una base de Hamel normalizada para X. 
Consideremos a / : 124  ---> X, el isomorfismo del teorema anterior y sea 

(y,,) C X una sucesión de Cauchy, entonces dado que • 

III 	/-IY II 	II-111 11x 	Y ll 

para todo x, y E X, se sigue que (I-  ly,„) es una sucesión de Cauchy en 11. 
Es un hecho conocido que 11 es un espacio de Uanach, (K" coa la métrica 

usual). Por tanto, existe (61, 	, b,) E 12 tal que lim 	= (14, • • • , be) • rn->oo 
Dado que 1 es continuo, entonces: 

lim y„ = lim //-15„ = I (bi, 	b„) 
rn-nio 	m roo 

bfrti 	= 	x E X 

• 
Corolario 1.1.2 Si Y es un subespacio de dimensión finita de un espacio 
vectorial normado X, entonces Y es un subespacio cerrado de X. 

Prueba. 
El corolario anterior implica que Y es un subespacio completo, pero todo 

subespacio completo de un espacio métrico es cerrado. • 
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1.2 El lema de F. Riesz. 

Lema 1.2.1 (Riesz F,,1918) Sea Y un subespacio cerrado propio del espacio 
vectorial normado X y O < O < 1, entonces existe xo E S. tal que 

IIxo — '9ll> O para todoy E Y. 

Prueba. 
Sea xEX\Y y 0<0<1 fijo. 
Dado que Y es cerrado entonces d = inf {11x — yfily E Y} > O. 
Cómo O < O < 1 entonces i > 1 y pOr tanto ú > d, de donde se sigue que 

existe z E Y tal que O < 1k z11 < 
Sea To = 1-11  E Sx. 
Si y E Y, entonces 

	

114 — Yll = 	— 

	

= 	Ilx — (z + Ilx zll 
> 544  > ád = O 

■ 
El siguiente ejemplo muestra que el resultado anterior no es válido si 

0 = 1. 
Sean X = (x E C )0, 1) ix (0) = 01 , Y = {x E XI 	(t)dt = 0} . 
Claramente X y Y son subespacios vectoriales de C (0, 1) y Y es un 

subespacio propio de X. 
Recordamos en este punto que (C [0, 11411.) es un espacio de Banach. 
Afirmamos que X C CEO, 11 es cerrado. En consecuencia X ee un espacio 

de Banal. 
Esto es fácil. Sea x E X entonces existe (x„) C X tal que , 

lim liXn  — xllmaz--= O 
n-100 

pero la convergencia uniforme implica convergencia puntual entonces: 

HM
>oo X

n  (0) = x (0) = O 
n•- 

Dado que (4,) C X y la llx„ — x11.. = O entonces x E C[0,1]. Se 
sigue que x E X. 

Afirmamos también que Y C C [0, 11 es cerrado. 



	

1.2. EL LEMA DE E. RIESZ. 	 11 

Sea y E Y, entonces existe (yn ) C Y tal que Hm 	Ylimax = O. Así, 
y E 17" C X y además tenemos 

= ohm
I 

 
O 
 y„ (t) dt = 

O 
lim yr, (t) dt = 	y (t) dt 

/00 	 n-1°Q 

Por tanto, y E Y. 
Probaremos que no existe a; E Sx tal que d (x, Y) > 1. 
Supongamos que existe xi  E X 	tal que 	= 1 y Ilxi — yll > 1 para 

todo y E Y. 

Tomemos x E X \Y arbitrario. Sea e = ) 91x" —  , entonces: jo  x(t)dt 

	

L

i  (x1 (t) — C3: (t)) dt = 	x (t) dt — lo  37 (t)dt = O 

Así, x i  — cx E Y y por tanto, l xi  — (x1  — cx)II = licsil = ici Ilxil 	1. 
de donde se sigue que, 

	

(t) dtI < 	x (t) dt1 Ilxllmuc (1.2.1) 

para todo x E X \Y. 
Definimos (y.) c C [0, 11 como sigue: 

nt 0<t< 1  

	

(t) 	1 I < t 

Claramente y„ (0) = O, yr, E C [0, 1) , 71 = 1, . entonces yr, E X, 
n = 1,... 

fj y„ (t) dt = 	nt dt + dt 

= 50+1-1,=1- 71; 

Por tanto, yn E X\l",n= 1, . Además, es claro que 	= 
todo n E N. 

De 1.2.1 se sigue que 

1 — 
2n 

< 	xi  (t)dt1 5 I 	(01 dt 5 1 

para ocio n E N, por tanto I

o 	o 

foi  x1  (t) dti = 1. 

, para 



> 
1 

i=l 
així — xn+l _2 
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Dado que x1  E C10,11 y xl  (0) = O, se sigue que existe á > O tal que 
O < 1x1  (t)1 < l• si O < t < á entonces: 

1 = 
I 
f01 xl  (t) di' < fó 1x l  (t)Idt 

= 	k (t)idt + fi lit  (t)idt 
< 	+ fhl  dt = 1 — 1(5 

Lo cual no es posible. 
De todo lo anterior se concluye que no existe tal x E X. ■ 

1.3 Compacidad. 

Teorema 1.3.1 (Riesz V) Sea X un espacio vectorial normado. Cada 
subconjunto cernido y acotado de X es compacto (Propiedad de 
Heme-©arel) si y sólo si X es de dimensión finita. 

Prueba. 
Necesidad. 
Supongamos que X es de dimensión infinita. 
Sx es un conjunto cerrado y acotado, probaremos enseguida que no es 

compacto. 
Afirmamos que existe (xn) C Sx  tal que 11x„, x„11 > 2si 7/3 n. Esto 

último implica que Sx no es compacto por sucesiones. Lo cual es suficiente 
ya que en espacios métricos compacidad por sucesiones es equivalente a com- 
pacidad, se sigue que Sx no es compacto. 

Construiremos la sucesión antes mencionada por inducción. 
Sea x1  E Sx. Por el corolario 1.1.2 (x1) es un subespacio cerrado propio 

de X. 
Entonces por el lema de Riesz, existe x2 E Sx tal que Oca'  — x211 > 

para todo a E K. En particular 11x1  x211 > á. 
Supongamos que se han construido xi, • • • 	E Sx tal que ilx; xill > 

si I < < j < n. 
Por el corolario 1.1.2 (xi, ••• , xn) es un subespacio cerrado propio de X. 
Usando nuevamente el lema de Riesz, hallamos xn+1  E Sx tal que 
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para todo al  E K, i = 1, . , 71. 

En particular 	— x„,111 > 1, l = 1, • • • , n• 
Entonces (x„) es la sucesión deseada. 
Suficiencia. 
Supongamos que dini X = n. Por el teorema 1.1.1 X es isomorfo a q, i.e. 

existe un operador lineal bicontinuo 1: X —› 
Si K C X es cerrado y acotado, entonces 1(!C) C l2 es cerrado y acotado, 

por tanto compacto. Así,/C ./ 	(/C) es compacto. • 
Presentamos a continuacion otra prueba de la necesidad. 
Supongamos que si K C X es cerrado y acotado entonces K es compacto. 

Se sigue entonces que Bx es compacto. Por tanto, existen 

ri,•••,xn E Bx  tal que Bx  C Ü (x; + Ilix) • 

Sea Y = (xl ,...,x„), por el corolario 1.1.2, Y es cerrado. Es un hecho 
conocido que X/Y es un espacio de Banach. 

Consideremos la función canónica : X —› X/Y. Sabemos que es un 
operador lineal continuo tal que II9911 = 1. 

Sea x E Bx, entonces existe y E Bx  tal que x = + ly para algún 

i = 1, 	, n. Así, (x) = (,o (11) = 199 (y) , lo anterior implica que 

(9(11x) C 	(00 
Tomemos 99(x) E 92 (Bx) arbitrario, entonces existe xi  E Bx  tal que 

(PM = 	(xi). Asimismo existe x2  E Bx tal que cp (3: = •}(02 (x2) y así 
sucesivamente ... 

Entonces existe x„ E B x  tal que (p (x) = rkp (x„), de donde se sigue que 

1 	1 	1 
(41 = 	II(P (1,1)11 5 27 1141 = 

dado que II E N es arbitrario entonces yo (x) = O. 
De lo anterior se concluye que 19 (B,) = {O} y por tanto X/Y es de 

dimensión cero, Y = X. ■ - 

Corolario 1.3.1 Si X es un espacio vectorial normado de dimensión in-
finita, entonces S,v no es compacto. En particular, I x no es compacto. 

Prueba. 
Ver la prueba de la necesidad del teorema anterior. • 

Definición 1.3.1 Sea M un espacio topológico. Un subconjunto P de 	se 
llama relativamente compacto si E es un conjunto compacto. 
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Lema 1.3.1 Sea M un espacio métrico. K C M es relativamente compacto 
si y sólo si cada sucesión (xn) C K, tiene una subsucesión convergente (x„1 ) . 
(Notesc que no afirmamos que el punto límite esté en K). 

Ver [Buey. 70J 

Ejemplos : 
1) Compacidad relativa en C 
Sea 	(1C, d) cualquier espacio métrico compacto, denotemos por 

C (K) = (C (K) 	el espacio de Banach de las funciones continuas 
definidas en 1C y con valores en K, con la norma uniforme. 

Definición 1.3.2 I.' CC (K) se llama t'quicontinuo, si para cada e > O existe 
á > 0 tal que si xi , x2 EKyd (x x2) < 6 entonces I f (x i ) — f (x2)I < e para 
toda función f E F. 

Teorema 1.3.2 (Arzela-Ascóli) Sea F CC (K) acotado. Entonces F es 
relativamente compacto si y sólo si F es equicontinuo. 

Prueba. 

Necesidad. 
Sea e > O dado. 
Si F es relativamente compacto entonces existen ft, • • • , fn E F tal que 

FcFCNA+ 13Bc(x)) 

Dado que IC es compacto, cada función fi , i = 1, , n es uniformemente 
continua en K. 

Asi, existen 6i  > O i = 1, 	, n tal que si x1 i  x2  E IC y Oh  x2) < 
entonces 

- fi(x2)1 < 

para i = 1, 	, It. Sea 6 = min ót• 
1<i<n 

Tomemos f E F arbitrario, entonces f E f+ 1Bc(K)  para algún 
i = 1, 	, n, por tanto 

if (xi) - f (s2)I 	if (xi) - fi (s1)1 + 	- fi (x2)I + lh (x2) - f (x2)I 
<e 
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siempre que 	x2  E K y d (xi,x2) < ó. 
De lo anterior se sigue que F es equicontinuo. 
Suficiencia. 
F es equicontinuo. 
Recordamos que todo espacio métrico compacto es separable, es decir 

existe D c K numerable tal que D = K. 
Supongamos por un momento lo siguiente: 
i) Si D c K es un conjunto denso numerable y (fr,) c F, entonces existe 

una subsucesión de (A) que converge puntualmente en D. 
ii) Cualquier sucesión equicontinua que converge puntualmente en S C K, 

converge uniformemente en S. 
Con lo anterior se sigue fácilmente el resultado. Sea (f,) C F arbitraria. 

Basta probar que dicha sucesión tiene una subsucesión convergente (en la 
norma uniforme), de donde se sigue que F CC (/C) es relativamente compacto. 
(Lema 1.3.1) 

Por i) (fn ) tiene una subsucesión (f„,) que converge puntualmente en D. 
Por ii) (f,i ) converge uniformemente en D = 1C. 

Solo resta probar i) y ii). 
Prueba de i). 
Supongamos que D 
Dado que F CC (K) es acotado, entonces existe Al > O tal que 

f 	5 Al, para toda f E F. 

Así, h (s 1 )1 < 	I ni lx < dl, i = 1,.... Por el teorema de Bolzana- 
Weierstrass, la sucesión (fi  (x1 )) admite una subsucesión (fu  (x1))1º1  con-
vergente. 

Nuevamente I fu  (x2)I < II 	< Al, i = 1, .... Entonces la sucesión 
(fu  (x2 ))00 1  admite una subsucesión (h (x2))7_1  convergente. 

Continuamos el proceso anterior ... 
Afirmamos que (f.,) es la subsucesión de (f.) que satisface lo requerido. 

Esto es claro, ya que para cada j, Cfrxn (Zi))!' es tarde o temprano una sub- 
sucesión de la sucesión convergente (fii  (xj))71  . 

Prueba de ii). 
Sea (f„) una sucesión equicontinua que converge puntualmente en S C K, 

probaremos que converge uniformemente en S. 
Sea e > O dado. Por hipótesis existe á > O tal que si d 	x2) < á 

entonces I f (a — (x2)I < e para cada i E N. 
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Dado quo K es compacto y 9 C 1C se sigue que S es compacto. Por tant u. n. 
existen xi 	,x„, E S tal que S C U  136 (xi) . 

Por 	hipótesis las sucesiones Un (2:;)),;',.1  son convergentes para cada 
i = 1, 	, m, entonces existen N1  E N, i =1,...,m tal que 

Ifp (xi) - f,,(xi)I < esip> n> 

Sea P = max Ni. 

'limemos :r E 9 arbitrario, entonces d(x,x,) < S para algún i = 

Así, 

fp (s) b(x)I 5 ¡f (x) - b(xi)1 + I b (s.) - fn (xi)l + lb (xi) - b 
< 3e 

(1.3.2) 
si p > n > P. Se sigue que (f„ (x)) es una sucesión de Cauchy para cada 
x E S. Sea f (x)= 	(x) • 

De 1.3.2 se sigue que IIf — 	5 3e si a > 
2) Compacidad relativa en lp (1 < p < oo). 

Teorema 1.3.3 Para cualquier p fijo, 1 < p < oo, sea f Clp un con-
junto acotado. Entonces Y' ea relativamente compacto si y sello 

si buil ix 	O uniformemente para x = (xi) E F. 
n i=„ 

Prueba. 
Necesidad. 
Dado que Y Cío  es relativamente compacto entonces existen 

xi , 	, x,„ E 1, tal que 

CYC U (s, + plip) 
i=1 

Del hecho de que 	¡xi (j)IP < oo, i = 1.. , m se sigue que 'existen 

Ni  E /V tal que 

P  
lxi (j)I

P 
 < — 	ti> 	i = 1, . , m 
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Sea P = max Ni. 
15i5ni 

Tomemos x = (x j) E Y* arbitrario, entonces 11x — x,11p  < 5- para algún 

i = 1, ..., m. Así, escribiendo xi  = si  —xi  (j)- I -xi  (j) y usando la desigualdad 

de Minkowski tenemos, 

1/p 	 t/p 	 1/p 

É ¡si r) 	5 (1 lsi  — x, ( j)1°) 	
j= FI 

+ (1 1:ri  (j)1° 	< E. si n <si> P. 
(jrit 	 j=rn  

Dado que P no depende de rE F. se sigue el resultado. 
Suficiencia. 
Por ser .f.  cl p  acotado entonces existe M > O tal que 11x111, < Al para 

todo x E F. 
Sea (x„) C F arbitraria, para probar que Y es relativamente compacto 

tenemos que mostrar que (x,,) admite una subsucesión convergente en /p. 
Escribamos x„ = (xn  (i))71  entonces Ixn (1)1 < 114111, < Al, n = 1,2, ... 

por el teorema de Bolzunn- Weierstrass existe (x„1 ) una subsucesión de (x„) 
tal que (x„i  (1))r1  converge. 

Nuevamente lx„ I  (2)1 < 1141 11 < M n = 1, 2, ... ,entonces existe (X112) 

‘Xn2 ,—,,r I una subsucesión de (x,,i) tal que ( 	(211 	converge. 
Y continuamos con el proceso... 
Consideremos a la sucesión (x„„) c Y. (xn„) es una 'subsucesión de (r„) 

que satisface que (x,,,„ (i))rO°l  converge para cada i. 
Sea E > O dado.Por hipótesis existe P E N tal que 

rw 

E I, r < e. si n> P, para cada x E Y 
i=ra 

En particular se cumple lo siguiente: 

00 

E 	x„„ (i)IP < e para todo in y u. 

Dado que (x„„(irn ... 1  converge para i = 1, . , P entonces 

ihn E IX mm  (i) ;u, (i)I P  = O 
1=1 

Así existe Pi E N tal que 
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Sea P = max 
1<i<m 

Tomemos x = (xi) E Y arbitrario, entonces 11x — x,111, < 2para algún 
i = 1, . , ni. Así, escribiendo xj  = xi  — (j)+xi (j) y usando la desigualdad 
de Minkowski tenemos, 

( 00 
(E kir) 5 E ¡Ti 	

( 
x;  (i)1P) + E ix, (i)r) < E: si n 

Dado que P no depende de .x E Y, se sigue el resultado. 
Suficiencia. 
Por ser Y c acotado entonces existe M > O tal que 11x111, < M para 

todo x E F. 
Sea (x„) C Y arbitraria, para probar que Y es relativamente compacto 

tenemos que mostrar que (xn) admite una subsucesión convergente en 
Escribamos xn  = (xn (i)r-1 entonces lxn (1)J < 	< M, n = 1, 2, • • • 

por el teorema de Bolzano-Wcierstrass existe (x„ i)  una subsucesión de (4) 
tal que (xni  (1))....1  converge. 

Nuevamente Ix„i  (2)1 < 1141 11 < M n = 1, 2, ... ,entonces existe (x„2) 
una subsucesión de (41 ) tal que (xn2 (2)),71  converge. 

Y continuamos con el proceso... 
Consideremos a la sucesión (x„„) c Y. (x„„) es una .subsucesión de (x„) 

que satisface que (xnn (i)),71  converge para cada i. 
Sea e > O dado.Por hipótesis existe 1' E N tal que 

cw 

	

E 	< e si n > P, para cada x E Y 
irnt 

En particular se cumple lo siguiente: 

00 

E ix„„„ (i) — 	(i)1P < e para todo nt y 71. 

Dado que (x„„ (i))rW1  converge para i = 1, ... , 1' entonces 

1' 
Hm E ix„„n (i) — xnn (i)1P = o 

Así,existe 1 I  E N tal que 
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1' 

(i) 	Xnn (i)IP  < E Si lll, 11> PI 
1,1 

y por tanto 

1' 
1111nyn 	 tr bun (i) 	(i) IP  4-  / 1:1:mm (i) 	Xnn (i) IP  < le 

I 
si lll, ni l'i  

Se sigile entonces que lim lix,„,„ — xnn II p ° • P  rn,n-)oo 
Por tanto, (x„„) es una sucesión de Cauchy en el espacio de Banach 

1 5 p < oo y es entonces convergente. • 

1.4 Operadores compactos entre espacios de 
Banach. 

Sean X y V'espacios de Banach. 

Definición 1.4.1 Un operador lineal T : X Y es llamado compacto si 
TBx es relativamente compacto, i.e si T' es compacto. 

A continuación enunciamos dos lemas que serán de gran utilidad. 

Lema 1.4.1 Sea M un espacio métrico completo. IC c M es totalmente 
acotado si y sólo si es relativamente compacto. 

Ver [Ba;pag. 701. 

Lema 1.4.2 /C C X es relativamente compacto si y sólo si para coda e > O 
existe K, C X relativamente compacto tal que IC C eBx Ke. 

Prueba. 
Necesidad. Bast a poner K, = 
Suficiencia. 
Dado que X es un espacio métrico completo, basta probar que /C es 

totahnent e acotado. 
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Sea s > O arbitrario. Por hipótesis existe /Cc  C X relativamente compacto 
tal que K C eBx  + /C,. 

Dado que re  es compacto existen kl , 	k„ E r; tal que 

n 

1E: C 	(k, + eBx) = eBx + {kt, ••• len} 

Por tanto, 

/C c EB,x  + (eBx + 	, k„)) = 2tB,r + {h. 	, kn} = U (ki 2EB.y) 

Lo anterior implica que /C es totalmente acotado. 

Teorema 1.4.1 T : X 	Y ea un operador compacto si .y sólo si 
para cada sucesión acotada (xn ) C X, (Txn) tiene una subaucesión 
convergente. 

Prueba. 
Necesidad. 
Sea (x,i ) C X tal que 11411 < M, n = 1,..., entonces {e} C Bx. Dado 

que {T (-1)} C TBx  y ni; es compacto se sigue que (7' (e)) tiene 
una subsucesión convergente. Por ser T lineal, (Txn ) tiene una subsucesión 
convergente. 

Suficiencia. 
Sea (Txn). C TBx  arbitraria, por hipótesis existe una subsucesión (N) 

tal que (Txn ) converge. Del lema 1.3.1 se sigue que TBN  es relativamente 
compacto. II 

Teorema 1.4.2 Sea T : X --> Y un operador compacto,entonces 
es un operador acotado. Es mds, los operadores compactos de 
X en Y forman un subespacio cerrado del espacio de ¡os ope-
radores lineales acotados y en particular, constituyen un espacio 
de Banach. 

Prueba. 
Dado que 7' es un operador compacto, entonces 717 es compacto. Por 

ser Y un espacio métrico entonces TH7,- es acotado. Asi, TBx es acotado y 
por tanto 7' es un operador acotado. 
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Sean T, S : X —› Y operadores compactos. 
Sea (x,„) C X una sucesión acotada y A, p E K arbitrarios. 
Por el teorema 1.4.1 (I'x„) tiene una subsucesión convergente (Tx„i ).Por 

el mismo teorema,(Sx„;) tiene una subsucesión convergente (Sxn„) • 

Así, ((XT + 14S) (x„,,)) es una sucesión convergente. Nuevamente, por 
el teorema 1.4.1, el operador Xl' + iLS es compacto. 

Probaremos que el subespacio de los operadores compactos de X en V, 
es un subconjunto cerrado del espacio de los operadores lineales acotados. 

Sea (Te) una sucesión de operadores compactos,'/'„ :X —> Y y'1' : X —› Y 
un operador acotado tal que jin IIT„ — Til = 0. 

Sea e > O arbitrario, entonces existe P E N tal que 

Ii(Te — T)(x)II < e, para todo x E Bx 

Así,Tx E Tia + eD para todo a: E Bx , Por tanto TBN  C Tpax +eLly. 
Entonces como TpB,t  es relativamente compacto y usando el lema 1.4.2, se 
sigue que TBx es relativamente compacto. 

Por definición, T es un operador compacto. ■ 
Consideremos los siguientes resultados: 
i) Si e : X 	Y es un encaje compacto isomórfiéo de X sobre e (X) 

entonces dim X < oo. 
ii) Si Al C X es un subespacio cerrado y si : X -4 X/M el operador 

canónico es compacto. entonces dim tp (X) < oo. 
iii) Si T : X —›11  es un operador compacto y S : Y -+ Z es un operador 

acotado, entonces S o'7' es un operador compacto. 
iv) Si 7' : X -+ Y es un operador acotado y S : Y —* Z es un operador 

compacto, entonces S o T es un operador compacto. 
v) Si X es un espacio vectorial de dimensión infinita, entonces el operador 

1 : X —› X dado por Ix = x, no es compacto. 
Prueba. 
i) Por ser e un encaje de X sobre e (X), entonces e (B.)  c e (X) es 

cerrado. Dado que e es un operador compacto entonces e (By) = e (13x ) es 
compacto. Por tanto e-1  (e (Bx )) = Bx  es compacto en X. Del corolario 
1.3.1 se sigue que dim X < oo. 

ii) Por ser M un subespacio cerrado, se sigue que X/M es un espacio de 
Banach. El operador canónico 9 : X —› X/M, es una función abierta (de 
hecho Bbi  = yo (BU. 
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Por hipótesis 109 (Bx) es compacto en X/M. Ahora, 

1350° (x)  C 	= T'(B) C cp  (Bx) 

entonces Ily,(x)  C 99(13x ), implica que Bp(x)  es compacto. Del corolario 1.3.1 
se sigue que dita 'p (X) < oo. 

iii) Dado que T (Bx) es compacto y S : Y --> Z es continuo, entonces 
S (T (14)) es compacto. 

Pero, (S o T)(1.1x ) C ST (Bx ) = ST (BO, implica que (.9 o T) (By) es 
compacto. 

iv) Por ser T un operador acotado, existe Al > O tal que T (Bx) C AlBv. 
Por tanto ST (Bx)  C MS (By). 

Por hipótesis, S (By) es compacto, se sigue entonces que ST (Bx ) es 
compacto. 

v) Por el corolario 1.3.1, / (Bx) = Bx  no es compacto. 
Ejemplos de Operadores Compactos. 
1) Sean X = co, Y = li  y definimos el operador T : X --> Y como sigue: 

7'(xi, x2, • • .) = si, 22  • • • 	' 7-..1  • • • ( 

Claramente T es un operador lineal. 

Si x E X, entonces / 1411 ilxii 1 	= 711  iixii i=i ' 	' i.:1 1 	6  
Así, Tx E li para todo x E X y además IITII = 1-1-:.. 

Dado e > O existe P E N tal que 1 1 < e si a > P, entonces 
i=n ' 

o. 	x E ox)(i)i Ei
Z
ii E < e 

i=n 	 i=n 	i=n 

para todo x E Bx y para todo n > P. Por el teorema 1.3.3 que caracteriza la 
compacidad relativa en 1,, 1 < p < co; se sigue que TBx  C / I  es un conjunto 
relativamente compacto. Por tanto, T es un operador compacto. 

2) Sea X = (C [0, 11, II•II..). Para f : [0,11 x [0,1] 	R continua, defi-
nimos el operador T : X ---> X como sigue: 

(I'x)(t) = 	f (s, i) x (.9) ds 
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Por la linealidad de la integral se sigue que T es un operador lineal. 
Además: 

11TxlI max  < tE(0a mx 	(s, t) x (s)Ids 	lixil„,.(orricxi lf (8,01 
, 1) O 

lo que implica que T es un operador acotado y de hecho 

gil < max I f ( 4, t)] 

Dado que f es continua en el compacto 1 x 1, entonces es uniformemente 

continua. Así, dado e > O existe d > O tal que si 1(,9 — s')2  + (t — t1)2  < , y 
(s, t) , (s', e) E / x / entonces if (8,0 — f 	< e. 

En particular, It — 	< 6 implica if (s, t) — f 	< e para todo 
s E [0,1] . Por tanto, 

1(Tx) (t) — (7'x) (e)I 5 fó if (8, t) — 1 (8', t91 Ir (8)1 da 
< 	sup if (s,t)— f (3,0115 e 

05151 

para todo x E Bx. Entonces TBx  c X es un conjunto acotado y por lo 
anterior es equicoutinuo. Por el teorema de Arzela-Ascóli (Teorema 1.3.2) 
TBx es relativamente compacto. Por tanto T es un operador compacto. 

3) Sea H un espacio de Hilbert separable y de dimensión infinita y sea 
(xn ),00.i  un conjunto ortonormal completo en H. 

Definimos un operador T : H --> H como sigue: 
Si x = aix;  entonces Tx = $44 i+I. i=t 
Como x E H entonces (ai);  E lb entonces (it)i  E 12. Entonces T es un 

operador lineal bien definido. 
Definimos T„ H 	H  n = 1, 2... por 71„x = 	 Entonces 

Tnx E (x2, , x„ ,.1 ) para todo x E H. Además 

c.,  
i + 1

2 
IIT„xil2  = L 	< 1142  5 1 para todo x E 13?I  

Así, 7W es un subconjunto cerrado y acotado del subespacio vectorial 
de dimensión finita (x2, .. ,,x„ 4.1 ), entonces Z7,75 es compacto. (Teorema 
1.3.1). 
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Se sigue que n es un operador compacto para cada n E N. 
Sea e > O, entonces existe P E 1V tal que < e si n > P. 
Tm tenlos entonces, 

2 	oo 

11Tx — T,,x112  = E 
li+l

) 	e2  E off 5 e2  liz11 2  
i=n+I 	 i=n+1 

para todo d• E 11, n > P, lo cual implica que IIT — 	< e si n > P. 
Se concluye que 2' es un operador compacto (Teorema 1.4.2). 
4) Los operadores lineales acotados T : X —› Y tales que dim T X < oo 

se llaman degenerados y son compactos. 
Esto es claro ya que TB es un subconjunto cerrado y acotado del espacio 

de dimensión finita 7'X. (Teorema 1.3.1). 

1.5 Reflexiones sobre el lema de Riesz. 

Durante la prueba del teorema 1.3.1, se construyó una sucesión (x„) de un 
espacio de dimensión infinita X, tal que fix„ — 	> 1. Lo anterior se logró 
usando el lema de Riesz. De hecho se puede construir la sucesión de tal 
manera que 04 — 	> 0,donde O < 0 < 1 es fijo. 

El teorema que sigue es una mejora del proceso anterior, donde se puede 
construir dicha sucesión con O = 1. 

Probaremos antes algunos lentas preparatorios. 

Lema 1.5.1 Si X es un espacio vectorial de dimensión infinita y 

fi,. .., fn  : X —+ K son funcionales lineales, entonces Ár = 	ker fi  es un 
t=t 

subespacio de dimensión infinita. 
Prueba. 
Definimos el operador T : X ---> K" de la siguiente manera: 

Tx = (f i x,... , f„x) 

Claramente T es un operador lineal y ker T = N. Por un resultado 
de álgebra lineal tenemos que dim TX + dim ker T = dim X. Dado que 
din' X = oo, se sigue que dimN = oo. • 

De lo anterior se sigue que si X es un espacio vectorial de dimensión 

infinita y fi ,. , f„ son funcionales lineales entonces 	# {o} . 
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Lema 1.5.2 Sea X un espacio vectorial y f i , . , f„, f : X -4 K funcionales 
lineales. Sea Ni  = 	y N = ker j. Entonces existen ~llares 	, nr„ 

tales que f = 	a jí;  si y sólo si ñ 	C N. 
i=t 

Prueba. 

Necesidad. Es claro. 
Suficiencia. 
Definimos el operador lineal T : X --> K" por: Tx = (f i x, 	, f„x).Si 

Tx = Tx' entonces x — x' E ñ Art  C N, por tanto fr = 

Definimos 1' : TX —› K por: I (7'x) = fx. De lo anterior se sigue que 
I' es un funcional lineal bien definido ell TX C k". Extendemos I' a un 
funcional lineal F en lín. 

Esto implica que existen oh 	, on E K tal que 

b' (ni,. • • ,ur,) = E (VA 

para todo (u1, 	u,,) E K". Así 

f x = (Tx) = F (f x, • • • Ínx) = E evihx 

para todo x E X. • 

Lema 1.5.3 Sea X un espacio vectorial y f a , . , f„ : X --►  K funcionales 
lineales y sean Ni = ker fi, Ci  = (ArAX) , 1 < 1, j < n entonces 	, f„ 

.i 
son linealmente independientes si y sólo si para cada 	O. 

Prueba. 
, f„ son 	linealmente dependientes si y sólo si existe i tal que 

h= E a j  fi  si y sólo si n Nj  c N (lema anterior) si y sólo si 
JI' 	 jIi 

(Y \AA) n (in Ar.,)  = = O para algún i 
t 

I■1 
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Lema 1.5.4 Si f I , 	, f, : X --+ 	son funcionales linealmente indepen- 
dientes entonces existe y E X tal que. f,y < O, i 	1,. ..,n 

Prueba. 

Por el resultado anterior Ci = (.‹YVV;) 	n Ni)  0 para cada i. 
i/t 

Por tanto existe xi  E Ci tal que fi xi  = O, si j i y fixi O, si 
perdida de generalidad podemos suponer que fi xi  < O. 

Sea y = 	Así, fi y = 	= fixi  <0 j = 1, , ri. 

A continuación enunciamos y probamos el teorema ofrecido. 

Sin 

Teorema 1.5.1 (Kottman, 1975) Si X ea un espacio vectorial de di-
mensión infinita, entonces existe (xn ) C Sx tal que lizn — x,,111 > 1 
si m yÉ n. 

Prueba. 
Construiremos tal sucesión por inducción. 
Escojamos x1  E S,v.Por el teorema de Hahn-Banach,exist,e xi E X' tal 

que 2i7x i  = 	= 1, además 11411 = 11x1 II = 1. 
Supongamos que x¡,. ,x: E S. y xi,...,x. E S. han sido escogidos 

de tal manera que: 	,x,,* son linealmente independientes, lix,„ xill > 1 
= 1, , n — 1 y x;ri  = 	= 	. 

Por el lema anterior existe y E X tal que x:y < O i = 1, , n y por el 

lema 1.5.1 existe un vector no nulo x E 71 kerx:. 

Afirmamos que existe ko  E R tal que ilyil < Ily + koxli . En caso contrario, 
tendriamos que hl 	+ kxll 	— 141 para todo k E R, entonces 
11 — 11c1 wl  < 1 para todo k E R lo que es una contradicción. I 	— 

Entonces para cualquier combinación lineal no trivial E  otix: tenemos 

aix: (y + kox)1 
i=i 

= CY‘X;y1 

aX; 
i.:1 

i.104x; Ily koril 

(1.5.3) 

4-k 	,„ Sea x„,.1  = 	,koxii  y sea 1.4.1  E X" que satisface 
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= 4+1 (4+1) = 1 

De 1.5.3 se sigue que t crin (4+1)1 <It aixi  
i=i 	 i.t 

Si x'n., 1  fuera combinación lineal de 	, 	4.4.1  = E aix; entonces 

1 = 14.,.i x„441 < 1144.11 = 1 

una contradicción. Por tanto al, 	, 4+, son linealmente independientes. 

Por otro lado, 

	

5 Ilx,;11 	— xi  11 = lix. 3.1  — xi ll i = 1, 	n 

Pero x; x;  = 1 y x: x„.1.1  = bri—÷-co.d x:y < O i = 1, 	, n implica 

1< 	— 	11Xn.fi — Sill = .. " n 



CAPITULO 2 

Las topologías débil y débil*. 

En el capítulo anterior se mostró que la topología inducida por la norma 
contiene demasiados abiertos para poder aplicar principios de extracción de 
subsucesiones. Observamos que para que cada sucesión acotada en X tenga 
una subsumión convergente es necesario y suficiente que X sea de dimensión 
finita. 

Lo anterior nos conduce a considerar otras topologías en X que están más 
relacionadas con la estructura lineal de los espacios y buscar principios de 
extracción de subsucesiones en esas nuevas topologías. 

Las dos topologías de mayor importancia en la teoría de espacios de Da-
nach, son la topología débil y la topología débil*, recibiendo dichos nombres 
por ser topologías mas débiles que la inducida por la norma, • 

La topología débil se puede definir en cualquier espacio vectorial nor-
mado, en cambio, la topología débil* sólo se define en los espacios duales, 
aunque esto último tiene como compensación que la bola unitaria en e) es-
pacio dual resulta ser débil*-compacta. (Aunque esta compacidad no nos 
asegura principios de extracción de subsucesiones como se verá en un ejem-
plo más adelante). 

2.1 Espacios vectoriales topológicos. 
Definición 2.1.1 Supongamos que r es una topología en un espacio ueetnein, 
X tal que 

a) Todo punto de X es cerrado 
b) Las operaciones del espacio vectorial son continuas respecto a r 

27 
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entonces a r se le llama una topología vectorial en X y (A', r) se llama un 
espacio vectorial topológico. 

Sea X un conjunto y F una familia no vacía de funciones f X 	1ff , 
donde cada Y1  es un espacio topológico. 

Consideremos a r igual a la colección de todas las uniones arbitrarias de 
intersecciones finitas de conjuntos 1-1  (V) con f E .F y V abierto en Y/. Por 
un resultado bien conocido, r resulta ser una topología en X y es de hecho la 
"topologia más pequeña" que hace continua a toda f E F. Así, r es llamada 
la topología débil en X inducida por Y, más explícitamente la Y-topología 
de X. 

Lema 2.1.1 Si es una familia que separa puntos en X y admitís cada Y,, 
es un espacio de Hausdorff, entonces la .i-topología de X es una topología 
de Hausdorff 

Prueba. 
Sean p, q E X con p q,entonces existe f E Y tal que f (p) f (q);los 

puntos f (p) y f (q) tienen vecindades ajenas en Y1  cuyas imagenes inversas 
bajo f son ajenas y abiertos (por definición). 

Teorema 2.1.1 Sea X un espacio vectorial g X' un espacio vecto-
rial de funciones lineales en X que separo punto. de X. Entonces 
con la X'-topología (r'), (X, r') es un espacio vectorial topológico 
Hausdorff localmente convezo cuyo espacio dual es X'. 

Prueba. 
Dado que K es un espacio de Hausdorff entonces el lema anterior implica 

que r' es una topología de Hausdorff, en particular, los puntos son cenados. 
Sea E > O y consideremos Ai, 	A„ E X' entonces 

W (O; 	, A„, e) = tx E XI 	< e, i = 1, ... ,n) 

t=1 
ñ 	(B,(0)) 

es claramente un conjunto convexo, balanceado y por definición pertenece a 
r'. De hecho, la colección de todos los conjuntos de la forma 2.1.1 constituye 
una base local para r'. Así, r' es una topología localmente convexa en X. 

Consideremos ahora una vecindad básica de un xo E X arbitrario, en- 
tonces de la linealidad de Ai, i = 1, 	, n se sigue que: 

(2.1.1) 
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11' Gro; 	, 	= {:t E XI 	— Ajo! < E, = 	, „ /1,} 

= 	:ro + 	(0; 	, A., e) 

Se sigue que TI  es invariante bajo traslaciones y por tanto, está totalmente 
descrita por la base local en O dada por 2.1.1. 

Si 2.1.1 se da, entonces 

Itt (O; A1 , 	, A„, z.7) 	
2

W (O; A 	• A„, e) = 1V (0; Ah..., An , e)  

Esto último implica que la adición es continua. 
Sea xE X ya un escalar, entonces x E sW (O; Al , 	, A., e) para algún 

s > O.Si I/3 — < r y y —x E rW escribimos /3y—ax = (fi — a) y +a (y — x). 
Dado que y — x E rW, entonces y = x + xo donde xo E rW, así 

I A, 	ox)1 5 113 — al ¡MI + !oil A;  (y — x)i 
r (lAixl 	lAixoi) + 	re 

< (r (s + r) + r 	e i= I, 	, n 

Entonces Øy — as E W(0; A i , 	, An, e), si r es tan pequeño que 

r (s + r) + r lal < 1 

Por tanto, la multiplicación es continua. 
Hemos probado que (X, r') es un espacio vectorial topológico localmente 

convexo. 
Por la definición de la topología r', cada A E X' es 7j—continuo. Inversa- 

mente supongamos que A es un funcional lineal r1 —continuo en X. Entonces 
lAxl < 1 para todo x en algún conjunto de la forma W (O; A1,.. , A., e). 

Es claro que tr ker A; C W (O; Al, , A., e). Entonces afirmamos que 
ird 

ker A;  C ker 

1  Sea 	E () ker Ai, entonces As E n ker A, para todo escalar A. Así, 
i=i 

1.1 (Ar)l < IAI jAxl < 1 para todo escalar A. Se sigue que As = 0, i.e 
x E ker 

Por el lema 1.5.2, se sigue que A = E tvi Ai. Dado que A; E X' y X' es 
i=1 

un espacio vectorial, A E X'. 1 
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Definición 2.1.2 Un conjunto 1) está dirigido, si hay una relación -‹ en 
D que satisface 

a) d d 
b) si di  d2  y d2  j (13  entonces di d3  
c) si di, d2  E D entonces existe d3  E D tal que di  d3  y d2  d3  

Definición 2.1.3 Una red en un conjunto X es una función x 	-› X 
donde D es un conjunto dirigido. El punto x (d) usualmente es denotado por 
!rd  y por /o general hablorenzos de "la red (x0" 

Definición 2.1.4 Sea (xd ) una red en el espacio vectorial topológico (X ,7-9, 
entonces (4) converge débilmente a x E X (escrito w - 

éim 
xd = x), si dada 

cualquier vecindad débil W de x, existe do  = do  (W) E 1) tal que d r do  
implica xd  E W. 

Teorema 2.1.2 Sea (X, r') el espacio vectorial topológico del teo- 
rema anterior y (4) c X una red. Entonces 	Iditnii) xd  = si y 

sólo si lim Axd  = Ax para cada A E X'. 
deD 

Prueba, 
Necesidad. 
Sean A E X' y e > O arbitrarios. Entonces x+147  (0; A, E) es una vecindad 

débil de x entonces, por hipótesis existe do  E D tal que d 1- do  implica 
xd  E x W (O; A, e) , i.e jAxd  - 	< Si d ›- do. 

Suficiencia. 
Sea x+W (O; Al , 	A„, e) una vecindad débil de x. Por hipótesis existen 

di E D i = 1, ,n tal que si d ›- di  entonces lAixd  Aixl < e. Por la 
definición de conjunto dirigido existe d' E D tal que d' » di, i = 1, 	, n. 

Así, si d >-- d' entonces xd  E x + W (O; Ai, 	, A., e). ■ 

2.2 La topología débil de un espacio vecto-
rial. 

Sea X un espacio vectorial normado. Sean x, y E X tal que x # y. Por el 
teorema de Hahn-Banach existe ? E X' tal que ?x ?y; lo cual implica 
que X' separa puntos de X. 
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La X'—topología (le X es llamada la topología débil de X. Por el teo-
rema 2.1.1 con dicha topología X es un espacio vectorial topológico Hausdorff 
localmente convexo y lo denotaremos por (X, w) . Además (X, 	= X'. 

Dado que cada :y' E X' es 11.11 —continuo y la topología débil es la menor 
topología con dicha propiedad entonces la topología débil está contenida en 
la topología inducida por la norma. 

CON VENCION: En adelante, para expresar una propiedad topológica 
respecto a la topología débil anteponemos una letra w. Así, diremos que un 
conjunto es w-compacto, w-cerrado etc. 

Una pregunta natural es ¿qué diferencias existen al considerar a X con 
la topología débil y con la topología fuerte (la inducida por la norma)? 

En el caso que X es de dimensión finita se tiene que la topología débil y 
fuerte coinciden. 

Supongamos entonces que X es un espacio vectorial normado de di-
mensión infinita. 

Consideremos una vecindad débil de 0, 1V = W (O; x:, 	e) , entonces 

11  ker x: c W. 
=1 

Por el lema 1.5.1 PI ker x: es un subespacio de dimensión infinita. Se sigue 

entonces que toda vecindad débil de O contiene un subespacio de dimensión 
infinita. 

De la desigualdad 111x11 — 11Y111 < IIx — yll, se sigue que la norma es una 
función continua en X; sin embargo, es no w-continua en cada punto de X: 

El hecho que W (0; xi, , x , e) contiene un subespacio de dimensión 
infinita implica que toda vi-vecindad de O contiene vectores de norma arbi-
trariamente grande. Por tanto, 11.11 es no w-continua en O y por linealidad no 
lo es en ningun punto. 

Se han mostrado algunas diferencias y a continuación veremos afinidades. 
Primero enunciaremos un teorema importante para nuestros propósitos: 

Teorema 2.2.1 (Básico de separación) Supongamos que A y B son 
conjuntos convexos, ajenos, no vacíos en un espacio vectorial 
topológico localmente convexo X. 

a) Si A es abierto existen x' lineal, real, continuo yy E R tal que 

x* x < y < x'y 

para todo xE Ay para todo y E B. 
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b) Si A es compacto y B es cerrado entonces existen x' linear, 
real, continuo, 702 E I? tal que 

at'x < 	< ry2  < x'y 

para todo x E Ay para todo y E B. 
Ver [11112;pag. 

Teorema 2.2.2 (Mazur, 1933) Sea X un espacio vectorial normado. 
Si ICC X ea convexo entonces = . 

Prueba. 
Recordarnos que la cerradura de un conjunto es la intersección de todos 

loe conjuntos cerrados que lo contienen. 
Dado que la topología débil está contenida en la fuerte y usando el hecho 

anterior se sigue que i C F para todo A c X. 
Como IC C X es convexo, entonces X es convexo. 
Ahora si re esta contenido propiamente en Kr", tomamos xo  E X-1\X. 
Por el teorema anterior existen ? E X' y a, # E R tal que 

?so  < a < < x*Ic para todo k E E 

Por tanto, 

xixo  < a < < inf {x*k1 k E Je} 	 (2.2.2) 

Sin embargo, dado que xo  E X/ existe una red (xd) C iC tal que 
xo  = w-li

dE 
 mxd
D 

 . Por el teorema 2.1.2 lo anterior implica que x*xo  = lim Z.Xd, 
dED 

lo cual contradice 2.2.2. 

Corolario 2.2.1 Si (xn) C X es una sucesión tal que w-7 ILm x. = O, en- 
tonces eziste una sucesion (a.) de combinaciones convezas 'deaLlos z. tal que 
limilo.li =0. 

Prueba. 
Tenemos {x. } C 	= Fov (ri , .) . El hecho de que 

w- lim xo  = O implica que O E O/(x►, ...). Así, existe (a.) C co(xi ,...) n-no 
tal que lim 11a,,11 = O. ■ 
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Corolario 2.2.2 Si Y es un subespacio de X, entonces Yv = Y. 

Ahora el teorema anterior nos ayudará a probar un resultado curioso 
y sorpresivo, a saber: si X es un espacio vectorial normado de dimensión 
infinita, entonces Bx = SI y que constituye otra diferencia más entre la 
topología fuerte y la débil. 

La prueba es como sigue: 
Dado que Bx es convexo, tenemos que Bx  = In. Así, Sx  C Bx implica 

que 3T c Bx. 
Sea ro E Bx con lixoll < 1. Mostraremos que ro E n. 
Sea W = xo + W (O; x1, ... ,xen, E) tina w-vecindad de xo arbitraria. Sea 

= n ker x;, entonces xo  + N C 

Ya que dimN = oo, podemos escoger x E N no nulo. 
Definimos la siguiente función f : R —› R dada por 

I (A) = lixo + Axil — 1  

Dicha función es continua y satisface f (0) = 	— 1 < 0. 
Afirmamos la existencia de Ai E /I tal que f (Al ) > 0, en caso contrario 

tendriamos que ilxo  + Axil < 1 para todo A E R, lo cual implica que 
—1I411 + ¡Al 114 < 1 para todo A E R, lo que es absurda. 

Por el teorema del valor intermedio existe A' E R tal que 

f (A') 	+ 	— 1 = 0 

Del hecho de que xo  + Xx E xo + N c W y liso + A'xil = 1 se sigue que 
SxnW 50.  

Hemos probado entonces que Irx  c II Pero Sx C pi implica que 

Bx C 

Teorema 2.2.3 Si la topología débil de un espacio vectorial nor-
mado X es metrizable entonces X es de dimensión finita. 

Prueba. 
Supongamos que (X, w) es metrizable. Sabenios que topologías metri- 

zables satisfacen el primer axioma de numerabilidad. 
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Sea entonces B = (1V1 , 1V2  ...) una base local débil en 0. 
Recordarnos que los conjuntos Wi  tienen la siguiente forma: 

11/;  = IV (0; 4(")+1 , 	, 4,(0 , ei) , donde n (0) = 

Enseguida construimos tina nueva base local débil de 0, th = (111 , V2  ...) 
de la siguiente manera: 

Ponemos 

( II, 	= IV O; x*,, .. . , 4,(1), 4(i)4.1 , ... , x„* (2) , min (e i,e2) 
..-----,----, 

A2 
C Wi (I W2 

Sea el = min 	e3) entonces 

	

Vi = W (0; A2,4(2)+it • • • 	C n W2 n W3  
Y así sucesivamente construimos V, i > 3. 
Por la forma en que se construyen loe V se sigue que Di  es una base local 

débil de 0. 
Entonces existe una sucesión (4) C X' tal que dada cualquier tv-vecindad 

U de 0, existe e > 0 y n (U) E N tal que W (O; 	, 4(U),e) C U. 
Sea x• E X' arbitrario y consideremos la tv—vecindad W (0; x*, 1), en- 

tonces existe e>0y n E N tal que 

IV (0; x*,, 	, , e) C W (O; x', 1) = {x E XI Ixexi < 1} 

lo cual implica que, como ya habianios visto antes, que existen escalares 04 
tal que 

	

X *  = 	cv,z; 	 (2.2.3) 
i=i 

Sea Fm  = (xl, . , x;„) , entonces cada F„, C X' es un subeepacio de 
dimensión finita y por tanto cerrado. 

De 2.2.3 se sigue que X' = U Fm. Por el teorema de categoría de Babe 
m=I 

existe m E N tal que F,, 0, lo cual implica que F,,, = X', i.e. X* es de 
dimensión finita y por tanto X lo es. • 
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Corolario 2.2.3 Si X es un espacio vectorial normado de dimensión in-
finita, entonces (X, w) no es inetrizable. 

Definición 2.2.1 Si X es un espacio vectorial normado, entonces existe un 
encaje (canónico) i : X —) X" dado por i,x' = x'x. De hecho la función 
i : X —› X" es una isometría lineal. 

Definición 2.2.2 Sea IC c X. Decimos que K es w-acotado si existen cons-
tantes M (x') tal que sup ix'xi < M (x') para todo x• E X'. 

LEIC 

Lema 2.2.1 Si IC c X es w-acotado, entonces IC es acotado. 

Prueba. 
Por hipótesis existe Al (x') tal que: 

sup 	= sup ix'xi < M (x') para todo x' E X* 
.rEiC 	'EX 

Por el teorema de Iianach-Steinhauss existe M > O tal que 

= 	5 Al 
zex 	zeic 

• 
Lema 2.2.2 Sea SI un espacio topológico y f : 	X una función, entonces 
f es r-w continua si y sólo si x' o f 	—› K es continua para todo x' E X'. 

Prueba. 
Necesidad. 
Cada x' E X' es w-continua,entonces x' o f : fi --) K es continua. 
Suficiencia,, 
Sea 1V = (") (4)-1  (Ui) un w-abierto básico arbitrario, U; C K abiertos. 

i=1 
Entonces j-1  (W) = 111 (x: o f)'i  (U,). Pero por hipótesis x' o f es con-

tinua para cada x' E X', se sigue que r i  (W) es abierto en a III 

Lema 2.2.3 Sean X, Y espacios vectoriales normados y T : X Y un 
operador lineal. Entonces T es w-w continuo si y sólo si y' oT : X --> K es 
w-continuo para todo y' E Y' si y sólo si y' o T : X --> K es 11-11-continuo 
para todo y' E Y'. 
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Prueba. 
La primera equivalencia se sigue del lema anterior con f = T, II = (X, w), 

(XI w) = 	11)). 
Probaremos la segunda parte. 
Necesidad. 
Se sigue del hecho de que la topología débil está contenida en la topología 

fuerte. 
Suficiencia. 
Por hipótesis y' o 7' E X' para todo y' E Y', entonces y' o T es w- 

continuo. ■ 

elleoreina 2.2.4 Sean X, Y espacios vectoriales normados y 
T : X —› Y un operador lineal. Entonces T es 11.11-11.11 continuo 
si y sólo si es w-w continuo. 

Prueba. 
Necesidad. 
Usando la hipótesis tenemos que y' ol' es Hl-continuo para todo y' E Y'. 

Por el lema anterior se sigue que T es w-w continuo. 
Suficiencia. 
Si 7' no es 11.11-11.11 continuo entonces TBx no es un conjunto acotado de 

Y. Recordamos que un conjunto A c X es acotado si y sólo si es w-acotado. 
Así, existe y' E Y' tal que y' (THx) no es acotado, por tanto y' o T X'. 
El lema anterior implica que T no es w-w continuo, III 

Teorema 2.2.5 Sea X un espacio vectorial normado. Si lG c X es 
tu-compacto entonces K es cerrado y acotado. 

Prueba. 
Si x' E X', entonces x' es w-continuo y por tanto xs/C C K es compacto. 

Se sigue entonces que xi/C es acotado para cada x' E X', i.e. es w-acotado 
y por tanto acotado. 

Como K es w-compacto y (X, w) es Hausdorff entonces /C es w-cerrado, 
i.e 	= 

Se probó antes que C ÁW para todo A c X. Entonces X C 	= 
A diferencia de lo que sucede en los espacios de dimensión finita, los 

conjuntos cerrados y acotados no son necesariamente w-compactos y daremos 
un ejemplo: 
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B0  no es w-compacto. 
Si /30, fuera w-compacto, cada sucesión con rango infinito en B, tendría 

un w-punto de acumulación en Bao. 
Consideremos la sucesión (a„) donde an  = ei  + • • • + e„, por tanto 

Hong. = 1 para todo n. 

Sea A E B„ un w-punto de acumulación (le {cr„} . 
Sean ? E X' y e > O arbitrarios. Entonces una infinidad de elementos 

de la sucesión estan contenidos en la vecindad débil W (A; x', e) . 
Definimos los funcionales lineales el : co --> K k E N, dados por 

el (xl , x2, ...) = xk  

Claramente el E 4»  para cada k. Además 4 (a„) =1 si n > k. 
Por otro lado, 

W (A; el, e) = {x E co i lelx — CkAI < el = {x E col lxk 	< 

contiene una infinidad de elementos de la sucesión (o„) y dado que e > O es 
arbitrario, se sigue que Ak  = 1 para todo k, Le A = (1,1,...); lo que es una 
contradicción a A E co. 

Lema 2.2.4 Sea (x„) c X. Si (xn) es w-convergente entonces existe Al > O 
tal que ilx,,11 < M. 

Prueba. 
Sea x E X tal que x = w- lim xn  es decir xsx = lim xsx,,, para cada 

n—boo 
Se  E X. Entonces el conjunto

n—fao  
{x„} es tv-acotado y por tanto acotado. ■ 

A continuación presentamos un ejemplo que tendrá una interesante con- 
secuencia. 

Sea X = (C (0, 1], l('Ilmax),entonces  X' = (NBV (0,11, (('((Nev) 
Donde 

NBV [0,11 = {? E BV (0,1] I? (0) = O y x' es continua por la derecha} 

y además: 

(x, x') = 
o 

x (t)dx* (t) si x E C [0,1] y x'E NBV 10,11 

Ver (Ba;pag. 2261 
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Teorema 2.2.6 Sea (x„) C X,entonees tv-jilx„ = O si y sólo si 
existe Al > O tal que lix„Il < Al para todo n, y lim x. (t) = O Para 

11-100 
todo t E [0,11. 

Prueba. 
Necesidad. 
Supongamos que to-n  xn  = 0, por el lema anterior existe M > O tal 

foo 

que 	M para todo n. 
Sea to E [0,11 arbitrario. 
Definimos x• : [0,11 	R de la siguiente manera: 

O 	O < t < to 
(t)  = 1 	to < t < 1  

Claramente x' E NBV [0,11. Por tanto, 

O = rliot (x,„ x') = hm fj x„ (t) 	(t) 01-+OD 
= 	lim Zn  (t0) (X.  (ti) — (ti)) 

1%-/Ceo 
lim x„ (t0) 

n-foo 

Suficiencia. 
Sea x' E NBV [0,11 arbitrario. Por hipótesis existe M > O tal que 

ilx„ii M para todo n. 
Por el teorema de la convergencia acotada, tenemos: 

(x x') = 	(t)dx• (t) = 	lim xn (t)dx* (O= O n_vm 	 n-foo o 	 o II-400 

Dado que x' E X' fue arbitrario, se sigue que tu- 11.40  hm 	= 0. • 
Comentario: 
Sean (3.,,) CXyM>0 tal que 1140 < Al para todo n y jjaz,, (1) = O 

para todo t E [0,1) ,entonces por el teorema anterior w-lt 	= O. Por 

el corolario 2.2.1 existe (a„) una sucesión de combinaciones convexas de las 
funciones x„ tal que hin lia„11 = 0. Es decir, la sucesión (a„) converge uni-r1-400 
formemente a O. 
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Teorema 2.2.6 Sea (x.) C X,entoncea jiax. = O si y sólo si 

existe M > O tal que ilx„li < M pam todo n, y /1-400lim  x„ (t) = O para 

todo t E (O,11. 

Prueba. 
Necesidad. 
Supongamos que to-lia x„ = O, por el lema anterior existe M > O tal 

que 11x„11 < M para todo 71. 
Sea to E [0,11 arbitrario. 
Definimos x' : [0,11 -4 R de la siguiente manera: 

	

f o 	o<t<to  

	

x* (t) = 1 	to < t < 1  

Claramente x' E N BV [0,11. Por tanto, 

O = n11.11 (x., x') = j11. g 	(t) 	(t) 

zn(to)(0 (1) — (tí)) 
lira x„ (to) 

Suficiencia. 
Sea x' E N BV [0,11 arbitrario. Por hipótesis existe M > O tal que 

lix„11 < M para todo n. 
Por el teorema de la convergencia acotada, tenemos: 

Iinm (xn, x') = lim
O 1-4  o 

z„ (t)dx*  (t) = 	hm
(3° 

xn (t)dx* (t) O 
n-4 00  

Dado que x' E X' fue arbitrario, se sigue que w-Itx,, = O. • 
Comentario: 
Sean (4) C X y A/ > O tal que 114 < M para todo n y jhals„ (t) = O 

para todo t E [0,11,entonces por el teorema anterior u).li400m  xn  = 0. Por 
IS- 

el corolario 2.2.1 existe (c„) una sucesión de combinaciones convexas de las 
funciones x„ tal que lim 11(411 = O. Es decir, la sucesión (a.) converge uni-
formemente a O. 
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2.3 La topología débil* de un espacio dual. 

Sea X un espacio vectorial normado, recordamos que existe un encaje (canónico) 
i X ---> X" dado por izx* = x'x. 

De hecho la función i : X --> X" es tina isometría lineal. Por lo anterior 
a mentido identificamos a X simplemente como un subespacio de X". 

La familia de funcionales (izix E X} separa puntos: demostración: 
izxst  = i,x; para todo a; E X si y sólo si xlx = x;x para todo x E X si y sólo 
si .r¡ =4 	 • 

X' es un espacio vectorial y i (X) C X" es un subespacio de funcionales 
lineales que separa puntos en X'. Entonces por el teorema 2.1.1, X' con 
la X-topología es un espacio vectorial topológico Hausdorff localmente con-
vexo, dicho espacio será denotado por (X', w') y hablaremos de la topología 
débil*. Además (X', w')' = i (X). 

Una vecindad w'-básica de O E X' es de la forma: 

117*(0; 	i„,e) 	{x' E X*1 lizjx*I <e j = 

	

= 	{x*  E XII 	< 	= 	• ' In} 

y en adelante será denotado por 11/* (O; xl , 	,xn,e)• 
Sea (41) C X' una red, entonces por el teorema 2.1.2 se sigue que 

w'-lim x*d  = xr)  si y sólo si lim ixxd = ixxl)  para todo x E X si y sólo si 
dED 	 dED 

lint xdx xlx para todo x E X. 
dED 

Con la definición de la topologia débil* a la mano, damos otro ejemplo 
de un conjunto que es cerrado y acotado pero no w-compacto. 

no es w-compacto. 
Dado que / I  = co isométricamente, entonces B1, = B4. Si 13i, fuera tu-

compacto, las topologías débil y débil* deben coincidir en ". (Esto último 
se sigue del hecho de que topologías de Hausdorff compactas comparables 
son iguales). 

Consideremos la sucesión (ea) C 11 = c(1. 
Si A E co  entonces lim (A, en) = lim án  = O. Así (e.) c el es w•-nula. 

	

-400 	 n-loo 
Así pues, si Bi, fuera w-compacto entonces (e„) es w-nula, i.e lim x*e. = O 

II-100 
para todo x' E co = 1.. 

Sea 11) = (1,1, ...) E 1, entonces, 11(e„,11;) = 1; lo que es una con- 
t radicción. 
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Teorema 2.3.1 (Goldstine, 19,98) Sea X un espacio vectorial nor-
mado, entonces B.y es w' -denso en Bx... En consecuencia X es 

-denso en X". 

Prueba. 
Sea x" E X" 
Dado que /PI es un conjunto convexo w'-cerrado y x" 	, se sigue 

del teorema 2.2.1 que existe íz. E i (X') = (X", al' tal que 

a 	sup {ix•y"lys' E BY} < iz . T" :r.. r. 

Por Otro lado, 

sup {iorlY" E 134 
sup {i1. (i,) Itx  E Bx } 

= 	sup {x'xis E Dm} = IIx' II 

Por tanto, 	5_ < 	y así lix” > 1. 
Hemos probado que Bx.. C 	Así, Bx.. C 	C X w.  lo cual implica 

que X" = X'"*. 
Otro importante y útil resultado además del teorema de Coldstine, (de 

hecho, es la característica más notable de la topología dIbil*) es el siguiente: 

Teorema 2.3.2 (Banach-Alangiu,/ 940) Sea X un espacio vectorial nor-
mado. Entonces Ex. es 11)e-compacto. En consecuencia, subcon-
juntos acotados w'-cerrados son w•-compactos. 

Prueba. 
Si 	E Bx. entonces lx.xl < 1 para todo x E Bx. Sea D = 	< 11 • 

Entonces : Bx --> D para todo ? E Ex.. 
Por tanto, podemos identificar cada miembro de Ex• con un punto en el 

espacio producto Dnx . 
Del Teorema de Tychonoff se sigue que Dux es un conjunto compacto 

respecto a la topologia producto. 
Si fo E DUX, entonces una vecindad básica de fo  en la topología producto 

de DUX es de la forma: 

(fo, x 	, :c„, 	{ f E Dnx I If (xi) — fo (xi)I < 	= 	, 

= 
u

nII 
P;,1  (Be (fo (xi))) 

4 
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Bx. visto como un subconjunto de DBX  tiene una topología, a saber, la 
inducida por la topología producto en DBX (de la convergencia puntual). En-
tonces un conjunto abierto en B. respecto a esta topología tiene la siguiente 
forma: 

V (fo, 	. , x„, E) Bx. = (f Bx.I If (xi) — fo (ri)I < E i = 1, ... n} 

Sin embargo, B. corno subconjunto de X' hereda la topología débil* la 
cual claramente coincide con la anterior. 

Es suficiente probar entonces que Bx. es cerrado en DBX. 
Sea (4) c B. una red tal que limsd* = f en DBY , lo cual implica que 

= f (x) para todo x E 13x. 
Si si , s2 E 13x y orba2  E E son tal que aixi  + (122.2  E Bx entonces 

	

f (ori xi  + tx2x2) = him 	(aisi  + cr2s2) 

lira oe isIst  + lim 012XIX2 

(2:1)+ tv21 (x2) 

Se sigue que f es la restricción a Bx de un funcional x' definido en X. 
Además por la continuidad del valor absoluto tenemos: 

	

(x)I =
d 	= lim issds1 < 1 para todo x E By 

ti 

entonces s'E Bx.. Esto termina la primera parte. 
Sea 	C X' un conjunto acotado w'-cerrado. Entonces existe A > O 

tal que Y C ABx.. Dado que (X', w*) es un espacio vectorial topológico la 
función TAx = As es un w•-homeontorfismo (A > O). Se sigue entonces que 
A/1x. es  un conjunto w•-compacto para todo A > O. Por hipótesis F c ABx. 
es w'-cerrado, por tanto es w'-compacto. U 

En seguida probaremos un resultado que nos relaciona topológicamente 
a los espacios (X, w) e (i (X) , w*) . 

Lema 2.3.1 i : (X, w) --> (i (X), w') es un homomorfismo. 

Prueba. 
Sea so  E X y W = lV (O; 	, 	e) una w-vecindad de xo. Entonces. 

	

i (W) = 	lx7x — 3441 < e =1, ...,n}  

	

= 	(i,,,; xi, 	, xn* , e) ni (X) 

es una w•-vecindad de i=o  en i (X). Por tanto,i es una función abierta. 
Análogamente se prueba que i es una función continua. i1 
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Definición 2.3.1 Un espacio de Banach X es reflexivo si y sólo si 
X = X". 

Es claro que X = X" si y sólo si By = Bx... 
Presentamos ahora el primer resultado que usa el teorema anterior. 

Teorema 2.3.3 Sea X un espacio de Banach.X ea '<babo si y 
sólo si Bx es w-compacto. 

Prueba. 
Necesidad. 
Dado que X = X** entonces i : (X, w) --> (X", w') es un homeomor-

fimo. Dado que i es una isometría se tiene: á-1  (Bx..) = Dx. Por el teorema 
de Banach-Alaoglu, Bx.. es w'-compacto y así Bx es w-compacto. 

Suficiencia. 
Del hecho de que Bx  es w-compacto se sigue que, i(Bx) C Bx.. es 

w'-compacto, en particular w'-cerrado. Así, por el teorema de Goldstine 
(Teorema 2.3.1) Bx.. = Dr=Bx.• 
Corolario 2.3.1 Sea 1 < p < oo fijo, entonces B4(0)  ea w-compacto. 

A continuación presentarnos otro resultado tu el que se aplica el teorema 
de Banach-Alaoglii. 

Teorema 2.3.4 Sean X, Y espacios de Banoch con X neficaioo. Si 
T es un operador lineal continuo de X sobre Y entonces Y es 
reflexivo. 

Prueba. 
Dado que X es reflexivo entonces Dx  es w-compacto. Como T : X --+ Y 

es continuo por el teorema de la función abierta se sigue que existe 6 > O tal 
que: 

(Sin C Tin C TBx 

	

Por el twrema 2.2.4 T : X 	Y es w-w continuo, por tanto TBx es 
w-compacto. Así,Wu es ro-compacto, pero: 

	

6D 	= &By = (5By 

Así, 113y es w-compacto y por tanto B1 es w-compacto. 
Concluimos que Y es reflexivo. II 
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2.3.1 Operadores Compactos. Teorema de Schauder. 
Sean X, 1' espacios de Banach. 

Sea T : X -4 Y un operador lineal acotado. Definimos el operador 
Ts : Y' X' dado por: T'y = y'T. 

Te es llamado el operador adjunto de T y las siguientes son algunas de 
sus propiedades: 

i) T' es un operador lineal acotado y 1711 = 11711. 
ii) T es un operador compacto si y sólo si 1" es un operador compacto. 
iii) Si '1" es tv•-11.11 continuo entonces T es compacto. 
iv) T es un operador compacto si y sólo si 7" es ie*-11.11 continuo en By.. 
Prueba. 
1) Claramente, T' es un operador lineal bien definido. 
Ahora, 

sup l(Tey*) (x)I = sup ly• (Tx)1 
xc Bx 	 sEllx 

5 1101 su I1'x1 = 
LEBX 

implica que ¡Iry*ll 	para todo y' E Y', por tanto grill 5 in. 
Por otro lado, 

117'4 = sup ly• (Tx)i 

= sup KT•y*) (x)1 
v•Eny. 

5 114 sup ilTa Y*11 = 117'1 Mi y E By• 

para todo x E X, por tanto 

!In 5 dril 
ii) 
Necesidad. 
Por ser 7' compacto, entonces T'B C Y es compacto. En particular 771; 

es un conjunto acotado, por lo que existe M > O tal que IIyII < M para todo 
y E Tirj. 

Sea (ya) c By. una sucesión. 
Sean yi, y2  E Y, entonces ilgYi 	< 	para todo n E iV, por 

tanto (g} c By. es una familia equicontinua en Y. 



44 	 CAPITULO 2. LAS TOPOLOGÍAS DÉBIL Y DÉBIL*. 

Notamos que {y.* if,r37} C C () es una familia equicontinua y acotada 
(lyn'yl S Ovil M para todo y E TD7). 

Por el teorema de Arzela-Ascóli el conjunto {y„'in-7-,} C C (TBx) es 

relativamente compacto, por lo que existe una subsucesión 	iwij que es 

convergente en C ( 9B7c) • 
Así, 

- = 	sup lryZi x -- ryZ jill 
TEnx 

= 	sup ty,',, (Tx) — y; (T X)I 
sE Bx 

brin - 1411617 

Se sigue que (ryne.) C X' es una sucesión de Cauchy y por tanto con- 
verge. 

Por tanto 7" es un operador compacto (Teorema 1.4.1). 
Suficiencia. 
Si T' es compacto por la primera parte se sigue que T" : X" Y" es 

un operador compacto. Entonces T" (Bx..) es relativamente compacto, en 
particular es totalmente acotado. 

Si i : X —s X", j : Y --> Y" son las funciones canónicas entonces, 

irz (y') = y' (Tx) = (T'y') (x) = iz (T'y') = (T'siz) (y') 

es decir, jr, = T"ii. Por tanto j (TBx) C T"Bx.. y así j (TBx) es total-
mente acotado. 

Por tanto TBx es totalmente acotado. Dado que Y es un espacio de 
Banach y TBx C Y se sigue que 7D7 es compacto. T es compacto. 

iii) Por el teorema de Banach-Alaoglu By. es w'-compacto, usando la 
hipótesis se sigue que Telly. es compacto. Por tanto, T' es un operador 
compacto y por el inciso anterior se sigue que T es compacto. 

iv)  
Necesidad. 
Sabemos que By. es w'-compacto. Consideramos a By. con la topología 

que hereda de (Y*, tes). 
Sea A E By. arbitrario y e > O dado. 
Por hipótesis 7B-; es compacto. Entonces existen yi, 	yn  E Y tal que 
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TBx Cú (y; + -eiBv) 
• 

Sea 

1V 	= BY* n {tia (y1; Yi, 	Ynt 5) 
= {y* E Byellys y; — 	< 	= 1, 	, n} 

entonces 117  es una w'-vecindad de yl en By.. 
Tomemos y' E W. Si x E Bx entonces Tx = y; + 5-z, para algún 

i = 1, , n y para algún z Bv. 
Entonces, 

1(T•y*)x — (7'51) x1 = lys (Tx) 	(Tx)1 
IY*Yi — 	+ 	+ 1- 1Y1z1 

< E 

Por tanto 11T* y' — 7'5111 < e para todo y' E W, i.e. PIB,. es w*-11.11 
continuo en 

Suficiencia. Ver inciso anterior. II 
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CAPITULO 3 

El teorema de 
Eberlein-ámulian. 

Es un hecho conocido que en espacios métricos, los conceptos de compacidad 
y compacidad por sucesiones son equivalentes. Así, en espacios vectoriales 
normados dichos términos son equivalentes tambien. La pregunta esd,Si X 
es un espacio vectorial normado, qué ocurre con las topologías débil y débil* 
de X y X' respectivamente? 

Se mostró que si X es un espacio vectorial normado de dimensión infinita 
entonces (X, w) no es metrizable (Teorema 2.2.3). Sin embargo, el importante 
teorema de Eberlein-gniulian afirma que todo subconjunto de un espació de 
13anach es w-compacto si y sólo si es w-compacto por sucesiones. 

Respecto a la topologia débil* tenemos lo siguiente: si X es un espacio 
de Banach y 1C C X' es tus-compacto por sucesiones entonces 1C"'' es w'-
compacto. Con un ejemplo mostraremos que el inverso no es verdadero en 
general. 

3.1 	Compacidad y compacidad por sucesiones 
en (X, w) 

En esta sección consideraremos a X un espacio de Banach. 

Lema 3.1.1 A C X es lo-relativamente compacto si y sólo si es acotado y 

i(Ar.  C i (X). 

47 
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Prueba. 
Necesidad. 
Si 	es w-conipacto, entonces Aw es acotado (Teorema 2.2.5). Se sigue 

que A es acotado. 
Dado que i : (X, w) —+ (i (X), al es un homeomorfismo (lema 2.3.1), 

entonces 

i (A)W.  = i (.4w) C i (X) 

Suficiencia 
Si A es acotado, entonces i (A) es acotado. Así, existe M > O tal que 

i (A) C MBx... Por el teorema de Banach-Alaoglu Max.. es w'-compacto, 
entonces í--(717-  C Mlir.. = MBx.. implica que «Are  = i (4) es 
w'-compacto. Entonces Ti es w-coinpacto (lema 2.3.1). E 

Lema 9.1.2 Si A c X es w-compacto por sucesiones entonces es un con-
junto acotado. 

Prueba. 
Si x' A c K es un conjunto acotado para cada x' E X', entonces A es 

w-acotado y por tanto acotado. Ad pues, basta probar que A es w-acotado. 
Supongamos que no y sea xl E X' tal que xlA C K no es acotado, entonces 
existe (4) c A tal que 	> n para cada n E N. 

Por hipótesis existe x E A y (x,) una subsucesión de (x') tal que 
x = w-liin , en particular xlx = lim xr)z,,,. Lo cual contradice 1441 > n 

para cada n E N. • 

Teorema 3.1.1 (EberleinSmution, /9474940) A c X es to-relativamente 
compacto si y sólo si es w-relativamente compacto por sucesiones. 
En particsdar,A c X es w-compacto si y sólo si ea w-compacto por 
sucesiones. 

Prueba. 
Necesidad. 
Sea (x,,) C A una sucesión fija, sin perdida de generalidad se puede 

suponer que x,, xrn sin m. 
Sea V = (xi, x2, . ..). Claramente V c X es un subespacio separable, 

entonces existe (v.) denso en V. Por el teorema de Hahn-Banach existe 
(xl) c Bx. tal que xn'v,, = IIvnII para todo n E N. 
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Sea x E V. Afirmamos que si 	= O, para todo a E N, entonces x = O. 
Tomemos e > O arbitrario. Dado que (e„) es denso en V, existe no  E N 

tal que 	— vn„il < 
Por otro lado, 

= snov„,, — xy,*.x < fix — v,,o ll < 5  

Por tantodisil 5 lix — 	+ liv„„II < e. 
Dado que e > O fue arbitrario entonces x = O. 
Por hipótesis Aw es w-compacto, entonces V' es acotado (Teorema 2.2.5), 

se sigile que A es acotado. Entonces 14,x1 < 114 < M para todo n E N, 
donde M > O es una constante fija. 

Usando un argumento estandar de diagonalización encontramos una sub- 
sucesión (x„i ) de (xn) tal que lim n n  x j  existe para cada n E N. 

Dado que .4W es w-compacto entonces el conjunto {x. I  C A tiene al 

menos un w-punto de acumulación. Sea y' E 17/ un w-punto de acumulación 
de {x„,} , así x,i* y' = 	x,;xn1  para todo n E N. 

Siendo V un subespacio cerrado, entonces V es w-cerrado, se sigue que 
y' E V. 

Si y, es otro au-punto de acumulación, entonces x:yi  = 	1 = 

para todo a E N. De la primera parte de la demostración tenemos que yi = y'. 
Resta probar que w-limx„1  = y'. Pero si para algún x(*)  E X' y una sub- 

sucesión (x„.4 ), tenemos que Iiinnx„i, = a 	soy', entonces existe un 

w-punto de acumulación de {xni,), que es también un w-punto de acumu-
lación de {x7,1 } diferente de y'. Una contradicción. 

Suficiencia. 
Supongamos que TI no es w-compacto. A partir de lo anterior exhibire-

mos una sucesión (xn) c A sin alguna subsucesión que sea w-convergente. 
De donde se sigue el resultado. 

Por hipótesis AW es w-compacto por sucesiones, entonces por el lema 
3.1.2 A es acotado. Entonces por el lema 3.1.1 existe F E X" \i (X) tal que 

F E i (A)W' 
Sea O = d (F, i (X)) > O. (Si O = O entonces F E i (X) = i (X)). 
Supongamos por el momento la existencia de una sucesión 

(x„, 	C A x Bx• 
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tal que; 
i) Fxñ > 10 ti = 1, ... 
ii) < 40 si j < n 
iii) > 10 si j > 
Afirmamos que la sucesión (x„) no tiene una subsucesión w-convergente. 
Supongamos que existe una subsucesión (41) de (x.) y x E X tal que 

x = w-limx„., es decir x'x = lim xix„, para todo x' E X'. 

Entonces existen ath > O k = 1, , tu con E  ok  = 1 tales que 
i=i 

Em 	- X 

it.- 

1 
< —

4
0 (Corolario 2.2.1). 

 

Sea P = max (nj
ti' 
} entonces si n > P se sigue de ii) que 

i<k<rn  

m 	 »I 	
I 1 "I 	I 

b (E oik x„0,)1 5 E ok  ixlx." i < —0E0, = -o 

	

4 i.,1 	4 1::,  1 	 k=l 

Así, si n > P tenemos que, 

lx„•xl = lx„sx — xl (1 akx„,,,) + x„ (1 ak x„j4)1 
k- I 	 11=1 

< 111+ — 
4 4 - 2 

De iii) se sigue que 10 < limnx„,, = xlx para todo n E N, lo cual 
i 

contradice lo anterior. 
Resta probar entonces la existencia de una sucesión (.„, )„ c A x DA. 

que satisfaga i), ii) y Hl). 
La prueba se hará por inducción. 
Dado que, 

O 5. IIF — i(o)JI = IIFII = sup lFx*I 
ce"- 

entonces existe x; E Bx., tal que Fxj > 

Como F E i (Ar entonces W' (F; xl,e)(]ti (A) 0 para todo E > O. 
Sea e = Fx1 — 10, por lo anterior existe xi  E A tal que 

— FxiJ = J.rixi  — Fx*I i < Fx; — 
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De donde se sigue que alxi  > 10. 
Supongamos que tenemos (xj, 	

n 
 c A x Bx. satisfaciendo i), ii) y 

iii). 
Por el teorema de Hahn-lianach existe yo E Bx..• tal que tí) (i (X)) = O y 

yo (F) = O. 
De acuerdo al teorema de Coldstine By: = Bx..., entonces 

ir (49, i.r, , • • • ,1z„, F,10 ) n Bx• 

Así, existe x1+1  E N. tal que 

19(i,p)-izz,(i.,)1=Ii.,(x1,1)1=14,1(rp)1< 
para p = 1, , n y además 

l(P(F) — 	(F)I = I92 (F) — 	I =10  — Fx;,+i l< 40 

Donde j : X' —› X*** es el encaje canónico y usamos el hecho de que 
(i (X)) = 0. 

La primera de las desigualdades anteriores implica que 4+1  satisface ii). 
De la segunda se sigue que Fxl." > 10, que corresponde a i). 

Sea e = min {Fx! — /0) > O. 
l<i<n+1 / 4  

Usando nuevamente el hecho de que F E iTATur  , entonces 

W e  (F; xi, • • • , 44-i,e) ni (A) í O  

Así existe 4+1  E A tal que 

i
Fx; — ir„+,41 = IFx; — x;x..4.11 < c i = 1, . . . n 1 

Entonces, 

4 	4 
—0 = 3 —0 — Fx; + Fx; < —e + Fx; < x;x.+1  i = 	, n + 1 

Por tanto xn+1  satisface iii). • 

Proposición 3.1.1 Si IC C X es compacto por sucesiones, entonces es 
tu-compacto por sucesiones; el recíproco no es cierto en general. 
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Prueba. 
Sea (x„) C K, entonces existe una subsucesión (x„,) de (x„)yxEX tal 

que x = limx„,, En particular fx = lioix's„, para todo x• E X', lo cual 

implica que x = 

Para la segunda parte, consideramos un espacio de Banach reflexivo X de 
dimensión infinita. Dado que X = X" entonces Bx es w-compacto (Teorema 
2.3.3) por tanto Bx es w-compacto por sucesiones, sin embargo Bx no es 
compacto (corolario 1.3.1), por lo que no es compacto por sucesiones. II 

Proposición 3.1.2 SeaKcA: compacto por sucesiones y sea (x„) C IC tal 
que w-lintsn  = x, entonces lima„ = x. 

Prueba.Supongamos que la sucesión (x„) no converge a x, entonces existe 
eo  > O y una subsucesión (x„,) de (x.) tal que 

x„,11 > eo  para todo i E N. 	 (3.1.1) 

Por ser IC compacto por sucesiones, existe una subsucesión 	(le (xn, ) 
y y E IC tal que 	= y. 

En particular 	= y. Pero por hipótesis w-lipxo  x, entonces 

x'x = x'y para todo x' E X.  lo cual implica que • x = y. Entonces 
lim anlb = x, que contradice 3.1.1. II 

En espacios de Hilbert tenemos el siguiente resultado: 
Si H es un espacio de Hilbert yKCX es un conjunto convexo cerrado, 

entonces X contiene un elemento de norma mínima. 
Recordamos que la prueba de este resultado se basa fuertemente en la 

identidad del paralelogramo, y que dicho teorema es muy importante ya 
que con el se prueba la existencia de proyecciones ortogonales, que son la 
base de la teoría en espacios de Hilbert. Pues bien, tenemos un resultado 
completamente análogo en espacios de Banach reflexivos. A saber, 

Teorema 3.1.2 Sea X un espacio de llanada rejleaivo y /C c X un 
conjunto convezo cerrado entonces IC contiene un elemento de 
norma mínima. 

Prueba. 
Sea d = inf 1114 Ix E X) .Sea (x„) C K tal que lid ffxnff = d, entonces 

existe 	> O tal que (x.) C MBx. 
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Por hipótesis X = X", entonces Bx  es w-compacto y por tanto 
w-compacto por sucesiones. Así, existe una subsucesión (x„,) de (x„) y 
x E Max tal que w-lima„, = x. 

K es convexo y cerrado, entonces K = Kw (Teorema 2.2.2),Io cual implica 
que 	/C y por tanto d < 114 . 

Por otro lado, 

d 

(Para la última desigualdad ver [Ba;pag. 2131). II 

3.2 	Compacidad y compacidad por sucesiones 
en (X*, W*). 

El objetivo de esta sección es responder la pregunta, ¿Son equivalentes los 
conceptos de compacidad y compacidad por sucesiones respecto a la topologia 
débil*?. 

El siguiente teorema responde parcialmente. 

Teorema 3.2.1 Sea X un espacio de Banach. i K C X.  es w• -
compacto por sucesiones entonces ?O”' es w•-compacto. 

Prueba. 
Si /CC X' es acotado, entonces existe M > O tal que /Cc M Bx.. Por 

el teorema de Banach-Alaoglu B.. es w'-compacto y por tanto MBx. es 
w'-compacto. 

Dado que X c MBr. =MBx. (recordar que (X', w') es Hausdorff), 
se sigue que 709T  es w'-compacto. 

Resta probar entonces que /CC X* es acotado. 
Si K no es acotado, entonces existe (4) c K tal que jjx„• ¡I > n para todo 

n E N. 
Por hipótesis existe una subsucesión (4,) de (4) y x* E X* tal que 

w*-limx*„, = xs, es decir, lim4,x = x*x para todo x E X. 

De esto último se sigue que sup 	< oo para cada x E X. Por el 

teorema de Banach-Steinhaus, existe Mi  > O tal que sup1143 < Mi . Una 
tEN 

contradicción. 
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El siguiente ejemplo muestra que el recíproco del teorema anterior no es 
verdadero en general. 

Ejemplo. 
Sea X = I.). Entonces X es un espacio de Banach y por el teorema de 

Banach-Alaogiu Bx. es w'-compacto. 
Probaremos que Bx. no es w'-compacto por sucesiones. 
Definimos p„ :X—>Kn=1,... como sigue: 

Pn (T) = xn 

Claramente, p„ es un funcional lineal para todo n E N. 
Por otro lado, 

IP. (x)I = lx.I 5 suPlx.1= IlIlloo neli 

para todo x E X, implica que 0.11 5. 1, entonces (pi.) C Bx• • 
Sea x = (1, 1, ...) , entonces lp,, (x)1 = 1 = 11x11 0. para todo n E N, por 

tanto Ilp„11 = 1. 
Supongamos que (p„) tiene una subsucesión (N) w'-convergente, es decir 

existe q E Bx. tal que w•-limp„, = q; lo cual implica que limp,, (x) = q (x) 
para todo x E X. 

Definimos x E X de la siguiente manera: 

j O 	{ni} 
= 	(-1)I 	j = 

Así, pn. (x) = 	= (-1)g , entonces (p„, (x)) no es una sucesión conver- 
gente. Una contradicción. 

De todo lo anterior se sigue que (p.) C Bx., es una sucesión que no 
admite subsucesiones w'-convergentes. Entonces Bx. no es w•-compacto 
por sucesiones. Esto termina el ejemplo. 

Hay un caso especial en el que ambos conceptos son equivalentes, a saber, 
cuando X es un espacio de Banach separable, lo que no fue el caso en el 
ejemplo anterior. 

Antes de probar lo anterior, enunciamos un teorema que será de utilidad 
y es de interés independiente: 

Teorema 3.2.2 Si (X, r) es un espacio topoldoico compacto y si 
alguna sucesión (f.) de funciones continuas con valores reales 
separa puntos en X, entonces es metrizable. 
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ér Eltu2;pag. 631. 

Teorema 3.2.3 Sea X un espacio de Banach separable. Si K C 
es w'-compacto, entonces IC es metrizable en la w•-topolopfa. 

Prueba. 
Sea {x„} un conjunto denso numerable en X. 
Definimos fn  X' 	R n = 1, ... como sigue: 

fn (?) = x'sr, = 	para todo ? E X* 

Por la definición de la topología débil*, cada función fn  es w'-continua. 
Si f„ (x¡) = (x;) para todo n E N, entonces xix„ = nx„ para todo 

a E N. Dado que 	xl son funciones continuas en X y coinciden en un 
conjunto denso se sigue que x*, = xi. Se concluye que (f,J es una sucesión 
de funciones w'-continuas que separa puntos en X. . 

Entonces aplicamos el teorema precedente al espacio topológico compacto 
(1C w* ) • • 
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CAPITULO 4 

El teorema de Orlicz-Pettis 

El presente capitulo es una breve introducción a la teoría de la integral de 
Dochner, que trata acerca de la integración de funciones vectoriales. Usa-
remos dicha teoría para obtener el teorema de Orlicz-Pettis y también se 
aplicará a un ejemplo. 

4.1 La integral de Bochner. 
Sea (O, E, un espacio de probabilidad completo y X un espacio de Banaell. 

Definición 4.1.1 Una función f 51 --> X es llamada simple, si existen 

n  El ,. • . , En E E con Ei n Ej  = 0 y 9 = () Ei y vectores xt, • • • , xn E X tal 
t que 	 =t  

(w) = E xE, (w)zi para todo w E 1/ 
t=i 

donde xE  denota la función característica del conjunto E C X. Tales fun- 
ciones son consideradas medibles. 

Definición 4.1.2 Cualquier función f : f2 --> X que es límite (c.d. relativo 
a IV de una sucesión de funciones simples es llamada 14-medible. 

Definición 4.1.3 Una función f : iZ -4 X es débilmente ti-medible, si 
7' f es fi-medible para cada x* E X'. 
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Definición 4.1.4 Decirnos que la función f 	---> X es µ-esencialmente 
separablemente valuada (µ-en) si existe E E E con (E) = O, tal que 
f (12\E) es separable. 

El siguiente es un resultado importante que caracteriza a las funciones 
p-medibles. 

Teorema 4.1.1 (de medibilidad de Pettis, 1938). Una función : SZ --> X 
es u-medible si y sólo si f es débilmente µ-medible y µ-esv. 

Prueba. 
Necesidad 
Como es p-medible entonces existe una sucesión (1„) de funciones sini- 

pies tal que I im f„ = f c.d. 
Se sigue que x' f = lim x• fn  c.d. para cada E X' y por tanto x• f es 

medible para cada x' E X. 

Sea Rn 	(12) para todo n E N, entonces R = rj Rn  es un subconjunto 
n.I 

numerable de X. Así, R es separable. 
Tomemos N c ft tal que µ (N) = O y f„ (lo) # f (w), w E N entonces 

afirmamos que f (SAN) C Ti. 
En efecto, si w E 11\N entonces li 

n

mf„ (w) = f (w) y como fn  (w) E lí 

para todo a E N, se sigue que f (w) E3Z. 
Suficiencia 
Supongamos que f 12 -4 X es débilmente µ-medible y que existe E E E 

tal que µ (E) 	O y 1(9\E) c X es separable. Sea {xn} un subcon- 
junto denso numerable de f (12\E). Por el teorema de Hahn-Bansch, existe 
(x,) C S.Y. tal que 4,xn  = lix„il 

Sea w E ft\E. Afirmamos que (w)I1 = sup 	(1 (w))I 
Sea E > O arbitrario, entonces existe xn  tal que II,f(w) — 411 < i. Asi, 

Ilxn (./ (v)))1 — 4,sni 5_ II/ (w) — x.11 < 
	

(4.1.1) 

Por otro lado, 

Illf (w)II — 114111 5 	(w) — 411 < 
	

(4.1.2) 

De 4.1.1 y 4.1.2 se sigue que , 
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ji f (w)11 < 	„ f  l < 	( f (w))I 

Por taw o, pf (41 < e + Sliplx1(1(w))1. Se sigue que 

IIf (u )II < sup I.r  (f (10))1, 

Además, suplx;, (f (w))I < 	 =II f (41 lo que implica la 

afirmación. 
Por hipótesis x* f es ii-medible para cada x' E X', por lo hecho ante-

riormeni e se sigue que II! (•)H es p-medible. Análogamente se prueba que 
II! (.)— xnll es /1-medible. 

Sea e > O dado. Definirnos En = {w E 91 llf (w) 	< e) . 
Recordamos que la firación llf — 	es p-medible y por tanto cada 

E„ E • 
Definimos y : S? 	X de la siguiente manera: 

n-I 
[n 	W E En \ Ei 

y (w) = 
O si w 

n=1 

Es claro que IIf (w) — y (w)II < e para cualquier w fuera de E y de U  En. 
n=1 

Hemos mostrado que dado > O, existe una función y numerablemente 
valuada y un conjunto ir-nulo N, tal que y alcanza valores distintos en con-
juntos disjuntos de E y tal que II f (w) — g (w)11 < e si w E i2\ Ǹ . it 

Definición 4.1.5 De la integral de Boduier de una función vector valuada. 

Si f : —> X es simple, f (w) = E yE,(w)xi , entonces para cualquier 

E E E definimos 

I film = E it n Ei)xi  

En particular. 



60 	 CAP/1111.0 4. EL TEOREMA DE ORLICZ-PETTIS 

= 	p (E n Ei )xi  f f 
E 

5 	11(E n 	¡kifi 

= 	II/II 
E 

Una función p-medible f 	—› X es llamada Bochner integrable, si 
existe una sucesión (f.) de funciones simples tal que: 

lim 	(w) f (io)Ildp(w)= O 

Del hecho de que, 

 

 

findI4 — f fmdli 
E 	E E 

= 	f (f. — fm)(114  

f Ilfn — 
E 

5 J'Un — 

5 	I if 	fild14 + f 	!lid'',  -4  

cuando rt, ni -3 00 

  

Se sigue que ( f fndp J  es una sucesión de Cauchy en X para cada - 
E 

E E E, entonces definimos 

fdp = 101 f„djh 
E 

Lema 4.1.1 Si f es Bochner integrable, entonces 

coda E E E. 

f fdli 
F. 

f Ilf II dp para 
e 

  

Prueba. 
Para funciones simples ya se probó el resultado. 
Si f es Bochner integrable,entonct.s existe una sucesión (f„) de funciones 

simples tal que lian 	— f II dp = 0,en particular 
n o 



1.1. LA 1NIEG11.41, 	111/CIIXE11. 

f 1111;411 — 	die 	 fi! 'IP 
sz 	 isz 

lo que implica que: lim f 	= f lif 11 dil. n E  

A sí, 

lita f f„dp E  

<lira r hildp n 

1= 	.1.  1 fIldit 
E 

• 
Lema 4,1.2 Scan X, Y espacios de Banach, f :S? 	X una función Bochner 
integrable. Si '/':X--41/ es an operador lineal continuo entonces 

T 	ido = I Tfdp E c. 
E 

Prueba. 
Si f es una función simple f (w) = E n,y1,:.(lo) el resultado es  dato. 

Por ser f una función Boehner integrable, existe una sucesión (f„) de 
funciones simples tal que f fdp = Hm f f„dit y linif f — 	= O para 

E. n E 	n 

todo E E E. 
Así, 

T f  fdn = 	f fndli = Iinm I 7' fradn 
E 

Además. 

  

 

'fIldii — 	fodli = f AL)* 
E 

f 1117 — 177,11 

IT11111! — 	dit -->""'- o u 

  

	

Por t ant o f 	lim f l'f„d = f f d n. ■ 

	

E 	 n 	 E 

f 	
Icl 
 

E 
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Teorema 4.1.2 (Caracterización de Bocher de las funciones integrables, 
1932). Una función ;t-medible ea Dochner integrable si y sólo 
si f Ilf  II dp < 00, 

Prueba. 
Necesidad 
Dado que f es Bocliner integrable entonces existe una función simple g 

tal que f lif — gli dit < 1. 

Así, 

I II/II dli f ui — 9 iid11+ 111911 dli < cc 
o 	fi 	 o 

Suficiencia 
Como f es p-medible, se sigue que ilf II es p-medible con f IlflIdp < oo. 

Sea (fa ) una sucesión de funciones medibles numerablemente valuadas tal 
que IIf — fn ll < á c.d. (Para la existencia de dicha sucesión, ver la prueba 
de la suficiencia en el teorema anterior). 

Del hecho de que Hin  (w)II  5 11 f (w)11+ c.d., se sigue que¡ JIM dp < oo. 

Para cada a, escribimos a f„ en forma canónica 
00 

fn ( w) = E YEn,m (w)xn,. 
mil 

ao 

donde End  n End  = o si i j Y U En.m = ll, E„,„, E E, x„,„, E X. m.i 
Dado que f IIfnII dp < oo y p (12) = E p (En,m) = 1 para cada n E N, 

111.1 
entonces escogemos p„ tan grande como para que 

Un II (IP <1 

O E" m=pn+I 

pn 
Sea y„ = E xE„ (w)  xn,„„entouces mr--1 

f II f — g„Il dp 	f 	— 	dp + f Ilin  — gni' dµ 
12 

5 
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Por tanto, f es Bochner integrable. ■ 
Según se puede apreciar, la caracterización de Bochner de las funciones 

Bochner integrables, reduce gran parte del desarrollo al correspondiente al 
de la integral de Lebesgue. 

Corolario 4.1.1 (Teorema de la convergencia dominada) 

Si fn  : D —› X, n = 1, ... son Bochner integrables, f = I ñm fn  c.d. y 
II fn  (.)II < g  (.) c.d., donde g E Li  ( II), entonces f es Bochner integrable y 

n111.1'11! — !ni' dit = O y Jim f fndiA = f fdp para todo E E E. 
n O 	 is E  

Prueba. 
Dado que f = 	fn  c.d., se sigue que x• f = livix•f„ c.d. para cada 

x.  E X', entonces f es débilmente medible. 
Sea E E E tal que p. (E) = O y (w) 	fn (w) si w E E. 
Para cada n, existe En  E E tal que p(En) = O y fn (n\En ) C X es 

separable. 

Sea .-1 = E U U En , entonces p (A) = O y 
n=.1 

f (SAA) C 	h (Sl\En ) 
n=1 

Pero 11./ fn  (0\E„) es separable, entonces f (11\A) tambien es separable. 
n=1 

De todo lo anterior se sigue que f es p-medible.(Teorema 4.1.1). 
Dado que f (w) = lim fn  (w) c.d., entonces ilf (w)II = l im IIJn (w)11 c.d. 
Dado que IIfn  (w)II < g (w) c.d. y por la hipótesis g E Li (u), se tiene: 

f IIjII  dp < oo, de donde se sigue que f es Bochner integrable. 
u 

Por otro lado, IIf  (w) — fn  (41 5 II! (41+ 	mil 5 29 (w) c.d. 
Por el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, tenemos 

linm 	— f,,11 dp = limilf — f,,11 dp = O 

Por otro lado, 

fdp— f„dti 
E 	E 

5 I Ilf fnll dIÁ 5 Illf - fnildP 
E 

implica que lila f fndp = f fdp para todo EEE.• 
E 
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f fdPIE E E} Lema 4.1.3 Si f 	X es Dochner integrable, entonces 
E 

es un subconjunto relativamente compacto de X. 

Prueba. 
Supongamos que f es una función simple, 

I I. 

f (u') = `YE, (w); 
J., 

entonces f f dp = 	(E n Ei) xi  E (x1, , x„) para cada E E E . 

Dado que f /do 
F. 

f Hfll dp S  f 111114i z co para cada E E 	se 
E 

sigue que f fdpiE E E { es un subconjunto acotado del subespacio vectorial 
E 	 111 

de dimensión finita (x1, , . . , xn), entonces dicho conjunto es relativamente 
compacto (Teorema 1.3.1). 

Sea ahora / : fi --> X una función l3ochner integrable arbitraria, entonces 
existe una función simple g : A --> X tal que 

I I1 f- 91Idp<2 
u 

Se sigue entonces que, 

 

   

 

f fds— f gdm 
E 	E 

= 	f (f — 9)dti 
E 

f lif — 911d14 
E 

— < 

  

para cada E E E. 
Sea e > O. 

Dado que A = f gdpIE E E es relativamente compacto, entonces es {  
E 

totalmente acotado. Se sigue que existen xi, ... ,x„ E X tal que 

A C U  (x;  + 
2 ') i=1 



E 

acotado, de hecho C C O (ri elix). Dado que X es un espacio métrico 

completo, se concluye que dicho conjunto es relativamente compacto. ■ 

f fdp — xl = f fdp — f 94+ f gdp— xi 
E 	 E 	E 	E 

< 	f fdii — f gdp + f gdp — a; <s 
E 	E 	E 

{
Lo anterior muestra que el conjunto C = f f diilE E E j es totalmente 
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Tomemos E E E, entonces existe x, tal que 

Entonces, 

f gdp — xi  
E 

< s. 

  

4.2 El teorema de Orlicz-Pettis 
Definición 4.2.1 Sea E x„ una serie tal que xn  E X para todo u E N. 

Si (Zkn ) es una subsucesión de (4), entonces decimos que E xk. es  una 

subserie de la serie dado. Si además, lim E  xk. existe entonces decimos 
n j„,1  

que Exk. es una subserie convergente. Análogamente se define una 

subserie w-convergente. 

Es claro que si una serie E x,, es w-convergente, entonces -  = O. 
n n  

Teorema 4.2.1 (Orlicz-Pettis, 1929-1938) Sea E x„ una serie. Si cada 
subserie de la serie E x„ es w-convergente, entonces cada subserie 
es convergente. 

Prueba. 
La prueba se hará para espacios vectoriales reales, no hay dificultad al- 

guna para hacerlo en espacios vectoriales complejos. 

Supongamos que el resultado no se da, entonces existe una subserie É  xk, 
.)=-J 

tal que (É  4, no es una sucesión de Cauchy en X. 
j-1 ' 
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Por tanto, existe e > O tal que si P es un entero dado, entonces existen 
1, > 	> P tal que 

E xk, 
i=11 

>E 

  

Repitiendo el proceso, se sigue que existen /2  > j2 > l l  tal que 

12  

E T ki 
•=l2 

De esta manera construimos un par de sucesiones de enteros positivos 
in 

(1n); satisfaciendo ji < /I < jj  < /2 < ... y E xk, > e. 

t„ 
La serie E y„, donde y„ = E xk„ es claramente una subserie de E x„ y 

i=j. 
usando la hipótesis se sigue que es w-sumable en X, entonces w-limyn  = O y 

Ilynll > e para todo n E N.  
Sean r = {-1,1} , S = 2r; definimos IL : S —› {o, h, I} de la siguiente 

manera: 

(0) = O 

P({-1}) = P({1})= 

P(r) = 1  

entonces (I', S, µ) es un espacio de medida. 

Sea fl = rir=rN; i.e. el espacio de todas las sucesiones (e.). de signos 
i=i 

en  = ±1. 

Sea S la a-álgebra generada por los conjuntos ñ A c fi, donde Al C y 
i=1 

.4i  =para todo i excepto para un número finito de valores de i. Se denota 
= ri S, la a-álgebra producto generada. 

Entonces existe una única medida t,  definida en S.  con la propiedad que, 
para todo conjunto medible E de la forma Al  x 	x A„ xrxr ..., (ver 
(Ha;pag. 157J ) 

> 



x• f (en)11 = 11111 1 enx•yn 
• k=1 

= Iim E  xlynPn(e„),, 
n k=1 
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v (E) = (it x 	x 14)(AI  x 	X An) 

= 	fi /1(.4/) 
i=1 

Se denota I, = 

Entonces (St,,I,v) es un espacio de probabilidad. 
Definimos una función f : St --> X de la siguiente manera: 

VI 

f ((.571)71) = w-lim E cok; 
k=1 

La existencia del limite débil se justifica a continuación: 

Dado que E  y„ es una subserie de E  xn, entonces cualquier subserie de 
n=1 	 n=1 

ou 

y„ es w-convergente. 
n=1 

n (en) E 9.  
Tomemos 	Sea .4 = {n E N'en  = 1), entonces 

00 

E EnYn = E Yn E yn. 
71=1 	nEA 	nEAc 

aa 

Dado que E yn, 	y„ son w-convergentes, entonces 	eny„ es w- 
nE.4 	nEA° 	 n=1 

convergente. 
Así, f : ft --+ X es una función bien definida. 
Sea x' E X', entonces 

para todo (e„)„ E 9. 
Donde Pk  : St --> (-1,11 es la k-ésinra proyección, Le FI (en). = en. 

Claramente las proyecciones son /1-medibles, por lo que se sigue que f es 
el limite de funciones ir-medibles y por tanto es 0-medible. 

Corno :r' E X' fue arbitrario, entonces f : ft -+ X es débilmente 
/1-medible. 
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Además f (9) c (1, y1, _),,' = (y1 ,112, ...). Dado que (/11 Y2. • • .) es se-
parable se sigue que f (9) es separable. Por tanto f : 9 ---> X Os it-medible. 
(Teorema 4.1.1) 

Sea K = E ek yk lA c N finito, ek  = ±1 para cada k E A , entonces { 
k(..1 

f (9) C ru 7  . 

Supongamos por un momento que K es un conjunto acotado, es decir 
existe Al > O tal que /C C 1111J,r; entonces rf) c .11B1 = 41/131 = MBN . 
De lo anterior se sigue que f (0) es un conjunto acotado. 

Asf, 

lifildu Mv (11) 	M < cX) 
si 

Entonces f : SI --+ X es Bodin« integrable. (Teorema 4,1,2) 
Enseguida probaremos que en realidad /C es un conjunto tu-acotado, lo 

cual implica que es acotado. 
Sea n E X' arbitrario. 
Escojamos (en)„ E It de tal manera que Inynl = es4lln para todo u E N. 

rr 
Dado que m-lim E  ek yk  existe para cada (en )„ E Si, entonces existe x E X 

k.i 
tal que 

o. 
xsx = E Est? yk  

k=1 

00 

para todo :re E X*, en particular i¿x = 

Asf, 

x O.  (E Ekyk1
kEA 

5. E 1.clyk i 5 2.0*x < 00 
?tul 

 

lo anterior es válido para todo 0 C N finito, Ek = ±1 para cada k E A. 
Se sigue entonces que /C es un conjunto w-acotado. 
Sea Ek  = «e ri ),i  E Olsk  = 1) , entonces Ek  E S y: 
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f fdv 	f fdv (lema 4.1.2) 
Mk 	 Eh 

= f (1 envy.) dv 
Eh n.I 

= 	E f e„2:* y„dv 
ri=1 Ew 

= 	X*  lin f £ndv 
n-- I 

Sin embargo, 

f endv = f dv — f dv =1-1=Osin k 
Ep, 	H„nEk 	Eanm, 

J e kdv v (E k) = 1.‘ ({1}) = I  2 

Por tanto, z• f fdv = lx•yk  para cada x* E X. Así, f fdv = lyk. 
Eh

¡ 
	

Eh 

Sabemos que 2f fdi/IE E .. es un conjunto relativamente compacto 
E 	 111))1 

(lema 4.1.3) Y (yn) C { 21:  fdvIE E 1. 

Se sigue que (yn) contiene una subsucesión (yni ) que converge en norma. 
Dado que w-limyn  = O entonces w-limy„i  = O, tambien lo anterior implica 

necesariamente que limyni  = O. Pero esto es una contradicción ya que 

11411 > E > O para todo n E N. • 

4.3 	Otra aplicación de la integral de Bochner. 

La presente sección presenta otra aplicación de la integral de Bochner,para 
obtener un teorema de Krein-Sinulian: el casco cerrado convexo de un sub-
conjunto w-compacto en un espacio de Banach es w-compacto. 

Primero tenemos un lema preparatorio: 

Lema 4.3.1 Sea X un espacio de Banach separable.Si K es w-compacto y 
es una medida de Borel regular definida en (K,w), entonces la función 

9:1C X dada por ip (k) = k es Bochner integrable. 

Eh  
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Prueba, 
Dado que la función 99 es u,-u, continuase sigue que la función x•cp es 

w-cont inua para cada x' E X'.Así,:rs9 es p-medible para cada x' E X*,i.e w 
es débilmente p-medible. 

Además,dado que y) (K) = PC es separable,entonces (p es p-medible.(Teorema 
4.1.1) 

Como K es w-compacto,en particular es acotado (Teorema 2.2.5),entonces 
existe ,1/ > 0 tal que 1192 (k)II < Al para todo k E /C,así: 

11..,(k)11dp < A/p (K) < 

Se sigue que yo es 13ochner integrable.(Teorema 4.1.2) 

Teorema 4.3.1 (Krein-Smulian, 1940) Seo X un espacio de Banach. 
Si le C X ea w-compacto, entonces MIC ea w-compacto. 

Prueba. 
Supongamos primero que X es separable. 
Por el teorema anterior,tiene sentido hablar de la integral f (pdp para toda 

medida de Borel regular p definida en (PC, w) 
Recordamos en este punto que C (K, w)' es isométricantente isomorfo al 

espacio de todas las medidas de Borel regulares definidas en (K,w).(Teorema 
de representación de Riesz,ver DRul;pag. 1301). 

Consideremos el operador 4 : C (K, 	-+ X definido por: 

4 (p) = flpdp 

entonces es lineal y está bien definido.Afirmamos que es w'-w continuo. 
Sea (fa) C C (1C, w)' una red tal que w•-livi f3 = 0,113 liara fif = O 

para todo f E C (PC, w) y se quiere mostrar que tv-lijn4 (n) = 0, Le 

l i 	:I:* /,„ (f/ ) = O para todo x' E X'. 

Dado que UD C C (K, te)' existe una red (pa) (donde pd  es una taedida 
de Bond regular definida en (/C, w)) tal que: 

fIf= fdpa para todo f E C (IC, w) 	(4.3.3) 
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Por otro lado,./y, (f,;) = 9,(11td,d E D implica 
A: 

x"1, (f,;) x' 1y,ditd  = x'99dizd  para todo x' E X*  

Dado que x'99 E C (K, w) para cada x' E X',entonces por 4.3.3 se sigue 
que 

lint X.  4,(f1) = lim x'wditd  =O para todo x' E X' 

.Así,/,, es m•-w cola nulo. 

Por el teorema de Alaoglit/./cycm• es w'-compacto,entonces 1w  (Bc(te,tor) 
es w-compacto. 

El último paso es mostrar que coK c 4 (B(;(x,.).) • 
Sea k E coK,entonces existen 	• • • , 	E R; ki • kr' E K tal que 

ni > 0,1ai = 1 yk = 
i=1 

Definimos una medida 14 en (K, w) de la siguiente manera:0(ND = ad, 
= 	n y si .4 c K es un conjunto de Borel,entonces 

O 	si A n {ki, 	kn } = O 

Claramente,µ es una medida de Borel regular definida en Atc,.). 
Además 'pi = di (K) =

=1 
 ({ki}) = 	= 1,implica que µ E Bel pour 

Así, 

4 	= 194 =É 	= É aikd  = k 
i=1{k} 	1=1 

De lo anterior se sigue que coK C 4 (Bevcod,por tanto 

ro-K 	C 	= 4 (B) 

implica que 26/C es w-compacto. 
Consideremos el caso en que X no es separable. 

µ(A) = IhEA 
E 14 *in 
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Si Eti/C no es w-compacto,entonces por el teorema de Eberlein-Smulian 
existe {x.} c ZaK tal que {x„}: no es w-compacto. 

Para cada n,existe (ym"),,, c eo/C tal que x„ = 	su vez existen 

R, kr, 	, kr E K tal que ai  > O, ai  = 1 y yrn's = rvikr, 
i=i 	 i=1 

Sea Y el subespacio generado por la unión de los conjuntos {kr } para 
cada n.Entonces Y es un espacio de Banach separable. 

Por hipótesis /C es w-compacto,entonces YnK = P nIC C /C es u'- 
compacto.Por la construcción del subespacio Y tenemos que {x.} CIZ(Y n K). 

Del caso separable se sigue que ra (17  n ic) es w-compacto.Llegamos asi a una 

contradicción ya que Rpii no es w-compacto. ■ 



CAPITULO 5 

Sucesiones básicas. 

Definición 5.0.1 Sea X un espacio de Banach, una sucesión (x.) C X es 
llamada una base de Schauder para X si para rada x E X existe una 
única sucesión (N) de escalares tal que 

X = iim E cikxk  n 

Observación 5.0.1 Si (x.) es una base de Schauder entonces O (x.), y 
de hecho {4} es una familia de vectores linealmente independiente. Esto es 
claro, ya que si para algún x,„ E {x,s } tenemos que 

k 

Xrn  = E ai x,„ ,x„, E {X.} i = 1, 	, k 
i.1 

entonces tendriarnos dos representaciones del vector nulo. 

Observación 5.0.2 Un espacio de Banach con una base de Schauder .siem-
pre es separable. Así, IP° (II, S, it) no puede tener una base de Schauder si 
S no es finita. 

Ejemplos Bases de Schauder. 
1) Sea X = ip, 1 < p < oo. Afirmarnos que la sucesión (c„ ).de vectores 

unitarios 

73 



74 	 CAPITULO 5. SUCESIONES BÁSICAS. 

( e„ = 0,0, ... , 	1 	, O" .. 
n—ésimo lugar 

es una base para lp. 
Sea x E ip  arbitrario, entonces dado e > O existe n E N tal que 

00 

E ix,IP < EP si n > N. 
i—ni-1 

Así, 

 

1, 	ao 

= E 14 <e si n > N. 
p 	i=n4-1 

 

 

Lo anterior implica que lini E xiei  = x en 11,. 
= 

Claramente, la representación es única por lo que se sigue que (e, )n  es 
una base de Schauder para 

2) Si X = co, entonces (e„)n  también es una base de Schauder para CO, 
Sea a; E eg arbitrario, entonces dado e > O existe n E N tal que 14+1 1 < e 

si n > N. 
Así, 

 

fi 

x — E xiei 
i=“1 

= sup 1x, < e si fi > N, 
00  

 

de donde se sigue que li nm E xied  = x en co. Nuevamente, la representación 
i=i  

es única. 
3) Si X = e, entonces {l, el, e2, ...} es una base para c, donde 

1 = 
Sea x = (x1 , x2...) arbitrario. Supongamos que 10;1  = a, entonces 

x — al E co.Por el caso anterior tenemos que: 

— oi = limE(x,— a) ei  
i=1 

respecto a la norma 11.110  . 
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Así, 

Vi 

	

x , cr1 + ihn 	— el  en e 

y la representación es única. 
4) En espacios vectoriales normados de dimensión finita toda base de 

Uncid es una base de Schauder. 
5) En espacios de Hilbert separablts siempre existe al menos una base de 

Schauder, a saber, cualquier conjunto ortonormal completo es una base de 
Schauder. 

Definición 5.0.2 Una sucesión (4) c X es llamada una sucesión básica, 
si es una base de Schauder para el espacio vectorial cerrado (4). 

Definición 5.0.3 Sea X un espacio de Banach. Si (xn) es una base de 
Schauder para X, entonces definimos los funcionales-proyección 

xk :.l 	k = 1....como sigue: 

al 
 (

oo 

E ans„) 
n.I 

Lema 5.0.2 Los funcionales-proyección son continuos para cada k E N. 

Afirmamos que la función 11.11 es una norma en S: 
i) (sn ) = (0),, implica que ii(sn)111 = 0. 

Si 11(8n)Ill = O,  entonces 441 k=1 	
= O para todo n E N, por -tanto 

= O para todo n E N. Dado que la sucesión de vectores (xn) es 
k-- 
linealmente independiente se si ue que s„ = O para todo n E N. 

fi) 111(As„)11 = suPll Askxk 	¡Al iii(sn)Il 
n 

Prueba. 
{ Sea S = (sn) C ¡1 N I lim skxk existe en X . Claramente S es un e*. 

Fi k ,_ i  

patio vectorial. 

Definimos 11(4)Ill = sup 11 sk xk l . 	 • n k=i 
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111(80) 	 = 	 ( Sk 4) 3'4 
14 

suP (11 	Ski kil 	
k=1 

t  k
ll
) 

	

n 	kr:1  

-5 	+111(41)111 

Definimos el operador 13 (.9, III•)11) —› (X, 11.11) como sigue: 

	

1) (3,4) = 	E3,x, 
si=  

Por ser (x„) una base de Schauder, entonces 13 es un operador lineal 
suprayectivo; de la unicidad de la representación de cada x E X respecto a 
la base (2.„), se sigue que B es un operador inyectivo. 

Afirmamos que E es un isomorfismo. (i.e. un operador lineal bicontinuo). 
Claramente 1113(.9„)ii < 	, lo cual implica que 13 es un operador 

continuo, de hecho 11B11 < 1. 
Por el teorema de la función abierta es suficiente comprobar que (S, IH.I1 I) 

es un espacio de Banacb. 
Sea (yp) = ((sp,)‘) una sucesión de Cauchy en S. Así, 

183, — 8,,,11141 = 	
kI ( 3$9, 	 ( SP(3°k Sqk) Xkl 

2SUP1(814 r Y4í) xill  

2  MI/1, — 

lo que implica que (sp,)p  converge para cada i E N. Sea si  = firsp, y consi- 

deremos la sucesión (si). 
Sea e > O dado, entonces existe r = r, E N tal que illyp 	< E si 

p > r. De la definición de la norma Will, se sigue que 
ll É (sp, 8,.;) xi 

ll 
< E 

para todo n E N, siempre que p > r. Por tanto 
llit 

(si  — si.,)xi ll.< e para 

todo n E N. 
Dado que yr  = (s,i ) E S, entonces existe n, e N, tal que siempre que 

tn > n> n f  entonces 

    

rn 	 fi 

- E .9r,a,i 
I 

 

rn 

E 3,,xi  <E 
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Entonces se sigue que para ot > n > ne , 

E < 

  

Esto es claro ya que: 

rn 	 11 

8,s, = E sis,-- E 	E 	(si — Sr) •1 i —E(si— Sr,)Xi 
i=n I-1 	I 	i--n+1 	-a 4-1 	 i.-1 

por tanto s = (8i) E S y lb 	= sup r, — 8ri)Xill 5_ E. 
n 

Asir B (S, M'in) —> (N, 11.11) es un isomorfismo, luego 

	

k 	k--1 
 Ilxk II = 	E 	— E aixi 

	

< 	2  suP 	= 2  III (n/i)11 I ir 
2  1101111 004 

k=1 

Concluimos que 'rol= lo•k l 21111j  1 IIyIl,para todo x E X, y para cada 

k E N, lo anterior implica que los funcionales-proyección•son continuos como 
se afirmó. 

El siguiente teorema es un importante criterio que permite identificar 
sucesiones básicas. 

Teorema 5.0.2 Sea (x„) una sucesión de vectores distintos de cero 
en el espacio de Banach X .Entonces (x„) es una sucesión básica si 
y sólo si eaiste M > 0 tal que para cualquier sucesión de escalares 
(ai) C K y cualesquiera enteros m< n tenemos 

rn 
Eaixi  
i=1 

 

< ,41 
r. 

Eaixi  
i.1 

 

   

Prueba. 
Necesidad. 
Supongamos que (x„) es una sucesión basica, i.e es una base de Schauder 

para el espacio vectorial cerrado (xn ) que genera: definamos el operador 

Pk (x11) 	(xn), para cada k E N como sigue: 
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i )k 	an:r = L Iln Xn = E xne (X) xn 
n=1 	n=1 	n=1 

Los funcionales-proyección xe„ son continuos para todo n E N,de donde 
se sigue que 

k 

143:11 	11 3:t1II) IIII 
n=1 

por tanto Pk  es un operador lineal acotado para cada k E N. 
Para cualquier x E WY, tenemos que lipPkx = x. Del teorema de 

Banacli-Sicinhaus se 

Así, si in < a entonces 

sigue que 

m 
ak xk  

sup 

= 

= 

< 

< 

< 

o0 

Pm E 
k=1 
n 

Pm E 
k=1 

IPmII 

supliP„111
k=
1

1  

= 

akxk 

akxk 

kalsXkl 

ak x1,1 

Entonces M = supliPd, (Al es llamada una constante básica.) 
n 

Suficiencia. 
Sea x E (xn). Si x E (x,,), entonces x es claramente representable, de 

hecho es una suma finita. 
Nuevamente definirnos operadores Pm  : (x„) —› (xn), para cada m E N, 

de la siguiente manera: 

Pm (E'  (Vi) = E ah; 
k=1 

donde E' indica que ni  = O para todo i E 1V excepto para un número finito 
de índices. 

La condición de que siempre que m < a se cumple: 

171 
y-, 	

Xi < 
	

E aixi 
i=1 
	

i=1 



79 

para cualesquiera escalares ai, implica que los operadores lineales Pm  son 
acotados; a saber: 

11 1)"' (E1 a ixi) E aka:k  5 Al Ir mi l 

   

de hecho, 1113,„11 < Al para todo In E N. 
Definimos nuevos operadores lineales sobre (x„) (que extienden a los an- 

teriores) y (pie seguiremos denotando por P,„,de la siguiente manera: 
Si x E (x„), entonces existe (y„) C (x„) tal que x = limyn  y por tanto 

ponemos 

X = 	Yn 

Claramente Pnt  esta bien definido. ( 	— PmYsil 5 HM Ilyn — 
De lo anterior se sigue que 

IIPmx11 = 
< M lim uynii = M IIxII 

lo cual implica que los operadores lineales /I, son acotados, de hecho también 
111',„11 < Al para todo m E N. 

Consideremos los funcionales-proyección xk : (x„) 	K dados por 

xek 	aixi) = ak  

entonces 

k E N. 
Los funcionales 2:7, tienen extensión única a (x.) dada por 

al (X) xk  = Pk x — Pk _ i x 

para k > 1, y al (x) xi  = 
Sea x E (x„) y e > O dado, entonces esiste a E (x1, 	,X.(0) para algún 

n (e) E N tal que lis — all < 

ISVA 	'O DEBE 
SALID E LA BIBLIOTECA 

Ilxk II lakl = Ilakxkll = IIPk E' aixi Pk-1 E' <441 
2Miir,di 

implica que 14 (E' aixi)I <u ka lIE' 	es decir,s1 es continuo para todo 
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Si n > n (E), entonces 

5 	— all + 	Pnaii 	iiPria — Pnxii 
lix- oil + 	oii + DR, (o —  x)ii 

< (1 + M) 

Se sigue que 

x = lini P„x = hm Vi d.  + 1 (Po. — I'k  x)1 
,, 	 n I c .s2 

h 

="7 	lini E xi,' (3) :rk 
u k  .1  

Tiesta probar que la representación es única. 

Supongamos que para algún x E (x„) tenemos que x 

Utilizando la hipótesis tenemos 

= L. n j,1: 
i - I 	i 	I 

lau 	billirill E (a, — 
i=1 

=0  

  

Como lisi  II # O se sigue que ni = 
Supongamos que a, = bi para 1 < i < tu, ~araremos que (4.14  = b„,+1. 

lama  — bmItillxm+1 ll 5 
cx, 
E (ai  — In); =0  

   

Como 	O se sigue que a„,.,.1  = 
Por tanto, al  = bi para todo i E N. II 
Usamos el criterio recién probado para construir urna base para 4[0,1). 
Ejemplo. Sea X = 4[0,1),1 < p < oo.En 4[0,1) hay una base natu- 

ral,Ilainada la base de Haar. 
Definimos las funciones de Haar como sigue: 

	

hi (t) = 1 	t E [0,1) 

	

h2 (t) = 1 	t E 10, 

	

= —1 	t E 1,1) 

	

h3 (t) = 1 	t E [0, 
= 	t E 11,1) 

	

= 0 	t E 1,1) 

	

h4 (t) = 1 	t E [1,1) 

	

= —1 	t E 11,1) 

	

=0 	t E 10,1) 



SI 

En general, si rn > 1 y 1 < i < 2m, entonces hr, esta dada por: 

112M= X 2 2.-1 (1) XL/L,_,L 21 U) 
MT,Fri-rr 	,,tra +I ,FiTT 

Claramente hn  0, n E N. 
n+l 

Sean f = E aihi, y = E nihi. Claramente y= f h + 	I--n I. 

Supongamos que n+ 1 = 2"' + i para algún nl. > 1 y 1 < i < 2ni, entonces 
f y g son iguales excepto en el intervalo diádico 	2,;—?rirr. ). En este intervalo 
f es constante. Sea b dicha constante. 

Así, g b + a„.1. 1  en 	M) y y = b— an.fl 'II = [14,  •.„--4r), 
Dado que p > 1, es fácil comprobar que 	tjP  + I1  — tr > 2 para todo 

t E I?, lo cual implica que 

lb + n„ H IP + lb n„, 	> 2 Ibr con t= an+i 	(5.0.1) 

Así, 

VII = 1 IP' dA 
Lom 

	

= 	1 	VI' dA + f If IP  d'‘ + f IflP dA io,twriur2) 	ti 	r, 

	

. 	f 	191' dA + 72 -• 7 IbIP  io,imilur2) 

	

95. 	1 	191P da +11 IP dA+ f 191P  di\ (por 5.0.1) 
tomw,ur,) 	r, 	r2  

= 11911 

De todo lo anterior se sigue que ajhj 

 

n+1 
E aihi 
i=1 

y por inducción 

     

E aihJ 

 

E aihi para todo n < m 

    

para cualesquiera al  E R y cua esquiera enteros n < m. Del teorema anterior 
se sigue que (ha)n  es una base para (ha). Afirmamos que //[0,1) = (4,I)• 

Sea f E 1P[0,1) arbitrario, entonces existe una función simple s tal que 
Ilf — 811 < 

Supongamos que s = E aiu; donde E, E No, n Ei = 0 i # j y 

[0,1) = 4 
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Es un hecho conocido que los intervalos diádicos generan la a-álgebra de 
Borel en 

= 

Así, 

Por 
tanto 

[0, 1), 	entonces 
1 Dj  de diádicos 

a(1  

s — 	n i xD1 

f<  

para cada 
tal que: 

U' ) 
 

10,1) 

= 
p 

(M  

i existe 	una 

.J=1 

— Xn, II p  

1)1«  

unión 	finita 	disjunta 

p 
//E 11p 

dA < (— 
71 

< ME,donde M = max {NI . 
145n 

Ahora solo resta escribir a xn,con D diádico, como combinación lineal de 
funciones h„. 

Definamos 	721r ) i = 1,2, ... , 2". 
Entonces, 

Xol(t) = xio,f ) (t) = (h1 (t) + h2  (t)) 

Xol (t) = 'tí.»  (t) = (h1  (t) — h2  (t)) 

Sea n E 1V fijo y supongamos que hemos escrito xpr  i = 1, 2, ... , 2" como 
combinación lineal de funciones h3. 

Mostraremos que xiou i = 1, 2, ... , 2" " puede escribirse como combi-
nación lineal de funciones hi . 

Notamos lo siguiente: 	= Dri, U Dr c  i = 1, 2, ... , 2", entonces 

	

(t) = (xpr (t) + 	(t)) 

1 
Xor` (1) = 72-  (Xor (t) — h2.4-i(t)) 

= 1, 2, 	, 2". 
El resultado se sigue por inducción. II 
Usaremos el teorema 5.0.2 para probar que todo espacio de Banach de di-

mensión infinita contiene un subespacio de dimensión infinita con una base.EI 
resultado es obra de Bessaga-Pelczynski y fue probado en 1958. 
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Lema 5.0.3 Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita. Si F c X 
es un subespacio de dimensión finita y e > O, entonces existe x E X 
tal que lixii = 1 y lid 5 (1 + E) Ily + Axil para todo yEFy para todo E K. 

Prueba. 
Sin perdida de generalidad supondremos que e < 1.Dado que SF es com- 

pacto entonces existe {yi , 	, yk} una 5--red para SF. Por el teorema de 
Ilahn-Banach existen y;, 	, y: E Sx. tal que y, y; = 1 i = 1,... , k. 

Sea x E Sx tal que x E (I] ker yi. 

Si y E SI.,  entonces existe yi  tal que ily — yill < 
Tomemos A E K arbitrario, entonces 

Ilu + Axil 	11y, + axli — Ily -- 111 
Ilyi + 	— 
ly: (yi + Ax)i 	= 1 — 

Pero e < 1 implica que 1— 5- > T17+  . 
Asf, 1 < (1 + e) l'y + Axii para todo y E SF. 
Sea y E F, entonces 1 < (1 + 	+ Axil , lo cual' implica 

111/11 5 (1+ e) Ily + 111111 Axil 

Corolario 5.0.1 Sea X un espacio de Banach de dimensión infinita.Entonees 
X contiene un subespacio lineal cerrado de dimensión infinita con una base 
de Schauder. 

Prueba. 
Sea e > O. Escogemos una sucesión (e.) de números positivos tal que 

nEN 
11 (1 + en) < 1 + e. (Claramente posible). 

Tomemos xi E S.,. 
Por el lema anterior existe x3  E Sx tal que ilx0 < (1 + e I ) lix + Ax2 I1 para 

todo múltiplo escalar x de xi y para todo escalar A. 
Ponemos ahora F = (x 1, x2) . Aplicando nuevamente el lema anterior, 

obtenemos x3  E Sx tal que 

11x11 5 (I + e2)1Ix + Ax311 
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para todo x E F y para todo escalar A.. 
Ponemos ahora F = (z1 ,x 2 ,x3 ) y repetimos el proceso anterior. 
Afirmamos que la sucesión así generada es una base y con una constante 

básica que es menor o igual a 1 
Si ni, ta E N son tales que in < n entonces: 

11,1airill -5» 
(1 +) 	a ; -m 

i=1 

 

 

n-1 
fi (.1 -I- eí) 1 

n 
 aX1 

	

i,-..rn 	 ri 	. . 
< 	11 (1+ en )111 	m il 

	

nEN 	• 	i----1 	1 

< 	(I -I- e)111 a  xi  
i=i 

La conclusion se sigue del teorema 5.0.2. • 

Teorema 5.0.3 (Principio de Selección de Bessaga-Pelczywki, 1958) Sea 
X un espacio de Banach. Sea (x„) C Sr tal que 	= 0. 
Entonces (xn) tiene una subsucesidn 

Prueba. 
Sea (en)n,e, una sucesión de números positivos tal que en  < 1 para todo 

nENy 	(1—ea)  > 1 — en. 

	

Supongamos que xn „...,x„, ni  < 	< nk  han sido escogidos tal que 
para cualesquiera escalares al  y todo l < k 

E aiin, 
i.1 

1 
— 1 — ek _i  

E CliXni  
i=1 

(5.0.2) 

   

Sea Y (K) = (4, ... ,44 ). Dado que la esfera unitaria Sy(K)  es com- 

	

pacta, existe {zi, 	z,,,} una 1-red de Sy( K ). 
Por el teorema de Hahn-Banach existen 4,...,4 E Sx. tal que 

z;zi = 1 > 1 — 4 i=1,...,m 

	

Por hipótesis 	= O para todo x• E Xs,entonces existe iik+i > nk 
tal que 

ek 
14X n, < —

4 
 = , m  

r., 
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Afirmamos que para cualquier y E Sy(K) y cualquier escalar a 

	

ily + 	(1— Ek )ilyil 

Caso 1) lal < 2 

Ily
+ cu:„+,11 > lzi (y + axn„+,)I 

— 14(y zi)i — 14 ("nk+1)1 

	

> 	1 — — y — 	— 2 14x„,., I 

	

> 	1— 	— E,-t — 29' = (1—  Ek)iiYil 

Caso 2) jol > 2 

IIy 	aint+1 1 	lal lxnkti — IIyli ?. (1  — zk) IIuII 
Por tanto 

1 

	

IIYII 	17.771, IIy 4'141'1 

para todo y E Y (K) y para todo escalar a. 

fk E 
+1 

	

Así, E Ilj„. < 	E aix„, para todo 1 < k+ 1 y cualesquiera — 
escalares ni . 

Se sigue entonces que (x,.„) es una sucesión básica, con constante básica 

	

menor o igual que ?i 	< 	II 4=1  1-4, 	I-eo 

Definición 5.0.9 Sean (xn ) y (yn ) bases de los espacios vectoriales norma-
dos X y Y respectivamente.Decimos que (xn ) y (y.) son equivalentu si la 

convergencia de la serie E  <4.4 implica la convergencia de la serie E an yn  

	

n=l 	 n=1 

e inversamente,donde (an ) es una sucesión de escalares. 

Teorema 5.0.4 Las bases (4) y (yn )son equivalentes si y sólo si 
hay un isomorfismo entre X y Y que lleva cada x„ en yn. 

Prueba. 
Necesidad. 
Definimos el operador lineal T X —› Y de la siguiente manera: 
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00 
T 	a x = E an yn 

n=1 
	
n=1 

Dado que (xn ) y (yn) son bases de X y Y respectivamente, entonces 7' 
esta bien definido y es un operador biyectivo. 

Afirmamos que T tiene gráfica cerrada. 

	

Sean (wm) C X, wEXyzE Y tal que lini 	= to y lim Twm  = Z, 
rn 

queremos probar que 7'w = z. 
nu 

Si w = E a„ (w)x„ y wm  = E ay, (n)„,) x„, entonces. 
n=1  	 n=t 

Binan  (wm) = linlxlw,n  = x,w = an  (w) 

	

(5.0.3) 

para todo n E N. 
Por la definición del operador T tenemos que 

CC 	 00 
Twm = E an wm) yn = E (Twm) yn 

n=1 	 n=1 

an 	 ao 

Y por ser (yn) una base z = b„ (z) yy, = 	(z) y,,, entonces 
n=t 	 n=1 

lima„ (wm) = lim 1(Tw,„)= y,Zz = bn  (z) 
tn 

para todo n E N. 
De 5.0,3 se sigue que ay, (w) = (z) para todo n E N, es decir Tu) = z. 
Por el teorema de la gráfica cerrada se concluye que T : X -4 Y es 

continuo, análogamente el operador inverso es acotado. 
Suficiencia. 
Si T : X -+ Y es un isomorfismo de X sobre Y, entonces existen 

M1, 	> 0 tal que 

Mdizil 	112 114 para todo x E X. 

De las desigualdades anteriores se sigue que (4) y (»Joon equivalentes. 111 

Definición 5.0.5 Sea X un espacio de Banach. Una serie E x„, (x„ E X), 

se dice que es w-incondicionalmente Cegad* (luir) si, dada cualquier 
permutación 7r de los números naturales, ( x„(k)) es una sucesión w-Cauchy. 

i 

,V4, W4.1 
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Observación: E x„ es wic si y sólo si (1 x*x,(k)) es una sucesión de 
k.1 

Cauchy para cualquier permutación ir y para cada x' E X' si y sólo si 
00 

< oo para cada x• E X'. 
n=1. 

Teorema 5.0.5 Sea E xn una serie formal en un espacio de Banach 
X, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes: 

a) E x„ es wic. 

b) lxiste c > O tal que para cualquier (t„) E 1,, 

Slip E tkxk < c ii(tn)1100 

ao 

c) Para cualquier (4) E co, E t„xy, converge. 

d) Existe c > O tal que para cualquier subconjunto finito 4 C N 
y cualquier elección de rotaciones ei°. tenemos 

Ee
ieuxn  < c 

riCá 

Prueba. 
a)b) Definimos T : X' --> 11  por Tx' = (x*x„)». Por hipótesis T es 

un operador lineal bien definido. Afirmamos que T tiene gráfica cerrada. 
Sean (4) C Xe, x* E X' y y E I I  tal que 14 = 2.1  y Itmax,`,, = 

entonces probaremos que Tx' = y. 
Notamos lo siguiente: 

00 

	

IlY — 	= E Iyn — 4.41 > bin — 

para todo n E N, entonces 

	

O < 	— *¡,4l 5. 	111,  — Tx:1111, =0 

para todo n E N, es decir 11;7%4 = yn  para todo n E N. 
Pero limx„,* = 	implica que x'xn = yn para todo n E N, set Ti' = y. 
Por el teorema de la gráfica cerrada T es un operador acotado. 
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Sea (t„) E 131„, arbitrario y x' E Bx., entonces 

(
E tkxk)i 5 klti  Itki IX.Xkl 
k=1 

00 

lx*xkl = 11Tx*I1 -5- 11711 

para todo n E N, por tanto, 

E tk X k  = 	5111) X. 
 (
rd  tk X k ) 5_ 11111 

k=1 x•Cfik• k=1 

para todo a E N. 
Así, supli

k=
l

1  t
hxk l 	11T11 . 

Notamos que (te) E B1.„ fue arbitrario, si (te) E h consideramos entonceb 

a  157,C (t")  • 
b)c) Sea (tu) E co  C 	entonces para todo n > m 

E tkik  
k=m 

< c sup 141 —› O cuando ni —› oo 
?n.o, 

 

así, (1 tk xk ) es una sucesión de Cauchy en X y por tanto converge. 
k=1 

c)d) Definimos T : c. -4 X dado por '1' (tn )„ 	tnx.. Claramente 
ra.I 

T es un operador lineal y usando la hipótesis tenemos que está bien definido. 
Afirmamos que T tiene gráfica cerrada: 

Sean ((in) = ((c4),) C co, y = (a,) y x EX tal que 

liaign = 	= x 

Entonces 

Ilqe  — q11 = sup la: —a,1>  la: -a,1 

implica que lipa: = a, para todos E N. 
Por tanto, 

x = Ihn = iim E 	= En.;  = Tq. 
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Así, T es acotado y por tanto T (13,0 ) es un conjunto acotado. 
En particular vectores de la forma E eie^x„,donde A C N es cualquier 

nEA 
subconjunto finito, están contenidos en T (B„o ) y por tanto se sigue el resul- 
tado. 

d)a) Para cualquier x' E Bx. tenemos: 

x' (
E eitinxn) = E e'°^ x's„ < 
rea 	 uct, 

E ei°"xn  
nEA 

<e 

 

para cualquier á c N finito y para cualquier elección de 	Eligiendo 

rotaciones convenientemente se sigue que E  Ix'xn l < 
n,1 

Para x* E X' arbitrario, aplicamos lo anterior a 4'1- por tanto 

ix.xn I < oo para todo x' E X*, i.e. E xn  es wic.. l 
 

■ 

Corolario 5.0.2 Sea (xn ) c X una sucesión básica tal que itnf Ilxn 11 > O y 
E xn  es wic, Entonces (x„) es equivalente a la base de vectores unitarios de 

Prueba. 
Si E  tnx n  es convergente, entonces (1 t k xk) es una sucesión de Cauchy 

n=1 k=1 
en X. 

Dado que 

It.1 Ilx.11 = 
ra-1 

E tkxk - E tk Xk  
14=1 	k=1 

 

  

  

se sigue entonces l ñm it„1 Ijx„II = O. 
Pero por hipótesis Id lixnil > O, entonces 1014,1 = 0;asi,(tn) E co lo cual 

implica la convergencia de la serie E  tnen,donde {en} es la base de vectores 
n=1 

unitarios en Cut  i.e. en (i) = hin. 
Por hipótesis (xn ) es una sucesión básica tal que E xn  es wic, entonces por 

c) del teorema anterior se sigue que E tnxq converge para cada (t.) E co, • 

Definición 5.0.6 Sea X un espacio de Banach. Una serie E x„ se dice que es 

incondicionalmente conveniente si la serie E xn(n)  converge para cada 

permutación Ir de los numeros naturales. 
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Teorema 5.0.6 Sea X un espacio de Banach.Cada serie que es cric 
es incondicionalmente convergente si y sólo si X no contiene una 
copia de c0, 

Prueba. 
Necesidad. 
Supongamos que X contiene una copia de co,es decir existe un isomorfismo 

de co  sobre T (co) C X. 
Consideremos la serie E en, donde en  es el n-ésimo vector unitario en co. 

11 

Sea (an)ri  E c‘I = 11  arbitrario, entonces 

El(en , (arn)n)1 =  DNI < Ce')  

Se sigue que E e„ es una serie wic, sin embargo E en  = (1,1, ...) 	Co 

implica que la serie E en  no es incondicionalmente convergente. 

Sea (tn ) E co arbitrario. Por ser E en  una serie wic entonces E traen  

converge (por c) del teorema anterior, pero por ser T continuo entonces 

11(E traen = E tnTe„ 
is,l 	 n=1 

Por tanto, E Ten  es wic en X (por c) del teorema anterior). Sin embargo 

E Ten  X, ya que en caso contrario tendriamos que E en  E co. Así, Ellen 
no es inconcidionalmente convergente. Una contradicción. 

Suficiencia. 
Supongamos que X admite una serie E xn  que es wic pero no incondi- 

n 
cionalmente convergente. Entonces existe una permutación Ir de loe numeros 

naturales tal que (f 2:,(0) no es una sucesión de Cauchy. Por comodidad 

seguiremos llamando E x„ a la serie anterior. 

Así, existe e > O y sucesiones (pn) (qn ) de numeros naturales con 
ara

< qi < P2 < 92 < ... tal que E xk  > e, en particular. 
k.Pn 

inf 
qn 

E xk 
k=pn  

>e>0 
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qn 
Sea y„ = E xk, entonces inf 111111 > e. Por hipótesis E x„ es wic, lo 

h‘Pn 

cual implica que E Vrn i < no para cada x' E Xe  lo cual implica que w- 

I,nyn = 0.  
Sea  zn  = t

i 
r, entonces 

hin' 	 iss  (1i)1 
< 	f I IXe yni = 

para todo :e* E X. 
Por tanto, 	z„ = 0. 
Por el teorema 5.0.3 la sucesión (z„) admite una subsucesión básica. En- 

tonces (t/n) admite una subsucesión básica y además inf Ilyn li > e y E y„ 
ra 

wic implica que dicha subsucesión básica es equivalente a la base de vectores 
unitarios de ce, (corolario 5.0.2). 

Pero el teorema 5.0.4 afirma la existencia de un isomorfismo de co  en un 
subespacio cerrado de X. Por tanto X contiene una copia de ce. • 

Con la teoría desarrollada en este capítulo daremos otra prueba del teo-
rema de Orlicz-Pettis: Sea E xn  una serie en X. Si cada subserie de 

la serie E xn  es w-convergente, entonces cada subserie es conver- 

gent e. (Teoretna 4.2.1) 
Prueba. 
Haremos la prueba suponiendo que X es un espacio real, no hay dificultad 

alguna para el caso complejo. 
En el teorema se mostró, que si E x„ es una serie tal que cada una de sus 

subseries es w-convergente entonces 

W- hm E EkXk 	 (5.0.4) 
k=1 

existe para cualquier (e„) E {-1,1}1. 
Sea x• E X' arbitrario, si ponemos ek  = sgnxsxk, entonces 5.0.4 implica 

que E Ix•xk  I < cc. 
Se sigue que la serie E xn  es wic. 

Supongamos que existe una subsucesión (x„„) de (4) tal que (t xr;
) 

 

no es una sucesión de Cauchy en X. Entonces existe e > 0 y sucesiones 
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crecientes (pn), (q„) de enteros positivos con pi < qt  < p2  < q2 ..., tal que 
9. 
E 	> e para todo ra E N. 

an 
Sea (y„) la sucesión dada por yr, = E xri . Entonces 	> e > i=pn 

para todo a E Ny además E y„ es una subserie de E x„ y por tanto es 

w-convergente. En particular w-lip y„ = O y y 	> E. 

Entonces por el mismo argumento utilizado en el teorema anterior, existe 
(z„) una subsucesión de (y„) que es base. 

Dado que inf 11;4 > O y E z„ es w-convergente (y por tanto es wic, por 

la primera parte de la prueba) se sigue que (zn) es equivalente a la base de 
vectores unitarios en e0. (Corolario 5.0.2) 

Pero en seguida mostraremos que E e„ no es w-convergente en co: 

Supongamos que existe x E co, tal que x = w-lim 	i.e. x*x = 
ni=l 	 i=1 

para todo x' E C1 = 11. 
Dado que (e„) C ll entonces 

(x, en) = sn = E (es, en) = 1 
i=i 

pira todo a E N; una contradicción. 111 



CAPITULO 6 

El teorema de 
Dvoretsky-Rogers 

Definición 6.0.7 Sea X un espacio vectorial normado y (x,,) c X una 
suce.sión. 

a) La serie E xn  es llamada absolutamente convergente si 

E llxnll < 00. 
b) La serie E x„ es llamada incondicionalmente convergente si E 3:,(„ )  

converge para cada permutación rr : N --> N. 
El presente capítulo está motivado por el siguiente resultado. 

Teorema 6.0.7 Sea (z.„) c K (= R ó C). Entonces E xn  es absoluta-

mente convergente si y soto sí' es incondicionalmente convergente. 

La pregunta es entonces: ¿Tenemos el mismo resultado para espacios 
vectoriales normados'? 

E) primer paso lo da el siguiente teorema y su respectivo corolario. 

Teorema 6.0.8 X es un espacio de Banach si y sólo si para cada 

serie Ex. absolutamente convergente en X, Hm E xk  existe. (i.e 
11 k:zi  

toda serie absolutamente amable es sumable) 

Corolario 6.0.3 Si X es un espacio de Banach y Ex„ es absolutamente 

convergente, entonces Ex„ es incondicionalmente convergente. 

93 
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Prueba. 
Sea E x,, una serie absolutamente convergente, entonces, por el teorema 

6.0.7 se sigue que E xrdn < oo para toda permutación ir : N 	N y por 

tanto n 	x,r(k)  existe (Teorema 6.0.8) ■ 
k,1  

Así, ¿Será válido el reciproco del corolario anterior?. La respuesta es 
negativa cómo lo muestra el siguiente ejemplo: 

Sea X el espacio de Banach co. Sea x„ = ñ E co  para todo n E N. 

Entonces la serie converge incondicionalmente a la sucesión Wn  E e0, sin 

embargo E 	= E = cc. 

Para a caso en que X es de dimensión finita tenemos el siguiente resul-
tado: 

Teorema 6.0.9 Sea X un espacio vectorial normado de dimensión 
finita. Entonces Ex„ es absolutamente convergente si y sólo si 

es incondicionalmente convergente. 

Prueba. 
Basta probar el resultado para X = R" ó Cn  (Teorema 1.1.1) 
Necesidad 
Se sigue del hecho de que R" ó C" son espacios de Banach junto con el 

corolario anterior. 
SuItiencia 
Si E ;ro)  converge para toda permutación ir N --> N, entonces E  s,o) (i) 

converge para toda permutación ir : N --> N, i =1,...,n; así r 	oo 
.1=1 

i = 1, 	n (Teorema 6.0.7). 
Sabemos que existe M > O tal que Ilxil2  < M Ilxll i para todo x E R" 

(C"). 

Por tanto, 

MÉIIxiII  i=1 

	

= Al E (Ixi  (i)I + 	+ ixi  (n)l) < oo 
.i=i 

■ 
A continuación enunciamos el teorema de Dvoretaky-Rogers que da res- 

puesta a nuestras preguntas. 
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Teorema 6.0.10 (Duoretsky-Rogers, 1950) Sea X un espacio de Ba-
nach. Toda serie incondicionalmente convergente en X es abso-
lutamente convergente si y sólo si X es de dimensión finita. 

Corolario 6.0.9 Si X es un espacio de Banach de dimensión infinita, en-
tonces existe una serie incondicionalmente convergente Exn  en X 

tal que E 	= 

De hecho, se probará un resultado más general, pero para ello será nece-
sario desarrollar la teoría de operadores absolutamente p-sumables. 

6.1 Operadores absolutamente p-sumables. 
En adelante consideraremos a X, Y espacios de Banach y 1 < p < oo. 

Definición 6.1.1 Un operador lineal acotado T : X 	Y es absoluta- 
mente p-surnable (denotado por T E Ilp  (X ,Y)) si dada cualquier sucesión 
(4) C X tal que E Ix'xn J9  < oo para cada x* E X', tenemos que 

Ii 

E 11Tx„IIP < OO. 

Supongamos que (x,,) C X satisface que E ix*xn r < oo para cada 

X* E X'. Definamos un operador S : X' 	lp  de la siguiente manera: 

Sr' = (xixn)n  

Entonces dicho operador esta bien definido, es lineal y afirmamos que 
tiene gráfica cerrada: 

Sean (4) c X', a? E X' y y E I p  tal que 

entonces 

lim tn 

¡4xn — ynl s 

x = ? 

(E f4x. — NIP) 
n 

= y 

= liSx„ Yil 

(6.1.1) 

para todo n E N, lo que implica que lim44, = yn  para todo n E N. De 

6.1.1 se sigue x*xn = 	para todo n E 1, por tanto 



96 	CAPITULO 6. EL TEOREMA DE DIVRETSKY-ROGERS 

S;E*  = (i'' xn)„ = (yn). = 

Así, S tiene gráfica cerrada y se sigue que S es un operador lineal acotado. 
Consideremos ahora el conjunto 

10,  (X) = (x„) C  X : E 1.1:'  X„ IP  < oo,para todo x* E X' , { 
II 

es claro que I/ (X) es un espacio vectorial. 
Si (x.) E 1 pW  (X), entonces dicha sucesión induce un operador lineal aco- 

tado S(,„). : X' --> ip, ya mencionado antes. Definimos entonces 

iRrm xn)Iii) = ISGr.1„11 

Claramente 11(x„)11,,,,p (X) 
= O si y • sólo si (x„) = 0. Del hecho de que 

S(1. 110.  = S(z.).  + S(in )o , Spa„).  = AS(1„ ).  y de que Hl es la norma de 
operadores lineales acotados de X' a lp, se sigue (pie 11111(x)  es una norma 

en 1 (x) . 
Análogamente definimos /111  (Y) = {(y„) C Y : E Ily„IIP < oo}, es claro 

que este conjunto es un espacio vectorial. 
Definimos en IP (Y) la función DiI, 04(v) de la siguiente manera: 

,1 
ii(yr.)llivi(v)=(Ih r) 

Así, lillivi(y)  es una norma en IP (Y), (la prueba es idéntica al caso de 

los 1p). 

Lema 6.1.1 (/`: (X) , 	Y (TI  (Y) ,11111.5(y)) son espurios de Ba- 
ilad'. 

prueba, 
Sea (tem) = ((x,r)n ) c Ip (X) una sucesión illiix(x)-Cauchy. Sea e > O 

entonces existe P = P (e) E N tal que 
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1}  
sup 	E ix. (x,,,,, - suP) 	= ov,i. - %III  (yo < ',- s•Ellx• {( li 

si y > m > P. 
Lo anterior implica que 

1 
lx*(x - 	)1 5_ (Eix*  (xinn  — x`rii)iP) P  < e 

para todo z* E Bx. y para todo n E N. 
Así, 

— 411= sup  lx* (x11  — 	5 e 
-rabo 

para todo n E N,q > m > P. 
Se sigue que (4)71  es una sucesión 11•11x-Cauchy para todo n E N. Sea 
= 	zne  Y co = (IN) • 
De 6.1.2 tenemos que 

I.. 	••• VI& (y • < e 

si m > P, para todo x' E Bx.. 

(6.1.3) 

Así, 

1 I  

(E i X.OnI P 	< (E I X* 37: X*  On IP) + 1 Issxn  IP) 
n  

1 

< e + (Elx*xliP) P  < co para todo x' E Bx. 
VI 

Lo cual implica que (4.) E qoo. 
Por otro lado, se sigue de 6.1.3 que: 

1 , 
litem — wili;f(x) = sE'B'Px, 	Y l x.xl:'  — x."IP) } < e  ..  { 

si in> P. 

(6.1.2) 
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Todo lo anterior implica que (!y (X), 11.111,;(x)) es un espacio de Banach. 

	

Sea (c„,) = ((y,T)n ) c 	(Y) una sucesión litilim-Cauchy. Sea e > O, 

entonces existe P = P (e) E A, tal que 

	

IlYnm 	= Ilzm — 	< e 

si II > ni > 
Así, 	— 	< e si q > m > P, para todo n E N. 
Se sigue que 00_1  es una sucesión 11.11y-Cauchy para todo n E N. Sea 

(Pu = Hin !/1 Y ,^! = (Scri) • 
De 6.1.4 tel 	lo siguiente: 

1 

(E 	— (Pni1P) < E Si In > P 

Por tanto, 

(F, 119n 11°)1P 	 + 	 P  
\ 

< 	+ (E lig:11P) P  < 00 

Lo cual implica que z E 	(Y). 
De 6.1.5 tenernos 

1 

11;,,  — :1111101 =  (E IIY:in  — Wraill P  5 e Si 776 > P. 
n 

Lo anterior muestra que itii (Y) ,11.110101) es un espacio de Banach. 111 
Retomamos la definición dada antesy illa expresamos con la nueva termi-

nología de la siguiente manera : 
"Un operador lineal acotado T : X --) Y es absolutamente p-sumable 

si y sólo si (Tx„)„ E 111  (Y) siempre que (4). E 11 (X) ." 
Si 1' :X ---> Y es absolutamente p-sumable entonces definimos un ope-

rador í' : 11(X) -4 /II (Y) corno sigue: 

t (x„),, = (Tx.)n 

(6.1.4) 

(6.1.5) 
n 
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Observación 6.1.1 Nótese que la asociación T —+T es lineal. 

Lema 6.1.2 	es un operador lineal acotado, 

Prueba. 
Si '1' : X —› Y es absolutamente p-sitinable entonces 	es un operador 

lineal bien definido y afirmamos que tiene gráfica cerrada: 
Sean (w„,) c 	(.Y) , w E l pw  (X) y z E 	(Y) tal que 

lim w,„ = w lim tw,„ = 	 (6.1.6) 
//I 

Entonces, 

II w„, — wIl ix(x) 	sup (E Ix• (al" xn )I 
ocax. 

P  

para todo x* E Bx. y para todo n E N. Así, 

11x11  - x.11 = 	Slip IX. 	— X„)I 
VT141. 

para todo n E N, de 6.1.6 se sigue que 	= x„ para todo n E N. 
rn 

Por otro lado, 

\ 1 

littprn 71111 n o, = 	1114 Ynir) P  

P 	 1174 YnII  

para todo n E N,de 6.1.6 se sigue que lilnTx;," = y,, para todo n E N. 
Dado que 1' es un operador lineal acotado, se sigue que 

Tan  = 1074 = yn  para todo n E N, 

es decir i'w = z; por tanto i' tiene gráfica cerrada y por tanto es un operador 
lineal acotado. ■ 

Definimos la norma absolutamente p-sumable de 7', denotada Irp (7'), 
corno irp  (7') = II1 II , entonces irp  (.) es tina norma en 	(X, Y) . 
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De hecho {TIT E ilp  (X, Y)} es un subespacio cerrado del espacio de 

Bailad! {11 :17 (X) —› 11' 11  (1') IU es lineal y acotado},de donde se signe que 

{IV E 	(X, Y)} es un espacio de Banach y por tanto (11p  (X, Y) Itp (.)) 

lo es. (Esto último es claro ya que irp (T. - Tm) = 
IITn — tml) 

Dado que 

irp  (T) = II I II 
= 	inf {p > 	

II (xn)„1< Pli(xn)nii Para todo (x„)„ E 1;;`)  (X)} 

se sigue que 

irp  (T) = inf 	> 011a desigualdad 6.1.7'se da para cualquier 	, xr, E X} 

1 	 1 

donde 	(E IlTxillP) 5 p sup (E1x*xs 1P) 	(6.1.7) 
i.1 	 x•Enx• 1.1 

A continuación presentamos un importante resultado que liga la teoría 
(le la medida con la teoría de operadores absolutamente p-suinables. 

Teorema 6.1.1 (de Dominación de Grothendieck-Pietsch, 1967). Supon-
gamos que T E II,, (X, Y). Entonces existe una medida de probabili-
dad deBorel, regular ¡I definida en Bx. (respecto a la topología to* ) 
tal que 

11Tx1I P < 	(T) f  lx*x1P1114 (x.) _ 751)  (T)11x1I P  
Bx• 

para todo x E X. 
Prueba. 
Sean x1,...,xn  E X. Definimos la función: 

: Bx. -4 R 

como sigue: 

	

(?) = 7t (T) E 	— E iiTxk liP 

	

k=1 	k=1 
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Dado que x'rk = ii„(x*) y que además irk  es w'-continua se sigue que 
es in•-rontinua en Bx.. 

Sea C = 	E C(Bx.,allxi, , x„ E X} Afirmamos que C es 
un cono convexo, (un subconjunto convexo /C de un espacio vectorial es un 
cono convexo si t/C c K cuando t > O). 

Sea O < A < 1, entonces 

-1" (1 	Mitn t 1 ,•••Irm = 

de donde se sigue que C es convexo. Además si A > O entonces 

A- 	f 	E C' 

De la definición de rp  (T) (ver ecuación 6.1.7), se sigue que cada element o 
de C es no-negativo en algún x* E Bx.. Por tanto C es disjunto del conjunto 

= U E C 	f (31 < O para todo x' E Y x.) . 
Claramente N es un cono convexo, además Ar es abierto. Esto último es 

claro: 
Sea f E N arbitrario, entonces lino„ax  = max (-1 (31) > O. Por lo 

x•clix. 
que 

(11 E C (Bx.,111 1 1 	f 	< IIf 	C 

Por el teorema básico de separación, se sigue que existe it E C (Bx.,///1  
una medida de 13orel regular definida en los borelianos de (1.3x.,1?) tal que 

I fd1  1<I gdi t 

para todo f E Ar, g E C; además, dado que N y C son conos convexos 
podemos suponer que 1. O. 

Dado que f film < O para todo f E g, p. es una medida positiva que 
podemos suponer es una medida de probabilidad. 

Así, f frdp > O para todo x E X. Por la definición de h se sigue que 

Ifytlit = 7rp (T) 	Ix'xi°  4(31— flTxll' 
fix. 	 Ilx • 

para todo x E X. Lo cual prueba la primera desigualdad, la segunda es obvia 
pues it es de probabilidad. • 
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Dado que x'sk  = i„ (21 y que además i„ es w'-continua se sigue que 
es 111'-continua en Bx.. 

Sea C = ff.„(1  .,n  e C 	1;r 1 , ...,x„ E X). Afirmamos que C es -".1- 
un corto convexo, (un subconjunto convexo /C de un espacio vectorial es un 
cono convexo si t/C C PC cuando t > O). 

Sea O < a < 1, entonces 

+ 	— 1)f-r. 	= 	 Atlf“, 

de donde se sigue que C es convexo. Además si A > O col onces 

E C. 

De la definición de irp  (7') (ver ecuación 6.1.7), se sigue que cada elernent o 
de C es no-negativo en algún a: E Bx.. Por tanto C es disjunto del conjunto 
.Af=uEC(Bx.,a).)1f (x') < O para todo x' E Bx.} 

Claramente N es un cono convexo, además N es abierto. Esto último es 
claro: 

Sea f E N arbitrario, entonces 	max {—f (x•)} > O. Por lo 
que 

{y E C (lix•.??) 1 lig !Hutu < 	c N. 

Por el teorema básico de separación, se sigue que existe 1L E C (Bx..,w*).  
una medida de liorel regular definida en los borelianos de (fix.,w.) tal que 

fdp 	t< I ydit 

para todo j E Ar, y E C; además, dado que N y C son conos convexos 
podernos suponer que t = O. 

Dado que f fdit < O para todo f E Nt /L  es una medida positiva que 
podemos suponer es una medida de probabilidad. 

Así, f f,dii? O para todo x E X. Por la definición de h se sigue que 

fidp = ir (7') I lx*xl° 	(a:* ) — 

para todo x E X. Lo cual prueba la primera desigualdad, la segunda es obvia 
pues 11 es de probabilidad. III 
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El teorema anterior afirma que existe una medida de probabilidad regular 
ji definida en (I3 .,w') tal que ir  E LP (it) para cada x E X. 

Definimos 1Cp  = i (X)"(P) . Entonces i : X -4 Xp es un operador lineal 
continuo: 

Il 2rilLP(11) 	IS.X 1PdP) 	114 
Bx• 

para todo x E X, lo cual implica que IIiII < 1, en particular i (Bx) C Bx„. 

Definición 6.1.2 Un operador lineal T : X --> Y es llamado completamente 
continuo si manda sucesiones w-convergentes en sucesiones convergentes. 

Teorema 6.1.2 i : X --+ Xp ea completamente continuo y débilmente 
compacto. 

Prueba. 
Sea (x„) C X y x E X tal que x = w-lipxn, es decir 4? = 

para todo ? E X'. 
Esto último implica que existe M > O tal que 

sup ii,,,xsi = 11411 < M para todo n E N. 
H. 

Por el teorema de la convergencia acotada, tenemos: 

iiix. — is iii¿p(m) = 	f lix. — i.1° dit 
= 

B
f

• 
 i lmti.,, — irlp dµ = O 

Por lo que i es completamente continuo. 
Ahora probamos que i : X --> Xp  es un operador débilmente compacto, 

i.e i (Bx) es w-compacto. 
Si p > 1 entonces Xp  es reflexivo, lo cual implica que Bx, ea w-compacto. 

Se vió anteriormente que i (Bx ) C Bx.„ por tanto i (Bx) es w-compacto. 
Sea p =1. Dado que p es una medida de probabilidad se sigue que 

L2 (p) C Li  (p), 
El operador inclusión 1: L2 (µ) —+ L1 (µ) dado por 1Í = J es continuo, 

por tanto w-w continuo. Además, 
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= 
	

1 ix'xi 2  dii) 5 1 si 114 5_ 1. 

Así, i (Bx) C DL,(,,)  y dado que BL,(,,) es w-compacto se sigue que 

i (13v ) = 	xr es W-compacto (relativo a L2  (p)), por tanto 
Ji (B.y) = i (Dx) es w-compacto (relativo a L1  (si)). 

Teorema 6.1.3 Si T E flp  (X, 1') entonces T ea completamente con-
tinuo y débilmente compacto. 

Prueba. 
Definimos P : i (X) c Lp 	—+ 1' de la siguiente manera: 

Pi: = Tx 

Entonces P es un operador lineal acotado: 

L 
111'4 < rp (T) f jx•x1P 

= Irp (T) 

Donde la desigualdad es por el teorema de Grothendieck-Pietsch. 
P tiene una única extensión lineal continua en Xp, la cual seguiremos 

denotando por P. 
Por la definición de P tenemos que T = Poi. Dado que P es continuo e i 

es completamente continuo, se sigue que T es completamente continuo. 
Tambien P es w-w continuo y como i (Bx) es w-compacto se sigue que 

P (i (134) es w-compacto. Así, 

rtix  = 	= P (i (Bx)r C P FP) 

implica que TI; es w-compacto, i.e T es un operador débilmente com-
pacto. II 
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6.2 	Prueba del teorema de Dvoretsky-Rogers. 

Teorema 6.2.1 Si l < p < oc y X es de dimensión infinita, en-
tonces el operador indentidad en X no es absolutamente p-sumable. 

Prueba. 
Supongamos que el operador identidad /x 	x es absolutamente p- 

su mable. 

Sea (s.) C Bx. Por el teorema anterior / debería ser w-compacto i.e Bx 
debe ser w-compacto (w-compacto por sucesiones por el teorema de Eberlein-
ámulian), por tanto (4) admitiría una subsucesión w-convergente. Dado que 
/ debería ser tambien completamente continuo se sigue que dicha subsucesión 
es convergente. 

Pero lo anterior dice que Bx es compacto, lo cual implica que X es de 
dimensión finita. Una contradicción. 

Corolario 6.2.1 Si 1 < p < go y E lixn  < ce siempre que r, ix.s„ r 
para cada x' E X', entonces X es de dimensión finita. 

Finalmente, presentamos a continuación la prueba del teorema de Dvoretsky-
Rogers. 

Teorema 6.2.2 Sea X un espacio de Banach. 'Toda serie incondicional-
mente convergente en X es absolutamente convergente si y sólo si X es de 
dimensión finita. 

Prueba. 
Solo resta probar la necesidad: 
Supongamos que la convergencia incondicional de toda serie en X implica 

su convergencia absoluta. 
X no puede contener una copia isomorfa de en, dado que co  admite una 

serie que converge incondicionalmente pero no absolutamente. 
Por el teorema 5.0.6, se sigue que si E Ix's„I < oc para cada x' E X' en- 

tunees E 	< oc, por el corolario anterior se sigue que. X es de dimensión 

finita. 
CONCLUSIONES. 
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Sólo queremos destacar la importancia de las topologías débil y débil*, 
como se vió a través del trabajo estas topologías nos permiten probar propie-
dades de subconjuntos del espacio vectorial que con la norma sería díficil de 
mostrar, (w-acotado implica acotado, etc.). 

Queremos destacar fuertemente la importancia del capítulo 3 en las apli-
caciones: el teorema de Eber/ein-Ñmulian por el lado de la topología débil y 
el teorema de Banach-Alaoglu (junto con el teorema 3.2.3) por el lado de la 
topología débil*. 

Aunque estas topologías se han definido en espacios vectoriales norma-
dos, se pueden definir también en espacios vectoriales topológicos localmente 
convexos. 

El capítulo 4 sólo es 1111a breve introducción a la teoría de integración de 
funciones vectoriales. Con ello se probó el teorema de Orlicz-Pettis, el cual 
es una herramienta básica en la teoría de medidas vectoriales. El resultado 
se puede probar para espacios topológicos localmetita convexos. 

En el capítulo 5 se introduce la noción de sucesión básica y su caracte-
rización. Esto da lugar a preguntas que relacionan este concepto con la 
estructura del espacio: ¿todo espacio de Banach contiene una sucesión básica 
incondicional?. ¿todo espacio de Banach contiene un subespacio isomorfo a 
co  6 ip  1 < p < oo?, etc. 
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