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Introducción. 
Uno de los grandes ternas de la Aritmética (o Teoría de Números) es la 

solución de ecuaciones polinomiales (le la forma 

p(xl, • • • ,x,i) = O 
	

(1) 

donde se requiere que las soluciones sean enteros. En general también se 
requiere que los coeficientes del polinomio (1) también estén en 2. Problemas 
de este tipo, englobados en el tema de problemas diofantinos, han estado en 
la Matemática desde sus inicios. La dificultad de este tipo do problemas es 
ilustrada en forma dramática por la ecuación 

xn + y" = zn 

El último teorema de Fermat que afirma que la ecuacion anterior, para n > 
3, no tiene soluciones no triviales. De hecho gran parte de la Teoría de 
Números Algebraicos fue desarrollada con los intentos, por K0111'11(r y sus 
contemporaneos, por resolver este problema. 

Es bien sabido que muchos matemáticos brillantísimos, creyeron haber 
probado parcialmente lo que afirmó Fermat, sin embargo tales pruebas fueron 
en su mayoria erroneas. El error que cometieron en general fue el haber 
supuesto que en ciertos anillos se daba la factorización única en irreducibles. 
Por ejemplo en 1874 el francos Lanté anunció una prueba del último teorema 
de Fermat. En su prueba Lamé trabajo con el anillo Zig), donde es una 
raíz 'Alma primitiva de la unidad, p primo impar. Su prueba estaba entre 
comillas bien hecha, sin embargo Liouville, estudiando tal prueba se dio 
cuenta que era necesario asumir factorización única en Z[t;]; pero no mucho 
tiempo después Kummer se dio cuenta que la factorización única falla en 
algunos casos, el primer valor de estos es n = 23. 

Por otro lado Kummer trabajando con números llamados números ideales, 
probó el último teorema de Fermat para un gran rango de números primos p, 
a saber con aquellos primos p que no dividen al número de clase del campo 
Q(1), en donde es como antes definido. Tales números primos son llamados 
primos regulares. 

Kummer en su prueba hace uso (le muchos resultados, la mayoria do estos 
propuestos y probados por él mismo. El resultado más importante (quizás) 
en vías de la demostración del último teorema de Fermat en el caso que p 
es primo regular, es e) Lema de Kunitrier el cual nos dice en forma precisa 
cómo son las unidades en el anillo de enteros Z[1] del campo de números Q(1). 



Aunque la prueba parcial del último teorema de Ferrnat hecha por Kurnmer 
no se dá en este trabajo, con lo desarrollado en el capítulo 3 del presente, 
fácilmente se puede probar que 

:r"-{- y" 	z'' (p prinio regular impar) 

in) tiene soluciones x, y, z E Z no triviales tales que pY dy, 

['rolde:11as como el ríltinro teorema de Termal., así como también muchos 
otros problemas (lid« inos, no serían tan complicados en su resolución si en 
los anillos de enteros que surgen de manera natural so diera la factorización 
única en irreducibles. La►nentablen►ente lo anterior no ocurre. 

Como podemos ver el problema de la factorización única es de vital 
importancia en el estudio do las ecuaciones diofantinas. La factorización 
única involura al importantísimo concepto de unidad. Cuando en un anillo 
son conocidas sus unidades, es menos complicada (pero aún muy difícil) la 
averiguación de la factorización única en irreducibles. 

Una forma alternativa para saber si un dominio entero D, donde se dá la 
factorización en irreducibles , tiene la propiedad de la factorización única, es 
tratar de hacer que D sea un dominio Euclideano, mediante la introducción 
de una función Euclideana : D 	N U {O}. 

Lamentablemente, el camino anterior no es del todo fácil, y es a veces 
un camino infructuoso ya que quizás no exista tal función (1, y D sea sin 
embargo un dominio de factorización única. Por ejemplo cuando se trabaja 
con los campos cuadraticos Q(4), (d un entero libre de cuadrados) para d = 
—5, —6, —10 ó d < —11 el correspondiente anillo do enteros no es Euclideano 
[ver Teorema 2.26 pag. 46 del presente). Pero para d = —19, —43, —67, —163, 
el correspondiente anillo de enteros si es un dominio de factorización única. 

Una prueba de que el anillo de enteros de Q(4) no es un dominio Eu-
clideano para los valores de d antes mencionados (la cual se dá en este tra-
bajo) se basa primordialmente en el conocimiento de las unidades del anillo 
en cuestión. 

Como podemos apreciar el estudio de las unidades de un dominio entero D 
es de suma importancia ya que al tratar de resolver problemas diofantinos, de 
alguna u otra manera hay que saber quienes o de que forma son las unidades 
de D. 

La razón de ser de este trabajo es justamente el estudiar las unidades 
de dominios enteros muy particulares; a saber, de las unidades del anillo 



de enteros OK de un campo de números K (Un campo de números es una 
extensión finita de Q). 

Aunque los anillos de enteros son un caso muy particular de un dominio 
entero, al trabajar con problemas diorantinos, la mayoria de éstos en algún 
momento se reducen a un pr9blema de factorización en algún anillo de enteros 
OK , y asf es como entran en Juego las unidades y Dirichlet habla. 

El Teorema de las unidades de Dirichlet, nos da en forma precisa la 
estructura que tiene el conjunto de todas las unidades del anillo de enteros 
OK  de un campo de números K. 
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Capítulo 1 

Números algebraicos 

En este capítulo se verán la mayoria de los conceptos algebraicos a trabajar 
en el transcurso de este trabajo. 

En este capítulo se estudia la estructura que tiene el conjunto de los números 
algebraicos, y m►is aún se demuestra que cualquier can►po de números es una 
extensión simple de Q. 

Después se definen y demuestran resultados relativos a los iniportantísi ►nos 
conceptos de conjugados, polinomio de campo y discriminantes. 

Posteriormente se define lo que es un entero algebraico y se demuestra que 
el conjunto de enteros algebraicos B tiene estructura de anillo. Enseguida 
se define el anillo de enteros OK de un campo de números K. También se 
define lo que es una base entera y se demuestra la existencia de dichas bases. 

Después se ve lo que es la norma de un elemento de un campo de números, el 
cual es uno de los conceptos más fructiferos en el desarrollo de este trabajo. 

Finalmente, se trabaja con dos campos de números muy particulares, a saber, 
con los campos cuadráticos y con los campos ciclotómicos. 

1.1 Números algebraicos 
Definición 1.1 	Un número complejo a se llama algebraico sobre Q, si a 
es raíz de un polinomio no nulo con coeficientes en Q. 

Teorema 1.2 Cl conjunto A de números algebraicos es un subcampo de 
C. 

Demostración: Sean a,# E A. Como fi es algebraico sobre Q, entonces 
también fi es algebraico sobre Q(a) pues Q C Q(a). Además (Q(a) (1) 



es finita pues a es algebraico sobre Q, [ver teorema A.18 del apéndice]. 
Análogamente 1(a, /3) : Q(a)] es finita pues a es algebraico sobre (la). 
Ahora como [Q(a, /3) : 	= [Q(a, 3) : Q(a)][Q(a) : Q], entonces [Q(a, fi) : 
es finita y por lo tanto algebraica, [ver corolario A.20 del apéndice]. 

Finalmente como Q(a, fi) es un campo 

a 	/3,  a — /3 , 1Yfi,  (.1  (fi 	O) E (la, /3) 	A. 

o 

Notemos que [A : Q] es infinita. En efecto, supongamos que [A : Q] = n , n < 
oo. Sea p un primo tal que p-1 > n, entonces f (x) = 	+xP-21-. —+x+1 E 
Ocies irreducible en Q[x] [ver ejemplos vistos enseguida del teorema A.12 del 
apéndice]. Ahora si w E C es tal que f (w) = O, entonces w E A. Finalmente 
[Q(co) : Q] = p — 1 > n = [A Q] [ver teorema A.18 del apéndice] lo cual es 
absurdo ya que Q(co) C A. 

Definición 1,3 Un campo de números es un subcampo K de C tul que [K : 
(1] es finito. Se sigue de la definición que todo elemento de K es algebraico 
sobre Q, entonces K C A. 

Teorema 1.4 Si K es un campo de números, entonces K = Q(0) para 
algún O algebraico. 

Demostración: Como K = Q(at , , a„) donde al, , a„ son algebraicos 
[ver teorema A.21 del apéndice], por inducción bastará probar que si K = 
K1(A, 6), entonces K = K1(0) (a, 6 y O algebraicos y K1  un subcampo de 
K), pues si esto sucede entonces 

Q(al) = Q(01 ) 

Q(a1,02) = Q(02) 
Q(ai, a2, a3) = Q(02, a3) = Q(03) 

= 	1 
K = Q(ai, , an) = Q(On-1,0,1) = Q(On) = Q(0) 

en donde ah  0; son algebraicos sobre Q para toda i (1 < i < n). 

Probemos entonces lo anterior. 

Sean p y q los polinomios mínimos de A, 6 sobre K1. Como Ces un campo 
algebraicamente cerrado, estos dos polinomios se pueden factorizar como: 

P(x) 	(x — At)(x 	(x — Am) 
q(x) = (x — 81)(x — 62) • • • (x - 6n) 
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en donde los Ab  (Si  (1 <i<m;1<j< n) son distintos pues p(x) y q(x) 
son irreducibles [ver corolario A.14 del apéndice). 

Consideremos A i  = A y ,1 = 6. Para cada pareja (i, j) la ecuación 

+ 	= 	+ 	; j 	1  , 	 (1.1) 

tiene una solución única y, en donde y puede o no pertenecer a K1. Por lo 
tanto para cada i y para mis j # 1, existe a lo más un elemento y E 
que satisface la ecuación 1,1. Por lo I /LULO podemos elegir e V: O E K1  tal 
que Ai + cóf  Al  + c61  (1 < 1 < m , 1 < j < u), SI definimos O = A + 
probaremos que Ki(0) = K1(\,8). 

Obviamente K1(0) c K1(A, 6) y sólo nos resta probar que K1(A,1) K1(0); 
pero para esto es suficiente probar que 6 E K1(0) pues si esto sucede, entonces 
A = O — e8 también estará en K1(0) y terminaremos la prueba. 

Probemos pues entonces que 6 E Kin Para esto notemos que 

p(0 — e(V) = p(A) = O 

Por lo tanto si definimos 

r(x) = p(0 cx) E Ki(0)1Xj , 

8 es una raíz tanto de q como de r y q, r son ambos polinomios con coeficientes 
en Ki(0) . Además q y r no tienen otro cero en común, ya que si q(1) = 
r(1) = O, entonces sería uno de los 6i (1 < j < n) y 0—cl sería uno de los 
Ai 	(1 < i < m); de lo cual se concluye que 0— c6i = Ad , pero como también 

= 	+ c61, entonces + 	— c6i = 	ó A‘ Céj rr-; + di. Pero por 
la elección de c, esta última igualdad sólo se puede dar si i = j = 1 y por lo 
tanto 1= 61 = 6. 

Por otro lado si h(x) es el polinomio mínimo de 6 sobre Ki(0), entonces 
h(x) divide a q(x) y a r(x) [ver lema A.17 b) del apéndice]. Más aún h(x) 
es un polinomio de grado 1. En efecto, ya que toda raíz de h(x) también 
lo es de q(x) y r(x) pues h(x) los divide. Por otro lado, todas las raíces de 
h(x) son distintas pues h(x) es irreducible; por lo tanto si y es cualquier raíz 
de h(x), entonces 7/ tiene que ser 6, pues q(x) y r(x) sólo tienen una raíz en 
común que es 6, de donde concluimos que el grado de h(x) es 1. 

Por lo tanto h(x) = x — 6 E K1(0); de donde finalmente obtenemos que 
E K1(9). 

3 



1.2 Conjugados y discriminantes 

Si K = Q(0) es un campo de números, existen en general varios monomorfis-
mos distintos a : K —> C. 

En el siguiente teorema veremos chi es el número exacto de estos monomor-
fismos y más aún, se verá cual es la regla de correspondencia de cada uno de 
ellos. 

Teorema 1.5 Sea K = Q(0) un campo de números de grado n sobre Q. 
Entonces existen exactamente u distintos monomodismos : K -4 e 	= 
1, 2, ... , n), en donde los elementos ai(0) = 0; son los distintos ceros en C 
del polinomio mínimo de O sobre Q. 

Demostración : Antes que nada recordemos que si a : K —> C es un 
homomórfismo no trivial, entonces a es un monotnorfismo. Más aún tenemos 
que a(1) = 1, y con ésto fácilmente se comprueba que alQ = Id (a restringida 
a Q es la identidad). También, como 1, 0, ... ,0"-1  es una base de K sobre Q, 
si a E K, a se expresa de manera única como a = r(0), en donde r(x) E Qtx] 
y 0(r) < n (0(r) denota el grado del polinomio r(x)), y asf 

a (a) = a(r(0)) = r(a(0)) . 
Esto es, que si a K 	C es un homomorfismo no trivial, basta que sepamos 
a quien es igual a(0) para tener completamente determinada la regla de 
correspontlencia de a. 

Por otro lado, si el polinomio mínimo de 0 es p(x) E QM, entonces 

O = a(p(0)) = p(a(0)) , 	 (1.2) 

por lo tanto a(0) es alguna de las n raíces distintas (01,...,On  E C) de p(x). 

Todo lo anterior parece indicarnos que los isomorfismos que buscamos son 
precisamente a; K --> C en donde cii (0) 	= 1, 	, n). Lo anterior es 
cierto ya que si nos fijamos en los campos K = Q(0) y en Q(0i ) (1 _< < n), 
cuyas respectivas bases sobre Q son 1,0, 	,0"1  y 1, 	, 0i "1 (puesto 
que p(x) es el polinomio mínimo de 0 y do 0;), entonces existe un único 
isomorfismo de campos ai : Q(0) --> Q(0i) tal que (70) = 0i, En efecto, ya 
que si a = r(0) E Q(0), entonces 

ai((r) = r(0i) 

= q(0,) 

donde r(x) = p(x)h(x) + q(x) ; q(x) = O ó 0(q) < n 

ai  es un homomorfismo, pues si a = r(0), /3 = s(0) E Q(0), claramente 

cri (a + fi) = cri (a)+ ai(fi) , 
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además 

ai(a fi) = r(0i)s(0i) = q(0i )1(0i) = ai (a)ai(fi) 

donde s(x) = p(x)g(x)-i- t(x) ; t(x) = tl b D(1) < o . 

Que a; es suprayectivo es inmediato. Por lo tanto (Ti  es un isomorfismo. 
Claramente ai es único. 

Todos los isomorfismos 	: Q(0) —› 1/(0i) (1 < i < n) son distintos. Final- 
mente, por la igualdad 1.2 éstos son todos los isomorfismos posibles. 

o 

Definición 1.0 Sea K = Q(0) un campo de números de grado n, y o1 , ... ion 
el conjunto de todos los distintos monomorfismos K --> C. Si cr i (K) C R, lo 
cual ocurre si y sólo si a j((1) E R, se dice que ai es real, en otro caso a;  es 
complejo. 

Recordemos que si z E C, el complejo conjugado de z se denota por 7'. Si 
definimos rri(a) = cri(a),en donde a;  : K 	C, entonces 777 también es MI 

monomorfismo K --> C. En efecto, ya que w : C --> C dado por yo(z) = 
es un monomorfismo y Tr7 = p o 	De lo anterior tenemos que 'In esigual a 
or1  para alguna j (1 < j < n). Ahora como al  = in si y sólo si cri es real, y 

= (Ti, entonces los monomorfismos complejos se dan en pares conjugados. 
Por lo tanto 

n= s 2/ , 
en donde s es el número de monomorfismos reales y 21 el de complejos. 

Definición 1.7 Sea K un campo de números, y a E K. Los elementos 
a.i(a) (1 < i < n), son llamados los K-conjugados de a. 

Definición 1.8 	Con la notación anterior, si a E K = Q(0) se define el 
polinomio de campo de a sobre K como 

fl 

fe (X) = 	— al (a)) 

Teorema 1.9 Los coeficientes del polinomio de campo son números racio-
nales, esto es, h(x) E Q[xl. 

Demostración 1 Si a E K, entonces a = r(0) , r(x) E Q[x] y 8(r) < n. 
Entonces 

,h,(x) = 11(x — ai(a)) = 11(x — ai(r(0))) = 11(x — r(k)), 
i=1 	 i=t 
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además 

o,(0/J) = r(0i )s(0i ) = q(0i )1(0i ) = ai (a)a-0) 

	

donde s(x) = p(.r)g(s) 	t(x) ; 1(x) =11 (S 0(1.) < u . 

Que o es suprayectivo es inmediato. Por lo tanto ai  es un isomorfismo. 
Claramente a; es único. 

Todos los isomorfismos 	: Q(0) 	Q(0) (1 < i < n) son distintos. Final- 
mente, por la igualdad 1.2 éstos son todos los isomorfismos posibles. 

o 

Definición 1.6 Sea K = Q(0) un campo de números de grado n, y 	(1,4  
el conjunto de todos los distintos monomorfismos K ---> C. Si ai(K) C rR, lo 
cual ocurre si y sólo si cri (0) E L1, se dice que o.;  es real, en otro caso al  es 
complejo. 

Recordemos que si z E C, el complejo conjugado de z se denota por z. Si 
definimos O7(a) = ai (a),en donde 	: K 	C, entonces in también es un 
monomorfismo K --> C. En efecto, ya que (p : C -4 C dado por (p(z) = 
es un monomorfismo y O7 = o 	De lo anterior tenemos que in es..igual a 
ai para alguna j (1 < j < n). Ahora como ai = O7 si y sólo si ai es real, y 
ZT7 = ah  entonces los monomorfismos complejos se dan en pares conjugados. 
Por lo tanto 

n = s + 21 , 
en donde s es el número de monomorfismos reales y 21 el de complejos. 

Definición 1.7 Sea K un campo de números, y a E K. Los elementos 
cri(a) (1 < i < n), son llamados los K-conjugados de a. 

Definición 1.8 Con la notación anterior, si a E K = Q(0) se define el 
polinomio de campo de a sobre K corno 

fi 

fa(x) = ll(x ai(a)) 

Teorema 1.9 Los coeficientes del polinomio de campo son números rucio-
nales, esto es, fa(x) E Q[x). 

Demostración Si a E K, entonces a = r(0) , r(x) E QI(x] y 0(r) < ft. 
Entonces 

fa(x) = ll(x — ai(a)) = fl(x - u((r(0))) =11(x — r(0:)), 
i=1 	 i= ► 	 i=1 
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desarrollando esto último tenemos que 

.1".(x) = 	— 	I (01, • • • lln)•r"—I  + • • • (— I )"1In (°1! • • • 1 0n), 

en (1011(1(! '  

I1 1 (O1,... 0„) 
	

r(01 ) + r(02) + • • • + r(0„) 
112 (01, • • • 1 0n ) 
	= r(0i )r(02) 	r(01)r(03)-i- ..• 

¡(02)1(02) -1- • • • + r(011-1)1.(011) 

hr(01, • • • , 0,i) = suma de todos Uy.; distintos productos 
de r distintas Mis 

h„(01 ,.,.,0„ ) = r(01 )r(02) • • • r(0„). 

Los polinomios /11 (x i ,..., x„) E Q[xi, 	, x1,1 son simétricos (1 < i < n) 
pues al efectuar cualquier permutación de (x 	. . x„) el polinomio hi  queda 
invariante. 

Finalmente como //1,...,h„ son simétricos y 01,...,0„ son las raíces de 
p(x) E Q[xl, entonces hi (01 ,... ,0,,) E Q Vi = 1, 2,...,n [ver teorema A.24 
del apéndice), Por lo tanto fa(x) E Q[Xl. 

Si K = Q(0) es un campo de números; como ya se vió los K-conjugados de 
O son las raíces del polinomio mínimo de O sobre Q, las cuales son distintas; 
pero esto no siempre es cierto ya que por ejemplo ai(1) = 1 para toda i. 

Algo más preciso se da en el siguiente, 

Teorema 1.10 Sea a E K = Q(0). Con la notación anterior 

a) Cl polinomio de campo fa  es una potencia del polinomio mínimo pa. n  
b) Los K-conjugados de a son los ceros de pa  en C, cada uno repetido — 

in 
veces en fa, donde in = 0(pa) es un divisor de n. 
c) a E Q si y sólo si todos sus K-conjugados son iguales. 
d) Q(a) = Q(0) si y sólo si los K-conjugados de a son distintos. 

Demostración : a) Sea po, el polinomio mínimo de a sobre Q (pa  es irre-
ducible y tiene raíces distintas). 

Claramente a es raíz de f„(x) ya que ai(a) = a para alguna i y por lo tanto 
Polla, esto es que fc, = poitt, Sea s el mínimo entero positivo tal que gife 
y panf., entonces fa, = ps,,h donde pa  y h son primos relativos y mónicos. 
Para terminar basta probar que h(x) es una constante (h(x) = 1). 
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Si h(x) no es una constante, sea fi una raíz de h(x), entonces también es una 
raíz de fa(x) pues f„(x) = (x)h(x); de hecho fi es una de las ui(a), y corno 

= r(0), entonces fi -= rr i (a) 	r(0i ). Definamos g(x) = h(r(x)) E Qíxl, 
entonces g(0i) = h(r(0,)) = h(ii) = U , es decir, O, es raiz de g(x), pero 

también 0; es raíz de p(x) (el polinomio mínimo de O sobre Q), entonces pig 
y por lo tanto g(0i ) = 0 (1 < j < a) ea especial g(0) = 0. Por lo tanto 
h(a) = h(r(0)) = g(0) = 0, esto último implica que p„lh lo cual es una 
contradicción. Finalmente concluimos que h(x) = 1 y que fa  = 

h) Supongamos que ¡1,, mil Le a sobry Q, I iene grado 
ni. La igualdad ja  = 	muestra que f„ y pa  tienen las mismas raíces, cada 

II 
una repetida s = — veces en fa(x) ya que u = 0(f„) = 0(p1) = 8111, 

171 

e) *) Si a E Q claramente ai(a) = a E Q. 

Si todos los ui(a) son iguales. Por inciso a) tenemos que: s = n = 
11

nr 
de donde se tiene que ni = 1 = [Q(a) : Q[ y (le aquí que a E Q. 

d) 	Si Q(a) = Q(0), entonces [Q(a) QI = [Q(0) (11 = n, lo cual 
implica que el grado de pc,(x) es n, y por lo tanto los ai(a) son distintos pues 
son las raíces de pa(x). 

Si todos los K-conjugados de a son distintos, entonces el grado de 
p„(x) es n y de aquí que [Q(a) : Q1 = [Q(0) : Q] = n. Por otro lado como 
Q(a) C QM, entonces se tiene que 

n = [Q(0) : Q1= [Q(0) : Q(a)1[Q(a) (11 

de donde se concluye que [Q(0) : Q(a)] = 1, y por lo tanto Q(0) = Q(a). 
O 

Observemos que los K-conjugados de a no necesariamente son elementos 
de K, ya que por ejemplo si a es la raíz cubica real de 2, entonces K = Q(a) 
es un subcarnpo de R. Pero los K-conjugados de a son a, aw,aw2, donde 

—1 + fi 
w — 

2 
es decir que arv, ato' no están en Q(a). 

Definición 1.11 Si K es un campo de números de grado n sobre Q y si 
{a1 ,...,an } es una base de K sobre Q, entonces el discriminante de esta 



base (denotádo por 

[Ma i , 

cr„)) se define 

= {det[ai(ai)j}2  = 

como 

ai(ai) 	at(a2) 	• 
a2(al) 	a2(a2) 	• 

an(c/i) 	an((r2) 	• 

• • 
• • 

• • 

at(an) 
02(an) 

an(ari) 

2 

Si {a,,...,fl„} es cualquier otra base de K sobre Q, entonces 	= Ey=i  coa» 
Matricialmente tenemos 13 = CA, donde 

fit 

A= ( 	; 13= 

fin 

y la matriz C = (cii) tiene entradas racionales, y es la traspuesta de la matriz 
de cambio de base (detC O). 
Claramente AP1, 	fin) = [detCrá[ai,...,an] . En efecto,n ya que 

al(N1) • • ' (71(3n) 
02(01) • 02(0,1) 

	

. 	. 

an (fit) " ' (In (fin) 

al(E Cilai) • • • a1( 	aincri) 
i=t 	 i=t 

cr2 ( 	ci fi cti) 	(72(1 ein(vi) 
i=i 	 i=t 

2 

2 

an(E eitch) 
i=1 

• 
• 

ti 

un( E cinai) 
i=1 

2 
E citai (ai ) 
i=t i

E cinat(ch) 

E ciian(ai) 	En  cinan(ai) 
i=t 	 i=t 

cli 	• " eta 	al(si) ••• 

co, 	• " Cr,,, 	at (an) • • • 

de donde se sigue lo afirmado 

8 

anal) 

an(an) 

On1 = 



Teorema 1.12 El discriminante de cualquier base de IC = Q(0) es un 
número racional distinto de cero. Si lodos los K-conjugados son reales, en- 
tonces el discriminante de cualquier base es positivo. 

DeinostrachSo : Se tiilln! 	111171 bah(' di' l 	,ti 	 I  ). Allorll tii 
los K-conjugados de O son Oh 	,0„, y á[1, 	 entonces 

oi(1) • al(0"-1) 

a„ (1) • • • a.„(0"-l) 

I 	• • • or.' ' 

01.-1  

en donde a D„ se le conoce como el determinante de Vanderrnonde. 

Si reemplazamos a 0„ por una variable x, entonces el determinante, D„ se 
transforma en un polinomio D„(x) de grado n-1, en donde a: 
son sus raíces. En efecto, ya que /),,(1) es un determinante con dos filas 
iguales para cada i = 1, 2, ... , n - 1 . Por lo tanto 

D„(x) = a(x - 01 )(x - 02 ) • • • (x - On-i) 

donde a es el coeficiente del término de mayor grado de D„(x), esta es que 

1 01 	01-2  

a = D„..1  = 

1 0„..1 	01.11 

Con todo lo anterior tenemos que 

D,(4) = Dn-1(0,1  - 01) ...(0n -  01) 

Ahora como D„...1  es un determinante del mismo tipo que D,,, se puede tratar 
de igual forma. 

En resumen tenemos que 

Dn = (0„ - 002  • • • (On 0n-i)2  
(0n_1 - 91)2  • • 	- 

(03  - 02)2(03 - 91)2  
(02  - 91)2  

9 
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esto es que 

D7 	II(0i — 0,)2  = í 	— oi)12  

Claramente D„ = 11(0i  —0i ) es de la forma h(01 , 	, 0„) en donde I: (x . , x „) 
E Q[xi, 	, x„1, por oil.° lado h(1r i ,..., x„) es antisimétrico pues al efectuar 
cualquier permutación de (x,,...,x„), el polinomio queda igual ó quizas 
cambia de signo dependiendo de la permutación hecha, esto se debe a que 
el intercambio de dos variables, corresponde al intercambio de 2 filas en el 
determinante de Vandermonde 

D = 	 — xj) = h(xi, 	Xn). 

Corno D = 	 es antisimétrico, D2  = [h(xi,...,x,)]2  es simétrico 
y tiene coeficientes racionales. Finalmente como p(x) E (gx], y sus raíces 

...,0„ son distintas, entonces 

Por otro lado si {ah 	, fin } es cualquier otra base de K, entonces 

A[Al, 	fin) = [detC12A 

en donde C = (c,i) es la matriz de cambio de base (detC O; detC E Q). 
Por lo tanto O 91 API, ... 0„1 E Q. Para finalizar observemos que si todos los 
0, son reales, entonces A > O , y por lo tanto 	 > O. • 

o 

1.3 Enteros algebraicos 
Definición 1.13 	Un número 0 E C se dice que es un entero algebraico si 
es raíz de algún polinomio ?Milico p(x) con coeficientes enteros. 

Ejemplos : 
a) O = Nr.-5 es un entero algebraico ya que O es raíz de p(x) = x2  + 2 E Z[x] 

b) T = 1 + 
	

es un entero algebraico ya que T es raíz de 1(x) = x2 —x-1 E 
2 

Z(x) 

c) a E Z es un entero algebraico ya que a es raíz de g(x) = x — a E Z[x] 

lo 



Lema 1.14 Sea a E C. Son equivalentes: 

a) a es un entero algebraico. 
b) El grupo aditivo del anillo Ztal es finitamente generado. 
e) a es miembro de algún subunillo de c que tiene un grupo aditivo finita- 
mente generado. 
d) aA C A para algún grupo aditivo finilamente generado A C C . 

Demostración : a) b) Si a es un entero algebraico, entonces para alguna 
„ EN 

a„..1an-1  -I- • • -I- o l a -I- 00  =- O , ni E Z , 

de lo cuál se. obtiene. 

a"  = 	— • • • — a t a - 00 	 (1.3) 

De lo anterior se infiere que el grupo aditivo de Z[a] esta generado por 
S = {1,a, 	,a"-i}. En efecto, ya que procediendo inductivamente, si 
m > n y am E (S), entonces usando la igualdad 1.3, am+1  se puede escribir 
como 

arn+l-n+n = atn+1-ti(_ 	- • • • - ala - <20) 
= -an-iam - an-20-1  - • • - a0oln+1-" E (S) 

Por lo tanto todas las potencias de a E (S), esto es que z[a] es finitamente 
generado como grupo aditivo. 

b) 	c) Tómese el subanillo como z[a). 
c) izI) Sea A finitamente generado, aA = {ax : x E A}. Claramente 

aA C A pues aEAy A es un anillo. 
d) a) Si {a h — ,a„} generan a A, entonces como aA C A se tiene que 

aat  = inuat + rn12a2 + ." + minan 

	

a02  = rn21ai + 702202  + • • • + 7712ana 	niki E Z 

aa. = mina' + inn2a2 + • • • + ninnan 

Matricialmente nos queda 

al ) 	O 
0 

— Al) a,2  

= 
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en donde /, A/ son ambas matrices cuadradas de tamaño n x n , 	= (ino) 
e 1 os la matriz identidad. Ahora como no todos los n i  son ceros, entonces 
el sistema de ecuaciones anterior tiene solución no trivial , por lo cuál 

det(a/ - A!) = O 

desarrollando este determinante se obtiene 

(r" 	terminos de grado menor = O 

es decir que a es raíz de un polinomio inónico con coeficintes enteros. Por lo 
tanto a es un entero algebraico. 

Teorema 1.15 El conjunto B de enteros algebraicos es un subanillo de A 
(A el conjunto de números algebraicos ) 

Demostración : Si a, fi E B. Por el lema previo z[a] y Z[fi] tienen grupos 
aditivos finitamente generados, entonces el anillo Z[a, fi]  también visto como 
grupo aditivo es finitamente generado pues si {ah 	, a„,} genera a Z[a] y 
{,31, 	, As } genera a Z[0], mediante un cálculo muy sencillo se puede probar 
que los elementos (EA (1 5 i < ni 1 5 j < n) generan a Z[a,/i]. 

Finalmente Z[a, /i] contiene a a-f-/i y a/3, y como el grupo aditivo de Z[a, fi] 
es finitamente generado, entonces a +fi , crfl EB. 

❑ 

Teorema 1.16 Si O E C y p(0) = O, en donde p(x) es un polinomio 
mónico con coeficientes en B, entonces O E B. 

Demostración : Si p(x)= ao + ai .r, + • • • + an_ix"-i +x” E 13[x], entonces 

ao  + ale +•••+ an-10"-I  + =O 

de aquí que 

O" = -a0  - a18 - 	- a"-ten-1 	 (1.4) 

Por otro lado afirmamos que el anillo z[a0,...,a,,_1,8] tiene grupo aditivo 
finitamente generado. En efecto ya que si considerarnos los productos 

aro 
 
/loar 	antnril 1 01/I 
	

(1.5) 
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Usando la igualdad 1.4 y razonando igual que en el lema 1.14 (a) 	(b), se 
tiene que cualquier potencia de O y en particular O'' es de la forma 

-a)" - at 0" 1  - • •• - 	 , O < < - 

Por otro lado como ao, 	a„__ I  E B , entonces los anillos 

, 

tienen grupos aditivos finitamento generados. Con todo lo anterior se tiene 
que sólo valores Hilitos para los exponentes de la expresión 1.5 son necesarios 
y por lo tanto z[ao,...,a„...1 ,0] tiene grupo aditivo finitamente generado. 
Finalmente por el liana 1.14 (c) 	(a) se concluye que O E B. 

o 

Definición 1.17 Sea K un campo de ntímeros. Cl anillo de enteros de 
K, denotado por OK, es la intersección de I< con el anillo de enteros B, es 
decir que OK = K n B. 

Lezna 1.18 Si a E K, entonces ca E OK para algún O # c E Z. 

Demostración : Sea f (x) = ao + aix + • • • + 	+ x'" E Q[x] el 
polinomio mínimo de a sobre Q, y c el mínimo entero positivo tal que cf (x) E 
Z[x], entonces ca E OK. En efecto, ya que 

el/ (a) = dna° emata  , „ cmam 

= cmao + cm-tal  (ca)+ • • • + (ca)m 

esto es que ea es raíz del polinomio 

g(x) = cmao + cm-1  aix + • • • + carn-t sM-1 + x1/1 E Z[x] 

o 

Corolario 1.19 Cualquier ideal Z no nulo de OK contiene una base de 
K. 

Demostración Si (ah  ...,a„} es una base de K, entonces por el lema 
1.18, existen el , ...,e„ E Z, e 	O tales que el ni ,...,e„a„ E OK. Ahora si 
O 	fi E 1, entonces 	cnanili E 1 y fácilmente se checa que estos 
conforman una base de K. 

o 
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Corolario 1.20 Si K es un campo de m'arteros, entonces K = Q(e) para 
algún entero algebraico 

Demostración : Sabemos qur K = Q(0), en donde O es un número alge-
braico. Por otro lado en virtud del lema previo se tiene que c0 = e E Ox 
para algni~ ce Z y , entonces Q(0) = Q(e). En efecto ya que claramente 
O E Q(0) y de aquí que Q(8) C (1(0) , por otro lado como O = e / c , entonces 
O E 11(-0) y de aquí que Q(0) C Q(e), 

o 

Observación : Si K = Q(0) donde O es un entero algebraico, no necesaria-
mente 0x es igual a Z[0]. Lo que siempre es cierto es que 25[0j C OK. En 
efecto, pues p(0) E O  V p(x) E 051 Para ver que la otra contención no 
siempre es cierta, notemos que Q(4) es un campo de números y que fri 
es un entero algebraico ya que es raíz del polinomio f(x) = x2  — 5, también 

a = 1 + 	es un entero algebraico pues es un cero de f (x) = 	— x — 1. 
2 

Claramente a E Ck y sin embargo a « Z[ 51. 

Existe un criterio muy usado, en terminos del polinomio mínimo para que 
un número sea un entero algebraico. 

Lema 1.21 	Un número algebraico a es un entero algebraico si y sólo si 
su polinofnio mínimo sobre Q tiene coeficientes en Z. 

Demostración : =) Si a, es un entero algebraico, entonces q(a) = O para 
algún q(x) E *I , q(x) niónico . Por lo tanto si p(x) es el polinomio mínimo 
de a sobre Q, entonces q = ph , h(x) E IX] y por el Lema de Gauss [ver 
teorema A.10 del apéndicel, existe A E Q, A O tal que q = (Ap)(A-1h) en 
donde Ap, )i-111 E Z[x]. Pero como p(x) y q(x) son mónicos, entonces A = 1 
y p(x) E ZEX). 

Esto se sigue inmediatamente de la definición de polinomio mínimo. 

De ahora en adelante a los enteros algebraicos les llamaremos enteros sim-
plemente y a los enteros usuales Z les llamaremos enteros racionales. 

Lema 1.22 	Un entero es un número racional si y sólo si este es un entero 
racional. Equivalentemente B fl Q 

Demostración : 	Sea a un entero (o• EB) y a racional (cr E Q). Por el 
lema 1.21 el polinomio mínimo de a sobre Q tiene coeficientes en Z, pero su 
polinomio mínimo es f(x) = x — a. Por lo tantoaEZyBnQCZ. 
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Esto es inmediato ya que todo (I E Z es un número racional y tambien 
un entero (ver ejemplos vistos enseguida de la definición 1.13). Por lo tanto 
zcBnQ. 

1.4 Bases enteras 

Si K = (1(0) es un campo de números de grado n sobre Q, entonces 

{1, 0, 	O"-  } 

es una base de K sobre Q. En el caso en que 0 es un veten )  la anterior base 
consta de puros enteros. 

Por otro lado se sabe que OK  (el anillo de enteros de K) es un grupo 
abeliano bajo la adición. 

Definición 1.23 	Una Z-base de (OK, 4-) es llamada una base entera de K. 
Esto es que {ai , 	, cr,} es una base entera si y sólo si ni E OK Vi y cualquier 
elemento de O  se expresa de manera única corno alai + • • • +a,a, ; a; E Z 

Una pregunta muy natural que nos podemos hacer es: ?existen bases en-
teras?. Para contestar a ésto primero probaremos el siguiente lema del cual 
se desprenderá inmediatamente la resinwsla. 

Lema 1.24 	Si {al, 	, cr,,} es una base de K consistente de puros enteros, 
entonces O Alai, 	, an ] E Z 

Demostración Por el teorema 1.12 tenemos que O 	A{at ,...,a„1 E Q. 
Además A[al,...,orn) E B pues los K-conjugados de a; (1 < i < n) son 
las raíces del polifannk) mínimo pa, de tri  sobre Q, el cuál tiene coeficientes 
enteros pues ce; es entero [ver lema 1.211. 

Resumiendo tenemos queO0A[0,,...,a,„IEBnQ=7.. 

Teorema 1.25 Cualquier campo de 11111Iter03 K de grado n sobre Q posee 
una base entera, y el grupo aditivo de OK es abeliano libre de rango n. 

Demostración Se sabe que si O es un entero en K, {1,0,...,01 es 1111a 

base de K que consiste de puros enteros, la cual es una Q-base pero no 
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necesariamente tina Z-base. También se sabe que el discriminante de una 
base que consiste de puros enteros es un entero racional. 

Tomemos 	w„ } una Q-base de K formada 1)0r puros enteros de tal 
manera que 	vid I sea mínimo. Es de esperarse que 	w„) 
sea una Z-base de (C)K , +). En efecto, ya que si no lo fuera, entonces existiría 
un w E OK tal que 

w = n i ve l  + • • • + n„w„ 	al  E Q , no todos en Z. 

Sin pérdida de generalidad sea al  ¢ Z, entonces a l  = 	r en donde a E Z y 

0 < r < 1 (r E Q — z). Si definimos 

1 = w — awi  , tp, = wi 	2, ... , 	, 

{1h,...,4,} es una base de K consistente de enteros pues si 

co,bi + c91,b2 + • • • + cntbn = O 

sustituyendo los valores de w y a en 	se tiene que 

	

c1 (rwi a2w2 + • • • + ariwn) + c2w2 + • • • + enton 
	0 , 

cl rin t  + (cia2 c2)w2 + (cial  + c3)w3  + • • • + (clan + cri)wn = 0, 

y como {wi,...,w„) es Ulla base, entonces 

crr = O , c1 a2  + c2  = O , 	, cia„ + c„ = O , 

de donde se concluye que ci = c2 = • • • = cn  = 0. Por lo tanto {01, 	,On} 
es linealmente independiente sobre Q, y como K es de grado n, entonces 

,0„} es una base de K claramente consistente de puros enteros alge-
braicos. 

Por otro lado, tenemos que la matriz de cambio de base de {wi, ...,w,,} a la 
base {11)t, 

r a2  as 	... af, 
O 1 0 	... O 

C = O o 1 — , O 

0.  O' 	• • • i 

y de aquí que O < detC = r < 1. Con todo lo anterior se tiene que 

A[01, • • '11)n) = r2 A(wt, • • • 	< 1-1)W1, 	Wn) 
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lo cuál es una contradicción pues 1 	 I era mínimo. Por lo tanto 
{wi ,...,te„} es una base entera y (OK, +) es un grupo abeliano libre de 
rango n. 

o 

La cuestión de encontrar bases enteras en campos de números K de grado 
2 y en otros casos muy particulares se verá en las siguientes secciones. Por 
ejemplo se verá que si K = IP( 	011i,011CVS el COMSIMIldiP1110 anillo de 

enteros Os OK  711-1- 141 y una base entera es {1, + 41. 

Esto último también se puede probar por una ruta distinta asando el dis- 
criminante, En efecto, ya que claramente (1( \ffi) 	(11(1+ 1115) y como los 
dos monomorfismos Q(4) --> e están dados por 

+ 	= P + <115 
cr2(p+ (14 = p-q 5, 

entonces 

  

 

0[1,1+ 	= =5, 

   

el cual es un entero racional libre de cuadrados, y así {1,1 + 14} es una 
base entera como se afirma en el siguiente 

Teorema 1.20 Si {ai ,...,a4 es uno Q-buse de K consistente de puros 
enteros y 15[011,...,an j es libre de cuadrados, entonces {cli,...,a„} es una 
base entera. 

Demostración Sea {fi, ...,011)  una base entera de K. Entonces existen 
enteros racionales 	tales que a, = Ey =I  cii  , y de aquí 

Akti, 	, an j = [det(c0)12API , 	fl„] , 

pero como A[a1,...,an j es libre de cuadrados, entonces (det(cii)12  = 1 lo 
cual implica que [det(cij)J = ±1, es decir, la matriz C = (c(i) es unimodular 
(una matriz cuyo determinante es 1 ó —1). Finalmente, en virtud del lema 
A.26 del apéndice concluimos que {ai,...,a„} es una base entera. 

o 

El recíproco del teorema anterior no es cierto. Por ejemplo, se verá más 
adelante que el campo K = 111(f7) tiene una Q-base cuyo discriminante no 
es libre de cuadrados y que sin embargo es una base entera. 



Notemos que para cualesquiera dos bases enteras {ah  • , (V„} y {Oh  „ • fi„} 
de un campo de números K se tiene 

0[(11.1 • • • ' n'id = (±1)2 Mfill • • • firti = A[131, • • • fin] 

ésto es porque la matriz correspondiente al cambio de base es unimodular . 
Por lo tanto el discriminante de una base entera es independiente de la base 
entera elegida, Este valor común es llamado el discriminante de K (o de 
OK). 

• 

1.5 Normas 
En esta sección se trabajará con un importantísimo concepto que a menudo 
sirve para transformar problemas acerca de enteros algebraicos en problemas 
acerca de enteros racionales. 

Recordemos que si K = Q(0) es un campo de números y a E K, entonces el 
polinomio de campo de a sobre K es 

fc,(x) =11(x — cri (a)) E  Q[x] . 

Más aún, en virtud de los teoremas 1.10 a) , 1.21 y el Lema de Gauss se 
obtiene fácilmente que a E OK si y sólo si f„ (x) E Z[Xl. 

Definición 1.27 Para cualquier a E K (K un campo de números de 
grado n) se define la norma de este como 

NK (a) = f al (a) , 
i=i 

Gracias al desarrollo do la demostración del teorema 1.9 y a la reciente 
definición podemos notar que NK(a) es igual a ± el termino independiente 
de f,„(x) ( + si n es par y — si n es impar). 

Con lo anterior tenemos que si a E OK, entonces NK (a) E Z. Más aún, si 
a, ,8 E K (a 0), y corno al  es un monomorfismo < i < n), entonces 
fácilmente se checa que 

a) NK (a) O 
1) 	NK (0)= NN ((v)1511,(8) 

Para el caso particular en que K = Q(4, los enteros de K son OK = 
Isfilj (ésto se probara en la siguiente sección), y los monomorfismos cri son 
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(7 4 + 	= P+ 
(7 2(p+ 	= p — 

Notemos que une, Q-base de K es (1, %fi}, de aquí 

NK (p+ q\r7) = 

A[1, Nfij 	= 

p2  — 7q2  

1 
1 —f7 

 

= 28. 

   

Observemos que el discriminante de {1, Vi} no es libre de cuadrados, sin 
embargo esto no implica que {1, N,ri } no sea una base entera (de hecho lo es 
como se verá. en la siguiente sección). 

Enseguida veremos la gran relacion que hay entre el discriminante de una 
base, la norma y la derivada formal de un polinomio. 

Proposición 1.28 Si K = Q(0) es un campo de números de grado n, 
y p(x) es el polinomio mínimo de 0 sobre Q (0(p) = u), entonces la base 

On-1} tiene discriminante 

ARA.— ,0"1= (-1) 4.114(ii(0)) 

en donde p'(x) es la derivada formal del polinomio p(x). 

Demostración : Si Oh — ,On  son los K-conjugados de O, entonces 

p(x) = hi (x Oi) . 

n n 

/As) = E II (x - 9;)  
ioi=1 

p1(9i) = 	(0.1  — 0i) . • 
joi=1 

p,(1)...p,(9.)= fipi(9f)= 11 (0,-0i). 
jagl 	 15ifif:Sn 
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Por otro lado recordemos que 

= j1(0i  0i )2  

= (-1)1(%:il 	11 (0i — 0i). 

Reuniendo todo lo anterior se tiene que 

[5[1, 0, . , 0"-Li = (---.1.Y42=11  fi /AM 

= (-1
)
,411  111/(0..0)) 

.i=1 

= 	( — I)" ; , ui(ii(0)) = 

= 	 (0)) 

1.6 Campos cuadráticos 
Definición 1.29 
2 sobre Q. 

Proposición 1.30 

Un campo cuadrático es un campo de números de grado 

Los campos cuadráticos son precisamente aquellos de 
la forma Q(/) para d E Z, d libre de cuadrados. 

Demostración Por el corolario 1.20, K = Q(9), en donde O E OK y 0 es 
raíz del polinomio irreducible f (x) = x2  + ax + b E Zix]. Entonces 

O 
— —a ± 42 7-16  

2 
Claramente a2  — 46 no puede ser un cuadrado perfecto ya que si lo fuera, 
entonces f (x) sería reducible en Qtxj. Haciendo la factorización primaria de 
a2  — 46, este lo podernos expresar como a2  — 46 = r2d donde r, d E Z y d es 
libre de cuadrados. 

Por lo tanto 

Q(0) = Q( -a  ±2r1 Q(v) • 
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Teorema 1.31 	Sea d E Z, d libre de cuadrados. Entonces los enteros de 
Q(4) son 

a) 	z(f) si d 1 (nuíd 4) . 
1)) 	Zhli  + 141 	si d= 1 	(nuíd 4). 

Demostración : Si a E (1(4) (a ¢ Q), entonces a = r + 	, r, S E 
Q(s # O). Claramente si reduchnos r y s a su míninut expresión, entonces a 
se pueden tomar de la siguiente manera 

a + //la 
a = 	 

e 

donde a, b, c E z , (b 0 , c > 0) y además a, b y c son primos relativos. 

Ahora, a E OK si y sólo si los coeficientes del polinomio mínimo 

f(x) = 	(a +ebl) (x (a — cb4)) , 

son enteros. Efectuando las operaciones lo anterior equivale a que 

a2  — b2d 
EZ 

Y 

2a 
— E!. 
c 

Esto implica que c12. En efecto, si suponemos que c > 1 podemos tomar un 
primo racional p que divida a c. Si pla, entonces pila. Como d es libre de 
cuadrados pib. Esto no es posible, entonces si c > 1, c = 2. 

Casos : 
i) Si e = 1, entonces a es un entero en cualquier caso 

Si c = 2; , entonces a y b deben ser ambos impares, pues si alguno es 
par, por la expresión 1.6 el otro también resulta par. Sustituyendo el valor 

' 
de c se tiene que 

a —
4 
 b'd 

 E Z y de aquí 

az _ bz d = O (mód 4) . 	 (1,8) 

Ahora como todo número impar tiene cuadrado de la forma 40 +4k +1 (k E 
Z), a' s 1 s: b2  (mód 4) y de aquí 

c2  
(1.6) 

(1.7) 
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(/.2  = 1 	(mód 4) , 
—d 	(niód 4) , 

sumando estas congruencias se obtiene 

(inód 4) , 

pero por 1.8 se tiene entonces que d 	1 	(mód 4). 

Recíprocamente si d 	1 	(ntíd 4) y a, b son impares, entonces se tiene que 

a es un entero ya que un análisis similar al anterior nos prueba que 1.6 y 1.7 
se cumplen. 

Resumiendo: 
Si d 1 	(mód 4), entonces c = 1. Por lo tanto 

O K = {a bft-i a, b z} z[4] 

pues z[41 está generado por (1, 	('L[ d[ visto como grupo aditivo). 

Si d E' 1 	(mód 4), entonces c = 1 (a, b E Z) ó c= 2 (a, b E Z impares). 

Por lo tanto 

OK = {a + kr/ : a, b E Z} U f a 	+ 2 
	

a, b E Z impares} . 
1  

Lo anterior también se puede escribir como 

oK  = {a +  : a, b E Z con la misma paridad} 
1 1 r- 

= 	+ b(5 + 5Vc1) a, E Z con la misma paridad} 

Por lo tanto 

OK + 
1 	r- 

pues Q(f) = al(-1 + Na) y Z[i + 14 está generado por {1, s+1,rd}, 

Teorema 1.32 Si K = 	d libre de cuadrados, entonces 

(a) Q(4) tiene, una base entera de la forma {1,4} y discriminante 
4d si d 01 	(inód 4) . 

(h) Q(4) tiene una base entera de la forma {1,-1 + 	y discrimi- 
nante d si d 1 (mód 4) . 
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Demostración : Los monomorfismos Q(4) —> C están dados por 

01(7' + S) = 7' + 84 1., 8 E Q 
ryi (r -I- 	= r — 	r,s Q 

(a) 	Por el teorema 1.31, {1, 4 es una base entera pues es una z-base de 
OK. Además 

 

2 

 

(1, ir/J (--24)2  = 4d 

    

(b) 	Por el teorema 1,31 (1,;12. 	la} es una base entera pues es una Z-base 
de O. Además 

A[1,1 + :12.4 = 1 	+ 
1 — f-d 

=c1
-14-1 — 14)2  

=(—y2)2  
= d . 

o 

Como campos de números isomorfos tienen el mismo discriminante, se sigue 
que para distintas d's libres de cuadrado los campos Q(4) no son isomorfos. 
Esto completa la clasificación de campos cuadriitices. 

Un ejemplo de un campo cuadrático es el campo Gaussiano K = Q(1/74). 
En este caso —1 	1 	(mód 4) , y por lo tanto el anillo de enteros 
es OK = Z[Nr-r] (conocido como el anillo de los enteros Gaussianos) y el 
discriminante es —4 el cual no es libre de cuadrados. Esto último nos prueba 
que el recíproco del teorema 1.26 no es válido. 

1.7 Campos ciclotómicos 
Definición 1.33 Un campo ciclotómico es un campo de la forma K = 
12(1) donde f = 627ril'n es una raíz m-ésima primitiva de la unidad. 

En el transcurso de este trabajo sólo se considerará el caso en que m = p (p 
un primo racional). 
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Notemos que para p == 2 , 	-1, y por lo tanto Q(1) = Q por lo cual este 

caso lo evitaremos, y trabajaremos siempre con p primo impar a menos que 
se especifique lo contrario. 

Lema 1.34 El polinomio mínimo de = e'/P sobre Q es 

f(x) x7)-1  XP-2  + • • + X +1  

11  [Q(0 : 	
p 

Demostración : So sabe que 	os raíz del polinomio y(x) = si) - 1. 
Además 

g(s) = (x -1)(xP-1  + 	+ 	+ +1) , y como l - 1 # O , 

entonces 1 es raíz de f(x) = x11-1 +0-2  + • • • + x +1 , el cual es irreducible 
sobre Q. Finalmente, como f(x) E z[x] , 8(f) = p - 1 y f es mónico, 
entonces 1E OK y IV): = p -1. 

O 

Como 1 es raíz p-ésirna primitiva de la unidad, entonces 1,12,...,1P-1  son 

también raíces p-ésimas de la unidad ninguna de ellas igual a 1. De hecho 

1,12, 	son los K-conjugados de 1. Con todo lo anterior tenemos que 

f (x) = xr-1  + • • • + x + 1 = (x 1) • • • (x - 19-1) 	(1.9) 

y como todo elemento de Q(1) se escribe de manera única como ao+a11+. • •+ 
ap_21P-2, entonces los monomorfisinos ai:111) -› C 	= 1, 2, ... ,p - 1) 
estan dados por 

a;  (au + a11 + • • • + ap_21P-2) = ao + 	+ • • • + ap-91i(P-2)  

Ahora recordemos que para a E (*) , N,,'(a) 
= P- 

n
I
Cri(a). En particular 

N K (1) = 112  • • • 1P-1  = N K (e) 	= 1, 2, . , p•- 1 

pues 1,12, ... ,111-1  son K-conjugados. Haciendo x = O en 1.9 se tiene que 

1 = (-1)P-1112 ...1P-1  = NK(1) = NK(o) . 

Por lo tanto Na; 	= 1 , i = 1, 2, ... ,p- 1. Más aún, fácilmente se puede 

checar que NK(13) = 1 Vs E Z. Para el caso en que a es un elemento 

94 



arbitrario en Q(1) es en general muy complicado el cálculo de la norma. Un 
caso muy especial es cuando a = 1 - e, para el cual 

P-I 
 K — = 	(4(1 	= I1() -11 ) 

j=1 	j=1 
haciendo x = 1 en 1.9 se tiene que 

= (1 0(1 - 12) • • • (1 - /P-1) = p . 

Teorema 1.35 Sea K = 11,W, donde 	e2' 1'. El discriminanle de la 
Gasa 	 V-2} CS (-1)1  111'4  . 

Demostración : Se sabe por la proposición 1.28 que 

1-5(1,1,• • • 	= 

donde f (x) es el polinomio mínimo del sobre Q. Ahora como p es impar 

= (-1) 1Y 

Por otro lado se sabe que el polinomio mínimo es 

xP - 1 
f (x) = xP-1  + 9-2  + • • • + x + 1 - 

x - 1 
derivando se tiene 

(x - 1)/aP-1  - (xP -1)  
f1(1,) - 	(x -1)2 	' 

evaluando en a: =1 

f 	= 
(e - 1)PC-1  - (1° -. 1) 	-XP-1  

- 1)2 	-1 	1- l;  

tornando normas 

NK(f 11)) = N 
	-I 1 

N K (1-1) 	
N K (-P)N (er. i ) 

N (1-() 

P 	P 

= ji- 2 . 

Por lo tanto 
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Lema 1.36 	Si A = 1 	entonces {1, 	, AP-2 } es una base entera de 
K = (g) = c2 "/2  , p primo racional impar). 

Demostración : Como 1, l son enteros, entonces A es un entero y conse-
cuentemente lo son también A', ..., 

Ahora como {1,1, 	es una base de K = Q(/), entonces 

1)-2 
\' = E 	; 	i 	0, 1, 2, . • , p — 2 , 

i=r 

en donde la matriz A = ((Lo) esta dada por 

/ 1 
1 
1 

A = 1 

o ) 	 / 

es decir que A es una matriz triangular superior de (p — 1) x (p — 1), en 
donde los números en la diagonal son 1 y —1 alternandose estos. Claramente 
detA = ±1 0, por lo que {1, A, , As'} es una base y además 

A[1, A, 	AP-21 = Arl, e, 	,c-21 	 (1.19) 

y sólo nos resta probar que {1, A, 	, AP-2} es base entera. Para esto tomemos 
una base entera 	 4, entonces 

p-1 
= E CjiW C{i E Z , i = 0,1, 2,... ,p — 2 

J=1 

Matricialmente lo anterior se puede expresar corno A = CW y de aquí que 

A(1, A, ... AP-21 = Idet(cii)}2álwi , 	top-11 

pero por la ecuación 1.10 y el teorema 1.35 se tiene que 

A[1,1, • 	= {deL(ci.i)}2 ilvt ,  • wp-d 

en donde det(cii) = ±pr  para alguna r E Z. 

Ahora, de la forma matricial de A = CW se tiene que 
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0 
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0 

—1 
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• • 	• 
• • 	• 
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O 
O 
O 
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W = 
detC 

en donde C es la matriz adjunta de C (Ó tiene entradas enteras). Por lo 
tanto cualquier wi  (i = 1, 2, ... , p — 1) es de la forma 

ao  + 	+ • • • + 
E Z 

pr 

pero como {w1,... ,wp_1} es una base entera, entonces cualquier elemento 
de Q(/) es de esa forma, Si { 1, 	„V-2} no es base entera, entows existe 
algún w E O1(  de la forma 

no  + a l  Á + • • • + ap-2V-2  
pr 

donde pr no divide a todos los 	(i = 0,1, 	, p — 2). Si esto pasa, entonces 
existe un entero de la forma 

1)0  + 	-I- • • • +  bp-2\P-2 	E 	, 

donde p no divide a todos los bi (i = 0,1, ... ,p — 2). Sea rtt el primer índice 
tal que p no divide a 1„ (m < p — 2), entonces 

a = 
11,„A"' +1),„4.17\"1+1  + • • • + bp_2 )19-2  
 	E OK 	(1.11) 

p 

pero recordemos que 

p-I 
p = NK (1 	= 11(1 	= (1 — 1)P-I'Yt ,71. E (.1( 

i=t 

y como m + 1 < p — 1, entonces p = (1 — 1)m-1-17 = ),'"+ t 7 , 'y E OK. 
Sustituyendo esto último en la equación 1.11 se tiene 

m+1-ya 	+ 	"I+1  + • • • + 

y de aquí que 

b„,."' = Amfifi , fi E (9K 

de donde 6,0  = Afi. Tomando normas 

NK (b„,) =1)171  = ps = NK (A)NK(,3) , NA(Q) = s E Z . 

27 

, 	ni  E Z 



Por lo tanto p divide a br„-' y de aquí que p divide a b„, lo cual es una con- 
tradicción. Por lo tanto concluimos que {1, A, 	Y') es una base entera. 

O 

Del anterior lema se desprende inmediatamente el siguiente 

Teorema 1.37 El anillo de enteros OK, de 111) es 

Demostración : Se vió en el lema 1.36 que 

P-2  
= 

i=0 

en donde a,l  son los coeficientes del desarrollo (1 — I)', esto es que a j E Z. 
Ahora corno (1, ?t,, .. ) ,\P-2} es una base entera de Q(1), entonces cualquier 
entero w se puede desarrollar como 

/1) = E 	, b1EZ. 
i.o 

Por lo tanto {1,1,...,1P-2} es una base entera y OK = Z[11 . 
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Por lo tanto p divide a l 	y de aquí que p divide a b„, lo cual es una con-
tradicción. Por lo tanto concluimos que (1, ..., Y-2 } es una base entera. 

Del anterior lema se desprende inmediatamente el siguiente 

Teorema 1.37 	El anillo de enteros OK, de Q(1) es 7,[e]. 

Demostración : Se viví en el lema 1.36 que 

p-2 

= E 	o, 1, • • • ,P 2  , 
j=0 

en donde no son los coeficientes del desarrollo (1— 1)i, esto es que nü E Z. 
Ahora como {1,.,...,a2'-2} es una base entera de Q(1), entonces cualquier 
entero w se puede desarrollar como 

p-2 

21) = E 	, bi  E Z 
j=0 

Por lo tanto {1,1,...,1P'} es una base entera y Oi = Z[1] 

28 



Capítulo 2 

Factorización 

En este capítulo se estudiará el problema de la factorización en cualquier 
dominio entero, y en particular en el anillo de enteros OK de un campo 
de números K. Se probará que no todo OK  goza siempre de las mismas 
propiedades de factorización que z. En el capítulo 4 se verá que cuando 
OK goza de las mismas propiedades de factorización que Z, se desprenden 
inumerables aplicaciones en la solución de problemas sobre ecuaciones dio-
fantinas. 

En este capítulo también se verá que en cualquier anillo en donde es posible 
la factorización en irreducibles, todo número primo será irreducible, pero no 
todo irreducible es primo. De hecho se verá también que en los anillos en 
donde los elementos irreducibles coinciden con los primos se tendrá factori-
zación única en irreducibles salvo el orden de los factores y la presencia de 
unidades. 

En el trascurso de este capítulo también se dará parte de la clasificación 
de las unidades en el anillo de enteros de un campo de números cuadrático. 

Posteriormente se extenderá la noción de ideal a lo que es un ideal fracciona' 
y se verá que los ideales fraccionales son una importante herramienta para 
probar que cualquier ideal no nulo en el anillo de enteros 0K  se puede fac-
torizar como un producto de ideales primos de manera única salvo el orden 
de los factores. 

Finalmente se verá lo que es la norma de un ideal y resultados importantes 
relativos a ésta. 

2.1 Factorizaciones triviales 
Definición 2.1 Si R es un anillo, dos elementos x, y E R se dice que 
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son asociados si x = aay para una unidad 

Sin mucho esfuerzo se puede probar que la relación de ser asociados es una 
relación (le equivalencia en R. 

Proposición 2,2 
la multiplicación. 

Las unidades R1  de un anillo R forman un grupo bajo 

Demostración : Primero que nada notemos que R" O pues 1 E R. 

i) Si x, y E R4, entonces existen z, u: E R tales que :y: = 1 y yw = 1 
de aquí que 

(2:11)(z-u') = (rz..)(yw) = 1 
esto es xy E IV 

ii) La asociatividad se hereda de R pues 111  C R. 

iii) El uno del anillo, el cual es una unidad, funge como el neutro 
multiplicativo. 

iv) La existencia de los inversos multiplicativos se sigue inmediatamente 
de la definición de unidad. 

Ejemplos 
a) Si R = Q, entonces 11.* . Q — {0}, el cual es un grupo infinito. 
b) Si R = z, entonces R* {-1,1}, el cual es un grupo cíclico de orden 

2. 
c) Si R = ZW7-711 (el anillo de enteros Gaussianos), entonces IV = 

{1,'-1, N/7, -VIT}, el cual es un grupo cíclico de orden 4 (esto se probará 
en la siguiente proposición). 

Proposición 2.3 El grupo de unidades del anillo de enteros OK del campo 
de números Q(5/71), donde d es libre de cuadrados y d < O es como sigue 

(a) Para d = —1 , 0x* = {±1,±•V:71} 
(b) Para d = —3 , OK.  = {±1, ±w, ±w2 } donde w = e"/3  
(c) Para cualquier otra d < 0 , OK.  = {±1} 

Demostración : Se sabe por el teorema 1.31 que si 

d # 1 (mód 4) 	oK  = 
d 	1 (mód 4) = OK = z[l• 
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Por otro lado, si a es una unidad en el anillo de enteros de Q( d) con 
inverso fl, entonces afi = 1, tornando normas se tiene que: NK (a)NK(fi) 
1 , NK(a),NK(fi) E Z. Por lo tanto NK(a) ±1. 

Casos: 
1) d 	1 (rnód 4) 
a=a+64 , a,bEZ y 

NK(a) = (12  — db2  > O 
pues d < O, y así si a es una unidad 

NK(a) = 1 = a2  - db2  . 
Si d = -1, entonces 1 = (1:2  + 62  lo cual sólo ocurre si a = ±1,b = 0 
a = 0,6 = ±1 y de aquí que OK' = {1:1 ,±17-T} 

Si d < -1, entonces 1 = 	- db2  sólo ocurre si a = 	O y de aquí que 
= {±1}. 

2) 	d = 1 (mód 4) 

1 	r- 
a=a -f-bG-+IVd) ,a,bEZ , y 

NK(a)  = 	-21- 	d(.1)2  > 

pues d < O. Entonces 

(2a + b)2  db2  
NK(a)- 	 - 1 

4 	4 
Si d = -3 

(2a + 6)2  + 362  = 4 
4a2  + 4(16+62  +362  = 4 

a2  +ab+ 62  = 1 

	

3b2 	 2 	2 
+ 12) + 	= (b  + 	+ 

claramente de la última igualdad se tiene que I a I< 2yi1,l< 2 ya que de 
lo contrario se tendría que a2  + ab + G2  > 1. Por lo tanto la última igualdad 
sólo puede ocurrir si a = ±1,6 = 0 6 a = 0,6 = ±1 6 a = 1,6 = -1 6 
a = -1,6 = 1, de donde se sigue que 

OK' = {±1,±(72.1  + V7-5),±(71- 51 %/7-3)} . 

Finalmente si w = 	= em13  se concluye que 0g* = {±1, *w, *w2}. 

1 
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Si d < —3, entonces la igualdad (2a + b)2  — db2  = 4 sólo puede ocurrir si 
a = 	b = O. Por lo tanto CV =(f1}. 

Cuando trabajamos con campos cuadráticos reales (d > O), la situación se 
complica. Para ilustrar lo anterior tenemos los siguientes 

Lezna 2.4 	El anillo de enteros de (1(\/1) 110 tiene unidades entre 1 y 1 + 

Demostración : Si a = a + bs/I , a, b E Z es una unidad en OK, esto es 
que a2  2b2  = ±1. Supongamos que 1 < a < 1 + \i'5. Como a — 	= 

±1 
	, entonces —1 < — < 1. Sumando las dos desigualdades se tiene 
a + b5/12 
que O < 2a < 2 + f. Como a E 7. , a = 1. Pero entonces 1 < 1 + b / = 
a < 1 + 12-  , lo cual es imposible para cualquier entero b. 

Observemos que una solución de a2  — 2b2  = ±1 esa = 1 = h. Por lo tanto 
fi =1 + fi es una unidad. 

Teorema 2.5 El anillo de enteros de Q(f) tiene un número infinito 
unidades, las cuales están dadas por O" , m E Z. 

Demostración : Sea a E OK*, Corno Q(f) c IR , entonces a es un número 
real positivo o negativo. 

Supongamos que a > O. Como fi = 1 + f > 1 se puede encontrar un 
entero n tal que fi" < a < Q"+1. Si fi" < a < fi"-", entonces 1 < afi" < 
1+ V.  Pero 

INTK (n,  fi 1 ) — Arh.(0),,  

ya que a y ,3 son unidades. Entonces afi'n es unidad entre 1 y 1 + 
contrario al lema 2.4 . Por lo tanto la única alternativa es que a = an. 

Finalmente el teorema se sigue ya que 	y —a son unidades también. 
❑ 

El caso general de calcular las unidades del anillo de enteros oic  de cualquier 
campo de números K se pospone hasta el capítulo 5. 

Definición 2.6 Si R es un anillo, ya E R no unidad, diremos que a es 
irreducible si este no tiene factores propios. Equivalentemente a es irreducible 
si siempre que a = be, entonces b ó e es una unidad. 

32 



Proposición 2.7 Pura un dominio entero D se cumple 
(a) x es una unidad si y sólo si x11 
(b) Cualesquiera dos unidades son asociados y cualquier asociado de una 
unidad es una unidad. 
(c) x, y son asociados si y sólo si xly, yix 
(d) x es irreducible si y sólo si cualquier divisor de x es un asociado de x 
o una unidad. 
(e) 	Un asociado de un irreducible es irreducible. 

Demostración : Es trivial usando las definiciones de unidad, asocilulos e 
irreducibles, y de la proposición 2.2. 

O 

Proposición 2.8 Sea D un dominio entero, x, y elementos no nulos de 
D, entonces 

(a) xly <4. (x) 2 (y) 
(b) son asociados b (x) = (y) 
(c) x es una unidad <4 (x) = D 
(d) x es irreducible <4 (x) es máximal entre los ideales principales propios 
de D. 

Demostración : Los incisos (a),(b) y (c) se demuestran fácilmente usando 
las definiciones de divisibilidad y asociados en combinación con la proposición 
2.7. 
(d) Si x es irreducible. Sea J = (7..)(z E D) tal que (x) C 9  C D, entonces 
hay que probar que (x) = J ó D = J. Si (x) 	(z) = J, entonces 
según los incisos (b) y (a), z no es un asociado de x y zlx, pero como x es 
irreducible, lo anterior sólo puede ocurrir si z es una unidad y de aquí que 
D = J. Recíprocamente si yix por el inciso (a) tenemos que (x) C (y) C D, 
pero como (x) es máximal entre los ideales principales, entonces (x) = (y) ó 
(y) = D de donde se concluye que y es asociado de x ó y es una unidad, y 
por lo tanto por la proposición 2.7 (d) x es irreducible. 

o 

2.2 Factorización en irreducibles 
Definición 2.9 	En un dominio entero D se dice que es posible la factori- 
zación en irreducibles si para cada x en D no cero ni unidad, x se puede 
expresar como un producto de un número finito de irreducibles. 
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Observación: No en cualquier dominio entero es posible la factorización en 
irreducibles. Por ejemplo en el anillo B de todos los enteros algebraicos ni 
siquiera hay elementos irreducibles pues, si a E 13 no es cero ni tina unidad, y 
si p(x) E 2,[x] es un polinomio titánico tal que p(a) = O, entonces 4 es raíz 
(le p(1.2 ) el cual tiene coeficientes enteros y es puntico, os decir que \/7; E 13. 
Con todo lo anterior tenemos que 

‘fiTylii7 	;(1' es reducible 

Por lo tanto en B es imposible la factorización en irreducibles. 

Afortunadamente en el anillo 0K de enteros de un campo de números K, la 
factorización es siempre posible como se verá más adelante. 

Proposición 2.10 	Sea 0K el anillo de enteros de un campo de números 
K (de !pudo n) x,y E C.k, entmices 

(a) x es una unidad en OK  si y sólo si NK (x) = ±1 , 
(b) Si x, y son asociados, entonces Nidx) = ±NK (y) . 
(e) 	Si NK(x) es un primo racional, entonces x es irreducible en Ore  . 

Demostración (a) Si x es tina unidad, existe y E OK tal que xy = 1. 
Tomando normas NK (x)NK (y) = 1 ,N(x)K,NK (y) E Z, de donde con-
cluimos que NK (x) = ±1, Recíprocamente si NK  (X) = ±1, entonces 

NK(x) = 01(X)(12(X) • • an(x) = ±1 

en donde 	(i = 1, 2, ... , 	son los nionomorfismos definidos en el capítulo 
1. De los anteriores monomorfismos uno de ellos es la identidad, digamos 
que at (x) = x, entonces 

xa2(x)a3(x) • • • a„(x) = ±1 . 

Ahora, como los oi(x) son las raíces del polinomio minímo de x, y x es un 
entero, entonces ai(x) E B (13 es el anillo de todos los enteros algebraicos). 

Si hacernos iy = a2(x)a3(x). • • ar,(x) E B, entonces se tiene que xy = 1 y 
de aquí que y E K. 

Resumiendo, tenemos que xy = 1 en donde y E K fi B = OK. Por lo tanto 
x es una unidad. 

(b) Si x = uy , u una unidad, entonces NK (x) = NK(u)NK(y) y por el inciso 
(a) se concluye que NK (x) = ±NK(y) 
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(c) Si x = yz , y, z E OK. Tomando normas NK(x) = NK (y)NK (z) = 
p , (p un primo racional), entonces NK (y) = ±p, NK('y) = ±1 ó NK (y) = 
±1, NK(z) ±p esto es que y ó z es una unidad. Por lo tanto x es irre-
ducible. 

El recíproco de (e) de la proposición 2.10, generalmente es falso. Por ejemplo 
en Q(r—Z), el número 2 es irreducible, y sin embargo NK (2) = 4 como 
veremos en la siguiente sección. 

Para probar que en el anillo de enteros 0K  de cualquier campo de números K 
es posible la factorización en irreducibles necesitarnos introducir la siguiente: 

Definición 2.11 	Si D es un dominio entero, se dice que D es noetheriano 
si cualquier ideal en D es finitamente generado. 

Dos propiedades que como veremos son equivalentes a la condición de ser 
noetheriano son 

La condición de la cadena ascendente 
Dada una cadena ascendente de ideales 

lo C 	C • • • C 1„ C • • • 

entonces existe algún N para el cual 	= ZN 	> N. Esto es que 
cualquier cadena ascendente se estaciona. 

La condición máximal 
Cualquier conjunto no vacío de ideales tiene un elemento máximal. Esto 

es, un ideal el cual no está contenido propiamente en cualquier otro ideal. 

Proposición 2.12 	Las siguientes condiciones son equivalentes para un 
dominio entero D : 

(a) D es noetheriano. 
(b) D satisface la condición de la cadena ascendente. 
(c) D satisface la condición máxima 

Lo que nos afirma esta proposición es un resultado muy conocido que se 
demuestra en muchos libros de álgebra. Los detalles de la demostración 
también se pueden ver en [9] 

Teorema 2.13 Si un dominio entero D es noetheriano, entonces en D es 
posible la factorización en irreducibles. 
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Demostración : Supongamos que D es noetheriano, pero que existe un 
x E D no unidad que no puede ser expresado como un producto de 

un mí unen) finito de irreducibles. Sea X el conjunto de todos los elementos 
rl E D na cero y no unidades que no se pueden factorizar como un producto 
finito de irreducibles y sea 

S = {(d) : E X} . 

Por la suposición X 0, y por lo tanto también S 0. Sea (y) un elemento 
máximal de S, lo cual es posible pues D es noetheriano y S es un conjunto 
no vacío de ideales de D. Por definición y E X es reducible, por lo tanto 
y = :lit en donde z,ut E D no son unidades, entonces por la proposición 2.8 
(a) se tiene que (y) C (z) . Más ¿tan, (y) C (z) pues y, z no son asociados. 
Similarmente (y) C (w). Por la niaximalidad de (y) , se debe tener que 

ti 	yt 	• •/),. 
w = 	• • , q, 

donde los NI/  (1 <i<r;1<j<s), sun irreducibles. Multiplicando 
estas dos últimas igualdades so tiene que 

y = Zip '7:  pi ' "PrIlt • • ' 118 

esto es que y es un producto de elementos irreducibles, lo cual es una con-
tradicción. Por lo tanto la suposición de que existe un O x E D no unidad 
el cual no se puede expresar como un producto finito de irreducibles es falsa. 
Por lo tanto la factorización en irreducibles es siempre posible en D. 

Pasemos ahora a demostrar que Oc es noetheriano. 

Teorema 2.14 El anillo de enteros OK de un campo de números K es 
noetheriano. 

Demostración : Por el teorema 1.25 (( K, +) es un grupo abeliano libre de 
rango n (n es el grado de la extensión K). Ahora como cualquier ideal Z en 
OK es un subgrupo aditivo de OK, entonces (Z, +) es abeliano libre de rango 
s < n. Si {x1,, .. ,x,} es una 2-base de (Z, -1-), entonces claramente Z = 
(x1 , . , x'„). Por lo tanto/ es finitamente generado y ate  es noetheriano. 

❑ 

Corolario 2.15 	La faclorizución en irreducibles es posible en O. 

CI 
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2.3 Ejemplos donde se dá la factorización en 
irreducibles pero no es única 

Definición 2.16 	Si D es un dominio entero en donde es posible la fac- 
torización en irielineibleS, se dice que esta es única si siempre que 

vi • • •Pr = qi • • •q,  
donde cada pi,q1 es irreducible en D, se, tiene que 

(a) r = s , 

(b) existe una permutación 7r de {1, 2, 	r} tal que pi y q,(;) son aso- . 
ciados 	Vi = 1, .. ,r. 

Aunque la factorización en irreducibles siempre es posible en el anillo de 
enteros OK de cualquier campo de números K, esta factorización no siempre 
es única, desafortunadamente. Pata mostrar esto tenemos el siguiente 

Teorema 2.17 	La jactorización en irreducibles no es única en el anillo 
de enteros de Q(4) para (al menos) los siguientes velo rea dr. d; 
-13,-14,-15,-17,-21,-22,-23,-26,-29,-30 

Demostración : 
- Para d = —6 1 (mód 4) . 

El anillo de enteros de Q(v) es: OK = ZW.7.761 y una base entera es 
(1, 1:-76"). Por lo tanto si a E OK, entonces a = a + b.17-11 (a, b E 7,) y 

NK (a) = a2  6b2 	 (2,1) 

Para checar que en die = 	no se dit la factorización única en irreduci les 
trabajemos con el número 6 E O1( el cual se puede factorizar en O  como 

6 = 2 .3 = 

Afirmación: 2, 3, %/7--0 y —N/7-Z son irreducibles y ningún factor de la primer 
factorización es asociado de alguno de los de la segunda. En efecto, según la 
igualdad 2.1, NK(2) = 4 ,NK(3) = 9 y NK(ísrg- ) = 6, y como 4 ±6 y 
9 	±6 tenemos probada ya la segunda parte de lo afirmado (ver proposición 
2.10 (b)). 

Por otro lado si 2, 3, 5/-7.6 fuesen reducibles, es decir de la forma aP en donde 
a, fl no son unidades y como la norma es multiplicativa, entonces tendríamos 
que N K  (a)NKM = 4, 6 ó 9 (Mol), NA (,d) E Z) y de aquí que en OK 

37 



existirían elementos cuya norma es ±2 ó ±3. Pero por la igualdad 2.1 se 
tendría que existen enteros racionales a, b tales que 

11 2 	612 = f 2 ó ± 3 

Lo cual es imposible pues para b I> 1 , (12  + 61)2  > 6 y así b sólo podría 
admitir quizás el valor de cero. Pero si b = O, entonces tendríamos que 
112  = ±2 ó ±3 lo cual es imposible en Z. 

Por lo tanto 2, 3, ± VIZ son irreducibles y concluimos finalmente que en 
Ole = Z[1176] no se dá la factorización única. 

- Para d = —23 12 1 (mod 4) . 
El anillo de enteros de Q(Nr- -23) es 

OK = 	+ 
2  
—1  /.7- 3'2  

2  

y una base entera es 

2 2 

Si a E OK , a = a + «1/2 +•F- .23/2) (a,b E Z) Y 

22a + 	 2 
NK (a) = 	+ 23(-2-) . (2.2) 

Para checar que en OK no se diti la factorización única en irreducibles traba-
jemos con el número 6 E OK el cual se puede factorizar en OK como 

6 	= 	2 . 3 = (1+J7-2 
 -23)(1-J7-fi)  

Afirmación: 	
2, 3, ¡1 f 1 ± sg-F3) son irreducibles 

y ningún factor do la primera factorización es asociado de alguno de los de 
la segunda. En efecto ya que según la igualdad 2.2, NK(2) = 4, NK(3) = 9 
y NK(1 	= 6 y como 4 ±6 y 9 ±6 tenemos probada ya la 
segunda parte de lo afirmado. 

Por otro lado si 2, 3,1 ± 1 v Z fuesen reducibles, entonces en 4c existirían 
elementos de norma ±2 ú ±3. Pero por la igualdad 2.2 se tendría que existen 
enteros racionales u, b tales que 

(2a + b)2  + 23b2  
4 
	= ±2 , ±3 
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equivalentemente 
(2a + b)2  + 23b2  = ±8, ±12 . 

Lo cual es imposible pues para l b I> 1 , (2a -I- b)2  4- 23b2  > 23, y así b sólo 
podría admitir quizás el valor (le cero. Pero si b = O, entonces tendría nos 
que 402  = ±8 ó ±12 equivalentemente tendríamos que (t2  = ±2 ó ±12 lo 
cual es imposible en Z. 

Para los demás valores de d se procede (le igual manera apoyándonos en las 
siguientes factorizaciones. 

11( \g-5) : 6 
14 
14 

= 
= 
= 

2 • 3 
2.7 
2 • 7 

= 
= 
= 

(1 + 121)(1 - 
) 

Q( 	-13) 
(2 +17-175)(2 - \r-Tti) 
(1 +•‘/---.73)(1 - 5/77) 

Q(V-14) 15 = 3 	5 = (1 -I- 5/7-714)(1 - \r-T4) 

(1(f-15) 4 = 2 . 2 = (t+v-14)(m-,f-15 
2 	 2 

Q( 7-17) 18 = 2.3.3 = (1 + 1/-17)(1 - 	-17) 
Q( •V--.21) 22 = 2. 11 = (1 + fl21")(1 - 
Q( 	272i) 26 = 2 • 13 = (2 4- IT-22)(2 --72-2) 
Q( 	-26) 27 = 3.3.3 = (1 +1,g-5)(1 -•r-213) 
Q(r--4•3) 30 = 2.3.5 = (1 + Nr-7§3)(1 - 1-7-0) 
Q(‘ÍZ30) 34 = 2.17 = (2 + —5/7-30)(2 - sg•Nii) 

Cuando trabajamos con campos cuadráticos reales (d > O) la cosa se complica 
bastante como se puede puede apreciar en el siguiente : 

Teorema 2.18 	La factorización en inedueibles no es única en el anillo 
de enteros de Q(4) para (al menos) los siguientes valores de d: 10,15,26,30. 

Demostración : 
- Para d = 10 1 (mód 
El anillo de enteros de Q( 10) es: OK = ZY1-51 y {1, V15} es 'una base 
entera. Por lo tanto, si a E OK , a = a + bs/10 (a, b E Z) y 

IVK(a) = a2  - 10b2 	 (2.3) 

Para ver que en OK = ZWTA no se dá, la factorización única en irreducibles 
trabajemos con el número 6 E OK el cual se puede factorizar en Ox como 

6 = 2 • 3 = (4 + 10)(4-5/ 	Vid) 
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Ahora, por la igualdad 2.3 tenemos que 

NK(2) = 4 

4(3) = 9 

NK  (-I :L \45) = (i 

y como 4 	±6 y 9 	±6, entonces 2,3 no son asociados de ninguno de los 
elementos 4 ± 45. 

Observemos ahora que en OK  = Z[Vitij no hay elementos cuya norma sea 
±2 ó ±3. En efecto ya que si los hubiera, entonces por la igualdad 2.3 se 
tendría que 

a2  — 10b2  = i3 (S :E 3 (o, b E 	 (2.4) 

notemos que en la ecuación 2.4, b podría tomar bastantes valores, gracias a 
la presencia del signo menos, por lo cual la ecuación es un poco inaccesible 
en su resolución. Sin embargo démosle la vuelta al problema. Si existiesen 
a, b E Z tales que 2.4 fuese cierta, entonces reduciendo dicha ecuación módulo 
10 tendríamos que existe a E Z tal que 

a2  ±2 ó ±3 (mód 10) 
equivalentemente 

a 2  =- =- 2, 3, 7 ó 8 (mód 10) 

lo cual es imposible pues no existe ningun entero cuyo cuadrado se congruente 
con 2,3,7 ó 8 módulo 10. 

Lo anterior nos dice claramente que 2, 3, 4 ± 10 son irreducibles, y por lo 
tanto en OK = z11-101 no se dá la factorización única. 

Algo similar se hace para los demás valores de d apoyándonos en las siguientes 

factorizaciones 

Q(/-115) : 10 = 2.5 = (5+ 	15)(5— 	15) 
Q(1,5) : 10 = 2 5 = (6 + 4)(6 — 15) 

Q( 	30): 6 = 2 . 3 = (6 + 4)(6 — 43) 

Hasta el momento sólo hemos probado que en el anillo de enteros 4c dede un 
campo cuadratico Q(4) , la factorización no es única para ciertos valores 

de d. Pero no hemos exhibido ningún anillo de enteros (distinto de Z) en 
donde se dé la factorización única en irreducibles. Ell la sección 2.6 veremos 

que en el campo cuadrático Q(4), el anillo de enteros es de factorización 
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única para d = 	-2, -3, -7 y -11. Posteriormente en el capítulo 4 se 
probará que el anillo de enteros de Q(4)(d < O) es de factorización única 
no sólo en los valores anteriores si no también para d = -19, -43, -67 
y -163, de hecho en 1967 Stark probó que para d < O el anillo de en-
teros de Q(4) tiene factorización única en irreducibles si y sólo si d = 
-1, -2, -3, -7, -11, -19, -43, -67, -163. 

Para el caso d > O se sabe que el anillo de imteros es de factorización única 
para muchos valores de ti, pero en general la cosa es mucho mas complicada 
y es hasta el momento, un problema abierto. 

2.4 Factorización primaria 

Recordemos que en un anillo R, un elemento O a: se dice que es un primo 
si no es una unidad y siempre que x divide y: en EL, entonces a: divide a y ó 
x divide a z. 

Proposición 2.19 	Un primo en un dominio eniero D c,ti sienipm irre- 
ducible. 

Demostración : Si D es un dominio entero, x E D es un primo y x = ab, 
entonces xlab y de aquí que xia ó sil). Si xla, entonces a = xc , c E D, que 
sustituyendo en la primer igualdad nos dá x = xcb , finalmente cancelando 
a x se obtiene 1 = cb, esto es que b es una unidad. De la misma forma si xlb, 
entonces a tiene que ser una unidad. Por lo tanto x es irreducible 

El recíproco de la proposición 2.19 no siempre es cierto ya que por ejemplo 
en el anillo de enteros z[ 	deldel campo de números Q(sr-)) se tiene que 

6 = 2 3 = (1 + V7-1)(1 - N/75) 

en donde 2,3 y 1 ± sr:Ti son irreducibles. Claramente se tiene que 2 1 
(1+ sr-7)(1 - f"--8"), y sin embargo 2 y (1+ „F----.5) y 2I (1 -./7-3), ya que si 
2 1 (1+/), entonces existirían a, b E Z tales que 1+/ = 2(a+/"/175-) lo 
cual es absurdo. Análogamente si 2 1 (1 - sr-75) se llega a una contradicción. 
Por lo tanto 2 es irreducible pero no primo en Z[V:75]. 

Recordemos que en 2V55) no se dá la factorización única en irreducibles y 
por el previo Onuplo existen elementos en z[ Ir-Tii que son irreducibles pero 
no primos. 

En general como se verá en el siguiente teorema, en cualquier dominio entero 
D en donde no se dá la factorización en irreducibles en forma única, se tiene 
que en D hay elementos irreducibles que no son primos. 
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Teorema 2.20 	En un dominio entero D en el cual es posible la faelori- 
...ación en irreducibles, la factorizarión es única si y sólo si rualquier irm-
doeible es primo. 

Demostración : Sea D un dominio entero en donde es posible la factori-

zación en irreducibles. Si 0 y x E D, nos será conveniente escribir 

	

111)11)2 • • • Pr 	( lit PI, NI • • • , 1), E D) 

donde u es una unidad y Pi,. • • , pr  son irreducibles. Cuando r = O se puede 

interpretar como 	= u y si e > 1, entonces upi  es un irreducible Y 1)0r lo 

tanto x Os el producto de los in educibles 

Si p E D es irreducible y si p 1 ab (a, b E D). 

Casos: 
i) Si alguno de a ó es cero. Claramente pi() óplb 

ii) Si a O , b O, entonces por ser D un dominio entero, existe O # c E D 
tal que ab = pe. Factorizando a,b,e en irreducibles 

a 

mi  • • • q„, 

	

e 	= 	n31'1. • • rs  

en donde u l , yo, 03  son unidades y pi , q j,rk  son irreducibles , entonces 

P(u3ri • • • rs) = (niPt • • • Pil) (u2q1 • qm) 

Y por factorización única se tiene que p es asociado (le uno de los pi ó qi  por 

lo cual plaópl b, de donde concluimos que p es un primo. 

Si O # x E D y éste se factoriza en irreducibles de las siguientes dos 

maneras 

uipi • • • pm = x = 112gi • • ' gra 	 (2.5) 

donde ui, u2  son unidades y los pi, qi son irreducibles. 

Tratemos de probar que m = n y que existe una permutación ir de {1, , 

tal que pi y go) son asociados (1 < i < tu). 

Esto es trivialmente cierto si m = O. Si ni > 1 de la igualdad 2.5 se tiene que 
/I I  1 n2qi  ...q„, pero como pi  es primo, entonces pi  1 02  ó pi  1 qi  para alguna 

j(1 < j < u). La primera de las posibilidades se descarta ya que si pi  1 u2, 

entonces por la proposición 2.7 pi sería una unidad lo cual es absurdo. Por 

lo tanto pi  1 	Si renombramos los indices, digamos que j = 1, entonces 
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y así q1  = ply1  donde v1  es una unidad. Sustituyendo en la igualdad 
2.5 se tiene 

ltiPt 'Pm = U2Pt Piq2 ' 

Corno D es un dominio entero, cancelamos a pi  y obtenemos. 

uip2  • • • p,,, = (u2 vi)q2  • • • q„. 

Procediendo en forma análoga, llegamos a que 

p2v 2  
(13 	= p3 v3 

Si m fuera menor que n, llegaríamos finalmente a una expresión (le la forma 

= (ini+1 "  
lo cual es imposible. Análogamente, si in > n. Por lo tanto ni = n, y como 

= poi  (vía un renombramiento), entonces existe una permutación ir de 
{1,... ,m} tal que pi y go) son asociados (1 < i < 

o 

2.5 	Dominios E uclideanos 
Si F es un campo. F[x] es un ejemplo de factorización única, y también un 
ejemplo de dominio Euclideano el cual se define enseguida. 

Definición 2.21 Sea D un dominio entero. Una función Euclideana en 
D es una función :D -4 N U {O} , tal que. 

(a) Si a, l) ED ya i b, entonces 0(a) < 0(0 
(b) Si a,19 E D (I) # O), entonces existen q,r E D tales que 

a = 	r donde r = O ó 	< 0(0 

Si D es un dominio entero y rp es una función Euclideana para D,,entonces 
se dice que D es un dominio Euclideano. 

Teorema 2.22 cualquier dominio Euclideano es un dominio de ideales 
principales. 
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Demostración : Sea D un dominio Euclideano e 1 un ideal de 1). Clara-
mente si 1 = {(1}, 1 es principal. Supongamos que 1 5¿ {O}, entonces por el 
principio del buen orden podemos elegir 0 # a' E Z tal que Ø(x) sea mínimo. 
Ahora, si y E I-  , por el inciso (b) de la definición de dominio Euclideano se 
tiene que y = 	r donde r = O ó r6(r) < (P(x) . De lo anterior se 
tiene que r=y—rprE 1, y por la rninimalidad de x no se puede (lar que 
0(r) < (b(x), entonces r = O y por lo cual y = qx. Por lo tanto 1 = (a) es 
principal. 

Teorema 2.23 	Cualquier dominio de ideales principales cs un dominio 
de factorización única. 

Demostración : Si D un dominio de ideales principales, entonces D es 
noetheriano, y por lo tanto la factorización en irreducibles es posible en D 
(ver el corolario 2.15). Ahora, por el teorema 2.20 sólo nos resta probar 
que cualquier elemento irreducible de D es primo. Supongamos que p es 
irreducible, entonces (p) es maximal entre todos los ideales principales (le 
D (ver proposición 2.8 (d) ). Pero como en D cualquier ideal es principal, 
entonces (p) es maxirnal entre todos los ideales. Ahora, corno cualquier ideal 
maxitual es primo [ver teorema A.4 del apéndice], entonces (p) es un ideal 
primo y por la proposición A.9 del apéndice, p es primo. 

❑ 

Los dos teOre111118 anteriores nos prueban el 

Teorema 2.24 	Un dominio Euclideano es un dominio de factorización 

O 

2.6 Campos cuadráticos Euclideanos 
Decir si un dominio entero D es o no un dominio Euclideano no es nada fácil. 

Enseguida trabajaremos con dominios muy particulares, a saber con el anillo 
de enteros O de un campo de números euadrático Q( d) en donde d es un 
entero racional libre de cuadrados. 

Teorema 2.25 El anillo de enteros OK de Q(f) es Euclideano para 
d= -1,-2,-3,-7 ,-11 , con función Euclideana 

0(a) =1 N K (a) 
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Demostración : Claramente ¢ : c —) N U {O} es una función, entonces 
sólo lince falla checar que si o., /1 C OK, 	satisface las condiciones de una 

función Euclideana. 

(a) Si al fi, entonces fi = ay , 7  E OK. Aplicando (/) se tiene 

1 NK(M 1 = 1 Ni()a7  1 = I NK(a)4(7) 1 = I IVK (a) II NK(7) 1 

pero como 1 NK  (-y) 1> 1, entonces 1 NE  (a) 1<1 Ni;  (fi) 1. Por lo tanto 

16(a) 5. tb(P). 

La condición (b) de la definición 2,21 es equivalente a: 
(c) Para cualquier e E (11(4) existe s. E OK tal que 

1 Nide — s) 1< 1 

En efecto, (b) # (c) Supongamos que (b) es cierto. Si e E Q(4); por el 
lema 1.18 existe O # c E Z tal que ce E OK. Si hacemos a = ce, fi = c, 
entonces existen 7,6 E OK tales que 

ce= c7 +8 ; 8=0 ó INK  (á) 1<1 N k  (c) 1 . 

(i) Si 8 = O, ce = c7 , entonces e = 7 E OK y se puede tomar ic = e. 
(ii) Si 1 4(8) l<1 NK (c)1, como c O, entonces 

1 NK (6/c) l< 1 
lo cual es lo mismo que 

1 A 1,.(e — 7) l< 1 . 

Por lo tanto podemos tomar K. = 7 E OK, Con lo cual se concluye que (b) 
implica (c). 

(e) = (b) Sean a,fi E OK, /i O. Hagamos e = fi , entonces existe 
= y E OK tal que 

1 ISIK(01# — 7) 1< 1 = 	1 NK (191)1< 1 

NO/ — 07) I < 1 Ni, (0) 

claramente (b) se sigue si hacemos 6 = a — 07. 
Probemos entonces que la condición (c) se satisface. 

Sea e = r + sVil E Q(4). Si d 1 (mód 4) (d = —1, —2) se tiene 
que encontrar 

tc = x y‘fe/ E Z[f] tal que 

i 	— 	( 1' — x) 2  — d(s — y)2 1< 1 
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para tal efecto tornemos x, y E 2, tales que 1r—X 1,1 8— y l< 1/2 (lo cual es 

siempre posible ya que r•, ,s son racionales y cualquier racional siempre está 

entre dos enteros), entonces 

1 	3 
x)2 	d( 8  — 	(-2 )2  2(-

2
) 2  1= —

4 
< 

Si d E 1 	(mía' 1) 	(d = —3,-7,-11) se tiene que encontrar 

h= :r+ ( 1+,24  ) E Z [ +fi}  , 

NE (e — s,)1=1(r 	— 1y)2  — d(s — 	l< 
lo cual es lo mismo que 

(2r — 2x — y)2  — d(2.9 — y)2  I< 4 

Para tal efecto tornemos y E Z tal que 12s — y l< 1/2 , con esto podernos 
encontrar 2 E Z tal que 12r — 2x — y l< 1 , porque entonces 

1 
1 (2r — 2x — y)2  — d(2s — y 	

5 
)2  151 12  + 11(1/2)2  I= — < 4 

4 

con lo cual queda probado el teorema. 
o 

Teorema 2.26 	Si d=-5,-6,-10 ó d < —11, entonces el anillo de enteros de 
11(4) no es Euelideano. 

Demostración : Sea OK el anillo de enteros de Q(4). Supongamos que 

existe 	°K  --> N U {0} función Euclideana. Elíjase ig E OK no cero ni 

unidad tal que 0(/3) es mínimo (esto es posible por el principio del buen 
orden en NU (0}), Ahora, si tomamos (1. c OK, cuino ib es Euclideana existen 

6 E OK  tales que 

a = firy + d donde 6 = 0 ó 05) < 4(/i), 

pero por la elección de 	lo anterior implica que 6 = 0 ó 6 es una unidad. 
Pero por la proposición 2.3 las unidades del anillo de enteros OK para los 

valores de d del presente teorema son +1. Por lo tanto 

(r../31, 	a=/17-1 tí a=/i7+1 

lo cual implica que I OK/(0) 15. 3. 
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Casos: 
(i) Si d 4  1 (mód 4). Se sabe por 01 teorema 1.32 que una Z-base de 0K  es 
(1, irt} , de donde se puede verificar fácilmente que (f3,134} es una z-base 
de (fl). Si fi = a + hVa (a, b E Z) la Z-base para (fi) es 

/A/d,db + \id} , 

entonces por el teorema A.28 del apéndice se tiene que 

1 OiCiV3) del 
( a b 

bd 0 ) = 	02  - di? I = I n'(f)) 15 3 , 

  

pero para d = —5, —6, —10 para d < —11 las únicas soluciones a la anterior 
desigualdad son a = ±1, b O. Por lo tanto 

I NK (P) I= 1  = ArK(fi) = ±1 , 

esto es, que fi es una unidad lo cual contradice la elección de fi, 

(ii) Si d 1 (mód 4). Se sabe por el teorema 1.32 que una Z-ba.se'de OK es 
{1, (1+f)/2} , de donde se puede verificar fácilmente que O, (/3+)34)/2) 
es una Z-base de (/3). Si /3 = a+ h(1/2+ 4/2) (a, b E z) la Z-base para ((i) 
es 

l

a 4. 4(72.1 + 7i1 vro , bd 71.6 	+. b)(7i1 	.5/7.0 

entonces por el teorema A.28 del apéndice se tiene que 

 

a 
det bd b 

 

I osc O> I = 
(2a + b)2 	b2di 

4 	4 

= 	NK (fi) 1 5. 3 

  

equivalentemente 

  

1 (2a + 6)2  — 62d l< 12 

pero para d < —11 las únicas soluciones a la anterior desigualdad son a = 
11, b = O. Por lo tanto al igual que en el inciso (i), a  es una unidad lo cual 
contradice la elección de fi. 
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Por lo tanto la suposición de que es una función Euelidea es falsa, con lo 

cual queda probado el teorema. 

Los dos teoremas anteriores nos prueban que para d negativa y libre de 

cuadrados el anillo de enteros de Q(4) es Euclideano si y sólo si d 
—1, --2, —3, —7, —11. 

Si K es un campo de números, y O (el anillo de enteros de K) es Euclideano 
con función Euclidea el valor absoluto de la 1101111a. Por brevedad diremos 
que K es un campo norma- Euelideo. 

La determinación (le los campos cuadráticos norma-Euclideos no es nada fácil 

con d positivo. Sin embargo se sabe que Cbatland y Davenport en 1950, e 

Inkeri en 1949 probaron independientemente el siguiente teorema del cual no 

daremos In prueba. 

Teorema 2.27 El anillo de enteros de Q(4), para d positivo, es norma-
&elide° si y sólo si d= 2,3,5,6,7,11,13,17,19,21,29,33,37,41,57,73. 

o 

Para ilustrar las complicaciones que se tienen al trabajar con d positiva pro-
baremos un resultado parcial en la misma dirección del teorema 2.27. 

Teorema 2.28 El anillo de enteros de Q(4) es norma-Euelideo para d= 
2,3,5,0,7,13,17,21,29. 

Demostración : Procediendo igual que en el teorema 2.25. Si e = r + 
sil E Q(4), y trabajando simultaneamente con las dos posibilidades para 
d 	(mód 4), si escribimos 

A=0 , E=d 	1 (mód 4)) 

A = i , E = 11 	a 1 (mód 4)). 

Entonces tenernos que probar que siempre existen x, y E Z tales que 

(r — — .\y)2  — E(s — y)2  1< 1 	 (2.6) 

Supongamos que Q(4) no es norma-Euclideano, entonces la desigualdad 
2.6 es falsa para algunos r,sEQy para todo x, y E Z, esto es, que existen 

r,s E Q tales que 

— x — 4)2  — 	— y)2  
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Afirmación: r, s se pueden tomar de tal manera que O < y, s < 1/2. En 
efecto, ya que : 

Si d 	1 	(mód 4), podemos escribir '1' 	+ ni (in E Z, r1  E Q, o < 
1.1  < 1). Por lo tanto: 

(i) Si O < rr  < 1/2. Claramente 1.1  = 7' - 	x — m, s, y satisfacen la 
desigualdad 2.7. 

(ii) Si 1/2 < 	< 1 ; 0 < 1 — 	= r2  < 1/2. Claramente 

r2  = 1 — rL = 711 - r + 1 , 	-I- ni + 1 , s , y , 

satisfacen la desigualdad 2.7. 

Por lo tanto se puedo tomar O < r < 1/2. Procediendo en forma análoga 
también se puede tomar O < 8 <1/2. 

Si d = 1 	(mód 4), procediendo C01110 aritos se pueden tornar r, a:, s, y (O < 
r < 1/2) que satisfagan la desigualdad 2.7. 

Ahora, si remplazamos 
x 	sy 

respectivamente por 

r 	— v 	2v y -1- 2v 
r 	x + y —s 	—y 

1 
2 	r 	—x 1 — s 1 — y 

en donde o E Z, claramente los tres cuartetos anteriores satisfacen la de-
sigualdad 2.7. El primero de ellos se usa para hacer —1 < s < 1 ; el segundo 
es necesario para hacer O < s < 1. Si s < 1/2 terminarnos; si no se usa el 
tercer cuarteto para hacer finalmente O < s < 1/2. 

Si O < r,s < 1/2. Como estamos suponiendo que la desigualdad 2.7 es 
verdadera, entonces para toda x, y E Z al menos una de las desigualdades 

P(x, y) : 	(r — x — Ay)2  > 1 + E(s — y)2, 	(2.8) 
Q(x,y): 	E(s — y)2 > 1+ (r — x — 4)2, 	(2.9) 

es verdadera. Enseguida llegaremos a una contradicción trabajando con tres 
pares de desigualdades dando valores a x, y en 2.8 y en 2.9. 

P(0,0) : r2 > 1 + £8 2 Q(0,0) : Es2  > 1 + r2  
P(1,0) - r)2  > 1+ Es2  Q(1,0) : Es2  > 1+ (1 — r)2  
P( —1,0) (1 -1- r)2  > 1 -1- Es2  Q(-1,0) E82  > 1 + (1 + r)2. 
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Como O < r < ry E > O, elaramenfe P(0, 0) y P(1, O) son ambas falsas, por 
lo tanto e2(0, O) y Q(1, O) son ambas verdaderas, Si P(-1, O) es verdadera 
entonces junto con Q(1, 0) se tiene que 

(1 	r)'2  > I + Es2  > 2 + (I —r)`, 

de donde r > i, Pero por la forma en que se tomó y, entonces r = ;12--  y de 
aquí que E s2  = Pi . De la definición de E fácilmente se verifica que lo anterior 
es imposible. Por lo tanto Q(-1, O) es verdadera, Entonces 

Es2  > 1 + (1 + 	> 2 
y por lo tanto E > 8. 

En resumen tenemos que 11(4)_ no norma-Euclideano implica E > 8. 
Por lo tanto si E < 8, entonces Q(4) es norma-Euclideano, tal como ocurre 
con los valores (le d (lados en el teorema, 

2.7 Ideales 
Aunque la factorización en irreducibles no es única en todo anillo de enteros 
C de un campo de números K, cuando trabajamos con ideales del anillo de 
enteros OK la factorización de ideales es única como se verá en esta sección. 

En el transcurso de este capítulo como en los restantes de este trabajo, a 
los ideales (y los ideales fraccionales proximos a definir) de 0K los denotare- 
mos con letras caligraficas A, B,C 	. 

Recordemos que si R es un anillo, y x, y son elementos no nulos de R, en- 
tonces xjy si y sólo si (y) C (x) ( ver proposición 2.8 (a) ). Por lo tanto, en 
el caso especial de que A = (a), li = (b),C = (c), la afirmación 

BC C A implica f3 C A ó CC A, 
trasladado nos (lá 

	

albc implica 	ó ale . 

Más adelante veremos que cuando hablemos de divisibilidad entre ideales del 
anillo de enteros OK , algo similar ocurrirá. 

Teorema 2.29 El anillo de entcro.q OK de un campo de ntímeros K tiene 
las siguientes propiedades. 

(a) Este es un dominio entero con campo de cocientes K. 
(b) Este es noetlicriano. 
(e) Si ri E K es raíz de un polinomio monico con coeficientes en OK , entonces 
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a E OK. 
(d) Cualquier ideal primo no nulo de OK  es maximal. 

Demostración : (a) Claramente OK c K. Ahora, si F es el campo de 
cocientes de OK, entonces F C I( pues F es el mínimo campo que contiene 
a OK. Por otro lado si a E K, por el lema 1.18 existe 	e E v., tal que 

ea 
ca E 0K, entonces a a lo podemos reescribir corno a = — (el cociente de 

e 
(los números en OK). por lo tanto a E F y se tiene que K C F con lo cual 
se concluye finalmente que K = F. 

Los incisos (b) y (c) ya se probaron en los teoremas 2.14 y 1.16 respectiva- 
mente. 
(d) El corolario 1.19 nos afirma que cualquier ideal 1 no nulo de OK contiene 
una base de K. Más aún si {ai, 	, a„) es una base de K contenida en 1 
tal que 	,a,,[ IE N es mínimo, entonces (ab 	, N} es una base 
entera de 2", esto es que cualquier ideal I no nulo de OK  es un grupo abeliano 
libre de rango a (la prueba de esto último es identica a la dada en el teorema 
1.25). 

Con todo I() anterior tenemos que I (yr I es finito (ver teorema. A,28 del 
apéndice) para cualquier ideal no nulo de OK. 

Para finalizar si P es un ideal primo, entonces OK/P es un dominio entero 
finito y por lo tanto OK/P es un campo [ver teoremas A.2 y A.4 del apéndice], 
de donde concluimos que P es maximal. 

Un anillo que satisface las condiciones (a)-(d) del teorema 2.29 se llama 
un anillo de Dedekind. Aunque la factorización (le ideales en un anillo de 
Dedekind es única en general, aquí sólo nos enfocaremos en el anillo de enteros 
OK de un campo de números K. 

Definiciones que serán de vital importancia para probar lo previamente dicho 
son. 

Definición 2.30 Si .4,8 son ideales de OK, se dice que A divide a 8, lo 
cual lo denotaremos por ,A1B, si existe un ideal C tal que 8 = 

Definición 2.31 Un OK-módulo 1 de K es llamado un ideal fraccional 
de OK si existe O a E OK tal que al C OK. En otras palabras que el 
conjunto 9 = al es un ideal de OK. 

Observemos que si 1 es un ideal, entonces éste es un ideal fraccional. Cl 
recíproco no siempre es cierto, sin embargo tenemos que un ideal fraccional 
I es un ideal si y sólo si 1 C OK. 
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Teorema 2.32 	Los ideales fraccionales no nulos (le OK  j'orinan un grupo 
abeliano bajo la multiplicación. 

Demostración : (i) Si 11 ,13  son dos ideales fraccionales no nulos de OK, 
entonces existen (I n i , a2  E OK e ideales no nulos J1,  J2  de c tales que 

y :E2 	(1; 1  ,Y2 y así 

11 13 = (ai-1,71)("1 1 .12) 	(a1a2)-1,71J2 

en donde (1 ,A a t a2  E OK y J, j2  es un ideal no nulo de OK. Por lo tanto 
1)12  es un ideal fracciona' de tes, 

(ii) Si I, = ar 	, 12  = 	, 	aT1 1,73  son tres ideales fraccionales 
no nulos de OK  (O 5¿ 	a2, a l  E 

13  
0K y ,71 ,,72, J3  ideales no nulos de OK), 

entonces claramente se tiene que 

(1112)13 = /1(124. 

(iii) Si /I , Z2  son dos ideales fraccionales de OK. Claramente /212  = 1211. 

(iv) Si 1= a-1,7 es un ideal fracciona' no nulo de OK , entonces 
ZOK = (a-1,7)(10K) = 	= 

es decir que O funge como el neutro multiplicativo. 

(v) La existencia de los inversos multiplicativos se verá en el siguiente teo-
rema. 

o 

Teorema 2.33 	Cualquier ideal no nulo de OK puede ser escrito corno un 
producto de ideales primos de manera única salvo el orden de los factores. 

Demostración : i,a demostración se hará siguiendo una serie de pasos. 

(i) Sil es un ideal no nulo de OK , CiliOnC8 existen ideales primos P1, . 
tales que Pi  • • •Pr  C T. 

Supongamos que no existen tales ideales primos que cumplan que su pro-
ducto está contenido en 2. Sea S el conjunto de ideales no nulos de 4 
que no contienen a un producto de ideales primos. Claramente S # 0 pues 
1 E S. Ahora, como OK es noetheriano y S es un conjunto de ideales de 4c 
no vacío, entonces S tiene un elemento maximal, digamos M. Claramente 
Ad 110 es primo (piles si lo fuera Me- My eulcotees M 91' S), por lo tanto 
existen ideales 8,T C CA( tales que sTcm,sgm,rgm. 
Consideremos ahora los siguientes ideales do Og. 

,A=M+S y 92  =M+T 
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entonces: 	Jia., c .A4 , 	, M C ,72. Por la máximiliclad de M 
existen ideales primos Pi, .. • PI, P1+1, • • • Pr  tales que 

•• • Pt C 
ri-ft • • •Pr S Ji 

De aquí que: 
Pi • • • 7)1'A+ • • • Pr C  ,71,72 S.M 

lo cual es una contradicción. Por lo tanto para todo ideal 1 no nulo de OK, 
existen ideales primos 	Pr  tales que Pi  • • • P,. C 1. 
(ii) Si 2 es un ideal 710 nulo de OK, y se define el conjunto 1-1  como 

Z-1 = {x E K : x/ C OK} , 

entonces II' es un ideal de OK, 

Claramente /-1  D (9K. También, un cálculo muy sencillo nos muestra que 
1-1  tiene estructura de clenbstinio. más aún Vn / 1) r T. se Lime (1111! 

C OK, esto es que 1-1  es un ideal fracciona' de 4. 

Ahora, como OK C 1-1  se tiene que Z = 10K  c 1/-1. Finalmente por la. 
definición de /-1  y lo anterior se tiene que 

/ C 1-/-1  /-1/ C (9K  

Esto significa que el ideal fraccional/2-1  es en realidad un ideal. 

(iii) Si Z es un ideal propio de OK, entonces OK C Z-1. 
Como 1 C M para algún ideal maximal M, entonces M-1  C I-1. 

En efecto ya que si x E M-1, esto implica que xM c C)K, es decir que 
xot E OK Va E M y como 1 C M, entonces xi E Ck Vi E 1, esto es que 

C OK y por lo tanto x E 1-1. 
Ahora por (ii) tenemos que OK C M-1, y por lo tanto es suficiente probar 
que M-1  Clic (pues si es así entonces OK C M-1  C I-1 y terminaríamos 
la prueba). Para probar lo anterior tomemos a O E M. Usando (i) se elige 
el mínimo r tal que 

Pi • • •Pr  C (a) , P1, ... 	ideales primos. 

Como (a) C M y M es primo (recordemos que según el teorema 2.29 (d) 
los ideales primos de c coinciden con los maximales), algún Pr C M. Sin 
pérdida de generalidad sea P1  C M; pero como los ideales primos coinciden 
con los n'axil:mies entonces Pi  = M 

Ahora, por la minimalidad de r,tenemos que P2P3 • • • Pr  g (a), y  entonces 
existe b E P2P3 • 	— (a). Ahora, como Pi  = M, entonces GNI C (a), lo 
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cual implica que 	C OK, esto es que 071 6 E M -1  (en estos pasos se 
esta usando que (o) = a0;). 
• Finalmente como ti ¢ (n) = aOK , entonces a-lb 11 OK  concluyendose así 
que M-1  74 0k. 

(iv) Si 1 cs un ideal no nulo de OK , y si iS C Z para algún subconjunto 
S C K, entonces S C 0K  

Para demostrar esto basta checar que si 10 C 1 para O E S, entonces 
O E OK. Esto último se sigile inmediatamente si tomamos (ab • • N } una 
base entera de 1 ( ver teorema 2.29 (d) ) y el mismo argumento usado en el 
lema 1.14 (ti) =(a). 

(y) Si P es un ideal maximal (primo), entonces PP-' = OK. 
Do (ii) so tiene que 	C ok. Pero como /Y es !imbuid, entonces 

P 	ok , 	p c p, por (iv) se tendría que 
C OK  lo cual contradice (iii). Por lo tanto PP-1  = OK. 

(vi) Para cualquier ideal1 no nulo de OK, 11-1  = OK, 
Si no es cierto, elijamos 9  maximal tal que 99-1 	OK. Tomemos 

ahora un ideal maximal /Y tal que 9  C P, entonces por (ii) tenernos que 
OK  C "P-1  C 	de donde se tiene que ,7 C 9p-1 C ,7„7-1  C OK. Como 
JP-1  C OK, entonces JP-1  es un ideal. Ahora notemos que 9 31:1-1  
pues de lo contrario por (iv) se tendría que P-1  C OK lo cual contradice (iii). 
Por lo tanto 9 c 3P-1, y la condición de maximalidad sobre implica que 
el ideal 3P-1  satisface 

9P-t (3P-1)-1 =  OK  
Pero por definición de /-1, esto significa que 

Por lo tanto 

OK = 3P71  (3/3-1)-1  .q 	_q0x 	33' =Ox 
lo cual es una contradicción. Por lo tanto para cualquier ideal 1 no nulo, 
ZZ-1 = 

(vii) Cualquier ideal fracciona! 1 no nulo tiene un inversor' tal que IV' = 
OK 

Como 1 es un ideal fraccional no nulo, entonces existe a O y 	ideal 
no nulo de OK  tal que 1= a-9. Afirmación: el inverso multiplicativo de 2.  
es 1-1  = a.9-1  (el cual es un ideal fraccional pues 3-1  lo es). En efecto, ya 
que 

11' = (a-19)(a9-1) =1„7„7-1  = OK 
Con la prueba de (vii) se concluye la demostración del teorema 2.32. 

(viii) Cualquier ideal 1 no nulo es un producto de ideales primos. 
Supongamos que no, y sea „I maximal sujeto a esta condición (es decir 
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que j no es un producto de ideales primos), entonces Y no es primo (no es 
maximal) y así existe P ideal maximal tal que J C P. Procediendo igual 
que en (vi) se tiene que 

c ‘7P-1  C Q 	t•;1 un ideal) 
Por la condición de maximalidad sobre Y 

JP-1  =Pi • • •Pr 
en donde los ideales PI , 	Pr  son primos. Finalmente tenemos que 

= PP1  • • •Pr  
lo cual es una contradicción. Por lo tanto cualquier ideal no nulo es un 
producto de ideales primos. 

(ix) La faelorización en ideales primos es Única. 
Sil es un ideal tal que 

Pt • • • Pr 	jt • • • 
en donde los Pi, Jk (1 < i < r , 1 < k < s) son ideales primos(maximales) , 
entonces P1 divide a algún JA  (esto se demostrará en la siguiente proposición). 
Pero como los ideales primos coinciden con los maximales entonces 7), = 
Multiplicando por ry i y procediendo igual que en el teorema 2.20 se obtiene 
que la factorización en ideales primos es única salvo el orden de los factores, 
con lo cual se le dá fin al teorema. 

O 

Proposición 2.34 Para ideales 1, J de Ofc, Z I J si y sólo si 1 D ,7 

Demostración : 	Sea x E J. Cuino J = ZA , A algún ideal de OK 
ZA C Z, x E Z. Esto es que 	J. 

Si 1 ,7, entonces Ck =2—II 1-1j, es decir que 2-13 es un ideal 
y claramente: 

= 	7 = IA (1-1  = A) 

y por lo tanto 217. 
O 

De esta proposición se desprende rápidamente que si P es un ideal primo y 
A, 13 son ideales cualesquiera 

PIAB 	PIAÓPIB 

pues si PIAB, entonces AB C P, pero como P Os primo, entonces A C P ó 
B C P es decir PEA ó PIB. 
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2.8 La norma de un ideal 

El teorema de factorización única para ideales del anillo de enteros OK de 
un campo de números K tiene importantes coneecutinciks. En particular, 
cualesquiera dos ideales no nulos A y 13 tienen un máximo común divisor Q 
y un mínimo común múltiplo 1.: con las siguientes propiedades: 

giA , giB; 
, Bit:; 

y si O' tiene las mismas propiedades giig 
y si 	tiente las mismas propiedades £le 

Lema 2.35 	Si .4,13 son dos ideales no nulos los cuales se factorizan en 
ideales primos como 

A= , =HP!' 
en donde los P son ideales primos distintos, entonces 

.= 	p:nin(ei,h) 

G 

Demostración : Se sigue de la factorización única entre ideales. 

Otra caracterización importante del máximo común divisor y del mínimo 
común múltiplo se da en el siguiente 

Lema 2.96 Si A, 8 son dos ideales no nulos de die  y (I, C son el nutrimo 
común divisor y el mínimo común múltiplo respectivamente de A y 8, en-
tonces 

0=A+13 , G=Anl3 

Demostración : Por las propiedades de Q y £, tenemos que Q es el más 
pequeño ideal que contiene a A y a 13, y G es el más grande ideal contenido 
en A y en 8, entonces OCA+B pues (A+ B)IA y (A+ B)I8, análogamente 
AnBcr pues AI(An B) y BRÁnB). Por otro lado si x E A+13, entonces 
x E ei  pues A c 17 y 8 C 11/ de donde concluimos que A -i- BCOy por lo 
tanto 17= .4+B. Similarmente si y E G, entonces y E A pues ,CCAyyE8 
piles C C 13 de donde concluimos que CC Ant 3 y por lo tanto G = ,An B. 

❑ 

En la prueba del teorema 2.29 (d), se vió que si O Z es un ideal de 0g, 
entonces el anillo cociente (9K// es finito. 
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Definición 2.37 Si I es un ideal no nulo de OK • La norma de I se define 
como 

N(I) =1 OK /I i 

En el siguiente teorema y su corolario veremos la analogía entre la norma de 
un elemento y de un ideal. 

Teorema 2.38 Si 1 es un ideal no nulo de °K  y {ah  ,a„} es una 
Z-base del, entonces 

_ 	 2  

en donde á es el discriminante de K. 

Demostración : Si {tul ,— , w„} es una Z-base (le OK, entonces existen 
enteros racionales 	tales que a; = 	(vi);  y por el teorema A.28 del 
apéndice se tiene que 

N(1) =1 OK /1 1=1 det(ro) O 

Por otro lado se sabe que: 

[al 	, ani = [det(c,j)]2A[w1 i  • • wni 

Por lo tanto tenemos que 

¿Mai  , 	, crn] = [N(1)12á 

de donde se sigue inmediatamente el resultado. 
o 

Corolario 2.39 	Si A = (a) es un ideal principal no nulo(a 71: O), entonces 
N(A) =1 NK(a) I. 

Demostración : Si {w1,..., wn} es una Z-base de OK, entonces fácilmente 
se checa que {ovil , 	awn} es una Z-base de A. Ahora como: 
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zSlarot ,. . . , a ill„1 	= 

01 (awi  
a2(mv, 

an (awl  

(ar ((1)  

(71 (aw2 ) 
0-2 ((11112 ) 

a„(aw2) 

al (a)) 

a i (wl  
a20v 1  

a„(a) 

al  (a w„) 
a2  ((LIN) 

a„(aw„) 
o-1 (v)2) 
a2(W 2) 

a„(w2) 

2 

ut (wa) 
(12(w„) 

a„ (w„) 

2 

= [Nk(a)12A 

Finalmente por el teorema previo tenemos que 

N(A) — 
A[aw1,...,aw„) 1/2 	[N(a))2A 

A 

 

NK(a) 1 

  

o 

El siguiente teorema nos dice, que la nueva norma es multiplicativa al igual 
que la norma de elementos de K. 

Teorema 2.40 Si A,11 son ideales no nulos de OK, entonces 

N(AB) = N(A)N(8) 

Demostración : Por factorización única basta que probemos que 

	

N(AP) = N(A)N(P) 	 (2.10) 

donde P es un ideal primo. En efecto ya que si n _ = P17.2".1›, (los 
no necesariamente distintos), entonces N(A13) = N(A)N(P1) • • • N(P,.) 
N(A)N(13). 

Probemos entonces lo dado en 2.10. Para esto probaremos las siguientes dos 
cosas de las cuales se desprendo inmediatamente el resultado: 

(i) 	I OKI Ar I = 	Al AP I • 
(H) 	I  AMP I = lekIP I • 

(i) AP C A tes, y de aquí que OKIA (OKI AP)I (Al AP) y por el 
teorema de Lagrange 
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1 0KIA1- 1 Al AP 1 

de donde se concluye que 10K/AP 1=1 0K/A  11 Al AP 1. 

(ii) La factorización única implica que A 	AP, y de aquí que Alp,3. Más 
aón, no existe ningún ideal estrictamente entre AP y A. En efecto, ya que 
si 9 es un ideal tal que 

AP ,7 c Á =>A-'AP' 

esto es que 

P c 	c Og  

pero como P es máxima' pues es primo, entonces A-19 =P 	= 0K 
de donde se tiene que 3.  •=4 AP6,7=A. 

Lo anterior significa que para cualquier a E A — AP se tiene que 

	

AP + (a) =A 	 (2.11) 

Con una a que satisfaga la ecuación 2.11 definamos 

0K A/AP 

COMO 

kli(x) = ax AP 

Afirmación: 	es un epiniorfisino entre OK-módulos. En efecto, ya que 
fácilmente se puede checar que IP es un homomorfismo. Por otro lado si 
al  + AP E A I AP , por la ecuación 2.11 se tiene que existen r E AP y 
x E OK tales que a l  = r + ex y por lo tanto 

= ax + AP = (al — + AP 
= (al + AP) +(—r+ AP) 
= (al  + AP)+AP = al + AP 

esto es que W es suprayectiva. 

Por otro lado el ker' aparto de ser un 0K-módulo, también es un ideal de 
OK y claramente P C ker IP, además kerl,  OK ( ya que de lo contrario 
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tendríamos que Al AP OK IOK. = O lo cual contradice que A # AP ), y 
como Pes maximal, entonces lwr tí; =P. 

Finalmente OK/P = A/AP, de donde se concluye que 

A/AP OKiP I • 

Teorema 2.41 	Sea A un ideal de 	, A 71 	: (a) Si N(A) es primo, 
entonces lo es también A. 
(b) N(A) E A. 
(c) Si A es primo, en A hay exactamente un primo ranional p, y entonces 

N(A) = Pm  

en donde 111 < 11 , el grado de K. 

Demostración : (a) Sea A = PI . • • Pr  la factorización en ideales primos de 
A. Aplicando normas en ambos lados se tiene que: 

N(A) = N(Pi ) • • • N(P,.) 

pero como N(A) es primo racional, entonces todos los factores N(Pi) exepto 
uno de ellos valen 1, esto es que todos los ideales Pi  exepto uno de ellos son 
iguales a (7K , de donde concluimos que A es un ideal primo. 

(b) Como OK/A es un grupo aditivo finito, por el teorema de Lagrange 
N(A)(x+A) = N(A)x+ A = A Vx E OK, es decir que N(A)x E A Vx E OK. 
Haciendo x = 1 se tiene entonces que N(A) E A. 

(c) Por el inciso (b) tenernos que si 

N(A) = pripr • •pr" E A 

en donde 	 son primos racionales distintos , entonces p = p, E A 
para algún i pues A es un ideal primo. Mostraremos ahora que en A no hay 
dos primos racionales. Si p y q son primos racionales distintos y si ambos 
pertenecen a A, entonces existen enteros racionales r, s tales que pr + qs =1 
y Millo A es un ideal entonces 1 E A, y de aquí que. A = (9K , lo cual  es una 
contradicción pues A es primo. 

Finalmente como (p) C A, entonces A»), y de aquí que: N(A)IN((p)), 
pero por el corolario 2.39, N((p)) 	N,; (p) f= pn, en donde n es el grado de 
K. Por lo tanto 
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o 

Observemos que el inciso (c) de este teorema nos da la respuesta de si el 
recíproco del inciso (a) del mismo teorema es válido. Clarannuite la respuesta 
es no. 

Ejemplo: Si OK  = ZMITI (el anillo de enteros Gaussianos) y A = (3). 
Afirmamos que el número 3 es irreducible en zhrITI, En efecto ya que si 
3 = 	, n, /i e V,Y-7--TI y si ninguno don, fi vs una unidad, tomando normas 
tendríamos que 

= NK (3) = 	(0) 

de donde tendríamos que en z[1:11 existirían elementos cuya norma es ±3 
lo cual es imposible pues la ecuación 

a2  b2  +3  

no tiene solución en Z. Por lo tanto 3 es irreducible. Ahora como Z[ 	eses 
un dominio de factorización única, 3 es primo y por lo tanto (3) es un ideal 
primo de Zkr-1.1 . Sin embargo 

N((3)) 	NK(3) 	32  . 

Teorema 2.42 (a) Cualquier ideal no nulo de OK tiene un número finito 
de divisores. 
(b) Un entero racional no nulo pertenece sólo a un número finito de ideales 
de OK. 
(c) Sólo un numero finito de ideales tienen norma dada. 

Demostración : (a) Recordemos que según la proposición 2.34 los divisores 
de un ideal O 	A son aquellos ideales que contienen a A. Por lo tanto 
el resultado se sigue inmediatamente del teorema de factorización única en 
ideales primos. 
(b) Si O r E 7., entonces C9 (r) y por el inciso (a) sólo un número finito de 
ideales contienen al ideal (r) y así r sólo está en un número finito de ideales 
de OK. 
(c) Si n E N, y 

S = {2" OK / N(I) n} , 
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por el teorema 2.11 (I)), N(I) E 1, y así r pertenece a todos los elementos 
de S. Pero por inciso (b) tenernos que a pertenece a sólo un número finito 
de ideales de OK. Por lo tanto S 1 es finito. 

o 

Recordemos que cualquier ideal de 0K  es finitamente, generado pues OK  es 
noetlwriano. Más aún como veremos más adelante cualquier ideal de 0K está 
generado por a lo más (los elementos. Para probar tal resultado necesitaremos 
del siguiente 

Lema 2.43 	Si A,13 son ideales no nulos de OK, entonces existel 3 # a E A 
tal que 

ckA-I  + 13 = OK  

Demostración : Como AA-' C OK, entonces 	COK Va E A. Esto 
es que cvA-1(a 	O) es un ideal y no solamente un ideal fraccional. Ahora 
según el lema 2.36 aA-1  + 13 es el máximo común divisor de a.4-1  y B. 
Ahora notemos que es suficiente elegir O Py E A tal que 

+ 	= OK (i = 1,2,...,r) 	 (2.12) 

donde PI , 	, 	son los distintos ideales primos que aparecen en la factori- 
zación primaria de B. En efecto pues si 2,12 es cierto y suponiendo que 
Ci = 	, entonces según la proposición A.5 del apéndice tenemos 
que 

OK = (a.4-1 +7)1 )"" ...(adt1-1 + Pr)mr C aA-1  + 	= aA-'+lg  

esto es que OK C aA-1 + 8, y así OK = a.4-1 + B. 

Como A es maximal pues Pi  es primo, entonces la igualdad 2.12 se sigue 
inmediatamente si demostramos que 

a.4-1 ¢ Pi O c)iE A (i= 1,...,r) 	(2.13) 

pues si es así entonces Pi  c arti  + P, COK, de donde se concluiría que 
aA-1  + = (.1c. 

La expresión 2.13 se sigue si elegimos a E A — AA Vi = 1,...,r. En efecto, 
ya que si tenemos tal a, entonces 0A-1 	A Vi, porque de lo contrario se 
tendría que (a) = 	I() cual es una contradicción con la elección de a. 

Tratemos entonces de encontrar a E A — AA Vi = 1,...,r. 

62 



Si r = 1, la factorización única de ideales implica que A AP;  y se puede 
tomar a E A - AP;, 

Si r > 1, sea 

= 	• 	 • • Pr 

Por el caso r = 1 se puede elegir 

ai E A; - A;P;  

Definamos 

= 	+ • • • + a,. 	 (2.14) 

Corno cada a;  E Ai  C A, entonces a E A, y sólo nos resta probar que 
a ¢ AP, vi = 1,...,r. Supongamos que a E AP; para alguna i. Ahora, si 
j # i, entonces <vi  E Aj C AP;  es decir que ai  E AP;  , j # i, pero si es así 
entonces de 2.14 se tiene que 

a; =(- al  -•• • - ai _ i  - 	- • • • - ar  E AP; 

como también ai  E 	entonces ai  E Ad)APi. Finalmente por los lemas 
2.35 y 2.36 el mínimo común múltiplo de Ai  y AA es: 

AP; n A; = APt ...Pr  = A;P; 

Por lo tanto tenemos que ai E Aa:Pg lo cual contradice la elección de ai 

Teorema 2.44 Si O A es un ideal de OK yOfiE A, entonces existe 
O 	aE.Atal que A = (a, /3). 

Demostración : Sea 13 = f3A-1  el cual es un ideal no nulo de OK. Por el 
lema anterior existe O a E A tal que 

(vi-1  + fiA-1  = OK 

de aquí que 

((a) + (0))A-' = Ok 

y como el conjunto de ideales fraccionales no nulos forma un grupo multi-
plicativo, entonces 
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A = (o) + (11) 	(o, 	. 

Con los resultados anteriores podemos caracterizar a los anillos de enteros 
OK  de un campo de números K, para los cuales la factorización de elementos 
en irreducibles es única. 

Teorema 2.45 	La factorización de elementos de OK en irreducibles es 
única si y sólo si cualquier ideal de °K  es principal. 

Demostración : 	Esto ya se probó en el teorema 2.23 . 
=>) Si en OK  se da la factorización única en irreducibles, y si A es un ideal de 
(K. Por factorización única de ideales A = PI . • •Pr, en donde los ideales 
Ph 	son primos. Ahora como el producto de ideales principales es un 
ideal principal, es suficiente probar que cualquier ideal primo es principal. 
Sea P un ideal primo de OK, por el teorema 2.41 (b), N(P) =mEPn Z. 
Factorizando en elementos irreducibles a ni se tiene que 

7n = ni  • • • Ir, 	, 7r„ irreducibles) 

como ro E P y P es primo, entonces algún zri E P, esto implica que Pl(m). 
Ahora como en OK se da la factorización única, entonces irr es un primo y por 
lo tanto (ri) es un ideal primo. Finalmente como P (iri) y ambos ideales 
son maximales pues son primos, entonces 

P=(ir) 

esto es que P es principal. 
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Capítulo 3 

El lema de Kummer 

En este capítulo se trabajará especificamente con sólo un tipo (le campos 
de números, a saber con los campos ciclotómicos, esto es, con los campos 
K = Q(1) , en donde = e9WP para p un primo racional impar. 

En especial se probará el importante lema de Kunaner el cual nos dice la 
forma que tiene cualquier unidad de Z[e] el anillo de enteros de Q(1). 

3.1 El lema de Kummer 

Corno en el capítulo 1 , sea K = Q(1); donde = c2n/P (p primo racional 
impar), definamos el siguiente ideal 

= (1-1)  

en Z[t1 el anillo de enteros de K. 

Algunas propiedades de G se dan en el siguiente: 

Lema 3.1 
	

(a) £P-1  = (I)) 
(b) N(C) = p 

Demostración : (a) En el capítulo 1 se vió que: 

n-1 
p= 1E1_ 0  

j.= I 

de aquí que 

n-1 
(P) =• 11(1 -O • 	 (3.1) 

j=1 
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Claramente 1 - /Pi - 	para j = 1,2, ... ,p - 1. 

Por otro lado, tenemos que para cadaj = 	- 1 la congruencia 

jx = 1 (JIM p) 

tiene solución pues j,p son primos relativos. Entonces existe t E Z tal que 
jt e 1 	(mód p), esto es que 

jt = 1 -I- ps , s E Z 

entonces 

1 — e = — 	= 1  - = 1  - 

lo cual implica que 1 - 	1 - /. Por lo tanto 1 - / es asociado de 1 - 

para j = 1, 	p - 1, y así por el teorema 2.8 (b) se tiene que 

- = 	• 

Sustituyendo esto último en la ecuacion 3.1 se tiene que 

P-1  

(p) = 	 = (1 - 0P-1 = 

(b) Como 	= (p) , tomando normas y usando lo visto en el capítulo 2 
sección 2.8 se tiene que 

N(CP-1) = N((p)) = [N(G)Y' = NK(p) = pP-1  

de donde concluimos que N(£) = p. 

Observación s 	Que N(r) =I z[11/ (1 - 	j= p , nos dice que en Z[11 
hay p distintas clases de equivalencia módulo (1- 1). Ahora, como cualquier 
elemento de 7.,[1] es de la forma g(1), en donde g(x) E Z[xj. Por el algoritmo 
de la división 

g(x) 	(1 - :r)h(x) 	r('r) ; 	en Z[x] , 

esto último es posible gracias a que 1 - x E *I y sobre todo a que los 
coeficientes de 1 - x son 1 y -1. Con lo anterior tenemos que 

g(x) = (1 - x)h(x) 	, h(x) E Z(xl ,cEZC 
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evaluando en x = se tiene que 

«e) = - Oh(e) 	g(C) --e=_(1  -- O«) • 
Esto último nos dice que cualquier elemento de Z[1] es congruente ¡nódulo 
(1 - 1) a algún entero racional. 

Ahora, como p =f1511(1-0) , entonces lodos los múltiplos de p (en Z) esta¡, 
en (1 - 	Además n+(1 -1) (n+ p)+ (1 -1) Vn E Z y como N(L) = p, 
entonces cualquier elemento de 7,k) es congruenle ¡nódulo C = - 	a U110 
de 0,1,2, , , , p - 1. 

Lema 3.2 Las únicas raíces de la unidad en K = Q[F,J son ±e,sEZ 

Demostración : Primero que nada probaremos las siguientes tres cosas 

(a) i=l--7.1K 
Si i E K. Como i es raíz del polinomio 2:2  + 1 , entonces i E Z[11 y más aún 
como i(-0 = 1 , entonces i es una unidad. Por otro lado como 2 = i(1 - i)2, 
entonces 

(2) = (0(1 - i)2 = Z[11(1  — i)2 	(1 	i)2  • 

Esto es, que el ideal (2) al ser factorizado en ideales primos en ZKI tiene 
factores repetidos, y por lo tanto según el teorema 4.24 (el cual se probará en 
el capítulo 4), el polinomio 1(x) = 	- 1)/(x- 1) tiene un factor irreducible 
módulo 2 , de donde se deduce que también xP -1 tiene un factor irreducible 
módulo 2 . Con lo anterior y en combinación con el teorema A.13 del apéndice 
se tendría que el máximo común divisor de xP - 1 y su derivada no es una 
unidad en Z2[x1, lo cual es absurdo pues claramente la derivada de X P  —1 que 
es pxP-1  = xP-1  (p es primo impar) es primo relativo con xp - 1 en z2(x). 
Por lo tanto i ¢ K. 

Observemos que como i = e2"14  ¢ K, entonces claramente 

e21i14a K VaEZ. 

(b) Si q es cualquier primo racional impar q p, entonces e2 ffilq O  K. 
Sea q = euilq. Por el lema 3.1 (a), se tiene que 

(q) = (1 - 11)q-I  

y procediendo igual que en el inciso (a) se llega a que e2nqg  K. 

Observemos que como eui/q ¢ K, entonces claramente 

ebilyb K VbEZ 
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(c) 	tan,/p' cf  I< 

	

Supongamos que 07'0' 2  E K. Claramente c'hiM es raíz (le 	—1 , pero 

no de a:P — 1. Consideremos 01 siguiente polinomio 

— 1(xP)P — 1 	P-1  
f(x)   = 	xii) E 741 C 	. 

— 1 	— 

Claramente c27̀ i/P1  Os raíz de f (x) y como f (x) es irreducible (ver ejemplos 
vistos enseguida del teorema A.12 del apéndice), entonces 

[Q(c2fri/P3 ) 	= p(p — 1) > p — 1 , 

lo cual es absurdo ya que Q(c2ni/P2 ) C Q(02"/P) = K. Por lo tanto e2"/P2  K 

Observemos que como c21"/P2  ¢ K, entonces claramente 

c2ni/P2e K VcE Z. 

Regresando ahora a la prueba del lema. Supongamos que la raíz de la unidad 
c27`0" (rn E N) está en K. Por las observaciones hechas al final de los incisos 
(a) ,(b) y (c) tenemos que 

4Yin , «in , p21tn . 	 (3.2) 

Ahora si in = 	, 	, s, E Z es la factorización primaria de m en 
Z, entonces por 3.2 ningún primo impar que aparezca en esta factorización 
es distinto (le p. Por lo tanto cualquier pi es 2 ó es p. Más aún como qm y 
pYrn, entonces la factorización primaria de ni en Z tiene la forma 

111 = 2'pa , cv,PEZ O< a,fl<1 

de donde se deduce que inl2p. Ahora como 2p/m E Z y 2 , p son primos 
relativos, entonces existen r, s E Z tales que 

22  = 2s + 	 211  = 27-ií 
:n 	p 

(le aquí que 

= 	 errar = ±11 

Lema 3.3 Para ct E z[/] existe a E z tal que tYP = a ( móci L ) 

68 



Demostración : Por la observación hecha enseguida del lema 3.1 tenemos 
que para a E Z[/] existe h E Z tal que a 	b ( mód G ). kfiís ;n'in, por la 

misma observación podemos tomar b O. Por otro lado como 

— 1 =(:r.-1)(: —1)(x — e). • • (x — 

evaluando en x = a/b se tiene que 

- = (1 - 1)  

de donde se deduce que 

p-1 

	

P 	bP  = (cv — O)) , 
j=0 

y como 

(a — 	— (a — b) = b(1— 	= b(1 — 0(1+ +...+ 	, 

para j = 1, 2, ... , p— l y también (a — 	— b) = O = (1 	, entonces 

(a — eb) sa—bE0 (módC) , j=0,1,...,p-1, 

de donde multiplicando concluimos que 

p - t 

	

t 	- 	= 	— Oh) O (inód G") 

O 

Un resultado curioso acerca de los ceros de un polinomio y las raíces de la 
unidad se da en el siguiente: 

Lema 3.4 Si p(x) E Z[X1 es un polinomio mónico, con lodos sus ceros en 
e de norma o magnitud igual a 1 , entonces cualquier cero es una raíz de la 
unidad. 

Demostración : Si p(x) es un polinomio de grado r. Sean ah  , a, los 
ceros de p(x). Para cada entero racional l > O el siguiente polinomio 

pi(x) = 	— al)(11: — 	• • 	— (1) 

se puede escribir como 

	

pi(x) = 	— 	+ • • • (-1)'rau + (-1)"al,0 
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en donde 	es igual a la suma de todos los distintos productos de j 
diferentes aj (j = 1, 2, ..., r). Igualmente que en el teorema 1.12 tenemos 
que los números 	E Q 	= 1,2, ..., r) y más aún como ab 	, a, son 
enteros algebraicos, entonces 	E Z, y así pi(x) E Z[x]. 

Ahora, con un poco do análisis combinatorio se tiene que el numero de suman-
dos en 0 1,r _ j  es igual a 

(r) 
(1' — 

entonces ' 

(i 
1 oi,,-i  15. 	ya miel a l  1= • • • =1 a, 1= 1 . 

Notemos que lo previamente deducido es independiente de 1. Por lo tanto 
sólo puede haber un número finito de polinomios distintos AM. Con lo 
anterior tenemos que existen 1, m E Z, 1 m tales que 

Pi(x) = Pr,z(z) • 

De aquí que existe una permutación 7r de {1, ... ,r} tal que 

r = „In . 
u., 	LinO) , 

para j = 1, ... , r. Inductivamente se encuentra que 

47, 

ain  - = c'rrt(i) , 

pero como irk(j) = j para alguna k E N, entonces ctlik  = ar. Finalmente 
como 1 In, lk mk, concluimos que (vi  es una raíz de la unidad. 

Ahora si estamos listos para probar el Lema de Kummer 

Lema 3.5 (Lema de Kummer) Cualquier unidad de z[1] es de la forma 
re donde r es un real y g es un entero racional. 

Demostración : Sea u una unidad en zlj. Como (1,1,...C-2) es una 
base entera de 	, entonces u = e(1), donde e(x) E z[x]. Ahora para 
8. 1, 2, ... ,p — I se tiene que 

crs (u) = a,,(e(1))= e(a,(1)) = e(e) = u, E Zlj 
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es conjugado de u. Ahora como ±NK (u) ±u t ur • • 	= 1 , se tiene que 

cada 0, es también una unidad. Por otro lado tenemos que 

= er) = 	= cl;) = c(e) = • 

Por lo tanto 
u,TT; =1 u, 1 2 > o , 

y como hay p —1 u', (p — 1 es par), multiplicando estos por parejas tenemos 
que 

N„,(u) = H 	= uru,,_,).. • (+t„»,,,,, ) > o 

por lo tanto 

Na(u) = 1 
Fijemonos ahora en los números us/up_, (s = 1, , p-1). Como el conjunto 
de todas las unidades conforman un grupo multiplicativo, cada 	es una 
unidad y claramente tienen magnitud igual a 1. Usando ahora argumentos 
ya conocidos sobre polinomios simétricos se tiene que 

p-i u, 
f(x) = 1-1(x — —) 

3=1 	up_, 

es un polinomio con coeficientes en Z , y por los lemas 3.2 y 3.4 se tiene que 

u, 
= ±It  , t E Z 

up-a 

en particular, si s =1 : 

U 
= 

U1)..1 

Ahora como p es impar, alguno de t ó t + p es par, y por lo tanto se puede 
tomar O < g E Z tal que 

u p_ t 
= ±129 
	

(3.3) 

Veamos que el signo menos no tiene cabida. Para esto recordemos que 
cualquier elemento de Z[1] es congruente a un entero racional módulo ,C y así 
para alguna y E Z, 1 912 5 V (HM ,e) , esto es que 

1-9u - = (1 — 1)f (1) f (1) E ZKI 
	

(3.4) 
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tomando el complejo conjugado en ambos lados 

eup-i — a = — f (1) = -1P-1)f 	, f 	E 7[1] 

pero como 1 — 11 "-1  es un asociado de 1 — , entonces 

	

— v = (1  — e)h(1) 11(1) E ZKI 
	

(3.5) 

restando miembro a miembro la ecuación 14 de la ecuación 3.5 se tiene que 

1-11 u — 	E O OnÓd 

de donde 

rc 	
1E 129  (mód .C) . 	 (3.6) 

Si tomamos el signo menos en la ecuación 3.3. Sustituyendo en la ecuación 
3.6 se tendría que 2/29  = o (nRsd 	, es decir que 2/29  E .0 y de aquí que 

(20) = (2)(029  S G 	G 1 (2) (5)29  
N(G) 1  N((2))N(1))29  

p 2P-1  , 

lo cual es una contradicción pues p es un primo racional impar. 

Por lo tanto u = 129up...1 , y de aquí que 1-9u = 	Finalmente conju- 
gando: 1-9u =1-921 = Cup-1 =1-°u, de donde se sigue que /-9u E R. 
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Capítulo 4 

Métodos analíticos 

En este capítulo se definirá lo que es un retículo y se demostrarán impor-
tantes resultados relativos a estos, entre los que sobresalen, una caraderi-
melón topulógica de los retículos. También se define lo que es un dominio 
fundamental II asociado a un retículo r, y se ve una nutriera muy sencilla de 
calcular el volumen de éste. 

En este capítulo también se demuestra el teorema de Minkowski, importante 
resultado como se verá en las siguientes secciones y capítulos. 

Posteriormente se da una importantísima representación geométrica de los 
números algebraicos, la cual en combinación non el teorema de Minkowski 
serán de vital importancia en el capítulo 5. 

Para terminar, en este capítulo se define el grupo de clases y se demues-
tran importantes teoremas que nos sirven para demostrar la finitud de éste. 
También en el final de este capítulo se le da fin a la clasificación de los campos 
cuadráticos norma-Euclideos para d negativo. 

4.1 Retículos 
Definición 4.1. 	Si S 	, v,,,} es un conjunto de vectores IR-lineal- 
mente independiente., en DIn (m < n), el subgrupo aditivo de (IR" ,+) generado 
por las Z-combinaciones lineales de S es llamado un retículo de dimensión 
ni. 

Ejemplo : 	En R2  sea vi  = (1,0) y v2  = (0,1). Claramente ( 7/1 , v2} es un 
subconjunto R-linealmente independiente de R2, entonces el retículo generado 
por tq, v2  es: 
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{avi  + bv2  : a, b E 	= ((a, 0) + (0, b) : a, b E Z} 
{(o, b) : a, b e 	x 

Claramente un retículo r de dimensión m es un grupo abollan° libre de rango 
111. 

Enseguida daremos una caracterización topológico de los retículos. Para esto 
consideraremos a tt" como un espacio métrico con la métrica usual. En el 
transcurso de este capítulo se usará Br (x) para denotar a la hola abierta con 
centro en ir y radio r , y 11,.(x) para &lanar a su cerradura, 

o 
Definición 4.2 	Un conjunto no vacío M C 	se dice que es discreto si, 
para cualquier x E Al, existe 1., > O tal que B„(x) fl A/ = (x}. 

Proposición 4.3 	Para un módulo r en ut" se licite 

P es discreto <1=1. Br(0) fl r es finito para todo r > 0. 

Demostración : 	Si r no fuera discreto, entonces existiría x E r tal que 
para toda r > O, Br (x) n r {x}, lo cual implica que existe rx  > O tal que 
B„ (0) n r no es finito, lo cual es una contradicción. 

Si r es discreto. Afirmamos que r es cerrado. En efecto, si r no es 
cerrado, entonces existe x E r —r donde r denota la cerradura de 1'. Como 
se puede encontrar una sucesión {x„,} c 1' tal que lim,„_,„„x„, = x, para 
cualquier e > 0, existe un entero positivo N tal que ix,„ — 	< E siempre 
que m, n > N. Pero como 1' es un módulo x,„ —x„ E r, y así de lo anterior se 
tiene que {O} C B,(o)nr para cualquier e > O lo cual es una contradicción ya 
que r es discreto. Por lo tanto el conjunto Br  (o) n r es discreto y compacto, 
es decir finito, y por lo tanto lo es también /3,40) n r. 

o 

Teorema 4.4 	Un subgrupo aditivo de El" es un retículo si y sólo si éste es 
discreto. 

Demostración : 	Tomemos un retículo r de dimensión m < n 
y 	(vi  	, v,, v„„} 	, v„} una base de R" tal que 1' esté generado por 

, v,„}. Claramente r está contenido en el retículo r' generado por 
{v„ 	, v„„ 	, v„} y como un subconjunto de un conjunto discreto es clara- 
mente discreto, es suficiente que probemos que r' es discreto. 



Dado que cualquier e E r tiene representación única covio: 

v = 	+ • • • + )10,, (Ai  E R) , 

definamos: f : R" 	R" como 

f Ny, + • • • + Anvv) = (Ah t An) 

Fácilmente se prueba que f es una función lineal, y por lo tanto f es continua 
en todo punto. Por otro lado sabernos que /3,.(0) es compacto, y como las 
imagenes de conjuntos compactos bajo funciones continuas son compactos, 
entonces f (13,(0)) es compacto lo cual implica que f (13,(0)) es acotado, esto 
es que 

ij f (v) 115 Á: Vt,  E /4(0), 	k E R4  • 

Si y = a1v1 + • • • + anv„ E r' n Br(o) , entonces: 

II I (u) 11=11 (ar, ••• an) 	k • 

Esto implica 
1 a, 1511 (ah 	, a„) 115 k (i = 1, 	, n) 

	
(4.1) 

Finalmente como el número de soluciones enteras de la desigualdad 4.1 es 
finito, entonces ri n 14(0) es finito y por lo tanto 	es discreto. 

Sea G un subgrupo aditivo discreto de R" y {v1 , ..., v,,,} un subconjunto 
de G máximo R-linealmente independiente. Sea r el retículo generado por 
{y1, 	V/11}. 

Consideremos ahora el siguiente conjunto 

n ={v= E no; E Ru  : ni  E R , O < a; < 1} 
i=i 

Claramente U es acotado, y así 11 C B,.(0) para alguna r > O. 
Ahora por ser {v1, 	, v„,} un subconjunto máximo R-linealmente indepen-
diente, cualquier x E G se puede expresar como 

a: = E 	A i  E It . 
ici 

Si escribirnos A; = ai + ai en donde ai EZyO< < 1, entonces 

x = E aivi + E aivi E + 
r=i 	i=t 
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1 

y corno F C G se tiene que 

7/1 
E n., = —Euivi Gnil C Gr113,(0) 
i=1 	i=1 

y como Gn (0) es finito porque G es discreto, existen sólo un número finito 
de estas sumas. Esto nos muestra que G/F es un grupo finito, (ligamos que 
GF 1= N, entonces por el teorema de Lagrange se tiene que para cualquier 

x E G , N(x. + 	= r y de aquí que Nx E F. Con lo anterior se concluye 
que G está, contenido en el ret.iculo r" generado por (vdN,...,v,„/N}. 

Finalmente como Fil es un grupo abollan° libre de rango m, entonces G es 
un grupo abeliano libre de rango / < ni. Pero como también FCGyF es 
abeliano libre de rango ni, entonces l = m es decir que G es un retículo de 
dimensión ni. 

En el transcurso de la demostración anterior se definió el conjunto TI al cual le 
llamaremos un dominio fundamental del retículo r de dimensión m generado 
por (th , . , v„, 

Lema 4.5 Si r es un retículo de dimensión n, cualquier elemento de 
está en exactamente uno de los conjuntos 1+ TI para 1 E r. 

Demostración : Si r está generado por {vi, ..., v,i} y x E a", entonces 
x = 	/Vi  (Ai  E R) . Escribiendo 	= + 	, ni E Z O < tvi < 1 se 
obtiene que x 1+ t , / E 1", t E 11. Por lo tanto x E 1 +11 para E r. 
Para demostrar que x sólo está en un 1+ II es suficiente con que probemos 
que; 

(r + TI) n + 	= O , r, s E r,r s. 

Supongamos que 1TE 	-i- FI) n + 	, r 	s, entonces existen t1, t2  E TI 
tales que r t! 	$ t2  y de aquí que r — s = t2  — t1  E I'. Ahora si ti, t2 los 
escribimos como: 

<1 
EriL, 	; ü < 	< 1 

entonces 	— ai E Z Vi = 1, 	, n (esto último es porque t2 — ti E r). Por 
otro Indo 9or la forma vil que están tHinitlos (vi  y 	se tiene que I /!; —tt;  1< 1, 

y así la única opción es que: 

- ai = O => = 	ti = 	r s 
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lo cual es una contradicción. 

Un resultado que nos dice cuál es el volumen de un dominio fundamental 

fl de un retículo r se (la en el siguiente: 

Lema 4.6 Sea r un retículo de dimensión o en R" con base 
Supon ase que 

= (an, • • • 'ami) 
Entonces el volumen del dominio fundamental 11 de I' definido por esta base 
es 

v(II) =1 det(au)  

Demostración : El volumen de II está dado por 

v(TT) = 	dr'  • • • dx„ 
ti 

Definamos 7' : R" --> R" dada por el siguiente cambio de variables 

.1=1 

El Jacobiano de esta transformación es 

att 	ata " • at,, 

a21 	a22 • • • ani 

ant 	an2  • • • ann  

= = (Int(%) 

y IP (T(TP) = 	es el dominio fundamental asocitulo al retículo generado 

por la base canonica 	..., en} en Ir, esto es que 

rie  = 	= E otiei E 	: cri E Lit , O < cri < 1} . 
i=1 

Por lo tanto 

v(II) = fri. I det(au) 1 dY: • • di/n 
= 	det(aii) 1 ,f,; dy1 	f: dy„ 
= 1 det(aii) 1 • 

❑ 
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Corno para un retículo r existen diferentes z-bases, entonces existen dis-
tintos dominios fundamentales para F. Sin embargo, como distintas Z-bases 
están relacionadas por una matriz unimodular [ver comentario hecho en-
seguida de la definición A.25 del apéndice], se sigue del lema 4,6 que los 
volúmenes de estos distintos dominios fundamentales son todos iguales. 

4.2 Teorema de Minkowski 

El teorema de Minkowski es uno de los resultados más ricos en lo que respecta 
a este trabajo ya que su poder de alcance en las aplicaciones es sorprendente, 
como se verá en las secciones y capítulos venideros. 

Definición 4.7 	Un subconjunto X C IR" se dice que es centralmente simé-
trico si —X = X; es decir si x E X, entonces —x E X. 

Definición 4.8 	Un subconjunto X C 11" se dice que es convexo si siempre 
que x, y E X, entonces \x+(1— My E X, para todo número real A, O < A < 1. 

Teorema 4.9 (Teorema de Minkowski) Sea r un retículo de dimensión 
n en R" con dominio fundamental 11, y sea X un subconjunto acotado, con-
vexo y centralmente simétrico de R", tal que 

vol(X) > 2"vo/(11) . 

Entonces 

X n (r — {o}) # o . 

Demostración : Si X0  es cualquier subconjunto acotado y centralmente 
simétrico de 9", entonces el conjunto 

A = {/ E : X0  n(II+ /) 0} 

es finito con un número par de elementos. En efecto, como Xo y II son 
acotados, existe r > O tal (ie Xo  C /1,(0) y 11 C B,.(0) y así si tomamos 
1 e rl , entonces 0 ,/ X0  n (11 + 1) C X0, por lo tanto existo t E FI tal que 
r>I1t+ 1 II>_ii 1 II — IIt II;deaquíqueII 1 II<r+II t Ii< 2rdedonde 
se concluye que A es finito y con un número par de elementos pues al ser 
Xo  centralmente simétrico si Xo  n 	+ 1) 	O, entonces X0  n (-11 - 1)  
0, -11 - 1 = 11 + , 1' E r. 
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1.4  rESIS Pri 

t 111 1131.11iC15 

Con lo anterior y usando el lema 4.5 tenemos que los conjuntos xon(n+o, 1 E 
A, conforman una partición del conjunto X0  y así 

X0 = 	X0  n (ri + o 
lEA 

de donde 

vol(Xo) = E vol(X5  n (rl + 1)) = E vol((Xo  -- 1) n ri) 
IEA 	 lEA 

Ahora, regresamos al conjunto acotado X C R" el cual es centralmente 
simétrico y convexo. Poniendo X0  = 1,l'; mediante un cálculo muy sen-
cillo se tiene que vol(Xo) = 2-"val(X) > vol(11). Se afirma que 

(X0  - 1) n (X0  - 1') 	0 	para algunos 1,1' E 	. 	(4.2) 

En efecto, si (X0  - 1) n (.;,co - 	= O V1,1' E A, entonces se tendría que 

vol(X0) = E vocuxo  — o n < vol(FI) 
lEA 

lo cual contradice el hecho que vol(Xo) > vo/(I1). Por lo tanto (le 4.2 se sigue 
que existen x,y E X tales que lx - 1 = 1y - l' y, como 1 - = 1x - 
ix + (1 - 1)(-y) E X, se tiene que 1- l' E X n (1' - (0)).2 	 2 

4.3 Representación geométrica de números 
algebraicos 

En esta sección veremos cómo un campo de números K se puede sumergir 
en un espacio vectorial de dimensión igual al grado de K, de tal forma que 
los ideales en K son mapeados en los retículos de tal espacio vectorial. 

Recordemos que en el capítulo 1 se vió que si K es un campo de números 
de grado n sobre Q, entonces existen n distintos monomorfismos de K --) C. 
Más aún, se vió que s de tales monomorfismos eran reales y 2t complejos 
(.9 + 2t = n). Si el sistema de los n monomorfismos es 

at,•• • , 0"8,(73+1,a8+1, • • • ,as+t,n7 

donde ab 	, a, son los monomorfismos reales y los restantes los complejos. 

Definamos: 

= Rs x ci 
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Fácilmente se puede verificar que L3'1  tiene estructura (le espacio vectorial 
sobre R con la suma de vectores y el producto por escalares usuales. También 
1,'•' tiene estructura de anillo con las operaciones suma y producto coorde-
nada a coordenada. 

Como espacio vectorial sobre R, 1,34  tiene dimensión s + 21 = n ya que 
fácilmente se puede probar que una base esta dada por el siguiente conjunto 

= 	(1,0,...,0,0,0,...,0) 
1,2 

e, 
c3+1 

= 
= 

(0, 	1, 	, 0, 0, 0, 	, 

(0,0,..., 1,0,0,...,0) 
(0,0,...,0,1,0,...,0) (4.3) 

c8+2  = (0, 0, ... 	O, i, O, , 0) 

ea4.2t_t = (0, O, , 0, 0, 0, , 1) 
es+2t = (O, O, , O, 0,0, ... , i) 

en donde i = VT-71, 

Definición 4.10 	Para x = (x j, 	, x,,  x,+1, 	, ;44) E 1,•1  se define la 
norma de éste como 

	

N(x) 	x • • •x„, 	112  • • • II :cm 112  . 

Dos propiedades de la norma acabada de definir y que son nmy fáciles de 
verificar son 

(a) N(x) E R VX E V't  

(b) N(xy) = N(x)N(y) Vx,y E Le't  . 

Definición 4.11 Si K es un campo de números de grado n y 

Ol, ...,aa,a,+1,...,O,+t 

son s + t monomorfismos de K ---> C como antes clasificados, definimos 
: K --> LI•t como 

	

a -4 a(a) = 	 .,.,am(a)) . 

Claramente se tiene que V a, flEK:rEQ 

a(a + fi) = o(a) + a(i3) 

*O) = c(a)a(0) 
u(ra) = ra(a) 
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pues los crt  son homomorfismos, es decir que a es un homomorfismo entre los 
anillos K y 	PláS aún u es una Q-transformación lineal entre los Q-espacios 
vectoriales K y 

Ahora corno el núcleo de a es un ideal de K y K es un campo cuyos únicos 
ideales son K y 	entonces a es identicantente cera ó o es inyectiva, pero 
como 

	

a(1) 	(a1(1), • • • as(1), cs+1(1), • • • , os+i(1)) 
(1, • • • , 1 , 1,• • • , 1) 	O , 

por lo tanto (Y ea inyectiva, 

Teorema 4.12 Si {ab , a„} es una base de IC sobre Q , entonces 
a(ch),,,,,o-(an) son linealmente independientes sobre M. 

Demostración : Consideremos la ecuación 

Aja(ai) •----- O Aj E Di (j = 1, 	, n) 	 (4.4) 

si denotamos 

	

acai) = 	 + izil), 	vli' + izlí)) 

en donde i 	y sustituimos en la ecuación 4.4 se obtiene un sistema de 
n ecuaciones con n incognitas cuya representación matricial es 

( xit)  • • . x(31) 1 	zi"  ... Yi"  zl" 1 	f Al 

Este último sistema tiene unicantente la solución trivial si y sólo si id deter-
minante 

3:1" ... x11) vi" zii) 	41) 
D 

x1„) 	xl") 1)(113)  Zin) 	2)(8)  z(n)  

es distinto de cero. Para probar que D 	O apoyémonos in el siguiente 
determinante 

(n) 	(n) 	(n) 	(n) 	(n) 	(n) Xt 	. 	pi 	 yt 	zt  A.11 
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x11) yp) + 

(.) /1 	+ (n) 	..(n 1  

y11) iz p) 	yp) izp) yp) — izp) 

illui) — 	 yln) 	1/1n) 
	2

4n )  

• • as(a1) 	(731-1((11) 	a3+1((1'i) 	• • <731-1(ai) as+t(at) 

• • 	• O8+1(0n) (4(0'n) 	as-1-1 (N) 	aN+1("n) 	• • • s+t(nn) 

= Váía 	(va]. 

Pero como se vio en el teorema 1.12 Akti ,...,ard 	O, entonces E # O. 
Ahora por propiedades elementales de los determinantes tenernos que: 

x(ir) 2yr)  yr)  — izr)  .,. 2yr)  yr)  — izr)  

2y1n)  lAti)  — iZ.111) 	2y1n)  yr')  — izr1)  

	

x11 ) 2y11)  —izr) 	2yr)  —izr)  

	

... 4") 2y1n)  —izin) 	2yri)  

= (-2i)tD. 

De donde concluimos que D 	O. Por lo tanto Al  = • • • = A„ = O, y así 
o (al ) 	, a (o.„) son linealmente independientes sobre R. 

O 

Corolario 4.13 Elementos Q-linealmente independientes de K son ma-
peados bajo a en elementos IR-linealmente independientes de La.t . 

Demostración : Se sigue inmediatamente del hecho que cualquier subcon-
junto Q-linealmente independiente de K es parte de una base de K. 

o 

Corolario 4.14 Si G es un subgrupo abeliano libre de (K, +) con Z-base 
a„,} , entonces la imagen bajo a de G en L" es un retículo de di- 

mensión m con generadores o. 	cr(a,n ). 
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Demostración : Si G es un subgrupo abeliano libre de (K,+) con 
(1„,) una '9.-base de G, entonces fiírilmente se comprueba que 	, 	) 
son Q-linealmente independientes y por lo tanto por el corolario 4.13 , (ni  ), 

, or(rt,„) son elementos ri-linealmente independientes de 118' 1 . 

O 

Observación : Como cualquier ideal I no nulo de CA(  es un subgrupo 
abeliano libre de rango o, entonces (I) es un retículo en Lo. Esto es que 
a manda ideales de °K  en retículos de L',/. 

Para ver el gran poder de alcance en las aplicaciones del teorema de Minkowski 
en combinación con la representación geométrica de K en LO definida por 
a es necesario tener la noción de distancia en Lo. Corno Lo ils+21.  (como 
IR-espacios vectoriales) la métrica Euclideana usual de 	la transferire- 
mos a Lo. Si trabajarnos con la base dada en la ecuación 4.3, entonces con 
respecto a tal base el elemento 

(x1, 	, 	+ 	, ye 	izt ) E L1,t 
tiene coordenadas 

	

(II,. • • iXat Yr, zr, • • • 	zt) 
Cambiando un poco la notación, si tornarnos 

x 	= 	(ni, • • • 114-1-2i) 
y 	= 	• • • ws-1-2r) 

con respecto a las nuevas coordenadas, entonces el producto interior es definido 
por 

O y = 4ó l  w l  + • • • + as+20a,+2, 
La longitud de un vector x es entonces 

x 
y la distancia entre x y y es x — y 

Regresando a las originales coordenadm (le un elemento en 11.i se tiene, 
para 

= (xt, • • • , x 8, 11 t 	izi • • • 

x Vx?+•••+x1+11?+4+...+W+71. 

Teorema 4.15 Si K es un campo de números de grado n = s + 2t con 
anillo de enteros OK, y si O 1 es un ideal de OK, entonces el volumen de 
un dominio fundamental de a(1) en Lait es igual a 

2-1N(I)Ilrá-7 

donde á es el discriminante de K. 
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Demostración : Si {n i , 	, a„} es una z-base para 1, una Z-base para a(I) 
en 148,1  es por corolario 4.14 {u(ot ),...,a(a„)}, la cual según la notación 
del teorema 1.12 y trabajando con la base dada en la ecuación 4.3 tienen 
coordenadas 

(x(1),...,x(1 )y1"z
(
l),..•,111",

(
`)), 

(x1"), 	x(") , 1/in), zin), 	/// L")) 4"))• 

Ahora por el lema 4.6 , si 11 es un dominio fundamental para (7(1), se tiene 
que 

v(I1) =1 D 1 

donde D es como en el teorema 4.12. Con la notación del teorema 4.12 se 
tiene que 

D = (-2i)-1E 	1 D 1 = 2-1 1 E 1 

Pero como E2  = A[al , 	cr,,j, y según el teorema 2.38 , 

1/2 

N(I) — 

Sustituyendo kaki lo anterior se tiene 

v(TI) =1 DI= 2-1E = 2-1V1 á[at) 	IN] 1= 2-1111(1)1P1 1 • 

o 

4.4 El grupo de clases 
En la sección 0.14 del capítulo 2 se estudió un poco de ideales fraccionales. 
Se vió que el conjunto £ de todos los ideales fraccionales no nulos tiene 
estructura de grupo abeliano con respecto a la multiplicación. 

Definición 4.16 	Un ideal fracciona! 1 # O de OK se dice que es principal 
si T = r-1,1 donde ,Tes un ideal principal de. Ok y() e E 4c. 

Fácilmente se puede probar que el conjunto p de todos los ideales fraccionales 
principales no nulos de OK es un subgrupo de 
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Definición 4.17 	El grupo de clases h de Uta es el grupo cociente 

tt= Ws.) {[A] : A E Ul , 

donde [A) denota la clase de equivalencia de A. 

El orden de ti (el cual es finito como se verá en las siguientes secciones) 
será de vital importancia en el capítulo 4. Para demostrar que h es finito 
necesitaremos de varias cosas. Primero que nada recordentos que las clases 
de equivalencia [A1 conforman una partición de 	Ahora, si A es un ideal 
fraccional, entonces A = c-1  13 donde e E Ck y l3 es un ideal de 	De aquí 
que 

13 	cA = (c)A 

esto es que A y 13 están en el mismo elemento ( lo cual lo denotaremos como 
A E. 13 ) de ti. En otras palabras, cualquier clase de equivalencia contiene un 
ideal de OK. 

La importancia del grupo de clases de un anillo de enteros (9K es que éste 
guarda la información necesaria y suficiente para saber si en OK se da o no 
la factorización única en irreducibles. En efecto, ya que entre más pequeño 
sea el orden del grupo de clases, entonces tiende a ser un grupo con puros 
ideales fraccionales principales, y por lo tanto OK  tiende a ser un dominio de 
ideales principales. En particular se tiene. 

Teorema 4.18 La factorización en OK  es única si y sólo si el grupo de 
clases h tiene orden 1, 

Demostración : Se sabe que la factorización en OK es única si y sólo si 
cualquier ideal de OK es principal (Teorema 2.45). También cualquier ideal 
de 0K  es principal si y sólo si cualquier ideal fraccional de OK es principal, lo 
cual es equivalente con 	p, lo cual a su vez es equivalente a que 1 Pi 1= 1. 

o 

4.5 Teoremas de existencia 
En esta sección se demostrarán un Lema y un teorema de existencia los cuales 
serán de gran importancia en el siguiente capítulo y en especial en la siguiente 
sección donde se demostrará que el orden del grupo de clases es finito. 

Lema 4.19 Si M es un retículo en L8.1  de dimensión s + 21 con dominio 
fundamental de volumen V, y si 	,c3.ft  son números reales positivos cuyo 
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producto 

t  

et • • • rs+t > , \  

entonces existe O • x 	, 	4+1, 	,:v„.1.1) en A! tal que 

1 1x, l< 
xs+t 1 2 < 13+1, • • • 	•Ts+112‹ C3-1-1• 

	

E E 
	

3:8+1, • 	ft E C • 

Demostración : Sea X el subconjunto de todos los puntos x E 	para los 

cuales la conclusión se sigue. Claramente X es acotado, simétrico y convexo 

pues X Os el producto cartesiano de 

	

(—et ,c1) x 	x (—cs ,c,) x 	+ iza E e : y? z? < cs+1 } x • • • 

• • ' 	+ izt E C 	//1 -1-  4 < cs+1} 

y el volumen de X es 

v(X) = 	dx i  • • • f_",, 

• f f 

• f f dytdzi  
14+4«,4.1  

2ci • 2e2  • • • 2c, • 7rc,4.1  • • •ire,,+t  
= 	Tirte t  • • . c,+1  

Por el teorema de Minkowski sólo tenemos que probar que v(X) > 2'4-1  
para garantizar la existencia de O # x E Mn X. Esto último se sigue 
inmediatamente ya que por hipótesis 

c • • • c, t  > ()V = 5 V = v(X) > 2s+21V 

o 

Teorema 4.20 Sea K 1111 campo de números de !pudo 71 , 2 un ideal no 
nulo de OK . Entonces existe° re E I tal que 

n! 
NK(a) 	(—

ir)
t
(n" 

A 11/2  NI)) = MKN(/) , 
\  

donde A es el discriminante y MK = (4//r)Irdn-  " 1 CS 11/2  es la constante de 
Minkowski de K. 
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Demostración : Consideremos el retículo /11 = u(i) en 1,34  [ver corolario 
4.141. Por el teorema 4.15 si 11 es un dominio fundamental de III, entonces 
v(11) = 2-1N(/) 1p 10. 

Por otro lado, ata p > O tal que 

2'(ir/2)1(1//d)p" 	2"v(11) . 	 (4.5) 

Para cualquier e > O, definamos 

= 	E 	I x: 	" + I ;es I -1-2 I .1:.1. 1  I + • • • + 2 	l< 

El volumen de este conjunto (ver [3], ¡mg. 76) es: 

v(X,) = 2''(ir/2)1(1/n!)(p + e)". 	 (4.6) 

Ahora, de 4.5 y 4.6, se encuentra que 

v(X,) > 2"v(11) 

Como X, es acotado, centralmente simétrico y convexo (cuino fácilmente se 
puede verificar), entonces por el teorema de Minkowski existe O x E hinXe , 
Pero como M = a(2) y c r es inyectiva, entonces existt~ a E T tal que 

1 al  (a) I +...+ a,(a) 1 +21  as.4.1(a)  I  + • — + 2 1 a H.t(a) <p+.. (4.7) 

Sea A, el conjunto de O a E Z que satisfacen la desigualdad 4.7. Como 
u(I) es discreto y X, es acotado, entonces A, es finito y no vacío. Si tomarnos 
e < 1 , entonces A, es un subconjunto cerrado del conjunto compacto 
Por lo tanto A = nc<, A, 0. Si tomamos a E A, entonces 

cri(a) I +...+I  as(a) 1 +2  1 crs+i(a) 1 + • • + 2 1 as+t(a) 15 p 

Por otro lado para a E A tenemos que 

1 N K  (a) 111" = 1 a i (a) • ( 7 3(a) 1 a8+1(a)  12  • • • 1 .7344(a) 1 21 1/8  

	

= 	at(a)1 	I ca(a) II 0.84.1(a) 11 as+1(a) I ' • ' 
• • 1 cia+t(a) II aa+t(a) liti 

(1/n)(1 ai(a)+ • + a ,(a) + 21 ai+ L (a) 1 
• • • + 2 1 ‘4.,(a) 1) 

< pin , 

de donde se tiene que 1 N (a) 1< n"" p" . Finalmente sustituyendo los valores 
de p" de la igualdad 4.5 y el de v(11) se concluye que 
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0.637 
0.500 
0.283 
0.223 
0.152 
0.120 
0.094 
0.063 
0.049 
0.039 

I NE(n) 15 (n)i
n„  
12: 1 L.5 	N(I) = AIKN(1) 

Corolario 4.21 	Cualquier clase de ideales fraccionales contiene un ideal 
1 tal que N(1) < MK (Mi( la constante de Minkowski), 

Demostración Sea [C] cualquier clase de ideales fraccionales en Mi, y 
C OK  un ideal en la clase [C]''. Por el Teorema previo, existe O a E 

tal que I N(o) l< NO/111.. Ahora como 	, entonces existe un ideal 
1C OK  tal que 

(a) = 	 (4.8) 

Tomando normas en la igualdad 4.8 

iv(z)N(s)=. N(z9)= N((a)) =1 Nx(a) I N(9)Mic 	N(z) < ikfic. 

Afirmación: 1 es el ideal buscado. En efecto, ya que „7-1  E [C], por 4.8 se 
tiene que 1-  y 	están en la misma clase de equivalencia. 

Observación : Si AIK  < 2 para un campo de números K, cualquier clase 
de ideales fraccionales debe contener un ideal 1 en ox  tal que N(Z) = 1, es 
decir que 1 = OK. Por lo tanto se tiene que h = 1. 

Para referencias a futuro tenemos la siguiente tabla, tomada de [3], pag. 79 

n $ t 111,,t  
2 	0 1 
2 	2 0 
3 	1 1 
3 	3 0 
4 	0 2 
4 	2 1 
4 	4 0 
5 	1 2 
5 	3 1 
5 	5 0 
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Donde 

4 \`  (s +Mi  
Atm  — 

7r) (s 208+2t 
está dado en la última columna en forma aproximada. 

4.6 Finitud del grupo de clases 
Teorema 4.22 Cl grupo de clases de un campo de números K es un grupo 
abeliano finito. 

Demostración : Ya sabemos que el grupo de clases ti = /s9 es un grupo 
abeliano. Por lo tanto sólo resta probar que ft es finito, lo cual es cierto si y 
sólo si el número de distintas clases de equivalencia de ideales fraccionales es 
finito. Sea [C] una clase de equivalencia, entonces por el corolario 4.21, [C] 
contiene un ideal I tal que N(I) < MK  (MK  la constante de Minkowski). 
Pero como el Teorema 2.42 (c) nos dice que sólo un número finito de ideales 
tienen norma dada, entonces sólo un número finito de ideales tienen norma 
menor o igual que MK. Por lo tanto sólo existe un número finito de clases 
de equivalencia [e]. 

Al orden h del grupo de clases se le llama el número de clase de K. 

Proposición 4.23 Sea K un campo de números con número de clase h, 
y sea Z un ideal del anillo de enteros OK, entonces 

(a) Zh es principal, 
(b) Si q es primo con h, e lq es principal, entonces I es principal. 

Demostración : (a) Como h l= h., y [OK1 es el neutro multiplicativo 
de A, entonces por el teorema de Lagrange (19 = 	= O, esto es que 
Zis El OK, lo cual implica que Zh es principal. 
(b) Como h y q son primos relativos, entonces existen a, 19 E Z tales que 
ah + bq = 1. Ahora como [21q es principal, entonces 121# = [Ad, y así 

[11 = Mai" 
= Iiihr(11°)6  
= Lekl"[Oicib  
= [(11 

de donde concluimos que 1 es principal. 

89 



4.7 Factorización de un ideal principal gen-
erado por un primo racional 

Si p es un primo racional, en general no es cierto que (p) es un ideal primo en 
el anillo de enteros 0K  de un campo de números K. A continuación veremos 
que cuando tenemos un campo de números K con anillo de enteros generado 
(como grupo aditivo) por un sólo elemento (como los campos cuadráticos y 
ciclotómicos) el siguiente teorema debido a Dedekind es decisivo respecto a 
la pri mal idad de (p). 

Teorema 4.24 (Lema .de Hensel). Sea K un campo de números de grado 
n, con anillo de enteros OK = Z[01 generado por O. Dado un primo racionalp, 
supóngase que el polinomio mínimo f de O sobre Q se factoriza en irreducibles 
sobre Zp Colijo 

= 

donde las barras denotan el mapeo natural Z[xl --> Z p[x). Entonces si h es 
cualquier polinomio irreducible que es mapeado en fi, el ideal 

Pi = (P) + (A(0)) 
es primo y la factorización en ideales primos de (p) en OK es 

(p) = 1:51' 	P:r  

Demostración : Sea e; una rafz de ji(x) en Zp(xj. Notemos que Zplij 
zp[x]/(A) . En efecto, ya que si definimos tp : Zi,[x] —› Z p[Od j como 
yo(f (s)) = tp(f (0,)), fácilmente se verifica que cp es un homomorfismo de 
anillos suprayectivo con kerip = (A), de donde se sigue lo afirmado. También 
zpli es un campo ya que al ser h irreducible, entonces ;(x'/(a) es un 
campo. 
Definamos ahora ti; : Z[01 -+ Oil dado por 

v4(9(9)) 
Fácilmente se verifica que vi es un homomorfismo de anillos. Además clara- 
mente vi es suprayeetivo. Por lo tanto z[0]/Wervi 	, pero como Z[dij 
es un campo, entonces kervi es un ideal primo de Z[0]. Ahora afirmamos que 

kervi = (p) + (h(0)). 

En efecto, ya que si g(0) E (p) + (L(0)), entonces 

g(0) = ph(0) + f,(0)q(0) 	vi (g(0)) (1 )(di) + A(1)1(0i ) = O 
(p) + (f;(0)) C kervi 
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Por otro lado si g(0) E kervi, entonces g(ei) = 0, pero como A(0i) = 0, y 
es irreducible, entonces g = fjh para algún h E Zp[X]; esto significa que 

g — faz E Z[x] tiene coeficientes divisibles por p. Por lo tanto 

9(0) = (g(0) — f;(0)11(0))+ J;(0)11.(0) E (p) + (fi(0)) 
kervi C (p) + (f(0)) . 

Si llamamos 	= (p) + (A(0)), entonces para cada el ideal Pi  es primo y 
satisface (p) C Pi, es decir que Pil(p). 

Ahora por la proposición A.5 del apéndice tenemos que 

...
Per -g (p) + VI' (o) • • • gr (o)) _Ç (19) + (1(0)) = (p). 

Por lo tanto (p)In' • • • Pp.. Ahora si 	es un ideal primo tal que ji(p), 
entonces 9 tiene que ser uno de los Pi. En efecto, ya que 

TI' • • • /),?' = (p)A = 9C3.A , A,13 ideales 

pero como es primo, entonces a divide a alguno de los Pi; pero como en 
OK  = z(0) los ideales primos coinciden con los niaximales, entonces 7 = 
para alguna i = 1, 	r. Lo anterior muestra que los únicos factores primos 
de (p) son P1, ,P, y por lo tanto 

(P) = 	• • • P,/!' , < 	< ei (1 < i < r) . 	(4.9) 

Tomando normas en la anterior ecuación 
N((p)) = Nki (Pi) • 1114  (Pr ) 

Ahora como Z[01/1; zi,(0i) y N(A) =1 Clic/P1  1 , entonces N(Pi) = 
1 71,[0i) 1, donde 

	

411 = E afef : ai E Zp 	= a(A) = °(fi)} 
j=0 

esto es que N(A) = di. También 

N((p)) =1 N(p) l= Pn  • 
Con todo lo anterior se tiene que 

pn = N((p)) = Nki (pi)... Nkr(pr) = i iiki+•••+drkr 

lo cual implica qué 
clik i  + • • • + drkr = n = 	+ • • • + drer 

de aquí que 

(Mei  — ki) + • + d,(e, — ,) = , 	 (4.10) 
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pero de la ecuación 4,9 se tiene que ci 	> 0, y así 4.10 sólo puede suceder 
si ci  = ki  (1 < i < r). Por lo tanto 

(P) = 	' • ' .13;•5  • 

Teorema 4.25 Sea 0K  el anillo de enteros de un campo de números K 
de grado n = s 21. Supóngase que para cualquier primo p E Z con 

p < 
(b, es el discriminante de K y MK  es la constante de Minkowski), cualquier 
ideal primo que divide a (p) es principal, entonces OK tiene número de clase 
h=1. 

Demostracion : Sea [.7] cualquier clase de ideales fraccionales. Por el 
Corolario 4.21 en [S] existe un ideal Z tal que N(I) < MK . Ahora, como 
N(I) E N, entonces. 

N(I) = pi  • • • pk  11/K , 

donde pi, ... ,pk E Z son primos racionales, y pi < MK, Por otro lado como 
N(I) E/, entonces 

II(N(Z)) = (Pi) 	(Pi) • 	 (4.11) 

Si factorizamos en ideales primos a 

= Q1  Q. 	Q. ideal primo 1 < < 8 , 

por la igualdad 4.11 tenemos que Qi Rpi) • • • (pk)(1 < i < s), lo cual implica 
que Qi  divide a algún (pi), entonces por hipótesis Qi  es un ideal principal, 
y por lo tanto lo es también Z. 

Resumiendo, tenemos que cualquier clase de ideales fraccionales es igual a 

10KI. 
O 

4.8 Cálculo del número de clase en casos 
muy particulares 

El teorema 4.24 en combinación con el teorema 4.25 nos provee de una muy 
buena técnica para calcular el número de clase para campos de números K de 
grado pequeño, con altillo de enteros OK de discriminante también pequeño. 
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En los siguientes ejemplos aparte de hacer uso de los teoremas ya mensiona-
dos, también se usarán los valores de Mst  (lacios en la tabla que está, al final 
de la sección 4.5. Notemos que la constante de Minkowski MK es igual a 

M31 Vri7. 
Ejemplo 1. K = Q(/9): El anillo de enteros es OK = 710) donde O es 
un cero de 

f(x) x 2  — x + 5 , 

y el discriminante e 19. Entonces il/K  5 0.6371E9, y así el único primo 
racional menor que MK es 2. Ahora usando el teorema 4.25: módulo 2,1(x) 
es irreducible, por lo tanto 

Pi = (2) + (1(0)) = (2) 

es un ideal primo en OK, de aquí que cualquier ideal primo que divida a (2) 
es igual a (2), el cual es principal. Por lo tanto h = 1. 

Ejemplo 2. K = 11(-r713): Esto es similar, pero ahora 

f (x) = 	x + 11 , 

y MK  < 0.637r-25, y así los únicos primos racionales menores que MK son 
2 y 3. Pero f (x) es irreducible módulo 2 ó 3. 

Ejemplo 3. K = 41(V-6i): Para éste, 

f (x) = X2  - X + 17, 

y MK  < 0.63747, por lo cual sólo hay que trabajar con los primos racionales 
< 5. Pero f  (x) es irreducible módulo 2, 3 ó 5. 

Ejemplo 4. I< = 0( —/1(i5): l'ara éste, 

f (x) = x2  — x + 41 , 

y MK < 0.637 163, por lo cual sólo hay que trabajar con los primos 
racionales < 8. Pero (x) es irreducible módulo 2, 3, 5 ó 7. 

Ejemplo 5. K = Q(Nfi): Para éste, 

f (x) = x2  — 2 , 

y MK < 0,5004 < 2. Por lo tanto h = 1 [ver observación hecha enseguida 
del corolario 4.211. 
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Ejemplo 6. K = Q(4); Para éste, 

f (a) = — 3 , 

A/K < 0.500 \ffl < 2. Por lo tanto h = 1. 

Ejemplo 7. K = Q(1), donde e = 1: Para éste caso tenemos que K 
11(1-71). Por lo tanto h = 1 [ver teorema 2.251. 

Ejemplo 8. K = Q(1), donde e = 1: Para éste, 1 es raíz de 

f (a) = a +.1:3  + a:2 	a' -f-1 	irreducible en Z[x) 

Aquí n = 4,3 = O, t = 2 ; y O = 125 [ver teorema 1.35), además MK < 
0,152j25 < 2. Por lo tanto h = 1 

Ejemplo 9. K = (I(f,), donde 17  = 1: Para éste, 1 es raíz de 

f (s) = xd  + x5  + x l  + x3  + + x + 1 	irreducible en Z[x) 

Aquí n = 6,s = 	= 3 ; y /.5 = —75  , además A1K < 3, y así los únicos 
primos racionales menores o iguales que A fK son 2 y 3. 

Módulo 2, f(x) se factoriza como 

(:c3  + X2  + 1 )(s3  + +1) . 

Por lo tanto (2) = PiP2 donde P,, P2 son ideales primos distintos [ ver 
teorema 4.24 1. Más aún, como 

(13  + +1)13+1+114 2 , 

se tiene que 

(2) = (13  +12  + 1)(t3  +I+ 1) 

y por lo tanto P1, r2  son principales. 

Módulo 3, f (x) es irreducible, por lo tanto (3) es primo, y así cualquier ideal 
primo que lo divida tiene que ser igual a (3) que es principal. 

Finalmente por el teorema 4.25 tenemos que h = 1. 

Combinando lo obtenido en los ejemplos 1, 2,3 y 4 con el teorema 2.25 se 
tiene. 
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Teorema 4.26 El número de clase de Q(f) es igual a 1 para d= -1,-2, 
-3,-5,-11,-19,-43,-67,-163. 

o 

En el capítulo 2 sección 2.3, se mencionó que para d < O, el anillo de enteros 
de Q(4) tiene factorización única en irreducibles o equivalentemente número 
de clase 1 si y sólo si d torna alguno de los valores dados en el teorema 4.26 
Por lo tanto, comparando el teorema previo con el teorema 2.26 obtenemos 
el interesante 

Corolario 4.27 Existen anillos de enteros en los cuales se dd la lactori-
zación única en irreducibles pero que no son Euclideanos; por ejemplo los 
anillos de enteros de Q(/) para d= -19,-43,-67,-163 . 

o 
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Capítulo 5 

El teorema de las unidades de 
Dirichlet 

5.1 El espacio logarítmico 

Sea K un campo de números de grado u. Si (V,i)* = (Ets)3  x (V)t y x = 
..,x3+t) E (143,1)', definimos e : (1,1* --> R.'+t como 

Q(x) = (log 1 x t  1, 	log 1 x, I, log 1 x8+1 i 2,... , log I x84.1  12) 

Fácilmente se puede probar que (L',9* es un grupo bajo la multiplicación 
coordenada a coordenada. 

Teorema 5.1 El mapeo t definido previamente es un homomorfismo supra-
?lectivo. 

Demostración : Es inmediata por las propiedades de las funciones logarít- 
micas 

O 

Ahora definamos 1 : K* -►  LIV+1  por 

a —►  l(a) 	(e o cr)(a) = /(a(a)) 

donde I(' = K — {O} (K un campo de números de grado n = s + 21), o, e 
son los mapeos definidos en el capítulo 4 sección 4.3 y al principio de esta 
sección respectivamente. Más explicitamente tenernos que 

l(a) = (log 1 al  (a) 	, log I a 3(a) 1, log 1 a°+1(a) 12, 	log 1 a .4.t (a) 12) 

El mapeo / es llamado la representación logarítmica de K* y lief t  es llamado 
el e.gpacio logarítmico. 
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Como a y P. son homomorfismos, 1 es un homomorfismo entre el grupo miii-
tiplicativo K' y el grupo aditivo Ile+1. 

Observemos que si hacemos 

log I ai(a) I 	si i 	1, ... ,s 

	

= 1 log I ai (a) 12  si i 	s 	,s 	t 

entonces 

log I Ni.(a)  1 , 	 (5.1) 
i=1 

5.2 Inyección del grupo de las unidades en 
el espacio logarítmico 

Sea OK' el grupo de las unidades de C)1 el anillo de enteros de K. Si 
consideramos el mapeo / : K' ---> fits+t visto en la sección anterior y denota-
mos por a la restricción de 1 sobre el suhgrupo Oic de K*, obtenemos el 
homomorfismo 

X : OK*  --> 11344  

el cual no es inyectivo, pero su núcleo es fácilmente descrito en el siguiente 

Lema 5.2 El núcleo W de es el conjunto de todas las raíces de la unidad 
que están en OK. Además éste es un grupo cíclico finito de orden par. 

Demostración : Sea W' = {a E che  a es raíz de la unidad}. 

Tratemos de probar entonces que W = W'. 

Si a E Wf, entonces a"' = 1 para alguna m E N, y así 

War 	cri(am) cri(1) =1 	V i = 1,., s + t 

lo cual implica que 
lai(a)1=1 , 1<i<si-t 

de aquí que 

£(a) = (log 1 a l  (a) 1, 	, log I o,(a) I , log I <73+1(a) 1 2, 	, log I (7 3+L (a) 12) = O 

Es decir que a E ked. Por lo tanto 1V' C W. 
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Ahora, si a E 11', entonces 1 ai(a) 1= 1 , (1 < i < s + 21) . Como el 
polinomio de campo de a 

ti=s+21 

.1",i(x) = 	— ai(a)) 
i=1 

está en Z[x] [ ver teorema 1.9 combinado con el lema 1.21 y el teorema 1,10 
a) 1. Se puede aplicar el lema 3.4, concluyéndose que todos los ai(a) son 
raíces de la unidad, pero como una de las al  es la función identidad, entonces 
n,  es raíz de la unidad. Por lo tanto 	C 

Claramente IV es un grupo ya que es el núcleo de un homomorfismo entre 

grupos. Ahora, como para cualquiera E W se tiene que 1 ai(a) I. 1 (1 < 
i < .9+1), entonces u(W) es un subconjunto acotado en I». Como a(W) C 
a(0) y a(c)ta) es un retículo en 143.' (ver corolario 4.14), si0<rERes tal 
que a(W) c Br(0), entonces /3,.(0)nu(OK) es finito ya que cr(OK) es discreto 
(teorema 4.3). Por lo tanto a(W) es finito, y como a es inyectiva, entonces W 
es finito. Pero como cualquier subgrupo finito de K• es cíclico (ver teorema 
A.30 del apéndice), W es cíclico (ver teorema A.30 del apéndice). 

Finalmente como £(-1) = O, entonces —1 E W el cual tiene orden 2, por lo 
tanto por el teorema de Lagrange W tiene orden par. 

o 

El siguiente paso es dar una descripción de la imagen E de OK en Eto bajo 
X. 

Lema 5.3 La imagen E de OK *  en Ets+1  bajo es un retículo de dimensión 
< s + t — 1. 

Demostración : Se sabe que si a es una unidad (a E OK* ), entonces 
NK  (o) =±1, y según la ecuación 5.1 se tiene que 

3+t 
ci(a) = log 1  NK(a)1= log 1 ±1 I= 0 . 

i=1 

Por lo tanto los puntos de E están en el subespacio vectorial H de lita+t 
definido como 

// = {(xi,... , x8.4.i) E IR : xi + • + xs+t  = O} 

el cual claramente tiene dimensión s I t --- I. Alma como es un homomor-

fismo entre grupos y lit8+1  es un grupo aditivo, entonces E es un subgrupo 
aditivo de lita."  y gracias al teorema 4,4 solo necesitamos probar que E es 
discreto. 
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Supongamos que O < r E El y que £(e) E EnR, (0), esto es que 

II f(E) lk r 

Como .C(e) 	(4(e), 	,1„,+,(e)) , en donde li (e) es cono►  lo previo a la 
igualdad 5.1, entonces 

I1i(e)1511 ¡le) 11<.
,. 

 

de donde se obtiene que 

cri(E) 1 < 
	

(i = 	• • • ,$) 

1 a ,(e)1 	< e" 
	

(i 	s + 1, 	, s + I) 

de esto último se sigue que el conjunto a(R) es acotado, en donde 

R = {e E (9K*  : £(e) E E n 13r (0)} --,-- .1-1(E n ilion 
Ahora como a(R) C a(ek), y a(OK) es un retículo, razonando igual que en 
el lema 5.2 se tiene que a(R) es finito. Además como a es invectiva, entonces 
R es finito y (le aquí que Efl 	tasubién es finito, l'or lo tanto fin tlnn+ntc 
E es discreto y así E es un retículo de dimensión < s + t — 1. 

Observación : Con los dos lemas anteriores tenemos que o.. es finita- 
mente generado. En efecto, ya que W es finito y OKVW 	E es un 
retículo (y por lo tanto un grupo abeliano libre de rango < s 	— 1), si 

akW} (k < s + t — 1) es una Z-base de OK VW, fácilmente se 
puede verificar que {a►,,..,ak } U W genera a OKs. Todo lo que resta es 
encontrar el valor exacto de la dimensión del retículo E. De hecho éste es 
s + t 1 como se probará en la siguiente sección. 

5.3 El teorema de Dirichlet 
Un resultado que será de vital importancia en la averiguación del valor exacto 
de la dimensión de E es 

Lema 5.4 Sea r un retículo en . Entonces r tiene dimensión m si y 
sólo si existe un subconjunto acotado B de am tal que 

	

at"' 	(x + B) 	 (5.2) 
xer 
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Demostración : 	Recordemos que si 11 es un dominio lundamental del 
retículo r, entonces 11 es acotado. Más aún, por el lenta 1.5 cualquier ele-
mento de R"' está en alguno de los conjuntos a: + 11 , x E P. Por lo tanto 

= fi satisface la ecuación 5.2 . 
Si B c a"' es acotado y satisface la ecuación 5.2. Hay que probar que la 

dimensión (le F es igual a ni. 
Supongamos que (Hm < rrt. Sea V el espacio vectorial generado por r, 
entonces dini 1' < dim R"'. Ahora tomemos VI el complemento ortogonal 
de 1' 1,11 a"' (es decir que 	es un snbespaeio vectorial de R"' tal que 
R"' = V (1) V 1  y además cualquier elemento de VI  es ortogonal a todos los 
de V). 

Corno vc 	Uxer(X 	, entonces claramente 

E:8"' = U (v + 13) 	 (5.3) 
VE'.' 

Trabajando ahora con la transformación lineal ir : 	--+ vl (Proyección 
en 1/1), fácilmente se puede verificar que la distancia entre cualesquiera dos 
plintos de 111"1  es mayor o igual que la distancia entre sus imágenes. Notemos 
también que r(B) = Vl . En efecto, ya que por definición ir(B) C 
Por otro lado si u E VI  C am, entonces por 5.3 u está en algún conjunto 
v+B,vEV, esto es que u= v+ b para ciertas VE Vy bE B, de donde se 
obtiene que b = (—v)+ u y sólo de esta forma ya que Ir = Ve Vi, entonces 
ir(b) = u lo cual implica que VI C ir(B). Ahora, como 13 es acotado existe 
r > O tal que 

d(7r(0), ir(x)) = d(0, x(x)) < d(0, x) < r Vx E B . 

De lo último se sigue que ir(B) = VI es acotado, lo cual es una contradicción. 
Por lo tanto I' tiene dimensión nt. 

Lema 5.5 	Sea y E (L',1)! y Ay 	--> 118' t  definida cotno 

= ya'. 

Entonces .\ es lineal y el determinante de cualquier matriz asociada a Ay es 
igual a N(y). 

Demostración : Recordemos que 1,3,t es un a-espacio vectorial de dimensión 
n = s + 2t. Por otro lado, fácilmente se verifica que si x, z E L'il  , e E R, 
entonces Ay(x+cz) = Ay(x)+414 (z), es decir que Av  es una R-transformación 
lineal. 
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Ahora, si y = 	 + 	, y1  + izi) , y trabajamos con la base de 
Li t  vista en 4.3 se tiene que 

Ay(e t ) 	= s'el 

Al,(e,) 	= 	x,e, 
Ay(e8+1) 

	

Ay(e8+2) 	
Ilies+1 Zles+2 

— Zleg+1+ Yles+2 

AY( 28-1-2t-1) 	 Zteri+2t 

	

Ay (C8-1-2t) 	 — Ziej+2t-1+ bes+2t 

de donde se tiene que el determinante de la matriz asociada a Ay está dudo 
por 

x1 

o 
x, 

yt —zt 
zl yi 

o 
yt  —z, 
zi yl 

el cual es igual a 

xl  . • .x,(y? + z?) ' ' (Y? + z?) = N(y) • 

Si se hubiera trabajado con otra base el resultado sería exactamente el mismo 
ya que las matrices asociadas son equivalentes. 

o 

Pasemos ahora a calcular el valor exacto de la dimensión del retículo E. 

Teorema 5.6 ia imagen E de OK* en :e" bajo ,t)  es un retículo de di. 
mensión s + t — 1. 

Demostración : En el lema 5.3 se probó que E es un retículo de dimensión 
<s+t-1. En ese mismo lema se vió que E c H C itl+t, en donde 

H = {(xl , ,x,+,) E lie" : si + • 	x,+, = 0) 
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Por lo tanto por el lema 5.4 sólo basta que en II encontremos un subcon-
junto acotado 13 tal que 

II= U(e+ 13). 	 (5.4) 
eEE 

Para tal efecto, recordemos que f 	(L',1)* 	lits+t  es un homomorfismo 
suprayectivo y como II C CV+1, entonces cualquier punto de II es la imagen 
de por lo menos un punto de (1,3,9*. Más aún, si x E (L8,9*, tenemos que 
1(x) E Il si y sólo si I N(x) I=  1. Por lo tanto si tomamos 

S = (a: E (M'i )' : 1 N(x) I= 1) , 

entonces 

e(S) = II 	 (5.5) 

Notemos ahora que si X0  C S es acotado, entonces i(X0) también lo es. 
En efecto, ya que el conjunto S es cerrado, y así n c S es compacto, 
e(X0) C e(X0) es acotado ya que e(V) es compacto porqUe e es continua. 

Ahora, sl x E S, X0  C S, y si xo E Xo, 

1 N(xxo)1=1 N(x)N(x0)1=1 N(x) 11 N(x0) I= 1  

esto es que x.X0  c S si No c S. En particular si u E OK*,ontonces a(u) E 
(1.,'.1)* y 

1 N(a(u)) 1 = 1 at (u) • • • u,(u)1 ati(u)  12  • • 1 a,+t (u) 1 21 
= 1 NK(u) 1=1 ±11= 1 . 

Esto es que a(u) E S. Por lo tanto a(u)Xo  C S si X0 C S. 

Observemos ahora que si lográsemos encontrar Xo  C 8 acotado tal que 

= U (a(u)Xo) , 
ueck• 

entonces por las ecuaciones 5.5 y 5.6 tendríamos que 

(5.6) 
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= e(S) = e( U (a(u)Xo)) 
sueck• 

• U e(a(e)X0) fiEck• 
• U [e(a(u)) + e(X0)1 tiEck. 
• U [£(11 ) + I(X0)1 tiav 
= 	U (e + 1)-(Xo)) 

Placiendo C(N0) = 13 se tendría 5.4 y el teorema quedaría probado. 

Encontremos entonces el adecuado X11. Para esto recordemos que a( 0„) es 
un retículo en Lo. Si consideramos la transformación lineal Ay : 14.4 	Lo 
dada en el lema 5.5, y si y ESC Lo, entonces detAy  = N(y) = ±1, es decir 
que la matriz asociada a AL, es unitnodular. 

Ahora, como cr(OK) = M es un retículo de dimensión n = s + 2t en Lait y 
Ay es lineal, fácilmente se verifica que Ay(M) = yM es un retículo en Lo. 
Más aún, como detAi, = .±1, por el lema 4.6 se tiene que el volumen V de 
cualquier dominio fundamental de yM es igual al volumen de un dominio 
fundamental de M, pues si II es un dominio fundamental de M 

v(4(11)) = v(11)1JI = v(l1) , J es el jacobiano 

Elijamos números reales el, 	, ca+i  mayores que cero tales que 

Q = c1  ...e,+t  > (4/7r)ill 

Si X es el conjunto de x = (x1 , 	, x.4.1 ) E LO para los cuales 

I xk l< ek 	(k = 1, 	, s) 
1 x 	12<  ca+i (j = 1,...,t) 

entonces por el lema 4.19, existe O x E yM n X, esto es una x E X tal que 

x = ya(a) , O a E OK 	 (51) 

y 

I N(x) I=I x1 1 — .1x, II  x,+1 12  • • • I X d+t 12< 	"Cg+t = Q 

Por otro lado, también se tiene que 

N(x) = N(y)N(a(a)) = ±NK(a) 
de donde se sigue que 

I NK(a)i< 
	

(5.8) 
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Por otro lado, como el teorema 2.42 (e) nos dice que sólo un número finito 
de ideales tiene norma dada, entonces sólo un número finito de ideales tienen 
norma < Q. De este número finito (le ideales, sea. R el conjunto (le ideales 
principales de norma < Q. Claramente R # 0 ya que según la ecuación 5.8 
se tiene que N((a)) =1 NK (a) 1< Q al menos para la a de 5.7, esto es que 
(a) E R. 

Recordando ahora que si ry, á E OK  son asociados, entonces (7) = (ó), se 
sigue que en OK  existe un número finito de números no asociados por parejas 

aN  tales que 
R = «al), 	, (aN )). 

Como (a) E R, entonces a es asociado de exactamente uno de los ai; esto es 

que n'u = 	con u E (.9Ks. De donde se tiene que a(a)a(u) = a(ai). Ahora 
recordando que x = ya(n) y que u es un homomorfismo entre anillos se tiene 
que 

y = ni(aila(u) . 	 (5.9) 

Ahora definamos 

N 
X0 = S n (U a(a7')X). 	 (5.10) 

r=i 

Como X es acotado, lo son los conjuntos a(ai-i)X, y corno N es finito Xo es 
acotado. Claramente X0  no depende para nada de la elección de y E S. 

Afirmación: X0  es el conjunto adecuado. En efecto, ya que si tomamos 
normas en 5.9 y teniendo en cuenta que y, a(u) E S se tiene que sa(a7') E S, 
y claramente también xa(a7 i ) E U11 0(a7 i )X, y de aquí que za(a71 ) E Xo. 
Entonces 5.9 nos muestra que 

y E a(u)X0 g. 
uEOK

U 
 • 

a(u)Xo 

y como y es arbitraria entonces 

S P- U a(u)Xo .  
t'oe 

La otra contención es obvia ya que a(u)Xo C S VU E OK*. 
o 
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Teorema 5.7 (Teorema de las unidades de Dirichlet). El grupo de 
las unidades de 0K  es isomorfo a 

	

WxZx 	• • • 	xZ 

s + t - 1 veces 

donde W es el conjunto descrito en el lema 5.2 

Demostración : 

Prueba 1 : Por el teorema 5,0 so tiene que 

	

OK7W E 	x 	:; 	x z 	 (5.11) 
s + t — 1 veces 

También, por la observación hecha enseguida del lema 5.3 se tiene que OK *  
es un grupo abeliano finita:nein° generado, y por lo tanto OK' es isomorfo a 
un producto directo de grupos cíclicos (ver PD. 

Como W es un grupo cíclico finito constituido por todos los elementos de 
Oic* de orden finito, entonces W es el subgrupo de OK* formado por la parte 
de torsión de OKe. Así 

OK* 	W x L (ver PI, lema 9.1 pag. 90) 	(5.12) 

donde L es libre de torsión. Por 5.11 

OK7W L z x 	 xz .  
t - 1 veces 

Finalmente por 5.12 el resultado se sigue. 
o 

Prueba 2 : Por el teorema 5.6, E es un retículo de dimensión s + t - 1 
en it°44. Sea V(ui), 	,.C(u,.4.1-1)) una Z-base de E (tsi, 	, us+g-L E 
Oic.). Entonces para cualquier unidad u E Ok e  existen enteros racionales ad  
unívocamente determinados tales que 

4,0-1 	 ce-i 
.e(u) 	E ai.e(u;) = 	n 	. 

,+, 	 i=, 

Por lo tanto se tiene que u = w [11,1-1  4. , w E ker£ = W. 
o 

Para ilustrar el teorema de las unidades de Dirichlet, tenemos los siguientes: 
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Ejemplos : 

1,- Sea K = Q(4) un campo cuadrático. 

(a) Si (I > O , los dos homomorfismos ai, 02  : K 	C son reales y así 
= 2,1 = 0. 

Por otro lado como las únicas raíces de la unidad en K son ±1, y éstas son 
unidades del anillo (le enteros OK, entonces 1V = {±1} (IV definido como en 
el lema 5.2). Por lo tanto 

	

OK s 	Z= {±1} X Z. 

Lo cual reafirma lo demostrado en el teorema 2.5 . 

(b) Si d < O , los dos homomorfismos al, a2  : K --> C son complejos 

(a: = a2) y así s = 0, t = 1. Por otro lado, si (v E W, 

40) = loó 1 al  ((v) 12= 0 	1 al  (a) 12= 1 	N K (a) = 1 , 

pero por lo visto en la demostración de la proposición 2.3 se tiene que W = 
{±1, ±i} si d = —1, W = {±1, ±w, ±w2 } = e21'/3, si d = — 3, y W = {±1} 
en cualquier otro caso. 

Resumiendo tenemos que OK* = W , W como antes descrito. 

Observación : Con lo visto en el ejemplo 1 fácilmente se tiene que 

s = 1, t = 0 a 	K = 111 
8 	t — 1 = 0 44. 

8 = O, t = 1 a K = Q(1/71) d < 0. 

En estos casos OK' = W, es un grupo finito. En cualquier otro caso Oic*  es 
un grupo infinito. 

2.- Sea K = Q(1) un campo ciclotómico 	raíz p-ésitna primitiva de la 

unidad, p primo racional impar), en este caso s = 0, t = 12:1-.1. Ahora, como 

las únicas ralees de la unidad en K = Q(1) son ± , s E Z [ver lema 3.2J y 
±11  es unidad de OK = Z[1], concluimos que W = {±{' O < s < p — 1} el 
cual tiene orden 2p, y así 

O .  1W X ZX 	XZ, 

2=3  veces 2 
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Apéndice 
En este apéndice se recordarán algunas definiciones básicas, así coino 

también se demostrarán algunos resultados elementales que se usaron en el 
transcurso de este trabajo. 

A.1 Anillos 

La teoría de anillos es de vital importancia en el desarrollo de este trabajo, 
sin embargo no intentaremos hacer un análisis detallado de esta estructura 
algebraica, simplemente haremos mención de importantes teoreinas, proposi-
ciones, etc, la mayoría de ellos conocidos, por lo cual sólo demostraremos 
algunos de tales resultados. 

Antes de empezar el recordatorio cabe mencionar que en este trabajo siempre 
que hablemos de anillos se supondra que tales anillos son conmutativos con 
uno, a menos que se especifique lo contrario. 

Proposición A.1 Si R es un anillo, 2 un ideal de R tal que 1 E 
entonces I= R. Mds aún si x 	y x es una unidad, entonces 2 = R. 

o 

Teorema A.2 Cualquier dominio entero finito es un campo. 
o 

Proposición A.3 Si R es un anillo, R es un campo si y sólo si los únicos 
ideales de R son los triviales. 

o 

Recordemos ahora que si w es un homomorfismo entre los anillos R1  y R2. 
La imagen de 1 bajo w no necesariamente es igual a 1. Sin embargo si yo 
es suprayectivo o si R2 es un dominio entero (►p # O), entonces si se puede 
garantizar lo anterior. 

Resultados importantes sobre ideales maximales e ideales primos se dan 
enseguida. 

Teorema A.4 Si R es un anillo, 2 ideal de R, entonces : 

a) 2 es un ideal mdximal de R si y sólo si R/2" es un campo. 
b) 2" es un ideal primo de R si y sólo si R/I es un dominio entero. 

o 
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Notemos que todo ideal máxima! M de un anillo R. es un ideal primo. En 
efecto, pues al ser M máxima' por el teorema A.4 a), R/M es un campo, 
y como todo campo es un dominio entero, entonces R/M lo es. Finalmente 
por teorema A.4 b), M es un ideal primo. 

Algo sobre operaciones con ideales de un anillo se dá en las siguientes dos 
proposiciones con las cuales se cierra la sección. 

Proposición A.5 Si A, B1 , 1.32, 	B„ son ideales de un anillo R., entonces 

(A + 131 )(A + 82) • • • (A + B„) C 	B1 B2  • • • B„ ;V n E N. 

Proposición A.6 Si R es un anillo y si a, b E R, entonces 

a) (ab) = (a) (b) . Esto es que el producto de dos ideales principales es 
principal (Usando inducción este resultado se puede generalizar a cualquier 
número de factores ideales principales). 
b) (a, b) = (a) + (b) . 

A.2 	Divisibilidad en anillos 

Las definiciones básicas de divisibilidad en anillos son bastantemente cono-
cidas, por lo cual r►o las damos, simplemente nos enfocaremos a definir lo 
que son elementos irreducibles y elementos primos en un anillo arbitrario R. 
En el capítulo 2 se ve la diferencia que hay entre estos. 

Definición A.7 Si a E R y a no es una unidad, diremos que a es irre-
ducible si éste no tiene factores propios. Equivalentemente, a es irreducible 
si siempre que a = be, entonces b 6 c es una unidad. 

Definición A.8 Si R es un anillo y p E R,p O no unidad, diremos que 
p es primo si siempre que Mb, a, b E R, entonces pla 6 Mb. 

Es bien sabido que en Z se dá la factorización única en primos. También 
en Z los elenientos irreducibles coinciden con los elementos primos. En el 
capítulo 2 se demuestra que si R es un anillo en donde los elementos irre-
ducibles coinciden con los primos, entonces en R se dá la factorización única 
en irreducibles o primos. 

Proposición A.9 Si R es un anillo y0 p E R no unidad, entonces p 
es primo si y sólo si (p) es un ideal primo. 
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A.3 Polinomios y su factorización 

La notación que utilizaremos para los anillos de polinomios es la estándar. 
Esto es que R[x] nos representa el anillo de polinomios en una indeterminada 
con coeficientes en el anillo R y Rixi, x2, 	, x,,1 nos representa el anillo de 
polinomios en n indeterminadas con coeficientes en R. 

Recordemos que en Z decidir si un número ni E Z es o no primo (o 
irreducible) no es fácil. Es de esperarse que cuando trabajemos en el anillo 
de polinomios K[x] (K un campo) sea también bastante complicado decidir 
si un polinomio f (x) E K[x] es o no irreducible. 

Tres teoremas m►y importantes por su pot ler de alcance ;ion los siguientes. 

Teorema A.10 (Lema de Gauss). Sea p(x) E Z[x], y supongamos que 
p(x) = g(x)h(x), donde g(x), h(x) E Q[x]. Entonces existe A E Q, A # O, tal 
que Ag(x), A-1/t(x) E Z[x]. 

Observación: 	El Lema de Gauss nos afirma que si p(x) E Z[x] es re- 
ducible en Q[x], entonces p(x) también es reducible en Z[x]. Equivalente-
mente el Lema dé Gauss nos afirma que si p(x) E Z[x] es irreducible en z[x], 
entonces p(x) también es irreducible en Q[x). Más aún, como Z[x] C Q[xl y 
como claramente si p(x) E z[x] es irreducible en 01, también lo es en Ocl, 
entonces Gauss nos dice que si p(x) E Z[x], p(x) es irreducible en z[x] si y 
sólo si lo es en Z[x]. 

Decidir cuándo un polinomio f(x) E 74/1 es irreducible no es fácil. El 
siguiente criterio es muy importante y se puede usar en algunos casos. 

Teorema A.11 (Criterio de irreducibilidad de Eisenstein). Sea f(x) E 
Z[x] un polinomio, f(x) = ao + ais + • • • + anxn. Supóngase que existe un 
primo p E Z tal que 

a) 14an 
b) ; 0<i<n — 1 
c) p2fao . 

Entonces f  (x) es irreducible en z[x].(Por el Lema de Gauss f (x) es irre-
ducible en Q[x]). 

Otro criterio importante es el siguiente 
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Teorema A.12 Sea f (x) = no  +ai x • .+a„x" E Z[x] y sea q E Z un entero 
tal que gla„. Entonces si f(s) = ño  + 	-I- • • • + alx" E Z,1[x] es irreducible 
en ;Ni, también lo es f(x) en z[x]. (Las barras significan reducción módulo 
(1). 

Ejemplo: Si p E Z es un primo impar. Entonces los siguientes polinomios 
son irreducibles en z[x] 

a) f(x) = 1 + x + x2  + + xP-1  E Z[x] 
b) f(x) = 1 + XP X2P ' ' • + X( P-1)P E Z[x] 

Para probar esto, notemos que en general, dado f(x) E Z[x], se tiene que 
f (x + 1) E Z[x] y además: f (x) es irreducible en Z[x] si y sólo si f + 1) es 
irreducible en Z[x]. Probemos pues entonces que f (x + 1) es irreducible, 

a) Como 

f (x) = 
XP - 1

— ' 

entonces 

	

(x + 1)P 1 	(x + " — 1 
f (x + 1) — 

(+x 	1) — 1 — 	x

1) 

Desarrollando esto último según el teorema del binomio de Newton se tiene 
que 

P-2  

	

f (x + 1) = xP-1  + (E 	+ p , 

en donde 	
pl 

— (I) — .01  

Finalmente f(x+1)   es irreducible según Eisenstein. En efecto, pues el propio 
primo p satisface las hipótesis del teorema A.11 . La prueba del inciso b) es 
similar a la de a). 

A.4 	Raíces ó ceros de polinomios 

La factorización de un polinomio está bastantemente ligado con el tema de 
las raíces o ceros del mismo. 

Un teorema importante que 110S permite detectar raíces repetidas de un 
polinomio con coeficientes en un campo de característica cero es el siguiente. 
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Teorema A.12 Sea f (x) = ao+ aix .+ on xn  E Z[x] y sea q E Z un entero 
lal que (11 a„. Entonces si f(x) = rie  + (rix + • • • +ffnx" E Zq[x] es irreducible 
en Zg [x], también lo es f (x) en Z[x]. (Las barras significan reducción módulo 

Ejemplo: Si p E Z es un primo impar. Entonces los siguientes polinomios 
son irreducibles en Z[x] 

a) (x) = 1 + x + x2  + • • • + 0-1  E21[x] 

b) f  (x) = 1 + xP + x9P + • ' • X(P-1)p E Z[x] 

Para probar esto, notemos que en general, dado f (x) E z[x], se tiene que 
f (x + 1) E Z[x] y además: f(x) es irreducible en Z[x] si y sólo si f (x + 1) es 
irreducible en 214 Probemos pues entonces que f (x + 1) es irreducible. 

a) Como 

(x) = 
xi' —  1 

x — 1 

entonces 

f(x +1) = 
(x + 1)P — 1 	(x + 1)" — 1  

(x + 1) — 1 — 	x 

Desarrollando esto último según el teorema del binomio de Newton se tiene 
que 

e-2  

f (s + 1) = :tiP 	(E 	+ p 
j=1 

en donde 
_  P!  

ai 	(1) —  Oil 

Finalmente f (x + 1) es irreducible según Eisenstein. En efecto, pues el propio 
primo p satisface las hipótesis del teorema A.11 La prueba del inciso b) es 
similar a la de a). 

A.4 	Raíces á ceros de polinomios 

La factorización de un polinomio está bastantemente ligado con el tema de 
las raíces o ceros del mismo. 

Un teorema importante que nos permite detectar raíces repetidas de un 
polinomio con coeficientes en un campo de característica cero es el siguiente. 
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Teorema A.13 Sea O # f (x) E K[x[, K un campo de característica cero. 
Entonces f(x) o divisible por el cuadrado de un polinomio de grado > 1 si 
y sólo si f y Df (Df representa la derivada formal del polinomio f) tienen 
un factor común (h! !pudo > 1. 

Demostración : 	Supongamos que f = g211 , donde 0(g) > 1. 
Derivando se tiene que 

D f = g2 Dh + h(2g)Dg = g(gDh+21iDg) 

Por lo tanto f y Df tienen a y como un factor común. 

Supongamos que f no es divisible por el cuadrado de ningún polinomio 
de grado > 1. Corno en K[x] se dá la factorización en irreducibles, entonces 
para cualquier factor irreducible y de f se tendría que f = gh, donde y y h 
son primos relativos (ya que si g y h tuvieran algún factor no constante en 
común, entonces f sería divisible por el cuadrado de tal factor). Ahora como 
f y Df tienen un factor común de grado > 1, tal factor y lo podemos tomar 
irreducible. Entonces tenemos que 

f = gh y Df = gl 

donde g,h,1 E K[x] , g es irreducible y además y y h son primos relativos. 
Derivando tenernos que 

Df = g + /IN 

y como también Df = gl, entonces 91 = gDh liDy, de donde se concluye 
que glhDg. Pero como g y h son primos relativos, entonces gIDg. Ahora, 
por definición Dg es de grado menor que g. Entonces lo anterior sólo puede 
ocurrir si Dg = O. Finalmente como K es un campo de caracterfsrica cero, 
fácilmente se checa que Dg = O implica que es una constante, lo cual es 
absurdo ya quo por hipótesis 0(g) > 1. 

Un resultado muy conocido que se desprende del teorema anterior y cuya 
demostración no daremos es el siguiente. 

Corolario A.14  Un polinomio irreducible sobre un subcampo K de C, no 
tiene raices repetidas en C. 
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A.5 Extensiones de campos 

Recordemos que si K y L son campos todo homomorfismo no nulo 

: K 	L 

es inyectivo, ya que kery9 es un ideal de K y al ser K un campo, por la 

proposición A.3 , los únicos ideales de K son (0) y K. Pero como go es no 
nulo, entonces kerep = {O}. 

Con lo anterior tenemos que: : K 	(p(K) es un isomorfismo de campos 

y y(K) c L. Esto es que en L existe una copia de K. 

En las anteriores circunstancias diremos que L es una extensión de K. 

De ahora en adelante, siempre que tengamos dos campos K, L, en donde L 
extiende a K, simplemente escribiremos L K. 

Fácilmente se puede checar que si L : K es una extensión de campos, 
entonces L tiene estructura de espacio vectorial sobre K , donde la suma de 
vectores es la suma en L y la multiplicación de escalares X E K por vectores 
y E L es justamente Av E L. 

La dimensión del espacio vectorial L sobre K es llamado el grado de la ex- 
tensión o el grado de L sobre K, y lo denotaremos como [L : 	En el 
capítulo 1 se estudian bastantes ejemplos de extensiones de grado finito. Por 
otro lado, también existen extensiones de grado infinito, ya que por ejem-
plo fácilmente se puede probar que si IR es el campo de los números reales 
entonces [R Q] es infinito. 

Una importante propiedad multiplicativa de los grados de las extensiones 
se dá en el siguiente: 

Teorema A.15 Si H, K,L son campos, y  H C K C L, entonces 

: Hj [L : KIN : HI. 

A continuación daremos una forma de construir extensiones de campos. 

Construcción : Si K es un campo y si (3. = {F„} es una familia de subcam-
pos de K, entonces F = n Fo  es un subcampo de K y tenemos que F.: F , 
K Fo  y K : F son extensiones de campos V a. 
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Consideremos ahora la extensión L : K, y sea Y C L cualquier subcon-
junto. Sea la familia de subcampos de L que contienen a K ya Y. Notemos 
que U ¢ O pues L E U. Definamos K(Y) = (1FE0  F,entonces 

a) K(Y) E L es un subcampo , 
b) K,Y c K(Y) , 
c) K(Y) es el subcampo más chico de F que contiene a K y Y. 

Decimos que K(Y) es el subcampo de F obtenido al adjuntar Y a K. 

Si Y = 	a2, 	, an}, al campo K(Y) = K({a1, 	, a„}) lo denotare- 
mos como K(at , , a„). En particular si Y = {a} , K(Y) = K(a), y se 
dira que la extensión K(a): K es simple. 

Definición A.16 Si L K es una extensión de campos, a E L se dice que 
es algebraico sobre K si a es raíz de algún polinomio no nulo p(x) E K[x]. 
Si a no es raíz de ningún polinomio en K[x] diremos que a es trascendente 
sobre K. También si L : K es una extensión de campos y si todo a E L es 
algebraico sobre K diremos que la extensión L : K es algebraica. 

En lo que resta de este trabajo estaremos sólo interesados en elementos 
algebraicos. 

Si a E L es algebraico sobre K, por el principio del buen .orden en N, 
existe un polinomio mónico p(x) de grado mínimo, tal que p(a) = O. Este 
polinomio de grado mínimo llamado el polinomio mínimo de a es único como 
fácilmente se puede demostrar. 

El siguiente Lema, así como también los restantes Teoremas de esta 
sección , son muy conocidos y sus demostraciones pueden verse en muchos 
libros como por ejemplo en [2]. 

Lema A.17 Si L :K es una extensión ya E L es algebraico sobre K, 
entonces 

a) El polinomio mínimo m(x) de a sobre K es irreducible en K[x]. 
b) m(x) divide a cualquier otro polinomio p(x) E K[x] tal que p(a) = O. 

Teorema A.18 Si L K es una extensión de campos y si a E L, entonces 
a es algebraico sobre K si y sólo si K(a) es una extensión finita de K. En 
este caso [K(a): K] = 0(p), donde p es el polinomio mínimo de a sobre K, 
y K(a) = K[a]. 
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Sólo una importante observación acerca del teorema A.18: Si p(x) E K[x] es 
el polinomio mínimo de a sobre K, y si 0(p) = n, entonces 1, a, 	an-1  
es una base de K(a) sobre K. 

Con la observación de antemano hecha, se desprenden los dos siguientes 
Corolarios, 

Corolario A.19 Si L : K es una extensión y si a' E L es algebraico sobre 
K, entonces todos los elementos de K(a) .son algebraicos sobre K. Esto es 
que IC(a): K es una extensión algebraica. 

Corolario A.20 Si L : K es finita, entonces es algebraica. 
o 

El recíproco del corolario A.20 no necesariamente es cierto, por ejemplo 
A : Q (A el campo do todos los números algebraicos sobre Q) es algebraica 
pero no finita como se puede ver en el capítulo 1. Sin embargo el recíproco 
es válido en las circunstancias dadas en el: 

Teorema A.21 Una extensión L : K es finita si y sólo si es algebraica y 
L = K(ai, , on) (finitamente generada), ab , a„ E L. 

A.6 	Polinomios simétricos 
Definición A.22 Si R es un anillo y f E RExi,...,xn j es un polinomio en 
n indeterminadas, se dice que f es simétrico si f es invariante bajo cualquier 
permutación de las indeterminadas. 

Ejemplo : Si R es un anillo. 

a) En Ft[xi, x2] ; f (xi, x2) = x t + x2 es simétrico, sin embargo g(x 1, x2) = 
xi x12  no lo es, 

b) En 	 , 

si(xi,...,x,,) = xi +X9 	Xn 

4(XL, 	Xn) = XiX2 XiX3 + • • • XiXn X2X3 + • • • + Xn—lXn 

xn ) = suma de todos los posibles distintos 
productos de r distintos xls 

Sn(Xii 	Xn) = X1X2 • "Xn 
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son simétricos, y se les llaman los polinomios simétricos elementales. 

Enseguida veremos algunos resultados sobre polinomios simétricos que serán 
de mucha importancia en el transcurso de este trabajo. 

Sea K un campo y ,f(x) E K[x] un polinomio de grado n, y sea L : K una 
extensión de campos, en donde 

	

f (x) = an x" + • • • + aix a„ , a,, 	O • 	 (A.1) 

f se puede descomponer en factores lineales sobre L como 

	

f (x) = n„(x - 	. (x - a„) ; 	... an  E L 

Desarrollando estos productos tenemos que: 

f (x) = an(xn  - sixn-1 +... 1- (-1)"s,,) , 	 (A.2) 

donde s i , ...,s„ son los polinomios simétricos elementales en u indetermi-
nadas con coeficientes en K evaluados en a1, , an. Esto es que 
s,.(a , 	, a„); (1 < r < n) . 

Observación: Notemos que de las expresiones A.1 y A.2 se tiene que 

an-t = —ansi(cti, ..• an) 

	

Qp 	= (-1)natisn(at, 	<In) 1 

y como O an  E K, entonces sr(ai, , an ) E K , (1 < r < n). 

Claramente un polinomio simétrico en si, , , s„ puede ser reescrito como 
un polinomio simétrico en xl, 	, x„. El recíproco también es cierto como se 
enuncia en el siguiente teorema cuya demostracion se puede ver en (8), pag. 
25 

Teorema A.23 Si R es un anillo. Entonces cualquier polinomio simétrico 
x„) es expresable como un polinomio en los polinomios simétricos 

elementales si, 	,8„ con coeficientes en R. 
o 

Un corolario al teorema anterior que por su poder de alcance tiene el 
derecho a ser llamado teorema es: 

Teorema A.24 Sea L : K una extensión de campos y f E Ktxj, (9(f) = n, 
y supongamos que a1, 	a„ son todas las raíces de f y que éstas están en L. 
Si h(xi,... , xr,) E K[xi, 	, xn] es simétrico, entonces h(al, . , N) E K. 
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Demostración : Por el teorema A.23 , 	, x„) se puede expresar como 
un polinomio con coeficientes en K en los polinomios simétricos elementales 

,s„. Esto es que 

h (x i  , . . , x„) 	, 	, su) ; f E K[xi, 	,xn] 

entonces h(cri , 	, a„) = (s 1 (a , 	, 	 ...,a„)). Pero por la 
observación hecha antes del teorema A.23 , sr (at 	, a„) E K , (1 < r < n) 
y por lo tanto 	 E K. 

o 

A.7 	Grupos abelianos libres 

Existe gran relación entre los grupos abelianos y los módulos. De hecho, 
fácilmente se puede checar que un grupo M Os un grupo abeliano si y sólo si 
M es un Z-módulo. 

En lo que resta de esta sección, por comodidad trabajaremos con grupos 
abelianos aditivos. Sin embargo, todo lo que se haga será extensible a grupos 
abelianos multiplicativos. 

Las definiciones de grupo abeliano finitamente generado, dependencia e 
independencia lineal y bases sobre z serán omitidas y sólo recordaremos lo 
que es un grupo abeliano libre 

Definición A.25 Un grupo abollono con una 2-base de n elementos es 
llamado un grupo abeliano libre de rango n. 

Mediante un cálculo muy sencillo se puede probar que si {x1 ,...,xn} y 
{yi, 	, y„} son dos bases distintas de un grupo abeliano libre de rango n, 
en donde: 

yi  = E rto„,;  , cr, = E boj  ; 	E Z (1 < 	< n) , 
J=t 

entonces las matrices A = (aii) y D = (bii) son unimodulares, es decir que 
su determinante es ±1. 

Lema A.26 Sea G un grupo abeliano libre de rango n con base {x1, . ,sn }, 
Supóngase que A = (aii) es una matriz de n x n con entradas enteras. En- 
tonces los eh:men/m.9 	= 	 forman una base de G si y sólo si A 
os unimodular. 

Demostración : 	Esto es inmediato por los parrafos previos al lema. 
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Si A es unimodular entonces detA 	O, y se sigue que los y;  son 

lineahnente independientes. Por otro lado como detA O , A-1  existe y es 

igual a: 

1 
,4 -1  == ti 

detA 

donde Á es la matriz adjunta, la cual tiene entradas enteras. Finalmente 
haciendo B= 	= (ki), se obtiene 

Demostrándose asi que los y;  generan a G. 
o 

Un resultado que será de gran utilidad y cuyos detalles de su demostración 
se pueden ver en [11, pag. 185, es el siguiente: 

Teorema A.27 Sea G un grupo abeliano libre, distinto de cero, de rango 
n, y sea H un subgrupo distinto de cero de G. Entonces H es abeliano libre, 
de rango s < n. Más aún existe una base {xi, ...,x„} para G y enteros 
positivos dt,...,d„ donde di divide a di+1  para i = 1, ... ,s — 4 , tales que 
{dixi,...,d,x,} es una base de H. 

o 

Un resultado que será de vital importancia en el desarrollo de este trabajo 
es el siguiente 

Teorema A.28 Sea G un grupo abeliano libre de rango n y H un subgrupo 
de G. Entonces G/H es finito si y sólo si los rangos de G y H son iguales. 
Si este es el caso, y si G y H tienen Z-bases {x 1, 	, x„} y {y1, ..., y„} 
respectivamente, con y; = 	awri  , entonces 

1 G/H j=1 det(aii) j  . 

Demostración : Si H tiene rango s, por el teorema A.27 podemos elegir z- 
bases {ta l,— ,u„.} de G y {v1, 	, v.} de H con u, = ditti , di E Z+ (1 < 
i < s). Claramente G/H es finitamente generado. En efecto, pues 141  + 
H, 	, u. + H generan a G/H. 

Definamos ahora 

	

: 	G/H, 
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C01110 

9(a,, 	, a„) = a l  (u + H) + • • • -1- a„(u„ + II) . 

Fácilmente se puede checar que 9 es un homomorfismo suprayectivo y 
además 

kety 	, d jk, 0, ... ,0) 	; i= 1, . . s} 

Entonces 

z"/A:cr9 = G/FI . 	 (A.3) 

Por otro lado, claramente: 

ken,o 	• • • x 	x {0} x 	• • • 	x{0} . 

n — s veces 

Por lo tanto volviendo a la expresión dada en A.3 se tiene que 

G/H Y-Zd,X•••XZ4><ZX 	—• 	xZ 

n — s veces 

Entonces G/H es finito si y sólo si n — s = O, esto es que n = s; con lo 
cual queda probada la primera parte del teorema. Notemos también que en 
este caso 

I G/H I= di  • • • d„ . 

Por otro lado como las xi y u;  son bases de G y las yi y vi  son bases de H, 
entonces se tiene que 

ni  = Eri=i  boxi  matricialmente U = B X 
vi  = M i  cijui matricialmente V = CU 

1/i= E7=, duvi  matricialmente Y = DV , 

y de aquí deducimos quo 

• Y = DC B X , 	 (A.9) 

en donde las matrices B = (bii) y D = (do) son unimodulares. Ahora como 
vi  = do; para (1 < i < s = u), entonces 

d1 	° 	.. ' 	° 

	

d2 	• • • 	O ) 
C = (co) = ? 

• • 

O 	O 	• • • d„ 
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Col 

40(at • • • (In) = al (ut + 	+ • • • + an(itti + 11) • 

Fácilmente se puede checar que tp es un homomorfismo suprayeetivo y 
además 

kertp = {(d i bb . , (414,0, 	, 0) 

Entonces 

z"/kciy = G/H 
	

(A.3) 

Por otro lado, claramente: 

kertp 	(L I Z x • • • x d‘z x {O} x 	• • • 	x{0} . 
n — s veces 

Por lo tanto volviendo a la expresión dada en A.3 se tiene que 

G/H 	zd, x • • • x zd, x z x 	• • • 	x Z . 
n — s veces 

Entonces 1 G/H es finito si y sólo si n — s = O, esto es que n = s; con lo 
cual queda probada la primera parte del teorema. Notemos también que en 
este caso 

G/H I= di  • • • d„ , 

Por otro lado como las xi  y tri  son bases de G y las y vi  son bases de H, 
entonces se tiene que 

tri  = 	bo x j  rnatricialmente U = BX 
vi  =Ey=i ciitti  matricialmente V = CU 
y;  = 	diivi tnatricialmente Y = DV , 

y de aquí deducirnos que 

• Y = DCBX 	 (A.4) 

en donde las matrices 13 = (60) y D = (4) son unimodulares. Ahora como 
= do; para (1 < i < s = n), entonces 

) d1 	O • • • O 
c  = (ci j)  = 	O d2  :. O •   

0 O .2  ci,, 
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Finalmente si A = (aii), como Y = AX se tiene, por la igualdad A.4 y 
por el hecho de que (x1 ,... ,x„) es base de G, que A = DCB y de aquí que 
detA = (detD)(detC)(det T3) y por lo tanto 

1 detA 	±1 11  detC 11 II 1=1 di  • • • d„ 1=1 G/H 1 

Teorema .A.29 Si G es un grupo conmutativo finito, entonces existe un 
x E G cuyo orden es el mínimo común múltiplo de los ordenes de los ele-
mentos de G. 

Demostración : Como G es un grupo conmutativo finito, entonce's 

G 	Zd, x • x Zd. 

en donde dild21... Ida  (ver [lb lema 9.3 pag. 91), Si y es el uno del anillo 
Zd, y ponernos x = (O, ...,0, y), el orden de x es claramente d„. Ahora si 
z = 	z,,) E G, se tiene que d,z = 0, ya que di divide a d, para toda i. 
Por lo tanto d, es un múltiplo del orden de z y x es el elemento buscado. 

Teorema A.30 Si K es un subcampo de C, entonces cualquier subgrupo 
finito G del grupo multiplicativo 	consiste de raíces de la unidad y es 
cíclico. 

Demostración : Por el teorema A.29 , existe z E G cuyo orden n es tal que 
y" =1 para cualquier y E G. Como un polinomio de grado n sobre un campo 
tiene a lo más n raíces en el campo, el número de elementos en G ea a lo más n. 
Ahora como z tiene orden n, G contiene los n elementos z, z2, . . , = 1, loe 
cuales son todos distintos. Por lo tanto G está compuesto de estos elementos 
y es cíclico. 
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