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Introducción 



Dentro de ras carrera con un ampo de estudio ten vasto e 

intardscionado como lo es la carrera de brgatieria Química surgen hacia d 

estudiante les més diversas ramas de interés para enfocar y desarrollar tanto 

su ejercicio. inquietud y realización profesional. Resulten ser innumenbles 

dichas remos de interés. solo por mencionar algunas, estas pueden ir desde 

d planteo, aniGás, diodo y realización de procesa o plantas de 

manufactura de cualquier producto sea a nivd escritorio, laboratorio o 

'adatad; hasta los méa iesorpedrados aspectos de la química pura sea 

teórica o aplicada de donde nacela las ideas y conceptos que entendidos, 

optimizados y llevados a gran escala siempre han sido la base dd desarrollo 

científico y tecnológico en ara dd bien del hombre. 

El presente trabajo le «doce hacia d estudio de la ciencia dd estado 

*Nido. Bita ciencia a difusa:ás de las dd estado gaseoso y liquido metimos 

que aún esta ar sus primeros Medios de desarrollo. Por arto gran paste de 

arta ciencia se realiza a oirá teórico ah «ir se ser importare. Por solo 

mencionar un *elido pamema en las semiconductores que tanto han 

influido en d desarrollo de la radio, televisión, computadoras- su inflama 

cada va más acentuada en nuestra vida- y la superconductores", inventa 

que caracterizar al desarrollo tecnológico de la ligan XX y XXI. Estos 

semiconductores al inicio de cilicio nacieron de la teoría de "huecos" y otras 

como la teoría de "bandas". 

Una de tales remas dd estudio de la ciencia dd estado sólido es ei 

estudio de loa sistemas cristalinos ad como d estudio de los grupos 



puntwdee y espaciales cristalográficos, ea decir la "cristalogrqfia". Dichos 

estudios y su enfoque matemático ya no son ciencia nueva ,pero a: este 

trabajo vamos ha dar nuevos enfoques al estudio de la aistalografia tanto en 

su desarrollo como en su ftmdamento matemático. Estos nuevos enfoques 

surgen del álgebra geométrica Esta álgebra geométrica es solo una parte de 

lo que son las álgebras de Clifford que es la materia de los nuevos avances 

en el desarrollo de las herramientas matemáticas para describir y desarrollar 

los últimos conceptos venideros de la ciencia actual. Las álgebras de 

Clifford se han desarrollado y evolucionado vastamente en las últimas 

décadas a tal grado que sus conceptos ven desde los más fundamentales del 

álgebra geométrica que pueden ser enseñados a nivel medio superior; hasta 

las más desarrolladas teorías relativistas del electrón y las teorías de norma 

aplicadas a la gran unificación de las fuerzas fundamentales de la naturaleza. 

El objetivo del nacimiento y desarrollo de teas álgebras no fue por el 

afán de Merano:ter por incrementar los anales de la matemática, sino por 

ser herramientas más sencillas y generales , es decir más poderosas, para 

atacar y dacribir los retos ciattlficos de nuestro tiempo. Así pus, en este 

trabajo estudiártelos gran parte de la crisalografia, pero desde el punto de 

vida del álgebra geométrica Pera lo cual en el apiado 2 aplicaremos 

aliaos conceptos básicos del álgebra geométrica que se aplicarán en los 

cepítulos 3 y 4. En el capitulo 3 estudiaremos las operaciones de simetría en 

general, claro siempre desde el punto de vista del álgebra geométrica. En el 

capítulo 4 estudiaremos las aplicaciones de las operaciones de simetría hacia 

d &arrollo de los siete sistemas cristalinos, los 32 grupos puntuales y los 
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230 grupos espaciales todo, necesarios para la identificación y descripción 

cuota de un cristal de la mayoría de loa materiales cristalinos. Hemos dicho 

la mayoría porque últimamente se han descubierto y preparado materiales 

de estructura "ctiaricristaltna" cuyo planteamiento y descubrimiento 

mocionamos en el capítulo 4, pero su análisis y caracterización salen del 

alcance de este trabajo. 

Las operaciones de simetria que son los conceptos fiodamentales en 

este trabajo se explican de una manara general y aplicable a cualquier 

objeto, en particular a obras pictórica y arquitectónicas a lo largo del 

capitulo 1. Aunque, en los capítulos 3 y 4 los objetos de su aplicación son 

radicalmente diferentes la intoción del capítulo 1 o presentar loa conceptos 

básicos y generales de la simetría porque el campo de estudio, aplicación, 

así como implicaciones físicas, filosóficas y «éticas del concepto de 

dmetría va más allá de sus aplicaciones o la ciencia dd estado sólido. 

4 



Capítulo 1 

Concepto de Simetría 



Todos tenemos una idea intuitiva más o matos clara de lo que significa 

la palabra donatria. La palabra simetría tiene dos acepciones en el lenguaje 

corriente. En el primer sentido, siondtréco significa algo sal como bien 

proporcionado, bien equilibrado, y ~tría indica esa especie de 

concordancia entre varias partes por la cual éstas concurren a integrarse en 

un todo. Nos resulta muy fácil distinguir entre una figura geométrica 

simétrica de otra que no lo sea También las figuras simétricas resultan ser 

más atractivas para nuestros sentidos que las antisimétricas, debilidad, que 

al parecer compartimos con la Madre Naturaleza; desde los copos de nieve 

hasta las galaxia", pasando por los cristales, hojas de los árboles, nuestros 

cuerpos, etc. La mayoría de los objetos naturales presentan patrones 

simétricos más o menos evidentes. Sin embargo, sabemos que un concepto 

intuitivo de un término no es suficiente para convertirlo en un concepto útil 

en la ciencia. Para eilo, tenemos que sustituir la noción intuitiva por una 

definición rigurosa. La definición de simetría que se suele usar y que 

emplearemos de aqui en adelante es la propuesta por el matemático Herman 

Weyl, yen esencia esta dice que: Un objeto es simétrico si se le puede hacer 

algo de manera tal que una in que se le ha hecho se int igual que antes de 

que se le hiciera.  Así, por ejemplo si se toma un copo de nieve y se le hace 

girar 60 grados alrededor de un eje perpendicular al plano del copo, al final 

de la operación el copo se verá exactamente igual, lo cual significa, que de 

acuerdo con la definición de Weyl, que el copo es simétrico. 

6 



La definición científica de simetría ea lo que se conoce como tina 

definición operacional porque se basa en una operación. En el ejemplo 

anterior la operación fue una rotación y además estudiaremos las 

operaciones de reflexión, idaitidad, inversión y translación. Dichas 

operaciones son operaciones espaciales de simetría; pero puede ocurrir que 

las operaciones adecuadas que revelan una cierta simetría no sean 

espaciales, sino de tipo más abstracto. Esto sucede, por ejemplo are un 

cuadro del artista holandés Maur% C. Escher (fig 1-1), en el cuál la 

operación que revela la simetría subyacente consiste en el intercambio de 

demonios por ángeles simultáneamente con el del color negro por el blanco. 

El concepto de simetría parece ser tai concepto estético innato dd 

hombre dado que desde sus primeras manifestaciones artísticas hasta las 

últimas y más complejas corrientes estéticas la simetría ha estado presente 

de alguna u otra forma. 

La manifestación artística as el hombre se considera como una 

necesidad a cualquier nivel y cuando no somos artistas expertos y queremos 

aventuramos a realizar algo estético por lo regular nos besamos de manera 

inconsciente en el concepto de simetría. El hombre primitivo no tenía un 

acervo cultural ni un marco de referencia estético, ti escuelas ti tendencias 

y comenzó a realizar pequeñas pero valiosas obras de arte, representando 

por lo general el estilo de vida de aquella época. Esto lo podemos apreciar 

en las pinturas rupestres tanto de las cuevas de Altamira en España como en 

las de Lascaux en Francia que datan de alrededor de 10,000 años atrás. Tal 
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finura 1-1. Estudio de la división reoular del plano.con ángeles y diablos 

M.C. Escher, 1941. 



vez el concepto de simetría nació en el hombre al observar la simetría 

existente en los cuerpos humanos de sus compañeros y animales del medio, 

e incluso al observar su rostro reflejado en un estanque de agua tranquila, 

etc. 

Antes de seguir adelante queremos hacer énfasis en lo que es la 

llamada simetría bilateral. Esta clase de simetría es a la que comúnmente 

estamos acostumbrados, es decir a la simetría de derecha e izquierda Esta 

clase de simetría es la que nos resulta evidente en la estructura de animales 

superiores, obras de arte y especialmente en el cuerpo humano, Esta 

simetría se basa en la reflexión de una figura respecto a un plano que la 

divide en dos partes, y si puede superponerse sobre si misma por reflexión 

al dicho plano. Desde los primeros estadios de nuestra formación 

académica se nos enseña a trazar ejes de simetría en diversas figuras de la 

vida diaria, es decir, trazamos los planos de reflexión antes mencionados. 

El concepto de simetría bilateral parece ser el concepto simétrico mejor 

reconocido por el hombre tanto por simple sentido común y desde sus 

primeras manifestaciones artísticas. 

Aprovecho para ilustrar algunas formas de la simetría bilateral en el 

arte empleando elementos del arte prehispánico. En este arte no parece.  

haber muela tendencia hacia la pintura y de las relativamente pocas pinturas 

realizadas y que se han conservado hasta nuestros días solo parecen destacar 
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los murales de Bonampak de la cultura Maya central pertenecientes al 

periodo al periodo clásico tardío (700-800 d.C.). Por tal razón y para 

mostrar el concepto de simetría bilateral en el arte prehispánico 

emplearemos elementos arquitectónicos y escultóricos, pero refiriéndonos a 

vistas bidimensionales de estos. Comenzaremos con la famosa pirámide de 

los nichos (fig. 1-2) en el Tajin en Veracruz que data del periodo clásico 

(300-800 d.C.); cuyos profundos huecos suman, junto con la puerta misma 

del santuario, un total de 365, relacionados evidentemente con los días del 

calendario solar. Al pararse frente a este edificio podemos notar la evidente 

simetría bilateral, donde el plano de reflexión sube desde la mitad de la 

arista frontal de la base de la pirámide hasta la mitad de la arista frontal 

superior del santuario dividiendo en dos partes a la puerta de este y a la 

escalera de la pirámide. La pirámide del Tajín parece ser una obra 

arquitectónica más evolucionada que la más famosa pirámide del sol en 

Teotihuacan (fig. 1-3)que tiene casi la misma área de la base que la 

pirámide de Keops en Egipto, pero la mitad de la altura de esta, y data del 

periodo preclásico o formativo en su etapa superior ( 200 a.C-100 d.C. ). 

La parte frontal de la pirámide dd sol que optada hacia en este plusenta el 

mismo patrón simétrico bilateral que en la pirámide de loe nichos. También 

las partes oeste, norte y sur de la pirámide de Teotihuacan cada una presenta 

simetría bilateral salvo por algunos pequeños detalles. Existen mucho más 

ejemplos de esta simetría bilateral en la arquitectura prehispánica, tal como 

el templo 1 de Tikal en Guatemala (fig 1-4), El Castillo o templo de 

Kukulkán en Yucatán México (ft8.1-5) - que nos ofrece el imponente 

espectáculo de luces y sombras aludiendo al descenso de Kukulkán en los 



Figura 1-2. Pirámide de los nichos. El Tajín Veracruz 



Figura 1-3. Pirámide del Sol. Teotihuacán México 



Figura 1-4. Templo 1. Tikal Guatemala 



Figura 1-5. Templo de Kukulán. Yucatan México 



equinoccios de primavera y otodo- ,etc. 

Ea la escultura y cerámica prdispirtica también encontramos 

numerosos gen plos donde la noción de simetría bilateral se hace presente, 

como a: las numeran estelas mayas de Copón en Honduras. 

Otra última, pero manos estudiada y desarrollada faceta de la simetría 

bilateral se encuentra en la música. Pensamos que la dificultad de «ociar 

un patrón in:ético a la mágica es que la percibimos por medio del oído y 

no por la vida como las demás artes plásticas. Y siento que se necesita de 

muda instrucción musical y educación del oído para establecer un patrón 

de simetría en la mímica, además los diferentes sonidos transcurren en tu 

cierto intervalo de tiempo a diferencia de tina obra de apreciación visual que 

podemos contemplar por horas y especular y determinar tm cierto patrón 

simétrico dúdenle. Un tuna ejemplo de simetría en una obra musical 

considero que es la Toccatta y Fuga en Ro Menor de John: Sebastian Ha& 

en sus compases del 1 al 7 donde preamoiamos todo un desbordante 

torrente majal. En esta obra y en el intervalo mencionado se tocan las 

mamo notas claro en diferente tato y simultimeemente tanto con la mamo 

derecha como con la izquierda. Y además d concepto de simetría bilateral 

se puede apreciar visualmente ea la pediatra mediante un plato 

independiente de la posición de la líneas del pentagrama (fig. 1-6). Todos 

los músicos estarán de acuerdo que por &bojo del demento emocionaba la 

música hay un fuerte demento formal. 
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Como se mencionó anteriormente la simetría bilateral es la simetría 

de derecha e izquierda, pero fique es lo que define la diferencia entre 

derecha e izquierda? Esta pregunta parece ser de carácter estrictamente 

filosófico cuya respuesta podría abarcar volúmenes completos. 

Afortunadamente existen fenómenos a: la naturaleza que aparentan una 

cierta preferencia hacia la derecha o hacia la izquierda que podemos utilizar 

como marco de referencia Como ejemplos de ello podemos citar a los 

caracoles marinos cuyas conchas helicoidales se enrollan hacia la derecha y 

el arrollamiento a la izquierda solo se encuentra en proporciones menores. 

Tanto las enredaderas y bacterias helicoidales se enredan en su mayoría 

también hacia la derecha, aunque se pueda: encontrar muy pocos 

ejemplares que se molían a la izquierda. Las proteínas y cadenas de DNA 

hacia la izquierda se catalogan como fenómenos muy raros a: la naturaleza. 

Por otro lado los aminoácidos en su mayoría presentan quirdidad hacia la 

izquierda. Un ejemplo de absoluta preferencia hacia la izquierda se 

encuentra el la partícula elemental llamada neutrino a: el que la dirección de 

su espín apunta siempre en sentido contrario a la dirección de su 

movimiento. Ver figura 1-7. En 1957 un fisica, Madame Chien-Shiung Wu , 

realizó un celebérrimo experimento mostrando m patrón natural infalible 

determinar la diferencia entre derecha e izquierda. El experimento consistió 

en observa los electrones emitidos durante el decaimiento radioactivo de 

una muestra de núcleos de cobalto 60, enfriados a una temperatura muy 

baja y rodeados por una espira de alambre a lo largo de la cual fluía una 

comente eléctrica. Al hacer el experimento Madame Wu encontró que se 

11 
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emitían más electrones en la dirección de la espira desde la cual la comente 

eléctrica parece fluir en el sentido de las manecillas de un reloj que ara la 

dirección opuesta. Al invertir la dirección del movimiento de la corriente 

eléctrica en la espira, era de esperarse que deberían de emitirse más 

electrones en la dirección contraria a las de las manecillas del reloj. Y esto 

no os lo que sucede. Se siguen emitiendo más electrones en el sentido 

de las manecillas del reloj. Podemos concluir entonces que para este caso la 

naturaleza tiene una preferencia hacia el sentido de la derecha y tal vez 

podríamos emplear este resultado para definir formalmente la diferencia 

entre la izquierda y derecha 

La simetría bilateral, aunque no siempre lo notamos, se define por 

una operación: la reflexión especular. Como ya vimos en todos loa ejemplos 

anteriores esta operación comiste en llevar a coincidir e una figura consigo 

misma mediante una o más reflexiones con rape(*) a un plano de reflexión 

(comúnmente llamado eje de simetría). 

Las otras operaciones se simetría (identidad, rotación, invasión y 

translación )resultan un poco menos evidentes y las explicaremos en los 

párrafos siguientes. Para ejemplificar cada operación también emplearemos 

algunas obras Mitificas y arquitectónicas del mundo antiguo. 

La operación de identidad corriste en no hacerle nada al objeto y el 

resultado de esta es el objeto mismo así; a objeto tal como un complicado 
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glifo maya (fig.1-8)que aparente no tener simetría bilateral ni operacional le 

podemos asociar una operación de simetría. Aunque parece ser que la 

identidad tiene poco sentido, en capítulos posteriores encontraremos damas 

justificaciones de su razón de ser. 

Remontándonos hasta la cultura asiria antecesora de lo que hoy es 

medio oriente veamos el dibujo síunero de la figura 1-9. Los dos hombres 

con cabeza de águila surgen el uno del otro mediante una rotación de 180 

grados sobre un eje paralelo al plano del dibujo. Esto significa que el dibujo 

es simétrico porque al final de la rotación se ve igual que antes de efectuar 

la operación. El ala inclinada es la derecha en la figura de la izquierda, y la 

izquierda en la figura de la derecha y tal efecto también se observa en la 

posición de las manos y de los pies. Esta operación de simetría se puede 

aplicar a las pirámides de Keops, Kefrén y Micerinos pero solo retando 900 

por operación. 

Más compleja aún resulta la operación de inversión que comiste en 

tomar todos los puntos de un objeto, llevarlos hacia su centro y luego 

alejarlos la misma distancia hacia el otro lado y si el objeto parece 

inalterado, entonces este tiene un centro de inversión. Al menos en las obras 

de ole que hasta ahora conozco no ~entro un ejemplo claro para ilustrar 

esta operación, pero un buen ejemplo seria el de un cubo o un octaedro (fig. 

1-10). Esto no significa que sea menos importante solo que se ajusta mejor 

al los estudios de geometría y estereoquImica que a los de estética y 

apreciación del arte. 
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Figura 1-8. rufos Mayas de una vasija de cacao. 
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La operación de translación es una operación un tanto aparte de las 

anteriores dado que para esta no se requiere de un elemento fijo dentro del 

objeto de interés para llevar a cabo la operación. Estos danentos son: eje de 

rotación, plano de reflexión y centro de inversión para la rotación, reflexión 

e inversión respectivamente. A pesar de esto, creemos que la translación es 

una operación muy fácil de entender. Consiste en " transladar" un objeto 

hacia una u otras posiciones equidistantes obteniendo una imagen inalterada 

de este. Una figura que es invariante respecto de una translación muestra lo 

que en el arte ornamental se llama "razón infinita", esto es, repetición con un 

ritmo espacial regular. Un excelente ejemplo es el palacio de Quetzalcóatl 

en Teothuacan (fig.1-11), en que destacan las figuras que adornen los 

tableros y taludes que muestra el traslado puro; pero debe notarse que la 

translación básica cubre el doble de la distancia entre figura y figura, pues 

las figuras de serpiente emplumada y la otra deidad se alternan. 

Aventunindonos un poco más allá podríamos decir que la translación es el 

patrón simétrico más importante de la música dado que al ejecutar en tina 

melodía, un rondó! por ejemplo, estarnos transladando notas musicales que 

se repiten en el tiempo determinado por el tipo de compás, cubriendo 

distancias dobles, triples, etc. ósea que la operación de simetría en la 

música no es espacial corno las operaciones anteriores, sino que es una 

operación temporal 

1  Uitettdóatmiboatrekel pede un lag ele se apile can 41Mocia coa ayas o sobre me 
modo lema 
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Figura 1-11. Templo de Quetzalcoátl. Teotihuacán México 



El campo de estudio y aplicación de la situaría es sumamente vasto. 

Tanto que va desde el arte , la cristalografia y la simetría molecular hasta los 

fundamentos de muchaa leyes de la naturaleza incluyendo a la cosmogonia y 

les teorías de la gran unificación. 

Este trabajo solo se enfoca a los fundamentos de la simetría y sus 

aplicaciones a cristales y moléculaa. Solo en éste capítulo hablare de algunas 

otras no menos interesantes ramas del estudio de la simetría (cuyo profundo 

análisis esta fuera de los alcances y objetivos de esta tesis), aunque a mi 

juicio algunas más complejas. 

En la Eska suelen existir simetrías que sólo se ponen en evidencia 

mediante operaciones muy abstractas, que no podemos imaginar en 

tialina de conceptos accesibles a nuestros sentidos. ¿Qué significa que 

una ley física sea simétrica? Si usamos la definición de Weyl es claro su 

significado: simplemente, que existe por lo menos una operación que, una 

vez aplicada a la ley en cuestión, la deja igual que antes de que la.  

aplicáramos. Como dicen los físicos, la ley es invariante frente a la 

susodicha operación. El ejemplo más claro es la llamada "invarianda 

tradacional", que consiste en la invariancia de las leyes de la fisica al ir de 

un lugar a otro- esto es, al aplicarles una translación- y que significa, en 

pocas palabras que las leyes son las mismas en cualquier lugar del espacio( 

lo cual pone de manifiesto ata simetría del espacio mismo). Ejemplos de 
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esto son los sistemas inerciales , la conservación del impulso lineal que 

también es consecuencia de la simetría translacional y el momento angular 

que se origina de la simetría rotacional. En esos casos las operaciones-

trandación y rotación- son más o menos claras dado que son espaciales. Un 

ejemplo más complicado son las fuerzas nucleares. Estas fuerzas 

permanecen iguales si se intercambian protones por neutrones y viceversa. 

La simetría entre protones y neutrones no se lizo evidente sino hasta hace 
poco debido a que la operación de intercambiar protones por neutrones no 

es ni espacial ni temporal. 

En todos los ejemplos anteriores, las simetrf as son fáciles de medir 

porque 'están abi, por uá decirlo, y solo tenernos que medirlas. Cuando oto 

ocurre , decimos que las simetrías son mantllestas, esto es que son evidentes 

e innsediatamente detestables. Pero podría ocurrir - y ocurre - que un 

conjunto de leyes simétricas diera lugar a as fenómeno que no 

percibiéramos como obviamente simétrico. Este falmaso, desde luego, 

solo seda asimétrico en apariencia, pues as el fondo, poseería ciertas 

simetrías no evidentes. En este caso decimos que la limada está oculta, o 

mejor dicho que ha ocurrido una ~ira espontáneo de b shortria. 
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Capítulo 2 

Introducción al álgebra geométrica 



Una álgebra es el estudio de la combinación de un conjunto de objetos 

matemáticos bajo dos operaciones llamadas adición y multiplicación. 

La geometría trata con un conjunto de objetos tales como : puntos, lineas, 

planos, volúmenes, etc. Y para poder formar una álgebra necesitamos 

seleccionar algunos de estos y formar un conjunto para el cuál se puedan dar 

las reglas de la multiplicación y de la suma El resultado será una álgebra de 

objetos geométricos. 

Existen al menos cuatro clases de tales objetos que se pueden usar para este 

propósito: vectores, formas ( o vectores covariantes), formas twistadas y 

vectores twistados (o twistores). Nuestro énfatis principal estará en d uso de 

los vectores para construir una álgebra geométrica. Las ideas que llevaron a la 

noción de los vectores se remontan a Hamilton, Gibbs, y Heaviside en d dalo 

pasado. De hecho, tanto Hamilton como Gibbs constnayeron una álgebra 

cuando ellos definieron las multiplicaciones de vectores en el análisis vectorial 

de Gibbs o en la teoría de los cuaterniones de Hamilton, y ambas álgebra 

solo eran aplicables para un espacio tridimensional. El análisis vectorial de 

Gibbs no puede ser generalizado para menos o más de tres dimensiones. LOB 

cuatemiones como los presentó HandlOon pueden muy para un espacio de 

dos dimensiones (cuaterniones reales), para uno de tres dimensiones 

(cuaterniones complejos) y liara uno de cuatro dimensiones en forma de 

bicuaterniones. 

Una mejor aproximación se inició cuando Graso" deacubsió el 

producto externo de vectores pera generar un esquema más flexible el cuál 
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llamamos álgebra de Grassmann. (1862). 

Fue unos años más adelante cuando W.C. Clifford estudió la unión de los 

productos externo e interno como una álgebra completa la cuál se conoce 

como álgebra de Grassmann-Clifford. Las álgebras de Grassmann y Clifford 

pueden desde luego usarse para otros objetos matemáticos aparte de los 

vectores, por ejemplo formas o twistores o para conjuntos de entidades no 

geométricas, etc. Sorprendentemente el uso histórico de las álgebras de 

Grassmann y Clifford, a pesar de su utilidad, no comenzó sino hasta la llegada 

de la mecánica cuántica a final de los silos 20's de este siglo. E incluso en ese 

entonces eran usadas para la representación de una colección tal de objetos 

por matrices hecha por M. Proca en 1930 y también por G. Juvet en 1930. A. 

Mercierlas uso también para estudiar el teorema de relatividad de Lorentz. 

en 1934 y termodinámica en 1935. El hizo un análisis del espacio-tiempo 

usando esta álgebra y lo aplicó al dectromagnetismo. Luego paso un segundo 

periodo de casi veinte silos hasta que comenzó un renacimiento gradual 

comenzado por M. Rieaz, P.K. Rasevski, S. Teitler y D. Hestenes en el 

periodo de 1945 a 1955. En los últimos veinte años han aparecido más de 

cien artículos aplicando estas álgebras a la teoría de Dirac, 

electromagnetismo, partículas elementales , curvatura del espacio-tiempo y 

sus técnicas matemáticas. 

Algebras de Clifford 

Como se M11011i0116 en los párrafos anteriores, las álgebras de Clifford 

tienen un vasto campo de aplicación, sin embargo en esta sección nos 
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enfocaremos al estudio del álgebra geométrica que es una de las tantas 

álgebras de Clifford. El término de álgebra geométrica lo ideó el mismo W.C. 

Clifford. Hoy , la mayoría de las personas que estudian y desarrollan esta 

álgebra se refieren a ella como una álgebra de Clifford aunque David 

Hestenes prefiere hablar de álgebra geométrica y emplear otro tipo de 

notación. En este trabajo empleo el término de álgebra geométrica porque 

considero que es más ilustrativo para analizar las operaciones de simetría , 

pero empleo la notación hasta ahora convencional. 

Una álgebra de Clifford ea un álgebra asociativa sobre los reales para un 

espacio euclidiano r conteniendo réplicas de RyRay por lo tanto cumple 

las siguientes condiciones: 

(a) ic2  =ixr para todoslos vectores zenit.° 

(b) esta álgebra es generada por el espacio euclidiano R° 

( c ) no es generada por c ualq Mor subespacio propio de Ir 

Esta álgebra es Única y es llamada el álgebra de Cltfford C1„ de le. En una 

base ortonomial epa» 	 de R' la condición (a) puede ser reemplazada 
por las relaciones s =1 y m/ = —e je, #.1 

La base 

Para evitar confusiones de aquí en adelante y antes de continuar es muy 

importante de diferenciar entre los conceptos de dimensiones de mi espacio 

vectorial y las dimensiones de un álgebra de Clifford. Esto es, para un espacio 
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vectorial de dos dimensiones 	R2  , es decir un plano, y para un espacio 

R3  hay álgebras de 4 y 8 dimensiones( elementos de la base ) 

respectivamente según la regla de 2" dimensiones de un álgebra de Clifford 

donde n representa al número de dimensiones espaciales. También es 

necesario diferenciar entre la base del espacio vectorial y la base del álgebra 

La base del espacio vectorial son los vectores que lo definen y la base del 

álgebra son los elementos diferentes que generan al álgebra. 

Todos los productos de dos, tres,...., n diferentes elementos de la base de 

una álgebra de Clifford a generan un espacio vectorial lineal de 2/  

dimensiones. Existe tm término de éste espacio vectorial Ilamado el escalar(s) 

igual al producto por si mismo de cualquier demento do la base. 

Los elementos de la base son llamados ( dando lagar a confusión) vectores 

(y). Los productos de dos diferentes de dios son llamados temores (B), los 

productos de tres diferentes de ellos tensores (I) y asá sucesivamente. Es 

mejor (y ad lo Imitemos de aqui en adelante) hiedas escalares (s), 

vectores(v), bivectores(B), trivectores(T),..., y al producto de cualquiera 

diferente de ellos pseudoescalsres(P). Es muy importante adorar que en 

álgebra un vector es un número direccionado y en geometría es un segmento 

de finca direccionado. 

Un demento en C& es uta suma de un escalar, vector, bivector,....,y un n- 

vector, en otras palabras es la suma de los k-vectores, k = 	A cada 
uno al un subengncio Cl, teniendo como bases i 1 , • 4,1 S t, (i2(ik  S n. mis 
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precisamente, los elementos de la base san : 

ik 

0 	1 
1 	d 
2 	e =eeI 	1Si(j5n 

fa.* 

Asi por ejemplo, el elemento ce es el vector del álgebra geométrica ea tres 

dimensiones y el elemento ce es el bivector de tal álgebra en dos 

dimensiones. 

La suma de los subesparios ce coa una k par será denotada por 

G 	mientru q ue Ce)  se refiere a una k impar. 

Producto Mano y producto catana  

Ea un álgebra de Clifford el producto de dos eiensattos cusiquicea de la 

base tiene taza parte simétrica y u* antisimétrica: 

1 	1 
ab= 

2  
—(ab + ba)+ 

2  
—(ab -ba) 



y se llama producto interno o producto punto a la parte: 

1 
a .1) -

2 
 (ab+ ba) 

y se le llama producto externo o producto cuila: 

a Abie(ab-ba) 
2 

por lo tanto el producto total o el producto geométrico es: 

ab.a.b+a Ab 

Esto, de una manera más formal lo podemos expresar así: si dos elementos a 

en C1, y b en 	se multiplican, entonces su producto ab está en la suma 

directa: 

Entone" al con:ponente Cr selellants produdoexisrno a Ab y al 

empalme CV se le llama prod ucto interno a b. 	El producto 

externo es asociativo, es decir, (a Ab)Ac= a A(b Ac). Y en un sentido 

gradual d producto interno también es conmutativo, esto es, 

a Ab -1)(//, A a para a ECCA cCe. Por ejemplo ta X es un vector y B 

un bivector, entonces : 
1 	1 

Bx=B.x +Sin = -
2 

(Bx-xB)+-
2

(Bx+xB) 
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o también: 

BA (B.x)=(B(1-3.x)+(B.x)B) 
2 

11 
= 

4 (
82  x- 	+Bx134.02  )=— 

4 
 (132x-xB2) 

Por otro lado tenemos: 

(BA 13)x = «BA B>c- x(BA 8)) 

=I(B2  x-xB2) 

y entonces: 
1 
—
2 

(BAB>x=BA(B.x). 

Para ilustrar como se genera el espacio vectorial lineal a partir de loa 

productos entre los elementos de la base de un álgebra de Clifford analicanos 

el caso del álgebra Cla tomando dos vectores unitarios ortonotmales el  Y 12 

y por supuesto al escalar 1. Con estos dementos los productos posibles son: 

°X» 1 
= 1  

1212 = = 1  
et(I» 
el» .2 
el  A 12  =112  = bivector =un plano 
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y por simplicidad denotaremos al bivector eis2  como eu  . Así hemos 

obtenido los cuatro elementos del álgebra del plano obedeciendo la condición 

2" para n uestro calo 22  = 4 elementos o sea tm escalar ( 1 ), dos vectores 

(e, y e2 ) y un bivector (e12), Esta álgebra tiene la siguiente tabla de 

multiplicación: 

el 	e2  Ola 
si 	1 	912 	111 

82 	"112 	1 
-0 	el 	-1 

Sobre la naturaleza, características e interpretación geométrica del bivector 

entraremos at detalle en párrafos posteriores. Cabe mencionar también que la 

unidad obtenida at este ejemplo no es la cantidad 	, sino que es d I del 

álgebra'. 

Algebra Vectorial 

Desde las primeras lineas de este capitulo se viene hablando de un 

álgebra geométrica, es decir un tratamiento algebraico de puntos, lineas, 

planos, volúmenes, etc. y del uso de los vectores para construir tal álgebra con 

el objeto de Uevar a cabo las operaciones básicas de simetría. Y dado que los 

11e1m lo pedamos eampader urjas balido mem eampuicitaam d Moka ~mapas asagam ama 
dMecds z em sus camita darle se imessalre "dividiadm• dejamos em eu laja a ea 1. Mí el del 
Mas ardimais. 
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elementos del álgebra geométrica de definen mediante vectores resulta 

indispensable analizar algunos conceptos del álgebra vectorial. 

Álgebra vectorial del plano 

Como vimos en el ejemplo anterior un espacio vectorial le time uta 

base que consiste de dos vectores unitarios perpendiculares al  y 02. Esta 

álgebra es tetradimensional y sus dimensiones son según la regia de 	: un 

escalar, dos vectores y un bivedor. Más adelante también analizaremos al 

álgebra vectorial del espacio. 

El bivector 

El producto externo de dos vectores es un biwctor porque si tomamos dos 

vectores unitarios perpendiculares el  y o, que obedecen les reglas de 

multiplicación: 

= 	=1 q ire corresponde a 	=11212  =1 

= 	 elle, 

y calculamos d cuadrado de 4012  hicacos: 

(e^)2=-014 = —1 



Dado que el cuadrado del producto ee2  es negativo, concluimos que 

e1e2  = e12  no es ni un escalar ni un vector. El producto` e12  es una nueva • 

clase de unidad, llamada bivector del plano que representa el área plana 

orientada de un cuadrado de lados el  y e2  como se muestra a continuación: 

el  

   

et. e2 	e2 

  

   

e 

i = e 12 
	

= 

El cuadrado de un bivector del plano es un escalar y podemos establecer lo 

siguiente: una condición necesaria y suficiente para que un bivector sea un 

plano es que su cuadrado sea un escalar. Un bivector arbitrario B elevado al 

cuadrado, o sea B2  da la suma de un escalar B. B y un tetravector BA B. 

Si se multiplica el vector r =xe1 ye2  por el bi vector unitario e12  y 

se obtiene otro vector 1.4;2  = xe2  — 	el cual es perpendicular a r el mapeo 

r 	rea  es una vuelta hacia la izquierda , y el efecto de dos de estas 

vueltas (e12 .•12) invierte el sentido de la posición original, lo que 

llamaríamos una vuelta en " U ". El bivector unitario ei2 comparte la 

propiedad básica de la raíz cuadrada de -1, es decir i = J-71 y por esto 

planteamos la ecuación i =112  . Sin embargo, se debe de notar que i 

anticonmuta con e, y e2  , y por esto i anticonmuta con cualquier vector 
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en el plano e,e2  , gráficamente lo podemos mostrar así: 

r i 	r 

para r ni+ ye1' 

Productos de vectores 

Dos vectores a -ale, +a2e2  y b 4s, 4- bea  so pueden multiplicar para 

dar lugar el producto escalar a.b = aA +a2b2  o el producto vectorial 

a n b = (aibi  —Ojea  representando el área orientada del paralelogramo de 

lados a y b. El área ordinaria es el valor absoluto del bivector 

Ion bi = la,b2  —a2N Como se muestra a continuación: 

ir 
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Los dos vectores a y b determinan un paraldogramo. El paralelogramo puede 

considerarse como una clase de producto geométrico de sus lados: 

a 

Los bivectores anb y bna tienen la misma magnitud , pero diferente 

sentido de rotacidn. Esto se puede expresar simplemente escribiendo : 

anb=-bna 
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Y el nuevo producto de los vectores a y b es la suma: 

ab=a•b+anb 

del escalar a. b y el bi vector a A b. La regla conmutativa a.b=b.a junto 

con la regla anticonnunativa a A b = -b A a implica una relación entre ab y 

be. Esto es : 

ba=a.b..anb 

Los dos vectores a y b son colindes cuando conmutan. es decir ab = ba, 

a,b, = a3b, , Para dos vectorai papendiculares a y b taremos: 

la br =lar +Ib12  ó (a+ b)3=a2  +b2  

Dado que en ramal: 

( a + b)2= a2  + ab+ ba+b2  

los das vectores a y b son perpendicular« 

a 1 b 

ab -• -ba 



División en componentes 

Para dividir un vector r en componentes paralelas a a y b tenemos que 

determinar los coeficientes a y p en la descomposición r--cta+pb. 

Analizando la siguiente figura encontramos las razones de las áreas orientadas 

de los paralelogramos de lados a,b y r. 

a A b 

a ^ r 

Dado q ue r n b = ()O nb) y anr= ga n b ) entonces se deduce que 

rAba + anr, 
-O r= 

anb anb 

Componentes paralelos y perpendiculares 

Para obtener al componente de a en la dirección de b, cuando los dos 

vectores forman un ángulo se tiene que este componente paralelo an es un 

múltiplo escalar del vector unitario b ilbl ea decir que : 
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an = lalc°5°A =lailblms° 1P1 

En otras palabras el componente paralelo an es el producto escalar 
b 

a • b = lalibicos ¢ multiplicado por el vector b.' = ~ bl llamado el inverso 

de b. Esto es: 

an=(a'b)f 	2 —(")b.' 
J 

El componente perpendicular a, está dado por la diferencia : 

al =a-al =a-(a.b)til =(ab-a.b)bi =(anb)lit 

y puede mostrarse que: 

(anb)b-l =b4(bna) 

La disposición y orientación loa componentes del vector a os est 
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El bivector y los números complejos 

Entendemos por un número complejo una expresión del tipo 

z = x + yi donde x e y son números reales e i es d bivector unitario ,tal 

que i2  = —1 . El hecho de que i2  = —1 es solo una versión aritmética del 

hecho geométrico obvio de que la suma de dos ángulos rectos 

2 
/V es un ángulo recto re 	El producto de un número complejo 

2  
z = x + iy y el bivedor unitario i da como resultado una vuelta hacia la 

izquierda iz = ix — y, y como acabamos de mencionar ,d efecto de dos de 

estas vueltas hacia la izquierda ( ) es d de cambiar hacia la dirección 

opuesta original (4), esto es, una media vuelta del plano compkjo. Se debe 

de notar que catas vueltas se llevan a cabo en d plano complejo C. Al 

número real x se le llama la parte real Re(z) del número complejo 

z = x + iy. Si esta parte real es cero, ~ices el número complejo es un 

bivector puro y por lo tanto el número real y es la parte pura Pu(z) del 

número complejo z = x + iy 
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Álgebra Vectorial del Espacio 

Pasanos ahora a analizar algunos de los conceptos anteriores en un espacio 

vectorial de tres dimensiones. 

La Base 

El espacio vectorial tridimensional R' tiene un a base que consiste de tres 

vectores unitarios perpendiculares *pepe,. Esta álgebra vectorial es el 

álgebra real asociativa generada por el conjunto epeps, satisfaciendo las 
rdacions s =1 yes, = 	para il,J . Esta álgebra vectorial es una 

álgebra octadimatsional y según la regia de 2° tiene la siguiente bese: 

escalar 

1041203 	 vectores 

12349112 
	bi vectores 

.123 
	 tri vector 

El Triveetor 

El trivector unitario nacido en esta álgebra es la resultado del producto 

si2s, que por simplicidad lo denotaremos como ow. Al trivector 

también se le suele llamar &actor y este representa un volumen 
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orientado en R3  y en el caso del inyector unitario j = en, se trata del 

volumen orientado de un cubo de aristas e,,e2  y 93  cuyas caras que lo 

generan son los productos : /30623  y en. Si invertimos el orden del producto 

0102.3  por e2e1e3  obtenemos la orientación contraria -j = e213 cuyos 

productos generadores son e13,e32  y en como se muestra a continuación: 

j "in -j = e 

Así entonces, un elemento cualquiera de el álgebra del espacio se define en 

forma general como la suma: a + a + jb + j13 que es la suma de un escalar a 

, un vector a, un bivector jb y un trivector 

Suma de Bivectores 

Tal como para los vectores, la suma de bivectores satisface las mismas 

regles para la suma de los números redes. La interpretación geométrica de la 
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suma de bivectores se aprecia más fácilmente si los bivectores se expresan m 

términos del producto externo con un factor vectorial común. En tres 

dimensiones esto es siempre posible porque dos planos cualquiera serán 

paralelos o se intersectarán a lo largo de una linea común. Algebraicamente 

hablando si talemos un bivector A y a otro bivector B, sea 

A=anc= — cA a y B= bA c, donde c es un vector en la linea común. 

Entonas A + B = a A c + bis c = ( a + b )n c. El significado geométrico de 

esto se muestra m la siguiente figura: 

y la suma de los dos bivectores A + B será la base del prisma, es decir otro 

bivector o plano orientado cuya área es la suma de las áreas de los bivectores 

A y B. 
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Producto interno de un vector y un bivector 

Para ilustrar este concepto tomemos un bivector B y un vector a oon un 

ángulo fuera del plano del bivector como se muestra al la figura: 

b 

Sea b la proyección de a en el plano de B , entonces ibl = (*ose El 

producto interno x = a b del vector a y el bivector B es un vector x en 

plano de B . tal que: 

( a ) 	= Mb' 

(b) xlb y bAx tt B 

	

De la figura anterior podemos notar que 	b y al a - ami y dado que 

iba.= -13.s entonces a. b = auB y 'Ab= 'LB ósea que au ea el 

componente intento y al ea d componente externo. 



a x b 

donde a^b-j(axb) 

La dualidad del producto cruz y el producto externo 

Si 	tomamos a tm vector a = ale, + a2e2 + a 3e, 	y tm bivector 

A = alen  + a2e3, +chou  escribiéndolo como A - ja ,con las mismas 

coordenadas se dice que son duales si el uno con el otro. Esto significa que 

el producto externo a ^ b entre los dos vectores a y b es dual al producto 
cruz a x b = ol(alb,- a ,b2)+ ri(a3bi  a,63)443(alba  - aabl ) , geométricamente 

esto lo podemos apreciar en la siguiente figura: 



Capítulo 3 

Operaciones de Simetría Mediante 

el Álgebra geométrica 



En los dos capítulos anteriores hemos presentado algunos 

conceptos de simetría y algunos fundamentos del álgebra geométrica. En 

este capitulo formularemos las operaciones de simetria mediante el empleo 

de los fundamentos del álgebra geométrica del capítulo 2 de una manera 

más formal que como se hizo en el capitulo 1. El darle un enfoque 

matemático a las operaciones de simetría y su aplicación a grupos 

cristalográficos no es ciencia nueva, ya data desde hace tiempo, 

generalmente mediante un tratamiento matricial de tales operaciones. Sin 

embargo, muchas personas creemos que la aplicación del álgebra 

geométrica al tratamiento de las operaciones de simetría resulta mas 

sencillo, práctico e innovador que como se ha venido haciendo hasta ahora.. 

Esto no significa que nos desligaremos por completo de todos los 

fundamentos y aplicaciones que hasta ahora se han realizado, al contrario, 

emplearemos una buena cantidad de ellos y en medida de lo posible 

estaremos haciendo algunas comparaciones nitre ambos tratamientos, 

Antes de comenzar las aplicaciones a cristales ejemplificaremos 

algunos conceptos con moléculas simples ó figuras geométricas saetillas, 

ya que creo que resultaría un poco más fácil que entrar de lleno con los 

cristales. 

Ei análisis detallado de la súmenla se denomina teoría do grupos . 

Buena parte de la teoría de grupos es una recopilación sistemática de 

sentido connin sobre las simetrías de los objetos, y este fundamento de 
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sentido común nunca debe olvidarse. Sin embargo, dado que la teoría de 

grupos es sistemática, sus reglas se pueden aplicar de una forma mecánica y 

directa, y en algunos casos se obtienen resultados inesperados. En la 

mayoría de los casos , la teoría de grupos proporciona un método simple y 

directo para llegar a conclusiones útiles con un mínimo de cálculo, aspecto 

que destaca entre las demás campos de estudio de la fisicoquimica 

Elementos de Simetría en los Objetos 

Como se comenté en el primer capítulo algunos objetos son más 

simétricos que otros. Por ejemplo, una esfera ea más simétrica que un cubo , 

porque parece la misma después de haberla rotado un ángulo cualquiera con 

respecto a cualquier diámetro ( por esto, para los griegos la esfera era el 

objeto más perfecto), mientras que un cubo parece el mismo solamente si se 

rota ángulos de 90°,180°, 270° o 360° sobre ejes que pasan por el centro 

de sus caras o ángulos de 120°, 240° o 360° sobre ejes que pasan por 

vértices opuestos: 
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Es importante notar que aunque estamos ahora dando un formalismo 

mayor a los conceptos de simetría expuestos en el capítulo 1 seguimos y 

seguiremos basándonos en la definición de simetría de H. Weyl. 

A cada operación de simetría le corresponde un elemento de simetría: 

estos son puntos, líneas y planos con respecto a los cuales se realiza la 

operación de simetría. Los objetos se pueden clasificar en grupos de 

simetría identificando todos sus elementos de simetría, por ejemplo los ejes 

de rotación mostrados en la figura anterior o un plano de simetría bilateral. 

Hemos visto que hay cuatro tipos de operaciones de simetría simples: 

identidad, rotación, reflexión e inversión ( y consecuentemente existen 

cuatro elementos de simetría) que dejan al menos un punto inalterado y 

que dan lugar a los grupos puntuales . Al tratar a los cristales (Cap. 4) se 

verá que la simetría derivada de la translación de objetos a través del 

espacio da lugar a los grupos espaciales. 

Sistemas de Notación 

En el estudio de las operaciones de simetría y la teoría de grupos 

existen los sistemas de notación internacional o de He miann-Mauguin y el 

de Schoenflies, y además yo introduciré el del álgebra geométrica El 

sistema de Schoenflias es más común para el análisis de moléculas 

individuales , y el sistema internacional se usa casi exchnivamente en el 

análisis de simetría cristalina 
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El hecho de introducir otro sistema nuevo de notación no es un afán 

de complicar más las cosas ,sino de dar más continuidad a las ideas 

presentadas en el capitulo anterior. En lo particular no vemos gran 

inconveniente en que existan tres tipos de notación para una misma cosa 

siempre y cuando los conceptos sean y estén bien claros, porque solo es 

cuestión de conocer los sistemas de notación y mentalmente "traducirlos' 
2 

Identidad 

Esta operación consiste en no hacer-  nada y el elemento 

correspondiente es el objeto mismo. Puesto que todo objeto (llámese 

molécula o cristal) es indistinguible de si mismo si nada se realiza sobre él, 

concluimos que todo objeto posee al menos esta simetría. 

La importancia de la identidad radica en que a fin de cuentas lo que 

buscamos al efectuar una o varias operaciones de simetría sobre cualquier 

objeto es llegar a la imagen original de aquel objeto, es decir que la 

identidad sea el resultado final de esas operaciones. 

En la notación del álgebra geométrica la identidad se escribe como: 

id =1 	 (3-1) 

!De hecho ea el elpire ~dm ludida hay dlowo~ • ideo pum • ea cuadro de aolacibe , pero 
es elle *dejo ace ~a ola badal% sala ~da y mala a 'kW ~ad. 
2Ea moka de aolecits ao ee acepad ceso de ~Me tia doenolledae como lo fiaca clialcs y deuda 
reme de hado►  par eleapla docta baolecite cambio redicelmale «in loe leake emiceace y de Europe 
~idead ea coulnale coa lee de la ea•URIS y de Europa ~d. 
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Rotaciones 

Las rotaciones se efectúan con sobre un eje de simetría (el demento 

correspondiente). Si una rotación de 3609n deja inalterado al objeto en 

cuestión se dice que este tiene un eje de simetría de orden n. Un objeto 

puede tener varios ejes de rotación ya sea sobre el plano o sobre el espacio y 

d (o los) que tiene mayor valor de n se denomina eje principal. Esto 

significa que un cuadrado hay un eje de orden cuatro o sea un eje de 

rotaciones de 90° perpendicular al plano de rotación, que es el mismo plano 

del cuadrado; y cuatro ejes de orden dos o binarios- es decir, rotaciones de 

180°- que roten al plano del cuadro sobre el espacio. El prime:o es 

perpendicular al plano del cuadrado y los otros cuatro están en el mismo 

plano: 

Eje de orden 4 

(PrintiPal) 
Ejes binarios 

• 1 
• 
	 fi 

\ 
\ I / 

\ 
/ 1 

à./ 	  

 

 

  

De igual forma un triángulo posee un eje de orden 3 y tres ejes binarios. 

Por otro lado, una circunferencia tiene un solo eje de orden infinito y un 
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numero infinito de ejes binarios (todos los diámetros posibles), y la esfera 

tiene un número infinito de ejes de orden infinito. 

En el álgebra geométrica la operación de rotación de una figura plana 

alrededor de un eje consiste en la transformación de un vértice xk  (o vector 

asociado a este) en su vecino 	. Esto se lograd aplicar los elementos 

R y /1-1  , tales que VI' ECI sobre el vector xk  de manera que 

xk  , 	Ea, Esta operación se expresa como: 

xk+, = Rick  /1-1 	(3-2) 

que equivale a dos productos de Clifford uno entre 	y ; , y el otro 

entre R y xk  . Y en esta discusión trataremos a las rotaciones de orden 6 y 

más adelante como ejemplo numérico a las de orden 4 . 

Dado que es necesario introduciremos el siguiente lema que no es nada 

fácil de demostrar: 

Rick  =x 	 (3.3) 

para obtener 

11-1  rcit R =eh  RR 	R2  (3.4) 
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En ambos casos el repetir seis veces esta operación de simetría regresa a 
cada vértice a su posición original. En el primer caso se satisface la 

ecuación del operador : 

=id 	 (3-5) 

Esta relación implica que las potencias de R forman un grupo con seis 

elementos diferentes 11.10,11919ts  y 10 = id. Este grupo, el grupo de 

simetría rotacional del hexágono, o de cualquier grupo isomórfico a el , se 

llama un (o el) grupo cíclico de orden 6 comúnmente denotado por Cé. 

El grupo Ca  es un grupo finito, llamado así porque tiene un número 

finito de demento: (seis en este caso). El orden de un grupo es d número 

de elementos que contiene. El demento R se dice que ca un generador de 

06 porque el grupo entero se puede generar a partir de R mediante la 

operación del grupo. Esto es algo así como los elementos de la base de un 

álgebra. El grupo Cé está completamente determinado por la condición 

= id ( y se entiende que las potencias menores de R no son iguales a la 

identidad) sobre su generador debido a que un grupo es un conjunto de 

generadores y relaciones . Una relación de un grupo es iza condición 

cualquiera sobre su generador y un conjunto de relaciones que determina 

completamente a un grupo se llama presentación del grupo. Nuestro grupo 

C5 tiene como único generador a R y como única relación a fr = id y 
porto tinto su única preaantación es tatnbidn R.  = id. 

Según lo estudiado en d capítulo anterior no debamos de mur por 

alto que la operación lr'xk R se aplica sobre una componente escalar, dos 

vectoriales y otra bivectorial porque la operación es sobre un plano de dos 

dimensiones. 
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En el álgebra geométrica las rotaciones de vectores en el plano 

equivalen al producto de un vector a por un vector unitario b , es decir , 

ab = a.b+aAb; pero como lo vimos en el último apartado del capítulo 2, 

es mejor expresar la rotación de vectores mediante un mapeo unitario de 

eapinores. Siendo así, una rotación a: un plano es: 

	

z = exp[2xe12ln] 	(3-6) 

o en nuestro caso: 

	

z = exp[2xe12/6] = exp[xe12/3] 	(3.7 ) 

donde 612 es el bivector unitario para el plano de rotación que es el plano 

complejo. Recuérdese que un plano generado por e, y e2  puede ser 

mapeado en un plano complejo o sea #1 2 	. 

Según las ecuaciones (3.2 ), ( 3-3 ) y ( 3-4 ) al operador R le 

corresponde un grupo z = R2  , por lo que la relación del operador R6  = I 

corresponde ala relación del grupo : 

= id 	 (3-8) 

que es también la identidad, pero en d plano de loa complejo:. 

Para cada grupo rotacional finito hay un grupo de mapeos con el 

doble de elementos debido a los dos sentidos posibles de la rotación lo que 

podemos escribir como : 

Ré  = #1 	 (3.9) 
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que es la presentación de lo que se conoce como el grupo dicklico de orden 

12 generado por R, denotado por 2 C6, 

El grupo cíclico no asigna una orientación a las rotaciones y dado que 

es imposible medir cantidades vectoriales, bivectoriales, etc sin una 

orientación para ellas, las rotaciones y las demás operaciones de simetría 

deben de ser orientadas. La orientación de las rotaciones a: términos del 

grupo de la ec. (3-6) está dada por el bivector seleccionado, ya sea 
en O -#21' 

Álgebra geométrica del cuadrado 

Para ejemplificar los conceptos anteriores de la rotación 

desarrollaremos algo del álgebra geométrica del cuadrado pensando que se 

pudiera tratar de tina molécula de ciclobutano por ejemplo, o de un plano un 

un cristal de NaCl. Para las rotaciones del cuadrado alrededor de un eje 

perpendicular al plano de rotación tenemos un grupo 	cíclico 
C4 = RA2,R3  y R4  = Id y d grupo de la ecuación (3.6) tendrá los 

generadores z,z2,r1  y z4 . También existirá un grupo didclico 2 C4  de orden 

8. Comencemos el estudio en la dirección de cu y recordemos que : 
e 

02 

el 
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entonces: 

z = exp[2ne12 /4]= exp[ne12/2] 	( 3-10) 

Desarrollando a z según la fórmula de Euler. 

z = cos—+ e,,sen 
2 	2 

( 3-11) 

Como ces— 
2 	2 

= O y sen— =1 , se obtiene que : 

z=en 	 ( 3-12) 

por lo tanto los generadores de z para las rotaciones del cuadrado en el 

sentido de 112 son : 
z =en  
22 = 	= 1 

33 z = .112 = e21 = -112 

Z4  = el = 1 

y el grupo C4 para esta orientación se define como: 

C4  = (±en  ,±1) 	(3-13) 

De manera análoga, las rotaciones en el sentido /al se hacen 	: 

lo que implica: 

z = coa-
2 

 — "1  SC11- 
2 

( 3-14 ) 



z= e21 =  -e12 
	 (3-15) 

y los generadores de z para esta orientación son: 

Z = -e1, 
Z - 2 _-e12  - 2 _ 1 

3 	3 = Z 	-en  = 

Z 4 = 	4 _- 1 

y su grupo cíclico es: 

C, ={±e12 ,±1) 	(3-16) 

En este caso particular los grupos cíclicos para ambas orientaciones 

coinciden con el grupo dicidico: 

2C4  = (±o12  , ±1 	(3-17) 

Aparentemente las ecuaciones (3-13) y (3-16) son idénticas en su forma de 

expresarse, sin anbargo, notamos que cada generador del grupo z de una 

orientación tiene la misma magnitud que su respectivo de la orientación de 

sentido inverso, pero con signo opuesto ; y al momento de generalizar tales 

ecuaciones parecen ser idénticas. Ad, 1 = id y -1 4d lo que quiere decir 

que la identidad se puede alcanzar mediante las rotaciones hacia wia 

dirección o hacia la otra. 



Es un hecho que 1, -1, e12  y —e21  e Cl. Si estamos de acuerdo con 

esto concluimos que el álgebra geométrica, que a fin de cuentas es un 

álgebra de Clifford, es más general que el álgebra ordinaria a la que tanto 

estamos acostumbrados porque "engloba" en un mismo tratamiento tanto a 

los números reales como a los números complejos. 

Reflexiones 

Las reflexiones se hacen sobre un plano de simetría o plano especular. Si 

una reflexión en un plano que pasa a través del objeto en cuestión lo deja 

aparentemente inalterada, se dice que tiene un plano de simetría Cuando el 

plano contiene al eje principal, se denomina verdad. La molécula de H20 

tiene dos planos de simetría verticales como se muestra en la siguiente 

figura: 

Pleno miga da la zolikula de qua 
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y de igual manera el NI-1, tiene tres de estos planos verticales. Cuando el 

plano de simetría es perpendicular al eje principal, se denomina horizontal. 

La molécula de benceno tiene un eje principal C. y un plano especular 

horizontal (además de otros elementos). Cuando un plano especular es 

vertical (o sea que contiene al eje principal) y bisecta al ángulo formado por 

dos ejes C2  perpendiculares al eje principal, se denomina plano diedral. En 

la siguiente figura se muestran tanto los elementos de simetría rotacional y 

reflexiva en el benceno. 

Planos especulares vertical« y ejes 

de rotación en el banano 

En el sentido matemático la reflexión significa transportar a los 

vectores asignados a los vértices o puntos que forman al objeto en cuestión 

a través del plano de reflexión. Y antes de proseguir tenemos que advertir 

que desde sus orígenes, los conceptos geométricos nacieron en tres 

dimensiones , conceptos que se desarrollaron en la teoría de la geometría 
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euclidiana a la que tanto estamos acostumbrados. En esta teoría se establece 

que un espacio euclidiano R pertenece a otro de manera que R 	e R3. 

Sin embargo, en el álgebra geométrica no es necesario que un espacio esté 

embebido en otro de dimensión mayor. 

Para el tratamiento matemático de las reflexiones nos basaremos en 

algunos conceptos del capítulo 2 y en la siguiente figura que ilustra la 

reflexión de 	x = 	+ xl  e2  con respecto a un plano horizontal relativo 

a el, que contiene a e2: 

Aqul, se refleja el vector x sobre un plano para dar lugar al vector x'. Como 

se puede apreciar el vector x tiene una componente paralela y otra 

perpendicular, o sea: 
x=xii +xl 	 (3-18) 

y al efectuarse la reflexión se obtiene: 

x'. —x11 + x1 = 	(3.19) 
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De esto, podemos hacer tres observaciones importantes: 

1) x.L permanece inalterado en la reflexión. 

2) Aunque se ha realizado una reflexión en el espacio generado por 

ei ,e2 y e3  , el vector x al reflejarse pasa solo sobre una linea paralela a e2  

del plano de reflexión. El "plano de reflexión", en nuestro ejemplo es el 

plano e23  que solo es necesario porque históricamente buscarnos que exista 

un plano perpendicular a el  . De hecho, en la figura no se trazó al vector e3  

por las razones anteriores. 

3) el vector x inicialmente se encuentra en el plano e12  y después de la 

reflexión, en la forma de x', se encuentra de nuevo en el plano e12  . 

De manera más formal se define la reflexión corno la aplicación de 

los elementos —H y fl sobre el vector x para dar lugar a x' , o sea: 

x'= —HxIf 	 (3-20) 

Físicamente H significa mapear al vector x a un plano complejo y -If 
significa raspear al vector desde el plano complejo hasta la posición x'. 

También las reflexiones de un objeto o molécula forman un grupo 

de simetría con sus respectivas relaciones y presentaciones. Para estudiar a 

este grupo emplearemos de nuevo el caso del hexágono que bien pudiera 

ser una molécula de banano. En este podencos insertar doce planos de 

reflexión tanto entre vértices opuestos y a la mitad de los lados opuestos, 

asi: 
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Las reflexiones sobre estos planos generan al grupo ff donde : 

H'2 
= (3-21) 

y está formado por doce elementos o potencias diferentes de H. En la figura 

de la página siguiente se muestran los doce desnudos de este grupo, o sea 

las doce reflexiones posibles sobre los planos situados ea los ejes de 

simetría de un hexágono. Ea la figura por simplificación se represaitan los 

planos con linees y en cada estructura se traza el plano de reflexión que da 

lugar a la estructura siguiente. Cada ata de estas estructuras es una 

potencia de II y es interesante ver que las lineas de los pleitos pueden 

hacerla también de ejes de rotación dd tipo C2 ; pero lo mis importante es 

que las reflexiones sobre planos entre los vértices generan al grupo 

rotacionsl 2C, . Si tosamos a la estructura O y luego seguimos el orden 

de estructuras II, IV, VI, VIII, X, XII concluimos que hemos formado al 

grupo C, en hl dirección de em  . En el caso contrario si seguimos el orden 

de 	, es decir, X, VIII, VI, IV, ll, XII ,obtatemos a la contraparte de 

; y como sabemos ambos casos forman a 2C, . Por lo tenlo damos el 

grupo 2; es un subgrupo de 1112 . 
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Lea reflexione en el hexágono 

1 

XII O 

VIII 

so 



Si continuamos analizando a las estructuras "pares" nos damos cuenta que 

sobre una dirección dada una reflexión es equivalente a dos rotaciones. 

Ahora bien, L  que ocurre con las reflexiones que dan lugar a las 

estructuras "nones" t. Lo que pasa con ellas es que son el complemento 

del grupo 2C6  para formar a Hi2. El hecho de que este grupo de 

reflexiones tenga más elementos que el de rotaciones estriba en las 

definiciones mismas de esas operaciones de simetría. Según la definición de 

rotación ,esta transforma a un vértice xu  en su vecino 	pasando 

solamente de vértice en vértice y no por ningún punto intermedio entre ellos. 

Y sin embargo, la reflexión tiene un grado de libertad más que es poder 

realizarse sobre un plano situado entre dos vértices. El lector observador se 

habrá dado cuenta de que las ecuaciones (3-2) y (3-20) son prácticamente 

iguales y esa es la justificación matemática de que el grupo 2C6  sea un 

subgnipo de 	, lo que implica la simplificación extrema de poder 

describir a dos operaciones de simetría mediante una misma operación del 

álgebra geométrica. 

Al igual que las rotaciones, las reflexiones también pueden tener tina 

orientación determinada Esta clase de orientación es un poco más 

complicada de entender que para la rotación. Para entender la orientación en 

las reflexiones pensemos en que cada plano de simetría es como un espejo, 

con un lado opaco y d otro "plateado" en d que se reflejará d objeto en 

cuestión; y según la orientación del " lado plateado" será la orientación de 

la reflexión; ea decir , no es igual considerar que algo pasa de arriba de lo 
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plateado hacia abajo ó que pase de abajo hacia arriba de lo plateado. En esta 

figura siempre se considera que la reflexión en un sentido forzosamente se 

acompaña con una reflexión de todo lo del otro lado en el otro sentido y el 

grupo solo es ff por definición. En las estructuras de la página anterior 

todos los vértices son iguales, aunque tengan una letra asignada, esto es solo 

para resaltar el efecto de la reflexión; en esa figura el lado plateado va 

rotando en el sentido de las manecillas del reloj. 

Ejemplos Complementarios 

El objeto de esta sección es presentar algunos ejemplos relacionados 

con los tópicos anteriores que no se hicieron en su momento para no 

complicar el texto e "indigestar" al lector, y el estudio de estos ejemplos al 

igual que los anteriores es importante para asimilar de manera clara la 

operación de reflexión. 

q) Planos de reflexión en otra:014mo 

Los dementes del grupo 1112 para el hexágono se mostraron 

gráficamente. En este se pueden trazar tres planos de reflexión sobre los ejes 

entre vértices opuestos y otros tres entre los puntos medios de lados 

opuestos, o sea seis planos de reflexión. 

En el cuadrado ocurre algo similar: se tienen los siguientes 4 plenos: 

Sa 



 

Que dan lugar al gupolle  y tiene como 

subgrupo a 2C4  

 

Pero en polígonos de numero de vértices impar tales como el triángulo y el 

pentágono solo podemos trazar planos de un vértice hacia el punto medio 

del lado opuesto, así: 

y se puede pensar de primera instancia sobretodo para el triángulo- que en 

estos polígonos 2 Cs  = lío  y 2C3  = Hé . Pero esto no ocurre así, y lo 

podemos ver gráficamente para el triángulo: 
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donde podemos vet que existas los grupos rotacionales en d orden 

0,11,IV,V1 y IV,I1,V1 , ea decir el grupo 2C3  , y las estructuras 1 y V 

como complemento para dar lugar a H. Aunque ya no lo ilustraremos lo 

anterior es válido también para d pentágono y para cualquier poligeno 

regule/. 

b) Ripian° da reflodón y la tercera dimensión  

Se ha hablado ya de que as d álgebra geométrica no es necesario que 

un espacio esté embebido as otro de dimensión mayar. Según esto, dijimos 

que la reflexión de mi vector sobre un plano era en realidad la reflexión de 

60 



este solo sobre una linea de ese plano. También la reflexión de algo se 

puede hacer solo sobre puntos(cerodimensionales) del plano. Un buen 

ejemplo para esto es una estructura cristalina metálica, la estructura cúbica 

centrada en el cuerpo. Dicha estructura la tienen los metales alcalinos : Li, 

Na, IC, Rb, y Cs. La estructura es: 

&Ambula bcc (body cubic cuotionod) 

Si consideramos a los átomos como partículas puntuales, al trazar cualquier 

plano de simetría sobre esta estructura la dejamos inalterada, y al reflejarse 

los átomos pasan solo por puntos del plano de reflexión. 

Inversión 

La inversión ( símbolo F)se realiza sobre un centro da inversión. 

Para explicar esta operación se simetría en un objeto imaginemos que se 

toma cada punto del objeto en cuestión y se mueven hacia su centro de 

inversión y luego se alejan la misma distancia hacia el otro lado, obviamente 

dejando inalterado as apariencia al objeto. 
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Para esta operación existe un único centro de inversión (c.i.) para 

un objeto dado, aunque no todos los objetos poseen un centro de inversión. 

Este es el caso de los polígonos regulares de número impar de vértices o del 

tetraedro, si se trata de los poliedros regulares. He aquí algunos ejemplos: 

octaedro 
	

teneedro 	 cubo 
tiene 	 Do tiene c.i. 	 tiene c.i. 

Para llegar a la identidad vía la inversión solo son necesarias dos 

operaciones , una es llevar d objeto a la forma invertida y la otra es llevar 

esta forma a la original independientemente del número de vértices, lados y 

caras que tenga el objeto, claro siempre y cuando exista en él un centro de 

inversión. Por esto el grupo de la inversión siempre será un grupo de dos 

elementos para cualquier objeto o sea (F,P =id} y lo designaremos 

como grupo F„ donde "n" hará alusión a los lados del polígono y 

características del poliedro según sea el caso. 

A pelar de lo anterior la inversión confiare elementos de los 

respectivos grupos rotacionalea y de reflexión. Por ejemplo a: un cuadrado 

el 



a 

a 

d 	c 

• 

b 

se puede realizar la siguiente inversión: 

a 	 c 
	

d 

• 

  

  

d 
	

c 
	

b 

que es equivalente a dos rotaciones y dos reflexiones. Si hacemos otra 

inversión para llegar a la identidad : 

se generan dos rotaciones y dos reflexiones más dando lugar a un grupo C4  

y solo cuatro reflexiones de un gnipo H'e  porque ei centro de inversión 

actúa solamente como un plano entre vértices y no como un plano a la mitad 

entre lados opuestos. Como solo se generan cuatro reflexiones y no el 

grupo completo no podemos decir que en general, las reflexiones sean un 

'agrupo de la inversión. En el caso de las rotaciones el eje de rotación pasa 

por d centro de inversión por lo que se obtienen todas las rotaciones de C4  

pero en un solo sentido y d grupo ddico C, CI I un subgrupo de 2C, y 

consecuentensente subgnapo de F4. Por lo tanto las rotaciones también 

pueden generar a la invasión. 



Matemáticamente la inversión se expresa como: 

F AF 	 ( 3-22) 

con AF= —FA y 	F2 =1 

donde A no es un solo vector, sino todo el conjunto de vectores asociados 

a cada punto, vectores que tienen origen en el centro de inversión de nuestro 

objeto. Esto no quiere decir que la inversión equivale al total de las 

reflexiones individuales a través de cada punto del objeto porque aunque se 

puede trazar un número infinito de planos que contengan al centro de 

inversión, solo algunos de ellos pasan por los ejes de simetría; y un plano 

para ser plano de reflexión forzosamente debe de pasar por un eje de 

simetría. En el caso de los vectores colineales con los ejes de simetría si 

existen la operaciones de reflexión que forman el subgrupo de Ffi . 

Visualizar la orientación en la inversión para establecer un grupo 

2F, resulta sumamente dificil , incluso más dificil que para la reflexión. En 

la reflexión se habló de un lado plateado y otro opaco del plano de reflexión, 

pero como el centro de inversión es solo un punto, no podemos marcar 

diferencia sobre el y por lo tanto el cualquier grupo de inversión es solo F, 

por definición. 
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Rotación Impropia 

Esta operación también llamada rotación-reflexión o rotación-inversión 

resulta más complicada que las anteriores porque es una operación 

compuesta producto de dos operaciones de simetriL La rotación impropia 

cuyo símbolo es Sk  consiste en realizar una rotación seguida de una 

reflexión sobre un plano horizontal, es decir, un plano perpendicular al eje 

de rotación. El orden "n" de la rotación impropia es el mismo que el del eje 

de rotación del objeto en cuestión. 

Matemáticamente la rotación impropia consiste en llevar a un vértice 

xk  a la posición vecina xhi  mediante la rotación y luego llevar a 

xk.,., mediante la reflexión a la posición xk.,2  Lo que podemos expresar 

como: 

xk+2 	xk S 
	

(3-23) 

Para ilustrar el concepto de rotación impropia veamos la figura que se 

muestra a continuación. En las estructuras 1 y El las lineas punteadas indican 

as 



a 	b 

b 

........ ..... 
......... 

c 
o 

b 
	

a 

--) 

c 
	

d 

d c 

4 
b a 

n 

d 	c 

N= o  

planos de reflexión y la línea sólida que atraviesa a las estructuras O y II 

indican ejes de rotación. En la estructura O vemos que para poder aplicar las 

rotaciones impropias solo se puede emplear un eje C2 , si se empleara un 

eje C4  el plano de reflexión perpendicular a este eje sería paralelo al plano 

del cuadrado y no se podrían realizar las operaciones de reflexión; esto 

significa que las rotaciones impropias serán de orden 2, Las estructuras II y 

IV son el resultado de las rotaciones impropias S2  . 

A estas operaciones de simetría también se les puede asignar una 

orientación determinada por el sentido de rotación del eje dando lugar a un 

grupo 2; o 2S2  para el caso de nuestro ejemplo. 

aa 

  

d 

a 

c 



Translación 

Ya hemos estudiado las operaciones de identidad, rotación, reflexión, 

inversión y rotación impropia en las que el o los elementos de simetría 

correspondiente(s) siempre se encuentra(n) dentro del objeto en cuestión. 

Además, algo muy importante de estas cuatro operaciones es que al 

aplicarse siempre dejan al menos a un punto fijo e inalterado, es decir son 

operaciones de puntos de simetría. Sin embargo, la translación es una 

operación de simetría totalmente diferente a las demás porque no deja 

ningún punto fijo e inalterado. A pesar de esto la translación es una de las 

operaciones de simetría más importantes en el estudio de los grupos 

cristalográficos y espaciales en la química del estado sólido. 

La translación consiste en llevar a un punto o puntos sobre una 

dirección y distancia dadas. El elemento de simetría para la translación es un 

vector precisamente llamado vector de translación primitiva cuyo número 

de componentes dependerá del número de dimensiones del espacio donde 

se realiza la translación. Si en la operación intervienen dos o más de estos 

vectores es necesario que sean paralelos entre si en la dirección dada para 

dejar al objeto inalterado después de la operación. 

El vector de translación te define de la siguiente forma: 

t. = al a+ er.b+n.c 	(3.24) 
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donde n, es cualquier número entero (negativo, positivo o cero) y a,b, y c 

son los vectores escogidos tales que a y b no sean colineales y c no sea 

coplanar al plano ab. Los vectores a,b, y c surgen del mismo origen y sirven 

como ejes de referencia. Los puntos de la mafia están dados por los puntos 

finales de cada vector de la cc. ( 3-24 ). Para ilustrar este concepto veamos 

la siguiente figura: 

• • • • • 

• • 
• fi • • • 

• 0   • 	 • ...,.......: 	• 3b 1•  

• 2a ti 	+5c 
e e • 

2a + 3b + 5c 

donde por simplicidad se ha proyectado la malla tridimensional. 

Operaciones Helicoidales y de Desplazamiento 

Ademas de las opeeaciones de simetria que ya hemos estudiado existen 

dos operaciones aún más complicadas y son las operaciones hdicoideles y 

de deslizamiento. Las primeras son tata combinación de rotación con 



translación y las segundas son una combinación de reflexión con translación. 

Las operaciones o bien rotaciones helicoidales se pueden definir mediante la 

siguiente ecuación: 
r=R +t 	 (3-25) 

La operaciones de deslizamiento se definen mediante: 

p=H+t 	 (3-26) 

Esto significa que dichas operaciones se realizan de manera simultánea y no 

podemos identificar por separado a cada operación fundamental de estas 

operaciones compuestas. Esto es, una rotación helicoidal seria algo así 

corno ir atornillando algo, es decir, conforme se rota se translada. Para las 

operaciones, o bien, reflexiones de deslizamiento ocurre algo muy análogo, 

Para ilustrar estas nuevas operaciones de simetría veamos las siguientes 

figuras donde de representan rotaciones helicoidales y reflexiones de 

deslizamiento, ambas de orden 2: 
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Simetría Múltiple en los Objetos 

A lo largo de este capítulo hemos estudiado las operaciones de 

identidad, rotación, reflexión e inversión de forma separada, pero siempre 

una operación de simetría implica la existencia de una u otras operaciones 

más al aplicar un solo elemento de simetría (eje de rotación, plano de 

reflexión y centro de inversión) a un objeto. Como a la mayoría de los 

objetos simétricos se les puede aplicar más de un elemento de simetría, 

resulta que un objeto de simetría aparentemente simple puede tener una 

gran cantidad de grupos de simetría Para ilustrar esto retomemos d ya 

clásico ejemplo del cuadrado. En la siguiente figura se muestran las 

simetrías para cada elemento de simetría en el cuadrado. 
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Elaneuto(s) de simetría 	 Grupos de simetría 

    

2 C „ F, id 

    

ele de Mala de 
codea 4 ( iircipi) 

ord 
Zig 

miro ejes de 
~cite bimba 

4 grupos 2q (uno por cada eje), 

11„ id 

 

11„2C„id 

miro rime de 
redeña 

Fi 	»id 

miro á "más 
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Capítulo 4 

Aplicaciones a la cristalografia 



Hemos explicado ya las operaciones de identidad, rotación, reflexión, 

inversión y translación mediante el álgebra geométrica y dado ejemplos de 

ellas con figuras y moléculas. Ahora en éste capitulo nuestro objetivo es 

clasificar a los cristales en base a las simetrías que poseen. Las simetrías de 

un cristal dependen solamente de la posición de sus átomos y no de la 

naturaleza física de ellos. De hecho, en los cristales existen vibraciones 

térmicas y otros tipos de "desorden" como en las aleaciones por ejemplo, 

que dan lugar a estructuras "promedio" y sin embargo , podemos asignar 

ciertas simetrías a un cristal porque no lo hacemos a nivel local. 

En los cristales que son tridimensionales siempre se manifiesta la 

simetría múltiple porque posean varios elementos de simetría. La forma de 

los cristales de cualquier compuesto, metal o aleación pertenece a uno de 

los siete sistemas cristalinos. Cada sistema cristalino es una estructura que 

posee ciertos elementos de simetría y al efectuar las operaciones 

correspondientes sobre tales elementos se obtienen los 32 grupos 

cristalográficos y los 230 grupos espaciales. Cada grupo cristalográfico date 

sus propios grupos espaciales y a su vez cada sistema cristalino time sus 

grupos crisWográficos. Para dar la clasificación completa de un cierto 

cristal es necesario dar su grupo espacial, grupo cristalográfico y sistema 

cristalino al que pertenece. 
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Cristales 

Macroscópicamente definimos a un cristal como un sólido de 

composición química uniforme formado por caras planas las cuales forman 

ángulos precisos entre cada una de ellas. Esta no es tina definición rigurosa, 

de hecho solo puede definirse considerando la naturaleza microscópica de 

los cristales. La carac,teristica importante que hace diferente a los cristales 

de los demás sólidos es que se forman de átomos o grupos de átomos que se 

repiten regularmente en tres dimensiones. Ejemplos de ello son las sales o 

compuestos predominantemente jónicos como el NaCI o sal común.) 

Antes de continuar es necesario definir lo que es una malla. Esta se 

define como un arreglo infinito de puntos en el espacio, en el cual cada 

punto es idéntico a los que lo rodean. La forma más simple de generar ese 

arreglo es mediante la propiedad de invariana translacional, que es la 

característica fundamental de todos los cristales. 

Matemáticamente un cristal se puede describir mediante el volumen de 

un paralepipedo formado por los vectores a, b, e,. El volumen se genera por 

el producto a A b A c. Al trasladarse este volumen mediante el vector de 

translación se llena el espacio y se genera la malla A una región en el 

espacio, con volumen anbAc se le llama celda unitaria. 

1  El NaCI o» brinda un ~cilio y ezorkde *opio de la cernidura de o criad .Al ephoter un VINO de 
tal notan» qx la fts~ denlo • adoper tormo cabina y al adatar oda freonno obarnme d 
mimo compakinienk y ni suciaivemia La nadetnia de M Rema cado de ke cuneo i'macroadficos "de 
cal a un fado de w aunara crinalina 
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Volviendo al concepto físico de los cristales, la estructura de ellos o 

estructura cristalina consiste en la asociación de un grupo de átomos a cada 

punto de la malla. Este grupo de átomos se conoce como la base de la 

estructura por esto, una estructura cristalina está hecha de una malla y una 

base. a otras palabras, la estructura cristalina se obtiene mediante la 

repetición en el espacio, de una celda unitaria y los átomos de ella 

La Restricción Cristalográfica.  

Los siete sistemas cristalinos surgen al aplicar rotaciones propias e 

impropias a los ejes de la celda unitaria o vectores de translación de la 

malla Tanto estas rotaciones y todas las demás rotaciones en cristalografia 

solo pueden ser de orden n = 1, 2, 3, 4 y 6 debido a que no se pueden 

construir celdas unitarias que juntas llenen el espacio sin dejar huecos 

empleando otros valores para a A esta restricción se le conoce como la 

restricción cristalogrettlas. Para ilustrar esto en la página siguiente 

emplearemos figuras en el plano de los ordenes de simetría rotacional antes 

mencionados aunque estemos hablando de llenar el espacio porque a fm de 

cuartas el volumen de la celda unitaria se puede considerar como una 

proyección de área 

Bota restricción va más allá de la crittalogratia, algo al, para Datar d 

espacio con figuras planas proyectadas solamente ea posible ceo figuras de 

simetría rotacional de orden 1, 2, 3, 4, o 6; se trate o no de paganos 
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regulares. En la vida diaria se pueden observar muchos ejemplos de esta 

restricción en los ladrillos de orden 2, los mosaicos de orden 2, 4 o 6, en el 

adoquín de los pisos, etc, pero no existen paredes cubiertas solo de 

mosaicos en forma de pentágonos regulares o de polígonos regulares de 

más de seis lados sin dejar huecos entre ellos. La existencia de simetría 

rotacional de orden 5 en los cristales comenzó a estudiarse y cuestionarse 

desde 1978 dando lugar a sorprendentes resultados. En un principio los 

estudios fueron meramente teóricos empleando los famosos mosaicos de 

Penrose que son arreglos de rombos que llenan el espacio de una manera 

"cuasiperiódica" con simetría rotacional de orden 5 Posteriormente se 

realizaron simulaciones por computadora de los patrones de difracción de 

rayos X que producirían los hipotéticos cristales. Estos patrones de 

difracción se asemejaban mucho más a los patrones producidos por 

sustancias cristalinas que a los producidos por sustancias amorfas. Según 

este resultado se planteó que la malla de los hipotéticos cristales era también 

cuasiperiódica por lo que a este tipo de cristales se les dio el nombre de 

"cuasicristaks". Lo que faltaba ahora era probar su existencia material y en 

1984 se obtuvieron los primeros cuasicristales. Esto se logró al enfriar 

súbitamente una aleación de aluminio, hierro y cobre. Este material 

cristaliza en forma de dodecaedros regulares que tierno simetría rotacional 

de orden 5. Los dodecaedros no puedo llenar el espacio sin dejar huecos, 

pero en este material los dodecaedros formen un arreglo espacial 

euaipariódiee. 

77 



Orden 	Elemento 	 En conjunto 

1 	1 	 1S 

2 

 

 

4 
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En conjunto Orden 

6 

Elemento 

Los Siete Sistemas Cristalinos 

Como se dijo entes, los siete sistemas cristalinos: triclinico, 

monochnico, ortorrómbico tetragonal, cúbico, trigonal, y hexagonal que se 

muestran en la página siguiente surgen id aplicar rotaciones propias e 

impropias m d sentido de in  s los ejes de la celda unitaria o vectores de 

translación de la malla que generan ciertas restricciones sobre los ejes y/o 

los ángulos inteanciales de la salda unitaria; y tales restricciones a su vez 

determinan la forma dd sistema cristalino en cuestión. Para apreciar d 

efecto de las operaciones de sinsetda sobre los eles a, b y c las operaciones 

se aplican aun punto de oxidadas (z, y, z) de la odda imitará al cual se 

ie puede asociar m vector (r) de posición desde el origen situado por 

conveniencia en un punto de la mana. Las componentes de este vector r ion 

" 

r=xa+yb+ze 	( 4-1) 
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Trigonal 

Tridinico Monoclinico Ortorrómbico 

Cúbico 

Los siete sistemas cristalinos 
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y esta forma del vector r es con la que siempre empezaremos a aplicar las 

operaciones de simetría, 

Las direcciones de los vectores a, b , e , los ángulos interaxiales a, 

pa,  y los ejes de coordenadas se definen asá: 
a 

Sistema de Notación 

Para escribir las ecuaciones que describen las operaciones de simetría 

ea los distintos sistemas cristalinos emplearemos la siguiente notación que 

es la misma empleada en el capitulo anterior salvo que más específica. 

Para las rotaciones emplearemos a 11: y 11,1  donde "n" indica el 

numero de la operación del grupo aplicado y "k" indica el eje de la celda 

unitaria empleado como eje de rotación. Por ejemplo la tercera rotación de 

un grupo 2C, aplicado a un vector r donde el eje de rotación es el eje a la 

escribimos como: Rj r R3e  es decir la rotación de 270°. 

Para las rotaciones impropias emplearemos a 52 y S.1 donde "n" 

indica el numero de la rotación del grupo aplicado y "k" indica el eje de la 

celda unitaria que es perpendicular al plano de reflexión. 
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Para las reflexiones emplearemos a —Ifak  y H 	donde "n" 

también indica el numero de la operación del grupo aplicado, y en este caso 

"k" indica el eje de la celda unitaria que es perpendicular al plano de 

reflexión. 

Sistema Trielinico 

Este sistema resulta de no aplicar ninguna rotación sobre los ejes de la 

celda unitaria y solo existen las simetrías id o F. Entonces no surge 

restricción alguna pazu los ejes y ángulos interaxialek o sea: 

a*b*c 	ct*I3*y 

Las operaciones para este sistema cristalino solo son: 

id r = xa+yb+zo 	(4-2) 
Fr = — as — yb zc 	(4-3) 

Sistema Monoclinico 

Para obtener este sistema se aplica una operación 2C2  ya sea al plano 

perpendicular al eje c o al eje b, o una reflexión Ha  sobre un plano 

perpendicular al eje c o al eje b dependiendo de cuál eje designemos como 

el principal. La convención del ~a monoclinico originado al designar al 

eje c como principal es la más usada por los bicos del estado *Mido y la 
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otra forma es usada por los crisWógrafos. De aqui en addante usaremos la 

primera convención. 

Para ilustrar las restricciones que impone la aplicación del grupo 2C2  

sobre el eje c (principal) de la celda unitaria analicemos la siguiente figura: 

C 2 

Aquí, para transformar a en -a se requiere una rotación de 180° alrededor 

dd eje c y necesariamente a y c deben ser perpendiculares, de no ser ad, el 

vector a saldría del plano de rotación transformándose en un vector a'. Esta 

condición también es necesaria para b, es decir b 1 c , pero no 

necesariamente a y b deben ser perpendiculares. Y la forma dd sistema 

monodinico obtenido es la siguiente: 
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donde a * b * c ; a=p= 90° ; y * 90°, Las operaciones de las 

rotaciones 2C2  sobre los ejes c y b son : 

	

r 121, = - xa - y b + zc 	( 4-4 ) 

	

RI-et  r 111, = - xa + yb - zc 	( 4-5) 

respectivamente. 

Con respecto a las reflexiones If2  tenernos: 

-1111 	= xa + yb - se 	( 4-6 ) 
-11014, = xa- yb + se 	(4-7) 

porque el plano de reflexión es perpendicular al eje c. 

Sistema Ottottórnbico 
Este sistema surge al aplicar a la celda unitaria dos rotaciones 2 C2 uno 

sobre d eje a y otro sobre el eje b, o dos reflexiones /13  cuyos planos de 

reflexión son perpendiadares a los ejes ay b. 
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Para los ejes de rotación sobre los ejes a y b la operaciones 

correspondientes son: 
/1,1, r 	= xa— yb — zc (4-8) 

/2;t1 r RIb  = — + yb — zc 	( 4-9 ) 

y las reflexiones son las siguientes: 

- r Hm  = — xa + yb + zc ( 4-10 ) 
- r 	= xa — yb+ ze (4-11) 

Por la misma razón que se explicó en el sistema mottoclinico el primer 

eje de rotación implica que sic ,a l b y d otro eje implica que b l c 

y bis. Por otro lado no hay ninguna restricción para la magnitud de los 

ejes porque no existe un intercambio de las magnitudes de los ejes. Esto lo 

explicaremos con más detalle en el siguiente sistema crisólito. Entonces 

parad sistema ortonánbico tenemos: 

a*b*c 	a=p=y=90° 

Sistema Tetragonal 

13n este caso se consideren las restricciones impuestas por la aplicación 

de una rotación 2C4  o una rotación impropia 2S4. Por convención se elige 

al eje c como el eje de rotación, entonces los ejes a y b deben ser 

perpendiculares al eje c. Las rotaciones de orden 4 implican que +a se 
mueva hacia +b, 	luda -a, -a hacia -b y -b hacia +a; por lo que 

también a y b deben ser perpendiculares entre si ; y para que la celda 
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unitaria quede inalterada en apariencia los ejes a y b forzosamente deben 

tasa la misma magnitud. Esta condición tambi¿n es necesaria para aplicar 

d grupo 2S, que además treinfonna a +c en -c y viceversa Para ilustrar el 

intercambio de coordenadas escribiremos todas las rotaciones y rotaciones 

impropias, aunque solo es necesaria una operación de cada tipo pera definir 

a este sistema: 
rRk  =-ya+zb+ze 

R;jrR2.=-u-yb+zc 

/13-jrR,.= ya-xb+zc 

(4-12) 

(4-13) 

(4-14) 	• 

r Sic  = - ya + 	zc (4-15) 

rS2  = -xa-yb+ze (4-16) 

S;: rSk  = ya- nb-ze (4.17) 

Las restricciones que definen la forma dd sistema «mond scar. 

a= b*e 	ri=p=y 

y por supuesto d eje c puede ser mayor o menor que a = b. 

Sistema Cúbico 

Este sistema cristalino in d sistema con la aintenta MI alta Para 

definir a este antara no es suficiente d criterio de quo todos loa ejeo ten" 

la misma magnitud y todos loa ángulos interaziales sean de 90° porque la 

simetría es el facior determinante en la definición de un Mana cristalino. 
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/4  
1 

/ 	I 
1 
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Sorprendentemente los danaitos de simetría que determinan este sistema 
no un los tres ejes C4  perpendiculares entre sí que saltan a la vista, sino los 

4 ejes C3 que corresponden a las diagonales at d cuerpo de la celda 

unitaria cúbica como se muestran en la siguiente figura: 

Pata obtener has opaacionee de lintel" en oto sistema para d eje 1 nos 

bailamos en loa siguiente flort 



aunque para una mejor visualización del efecto de estas ~cieno a 

altnnane recomendable emplear modelos tridimensionales. 

Parad eje 1 las operaciones sal: 

fitís  r = za+ ab+ ye 	(4-11) 

flis  atm  = ya+ zb+ xc 	(4-19) 

teniendo siempre presente que las rotaciam tienen el sentido de fu . 

Parad eje 2: 

R,"21  r Ra  = ya — zb — sc ( 4-20) 

/11 ata  = as+ ab—ye (4-21) 

Las operaciones pes los ejes 3 y 4 ya no las esenliransa, pero se 

obtienen de la nimia fama que para los ejes 1 y 2. Al obture las 

camiones ( 4-18 X 4-21 ) se puede ver que miele un inkreanbio mutuo 

de coordenada entre la tres ejes lo que implica quo dos U. talar la 
mima magnitud y por tarazón explicada en .dalias allaieree loa bes qa 

deben ser papendialleres entre d. De asta fama my el Mout Mico 

definido per 

a=b=c 	a=0=1=90. 
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Sistemas Trigonal y Hexagonal 

Hemos dejado el estudio de estos dos sistemas al último porque ambos 

presentan ciertas complicaciones que no existen en los sistemas cristalinos 

anteriores. 

Estudiemos primero al sistema hexagonal. Este sistema cristalino se 

define al aplicar una operación 2C6  o una operación 2S6  . La primera 

complicación se debe a que para poder definir a este sistema cristalino es 

necesario emplear 4 ejes , tres en el plano de rotación y otro como eje de 

rotación. En la siguiente figura se definen los ejes sobre el plano de rotación 

parad sistema hexagonal: 

-b 

lo que complica un poco la obtención de las ecuaciones para las respectivas 

operaciones de simetría. Aunque estemos empleando un sistema de ejes 

hexagonal hay que aclarar que la celda unitaria de ate sistema no es un 

prisma hexagonal sino un paralepipedo y al juntar tres paralepipedos 
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formamos un prisma hexagonal. Y como vimos en la sección de la 

restricción cristalográfica un espació se puede llenar sin dejar huecos con 

prismas hexagonales. 

Las ecuaciones de las dos primeras rotaciones son: 

r R1, = x(a + b) - ya + zc 	( 4-22 ) 

rR2,= xb+y(-a-b)+zc (4-23) 

Aunque un poco más complicado, existe también un intercambio en las 

coordenadas de los ejes a y b que impone que a y b tengan la misma 

magnitud. Además, como el eje de rotación es d eje c implica que ale y 

blc y el ángulo y entre a y b debe ser de 1201'. Entonces el sistema 

cristalino hexagonal se define mediante: 

a= b*c ; cz=ri. 	; y = 12E° 

Con respecto al sistema tripas' actualmente se considera como un caso 

particular del sistema hexagonal. Siendo las mismas condiciones para sus 

cies Y meo. 

Existan básicamente dos formas para definir a los sistemas cristalinos. 

Uno es usar la simetría del cristal (como lo hemos hecho aquí); y el otro que 

es usar la simetría de la malla. En el último caso tenemos una malla 

hexagonal de simetría 6 que da lugar al sistema cristalino hexagonal. El otro 

sistema en este esquema ea el llamado sidonta cristalino roonboildricO (o 

rómbico) en el cual existe la simetría de orden 3, pero no la de orden 6. En 
90 



esta forma de definición de los sistemas cristalinos no existe el sistema 

trigonal, aunque el número total de sistemas sigue siendo siete. Entonces 

consideraremos por separado a los sistemas hexagonal y trigonal ; y al 

romboédrico como un caso especial del trigonal. 

Ahora describiremos la celda unitaria del sistema romboédrico. Las 

condiciones en sus ejes y ángulos son: 

a=b=c 	a=fi= 

donde la operación 3C, hace iguales loa ángulos y ejes. Para desarrollar a 

este sistema cristalino comenzamos tomando y centrando una malla 

hexagonal. El concepto de "centra?' será discutido más adelante. En la 

figura (a) de la página siguiatte se muestra una malla en proyección con los 

ejes a y b marcados y se añada nuevos puntos a las posiciones (2/3, 1/3, 

1/3) y ( 1/3, 2/3 ,2/3); en la celda unitaria que está abajo y a la derecha esos 

puntos se marcan con "13" y "C" respectivamente. Esos puntos se han 

añadido de manera tal que el conjunto resultante total de puntos (la malla 

hexagonal original más los nuevos puntos) tenga simetría triscasl y no tenga 

ya más simetría hexagonal. Una vez hecho esto , se puede elegir tata celda 

unitaria rotnboódrica como se indica en la figura (b) donde las letras 

mayúsculos de A a O, marcan las posiciones originales de los puntos 
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(a) 

en la figura (a). 

(b) 
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Los 32 Grupos Cristalondfícos Puntuales 

En el capitulo 3 discutimos las operaciones de simetria y su notación. 

En esta sección del capitulo 4 vamos a considerar lo que ocurre cuando se 

combinan varias de estas operaciones. Por ejemplo , L  cuál es el resultado 

cuando se combina una operación de rotación con otras perpendiculares al 

eje principal de la primera, o con reflexiones?. Esas combinaciones de 

operaciones de simetría son las que nos permiten describir la simetría de los 

objetos tridimensionales. 

En esta sección mostraranos como se determinan los 32 grupos 

cristalogrdlicos puntuales, también mediante el álgebra geométrica. La 

palabra " cristalogrdlieos " implica que en estos grupos solo se permita: 

rotaciones de Drin donde n = 1,2,3,4 y 6. Esta restricción sobre los 

valores de "n" da como resultado a 32 grupos puntuales y por eso 

normalmente los 32 grupos cristalográficos puntuales se conocen como loa 

"32 grupos puntuales". La palabra puntual significa que todas las 

operaciones de simetría actúan sobre un punto en común que se mantiene 

fijo durante la aplicación de las operaciones. Este punto es llamado "el 

origen". La palabra "grupo " significa una colección o catunto de 

operaciones de simetría. El conjunto de operaciones de simetría para cada 

grupo puntual (cristalográfico o no) forma un grupo matemáticamente 

hablando. Hay que destacar que el concepto de grupo puntual también 

resulta importante para moléculas aisladas, pero la única diferencia es que 

para las moléculas no existe ninguna restricción para las rotaciones. 
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Existen varias razones para estudiar a los grupos puntuales. Primero, 

nos permiten clasificar a los diferentes cristales. Históricamente, el estudio 

de los cristales comenzó con el estudio de sus caras externas. 

Caracterizándolos con direcciones normales a sus caras y llevándolas 

hacia un solo punto se encontró que cualquier cristal pertenece a una de las 

32 clases cristalinas. Cada una de esas clases cristalinas corresponden a uno 

de los 32 grupos puntuales. Segundo, los objetos finitos que se pueden 

describir mediante uno de los 32 grupos puntuales puede añadirse a la malla 

de puntos para obtener algunos grupos espaciales, como se mostrará en la 

siguiente sección, Tercero, las operaciones de simetría que posee un objeto 

molécula o cristal pueden describirse simplemente por medio de un 

símbolo. De este símbolo un científico del estado sólido puede determinar 

todas las operaciones de simetría. Cuarto, todo grupo espacial tiene uno de 

los 32 grupos cristalográficos puntuales asociado con él (el grupo puntual 

del grupo espacial, normalmente se llama grupo puntual del cristal). Esto es 

importante en muchas áreas del la ciencia del estado sólido. Por ejemplo, la 

mayoría de los aspectos macroscópicos simétricos de las propiedades fisicas 

de los sólidos están relacionadas con el grupo puntual. 

Los 32 grupos puntuales los obtendremos de las mismas operaciones 

simples de simetría que se discutieron en el capitulo anterior tal como lo 

hicimos con los sistemas cristalinos. Por ejemplo, tomaremos al sistema 

tetragonal y determinaremos que reflexiones y rotaciones pueden añadirse a 

las operaciones de simetría que definen a ese sistema. Esto se hará con cada 

sistema cristalino y de esa manera se obtendrán los 32 grupos 
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cristalográficos puntuales. La ventaja importante de este método es que para 

obtener los grupos espaciales lo haremos de manera muy similar. 

Sistema Triclínico 

En la sección anterior vimos que las operaciones de simetría id y F 

no imponen restricciones sobre los ejes de la celda imitará y sus ángulos, 

dando lugar al sistema trielínico. Cualquier objeto, cristal o molécula que 

solo posee la operación de identidad , se dice que pertenece al grupo 

puntual 1. 

Si un objeto, cristal, etc se describe por las dos operaciones id y F el 

grupo puntual se denomina como 1F lo que significa que hay dos 

operaciones de simetría que aplicadas al objeto en cuestión lo dejan 

inalterado In apariencia y las operaciones son id y F. Como este grupo 

puntal se define como 1F = id,F } entonces el grupo puntual es de 

orden 2 y por consecuencia el grupo puntual 1 es de orden 1. 

E.1 grupo puntual que tiene la simetría de la malla del respectivo sistema 

cristalino se le conoce como el "grupo puntual holohifdrico" , y este tiene el 

mayor número de operaciones de simetría Para el sistema triclínico el 

grupo puntual holobédrico es el grupo lE 

Antes de seguir adelante es necesario remarcar que un grupo 

cristalográfico puntual es un conjunto o colección de operaciones de 

simetría que se pueden aplicar a un objeto y una operar:1Sn de úntenla es 

una pperación aislada que aplicada a un objeto lo deja inalterado. 
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Regresando al sistema trichnico, no le podemos agregar más 

operaciones de aúnenla. La adición de operaciones 2C2  o 2112  nos 

llevaría al sistema monoclinico, o sea que solo hay dos grupos puntuales 

"compatibles" con la simetría del sistema trichnico. 

Sistema monoclínico 

En la sección anterior vimos que las operaciones de simetría 

2C2  y fía  dan lugar a un sistema de ejes monoclinico. Ahora, cualquier 

objeto que pueda describirse por una sola operación 2 C2  es compatible 

con la simetría dd sistema monoclinico y pertenece al grupo puntual 2. 

Este grupo puntal 2 es de orden►  dos porque se define mediante dos 

operaciones de simetría ad: 2 = 	, Rac } , o bien 2 = {R1, ,id . De la 

misma mama, los objetos, cristales o moléculas descritos por las 

operaciones de reflexión 	Ha  pertenecen al grupo puntual 

5 definido como 2 = (1/2  ,H2  ) o bien 2 = {H1 ,id } también de 

orden 2. Estos dos grupos puntuales los podemos visualizar para el grupo 2 

así: 
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Si nos preguntarnos si hay algún o algunos otros grupos puntuales que 

no impongan nuevas condones sobre el sistema de ejes y ángulos del 

sistema cristalino monodinico, vemos chiramente que si se diodo otras 2 
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rotaciones 2C2  tendríamos las condiciones necesarias del sistema 

ortorrámbico. Sin embargo, podemos añadir una rotación impropia 252  

que en términos de operaciones de simetría simples la podemos definir 

como una rotación 2 C2 seguida de una operación "2  . Ahora, solo para el 

caso particular de la rotación impropia de orden 2 esta es equivalente a la 

inversión a través de un centro. Esto lo podemos ejemplificar comparando 

las operaciones de simetría entre un cubo y una estructura monoclinica. Para 

el cubo las rotaciones sobre el eje con dirección equivalente al eje "c" del 

sistema monochnico son rotaciones de orden 4. En la siguiente figura se 

aplica al cubo ma de estas rotaciones seguida de la reflexión 

correspondiente así: 



y vemos que la estructura IV no es la misma que la identidad para un cubo 

con una simetría rotacional de orden 4. Para un sistema monoclinico 

tenemos las siguientes operaciones mostradas gráficamente como sigue: 

1 
	

II 

IV 
	

m 
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Y vemos que al aplicar las operaciones que definen al grupo 25 obtenemos 

que la estructura 1 es equivalente a la estructura IY. Además, la estructura 

III equivale a haber realizado una sola operación de inversión sobre la 

estructura 1 y tenemos que aplicar otra inversión sobre la estructura III para 

obtener la estructura original. 

Entonces encontramos otro grupo puntual de rotación-reflexión de 

orden 2 simbolizado por 25 y definido como un grupo puntual de orden 4 

así: 25= (Rie  ,112,,F,id), 

Sistema Ortorrómbico 

Como se vio anteriormente las características de este sistema cristalino 

surgen de dos ejes de rotación de orden 2 y dos planos de reflexión 

aplicados a los ejes y ángulos de la celda unitaria. Con objeto de encontrar 

algún grupo puntual de este sistema salta a la vista inmediatamente aplicar 

las rotaciones 2 C2  sobre los ejes en las direcciones de a, b, y c 

obteniendo un grupo puntual de tres rotaciones de orden 2 o sea un grupo 

puntual 222. Este grupo de orden 4 se define así: 222 = (Rt, 	Ri „id } 

Las operaciones de este grupo las podemos representar de la siguiente 

forma: 
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id 

IV 

fI 

donde hemos utilizado la secuencia de ejes de rotación: a4b-->c y 

también hemos desarrollado en borrador todas las secuencias posibles tales 

como: c•—>a—>b , b--> c a , etc obteniendo siempre el mismo 

resultado final para este grupo puntual 222. 

Dado lo anterior se viene a la mente un grupo definido por tres 

reflexiones sobre planos perpendiculares a los ejes a, b y c, pero no es 

posible dado que al aplicar dichas reflexiones en cualquier orden sobre el 

sistema ortorrómbico nunca logramos obtener la identidad. Entonces ahora 

lo que tenemos que hacer es buscar combinaciones de operaciones de 

simetría. Una de tales combinaciones que nos es útil esta dada por una 

rotación 2C2  seguida de dos reflexiones sobre los planos perpendiculares a 

los ejes a y 	b, es decir un grupo 	112 	definido como 

222 = 	Hib Ric  id} de orden 4. 
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La forma más sistemática de combinar rotaciones simples con 

reflexiones simples es empleando la rotación impropia y es posible obtener 

otro grupo puntual para este sistema cristalino mediante tres rotaciones 

impropias. Al aplicar tales operaciones llegamos a una estructura que al 

aplicarle una inversión nos lleva a la identidad y obtenemos un grupo ahora 

de orden 8 cuyos elementos son 3 rotaciones, 3 reflexiones, una inversión y 

la identidad. A este nuevo grupo lo definimos como 

222= { R1„ HI„ 	lf,„ F , id } , 	Gráficamente las 

operaciones de este grupo puntual se muestran como sigue: 
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F 

R1  

R ib 

VIII 1 

Sistema Tetragonal 

Este sistema el igual que el cúbico presentan las simetrías más altai 

can respecto a los demás sistemas cristalinos, por eso en estos sistemas se 
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obtienen más grupos puntuales que para los demás sistemas. Para el sistema 

tetragonal los ejes a y b tienen la misma magnitud al igual que sus 

respectivos ángulos interaxiales a, p y y. Para simplificar la obtención de 

los grupos cristalográficos puntuales del sistema tetragonal impondremos las 

condiciones a=b=c y a= 13 = y = 90° lo que se puede representar 

físicamente como un prisma cuadrangular de base a n b. 

El primer grupo puntual de este sistema cristalino sin duda es el que 

surge de cuatro rotaciones sobre el eje c. Este grupo de orden 4 lo definimos 

como 4= ( Ri„ R21  Rk  } . También otro grupo puntual muy sencillo es 

el de cuatro rotaciones impropias que se definen como 

4 = ( , 	S , id } de orden 4. 

Las restantes operaciones que se pueden aplicar al sistema cristalino 

tetragonal resultan ser combinaciones apropiadas de reflexiones simples y 

rotaciones 2C2  con las rotaciones 2C4  y 254 . 

Por razones de espacio ya no desarrollaremos los restantes grupos 

puntuales del sistema tetragonal, pero los definiremos y amistaremos a 

continuación incluyendo a los dos anteriores: 

4 = (Ric ,R2c•Rk ,11) 
4= {Si„,;„ S k  , id} 

444 = (Rk  , R2 „ Rk  , F 	S2 „ ,id } 

422 = ( R1„ R2c  • 	R2e P Rib R2b 	) 
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422 = {RI„R.2„R„ 	,H2b 	H2d  , id } donde H1d  es una 

reflexión sobre un plano diagonal que bisecta al ángulo formado 

entre los ejes a y b. 
422 ={R,, 	, 	ffid P H2d Sic 52c id} 
422 = R1„ R2„ R3, Ri „ R2„ Rib 1 R2b r F 	, 	HI„ H tb H2b 

Sistema Trigonal (Romboédrico) 

Para este sistema cristalino se requieren una operación 3 o una 3 . De 

nuevo, podemos agregarle operaciones de simetría tal como lo hicimos para 

el sistema tetragonal obteniendo los siguientes grupos puntuales. Antes de 

eso hay que recordar que en el sistema cristalino romboédrico existe un eje 

adicional llamado el eje hexagonal y que los des a, b , y c se encuentran en 

el mismo plano. El eje hexagonal es perpendicular a dicho plano. En la 

notación de las ecuaciones de esos sistemas cristalinos emplearemos al 

subíndice "h" para indicar el eje hexagonal. Los grupos puntuales entonces 

son: 

3= (12,, , R2h  ,id) 

3= {R,„R2b  

32 = (Ro, ,R2h  , R11  ,Rn, ,R1  ,id } 

32= (Ab • Rala P HI, P HIb 	'id } 
32 = (Ah  ,R2b 	,Sih  ,ffi„ff b  ,H¡„id) 
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Sistema Hexagonal 

Los grupos puntuales para el sistema cristalino hexagonal muy 

similares a los del sistema tetragonal son: 

6= ( , R2„ Ric  R„ 	, id } 

6= { RI„ R2b 	, 	,id } 

666 = 	,R,„R„ , , 	, F 	S1„ , 	, id}  

622 = { Ri„ „ R2  Rk  R4„ 	, 	, 	, Rwi  R,43  Ruh, id } 

615  = Rld R2d Rk R44 	Hld Hib , Hiest ,1114,, ffid, , H1d, »id} 

612 = ( 	, R2„ 	, R4„ R5c  Hic  , Su!, S2d: i. ,K,b ,H„,b ,id) 

622 = ( R1  ,R2c,Rk ,R4,4 	Hlb Hlt+b Hld:, Hld:  • Hld:  
} F , 	S2d: Si„SIb ,HI. , Hib  , Hutu  , 	Hut  , 

Sistema Cúbico 

El sistema cristalino cúbico es un poco más dificil de tratar que los 

sistemas anteriores porque en él no existe un solo eje principal. El sistema 

cristalino se define por cuatro ejes de rotación de orden 3 todos formando 

ángulos iguales con cualquier otro (109° 28'). Lo que nosotros queremos 

ver es qué operaciones de simetría se le pueden añadir manteniendo la 

estructura del sistema cúbico. Los grupos puntuales de este sistema son: 

23  = 	R2I R31 RI2 R22 	R13' R23 R» , R14 R2 ,id} 
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para los siguientes grupos puntuales con el fin de abreviar las ecuaciones, 

escribiremos solo 23 en lugar de toda la ecuación anterior. Entonces los 

restantes grupos puntuales son: 

23= {23, F , Su  ,S2i  Si2  , 512  , 	, S23  , Si„ S24  , 	, HI„ } 

para continuar simplificando las ecuaciones ya no escribiremos cada 

operación simple sino el número, tipo y orden de ellas así: 

432= {23,6C2 ,6C4 , id } de orden 24 

432= {23,6Hd  ,6S4 , id } de orden 24 

432= {23,6C2 ,6C,,F,8S6 ,3111  , 6Hd  ,6S, ,id } de orden 48 

Las 14 Redes de Bravais 

El objeto de esta sección es mostrar que solo hay 14 mallas distintas 

que llenan todo el espacio. Estas mallas se conocen ya sea como las 14 

mallas espaciales o de más comúnmente como las 14 redes de Bravais. 

Como se vio anteriormente existen siete sistemas cristalinos que 

combinados con la idea de mallas primitivas obtenemos un total de siete 

redes de Bravais. Aunque como las mallas hexagonal y trigonal son 

equivalentes en realidad son seis. Estas mallas a las que denominamos de 

tipo "P", definen las celdas unitarias primitivas en cada caso, 
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Loa 14 redes de Bravais 
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M000c11nico43 

Tetagooil-P 

Cébkio-F Cúbico Cúbico-1 

Tfichnico-P 	 Mcood1 oico-P 

Orloololico-P 

Ortorrólobico4 

Heimosel-P 

.... ............. 6:::: .. .. .. .. . — 

Oclum5mbico-C 

CktorrOmbkol?  



Las otras ocho redes de Bravais surgen al tomar cada una de las seis redes 

primitivas, o bien, redes P y pensar en b  qué ocurre cuando otros puntos 

de la malla se añaden en ciertos lugares, a lo que conocemos como 

"centrado"?. Al realizar lo anterior obtenemos ocho mallas de las cuales 

siete de ellas pueden ser centradas en el cuerpo, centradas en todas las caras 

centradas solo en una cara denominadas respectivamente como I, F, y, A, 

B, o C. La octava malla es una malla nueva llamada romboédrica P, que 

como vimos anteriormente es un caso particular del sistema frisonal. 

La razón de ser, así como las características propias de cada malla se 

pueden demostrar de la misma forma en que lo hicimos para cada sistema 

cristalino. Hacer esto rebasa los limites de este trabajo. Creemos que solo es 

necesario conocer de forma muy general cada una de estas mallas para 

entender a los grupos espaciales. Las 14 redes o mallas de Bravais se 

muestran a continuación. 

Los 230 Grupos Espaciales 

Un cristal se puede describir en diferentes niveles de detalle según se 

requiera. A este cristal le podemos asignar un grupo cristalino o más aún 

una red de Bravais. Si queremos profundizar más, nos debernos preguntar a 

qué grupo de los 32 grupos puntuales pertenece nuestro cristal. Ya hemos 

tratado con la simetría con respecto a un punto fijo en el cristal y con la 

simetría del espacio o de las redes de Bravais. Con objeto de describir 

completamente al cristal debernos de combinar esos dos aspectos y también 
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con las operaciones helicoidales y de deslizamiento, Esto significa que 

debemos estudiar a los grupos espaciales.  Un grupo espacial es un 

conjunto de operaciones de simetría que transforma a un cristal u objeto 

simétrico periódico en el mismo, El grupo de operaciones que forman al 

grupo espacial deben formar un grupo en el sentido matemático; y 

ciertamente debe de incluir las operaciones de translación primitiva de la 

mafia, así como otras operaciones de simetría, 

Como vimos en el capitulo anterior las operaciones helicoidales y de 

deslizamiento que involucran una translación menor que la primitiva pero 

combinadas con la rotación y reflexión. Estas operaciones determinan una 

importante clasificación de los grupos espaciales, esto es, los grupos 

espaciales "simórficos y asimórficos" . Un grupo espacial simórfico es aquél 

que queda totalmente definido por operaciones de simetría que actúan sobre 

un punto en común y no involucran ni operaciones helicoidales, ni de 

deslizamiento. Cuando es necesario especificar un grupo espacial con por lo 

menos una operación helicoidal o de deslizamiento, decimos que se trata de 

un grupo espacial asimórfico. El método de obtención de los 230 grupos 

espaciales ea la misma forma que como lo hicimos para los 32 grupos 

puntuales salvo quo involucrando siempre a la translación primitiva o a la 

operaciones helicoidales y de deslizamiento. El análisis de esos grupos 

espaciales también se hará sistema por sistema cristalino, aunque al 

principio profundizaremos más y daremos ejemplos para una buena 

asimilación de los conceptos. Gradualmente iremos reduciendo el desarrollo 

detallado de los grupos espaciales. 
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Sistema de notación 

Este sistema de notación para los 230 grupos espaciales sigue los 

lineamientos anteriores, solo ahora hay que especificar un poco más. 

La notación para cada operación de simetría es la misma, solo que 

ahora agregamos la translación. Esta la escribimos corno t„ , t±b  , t 	lo 

que significa la translación en la dirección del respectivo eje en sus dos 

sentidos. 

La simbologia de cada grupo espacial proviene del respectivo grupo 

puntual y se añade una letra que indica la red de Bravais a la que pertenece 

el grupo espacial. Se añaden también algunos subíndices que significan 

rotaciones helicoidales. Para sefialar las operaciones de deslizamiento se 

emplean letras que indican el eje sobre el cual se realiza dicha operación. La 

letra "d" significa un eje diagonal. Así por ejemplo en el grupo espacial 

P41 22 = (n( 	R,, , Rib  ,t±„ttb  ,id )) P indica que el grupo espacial 

tiene una red de Bravais primitiva, el 4 indica un eje de rotación de orden 

cuatro al igual que el 2 indica ejes de rotación de orden 2. 

Consecuentematte vemos que el grupo espacial pertenece al sistema 

cristalino tetragonal. 131 subíndice 1 indica una rotación helicoidal. n indica 

un número Vide veces que se realizan las operaciones para llenar el 

—o. 
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Sistema trietimeo 

Va hemos visto que para este sistema cristalino solo existe una red 

zspaciaL la red primitiva P Además también sabemos que este sistema sale 

posee !os dos grupos puntales 1 y 11-7  y que las rotaciones de orden 

mayor a 1 no existen; le que implica que nG se pueden aplicar rotaciones 

helicoidales ni reflexiones de deslizamiento. 

Con las premisal. anteriores y sedan la mecánica expuesta 

anteriormente para obtener grupos espaciales nos damos cuenta que solo 

hay dos grupos espaciales debido a que solo hay dos grupos puntuales que 

se pueden combinar con la operación de translación primitiva. Sabemos que 

para realizar tal combinación necesitamos tomar un objeto, compuesto o 

cristal que tengan la simetría del respectivo grupo puntual en cuestión y 

asociarlo con cada punto de la red espacial obteniendo la estructura 

cristalina. Para que los conceptos sean más claros, en medida de lo posible 

ilustraremos a los grupos espaciales con ejemplos de materiales que 

pertenecen al grupo espacial en cuestión. 

Para obtener nuestro primer grupo espacial enfoquérnonos en una de 

las formas cristalinas del óxido cúprico (CuO) que cristaliza en forma 

triclinica llamada talofita (otro ejemplo de óxido cúprico cristalino es la 

paramelaconita que cristaliza en forma cúbica). La celda unitaria de la 

tenorita tiene la siguiente estructura: 
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O = Oxigeno 

• = Cobre 

Esta estructura tiene la simetría del grupo puntual 1 porque solo se le 

puede aplicar la identidad o su equivalente grupo 2 C1 . Para obtener el 

grupo espacial tenemos que asociar la celda unitaria de la tenorita con los 

puntos de la red espacial. esto se vería de la siguiente forma: 

..oradr"1411/~ ArimullarAlrratimwArwase 

*.auilIPAIMWTMIYAIWor 
)111/"~"indyr.r. 

donde vemos claramente que aparece la simetría transiacional primitiva, 

aunque de una forma alterna porque se alternan en cualquier dirección 

tanto los átomos de cobre y oxígeno. Además se puede notar que cada 

punto de la estructura cristalina posee la misma simetría del grupo I. 

Entonces este es el grupo espacial PI de naturaleza simórfica y se define 

como PI = { n( id , tt, , ttt, ,t)) de orden 3. La ecuación anterior 

significa que tomamos al objeto de simetría PI le aplicamos la identidad y 

la translación un número "n" de veces a lo largo de las direcciones ±a , ±b 

y ±c ; y la magnitud de "n" es de la misma magnitud del eje de la celda 

unitaria sobre el cuál se aplica la translación. 
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El otro grupo puntual del sistema tnclinico tambier da lugar a otro 

grupo espacial Para ilustrar esto pensemos en un elemento metálico 

hipotético que cnstalwara en forma triclinica - porque no sabemos de 

afguno conocido que cristalice de tal forma- cuya celda 'unitaria tuviese la 

siguiente estructura: 

Tal estructura cumple con la simetría del grupo 1F porque acepta un 

centro de inversión. Entonces el grupo espacial correspondiente surge de 

localizar una de estas estructuras en cada punto de la red espacial 

obteniéndose la siguiente estructura cristalina: 

Donde también se hace presente la simetría translacional primitiva sin ser 

alterna. A este grupo espacial lo llamamos PI F.  definido como 
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PlF=In(id,F,t„, 

Sistema mono elínieo 

En el sistema monoclínico existen dos redes espaciales. P y B (primer 

tipo) o C (segundo tipo). Como para este sistema se permiten las rotaciones 

de orden 2 se le pueden aplicar por lo tanto operaciones helicoidales y de 

deslizamiento (operaciones asímórfica.$), Para encontrar los 13 grupos 

espaciales del sistema monoclínico lo haremos aplicando operaciones 

sirnórticas y asimórficas según sea posible a cada grupo puntual de este 

sistema cristalino. 

Tanto algunos de los grupos espaciales del sistema monoclínico y 

otros grupos espaciales los continuaremos ejemplificando con materiales 

hipotéticos por dos razones. Primera, apenas estamos aprendiendo a obtener 

grupos espaciales y es necesario hacerlo con objetos simples para una buena 

asimilación de los conceptos. Segunda, La mayoría de los compuestos que 

adoptan forma cristalina por lo general tienen una composición o 

disposición espacial compleja, aunque conforme analicemos grupos 

espaciales más complejos necesariamente tendremos que analizar tales 

compuestos, 

Grupo puntual 2 
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1:-.:ste grupo puntual tiene tres grupos espaciales, El pninero de ellos o 

bien el tercer grupo espacial se obtiene localizando a un objeto de simetna 

monoclínica y que solo acepte dos operaciones de rotación de orden 2 

Considérese entonces a un elemento hipotético no metálico "I.." que formara 

cadenas L, y cristalizara de manera monoclinica cuya estructura fuera la 

siguiente: 

en la que no hay que pensar que los átomos en el centro están sobre las 

caras como fuera en una red tipo 13, sino que están casi en el centro de la 

celda unitaria. Usamos este ejemplo también para ilustrar que una estructura 

cristalina dada todos los átomos o grupos de átomos tienen que coincidir 

por fuerza con los puntos de la red espacial, de hecho las lineas punteadas 

en la figura representan los enlaces entre los átomos de L y no las lineas 

sólidas, aunque hay ocasiones en que si coinciden todos los átomos o grupos 

de ellos con todos los puntos de la red y también la lineas entre los puntos 

de la red con las direcciones de los enlaces como en los ejemplos del 

sistema triclinico. Vemos también que no se pueden aplicar planos de 

reflexión, solo ejes de rotación de orden 2. La estructura cristalina de este 

material se verla así: 
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Y así obtenemos el grupo espacial denominado P2 definido como: 

P2 = ( n( R1c  , tt, , tib 	, id )) 

Aunque no tenemos información sobre la existencia de este cristal ni 

idea de que patrón de difracción produciría creemos que es muy buen 

ejercicio plantear este tipo de estructuras hipotéticas. De hecho la búsqueda 

de materiales con estructura cuasicristalina surgió de plantear modelos 

hipotéticos de tales cristales, comenzó la búsqueda y no fué infructuosa, ya 

que ahora se conocen muchas aleaciones, por ejemplo, que presentan 

estructura cuasicristalina. 
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Ahora buscaremos un grupo espacial asimortico de este grupo 

puntual. Para ello pensemos en un objeto o matenal al que se le puedan 

aplicar operaciones helicoidales, es decir combinaciones de rotacion con 

translación y tenga la siguiente estructura: 

Este sistema acepta dos operaciones helicoidales sobre un eje paralelo al eje 

c. Cada una de estas operaciones rotará a la celda unitaria un ángulo de 

180° = 2w/2 y la transladará sobre la dirección del eje c la mitad de la altura 

de la celda Mediante translación primitiva en las otras dos direcciones es 

posible completar la estructura cristalina del material. Lo anterior da lugar al 

cuarto grupo espacial llamado P21 . Las operaciones helicoidales las 

podemos visualizar como se mostrará a continuación. pero antes es muy 

importante aclarar que las operaciones helicoidales se aplican sobre la celda 

unitaria y una vez hecho esto asignamos los correspondientes átomos o 

grupos de ellos según la estructura del material en cuestión. Explicamos esto 

porque la simetría translacional primitiva con respecto a sus átomos que 

presentan la mayoría de los materiales es alternada pero con respecto a los 

puntos y ejes que definen a la celda unitaria es translacional continua. Las 

operaciones se pueden entonces representar así: 
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= id 

  

y la definición de este grupo espacial es la siguiente: 

P21  = {n( sic 	, t±b  ,id 

El siguiente grupo espacial que se nos viene a la mente ahora es 

análogo al grupo espacial P2 pero con una red monoclinica B. Para 

obtenerlo pensemos ahora en un compuesto fónico de composición ML2  

con la siguiente estructura de celda unitaria : 
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O =1. anión 

• =M catión 

En esa celda unitaria también podemos observar que solamente se aceptan 

ejes de rotación, ningún otro elemento de simetría salvo la identidad se le 

puede aplicar. La estructura cristalina que produce la translación de esta 

celda unitaria es fácil de imaginar, dibujar o visualizar. De tal manera se 

obtiene el quinto grupo espacial llamado B2 y definido por el siguiente 

grupo de operaciones: 

92 = { Ric  , t t„tib  ,t ,$d)} 

y el equivalente grupo al rotar sobre el eje b (segundo tipo) es : 

C2= (n(Rib tt„ttb,tt„id)} 

Es muy importante tener presente que tanto el grupo espacial P2 

como el 132 o C2 son grupos espaciales simórficos. 

Grupo puntual  .5 

Ahora vamos a estudiar los grupos espaciales provenientes del grupo 

puntual 2 del sistema monoclinico. Los grupos espaciales de este grupo 
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puntual en encencia provienen de las operaciones simorticas y asimórfica.s 

de reflexión sobre un plano perpendicular al eje c. Estos grupos espaciales 

son los grupos espaciales sexto, séptimo, octavo y noveno de los 230 grupos 

espaciales ; y obviamente involucran tanto a la red P y B del sistema 

cnstalino monoclínico.  

El sexto grupo espacial es muy simple, solo consiste en las 

correspondientes operaciones de reflexión sobre un plano perpendicular al 

eje c en un objeto que tenga la simetría de la celda unitaria de la red 

espacial P del sistema monoclinico y luego transladar la celda unitaria un 

número "n" de veces en las direcciones de ±a, ±b y ±c. Este grupo 

espacial simórfico se conoce como el grupo PI que se defineMediante la 

ecuación : 

= n(Hi„ 	, t,b  , t„ , id)} 

El séptimo grupo espacial es un grupo que involucra operaciones de 

deslizamiento que para ilustradas mejor analizaremos más a fondo al 

séptimo grupo espacial de naturaleza asimórfica. Las operaciones de 

deslizamiento involucradas en este grupo espacial se llevan a cabo sobre un 

plano de reflexión perpendicular al eje b y junto con las operaciones de 

translación primitiva damos lugar a la estructura cristalina de este grupo 

espacial. 

Bien. consideremos a un material cuya celda unitaria sea la siguiente: 
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al aplicarle la operación de deslizamiento vertamos lo siguiente: 

  

P2b “ id 

    

y e) grupo espacial asimórfico queda definido asi: 

Pb= {n(qh .t„,t±„id)} 

El octavo grupo espacial es un grupo espacial simórtico similar al 

sexto grupo espacial salvo que en el octavo tratamos con una red espacial 

monoclinica 13 o C. Entonces las ecuaciones de este grupo espacial son: 
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132. 	n( 1/1„ t„ 	, id ) 

Y 

{n(Hib • t„ tit, , t„ , id )} 

El noveno grupo espacial y último del grupo puntual 5 es 

asimórfico y muy análogo al séptimo , pero sobre una red espacial B o C. 

Las ecuaciones del noveno grupo espacial son: 

13b= {n(pit, 3.,tu ,id)} 

Y 

Cb= (n(p,„tis  ,ti  ,id)) 

Grupo puntual  2 

Este grupo puntual del sistema cristalino monoclinico da lugar a los 

grupos espaciales del 10 al 15, De estos solo los grupos décimo y décimo 

segundo son grupos espaciales simórficos, los demás son asimórficos. La 

mecánica para obtener los grupos espaciales de este grupo puntual el la 

misma que para los dos anteriores. Como las operaciones de este grupo 

puntual son rotaciones impropias, es decir aplicar una rotación seguida de 

una reflexión, para obtener los respectivos grupos espaciales asimórficos al 

efectuar una rotación impropia esta consistirá en una rotación helicoidal 

seguida de una reflexión simple; una rotación simple seguida de una 

reflexión de deslizamiento o una rotación helicoidal seguida de una 

reflexión de deslizamiento. Entonces los grupos espaciales del décimo al 

decimoquinto son : 
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Décimo 	 P2 {n( S,„ 	, t_. ,id )} 

Decimoprimero 	P2, = { n( r,„ 11,, 	, id 	)} 

Decimosegundo 	B2= (n( 	,t„ ,t„ ,t„,id )} 

C 2 = { n( Sn, , t„ 	, t„ . id )} 

Decimotercero 	P2b = { n( 	, p,b  , t. , t , id) 

Decimocuarto 	P2, b = ( n( 	,p1„ , t , id ) } 

Decimoquinto 	B2b = {n( Ric 	>tia , tic ,id)) 

C2b= (n(Ro„R„t„ 
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Sistema ortorrómbico 

Para este sistema cristalino existen cuatro redes espaciales P,I, F. y 

C, A o 13. Como se muestran a continuación: 

ortorrómbico-p ortorrómbico-I 

ortorrómbico-F ortorrómbico-C 

ortorrómbico-A ortorrómbico-I3 

y para obtener los respectis os grupos espaciales lo haremos grupo por 

grupo puntual tal como lo hicimos para el sistema monoclinico. Para este 



sistema enstalino cuya simetria es menos restringida que la de los dos 

sistemas anteriores no presentaremos ejemplos e ilustraciones . El no dar 

ejemplos de materiales ya sea reales o hipotéticos para el sistema 

ortorrombico estriba tanto en la gran cantidad de grupos espaciales (68) que 

hay para este sistema cristalino; y porque que pensamos que de los siete 

sistemas cristalinos y sus respectivas redes espaciales pnr su geometria y 

simetría el sistema cristalino ortorrómbico es el más fácil de comprender y 

mentalmente de visualizar. Además a estas alturas va se han estudiado en 

detalle estructuras de grupos espaciales de los sistemas triclínico y 

monoclínico. De hecho en los sistemas tetragonal y cubico presentaremos 

ejemplos de algunos materiales "reales" que caen en determinados grupos 

espaciales de esos sistemas cristalinos. 

Grupo puntual  222 

El 16' grupo espacial es simórfico y muy fácil de comprender, se 

trata de una celda unitaria ortorrómbica primitiva que se rota sobre tres ejes 

C2  y se translada en las tres direcciones del espacio( y sus respectivos 

sentidos) para dar lugar a la estructura cristalina. Este grupo espacial se 

define como: 

P222 { n( 	R15  Ri„ 	tib  ti„ id )} 

El 17"°  grupo espacial es asimórfico y difiere del anterior en que se 

lleva a cabo una rotación helicoidal sobre el eje c. Este grupo espacial se 

define como 
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P222:  = (n( R,„ R:v  , 	t„ , tit„ id )) 

Los grupos espaciales 18"°  19"°  y 20' , también asimárficos 

se definen respectivamente así .  

P2.2,2= n( t,„ 	,R,„ 	. id 1} 

P1.1.2, = {n( r1  , 	, id )1 

0322, 	(n( 	, 	,t„ ,ttv  ,id )} 

Los grupos espaciales del 21"' al 23"" son simárficos y se define 

de la siguiente forma: 

0222= {n(121, 	t„ tib  tu  , id )} 

F222 = {n( 	, RI„t±„tib  ,ti„id )} 

1222 = (u( Rh, , Rib 	tt„ , t±t„ t ic  id )) 

El 24"° y ultimo grupo espacial del grupo puntual 222 del sistema 

ortorrómbico es de naturaleza asimórfica es igual que el grupo espacial 

número 19 salvo que este es para una red espacial 1, es decir : 

12; 2,21 = (n( ris  , r,b  , 	id )) 

12'7 



El lector se ha podido dar cuenta de que algunos grupos espaciales 

son equivalentes en sus operaciones que los conforman y definen salvo que 

son para otras redes espaciales de un mismo sistema cristalino. 

Grupo puntual  222 

Los grupos espaciales de este grupo puntual son: 

25" P2222 .{n(1-/h 	RI „t,„ , 	, t„ , id)} 

26"° P2c21 = (n( H,. ,p,„ rh , ti, ,tib  , id )} 

27' Pcc2 = (n( pie  ,p2c , 	tt, t*b , id )) 

28' P2a2= (n(HI „p1.,Iti , t ±b ,t ±, ,id 

29' Pca21  = {n( Pic ,A., Tic  tib >id)) 
30"° Pnc2 = (n( p,di  ,p1„Rie  , ti„tib ,d)) 

donde di  implica que la reflexión se lleva a cabo sobre 

un plano perpendicular a una diagonal en la celda unitaria. 

31"° PIn21 ={n(Hh ,pul, , 	, t„ , tib  ,id)} 

32" Pba2={n(pb ,ph ,Rh  , tic , id )} 

33'" Pna21  = (n( Pie, 'Pi. , Tic , t±t, ,id) }  
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341" Pnn2 {n( p,,: ,p42  , R,,, t„ ,t ,b  ,t„ , id )} 

35" C222 	Hib 	tia  ttb  tic  . id) ) 

361" C 2c2:  = {n( N,, . p,c  , z,c  , t„ ,t,b , id )} 

37"° Cce2= {n( A pzc,R,  t„,t,b , id )) 

38"0  A222= (n( H,„Hib 	, t„ , id)) 

39"0  Ab22 ={n(Pit,, 	, t ic  , id )} 

40"° A 5a2 (n( 1/1„ 	, 	, tib  , t„ , id)} 

41' Aba2= (n(pa,,pu , R„ tic  ,id)) 

42"° F222 = (n(H„ 	 , id)) 

43"0  F222 = 	, Rib  H2b 	F 

44"° 1222= (n(H,„llib  R,„ t„ , ti, , t„ , id)) 

49" Iba2 = («Pkb,Pia,Rie, ti, ,id)} 

46' t2a2={n(H, 1 r  D R .0 t±b I tic lid)} 
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Grupo puntual 222 

Los grupos espaciales de este grupo puntual son: 

47' 	P222 = (n( 	. Sk , t„ , tib , t„ , id)} 

ar Pnnn = (n( R, , pus , Rib 	,
IC ~ 	 ,id)} 

49°— Pcc2 {rif R 
	

112c 0P2d, Ric HIC t±i tib tie , 	} 

50'" Pban = {n( Rib , p,,, 	 1 Ifich • t , id)) 

51'" P22a = (n( rk , 	, 	,H1 , Rb , 	, tib , id)) 

52"0 Pnna = {n( Rwi • 	 .121„ pis id)} 

531" P2na = (n( 	, 	Ruja ,Nid2 Tu, pl„ ttb , t*, , )) 

54' 	Peca = {n( rk 	, Rk ,p,„ rl, , 	,t±„,k1)} 

55'" Pba2 = (n( rib 	, TI, ,ph , Rk 	, id)} 

56'" Pcen = (n( rk ,A„ rk ,Ac , 	, H, ,t tib ,id)) 

571" Pbc2 = (1 ( 	Tk Pk 9 Tic lite t±a id)) 
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58." Pnn2 	{n( rea, p:4, 	, R., , 11,, ,t , t , t ,. , id )} 

	

59"° P22n = (n( rl, , Hk ,r2, .112;  , Rlr H ia,  , t,.  , t 	id )) 

Pbcn = {n( rib ,p1b 	, Ar 	ffw, ,tto , id )} 

6I"° Pbca = {n( rib Pib  , ric 'pu  , Ti,  , Pl,  , id )} 

62"° Pn2a= {n( rib 	 Pid id ) 

631" C2c2 = {n(Ri„ 	Ric  , pi„ 	Hk  t„ ttb  , id )} 

64'0  C2ca= {n(Ab  ,111„Rib  ,pk 	, 	, b ,id)) 

65"° C222= {n( , Sib  Sk  tus  ttb  t„ , id)) 

66."° Ccc2= 1n(R.cPie, R. -24, RIc H-t te t 	tic •"" 

671" C22a = {n( ri„ Hl, , 	lik 	, tib  , id)} 

68'" Ccca={n(Tlc ,Hlc ,Rlc 	, TV , pm , tib , id )) 

69"° F222= {n(Sis  , Sib  Sic  , 	ttb  t„ id)) 

70"° Fddd =IR 	R #, Id, 	Pr-idb Ri„pldi 	tib  , t„ , 	) 

7I."° 1222= {n( 	, Sib  Sk 	ttb  t„ id)) 
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72' Iba2 = (n( Tu, , pib 	, Rk  hrt, . 	, id) ) 

73" Ibca = (n( rib 	, Ti„ pi„ ri, , p ,id)} 

74'" I22a = (n( 	Hi„ Ri ,HIN . 	, 	, t ib  , id)} 
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§~3elaMil 

Para este sistema cristalino hay siete grupos puntuales y dos redes de 

Bravais. P e 1. Combinando estos siete grupos puntuales cantas dos redes 

de Bravais y tomando en cuenta a las operaciones asimórficas, encontramos 

que hay 68 grupos espaciales tetragonales. 

arm,0112491 4 

Para este grupo puntual sus grupos espaciales son: 

7?» P4=(Re. 

76' P41  = 	,tu„tib ,id) 

77'w  Pila 	rh, tilo  id ) 

P43  = sis  , ti. , tu ,id ) 

79"° 14 =(Rk ,to ,tib,ttoid) 

80"°  I41  = rk  , ti, , 	, id ) 

Grtio_a—LIntu 4 

Este grupo puntual solo time los dos siguientes grupos espaciales. 



er° P4 = (Sic , 	ttb 	, id ) 

82' 	I4 = ( S,„ tu 	, t„ , id) 

Grupo puntual  4714 

Los grupos espaciales de ate grupo puntual son: 

SY" 	( n( Ric  , 	t*„ tit„ t„ ,id)) 

84"°  P4; = (11( fie sir , 	tte +id)} 

SY" P. = ( n(flic  , Ad.  , 	to  tft  ,id)) 

86"°  P42,, = 	, rito Ag. tte 	)) 

ar° 	( n(Ric 	, t. , ttb 	, id )) 

Sr° 	= ( n( r,„" , ttb  ,id)) 

Grupo puntual  422 

Los grupos espaciales de este grupo puntual son: 

890Y0  P422 = ( n( Ric  , 	, 	, 	tit, ti„ id )} 

90' P421 2 = ( n( 	, Ro, ttb , 	id )} 



91•"° P4,22= ( 	fi; 	, Rib  , 	, 	, id )} 

92"0  P41 21 2, = ( n(T., zia  , r id )} 

93"° P42  22 = ( r,„ r2„ 	, ti, , ttb  , id)) 

94"° P42 2,2 = ( n( ric  , r2„ 	, Rib  tib  , id)) 

95"° P43 22 = ( 	ric  , r2, r3, , RI, , 	, ti, , t±3  , id )} 

96"° P43212 = ( n( 	, 	, r3, , 	, Rib  tib  , id)) 

97"0  1422= ( n( /tic 	tto  tib  , 	,id)} 

98"° 14122 = ( 	, R,, 	, 	, 	, id)} 

Grupo puntual  45.5 

Los grupos espaciales de este grupo puntual son: 

99'" P422-  = n(R,„ HI, , 	, tia  tib , 'id)} 

100.—  P4b2= (n(R1„Hi, 	, ti. , tic  ,id )) 

101.- P42 	= ( n( fic 	, 	,pie ,t,„,,tib  I id )) 



102.- P42 n2 = ( 	r2„If,„p14.  ,t„ 	, id )) 

103. - P4cc = ( n( R,„ 	,pu  , t„ t„ , id )) 

104.- P4nc = n( Ric 	 ttb vid)} 

105,- P425c = ( n( 	, 	, 	, t„ , ttb  , id )) 

106.- P42  bc = (n( rk , r2„pib 	,t„ , id )) 

107.- 1E455= { n(itu  , Hit  , Hib  tia  , ttb  , 	, id )) 

108.- 14c5= { n(A„A„ii,b ,t„,t,b ,id)} 

109.- 142 2d = {n( 	,Hit 	.ta .táb  ,id )} 

110.- 141cd = {n( rk 	, 	, to„ id )} 

Grupo puntual  422 

111.- P424= ( n(81, , 	, 	, ttb  , 	, id )) 

112.- P42c = (n( 	Rib 	, 	, tib  , id )) 

113.- P421 4= ( n(Si„ 	, 11,„ tu  , tic , id )) 

114.- P42 = 01( Sic. rtb 	, t ±. 



115.- P452 ={n( Sic  , Hib , 	, t,„ 	, 	, id )} 

116.- P4c2 = n( 	,p,„ ft,„ 	,id )) 

117,- P4b2 ={n( 	,p,, 	tt. ti„ id )} 

118.- P4c2 ={n(Sk 	,Rk  , ti. , tib  , 	id)} 

119.- 1422 =(n( 	, 	,t±„tib ,t,, id)) 

120.- 14c2 = { n( 	,pic , /21„ 	,tib  , id )) 

121.- 1421= n( 	, 	,1/1„ t„ , tib  , tic  ,id 

122.- 142d = { n(Sic  ,Rn, 	, ti. , to„ tic  ,id)} 

Grupo puntual  422 

123.- P422 = {n( SI „Sib  , 	tib ti„ ) 

124.- P4cc = (n( Sic 	R2c P2c tl* tity 	) ) 

125,- P4.b2= (n(11, Ad, 'Ab  'Ab I Rie 	 id)) 

126.- P4i,2„c = (n( R1, 	,Rtb 'Ab 	ttc  ,id )) 



127.- P4b2 = (n( 	'tlb ,p,,,  Sr.  ,t „.t„, id )) 

128.- P4 	= {ti( Rt, , 	, 	. 	Rt, , 	,t 

129.- P4„22 = (n( R1, 	 li f 	,t„ ,id )) 

130,— P4„ cc = {n(R„ ,11„ • Tib ,p,b . R,„p,„tt „id)} 

131.— P42  2c = (n( r,„ , 1/,, , r2c , I12, 	,R,, , pie  t. , 	id)) 

132.— P42 c2 = (n( 	ru,112. 	,Ab 	,t±biid)) 

133.— P42„bc = (n( r,, , Hui  r2„ 1/2d, Rib Ab Ad ,Pie id)) 

134.— P4,„ n2 = (11( rie 1114, r2C H2d, RUI 	$ 	›Pic t ±i I b 	) ) 

135.— P42 bc= (n( 	, ru ,H21 ,rib ,Ab 	p,„ tt, ,id)) 

136.— P42  n2 = (n( r,. 	,H2c 	 t±, , id)) 

137.— P42.2c= (n( r,„ 	r2„ 112d, , 	, Hib  , 	,p„ 

138.— P42„ c2 = (n( Tic Hld, , r2„ H2di  r„ , /1„ Rtb  , H,b  , tt„ ttb  , id )) 

139.— 1422 = (n( 	,Sib  , 	, t„ , t±t, , t„,id)) 

140.- 14c2= {n( tic Ii",, Ri, , p,„ Rn, 'Mb  , 	, 	, id ) ) 



141.- 14 2,2d= (n( 	1I,, r,„ 	„ 	, 	R,„ Ad.  , t„ t±t, , id)) 

142.- 14 2,cd = (n( 	,Hk  r2, 	, Hic )4. ,Ad th ttt, , id)} 



Sistema Trigonal 

Como se vio anteriormente algunos sistemas trigonales se pueden 

describir por medio de un celda romboédrica Para este sistema cristalino 

hay dos redes de Bravais, la primitiva y la romboédrica denotadas como P y 

R respectivamente. También hay cinco grupos puntuales que nos llevan a 

35 grupos espaciales trigonales. 

Grupo puntual  3 

Los grupos espaciales de este grupo puntual son: 

143.- P3 = ( n(Ric  , 	, 	, 	,id)) 

144.- P31  = ( o( tic  , 	, ít, i ld )) 

145.- P32  = ( n( 	, s2„ tts  to, ,id )) 

146.- R3 = in( RI „ ti, , 	tic  ,id)) 

Grupo puntual  3 

147.- P3 =(n(Rtc ,Hic ,tr, ,ttb,tt„id )}  

148.- R3 = (n( Ri„ lf,„ ti. , tib  ti„ id )) 



Grupo puntual 32 

149.- P312 = { n( R I„ Rik ,t t, 	, t t„ id )) 

150.- P321= n( Ric , R1, , t t, ,t tt, , „ , id )) 

151.- P3,12 = {n( ri„Rw ,tts 	, id )} 

152.- P31 21 = (n(r,~ , R„ .t t,,t*b ,id )}  

153.- P32 12= (n( vi„rºc 	 , tib ,id)) 

154.- P32 21= n( r,C , r2„ /2 2, , t i, , t tb ,id 

155.- R32 = (n(RI„R„,, t„ t , t t, ,id )) 

Grupo puntual 32 

156.- P321= (n(A„ 	, , tib , t±„id)} 

157.- P312 = (n(R,„ 	, ,t tt„ t„ ,id )) 

158.- P3c1 = (n( 	,p1, tib 	id )) 

159.- P31c = 	 ti., 	, id 
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160.- R32 = ( n( R, 	, 	, t±, , 	,'d)} 

161.- R3c ( n( 	,t „ ,t ± „ id )) 

Grupo puntual  32 

162.- P312 = ( n( 	ff,„ Rib 	t„ tib  , tu  , id )) 

163.- P31c = ( n( 	H,„ 	," , 	ti, , id )) 

164.- P321 = ( n( 111„11,„ b Ha, , tu  t , , id )} 

165.- P3c1 = ( n( 	H1„ 11b  ,P1s  tib  , 	, id )) 

166.- P32 = (n( RI„ 1„ 	, 	tib t , id )) 

167.- P3c = (n( /11, , Hl, , 	, p1„ti,,tic  , id )1 
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Sistema hexagonal 

Los sistemas espaciales hexagonales son muy similares a los 

tetragonales. Para este sistema cristalino solo existe la red P. También tiene 

siete grupos puntuales y como consecuencia de ello 27 grupos espaciales. 

Grupo puntual  6 

168.— P6= (n(R14 ,t3,4 ,til  ,tt„ ,id)) 

169.— P61  = (n(r,C ,tt,,ttb ,id )}  

170.— P63  = (n( 	r2„ rk  r„ , r34  , 	, ttb  , id )} 

171.— P62  = (n( ri„ 	te tib 	)) 

172.— P64  = (n( 	r24 , r3, r44  , tt„to  , id )} 

173.— P63  = (n( Tic , r2„ r34  , 	, ttb  , id )} 

Grupo puntual 

174.- P6= (n( 	, tb te 'id)} 



Grupo puntual  66 6 

175.- P6 (n( ft,„ lf t i, ,ti ,, , t„ , id )) 

176,- P63  ={n( 	r2„ 	,1/:„ t„ , ttb  , id )} 

Grupo 	622 

177.- P622 = {n( Ric  , Rib A„t±, , t±b  , t„ , id )} 

	

178,- P61 22= (n( Ti,, 	, 	tu 	, t i„ id )) 

179.- P63 22 = (n( 	, r2„ r3, , r1e  , r3, Ib R1. , tia tb ,id )) 

180.- P62 22 = (n( r
lº r2„ Rib 9. , ti, , tib  , id )) 

181.- P6,22= (n( sic  r2„ rae , 	, 	, ti, ,t,„ ,id)) 

182.- P63 22= (n( 	r2„ r3, 	 ,id )) 

gnantItual 622 

183.- P622 = { n( 	, tt, , ttb  ti, ,id)) 

184.- P6cc = (n( 	 ttb 	)) 
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185.- P63 c5. = ( n( 	r, ,p,„ R, . tt, 	, id )) 

186.- P6:  5.c = ( n( 	r2, , Rib  , pi, .t ib , id)) 

Grupo puntual  622 

187.- P652 = ( n(A„ H,„ Hib  , 	, 	tib  tte  , id)) 

188.- P6c2  = (n( Ric 	Rlb 	ttb tic cid )} 

189.- P625 = ( n(//, , Hl , , 	, 	,t„ , tib  , ti „ id )) 

190.- P62c = { n( 	Hui 	tte titt 	)} 

Grupo puntual 622 

191.- P622={n(R, Ni„ Rib  ,Hi „Rt„ ff 1 „t„ ,ttb  ,t„ ,id )} 

192.- P6cc = ( n( R1, , 	, 	,p,b  , 	4111 , 	id )) 

193.- P6,c2= {n( 	T fle 	2c 1 ; IRIc 	,RIc Hl§ tia ' lit, lid)} 

194.- P63 2c={n( 	r2,, ,R,b ,H,,,R,,,p,„ta  ,ttb  ,id)) 
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Sistema cúbico 

En el sistema cristalino cúbico existen tres redes de 13mvais, P, F, e 1, 

y cinco grupos puntuales quienes combinados con los elementos asimórticos 

se obtienen 36 grupos espaciales cúbicos. 

Grupo puntual  23 

195.- P23 = { n( Ri„ 	, t„ ,tib  , t tc , id )} 

196.- 123= (n( Ric ,Riptis 	,t±„id )) 

197.- F23 = { n( RI„ 	, 	tib  , tic  , id )} 

198.- P21 3= { n( 	, 	, tib  , id )} 

199.- 12,3 = (n( 	,R11 	, ttb  ,id )) 

Grupo puntual  23 

200.- P23 = ( n( 11, H1 , 	, H1 , , 	, ti, , t, id )) 

201.- Pn3=(n(R1a ,N,Ru ,Iiii ,tis ,tib ,t„,id)) 

202.- F23= (n( 	Mit  R1 , , 1f , t ,ttb  ,t„ , id )) 
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203.- F2t  3 = (n( R,„Ads  Ric  , 	,t,b  , id ) ) 

204.- 123 = (n( R,„ 	R11 ,111  ,t„ ,t it, ,t „ , )) 

205.- Pa3= {n( ri„p,„ R1, , 	, t„ , t„, , id )} 

206.- 1a3= {n( r,t ,p1 , Hl, ,t, , ttb  , id )} 

Grupo puntual  432 

207.- P432= {n(R,„ R„ b 	, tib  , tt„ id )} 

, 	208.- P42 32 = {n( ric  r2„/21, ," 	tib  , id )} 

209.- F432= {n( R,„ R,, , Rib  , 	tib  t*„ id )} 

210.- F4,32= (n( r,„/11  Rib  , 	, ttb  , id )) 

211.- 1432 = (n( 	, Rn  , 	tib 	, id )) 

212.- P43 32= (n( „ 	, 	,R22 , 	, th  tib  , id )} 

213.- P4,32= {n( ric  R1, ./1„ , tu, , ttb  , id )} 

214.- I4,32= (n( rIc  R„ Rib  ti„ 	, id )) 
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Grupo puntual  432 

215.— P435 = ( n( 	e $ 	$ tia ttb ttc id)) 

216.— F435 = ( n( 	, H,„ 	, 	tib 	, id )) 

217,— 1435 = ( n(Rie 	Hib  , ti, , tib  , 	, id)) 

218.— P43n = ( n(Ric  , 	, Rii  , pub  , 	, tib 	, id)) 

219.— F43c = ( n( /2,„ 	,p,„ 	, tib  , id)) 

220.— 143d = ( n( Ric  ,His  , 	tib  id)} 

Grupo puntual  432 

221.— P432 = (n( RI„ 	, 	, 	 ib  tic  , id )) 

222.— P4.3n = ( «Ric Hld. $R11 $H1I 'Ab 	ti, 	ttc  vid» 

223.— P43n = ( n(Rk  ,./11„ 	, Rib  „csd. 	, tit„ „ ,id)) 

224.— P4.32 = (n(Ric 	J'II  'Ab ," 	,tib i„ id)) 

225.— F432 = ( n( Ric 	, 	Ha, 	tib 	, id )} 
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226.- F43c = ( n( 12k  11„ R::  , lin  , Rib  ,pi„ t„ , t„, , id )) 

227.— F4d32 = n( Ric  , Ad,  R„ , 	, 	, 	t„ tib 	, id)) 

228.— F4d  3c = { n( R,„ 	, 	, 	, 	,p,b  , tx. t„ , id)) 

229.- 1432 = { n( RI„ 	R.,:  ,1111  , 	, 	 , id )} 

230.— la3d 	n( 	, 	Rk , 11k , Rib 	, tib tt„ id)} 
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Conclusiones 



Una vez terminado este trabajo solo nos resta pensar en sus 

implicaciones y aplicaciones, así como hacer un recuento del mismo. 

Se han expuesto y analizado algunos conceptos del álgebra 

geométrica, las operaciones de simetría desde sus fundamentos así como el 

concepto de simetría. Se ha hecho una conjunción de las operaciones de 

simetría con el álgebra geométrica Y lo más importante, se ha dado una 

aplicación de tal conjunción de conceptos a una rama clásica del estudio de 

la teoría del estado sólido. Esta aplicación resulta ser nueva, es decir una 

contribución al conocimiento, lo que es el objetivo primordial de realizar 

una tesis. 

Lo realizado en esta tesis abre el camino hacia la aplicación del 

álgebra geométrica el estudio de otras ramas del estudio de la teoría del 

estado sólido, dado que comienza desde el establecimiento de los primeros 

fundamentos de lo que es esta ciencia nueva, como puede ser el estudio de 

superconductores y cuasieristales por solo citar algunos ejemplos. 

Las álgebras de Clifford a las cuales pertenece dicha álgebra 

geométrica tienen una aplicación casi ilimitada como se mencionó al 

principio. Actualmente se realizan congresos internacionales sobre esta 

materia donde acuden científicos del más alto nivel y se tratan los más 

diversos tópicos de aplicación de estas álgebras. También existen muchos 

artículos internacionales respecto a la aplicación de la álgebras de Clifford, 
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incluso nuestra Facultad tiene el orgullo de publicar una revista 

internacional sobre los avances en las aplicaciones de tales álgebras. 

Regresando al punto central de esta tesis podemos decir que la 

aplicación del álgebra geométrica a la cristalografia simplifica en gran 

medida el estudio de la cristalografia en comparación con su método clásico 

de estudio. Por ejemplo, una simplificación es usar operadores en lugar de 

las clásicas matrices. 

Además en esta tesis se han presentado absolutamente todos los 

grupos espaciales con sus respectivas operaciones de simetría y siempre con 

una exposición detallada con un lenguaje simple de los conceptos, lo que no 

hemos visto en los textos clásicos de este tema. También hemos hecho un 

énfasis especial en la representación gráfica de la mayoría de los conceptos 

presentados como es el caso de las operaciones de simetría y su significado 

fisico, el desarrollo de algunos grupos puntuales y espaciales; así como 

conceptos de celda unitaria, malla, y estructura cristalina Todo esto ha sido 

con el fin de una buena y clara asimilación de los conceptos dado que los 

seres humanos somos seres muy "visuales". 

En esta tesis siempre se tienen presentes los nuevos avances de 

la cristalografia y sus aplicaciones como es el caso de los cuasicristales sin 

pasar por alto los avances en la álgebras de Clifford aplicadas, ya que 

siempre los avances de esta tesis han sido supervisados por personas del 

más alto nivel en la materia. 
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Para terminar creemos que de esta tesis se pueden explotar 

muchas cosas, para incrementar el campo de estudio de la cristalografia, 
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