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Introducción. 

La necesidad de predecir la ocurrencia de eventos cuyas magnitudes presentan 

gran variabilidad, dio pie a un nuevo desarrollo dentro de la probabilidad, 

conocido como: "Teoría de Riesgo". 

Dicha teoría ha tenido una gran aplicación en el campo de los seguros debido a 

las desviaciones de los valores esperados con respecto a los valores reales cuando 

se hacen predicciones acerca de la siniestralidad, del monto de reclamación 

agregada, del capital mínimo de garantía, etc. En la mayoría de los casos estas 

desviaciones son causadas por una inadecuada estimación, ya que las variables 

aleatorias que intervienen en cualquier proceso estocástico que se intenta 

describir son reemplazadas por simples promedios. 

En este trabajo se presenta un panorama de la aplicación de la teoría de riesgo en 

el campo de los seguros, donde se pretende resolver uno de los problemas más 

comunes al que la técnica actuarial tiene que enfrentarse: "La estimación de los 
montos reclamados por ocurrencia de siniestros". Para cumplir con éste objetivo 

fue necesario investigar y desarrollar desde conceptos básicos, hasta aquellos más 

complejos, de los cuales algunos fueron analizados dentro de las materias de 

probabilidad y estadlstica en nuestro paso por la facultad de ciencias y otros son 

completamente nuevos, por tal motivo esta tesis puede ser útil a todos aquellos 



que deseen aprender o recordar conceptos importantes de la probabilidad y la 

estadística 

En el capítulo I, "Conceptos de límite", se presentan herramientas tales como lo 

son las definiciones y teoremas de convergencia, la función característica, el tema 

de Borel•Cantelli y la desigualdad de Tchebyshev, necesarias para comprender 

las técnicas de aproximación *sintética del capitulo 3. 

En el capítulo 2, "Conceptos básicos y aplicaciones", se proporciona una amplia 

explicación acerca de sumas de variables aleatorias y sumas aleatorias de variables 

aleatorias, utilizando los momentos y cumulantes como medidas descriptivas de 

las mismas. Se establece la relación entre los momentos y los cumulantes, 

analizando las ventajas de trabajar con estos últimos, se introduce el concepto de 

cumularte estandarizado y su orden de convergencia, indispensable para el 

desarrollo de las expansiones en serie de Edgeworth del capitulo 3. Para finalizar 

este capítulo se proponen técnicas a través del proceso poisson compuesto pua 

calcular la reclamación agregada en una cartera de seguros, presentando como 

inconvenientes, los sesgos en los resultados obtenidos, razón por la que se 

recomienda utilizar otros métodos para calcular dicha reclamación agregada, tales 

como lu técnicas &sintéticas presentadas en el capítulo 3. 

Para concluir, en el capitulo 3 se analizan y comparan lu técnicas de 

aproximación uintótica, como la ley de los grandes números, el teorema del 

limite central y la expansión en sales de Edgeworth, detnostrando que esta última 

presenta menos desviaciones que las otras dos, ya que por ser una expresión 

formada por potencias de distribuciones normales estandarizadas, corrige loa 

errores de una simple normal estándar. Adicionalmente para los fines de este 

trabajo, se utilizó la inversión de Comish-Fisher, misma que se aplica a las 

expansiones en series de Edgeworth, haciendo posible el cálculo de los cuentan 

de una probabilidad. Para concretar la idea principal de este trabajo se desarrolló 

ti 



un ejemplo práctico tomado de los problemas frecuentes de una compañía de 

seguros, con el fin de probar la estrecha relación entre los seguros y la teoría de la 

probabilidad y estadística. 



Capítulo 1 

Conceptos de Límite. 

1
1 

	 1.1 Convergencia. 
Uno de los conceptos nada usados en estadística es el de Mente. Ejemplo' de 
ello se pueden encontrar en la propiedad de consistencia de los estimadores; 
en la distribución ui~ de los estimadores máximo verosímiles e incluso 
en la elección del taniaho de una muestra que satisfaga ciertos compromisos 
de precisión y confianza. En la estadística, son de interés dos tipos de 
'pro:á:aciones, entre variable* aleatorias y entre funciones de distribución. 
En esta sección se revisarán lag definiciones de estos tipos de convergencia 
y sus relaciones, que servirán como base para loe teoremas de convergencia 
que se tratarán en este trabajo. 

1.1.1 Convergencia Casi Segura, en Probabilidad, ea 
L'inedia y ea Dhtribucida. 

Suplique que (y. : n E N) ce una sucesión de variables aleatorias in-
dependientes (v.a.i.) con distribución geraealli con parámetro O, y sea 

= 	+ Ya + + YR, entonces 

"Sa = k) = (7)0(1 — 1)"-4  para toda E , 	(1.1.1) 

donde es un conjunto de índices para k = 1... n. 



Debe notarse que cuando n es grande el cálculo se vuelve complicado, por tal 
razón es factible preguntarse si para estos casos ( 1.1.1) puede aproximarse 
a (Pk k E N} que sea más fácil de calcular, es decir, se desea conocer 

him P(Sn = k) = P5 para toda k E N. 
/1-•00 

Por otro lado se considera ahora a X,, 1S,, para toda n E N donde, 

E(Xn ) = E (II) = lE (EY) = 8 
11 	n 	i=1 

lo que significa que Xn es un estimador insesgado de O, pero no se sabe qué 
tanto se parece a O. Como la varianza de X,,, es 

Var(X„) = — 1 
Var(S„)= 

9(1 — O) 
 ra2 

se sigue que Var(X„) O cuando n oo, en este caso se tiene que 

	

umG E(X„-0)r= 0. 	 (1.1.3) 

Intuitivamente (1.1,3) establece que X„ se parece cada vez más a O a medida 
que n crece; pero no se puede decir con seguridad que en el limite lleguen 
a ser iguales, es decir, que lim„... X„ = 8. (Ver figura 1.1.1) 
Por otro lado, si e E R+, puede calcularse 

	

MIX» 01 e)) 	 (1.1.4) 

si esta probabilidad se hace pequeña a medida que n crece. podría decirse 
que Xn se acerca a O si n crece, lo cual provocaría en algún sentido que 

lim 	= 8. 	 (1.1.5) 

De esta forma ( 1.1.3) y ( 1,1.4) parecen dos formas de decir lo mismo, 

pero no se conoce cual es la mejor o si son equivalentes a ( 1.1.5). 

(1.1.2) 
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A continuación se enunciarán una serie de resultados y definiciones que son 
ampliamente conocidos en la literatura de probabilidad, 

Recordando que (Y.; n E N) es una sucesión de variables aleatorias definidas 
sobre (11, Y, P) y Y otra variable aleatoria definida sobre el mismo espacio, 
se tiene la siguiente definición. 

Definición 1.1.1 (Convergencia Puntual.) El 	Y„ =Y en fi si 
para toda e E R+ y w En existe n„,„, E N tal que 

1Y,,(w) — Y (to), < e para toda n > 

denotándolo por Y,, --I Y en 1 

Si 	no depende de w, se dice que l', converge uniformemente a Y en 11 
denotándolo por Y„ • Y en 11. Además si Y,, lit Y en fl entonces Y, --+ Y 
en O. 

Si en ( 1.1.4) se tiene que para toda E E R+ 

-- 01 el 	O si n -4 00, 	 (1.1.6) 

esto podría implicar que X„, 	en D. Si An  = {w E 	1X„(w) 01 e), 
la expresión anterior puede escribirse como hm., P(A,,) = O, sal que lo 
que establece (1.1.6) es que la probabilidad de que X„(w) difiera de 8 en 
más de e se acerca a cero si n crece, pero puede ocurrir que para n grande 
X„ y O difieran en mía de e. Por lo tanto la convergencia en ( 1.1.6) es más 
débil que la convergencia puntual y que la uniforme en fi lo que motiva a 
pensar en algún otro tipo de convergencia que de alguna forma refleje más 
fuersa en el modo de acercarse el límite. Si se toma el siguiente conjunto 

E,, = Itv E fi : lim Xn(w) = X(w)} 

y se obtiene que P(9,) = 1, esto necesariamente reflejaría una condición 
de convergencia mucho más fuerte a la expresada en ( 1.1.6), ya que no 
se habla de que en el limite el conjunto de las &e que hacen que X„(w) 
se aleje de X(w) tiene probabilida cero, sino que se habla de la medida 

3 



del conjunto de las tr's para las cuales existe la convergencia de la variable 
Xn(w) a X(w). 

Además de lo anterior. también puede ocurrir, como en cálculo, que la 
sucesión, (que en este caso es de v.a.), X„ no converja a 8 para algún 
w E 9: por ejemplo. supóngase que u' E es tal que Xn(w) = 1 para toda 
nE Ny que E (0. 11. 

Definición 1.1.2 (Convergencia Casi Segura) Sea (Y,, n E N) y Y 
variables aleatorias definidas en (fi, , P), entonces, se dice que Y„ converge 
casi seguramente, (o con probabilidad 1) a Y si existe A E Y nulo (i.e. 
P(A) = 0) tal que Yn(te) -4 Y(w) para toda w E ie y se denota por 
Y„ 1-4 Y. Esto es equivalente a decir que 

P(w E tIqLucto  Y„(w) = Y(w))=1. 

Si A = fi, se tiene convergencia puntual. 

Definición 1.1.3 (Convergencia en Probabilidad.) Sea (Y,,) y Y vari- 
ables aleatorias definidas en 	P); entonces,se dice que Y. converge en 
probabilidad a Y si 

Plto E ft : IY„(to) Y(w)1 > e) = O para toda e E 	, 

y se denota por V,, -E> Y. 

Definición 1.1.4 (Convergencia en R-media) Sea (n) y Y variables 
aleatorias definidas en (fi, Y, P); entonces, se dice que Y„ converge en r• 
media e Y si 

- Y1') = O, r > 1. 

y se denota por 2, Y. 



En esta definición se está suponiendo implícitamente que E(11;,19 < ere 
para toda nENy E(111) < oc. 

Definición 1.1.5 (Convergencia en Distribución.) Sea (};n ) y Y vari-
ables aleatorias definidas en (9..F,P); entonces, si {F,} y F son las fun- 
ciones de distribución, de Irn ) y Y respectivamente, se dice que 	converge. 
en distribución o débilmente a Y si 

= F(y) 

para toda y punto de continuidad de F, denotóndose como Y„ 4 Y. 

Debido a que puede definirse la función de distribución sin necesidad de 
hablar de variables aleatorias, la definición anterior puede darse en términos 
de {n} y de F, en cuyo caso se dirá que la sucesión {F,J converge 
débilmente a F, y se denota como -1 F. 

Las relaciones entre estos tipos de convergencia son las que se enuncian en 
el siguiente Teorema. 

Teorema 1.1.1 La convergencia puntual implica la convergencia casi se-
gura y la convergencia en r-media; de la convergencia casi segun se sigue 
la convergencia en probabilidad; la convergencia en r-media implica conver-
gencia en probabilidad y la convergencia en probabilidad implica la conver-
gencia en distribución. 

Otra caracterización de convergencia casi segura es: 

Lema 1.1.1 

X„ 54 X si y sólo si hm P[w E fi IX„,(w)—X(tv)I < e para toda m > nJ =1 

para toda e E R+ 

5 



Demostración. 

Sea C = 	E S1 : 	X„ (w)= xoen y para cada e E R+  y 
n, k E N, definase a 

A„,, = (w E SI : IX„,(w) — X(w)1 < e para toda rn n} 

B„), = fw E fl : PC",(w) — X(tv)I < para toda m > n}, 

entonces 
lim U An,« = n u 1301,4  = C, 

	(1.1.7) 
TheN 	*EN nEN 

como 	C 	para toda n E N y P es continua, se sigue que 

P(C) =p(n uB„,„)= bm sli.n1P(B,,,k) 	(1.1.8) 
so< ,,EN 

P(C) < P (1.) BO) P (u dthir) = lía P (A'14 ).  
NEN 	 Neti 

(1.1.9) 

Si X»  14 X entonces P(C) =1 y ( 1.1,8) implica que, 

.111. 	) 1 
• 

para toda e E R. Análogamente, si 	P(A„,,)= 1 para toda e ER+ 
( 1.1.7) y ( 1.1.9) implican que P(C) = 1 estableciendo así la equivalencia. 

o 

Para aclarar las definiciones de convergencia citadas anteriormente y el 
Teorema 1.1.1 se procederá a dar algunos ejemplos. 

Ejemplo 1./.1 

Sea n = (un, w2, w3, w1}, F = 2°, "NO) = t para  toda j E .74. 

6 



Definase a {n} y a Y de la siguiente fornut. 

Y„(tei ) = Y,(w2) Y(w3) = Y(w4) = 1 

}ñ(w3) = Yn(w4) = nu'i) = Y(w2) = O 

para toda n E N 

Si {Fn ; n E N} y F son las funciones de distribución correspondientes, se 
puede ver que 

O si Y < O 
F(y = Fri(Y)= t si O < Y < 1 

1 si Y > 1 

Por lo que F(x) = F„ (x). Sin embargo 1}11(w) — Y( w)1 = 1 para toda w E II, 
entonces P(w E fi : In(w) - Y(w)I > e} = 1, por lo tanto Yn  no converge 
en probabilidad ni casi seguramente. Esto quiere decir que convergencia en 
distribución no implica convergencia en probabilidad ni casi segura. 

Además 
E(1Y, — Y1") = 1 para toda r E N, 

por lo que puede decirse que Yn  no converge en r-media a Y. 

Ejemplo 1.1.2 

Sea X •••• BIli(1/2), entonces Y = 1 — X N Blli(1/2). Si Xn  = X para 
toda n E N se cumple que X,, -. Y, pero 1X,, — YI = 1 para toda 
n E N esto Implica que P[1X,, — Y1 	= 1 para toda e E (0,1) y 
entonces X, no converge en probabilidad a Y. También aquí se observa 
que convergencia en distribución no implica convergencia en probabilidad. 

Ejempk 1.1.9 

Sea (Xn;n E N) una sucesión de de v.a.i. con distribución Bernoulli con 
PCX„ = 1) = k para toda n E N. 



Como P[X„ 0) = entonces 

P[X,, 01 = 

Y 

Por lo tanto 
PIIXn1 	=0. 

X,, 4 o. 

Por otro lado sea e E (0, 1) y definase 

Box = (tu E fi : IX„,(tu)¡ < e Vm n} para toda n E N 

Momee 

PI[X,.1 < e, n m MI 

pues P es continua. Lo que implica que 

y por independencia 

P(Am) fina (1— 1) — 1  ) 	— 

(tt y ) «+1) (V) 

lo que implica que X„ no converge casi seguramente a cero, pero X. 4 0, 
pues 

1 E(IX,,I)= 0. P(X. = O) + 1 • P(X. = 1) = — 
n 

lo que implica que lim„-..E[IXi'l = 0, para toda n, r E N. 

8 



De aquí que convergencia en probabilidad no implica convergencia casi 
segura. También se puede ver que convergencia en r-media no implica 
convergencia casi segura. 

Ejemplo 1.1.4 

Sea (fi. f. P) = ((0,1), 00.1). )4(o,ii) y sea {X„ : n E N} la sucesión definida 
Por 

X: = 10,k) 

X3 = 

Xi 10.11 

Con Nem = loa borelianos en (0,1) y 
los intervalos (0,1). 
Puede observarse que E[IX„I') -4 0 
converge casi seguramente a 0. 	• 

X3 =10,q, 

X4  = 
X5 = 

A(0,11 = la medida de Lebegue sobre 

por lo tanto X,, -P4 O, peto X. no 

Ejemplo 1.1.5 

Sea (11,7,P) como el ejemplo anterior, y dednase a Xo = 
n E N entonces 

={v CO: 	< e) v= (ut E 

y como A. c 	para toda n E N se sigue que 

Jim P(A.) = P (lim .44,) 

P(fl) =1 para toda e E a+, 

por lo que 14 O. Pero E(Z) = 19 =1 para toda nENy entonces X,. no converge en media a cero. Por tanto convergencia casi segura no 
implica convergencia en r-media. 

Ejemplo 1.1,6 

/(0. 1,1 para toda 
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Sea 	= k para toda nENy X= O, es claro que X„ 54 O. 

Definase a 

f 1 si>I 
F"(z)  = 	

r 
 O si 

r(s)= 
{1 sis>0 

O si z <— O 

entonces F.(s) F(2) para todas # O punto de continuidad de la dis-
tribución limite pues F„(0) = O # F(0) = 1, como O no está en CF. entoces 
F„4 F.  

En general la convergencia en distribución no proporciona la informacióo 
acerca del comportamiento límite de lesa variables aleatorias como se puede 
ver en el siguiente ejemplo: 

Simple L1.7 

Sea X.(v) = ( —1)*X(w) para n 1, donde X(.) es una v.e. N(0,1). 
Claramente .1C. N(0,1) para toda n > 1, por lo tanto converge en dis-
tribución. 

Por otro lado X.(te) diverge excepto en X(tv) = O y ato ocurre con proba-
bilidad cero, de aquí que convergen las distribuciones pero no las variables 
aleatorias. 

Es bastante dificil demostrar cosa las funciones de distribución la conver-
gencia. Un método que en muchos casos simplifica los procedimientos se 
basa en el Teorema de continuidad para funciones características que se 
enunciaré en la siguiente sección, pero anta seri necesario hacer un estu-
dio breve acerca de las funciones características ya que este teorema se basa 
en ellas. 



4. Sea Z = it, donde 1 E 11., entonces 

1).1.111  
nl 

t' 	ti 
= 1+it--

2 --+—+.. 3! 4! 

a  (1  4 	 3! 5! 

e .4 

Estas series de potencia. corresponden a laos expansiones de cos(t) y 
ein(t), por lo que: 

ese 	cosi + 

dado que coi( —t) = coa y sin(—t) -- sin t, entonces 

e''' =cose — j'in!, 

ea 

por lo que o +e-id 
wat ga 	 t 	. 

2 

1.2 Función Característica. 
Para entender esta función y sus propiedades es necesario recordar concep-
tos de variable compleja. 

1. Si z E Cy 	iy, entonces IzI = 1x2  + y21 = 

2. La distancia entre dos números complejos zi  y z3  es Iza  — zi  I. 

3, Si una función real de variable real tiene una expansión en series 
de potencias con radio de convergencia positivo, se puede utilizar la 
misma serie para definir una función compleja, por ejemplo, 

z" 
e' re. E —„ 

n. 
para cualquier número complejo s. También la relación e" " = eti e" 
permanece válida cuando si y E C 



y además 

frit! = teas?  + sitiar = 1. 

5. Si /(t) y g(t) son funciones reales de variable real, entonces 

h(t) =1(t) +i9( 8), 
es una función compleja. Además se puede diferenciar h(f), a decir 

AV) = /'(t) + ii(e) 
si /' y glt) existen, es decir la i se toma como constante. 
se define 

)41  AO 	la f 1(0818  + i  I.  le)" 
siempre que existan las integrales. 

6. La fórmula 

df 	
al —1d  ce 

es válida para cualquier constante compleja. 

7. SI %MINI hademeatel del Cálcale se sigue cumpliendo si e ce una 
constante compleja, se decir 

e  — 
é sea 

e 
etélt =  

8. Una v.a. compleja Z puede ser escrita en la forma Z = X +iY, donde 
X y Y ion v.a. nulo y su esperanza está dada por 

E(Z) = E(X) + iE(Y ), 
siempre que E(X)y E(Y) existan. Al igual que ea d case de turiabiles 
reales, E(Z) existe si E(121) existe y en este caso 1E(Z)1 5 ROZO. 

9. La fórmula 

net 	+ arZa) = al Zi ) + as« Zr) 

es válida siempre que el y aa  sean constantes complejas y Zi  y Zo  
sean v.a. complejas con esperan» finita. 
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10. Suponga que X es una v.a. y t E R, entonces por (4), $e" = 1, 
por lo tanto E(t"x ) siempre existe, por lo que la siguiente definición 
tiene sentido. 

Definición 1.2.1 Sea X una Le. real, definase a le función carac-
terística (px(t) de X por 

l'éx(t) ne") , E R. 

Además de los puntos anteriores acerca de la función característica, es im-
portante mencionar que la casón, por la que la función generadora de mo-
mentos no siempre existe y la característica siempre existe es que c'x no 
siempre ceta acotada y e" siempre está acotada. 

Una ves hecho este reenedatorio de la función característica se procederá a 
dar algunos ejemplos 

Ejemplo 1.1.1 

1. Sea X una 1/.11. tal que P(X = a) = 1, entonces ysx(t) = ne") = 
Ea  eiex P(X = r) = Os para t E R. En particular si X toma el valor 
de cero su función característica es igual a uno. 

2. Sea U •••• U(a, entonas para t ft O se tiene 

Mi) a« 
A uy 

E (eill r 	de • • — 

  

eit  

a)j. 
tal cita 

    

4(1— a) 

en particular si U ". U(-1, 1) se tiene que 

Wv(t) = 1 
le" — e'" 1 sin t 

13 



3. Si X Poi sson( A) entonces, 

wx(t) = E(eiix )  _ 	eitrAze -7  

,rsO 	z! 
(Acit 

4. Sea X Ezp(A), entonces 

wx(t) = 	Aeitre-A 

Ar e-41-iOds 

= [ 	e-r(A.1 111 
A—it 	o 

= (A —A  it) 

Sib.  X Bin(ra,p), entonces 

wx(t) Efrox . Eta, ( ra ) 
...o 	s 

oh 

i N , 

E k 
n  
, )(peitre— 

ROO 

= (pe' + 

Teorema 1.3.1 Si X es ene v.s, y o, i aos constantes entonces 

9.0x(1)= ellaWx(th). 
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Demostración. 

Ws+bs(i) = 011(09 
= E  (eislici:hx) 

	

= 	eit. E  (eatx) 

eis.50it(t6 ). 	 (1.2.10) 

O 

Ejemplo 1.1.1 

Si X U(a, 6), por la proposición anterior, y debido a que 

	

a + b 	— X = 	 + 	U 

deapluamiento magnitud 

donde U •-• U( —1,1), ya que 

144+-1+ 
2 

< 1 I 2 
b — 4 	a 4- b 
F PU s — 

2 

L  

2 
1 

fs.  
= Fu,(z) donde U' N U(a, 1$) 

y entonces la función característica ee: 

l¿x(t)= exp lit (24.1.) } 	_ sin(bi21:°)(ii2) 

15 



4051(t) = E ((iX)k  e") 

pire = 0 

901(0) 
	

r»  X hf(s)ds 

momento k de va su. 
y finalmente 	

101)(0) = OE(Xh).  

Recíprocsmenle si wx(t) tiene derivada finita de orden pu k en t = O 
entonces X tiene momento finito de orden k, y si k es impar X tiene 
momento finito de orden k —1. 

16 

Teorema 1.2.2 Sean X y Y u.a.i. • entonces 

x +v(t) = yxtt):r(t) para toda t E R. 

Demostración. 

oxi.y(t) 	E  (einx+v)) 

= 	E  (eitx coy) 

9x(Opy(t). 

En general si 	, 	son v.a.i. y S. = 	Xi, entonces 

94(1) = 11,x.(t). 

Teorema 1.2.3 Si X es su ira. tal fue tiene momento de orden k, en- 
tonces Ipx(t) tiene derivado de orden k y saló Me por 

14P(t) r(is)belinx)dr) 

es decir se pude /vivar &ajo el Sirle ele la integral y 



ok-oh(r)dg  

as O, 	° 
Meada, t smbidn re sabe qUe • 

r Lo. 

Teorema 1.2.4 Si X en una v.a. con momento absoluto de orden k > 1, 
entonces wx(t) hese las siguientes expansiones en una vecindad de cero. 

a o 

	

WX(t) = E 	+ o(ltik) t .... 

	

k-I á 	e. 
it(t) a E 	+ :1%10I 141 51. 

ine  

Mide 

= E(XI ) aIPA:Mg 
né 	 I iiikAmg,  

Sn ipsrticslar si X u ras e.a. W 'se febles toda no menester, 
sanas 

ljsnyla 1.1.3 

Sea X usa v.a. N(0, el), encanten su Nacida característica. 

Soltecith. 
Se sabe que E(X1) a O, al n as impar, ya que 

'em-"fx(x)dx 	g94-" 1xcodz+ r  o 
sea y = s, lo que implica que si s = —eso entonces y -no, si - O entonces 
y as O y dy ds, por lo tanto 

Ykr(t) E 	 
ouvr9e  

me oil 

17 



a 24(2k)! 
E (X") 	2hk!  , 

ya que si X se distribuye como N(0,o3), entonces X3  se distribuye como 
FU, 7,17), ea decir el momento de orden k de la Gamma es el momento de 
orden 2k de la Normal. Se calculará ahora el momento m de una densidad 
r(a, 

E(X» ) 	r sms*-1  e-ls de 

as la  sh"+°)-le-Aids f(a) 
r(ns +a)  
r(a)115  

	

1 a(a 	+ 1). • • (a + m - »no) 
r(a) 

	

as 
(«Xa + 	+ m 1) 

+  
1m 

peco si a • 1 Mama Al) • %lir' y 

r(a + I)  a r "'ida 

0-1e-ids 

ano) 
so  a-te-odir  

- 	+ r(a + m 1)041"e"dr 
= (a + m nr(at + m — t) 

(a + rn — 1)(a + m 2)na + m — 2) 
=(a + m 1)(a + m - 2)(a + m - 3) (a + ixe)r(a), 



W 	O) esto implica W a (W p)+ p 
se tiene W p N(000) 
se tiene ww(t). 

( 	nata 
Gai 	tpw(e) exp itp — 

lo 

dado que 2k de la Normal es el momento k de la Gamma (t, ). lo que 
implica que 

E(X 3k )= ERX 2  = MY% 

donde X se distribuye como Normal con parámetros (0,o2) y Y se dis- 
tribuye como Gamma con parámetros (I, 275 ), entonces 

E(Ya) = 1"  1)  (4)'r(;) 
11-4•V  

c. 
a 	kylé 	 op.4.6.8...2k1 

12 . 4 .4 • O— • 21d 
o&oky  

a o .2.3...101 
«izo  a  "sí)  

oxi 

y COMO 



TI10111111111 1.2J (De Unicidad.) Una/unción de distribución eatd deter• 
minada de manen única por su función característico e inversamente, me-
diante la fórmula de inversión, (coso discreto). 

Retada de Inveeekke 

Si X es sis Lo. discreta pe toma valores enteros con función carac-
terística dada per 

011 

oz(1) • Eohw, 
111.41/1411/ la 'gemida es 

h(h) lo Phr k)  1  f 
Denaeatrecidas. 

e" 	5 ( t ) 	21; f.  e-44  (FeiliP(X j) di (1.2.11) 

EgiU-49/X nél 

• 

	

IP(X j) 	dt egi-Ne 

VP(X j)1 f eiu-Nyt 

e4i4Ilde(4 

	fi 
: 

si j 
 144. 

entonces h integral o luid a 

2 	— 	iesP(iti — 	— etiol 	— /MI 

— k)Iri  a o 
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dado que sin(mr) = O para todo m entero. 

Si j = k, entonces 

2w J-e 
1 te 	

Fr L e 
1  /* e-sondi  

1 2w 1 w dt  

lo que implica que ( 1.2.12) as igual a 

E "X = 	al 'IX k) • 
iti 

Maroma 1.2.$ Sea X ase e.a. cepa temida esmeispética ea istereble, 
oh u 	

1:1401(1)idi < 

se peale demostrar pe si X es e.e. adiase, fe densidad fx(s) estad 
¿ala per 	

Mi) al '21 

La demostración de esta fórmula de inyección no ee incluye por no atar al 
alcance de este trabajo. 

1.1.4 

Sea X N(O, 0) se utilizará la fórmula anterior para obtener la densidad. 
Se sabe que tpx(t) = cap (-00/2), entonces por definición de función 
caracteriatica se tiene 

e-000 =r e'$'-e-einods  

	

...le 	0112ff 

Si se reemplaza t por -t y o por ; en esta fórmula, entonces 

-tima r e-ir. • e-oripdx  
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o equivalentemente 
1 e-tz = I"° 

a f2Tr 	 ••81, 

finalmente si se intercambia el papel de loa símbolos s y t en la última 
ecuación, se obtiene 

e-galaist  = 1  114  e"re-'4312dt o VS 	2c ./..10 

la cual es justamente la fórmula de inversión para el cato continuo, y en- 
tonces 

ht(z) = e 
1

aw ''les' 
 

Teorema 1.3.7 Si be s.s. time» le Mil!» huida cersetsristim, ea- 
temes masa tienen id misma buidos de distribscidn, 

40141.1.5 
Sean X y Y v.a.i. con distribución N(ca,o1) y N(Ps,o1) rospectivamen 
estoma la distribucidet da t es X + Y es 

ya(t) 	exP(ilist)~(-4110/1) 
1,(e) • exP(itist) exP( —4192) 

pitsv= Vroide›Pr(t) 

+ pdt exp —(49t Mes  } 

fati 
0113(4.}. ; W:(*) 

donde t ••• "Aston Y P.  = Pi + Y e: =01+4 
Taren* 1.3.1 (De Comtlatildad de tory.) Una s'asida de /naciones 
de &traición VIO} tiesa distribscida Omite F, si decir, ceismrpe F(.) 
ea todo los puntos de continiiiited de F(.) si y solo si, los correspondientes 
funciones carocteriatices yr,i(t) converge a Ip(t), donde y(t) u sea /uncida 
mitigas ea t = 0. Se este ame (X.) cc la buida carscierátice k F(.). 
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Ejemplo 13.6 

Si X. •••• Bin(n.p), entonces la sucesión 
— np 

= 	0<p<1 
np(1 — pl 

tiene como limite ala distribución N(0,1) cuando n oo 

Ser.(t) 2: (Pe" + 	con p + q ze 1 

por lo tanto la función característica wr„(1) de ri  está dada por 

"(1) 
	

(Pexi1^} +f) Lit) 

(PexP(31}"(1)+gexP(001)%  

(PexP{A} "exP(*)*  

i

pexp (itF} + gap (—itEL)) 
nP 	nf 

ahora desarrollando las derivadas de /(t) y evaluando en O se tiene que 

1(0) = 	= 1  

r(0) Off — 0iF O 
nf 

r(o) 	= - = —1  n n n 
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por lo tanto 
j(t) =1 + O • t —ta  + R„ 

lo que implica que 

(qexp {—ita + pexp {itgi-}) 	— 15; + /II)" 
 —b (1.2.12) 

cuando n oc, y esto debido a que 

lita (1 + rir a es, 

donde exp( —I) es la tumida característica de una dietribudda N(0,1), y 
de aqui que 	N(0,1) pea el 'horma de Continuidad. 

1.3 Desigualdades útiles 
Ilaseeme 1.3.1 (Dedgeelded de Telehydeev) Su X une e.e. y g(.) 
aaa Iseseiés ae aegaties en Mullo la neta real; 0111•1144O 

"i(X) > !) S P 

paretedek>0.  
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Demostracidn Suponga que X es continua con densidad de probabilidad 

fx(.), entonces 

E(9(X)) = 1:91-úfx(z)fir 

= Ifratoth) 9(x)ix(Ox + 1(.41.1<k  9(r)fx(r)dx 

> 
 IiOY 9(:).fx(Ms tM 

lizMir)ah} kix(z)di  
= kP(I(X)?k) 

"I(X)> 

Una prueba similar se sigue para el CM diecreto. 

Corolario 1.3.1 (De la Desigualdad de Tchebyslarev) Si X es sus e... 
con varisms Mita 

P(IX — 	ros) = PRX px)1  > *2 ) < 	(1.3.13) 

per, cada r > O 

Deraostracida. 

Si se toma s(s)=- — 14'0 y k = r 	el resultado se sigue del teorema 
anterior. 

Observación.. 

Si X es una v.a, con variama finita 

PilX Pxi <r«Iti 
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que se obtienen solo reescribiendo ( 1.3.13). 

Esta desigualdad es útil ya que en la Capitulo 3 se utilizará para porbar 
las leyes de los grandes números. La desigualdad proporciona cotas que 
no dependen de la distribución de la v.a. X para las probabilidades de 
eventos particulares que se describen en términos de una variable aleatoria. 
la  media y la variarme. 

Teorema 1.3.2 (Desigualdad de Kolrnogorov) Seta Xa, X,.... X„ 
ton medias ohm, ... ,g4. y ~Units el,...,4 Seca Sk = X1  + 

+ 	+ Xk, k = 1, ,n y considere la v.s. 

11111X {S — E $4) 
int 

que 4 la desviación Millas de las es. Sin  de sus correspondientes medi-
das, Monees 

P{ aux Ish — ÉN! < e (e: + • • • o,1,)I } 2 1 — 
dad 

pus oda abur* a mielan 

Doultreekka. 

Obsérvese que el evento 

sólo mi 

ENI < (Ot + • • + 0:)1) 

I
Sk  — 	< (<4 + , ..+0,.)t 	(1.3.14) 

para toda k = 	. ,n. Este evento puede descomponerse de la siguiente 
manera. Sea 

4(w)sel.si le es tal que 



Sr(W) — E ilo  < a(cr? + • • • + (1,9 para toda r < k — 1 

  

Sk — E11 . > 	+ • + an2 ) 1  
iel 

y Z4(te) = O en otro.caso, Así Z4 (u•) es la v.a, indicadora del conjunto de 
puntos w para los que las desigualdades ( 1.3.14) se violan por la k-ésinut 
desigualdad pero no por un índice menor k. 

Para cualquier w, o todas las Zk san cero o exactamente una de ellas es 
igual a 1. y el evento 

MILIC ISk — E 0,1 < a (o? + • • • + cra) k } = (Z1 + • • • + Z„ 0} . int 	- 

Se probará equivalentemente, que el complemento tiene probabilidad a lo 
más igual a 1. 

( 	+ • • • + Z,, 	)* (Zi + • • • + 	= 1) 

Obsérvese que 

E(Zi  + • • • + 3,0 = P(ZI  + • • • + Z,, = 1), 

va que la suma vale O ó 1. 

Por lo que se demostrará que 

E(ZI + • • • + Z„) < u  

Obsérvale que 

s [z, (s  
s.: E[

E Zk (SR  —±$4)] 
11.1 	hal 

5 (Sr — pi)31 .  
Leal 	 j 
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(1.3.15) 

ya que a lo más una de las Zis  

Los términos individuales 

Sit (SR Di) 
bol 

pueden ser escritos como 

11 
	(1_ .L 

31 (S% — E ni a A 	1:, zi — 1.; iti) + E si — 	$41 iiii 	ft $ 	bol 	imita 	imb+1 

as SÍ (Si `" Z" + 
5 )* 

set 

+ 2S4 Si —tpi É X1— E Mi ( 
ma 	ido 	int&it 

Ef, (E x,— E pi) , 
i.a.t 

pero 14  es una v.a. ~ideen tirminos de X1, X5  solamente, por eso 
al independiente de Xko,... , 	Por lo tanto 

E Ez(sk
i.l 
 kilo ‘i 

int 	4+1 	j=11411 
aro 

Usando nuevamente k independencia se tiene que 

28 
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Ibmando lao esperanzas de ambos lados 

E 14 (Sr — Pi — — 14)31 as(tit + • • • + (4)44 ), 

y por lo tanto 

;id  

Migando ( 1.3.15) se sabe que 

E E [4 (S» — Pi —"' 	43(4 + • • • + (4)E44), 
sui 

É E (AA — P — • • — Ph)2) Ey' 
int 

29 

E 
 (

Z1, ( E x1 — E 	= E(Zk )E ( 	X; — 	Pj)2  
jesk+1 	 pik+1 

= E(Z)(01+1  4. • • • + t7!) > O 

por lo tanto 
a 

E [Eh (5,1 — itPi) k. E [zr (sk — tPi)21 • 

La esperanza del lado derecho puede escribirse, 

E[31(Sk 
i
Ep,)1 
ei 

+ E [ZAsk.o)(Sk — Pa — • — Pk)31 • 
300 

Sobre el conjunto Zt = 1 se tiene por definición que 

iSz — Pi — • • • — ohl > 01+ • • • + 4)10  

por lo que 

Zkl(Zort) 
() 

> o (al  + • • + 4)4 
a   i. 



de aqui que 

<TI -t• • • • + 	> a2(a? + • • • + 	)E(Zi + • • • + Z„) 

lo que implica que 

E(21  + • • + Zn)5 1 

y como 

entonces 	
P(Zi  + • • + 2„ 1) = -107 , 

de aqui que 

P ( klumIS -- 	< a(o + • • • + Via) =
al 

= 	13  (4 

1 is 	— 
a 

y entonces 

P (i sziax.it 0,15 — E:* 	< (ert + • • • + 4)1 	o* 

o 

Observaciones. Para n = 1, la desigualdad de Kihnsgoreff se reduce a la 

desigualdad de Tehebydree. 

1.4 Lemas Útiles. 
Otro resukado que será 401 en el Capitulo 3 es el conocido tenor le Bird-
Cludeiti; antes de enunciarlo se introducirá la siguiente notación. 
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Si (A, n E N) es una sucesión de eventos, se sabe que 
00 <XI 

limsup{An} = n  U  .Ak. 
71=1 k=n 

Si w E lirnsup{A,,} esto implica que w E lir„ Ay para toda n E N, 
lo que sinifiea que w está en un número infinito de Ak's. Así la siguiente 
notación tiene sentido: 

linisup(A,,) = (w E fl:w E .4,, i.v.), 

donde i.v. quiere decir infinitas veces. El siguiente resultado que involucra 
esta idea es fundamental en la Teoría de Probabilidad. 

Lema 1.4.1 (BoreiCantelli) Si (A. : n E N} es tal tse 	RA„) < 
3. entonces P(A. 	O. Si (A. : n E N) asa independiente. y 
Eral  P(A.) = oo entonen P(A. : i.v.) =1 

Demostracidn. 

Si A = (A„ : Lo.) entonces A = nr„i lJC,„ Ak . Entonces A C le,,,Ak  para 
toda n E N. De aquí que 

P(A) .5 E P(A,) < Hm E NAO. 
M„ 

si Ezi  "A") < oo entonces Hm.,. Er„„ p(4) a O y por lo tanto 
P(A) = O 

Por otro lado A° c 	Al y si (A„ : n E N) son independientes, entonces 

"Al S fil(1 — P(A,)) < exp (— "As)), 
As» 	 kan 

pues (1 — s) < e'" para toda s E ft, y si 	P(A.) = oo se sigue que 
P(A) =1 

o 

Un resultado que proporciona otra caracterización de convergencia casi se-
gura y que será necesario para la demostración de la Ley /bufe de los 
Ovoide »nema en el caso 'guadal es el siguiente, 
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Lema 1.4.2 Si 	: n E N} y X son v.a,, entonces 

X{ PE  nrinl-rn 	1 $i y óln $i [PC,, — 	. 	O para toda k E N 

Demostración. 

Sea Ale = ( IV E A : IX•i(W) — X(t« > ii.v.) para toda kENy hágase 
A 	Al. 

Si ty A se sigue que IX„(w)-- X(tv)l > I para toda k E N se cumple para 
un númer hito de índices y entonces 	= X. Recíprocamente, si 

= X entonces tv ¢ Al, para toda k E N por lo que tu g A y por 
lo tanto A° va (ts E lb 	 X(10). Entena 

P(Nlizy. = X) 1 si y sólo si P(A) = O 

y como Ah C A para toda k E N se tiene que P(A)= O para toda k E N. 
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Capítulo 2 

Conceptos básicos y 
aplicaciones 

Las ideas que se presentan en este capitulo tienen como objetivo aclarar 
algunos de los conceptos básico. utilizados en las aplicaciones del ambiente 
augurador, siendo base fundamental para la obtención de futuros reeulta-
dos que constituirán la aportación principal de este trabajo. 

2.1 Sumas de variables aleatorias. 
Existe en la Iberia de Probabilidad y Estado:lié" un problema interesante, 
que consiste en calcular la distribución de sumas de variable* aleatoria" in-
dependientes y con la mima distribuida debido e que dicha distribución es 
la base de importada resultados límite comunmente usados ea la práctica. 
Supániase que X y -Y son variables aleatorias positivas independiente*, 
continua', y no necesariamente con la misma distribuida con funciones de 
deneidades fi(s)  y ty(y) respectivamente. 

Definase Z = X + Y, como la suma de variable" aleatorias, entonces la 
función de distribución de Z está dada por: 

Fi(s) 	P(Z s) =,P(X +Y < s) 
el E P(X + y S rlY = if)P(Y = y) 
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--- E RX < z Y1Y = Y)P(}7  = Y), 
w5t 

por independencia de X y Y 

Fi(z) = E Fx(z — fr(v) 
YSt 

y 	
fx(z) = E fx(z — 0.0(Y). 

Para el caso continuo se tiene de igual forma 

F2(2) 	f inx 5  3 ...10 	YWV(IndY 

Ala  Pg(i Infv(0410 

is(a) 	h(a —14)f,(10411 

En resumen, para YA. no negativas, 

.1 	Erg. rx(g Y)Iy(y) p&ta el USD discreto 
pit̀  	ghts —O/y(0k para e) Cale continuo (2.1.1) 

!s(r) . fr4s. fx(i r)fr(y) para el caso discreto 
jx(s y)fe(y)dy para el caso continuo 

	(2.1.2) 

Ahora bien, de la teoría del cálculo se sabe que dadas dos fuciones f y 
unidimensionales, la función 

h(s) 	 x)dr, 

con -eso <:<+cloy fx y fy funciones de densidad integrables, es cono-
ciclo como la convolución de f y go la convolución de orden 1 de g, denotada 



por h = y* f, y leída como g convoloeionsdo coa f. De ( 2.1.2), se observa 
entonces que la función de densidad de la suma de dos v.a. Z = X + es 
la convolución de las densidades fx y fr. 

Ejemplo 1.1.1 

Si X y Y son variables aleatorias independientes con distribución gamma 
con parámetros (e, A) y (1, A) respectivamente, entonan Z - X + Y es una 
variable aleatoria gamma coa petimetres (e + t, A). 

Deamstraciám 

fi(a)  

4,4"-'4S-5ks 

, az 1-r6IrviA'A'«45-or-sy"d• 

• 4.-144.«-1  (4-24 ) -1  (!),I  

ee-A•e•«"I £(1— sy-Bse-ide 
-m•H's con se efe. 

pique (1—s)*-10-1  es una dualidad Beta integrada sobre todo su recorrido. 

Debe Dotarse que e-ue•s-li ee el micho de una ámaidad gamma coa 
parámetro (a + t, A), eatoacas 

h(a) ce-me•+14, 

donde 5 debe ser tal que fi(c) integrada sobre todo su recorrido sea igual 
a uno, por lo tanto 

a tico 	g-ANA.Y+e-a. Fa +l 
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La suma de variables aleatorias independientes, y más específicamente, con 
la misma distribución, puede ser extendida a más de dos variables. 

Sea 1'1 , 	, y, una muestra aleatoria de una variable aleatoria Y. A 
menos que se haga explicito en otro caso, se supondrá que los momentos de 
todos los órdenes existen y en particular, E(Y ) = o y Vor(Y) = al < esa, 
definiendo 

entonces 

E(4)«li s(nyi)-to-iso 	(2.1.3) 

Ver(4) es Ver (E11) vi E Ver(Vi) let RO. 	(2.1.4) 

La densidad exacta de S. (k(a)), extendiendo d ressiteelo wieder, se 
calcula como 

/40) IMP.) .../r(h-dfr(s —ré 	—• • • — a-s)4$ • • • 41-3. 
(2.14) 

coa una correspondiente suma en el caso diseseto. 

Obsérvese que la distribuida de la suma 	es la corsedueión de orden 
ti de la densidad fy(y). Fa claro por ( 2.1.5) que a medida que e. crece, 
es analíticamente más difícil el cálculo de la diernimeills debido a la com-
plejidad de resolver ~Mudares de arden mayar que neo. pues el factor 
integración está iscluido en este procreo. Para Member la distribución 
de las suma de más de dos v.a.i. se puede unir d proceso de convolwión 
iterativo, de manera relativamente fácil si las &sedadas de las v.a. en 
juego son discretas. Así para S va XL  + Xr + • + 	donde lee v.a. 



Xi's son independientes, con distribución F,, donde Fe") es la función de la 
distribución de 

Xi  + 	+ • • • + 

se tendría aplicando ( 2.1.1) de manera secuencial 

FO) = 

FI» = 
Fis)  = Fs*Fil)  
F(4) =fl*F(3) 

= PI)  = F.* 

Ejemplo 1.1.1 

Las v.a. X1,X2 y X3 son independientes con densidad definida en las 
columnas (1), (2) y (3) de la Tabla (2.1.1), lo que se desea encontrar es la 
distribución y la densidad de S = X + X3 + X3. 

801414511. 

1. Columnas (1) - (3) son la información proporcionada 

2. Columna (4) es la distribución acumulada de la columna (1) 

3. Columna (5) se deriva de la columna (2) y (4) usando ( 2.1.1) 

4. Columna (6) se deriva de la columna (3) y (5) usando ( 2.1.1) 

El cálculo de la columna (6) completa la obtención de la distribución de 
S y la función de densidad se obtiene por diferencias. Como ilustración se 
incluyen las columnas (7) y (8), utilizando las fórmulas para el cálculo de 
densidades dadas en ( 2.1.2). 
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0.20 

01)(1) = E F.4(1 Y)fY(9) 
di 
Fg(1)4(0)+ Fx(0)fr(1) 
9.43 

/012) a Fx(2)M0)+ Fx(1),4(1)+ Fx(0)M2) 
0.45 + .14 +0.04 

= 0.63 

Tabla 2 1.1 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) 
X ft f2  f.5  P P Fa  f2  fa 
0 0,4 0.5 0.6 0.4 0.20 0.120 0.20 0.120 
1 0.3 0.2 0.0 0.7 0.43 0.258 0.23 0.138 
2 0.2 0.1 0.1 0.9 0.63 0.398 0,20 0.140 
3 0.1 0.1 0.1 1.0 0.79 0.537 0.16 0.139 
4 0.1 0.1 1.0 0.90 0.666 0.11 0.129 
5 0.1 1.0 0.96 0.781 0.06 0.115 
6 1.0 0.99 0.896 0.03 0.088 
7 1.0 1.00 0.928 0.01 0.053 
8 1.0 1.00 0.9641/4  0.00 0.036 
9 1.0 1.00 0.985 0.00 0.020 

10 1.0 1.00 0.995 0.00 0.009 
11 1.0 1.00 0.999 0.00 0.003 
12 1.0 1.00_ 1.000 0.00 0.000 

E rx(0 v)fv(v) 
951 

= Fx(0)10 = (0.4X0.5) 

PI(3) = Fx(3)i1,(0),+ Fx(2)fr(1) + FX(1)M2) + r*(0)/V(5) 
= 0,5 +0.18 + 0.07 +0.04 
= 0.79 



P2)(4) = Fx(4)4(0) + F3  (3)fy (1) + Fx (2) fy(2) 
+ Fx(1)Ív (3) + Fx(0)/r(4) 
= 0.5 + 0.2 + 0.09 + 0.07 + 0.04 
= 0.90 

Fo)(5) = Fx(5)fh.(0)+ Fx(4)fr (1) + Fx(3).fr(2) 
+ F3(2),M3) + Fx (1).fr (4) + Fx (0)ir (5) 
= 0.8 + 0.2 + 0.1 + 0.09 + 0.07 
= 0.96 

03)(6) = Fx(6)fp(0) + Fx(5).1(1)+ Fx(4)f).(2) 
+ Fx(3)h,  (3) + Fx(2)fr (4) + PR( 1)1Y(5) 
+ rx(0)fv(6) 
= 0.5 +0.2 +0.1 + 0.1 +0.09 

0.99 

FM(7) =  Fx(7)1,(0)+ Fx(6)fr(1) + Fx(5)1(2) 
+ Fx(4)fy(3)+ Fx(3)fv(4)+ Fx(2)fv(5) 
+ Fx( 1)Me) + Fx(01Y(7 ) 
= 0.5 + 0.2 + 0.1 + 0.1 + 0.1 
= 1.0 

Obeérvese que para 3 > 7, se time que 01)(x) = 1.0 

Para resolver ( 2.1.5), en los casos en que la distribución de las Zis no es 
simple (como en el caso de una distribución discreta) se recurre a métodos 
numéricos, loe que no están incluidos en este trabajo, que se encargan de 
encontrar ' una densidad para la cual se puedan calcular las convoluciones 
en forma suaple, y entonces escribir, 

iv(V) = 	+41)) 

donde 6(y) es una perturbación pequefia, o bien hacer 

39 



mo=f0(y)(i+Ec,p,,(01, 
donde {cr p,(y)} es un conjunto de polinomios ortogonales, que pueden ser, 
por ejemplo, los Polinomios de Hermile•Chebyaltev, que serán descritos en 
el próximo capítulo, asociados con fo(y ). donde esta densidad puede ser 
Normal, Gamma, Poisson o Binomio!. 

Una consecuencia de la complejidada de la distribución anterior, es la idea 
de enfocar el problema encontrando la distribución de S. en el límite, es 
decir, abordar el cálculo de la diatribuición asintótica de S,,. Este problema 
no ea sencillo, y dependerá probablemente de ciertas propiedades de las 
variables aleatorias involucradas. Este estudio se realizará en e! capitulo 3. 

Antes de continuar, es conveniente marcar que el primer paso para cualquier 
cálculo asintótico es estandarizar la variable aleatoria de interés, permi-
tiendo de esta manera cambiar tanto de origen como de escala, obteniendo 
así una variable aleatoria con media igual a cero y misma igual a uno. En 
este caso la variable aleatoria es S,, la cual al ser estandarizada ere expresa 
de la siguiente fuma, 

(2.1.0) 

donde, AS:) "' O Y Vir(57,) l'a 1. 

Esta estandarización es pieza fundamental en el desarrollo del siguiente 
capitulo. Cabe mencionar que cuando se utilizan variables aleatorias cuyos 
dos primeros momentos no existen, será necesario un tratamiento alterna-
tivo para su estudio. 

2.2 Momentos, cumulantes y sus funciones 
generadoras de variables aleatorias. 

Loe momentos y cumulantes son un conjunto de constantes que describen 
de cierta manera la distribución de una variable aleatoria. Algunos inves-
tigadores los utilizan pera ir marcando de manera más precisa la forma 
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E 
 (

°É (EY ))) 

imo J!  
t 	ta 

1 + —E(Y) + —E(Y3) + • • • 
1! 	2! 

p.(1.2,11) 1 + ps + —e3 g
2

1 	• • 
1! 	2!  
00 ir 

1+ET4 (2.2.10) 

Si se resta el escalar p a la v.a. Y, la expresión anterior queda de la siguiente 
forma, 
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de alguna distribución. Es importante mencionar que sólo un grupo re-
ducido de momentos y cumulantes tienen una interpretación física, la cual 
se explicará posteriormente. 

2.2.1 Momentos y su función generadora. 
Continuando con el caso de 	Y2 	Y, que es una muestra aleatoria de 
una de una variable aleatoria Y; se definirá a la función generadora de 
momentos de esa variable aleatoria Y como 

M(Y; t) = M(t) = E(etY), 	 (2.2.7) 

denotando al r-ésimo momento de Y alrededor del cero como, 

/él = E(Y'), 	 (2.2.8) 

y al r-ésimo momento de Y alrededor de la media como, 

P. = ERY — PY). 	 (2.2.9) 

Para desarrollar la expresión ( 2.2.7) se supondrá que M(t) es convergente 
en un intervalo de valores reales de t que contienen al punto t = O en su 
interior, de esta forma desarrollando por la expansión en serie de Taylor 
alrededor del cero se tiene que 



f (Y — 1E1) 	Eye gv -41),  

1+
1! +1143 +57143+... 
00 tr 

1
4" E Vir• 

rasi r= Ejemplo 1.  S.1 (Distriireión Norma) 

Sea Y una v.a. con distribución normal con media 1,/ y variansa (7
3, entonces 

At(Y ; t) = E (e = E (e0.1 e'4 
p•oo 

eXP 	P)) exP (t14) fr (my 
r exp 

 tfM 

—1 kr ido 21NY )1 
— 	o/ -o° 	k 	

—14  / 
si se c 	

ov 

onipleta el cuadrado en los cordietes, se tiene, 

(Y — /4) — 2e72e(Y — /I) + 0411  — t (Y — 	oat)a — o4ta 

AV; 	= exp (fp  +''t—' 
2 	.1-09 al,(27r exp  

densidad normal/044"o) 
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1  + E  19.1z) t 2(Y — 14 ) 2 k 	1! 	2! 	' 

4. 
por( 24.9) 

e2  

y entonces 

Y — 	+ crat121,44 

exp tp + gata) 
2 



Si se resta la media a la v.a. Y entonces 

M(Y - p; t) = exP {-1(72e 

Ejemplo 2,2.t (Familia Exponencial) 

Sea Y una YA. tal que su función de densidad es 

MY) = exP(1/0  - 1(0) + a(y)), 

entonces su función generadora de momentos es, 

M(YM = E(e Y ), 

hi el  MY*, 

= e-uk ell'")+14)dy, 

si se completa la intergral con e-b("0 se obtiene la función de densidad en 
(t + O), y si ésta se integra sobre todo su recorrido el resultado es igual a 
uno, es decir, 

M(Y; t + 8) = exp (-k(0))exp (k(t + 0))  

exp { y(t + O) - k(0 t) 4- a(y)) dy 

exp {-k(/)} exp (k(i + 0)) t ir(10dY 
= exp (k(t + e) - 111)) . 

Los momentos no son las únicas constantes que pueden dar una descripción 
acerca del comportamiento de una distribución, existen también para este 
propósito otras, las cuales serón descritas a continuación. 
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2.2.2 Cumulantes y su función generadora. 

Es necesario dar una descripción de este nuevo tipo de constantes que 
también dan una idea acerca de la forma distribucional de una variable 
aleatoria, pues surgen de manera natural en el desarrollo que se hará en el 
capítulo 3. 

La función generadora de cumulantes de una v.a, Y, se define como: 

/0'; = 106 (M(Y; t)) 	 (2.2.11) 

1((( - N; t) = log (M(Y Pi t)) 
= loe (E(e1Y- )̀)) 

log le-s'Aeir))) 
= -tp + log(M(Y; t)j 

-tp + K(Y;t). 	 (2.2.12) 

El r-deimo cumulaste k, de la v.a. Y se define como el coeficiente de 5 en 
la expansión en serie de Taylor alrededor de cero de la expresión ( 2.2.11), 
entecos 

,V1 	= 106 (MY; t» f.! 

donde k, es el cumulaste de orden r. 

Tomando la expansión de ( 2.2.11) alrededor de cero se tiene 

le(M(Y; I)) 	-81(13M(Y;t)) igao tr roto 	 r! 

(2.2.13) 

Antes de proceder al desarrollo de cada término de la expresión anterior es 
necesario recordar que 

EfrM(Y;4)1 Ay ) 
811" 	lee 
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Pr = kr  

Pa = 
P3 = k3 
P4 = 	+ 314: 

por lo tanto, 

lOg [M(Y; 01=0 = S"( 1))1 d=0 ÷ 
[W(Y; 
M(Y; t) OJO 11  

	

t) 	(AV(Y; t))21 	S2  

	

[ MY; 0 	(M(Y;t)): ji.0  2! 

donde finalmente 

log (M(Y; t)0,01 =1 + E(Y)1 + Var(Y); + • • • , 

dado que M(Y; t) ii.o= Pes).  It.o= E(0) 1. 

De esta forma, si se sigue desarrollando cada término, se pueden obtener 
todos los cumulantes en término de los momentos hasta el orden que se 
desee, lo que implica que 

= Pr 

k:  = tia = el  
k:  = PS 

04 3,4 

= Pa —10PaPa 
ke  = Pa — 15P4P3 — 1014 + 30/1: 

(2.2.14) 

Para obtener las relaciones inversas, es decir, los momentos en términos de 
los cumulantes, se hace directamente de las expresiones anteriores, obte-
niendo 



+ 3k1 
= k5 +10,11 -30,11 
= k5 + k3k2 
= 16 + 15(1412 + 311) + 	- 3014  

Ps 

P6 

(2.2.15) 

Una vez establecida la relación entre los cumulantes y momentos, se pro-
cederá a establecer ciertas propiedades útiles de los cumulantes. Nótese por 
( 2.2.12) que el cumulante k„ con r > O es invariante bajo la suma de una 
constante a la v.a. Y, por tal motivo se pueden considerar como funciones 
de los momentos alrededor de la media. 

Además de esta invarianza ante la suma, debe notarse que para cualquier 
constante a se tiene 

k,(aY) = a'k,(Y), 	 (2.2.16) 

ya que 

E(aY; t) = log M(aY; t) = logE(es•Y) = los E(evv) 

donde ti = ta, y por lo visto anteriormente en ( 2.2.13) se tiene 

log E(e" ) = E kr -T 
r210 r• 

re, 	r. 

Éar krIl  r! 
t' 

= D, -7  
r. 

con 	= a'k,(Y), lo que implica que 

= 14(aY 
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Más aun, k r  es una función de los momentos solamente en un orden no 
superior a r. por esto, puede ser definido sin considerar la convergencia de 
los momentos para órdenes mayores a r. 

Ejemplo 1.2.3 (Distribución Normal). 

Sea Y una v.a. con distribución normal con mediaµ y varianza ora, del 
Ejemplo 1.2.1 se tiene que 

Af(Y; t) = exp (tp + Itaa2) , 

M(Y — p;t)= exp {1010} , 

y su correspondiente función generadora de cumulantes es 

K(Y;t) = log Af(Y; t) = tp leva, 

— 	= 1%W — 14;t) = 1 t 

De estas dos funciones generadoras de cumulantes se observa que para el 
caso de una distribución normal con parámetros o', el cumulante de 
orden uno, k1  = p, el cumulante de orden dos, k2  = cra y k, = O para toda 
r a 3. De aquí que si en algún estudio se obtiene que una v.a. tiene k, = 0 
para toda e > 3, podría pensarse que tiene una distribución normal o casi 
es una v,a. normal. Lamentablemente no se podría decir lo mismo si se 
obtienen los momentos, ya que para el caso más simple de una distribución 
N(0, ea), como se vid en el Ejemplo 1.1.1, el n-ésizno momento se calcula 
como 

Ejemplo (1.1.4) (Familia Esponencial). 
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{ O 	si n es impar 

FI-Isk si n es par 
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Si Y tiene una densidad dada por exp lye — M(0) + a(y)}, 
función generadora de momentos es, por el ejemplo (2.2.2) 

M(Y; t) = exp(M(9 + t) M(0)}, 

y su correspondiente función de cumulantes es 

K(Y; t) = log M(Y; t) = M(9 + t) — M(9), 

entonces su 

Ejemplo (1.1.5) (Denaidsd exponencial). 

11(Y;t)= log M(Y; t) = log 	t) = log().) — log( 	t), 	(2.2.17) 

Otra propiedad de loe cumulantes, que proporciona una manera más fácil 
de trabajar, es la de poder ser escritos sin dimensiones, es decir, el r-ésimo 
cumulante estandarizado se define como 

k, 
Ph= 

	

	 (2.2.18) 
o' 

para r = 3,4,. • 

en particular p = y p4  = b, son denotados frecuentemente por 71  y 72, 
que representan una medida de mimetrfa (skewness) y de agudeza(kurtosis) 
respectivamente de la función de densidad. 

Huta el momento se la analizado que los momentos, de cierto orden están 
relacionados a cumulantes del aduno orden, siendo estos últimos los de 
mayor interés, ya que se utilizarán en el capítulo posterior. 

Dado que los cuatro primeros momentos o cumulantes son de gran utilidad 
para proporcionar el grado de variabilidad de la información con la que se 
cuenta para ciertos estudios, se procederá a dar una breve descripción de 
cada uno de ellos. 

(i) Esperanza. 
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El valor esperado, es una medida d>tendencia central, la cual dice donde 
está situado el centro de masa de la distribución de probabilidades de una 
variable aleatoria. Es también el valor promedio de una variable aleatoria 
si el mismo experimento aleatorio se repite una y otra vez. 

Para ejemplificar el concepto supóngase que se cuenta con la siguiente in-
formación. 

La probabilidad de que una caos de cierto tipo quede destruida por un in• 
cendio en cualquier periodo de doce meses es 0403. Une compañia de 
seguros ofrece vender al propietario de tal casa una Miss contra incoe-
dio por 10,000.00 pesos, el tiempo de cobertura es igual a un ano por una 
prima de 130.00 pesos. Lo ganancia G pare le compolifs es una variable 
aleatoria con valores posibles de 130.00 pesos si la uso no se incendio, y 
de -19,130.00 pesos si se incendia durante el do cubierto por lo paso. 
La /saciéis de denálad de G u 1(g,), donde g, es la ganaseis o pérdida 
incida. por lo tanto, 

E(G) = 150(0.995)  + (-19,850)(0.006) = 50. 

Desde el punto de vista de la compañia de seguros, la ganancia esperada 
por una póliza de seguro debe ser positiva para permitir a la aseguradora 
pagar los costos de administración y acumular reservas para pagar a sus 
beneficiarios y tenedores de pólizas. Pero desde el punto de vista del com-
prador, el seguro, como cualquier juego de azar que se hace para obtener 
una utilidad, tiene un valor esperado negativo. 

(ü) Desviación estándar, 

La varianza y la desviación estándar son frecuentemente empleadas como 
medidas de variabilidad, teniendo ambas interpretaciones intuitivas. 

Cuando se comparan uno o más conjuntos de dato. cuyas unidades de 
medición son idénticas, se puede decir que una muestra tiene un grado de 
dispersión menor que otra si la primera tiene una varianza menor, sin em-
bargo, si esta weveración se hace acerca de un sólo conjunto de datos, de 
los cuales se obtenga el mismo grado de dispersión no podrá ser especifi-
cado el grado de variabilidad. Un concepto que proporciona más claridad 
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acerca de las comparaciones entre conjuntos de datos es el Coeficiente de 
Variación, el cual consiste en dividir la desviación estándar entre la me-
dia, esto es, cv = M. Para ejemplificarlo, supóngase que se cuenta con la 
siguiente información: 

El peso promedio de una muestra de elefantes es 64,000 libras y su desviación 
estándar ea de 1,105 libras, en tanto que para un conjunto de ratones el peso 
promedio u igual. 1.03 libres con una deevisción estándar de 0.16 libras. 

Claramente se puede ver que el peso de los elefantes es mucho mayor que el 
de los ratones, sin embargo, el peso de los elefantes es más pequeño como un 
porcentaje de su propia media que el de loe ratones, es decir, el coeficiente 
de variación para los elefantes es de 5.4 por ciento, en tanto que el de los 
ratones es de 15.2 por ciento. 

Con esto se puede observar que la variabilidad del peso de los ratones 
es aproximadamente tres veces mayor que la variabilidad del peso de las 
elefantes apear de que la desviación estándar de estos últimos es mayor. 

(iii) Medida de sinsetrfa.(Skewness) 

Este concepto cobra gran importancia debido a que lam consideraciones 
teóricas en la inferencia estadistica frecuentemente están basadas en la su-
posición de que las poblaciones se distribuyen como normales, sirviendo 
esta medida para conocer o prevenir los errores en los que posiblemente se 
caiga cuando se hacen este tipo de suposiciones. 

La medida de asimetría es conocida corno medida de "1111115,111 cual está 
basada en la relación que existe entre la media, la moda y la mediana. 
Debe recordarme que para una distribución simétrica estas tres medidas son 
iguales, pero en una distribución asimétrica la media se mueve alrededor de 
la moda en la dirección que indique la simetrfa, y la mediana se encontrará, 
corno su nombre lo indica, en medio. 

Consecuentemente, la distancia entre la inedia y la moda puede ser usada 
para medir el grado de simetría de una distribución, la cual será más posi-
tiva o más negativa dependiendo de que tan asimétrica sea la distribución. 
Precisando, se tiene que: sainietrts = media. moda. Cuanto mayor es esta 
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distancia, negativa o positiva, tanto más asimétrica es la distribución. 

Es necesario mencionar que esta medida tiene dos defectos en su aplicación, 
primero es una medida absoluta, es decir, el resultado está expresado en 
términos de las unidades originales de la distribución y esto provoca cambios 
cuando las unidades de medición cambian, y en secundo, la misma medición 
de asimetría tiene un diferente significado para diferentes series con difer-
entes grados de variabilidad. Para eliminar estos defectos, puede intro-
ducirte una medida relativa de asimetría. Esto se logra por el coeficiente 
maronita* ¿e asimetría. designado por skp, y expresado simbólicamente 
como 

sao, 	=1i  X — 	
(2.2.19) 

donde X = media, 	= moda y i = desviación estándar. 

La aplicación de ( 2.2.19) supone otra dificultad que surge porque el valor 
modal de muchas distribuciones sólo es una aproximación, pero el lugar 
de la mediana se encuentra más fácilmente. Se sabe que en distribuciones 
moderadamente asimétricas' se verifica la relación 

— 3(R — X,5)1 39? — X.5). 

Cota este resultado, la ecuación ( 2.2.19) puede escribirse de la siguiente 
forma 

ski, = 

	

	 (2.2.20) 
3(X — X.5) 

Por esta razón ak, = O para una distribución asimétrica, negativa para 
una distribución simétrica a la izquierda y positiva para una distribución 
asimétrica a la derecha. Más precisamente esta medida variará dentro de 
los límites de *$; sin embargo, sólo ea raras ocasiones el valor de ski, supera 
los limites de *1. 

Es necesario recordar que el coeficiente 

P3 
2Ig P3 	./11 

Sección 3.5 
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se conoce como el coeficiente de asimetría y puede ser estimado descriptiva-
mente en términos de la muestra como se mostró anteriormente en (2.2,20). 

(iv) Grado de agudeza (Kurtosis). 

Se define como una medida de exceso, la cual indica el grado de agudeza o 
gemir  de una densidad con respecto a su centra 

Los valores positivos de 1-3, que es conocido como coeficiente de kurtosis, 
son usados en alvinas ocasiones para indicar que una densidad es mis aguda 
alrededor de su centro que la densidad de una curva normal, en tanto que 
los valores negativos son usados para indicar que una densidad es más ancha 
alrededor de su centro que la densidad de una curva normal. 

1. Si > 3, entonces la distribución es más aguda que una distribución 
normal. 

2. Si < 3, entonces la distribución es mis ancha que una distribución 
normal. 

3. Si 1. = 3, entonces se dice que la distribución tiene la agudeza de una 
distribución normal. 

Para estimar descriptivamente el coeficiente de kurtosis, basta calcular 

1(34 — 3.m)  
s.ee — 3.10 

que representa la proporción entre el punto medio de la distancia que existe 
entre el cuanta sji, y s,N , y la distancia entre loe cuantiks sao y x.10. 

Obsérvese que parad caso (1), la diferencia entre las dos distancias tiende a 
ser muy pequeñajo que indica que la información está concentrada alrede-
dor del cuantil za, es decir, el coeficiente k, se aproxima a 0.8 dependiendo 
de la avidez& de la curva. En contraste, cuanto mis plana es la distribución, 
caso (2), tanto más ampliase la longitud entre rlx, y zao, por lo que si esta 
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diferencia tiende a infinito, entonces k = O, es decir se tiene una curva com-
pletamente plana. Para el caso (3), es evidente que el coeficiente k toma 
valores cercanos a 0.25, ya que la curva a considerar es una Normal. 

Para el cálculo de los cuantiles 	s.n, lo y xio, que son utilizados 
para determinar los coeficientes de asimietria y de kurtosis, es necesario 
introducir el método de interpolación algebraica, y con ello poder hallar sus 
estimadores a través de medidas descriptivas para datos agrupados. 

La fórmula general de interpolación algebraica para el p-ésimo percentil 
entre datos agrupados es: 

X. ,-L.,+ [—MILZ
p
1 c, 

J. 
donde: 

p = porcentaje 

= limite verdadero de clase inferior de la clase en donde se encuentra el 
pésimo permuta. 

1, se frecuencia acumulada en la dele que precede inmediatamente a la 
clase en donde se encuentra el pésima percanta. 

4= frecuencia de clase en la clase que precede inmediatamente $ la clase 
en donde se encuentra el p-écimo percentli. 

c 	longitud del intervalo de dame de la din endeude se encuadra el 
p-ésimo porcentil. 

Además de estimar descriptivamente, el coeficiente de kurtosis y de asimetría, 
tal y como se mencionó anteriormente, existe también la posibilidad de es-
timar dichos coeficientes en términos de las observaciones muestrales de 
v.a.i.i.d, es decir 

(2.2.21) 

EKX — p)'1 	eeite£ 
= 	 a (2.2.22) 

 

 



Recordando que E(S.) Ni no y Ver(S.) = nal, la función generadora de 
momentos de S. se calcula como, 

Af(ss;t) = 

E  (e311)  [I É Y'll 
ni(em)  

ya que las Yi's son independientes y con la misma distribución, por lo tanto. 

3' 
a4 	34  

(2.2,23) 

denotados por los estimadores muestrales de los coeficientes de simetría y 
kurtosis respectivamente. 

Con esta breve explicación se ha terminado de analizar a los momentos, a 
los cumulantes y la relación entre elles. Se procede entonces a retomar este 
concepto, pero para el caso de sumas de variables aleatorias. 

2.3 Momentos, cumulantes y funciones gen-
eradoras para sumas de variables aleato-
rias. 

En la sección 1 de este capítulo se discutió sobre la obtención de la dis- 
tribución exacta de la suma parcial S. de 	, v.a.i.i,d. copias de 
una va. Y. Se observó que a medida que n crece el cálculo de la distribución 
se complica cada vez más, llevando a la necesidad de una aproximación de 
tipo numérico. Por tal motivo se ha decidido hacer el análisis de la die-
hibucián de S. en el limite, con lo cual se necesitarán definir las funciones 
generadoras de momentos y cunitalantes de S. 

m(s,,;,)=(31(Y;o)T', 	 (2.3.24) 



y su función generadora de cumulantes como 

K(S„; t) = logM(S„; t) 
= log M( Y; t)„  
= nlogM(Y;t) 
= nK(Y;t). 

(2.3.25) 

De esta expresión se tiene que el r-ésimo cumulante de S„ está dado por 

M.S.) = nk,(Y), 	 (2.3.28) 

para e = 1,2, 3, 	expresión que generaliza la ecuación ( 2.1.3). 

Debe notarse la simplicidad de le expresión ( 2.3.26), ratón suficiente para 
decidir trabajar con el concepto de cumulantee, además de que gi,(S„) 
nit,(Y) para r > 3. 

Por otro lado debe notare que debido a la iavarisnes bajo transformaciones 
lineales se tiene que 

MS:) = Pr(S•s). 
Lo anterior se observa del hecho de que 

31(5; t) 	
(exia 

i• neir(exPllexP1-41) 
expEáll E (exp 111) 

eliP  E:%i M  ;UY'  

Y que 

(2.3.27) 

(2.3.28) 



Jr(S,7;  t) = log .11( 	t) 

1°g kerP[j]) (41 e:/"1")) 
,  

nA't  syy  
De aquí que por ( 2.2.11), 	 (2.3.29) 

A' (S:, t) :t. 	
(Y:711 

le A' 	—
" 	)4••••+11. Ovil 

A Vea" 

co11 t° 
	 • oil' 

Latee° e:1MM*, 

IC(Sw, 	'Inri O 

	

"4::, ai al( — 	• 1 
atoare, Y de aquí que, por h propiedad de invadan» mate la cu 

k,(S 	
ma de una - 

) 	 coa 

o" 
que, 

Po in tanto 



Pr (S.. ) 
 = k,(S„) 

 

k,(S„) 

(07or 
por ( 2.3.26) se tiene 

así 

or (5,1=  

(4e)'' 

P3  G
c 	nk3(Y) p3(Y) il 1 '12  r7reT = 

04(4) 	
MY) 

nkr4 	n3  

(2.3.30) 

(5q) nk'  Y) 
" 

esto es. 
y obviamente también para "(S,:) se tiene la igualdad descrita en ( 2.3.31), 

'111 - no. :Hl 	 (2.3.31) 
lo cual será de utilidad para la expansión en series de Edgeworth que se 
desarrollará en el capítulo 3. 

2.4 Orden de Convergencia. 
Antes de continuar, es importante conocer o recordar el concepto de orden 
convergencia, ya que con ello se podrán analizar expresiones que surgirán 
más adelante en este trabajo. 

Definición 2.4.1 Si U y V son /unciones reales de tina sericite aleatoria real. donde V O para toda r, a heme 
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1. u(x) ,..,  0(v(x)) cuando x ro, si MI < M con x 	xo, 

2. u(x) = o(v(x)) cuando r zO, si lim,„ 	= O. 

u(x) v(r) cuando s —+ so, Si bilis-n.0 4,21 = 1. 

Ejemplo 1.43 

Si f(n) = 	,3+ * entonces lin4,...00 f(n) = O, es decir 

'44+4r _ o 
%—to 	1 

entonces 
j(n) mg 0(1). 

Ademia 
f(n) se + + 0(n-  ), 

ye que 	

I c < Af, 

esto implica que * se IIC0i1 es el orden n-3. 

Alliclismente se tiene que 

Ata) ". +O(  

ya que 

y también.  

lim =Hmº n 
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fin) = + o( n I ) 

Finalmente, 

ya que 
a 

=1. 

De esta forma se puede observar que si en el límite una función se acota 
al dividir entre otra función de un orden específico, entonces temblón se 
podrá comeguir que dicha función timada a caro dividiendo entre otra de 
un arduo mayor al anterior, retomando el ejemplo (1.4.1) = 0(n-s) ya 
que 1191 < lie, pero rambla 	05-r)»que 	o. 

De manees general, supósipae 	, 	k + e(1) 	con k E II 
y n .lo cuido:demente grande. Suponga qu'ea este caso o(1) t, donde 
e es una constante que está eh los reales.. Además a importante notar 
que la aproximación de f(Yi, Ya, +,Y.)  a le sada más exacta si as tuvieran 
¿edenes del Tipo  

«ft-1) = fin-1) = 

0(n-1) vi e(11-1)14 •-•111 

= dn-l) = 

ya que cuanto mayor es el exponente de n mayor es el denominador y la 
expresión tenderd lada r̀ápido a cero siu la necesidad de que n sea tan 
grande,(n 	tamaño de la muestra). Con este concepto, se puede llegar 
a establecer el orden en el que carices. la  ~MI ( 2.3.91), es decir, 



lo que implica que 

además si 

,r 
ms.)=0(n-l+i), (2.4.32) 

k,(Y)01-1  

lo que implica que 
IsAyl 

r-47. en 

(2,4.33) • 

Además de de les ~dm de Momeaseis TIMM almiar:Mete, se ligoe 

0011000) • «ré°44) 
00000) si 0,14) 
00•(0) <Os). 

4giarigh 
chi) . 	egn6) loto implica que @Mb ni 000.) 
«ro ess-1 *o) y ido  imita grei posa-e • *oh) 

Cas si" pede Mine a pum leudo, Ime • ~ea a O. 

2.5 Momentos, cumula ntes y tus ckines gen-
eradora para sumas aleatorias de verb 
ebbe aleatoria. 

SUMA de la forma + + Yie, desde N es une va, pueden encontrarse 
de manera natural ea muchos ejemplos, como loe que se mostrarán en las 
@l'altotes secciones. 



a) Teoría de colas. 

Sea 	el número de clientes que llegan a alguna tienda de servicios en un 
periodo de tiempo especifico, y sea Y, el tiempo de servicio requerido para 
el i-ésimo cliente. entonces SN = Yi + . . . + Ypj, es la demanda total por 
tiempo de servicio. 

b)Teoria de Riesgo. 

Supdagase que N es el total de reclamaciones que recibe una compedia 
de seguros ea uta emana. Sea 11 el MIMO de la i-áias ~ación, 
monees la castidad total ala que la cesayalik debe Itacor Reate es, Sm 
• + VN• 

e) Modelos pablaeisaales. 

Sea N el almete de plantas de cierta especie ea una localidad egtedllm 
y esa Y el Momo de ,-alpe producidas por la Monas plasta, masar 
sN • Y. f ...j'YO,'  ese ademo total de smailhe pcoduddae ea la localidad. 

La Maicillo de emes aleatarim de s riablss abaiorias que aqui es pecoso, 
Mamá es lag débil debido a les supuesta' gas as establessa, sha embree 
se la Mica tia será aseen" delair ea este trabajo. 

114.1 lesa (11,14,...) las illeilid11 de essiablee ~Mies 
iadqeadiestes e disgregaseis dieériblides p me N mas e.e. /huela la 
depludieste de 15,11,... tea >acida dr 	PN(a) = P(II • a) 
pava nal 11, 1, ..., se dulas la ~II aleatoria yersid sem 

"N°  11+11+•••+154 siN>11 	1134)  
e  (0 	 siNgs11 

Una vez establecida la deinichin se proceded a besar el aliado de momea• 
tos de sumas aleatorias de variables aleatorias. 

Supdopee que 15 y N tienen momentos hitos, entonces 

E%) = P 
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Var(}) = 

E(N) = v 

Var(N) = r2. 

Si se determina la media y la varianza para SS = Yl + Ya+. • • -4, YN se tiene 

que 

CSN) = pv 	 (2.5.35) 
Var(SN) = vol + par*. 	 (2.5.36) 

Pus le 41111100teCidft de ( 2.5.35) y ( 2.5.36) a atmoario eamaitt el con-
cepto uspusuas condicional y algunas de me propiedades. 

~ama Ceadidomil 

Sea y uta tumida parida cual le aparenta de g(X) a uiuIL. le drene d 
salar de la eeperama condicional de y(X) dedo Y as y amo, 

MIVOIY =2) = EI(É/PaP(312) hl/ 

ya que la Milis eaditiciail no esa MI:lidias "lote de Y pera los cueles 
h(2) 0. 

La ley de probabilidad  total pera la ~ame medidora! se isa rmae.  

At(X)) = E «IX« = 1/01.(r). 	(2•8•37) 

ID valor de la esperada condidoede 	111(0(X)IY 1.1  IF) es una buida de lo 
variable real y. Si sets fundó" si 'valida en una v.a. Y, es decir se toma 
la oompoeidést ron Y, ee obtiene la La. que ee denota por E(y(X )IY), 
esto:~ ( 2.5.37) ee puede reeecribir como 	 • 

41(X)1 Ant(X)IY» EA(X)IY 604(2). 
e 

A matización, se proporcionada algunas propiedadee de esperanza condi-
cional. 
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Sean X y Y variables aleatorias distribuidas conjuntamente, c un número 
real. g una función para la cual E(19(X)1) < oc. h una función acotada; y 
y una función de dos variables para la cual Aft,(X. Y)i) < oo, entonces las 
propiedades de esperanza condicional son: 

I. Efrigi(X1)+ cdta(MiY) = ciEli(Xt)in + crE(ih(Xs)1Y). 

2. Si y 1, O monees Ay(X)11' = y) 2, O. 

3. E(v(X,Y)IY = y) a E(v(X,y),Y as y). 

4. 11(y(X)IY a y) a Ing(X)), si X y Y son iadepeadisates 

PI(X)11(Y)IY eg y) la h(3)A1(X)Ir s 19) 

11(;01.(v)) • phoMortx)1Y = r)h(r1 

21011«x)IY». 

amo ceaseesiada de (1) y (6), para yolyikel se ablisse, 

i. /8(41' a y) :e e. 

T. «5(r)11' 	400). 

1  IRKX)) Lite(KNY as y) Po(r) a gighONY». 

Ahora se preceded a la desaastrisida de ( 2.5.86), que está basada en las 
peapiedadss ds «yema medicinal. 

lbsioatraeldek 

Per( 3.5.117) se timas que, 
• 

R(sN)* E AY% + Ys+•••+ Yo X * n)PN(*) 
set 

por el punto (4) 



£(5A.) = 
n=i 

	

E 	+ 	YNIN = n)Pn(n) 

	

= E 	+ + + Y."(n) 
nn1 

Éoil NO 
%el 

Para la deakeetradda de ( 2.6.111) ee dese 

V.r(SN) ASN - 
1X(SN — N + 	Mil  
EXSli N')' thiNN — 

Desarrollando 1((Spi — N.)') ee Mime 
eM+ MOR —1VMxN— 

"s. - xor) «. E 	+ •• • + Yr, — NoIN Ishies) 
es% 

ie E «Ya + +Es — Ple(a) 
mol 

É viro; + • • • + ViON(n) 
011 

= E neepos) 
mol 

at. • 
= 0/  E np.(n) 

..1 
= «acá?) 
T. gap 

O 



Desarrollando E(42 (N — v)2) se obtiene 

E(p2 (N — v)2 ) = p2 E((N — v)2 ) = paVar(N), 
= 

Mientras que E(p(SN — N p)(N — v)) = O ya que 

ASN — No) = 	+ + • • • + Y„IN = n)PN(n) 
+ • • • + 	np)PN(n) 

= (np — np)Ppr(n) 
aa 

Par lo tanto 

VO(SN) ffay 	+ vi.  

o 

Sea F(y) la función de distribución de las v.a. 	las cuales se suponen 
independientes, y sea Y una T.S. con esta distribución acumulada, tal que 

a(rk) Ps • 

es el k-ésimo momento alrededor del origen y 

AfW; e) = noar  

la función generadora de momentos de la v.a. Y. También suponga que se 
tiene la función generadora de momentos de la v.a. N, la cual esta dada 
Por 	

M(N;t) " AeiN ), 
entonces la función generadora de momentos de la suma aleatoria de vari-
ables aleatorias S„ es: 

M(SN;t) a  £(04 ) = AE(04  1 N)), 



si se calcula 

E(e'sN 1 N = n) = Ae's" 1N=n) 
E(explt(Y)  + 	+ Y„))) 

- 	= (PetY ))” ,  
•=i 

de aquí que 

E(ess" I N) = (E(e'Y  ))" o N = (E(e ))N  
= [M(YMis  

lo que implica que 

M(SN; t) 	W1(1'01 = E(elik4(m"))) 
Af(N; loyM(Y;t)). 

(2.5.38) 

o 

Iljetrapto 15.1 

Suponga que N tiene una distribucidn geométrica, esto es, la función de 
densidad de N está dada por 

P(141  n) Pf*  • n = 1•2, • 

donde O < q < 1 y p =1 — g. Calcular la 91(SNM 

gOilltiáll• 

• 

 

M(N; t) = E (e") az E P gel „ 
ase 

la fórmula ( 2.5.39) lleva a que 

  

— Ve" 

M(SN;t) 

    

9(exP 	AfT; 	«MY; t».  

G8 



P(SN = 01 = P(N = O) = PN(0), 

mientras que para a < SN < h con O < a < to, o bien, a < < O es 

P(a < SN  < 5) 
f 

 14: ,f (")(3)Ppi(n)ich. 	(2.5.40) 
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Distribución de sumas aleatorias. 

Suponga que 	, Y„, son v.a. continuas con función de densidad de 
probabilidades fz(z). Para n > 1 la función de densidad de probabilidades 
de la función compuesta por Y1  +Y2  + • • • + 	es la n-ésima convolución de 
fs(z), denotada por f (*)(z), y definida recursivarnente por. fi (z) = f (z) y 

P"1(z) I ltn-11(z P)/(u)du. 

Debido a que Ya,— , Y. y N son independientes, se tiene que la función 
de densidad condicional de + 	' ' • + Y. dado que N = n > 1 es 
también PI:). Suponga ahora que P(N = O) = 0, entonces, por la ley 
de probabilidad total SN  es continua y su función de densidad es 

Ah) = E thvv.(8NIN a 034(n) 
euel 

" a E14(34)PP4(n) 
*el 
ce 

f(SN) 	E 01)(8N)PN(n)* 
gel 

(2.5.39) 

Nota. 

Cuando N = O con probabilidad positiva, entonces SN  = VI 	Yrv, 
ea una variable que tiene dos componentes en su distribución: continua y 
discreta. Recordando el supuesto de que Yi + Y3  +... + YA  son continuas 
con td.p. fz(z),  entonces 



Ejemplo (2.5.1) 

Suponga una auma geométrica de variables aleatorias exponenciales, en-
tonces 

	

, 	Ae-b para z > O 

	

f(:' 	O 	para < O 

es una densidad exponencial y 

Ps(n) 	— 0)* 'apara n = 1,2, , 

es una densidad geométrica. 

Recordando que la convolución de densidades exponenciales con parámetro 
A es una gamma con parámetro (n, A), se tiene que la densidad para SN 
Yi + • • +YN está dada por 

1s.(1) a E 01)(1)114(n) 
MI 
el In or.i 

As e- 
As  411 114-1311.4 

Aoe_14, LIÉ 03(1 (--n  
(ra —1)l 

Ape-seesli-eles 
Ape-As+A(1-0» 
Ase-Acitk -AM* 

ASE-418. 

Entonces se tiene que SN = Y1+" • +YN se distribuye como una exponencial 
con parámetro 43. 

En el caso de una distribución discreta para el monto o los valores de las 
variables aleatorias M'e, el cálculo de la eonvolución aleatoria es muy simple. 
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Se sabe por ( 24" qüe 

Ejemplo 1. J. 1 

Considere una cartera de seguros que puede producir 0, 1, 2, ó 3 recla-
maciones en un perlado` de tiempo fijo con probabilidades 0.1, .03, 0.4 y 
0.2 respectivamente. Una redamackin individual podría tener un monto de 
1,2 ó 3 piens con probabilidad 0.5, 0.4 y 0,1 respectivamente. Calcular la 
función de densidad y distribución de la variable aleatoria de SN, llamada 
en este caso la reclamación apegada, 

Medd.. 

Sri ) 	E O" ki (a) 
loes 

ÉnYt+Ya+—+Yams)P(11 mes) 
eme 

" É (E PM 1W(Y. + Ye + • • • Yo-1 a •" Y)) "I'l 
mil de 

É (E h(r)P1-110- y)) P(ti 
est de 

De aqui que, de maneta remain se obtienen los cálculos que se rasura 
ea la siguiente tabla 



Dado que hay a lo más 3 reclamaciones y cada una produce un monto de a 

lo más 3 pesoa,'4 pueden limitar los cálculos a z = 9 	
• 

,1,2,...,9. 
La columna (2) lista la función de densidad de una 

	

varial 	de- generada con toda la masa de probabilidad en cero. La coe 'a 
comas 

eatoria  
a (3) lista la función de densidad de 

la reclamación individual, y las columnas (4) y (5) se obtienen de aplicar ( 2.5:41). de manera recursiva. 

Algunos cálculos se presentan a continuación: 

Columna (4) 

p0)(0) = O 
P(3)(1) 	= 	1 
101(2) = (0.4)(0) + (0.5)(0.5) + 0 = 0.25 
p(31(3) = (0.4X0.5) + (0.5)(0.4) = 0.20 
p(3)(4) = (0.5)(0.1) + (0.4)(0.4) + (0.3)(0.1) = 0.26 
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Colmas (5) a 

IP(0) 
p(3)(1) 
113)(2) 
P(3)(3) 
I(')(4) 
P(3)(6) 
114(6) 
P(S(r) 
P90) 
1/3)(0) 

Columna (4) 

través de (3) y (4) 
= 0 

0 
at O 
= (0.25)(0.5) = 0.125 
= (0.4)(0.5) + (0.25)(0.40) = 0.300 
• (0.26X0.50) + (0.4)(0.4) + (OZ)(0.1) = 0.315 
= (0.08)(0.5) + (0.26)(0.4) + (0,4)(0.1) = 0.1840 
el 0.063 
a 0.012 
▪ 0.001 

0.1  
L,(1) 	(0.0X0.3) a' 0.16 
ht,(2) et 0.12 + 0.10 ze 0.13 
hs(3) = clas +0.14 +0.a. is 0.215 
fh(4) = 0.104 + 0.06 = 0.164 
ho(5) 	0.032 +0.063 0.005 
hi,(6) es 0.004 + 0.0041 es 0.0406 
/4(7) = 0.0111 
i4N(0) 0.0034 
itrA es 0.0000  

Columna (7) 

 

FIN(0) a 0.1 
40(0) es 0.1 +0.15 = 0.28 

FINO) a 1.0 

71 



Con estos ejemplos queda definido el concepto de sumas aleatorias de vari. 
ables aleatorias que será de importancia en el desarrollo de este trabajo. 

2.6 La distribución Poisson Compuesta. 
Si N ea una variable aleatoria Poúaon con función de densidad dada por 

" 
P(N = n) =

It 
 , n=0,1,2,... y X>0. 
! 

y SN está definida como 

entonces se dice que SN tiene una distriisciés Poimon Compuesta. 
La distribución Patosos Compuesta tiene caractedaticas muy atractivas que 
serán presentadas posteriormente. Suponer dicha distribución tendrá sen- 
tido cuando la variabilidad del número de datos con los que se trabaje no 
diste muelo de eu valor promedio, ya que E(N) = Var(N) = X. 

Cuando variarme del número de reclamaciones excede su media, una 
dietribucida Petisos para la v.a. N un se'recomendabie, en esta situación 
el uso de una distribudós bincenial negativa es preferible, recordando que 
la densidad bincenial negativa está dada por, 

"N = n)= (1 4.: —I  )Pre 

bis distribución tiene dos parámetros: r > O; O < p < 1, g = 1 — p. 

Para esta distribución se tiene 

AI(N;t) = 
.1 
T1-w)r  

E(N) a 

Var(N) 



Cuando una distribución binotnial negativa se elige para N, la distribución 
para S,v se dice que es binomial negativa compuesta. Utilizando las fórmulas 
( 2.135 y ( 2.5.38), se tiene 

	

E(S.v) = 	E(.11 
P 

Var(SN) = Uraral + jrr  (E(X)12  P 	P 

	

Aii4; = 	 [I — q.IP(X;t)i r  

Cna familia de distribuciones para el número de reclamaciones puede tener-
me suponiendo que el parámetro A de la distribución Poimon es una v.a. 
con función de densidad e(A), A > O. y que la distribución condicional de 
N, dado A = A, es Poisson con parámetro A. Hay diversas situaciones en 
las cuales será útil considerar esta forma de definir la distribución de N. 
Por ejemplo. considere una población de asegurada donde existen varias 
clases de asegurados dentro de la población que genera el número de recla-
maciones de acuerdo a la distribución Paisana, pero el parámetro de la 
distribución puede ser diferente en cada clue. Si la frecuencia relativa de 
loe valores de A están dadas por u(A), se puede adoptar la idea anterior 
utilizando la Ley de Prehobilideles Toldes. 

"N si n) 	r  P(X a n'A = Aju(A)ilA 

di A 
itt Á 

e  
-- 

n
es(A)dA. T " 

 
utilizando propiedades de esperanza condicional 

E(N) = EAN11» = E(A) 

ya que 
ETNIA = Al = A, 

y entonas 

EINIAJ = EiNIA 	oAmA 
Var(N) sst E(Var(XIA))+ Var(E(N)A)) 

ge AA) + 



SobackSa. 

(1) 
ASN)"1311.3)  E(Y)E(N)= AE(Y) 

Y 
.5.1(N;t) = E[exp{t.V}I 	 (2.6.41) 

= E [E[exp  {tS} 
= E [exp{A(e' —1)}l 

= M (A; — 1) 

La igualdad, E[exp UN) lAj = exp (A(e' — 1)), se sigue de la hipótesis de 
que la distribución condicional de N dado A. es Poisson con parámetro A. 
Así , como en el caso binomial negativo, E(N) < Var(N). 

Ejemplo 2.6.1 
Para una v.a. SN con distribución Poisaon compuesta se tiene que 

E(SN)• = AE(Y) 
	

(2.6.42) 
Vor(4) = AE(V) 

M(Sti; t) = exPIA(M(Y; I) -1)). 

(2) 

Var(SN) sal 3.5.311)  E(N)Vor(Y)+[E(Y)1:Var(N) 
AVdr(Y) + iE(Y)ilA = A(Var(Y) + (E(Y))2) 
AE(V1). 

La función generadora de momentos de una v.a. Poisson N es 

M(N;1)= exp(A(et  — 1)), 

de aquí que utilizando ( 2.5.39) 

M(SNi t) = MN(l06M(Y;1)) 
exP(A(0114108 ál(Y; t)) — 1)) 
exp{A(M(Y; —1)). 
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Propiedades del Proceso Poisson Compuesto. 

'horma 2.8.1 Si Si, Sa, 	, S„, son variables aleatorias independientes 
tal que Si tiene una distribución Poisson compuesta con parámetros A, y 
distribución de monto reclamado P;(:), i = 1,2 	in. entonces S = Si + 
Sz  + • • • ,+S. tiene una distribución Poisson Compuesta con 

A = E x; (2,0.43) 

P(S 	s) = P(s) mi É Inr) 	 (2.6.44) 
int 

Demostración. 

Sea Af(i; t) la función generadora de momentos de P,(s), utilizando ( 2.6.42), 
la función generadora de momentos de Si es 

M(Sc,i) exPf Ai(M(i; t) — 1)). 

Dada la independencia de Si , S:, S,,,, la función generadas de momentos 
de su suma es 

M(S; t) s fi M(Si; *) exP (És  AdM(i; t) — 
int 

finalmente, reescribiendo el exponente 

.V(S; t) Z1 exp {A 11(M(i; t) — 1)1 

donde 
A el EAi, 

imes 
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y dado que esta es la función generadora de momentos de la distribución 
Poibson Compuesta, especificada por ( 2.6.43) y ( 2.6.44), queda demostrado. 
el teorema 

Este resultado tiene dos consecuencias importantes en la construcción de 
modelos de seguros. Primero si consideran m portafolios de seguros inde-
pendientes y éstos se combinan, entonces la reclamación agregada de los m 
portafolios tiene una distribución Poisson compuesta. Segundo, se puede 
considera: un único portafolio por un período de n años. Aquí se supone 
la independencia entre las m reclamaciones anuales agregadas y que cada 
una de estas tiene una distribución Poisson Compuesta, no es necesario que 
las distribuciones de lee reclamaciones anuales sean idénticas. Dicho lo an-
terior, se sigue del teorema que la distribución de la reclamación agregada 
para un período de n-años tendrá una distribución Poisson Compuesta. 

Ejemplo ti./ 

Sean si, sa, , 	m números diferentes, y suponga que Ni  , N3,... N,,, 
son v.a. mutuamente independientes, además suponga que Ni, con i 
1, 2, , m tiene una distribución Poiseon con parámetro Ai, determinar la 
distribución de 

1" + x3N) + • • • + s,aNs. 	(2.6.45) 

Solución 

e, Ni tiene distribución Point* compuesta con parámetros de la distribución 
Poisson y una distribución de monto reclamado degenerado en si, apli-
cando el nevem. 1.6.1 se tiene que la suma descrita en ( 2.6.45) tiene una 
distribución compuesta con parámetro 

EAí, 
‹et 

y función de probabilidad del monto reclamado P(z), donde 
u • 

P(z) 	 1,2,.. , ,m 
Oe.o.c. 
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En este ejemplo puede suponerse que existen m portafolios independientes. 
cada individuo del portafolio i puede reclamar sólo x, pesos, (la distribución 
del monto reclamado es degenerada, motivo por el cual hay un sólo valor 
de monto), y el número de personas que reclaman en el portafolio i es la 
variable aleatoria N, 

o 

Se puede verificar que para cada distribución Poisson Compuesta con dis-
tribución de monto reclamado discreta puede ser representada como una 
suma de la forma ( 2.6.45). Sean x,, s2, , 	los valores discretos para 
las reclamaciones individuales y sean 

tri = P(si) puai 1,2,...,m 

sus respectivas probabilidades. Sea Ni el número de términos en S = 
Xa + Xs + • • • + XN que son iguales a si. Entonces agrupando términos se 
observa que 

5 = salga  + saN: + + 2,„N„,. 	(2.6.46) 

En general, la 14's de ( 2.6.46) son v.a. dependientes, sin embargo en el 
caso especial de una distribución Mesen Compuesta para S, estas variables 
Nos independientes, como se mostrará posteriormente. 

Anta de enunciar el teorema que probará la ~vomite anterior, se citarán 
algunas propiedades de la distribución multinosnial que se marón ea la 
prueba 	del 	mismo. 

Distribuida Mida:songa! 

Para la distribueián multinontial, cada uno de n ensayos independientes 
puede resultar en m diferentes posibles resultados. La probabilidad de que 
un resultado caiga en el resultado i se denota por N. Se denotaré a la v.a. 
que cuenta el número de resultados en n ensayo por Ni. %tosco 

1 . E ti  II mi E N; 
int 	 est 
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y la función de densidad conjunta de NI . N2 , 	N„, está dada por 

	

P (N1  = ni Nº  "- n 2 	V,„ = n„,) —  , 	rrrl 	„ 
n i:n 2 l. • • • n„,! 

utilizando la densidad se tiene que la función generadora de la distribución 
multinomial es 

( { 'É E exp tiNi}) = 	E exp {ti  ni  + t2n2  + • • • + t„,n„,} x 
i=1 

X P (Ni  = ni, Nº = 	, N,„ = n.) 
m n!  E 	exp {E fin, 	, X 

ni ,n3,...rtm 	i=i 	1012! • • • 	11 

Telt: 	„ „mg. 

„ „ F, „ n 2!n2! • • • n„,! 
ri! 

x (Irk  exp {t1 })"' (Ira  exp {ta})" 	(x„, exp {t„,})""' 

	

n! 	"' 
= 	E 	fi (wi en) (ti)r 

sa"...‘" alisa 

(E fri eXP {ti) 
¿si 

Así, 

	

E (exp(Ét,151)) = 	exp {ta + x2 exp {t2} 	exp (t.,}r , 
isi 

esto último ya que 

k 	 n! 

,.1 1 kEtii) E n  ..i.0.1 
donde k suma es sobre todos loe enteros de nk , raa, , nk  los cuales suman 
a n. Esta última expresión es conocida como El Teorema ifultinomiaP 

*Raí (I Pát. Lit 
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ESTA ligNe ori 
Sittii 11 U Wüi tu 

Ilorema 2,6.2 Si S •=x1 N1 + ,r2 N2  + • • • + a m  N,„ tic nc una distrihoridn 
Poiason Compuesta con pardmetro )1 y probabilidades discretas para 1,),4 
montos reclamados, dada por 

rr, = P(zi ), con i = 1, 2, 	tu. 

Entonces 

1. Ni , Na 	N,„ son mutuamente independientes. 

O. N, tiene tina distribución Poisson con parámetro As  = 7r, 

1,2,...,m 

Demostracidn. 

Note que pan una número fijo de reclamaciones independientes (ensayos) 
donde cada reclamación puede ser cualquiera de los m tipos de cantidades 
que se pueden reclamar, el número de reclamacionei de cada cantidad es 
multinomial con parámetros vi, ni , ira ,— n,„. De aquí que dado que 

.V = EN;  n, 
bol 

la distribución condicional de Nt, Na, „ N„, es la distribución nuiltinomial. 

Para este caso 

E 
 [
exp {É t•N•)1 re at E [exp { Vi) IN = ni PIN = ri) 

amo 	ItaTO 	411. I 
01) 	 API 

= 	E (ea exP (ti) + • • • enk exP (tis ))" nt amo 

exp (—A) E (), E ;é 
no° tul 

= flexp{Arr;(e"-1}}. 
i.t 

Dado que este el el producto de m funciones cada una dependientes de una 
sola variable ti, esto muestra la independencia de las M'a. Además. si se 
toma ti a t y ti  =O para j p# i se obtiene 

E(exp {tNi}) = exp {le;  (ei — 1» , 
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la cual es la función generadora de momentos de una distribución Poisson 
con parámetro Ari  que prueba el punto 2 de este Teorema. 

La fórmula S = =e  ziNi  y el Teorema 2.6.2 proveen un método alter-
nativo para calcular la distribución Poisson Compuesta con un monto de 
reclamación discreto. 

Primero se calcula la distribución de :IN!, z2N2•• • • 	pero esto es 
una tarea fácil, ya que tendrá muchas entradas en cero debido a que en el 
cálculo de la P(z" = z) se deberá tener que s debe ser entero. Luego se 
calcula la convolución de esas m distribuciones para obtener la distribución 
de S. Este método es muy conveniente cuando in es pequeño. 

Aún cuando una distribución continua haya sido seleccionada para el monto 
de las reclamaciones, una aproximación discreta puede algunas veces usarse 
para aplicar este método alternativo y dar una aprotimación satisfactoria 
para la distribución de S. 

El siguieute ejemplo compara el método básico de convoluciones con el 
alternativo para realizar el cálculo de S. 

Ejensple 9.1.3 

Suponga que S tiene una distribución Rizan coa A = 0.8 y los montos 
individuales de reclamación son 1,2 ó 3 con probabilidades 0.25,0.375 y 
0.375 respectivamente. Calcular f.(s) = P[S = zJ para z = 1, ... ,8 

Soludda. 

1. Utilizando convoluciones, es decir. el método tradicional, visto en el 
ejemplo 1.3.1 se tiene 
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Tabla 2.6.1 
(1 )  (2) (3) (4) 	(5) (6) 	(7) (8) 19) 
X 10°  101  p'' 	p" p" y 1)*6  fs 
0 1 t 0.4493 
1 0.250 0.0897 
2 0.375 0.0625' 0.1438 
3 0.375 0.1875 0.0158 0.1624 
4 0.3281 0.0703 0.00391 0.0499 
5 0.28131 0.1758 0.02344 0.00098 0.4738 
6 0.1406 0.2637 0.07617 0.00732 0.00024 0.0309 
n 0 1 2 	, 3 4 5 6 
• 0.4493 0.3595 0.14381 0.0983 0.0077 0.0012 0.00016 

donde (*) representa 
e-1(0.8)4  

n! 
2. rtilisando el método alternativo desarrollado en esta sección, se tiene la 

siguiente tabla 

Tabla 2.6.2 
(1) (2) (3) (4) (51 

S 

 (6) 
x P(Ni  = .r)' P(211  r: 2) P(3Na = z1(2) * (3) (4)* (3) 
0 0.818731 0.740818 0.740818 0.606531 0.449329 
1 0.163746 0.121306 0.089866 
2 0.016375 	1  0.222245 0.194090 0.143785 
3 0.001092 0.222245 0.037201 

0.030974 
0.182358 
0.049906' 4 0.000055 0.033337 

3 0.000002 0.005703 0.047360 
8 0.000000 0.003334 r-0.033337 0.003288 0.030923 
i 1 2 3 

A,-  0.2 	' 0.3 0.3 
all»!  ii::1211(01 ILSPO , 

(IMP 
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Para aplicar las fórmulas debe notarse que ni = 3..r1  = 1, x3  = 2, .r3  = 3, 
= Ap(1) = 0.2, )12 = Ap(2) = 0.3, 113  = 4(3) = 0.3. 

Primero se calculan las columnas (2), (3) y (4), las entradas no-cero son 
probabilidades Poisson en las que P(N, = !) tiene sentido ya que es en-
tero, para i = 1,2,3, .... Luego se obtiene la convolución de las columnas 
(2) y (3) registrando el resultado en (5). Finalmente se calcula la con-
volución de las columnas (4) y (5) y se registra en la columna (6). Debe 
recordarse que no se han hecho todos los cálculos ya que sólo se desarrolló 
la distribución de S para s = 1, 2, ...,6, pero 

P(s S 6) = f(0) + f(1)  + • • • + f(6) = 0.97325 

y esto no suma 1 
Q 

La fórmula Erli 	= S y el Teorema anterior tienen otra implicación. En 

lugar de definir una distribución Poisson compuesta para S especificando 
el parámetro A y la distribución discreta de loe montos reclamados P(s), 
ea posible definirla en términos de las cantidades reclamadas 31 ,4, 
y los parámetros Ai, A2r  ... A,,, de las distribuciones Poisson asociadas a N; 
con parámetro Ai. En términos de esta nueva definición de la distribución 
de S, se obtiene que 

E(Ni) = Var(Ni) = Ai, 
y de la independencia de las Mis le obtiene 

E(S) -- E (ZeiNi) --ExiAi 
113 

sal 	 int 

Var(S) = Var (Ez,119 	E!Ai 

Teorema 2.41.3 	1. Si S tiene vas distribución Poisson Compuesta es- 
pecificada por A y P(:), entonces la distribución de 

	

Z = S —1E  X) AzIr N(0,1) 	(2.6.47) 
AE(X2) 
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2. Si S tiene una distribución Binomial negativa compuesta con parámetros 
r, p y Pkx ), entonces 

S — r (1E(X))  

Jr () E( X 3 ) r (0) (E( X))2 

Demostración. Se probará el número (1) mostrando que 

el 
lim M(Z; t) = exp 

aGc 

(2.6.48) 

El punto (2) puede probarse con la misma estrategia, pero la prueba in-
volucra más pasos, por lo cual no se incluirá la demostración. 

t 	—AE(X)t 
M(Z;t)= M (S; 

rX3)
oo.) exp 

AE( Prían 

utilizando las propiedades de la función generadora de momentos en ( 2.6.47) 
y haciendo uso de la función generadora de momentos de una distribución 
Poisson Compuesta se tiene 

M(2; i) = exp {A [Ab/ (7zrzt ) — 11 — TairrmAIX)t I 

y sustituyendo la expansión en serie de Taylor para 

Al (X: pricnt 
) 

- 
t

Pro) 
AI(Xii) gol+ E)1' +1"t" 1! 

(2.6.49) 



en ( 2.6.49) se tiene 

.11( 2;t). exp 
1 	1 {
2
-t2  + 

6 
E(X 3) 3  } 

(E (x)2)313 

y si A -+ 	Mg(t) se aproxima a et 312, que es la función generadora de 
momentos de una distribución normal estandarizada. 

La distribución normal es simétrica y consecuentemente su tercer momento 
central es cero, sin embargo la distribución de reclamación agregáda es fre-
cuentemente sesgada. La siguiente tabla muestra que los terceros momentos 
de S bajo una distribución Poisson Compuesta y una Binomial Negativa 
no son cero, por lo cual esta aproximación normal tiende a dar muy malas 
aproximaciones, de aquí la necesidad de mejorarlas. 

Para completar la tabla siguiente se utilizaron las propiedades de cumu-
lada,. 

Tabla 2.6.9 
Faso 	,1  Winton úoaipueista -Bin. r(k Compuesta 

Ab«) exPIA(Afx(t) - 1)) (t-r 71ro r 

la Afz(t) A(14(t) - 
1) 

r lnp 	- 
Ha(' 	- 
11Alz(t)) 

6 la Ats(t) AMint) t'a% + snesoln .,  
0-eux • 
l-r 

tr-VIng 
Sr In ms(i) lisa AE(X') 

• 
reman + 
snirEtyxotal+  
Wilwr. 

Cabe señalar que para montos de reclamación positivos, P(0) = O, y el 
tercer momento central de S es positivo en cada caso. 
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La aproximación aquí propuesta consiste en aproximar la distribución de 
la reclamación agregada S por un distribución gamma trasladada donde el 
parámetro o d y so se seleccionan igualando el primer, segundo y tercer 
momento central de S con los de una distribución gamma trasladada, de 
aquí que 

EtS) = ro + a 

l'ar(S) = 

y de aquí se obtiene que 

2Var(S)  

E f(S — E(S))1 

2(Var(S)7)  (S = E ERS — E(S)3)1 
(4 Var(a))3  

o = 
E((S £(5))30 

Para una distribución Poisson compuesta este procedimiento lleva a 

 

= 91E1712 
(E(X3))' 

3  !EU* 
E(X3) 

zo  = 1E(X) — 112)1"  EVC3) 
se puede mostrar que si a —• x, $ oo y ro —oo 

so + = g constante 

(2.6.50) 

= 
o constante 
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Así se requiere entonces una aproximación más general a la distribución 
de reclamación agregada que acomode el sesgo que existe, y para ello se 
introducirá la parte medular de este trabajo: las expansiones en series de 
Edgewortb, expuestas en el siguiente capitulo. 



Capítulo 3 

Resultados de la teoría 
asintótica. 

Dentro de la Estadística, existen algunas problemas distribucionales que 
tienen soluciones exactas aplicables, sin embargo también existen aquellos 
en los que no se encuentran tales soluciones, o en el caso de que existan. 
pueden llegar a ser tan complicadas que presentan inconvenientes para ser 
usadas de manera directa. Un ejemplo de esto, es la obtención de la dis-
tribución de sumas de variables aleatorias y sumas aleatorias de variables 
aleatorias, visto ya en el Capítulo 2. Para estos casos, lo más conveniente 
es abordarlos mediante la Teoría Asistólica o de Grandes Muestras, donde 
se puede conseguir derivar aproximaciones suponiendo cierta cantidad de 
información de la pobalción total. 

Ea este capitulo se podrá mostrar que cuando n crece hasta infinito, la dis-
tribución correspondiente se aprecios a alguna otra distribución simple y 
estandarizada, en particular a una distribución normal asociada al Teorema 
del Límite Central. Se mostrará también que la distribución normal es el 
término principal de una serie asintótica frecuentemente en potencias de 
n-i o n-I. dicho término puede proporcionar una aproximación numérica 
adecuada, y los términos restantes pueden ser usados para obtener más 
exactitud en la aproximación o para estimar las condiciones bajo lu cuales 
la aproximación simple y estandarizada sea más útil. 

Las expansiones para obtener las aproximaciones planteadas pueden He- 
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gar a tener rigurosas propiedades matemáticas en el caso de que n oo, 
pero dado que en aplicaciones prácticas n es un numero finito solo queda 
determinar que tan buena es la aproximación, por tal razón los resulta-
dos asintóticos que aquí se presentarán tendrán como objetivo enfatizar el 
modo de acelerar la convergencia sin necesidad de que n sea tan grande. 

Se mencionarán entonces los principales teoremas relacionados con la con-
vergencia de alunas de variables aleatorias para n tendiendo a infinito, pro-
fundizando en el entendimiento y utilidad del los mismos, concluyendo en 
el resultado que gene ralize y acelere la convergencia sin necesidad de que n 
sea tan grande, el cual será demostrado en su totalidad. 

3.1 Leyes de los Grandes Números para el 
caso Binomial, Bernoulli y Borel 

'borona 3.1.1 Sea (X.; n E N) S» ibetaithl de La. binomiska tales 

(3.1.1) 

Si n 	pus iodo n e N, estimas 
pass tale e ER 	P(IY„ 	1. e) 	 (3.1.2) 

Dunoetraddn. Sea A. = (w E fliiri(w) — I(> e), entonces utilizando la 

desigualdad de Tchebysber y sabiendo que E(X,,)= n/ se tiene 

"A") a' PI» E ni IXs(w) — 	nel 

	

= P ito E th(X*(tu) — 	k. 

V4I(X")  = 	Para todo e E R+, ns3 para 

ui 	P(A.) = O, se decir 

Nitt 	— 01 k el = 0 



o bien Y. •L: O. 

Algo interesante que refleja este teorema, es el hecho de que el resultado 
Y„ 	O puede ser utilizado para justificar la asignación frecuentista de 
probabilidades. 

También debe notarse que el factor de estandarización de la v.a. X. con el 
cual se obtiene la Y„ es muy grande, de tal forma que pulveriza a la variable 
aleatoria, degenerándola en el límite a una constante. La duda que surge 
de manera inmediata para este caso de v.a. Binomiales es si existe algún 
factor de estandarización que permita obtener en el limite una If.a. con 
determinada propiedad distribucional. 

El poseer un limite con propiedades distribucionalea, (que de alguna manera 
sea simple), permite el cálculo de los cuantiles y probabilidades que servirán 
en el caso n oo para aproximar el comportamiento distribucional de la 
cuasi 'en. 

En el Capítulo 1 se observó que el concepto de límite en probabilidad se 
puede alcanzar de diverges formas, las cuales involucran cierto grado de 
fuerza en el modo en que la convergencia es alcanzada. La convergencia 
obtenida en el Teorema anterior es un tanto débil en el sentido de que está 
referida a una convergencia estodatica o en probabilidad, vale entonces 
la pena explorar si para la misma sucesión puede obtenerse otro tipo de 
convergencia más fuerte. 

'borona $.1.$ (Ley leerte de los Grande. Ndineros,Borel(19011).) 
Sea (X.; u E N), una sucesión de variables aleatorias con distribución bi- 
noneial y perímetro O, si Y. = 	para tale n E N, entonces 

P(.1111 = = 1 , 	 (3.1.3) 

ea decir Y. g • 

Para la demostración de este teorema será necesario enunciar el siguiente 
resultado: 
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Corolario 3.1.1 Rajo las condiciones del teorema anterior se tiene que 
para todo e E R+ 

00 

E Pf% 	< 00 
n.1 

Demostración. 

Puede obtenerse que 

E(X„ — = n6(1— 9)(3n9(1 — O) —611 — 9) + 1) para todo n E N, 

y de igual manera utilizando la desigualdad de Tehebyshev 

PHY„—OI el = 0(1 — 0)(3n9(1 —O) — 6B(1- 9) + 1) 
4 n e 

para todo n E N, y entonces 

nlYs — 61 > e) < r*4 , 
y como 

E M< oo para todo p > 1, 
n.o 

se sigue que 
OD 

E Pon - t7I ?. < oo. 

Con esto se procederá a demostrar el Teorema 3.1.O 

Demostraddn. 
Por el corolario anterior se tiene que 

E Pon - 	< oo; para todo e E le, 
».1 

y utili4ando el Lema de Borel-Cantelli, implica que 

P[IY,, — BI > e 	= O para todo e E R+ 

por lo que del Lema (1.4.1) se sigue que 

PI jis% Y„ = O) = 1 



Si' — AS4)  -4 0. 
n 

JI 
Sn = E XI% 

bit 

3.2 Leyes de los Grandes Números: Caso 
General. 

En la sección anterior se demostró la ley débil y fuerte de los grandes 
números para el caso binomial. En esta sección se darán resultados seme-
jantes pero para sucesiones más generales de variables aleatorias. 

Definición 3.2.1 Sea 	„; n E N} una sucesión de v.a. no necesaria• 
mente definidas sobre el mismo espacio tales que E(X„) < oo para todo 
n E N. Se dice tse {24; n E N} tiene la propiedad débil de los grandes 
números si 

(3.2.4) 

donde 

Definición 3.2.2 Sea (Xs; n E N} une sucesión de v.a. no necesaria-
mente definidas sobre el mismo espacio tales que E(X„) < oo pera todo 
n E N. Se dice que (X„; n E N} tiene la propiedad fuerte de los grandes 
números si 

(3.2.8) 

donde 

Si (X5; n E N) son v.a. independientes Bernoulli(X;8), entonces por lo 
visto en la sección anterior & O, o en forma equivalente 

Sri '''E(S) 	o,  

lo que se mostrará en esta sección es que bajo ciertas condiciones, no es, 
necesario que las v/.11, tengan la misma distribución para garantizar la 
convergencia. 

Los siguientes resultados son consecuencia inmediata de la desigualdad de 
Tcbebysbev, vista en el capitulo 1. 
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Corolatio 3.2.1 (Condición de Markov.) Sea {X.; n E N} una sucesión 
de v.a.i. tal que Var(X,)= cr,2, < oo para todo n E N. Si 

1 " hm,„---2- E a O n os. 

entonces (X„:n E N} tiene la propiedad débil de los grandes números. 

Demostración. 

Como {«Kg; n E N} son independientes tales que Var(X„) = 	us-
ando el corolario anterior y la desigualdad de Tcbebyshev se tiene que para 
todo e E R+ 

Corolario 3.2.2 Bajo las mismas hipótesis del corolario anterior, si a! = 
os para todo n E N entonces {X,,;n E N} cumple con la propielsid 
de les prendes números. 

Demostracisia. 

se tiene el resultado. 

El corolario (3.2.1) lo que en esencia dice mediante la condición de Markov, 
es que la variante de las v.a. en juego, no debe crecer en más de para 
que se pueda garantizar la convergencia en probabilidad. 

La suposicón de que exista la varianza puede ser relajada, sólo que la de-
mostración se dificulta, por lo cual se enunciarán los dos resultados más 
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(3.2.6) 

P [ 
1 .9. — nE(5%)1 	= °(1)  

satisfaciendo la definkion de Ley fuerte de tos grande números 



importantes al respecto, terminando con una conclusión práctica en cuanto 
al uso de los mismos en la Estadística. 

Teorema 3.2.1 Ses {X,,; n E N) una sucesión de v.a.i. toles que 

E(X,$ ) < copera todo n E N 

si 

E l'ar(X,) < oo 

entonces 

converge casi sagaraments. 

CC, 

E(-V„ — E(Xn)i 
nal 

Demostración. Supong,a AX.) = O para todo n E N y sea s.. Era, 

entonas S. converge si y sólo si —Sh —h 0, y ata sucede casi seguramente 
ti y sólo si para todo r E R+ 

PHS„ — 4+41 e para todo k E NI = a(1), n oo, 

o equivalentemente 

POS. — S,.1 2 e para todo m 	= o(1), n oo. 

La expresión anterior ea igual a 

= PIO IS4 Sool k ti= 0(1) 	--O CC 

PLOiSs — Sq+ki k 	«1) n so, m   
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Pero debido a que P es continua y la sucesión es monótona, y utilizando 
la desigualdad de Kalmogorov se tiene 

P [

n 	 .. 
U IS„ — Sn+k1 2 el= ,111. P [y, isn — s..' k e] 
k=1 

. 	I, P [malo 1S n — Sa+ki 1 e] 

< 	hm  V ar(Su — Sn+k) 
71-*C0 	O 

"" V ar(X

L  

) 
< 'II ;  .11 ------E 2  — ° 

o 

Corolario 3.3.3 (Condición da Kolmosorov) Sea {X,1;n E N) una 
sucesión de tha. independientes con »ritmos finita t, ces {b„; n E N} C 
une sucesión creciente tal que b„ --• co, si 

E Var(X,,) < oo, 
.1 .4 

entonces {X,,; r1 E N} tiene la propiedad leerte de los grandes isómeros, 
esto es 

Demostración. 

Var 
	— E(X,,)\  Var(X.) 

para todo ra E N 

por la independencia y la condición de Kolmogoroo se tiene que 

Var (X"< oo 
nal 	\ 	"01 	/ 

— WS,,)
" 
„ 

ba  
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y por el teorema anterior 

r-glIC  X01 E(Xn) 

n=1 	
b 

n 

converge casi seguramente. Pero 

Sn  — E(S,,) 	1 .n 	— E(Xk )\ 
be, 	bn 	k 	bk 

entonces por el Lema de Kronecker, 

Sfh 	MS,i)  04. ji 

Nota: El Lema de Kronecker es el siguiente, sean (b. E 11.+; n E N) una 
sucesión creciente a infinito y {X.; n E N} tal que Uld  X„ = X < cc. 
Entonces 

Si 	n se tiene la ~cié» (3.1.1). 

a 

Es interesante puntualizar que en el caso general de variables aleatorias 
que no poseen distribución binomial, se (lega al mismo resultado que para 
éstas es decir, a una convergencia casi segura, pero que implica la an-
n'acida de cualquier propiedad distribucional en el límite, ya que se de-
genera la variable aleatoria en una constante, esto último debido al fac-
tor de estabilización de la mienta o de estandarización de la suma, la 
sucesión (b,,; n E N}, por lo cual es necesario explorar nuevos factores de 
estandarización de sumas que permitan lograr algún tipo de convergencia 
a una variable aleatoria no degenerada en el limite. 

Es importante notar también que de este resultado se deriva toda una 
metodología en la estimación de parámetros en la Teoría Estadistica y de 
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Para el ejemplo suponga que la experimentación consiste en jugar un gran 
número de veces, o alternativamente se programa una computadora para 
hacerlo. 

Después de jugar n veces, se toma 

{1  O caí otro caso. 
si en el i-timo resultado ganó 

Simulación, ya que si {X,i; n E N} es una sucesión de v.a. independientes 
y con la misma distribución, donde E(X„)= y Var(X„) a2  para todo 
n E N se tiene por el resultado anterior que 

ET.' 	X  — 	4 E(.11). 

Una aplicación muy útil de este hecho lo proporciona el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 11.1 

Determinar la probabilidad de ganar en un juego de solitario. 

(Por solitario se entenderá el juego de solitario estándar ejecutado con un 
paquete de 52 cartas y con una estrategia fije). 

Un posible enfoque es comenzar con la hipótesis razonable de que todos los 
(520 arreglas posibles del paquete de cartas tienen la misma probabilidad de 
ocurrencia y entonces el problema se reduciré a intetar determinar cuantos 
arreglos llevan a ganar un juego. Desaketunadamente no parece ser un 
método sistemático para determinar el número de arreglos que llevan a 
ganar, ya que (52!) es un número muy grande y la única manera de saber 
si un arreglo particular lleva a ganar as jugando, en cuyo caso el enfoque 
no funcionaria. 

Al parecer la determinación de esta probabilidad es Intratable matemáticamente, 
sin embargo, no todo está perdido, ya que la experimentación es una técnica 
útil. 



Entonces X„ para i = 1, ,n serán variables aleatorias bernoulli indepen-
dientes para las cuales E(Xi) = P(ganar el solitario). Y utilizando la Ley 
Fuerte de Grandes Números, se sabe que 

Er., X,  número de juegos ganados 
n 	número de juegos jugados '  

tiende a E(Xi) con probabilidad 1. 

3.3 El Teorema de Límite Central, un resul-
tado de convergencia débil. 

El Teorema del límite central, tiene que ver con el comportamiento límite 
de sumas de variables aleatorias, así como las leyes de los grandes números. 
Por lo visto anteriormente se tiene que si 

v 	Van x•  
• , 

coa (X,,; n E N) variables aleatorias con esperanza finita, entonces Y„ - 
ol B) 	O. El teorema central del limite involucra sumas estandarizadas, 

esto es, si 	= p. y Var(X.) = < oo para todo n E N, entonces se 
define 

Ya -- P) 	 (3.3.7) 

y ahora el problema es encontrar condiciones sobre (X.; n E N), {p.; n E 

N} Y bgi n e N) Para que 

T. 4 v, 	 (3.3.8) 
donde V as una Ir.a. coa distribución N(110,1). 

Existen diferentes condiciones sobre las sucesiones involucradas para que 
T. cumpla ( 3.3.8), así hay diferentes maneras de mostrarlo. Una forma 
es usando funciones características y el Teorema de Continuidad, otra es 
discretamente de la definición de convergencia débil (Billingsley 1968). En 
este trabajo se tomaré el el primer camino, y la condición más común que 
se preeenta en los textos estadísticos acerca de la sucesiones T„. 

97 



Teorema 3.3.1 (Teorema del Límite Central) Sean X1, X2,.... vari-
ables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con varianza 
finita y 5„ = E 1  Xt , entonces 

lun p  [ S"
cr4 	47r -do 
"  < -1› 	exp(--1-

2
y2)dy is-•00  

Demostración. 

Sean Y = X; p, para i = 1, ,n y wy,(t) la función característica de 11, 
pero 

	

Wr.(r) = Wr(r) Para rada i 	...,a 	(3.3.9) 

ya que lesa v.a. son independientes e idénticamente distribuidas. 

Sea 
Z„ = (al/vira  É(.114 — 

ial 

4,14) 	E [exp (it (o4)
fi  
it(Xi — P)}1 
el 

= 	(1.41 

az 119y, (1(04)1 

= [95y (1(oViírs)r n>_  1 

Es necesario para continuar utilizar la siguiente expansión: Si 

Át  IXrdfx 

existe y es finita, entonces la función característica wz(r) de Fx se puede 
escribir como 

	

4,0x(e) + E 	+ 
hal 
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que implica 

donde es el momento k alrededor de la media. 

Utilizando este resultado 

spy(t) = 1 — 2a2t2  o(t); —3)- 	0 	(3.3.10) 

y de aquí que 

   

[loy (0%/iírgin = —2 na2  
11Y + o ( 

1.1 t2.2+0 1 r 
n 	‘oljn7i 

y de aquí que 

1~4(9 = nlogyzy(t(o4)(  — 1)) 

nlog — 	+ o 2 n 	‘aji n 
ta 

+ no(
t
n 
 ) 

2  

ii,n1101.(t)= exP{-1) 
o 

3.4 Comparación entre La Ley Fuerte de los 
Grandes números y el Teorema del Límite 
Central. 

Como se observó en la sección anterior el teorema del límite central permite 
la convergencia a una variable aleatoria no degenerada, la cual adonis es 
muy simple, ya que su distribución es la Normal estdinlar. Para aclarar las 
armáis entre la ley fuerte de los grandes números y el teorema del límite 
central se expondré el siguiente análisis: 
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Suponga que se tiene una sucesión de variables aleatorias independientes y 
con la misma distribución (X,,: n E N}, tal que E(X„) = O y Var(X„) = 1 
para todo n E N. Sea Er., la suma parcial hasta n, Se tienen entonces 
los siguientes resultado.. 

(1) Por d teorema central del límite: 

Sel d N(0,1) 

(2) Por la ley fuerte de los grandes números 

chil o  

donde O.; n E N) C 	es una sucesión creciente, tal que iy,—• oo y 

ola 	Var(Xi) < 09  
11.»111) sal 

para este ejemplo se tendrá que 
sg, 
Eff < eo. 	 (3.4.11) 

dado que Var(Xd) za 1 para todo i E N 
Ea este caso, sea 1. = n• y a tal que la medición de tdarbov se cumpla, 
esto es, 

E —<cie aiyeolosi a21 

Ad la ley ,  fuerte quedará expresada como 

S. tiOsiaklynEN. 

En particular si a =1 	
Sa 
n 

; 4 N(0,1). 
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De aquí se observa que en los dos casos el factor de normalización n ó 
son sucesiones crecientes, pero una crece más rápido que la otra y esto es 
exactamente lo que hace la diferencia en la manera en que convergen las dos 
sucesiones de variables aleatorias. En el primer caso y siempre que o > 1 
se tendrá que el factor de normalización u° pulverizará a la sucesión amar-
rando el limite a una constante, pero si se desea convergencia a una variable 
aleatoria no degenerada es necesario elegir la sucesión normalizadora lenta-
mente divergente, es decir que la constante a del factor n* esté contenida en 
el intervalo (0,1) para que dicha sucesión no se dispare de manera abrupta. 

En resumen se puede decir que el Teorema del Limite Central garantiza 
cierta velocidad adecuada en la sucesión para que la misma converja a un 
limite no degenerado, por lo que se puede considerar una mejor 'procl-
amo:kin que la ley fuerte de loe pandee números, 

Sievelk 341 

Ea un seguro de vida a un ab, la aseguradora promete pagar una cantidad 
de b unidades de dinero si el asegurado muere dentro de este año y no pagar 
nada el el augurado sobrevive el abo. La probabilidad de una redamacida 
en el arlo ee denotará por q, ad la variable aleatoria que denota el monto 
de la reclamacián X, tiene una distribución dada por: 

{ 1 —, siarss0 

	

f(s) rde P(X s) va e 	si s wi A 

	

0 	e.o.c. 

Escribiendo la variable aleatoria X como: X a lb, se tiene que 

r(x) 
Ale) = baq 

Var(X) = 011— q), 

donde b es la constante de pago si el evento muerte ocurre e / es la variable 
aleatoria que vale 1 si la muerte ocurre y O en otro caso. Así P(1= O) al 
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1 — q y P(I = 1) r. q. Por lo cual / es una variable aleatoria Bernoulli con • 
parámetro lq)• 

Bajo este enfoque individual suponga: 

Una compañía dé seguros emite contratos a un año por sumas aseguradas 
de 1 y 2 unidades de dinero a individuos con probabilidades de muerte de 
0.02 ó 0.10. La siguiente tabla proporciona el número de individuos nh  en 
cada una de las cuatro clases creadas que tienen sumas aseguradas 19, y 
probabilidad de reclamación qk. 

Tabla 3.4.1 

U rinarui 
1 0.02 1 500 
2 0.02 2 500 
3 0.10 1 300 
4 0.10 2 500 

La compañía quiere recoger de esta población de 1800 asegurados, una 
cantidad en primas igual al cuantil del OS por ciado de la distribución del 
total de reclamaciones, para asegurar tener reserva suficiente para enfrentar 
cualquier eventualidad de muerte en la población. Más aún, la aseguradora 
quiere que cada porción individual de esta cantidad total sea proporcional 
a la reclamación individual esperada. 

La porción individual j con media E(X1) será (1 + 6)E(X1), con 9 > 0. 
Esta cantidad individual extra es el recargo de seguridad y 9 es un recargo 
relativo de seguridad. Se desea calcular 9. 

Solución 

Sea 5 = X1  + 	XI.» el monto total reclamado en el año por 
la cartera de 1,800 clientes. Entonces el criterio para elegir 9 es PfS < 
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(1 9)E(S)J = 0.95. Esta probabilidad es equivalente a 

p 
 Ya

E(S) <  BE(S) I 
0.95 

r•(S) VVar(S)  

ya que 	
(1 + 6)1(S)— E(S) 	9(E(S)) 

Si se supone que los 1,800 individuos son independientes y que por clases 
tienen la misma distribución se pude aplicar una apretó:nación utilizando 
el Teorema del Límite Central, para ello se calcula la media y la varianza 
en cada clase 

11dge 3.4.2 
k _ir be li; Vallen» 1  411 — 40 nk 

"too 1 0.02 1 0.02 0.0198 
2 0.02 2 0.04 0.7084 —500 
3 0.10 1 0.10 0.0900 300 
4 olo 2 ' 0.20 0.3600 500 

	

11144 	 4 

E(S) E Axi) = E nklir =160 

	

1.1 	izo 1 

	

ISM 	 4 
Vor(S) = E Var(Xj) Enke: = 258 

	

1.1 	Jet 

Var(S) 
= 1.645 

por ser el cuanta de orden 0.95 en una distribución N(0,1). De aqui que 

B 
	1.6451/

E(
a
s) 	160

S) 	( 16 ) 
=1.845 — = 0.1845 
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Es decir que la Compañía Aseguradora debe recolectar de su cartera E(S) = 
160 como prima más un recargo de 8E(S) = 0.1645 * 160 = 26.32 como 
margen de seguridad. 

Ejemplo 3,4.1 

Suponga ahora un ejemplo similar en donde la cantidad reclamada o el 
monto de la reclamación es aleatorio, como en el caso del seguro de autos. 

Los asegurados de una cartera de autos en una compañía aseguradora caen 
en dos clases. 

iim momo ami 
k n e Ira Á-1111111 
1 500 0.10 1 > 2.5 
2 2000 0.05 7 5.0 

La distribución exponencial truncada se define como: 

{0 
	 six<0 

F(x) is 1 — e-Itsi O < z < L 
lsi a > L 

La cual es una mezcla con función de densidad f(c)= Xe-a°, 0 < a < L y 
una masa de probabilidad de e-AL en el pinito L. 
Nuerameate, la probabilidad de que el total de lea reclamaciones exceda la 
cantidad cobrada de prima de los asegurados debe ser de 0.05. Si se supone 
un recargo relativo de seguridad O, que sea igual en las dos clases, calcular 
O. 

Solución: 
Para resolver este problema nuevamente hay que definir la ~jable X que 
represada el monto individual. Pero X es una variable aleatoria que puede 
escribirse como X = ID donde / es una variable aleatoria Bernoulli(q) 
que representa el evento de que ocurra o no un siniestro y B, la variable 
aleatoria que representa el monto aleatorio a reclamar si ocupe un siniestro. 
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Así calculando los momentos de X utilizando propiedades de esperanza 
condicional se tiene: 

E(.V) = E (E(X 
Var(X) = Var (E(X11))+ E (Var(X11)), 

escribiendo 
p = E(Bil = 1) 

o' a Var(Bil a 1), 
ahora se calcula primero 

E(1111 = 0)330, 

ya que si no hay siniestro no le pap nada, y 

1) :a Mai/ us 1) p, 

así tornando la composición con la variable aleatoria 

t(X$I - i) e 1=, E(X11)11 

De sed 911 

«X) = «XXII)) - API) 
s 

Var(E(X11)).5 V•(M1) si'var(z)..PYI d• 
Tambits de manera anilows 

Var(X1/ • O) ms O 
Var(X (I az 1) a Var(Bli la 1 

entonces 
Var(2111) Ver(XII =i)ol = cal, 

EIVar(X(1)) = Asan= olE(1) = oaq, 
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teniéndose 
Var(X) = p2q11 — q)+ a2q, 

Continuando entonces con el problema 

N = E(Ell = 1) = 2k-u- Le-xt, = 1— CAL 

E(B211 =1) = 1 z2 ,\e-Irdz L2e-1L = (1_ e ALN 
I 	 »s 	' 

1— 2XLe-11'  — -31L  
= 	= 1) *- 	=1))3 - 

usando loa valores de los parámetros A y L y aplicando las fórmulas E(X) 
y Var(X) se tiene 

Tabla 3.4.4 
lc oah  04 
1 0.10 0.9:79 

‘if:1 media MUDA& 
o. 	o.001 	0.13411 -500 

0.05 0.5ook o. 	o. 	auno zoo 

	

E(S) 	500(0.91793+ 2000(0.02500) va 95.89 

	

Var(S) 	500(0.ia411) + 1000(0.02430) 115.78 

P(5 S (1 +1)E(5)) = 0.95 

Entonces aplicando el 'horma del limite central. 

= 
Vor(5) 

1.645 

845 1.~ 0 = 	 — 0.1846 
96.89 

Entonces se cobra por prima a la cartera entera un total de 95.89 más un 
porcentaje de recargo de seguridad de 17.70. 
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Datos 
Bk res 

10,000 s,0 
20,000 3,500 
30,000 2,SOd 
80,000 1,500 

100,000 500 

Primero se calculará todo ea unidades de 10,000, como paso ilustrativo, 
esa S la cantidad de rae 	retenidas pagadas cuando el límite de 
retención es (2) (26,000). El portafolio de negocios que se retiene está 
dado por. 
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Ejemplo 3.4.3 

Una compañía de seguros cubre a 16,000 personas que poseen pólizas a un 
año por las cantidades que se muestran a continuación. 

La probabilidad de una redamacidn h que por cada una de las 16,000 
personas, se suponen mutuamente independientes y es 0.02. La compañía 
quiere Alar un límite de retando. Para cada vida, el limite de retención es 
la cantidad bajo la cual la ~peak de seguros podré retener la totalidad 
del riesgo y sobre la cual nereeitari comprar reaseguro de otra compañía 
llamada remeguradorn Como criterio de decisión la compañía desea min-
imizar la probabilidad de que el pago de reclamaciones retenidas mía la 
cantidad que ésta paga por reaseguro exceda 8,280,000. El reaseguro está 
permitido a un costo de 0.026 por unidad de cobertura (0.128 porciento 
del monto esperado por unidad, 0.02). Se considera la cartera cerrada. 
Pólizas nueve vendidas durante el silo no entran en este proceso de de-
cisión. Calcular el limite ds retención que minimice la probebilidad de que 
las reclamaciones retenidas mis el costo del reaseguro exceda 8,250,000. 

llolisdéan 



Datos 
Bk nk 
1 8,000 
2 8,000 

Entonces 

E(S) = É nkhkqk = 8000(1)(0.02) + 8000(2)(0.02) 
bol 

Y 
a 

ver(s) = E nagek(1 tk) 

s000(1xo.oxo.se)+ 4000(4X0.02X0.18) = 784 

Adicionahnente a las reclamacionee retenidas S, hay un costo de reaseguro. 
La cobertura total en el plan es de 

5000(1) + 3500(2) + 2500(3) + 1500(5) + 500(10) 

La cantidad retenida es I000(1)+5000(2) azz 24000 
así, la cantidad total cedida en remo:ro ee 

35,000— 24,000 = 11,000 

y el costo del reaseguro te 

11000(0.025) = 275. 

Así para un limite de retención de 2, las 'aclamaciones retenidas más el 
costo de remeguro ea de S + 275. 
El criterio de decisión se basa en 

P(S + 275 > 825) = P(S > 550) 

Pi)> 

550 — E(S)1 
Var(S) frei—r(S) 1 

p ty
2m2.51  
Var(S) 
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usando la distribución normal se tiene que esto es aproximadamente 0.0062. 
Para terminar este ejemplo habría que escoger difernetes límites de re-
tención, calcular los costos de reaseguro y las probabilidades corregpondi-
entes y observar donde se alcanza el mínimo. Esto puede hacerse fácilmente 
en una hoja de cálculo de EXCEL. Se recomienda probar con límites de re-
tención entre (30.000 - 50,000). 

3.5 Polinomios de Hermite-Chebyshev. 
Es imporante conocer este concepto, ya que es de gran importancia para el 
desarrollo de Lo Espensiones en Series de Eigeteorilt, que serán tratadas 
posteriormente. 

Sea 

<(3) = 

la densidad de una normal con media igual a cero y varianza igual a uno, 
y NI 	

DT = 8s,.  

la misinia derivada con respecto a z para r = 1,2, , 

Obteniendo la r-ésima derivada de al(s) parar = 1, 2, ... se tiene que 

Da(s) 	áelITI  

= a(3 )( —r) 

Dlo(s) = 	 — áe- 
Vsx 
 
u fia(sa — 1) N/ 

= e(=)(33 —1) 

D3o(z) ár-fr(2z)+ — 

= of(z)(32 — za ) 
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1140(x) 	 — 332) + (3r — 

= (0» — 6r 2  + z4 ) 
Dsa(z) = a(z)(-15: + 1033  — z4) 
D4o(3) = 0(3)(-15 +4532  —1534  + 34) 

De esta forma puede observarse que los resultados que se van obteniendo 
Son equivalentes a: 

(—D)o(x) 	ra(s) 
( —D)3a(*) a  (al  —1»(s) 
( -1"(3) = (ta  ag)*(g) 
(—D)4a(s) = (3 — esa  + x4 )*(x) 
(—D)la(s) a (153 100 + sa )a(s) 
(—D)se(x) = (-15 +4531  — 154  + slo(3) 

Entonces los polinomios de Hermite•Cheiyaks. se definen como 

( —D)143 ) = %(s)a(s) 
( —D)'a(*) = Hi(z)*(s) 
(—D)aa(s) a  Ha(x)a(s) 
(—D)44(3) = 114(3)a(s) 

(—D)'a(s) = ff,(3)*(*), 	 (3.5.12) 

donde 11,(s) es de grado r en x y el coeficiente a' es único. 

Ahora, si se toma or(z —1), se tiene que 

0(5 — t) = *exp (-1(3 — t)5} 
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= 1 

f a(0) 

f(0) 

no) = [exp {ts — 5-) (s — ti 
(=0 

= 	en) {U— ita}+(s t)2 exp{tz — 
ll 	 ore 

= —1 

r exp t — -2- (r2  — 2,rt + t2)} 

2  = a(x) exp {st — 17} . 

desarrollando el segundo término por series de Taylor con respecto a t 
alrededor de cero se tiene 

1(0 = exp (sr ta 

= 1(0) + f1( 0) + (0)11 
 + + 

I")t" 
n! 

donde 

0(0) = [exp (tr — 	(t — s)— 2(s — t)exp {te — 

+ [(z — t)3exp (ts 

= sa — 3z 
tad 

1=0 

de esta forma 

i(t)= 1 +3  ii+( 

por lo tanto 

ta ta 
2! + (23  — 3z)— + • • • 

a(s — t) = o(z) + sa(s)1 + (sa — 1)o(s); + 	a(s)1  
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t2 	 t3 
= a(s)— D'o(x)—t  D2a(s)— D3a(x)— + • • • 

1! 	2! 	3! 
(- 1)J = E --T-VDIa(r) 

jasO J• 
CO, 	

ti 
= Elims(r)1  

izo 	J .  
esta última expresión es conocida como la janción generadora de polinomio. 
de //emite- Cliebyahev. 

Obalanne que 11,(s) es el coeficiente de S, es decir, 11,(z) es de la forma, 

rielHP(8)  u. ir  — 277:iTe 	 27:753 	
.. 	(3.5.13) 

De este modo se obtiene una forma más simple de generar los polinomios 
de Ilermite-Chebysheva 

Re = 1 
Llr = 
Be = sa —1 

= 	— 
14 	— esa + s. 

= 15: 1023  + ss  
Be = -15+ 450 —1b0 + sa  

Una vez definidos estos polinomios, se procederá a introducir la parte medu-
lar de ate trabajo: Las 'Expaneiones en Series de Edgeworth. 

3.6 Expansión en Series de Edgeworth. 
Previo a esta sección, se han dado algunas ideas generales acerca de métodos 
de apradmación, ahora toca el turno a expansiones que conciernen es- 

tad 	Págs. 1119119) 
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pecíficamente al comportamiento de sumas aleatorias de variables aleato-
rias, conocidas como Expansiones en Series de Edgeworth. 

Sea Y cualquier val, tal que E(Y) = p y Yar(Y) = c'a y cuyos cumulantes 
k, existen para r > 3. 
Por ( 2.2.14) se conoce que k1  = p y k2  = a2. Si se estandariza la v.a. Y 
se tiene que, 

Z 
= Y—p = Y p.  

O a o' 

Por definición la función generadora de curnulantes para Z es 

K(Z;t) = (t !) 
a=to 

:11+ K ( 1,t) 
o 	o 

K  (Y.1) 
( 5.3.10 

y por definición de la función generadora de cumulantes se tiene 

pt pt sita 1 313  
+ + + + 

ta psts 
3: 	4! 

Recordando que p, = 0(nl-  /) por ( 2.443), se pueden retener los términos 
basta el orden 0(n-1), obteniendo 

t3  Pst3  0414 	-I)  (3.6.14) 1";  t)  = + + + 
Para obtener la función generadora de momentos de la variable estandarizada 
Z, basta con tomar la exponencial de la ecuación ( 3.6.14), es decir 

M(Z; t) = eep + Paga  P + v + O n )) ta 	d4  

Pala= exp {-exp+ 	+ (n NO  ta 

113 

K(Z; t) 



expandiendo en series de Taylor la segunda exponencial alrededor del origen 
y conservando los términos hasta el orden 0(n-1) se tiene, 

M(Z; t) exp {1} (El  '111  
i! 

Por ( 2.4.33) se sabe que pa = O(n-1) y p4  = 0(n-' ); lo que implica que 
si i = 3, 4,5, 	todos loe términos serán de orden mayor o igual que n-1, 
por lo tanto al dividir entre n-1, los términos tienden a cero en el limite 
en lugar de acotarse, razón por la que pueden ser eliminados. 

Si i = 2 sólo queda el término ya que este es de orden 0(n-1). 

Si i =1 se tomaréis todos los términos. 

Si i = O el término es uno. 

Entonas 

Al(Z;t) 
"{II 11+ (el  + e-114  + 

 

  

 

j9(q-11 
2! 

exp (1) + ele + ele + 	+ 0(n1) 
,24 	73 

Esta función generadora de momentos debe ser invertida para encontrar la 
función de densidad, para lo cual se usará la siguiente expresión. 

cliii(Y)14(0111 	 (3,6.15) 
-an 

Demostraciée. 
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1 

Si 1' N ?x'(0.1). entonces su función generadora de momentos es 

M(X; E) = 	cilo(y)dy = exp (: 
o
1 ) 

si se multiplica P en ambos lados 
ico 

112 1 ir  Lei; etY  115(04 PeXP 1 

10  /70 0(104 = elN,(01$(Y)4 
y esto se puede probar por inducción sobre k 
para h og I 

tet/OWdll = reo 1/95(VMY 

= 	el(-1)21-1: dy 

fam etvifi (0*(01 
Ahora supóngase se cumple para k = r, 

rao tree9(V)dif = Zoo• 014(00104 
entonces se deniostrard para k a r + I, 

i:1'+'el4(y)dy a re goN,Imody 
ico 	(.12)P.L.t.al .49 = 	e"(-1) 	av 

4  

Lao • els(_1)►+' dY 
 

Ovr+1 
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por lo tanto 
1  

L.e"ff,coocody = tr exP t
02
i/ 

Una vez demostrada la expresión ( 3.6.15), se procederá a invertir la función 
generadora de momentos, para lo cual se escribirá .11(Z: t) de la siguiente 
forma. 

3f(Z;t) = Oexp2 
	6 - 2 

+ /-311  exp { 12- + 
	

(3.6.16) 

ellexpr}+C 19+0(n-1) 24 	2 	72 enP  2  
por ( 3.6.16), se tiene que 

M(Z;ti oz j el.(6)/1$101111 + á j «10(0/13(11)4 + 

+ =s 	el0(11)H4(040 24 -ao 

• 72f et°44)ffs(1)44 0(rt i) 

pan e.«.)[„,„)+ et ,,,,)++LI.,)+ &72  New] dw 

	

6 	24 .(  
▪ c(n-s/t) 

lo que implica que 

h(y)= «y)[ 1 +i-Rs(p)+ 1-4No(v) + dif.0,1 +0(n-1)* (3.617)  
De aqui que cualquier v.a. Y que posea todos sus momentos finitos y se 
estandarice, tiene una expansión en serie llamada de itlyetwer64. 

Ahora. por ( 2.3.29) y por la definición de rumiantes se tiene que, 
npt 	pt 	4.  kat' 4.  644  4.  1 

"r  1;71 nr ITU C00  

	

e he he 	k,r = ---r  
2 	rean 1 4!o4n 	;4;74 
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Recordando que 
= 	= o(nt-ii2 )  

r 	a' 

t3 	Pat3 	Pat4 
"11° = 2 6i7.57i SI 0(11-1). 	

(3.6.18) 

Debe obstinarse que ( 3.6.18) es idéntica a ( 3.6.17), de tal forma que 
siguiendo un procedimiento análogo para obtener fs(y) se puede obtener 
fs.(y), quedando de la siguiente forma, 

fq(y) = o(y)[1+ 141-214  + b10-11+ d172n111  + 0(n-1), (9.6.19) 
1ii 	24n  

integrando esta función se obtiene la distribución, 

Fse  (v) = 	_ 0,1 [ P3 HM + 04113(3) i2 W11 +m(n. ). (3.6.20) 
24n 	72n 

3.7 Inversión de Cornish-Fisher. 
Retomando la Szpsuidn en Series de fligessorá, para la función de dis-
tribución estandarizada 51, definase ku como el cuantil de orden o, es 
decir, 

F(S:Ige) = o. 	 (3.7.21) 

Por otro lado, se puede calcular otro cuantil k°  de la expresión ib(k.)= o, 
donde k. es el cuantil de una distribución Normal Soillndar. Así utilizando 
( 3.6.20) y ( 3.7.21) se tiene que 

41(4) = 11(kl,) 11(k:0) [6----voinz(n.) 2-41311s(Kio) IHs(keuvi 
Pa 	P4 

4.- 0(1..3/2) 

pasando todo al lado izquierdo se tiene 

40(k„) - 44(kz.)—m(k,1.)[61—jiiHa(k:.)+ IH3(k:n ) 

0(n-313) = O 
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Esta ecuación puede ser resuelta por el método de Newton. para el cual la 
solución f(u) = O está dada por2  

—f(TO 1 r(ri) pu) 12  = u — 
P(t7) 2  r(V) r(E) 

De esta forma, tomando f(4.) como 

Ano) 	41(4)-1%)-80,14)[01113(kr.)+ 

	

4. -el-113 	
7 (14j+ -1110:2)1+ th-313 ) 24n 	2n 

	

Aboca, tomando ü = 4, y u = 	y valuando la función / y sus derivadas 
enlien k. setiene 

/(4) = #(4) [17-*Hs(k.) + 2-111.-Hs(4)+ 	(3.7.22) 

+1-ifs(k.), +0(n-113). 

Por otro lado, si se evalúa la primera derivada de ( 3.7.23) en k. se obtiene 

nn.)14. = 	E=e4gHs(k. + -1--H4(4) + (3.7.23) ov 	24n 

11-H•0541 72n 	j 

Ahora, tomando la segunda derivada de ( 3.7.23) y evaluando nuevamente 
en he  se tiene 

511ef. (21 Págs. 109-110 
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"n.)111. = 0(4) [je+ 0(n-111)1, 	(3.7.24) 

Mediante ( 3.7.23), ( 3,7.24) y ( 3.7.24) se puede calcular 

nka  _ 1 rka)  fAkt  
kr,* = ka p(k.) 2 r(kci) 	

il 
 



de tal forma que 

Or(e - 1) +  ft(e - 3k.)  + 1(k1 -  10e + 15k.) 
kna = k, + 

1+ eá(k: - 3ko) + 0(n-1 ) 

1 [k , + 0(n-1/2)1 [4.(kt - 1)  + On-1)1 4  

	

2 	1 + 0(n-0) 	1 +0(n-lia) 

+ 0(n-3/3). 

Fi:almete después de algunas operaciones algebraicas se obtiene 

	

k:. =
51,/ii 	24n 	39n 

-1)+ --et-(14, -34)- A-(20 -5k„)+ 0(n-0). (3.7.25) • 

Para probar la exactitud de la aproximación Edyevorth contra el norme 
del Umite Central se realizará el siguiente ejemplo. 

Ejemplo 3.1.1 

Sean Y, Y2, ...Y. v.a.i. con distribución exponencial con parámetro Á = 
considere la suma parcial hasta n 

= EY. 
fiel 

donde S, •••• Com ma(n, 1). 

Se sabe de la Teoría de Probabilidad que para una distribución exponencial 
cuya densidad es 

fr(v) = Áen {-Ay) 
su función generadora de momentos es 

M(Y:t) = E(etY) = 1 
- 
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y su función generadora de cumulantes es 

kr(t) = loyM(Y; t) = -log (1- 	, 

expandiendo el logaritmo en series de Taylor se tiene 

kti  = 	= E(Y) 

k, = (r -1)! 	(r > 1). 

Consideren = SO y a = 1, entonces Sio  Ad Gamme(50, 1). Si el probknua 
radica en encuitar el cuanta de orden o en la distribución S„, es decir 

"S% S 	ai 
entonas se puede usar tanto la aproximación del reefeme del ZillSide Ce*• 
tfel como la aproximación por idgeverik Patas das apaerimacionee pueden 
me comparadas coa el verdadero valor ya que ere conoce la distribución Sao, 
por lo tanto se procede a lo apiade, 

1. Utilizando el lbenum del limite Calare, ere tiene 

"SR 5 0) 1= P(S: 10.) 	* 

at n'y 
y 41(.) es la distribución normal estándar. Si se obtiene y', tal que 
0(y') as a entonase se puede despejar e y en la estandarización, en 
este caso n = 60 y E(Y) = oy =1 

2. Utilizando la ineersida Corniikerider se tiene 

P(S: no ) = 
y entonces 

no '4  ka 6-*(ka 1 )r  + 	- 34) - 3-11(2e - 54) 
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coa k. tal que i(k.) = a, n = 50 y 

= 

P4 = 

y sin estandarizar el cuantil se obtiene 

k. = 4,41tioy nE(Y) 

Como se observa en la tabla (3.7.1) y en la gráfica (3.7.1), la precisión es 
mejor (casi idéntica), cuando la aproximación se hace por Corniak-Fieker ,  

que por el Teorema del ¿Mit« Central. El único inconveniente que pre-
senta este ejemplo es que en la práctica no se conoce la distribución dedos. ' • 
términos de la suma, sólo se tienen muestras de los valores que top las 
variables aleatorias. 
kimpl• 3.2.1 

Se realizará el mismo ejemplo anterior, pero suponiendo que se cuenta con 
una muestra aleatoria de tamaño 50 simulada coa el horems de le %ab 
forms:ida Moral de Probabilidad, para obtener valores de las variables 
aleatoeias exponenciales independientes. 

Como puede observarse en la Tabla (3.7.2) yen la gráfica (3.7.2), la aprox-
imación normal muestral tiende a dar errores más altos en las colas que 
la aproximación Cornieli-Pieber, resultando por este hecho más útil esta 
última, ya que en la práctica lo que se desea siempre, es encontrar los • 
cuantiles muy chicos o muy altos, ea decir, los que acumulan el 0.05 6 el 
0.95. 

3.8 Un ejemplo práctico. 
El análisis sobre el ejemplo práctico se restringirá a períodos de un año, tales 
como cuando se evalúan loe límites en los cuales los resultados de suscripción 
(emisión de pólizas), pueden presentar fluctuaciones que dependerán de 
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- CosTiari:CiTry cabo aproximaciones para el caso nate • .1  
y 

' r e* 	mi..1.7ortréJav. 	n-----11;r7r.4=1. 	I 	511111111»RoLF4ntinthint 
67.9013 :,- '.."'",tr 	í 61.441721 	• Ireb595 	1 -0.0«52 ' 	1,46356 

T).58 64.71/5-21-  T.'011.79-11-1.-  133.55902i 	64.78185 	1 4.00123 0.421110 
0.410 63,03970 1.75069 	, 	52.3'922 	03.04046 	0.00076 014041 
0.950 42.17106 1.64485 	1 	61.63087 	42.17153 -0.00057 0.64019 
O 935 61.10877 1,51410 	' 	00 706331 	61.10917 -0.00040 0,40243 
5120-̀-1̂-0/32 tz 1,40597 59.93537' 	6023238 -0.00025 0.29676 

'1,905 59.47111r, 1.31056 59.28720' 	59.47921 -0.00011 0.21190 
0.110 58.61446 1.2265 58.672371 	615)451 -0.00004 0.14151:  
0.475 582 t 634 1 1 5n35 58,13420, 	54.21431 0.00002 0.04214 
0.460 57.67004  1.06032 57.43902 57.441196 0.00008 0.03102 	, 
0.145 67.16525 1.01522 57.17870 57.111512 0.00014 -0.01343 
0.1130 53.69444 0,95410 55.7406 50.49120 0.00016 4.05252 , 
0.111 54,31103 0.51647 51.33102 	10.25175 0.00020 4.01707 
0100 5513335 0.84162 55.15110 	5513314 0,00022 -0.117111 
0. 	• 51.4351e 0,7011e 5143463 _11_6.511013 0.00025 	4.14625 

--óW0 11' 1 0.73115 1532413 	15105133 0.00024 410913 
'i)1U--  NANO 0.40031 1511122 55 . -. 4.10110 
0.1011~111 164351 54.54113 54.33712 4.21171 
0. 0.59776 0.59776 54.22451 ti:~ 0 . - - . . 4 7-1  
0.710 0.55351 53.11302 53.41 	1 	0 , 	» .0 r " 
0105 -iiiiffil -d. 53. 	- O - - 4 	r• ' 

orr-iiiiiist YrzriD o •','," Ilriii' 

5213052 0.00051 4.213150 
1 gi-yhil ' 	O. 	1 5214011 

• .11000 _ 
Ola 011=1 N. 	1 o -"‘" , 

310 ..i'i -, 51. - " 	• o. -4-,.1 i 1  
. r: 	.' 4. 

me 00.714003 0.1 111. 	1 . b 	. 4. , 
k e. i 10.4~ e. I 10.70131 

0. ,9 , .... 

ti» 110.11012 0171E7 $0 enea) i 
elite de 0.037.1 N 1. . Ñ. e 4. 

, eles 40 ten* II e. 4. 
' " 0.1111 11401 4.61»t 14.73107 4i. 4.101 

fr  ií.170 10.13170 40531 *AM .1 Y 4.7 
' 0.494 4.01is 4.11301 10.2466e 4617747E e 4. 7 

0.440 41.e11ee 4.e1ee7 «Mei Animo ' e.63eee .32115 
T  4.1)41241.05273 *mese -0.31594

--  
0.06m0 

0.410 11.00155 4 	' .31101 41 I 410010 
0.394 47.6141.424131 4-116ee 17:11114 01000 4.31205 
0.310 17.04030 4.30110 4T.-1101 47.111* 4.00040 4.1,114 

' tse 1727141 4.34513 47.55151 470111 0.00035 4.24301 
0. 41.00220 4.31432 47.2753 17.00100 0.00030 4.27301 

' 0.331 10.720117 4.42015 41111$ 45. e. 4.á100 
O. " 11.44120 4.44770 410247 . 10.11151 0.00030 4 • 
0.301 14.111010 4,510/ .111.30323 40.11013 0.00037 4.22274 
0.210 15.0013 • 411330 11.011101 • 404701 • 010036 ' 4.2113il 
0.276 411711 410771 , , 45.77311 411.57110 0.00031 4.11420 
base 1517141 411231 4345e1 1127211 e.e1031 4.17010 
0.241 11.11325 440031 - 45.1471 	11.00100 	0.00031 4.11046 
0.230 1114122 4.73141 11.77557 	1111203 	O.. - 413235 
0115 44.31310 .4.71010 «mit 	46.21302 	0.00021 4.10ee 
o e - .01401 	4 	e •, 	, 	. . .., -~" 

time 3.7A 



Casemme ama lie gmemeres MIllume lee ~mese 

"940.1. e-0 
17:1111.  

ea 	 70 

Odia 3 5. 



EIM 
LL.112_:_LIIIIIIIIILILI1311 
0.976 12L2J11.2011011111~:ZAIII *1590 51.9170 
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(actores como lo son: el tamaño de la cartera, la distribución del tamaño de 
las reclamaciones, el reaseguro, niveles de cargo de seguridad, etc. Es claro 
que un año no es suficiente para considerar problemas importantes como 
la solvencia, pero si es suficiente para conocer el rango de fluctuación de 
las suscripciones anuales, es decir, saber si puede haber pérdida o ganancia. 
Para determinar estas fluctuaciones es necesario analizar el comportamiento 
de la reserva que se constituye para hacer frente a los riesgos que se generen 
en una cartera determinada, y para este análisis se harán los siguientes 
supuestos: 

No se considerarán dividendos, productos financieros, etc., se dirá que 
toda reserva R está constituida por los siguientes elementos, 

1. (1 +0)P, que representa la prima total cobrada a loe asegurados que 
constituyen la cartera, P = prima y • = recargo de seguridad por 
desviaciones. 

2. Re a la reserva inicial obtenida del cierre del ab anterior. 

3. S es el monto total de los siniestros reclamados del go en curso. 

  

   

La rehuida de R con los elemento. anteriores está determinada por 

R ga (1 + 0)P — Re — S 

que ralla la cantidad de reserva al Anal del año. 

De seta forma puede observarse que el problema fundamental para saber si 
existe ganancia o pérdida ea un año es calcular la probabilidad de que R 
sea inale que un limite inferior (conocido como margen de solvencia), y 
esta probabilidad sea alta, es decir 

P(R 	L ,) = a , con a —• 1 

P(R 	Lp) = P [(1 + 0)P + Ro — S a Lr) 
= PISS(1+0)P+Ro+LR) 
= 
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lo que significa que la probabilidad de que el monto de las reclamaciones 
sea menor a loe ingresos de la aseguradora es alta. 

Se observa que S es la parte que hace aleatoria a la variable R, ya que al 
inicio del año (1 + 9)P, Ro  y LA son constantes conocidas. Es necesario 
señalar que el parámetro (1 + 9)P no es realmente fijo, pues en la práctica 
la cartera de cualquier plan permanece abierta durante todo el año y por 
ende entran nuevos asegurados que pagan primas haciendo contratos con 
vigencia de un año rebasando el período de los contratos a un año emitidos 
con anterioridad. Por esta razón si se quiere suponer fijo dicho parámetro se 
tendrá que suponer que al inicio del año se tiene toda la cartera contratada. 
Dejo estos supuestos pueden hacerse análisis interesantes sobre S. 

1. Dadas las constantes 9, P, Ro  y L,, se quiere encontrar la probabilidad 
de que el monto por siniestra reclamados sea menor que el ingreso. Si 
esta probabilidad es alta entonces se tendrán síntomas de una buena 
selección de riesgos, es decir, se contará con una cartera sana. 

2. Dado un nivel de probabilidad se quiere encontrar el respectivo cuantil 
que servirá para encontrar algunas de las constantes 9, P, Ro  y L. 

3. Ilmbién se puede determinar el límite de retención óptimo, como se 
mostró en el ejemplo (14.3). 

Con lo expuesto anteriormente se tienen las bases necesarias para introducir 
el siguiente ejemplo. 

Se cuenta con una cartera correspondiente a us seguro de grupo en el ramo 
de vida con temporalidad de un año, lo que permite suponer independencia, 
con esta información se pretende conocer la distribución del monto recla-
mado por siniestros, ya que con ello se puede llegar a conocer (1 + 9)P ó 
Ro Lt . 

En resumen, lo que se quiere determinar es 

P(S < z) = a donde a -+ 1 	 (3.8.26) 
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al conocer el valor que toma s, este puede ser expresado como 

s =(1+ 9)P +Ro — L,.  

Para calcular el valor x tal que cumpla ( 3.8.26), se propone usar la aproxi-
mación Corniali-Fisher, ya que con ella se podre( dar una solución aceptable 
al problema. 

Supcmga que se cuenta con una cartera de m póliza, en donde Si, Si, S. 
son las reclamaciones que se generan por póliza ea un año, cada póliza tiene 
un número fijo de asegurados n., si se define 

	

S=c-1+ 1+•..+ 11 	 (3.8.27) nx  ni 	n. 

como la suma de las reclamaciones promedio por Ohm (Te toda la cartera 
entonces, la reclamación promedio anual puede ser escrita como 

ras 

Aboga bien, por ( 3.8.36) se tiene que 

Per-S 5x)aie 

y esto es lo mismo que 

P(S 	gl o con g' ms, 

donde g representa la pérdida promedio anual para una aseguradora por 
concepto de reclamación. 

Por facilidad para la expresión que determina el cuanta estandarizado por 
Cornis.Pisker ( 3.8.27) se escribirá como 

SacS1+4+...+S. 

donde 
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Para calcular x', se obtendrá primero el cuantil estandarizado x"' a través 
de la expresión ( 3.7.25), y recordando ( 2.2.22) y ( 2.2.23) se tiene. 

	111, _ 1)   {El(s:-.1:11  
x•' = 	+ 	 3 S 	 6,/rn 	m sd 

{ 	cs:-.1D1 1 2  
2k,, — 

— 	s3 	36m 

donde 

a = 4(k.) 
= z"ds(Y) m(.11) 

.9 	= IlEn1 (Si -  

M - I 

y finalmente 

 

-3k„)  
24m 

 

z' 
z = 

cuyo valor es suficiente para dar solución a los puntos (1), (2) y (3), ya que 
la comoposición de R deja de ser estocástica. 

Con este ejemplo sencillo y práctico se da por terminado este trabajo, 
ofreciendo las bases suficientes para continuar el investigando métodos de 
aproximación hasta campos más extensos. 
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