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Introduccion.

La necesidad de predecir la ocurrencia de eventos cuyas magnitudes presentan
gran varisbilidad, dio pie a un nuevo desarrollo dentro de la probabilidad,
conocido como: “Teoria de Riesgo™.

Dicha teoria ha tenido una gran aplicacion en el campo de los seguros debido a
las desviaciones de los valores esperados con respecto a los valores reales cuando
se hacen predicciones acerca de !a siniestralidad, de! monto de reclamacion
agregada, del capital minimo de garantis, etc. En la mayoria de loa casoa estas
desviaciones son causadas por una inadecusda estimacion, ya que las variables
aleatorias que intervienen en cualquier proceso enou"nico que se intenta
describir son reemplazadas por simples promedios.

En este trabajo se presenta un panorama dela aplicacion de la teoria de riesgo en
¢l campo de loa seguros, donde se pretende resolver uno de loa problemas més
comunes al que Ia técnica actuarial tiene que enfrentarse: “La estimacion de los
monios rcclanado:por ocurrencia de siniestros”. Para cumplir con éste objetivo
fue necesario investigar y desarrollar desde conceptos bisicos, hasta aquellos mas
complejos, de los cuales algunos fueron analizados dentro de las materias de
probabilidad y estadistica en nuestro paso por Ia facultad de ciencias y otros son
completamente. nuevos, por tal motivo esta tesis puede ser util a todos aquellos



——

que deseen aprender o recordar conceptos importantes de la probabilidad v 1a
estadistica

En el capitulo |1, “Conceptos de limite”, se presentan herramientas tales como lo
son las definiciones y teoremas de convergencia, la funcion caracteristica, el lema
de Borel-Cantelli y la desigualdad de Tchebyshev, necesarias para comprender
las técnicas de aproximacion asintotica del capitulo 3.

En el capitulo 2, “Conceptos bisicos y aplicaciones”, se proporciona una amplia
explicacion 'lcercn de sumas de variables aleatorias y sumas aleatorias de vasiables
aleatorias, utilizando los momentos y cumulantes como medidas descriptivas de
las mismas. Se establece la relacion entre los momentos y los cumulantes,
analizando Ias ventajas de trabajar con estos ltimos, se introduce el concepto de
cumulante estandasizado v su orden de convergencia, indispensable para el
desarvollo de las expansiones en seric de Edgeworth del capitulo 3. Para finalizar
este capitulo se proponen técnicas a través del proceso poisson compuesto pars
calcular la reclamacion agregads en una cartera de seguros, presentando como
inconvenientes, los sesgos en los resultados obtenidos, razén por la que se
recomiends utilizar otros métodos para calcular dicha reclamacion agregads, tales
como las técnicas asintGticas presentadas en el capitulo 3. '

Para concluir, en el capitulo 3 se analizan y comparan las técnicas de
aproximacion asintética, como la ley de los grandes nimeros, ¢l teorema del
limite central y la expansion en series de Edgeworth, demostrando que esta Lltima
presents menos desviaciones que las otras dos, ya que por ser una expresion
formada por potencias de distribuciones normales estandarizadas, corrige fos
errores de una simple normal esténdar. Adicionalmente para los fines de este
trabajo, se utilizd la inversion de Comnish-Fisher, misma que se aplica & las
expansiones en serics de Edgeworth, haciendo posible el calculo de los cuantiles
de unl‘problbilidad, Para concretar la idea principal de este trabajo se desarrollo



un e¢jemplo practico tomado de los problemas frecuentes de una compaﬁis de

seguros, con el fin de probar la estrecha relacion entre los seguros y la teoria de la

‘ probabilidad v estadistica.
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Capitulo 1

Conceptos de Limite.

1.1 Convergencia.

Uno de los conceptos més usados en estadistica es el de limite. Ejemplos de
ello se pueden encontrar en la propiedad de consistencia de los estimadores;
en la distribucién asintdtica de los estimadores miximo verosmiles e incluso
en la eleccién del tamadio de una muestra que satisfaga ciertos compromisos
de precisién y confianzs. En la estadistica, son de interés dos tipos de
aproximaciones, entre variables aleatorias y entre funciones de distribucion.
En esta seccién ee revisardn las definiciones de estos tipos de convergencia
¥y sus relaciones, que servirdn como base para los teoremas de convergencia
que se tratardn en este trabajo.

111 Convergencia Casi Segura, en Probabilidad, en
" R-media y en Distribucién.

Supdagase que (Y, : n € N} es una sucesién de variables aleatorias in-
dependientes (v.a.i.) - con distribucidn Bernoulli con pasimetro 0, y sea
Sy =Y+ Y2+ +Y,, entonces

P(S,=k)= ( : )0‘(1 ~0)** pasa toda k € J3, (1.1.1)

dondelﬂuunmnjuatode(ndioelpuu&--_l...n. :



Debe notarse que cuando n es grande e} cdleulo se vuelve complicado, por tal
razon es factible preguntarse si para estos casos ( 1.1.1) puede aproximarse
a { Py : k € N} que sea mds ficil de calcular, es decir, se desea conocer

[lim P(S, = k) = P, para toda k € N,

. Por otro lado se considera ahora a X, = %S, para todan €N ddnde,'

Ex)=E(2) =1k (Zy) =4,

i=1

lo que significa que X, es un estimador insesgado de 8, pero no se sabe que
tanto se parece & §. Como la varianza de X, es

Var(Xn) = Svers) =T qag

se nigue que Var(X,) — 0 cusndo n — 00, en este casa e tiene qﬁc

 lim E(X, )7 =0. 1)

Intuitivamente (1.1.3) establece que X,, se parece cada vez més a @ a medida
que n crece; pero no se puede decir con seguridad que en el limite lleguen
a ser iguales, es decir, que limg.o Xy = 8. (Ver figura 1.1.1) '
Por otro Iado, si ¢ € R*, puede calcularse ’ . v _
P(|Xo -8 2¢), ... ¢ : (1.1.4)

si esta probabilidad se hace pequeiia 8 medida que n crece; podria decirse
que X, se acerca a 8 si n crece, lo cual provocaria en algin sentido que .- -

lim X, =6 (11.5)

De esta forma ( 1.1.3) y ( 1.1.4) parecen dos formas de decis lo mismo,

pero no se conoce cual es la mejor o si son equivalentes a ( 1.1.3).
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A continuacion se enunciardn una serie de resultados y definiciones que son
ampliamente conocidos en la literatura de probabilidad,

Recordando que {¥x;n € N} es una sucesion de variables aleatorias definidas
sobre (2, F,P) y Y otra variable aleatoria definida sobre el mismo espacio,
se tiene la siguiente definicion.

Definicién 1.1.1 (Convergencia Puntual.) Ellim,.co ¥y =Y en Q si
para toda ¢ € RY yw € Q eziste n,, € N tal que

|¥a(w) = Y(w)] < € para todan 2 n,y
denotdndolo porYu =Y en Q.

Si n,,, no depende de w, se dice que Y, converge uniformemente a Y en §
denatdndolopor ¥, Y en Q. Ademéssi Y, - Y en Qentonces ¥, = Y
en .

Si en ( 1.1.4) se tiene que para toda : € R*
P Xa -6/ 2¢] 05 n— o0, (1.1.6)

esto podris implicar que X, = 8 en Q. Si 4, = {w € Q: | X, (w) - 8] 2 ¢},
la expresién anterior puede escribirse como litn,.oo P(4,) = 0, asi que lo
que establece (1.1.6) es que la probabilidad de que X4(w) difiera de 6 en
miés de ¢ se acerca a cero si n crece, pero puede ocurrir que para n grande
X, y 0 difieran en mis de €. Por lo tanto la convesgencinen ( 1.1.6) es mia
débil que la convergencia puntual y que ls uniforme en § lo que motiva a
pensar en algin otro tipo de convergencia que de alguna forma refleje mds
fuersa en el modo de acercarse al limite. Si se toma el siguiente conjunto

By = {wef: lim X,(w) = X(w)}

y se abtiene que P(B,) = 1, esto necesariamente reflejarfa una condicién
de convergencia mucho més fuerte a la expresada en ( 1.1.6), ya que no
se habla de que en el limite el conjunto de las w's que hacen que X,(w)
se aleje de X(w) tiene probabilida cero, sino que se habla de la medida

3
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del conjunto de las u's para las cuales existe la convergencia de {a variable

Xa(w) a X{w). .

Ademas de lo anterior, también puede ocurrir, como en caleulo, que la
sucesion, (que en este caso es de v.a.), X, no converja a @ para algin
w € §%: por ejemplo. supongase que w € Q es tal que X,(w) =1 para toda
neNyquebe (0.1)

Definicién 1.1,2 (Convergencia Casi Segura) Sea {Y,:n € N} y Y
variables alestorias definidas en (1, F, P), entonces, se dice que Y, converge
cass seguramente, (o con probabilidad 1) a Y si eziste A € F nulo (i.c.
P(A) = 0) tal que Yyo(w) — Y(w) pora tods w € A° y se denota por
Y, S3Y. Esto es equivalente o decir que

P{w e @; lim Y, (w) =Y(w)} = 1.

8i A =8, se tiene convergencia puniual.

Definicién 1.1.3 (Convergencia en Probabilidad.) Sea (Y.} y Y ven-
ables aleatorias definides en (2, F, P); entonces,se dice que Y, converge en
probedilided ¢ Y si

_ Jlim P{we Q:|Yo(w) - Y(w)| 2 €} =0 para tods c € R¥,

y se lenoﬁ por Y, Ly, n

Definicién 1.1.4 (Convergencia en R-media) Sea {Y,} y Y variables
aleatorias definidas en (0, F, P); enlonces, se dice que Y, converge en r-
medis ¢ Y 0 C
Jim E(I¥, - Y1) =0, r21.

v ae denota por ¥, B Y.



En esta definicién se esta suponiendo implicitamente que E(|},]") < oc
para toda n € Ny E(JY|) < 2.

Definicién 1.1.8 (Convergencia en Distribucién.) Sea {Y,} y ¥ vari.
ables aleatorias definidas en (Q.F, P); entonces, si {F,} y F son las fun-
ciones de distribucidn de {3} y Y respectivamente, se dice que Y, converge
en distribucidn o débilmente a Y si

lim Fu(y) = F(y)

para toda y punto de continuidad de F, denotindose como ¥, Y,

Debido 2 que puede definirse la funcion de distribucion sin necesidad de
hablar de variables aleatorias, la definicion anterior puede darse en términos
de {F.} y de F, en cuyo caso se dird que la sucesion {F,} converge

débilimente a F, y se denota como F, 4 F.

Las relaciones entre estos tipos de convergencia son las que se enuncian en
el siguiente Teorema.

Teorema 1.1.1 La convergencia puntual implica la convergencis casi se-
gure y ls convergencis en r-media; de la convergencis cass segure se sigue
la convergencia en probabilided; la convergencia en r-media smplica conver-
gencis en probabilided y ls convergencia en probabilided implica la conver-
gencia en distribucidn. '

Otra caracterizacion de convergencia casi segura es:

Lema 1.1.1

Xn 23 X iy sdlo si Jim P[w'e N IXm(w)—X(w)l < ¢ para todem > n} =1

pore toda ¢ € Rt



Demostracién.

Sea C = {w € Q: limpoc Xa(w) = X(w)} y para cada ¢ € R* y
n,k € N, deﬁnasea

Ane={weN:|Xn(w)- X(w)| < ¢ para toda m > n})

y : .
Buy = {w €9 : [Xn(w) - X(w)| < i— para toda m 2 ni),
entonces
. “m U a‘u,. = n U Bn,k =C, (1-1-7)
"'on(N AeNneN

como By s C Biny1)s para todan € N y P es continua, se sigue que

PC)=P ( N U B..‘.) = .lih im P(Baa) (1.1.8)
~ \aeN neN oo Rm® ‘
P(C)< P ( U a.,.) = P(U A) = lim P(Ave). . (119)
neN neN ‘
Si Xa =3 X entonces P(C) =1y ( 1.1.8) implica que,
Jm PlAvs) =1

para toda ¢ € R*. Andlogamente, si lim,_., P(A,,) = 1 para todac € R*
(1.1.7) y ( 1.1.9) implican que P(C) = 1 estableciendo asi la equivalencia,

aQ
Para aclarar las definiciones de convergencia citadas anteriormente y el
Teorems 1.1.1 se procederé n dar algunos ejemplos.
Bjemplo 1.1.1
Sea n = (wl'wh Wa, w4)| f= 20' P({w}}) = % para ‘Od“j € "4'

6



Definase a {Y,} y a Y de la siguiente forma.

Ya(uy) = Ya(ws) = Vua) =V(wy) =
Yi(u,) = }",,(uu) =Y(uy) = Y(“'!)

o
= -

paratoda n € N

§i {Fuin € N} y F son las funciones de distribucién correspondientes, se
puede ver que

0 si¥<0
Fyi=F()={ % si0<y<
1 siY>1

Por lo que F(z) = Fn(z). Sin embargo |¥,(w)-Y(w)] =1 paratoda w € Q,
entonces P{w € Q : [V, (w) - Y(u)| 2 ¢} =1, por lo tanto ¥, no converge

en probabilidad ni casi seguramente. Esto quiere decir que convergencia en
distribucién no implica convergencia en probabilidad ni casi segura.

Ademis
E(Y,-Y|")=1paratodar € N,

por lo que puede decirse que Y, no converge en r-mediaa Y,
Ejemplo 1.1.£

Sea X ~ Blli(1/2), entonces ¥ = 1- X ~ Blli(1/2). Si X, = X para
toda n € N se cumple que X, % Y, pero |X, - Y| = 1 para toda
n € N esto implica que P[|X, — Y| > ¢] = 1 para toda ¢ € (0,1) y
entonces X, no converge en probabilidad a ¥. También aqui se observa
que convergencia en distribucion no inplica convergencia en probabilidad.

Ejemplo 1.1.9

Sea {X..;h € N} una sucesién de de v.a.i. con distribucién Bernoulli con
PX,=1)=} paratodan€eN.

cmen L e e ey <



Como P[X, # 0] = 1, entonces
Jim P(X, #0] =0

y
tim P(Xa] 2 ¢] =0

Por lo tanto
X, 5o

Por otro lado sea € € (0,1) y definase

Bpe={weN: | Xn(w)] <e¥m>2n)paratodane N

eatonces

P(B..) = Jim PliXn| <e, n<m< M|

pues P es continus. Lo que implica que

P(Bn,.) = JiPwPIXQ =o,x‘+| = 0,...,XM =01,

y por independencia
0 = g -2 (=) (- 5)
- dm (57) 39 ) - (550)

lo que implica que X, no converge casi seguramente a cero, pero X,, — 0,

P 1
' E(IX-I)wO'P(X..=0)+1.P(x..=1)-.-;

lo que implica que limp.a E{|X.|"] = 0, para toda n, r € N.



De aqui que convergencia en probabilidad no implica convergencia casi
segura. También se puede ver que convergencia en r-media no implica
convergencia casi segura, :

Ejemplo 1.1.4
Sea (2. F.P) = ((0,1), Bioy. Ao.)) ¥ sea {X, : n € N} la sucesién definida
por

o Kisley s K=y,
o B=ley o Xe=lpye
Xo=lpy o Xe=lgy,... S
Cou Bye,y) = los borelianos en (0,1] y Aoy = |a medida de Lebegue sobre
Puede observarse que E|[|X,|") ~ 0 por lo tanto x. & 0, pero X, no
converge casi seguramente a 0. . N
Bjemple 1.1.5

Ses (0, %, P) como el ejemplo anterior, y deflase a X, = nlie) para toda
n € N entonces B o

A= {ven: K@) <= {wen: Xyw)e (31)},
YW&C‘A-ﬂW'W"':‘EN*m(W‘ o
lim P(4) = P(lm4) |
‘ 1 - P(ﬂ)flpﬂihdle_eu’,
por lo que X, <3 0. PetoE(X.')=n';}) =‘lpunt6d|n€ Nyentoneu
Xa no converge en media a cero. Por tanto convergencia casi segura no

implica convergencia en r-media.

Bjemplo 1.1.6

i o e X



Sea X, =1 paratodan€ Ny X =0, es claro que X, *3 0.
Definase 8 | ‘
F..(r)={ 1 sir>!

0 sl.l:<l

ro={5 5220

entonces Fy(z) — F(z) para tod. z # 0 punto de continuidad de la dis-
tnlmcndn limite pues F,(0) =0 # P(O) = 1, como 0 no estd en Cy, entoces

FAF

En geperal la eonm;eum en distribucidn no pcoporcxonl Is mfwmnu&j
acerca del comportamiento limite de las variables aleatorias como se puede
ver en e] siguiente ejemplo:

Bjemple 1.1.7

Sea Xy (w) = (~1)*X(w) para n 2 1, donde X(-) es una v.a. N(Ol)
Claramente X, ~ N(0,1) para toda n 2 1, pntlocmtoeonmgeendu-‘
tribucidn. '

Por otro lado X, (w) dwetge excepto en X (w) =0y esto ocurre con proba-
bilided cero, de aqui que convergen las distribuciones pero no las variables
miu. ’ . ’ )

Es bastante dificil demostrar con las funciones de distribucidn la conver-
gencia. Un método que en mwchos casos simplifica los procedimientos se
basa en el Teorems de continvided para funciones caracteristicas que ve
enunciaré en la siguiente seccidn, pero antes serd necesario hacer un estu-
dtobunmdehnfunmmwmmnmnqmmetemm.nbm
en ellas,

10



1.2 Funcién Caracteristica.

Para entender esta funcion y sus propiedades es necesario recordar coticep-
tos de varinble compleja.

L

2

Siz € Cys=uz+iy entonces|z| = |22 + % = VZT+ %

. La distancia entre dos nimeros complejos z, y z; es |33 ~ 2.

Si una funcién real de variable renl tiene una expansion en series
de potencias con radio de convergencia positivo, se puede utilizar la

__ misma serie para definir una funcién compleja, por ejemplo,

zl
el =

‘nml "!'

para cualquier nimero complejo 2. También la relacion e+ = et et
permanece vilida cuando 2, y 2; € C

. Sea Z =it, donde t € R, entoaces

LR

t? u'
= l+it-3 a!*«

- o-;+;;a)+agﬁg+g-u)

v &tn mdephncm eomlponden a luupmm de eou(t) y

sin(t), por lo que:

¢ ==eou+mnl.

e du!oqm m(-l) = cost y lm(—t) = —sint, entom:el

por lo que L o
o m“eu*_‘-u .in“.'“-'-“

11
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y ademds

‘f"l = (cos’l + sin’l)m = 1.

. Si £(1) y ¢(t) son funciones reales de variable real, entonces

h(t) = f(t) +ig(t),

- es una funcidn compleja. Ademia se puede diferenciar A(t), es decir

Nit) = £1(1) +ig'(})
si I'yg’(!)emten,ademho se toma como constante. Similarmete

se define
[ o= [ e 4 /' s(t)ek,
sienipre que existan las integrales.
. La férmula

%e“ = ce®,

e vilida pas cualquier constante compleja.

. llﬁonmmwmcwﬂummm-cum

comtmwmple».-dmr
c

. Unava. complejnlwdgmumhmhhmlsXHY.M
‘X yY son va. reals y su ssperansa esté dadapor =

E(2) = E(X) +iE(Y),

siempre que E(X) y E(Y) existan. Al igual que en el caso de variables
teales, E(2) existe si E(|2]) existe y en este caso |E(Z)| < E(|Z]).

. La formula

E(a\2) +0;2;) = 0,E(2)) + 0, B(2;)

es vilida siempre que a; y a; sean constantes complejas y 2, y Z5
sean v.a. complejas con esperansa finita.

12



10. Suponga que X es una v.a. y t € R, entonces por (4), |e"¥| = 1,
por lo tanto E(e'*¥) siempre existe, por lo que la siguiente definicion
tiene sentido. ‘

Definicién 1.2.1 Ses X unc v.s. real, definase & ls funcién carsc-
terfatics px(t) de X por

¢x(t) = E(é*), teR.

Ademis de los puntos anteriores acerca de la funcidn caracteristica, es im-
portante mencionar que la razdén por Ia que la funcidn generadora de mo-
mentos no siempre existe ey Is caracteristica siempre existe es que ¢'* no
siempre estd acotada y ¢** siempre esté acotada.

Una ves hecho este recordatorio de la funcién caracteristica se procederd a
dar algunos ejemplos 1
Byjemplo 1.8.1

1. Sea X una v.a. tal que P(X = a) = 1, entonces px(t) = E(¢"¥) =
T ¢"*P(X = z) = ¢* parat € R. En pasticular si X toma el valor
de cero su funciin caractoristica es igual a uno.

2. Sea U ~ U(a, §), entonces para ¢ # 0 se tiene
wi) = E(*)= [

: eo‘lv .
- [m=.
em - e|'lo
= Wp-a)
en pasticular si U ~ U(~1,1) se tiene que
o) = 3 (S55) = 5

¢
13




3. Si X ~ Poisson()) entonces,
S ' v ‘ o0 éilr’\ze-i -

E(th) = Z -

ral z.

e Z (AC

£=0

cxp{ A(l - c")}

il

wx(t)

u)x

il

4 Sea X ~ E:p(A), entonces
A v ‘ [b h“'c“”i
AL” e"(*f"’dt‘ .

A 1%
______’_c—l(x-l‘)]
A-it B

- (%)

8. 8i X ~ Bin(n, p), entonces

ex(t) = E(¢*)= g,«-( ),.,.-.

- (2o

= (4

Vx(')

Teorema 1.2.1 Si X ¢s uns v.6. y a, b s0n constantes entonces

Pasta(t) = € px(th).

14



Demostracidn.

E (em.»x))
E( ite .»x)

e E ( -»x)
e@ox(th). . (1.2.10)

i

PasbX (t)

]

[}

Bjemplo 1.3.8
Si X ~ U(a, b), por la proposicidn anterior, y debido s que

X=

p[%—b-+-b-;—:v<¢] = P[i%!l(s:-g-;—b] L
. . o+b\ 2
=P ”5( ‘T)E'-';] -

(-4
= [ %«n

L=

Fy/(z) donde U' ~U(a,8)

"

y entonces Ia funcion caracterfstica es:
” ., {6 +b)) sin(d=a)t
cealt) = exp{lt (“ 5 )} o)
. ' ,

13




A

Teorema 1.2.2 Sean X y Y v.a.i., entonces

Pasr(t) = ¢x)yy(t) para tods t € R,

Demostracién.

E (mem)
E (c“"'c“')
vx(ther(t).

Px+v(t)

En general si X, Xy, ..., X, 800 vaui. y S, = TN, X, entonces
st)=[lonto)

Teorema 1.2.3 §i X e una v.s. fal que tiene memento de orden k, en-
tonces px(t) tiene derivads de orden k y eotd duds por |

o0 = [ (is)te" f(a)ds,
es decir se pusde deriver bajo ol signo de ls ‘O'llw‘ y
o(0) = E((iX)e"),

pearat =0 SR
WO =t [ Xy
momento k de un v.a.
y finsimente

P%(0) = i*E(XY).

Reciprocamente si px(t) tiene derivads finite de orden par k en t = 0
entonces X tiene momento finito de orden k, y si k cs impar X tiene
momento finito de orden k ~ 1.

16



Teorema 1.2.4 i X en ung v.6. con momento absoluto de orden k > 1,
entonces px(t) tiene les siguientes ezpansiones en una vecindad de cero.

.
olt)= ;_;im,-v' +oiff) 0

.-‘
9'“) = E !mlt’ + k!"i“l‘ "“ S 1L

donde | : .
m; = s(xl) / X’!(:)dc j=0, byveoob
m = E(Xt)= [ X ().
En particulsr si X ¢ uns ve. tal m esisien todes sus memaentes,

entonces
ealt) = 2 !_9!!.‘_&
Byemple 1.0.3
Sea X una v.a. N(0,0?), encontrar su funcidn casacteristica.
Solucién.

Se sabe que £(X™) = 0, si n es impar, ya que
[ prade = [0 edie 4 [N,

sea y = 2, lo que implica que si z = —oo entonces y =~c0, s 7 = 0 entonces
y=0ydy= d:,potlotmto

L2 2 ratade = = [ (ot n(-vhdy + () V(orie
= 0, .

ademis, también se sabe que -

1



v

N H 2% 1. ‘
B(x¥) = g

ya que si X se distribuye como N(0,0%), entonces X? se distsibuye como
r@ ) 51;), es decir el momento de orden k de la Gemmae es el momento de
orden 2k de la Normal. Se cn!culau ahora e} momento m de una densidad

T

ion o

T{a, A).
BX™) = g [T emete s
; ::‘l'( a)h ;
" r?q) :(qn)-l -"\-“f
. Mm+a '
r(.)»- S :
- dafatl) (atm- l)l'(o)
= - Na)
_ (afa+)).(@dm=1)
Am
- !]m-tal
>
pwosiam]entoncas I(}) = iy
Na+1) = ["z'e"a_ -
= =2t 4 [' ar*~letdr
= al’(o)“; '
a+m) =" [' gotn-temtdy

..’ﬂm-l «-clr +F(a+m ‘)’Mm-tend, ’

(a+m-N(a+m=-1)

(a+m-1}at+m-2)0a+m-2)
(a+m=1)fa+m-2)a+m-3)...(a+1{a)la),

18



dado que 2k de la Normal es el momento k de la Gamma (1 ;}3-), lo que

implica que

E(X¥)= E(X')}] = BiYY,
donde X se distribuye como Normal con paramdws (0,0%) y ! se dls
tribuye como Gemma con pardmetros (4, ;1;), entonces : ;

Ik + 1)

)"!'( )

aF T
- #[v"(l,_s a---:(k—un,[z..-o,._s,.,-.z:.]
& 2.4.6.8. 2%k
o (3k)!
(l 3:3.-48)

u m,,.)

»
+

—

=

&l

Q

413 o34 (281
”(’) = an'mrl

Y s

e M e

Y . it

= -,

W ~ N(p,0*) esto implica W= (W «u)+p
~ seliene Wy~ N(0,0?)

se tiene . VW(‘) - e"’e"'"’/'

yul WV(C) = exp {ltp - --.-.}
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Teorema 1.2.5 (De Unicidad.) Una funcidn de disiribucidn estd deter-

mineds de maners unice por a8 funcidn caractcristics ¢ inversamente, me- -

diente ls férmuls de inversién, (caso lo':creto).

Pérmula do Inversién
Si X cs wns v.s. discrets gue toms velores ¢nlmo con funcién cerac-
teristice dada por

pa(t) = 23“’1.!()').
entonces s densidad oo
=Pt /' i (O,

Demestracién. .
L[ = L /' i (;-“‘nx-»)uum

= g [ S px = i |

':rz;"“'"’/' -t

- g:r(x-,)- [ -t
peto
L[ eoman(3 4121
| Si)#benwneulnmlepd-qudl Lo

briti -0 = e -y tepiii e - esp{=i(j ~ e}

un]() - hM
w(j~k) %



dado que sin(m=) = 0 para todo m entero.

Si j = k, entonces

[y L[ -0
2r -oc “.-2[ -we d‘

.
w[,e=t
lo que implica que ( 1.2.12) es igual a
§P<x = M) =P(X = k).

~ Teorema 1.2.8 Ses X wne v.6. cupe ﬁudu ummﬁm e m.,nu. -

eslo o
[ toxtoiér <o

s¢ puede demostrar gue o X e v.o. continse, ls donsided fx(z) estard

fata)= o [T Epnr.
hdmtmﬁndeoh&ndndemmﬁomnimlunpw no estar al
alcance de este trabajo. S .

Biomplo 084 o
Sea X ~ N(0,0?) se utilisard la Semula anterior para obtenet la densidad.

Se sabe que px(t) = exp{-0%t?/2}, entonces por deflnicién de funcién
caracteristica se tiene

-o%3/3 its 1 -l’hc'.
o ‘ 31-:0'0.319 : "
Si "MPIIINW ~tyopordenesta l&mﬁh, entoaces
W'

'}c-n'fu' ! e -c'c’hd’

2



o equivalentemente

____}___c-l’llo' = __l__ ® e—ﬂ:c—o’x’lzdl

Gm 28 Jooo

finalmente si se intescambia el papel de los simbolos z y ¢ en la ultima
ecuacion, se obtiene

__1__ -53/3e? _ _l_ ® g -0/
a\/ﬁe - 2x -[»nc ¢ . dt

la cual es justamente la formula de inversion para el caso continuo, y en-
tonces '
~aifae?

Ix(s) = ':}"—*;e

Teorema 1.2.7 §i dos v.e. tisnen ls misms funcién carecterotics, en-
tonces ambas tienen ls misms funcién de distribucién,

Bjemplo 1.8.5

Sean X y Y v.a.i. con distribucidn N(u.,a.’) y N(m,c,) mpoctwmmte,
eotonces la distribucidn de 2= X +Ves -

ox() = emplimt)exp(-olea)
er(t) = uv('mtl«p(-v}"m
» prer = px(thor(t)

. mmmxm{ M}

= exp(i(u°}t - —-—l = pa(t)
donde Z ~ N(u*,03) y 4° = iy + i1 y 0} = o} + o}

Teorema 1.2.8 (De Continuidad de Levy.) Une sucesién de funciones
de disivibucién (F,(:)) tiene distribucién mite F, o Jam, conwerge & F(-)
en todos loa puntos de continuidad de F(') si y solo si, las correspondientes
funciones caracteristicas pa(t) converge o (t), donde (t) es une funcién
continug en t = 0. Bn cote case p(-) ¢s ls funcién carsctertatics de F(.).



Ejemplo 1.£.6

Si X, ~ Bin(n.p), entonces la sucesion
Xy=np

o= ;;np(l - p)

y 0<p<l

tiene como limite u la distribucidn N(0, 1) euando n ~ 0o

xa(t) =(pe" +4)°, conptg=1

por lo tanto Ia funcién caracteristica y‘y.(‘) de Y, estd dada por

it = (ol gl (2
- onlton. ( m) {"‘ |
- (po{ A }"'{ *""{:"”'})
iy St ey
ol a1 hand )

n
ahora desarrollando las derivadas de £(t) y evaluando en 0 se tiene que

f0) = pte=1
£(0) = u\/%-c-' 2 -0
o - 2ot

K



A

por lo tanto

f(t)=l+0'l—-;l:t'+Rn

lo que implica que

(ol 58] =

| (212)
cuando n — oo, y esto debido a que R

im(143) e,

donde exp{- 4} es Ia funciéa caacteristica de una distribucida N(0,1), y
de aqui que Y, -ON(O.l)pudedc Conﬁnmdld

1.3 Desigualdades mnu

Teorema 1.3.1 (Dquo‘l‘chlmhw) Su X unsve yo-)
mlln#nnuqaﬁnm‘omohmhm& oentonces

Paix) 2 s )
pere tode k > 0. |

4



Demostracidn Suponga que X es c.untmun con densidad de probab;hdad
fx(), entonces
,E(O(X ) /_ i g fx(z)ds |
-/(-:a(c)zg) 9(x)fx(’:v)dx + skt g(e)fx(x)ds
entern) 9(')fx(z)dz
/mmzv; kin(z)dz

kP(g(X) 2 k).

P2 b < Belx)

il

w

de maners que

Una pmbuiuihn'eiiﬁupunel‘cuodim

Corolario 1.3.1 (De la Dul.unldld de Tchebyshev) 5i X es uns v.s.
con varienss finits

PUX - x| 2rox) = PUX ~pel 270}l 5. (1309)
perecader >0 ‘
Demostracién.

Si se toma g(z) = (z - ux)* y k = rio} el resultado se sigue del- tooreuu
nntenor

‘ Obmm:énz

Si X es una v.a. con variansa finita

PUX - x| <rox 21 - 5

2%



o

que e obtienen solo reesmbmdo { 1.3.13).

Esta desigualdad es 1itil ya que en la Capntulo 3se tmhzlra para porbu
las leyes de los grandes numeros. La desigualdad proporciona cotas que
no dependen de la distribucion de la v.a, X para las probabilidades de
eventos particulares que se describen en términos de una variable aleatoria,
Ia media y la varianza.

Teorema 1.3.2 (Desigualdad de Kolmogorov) Sesn X, X;.... X,
v.6.i. con medies By Uy, ... Hin ¥ VOTiONZE 0F,...,03. Sean S, = X, +
Xot -+ Xa, k=1,...,n yconsidere ls v.a.

.ﬂl_f'{st *i:m}; ‘

que da s desviacion mdzima de las 0.0, S., de sns comspoulnnm medi-

- das, antonces

P{lnl. XY IS§ 2“'
pore cads nimere & pesikive,

<-(o.+ )’}>1--

Demeatracidn.

- Obaedsvese que ¢l evento

(e fo- B

2w < afod+- +a')‘}
ocurre si y sdlo e

<c(¢}+~-+a.',)‘ 11.3.14)

'
I&-Em

para toda k = 1,...,n. Este evento puede descomponerse de Ia siguiente
Zy(w) = 1.6i w es tal que



Se(w) - Z':;;.

1=l

<a(o? +++-+02)} pura todar<k-1

k
Sk —Zu:i >a(o} + -+ 0?)}

v Zi(w) = 0 en otrocaso, Asi Zi(u) es la v.a. indicadora del romuuto de
puntos w para los que las desigualdades ( 1.3.14) se vxolan por la k-ésima
desigualdad pero no por un mdxce menor k.

Para cualquier w, o todas las Z;, 508 cero o exactamente una de ellas es
igual 8 1, y el evento

{ SA—Z#-

(LT ‘
Se probark equivalentemente, que el complemento tiene probabilidad a lo
mis igual & }

<a(a.+ +a:)’}=(z,+-~+‘z.=o).

. (Zn+'--+Z~_'°l'-(zn+V"'+z~=U :
Obaérvese que Co ' , ' l
E(Z. +~-+'Z..)== P(zl +"'+zn= l)’

yaque lasumavale 06 1.

Pocldqué‘led‘emuuﬁque:v
B2+ 4 2n) S —‘;
QObeérvese que - .‘ |
Leln(s-£e) ] = elfa(s-5)]
#[f (-]
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U

Y o (1.3.15)

(1 3]

]

yaque alomis unade las 2, = 1.
Los términos individuales ,
. . A2

& (Su - Em)
is}

pueden ser escritos como

Z (s.. Zu.)

ofle-£)+ (-5
3.(3.-;; ) + |

"l(sb"iﬂi) f:‘xa"' i: “:’)

+
(1] wh$d jubéel
a(fx-%, )'
+ & - 2 Wi
jmb4) ! k43 s

paro 2, es una v.a. definida en términoe de X, ..., X) solamente, por eso
@ independiente de Xj44,..., X, Porlo tanto ' '

o) £ )

- fuoglle]fr- e

Usaado muevameote la independencia se tieme que

28
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]

n n 2
E(Zk)E( Y-y I‘j)

J=k+l  jmhed

por lo tanto

E(Zi) (ol ++++0}) 20

ofa(s-£) |22 [n (- £4) ]

La esperansa del lado derecho puede escribirse,

A
E[Z. (S.-?:m).] = EIZh’(I.-l)(Sh.,"’I‘I"'"‘I‘h)?]» .
=) : . :
+ E[2lige0) (i~ == w)'].
i , 2,0
Sobre el conjunto Z, = 1 se tiene por definicién que
1S2 = =+ =l > alo] + -+ + a)'?
poe lo que
Zliz,my (5:» - Em) a'(o} + -+ 0})2s.
=)
Tomando las esperansas de ambos lados R P
‘{ E[Zi(Si-m= - m)] 200} + - + DE(Z), .
¥ pos lo tanto -
S E[2u(Su =t~ = m)] 2 a¥a} 4 i+ 02) z;'ecz.);
iml -

utifisando ( 1.3.18) se sabe que
f:E(z.(S. il - Bl "l‘b)z) s tl’o'

0




de agui que
et tal> a‘(d, +oo o NE(Zy++ 20

lo que :mphca que .
E(Zl ,+"'+zn)5 ;-‘Tw

y como
P(Zg+-~+Z,.=l)=E(Z‘+'...+Z..).
entonces _ e ‘
P(Z|+'-~+Znél)=;i,
de aqui que B
P(W"Is.—g <a(d¥+'-'+az)'") = P2+ +2,=0)
! = 1—P(22.-=1)
izl
_ 1
= l-;T
y entonces

<afo}+- +'=)lli) -;!‘-

P (m lS. - 2“‘

D e
Oburmlom. Pasn=1h dﬂl‘ﬂlldld dc Kolmgon] e reduce sl

desigualdad de Tchdwhn

1.4 Lemas Utiles.

Otro resukado que serd Gtil en el Capitulo 3 es el conocido Lema de Borel-
Cantelli; antes de enunciarlo se introducird la siguiente notacion.



Si {4, : n € N} es una sucesién de eventos, se sabe que

 limsup{4,} = ﬁ G'A;,.

n=l k=n

Siw € limsup{4,} esto implica que w € U, As paratodan € N,
lo que sinifica que w estd en un nimero infinito de Ay's. Asf -la siguiente
notacién tiene sentido:

limsup{A,} = (v E€N:w € A, 5.},

donde i.v. quiere decir infinitas veces. El siguiente resultado que involucra

esta ides.es fundamental en la Teoria de Probabilidad.

Lema 1.4.1 (Borel-Cantelli) Si {4, : n € N} es tal que £=, P(An) <
0o entonces P(A, : i.v.) = 0. Si (A, : n € N} son independientes y
Yoot P(As) = 00 entonces P(Ay:iv.)=1

Demostracién. |

Si }4’= {A, : i.v.} entonces 4 = M, Urs, 44 Bntoneel A C UL, Ai para |

toda n € N. De aqui que
P(A) < 55 P(A) < Jim § P(AL),
ban L)

% T, P(A,) < 0o entonces limaco 552, P(As) = 0 y por lo tanto
P(A)=0

Por otro Iado 4° C N, A} y i {4s : n € N} son independientes, entonces
pia)s fla - poan) sem{- £ pian},
pues (1 —z) < e~ puratoda z € R, y si 13, P(A,) = 0o se sigue que

P(A) =1
aQ

Un resultado que propogciona otza caracterizacidn de convergencia casi se-
gura y que seri necesario para la demostracidn de la Ley Fuerte de los
Grende Nimeros en el caso Binomial es el siguiente,

)|



Lema 1.4.2 § {X;:n € N} y X son v.a, entonces

P ngg X = .\'] =19y sdlosi P [I.\’.. ~-X|> {:i.v.] =0 para toda k € N

Demontr&idn. |

Sea Ay = {w € 0 : |Xo(w) = X(w)] > }i.v.} para toda k € N y higase
A= Uxtl A' )

Siw ¢ Ase ngue que l.\’..(u') - ¥(w)l > } para toda k €Nse cumple pars
un numer finito de indices y entonces lim,_, Xs = X. Reciprocamente, si :

hm....X..-XentoucuwdA.pantodukGNporloquewdAypo:
lo tanto 4° = {w € 1 : limyo Xo(w) = X(w)}). Entonces .

P(luu Xa = X) =14i y sélo si P(A) =0
ycomoA.CApuModnkENnthmque P(A)=0plntodukEN
. . ‘ .0



| Capitulo 2

Conceptos basicos y
aplicaciones

Las ideas que se presentan en este capitulo tiensn como objetivo aclarar
algunos de los conceptos bisicos utilisados en las aplicaciones del ambiente
asegurador, siendo base fundamental para la obtencién de futuros resulta-
dos que constituirdn la aportacidn principal de este trabajo.

2.1 Sumas de variables aleatorias.
Existe en Ia Tworia de Probabilidad y Estadistics, ub problems intereante,

que consiste en calcular la distribucién de sumas de variables aleatoriasin-
dependientes y con la misma distribucidn debido a que dicha distribuciénes

la base de importantes resultados limite comunmente usados en la prictica.
Supdagase que X y.Y son variables aleatorias positives independientes,
continuas, y no necesariamente con ls misma distribucién con funciones de
densidades fx(z) y fr(y) respectivamente.

Definase 2 = X + Y, como la suma de variables lleatoriﬁ, eutohcu la
funcién de distribucién de Z estd dada por:

Fs(s) = PZ<s)=P(X+Y <3)
= LPX+ys:Y =y)P(Y =y)

¥$e

N



= Y P(X $z-ylY =y)P(Y =y),

yse

por independencia de X y Y

Fa(z) =Y Fx(z = v)fr(v)

yse

f3(3) = 2 Ix(z = 9)fy ().

v
Para el caso continuo se tiene de igual forma

Fis) = [PXSt-y|Y =nlvddy
= [ RG-nneh

fa(a)= [ fxs - oMy,
En resumen, para v.a. no negativas,

» I d discreto
F'(') { (: (‘v)!%v)'(':) :::eluu:wmmw @11

S . el cao disereto
’h(')'g{ j (,:(.!)f:z‘:v)g) :::el:eonhm:) (21.2)

Ahora bien, de la teorfa del célculo se sabe qucdldudosfudouul ye
umdxmnondu la funcién

M) = [ fuelata - a)as,

con~e0 <z < 4oy fx y fy funciones de densidad mtegublu, s cono-
cida como la convolucidn de £ y g o la convolucion de orden 1 de g, denotada

u



por h = g« f, y leida como g convolucioneds con f. De ( 2.1.2), se observa
entonces que la funcion de densidad de la sumadedos via, Z=X +Y es
la convolucién de las densidades fx ¥ fy.

Ejemplo 8.1.1

Si X y Y son variables aleatorias independientes con distribucién gamma
ocon pardmetros (s,A) y (¢, A) respectivamente, entonces £ = X +Y es una
variable aleatoria gamma con parimetros (s + ¢, A).

Demostracidn.

frla) = [ fr(e-n)friviy
- [ ..Ly.-l(t-')(. - ')l-l _L ”.c-l.-u*
- [rveecioa
e (5507 (Q)
= ce~Mogtt-! [ (1-2)'s'"Yds
= ce”Ma" ™!, con b = cle.

nqu(l-:)"'z‘" umWandanbnwdommﬂdo

Duhadunmnc'“c“‘"udlkbdcmmmeu'

-M(Q-H.A).

Is(0) = co" -t

Ml&bemtnlquh(a)mmwdounmﬂbusmd’-

8 uno, por lo tanto
") = 5o H) e (Aayt,
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La suma de variables aleatorias independientes, y més especificamente, con
Ia misma distribucion, puede ser extendida a mis de dos variables. '

Sea 11,Y3,...,Y, una muestra aleatoria de una variable aleatoria }". A
menos que s¢ haga explicito en otro caso, se supondrd que los momentns de
todos los érdenes existen y en pasticulas, E(Y) = gy Var(Y) = 0? < o0,
definiendo

Sa= i“»
iml
entonces
E(S.) = E (;:;y, - g,. g (213)
y L |

Var(S,) = Ver (g y.) = L Ver(K;) = no'. (214)

La densidad exacta de S, (fs,(2)), extendiendo o resultado anterior, se
calculs como

I = [ OR) ) (o = = = o= e M .
ST , , (2.1.5)

mmmmndmm

Obeérvese que la distribucidn de la suma S,, es la convoluridn do orden
n de ln densidad fy(y). Es claro por ( 2.1.5) que » medida que n crece,
es analiticamente mds dificil o cdiculo de la distribucién debido a la com-
plejidad de resolver convoluciones de orden mayor que wno. pues el factor
integracidn estd incluido en este proceso. Pars determinas la distribucidn
de las suma de més de dos v.a.i. se puede user ¢l proceso de convolucién
iterativo, de manera relativamente ficil o las densidades de lao va. en
juego son discretas. Asi para § = Xy 4+ X3 + -+ + X, donde las va.
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X;'s son independientes, con distribucién F;, donde F® es la funcién de la

distribucion de
X+ X+ + Xy,

se tendria aplicando ( 2.1.1) de manera secuencial

F® = R
FY = thﬂ":ﬂ*ﬂ
F% = FywF?®

9 = FeF®

]

o Fg 'F") = F.tp("'".
Ejemplo lll ’

Las va. X.,’X} y Xs lon independientes con densided definida en las
columnas (1), (2) y (3) de In Tabla (2.1.1), lo que se desea encontrar es la
distribucién y la densidad de §$ = X, + Xa + X,

Solucién.
1. Columnas (1) - (3) son la mformmdn proporcionada
2. Columna (4) es la distribucién acumulada de Ia columna (1)
3. Columna (5) se deriva de la columna (2) y (4) usando ( 2.1.1)
4. Columna (6) se deriva de la columns (3) y (8) usando ( 2.1.1)

El cdlculo de Ia columna (G) complets Ia obtencion de la distribucidn de
Sy la funcién de densidad se obtiene por diferencias. Como ilustracién se
incluyen Ias columnas (7) y (8), uulmndo las formulas para el cdlculo de
densidades dadas en ( 2.1.2).
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Tabla 2.1.1 ]
M1 1) 14 ]G) @6 0]®E
fi f? f& F F? Fa fev f:!
04 |05 |06 |04 |0.20]0.120 0.20 | 0.120
0.3 |02 [0.0 |0.7 0430258 0.23 | 0.138
0.2 |01 |01 |09 |0.63]0.398 0.20 | 0.140)
01 |01 |01 |10 [0.79]0.597 0.16 | 0.13
0.1 [0 [1.0 |0.90]0.666 0.1 | 0.129
0.1 | 1.0 [0.960.781] 0.06 | 0.113
1.0 | 099
1.0 | 1.00
1.0 [1.00
1.0 [1.00
10 1.0 | 1.00
i1 1.0 [1.00
12 1.0 | 1.00

F(0) = z:rx(o4v)!vtv) |

= Fx(o)!-(ﬂ) (0-4)(0 5)
‘w099

PO S IS PPN P PR O PR PR P

) = 5"“"’”"”) 3
= Fr()£4,0) + Fx(0)fr(3)
= 043

r"’m = Fe@)50)+ FeDfe() + rxw)mz) o
o = 045+ .144004 :
= 0.63

F3) = Fx(3)/,(0) + Fx(2)fr(1) + Fe(0)fr(2) + Fx(0)fr(3)
= 0.5+0.18+0.07 +0.04
= 0



F3(4)

FUO)(5)

Fxe)

F(t)(j)

9 N+ n

L8+ + 1 N+

TR OH + 41

Fx(4)£,(0) + Fx(3)fy (1) + Fx(2)fr(2)
Fx(1)fr(3) + Fx(0)fv(4)
0.5+0.2+0.09+0.07 + 0.04
0.90

Fx(5)fy(0) + Fx(4)fr(1) + Fx(3)fr(2)
Fx(2)fy(3) + Fx(1)fr(4) + Fx(0)fr(5)
05+02+01+009+007

096

Fx(6)£,(0) + Fx(8)fr(1) + Fx(4)fr(2)
Fx(3)fr(3) + Fx(@)fr (4) + Fx(1)fr (5)
Fx(0)/fy(6) ;
0.5+02+01+0.1+0.09

099

Fx(D£,(0) + Fx(8)fr (1) + Fx(8)fr(2)
Fx(0)f(3) + Fx(3)fy(4) + Fx(2)r(5)
Fr(Dfy(6)+ Fx(0)f(7)
054+024+01+01+01

10

Obeéevess que pars 2 > 7, se tiene que F0(z) =10 .

Para resolver ( 2.1.5), en los casos en que la distribucion de las X;'s no es
simple (como en el caso de una distribucion discreta) se recurre a métodos
numéricos, los que no estén incluidos en este trabajo, que se encargan de
encontrar una densidad paza la cual se puedan calculu las convoluciones
en forma lulple ¥ entonces escribir; . :

Iry) = !o(v)H(v)., .

doudo G(v) & \mn pettnxbmén pean, o bien hwer
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fr(@) = folw) 1+ L epdw)]

donde {¢,p,(y)} es un conjunto de polinomios ortogonales, que pueden ser,
por ejemplo, los Polinomios de Hermite-Chebyshev, que serdn descritos en
el proximo capitulo, asociados con fy(y). donde esta densidad puede ser
Normal, Gamms, Poisson o Binomsal.

Una consecuencia de la complejidada de la distribucion anterior, es la idea
de enfocar el problema encontrando la distribucién de S, en el limite, es
decir, abordar el calculo de la distribuicién asintética de S,. Este problema
no es sencillo, y dependerd probablemente de ciertas propiedades de las
variables aleatorias involucradas. Este estudio se realizard en el capftulo 3.

Antes de continuar, es conveniente marcar que el primer paso para cualquier
cileulo asintético es estandarisar la variable aleatoria de interés, permi-
tiendo de esta manera cambiar tanto de origen como de escala, obteniendo
asi una variable aleatoria con media igual a cero y varianza igual a uno, Ea
este caso la variable aleatoria es S, la cual al ser elu.ndmudu e expresa
de la siguiente forma,

= 5; = "“, : (2.18)

doude, E(S]) =0y Var(S5]) = 1.
Esta estandarizacién es pieza fundamental en el desarrollo del siguiente
clpitulo Cabe mencionar que cuando se utilisan variables aleatorias cuyos

dos primeros momentos no existen, serd necesario un tntumcnlo alterna-
tivo para su umdto

2.3 Momentoc. cumuhntei y sus funciones
generadoras de variables aleatorias.
Los momentos y cumulantes son un conjunto de constantes que describen

de cierta maners la distribucién de una vasiable aleatoria. . Algunos inves-
tigadores los utilisan para i marcando de manera mds precisa la forms

o



de alguna distribucion. Es importante mencionar que sélo un grupo re-

“ducido de momentos y cumulantes tienen una interpretacion fisica, la cual

se explicara posteriormente.

2.2.1 Momentos y su funcién generadora.

Contmuando con el caso de ¥;,¥3,.... Y, que es una muestra aleatoria de
una de una variable aleatoria Y, se definita a la funcxon generadora de
momentos de esa variable aleatoria ¥ como

M(Y;t)= M(t) = E(e'), (2.2.7)
denotando al r-ésimo momento de Y alrededor del cero como,

_ by =E(Y"), (2.28)
y al r-ésimo momento de ¥ alrededor de Ia media como,

by = E[(Y - p)). (2:29)

Para desarrollar la expresién ( 2.2.7) se supondrd que M(t) es convergente
en un intervalo de valores reales de ¢ que contienen al punto ¢t = 0 en su
interior, de esta forma desarrollando po: la expumdn en serie de Taylor
alrededor del cero se tiene que

M) =Ee) = (E (‘Y)' )

=0
Lo 1
= 1+ -—E(Y)+§E(Y’)+---
, 8
A ,ﬂn gkt
| = 'lfz;?y,. L (22.10)

Siserestaclescalarpnlava, Y, la expreonén anterior queda dela siguiente
forma, :
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e

MY ~ gy = E(e'Y-u)y
e(f (HY ~ )y’

L}

=0 j! :
- Yy — .2
1+E("(YT‘Q+M+'“)

]

2!
»or( 2.29) t 2 "
= 1+ﬁ+2,#z+ﬁﬂa+
= l+,§r!“'

l:y’cmplo 22 (Distribucign Normgl)

Sea ¥ una v.a. con distribucigg Bormal con med;, /Y varianza o3, entonces

X
=
]

E (c V) =K (el(Y-u)) m
= /.. "expft(y ~H)}exp (tu) £y (y)dy
W"? L {5 [ -y "3V - ) gy,

8i se completl el cuadrado eq los corchetes, e tiene,

L}

(¥Y-pp- 2a't(Y ~H) = (Y- u) - 2%y -~ 1) +o%d - e

MY = exp{lp+ }/Q?exp{ Y-g::-a’t)]’}dy

o densidad normalusoages)
' o’!'
= exp { e+ — ) }
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Si se resta Ia media a la v.a. Y entonces '

MY —pit) =exp {-%a"t'} .

’ Ejemplo 2.2.2 (Familia Ezponencial)

Sea Y una v.a. tal que su funcion de densidad es

fr(y) = exp{yd - k(6) + a(y)),

entonces su funcion generadora de momentos es,

M(Y:1)

E("),

| Le"fv(va,
- L evelnt-soltal gy
— L Mt seligy -

si se completa la intergral con e~*1*+") ge obtiene la funcion de densidad en

(t +6), y si ésta se integra sobre todo su recorrido el resultado es igual a

uno, es decir,

exp (-K(O) p (Kt +0)

Lexp {W(t+0)- k(04 6) +ay))dy

exp {~k(O)}exp {k(t +)} | fy(v)dy

o exp (k(t + 6) — KO)} . o o
Los momentos no son las dnicas constantes que pueden dar una descripcién

acerca del comportamiento de una distribucién, existen también para este
propdeito otras, las cuales serdn descritas a continuacién.

M(Y:t+0)

il

i
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2.2.2 Cumulantes y su funcién generadora.

Es necesario dar una descripcion de este nuevo tipo de constantes que
también dan una idea acerca de la forma distribucional de una variable
aleatoria, pues surgen de manera natural en el desarrollo que se hard en e}
capitulo 3.

La funcidn generadora de cumulantes de una v.a. Y, se define como:

K(Y;t) =log(M(Y;2)), (2.2.11)

K(Y - ut)

]

log (M(Y — ;1))

= log (E()

= log (™ E(e™)))

= ~tp+log{M(Y;t)]

= ~tp4+ K(Y;). (22.12)

El r-ésimo cumulante &, de la v.a. Y se define como el coeficiente de L en
luexpnnénennnede'hylonlrededotdemodehexpm(2211),
entoncas _
Euf o), (2219)
dondek,uelcunmlmudeotdeur
Tomando la expansién de ( 2.2.11) alrededor de cero se tiene
Tog(M(Yi0) = £ 3 (g MOV ) oo

Antes de proceder al desariollo de cada término de la exprui(m anterior es
necesario recordar que ,

l&M(! it) = E(YY)

“ .



por lo tanto,
log [M(Y;t)],., = [log(E(c"))].__.o + [Aﬁf((;’::)) IOOT'!- ¥

M(Y:t) (M'(Y;t))'] L
M(Y:t) ~ (M(Y;e))?

: t=0 ;‘ﬁ s
donde finalmente
Lo (MY el = 14 BV + Var() 4,
dado que M(Y';t) lico= E(e" ) lrno= E(e°) = 1.
De esta forma, si se sigue desarrollando cada término, n pueden obtmel"

todos los cumulantes en término de los momentos hasta el orden que se
desee, lo que implica que .

‘k;

ky = py=a®

ky = py

ky = I‘c"’}‘;

kv = ps = 10psps

ke = pe— 184y — 1043 + 3043

(22.14)'

Para obtener las relaciones inversas, es decir, los momentos en términos de
los cumulantes, se hace directamente de las expresiones anteriores, obte-
niendo

m =k
b=k
Hy = ky
pe = ka+ 3}




= ky+ 3k;
fs = ks +10p} - 3043
= "5 + kgkg
pe = ke+ 15(koks + 3k3) + 10k3 — 3043,

(2.2.15)

Una vez establecida la relacién entre los cumulantes y momentos, se pro-
cedera a establecer cicrtas propiedades itiles de los cumulantes. Notese por
( 2.2.12) que el cumulante k,, con r > 0 es invariante bajo la suma de una .
constante a la v.a. Y, por tal motivo se pueden considerar como funciones
de los momentos alrededor de 1a media. -

Ademis de esta invarianza ante la suma, debe notarse que para cualquier
constante a se tiene

k(a¥)=d'k(Y), (2.216)
ya que ‘ '

K(aY;t) = log M(aY';t) = log E(e"Y) = log E(e""")

donde t' = ta, y por lo visto anteriormente en ( 2.2.13) se tiene

vy &,
lf)gE(e ) = 'gk.;!-
R
- ,Z,:,,"' r!
C-= 'goﬂ'b'-r—’
_ oc k"v
= Z;o =
~ con k. =a"k,(Y), lo que implica que
! = k,(aY)

6



Més aun, k, es una funcién de los momentos solamente en un orden no
superior a r. por esto, puede ser definido sin considerar la convergencia de
los momentos para ordenes mayores a r.

Ejemplo 8.2.3 (Distribucidn Normal).

Sea Y una v.a. con distribucion normal con media s y varianza o?, del

~ Ejemplo 8.8.1 se tiene que

M(Y;t) =exp {ly + %t'a’} ,

MY -vp',t) = exp {%t'a’} ,

y su correspondiente funcion generadora de cumulantes es

K(Y;t)=logM(Yit) =ty + %t'a', |
K(Y ~ ;) = log M(Y = pit) = %.,z,z,

De estas dos funciones generadoras de cumulantes se observa que para el
caso de una distribucion normal con parimetros 4, 0%, el cumulante de
orden uno, k; = y, el cumulante de orden dos, k; = 0% y k, = 0 para toda
r 2 3. Deaqui que si en algin estudio se obtiene que una v.a. tiene k, = 0 -
para toda r 2 3, podria pensarse que tiene una distribucién normal o casi -
es una v.a. normal.: Lamentablemente no se podria decir lo mismo si se
obtienen los momentos, ya que para el caso més simple de una distribucién
N(0,0%), como se vié en el Ejemplo £.2.1, el n-ésimo momento se calcula

‘ . 0 - si n es impar

E(X )a{ F%GL" 5 n es par

Ejemplo (8.8.4) (Familis Esponenciel).
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Si ¥ ticne una densidad dada por exp {y8 ~ M(8) + a(y)}. entonces su
funuou generadora de momentos es, por el ejemplo (2 2.2)

M(Y;t) = exp{M(0 +t) - M(8)},
y su correspondiente funcion de cumulantes es

K(Y;t) = log M(Y;t) = M(8 + t) - M(6),

Ejemplo (2.2.5) (Densided czponencial).
K(¥it) = log M(Y31) = 10;( A ) log() - log(A =1}, (22.17)

Otra propiedad de los cumulantes, que proporciona una manera mis facil
de trabajer, es la de poder ser escritos sin dimensiones, es decir, el r-ésimo
cumulante estandarizado se define como

k,
a= (2:218)

parar =34,

en particular p3 = & y p, = %, son denotados frecuentemente por v, y 7,
que representan una medida de asimetria (skewness) y de qudezn(kurtom)
mpectmmcnte de la funcién de denudnd '

Husta el momento se ha analisado que los momentos, de cierto orden’ enin
relacionados & cumulantes del mismo orden, siendo estos tGltimos los de
mayor interés, ya que se utilisarin en el capitulo posterior.

Dado que los cuatro primeros momentos o cumulantes son de gran utilidad

para proporcionar el grado de variabilidad de la informacién con la que se
cuenta pars ciertos utudun, e proeedctt a dar una breve descripcidn de
cada uno de ellos.

(V) Esperanza.
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e
El valor esperado, es una medida de\endencia central, 1a cual dice donde
esté situado el centro de masa de la distribucién de probabilidades de una
variable aleatoria. Es también el valor promedio de una variable aleatoria
si el mismo experimento aleatorio se repite una y otra vez.

Para ejemplificar el concepto supongase que se cuenta con la siguiente in-'
formacion.

La probebilided de que uns case de cierto tipo guede destruida por un in-
cendio en cuslquier periodo de doce meses es 0.005. Una compasiie de
scguros efrece vender al propiciario de tal cass une pélisa conirs incen-
dio por 80,000.00 pesos, el tiempo de coberiura es sgual & un a0 por uns
prime de 150.00 pesos. Ls ganancia G pare ls compeniia es ung variable
sleatoris con velores pou'blu de 150.00 peses ai la cass no s¢ incendis, y
de -19,650.00 pesos ai se incendia durenie ¢l a0 cubierto por ls pdlise.
La funcién de densided de G o f(g:), donde g ¢a ls wuuu o pérdide
uocull. por lo tanto,

E(G) = 150(0.995) + (~19, 850)(0.005) = 50.

Desde el punto de vista de la compaiifa de seguros, la ganancia esperada
por una pélisa de seguro debe ser positiva para permitir a la aseguradara
pagar los costos de administracién y acumuler reservas para pagar & sus
beneficiarios y tenedores de pélizas. Pero desde el punto de vista del com-

prador, el seguro, como cualquier juego de azar que se hwe para obtener
una utilidad, tiene un valor esperado negativo.

(u) Demu:nén esténdar,

La varianza y la desviacidn esténdar son frecmntemente empleadas como
medidas de variabilidad, teniendo ambas interpretaciones intuitivas.

Cuando se comparan uno o més conjuntos de datos cuyss unidades de.

medicidn son idénticas, se puede decir que una muestra tiene un grado de
dispersién menor que otra si la primers tiene una varianza menor, sin em-

bargo, si esta aceveracion se hace acerca de un sélo conjunto de datos, de .

los cuales se obtenga el mismo grado de dispersion no podrd ser especifi-

cado el grado de variabilidad. Un concepto que proporciona mis claridad 3
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acerca de las comparaciones entre conjuntos de datos es el Coeficiente de
Variacidn, el cual consiste en dividir I desviacion estdndar entre la me-
dia, esto es, cv = £. Para ejemplificarlo, supéngase que se cuenta con la
siguiente informacién:

El peso pramedio de una muestra de elefantes es 24,000 libraa y su desviacidn
esténdar es de 1,285 libras, en 1anio gue para un conjunio de ratones el peso
promedio es igual @ 1.05 libras con una desviscidn estdndar de 0.16 libras.

Claramente se puede ver que el peso de los elefantes es mucho mayor que el
de los ratones, sin embasgo, el peso de los elefantes es més pequeiio como un
pomxume de su propia media que ¢l de los ratones, es decir, el coeficiente
de variacion para los elefantes es de 8.4 por cxento, en tanto que el de los
ratones es de 18.2 por ciento.

Con esto se puede oboervn.r que ls Vllllbllldld del peso de los ntonu »
€3 aproximadamente tres veces mayor que ls variabilidad del peso de los
clefantes apesar de que la desviacidn esténdar de estos ltimos es mayor.

(iis) Medida de simetris.(Skewness) o
Este concepto cobra gran importancis debido s que las consideraciones:

‘tedricas en la inferencia estadistica frecuentemente estén basadas en la su-

posicién de que las poblaciones se distribuyen como nermeles, sirviendo -
esta medida para conocer o prevenir los eyrores en los que posiblemente se
caiga cuando se hacen este tipo de suposiciones. '

La medida de asimetria es conocids como medida de Pesrson, la cual estd
basads en la relacidn que existe entre ln media, la mods y la mediana,
Debe recordarse que para una distribucion simétrica estes tres medidas son
iguales, pero en una distribucion asimétrica Ia media se mueve alrededor de
ls moda en la direccidn que indique la simetris, y ls mediana se encontru‘
como su uombre lo indica, en medlo

Oomecmntemente, Ia distancia entre la medu y 1a moda puede ser usada
para medir el grado de simetria de una distribucién, la cual serk mds posi-
tiva o mis negativa dependiendo de que tan asimétrica sea ls distribucién.
Precisando, se tiene que: asimetris = media - mods. Cusnto mayor es esta
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distancia, negativa o positiva, tanto mas asimétrica es }a distribucién,

Es necesario mencionar que esta medida tiene dos defectos en su aplicacion,
primero es una medida absoluta, es decir, el resultado esta expresado en
términos de Ias unidades originales de la distribucién y esto provoea cambios
cuando las unidades de medicién cambian, y en segundo, la misma medicion
de asimetria tiene un diferente significado para diferentes series con difer-
entes grados de variabilidad. Para eliminar estos defectos, puede intro-
ducirse una medida relativa de asimetria. Esto se logra por el coeficiente
pearsonisno de asimetria. designado por sk,, y expresado simbélicamente
como

2-Xo (22.19)

donde X = media, X,, = moda y = desviacion esténdar.

sk, =

La aplicacién de ( 2.2.19) supone otra dificultad que surge porque el valor
modal de muchas distribuciones sdlo es una aproximacién, pero el lugar
de la mediana se encuentra mis fécilmente. Se sabe que en dmnbucwnu
modesadamente asimétricas® se verifica la relacidn

Xnz X = [R-3K-Xy)] = 8K - Xy).
Con este resultado, la ecuacién ( 2.2.19) puede escribirse de la siguiente

IX-X
sk, = -(-_5-—') (22.20)
Por ests rasdn sk, = O para una distribucién asimétrica, negativa para
una distribucién simétrica a la izquierda y positiva para una distribucién
asimétrica a la derecha. Mis precisamente esta medida variard dentro de
los limites de +3; sin embargo, sélo en raras acasiones el valor de sk, supera
los limites de £1.

&MWdu que el cosficiente

“*m=m

TRef. [1] Seccida 3.8
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se conoce como el coeficiente de asimetria y puede ser estimado descriptiva-
mente en términos de la muestra como se mostrd anteriormente en { 2.2.20).

(iv) Grado de agudeza (Kurtosis).

Se define como una medida de exceso, la cual indica el grado de agudeza o
grossar de uns densidad con respecto & su centro.

Los valores positivos de ‘,‘; 3, que es conocido como coeﬁcunle de hrtom.

son usados en algunas ocasiones pars indicar que una densidad es mis aguda

alrededor de su centro que la densidad de una curva normal, en tanto que
los valores negativos son usados para indicar que una densidad es més ancha

alrededor de su centro que Ia denndul de una curva normll

l Si 5;- > 3, entonces ll distribucion es mb aguds que una dutnbucnén

E

2. 5i &% < s, eatoaces Ia distribucida es més ancha. que uudimibucién

>

3. Si 9;- = 3, entonces se dice queludmnb\méntnm la qudeudem
distribucién normal.

Para estimar descriptivamente el coeficiente de kurtosis, basta caleular

k= }:n-z'

que upmu N propotcidn enm el punto medio de Ia distancia que existe
entre el cuantil 243 y 2.35, y Ia distancia entre los cuantiles 249 y 2.30.

Obeérvese que parael caso (1), ls diferencia entre las dos distancias tiende s -
ser muy pequeia, lo que indica que la informacion esté concentrada alrede-
dor del cuantil 2 5, es decir, el coeficiente &, se aproxima a 0.5 dependiendo
dela agudezadela curva. En contraste, cuanto mis plana es la distribucion,
cas0 (2), tanto mis amplia‘es la longitud entre z o0 y 2,10, por lo que si esta
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diferencia tiende a infinito, entonces k = 0, es decir se tiene una curva com-
pletamente plana. Para el caso (3), es evidente que el coeficiente & toma
valores cercanos a 0.25, ya que la curva a considerar es una Normal.

Para el célculo de los cuantiles z 5, .34, 2.3, 2.90 ¥ 2.10, que son utilizados
para determinar los coeficientes de asimietria y de kurtosis, es necesario
introducir el método de interpolacidn algebraics, y con ello poder hallar sus’
estimadores a través de medidas descriptivas para datos agrupados. -

La férmula genenl de mterpolwdn algebraica para el p-ésimo percentil
entre datos lgmpuhl -

X,=L,+ [;“ll*iu,—‘-’:!] c. (22.21)
»
donde:
p = potcentaje

L, = limite verdudemdechu inlmorde l.elnuu dondueencmtnel
pémnop-unhl

F= mmmhquliMMoh'
chnudondenmmtndp&ammm :

Jo= &uum.chhnmhchnquMmklhchlt
en donde se encuentra el p-ésimo percentil. :

cm lmptudddmhnbdeehndehdmndoa&umtud
p-ésimo porcentil.

Ademis de estimar descriptivamente, el coeficiente de kurtosis y de asimetria,
tal y como se menciond anteriormente, existe también la posibilidad de es-

timar dichos coeficientes en términos de las observaciones muestrales de
v, l.i i.d, es decir

(22.22)

iy EX )] _ m."_'_')i
AT ‘

.’



B2y am)

denotndos por los estimadores muestrales de los coeficientes de simetria y

-kurtosis respectivamente.

Con esta breve explicacion se ha terminado de analizar a los momentos, a
los cumulantes y 1a relacidn entre ellos. Se procede entonces a retomar este
concepto, pero para el caso de sumas de variables aleatorias.

2.3 Momentos, cumulantes y funciones gen-
eradoras para sumas de variables aleato-
rias. o |

En Ia seccién 1 de este capitulo se discutié sobre Ia obtencion de I dis-
tribucién exacta de ia suma parcial §, de ¥}, Y;,..., Y, vaiid, copias de
unav.s. Y. Seobservd que a medida que n crece el chlculo de la distribucién
se complica cada vez mis, llevando a Ia necesidad de una aproximacién de:
tipo numérico. Por tal motivo se ha decidido hacer el andlisis de la dis-

~ tribucidn de S, en el limite, con 1o cual se neeemuin definir lu fuucxonu

generadoras de momentos y cumulantes de S,.

Recordando que E(S,) = nu y Var(S,) = no?, ln func;én genemlou dej
momentos de S, se calcula oomo. '

| ms..n) = Ee™)

= (e[

= fl E(e‘y')

=l

ys que_ly ¥Y;'s son independientes y con la misma distribucidn, por lo tanto.

M(Sit) = (M(Y;0)", (23.24)
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v su funcion generadora de cumulantes como

log M(Sait) (2.3.25)
log M(Y;8) ' '
nlog M(Y;t)
nK(Y;t),

K(sui')

De esta expresion se tiene que el r-ésimo cumulante de S, estd dado por

k,(S.) = nk(Y), (2.3.26)
parar =123, ,expmsénquegmdmlueuuwn{ 2.1.3).

Debe notarse la simplicidad de la expresién ( 2.3.26), rasén suficiente para
decidir trabajar con el concepto de cumulantes, ademis de que y,(S,) #
n(Y) parar > 3.

Por otro lado debe notarse que debido s ll invariansa bajo transformaciones
lineales se tiene que .

P(S3) = p(S0). )
Lo anterior se observa del hecho de que ‘

M(S3t) = E(“P[F( )
= fie(em i oel-25)
- el 2] 11 (o)

- w[-Zlulrzg) e

Yy Que



e ——— .

k(S - Iog.ll(S,,‘:t_)
- ’08[( [—nut
) ()
< T i
De oy TR(Y; \t’)
’ o |
Mquj que por ( 2.2.11),% SR ” o




k+(Sa)

(0,")'

_ k()
(vno)y

}.

Pe(S.)

po!' ( -1-3..6) se lieﬂe
p' n (‘_—-‘f ) ]

4 N B
as)

s = i) et
Pui(Sn) = M=M

(R n'.‘ "’

P (S) = TT'L,::) = f(:;‘,%a

(23.30)

¥ obviamente también para #(S3) se tiene la igualdad descritaen ( 2.3.91),

esto es,
(Y

nis)= 200 (2331)
lo cual seré de utilided para la expansion en series de Edgeworth que se

desarrollarg en el capitulo 3.

2.4 Orden de Convergencia.

Auntes de continuar, es importante conocer o recordar el concepto de orden
convergencia, ya que con ello se podrin analizar expresiones que surgirdn
mis adelante en este trabajo. ' '

Definicién 2.4.1 Si U ¥V son funciones reales de una vin‘“le aleatoria
real. donde V' % 0 pars tods I, se tiene gque: RENN

5
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-"-Eﬂ <Mconz—zy,

1. u(z) = Ov(r)) cuando x — 14, s 'V(,

2. u(x) = o{v(x)) cusndo r = rq, 8 lim,q, %%} =0,
3. u(z) ~ v(z) cuando z — 20, 8 limygas, :‘—1-3 =1
Ejemplo 2.4.1 v
Si f(n) = 2 + & + & entonces limpoo f(n) =0, es decic

lim (:-i-'l’:-ﬂ) =0

entonces . : '
o f(n) = o2).
Ademis e b
fin) = =+ = +0(n"?),
ya que

If‘ mc< M,
esto implica que & se acota en el orden n-3,:

Aq‘lpgtmeﬂe se tiene que - '
| )=S0,
. yaque
&
3+

¥ también’ -



fin) =2 +ofn™)

Finalmente,
a
n)~ -
fmy~
va que ’
q BRSRIN {0 isf
lim & =1,
[ = =

Deelufmupmdeobmmquenenell‘mhmlmuénuws
al dividir entre otra funcidn de un orden especifico, entonces también se
podré conseguir que dicha funcida tienda a cero dividiendo entre otra de
uwdnmllm retomando o ejemple (8.4.1) = O(n-?) ya
qn-l"i-tdl.muuﬂhﬁ-o(n")r-qulin....*éo

De maners general, supdagase f(V,,Y3,. .. Y.)~k+c(!)>tmkel ‘

¥ n lo suficientemente grande.: Bwqmuuhema(l)- donde
¢ es una constante que esté en los reales. . Adembuimpauntem
quehlpmmmdudef(yuyno +Ya) & & sexis mias exacts si se tuvieran
Sedenes del tipo _

o) = a(.ﬂ)::f‘.
c

O h = » ofn” ')"'T
0(" h = 0("")-—7.

yn que c\m\to mqyot es el exponente de n mayoe ¢ o denounudot y h
exprésidn tenderd més répido a cero sitt la necesidad de que n ses tan
grande,(n es'el tamaiio de la muutu) Con este concepto, se puede llegar
a establecer el orden en el que converge Ia expmxén (2.9.31), es decir,

R
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lo que implica que , :
Pe(Sn) = O(n=3%), (2.4.32)
ademas si
rnd =krSY!"'i‘-l
. W e on -1 4
lo que implica que
i 20 o
: i o'n
por lo fasto | o
| »(s.)-'-(-"‘-'; @
Auabmmawmm uthu :
0(»')0(0‘) 0(0“‘)

O(n*)e(n) = o(n**)
on')e(n’) = o(n*¥).
Por ejemplo, '
n* = O(n°), n* = O(n') y esto implics que n** = O(n**)
" = O(n%), ' = )n') y eoto implica que n**-! = (n*¥)
Con esto, pusds decics: 8 grosve ud-.pod-huo.

2.3 Momentos, cumuhntu y l\mc“nu gen-
~ eradora para sumas alutorlu do vn!- \
~ ables aleatorias. | -

3unudnhlomﬂ'.+ +YN.MNumvu,medeneneontmn

dnnmommulmmneluejnuplu como los que se mostrardn en las
sigulentes secciones.



a) Teoria de colas,

Sea N el nimero de clientes quc llegan a alguna tienda de servicios en un
periodo de tiempo especifico, y sea Y; el tiempo de servicio requerido para
el i-ésimo cliente. entonces Sy = Y; +... 4+ Yn, e la demanda total por
tiempo de servicio. .
b)Teoria de Riesgo.

Supdagase que N es el total de reclamaciones que recibe una compadiia

de seguros en una semana. Sea Y el monto de la i-dsima reclamacién,

entonces la cantidad total & la que la compaiia debe haces frente o, Sy =
it...+ W

¢) Modelos peblacionales.

Sea N el nmamamw-mww :

y oo Y; ol simero de ssmilles producides por la i-ésima plants, entonos
Sy = Yi+...4Yy, cocl aimero total de semilles producides en la localidad.

La definicida de sumas aleatories de vasiables alentorias ques aqui e progor- .

conard es muy dibil debido a los supusetos que se estoblecan, sin embarge
o la Unica que ssrd necesaria defiaic en este trabajo.

Definicién 3.5.1 Son (V,,%;,...) wne suessién de sonichles chostories
¢ idénticomente distribuides

y 408 N une v.a. discrets in-

ndspondientes ¢
bependionte be V,,Y5,. . meMMu)-P(N-u)
mn-'.l....,»u‘ohc mmww

10 " nN=0 '
’"'{Y.+v.+ ¥y WN>0 (28.34)

lumaubhddallddnicdnemtnhmddhbbm
tos de sumas aleatorias de variables aleatorias.

Supdagase que 1} y N tienen momentos finitos, entonces

EM) = p
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Var(Y:) ?

E(N)
Var(N)

o

tuu

3,

Si se determina la media y la varianza para Sy = V1 + Yo+ -4+ ¥n se tiene
que .

E(Sw) Iw . (25.35)
Var(Sn) = wo® +utr?. (25.90)

mum:mde(zm)y(am)-mmdm
cepto espiranza condicional y algunas de sus progiedades. ,

Esperansa Ceadicional.

h.mhuﬁnwshmﬂhmde.(l)almh !ul‘nul” '
nhhhwm&chudhg(!)d&!’sum. o

l(n(X)IY-v)-!:o(X)Pw(clv) . Mv) >o. ’

nwhu‘ncﬂuhdmd‘“unh-bl’mhmnb
A(y)=o0."

B n

hhhmhwmdmhmwuhw

| EGX) =LY =0A®.  esa
Ivnhbhwmdidodlb(X)lY-y]adeeh -
variable real y. Slmf\mcxhuevlludnnmva. ¥, es decir se toma
hwml’,no&i-uhvn. quncdmuapuﬂ(g(x)m,
(Sbﬂ)npwhmxnbirm »
E(g(X)) = E(E(s(X)IY)) = EE(O(X W= U)H'(v)
wtm.nmmﬂuumm&up«wuw- -
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Sean X y Y variables alcatorias distribuidas conjuntamente, ¢ un nimero
real. g una funcién para la cual E(jg(X)|) < oc..h una funcién acotada; y
v una funcidn de dos variables para la cual E(jv{X. Y)}) < o0, entonces las
propiedades de esperanza condicional son:

1. E(eigi(X1) + 292(Xa)lY) = a1 E(gu(X Y ) + e, E(ga(X2)IY ).

2. Si g > 0 catonces E(g(X)|Y =) 2 0.

$. Eu(X.Y)IY =y) = E(u(X,p)llY =y).

& E(g(X)Y =) = E(g(X)), 6 X y ¥ son indepeadientes

5. E(o(XIMY)Y = y) = My)E(o(X)|Y =) ¥

E(p(X(Y)) = ;h(u)l('(x WY = )N (y),
= EMY)E@(X)Y)).
mwh(l)y(lhmgllyhll-%,

6. By mp)me. | |

1. E(MY)Y = y) = My). 2

s l(l(x )) = 5, E@(X)IY =) ) = B(B(o(X NV))
'Mum.hwa(um,wﬂh-am ™
propiedades de esperanse condicienal.
Demostracién.

‘Pﬂt(!lﬂ)anw,

E(Sw) = z:s(v. $Hobe V| N = n)P)

por ¢l punto (4)

- e T i e L e e e




—

ESy) = L EYi+Va+ o+ YN!N =n)P(n)
n=4

= TEQ i+ +- +Y..)P5(n)

n:zl

= E‘m Pv(n)

ncl
= n}:.nl’n(n)
= WE(N)
= gy,

Para a demtmda dl ( Nﬂ) e ﬁm

Var(Sv) = ESw-m)

= B(Sn-Nu+Np- M’)

= E(Sy - Np)' + BN - v)') + 2X( Sn - Nu)(" ~v)).
Desarrolando E((Sy - Im') se cbtiene

E((Sy - Nu)‘) - : l(i’u L ZYE Yn NpIN = u)'Mn)
o ”"zzl(m- +Y.-nn)"~(-)
= {: Ver(Y; 4+ + Y.)P,(n)

= z ne*Py(n)

= o :nl’n(n)

nal
= a'B(N)
= o'y

o - —



Desarrollando E(u*(N — v)?) se obtiene
E(@(N -v)) WE(N —v)) = u?Var(N),

= pirl,

Mientras que E(u(Sy — Nu)(N —v)) =0 ya que

E(Sy-Np) = EM+ Y3+ -+ YIN = n)Px(n)
= E(Y,+: +Yy—np)Pn(n)
= (ng —nu)Pn(n)
=0
Por lo tanto '
Ver(Sy) = oy it

a

Sea F(y) Ia funcidn de distribucién de las v.a. Y;'s, las cuales se suponen
independientes, y sea Y uns v.a. con esta distribucién acumulada, tal que

EY)=p,
es ¢l k-&simo momento alrededor del origen y
MYit)= E(c")’ ‘
llﬁmcxdngeneudoudemdehvn Y 'Ihmbléulupouuquue

tiene la funcién generadors de momentos de la v.a. N, la cual estd dads

pos
M(N;t) = E(e™),

mmhhnuénmmammdehmmdmmodam
ables aleatorias S, es

M(Syit) = E(e"") E(B(e"" | N)),

“l«.



e e et e e e i

si se calculn

E(e% [N=n) = E(e" |yan)

Bt + ot YD)
HE (e™) = (E(e"))"

i=l

[

de aqui que

E(e'* | N) = (E(e"))oN =(E(E")"
= MO,

lo que implica que
M(Snit) = E[M(Y;t t)V] = EfeNtsiMYal) (2.5.38)
= M(N;logM(Y'1)).
a

lmnpb 2 J .

Supongs que N tiene una distribucidn geométrica, esto es, la funcién de
densidad de N estd dada por

P(N=n)=pp", n=0,12,...
donde0<q<lyp—l ¢ CdculuhM(Sn,t)

Solucldn. :
Y1) ()= :»(«) -
Ia fémmln( 2539) Heva a que
M(Swit) = T e = o

1 - g(exp (MM(Y;!))D 1-g(M(Y:t))
66



Distribucién de sumas aleatorias.

Suponga que Y;,...,Y,, son v.a. continuas con funcién de densidad de
probabilidades fz(z). Para n 2 1 la funcién de densidad de probabilidades
de la funcion compuesta por Y; + 134 - +Y;,, es Ia n-ésima convolucion de
f2(3), denotada por f(*)(z), y definida recursivamente por. f'(z) = f(z) y

§0z) = [ £z - ) f(u)du.
Debido & que V),...,Y, y N son independientes, se tiene que la funcién
de densidad condicional de Vi + Y3+ -+ Yy dadoque N=n> 1l e

también f(*)(z). Suponga ahora que P{N = 0} = 0, entonces, por Ia ley
de probabnhd.d total SN es continua y su funcién de densidad es

J(Sw)

)]

g ,'nlNuu(’N'N =n)Py(n)
i Ik(.n)PN(") :
Z 1%, )Pu(ﬂ) (2.8.%9)

f(Sn)

N“.. L.
Cusndo N = 0 con probabilided pot&ivu, entonces Sy = Y, +... + ¥y,
s una variable que tiene dos componentes en su distribucidn: continua y

discreta. Recordando el supuesto de que Y. +Y2+... +Y, won continuas
con f.d.p. f2(z), entonces

PiSx = 0] = PN = 0] = Py(0),

uuentmquepnua(SN<beouo<a<b obxen,a<b<0es

P(a<sn<» f [,Zf‘"’(z)ru(n) . (2540)

67



Ejemplo (2.5.1)

Suponga una suma geometrica de veriables aleatorias ezponenciales, en-
tonces

Ae=™ parnz20
j()"{ para : <0

es una densidad exponencial y
o Py(n) =5(1-0)"'paran=1,2,.
es una dcluidld mmétnu
Recordando que la convolucidn de denndadu Wam con parkmetro

Aummmmpu‘meuo(n,x),utnenequehdmndnd para Sy =
i+ +Yvestdidadapor .

Is(3) = 2!""(:)&('!)

= E ])! s"'c""ﬁ(l ﬂ)n-l
ﬂg"'i ”-I,Q-l(l _a)u-l

nel (""’l),
- p n-l
= O
= AfelagMi-the
= Aﬂe-hfl(l-”l
= ‘pe—hf(l-l)ll
= Mehe,

Entonces se tiene que SN =K+ +Y~ e dumbwe como una expomncinl
con parimetro A4 ‘ «

En el caso de una distribucién discreta buu el monto o los valores de las
variables aleatorias ¥;'s, el célculo de la convolucién aleatoria es muy simple.



EBjemplo 2.5.2

Considere una cartera de seguros que puede producir 0, 1, 2, 6 3 recla-
maciones en un periodo de tiempo fijo con probabilidades 0.1, .03, 0.4 y
0.2 respectivamente. . Una reclamacida individual podria tener un moato de
1,2 6 3 pesos con probabilidad 0.5, 0.4 y 0.1 respectivamente. Calcular la
funcién de densidad y distribucién de Ia variable aleatoria de Sp, Hamada
en este cao la mlumwdn M

Solucién. 4
Se sabe por ( 2.5.99) que

f(Sx) = fi': /*(a)Pu(n)

= 2I’(Y|+Yn+ +Y.=l)l’(N-n)

= 2 ZP(&-U)P(Y.+Y.+ Y.-.av U))P(N-n)

B > (}; R ()Pl - ») PN =n).

Duqm‘ qu.demmndnnobtmladkuhq\numt

_en In siguieats tabla




[~ Tabla 2.5.1

—

ONNONNONED ) | O @
X [0°@) ] pz) P7) [ =) __Fsy
0]1.0 0.10 |01
1 0.5 015 1025
2 04 02 022 1047
3 01 1040 0135 Toa15 0.685
4 0.26 10.300 [0.164 0849
5 008 10.315 [0.095 [0.0¢4
6 001 0.18410.0408] 0.9848
7 0.063 0.0126{ 0.097¢
8 0.012 10.0024] 0.9098

9 0.001 -10.0002] 1.0000
) 1 2 3
Pm)[0T To3 Toa To3

Algunos célcylos 8¢ presentan o continuacidn:
Columna (4)
P0) = o
) <=
@) = (o.4)(0)+(o.5)(o.5)+o=o.zs
P3) = (0.4)(0.5) + (0.5)(0.4) = 0.29
P4 = (o.s)(o.x)+(o.4)(o.4)+(o.5)(o.1)=o.2o

0




~

Columna (8) a través de (3) y (4)

PM0) = 0
) =0
M3 = 0
P3) = (0.25)(0.5) = 0128
pO4) = (0.4)(0.5) + (0.25)(0.40) = 0.300
p(8) = (0.26)(0.50) + (0.4)(0.4) + (0.25)(0.1) = 0.318
p(8) = (0.08)(0.5) + (0.26)(0.4) + (0.4)(0.1) = 0.1840
(T = 0.063
p(8) = 0012
p9) = 0.001
Columna (6) |
oo (@) w08
J5,(1) = (0.5X0.3) = 0.18
[5x(3) = 0124010=0322
fss(3) = 0034016+0025=0218
J5,(4) = 0104 4008=0.164
fsu(8) = 003340083 =0008
f5,(8) = 0.00¢ +0.0868 = 0.0408
[s.(T) = 0.0126 ‘
Jou(8) = 0.004
hn(’) = 0.0002
~ Columns (7) o
‘ Fs(0) = 01

Fi(0) = 0.1+0.15%0.35

Fol®) = 10

¥



Con estos ¢jemplos queda definido el concepto de sumas aleatorias de vari-

ables aleatorias que serd de importancia cn el desarrollo de este trabajo.

2.6 La distribucién Poisson Compueata.

Si .V es una variable aleatoria Poiuoﬁ con funcidn de densidad dada por

P(N-'n)-
ySNesttdaﬁmdlwmo
Ss=Y+Y1+.- 1Y, -

cntonces se dice que Sy tiene una distribucién Poisson Compueats.

La distribucidn Peisson Compuestia tiene caracteristicas muy atractivas que
serin presentadas posteriormente, Suponer dicha distribucién tendrd sen-
tido cuando la variabilidad de} nimero de datos con los que se trabaje no
diste mucho de su valor promedio, ya que E(N) = Var(N) = A,

e N
- n=012..yA>0

Cmdohmmddnﬂmdcmhmuimuexudemmedm. una
distribucién Peissen pars la v.a. N 0o ee recomendable, en esta situacidn
¢} uso de una distribucida binomial negative es preferible, recordando que
ja densidad binomial negativa estd dada por, :

P(Nsn)s(”m ‘)p’g ,n=0,12 !
&udbﬁﬁhﬁhﬁmhw‘nﬂm:r>yo;0<p:< 1.¢=l—p.

Para eata distribucida se tiene
M(N;t) = (i'-gi‘é?)
B = 5
y
Var(N)= 3.

2



Cuando uua distribucion binomial negativa se elige para N, la distribucion
para Sy se dice que es binomial negativa compuesta. Utilizando las formulas
(2.3.35; v { 2.5.36), se tiene

E(Sy) = fpgt:(.\'\
‘ P
Var(Sy) = %"an.\'\+%[£(.’()]z |

) = |e—t
M(Sit) [n-q.\l(x;c)]

Una familia de distribuciones para el nimero de reclamaciones puede gener-
arse suponiendo que el pardmetro A de la distribucion Poisson es una v.a.
con funcién de densidad u(A), A > 0. y que Ia distribucién condicional de
N, dado A = ), es Poisson con parimetro A, Hay diversas situaciones en
las cuales serd vitil consideras esta forma de definir la distribucién de N.
Por ejemplo. considere una poblacidn de asegurados donde existen varias
clases de nsegurados dentro de la poblacidn que genera el nimero de recla-
maciones de acuerdo a In distribucidn Poisson, pero el parimetro de Ia
distribucion puede ser diferente en cada clase. Si la frecuencia relativa de
los valores de A estin dadas por u(\), se puede adoptar Ia idea anterior
utilizando 1a Ley do Probebilidedes Totales.

P(N=n) = [" PIN = njA = Alu(A)A

~1 A"
[ u(aA.
utilisando propiedades de esperanza eoudicwnll

E(N)= E(E(N|\)) = E(A)
¥a que S
EINA=)]= A,
¥ entonces
E{NIA) = E(NIA - A)oA =A
Ver(N) = E(Var(‘\' M+ Var(E(N iA))
= E(A)+V()\)
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Elexp {1N}) G (2641)
E [Elexp {tN) 1\])

E [exp {A(e‘ - l)}] _

M (A;q‘ - 1) .

La igualdad, Efexp {tN}]A] = exp {A(e' —~ 1)}, se sigue dela hipdtesis de

que la distribucion condicional de N dado A. es Poisson con pardmetro A.
Asi , como en el caso binomial negativo, E(N) < Var(N).

M(N;)

Ejemplo 2.6.1 , o ‘ : .
Para una v.a. Sy con distribucién Poisson compuesta se tiene que

| E(Sw).

= AE(Y) - . . (2642)
Var(Sy) = AE(Y?) ' N
| M(Swit) = ep{MM(Y;)=1).
Solucién. .
() R
E(Sy) ™ "% E(Y)E(N) = ME(Y)
" ) =R

Var(Sx) " E(N)War(Y) + [E(Y)Var(N)

= AVar(Y)+[EY)PA = A(Var(Y) + [EY)) .
= AE(Y?).

La funcién generadora de momentos de una v.a. Poisson N es

M(N;t) = exp{A(e' ~1)},
de aqui que utilisando ( 2.5.39) '
M(Snit) = Mn(log M(Y:1t))
exp{Mexp{log M(Y:t)} - 1)}
exp{AM(Y;t)-1)).

t

LR ]
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donde

Propiedades del Proceso Poisson Compuesto,

Teorema 2.6.1 §i 5,.5;,....5, son varigbles aleatorias sndependientes
tal que S; tiene une distridbucidn Poisson compuesta con pardmetros A; y
distribucién de monto reclamedo P(z), i = 1,2.....in, entonces § = §; +
S34+++,+S5m tiene una distribycidn Poisson Compuests con

A=3 N | (2.6.43)
s}
v . _ .
| P(S<z)=P(z)=Y, %P.-(z) (26.44)
(1] :
Demostraclén.

Sea M(i; £) Ia funcido generadara de momentos de Py(z), utilizando ( 2.6.42),
la funcién generadora de momentos de S, es

M(Si;t) = exp{M[M(i;¢) - 1))

Dada laindependencia de S), S5, . . . S, I funcidn generadora de momentos
de su suma es

M(S:0) = [{M(Siit) = exp {3 MM o) - 11},
i ind (] :
finalmente, reescribiendo el exponente
M(S;t)= exp{l [‘g %(M(i;l) - 1)]}
Am il;,

[
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y dado que esta es la funcion generadora de momentos de la distribucién

Poisson Compuesta, especificada por ( 2.6.43) y { 2.6.44), queda demostrado .

el teorema o
m]

Este resuliado tiene dos consecuencias importantes en la construccion de
modelos de seguros. Primero si consideran m portafolios de seguros inde-
pendientes ¥ éstos se combinan, entouces ls reclamacién agregada de los m
postafolios tiene una distribucién Poison compuesta. Segundo, se puede
considerar un vnico portafolio por un periodo de n aiics. Aqui se supone
la independencia entre las m reclamaciones anuales agregadas y que cada
uns de estas tiene una distribucién Poisson Compuesta, no es necesario que
las distribuciones de las reclamaciones anuales sean idénticas. Dicho lo an-
terioe, se sigue del teorema que la distribucidn de la reclamacion agregada
para un periodo de n-afios tendrd una distribucién Poisson Compuesta,

Bjemple 2.6.2

Sean z),23,...,2m, m nimeros diferentes, y suponga que Ny, N;,..., Ny
son v.a. mutuamente independientes, ademis suponga que N, con i =
1.2,...,m tiene uns distribucién Poisson con parkmetro );, determinar la
distribucién de y ‘ '
5N i+ 23N 4 -+ 2N (2.6.48)
Solucién . ‘ '

2,V tiene distribucién Poisson compuesta con pardmetros de la distribucién
Poisson A, y una distribucidn de monto reclamado degenerado en z;, apli-
cando el Tesreme £.6.1 se tiene que la suma descrits en ( 2.6.45) tiene una
distribucidn compuesta con parémetro

"
A= 2*0’9,

y funcién de ptobubahdld del monto reclamado P(z), donde

P) = {(}‘ tiamgisLl,.

6



En este ejemplo puede suponerse que existen m portafolios independientes.
cada individuo del portafolio i puede reclamar sélo z; pesos, (1a distribucion
del monto reclamado es degenerada, motivo por el cual hay un sélo valor
de monto), y el nimero de personas que reclaman en el portafolio i es la
variable aleatoria N;

Se puede verificar que para cada distribucién Poisson Compuesta con dis-
tribucién de monto reclamado discreta puede ser representads como una
suma de la forms ( 2.6.45). Sean 2,2;,...,2m los valores discretos para
las reclamaciones individuales ¥ sean '

ri=P(zi)parai=12,....m

sus respectivas probabilidades. Sea N; el nimero de términos en § =
X + X3+ + Xx que son iguales a z;. Entonces agrupando términos se
obm que

‘ S=a M +2:Ns ¢ 4+ 2N (2.6.40)
En general, la N;'s de ( 2.6.48) son v.a. dependientes, sin embasgo en el
caso especial de una distribucién Poisson Compuesta para S, estas varisbles
000 independientes, como se mostrard posteriormente.

Anhsdemundudhumqupnbdhmmmm.ndmﬁ
algunas propiedades de la distribucida multinomial que se usarén en la

prueba del mismo.

Distribucida Multinomlal

Para la distribucién multinomial, cads uno de n ensayos independientes
puede resultar en m diferentes posibles resultados. La probabilidad de que
un resultado caiga en el resultado i se denota por 7;. Se denotard a la v.a.
que cusnts ¢} nimevo de resultadas en n ensayos por N;. Entonces

l-in n-ﬁM

[[] 7] ' T

o



yla funcic'm'de densidad conjunta de V. N,.... N, esta dada por

1
O n.
PINy=n,Ny=n3..... N = Np| = ———————=7Pin3d oW
[ 1 Is 2 te¥m m] n||"11 N ] 12 m

utxllza.ndo la densidad se tiene que la funcién generadora de la dmmbuclon

multinomial es

]

(exp{gt.’ }) “ '-MMZ': exp{t.n,+tmg+ ‘ttmnm} X

X P(Nl =n, Ny =ng...,Nn —'nm)

= Y exp{zl.n.} " ! Ptle

n1M3ee 1=1
x 1r'," X ol
n!
= 1

Y YR
Ny nY . Nim mingle o onp!

X (m exp (h?)" (myexp {ta})" -+ (mm exp (l-})
= ¥ = {lmep )

“msnenm [Tie1 T i

():*-exp(t.})n~

Asf,

E(exp{f:tam}) = (nexé{h}ﬂzexp(tz} 4+t exp{‘t.;.})“, |

=l

‘esto Gltimo ya que

| (»i;“’) - Sl i

donde la suma es sobre todos los enteros de ny, ny, ..., ny los cuales suman

a n. Esta tltima expresion es conocida como El Teorema Multinomiaf
TNat. (6] Pig. 531 - ‘




Teorema 2,6.2 §i § = 1\.\\ + 23N, + -+ 2, Ny, ticne una distribycidn
Poisson Compuesta con parémetro A y probabilidades discretas para lag
montos reclamados, dada por
m=PlE), comi=1,2,....m,

Entonces

1 N, Ni.....Nm 20n mutuemente independientes.

2. N; tiene unc distribucién Poisson con pardmetro N, = \m. | =

1,2,....m

Demostracidn.

Note que para una nimero fijo de reclamaciones independientes (ensayos)
donde cada reclamacidn puede ser cualquiers de los m tipos de cantidades
que se pueden reclamar, el nimero de reclamaciones de cada cantidad es
multinomial con pardmetros n,m, 73,... 7m. De aqui que dado que

L
N= EN; =n,
is)

la distribucidu condicional de Ny, Ny, . .., N, es la distribucion multinomial.

Paaestecaso | |
E [exp gﬂ.’h’i}] = gﬂ exp {g:l l.'N.'} IN = n] PIN =n)
= g(h exp{ti) +...xmexp ‘,n)), e’;;\n

= exp{~-A} i (.\iw;g")'

nat in)

= Qexp{.\m- (e“ - 1)}

Dado que este el el producto de m funciones cada una dependientes de una
sola varisble t;, esto muestra la independencia de las N;'s. Ademis. si se
toma t; = ¢ v t; = 0 para j # i se obtiene

E(exp{tN;}) = exp {Mm; {¢' ~ 1)},

9



la cual es la funcidn generadora de morientos de una distribucién Poisson
con pardmetro Am; que prueba el punto i2: de esie Teorema,

La férmula § = L%, z,N; y el Teorema 2.6.2 proveen un método alter-
nativo para calcular la dlstnbucxon Poisson Compuesta con un monto de
reclamacion discreto.

Primero se calcula la distribucion de £\N), 2:Ny, ..., 2N pero estoes

una tarea ficil, ya que tendré muchas entradas en cero debido a que en el
calculo de la P(z;N; = z) se deberd tener que £ £ debe ser entero. Luego se

calculala eonvolucmn deesasm distribuciones | para obtener la distribucién - -

de S. Este método es muy convenieate cuando m es pequeiio.

Aiin cuando una distribucién continua haya sido seleccionada para el monto
de las reclamaciones, una aproximacion discreta puede algunas veces usarse
para splicar este método alternativo y dar una |prmuuc16n satisfactoria
para la distribucién de S. , ~

El siguiente ejemplo compara el método bésico de convoluclonel con el -
alternativo pnu relhm el clculo de s

Enmplo [ 3 l 3

Supongs que S tiene una dmnbunén'i’oumn con A ‘.08 y los montos
individuales de reclamacidn son 1,2 6 3 con probabilidades 0.25,0.375 y
0.375 respectivamente. Calcular f.(z) PiS=zlparaz=1,...,6

Solucldn.

1. Utilizando convoluciones, es decu el método tndmoml. vistoenel ; -

ejemplo £.5.8 ve tiene

§0



Tabla 2.6.1 ]
(1,1 (2) 3) ) . (§) 6) : (7) {8) 9)
’—i p'o pnf p-2 ; p-3 pll pt5 p-ﬂ fs
0]1 ! 0.4493
1 0.250 : 0.0897
2 0.375 | 0.0625, 0.1438
3 0.375 { 0.1875. 0.0156 0.1624
4 0.3281} 0.0703] 0.00391 0.04&
5 0.2813' 0.1758] 0.02344 0.00098 0.4736
6 0.1406‘ 0.2637! 0.07617] 0.00732] 0.00024] 0.0309
ni{0 1 2 3 4 [] 6
* 10.4493] 0.3895] 0.1438 0.0383( 0.0077 | 0.0012 | 0.00016
donde (*) representa
e=%0.8)"
n!

2. Utilisando el método alternativo desarrollado en esta seccién, se tiene la

siguiente tabla
[ Tabls 2.6.2 —
(1) (2) ) 4) (8) (6)
x | PN =1) ;(.2-\’a=z) P(SNs=r) (2)»(3) ] (4)»(5)
00818731 ] 0.740818 | 0.7¢0818 | 0.606531] 0.449329
1] 0.163746 0.121306] 0.089866
210016375 | 0.222245 0.104090] 0.143785
3 | 0.001092 ____10.322245__ [ 0037201 0.162358
4 10.000055 |0.033337 | 0.030974 oomoo
5 [ 0.000002 —_ 10008703 oomco
6 ] 0.000000 | 0.003334 | 0.033337 | 0.003288] 0.030023]
il 2 s
;0.2 03 03
e~ ¥(.2)0 K L LTI
._....'(!JL LTJ%"_' 75




- de S, se obtiene que .

Para aplicar las formulas debe notarse que m =3. 1, =1, 2, =2, 23 = 3,
AL =2Ap(1) = 0.2, A3 = Ap(2) = 0.3, \y = Ap(3) =

Primero se calculan las columnas (2),(3) y (4), las entradas no-cero son
probabilidades Poisson en las que P(N; = #) tiene sentido ya que # es en-
tero, para i = 1,2,3,.... Luego se obtiene la convolucién de las columnas
(2) ¥ (3) registrando el resultado en (5). Finalmente se calcula la con-
volucion de las columnas (4) y (5) y se registra en la columna (6). Debe
recordarse gue no se han hecho todoe los calculos ya que solo se desarrollo

 la distribucién de S para z = 1,2,...,6, pero

P(s<6) = f(0)+f(1)+ +f(6) 0.97325

y esto no suma 1
a

Laformula %, z;N; = S y el Teorema anterior tienen otra implicacién. En

lugar de definir una distribucién Poisson compuesta para § especificando

el pardmetro ) y la distribucién discreta de los montos reclamados P(z),
- es posible definirla en términos de las cantidades reclamadas z,,2;,...,2

y los pardmetros Ay, A3,... A, delas distribuciones Poisson asociadas & N;
con pardmetro );. En términos de esta nueva definicién de la distribucion
E(N;)=Var(N) = &,

y de la mdependcncu de las Ni's se obhene

| ,,E(S)=s(§:.-~.) :m.v

Var(S) Var (Zz. ) il?a\"

Teorema 2.0.3 l Si S tiene uns distribucidn Possson Oompumc es-
pecificada por \ y P(z), entonces la distriducidn de

AE(X?)

SN se ey (e



2. Si S tiene una distribucién Binomial negativa compuesta con pardmetros
r, py Purj, entonces

} S -r(LE(X))
\/ r(8) E0x9) + r (5) (BCO)

TENO0,1)  (26.48)

Demostracién. Se probara el nimero (1) mostrando que

o ¢
}Ep}c M(Z;¢t) = exp {-i-}

El punto (2) puede ptobarsé con ls misma estrategia, perb Ia prueba in-
volucra mis pascs, por lo cual no se incluird la demostracion.

. —AE(X)t
0= s u:(x’) {m}

utilisando las propiedades de la funcién generadora de momentos en ( 2.6.47)
y haciendo uso de la funcién generadora de momentos de una distribucién

. Poisson Compuesta se tiene

M(?;t):exp{k[ux(m)—] ;}%3:—} (2.6.49)

y sustituyendo la expansion en serie de Taylor para

t
u (x‘ VAs(x*))
= !
;;AE(X ?)

Mexi =1+ S0 B



en ( 2.6.49) se tiene

M(Z;t) = exp{

“ E(X’)
+g 6\/'(E

2)3/2“ +}

¥ 8i A — 36, Mz() se apraxima a e'/?, que es la funcién generadora de
momentos de una distribucién normal estandarizada,

La distribucion normal es simétrica y consecuentemente su tercer momento
central es cero, sin embargo la distribucién de reclamacion agregada es fre-
cuentemente sesgada. La siguiente tabla muestra que los terceros momentos
de S bajo una distribucion Poisson Compuesta y una Binomial Negativa
no son cero, por lo cual esta apraximacién normal tiende a dar muy mealas
aproximaciones, de aqui la necesidad de mejorarias.

Para completar |a tabla siguiente se utilizaron las propiedades de cumu-: -

lantes.
| ~Tabia 363
"~ Pasw Paisson Compuesta | Bin, Neg. Compuesta | Compmtn‘
Ms(t) | exp (MMx(t) - D} | (i=de
la Ms(t) | A(Mx(t) - rlnp -~
1) rinl -
' . : eMx(t))
£ 1o Ms(t) | AMF(8) L1/ {0y
Irg* ML (8 4+
~eMy
% M) oo | AECXY) ¥
, 3» "E E(X? +
2q“6‘£|]’

Cabe seiialar que para moatos de reclamacion positivos, P(0) = 0, y el
tercer momento central de S es positivo en cada caso.
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La aproximacion aqui propuesta consiste en aproximar la distribucién de
Ia reclamacion agregada S por un distribucién gamma trasladada donde el
pardmetro a , 3 ¥ o se seleccionan igualando el primer, segundo y tercer
momento central de S con los de una distribucién gamma trasladada, de
aqui que

ES)=zx+

Wi

Els-E@S))
]

g

2a
B
Var(S) =

y de aqui se obtiene que
2Var(S)

E |(s - E(S))’l

2(Var(S)?)
E((S - E(S)))
_ _4(Var(s))®
~E(S - E(S)P
Para una distribucion Poisson compuesta este procedimiento leva a

_ AEXYY

3=

20 = E(S)-

° = TEQON @0.50)
d= 2E!X'!
E(X?)
' O AME(X))?
o= AE(X) - --Ewgl
:sepuedemoctmque-io-oa;,ﬂ—oooyn-o'-uo

2o+ % = u constante

% =07 constante
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As{ se requiere entonces una aproximacion mas general a la distribucion
de reclamacién agregada que acomode el sesgo que exme, y para elio se
introducird la parte medular de este trabajo: las expansiones en series de
Edgeworth, expuestu en ¢l siguiente capitulo,



Capn’tulo 3

Resultados de la teoria
asintdtica.

Dentro de la Estadistica, existen algunos problemas distribucionales que
tienen soluciones exactas aplicables, sin embargo también existen aquellos
en los que no se encuentran tales soluciones, o en el caso de que existan.
pueden llegar a ser tan complicadas que presentan inconvenientes para ser
usadas de manera directa. Un ejemplo de esto, es la obtencién de la dis-
tribucidn de sumas de variables aleatorias y sumas aleatorias de variables
aleatorias, visto ya en el Capitulo 2. Para estos casos, lo més conveniente
es abordarlos mediante la Teords Asintdtica o de Grandes Muestras, donde
se puede conseguir derivar aproximaciones suponiendo cierta cantidad de
informacion de la pobalcién total,

En este capitulo se podré mostrar que cuando n crece hasta infinito, la dis-
tribucidn correspondiente se apraxima a alguna otra distribucién simple y
estandarizada, en particular a una distribucién normal asociada al Teorems
del Limite Central. Se mostrand también que la distribucidn normal es el
término principal de una serie asintética frecuentemente en potencias de
n-} o n-1, dicho término puede proporcionar una aproximacién numérica
adecuada, y los términos restantes pueden ser usados para obtener més
exactitud en la apraximacién o para estimar las condiciones bajo las cualu

la aproximacion simple y e-undmudt sea mis util. 4

Las expansiones para obtener las aprowmmonen ‘planteadas pueden lle- '
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‘N

gur B tener rigurosas propiedades matematicas en el caso de que n — oo,
pero dado que en aplicaciones prdcticas n es un numero finito solo queda
determinar que tan buena es la aproximacion, por tal razén los resulta-
dos asintoticos que aqui se presentaran tendran como objetivo enfatizar el
modo de acelerar la canvergencia sin necesidad de que n ses tan grande.

Se mencionar&n entonces los principales teoremas relacionados con la con-
vergencia de sumas de variables aleatorias para n tendiendo a infinito, pro-
fundisando en e! entendimiento y utilidad del los mismos, concluyendo en
¢l resultado que generalise y acelere la convergencia sin necesidad de que n
sea tan grande, el cual sers demostrado en su totalidad.

3.1 Leyes de los Grandes Nﬁmeros( para el
caso Binomial, Bernoulli y Bor_el

Teorema 3.1.1 Ses {Xo;n € N} una sucesion de v.a. bmomulc: Mu‘ .

~ . P(X.IO) Bmomml(x.ln,l) - (811)
SiYy= 31X, pere todo n € N, entonces v
‘ pers todoc €R lim P(IY, -0 2 ¢) =0, (s13)

Demostracién. Sea A, = {10 € ;|Va(w) 0] > ¢}, entonces utilisando la

dﬂi;ﬁudhd‘de"l‘cbbythev y sabiendo que F(X,) = n# se tiene
P(A) = Plo€;|X(w)~nfl 2ne]
= Pluem(X.(w)-n)'2 n‘c']
Var(X,) '(l -0)
a’¢'
asf lun.... P(A,) =0, es decic ‘
lm P -2 =0

-
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obien Y, £ 0.

Algo interesante que refleja este teorema, es el hecho de que el resultado

Y, bo puede ser utilizado para justificar la asignacién frecuentista de
probabilidades. :

También debe notarse que el factor de estandarizacién de Ia v.a. X, con el
cual se obtiene la Y, es muy grande, de tal forma que pulveriza a la variable
aleatoris, degenerindola en el limite a una constante. La duda que surge
de manera inmediata para este caso de v.a. Binomiales es si existe algin
factor de estandarizacidn que permita obtener en el limite una v.a. con
determinada propiedad distribucional,

El poseer un limite con propiedades distribucionales, (que de alguna manera
sea simple), permite el cilculo de los cuantiles y probabilidades que servirdn
en el caso n — 00 para aproximar e} comportamiento distribucional de la
sucesi ‘on. '

En el Capitulo 1 se observé que el concepto de limite en probabilidad se
puede alcanzar de diversas formas, las cuales involucran cierto grado de
fuerza en ¢l modo en que Ia convergencia es alcansada. La convergencia
obtenida en el Teorema anterior es un tanto débil en el sentido de que esté
referida & una convergencia estocéstica o en probabilidad, vale entonces
Ia pena explorar si para Ia misma sucesién puede obtenerse otro tipo de
convergencia més fuerte.

Teorema 3.1.2 (Ley fuerte de los Grandes Nﬁmam.nonl(looi).)
Ses {Xain € N}, una sucesion de variables aleatories con distribucidn bi-
nomisl y perdmetre 6, 51 Y, = 1X, pare tode n € N, entonces

P(limY,=0)=1, (3.13)
decirY, 30

Para la demostracion de este teorema serd necesario enunciar el siguiente
resultado:
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Corolario 3.1.1 Bajo las condiciones del teorema anicrior se tiene gue
para tedoc € Rt

Y P, -6 2 ¢) < oo
n=]
Demostracién.

Puede obtenerse que

- E(X, — 8)* = né(1 - 6)(3n8(1 — ) — 66(1 — 6) + 1) para todo n e.N,

¥ de igual manera utilizando la desigualdad de Tchebyshev

PIIY,—8] 2 €] = PI(X,—6)' 2 ntet) g XL 2006 + )

nde!
para todo n € N, y entonces .
1
P(lY,-62¢) < eyl
¥y como _
2—1— < oo para todop > 1,
‘ n=0 ne .
se sigue que

Y P(IYa-62¢) < oo.
n=l
Con eato se procederd a demostrar el Teorems 3.1.8
Demostracidn.

Por el corolario anterior se tiene que

Y. P(lY, - 6] 2 ¢] < oo;para todo € € RY,

"y utilizando el Lema de Borel-Cantelli, implica que

P(lY, - 8] > ci.v] = 0 para todo ¢ € R*
por lo que del Lema (1.4 .é) se sigue que
Pl ¥, =6 =1

90



3.2 Leyes de los Grandes Numeros' Caso
General.

-En’'la seccién anterior se demostré la ley débil y fuerte de los grandes

niimeros para el caso hinomial, En esta scccion se dardn resultados seme-
jantes pero para sucesiones mas generales de variables aleatorias,

Definicién 3.2.1 Sea {X,.;n € N} una sucesién de v.a. no necesaria-
mente definidas sobre el mismo espacio tales gue E(X,) < 0o para todo
n € N. Se dice gue {Xa;n € N} tiene la pmpledad débil de los grandes

nimeros o
s—-—fﬁ'ﬁ 5o (3.24)
donde .
Su = EXQ'
=

Definicidn 3.2.2 S?a {Xain € N} una sucesidn de v.a. no necesaris.
mente definidas sobre el mismo espacio tales gue E(X,) < oo para todo
n € N. Se dice gue {X,;n € N} tiene la propiedad fuerte de los guulea
limm» 3 E(S,)

..."_:;_(.4. <% 0. (3,2,5)

donde .
Sh = 2){,..

Si {Xa;n € N} son va. mdependnentel Bernoulli(X;0), entonces por lo
visto en la seccién anterior £ <% 0, 0 en forma equivalente

s.. ‘fgSn ¢4 o‘

lo que se mostrard en esta seccidn es que bajo ciertas condiciones, no es,
necesario que las v.a. tengan la misma distribucién para garantizar la
coavergencia.

Los siguientes resultados son consecuencia inmediata de la desigualdad de

o Tchnbynhw vista en el capitulo 1.

9



' Cotolulo 3.2.1 (Condicién de Mnrkov.) Sea {X,;n € N} una suceasdn
de v.a.i. tal que Var(X,) = 0} < 0o para tedo n € N. s

hm,...,,,,-—; Z ol =0 (3.2.6)
L

entonces {X,;n € N} tiene le propiedad débil de los grandes ntimeros.

Demostracién.

Como {X,;n € N} son independientes tales que Var(X,) = L1, 0}, us
ando el corolario aaterior y la desigualdad de Tchebyshev se tiene que para

todo ¢ € R* s _E(S
[l » ( ﬂ) dl)

gatilfuiendo la definicion de ’Ley fuerte Je los grande nimeros

0
Corolario 3.2.2 Bejo las mismes M’dtem del corolerio anterior, 2i 03 =

o7 pars tode n € N entonces {Xo;n € N} cumple con ls propiedsd “N
de los grandes nimeros.

Demostracidn.
. Como . . .
—-— =0 lim ~=
lﬁ%n’&’ cmn 0
e tiene el resultado.

- E corolario (3 2.1) lo que en esenicia dice mediante 1a condicién de Markov,
es que la varianza de las v.a. en juego, no debe crecer en mis de n' pana
que se pueda garantizar la conv ergencu en probabilidad.

La snposicén de que exista la varianza puede ser relajada, sdlo que la de-
mostracién se dificulta, por lo cual se enunciarén los dos resultadds mds
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importantes al respecto, terminando con una conclusién practica en cuanto
al uso de los mismos en Ia Estadistica.

Teorema 3.2.1 Ses {X,;n € N} una sucesidn de v.a.i. tales que

E(Xn) < copara todon € N

" o
Y Var(X,) < o0
[ T1)

entonces -
ZI{XVL - E(Xn)l

converge casi seguraments.

Demostracidn. Supoags E(X,) = 0 paratodon € N y sea S, = T, X,

entonces S, converge siy sdlo si §;~ S, — 0, y esto sucede casi seguramente
i y odlo si para todo £ € R*

PllS.-S.,.IzzpnnoJokEN]r:a(l),n-oco,
© equivalentemente
P||Sn — Sm| 2 € para todom > n] = 0(1), n — 0. -
La expresida anterior es igual a '
3
Pl U ISe~Sal2¢] =a(l)n, = o0
2% ‘
[ o
= PiJ|Sa~Sansl 2¢] =0(1), n =00
LAun .

= P[Jis- Stz =ott) nven
191



——

Pero debido a que P es continua y la sucesion es mondtona, y utilizando

La desigualdad de Kolmagarov se ticne

p [0 IS0 = Snikl 2 E]

k=1

it

tin P [015, - Suu 2

k=1
= lim P [xz:g} IS ~ Sasil 2 6]
Var(Sn — Snix)

A

lim

n—oo £l
ntk
< | Z Var'(XI =0
=n+l

a

Corolario 3.2.3 (Condicién de Kolmogorov) Sea {Xa;n € N} una
aucesion de v.e. independientes con varianse finite 1, sea {by;n € N} C R*

una sucesidn creciente tel gue b, — oo, 2

i':Va;(’X.) <o,

entonces {X,;n € N} tiene la mpldd fuerte de loa gunlea ntimeros,

eato e
e = E(S2) ey,
5.
Demostracién.
Como

Var (Xn - E(X.))’ = Var(X.) paratodon € N

by b
por la independencia y la condicién de Kolmogorov se tiene que

zVar (-—-—TE(—X—Q) <o
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.-y por e} teorema anterior

So—E(S)) _1¢ b (Xk - E(X,.))
by ba 5% bi
entonces por el Lema de Kronecker,
A A

Nota: El Lema de Kronecker s el lxgtueutc; sean {b, € R*;n € N} una
sucesién creciente a infinito y {Xain € N} tal que T Xh =X < .
Entoncel

Eb,x; ofl)i n— oo

bn it

-Siby ‘= n s tiene Ia definicién (3.2.2).

a

Es interesante puntualisar que en el caso general de variables aleatorias

_ que no poseen distribucidn binomial, se llegs al mismo resultado que para -

éatan, es decir, a una convergencia casi segura, pero que implica'la an-
ulacién de cualquier propiedad distsibucional en el limite, ya que se de-
genera la variable aleatoria en una constante, esto ltimo debido al fac-

~“tor de estabilizacién de la variansa o de estandasizacion de la sums, la

sucesion {b,;n € N}, por lo cual es necesario explorar nuevos factores de
estandarizacién de sumas que permitan lograr algin tipo de conver;encu
a una variable aleatoria no degenerada en el Umite.

Es importante notar también que de este resultado se derive toda una

" metodologin en la estimacion de pardmetros en la Teoris Estadistice y de



e

Simulacion, ya que si {X,;n € N} es una sucesién de v.a. independientes
y con'la misma distribucion, donde E{X,) = s y Var(X,) = 0? para todo
n € N se tiene por el resultado anterior que

X< HaKie pg)

Una aplicacion muy (til de este hecho lo proporciona el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.8.1

Determinar la probabilided de ganar en un juego de soliurio.

(Panhunonmmdatdjuepde-ﬂ:mmmemudown un
puqlwke de 52 cartas y con una estrategis fije).

| _ Unpoublcenfoqueeseomeumconlnh:p&emtuoﬂbledequcmlos

(52!) arreglos posibles del paquete de cartas tienen la misma probabilidad de
ocurrencia y entonces el problema se reducird a intetar determinar cuantos
arreglos llevan a ganar un juego. Desafortunadamente no parece ser un
método sistemitico para determinar el nimero de arreglos que lievan »
ganar, ya que (52!) es un nimero muy grande y la unica manera de saber
si un arreglo pasticular lleve a ganasr e juganido, en cuyo caso el enfoque
no funcionaria.

.- Al parecer la determinacidn de esta probabilidad es intratable mmem&nwmte,
- sin embazgo, no todo esti perdido, ya que la experimentacién es uns técnica

util.

. hn el e;uuplo suponga que la expmmentwéu conasiste en jugar un gran
v mimero de veces, o ulmnmvunente 8¢ Programa uns computu!on pars
o -‘lmeﬂo ;

Despuéo de jugar n veces, se toma

1 si en el i-ésimo resultado glné
x"{ 0 e otro caso,



Entonces X, parai = 1,...,n serdn variables aleatorias bernoulli indepen-
dientes para las cuales E(X;) = P(ganar el solitario). Y utilizando la Ley
Fuerte de Grandes Nimeros, se sabe que
Liz) Xi _ mimero de juegos ganados
X = =
n mimero de juegos Jugtdoo
tiende a E(X;) con probabilidad 1.

3.3 El Teorema de Limite Central, un resul-
tado de convergencia débil.

El Teorema del limite central, tiene que ver con el comportamiento limite
de sumas de variables aleatorias, asi como las leyes de los grandes numercs.
Por lo visto anteriormente se tiene que si

Y, = Eudi
n

con {Xa;n € N} variables aleatorias con eip&uau finita, entonces ¥, — |

E(Y,) ~ 0. El teorema central del limite involucra sumas estandarizades,
esto es, i E(X,) = pa y Var(X,) = 03 < oo para todon € N, entonces se
define

7, = Zalazs) (3.3.7)
int ’: '

y ahora el problema es encontrar cnndnclonel sobu {Xnn € N}, {un;n €

N}y {olin€ N} paraque

.5V, (3.3.8)
doude V es una v.a.- con distribuciéa N(V(0,1).
Existen diferentes condiciones aobr? las suééim involucradas para que

T, cumpla ( 3.338), asi hay diferentes maneras de mostrarlo. Una forma
es usando funciones caracteristicas y el Teorema de Continuidad, otra es

discretamente de Ia definicion de convergencu débil (Billingsley 1968) En

este trabajo se tomard el el primer camino, y Ia condicién mds comiin que
se presenta en los textos estadisticos acerca de la sucesiones 7),.
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Teorema 3.3.1 (Teorema del himite Central ) Sean X,,X;,’. .\ vari
ables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas con varianza
finitay S, =L, X, entonces

. Sa — npt ¢ 1 1,
< a— o ——
U!HE)P[ Uﬁ - :] - \/é-;,/-mexp( 2y }dy
Demostracidn.

SeanY = Xi -y, parai=1,...,ny ¥r.(t) Ia funcidn caracteristica de ¥,
pero

or(t) = or(t) para todoi = 1,...,n (339)

-ya que las v.a. son independientes e idénticamente distribuidas.

&. .
2= (ovA) ™ 30k )

pa(t) = E [exp {it (tn/ﬁ)'l g(x.- - u)}]
egs, v (tevi))
Ilox. (tovi)

[ov (tovmy )| n 21 | .

Es necesario para continuar utilisar la u;uxente expunnén Si |
L - f1xrdrx

existe y uﬁniu, entonces Ia funcidn caracteristica (t) de Fx se puede
eacribir como. (‘.‘). ‘ '
: (i

EPFCLITY L0 YO
k=) ¢

]

sy 1 A~



donde u',,“es‘ ¢l momento k alrededor de Ia media,

Urilizando este resultado

°(')_;o'

vy(t) =1- %a't’ +oft): (3.3.10)
y de aqui que
" lo’8 t
for (o)l = 1= 355 4o ﬁ)
,, - b2
y de aqui que | ‘
logez,(t) = nlogey(t(evn) - 1))
2
e
8 'i .
= -3 +no(")
que‘iqplicl
,,ll_,u,},vz.(f)'—'exp(-—)
{w]

3.4 | Comparacién entre La Ley Fuerte de los

Grandes niimeros y el Teorema del Limite

Central.

Como se observé en la seccién anterior el teorema del limite central permite
Ia convergencis a una variable aleatoria no degenerada, la cusl ademds ea
muy simple, ya que su distribucién es la Normsl esténdsr. Para aclarar las

 difirencias entre 1 ley fuerte de los grandes nimeros y el teorema del limite

central se expondrd el siguiente andlisis;

00
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Suponga que se tiene una sucesion de variables aleatorias independientes y
con la misma distribucion {X,:n € N}, tal que E(X,) =0y Var(X,) =1
para todo n € N. Sea L7, X, In suma parcial hasta n, Se tienen entonces
los siguientes resultados. . ‘

(1) Por el teorema central del limite:
su d
\ﬁl'._' N(0,1)

(2) Por la ley fuerte de los grandes nimeros

Snesg

donde {b;n € N} C R* es una sucesidn creciente, tal que &, — oo y

lim i Var(X;) <

e £ b: ad

para este ejemplo se tendré que
2%<m., (3.4.11)
isl % .
dado que Var(X;) = 1 paratodo i € N
Ea este caso, sea b, = n® y a tal que la condicién de Markov se cumpla,
esto es,

.
2;!;«» siyolosi a21
i=t

Asf lolq,fume quedard expresada como

o -f-:-‘:SOﬁGZlyneN.
En particularsia =1
. §3’-=4"0.
n
perosia =}
‘ % 4 ¥o,1)
va T



De aqui sc observa que en los dos casos el factor de normalizacién n 6 /n
son sucesiones crecientes, pero una crece mas rapido que la otra y esto es
exactamente lo que hace la diferencia en Ia manera en que convergen las dos
sucesiones de variables aleatorias. En el primer caso y siempre que a > 1
se tendrd que el fector de normalizacion n® pulverizara a la sucesién amar-

rando el limite a una constante, pero si se desea convergencia a una variable
aleatoria no degenernda es necesario elegir la sucesion normalizadora lenta-
mente divergente, es decir que la constante a del factor n® esté contenida en
el intervalo (0, 1) para que dicha sucesién no se dispare de manera abrupta.

En resumen se puede decir que ¢! Teorema del Limite Central garantiza
cierta velocidad adecuada en la sucesidn para que ls misma converja a un
limite no degenerado, por lo que se puede considerar una mejor aproxi-
macién que la ley fuerte de los grandes nimeros.

Bjemple 3.4.1

Ea un seguso de vida & un afio, Ia aseguradora promete pager una cantidad
de b unidades de dinero si el asegurado muere dentro de este afio y no pager
nada s el asegurado sobeevive el aido. La probabilidad de una reclamacién
en ¢l aiio se denotard por ¢, aal hvmubhllutcmqucduoudmto
de la reclamacidn X, tiene una distribucidn dada por:

l-¢q sizm0
I(:)-P(X-:)-{q sizmd
' 0 eoc.

Escribiendo la variable aleatoria X como: X = I¥, se tiene que

E(X) = b
E(XY) = by
Var(X) = ¥g(1-g),

donde b ex 1a constante de pago si el evento muerte ocurre e [ es la variable
aleatoria que vale 1 si Ia muerte ocurre y 0 en otro caso. Asf P(] =0) =

10



1-qy P(I=1)=q. Porlo cual I es una variable aleatoria Bernoulli con -
pardmetro {g). '

ano este enfoque individual suponga:

Una compaiia de seguros emite contratos a un afio por sumas aseguradas
de 1 y?2 2 unidades de dinero a individuos con problblhdades de muerte de
0.02 6 0.10. La siguiente tabla proporciona el nimero de individuos ny en
cada una de las cuatro clases creadas que tienen sumas aseguradas b.,
probabilided de reclamaciin ¢;.

Tebla 3.4.1

(
0.02
0.02
0.10
0.10

HEEEN

=1l 00] o
N e=] 03] e

La compaiifa quiere recoger de esta poblacidn de 1800 asegurados, una
cantidad en primas igual al cuantil del 95 por ciento de la distribucién del
total de reclamaciones, para asegusar tener reserva suficiente para enfrentar
cunlquler eventualidad de muerte en la poblacion. Més axin, la aseguradora
quiere que cada porcion individual de esta cantidad total sea proporcional
a la reclamacidn mdmdull upends

La porcion mdmdual J con media E(X ;) serd (1 + 0)E(X ,), con 0 >0
Esta cantidad individual extra es el recargo de seguridad y 8 es un recargo
relativo de seguridad. Se desea calcular 8.

Solucién

Sea § = Xi + X3+ -+ + Xia0 €l monto total reclamado en el afio por
la cartera de 1,800 clientes. Entonces el criterio para elegir @ es P[S <
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(1+6)E(S)] = 0.95. Esta ﬁrobabilidad es cquivalente a

[s E(S) . 0E(S) | _ oos
‘/Var(S) Jver(®)f

ya que

(1+6)E E(S) _ 8(E(S))
&r ~ Var(s)

Sioe supone que los 1,800 individuos son independientes y que por clases '

tienen la misma distribucién se pude aplicar una aproximacién utilizando
¢l Teorema del Limite Central, para ello se calcula la media y la varianza
en cada clase

~Tabls 3.4.2
k| o & :L Vuiuug;.(l-g;_.; ny
1]0.021 |0.02]0.0106 500
2100212 [0.04 | 0.7084 500
310.10171__0.10 00900 300
4]0.10]2 | 0.20 ] 0.5600 500
asf
E(S)= Z E(X;) = anm = 160
R 1
Var(S) = 2 Ver(X;) = zn.a,, =286
ju)
y

OE( S)
Var(S) =166 .

| por ser el cwm de orden 0.95 en una distribucién N(O. 1). De aqui que

9= 1.0453%'@ ms( ‘;) 0.1645
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Es decir que la Companm Aseguradora debe recolectar de su cartera E(S) =
160 como prima més un recargo de §E(S) = 0. 1645 + 160 = 26.32 como
margen de segundad

Ejemﬂo 4.2

Suponga abora un ejemplo. similar en donde la cantidad reclamada oel
monto de la reclamacion es aleatorio, como en el caso del seguro de autos,

Las asegurados de una cartera de autos en una compln(a ue;uudon caen
e dou clases.

Tabia 3.4.9
kim|qolA
11500 {010]1 - 128
212000)005]2 8.0

La distribucién exponencial truncada se define como: -

e 0 ez <0
Fig)=¢ 1-e"i0<z<]
Wiz2L

La cual es una mescla con funcién de densidad f(z) = Ae~**,0<z <Ly
una masa de probabilidad de e en el punto L.

Nuevamante, la probabilidad de que el total de las reclamacionss exceds ln
cantidad cobrads de prima de los asegurados debe ser de 0.05. Si se supone
un recargo relativo de seguridad 8, que sea igual en las dos clases, calcular
h < .

Solucién:

Para resolver este problema nuevamente hsy que definir la vasiable X que
representa ¢l monto individual. Pero X es una variable aleatoria que puede
escribirse como X = IB donde I es una variable aleatoria Bernoulli(g)
que representa el evento de que ocurra o no un siniestro y B, la variable
aleatoria que representa ¢l monto aleatorio a reclamar si ocurre un siniestro,
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Asi calculando los momentos de X utilizando propiedades de espennu
condicional se tiene: .
E(X)= E(E(X|I)]

Var(X) = Var [E(X|I)} + E [Var(X|1)],

escribiendo
u=E(B|I=1)
o' = Var(B|l=1),
ahora se caleuls pri'mero
E(X|I =0)=0,
¥a que si no hay siniestro no se pags nads, y
E(X| =1) = E(B| = 1) = p,
asf thpuahmhnmbhm-l -
B =iel=E(XIW
De aqui que
EX) = E(BXI)] = EuD)
= pB(l)=pm
Var(E(XI)) = Ver(ul) = i*Var(1) = pe(1 = ).
Tumbiédn de maners andloga - \
Ver(X|I=0) = 0
Var(X|I=1) = Ver(Blf = 1) =o',
entonces . '
e Var(X|I) = Ver(X|I =i) ol = 0*1,
por lo cual .

E[Var(X\I)) = E(o*]) = a’EU) = a¥y,
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teniéndose
Var(X) = 1q(1 - ¢) + o’

Continuando entonces con el problema
d 1-eM
= =1)= -Ar L. A
u=EBI =1) /0 2Ae™ 4 Le 3
L 2 2
NE e 1) 2y -Ar 2 -l L0 =Ly _ &l
E(Bu-n)-/nm de 4 Dot = 5500 - e7M) - Je

?=EB=1)-(EB|I=1)= 1- 2:\Le;:" - ,-m.' B

usando los valores de los pardmetros A y L y aplicando las férmulas E(X)
y Var(X) se tiene

E(S) = 500(0.9179) + 2000(0.02500) = 95.89
Var(S) = 800(0. mn) + zooo(o 02498) = 115.78
P(S < (1+0)E(S)) = 0.95
Eatonces aplicando elflboeem del mite central.
0E(S
Var(S)

=164
0= 1645\/1157 = 0.1846
Entonces se cobra por prima a h cuten entera un total de 95.89 mAs un

porcentaje  de recargo de seguridad de 17.70.
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Ejemplo $.4.9

Una compaiiia de seguros cubre a 16,000 personas que poseen pélizas a un

afio por las cantidades que se muestran a continuacion.

By N
10,000 | 8
20,000 {3

2
1

30,000
| !m )
100,000 | 0

-

hmhbiﬁdlddenumlun%q.wpuudlmdelulomo

personas, se suponen mutuamente independientes y es 0.02. La compaiifa

quiere fijar un limite de retancién. Para cada vida, ol limite de retencién oo
la cantidad bajo la cual la compaiiia de seguros podri retenee la totalidad

dal rieego y sobre la cual necesitard comprar reaseguro de otra compadifs-

llamada reaseguradora. Como eriterio de decisidn la compaifa desea min-
imisar la probabilidad de que el pago de reclamaciones retenidas. mis Ia
cantidad que ésta paga por reaseguro exceda 8,250,000. El reaseguro esté
permitido a un costo de 0.025 por unidad de cobertura (0.128 porciento
del monto esperado por uanidad, 0.02). Se considers la cartera cerrada.
Pélisas nuevas vendidas durante el alio no entran en este proceso de de-

cisida. Calcular el Uimite de retencidn que minimice la probabilidad de que

hmhmuimnutnﬂumﬁdmtoddmmnwad..ﬂwm
lolIddis ,

Primero se calculard todo en unidades de 10,000, como paso ilustrativo,
08 S la cantidad de reclamaciones retenidas pagadas cuando el Umite de

retencion es (2) » (26,000). El portafolio de negocios que se retiene estd
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| Datos

Entonces

E(S) = é nidugs = 8000{1)(0.02) + 8000(2)(0.02)
)

Var(S) = Zmim(l NE

= aooo(l)(oozxo oa)+sdoo(4)(ooz)(ou) 84

Adicionalmente  las reclamaciones retenidas S, hay un costo de reaseguso.
La cobertura total en el plan es de

© 8000(1) + 3500(2) + 2500(3) + 1300(5) + 500(10)

La cantidad retenida e 8000(1) + 5000(2) = 24000
asl, la cantidad total cedida en reaseguroes

u.ooo 24,000 = 11,000
yeleouodclmn(\mu
' uooo(ooza)em

Asf. mwﬂmhdenteauéndzz,lnmhmmuunidumhel
costo de reaseguro es de § + 275.
El criterio de decisidn se basa en

P(S + 275 > 825)

P(S > 550)
( - E(S) - E(S )
;7Var(s ;]Tm(s
= 9(7.5(_522.5),
Var(S)
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usando la distribucion normal se tiene que esto es aproximadamente 0.0062.
Para terminar este ejemplo habria que escoger difernetes limites de re-
tencion, calcular los costos de reaseguro v las probabilidades correspondi-
entes y observar donde se alcanza el minimo. Esto puede hacerse fécilmente
en una hoja de cilculo de EXCEL. Se recomienda probar con limites de re-
tencién entre [30.000 - 50,000).

3.8 Polinomios de Hermite-Chebyshev.

Es imporante conocer este concepto, ya que es de gran importancia para el
desarrollo de Les Bspansiones en Series de Edgeworth. que serdn tratadas
postetiormente. :

Sea o .
= ."". »
a(s) v,
la densidad de una normal con media igual a cero y varianza igual a uno,
-y .
’ ]
o ‘ o )
la r-ésima derivada con respectoa z parar =1,3,...

Obteniendo la r-ésima derivada de afz) para r = 1,2, ... se tiene que

Da(z)

v
a(z)(-2)
s’wl;e“" - #g
= %:e‘*“(r' -1)
= a(z)z*-1) }
Da(z) = V!Fe"*"(h) + (8~ l)vlén:c‘ff'(-c)

= a(z)(8z-2")

-je

Da(z)
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D'a(z) = #6"5':(3 -3+ (3 - z“)-y%e"%"(—:)
= a{z)(3-62%+2Y) ‘ '

Da(z) = afz)(~15s +10z° - 2%)

Da(z) = a(z)(~15+452* - 1524 + 2%)

De esta forma puede obeervarse que los resultados que se van obteniendo
son equivalentes a: ' ' ‘

:a(:) :

(=Dja(z)

(~D)'a(s) = (s -1)a(s)

(=DYa(z) = (s~ 3z)a(z)

(~D)'a(s) = (3-63'+3"a(z)
(=D)'a(z) = (182 - 102® + 2%)a(z)
(=D)%a(z) = (~15+ 4827 ~ 18% 4 5%)a(s)

Entonces los polinomios de Hermite-Chebyshen se definen como

(-D)a(z) = Hi(z)a(s)
(=D)a(z) = Hy(s)a(s)
(~D)'a(z) = Hy(x)a(s)
(-DY'a(z) = Hi(s)a(s)

(~-D)a(z) = H.(z)a(s), (3.5.12)
donde H,(z) es de grado r en z y el coeficiente z* es \inico.

Ahora, si se toma a(z - ), se tiene que
Ca(z-t) = ﬁ;up{;;(z-o'}
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Ii

1 1
Eexp {—;2- (.r2 -t 4 t’)}
2
a(z)exp {zt - %}

desarrollando el segundo término por series de Taylor con respecto a ¢
alrededor de cero se tiene

) = exp{zt—g}
- = erro R Lo, ... Lor
donde
f@) = .
fo = [ﬁv{"—%}(z—t)]
=0
= 2
) = "“P{‘t—g}+(=-—t)'exp{u-§-}]-o
¢
= ,rz_l ' .
3
£0) = exp{!:—%}(t—:)-2(:—t)e;p{tz—%}]
' =0
el
= :?-32
de esta form‘ o
t 2 (L 2 'y
fO) = 1435+ (2" - ) +(2° - 32)g +
por lo tanto

a t . ., o @
a(z—t) = a(z)+ ca(c)vi-!- +(z* - l)a(z);‘;!- +(z° - 3:)0(:)3-!- +

11



a(zr) - Dl“(‘) + Daﬂ(-l')— - Daa(z:);—:: +
= z( )1) vDa (2)

Jj=0

]

f:flj(z)n(z)gi

esta tiltima expresidn es conocids como ls funcidn generadors de polinomies
de Hermite-Chebysher.

Obsérvese que H,(z) es el coeficiente de ‘,-';,‘e- decir, H,(z) es de la forma,

L o

o
ug - ide -3 2 r -8 L ...
H(s)=2 P T + Tk T + (3.5.13)

Dedemdonobtmunahmnmumpledegewnlupolinm
de Hermite-Chebyshev!

B =
'l = 2
.: = 8’—1
Hy = 2°-32
Ny = 3-8t 42
H = 152-102'+2°
= 104482 - 182 + 2*

H,

Una vez definidos estos pohuomm, se procederd a introducir la parte medu-
lar de este trabajo: Las Expansiones en Series de Edgeworth.

3.6 Expansién en Series de Edgeworth.

Previo a esta seccion, se han dado algunasideas gcnemle- acerca de métodos
de aproximacion, abora toca el turno a expansiones que couclemen es-

IRet 1) Pige. 165-179)
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pecificamente al comportamiento de sumas aleatorias de variables aleato-
rias, conocidas como Ezpansiones en Series de Edgeworth.

Sea Y cualquier v.a. tal que E(Y) = gy Var(Y) = 0? y cuyos cumulantes
k, existen parar 2 3.

Por ( 2.2.14) se conoce que k; = s y k; = 02, Si se estandaniza la v.a, Y
se tiene que,

Por definicin Ia funcién generadora de cumulantes para 2 es

-

(22m) _‘_lj_‘+x(!. g)
o o'
(33m —%‘+K(Y;%)v S

y por definicién de la funcicn mendou de cumulantes se tiene

AL s LN

, _“_‘
Kz = -S43 a'z!‘“asa!*mr*

t’ p,t‘
- 55
Recordando que p, = O(n' §) por ( 2.4.33), s pueden retener los términos
hasta el orden O(n~1), obteniendo
K@) =F+ER A oD ey
Paraobtener la funcién genendou de momentos de la variable estandarizada
Z, basta con tomar la exponencial de la ecuacién ( 3.6.14), es decir

M(Z;1) = exp{%ﬂ;r»«", (n-i)}

= W’{ }exp{ 3 +P" +0( -g)} ot

13



expandiendo en series de Taylor la segunda exponencial alrededor del origen
y conservando los términos hasta el orden Ofn-1) se tiene, -

) & (8 + 8 4 0=
.\l(z;t)zexp{%}z(:!! ¢ - (n ))
V=0 .

Por ( 2.4.33) se sabe que gy = 0(n'§) ¥ py = O(n"?), lo que implica que
sii=3,4,5,.... todos los términos serdn de orden mayor o igual que n~
por lo tanto al dividir entre n", los términos tienden a cero en el limite
en Jugar de acotarse, razén por la que pueden ser climinados.

Si i = 2 sélo queda el término p3, ys que este es de orden O{n~?).

Si i = 1 se tomarda todos los términoe.

Si i = 0 el término es uno.

Entonces
M(Z:t) = exp{ }[1+(f-—+"‘ +0(n"))]’
N [f)woor')]
= ap{ }[H"' + 28 +d': +0n-)

Esta funcién generadora de momentos debe ser invertida para encontrar la
funcion de densidad, para lo cual se usard la siguiente expresion.

[Ty =vet,  ses)

Demostracién.
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= [ _. g
M(X.t)v-Zme”o(y)dy-em{z}
8i se multiplica 1" ep ambos lados
r w iy J—Y t_‘
'/.‘..‘ #(y)dy =t exp{,

pero -
‘ L) L]
/_ ot e V)Y = /_: R (v)6(v)dy
¥ 8to se puede probar por induccidn sobre k

para ke
[: teY(y)dy = /_: t%ﬂv)dv
= [ -2,
= L ER)ey)dy.
Abora supdagase ge cumple para & = r,
| L= [ o puing
entonces se demostrard Paak=ryg

[ : e(y)dy = [: ce"ﬂ.(v)«v)dv

. —1) 2t
= [:ety(_l)ﬂ%_'_)dy
- [:e"(;x)'“%l:‘;@dv
D am /.:e"”m(V)“V)dV'
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por lo tanto

/_: eHo(y)o(y)dy = t" exp {g}

Una vez demostrada la expresion { 3.6.15), se piocedeu a invertir la funcion
generadora de momentos, para lo cual se escribira M(Z:¢t) de la siguiente

forma.
3 $? ’
M(Z:it) = l°exp{ } S exp { 7t (3.6.16)
ot i) p§,¢ 23 . -
+ xp{ up{ } +0O(n ')
por ( 3.6.13), se tiene que
MZity = [ evebatody + 2 [ ve)isuiy +
+ 57 sy +
+ B[ sty + om)
= L7 v B + B0+ + 5500 + Bt
+ O(n"?)
lo que implica que
tety = o)1+ 28000+ St + Bma] +0h. o)

De aqui ﬁue cualquler v.a. Y que poses todos sus momentos finitos y e
estandarice, tiene una expansida en serie lamada de Bégeverth.

Ahora. pos zanjipuladeﬂniciéndemmnlmmntimque,
. ¢ kyt® kot!
Riss.o) = 7+ [_%'*nzw_m*ﬂc‘n’*' "]'
_ t‘ l:,t‘ +k.t b k,t" $o
- 2 oonl * do'n 'o'n‘ ¥
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Recordando que
pi =N = ogni-in)
] a"
se tiene que
., pgt ﬂ‘! -
K(S:t) = + s+ Sy O )Y (3.6.18)

Debe observarse que ( 3.6. 18) es idéntica & ( 3.6.17), de tal forma que
siguiendo un procedimiento andlogo para obtener fz(y) se puede obtener

Js+(y), quedando de la ci;uiente forma, ;
Isi(y) = oly) [1 + v ”"’f‘") + 2tV "‘m’) ﬂ%‘;fl)] +0(n-1), (36.19)

integrando esta funcién se obtiene la distribucién,

Pute) = 901~ 40) [Pt + £ o A0 ot @8

3.7 Inverlién de Comish-l"ilher.

Retomando Ia Bzpensidn en Serics de Bdgeworth, para la funcidn de dis-
tribucidn estandarisada S3, definase k2, como el cunntil de otden a.
decir, ,

F(SH k) =o. CXf 21) |

Por otro lado, se puede cdcul& otro cuantil k, de la exj:relidn k,) = a,
donde k, es el cuantil de una distribucién Nermal Bsténder. Asf utilisando
(3.8.20) y ( 3.7.21) se tiene que

§b) = W) - ) () + Bk + e
- o("-a/z)

pasando todo al lado izquierdo se tiene

k) = 805) = (k) [B ) + S ki) + g >]
+ OV =0 g



v

Esta ecuacién puede ser resuelta por el método de Newton. para el cual la
solucion f(u) = 0 estd dada por?

_g @ 1@ f(u)]
@ 2w LF@)

De esta forma, tomando f(k;,) como

fB) = (k) - S(EL) - G, )[3711.(&
+ "3(* )+-e"-”l(*:a)]*°("'m)

Ahun,tanudoﬁ:k.yu:b;,yvﬂmdohfunuéoly:uderi\ndu
en @ = k, se tiene

f(ka) = o(ka) mlla(b.H a2-Hy(ko)+ (3.7.22)
+%H.(k.)] +0(n-'(').

Por otro 1ado, si se evalia la primers derivads de ( 3.7.23) en &, se obtiene

Pl = —#ka) [7-17.(&. LR+ (0720

.ﬂ.”.(g‘.)]
Ahora, tomando la ngundn derivada de ( 3.7.23) y evaluando nuevamente
en k, se liens
1"k la, = 9(ko) [ka + O(n=11)]. (3.7.24)

Mediante ( 3.7.23), ( 3.7.24) y ( 3.7.24) se puede calcular

i sp - Jk) !"(k.)[ f(ka)]'
T f(k) T k) Lf(R)

Mef. (3) Pigs. 109-120

118



de tal forma que

- 14 (k3 — 3k,) + O(n-1)
ko + O(n=/%)] [ (k3 - 1) + Oln~Y)]?

* 3 [ 1+ 0(n-12) ] 14 0(n-1/%)

+ 0("'3").

b +[§§};(k3 1)+ £(k - 8ka)+.,,“(k"—lm°+lo&,.)]
nao 1]

Finalmete después de algunas operaciones algebraicas se obtiene

"""67‘"" )+ 243 -3ke) - (282 -8k, ) + 00 o), (37.25)

Para probar la exactitud de la npmmmén Elgworth contra el Teonmo

del Limite Central se realizard el siguiente ejemplo.
Ejemplo 3.7.1

Sean ¥}, 1;,...Y, vai. con distribucién exponencial con pardmetro A = 1,
considere Ia suma parcial hastan

su = :Y,
B
donde S, ~ Gamma(n,1).

Se sabe de |a Teoria de Probabilidad que para una distribucién exponencial

cuya densidad es ,
fr(y) = Aexp {~Ap}
su funcidn generadora de momentos es

M(Y:t) = E(e') = I"_'l(‘*';v

19



y su funcion generadora de cumulantes es
ba(t) = logM(¥;8) = ~log (1 - 1),
expandiendo el logeritmo en series de Taylor se tiene
ko= l = E(Y)
(r - 1)! (rF> 1)

Considere n = 30 y A = 1, entonces S.o ~ Gamma(30,1). Si el problema
radica en encotzar e cuantil de orden a en Ia distribucidn S,, es decir

P(S.Sy)=o,

entoncss se puede usar tanto la aproximacidn del Teereme del Limite Cen-
trel como la aproximacién por Bégewoerth. Estas dos sproximaciones pueden
amwdumdv«dduovduyuqmnmhdlnnbuddnsm ‘
por lo tanto se procede 8 lo siguiente,

1, Utilisando el Teorems del Limite Central ve tiene
PS.Sy)=P(Ss <y )udy)=a
. y-nEY)
ye= oy
y §(:) = la distribucidn normal esténdas. Si se obtiene y°, tal que

&()°) = a entonces se puede despejar a y en lneltmdmucldn en
estecason =80y E(Y) = oy =1

2. Utilisando la Inversién Cornish-Fisher se tiene
P(S, sko)=a
y eatonces

o = kol (ha = 17+ SL02 - 3h) - S - 5h,)
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" una muestra aleatoria de tamaio 50 simulada con el Teorema de lg Trens-:

con k, tal que ¥(k,)=a,n=50y

ky
pa = ;—3:2
Py = P

y sin estandarizar el cuantil se obtiene

k, = k3y/nay + nE(Y)

Comnleobcemenlntbll(an) y en lu;r‘.ﬁcn(.'!'ll),ltpmndnu Lo
mejor (casi idéntica), cuando ls apraximacién se hace por Cornioh-Fisker

que por el Teerems del Limite Central. El dnico inconveniente que pre- . -
senta este ejemplo es que en I priictica no se conoce la distribucién de los - !
términos de la suma, sdlo se tienen muestras de los valores: que tomm T
variables aleatorias, » . B

lnmplo s 1 ]

Se realizasd el mismo qunplo anterior, pero suponiendo que se cuenh con

formacién Integral de Probadilided, para ¢ obtener vnlo:eo de las vnnlblu
aleatorins exponencuh independientes. P

Como puede observarse en la Tabla (3.7. 2) yen ln. guﬂcn (3.7. 2), ln upm Sl
imacion normal muestral tiende a dar errores més altos en las colas que - ¢
ls aproximacién Cornish-Fisher, resultando por este hecho mds 1itil esta
iltima, ya que en la prictica lo que se desea siempre, es encontrar los -
cuantiles muy chicos o muy nlto-, e dcclr, los que acumulan e} 005 el

0.95. .

e T At b BT s e et ey

3.8 Un ejemplo prdctnco.

El analisis oobre el e;emplo practico se restrmm‘ a periodoe deun aifio, tdu an i
como cuando se evalisan los limités en los cunles los resultados de uuscnpcsén e
(emision de pdlisas), pueden presentar ﬂuctumones que dependcri.n de
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Compaisctin cabia apma.mnclonu pars e caso n=§o

e OERLE
Wu\mm 10V ‘Nom\ll m .
(L AL AT AT | TEIN TR ] X
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0006 | $3.34000
0880 | 1303480 |
‘1 o8l0 [ 6243077
08 (62 T )
(9530 1 81.04003 | )
0908 | 51, )
] I AN ) ‘
L) Togers
3 i
:% [7X) ‘ T 0. '
0.8 | 8713 T 33587
040 T eniae] 10 ! 5
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“giﬁ‘ "rr“nu : gg:: 0201 |
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0330 [ ab.T2087 .72820” [ 0.0003 | 0.26100 |
AT an o e
o IT Leneron ol
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Comparacién entre ‘aproximaciones usando

Qommmlllnmm”nn-u
‘ .
Velor 'ﬂ:'.'m‘j"'m_
Real - Resl mueatral musstral
0.076 (647008 64.7810 50.3820_ |63.0500] 500176
0.080 [62.1711, _ 62.1718 87.3309___[61.6300] ~_67.0882
0,000 |€3.0307 0408 §0.0000 _ [€2.3702] 67.6827
[0.045 ofi?:i1 —an7en 57.0317__ [81.3000] 867828
0.6%0 :o.nw 60.8001 60.2512 _ |60.4354] 86.0805
0915 [50.0008, _80.0657 B5.5040_ 159.7030] 68.440
0.000 (892480 80.2401 550213 [50.0819] 64.814:
[0.006 [60.0008_ 60.0088 548104 (50,4070 64432
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factores como lo son: el tamaiio de la cartera, la distribucion del tamafio de
las reclamaciones, el reaseguro, niveles de cargo de seguridad, etc. Es claro
que un aiio no es suficiente para considerar problemas importantes como
la solvencia, pero si es suficiente para conocer el rango de fluctuacion de
las suscripciones anuales, es decir, saber si puede haber pérdida o ganancia.
Para determinar estas fluctuaciones es necesario analizar el comportamiento
de la reserva que se constituye pars hacer frente a los riesgos que se generen
en una cartera determinada, y pars este andlisis se hardn los siguientes

supuestos:

No se considerasén dividendos, productos finanacieros, etc., se diri que
toda reserva R estd constituida por los siguientes elementos,

1. (1+0)P, que represents la prima total cobrada a los asegurados que
coustituyen la cartesa, P = prima y @ = recargo de seguridad por

2. Rq es la reserva inicial obtenida del cierre del adio anterior.
3. S e el monto total de los siniestros reclamados del aito en curso.

La relacidn de R con los elementos anteriores estd determinada por
Ru(1+0)P-Re-S
que refieja la cantidad de reserva al final del adio.
Dcmhmupue&mqmd probhu!undlbddpnluban‘
existe ganancia o pérdida en un ailo es calcular la probabilidad de que R

ses mayor que un limite inferior (conocido como margen de solvencia), y
esta probabilidad ses alta, es decir

PR2L)=a,cona—1

pero

P(R2L,) = P|1+0)P+Ro~5>L,)
= PISS(1+6)P+ Ro+1La)
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e,

\

1o que significa que la probabilidad de que el monto de las reclamaciones

sea menor a los ingresos de la aseguradora es alta,

Se observa que S es la parte que hace aleatoria a la variable R, ya que al

inicio del afio (1 4 8)P, Ry y L son constantes canocidas. Es necesario

sefalar que el parametro (1 4 6)P no es realmente fijo, pues en la practica
la cartera de cualquier plan permanece abierta durante todo el aiio y por
ende entran nuevos asegurados que pagan primas haciendo contratos con
vigencia de un afio rebasando el perfodo de los contratos a un afio emitidos
con anterioridad. Por esta razon si se quiere auponer fijo dicho pardmetro se
tendrd que suponer que al inicio del afio se tiene toda la cartera contratada.
Bajo estos supuestos pueden hacerse analisis interesantes sobre S.

1. Dadeslas constantes 8, P, Ry y L,, se quiere encontras la probabilidad
de que el monto por siniestros reclamados sea menor que el ingreso, Si
esta probabilidad es alts entonces se tendrén sintomas de una buena
seleccion de riesgos, es decir, se contard con una carters sana.

2. Dado un nivel de probabilidad se quiere encontrar.el respectivo cuantil
que serviré para encontrar algunas de las constantes 8, P, Ry y L,.

3. También se puede determinar el limite de retencién éptimo, como se
mostd en el ejemplo (5.4.5).

Con lo expuesto anteriormente se tienen las bases necesarias para introducic
el siguiente ejemplo.

Se cuenta con una cartera correspondiente a us seguro de grupo en el ramo
de vida con temporalidad de un afio, lo que permite suponer independencia,
con esta informacion se pretende conocer la distribucién del moanto recla-
mado por siniestros, ya que con ello se puede llegar a conocer (1 + 8)P 6

Ro6 L,.

En resumen, lo que se quiere determinar es

P(S < z)=adondea ~ 1, (3.8.26)
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al conocer el valor que toma 2, este puede ser expresado como

I=(l+0)P+Ro"Lr-

Para calcular el valor z tal que cumpla ( 3.8.26), se propone usar la aproxi-

macién Cornish-Fisher, ya que con ella se podrs dar una solucién aceptable
al problema.

SumtqunmuéanmwundempéliuendondeS.,S,,...S..
son las reclamaciones que se generan por pdliza en un afio, cada pélisa tiene
un nimero fijo de asegurados n,, si se define

S=,5 .. 5 (38.27)
m m Rm

mhm&hmwwpﬂh&Mhm
entonces, la reclamacién promedio snual puede ser escrita como

S _Lil+. 48

™ m
Ahora bien, por ( 3.8.28) ee tiene que

P(S5e)ee
¥y osto es lo mismo que |
P(S€2)=aconz' =ms,

donde z representa la pérdida promedio anual para una aseguradors por
concepto de reclamacién.

Por facilidad para la expresién que determina el cuantil estandasizado por
Cornis-Fisher ( 3.8.27) se escribird como

S=S+85+:+8,
donde
" s

n;
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Para calcular &', se obtendri primero el cuantil estandarizado +* a través
de la expresion ( 3.7.25), ¥ recordando ( 2.2.22) y { 2.2.23) se tiene,

m TN . m oGl §
oo gy [P g oy | [RRGE)  ak)
" s 6y/m st U
2:,’:,(:,'—5")3 2 2, -5k,

‘ 36m

33
donde

a = ¢k,)
= "ds(8") +m(S!)
RS- 8)

m-1

y finalmente

zl

r=-—,
m

cuyo valor es suficiente para dar solucién a los puntos (1), (2) y (3), ya que
la comoposicion de R deja de ser estocastica,

Con este ejemplo sencillo y prdctico se da por terminado este trabajo,
ofreciendo las bases suficientes para continuar el investigando métodos de
aproximacion hasta campos més extensos,
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