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INTRODUCCIÓN. 

Una de las principales herramientas que se han desarrollado para el estudio y control de la 
contaminación atmosférica es la modelacion de los fenómenos de transporte y: dispersión de contaminantes. 
Existen diversos modelos matemáticos para simular dinámica de fluidos en general y dispersión de 
contaminantes en particular: modelos Gaussianos. soluciones numéricas de las ecuaciones de Navier-Stokes 
simplificadas, etc Recientemente has sido desarrolladas las técnicas que podríamos llamar "modelos de 
gases en redes-. Este concepto abarcaría dos tipos de estrategias alternativas estrechamente relacionadas: por 
un lado, los modelos de autómatas celulares ("Linke Gas“), por el otro, las técnicas conocidas como 
"Lanice Boltimann Equation" (cuya mejor traducción seria quizá la de "ecuación de doltzmann modelada 
sobre tina red"). 

Una serie de características de los niodelos de gases en redes (tales como su fácil implementación 
computacional y su capacidad de tratar problemas con condiciones iniciales y de frontera complejas) 
sugieren que estas técnicas podrían ser sumamente útiles en el estudio de los fenómenos de contaminación 
lit mostajo, ya sea en la simulación directa de la dispersión de contaminantes o, por ejemplo, en el problema 
de la reconstrucción de campos de viento (Ver capitulo 4). En este trabajo nos hemos propuesto explorar las 
posibilidades y limitaciones de los modelos de gases en redes en la simulación de la dinámica de fluidos y de 
la contaminación atmosférica. 

Los autómatas celulares son sistemas dinámicos totalmente discretos que tienen lugar en una red 
discreta de variables booleanas que evoluciona en pasos de tiempo discretos. Los elementos de la red (las 
variables booleanas) representan las moléculas de un "gas" en un micromundo ficticio. Imponiendo ciertas 
reglas cae evolución temporal, se "fuerza" al sistema a que se compone de acuerdo a las leyes básicas de la 
microfísica de los gases "reales" (tales como la conservación de masa, momento y energía o como la 
isotropía del espacio) y se espera obtener irufireclamente el comportamiento :microscópico de un fluido 
"real" mediante algún tipo de promedio sobre las moléculas del "gas modelo". 

Los modelos "Lanice Boltzmann" se derivaron de la investigación sobre los modelos de autómatas 
celulares. Sin embargo, hay diferencias importantes entre ambas técnicas. La principal es que los modelos 
"Lanice Bolizmann" no tratan propiamente con las moléculas individuales del gas sino con hisjirriciones de 
distrilmeh'w de éstas. Se intenta, por lo tanto, modelar no las leyes de las colisiones microscópicas sino las 
ecuaciones 'microscópicas de Navier-Stokes a través de un enfoque inspirado en la teoría cinética de los 
gases. Enfatizamos a lo largo del trabajo que, por las razones mencionadas, puede considerarse en alguna 
medida a los modelos "Lattice Boltzinann" como sistemas "'microscópicos" (si bien con ciertas 
características discretas). 

Con el propósito de que sirva de guía para la lectura de éste trabajo, vamos a dar una idea del 
contenido de sus diversos capítulos. 

En el capítulo 1 exponemos brevemente la ¡pipo:landa de la modelación matemática cid transporte 
y dispersión de contaminantes en la atmósfera y esboia nos las diversas técnicas que han sido desarrolladas 
con este propósito. En el parágrafo 1.5 del mismo capítulo se discute la filosofía detrás de los modelos de 
gases en redes. 

En el capítulo 2 presentamos un breve análisis de los factores físicos involucrados en la dinámica 
de la capa frontera planetaria (P13L) que es el sistema en que el fenómeno de la contaminación atmosférica 
tiene lugar. Por esta razón nuestros modelos están orientados hacia la simulación de fenómenos 
micrometeorológicos (es decir, al estudio de la capa frontera planetaria bajo diferentes condiciones flsicas) 
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En el capítulo 3 se resumen los aspectos básicos de la mecánica de los fluidos y de la teoría cinética 
de los gases ya que representan el principal punto de comparación con el desarrollo teórico de nuestros 
modelos de gases en redes. 

En el capítulo 4 se expone el modelo ARIANNA. un modelo de autómatas celulares de nueve 
velocidades orientado a la reconstrucción de campos de viento sobre terrenos complejos desarrollado por 
Alejandro Salcido, investigador del Instituto de Investigaciones Eléctricas 	A diferencia de otros 
modelos de autómatas celulares, ARIANNA permite simular fenómenos térmicos y no exclusivamente 
dinámicos (en el parágrafo 4.3 se analizan las propiedades termodinámicas del equilibrio en el modelo 
ARIANNA). Se han desarrollado diversas simulaciones con dicho modelo con dos intenciones. En primer 
lugar, la de estudiar su comportamiento en problemas de dinámica de fluidos con soluciones conocidas a las 
cuales se ha llegado ya sea empiricamente o a partir de la resolución de las ecuaciones de Navier-Stokes 
(flujos de Couette y de Poiseuille, recuperación del perfil logarítmico de la velocidad del viento bajo 
condiciones neutras de estabilidad atmosférica) y, en segundo lugar, con la intención de aplicar el modelo al 
problema de la reconstrucción de campos de viento en el valle de México En ambos casos los resultados son 
prometedores. 

En el capitulo 5 se analizan teóricamente las propiedades de un modelo Lattice Boltzmann que 
fue planteado originalmente en un artículo de R.D. Kingdon el al [7] y cuyo análisis, implementación 
computacional y extensión teórica representa el núcleo más original del trabajo de tesis. Nuevamente se 
representa al fluido mediante una red discreta que evoluciona en pasos de tiempo discretos, pero ahora no se 
trata de variables booleanas sino reales dado que representan no a las partículas sino a sus funciones de 
distribución correspondientes. La traslación de las moléculas y las colisiones entre ellas no se introducen 
directamente sino mediante una actualización de las fruiciones de distribución en cada paso de tiempo. Cabe 
destacar que en este modelo (a diferencia de la mayoría de los modelos Lattice Gas) el tensor de esfuerzos 
resulta ser isotrópico e invariante de Galileo y que los coeficientes de viscosidad son introducidos sin 
referencia a tipos de colisión específicos. Es, sin embargo, incapaz de simular fenómenos térmicos dado que, 
como se muestra en este capítulo, la energía no juega un rol importante y de hecho ni siquiera se conserva. 
El modelo ha sido implementado en un programa de computación en lenguaje C y ha sido probado 
simulando flujos bidimensionales estacionarios y no-estacionarios a través de canales planos. Nuestras 
simulaciones están satisfactoriamente de acuerdo con las soluciones analíticas de las ecuaciones de Navier-
Stokes. 

Finalmente, en el capítulo 6 se extiende el modelo Lattice Boltzmann del capitulo anterior 
incluyendo nuevos "niveles de energía" con el propósito de que cumpla con la ley de conservación de la 
energía y permita simular fenómenos térmicos. Sin embargo, esta extensión no ha sido sometida aún a 
"pruebas experimentales" (es decir, a una simulación computacional de situaciones conocidas). 
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CAPITULO I. 
INTRODUCCIÓN: LA MODELACIÓN DEL TRANSPORTE Y DISPERSIÓN DE 

CONTAMINANTES. 

1.1 IMPORTANCIA Y LIMITACIONES DE LA MODELACIÓN DE LA CONTAMINACIÓN 
ATMOSFÉRICA. 

En la mayoria de los estudios de calidad del aire, una de las principales herramientas es 1;1 
modelación de la contaminación atmosférica. Estos modelos han sido desarrollados para estudiar todos los 
aspectos del problema: evaluar tasas de emisión, describir los fenómenos de transporte y dispersión de 
contaniinantes que tienen lugar en la atmósfera. evaluar los diferentes efectos perjudiciales que tiene la 
contaminación atmosférica en cada región determinada,etc. Además pueden ser de naturaleza muy diferente: 
modelos de laboratorio en pequeña escala (como son las simulaciones con mueles de viento) o bien modelos 
matemáticos (analíticos o, más frecuentemente, numéricos) que intentan describir los aspectos lisicos y 
químicos del problema. En este trabajo sólo nos interesa discutir los modelos matemáticos diseñados para 
estudiar los fenómenos de transporte y dispersión de contaminantes. 

Los resultados de la modelación de la contaminación atmosférica son de gran importancia ya que 
ayudan tanto a conocer el impacto que tienen sobre el medio ambiente diferentes fuentes emisoras de 
contaminantes cuino a proponer estrategias de control, mejoramiento y conservación de la calidad del aire. 
Podríamos hablar (en términos más explícitos) de las siguientes aplicaciones principales de la modelación 
del transporte y dispersión de contaminantes: 

(1) ayuda a diseñar legislación de control de emisiones, determinando las tasas máximas de emisión 
(así colmo otras características de la emisión altura de las chimeneas, por ejemplo) que permitan mantener 
las concentraciones de contaminantes en la atmósfera por abajo de los valores permitidos por las normas 
establecidas; 

(2) permite evaluar propuestas de técnicas y estrategias de control de la contaminación zutuosferica, 

(3) ayuda a seleccionar los lugares mis apropiados para las futuras instalaciones de fuentes emisoras 
de conbuninantes 

(-1) ayudan a definir estrategias de intervención inmediata en casos de emergencia producidos por 
concentraciones excesivas de contaminantes en alguna región determinada, 

(5) permite deslindar responsabilidades por los niveles de contaminación annosfcaica existentes (esto 
es. evaluar el peso relativo de cada fuente emisora en cualquier región determinada). 

Una distinción importante debe ser hecha entre la modelación de la contaminación atmosférica y el 
monitorvo (le la calidad del aire (es decir, la recolección de mediciones experimentales de la calidad del aire 
en alguna localidad). Dentro del marco de la investigación científica, la creación de teorías y modelos no 
necesita ser justificada; es lo hinco que permite comprender realmente los fenómenos lisicos y químicos 
teniendo lugar en la atmósfera. Pero hay que remarcar que la ~delación matemática constituye también 
una necesidad iwdefica que la pura recolección de datos experimentales no permite satislbcer. Los datos 
obtenidos mediante el monitoreo son indispensables para inferir teorías y para calibrar o validar los modelos 
de contaminación atmosférica, Pero su resolución espacial y temporal es totalmente insuficiente para 
permitir una buena representación de la complicada estructura de los fenómenos atmosféricos involucrados 
en la difusión de contaminantes. 
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Debe distinguirse también entre modelos "estadísticos" (has idos en relaciones semiempiricas estadísticas 
entre diferentes medidas disponibles proporcionadas por el monitoreo) y modelos "determinísticos" (basados 
en descripciones matemáticas de los procesos atmosféricos involucrados, por ejemplo la ecuación de 
difusión). Un ejemplo de modelo "estadístico" sería uno que pronosticara los niveles de concentración de 
contaminantes para las próximas horas como una función estadística tanto de las medidas disponibles 
proporcionadas por el monitoreo corno por las pasadas correlaciones entre estas medidas y los niveles de 
concentración. La denominación de modelos "determinísticós-  y "estadísticos" es dada por P.Zannetti [ lj 
pero quizá sea mejor llamarlos modelos "amo-consistentes" y "totalmente dependientes del monitoreo" 
respectivamente dado que, por ejemplo, los modelos Lattice Cias contienen elementos probabilísticos pero no 
son "estadísticos" en el sentido definido arriba. Los modelos "deterministicos" serían aquellos dónde la 
dinámica del modelo es independiente del monitoreo, el cuál únicamente proporcionaría valores iniciales o 
valores de cica tos parámetros. Por el contrario, la dinámica de los modelos "estadísticos" estaría determinada 
(al menos en parte) por el monitoreo. Hay que destacar que sólo los modelos "determinísticos" proporcionan 
(si son bien disertados y calibrados) un claro (nmainbigiio) deslindamiento de la responsabilidad de cada 
fuente emisora en la concentración de contaminantes en cada área receptora. 

El análisis de la contaminación atmosférica involucra el estudio de la compleja interrelación entre 
multitud de fenómenos físicos y químicos. Pero aún en situaciones muy simplificadas (por ejemplo, 
dispersión de gases contaminantes no-reactivos en la atmósfera bajo condiciones de viento estacionario y 
horizontal sobre una orografía simple) la modelado!' enfrenta serios problemas. El más destacado es el 
fenómeno de la difusión turbulenta. Las situaciones típicas de la capa límite planetaria están asociadas con 
escalas de movimiento turbulento que van desde 311(1 m hasta I min. Es, por lo tanto, muy dificil resolver 
directamente las ecuaciones de movimiento en dicha capa frontera aun con las grandes y rápidas 
computadoras modernas. Una "red numérica" que representara una región de la atmósfera de 1(1 km x 10 km 

de área superficial y I km de altura requerida alrededor de 1020  puntos de la red para tener alguna 
esperanza (en el mejor de los casos) de resolver todas las fluctuaciones. Más aun, las condiciones iniciales y 
de frontera con su dependencia temporal deben ser especificadas exactamente. Y, sin embargo, son 
precisamente los flujos turbulentos los mecanismos fundamentales de la dispersión de contaminantes en la 
atmósfera. Debido a esto, el fenómeno de dispersión turbulenta suele verse como un proceso estocasticm su 
dinámica es tan complicada que sólo puede ser tratada como si fuera afectada por componentes aleatorios. 
Examinaremos un poco más esta cuestión en los parágrafos siguientes. 

Los modelos de contaminación atmosférica variar grandemente en cuanto a su complejidad. Algunos 
utilizan solamente unos pocos parámetros, otros por el contrario utilizan una gran cantidad de ellos. Debido 
a su alto numero de parámetros, los modelos complejos pueden fácilmente ser calibrados para ajustarse de 
modo más preciso al conjunto de datos disponibles proporcionados por el monitoreo. Desafortunadamente, 
mientras más grande sea el número de parámetros de entrada cuya especificación el modelo necesita, mayor 
serán los errores en los datos de salida. Hay un número optimo de parámetros que minimizan la 
incertidumbre total del modelo. Por estas razones, un modelo simple puede tener mejores resultados que uno 
complejo cuando es aplicado sobre una base de datos diferente de la Militada para su calibración (es decir, el 
hecho de que el modelo complejo pueda ajustarse mejor a los datos que el modelo simple no significa que 
puede pronosticar mejor que éste). 
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1.2 FACTORES IMPORTANTES EN LA DISPERSIÓN 1W CONTAMINA NT1' 

No nos preocuparemos por fenómenos de contaminación en gran escala (por ejemplo, 1;1 acumulación 
de dióxido de carbono en la superficie terrestre) dado que la contaminación atmosférica causada por una 
fuente única o pequeños grupos de fuentes es un problema local. Las concentraciones elevadas ocurren 
generalmente desde la vecindad inmediata de la fuente emisora hasta una distancia de varios kilometros en 
la dirección del viento. Curiosamente hay una diferencia importante Chille el efecto combinado de tina serie 
de fuentes emisoras con respecto al producido por una Unica Mente. En este caso (multitud de fuentes 
emisoras distribuidas sobre un área pequeña) se pueden producir altas concentraciones a mucho mayor 

distancia. [11. 

La mayoria de los fenómenos de contaminación atmosférica ocurren dentro de la capa límite planetaria 
(también llamada el PBL). Esta es la capa más baja de la atmósfera CO dónde se producen los efectos de 
superficie de la interface tierra-aire (relacionados con intercambios de momento,calor y humedad entre la 
atmósfera y la superficie terrestre) La estructura del PBL, dividido en diversas Subcapas", no será descrita 
aquí. Sin embargo, podemos señalar que en la subcapa más cercana a la superficie terrestre (la 'subcapa 
laminar" o 'tapa de rugosidad" que se extiende desde la superficie hasta una distancia característica :o , la 

longuitud de rugosidad') la turbulencia es intermitente o no completamente desarrollada y, por lo manto, el 
movimiento molécular puede jugar un rol relevante en la transferencia de masa y de energía. Desde Z,)  (cuyo 

orden de magnitud puede variar desde unos 10 5  metros para superficies lisas como el hielo hasta 
alrededor de 10 metros para zonas residenciales en ciudades modernas) hasta el tope del PBL. (la distancia 
característica z,) los fenómenos de flujo turbulento prevalecen y las transferencias de masa y de energía 
asociadas a éstos resultan ser por varios órdenes de magnitud mayores que las asociadas a fenómenos 
moleculares. Estos arillos pueden, por lo tanto, ser despreciados. La turbulencia tiene 111111 fuerte capacidad 
de mezclado, dado que los remolinos (cuyas dimensiones varian desde I nun hasta el tamaño del PBI..) son 
capaces de separar parcelas de aire muy próximas. Así, por ejemplo, la transferencia de energía térmica 
entre las diferentes partes del PBL está dominada por fenómenos convectivos y no de conducción de calor. 
Estos fenómenos de movimiento convectivo son inducidos por un gradiente de temperatura vertical que 
puede ser positivo o negativo dependiendo de la dirección de la transferencia de calor en la superficie 
terrestre (esto es, de la tierra hacia el aire o a la inversa). Las características más esenciales de la dispersión 
de la pluma emitida por alguna fuente contaminante están relacionadas fuertemente con el gradiente vertical 
de la temperatura. Es esencialmente la especificación de este gradiente de temperaturas lo que determina la 
"clase de estabilidad" de la atmósfera. 

El cambio de la temperatura con la elevación es, en la mayor parte de la baja atmósfera, 
aproximadamente lineal. Ocurren desviaciones importantes de la linealidad cerca de la superficie y en 
regiones influenciadas por variaciones superficiales bruscas (como las ciudades con sus edilicios) o por 
variaciones en las características topográficas. En la mayoria de los casos la no-linealidad de la temperatura 
corno función de la elevación es simplemente despreciada. 

Supongamos que un pequeño volúmen de aire sufre un cambio pequeño en la elevación debido a la 
dinámica del movimiento. Este cambio puede ser negativo o positivo (es decir, el 'elemento de volninen" 
puede elevarse o 'caer" por una pequeña cantidad). Dado que se trata de un movimiento rápido a corlas 
distancias, se puede considerar al 'elemento de volúmen" como térmicamente aislado en su movimiento. El 
'elemento de volinnen" sufrió entonces un proceso adiábatico y se alteró su temperatura debido a dicho 
proceso (se enfrío y se expandió si se movió en la dirección de menor presión, hacia arriba, mientras que se 
calentó y se contrajo si se movió en la dirección de nmq•or presión, hacia abajo). Supongamos que la 
atmósfera tiene un gradiente adiábatico (esto es. que imita parcela de aire que se eleva una distancia de zi  a 
ze  sin intercambiar calor con sus alrededores sufre el mismo cambio en la temperatura que la diferencia de 
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Fig. 

TEMPERATURA 
	

POEMA DE LA PLUMA 

Figura I.I. Diversos perfiles de temperatura (la línea punteada es el perfil Mi-dm/tico) y las plumas 
correspondientes a dichas diferentes condiciones de estabilidad atmosférica. 

temperaturas atmosféricas entre .71  y z, ). En este caso, el medio ambiente del 'blemento de volómen" tendrá 

las mismas características termodinámicas que aquel del que partió al comenzar su movimiento. El 
'tienten«) de volinnen" permanecerá en su sitio y la 'fluctuación" no será ni amplificada ni removida. Así, 
un gradiente cercano al adiábatico determina lo que se llanta "condiciones neutras de estabilidad". (El 
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gradiente adiabatico del aire seco tiene el valor numérico de --0.086"( / 100 in que frecuentemente es 
aproximado por una caída de un grado por cada 100 In de elevación). Si. por el contrario, la atmósfera tiene 
un gradiente no-adiábanco el 'demento de 	sufrirá una fuerza debida a la boyancia (ya sea positiva 
o negativa) que incrementará o reducirá su alejamiento del punto de partida. En el caso de que el gradiente 
de temperatura sea menos negativo que el gradiente adiábatico, o posiiivo oncerqrill muten). el 
movimiento es suprimido y el "elemento de volúmen" tenderá a regresar a su altura original: (encinos 
entonces condiciones atmosféricas establos. Las condiciones ruestaides ocurren cuando el gradiente es Inas 
negativo que el adiabatico: el movimiento inicial del "elemento de minium-  es amplificado y diverge del 
equilibrio, produciendo un fenómeno de turbulencia convectiva. 

Las condiciones de estabilidad almoslaica juegan un papel importante para identificar el tipo de pluma 
que se desprende de una fuente emisora de contaminantes (VER Figura 1.1). Fu ausencia de efectos 
térmicos, el gradiente de temperatura atmosférico tiende a ser adiabatico. Bajo estas condiciones neutras de 
estabilidad, la pluma tiene Una turma cónica cuya sección transversal es aproximadamente elíptica (con el 
eje horizontal generalmente mas largo que el vertical) (Figura I lb) Si tenemos condiciones inestables (un 
gradiente de temperaturas muy negativo como el que se produce durante el día debido a que el sol calienta la 
tierra directamente y el calentamiento de la atmósfera es indirecto a través de la superficie terrestre). 
aumenta la intensidad de la turbulencia y la dispersión ele La pluma. Cuando los vórtices son más grandes 
que la sección transversal de la pluma. esta adquiere una forma como la de la figura 1. la. En el caso de 
condiciones estables en la atmósfera tenemos una supresión de la turbulencia en la dirección vertical 
produciendo una pluma semejante a la de la figura I. le donde el eje horizontal (de la sección transversal) 
suele ser mucho mais grande que el eje vertical. Las otras tres plumas que aparecen en la figura I son 
producidas bajo gradientes de temperatura nomnifortues teniendo discontinuidades que separan capas de 
diferente clase de estabilidad. Las plumas de las figuras 1.1e y 1.1f son generalmente las nnis criticas en lo 
que respecta a altas concentraciones de contaminantes al nivel del suelo. La capa superior (térmicamente 
estable) suprime la dispersion hacia arriba mientras que esta es amplificada hacia abajo debido a una capa 
neutra o inestable que comienza a la altura de la pluma o mas abajo. Estas condiciones atmosféricas son 
causadas (por ejemplo) por el calentamiento de la superficie terrestre en las primeras horas de la mañana 
después de haber imperado condiciones estables durante la noche. También pueden ser causadas por 
transferencia de calor a través del aire entre regiones de la superficie terrestre a temperaturas niarcadamenie 
diferentes (como, por ejemplo, entre el agua y la tierra o entre regiones rurales y urbanas) Finalmente. las 
condiciones atmosféricas de la figura I. Id (capa inestable desde la altura aproximada de la pluma hacia 
arriba; la capa superficial en condiciones estables) son las mas favorables en lo que respecta a los indices de 
concentración de contaminantes a nivel del suelo. 

El movimiento del aire en UN lugar determinado se caracteriza mediante 1:1 suma de dos términos: un 
valor 'promedio" de la velocidad (que es al que se refieren usualmente citando se habla de la 'velocidad del 
viento') más una componente turbulenta. La turbulencia, que es el mecanismo fundamental de la dispersión 
'de contaminantes en la atmósfera, puede ser inducida térmicamente (convección) o puede ser producida por 
la fricción mecánica entre diferentes parcelas de aire con movimiento relativo (o entre el aire y la superficie 
terrestre). Usualmente a una elevación mayor la intensidad de la turbulencia decrece pero las escalas de los 
vórtices se hacen cada vez mayores. Como se explicó en el parágrafo 1.1 la turbulencia es muy dificil tanto 
de tratar teóricamente e(11110 de determinar experimentalmente. La mayoria de los cálculos de la difusión 
dependen de especificaciones indirectas de la turbulencia mediante los perfiles de teniperaitua y de velocidad 
del viento. 

En muchos casos suele hacerse la simplificación de considerar a la velocidad del viento (el término 
'promedio' del que hablamos arriba) cuino dependiente únicamente de la elevación ten general, desde 
luego. el campo de velocidades es mucho más complicado). Existe una serie de fórmulas que los 
meteorólogos suelen utilizar como perfiles de velocidad del viento 'estándar" (tales como el perfil 
logariunico.por ejemplo, del que se hablan) con mas detenimiento en el capitulo 2) los cuáles han sido 
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obtenidos ya sea empiricamente o mediante el análisis de situaciones lisias sumamente simplificadas. 

En muchas situaciones. sin embargo, es de gran importancia considerar los cambios en la dirección del 
viento con la elevación ya que producen un incremento en la dispersión horizontal de la pluma debida a la 
fricción. La capa planetaria entera sufre grandes cambios en la dirección del viento con la elevación debido a 
la dinámica del movimiento de gran escala, principalmente por la fuerza de Coriolis causada por la rotación 
de la tierra. Sin embargo, excepto para enormes fuentes emisoras, las dimensiones de la pluma no son 
generalmente tan grandes como para que estos cambios se vuelvan un factor importante en el transporte y 
dispersión de los contaminantes. 

Figura 1,2.- Aspecto cualitativo que tonta un Iltno alrededor de un edificio de 
forma cúbica. 

Por el contrario, si la emisión de la pluma se realiza dentro de la Upa de nigosidad" como fue definida 
asís arriba (esto es, la capa cercana a la superficie terrestre fuertemente influenciada por las características 
de dicha superficie) no podrán despreciarse los cambios en la dirección del viento con la elevación. Cambios 
fuertes de la dirección del viento con la altura se producirán por ejemplo en regiones montañosas o en las 
ciudades debido al irregular terreno cubierto de edificios. El movimiento del aire alrededor de un edilicio 
aislado tiene un aspecto cualitativo mas o menos general (ilustrado en la figura 1.2). Las propiedades 
cuantitativas varían ampliamente con la geometría del edilicio y: la dirección del viento. El primer efecto de 
un edificio sobre una corriente que tolisiona" con él es la dellexion de la corriente de ;tire moviéndose hacia 
dentro de una 'región de desplazamiento". La velocidad arriba del edificio incrementa su magnitud pero no 
hay cambios en la turbulencia preexistente. En la región por debajo de la corriente de aire y por encima del 
edificio se origina una estela, una región de una gran intensidad de turbulencia. Las dimensiones 
(horizontales y verticales) de los vórtices de la estela se incrementan en la dirección del viento pero la 
intensidad de la turbulencia decrece. Eventualmente, a una distancia de alrededor de 10 veces la altura del 
edificio, la estela se vuelve indistinguible del medio que la rodea. Se distingue también una región dentro de 
la estela, llamada la cavidad, que tiene aun ¡iris altos niveles de turbulencia que producen variaciones 
marcadas en la dirección del viento, inclusive la total inversión de dicha dirección. Si una pluma 
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es emitida dentro de la estela tendrá una mucho mayor dispersión que en el medio , it,,,,, .idante pero se 
moverá continuamente en la dirección de la corriente del viento. Por el contrario, si la pluma es emitida 
dentro de la cavidad tiende a dispersarse dentro de la región. 

Este mismo tipo de dinámica crea distribuciones de concentración y de velocidad del viento altamente 
asimétricas en la vecindad inmediata de la fuente emisora. Excepto bajo ciertas condiciones, esta asimetría 
tiende a suavizarse y el comportamiento posterior de la pluma es esencialmente independiente de la 
asimetría inicial. Sin embargo, la pluma puede ser fuertemente alterada si se produce una condición de 
lownwash" donde partes significativas del gas emitido caen dentro de la estela vecina a la fuente einisorx 
por un lado la pluma dejará la región alrededor de la fuente a elevaciones mucho más bajas que las 
normales; por el otro, se producirá una mucho mayor dispersión del gas contaminante (se incrementará la 
sección transversal de la pluma y, con esto, disminuirá la elevación de la pluma). las características de la 
sección transversal de la pluma y de la forma de la linea central de la pluma cerca de la fuente emisora no 
son predichas por las ecuaciones usuales de la ascensión de la pluma. Estas son aplicables exclusivamente a 
grandes distancias (como quedani más claro en el parágralb 1.4). Como un resultado. la ascensión de la 
pluma predicha en la mayor parte de los modelos resulta siempre mayor que la ascensión real. 

Desde luego, los fenómenos micrometeorológicos involucrados en el transporte y la dispersión de 
contaminantes son mucho más complejos que lo que este breve y sobresimplilicado esbozo puede haber 
sugerido. intervienen también, por ejemplo. los vientos meteorológicos locales (tales como brisas marinas, 
vientos de montaña,eic), la elevación de la inversión de la temperatura que limita a 	los movimientos 

verticales atmosféricos debidos a sistemas de diferencias de presión, etc. 

1,3. 111ODELACIÓN MATEMÁTICA DE LA MICROMETEOROLOGIA. 

Los modelos matemáticos que intentan simular las condiciones micronieteorológicas en una región 
determinada pueden ser diseñados tanto para estudiar los fenómenos meteorológicos en sí como para 
proporcionar los datos de entrada necesarios que requiere cualquier modelo de transporte y dispersión de 
contaminantes en la atmósfera. 

P.Zanneiti tutee la siguiente distinción entre modelos matemáticos diseñados para estudiar 
micromeieorologia: modelos de diagnóstico y modelos de pronóstico. Los modelos de diagnóstico están 
basados en un análisis de datos meteorológicos disponibles. Generalmente incluyen poca información física 
(en muchas ocasiones ninguna). Los datos de entrada son valores locales del campo de velocidades (o de 
cualquier otro parámetro meteorológico, como la temperatura) obtenidos mediante medición directa en las 
estaciones meteorológicas. La información de salida es el campo de velocidad (o tic temperatura,c1c) 
evaluado en todo el espacio (o en una red tridimensional) mediante una extrapolación de los valores locales 
de entrada. Estos modelos no intentan predecir la evolución de la micrometeorología sino proporcionar la 
mejor estimación de un supuesto 'estado estacionario" meteorológico. Un ejemplo muy sencillo de este tipo 
de modelos es el 11.3fX1AQ-2 [este estima la velocidad del viento en todos los puntos de una red computacional 
mediante los siguientes pasos: (1) una velocidad inicial es estimada en cada punto como la velocidad medida 
en la estación de observación más cercana, (2) estos valores son corregidos mediante un promedio pesado de 
la velocidad en los puntos adyacentes al punto de interés, (3) se realiza esto hasta obtenerse un estado 
estacionario del campo de velocidades). Otros modelos algo más solislicados introducen más información 
física, por ejemplo aproximan la ecuación de conservación de la masa para flujos incompresibles, 	• 
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Los modelos de pronóstico meteorológico intentan describir la evolución del sistema aunosf erico a partir 
de las condiciones iniciales a través de la integración espacio-temporal de las ecunciones de conservación dé 
la masa, la energía, el momento. la huinedaLete, bajo algunas condiciones de (romera precscritas. Desde 
luego se utiliza sólo algún conjunto restringido de estas ecuaciones, un sistema de ecuaciones que a la veo 
sea completo (esto es, que permita que todas las variables dependientes que aparecen en el sistema pueden 
obtenerse mediante la integración como funciones del tiempo y del espacio) y describa suficientemente bien 
la complejidad del fenómeno estudiado. La integración de las ecuaciones tiene, sin embargo, una dificultad 
de principio ligada a las características intrínsecas de los fenómenos turbulentos que se trata de modelar. En 
este trabajo únicamente vamos a dar una explicación sobresimplificada y muy breve de la turbulencia con el 
próposito de exponer (también de mímela muy: simple) las limitaciones de los modelos de pronostico 
meteorológico y la manera aproximada en que muchos han trinado de resolver estas dificultades. 

A primera vista el movimiento turbulento de un fluido puede ser visto como una colección caótica de 
diferentes movimientos. Sin embargo, puede ser idealizada como un niovimiento compuesto por una 
variedad de remolinos lo vórtices) de diferentes tamaños. Frecuentemente los risicos representan la 
turbulencia mediante un espectro de energías correspondientes a las diferentes escalas de los vórtices. La 
fricción entre parcelas de aire llevando a cabo un movimiento de gran escala origina remolinos de menor 
mamario y éstos a su vez generan remolinos más pequedos aún. Esta transferencia de energía de remolinos 
"grandes" a "pequeños" es conocida usualmente como la "cascada de energía". En los remolinos de la escala 
menor, la cascada de energía es disipada y transformada en energía térmica debido a la viscosidad 
molécular. En la modelización numérica de los fenómenos turbulentos se utilizan redes computacionales 
tales que el espaciamiento de los puntos de la red es mucho mayor que las escalas correspondientes a una 
amplia región del espectro de la turbulencia. Esto significa que sólo los movimientos de gran escala pueden 
ser modelados directamente. Por el contrario, los movimientos de pequeña escala tienen que ser aproximados 
mediante una descripción estadística (aproximada). 

Se puede definir el "valor medio" de la velocidad del viento como la parte del movimiento que es 
resoluble (o "detectable") utilizando mediciones o modelos meteorológicos, Llamaremos a este 'salar 
medio" de la velocidad ii, la "velocidad del viento". La "desviación" (7' de la velocidad real del aire con 
respecto a dicho ''valor medio" es la componente turbulenta de la velocidad del aire. De este nimio, podernos 
escribir: 

= 	, 

donde V es la velocidad real del aire en el punto en cuestión. 

Es claro que los movimientos frecuentemente causan variaciones en la temperatura, la humedad, las 
concentraciones de contaminantes o de cualquier componente de la atmósfera (esto sucede generalmente 
cuando hay gradientes medios de estas variables a través de la región atmosférica de que se trata). 
Necesitamos, entonces, descomponer a su vez. estas variables en un término "medio" y un término 
"turbulento". 

Hay que remarcar que hay muy diversas interpretaciones de la descomposición del campo de velocidades 
en términos "medio" y "turbulento". No trataremos ese problema aqui. 

Consideremos la ecuación de conservación del momento en la mecánica de fluidos: 

a V 
Ti( 	- - V • V V - 1 — )Vp - - 21/ x 
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	1' • VP' es el campó de aceleraciones y los otros términos son respectiva: neme las

densidades de fuerza debidas a las diferencias espaciales de la presión, el campo gravitahonal de la tierra y 
la fuerza de Coriolis (causada por la rotación de L tierra). Para tratar el problema de la turbulencia se suele, 
promediar la ecuación. En términos vagos, este promedio se lleva a cabo sobre un conjunto representativo 
que toma en cuenta todas las posibles 'realizaciones" del fenómeno bajo las mismas condiciones. De esta 

manera, la ecuación 1.1 puede ser transformada en una ecuación donde no aparece \,/ sino i7 = (17 ). Sin 

embargo, la componente turbulenta no puede ser eliminada de las ecuaciones ni siquiera despues de realizar 

esta operación. En las ecuaciones aparecen términos que dependen de las cantidades 	tr k  ). Estos 

términos provienen de realizar el promedio del término conectivo V 02 en la ecuación (I). Las 
I 	I 

cantidades ( ti, tr k
) 

no son nulas porque las diversas componentes turbulentas no son independientes 

estadísticamente. Pero la aparición de estas nuevas variables (los flujos turbulentos ) provoca que el sistema 
de ecuaciones ya no sea completo. Necesitamos entonces escribir los flujos turbulentos en función de las 
variables medias. Como no hay ningún principio básico que nos permita hacer esto, se realiza mediante 
suposiciones seiniempiricas. A estas suposiciones se les conoce en la literatura como hipótesis de cerradura. 
La más simple de todas es la 'teoría K" que relaciona los (lujos turbulentos con los gradientes de las 
variables promedio a través de términos de proporcionalidad llamados 'toeficientes de transporte 
turbulento". 

La introducción de la hipótesis de cerradura nos permite describir al sistema meteorológico mediante un 
sistema de ecuaciones diferenciales completo. Sólo en casos excepcionales muy sencillos puede obtenerse 
una solución analítica de este sistema de ecuaciones. En el caso más general se debe obtener la solución de 
las ecuaciones mediante métodos numéricos (los cuáles pueden estar basados en técnicas muy diferentes 
como métodos de diferencia finita, métodos espectrales, pseudo-espectrales, métodos de elemento finito, 
esquemas de interpolación, etc). Finalmente, hay que destacar que hay ciertas objeciones a la confrontación 
directa de los resultados de la integración con el experimento ya que son estimaciones de un promedio sobre 

un conjunto representativo de la velocidad hidrodinámica V, mientras que los datos obtenidos por 
monitoreo son promedios sobre algún período de tiempo (y ambos promedios no son necesariamente 
idénticos). 

1.4. LA MODELACIÓN DEL TRANSPORTE Y LA DISPERSIÓN DE CONTAMINANTES EN 
LA ATMÓSFERA. 

Aunque en el mundo real la ascensión de la pluma y la dispersión alrededor de la línea central de ésta 
son fenómenos interrelacionados, en las inodelaciones más usuales de la contaminación atmosférica se 
analizan independientemente uno del otro. En estas técnicas, la pluma completa es formada por una 
superposición de las dos características. 

La altura efectiva de la pluma 	(elevación de la línea central relativa al nivel del suelo) es la suma de 
la altura de la llimenea" (o de la fuente emisora, en general) h, y la 'hscensión de la pluma" Ah. Los 
valores de la ascensión de la pluma varían filertemente con las caracteristicas de la dinámica próxima a la 
fuente emisora, así como de las variables atmosféricas. Por el contrario, la dispersión de la pluma depende 
primariamente de la turbulencia atmosférica. Debido a esto hay una cierta 'justificación" de la separación 
del problema del transporte y dispersión de contaminantes en dos problemas separados e independientes. 
(Ver figura 1.3). 
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El problema de la 'Iiscensión de la pluma" es entonces el de describir a Ah como función de la distancia 
en la dirección del viento. Es decir, el problema de describir la 'línea central de la pluma". Existen varias 
definiciones no equivalentes de la 'línea central (le la pluma" pero no discutiremos ese problema aquí. La 
mayoria de las ecuaciones de ascensión de la pluma han sido desarrolladas para características atmosféricas 
que son uniformes o que varían suavemente. La ascensión ele la pluma es dependiente del crecimiento de la 
pluma causado a su vez por la turbulencia atmosférica. Esta no es introducida en los modelos directamente 
sino a través de algunos parámetros. En general, estos modelos no pueden ser aplicados a regiones de 
grandes variaciones en la turbulencia como las que son cansadas por los edificios y otras irregularidades de 
superficie (Ver parágrafo 1.2). 

Deben distinguirse dos tipos de factores en las características de las variables iniciales (las que determinan 
las características de la pluma en el momento de la emisión): los factores que influyen en el momento de la 
pluma y los que influyen en su boyancia. La rapidez de la ascensión inducida por el momento es 
inicialmente alta y decrece rápidamente con la distancia. Las fuerzas debidas a la boyancia no producen una 
gran rapidez inicial pero continua') actuando durante un período amplio de tiempo. En la mayor parte de las 
plumas producidas por emisiones industriales o domésticas, la ascensión está dominada por la boyancia. 
Generalmente, las ecuaciones de ascensión de la pluma desprecian totalmente el momento inicial. Tal pluma 
es llamada una "pluma boyante". 

Perfiles 
Verticales 

de Concentración 

Línea Central de 
!aplome 

Figura 1.3.- La evolución de la pluma contaminante es descompuesta en dos procesos supuestamente 
independientes: la ascensión ele la pluma hasta k„ y la dispersión (le la pluma si se supone que la línea 

central es horizontal y de altura 11,,. 

En contraste con las relativamente pocas ecuaciones utilizadas para describir la dispersión de los 
contaminantes, existe una multitud de colaciones y técnicas desarrolladas para estudiar la ascensión ele la 
pluma. Puede haber variaciones significativas entre las ecuaciones de diferentes investigadores aplicadas a 
los mismos datos debido a las diferencias de interpretación y énfasis en los diversos factores físicos 
involucrados [1]. 
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1 lay que remarcar que la mayor parte de los modelos y técnicas utilizadas para la ascensión de la plana 
no dan como resultado ninguna especificación de la linea central de la pluma. Algunas ecuaciones permiten 
obtener la altura como r1111Ciáll de la distancia en la dirección del viento pero la gran mas oria simplemente 
da un valor constante que la pluma alcanza a grandes distancias en la dirección del viento. Teóricamente, 
una pluma bajo condiciones atmosféricas neutras o inestables ascenderá indefinidamente. En la realidad 
perderá eventualmente su identidad debido a la continua dispersión. Por el contrario, bajo condiciones de 
estabilidad atmosférica la pluma alcanzará una altura dónde su boyancia se anula y alcanza un equilibrio 
térmico con sus alrededores. (Puede pasar que debido a su inercia exceda esta altura y retorne 
posteriormente). Pero lo que nos interesa aquí es que esta altura h, es introducida como un valor constante 

en los modelos más usuales de dispersión de contaminantes, los modelos gaussianos. 

Si una plomar es emitida dentro de tina atmósfera de turbulencia relativamente uniforme, la dispersión 
es en todas direcciones y tiene propiedades de geometria y distribución de concentraciones que puede ser 
predicha mediante métodos analíticos. las ecuaciones de dispersión de plumas resultando de uniformidad de 
la turbulencia (siendo diferentes, sin embargo, sus componentes y e z) producen una distribución de 
concentraciones gaussinna alrededor de la linea central. Esta forma de la dispersión de la pluma es ilustrada 
en la figura 1.3. Deben hacerse, además de la uniformiclad de la turbulencia. otras suposiciones 
simplificadoras para obtener una distribución de concentración gaussiana: las emisiones proceden de un sólo 
punto, una 'fuente virtual" (lo cuál evidentemente no es realista en la región cercana a la fuente emisora): 
además la pluma no tiene momento ni boyancia inicial (la linea central es horizontal elevada a la :Mitra 

). 

Evidentemente estas condiciones en muchos casos sobresimplifican el problema: no es posible describir 
fenómenos atmosféricos donde el gradiente de temperatura se modifique notablemente en la región de 
interés (y. en general, condiciones atmosféricas diferentes de las estables), tampoco pueden describirse 
fenómenos de dispersión de contaminantes dónde las condiciones iniciales de emisión sean importantes 
(como en el fenómeno de limito:1,W) ni dónde haya cambios significativos en la dirección del viento 
debidos, por ejemplo, a irregularidades en la superficie terrestre (piensese en una ciudad con sus multiples 
edilicios). A pesar de estas limitaciones, la ecuación de la pluma gaussiana encuentra aplicaciones fructíferas 
en un amplio rango de condiciones atmosféricas. En muchos casos. aunque las concentraciones instantáneas 
de la pluma sean muy irregulares, una promediación para un tiempo suficientemente largo (alrededor de una 
hora) genera distribuciones muy próximas a la campana de Gauss (con menor aproximación en lo que 
respecta a la dirección vertical). 

Concretamente la ecuación de la pluma gaussiana (en su forma mas simple) es la siguiente: 

[ 	121  
27ra r  o-, 	 J (171 	I 2 o- I 	2 	o, j 

donde e = c(,-  ,f') es la concentración en la posición F debida a las emisiones en ,V;  Q es la tasa de 
emisión, Cr. ( j.,d) y CT,(i„d) son las desviaciones estándar vertical y horizontal respectivamente de la 

distribución de concentración espacial de la pluma como función de las componentes turbulentas de la 
velocidad j, y j, así como de la distancia d a lo largo de la dirección del viento entre el receptor y la 

fuente; A es la distancia transversal al viento entre la fuente y el receptor; z, es la altura en que se encuentra 
ubicado el receptor. 

Esta ecuación puede ser generalizada muy facilmente para incluir reflexión (total o parcial) en la 
superficie terrestre o en el tope del PU. 
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La ecuación de pluma gaussiana. tal como fue escrita arriba, se refiere claramente a un estado estacionario 
[c es independiente del tiempo]. Utiliza condiciones meteorológicas (viento y estados turbulentos) que deben 
considerarse homógeneas y estacionarias en el área modelada. No puede trabajar en condiciones de calma 

donde 	-O. Hay, sin embargo, 	generalizaciones de la ecuación de pluma gaussiana que pueden modelar 
efectos de fumigación, de llownsvash" y otros fenómenos (Existen algunos pocos modelos gaussianos que 
modelan efectos producidos por terrenos complejos). 

Uno de los mayores desafíos de los modelos gaussianos es el cálculo de las desviaciones estándar cy  y 

. Diversas fórmulas han sido propuestas para calcular dichas varianzas en función de la turbulencia 

atmosférica, la mayoría de ellas con una justificación seiniempirica. 

Aunque en su actividad práctica los meteorólogos utilizan más frecuentemente los modelos gaussianos, 
se han elaborado modelos matemáticos de la dispersión de contaminantes que intentan ser más flexibles y 
contener mayor información física. De un 'nodo más o menos simplificado. estos modelos pueden ser 
divididos en modelos eulerianos y lagrangianos. En los modelos eulerianos, el sistema de referencia 
permanece fijo y el movimiento del aire tanto como la concentración de contaminantes y las variables 
termodinámicas representan 'tampos eulerianos" (definidos como el valor de la propiedad en cuestión que 
tiene el elemento de fluido que está pasando en un determinado tiempo I por una determinada posición /: ). 

Por el contrario, los modelos lagrangianos describen a los elementos de volimien desde un sistema de 
referencia que sigue el movimiento medio local hist:int:1mo. Sin embargo, el termino 'lagrangiano" se ha 
extendido para describir todos los modelos en que la pluma es descompuesta en 'elementos" de manera que 
el comportamiento de cada uno es independiente del de los demás. 

Un ejemplo de modelo euleriano es el que se basa en la integración de la ecuación de conservación de la 
masa de la especie e (el contaminante estudiado): 

c 
= 	• Ve .1- D572  c + S, 

donde D es la difusividad molécular y S la razón de emisión. 

Nuevamente para superar el problema de la turbulencia se promedia la ecuación sobre el conjunto 
representativo (constituido por todos los 'experimentos" realizables bajo las mismas circunstancias). Aqui 
también hay que introducir una hipótesis de cerradura que nos lleva a una ecuación no sobre la 
concentración sino sobre su promedio ,c>. La ecuación de difusión debe ser completada por apropiadas 
condiciones de frontera. 

Es interesante la siguiente observación 111: Consideremos la ecuación de difusión (promediada) 

	

c 	Oc 
unidimensional 	= —u 	Para modelar esta ecuación numéricamente hay que discretizarla. Sucede 

	

nl 	x 

sin embargo que el análisis de los términos truncados en un esquema simple de diferencia finita muestra que 

(7 2 c 
el error generado es proporcional a „- que es un término de tipo difusivo que facil mente puede generar 

o x'" 

una difusión artificial a través de la red numérica del mismo orden de magnitud de 1:1 difusión real . Este 
tipo de limitaciones parecen ser la desventaja mayor de este tipo de modelos] 
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Un ejemplo de modelos lagrangianos es el modelo gaussiano de pluma seginentada. Este es una 
extensión del modelo gaussiano que extiende su aplicabilidad a condiciones atmosféricas no-estacionarias y 
no-homogéneas (especialmente permite modelar cambios en la dirección del viento). La pluma es 
descompuesta en elementos independientes cuyas características son función de las condiciones 
meteorológicas locales y temporales encontradas por los elementos de pluma a lo largo de su recomido. Cada 
segmento, por su parte. genera un campo de concentración de contaminantes de 1)&111 gatissiano. 

1,5, LOS MODELOS DE GASES EN REDES. 

Como se analizara en forma más detallada en el capítulo 3 substancias con muy diferentes estructuras 
microscópicas pueden comportarse de acuerdo a las mismas ley es microscópicas. Los líquidos y los gases lo 
hacen asi y es precisamente por esta razón que pueden ser agrupados ambos bajo la categoría (inica de 
'fluidos-. En realidad, las características esenciales de las ecuaciones microscópicas dependen 
principalmente de las leyes de conservación microscópicas (la conservación del ninnero de moléculas. del 
momento. de la energía) y de las simetrías propias del sistema a nivel molecular (desde luego podemos 
postular que un '(luido simple-  es isotrópico. es decir que tiene las mismas propiedades fisieas en todas las 
direcciones). Generalmente los detalles microscópicos diales como la naturaleza exacta de las fuerzas 
intermoléculares) influyen en los valores de los 'coeficientes de transporte'' pero no en la forma de las 
ecuaciones diferenciales que gobiernan el comportamiento (le los fluidos. 

Este tipo de (Ibsen aciones permiten justificar una nueva estrategia de simulación de fenómenos de 
dinámica de fluidos que ha producido mucho interés dentro de las más diversas comunidades científicas. 
Esta estrategia está basada en la creación de modelos de  mi,T,,mundos fichcios. Nos referimos a los modelos 
de gases en redes. tales como los modelos de autómatas celulares ('Lattice Gas') y la técnica conocida como 
'Lattice Bolizmann Equation" (que podría quizá traducirse corno -ecuación de Poltzmann modelada sobre 
una red') a la cuál nos estaremos refiriendo a lo largo de todo el trabajo cuando hablemos de los modelos 
Lattice Boit/mann. 

Los autómatas celulares hteron introducidos en los anos cincuenta por dos matemáticos de primer nivel, 
John von Neumann y Stanislan Ulam. Consisten de una red. cada sitio de la cual puede hallarse en alguno 
de un número finito de estados (usualmente codificados por variables booleanas). El autómata evoluciona en 
pasos discretos, siendo actualizados tus sitios Nindllineaniellí0 por medio de alguna regla predeterminada 
(esta puede ser de tipo determinística o bien tto-determinística, esto es, estar sujeta a alguna clase de 
mecanismo aleatorio). Los estados actuales en un sitio dependerán enteramente de los estados precedentes en 
el sitio en cuestión y en un conjunto finito de vecinos de éste (mientras más pequeño sea el número de 
vecinos que ejercen influencia sobre el valor actualizado del estado en un sitio. el algoritmo resultará más 
eficiente). Como puede observarse ya de esta breve descripción. una notable característica de los modelos de 
autómatas celulares es que son algoritmos Inherentemente paralelos [4] [ 

La idea de que los automatas celulares pudieran ser !Irás para modelar las ecuaciones de la 
hidrodinámica (esto es, aproximar sus soluciones) fué propuesta por Hardy, de Pazzis y Poineau en 1973 y 
desarrollada por Uriel Frisch, Brosl Hasslacher e Yves Pomeau en su articulo lattice-Cias Automata for the 
Navier-Stolses Equation'', publicado en 1986 141. A partir de este articulo se desarrolló toda una corriente de 
investigación que busca explorar las posibilidades y limitacion 's que tienen los modelos de gases en redes 
(como se conoce a todos los modelos derivados del modelo original de Frisch, Hasslacher y }lomean) para 
estudiar una gran diversidad de problemas de la física tales como magnetohnirodininnica, efectos de 
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boyancia, modelos de reacción-difusión, fenómenos de interfaces y combustión entre otros. Muy 
destacadamente los modelos de gases en redes han resultado ser la técnica ideal para el estudio del 
movimiento de fluidos a través de medios porosos. 

Los modelos de gases en redes se clamen sobre una red regular cada uno de cuyos sitios está caracterizado 
por un conjunto finito de posibles direcciones del movimiento de una partícula que se encuentre en dicho 
sitio en un paso de tiempo determinado. En cada dirección de movimiento puede o no haber una molécula 
moviéndose en el sitio en cuestión. El sistema evoluciona en pasos temporales discretos siguiendo una serie 
de reglas que gobiernan la propagación y las colisiones de las partículas del gas de manera consistente con 
las leyes de conservación de la masa, el momento y la energía. Esta breve descripción será analizada con 
más detenimiento en el capítulo 4. 

Ilay que destacar que aún no han sido analizadas rigurosamente las limitaciones de aplicación de los 
modelos de gases en redes. Frisch, Hasslacher y Ponteau demostraron su aplicabilidad a (lujos 
incompresibles de baja velocidad cerca del equilibrio. Sin embargo no se sabía qué podría ocurrir en flujos 
bajo condiciones muy diferentes. Por otra parte. en los modelos que permiten incluir propiedades 
termodinámicas (como el modelo ARIANNA que examinaremos más tarde). éstas presentan un aspecto muy 
peculiar (Ver parágrafo 4.3. capítulo 4). La justificación de estas técnicas descansa entonces sólo en forma 
parcial en la teoría. Cieramente los inicromundos ficticios-  propios de estos modelos buscan precisamente 
cumplir con /as leyes MiCroScipicas' de Coll.s'ell'aCión y de simetría que determinan la fi,rina de las 
ecuaciones generales de la hidrodinámica y esta es la (mica razón intrínseca a la definición de la dinámica 
de estos modelos que nos permite establecer una relación entre estos "gases booleanos" y los fluidos reales. 
En realidad. no se trata de estudiar directamente el comportamiento de los fluidos propiamente dichos (o 
cuando menos de los fluidos reales ), sino de sistemas en algún sentido 'Imálogos" a éstos (en el caso de los 
modelos de gases en redes. la analogía está en las leyes microscópicas de conservación y simetría; en el caso 
de los métodos de Lattice Bolizmann, la analogía está en el comportamiento estadístico del sistema). 

Por otro lado, las principales razones del éxito en la promoción de los modelos de gases en redes han 
sido los resultados obtenidos directamente en las simulaciones computacionales (al margen de la teoría). A 
partir del artículo ya citado de 1986 se escribieron muchos códigos computacionales para determinar la 
región de validez de estas técnicas. El resultado obtenido en la n'ayuda de los casos es que los auhnnatas 
celulares se comportan realmente como fluidos, cuando menos desde el punto de Vista cualitativo. 

Los modelos de gases en redes tienen una serie de ventajas sobre los métodos tradicionales de modelación 
de la dinámica de fluidos (basados en la solución numérica o analítica de las ecuaciones de la hidrodinámica 
bajo diferentes condiciones). En primer lugar son un medio para evitar enfrentarse al 'problema de la 
cerradura" asociado al comportamiento turbulento de los fluidos. Esta 'virtud" puede resultar al mismo 
tiempo un riesgo puesto que en el planteamiento de los modelos de autómatas celulares no se hace una 
distinción intrínseca entre flujo 'medio" y 'turbulento". Por el contrario, se supone que el comportamiento 
turbulento del 'gas" se presentará en las simulaciones por sí mismo sin necesidad de haber sido introducido 

priori". Quizás pudiera hablarse de que se trata de un procedimiento "experimental-  donde el objeto de 
experimentación no son los fluidos reales sino los propios modelos computacionales de "gases booleanos". 

Otra característica sumamente ventajosa de las técnicas de autómatas celulares es su extrema simplicidad. 
Tienen además una buena cantidad de ventajas de implementación (el algoritmo es inherentemente paralelo; 
no hay problemas de inestabilidad numérica-es usual que la máquina se detenga en cálculos con métodos 
numéricos-; la energía y el momento se conservan sin errores de redondeo; todos los bits son aprovechados 
igualmente). Varios grupos han estudiado incluso la posibilidad de construir máquinas diseñadas 
especialmente para cálculos de modelos de gases en redes. Según los más entusiastas estas 
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técnicas podrían ser aplicables a cualquier cálculo: adicionando más partículas por sitio, más direcciones de 
partículas. más velocidades, más variedad de reglas de colisión se pueden obten; r cada vez mejores 
aproximaciones. Sin embargo, esto llevará claramente un costo computacional (por ejemplo, en memoria o 
en tiempo de corrida). Este problema no ha sido todavía muy bien analizado. 

Hay, sin embargo, también una serie de limitaciones importantes de los modelos de gases en redes. 
Algunas de las mas significativas son: el rango de velocidades es muy limitado; el tensor de esfuerzos propio 
del "gas" no es isotrópico ni es invariante de Galileo (esto es. depende de la velocidad inacroscópica)Tara 
modelos que asumen una sóla rapidez para todas las partículas la velocidad del sonido resulta ser de 

9 
aproximadamente —

3 
de la rapidez por partícula (lo cuál implica que no puedan ser simulados flujos con 

grandes números de Mach). Otro problema es que se produce ruido en los resultados debido a las 
características 'discretas" de estos modelos. Una manera de 'm'as izar" los resultados es promediar sobre el 
espacio ylo el tiempo. (l..a promediación sobre el tiempo sólo tiene sentido para flujos estacionarios). Si el 
mídelo es no-determinístico puede utilizarse un método mejor que consiste en hacer un promedio sobre una 
'nuestra de 'experimentos" realizados bMo las mismas condiciones. Otro problema de buena parte de los 
modelos de autómatas celulares es que cumplen con algunas leyes de conservación espnreas que afectan la 
dinámica de los autómatas en el Ilkel 'microscópico. Sin embargo. existen muchas reglas de colisión 
especialmente diseiladas para remover estas leyes de conservación (Ver capítulo .1). 

Una ventaja de los modelos de gases en redes de la que no hemos hablado),  que, .sia ?iiihaiwo, es una 
do las cruciales, es la facilidad de implementar en ellos condiciones micro/es y. ele frontera complejas'. 
este aspecto tiene una indudable superioridad sobre los métodos tradicionales de simulación de 1;1 dinámica 
de fluidos. Es precisamente por esta razón que han resultado de particular utilidad en el estudio del 
movimiento de fluidos a través de medíos porosos y es también una de las razones principales por las que 
nosotros consideramos que estos modelos podrían ser muy apropiados tanto para la reconstrucción de 
campos de viento sobre terrenos complejos (coi) el fin de obtener campos de entrada para modelos de 
dispersión y transporte de contaminantes) como para el estudio de la contaminación propiamente dicha. 

De hecho, la aplicación de los modelos de gases en redes para la simulación de los fenómenos de 
transpone y dispersión de contaminantes en la atmósfera Me una propuesta original presentada por los 
investigadores del I.I.E. durante 1:1 International Conference AIR POLLUTION 93 llevada a cabo en 
Monterrey, NI. en febrero de 1993 y en el International Symposium on I leal and mass Transfer in Energy 
Systems and Environmental Effects realizado en Cancún, Q. Roo en agosto de 1993. Uno de los resultados 
del trabajo de investigación realizado sobre esta línea desde aquellas fechas es ARIANNA, un modelo de 
gases en redes bidimensional que presentaremos en el capitulo .1 (donde será analizado con cierto detalle). 
El modelo ARIANNA está orientado precisamente a la aplicación de las técnicas de autómatas celulares al 
problema del diagnostico de campos de viento. 

Una posible objeción contra los modelos de gases en redes es que consiste en un 'Minero de partículas 

(del orden de I Os  ) enormemente pequeño en relación con el de un sistema tisico como los que nos 
proponemos simular. Otra manera de pensar el caracter microscópico de estos modelos es comparar el valor 
del cociente entre el camino libre medio y las dimensiones de la red en el 'gas modelo" con el valor de dicho 
cociente para el sistema lisico a simular. Si se deseara simular un sistema con el mismo valor de dicho 
cociente la red entera del modelo representaría aproximadamente un centímetro cuadrado. Podría quizá 
utilizarse la teoría de similaridad para extrapolar los cálculos a los de un sistema mayor, pero seria necesario 
tener una teoría muy completa de las 'leyes 'microscópicas" que cumple el 'gas modelo" (por ejemplo, si 
aproxima suficientemente bien las ecuaciones de Navier-Stokes). Aquí se ha optado por seguir un enfoque 
puramente empírico. Es decir, se considera que el modelo funciona si logra simular con 
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razonable aproximación lo que el sistema físico realiza efectivamente. Así, por ejemplo. los valores 
numéricos en metros y segundos que se les asignan a las distancias y tiempos naturales del modelo en varias 
de las simulaciones con ARIANNA se eligieron arbitrariamente para realizar una mejor comparación con el 
sistema a simular. De cualquier manera, una de las principales ventajas de los modelos L'Hice Boll/mann 
que describiremos a continuación (y cuya) análisis es el HOCICO del trabajo de tesis) es que no es un MOMO 

MiCTOSCI5MCn y que aproxima bastante bien las ecuaciones 'microscópicas que gobiernan el comportamiento 
de los fluidos. 

La técnica de los modelos Lattice Boll/mann se originó como un subproducto de la investigación sobre 
los modelos de autómatas celulares [61[1 Hay, sin embargo. diferencias importantes entre ambos tipos de 
modelos. Mientrís los modelos de gases en redes trabajan con variables booleanas (es decir, con variables 
cuyos Únicos valores posibles son 'O" o "I" que en los modelos significan respectivamente 'hay una 
partícula en ese estado" o lo la hay), los modelos Lanice Boltzmann lo hacen con variables reales que 
representan a las funciones de distribución de las partículas (Ver capítulos 4 y 5). Desde luego con esta 
modificación se pierden algunas de las ventajas de los modelos de autómatas celulares tales corno la ausencia 
de errores de redondeo (resultante del uso casi exclusivo de aritmética binaria) o como la extrema eficiencia 
en el uso de la memoria computacional. 

Por otro lado, está técnica permite vincular mas facilmente la definición del modelo a las ecuaciones de 
la mecánica de los fluidos (el enfoque de estos modelos está directamente relacionado con el de la teoría 
cinética de los gases). En el artículo 'A Lattice Boltzniann model for the simulation of fluir! flow" 
(1992,[ 7] 	Kingdon, P. Scholield y L.White presentan un modelo Dulce [Miman!' que permite 
modelar las colaciones de Navier-Stokes para flujos bidimensionales. Cabe destacar que, dentro de este 
modelo, el tensor de esfuerzos es isotrópico e invariante de Cialileo, y que tos coeficientes de viscosidad son 
introducidos en él sin referencia a tipos de colisión específicos. 

Otra ventaja adicional del modelo (con respecto a los modelos de autómatas celulares) es que no es 
necesario 'Suavizar" sus resultados dado que se comporta con buena aproximación como un 'Sistema 
!microscópico" como mostraremos en el capítulo 5 mediante los resultados de nuestras simulaciones (no 
necesitarnos entonces realizar promedios de los resultados de las simulaciones ya sea sobre una muestra de 
experimentos, sobre el espacio o sobre el tiempo). 

En este trabajo de tesis estamos interesados en explorar las posibilidades y limitaciones de los modelos 
de gases en redes, en particular de los modelos tipo latinee Boltzmann, para su aplicación en el estudio de la 
contaminación atmosférica, ya sea en la reconstrucción de campos de viento sobre terrenos complejos o 
directamente en la modelación de la dispersión y transporte de contaminantes en la atmósfera. En el capítulo 
5 será analizado con detalle el modelo presentado por Kingdon, Schofiekl y \Une, y se presentarán diversas 
pruebas a las que fue sometido por nosotros dicho modelo. En el capítulo 6 desarrollamos teóricamente una 
extensión del niodelo de manera que sea capaz de simular efectos térmicos (ausentes en el modelo original 
de Kingdon et al). El contenido de estos capítulos representa la parte mas original del presente trabajo. 
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CAPITULO 2, 

MICROMETEOROLOGÍA. 

La capa limite planetaria (Plild es la capa más baja de 1;1 atmósfera. aquella que sufre directamente la 
influencia de la superficie terrestre (ya sea mediante el flujo de energía. la fricción o cualquier otro 
mecanismo). La altura de esta capa frontera varía dentro de un rango muy amplio de valores 
(aproximadamente desde 100 tinos. hasta 3 Km sobre la superficie terrestre). 

La capa límite planetaria es en realidad una parte de la troposfera (una capa atmosférica cuyo espesor 
varía entre ocho kms. en los polos a 16 en el ecuador). El aire troposférico es pesado y, a pesar de que sólo 
representa una pequetia fracción del espesor total de la atmósfera. contiene el 80% de todo el peso 

atmosférico. En la tropósfera la temperatura disminuye con la altura a una razón media de 20  ( por cada 
300 metros (Evidentemente la temperatura disminuye a medida que aumenta la distancia con respecto a la 
principal fuente del calor atmosférico, la superficie terrestre). l,a tropósfera entera puede cambiar en 
respuesta a características de superficie, pero esta respuesta es relatiumente lenta fuera del Pin. 
Precisamente una de las características principales del P131_ sobre tierra es la variación diurna de la 
temperatura que ya no es evidente a otras alturas. 

El movimiento del aire atmosférico puede ser considerado como una superposición de remolinos de 
diversas dimensiones (desde alrededor de I aun basta varios k ilomet ros). La Inicroescalii"eqa asociada con 
remolinos de dimensiones menores que (aproximadamente) 3 Km. Son estos movimientos turbulentos de la 
"microescala" los que determinan los cambios en las condiciones climáticas de la capa frontera planetaria. 

La micrometcorologia (esto es, el estudio del PM.) ha descansado fundamentalmente sobre experimentos 
de campo. La alternativa son. como se remarcó en el capitulo I respecto al más restringido campo de la 
contaminación atmosférica, los stinulaciones numéricas' j- de laboratorio. Las más comunes son las 
simulaciones numéricas y en su mayoría se basan en el método estocastico de modelar dinámica de fluidos. 
Estos modelos se han tenido que enfrentar al difícil problema de la -cerradura" que ha limitado fuertemente 
su aplicación práctica. Hay que destacar que el interés de la simulación de fenómenos inicrometeorológicos 
rebasa el ámbito del problema del transporte y dispersión de contaminantes en la atmósfera dado que es de 
suma importancia en campos tales como la agricultura, la aviación y.  la obtención de energía mediante el 
viento. 

Debido a que el PBI, es el sistema físico que nos interesa modelar en Ultima instancia (dado que es en 
ella donde, en la mayoría de los casos, son emitidos los contaminantes) trataremos de examinar brevemente 
algunas de sus características y de los problemas que surgen al intentar estudiar dicho sistema. 

2.1. ESTRUCTURA DE LA CAPA FRONTERA PLANETARIA (1'111,). 

Sobre la superficie terrestre (en regiones de alta presión) la capa frontera tiene una estructura bien 
definida que evoluciona con el ciclo diurno. Las componentes de esta estructura son la capa de mezclado, la 
capa residual y la capa frontera estable. (VER Figura 2.1). Se debe añadir a estas una delgada capa 
superficial en donde los flujos turbulentos no varían mucho durante el día (varían generalmente por menos 
de 10% de su magnitud). Debido a esto la capa superficial puede ser estudiada sin necesidad de explícitas si 
es parte de tina capa de mezclado diurna o de una capa estable nocturna. Finalmente existe una Inicrocapa" 
(de apenas unos pocos centímetros sobre la superficie terrestre) donde el transporte molécular domina 
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sobre el transporte turbulento. Evidentemente el problema se complica si hay formación de nubes en la capa 
de mezclado. En este caso la capa de mezclado se subdivide en una "capa de nubes" y una "capa por debajo 
de las nubes". No explicaremos esto con más detalle. 

Antes de describir brevemente la estructura del Pf3L vamos a definir el concepto de temperatura potencial 
virtual. 

La temperatura potencial O en un punto cualesquiera se define como aquella temperatura (pie tendrá 
una parcela de aire si sufre una compresión (o expansión) adiábatica a partir del estado termodinámico en el 
punto en cuestión hasta que la presión adquiera un valor determinado Po, la presión de referencia. 
Generalmente suele considerarse como la presión de referencia el valor de la presión a la altura de la 
superficie terrestre. Bajo condiciones de equilibrio mecánico (y considerando al aire atmosférico regido por 
la ecuación de estado del gas ideal en su comportamiento termodinámico) el perfil d'abaneo de la 

temperatura con la altura debe ser lineal y el gradiente adiábatico es r = — -1°c/100 pus. Debido a 
c'P  

esto, se ve claramente que se cumple la siguiente relación entre la temperatura absoluta 'I' y  la temperatura 
potencial 0: 

= 
donde, desde luego, z es la altura del sitio en cuestión sobre la superficie terrestre. (Desde luego, estamos 
tratando exclusivamente con una aproximación a primer orden). 

Precisamente es esta ultima relación la que permite que sea más significativa una gráfica del perfil de 
temperatura potencial que una del de la temperatura absoluta y que los meteorológos la utilicen con mucha 
frecuencia en el estudio del PBL. llna clase de estabilidad neutra caracterizada por un perfil de temperaturas 
*babanca se representa en la gráfica de O con la altura por una linea vertical. Esto permite identificar 
rapidamente a partir de la gráfica las diferentes capas que componen la estructura del PI31... (Una linea de 
pendiente positiva representa una capa estable, una de pendiente negativa representa una capa inestable y 
una linea vertical representa una zona neutra) 

Por su parte, la temperatura potencial virtual es la temperatura potencial que el aire seco debe tener para 
igualar la densidad del aire húmedo a la misma presión. Para aire saturado, la temperatura potencial virtual 

se define por la fórmula: 	0, = 0 • + 0.61 r,„„ — rt ) donde r,„, es la razón de mezcla de vapor de 

agua en el aire atmosférico saturado mientras que rt  es la razón de mezcla del agua liquida con respecto al 
agua presente en el aire atmosférico. En el caso de aire no-saturado la fórmula se reduce a 

O, = 0 • 0 + 0.61 r) (El vapor de agua es menos denso que el aire seco y, por lo tanto, es más boyante. 

Esto implica que la temperatura potencial virtual del aire seco es siempre más grande que la temperatura 
potencial a secas que se refiere al aire húmedo). 

Haremos ahora una breve descripción de las caracteristicas de los componentes de la estructura de la capa 
frontera planetaria: 

La capa de mezclado domina durante toda la mañana. Su crecimiento es producido por el calentamiento 
solar de la superficie terrestre (a partir de un dia inicialmente sin nubes). Su extensión se realiza a costa de 
las zonas de aire menos turbulento por encima de la propia capa de mezclado. Alcanza su altura 1111iNilltil en 
el atardecer. Excepto por la capa de nubes inmediatamente superior, la capa de mezclado abarca toda la capa 
limite planetaria durante la mañana. 
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La turbulencia dominante en la capa de mezclado es convcctiva. Las fuentes de turbulencia convecir, u 

incluyen tanto la transferencia de calor desde la superficie terrestre hasta el enfriamiento radiativo inducido 
desde el tope de la "zona de nubes". En la zona media de la capa de mezclado el perfil de temperatura 
potencial virtual tiende a tener un gradiente aproximadamente adiabatico. Por el contrario, la zona adyacente 
al suelo tiende a tener un perfil de temperatura potencial virtual con un gradiente más negativo que el 
adiabático produciendo condiciones de inestabilidad atmosférica. En el tope de la capa de mezclado se 

encuentra ala Zona dónde el gradiente de O 	permite condiciones de estabilidad. Esta capa estable opera 
como una pared para la turbulencia convectiva restringiendo de esta manera la proliferación de la 
turbulencia aún mas allá. La distancia desde la superficie terrestre hasta el tope de la capa de mezclado se 
suele denotar por 

Atirucfm 

TIEMPO LOCAL 

Figura 2.1: Estructura del PI3L a lo largo del ciclo diurno ("Convective Mixed Layer",---  capa de mezclado 
convectiva; "Surface Layer"-capa superficial; "Residual Layer"--,capa residual; "Stable (Nocturnal) 

Boundmy Layer"---capa estable (nocturna); "I leiglitu-altura, "Local Time"-I iempo local; "Noon".---mediodi 
"Sunset"=puesta del sol; "Midnigth"- mediodia; "Sunrise".amaneeer). 

Por lo general en la zona media de la capa de mezclado domina tea viento medio de magnitud y 
dirección muy aproximadamente constante. La dirección de la velocidad del viento sólo forma ángulos muy 
pequeños con las isobaras (esto es, las superficies de idéntica presión) con la punta dirigida hacia las 
regiones de más baja presión. Estos ángulos se incrementan cuando nos aproximamos a la superficie 
terrestre. En la zona adyacente al suelo la velocidad decrece a cero debido a la fricción con la superficie de la 
tierra. siendo el resultado un perfil de velocidades casi-logarífinico como función de la altura en toda la capa 
superficial. 

La fuente principal de la dispersión de contaminantes es la turbulencia. En condiciones de fuerte 
con•ectividad como las que predominan en la capa de mezclado esta dispersión es particularmente 
favorecida. Sin embargo, la capa estable en el tope de la capa de mezclado (frecuentemente conocida como 
'tapa de inversión') es tanto una pared para la turbulencia convectiva como para los contaminantes 
transportados por ésta impidiendo la dispersión más allá de la propia capa de mezclado. 
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La capa de mezclado comienza a transformarse en una capa residual aproximadamente media hora 
después de la puesta del sol. A estas horas deja de operar el mecanismo convectivo produciendose un brusco 
decaimiento en la turbulencia dentro de la capa de mezclado. A diferencia de sus partes turbulentas, las 
magnitudes medias de la temperatura, velocidad del viento, presión, etc tienen un valor muy semejante que 
las de la situación inmediatamente anterior. (Esta es precisamente la razón por la que se conoce la capa 
resultante como 'tapa residual'). La capa residual no tiene nunca contacto con la superficie terrestre: 
durante la noche la inicialmente muy delgada capa estable va creciendo lentamente invadiendo los terrenos 
de la capa residual; al comenzar el nuevo día aún existe una capa residual que (junto con la capa estable) se 
transforma rapidamente en la capa de mezclado en unas cuantas horas después del amanecer. 
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Figura 2.2.- Perfiles de la temperatura potencial virtual que muestran la evolución de la capa límite 
planetaria durante el ciclo diurno. Las horas en que están evaluados estos perfiles (S I -S6) están indicadas en 

la figura 2.1. (FA,ML,RL,513L, CL y SCL. significan Atmósfera libre, Capa de mezclado, Capa residual, 
Capa estable, Capa de nubes y Capa por debajo de las nubes). 

En la capa residual la turbulencia tiene la misma intensidad en todas las direcciones (a diferencia de la 
capa de mezclado, donde domina la turbulencia en la dirección vertical). Por esta razón, si una fuente emite 
contaminantes dentro de la capa residual la forma de la pluma será cónica. Un fenómeno importante en lo 
que respecta a la contaminación atmosférica es que es principalmente durante la noche en la capa residual 
donde los diversos contaminantes primarios (es decir, los emitidos directamente por alguna fuente) 
reaccionan químicamente entre si (o con los elementos atmosféricos) creando contaminantes secundarios. 
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Ademas en las primeras horas de la nianana (cuando la capa residual ano existe) la radiación puede 
producir reacciones fotoquimicas entre los diversos contaminantes dispersos dentro de la cala, residual. 

En la capa estahk propia de la parte baja del P131. nocturno la inibulencia es débil y se presenta sólo 
ocasionalmente. Esta capa no tiene un tope bien definido sino que se va diluyendo gradualmente con la 
altura confundiendose al principio con la capa residual. Los contaminantes emitidos dentro de la capa 
estable se dispersan mucho nimia rápido en la dirección horizontal que en la vertical (aun cuando los vientos 
suelen también ser generalmente más calmas que durante la mañana) I lay que destacar que también durante 
el cha pueden surgir en el fondo de la PDI, zonas de estabilidad annosferica si se presenta tina adveccion de 
aire caliente sobre una superficie fria 

Debemos decir también que la estnictura descrita arriba es sólo válida cuando la superficie es fierra y no 
mar. Sobre los oceános 1;1 capa frontera varia en forma relativamente suave tanto en el tiempo como en el 
espacio. Esto es debido a que el agua tiene una gran capacidad calorífica y.  absorbe una gran cantidad de 
calor solar Mil incrementar en forma importante su temperatura 

Los meteorólogos están en disposición de obtener experimentalmente perfiles de la temperatura potencial 

virtual O,. a tiempos diferentes durante el ciclo diurno (En la figura 2.2 aparecen los perfiles de 0,, en 
los horarios S 1,52,...,S6 señalados en la figura 2.1). l.a ;enlaja que tienen estos perfiles es que muestran de 
forma nim nítida la distinción entre las diversas capas componentes del PM_ 

21,- TURBULENCIA Y TÉCNICAS DE CERRADURA. 

La figura 23 muestra lo que se entiende por turbulencia Se trata de mediciones de la velocidad cerca de 
la superficie de la tierra durante un periodo de 2 horas y inedia (desde las 12:n0 trua hasta las 2:31) ¡Hui La 
gráfica muestra un patrón sumamente iiregdir que sin embargo no es totalmente aleatorio. Se puede 
idealizar un valor medio (o típico) alrededor del cuál oscila el valor real de la velocidad del viento sobre un 
rango limitado de velocidades (El tamaño de este rango de velocidades está relacionado con lo que 
podríamos llamar intensidad de turbulencia como puede verse en la gráfica esta intensidad tiende a 
disminuir después del mediodía. 12.00 ;1.1)1., evidentemente debido a que el sol calienta menos intensamente 
la superficie terrestre y, por lo tanto, hay una reducción de la convección). Otra característica que se hace 
evidente si se analiza con cuidado esta gráfica es que aparecen superpuestas diversas escalas temporales de 
variación de la velocidad. Así, por ejemplo, el periodo de tiempo entre cada pequeño 'pico" es 
aproximadamente de un minuto. Los 'picos' altos están separados entre sí por unos 5 ininutos.Las 
variaciones detectables más pequeñas tienen un periodo de alrededor de 10 seg. 

A partir de gráficas como la de la figura 2 3 puede obtenerse, mediante análisis matemático, el espectro 
de la turbulencia que representa la contribución a 1:1 energia tanino de turbulencia correspondiente a los 
remolinos de los diferentes tamaños. (Ilay que decir que las dimensiones de los remolinos están relacionadas 
con el periodo de tiempo de las variaciones producidas en la velocidad del viento debidas a dichos 
remolinos: a los remolinos pequeños corresponden períodos de tiempo cortos mientras que a los remolinos 
grandes corresponden periodos de tiempo largos). La figura 2.4 es un ejemplo del espectro de la velocidad 
del viento medida cerca de la superficie terrestre. [by dos 'Inontafts-  que sobresalen en este espectro y 
entre ellas un largo 'abismo". Uno de los máximos corresponde a un periodo de cerca de 100 las y el curo 
abarca períodos de tiempo de entre 1(1 seg y 10 min (la gráfica está en una escala logarítmica). El ')himno 
espectral" permite, de hecho, hacer una separación no-atubigüa entre los movimientos 
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correspondientes a los diversos periodos de tiempo. Frecuentemente se considera que la zona a la izquierda 
del centro del abismo espeUral (que corresponde a un período de aproximadamente una hora) está asociada 
con el flujo medió mientras que la zona a la derecha del centro del abismo espectral se considera .asociada al 

flujo turbulento, Esta separación es bastante arbitraria dado que la turbulencia es un fenómeno de lodos los 

"sistemas .fluidos-  y el abismo espectral es una característica de la capa límite tipiea. 
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Figura 2.3.- Mediciones de la velocidad del viento durante las primeras horas de la larde. 

Es muy usual que el abismo espectral sea utilizado para ddimr la capa limite planetaria. De hecho, se 
define la capa limiteconto aquella parle de la troposfera que responde a los efectos de superficie (tales como 
la fricción, transferencia de calor o contaminantes, modificaciones del flujo debido al terreno,etc) con un 
'tiempo de respuesta" de menos de una hora aproximadamente (esto no significa que la capa frontera 
alcance un equilibrio en ese tiempo sino exclusivamente que el sistema comienza a sufrir sus primeras 
modificaciones). En otras palabras, la capa limite es aquella zona de la tropósfera donde la turbulencia juega 
un papel mas dominante. 

En el capitulo I se insistió en la insuficiente resolución de cualquier 'Ved numérica" que intente 
representar un fluido turbulento. Sólo una parte de la velocidad del viento es 'Tesollible" Mediante métodos 

numéricos. Usualmente se escribe la velocidad del viento en la forma: 	V 	ii + 	donde NT,  es la 
velocidad total, ti es la velocidad "media" y ii' es la velocidad "turbulenta". 

La interpretación de esta separación de la velocidad en dos términos varía según los autores. 
Frecuentemente se considera que el valor 'Medio" es el promedio sobre un conjunto representativo de 

experimentos idénticos. Si, por ejemplo, M(r, t) es una función del espacio y del tiempo su "promedio 
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Escalas 	 tib 
"sinópticas" 	 de e:2ergia 

--+ ESC(11a; 
turbule»las 

Escalas Grandes 	 Escalas chicas 

sobre conjunto representativo" seria igual a. (M)(i,t) = 	NI ( 	. s; c,; el número de 
N  

experimentos y hd es el valor obtenido para NI en el experimento i-esinua 

La utilidad de los promedios sobre conjuntos representativos es esencialmente n'ornó. Para experimentos 
de laboratorio puede ser practicable (y es de hecho la más conveniente) pero la atmósfera está fuera de 
nuestro control y no podemos desarrollar -experimentos idénticos" a nuestra voluntad. Por estas razones en 
la práctica suelen sustituirse los promedios sobre un conjunto representan \ o por un promedio sobre un 
periodo de tiempo (o en algunos casos por un promedio en el espacio). Los promedios temporales son muy 
prácticos 

Ciclos/hora 	0.01 0,1 1 10 100 1000 
Horas 	100 10 1 0,1 0.01 0.001 

"Frecuencia de Remolino" y Período de tiempo. 

Figura 2.4.- Espectro "típico" de la velocidad del viento cerca de la superficie terrestre. (Estimado de un 
estudio de Van der Ulaven, 1957). 

dado que puede ser obtenida a partir de sensores montados sobre una plataforma fija. Haciendo uso de la 
existencia del %Instilo espectral" suele ser conveniente hacer un promedio de los datos obtenidos por los 
sensores (por ejemplo, para la velocidad del viento) sobre un período de entre 3(1 minutos y una hora. Bajo 
ciertas circunstancias (turbulencia estacionario) el promedio sobre un conjunto representativo coincide con 
el promedio temporal. Esta condición es conocida como la 'emitlicion ergodica", la cual es frecuentemente 
utilizada para simplificar el problema. 
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Así como la velocidad del viento puede separarse en una parte media y otra turbulenta, puede 
realizarse lo Mismo para todas las demás variables relevantes en la descripción del sistema: así hay 
temperatura potencial virtual media y turbulenta, razón de humedad inedia y turbulenia. concentración de 
algún componente del aire (o de algún contaminante) media y turbulenta, eiceiera. Todo esto  debido a que 
los propios movimientos turbulentos producen sudaciones en estas variables si bar aigtin ,gradiente nadir 
de dichas variables a través.  del "domino) turhuleldo -, 

Es importante volver a destacar que aún cuando haya viento calmo (o incluso velocidad medra del 
viento igual a cero) la turbulencia puede producir flujos importantes de momento, calor, contaminantes, etc. 
Para poner un ejemplo considérese un pequeño remolino cerca de la superficie terrestre durante un día 
caluroso (cuando el perfil de temperatura es superadi;ibatico; esto es, tiene un gradiente más negativo que el 
adiabatico). Si una determinada parcela dentro del remolino se mueve con una velocidad vertical sur/mima 

negativa (es decir, hacia la tierra) debido a su movimiento aproximadamente adiábatico disminuirá 
rápidamente su temperatura por O' (o, por el contrario un decremento en la temperatura implica un 
decremento en la velocidad vertical debido a la boyada). De la misma manera velocidades verticales 
turbulentas positivas están asociadas a temperaturas turbulentas positivas. De lo anterior se deduce que el 
promedio (temporal o sobre un conjunto representativo) de ti' 'O ' es siempre positivo. Esto implica un 
transporte neta de calor hacia arriba aún cuando no hora transporte neta de masa Durante la noche la 
turbulencia produce precisamente lo contrario, un transpone de calor hacia la superficie terrestre (es 
interesante que debido a este fenómeno los agricultores producen remolinos turbulentos durante la noche 
para impedir el congelamiento de sus frutas). 

La resolución numérica de las ecuaciones que gobiernan el comportamiento de la capa frontera 
encuentra nmy serios obstáculos debido a los efectos turbulentos. No analizaremos con detalle esta 
problemática sino que haremos un breve esbozo de algunas técnicas que se han desarrollado para tratar de 
superar este problema como la teoría K y la teoría de similaridad. Por otra parte, estas técnicas nos 
permitirán justificar una expresión seiniempírica para el perfil de velocidades en la capa superficial típica. 

Las ecuaciones fundamentales que describen nuestro sistema (la capa límite planetaria) son cuando 
menos cinco: la ecuación de estado termodinámico (usualmente se considera al aire atmosférico como un gas 
ideal) y las ecuaciones de conservación de la masa, momento, calor y humedad. Generalmente se utiliza sólo 
algún conjunto restringido de dichas ecuaciones (y en l'orina aproximada) en cualquier niodelación 
numérica. 

Dado que los términos turbulentos no son resolubles en ninguna red numérica es indispensable 
dividir las diversas variables en sus partes media y turbulenta y promediar las ecuaciones sobre un conjunto 
representativo adecuado. Así, por ejemplo, la ecuación de conservación de algún constituyente atmosférico 
cuya concentración es c se transforma mediante este procedimiento de una ecuación para e (ecuación 2.1) en 
una ecuación para (e) (ecuación 2.2). 

ti - ,  
(7) t 	a X 	x 2 (2.1) 

11:e') , 	 (2.2) 
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donde v, es la difusividad del constituyente c mientras que S„ es el término de producM1 (o destrucción) 

del constituyente en cuestión. 

Una vez. obtenidas las nuevas ecuaciones surge el problema de la cerradura el número de incógnitas 
en el conjunto de ecuaciones para el flujo turbulento es mas grande que el numero de ecuaciones. (Se 
entiende por inc.•lguita cualquier variable para la que no tenemos una ecuación de pronóstico o de 

diagnóstico que la defina). Así, por ejemplo, la ecuación 2.2 (que es la ecuación de evolución para (e) 

requiere conocer (rii  c'') que son tres variables de las cuales no sílbenlos nada Una ecuación que definiera 

la evolución de (u, es) requeriría a su vez. conocer el valor de (ii)  rik  c') que representa un número t' Un 

mayor de incógnitas. De esta manera, la descripción estadística completa de la turbulencia requiere un 
conjunto infinito de ecuaciones con un número siempre creciente de incógnitas. 

Un intento de evadir el 'problema de la cerradura" (como se Ira dado en llamar a la difícil situación 
expuesta arriba) es aproximar las incógnitas restantes en términos de cantidades conocidas (o gradientes de 
cantidades conocidas) mediante alguna expresión semiempirica ('parainetrización'). No bay una manera 

obvia de parainetrizar una incógnita cualesquiera tal como si, c' De hecho, hay tantas parameirizaciones 

como principales investigadores hay trabajando en este problema (o más aun) [3]. Sin embargo, se puede 
hablar de una serie de criterios generales que deben cumplir estas parametrizaciones para ser consideradas 
"aceptables" tales como: 

I) tener las mismas dimensiones que la incógnita parantetrizada; 

2) tener las mismas propiedades tensoriales y de simetría que la incógnita; 

3) ser invariante bajo transformaciones de sistemas coordenados; 

ser invariante bajo transformaciones de Galileo (es decir, debe tener el mismo valor para 
cualquier sistema de referencia inercia') si la variable a parametrizar lo es; 

(Además de estos criterios, habrá nuevas constricciones para las parametrizaciones 'físicamente 
razonables" dependiendo del problema específico de que se trate). 

Una de las técnicas más usuales de 'parametrización" es considerar que el 'flujo turbulento" de una 

variable 	es proporcional al gradiente de la misma variable. Esto puede ser expresado por la siguiente 

fórmula: 

(,1) 
(ll 	-K 

t3 x 
	 (2.3) 

A la suposición anterior se le conoce como teoría K o bien como 'teoría del transporte por medio del 
gradiente". Examinemos superficialmente las bases de esta hipótesis de cerradura mediante un argumento 
heurístico. 

Pensemos en una atmósfera de estabilidad neutra (esto es, con un perfil de temperatura adiabático). 
Supongamos que a una cierta altura respecto de la superficie terrestre se encuentra un pequeño remolino 
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de la turbulencia para producir mezclado) la ecuación (3.4) se transforma en wt.; ' ' = —L2 
z 	z 

\ 
Si definimos la "Ionguitud de mezclado” como L2 = 	A z) (la cuál es una medida de la capacidad 

(3 

turbulento. La velocidad del viento inedia U = (u) a distancias considerables de la superficie terrestre 

suele estar dominada por la maquinaria atmosférica global y representa un movimiento en una dirección 

esencialmente horizontal. Asi pues, supongamos que la velocidad media del viento 1J sólo tiene 
componente en la dirección x. Consideremos una parcela de aire que sea removida por una componente 
vertical de la velocidad turbulenta w'. Supongamos que este movimiento turbulento traslada la parcela de 
aire una pequeña altura Az. Debido a esto, la parcela de aire tendrá una diferencia en su velocidad con 

(271 
respecto a la velocidad inedia de la nueva altura alcanzada á u 	

z 
já z . De la misma manera, Si 

es una propiedad atmosférica cualesquiera sufrirá un cambio en su valor medio de aproximadamente 

Gg 7) 
á

z 
IA 
 

z. Estas diferencias en el valor medio de u y de 	son aproximadamente iguales a sus 

respectivos términos turbulentos (es decir, á u = u' y A . 5 ). 

Ahora bien, dijimos ya que la atmósfera tiene condiciones de estabilidad neutra. En esta situación no 
se presenta la convección y el principal mecanismo de producción de turbulencia es el mecánico (por 
fricción). Cuando la turbulencia mecánica es la dominante suele suceder que la componente vertical 	de 

(3 U  
la velocidad turbulenta es proporcional a la componente horizontal u ' . Si el gradiente —

(9 z 
es positivo 

tendremos que velocidades verticales turbulentas w' positivas estarán asociadas con diferencias en la 
velocidad inedia 	ti (y, por lo tanto, u' ) negativas mientras que u" negativas estarán asociadas con u' 
positivas. Conviene entonces escribir w' = —cti' donde e es una constante de proporcionalidad. De la 

(2U 
misma manera puede verse que cuando el gradiente -- es negativo las componentes turbulentas w' y u' 

z 
tienden a tener el mismo signo y conviene escribir h" eta'. Por tanto, el caso general puede ser expresado 

U 
de la siguiente manera: u,' e „ 	z . Finalmente puede obtenerse una expresión para el flujo 

turbulento de la propiedad 	: 

w'S '==_e(0 ~)2 cU 
o z 

t; 

e9 z 
(2.4) 

   

lo cuál es análogo a la expresión (3.3) si aceptamos que: 

K-12 íj 

28 

c9 z (2.5) 



Hay que remarcar que la teoría K sólo es aplicable cuando la velocidad inedn 1 paría en forma 
aproximadamente lineal dentro de las dimensiones de los remolinos turbulentos. Por esta razón se trata de 
una técnica aplicable exclusivamente a remolinos pequeños. 

í..)  1 / 
Si la ecuación (2.3) se aplica a 	= u obtenemos (tv'n') = - K 

Esta expresión nos permite hacer una analogía con la tensión viscosa (que representa un transporte de 

momento a nivel molecular). La tensión viscosa puede escribirse como T = p V ---- donde p es la 
z 

densidad de masa, v es el coeficiente de viscosidad molecular y u es la velocidad 'microscópica (o 
"hidrodinámica"). Desde luego, esta Rumia es Olida sólo para los llamados "fluidos newtonianos". Por su 

lado, la "tensión de Reynolds" i „ (que representa un flujo turbulento de momento aunque no es 

(3 U 
propiamente una "tensión") es igual a 	p K---. Como se ve aquí K es algo así como un "coeficiente 

z 

de viscosidad de turbulencia". 

Dado que la turbulencia es mucho más eficaz que la viscosidad inolécular para producir mezclado lo 
que se expresa en que K sea de un valor de un orden de magnitud enormemente más grande que v (El 

valor típico de V es de alrededor de 10 s  ni 2 S-1  mientras que K varia aproximadamente entre 

10-1  or e s 1  y 10' me s-a ). Hay además una diferencia fundamental entre ambos "coeficientes de 

viscosidad": V depende exclusivamente de la naturaleza del fluido en cuestión (su composición química y 
su estado termodinámico) mientras que K (como se desprende de la ecuación 2 5) es una función del flujo 
que requiere ser parametrimda a su vez en términos de otras variables meteorológicas. 

2,3 EL PERFIL LOGARÍTMICO DE VELOCIDADES. 

En general, para analirár el transporte y dispersión de contaminantes en la capa frontera planetaria nn 
factor muy importante que debe ser conocido es el perfil de la velocidad media del viento con la altura (aquí 
estamos suponiendo que la velocidad inedia del viento es en una dirección horizontal). En realidad esta 
información es indispensable para muchos otros problemas prácticos: por ejemplo, para el diseño de la 
estnictura de edificios, puentes o máquinas diseñadas para explotar al viento como fuente de energía. 

En este parágrafo vamos a analizar brevemente el perfil de velocidades en la capa superficial típica. Desde 
luego es en la capa superficial donde pasamos la mayor parte de nuestra vida, donde son emitidos la mayoría 
de los gases contaminantes y donde las mediciones meteorológicas son más frecuentes y más confiables. 

Debido al contacto con la superficie terrestre en el fondo de la capa superficial la velocidad inedia se 
anula. La velocidad es cero hasta aproximadamente una altura 	(la "Ionguitud de rugosidad") que depende 

del tipo de terreno (así por ejemplo los valores típicos de 	en zonas dominadas por el hielo son de un 

orden de magnitud de aproximadamente 10 tu mientrás que los correspondientes a los centros de las 
grandes ciudades son de alrededor de I metro). Para alturas mayores que zo  con respecto a la superficie 

terrestre la velocidad inedia se incrementa en forma continua. Para distancias considerables de la tierra el 
viento está dominado por las fuerzás producidas por diferencias de presión con las regiones vecinas. Bajo 
condiciones "normales" el perfil de velocidades resultante es prácticamente logarimico. (como el que se 
muestra en la figura 2.5). 
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Una manera de derivar esto es mediante la teoría K que analizamos en el parágrafo anterior. 

Si en la ecuación (2.4) sustituimos L2' = 	por k Z 2  (donde k es la constante de V011 Karmas y 

z la distancia a la superficie terrestre) para tomar en cuenta que la iresencia de la tierra limita el tamaño de 

'7  Ti  ( Ti) 
los remolinos turbulentos podemos escribir: te' u' -k" 2 - -7,-- 

rY I/ ) 

Ahora bien, ir 'u' representa la 'tensión de Reynolds" por unidad de masa y podemos suponer que es 

aproximadamente igual a lo largo de la capa superficial. Por tanto, m' u` 	 z„)= -u,' donde 

11, es la llamada 'velocidad de fricción" (nótese que efectivamente tiene dimensiones de velocidad). 

(9 (1 (711 a (1 	u. 
Podemos entonces escribir: u,-  k' s` -- lo cuál implica que 	- - 

ctr 
 

Z y 	 k 

integrando desde z„ hasta z obtenemos que U = 	Luí 	que representa precisamente el 
zo 

pedil de velocidades logartunico. 

Es importante destacar que este resultado sólo es válido si la atmósfera tiene condiciones de estabilidad 
neutras dado que este es el rango de aplicación de la teoría K. Un ¿malisis más general del problema puede 
realizarse mediante úna combinación de la teoría de similaridad y de información empírica. 

La teoría de similaridad estudia las propiedades dimensionales de las variables que intervienen en un 
problema físico cualesquiera. Las variables que determinan el comportamiento de un sistema físico son 
organizadas en una serie de 'grupos adimensionales". Esto significa que las variables que en principio se 
consideran importantes para la resolución del problema pueden ser sustituidas por un grupo de cantidades 
adimensionales mas reducido (el número de grupos adimensionales pertinentes es igual al numero de 
'Dimensiones fundamentales" donde las dimensiones fundamentales son aquellas que al mismo tiempo son 
independientes entre sí y combinadas generan las dimensiones de todas las 'Variables clave" del problema). 
Todo este procedimiento está fundamentado en el llamado Teorema Pi de Buckingbarn (el cuál no será 
examinado aquí). Una vez obtenidos los grupos adimensionales relevantes en el problema las ecuaciones que 
los relacionan entre sí deben ser obtenidas mediante un estudio experimental (Generalmente para obtener 
estas relaciones se utiliza alguna 'intuición lisica" o alguna técnica para seleccionar la forma que 'parece 
mejor" dejando un grupo de coeficientes desconocidos a ser evaluados empíricamente). En resumen, la teoría 
de similaridad proporciona una manera de organizar las variables para nuestra máxima ventaja. 

En el problema del perfil de velocidades en la capa superficial pueden considerarse como las 'Variables 

clave" la propia velocidad inedia 	U y la altura 7. además de la tensión superficial (que puede ser 
representada por la velocidad de fricción u,) y la longuitud de rugosidad :„ . De cualquier manera una mala 
selección de las 'Variables clave" aparecería posteriormente a la luz. dado que el propio método de la teoría 
de similaridad nos informa del error. Mediante las variables seleccionadas arriba pueden crearse los dos 

siguientes dos grupos adimensionales: -- y —. El resto del método es, por consiguiente, buscar relaciones 
u„ 

empíricas entre ambas cantidades. 
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En la figura 2.5 se muestra una gráfica semi-log (se gráfica LN ---- 	as ----) obtenida 

experimentalmentei 3j . Como puede verse, bajo condiciones de estabilidad neutra se obtiele una línea recta 
correspondiente al perfil de velocidades logarítmico que deducimos :ulteriormente. Bajo condiciones estables 
o inestables hay' una ligera desviación del péifil logarítmico (la curva es ligeramente cóncava hacia abajo en 
el primer caso y cóncava hacia arriba en el segundo caso). 

1Nm 

A 

T
L 

100 m 

U 
n 
A  10m 

lm 

10 cm 

1cm 

1 tnrm 

Figura 2.5. Perfil de la velocidad del viento en la capa superficial "ti pica" (en una escala semilogarbnrica). 
La línea recta corresponde al perfil de la velocidad bajo condiciones neutras de estabilidad atmosférica. Las 

otras dos curvas corresponden a condiciones estables o inestables. 

En general, para incluir el efecto de las condiciones de estabilidad sobre el perfil vertical de la velocidad 

del viento se introduce una función tlrr 	—
z 

, modificando el perfil logarítmico a la forma: 
1, 

(--
z 

— 
Z„

yr
"n '1. 

liemos analizado y justificado con cierto detalle el perfil de velocidades logarítmico en la capa superficial 
debido a que su modelación resulta una importante prueba a la que someter los diversos modelos que 
intenten simular la dinámica de los sistemas mictometeorológicos. De hecho, como se vera posteriormente, 
los modelos de autómatas celulares diseilados para simular la dispersión de contaminantes atmosféricos 
fueron sometidos precisamente a esta pnieba. 
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CAPITULO 3 . 
BREVE RESUMEN DE MECÁNICA DE FLUIDOS N"I'EORIA CINÉTICA. 

3.1. EL PUNTO DE VISTA DEL MEDIO CONTINUO. 

Un fluido (concepto que abarca tanto a los líquidos como ;t los gases) se diferencia de un sólido en la 
facilidad con que puede ser deformado. Un fluido "simple" puede ser definido como 1111 material tal que se 
puede producir un cambio significativo en las posiciones relati \ as de sus partes constituyentes mediante un 
cambio pequeño en las fuerzas que actúan sobre él. Los fluidos pueden ofrecer resistencia a las tuerzas de 
deformación pero esta resistencia no puede prevenir que la deformación ocurra. Tanto el aire como el agua, 
entre otros materiales comunes, se comportan muy aproximadamente como fluidos "simples". 

Desde luego, los sistemas !microscópicos típicos contienen un número enorme de átomos o moléculas 

(del orden de magnitud del número de Avogadro, aproximadamente N— 10'1 ,) Bajo estas condiciones, un 
análisis detallado del comportamiento microscópico del sistema no solo es materialmente imposible sino 
incluso absolutamente inútil desde el punto de vista del estudio de los fenómenos Mal:roscópicos 
involucrados. Una manera de superar este problema es ignorar la estructura discreta de la materia y 
considerarla como un medio continuo es decir suponer que llena completamente la region del espacio que 
ocupa. El fluido se considera dividido en "pequeños elementos de volumen" a partir de cuyo comportamiento 
se describe al sistema. Estos "elementos de volumen" son suficientemente pequeños comparados con las 
dimensiones que caracterizan al fenómeno microscópico pero al mismo tiempo suficientemente grandes 
como para contener un elevado numero de moléculas en su interior. Este es también el sentido que tiene un 
"punto material del fluido". Una vez establecida esta hipótesis de cominuidad, se describe a las substancias 
materiales bajo consideración exclusivamente en términos de propiedades físicas que puedan medirse 
directamente en el laboratorio mediante los instrumentos apropiados (propiedades tales como la presión, la 
densidad, la temperatura, la velocidad hidrodinamica,etc). 

Afortunadamente a pesar de la gran complejidad de los sistemas fluidos (y de la gran variedad de estos), 
cuando son observados desde el punto de vista molécular, su comportamiento !microscópico puede ser 
descrito generalmente en términos de las mismas leyes, ecuaciones diferenciales que expresan los principios 
de conservación cte la inasa, momento, energía, momento angular, etc. Así, por ejemplo. un líquido y un gas 
tienen una estructura microscópica radicalmente diferente: en los gases las moléculas prácticamente están 
libres de influencia mutua excepto en las raras ocasiones en que dos o más moléculas se aproximan 
demasiado, en el caso de los líquidos las moléculas están "empaquetadas" tan cerca unas de otras como las 
fuerzas de repulsión intermolécular lo permiten (en lo que respecta al orden de magnitud de tales fuerzas y 
de la separación promedio entre las moléculas un líquido está mucho más cerca cte un sólido que de un gas). 
Y, sin embargo, ambos tipos de materiales tienen un comportamiento que puede ser descrito esencialmente 
por las mismas leyes macroscópicas. 

El movimiento del fluido se describe tradicionalmente en términos del llamado campo de velocidades 
euleriano 	= i;07 ,1), el cuál está definido como la velocidad del "punto material" que se encuentra de 

paso en la posición i:  en el instante de tiempo t. Ademas son necesarias dos magnitudes termodinámicas 
que pueden ser, por ejemplo, la distribución de densidad y de presión suture Iodo el espacio. (Dadas dos 
magnitudes termodinámicas independientes el resto de ellas están determinadas mediante una ecuación de 
estado). Los campos l(F,1), p(F ,1) y p(i:  ,I) determinan completamente el estado del (luido para 
cualquier tiempo. 
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En el caso en que los esfuerzos cortantes (esto es. las fuerzas tangenciales ejercida, 	bre 1:1  superfiei 
de un -elemento de volumen" debidas a la fricción con el resto del fluido que le rodea) sean nulos. se puede 
demostrar que la presión es isotrópica (es decir. que su valor es el mismo en todas direcciones). En el caso 
en que los esfuerzos cortantes (es decir, la s iscosidad) estan presentes el tensor de esfuerzos (como será 
definido posteriormente) tendrá una forma en general mas complicada. 

En la mecánica de fluidos. el principio de conservación de la masa es expresado mediante la siguiente 
ecuación 

(") 
f p 	= 	p ;'• 	. 

t 

Cabe destacar que el término de la izquierda de la ecuación es la razón de cambio en la !nasa total 
contenida en un cierto volumen V del fluido mientras que el término de la derecha es el flujo de masa hacia 
dentro de dicho volumen a través de la superficie que lo contiene. 

En su forma diferencial la ecuación puede escribirse como: 

e.7 

 p 
div(p i;) = O 
	

( 3.1) 

Si consideramos que la única fuerza actuando sobre un elemento de fluido esta representada por la 
presión superficial ejercida por los elementos de fluido vecinos puede ser deducida la siguiente ecuación 
diferencial (conocida como la ecuación de 1.,:iller) 

P 
	p

[é
T-  + 1,  • VI; -Vp, 

(Como puede verse -Vp representa la tuerza por unidad de volumen resultado de la acción de la 

di; 
presión sobre toda la superficie de un "elemento de volúnien". Por su parte -- 

dl
es la derivada total de la 

velocidad respecto al tiempo. es decir el campo de aceleraciones Medano). 

Mediante la ecuación de continuidad de la masa y la ecuación de Euler puede deducirse una ecuación de 
conservación del momento lineal: 

(2 1-1,, 

/ 	
= 	 (3.2) 

donde n, k  = 	+ p vk  es el tensor de densidad de flujo de momento lineal (representa la 

componente 1 del momento que fluye por unidad de tiempo en un área unidad perpendicular al eje rd. 

La ecuación 3.2 representa una transferencia de momento completamente reversible debida simplemente 
al transporte de las partículas de un lugar a otro y a las fuerzas de presión que actúan en el lluidollay que 
añadir un término al tensor FI, ,. que nos represente el efecto producido por la disipación <le energía debida a 

la fricción intenta del fluido (viscosidad). Así, 

donde o', k  es el tensor de esfuerzos y a :k  es el término viscoso del tensor de esfuerzos. 
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Ahora bien, estos procesos de 1"0/311liento interno se presentan debido al movimiento relativo entre las 
diferentes partes del fluido en contacto. Por esto, simplificando el problema pueden hacerse las siguientes 
suposiciones: 

(I) El término viscoso del tensor de estnerzos es una función lineal de los gradientes espaciales del campo 
de velocidades. 

(2) Para un campo de velocidades uniforme, a; k  
(3) Para una rotación uniforme del fluido en su totalidad, el término viscoso del tensor de esfuerzos debe 

ser nulo también: 

Supuesto esto, puede deducirse una forma general para este término viscoso: 

	

(.'" 	í3  V5 	/ n, v „ 
a:k n 	----- s 

	
+;C)ik 	 (3.3) 

x k 	x, 	3 	x„, 	x„, 

(n y ; se conocen en la literam; como el coeficiente de viscosidad y el coeficiente de viscosidad voluinetrica 
respectivamente. Ambos son cantidades independientes del canq o de velocidades). 

La ecuación 3.2 con el tensor de esfuerzos completado por el termino viscoso dacio por la expresión 3,3 es 
conocida como /a ecuación de Navier-Stokes. En el caso relativamente sencillo de un flujo en el que la 
densidad es uniforme sobre todo el espacio la ecuación puede ser transformada en otra que sólo contiene al 
campo de velocidades (y no al campo de presiones). ecuación que determinarla en principio al campo de 
velocidades en todo tiempo a partir del campo de velocidades inicial. En el caso general, sin embargo. hay 
que completar las ecuaciones de Navier-Stokes con un análisis termodinámico del sistema. 

CASO ESPECIAL: 1,1E10 TKII'ES DE (..1:VALES PLANOS. 

Vamos a estudiar un problema especial que puede ser resuelto en forma exacta mediante las ecuaciones de 
Navier-Stokes. Se trata del flujo bidimensional a través de un canal plano de tal manera que la pared 
superior se mueve con respecto a la pared inferior (Flujo de Coueite). Este fenómeno resulta idóneo para ser 
simulado por un modelo de autómatas celulares como el que presentamos en este trabajo y es por esta razón 
que lo exponemos en esta sección. 

Supongamos que se ha establecido una corriente de chorro a través de un canal cilíndrico largo de 
manera que la velocidad del fluido es completamente independiente de la distancia sobre el eje del cilindro 
(digamos, el eje X). El movimiento en el plano de la sección transversal del cilindro no podrá sostenerse 
debido a la disipación viscosa de la energia si no hay una fuente continua de energia proporcionada al fluido 
por tensiones tangenciales ejercidas en una porción de la frontera. Pero si la frontera es rigida y se mueve en 
la dirección del eje X esta tensión tangencia' es nula y eventualmente el movimiento será estrictamente 
unidireccional en la dirección del eje X. 

Una de las dificultades principales de la solución nidifica de las ecuaciones de Navier-Stokes es la no-
linealidad producida por el término de la razón de cambio convectiva de la velocidad ü • Vü. En el caso 
simple que estamos discutiendo (como el vector velocidad tiene la misma dirección dondequiera y es 
independiente de la distancia en la dirección del flujo) este término es nulo y las ecuaciones de Navier-
Stokes tienen una solución exacta sencilla Para un fluido incompresible sujeto a todas las condiciones 
mencionadas arriba las ecuaciones de Navier-Stokes se reducen a la siguiente ecuación diferencial: 

O u 	r7 p 	0 'u 0 'u 

	

p 	 + 111 	+ 
I 	x 	LO y' Or 
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p 
donde -

(
-
2 	

= —G(1) es independiente de la distancia en la dirección X. En los caso„í!., flujo estaLionarM 

tau 
= O, -G es un gradiente de presiones independiente del tiempola ecuación que determina el estado 

(7 1 
del flujo es, entonces: 

(9 2 u 	t-71 2  rr 	G 
a y 2 4-  a 

Si tratamos con un flujo bidimensional a través de un canal plano con las mismas características del flujo 
tridimensional analizado arriba, la ecuación diferencial que describirá los estados estacionarios es la 
siguiente: 

Si suponemos que el flujo torna lugar entre las lineas y=) e y•:---d Onoviendose las líneas respectivamente a 
las velocidades (1 y U) la solución exacta de esta ecuación es: 

(3 	 Uy 
= 	

ti 
y(d - y) + 	 (3.4) 

Cuando las líneas rígida s no están en movimiento relativo tenemos un perfil de velocidades parabólico 
(flujo de Poisertilk); mientras que en el caso de que el gradiente de presiones O sea nulo tenemos un flujo 
muy simple con un perfil de velocidades lineal.(finjo de Couctie). 

Finalmente hay que remarcar que la mayoria de los flujos estacionarios unidireccionides que son solución 
de las ecuaciones de la mecánica de fluidos son en la práctica inestables bajo ciertas condiciones. Para el 
flujo a través de canales planos como el que hemos analizado aqui los estados estacionarios son estables sólo 
si la velocidad de flujo es relativamente pequeña; a mayores velocidades el flujo evoluciona hacia un estado 
permanentemente no-estacionario y fuertemente irregular ( situación calacteristica del fenómeno de la 
turbulencia). Las condiciones de la estabilidad del estado de flujo estacionario no son conocidas con 
precisión, pero se utiliza generalmente el criterio de que para valores suficientemente pequeños del número 
adimensional Ud/q (el llamado número de Reynolds) estos flujos estacionarios son realizables (es decir. son 
estables). El valor crítico del número de Reynolds (estimado experimentalmente) a partir del cuál el flujo se 
convierte en inestable es de alrededor de 6,4(10, 

3.2 EL PUNTO 1W VISTA DE LA l'EX/DIA CINÉTICA. 

La Teoría cinética de la materia y la Fisica Estadística esencialmente no difieren (le las teorías 
fenomenológicas ( tales como la termodinámica o la hidrodinámica ) en cuanto a sus objetos de estudio sino 
en cuanto a su enfoque inetodológico. Al contrario de la fenomenologia que parte de leyes empíricas que 
describen las propiedades de los sistemas macróscopicos, las teorías de la lisio estadística intentan 
recuperar estas propiedades deduciéndolas de hipótesis acerca de las leyes que gobiernan a los átomos y a las 
moléculas. 
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Como se vió en el parágrafo anterior, la mecánica de fluidos supera el problema de analizar las 
propiedades ¡microscópicas de un sistema que consta de un número enorme de partículas haciendo la 
aproximación de considerar al fluido como continuo y olvidándose totalmente de su estructura molécular 
discreta. Una alternativa a este enfoque es, como ya dijimos, los métodos de la Mecánica Estadistica y de la 
Teoria Cinética. Aquí no se abandona la imagen molécular sino que se estudia el sistema microscópico desde 
un punto de vista probabilistico, es decir estudiando el comportamiento colectivo (no detallado) de los 
átomos o moléculas del sistema. 

La Teoria Cinética (que se distingue de la Mecánica Estadística por estudiar sistemas que están en 
general fuera del equilibrio termodinámico) ha dado sus mejores frutos en el estudio del estado gaseoso, 
especialmente cuando se trata de gases ligeros y diluidos. Por esto se la suele caracterizar como "Teoría 
Cinética de los GaseC. 

En principio el tratamiento estadístico requiere conocer más o menos precisamente la estructura o forma 
de las moléculas del gas, así como la naturalez►  de las fuerzas intermoléculares.Sin embargo, esto no es 
nimbas veces necesario debido al hecho notable de que el comportamiento como un todo del gas no depende 
en sus características más esenciales más que de algunas leyes simples de la dinámica de las moléculas en 
general (tales como la ley de conservación del momento lineal y la ley de conservación de la energia), 
característica que ya fue subrayada en el parágrafo anterior. La estructura detallada de las moléculas y la 
naturaleza precisa de las fuerzas intermoléculares (más alta de requisitos vagos como el de ser "fuerzas de 
corto alcancé-) interviene generalmente en la especificación de los valores de los llamados "coeficientes de 
transporté-  pero no en la forma general de las ecuaciones diferenciales que gobiernan el comportamiento 
del gas. Es notable que un modelo heurístico extremadamente sencillo como es el de considerar a las 
moléculas del gas como esferas rígidas moviendose en todas direcciones sin cesar y colisionando 
elásticamente con las otras de cuando en cuando funciona (al parecer) en multitud de ocasiones 1121115]. 

Dado que en la modelación de dinámica de fluidos desarrollada en el presente trabajo utilizaremos un 
enfoque esencialmente cinético, vale la pena hacer un breve esbozo de los fundamentos de la Teoría Cinética 
de los Gases que es básicamente el contenido de este capítulo. 

Para simplificar el problema, a lo largo de este capítulo vamos a considerar que las moléculas colisionan 
en forma completamente elástica, es decir que no consideraremos la energía de vibración de las moléculas 
sino exclusivamente la energia del centro de masa de cada una de ellas. Como la energía potencial de 
interacción es prácticamente nula (excepto en el momento mismo de la colisión entre las moléculas) 
consideraremos sólo dos términos de la energía: la energía cinética del centro de masa de cada molécula y la 
energía potencial externa (es decir, la energía potencial debida a algún campo de fuerzas externo). 

En la introducción de este capítulo ya señalamos que consideraremos a un gas como un enorme 
conglomerado (digamos un ►limero N muy grande) de moléculas que se mueven libremente en el vado 
colisionando de vez en cuando unas con otras. 

Un sistema microscópico de este tipo está completamente determinado en todo instante de tiempo por las 
coordenadas espaciales de cada una de las N moléculas (en total, 3N coordenadas) y por las 3 coordenadas 
de velocidad (o de momento) igualmente de cada molécula. (que son, en total, otras 3N coordenadas). Si 
conocemos estas 6N cantidades en un determinado instante (y conocemos asimismo el tipo de fuerzas 
intermoléculares que están en acción) podemos escribir las ecuaciones de movimiento que determinan el 
estado del sistema en cualquier tiempo. Podernos considerar entonces un microestado como un punto en un 
espacio de 6N dimensiones cuyos ejes representan las coordenadas espaciales y de velocidad de todas y cada 
una de las moléculas del gas. Definiremos a este espacio como el "espacio r. 
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Supongamos que nosotros tenemos caracterizado 1111 sistema microscópico mediante alpinas propiedades 
que puedan medirse en un laboratorio (por ejemplo. la energía total del gas y el volínnen al que esta 
circunscrito) Desde luego existe una infinidad de microestados que serian congruentes con los valores de 
estas propiedades. Podemos, sin embargo, asignar mentalmente una distribución de probabilidad sobre los 
inicroestados en el espacio 1' determinada por el macroestado (o estado !microscópico) del sistema. Esta 
distribución sería construida idealmente imaginando un ensamble de sistemas !microscópicos con los mismos 
valores (le las propiedades !microscópicas que nos interesan, identificando el nucroestado de cada uno de 
estos sistemas y asignando a cada región del espacio 1' una frecuencia correspondiente al número de veces 
que aparece un microestado de esta región en el ensamble. 

Esta distribución de probabilidad así definida puede describirse en términos de una función densidad de 
probabilidad E dependiente de las posiciones y las velocidades de todas las moléculas. Podencos definir 
entonces el número probable de moléculas en una cierta posición y con una cierta velocidad como sigue: 

( 	, 	i) == ir,~ E(i},..., 

(Donde n = n(i' , I) es la densidad de moléculas en la posición ,j. 

Con base en esta función podemos definir una serie de propiedades del sistema. Así, por ejemplo. el 
promedio foca/ de una cierta propiedad dependiente de la velocidad molecular (1)(i.;,1) estaría definido 
como: 

(3.5) 

En particular, la velocidad !microscópica (o velocidad hidrodinámica) sería definida como la velocidad 
molécular promedio. 

De hecho, la mayoría de las propiedades macroscópicas que caracterizan al sistema pueden ser vistas 
como promedios de cantidades microscópicas mediante la función f (1: , /). 

Si suponemos que en un cierto intervalo de tiempo At no hay colisiones en el gas, es claro que podemos 
considerar a cada molécula del gas como si fuera un sistema completamente aislado, cuyo estado estaría 
caracterizado en todo instante por su posición y velocidad. Podemos imaginar un ensamble que represente a 
este sistema (el cuál podría ser el conjunto de las moléculas del gas) y asignar probabilidades a las regiones 
del espacio I' correspondiente a una sóla molécula (cuya distribución sería la función f definida arriba). 

Debido a la inercia de su movimiento y a la acción de las fuerzas externas, las moléculas que ocupaban 
una región del espacio 1. en un tiempo t ocuparán otra diferente en Un instante I a At FI teorema de Liouville 
(que es válido si no hay colisiones entre moléculas) Mirilla que el \minium) de esta región del espacio l' se 
conservará durante el proceso. Esto puede ser traducido en la siguiente ecuación: 

_ 	 f 
= 	1; • 	— • ---- = O ; 

di 	é' i 	m (9 t' 
(3.7) 

En esta ecuación D/dt significa "derivada total respecto del tiempo" Por su parte, 1 representa el 
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campo de fuerzas externo) 
nf 

Desde luego, en el caso de que se den colisiones en el gas
ri/ 	

ya no será más igual a cero sino 

que será igual a 1111 término que involucre el número de moléculas que adquieren la velocidad tí después de 
la colisión y el número de los que la pierden. La forma general de este término fué encontrada por 
L.Boltzmann y aquí la deduciremos para el caso especial de las esferas rígidas. 

Supongamos que una esfera con velocidad y otra con velocidad i"2 colisionan en un momento dado. de 

manera que la línea que une los centros tiene la dirección del vector unitario i u ¿Cuánto valen las 
velocidades resultantes de la colisión? 

Por la ley de consumición de la energía tenemos que.  
in , 

2(I)` 	 )." 2 - 	-  

	

(02  +(a.2)2  =(t'2 ) 2  +(112 
	

(3,8) 

(Evidentemente, íí'y F, son las velocidades resultantes de las moléculas colisionantes). 

Del mismo modo, aplicando la ley de conservación del momento sabemos que: 

V + 	+ 	 (3.9) 

Y, dado que estamos pensando en colisiones entre esferas duras incluirnos la hipótesis adicional de que la 
fuerza va cn la dirección de la línea de los centros dada por it 

Así, 

tí, = 	ií) = 2 ti, para algún ?. real. 	 (3.10) 

Las ecuaciones 3.8, 3.9 y 3.10 constituyen un sistema de 7 ecuaciones con 7 incógnitas 	, 2 ) y, 
por lo tanto, tenernos una única solución. 

Vamos a calcular ahora cuantas moléculas, de las que se encuentran en un instante dado en un elemento 

de volúmen del "espacio de velocidades para una molécula"d'il (Ilamemoslas "moléculas clase A"), salen 
de este volumen debido a una colisión perdiendo de este modo su velocidad. Supónganlos que tenemos una 
molécula especifica de esta clase, ¿Cuantas colisiones tendrá con moléculas de otra clase particular (digamos 
con aquellas que tienen su velocidad en el elemento de volumen d 3 ií , "moléculas clase f3") en un intervalo 
de tiempo di de manera que la velocidad resultante esté asimismo en algún elemento de velocidad 

determinado el ? (Se entiende que se trata de una "expectativa" porqué sólo puede sufrir uno colisión 
antes de cambiar de velocidad) 
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Figura 3.1,- Representación del cilindro donde el centro de la molécula E debe hallarse para que ésta 
colisione con nuestra molécula A durante el intervalo de tiempo dt. 

Si cada molécula tiene diámetro rr, está claro que para que colisionen un par de moléculas A y [3 el centro 
de la molécula clase [3 debe estar sobre una superficie esférica de radio n centrada en la molécula clase A. 
Además, para que la velocidad resultante sea la deseada, el centro de la molécula clase 13 debe estar en una 

cierta área definida a 2 (112 de dicha superficie esférica. 

Para que la colisión ocurra en el tiempo di, el centro de la molécula clase 13 debe encontrarse dentro de un 

"cilindro" que se prolonga a partir del área cicn en la dirección contraría a la de la velocidad relativa 

.;t 2  — 	(prolongación precisamente por una cantidad Vd1),Exclusivamente las moléculas clase 13 
contenidas en este cilindro colisionarín con nuestra molécula en el tiempo dt, produciendo la velocidad 
resultante deseada (Ver figura 11). 

El volUmen del cilindro en cuestión es (VcosOdt) ( 2 dS/ ), donde e es el ángulo entre V y la dirección 
de la línea de centros ti . Podríamos decir que el número probable de colisiones de nuestra molécula clase A 

con moléculas clase 13 en el segmento de superficie cr 2 (112 es igual a f (i,)d'il2  multiplicado por el 
volnmen del cilindro ya referido.Es decir, igual a 

( 02(112)f (i;2 )f cosalicri-; 	 (3. I ) 
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Sin embargo, aquí estamos haciendo uso de una hipótesis muy: sutil pero no autmevidente, la llamada 
//0)/'sis de ugov mokeu/ar: estamos suponiendo que la probabilidad de hallar una molécula clase 13 en un 
cierto volumen es independiente de que' este l'alInnell hnrn 0 110 Sida eit'g1110 1'01110 Una rel'indad dr umi 
molécula clave dada, es decir suponemos una total independencia evladivuca entre las moléculas clase A 
y las clase B. 

Una vez hecha esta aclaración, encontramos que si el intervalo dt es suficientemente pequen() como para 
que cada molécula no colisione más de una vez entonces el número total de colisiones entre moléculas clase 

A y otro tipo cualesquiera de moléculas sería ritil'if 511011( t1)f 	cos é)(1 i;,(11). 1.1112)1, lo 

cual sería interpretado como el total de moléculas clase A que colisionan y pierden su velocidad en el tiempo 
dt. 

Mediante un método similar puede calcularse el numero de moléculas que pasan a formar parte de la clase 
A después de una colisión en el período de tiempo considerado. Al resultado de esta operación se le resta la 
expresión 3.12 para obtener el cambio total en el número de moléculas clase A (en el tiempo di) a causa de 
las colisiones. Finalmente, este cálculo (que no haremos aquí) nos lleva a una fórmula análoga a la ecuación 
3.7 pero dónde sí se toma en cuenta la existencia de colisiones binarias (es decir. entre dos partículas cada 
vez).Esta formula es la llamada Ecuación de Transporte de Boll:mann: 

l)f cV 	 r  
— 	- 	-1 • -- -- • -- LID  a 21 'cosolf(iP)./(í1.;) 	 (111 

di 	(l 	(7 f In 	í; 

(3.13) 
(Hay que aclarar que .1( 12 ) y f (i.,j) son en realidad funciones de 11,1'1', í ya que las velocidades 

resultantes de la colisión P2 ,(: están determinadas exclusivamente por las velocidades originales y.  la 
dirección de la línea de los centros). 

La ecuación de transporte de Bollzmann determina la evolución de la función de distribución de 
velocidades de las moléculas 	i;) en el tiempo conocida dicha función (en su totalidad) para un tiempo 

determinado. Desgraciadamente se trata de una ecuación integro-diferencial no-lineal sumamente dificil de 
resolver excepto en casos muy simples y haciendo fuertes aproximaciones.En este trabajo, sin embargo, no 
nos preocuparemos por esta cuestión, dado que sólo nos interesa el enfoque inetodológico de la teoría 
cinética (que sed utilizado posteriormente en el análisis del modelo de Lattice Boltimann, capitulo5) 
además de ciertos resultados teóricos que se derivan de la ecuación 3.13. 

A partir de la ecuación 3.13 pueden deducirse varios resultados importantes. Uno de ellos es que si O  (i;) 
es una cantidad asociada a cada molécula que depende de su velocidad y que se conserva durante las 
colisiones entonces se sigue la siguiente ley de conservación: 

— ;  
---( n 0) + &l'O, v) -- • (3.14) 

( Evidentemente, 0 es el valor medio de O  obtenido mediante las funciones de distribución). 

Si aplicamos la ecuación 3.14 para el caso en que (1) sea la masa niolécular, el momento lineal y la energía 
cinética respectivamente obtendremos la ecuación de continuidad de la masa, la ecuación de transporte de 
momento y la ecuación de transporte de energía: 
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p 
d'u( 	O 
	

(1.15a) 

(9 	
+ 	ji 1 1 1;4) 	.1 
	

(3.15b1 

p , 	c p 

	

-(221 (2v- ) +) " 	ii 
	

(3.15e) 
x. 2 

donde p = Hm, I tiP son las densidades de masa y de fuerza respectivamente. 

(En la ecuaciones 3.15b y 3.15c se hizo uso de la notación de Einstein para los indices repetidos). 

De las ecuaciones 3.15 vemos que las cantidades medias pi', y, y
2 	

representan los tensores de 

thno de momento y energia respectivamente. 

Definamos la siguiente propiedad local del gas: 1-(r', 	= fff,f0,,,;,010gl(F, ti;, i)d 3 i; la cuál 

depende exclusivamente de la ley (le distribución de las velocidades moleculares j'(' , i , ).Algunos autores 
consideran esto como una definición de la entropia en la teoría cinética [S= 	donde k es la constante de 
Boltzmann]: otros la distinguen Ilantandola simplemente "función II de Boltzmann". De cualquier forma, 
dado que esta función está relacionada con la entropia local del sistema, conviene saber cómo varia con el 
tiempo. 

Un segundo resultado teórico importante de la ecuación 3.13 es el "Teorema H de Boltzinalut" que 
describe precisamente la variación temporal de la función II. Aunque no expondremos aquí la demostración 
del teorema. vamos a resumir el resultado mediante la siguiente expresión. 

r7 t 
	tilvS 	G(f,t) 
	

(3 1 ti). 

donde G(i,I) -
8 
 JJJ Cose[logf 	-logf ' L' ]tr 	.1,)(1'í;d'i*,,d£1 

e  
mientras que S = fi! i;j( lag./ (igd' i; es el vector de !lujo asociado con H. 

Desde luego,  - 1(0,f' 	f = .1*(1,),J; - 

Ahora bien, la diferencia de logaritmos que aparece entre paréntesis cuadrados en la ecuación 3.14 tiene 
el signo opuesto que el término que aparece entre llaves debido a que la función logarítmica es monótona 
creciente. Esto implica que el argumento de la integral es, bajo cualquier circunstancia, negativo y por lo 

tanto también lo es siempre la función G(F,t). Se concluye, por lo tanto, que: 

(71-1 
thyS 5 O, 
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Como se ve. esta ecuación tiene la forma de una ley de conservación excepto porque en este caso se trata 
de una desi,ízudidad. Para un sistema aislado la ecuación implica que 11 puede fluir en una dirección o en 
otra dentro del sistema, pero en términos globales la función Ul es mono/ l ían:ente decreciente  parí todo 
tiempo. 

La desigualdad 3.18 sólo se transforma en igualdad si G=0, lo cuál es sólo posible si la función de 
distribución cumple con la siguiente propiedad: 

logf logf logf, log ,/, 	 (319) 

Para un sistema aislado el flujo de I I sería nulo y la función de distribución que cumpliera la ecuación 3.19 
represenIaria claramente la correspondiente a una situación de equilibrio local. 

Así pues, el logaritmo de la función de distribución es una Canfidad dilh'IldiCHIV i.e .a ve.oru,m. que  
conserva durante cualquier colisian en las condiciones de un estado de equilibrio t y a la inversa: si 
log f ( 	es un invariante de colisión entonces el estado del sistema es de equilibrioLEs decir, es una 

cantidad que puede distribuirse entre las moléculas colisionantes pero que es tal que su suma total se 
mantiene, inalterable después de la colisión. Conocemos cinco cantidades que se conservan durante las 
colisiones y que son independientes entre sí, la masa, la energía cinética y las tres componentes del momento 
lineal. Por tanto, el logaritmo de la función de distribución debe ser (bajo condiciones de equilibrio 
termodinámico) una combinación lineal de estas cuatro cantidades conservadas: 

111 „, 
logl = a 	+ fi .(nri , )-i- a 2111 	 (3.2(1) 

donde 	,, fi ,a son funciones unicamente de la posición y el tiempo (relacionadas, desde luego, con 
valores de propiedades macroscópicas). 

La expresión 3.20 puede escribirse en la forma más conocida: 

-= A exp{ —h(il — ii) 2 } 	 (3.21) 

donde A,h,ü son funciones de la posición y del tiempo. Se puede demostrar que estas funciones están 
directamente relacionadas con las cantidades conservativas globales. Así, Fi es la velocidad microscópica (es 

3 

sl 	p( in 
decir, el promedio de las velocidades moleculares). Por otra parte, h -- 	y A = 	 donde 

2k7' 	2rr kr 
p es la densidad de masa, k la constante de Boltzmann y T la temperatura absoluta. 

La distribución de equilibrio obtenida en la ecuación 3.21 es conocida en la literatura como la distribución 
mamselliana de velocidades moléculares. A partir de ella puede deducirse el Teorema de la equipartición de 

1 
la energía según el cuál la energia cinética promedio por grado de libertad es igual a 	k 7' donde k es la 

I (7S (3(—k11) 
constante de Boltzmann y T es la temperatura absoluta definida como: 	— 

E' 1 	0 E 	
[E es la 

energía interna local total por unidad de volumen: E-n(rd)idr,t) 1. La distribución maxwelliana fue 
deducida en el caso de un equilibrio global del sistema pero puede utilizarse asimismo para describir un 
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estado de equilibrio /oca/ en donde los parámetros de la función (tales como Ñ y hl serian funciones del 
espacio y del tiempo 

Finalmente cabe destacar que los momentos de la función de distribución maxwelliana son fáciles de 
determinar: Cuino se trata de una distribución simétrica con respecto al valor medio de la velocidad todos los 

momentos impares son nulos: e, = O, e, e, 	= O, etc , donde e, = u — u, Por otro lado, como la 

distribución maxwelliana es invariante con respecto a reflexiones de espejo y rotaciones tenemos que: 

p 
e, e 	; 1, cc c c  c 	 eVji  c),„ 	8,,i  8 ); 0.221  

donde p es la presión y , es la función delta de Kronecker. 

Mediante estos valores de los momentos de la distribución puede calcularse el flujo de momento 
"molécula r' (es decir, relativo al centro de masas local) visto desde el sistema de referencia del centro de 
masas local. Este flujo. considerado en sus diversas direcciones de propagación. constituye el tensor de 
esfuerzos definido en el parágrafo 3.1 y corresponde en el enfoque cinético al valor promedio de las 
cantidades microscópicas 	)(//k 	multiplicado por la densidad de !nasa p. Como se puede 
probar, en el caso de una distribución ina xsselliana de velocidades (estado de equilibrio local) este tensor de 

kr 
esfuerzos es isotrópico e igual a --p8 , 4. donde p 	p 

JJt . 
Esta situación corresponde a la del flujo de un 

"fluido ideal'' cuyo comportamiento es descrito por las ecuaciones de Euler (ecuación 3.2). También se puede 

mostrar que el flujo de calor (dado por el promedio de la cantidad microscópica 
2 
— (i; — 	—17) 

multiplicado por la densidad de masa p) es igual a cero en un estado de equilibrio local. Este es un estado de 
flujo "adiabático" (o isoentrópico) donde no hay transferencia irreversible de calor. 

Finalmente hay que subrayar que la forma del tensor de esfuerzos de Navier-Stokcs puede obtenerse a 
partir de la ecuación 3.13 ailadiendo tina pequeña "perturbación" a la función de distribución de las 
velocidades moleculares correspondiente al estado de equilibrio local (la maxwelliaita)I12.1. Hay que 
subrayar que un método análogo a éste será utilizado también en el modelo 1,a ttice Boltzniann que será 
descrito en el capitulo 5. 
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CAPITULO 4. 
LOS MODELOS DE GASES EN REDES, 

En el capítulo I (parágrafo 1.5) analizamos brevemente la filosofía detrás de los modelos de gases en 
redes y hablamos de sus ventajas y limitaciones. Aquí vamos a hacer una descripción más detallada de 
algunos modelos pertenecientes a esta corriente de investigación. 

El antecedente más directo de los modelos de gases en redes fue uno propuesto por [lady. de Pazzis y 
Potneau en 1976, Éste, el llamado modelo LIPP, era completamente deierministico y trataba ya con tiempo, 
posiciones y velocidades discretas. Fue introducido para analizar, en el marco más simple posible, cuestiones 
fundamentales de la mecánica estadística tales como la ergodicidad y la divergencia de los coeficientes de 
transporte en (los dimensiones. Era, por lo tanto, un modelo de objetivos puramente académicos. Aunque no 
simulaba una completa dinámica de fluidos aparecían ya en este modelo algunos elementos muy 
interesantes, como la presencia de ondas sonoras. 

Frisch, Hasslacher y Pomeau superaron muchas dificultades del modelo 1IPP y presentaron en 1986 un 
modelo de gases en redes conocido en la literatura como modelo FHP. Éste es, de hecho, el más simple de 
los modelos de autómatas celulares que reproduce el comportamiento colectivo predicho por las ecuaciones 
de Navier-Stokes en dos dimensiones. Las partículas se mueven todas con la misma rapidez moviéndose en 
cada paso de tiempo a los sitios adyacentes sobre una red hexagonal bidimensional. En la actualidad este 
modelo es considerado como un sistema eficiente para la simulación de (hijos viscosos para números de 
Mach moderados y bajo situaciones que involucren condiciones de frontera complejas. Pero el modelo 111P 
no puede ser utilizado para la consideración de efectos térmicos debido a que todas las partículas se mueven 
con la misma rapidez. Cabe destacar también que se ha conseguido extender el modelo FHP al caso 
tridimensional, lo cuál fue realizado por d'Humiéres, Lallentand y Frisch [4(ij . 

El más sencillo de los modelos de gases en redes con propiedades térmicas es un modelo de nueve 
velocidades definido sobre una red cuadrada donde las partículas pueden estar en reposo o moviéndose hacia 
sus primeros o segundos vecinos en un paso de tiempo. El modelo ARIANNA, que fue mencionado en el 
parágrafo 1.5, es tus modelo de éste tipo. 

A continuación vamos a describir algunos de estos modelos con cierto detalle. 

4.1. MODELO 1111P (11ARDY,DE PAZ7.1S POMEAU, P)76). 

El modelo [IPP consta de una red cuadrada (figura 4.1). Las partículas son de masa y de rapidez 
unidad y se localizan en los nodos de la red a tiempos enteros. La distancia entre un nodo y otro adyacente es 
también de una unidad y, por lo tanto, cada partícula se mueve en un paso de tiempo desde un sitio a alguno 
de sus primeros vecinos. Esto significa que cada partícula sólo puede tener una de cuatro posibles 
velocidades (señaladas en la figura 4.1 con los números 1,2,3 y 4). 

Es importante señalar que se cumple un principio de exclusión que señala que no POS de arre partícula 
se encuentra en un tiempo y un nodo determinado, inoviéyulose en una dirección determinada. Este 
principio suele ser común a todos los modelos de gases en redes y tiene consecuencias de importancia en el 
comportamiento dinámico del sistema en su totalidad. Resumiendo, el estado de la red en cualquier sitio 
determinado F en un instante de tiempo dado t puede representarse por cuatro variables booleanas 
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Tiempo t. lempo t. +1 

Figura 4.1a.- Representación de la red cuadrada del modelo 11PP y de su evolución en el tiempo. 

Figura 4. lb.- Un esquema de las velocidades permitidas para las partículas. 

,t) donde el subíndice i salda una de las cuatro velocidades posibles a las que denotaremos por é,. El 
valor de n 	) es igual a "I" si hay urna partícula en el sitio ►  al tiempo 1 moviéndose con la velocidad 

é, y es igual a "O" en caso contrario. 

Cuando dos y exactamente dos partículas llegan a un nodo teniendo velocidades exactamente opuestas 
inmediatamente dejan el nodo con las otras dos direcciones posibles, previamente desocupadas. (figura 4.2). 
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Esta es la única regla de colisión en el modelo IIPP. Estas reglas de colisión obviamente conservan el 
número de particulas t o la masa) y el momento siendo, de hecho, estas reglas las únicas no-triviales con esta 
característica (También se conserva la energía cinética en las colisiones pero no es ésta una ley 
independiente sino una consecuencia trivial de la conservación del número de partículas). 

La evolución del sistema consta de dos pasos. El primer paso es lo colisión con la regla mencionada: si 
en cualquier sitio se presenta el estado (1,0,1,0) es transformado en el estado (0,1,0,1) y viceversa; todos los 
demás estados permanecen igual. El segundo paso es la propagación de cada partícula al vecino filas 

cercano en la dirección que señala su velocidad: es decir, 11,01,t + 	z 0, 	— e, 	. Ambos son 

aplicados en cada paso de tiempo entero. 

 	r - -  

-..--I 1.-----. 	1 	 1 	 > 

Figura 4.2.- Reglas de colisión en cl modelo I IPP. 

Hay que seilalar que, en este modelo, el momento a lo largo de cada linea (vertical u horizontal) de la 
red es conservado en las reglas de colisión y de propagación. Esto produce un verdadero exceso de 
cantidades conservadas para la modelación lisica. 

La dinámica del modelo I-IPP es invariante bajo todas las transformaciones discretas que conservan la 

red cuadrada: traslaciones discretas, rotaciones por 
2 
—, simetrías de espejo. Además, la dinámica es 

invariante bajo dualidad (esto es, intercambio entre partículas y "huecos"). 

4.2,- LOS MODELOS FUE (FRISCH, HASSLACHER Y POMEAU, 1986). 

Los modelos FIIP son una variante del modelo 1113P descrito arriba. Tenemos ahora una red hexagonal 
(hecho que, como se verá en el análisis del modelo [Atice Boli/mann del capítulo 5, puede tener 
importantes consecuencias en cuanto a la isotropía del sistema). Cada nodo está conectado a sus seis 
primeros vecinos mediante vectores unitarios E, (con i definido módulo seis). La red hexagonal y su 
evolución en el tiempo está representada en la figura 4.3, mientras que las velocidades permitidas é, están 
representadas en la figura 5.1 (capitulo 5). 

46 



El modelo tiene las mismas reglas que el IIPP excepto en lo que concierne a las reglas de colisión. Para 
una colisión entre dos partículas (mi velocidades exactamente opuestas donde las direcciones de entrada son 

i t 3) hay dos posibles 'Velocidades de salida" de manera que se conserven la masa y el momento; estas 

son (i 1- 1, i + 4) y (i — I, i — 4) . Ambas posibilidades están representadas en la figura 4.4. Se puede 

decidir elegir bajo cualquier circunstancia alguna de las dos opciones. En este caso tendríamos una regla 

y "A 
A 'U 	ÁrA 

UVA 

V Y 

Figura 4.3.- Representación de la red hexagonal del modelo FRP y su evolución 
temporal. 

determinística que tendría el inconveniente de no ser im atlante bajo '-atnetrías de espejo". COMO una 
alternativa, podemos hacer una elección aleatoria siempre que se presente la disyuntiva con iguales 
probabilidades para ambas opciones (restaurando de esta manera la simetría de espejo) o bien una elección 
seudo-aleatoria dependiente, por ejemplo, de la paridad del tiempo. 

Hay que señalar que nuevamente se presentan aquí leyes de conservación espareas. Además del número 
de partículas se conserva la diferencia de números de partículas en cualquier par de direcciones opuestas 

i 	3) . El momento es una combinación de estas últimas cantidades, no así el número de partículas. Por 

lo tanto, resulta un total de cuatro cantidades escalares conservadas. listo significa que, además del 
momento y masa, hay una ley de conservación espiírea. Si esta ley no es removida el resultado será que la 
dinámica a gran escala del sistema diferirá drásticamente de la hidrodinámica ordinaria.Una forma de 
removerla es introduciendo colisiones triples (es decir, entre tres partículas). Las reglas de colisiones triples 

serían las siguientes: 	-I- 2,i 	=> 	I,/ -I- 3,i +5) regla que es ilustrada en la figura 4.4 (b) 

Las reglas de colisión descritas hasta aquí no son invariantes bajo 'dualidad" (intercambio de partículas 
y "huecos") pero pueden hacerse así si se les añaden los "dobles" de las colisiones binarias ya definidas 
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(Ver figura 4.4 (c)). Finalmente puede saturarse el conjunto de reglas de colisión añadiendo colisiones 
binarias con un 'espectador" (es decir. una particula que no interviene en la colisión( como es ilustrado en la 
figura 4.4 (d). 

El modelo FI IP-II es una variante del modelo l'HP que incluye partículas 'Un reposó' (pie pueden 
encontrarse en el centro de cada beságono. Además se añade una regla de colisión adicional que es la 
presentada en la figura 4.4 (e). Estas colisiones binarias que involucran partículas en reposo constituyen un 
medio mas eficiente de remover las leyes de conservación espnreas. especialmente cuando se trabaja con 
"gases-  a bajas densidades. 

• • 

a e 

x 	1 /12,  tttl., 

"-•••• 
112 

b d 

ex =5 X• eXt• =5 

••• 

e 

Y e—) * •.. r-*--..,-,) 

Figura 4.4.- Reglas de colisión del modelo FHP. 

No hablaremos ahora de las versiones tridimensionales 14(11 del modelo l'HP sino que nos 
concentraremos en el problema que lleva a la formulación de modelos del tipo de ARIANNA. Como ya 
liemos visto, tanto en el modelo IIPP como en el FHP la conservación de la energía es una consecuencia 
trivial de la conservación del número de partículas (excepto en el modelo FIIP-11 donde las reglas de colisión 
no conservan la energía) y. de hecho, la energía cinética por partícula es siempre en todas partes y en todo 
tiempo la misma. Por estas razones, es imposible simular cn estos modelos fenómenos termodinámicos cuino 
podría ser, por ejemplo. el de la convección. Si queremos aplicar modelos de gases en redes al estudio de la 
contaminación atmosférica o, en general. de cualquier fenómeno meteorológico tenemos que modificar el 
modelo de manera que las partículas puedan tener rapideces diferentes y existan reglas de colisión que 
conserven la energía de un modo no-trivial. 
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4.3. ELISIODELO ARIANNA. DESCRIPCIÓN, 

El Inas sencillo de los modelos de gases en redes que petate simular fenómenos térmicos es un modelo 
de nueve selocidades definido sobre una red cuadrada, de manera !pie las partículas pueden tanto estar en 
reposo como moviéndose bacía sus primeros o segundos vecinos en un paso de tiempo 19i f (lj Por estas 

rat011eS, las particular del 'ras"pueden tener diversas velocidades y adquieren significado propiedades tales 
como la temperatura, la entropia o los calores específicos. El modelo de nueve N'elocidades fue presentado 
por S. Chen el al en el articulo -A Latlice Gas Model with Temperature..  (1989). En el Instituto de 
Investigaciones Electricas (11E.) ha sido desarrollado un modelo de diagnóstico de campos de vientos 
(denominado ARIANNA) inspirado en el modelo de nueve Velocidades qn.. cuenta con reglas especificas de 
iniplemenlación de las condiciones iniciales y de frontera. interacción (Indemne!' entre sistemas separados y 
otros mecanismos especiales. 

Figura 4.G.- Las direcciones permitidas para las partículas en el 
modelo ARIANNA. 

Este modelo constituye un ejemplo de la aplicación de las técnicas de autómatas celulares al problema 
de la reconstrucción de campos de viento sobre terrenos complejos y, por estas razones, vamos a describirlo 
con cierto detalle a continuación. (De hecho, el grueso de este capítulo está dedicado a analizar tanto la 
leona del modelo ARIANNA como las simulaciones realizadas con él). 

El modelo de nueve velocidades consiste en un sistema de partículas indistinguibles de masa unitaria 
que se desplazan sobre una red cuadrada bidimensional. la cuál contiene N, sitios a lo largo del eje X del 
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si a = 8 

I 	si a = 0,2,4,6 

1-sh 	si a = 1,3,5,7 

si a 

si a = 0,2,4,6 

si a = 1,3,5,7 

sistema de coordenadas y NI., sitios a lo largo del eje Y. Las partículas pueden MOVCISC en las siguientes 
direcciones (que son, por otro lado. las Unicas permitidas) 

	

cos (

ír, 	 ), 
a - 

j 
 u + sera (a —

4
- u

). 4 	' 
si 	a = 0,1,2,3,1,5,6,7 

zr,  

Ni a = 8 

donde ("i r  y ii,, son los vectores unitarios en las direcciones de los ejes N e Y respectik alucine. Es evidente 

que é, representa la llirección" de las partículas en reposo, niientras que la dirección indicada por el resto 

de los vectores c,, está esquematizada en 1;1 figura 4.5. 

Del mismo modo que en los modelos UPP y RIP se cumple un principio ,le exclusian que prohibe que 
haya más de una particula en un cilio dado en un tiempo determinado moviéndose en alguna ilire(rión 

determinada C,, . 

Como ya dijimos, el tiempo está discretizado y en cada paso de tiempo las partículas se desplazan desde 
el centro del cuadrado en el que se encuentran al centro del cuadrado mas próximo en la dirección (..'„ que 

les corresponde. (Desde luego, esto ocurrirá sólo con las partículas que no estira en reposo. Las partículas 
que se encuentran en la 'dirección" é, permenecerán en su lugar). Esto significa que las Únicas magnitudes 

de la velocidad 	y las Únicas energías cinéticas t..‹, permitidas a las partículas del "gas-  son las siguientes: 

Para resumir, el estado del sistema en un instante cualquiera t puede representarse por nueve campos 
booleanos S, (V, t), (a = 0,...,8) que se definen de la manera siguiente: S,, (1,1) = I si en el sitio r al 

tiempo i se encuentra una panicula moviéndose en la dirección ir›,, (y, por lo tanto, con una rapidez e, y con 

una energía cinética 	mientras que S,, (1,1) = O si no hay una partícula en esa situación. 

La evolución del sistema se define mediante tres operadores locales que establecen el valor de los campos 
booleanos S„ en un sitio cualquiera id tiempo ttl a partir del valor de estos mismos campos Klub:anos al 
tiempo 1 en una vecindad del sitio en cuestión que incluye tanto al propio sitio como a sus primeros y 
segundos vecinos. (Desde luego, se entiende por primoros vecinos aquellos sitios cuyo centro dista del sitio 
central por una distancia de 1 mientras que los segundos vecinos son aquellos que distan del punto central 

por una distancia de xh.). Estos operadores (que se aplican consecutivamente uno tras otro para cada paso 
de tiempo) son el operador de traslación de las partículas (1), el operador de colisiones de las paraculas 

entre si (C) y, finalmente, (>1 operador de colisiones de las partículas con las fronteras .sólidas (13). La 
definición de los operadores locales es la siguiente: 
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( ) Operador de traslación de las partículas ('11, El operador '1' representa como su ihnubre lo indica 
el desplazamiento libre-  de las partículas desde el sitio en que se encuentran bula 	sitio vecino qm,  

indica la dirección 	asociada a la partícula. FI proceso es el siguiente: en cada sitio r.  de la red, y a cada 

tiempo I. el operador 1' explora todos los sitios contenidos en su vecindad (que como ya se explicó incluye a 

sus primeros) segundos vecinos) y mueve hacia el sitio central a todas las partículas cuya velocidad apunte 
directamente hacia ese sitio. En símbolos, esta operación puede expresarse de la siguiente manera - 

T. 	S,(-1, t) —> S(,(V, t 	I) - 	 t) 

Colisiones de Dos Partículas Colisiones de Tres Pul ¿m'as 

I ..--/-: 

./ \ ¢ 1~4. 

/ LO 
1.). A 

.., / 
N 

'—‹ 

1, 

/ 

-1\,, 

\ 

Figur n 4.6.- Tabla de colisiones de dos y tres partículas que define al operador C. 

(2) Operador de colisiones de las partículas entre sí (C). El operador C activa siempre inmediatamente 
después del operador 1' (es decir, el operador C actúa sobre los campos booleanos Su  que resultaron de la 

aplicación del operador 1'). Cuando dos o más partículas han alcanzado el centro de un 
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mismo sitio colisionan entre sí de manera que se modifican sus velocidades respectivas pero no así el 
número de partículas ni el momento total de las partículas colisionames ni su energía cinética /mai. Este es 
precisamente el proceso representado por el operador C. Este se implementa mediante una tabla de 
actualización en la que cada posible estado de entrada tiene asociado todos los posibles estados de salida que 
cumplen con las leyes de conservación de la masa. el momento y la energía cinética. La elección entreestos 
posibles 1:stados de salida" se lleva a cabo mediante un mecanismo aleatorio con identicas probabilidades 
para todos ellos. En la figura 4.6 se muestra la tabla de colisiones para dos y tres partículas. 

(3) Operador de colisiones de las partículas con las fronteras sólidas (3). A los campos booleanos 

S„(rt) añadimos un campo booleano adicional no dependiente del tiempo h(F) con el próposito de 

simular la presencia de obstáculos fijos (si se desea que las fronteras sólidas sean móviles, este campo 
booleano adicional si tendría que depender del tiempo; es decir, tendría que ser actualizado a cada paso). El 
valor de h(F) sería igual a '0" si cl sitio señalado por 	pertenece a la frontera sólida que limita al gas, y 
sería igual a "1" en caso contrario. El operador B. que simula las colisiones de las partículas que componen 
el `gas" con las fronteras sólidas que lo rodean, hace uso precisamente del campo Mil . La acción del 

operador 13 es la siguiente: cuando una partícula llega a algún sitio donde b(F)-0, sufre una colisión con el 
obstáculo sólido existente en ese sitio; el resultado es que invierte su velocidad. Este proceso conserva el 
número de partículas y la energía cinética pero no el momento. Este modelo de colisión con las 'paredes" 
permite simular, a nivel colectivo, el efecto de adherencia del Huido a las paredes sólidas debido a la 
viscosidad (lo que en ingles se expresaría como 'ato-slip condiliorn. Reglas alternativas a la de la inversión 
de la velocidad son la re/lesión de la dirección del movimiento de las partículas al entrar a un sitio que 
represente una frontera sólida (regla que permitiría simular, a nivel colectivo, deslizamiento del fluido por 
sobre las paredes), o bien también la absorción de la partícula al entrar en el sitio en cuestión (regla que 
permitiría la simulación del efecto de deposición en el suelo de las partículas del gas). 

Las características 'discretas" del modelo provocan que la información recabada por una única 
simulación no sea muy confiable y que las propiedades locales del sistema varíen bruscamente de un sitio a 
otro, dificultando el obtener relaciones cuantitativas continuas que sean sugeridas por los resultados del 
modelo y puedan ser comparadas Eacilmente con los datos obtenidos en los monitoreos meteorológicos. Para 
'Suavizar" los resultados de la simulación se necesita alguna clase de promedio sobre los datos obtenidos. 
Una manera de hacer esto (que requiere que la red tenga muy grandes dimensiones) sería el agrupar los 
sitios en 'celdas' (por ejemplo, cada 9x9 sitios formarían una 'telda") y promediar todas las propiedades 
microscópicas (momento, energía cinética, etc) de las partículas contenidas a un tiempo dado en una celda 
para obtener x'alores estimados de variables mocroscópicas. Otra manera, que sólo tiene sentido si el flujo 
estudiado es estacionario (esto es, tal que las propiedades 'microscópicas del fluido .tatii" no CallIbiall con el 
tiempo), seria realizar un promedio sobre el tiempo. Sin embargo, el procedimiento ideal es hacer 
promedios sobre tina muestra de 1:xperimentos" lo cuál se llevaría a cabo de la manera descrita a 
continuación. 

Supóngase que, bajo las mismas condiciones iniciales (microscópicas) y de frontera se realiza 1111 ilnitICTO 
grande, N, de simulaciones con el gas modelo, registrándose, para cada tiempo t y en cada sitio F , el valor 

de los campos booleanos S„ (i,t). Si denotamos por S„' (r,1) el valor de 5'„ (7,1) en el iésimo 

experimento (o simulación) entonces podemos definir el número promedio de partículas por sitio que se 
mueven en la dirección t'!'„ , en el sitio 	al tiempo t, como: 

1 	
'
N

'  
nu (r,t),— 

N
E S 1 (1'3) (4.1) 
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La función 	t) es la llamada jimciiin de distribución (le las svloculad,, s nn, ra.,, plass y con ella 

se pueden calcular todas las variables !microscópicas relevantes cuino promedios de alguna cantidad 
microscópica. 

Cabe destacar que el promedio sobre una muestra de experimentos es sólo posible porque el modelo no 

ea deierminima sino que está provisto de diversos mecanismos aleatorios tales como la elección al azar entre 
los posibles resultados de una colisión (tal cuino está ilustrado en la tabla de colisiones de la figura 4.6) o 

Cuino la determinación de las condiciones iniciales microscópicas a partir de las (microscópicas (lo cuál 
puede ser también un procedimiento aleatorio). 

A partir de la función de distribución se obtienen el 'Minero promedio de partículas por sitio n(i>', 	, 

la energía cinética promedio por sitio e(f, t) y la velocidad macroscópica (o 'Velocidad hidrodinámica") 

t) de la siguiente manera 

11(F, 	r,_511„(F,i) 

e(V,t) = 	,,n„ 	t) 

1 
= 

Antes de abordar brevemente un análisis termodinámico del modelo agreguemos que, además de las 
fronteras sólidas representadas por los sitios donde b(F)=1), podernos añadir sitios de connyl donde pueden 

lijarse condiciones estacionarias locales que permitan 'forzar" al sistema para que cumpla ciertas 
condiciones especiales. Esto será tratado con mayor detalle cuando hablemos de las diversas pruebas a las 
que ha sido sometido el modelo ARIANNA. 

rINALNIS TER,l /01../N.L ll( 'O DEl. A l0Db,1,0. 

Obsérvese que, a consecuencia del principio de exclusión y del espectro limitado de la velocidad de las 

partículas, la energía promedio por sitio e (i, t) tiene una cota inferior, e„,,,„ y' otra superior, e„„„ , cuyos 

valores dependen del número promedio de partículas. Los valores de estas cotas son los siguientes. 

O 

in-- 1) 

2 

n- 3 

si O n 

si 	5 

si 	5_. n 5: 9 

tt 	si 

(1+4) 
si 4 

12 

6 	11;,//5.9 

  

(4.5) 

Las graneas de n„„ y niai  son presentadas en la ligara 4.7. El área sombreada que se encuentra entre 
ambas curvas representa al conjunto de todos los estados permitidos al "gas". 
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Puede calcularse la entropia por sujo del sistema como función de Lis funciones de dist ribui:lon /1,, (qiIe 

representa el número de posibles estados de una red que son compatibles con los calores dados de las 
funciones de distribución dividido por el numero de sitios de la red). El resultado es la siguiente expresión: 

s = 	
r 	

4. (1 - „)Lne 
	

)] 
	

(4.6) 

(Para una demostración del resultado pueden verse las referencias [10] [ 17] ). 
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NUME110 DE PARTICULAS POR SITIO 

Figura 4.7.- Energías mínima y IlláN iina en función del número de partículas por sitio. 

Si queremos analizar las condiciones de equilibrio tanto mecánico como termodinámico debemos 
maximizar la expresión 4.6 sujeta a las constricciones 4.2 y 4.3 (y suponiendo que la velocidad !microscópica 
debe ser nula y, por lo tanto, el valor de la función de distribución para elocidades de la misma magnitud 
debe ser el mismo). No realizaremos estos cálculos aqui pero vamos a escribir sus resultados, que son las 
expresiones de equilibrio para las funciones de distribución y las ecuaciones de estado: 

1 

.fexp f(e 	fi)/ 
	 (4.8) 
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14",  

k 	118 ( 	nr, 

 

a 8, 	 14.1o) 

  

-e- 	o Lii(i 	 0.11) 

donde fi ,Typ son, respectivamente, el potencial químico, la temperatura absoluta y la presión del gas. k, 

la constante de Boltzmann, es aquí considerada igual a la unidad. 

1 

n := 1 0 E 
N 

T 

R 
1.110— 

S 

0 0.00 

0.00 	0.20 	0.40 	0.60 	0.80 	1.00 
ENERGIA POR SITIO 

Figura 4.8.- Eniropta promedio por sitio para 

En condiciones fuera de equilibrio pueden utilizarse los mismos resultados suponiendo una perturbación 
alrededor de una situación de equilibrio local de manera que se salisfdgan la condi 	de que la velocidad 
local sea la deseada. 

En las figuras 1.8. 4.9 y.  4.10 se muestran. respecti; mente, las gráficas para la entropia por sitki. las 
funciones de distribución y la temperatura absoluta como funciones de la energía por sitio para el caso n- 1. 

De gran interés son las graneas 4.8 y 4.10 donde se muestra un comportamiento inusual de la entropia y de 
la temperatura absoluta Como puede observarse en Las figuras, la tempeiatura puede tomar valores no solo 
positivos sino también !motivos dado que la eniropia a2clece con la energia (para ciertos valores de la 
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energía) en lugar del típico comportamiento de crecimiento monótono con 1;1 energía que presenta la 
entropía en la enorme mayoría de los sistemas fisicos. Estas propiedades 'Varas-  pertenecen a todo el campo 
de los modelos de gases en redes y son una consecuencia de la naturale/a acotada de los espectros de energía 
de estos modelos y del principio de exclusión. 

Figura 4.9.- Funciones de Distribución para tr..1. 

La presión, por su lado, también puede presentar valores positivos y negativos y presenta una 

discontinuidad infinita para e = ( 2/3 ) n . A pesar de este comportamiento atípico de la presión en el 

modelo, es importante destacar que a bajas densidades el gas se comporta romo cualquier otro gas; esto es, 
como un "gas ideal". Supongamos que (encinos un flujo del gas en condiciones de baja densidad. Como 

n„ <<:: I podemos aproximar: Ln( I — n„) —11,, y la ecuación 4.1 I se transforma en: 

- 
kr n 	p= nkl' 

que es precisamente la ecuación de estado del gas ideal, lo cuál sugiere que el gas modelo presentará un 
comportamiento termodinámico normal en el límite de bajas densidades y bajas energías. 

1 d 
Hay que aclarar que la temperatura dada por la expresión 4.10 está definida por la relación ----, 

d e 
y. no corresponde al promedio de la energía cinética por grado de libertad lo que, por otra parte, es evidente 
dado que puede tomar valores negativos. Por tanto, no se cumple el teorema de la equipartición de la 
energía. 
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Figura 4.10.- Temperatura absoluta para n^ I. 

Es importante destacar que no hay en la actualidad tina temía termodinámica fuera de equilibrio para 
los modelos de gases en redes y no ba sido demostrado de manera rigurosa que las ecuaciones que gobiernan 
el comportamiento colectivo de los modelos de gases en redes se reduzcan (cuando menos en el caso límite 
de baja densidad) a las ecuaciones de Navier-Stokes. Como dijimos en el parágrafo 1.5, el mejor argumento 
en apoyo de estos modelos incluso para simular situaciones fuera de equilibrio es la everinwinacirn 
computacional. El modelo ARIANNA ha demostrado ser capaz de reproducir fenómenos de flujo 
Newtoniano (bajo condiciones estacionarias y no estacionarias, asi como laminares y turbulentas) para los 
cuales hay soluciones bien conocidas de tipo ya sea teórico o experimental, al menos en el limite de bajas 
densidades y bajas energías. (Es evidente que, al menos en condiciones en que puede tomar valores 
negativos, la temperatura del ');as modelo'' no puede ser identificada dileciamente con la temperatura del 
sistema físico que se desea simular). 

4.4.- EL MODELO ARIANNA. SIMULACIONES Y RESULTADOS. 

Antes de describir algunas de las diversas pruebas a las que Ita sido sometido el modelo ARIANNA 
baldemos un poco de la implementación de las condiciones iniciales en el modelo. Antes que nada son 
calculadas las funciones de distribución para una situación de equilibrio local mecánico y termodinámico 
mediante la resolución de las ecuaciones 4.tt, 4.9, 4.1(1 y 4.1 I (Evidentemente, los valores en cada sitio de la 
temperatura absoluta. de la presión y de la velocidad !microscópica son asignados por el usuario o calculados 
mediante algún otro algoritmo dependiendo del problema que se este estudiando). Posteriormente se calculan 
las funciones de distribución fuera cle equilibrio a partir de los valores de 
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a 

/Cal 

equilibrio de estas funciones correspondientes a la misma presión y temperatura. mili/ando int metodo de 
perturbaciones constrenido por la velocidad local deseada. 

Figura 4.11.- Flujo de Poiseuille (solución analítica de las ecuaciones de Navier-Stokes). En el eje vertical se 
grafica el cociente de la distancia r al eje central del tubo entre la distancia a entre dicho eje y las paredes 

Ga 
sólidas. En el eje horizontal se guinea u 

	

	• -, donde u es la velocidad correspondiente a la distancia r del 
4 /t 

eje central. G la diferencia de presiones en los extremos del tubo y /1 el coeficiente de viscosidad del fluido. 

. „ 
Cada curva corresponde a un valor diferente del cociente 4 

y 
2 donde 1 es el tiempo transcurrido y 	es 

el coeficiente de viscosidad cinemática 

El modelo ARIANNA ha sido sometido a pruebas de diversos tipos para su validación. Estas podrian 
ser agrupadas en dos conjuntos. Por una parte, las pruebas orientadas a mostrar tple el modelo es capaz de 
reproducir situaciones de flujo (estacionahas y-  no estacionarias, laminares y turbulentas) que han sido bien 
estudiadas, sea mediante la solución analitiea o numérica de las ecuaciones de Navier-Stokes o sea mediante 
métodos experimentales. Por otro lado, las pruebas que intentan mostrar la utilidad práctica del modelo 
como herramienta en el diagnóstico de campos de viento en situaciones de importancia práctica (por 
ejemplo, dentro del estudio del transporte y dispersión de contaminantes en la atmósfera) Del primer tipo 
son las simulaciones de flujos planos de Poiseuille y Couette, tanto estacionarios como no-clacionarios. 
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asi como la reconstrucción del perfil aproximadimete logarítmico que presenta la \ 	' ' ! I y junto en la 

capa sopo ncial de la atmósfera :1 consecuencia de la turbulencia (Ver capitulo 2 	'tuno pruebds del 
segundo tipo se considero el problema de la reconstrucción del campo de tenlos en la cona del Valle de 
México y sus alrededores. Los valores :mina icos que se les asignan a las longuitudes y tiempos naturales 
del modelo en términos tic menos y segundos han sido elegidos. desde luego. en forma arbitraria con el fin 
de comparar los resultados del modelo con los sistemas tísicos que se desea simular A continuación una 
breve descripción de estas pruebas. 

Figura 1. 12.- Flujo de Poiseuille (simulación con el modelo AIZIANTJA). Se granel' 	donde Y es la 

altura y L la longuitud del tubo bidintensional (la distancia entre las paredes), contra A, donde V es la 

velocidad correspondiente a la altura Y mientras que U es la velocidad conque el (luido se mueve 
inicialmente. 

1.7.1:10 11k P0ISH71.1.1'. I lenios m'alindo brevementa este problema en el capitulo 1. Se trata de uno de 
los pocos problemas para los cuales existen soluciones analiticas de las ecuaciones de Navier-Stolyes, un flujo 
viscoso incompresible a través de 00 tubo plano que evoluciona desde el reposo debido a una diferencia de 
presiones entre los extremos del tubo. El flujo alcanza tina condición estacionaria de manera que el perfil de 
la velocidad es parabólico y simétrico con respecto al che del tubo (en realidad, duma: todo el período 
transitorio no-estacionario esta es la forma del perfil de la velocidad). En la gráfica 4.I I se presentan pOliles 
de velocidad del Pujo de Poiseuille a diferenks tiempos a pasa ir del reposo al tiempo t 
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(enque es introducida la diferencia de presiones). Estos 1)én-des fueron obtenidos teórica/nom. mediante la 
resolución de las ecuaciones de Navier-Stokes. 

En la simulación con el modelo ARIANNA del flujo de Poiseuille, se consideró //mí iscrsión 4.919m,  
del problema aquí planteado, a saber: la relajación al equilibrio de un finjo (viscoso e incompresible) 
inicialmente uniforme moviéndose a lo largo de un tubo bilmensional recto con condiciones de frontera 
periódicas. No tenemos aquí tina diferencia de presiones pero el perfil de velocidades debe ser igualmente 
parabólico dado que ello depende exclusivamente de la naturaleza newtoniana de los esfuerzos viscosos y de 
la simetría de las condiciones de frontera del sistema. Lo que debemos esperar aquí es lo siguiente: un flujo 
uniforme en el tiempo t=0 que bniscamente se anula en los lados superior e inferior de la red (que 
representarán las paredes del tubo) debido a la adherencia del fluido en las paredes sólidas, gradualmente el 
pérfil de velocidades se transformará en uno parabólico y simétrico con respecto al eje del tubo. Se llevó a 
cabo la simulación del problema inverso en vez del original debido a que, por un lado, su realización 
computacional resultaba considerablemente Inas simple y, por el otro, permitiría verificar un aspecto 
importante de los efectos disipunivos de la viscosidad. 
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o 
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0 	0.2 	0.4 	0.6 	0.0 	1.0 
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Figura 4.13.- Flujo de Concite (solución analítica de las ecuaciones de Nas'icr-Stokes). Se gratica Y/I  

(donde y es la altura ntientrás que d es la distancia entre las paredes) contra u  u (donde u es la velocidad 

correspondiente a la altura y ;incluirás que U es la velocidad de la placa de arriba). 

vid 
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Características de 1;i simulación, se utilizó una red de 207 x 207 sitios, se marcaron lo: lados (a l perior e 
inferior de la red como fronteras sólidas estacionarias, mientras que en los lados izquierdo y derecho se 
fijaron condiciones de frontera periódicas: las funciones de distribución iniciales fueron calculadas 
suponiendo un flujo inicial ido= de velocidad igual a 0.15, un número promedio de partículas por sitio 
igual a 2.5 y una temperatura igual a 10 (todo esto en las unidades naturales del modelo), para las mismas 
condiciones iniciales y de frontera se repitió la simulación 10 veces con tina duración de 15000 pasos 
temporales cada una. registrándose los valores de las funciones de distribución sobre toda la red para los 
tiempos 0, 200. 60(1, 1000, 5000. 10000 y 151)00; para los tiempos mencionados fueron calculados los 
promedios de las funciones de distribución sobre la muestra de simulaciones. 

Resultados : El perfil de velocidades calculado mediante los promedios de las funciones de distribución 
sobre muestras de simulaciones aparece en la figura 4.12. Como se puede ver en la figura, la simulación 
reprodujo todas las características (cuando menos las cualitativas) del problema del flujo (le Poiseuille tal 
como lo habiamos descrito más arriba. 
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Figura 4.14.- Flujo de Coliche (simulación con ARIANNA). 

¡"LUJO DE COUITTE También se habló en el capítulo 3 acerca del problema del flujo de Coliche, para el 
que también existe solución analítica de las ecuaciones de Navier-Stokes. Tenemos aquí un flujo 
bidimensional laminar de un fluido viscoso incompresible entre dos placas paralelas, una de las cuales 
(digamos, la de abajo) se encuentra en reposo mientras que la otra se mueve con una velocidad constante U 
en dirección horizontal (digamos, hacia la derecha). El fluido está inicialmente en reposo y evoluciona hasta 
alcanzar una situación estacionaria en la cual el perfil de velocidades presenta una dependencia lineal en la 
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coordenada Y. con su sil!Or Minn() en la placa CII leposo 1 su valor nia mino ligual 1') en la placa super ior 
(En la Figura 4.13 aparece gralienda La s(alussión isnalitien del perfil (le y eloeidades 	el Ilnro de l'onene) 

Caracterísiicas de 	simulación se inili/0 una red III.' 1. 07s 2(17 snros lis (.01)(11...iones de nonieia en 
los lados dese Ll) c Ulfierdt) se consideraion periódicos. el lado interim (1' u). a (lifeidma del problema 
catigamilineute pi:uncido. 00 se eonst(lci() perteetaniente plano. sino que se inclin.oun.i sus.:.sion de pequeilas 
'iones obsuietilo' con ;dinas elegidas al azar para simular una limosidad supeilicial del 5”,, (lela 

(le lin lado (le 1,1 red ( z 	10 3 5). en el lado superior (Y 207) se s'(insulsratoil bis primeros ein,:o 

renglones como sitios (le contiol. imponiendo al gas una velocidad hurvoulal uniroinie (1 a en esa 
treintena duranic toda el ileinp() (le simulado». las Innen-mes de tinarilmemit iniciales se calcularon 
suponiendo que todo el gas se cit.:knut:iba aa reposo con un numero pionie(b() (le partieula.: poi 5010 de 
una lemperanim igual a 10 ( iitiesain..im. e\ piesada), todas Lis eanii(Imies en las unidades ()a(uales del 
modelo). para las mismas comiumnies iniciales 5 de !lomera se HL", mon a cabo )II snnulacnn.; con toa 

Figura 4 15 - Perfil Logarilmico de Velocidad del Viento. 

duración de 35000 pasos temporales cada una de ellas, registrándose los ;aliares de las Funciones de 
distribución en toda la red para los tiempos II. 1000, 5(1(10, 10000, 2(1000, 25000, 30000 y 35000: se 
calcularon los promedios de las funciones de distribución sobre el ensamble de las lo simulaciones y a partir 
de éstos se obtuvieron los perfiles transversales de la velocidad 
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IZcsuliarlos 	1 al la figura 4.14 aparecen los perl-iles de 1;1 teto. dad 	 t ;use 
sisamta alean!,) un esiatlít estacionario. tille el perfil de 	 coriclmittbeilti tl 	estr,ioirdi iii es 

lineal y que la s elttcirlarl del viento se anula no en Y O 	11my 	(pm.: 	111)5Sr rleludo al 

erecto (le la ruguadail superlícial Puede obseit aise arlimias que la et olor. ion del perlíl de y elocalades tiene 
el nnsino ,oiliportannento 'pie el icoilLo (ilustrado en la liptim 4 i 't 

)I• Mi; 	2?/ .2.122i 	2.12•• 	1..1 	r 	'// lIu 	1 71,-, 	.) 	 .1l)/7b 
Paiit prit11.11 la capacidaddel iiiirtleltt AR1ANN 1 pina 	el coti)ttitannertio 

nirbillento que Se presenta en la ¿upa superlicuil :011iti :lel!, 	s, 	lepitit111,11 cl ln rlil de celu,Idades 
logartioneo lit cuasi-log:1i intimo} en ir capii superficial iiitica 	'ornó se dilo en ,1 	 esta 

	

elKi(13(1 del 	 tapa 	lia sido deitiostiada mediante tnerodos semi- 
einpirLos por olio lado. el perfil de la telucidad del ;lento es mas apio ornad miente 	 si las 
coutli„ iones de estaltilidrcl son apioxiiiirdantente mantas le, itetsii si el mirdicim: de la teniper tuna tcs 

atliabanco: El perril (le la k elo,idad (1121 anulo puedi; 	 de 1:1 
sittuivinte inimeia 

1 ,  
14.12) 

(11111(k u 1..,  !.I teloudad tuedaa del lente. ri. es lr s el:terciad de 	 la constante de sito 1-,iiintan, i. 

es la altura sobre la superli.ie lerresue. e 2, la longitud de rugosidad. I es Ir longitud de IV tomit-Oluillm. 

y 	r? 	es una función universal que 	:11 ent:lita lis Loire, . ciones :II perfil lo iiitiiii, o debidas a las 

condiciones (le estabilidad atmosférica esistentes 

Características de la simulación Las silittilneione 	clectuition e \ad:miente de la misma maneta (Inc 
en el LISO del flujo de Concite. pero considerando diferentes y•alóres pala 1;1 nclocülad 11011/1)Illal 1:011S1;111112 ti 
impuesta en los cinco renglones superiores I.os ‘•;doies considerados Melón U n.l, o 	o 5.11 7. II 9. 

Resultados • IM la ligara 4 15 aparecen los resultados de las simulaciones tperfiles de la Neloodnd para 
diveisw, calores de U y 1--35000) Se puede ObSCR':11 en la ligwa que, a partir de li-1t 5. el p,;;rfir de  
veloeularles cromen/a a presentar desviaciones con respecto al comportamiento lineal (típico de la situar:ion 
lminar1 y que para U li '1 se Ira desarrollado un perfil de y•elocidai predominantemente 1mi:11d:int:o ttipieo 
de la situacion turbulenta). 	Pata propósitos de comparación lue dibujada una curva confirma que 
corresponde ;1 lit ecuación 4.12. donde 

M-- a (N 	,,)I-n 

con U. -0.299".1n8„xii-10.47‘. ;1=0.200 	l 4 422 y• ta115957 

ITIGAu.s71r'o 	CA.UPO 	 .11Livii I 21'S ALIth'Nk7.)uIu 
como se expresó anieriormente, una de las principales venlivas (pie tienen los modelos de anIontalas 
celulares frente a sus rivales en la simulación de fenómenos de diniumea de fluidos es la capacidad de tratar 
con gran facilidad con condiciones uf' frollfrril cougdria.c, hecisamente esta característica sugiere su uso cu 
la solución de problemas micrometeorologicós tales como el diagnóstico de campos de s IC1110 eh unir región 
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deteiminaila FI problema del tliagnósaico del canlpu de ;lentos imet1e ser planientlo de la 

siguiente manera 	 urea is,:d 	 c'1,1b1C( 	 ?Dia 

,ofillptp1 	 v 

l't .,L,J.N111,), 	11 	 tit'flii , / I, 	1111 	I) f?' 	la 	 ,e  

hqi?,,,enitur,i 111711,1 ,J:11'n, (1 I .11, 1,1,11,1,, / 11C111C)Iir, 	 en 

(',/(1;71,C1• tu 1011,, 	 11/911 , 	 ,I1' la i,,,1,91 	 ruar luwa 

(1, la lu)e 	1J.,  ti ¡Ti', 	 J/11,1:1; 1 	[1' 	 \ 

1 	ipe 	1,1 	 1 l  ,iire 	 /II 'III/ 	'II 7051 ,1111,:, 1401 (1, ' 

cNa11 

(/111111 cl 111,1111..W11111e1110 ‘.1.1,1e1) (1.,' 1.1 111e,.1111L.1 de 11111..13',, el 1111111•111.1 .11 1 11/3 L11,1110 sena le',11,2110, de 13 

guirnlc 111.111er.1 	o 1-,;‘,01 1 el uts Le, i.Y.arkitines (le 	lei 	11,111,  13', ci)nsirt, iones impuestas por la 

cong)lela 	1,1 	 lo 	aloies (le la velouilatl del lento tm las 	del donlimo 

de cálculo 	las 	 1,in- ílales adritotit.as 	 los 	 del ; knio 

nlcdidm ,speilinentalinenie el tus esta, 	111L'Il'ill()1,1!!1..;1'; '.`111 	C.IL' 110 	l 110..1110 

11..11111'211k LII 1,1 II! 	(i,:1121,111v1.111C 	 1111,11(10,  M.11(111'111. us d.2 muy 	i)olite 11.110 Ipa 	Icn  

0‘...1,3011k2,, ..`11 11111.'311,1, 	De e`.1.“ 	t11.' 1119.1113,111 .. 	 .„1 sc 1ii 11.11,,1 ido bres rnIenle  

ell el capitulo L 1uI 	 cl modelo 	iVer palatilam 14 capnul,, 1 	I Icmplos 
niig, sofislicadra son i,leitt:is 	 de inteipolat. ion 	sn.molaLion une ilcileian 1111 pl 1111t1 ..,1111110 	' 

, 6:1110, 	Irle 	.31111111113C1011 	',(1111e11, 1( , 	3 	1111 	1113Ce`,1 	.1', 	3)11,1. 	1111111111.11 	U.111 	1,1 	..(111(11..1,,11 	de 
111,.:0111¡11.».111111(1,1.! ,:3111,1 eonslriCCiun.(1111,:n21 1111 .2.1111j)(1 	IL111,, 	 ,..011 la ,:toisersulon tic 
1,1 masa- (lomo cielimlo comicio de este imo de modelo:, ;hidria darse el modelo \ I 	11:11/ desarre111ad,' ,n 

	

Lassient_e l.ivermole National Labui,ilUi de 11 I 'lo ersitlad 	( ',domina II 

1:1 nwdclo .11t IANN:\ ha sido utilizado en un inicia() de resol; cr mobleinas de diamiOsii,:o de caemos de 
vienlo en legiones de orografía completa Id' concreto lut sido militado para reconstruir 1;1 conipcinenic 
horizontal ie una ;Mula de 2400 altos sobre el nivel del mar) 	un campo de 	Lotos ,-,ver, iit/iirriii 

correspoinliente a la ¡una del valle de Nli.:xico y sus alrededores para los (Mis 31 de julio y 26 de agosto (le 
1994 a las 	I 5:111) y 21:1111 Iris 

Hay (me hacer diversas aclaraciones acerca de la realización de edil sunulacion Los datos lopografieos 
introducidos en el modelo fueron obtenidos a partir de los modelos digitales de eles aciOn dgoibuidos por la 
Dirección General de Geografía del INFGI Esta institución proporciona los datos de elevikion del terreno 
de una zona dada en ;indinos lunarios correspondientes a un grado de latitud poi 1111 ..1.11.1 de longitud con 
una resolución espacial de tres segundos de arco. De estos datos se extraen las coordenadas horizontales de 
los obstáculos sólidos de la región considerada cuyas elevaciones 	inayoresit iguales ala altura por la que 
se está interesado (en este caso. 2400 mios SNM ). Son las coordenadas de estos sitios las que. escaladas a las 
dimensiones de la red del gas modelo, definen en donoe se encuentran las fronteras sólidas introducidas en 
la simulación L'm la figura 4.111 aparece la ubicación de dichas numeras sólidas defino de una red de 594 x 
468 sitios que representa una región bidnuensional de Ino 	s Int) hin aproximadamente, Como 

estaciones meteorológicas se utilizaron las cuatro estaciones microinciemologicas que el 1.1.1/. nene 
instaladas en la ciudad de México (y que se encuentran en la ENE::P-Iiiiicala, en el Vaso de Tescoco, en el 
Centro de Ciencias de la Atmósfera de la UNAM y en la CAM-Iztapalapa). Las ubicaciones de estas 
estaciones dentro de la red se presentan en la figura 4.16. Para las horas y fechas anotadas arriba, se 
registran los datos de presión, temperatura y velocidad del viento en dichas estaciones. 1M los sitios de la red 
que no representan 111 estaciones meteorológicas ni fronteras de la red se calculan funciones de distribución 
correspondientes a una situación de equilibrio local (mecánico y térmico) utilizando valores promedio de la 
presión y la temperatura en la zona. Estas son las condiciones iniciales en dichos sitios, En los sitios que 
representan estaciones meteorológicas se instalan sitiftv de conind donde los valores de las propiedades 
'microscópicas (presión, temperatura, velocidad del viento) 
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Figura 4, 16.- Posiciones geográficas de las estaciones de control utilizadas para simular el campo de vientos 
en el valle de México. 

Figura 4.17.- Posiciones geográficas de las estaciones de referencia utilizadas para comparar las velocidades 
del viento estimadas por ARIANNA. 
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pCf111:111e,,,1311 IdeillICW, a 10 1:11'gt) (le Ulda In :-.111.1111:1L:1011 	 111,: ,;(,, 	1:1101., 	0/.11k1111tItK 

pt111111.111,11111C111L 	'.ic11.15 CSIZIC1011C',1 	 11(1-M1114.13,, d. II , 	 titsml , 

solo,  de „mil rol Aqui, los valores de las !unciones de (list rilun ion so (L'entonan 

de  ,';,-s i nit lenti)erattira y sclocudad del \ tent() registrados cn ,,,smuoit 	 (st 	quo 1:o 1).1\ ), cn „asn 

de qu.: no baya tales estaciones se 11(111/all les 1abitC,  ptunueult t de le LI.00, disportMles en f r, .„-aacione, de 

red inereoldomea de control Una 1'l`/' preparado bol,: 11,  t.011111,,11,111:`, uu, VIL», 1,1 th 

e olmional 	(sobre el casal aculan la' ;r:,..tones s'{ut,al 	ploklmada, muto por 1;1, !Will:11'Z ‘,011k1:1',  

I), 	1:1, 	 511105 lb .  (:1111( 01 ) Lama qm. 	se 	mi (-mido 

apromniaddinente estacionan() I•7 romd/hrdo de III .silln1117( ,1) ,cr,; 	pr5,!, 	7i7; 

/huso 	u. 	/ 11/111, Itlne 	 T, 

'ft', 	 /74 ,1' 9'111' r1(,' 1'0r:7( 4i, ¡u Mic c11:)i 

Figura 4.18,- Simulación del Campo de Viento en el valle de NlexLat v sus alrededores Altura.25(ln tinos 

sobre el nivel del mar. Dia: 2o de Agosto de 1994 a las 9:1mIns). 

La evolución del gas modelo a una situación de flujo estacionario requirió 5DOD pasos temporales y una 

promediación de los resultados sobre cinco simulaciones en cada caso. El campo de velocidades obtenido (en 

cuánto a su dirección) para el dia 2(u de Agosto de 1994 a las 9:1111 lirs. se !nuestra en la figura 4.18. Estos 

resultados se muestran físicamente razonables en términos cualiltativos, mostrando claramente los efectos de 

la topografía modificando la dirección del viento y generando zonas de recirculación. 
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Figura 4.20.- Campo de vientos estimado por ARIANNA para el valle de México (26 de agosto de 1994 a las 

9:00, 15:00 y 21:00 Ins respectivamente; altura-2400 sutil). 

68 



P.11,1 
1:11,1,11111.911‘11 511,11rilr'd bs P.11,1 1 

I cl 	.10 	' 	dir si,1000 r 	1111 11 

	

Al A 	I 081 	;53 	1195 	158 

	

111\3113'il 	I 92 	151 	'17 

(N.101 	0 33  

1/1,11'31.:11'A 	071 

II ANI 	N11 	; 	53 

	

Sn A(IS1IN 	1711 	33) 	2 	111 

\ ( 	1311 AN 	I 2! 	100 	UN , 105 

	

):1141131) 	 I ir Sr r  29" 

	

MI '3 	1 70 	;21 	2 51 	24 

1 	I1)1151 I I 3 	1 21 	 91'1 	4; 

	

15 A11.101'3 	1 111 	;52 	00/ 	21 

	

.114,11111'll1a1 	,0111::; ',/  

	

, dII 	‘Ci 
iMsl ' 	(01 1 	r 	. 

Ar 	\ 	250 11  354 	2`1 	351 

	

11,X3'1)( 41 	I
r 

2 51 	310 	'; 2 55 	140  

I UNANI 	1 13 	Y 	I 34 	8 

Al) A 	2 2 	
1  

3 I 47 	210 	17 

1 11 Atill'AN41 A 	 4 13 	318 

	

As AGNS] 1S 	2 59 , 347 	4 40 	25 

A(')A 	AA 	, 3 53 1 	32 	2 13 I 314 

2 10 	426 

1. 	I IAN'(iARLS 	; J 10 1 	15 	330 	14 

	

1 S1111:1.1 A 	2 28 	2(8 	I 70 	31!I 

	

AlLitflti 	I 2 17 I 	152 	1 -31 	11 	1' 

Datil 

	

11P° 1"9" 	1.1111Pliat'll Dala 	 r5..\ 
lq 

	

vel 	410 	ve! 	111) 

	

On 	(N') 

ITIACAI A 	124 	350 	I.10 	356 

!LX(IOCIO 	1 35 	335 	I 36 	133 

UNAN1 	1145 25 	-13 24 ;1 

11 	I A l'A I A PA 	1 79 	71 	I 83 	70 	j1 

11 	I I ANI;PANI I A 	---- 	 105 	152 1 , 
1 	SI, Millti 41N 	2 55 	6 	2 31 	33 

A3,111.,AN 	3 40 	200 j  I 52 	170 , 

1AC1113A 	 1 21 	153 

IIANGA121.13 	241- 	216 	215) 	40 • 11j 

 

)037(11 1[• 	188 	141 	0.4) 	9 

IIAIIIROS 	241 	111 	1011 	45 

1.9111111'llirli 
/' 	11111,111, i 

I 	I 

dr, , 

/.0writnerstril 
11.11.1 	11/1/11,/to'a 

.1 /111.\ O. 

	

tel 	,//8 	le/ 	dr/ 

	

(111 1) 	(V) 	/m sl 	(1) 

1/):1('1)1:1 	192 	385 	I) r 	 I 
'11.\31111 31 	12 r 351 i 519 1 	151 

	

UNAN! 	2 113 	151 	2 01 ; 331 

I/ I APAI A l'A 	4 29 F 	n 	, 4 11 
t 

ANIPAN 11 A 	4 87 ; 30 	311 	324 

Sir  :1(1131511N 	I 4 31 ; 	141 	6 14 	24 

MAH AN 	3X4 	72 	267 	140 

I 	;11A 	' 162 ' 343 1 tos 	511 

11,\ NCiAlli S 	1  bn9 	.1131 I 	22 

(_; I 1511301 1 A
f 	f 
	3 18 	347 j. 

11,111 Ros 	j  2 37 	151 	2 20 	12 

	

I (tu ,c) 	IV) 	on's) 	(V) 

111 A(' 11 A 	102 	3 	1 97 	7 

IENC3)( 	381- 	54 	3 92 	53 

15'50131 	1 13 	208 	I 21207 j  

j __11:1ApAl.:APA 	I 119 	193 	95 	193 

11 1N1 	231 	20 	202 	320 

Sn A33155111N. 	3 17 	25 	250 	12 

ACA1 LAN 	295 	49 	I.27 	324 

TACIII1A 	291 	321 	107 	315 

I IANGARFS 	3 13 	44 	I 36 	35 .2222 
yrs i 	 --- 	1119 	314 	; 

I PLATI.11(I52 	13_..._02 	4) 25 't 

,51,111011 

Strilt91 

hala 

1111111 	
hl 

,11)1,1,0;\;l 

te/ 	du 	 dtr .Ganan 

Tabla 4.22.- Comparación entre las velocidades del viento medidas empiricamente y las estimadas por el 
modelo ARIANNA (las del lado izquierdo corresponden al día 3I de julio de 1994 a las 9:00, 15:(10 y 2 I MO 
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En las figuras 1 19 y 1.20 se presentan las gralicas de la simulacion en 1,, 	dc 	lateie: fp: 
rodea ala ciudad de México para los dias 41 de Julia y 2J, de Agosto a las 	'U). I 5.011 y 21 aun horas. 

Para evaluar euantuativaniente los datos obtenidos de la sminlacion. se mili/mon datos obtenidos por 
una serie de ClaLiOlICS meteorológicas de la Red Autoniatica de Monitouo 	 (p,..vm A ) del 

Departamento del Distrito Federal (ME) I,a ubicación de dichas estaciones se prendada n 1;1 figura 1. I 7. 

I.a evolución del gas modelo a una situación de 11111(1 estacionario requirió fano pa:a.:, temporales y. una 

promediacion de los resultados sobre cinco simulacione•: en cada caso. El .grupo de velocidades obtenido ten 
cuanto a su dirección) para el dio 21., de Agosto de 1901 a las 0 no has se muestra .,•11 1.1 f.mra 	18, 1,,:•sios 

resultados se muestran lisicinnente razonables en términos cualilimivos. mostrando clammenie los electos de 
la topografía modificando la dirección del ciento y generando ;unas de lefa ralaeloi, 

En las figuras 1.19 y. 1.2)) se presentan las granos de la simulación en 1,1 región de esp..cial interés (111e 

rodea ala ciudad de México pina los dios I de Julio y 21, de Agosto a las  000.  I nu y 2115)  horas .  

Para evaluar cuantitativamente los datos obtenidos do 111 Si111111ildúll, se utili/aron datos obtenidos por 
tfilli serie de estaciones meteorológicas de 1;1 Red Automática de Alonitoreo Ambiental iltANIA) del 
Departamento del Distrito Federal (DI)!). La ubicación de dichas estaciones se presenta en la figura 1 17 

El analisis comparativo de los datos estimados por el modelo ARIANNA y los obtenidos 
experimentalmente por la RAMA se presenta en las iablas 1.21. I.a dirección de la Velocidad del viento esta 
expresada por el ángulo entre la dirección de proveniencia del viento con la dirección Norte. La 
comparación muestra un acuerdo razonable (al menos en el nivel cualitativo) entre ambos conjuntos de 
datos. Generalmente, las peores estimaciones en la velocidad del viento han ocurrido cerca de las fronteras 
solidas, y.  pensamos que esto es debido a las condiciones de frontera que se han impuesto alli (las paniculas 
que llegan a las fronteras sólidas simplemente im ienen 	dirección de movimiento). Se está actualmente 
explorando los efectos de otras posibilidades para las comliciones de frontera 

Para finalimr la descripción de las posibilidades del modelo ARIANNA, habría que decir que una ligera 
modificación de éste permite simular fenómenos de transporte y dispersión de contaminantes al menos desde 
el pitillo de vista cualitativo. Para realizar esto se utilizan dos especies de partículas las cuales se representan 
mediante do.y campos booleanos correspondientes a cada dirección válida de movimiento de las partieulas• 
uno de estos campos booleanos dirá si hay una partícula moviéndose en esa dirección y el segundo campo 
nos dirá a qué especie pertenece dicha particula. Es necesario ademas añadir un cuarto operador (Ilaineinosle 
E) a los operadores T, C y 13 descritos en el parágrafo 1.3. Este operador simularía efectos debidos ala 
gravedad y operaria de 1;1 manera siguiente: para cada sitio de la red se calcularía la diferencia, 

n = (n„ 	n, , de las densidades de masa de las especies O (aire) y I (containinante)., si tS n > (1 la 

componente vertical del momento en el sitio sera incrementada por I con una probabilidad proporcional al 

valor ;anillito de 8 n si, por el contrario, 6 o es negativa dicha componente será disminuida en 1;1 misma 

medida. Esta regla conduce a un comportamiento colectivo de las particulas que simula efectos de boyancia 
(al menos, cualilativamente). La figura 4.22 muestra una simulación de ascensión de una pluma 
contaminante mediante una red de 300 x 300 sitios. Las condiciones iniciales fueron prescritas asumiendo 
condiciones de estabilidad neutras (con una temperatura superficial igual a 205 K) y.  un perfil de velocidades 
dado por la fórmula: 

= V„ 
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donde 	1.0m s y zo--I0 míos. El paso temporal del autómata es equivalente a 0.5 segundos y la 

distancia entre dos sitios de la red es equivalente a 4.0 lutos. Se permite evolucionar al sistema durante 500 
pasos anteriores al comienzo de las emisiones. La altura de la chimenea es de 100.0 ni, la velocidad de salida 
es de 7.0 mis y la temperatura de salida de unos 421 K. La masa molar del contaminante fue 28. Se 
estableción un viento estacionario en el tope y el lado izquierdo de la red y los obstáculos sólidos fueron 
introducidos en el fondo simulando un terreno citadino. 

Tiempo: 0 s 
	

Tiempo: 50 s 

4.41 14.4.,44410,0ii <1,1111.18,k 	 .1,t110. tO 4.0 1 1,110 t ,J,/.4141111_11,41.1 IáltomAidt..5 11 

Tiempo: 150 o 
	

Tiempo: 200 s 

Figura 4.22.- Simulaciones de ascención y dispersión de una pluma contaminante. 
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CAPITULO 5. 
ANÁLISIS DE LOS MODELOS DE LATTICE BOLTZMANN PARA LA SIMULACIÓN DE 

LA DINÁMICA DE FLUIDOS, 

5,t. ESBOZO DEL MODELO, 

En este capítulo, analizaremos el modelo Lattice Boltzmann presentado por R.D. Kingdon, P.Schofield 
y L. Wltite en el articulo "A Lattice Bolizmann model for Ole simulanon of fluid ()my" (171. 1992) y 
presentaremos una serie de pniebas del modelo ante situaciones de finjo conocidas. 

Para modelar el movimiento de un fluido en un espacio bidimensional, consideraremos una red de 
polígonos idénticos que cubren todo el plano (exactamente como en el caso del modelo Lattice Cías) y 
asociaremos al centro de cada polígono un determinado número de "particulas" (es decir un número real y 
no, como en el modelo Lattice Gas, una "variable booleana"). Estas partículas tienen una cierta velocidad 
que está restringida a un conjunto discreto y finito de valores posibles. Estas únicas velocidades posibles que 
denotaremos por e, 	 N) son, esencialmente, aquellas que necesita la partícula para trasladarse 
al centro de alguno de los polígonos vecinos en el siguiente paso de tiempo. 

Vamos a suponer que todas las velocidades e, 	= 	N) de nuestra red de polígonos idénticos 
tienen exactamente la misma magnitud L (que necesitan las partículas en un sitio para trasladarse a alguno 
de sus "primeros vecinos" en el siguiente paso de tiempo). Como la red está formada por polígonos 
regulares, es natural suponer que las orientaciones de las e, están igualmente espaciadas. En pocas palabras, 
podemos escribir los valores permisibles de las velocidades microscópicas de la siguiente manera: 

i21 	2 ir 

	

e, = Lcog 	
, 

	

L 	
+ sell4 , 1„ N 	 5.I N 

De lo dicho se desprende que el estado del fluido en un determinado "sitio" F y en un determinado 
instante de tiempo t está completamente especificado por una función de distribución de velocidades 
f , 	, t) que indique el número de partículas que se mueven con cada una de las velocidades permitidas e,. 

Está claro que si á es el área de cada 11110 de los polígonos, podemos definir la densidad de partículas 
en un "sitio" como la cantidad p ('r, t) tal que: 

p 	t)A = 	,t) 	 5.2 

Desde luego si consideramos que la masa de cada una de las partículas es nr--1 (Hasta ahora estamos 
pensando en partículas idénticas), p (f, t) será a la vez la densidad de masa como función de la posición 
y del tiempo. 

Del mismo modo podemos definir la velocidad microscópica (o velocidad hidrodinámica) lir, 	y la 
energia media por partícula E(F ,t) como las cantidades que cumplen lo siguiente: 

p (i', t)Ct(F, t)á= r,"„¿s e,(r.,t) 	 5.3 

2 
p(r, t)E(i, t)A = EN  5-2---f ( r, t) 5.4 

1 
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[Evidentemente. para poder escribir la expresión 5 4 tenemos que despreciar cualquier tipo de energia 
potencial de nueraccion entre las partículas y considerar de hecho al sistema COMO una especie de "gas 
ideal-. Sin embargo, si queremos añadir al modelo efectos debidos a algún campó externo. como el 
gravitacional, podríamos agregar otros términos a la expresión 5.4 

Si en vez del numero de partículas con velocidad e, consideramos a .J, (i',1) como la densidad de 

partículas con tal velocidad dentro del polígono correspondiente, podremos prescindir del área A en las 
ecmiciones 5.3 v.  5.4. 

El modelo. muy simple en principio, consiste sencillamente en esto en cada paso de tiempo todas las 
partículas se trasladaran al sitio vecino indicado por sus correspondientes velocidades y, una se." allí. 
"interactuaran" de alguna manera con las denlas partículas ubicadas en el mismo sitio. conservandose 
durante la interacción tanto el número de parliculas como el momento y la energía (Aunque en el modelo 
más simple, el del articulo de R.D.Kingdon el al, la energía de hecho no se conserva). Esperamos además 
-forzar-  al sistema para que en estas Interacciones entre partículas" se satisfagan las ecuaciones 
:microscópicas de la mecánica de los fluidos. 

5.2 LA FORMA cEomÉTRIG% DEL MODELO, 

En principio la velocidad microscópica puede tener una dirección arbitraria y, dado que ésta representa 
un promedio de las velocidades de las partículas ubicadas en el sitio en cuestión , es conveniente que las 
velocidades e, (que son las mismas en todas partes y en todo tiempo) no privilegien alguna dirección en 

particular. 

Consideremos una función de distribución de velocidades (considérenosla momentaneamente como 
continua) ,f 	que sea simétrica con respecto al valor medio de la distribución (es decir, que tenga el 

mismo valor para = ü (.7, donde ü es la velocidad microscópica, que para 	/7). Supongamos 
que la función de distribución licite propiedades de simetría tisis fuertes aun. que tiene tanto simetria de 
espejo (con respecto a los planos en el espacio de velocidades que pasan a través de la velocidad media) 
como simetría de rotación alrededor de tal valor medio. Estas propiedades limitan los valores posibles de los 
momentos de la distribución. 

Sí se trata de un espacio bidimensional los momentos de la distribución son de la forma: 

Debido a las simetrias a las que aludimos arriba, en el caso en que U110 de los exponentes in y n 
ambos) sea impar el momento correspondiente será necesariamente nulo. Ademas el momento en que los 
exponentes sean n y m valdrá lo mismo que el momento en donde los exponentes sean in y n. 

En el caso de la función de distribución maxmelliana (ecuación 3.2I) los momentos tienen la siguiente 
forma: 

0; = - 5 2  k 	 ik ,  U,L1,11„, 

--- 
U,L1k tlin ti ( 5m l, + 31111 35.1, +O , t, 3  k 5.5 
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Supongamos que en algón punto é de nuestra red discreta el minero de partículas con cada una de las 
velocidades, f, (é,I), es el mismo para todas ellas. Si los polígonos que consiitm en la red son polígonos 

regulares, la velocidad hidrodinámica es nula y los momentos de la distribución son proporcionales a 
,11 

[Desde luego, en estas expresiones y en las que siguen e:11  y 	' 2)  
r  (ek j 
	 e denotan las 

coordenadas horizontal y vertical respectivamente del vector é j 

Para que el comportamiento del fluido sea isotrópico en las condiciones de igual número de partículas 
en todas las direcciones permitidas se necesita que los momentos (cuando menos, los momentos de orden 
1,2,3 y 4) estén dados por una expresión de la forma 5.5. [Es claro que la situación de igual número de 
particulas en todas las direcciones debería corresponder en nuestro modelo a un estado de equilibrio local de 
velocidad media nula y, por lo tanto, la función de distribución discreta debe tener propiedades de simetría 
semejantes a las de la inamellianal.Necesitamos entonces que. 

v  N 

C . 

Mk o  ; 

yN e g e,."e 1 .0; 

El: e ‹. C,11C:C, R[14118,0 5„8/58 6,„50d 5.óa-d 

[donde M y R son constantes numéricas) 

Se puede ver fácilmente que si N-3 se cumplen 5.6a y 5.6b pero no 5.6c ni 5.6d. Si N=4 [es decir, si la 
red es una red cuadrada], se cumplen 5.6a-c pero no así 5.6d. Si N=5 o N--, 6 se cumplen todas las 
propiedades 5.6a-d. 

Dado que no puede cubrirse el plano con pentágonos idénticos, el modelo más simple que podemos 
utilizar con propiedades "razonables" de isotropia es una red hexagonal con seis velocidades "moleculares" 
permitidas: 

C', = ticos -5  yi se —lir 
3 5), l,...,6 	 5,7 

  

Adoptaremos entonces para el modelo una red beságonal pero añadiendo una séptima velocidad que 
represente a las partículas en reposo, e0  = O [cuya introducción evidentemente no altera la isotropía del 

modelo). Una ilustración de la red hexagonal y de las velocidades permitidas para las partículas aparece en 
la figura 5.1. 

En el parágrafo anterior se habló de que en cada paso de tiempo el modelo realiz.a dos operaciones sobre 
los elementos de la red: se deja fluir libremente a las partículas y, luego, éstas interaccionan entre sí dentro 
de cada polígono. Esta "interacción" consiste en una recombinación de las velocidades de las partículas que 
modifica 1;1 función 	(F,f) en cada sitio de modo que se cumplan ciertas propiedades fisicas. La forma de 

la nueva función de distribución será deducida en el parigrafo 5.3 y, cuino se verá entonces, no dependerá en 
cuanto a la forma geométrica de la red más que de las propiedades de simetría 5.6a-d. Es gracias a que se 
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Figura 5.1.- Una de las celdas de la red hexagonal y su inmediata vecindad. En la ilustración aparecen todas 
las velocidades permitidas a las "moléculas" del "gas". En el centro del hexágono puede haber además una 

partícula en reposo (correspondiente a la velocidad E. 7--  O ). 

cumplen estas ecuaciones que puede "forzarse" al tensor de esfuerzos correspondiente a una situación de 
equilibrio local (producida por colisiones) a satisfacer las propiedades de isotropia e inavariancia galileimit 
asegurando que el comportamiento "¡microscópico" del "fluido discreto" sea una buena aproximación del 
movimiento de un fluido bidimensional descrito por las ecuaciones de Euler. 

5.3. DESARROLLO TEÓRICO DEL MODELO. 

En el parágrafo 5.1 se definieron diversas funciones de la posición en la red y del tiempo (ambos variables 
discretas) tales como p (F ,t),11(F ,t) y EV 

Desde luego podemos pensar en todas ellas como funciones de variables continuas (la posición en el 
"espacio bidimensional continuo" y el "tiempo continuo"), pero evaluadas en puntos discretos especiales y en 
una sucesión de instantes de tiempo igualmente discreta. Tal interpretación nos permite hablar del gradiente 
y la derivada temporal de tales funciones, 

Una aproximación razonable a la derivada temporal de una cierta función ql 	/) sería su incremento 
en 
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un paso de tiempo ya que estamos suponiendo pasos de tiempo unitarios. Así, 
(7 	

(F,t) Kit,/ + 1) — rh 09) 
	

5.11 

a 0 
o, con la misma validez,

(.3  
----- (P,1) 	(r, t) — O  (i,1— 1). 

Una aproximación plausible de las derivadas espaciales podría ser obtenida con las siguientes relaciones: 

° 	 (r E„ — 5.9 

(para todas las velocidades moleculares E,). 

[Aquí el subíndice u señala la coordenada de que se trata y, siguiendo la notación de Einstein, su doble 
aparición en un mismo término indica la suma sobre lodos los valores que puede tomar u). 

Ahora bien, las relaciones 5.9 tienen el inconveniente de que no nos dan directamente las parciales 
a 0 

----(r,1) además de que no son compatibles entre si. Por esto conviene utilizar 5.9 para "deducir" lo 

siguiente: 

r c, , 
fi 	0 	c," [0 	+é„1)- 0 (1,01 

Xa  

lo que nos conduce a: 

—6„ fi 	 el ei 	 to 	fé„i)-- vm) xo 	2 	x„ 	x „ 

a0  1 

(.9 x 	3 	

f 

	

- 	[0 (r c„1)- (F,1)} 
- 

5.1(1, 

la cuál es una expresión que ya no depende de alguna dirección particular elegida para su evaluación. 

De lo dicho en el parágrafo 5.1 está claro que las partículas en un "sitio" , al tiempo tt I y con una 
velocidad E, son las mismas que estaban en el "sitio" F 	al tiempo t con la misma velocidad excepto por 
una "modificación" debida a la interacción entre las partículas ubicadas en el mismo sitio. Si llamamos 	a 
esta "modificación" podemos escribir la siguiente ecuación: 

.1;(7 ,1 + I) = 	--é„l)+ á, 	 5.11 

De hecho, ésta es (en nuestro modelo) la ecuación análoga a la Ecuación de transporte de Boltztuann. 

Dado que es necesario que se conserven el número de partículas, el momento total y la energía total 
durante las colisiones, evidentemente deben ser válidas todas las ecuaciones siguientes: 
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2-Z„z(7,14.1)=E:,./;(i' 

	

-C„t) 
	

5.12 

t ' 

	

f (17  + I) - 	C7f 

Estas ecuaciones (que deben cumplirse en nuestra modelación de las "colisiones moleculares") son 
aproximaciones a las ecuaciones generales de la mecánica de los fluidos, como se muestra a continuación: 

De 5.12a se sigue que: 

	

Z60 if (F, + I)-- f (F,1))+ E,6 01f (FM' it(f 	'° 
	

5.13 

El primer termino de 5.13 puede claramente expresarse corno: 

+1)- 	f,(F ,t) = p ,1 +1)- p 	
p 
• (r►,i) 

El segundo término puede reducirse a la siguiente forma: 

Z 0 ffi(r,1)--  lie- 	 x  (79)= 2--.(9 x 	f,(F+1)- 47(P 117  ) 	( P 17) 
cxr 

	

Por tanto, la ecuación 5.12a es análoga a la ecuación de balance de masa — + V • ( p 	O 
O t 

De 5.1213 se sigue que: 

ci  tf, (79 + 1)— f", (i,t))+ nc« 	 i:„/)) = O 

Z6  
" 
e " 	

' 
/)-1- Z6  c, "csr 	:1 (F,1)./ O 

	

d 	 xr  

Aplicando la ecuación de balance de masa podemos escribir: 

p 	 u" 
—(p u°  )— 	+(p ufi  )1+{p 

A  
xO 	 0 x o 

+ U - U' 	- U fi  
xp  

 

(P ti")}4-- x 

fi 
...+ 	 cif = o xp  

d u" O Uu 	 (2 v6 p-+ p u° 	 4 _ - 
L-4 	k a  - uak i -1417 ).1-407  » 11 a! 	(9 x0 	d x o 

o Di
D ua  = p[L9 III' 4. 

 u lu 
p  d,11" ji - _ .,(9 	°p  

49 t 	xo 	ox i, 
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que puede ser interpretado como las ecuaciones de Narier-Stokcs si -forzamos" 	:.a.teina para rpw 

U '' 0 	- 	(F,t) sea igual al tensar de esfuerzos de Navier-Stokos: ,.. 

a ' 	= - p8„ + 	 ti> + ; 8,„, V' tir 

Desde luego, como en la teoría cinética, era°  puede también ser interpretado como la componente {t del 

"flujo de momento molécular en la dirección u". 

¿A que nos lleva la última ecuación, 5,12c? 

r,.°522-LA (r,1 +1)-  f(F,01 

c9 s C --E t 	" 2 	(5' xr  
0 	5 v-Nr5 (E -17)2 	 O 

5 t 	 ' 
. 	— (p E) 

+dxy 	--° 	2 
 2,. --2--- --(ci r -lir )f + 

d xr  

+ p C9  'I-% I 
...+u —a xr  z.4.,, c, (ci r - lir )f, :-,- O 

C 2  , 

E,6 0  -2  f,÷ 

c 2  
+E' 	-kW , I) - 	)1= o 

f, 

(9 	
d a o 

1 	
‘ ti . 	—(p E)+tir 

d  
--113 Ei+li  — ' + d — : 	 ,r  - u' ) f .:z O 

,5 t a xY 	e 2 x7 	O xr 	') 	2 

i'
- 	

l, 	( 	ii:  - )2  

Di 
—I)-(p E) E ---12  (p 1,j+ur 	 (p E) .,. -uP ---a fin ---- 7---5-'' 	' 

  

5.15 

El término de la izquierda es el cambio en el tiempo de la energia total (interna más cinética) para un 
"elemento de fluido". El primer término de la derecha es el flujo de energía molecular que se "traduce" 
macroscópicamente en el trabajo sobre el elemento de fluido realizado por sus alrededores. Finalmente, el 
último término es el flujo de calor. 

Esta ecuación de balance de energía no es válida en el modelo que presentaron R.D.Kingdon et al (como 

veremos más tarde) dado que allí no se conserva la energía en las "interacciones moleculares". En nuestra 
extensión posterior tornaremos en cuenta la conservación de la energía, pero sólo tendremos un control 

limitado sobre el vector flujo de calor 2 _o 	2 	ke _  

Desde el punto de vista de la teoría cinética este vector se interpreta como e) flujo de energía térmica 
sigo desde el sistema de referencia del centro de masas local]. 

Ahora bien, vamos a pensar que las funciones de distribución de velocidades moleculares que resultan de 
las "colisiones" se pueden escribir como la muna de dos términos: el primero de éstos representa la función 
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41,111 MG 110F. 
1.1 	;I:iltidletA 

de distribución que tendríamos si el sistema alcanza un equilibrio local tras las colisiones; el segundo 
representa la desviación del estado de equilibrio local, el "término viscoso". [En el capitulo 3 mencionamos 
que en teoría cinética puede obtenerse una función de distribución f, que describa efectos viscosos 
(recuperando las ecuaciones de Navier-Stokes) añadiendo una "perturbación" 8 fi  a la función de 

distribución correspondiente al estado de equilibrio local, la maxwelliana 	. Vamos a hacer algo muy 
semejante en el planteamiento teórico del modelo]. Así, 

f, -.7+8 
Si hemos de forzar al sistema para que cumpla las ecuaciones de Navier-Stokes, está claro que debe 

cumplirse: 

—r6 (c" —11") c,/1 —uo)f, 	5,, f i 
6 

— u" )(c, — u fi)Sf, 	ti [V" u ll  +V fi u" — 8 „ V' u'l + 	u' ; 

5.16 

5,3.1. EL TÉRMINO DE EQUILIBRIO. 

Antes que nada vamos a recordar que las "interacciones moleculares" que producen la modificación de 
las funciones de distribución se realizan en el interior de cada polígono y que de la forma geométrica de la 
red de polígonos no se utilizará en nuestros cálculos más que las ecuaciones 5.6a-d (parágrafo 5.2). Para 
nuestra red hexágona( (siendo la distancia entre los centros de los hexágonos igual a 1) las ecuaciones 5.6a-d 
se convierten en las siguientes: 

ti 	a =0;  

0;  

E6 " /1 = 35 ,.,OI 	a 

3 r 
E60c, ,fi el' e' =18a  a8y ,V +5 y  Sag  +8u  .19n i' 4  	 h ,y 

El término de la función de distribución de velocidades que corresponde al estado de equilibrio local será 
propuesto como una maxwelliana de la siguiente forma: 

— j; (ii, e ) = pC(ü,e)expl — Me )(é, — -.) u } 5.17 

donde “i7, e ) y Al (e ) son funciones idénticas para todas las velocidades permisibles. 

Podemos escribir, entonces, evaluando 5.17 en 	0: 

j,(0, e ) = p C(0, ) expf— M(e )c,'1 
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Estíi claro que 	(O, )= 1(0,E ) es la misma función para todo izO [Es decir, para todas las 

velocidades excepto 	0 dado que cuando la velocidad ¡microscópica se ;tintín todas las direcciones 
están en las mismas circunsiancias.(esto se utilizó en el parágrafo 5.2 para dedudr las ecuaciones 5.6a-d). 

Después de esto podemos escribir: 

f, (ri , e ) 	D(Fi)' e 	exp{i (li, ) • 
C( O, ) 

C(ii, e )— 
7,(7,c ) = 1.)(17) 	e) 	(0, e ) ; 

Vamos a trabajar con la función de distribución normalizada 

escribir lo siguiente: 

f(ri,e ) 
n, (ir, ) 	

, 	
lo,  que nos permite 

i1(0, ) exp{F ('ri, ) • é;  } — u  ,e) — 	 
)lexp{i (ii , e ).é,}' 

Fic,(0,$) 
• ) — 

(0,t: ) + NO, )Eexpfi (ii,c ) • J,
, 

 

En realidad, en el modelo de RD.Kingdon et al no se considera en absoluto la energía interna r. ya que 
no hay conservación de la energía en las colisiones moléculares. Por tanto, podemos simplificar la expresión 
5,18: 

NO) exp{F (ii)  •  e, } 
fi; (fi) — 	 O; 

Tio  (0) + NO)Zexp (F (Ti) • c,}  

— 
Tío  (0) + ii(0)E cm« (ir) • é, } 

Ahora hagamos la suposición de que 1)7 (0 • ¿, k,-.1 (más tarde veremos que implicaciones tiene). Esto 
nos permitiría hacer la siguiente aproximación: 

.* 
exp{}7; 	} 	1 + (1; • -é,) 	

(); 
 

2 
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r, 	y  o)  

exp {7 • ¿$, 	6 + y " 	c., -t- --- 	= 6 
,to 	 osi) 

(i.é)+ ().112  
2 

(F.z)2 3  

	

2 	2 

Un desarrollo absolutamente análogo nos permitirla escribir: 

r 3Tdo 
--6ff(0)}[1- 

[En ambos desarrollos utilizamos el hecho de que ii„(0) + 617(0) = I, lo cuál se sigue directamente de 

que ii;(ü) es la función de distribución normalizada] 

Ahora vamos a forzar a la distribución para que cumpla con dos condiciones: 

(1)F.1 promedio de las velocidades moleculares (desde luego pesadas por la función de distribución) nos 
debe dar por resultado precisamente el valor de la velocidad !microscópica ti anterior al momento en que las 
"colisiones entre las partículas" tienen lugar. En nuestro modelo esto es equivalente a que la velocidad 
inedia (y el momento. medio, dado que se trata de padiculas idénticas con masa=1) se conserve en las 
interacciones de las moléculas dentro de cada hexágono de la red.  

(2) El ''tensor de esfuerzos" debe ser isotrópico y, además, invariante de Galileo. [es decir, 

p 	-- 	)(e," 	debe ser proporcional a p puesto que es una función de las 

velocidades relativas al centro de masas (recordamos aquí que nuestra función de distribución sólo depende 
de la velocidad !microscópica y de la densidad pero no de la energía interna)]. Estas son claramente las 
propiedades del tensor de esfuerzos correspondiente a una situación de equilibrio local que permita una 
aproximación del modelo a las ecuaciones de Euler. 

Examinemos la primera condición. El promedio de las velocidades moleculares es ¿_,,:o e,11,(11) y su 

resultado debe ser ir . Veamos: 

{ 	y a r 8  \--6 ll r, 	c. fi  ri.(ii) = Me) y " r e "e 11  +— z.., e 'e 1' e .' -, 3-11(0)7 fi  1,1 	i 	2 	1  	i 	1 

Esto debe ser igual a u°  y, por tanto, está claro que debe ocurrir: 

3 

2 

5.19a 

5.191) 
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_ 
( u) = 

311(0) 
	 5.20 

Vamos a exigir ahora que la energía internapor panículo (o por unidad de masa, ya que la masa de cada 
partícula es unitaria) sea un invariante de Galileo. 

El doble de esta energía interna media por partícula, ((j, —170_ E' 	lir Ti (17)  — 	, es eI  

promedio de una función de las velocidades relativas U,' = (é, — iir de las moléculas respecto al centro 

local de masa. Dado que las velocidades no dependen del sistema de referencia elegido, tampoco debe 
depender de esto una función de tales velocidades relativas ni su promedio. 

Ahora bien, en el caso crique Ír = O sucede que 	— (7) 2  

y, cómo se trata de un invariante de Galileo, ((¿:, —11) ) debe resultar siempre 611(0) independientemente 
5 2 

de cual sea la velocidad macroscópica. 

Veamos: 

((z, - 	= (c,2)- u 

,F 3n(o) 
Pero (c,2 ) = 	 = 	= 1— ii,(11) = 1— (1 61101_ — 

2 

=> (c•,2)= 611(0) t 	—r/ 2  

((éi  — 	)= 6/(0+ //2[ 	I  — I 
611(0) -J 

De dónde se sigue que para que ((c, — ü) 2 ) sea invariante de Galileo e igual a 611(0) debe ocurrir 

1 
11(0) = --- y, por tanto, 110(0 	

2 
= 1 —611(0) = —. (Y la energía interna media por partícula resulta ser 

12  
, , 	I 

igual a e=  30) =  
4 

). 

12 

La función de distribución normalizada es (bajo estas condiciones) igual a: 
1 

+4(ii • é,) + 8(17•é,) .  —211 21, 	para iz.n: 

[ 1 — 2u2 ] = 
1 

— u2  • 
2 

5.21 

Desde luego, como Ti, es la función de distribución normalizada, la función que da la densidad de 

11=0 = 	= 	2n (0) = 611(0) 
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partículas por cada velocidad molecular será J, = p Ti,. 

Antes de mostrar el segundo término de la función de distribución de velocidades, el término viscoso, 
vamos a hacer algunos comentarios: 

(Comentario A)La segunda condición que pedimos cumpliera (ii) era que el correspondiente tensor de 

esfuerzos fuera isotrópico e invariante de Galileo. Lo que hicimos en realidad fue "forzar al sistema" para 
que la energía interna fuera un invariante de Galileo. Es, sin embargo, fácil de mostrar que gracias a esta 
condición y a las ecuaciones (VI)a-d [propias de la forma hexagonal de la red] el tensor de esfuerzos 
efectivamente resulta invariante de Galileo e isotrópico. 

Sólo necesita cumplirse que: 

	

2e (1)= E:5,, o(e,(1)  — un ) 2  i707) 	— u(2) ) - 	= 2e 	• 	 5.22 

	

inc,vn  — u(2)k(il) = 	 5.23 

Es evidente que cumpliendose 5.22 y 5.234 el tensor de esfuerzos resulta invariante de Galileo ya que las 

	

/ 	w11 	—i-1 
entradas del tensor son a 12 = 	2_ a 21

= 	,0(c (i) — 	j(c (2) (2)1In, vi/ [que por 5.23 es nulo y, por 

tanto, independiente de Ti] y a ''= 2e (9= 2e 121 = a 22  [Pero como e = E (I)  + e (21__  2e (u= 2e (.2)  y 

	

como r: es invariante galileano, se sigue que 	y a 22  también lo son]. 

isotropía implica que si notamos los ejes X e Y un ángulo O y expresamos las velocidades moléculares 
C;  respecto de los nuevos ejes X' e Y' obtendremos exactamente el mismo tensor de esfuerzos. 

Es fácil demostrar que ocurre esto. Si e» y c,(2)  soldas coordenadas de ¿'7, respecto a los ejes X' e Y' 
respectivamente tenemos entonces que: 

c,") 	 + = c,(11  cos0 c;(2)  seno;  
e:2' = 	sen O + e:2)  cose; 

De donde, 

1)2 • 

le("  - " 	cos2  0((c.,( ” — u" ) ) ) sen2 	—
2 

1- 2 senOcos01,'" — 	- i,(2) )) 

Pero ((c,(1)  —11(1)1,12)  u(21) = O y ((c,(11 	
m ) 	

((e, 	— ii(29 2 ) por (I ) y (2), de dónde se 

concluye que: 

((cm' u(1),)2  )= (G,(1) — unir- ) 

De modo absolutamente similar puede mostrarse que 

(21' - (211)) 	(( (I)- I/  1(  (2) //  (2))) 
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Por lo tanto, si se cumplen las condiciones 5.22 y 5.23 el tensor de esfuerzos es isotrópico. Ahora vamos a 
comprobar que se cumplen estas condiciones cuando la función de distribución es la d.: la expresión 5.21. 

(1) u  o=  (ki» 02 ) = (e:11_1(102  

Figura 5,2 

8 
Pero (c:1)2 )=

1

2
(l— 2m21/6  c(I)2  +—d'u°  E6  c(I)2c"c P  

12 	 ) 

1 	tí"ríl' 	 1 r  
—
4

El —2,121+-----18 a o + 28 „(,) o (2 ) ) = 	2,11+ 	+u  na 

Como e e (11+E  121 , se sigue que 

111 	1:1 = e 	. 

	

(2)  ((c ii) 	ii)(c tz3 	H(7))) = (c o)t (2)_ litput).! 

Pero (c,Illes (21) 	e w e (2)Ft (ü) —
8
— u" u fi Eb 	(1)  et „ „ 12 11

( O
lí

( 2) 

((1,,(1) _ 1(1)))() 2) _ 11(2))) r,„_. o  

De esto se puede concluir que efectivamente la función de distribución 5.21 da como resultado un tensor de 
esfuerzos isotrópico e invariante de Galileo. 

(Comentario 13). Cuando una serie de "mollculas" se reunen en un polígono, la energía inedia de dichas 
moléculas antes de entrar en acción las "interacciones moleculares" puede tener una gran variedad de 
valores posibles (de hecho, un continuo de valores posibles). 121 valor concreto de la energía inedia (por 
partícula), 12, claramente no está determinado por la velocidad !microscópica, dado que hay 11111lhas 
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configuraciones con la misma energía y diferente velocidad, y también a la inversa. Pensemos. por ejemplo 
en las dos configuraciones dibujadas en la figura 5.2. Estas configuraciones tienen la misma velocidad 
!microscópica y el mismo Manero de partículas pero tienen diferente energía media. 

Sin embargo, una vez que han entrado en juego las "colisiones" y es válida la función de distribución 5.21, 
el valor de E está dado por la siguiente expresión: 

I 
2E 	(1;2 ) ((é, 	ü))+ II 2 	2f: + , 

	
ir-  ti - 	 5.24 

donde E es la energía media después de las "colisiones" mientras que 	es la velocidad media antes de las 
colisiones (aunque se conserva durante éstas). 

Asi pues, la expresión 5,24 implica que la energía media de las partículas después de las colisiones no 
depende de su valor antes de las colisiones, sino exclusivamente del valor de la velocidad media. Por 
ejemplo, las dos configuraciones de la figura 5.2 evolucionarían hacia una misma configuración tras las 
colisiones. Está claro entonces que no hal,  conservación de la energía en este modelo y no es posible 
simular fenómenos térmicos mediante él. 

(Comentario C). Para poder escribir las expresiones 5.19 se tuvo que aproximar una exponencial con 1111 

desarrollo en serie. Como ya dijimos monees, para que esta aproximación sea válida necesitamos que se 

cumpla que 	• c 1<<1. Como esto debe ser cierto para toda ti y toda Cl„ se sigue que debe ocurrir que 

( 	<< 1. 

Ahora bien, por 5.20, í(ii) = 
3ri:(0) 

-4 tí . Por tanto, debe cumplirse que la velocidad !microscópica sea 

"bastante pequeña" 	<<— para que nuestro desarrollo tenga justificación. Se nos presenta aquí un 

problema: ¿Cómo lograr que se mantenga cierta esta condición durante el movimiento del "fluido" en la red? 

(En nuestras simulaciones no utilizamos ningún mecanismo para asegurarnos de que esto se mantuviera 
cierto; sólo lucimos "suficientemente pequeñas" las velocidades medias implicadas en las condiciones 
iníciales y de frontera). 

(Comentario O) Es necesario comprobar que efectivamente Tí;  (ü) > O para todo i. Si ocurriera otra cosa, 
está claro que la expresión 5.21 no podría corresponder a una verdadera función de distribución de 
probabilidades. Esta propiedad no se sigue de las condiciones (1) y (2) y, por tanto, hay que examinarla 
aparte. 

I 
En el caso en que i=0, la propiedad es obvia: Como „ < — 8 (ver comentario C) se sigue que ir (in > O 

3 
(de hecho Fío  (ii) debe ser siempre mayor que 

8 
 ). 

Vamos ahora a demostrarlo para i O. Supongamos que le, 
I 

cosa 	—
2
-  , donde a es el ángulo entre 

E, y 	Entonces, 8(ii • J,) 2 	8111c,1 !cosa r > 2112  => 8(11 • E,) 2  > 2 u=  . 
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Ademas. 	4!111 < dado que 1-iil 

Esto implica que +4(ü • é, ) +8(ü • é, ) 2  -- 2 ir. > O porque los términos que pueden ser negativos. 

4(ü • é ) y —2u', son respectivamente menores en valor absoluto que los términos positivos 1 y 8(ii • é, ) 

De aquí claramente ii,(17) ?. O. 

Si suponemos lo contrario (es decir que le, cosa 5. —
2 

) entonces se sigue que: 

9 
*. é, )1= 41ülé cosa I 	

2 
21ü1 < —

I
- y, por otro lado, sabemos que 12u 2  < — --. Como la suma de los 

8  
3 

valores absolutos de los términos que pueden ser negativos, 4(ii • 	y —2u2 , es menor que —, está claro 

que 	+ 4(ii • é ) -1 8ku • es ) 2  2u 2  > O 	f,;(0 

, 	I 
De esto se concluye que la función de distribución será siempre positiva mientras se respete que 	< 

4 

5,3.2. EL "TÉRMINO VISCOSO". 

Los efectos viscosos en la dinámica de nuestro fluido van a ser simulados mediante una "perturbación" de 
la función de distribución de velocidades moleculares correspondiente al estado de equilibrio local, la cuál 
fué obtenida en el parágrafo anterior.(5.3. I). 

Siguiendo los pasos de la exposición de R.D.Kingdon et al en el artículo de la referencia # 7, vamos a 
proponer un "término viscoso" de la siguiente forma. 

= AV' u' 1- lk,"c,1' V u" ; 

á 	= CV' u" ; 
	 5,25 

Esta es una expresión que no depende de la velocidad ¡microscópica ii, sino exclusivamente de sus 
derivadas espaciales. A. B y C son constantes que serán encontradas después de imponer una serie de 
condiciones sobre eS f que son las signientes• 

(I) Es necesario que la función de distribución completa f, = f, + .1, esté normalizada a la densidad 
de partículas en la posición correspondiente (la cual, desde luego, debe ser la misma antes que después de las 

colisiones). Es decir, debe cumplirse que 4 ,0  = p . Ahora bien, como impusimos la condición de 
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que 	/ = ' = p se sigue que debe cumplirse 	= . Utilizando las ecuaciones 2-d,•:„  
5.25 tenemos que: 

= 6 A V.  u' + BV 	I c c;  1- CV"' u Y  ;  

E:' 	f = (6A C)VY  ifY  -1-3118 „1,V u" =:(311 + 6,4 1 - (')V" u' 

Como esto debe ser nulo cualesquiera que sea la velocidad ii como función de la posición en el plano (o 
en nuestra red discreta), se sigue que 

	

6A+313+CM) 	 5.26 

(2) Necesitamos que el promedio de las velocidades moleculares para la función de distribución completa 
fi  sea ir, la velocidad microscópica. Como ya exigimos esto Ultimo para f, la función de distribución de 

equilibrio local, el término viscoso debe ser tal que Z oi,S f = 0 . 

Pero Iú 	f AV" u" E E + BVP d'E .0 e 	, lo cuál se anula sin necesidad de • ,  
imponer ninguna condición adicional. 

(3) Falta imponer la condición de que el tensor de esfuerzos tenga la forma del de Navier-Stokes. segun 
mostramos al comienzo del parágrafo 4.3, esto significa que debe cumplirse. 

6
,,o(C," 	ii" )(e, fi  - 	) 	f, = qíy" 	+ 	— „ 1,V 7  lr'1 +- 5 (5,, 	/ir . 

Por las condiciones (1) y (2) , 

11")k li 	 Ct ii  

3 

	

35 'f' A( V'u')-/A" (c5 	„ 	+ 8 ,„i 8 r ) 

	

3 	 3 
= -38 49  fl(yr ur )

4 	fi 
(Vr 	

4
MV" ufi 	u") 

4 
Comparando lo anterior con el tensor de Navier-Stokes, queda claro que fi = - 311 y que 

13 A -I- 
4 
—3  B] 

Utilizando estas dos ecuaciones más la ecuación 5.26 encontrada al imponer la condición (I), podemos 
expresar las constantes A,I3,C en términos de los coeficientes de viscosidad 71 y S : 

B= -3tl ; C = 	; 

De donde, la forma del "término viscoso" de la función de distribución es: 

rS 	
/ 	 4 

f 	127i - s'')V" u' - -3 11 I" el° V u" ; , 	3  

= 2; V r  1lY  ; 

1, 

5.27 
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Es necesario hacer un comentario adicional. Como ya dijimos. la suma de todos los terininos 	es 

nula. Esto implica que al menos algunos de estos términos son negativos, pero hay ¡pie re:ordar que (`.; 
representa una "desviación" de la función de distribución de velocidades J, respecto a la correspondiente a 

tina situación de equilibrio local J. Por lo tanto, hay que asegurarse de que los términos j, continuar 
siendo positivos a pesar de esta modificación. 

Consideremos todos los posibles valores de Tii (ii) (obtenidos a partir de todas las opciones aceptables de 

y de ii y calculemos el valor mínimo. Para esto escribamos Fi,( 	T), donde 	es la magnitud 

de ii mientras que r es el producto de lé,1 por el coseno del ángulo formado por é, y /7. 	1-7->  . 

Así, h(tül, r) — 	I + 41j1r + 	r 	21i/1 si i 
I 2 

	

h 	I 
Como r — I y 	se sigue que --- 	

2 	
r > —I 1- 4Iii1J > 

4 	 r 1 	 3 

De donde 	r) es siempre creciente con 	y alcanza su valor mínimo (para cualquier velocidad) 
cuando r —1.  

2 	 1 
Ahora bien, ----.- 	= 	1 	--- 	

3 

	

— — 	O cuando 	—
3 (9 lir'  

Queda claro que el valor mínimo completo de ñ (ii) es cuando r = —I y 	-3  = 1-  donde 

A(0 = 	— 	7-7:> 	p 	para toda é, y toda ü 
36 	 36 

Por lo tanto, para asegurarnos que no habrá valores negativos de la función de distribución convendría 

	

18  fi 	1  
comprobar que 	< 36 por lo menos para i x O. 

(8 jo  podría ser considerablemente más grande sin correr ese riesgo). 

Como la deque IitI « —. esta condición debe cumplirse no solo en la inicialización de la red sino 

durante todo el movimiento del "fluido" ( y tampoco para esta condición tenemos un mecanismo regulatorio 
para asegurarnos que en la evolución del sistema no pueda modillearse esta situación. Nos reducimos a 
considerar en las condiciones iniciales un término viscoso bastante menor que el término de equilibrio). 

5.3.3 BREVE RESUMEN DEL MODELO. 

A continuación se enumeran todos los pasos del algoritmo que realiza el modelo en cada paso de tiempo: 

(I) Utilizando los datos del paso de tiempo anterior se calculan los valores de la densidad de partículas 
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p(F,1) y de la velocidad microscópica 	(F, I) en cada hexágono de la red. Este calculo se realiza 
utilizando las ecuaciones 5.2 y 5.3: 

	

PV, 1) -= 	 ; 

(2) Se calculan los gradientes de la velocidad microscópica mediante la fórmula 5.10 deducida al 
comienzo del parágrafo 5.3: 

1D (2 u 	
u .(r +e„i)- u „kr 	; x 	

1 i) 	 [
3 

J 

X-,6 	1.11 
= e, (u.,(i' + E„r)- ?UF ,1; 3 

Ial 

' 

	

ox (r,t) 3 E"" 	Y
,r + -* —. 	 e„1,- f )] ; 

u, 	1 —)6 	2)  

(i7 	1 e 	111 (P V„t)— // (P )1 • 3 	, 	y 	 , 	1 d y 

(3) se calculan las nuevas funciones fs  (i7 ,/) y .f„ (F,i) (resultante de las "interacciones moleculares" 
dentro de cada polígono) utilizando las ecuaciones 5,2I y 5.26: 

p 	 , 
(F, 	= 	+4(c,(IIur 	e,(21

u, )-1 8(cu + (21u ) 	2  +u 2 )] 
12 

€9 u, 1 i 	\ d u 	a 11, , 	,) 4 ( 	., c2  u . 	, (2 u 	 o u,, „ 
+-k211 - g ) -- + — -- y e " 	' -f e, : 	• + ( e 	+ 	 

3 	O x O y 	3 	" O x 	.` O y 	s .' ' O x 0 x , 

F I ( „ \ 1 	i \ 

	

O //, 	/7 //1, 
.f,(F,i). pi 	-111,.-  + u,,-  ) j+ 4- 	+ •-••-----'-- ; L / 	• 	 c x 	c y ) 

(4) Una vez calculadas las funciones de distribución ji (F,() se permite que las moléculas se trasladen 
al centro de alguno de los polígonos vecinos (dependiendo de cuál sea su velocidad molécular 	) en el 
siguiente paso de tiempo. 

5,3,•4.- SIMULACIONES Y RESULTADOS. 

Antes de describir las pruebas a las que ha sido sometido el modelo Unice Boltzmann que hemos 
descrito teóricamente en este capítulo, analicemos en términos generales el problema de la implementación 
de las condiciones iniciales y de frontera en el modelo. 

Respecto a las condiciones iniciales en los sitios del dominio de cálculo que no pertenecen a la frontera 
no hay mucho más que añadir: el usuario asigna (ya sea a su gusto o mediante algún algoritmo adicional 

d u 
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ajeno al modelo propiamente dicho) los valores de las propiedades macroscopicas que determinan la función 
de distribución (esto es, las dos componentes de la velocidad microscópica y la densidad de partículas o de 
masa) y, a partir de éstos, el modelo comienza a operar desde el paso 2 del parágrafo 5.3.3. 

Por su parte. las fronteras sólidas son implementadas de manera más complicada que en el modelo 
ARIANNA (descrito en el capitulo 4). Del mismo modo que allí, los sitios que representan un obstáculo 
sólido (generalmente se considera que son los mismos a lo largo de la simulación, aunque esto no es una 
necesidad inherente al modelo) son señalados mediante un campo booleano ("i') Si esta variable es igual a 

"I" en un sitio determinado, consideramos que en esa posición hay un obstáculo sólido, y si es igual a "o-  se 
considera que se trata de un sitio "permitido al gas". Si analizamos la descripción resumida de la evolución 
del modelo que dimos en el parágrafo 1.3.3., podriamos decir que las reglas de colisión de las partículas en 
el modelo son "estadísticas" o "'microscópicas" mientras que las reglas de propagación son "microscópicas" 
(el camino libre medio parece ser considerablemente largo). También la acción de las fronteras sólidas en el 
modelo tiene este doble carácter. De la misma manera que en el modelo ARIANNA las partículas (o quizá 
sea Más correcto decir en este caso las "corrientes de partículas") colisionan con las fronteras ¡Y:111101(h) 

COMpleialllente NI1 velocidad. Esto permitiría a nn modelo "microscópico" (tal como los modelos de gases en 
redes) simular la adhesión del fluido a las paredes sólidas cuando se observa no el comportamiento 
individual sino el colectivo de las partidlas. Sin embargo, en nuestro caso las "corrientes de partículas" 
deben corresponder ya a un sistema "(microscópico". Por esta razón debemos añadir un segundo efecto de las 
paredes sólidas: instalamos en los sitios adyacentes a las paredes que sí son permitidos al gas celdas de 
control donde las dos componentes de la velocidad (microscópica permanecen 	indas a lo largo de toda 
la simulación. 

Finalmente, en las fronteras no-sólidas del dominio de cálculo pueden establecerse ya sea sitios de 
control o bien condiciones periódicas dependiendo del fenómeno que se desea modelar. 

Se lía desarrollado un programa en lenguaje C que permite realizar simulaciones mediante el modelo 
que hemos descrito a lo largo de este capítulo. Los principales procedimientos de que está compuesto nuestro 
programa corresponden al flujo de las partículas, al cálculo de los términos de equilibrio y 	de 
"perturbación" viscosa de la función de distribución sobre toda la red y finalmente a la implementación de 
sitios de control desde los que es "forzado" el sistema a lo largo de la simulación. Hay que destacar que las 
colisiones de las partículas con las paredes (esto es, la inversión de las velocidades de las partículas que se 
"dirigen" en un momento dado hacia un obstáculo sólido) se incluyen en el procedimiento de flujo de las 
partículas y no se trata de dos procedimientos independientes (como en el caso del modelo ARIANNA con 
los operadores T y B). Otro aspecto problemático de nuestro programa de computación es la gran cantidad 
de memoria computacional que ocupa constantemente durante una simulación: a cada sitio de la red 
corresponden siete variables reales (este problema se complica con el modelo extendido presentado en el 
capitulo 6). Las simulaciones presentadas aquí fueron desarrolLulas con redes muy pequeñas (en ambos 
casos, se utilizó una red de I x400 sitios, que es de hecho una red winfonensiona/) obteniéndose a pesar de 
ello resultados de muy buena "resolución" que permiten concluir que el "gas" modelo es muy 
aproximadamente un sistema "[microscópico" que no presenta saltos bruscamente discontínuos en sus 
propiedades, de una celda a otra. Sin embargo, una simulación de tipo práctico (tal como las realizadas con 
el modelo ARIANNA en la reconstrucción del campo de vientos en el valle de México y sus alrededores) 
necesitaría una red considerablemente más grande. (Este problema de tipo estrictamente computacional está 
aún en estudio). 

El modelo Lattice Boltzmann analizado en este capítulo fue sometido a dos pruebas para comprobar 
que es capaz de simular condiciones de flujo para las que existen soluciones analíticas de las ecuaciones de 
Navier-Stokes. Los resultados obtenidos mediante estas pruebas nos permiten afirmar que el modelo parece 
simular de manera adecuada situaciones de flujo laminar (tanto estacionarias como no-estacionarias). 
Aunque se 111111 encontrado algunos problemas, no se han estudiado con suficiente detalle las posibilidades 
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del modelo para simular flujos turbulentos. Es posible que las dificultarles encontradas se deban a la 
violación de la ley de conservación de la energía (la cuál estamos intentando reetiper.r mediante la extensión 
del modelo que es expuesta en el capítulo 6). No hay que olvidar que en los modelos de autómatas celulares 
la turbulencia se ha presentado siempre de manera "espontánea" sin ser introducida "a priori-  en la 
definición del modelo y que, por lo tanto, el procedimiento es (en gran medida) "experimentar Sin 
embargo. en vista de los muy buenos resultados obtenidos con respecto a la simulación de fenómenos 
turbulentos mediante el modelo ARIANNA y otros modelos de gases en redes (fuertemente emparentada: 
con los modelos Lattice Robinia mi), nos permitimos ser optimistas. El problema espera aún ser analizado 
con detalle tanto teórica como empíricamente. 

FLUJO DE POISEUILLE "A LA INVERSA" (ETA=10.0: FI=0.0: Velocidad uniforme 
original=0.18; Densidad=10000) 
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Figura 5.3.- Perfiles de velocidad resultantes de nuestra simulación para el (lujo de Poiseuille. 

FLUJO DE POISEUILLE. 

Las condiciones impuestas para simular el flujo de Poiseuille se parecen en gran medida a las utilizadas 
en el modelo ARIANNA. De la misma manera que entonces, no simulamos el problema clásico de un fluido 
en un canal plano sometido a una diferencia de presiones fija entre los extremos del canal sino el problema 
inverso del relajamiento al equilibrio de un fluido inicialmente uniforme moviéndose a través de dicho canal 
plano (en ausencia de una diferencia de presiones entre los extremos). Desde luego, se espera que para el 
tiempo t I la velocidad se anule bruscamente en las paredes del canal. Con cierta rapidez el perfil de 
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eloculades debe transformarse en uno parabólico que se hará de dimensiones cada vez menores a medida 
que el flujo va "deteniéndose" lentamente debido a la fricción. 

Comparación entre los resultados de la simulación y una parábola. 

Figura 5.4 • (La línea inferior es el perfil de velocidad resultante para el Rujo de Poiseuille aI tiempo 
t=35000 la linea superior es una parábola ajustada).  

Utilizamos una red de 1 x 400 celdas. Se trata, pues, de una red unidimensinnal, esto es de luna lila 
vertical. Los sitios superior e inferior de la fila se consideran como obstáculos sólidos mientras que los sitios 
adyacentes son considerados como sitios de control donde la velocidad macioscópica es igual a cero Se 
implantaron condiciones periódicas en las fronteras no-sólidas de la red. Las funciones de distribución 
iniciales se calcularon con una densidad de partículas igual a 10000, una v elucidad horizontal a lo largo del 
canal igual a 0.18 y una velocidad vertical igual a 0.0. Vistas condiciones son uniformes en el tiempo tr-0 
sobre toda la red (excepto en los sitios de control superior e inferior). Se utilizaron los siguentes valores para 
los coeficientes de viscosidad 11 =10.0 y r -0.0. 

Resultados de la simulación: En las figuras 5.3 y 5.4 se presentan los resultados obtenidos mediante 
la simulación. En la primera figura se presentan una serie de curvas que representan los perfiles de la 
velocidad obtenidos para diferentes tiempos de corrida: 5000, 15000, 25000 y 35000 pasos de tiempo 
respectivamente. La evolución del sistema es precisamente la misma que la predicha teóricamente (al menos 
en términos cualitativos). La primera curva (correspondiente al tiempo 5000) es todavía un flujo uniforme 
en el centro del canal que se va a cero sólo en la vecindad de las paredes Poco a poco la curva se va 
transfOrmando en un pérIll parabólico ital como era se esperaba). En la figura 5.4 se muestra una 
comparación entre la curva obtenida al tiempo 35000 y una parábola que le hemos ajustado Se puede 
observar que el pérfil obtenido por la simulación es muy aproximadamente parabólico. 
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La simulación del flujo de Couette (evolución O una situación de flujo estacionario a partir de una 
situación de reposo de un fluido que ocupa el espacio entre una placa inmóvil y otra móvil) se lleva a cabo 
también de manera muy semejante a la que hemos descrito en el capítulo 4 al hablar de las simulaciones con 
el modelo ARIANNA. Como entonces, esperamos que el sistema evolucione asintóticantente hacia una 
situación de flujo estacionario en la que el perfil de velocidades sea lineal (tal como es posible deducir 
analíticamente de la solución de las ecuaciones de Navier-Stokes bajo las condiciones de frontera descritas). 
En la figura 5.4 se muestran las curvas teóricas obtenidas para diferentes valores del parámetro 

,1j1 
adimensional dependiente del tiempo n' ' 	 

p (12  

FLUJO DE COUETTE, (ETA=10.0: FI=0.0; Velocidad de la placa:0.18: 
Densidad=10000: ), Tiempos de corrida_ 10000, 50000, 150000, 350000 y 

500000. 

Altura 

Figura 5.5.- Perfiles de velocidad resultantes de nuestra simulación con flujo de Couette 
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Para la simulación se utilizó una red de lx400 dado que se trata de un problema unidimensional. Se 
consideran condiciones periódicas en los extremos del "canal". En el lado superior de la red (y-400) se 
coloca un obstáculo sólido donde la velocidad macroseópica se mantiene constante ("forzando" al sistema) a 
lo largo de toda la simulación (la componente horizontal es siempre igual a 0.18 mientras que la 
componente vertical es siempre nula). En el lado inferior (y-1) también colocamos un obstáculo sólido pero 
con ambas componentes de la velocidad microscópica manteniéndose nulas en todo momento. Las funciones 
de distribución iniciales en las demás celdas son calculadas con una densidad de partículas igual a 10000 y 
con las dos componentes de la velocidad 'microscópica iguales a cero. 

Resultados de la simulación: En la figura 5.5 se muestran los perfiles de la velocidad obtenidos 
mediante la simulación a diferentes tiempos: 10000, 50000, 151)00(1, 350000 y 500000 pasos de tiempo 
respectivamente. Como puede observarse, la evolución del sistema es exactamente la predicha al menos 
desde el punto de vista cualitativo. 

Los resultados de las dos simulaciones descritas arriba nos permiten concluir que este ¡noticio es un 
eficiente medio para estudiar flujos laminares (estacionarios y no•estacionarios) donde no se presenten 
efectos térmicos o de difusión, al menos desde el punto de vista cualitativo. Otro indudable mérito que hemos 
descubierto en nuestro modelo es que se comporta como un sistema "macroscópico" de manera casi perfecta: 
los resultados obtenidos varían suavemente en el espacio y el carácter discreto de la red sobre la que está 
modelado nuestro "gas" prácticamente desaparece en dichos resultados. No se han obtenido aún resultados 
semejantes a éstos en lo que respecta al comportamiento turbulento del fluido para valores grandes del 
número de Reynolds. En el modelo ARIANNA se obtuvo una buena aproximación al pérfil logarítmico de la 
capa superficial realizando simulaciones del flujo de Concite aumentando progresivamente la velocidad de la 
placa de arriba. En nuestras simulaciones con el modelo Lattice noltzmann hemos encontrado hasta el 
momento, incluso para velocidades grandes de la placa 111k11 (dentro de los limites permitidos por el 
modelo), 1111 comportamiento predominantemente laminar. Hemos de señalar, sin embargo, que falta mucho 
trabajo por hacer en este aspecto y las posibilidades del modelo para simular flujos turbulentos está aún en 
estudio. Como señalamos anteriormente una de las posibles causas de las dificultades encontradas hasta el 
momento resida en la no•validez en nuestro modelo del principio de conservación de la energía (problema 
que esperamos corregir con la implementación de la extensión del modelo expuesta en el próximo capítulo, 
la cuál ha sido desarrollada tan sólo en el terreno teórico). 

En el capítulo 4 describimos las aplicaciones al problema de la reconstrucción del campo de vientos que 
se ha llevado a cabo con el modelo ARIANNA. Nuestro modelo L'Hice noltz.mann está ya en condiciones 
para ser utilizado con este mismo propósito. El procedimiento a llevar a cabo seria completamente similar al 
realizado con el modelo ARIANNA. (Ver capitulo 4, parágrafo 4.4). 

1 
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CAPÍTULO 6. 

EXTENSIÓN DEL MODELO DE LATTICE BOLTZMANN PARA LA SIMULACIÓN DE 
FENÓMENOS TÉRMICOS. 

Aunque no todas las consideraciones que estuvimos comentando en el capitulo anterior están presentes 
en el artículo de R.D. Kingdon el al (Referencia # 7) , el modelo que hemos expuesto hasta aquí 
(excepciones hecha de las simulaciones y sus resultados) está desarrollado en su parte fundamenial en dicho 
artículo. Este modelo, como se mencionó en el capítulo 5, no toma en cuenta la conservación de la energía. 
Independientemente de cualesquiera condiciones, la energía interna por partícula (en una situación de 
equilibrio local) es siempre yen todas partes igual a 0.25. Esto significa que hay una conservación global de 
la energía interna. Sin embargo, las 'interacciones moleculares" no consemin localmente la energía total. 
De esta manera, cada uno de los sitios se comporta ya sea como sumidero si la energía cinética promedio por 
partícula (correspondiente a las moléculas que entran al sitio en un momento dacio) excede a 0.25, o como 
una fuente de energía si sucede lo contrario. Esto hace que el modelo sea inútil para la simulación de 
fenómenos en fluidos dentro de los cuáles las diferencias espaciales de la temperatura jueguen un rol 
importante. En particular no resulta útil para el estudio de fenómenos atmosféricos, que es lo que en última 
instancia nos proponemos abordar. Nuestro propósito será, pues, extender el modelo para que la energía 
interna por partícula sea uno más de los parámetros independientes (como la densidad p, la velocidad 
macroscópica ü y los coeficientes de viscosidad q y 	) que determinen la nueva forma de la función de 
distribución de las velocidades 'Moleculares" f y después de las 'interacciones moleculares". Otra 
motivación sumamente importante para llevar a cabo esta extensión es el estudiar si es posible, mediante la 
incorporación del principio de conservación de la energía, desarrollar simulaciones de flujos turbulentos en 
nuestro modelo. 

Hay que remarcar que este modelo extendido ha sido desarrollado exclusivamente en el terreno teórico y 
que. por lo tanto, se presenta aquí sin haber sido dm implementado para el desarrollo de simulaciones de 
problemas de dinámica de fluidos. 

Para poder llevar a cabo el objetivo que nos proponemos tenemos que permitir nuevos valores para las 
velocidades moleculares é, . En concreto, tendremos que añadir las velocidades necesarias para que en el 
siguiente paso de tiempo una molécula pueda transportarse al centro de alguno de sus segundos vecinos en la 
red. 

Para poder trabajar mejor vamos a introducir la siguiente notacióni a las velocidades moleculares 
correspondientes a viajes de las moléculas a primeros vecinos después de un paso de tiempo las denotaremos 
por c (i=1,...,0) mientras que a las velocidades moleculares correspondientes a viajes de las moléculas a 
segundos vecinos después de un paso de tiempo los denotaremos por 	(k=7,...,12). En la figura 6.1 se 
ilustra la situación. 

Hay que añadir que (además de las velocidades que aparecen en la figura 0.1) también está permitido 
que las "moléculas" tengan la velocidad 	= O. 

Las velocidades ék  (k=7,...,12) tienen todas la misma magnitud. Es fácil deducir que si la velocidad 
é, (i =1,...,6) es unitaria y es precisamente la necesaria para llegar al centro del polígono vecino en una 

unidad de tiempo entonces la correspondiente magnitud de las ijk  es 1, =f . Es claro que las velocidades 
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br 
(.7, son precisamente las é, sólo que rotadas por un ángulo 	= —

12
-  = 7 

Y 
multiplicadas por 1. Nrj.  

Figura 6. I.-Esquema de las velocidades permitidas a las partículas en el modelo Lattice Boltzmann 
extendido. Además de las velocidades que aparecen en la figura, las partículas pueden tener la velocidad 

co  = o. 

En el parágrafo 5.2 demostramos que un grupo de seis velocidades de la forma: 

i271" „ 	 „ 
c, = 1. cos 

6  
(----)x + I, sen(

i 2n. 
----)3,  ( i= I,..,6) 

cumplían con una serie de propiedades (ecuaciones Vla•d) que consideramos necesarias para la isotropía del 
ir 

problema. Las velocidades ék  son de este tipo pero rotadas por 6. Veamos, sin embargo, que las 

propiedades no dejan de cumplirse porque: 

„ 2g 
si 	= 

IV 
y a es un ángulo constante entonces 

s(' cos00 -I- a) = O ; 

Es , sen (i0 + a) = O ; 

96 



1  COS"(i0+ a). L ces' (10) ; 

E
ti 

sen2 (i0 +a) = E6 sen (i0) ; 
I 

etcetera... 

Por lo tanto podemos concluir que la forma geométrica del modelo extendido también cumple con las 
propiedades de isotropia. Escribamos estas propiedades explícitamente para nuestro caso concreto: 

Eh 	a
r-c 

 
C. 	C." = .30 ír E6 / r c 	c 	„ 	+8,.1 8 „ +(9q 	„ 	• u 	y 	y 	,, á  

VI 2 	a 	 1 2 	
Ye 	

9r3 
k,7k

aek PCkk 18al; 8ny +8„ y (9, + 8ab.  8fly ) ; ‘..1k3Ck Ck 	'n'a 	
\--, 

fi 

\--,5 e  a = VI 2 e 3  = 5 , " 	= v12 „ a, p = 0;  
L•kr,7 k 	1 L" 	 L.4 ("I "k (6.1) 

Vamos ahora a calcular la función de distribución correspondiente a una situación de equilibrio local 
i2 71; con una densidad p= 	f, , una velocidad macroscópica ü = 	é., 	y una energía interna 

x-,12 	/() 
por particula E = 	 lt 

(Como antes, ir, es la función de distribución normalizada: 	
7, 

= 	). 
p 

Mediante un razonamiento absolutamente similar al llevado a cabo en el capitulo 5. podemos deducir 
que: 

si Z = no(0,e)+n,(0, )r,i  expW 	e). é, } +ni, (O, e )Ek2_ exply7(ii,e)•2„,) entonces: 

, 	74(0, e) 	f  
ti kii,e)— 	expV(ii,e)•é, 	(i = 1, ...,6) 

e)  

	

nk(ii,e)— 	exp
,
¡7(ii,c). 	(k = 7,...,12) 

71;(0  
" 

— —„ 	 — 
(Aquí 	!l, (0, e) es el mismo para toda i -1, 6 mientras que ti k  = Il k  (o, e) es el mismo para 

97 

1 

(6.2) 



	

toda k= 7,...,12. También denotaremos n„(0, e) por 	). 

Mediante la aproximación iY"(ii, e) • 	podemos escribir: 

'¿.',)

2 

	

exptY.  • E, } 	1 + y • 1. 	t ÍY  

r,  

	

y 	 3 	— 
Z 	(no  + Útt, .4 6n, ) 	

2
E e n, 	 Li 7  C, 	 1- = . 	// 	3tt, 

2 

Y finalmente podemos aproximar la función de distribución normalizada como: 

Y. 

, 	-I-  ,_ 
(' 
, (F.é,)2  3 ,n- + li,kr i , e) . li, i 1417 •, l 4- 	

2 	
t 

2 
, 

 
L 

}72 
1 

( i=1 	6) 

r 	N 2 

( .. 	- 	1  
(7' .i') 	3 	1 	1 

(k=7 

I 

ii k  01, e) . ll k  1 I+ y .C, 1 + ". 7,.1- 	.- 2  I 11, + 311k iy 

 

tt,,(it,e) - 11, .
[

1 	(it,-+11117' ; 
— 3 -- —  

Utilizando el hecho de que debe ocurrir que citando it = O el promedio de e, '  valga 2e se sigue que: 

2e = 	i n,(0,e)+ 	,3n,(0,e)=6ln, + 3/1,1. 	 (6.3) 

Y con este resultado expresamos ti, (Ti, e) de la siguiente manera: 

;7(a,e).711+().it,) r
(i7  

( i=1,...,6) 

) 	Y 'el 
ilk(ü,8)=Iik [I +(7•¿7i I+ 

2 
( k- 7 	12) 

 

tr o (ii,e)= 
Y  2 g  

  

(6.4) 

Vamos ahora a imponerle a la función una serie de condiciones: 
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(I1 Necesitainos que el promedio de las velocidades moleculares sea igual a la velocidad hidrodi nainica 
ü. Utilizando las propiedades de isoiropia (6.1): 

, e) ' 17r "I: 	=311,7 ; 

C—`12 

Á 7e4. n,(u,c) 	
a 

="ii-,,.y 	
12 	

C• k11 =9nk y 	; 

Lo que implica que (e,)(3n + 9nk  )7 = e 7. Por lo tanto, para que (C,) nos dé la velocidad 

niacroscópica Ti es necesario que 

(ii,e)- 
ii - e 

(6.5) 

(2) Necesitamos que el promedio del cuadrado de la velocidad molecular relativa al centro local de 

masas, ((i:, — ü) ) sea igual a 2 veces la energía interna por partícula ¿ y que sea, por tanto, un 

invariante 

de Galileo. 

Veamos: 	((c, — 	(c, 2  )— 

Pero (e, ) 	1 /7,(if,e) + 	 , tf) = . 

/ {6 (I 
y 

— 
2

e j 

 

„
Y  Y 	 1 

c",/, 	6 --- — 	
-, o c o 

2 	

e 	
2 	7

c 
 s 

-u' 
...= 2e— u - + 9nk 2e 	e 

71, 112;-  

	

1E 	E 

(En este desarrollo se hizo tuso de la ecuación 6.3). 

	

Para que ((é, 	ii)) valga 2e independientemente de la velocidad microscópica particular es 

I 9nk  

	

necesario que —2 + 	= O , lo cual a su vez implica que: 
2e e 

(¿le 
n, (0 • 

18 
(6.6) 
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e -- 	(3e -- 4r: 
n,(0, e) — — 3;),. 

6 
(6.7) 

Finalmente. como /1, (O, e) es la función de dist:Moción normalizada debe °emir r que: 

/),;( O, e) + 6n, ( 0, E -1- 6)1 k (0 , E) = 

(8e 	+3)  
no ( O, 	= 1— 6in, 	I — 	 (6.8) 

Utilizando las ecuaciones 6.4, 6.5, 6,6 y 6.7 podemos darle a la función de distribución una forma 
definitiva: 

(3e 	4e 2 )[ 	, ) 	• ír' 	// 
n(ii,e) — 

6 	L 
+ 

f. 	2e 	21.' 
(i = 1„6) 

(46 2 —  e) 
(ii, e) — 

18 

	

07, 	 1  
1+ 	+ 

e 	
(k 7„12) 

2e 	2E 

  

(88 2 — Se + 3)[ 
,C)= 170 (17 

3 	26.  

Antes de escribir el término 'Viscoso" de la función de distribución (.5.  ,f, , vamos a discutir diversas 

cuestiones acerca de la expresión 6.9: 

(a) Es fácil comprobar que la fórmula 6.8 satisface las propiedades de isotropia e invariancia 
galileana del correspondiente tensor de esfuerzos. 

((el 2 ) = 	(cin )' 

2 \ 

(U"

e2 g
))

2 

 — 	 3 ts r2  
tc 

(r_ (0) 
	

26

2) 41_  u 
) .

4_ 
[n, -i- 9n j+ — 	; +9 

 4 	k  

De la misma manera, 

12n 2  
(i 	121) 2  ) .r.(1  __111 e 4.? (li  )  r— 	3 u' ) 	 , 	in 	+ 9)) I -1 ----7- 

2e.) 	4 e • 	' 	k 	8e 
n, 4 917,1 

Ion 

(6.9) 



.01 • 

02 

03 

.04 

.0 5 r 

.0g * 
 

0 7 

--4¿• 	4c 	 2  
Como tr, +9n,, =.--

6 	
9 	

18 	
se sigue que: 

3 

((el-  = 	2 I11121 )1  

((c (1) _ 11111) 2 \ = ((x,'12) ...11(:))2 ) 

Figura 6.2.- Gráfica de ti, (O, e) — 
(3s-4e 2 ) 

6 

Falta ver que ((c,(1)  rill)(c,(2)  — u(2) )) = O lo cual demostramos a continuación: 

+ 	.")c 	c)=11(1)111-2) k 

((c,o) _11(1(C.0 J_IIH))=0 
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02 	04 	0!i 	0 	 I2 
	

14 

) Figura 6.4.- Arriba, gráfica de la función n k  (0,e) 	- (---- 
2 e

—. Abajo, detalle de esta misma gráfica. 
I 8 
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( p) Como vimos en el parágrafo 4.3.1 (Comentario Cl es necesario asegurarse de que 11 (11,e > O 
para toda ti y toda 6. Aseguremonos de esto primero en el caso ii = O. 

, 	(36--4r>•') 
En la figura 6.2 presentamos una gráfica de 	(O, e.) --

6 	
como función de la energía 

cinética promedio por partícula E. En ella se aprecia claramente que no es posible considerar valores de 
3 

mayores que — 
4 

porque si lo hicieramos la fórmula 6.9 nos daría un valor negativo para 	o, 	• 

25 

15 

05 

0 	02 	04 	013 	08 	1 	12 	14 	16 

Figura 6.4 • Gráfica de la función ir: 
(88 2-8g +3) 

3 

(4 

, 	(8e 2  —8e 4- 3) 
de ii„(0, e) • 	

3 	
Dichas gráficas están representadas respectivamente en las figuras 6.3 y 

6.4. 

Mediante un método similar podemos encontrar las gráficas aproximadas de nk  (O, 	— 
18 
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Como se observa tampoco son permisibles los valores de e menores que 	porque ni 	el se 

, 
vuelve negativa. Afortunadamente, 	E) no nos da problemas. 

La conclusión es que aunque en principio la energía interna promedio por partícula cuando ii = O 
[3 

podría variar en el intervalo 	0,--1- I , en la realidad tenemos que forzar al sistema para que E varíe 

r 3] 
estrictamente dentro del intervalo [ -4- , --1-  j si queremos que las expresiones 6.9 tengan algún significado. 

Esto nos plantea un problema porque el "flujo libre" en nuestra red hexagonal podría provocar que en algún 
[I 3 

E polígono en algún instante tuvieramos una energía 	fuera del intervalo -4-  , -,-i-  . Tenemos la esperanza 

de que, bajo un rango amplio de condiciones iniciales y de frontera i decuadas, no se presentará este 
problema en nuestras simulaciones. Si esta esperanza está justificada o no tendría que resolverse entonces en 
el terreno empírico. 

Ahora .debemos comprobar que si [y... . él 

 

(i;  
1 	(como supusimos para obtener 

  

    

nuestras ecuaciones 6.9) 	
1-  1 3 

y si además la energía e se mantiene dentro del intervalo [--4 	entonces las 

( i=1,...,12) son todas ellas estrictamente positivas independientemente del valor particular de la 
velocidad macroscópica . 

Pero antes que esto observemos que si es cierto que 
(17.d  

1 para toda ti y toda é, entonces 

 

1 171 r es conveniente exigir 	• 3 << 1 ya que <3 es el valor máximo que puede tener I c, cosa (donde 

es 

lñl1 	 I 31 
el ángulo entre ii y é, ). De esto se sigue que — 

E 
<

3 	
Como e está en 	, el valor de la 

velocidad macroscópica ir debe ser en todo momento menor (en valor absoluto) que 	. (Esto involucra 

una dificultad semejante a la expresada arriba para la energía: ¿Cómo hacemos para que efectivamente se 
mantenga "suficientemente pequeña" la velocidad macroscópica durante el "flujo libre" en la red?). 

Vi- 
Hagamos la suposición de que cosa' < —

2 

Entonces, por un lado, 

  

k, cosa  I IrrI. 	I 

E 2 2 
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Y, por el otro, 
2 

2e 

ej 	I 
%/73 	2e 

E 
6 

3(1) 	I 

4 6 	8 2e 

(ü.é,) 	,)u2  
De donde 1 + 	 > O porque los términos que pueden ser negativos, 

f 2e " 2e 

5 
y — --, son tales que sus valores absolutos sumados nos dan menos que 

8
. 

2e 

Si, por el contrario, suponemos que 	cos a I >
2 
 se sigue que: 

<4 

3 

(11.2 726 
, 

cosa!" 

//2E 
(i.t • e,)2 cosa!' 

2  

M 
(ü,éj2  

=> 
2E 	2e 2  

• (-91 	 é, ) 	• ) 2 	u2 

Además 	< l . Por lo tanto se sigue que 1+ — 	 >• +— 	— 	O lo cual implica 
E 	 ri 	2e 

claramente que las n,(ü , e) son estrictamente positivas. En el caso de rrjü, e) es más claro aún porque: 

u1 	1/71 	1 

2E 2í3 8f.3-  8 
u 2 

e 	
::-"› 	ii0(Ü, e) 	O, 

lo cual será cierto siempre que se cumplan las condiciones restrictivas sobre C y sobre ¡Vil. 

< 

(y) En general, el vector de flujo de energía puede escribirse como: 

c, 2 	
?I 2 	 (é, —ü)2

2
é
l
) = 	

2 + 
ej+ u fi ((e, fi — u fi ) (é, — 

\
+ 	

2 	
(é — ü) 
	

(6.9) 

(i; 

4 
E. < I 

3 
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1/ 2 11  
El primer término. 	, representa el finjo de la energía cinética utacroscópica. NI segundo término, 

e ir, representa el flujo de energía interna debido al movimiento !microscópico del fluido, lo que suele 

denominarse "flujo convectivo de energía". El tercer término. u" ((c," 	u" )(é, 	es un finjo de 

energía molécular relacionado con lo que !microscópicamente se observa como el trabajo realizado por unas 

/(é 

\ 

De acuerdo a las ecuaciones 6,8, el flujo de energía en nuestro modelo es: 

(e, 	) = 	, 1 2 N, 	 1),. .  

. --
2c

- 14" (11$ 9" k ) = 2c u' 

De donde, el flujo de calor queda como: 

K

(2, —u 
 ( 

2 	
c," 

N' 
 

2c u" - 2- 	-e rra  - /' 	- 

=> 
/12 

N a  
2 

(6.10) 

Esta última relación nos introduce un problema. Como explicamos en el capitulo 5 cualquier función 
de las velocidades moleculares relativas al centro local de masas (y el flujo de calor es una función de este 
tipo) debería ser un invariante de Galileo. Pero como se ve en la fórmula 	0 resulta que en nuestro modelo 
el finjo de calor si es dependiente del sistema de referencia inercia, elegido. Esta podría no ser una dificultad 

demasiado grave: Hemos estado suponiendo 	— y el flujo de calor es del orden de magni tud 

por lo que podemos esperar que sea suficientemente pequeño para no afectar los resultados de nuestras 
simulaciones, En tal caso nuestro modelo servirla para simular fenómenos adiábaticos; esto es. fenómenos en 
los que el intercambio de calor no juegue un papel relevante. Podría ser útil fundamentalmente para estudiar 
el fenómeno de la convección. 

Utilimndo las ecuaciones 6.9 y 6.10 podemos escribir el flujo de energía de la siguiente manera: 

= e ü +1411  ((e,»  — fi  )(¿:, —ti)) 	 (6. I I) 

Una cuestión interesante acerca de la expresión 6.1 I es que el término del flujo de la energía cinética 
!microscópica y el flujo de calor son exactamente iguales pero de signo contrario, desapareciendo 

11)6 

partes del fluido sobre otras. Finalmente, el cuarto término es el flujo de calor 

c. 

2 



ambos de la expresión final para el flujo de energía. Los únicos términos que influyen entonces sobre el 
flujo de energía son el término de "trabajo" y el término de "flujo comed ivo". 

SOBRE EL TÉRMINO VISCOSO. 

Volvamos a proponer una forma del término viscoso de la función de distribución similar a la 
propuesta en el modelo Lattice Boltzmann sin efectos térmicos analizado en el capítulo 5. De esta manera 
8 f, el término viscoso de la función de distribución, puede escribirse como: 

,f, = A(Vrur )+ lics"c,fi (57 fi u"); 

(6.12) 
rSf = CS"u' ; 

donde A, 13 y C' son constantes a determinar. 

El término viscoso debe cumplir una serie de restricciones (a partir de las cuales podemos determinar 
los valores de A,B y C). 

'12 	V—,12  
(1) En primer lugar puesto que 2, J, 2..0  p 	p y, por otro lado, 2 	+8 ,f)= p 

se sigue que el término viscoso debe ser sólo una perturbación del término de equilibrio que sólo modifique 
el valor de la función de distribución total para cada velocidad admisible pero no el número total de 

y•-112 
partículas en el sitio en cuestión. Es, pues, necesario que 2., 8 f, = 0. 

12 
Pero 17,:__',(5.1., CV' 	+ 12 A(Vr u') -1- MI' 	fi + E C. 

...=(C+12A + I28)57)  u' 

=> 	12/1 +12B + = O 	 (6.13) 

(2) También el incremento en la velocidad microscópica introducido por el término viscoso debe ser 

nulo (Es decir, 2_
a.  
, c' "8 f, 

12 	
6r Pero A (y e  u y  )[Zi6 	4.k ,, e,a  + ii(V fi  U7  )(E 

I 
e

a e fi e 

lo cual es siempre cierto independientemente de las constantes A,13 y C. 

(3) Queremos finalmente que el tensor de esfuerzos tenga precisamente la forma necesaria para que se 
cumplan las ecuaciones de Navier-Stokes. Necesitamos entonces que: 

- 	° y," -- !!")(c," —i P  )(V f, = q(v" 	+y1 	o Vr ur )+ e; á a 1,VY u' 

pero --r 0(c,' 	u'')(c,fi i,)8 fe" c. fi 8 f, r o  , 

1 

L-ik -1 
	

1 
	O 
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15 
—12,1(Wrr r )(i „1,--,--743(V ) rr Y  )c).„/,15 

r 
 

I5 2,
=   => y — 

	

2 	 15 

15 	 (2y 

	

Como —y 4- = —12A - -II z -12zI 	 A 

2 
Y,por6.13, C=-12(A+B) 

Estos son los valores de A, B y C que se deben utilizar en el modelo. Un análisis más detallado de las 
implicaciones de este término viscoso (por ejemplo, cómo es se modifica el vector flujo de calor debido a la 
introducción de este término) sería, desde luego, de gran importancia pero no se lleva a cabo en este trabajo 
de tesis. 

RESUMEN DEL MODELO. CONCLUSIONES. 

De manera análoga a como se hizo en el capítulo anterior, vamos a enumerar todos los pasos del 
algoritmo que realiza el modelo estendido en cada paso de tiempo. 

(1) Utilizando los datos del paso de tiempo anterior se calculan los valores de la densidad de partículas 

P (F,i), de la velocidad :microscópica ii (7, i) y de la densidad de energía /': (F, d en cada hexágono de 
la red. Este cálculo se realiza utilizando las ecuaciones 5.2 y 5.3. 

, 1) 

P 	
I2.,., 
	,t); 

V 	, 	=E:2  „-1-11-2 	,t); 

(2) Se calculan los gradientes de la velocidad ¡microscópica mediante la fórmula 5 II) 
(9u. c-, 

	

1 	12 	(I) 
---(ir,i)= 2., e 	(7„/)- U.,(F,/)1 ; 
(9  

O u, ,_, 

, 

x 

y 

(9 1 

	

x-12 	(21 

	

,t)= - 	o e, 	-f• C'„ 

	

--L 2 	) 

	

c, 	uy -I- // y (F,/)] 

	

3 	' 

	

(k-,
. 
1 2 	(21 

,t
, 	

2_4  = - 	[II yv• + e „ 

	

3 	. 	e , 

- U x(r,t)] 

; 

(F t)1• 
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A. 	p--------- 1 + --e,"1  u, + 	- 2-Ick  
18 	e 

l 	
• 	2i; 	• 

1

I 2 x 

, a u 	a 	( „a u, 	r9 
) -- — 
	IS 

4- 	 tje 	y  ek.," 

l• t.' 
(2111  

	

(3) se calculan las nuevas funciones .1: (F,t) 	f„ (F, 	(resultante de las "interacciones moléculares" 

dentro de cada polígono) utilizando las ecuaciones 6.9 y 6.12.  

(3t; --4e 2 ) 	I .f, (,,,,), ,,-------i l+ —(c," }  u + e' 21u )+-
1
—,-(c ( "u I-  e l"ti ) -- ----1-(u: 1 11,1 

6 	[ 	A 	1 	I, 	2t  	, 	, 	 ..r. 

1 	/ 	, O u, 	(.? u, 	2 	( 	, (7 u, 	, c' u,. 	( ( u, 	a ll,.\) 
4- 

12
- 

G X 	e? v 	I. 	'3  (7 x 	C f 	t' X 	r? x ), 

( 	I , 

(k--7„12) 

(Se 2 —Se + 3)1." 

P 	 — ku + u 2 ) i-(C 	 + (211-'\  
3 	L 	 5 	x 	1-9 y ) 

(4) 1111;1 vez calculadas las funciones de distribución f (i',1) se permite que las moléculas se trasladen 

al centro de alguno de los polígonos vecinos (dependiendo de cuál sea su selocidad malécular ct ) en el 
siguiente paso de tiempo. 

El modelo que liemos presentado en este capítulo no 11;1 sido todavía implementado compulacionalmente 
Nos parece, sin embargo, muy importante destacar que la energía ahora sí se conserva y además juega im rol 
importante en la dinámica del modelo. Es de esperar, por lo tanto, que sea capaz de simular fenómenos 
térmicos en forma bastante aproximada. Puede verse en el análisis teórico presentado aqui que, por ejemplo, 
se cumple en el modelo la ley de equipartición de la energía. Esto no es sorprendente puesto que la función 
de distribución de las partículas es una buena aproximación de la distribución maxwelliana. Pero nos 
muestra que el comportamiento termodinámico del "gas modelo" es en alguna medida "normal", Algo que 
si puede producir serios problemas en la evolución computacional del modelo es el rango limitado de valores 
que puede tomar la energía para que las funciones de distribución de las partículas se mantengan positivas 
Como ya mencionarnos, esperamos que este problema no se presente en nuestras simulaciones si las 
condiciones iniciales y de frontera están elegidas adecuadamente. 

lay que sedalar también que el modelo no es capaz de simular fenómenos de conducción de calor puesto 
que el flujo de calor es despreciable y se anula exactamente con el termino de flujo de la (alergia cinética 
macroseópica. Sin embargo, esperamos que permita reproducir transporte conectivo de energía que es el 
motor fundamental de la evolución térmica de los sistemas meteorológicos. 
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CONCLUSIONES. 

A lo largo de este trabajo Linos descrito los modelos de gases en redes (tanto de autómatas 
celulares como de tipo 'Unice Boltzmann") e intentado explorar la posibilidad de aplicar estos modelos 
para el estudio de la contaminación atmosférica y de problemas relacionados (en especial, la reconstrucción 
de campos de viento). En ocasiones nuestro análisis ha sido teórico basado en la definición de los propios 
modelos, otras veces ha sido puramente práctico (esto es, basado en simulaciones realizadas con 
implementaciones computacionales de los modelos). Vamos a tratar ahora de resumir los resultados más 
destacables de nuestra exploración. 

En el capitulo 4 analizamos con algún detalle los modelos de autómatas celulares, en especial 
el modelo ARIANNA. Respecto a este modelo en particular podemos hacer los siguientes comentarios: 

(a) ARIANNA ha deinostrado ser capaz de reproducir situaciones bien conocidas de flujos 
laminares y turbulentos, estacionarios y no-estacionarios. En particular, es de destacar que reproduce el 
perfil cuasi-logarítmico de la velocidad del viento en la capa superficial típica. Aunque sólo sean 
preliminares, estos resultados sugieren que ARIANNA podría ser útil como modelo micrommeorológico 
alternativo. 

(b) 1..as simulaciones que reproducen el campo de vientos biditnensional en el valle de México 
(para horas tanto del día corno de la noche) están en razonable acuerdo con los datos experimentales de la 
RAMA. Con estas simulaciones se nnacsta también una de las principales ventajas de los modelos de 
autómatas celulares que es la capacidad de tratar con condiciones iniciales y de frontera complejas. Hay que 
decir, sin embargo, que el modelo aún está en la étapa de validación y calibración. 

( e ) Hay que señalar que para que ARIANNA pueda funcionar como un modelo meteorológico 
realista debe ser extendido a tres dimensiones (para tomar en cuenta, por ejemplo, el perfil vertical de 
temperatura). 

(d) Como hemos recalcado a lo largo del trabajo, hace Inlia aún una "teoria cinética" rigurosa y 
bien fundamentada de estos "gases de autómatas celulares". 'Teóricamente sabemos que existen ciertos 
problemas: estos sistemas no presentan isotropia ni invariancia galileana y el comportamiento 
termodinámico puede ser muy "anormal" bajo determinadas condiciones (Ver el análisis termodinámico de 
ARIANNA presentado en el capítulo 4). Además, lo que quizá es más importante, se trata de sistemas 
"microscópicos" que pretenden simular fenómenos "inacroscopicos" (asi, por ejemplo, lo que en los 
resultados es interpretado como un transporte turbulento de momento, energía, etc. es en realidad un 
transporte "molécular" realizado por las "moléculas" de nuestro "gas"). Sin embargo, no tenemos aún una 
idea suficientemente precisa de las consecuencias que pudieran tener estos problemas en los resultados 
computacionales de los modelos. 

Hablemos ahora del modelo Lattice Boit/mann presentado en el capítulo 5, y de su extensión 
desarrollada en el capitulo siguiente. 

Desde el punto de vista teórico (que es el que más ha sido desarrollado en este caso) podemos 
concluir de nuestro análisis del modelo Imitice Boltzmann del capítulo 5 que, gracias a su uso de un enfoque 
estadístico, el modelo aproxima suficientemente bien las ecuaciones !microscópicas de Navier•Stokes. 
Representa un sistema "inacroscópico" en donde los parámetros físicos que se miden empiricamente (tales 
como los coeficientes de viscosidad) pueden ser introducidos sin referencia a tipos de colisión específicos. Es 
de destacar también que el tensor de esfuerzos presenta las propiedades de isotropia e invariancia galileana. 
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Encontramos, sin embargo, dos problemas en el plano teórico que nos paiece importante 
exponer aquí Por Inri parte, como insistimos reiteradamente en los capítulos 5 y 6, el modelo no ccuiser, ala 
energía (ni siquiera trivialmente como lo hacen los modelos IIPP y H P1 y. . por lo lamo, no es posible 
utilizarlo para simular fenómenos térmicos. Hemos intentado resolver esta limitación mediante la extensión 
del modelo presentada en el capítulo ti. Una segunda cuestión es que. a pesar de los aspectos 
"macroscópicos" del modelo, éste presenta Útil características discretas importantes. Por ejemplo, el camino 
libre entre colisiones resulta notablemente grande comparado con la escala en la que °cuneo los remolinos 
turbulentos de los fluidos reales. Es posible que para simular de manera efectiva fenómenos turbulentos sea 
necesario añadir una componente aleatoria al modelo. Este problema no ha sido ano estudiado 

Las simulaciones llevadas a cabo con el modelo muestran que éste es capaz de reproducir 
flujos laminares estacionarios y no-estacionarios con resultados en unas ball acuerdo con las soluciones 
analíticas de las ecuaciones de Navier-Stolses. Otro aspecto a destacar de dichas simulaciones es la 
"suavidad" o "continuidad' de los resultados experimentales que sugieren que efectivamente estamos 
tratando con un sistema "macroscópico". Aún cuando el modelo debe ser sometido aun a muchas pruebas. 
creemos que puede comenzar a ser aplicado al problema de la reconstrucción de campos de viento de un 
modo similar a como se ha hecho con ARLANNA. 

El modelo Lattice Bolizinann extendido presentado en el capitulo n no ha sido aún 
implementado computacionalmente y sólo presentamos en este trabajo un análisis teórico de sus 
propiedades. En este modelo, la energía es un parámetro físico independiente que se conserva en las 
colisiones y esto nos permite esperar que permita simular fenómenos térmicos. Algo que puede producir 
serios problemas en la evolución computacional del modelo cs el rango limitado de valores que puede tomar 
la energía para que las funciones de distribución de las partículas se mantengan positivas. Es posible que 
tenga que violarse la conservación de la energía en el caso de que, durante la evolución del -gas". la energia 
abandone este "rango permitido". Por otro lado, hay que decir que el modelo no puede simular conducción 
de calor puesto que el flujo de calor es de magnitud desprei.inble Pero esperamos, sin embargo. que sea 
capaz. de reproducir transporte convectivo de energía que es el motor fundamental de la evolución térmica de 
los sistemas meteorológicos. 

Creemos finalmente que esta linea de investigación esta bien .justificada y que los 
modelos de gases en redes prometen ser una herramienta mil en el estudio de fenómenos 
inicromeleorológicos relacionados con el transporte y dispersión de contaminantes en la atinosfera. 
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