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INTRODUCCION

El problema fundamental que motiva y da sentido a este trabajo es el siguiente:
dado el modelo matematico de algtin proceso o sistema dindmico de interés, jes
posible inferir o extraer infurinacidon sobre las propiedades dinamicas de otros
sistemas dindimicos con el mismo tipo de modelo matematico. basados en la
informuacion sobre las propicdades dindniicas del sisteraa original. v transforma-
ciones que preserven estas propiedades?

La importancia de este problema, ap:
la conocemos hoy, por ¢jemplo. las leyes de ladindamica de Newton son
antes bajo transformaciones galilecanas, por lo que las propiedades diaamicas
son preservadns bajo el tipo de

s s la fisica, como
nvari-

rece desde los orige.a

de los sistemas que se rigen por estas leyes,
transforinaciones antes mencionados [1]. lo mistno ocurre con las leyes de la
Electrodiniamica de Maxwell bajo transformaciones de Lorentz [2]. De manera
mas general, la fisica exige la covariancia de sus leyes, es decir. que observadores
en distintos marcos de referencia “ven” las aismas leyes ¥y ol mismo compor-
tamiento dindmico del sistema que observan [3).

Para los sistemas dindinicos lineales, invariantes con el tiempo. ocurre algo
similar bajo la accién del “Feedback group™, es Jdecir, bajo transforimmaciones de
stmilaridad en los estades. cambios de base en las entradas y retroalimentaciones
estiticas de los estados [], en este caso se proservan propiecdades, tales como
alcanzabilidad, observabilidad ¥ otras propiedades.

En todos los casos anteriores s ohservie la accion Jde un grupo [5] subya-
cente de transformaciones que dejan invariantes las propiedades dindamicas de

estos sistemas (no necesariamente todas fas propiedades). v mas generalmente,
observamos conjuntos de rransforimaciones que preservan algunas propiedades,
diferentes transforimaciones preservan en general, diferentes propiedades.

La interpretacion varta dependiendo del contexto, por ejermplo, en la fisica
es el mismo sistema, pero en marcos de referencia Jistintos {observadores dis-
tintos), en cambio para la ingenieria de control, ns transformaciones dan lugar
a sistemas lineales distintos,

El estudio de estas acciones de grupos. plantea of problema de determinar,
s existe un conjunto bisico de “orbitas™, es de de equivalencia de
sisternas. a partir del cual se pueda inferir todas Tax demds orbitas » encontrar
el algoritino que hace esto. preservando las propicdades dinami Desde un
punto de vista mas general, nos interesa estudiar transforme que preserven
propiedades dindamicas especificas, en nuestro caso, de interds para la ingenieria
de control.

La relevancia de este problema radica en el hecho de gque basados en el
conocimiento de un sistema inicial de interds, Ias propiedades dindmicas de éste
y transformaciones que las preserven. podemos transferic la informaciéin que

ir. clas

tenenios del sistema inicial « urros sistemas, o inferir nueva tnformacion a partir
de la que tenemos del sistema original.
Hasta ahora el problema <e ha planteado ¢n un contexto muy general, en



este trabajo nos limitarenos a tres tipos de sistemas: sistemas adjuntos sobre
temas lincales, invariantes en el tiempo sobre anillos

categorias (autématas),
conmutativos y sistemas lineales, invariantes en el ticmpo. continuos, (clasicos).

Aparentemente esta seleccion es arbitraria, pero no lo es. En un articulo que

resume resultados sobre estos tres tipos de sistemas ¥ otros, Arbib v Manes ([16])
stos sistemas

establecen precisamente que un marco unificado v adecuado para ¢
dentro del contexto del dlgebra abstracta, es la teoria de las categorias, llamado
el enfoque categdrico. entoque que tambidn es usado por varios autores: por
ejemplo, para mAquinas ¥y antdmatas en categorias, lo usan Adamek y Trnkova
[7]. Arbib y Manes (8], [9]. {10]. {11] ¥ [12] . Edenberg [13], Ebrig [14] y [15],
Goguen [16] y [I17]. Give on [18] ¥ {19). Bainbridge [20), Tholén [21]. Wand [22]
stemas lineales sobre anillos comnutativos, tenemos a Sontag
[23]. Fliess [21}. Morse [23] Rouchalean et al [20] ¥ [27]. Brewer et al [28], [29]
y [30]. Byrnes [31] y [32]. Bumby et al [33). Ching ¥ Wyman [34], Hautus [35],
Kamen [36]. Kaliman [37]. Naudé et al [3x], [39]) ¥ [H0]. Tannenbaum [41] y (42]
y Eising [143] entre otros.

Para sistemas lineales - ~ia de control, tenemos Arbib [(#1], Arbib y Manes
[9]. Kalhman [t f15]. [ t7). Zadeh y Desocr [48], Zeiger [49], Eilenberg
s [B0]. Heyman oy, Morse [52] ¥ Wonham [533], [51] v [33] entre otros.
dnicamente comentard que esti bien establecido

¥ otros . Para -

Par: no citar niis autores,
en teoria de control, ¢l poder ¥ los bheneficios de usar herramicentas como el
algebra abstracta, Ia geometria, ol andlisis matetndtico y la topologia, como lo
demuestran las distintas areas de la ingenieria de concrol.

En este trabajo concretamente estudiareinos nuevas transformaciones (no
existentes en la literatura actual) que preserven alecanzabilidad, controlabilidad,
observabilidad, realizaciones numimas ¥ canduicas, estabilidad, factorizaciones
coprithas ¥y otras propiedades. Por medio de estas transformaciones obtendrermos
nuevos resultados a partir Jde resuliados conocidos, pero bilsicaunente con las
rpundos, por lo que, extenderemos ana amplia variedad

mismas hipotesis de los
de resultados existentes en la literatura; esto lo mostraremos a lo largo de este
trabajo.

2ara llevar 4 cabo nuestros objetivos, montarcimos fos tres tipos de sistermas
sobre estructuras lo suficientemente generales para poder realacionar todos los
sistemas de un misino tipo: estas estructuras son las categorias (ver [56]), por
lo que la herramicnta connin en todo ol trabajo seri Ia teoria bdasica de las

categorias: ademiis usaremos un poco de algebra conmmatativa, dlgebra lineal,
por lo que a coutinuacidn sugerirmos

teoria de anillos y inédulos y topologis
una serie de libros. para los lectores no familiarizados con alguna o algunas de

las herramicntas antes mencionadas.

Para teoria de categorias sugerimos bisicamente los primeros capitulos del
libro [36] ¥ para completar los libros [57]. [5R] ¥ [39]. Para dlgebra conmutativa
bisicamente [G0] ¥ adicionalinente [G1]. Para dlgebrea lineal sobre anillos con-

mutativos [62] ¥ para dlgebra lineal estdindar [63] v [61]. Para teoria de anillos

y médulos [65]. Finalmente para topologin {66] )




Para la presentacion de este trabajo. le vamos a pedir al lector atentamente,
que haga uso de su paciencia, debido 4 la fornia particular en la que hicimos cada
inciso de los capitulos que forman esta tesis. Concretamente. cada inciso es un
articulo que ha sido presentado en un congreso, o ¢n una revista, o esta sometido
a una revista; por lo que cada inciso es un trabajo independiente y no hace
referencia a los demas. Sin emibargo. en Ia introduccicn ¥ liws conciusiones de
cada capitulo, comeniamos y ligamos los incisos del correspondiente capitulo.

La organizacién de este trabajo es como sigue: en el -apitulo 1 comenzamos
autdmatas sobre categorias, dando una

con una introduccion a la teoria de
introduccién histdrica y estableciendo las ideas basicas, sobre las que trabajamos

en el inico inciso de este capitulo: posteriormente, presentamaos las conclusiones.
En el capitulo 2. primero Jdamos una introducceidén al tema de sistemas lin-
eales sobre anillos conmutativos ¥ establecemos algunos vinculos entre los cuatro

incisos de ¢ste: después de presentar los resultados, damos las conclusiones, co-
En el capitulo 3,

mentarios finales ¥ mencionamos algunos nucevos vinculos.
empezamos con un breve repaso de algunos conceptos de teoria de control para
Continuamos con el unico inciso. donde presenta-

sistemas lineales clisicos.
Finalmente,

mos los resultados y despues damos las conclusiones del capitulo.
presentamos las conclusiones ¥y comentarios generales de este trabajo.
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Capitulo 1

AUT(')MATAS SOBRE
CATEGORIAS Y
MORFISMOS

1.1 INTRODUCCION

El dlgebra abstracta y posteriornente la teoria de categorias han sido el marco de
trabajo preferido por los especialistas de 1a teorin de antdmatas; por ejemplo,
Biichi pudo unificar (parcialinente) usando operaciones finitarias arbitrarias,
midquinas secuenciales v antGnaeas drbol en [1], [2] ¥ [3]. Posteriormente se
formalizan algunos problemas bisicos en los contextas Jde teorias algebraicas
usando medétodos de dlgebra universal v teoria de categorias en [1], [5] ¥ [6].

Otros vinculos y similaridades entre aspectos de reorfa de midquinas secuen-
ciales, sistemas lineales en teoria de control, y una unificacidon parcial, usando
herramicntas algebraicas se da en [7], [8]. [9]. [1o]. [11] ¥ [12]. Finalmente. se
logra una clegante sintesis de resultados sobre antomatas, lenguajes y maquinas
en [13] ¥ [11]. pero en un enfoque no categdrico.

E! estudio de midquinas o automiatas »n una calegoria parece conenzar en
1974, segun ol consenso de [15]1 (ver [16]). en particular una respuesta al problema
stetnas lineales fue ol estudio de mdquinas

de unificar miquinas sccuenciales v s
en categorias cerradas en [17]. [Is] v [19]. con la dindmica @ = Xg — Q de
Ny — Q. En el enfoque de Arbib

una maquina secuencial, generadizan a @
Ny por un functor general

¥ Manes [20] reemplazan ol “functor particular™ -
X C — C, asi la dinamica tiene la forma NQ — Q.
Tambidn requicren que N admita dindmicas libres XX %4 — X ¥4 sobre

Este enfoque tncluye adenmiis antéimatas arbol  ciertos sistemas

C-objeros .
no lineales, los cuales el enfoque de categorias cerradas no los incluye. Esencial-



mente resulta la misima teoria como en el enfoque de categorias cerradas cuando
X tiene un adjunto derecho [21]. Resultados relacionados a la generacién de
XN a partir de .\ en teoria de categorias aparecieron en [22], [23] y [1
En la década de los 80°s hubo aportacienes puntuales a la teoria de (autématas)
madquinas sobre categorias. por cjemnplo, en {211] establecen una teoria de du-
alidad entre alcanzabilidad y observabilidad para un tipo de mdquinas sobre
sos adjuntos (ver [25]), éstos incluyen a sistemas
istemas polinomiales. Condiciones nece-
1stemas se

categorias, los sisteinas o proce
lineales, algunos sistemas no lineales
sarias y suficientes para la alcanzabilidad ¥ observabilidad de estos
dan en [26]. Otros investigadores checoslovacos establecen lineas alternativas

Adamick ¥

para autdmatas en - ategorias [21]. Finalmente a finales de los 80
Trunkovd en su libro “Automata and algebras in categories™ resuen parte de
x &
lus resultados antes miencionados v presentan algunos nuevos sobre el tema [27].
¥i &
ados en el estudio de morfismos entre autématas

En este articulo estamos interes
o sistemas sobre categorias, que preservan ¥ /o reflejan propiedades fundamen-
tales de estos autdmatas. Varios tipos de morfisinos entre sistemas sobre cate-
gorias han sido propuestos, pero hasta donde sabeimos, ninguno cutre sistemas
sobre categorias diferentes.

En este trabajo nosotros proponeimos un tipo de morfisinos entre sistemas so-
bre categorias distintas. pero nos restringimos anicamente a sisteinas adjuntos;
estos tienen suficiente generalidad, porque incluyen sistemas lineales, algunos
sistemas no lineales y sistemas polinomiales. Ademdis existe literatura suficiente
La motivacion parn construir estos tnorfisttiios es poder ex-

sobre estos sisteis.
tender resultades y propiedades relevantes de la teoria de autdmatas 3 sistermns
a categorias donde no se habian montado ningin tipe de sistenis, con lo cual
consideranda las similitudes ¥y particularidades en cada categoria o tipo de cat-
egorias, obtendremos una teoria s general que permita, en principio, generar
nuevos modelos matemiiticos para las ciencias en general y las ingenierias.

sigue: en la seccion 2, damos los
adjuntos y damos

s Como
preliminares necesarios sobre sistemas adjuntos
tambidn los primeros resultados sobre preservacion y retlexion de alcanzabilidad
» observabilidad. para morfismos adjuntos. Fn laseccidn 3. damos otros resuita-
rvacidn y/o reflexidn de aleanzabiidad » observabilidad basados

La presentacion de este trabajo e
morfisnos

dos sobre pres
en los resultados anteriores. trabajamos morfisinos adjuntos contravariantes,
construimos functores inducidos por morfisimos adjuntos sobre las X-dindamicas
v sus dinamerfismos. Finalineate daremos algunos ejemplos que ilustran par.

cialmente los anteriores resultados.
En la seccidon -1 damos resultados sobre preservacion y/o reflexion de madtri-
ces de Hankel, respuesta total, realizaciones de sistemas adjuntos, realizaciones
5. damos resultados sobre

candnicas ¥ realizaciones parciales. En la seccidn
preservacion y/o reflexion Jde dindamicas libres y colibres. En la seccion 6, con-
struimos la cuasicategoria Adj de los sistemas adjuntos ¥ morfismos adjuntos
» damos condiciones suficientes para la existencia de morlistnos adjuntos y sus

inversas.



Enla seccidn 7, damos los metateoremas para sistemas adjuntos, y finalmente
stemas adjuntos sobre categorias alge-
i s anteciores,

en la scccidn 8, damos resultadso sobre
braicas. abelianas y topos, basados en los resultados de las seccione

cerramos con algunos cjemplos generales.,
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MORFISMOS ADJUNTOS PARA UN UNI-
VERSO DE SISTEMAS ADJUNTOS

1 Introduccidn.

El concepto de morfisimo entre sistemas definido sobre categorias no es nuevo.
2

En articulos como, e [31.713] {181.010] v

20]. el concepto de mortisino ayuda a

-1



encontrar teorias de dualidad, situaciones adjuntas entre desarrollo ¥y realizacion
de sistemas adjuntos y otros importantes conceptos en teoria de sistemas.

En la primera parte de este articulo. antes de mostrar que lus sistemas y
los morltisimos adjuntos forman una cuasicategoria. damos | ones Gue
un morfismo entre sistemas adjuntos debe curaplir para paeservar y /o reflejar
alcanzabilidad. obserbabilidad. realizaciones minimas y dindmicas libres de es-
tos sistemas. Posteriormiente, damos condiciones suficientes para la existencia
de un rnorfismo adjunto ¥ presentarmos algunas de suscaracteristicas.  Final-
mente, formulamos dos metateoremas sobre sistemas adjuntos y presentamos
algunos resultados para morfismos adjuntos en categorias algebraicas, catego-
rias abelianas y topaos.

coud

1.2.2 Sistemas adjuntos y estructura basica.

Comenzamos dando algunas definiciones bisicas v presentando algunos resulta-
dos usados posteriorimente.

En lo que resta de este articulo solo considerarcimos categorias con productos
v coproductos contables (p.c.c.). cada una equipada con un sistema de factor-
izacion fija (g, u) (ver [3]).

Sea C una categorin ¥ N: ' — " un functor. La categoria Dyn(.\) de X-
dynamics tiene (@Q.8) pares de objetos donde @ os un C-objeto ¥y 6 : XQ — Q

es un C-morfismo. Un Dyn(.\) -morfismo g: (. 8) — (R@*.8) es un C-morfismo
g:Q — Q' para el cual el siguiente diagraana contuta:
N Lo
x | .
l\g g (2.1)
o

Nt A

Un functor XN: C — Cesun tupul proce sasi ol functor gque olvida 7: Dyn(.\X) —
C:(Q.8) — Q tiene un adjunto izquierdo, e, si para cada Q@ € C existe una
dindamica libre g,: X X?Q — N7Q con un C-morlismu 1,: Q — XN?Q tal que
dada cualquier X -dinamica (G’.8°) ¥ cualquier C-morfismo f: Q — @Q', existe
un iinico dinamorfismo f#: (XN Q. o) — Q. 8) llamado la Dyn(.\X)-extension
de f.talque ff oy, =fy fFopu, =600 Nf#

Q "= NeQ

I~ = (2.2)
Q
xxe 22 ye
L\'/“ J'J“ (2.3)
N 2 o



donde 4 y n son transformaciones naturales g: YUY — X9 501, — X9 y
X2 =77, *l/ es un adjunto izquierdo de 7.

Un functor X: C — ( es un cutput process si el functor que olvida U tiene
un adjunto derecho, t.e. si para cada Q € C existe una dindmica colibre
Lo: N NoQ@ — NaQ con un C-morfismio £4: VuQ — @ tal que dada cualquier
N-dindanmica (Q',8') y cualquicr C -muorfisimo existe uniinico dinamorfisino fi,: (Q’.
6) — (N Q. L,) Hamado la Dyn(N)-coextension de f' tal que g, 0 flu = f' y
fiuod =L, 0 X[l:

‘o

QR —2 NaQ
N Jrs (2.4)

Lo

NXNa@ —— Na@
T,\'/; T/; (2.5)
. s
N Q'
donde L ¥ ¢ soun transformaciones naturales L. XY X — N,
Ng =0707* ' es un adjunto derecho de 7.
Un functor \: € —  es Hamado un proceso de desarrollo de estados (p.d.e.)
si este es arnbos un proceso de entrada y un proceso de salida.
Ahora, st suponcinos que el functor .V : O — " tiene un adjunto derecho .XW'*,
entonces este o5 un (p.d.e) Hamado proceso adjunto, (V9Q = J] X7Q es un

— lc y

J7z0
coproducto contable y No@Q = [] N*7Q es un producto contable) (ver [3]).
I

Un sistema adjunto (s.a.) en Gna categoria Ces una 7-tupla Af = (X ,Q .8, U ,7.,Y . 3)

con:

1.2.2.a) Un functor X el cual es un proceso adjunto:;

1.2.2.b) una Y-dindunica &: NQ — @Q con @ un C-objeto, Hamado o] objeto de
estados;

1.2.2.¢) un objeto de entrada 77 y un C-morfisimo 7007 — Q¢

1.2.2.d) un objeto de salida Yy un C-morfisme 3:Q — Y7,

Como ef functor N'® ex el adjunto derecho de X, tenemos la biyeccion

XA B
ALl Nep

donde . B son C-objetos.
Por lo que tenemos ] siguionte principio de transposicion

A

N 2 v 2
; -

A e 4 2 N X2E vy

ol (2.6)

G



(see [3]).

El morfismo de alcanzabilidad del sisteni. if es el Gnico mapeo r: XN *U — Q
tal que el siguiente diagramna conmuta:

AR 5
Ning /L inge
AV LY A Noeg e g (2.7)
1,\'7‘ l" P
NQ — Q

El sistema Af es aleanzable si r € ¢
El morfismo de observabilidad del sistema Af es el (inico mapeoo: Q — XaY
tal que el siguiente diagrama conmuta:

AWd n+|)'

New, SN 7,
N NLY Ny =2 ¥ (2.8)
T.\“n Tﬂ 3
xeQ = Q
donde &* corresponde a & bajo la adjuntes. Al es observable si o € .
La respuesta total de M es el dinamaortismo

f® = o or: N — N4Y (2.9)

Decimos que M es una realizacion de un dinamorfisimo Jdade F* sieste es la
respuesta total de A

Una cuastcategoria C es esencialmente una cate poria con la exce p(‘lOll de que
OH(C) y Mor(C) son conglomerados en lugar de clases (ver (1-4]). Cat es la cua-
sicategoria de todas las categorias donde Afor(Cat) es el conglomerado de todos
los functores entre cateporias. La subcuasicategoria de Cat formada de cate-
gorias con (p.c.c.) ¥y equipada con (. ) factorizacion (una dnica factorizacidn
solamente, dos factorizaciones distintas con la misma categoria dan lugar a dos
objetos distintox) Hamada L:ul,.,. daonde .‘/UI'(L?III],,.) es el conglomerado de todos
los functores fieles entre categorins de L?ul,,f,
(2.10) Un morfismo adjuntoentre sistemas adjuntos My = (XN,, Q1. 6.7, 7. Y1, 31)

e
Mo = (N2 Qo o 7y 72 Y0, ) respectivamente definidos en los Catp.-objetos
Cyp ¥ C2 o5 una H-tup l.\ P = (.0 AL ) con:

(2.10.1} 'n L,a!,.,mmnrnmu PC —

T



{2.10.2) un isomorfismo natural (I.N.) 8: P.\"; — X2/

(2.10.3) un Ca-isomorfismo A, : Pl — L7
(2.10 1% un Ca-1somorfismo A, : PQ; — Qu

(2.10.5) un Cr-1somorfismo A, : P¥Y, — }¥3:
tal que P&, # Pr # FPJI, # 28, v el siguiente diagrama conmuta:
PQ, -2 @
Jes T (2.10.6)
Py TR v,
£ 2

Ten I (2.10.7)
PLy 2 g,

Py 5
]’m. ];, (2.10.8)
PQ, - ]

En laseccién 6, probamos que los morfisimos adjunttos y los sistermas adjuntos

forman una cuisicategoria Hamada Adj.
Ahora damos algunos resultados bhisicos nee

(2.11) Dos diagramas &) ¥ €2 en una categoria € son “isomoérficos™
stee un tinico morfisimo fo en C» tal que {; ¢s isomorfico a

rios.

. si para cada

miorfismo {; on ¢, e
{2, i.e. los siguientes diagramas conriutan:

A,
{ll — (l)
Iz e
A

by ba

para todo {; e G existe un inico morfisnio ly en Go, con A, ¥y Ay isomorfismos.
Lema (2.12).5can Gy y Ga dos diagramas tsomdrficos en una categoria arbi-
raria C, entonces &) connruta st sole 51 Gy conmuta.

t C t G ¢ y sol o 13

Demostracién. Es suficiente probarlo para cridangulos.
Sea

-

l”l N s

5 2L

8



el diagrama G y
At
9t N vh
B g5 o
el diagrama Ga, conga = g2 2 g1 . A, © g3 = g4 © Ao, A- © g2
Ag 2o g1 = g} o A, donde A, A=A A, B — By AL
B-isomorfismos. Entonces

= B
C — C’ son

ga = gaog1 = AT'oghoygl oA, = yi = A_ oygsogs o A7}

s

Lema (2.13).Considere dos (ridngules

4 <L c
ly o h
B

v
a0 ALl e
Lo o
P

donde Agoh = hWold. .N,of = floA_ .y, .A, ., A, son C-isomorfismos,
entonces
Ap o090 f =g oA, o f.

Demostracidn.
Apogo f =A,0h = hold. =g o ffloA. = g oA, of
[

Para todas los resultados de este articulo, al menos unoe d  las siguientes

condiciones es supuesta. excepto para la secciones 5 y G:

1) If P:Cy — Co preserva epimorfismos (ept's) ye € =1, entonces Pe € ¢
i) 1f P:Cy — C2 preserva monomorfismos (mono's) y in € j;. entonces Pm &

refleya epi’s y Pe € cntonces ¢ € £y

#2210

i) of P:Cy — C




iv) if P:Cy — Ca refleja mono s y Pin & pa, entonces m € iy donde (51,481) €5
una factorizacién fija de y y (s2.p2) es una faclorizacién fiya de Cy.
Proposicién (2.14).5:i £2: M, — M2 es un Adj-morfismo tal que este preserva
ept’s y coproductos contables (c.c.). cntonces st \I, €s cy-alcanzable => M,
es co-alcanzable donde (£,, 1) es una factorizacwn fija de Cy y (g2, 12) es una
factorizacidn fija de Ca.

Demostracion. El functor 2 preserva tsomorfismos y diagramas conmutativos,
son (I.N.)'s

entonces la siguiente secuencia de Co-morfismos.

o = 0% = Xa0! o Ox,i...; 0" = Nub6"7! o Ox,

iie.. PXpP == \'P'P para n € Z+,. 0" © PXP — NFP. Ahora por (2.12) es

suficiente probar que:

(2.10.1) Pind = in2 .

(2.14.2) Pink,, = in2,, :

(2.14.3) PNjin} =~ Nain?

(2.14.1) Pry =~ ra;

(2.14.5) PX ry =~ Xors

Demostracidon de (2.14.1) y (2.14.2). El diagrama

XpHta, owntt
PN —_ ' Ay 4N

l”"'f-*: l.ni“ (2.15)
o NlA, el :
PN rze 20 N o

conmuta por el dual de (I8 14) en [14}. ¥ (2.1-1.1) es satisfecho por ¢l mismo

argumento.
Demostracion de (2.14.3). 0 es (L.N)), entonces PXinl ~ X2:Pinl. Pero
Pin) =~ in? y =~ es una relacion de transitividad, ¥ por lo tanto PN inl =

AT EN
Demostracion (2.14.4). ;56 H. . L;sa YA and Ay son Cr-isomorfismos,
de (2.7) £ry = Prio Pinl 7 = rao ind. v Pind =~ ing del Lema (2.13)

tencmos

>y Sinl — g - il

Ag © ’rp o Piny = ra2 o I I NAAL 0 0. o Pin.
PEY

Por otro lado, ¢l siguiente dingrarna
NP, BN Nl
[ vt
(e8]

il

conmuta.donde »2 | = ruoind = dro Nurl, |, = &P o NP7 withrd,
a (ver [3]0[6]). Come Pinl = in3, 6,

R N P

10



= 6P o XPr y Pry = m, entonces

ry o inl = 6, o .\'lr(ln_“
, del lema (2.13)

A, © Pryo Pin) = ra o I I XNiA, 06, o Pin}
Jjzo

1

T(n) "
1 o g2

Pr‘n) >~ r7,

para todone Z+.
Consecuenteruents, cono F preserva {(c.c.), entonces por el dual de (8.9) en

[14]
Ag © Pry = ra o LI N2A, o oJU.'

j20
Per el mismo rasonamiento que en (2.14.3),

Demostraciéon de
€ ;. P preserva epi’s y ry es tinico,

obtenemos ~N\;r
entonces Ao es co-alcanzable.

Proposicién (2.16). St P: Ay — My es un Adj-morfismo que preserva pro-
ductos contables (p.c.}). mono’s y tal que v: PN} — N3P es (LLN.), entonces si
M,y es py-observable = Mo es pa-observable.

Demostracidn. Fs la dual de (2.1-1). /-]

Comio ry

Proposicidn (2.17). St P: ALy — Mo es un Adjp-morfismo qure refleya (c.c.),
enlonces st AMa €s so-alcanzable = M es £y-ulcanzable.
DemoastraciGu. P esficly PX = Vo = PP = X% entonces de (2.14.1)

a (2.14.5) son satisfechos (ver (2.14)). Ahora

&2 © Nars o Nain? = ra o inf .,

Por Lema (2.12), obtenemos 8; o N1y © Xjin)

y T2 = rpoingwithra € =2
rpodinl ¥y = ryoinlconr €z,
Adj-morfistmo que refleja (c.p.} y

ion (2.18). Si £2: My — Ay es un
M)y es py-observable.

P, entonces st My s py-observable =
s la dual de (2.17).

Proposic
tal que 7.\
Demostracidn.

1.2.3 Alcanzabilidad y observabilidad para sistemas ad-
Juntos mediante morfismos adjuntos.
En esta seccion probamos los principales resultados de alcanzabilidad y observ-

abilidad para sistemas adjuntos.
Teorema (3.1). St P: M, — Aa es un Adj-morfisimo que preserve (p.c.c.),

ept's y mono’s, refleya (p.c.c.}) y tal que Xy y \'» son equivalencias ¢n Cy y Co
respectivamente. entonces
My oes 5 — alcanzable & Ay es g2 — alcanzable; (3.1.1)

11



M, es gy — observable < M2 es g2 — observable; (3.1.2)

Demostracién.  Por (2.12). (2.16), (2.17) y (2.i8) es suficiente probar que
PN, 2= XN P = PN} =NXN3P . Sean

TSN S e, oy oy NN g,
(N.l1.) asociados a equivalencias Xy » X2, Entonces

o (7p @ .\'._to);é PPN — NP

PN y N2 son equiv-

es un (1.N).

Corolario (3.2).5: P: A\, — Mo es un Adj-morfismo y

alcncias, entonces (2.1.1) y (?.1.2) se cumplen.

Nota: La subcuasicategorin Decomp de Adj es definida

goria donde Ay €Ob(Decomp) =iy sdlo si X = g, .
El teorema (3.1) y el corolario (3.2) son extensiones de el resultado (2.6)

obtenido por Hegner in [13]. Por otro lado, es interesante observar que Af; ~

M2 es una relacion de equivalencia por (G.1) ¥ (6.25) de la seccién 6. Por lo

tanto el corolario (3.2) implica que si alinin Decomp-objeto A es alcanzable y /o

como la subcuasicate-

observable, entances cualquicer decotmnp-objeto en la clase de equivalencia de Af,
es aleanzable y/o observable

Ahora presentanmos ana extension parcial ded principal resultado de Nolte y
Naude «n [20], sobre teorin de dualidiad para sistemas adjuntos.

Sea M oun Adj-objetoen Crosea M4 = (XN5.0Q45 .64 Y] 340 U5 74y un Adj-
objeto en C5F » sea P70V, — ALL un Adj-morfisiio P/ (P .0 A, /\’Q AL,

donde P7: ) — 5 es un contravariant Caty - -morfismo contravariante y tarmmbidn

una equivalencia, 67 @ [N — N$P es oun (LN AL 0 P — YY
AL = didpig, ¢ PTQL — Q4 ¥ A Py — 175 son CF-isomorfisimos tales que
I’?.‘. >~ By, P, = on L P x> 8Ly P = 68 ({0,880 o vy, = &84
¥ ()’Ql o £ = &3 donde % Xo P’ — /NP s un (ILN)) 1 ver Lema (3.6} en
[20]y.
Proposicidon (3.3).5ca 12: My — M4 ol anterior ady-morfismo, entonces

My es s — alcanzable < A es po — observable; (3.3.1)

M3 es £2 — alcanzable; (3.3.2)

Ay es juy — observahble <

Demostracion. Si (fe.p2) es una factorizacion de Cu , entonces  (p2,252) es
yo5
.

una factorizacion de J5



SR P con 67 = N3O0 o gl
2 * s
= Na P, = PN = N3"P con (7)) =
€ Z+, v la proposicién (3.3) se sigue de (2.14),

para n € Z+ y PN}
Na(y= )=V o 73! paran
(2.16), (2.17) y {2.18) {(contravananteinente modificada).

Nota: La proposicion (3.3) no fué probadi para subcategorias plenas de los
Catpe-objetos Cp y C5F. como lo hacen en el resultado (3.20) de [20]. Sin embargo,
subcategorias plenas no es dificil

la extension de nuestra proposicion a estas
usando sus técnicas y las nuestras.

Para terminar esta seccidon presentamos tres resultados sobre condiciones su-
ficientes para que un Adj-mworfismo “preserve”™ Dyn(\Ny )-morfistos y/o Dyn(X'})-
morfismos, ¥y algunos ejemplos.

Proposicidn (3.4). Sca 22\ — My un Adj-morfismo.
un functor F:Dyn(\N,) — Dyn(\X.).
Demostracién. Sea /iy @ (Q,81) — (Qz.é2) un Dyn(.\y )-morfismo, entonces

el siguiente diagrama conmnuta:

PYQy B Py

J.I)X'h' ll’hu
PNy T Py
Sea 6, = Pé&, 005: ¥y &4 = Paj ol’)(:),l , e Pb; =~ 63 and PE] =~ & ,
< 2
ademds., PN Ay =~ N2Ph;, (donde tomamos ho = £Phy), entonces el siguiente
diagrama conmnta por (2.12):
AL PQ, 22 o,
l.\';h, J_h..
NoPQy S poy
para cada (Q,.81) . (Q).8]) estd en Dyn(Nz) porque  os (1.N.). Por lo tanto,
F @ Dyn(\y) — Dyn(\Xa) definido por F(Qy. &) = (PQ.. P& 005:) para todo
(Qi.8)Yen Dyn(X,) y F(h,) = Phy, = hs para todo Ay en Mor(Dyn(.X,))
es un functor. [ ]

Fntonces P induce

Proposicidn (3.5). Sea P: Ay, — Ms an Adj-morfismo tal que PN} ==

N3P . Entonces I’ induce un functor F° Dyn(Ny) — Dyn(XN3) definido
por F(Q1.N1Q1 — @) = (PQ,.N2Q2 — Qu) y F(h1) = Ph, para todo
(Q1, X1Q) — Q1) en Dyn(XN}P) y para todo hy en Mor(Dyn(.N7)).

|

La demostracion es igual que en (3.1},
Corolario (3.6). Los dragramas



(Dyn(X ) = Dyn(NY)
e | )
(Dyn(Xe)™r = Dyn(N?E)

¥
(Dyn(x )0 22 (Dyn(xay)r
LFSEN iy (3.8)
oyr

1
conmutan si y solo st « diagrania

Dyn(XNy) £ Dyn(xg)
Vi Y (3.9)
or

(donde WS°F y L\ son functores que oleidan para 1=1,2.) conmuta.
Demostracion. El corolario (3.6) s una cousccuencia de (3.4), (3.
((2.4) en [3]). porque los siguicntes dingramas conmutan para i=1,

5).(2.12) y

(yn( N, )y =1 DRyn(Xp>)
1N PN

conrnutan,

Ejemplo (3.10). Sea (1t la categoria de espacios topoldgicos ¥ funciones con-
tinuas, llamada Top ¥y sea Xy = (.) x g :Top — Top doude g es Hausdorff
localmente compacto, & @ Q) =< 1y — Q) Mol — Qv 3 Q) — Y
son funciones continuas, con &7, . Q) ¥ ¥y en Top., XN¢ = (.)? {las funciones
continas -1y — (.) en la topologrla compacto-abierta) {ver

Sea (2 la categoria de conjuntos vy funciones Hionnda Set
An Set — Set donde &y Qo = Ay — Qo . T 1Ty — -
funciones con {2 . Qz . Yo ¥ g en Set, () (Tunce
1.6en[3]). Sea 7 = (£.0.X. . A, A ) un Adj-morfisine donde 72
es el funclorqu:‘ olvida. g v Ag cuinple con P(Ap) =~ Ay ¥ Og, = idpg, % &,
donde & : P(.4,)) — g es un Ce-isomorfismo. Es claro que PN, = X. P porque
P tiena adjuntos izquierdo ¥ derecho (entonces exte preserva limiites y colimites:

ver [14]).

(.)) (ver
" Top — Set

iones o1y

Sean A, . ALy AL Ce-isomortisines tal que (2.10.6). (2.10.7.) ¥ (2.10.8)
conmutan donde
Nod, 0 0o, = (A, ~ ida,) o lidpy, < o) = A, =

1t



i. e, AL (Pbi(q.y)) = Sa(Ag(yg). i{y)) AL (P7i(u)) = To2(A,(u)) ¥

AMAPI(g)) = (A (@)) parng €1, YE Y1 ¥y ue lly.

En consecuencia, £ refleja epi’s ¥ (c.c.). Sea la (g7.4y)-factorizacion para
Top siguicnte, (epi. extremial mono)-factorizacién. Luego, si A2 es cu-alcanzable
= M es gp-alcanzable por (2.17). Como £ preserva epi's, si My es gp-
alcanzable = Afy es go-alcanzable por (2.14).

Ejemplo (3.11). Sea (¢ la categoria de todos los mddulos derechos sobre el

€
donde v |, 2 € 4

«“x
anillo I'(F) de todas las nutrices de la forma (
[V
( £ es un mdédulo sobre 1), y 0 es
Mod — T(F) — AMod — T(E)
2, — Y1 son mapeos lincales con
Mod=—I(E) — Mod—T(E)

(-1 es un anillo conmutative), ¢ € £
el elemento cero de Ay Ny = (L) 0 £
IR @ PRSI SPE S PR S TR AR i & FRRS 3t
Cp . @y Yy in Mod—1(£). NP = [Hom(ty. )
son mapeos lincales tambicn £y — (1) (ver [14)).

Sea €z la categoria de E-sistemas y F-morfisios llamada Sys(£). donde £ es
un modulo sobre un anillo conmutativo 1. Un E-sistema V es un par ordenado
(v,,v;) de A-modulos junto con un mapeo A-bilineal o : £ x v, — v,. Un
E-morfismio © de un L-sistema V = (v,,v,) en un E-sisterma A = (8,,7,) es
un par (01.02) € Hom(v,.6,) x Hom(r,.6,) tal que

e U = Osel

para tado e € £ . ¢ € v, (ver [10]). (.)

= Vo @ Sys(F£) — Sys(fF) ,
e Qv e 2 Q

— Y, son F-morfismos con

by 2 Qo i VY — Qo T o
Ua 2. Yhoen Sys(l7) s N3 = Hompg(ly, ) | ie. dados dos E-sistemas
Vo= (v,,v)) v A = (r,.0,) llos Jdefinen un F-sistema Homg (VY A) =

'
(FHom(V ), Homa(17.A2)) con la operaciion de sistemas dada por

(o). .o2) = ¢ 00 = ozeo
para todo ¢ € £ . (o1.02) € Hom(V. A). El prunce Hom esta en Sys(F) v el
segundo ffomo esta en la categoria de l-middulos. Sean o @ I — UVyo @ A —
Z E-morfismos. Ellos definen  Homg(o. o) Homp(VoA) — Homeg (W, 2Z)
por (0,.02) —— (O, 02)(©1.02){(O1.02) and w —— oaue; . donde (o).02) €
Hom(1. A) and w € Homa(V.A2) (ver [10]). Por otro lado, dados E-sistemas
A = (#.0)y U = (e} considdrese of Aamadulo vo ey B e 9 s, donde
Ddlina el mddulo de relaciones

los productos tensoies son los Jde A-modales,
vy I ) 2 ve generado por

tensoriales R(A. V") como ol A-subinddulo de o

({euw v, —u = ev) e € F.uet;.veuvy)
Defina ¢l producto tensor interno A 2 V7 como el par

(fp 2 vr (P2 v 20 < 2/ R(ALYTY))



con la operacion de sistemas determinada por los requerimicentos de que
e(u D v) = (cu D v ,0) + RALV) = (0.uDer) + KAL)

¢, . v € v,. Es claro que A © 1" es un E-sistema.

para todo e € £, u € 7,
Ademids, A ® V ': Vo A (ver [10]).
Sea P = (P VA 2 Ag L AL ) el Adj-morfismo donde
P =8: Mod—~T(E) — Sys(E)
es la equivalencia de (0.1) en [10}. P es defiuida como S(1V7) = (v,,v,) donde
1 0O 0
v, = V yuv, = . Esto hace a v, ¥ r; en A-mddulos via
[V ¢] 0 1
a 0 0O 0
ou, = o, y.Iu, = u, parita . JE€ A, €0, . u, Ev,,
[V [V
o 0 « - -
¥y S(V) = (v,.v,) un E-sistema por cu, = u, .Si P LV — U es
o 0
un I'( £)-homomorfisino. doude S(V) = (v,,v,) . S(7) = (5,,,) . entonces

S(P) = (©1,02) . donde ©, ¥y ©2 son las restricciones de & a mapeos de v, en

7, ¥ de v, en v,. Como £ es cquivalencia y Alod — I'( £) es categoria abeliana,
P es exacto. Entonces 2 os aditivo y si P(£y) = S(Ep) =~ V5 podemos tomar
0o, = idpg, rp T : PNy — Xa2p?

(porque P preserva producto tensorial), donde T '(£E0) — Vo es un Ca-

isomorfismo, y sean A, AL A, Cz-isoimnorlistmos tales que (2.10.6), (2.10.7) ¥y

(2.10.8) conmutan donde

XNa2d, 08, = (A T idi,) o lidpg, Cg T) = A, & T,
ie. AG(Péi(qg © ¥)) = &2(0,(q) De T(y) . Ag(Pr{u)) = 72(A.(u)) and
A (P2(q) = F(Ag(g)) forgq € Q1 . y € Y1 y u € l"). Entonces, M, es

gi-alcanzable < A/, es za-alcanzable por (2.14) ¥ (2.17)
Ejemplo (3.12). Sea C; la categoria Mod — U(LE). XNy = Isfoda—r(e)
Mod —T(E) — Mod -1 (L), & 1 Q, — Q. 7 2 U}y, —Q, ¥y 3 : QL — Y
sonr mapeos lincales con I7; . @1 . Y1 en Maod — T(£).

Sea Ca la categoria .sw(r) donde Xa L éa 0 72 . Ju ¥y XS son comoen (3.11).

Existe W : Homg(ly. liysiey (LLN) por (1. 1) cu {10] donde Vo =
(A, E), Entonces .\\'$ v .\'2 son equivalencias,
Sea P = (P.6.A,. .AQ LAy ) el Adj-morfisimo definido por: P = s, 8 =
XoPyo(FpoNoWwpl)y! ¢« P2~ \2Pdonde3 : NN,
s WEl ¢ P~ X3P son (LLNO)'s. A, . A, ¥ A, son Cu-isomorfismos tal que
(2. 10 6), (2.10.7) ¥ (2.10.8) conmutan,

Nodg © 0o, = (Ag e idvy,) © 0g,.

16
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D didv,{a,e)) o g, (i, €))

AL (F01(q)) = (A ()
e € 7. Ahora por (3.2) Ay es gp-alcanzable
= My es po-observable.

= (.) U, () U, ... Uy ()
NS PR @ Y - ¥ son C;-

parage Q1 , ac .4y < Aaes
ce-alcanzable y M) es p)-observable
Ejemplo (3.13). Sea € un Catp--objeto. .\

m-times, &, : XQ; — @, ., 7 U)W —
morfismos. NP = (.) »; (.} <1 ... x; (.) r-veces. Sea 2 otro Calpe-objeto.
m-veces, o No@Qo — Q2. T2 U2 — Q2 ,

X2 = () Lo () Ua ... U2 (.) -_.
BFa 1 Qo — Q2 son Ca-isomorfismos. N3 = (.} xa2 () <2 ...
P = (P.,O0.A, . .Ag . A, ) es definido por: P es un (.—.'\at,.,:—morﬁsnlo P:Cy — Co
que preserva (c.c.). entonces existe £: PN — Na2P, ¥y sea A, , A5, AL
Ca-1somorfismos tal que (2.10.6), (2.10.7) ¥ (2.10.8) conmutan.
En este caso, si 2 preservae epi’s, st 3 es gy-alcanzable
aicanzable. Si P preserva (p.c.) v wmono’s, A} es gy-observable
woa-observable.
Similarmente, si P refleja (p.c.c.), epi’s ¥y mono’s [, es gs-alcanzable =
= Af, es u,-observable por

x2 (.} m-veces.

<> M2 es ga-
= Af; es

AMa es gy-alcanzable y si A2 es pu-observable

(2.14), (2.16), (2.17) ¥ (2.18).
Ejemplo (3.14). Sean O y é(‘:[,,,-—oh‘jr‘los.
™o — Q. 3 @ — Y] son C-morfismos. Na = 1o, , 6 0 Q2 — Q2,
T2 U — Q2. Jo 1 Qo — Yo son Ce-morfismos, P = (P,0,A, A, . Ay) es
definido por 72 comno en el ejemplo (3.13), 0 = 1., A,., Ag, A, son como
en ejemplo (3.13). Funtonces el rnismo andlisis que en (3.13) es vilido.

Ny o= le, . 6 Q1 — Q1

1.2.4 DMorfismos adjuntos en teoria de Realizacidn.

En esta seccién damos varios resultados sobre extensiones de teoria de real-
izacion encontrados por Arbib ¥ Manes para sisteimas adjuntos en [5] ¥y [6].
csea £2: A~ Mo un Adj-morfismo eatre ellos. La
n, — N2 Y de C-morfismos

Sea M ¥ M2 Adj-objetos
matriz de Hankel de VM eos la bisecuencia | A2
tales que el signiente diagrama conmuta para cada par (m.n)y € Z+ x Z+:

e, Ao vy,

Lo I

e, I xenyy

: —_ . Saat .3 - . —_ . . - -
Sean ri = rioidn,, (N, — Q. ¥ o, = 7,00 Qi — NPMY
. s . s gt = [ . - & ]
Ci-morfismos. entonces 1)y, = 7, . Ty = con r L, = 6 o .\,r(m, N
i — e - "o gt .t - 5
Ol ey = Npal oy v N =l or! | for = 1.2,
Proposicidén (4.1).5ca P: My — Mo un Ad)y-morfisimo tal que esle preserta

ept's. (p.oc.e. )y NP = NP2 cutonces:



(4.1.1) Si Iy es la respucsta total de Ny, = a2 c¢sla respuesta total de A=
y PHy =~ Ha: (4.1.2) si \H? es la matriz de Hankel de Af;, = /D esla
matriz de Hankel de Ma y PyHD, ~ 2017,

Demostracién. Pry =~ ro . Poy, =~ o2, Pinl, =~ in}, y Pl =~ =3
por (2.14) y (2.16); por lo tanto PH,| =~ Ha y P HD ~ /3 . De (2.12).
2HD = w3l o Haoin? en cadapar (inn)ye zZ+ < Z+. n

Proposicion (4.2).5ea F2: M — My un Adj-morfismo tal que refleje y preserve
(p.c.c.), prescrve epe’'s y mono's y PN 2= N3/, enlonces

(4.2.1) H, es la respuesta total de M, < Hos es la respuesta total de Afo
y PH, ~ H2 ;

(4.2.2) L HD esla matriz de Hankel de Ny < 2D, es la matriz de Hankel
de Mo y PVHD =~ o110

Deaemostracion. (<) Es consecuencia de (2.12), (2.17), (2.18) ¥ el hecho de
que P es fiel (—) por (4.1).

Los siguientes corolarios son immediatos.
Corolario (4.3).5¢ca P: Af; — M2z un Adj-morfismoe donde P: Cy — Ca es una
equivalencia y PX§P = N3P . Entonces (4.2.1), (4.2.2) son vdlidos, y
(4.3.1) Al es sy-alcanzable, jy-observable y (ry, o) es (g1, pu1)-factorizacién
de H, < Ao es  ca-alcanzable. pa-observable y (ra,o2) €s (£2,42)-
factorizaciéen de Ha.
Corolario (4.4).5ca P: M, — Mo un Adj-morfismo donde P:Cy — Ca, X1 vy
N2 son equiralencias, entonces (4.2.1), (4.2.2) y ({.3.1) son vdlidos.

A continuacion damos algiinos resultados sobre [a preservacién de teoremas

clasicos de realizacidn.

Teorema (4.5). (preservacion del Teorema de realizabilidad).

Sea M2, una bisecuencia arbitraria de Ci-morfismos. Sea H, el dnico Cy-
morfismo con wh o Hyoinl, = (H! y sca PN — Mz un Adj-morfismo tal
que este preserva (p.c.c.), epi's y mono’s. refleja (p.cc. ). y PN} = X3P,
PZ, =~ Zo y PL, =~ L: . donde Z; es defintda por el siguicnte diagrama
conmutative

N2 AV 2
LLENEEAN o Xying,
XNy
en C; parai= 1,2, y L; es definido por el sigurtente diagrama conmutativo

NoNLY, A iy,
L3\ P
Nty

13



Entonces las sigurentes tres condiciones son equivalentes

en C; parai =1,
= 2143 es

(4.5.1) 1R es realizable para algin sistema adjunto My
realizable para algin sistema adjunto N
(4.5.2) para cada par (n.mm) € £+ . Z+

27 Ve

NP, — Yy 200 0 X, —
N l'r'x;o-l . \vu(,’, — \-on+l)'

1 v
CHATY NP, — '\'.vl+l).—1

(4.5.3) AHAYA 1./x) — (N4LY1. Ly) €s un N -dynamorfismo <
Ha: (NPU2,2Z2) — (N3ZYa, L2) es un ,\_ dynamorfismo.

Demostracién. PII, =~ Mo y PiHY = 28]} por (-1.2). También Pry; =~
re, Poy >~ oo | Pinl, >~ in3, y P’7) = 7} . cntonces (o} 0b0.Xyr] ) >

"(:,n) o éy 0 .Xy ~"~’"” . Por lo tanto.
Xarg,, P
XN, N, Qe 22
ae gz

Npls s 2 Ns 0.
vy (1.5.1) > (1.5.2) por (1.2). Por 2.

X Linl
No XDy 2Ny, Xells Ny xgYe
LCENUEAN l’- 2 s
XY,  m X3t

Ny ALY

o

NLy T T )

PLy = La y(202) ( 7o Hyodn)ly = 1D, =

Por lo(.nnu(l 5.2) = (1.5.3).

~ Ms (por (1.2)), H2 es un \a-
..,[.

por Pz, ~ Z,
wlolyo N iiyo XN ink, ).
Si /y es un X -dynamnorfisine y  #2/7

dynanlorﬁ\'nlo . Entonces In “realizacion lihre”™ Qo = X3 . b2 = .\
2 . . .-
To = inl, . 2 = w3 o M tiene matriz de Hankel o HD2 & Ty = g, .
Para mostrar que a[-',” ) r(”' = w7 o [y oinli, essuficiente mostrar que
o2, = Tioll. to es clerto por definicion para n = 0. Por induccidon sobre

n. obtenemos:




. L& . .
M2 xzy, SR ygntly,

oL X v vy TR2E gy
pero /2 es un Xa-dynamorfismo., flaoZs = LaoXNuilly yeuntonces Ty 10H2 =
X3(72 o Ha)o b3 = 0'('-’4,_‘._”4 n
Corolarvio (4.6). Sean (3. i1y y £ como en (4.5}, erceplo que P refleje
(p.c.c.),y PNt = N3P Enlonces (4.5.1), (4.3.2) y (4.5.3) son equivalentes
para subndice and superndice igual a 2.
crcepto que  PXP =

Corolario (4.7). Sean /], Iy v P como en (4
(4.5.2} y (4.5.3) son

NP .y N1, N2 son cquivalencras. Entonces (4.5,

equivalentes.
Corolario (4.8).Se¢an (.. y H, como en (4.5). P:Cy — C2 €5 una equiva-
lencia. PN = N3P . PZy=>= Zs y PLi >~ Ls:. Entonces (4.5.1), (4.5.2) y

(4.5.2) son equirvalentcs.
Teorcima (4.9). (Preservacion del teorema de realizacion candnica).
Sea (I3 una matriz de Hankel con “dynamorfismmo de Hankel™ F, y sea H

tentendo una (<, p1)-factorizacion

Hy: NSOy —p Q) — N LY Hy =, oo, r

ysca Py — Mr un Adj-morfismo como en (4.5). Entonces:

1w Q1 —u Q1 haciendo yry, oy

(4.9.1) eriste un idnico gy

dynamorfismos < ertste un tnico ;84 No 3y Qs —y Qa2 hacrendo yra,
#Ho2 Na-dynamorfismos; .
(4.9.2) Fl sistema

nMy =Ny Quu St vy ryeinh Y xbon o)

es una realizaciin candnica de (H7 y tiene mapeo de alcanzabididad yry y

mapeo de observabilidad j5o0y < el sistema

HMs = (N2t Qoon 62.U2.4g v 0 ind Yo, 73 opr 02)
es una realizacion canonica de 2 H\ y ticne mapeo de alcanzabididad srra y mapeo
de observabilidad ;;0,:

(4.9.8) cualquier otra rcalizacion canonica de (M3, ¢s “tsomorfica” a M >

cualquier otra realtzacion canonica de 2 4]} s “isomorfica™ a g3 Ma.
N =T oncduoy rzoing .

Demostracion. (3 = s oy oy oprioint v oH
Por 3.7 en [3] existe un iinico g¢é; tal que gry v oy son XNj~-dynamorfismos y

el siguiente diagrama conmuta



Y]

(251
Lemd N T
B I - I A Y

# M es una realizacién candnica de | /},. Por 3.14 en [3] cualquier otra real-
izacidn candnica es minima y todas las realizaciones minimas de ff; son “iso-

morficas™ i.e..

NP LALS H
1“- P 1»!‘"
(o2 ALY
donde ¢ es un Ch-isomorfismo. Entonces ¢l siguiente diagrama conmuta
{7 Yo
1'"3 T2 N P l"é
Nyr. o 22 Q. %2 NEY:
Yy
LASS HQ:
o ll{”‘
T NEYL
porque P, ry =~ ,r2 v P,o = ,,cs. Ademnds, ro € g2y 02 € un ,-v

esto por 3.7 ¥ 3.1-1 en [3], comipleta la demostracion.

musmas hpotesis de (4.9) excepto que P refleja

Corolario (4.10).Con las
vdlidos para subndices and

(p.c.c.). entonces (4.9.1), ($.9.2) y (4.9..2.) son
superndices iguai a 2.
Corolario (4.11). Con las musmas hipitesis de (J.7) (1.9.1). (4.9.2) y (4.9.3)
son vdlidos.
Nota: La relacion definida en la seccion 3 para Adj-objetos en Decomp. implica
que si algiinos Adj-objetos My AMe en Decomp cummplen lnas condiciones de (44.4)
y (4.8), entonces culquier Adj-objeto (en Decomp) en la clase e equivalencia
de Afy cumple (4.2.1). (4.2.2), (-1.3.1). (1.5 1), (1.5.2) v (-£.5.3). Ademas, si
P:My — Ma es P o= (lag, lp.dde, idg, . idy,) . entonces (1.5) ¥y (4.9) son
2.3 en [35] 3.9 en [6] respectivaunente.

Considérese ahora «l siguiente diagrania conmutativo tomado de 2.17 en [5].




sHn+t
=

k-\-;}L’.l —_— n-o-l'\-'l, )'l
podas \"”:5 [Thera (4.13)
VHE
ket N == A X1

Por 3.3 en [3] formando la (&, )-factorizacidn de “‘IL—_‘ con imagen R,
obtenemos {; y u; tales que el siguiente diagrama conmuta

AN 2@, T ossiyly
ey N\ lt.
: 4
ol 12 | R (4.14)
[T
P L A s T SR 3

y asi:
Teorama (4.15

). (Preservacion del teorema de realizacion parcial).
Sea P:Af, — Af-
¥

un Adj-morfismo como en (4.5) que en adicion refleja
sean by, uy Ch-somorfismos. enlonces €s posible definir un
(N1, Q) & L mch ) en Oy sty solo st es posible definir

Ca-isomor, isieos
Adj-objecto A,

un Addj-objecto en Mo = (N2, Q.. (T 7m0, 32) en Cu, tal gque:
(4.15.1)
o, = t._‘ o u."l O(:.:.\'.G, — Q, con Fl:.\'.('j, — Qs
(4.15.2)
o= Fio winfi T, — NP — Q4
(4.15.3) _
3 = apimh o T @, a1 X4Y: — 1
con P&y =~ & , Pey = e2, Piny, =~ s . PF =~ T3 y PTA; =~ 7l
.y donde la matriz de Hankel M, es (HP = N1y OV 0T, © kin; = nyrmMy o
.I{kﬁ*”‘ok-in:, para i = 1.2: ! = 0O, 1.--- bk y q = 0.1,---. 1 +1.
Demostracidn.
r(‘"” = F10 winl N —e NP — Q) for o= 0, k.
oly) = a1 T o T Q) —ane NAYL — NPV, pura s = 0o n+ 1
por 2.19 en [3]. Pero [f%in}, = Poe1m! = api72 . P = @ y
Py = e . FEatoneces pPrl o o= y P8l = &% para m = 0.---.k
¥y s = 0.--.n+ 1. Porlotante Pol e pPrl,, = o2 or2 <>
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P17l o Pitiy o PFr o Puinl, = .72 04 2+ op in?, . Ademas el siguiente
oL H 1 m +17; ou I n
diagrama
.
LI v2au002,
. s=0 ey
Pe XN NP2
' P B
e o Jon
l s u NlAs a0l P
Py NP —_— ka1 N

conmuta por 18.14 en [11}) Pinl, ., = .., ¥y Pwlein = 7210
Pl . = fr,'-:*l_” por dualidad, » £ /HE -~ :ll;l-—‘— entonces (4.13)

= a1

conmuta para subndices » superndices iguales a 2. v tambidn ((1.11) conmuta

para subndices y superndices iguales a 2 porque P28, ~ &, Py =~ 72,

Pey =~ 72 and Pm =~ no hace al diagrama exterior de (-1.14) conmutar
1 &

para indces iguales n 2 (por (2.12)).
Existen us 3 f2. (Ce-isomorfismos (por 3.3 en [3]) tales que (4.14) conmutan

Como ;. T1. ¢; are epi’s and iy, 73 . m; son
Fria. 12 son mono's. Por otro lado,

para indces iguales a
MONO™s, eNtoNces cu, Fu. €2 SO RIS ¥ Mg
. P2t 5 /0 = tucie = eu . then Pt =~ ta,y

e b
~
R

como 27, =~ 7 1 = B
Pu,o Pty o PTy == usoty,ofs itnplican FPu; =~ nuy (ver (1.1.1)).

Corvolario (4.16).Con £: X[, — My como en (4.6), scanity, uy Co-tsomorfismos,

entonces es posithlc defintor un Adj-objecto Xy como en ¢y 13) tal que (5.15.1),
(4.15.2) y (4.15.2) son salisfechos parai = 2.

Corolario (4.17). Con las muismas hipotesis de ([.7) para £ A7, — AT y las
masraas hrpiitesis de (). 15) cxcepto para 2. entonces (.15) rs vdlrdo.

Nota: Nucvamente, si f2 = (1 .1, .0d,., .1'11:l Lid, ) L entonces (4.15) es 2.19

.
en [3].
1.2.5 DMlorfismos Adjuntos, Dindamicas Libres y Dindmicas
Colibres

En esta seccidon damos algunos resultados sobae condiciones suficientes para
preservar vy reflejar dindmiicas lthres ¥ colibres por morfisinos adjuntos.

Proposicion (5.1).5ea P: N, — M2 un Adj-morfismo tal quc el siguiente
diagrama conmula
ANNQ, 2L Ne,
Laiss ls= (5.2)
B Rt



donde P&, =~ b2 . f3,
Entonces Pug, = uq,

y 18
PXPEQ 24

N Qa
ll’/.’ 1/.-“
ro. 22 o,

LI, 50 N4, o 0,

ALs8, 0 Iipe,

PXIXPQ, NoNFQ2
[P, [ e
rs
PN = Rayes

si ¥ slo si el siguiente Jdiagrama conmuta

Ahora probamos como s

I8, ° Pug, =

,\;10 P o SiePug, =
.\;' o fF o £5, o

PfE o Peg,

Péy o PN fF =

NN Qe 222 NyQ.

l,\u/;‘ -J./:
ATe — 2:

igue:

HQ, © .\'-_,f'”l o 0,\'}’(). =

At o sF oug. o XSS, 20x0q, (Porque fF € uz)

Prg, = l’ff’ o Fug, (por (5.3)) <«
= D& o PN SF (por (5.2)) <«

1’6, o 05: o N2 fF o Ixea,

(perque 2 es5 (LN)) <
Pé o PNISF = AZ1 o b2 0 Nod, 0 0, 205! o N2PSF 0 Oxag,
(por (2.12) v o, =~ &.) <
fF o pg, o Nofd, = ¢é2 0 NuA, o Na B2 fF (por (5.2)) <«
SE opg, = fr 0 Nad, o X\uPSF o (N2fE3 )™ =
fF o ng, = 60 XafF (por (5.3))

v JF € pn (rer (2.2) y (2.
<> f_,"" es un No-dinamorfismo (rer (2.1)).
Demostracion. Queremos demostrar que el siguiente diagrama conmmuta

(5.3)

2)).



Nota: Observese que para la demostracion de la suficiencia no es necesario
suponer que f¥ € ua.

Proposicion (5.4).5ca £: My — My un Adjp-morfismo tal que (5.3) conmulta
y_/',_i°= es un Nu-dinamorfismo, donde P&, ~ & fg. = I, >0 XA, o %.
yf:_.# € pua . Entonces Pupg, = ng, < f;e €s un XN -dinamorfismo.
Demostraciin.

= po, o NofJ, o ”.\‘,“0, =

(porque frf € p2) &

I3, o Pue,

AZtefF o fS o Pug, = AJ'e fFopng.o NS, SlUxsq,

/\:7‘ o f_,# ) fJ. o Py, = I’_/':e o g, (por (3.3)) <

Pr¥ o Pug, = ,\;‘ o fF o ug, o .\'-_,f:?‘l °©fxmg, =
o f2 0 Nud, o N2PSF o fxag,

(5.3)) <

PIE o Pug, = A3
(porque  fF o5 X2 — dinamortismo y

P'o dy o NoA, 0, @ t)':,ll o .\'-_»l’_/',’2 o ”X,"Q. <>

Pr¥ o Pug, = A3
PfPoPug, = Pé 205 o NP fFolxag,
= P& o PN ST

JE o ng, = 61 0 NiSF
n

(por (2.12) ¥y Pé& =~ §,) <

Pfl# o Fug, {(porque ex (I.N.)) <

porque todo Adj-morfisimo es fiel.

Nota: Una veznis, el mismo comentario de la nota anterior es valido
Proposicién (5.5).5ca P: My — Ma un Adj-morfismo tal que PX} = X3P y

el sigutente diagrama conmuta

R i -
NINLQ O NLQ,

[xos s (5.6)
Ny ==
3 .
PXLQ) =2~ X3Q-
JPsa 1z (5.7)
PQ, 2 .

donde P6, = 62 . f3' = [l50 ViA; 0 wd,, ¥y PN\ Sy € €2 (ver (2.4) y

(2.5)). entonces PLy, = Lo, <= [fi s un XNe-dinamorfismo.



Demostracison.

F8 e Plg, = Lo, o NufF o 0xyq, =
PLlg, o PXafh = f3' o lqg, o Nof o 0x 0, (porque PN (fh € £2) <>
PLg, © PXofh = (JZ)7"' 2 Lo, © Naf' o Nul [} = 04,
(porque 6 es (1.LN))) <=
PLg, o PN fL = S Ve Lo, o Nufi = Nzd, 0 Og, (por (35.T)) <>
PlLg, o PX1fly = Pfy o P4 (por (56)) <
Pfh o P& = (S ofi oA, © ,\S‘ °© é2 0 Nz2A, o O,

(por (5.7) . (2.a) ¥y P& = &) <=

Lo, o Nufi = fi e b2 (por (5.6))
=

Proposicidn (5.8).5ca £2: My — M un Adj-morfismo tal que (5.7) conmuta
v _fi es un Nao-dinamorfismo donde P& =~ &, y l’.\'lf;‘ € 2 . Entonces
PLg, =~ LQ.) <> f;!e es un N)-dinamorfismo.

Demostracion.

FE e Plo, = Lo, o XoSd' o Oxyo0 =
PlLg, o PNafh = (@) e Lo, o NufT o0k, © PX1Sh
(porque PN fh = zu) =
PLg, o PXufh = (J@')7' o Lo, o NofS o NuPfh o 0p,
{purque 0 <= (N.1.})) =
PLg, o PXAfL = (F§') Vo Lo, o Nuofi o Nud, o 0y (por (5.7)) <
PlLo, o PNifL = (f3')"' o fi o #s o NuA, o 0g,
(porque j'é es un No — dinamorfisimo) <
PLg, @ PX\fY = (J@ ) ' o fi oA, 0A3 0 b2 0 XNy =
PLg, o PN\f} = PfL o Pé (por (5.7) . (2.12) v P& = é) <
Lo, < ,\'lf,’:t = f;‘ o &y
porque todo Adj-mmorfismo es fiel. : [ |



Nota: Como en (5.1).

£4 para demostrar la suficiencia,
Antes de dar los prine

hechos necesarios.

Cua transformacién natural (1.N.) 5 £ 2= ¢ para functores £

puede ser interpretada como un functor N,y — C3F
Qo — Qs .y l
— yu ex un par A

con OW(CE) = Mor(Ca) y si fa
entonces un Ci-mortismo o 0 fa
siguiente diagrama conmuta

Qo Se
| 2.

<
Q , Ay

con hg. hw < Mor(Ca).

5.a) N, = g, para cada Q7 €

3.b) if 1 Qy — Qu

Como Consecuencia,
(T.N.)'s interpretados como functores.

—

asociado N,
7: Ob(Cy) — Mor(d
AMor((y)

K, (Qp) 22w
l Aoty
N,

Ny(Qy)
donde ¢, = (al, '”;ih) ¥ oo,
a? @ =" G son (T.N.)'s.
Denotamos A, =

equivalencia en la clase de todos las (T.N.).
Ady-morfismo,
idpey, yla relacton de equiralencia =, sobre las (T.N.)'s

s Dyn(Ny) — Dyn(N

Teorema (5.9).5ea £P: My — Mo un

Sismo functorial. A\, =
de PNy a N2 P . Entonces ¢l functor F°
preserva y refleja dindmiucas Libres,

Demostracién. Por (2.12),

(5.2) conmutan para cada Q € ¢ . entonces el sig

;o8 necesario suponer que £ L

(5.0), (5.5)y (5.8)

sales resultados de esta seceién.,

Ny(f1) = (L. GS) para cada fi €

es posible definir una
Sea
Entonces una (T.N.) i Ky,
} tal que ol siguiente diagrama coninuta para cada fy

=, Ny singesun (1LN)).

e
introducitmos a... - nos

G Cp — a2
? donde UF o5 la categoria
— 112 son C3-objetos,
= (hg.Muw) tal que el

",

B

(38

El functor Ay es definido por

AMor(Cy).

“transformacion natural™ entre
G otra (T.N.) con functor
Ny es una funcién

€
Ny(€21)
[ Woss
WNy(Q1)
(al, by oy ool F2F

por supuesto 2, es una relacién de

de £ oa o
72:Cy — (2 un 1sornor-

inducido por P,

(3.4) ¥ (5.1). si los diagramas (2.2) con indce 1 y

ruiente diagrama conmuta



NS Qe

[r= (5.10)
Q2
donde & = P&, o (){3’ Y #ue, = f3, o Pug, o 0;:;,‘)‘ o (NS
Q2 I2e NJTQo
FEIN i/,.‘ (5.11)

Qz
conne, = f§, ¢ Pyg, paracada Qy = Q1 y Q2 = PQienCy .y cada fa €
AMor(Cy) . donde fo = P SF = Pr¥ o (£3,)°F 3, = Ujso %%,)
porque, P es isomorfisimo functorial. f.f 5 dnico. porque =, es una relaciéon
de equivalencia. Alhora por (2.12), (3.4) ¥ (5.44).s1 {5.10}) ¥ (5.11) conmuta para
cada Q. € OXCu) . entonces tambicn {2.2) con indice 1 ¥ (5.2) conmuta para
cada @Q; € OU(C) , parque P A or(Cy) — Mor{(Cy) ¢s uno a uno y sobre. fl#
m

es Gnico por razones similares a fF.

Corolario (5.12).5ca 22N — My un Adjp-morfismao, tal que la funcien Py
OQb(C1) — QU(C2) ¢a uno a uno en ol functor Py — e A, = ddpg, ¥y =.
es como en (3.9). FEntonces ol functor £:Dyn(Ny) — Dyn(Nz) inducido por

P refleja dindmecas libre s,
Demostracién. Como /2 es un functor ficl, entonces £2: M or(Cy) — Afor(Cs)

€5 1IN0 @t o, [ |
=

Teorcma (5.13).5ca F: Ay — Mo un Adj-morfismo como en (5.9), PX7?
N3P y sea la redaciin de equiralencia sobre dos (TN, )'s de PN} a N3P .
Entonces el functor F: Dyn(.X?) — Dyn{(\N3) tnducido por 1> prescrra y refleja

dindmaicas colibres,
Demostracion. Es similar a (5.9) v depende de (22.4), (2.5), (2.12). (3.3). (5.5)

¥ (5.8).
necesario que f._,xz € pu ni que l’.\'x_f;‘ € £a. Sin
} ¥ (5.13) son restrictivas. pero estas caracterizan

Nota: Obvsérvese que no es
embargo, las hipotesis de
parcialmente la clase de Adj-mmorfismoes que inducen functores (£ y F). que
preservan y/o reflejan dindmicas libres y /0 colilires. Por otro fado. la condicién
A, = idpg, no hace que se pierda generalidad.

Corolario (5.15).5ca P: Ny — M2 un Adj-morfismo. tal que =
(3.9} y A, = idpg,. Entonces el functor F: Dyn(N1) — Dyn(\Ny) inducsdo

por F? preserva dindmaiecas libres.

€S como en

N
s



Corolario (5.16). Seca P: M — My un Adj-morfismo. lal que PN =
=, es como en (5.13) y A, = idpq,. Futonces ¢l functor . Dyn(X

Dyn(N3) inducedo por PP preserva dindmacas colibres.

1.2.6 Propiedades de MNorfismos Adjuntos

Comenzamos esta seccion mostrando que Adj es una cuasicategoria (ver seccién

2).
Teorcma (G.1). £l conglom- rado de todos {os sistemas adjuntos definida sobre
Culp, y el conglomerado de todos los morfismos adjuntos definidos por (2.10)

forman una cuasicalegoria.
Deamostracién. Sea P:\f — Mo . P My — My y sea £2: M3 — M, un Adj-
morfisio definido como 2 = (£2.0.0,..A, . A) . 2 = (P.0.A, Ag,A,)
y P =(r.6.4, A/io .;\, ) . entonces la compuosicion « de Adj-morfismos esta
definida por

P P = (PP .0p o U7, o PPA,. . A, @ PAy . A, o PA,)
donde @ : PN, — XoP . 0 : PNo— NulPy 0 : PNy — N4,

O =0 = 60p o 120
AL = A = A, o PPA,
o PA, : IPPQ — Qy

PPNy — X3 PP,
PRy — 0y

Ay * A, = A,

¥
A, =~ A, = A, o PPN, IPPY] — 3y

son Cy-isomorfisimos. Si /78 =~ &z Pr o~ o, £ = 56,
Pro o= 73y PJds = 3. entonces PP =~ ¢y PP = ryy PPI3 =~ 33.
> &y}

Daomostracion de (2776,

2X2A, 0 05, = A, © P86 < [Po; = b
63 0 Ngd, 0 0g, = A, © Pbéas = [0 = o3 (6.2)
= PA, o PPP8 = P& = Pb, (6.3)

b2 0 PNy, o Pl

-El’ltOn(‘CS
Ay © Péa o PX3A, o Plg, = A, © Pér o PXald, o Plg, <>
Ag © A, © PPS = A, o Pér o PNuld, o Py, por (6.3) <=
=

A, @ PA, o PPE = 65 0 Nyd, o 0g, o PN2A, o Plg,



PLE o= &3 (por (6.2)).
Demostracién de (PPr >~ m3):
™Mo A, = A, o lPm e P>
Pry o PA,. = PA, o PPry « PPPry >~ PPry (6.1)
Tme A, = A, o Pry & Pryoxom (6.5).
Entonces
A, © a0 A, = A, o PPri o PAr <
AQ o Pry o PA,. = A, 0 A, o PP (por (C1)) <=
Tw oA, = Ay o PP, o PPT = PPr =~ 7 (por (6.3)).
Demostracidn de 2R =~ g es similar a la de 2077 >~ 3.
Deomostracion de (P ~ (£2 = £2) = (P = P) ~ P):
o PA) =

P x(P xP) = P «(PP. 0O o PO.A. o PA. .\, o PA, A,
(PPP . Opy © PO0p o PPP0G . A, © PA, o
o A, o PIPAL) =

PrA, A, o PA, o PPA, AL
o FPAL) P = (P~ P)~ P

o /),\Q LA,
= Fcon las, = (g, .
idy,) es la ddentidad.

Ta, ~ 77 = PP = lag,

(PP .0y 0o PO.A, o PAL A,
Dado que £ =1y, = Py lag, ~1?
entonces lyy, = (1o, lp  idey Jdde, .
P) » lar, = dag, ~ (P « 1y} = /¥
Iag, = (loy Jlpoddey, idg,  idy,) .

1 ddyr, Jidg, , idy,) ,
Ademais, (1, »
donde

Nota: El hecho de que Adj es nna cuasicategorin, nos guia a aplicar métodos
categdricos en su estudio (ver {T])
Corolario (G.G).0Ob(Ady) y los Adj-morfismos [2: M) — My tal que. eriste un

(LN} e PN — N3P | son una subruasicalegora de Ad).

A continuacion damos dos detiniciones necesartas para mostrar condiciones
suficientes para la existencia de morfismos adjuntos,

Un morfismme (LK) entre adjunciones {(F .G 2.0 .¢) Cy — Ca ¥
(F.G.3.0.6) Cg — 4 es un par de functores L:C) — Cy vy KN:Ca — Cy

tales que el sigguiente diagrama conmuta

(».__, (&3 Yy £+ (».'_X
. | .
l A I« I (6.7)
¢ .-| €« C".‘{ I3 ¢ .-‘
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Co(Fr,a) [ Ci(x, Ga)
N = I\'F';-,.-l l/- = L, ca

Coy(KFr . KNa) = Cy(Fle.Na) =Z- Cy(lr LGa) = Cuy(lr,GKa)

para cada par de objetos ¢ € () y a € Co . donde Wegr o es el mapeo fe— R f ¥
Ler gavselmapeogr—Lgcon f : Fr—ayy : r— Gu (ver (IV-T) en [16]).

Un par conjugado {1 . T») entre dos adjunciones sobre las misnias categorias

(F .G s v ey (Fu.Glurvgaen) » € -— Ca

es un par de (T.N.)'s 7} Fy 2 Fo vy T @ G =2-Go tales que el siguiente
diagrama conmuta
ColFor . a) = Ci(x . Goa)
(Tie)” = Co(Tir.a)| [Cite . Tea) = (T2a)-
>

Co(Fo.a) Chi{x . Ga)

para cada par de objetos € ) y a € Cy (ver (1V-T) en [106]).
Teorcema (6.8).5ca (£, (7. v,y : € — (o y{F.G.0v.c) Ca2 — C3 adjun-
ciones, entonces la compaosiciin de functores Heva a une adjuncidin

(FF GG Gy o e Feog) @ Oy — Ca

(ver (IV-8) en [16]).

Afirmacion (G6.9). Sean A/ y A, sistemas adjuntos, una condicidn suficiente
para la existencia de al menos un Adj-morfismo £2: My — AMacon PX; = XoP
¥y PX? = N3P | es que exista un anorli-mo (.. KN) entre las adjunciones
(N N v eg) 2 O — Oy (N N2 i) @ Cy — Ca tal que L =
N = £ . con P un functor tiel. doode (2.a), (2.b), (2.c} son validos y
(Pé& # Pr #F P # P8y

Afirmnacion (6.10). Sea Af; y A, sistemas adjuntos. una condicidn suficiente

para la existencia de al menos un Adj-morfisimo £2: My — M2 |, es que exista un
functor fiel P:C; — 3 con adjunto derccho P* @ (Co — C) tal que para las
adjunciones

(N2l . P*NX3 . Pra, 0 D.ex o Naéxs) 1 C) — (T
y

(PX, NP N1y, 0oy .é0 Peyp) 1 € — Ca
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existe un par conjugado (7} ,7%) .donde 77 : PN} — NaFPes(ILN), (P,P*,0.&) :
Cp — Ca es un adjuncion. (2.a), (2.b). (2.c) son viidos y (P&, # Pry # P32, #
P&y).

Por otro lado. la definicidon de morfismo (L. ') entre adjunciones y la definicion
de Adj-morfismo hace posible los siguientes resultados para dinamicas libres y
colibres.
Proposicidn (6.11).5ca £2: My — Msu n Adp-morfismo como cn (3.13) y tal
gque el sigurtente diagranma conmuta

[ A Duyni N'y) LN [t
[ e | e (6.12)
- < <
, W .
Cy —2 Dyn(XNa) By,
NL o= e NE = 0

te.. (F ,P) es un morfismo entrc las adjunciones {1V, V2 . ny 1) @ Dyn(X,) —
Cy oy (We W2 ko) @ Dyn(Na) — Cy donde |7 ¢s el functor inducido por P
en (3.4). EFntonces F prescrra y refleja dindmicas colibres.

Demostracidn. Por (6.12), 2N, = XZP. y ¢l hecho de que P es un
isomorfismo functorial, entonces se sigue gque N = P-INZP (X =
PXLP Y vy FiMor(Dyn(N{)) — Mor(Dyn(N2)) es una biyeccidn.

Entonces para cada (NLQ . Lo, ) en Dyn(\p) existe un tnico (N2Q2 . Lgy)
en Dyn{\2) con Qo = 70Q,. v L. = PPLo, o Oxpqo,. ¥ para cada
f;e € Mor(Dyn(.N1)) (dnico) existe un dnico f;", = ”f;le en Mor(Dyn(Xa)) y

[ |

viceversa.

Corolario (6.13).5ca #: My — My un Adj-morfismo como en (5.14) y tal que
el diagrama (6.12) conmuta, entonces ¥ refleja dindmicas colibres.
Proposicién (6.11). Sea P2: My — My un Adjy-morfismo como cn (5.9) y tal
gue el siguiente diagrama

M

(&) Dyn(\,) LA '
l” lr I8 (6.15)
) ) L
e 2B Dpynixn) Eocn
NP o= oty NS o= ety

conmuta, i.e.., (P.F) es un morfismo cntre las adjuncrones (S W Ky, 8;) ¢
Dyn(X1) — Ci y
(*W 2 82 n0.d2) ¢ Dyn(XNa) — Co donde F es ol functor inducido por P en
(2.4). Futonces F preserva y refleyja dindmacas libres,

La demostracion os sitnilar a o de (6,11,




Corolario (6.16).5ea P: My — Ao an Adj-morfismo com. - n (5.[2) y tal que
el diagrama (6.15) conmuta, entonces I reflcju dandmaicas €%,
Nota: Obsérvese que (6.13) ¥ (6.141) pueden ser tomados como corolarios de
(5.14) ¥ (5.9) respectivinnente, donde (N7Qy 1eQ,) ¥ (NLQy . Lg,) estdn en
Dyn(X,) si y sélo si FINTQ . pne,) ¥y FINLQL . Ly,) estdn «n Dyn(X2). Por
otro lado, resultados similares a (5.9)0 (5.1:4}. (6.13) ¥ (G.11) con sus respectivos
corolarios puden probarse para el funcror £ Dyn(\Ny) — Dyn{\N3) tomando
los functores que olvidan V7 DRya(N}) — &0 1y @ Dyn(N3) — Ca, ¥ sus
adjuntos izquierdos y derechos. si estos existen.

El siguiente resultado caracteriza algunos de los Adj-morfismos tales que
PeXS e
Proposicidn (G.17).Sca P21\, — Ay un Adj-morfisino donde P:Cy — Ca,
NpiCp — C2 oy NoiCo — Ca o son equivalencias, con adyjuntos derechos P*, X¢

¥y N3, entonces
PN = NP o= NS = TP

Demostracidn. Sea 2N\ = \» /2 un isomorfismo. e, existe un @ PX, —
XaP (I.N.). Entonces por definicion de par conjugado las adjunciones de (6.9),
y el teorema 2, pagina 98 en [16], existe 7% tal que (71 .7») es un par conju-
P*XNS ¥y NP P*® son

gado donde 77 = #. Por otro lado, como 2.X;. N.F.
equivalencias, entonces
o
NaP XY P

-1
Ce e
B

PX\NTP® = 1o, = NoIPPoNS.
Porlo tanto. P*N'$ = N} £°* (como N, P refleja (1.N)). La demostracién inversa
es similar .

El siguiente teorema. extablece condiciones suficieutes para la existencia de

Adj-morfismos inversos.
Teorema (6.18).5¢a £\ — My un Adj-morfismo donde F:Co — C, ¥

P:Cy — Ty son equiralencias tales que
Txv@y © F(N2Ag 0 0g,)7! = N, o N1 FAZ! o &g,
ley 71 1o, ==~ PF son (1.N.)’s.

yd = x,p 0 FOR o FNuif . &1 F P

Entonces eriste un Adj-morfisma F = (F.®. 4. Y A Ao — Afy donde
l, = év, o F/\;l Ly = €, 0 FAZ  y . = & o FATH
Demostracidn. Fl siguiente diagra conmuta
. '
FQy —- Q1
[re [ (6.19)
Xyt ,o0d
FN2Qe T N
porque:
5o Ex@ = fo, o FIP&
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porque & es (N.[.) <«

b1 0 Ex, @, © F(N2d, 0 0g,)71 = &g, o F(#4 o (Nad, o 8g,)" ')
8y 0 €x,Q, © F(.Nadg 0 8g,)"! = g, o 1“(,\;‘ © #3) por (2.a) <
& o Niéq, © .\'lﬁ‘A;' o by, = g, © f/\sl o Foy por hipotesis <

&0 Ny, o by, = {, o Féa
por lo tanto (6.19) conmuta,
1 q
FQ: = @,
[ T (6.20)

Ly, ——

porque
€@, © FPr = 7 o (¢,
porgque & s (N.I.) =
FQ, © F(Pr o A;") = m ©° €, © F/\;l <>
@, © F(AZ ' o m) = 11 o &, o FAZ! por (2.b) <
l, ©o Fru = 7 o,

¥ por lo tanto (6.20) contiuta,

Fy, Doy

TFJ, T;. (6.21)
- ’Q
FQ — @
la prueba de (6.21) es similar a (6.20). - |
La condicidn
Fxi@r © F(\adg 0 6g,)7! = \idy, o NiFAZ! o dg,

puede ser implicada por condiciones miis débiles.

Lema (6.22).5i éx,@, = N,fg, o dpy, o Flg, = @, © F(_\’;,,\O o

0g,)"!' = Niég, © NP FAZ o b,

Demostracidn.

NXiég, o @pql o F{)Q- o F(Nz2A, o l7Q,)_l = N\cg, © .\'IF.\;’ ° bpg, <
Bpo, 2 Flg, o FO5) o FN2AZ! = NI FAJ o g, =

Ppo, o FNAZ = NIFAZY o Do,
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esto es cierto porque ¢ es un (I.N.). n

Lema (6.23).7x,0, © FPN1ég, = N1y, © Ty, ppg, <
@, = N, ° bpg, © Fdg,.
Demostracién.
Cxva, © FPX\Tg, = N\7g, o Txiprg, <
xig = 17, © fx,rpo, © FPX(&,)T!

porque € es (N.1.) <«

Exi@r = Nifo, © Txepg, ° Fllppg, © XoP (i) ! o 0g,)
porque 6 es (N.1.) =

xver = Vi€, © Txyrpg, 0 FORLg, © FN2P(0G,)T o Fog, <=

x,Q0 = Nido, © fy,ppg, © FOLL,, © FXNujpg, o Fog,
porque P(eg,)”! = ifrg, <=
Fx @, = Ni€p, o dpo, o Fly, por definicion of &.
a
Teorema (6.24).Sca P: ANy — My un Adj-morfismo como en (6.18). tal que
Ex,@, © FPX1éo, = Nifo, rrg, Y . Ty ayson (1.V.)'s. Entonces
existe un Adj-morfismo I = A, ) 0 My — Ay donde I, 5 0y
l,. son comno en (6.18). y &: F. N2 . .
La demostracion se sigue de (GU18), (6.22) v (6.23). ~ [ |
Corolario (6.25).5t cn (6.24) Ny = 1, stempre ereste F: VMo — Ay como
en (6.18).

Demostracidn. @, o FPég, = (@, © tppgy, borque Py, = (fpqg,)” 'y
Erpo, = FlUirg,)™' .

Nota: En Decomp para todos los Decotnp-inorfisinos £2 donde P:C) — C2 es
una equivalenicia, existe £ determinada por /2.

Proposicidon (6.26).5ca P: A — Moy wun Adj-morfismo, con P:Cy — Co, X,
v X2 equivalencias y los siguientes diagramas conmutan en CPF

PQ> - Q1
T”"’ 7 i‘;, (6.27)
2,




P, 2=

Teessm T (6.28)
Py —I’—~ b
P,

TP-,:- Tr;" (6-29)

I,
PQ —— Q,

donde
$ = (%, © IT);;,)_ -~

PN Oxepe o (F0 Pein)7 o (e2 © Naéxg)]o
(7%, © Jlpexs PrNS — XY P

es un (I.V.),

I, = (@) o POAYT | U, = (i) o POAY
ol = ()T e PRAYE L e = 1/;'5‘ o NT&Y! L NP — @y
v
68 = el e NINT D NIQw — Qo
Entonces, eriste un Adj-morfismo £2° = (2% . 1;' '/u .i'.) AP — ALPP
donde
AL = (NE Qe Y, L L TP
en CPF para 1=1.2.
La demostracion se sigue de (G.17).
Nouta: No nos queda claro que existen b £, 1 v 1, tales que (6.27), (6.28) »
(2.0, A, .\, ). Entonces,

; s
(6.29) conmutan para algitn Adj-morfismo /2 = .
es posible que no exista un Adj-morfisimo 200007 — PP (sin embargo, este

siempre existe st O 3 Co son categorias auto-dunles). Fsta cuestidon esta abierta.

1.2.7 Metateoria de Sistemas Adjuntos.
En esta seccidn presentamos dos metateoreinas sobre sistemas adjuntos » un

“principio de correspondencia” para estos riltimos.

Para un sistema adjunto A, definido en un C'at,--object Cf decimos que
Ia propiedad “q”7 es vilida si al menos una de las siguientes situaciones ocurre
y no otra,



(7.a) Un diagrama construido unicatnente de C;-ohjetos. Cy-morfismos y pro-
ductos y /o coproductos. contables y/o finitos conmuta;

(7.b) un Ci-morfismo (o Cp-morfismos) construido inicamente de j-objetos, »
otros C;-morfisimos ¥ productos y/0 couproductaos, contables y/o finitos, tal que
al menos una propicdad categérica s preservada y /o reflejada. si esta existe o es

posible construir un segundo sistema adjunto A, comenzando de Ay por medio
amente Cp-objetos, Ci-morfismos

de un Adj-morfismo /2: Af; — A usando iinic
¥/0 productos y/o coproductos. contables v/o finitos;

(7.c) sl C tiene limites y /o colitites y /o otras propiedades categdricns tales que
ellas son preservadas y /o reflejadas por por algunos Adj-imorifismos, entonces:
(i) un diagrama (o diagramas) construidos de ) -objetos. Cy-morfismos: Hmites
y/0 colimites y /o propiedades categdricas adicionales, conmuta {conmutan);
(ii) ¥/o un Cy-morfismo (o C-moristnos) construidos Guicamente de Oy -objetos,
Cr-morfisimos. Hmites y /o colimites y/o propicdades categoricas adicionales son

preservadas v/o reflejadas por un Adj-morfismo (A dj-morfisinios);

(111) ¥ /0 es posible construir otro sisteima adjunto. romenzaudo de M, mediante
un Adj-mmorfisimo /2: 1/, — a2 usando dnicamente C~-objetos, C)-tnorfismos,
inites v /o colimites.

Nota: La situaciones duales de (T.a). (7.b) ¥ (7.¢) son tambi
propicdad es categorica s1 esta puede preservarse por functores,

‘n validas. Una

(7.1) (Primcr motatecorema sobroe sistemas adjuntos).

Sea P: My — My oun Adj-morfismo, entonces.

(7.7.1) 51 eristc un “resultado™ que afivimia la caledez de las propiedades g, -
Ay y Py — Mo preserva estas propiedades, cnlonces eriste una criension

en
de el “resultado”. afirmando la valide s de das proprcdades 4, - g, en Ma;

Caqa

(7.1.2) st eriste un “resultado”™ que afirma lu validez de las propredades q,, -+ . q,
en Mo y PNy — Mo refleja estas propicdades, cnlonces eriste una crfension
ded “resultado”™ que afirma la ralide: dc las propredades g - q en My,

(7.1.3) eriste un “resullado™ que afirina la valides de las propicdades q,,-- -, q,

en My st y solo st existe una ertension del “resultado”, afirmandoe la valide:z de
las propiedades q,.---.q. en Mo | cuando F2: N} — Xy preserva y refleja estas
propirdades (n € Z).
Nota: Por un “resultado” entendemnos un teoreina, una proposicion o una afir-
macidn que fud demostrada
Nota: Casi todos los resultados de las seecione A.5.8 v algunos de [a 6 pueden
ser vistos como una consccucncia de este primer metatcorema.  Por supuesto
existen muchos otros resultados quie no estian en este articulo que tambidn se
derivan de este metateorema.

Por otro lado. es interesinte notar que podemos definic sistemas adjuntos
en cudsicategorias con (p.c.c.} ¥ equipiadas con una (£.u)- factorizacidn fija.
A cutegorias de sistemas, e.g.

stemas adjuntos en

es posible definir

Adems:
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T'akahara definen una categoria de sisteinas denotada por S de
en [IT]) donde un sistema general es
>ara cada par

Mesarovic y
“Sistemas Generales™ r 2.1 pag
una relacion 5 C X = ¥ oarbitraria sobire dos conjuntos X'y Y.
(s.s) de S-objetos. from (s.5) o5 ol conjunto de todos los pares de funciones
(Ao hiy) con e NV — Xy A0} — V(S C N = Y7) tales que N, es sobre ¥

& donde la composicion esta definida por

Y

(a. b)) € & = (he(u). hy(b)) €
(he hy)o(he hiy) = (heche hiyohy)con lipohey hyohy, lausual composicién
de funciones. Es posible mostrar que S ticne (poe.c) ¥ (&, p4)-factorizacion fija,
y por lo tanto es posible definir sistemas adjuntos en 5.

De las observaciones previas se desprenden las siguientes definiciones:
definido en ) s un sistema adjunto concereto,
Csistens” . A es un

Un sistema adjunto 3/,

st Cp es un Catpe-objeteo v ) no ex nua categoria o
isterna adjunto abstracto. si Cp tiene una (20 0)-factorizacion v (p.e.c.).
(7.2) (Principio d¢ correspondencia)
ststema adyjunto My defimido en C, que

Sean g, . - ¢ propiedades de un
Clate ~objetos, Cat -morfismos y productos y/o co-

dependen wnicamente de
productos. contables y/o finitos. Entonces un resultado que afirriia la rvalidez de
las propredades g, .-y, en My es valedo, si My es un sistema adjunto concreto

o st My es un sestema adyjunto abstracto.
Una forma equivalente de eseribir (7.2) es atraves doel siguiente metateorema

para sisternas adjuntos:
(7.3) (Scgundo metatcorema sobro sistemas adjuntos)
St un resultado afirmia o valides de las propredades o, - - 0q, .
resultado s viludo para sisteimas adjuntos concretos y abstractos.
Nota: Si el primer meoetateoreina esta restringido a las propiedades ¢, -

Fntonces este

L

Entonces este tambidn es villido parn sistemas adjuntos abstractos

Algunos resultados para sistemas y morfisnios ad-
juntos en Alg, Abel y Top.

Lo~ objetos de Alg son categorias alge-

1.2.8

Sea Alg una subcunsicategoria Je (A'ul,.,..
braicas y los morfismos =an functores algebraicos cntre cllas (ver [111]). Abeles la
subcuasicategoria de (A'ul,., donde fox Abel-objetos son las categorias abelianas
y los Abel-morfisimos son functores ficles exactos entre ellos (ver

con (p.c.c.}
[14]). Top es la subeunsicategoria de Cat,e donde los Top-objetos son topos con

(p-c.c.) ¥ los Top-mnortistns son funcrores ticles Idgicos entre ollos (ver {12]).
Para cada cuasicategaoria Alg, Abel ¥ Top podemos definir las cuasicategorias
Adj(Alg). Adj(Abel) ¥ Adj(Top) de sistemas adjuntos y morfismos adjuntos en

Alg. Abel vy Top respectivamente.

Sea £2: My — Mo un Adj-morfismio donde My esta definido en la categoria
algebrarca (A0, My esta definmida en la categoria Sot de todos los conjuntos y
SJunceones entre cllos. y F2 =107: 0 — Nt o> od functor que vlrida. Ahora damos



los siguientes resultados.
Proposicién (8.1).5ca £2: A\, — M2 el functor U': A — Net tal que es Adj-

morfismo y PN} = N3P, Entonces:

(8.1.1}) Afy es uy-obscrrvable < es pa-observable.
Demostracion, Como 2 = (' preserva y refleja limites ¥ (regular s, p2)-
factorizaciones (ver [141]), entonces (8.10) se sigue de (2.16) » (2.18).

Proposicidon (8.2).Nca 2: My — A2 como en (8.1) y tal que P: ) — Ch es
pleno y PN} = N3/, FEntonces:

(8.2.1) 8t Ma es so-alcanzable = My es oy-alcanzable:

(8.2.2) la afirtmaciin (8.1.1) es rdlida.
Demostracidn. Un Juncror tiel y pleno refleja limites, colimites, y U7 preserva
y refleja limites y (regular £, g2)-factorizacions, entonces (R.2) se sigue de (2.14),
(2.16), (2.17) ¥ (2.18)

Corolario (8.3).Nea 2: 0y — Ma como en (8.2) y Ny. X sean cquivalencias.

Fntonces (8.1.1) y (8.2.1) son vilidos.
Proposicion (8.4). Sea £2: My — Moy come en (8.2) tal gue preserrva (c.c.) y
PN = N3P, Futonces (2.1.1). (1.1.2). (4 y (1.2.2) son vdlidos.
Demostracion, Se sigue de (8.2), (3.1) & (1.2). -

Proposicidn (8.5).8ca £2: M — My un Adydlg)-morfismo tal que preserva
(c.c)y PXN? = N8P, Enlonces (3.1.1). (2.1.2). (4.2.1) y (4.2.2) son vilidos.

Demostracién.  Como cualquier funcrtor algebraico P oes fiel, tiene adjunto
izquicrdo (entonces preserva limites), preserva y refleja isomorfisios y (regular €,
toda categoria algebralca os completa ¥y cocompleta, y P

factorizaciones. y
preserva (c.c.). entonces P refleja limites v (c.c.). Ahora (8.5) se sigue de (2.14),

(2.16), (2.17). (2.18). (3.1) v (1.2).

io (8.6).5ea 7 My — Mo un Adyp(Aly)-morfismo tal que preserva (c.c.}

Corolar
: sean equrralencias. Futonces (301} (4.1.2). (5.2.1) y (4.2.2) san

y X1,
vdlidos
Corolario (8.7).5Nca /2 M| — s un AdyfAlg)-morfismo. Entonces:
&St My es gy-alcanzable = Mo s co-alcanzable.
Por supuesto, es posible encontrar miis resultados en Adj(Alg), pero es sufi-
ciente con éstos pari mostrar parte de Ia riqueza estructural de Adj(Alg) ¥y por
lo tanto de su capacidad para generar modelos mateniticos. Por otro lado, (8.7)

muestra una propiedad especial de AJj(Alg) con respecto a la alcanzabilidad:

si

Py — My Py My — M P M — M
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es una secuencia de Adj(Alg)-morfismos. entonces si My es aleanzuble, M, es
alcanzable para i =2.--- . n + 1.
Antes de presentar algunos resultados sobre Adj(Abel), damos tres teoremas

¥ un corolario ne arios.
Teorema (8.8).51(/3.07) es una categoria alychratca y A es una subcategoria de

B con encay . entonces las siyurcntes afirmactones son cquiralentes:

(8.8.1) (AU FE) ¢s algebraica;
(8.8.2) 4 s reflectiva an [3 y conticrne con cada morfismo su (regular . u)-

factorizacidn en I3;
(8.8.3) A es reflectiva en £32 y conlicne cada f3-objeto que ¢s sumultancamente un
subobjeto de algin A-vbjcto y un coctente regular de algin A-obyeto (rer -39

en [1.4/).

Teoretnn (8.9).
P. F . yd. [1 1]).
Cualquier cat-goria abeliand pequeiie o5 isontorfu a nna subcategoria plena

1h (la categoria de grupos ubclianos y homomorfismos entre ellos)
criste un functor encaje

(Primcer teoroma de encajos para una eategoria Abelianag

eracta de
Fqurralentemente, para culaquier categoria pequeria 7
eracto I. : C — A& (ver 7.014 en [11]).
Teorema (&8 10).5ca A wuna catcgoria abcliana completa derecha con un gen-
erador pequeno proyective K. Sea R ol anillo de endomorfismos de K y sea
F 1A — R-mod (R-mod ¢s la calegordia de R- IIII)'([H/Hs y R-hovmiomorfismos
entre cllos) ¢l functor encagye eracto (definido en (.. e [11]). Entonces:
Friste una cquivals nera £f, Py = Remod st g ~,/u st oY es una categoria
generador pegueiio progectivo (rer 4. F en

abelian. complcta derecha con un

)

Nota: Para las Jdefiniciones de categoria reflectivin subobjeto. cocientes regu-
subcategaria exacta, categoria completa

lares, categorias abelianas pequenas,
derecha y generador o proyectivo ver {11] v {111].
Corolario (8.11).5¢a ¢ calegorda abcliauna pegueria  Sea L 2 (C — b
el functor encaje cracto de Ab—Set el functor que olrida.

Fntonces:
(8.11.1)(C. 1
con cada morfismo su (regular

(8.11.2)(C.UaLY es alyebraica = ol functor L tiene adjunto izquicrdo y contiene
con cada Ab-objeto que 5 sumultancamente un subobyeto de alyin (C-objeto y un

[ o y sea {7,

L) es algebratca < ol functor L tiene adjunto izquierdo y contiene
g )-factorizaciin en b

cociente regular de algin C-objcto.
a demostracidn s una consecuerncin de (8.8). (R.Y) v el hecho que (Ab.l/,)

es una categoria algebraica,
El corolario (8.11) caracteriza las categorins abelianas peqgirenas que son
categorias algebraicas Fntonces. si un Abel-objeto s un Alg-objeto, podemos

aplicar los resultados que dimos para 72 = 17y Ady(Alg)
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Proposicion (8.12).S8ca P: My, — Mo un Adj(Abel)-morfismio con P = H§:
R-mod— ' la equivalencia (adjunto derecho o 1zquicrdo de Hg en (8.10)), Af,
es defintdo en R-mod y My es definido en lu categoria abecliana completa derecha
C con un gencrador pequetio proyecctivo A y 12 ¢l anillo ae endomorfismos de A,
y X1, X2 equivalencias. Sea o = XPUy un R-mddulo proyectivo finitamenle
generado con matriz de Hankel HD: U, — Yo donde Yo = NP™Y, en M.
Entonces

(8.12.1) V7 frene una realizacion M, con rodulo Q, de cstados finttamente
generado <> 2/} ¢s renglin-recurmente:

(8.12.2) 2P ticne una realizacion My con midulo de estados Q= < M es
renglin-recurrente:

(8.12.2) las afirmaciones (8. 12.1) y (N 12.2) son cqutvalentes.

Demostracién. (8.12) se sigue de 513 & la definicidon 5.1 en [6]. ¢l corolario
(1.5) y el corolario (1.8).

Nota: Sil's no es un R-maddulo proyectivo en (8,12), i.e., si éste es dnicamente R-
) ¥ (8.12.3) son tambidn

mddulo finitamente generado, entonces (8.12.1), (8.12.
vilidos, (por 3.11 en [6]). Es claro que otros resultados sobre alcanzabilidad,
observabilidad y realizacidn para AdjiA bel)-mmorfisimos pueden ser obtenidos
como tué hecho para Adj(Alg)-morfisimos.

Terminatnos esti seccion presentando algunos resultados para Adj(Top) v
in necesarios.
“ es inyectivo, donde

dando algnunos ejemplos. Antes damos resultados gque se
ProposiciGon (8.13).7ra cualquie r objcto ¢ en un topo
Q es ol clasificador de subobyctos de T y es tnjective (ver (6.4) en [15]).
Proposicién (8.14). £n un topo (putlbacks) preservan « pumorfismos {ver (6.5)
en [15]).

Proposicién (8.15). Sic es un objeto en un topo 7T las siquicnies afirmaciones

son cquivalenles:
(8.15.1) c es proyectivo;

(8.15.2) Todos los ept’'s € i a — ¢ s¢ c — a tal gque

escinden. te. eriste o

crm = id.

(8.15.3) el topo T cusuple con ¢l artoma de cdrcewn (vevr (6.7) y (7.5) en [15]).
Para las correspondientes definiciones ver [12] v [15].

Proposicion (8.16).5ca P: M — Ay un tdy(Top)-moerfismo tal que preserva

Sea N}"Y, = Q°~ un Ady(Top)-obyeto para algin c, en Cy € Top y

mono’s.
Entonces las stguientcs afirmaciones son

sea H? la matriz de Hankel M.
equivalentes.
(8.16.1)H? tiene una realizacion la cual €s observable en tiempo d € Z+;

(8. 16.2)  HD o8 recurrente por columnas con grado d.
Y lus siguientes afirmmacioncs son tambien equivalentes:



(8.16.3) 2l tiene una recalizacion la cual ¢s observable en licmpod € Z+;

(8.16.4) 2]}, €s recurrcnte por columnas con grado o

Demostracidn. (8.10) se sigue de (5.13). (3.9) en [6] ¥ que F? preserva produc-

tos y coproductos finitos. clasificador de subobjetos y exponenciacion porque £
]

es un functor ldgico.
sma donde C y Ca

Proposicién {(8.17).Nca £2: My — My un AdyiTop)-mor
son topos quc cumplen con el artoma de edeccawin y sca (H)Y la matriz de Hankel

de Afy. Entonces las sigutentes afirmacioncs son equivalentes:
(8.17.1) I3 tienc una rcalizacidn My la cual « > alcanzable ¢n tiempo d € Z+;

(8.17.2) (K es recurrente por renglones con yrado .
Y las sigutentes afirimaciones son cquivalcntces:
(8.17.2) 2 HD tiene una realizacisn My la cual ¢s alcanzable en tiempo d € Z+

(8.17.4) 2# Y es recurrente por renglones con grado d.
Deamostracion. (8.17) se sigue de (8.15). (5.8) en [6]. ¥ ¢l hecho de que P

preserva productos y coproductos finitos.

Proposicidon (8.18).5ca £2: M — My un Ady(Top)-morfisie donde ) y Ca
son topos que cumplen con ¢l artoma de cleceisn. Sea (1]} la matriz de Hankel
de M. Supongase que cada N[y ¢s proyoctivo y naclhcriano y que un copro-
ducto finito de Cr-oljctos nocitliertanos y ("s-vbjctos noetherranos s noetheri-

ano, y P preserva subobyctos. Futonces las siguee ntes afirmaciones son equiva-

lentes:

(8.18.1) (I} es recurrente por renglones:
ltiene una realizaciin con objeto de estados noctheriano Qg

s noetherano,

(8. 1&8.2) I
(8.18..2) el cstado cancnico (Cy-objcta) (3
Y dus siguientes afirmaciones son cquirale nfes:

(8.18.4) 2817, ¢s recurrente por repuglones,
ofID tiene una realizaciin con obyeto de estedos notheriano Qau;

(8.18.5)
(8.185.6) ¢l estado canvnico Co-0bjito Qu s noetheriano.
Demostracion, Por definicion de topo. teoretis (23.7) en (1} v (8. 11), los topos
cumplen la definicion 2 del apendice B3 en [6]. Entoneces las proposiciones 4 y
5 del mismo apendice son vilidas. Ahora por (8.19) v teorema 6 del misiao
apndice (8.18.1), (R.18.2) y (8.18.3) son vilidos: ¥y como £ preserva productos y
coproductos finitos y subobjetos. entonces /2 preserva objetos noetherianos, en
|

consecuencia (8. IR.4). (5.18.53) ¥y (XN.1%.6) son validos.

Vota: Las proposiciones (8.17) ¥ (S.18) nos hacen pensar que paria topos sufi-
donde el axioma de eleccion es viilido, es posible

cientemente similares a Set.




extender la definicion de functor clisico y los resultados {5.6). (5.7) ¥ (5.8) en
[3]. Por otro lado. la relacion entre topos y Idgica gufa a que conceptos funda-
mentales de teoria de sistemas pucdan ser interpretados en la logica asociada a

topos [8].
Tambien es claro que Adj(Top) tiene capacidad de generar modelos para

algunas aplicaciones en teoria de sistem:
Finalinente, es interesante observar que el concepto de Adj-morfismo puede

generalizarse por ejemiplo a A-miachines ¥ tmplicit A-machines (ver [4]) ¥ por lo
tanto es posible extender varios resultados clisicos a estos 9],

Ejemplo (8.19). Sea € la categoria de KW-espacios ¥ funciones continuas la-
mado CG-Haus (ver V-8 on [16]0 NV = (. 3U 7Ty (para la definicion de U, ver
VII-& en {16]). 6,: QU To — Q) Tl — QY iy — Y7 sen funciones
continuas con 1. 2. 7 en CG-Haus., NP = () (el espacio de funciones
con Kellyficacidn de la topologia compacto-abierta). Sea Co la categoria Set
donde Xy, &2, 72, J2 ¥y N$ son como en (3.10). Sca 2 = (PO, A, . A, A,) el
Adj-morfismo definido por: £2: CG-Haus— Set o5 el functor que olvida, y Hoy

Ag cumplen con P(fHy) = g . 0, = idpgy, < J donde J: (7T ) — g es un

Ca-isomorfismo.
Nuevamente, PN = No/? porque 72 preserva productos A, o AL 0 A

Cr-isomorfisimos tales que (2.10.6), (2.10.7) ¥ (2.10.8) comnutan donde

v . Son

Nad, 00, = (A, w.ida)e (idpg, <.2) = Ag x d
¥ (c.c.). entonces st fijamos I adsma (2. 42, )-Factorizacidn para
sa-aleanzable = Al es ¢, -
= Af

P refleja epit’s
CG-Haus como para Top en (3.10), si M2 es
alcanzable por (2.17). ? preserva epi’s v (c.c.) ¥ si M,y os g-alcanzable
es ga-alcanzable por (2.14) (ver V-9 en [16]).
o tiene la topologia discreta, entonees 27X7 == V3
Ala es ps-observable porque £ preservicinonoe’s y (2.16) se tiene. Ademas,
1o es la respuesta total de My (P =~
= .17 es laanatriz de Hankel

S22y s My es pp-observable

=
H;y es la respuesta total de A =
a2y vy st (I es lamatriz de Hankel de Afy
de o (P 8 = 21]0). Sifijaanos Ia (2. p0))-tactotizacidon como en (3.10),
entonces las siguientes tres afinnaciones sonr equivadentes:
(a) 2 /7, es realizable para adgin sisteoma adjunteo M (A
2T, AN T Ty,
(b) STt Rre ¥
(€) Ha : (NP U2, Z2) — (X3Y
PLy,~ L,). Esto se sigue de (
las mismas afirmaciones son equivalentes para subindice y superindice igual

= Aly)

= Zay

al.
:  — C; un morfismo

Ejemplo (8.20). Sea ) cualquier latiz completa y J,
= Vi(p,AJi(q)).

(poser) tal que dados ¢ S Cp, {p, ) © g tenemos (v, p )A T (g)

B3



Entonces p A1 J,(¢) = p A Ji{4) os una operacidn binaria Ay 1 O < € — Ci

satisfaciendo:

(a) (D1 9:C) — C es un morfisimo (poset) para todo ¢ € O

(b) (.)Aig tiene un adjunto derecho g — (.) para todo ¢ € €1 (ver [21]).
Por supuesto, C; esta en ("u[,.,.. Sea Ny = (VA Ji{g): C, — 1. 6 Q1 Ay Ji(q) —

Q1. — Qr ¥y HQp — Y sea Q1A Si(y) £ QU £ @y @y £

Y7 respectivamente. X'} = Ji(y)y — (). Seca Cp otra latiz completa y

Ja: Ca — C» un morfisnio (posct) tal que dados § € C {7}y € 7 tenemos

(ViP,) A Jaliy) = VAP, N J2(q)). Futonces Blw Ja(q) .= 7 A J2(7) satisface
(A) ¥y (b). N2 = ()A0Ja(F): Co — Co. 60 Qu Ao Ja(F) — Qo T2: L2 — Qa2

< Qo ¥y Q2 < Ya respectivamente.

YV Fo: Qo — Yu son Qu Ao Joliq) < Qu. {
s cudanticas (ver {21]). Un

NS = Jag) — (). (Cro A1) v (Cu Aw) son latic
morfismo estrecte e tatices cudnticas de Cpoa Co en una funcién f 2 Cp — C2 tal

que:

1) f(1) = 1 {1 es el sup(C) con sup= V)

i) f(Viqi) = V., f(4q:) para cualyutcr famiia {4, }, € Q:

i) fpAr1q) = f(pYA2 flq) para todo p.gq € .
Adjuntes significa que

pA:qg < == p < g —r
para todo p.g.r € Ty, ¥ (1) anterior es equividente a (V, ¢.) A p = V(g A1 p)
para todo p € ). Sea 2:) — Cu un morfisio estricto de latices cudanticas
tal que P(J,(q)) = Jz2(7). Euntonces 2.\ = NPy PN = X3P,
Q1A Ji(y) £ Q1 = Qr E i) — QL QurAsdu(]) £ Qr & Q2 <

L PQ, = Q2. PY, = Y. Entonces
ble v si V) es p-observable = Af,

Ja(G) — Qazy A, A, A, son PU, = 1
Afy es =1-alcanzable = /s es co-alcanz
es pa-ubservable (la (s, ) -factorizacion vs (<. =)). (1.1) es vilido tambidén.
En los cjemplos (3.10), (3.11), (3.12), (3.13) ¥ (3.11) alguunos de las afirma-
Por ejemplo ((1.1), (4.2). (4.3). Resulta-
para (3.12) por (6.22) existe

cionies sobre realizacion son validos.
dos de otras secciones tainbidn son vialidos, e.g.

F o= (F.®.4..05.1,): My — My donde F oes tal que 5 = | PR
SF=1_,,,-
= g0 Fl(z, o Neelh), o(NuSF) ] FNay.
N2 = () g Vo, {. = ;".QF'\K_'I' l, = ;Qlol’/\;‘ vy, = ;_no[-"/\;l.

Los ejemplos de [20] son ejemiplos Je Adj-morfisinos contravariantes.
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1.3 CONCLUSIONES DEL CAPITULO 1

Definimos un nuevo tipo de morfisino. muis general que los conocidos en la
literatura entre sistemas adjuntos. Un tipo de maguina o automata Jo suficten-
temente general para contener a los sistemas lineales, a sistemas polinomiales
Este morfisino que llamamos mortismo adjunto,

¥ algunos sistemas no lineales,
. el cual no es ni un

es no trivial, debido a que incluye a un funcrtor p ey — ¢
tsomorfisino functorial, 1 una equivalencia,

Por medio de este morfismo. prescervammos y/o rellejamos alcanzabilidad, ob-
servabilidad. dinmumorfisimos, respuestia total, matriz de Hankel, ) — factor-
izaciones, realizaciones. realizaciones parciales, dindamicas libres v colibres, y
recurrencia por renglones. Ademas damos condiciones suficientes para la exis-
tencia de estos morfisimos, hacemeos Ly construcceion de los morfisimos daales y en

las categorias duales » probamos que estos morfisinos con los sistemas adjuntos
forman una cuasicateyrorin.

Toda lo anterior se desarrolla para
centable. y cquipadas con uni (20) — 1
sobre categorias algebraicas, abelinnas ¥ topos.
salimente observinmos que morfismos cntre sistemas montados et categorias
no han sido construidos antes de este trabajo, ni se han establecido
ientes para la exXistencia Cnorfismos en todos los ejemplos
nousotros trabajamos sobre miiltiples cat-

tegorias con productos y coproductos
ctoriziecion, en particular trahajarnos

diferentes,
condiciones sufi
conocidos; s6lo en una sola categoria,

egorias.

46



Capitulo 2

SISTEMAS LINEALES
SOBRE ANILLOS
CONMUTATIVOS Y
MORFISMOS

2.1 INTRODUCCION

La teoria de sistemas lineales sobre antllos conmutativos, ha sido ampliamente
estudiada desde los anos 70°s hasra ja fecha, fundamnicntalinente en lo que se re-
fiere a alcanzabilidad. observabilidad. controtabilidad, estabilizacion, regulacion,
compensacion, dindmica y dualidad entre otros (ver {1]).

La familia de clases de sistemas lineales que pueden ser formuladas en este
enfoque es grande, por ejemplo. sistermins Lineales con retraso en anillos polino-
miaies en varias variables (segin el ndriero d retrasos independientes) en R o
C. tammbidn estos anillos se pueden vincular cou sistemas (n-12) n- dimensionales
o multidimensionales, una clase grande de codigos y sistemas lineales digitales

en Z y anillos conmmutativos finitos, Guooilias parianetnizadas de sistemas in-
i SUAVEeS SO0-

eales por uno o varios pardanietros en anillos adecuados de funcione
bre variedades en los R o los C. ecuaciones difevenciales parciales discretizadas
stemas lineales de paridmetros Jditriboidos en algebras grupales
B S C o sobre ciertas variedades (ver [2]).

asociadas a s

conmutativas con coeficientes
Por lo anterior. resulta claro el interds en ol estudio de estos sistenias lineales,

dada ia variedad de clases de sistemas lineades que se pueden estudiar con este
enfoque. En particular en este capitulo nos conerctareinios a estudiar la preser-

‘acion de propicdades fondamentades como, alean sabilidad, polo-asignabilidad,
anillos-PA L anillos-CA L anillos-FC y factorizaciones co-

cocficicnte-asignabilidad.



primas basicamente, estableciendo condiciones suficientes, por un lado, y nece-
sarias por otro, para algunos anillos polinomiales. Es importante mencionar
que por lo menos para anillos polinomiales (sistemas fineales con retrasos), la

alcanzabilidad y la observabilidad fuerte, son gendricas cuando ¢l nmimere de
yor que ol nimero de retrazos

entradas y el ndmero de salidas son cada uno n
no conmensurables (mimero de variables en el anillo polinomial). (Ver [3]).

La organizacion de este capitulo es como sigue: En el pritner iuciso damos
condiciones suficientes para preservar polo asignabilidad de sistemas lineales ais-
lados » también damos condiciones suficientes para preservar anillos-PA | anillos-
CA-a(n), anillos-FC y sistemas-C A, establecemos algunos ejemplos y comenta-
mos algunas aplicaciones =obre lis cuades volvercimos al final del capitulo. En el
segundo inciso estan casos particulares de lox resultados del primer inciso.

En «l tercer inciso damos condiciones suficientes para alcanzabilidad y polo-
ativos y establecemos

asignabilidad de sistemas lineales (libres) en anillos conimu
condiciones necesarias para alcanzabilidad en anillos polinomiales ¥ anillos de
contraables. cerramos ¢l inciso con

funciones continuas y suaves sobre variedade
ejemplos en anillos polinomiales ¥ anilios de funciones.

Fn «l cuarto ¥ dltimo inciso establecemos un adtodo para obtener familias
izquierdas fuertes. a partir del conocimiento de
una especifica de ellas » tambidn familias Je Mctorizaciones coprimas izquierdas
asociadas a partir de una factorizacion de Bezout izquierda fuerte conocida, y
damos una familia de ejemplos. El nivel de abstraceion esta en orden descen-
dente desde ¢l primer capitulo hasta ol ailtino v tambicdn en los incisos de este
capitulo. Por otro lado, el primer inciso establece los resultados mids generales,
el segundo inciso son casos particulares, ¢l tereer inciso trabaja con sistemas
lineales libres que son menos generides vy dos tipos especiales de anillos. Fi-
=0 trabajamos propiedades may especificas en anillos
s en algunas dreas Jde Lo ingenieria del control.

de factorizaciones de Bezout

nalmente en el cunrto inc

muy particulares, pero de mntere
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PRESERVANDO SISTEMAS - PA, CA Y
FC.

2.2.1 Introduccion y Preliminares.

En este articulo obtenemos una scrie de aunevos resuttados sobre preservacion de
hilidad en sistemas lineales sobre anillos conimu-

2.2

asignabilidad de polos v alcanz:
tativos con elemento neutro, lo cual se traduce en condiciones suficientes para
estas propiedades. Este problema ha sido atacado en [11] de manera “global™,
i.e. via un homomorfismo de anillos se presecva la propiedad en todo el anillo
pidiendo conddiciones tapoldgicas sobre los anillos. nuestros resultados no re-
quiercn condiciones topologicas v son “locales™. pe. preservanios sistemas lin-
thiles o que nos periite dar condiciones

eales aislados polo-asignables 3y aleans
sufictentes para polo-assgnabilidad de sistemas lineales enanillos que no tienen

Adenuis damos condicrones suticientes para presecvar anillos-

esta propiedad.
CA-af{n), antlos-F Oy sisternans-C AL
Ui sisteana lineal (libre) sobre un anillo conmutativo /¢ pueds definirse como

un par de matrices (7 (7)) de (nx1u ¥y n=1n) respectivainente, son entradas en 72,
Una clase mas general de sistemas lineales sobre £2. son los sisternnns proyectivos
donde F ¥y (7 son homornorfistnos entre fE-modulos proyectivos, finitamente gen-
erados. esa teoria es desarrollada para anillos conmurativos con olemento neutro
B, C.y D Z-taddulos.

(ver[7]).

Sea 2 un anillo cumo se menciond antes, y sean A
HA—D. K:B—D, denotareimos

Dados 2-homomortfisinos F v B—C,
las funciones B A - s -8 por

19,0
I e r
(£ ¢i]. v
/I 11 I

respectivarmente.

Un sistema lineal sobree £ es an par de fZ-homomaorfismos (F. () con G:
U—X. F: X—X. donde U 3 X son ambos ZanGdalos proyectivos finitamente
generados, Uniciunente consideranios ol caso de anillos con exspectro conexo, en
ese caso Uy X son de rango constante. Si el espoectro tiene un niimero finito

creduciimos a la situacion anterior irabajaado cada componente

de componeentes
conexa por separado
Un sistema (lineal)y (F. (i), con X Jde rango n, es Hanida aleanzable st

o) U = X

(F 2 FGaz

en un homomorfisimo suprayectivo.
Un sistema (F.G)es Hinado pola ascquable si. para cualesquicra Ap, .. 00 A,

€ . n=rango de X. existe un f-homomorfisino K: XN—U tal que ol polinomio
caracteristico de (F 4+ (TK) = (2 - A}z - A2). .z - A, )y es Hlammado coeficiente
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asignable si dados los datos anteriores el polinoinio caracteristico de ¥ +GRA =
=) 4 4+ Axs + AL Finalmente. ¢l sistemi se dice que retroalimenta

N+ A,z
a un vector ciclico, si existe un vector u € ™ y X como antes, tal que la matriz

[('}'u. (F 4+ (W), . (F+ GR)Y '(711]

tiene por determinante una unidad en /72,

Es conocido que la alcanzabilidad de (£ (7)) es condicién necesaria para
polo asignabilidad ¥ que sistemas que retroalinientan a un vector ciclico son
coeficiente asignables, ¥ estos Gltinnos son polo asignables.

Un anillo R es Hamado anillo-C'A-a(n) si para cualquier sistema alcanzable
sobre f2. el sisteta ammentado

I3 3]
-1

I

(LR S

o« 8]
3 =
[CR

donde fa(n) es la matriz identidad. Este tipo de au-

es coeficiente asignable,
mentacion y feedback es usuadmente (hunado feedback dindimnico™ o “feedback
estable”™ ver [f].

Finalmente.un anillo /2 es Hamado anillo- 2.1, si cualquier sistema alcanzahle
sobre It es polo asignable, os Thanado anmillo-CAL st cuatquiee sistema alcanzable
sobre £t es coeficiente asignabile, v es Hnndo anillo-FCL si cualquier sisteni
alcanzable solire /2 retroadimenta a un vectar ciclico (ver [2]-[7]).

2.2.2 Preservacion de Sistemas PA, CA y FC.
A continuacién presentamos los principales resultados de este articulo:
Teorcina 2.2.2.1 Sea I': Hemod — S-mod uwn functor covartante, adilivo, er-
aclo pura la derecha, con wdjurnto dervechio ceracto y tal que

1. St M oes un P-modualo finttamente generado entonces ['(A) es un S-

modulo fintamente generado;
281 Py oes un R-mddalo proycctivoe de rango 1, entonces 1'( P = L = L
U v 7 (47 1

donde L es un S-modulo proygectivo (fintaniente generade) de rango con-
stante y Ly es un proyectivo de ranyo f.

Entonces st (F. () €5 un sestema-$2.3 en 12 = (I'(F). '((F)) ¢s un sistema-

PAaAen S
Demostracicon. Como el functor W es covariante, aditivo, exacto por la derecha
Nacto, prescrva sumias directas y empibmorfismos,

V¥ tienen un adjunto derecho ox
por (21. [1]) »



Ahora, por (2.2.2.1.2) I'({w) = {3 -= 13 ¥y U'(N2) = X3
proyectivos finitamente generados de
tivos finitamente generados de rango 1 en S, Por (2.t

preserva proyectivos finitamente generados, luego preserva sistemas alcan-
zables. Por otro lado, por (3.3, [1U]) para cada sistema- 21 (F,(G) sobre
R, G es de la forma:

Gy 0 S

0 2] . -
donde av: {79 — X es un isomorti=mo entre sumandos directos. proyectivos
de rango 1 en 2, por (40.11, {8]) preserva productos y coproductos finitos,
cntonces

e = TGO e e T
um_( ¢ “”,).l(.,yl(l.-) TX) R TN

- 1 con Uz ¥y X3
ango constante en S ¥ I ¥ X proyec-
2.1

isomorfismo deben existir isomorfismos.

3 1':1 — \'3

3yt — N\,

tales que

por lo tanto

I(¢G) = 0 J5 0
(8] 0 1

Ahora expresamos como sigiie

T 0 Gy o
ro¢s) = donde 77 =
0 .3 0 33

como ,3; es isomorfisino entre sumnandos directos, proyectivos de rango 1 en S,
por (3.3, [10]) (I'(F). [(C)) s un sistemna-PAL

T
(:

orema 2.2.2.2 Neca I': R-mod — Scmiod un functor como ¢n el teorema
2.2.1). que ademds ¢s pleno, denso y cample con la siguente condicidin:



1. Dado cualguier sistema alcanzuble (F', G’) en S, eriste ul menos un sis-
tema alcanzable (F, (7) en R, wsomorfismos i y 1 ambos «n S, tal que cl
sigutenie diagrama conmula

R A L A V4

r 1 T
reey "L reny M2 oy

Entonces 2 es anillo-’ 4 = 5 cs andlo-PA.

Dcamostracidn. Como 2 es aunillo- 24 por (3.5, [10]) todo mddulo proyectivo
finitamente generado de rango constante en £2. es sumna directa de proyectivos
Por el teorema anterior (£, I'(()) es un sistema- 2.1 para cada

de rango 1.
por lo que dnicarnente falta demostrar que (F/, G*)

sistema alcanzable (£, /).
es un sisten- 2.4,

Comeo el functor I" es pleno. denso v (2.2.2.2.1). existen los s-isomorfismos i y
! para cada sistermna alcanzable en 5. Por otro lado, debido al teorema (2.2.2.1)

T ~
r(a)z(o , ):I‘(['-

Sl 0y —— [(X2) & X35\

£

con Ji: L1 — N1 un isomorfisino entre proyectivos de rango 1, como (/) =x
TC(l/2) 3 3307y =N ¥y T(XW) = T(Ny) -3 N5\ = A via

in 0
Q= St T P S
(8] i

oo
! = SN N, — A AL
0 1

donde 7 = I'({73) & '3, X = [(Noa) = Nz, V= NV 5 N, M 2= \T 5 M, con
iUy — Ny ¥y I\ — A S-isomorfisios entre proyectivos de rango 1. Por lo

(s._. u)-' is! 0)
0 i T\ u ot
T T 0 )
G =
¥} Tl

que si consideramos que



donde 7134, es s-isomorlisino cutre proyectivos de rango 1. Ahora. por (3.

[10]). 5 es un anitlo- £.1.
Como consecuencia directa de los teoremas anteriores tenemos algunos coro-
larios sobl:re anillos-CA-2(n — 1), anillos- FC y sistemas-C AL
Proposicidn 2.2.2.3 Seca I':: R-mod — S-mod un functor corartante. aditivo.
Sea It tal que proyectivos de rango

eracto por la derechka y tal que (1) = 5.
Entonces st (F. () e85 un sistema-£2.1 en = (I'(£7). I'((7)) es un

1 son libres.
sistema- 1 en S

proyectivos finitamente geonerindos de
Por otro lado,

Deomostracion.  Fs claro que manda
rango constante en 2 en moédulos del misino tipo y rango en
ango 1 son libres v '(£2) = 5 entonces manda proyectivos
hora el resultado se sigue de

como proyectivos de
de rango 1 en 2. a proyectivos de rango | en 5.
una demostracian sinnlar al teorema (2.2.2.1).

Si en fa proposicion (2.2.2.3) pedinos que I' mande proyectivos de rango 1
en 2 en madulos del misto tipo » rango en S,y elimindrainos que proyectivos
S, entonces obtenemos un resultado

de rango 1 son libres en 10y que '(12)
2.3). Ademiis, este se puaede extendor a un resultado andlogo al
teorema (2.2.2.2) pidiends que I osea denso, pleno y cutpla con (2.2.2.2.1).

Decitnos que an anillo comuutativo /e ticnen 1 ensu rango estable, si (ap,
by € 8 tades que ay + by .4 baa, es una
rango ostable sty s6lo si para
= I tal que ap + baas es una

similar a (2.2

e paris a, € [2. existen by, o
unidad [2]. Adenuis notese que /2 thene 1 oen sa
todas s ayp, ay € /2 con (up.az) = {0 existe by

unidad.

Corolario 2.2.2.4 Seca £ un andlo-?\ pura ¢l cuad -modulos proyectivos de
rango | son lbres y con I en su rango estable y sea Ui R-mod — S-mod un
2.2) Fulonces o andlo S es un andlo-FC.

SJunctor como en ol teorcma (2

Es consccuencin dircera de 350 [2]). (3. [3]) » el teorema

Dernostraciion.
(2.2.2.2).

Corolario 2.2.2.5 Sea ' -mod — D-meod un functor como cn ol teorema
(2.2.2.1), con espacio de entradas {7 un R-moédulo proyectivo de rango 1 y con
un fR-modulo proyectivo fintdamente gencrado de rango

espacto de estados X
en R = (I'(F). T(()) es un

n. Lntonces, st (F. (7) ¢s un sistcma alranzable
sistema-P .4 en S.

2.2.2.1) v (3.6, [1u]) [

Demostracidn. Se sigue del teorema

Decimos que un anillo £ tiene la propiedad 2-goneradora si v sdlo si cualquier

proyective de rango 1 pucde ser gencrado por 2 clementos (ver (1))

L) =



Carolario 2.2.2.6 Sea I': R-mod — S-med un functor como en el teorema
D.2.2.2). 81 B es un anidlo-PA y S5 ltiene la propicdad 2-gencradora = 5 es
anillo-C' A — 2(n — 1).
Demostracidn. Fs inmedinto del (lema 2.3, [4]), (teorema 2.3, [1]) ¥ teorema
(2.2.2.2). [ ]
Como iltimo corolario damos el sigurente:

Corolario 2.2.2.7 Seca (/. ) un sistema alcanzable en R un andlo en el cual
proyectiros de rango 1 son lhibres y N de rango n. Supongase que para algin
submodulo proyectivo de rango I. {5y de 7, (F. () cs alcanzable. donde Gy es
la restricersn de (7 al’y y que ¢l siqueente deayrama conmuta:

Al LTS N A N
[ [ I

- . es . . et . .

| N CAIS BERNLLELEE N\ T LA YA

donde i ¢s un S-isomorfisnto, ! es un s-epimorfisine y Ui fR-mod — S-mod €3
un functor conmo en la proposicwn (2.2.2.3). Entonces todo ststema alcanzable
(F. G), tal que (7 restringedo a 17y es (7). o5 un sistenia-CA,

Prithiero notese que 1'(07)) s un proyectivo de rango 1, luego
Ahora, por Ia proposicidn (2.2.2.3)

Demostracidn.
7y tambicn lo os, via el isomorfisnio 7.
(C(F), D)) e un sisterna aleanzable en S0 por la conmmuatatitivdad del dia-
grama es claro que {(Iinl(G)) = Tmilsy v Fol =1 l'(F).

Por (1. [T]), (/7. (7)) s tiunbictn aleanzalde » por (2.2, [4]) es un sistema-C AL

I
<L
Ahora. se sigue la demostracion como en ol teorenia (2.2, [M]) para el sistema

(F.C)

Finalmente obscervemos que la aleanzabilidad de un sistense implica la ob-
servabilidad del sistema dual. pero el resultado inverso no es cierto en general,
sSlo cuando cualquier ideal fiel finitamente generado del anillo contiene una
unidad, en el caso de antllos noetherianos o aniilo Jdebe ser su propio anillo
total cociente (ver [12]). ademids Tas Orbitas bajo la accion del grupo “feedback™
de los sistemas en ol pritmer anillo <on miapeadas a subconjuntos de las corre-
SiGn del nusiuro grupo pero en el segundo anillo,
I2n o siguiente seccion damos ejemplos

spondiecntes Srbhitas bajo la ac

esto debido a que of functor es aditive
v aplicaciones de los resultados anteriores

2.2.3 Ejemplos y Aplicaciones

En esta seccidn damos algunos ejenplos ¥ tanbicn algunas aplicaciones de in-

terre's eon tearia e control.



Ejemplo 2.2.3.1 Seca 2 = M -3 2 un (R, S);-bimddulo, proyectivo como
(R y S) mddulo, finitamente generado como Z-mddulo de ranpo contante y /7
proyectivo de rango 1. Enmtonces U = /2, = (e f-meod — S-mod cumple con
todas las condiciones del teorema (2.2.2.1). ya que &ste es covariante, aditivo,
exacto y tiene adjunto Jderecho exacto diado por Ilp = Homg (s . @) S-mmod —
R-mod. Entonces si (F. (/) es un sistema-Plen It = (s 72 pF.sP = gG)es
un sistena- £ en S,

Sea s Prn = M3 comoenelojemiplo (2.2.3.1) 3 el cuiil adenis s Frobenius,
i.e. como (2, &)-bimodulos ¥ 2 finitaniente generado.

Hompul(<Fr.rnftn) Hotms (v 2. s 5%).

Entonces el functor I' = Homg(s Py < S<): S-tnod — [2-ainod es covariante,
aditivo, exacto ¥y tiene adjunto derecho exacto dado por s 2 2 r(e): R-mod —
S-tnod y cumple (2.2.2.1.1) ¥ (2.2.2.1.2) dado que Home(s Pr. o) = (@ Ds(e)).
i.e., son naturalmente isomorfisinos Qe = Howmp(s Pr.nfr) (ver 21, [1]).
Luego si (F. (7) es un sistema-2:-4 en S = (Homo(s Fre. Fy. Homs (s P, G)) es
un sistema- .1 en fe.

Sea ©0:.5 — ¢ un homomnorfisino Jde anillos commutativos preservando identi-
dad. Entoncesvia o, R tiene estructura de module o2 v s = Homp(sRr. ARR)
con Ru ¥y R proyectivos., Si adeniiis /¢ o5 proyectivo finitamente generado,
entonces I' = (/2 g (o)) S-mod — Z-mmod es un functor covariante, aditivo,
exacto y tal que I'(S) = 2. Ahora st proyectivos de rango 1 son libres en S,
entonces st (£ G) es un ststema- 720 en S (gl 06 P d? 06 (7)) es un osisterna-
A en R por la proposicion (2.2.:23). Por supuesto, si @ es un asomerfisimo
entonces g ft g (@) es una equivalencia functorial y (£ €5) es sistema- £ a—>
(R s Foll ©g (7) es sistema- 2 4.

Aplicacion 2.2.3.2 Un hecho bien conocido es que los anillo polinomiales

Klr,....x] donde N = R o N = C ¥y 11 = 2. no son anillos- A (ver {12]) ¥
~ v suficientes para saber cuando un

ademiis no existen cond
sistemn (FLU G en estos anillos es 2.4, solo existen aligunas condiciones sufi-
cientes y otras necesarias, pero limitadas (Ver [2]0 00 [T]). Abora ol ejemplo
(2.2.3.3) nos proporcicua condiciones suficientes o nuevas para sistemas- £2.4.

OIS HHeces:

Consideremeos ol siguicnte caso:

Sea
DRy 2] — Rlri.....r.]
el homorfismo sustitucion dado por r1 — P2(xr,.. Lra) Yy Ty — Pa(x,, S Tn)
donde Py, P2 € Rlx1.....tu)] ¥y n > 3. Como mddulos proyectivos, finitamente

generados en estos anillos, son libre Futonces

= Rir,..... .} R, sy RIF el —miod — R{ry .. 1] — mod




es un functor como en el ejeruplo (2.2.3.3) v preserva sistemas- 21, El sistema

4] 1 O

F = -1 0 O

0 0o O
o 0 0
G=] —ry 1—2ri-xi 0
0 0 1

es un sistema-Pol (de hecho es sistema-C'A4 (ver [4]). Aliora via el functor T
inducido por © para bases apropiadas,

[§] | Y]
= —1
AR 4]
JER 0 0
CG= | —ry 1 =P 0
0 0 1
es un sistema- 2. para cualquier par e polinondos Py vy Py en Rlep, ..., 1a].

Es un hecho bicn conocido tambidn que Rir] y Cfr] son anillos- P, porque
son P.LD. y estos lo son. Ahora consideremos los homomorfisimos o: K [r] —

Aoy, . ..oxn] y e Nfer oo e,] — N, r,] Jonde K=R o €. dados por
S(xr) = Pi(xy.....cn)EN[r,, . ..o ]y e (Plry. ... rn))=Plry,....Tr lrgir.-.stn)
para todo P(ry,....r,) € N[ry.....r,Jcon PP fijor<nytrpr..... 8ty € KR

fijos. FEntonces via los funcrores

o= Nleyooooxn] e, o) (@)

R

O: WN[ry, . ...x0] Depe,, e ()
tencmos que:

I. Si(F, &) es un sistemma alcanzahle en KN(e} = (I'(F). I'(G)) es un sistema-
P en Kr.o.. +,.].



2. Si (€(A). 8(B)) no es un sistema- 24 en A[rg. . ... 4,]para alguna “evalu-
acion” tegpi. ... ty € A = (. £3) no es un sistema-P 4 en KNfry. .. o Tal.
Camo una tltitna aplicacién podemos considerar el functor “localizacion™

S=1 ftemod — ST mod, este como es bien sabido es covariante, aditivo y

exacto, ademas S=HR) = ST entances si 2 o5 tal que proyectivos de rango

1 son libres, st (F. G7) es un sistema- 2.0 en @ = (S™HE. ST 1) es un sistema-

PA en S. Este hecho es de interds en teoria del control por «jemplo en [10]

algunos subconjuntos multinlicativos Rir;. ..., x,] son de interés al asociarlos

con la estabilidad de sistemas. Por otro lado. laalcanzabilidad de (S~ F, S71G)
es conocida como asicontrolabilidad (ver [10]) ¥ juega un papel importante en

Fn este caso adeniis commo S~ L, M fe) = S~ YL N

homomorfisimo de f2-

regulacidn de sisteinas,
S=VLy para R-médulos Ly v Loy s fil — € es un
moédulos entonces

STHKer f) = Ker (5™ 7))
o Ker STVII(S TR = {0}

=u

STUES ) Ker HED = {0)) =

1=y

por lo que. si (£, M) es un sistetnn observable = (S~ .51 /1) es un sistema
observable, donde observabilidad < NP Ker /7 £ = {0}.

Por otro lado. si un sistema (F. L 8) es aleanzable v observable en R
entonces s alcanzable y observable en 5= /¢, ¢sto dltino es equivalente a asi-

contrulable ¥ observable.

2.2.4 Conclusiones

s cuales caracterizan a loes anillos- P4
S oy viceversa, pudimos preservar esa
1 obtener una serie de re-

Debido a los resultados de [11]0 en |
como anillos que tienen la propiedad G
propiedad de ananera categdric ¥y cotnia consecitene
sistemas-FO, sistenis-CA y otro tipo de sistemas.

sultados sobre sistemas- 724,
Por otio lado. nuestros resultados bisicos 10 requicren de premisas topoldgicas
como en [13], dnicamente de premisas algebriicas.

Finalinente ditnos varios cjemplos v aplicaciones de interds en algunos as-

pretos de la teoria de control.
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1192-1195.
CONDICIONES SUFICIENTES PARA AL-
CANZABILIDAD Y POLO-ASIGNABILIDAD
DE SISTEMAS LINEALES SOBRE
ANILLOS CONMUTATIVOS

2.3.1 Introduccidn y Preliminares

2.3

En este articulo obtenemos una serie de nuevos resaltados sobre preservacion
de asignabilidad de polos v aleanzabilidad en sistenas lineales sobre anillos con-
mutativos con elemento neatroe. Lo cual <c tradace en condiciones suficientes
para estas propiediades.  Este probleman ba sido atacado en [11] de nmanera
“plobal™, el via un homomorfisino de anddlos s peeserva la propiedad en todo



el anillo pidiendo condiciones topoldgicas sobre los anillos. nuestros resultados
no requieren condiciones topoldgicas ¥ sou “locales™, ie. preserviainos sistemas
lineales aisladios polo-asignables y/o alcanzables, lo que nos permite dar condi-
ciocnes suficientes para polo-asignabilidad de sistemas lineales en anillos que no
tienen esta propiedad. Ademas damos condiciones suficientes para preservar
anilles-CA-a(n). anillus-FOC y sistemas-C AL

Un sistema lineal (libre) sobre un anillo conmutativo 2 pucde definirse como
un par de matrices (£} de o xnoy 0= o orespectivamente, con entradas
en 2. Una clase miis general de sistemas lineales sobre £, son los sistemas
proyectivos donde £y (7 son homonmorfismos entre f—mdédulos proyectivos,
finitamente generados, rrollada para anillos conmutativos con

elemento neutro (ver {7]).
Sea 2 un anilio comnio e menciono antes, vy sean . B0 C0y D R—mddulos.

& B - DN B —

esi teorin es de

Dados —homomarfismos £ @ 1 — ¢

D, denotaremos las funciones 4 -2 2 — ¢, A —C . D.y A B —Ca2 D
oo

por [F.G). (f) ¥ respectivainente.

N
Un sistema lineal sobre 2 os un par de —homomorfisimos (F.G) con G
inbos Z—mddulos proyectivos,

)l easo de anillos con espectro
Si el espectro tiene un

0 — XN, F N — N, donde {7 » X son s

arnos

finitamente generados. Unicantente conside

conexo. en ese caso {7y X oson Jde rango constante.

niimero finito de componeutes, reducimos o la situacién anterior trabajando

cada comiponente conexia por separado.
Un sistema (lineal) (F.0G7) con X de rango n,es Hamado alean sable si

< PG R TNy 6"9 (" — .\

es un homomorfisimo suprayectivo.
Un sistema (F.) . es Namado polo astgnable si. para cualesquiera A, A€
R, n = rango de X . existe un R—homonortisino A7 1 N — 17 tal que el poli-
nomio caracteriztico. de (F + (CR) = (2 — A )Nz —A)...(z—A) vy es
llamado coeficiente asignable si dados los datos anteriores el pol. carac. de
(F + GNK) = zn + A =771 4+ . A - 4+ AL Finalmente, el sistema se dice que
retroalimenta a un vector ciclico, si existe un vector 4 & R™ v R cotmo antes,

tal que la matriz

(7 =

[Cru. (F + GR)Gu. . (£ + (G Gu)

tiene por deterrmuinante una unidad en /2.

Es conocido que la alcanzabihidad de (£.67) es condicion necesaria para

polo asignabilidad ¥ que sisteimnas que retroalitientan a un vector ciclico son
coeficiente asignables. y estos altinnos son polo asignables,
Un anillo R es Hamado anillo — €4 — a(n) =i parn cnalquier sisterna alean-

zable sobre £2. ¢l sisteia avimentado




(o)
A4 =
0o o,
((; 0
32 =
U Il.Anb

es coeficiente asignable. donde 7, es la matriz identidad. Este tipo de au-
mentacion y feedback es usualmente llamado “feedback dindunico™ o “feedback
estable” ver [4].

Finalmente. un antllo Z es llamado anillo — 2.4, si cualquier sistema alcan-
zable sobre R es polo asignable, ¢s Hamado anillo — C A, si cualquier sistema
alcanzable sobre /2 s cocficiente asignable. v es Hamado anillo— FC, si cualquier
sistema alcanzable sobre R retroalimenta a un vector ciclico (ver {2, 7).

2.3.2 Preservacidn de las Propiedades PA, CA y FC
A continuacion presentamos los resultados fundamentales de este articulo

Teorema 2.3.2.1 Sea }? = N 2 P, un E-S-bunddulo, proyectivo como (R y S)
mdodulo, finttamente gencrado como f—modulo de rango constante y P, proyec-
tivo de rango 1. Entonces, st (£7.€7) es un sistema-P4 en R = (P @4
F,P =, G) es uvn sistema-P4 en S,

Demostracidn. Como ol functor (/2 2, (.) :Mod-/t — Mod-S es aditivo,
preserva sumas direcias [ 10.10] ¥ epimorfisinos, entonces preserva sistemas

alcanzables. porque

Lo (Go3 FG el FUHNG) = i 170G b FPNG €D —
;. =, m,, FU =

es un epimorfisino en Maod — S con (7 = 1, .,
.3] para cada sistema

P2, v X = P 2,0 Por otro lado, por [10.
alcanzable (F. () sobre R, G es de Ja forima

G, 0 - .
DU, — X - X
0 I

¢/, — N\, es un isomerfisino y L7, ¥ .\, son sumandos directos
Ty N respectivanmeate, pero por [&, 40.11)

donde o
proyectivos de rango uno de {

<, U
= [{67 . 0) . (V. a))
0 13

GO



donde /' y [, ]sonelproductoy el coproductoen Mod—R. yI' = P2, (.)

presc:. . -amas finitas, luego preserva productos ¥ coproductos finitos, por lo
que
I, © G, 0 N R
1, DG = (PR OYE(P Uy — (P2 X)) (PEX,)
0 Ip 2 a
donde 1,, & a es un isommorfismo, ahora comno /2 = VW = P con P, proyectivode

de rango uno y Af proyectivo. finitainmente generado de rango constante, tenemos

(P =0y (P Iy = 07 (8, 1)

(P = X)) -3 (87 - N,) = X, = (£ = N)))

con P, > U, y P, S—mddulos proyvectivos de rango uno. aliora
1o D a : (A 2 00,) 3 (82 v 17,) — (M 2 X,) = (P2 = X,)

pero i, = M -2 P — A P L = La,, =L, R L, luege

lp@a o= (L ra)-=(1,, wa) o (Mo U002 0 07,) — (M 22X )5 (P 2 Y,)

¥ tomando

Y
Yy
1, & G, 0
oG = 8] I,, & n
0 [V} I,,‘ £}
y con
1, -« 0
G, =
[¢] 1, o«
a, = ln oo P, U, — P o= N,
y



ahora. por [10, 3.3] (I'# 1'¢;]) s un sistemn-PAL
A continuacion damos otro de fos resultados principales.

Teoreman 2.3.2.2 Nea £2 un boncdulo proyectiro conto (10 y S) bimddulo. fina-
tamente generado como R-modulo de rango constante, tal que ¢l functor

I'= 2 o, (.): Modelt — Mod-5

es pleno, denso y cumple la siguiente condicion:

1. Dado cualgquicr sistoma alvanzable (F' () en 5. criste al menos un sis-
tema aleanzable (.G tal que of siquicnte

A i RV P Az’

fo T K

reyvy S opoary L oo

deagrama conmuta

donde 1. 1 son S-wsomorfismos Futoneces ~i 12 ¢s . . .-PA = S es

andio-PA.

Demostracidn, Por (100 3.5] 22 ex sumia divecta de Z—imddulos proyectivos de
rango uno, por lo que 2 = A 20 P ocon £, proyectivo de rango uno y A
proyectivo de rango - 1. Ahora por [10, 3.3] v el teorema (2.3.2.1) el sistema
(U(F). (7)) os pulo-asignable, por 1o que <sélo falta demostrar que el sistema
Abora bien. como el functor I es pleno » denso,
Por otro

(F'.G) es polo-asignalile.
existen los S-isomortfisimos 7y £ para cada sistema aleanzable on S,
lado. debido al teoremia (2.3.2.1)

G,
¢y = ST, — N N
0

dulos proyectivos de rango uno. como (AN = (

con r isuvmortismo entee md

7, = NV oy (M) = X = VM Jdonde
i[O
i = N R A N e
0o, 4 E
y
L, 0 5 -
! = NN, — A A
[S I
por lo cual N/ = & Yy oM = 0 M con N, ¥y Y, sumandos

proyectivos de rango uno. Tomando en cuenta que



0 i, 0
la condicién (2.3.2.2.1) ¥ [10, 3.3]. obtenemos
o i G, 0
Vo=

(V)

donde i, al, es S-isomorlisino entre mddulos proyectivos de rango uno. Por
tanto. & es anillo-PA.

cta e algunos resultados sobre anillos-CA-a(n),

Como consccucncia dJir
anillos-FC y el teoretna (2.3.2.2) tenernios

Proposicidin 2.3.2.3 Sea # un andlo-PA para ¢l cual R-mdodulos proyectivos
son libres. con 1 en ol rango estable de 0y sea 7 un R-mddulo como en el
teorema (2.2.2.2). Entonces el anidto S ¢s un antllo-CA-(n— 1) y un anillo-FC.
Demostracion. Fs conscouencia divecta del teorema (2.3.2.2), [4, teorema 1.1],
[2, 3.5] » [3. 3].

Corolario 2.3.2.4 Sca £2 un R-S-bunddulo como en la proposicion (2.9.2.3),
con espacio de cntradus i un I-midulo proyectivo de rango uno y con espacio de
un R-mddulo proyectivo findtanicute gencrado de rango ni. Eutonces,

estados .\
(82 2, P s, GF) es un ststeina-

st (F.CG) es un sestema alcanzable cn [t =
PA en 5.

2.3.2.3) y (10. 3.6)

Demostraciaon. Fx consecncencia directa de fa proposiciéon (

3.2.5 Nea P oun R-S-bonddulo como en el teorema (2.3.2.2). Si

Corolario 2.
= S es andlo

R oes andlo-PA y S tiene la propecdad 2-generador (ver (4])

CA=2(n-1)

Dcomostracidn. Es immediato del teorenia (2.3.2.2) v [ 2.3]). [ |
Existen mids consecuencias de los resultiados principales, gue se desarrollardn

en trabajos posteriores.
Para finalizar damos un lema técnico peroaitil para mostrar otros resultados

¥ un resultado sobre sistemas coeficicute asignables.
Lema 2.3.2.6 Sea (F.(7) un sistema alcanzable en el anidlo R tal que el sigu-
1ente diagrama conmuta
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AV A AL

Entonces ¢l sistemia (£, C°) es alcanzable,

= JGa~! y F' =

donde o« y ;7 son wsomorfismeas.
Demostracidén. Por la conmutatividad del dingrama &7

2 F 31, por lo que

-1 n—-1

P G =36 FriiaT!
=1

=1t
pero cotuo (F7¢7) es aleanzable y 3 es isomorfismo. entonces (F/, (') es alcan-

zable.
Corolario 2.3.2.7 Sea (£7.¢(7) un sistema alcanzable en 2 con N de rango n.

Supongase que para algin submodulo proyectivo de rango uno O de U, (F,G)
es alcanzable, vcon €/ la restricciin de (7 a {7 y que el siguicnte diagrama

conmula

revy R e

todo sistema alecanzable en

ree,)
donde 1. | son somorfisinos en Mod-S.
S (F.Cy. tal yne (7 rostiingido a U7 es (5
Deoemostracidén., Por el teorema (2.3.2.1) (I'(F). I'((/,)) es un sistema alcanz-
able. por «! lema anterior (£7.67,) es tambidn alcanvable ¥ por [1, 2.2] es coe-
ficiente asignable. Ahora se sigue la demostracion commo en el teorema [4, 2.2).

Futonces
ex cocfictente asignable.

Finalmente observemos que la aleanzabilidad un sistema implica la ob-
servabilidad del sistema dual. pero ol resultado inverso no es cierto en general,
solo cuando cualquiers ideal fiel finitamente generado del anillo contiene una
unidad. en el caso de anillos noetherianos of antlly debe ser su propio anillo

total cociente (ver [12]). ademiiis lns orbitas hajo la accion del grupo “feedback™
de los sistemas en el primner anillo son map-eadas a subconjuntos de las corre-
spondientes orbitas bajo la accion del misimo grupo pero en el secundo anillo,
ésto es debido a que el functor tensor es aditivo., Fjemplos de aplicacion de estos

resultados se dardn en un articulo posterior.
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2.3.3 Conclusiones.

Debido a los resultados de [10], en los cuales caracterizan a los anillos-PA como
anillos que tiene la propiedad GCS y viceversa, pudanos preservar esa propiedad
de mmanera categérica y conio consecuencia, obtener una serie e resultados sobre
sistemas-PA, sistemas-FC, sistenmas-CA v otros tipos de sistemas.  Por otro
lado, nuestros resultades basicos no requicren de pren s topalodgicas comno en
[11], dnicamente de premisas algebraicas y trabajamos con sistemas aisiados
«n lugar de todos los sistemas alcanzables,  Finalmente, pensamos que esta
técnica permite obtener mits resultados en otros campos de la teoria del control
acién coprima. lo cual desarrollaremos en trabajos

como el enfoque de fact-riz
posteriores.
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2.4 ALCANZABILIDAD Y POLO-ASIGNABILIDAD

DE SISTEMAS LINEALES SOBRE
ANILLOS POLINOMIALES Y ANILLOS
DE FUNCIONES CONMUTATIVOS

2.4.1 Introduccidn y Preliminares.

En este articulo obtenemos condiciones sulivicntes par an lade 3y necesarias por

otro lado, para aleanzabdidad » polo asignabilidad de sistemas lineales sobre

anillos de polinomiios en carnpos y antllos de funciones continuas vy diferenciables
. Para esto nos
Finalmente

en los caunpos de milmeros complejos v reales sobre viariedade
basamos en algunos resultados de un articulo preliminar a este [7].
damos varios ejemplos iustrando las posibilidades de estos resultados.

Un sisteamna lineal (Jilire) sobre an anillo conmutativo /2 con identidad puede
definirse como un par de matrices (F7.07) e 1 <y 1 ox o orespectivaimente,
con entradas en Jf2. Una clase s general de sistemas lineales sobre R, son
las sisteruas proyectivos donde £ v &5 son homomorfismos entre £—-médulos
proyectivos, finitamente generados (ver [10]).

Un sestema Lrceal ehre sobre 72 es un par Je IX=homomorfisinos (F,G) con
G o U — XN F N — XN donde Ty X son aaubos ff—médulos libres,

finitamente generados.
Un sisterna (lineal) (£, con N de rango . es Hatnado alcanzable si

(Coie Feiion 0 - i — X

es un homamorfismo suprayectivo.

Un sistema (F,G)  os Hamado pelo asignable sic pava cualesquiera A L. A €
B, n = rangode X' [ existe un R—homomaorfisino N0 NV — 7 tal que el poli-
noniio caracteriztico. de (F - (CRN) = (2 — A Mz — A)) . (2= A)) ¥y es
famado coeficicnte asignable si dados Tos datos anteriores el pol. carac. de
(F+GR) = 2% 4+ A_ =71 + . A,z + A, Finahmente, el sisterma se dice que
refroaliment{a a un rector ciclico, st exXiste un vector € R™ y A’ como antes,

tal que la matriz

[Cu. (F + GRYCGu. o (F + GRY TN Ga)

tiene por determinante una unidad en /¢
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Es conocido que la alcanzabilidad de (F.G) es condicion necesaria para
polo asignabilidad ¥y que sistemas que retreatimentan o un vector ciclico son
coeficiente asignables. y estos dithimos sen polo asignables.

Finalmente, un anillo 72 es llamado andio- P4, si cualquier sisteina alcanzable
sobre ff es polo asignable. es Hlamado andlo-CA | si cualquices sistema alcanzable

sobre R es coeficiente asignable, » es lamado andlo-FC, sicualquier sistema
alcanzable sobre f2 retroalimenta a un vector ciclico (ver (1, 2.3, 5. 6, 8]).
Por otro lado.para las definiciones y propicedades referentes a bases de Grobner

ver [4].

2.4.2 Aplicaciones a anillos polinomiales y anillos de fun-

ciones.
los resultados olienidos en [7] a
anillos de funciones continuas y

A continacidn prescitanos aplicaciones e

los anillos polinamiales sobre canipos v
diferenciables en los reales y los complejos sobre variedades.
Comenzamos con algnnos resultados peeliminaires,

los

Lema 2.4.2.1 Sea (F.G) un sistema adeanzable en ol andlo 12 tal que el sigu-

tente diayramua conmuta
N ar A vy
lu . l.; l"

R LY AT A ¥ A

donde & y 3 son wsomorfismos. Entonces of sestema (F/.(5°) e€s alcanzable ver

[7].
Ahora denorenos por I' al siguiente funcror:
F'=(.) .+, 95 : Modf-R — Modf-S

donde Modf-R y Modf-S son las categorias de mddulos finitamente generados y
proyectivos en 2y S respectivamente, v sea f £ — 5 un homomorfisimo de
anillos conmutativos preservando unidad v

17 Modl-It — Modl-S

el functor entre categorins de mddulos initaente generados y libres, definido
como sigue, sea g M — N un homomortisimo de mddulos libres en /2. entonces

1(y) = fly) « SOM) — J(N)
5

es un homomorfismo en 5 con f(A) » FENV) inddalos libres en 5.



Teorcma 2.4.2.2 Seca (7. G) un sistema libre alcanzable, entorces (I{{(F), FI(G))

es un sistema libre alcanzable.

Demostracidn. Notese que

= (.) S Modl-R— Modl-S

preserva sumas directas y ephmorfisinos, por lo que preserva sistemas alcan-

zables. Entonces itnicamente falta por Jdemostrar que el siguiente diagrama
conmuta
R 7o, s R' v, S
< FARLE) <~ AR 5

donde H{(F)= f(F)y H{{) = f(). Paraesto sceleccionamos bases arbitrarias
2y S de Ry R respectivamente, en estas bases £ es o1y os £2. Ahora para
el cuadrado de Ia tzquierda en el diagrmon aaiterior teneimos que este conmuta,

porque
try, w S — (T, d,r,) S
(5 — (X, s, 8)

cumple con (f(83,,)r, )5 =[5, )(r,5). Ta demostracion para el cuadrado

de la derecha es similar. por lo que dehido al leina anterior el sistema libre
(F(F) I1((7)) s adeanzalle.

Asi como este resultado teneimos otro simidar para polo-asignabilidad de
sistemas libres basado en [T 2.5]0 el cual e demuestra casi igual.

Como consecuencia del resultado antervior tenemos el siguiente corolario.

Corolarica 2.4.2.3 Scal fI(77)). 1)) un sistcma Libire no alecanzable, entonces

el sisterra (AL F3) es un sestenra libre no alcanzable.
Este resultado es o miisimo que el anterior solinnente reeserito.

Corolario 2.4.2.4 Sean N[\, .. ... N (ML R) y O (AL R) los anillos de
polinomuios en n nderminadas., funciones continnas evaluadas en el campo I\
sobre la variedad M y funciones suaves cvaluadas en IN sobre M respectiva-
mente. donde N ¢s o campo de los wiine ros reales o complejos y las variedades

son conlraibies.
Sea S N[N L

y el morfistns Csustitucron” ston

Nl — NN N T ddmernisimo teraluacion” sin > n
i, donde o morfisiio “eraluacein” foma




polinomios en n indcternmunadas y ervalua 1 — i de ellas en elcmentos fijos de
N, el morfismo “sustitucion” {oma polinvmitos en n indeterminadas y sustituye
cada una de ellas por un polivomito cun i andcternunadas. cstos polinomios son
Sfijos. Finalmente, f pucde scr un homomorfisino arbitraris entre anillos polino-
maiale

Seag 2 C(M KN) — (AN N) edmorfismo tnducido por una funcion conlinua
MUK —

entre rarsedades, tal que g preserrva rdemiento neulro y sea g
C~(N.R) el morfismoe anductde por una funcion suave entre variedades, tal que
g preserva clemento neutro. Entonces

1. St el sistema (A1) es alcanzable en N[N, .. ...\] = el sistemna
Ay

(fLA), f(£3)) s alcanzable en N[N, ... ..\ ]
200N o sisterna ((4.87) os wdranczable cn CUN LK) (en CN(NMLON) )
el sesternia (g(A), gl82Y) (cd sistenia (Gi.4), 3(F3))) es alcanzable.

=

Demostracidn. Observemos printwero que o functor I' toma Z-médulos proyec-
tivos finitamente generandos en S-nddulos proyectivos finitamente generados,
por lo que /7 toma fZ-mmddulos libres en S-maédulos iibres via el morfismo f (o
g) debido a que madodulos proyectivos finitaimente generados en estos anillos son
libres y los functores son naturahnente somorfos. Ahora el resultado se sigue
=

del teorema anterior.
Tambiin existe un resultado simibar parn polosasiguabilidad de sistemas en
estos anilos.

Los altimos resultados dan condiciones suficientes para alcanzabilidad de
.a continuacion darmos condiciones nacesarias para

sistemas lineales en anillos
alcanzabilidad de sisternas lineales en algunos anillos,

Lema 2.4.2.5 Nea (F.67) un sistema (Libre ) alcanzable cn el andlo R, entonces

T 4+ fonc; = 127

donde 11 es ¢ orden del sistema.

La demostracion es similar al caso de caunpos, debido a que los subimodulos

de 2 también forman una latiz.
Clomo una consecnencia directa de este leman tencimos los siguientes resulta-
dos.

Corolario 2.4.2.6 Seca (A, £3) un sestermia Libre en N[N ... N ] y formese la

matriz aumentada

" = {1 13]
donde N cs un campo de caracteristica cervo. Futonees en cualyuiera de los
stgquicnics casos el sisterma (A, 8) v e Wdoanczable.
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1. Si K es cd campo de los complejos y eriste al menos un renglin en la
tal que sus enlradas ticnen wna rar’s en comun o las

malriz aumentada.
una ra’z on comun:

entradas de la muatriz 3 tienen
2. Silas entradas de lu vnatriz I3 son polinumiios que no tienen (Crmino con-
stanle;
d. St eriste al mienos un renglon cn {a malre: ( tal que todas sus entradas
son polinomios que no tienen trmmoe coustante:

St eriste al menos un renglion de la matriz €, tad que todas sus entradas

bajo una sustituciin correspondan a polinomaos sin termmo constante.
-.w-.[

4.

n+m]'

F. St eriste al menos un renglon de (7 o cuad es un automorfismo de IV

G,

Demostra
I. Notese que st para el renglon €, cada uaa de sus entradas se anula en

£ = N entonces ol renglon i-dsimo Jde laoanatriz

< ASH > = (1A . L=t 4g]

tunbidn se anula en 220 luego este rengldén no generie o AN XL
que este reagldn se anule en una cierta raiz es

porque en los comnplejor
equivalente a que sus entricdas sean no coprimas, por lo que el sisterna no
fas de 72 xe anulan en alguna raiz

es alcanzable 1o mismno pasia st lias entrie
en connin.

2. Silas entradas de ta matriz 22 son polinonuios sin término constante, en-
tonces tarbicdn s (o son las entradas de v nteic < A/ 8 >0 por lo que
ol sistema no es alcanzable

Si para algin renglon ¢ de la ey ¢ todas sus entradas son polinoniios
SN LArnino constante, entonces esta no treene por anasen o A [N]L luego

por el fermma ancterior of sistena no e aleanznble.
En este caso porelinciso anterior. el sistema ( £ V), f(12)) noes aleanzable,

luego por el corelario anterior o sistema (G, £3) taunpoco lo es.

5. Bajo esta condicidn existe una sustitucion tal que todas las entradas de
este renglon no tienen término constante. ahorn por el inciso anterior se

sigue el resultadn.

Conjetura 2.4.2.7 Sea (1. 02) an sistema Lbae como en ol corolarto anterior.
St el Jacobrano de algin venglon de la neatriz €0 oo una constante diferente de
cerv, entonces o sestema no cs alcanzable.
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Demostracidn. La famosa conjetura de Jacobi establese que un mapeo poli-
nomial (¢n un campo de caracteristica cero) es invertible si su jacobiano es una
constante diferente de cero. luego (2.4.2.7) se sigue del corolario anterior inciso
(2.4.2.6.5).

Corolario 2.4.2.8 Sca (. B) un sistema libre como en el corolario anterior,

tal que eziste al menos un renglon Jde la matriz € con la sigurenle propiedad.
Sea

L (N,

R R L o)

(e (N,

un renglon tal yue pura la base reducidia de CCrabrer G dod tdeal I generado por

los polinomios Y, —a (XN) e N[N, ... .N, .Y, ... . eristen polinomteos
b (Y ). b (Y ) e WY Y ) con
Gro= (N, ~ b, v b))
Entonces el sistema no e alcanzable, Adewds, la sustitucain X — b, con
i = 1.....n+m transforma al renglon de las w-s en ol renglon (Y., ... Y ).

Demostracidn. Por [13. 2.1) ol renslon de las = o5 un mapeo polinomial in-
vertible, por lo que es un automeorlisino, abiora el resultado se sigue del corolario

anterior inciso (2.-1.2.6.5).

Algunos de estos resultados se paceden extender a anillos de la forma (A, A7)
¥y O (MO A), pero ndGtese que ol teorema (2.1.2.2) es vithdo entre cualquier par
de anillos commutativos con identidadd

Finalmente notemos que si el sistemin (£47.07) es tal que £FG = GF | entonces
el sistema es aleanzabile siy sola s (7 ox un ephnorfisiio, ¥ st FF = Fie., F

es tdempotente, entonces ol sistennn os aleanzable sty solo stoel homomorfisino
[G. FGY es suprayectivo. Por otro lado, obaervemos que la alcanzabilidad del
sistema anterior implica la obscrvabilidad del sistema (¥ 1) (donde la ¢ de-
rau o es cterto salvo que el anillo sea

nota transpuestal, pero ol resultado in
su propio anillo total cociente. st éste s nuetherinnno o en general si cualquier
tdeal Hiel finitamente generado ded anddles contiene unn unidad, en esos casos la
alcanzabilidad de un sistema es cgqumivalente a i obseevabilidad del sistema dual
de los sistenias

¥ viceversia (ver [9]), adenuis s Orbitas bajo el grupo “fecdbac
en el pritner anillo son mapeadas o suheonjuntos de las correspondientes orbitas
bajo el mixino grupo pero en el segundo aallol esto es debido a que e] funcror
H es aditivo.

2.4.3 Ejemplos de aplicacién en anillos polinomiales y anil-
los de funciones

Fn esta seccidn presentanios una serie de cjemnplos para mostrar las bondades

de los resultados anteriores cu o dos tipos Jde anillos citados.
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Ejemplo 2.4.3.1 Considerese el sistema siguicute sobre el anillo ALY, Y, Z]
donde A sou los complejos
1 -1
A =
1 1

Q. Q. )
B =
Q. Q,

donde @, = —(N?+ Y2+ NYZ%), Q, = —(N*+¥24XVZH, Q, = —(X2+
Y2 Z)y Q, = 1+ 2 ~ + X P 2N+ YI(Z 4+ XY Z? — L) este

+Y"'—Zy

es alcanzable Jdebido a (2.1.2.40.772) tomese Ia sustitucion .V — W
Y — — (N7 + YT 5+ NY %) en el sistena aleanzable

1 -t
A =
1 1
Y Y
B =
e S S B N

(ver [3, 3.9] © 3(A) en M11]).
La siguiente famihia de sistemnas no es aleanzable en el anillo A'[X, Y, Z]
donde A" es el anillo de los cnteros

(Q,()'.Z) ‘_'Q_(Y.Z))
Q.Y . %) Q..

(N = 20 (Y. X2) 303 2)
B =
=303 2 (N +2)P (Y. 2
donde los polinomios 72 Q, i = 1.2.3.1 ca dos indeterminadas cunmplen con

la siguiente condicion:

Py =1 Q(1.1) = 1

para § = 1,2,3.-1.
Esto es dehido a que el siguicnte sistema no os aleanzable (ver [11, 3(B)]),
el corolario (2.4.2.3) v Ia evaluaridn ¥y — 1y 2 — 1



2). notese que el

Este es un contraecjemplo del inverso del teorema (2.4.2.
siguiente sistema no es alcanzable en el anillo A[.\. Y] donde A son los complejos

0 o0
A=
Ayl

1 0
B = - -
0 NT4yEo2

sin embargo, los siguientes dos sistemas si lo son en el anillo A[\) con A los
complejos y se obtienen del anterior por una evaluacion ' — 1 o ¥ — 1

1 8}
2 =
0] -1

Y. Ademas notese que este ultimo

el otro sistema es igual cambiando .\ por
sistema es polo asignable pero no coeficiente asignable (ver [3]) ¥ ¢l primer
sistema no cae en ninguno de los casos previstos en los resultados anteriores
para no alcanzabilidad.

En este ejemplo mostramos como se pueden utilivar los resultados anteri-
ores para detectar sistermnas no polo asignables. en anillos polinomiales de mas
de una variable. La siguicntes familia de sistemas no son polo asignables en
Y, \,] con I los reales

7 =P,
a4 = )
P, :
(Q,()'+_\') QY + N — 1+ N2 4172
Q. (Y —N) QY — XN 41— N2y

indeterminadas y evaluados en la

B =

donde los polinomios /2 y @, tienen I — 2
(I — 2)-énecada. (£,..... ¢, _,) de miimeros reales fijos, todos les polinomios son
iguales a uno. ésto es debido a (2.4.2.3) ¥ el resultado andtlogo a este dltimo para
polo asignabilidad y que el anterior sistema con los polinomios P, y Q, iguales

a uno es alcanzable pero no polo asignable, ver [3].

Consideremos el ejemplo anterior con los polinomios £, y Q, iguales a uno
y témese la siguiente sustitucién X — (N o000 Ny ¥ — DX, L. LX)
donde los polinomios £ v D son ignales a N v Y respectivamente, para alguna
evaluacion en { — 1 valores, Entonces fa fanalia bajo la sustitueciodn es alcanzable
sstag la fanilia es alcanzable y debido

pero no polo asignable, porque debido a o

a la evaluacion no es polo asignable, por (2.1.2.2) v (2.1.2.3).
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La siguiente familia de sisternas es polo asignable en N[N, .....X,] con K

los reales
[¢] 1 o
A -1 0O
V] [V 2]
o [}] 0
= —0D 1 - -7 ¢
¢ 0 1

donde los polinomios £ y 2 tienen {indetesminadas y son tguales a uno para
alguna evaluacién fija de { mhimeros reales. esto os debido a que ¢l sistema con
los polinomios iguales a uno es polo asignable (ver [3] o [11]). la sustitucién
N — £y ¥ — Dy el resuitado andlogo a (2..1.2.2) para polo asignabilidad.

snable en ol anillo (A, K) con

La stguiente familin de sistemas es polo as

(.‘Sf:’+f (/('usf)
A=
Ssen= f o oomsnS

(/'—' + 1 e feos f 1)
B o=

R los reales

0 S i
donde f : K — K es una funcion continun en N variables. Esto es debido a
que el sistema anterior con la varinble X en tugar de la funcidn f es alcanzable
en C(N. A7), basta ver que [3 es epimorf{ismio ¥ cotno este anille es polo asignable
(PA) (ver [8]). entonces ol sistema s polo asignable, debido a (2.4.2.4.2). Un
resultado similar obteneimos si trabajatuos en el antilo C'""(I\'N, L) con f una

funcion suave.
Considerenmaos de nuevo ol ejemplo suterior pero donde B funcion f es de

dos variables y esta dada por

FR

J o= (srnay) + (cost et TV
entonces la familia de sistemnas del cjemplo anterior con la sustitucion @ —
9(z,¥) ¥ y — h(r. y) en las variakles de foes polo asignable. debido a (2.44.2.4.2),
donde las funciones g ¥ /4 son continuis. Notese que este ejemplo esta incluido

en el anterior.
La siguicnte familia e sistemas no es aleanzable

fE+2 sendf
4=



cos f + cos¥ f sen f
3 =
Beost + con £ ocwa® S

donde f es una funcién cuntinua (suave) en .V variables, tal que para alguna
N-eada de valores f = Z. LEsto es debido a {2.4.2.3), dado que el sistema
resultante en ese valor de f no es alcanzable.
. . eqe . . . SN M
La siguiente familia de sisteinas es polo asignable en ¢l anillo C(K

donde A" son los reales y A son los complejos

VR

2 =3y + jiSfy +g") Jlseng)(cos f)
A= puieun s PRI 4 jTseng
SRl od gt et S seny
Jeteny L2141

g4+
donde j = /—1y f ¥ gson funciones Jde .V y Af variablesreales respectivamente
en los reales y continuas, esto es debido a que como £2 es un isomorfismo (porque

3 =

R . . . o pe3 e
su determinante es una unidad en el anillo), el sistema es alcanzable en C(A7, A7)
¥y por [12] es polo asignable, usando ¢l anilogo a (2.4.2.2) v la sustitucién X — f
smplo es valido si trabajarnos

¥ Y — g Ia familia s polo asignable. Fl mismio o)

en el anillo C~ (K™Y ).

Como se pude observar de los ejemiplos anteriores, resulta de particular in-
terés encoutrar algoritmos para determninare st un conjuntu de polinowios o fun-
ciones {continuas o suaves), se obrienen a partic de un eonjunto con el mismo
numero de elementos que el anterior. de polincmios o futnciones (continuas o
suaves) mas simples que las anteriores, este problema es el problema inverso al
de sustitucion y hasta donde hemos podidao ver es dificil en varias variables para
polinomios. para funciones es atin s dilivil,

2.4.4 Conclusiones.

Basados en un articulo anterior a este puditnos encontrar una serie de resulta-
dos que establecen condiciones suficientes por un lado y condiciones necesarias
lad y polo asignabilidad de sistemas lineales en anillos
conmutativos, utilizando algunos resultados de algebra contmutativa, Particu-
larmente en los anillos de polinomios en varias variables y anillos de funciones
continuas ¥ suaves sobre variedades contraibles. s¢ obtuvierdn resultados es-
pecificos y se dieren varios ejemplos que ilustran el alcance de estas téenicas.

por oiru. para alcanzabilic
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FAMILIAS DE FACTORIZACIONES DE

BEZOUT ASOCIADAS A UNA FACTOR-

IZACION DE BEZOUT DADA

2.5

2.5.1 Introduccion.
En un articulo relativamente reciente [} Sontag ¥ Yamamoto establecen condi-
ciones suficientes para la existencia de “factorizaciones coprimas aproximadas”™

76



para sistemas retardados. a las que nos referiremos como fiwctorizaciones co-
primas aproxitnadamentc (fea), en ese trabajo considerdn sistemas con retardo

conmensurable del tipo:

~
if.r(l) = Z foa(t — i) + Z‘ Gu(t — ith)

o

=0
para estos sistemas existen dos maneras de asociarles una ecuacién algebraica.
La primera es por medio del uso del operador formal de retraso or(t) = x(t—h)
donde /i es un nimero real fijo pero arbitrario. en este enfoque se introducen
matrices F(o) ¥ ((o) donde las entradas de estas son polinomios en o y entonces
se interpreta a4 estas colno un siste s sobre ol anillo R} (ver [1]). En el otro
r(t + /1) ¥ se expresa o matriz de

enfoque se introduce el operidor zx(t)
transferencia del sistema reterdado conio cociente propio de las dos matrices

~
z) = SN — z o

=u

En esta nota extendemos el criterio Je existencia para (fea) dado por ellos a
familias infinitas de sistemnas determiinadas por el sisteman que que cumple con

ese criterio.

2.5.2 Preliminares.
En lo que sigue R2{r. y] os o) anillo de polinomios reades en dos variables, R(z, y)

es el campo de funciones racionales on dos variables, F(R7) es el dlgebra de
de distribuciones de Schwartz con soporte campacto

convolucidn consistente
contenido en (— 2. 0] (ver [5]).

Una matriz V' en s o] se Hama progia por reriglones st la matriz [V], en
R[s] de coeficientes de poteuncias de grado miaxino de o en los renglones de 17,
ango maximo en el campo £2(s) de funciones racionales en s (ver [4]).

es de
(uey,) la matriz Jde transferencia de p x in de un sistema

Sea Hi(s. o) =
retardado del tipo antes citado. Esta matriz tiene la siguiente forma

HWis, o) =

yYu (s)et

donde ¢, (s) es un polinomio escalar de grado menor que n. y H, (s) es una
matriz Jde p =~ rm con entradas polinomios Jde grado a lomiis n — 1. Ademads esta
matriz IV puede verse como una matriz con entradas funciones racionales en

(s.2). donde = = &—1.

~!



Asi es posible considerar dos tipos diferentes de factorizaciones, una sobre el
anillo R2[s, ], ¥ la otra sobre el anillo /2[s, o], La primera estd relacionada con
el espacio de funciones de alcanzabilidad y la solucidn de problemas de control,
la segunda lo estd con el enfoque tedrico de anillos en sistemnas lineales.
Definicidn 2.5.2.1 £l par (Q. £). Q € R[s.:]"", I’ € K[~ 2)"" se llama una

factorizacidn coprima tzquierde aprornmadamente (feta) de LV 52 QQ es tnvertible

sobre (s, =) y el par salisface
IV = Q' P cuando W s ¢scrito comoe una funcidn de (s,

de matrices en (™) tales que

F
2. eristen secuencias N y Y,

Q= N, + ey, — 87

donde QQ y P denotan la transformada tnrversa de Laplace. » denota con-
volucion, y la convergencia ¢s con respecto a la topologia del espacio de
distribuciones.

.

Definicion 2.5.2.2 £{ par (D, N), 2 € R{s.a}" . N € It[s.a]"" se llama una
factimzacion de Bezout izquierda (foi) de WV st [D s invertible sobre (s, o) y

el par satisface

I, W = DN cuando W es escrio como una funcion de (s,.0);

eristen matrices XN y Y sobre R{s.o} talcs que

NN+ Y =

2

A continuacion damos la relacion existente entre las dos definiciones de co-
primidad. Sean »r,,....r, los grados por renglones de lamatriz aumentada
[Q(s.a) P~ 7))
con respecto a la variable o, Entonces ol par de matrices

=T .. [¢]

[@ P} = [Q(s.z71) P(s.:71)]
-r

o ... =z

da una factorizacion sobre el anillo f¢f~.

izquicrda asocrada al par (Q. F7). NOtese que, si existe una (feia) de I8, entonces

una realizaciéon candnica pude ser construida de tipo Fuhirmann observable stan-

dard y quasi-alcanzable (ver [3. G]).
El siguiente resultado da un criterio para la existenacia de (fHhi) por medio

z]. Esta serda Hamada la factorizacion

de Ia matriz de [lankel.



Teorema 2.5.2.3 Sea W una matriz de transferencia. Desarvolliese VW oen po-

tencias negativas de s como sigue:

donde cada matriz de p < m 8, s un polinomo en o, Con las matrices W,

SJormese la matriz de Hankel

sea k el rango de I sobre ¢l campo () de funciones racionales en o. Entonces
V" admuate una (fbi) st y silo st todos los menores de k por k de I{ no tienen
ceros en comiin en o € C (ver [17).

Notese que la condicion de que los menores sean cero-coprimos i.e., no tengan
ceros en comiin en los (7. es equivalente a que estos scan unimodulares te.,
LS, tales que

if.u. = 1
ey

Lot son dos menores de 2 de A por k& (ver [T]).

existen polinomios reales f,, ..

donde los a, de i =1

El siguiente resultado eos ol que vaguos o extender.
Teorcma 2.5.2.4 Supingase que ta matvez I de Hankel satisface las condi-
crones del teorcma anierior. Sea IV = Q7' 42 una fuctorizacion de Bezout sobre
rls. o). cuya eristencia estd garantizada por ol lcoreina antertor. St el par(Q. P)
es propio por renglones con respecio a o, Fntonces el par (Q(s.z), P(s. z)), aso-
ctado con (Q. P) da una (fria) de 1V

El siguiente resultado da una caracterizacién de (fhi) fuertes ie., aquellas

(fbi)’s para las cuales (Q. £?) os propia por renglones con respecto a o.

Teorema 2.5.2.5 Supdngase que la matriz de Hankel I{ cumple con las condi-

ciones del teorema (2.5.2..7). Sea (Q, 1?) culquier factorizacion de Bezout, cuya
ertstencia estd garantizada por (2.5.2.3). Futonces, \V admite una (fbi) fuerte

st y solo s1 eriste una matriz unymaodular de p por p A(s. o) tal que

Als.o)[Q: ]

es propta por renglones.



stan contenidos en el articulo Jde Sontag y Ya-
1 admite una (i) fuerte,
que 1 admite una (fbi)

Los resultados anteriores
mamoto, notese que ¢l teorema (2.-1) dice que si
entonces admite una (fcia). El tcorema (2.5.2.5) dice
fuerte salvo 1somorfisino.
son cero-coprimas por la

Lema 2.5.2.6 Las malrices -\ de p < p y 3 de pxn
matriz aumentada [A; B]

izquicerda (2lc) en R[s.c0] (t.e.. todos los mecnores de la
- P - -
no tienen ceros en comiun (z,.z, € (7} s1 y solo s1 cristen matrices X y Y en

el mismo anilo falcs que

AN o+ B3Y =1,
(ver [T)).

2.5.3 Resultados
En esta seccién presentamos los resultados de este articulo, pero antes damos
unos detalles necesarios para la obtencion de estos.

Para empesar consideremos un endomorfismo f de anillos,
R[s, o] que preserve identidad. con este homomorfismo podemos construir un
functor de la categoria de modulos finitamente generados ¥ libres en si misma
(ver [2]). este functor actua de la siguiente manera: si g0 Af — NV es un homo-
morfisto de madulos libres (linogeas) oo Hels o] catonees siodenotamos por (3

no trivial de

al functor
Sa) = flag) o SOM) — S(N)
Ahora damos el principal resaltado.
Teorema 2.5.3.1 Supdngase que la wmatriz de flankel 1 satisface las condi-

5.2.0). Sea WV = Q-8 una (fb1) fueric y sea f uno de

ciones del teorema (2
los dos ecndomorfismos stgutentes:

1. o es susfituido por un polinomio wanico p(ea):

2. &5 o5 sustiturdo por un polinomto mrdnco y(s).

Entonces para cualquicr endomaorfismo b de R[s. 7] €l cual se pueda obtencr
por composicrones de los dos endomorfismos anteriores. ol par (QG(s. =), P(s.z))
asociado con (M(Q(s.7)). h{(P(s.7))) t.e.. de manecra crplicita asociado con
(QUa(s). p(a)). P(q(=). p()))., da wna (feria) de 117,

Demostraciéon. Notenos que o} hecho de que los polinomios p y ¢ sean monicos

hace que la propiedad de ser propin por renglones respecto a ¢ de una rmatriz
lndo. como demostramos en

pertnanezea malterable el invariante. Por otro



general en {2] un functor entre categorias de méduios sobre anillos de poli-
preserva factorizaciones de Bezout y

nomios en varias variables ¢ campos
factorizaciones copriinas, si éste es aditivo. Fnoeste caso. el functor 3 loes y en
consecuencia, preserva (fbi)’s fuertes. Por camodidad, para ¢l lector miostramos
que F preserva (tbi)’s. Como todo functor prescerva isolnorfisimos en este caso
en la categoria de mddulos en fi(s. 7). entonces

(W) = )T AN)
¥ composiciones (productos

y por ser functor aditivo preserva stas, identidades
de matrices), entonces

NN + DY) = HI) = HNPHN) + FD)HY) =
Otro cantino es observar que todo homomor-

por lo que .2 prescerva ({hi)'s.
fisino de anillos de polinomios de este tipo. prescrva unimodularidad por lo
.3)

que preserva polinomios cero-copritios ¥ en consecuencia el teorema (2.5,
¥ tambidn factorizaciones de Bezout, porque (2.5 2.2.2) es equivalente a que
los menores de rango midximo de [N D] sean cero-coprimos debido a el lema
(2.5.2.6). luego como una sastitucidn es un homomorfisino entre anillos de poli-

ta induce un funcror entre las correspondicntes eategorins, aditivo,

nomios y o
hemos terminamos.

Lo que este teorema dice es que dada una (Ihi) fuerte. mediante las sustito-
ciones del tipo fijado aqui. obtencmos nuevaniente (Mhi)'s fuertes de las matrices
de transferencia [P resulrantes de las correspondientes sustituciones y por lo
tanto (fcia)’s asociadas a déstas. Esto permite encontrar a partir de un ejemplo
infinita de ejemplos deternnnados por el priancro de mianera sencilla

una famili

CONo veramos a continuacion.
2.5.3.1 Este ejemiplo estd tomado del articulo de Sontag y Yamamoto

Ejemplo 2.
([4. Examiple 4.1]). Sea

W= et (777

algiin sistemia, cuya matriz de Hankel es

la matriz de respuesta impulso de

I o lcd

[V o
H = ,

0 & &

para la cual los menores de 2 por 2 no ticnen ceros en conmin. Esta tiene una

factorizacion de Bezout. Jdada por



P:(‘
0

sin embargo, el par no es propio por renglones dado que

0 -1 v
[Q: ], = ( )
-1 o

no es de rango completo. pero debido al ([ lema 3.53]), multiplicando por la

izquierda a la matriz anterior por
1 —1
Q 1

el par se hace propio por renglones. y ésto gnia a la siguiente (feia)
s+ 1 -
Q=
-z sz -- 1
1
P o=
! (U>
1a cual es el par asociado a la {(Hi)
a4 —
Q =
-1 5 — 0o
r=(})
0

ahora debido al teorema (2.5.3.1) podetnos sustituir 5 por ¢(s) ¥ @ por plo) y

obtenemos las siguientes (fhi)'s fucertes

g(s) + 1 —uy(>)
Q =
-1 q{s) — plo)

P2o=

las (fcia)’s asociadas son

1 o
[@,: ) = (U ) [Q(s. 27 )y (5.2 1))



y las matrices de transferencia asociadas son

W = i qls )~p(ﬂ))
q(5)? — y(s)p(o) — plo)

2.5.4 Conclusiones

Hemos mostrado comeo la herramienta desarrollada en [2] para preservar estruc-
turas algebrdicas de interds en contrul. como por ejemplo las factorizaciones
coprimas, nos a permitido preservar (fbi)’s fuertes y en concecuencia (fcia)'s,
dandonos asi un método sencillo para obtener unia familia de (fhi)’s fuertes a
una sola. Ndernas, nos Jda un mecanismo para en-
s {feia)’s conocidas. Por otro lado.
a otros mds generales eg.,

partir Jdel conocimiento Jde
contrar (fcia)’s de sistemas lineales o parctir e
los endotmorfismos usados aqui pucden extenderse
S — q(s.0) ¥ o — p(s.o) donde los polinomios en dos variables ¢ ¥ p dejen
invariante la propiedad en una matriz Jde ser propia por renglones respecto a o.
Ademias parece posible extender ol resultado a homomorfismos donde su imagen
esté en un anillo de polinomios en s de dos variables sobre los reales,
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2.6 CONCLUSIONES DEL CAPITULC 2

En el primer inciso de este capitulo desarrolliunos una herramienta para preser-
var polo-asignabilidad de sistemas lincades sobre anillos conmutativos con iden-
tidad y con espectro conexo y sohre mddulos proyectivos, tinitanente generados.

Usando esta herramienta basada en teorin Jde categorias y dlgebra conmutativa
consecuencia,

¥ no commnutativa, preservinnos la propiedad GOS (cer [1]) » en
istemans- PAL sistemans-FOCUsistenns-CA v los correspondi-
de los cuales

tambidn preservanios
entes anillos PALCA » FC
cabe resaltar la aplicacidon 3.6 en
asignable en un anillo /¢, entonces tambicn 1o es en caalquier localizacion S~ R

Jdernas Jnos cjemplos v aplicaciones
a enal probimos que sioun sistema es polo-

de este anillo.

Este es un resultado nuevo » neis fierte que ol conocido (ver [2]). en el que
s5iun sistermia es aleanzable en oun anillo Z.entonces tambidén lo es
Una intercsante consecuencin de este resultado es

se prueba que
en el anillo localizado S~ £,
la preservacion de la propiedad PA de anitlos polinomiales a sus anillos de frac-

ciones para algin conjunto Hurwitz apropiadao. (ver [2]). v en general resaltamos

que en la literntura especializada existen nuy pocas condiciones suficientes para

estas propiedades en anillos commuativos.

En el tercer inciso obtenenos condiciones sulicientes por un lado y necesarias
por otro, para alcanzabilidad en anillos polinovimiales ¥y antllos de funciones, los
cuales juegan un papel inportante para sistemias lineales con retrasos y sistemas

multidimensionales. Usando la herrannenta del inciso anterior se preservo al-

canzabilidad en sistemas hineales tibres) los cnales son un tupo particular de los

sistemas lineales del inciso anterior. Finabimente, en el dltimo inciso usando

la mistna herramienta preservamos (s fuertes v (fein)'s obtentendo de esta
vide (Mi)s fuertes a partir Jdel

manera un mmdétodo sencillo para hallac una Gl
conocimiento de una especifica.
Un mecanistio para eacontrar (fein)’s de sistemas lineales a partir de una

conocida tambidn es dado y resaltamos ol hechio de gue s posible generalizar e
tos resultados a polinoniios de varins variables con sus respectivas consecuencias
para sistemas fineales con retritssos v sistenits lmeides multidimensionales. Las
as darmos con las conclusiones finales,

posibles Iineas de investigacidn a seguir,
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Capitulo 3

SISTEMAS LINEALES
CLASICOS

3.1 INTRODUCCION

Los sistemas lineales se han estudiado desde hace un largo tiempo, y como es
natural s han vinculado con dreas del conocimiento muy variados, por ejemplo:
matemidaticas, fisica. ingenicria, economia. biologia y otras. n particular juegan
un papel muy importante en ingenieria de control. en la cual existen varios
enfoques para estudiarlos, citaremos los chisicos enfoques para sistemas lineales
continuos, determinfsticos ¥ de una entrada, una salida (SISO, ¢l de variables
de estado en el dominio del tiempo, ¥ el del donunio Jde la frecuencia, conocidos

ampliamente desde tiempo atras.

En este capitulo trabajameos con ese atltimo enfoque en el dominio de la
frecuencia, y con un tipo muy particular Jde aantlos conmutativos cen identidad,
R(s) el campo de funciones racionales on los reales, 72 [5] ol dominio ecuclidiano
i~ funciones racionales,

de los polinonmios reales » S el domitmo cucludinno o
propias ¥ estables.

Especificamente extendemos el teoretna de Kharitonov, un resultado que es-
tablece condiciones necesarias ¥ sulicientes para estabilidad de familins de poli-
nomios, donde tos coeficientes varian sobre intervalos. cerrados. reales y también
extendemos algunas generalizaciones de éste. Extendemos un resultado de An-
derson et al, el cual relaciona ia estabilidad de polinoniios reales y complejos.
Extendemos tina caracterizacion de fanilias de plantas (SPR) (estrictamente
ras), una condicién usada en teoria de circuitos. control adaptable
on

reales. positi
¥ control dptimo por ejemplo. Extendeinos algunos resultados de estabiliza
ferte v Ia propiedad (pip) (Parity interlacing property) v extendemos algunos
n simultidnen » robusta.

resultados de estabilizaci



3.1.1 Introduccién
En este articulo. estudiamos el problemma de preservar estabilidad v factoriza-
ciones coprimas para plantas continuas invariantes en el ticinpo » de una en-
trada. una salida (SISO) por medio de endanorfistiios en los anillos X [s], R (s) . 5,

vy los grupos de antomorfisimos, obtenicndo una metodologia para generar (hablando
de manera inforinal) nuevos resultiados de otros conocidos, pero partiendo b
de las mismas premisas de éstos ailtimes.

En una amplia variedad de problemas de control, circuitos y sistemas se uswn
métodos algebraicos para su presentacion y solucion: por ejemplo, controlabil-
idad, observabilidad, estabilidad. factorizaciones copritinas ¥ otras propiedades
conocidas se pueden establecer en un contexto algebraico, explicitamente en
adeimidis problenias como el de estabilizacion sirmultdnea

los anillos R (s). ¥ .
pueden plantearse ¥ resolverse tarnhidn en un contexto algebraico [, [2], [3] ¥

4].
Por lo que ¢l estudio de la preservacion de propiedades algebraicas funda-
mentales en teoria Jde control ¥ li preservacion de immdtodos algebraicos rele-
vantes en la solucién de problemas de control es hnportante. Explicitamente,
por preservar una propiedad algebraica. entendeinos informalmente transferirla
a otro contexto similar doinde éstise verilique ¥ tenga sentido, simitlarmente
para los mdétodos o técnicas de soliucidon de problemas de control.

En particular en este trabajo, usando ol deminio de la frecuencia, presenta-
mos un enfoque para preservar estabilidad v factorizaciones coprimas de plantas
Usando este enfoque, extendenmos y
- polinomios, como

continuas, invariantes en el ticmpo SISO,
generalizamos resultados de estabilidad robusta para plantas y
el teorema de Kharitonov (5], Danios una extension conjunta del teorema ante-
rior ¥ un resultado de Anderson et al sobiee Lo refacidn existente entre polinomios
unit extension sinipde Jdel Teorema de la caja

reales y complejos estables (8] v [7
de Chapellat et al. el cual es una generalizacion Jdel tcorema de Kharitonov [8].
inicos para estabilizacion de plan-
cidn de todos los compen-
sultados de estabilizacion
coprimas [4]

resultados ¢

Damos también extensione
tas usando factorizaciones coprimas ¥ la parianetriz
sadores que las estabilizan [11] v [12]: extensiones a
simultinea de Blondel et al tambidn bhasados en factord
[9]: extensiones a resultados de estabilizacion para faniilias de plantas por com-
pensadores de orden cero y uno de Barmish ot al y Ghosh [10] ¥ [[1]: extensiones
a resultados para caracrerizar Gantlias de plantas estrictamente reales positivas
(SPR) de Chapellat ot al. Hollot «t al v Vicino, Tesi [12]0 [13] v [14]: exten-
siones de resultados sobre estabilizacion sunultéinea y fuerte en relacion con la
property) de Wet y Chockalingam, Dasgupta

acion

propiedad pip (parity interlacing
(3] v [15].

Y en particular probamos que cualquicr compensitdor constante que nstd—
biliza una planta. lo hace robustaniente bajo sustituciones de la variable s
ademiis oste compensador estabiliza
Taimmbidn damos

por polinomios de la misma variable y gne
a una familia infinita de plantas obtenidas por sustitucion.

s
b=



i > 3 plantas.

estabilizar sunultiineamente,
estabilizar

una caracterizacion simple para
En otras palabras, damos condiciones necesarias 3 sulicientes para
stinultdneamente m > 3 plantas con suposiciones nuninias sobre éstas, gener-
alizando y extendiendo un resultade para tres plantas de Wei (3], con estos

resultados mostramos la fuerza de este cufogue para extender téenicas conoci-
;. usando bisicamente las mismas

das, a contextos s amplios, pero algebraico:
hipdtesis de los resultados originales. Por otro lado. no pretendemos dar aqui
todas las posibles extensiones, sélo las miias releviates para plantas continuas,
invariantes en el tiempo ¥y SISO.

La organizacién de este articulo es commo sigue.
definiciones y bases necesarias para los resultados principales y presentamos
nuestro enfoque para preservar estabilidad de plantas y polinomios, y factoriza-
ciones coprimas. En la seccidn 3 presentiinos los resultados principales antes
mencionados. Fn la secciéon 4 Jdamos cuatro egjeniplos para itlustrar las exten-
ultados anteriores. ¥ finalimente en la seccién 5 presentamos las

Fn la seecion 2 damos las

siones de los res
conclusiones y comentarios finales.
3.1.2 Preliminares

En esta seccion damos aigunas definiciones necesarias para la presentacién de

los resultados.
Definicidén 2.1

Un homomorfismo de anillos conmutativos, conidentidad (2, 4, -, e}y (R'. +/,0%,¢€’)
es una funcion f : R — [ tal que, para cualquier par 4. b € £, se tienen las

siguientes igualdades:

a) fla+b)= f(a)+ [(b)

b) f(a-b)= f(a)eo f(b): .
c) f(e)

donde e y e’ son los elementos identidad de 22y /727,

respectivamente.

anillos ¥ un tipo de homomor-
caunpo de funciones racionales
propias y estables en 5.5

Para este trabajo nos interesan tres tipos de
fismo, el anillo de polinemios reales en s.°Rs el
sOR () ¥ el anillo de funciones, reales. racionales,
(ver [2]); ¥ el homomorfisino “sustitucion™ definido como sigue:
Definicion 2.2 Endomorfismos “sustitucion™

a) f:R([s] — R[s] para qo (s) € R[s] fijo y para todo
p(s) € R[s]. S (p(5)) = pq,(s)):

b) F:R(s) — RN(s) para po(s).qo(s) € R[s) fiyos y para todo par
(). g (=) & R[S com g (s) 20 2 pisy. s (E2) = "‘ ;;-; € R (s):

Guler



e) F:S —S. parapi(5).q1(s) € W[l fyos. J ¢s come [. pero sobre S.
Ademids impondremos la restriccidn adicional de que los elementos fijos
Q1(3) . qo(s). Po(s), Pi(s) € W[s] sean tales que al sustituirlos en plantas
propias (i.e. funciones racionales propiins) obhtengamos plantas propias.

aros con funcivnes de transferencia monovariables,

A contipuacién trabaj
liinare

presentando resultados pr
Sea H (s) = VL:—:—: ==
P(s) ¥ q(s) son polinon
Alhora factorizamos a /{ (5) cotno sigue:

una funcion de transferencia donde

HOS con o 2.

H{s) = () H o (S5).

donde ( ") { e )
He(s) = -2 2 el -
(=) (5= T81) oo (5 — £rmp,)

conly < nyp <y
[(.\‘ T [(.s — )2+ 1,'-’0]

/. (s) = m " Fama—
[(.s — ) r;-] [(s — Ty )+ l,',u]
con Iy =4 po =
Definamos as A %:T’t' AN j::" con as = B(s).ad—=be # 0. usando la definicién

2.2.b) tenemos que _
St () QA (as)

para todo f/ (s) € W (s)
Notemos que a partir de esta definicidn podemos construir la accidon del

grupo de transformaciones lineales fraccionales sobre 1 (s). es decir:
o PGLL(R) = Wis) ~= R (s)

definida como

Holas If (s)) I ()

donde PG La(R) es el grupo de transformaciones ineales fraccionales, definido

por

J
usk b b doe Ry {ul—bc,—_‘o}

PGLy(R) = {(_-;71

con la composicion de funciones como uperacion v s como elemento neutro.
Notemos, adenis que P20 LK) es isomorfo al cociente GLa (R)/ As OCR)

Can A0 =
Au{(R) = {( oA )/A: J.—{o}}

donde

KR



¥
GlLa(R) = {( “ f; )/ abe.de Ry ad—bc;ﬁ()}

ambos con el producto de matrices como operacidn y la matriz identidad como
elemento neutro. Para este trabajo son de especial interds las orhitas de la accidn
Ho, te. las clases de equivalencia generadas por la accidn del grupo PGL2(R)
sobre R (s) donde /1, (5) esta relacionada con Ha (s) si y solosi fla(s) = M, (as)
para algin as € PGL:(R). Particularimente nos interesan “las propiedades™
de los sistemias de control que son preservadas por el submonoide de PGL2 (R)
que se obtiene tomando a. b, c.d € R+ {0} .

En otras palabras, nos interesa saber qudé elementos de PG L2 (CR) dejan
invariante. bajo su aceidn,
siguiente resultado:

a los clementos de 50 En esa direccién tenemos el

entonces H (as) € S.

ion 2.3. Sia. b.c.de Rt — {0} y i (s) € 5.

Proposi 2.
Partiendo de la factorizacion

Deamostracidn,

H (s) = He-(s5) H-(3)

tencmos que

2 ()" (v = fgRt)

H, (as) = —_—
s Iad-8 . Rm_r
G-Egl) (-
donde
ve _
— .
8 Z R g = m— i~ (= 1)
1‘ (a — £2,¢)
Ahora, si R, < O para i = l.....on — py. es decic, H,o(s) € Sy a b.e,d €
R+ —{0}. entonces ali_‘—%_—f < Oparai=1....,m—p;y porlotanto, H.(x(s)) € S.

. . [
Por otro lado. si ff.(s) € Sy a.b.c.d € Rt — {0}. H.(as) =7 [({(a — r.c)", -+
1
e2t?)sT42((a — re) - (b — rod)Fedt2ys+(b — rd) +d? 2] [ ':1? [((a — F)C):' -+ c'-'?f) s2+
2(a — Fye)(b — Fid) = edls)s + (b— T, d) + L2 T (s J'"—’-’
Ahora, si f{-(5) € 5. entonces /. (as) = ."v; como polinomios de 2do. grado

son estables si ¥ sdlo st todos sus coecficientes son estrictamente positivos, y
como 7, < 0 para ¢ = ... pg. entonces todos los polinomios de 2do.  grado
en el denomiinador e M. (as). son estrictamente positivos v como polinomios
estables son corrados bajo producto. entonces /. (as) € S, O

o”
o



Lo que nos dice esta proposicidn. es que funciocnes de transferencia propias y
estables son cerradas bajo sustitucién por as, sicmipre que a. b, c,d € R+ — {0}
i.e., as con las condiciones anteriores preserva estabilidad por sustitucidon.

Para cocientes de polinomios de 2do. grado. tenemos un resultado mas débil.

atitayeta Lile) con ay.di € R — {0) para i = 0.1.,2.

Sea ar A F2SEESTE A A

Proposicidn 2.4. St 7. (s) € 5. entonces If,. (a)ys) € 5.
Demostraciéon. Tenemos que
TE [lan = BT ) 8T (ay = I@ )+ (a0 — 1870)]

Il s) = “nl"

n—p, — , — — ~1 .
[ it [(ae — Tlitin) % + (ay ~ BT ) 5 + (a0 — /x',t_lu)]} SJy(s)Te,

i1
con las condiciones anteriores preserva estabilidad por sustitucidn, como #H, (s) €
S, entonces 76 < 0 para 7 = I.... .0~ pi por lo que o, — E,Ej > 0 para
F=1l.....m—pr vy j=0.1.2.
Alora, como un polinomio de 2do. grado es estable sty sélo si todos sus
coeficientes son estrictamente positivos » producto de polinomniios estables es

estable. conclutmos gque I/, (as) € 8. O
A en Sy ticne sélo polos reales,

Esta proposicion dice s anin, si £ (s) «

entonces i (aps) £ 5
Para el caso de ralces complejas es nnposible un resultade similar.

= 0, 1.2, tal que

Proposicién 2.5. No eriste a1 con a,.a, € B — {0} para i
para cualgurer H (s) € 5 lengamos H (aps) € 5.
Tomeinos un par de polos complejos conjugados, digamos

Denostracidn.
B -2 . . . -
s +7)% 4+ 77 sustituyendo s por aps 3 maltiplicando por Jy (s “ obtenemos
3 ! I 1

FP(s) i (s)™"
P(s)y = [al,
Dapay &I 4 (af + 2asay)s?

con ua,, a, +~F i para § = .1.2.
Como en general suma de polinomios estables no es estable ¥ £ # 0 (por ser

donde
p . : o . 0o - o
ST+ Qasu gy 8%+ (af; FZ2dusagn) ST +2ay g angs + alg] + [a3 st

4+ Qs s +uill

polos complejos conjugados) y ademis s para todo /7 (5) € S, luego tenemos
que M {(ar;s) no estid en S para todo /() € 5. O

Un argumento similar muestra que para cocientes de polinomios de grado
n-esimo. con coeficicntes estrictamente positivos. sucede que, bajo la sustitucién
por este cociente on funciones de transferencia arbitrarias en s, la funcion de
transferencia resultante no esta en general en S

Sin embargo. para una funcion de transferncia £ (s) € 5 fija, existen una
infinidad Jde cocientes de polinomios de grados arbitearios que al sustituirlos en

Do



H (5), dan como resultado una funcion de transferencia en 5. lo cual se verifica

facilinente haciendo algunos cjemplos y se deja al lector.
A continuucion cousidercimos ¢l caso en que s = as, s decir, a > 0. b=c¢c =
0y d= 1, en este caso tenemos un subprupo de 227 Ls (RY) denotado por PG y

definido conio sigue:
PG A {as / a g RY — {0}}

es un grupo con la composicidn de funciones como operaciéon, y s como elemento

neutro. el cual es isomorfo a 'Rt — {0} con ol producto usual y el I como elemento

neutro.
Esto da lugar al siguiente lema:

Loema 2.6

A) St/ (s)e S, entonces H(as +b) €S donde a > 0 y b > 0:

b) 7 (s)E S st y silo st I (as) € 5 donde a > 0.

Demostracion.
d =1 en I, (as 4-b) de la demostracion de la
< U pura i = 1. ... — p; porque ff,.(s) € 5,
11— pp, porque d = 1 y ¢ = 0, luego
H.(s) € 5 tenemos de la

a) Si tomamos en as.c = 0y
proposicisn 2.3, como 725
entonces ﬂ*‘;_—-" < U para i = 1....

tenemos que . (as +6) € 5. Por otro lado, s)

misma demaosiracion que

[.;‘-’.J—‘ F2a b= ) s 4+ (b —r )+ p}'] .

-

¥ como ¥, < 0 para j = l....p, entonees ol miismo argumento de la
demostracion de la proposicion 3.1, nos denuestra en ol caso complejo que

H.(as +b) &€ Sy porlotanto ff (us + by = .- (us +b) .- (as + b) € S.

b) Usando la misma demostracion que en el inciso anterior, probaremos que
Como I (s) € 5. entonces ‘%‘- < 0,
€ S paraa € B+ —

si fI(s) € 5. entouces If (as) € &
porque 7%, < Oparai= 1, .. u— . porlo que H,. (as)
I
[

{0}. Parael caso complejo. tenemos que - (as) = ,

T
=1
nismo argumento que en el inciso anterior para ol caso complejo. nos

demuestra que /. (as) € 5. por lo que H (us) € 5.

—i
[‘o [11252 — Zar,s + F_;-'-}—r__]"}} ¥y como 7, < 0 para j = l,...,po. el
J

01

— 2ar;s + r2 + 1,2]



La demostracion de que, si £ (as) £ 5. entonees 11 (s) € 5. es ctamente
igual a la de que, 2 (s) € S5, inplica /f (as) € N, notando que, ahora sustituimos

s por & en I{ (as). por lo tanto, /{ (s} = S si v solosi I (as) € 5. O

Con base en e lema anterior ¥ el grupo 72067, tencimos una accidn sobre St
Fy o0« S — S

definida por

HyGas 1 (s)) D 1 (us)
la cual nos servira para obtener algunos resaltados interesantes, pero antes dos
observaciones,

Pruncro, notetnos que las proposicionss
tran que dada una planta /7 {(s) estable v propia, existe una fanilia infinita de
plantas estables y propias, determinadas amcianente por la planta £ (s) .

Segundo, en particular podenos haeer lo nisimo para polinomios estables,
dado un polinomio estable /2 (s) 0 existen Gnaslias de polinomios estables, dadas

o -

1. 2.5 y el iemin 1.6 nos mues-

por:
B) S ()" P (exs) donde noos of grado de 1 (~)

1) Jy ()" P lays) donde 12 (s) ~dlo ticue raices reale s
i) P(as +b) dondc a >0 y b >0

iv) P (as) rs estable sty solo st 1?7 (s) 1o s

Una inmediata aplicacian de estas obhservaciones, es al famoso teorema de
Kharitonov [5]. ¢l cual establece que una famdia oo polinomaos

N (S0 A [1,,,7,..] N4+ [1“,7”]

es estable (i.e. cada mueinbro de ta Gl os un polinomo estable) siy solo si
los cuatro siguientes polinomitos, Hamados de KNhardopor, son estables.

7t

Tu

o (s} ",
RNafls) =y,

+
.
-~

+

Na(s) =7,

Corolario 2.7
a) La familia
™

J ()" N vees. i) = (s) [1 ,7,,,] ()™ w4 [gn,m,]

s cstuble st lo son los cuatra pelinoimos do KNharitonor, I, (s) con i =
1.2.3.1:



b) La familia N, (as + 6.7} conu > O es cstable st lo son los cuatro polinomios
de Kharttonor I, (~5):
e) La familia Npy (as.F) €5 estable se y solo st lo son los cuatro polinemeos de

KNharitonor N, ().

Demostracion.

a) Es consecucnciade la proposicidn 2.3 (moditicada para el caso polinomial) la
s : cEvACiOn 1) v el heelies sl . r e e T = =
segunda observacion i) v el hiechio de que a (LQFJ = 7]) =a [l_/,ﬂ +afc, ¢l
para reales a. b ¥ ¢, la pruchia esta en [10).

b) Es consecuencia del lema 2.6 00 3 1o segnnda observachon i),

c) Es consecuenciia del letna 2.0 By oy Lo sezada observacion iv). O

ques s pesar de que las extensiones de este coro-

Es interesante observar
. tiaunhidn son sorprendentes,

OV, son madest

lario para ¢l Teorema de Kharite:
porque establecen que a partir de los cuntro polinomios Jde Kharitonov tenemos
la estabilidad de familias intinitas de polinonnos, en lugar de una sola familia, al
variar a.b.cy d en Rt — {0}, v en particular o inciso ¢} muestea una extension

casi obvia de este teorema, pero que b pasaddo inadyertida

2ara finalizar esta seccion. daremes an Jema de capatal importancia en este

trabajo. n pesar de suosencilléz,

Lema 2.8, Dada una planta propra [ (~) cn Wi~y sea up (s)odn(s) una fac-
torizacion coprima de f{ (). v e upia) . dy(s) s S M (s) = '—;:‘L—'-'
Erwsten r.y € 5 tales que rup{s) + iy (s) = 1 (rer [2]).
Entonces. para cualquicr polinomeo no constante pis) € Ris] y cualqurer
ho(s) € R(s) . funcidon ractonal no constunte. toncimos que

a) na(p(s)).da(p(s)) es una factorizacion coprava de H(p(s)).

st (p(s)). da(p(s)) 2(p(s)). yp(s)) € 5.

b) np (ho(s)).dn (ha(s)) es una fuctorizaciin coprana de H (ho(5)).
sty (W (s)). da(ho(s)). o (ho{s)). withy(s)) €S,

Demnostracion. De acuerdo con la definicion 2.1 an homamorfisine preserva
identidades de Bezout, e,

Slrnn +ydy) = f(1Yy= Flayf(na)+ LS (dn) =1

a3



notemos que los incisos a) y b) son resultado de la aplicacion de los - udomor-
(malsd)

fismos a) y b) respectivamente de la definicion 1.2, y como f (1 {(s)) = S TEISTEN)

para cualquicr homomorfisimo y
e(p(s)) .y (p(s8)) . x (o (). yho(s)) . na(p(s)) . da(p{s)).un(ho(s)) ,da(ho(s))E S

donde Ly (5) = ‘ﬁ-,' € R (s).entonces los endoinorfisinios a) y b) de 2.2 sujetos a
la restriccion de que maiden elenientos fijos de S en 5 preservian factorizaciones
coprimas ¥ el endomorlisine <) de 2.2 1o hace sin la restriccion. dado que es de
S en S, i condicidon extea de que p(s) » fg(s) sean no constantes, s debido a
que no pos mteresan plantas constantes, os decir, /7 (s) € B, O

3.1.3 Resultados principales

A. Extensiones al teorema de Kharvitonowv.,

A continuacion presentiunos dos posibles extensiones del Teorema de Kharitonov
Para esto damos un resultado

usando la berrmmnienta e la seccion anterior.
necesario presentado en [6], con a version de [7].

Teorema 3.1, Para a,. roales 1= 001, ....2n, constdere los tres polinomios

Sots) = 30wt
r

Siis)y = 3 lll:. (J)"i + g l./)'?l] sf con 3= .
<4}

V=1

S (s) = i [ﬂ:'- (=) — o (—J)”-l} st
=0

(donde as,, 4y = a_y = 0). Nupongua que fposiblemente despues de reemplazar
J(s) por —f(s)] azy > O parai = 0. 1... . n o que anp > O.az,, > 0 yaziy, >0
parai = O, . ....n— 1. Entonces st cualquie ra de fo(s) . f1(5) y f2(s) es estable,

los otros dos polinontios son cstables
Ahora presentamos la prittera extension del Teorema de Kharitonov.

Qonel = d_y = G-y = 0 y g;,.3 > 0 reales

Teorcema 3.2. Scan

para i = 0.1.....2n. Constdere las stguitntes nueve familias parametrizadas de
polinomaos:
n
Y [, @ ¢ Hesi' (k=012
3 ' 1+ 1
A Ges i A e 5 (el () lae 71 (0)7) Gt
f=u

HA



cam) (=4)" = [z Fama] (—j)'“) (Fes)

as.a >0
as +b.a>0.06>0

sik

donde Fps = { si k= 3
st h =2, Jus = L_“:';-.a>0.b>0,c>0.d>Uy(ld—bc;é()
_ Jr{s) s1 k=2
=17 k=01
y sean kj los polinomios de Nharitonoe usoctados a N, (5.@) con j =1,2,3,4

y sean
ki) = (ao + jbo) + (e + 8 ) s + (72 + jB) 5% + .

k5 (s) (a_(, + jﬂn) + (U; +jﬁl) -+ (;7._, .+.J<Q,J) o
k50s) = (@0 + jbo) + (uy + k1) 5+ (o +jT2) 5% + ...
-+ (Ul +Jﬁ1) Rl o (ﬂ'_' +jl_"_') st 4

k5 (s) = (nn +j3“)
k5(9) = (2o + jBo) + (ay + it ) s + (@a + jba) 52 + ...
kg () = (an + jby) + (@ + b} s + (T2 = jBa) s + ..

ks sy = (@ + ibo) + (ar + 500 ) o + (wa + L) o2+ .
k5 (sy = (@0 + jty) + (@i + Bi) s+ (2o + j02) 5% +
los ocho polinomeos de Nharttonoer asoctados a ta famiia

(leo- 7o) + j [t Bu]) + (les ) + 5 (20 5] ) s+ (law @] + 5 [£0.82]) 92 + .

Ahora consideremos los polinoniios de Wharitonov kL paral = 5,.6,7,8 de la
para i = 1,2,3,4 de la

Samilia A1, (.s"rxj) v los polinonitos de Nharttonoe k,

SJamilia Ao (s,ﬁj) .

Entonces st los polinonmios kj ki y &, para j = 1.2.3.4. L = 5.6,7,.8 ¢

F=1.2.3.4 son establcs:

a) Non (Fes.a). M,y (.iks,ﬁj) PERYES (A&.\_(—,j) son fumdias parametrizadas de
0.1

polinomios estables para k = 2 donde a. b c.d s RTY - {0}

b) si & = 0, la estabilidad de una cualquicra dc ltas familias anteriores, implica

la estabilidad de las otras dos. para a € ®+ — {0} .

Daomostraciéon. Primero, notemos (e usiando induccion sobre n y el teorema
3.1 a partir de la estabilidad de los cuatro polinomios £ de N (5.7), obtenemos
(=1.2.8.0de M (s.7j)y k. .i=5.06.7.8

ta estabilidad de los polinomios



7.8y K para i = 1,2,3.4 son

s N (s My (so@i) v

de A2 sﬁ_}) Ademas como &) para l = 5.¢

Lentouces las fan

polinomios estables por hipdtesi

Al s.i'ij) son estables.

ra polinomios complejos (el
milias anteriores, obtenemos

Abora, aplicando ¢l corolario 2.7 modificado
cual curiosannte es fiicil de probar) a las
el resultadoe del inciso o). EFl inciso b) se obtiene asi: st la familia V (as,.d) es
N (a.a) por corolario 2.7, ¢) para cualquier « € X+ — {0}.

estable. tambidn lo
Ahora por 3.1 tambidn son estables A/, (a.ﬂj) vy Mo (s.ﬁ_/) v por la extension

-ﬁj) ¥

armente L estabilidad de A/, (-m.ﬁj) [ERNY N (ua.ﬁ_;) implica

simiple de 2.7 ¢) para polhinonnios complejos tunbicn son estables Af, (u.

Mo as.ﬁj) N sl
la estahilidad de N (as,@) v My (as.35) 6 N (as.m) v My (s @) por el mismo

argumncnto,

Este resultado generaliza il vez o] Teorema de Kharitonov y ol Teorema de
Anderson et al (] Teorema 3.1,y establece que la estabilidad de los polinomios
de Kharitonov de In familia de polinoniios de grado par o de un “polinomio” de
grado par con cocficientes intervalos, reales cerrados. inmplica la estabilidad de
nueve familias paramerrizadas de polinomios. es Jdecir. para cada valor de los
paramwetros a. b coden BY — {0} tencmos tres familins especificas de polinomios.
Porotro lado, la estabilidad de uniccualguiera Jde las familias parametrizadas por
a > 0, implica la estabilidad de [as oteas dos » o estabilidad de jos polinomios
de Kharitonov asociados a la familia de polinomios original.

Notese que en elbinciso i) es para toda tetenda a, b eod en ' ®RY — {0}, es decir,
dados a.b.c.d en WY — {0} dijos. da nueve familins fijas estables, por o gque
tenemos Gunilins de faomils o fannlios paranereizadas,

En carmbio, en el inciso b)), es dada uni fonihia especifica extable con a > 0
fija. entonces las otras dos frnilias ~on estables para todo @ € R+ — {0} ¥
ademiis los polinomios de Kharitonovy originales son estables. Adetids establece
un vinculo entre familias de polinomiios reales ¥ complejius estables.

En ¢l articulo [8] s¢ presenta el problema de estabilizar una “familia™ de

plantas con una entrada y ouiltiples <salidas,
nh (s)
. i
M= ~
niois) J



con dP (s5) = dfs? + ...+ d

st 4+ ..+l parai=1.....m.

I

nf (s) = nl,
donde d?; € [a,;.@.;] parai=1.....m.

df € [d;.d,] para j = 0.....q.

Mediante un compensador ¢ (s) = ﬁ; (17 (s)..eony,, (8))
con d (s} = dls" + ...+ d)

ny(s) =n; 8"+ 4 njyparai =1.....m.
con familia de polinomios caracteristicos de grado g + 7

S(s) = dT(s)dV (8) + 1, (s)nl, (s) 4+ .+ ny{s)n¥ (s)

Ellos muestran qque para adgunas plantis con pardmetros variando en interva-
los cerrados enanalla cerrada. con compensiadores como o) anterior estabilizando
una planta nominal. vo s¢ puede determinar la estabilidad de toda la familia
usando el Teorema de Kharitonov, entunces establecen una generalizacién de
este teorema, Hamado o] Teorema de L caja de Chapellat et al [8].

Sea F(s) la famdia de todas las posibles m-tuplas

p(s) = (1 (5) o P (5))
de polinomios reales donde cada cocficiente ey (8) pertenece a un intervalo
dado

m; € [I—'u’l"-lj F=1.....mn

J=0.....deg(p:)

con deg(pi) = grado de p, (s). ¥ scan




los cuatro polinomios de Kharitonov asociados a cada g, {5). A continuacidn
definen una familia de 1™ segimentos como sigue: para cada py {(s) existen
cuatro segmentos Hlamuados de Nharitonor
(1 — AYA(s) + A2 (s) . (1 — A)Y &l (s) + A&D
(1= A)AF () + Ab} (s). (1 = Ay A8 (s) + Ak}
para A € [0.1] ¥ denotan por 5, a la funilin Jde todos los seginentos. Estos
segmentos escritos cotno m-tuplas son

Pa(s) = (L—-{' ()0  FE () (1 — M)k} (o) 4 ARF () KTSR (S) 0o, Kb (.s)) .

Se dice que la m-tupla de polinomieos Q(s) = (2. (5) . .... Q@ (5)) estabiliza a
otra m-tuple de polinomeos (qp (). e (8 ) . sl polinomio Qy(s) gy (s)... +
Qm (8) ¢ (8} es estable. Similarmeute se dice que Q (&) estabiliza el segmento
Ps (s) si estabiliza a Pa () para toda A 2 [0, 1], Ahora enuncianios su teorema

de la caja en una version reducida.

Teorcma 3.4. Para cualquier m-tupla Q (s) . Q (s) estabiliza a la fanilia £ (s)
de todas las posibles m-tuplas de polinoniios cou cocficientes en intervalos cer-
rados rcales P (s) s1 y sdlo s1 Q (s) estabiliza la familta de todos los m-tuplas de

segmentos de Nharitonor 5,

A continuacidn establecernos una extensidon del teorema anterior.

Teorcma 3.5. Fara cualqueer mi-tuple (Qis5) = (Q(5), ..., Qum(s)).

a) Q(as) = (Q)(as),....Qm(as)) estabiliza « lu familia F (as) de todas las

posibles m-tuplas de polinomios con cocficientes en tntervalos cerrados reales
P (as) = (p1(as),....pm(as)) st y sdlo s¢ Q(>5) cstabiliza a la fupudia de todos

los m-tuplas de segmentos de KNharitonor N,

b) Si Q(s) estabiliza a la familia S,,. entonces

e Q) = (2LQs () oo 3@ (Fin))

estabiliza a la famidia ~} £ (Fes) de todas las posebles m-tuplas de poltnomios
con coeficicntes en antervalos cerrados reales P(3cs) = (i {(Fes) o oooi P (Jes)).

donde kb = 1,2, 3t estd defintda como en el teorema 1.2 y

us



JT(s) sik

’ =2
=17, sik=1 "
r=max {deg Q; (s}} + max {dog p, (s)}
E=1,..,m.

Demostracién. Definamos

7»,_ (P(s5)) D p(Jes) para p(s) € Rs] ¥y & = 0.1,2. ds como en ¢l teorema
3.2, entonces 74. es un homomorfisio de anillos como en la definicion 2.1 con

Tt R[] — Ws]si & =0.1.
¥ Fay W] — R (s)

por lo que

1S3, (R P + o+ QuuaS) i (s)) =
W T o (QUISN T (N1 () + o+ T (Qui (5D Ty (o (5))) =
YE(Q1 (Fes) py (Fes) + oo+ Qo (Fen) oy (Fes))

para bk = 0.1,2. Ahora por las observaciounes i), 1i1) y iv), si Q) (s) p1 (3) + ... +
Qi (S) P (5) o8 estable, entonces {o es 1o expresién polinomial (*) para & = 0,1
¥ tambidn lo es el polinomio

32 (Q1 (F28) py (F25) + .+ Qo (F25) poy (F25))

porque producto de polinemios establis os estable. Por el teorema 3.4 si Q (5)
estabiliza a la familia de seginentos &, entonces estabiliza a la familia £ (s).

es decir,

Qu(S)Yp1(s) + o+ Qi () ren (5)

es estable para todas las m-tuplas de polinomios (py (s))..... (Pm (s)) con co-
intervalos cerrados. reales ¥y como f3, preserva estas

eficientes variando en
2.7). Entonces se sigue

combinaciones de polinomios estables (ver corolario
el teorema. O

Observenos que el inciso a) es una generalizacion cast inmediata y el inciso
teorema de la caja

b) nos da ionformacidon que Jdefinitivinnente no esti en el
a fa familia S, .

original, ¥ partiendo de la mmiisma informacion, Qs extahbiliz
por o que obtuvimos nuis informacion para Gamnlias parametrizadas de plantas.,

ey



B.- Estabilizacion de famiilios de plantas con compensadores de orden cero y

uno.

En los articulos [11] v (10}, Ghosh y Barmish et al, establecen condiciones
necesarias y suficientes para que una Gunilia de plantas sea estabilizada por un
y de orden uno en el caso de

compensador de orden cero en ¢l caso de Ghosh
Barnish et al. A continuacién damos los preliainares necesarjos para extender

estos resultados. En [11], definen dos funitlias de plantas

g::‘x[‘x—x,...-;.‘\,:,),'
Fi(s) = {gals) / ya(s) = —=4— g8 € ROA € [0,1],

.-'-+Z[1l—z\n,+a\'5.}s'

degya (s) = nVA} y

Fa(s) = {g(5) / y(s5) = Ly € Jou A] b € [ 8] o0 < Fiim < 6.

i=0,....n— l,deg g{(s) =

stdan en {1].

Los corolarios siguientes
cualyurer planta en F; (s)

Corolario 3.6 ("na condicidn suficicnte para qur
sea stmultineamente estabidizable por un compensador constante C7, ¢s que €slte

estabilice las siguientes cuatro plantas.

- n— =1
a) z’ n,.s") (Zl Fist 4 .s'”) :

1=0 =0z

n—1 n—1 -1
b) > S ) ST o Aist + .s‘") :

=0 =yl

Hleva, S Aaigr)
oA e

<) antdr s+l 434
Yo+ A AF I H A TF + (g,

d) Botars+dastdbriate 403, dara,gns
BtV I+ 0T+ T o Yo 0

Corolario 3.7 ('na condirisn nece sarta y suficecnte para gque cualquier planta
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en Fa(s) sea simultdncamcente estabiizable por un compensador constante C, €5

que estabilice las siguicntes ocho plantas:

ot jatdzsd i ivadtdargaty i
T TN

A) SN TR A S e

R A LA I T
IExd

b) oot diatdy
AuF A+ dF S e TR s+ i

+ i s

o+ stassSdayat4 Ay
ST

C) SR R T

Spagat e 4 pan—t

ot et docd 4 I .
P

d) T R S e e I

e) R T O O T T o T G s
Sadriataardiet  at At

PR R S TR SR, o S L i
TERIEIE RO s T T

f) R RIE L
Aoty Ao ded

ittt s
R N S PR Se)

A
8) TETE

<

R IR IR T ot
R LR A e

Aoer g atec
h) Yo+di AN,

Para las demostraciones ver [11].

Ahora damos una extension de ambos resultados.

Corolario 3.8 {("na condiciin necesaria y suficiente para que cualqurer planta
sed sovadtineamente estabidizable para cada
s yuc lus cuatro plantas
compensador C.

en o (asy, y sufictente para £y (as).
a & R+ — {0} por un compensador constante €,
de 2.6 y las ocho plantas de 2.7 sean estabilizables por ese
Adernds, st las doce plantas son estabidizadas por €, cntonces tambien (o son

Fy(as +b)  IFolas + b)) . Fi{as) y Fola~) donde. a b.c.de R — {0} .

2.3, L)L i) yiv). O

Es consecuencia inunediati de 2

Demostracidn.
Ahora definamos como en [10]. /(s y.r) = ‘"+[:(_!A‘?;‘"]:T;,__T_£_1—“'z"é“ =1 =

xdag)

Diar)

Los cuntro poobncrios Jde Kharitonov del numerador
~ de Wharitonov del denominador,

yosean N, (s) .
de fl (s q.r) y sean 1, (\) Tos cuatro polinomi
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y sea C) (s) = k2= un compensador de promer orden. diremos que Ci (s)

- s—ro

estabiliza robustamenie a la familia 1 (5. q), 1 para todo

EQ:{(] q, <q,<q..1=(l.14..,_nl}
ren={r r 7. Jdeon— 1}

cada polinomio de malla cerrada en
k(r-— z0) N{s.q)+ (s -~ po) D(s,7)

tiene todas sus raices en el semiplano complejo con parte real estrictamente
negativa. Las cotas ¢, . 7,.1, ¥ 7 son conocidas. Definamos

NG
Hie(s) = [)k(h):./\ = 1.2.3.1.

diremos que () (8) estabiliza a H,i (55 st el polinomio
k(s — 20) N (&) + (5 = po) D (5)
es estable.

Teorvema 3.9 O (s) estabiliza rolustamentc a la familia de plantas I (s,q,r) si
y solo s1 Cy (8) estabiliza a cada una de las 16 plantas 1, (5) con ik =1,2,3.4.

Para la demostraciéon ver [10].

A continuacidén nosotros extendenios este resnltado .

Corolario 3.10

a) Cq (s) estabiliza robustamente e la fumilia f{ (as.q.r) parametrizada por “a”
para cadaa € R+ — {0} st y silo st (7 (5) estubiliza a cada una de las 16 plantas
Ha(s) i k=1.2.3.1;

b) Ci (s) estabiliza robustamente a las familias [ (as +b.q.r) y H (as,q.7)
paraa.b.c.d € RNt — {0) yad —be £ V. s1 ") (s) estabiliza a cada una de las 16
plantas Hie (s) i k= 1.2.3.4.

Demostracidn. Es consecuencia de
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Las generalizaciones dadas por los corolarios 3.8 y 3.10 nos muestran cémo los
mismos compensadores de orden cero ¢l pritnero » orden uno el segundo, sirven
para estabilizar familias parmmetrizadas de plantas y no tnicamente familias de

plantas como en los resultados originnles

C.- Familias de plantas (SPR.)

En el articulo [12] Chapelat et al estudian la estabilidad robusta de un sis-

tema control sujeto i ambos tipos de fucertidumbre, no estructu, ada y parameétrica.
tema dindmico, lineal,

Ellos dan una solucién al probleina de estabilidad de un
invariante con el tictnpo, fijo. perturbado por un teedback no lineal, de rmanera
robusta. ese problema os conocido como ¢l problema de Lur'e clisico. Para ese
objetivo, dan uni caracterizacién nueva de la propiedad de ser estrictamente
real. positiva (SPR) para uni funcion de transferencia y dan una condicién
iente para que una fnilia de plantas sea SPR.

necesaria ¥y sufic
En esta seceion extendemos el resulticdo para plantas SPR y comentamos

algunos caniinos a scguir.

Definicion 3.11 Una funcién de transferencia propia p(s) se dice ser estricta-

mente positiva real (SPR) si:
a) p(s) no teene poles en o semuplano. dercclo, complejo. cerrado; y
b) Re p(juw) > 0 para w € (—>x.x).j = /—1.

A continuacion damos una nueva caracterizacidon de funciones de transferen-

cia SPR, presentada en [12] por Chapellat et al.

Teorema 3.12 Sra p(s) = ';:—:: E S.p(s) ta SPR si y solo s1 las sigutentes tres

condiciones se cumplen:
a) p(0) >0
b) n(s) es Hurwitz estable

Hurwa=z estable para todo o € N.

c)d(s)+ jan(s) ¢
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Un corolario trivial es el siguiente:

Corolario 3.13 Coun las nusmmos tres condiciones del teorema anterior para
p(s) .
Entonces.

a) p(S) € S €5 SPR s1 y s0lo s1 p(us) 5 SPR pura todo a € R+ — {0}

b) st p(s) €5 es NP, entonces p (”";") s SR para todo a,e.d € RT — {0} .
El siguiente resultado es una caracterizacion de la propiedad SPR para una
familia H (5.7.F) de funciones de translerencia, presentado en [12].

Teorema 3.14 Cualquier planta p(s) en I{ (s, q.7) s SPR si y sdlo si las

stgutentes ocho plantas lo son:
Nals)

N Nasd N Nae o Nuta) ) At o
p1(5) Daye P2 s) = GRS pals) = et pa(s) = FHHL ps (s) = 3R
N — ) . N — N ~
e (s) = Do Pr(s) = u.".:: ynls) = l/,':.n"

Ahora tenemos vna extensicn.
Proposicién 3.15 St las ocho plantas ol Teorcmma .14 son SPR, entonces
a)y I (s.q.7) «5 SPR st y silo st I (ax.57,.T) ¢s SI’R para todo a € R+ — {0} ;

7. F) es SPR, puraa.c.d e Bt — {u}.

by 1 (=

Demostracion. Se sigue de 2.6, 2.3 modificando (en lugar de as, teneinos =)

e] corolario 3.13 ¥ los hechos siguicutes:

1) p(0) > 0 si ¥y s6lo si pla (U)) > 0

@i

2) p(0) > U, implica p (T:—,) >0. 0
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Una vez mas a partir de las mismas condiciones del Teorema 3.14, obtenemos
familias parametrizadas que satisfacen la condicién SPR. Por otro lado. dos
y Tesi [14]

posibles caminos en esta direccion lo marean los articulos de Vicino
v Hollot et al [13], extendiendo SPR. a funciones de transferencia Fi (s) =

AV FU(s), Fels.q.7) = k73 + 32T v 1o (s.q.0) = k~1 4 ¢ (s) pr=t) donde

e Ry c(s) = :":: es una funcién de transferencia tija y dada, para caracterizar
familias de funciones de transferencia que son SPPR. En el articulo de Hollot et
al [13] establecen que [&~V + H (s.q.7)] Z(s) s SPR paratodo ¢ € Q y r € R
siy solo si [k~ 4+ 1 (8)] Z (s) es SPR para todo ik = 1.2, 3.4 donde & € R
¥ Z{(s) es una funcién de transferencia SPPR de primer orden. Usando nuestras
técnicas se pueden extender tambidn estos resnltados a familias parametrizadas

como ¢n los resultados anteriores,

D.- Estabilizacion deo fiunilias de plantas via una dinica planta, y el
conjunto de todos los compensadores gque estabilizan a una fanilia de

plantas.

En esta seccidn, extendemos algunos resultados cldasicos de estabilizacidn
usando el enfoque de factorizacidon coprima. parit ésto referimos al lector al
capitulo 3 del libro de Vidyasagar [2] v damos algunos resultados basados en el
articulo de Blondel et al [1], que ilustran como nuestras técnicas no dependen

de la regidon de estabilidadd.

Definamos a RY [s] como «d congunte de polinoniios q(s) € K {s). no con-
stantes, tales que 12, (q(5)) y di(q(s)) estdn en S (S2) (el cual definimos despues),

para un conjunto dado M = {p;(~). ... pe(s)} donde p,(s) = ';;:: € R(s)
y i (s).di (s) € S(2) para todo i = { ... & sinnlarmente definamos 5}1‘?{ (s)

para cocientes de polinomios. Sea @ C €" U {x} una regidn simdtrica respecto
del cje real que es cerrada, simplemente conexa, contiene a {a} ¥y su comple-
mento en C U {x} contiene al menos un valor en U {x}. Definamos a 5(2)
como ol conqunto de todas las funciones de transforencia H (s) € "R (s) que no
tiencn poios en Q funcionecs Q-cstables]. of cual es un dominio Eudidiano propio
(ver [2]. p.I4) ¥ su campo de fracciones ex R (s) (ver [2]. p.50) i.e.. para toda
p(s) € N (s) existen 12 (5) v d(s) en N2, tales que p(s) = ';::; y n{s).d{(s) no
en comtin en €2, a tal factorizacion fraccional de p(s) se le lama
[7(€2) denota al conjunto de unidades de S ($2).

tienen ceros

descomposicién Q2—coprimi.
Ahora sean py (s) . pe(s) € W{s) vy sean nu, (s) . d, (5) € 5 () descomposiciones

Q-coprimas de p, (s) .4 = 1.2, Las intersecciones de py (8) ¥ pa (s) sobre €2 son los
ceros de ng (s)do(s) —dy (s) na(s) en Q0 SNy (s)de(s) —dy (s)na (s) € U(2).
interscccrones en L y decimos que py (s) ¥

enlonces py (8) y pz(s) no ticnen
pa(s) sc cratan en £2 (ver [(4}).

15



Un compensador C'(s) € W{(s) se dice yue QQ—restabiliza a p(s) € N(s) si y
solosip(s)e(s)(l —é-p(.s')('(s))_l Le(syil +p(.s)(-(s))_l ypisicl —é—p(s)«’:(s))_l
estdn en S (Q2).

Ahora, primero consideremos el caso (tipico) donde €2 es ¢l semiplano com-

plejo con parte real positiva, cerrado, union {x} (en ese caso S5(§2) = 8)

R T8l = M aenbr s de defing i _ oy ris)

y Rpls] = WY [5] con 2 como acabamos de definirlo y A = {p(.s)_ y(“}

p(s) = -'%1’%—: El primer resultado es una extension de varios resultados clisicos
i

(ver {2]).

Teorcma 3.16 Sea p < W (s) yp(s) = %i:—:—: con np.dp € S.n, yd, coprimas.

a)y St o = :;T con n..d. € 5 estabidiza u p(s), entonces c(q(s)) estabiliza a

p(4(»)) para todo ¢ (s) € R, [s]:

b) ¢ (w”‘“) estabileza a p ('l“(”) para Biog Ry (s):

) c(s) estabiliza a p(s) st y sdlo st ¢ (ags) extabiliza a plaps) para cada ag €
R+ — {0}

d) St seleccronamos v,y € S tales que wn, + yd, = 1, cutonces el conjunito de

todos {os compensadores que estabdizan @ pg{s)) y ap ({;—:—:7’) son.:
S(pla())) =

E r.d K] .
{c(q(s)} = gD e Ny wly(s)) — iy (g (s)) # u}

e (P(zq_:_%)) = {ec (%‘.'—,') =

meTy y(%%) - (‘JL?_:> # 0}

) —reda (Eatsd

qoier

para q. € R™ [s], con M = {p, f} y L= My,

90
Demostracién. a) Por el corolario 11 del capitule 3 de [2], ¢ (s) estabiliza
a p(s) sty sdlo st npne + dpde = 1 por el lema 2.8 n.(g{s))np(q(s)) +

dp (q(5))d-(q (~)) = I para todo g (~) £ W, [s]. luego por el mismo corolario
I1. c(q (=) estabiliza a p(q () para todo ¢ (s) € W, [s].
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b) Es similar al inciso a).
¢) Es similar al inciso a). pero adenids usamos que 267 es un grupo que acciona
sobre S.

2] y las propiedades de los homo-

d) Usamos el Teorema 13 del capitulo 3 de [
morfismos f y f. entonces

f <r+l'{/,.> _ Slx) + ' f(d,)
SHy) = f(ng)

Y — rg,

donde » € § (con ' = f(r) pero no afecta).

Ahora usando e] lema 2.8, e (g (w)) 1y (q($)) + wilg(s))dp (g (s)) =
1y por el Teorema I3 antesncncionado, S (p(qs))) y & (p ljﬁ—: ) estan bien

== {]'.’f} yIrenY(s). O

Ell corolario siguiente da una aplicacidn interesante y sorprendente

terenn

definidos para todo g € M [5] con M/

un compe isador constante tal que estabiliza a p(s),

Csumultinea” y crobusta” en el sentido de que para
Sle por of msmo compensador constante C

Corolario 3.17 a) Sca
entonces la estabilizacion s
todo ¢ € Wy [s] . p(q{s)) es esiabils

yp(s) € R(s) es come en of Teorema ¢ 16 anterier:

b) Lo muismo es vilido para un compensador con-tunte (', 51 C estabiliza a p(s),

L#) para Be R,

es decer, (7 estabiliza a p (q v V& R(s) como en 3.16;

C) St ertste r .y € N tales que wnp + ydp = 1. Entonces
SLULUERINLIL 2 Ny y(q(5)) — rup (2 (s) # O}

Slg () = {eu(s)) = Faisnonsy
¥y
s (v (5)) = {e (22) = FEEH= S /v e v uw (8583) — v (382) # 0}

donde g, € Ry([s] conp = {p(.s') . yi} ypis) e

in mnmayoriae de los resultados anteriores
Teorema de Kharitonov,

R(s) como en 2106,

Lo primero que ohserviarnos es qus
pueden extenderse asando RY (5], por ejemplo para ol
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tomando bajo sustitucion los polinomios que preservan la estabilidad de los

<ratro polinomios de Kharitonov.

El resultado anterior establece que un compensador constante siempre es-
tabiliza robustamente a una planta ¢n el sentido de que, si sustituimos s por
un polinomio ¢ € R, [s] ¥ un cociente donde anbos Il—j € R, (s). en la planta
p(s) que estabiliza ", siguen siendo p (g (s))y/o 5 (5—:;—") estabilizables por C.

o
Ademas, la estabilizacion es simultdinea, por ejemplo, tomemes qu. ... g € Rp [3]
tales que deg go < deggy < .0 < degyg. entonces p{gp(s))..... plye (s)) son k+1
plantas diferentes. las cuales son simul cadas por el compen-
sador constante (7, estas dos propicdades son sorprendentes para compensadores
coustautes. Adicionadimente, el conjunto S (p(s)) de todos los compensadores

que estabilizan a lu planta p(s) solo depende de i planta y la sustituciéon que
ante vinculo con las familias Fy y

tnearente estiabil

se totne. Por otro lado. Tenemos an oanter
Fo, para las cuales se necesitan, segin los corolarios 3.6 3 3.7 de [11], estabilizar

cuatro y ocho plantas, respectivianente, para que las familias £y Fo sean es-

tabilizables pog un campensador constante. et cambio el corolario anterior sélo
ar robustamente una familia in-

necesita estabilizar una planta para estabiliz
finita. de plantas con grados diferentes y /o iguales. Por lo que. un coimmpensador

constante cualquiera estabiliza robustainente (en ol sentido antes expuesto) a
a estabilizable por &L

cualquier planta que s

A continuacidn extendemos un resuliado establecido por Blondel et al en [4].

K(~). tales que —C 71 (s) evita a

Teorema 3.18 Scan py (o) = RW(s) y ooy 2
cada p, (=) para i = 1..... k. Fnlonces

a) c(qu(s)) Q= estabiiza simultdnecamiente a las p, (q(s)) coni = 1,.... & para

cada q, (=) & RN [s]:

b) ¢ (LL‘_!) Q— estabiliza simindidaneamente a las p, (zl——‘(—':—‘- coni=1..., 4k para
Aot s

qois
M (s):

rots) e
cada par w(“,e H
i = 1.+ 1

c) St tomamos pp g (s) —cT (8). cntonces p, (yy(s)) con
Q— estabilizaliles por un compensador propto, para cada

son stmultdneamente
). para L2l = QAT () donde

qo(s) € ‘)l‘i‘)’ [s]. w {0 musmo es vilido para p; (%:.—,

ar

qats

{1 (s) o pesr (S)).
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Demostracidn. a) Pritriero observemos que los homomorfismos 2.2.a) 2.2.b
1

preservan funcioties de transferencia que se evitan. si ny (s} d2 (s)—d; (s)na2(s) €
U (£2). entouces,

Fny(s)da(s) —di{s)ne(s)) = L () [ (do(s)) = F(di(5)) f(na(s))
= ny (qo (s)) da{quis)) — dy (qo(s)) nz(qo (5)) € U7 ()

cntadas cn 210 Aora por el lemia de [4], el cual

debido a las propicdades pr
establece que e (5) 2= estabiliza i p(as) =t 3 =0l i —e (5370 evita a p(s) en Q.

conclulimos la validdéz del inciso a):
b) La prueba es <imilar al inciso a) pero usando £ en Iagar de f3

c) Debido al reorema de [(H] v =u version nodificada en (U], el cual establece

que st p {s) € W((~) con i = 1.... &+ 1 » supongase que pry (s) evita a p; (8)
para i = |. ... k. Fntonces existe un compensador propio. el cual Q— estabiliza
simultdueamente alas p, (o) parad = 1. A+l y como fy f preservan funciones

de transferencia que ~e evitan, concloimos of inciso o}

Corolario cerrado union
{3} . (5(R) =5). Futonces —c=V () crita a cada p,(s) para i = 1,..., k si
y solo st c(ays)S— estabiiza simulfanecamentc a las p, (aps) con i = 1,..., k

para cada ay, € 'Rt — {0} .

3.19. Sea € od semwpluno comple jo, real posttive,
Py 7

(5) s ovitan si ¥ s0lo 81 py (aps) ¥ pa2 (ass) se

Demostracion. Como py (s) y pe

evitan, dado que 7“" S — N donde 7 (pi{~)) = plags) por cada p(s) € 8
v toda ay € Rt — {0}, ¥ cosuo pr(s) es estable si y sdlo siop(ags) es estable,
para cada ao € R — {0}, =ntonees £ en un isomortisino para cada ag fija, en
consecuencin, del lena 2.6. 0 v que BT = 40} con of produacto usual s un grupo
tsomorfo a 772G/ entonces 7‘,“ es un antormorlisino v el resultado os obtenido del

inciso a) del teorema anterior.
Corolario 3.20. Con lus mismas condiciones que el corolario anterior, pero
ahora C(s) € R (C es constante). Entonces ' csatabiliza simultdnecamente y

robustamente a las p, (5) parai =1, .. k.

La prueba de este corolario es consecnencia innmediata del corolario anterior
y el corolario 3.17 » establece que en este caso particular con € constante, la
estabilizacion es simultinen y robustic en el sentido antes establecido para eada

Pi(s) .

Lau



Por otro lado. el teorema 3.16 » el corolario 3.17, establecen que Q— esta-
bilizacidn simultinea es preservable por los homoinorfismos f y f, que ademas
preservan descomposiciones 2— copritnas de lis plantas involucradas.

E.- Estabilizaci‘n y la propiedad (pip) (parity interiacing property).

En el articule [1], Youla et al. mostraron que una planta propia es fuerte-
mente estabilizable si y s6lo si no tiene cancelaciones de polos y ceros inestables
¥ satisface (pip) (parity intelacing property).

Definicion {'na funcidon do Transforcncia salisfuce pep s1 endre cualesquiera
dos ceros reales o neqgativos, (incluyendo los ded tufinto} la funcion tiene un
nimero par de polos positivos reales (ncluyendo la multiplicedadd).

En [3]. Wei prucba el siguicnte lemma, que caracteriza algebraicamente la
propiedad pip de una funcién de transferencia.

Lema 3.22. Considercmos tres polinomios mutuamente, coprimos en C+, Fy (s8), Fa(s)
y Fa(s). Eristen dos polinomeos Hurwitzhy(s) . 4ho(s) y un polinomio g (s) tales

que
Fris)hp(s)+ Fo(s)jho(s) -+ I{s)y(s) =0

: c . Facss . .
st y solo s Frira satisface pp.
Para ja demostracion ver [3].

En este misimo articulo Wel prueba varios teorvmas, algunos de los cuales
extendemos en un teorema posterior.

Antes extendemos el lemia anterior.

Lema 3.23. ¢ nsideremos tees polinomtos mutuamente coprimos en C* | Fy (s), Fa(s)
vy F3(s). y supcengamos que cristen dos poltnomeos Hurwitz 1y (s), ha(s) y un
polinomio q (s), tules que

Fils)hy(s) + Fa(s)hals) + Fy(s)q(s) =0
entonces:

Fatgatad)

a) Fiin o teasT satisface pip puara cada qo(s) € R[s] tal que hy(qa(s)).
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ha(gn(s)) son polinomios Hurwitz y Tio(qa(~5)). Tis(qo(>)) ¥ Taa(qgo(s)) ne
donde Ti; (s) = MCD{F,.F,} (mdruno comin divisor de

trenen raices en C'F .

Fi F3)i.j=1.23.

a

s . .
Fraswaias; satisface pip

b) La condicidn bdsica del lema es cquivalenic a que

para cada a € R+ — {0}.

Demostracion.
(s) ¥ F5(s) sean mutuamente copriumnos en C'F, significa que

Thia(s) . Tis(s) ¥ Tuu(~) no tienen rafces en C4, donde

a) Que £ (s).
los AMC IO

Fils) = F(s)Fa () pl (=) = P, (s) F5(8) i 7 =1,2,3.

s que T3 (qo (s)) no tienen

2.i) preserva W CD's y

Ahora de las propicdades de homaomorfismos
tenenios giue ol homomaorfisimo 2

radces en °F
Frlqo(s)) I (o (8)) + Falqu ()Y e (qo(s)) + Fa(qo(s))qg(qo(s)) =0

ademiis como /1y (qo (5)) ¥ fia (qo(~)) son anbos polinomios Hurwitz por
o Falguialt ST :
. > » : e
el lema 3.22. YTty AN TR Y satistacen pip.
b) b)La prucbha es badsicamente laomisia, peco debemos agregar que 75; (as)

no tienen raices en CF v que como f(s) = us es un automorfismo de R [s]
preserva polinomios Hurrwitz por el

(mas aiun un automorlismo cn N) oy
lema 3.22 tenemmos la equivalencin. O

A continuacidn dadas plantas
Ny (s) Na(~) ANy (s)

2 (&) = a———" [ (n) = ———e—— N) = ——
Pils) = por ) = iy Y ) D5 (%)

tales qque no tienen ceros en connin. (o polos) en contnin en O+, definamos

Frj(s) = N, ()0 (s) = N, (s) Di(s) i.j=1.2.3.

Teorema 3.24

satesface prp sty solo st py(as) y po (as) son simultdneamente

y
zables para cada u & ®% — {0} .

a) ~ )
estable
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b) 5% 7%‘)’—&1%—, salisface pip. entonces py (qo (s)) y pu{yo (5)) son stmultdneamente
Ni(s)Va

estabilizables para cada gy (s) € R[+]. quc satisface:

i) I“l;A(qQ(s)) ¥ N (qo(s)) son polinomios HHurwilz donde Iy (s) Ny (s) +
ha(s) No(s) 4+ Eio(s)yl(s) =0 (ded lema 3.22);

i) SiT2(s) = MCHp (5) pois)) ca R(5), entonces 1y (ya(s)) no tzene

cervs en comiin, ni polos cn comdn en CF

c) Supongamos que £i2(s), Eon(s) y 551 (=) son muluamente coprimos en Ct.

Si exesten tres polinoniios fHurwdds iy (s) ho (5) y higis) tales que

FErio(s)hy () + Fas (s e (o) + flas(0) By (5) =0
entonces py (qo (S)) . pa(qols)) 4y palgo(~)) son semulldneamente estabiliz-
ables para cada qu (s) € R{s) tud que

i) /1y (qo(5))  ho(qu(s)) v hia(qo(s)) son polinomics Hurwelz:
i) SiTuy(s) = MCD{E 0. a1} s(s) SMCOD{E s, Eaa) y Tiz(s) =MCD{Ea,, Ez2s},
entonces Tha(qo{s)) . Tis(qol(=)) y 112 (qn(s)) no tienen ceros en C+.
d) La condicisn intcial ded inciso anterior ¢s equiralente a que py (as) . p2(as)
Y pafas) scan semaltdueanmonte o~stabdizables para codae a € R — {0} .

Demostracidu.

a) Por el leman 3.22 existen /iy (s) ¥ Lo ts) polinomiios Hurwitz y un polinomio
q(s) tales que Ny (s)hy(s) + Ne(s)ho(s)+ I12(s) g (s) = O, ahora por el
teorema 1.3 de [3] ¥ el lewna 3238, ) g (as) ¥ po (as) son simultdneamente
estabilizables para cada o & 1Y — {0},

b) La demostracién es similar al inciso anterior. pero ahora usamos 3.23, a) en
lugar de 3.23. b).

c) Usando el teoremma 4.6 de [3], ¢l hoecho de que homomorfisimos de aniltlos
(definicidén 2.2.a)) preservan sutnas. productos ¥ constantes y el lema
3.23.a), p1(qo(3)) . pe(qu(s)) ¥ patgo(s)) son simultineamente estabiliz-
ables si cumplen <) i) v ) ii).

d) Lademostracion es similar al inciso anterior, canntbiando 3.23 .a) por 3.23.b). O

El anterior teoretna 11os muestri s Gmo se pueden extender los teoremas de
Wei, debido al lema 2.23 que biasicatente mestra cdimo la propiedad (pip) de

funciones de transferencia es preservable por homomorfismos.
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A continuacion presentamos una generalizacion simiple del teorema de esta-
bilizacidn simultdnea de tres plantas de Wep (Teoreiaa 1.6 cu [3]).

=)

Teorema 3.25. Secan p) (s) = &—(;7,4.,,;;,,,(5) = 1w > 3 plantas tales

que

E.j(s) y Fie (5) son coprimos en O+, st i #F 1l y/oj#E k coni, jl.,=1,...,m.

Las m > 3 plantas son stnullincamente estabilizables st y sdlo s1 eristen
W ha(8) teles que la matres

polinomos Hurwetz hy (5).

b (8) o ts) iy (5)
A= Ny (s) N (5) s N (5)
) (s) Da(s) o Dy ()

tiene todos sus menores de (3 x 3} de mdrima dimensidn iguales a cero (que es
equivalente a que el rango de \f sca menor que tres y que la matriz Af no sea

tnvertible por la derecha).

Demostraciéon. { Necesidad) si existe un compensador e (8) = 7}%} que estabiliza
apr(s) P (s), entonces N, () No(s) + D (8) Do (s) = b,y (8) para i =
1. ..omcdonde [y (s) .. 2, (s5) son polinotsios Hurwitz, notemos gue
1™ A IoN
: = N, . + . :
Ay N D,,
por lo que cualquicr subconjunto de tres L's. iy h, y he son como vectores
hi N Dy
b linealmente dependientes de los vectores N ¥ D; con
.
N D

My
i, j.k indices que indican la columna (de izquierda a derecha) de la matriz A,

por lo que todos los menores de 3x3 son cero.
Supongmmos que existen polinomios Hurwitz Ay (s). ..., hp, (5)

3 iguales a cero. entonces

(Suficiencia).
tales que la matriz M tiene todos sus tnenores de 3
para un menor cualquiera tomado de las coluinnas ¢ & cou 7. J &k entre 1

» diferentes, tomemos (1 < j < &)




Eihi + Eriiy + iy = 0 ademas
EiiNe + Eey N + Ejf Ny =0
EyyDe+ Eey Dy + EjcDi = 0 luego. Ny < (1) —he x (2), D x (1) — he x

3 (3) dan E,j (hiN, =l Ne) = — Exi (1 Ne — ha Ny) v Eiy (D — heDe) =
—Eri(h; Di — hi D)) como £, y Iy son copritnas en OF, tenemos que

4. ByNi = b N, = B D

5. A, Ny — he N = ~ 1, -

6. hyDi — hel)y, = — I Ns

ToohiDi = he Dy = Ei N

Ahora si forinamos /2 =< (1) — .\,

Eqj (D- Dy + N.\yy de donde .V

que
NN+ DD, D = D

estabiliza simultancamente a las i plantas

N

para i = 1.1 por lo que ¢ = 5=
N Drhu—Dh
Noo= e o

y adeiniis

El anterior teorema os una generalizacion muy simmple del resultado de Wei
para estabilizar tres plantas sunultaneamente. pero no dice cénmo obtener los
polinomios Hurwitz hy (s)..... 0, (s). Sin cinbargo tiene la gracia de ser para
m > 3 plantas, lo que es una novedad hasta donde sabemos.

A continuacién lo extendemos de manera stunilare al teorema 3,24,
Toeorema 3.26. Suponganios {us nmiesnras hapateses ded Teorcnra 3,25, St eristen

polinomueos Hurwat: hy (<), . hy (s) tades que la snadre: Mo (de 3.25) tiene todos

X3) mdrima donension iqualcs a4 ccro.

sus menores de (3
a) Entonces py(qo(+)).....pm (qu(s5)) son sanultancdmente estabidizables para
cada qo(s) € R [s] tal que

i) Ar(go(s)) ...l (qo(s)) son polinvmios Hurwit=;

ii) &~ '[‘."J’ (Y= MOD{E . ). cutonces 'If"]" (qu(=)) tto tacnen ceros en CF

con N vrartando de f..0 ., m.
e lo de 1



b) Si y sélo si py(as),....pym(as) son stmnultdncamente estabilizables para cada

a Rt — {0}.

La demostracion es una geaeralizacion simple de 3.24.a) y 3.241.b).

Este resultado (como otros anteriores) nos perniite ver como aiin cuando
sarias y suficicntes, podemos extraer mids informacion

tengamos condiciones nece
por medio de homomorfisinos adecuados al problema.

Ahora damos una extension de los principales resultados de Wei (Teorema

4.4 en [3]).

0 N\ - N
Teorema 3.27. Scan py () = U‘:”' g ope(s) = Tl_l—‘T, dos plantas que no tienen
\ A
cristen polinemos flurwitz fy (s)

ratces reales en O+, tales que

comun en C'F 0y supounganios que

ceros cn
no trene

y ha(s) y un polinornio hy(s) que
Ni(syhy (s)+ Nu(s)ho(s) + Fya(s)ha(~)y =0,

a) Sty solo silas dos plantas pp) (as) ... po{as) son sunuwltdncamente estabiliz-
ables por un compensador que no ticue polos reale s anestables para cada
ae Wt —~ {0}

b) Fntonces las dos plantas py {as + ) y palas +b) son stunultdnecamente es-
tabilezables por un compensador que no tiene polos reales tnestables para

cada para. b e N+ ~ {0} .

Demnostracicn.
3] tencimos que con las condiciones sobre p vy

a) Por los teoremas 3.3 v (1.4 de
pa. estas plantas son simultancamente estabilizables por un compensador
que no tiene polos reales inestables sty solo st existen Ay, Aia ¥ ha como

Iy = 0, huego como el homomorfismo

antes tales que Nyhy + Nyl + 1
s —— as con a € N+ — {U} es un automortisino de S, tenemos e} resuitado.

a. b € R+ — {0} es un eadoortising de S
con parte real positivaen ceros del misito tipo o en ceros estables (donde

b) Tomando en cuenta lo anterior ¥ que ¢l homomorfisino s -—— as 4+ & con
que manda ceros complejos

estanios suponiendo que las partes nuaginariis son diferentes de cero),
(s}

entonces se signe ol resultado, 4O



Como antes notamos la potencia de los indtordos agui propuestos, al extraer
mads informacién a un teorema de condiciones necesarias y suficientes.

Para finalizar esta seccién, presentiatnos una extension simultdinea de varios

resultados del articulo [15]. de Chockalingam-Dasgupta basados también en la
propiedad pip. Para esto introducunos fa signiente notacion:

P(r.s)= {p(»'.

=" () smTr /e € f‘}
=1

Q¥.s5) = {,,(.s-,._-; =4 3 ()t e e w} .
=1

Las hipercajas paralclas a tos ¢ jes.

'= {7 = irnd /7" <0 <o)}
U=9qu=(t.oe)t /e < e < 0f

Los cocficientes p; (5) ¥ g; (¢) son afines en los elementos de v y ¢ respectiva-
mente, por lo que P (17 s) y Q (¥, ») sun politipos independientes de polinomios.

P ) o= {p(s0.3) /p(s.3) € p(l.5)}

con sg € C fijo,
QW . s)/ay = {u(s0. ) /o qls. ) € Q(L.s)}

Estos conjuntos estan formados de los elementos de 2 (T, s) vy Q (W, s), eval-
uados con el mumero complejo sg fijo.

Alora danos una extension parcial de los Teorcmias 2.1, 3.1 v 5.1 de [15] en
el siguiente resultado después de dar i notacion necesarian para éste.

Sea T (K. ¥, 5) = {.’;%T:_:/l'(“) € (1. ~) vy yg(s)€E QY. s)} y sean CSP2{s}
(respectivamente CSQ2(s)) el conjunto dv raices cn C'+ de todos los polinomios
esquina de P (I'. %) (respectivamiente Q(W.s)): y las tutcrseccroncs aisladas, si

éstas erwsten, del conjunto de rafces de las aristas de (I, s) (respectivamente
Q(W.s)) con el eje tinayinario.

Teorcnin 3.28. St o<,
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a) Cualguier elemento de T(I'. W, as) x5 furrtemente estabidizalbile y ¢s adem
estabilizable por un compensadur que no tiene polos reales inestables a

R+ — {0}, 52 y sdlo s:

is
€

1) Cada miembro de cualquier arista de P> (I'.as) es coprimo en CV con
cada miembro de cualquier arista de Q (W, as);

ii) 0¢ P(F.as) /s, para ningin sy en ("S£22(as):

iii) 0 ¢ Q(W.asj /., para ningun so enCS5Q2 (as):

iv) £l cociente de cada esquina de £2(1.85) con cada rsquina de Q (W, s)
salisface pry.

Teoremas 2.0 y 3.1 de [13] » 1.2 de [3]. tenemeos

Demostracidn. Combinando los
el siguiente resultado:

Cualquier elemento de 7(F, W s) es fuerteniente estabilizable y ademas es
abilizable por un compensador que no tiene polos reales inestables si y sélo

5
si 1) todos sus miembros son libres de cancelaciones de polos y ceros inestables

y 2) todos sus miciabros satisfacen pip. & usiawdo ol Teorema 5.1 de [15]. que
establece: Todos los miicmibros de 77 (17, W, 5) son libres de cancelaciones de polos
1) 22(1.5) /., no contiene al cero, para cada sy en

y ceros en C'F sy sdlo s
CSQ2(5).2) Q(W¥.s) /., vnoconticne al coro, para cada sy en 822 (5), 3) cada
miembro de cuaalguier arista Jde 308} ¢x coprimmoe en CF con cada miembro de
cunlaquier arista de Q(W.~). Ahora usando los dos resultados anteriores y el
lema 3.23. b) tenemos el resultado. tomando en coenta que por el lema 3.22 los

denominadores (elementos de Q@ (W, ~)) e i condicion iv) deben ser factorizados

enn dos partes. para preservar la propiedad paip. ©

La primera observacion es que la condicidn 1) puede ser relajada usando un

argumento similar a 3.23. a) pero para unaanfinidad de polinomios. Segundo,

sintetizamos varios resultados de [15]) v [3]) en uno solo. v los extendetnos parcial-
mente. Tambicn observinnos que podermos cmnbinr (1s) por (as + b) usando el
22 v el hecho de que coprinnidad on €7 es preserviddial por la sustitucion

lemia s
de (s) por (as +b) conu >0y b > 0.

3.1.4 Ejemplos.
En esta seccidn presentamos ejemplos de algunos resultados relevantes de las

secciones anteriores,

Comenzaremmos dando an ejergplo del corolario 2.7.a):
Ejemplo 4.1.- Sea N (s.7) = &% + [1.2]-% + [2.3] s + [1/2. 1), los polinomios

[y



de Kharitonov son

Ai(s) =14 25 4+ 5+

ku(s) = 172+ 3o 4+ 2a% + &

¥ en este caso cointo el grado de fos polinomios s 3, solo tenemios que verificar
que k4 (s) sea estable por [IT]. o cual es evidente. Ahora por el corolario 2.7,
a). la familia ((..s)“ + [1.2] (as)? + [2.8] (as) + [1/2. 1]) J () = (as+b)° +

[1.2)Cas + 6)% (es + d) + [2,3](as + &) (eo + d)? + [1/2.1](cs + d)® es una fa-
milia estable parametricada por a.b. e, d € T — {0}, Explicitaiuente teneimnos

-3

a® + a¥c + 2ac? + T a® + 2a¥e + Buc? + ;'3] EHE
[Ba?b + a?d + 2abe + 2020 4 Qacd + 3/2¢2d . 3a?b + 2a?d 4+ dube + 3c2b+
Gacd + 3c2)s% + [Bab? + b%c + Labd + 2ad? + hed + 3/20d? . 3ab? + 26%c+
dabd+3ad? + Ghed + Bed?]s + B3 b+ 20d% + 4203 4+ 20%d + 3hd? + d3)

Como es de grado 3. solo tenenos que verificar ¢f polinomio de Kharitonov
Ky (5) de esta familis estable. lo cual =e verifica sy solo si (3¢?b 4+ a?d +
Zuabe + 20%b + dacd + {)-
(3ab® + b2c + 2abd + Zad? 4+ Abed + 3/2¢d?) >
(a® + 2a?c + Bac? + 3) (b3 + 20%d + 3bd? + )

raacbe.d € RY — {0} (usando
hora si tomamos ¢ = b = 0 ¥
34 [a?. 2a?] s+

» estaltima desigualddad es fieil de verificar, pr
paqueteria apropiada oo Mathemation (IS)
d = 1. nos queda la fanilia paraanetnizauda por a B — {0} o
[2a.3a]s + [1/2, 1] sus polinomios de Kharitonoy son

3

“+ ats

= 1/2 + 2us + 2a¥s? + o?

kiy{as) = 1 + Bas + o~
ko (as
Ay (as

Aa (as) =

It

y en particular paraa = 1 los polinomios de Kharitonov originales &y (s) . k2 (s) . k3 (s)
¥ k4 (s) son estables, por el Teorema de Kharitonov, cotno establece el corolario

o=

2.7, ¢).

Ejemplo 4.2.- Sea Ny (s.a) = [3.4]5% + {1.2]5 + {1/2.1] una familia de poli-

nomios estable como e puede verificar linalinente de sus polinomios de Kharitonov.

Tenemos que

Navas +b.@) = [3.4](as + b7 + [1.2] (as + b) + [1/2.1],

Lix



la cual es una familia estable para a. b € R — {U}, como sabemos por corolario
2.7, b). Por el Teorema 3.2, a) para Jis = as + b tenemos que

Ay (as +6.@ ) = [1/24 6+ 307 + 63 = 07 1+ 26 + 167 + 268 5 9] +
[1+ 65+ 362 + 1832 + 8b + 66% + 463] j + [3 + 30 + 652, 1 + Gb + 6b7] j5

Ay (as +6.T ) = [1/24 0+ 367 = 03 + 07 1L+ 20 + 163 + 209 + 6] +
([1 + 66+ 36% + 4832 + 86 + 6L + 169] + [—4 = Gb — Gb*, =3 — 36 — 66%] ) 5

con § = as son familias de polinoniios estables, como se puede veriticar usando
el Teorema de Kharitonov para coeficientes cotuplejos {17], para a. b € R+ — {0}.

o — . ds?ane . R _ A4234 5
Ejemplo 4.3.- Sea p(s) = = 5522 una plaita con n, = S50
EYpS
y dp = ;ﬁ—"——‘—, (‘l«tr.unpnrv 1y (5) 4+ dp(s) = Lpor lo que ¢l compensador
¢ = 1 estabiliza sninultineariente v robustanente a p(s) por ol corolario 3.17,

a) y b). Explicitamente como

S8 ST s+ 2 = (e 2) (s 4+ 1)
np (g (s)) +d(q(s))y =1y
np () dp (@ (8)) € S (y(s5)) € {y(s) € W[sj/q(s)+ 2y q(s) + | son estables}

ademids n, (Jes) + o, (Gles) = 1oy v (ia) o (Ges) 2 5 para k= 0,1,2.
a, b,e.d € RY — {0}, ad—bc #Vy n,(as)+dy (ays) = 1Ly np (0s) . dp (ays) €

= germaeesun TG o€ RY — {0}, i=0.1,2

S por proposicién 2.1 con ;5 =
Finalimente

“‘)es

(2

b)—{»—rl,,(% =1y

rp (_
gl s

Bald o {;‘ € R (5) /(po(s) + yols)) ¥ uu.(w + 2q0 (5)) =on estah k‘%}

PETCH quta)
Ademdis, cada rnlnp:-n\.ulor constante (o= fs = BNY ~ {0}, n. >0 ¥y
d. > 0 tal que 20n,. > 2d.. estabilizn \lnxnll.tnm\nu ate y rohuslanu*nle’ ap(s).

En particular para

s 4+ (SU+ D) s + 07
S BosT 4 3L 08 42

¥ p(s+1b) =

plas) =

sitomamos a=1+& ¥ b=E& conl <& << | pademos observar el tipo de

robustéz que contentarmos en los resultados anteriores

11y



Si tomamos diferentes sustituciones, por ejemplo.

; dafadbiNab+Gain b’ w0
plas +b) = ST

p (s + 1)F) = Tetiie

BIRE S B S Sl S TR o B b e <3 |

p(s+ ¥ (s +2)) = s+ av 21 +2

Estas plantas son estabilizables por ¢° = % £ B como lo definitnos antes,

aqui podemaos observar estabilizacidn \Inlulldllt .

Ej(‘.nlplo 4 4.- Ahora ronsi-ivrcnnns ol problema de estabiizar cuatro plantas

pi(s) = S pe(s) = FEfr o ps(s) = 2 EEEL S v () =
Como Eja(s). 2ha(s), Eas(s) . Lra(s) . Eug(s) &
tuamente en C+ y

bt
Fyy (8) son coprimos mu-

hy(s) fia () iy (S) fg (5)
Mo = Ni(s)  Nu(s) Na(s)  Na(s)
Dy () Dy (s) 125 (-) D4 ()

+ 10s 4 13, i (a) = &
4 1057 + T + 1 Jig (&)

hy(s) =
hay(s) = st + 7

185 + 11

que son polinoniios estables, si calculamos los menores de 3x3 en Mg todos valen
cero. por Teorema 3.25. [as cuatro plhiuitas ~on sinallinceamente estabilizables

E) 1
por C'(s) = 435

Ahora por Teorema 3.26. a) py (¢ (=) . pe(q(s)) . palq{s)) ¥y pa(g(s)) son

simultineamente estabilizables por g, (s)) para todo yo (s) € R [s], tal que
Ay (qo(s)) ... fralqu (s)) son estables v £ (ga (=) s (qu(s)). Fza(qo(5)), E14(qo (s)),
Eqq (g0 (5)) ¥ E.m (76 €5)) son simultdneamente copritnos en ¢+ en particular si
qo{s) = as con a € ‘RY — {0} . py (as) . ... pg(as) son sunultdneamente estabiliz-
ables, entonces py (s) ... pa(s) tambidn lo son. Tomemos por ejeinplo go (s) =
as con a € Rt — {0} /iy (as) ... fiq(a~) son estables, f2yy (as) . ..., Ezq(as) son

simultidineamente coprimas en CF. por o que
. Zas + 1
C(as) = __:_:_.
s+ 3
estabiliza simultdneamente a py (as) ... pa(as) para toda a € R+ — {0} .
3.1.5 Conclusiones
anillos conmutativos, v los grupos de automorfis-

Usando homomorfisimos Jde
mos de R (s) ¥y S probamos que bajo restricciones nifnimas, podemos preservar
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estabilidad de funciones de Transferencia (continuas, lineales invariantes con

el tiempo y SISO) y polininios. también preservamos factorizaciones copri-
e] Terema de Kharitonov,

mas, en consecuencia extendemos varios resultados
el Teorema de Anderson et al que relaciona estabilidad de polinomios reales y
complejos, el Teorema de la caja de Chapellat et al, estabilizacion de familias
de plantas por compensadores de orden cero ¥ uno, caracterizacion de familias
de plantas SPR. estabiizacién de familias de plantas estabilizando una sinica
plantay determinacidn del conjunto de compensadores que estabilizan a una fa-

milia de plantas, probamos que cualquier compensador constante que estabiliza
stabiliza sioltdineamente

a una planta tambidn la estabiliza robustamente. ¥ ¢
una familia infinita de plantas obtenidas de la original por sustitucidn., damos

una caracterizacion para estabilizacion simultdnea de rn > 3 plantas y damos

algunas extensiones de resultados para estabilizacion fuerte y simultdnea rela-
9 Y

cionadas con la propiedad pip. Por otro lado. tenemos que la preservacion de

la coprimidad. implica la presecvacion e la controlabilidad y la observabilidad
del sisteina, sustituciones por as + & preservan formas candnicas controlable,
observable y de Jordan, pero hace estables raices inestables y» raices imaginar-
ias las hace comiplejas. sustituciones por %5‘ preservan la matriz de estados
de las mismas formas canonicas, pero agrega ceros de tal manera al sistema,

que el orden reliativo es cero. ¥ tartnbien hace lo mismo que la anterior con las

aices inestables e maginarias, ambas modifican Ia ganancia » existen a, b, ¢
tales que cualguier sistemna es estable

¥y d, positivos y adecuadainente grandes,
y de fase nunimia, si el sistema solo tiene polos y ceros reales.
sustituciones preservan sisteimnas de fase nmitna, Finadoente notemos gque este
enfoque no depende de la region «de esiabilizacion ¥ se puede extender a otras
Esto muestra ol poder de estos meétodos,

Ademas ambas

propiedades y mdtodos algebraicos.
que en resamen perriten obtener “resultados nuevos™ de resultados conocidos,
pero a partir de las misimas premisas de los segumidos. La investigacion futura se
enfocard al caso de plantas MIMO, plantas discretas en el tiempo y su aplicacién

a problemas de ingenteria de control.
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3.2 CONCLUSIONES DEL CAPITULO 3

Ademas podemos agregar que la extensidn al caso multivariable. se hace usando

teoria de categorias, explicitamente, categorias de modulos libres sobre anillos
Por otro lado, usando la teoria anterior y

1993,

conmutativos y functores aditivos.
algebra corumutativa se puede hacer uni teoria que nos de informaciéon para

des multivariables, oo parctie Jde sistemas lineales escalares, lo cual
Finalmente, podeimos dectr que este capitulo, al
obtener nuevos resulftados

sisternas line:
es poco usual e interesante.

igual que los anteriores. presenta un cunfoque pa
a partir de resultados conocidos y» bisicamente bajo lias mismas hipdtesis, es

decir. preserva propiedades fundamentales y téenicas bisicas, para obtener mas

informacion a partir de resultados conocidos.
CONCLUSIONES Y COMENTARIOS FI-
NALES

En el capitulo 1. presentitnos unda teorfic lo sulicientemente general para contener

3.3

atodos los sistemas adjuntos. Esta teoria estadia la preservacion de propiedades
fundamentales de los sistemas adjuntos por morflisinos adjuntos, un tipo de

morfisios introducido por nosotros que generaliza a los conocidos y que da una
Tanmbidn se dicron condiciones

estructura a ostos sistemas de cuasicategoria.
suficientes para la existencia de estos morfisinos M se estudiaron en categorias
algebraicas, abelianas y topos.

Es interesante observar que en topos estas propiedides de los sisternas adjun-

tos. se les puede dar una interpretacidan en las [Opicas asociadas a un topo, por
ante considerando los vinculos

ejemiplo, Iogica temporal [, [2] 1o cual es inter
entre control. lenguajes formales ¥ 1Ggica. por ejeniplo. sistemas de eventos dis-
cretos [3]. [M] que actualmente ha tomado particular nnportancia. Por otro lado
entre las posibles Wneas de investigacion a seguir estin. las siguientes; el estu-
dio mas profundo de morfistnos adjuntos, donde ¢l functor es una equivalencia,

o es un isomorfismo. en particular ol estudio de los grupos asociados a estos
sobre los sisternas adjuntos. El estudio de

morfismos adjuntos ¥ sus “acciones’
morfisimaos midas generales que los morfisimos adjuntos. en particular condiciones

suficientes para preservar las propiedades hnherentes a sistemas adjuntos por
medio de estos, condiciones suficientes para su existencia y estudiar su estruc-

tura global.



Finalmente, otra posible Ilinca es ¢l estudio de morfisimos que preserven
propiedades inherentes de A—autdmatas nnplicitos ¥ en general de sistemas mas
generales que los sistemas adjuntos con la idea de incluir familias de sistemas
no lineales discretos nus grandes » de mayor interds en la ingenieria de control.

En el capitulo 2, presentamos resuftados generales para preservar propiedades
fundamentales de sistemas lineales en anillus conmutativos con identidad y en
particular para anillos de polinoinios eon varras varciables y antllos de funciones
sobre riedades contraibles. FEatre las posibles Bneas de investigacién a seguir
estan las siguicntes: ol estudio de i preservacion de propiedades como regu-
lacion, realizacidn y estabilizacion para sistemas lineades sobre anillos conmuta-

tivos. entre otras inportantes propicdades de dstos que podemos estudiar.
Iscunortisinos polinomiales y su accion sobre los

. pensando en su vinculo con la con-
tos para un analisis

El estudio del grupo de
sisternas lineales sobre anillos polinonnale
Jetura de Jacobi ¥y lis clases de equivalencin {Ooebitas) de <
similar al del capitulo 3: El estudio de sistemas lineales sobre anillos no con-
mutativos y preservacion de sus propied: unanotivacisn para ésto es que
sistemas lineales vartantes en el ticmpo (de cocficientes no constantes) se pueden
Finalmente otra posible Iimea de investigacion, es
sistemas lincales sobre anillos con-
~ de elasificacion.

s,

plantear en este contexto [5].
el estudio de “espacios moduli™ [G]L[T] pars
mutativos. ¥ su vinculo con fortas candnicas y problen:

En el capitulo 3. presentamos nuevos indltodos algebraicos para preservar
sistemas lineales continuos, obteniendo

des otros sobre estabilizacidon robusta,

tabilidad y factorizaciones copritnis
con ésto nuevos resultados v extension
simultiinea, fuerte, caracte reiGn de famnitins SPR y plintas pip.

Entre las postbles lineas de investigaciin a segair. tenemos las antes men-
cionadas, extension de las anteriores téenicas al caso multivariable y transferen-

es

cia de informacion de sistemas monovariahles a sisternas mmultivariables; otras
posibles Iineas son la preservacion de las siguientes propiedades: controlabili-
dad. observabilidad. sensibilidad. factorizaciones (inner-outer). factorizaciones
normalizadas, entre otras. por ancedio de Ias téenieas aigebraicas del capitulo
3. Finahmente, otra Hiea adicioual e~ ol desarrallo de nuevos resultados en
extabilizacion robusta, simltGinea, fuerte, v en general, diseno y sintesis de con-
troladores para aplicaciones especificas en ngenierin de contol.

Entre Jos comentarios generales a oste trabajo. vale I pena observar que en
los capitulos 2
continuos o discretos (para wunbos trabagon las téonicas desarrolladas en éste);

en el capitulo 3 dnicamente continuos. Fu cambio en el capitulo 1. la familia es

¥ 3 trabajamos exclusiviunente sistemas lineales, en el capitulo 3

mads amplia. incluyendo algunos sistenias bilineales vy polinomiales, considerados
pitulo,

<como no lineales. pero todos son diseretos en este o
Es posible extenderse a sistemias continuos [R]. v 6sto representa otras posi-
sisteras adjuntas continuos, preser-

bles Iineas de mnvestigacion. trabajando sobre
vando propicdades de dstos y estudiando bos miorfisimos que pee
Por otro lado, en los tres tipos sisternns (sisternas adjuntos,

=lcos) es posi-

Serven esas

propiedades,
sistemas lineades saobre amillos conmutativos 3 sistemas Hneale
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ble llegar al esquema de la accion del grupo de isomorlismos, el cual depende de
cada tipo de sistema y qué categorta o antllo conmutativo esteimmos trabajando,
y estudiar sus clases de equivalencia (Orbitas), con un enfoque siniilar en cada
caso.

Finalmente, podemos decir que en todo este trabajo hemos usado las mismas
técnicas algebraicas para generar nuevos resultados a partir de otros antes cono-
as de los segundos, y hemos usado también téenicas

cidos, pero usando pren
algebraicas para cbtener nuevos resultados, no conocidos antes. Estas técnicas

y este enfoque dan lugar a una nueva metodologia, basada en preservacion de
propiedades fundamentales para sistemas que puede extenderse o generalizarse
a muy amplias variedades de sistemas y contextos de aplicacién. ¢en una gama
de problemas que rebasa completanente los alcances de este trabajo, que es un

priniler paso en esa direccidon.
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