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INTRODUCCION 

El problerna fundanu:·ntal que 111otiva. y da sentido a. este trabajo es el siguiente: 
dado e) 111odelo rnnte111ático de algtin pron~so o sisten1a dinárnic-o de interés. ¿es 
posible inferir o extraer i11fur111aciúu .sobre las propiPdadcs di11;irnicas de otros 
sistf:mas di11::i1nicos con el nlis111JJ tipo dP 111odelo 111att•n1ático. basados en la 
i11forn1a.r.i611 sobre la.._"' propiPdadPs di11;i111ica ..... <kl si~tPJ&1a original. y ~ransforn1a
<"ion("s quP preservt•t1 e.si a ..... prop1t>dade.s?. 

La in1portanciadP e:-.t1_• problcrna. aparPl .. t' dl'S<h· Jos ori>:,.·-.~~·s d·· la fi~~ca, corno 
la conoce1nos hoy, por t•j1~1Hplo. la.s lt>yes d1• la .Jiri;irnica. <le ,;,,.;,.\.vton sor• invari
antes bajo tra.11sforn1:-t.rio1ws galil1•ana . .s, por lo que la._<.; propit-dal..ks <li·.1ámica.s 
d~ len; sistPrn:L.., 1111,-. S(' ri~~··11 por f•:-.ta ..... )t>yt·!". son prt·~•·rvad•i."> haJo PI t.ipo de 
transforrnariorlt'S antt•s nwncionado."-; [l]. lo 111is1110 ocurre con la.<; leyc-s de la. 
Elt?ctrodinánli1..·a de '.\tax ..... ·dl hajo tra11sfor11Hu·io11t-·s dt? l..urenrz [:.!]. De nHu1era. 
n1ás gt_•neral. la física P:xiµ;t• la covariancia. d" !->US lt•yt_•s. '-'s dPcir. qu•~ observadores 
en distintos 111arcus dP rPf1•rt>11cia ··..-,,11 .. la.--> 111i:-.111:L.;; leyes y 1·l 11lisn10 con1por
tarniPnto <liná1nico dt>I si:--.r••11F\ qu" nl.s.-rv:u1 [:~]. 

Para los :-.i:-;fl'flta.'"" din<i111i('os lint·ah•s. i!lvari:u1!Ps cun PI tiPn1po. ocurre algo 
sin1ilar ha.jo la acción d1•l ··1····1·dhal"k J.!;ro11p··. ··s tl•·cir. bajo tra11sforr11acionf's <le 
sinlilaridad Pll Jos Pstadns. ca111hi1'I:--. de l1;L-..'" Pll la.s 1•11trad<1s y r1~troalinH'llt.acior.es 
estáticas 1h• lc:->S C'Sfa<los [·IJ, t>fl r·str· ca.-;n ~·· ¡>r1'.A'rva11 prupiPdadPs, talc-s co1no 
alcanzahilid:ul, ohs1·rval>ili•la•f y otra . ..; ¡1rt>pÍPdoHl•·s. 

En todos los r<L..;ns a111t•rior1·s '""!' ohs1·r .. a la arci<.>11 d•· u11 gra1po (5] suhya
rPntP dt· tra11sf1Ht11a1·in11":-. •1u1· 1l•·J;tll i11..-:iria11t1·:--; la .. -.. pr••¡•it•da.dPs dinr\111ira.-.; Je 
estos sistP111a.-.. (nu 11r•c1•;-;aria111t•11r" toda ..... la.-.. prnpi .. dadr•:-.). y rná....; gt•t1•·r;-..Jn1,•11ff", 
ohserva111os co11ju11tos dP t ra11~for111ario111•s qu1_· pn·st·rvan alguna..,; propiPd~cles, 
difcre11tto·s tra11sfur111acinnt>s presr~n:a11 1•11 µ,1~ur·ral. dift>r1·11fl_"s propieda<lr•s. 

La intt>rpr1•tació11 vari·a d1•¡H·11dir·11du d1•l cu11!1•xto. por 1·jP111plo. c-11 la física 
f-•s "I n1is1110 fo.istt>111a, f11•ro t'll 111an·os de r1•f1·r1·11cia ·lisrintos (observadorrs dis
tintos). t•n carnhio para la i11.co;••11i•·ria 1l1• co11I r(>I. l•L""' tr:i.11sfor111acio111~s dan lugar 
a si.stc-111a ... ..; linralt'.S distintos. 

El r·~t udio de t>st.a.s n.ccic>nt•s de ~rupt:>s. pla1111·a 1•! problt•111a. de detcrn1innr, 
si PXistc 1111 conju11tc:,, h(L->ico dt~ "Órhit<L-> ... 1_-s Jccir. cla ... ->t~s de cquiva.IPncia. de 
sistt~rn:\.S. a partir dt·I (·uaJ !-.P p111•da inf .. rir todoL-,; l•L"" d•·111<Í...s od,ita .... ":i y encontrar 
C"I algorit1110 qlll' h:tc(• p:-;fo. pn•s .. rva11do l:L.;; propic1lad<·s din;í.111i<:"a.s. I)esdc- un 
punto de vista. rn<is gPt11•ra.I. nos in t t_•n•sa 1·:-.t udiar t ra11sfnr111a•-inn1·.-.; 'llJC prest•rven 
propiedades di11<Í111ic<-t...""' t'Sp••cifica.s. •'11 11u1·:--.tro C•L""'º· de i11t•·r1::,, para. la i11grui1•ría 
de control. 

La rclcva.11cia d1· ,~:-.rt· probJ,•111<-t. radi1-a t'll t>) hecho dP quP ba.sados t•n el 
conocirniento de un :-.1stP111a ini<:·ial dt> i11t•·ri:s. l:L-; 1•ropi1•dadt>s di11;í.111icas de t~St.P 
y t ran:-.fort11ac1011.-.s quP bL..; pr1·:-,1•rv1·u. pud1·1nu.-. t ra11s!i·rir la infortnaclÓn que 
tenen1os del s1stt>111a inicial .t utrns ~1stt·111;L-;. v i1di•rir 1111t•va i11for111ación a partir 
dt" la qu.-. tenernos dPI si.-.t••111a orip;inal 

Jla ..... ta ahora i>) proldr•111a SP ha pla11t1•ado en 1111 C(.H\l('Xlo 1nuy gt:"neral. en 
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este trabajo nos li1nitar, .. 111os a trf's tipos de si~tt•rna. .. ..,: siste111.'"l.-,o adjuntos sobre 
categorías (a.utón1a.tas), sistPn1as JinPalt•s, invaria.ur, .. s en t->I tif•nipo sobre anillos 
conmutativos y s1stern<L'i lint•ales. invariant•"'S'-'ll PI Lit•rnpo. continuos. (clásiros). 

Aparenlt"tnentP t->sta st·f,~cción es a.rhit ra.ria. JH~ro uo lo t'!'i. En uu articulo <¡llf! 
resume resultad~ sobre '-'stos t rt.•s tipos <k· si~t1•111<L'"> y otros. Arbib y :\f anes ([16j) 
establecen prrc1sa11H'flte qui• 1111 n1arro unificado y adf•cua.do para estos :-;istPn1as 
dentro del contexto dt>I .:i.lµpbra ah:-.t rae ta. 1•s l<l t••oría dt> la..,; catt~goria..':l. lla1nado 
el enfoquP catc-g¿rico. <"11foqur· qui• ta1tdJi1"•11 Ps 11:-;a.du por varios autorc-s: por 
eje1nplo, para. n1áquin<L., y a1110n1<lta .. .,. r·u ca.t1•goria ...... lo usau ;\<l:inwk y Trnková 
[7]. Arbib y :\Janes [8], [U]. [10]. [11] y [I:!]. Eil•·11ber¡; (l:l]. Ehrig [H] y [15]. 
Gogu<'n [IG] y [17]. Giv•• on flt<] y [I~I]. llainhrid¡;" [:!U], Tholc'n [:.!!]. \\'and [22] 
y et.ros . Pares. sisr"n1a.."' litH•alt>s sohrP anillos cu11111utativos. tf'llPlllos a Sontag 
[2:3], FJi,•ss [2·1). \forst• (:!.S]. Houcl1al•·a11 1•l al [:.!tj] y [:!7]. Brt•,.,.·,~r et al [2~]. [29] 
y [30]. Byrn•'s [31] y [3:.!]. B11n1by <'tal [:!:I]. C'lii11g y \\'yman [:l·I]. l!a11tus [3.5]. 
Kamen (36J. Kalinan [:l7]. :'\:audr <'! al (:11<], [:l!I] y [-IU]. Ta111w11baum [·11] y [·12] 
y Eising f-t:I] ''llf rt"' otros. 

Para ::;;;~trinas lirwalt>s · ~ja d1~ co111rol. tP11t>111os Arhih [.1·1J. Arbib y ?\.(an~s 

[V]. Kal1nan [a~J. (--1.~]. [ i7]. Z;uh·h y D1•s<)l'r (-1~]. Zt>igPr [-H>J, Eilenherg 
[13]. Fliess (:lo). Ht_•y111a11 t·Jlj .. \lors1• (:-"J:!J y \\"011han1 [:>~J}. (5·1] y (5:>] P.ntre otros. 
Par-. no ci1ar 111<l.s aucun·s. ti11ica111 .. 11t'· co11w11t:u·1: qut> Pstá hiPn Pst.ahlecido 
F;"n lPoría. d,• control. f'I JHJ•f1.•r y Jo:-; IH'll1'fil·ios dt· 1;sar ht>rr.-unicntas corno e) 

álg:t_~hra abstracta, la g1'onwtría. ,.J a11;\Ji..,is n1a11•111<Íti,~o} la topología, con10 lo 
derr11J,·stra11 Ir.....; di~.tint;L...; :iri•:L;..; d" la i11g .. 11i1'rÍa de conrr"I 

En t'Sft> t rahajo co11cr1•I :11111•ntc 1•s1udiar1·11111s JlllPVa.-.. t ra11sfur111acior1Ps (no 
PXi:->tt•nlr•s •'ll la literatura a1·tual) qtH' pr•·.-..,•rv•'ll a!ra11zal1ifi1la•I, cu11tr0la.bilida.<l, 
obsc-rva.hifi1lnd, rt>alizac-io111•s 1111'11i111a.-.. v ··:u1(·111i··a .. -... ··~1.ll,ilidad, fa.c.:t.oriza<"ionPs 
copri111as y otra .. ...; propiPd;ad1·s. Por 11wd i .. o d(• ••:->t <L-.. 1 ra11sforn1acio11t_·~ oht.endrrn1os 
nu1•vos r1· .... 11Jlados a partir dr• n·~ulradus co11ucido:->, JH•ro h;í..-,,ican1t•utP con la.."> 
1-.1isn1a.;..; liipc."itt>si~ de le~ s1·gundos. pur lo qtJP, 1'Xl•·11dPr1•1J1",.; dila a111plia variPdad 
d1• rt·sultado~ ,.xist1•1111•s 1·u Ja lit1·ra1ura; 1·sto Ju 111c·~·.fr;tr•·111os a Jo largo dr estP 
trabajo. 

J>ara lf1•vn.r a cabo 11111•:-.!rq:--. ,-)/1j••tiv":-;, 111011t;u·•·111~,:--. lu:-. tri·:-. tif10S dt• sistf>n1a..5 

sohrt_ .. t•structura..':i Jo sufici1·11!1-·111t·11!1• g"111•r;iks par<l l"-"J1•r n•alat·iuna.r totlos los 
sisten1as dP 1111 ri1isrno tipo; t-st:L...; 1~str11ctura .. ...; son l:L"' •ar··g;oria ..... (\.·cr [GfiJ), por 
lo qu" la ht>rran1i1·11 ta 1-011¡1j11 t'Il todo ••I f rabajo :-.r·r;i la t1.•oria. bá....,ira de la.o;; 
categori<is: adt•11i;i.s 11sarl'n1os un poco d1• álg1'hra co11111u t at i va. ;i)gPhra 1 in Pal, 
teoría de anillo:-; y r11<.'Hl11los y topolo.1.;Ja; por Ju qui· <l co111i1111aci<.in sug,..rín1os 
una serie de libro:-.. para los l1•ctnr~·s 110 fa111iliarizadu.-.. cu11 alg1111a o alguna ..... dP 
las herran1ú·nlas ant,-.s 1111~11cio1uHf:L-... 

Para tPoria. dP cat Pgoría ..... s:1g<'rin1us h:L.-..ica.11u·n ti• los prirncros capítulos del 
libro [Gi-i) y para con1pl1•tar los lil1ros [07]. [.~,,qJ y [0!1J. Para ;í.Jg••hra conn1utativa 
bú ..... ica111'-'llfe [LiU] y ad1cio11al111t·11t1• [til] l':Lra :ilJ!.,t>hra li11.·al ...,ol_ire a.niJlos con
n111talivos f¡j:!J y pnra ;i.J.c;ehra linPal P-..t;iu.Jar [ti:q y [1j.JJ. Para t1.•oria de anillos 
y n1ód11los (1j.~)J. Fin•dllll'lllP para topulogÍ<l [tJO] y [t~7]. 
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Para la presentación de est.e trai_,ajo. le va111os a pf'dir al kcror atenlarnente, 
que haga u.so <le 5U pacit•11cia., debido a. Ja. for111a particular t•u la qtH ... hirirnos cada 
inciso de los capítulos quf• fori11a11 t"sta tt~sis. C'oncr1•ta1ncntto". cada inciso es un 
articulo que ha sido pre-sentado ,_ ... n un cuugat-;-;o, o eu una revista. o e.sui sometido 
a una revista; por lo qut." cada inci:o.o t..•s 1Jt1 trabajo iudt.•pt>IHliPnf P y no hace 
refen"'ncia a los dt~n1á.."i. Sin eruba.rgo. f'n la iut rodurcióu y en la ..... condusionf'>s de 
cada capit.ulo. con1eutarnos y ligarnos los incisos d1_•J corn•spondi•·11te capitulo. 

La organización de 1'-Ste trabajo t'S co1110 sigue: 1~n el ··nr 1 ítulo l con1t."nzan1os 
con una introducción a Ja t••oría de auró111ata • .,; sobre catt>goria.s. dando una 
introducción histórica y t'"stabh~('it•ndo léL"" id1_•,L-;. há....;ica.s. sobre las que trabajamos 
en <."l tjnico inciso de est.P ('apítufo; posterinrnwntt>, presentan10,<.; L:Ls conclusiones. 

En t ... J ('apltulo 2. pri111t-~ro darnos una 111troducción al ft•n1a de sif.;t.t;>rnas lin
eales sobrP anillo~ conrnur at ivos y ~-·sraf>I1~(·,.n1ns aI.isu110::> víuculus .... nr re lo....;; cuatro 
incisos úe t_:.":>te: dt·sput~s dt.• prcse11tar los rt•:-.ulta.Jus. darnos l<L-.; conclusiones. co
n1enta.rios final"s y n1encio11a111o:s alguno:-. lllJL'Vos vluculos. En el capítulo 3. 
en1pezan1os c0n un breve rt•pa....;o dt• .alguuos conct•pto..'i dt"' troría. de control para 
sistc1nas: Jint•a.lt-•s cl.risicol'i. (__'011tiuua1nos con t..•l 1jnico inciso. dondP presenta
mos los resulta.dos y (.h•spu6s darnos icL<; co11dusin11Ps <h·l capítulo. Fiualrnrnte, 
prest•ntan1os fa_... co11clusio111•s y co111P11tarios gt•111•r:d1•s dt> t-•stt_• trabajo. 
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Capítulo 1 

AUTÓlVlATAS SOBRE 
CATEGORÍAS Y 
MORFISMOS 

1.1 INTRODUCCIÓN 

El álgPhra af1:-.t r;wr a y JHJ .... t r•r1c ·r· 111•·11l1· la t ··~ JíÍ<t d·· car eg• 1rÍ;L.., h :u1 sí do t_•I 111arco dP 
trabajo pn·f1•rido por los r':-.JH'•'Ía/i:-.t;1. .... d1· la tr•1,rid d.-· a11tr:"•n1ata .. ">; por r-jc-111plo, 
Blichi pudo 1111iflc-ar (p<tr•·i;1l1111·11t•·) 1J:-..;101J(1 0JH'rotci1>r1t•:;; fi11itaria...., arhitrari<L"', 
n1;iquiua .. s sr•<-11t·11ci"I":-; y a1111",rri;1t:1s :írl,,,J ··11 [l]. [:.!]y [:J]. PostPriorr111~ntc- se 

forrna.lizan alg11r111:-; prol.Jr•11i;1.-o. /u't .... 1c11,... 1·11 /us co11lr•xfo .... dt> lt'CJria ..... algebraicas 
tJSando IJJt:fo1Jos de Ül).!;r'l1ra 1JJ1i\."1'f<.,,;tJ y lr'<>J'/a 1J1• t'<lft'L';OíÍ<L ... t•JI (-1J, r;;J )' [6]. 

Otros ví111·tilos y si111ilarid.-ld•·s 1·11tr1· •t."'-f"''·tos d,. tr•r:iria. d,• lll<Íq1Ji11a.s SPCU•'ll

cialt.•s. sist1•111<1.-.. li11t·a/1•s t'll lr·oria dr· 1·unfr,¡/. y 1J11a u111ficaci1"11l parcial. usan<io 
lwrrc-t111i1•11ra.s algt•hraica.-.; :-'•'da 1 .. •11 [7), [,...,]. [~1]. [1U]. [I Ij y [l'.2]. FiualrrwntP. Sf! 

logra una 1•h·gan11· siuft>si~ dP ro•sult;ttJo:--. --.t1hr 1 • a1Jl1)111;1Li. .... /1•11guaj1•s y u1;iquinas 
~-"H [l:Jj y (1·1]. pero t•n u11 l'Jlfi)1¡1i;• 110 cal1·c.··)rir1J. 

E! estudio d• .. • 111:iqui11,"L...; r> auf6111a1 a.-.. •·n 1111a c:t11•goria part•ri- coJnr>nzar en 
197·1. st•g-1"1n r•f consr'flSt> ,f,, [l:jJ ('d'r [lfij). '"fl particular 11ua r1•sp1H•sra a.I prohlt>n1a 
de unificar rnoiquina . ..;; !--1·cu1·n··ial··~ y si:-.r1•11i;i....; li111·;d1·~ ful' ,.J r'studio Ji• nniquina.s 
en catr•gori;i...;; er•rra1la .. -.. 1·11 [17]. [J . ...,] y [I~l]. co11 la di11;i111ira Q :-: .\·0 - Q dt> 
una 1náq11ina SPc111·111·ial. ~1·t11·r.:diz:u1 a (.J .\"0 - Q. E11 1•J enfoque de Arbih 
y !\fa11t-~s [20] rr'l.'ll1Ji/a;.;;u1 1·! .. funrror part1nJlar .. - · .. Yu p<>r un fu11ct.nr g<'ncral 
~\ : C - C. a.si la d1nán1ica r i1·1w la for111a .\"() - CJ. 

Ta111hi1:11 n•qui1•n•11 qllt' .\· ad111i1a di11;i111ic·;i..-.. lil1r•·s .Y.Y''A - .\"·<.• •• ¡sobre 
{-objetos .·l. E:..lt> "llfi._)q11t• 1111·/uyp :1d1•1n;í..s :H1TÓ111;tfa.-., ;irbol y l.'.'.1erlos sistt•n1as 
no Iinr:a.Jes. l(..):o; ruali•s ,.¡ 1·1d()q1J .. "'" 1·af1•gnri:L-.. 1·1•rrad;L...; no los incluye. Esencial-



mente resulta la nlisrna teoría co1110 en PI enfoque de.' ratt~goria.s r.-.rrada.s cuando 
.. \"" tiene un adjunto ch.•rPcho (21]. Hesultados rc.•lacionado:-; a la gt>n.-.rac!ón de 
.. \."'~ a. partir <le}\ en lf"oraa. de caf Pgoría."'> apart-0cit>ron c._•11 [:!:!J. [:2:~] y [t.=;]. 

En la década <le los 80's hubo aport a.cio1ws ro11nt.uaJ, ... s a. la. teoría dt:> (autómatas) 
nláquinas sobre catt~gorÍ<L .... por t_•jt•lnplo. ·~n [:.!·tl t•stahl.-.n ... 11 una 1Poria de du
alidad entre akanzal~ilidad y obst•rv:-ibilidad pa.ra. u11 t ipu de rn~iquinas sohre 
categorias, los siste111a.s o prorPsos adj1111ros (vPr (:!S]), é~tos i11d11yen a sistcn1as 
lineales. algllnos siste111a.-; no lirtt ... aks y sistt·n1as poli110111i:ilt•s. (,ondiciones nece
sarias y suficit-•nles para la alca11zahilidad y oh:-.t•r-...·abilidad de t>stos sistemas se 
dan en ('2G]. Otros invt•:-.ti.i.;.adurt•:-. clweu:-.k.1V<Lcus t•:-.tabket .. •11 Ji111>a..s alternativa..5 
para autó111ata.s Pn Att·goria .. 'i [:n]. Fi11alnw11t1~ a fi11alt-s dP los 80's .·\d<i.111t'k y 
'Trnková 1 ... 11 su libro ··:\uton1ata. a11d t\IJ,.?;1•l1r<L"> in cat,.gori1's" resu1111_~11 parte de 
lus rt-""S1ill adns antPs n11'Jll"iu11ados y pr·~~, .... 111 an al¡!.t1Jlu~ 11ta·vus sohrt~ t•I te111a [27]. 

En 1·~te artículo Pst<t11H1s i11lt·r,·sa1h).....; "11 •·l P~l u1lio d.• 111orfisn1os 1~ntre autónui.tas 

o sislPllliL":i sohr1~ catt·µ_;oria.s. qllP pr1•s1•r..,.a11 y/u rell1•jan propi1.•d<'hlt•s fundan1f'n
t.ales de f'stos autó111at<L">. \"aricr.--. 1 ipos dt• 1nc1rfi!':'J1Hls Plll rl' si~t1•111<-t.s ~obrP catc
goria.s han sido propu1.·~tus, p1•ro li;L...,ta 1lu11d(• salH•1110~. ninguno t•11trP sisten1as 
sobre categoria.s JifPr1•11l1.'s. 

En estP trabajo 11osot ros propn111'llhlS 1111 ti¡10 ,¡,. 1t1nríls111us t•nl.rt· sisten1a..c:; so
bre cat1•g;oria.s 1listi111as. p1·ro 11t1s n·s1ri11L?;il11l-1s 1"111i1·a11w11t1• a sistt•111as adjuntos; 
Pstos t it•1w11 sufkiP11tt• g1•111•ralidad, porq111• i11d11y1•11 sislP111as li111•a]Ps, algunos 
si!::il<'lll<L"> no li11i>a!Ps y si:-.t1•111as pul~1JO•t11ial1·~ . ..\d1•111<Í.!-- t>x_isl1· li1,•rat11ra suficit>11tc 
sohl""P rslns sistt·111¡L .... La 111<,tivaci•"ot1 para c1•11:-.fr11ir ··st11..., 111nrfi:-.111n~ 1·s podt>r cx
tt'nd.-.r n·:-;11lta1los y prupi1·dad~·~ r1·l1·va11l1•s 1h· la lt'oría ,¡" a11!1)111ala.s y si~l1·111~L"> 

a ca.lc._•.&.!,urÍa ..... dundP 110 :-.t" ltaliia11 111lH1ta,l11 11i11~ii11 tÍf"-. 1l1· :-.1:-.11•111.;L-.;, con lo cual 
consid.-.randu liL...; si 111il il ud"s y parl ic11larij 1 adl's t'Jl cada ··at P~oría o tipo d<- cat
egoría..">, ol1t1·11drt•n1os una lt•oria 111;\....:. ~i>111·ral qut> ¡11'r11111 a. "11 principio, generar 
nuevos 111odPlos n1att>n1:í.tin1:-. para l<L"> rit•11ria ..... f"ll g•'llPral y la...:.; i11i;P11ir~ria .. <;. 

La. presPnlación dP Pste trabajo 1_•s co111u siµ;ut·: •'11 J;i :-.Pcri611 2, darnos los 
preli111i11ar1•s llt'c-1•sarios ~obn· si:-.t••111<l-' a1fj1111t11~. 111urfi:-.rnos adjuntos y darnos 
tan1bit;11 los prinH'ro!-t r1~sultado..,; sohrt> pr•'St'r'\an1)11 y rl'fkxiün .1 .... akauzabilidacl 
y obs ... rvabilidad. para 111oríls1110s adju11f•)s. En la !--•'•~rii..111 :l. da111ns otros n•sult.a.
dos sobre pr1.·~··rvarió11 y/o reflt·xió11 dP ;d.-a11zahilid;id y ohservabdidad ha.sa.dos 
<'n los resultados anr.-.riort>s. tral1aja1110~ 111uríls11u)s a1lj1111tos co11lravari:u1tt•s, 
construi111os f1111ctor,•s inducidos por 111orfi:--111u!-t ;Hlj1111tns .... nhr.-. la...:; #Y-di11:\11iica.s 
y sus di11a1norfis111os. Fi11al1111·11t•• dar1'111·1~ algu111•s "jP11i¡1los que il11str;u1 par· 
ciahn<'nle los ant••rinrt>:-. r1•:-.t1lrad~1:--, 

En la sección ·1 da.1110 .... n•s11ltados ~ol•rt> pr1·~1'rva1·i,·)11 y/o rt'fl1·xiC111 de rna.tri
ces de lla.nkel. r1'sp1u•sta total. rcalizaciu11Ps d1• ~istP111a .. ~ tt.dju11ru:-.. rC'alizacionPs 
ca.nónic-a.-; y n·alizacionr•s parciaJ.•s. En la St'cci.'.in 0. Ja111os rt•sultado.'i sobre 
pr<'st•rvación -:;.·/ü r1•fl1·xit'.i11 ~11· di11á11tica.s lihrt·~ y o....1ld1r•·.s. En Ja sPcciún 6. con
st.ruirn.os la cua ... .;;it-at .... ~ori<L Adj de los si .... lt>ll1<'-"' adjuntos y rnorílsrnos adjuntos 
y da111os condicion•·~ :-.llflcit•11t1•s para la 1•xi:-.t1•11cia d, .. 111orlls1110~ adj1111tos y sus 
invt·r~as. 



En la.sección 7, <lan1os los 1J1t_•tal1.•ore1na..-.; para.sisl.Pn1a.5 a<lju11tos, y finalrnente 
en la sección H;. darnos p•sultadso sobr1~ sistPllli:LS aJjuutos sobre categorías alge
braicas. abt~Jia.na.s y topos, ba.-;a.dos eri l<Y--> resultados de Ja...,. seccio111..•s antedorcs, 
rerran1os con algunos ejcniplos g1•11t.•ralt-·s. 
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1.2 MORFISMOS ADJUNTOS PARA UN UNI
VERSO DE SISTEMAS ADJUNTOS 

1.2.l Introducción. 

El concPpro d1~ 111orfi.s1110 i>11frf• sistl'111as d1·fi11ido su~1r,• catt·goría.-.. 110 t~s nurvo. 
En artfruk>:-0 nH110." !.!;. [:i].[l:~].[1."].[l~J] y [:.!U]. td co11c1·p10 de 111orti~1no ayud;i a 
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encontrar teorías de dualidad, situaciones adj tint a.s .-ut re dt·~arrollo y rt•alización 
de sist-·rna..~ adjuntos y otros i111porta11tt>s ro11ct•ptos t'll lt·oría dt:> sist.-111as. 

En la pri111era parte d1• t>St.e articulo. antt_•s dt> 111ostrar qtH' Ju . .; sisten'la.s y 
los 111ortisn1os adjuntos forinan una cua ..... icatei.;oria. darnr_•s !a ... ""O ccn1dicionto.5 qut: 
un rnorfisn'lu entre :.;istP111a.s adjuntos d1•lH· cu1nplir para. ¡.,Ps1•rv<Lr y/o reflejar 
alcanzabilida<l. obserhahilidad. rt>aliz.acio1ws 1111"ni111a.s y di11:i111ica.s librPs de es
tos sisternas. Post.t•rior111t•11t1>, da1nos .-011dicio11Ps sufic-ientPs para. la existt~ncia. 
de un rnorfisrno adjunto y prP.:>t_•11ta?11os alguna ... ":> <le !-.Uscara.ctt•ri~ticas. Final
rnente. forn1ulan10ti dos 111t-ta.tt_•or,•111a.s sobre siste1na.s adj11111os y pn~seontan1os 

algunos resultados para. 1norfisn1os adjuntos i•n catt>gori<L"i a.lgPhraica.o;;. cat.Pgo

ria..., aht>liana..;;;: y topos. 

1.2.2 Siste1nas adjuntos y estructura básica. 

Co1nt:>11za1nos tlando alg1111a .... 1IPfi11icio111'~ h;i .. ..,jca ..... y 11ri•:-.1•11ta11du alg:unos re!-.ulta
dos usados posl«'riorn-wnt 1•. 

En lo qut_• rf'st a. dt- r>sti> art indo solo rn11sid1·ran·111os cn.tt>~oria.s con productos 
y coproductos contah!Ps (p.c.c.). c<ida. una i_•quipada. con un sistcn1n. de factor
ización fija(,;,¡;) (v.-r [:l]). 

Sea Cuna cat'"gnria y .\": C' - (. un f1111ctor. La. catrgnria. Dyn(.Y) de 4\."'
dyna.n1ics tit•Jw (Q.!i) parj•s de ohjl'los doudi· Q ''s un C-ohjeto y 6: .. YQ - Q 
es un C-n1orfis1no. l '11 ()yn( .Y) -niorfi:-.111u y:(<:;·. fo) - (Q'. /;') es u11 C-rnorfisrno 
g:Q- Q' para r-1cual1•1 si;.:;11i,·nt1· dia~r;l111a ccJlllllllt:c 

.\'Q Q 

1 Xg 1" (:.!.!) 

.\'Q' Q' 

Un functor .Y: e -- e· o..·.s llll 111¡iul pron ..... :-.i 1•] f1111rlor qUP olvida. (t: DynCY) -
C: (Q. fl) - Q lit•Jl(' un adjunto izq11ii-rdn. i.I'. !-<¡ para cada Q E e 1•xist.P una 
diná111ica librP µ 0 :4\"_Y...,11 Q - _yt,.Q con 1111 C-1J1(lrlis1nv 7/r.;,:Q- .'\-uQ tal que 
dada cualquier .Y-<linárnica (Q'. fl') y cualquit·r C-111orfisn10 /: Q - Q', existe 
un ünico dina.n1orf1:-o.1110 J#: (-Y ''Q. ¡1. 0 ) - (Q'. b') lb111ado la. fJyu( .Y )-exte11siún 
de f. tal qtH" f# o 1¡0 = f y J# o ¡.1. 0 = fi' o .Y J# 

Q .:fS_ ,YYQ 

J '-.... 11• (2.2) 

Q' 

4'\ 4y ... ~ .Y "CJ 

lx1• 11• (2.3) 

XQ' ·" Q' 

:; 



donde µ y 1J son trausforu1acioncs 11at u rafes µ:.\·.Y q - .Y·~. 1¡: le - .\.""'° y 
.\" 0 = f_! •u, •[! Ps u11 adjuuto izquit>rJo Je l'. 

l:n functor .Y: e~ - (~ t_•!-i un Ollipul proccss si el functor que olvida[.' ti~ne 
un adjunto derecho. i.e. si para rada Q E e PXi.st.e una diná111ica calibre 
LQ: .\" .\"vQ - .\· .:.Q con un C-111urfis1110 ~o: .Y ~-4Q - Q tal que dada cualquier 
.\"-di11án1ica (Q'. fi') y cualquit•r e -111orflsn1u t•xi...;tp un tinir.o dina.n1orfis11101#: (Q'. 
ó') - ( .\".y,,Q. L 0 ) lla111adn Ja Dy11(.\" )-co1•xt1_•11sió11 de/', tal qll<' ~c.i o f# = /' y 

f# o ti' = L<.J o .'\ f#: 

(/ ...'...='.._ x..,q 

f'"" jf;. (2.4) 

Q' 

XX"Q ~ :.;,,,Q 

jx1;. Tf:. (..::.5) 

XQ' 
,. 

Q' 

Jonde L y: son tra11.-..forinaci.._H11•s nat11ral1·s /.:.Y.Y" - .Yy. ~:.\"~ - Je y 
.\.'".y=, .. ,,.., e· es IJll adjunto dPr1•d10 dt• C. 

Un fu11ct or .\":e - e t'S lla111ado llil pron .'iO d,- drsarrollo de c.o;/ados (p.d.e.) 
si esfP t>s a111hos un prcH·1·:--.o di' 1•11trada y un pn.t•.-i>:-.o d~· salida. 

Ahora. sl SllJJUll!'lll\J:'-> q11•· ,,, fu11cl or .Y: e· - e· tiPlll' llll adjunto d0rpcho .Y·' 
entonces PStc- t'S un (p.d.t>.) lla1nado proct·:-.o adj1111to, (.Y'~Q = LJ .Y.JQ es un 

.1 >o 
coprod11cto ("l)JlfaliJP )" .\",,(¿ = n .\"•J(J P!-i 1111 prudtJC"fO C'Ollfablt•) (VPr (3]). 

J '.>¡) 

l '11 .'il.'if(" 11llL lltÍjllJtfo (s.a.) t•ll t~ll<l C';-\( 1'J.!,OTÍa C l'S Ulla 1-t upJa .\/ = (.\" , Q. 6, [f, T, }'•, ¡]) 
con: 

l.~.2.a) (:11 f11nrlor .Y t->I rual 1•s 1111 proc1·sn arlj1111rn: 

J.:l.~.h) u11a .Y-di11ú.111ica t'• .\"(.,] ~ (J C(lll (.,]un C-<Jt•j1·lo, ll:u11ado1•J objeto de 
t>Stado:-;; 
1.2.~.c) 1111 'Jhjt>to de clltrad;\ ¡·y 1111 C-111orfi~1110 r:l· -(J: 
I.:!.:.?.d) un ohj<'to Ue salida}. y tJll C-1nurfisn10 .J.() - }". 
(,--.01110 i>I f1111ctor .\"• 1•s 1·l ;1dju11tu d1·r"cliu 1lc .Y. t1•11Pr1111s la hiy1_•ccicin 

donde A. B son C-objt>los. 

X.·\ _f_ 13 

.·I ..!..:_X• ll 

Por lo que tt-1w111os t>I si.c;u· ~11f1"' pr111ripiu dt"' tra11spo:-;ición 

.\' _-\ l 5...1_ .\' .·l -''- /3 -''- IJ ¡ 

.·l 1 --'- .-\ ....!:__ .\"• f_3 ~.Y• LJ, 
(2.6) 



(see [3]). 
El morfi."imo de alcau.::ab1lidad drol sistenJ.~ .• / es el único nuipeo r: .\:<l[f - Q 

tal que el siguiente diagra11-..a connulfa: 

.Yn+11: 

.\".\""(. .\"''(." ~ l' (2.7) 

l· ./ T 

.YQ Q 

El sisft"'rna .\! t>s akanzahl• ... si r E :: . 
El 111orfis1110 dr ob ... cn•abzlulad dt-'I :-.istPrna .\/es t-1 1'111ic·o n1apeo u: Q - .Ya Y 

tal qur el siguit>nfc-" diagrarna co11111uta: 

.Y•.\",,). .\"" }" 
~o } . (2.8) 

T x·~ T" ./ .J 

. \"'Q 
, . 

Q 
donde ti• corrt>spo11di> a/' hajo la adj1111t1•:-. .. \/ t's ol>:-.t'r\.alilt• sj a E ¡.1.. 

La rl'.'>J'llf:!ila /ola/ dt· J/ PS c·I di11:u11orli:-.1110 

¡• .Y'~t·-_y,~)· (2.9) 

[)eci111os q11t• .\/ ""s una rralz::acuju d1• 1111 di11a1nnrfis1110 1.iado Ff» si Pstc es la 
rrspllt•st a total de .\/. 

Una cua:-.1catcgor·i'a e t~S esencial 1111•1\I t• llll<t ··at .·µ,uría con la f'Xct•pción de que 
Ob(c'°?) y .\/vr·(C.~) son cuuglonwrados en lugar d" cJa ....... •·:-. (..:t>r (l·t]). Cates la cua

sicategoria dP todas la ...... cat,•gori;:L..., dunclP .\/01'((~11/) t·s el conglonwrado de todos 

I~ fuuctorPs t>ntr1~ categorÍ:L-.;. La. suhcua ..... 1cat1·.c;oria dP (~al forrnada. cft• cat<'
gorias con (p.c.c.) y Pquipada (':::111 (~.J') facturiz<t1·i1\11 (una 1i11ira factorizarión 
soJanH·nte. dos factnriza,·io1ws distinl<L' rn11 la 111i:-.111a cat1·~f)ria dan lugar a dos 
objetos <li:->ti11to.:1s) lla111ada (-;u/ 1,,.. du11rf., .\fur(("Yut1,,.) ,.:-. 1·1 co11gkH111·ra.lo dt• to<los 

los functores fit:•l1·s Pllf r1· calt"'gorí:L"" d1• ("Yut 11 .-. 

(2.10) Cn Jnorji8mu ad;unlo PHI rt> si:--t .. 111a ...... adju1itu:-. .\/ 1 = (.Y 1 , Qi. 15 1 , F1, r 1 . }··1, ¡31 ) 
y 
.\12 = (.Y·_:.CJ-..:.l':.:.f·._..1-..:. ;· . .: . .J._.) r1·:-.¡wrtivanw11tt- d!'fi11idus t>ll Jos Cat 1.,..-objet.os 
C 1 y C:! (_•s una -i-t u¡.Ja. /> =: t P.O.~\,_ . . ...\c.J . ..\l. J .._·un: 

(2.10. I) {"n (~a/ 1,..-morji ... mu P: C 1 - C2 : 

7 



(2.10.2) un isomorfisn10 natural (l.~.) O; P_\- 1 - _\-2 /> 
(2.10.3) un C:2-1somorfis11io ..\1... Pl"1 - l,-2 ; 
(2.10 ·1' un C2-1so1norfis1110 .. \"' : PQ1 - Q'.!; 
(2.10.5) un C·:risomorfi.-;1110 ..\\ : P}"1 - l;: 
tal que Pó 1 =¡é Pr1 #=- P . .31 =¡é ['6 1 y eJ siguit!llll:.~ diagran1a co11n1uta: 

l'Q, ~ Q, 

T P•, T ,, (2.10.6) 

P.\"1Q1 
x;l~t1c.;, .\.2Q2 

PQ, ~ Q, 

T Pr, T r, (2.!0.7) 

I'l·"1 
~ .. e, 

PV1 ~..!:_ }2 

T P.3, y.,, 
PQ, 2- Q:¡ 

(2.10.8) 

En la seccicJu n. prohaJllOS rpw Jos llll)rlis111os a.Jjuutos y los sistt•rna.s adjuntos 
fori11a11 1111a cu;L-..icaft·g(>ria Jla111ada .... \dj . 

..\hora darnos algunos rPsuirados l1:i.-.;iros r11·r .. sarius. 
(2.11) Dos diagra111a:-. (J 1 y 9 2 en una. cart.•goria C son ''iso111órfico...;". si para cada 
n1orfis111u /1 PJJ {; 1 , t..•xisr." un 1i11ieo n1orfb1110 /:¿ cu C:t tal que / 1 es isornorfico a 
/2, i.e. Jos siguieures diagranI<L" co11111ur.au: 

a, ~ a, 

l'· l1, 
Ót ~ h, 

para todo 11 ,•:"• 91 exi.slt..• uu 1í11jco 111c1rfi.,1110 1'2 t'll G:!. <'Oll ..\a y ..\6 iso111orfisn1os. 
Le1111t {2.12) . ._'-,'can f.71 y 9'2 dos du19rat11tl.' 1.-;0111ó1jico.'> Cll 11.11a. calcgor1a arh1-
lra1-ia C. c11fo1lcr.s 9 1 co11111ula ... 1 y ... olo .-;1 ~;:.! co11111uta. 
Dc111ostraciúu. F:s sufici1·1Jft> probarlo para lrici11gulc'·""· 
Sea 

..t 

1,,, --...,. !h 

IJ ..li3-.. e 



el diagrama g 1 y 

C' 

el diagrama 92. con g3 = 92 o 91 . ..\A o 93 = !13 o ..\.e • ...\e o U".! = u2 o ...\B • 
...\B o 91 = 9Í o ...\""' do11<le ...\,.\ : .--1 - A' . ..\u B - B' • y ...\C" : e - C' son 
B-isomorfisn1os. Entor1ct_'s 

g3 = a2 o !11 = ...\,-: 1 0 !l~ o!!~ º ...\_. <::::==> ub ,,\-:-º!l2ºY1ºX-:;
1 

• 
Le1:ua (2.13).C'o11.o;1dcn du.s tr1ányu.los 

y 

.-1' C' 

l,· / /¡' 

H' 

do11dr ..\ 8 oh 
eulouccs 

f' o .. \,_. y..\'"' • ..\ 8 , ..\e sou C-1so111orfi.'imos, 

De111os tr.acic'i11. 

..\n o !I o f _,\lJ oh y' o f' o ..\r:- g' o,.\,.\ o f 

• 
Para todas los rt'sulrado:-> dt• t'Sft' arr indo. aJ r11PrJos u110 d la .. '"> sigui,•ut,-.s 

condiciont.-.s es suput•sta. t.•XcL•pto para. la secciones ;j y 6: 

i) !f P: C'1 - C'2 pr·c.H-rr·rz cp1morfi.o;1110.'> (<p1 ·s) y r E ~1. en/onces Pr: E ~2; 

ii) 1f P: Ci - C2 prr.o;crr·a r11unomorfi.-.r11os (1110110 • ... )y 111 E JlJ. cn/nure.'i P1n E 
112: 
iii) 1f P: C1 - C:.- rcjlrp1 t ¡u· ... y Pr E ~:!- < 11/011ru• ,, E:;: 

!I 



iv) if P:C1 - C2 rr}lr;a n:o11u ·.-.y P111 E /l2. cufn,,res 1n E i'1 doudl· (~1.J'1) "" 
uria farton=aczúu Ji}a <if' C1 y(¿:-::./''.!.) e ... una fcll·tori:::.ae1ó11 Jipi de e"..!· 
Proposici<.iu (2.14)~8i P: .\/1 - .\12 es u11 Adj-morjismo la/ 'JllC r.-.Je pre.'icrra 
epi"s y coproducfo.'i coutablc.s (e.e.), c11foucf's si .\I¡ es ~ 1 -alcan=ablc ~ .\/2 
es ::- 2 -alcan=ablc donde (~ 1 .µ 1 ) o; una facfor1=uclf.í11 fiJa de C 1 y (¿-:!./l"!.) es u11a 
factori::acióu fiJa de C2. 
Dc1uostra(~i()n. El fu1H·tor P prt•st•rva isornorfisrnos y diagra111a.s couniutativos, 
entonct>s la siguit•t1tt> secut·n ... ·ia dt• C:!-111orfis111os. :-oon (J.:--;.)'s 

0 1 =-:O: 0 2 = .\"2 0 1 o Ox 1 : •.. ; O"= .Y2 on-t o Ox, 

i.P .. P.\"~1 ~ .\-~1 P f><'H<l 11 E .z+. 0° P.\"l - .Y~1 P. Ahora por (2.12) es 
suficiente proh<lr que: 

(:! .1·1 1) e in/} ::::: in!~ . 
(2.14.:.?) Pin:1+ 1 ::::: í11~+i 
(2.1-t.:J) P.\" 1 i11!1 ::::: .\" 2 in~ . 
(2.1·1.·I) Pr- 1 :::: r 2 ; 

(2. !·1.5) /'X 1 r 1 :::: .\·,,." ; 

Dc111ostraciúu de (2.14.1) y (2.14.2). El diagrania 

(2.15) 

con111uta por PI dual d1· ( l.'.".1·1) c11 (1·1]. y (:!.1·1 1) C'!-:> sali~fr·cho por el n1i.s1110 
argunit.'nto. 
De1uostrncit'iu de (2 •. 14.3). (} ~·s (l.:"\'.). e11Cu1Jct•s F'.\" 1 i1i~ -:::::::: .\"2 F.;»i11!

1
• Pt:-ro 

P_ir~A...,:::::: iu~ y::::::: t>S una rt•laciún dP tra11 .... itividad, y por lo tanto I'.\" 1 i1iA -:::::::: 
~\2111;.. 

Dnu1o~tracit"'iu (2.14.4). LJJ::!O nj.
1

• lJJ>n .Y~~\ 1 . a11d >.c.,;> son C2-i.so1uorfisr11os, 
de (2.7) F'<1 p,.1 o Pi11 1\ 1 2 r- 2 o- iuii. y Phi¡\ :::::: ít1a Ut•I L~?rua (2.13) 

~\Q o ¡>,. 1 o Pinc'i = ,..! o 1J ~\"~..\,. o Oi_.
1 

o PiuA. 
J2:0 

Por otro lado, el !"ig,11i~·111 ,. diagrar11a 

/ ,.2 
,,,.- In) 

c:"011111Ut a. do11d1• 1·1:?""l) _ 1·".! o 111;-1 = ?!2 o .\"2r?n-l l = l'i~1 o .\"~'12 \\"ith r 1
2
0 , = r2, 

l'-21 1"2 o .Y 2 1'i2 o o .\·;•- 1
<"2 (v*'r [.)].(ti)). Co1110 F'in!

1 
:::::: ;,,~, 1~61 ::::: 62, 

IU 



rlnJ _ r 1 o in~ 6 1 o .. Y 1 rln-tl 

Prln) ::=: rf
0

, dt_•J lt•1na (2.13) 

para todo 11 E z+. 

r:! o LJ .Y~..\u o of.r, o Pin,11 

J~O 

Consecucnre11wnt.-•. co111n ¡.;1 preserva {e.e.), cnlt)Jlces por el dual de (8.9) en 

[ 1<1] 
..\ 0 o F,;Jr1 =,.:!o LJ .\:~ .. \u o (}Ju

1
• 

l !!O 

DenJ.ostra.cióu de (2.l·-L5). J>cr t->I ruisn10 rasonan1iPnto que en (2.14.3). 
obtenentos P.\" 1r1 =:= .\·:!1·2. Con10 r 1 E ~ 1 • P prest.•rva t•pi's y r·1 es único, 

enl.oucrs Jf2 rs .= 2-alcanzahJP. • 

P1·oposiciú11 {2. lG) .. ~·, F.;1: .\/ 1 - .\!2 t'.'i un .41fJ-1nuTji.-;mo t¡llt.' pre ... crt•a pro
ductos coutabfr.~ (p.c.). 1110110 's y tal qur i..•: J.>.\."i - .Y~ P es(/ .• \!.), entonces .o;i 
.\/1 es ¡11-oh.o;rrr·ahfr ::::::::> .\/2 t'-" 112-obsrrt·ablc. 

De1uo~tracitj,11. Es la d1 al d1• ('2.1·1). 11 

P1·oposirit>11 (2.17) .. ...,·, P: .\11 - ,\/2 e.'i uu .·ld1-mo1ji.-;1110 quf' n:jlt'Jª (e.e.}, 
c11to11cc,o; ,.., .\/2 es E":!-alca11::ablc => .\/1 t'.o; ~ 1 -a.lcan::u/Jfr. 

Deu1.:->stracit'i11. P PS fi'"I .Y P .\' 1 ~ .\"2 P => P .\.í1 =: .\';•P. e11t.011ct•S de (2. l•t.1) 
a (2.14.0) son sari:--.fi>d1os (ver (:!.1-1)). Ahora 

y r2 = r 2 o i11¡5 with ,.:? E:::?. Por Lt~rna (':2.12), ohrent->rnos ,;¡1 o .Y1r 1 o _\' 1 in!._ = 
r¡ o i11,11 + 1 y r 1 = r 1 o int1

i ron r 1 E =- 1 • • 

P1·oposici1í11 (2.18). S1 P: .\/1 - .\/:! t'.'i un .·ld1-mo1ji.'>1uu que rejlrja (c.p.) y 
tal que P.Y¡ =:: .\'~P. entonces..,, .\/2 c.'> ¡1 2 -ob.st r-l'abfr ::::::::> ,\11 es ¡1 1 -obser1•able. 
Deu1ost1·aciciu. Es la dual d<> (:!.li"). B 

1.2.3 Alcanzabilidad y observabilidad para sisternas ad
juntos inediante n~orfisrnos adjuntos. 

En esta sección prohan1os los principales rcsulta<los de alcanza.bilidad y obsr.rv
abilidad para sistPIJHL~ adju11tos. 
Tcorc111a (3.1) . .,...,·, P: .\11 - .\/2 r.~ t~u .·1d1-morfi . ..,110 qur prcsrr-r-o (p.c. c.), 
epi"" y mono· . ..;. nfh1a (p.c. c.} y tal que .\

0

1 y.\':! ... ou E"QUll'1Jlt.:11.c11Z.<> en C""1 y C2 

rcspecf11·a111t·11tr·. euloncr ·"' 

.\/ 1 t'S ::: 1 - akanzablt• ..::::;.. .\/:!e:-. :::- 2 - aka11zabl1~: (3.1.1) 
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(:l.1.2) 

Dcn1ost1·aci<'.i,11. 
P .. 'L1 ~ .. Y2P ==> 

Por (2.1:.!). (:!.JG). ('.!.17) y (:!.iK) e:-; suficit>Hle probar que 
P.V¡ ~ .\-~ P Sean 

(~.l.) asociados a eoquivalP11cias .Y 1 y .Y:!· E11to11ct>s 

es ua (l.:\'.). • 
Coi·olario (3.2) .. ..,., P: .\/ 1 - .\!'.! co.; 1111 .·td1-rno1jismo y}-" .• \"¡ y .\"2 son equiv
alcuczas, cnlonn·s (.J.1.1) y (:7.1 . .!) .w· '-''""f'hlL 
.\"oi<l: La subcua . .:.;icatt•c,oria D(·co111p dP .-\dj es definida. corno la subcuasicate
goria dondt~ .\/1 E()h( Dt•con1p) si y ~ólo :si .Y 1 = lc.:

1
• 

El tt"•orcrna (3.1) y el ':orolarl<."> (:!.2) son extt•11sio11Ps dr el resultado (2.6) 
obt1•11ido por lJPg:IH'r in [1:q. l'or otro lado, t•s intt•rt>santt"" observar que /\./1 -.. 
.\12 eos una rt•lación dt• t•quivalt•nria por (<i. l) y (tJ.:.!1)) de Ja sección (j. Por lo 
t.a.111oel corol:!rio (:L:2) i111plica qui· si afJ.!1i11 Dt>co111p-ubjeto .\fes alca11.-:ablc y/o 
ob~('rvalilt·, Pllt..-•11c1·:-. c11;1l•¡11i1·r d·.···u111¡1-1Jl1j1·lu 1•11 la cJa .. -.;1· ,¡,. equivalt·ul·ia dP .. 1/1 
PS a.Jca11;..o;tl1l1· y/o ol1:-.1·r ... ·;tld" 

:\hora J1n·:-.1·111:i111r) ... t111a 1•Xlj•J1:--.í/J11 p:arl·1al d1·/ J•ri11cip;d n·sultadu dP Nolr.e y 
:--:a111i1' '"11 [:.!!>]. :-.ohr1• l1'1~1la d« 1!1i;di•l•ld ¡iara si:-,.t1·11i;L..; ;t1IJU1ltos. 

S1•a .\/ 1 un Adj-ohj1·:0 1·n C 1 . :-,.1'•t ,\/.~ ::::;- ( .\*!,. ()!,. /!!,, }·.:, .:J!,, ( -~, r4) un Adj
ol>jPro 1•11 C~P y st>a. P': .\1 1 - .\/~ ttll :\dj-111o;fi:--.111-o ¡), =- (pi. O'-. ...\:- • ..\~,...\~.), 
donde P': e, - C?' PS llfl cnnt ravaria111 (~r.:t,,..--111orfi.-.;1no COlltr<Lvariantf" y tarnhién 
una t•q11ivalt•ncia. (}' }J'.\"1 - .\'~ P' 1·s un (l.:'\: ); . ...\~: P'[''1 - }:J . 
..\' = id, .. q, P'Q 1 - <;J; y .\: J>'}'1 - C-~ :-0011 C.?'-iso111orfi..;111us talt•s qut_• 
p97'"J ::::- .J2. fJ'.J¡ -:=- T~. 1-''t"!i :::::- ,.~ y F"f.1 == <"~' (i.r.P'Di o /'c;il = 62 
y OQ

1 
o /-''/! 1 = li~'. do11d1• -;: .Y::?P' - P' .. \"i 1·s 1111 (r.~.): ver I.e.-na. (3.6} en 

[:!O]). 
ProJH>:-d,·icju ( 3.3) .. :··:ca F": .\/ 1 -· .. \!~ ,.¡ •111 fr nor arÍJ- HZorfi ... 111 o, r11/011 ce.'> 

(3.3.1) 

.\./1 es ¡1 1 - ob."ierva.hle <::::::> .\/~ t•s ~:! - aka11zahle; (3.3.2) 

Op111ostl"ACÍ<;ll. Si (.:.-:.!./l:..d es Ulla. fat"f1,rízaci1:)J) dt• e~ . 1~111011í'1~s (1i2.~:d es 
una faetorizaC"ión <l1• L~~,,. 

l:! 



Además. P'.Y1 ':! .YjP' => P'.\"r ==:: .Yj"P' con o'n =: ;\";01 <0
-

1 > o B';..;,. 
para u E z+ y f:J'.\"i S: .\"2P' ::::::::::-. P';\.iº ~ _\.".~"F" con ('}'- 1 )'~ =: 
.Y2(7- 1 )<n- l) o f' ¡:! para Tl E z+. y la proposición (3~:3) St:" sigue de (2.14), 

(2.16), (2.17) y (2.18) (ro11travaria11ce11w11tP rnodifica .. Ja). • 

~vota: La proposición (a.:n 110 ftu• proht1da para :-.uhcat1•gorí<L'> pl«>na .... -.; de los 
Catpc-objt~tos e, y C~"· C'OJllO fo h;:u·t'll t'll t•l rPSUl!ado (:1.~ü) dt.• (20]. Sin t--111bargo, 
la ext1.~11sión d1" nuestra proposición a. c:-.ta . ..; :-;ul1c:1!egorÍ<L'"> plt>na ...... no es dificil 
usando sus técnicas y l;L<.; IHH'slra.s. 

Para tt•r111inar ~"sta. St>cció11 pre:-.t•lll anto:-. 1 r,..:-. r1•sul lados sobn-- condicionPs su
ficienf.PS para qur un Adj-111urfisr110 ··r>rt>st>r\.'P ·• l.Jy11( .\" 1 )-111orfis111os y /o Dyn( ,Y~)
n1orfi:-.111os, y algunos eje1nplos. 
Proposición (3.4) • .'ú·a P: .\/1 - .lf:.- un .·lrlJ-morfi . ..,110. Enlnnrcs fJ induce 
uu fu11clor F: Dy11(.\" 1 ) -- Dyn(.\"::). 

Dc111ostracióu. s~a h 1 (Q 1 , b 1 ) - (CJ::. fi::.) L~n l.Jyn( .Y 1 )-111ortisn10, entonces 
PI siguiPlltP dia~r:una. co1111111ra.: 

P.Y1Q1 E..:;¿_ 

l p;i..:,111 

P.Y1Qí ~ PQí 

Sea 6 2 --= P6 1 o o;_:,: y 6~ - /'lií o OQ{ i.e. P6 1 ~ ó:! and p¡;; ~ 6~ , 
a<len1ás. P.Y1h1:::::: ,Y:_oPh 1 ,(do1tdt>to111<1111osh 2 = /~h 1 ),entonreselsiguic"ntP 
diagrn111a cv1111111t a por (~.1'2): 

.\":: /'(,!¡ ~ l'Q, 

l X,h, l "' 
.Yo/'Q'1 

-~ l'CJí 
para cada (Q 1, /)1) . CQ'1 . tií) t>stá t>ll /)yn( .Y::) poJrq1w fJ es (l.~.). Por lo tanto, 
F : Dy11(.Y1) - Dyn(.\."2) dt•finido pnr F((,) 1 . r1) ;:::::: ( PQ1, Pó 1 oOQ 1

1 ) para todo 
(Q¡,l>¡) rn Dyn(.Y 1 ) y F(hi) ~ Ph 1 = h':! para todo h 1 en ,\/or(Dyn(}\1 )) 
es un functor. • 

Proposici1.)11 (3.5). Sea P: J/1 - .\!:.- nn .-\IÍJ-mnrfi.-;1110 tal que /'.Yj ~ 
1Y:? P . Enlonrcs P 111duc r un Juu1·/ur F Dyu( .\"j) - Dy11(.\p:;_) definido 
por F(Q¡,.';~Q¡ - Q 1 ) "° (PQ 1 ,,Y!JQo - Q 0 ) y F(h¡) "° Ph 1 para todo 
(Q1, .YiQ1 - Q1) t'll lJyn( .\·i) y para todo h1 eu .\!01·( Dyn(-Yj )}. 
La dernos!ración Ps igual cp1t• ('11 (a .. J). • 
Corolnrio (3.G). Lo.o; dza!)rama.o; 
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(Dy11(X1 ))"1' 

y 

l ,. ... 

(Dy11(.\."1)) 01' 

11·;'•' '-... 

co11n1u/a11 s1 y ,.,o/o ·"' t_/ d1ay11l11111 

¡.""" 

( ,,,,. 
1 

¡· 

( .. ~,. 

(D1111(X,))"'' 

/ 11',;''' 

(3.7) 

(3.8) 

(3.9) 

(donde l\~,op y\.~ S01l fuurforr.'i </lH. ofl·ufau J1<l1'11 1.::::/,2.) COllmrtfa. 

De111nstraci<'iu. El corolario (:l.G) l'S una COllSl'C'Uet1cia de (3..1). c:J.5). (2 .. 12) y 
((2.4) en (:3]), porqtH' los siguit·nt•'s diaJ.!,ran1as co11n111ta11 para i=l,2. 

COllfllU(all. 

( /J!J11( X,))"'' 

ll',"1" '-... 

/Jyn(.Y
1
•) 

/\; 

• 
Eje1uplo (3.10). St'a e, la catl'goría d~· 1•sp;1cio ..... topoh'>gicos y funcionPs con
tinua....;, llarnada Top y sea .\" 1 = (.) >< .·lo : Top - ·rnp dn11dr .·\ 0 es JJausdorff 
local11w11te <"OJ11parto. /\ 1 Q 1 x .-1 0 - Q 1 • .-1 (' 1 - CJ 1 y 3 1 Q 1 - }·"1 
son func.:innc>~ c·onli1111a .. ...;, con r·. , () 1 y }"1 1•11 'J"()p .. Yt = (.).-tº (la ... <;; funciont•s 

conti11a.-; .-\ 0 - (.) Pll la topolo!;Ía ro11q1:u·t·•-alo1•·rra) (v•·r .).:l ·~n (:~]). 
Sea C:• la cat1•goria dt• cn11ju11t11!"> y f111p·1<1111·:-; ll:u11ada S•·t y St~<-\ .Y'.! = ( .) x 

Ao : St>t - S1·t dondP /':_> ():.> x .-lt1 - (J:: '" ¡ ·'..! - Q:: y .J:: Cl 2 - }·2 son 
funcio111·:-. con¡·'.!. Q:,:. )·:: y .-1n "'I S1·! .Y~ = ( )ti' (f1111cio1w:-- .·ln - (.)) (vf'r 
1.6 en (;-:>]). SPa P = (P.O.,\, . . ..:\.'"-.. ,\, ) 1111 :\,Jj-1111,rfi:-.111(J dnnjk ¡:1 : ·rop -Set 
esclfuuctorqut>olvida . ..t 0 y.lti•'lllllid••cu11/:1(..lu) ~ Au y OQ

1 
= idpq

1 
xr"i, 

donde d· P(.-\.n) - .·\ 0 r•s un C::-isu11111dl:-.111u. E~ claro qw• P.\' 1 :== .\.::P porque 
P tit .. na. adjuntos izquiPrdo y d1•n•cliu (•'lll<HIC•'s •·:-.r~· pr.-s1·rva. linJÍl<'S y col1'n1itrs: 
V<'r [1·1]). 

S.---.;u1 -\:.;o . ,\ 1 • y,\'" C:_>-Í:-.1_11nurli:-.11H-.:--. tal qu•· (:2.lU.liJ. (:!.ltJ 7.) y (:!.10.8) 
COllllllllall do11dP 
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i. e., >._,(P6i(q,y)) lio(>. 0 (.¡),á(y)) , >. 0 (P,.-i(uj) r 0 (.\.,(u)) y 
>.,.(P3i(•¡)) = 3 0 (.\_,(q)) para'/ E Q1, y E >"1 y" E l'1. 

En conserUt'IH"ia. p rt•fkja. f-'pi's y (e.e.). s.·a la(.:-¡ .µ¡)-factorizac-ión para 
Top siguic-nte-, ((•pL PXI u·n1aJ 1110110)-factorización. L11t_•µp, si .\["'.!. P~ ~'..!-alcanzahlt~ 

=> .\/1 e:; !" 1 -akanzahf._. por (2.17). C-01110 P pn•serva epi's, si .\/1 es .: 1 -

akanzablc => .\/2 C!'i ~ 2 -ak:tnzablP por (:!.l·t). 
Eje111plo (3.11). s~a C 1 la categoría de todos los n1ódulos dc--recho~• sobre <"I 

anillo re F.) <.le to<.la.s i:L~ "'"' ric•·s dP la forma ( ~ : ) donde• " . J E A 

(.-1 es un anillo co11n1utativo). "' E E ( ¡.,.,- t-s un 111ódulo ~ohrt• .4). y O es 
t•I elt"nwnto c-t•ro dC' A. y .\" 1 (.) i~,1 : .\/ od - 1( f.,) - .\/ ocl - r( E) , 
t'l¡ e¿, L~o-(J¡. TJ ¡·,-(J¡y.J¡ Q1-).¡so11111apt•osli1walescon 
f"1. CJ 1 • 1·1 in .\/uri-1 (1:) .\·r = l/r,,11(!-:,~. ) .\/o.J-['(E) - .\/od-i(E) 
son 111apPos lirl<'aks tau1hi•·11 !:.:u -- (.) (v1~r (1·1J>. 

Sea C2 la categoría dt• E-sistt"'111a.~ y E"-111orfis111os lla111ada Sys( E). donde E es 
un ntódulo sohrt• un anillo c:-011n1urativo .-\. t:n E-sisterna V t"S un par ordenado 
(v 1 , t';,) de .-1-rnódulos junto con un 111aJH'O .·\-bilincal o : E x r,'i - v

40
• Un 

E-111orfisn10 O dP un E-sist1·111a V = ( t' 1 , l'.i) en un E"-sist{"'Jna :\ = ( Ü 1 , fl;,) es 
un par (01. 02) E // 0111( t' 1 • r• 1 ) x El 0111( r· ... t•,,) tal qut> 

e ó1 l' 0'.,!f' !' 

para todn f' E f..~ 1• E 1· 1 (v1·r (IOJ) . . \""..! ) .¡._: l;i Sy,..(F) - Sys(E), 
[, • .! : Q'.!. '.-'. I: \ ~J - ("J:! -:-:! f ·:..- - - (J':! y .J'.! Q:: - ) ·:.- :-;on F:"-n1nrfisr11os con 

[l2. Q"..!, ¡·'..! 1•11 Sy,o.;(/-:) ~.Y:! /lon11:(\; 1 , ) . i.t•. dado:,; dos F-sistr-rnas 
V= (t'.,I',) y.\ (1·,.1·,J ..JJ.,s .J,•li11,·11 1111 F.-,;ist•'ll"l lf011l¡dV,,\) 
(llorn(\" .. \), llu1n-¿(\'1 .. \:.!)) ~·011 l<L cqwral·1.~11 ,f1· :--.1:-.t1·111a ..... dada. por 

r(0¡.02) =ro O¡ = •;J-¿f o 

para todo r E E. (CJ¡,c..""J:..-) E //orn(\." .• \). El pr1111•·r //0111 t'Slil 1•11 Sys(I::) y rl 
sf•gun(lo lfoH1 2 t•sta t>ll lo\ ('at .... g:oria d1•. \-1111··,.111!•1:-.. S1•:u1 o it· - i· y O : :\ -
Z E-rnorf1s1nos. Ellos di>fint•ll /{ 011l¡:'( CJ. r..'"J) 11 urn¡,;( \ · .• \) -- // 011lE( it·. Z) 

por (01.0:.o) -- (o 1 .0::!)(01.0:d(o 1 .o:?) a11d w -- o"..!U"<..'"J¡. t1011d1:- (01.02) E 
11 onl( \ · .. \) and u· E // 0111:! ( \ •1 •. \:!) ( VPr ( 1 O)) Por ut ro lado. dados E-sist.,..nrn.s 
~\ = ( r; 1 • f'_,) y \ · = ( r·¡. r·:!) . co11:--id.~r1·:-.,. ,.¡. l-111.',,J:do r:: ;.: r·1 .. _::. !'¡ ::; t':! , <lou<le 
los productos tcuso11•s su11 In . ..; d•· A-111(Jd11l1•:--.. {),·fi11a ,.J 111óduln de rPlaciont~s 
tensoriales R(.\. i·) cn1110 t•I .·\-:-.uh111úd1dn dt• r·:.o :~ 1· 1 -=.~ f· 1 ::;: t• 2 gent.·ra.do por 

( (e " F E E. u E f·1 . 11 E l't) 

Ot"'Ílna "I prndt1clo tr"'n~or i11ter110 .\ \ • i..-01110 t>I par 

1· t • ( r·:! :~ r · 1 1·1 x ro/H(.\,i"))) 

1;, 



con la operación de sistetnas deter111i11ada por Jos n:-qucri1nit•ntos de que 

r(u 0 t•) (e" ::o t•, U)+ R(.\, \') = (0. u :,i « 1·) + N(.\. \') 

para todo e E E , u E i· 1 • v E l' 1 - Es claro que .\. ·Z• \. · es un E-sistema. 
Además, A 0 V ::e V ·:Y.\ (ver [JU)). 

Sea P = (P, (} . ..\u, ...\ 0 , ..\'".)el Adj-111orfi.sn10 donde 

P = S: ,\/od- r(E)-Sys(E) 

es la equivalt"ncia de (O. 1) t~H [10). P es definida con10 S( \, ·) = (P 1 , u:i) donde 

v, = ic·C :) y '" r·(: ~) Esto hace a t•
1 y t', ('Jl .4.-rnódulos via 

rt u. 1 = '" e ~) y .-J ll~ = ll ~ e ~) JHll'ól <t .JE..! '" E '" u:.i E t':i• 

y scic·i ( t• 1 , tt~) u11 E-siste111a por e u 1 

~nr(E)-hon1ornorfis1110.do11de S(\.") = (P 1 ,l';,)• Sº((") = (t\,Ü;,).entonces 
S(<I>) = (o 1 , O:d . dondC' o 1 y 6 2 son las rrstriccio11t.'s de <P a 1napeos de v 1 en 
iil y de V;, en ií:.i. Co1110 p es c4uivalc·ncia y .\f od -. re!:.."') PS c;itegoría abe liana, 
Pesexacro. Entonct•sPt.'saditivoysi P(F.:0 ) = S(i:.:0 )::::: \.Qpoden1oston1ar 

OQ, = id1·CJ 1 .·:1-: T : P.\·1 - .\":!P 

(porquP P prt>sf•rva producto t1·11:--orial), clo11dt> Y / 1 (l;0 ) - \.'á es un C2 -
iso111oríisn10. Y SC;lll ,.\<.J •• ,\L.,~\, ('~-i!'>C..dJIUl'li:-.lllUS talP!-; (¡lle (ºJ 10.0). (2.10.7) Y 
(2.10.8) coa1nuti1.11 dondr> 

-Y2..\c;o o Bq 1 = (..\ 0 ::;1:: it:.f,·0 ) o {idpq 1 :.::E: T) = ....\c,;i Z·i:: T, 

i.e. >. 0 (Pf;,(q O!/)) = /;o(>."(q) ~0E T(y)), -\,(Pr1 (,,)) = r"(.\,,(u)) and 
..\".(P:31(q) ,_J:?(..\ 0 (q)) for lJ E Q1 . y E}"¡ y u El"¡. Entouces. 4\/1 es 
~ 1 -akanzahlt> <=> .\/2 es ¿ 2-alranzahl1~ por ("2. l·t) y(:!. lf) 
Ejc111plo (3.12). Sea C 1 la categoría _\fod - I~( /:') .. \" 1 l.\!od-rce) 

.\/od-f'(E)-.\/od-f'(l:.'), /i 1 Q 1 -Q 1 • r 1 1· 1 -Q 1 y31 Q 1 -Y1 

son n1apeos linPah .. ~ con [."1 . Q 1 . )º1 t•n .\lud- I'(/:'). 
Sea C 2 la catt"goría Sy . .;( F.) du11dP .\" 2 1"·:! r 2 • J.~ y .Y-~ son con10 í"fl (3.11 )_ 

Existe \11 HornE,.-(\Q. )-
0
-lsy ... !EJ (l.~) por (1.1) en (10) dou<le t.-'O 

(A, E) , Entonces -Y:! y .Y2 son t.•quivaknc-i~L'>. 

Sea P := (P.O ... \, . . ..\ 0 ... \" ) t~I Adj-111orfis1110 definido por: P ;;;;:; 5' , O _ 
. ."\'"2P::Yo(-/po.Y2'l'P, 1

):\-:: P-
0
-.Y2Pdo11dei .\"j.\"1-º-1"-- 1 • i': ."\'"2 .. X~-0-lc, 

y Wp 1 P-0 -.Y:!P son (l.~_)'s, ..\ 0 • .\,.y,\, .. ':>Oll C:t-ison1orfisrnos t.al que 
(2.10.rJ). (2.10.7) y ('..!.10.~) conrnuran, 

.\":!,\Q o OQ, = (,\Q ;~:E id\.·.,) o Oq 1 • 
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i.e. 
.\~(Pti!('/)) ~ 1';1(-\.;(·¡) :::,_; id,·.,(n,eJ) o Uq.(n.,')) 

para q E Q 1 , <-t E A y t· E/'..~ .. ·\hora pur (:J.;¿J .l/1 t..•;j E"J-alcanzahJe ..;::::. .t/2 es 
!'2-aJcanzabJe y .\/1 es ¡1. 1-obst>rvabJe ~ 4\1:! t•s /-''..!-obsPrvahle. 
Ejcrnplo (3.13). Sea C 1 un (-,a/1"-oi>j<'l.o. X 1 (.)U, (.)u, ... U1 (.) 

n1-tin1es, 6 1 .Y1Q1 - Q1 , r1 : (:1 - Q1 . ,J¡ : Q1 - }"1 son C1-
rnorfisn1os .• ~r = (.) ;..: 1 (.) x 1 .. x 1 (.) 111-vt•ccs. SeaC2 otroCatpe-objeto. 
X2 = (.) ll2 (.) U2 ... Ll2 (.) 11l·V••n·s. ~2 : X2Q2 - Q,, r2 U2 - Q,, 
132 : Q 2 - Q 2 son C 2 -ison1orfb1uos .. \·:! = (.) x2 (.) x2 ... X2 (.) rn-veces. 
P := ( P, O, ..\ 0 , .. \Q , ...l.".) es tlefinido por: P es un i?at,.e-rnorfisrno P: C1 - C2 
quP prPSPrva (e.e.). t.•11tonr1.•s PXi~t.t_• O·. f:>.\"1 - 4Y2P. y sC>a ...l.u , ..\Q ...l.Y 
C:risornorfisn1os tal qtw (:l.10.t:i), (:!.10.7) y (:2.JU.8) con11111tau. 

En este c;-1sn. ~¡ 1~ pn•sprv:t 1·pi"s. si .1/ 1 1~s ;:- 1-alcauzablt! <:=:- 4\12 es t:'2-

akanzai>le. Si P pr<4 .sj•n·a (p.c.) y 111011o·s .. 1/ 1 1·s 11. 1 -obsc~n·able ~ .'\f:~ es 
p. 2 -ohsPrvah/P. 

Si111iJar111PrHt>, si fJ r1·fkja (p.c.r.). t.•pi"s y 111ono"s .\12 es ~ 2-aJcanzable => 
4\/2 t:•s E 1-akanzahh• y si J/2 < .. s J''..!-obst>rvable => .\/1 es ¡1. 1-observable por 
(2.14), (2.ltl), (2.17) y (:.!.18). 

Ejeuiplo {3 .. 14-) .. Sean C 1 y C 2 Catl' ... -ohjt•tos . . \·1 IL- 1 . Ó¡ Q1 - Q1 • 
r1 : l-~¡ - Q1 , .:/¡ Q¡ - }.J .son C'1-n1orfis111os .• Y:'.! = IL"";,, 6'.?. : Q2 __. Q2, 
T2 : (!2 - Q'2 . .12 Q'..! - }"2 .son C''..!-rnorfisn1os. P .:::::; ( P, O • ..\u , ...\Q • ...\1·) es 
definido por f' cn111u en el t•je1npl(l (:.L z:q, O = l F' , ~\,_. , ...\Q , ...\y son corno 
en ejPillplo (:l.l:~). E11to11<"1'.S t•I r11i:--1110 a11:ili .... is tJllt' t'll ca.13) es v~i.li<lo . 

1.2.4 .1'.Iorfis111os adjuntos en teoría de Realización. 

En <'sta ~t>ccióu da111os va.I"ios r1.•sulrados :-;of~r,_· exft•11sio111·s Jt~ teoría de rc-al
ización .,nro11trado:~ por Arhih y .\Lu1t•s 11ar•t. si:-.lt-·111<L'"> adjuntos en [5] y [6J. 

St~a .\f1 y .1/2 Adj-ohjl'los y SPa l': .l/1 -- .\/'..! u11 :\dj-1:1ort1s111ocutre elJos. I...a 
n1atriz df• Ila11kPI dt• .\/1 1:-s la bisP<:1Jt>11cia 1 11;,\: .Y;"t ·, - .Y,•ri }·, dP C1-n1orfisn1os 

taJ,~s qup t•I sig11it•1Jll' diagra111a COlilllUfa p<lra cada par (111.11) E z.+ X z+: 

.Y;••r·. ,lf:;, 4\" 1•")~ 
Sean r(°"' l .::::::: 1·1 o in!11 : .\";"l ", - Q, y cr;" 1 = '1"!, o cr, : Q¡ - .l,;1•n } .. i 

C¡-n1orfisn1os. t~ntn1H·1.·s r,\11 = 1 1 • a; 01 .11 cou r;rn+ll Ú¡ o #\~,r¡rn) • 
<T1

1n+ll = 4Y,•f'T; 911 0r\• Y 1 11;:1 = <T:,, 1 01·¡',.,¡ for i = 1.2. 
Proposici<;ll (4.1 ) . .'.,·1 a /~: .l/ 1 - .\/'.! un Ad;-11101Ji ... 1no !111 que este presert.•a 
c¡11 °..;;. (p.r.r.) y jJ_y¡ =::;;: .\"~/~. c11/011ccs: 
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(./.1.1) Si 111 es la re.spuc.o;fa total dt' .\/1 :::::::- //2 e.'i la. res¡Hu:sla lula/ de .\12 
y PH1::::::: f/2; (./.1.2) si 1Ii;:1 es la 11Jafri:: <Íe //a1tl,:el de ~\1 1 :.:::::> ".!.¡¡~ es la 
rnatri:: de 11 o u.kel de .'\!".!. y Pi lf::l ::::: 211:1\. 

De111ostracicSn. Pr1 ::::: r2 . P,,- 1 :::::=:: <T-;i • Piu!11 ::::: Jn;n y 
por (2.14) y (2.16); por lo tanto Pl/1::::: //2 y P 1 1J::1 ::::::: 2/1::i 
211::,_ = 71'"~ o //20 iu?,I en cada par (111,11) E z+ X z+. 

Prr!a = 7r;¡ 
. De (2.12) • • 

Proposicil;n (4.2).Sca P: .\/ 1 - .\/2 un .·1d1-morfi.o;mo tal que refleje y presert•e 
(p.c. c.), prt'StTl't" t'/Jl ·.s y 1110110 · ... y l'.Yj =::.Y~/'. c11/011ccs 

(./.2.1) 11 1 es la respuc-.">fa total de .\/ 1 <=> 11 2 es la res¡Jue.'>ta total de Al".!. 
y PH 1 "'fl2 ; 

(./.f! . .Jj ¡ fl;:1 L'i la r11a/rt:: rfc f/a11J,:<I de .\/¡ <::::> 2ff:,\ C'i fo T1J(J/rz.:: de ffankel 
de .\12 y Pi 11;:1 :::::::: 2 II;,\. 
De111ostracid11. (<==) Es consecu(•ncia de (:.!.l:.!), (:.!.17), (2.18) y el hecho de 
que Pes fiel(-) por (4.1). B 

Los siguientes corolarios son irunediatos. 
Corolario (4.3).Sea P: .\/1 - .\f2 un Adj-morfi.o;111eo donde P: C 1 - C 2 es una 
equu•alcuna y P.Y¡ =:::- .Y!JP . Euiouccs (.f.::!.J), (./.:.!.:.!)son l'<ilidos, y 
(.f.8.1) Jl1 es ~ 1 -alran::afilc. ¡11-ob.H'n•ublcy (1· 1 ,<r 1 ) es (~ 1 .µ 1 )-factori=arión 
de 111 ~ .\/2 f'.'> !:2-alcan::abfr. /t2-ob .... ·c1'l'ablc y (1· 2 ,cr:!) es (=:- 2 ,µ:!)
fac(or1=ac1ón de 112 • 

Corolario {4.4).Sca P: .\/1 - Ji:!. un Adj-mu1ji .... 1110 doudc P: C 1 - C 2 • • \'"1 y 
_\.""2 son t•qrur·r:/c11cu1s, <'llfoncc.'i (.f.::!./), (.f.:.!.:!) y (.{ .. J./) sou r·tiltdos . 

. A. c-011ti11ua.ción darnos alg;linns rt'sulrados sohrt~ la. prt>sPrvación dP tenrPnH1.s 
clásicos d,~ n•alizaci6u. 
Tcoreuut {4.ti). (prPst~rvaci(.)a Jt>I TPor1•11i;i de rcalizahili<lad). 
Sea t 11;:1 uua biserucucia 1lrb1/rana d,· C' 1-111or,/i.o;1nos .• 5ca // 1 el único C'i
rnorfi ... 1110 cun rr~ o//¡ o ir1,1,. = ,11:,\ y .va J.>· .\1 1 - .\/2 un AdJ-rnorfismo tal 
que c.-;lt: 111·c.o;t·n·a (p. c. c.). epi·.,. y ""'"º · .... njlr Jll (p. c. c.). y P .Y¡ =:: .\.""~ P , 
PZ1 :::::::: Z2 y PL¡ :::::=:: /.":.! , doudt.: Z, l'5 1frjiflulu por el .o;1gtucutc diag;.arna 
co111uutat1ro 

• \.""/·.1 [:, 

in,1"+1 '""-. 

3-.:.. . 

.Y1.Yj'1 1·, 
en Ci para¡= l.:.!, y L, es dcfi111do por el .-,1guu11/t: 1i1agn1ma coun1ulatu•o 

./ ... :. 
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en C, para i = 1, 2. Enlourc.s /a.'i s1gu.1entcs tres cu11dicio11cs .'iOll equuia/entes 
(,,f . .5. 1) 1 ll;-:1 es ruih=ahfr para alt¡till ... 1.sft'lll1l 11dJUlllo .\/¡ <::::::> 2 11~ es 
reali=able para algún 81.o;/t'ma ad.Ju11to .\12 ; 

(,/.5.2) pa~a cada par (11. 11J) E¿+ :... z+ 

1H~+ 1 : .Y:n+ 1 l~ 1 - .\"jr1}·1 

1r1::1+ 1 : .S¡1 U1 - .Y~n+ 1 }··1 

2!/:.,11+1 

'.!11:,11+ 
1 

_y;n+ID·2 - .Y:!nY2 
.\"~'1 [/

2 
__ y;r1+ 1 }·2 

(.f.5.3) // 1 :(-Yí'l·'1,Z1) - (.Y¿,}·"1.L1) es uu _\"¡-dynamorfismo <::::> 
/72: (-Y'Jl.r2.Z2)- (.\"l,}'2,L2) t'." llll .\""2-dyna111orfi ... mo. 
Dc1uostJ:acióu. P /-/ 1 :::: //'..! y P111;,\ :::: 211;,\ por (·t.:!). Ta1nbié11 Pr1 =::::: 
1•2 , PrT 1 ::::- rT";.! , F'in,1, 1 :::: in~, y /l:r,1

1 :::: ;r~ • t.'lllüllCP~ J>(cr/n 1 ob¡ o.\"J r/rn)) :.=:::: 

o:{
2n,º¿;2º-Y2 1·(

2m 1 Porlotanro . 

• \·:,n+l(r., X:..:J::_,i .\"::Q':.! ~ Q:.? ~ .\"~ n}2 

.\"!;/1[ .. "2 r( •. ," C"J2 ~ .\-~Q2 .\'~"-'/.,, .\·~ri+I}·:.-
y (-1..5.1) => (-1.5.2) por (-1.2). Por :!.:J r.·11 [.5J, el siguit>JJl.e diagrarna. conn1uta 

Á~.l XoXi',Y2 

in;;1+ I "'-.. 1 z"' 

.Y;•1 ·:! 

1 ¡_, 

' .!.!__:__ , 
X¡'.}·o -- .\'":;''}" 

entonces el siguir~llff' diagrn111a co1111111fa 

x, 11, 
.\"1 .Y~f }·'1 

i11!,1+ 1 "'-.. lza l '·· 
~ . Y}f }"1 

. .Yr r1 }··1 --.Y 1'-'C1 

por PZ1 ::::- Z.t . PL1 :::: L:! y (:!.J:!) ( rr,11 o //1 o i11,
1
, 1 +t 1/l,r-:1+ 1 

rr!.,ol 1 o.\" 1 ii 1 o.\" 1 i11!, 1 ). Porlot.a11tu(·t.:->.:!) ==> (·1.0.:1). 
Si // 1 Ps un .Y 1 -dy11a111orfi~1110 y 1"11 1 :::: //:! (por (·1.2)), 112 r_•s un .\·:?-

dynar11?r!is1110 Entonces la ··realizaci1.}11 lil1r1··· <.J'..! .\-:!'l-"2 . fi2 Z 2 • 

r 2 = 111;.1 • .32 = ;,-~o//'.! tiene n1<1t riz d1• lla11kt·I :tlf,':1 • y -,.,2,,., = iu~ . 

Para 111ostrar qui• r.r;.!"' o 1·~" 1 :r~ o //"2..:::.. i11¡:1 t~s suficientt~ 111ostrar que 
ufni = ;r~ o //2 Esru '-'S cit•rto por defi11ició11 para 11 =O. Por inducción sobre 
n. ohr1~11t•rr1cr.~: 

.\"~-,,.':.! ~ .\"~.\"~f(º'..! X.:i~//"'J .\";••+l}':_: 

.Y'..!.\"~'fº'..! -3..:_ .Y~··t· . .! .,,.:,
011

"' .\"~ 0 }"2 

ID 



y 

pero 1-12 es un .\·2-dynan1orfisr110. //':!0Z2 
.. Yj(rr~o//".!)oó~ = u¡2

, 1 +IJ 

= L'..!o.Y".!11 2 yeutonces 7r~+ 1 0H2 = 
!! 

Corola1·io (4.G) .. ..,~,,,,,, 111:,\. // 1 y P ,-,J1110 tll f.1.5). t.i·cr·pto 1¡al' P refleje 

(p.c.c.), y 1:1 .. \"i ~ .. Y:!l-' Euto11cr.'i (.¡,.;_J), (.J . .5 . .!) y (4 .. 5 . .J) !:>Oll t:.'fJlJll•alF'Tlics 
para suhu.dice aud .o;u¡H'r11d1ct· igual a ..!. 

Corolnrio (4.7). S'ran 1 11;:,. 11 1 .IJ 

.. Y:!P , y .. Y 1 , .Y2 son cqrur·alr11c1a.<>. 

Pqtul·afr11tcs. 

P romo <11 (.{.5). 
E11toucc.'i (.f.5.1), 

(rrcpto (¡uc P .. Yr ~ 
(4 . .5.:.!) y (./ . .5 .. 'J) .<on 

Corolttrio {4.8).S'c,1u 1 lf.11 y 111 como Cll (4 5). P: e·, - C
0

2 es urHJ equiva
leucia. P .. Yi 2= .Y:JP. PZ1 == Z2 y PL1 == L'.!.- l . .'uloncrs (./.S.J), (.,/.5.2) Y 
( 4.5. ::J) .o;ou cquu·a/c11/c.-.. 
T<?orc111a (4.!J). ( Pr<_'st>n:aC'ic..'111 J,.¡ t1•c1r._~111a d·· n•alizaciú11 c:u1éu1ica.). 
Sra 1 11;,\ uurz 111aln:: dt //a11krl ru11 -d1j11fl111<11ji.-.111u dr !ft111J..y/'º //1 y sea 11 
lcu1c11do una (: 1 , p. 1 )-farlor1::aru_;11 

y sea F': 11.\!1 -11 .\/2 un Ad1-11101ji ... 111u r·omo Cll (.f.5). l..'nto11cc.<>: 

(4.9.J) ('rt."i/C llll 1l~11e·o 11/11:.\"111Q¡ 
dy11a1uorjis1110.-. <=> t.'.rt ... tc ll1l riu1ro 

11u2 .\."'.:?-dy1lt1111orfi . .,·mo_..: 

(.J.9.:2) El s1slrma 

-u Q1 ha.rtr11do ur1, 11u1 1Y1-
11fi'.!: .Y'.!. u{}'.!. -11 Q"J. harrendo 11r2, 

es una 1Yall::aciúu ca11<Í111ra dr 1 11-;:i y lu 11r 11111pr o de ulra11:abduiad ur 1 y 
n1apro de ob.o;cr1·abd1dad 11 r.r 1 <=::> t:I s1.o;/c111t1 

es una reali::ac1ó11 ca11ó11u·a de 211;,\ y /1t1J(' 11u1pro dt alcan::ab1lulad 11r2 y nin.peo 
de obserrabi/idad lf<T:J.; 

(4.9.3) cualquur otra ro1/1::ar1d11 ra11ó111ra de 1 11~\1 C.'i -1.o;omorfira"' a u.\11 <=> 
cualquier otra rcalz:ac1d11 cauóu1ra dr '.!11;,i, r.-. -1 .. 0111orfiru"" a 11.\/2. 
D.:~n1ostrnci<>11. 111;:1 = :r,11 011 rr¡ o¡¡ r¡ o in,1; y ::l!;,1, = :rH 01¡. c:r:! 011 r2 o inij. 
Por :3.7 Pfl [:3] r>xist1_• un 1í11i('o 11t>1 t;1J q111• ur 1 y Jl<T¡ .:-.011 .Y 1-dy11a1norfisrnos y 
el .siguiPntP diaµ;:ran1a ~~011n1uta 
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l•n:, ,_,r1 "- / ,,.J1 

.Y}<J[:¡ ~ ,,CJ1 11
"'

1 .Y~}-1 
H1,f1 es una realización canónica <le 1 if.\1

1 . Por a.1·1 en [:1] cua.Jquicr otra real
ización canónica t'"S 1ní11in1a y toda.s las realizaciout-s ruíninvls de //1 son "'iso
morficas .. i.e .. 

(J1 ~ .Y,1• }"1 

donde t;.• e:; un C.'1-ison1orr1s1uo. EutOIH't•s el siguit•11r1• diag:ra111a. co11111uta 

1 ' *ºu 

y 

lr; ./ L'" l"º' 
Qo ~ X~,}"" 

porqUP í',,r1-:::::- 11 1·-.: Y F' 11 cY1 == ,,cr:! .-\dt·111~is, 11 1-.~ E =--..! y ,_,'72 E Jl2, y 
esto por ~~.7 y :J.l·t en(:!], co111plt•ta la d1~111u:-.tració11. • 

Corolario (4.10).("on las m1.-.111n,o; lup1ilc-.18 
(p.c.c.). c11/o11rc., (./.9.1). (-1.!I.:!) y (.{ .. 9 .. 1.) 
.<illpt_•r11dzrr.<> 1gua1' a ·"> 

dt: (4.9) r:rcrpfo que P rt"/lcja 
.'ion 1·á/zdo.o; para .o;ub11diccs aud 

Corolario {4.11 ). {ou /ao; mz.o;mu.o; lll¡uitt .,,_., dr (.{. 7) (./.9.1). (.f.9.:!) y (..f.9./J) 
son r'Cilidoo;. 
:\"ota: La rt>lacit)n d1•fi11ida 1•11 la :->c•rcil>11 :~ p•trn :\.fj-nhj1•1os Pfl D1?ro111p. in1plica 
quP si algii11ns :\dj-nl1j1·tus .\/ 1 y.\!'..!1·11 D1•co111p cu11qol•·11 las condiciorws dr ('1.-1) 
y (4.8), entonces <.·ulq11i1•r .. \dj-oliJl"fo (1·11 D(·cornp) 1·11 la clcL-..1' de equivalrncia. 
de 1\11 cumpl<" (·1.:!.l). (·!.:!.:!). (-1.:l.IJ. (-1.G.1). (·!.-).:!)y (·l.G.:J). Ad••ni;¡_~, ~¡ 
P:.\11 - .\12 ('S P = (l.\1 1 . lp.id{· 1 .i11'_,; 1 .idl·1 ). •:11to111_·1_•s (·1,.J) y (4.9) son 
2.3 t~II [.J] y :l.fl Pll [ti] rc~p'-'criva11w111e. 

C"onsid,~rt-st' ahora ~·I sig;uiPnte diagr:u11a ro11111utativo 10111ado dt.:- :!.17 Pn (5]. 

:n 



1.-.Y;tli1 

l '"!.i.+1 

1.:+1·\"¡~-f("1 

n+ 1.\" .~ }~1 
1 .... ~ .... 1. .. (4.13) 

Por 3.3 en [:J] for111ando la (=.- 1 .Jl¡)-factorización <ll;'." 1 f!Jf con i1nagen R 1 , 
obtenernos t t y u 1 tales que PI siguientP dia~ra.llla co11111uta 

k.Y 1°L'1 ~ Q¡ 5...!... ri+I .\"}" }"1 

t~ 1 "-. 
,,, 
.¡. 

l·< H, 1 <+. . ( 4.1-1) 

1"• "- 111¡ 

k+ • • \" ¡\· { "1 
.. Q, •n1 

".\" ~ }"¡ 

y así: 
Tco1·c111a (4.15). (Pn-•servación dt•I tt•or1·111a de realización parf:ial). 
Sea P: ~\f¡ - :\72 u11 Ad1-morfi.-.mv cvmo n1 (.f .. 5) que €n adición refleja 
C2-ison1orfis11!os y .Han 1 1 . u 1 C'1 -1so11101ji .. 1110.">. cn/011 ce.; e.o; posible definir un 
Adj-objt:cto :V-1 = (.\"1,CJ 1 ,1"11.l"1.r1 •. "i1) t'1l C' 1 .H y . .:;o/o s1 es po~rblc definir 
un Adj-ob1cclo .\/"2 = (.\"2. Q".!. fl2. {"'.!· T'_!, ..3:!) e--".!. tal que: 
(.f. /.'j_ /) 

1; 1 ou; 1 
01" 1 :.\",(J, -Q, 

(.f .1.5 . .!) 

( .f .1.5. :1) 

con pr 1 == C2 Pr i == c2 . 

,y do u de la matri:: dr f/anl.:t I .\/1 

Pi"í11 ::::: 1112 Pf"'1 ::::::::: e".! y Plñ1 ::::: Ttt2 

,111=11+1.-r~ om,oZ-1 0 kiuj = n+t11"~o 

1 //~+ 1 0,.irrt .. para i = 1.:.!: = u. l .... . k " '/ O. l.···. n +l. 
Dc111ost1·ac1011. 

r/"' 1 
t: 1 o .1..-in},. .. \";'1f' 1 -,,. .\" 1'"!" 1 - (J 1 /01· 111 º· .. ·. k. 

o) .• 1 = n-T 1 .-r_! oTil 1 :(J1 - .. + 1 .\"!")"1 - .\"~··1·1 JH11·a 5 O, ... ,n + 

por 2.ID t.~n [.>]. Pt>rn 1'1.;i11!11 ::::: ¡.i11;;1 
I-'1ii 1 ::= m:! E11101H·1•s />r,1"•) :::: 1·,2,

111 

y º· .. ·." + 1 Pur lo ta.11to 

Pn+1.-r: ::= 0+1.-r_; PC1 :::: 7!2 y 
y /lb,1_. 1 . ::::::::: t>? .• J para O.· · ·. k 
1~a-}_. J o /l1·cln1 J D"t_, 1 o r(-•n 1 ~ 



P.,+17r! o Pfü1 o PfF1 o P1.::i11,1n == ,-.+ 1:r; º'.! !Jf,;-+ 1 oi: i1l;11 • A<le111ú.s el siguiente 
diagran1a 

ú x~~ .. otJ/ .. !¡ 

'""" 

LJ' Xj\.,oi:J,'1 l ... , •. 

conn1uta por 18.14 Pfl [1·1] l'iut k+l == 11L¡..k+t Y P7r!.+1., == 1r;¡+t.n 

P7rJ..+1.ri == "T;;+l.n pur J11alidad. y I'1 li¡.'+l -::::::: 211:-+i entonces (4.13) 
conrnura para s11h11dices y ....-11pt>r11.fi~·,·....- il.!,11alt·s a:.!. y ta111hi1~11 (-1.1-1) conn1uta 
para sub11d irt>S y .supt•rudicrs i.i;ual•·s a '.! porq11t• F''1"1 == F2 , Pm1 -::::::: 1"ií2 • 
P'ii1 :::::: C2 a.nd p,-,, 1 :::::: :-T1'.! han~ al diagra1na "XtPrior r.k• (·1.14) conmutar 
para indcrs igualt .. s a 2 (por (:.!.l:!)). 

E.xistt .. n u 2 y f-;y_, (...,:!-isor11Prfisn1os (pnr :i.a t'll (aj) tales que (4.1-1) conmutan 
para iudct·s i.~uaJt•s a :.!. C'o!no ,- 1 . t 1 • ( 1 an• ,-..pi's and rn 1, 1u 1 , rñ 1 son 
111011o's, ento11ccs r'.!. t7·.1.· ;-'.!. son Pf,¡·s y "''.!· Tli 2 . ;;,:! son 111011o's. Por otro lado, 
C-01110 p;-1 == f:.!. y f>t ¡ = f>t¡ =- /'f¡ == /'.!. -=· f:! = t.'·.!. tllt'H f>/1 Z l2, y 
Pu10Pl10Pt1 == u:.!.of.._,of-.: i111pJj,·a11 /'u1 == "'.!. (vt·r(-1.1·1)). B 

Co1·0J:u·io (--1.lG).C~au /': 171 - V'.!., .. ,,,,,() r 11 (.;.6) . ."-dllll f¡, U¡ c~2-lS<nT1:.orfisrnos, 
entoun·.-; t·s pu ... 1hfr dtfi1i1or ri11 .·1tÍJ-OÚjtclu ·.\l:.- 101110 t 11 (.f. l.J) tal r¡uc (..j.1.5.1), 
(./.1.5 . .:!) y (.J.15.:1) .-;011 .,¡1fl ... frcfu1 . ., para i = :.!. 
Co1·0Ja1·io (--1.17). C'o11 fa.~ mz ... "'ª" !11p1Jlf-;1s d,· (.;. 7) para/': T1 1 -- :\f 2 y la.o; 
nlJ."''ºª·" htp,íf,.-.i., de (.:.1.;) (J"Ctpff1 para J>. tllfonn 'i f.;.1.5) rs r•álzdo. 
¡\jota: :""ut·\.a11w11tP, .-.;i !' = ( l:\7

1 
l , .. id,., . id~, . id, 1 ). e11to11c:••s (<1.J.5) es 2.19 

en [5]. 

1.2.5 l\lorfis111os Adjuntos, Dinán1icas Libres y Dinán~icas 
Calibres 

En PSta st•<"ció11 da111os alguuos rt.•sulradus sol.¡·r· co11diriot1i>S suficif~lltcs para 
prt•st>rva.r y rcflt•jar dincitnic·a ..... libres y .:-olil•rt--s P•'r 1110rfi:-.111u:;. a.djuutos. 
Proposici<h1 (5.1).SFa P: .\/1 - .\/2 u.u .·1d;-111t,,fi.-;100 tal que el siguu:nte 
diagra11la cu11111uta 

(.5.2) 



PX¡'Q 1 
!.. :J 1 x:,•oo 

ll'1,• l 1 ! (.5.3) 

f'Q, ~ (,h 

don.de Pb1 :::::: ¡,';! • 131 U,?•J .\"~.\(,,) o o~, lJ f! E jl';! {t'f r {.! . ..!)y (2 . .'J)). 

Entone~ . .; PJ'Qi ::::: /'Q~ <:::- f..!.# ,-.-. 1111 .Y·.?-duuonrnji-.1110 {rLr (.!./)). 
Dc111ostració11. QuPren1os den1o~trar q1Jt• t>I siguicntt_· diagra111a corunuta 

X.Jf,!J:..:....::"' 
1
ac.;;, 

P.\"1.Y 1'•Q1 .\·'.!.Y;tQ=i 

1 f>;•Q¡ 

P.YtQ1 

si y ~In si ,-.f !->ig11it•ntt· ,fingra111a cun111u1a 

Lx,11 

.\oQo 
Ahora prohar11os rr>rno si.1!,;UP: 

fQ, o P11Q 1 = l'QJ o .Y::f,J 1 o Ox:-q. -:::::> 

...\~ 1 offof/.)' 1 0Ppq 1 = ..\.,;: 1 off'-0¡1Q.!º·Y::J:J
1

00,\·
1
oq

1 
(porque f.2#Eµ2) <=> 

~\~ 1 o 1: o fQ, o !'111..2. = e/,# o l'Jlt.J¡ ( pur ( !).:.3)) <=> 

/' f¡# o l-'¡1.q. 

!'/,¡ o !'.\"¡/¡# 

(pcrqtw O PS (l.:\".)) ~ 

/'f. o /'.\"1/1# (por (;J_:l)) <=> 

Pr 1 o o;s: o .\-::/' ¡"(I o Ox
1
oq

1 

l'/ii o fJ.\"1/1# = >.~ 1 o h2 o .Y::..\.,:. o 0~ 1 o U;j
1

1 o .\":!l'/1# o Ox~q, 

(por (:.!.1'2) y Ptt 1 ~ ¿;:d -::=::-

:!·1 

• 



Nola: Observt: .. se que para Ja de1nost ra<"ió11 de Ja suficit•11t·ia. 110 es llPcesario 
suponer quf• fJI E Jl".J.. 
Proposición {5.4).St'<J I': .\/1 - .\/2 "" .·\d;-1uorji ... 1110 tal que (.5. J) con ni uta 
y f 2# es uri .Y2-d111a1no,.ji,..mo. doodr P~ 1 ::::: f.2 • f/J 1 = LJ.J ~o .\"~ ..\q o ~q, 
y f 2# E µ2 . Entonce . ., F'JlQ, :::::= /'Q~ <=> f 1# es un .\· 1 -d111a111orfis1110. 

Dcu1ostraci<h1. 

= l'Q. o .\"'.!f:J, o Ox1ª'-"1 = 

(porque f.f .Y2 - dina111orfisu10 y (.3.:J)) .;::::. 

Pf1# o PJlQ, = ...\,; 1 o ti 2 o .\' 2 ..\~ o 0(,/
1 

o o::,: o .\"".!Pf°f o Ox~Qi <=> 

Pf'f"oP¡lQ 1 = Ph 1 00Q 1
1 o.\':!I'/1#o0.>,::6Qi (por (:2.J:.!) y /-'f. 1 ::::: J°:d <=> 

P/1# o P1.1.Q 1 = Pt-, o P.\"1/1# (purqu" 

/1# o J'Q• = c'i¡ o .\'1/1# 

(1 .'<.)) = 

porque todo Adj-111orfis1110 <>s fit..•I. • 

.1.\"ota: (Jna VPZ 111;i..;, el 111is1110 •Olllt'Ufarin d" Ja 11ora a11lt?rior PS válido. 
Proposicit'iu (5.5) ... '•,",·a I': .\11 - .\/'..! .·\d1-mvrji ... mo tal qur P.\i ==: ."'\2P y 
el 51yuu 11/t· d111g1·a111a ro11111ula 

.\·¡.\".}-~Q¡ ~:::!.~ X,',Q, 

1 x,¡:, 11:. (.5.6) 

X1Q1 -·-'·- Q¡ 

P.\"~01 
,.,, 

x¡,o, 
l P/:. 11.:. 

PQ, ..:'...'?.. Q, 

(.5.7) 

donde l-'61 =::: fl2 f><'i 1 flJ>o .\-~>...;. o ~t 1 y P.Y1f~ E ~2 (ver (2 . ./) y 
(2 . .5)). r11/011cc. .. PLi..; 1 ::::::: /.v

1 
_;; 1-;,. r .... uu .\· • .!.-d111a11101:fi:o110. 



f'J 1 o PLq, = lQ,,., o .\":!f'jf 1 o Ox:_.Qi 

PLQ, o P.Y1f~ = f.:¡ 1 o l.q,J o .\"'..!f:/,' o O.'l.:~Q, (porqw_• l'.\"1f~ E ~:.d ~ 

PLQ 1 o P.Y 1 f~ = (f'¡f 1
)-

1 
::i f.Q~ o .\"2fc.f 1 o .Y2 Pf~ o O<J, 

(porqu1_• O (!.'.'>.)) = 

PLQ, o P.\"1fi = /:> fi;_ o 1~tt 1 (por (-5.6)) ~ 

p fJt o F'h1 (f';! 1 
)-

1 o J'ft o ·'~ o ... \_; l o />'.! o .\"2..\~ o Oc;,, 

(por (.'J.7) . (~.a) y /'1'1 :::: ¿;'..!) ~ 

l.q, o Xof"/t. = f":j, o <"o (pur (.5.6)) 

• 
Proposici<>u (5.8).L~~<l1 !': .\/1 - .\/".! uu .·td1-mo1ji:sr110 tul <¡UP (5. 7) cournuta 
y fi es un .\"2 -d11Hl1110Tjis1110 dondE" l't- 1 :::: f,'.! y 1~.\" 1 /Jt_ E ~:! Eutonces 
PLq, ::::::! LQJ <=> fJt_ .\" 1-d111amorji . .,mu 
Dc1uustracÍ<)u. 

J';f 1 o i'LQ 1 = l.<.J:;i o .\.'..!f';f 1 o Ox~<.Ji <=;> 

PLq 1 o 1~.\",f~ = (f'¡! 1 
)-

1 o l.Q.J o.\"".!/':!' o Ox::,<.J 1 o P.Y1fJt 

(porque 1~ .\" 11i .;:: =.:t) .;::::.. 

PLQ 1 o P.Y,fJt_ = (f~ 1 
)-

1 o l.Q,,, o .\"~J~ 1 o .\" 2 l'fJt_ o OQ, 

(puiq_U~ Ü ~·,... ();l.)) .;:::::.. 

PLq, o P.Y1fit = (f:;f• ¡- 1 o LQ, o Xof°/t. o Xo·\, o O.:¡ (por ¡:J.7)) = 
PLq, o P.\"¡f~ 

(porqtw f°/t. 

PLq, o P.Y1fit = (J;f 1
)-

1 o f°il. o .\,,,u,;.;i o ·\; 1 o fi2 o .\"z..\a ~ 

PLq 1 o P.YifJt = 1-'fit. o P1'1 (por (0.7) . (:!.l:!} y Pft 1 == ~2 ) <::::> 

Lr.J. <:> ~\"¡f~ = f~ V 1"1 

porque todo Adj-roorfis1110 t"S fit>I. • 

2G 



Nata: Con-io en (G.l). (~.-1). (0 . .->)y (5.~) ¡, •'S 11ec1~sario ~11pu11c-r qut.• P.\ -~E 
!" 2 para dPn1oi-.trn.r la s11flcit>n«ia. 

Antrs <le dar los principalt .. •s rt·~ultados dP PSI a M'C"ción. i11trnduci111os a. 'IOS 
l1echos llPCP!-;.arios. 

Cna transforn1ac:-ión llilf ural (T.~ ) 1¡: F -•- (,' para fuuctor":-.; /-~, G: C 1 - C2 
puedr. SPr infPrpretada C"OIJIU 1111 f1111ctur Í\

0

, 1 :C1 - CH do11dt> C.".f ~·s Ja categoría 
con Ob(Ci) =:; .\fo,.(C·.d y si f'.! Q'.! lJ'.! . !l'.! lt•:! - H.'.!- ~011 Cj-·:'.'bjctos, 
en ton re!"; un Cij-ruortisrno h f'.! - !1".! t•:-- 1111 ¡1ar /, = ( h<.J. h,~-) tal que t.~I 
siguiente diagra111a co11111uta 

Q'.! ~ ,~--.! 

con hq. hu.' E .\/or(C'.!)- El funnur /\",1 e~ dPfinidu por 

5.a) ./\
0

r1 ==: 1/Q 1 para rada (/¡ E C1: 
5.b) if f1 (,} 1 -(.h: ¡,·,,(f1) = \Ff1.Gf1) paracadaf1 .O .\/ur(C¡). 

c·on10 C'o11~1·r11t•111·ia. l'S pusil.lt• dc...•fi11ir 1111a '"tra11sfon11arión natural'" entre 
(T.~.)'s inlt•rprPtitdos cn1110 fu11ctorPs. St•a 1/: F-·-c otra c·r.~.) con functor 
a.o.;ociado /\

0

,,: C1 - e~ E111011c1•s IJll;l (T.:...;.) 1¡: ¡\·,, ~ ¡\·,, ('S uua función 
1): Oh(Ci) - .\/01-(C~) tal q1ll' ,.¡ ~ig11i1·1111• di;1gra111a c:ci11;11ula para cada f 1 E 
.\/or(C1 ) 

l ""·'· l,,.. ,,, 

U~11de. ''':' ~ (<_t-0¡ .· '1~ 1 ) Y 1hJ 1 

o- : e, -- e, son ( r.'.\ )"s. 

(<t!.,.,I • tl~I) • y (t' I F-·- F . 

Or11ol;u11os Í\·,, -::=- .. Í\-,; si 11 t>!'> u11 (f.:...;_). por :-.11pu1·:-.ru ~ .. es uua relación dr 
PquivnlP1ic·ía 1•n la d;L-.;1• de todos L::L"" ('r :...; . ). cft• F a (; 
TPorf"'lua (5.9).Sl"'a F': .\/1 - .\!'.! 1111 .·td1-mo1ji ... 1110. F': C'1 - C".2 uu 1sornor

jis1no functonal . .. \""' = idpq 1 y la rclac1úu dr F"qutt·t1/( 11r1a ~ ... ~obre las (T .. V.) ·.~ 

de P~Y1 a .\·"2p E11/011.:c ... el f1111r/or F: /.Jy11( .\º1) - Dy11( .\":!) 111ducufn por P, 
preser1•a y re/lt"ja d11ui1111rus lzbn s. 

Dc111ostra.citiu. f'or (:!.12). (:.J..q y (~-:>. I ). ~¡ Jos dia>;ra1nas (2.2) co11 i11dce 1 y 
(5.2) co11rnuta11 para (~ada. Q 1 E C 1 . 1.•11fonc1·~ t.•I sii;ui1•11te diag:ra.n1a conn1uta 



(5.10) 

(.'i. I 1) 

rvn TJQ., := J:.J 1 o P1¡~ 1 p:tra ca.Ja CJ:.:. l'(,} 1 y CJ:! = J->(j 1 t~ll C:.:. , y cada f 2 E 

.\for(Co). donde fo = Pf1. f:f' = l'f,# o (f,'J,)- 1 (fJ, = LJJ~o O'q,) 

porque-, P Ps isn111orlisn10 functorial. J.fl f'S 1j11ico. porqut" =:= .. t>S una relación 
dt"' t•quivalenria. Al1ora por ('2. l:!). (:JA))· (;J..fJ. si(:"). 10) y (5. J 1) c:o11n1uta para 
cada Q:.:. E O''(C:_.) , P1tfo11n•s tan1hi1;n {'2.1) (_'Oll indice 1 y (0.2) conrnuta para 

cada Q 1 E 0ó(C1 ) • porq11t_• P: .\lor(C1) .\/01·(C....,) t...•s uno a uno y sobre. f 1# 

1~s ti11ico por razn111·s si111ilare:-. a f'.!.#. • 

Corolario (.':>.l~)-~"t'u1 f'· .\11 - .\!:! un .·ld1-m<'1}i,.;1110, tri/ qttt· la f11.nr1ón P 0 : 
()b(C"i)-(Ji.J(<'"..!) '·'tillo 11 /lllO lll tifu11t·fur/-1.('1 -<":.-, ,\...,.. = idpq 1 y~. 

C.'i comv <11 (5.Y). E11fo11rt . .,. t·I fuur/or F> /Jy11(.\"i) - /)!111(.\"".!) 111durrdo por 

P rf'jlcja d1111í1111ra . ., ltbn .">. 

De111ostracit"i11. ("01111) /~ t'S llll fu11cf1Jr fit·l. 1·11to11ct>s 1~- .\lor(C1 ) - .lfor(C2) 
f'S 11110 it IJJIO. • 

Teore1ua (5.13) .. ':->.f'a P:.\11 - .\/2 u11 AdJ-11lo1ji .. mo romu ,,,, (.J.9), P.\·r ~ 
.Y~/' y sea la rcl<Zl'ltin dt· r·q111rafr11crn =:: .. ... obn '"·" (7" .. \ .. ) ·.<;de P.\·r a .Y2P. 
l-.:11to11rt.'> el /un("/or F: Dyn(.\"~) - /Jyn(.\"~) ll1<luc1do por l' prc•nrTa y re}l<'Jª 
d111án11ras ro/d11"f '>. 

Dt~UH>stracit'iu. Es si111iJar a (0.0) y J1·11t•11d1• d1• {'.!. I). (:!.0). (:.!.IL). (:l.5), (5 .. 5) 
y (').S). mi 

.\"ola: Oi1s1»rv1·:--.t• qui• 110 1•.s 111•n•sario q11•' /"..!.# E Jl'..!. ni qut> l'.\" 1 f~ E =:- 2 . Sin 
ernbargo. la .... laipót, ... sis de (G.~·)) y (.~.I:~) son l"t'"ítrictiva.-.;. JH'rO 1•sra ...... caract1•riza11 
parcial111enfe Ja da .... " d1· .r\dj-111orfls1110:-. qut> 111ducc11 fu11ctor1•s (F y F). que 
preservan y/o reílPja11 diuc-i111ica.....; lilHPS y/o coliJ,r1~s. Pur otro i<hlo. la c-ondición 
..\ 0 = idpq

1 
no hact• q1w se pierda gi>11Pralidad. 

Corolario (.5.1~) .. .:;,.a P: .\/1 - .\/-:! uu ..td;-morfi.o;mo. tal que:=. es romo en 
(.5.9) y ..\Q idpq

1
• Eutouru• el /1111rlor F: /Jyn(.\" 1 ) - L)y11(.\"2 ) inducido 

por¡> prt ,•;crr·a d1n1inll1'rl.'> hhrc.-;. 



Corola.1·io (5.16). Sf'a P: .\/ 1 - .\/:! un AdJ-111orfi ... 1110. la.l qru />.\-¡ ~ .. YjP, 
=::!. e.s co1110 Pn (S. J:J) y ,\ 0 id1>Q 1 . ¡._·,,1011cr.o; rl fuurlt1r /·': Dyu( .. \·¡) -
Dyn( .. \-~) 11uiuctdo por P /l7T.St'1.,.a d111ti1111t~a.-; coltbrL.;. 

1.2.6 Propiedades de 1\.lorfis111os Adjuntos 

Corncnzarnos P.Sf a sPcciú11 111osr ra11du q lJP ..\ új t.•:-; 1iua e ll<L-.wal 1•guria (ve~ sección 
2). 
Tt~o1•p1J:1a (G.l). El roug/0111· radv ,fe- lodo, .. · lo ... · .o;, .. /,·11uJs atÍJUU/r1.o; dr/intda sobre 

tJ.._,¡P~ y (.'/ co11glo111f'rtufo df' lodo ... · lo.o; 11101/1',-.1110.'> adjulllo.'> d<Jinuios por (2.10} 
forrna11 una rna.o;iraif'gorúz. 

De.u1nstl·aci<ju. St•a P: .\11 - .\12 • P: .lf::. - .\J~ y ~•"'a i~: .\/:1 - .\[4 un A<lj-
111orfl.o;;1110 dPfinido co1110 P :;;: ( I'. O . ... \ 1 ..... \v .... \, ) I~ = (P.O .. .\,_, . .Á 0 , ..\).) 

y /J =: (/~.O. i.,, . ..\Q , ..\} ) . PHtulJCt>s Ja co111JHJ.-;ici..:;11 .. de Adj-rnodi:inlos esta 

definida por 

donde O : PX 1 - .\2P 

(} "'" O _ o,. o PO 

,\,_. . ..\,. - A,. o 

-\, ~ -\,_, - ,\_, o 

y 
A, ~ ,\, - ,\, o 

tJI'.Y1 - .YJf.J/>, 

/'Pf"1 - f":1. f.JJ..,. 

1~ ..\(,.) /' PC,J 1 -- Q;1 

/',\, /'P}"1 - }3 

SOll C:ri:-;0111orfi~111os. Si 1~1t¡ == 
i~r2 == T3 y P.32 == .3:1 e11to11{"'~·s 

,.., /':-1 
P/'/'11 ::::-

== 
<":1 

:-, . /'.Ji ::::- :Jo . P6 2 =:: óa 
l'F'ri ::::: •J y f.>P . .31 =::: ¡33. 

De1u.ostr.acith1 dr• (J.>Pl11 == l>;i): 

1>,x,.1., o Oq, = ,\" o 1~1i1 = Pc"i¡ == ,.,, 
Ú:J o _\-:1,\..;¡ o (/Q, = ,\" o Ph2 = Pt> ::::- h:J 

62 o P.\"2-\0 o POq, = P ... \<.J C· f'f"'l> 1 = i'I"'/-11 === Pli2 

EntonC'es 

..\ 0 o ..\" o PPh 1 = ...\c.;i o P<"'"2 o P.Y2A<:J o P0c.J 1 por (ü.3) ~ 

,\..._, ·::> p,\...;; -=:; l'/'f- 1 = ti;1 o .Y;J ... \ 0 o (}Q.J o f.J.\"::.Av o POq 1 ~ 

(6.2) 

(6.3) 



PP~¡ =:: t'3 (por (G.:!)). 

Den1ostraciún dr (Pf'r1 ::::::: :-J): 

T:'.! o Au = "" o ''•1 = l'r1 == r".! 

Pr2 o />..\,. = I' ... \c.i o l'Pr1 = F'f'r1 == /'r2 

T3 o . ..\l: = "" o l'r".! = f'T".! == r:1 

Entouc('s 

"" o I'r2 o /-'.)..,, = A._, o l'r:!. o J'..\c = 
..\" o Pr2 o P..\1. ... \'"" o }' ... \<.." o PP.-1 (J•<>r (IJ.·I)) = 

T;:j o ,\,_. = -'o o PJ..c;i o /' ,,,1 = PPr1 == T;J (por (G.::>)). 

Dn111ostració11 d1• /:JP.11 ::::::- .Í:J es :-.l111ilar a fa d1> F'l'r1 ::::: T;J. 
DnuJ.ostr1tcicíu d<P ( i' ,__ ( ¡:1 .,.,. ¡:;i) = ( f' .,... I') • P ): 

P ':or (/-' .....- P) = f' * (PP.OF- o F'O . ...\,. o PA, . ... \ 0 o PAq ,..\,,.o P>.y) 

< i'J>P. 01.,,., º l'o,~ º J"jI'Oc.; . .. \,_. o P..\"º 

l'P..\ 11 .>.
0 

o Í'..\Q o ¡"'->¡.:>,,\ 0 .... \.,.o/'..\.,. o PP>...,.) = 
(J~P.ii1""; o f-'0 . ..\ 1_. o/-'...\, .. ..\r.,;:i o P .. \~.; .... \., o ¡"".J_.\.,.),.. P = (l' *' Í') *P. 

(6.4) 

(6.5). 

Dadoqut>P,..J.\/ 1 =PYl.11.:,../" = f'co11l.\IJ = (J 1.:,,.1 1>.i<l(',.idq.,,id1·:.1) 
cutonces J.\/ 1 = ( lc 1 • l¡•. id1· 1 • Í<Í<..; 1 • id>-,) 1··s la idPnr1dad . .-\d.~1n:is. ( 1.\/ 3 """ 

P)""" l.u 1 J.\/, ....- (f' ~ 1 \t,) 1~ y 1.\1, ... /J P """1.\/ 1 dondt" 
1.\t_, :=:= (le.-. , 1 p .1<11· 3 • Í<Íc.J~ • it/l·,) • 

.Vota: El lied10 dt· tp11· .r\dj t•s 1111a c11a.-..i1·;if1•!!-uría. 110:-. i.;uia et apljrar uu:rodos 
categóricos PJI su t'sfudJo (v1_'r [ij) 
Co1·olnrio (G.G).Ob(.·1d;) y'º"' .-td;-1111,,ji .. 11111 ... /J: .\/ 1 - .\/ • .!tal t/tH'. r.ru;fc 1ui 

(/ .• \".) r..·: F.Yj - .Y:J /"' . . HJll llna .. ub,~ua ... 11·11/t !/01·a ./r .·1 d; . 
.r\ co11rir11.1aci<ju d;u11us do:-; d1•ti11iciu111·s 111•r1•sar1<L.., para 111ustrar condjdoues 

suficiPnf1's para Ja t'Xi:-.fPJl<"ia dt' n1orfisn1ns adjuntos. 
Un 1norfi:n110 (/ .. /\") Plltr1' a./j1111«iu111·s (F.(; . .,:.v.t) C"1 - C2 y 

(F.G.;::.v.n : e·:! - r.·., Ps un par d1· f11111·1or•·:--; !.:e·, - c·:J y /\·:e·:! -- G'4 
tales que el siguir11ft• dia.i;r:1111a ro1111111ta 

r··, e; e, 
,. 

c., 

l A" l [. l" (6.7) 

( ·., C';1 
,, 

( ·-1 

y 

:iu 



C'2(F,,·.a) 

/\. = f\..Fr.,11 

C.1 ( F L.r, ¡,-,, J 

C'o(.r. Gu) 

l L = Lr ,e;" 

C:i(L.x.LGa) 

para cada par Je objetos .r E C1 y a. E C:..> • donde /\- F.r .c.i es t~l 1napeo f ,.._ /\.- f y 
l.r,G~t:-"scl111~peog1--L!/C'Ollf: Fr.-ayg r-G'a(vc-r(l\"-7)t·n[l6]). 

Vn par cu11;uqado (T'¡ . "T2 ) , ... ntn• (lo~ ;t.Jju11cio111·s sobr1~ la .. -.. 111i:-.111a.s categoría.o;; 

(I·-.(7 . .,:.v. ,f), (Fu.<;u.L"¡¡,<.u) C1 ·-C~ 

f:"S un par dP cr ~ .)'-; T¡ 
Jiagran1a con111uta 

'"'•l 
( 

0

:..>{ l·~Jr. u.) = 
( To r ¡- = Co ( T, r . a J l 

"' C 2 (F•·. a) "" 

G -·- c;o ta.l1!S q11p el siguiente 

C'1 (.i·. C/ua) 

lc,(.r.T,,a) = (T0 .,¡. 

Co(.r. Gu) 

para cada par dP ohjt>fo...,; .r E C1 y a E C:..- (vt•r (l\'-7) en [JC.i]). 
Tconnua (G.8).Sca (F.í;,,,_,) e, - C,, y (F.G.v.<): C2 e, adjun
ciont>.'>. cutouccs la ro111po ... 1cuí11 de fu11ct111·, ... llt l"(l a u11a arl;unc1ón 

(FF.r;c;.</u1 · º,/,,o Ft,;} 

(ver (IL'-8) "'[lb}). 
Afir111af~ic>11 (G.D). s,.an .\/ 1 y.\!'...' ... ¡:--.11·111a .... adj1111tos. una corodición suficirute 
para la ('Xi:-.t 1•11cia dP al owno~ 11!1 .-\dj- 111urlis111u /'; .\/1 - .\12 con /'~Y 1 = .Y 2 P 
y P."\¡ .\"J P . ":-; <¡llf' exi:--.ta un 111udi:-1110 (/ •• /,.") Pfllre las adj11ncio11t'"S 
(.Y¡ .. \"j.v1.~1) (·, - <:- 0

1 y (.\":_> . .Y~.1...-'...'.':!) C'2 - C'2 tal quP L 
!....· P . ron P un functur fi1•l. do11ck (:!.a), (:!.h), (2.c) ~on validos y 
( p¡;, i' 1'7"1 i' P.:J 1 # P~, ). 

Afir111ar.ití11 (G.10). Sea .\!1 y .\/'...' si~t1·111a . ...; adju11tús. una condición suficiente 
para la t..•xistr>111:ia de al nu·no:-- 1111 AdJ-lnnrfis1110 /': .\11 - .\12 • P.S que exista un 
functor fiel P:C1 - C 2 con adjunto 1lr-n·d10 p• é"2 - C"1 tal quf'> pñ.ra Ja..-; 
adjunciont•s 

y 

:¡¡ 



existe un par conjugado (7'1 , T'-,:.) . dond<. .. 7·1 P .Y 1 - .\.·'..!. P PS (J .. °".). {P. p•, V. i} 
C 1 - C 2 es un a.dju11c1ó11. ("2.a), (:!.h). (:.!.e) son viidlJS y (Pi5 1 '::¡i; Pr1 '::;6 PJ31 :¡é 
pt;,). 

Por otro la<lo. la Jpfi11ici6n dt• 111udi~1110 (L./\.) cutre adjundones y la definici6n 
dt" A<lj-r11orfisn10 hace po~ihle los si~t1it>11tt .. ::-i rPsultaJo._..., µara din•i11ür:a.s libres y 
colibrc-s. 
P1·oposició11 (G.11) . .'·ica P: .\f¡ - .\!'.!u u Ad1~111orfi.-.r110 como en (:J. J:"J) y tal 
que el ·'"'l!JU.!f:n/e dzagra1oa C"o1111aura 

e, ~ /J.1¡n( .\' 1 ) ~- e, 

l }' l r 1 ,, (t:i.12) 

e,, ~ /Jyn(X 0 ) ~ e,, 
.\" ~ = a·, ii·t .\"~f = 11·,,n·; 

l.e., (F, P) es tHl rnorji.-.1110 ni/re fo . ., od1uuc1011t.'> (lt"1. lt"¡9. n:¡, Li) Dyn(1Y1) -
C1 y(lt··!!.lt·;,n:'2.i:!) l.Jyn(.\"'..!)-('.! do1ufr F t.'> rl/unctorl11<lucidoporP 
f'n (.9 . ./). Eutouct'.'i ¡.· prc.-.c r1·a y rTjlf]tl dz111Ím1ca.-. roilbrr.o;. 
DP-111ostra1~i<>11. Por (í).1'2). P.\",1i .\·~f/'. y .-J lit>cho dt .. que Pes un 
isornorf1s1no f1111cturial. •'lllOllC'•'S :-.P ..,j~u·· q1w .\" .1• p- 1 .Y~ P (1\"~ 
P.\"J,P- 1 ) y F: .\for(/)y11(.\" 1 )) - .\/o,.( /Jy11(.\":.-)) 1•s una hiyPcción. 

Euro1H't>s 1•:lr<-t. cada ( .Y,1,(-;} 1 . l.Q,) ··11 /Jy11(.\" 1 ) ··xist•• 1111 1iuico (.YZ,Q2 , LQ~) 
en Dyrz( .\"2) con Q 2 /'l.J 1 . y l.Q_, J> l.Q, o Ox l.Qi. y para. <."ad a 

fJt, E .\fo1'(Dyu(.\"1 )) (1í11icn) .·xist1• 1111 1'111ico /ÍJ_ = l'f~ t'fl .\for(/Jy11.(."<2)) y 

vicPVt>rsa.. • 

Corol.ario (G.13).S<a P: .\! 1 - .\/2 u11 Ad1-rno1ji.-.1110 como tn (.?././}y tal que 
t•/ diagrama (6.12) ro1u11uia, tnlo11rt'"ó F r·rjlf-}'L d11u.í.1111ca.-. colibrr'.'ó. 
Proposiciljll (G.14) ...... ~," P: .\!1 - .\/2 un .-\dj-lll<•rji ... 1110 rfJ1110 en (.5.9) y tal 
que el 81gu1t;u/c dlaynuna 

e, ~ Dy.,(X 1 ) ~ ( ·, 
lp l r 1 

}' l (6. !!'>) 

e,, ~ D¡pt(."\"0 ) " e,, --

conmuta, i.e., (P. F) u.; u11 111orji.-.n10 t nin· la:s ad1u11no11c.'.; { • it."1 • t.1-"1 , ~ 1 , i 1 ) : 

Dyn(.Y 1 l - e, y 
{ • B"2. i\."2 • n: 2 • i:!) : D.vn( .\"'..!) - ( ·'2 dln1d1 F to; t 1 Junctor uiduCldu por P en 
(.J.4).E11/011cc.-. F prr.-.rrnz 1J nfltjll d111ii1111f'1l.'> l1fJ1·t.'>. 

La dP111ostraci<
1

H1 ··~ ~i111ilar a la .J,. ( li.11 J. 



Corola1·io (G.16).Secl P: .\I¡ - .\/:! "" Ad1-mo1Ji:o11u CP111. ri (.J. J.!) y tal que 
el d1agraTna (6.15) co111nultL, ,_·111011ce.-. ¡.· n·jltJ" du11imtra..... ( ... 
~Vota: Obsérvt..•se qw-_• (U. J:l) y (IS. l·l) r-.11Pdt•Jl s.-r t.01uado:-.. CUlllO ("Qrolarios de 
(5.14) y (5.9) rt.>spt.•ctiva111t>nt•·. d.-,,llJ.- (.\"j'(J 1 .¡1q

1
) y (.\"!+Q 1 . L<.J

1
) están en 

Dyn(.:\"" 1) si y sólo si F( .\" 1''Q1 . /.'e.Ji) y F( .\" .~,(.}¡ . Í.f.J,) t·~t<i11 ··11 [Jyn( .Y2 ). Por 
otro lado, rt.>sultados sirnila.rPs a (:J.D). (;'j.J.I}. (íi.J:~) y (G.l·l) ,~011 sus rPspectivos 
corolarios puden probars1_. para el functor F f)yn(.\"j) - J:Jyn(.\"~) tornando 
los functores q11•· olvida.11 \. ·1 /Jyn( .\"j) - C,. t ~ IJy11( .\·~) - C 2 , y sus 
adjuntos izquiPrdos y 1ft•rt.'d1os. :-.i Pstns PXl'-'fl'll. 

El siguiPHtP rt·sulta.Jo caracteriza alg11110:-. d, ... k>s :\dj-111orfisn1os tales que 
P• .Y!J ~ .Yl /'•. 
P1·oposiciciu. (G.17) .. '•i'ta P:.\1 1 - .\/'.!un ..1d1-1norji ... 1110 doudr P:C1 - C 2 , 

.\.-1: C1 - C·1 .11 .\.··.!: C·1 - e'.! .,.,,, 0¡1ut·afr11r1a<;. <°(111 rUÍjlJlllo-. drrrrho-. 11• ·'-"i 
y.\"~. t'llloucc.-. 

Dc111ostracid11. SP<t P.\" 1 =:: .\".2 /-' un iso111orfi:-.111u. i.1>. PX1:-.tt-" un O : P .. Y 1 -
--~2P (l.;.;.). E11to11ces por d1·fi11ició11 d1~ par co11jt1ga.do las adjunciones de (6.9), 
y el teorerna 2, pag;ua. U8 i-~11 [IG]. exisle 1'::. tal que (T1 , 'I':!.) es un par conju
gado <lo11<le 1·1 O. Por otro lado. co1110 P.\" 1 . • \":.!F'. ¡:,..Y:! y .Yj p• son 
equivalP11c-i<L"'. r>nto11n~s 

Por lo tanto. p• .\":! =: .\"j [H ( c-01110 .\" . .! P r1·ll•'ja ( l ); . ) ). La dPn1ost ración invt>rsa 
es sirnilar . • 

El siguit>nlt• tt.•ort>111a. 1•:-.;tahl.-cr• con.licio111·s s11firit·11t1•s para la existencia de 
Adj-111orfis111os invt-•rsos. 
Teor(~111n (G.18) .. .;,·ea P: .\fi - .\/".! un .-ldJ-111orji ... mo dundc /;--:C2 - C 1 y 
P:C1 - C-1 son rqun·a/cucuis laico; q1it 

y <t> = c-XiF" o Fop 1 o f-'.\"'..!1/ . (: FP-•- L .. ·, y 1/ L .... ·..,-·- PF son (J .• V.)'s. 
Enloucr·s E:I"l-~lr un Ad1-morfi.-.mo i~ := ( ¡> . ..¡,. /, . l<..J .1\ ) : .\!".! -- .\/1 donde 
lu = i'Lr, o F>.;; 1 

• /Q = (q 1 o F..\:;: y/\ = el-, o 1··..\;- 1 • 

De1uostracid11. El sig11iP11te diagra111a cu11n1uta 

porque: 

FQ, 

T ,,,, 
FXcQ" 

'o 

.Y,Q1 

(6.19) 



porque f'.- (:'\.l.)= 

61 o i"x 1 Q 1 o F(-Y2 J..Q o Oq 1 )- 1 t(J, o F(J->t- 1 o CY:!J...;i o Oql)- 1 ) <:::::> 

61 o i'x 1 q 1 o F(_\.2Aq o Oq, )- 1 = íQ 1 o .F(.\:; 1 o fl:d por (:!.a) <=> 

Ót o _\-1 iQ 1 o -Y1FA.; 1 o 4>Q., = (-<.,?. o FA;; 1 o ¡:.·¿,:! por hipotcsis <=> 

~1 o .Y1/,..J o $<.J 1 = /<..,) o F/•2 

por Jo ta.uro (fJ.JU) con111ura. 

F(,h '~ Q, 

T ,.~, T ~. (6.20) 

F,., :, 
1·, 

porque 
Z-Q, o FPr1 = r¡ o (l·1 

(:'\.l.¡ = 
iQ, o F(l-'r1 e . .\_; 1 ) 7'¡ o t-c· 1 o FJ..~ 1 <:::::> 

i""q 1 o F(..\.; 1 o r~) = r 1 o i""r 1 o FJ..; 1 por (2.b) <=> 

1..:i o F-:-';2 = -:--1 o lt. 

y por Jo tanto (6.~0) co11111uta. 

Ja pruPba de (G.:n} PS s1111ilar a (G.".!O}. 

puede sPr irnplicada por condi<":,-,n,.s n1;t ..... (kbilt•s. 
Lerna. (G .. 22).Si <x.Q, .Y 1 i"Q, o (t>l'Q, o FOQ

1 

00 1 )-
1 = -Y1iQ 1 o .\" 1 /·~>..; 1 o <f>Q:i· 

De111ostr:tció11. 

;¡.¡ 

{6.21) 

• 



esto es cierto porque <i> es un (f..'\;_)_ • 

Den1ostraciúu. 

t X1Q1 o F ¡;;,.\-¡ t.QI = .\- 1 (Q, o (_\-1 FPQ¡ <:.::-

porqut> O (.'O l.) = 
<-x.Q 1 = _\.1tQ 1 º ~--:\.-,FPQ, º ro¡j_,Q, e- ¡:-_y:.!r'c(Q, )- 1 º FoQ. ~ 

i"x 1 Q, = .\" 1 '"-Qi o i'"x.FPQ, o FOpJ>Qi o ¡-:~.\" 2 1}pq 1 o POQ 1 

porqt1P P(~, )- 1 = 1/¡>c..¡ 1 <:::::;> 

~X1Q1 

• 
Teorru1n (G.2-t).Sta P·.\1 1 - .\/:! u11 .-1d1-11101ji .... 111<J 1·01110 r11 (6.18). la/ que 
~XzQi o PP.\" 1 ("Q

1 
= .\" 1 t-Q 1 o t.-_\- 1 ri~t..,J, !J 1f> ,- y r/ ·"'º''(/ .. \'.)"s. Entonces 

exzsle uu .·ld1-111nrjis1110 F = (l" .'I> .1, .l....,./\) .\/':.! - .\/1 doncfr !,_. /Q y 
l.,. .. "ion como e11 (6.18). y <l>: /--.\":! - .\" 1 /-'. 

La <leutostraciljll :-;(· sig:u" dí> (G.lKJ. (0.'..!"2) y (1j_:!:J). • 
Corolario (G.25).L"l~z en (li . ..!.f) .Y1 l,·

1 
• ... u111prr c1·1.-.;lr P: .\/'.! - .\/1 co1110 

en (6. 18). 
Dc111ostra.ci<)u. tQ

1 

i°FPQ1 = P( 1/PQ1 )-
1 

(r/pq, ¡-•y 

• 
.J'\/ota: En Dr-~on1p para to<los los Ot>c01:1p-111urti~111os p do11dP P: e, - C2 f'>S 
una cqui"\.·ak·ncia. exi::.;tt• F <lctt..•ri11i11ada por 1~. 
Propo~icic.511 (G.2G) .. ~·t·a P: .\[¡ - .\/".! uu .·1dJ-11101ji ... mo. cou P:C 1 - C-:t, .. \ 1 

y .. \·:? eqU.ll'l.lfCllClas y fo.'> '>19lHC11/r.o; tflll!]l'tUll•l.'> 1'ulllllt1fflll t.'11 c·rr 

º' 
(6.27) 
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donde 

es "" (/ . .V.), 

y 

l'ºQ2 ..!.3._ Q¡ 

T p·,,~· T , ... . ' 

Pº}ó, 2- }"¡ 

p•["2 '~- { ·, 
T P"•:· T ";·· 

E"Q2 ~ Q, 

.cp =: (P•i~::,. o 17)_\·7p-"' 

JJ•.Y2[tJx~P· o (i"'o Pci,.)- 1 o (t2 o .\"::<>.·~)]o 

.\jQ, - Q, 

¡.~ := u~':;¿ o .Y,; ... ~· 1 • .\".;(.!:: - Q::. 

(6.28) 

(6.29) 

Entonces, ~:rz.-.lt' 11.11 .·1 d1-mo1jis1110 J>• = ( J-H . <;f». i,_ , iv . i.,.) ; .\12" - i\f~P 
donde 

.\!,"1' = (X." . Q, . />: . } ; . . 1;•r•. l ·, . r,"1') 

t'll c~,01' para 1::=/,:!. 

La dPu1ost1·at~Í()11 :-ot-• ..-ig!Jt' dt> {í.i. I 7). • 
.\"uln: Xo nos qut•da ..._·/ar•> •¡tJt• t•Xi:-.rt·11 'l>. /, . 1,..,., y l., ra!Ps que (G.~7), (6.2~) y 
(ü.:!U) t..·011111ota11 p;i,ra al!.!,•Í11 .·\dj-111orfi.-..111u / 1 = (/-'.O . ..\,_ . •.. \:.J , .\.,. ). Entonc,..s, 
es po:-;iblt• que 110 t•xista 1111 :\dj-n1urfi:-.111u / 1•: .l/~'1 ' - .\t¡-'1' (si11 eutl1argo, f•ste 
sie111prf-' PXi:-.tf• ~¡ C1 y e:! son C:tf•'gori;L..;, il!lto-,Jual··s). E . ...; ta <'IH'Sf i6u 1• . .,;ta ahiPrta. 

I.2.7 l\tietateoría de Sistc111as A.djuutos. 

En esta sección pr1•St>lJUtn1us Jos lllf'fatr•ort~111•L.., sobrt~ sisrenl<L.., adju11tos y un 
uprincipio de ("'Orrt•spondo•fl("ia .. para t•:-.tuS rjJtirllOS. 

Para un ~istr•111a adju1110 .\11 d1•fi11idl) t·11 1111 <_-,at, ... -ohjt>cl C 1 deci1110s que 
la propir~dad ··q .. r•:-. v;ilida si al 111t>110:--. una dP f;L..., .... i¡..;tJ/"lll1•s sit ual·ionr•s ocurre 
y 110 or ra. 



(7.a) Vn diagrarna co11str1Jido 1·1uicanu·utt> de C1-ohjt.•to..'i. C1 -1norfi~;111os y pro
ductos ;y/o copro<luctos. c-outahlcs y/o fi11itos co11111uta; 

(7.h) un C1-n1orfisn10 (o C 1-111orlis111os) cnu.:-;truido j11ica1111•11r1• dt-· C1-objC'tOS, y 
otros C 1 -n1orfis111os y productos y/o cupru .. Jucto~. co11tabl.-~ y/o fi11itos. tal qur 
al n1enos una propi1•dad .-ar1·µ;órica •"!'-. prPsc·rvad;l )Íu r1•ll1•jada. :-.i t>sta ,.xiste o PS 

posihh-• <·onstruir un segundo Sl!->t1•1na adj11uto .\/:.!. cu11w11za11do d" .\/1por1J11•dio 
de un A<lj-n1orfisn10 !': .\/1 - .\/:.! u:...a11do ¡j11ica1111_•11te C 1 -uhj1•lo:.... C 1-111orfisn1os 
y/o pro<lucr.os y/o roproducto.s. o.:-0111ahk·:... y/o fi11itus; 

(7.c) si C'1 tienC" lí111it'--•s y/n coli111itc•s y/o otr:L-.; propit>dad1~s <'afl'~~~>rir<L'i talf"'S qtu• 
PIJas son prPSPrvada.."" y/o ••'íl1jada ... "> por pur .dµ,1111u:-; Adj-111orlis111os. t>Jltonces: 
(i) un diagra111a (o diaµ;rau1:L-.;) ,·011str11idns .Je• C 1-ol1.i•'lüs. C1-11111rtisn1os: lir11ir.1~s 

y/o rnlin1ilt>s y/o pru¡ii1·dad1·s (";t.f1•J.;/1ric:L-.; :Hlicio11al1•:-., C"OllflllJta {co1101uta11); 
(ii) y/o un Ci··111orfi:-.n1u (o C1-111ori;.,rnos) cu11~tr111dos 1í11ica1111•11ft• dt_• C 1-objrtos, 
C 1-1norfis1110.->. lí111itt•s y/o coli111i11•s yíu proJ•it·dadt>s i-ar,·güricas adicioual~s son 
prt"~·wn:ad<:L"> y/u r1•1lPjada . ...: por un ..\dj-111orli~1110 ( .Adj-111urfis1uns); 
(iii) y/o t•s po:-.ib!P con:...rruir orro :-,,j.-.;fo•JJia adju11tcJ. ru111t•11za11do de.\/¡, n1ediante 
un .r\dj-rnurfisrno /': _\/ 1 - .\/2 usa.11du 1i11ica1111·11tP C1-ul>j1•tos, C1-111orfisn1os, 
Jí111irr-s y/o roli111ilt>S . 
. \"ola: La situaciorws duaks d1• (7.a). (7.b) y (7.(·) son ta111l1i1:11 válida ... <.;. Una 
propic>dad t's cat.-gúrica si 1·sta puPdP pr1·s1•rvarM· por funrlurPs. 

(7.1) (P1.-iuu·r 111Pt.atP01·c11u\ sohr•• ~i:-otPlltit.S adjuutc,~) . 
.._">"ea P: .\/ 1 - .\/'..! UTI AdJ-T1lo1:fi.-.n10. r:11lo1it·r.-.. 

(7. 1. 1) :-:,·, r r1 ... tc 1111 .• ,., .-->rdtado ·· 1¡uf· aji r11111 la 1 11hdf:: r:, /11., prvp1rda dt·s q,, . · ·. q .. 
CTI .\/¡ y P: .\/1 - .\!:.! /JT.( .. ,.r1·a t -.lrz.-. ¡Hu¡111d1Jdf ... ,t11:.J11¡·r.-. rF1sfr u11a t:rfe11$lÓ1l 

dt rl -rf·su/lado··. tJji1-,11a11do /11 1·111Ldt:: d{ /,,., p1·opHd11d1.-. 1¡ 1 . · · ·.q .. c11 ,\/2; 

(7. J _ .:!) .• ., t r1.-./c llll -,.t- sttlladu ·· f/Ut. aji ,.,,, 11 ltl 1·,l/1d<:: de las prc~pu dadrs 1¡ 
1

, • • • , Q .. 

f'1l .\/.!. y P: .l/¡ - .\/2 njltJa r . .,/o.-. pru¡111 d11d1 "· t 11/uncr.-. cr1slt ILllrl trlrus1ó11 

dtl .... ,.t.<tu//ado" que aji1·1u1L la 1·ul1dr:: df lri.-. p1·u¡1¡.d11di <> 1¡ 1 • · · ·.11 .. CH.\/¡; 

(7.1 :]} crz.o;ft' un -,., .. .,!diado·· qur afir111a lri r·ohdc: dt las prop1cdadc.o; <¡
1

, • • ·, Q .. 

t'7l .\./¡ si y solo .'H crzs/c 1~11a t1/r'11.-.ui11 del -re-; u/lado·-_ aji1-,ua11do la z•ultdr:: de 
las propudadc.'> q,. · ·, '/,. r11 .\12 , rrunufo F': .l/1 - .\/:.! p1·c-.·crni y rr/lrja r ... tas 
pr-op1t'd11drs (11 E .Z} . 
• Vota: Por un "resultado .. ,_•11t"nd1•1110~ 1111 l1•uri·111a. una propo!-.ici611 o una afir
n1ació11 quP ftH: dr111o'">l rada 
¡Vota: C'a • ..;i rodos lo:-. r'·!'-.tJ/rad(ls 1ft> l:L..., :-.t'n'ic1111·s :i .. 1.r>.~ y algunos dt• la f) ptH!dt~n 

ser vistos conio una cot1secu1•11eia d1• ,·~11· pri11wr llll"tal1_·ori_•111<l. Por supuf'sto 
existen rnucho:-; ofr<Js ri·sultad°' 1¡iJ1• 110 1·st<i11 1•11 cstt.• articulo que tarnbién se 
dt .. rivan de e~t1• flH .. t a.11•or"111a. 

Por otro Indo. •'S 111tPrt·sa11te llt>tar 'l"" I"''ft•n10:-- ,J,·finir :-.i~11_•111;-t..-, adjuntos 
1.•11 cu;L..,1catPgoriéL-; ron (p.c.c.J y 1•11u1padtL""" con una (~.Jl)- fa.ctorización fija . 
. -\dt ... rn:i....;. es posiblt• dc>fi11ir :-o.i:-.r,.n1:L"' adjunr1,s ··11 1:ategoria . .., de si:-.t.P111a...~. t?.g. 



~lesarovic y 'rakali:ira d••fi1tl'll u11a calP.i.;oría dt~ sisl1..'llHL"'i dt•11otada por S de 
''Si::.te111a.."'i (--;pJ1t>raf1•s" ( V•'r :! . l pa_c; '2'2:) t>Ji ( 17]) du11Je Ull si~l 1•111a gt.-.neraf es 
una r1•la1·i611 ~; C .Y ;... }" arl1i1raria so:1n~ dos co11ju111os .\" y }". Para cada par 
(.'i,.'i) t.fr• S-ohjc-los. horn.-. (,-;, .·;) ··s ,.J co11j1111ro d1• todo~ los JH1r1•:-t de funcioru ... ~s 
(h.r.hy) con h.r: .Y - .\- .v hy )" -- )·.( ....... e.\" x }') calt·s <fil" h.r PS sobre y 
(ci.b) E ._• .. ; =:::;:. (h.r(u).h'-'(b)) E S do11d1• la ro111posició11 1·sta dPfinida. por 
(h.r,h 31 Jo(h.r.hy) = (h.roh.r,hyo/¡ 11 ) cu11 h.rohr y hyoh!I la 11stJ;d 1·0111posición 
de funciorws. Es pu:-0ih/c 111oi--rrar q111· ,....,. 1i1·nt• (J> ~·.c.) y(..:.-, ¡1)-facrorizadOn fija, 
y por Jo r.a11to PS pos1l.J,. •lt·fi11ir l'>Í:"-JlPJ11;1 .... .idj1111l•1S 1·11 .'":J'. 

De Ja.-.; ohs1•rva.cio111•s 11r1·via. ...... -..1· ,j, . ...,,,,.,.,,1J1•11 /;L-. l'>l,C.lli1·11l1• • ..; 1l1·fi11iciu11Ps: 

l'.n s1ste111a adj111110 .l/ 1 dPfi11id11 1·11 c: 1 •_·:-:. 1111 :->i.-.lr111<1 adjunto coricrcto, 
si e, t•S un ( ...... a,,,,...-nhj1•ln _... C¡ fl() ..... llllól c;1l••guria d·· .. :"Jll'>ft'lllil.. ........ l/1 es un 
... i.-;/p1nu adjt111fo 11h ... t1·u<'lo. :-.1 C 1 tw111· u11a (~.¡1)-facforizaci1)11 y (p.c.c.). 

(7.2) (P1·i11cipio d4~ (~01·r«•S[>C>1ll](•uc-ia) 
~"'l'ran q 1 • • •• 1/ .. prop11 dfldc.-; ,¡{ un .'>l'>ff "'" udJIHllO .\1 1 d1Jiu1do r11 C1 que 

drprT1d111 1í111n1111,·11f1 d1 (
0

111,· 1 -f)hjrlo .... ('af,· 1-rrunji.-.1110.-.; y producto ... y/o co

produc/os, co11!1Zblt-s y/11)i111ffl.'>. /:'11!0111•.'> 1111 rtsultado qur a}ir,;1a la r·a/idr:: de 
las prn¡urdadr·.o.; 1¡ 1 • ·• '/., ,.,, .\/ 1 ts r1í/1rl" .. -.1 .\/1 r.-. uu .'tt.'>tr11111 ad.Junto concreto 
o ."il .\/ 1 t'.<; 1111 '>1sft·11u1 ad;1111fo ,,¿.,fnu 111. 

l711:i forina 1•q1;iv<d1·11t1• d1· "!--crd1ir l 7.:.!) t'!--o atra\•'l'> del si.u.11i1•11t1• nu•lat,•orcrna 
para si:-.t1·111<i ..... a•lj1J11tc1s· 

(7.3) (S<•g1111do lllt'tat1·n1·(~1ll<l soh1·1· sish•111:ts adj1111tos) 
S'i Ull r·r·o.;11//11d,1 a}irn1a !11 1·11/1d1:: dt /11 .. prPp11-d.1./1·..; •/ 1 • ··,'l ... /:.'11tv11cf'8 Fslc 

rr ... u//11do t'.o.; r·dlufo p11111 ... 1 ... t{ '"ª·" 1zdJ1111fu., c·o11cri lo ... y 11h.-.tracfo . ..; . 

• Vota: Si el prin11•r n11•tat.•ur"111a ,•:-;fa n·l'>tri11gido a. la.-.. propicdad1·~ r¡
1
,. ·, q,.. 

E11to11ct•s 1'."if1• ra111hii~11 .-:-; v:í.lidt) p<1r·1 ... 1 ... 1•·111:1. .... ;1dj1111lt1l'> al1~,1 raer os. 

1.2.8 r~lgunos resultados para siste1nas y n1orfis1nos ad
juntos en .Alg, Abe) y Top. 

S1•a ..\lg una :->1il1r11:L"iÍ•.·:t11·~•1ri.t d·· (-·ut 1,, .. J.., ..... 1il•J•·l•J:"-J d1· .-\lg :-.nn ca11•g0ria.<.; afgP
hraira."i y los 111nríis111u:-> :~nn f11111·turi· .... al;.;1 l,¡·a¡l'''l'> •·11fr1' 1·ll:L' (v1•r [l·IJ). Abt>J f'S la. 
::-uhc11;i ...... 11·a11·goria d1• (-'at 1,,. 1ln11d1• lo~ .-\lH·/-.1l1j1•f(J ......... _l/I lil . ..; ralt>gPrÍ<L..., aht•lianas 
co11 (p.c.c.) y los ,.\IH·f-111t1rfi ...... 111u:-. "ir11t f11111·fu1· .. ~ fi,.J,.,.... "X:tctos •·nrr,. ,.¡Jos (Vt>r 

[1·1]). l'"op P:-. la s11h1·11a ....... i1"itl<'g"ria ,¡,, (-'of 1, .. cl<n1d'-' lul'> "I'op-ohjPfu.;, sn11 topos ron 

(p.c.c.) y Jos 'Top-111orJis111ns su11 f1111<"roro·:-. ti1·l··s k•gi··o ..... 1·11tr1· ··Jlos (ver (12]). 
Para cada. cuasiratt·g:uría. Alg, _.\IH·I y ·rop podi>111()s df•f111ir Ja...;; cuasicatrgorías 
Adj(.Alg), A<lj(.-\IH·f) y :\djCl"op) dr• s1ste111:L.., adj1111to:-; y 111orfl.....111os adjuntos t~ll 
Alg. :\hr•I y Top r1•spt•c1 iva11w11 lt'. 

,..,·ra F': .l/1 - .\!:! 1111 .-1d;-11111r:fi ... 1110 dundt .\/¡ r.••ta drjinulo f"ti la catcgorZ:a 
11/91 brr1t1·a { .-\. f · ) . . \/'..!. t .o;/11 1h}i111d<1 1 11 /tl 1·aft yu,-/.1 _...,·, I df fudo . ..; fu.-. CtJll)U. rito . ., .V 
f1ou·10111 ... t 11/r1 1·1f,,.,. IJ 1~ =: { · .·1 - ...... t / i .. 1 ! /1uH tur 1¡ut ol1·1da. :\hora dan1os 



los sigujentes resultados. 
Pi•opo~iciúu (8.I) ..... •ú·c1 fJ: .\/1 - .\/:J. el fuuctor C: A - .. ~'et la/ que es Adj-
1norfi.smo y P.Y¡ ::! .\":!P. Elllourcs: 

(8.J. 1) .,\/1 es Jl¡ -obscrl'f1bfr <::;o t-.'.'> Jl 2 -ob.scrr·ablc. 
De1nostracióu. Con10 /" C pres.·rva y r•·íleja lin1i1.~s y (r•!gular ~.¡J.)

factorizacioncs (ver [l·t]). ••nloncc8 (8.lU) se . .;igu..- <le (:l.lG) y (:l.l~). • 

Proposición (8.2).3t_a !":.\/¡ - .\/2 romo cu (8.J) y tal <¡ur P:C"1 - C, es 
pleuo y P .. \"j ==: .\"~ !>. Eutonrc.'>: 

(8.2.1) S1 .\[-:! es ~:!-alran::alilc :=:> .\/1 <s ~¡-alra11::ablr: 

(8.:2.f!) la <l/ir"111af'1Ón (8. J./) <'.'> r·áluia. 
Deu1ost1·ncilÍU. l·n ¡·lJllt.:I or tid y pJ,•no rPfkja li11ütes. coli111ift'S, y e J:Hf:-SPrva 
y reílt·ja linlites y (r.-.gular ~.¡1)-f;u·tori;.i:aciu11s. 1'11to11cPs (~.:.!)se si~ue dt.> (2.14). 
(2. lü), (2.17) y (2.11'). • 

Corola1·io (8.3) .. ~·<·a P: .\/1 - .\/"..! roruo ,.,, (,'i' . .!) y .\" 1 . . \·"..! .'icall cquu·alcncias. 
F.ntourt·.'> (8. /./)y (8 . .:!. J) .sun l'1i/1do .... 

P1·oposiei<Íll (8.4) . . ':i"<a /-': .\/1 - .\/:! un11u <11 (8.:!) tal (/tU' prr ... rrra (e.e.) y 
P.\"(==: .\"11". E11lo11cr.'> (.J.1.1). (.J./ . .!).(.{ . .!.!) y{.{.:.!.:!) 1•tíl1do.o;. 
Dcu1ostrac:i<';u. St· siglw d.~ (S.:!). (a. I) y (-1.:!). B 

P1•oposieic.)11 (S.J).S"t·fl P; .\/1 - .\/"..! 1111 .·\<ÍJ( . .J.ly)-mo1ji.">mo la/ que prc.HTl'O 

(e.e) y I'.\"~ :=:::.\"~F. 1~·111011r<.o; (J.J.I). (/./ . .!).(.¡ . .!./)y(./.:!.::!) sou 1•1ilido ... 
De111ost1·1u:i<;u. C0 u1110 cu;:dqui1·r fu11<"fur alg;1·hr;tico P e!i flel, tie11t~ adjunto 
izquierdo (Pnto11cPs pr1~s1·rva li1niles). prt" .... •'r\.:l y n•llcja i:-.u111urfi:-.1uus y (regular€, JJ.)
factorízaciolll"!-i. y tuda cat,•goría al.i.;1·liraica 1•s co111pl1•ta y coco111pl1~ta. y P 
prPs<~rva (e.e.). i>11lo11r1-·~ P ref11·ja Ji111il1·s y (e.e.) . ..\l1ora (~.G)_!-:i"' :->iglH.> de (2.14). 
(2.IG). (2.17). (:!.IS). (.1.1) y (·l.:!). D 

Corolario (8.G) .. -..·t.a E-': J/ 1 - .\['.! un ..td;f .. t1!1)-mo1jis1110 la/ que prc..,crr•a {e.e.) 
y .\" 1 • • \"'.! st·r.n rqu.11·al<11cza . .;. E11to11et."> (.J /.//.(.J./ . ..!). (.; . .!.1) y(.{.!!.:_') son 
ni/ufo.'>. 
Corolario ( 8. 7) __ ..,·ni P': .\/ 1 - .\/".! un. .·1dJ{.·1lp)-mo1ji .... mo. En touce.<t: 

::,·, .\1 1 es f 1-alran::abfr =:::> .\/2 c..; ~'.!.-alca.11::.1zhfr. 

Por s11p1wsto, ros posible encoutr<tr n1;l. .... rt·~ullados <"ll .·\dj(:\lg). pt.•ro ('S sufi
ciente con t~stos (.Jara 111o~trar J.>iirle de la riqw~za ,•structural dP .-\dj(.Alg) y por 
lo tanto de su capacid<td para gPn•·rar 111o(Jt.los 111ate111;it ieo~. Por otro lado, (8. T) 
n1uestra una propi.~dad •:>s(H"cial dt.> Adj( .Alg) con n·~p··cto a Ja alcanzabilidad: 
si 

P¡: .\/¡ - .\/"..! •... I"u-1: .\!,. - 1 - ·''" fJ,.: .\In - -''··~ 1 

:rn 



es una sP.cuenc-ia dt.• Adj(AJg)-111orfis111us. t>11ru11n•s si .\/1 1•s nk:u1zahl1._•, .'!, e!S 
alcanzable para. i = :!. · · ·. n +J . 

. Aut1.>s d(• prP:-.t..'llt ar algunos r1•s11lt ad os sc.1l1rt.• Adj( ,.\ ht>I), darnos tres rPOfPlllé!...<o; 

y un cocoJario uect•sariu:j. 
Teo1·e111a (8.8) .. o.,·, f /-/. l ·) r's uua c,1/t qo1ú1 al!Jl hra1ca y .·1 c..; 1111 d .. ubr·alf'yorúJ de 

B con c111·11Jt ·· 13. t ntonrc ... - la ... ·°''!JU.11·ntc ... 11jir11111c10111· . ., ·""º" 1 qu11•alc11tc.<i: 

(8. 8. 1) (A, f ·E~) C"> algcbn11ca: 

(8.8 . .:?) A es rrfl<·rtu·cJ <111 .O y co11t1r11t' con cadci 11101:/i ... 1110 ... u. (regular~. ¡.1)

factor1::acuiu r11 lJ: 

(8.8 .. J) .\ es rcflt:c/n·a <'1' /.J y ro11i1c llr c·ada IJ-obJ<lo que t ~ Sl1T1Ullt11uc.1.1uenie un 
subohJr·fo ,¡, tll(}1i11 .·1-uhjt lo IJ un coc1t·11/1· 1·rgular de af.1¡ti11 .·\-obJt to (1·cr .V-.i8 

"'' (l.{j) 

Teol'<'lJl:t fS.!J). (Prilllt'l' tt.!ol'PU1a d<· t'lll:ajPs pa1·a uua Célt<•go1·ía Alu•liana; 
P. F, yd. [11]). 

(

0 ualr¡111rr ct1f--yor·{11 r1ht l1r111a ¡u 1¡11t ,¡,, r .. 1 .. 111uu1f11 a 11t111 subca/1·go17·a plrua 
era eta tÍ(' Ah (la cal<'!JOf'Úl de !Jrupu ... abt i1a110.o.; y ho111011101fi ... 1110.-. <'"!re f'/los). 
Equo•alt·ute111c11tc. p11rrz ,-11laqt11cr· lllfr·qorú1 p1·r¡1J(ti11 ( • c.r1 ... tr un funr.lor enctz;e 

craclo L :e·- .·1b (1·1r 7.J-f u1 fil}). 
Tcc:n·(•U1a {8.10) .. ..::.·f"'a A una calf!]lJl'/tl a/11 Í1<111a c·u111plr la dt rlcha rou uti gen

erador· /Jt'(/lntio proy<'rfn·o Í\- _..,·1·a /( ti anzl/o dt· tnd"11101fi ... 1110.o; de A" y sea 

F .·1 - R-111ud fR-111od c .. la catr·gur(,, dt R-111údrd11-. y R.-ho1111•11101fi.'>1110.<; 

cutre ello.'>) el f111u·to1· r nraJ< cra1·fo {dtjin1,/,, rn (.{ .. {.f) 1h {11}). }:0

11io11rc ... ~: 

Er1slc u1111tq111r·a/.1u111 //,,:::::: /·" .\ -- H-111ud -.1 y ... lo .-.1 A L'> una raf<'gori'a 

abcl1a11,. 1·cnnplcta d1·1·1·rha con 1111 !Jt tu r11dur ¡}( r¡ttt lio pruyr·rf1ro (r·cr ..{. F t•n 

(11/) 
.\"ola: Para la.-.. ,k·li11icio111·:-. dc· caf•·.~c,ria r 1 ·IJ1·cl i\·;1. :-.1d·ohjPto. cucic•nr, .... s rPgu
lart~s. eatt•goría ..... af,, 1i·u1:L ... f1Pq1Jt>ll<L-... :-.11lic:1l•'!.!,r1ri:t i>x;1cta. car••goria cornpl.-ta 
dt>rt>cl1a y g1•1H•rador ¡ rio f iroyt•cr i ... , ' Vt·r [ i l] y [ J ·1] 
Corolario (8.11).Sra ( l'<ll<gun',, t1IHll1l1Ul ¡11.¡unia Sra¡_ e· - Ab 
el fn11rtor <"llC'lljt' t r11rfo IÍl' / •."'· r¡ "r1 / ·.J .1 b- . ...,~t·f el funct(lr que ult·tcfa. 
l-...-11tn11ct ... : 

(8. 11. I) (l. 1 · .. L) t ... al9cbra1ca .:::::- t. I f11,,1·to1· L 111 t1f 11d;u u/o 1::quff niu y con /1('1lt> 
con cada 1uorfi ... r110 '>U (rrg11lar=.-.¡1.)-fa1·/on::111·1,;11t11 .-tb: 

(8.11.2) (C. Cal-) r."> alyehr111c11 ~ fl funr ¡,,,. /_ !1t 1n adp111/o 1::qt11rrt/o y rouflt'llC 

con cada Ab-obJclv qur· f'.•; .'>l1llult1111r11111r 11/t 1111 .-.ubo/,Jrfo dt' al~ún é'-oh;r to y uu 

COCUTlte regular dt' algún C'-vb;<io. 
La de111ostr.acil"ill •·s una const•cw•ncia ,J,. (.S.~). (S.V) y t•I lwcl1u qUP (.-\b.l'a) 
PS una cat••goria al,e::•·hraica. 

El corolario l..,.. l l) cara("tl'ri;;:a LL-. 1·;t1•'~"ria ..... alu·lian:i..-. fH''lll•'1-1;L-.. q11t• son 
c.rttt>c;oria.-.. al,L?;t>hr:t1c:L..;, F11l•JJ1,·•·:-.. '.">¡ u11 .-\J,"1-ul•J'"lu •'S l!ll ,.\Jg-ul•j•·to, p0Ut•n1os 

aplicar In~ ri>.-.;ultadu-.. q1i•· dj1110.-.. para 1~ = ¡·y AdJ(..\l~) 

~lJ 



Proposición (B.12).S<'a P: .\/1 - .\/2 uu .·ldj(.·lbel)-morfis1110 ro11 ¡:;.E //~: 
R-rnod- e: la t..'quuiafrnrla (adju11lo dr.7"crho o 1:=qu1crdo de /lo <:U (8.10)) ... \11 
es definido cu R-niod y .\/2 es dcfi1udo ru. fo cntc_qori·a Clbt:luzua ro111pif'la derecha 
e con U1l generador pequoio p1·oyccfll'O }\"y R elª""'º ac ouiv1uorfi.o;ruos de }\", 
y .\." 1 , ~V-2 equil•afr11cias .. "::i'cu Fo E .\'í1 l'1 un. R-1nódulo proycctu·o fi111lamcnle 
geuercu/o cou 1natr1= dr l!a11J.:tl 11!;,1

1
:l'0 - Vi..1 do11dc }j1 ;; .Yrm}"1 eu .\ft. 

Enlonrcs 

(8.12.1) 1 11::, flc1lt.' uua rnzil.::11cuiu .\/ 1 con 1:,údulv Q 1 de r.-;tado.-. ji1ularne11tc 
generado~ 2 11;:, c.-. rc11ylo"11-rrcur1yn/r·: 

(8.1::! . ..!) 2 11::, lzcnc una rt'rzil.::,H'HÍll .\/2 

rrng/1í11-rc.c1trr-r ulr: 

,,,,;i1 ufo de eslar/us e¿'";.! ~ 1 II;:,. es 

(8.Jf! .. )) la.-. afi11111zc1onr-. (8.1-'./) y( . ., .. !...!...!) ... ou <-t/lltl'clltuft~. 

Dc111ostraci<;u. (t-1.12) st• sigiw dt• .Cl.J~~ y la d1·fi11ició11 5.J t~n (tJ]. el corolario 
( -1.5) y el corolario {-1.8). 8 

,Vota: Si ( ~0 110 .-s un R-111ód u lo proy1~ct ivo t>l1 ( t\. l :! ). i .t> .• si 1!ste es ünica111entP R
módulo f1nitanw111<> generado. t.-..11to11n·~ (tl.t:¿.1 }, (tl.12.:.!) y (~.l:?.:J) son tan1hién 
válidos. (por .j.1·1 Prt (G]). Es claro qui· otro~ r,·~1dtados sohr.-. alcanzabilidad, 
ohservahilidad y rr·alizaci~.sn para. :\dj{ .-\ b1•l)-111orfi .... 111,Js pur.•Jcn s1~r ohtt>nidos 
con10 lú1~ hPd10 para :\dj( ,\ lµ;)-r11oríis111<..1s. 

~rt.~ri11i11a11111s t•sta M'Cci1j11 pr1·~··n1a111J11 :lf~1111<1s r1·~11lf:11los para :\dj(Top) y 
dando alg1111u..; 1•je111plus .. -\11t1•s da11111s ro•sultad.,.., q111· sj•r;in llt>CC'sarios. 
Proposici<;u (8.13)./'ra 1·uulr¡t1lf r uf!J<lo r, 11 ur1 ft1¡10 T. n·-· c.-. 111Jf·,-/11•0. do11dr 

n es el cla ... 1/irador· de .... uhol>jclo ... dr T y r" ... 111)t r/11·0 (1·r·r {6 .. f) Cll {15}). 
Proposición (8.1-1). En Ull topo (¡ndlluzrJ.:,..)pn·o.,fTTll11 '/'lf1lo1fi .... n1os (l'Cr (6.5) 
C11 (J.;j). 
Proposicic.iu (8.15) . . ~·,e c.-. u.u ohJclo t 11 u11 topo 7·. la.-; .<;lfJtll_f 11/c.-.; afinuariulles 
.~uu t'<¡111r11lr11/t-."i: 

(8.J.:;_¡) e r."i ¡11·uytrl11·0; 

(8.1.:; . ..!) Todo"' lo.-. t"]Jl ·s r u - r .,, t. .. r1odt 11. 

r111 = id,.; 
1.1·1.-.lt' r - n tal que 

(8./.5.:1) d Jopo T cu111plr rou el a.r1or11a de tlfcc11J11 (u.,- {o". 7) y (7 . .5) cu [t.5]). 
Para la ..... <'Orn·spnndi1•11t•':... d(•fi11ici1111~·:... '\.t:r [I:.!J y [1.-,]. 

Proposicic'iu (8.1.G) .. ..;;·ca /:;.: .\/1 - .\/'..! uu .·ld1(Top)-111orfi ... mo tal qur prc.-.rr·r•a 
mono's. Sea ~Yj")"¡ :::: n-- .. ,,,, AdJ(Top)-oh1r·to para algrin c .. CIJ C1 E Top y 
sea 1 11,r:, la rnalrr.:: dr //a11J.:cl .\1 1 Ento11crs la .... <>1gu1r111.-s afirruac1onrs son 
equir·alcui~s: 

{8.Jti.J) 1 11.7, l1<11t '""' rtal1:acui11 la cual rs vb ... rrnible ,_,, izr11lpo d E z+; 

(.','. lti._1
) 1 11:,\ f., 1·,-r111Tr1llt por ,~ohon1111 ... con q1·ado d. 

}" l.l."' ·"'l!JUI< 11/, .... ajir?1111r1011t·_., ... ou t11n1'J1r·11 f'r¡111ralcutrs· 
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(8.16.3) 211;:, tiene U1lll rca/l::cictó11 la cual C.'i obscr1·ablc C1l t1r111po d E z+: 

(8.16 . .{) 2 11;,1, es r·ecurrc.11/c por rolu11111<L"i con yraclo rl 
Dc:uostracidu. ( 8. lG) sP sig:w• dt> (S. t:n. l;).~) t'll [1.>] y q1JP P J>rt>:O.t.•rva produc
tos y copro<luctos finitos, t~l:L ..... ifira(lur dP ~ul1ol1j1•10s y t>Xpo11••11ciació11 porque- P 
es un functor ló,!!;ico. • 

Proposición (8.17) •. "i'ro }':.\/¡ - .\f:t uu .·ltÍJ(Tup)-1110,fi . .;1110 doudr C1 yC2 
son lopo . .:; r¡uc cu111plct1 ron el a.r10111t1 dt rlrc-r10·11 y·"''ª 111;:, /11 111"tr1:: ele lla11l • .-cl 
de ./\./1. r.-11to11rt•s las -"'l!Jlllt'1llr.'i a/ir111t1r·1011r.'i .'ioll c·r¡u1l"alr11tr ... ·: 

(8.17.1) i 11;;, llf'llF rl1lt1 rrali::acw·n .\/¡ !tl CllflÍ t., al«au::ablc t'll IH''1lp0 d E z+; 

(8.17.::!) J 11::, r.-; rrr111Trn/1· ¡1or r·1 111;/011r., con y1·,ulo d. 
}. '""' ...-19u1r11/f" . .; ajir11111c11Jllt . ., o.;011 rr¡u11·11lc11tc .. : 

(8.17 . .i):!ll;,', (lt.'1ll Ull<l l"ttlft=<!é"lo.11 .\/ • .!la cual es a/can::a/1/r C11 /1r111po dE z+; 

(8.17 . .f) 211;:
1 

r . ., rcrurnnfr ¡>or rt"Tl!]lu1u ... con 9rado d. 
Deu1ostracic'.iu.(K.lT) :..i_· ~1~1H· (k (~.I'."'>). (.~ . .'."') ,_·11 [O]. y"' Ji,.d10 de quP P 
preserva productos y coprud11<·tos fi11itos. B 

Proposici<lll (8.18).,...,·ta P:.\1 1 - .\/ . .! 1111 .·1d1(Top)-morfi.o;1110 dondr C1 y C2 
son topos qur cun1p/cu con rl ar1u111a dr fhct·uiu. St-11 1 11;:1 la 111alr1:: de //anl.:cl 

de .\/1 • • S'uponga.'ic qur ,·ada .\.í"C 1 t.'> pn'Y' t·/n·o y 11or/hf"r1a110 y que u11 copro

ducto finito d,-. C 1-obJclo-; 11urtl1r rtrll/O'i y ( ·".!-o/J1rto .. 1101 thrrinno.'i r_.. 11ocl/icri
a1lo, y P pr<.'icrl <l ... ·ubobjt lo.o; f_'11/c~1u·r ... la.o.; "'!!"'' 111• ... t1Jir11111c1011r-.-; ,o.;011 cquir·a

hnlcs: 

(8. lR. 1} 1 il;/1 r ... 1·rrurn 11/r pur n "!Jl1111r.o.;; 

(8. 18.:!} 1 11;,11 l1c11c llllfl l"<flil::ar 11in ,·c111 ohJt lo dt ,_· ... tadP.-> 11or lhf"r·11l110 Q 1 ; 

(8. 18 .. jj ('/ rs/ado CflJ11ÍllU'O (C'¡ -O!Jjr/o} (}¡ f., 1/111 //Jt 1'111110. 

}~fa."> .o.;191J1f"1lft!; ajir11lfl<'l01lfS .<,O/I t </Ull"tl/r llft., 

(8.18 . .f} 2 11;,i, ,_.., rrcurrc 11/r ¡1or n "!J'º"' -.. 
(8.18 .. 5) '.!//,":, t1rnc una l"(a/l::acrcítJ coa ohJt tu de t . ..,/r:do . .,· 11r•lht ru1110 Q'.!; 

(8.18.6) CÍ F.<i/<1.do CU1l1illlCO r·:!-Ohj1 fo e¿:! 1 "> llOf l/u 1"1<1110. 

De111ostrari1'i11. Por d•·fi11i1·it.111 d•· lupo. l•'t>rt>111a (:!:LI) Pll [J] y (8.1-0. Jos topos 
curupk·n la dPfi11ició11 ".! d,·J :tpt-11dic·1· B •'11 [1j] E11t()1J•1·~ la.-.. prupnsicin1H'!"i ·1 y 
5 del n1isn10 apr11dici· Mili \:iJid:t!-> .. ·\liC1ra J"'--'l' (,"\.1~)) y tPor,--111a G d1•I n1iMt10 

apndice (8.18. l ), (t":. l.S.:.!) y { t\. l.S.:q son vúlidos: y <'u1110 P prt>s•_·rva productos y 
coproductos finitos y ~11l1ol1j1•to:-.. 1·11t,J11c1•s 1~ prP~t·r\'a vhj1·r.o."' 11of'th1?rianos. rn 
COllSf'CIH'll<"ia (K. J~.·I). (~.!~ .. -¡}y ( ..... l.'.'<.!)) :->()11 \";:ilido:-;. • 

.\'ola: La....; pr0p0:-.ici,,11,.~ l~.17) y (, .... 1~) 11.-1:-,. l1•t1·•·11 p••11~ttr •plP para topos HUfi
cit"'llt1 .. 1111•11t1~ ~iniilart>:-<o a St•t. donde ,.¡ ax10111a di· •. J,•ct·i611 P!-. v;í.Jid<>. 1_·s posible 
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extender la dPfinic-ióu dt> functor c~Jú.sico y los ri•sultado-.; (:>.t>). (.~.I) y (5.8) r•n 
[3]. Por otro lado. Ja relacióu eutrP topos y lógica guía a qUt! conct>ptos funda
nrentales de tt>orja. de sistt•n1cL.~ puedan st·r illtt•rprt•tado:-. eu Ja JUgica a."'of"ia<la a 
topos [8]. 

Tarnhitjn es claro qut~ Adj(Top) 1 i1•11t• capacidad dt• p;t•ucrar rnoc.lt•Jos para 
algunas apJicacionPs ('fl t.l .. oria de ..... i~t,·111:L"-" 

FinnhnPntt"', r•s intPrt•:;;a.11tf' ob ..... "rvar q1~1· 1·J cu11cPplo d1• ..\dj.n1orfisn10 put-.<le 
generalizarst.> por C"jernplo a .. \-11iac:lii111·s y i111plici1 .. \-111•t.(·lii111•s (vPr [·tJ> y por lo 
tanto 1•:-; po:-.ibk t_'Xlf'fld(·r varios r1· ..... ulradu:-. •:l;L-..icus a e:-;tos [~J]. 

Ejen.iplu {8.ID). S1•a C 1 la l-at1•g;uria d" l~-1·~p:it·iu:-. y fu11cio1ws 1·u111i1n1a.."' lla
n1ado C'\.-Jfans (v1·r \"IJ-,"i ··11 [JUJJ .• \" 1 = l )UTT,i (para Ja. d,•fi11ició11 d ... U. ,·~r 
Vll-8 t·n flfi]). t' 1 :CJ 1 u77n - C.} 1 • 7"1 :r· 1 - C.2 1 y .:J 1 :lJ 1 - )'1 -.;011 funciones 
('011ti11U<L"i t'UU ¡·¡. l./1. }"¡ t'll ('(:-Jiau ....... Yt (.)Ti" (1•! ··spa~·io dt• furH'ÍOllC'S 

con h:••llyflC"a<:"ión d• .. la. topoJo,µ;la. co111pal'lo-ahi1•rra). St•a C 2 la categoría Srt 
donde .\-2 , () 2 • r 2 .. 32 y .\-.1 sor; con10 1•u (:LJO). S1!a P =:: (J>, U,~\,.... ,\<.J, A".) PI 

Adj-n1orfis1no d1•011ido pur: F': c~C-llaw .. -S.,I 1•:-, PI flJlll"tor ljlH' olvida. y Hoy 
A 0 cu111ple11 con P(7lu} ~ .·1 0 . O-.J

1 
= id¡'t..l• x J Uu11d1• J: /'(7/0 ) - A 0 es un 

C2-iso111orfisn10. 
:'\"ut·va11lt.'?1l1', f~.Y¡ 3::° .\"".![~ pori¡llt' /' prc!->crva prud11ctus ..\ 0 , .\ 1 •• .\y , son 

C 2-ison1orfis111ns ral'°:-. r¡tJ•' (".!.JO.O).(:! 10.I) y(:! lfJ.,"'í) ru11111u1a11 don.Jr~ 

P re(k·ja 1•pi's y (t~.c.). •'t1fn1ir1·:-. ... ¡ fija111 ...... l;t n1i .... 111a (::- 1 . ¡1. 1 )-Factorii'.ación para. 
CC:-IJaus corno para Tupen (:L JO). si .\f:t 1·s .=.- 2 -akan~ahft-.. ~ .\11 <"S 1:0 1 -
alcanzah/P por ('.2.17) P prL'~er"a l'f'l.!-> y (e.e.) y si .\11 1•s ~1-alcanzable => .\f2 

es e- 2 -akanzahle por (:.?.1·1) (ver \'-U 1•n flO}J. 
710 tienP la topología discr1•t a. 1•nto11c1· .... P .Y¡ ~ .\"~['y si J.f1 *'!" ¡1. 1-observable 

.:::::;> .\/2 es J.l:!-obsrrvahfP porqut' /> pr1·!'-.1'rV<t 111d110°s y (:!. lí.i) se t iPllC' . ..\Jrrnú.s. 

1-1 1 ('S la rPs[HJPsta total d1· .lf1 => 11·.!. •'=->Ja rt' ... f!IJl':-.la toral dP .lf".! (P/1 1 =::: 
//2 ) y si 1 11;:, t·s la 111arriz d1• IJ;111k1•I d·· .\/ 1 ~ ".!.//;,\ •.·s !a 1natriz dP llank1 .. I 
<l1! 111 2 (1'1 11;:,::::: '.!.//,','¡}. Si fij:u11<.J ..... l:i (~- 1 .¡1 1 )-f:1,·1ur1zací~•ll co1110 1•11 (3.JO), 
Pllfor,cPs };L.., :->ig1111·nt1•:-. lr1·s alir111acin11.·:-. .-..<JI! 1·1¡11i\':tl••J1f•·s; 

(a) 2 11.":, t'S ri>alizahlt• para alg1i11 :-;i!->t1·111a :i1lj1J1d11 .\/ (.l/ = .\!:!) 

( b) :~~~$:---1·;;;.:~J-~~;.; r; para ( 11, ni) E z+ . ..: z+: 
(e) H2 : (.Y?l':z. Z::) - (.Y~}:_.. /.i) t-s 1111 .Y:!-di11a1norfi:•.i11u (~i PZ1 :::: Z 2 y 
PL 1 =::: L 2 ). Esto .se sigue de (·L5). 

las rnis111a.."> afir111acin11es son t>q11iv:d••11ti>s para :-.11Li11dice y su¡11_•ri11dice iguit.I 
a J. 

EJt!U1plo (S.:20). St•a C 1 c:'Ualqui"r lar iz rn111p/1•t a y 1 1 C: - C: 1 un 1uorfisrno 
(po:,t>t) tal qut• dados t/ E C 1 , {/-', } 1 ~ 1¡ t•'li"IJlüS (V, }J, )/\ ./ 1 (1¡) = V 1 (¡1, /\ ./¡ (q)) . 
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Entonces P~1Jd<1) = 11 /\ .1¡{1/) PS Ulla UJ>t"racióu binaria. ~l e, X e, - C1 
satisfacie11<lo: 
(a) ( .) ~ l ::¡: C 1 - C1 es uu 111orfis1110 ( pos,·t.} para todo '/ E C 1 ; 

(b) (.) ~ 1 q tiene un adjunto dt_..recho q - (.) para. toJo f/ E C 1 (vt'"r [21]). 
Porsupuesto,C1 eslat"nC--.ut1,,... St>a.Y 1 = (.)~1J 1 (t¡):C 1 -C1.61 :Q1~1Íi('/)

Q1, r,: U1 - Q1 y .i, q, - }'1 ''·'ª Q, ~.Ji(•¡) :S Q,. l'1 :S Q, Y Q1 :S 
Y1 respectivanwnte .. Y¡ ./ 1 (r¡) - (.). Sea C 2 otra latiz cotnpleta y 
.Í2 : C 2 - C 2 un n1orfis1110 ( po:-..·t) tal q111• dados ij E C:.-. {Ji,}. i;; ;¡ lc>nt_•n10.s 
(V, P,) /\ J 2 ((j) = v.(¡;, /\ .1·1 ((j)). E11to11c1•s Ti~'.! J:.!((j) = "ji/\ .J:!((j) satisface 
(a) y(!>). x, (.)~o-/o(q): e, - e,. 1-,: Q,~,.¡,c;¡¡ - Q,, ro: e, - Q2 
Y /32: Q~ - }.".! SOJI Q'.! ~".! J:~(ij) :5 (j'_!. f "·¿ :5 (¿'..!y ('J'.! :5 }"2 r1•spt>ctivarrwnfe . 
. \":! .J2 t'ij) - (.). (C 1 . ~ 1 ) y (C'.!. ~'.!) ~011 laric•·s cu;i.11tic;L-.. (vt•r [21]). l;n 
TIJorfi ... 1110 ,._ .. tnc·/o ,¡( /a/l(t ... ("/lrÍ11/1ca .. 1)1• ('¡ .-le_':! •':-t IJ/la f1J11ción f: e, - C2 tal 
que: 
i) f(l) = l (1 L'> el ~UJ'(C) cou ... up =: V); 

ii) /(V,q,) = v,f(11i) para rua/1¡111<Tfa111dui {1¡,}, ~ Q: 
iii) f(P~tl/) = f(p)~ 2 f(1¡) para todop.1¡ E r·· 1 . 

.A .. fj11nf<'s significa que 

}'~¡ '/ ::::; ,. <=::::::::· p :::; '/ - ,. 

para todo p,q.r E C1, y (ii) a1111·rinr t':-> •'<p1ival1•11t1• a. (V, 1¡.) j 1 ¡_; = V,(q, ~1 p) 
para todo p E C 1 S1·a P:C 1 - C:.: 1111 111<Jrti~1110 estricto dP !atices cuántica..:; 
tal qu(• P(J¡(1¡)) .J:!(t¡). Enro111·1·~ r'.\. 1 .\":!fJ y 1~.Yi .Y!JF', 
q, ~1.f¡(.¡)::; Q, Q, ::; .]¡(<¡) - º'. Q-,~,.J,(;¡) ::; Q, = Q,::; 
J·J.Ctj) - Q2 Y .. \,.:, .. \c..; • ..\l. so11 Pl "i = f ·:!. PQ, = Q2. P}"¡ = F2. Entonces 
. .\/1 es ~ 1 -alcauzablt" ~ .\/:? t·s ::":!-alra.11zaldt> y !->i .\/ 1 PS ¡1 1-oh!-.<"'n:ah!P => .\/2 
es 1-":?-ub:-wrvahlt• (la (~.Jl) -íactor1zaci1'111 1•s (<. =)). (·1.1) f'S válido ta111hWn. 

En los Pjt"lllplos (:LIU), (:3.11). (:J.l'..!), c:L1:q y (:l.l·t) algunos <le las afirn1a
cionr-s sohrP n·alización son válido~. f>qr 1•j1-111plo {-1.1), (·L2). (-t_;q. Rrsulta
dos dP Ofla...-.; St'CC"iOllt>S léllllhit~JI MJll vúiidos. t• . .c;. para (:J.l'..!) por (f3.22) (~XiSfe 

F (F . ..P. l, .. / 0 .1, ) : .\!'.! - .\/ 1 do11di> F l'S tal qui• F . ..,· :=:::' I...,,,<1-r¡ei y 

SF =:: l~.,,. 11_,. 

4> = :i..,.. o F[(1_ o.\":! 1.·~ 1 
),. o(.\":.::-.;-=¡ ),.Jo F .\"2 !1. 

.i:l.1 oF..\;:1. 

Los ejen1plos Je (:.!UJ son eje111plr..>s lk Adj-111orfis111os cout rava.ria.nlt"'s. 
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1.3 CONCLUSIONES DEL CAPÍTULO 1 

DPfinirnos llll llllt'\."O tipo d1• 1noríl:-.1110. 111:is g;1•1u·ral q11P los ro11ocidos Pll la 
literatura 1·111rt• s1~1i>111a .. ...; adjunto~. lº11 tipo d1• 111üqu111a o a11tó111ata lo suficit•n
ten1ent,. gP11t•ral par:L ro1tlPl1t~r a los si:-.l•·111:L...; lin1·al1?s, a :-.ist1•111a.s polinorniales 
y algunos sist1•1Jl<'L.., 110 Jj11 .. ;dt>s. Est•• 111orfis111u qui· llat11<L111os 111orfisn10 adjunto, 
es 110 trivial. d(·l,ido a qut• incl11y1• a 1111 f1111nor J>: r 1 - e'.!. el cual 110 PS ni un 
iso111orfi:-.1110 f1111c1orial. 11i 1111a t•q111vaJ,•11c1a. 

Por t11t.>dio d1• l':-.1" 111urfi:-.111u. pr.-~1·r\'i1111u:-. :./u r,.fl,•jan1us aka11zabilidad. oh
sc-rvahilidad. dina111rnfi:-.i1111-;, rt·s¡HJi>:-.la tc.1tal. 111<tt riz de lfa11kt_•J. (.:'.", µ) - factor
izaciont•s. rc•:diz:H0 Íci11t>s. ri•alizaci•>llt"S parcialr•:-.. di11¡i.11li1·a_...; lil)r1·~ y rolibrt"'S, y 
rt•currencia por n·ng-1011.-:-.. :\d1·111(L.., da11111s C<>l11liciu111•s s11ficiP1Jtl's para la exis
tencia. dP 1·sto:-.. 111orfi:-.111u:-... l1a1·,.111c.s 1.-l cn11~1 rlJt"Cit)11 d" los 111orfis111ns dualPs v t~n 

las catcgorí;L' dualo•s y pr<Jl 1 :t11111:-. qui· t':-.lo~ 111nrfi:-.1110s c:u11 lo:-. .-.;istP1nas adjt1;1tos 
for1na11 tina r11:v;;ic:\f1·_1.!;oría. 

rrodn Jo ant1•rior !">t' <J.•:-.arrulla J•ara c;1f1•µ_•11"Íil • ..., COll pri.:JdllClOS )' Cuprodurfos 

rcntabl1•. y t·quí¡iad;L..., ._-._,¡¡ u11a (~.Jl) - Lic1uri/.<t.<'1t)11. 1·11 particular tr<ihaja.rnos 
sobre c-atP.s.;nria . ..:; al~t>l>rai1·:L'. al>t•liall:a ...... y t<J(11J:--.. 

Fi 11al111P11t •' oh:-..·rv:1111n-. ljll•· 1111 •I" fi ...... 111• ,..., • ·111 ro· ...... i:-.l 1·111:L ... 111011 t adus t•1¡ C"at f"'gorias 
difert•t1t1•:-;. 110 l1an sidn cü11:-.1r11id11:-. :u111•..., ,¡,. 1·:-.I•· tr:diaju, 11i ~t.· li<lll t•stablrcido 
co11diciu1lt":-; s11fici1·11l1•s para I;\ 1•xi-..11•11cia .¡,. llH>rfi.-.111us 1·11 todos los t.'jen1plos 
conuridus; sólo 1•11 una :-.ida cat1•goria. 111)...,1)tru:-. 1r;tl1:aja111os sobn• nuiltiples c-at
egorÍ<L .... 



Capítulo 2 

SISTEMAS LINEA.LES 
SOBRE ANILLOS 
CONMUTATIVOS Y 
lVIORFISlVIOS 

2.1 INTRODUCCION 

La teoría dP sist,·111a. .. ..; li1wak .... so!Jrt' a11i//o-., cn11n11itativo:-., ha sido a1npliarr1Pnte 
estudia.da dt>sdt~ Jos :u-1os 70's Ji."L ... ra Ja f,,,·f1<1, funda11wu1al111t•11tt-· en Jo quP. se re
fit~rc a aJcanzahilidad. ohs··rvahil id ad. rn11 r rut ahilid:1d. f'sf ahilización. rrguladón, 
co111pe11sación. di11;it11ica y dualidad ··1llrt' otr<JS (V•'r [l]). 

La fa111ilia dt> da .. o:.,Ps dr~ ~istc111;i.s Ji111·.-d··s •1w· pt11·dt•11 !->l_"I" fori11ulada .. s ('Jl t'stc 
PllÍoqUt> 1_•s p;ra11d1•. Jlnr 1·jP111¡do. :-.i:-.!1·111H ..... Ji1¡r·;d1·.., 1·011 r•·lra .. -..() 1•11 a111llos polino-
1niait_•s •'11 vari<-L'"' variahl1•s (:--.1·~1-111 ,,¡ 111"11t1•·ru d·· ret ra ..... u:-. 111d1·pt·11di~·11lt•s) en ~'R' o 
(_"', ta111bi1;:J t'SfOS a11i1fo:-; :->1' p11~•dt•fl VilJCt//:tr COJI ,.._j,.._r1•1llil-"' (n-J)) 1J-di1lll'llSi01JafeS 

o 111ulridit1h'll!-'in11al1•s. 1111a e/a ....... µ;r:u1d1• d·· nldi,t!.•Js y .... 1 ..... 1t·111;L·: li111·ah·s digita!Ps 
PJl Z y anillo~ co11111utativos fi11ilo!-.. fa111ili:L'-' ¡iar;11111·u;zad;L'-' dt• .:..islPOl:t.$ lin

eales por uno,, varios par;:i.111.•tf'•J!-. 1·11 a1JiJJ,__.:-. ad··•uadu;-; d1• f11urio111_·~ :--.IJaVf'S so
bre variPdad1~:-: en los Ro los C. ,~c11acio1ws dif1·11•11cia/1•s parciales discn~Lizad;Lc;; 
a.sociada..5 a sist1•111a .... lin~·alcs dt' par;i.111f'f rv:.. di .1 ri111Jídrn-; cu alg1>hra ... ..,. grupalf~s 
conmutativa.. ... con co1•ficie11tcs :Ji" ó e· :-.ol1rf' ci1•r1;1_ ... \'ari1•dadi>s (vpr [:!]). 

Por Jo ant<>rior. rPs1dra L·laro ,,¡ i11t1'!'(;:-. i·n ,./ 1':.;f u din .J,. '"slos ;.,j-.,fl'llJ<L<; lineafPs, 
dada Ja vnriPdad d1• c·la ..... 1·:-; di.• !-.i:-;r1·111;L.., li1wal1·.:.. qia· !'-.(' ¡i111•dt>1t 1·:..tudiar con f"Sf<> 

t•nfuqut~. En parric11lar eu t.•:-.l1· capit11lu 11u ... co11rr··r:1r•·r1H1.._, a •·:-.tndiar la prest•r
,·ació11 dt• prupi1•d;:uf1•s f1111da11w11t<d1~.,. C()llJ(). alc:111 ·:diili•L1d. J•ulu-<t....,1~11abiiidad, 
COt'fi("i1·11l1'-iL'-'i,L!,1Jithil1dad. a11il lo:--.- P.·\. illl ¡¡ /us-C' _.\. ;lJ¡ ¡J lu:--.-F e_\' fact or1zacio11<'s ("(r 
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prirna.s básican1entP, estableciendo condicionPs !-:.Uticit•111•'S, por un Jado. y nrce
sarias por otro. para. algunos anillos poli11011tial1·s. Es irnportaute rnencionar 
que por lo n1enos para anillu~ polinoruia.l•_•:-; (si.:-.t1•111a • ..,; Ji1waks cun retrasos), la 
alcanzabilidad y la observabiJída.d ÍLwrtc~. son g••111~rica..-; cua.11,Jo PI 111í1nero de 
entrada.-; y el nú111ero <le salida .. ..; son C<\da 11110 111a_yor que,.¡ nú1111·ro de retrazos 
no conn1e11surabh~s (nti111t•ro de variahlt>s 1•11 t•l a11illo pulino111ial). ( \"1•r (3)). 

La organización de esl1• capít uln 1•s (·01110 si.i.;11t·: En 1•l pri11wr inciso darnos 
condiciones s11fici1~11tes par.t JHt>serv;n pulu a.-..i~11al1ilidad dt• sist1·111:L..; liJH•ales ais
lados y t.a111bié11 Lla1nos co11dic1u111·:-. sufil·il'11t1•:-. para J'l'l':,.Pr\."a.r a11illos-PA. anillos
CA-o(n), auiilos-FC y si:-,t1.•111:L...;-C.·\. t>!'-otahlt·et'111(1!'> al.141u10~ t•jt•111plos y con1enta
n1os algunas aplicaciones :--obre LL-, cualt·:-, vuh•·r1·111u~ :d final Llt>I capitulo. En el 
.segundo inciso t•stc'i11 C;L-..0:-> p:trlicular1•s dr• h•:-- 1'1•:-.1J/ta,Íu:-. d,·J J•riuwr inciso. 

En t·l t1_•rcPr llH."IM) da1110:-. ro11diciu1tt'!'-. ~11fki~·11r1•:-. para akanzal.ilidad y polo
a...;;i,e;nahilidad dt• !-.istt•1na .... li11t•al1·:-. ( lilin·!'-.) c·11 a11illus (·u11111111 at ivns y P.stahlecen1os 
condkio11es IH"rPsarias para alc:111zal1ilidad 1•11 a.11dlo:-; J1ulino111iah•s y anillos <le 
funcio11t•s contínua . .s y :-.11;t\.'1':-. !'>uf,r1• vari .. dad1•:-i co111r~u·1,Jes. Ct>rra111us 1_•J inciso con 
ejen1plos (''ll anillos puli110111ia.lt•s y a11illus d1· f1111ciu111·s. 

F.n PI cuarto y 1íl1 i11iu i11ci~u "="'rahl1·c1·1110:-. u11 1111;todo para oblt_•ru~r far11ilias 
<le fact.orizacio111•s dt> f31·zu11t izqu11•rda .... fu1·rt1·s. a 1•art ir del conocirnif"nto <le 
una t?SfH~cifica. d1· t-·llas y ta111!.i1=11 fa111ilia .. -.. ,Jt.' facturizaciun1·s coprin1;:L..; izquirrda."1 
éL5ociad<L"i a parlir d1• 1111:\ facturi.1.aci1:i11 di> B"Z<Hll iz•¡uit•r,Ja ftJt·rt•• cOIJO('ida, y 
<la111os una fn111ilia dt> l'j•·111¡do .... El 11iv1·l de ;d,:-;trac,·ir'J11 1•st.i. 1•11 ordt•fl descen
<lent.t• dt•sd,-. el pri11wr ca11it11ln h:it-la ··I 1"dti111•1 y t:u1d1i.:11 t'fl los incisos <le- esft' 
capítulo. Por otrn lado, Pi pri111••r i111·1su , .... tal•l······ k,s n·-..11ltn.do:-; ni;\.. ... gPnPral1"S, 
el segundo i11ris11 :-.011 ca . ...,u~ f1artic,d<tr1·:-.. 1·1 t1·rc1·r i11ci-..1i tr;tl1aja con sist<"n1a.o;; 
lint'al1•s libr1•s que :-.u11 11w1a1:-. µ;1·111·ral1•s y do~ 1 ipos t"SfH'Cial1·s dt> a11illos. Fi
naln11•nf1~ t'll t>) c11arro i11ci~o trahaja111n...; pro¡>i1·dad1·.-.. 11111y Pspecifica .. "i 1•11 anillos 
rnuy part iculari>s, p1•ro ch· int••r,:s 1•11 ;dhtlll<•-'"' :ir1•a .... .J,· la i11~1.·nit·ria d1•l control. 
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2.2 PRESERVANDO SISTEMAS - PA, CA Y 
FC. 

2.2.I Introducción y Preli111iuares. 

En este artículo obft'llf'IJltlS 1J11.a :··a·rit• 1J1• 11111•'1."<ls r1·:-.ulrados sobr1• pr1.•st>rva.ción de 
ª""ignabilidad df_' poJos y aka11zahilida.I t'll :-.1:-.t1·111as li11eal1•s :-.obr1• anillos con1nu
tativns cou t>l(_'nw1110 flt>Ufro, lo c:uaJ SP rraduct..• 1•11 cundiciou<•s suficientes para 

Psi.as propit•dad,•s. Est1• JJrohl1•111a lia sido atacado t>ll [I 1] dP n1a11t.>ra ··global", 
Le. via un ho111nr11orti. ... 111u dt> :u1i/J•1s ._ •• p1·1·:-.1·rva la propiPdad en todo t>I auillo 
pidiendo co11dicio11t>s topuli'ic;i,.;L--; ·"'º''r" lu!-> ;u11l/us. lltH'SI ros resulta.Jos no re
q1Ji1•r4·11 ro11dirio111• . ..., topul1)J.!.i«;L..,; .v :-.c,1i ··fpc;tlt·s·· i.t". pr1•s1•rva111os si . ..,fPU1a.s li11-
t~alt•s aislado:-. poJ()-;L...,IJ.!.ll•tlil•• .... ! ;i/ca11;.-al,/.·'· /o 1¡u~· 1tt1 .... ¡)t·r11iil1• llar condiciones 
sufiri1·11r1·s J'•1r;i pulu-;L...,ll.!,ll:tl.i/1dad .¡, . ...,, ... f•·111a .... !111t·;d1•_.., vil a11d/(!.., <¡IJ(' 110 tiPJlt•JJ 
t~sla propir•dad .. ·\d,·01;i~ ./:i111., ... ··"11•J1,·1.,11•·:-. -.,1.i/i1·11·11/1· .... para 1•r1•:-.1·rvar auillos
C'.-\-n(n). a11dJ ... -Js-F< ·y :-.i .... 11·111a .... -< '.-\. 

l"u :-.isr1•111a /i11Pa/ (li/,r1·) .... 1J1,r .... · un <111d/(J cu11111u1arivo !l p111·d~· d1·finirst.• corno 
un par de 1na.r rirr·s ( ¡.·. Cr") d•-' ( n x 11 y 11 :-.. 111) ri>:-.Jh"'C'l i va1 n1•11 r1'. :-.011 1•111 ra<l;L.,. en R. 
Una déL"t:.' rn;i.._. g1•11t•ra/ d1• si ..... r1·1na .... /i111•a/,._.., :-.of>rr• /~ ..... u11 los sis11·111:L..; proyecti\.'OS 

<lande F y(," son ho111<J11111di:-.111ns 1•11t rt• /(-Jllt
0Jdt1k ...... proy1•ctivus, fi11iran1PlltP g1•n

era<los. c.'sa teoría 1·s d1•:-.arrf)J/ada J•ara a11i/ln:-. cu1111111l•tfiV<l:-. cc.i11 t•l1•111c•111u nt•urro 
( vcr[7) ). 

s~a /? IJll anil/n f""t.JllJ(J :...t' 111•'11•'1• 1/I!·, :u1I•·:.... y s1·a11 .-\. H. ( •. y f) /?-r11ú1lulos. 
Dados R-lin1111111H1rfi..,1J111-.. F ..\---e·.(; B-C. ll·:\-D. h:B-D, d:•uotarP111c>s 
Ja...:.; fu11cÍ1>111·s :\·:·B----( ', .-\---('·'.·!J .. \" _.\.· Ji. -( '-:·D J«Jr 

n•spt>cli\·a1111•1111•. 

Un sislPIJlil Jinc•a/ !-oul1r1• '' 1•s 1111 par dt> H-f1u111n1norfi:-.111os (F. e;) con e;: 
lT-X. F: X.-X. do11d1· l- y X son a11d1c1:... h'-11H'1d11lu:-. proyi>ctivo:-. finitarn~ntt_• 
gPneradus. l'11icau1i>11l1• cu11 .... id1•ra1110 .... ,.J .·a .... o dr· ;111illos ron P:...JH'('fro conc-xo, 1•11 
esP c:L."'o t· y X son d1· ra11~tl 1·1•11 .... r:t1ll1' ~i ,.¡ 1• .... ¡11·1·1ru ti••111• 1u1 111í111,..ro finito 

<le con1po11t·1111·s. rt>d11ci111•>·' a Ja .... irua1·11·111 :11111·r1Pr 1r:d1aja:1do rada co111po1H•ntc 
conexa por sPparado 

Un sistt.•n1a (li1wal) (F.<;). 

(F.;. F<; ..;.1··"-'(;¡: .;.¡· - X 

en un l1011101norfisn10 s11prayc~el ivo. 

l;11 sist•·111a (F.(;), 1•:-. lla111<1cl0 p1•lo a ... 11¡1111/1/r si. ¡1:1ra cualt•s1¡ui1.·ra .. \ 1 , ...• Ar¡ 
E R. 11~rangn d1~ X. <-Xist•• 1111 N-l10111u111urfi:...1110 J-\.: X-l· tal qur ,.J polinon1io 
caract••ri:...ti<·o d1• (F + <;J-\,) = (z - ,\ 1 )(z - ,\::) . . (z - ,\,,)y t>:-. l/au1ado rn'"'fici1•nt<" 
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asignable si dados Jos datos autPriores 1~1 poliuo111iu .:aracti>rislico d<' F + Gb.· = 
=" + ;\,...:n-I + .. + ..\:!.: + .. \ 1 . Fi11aJ111Pt1tt•. i·J si:-.lt:111a !'->t~ dice que rto"froa.Jirnenta. 
a un vector cíclico. !->i PXisl<.' u11 VPCfur u E /{m y K corno ;u1tes. lal que la matriz 

t.icnP por dPtern1i11antt• 11ua 1111i1lad t'll /t. 
Es conocido quP Ja alca11zahilidad de• {F. (/) e·~ coudiriún JH~.:esaria para 

polo asignabilidad y qut.• si:-.t1·111<L<.; t¡llt.' r1·1 ro;a/i11w11ta11 a u11 vr:-ctur ,~íclico son 
coeficieute a_<;jgnahfes, Y PSIOS ÚJI iJJIOS Süll J•UJO ;1.-.,ig11afl/es. 

lfn auiJlo R PS Jla111ado a11illo-C'_.\-n(11) :oo.i para cualquier sist.-rna alca.nzable 
sobre R. el sist,-.r11a. au1111~11rado 

.! ( F U ) 
() /,rt,. 1 

( 
(. u ) 

11 = 
tJ /,.( 11 j 

es coeficit•11tt~ <L"iip,;nahk. du11d" /0(11) 1·:00. la 111alriz i1k11ridad. Estt~ tipo de au
lllPlll:lc·ión v ft..•c.•dhack r>S u:oo.11al1111•11f1• lla111;11Ju ··1~·1•1Jf1;a·k di11;-i111icc.1º' o .. ft•edha.ck 
estable" \.'p; [-IJ. 

Fi 11al1111~11t 1•. 1111 a11ill1l /( '""' //;1111:1.I•) ;111il /,,_ ¡,. 1. ,.;j 1· uaf1111 i1•r sist P111a alcanzable 
sohrc /f <'S pofo :t~ig11a/d1•, 1·:00. Jl:tf11;1d11 :11Ji/J.,.( ':\.si t"IJ:tl<¡1Ji1·r si:-.ft'Jlla alcauzabh~ 
sobr<.• f( 1•s c-01·fidc11t1· ;1~ii.;.,11;1ld1" y l/a111ado anilJu-FC', si c11alqt1it• .. sisr,_~111a 

alcanz•di/P so/,,-i> /( r1·fr(l;di11wura a u11 ._.,.,.,,}r ··ídj,·o (v1·r [:!]-[7]). 

2.2.2 Preservación de> Siste111as PA, CA y FC. 

T<•ort•111a 2.2.2.1 ..... ·tal": /l-111od - _. .. ;_1110.f 1111 f1t111·/111· 1·01·a1·1a11lc, (ld1t1r•o, t'r
arlo para la 1h rr cha, cou 1l.fJ1tlllu dr 1·11 /¡,, t J"•l1·/11 y tal •/lit: 

l.:-;,.\/ c8 u11 /l-n1u'd11/o ji111la11u11!1 !}r111n1du r11/01Jr't.'> C'(.\l) c.-. un S-
1nádu/o Jiu1/a111111lt yr·11t ,-,ufo; 

' 81 f>1 es ll1l l?-1n1Jdulo ¡>T"<'!/< 1·/11·0 ,/, ra11r;o /, t 11fo11rr. .. l'( /'1) =:' f, -E< L1 
do u de /, ('8 uu ..... ·-111úd11/o pr·oyu·ln·o {ji'111/111111 u/1 yt·ut rado) rft· r1111go rou
slanlc y L1 t'.'i un proyt·cf1ro dt rr1111¡u /. 

Entonce.., si (F. <n c." "" ... 1 .. trma-F'. l 01 U=:- ( l'( F). r(<;)) es un ... ,.~1er11a

PA ~n S. 

DP1uost1·acit;u. C'n111n ,.¡ f11111..·[1J(",. ..... ('t1-.·:1r1:t11I•·. :1dirivu. r·xarro por la d,~rPcha 
y lit•JJt>ll 1111 adjunro d1·r1·.-/1•• ".'\.-1··t•1, ¡1r1· .... ,·r\¡l :oo.u1u:1 .... d1r1·ct;L.., y 1·111pirnorfisn1os, 

por ( 2 l. [ 1 J) y 



l. preserva proyeoctivos finitan1••11l1• g.1'1Jt·radu~. l1h·,c.u ¡11·e~··rva :-,istt~111a . .s alcan
zables. Por otro lado, por (:3.:3. (IU)) para cada :-.i!'.t1··111a-P:\ (F,G) sobre 
R. Ges de la. for1na: 

u ) (· ·=· l', - .\· ·=· x, 
" 

donde n: l'°2 - .Y:! 1•s un iso111orli:-:-111u.-11trP :--11111andos dir1·ctus. proyectivos 
de rango 1 t'll R. por (·10.11. [/"\)) pr1•M·rva pruductos y copruJucto:-:; finitos, 
t..'JllOUCPS 

u ) r (n) 

Ahora. por (:!.:!.:!.l.:!) l"(f":.d ~ 1·:1·:-·1·1 y l"(.Y:.-) ::=: .Y:1-!:- .\" 1 con U3 y .Ya 
proyectivos f11titan11•11t1~ gf.'1it•ra1los d1• ra11g;o •on:--.tantt> "11 ...... y 1·1 y .\- 1 proyec
tivos fi11itanw11t1:- gCllPrados dt> ra11~0 1 1'11 . ..,·. Por (:!.:!.:!.l.:!) y COlllO r(o) es 
ison1orlls1110 d1•!1t•n 1•xist ir iso111orfi~1110:-.. 

!'(o):. (':I" 0
) :r,..;.r, -Xa·:-X, 

() .1, 
por lo tautu 

(

'!"(º(; 1 

l'(G):. 

[) 

"\hora expr~:sa.1nos co111n sig11t• 

() ()) 
-~! 

.i;J 

o 

con10 ,31 es i:->0111orfi:-.1110 entr•· su111a11,l .. s .fin···los, pl'uy1•c1ivu~ J1• ra11g.o 1 en ... 9, 
por (3.3. [10]) (C'(F). r(G)) "' 1rn ~¡,,,.,.,,..!',\. • 

Tcorc1n.a 2.2.2.2 ...... ·ca r: f(-1nod - .... ·-111od 1111 /1111ctor ro1110 tu el teorcnia 

(:!.:!.2.1). qut· 11d1-1111i .. t ... p/1 uv. d111.-.11 1¡ rtt111¡1/1 1 v11 f,1 -.1yur11/1" co11d1ruiu: 



J. Dado cualquier sistema t1lca11:=ublc (F', e·') c11 S. cr1.~tc al meuo.'i un sis
lenta alrau:=ablr (F. G) en R. l.'>ullJrJt:fi~111u_o; i y J u.111bu."i '11 S, tal que el 
siguiente diagnuua ro11111uta 

.\"' 
, .. 

JI' 
,. .. 

JI' 

y. Ti Ti 
r(CJ 

ria J 
!'(.\") 

,-,,.., 
l'( .\" J 

Entonce~ R es a111//o-l'.-1 = '" C."i andlo-P.·l. 

Dcu.u"Jstraci<)u. Co1110 U t_ .. s a11illo-/>..t por(:{ .. ), (ll1]) todo u1ód11lo proy("cfivo 

finita.n1t•nlf_• g<~n1•rado de ran~o co11sra11te t'll /{.es !-iUl11<L dirPcta dt'" proyectivos 
de ranu;o l. Por••/ l1•nn•111a a11t1•rior (r(F). f'((_~")) 1·:-. u11 :-,.i:-.l1•111a-P.-1 para ca<la 
sist.crna. alcanzahl1• (F.(,'). por Ju qut_• ii11i .. :a1111·11re falta d1•1110:-.rrar que (F', G') 
es un s1st1•111a-PA. 

Cu1110 el functor r- es plt•110. denso y(:!.:!.:.!.:!. l ). PXisten los s-iso111orfisn1os i y 
I para cada sist1•111a <Llcanzabk· en.•.;. Por ntru ladn. d .. hido a.J lt_•ore1na (2.2.2.1) 

'T 
l'(G) := (O ()) 

/Í¡ 

con ;..:1¡: l"1 - .. Y1 1.111 ison11)rfis111u Plltrt' proyt•<:livos de r:i11go l. co1110 r(l!) 2!' 
í({'2 ) ·~· l'3.,.1' 1 :=.V' y!'(.\"):=!'(.\'")·:-.\';, .\' 1 :=.\/'vía 

l.= (,u·" ,º·, ) 1· .:.1·, - _\· 

( 
,, 

l= 
o /~) .\' ., • .\' 1 - ,\/ ·:· .\/, 

donde e = r((.',) ~-e, . .\' = r(.\'") ·e·.\':¡ . .\''""' ,\' -=· .\' . . \!' = ,\f >? .\f, con 
i1:li1 -.\'"¡ y/ 1 : .. Y 1 -.\/1 S-iso111orfis111nsc11trepruyt>ctivosUPra11go l. Por lo 
qut.~ si considt•ra111os que 

( 
,, u ) _, ( '" 1 ~ 1 ) 

o '1 u '1 

y la condicion (2.2.:!.:!. I) obtene1110:-. qut· 

G'= ( 

·-•¡·¡ 
'2 "..! 

u 



donde iJ 1 '11 / 1 t•s .... -iso111orli~1110 e11tr1• proyPctivo:-. dt.' ra11go l. 
flü] ). s· es un anillo- P..t. 

.-\llora. por (:.J.:J • • 
Con10 consec1H•ncia <lirt•cta d(~ los tPorr111a."-i a1Jt1~rior(•s tP111•111u!-> algunos coro

larios .soLrC' anillos-C".-1-2(11- l), a11illo"-i-/·ºC" y sit.11·1na .. "'i-C".·t. 

P1•oposicith1 2.2 .. 2.3 .',ºca fº: · l?-mod - .':'i
0

-1uud uu f1111clo1· ro,·u1·1anft'. a<Í1fu•o, 

crac/o po,. la drr,.r/::1 y tal 1¡1a· l"(U) ::::- :·i. _...,·,·a N 111/ t/ll( ¡1n11Jr1·/1,·os de rango 
1 .'io1l l1bru.;. l:.'11lo11ets 'il (F. l.;),,.,. un -.1.-.ft111a-l~ .. 1 tll U=- (I'(F}. I'((,')) es U1l 

.o.;z.o;tr111a-F'.·1 t'll .'··l. 

De1uostraci<i11. Es claro qt1P 111:111tla ¡n·•J~•·c·rivo:-. fi11ir:u111·11t•· ~,,11,.ra.doA de 
ra.11go '-·u11st;u111• Pll f( 1•11 n1ód•dos dt·l 111i:-.111u rip•) y rango "11 .~". Por otro lado. 
co1110 proyt>ctivos dt• rango 1 :-.un lilir•·:-. y l"(I() = .~'. t>J1follc1•s 111:111da proyectivos 
de raugo I t>fl R. a 1•royt>r'I i\.·os d1• ra11)!.o 1 c-11 .'-:i". .-\l1ura 1·l ri>sulr ado SP sigtu..~ de 
una dj•n10:-.tració11 si1n1Iar a.1 l1.·on•111a (:!.:!.:!.I ). • 

Si PI} la prf)po~ieil)ll (:!.'2.'.!.:q p1~di111us rpw r 1na11d·· pro.v··ctivos dt.• rango 1 
en /( Pll rnódulos dP) 111i!->tllO ripo y raJJ.L!,O 1•n S'. y 1•lin1incira111us qut> proyectivos 
ele• rang0 l so11 lil1r1·:-o t>ll f( y q11t> l'( /t) "2:" ...... '. 1·11l•1JH'1•s ul111·t11•111n"-i un rt'!-:>Ultado 
sin1ilar a ("2.:!.".!.:q .. -\d1·111(1 ...... ,._..,,, . ..,,. ¡i11.·d·· 1·x11•11d. 1· a tJll r1·sul1ad1> a11:ilogo al 
t<'or~·111<t. (:!.2.:! :!) pidiP111Io q111• 1· -..1·a d1·11-..11. ¡d1·11u y c11111pla con (:!.:.!.:.!.:!. l ). 

01•c in1u:-. qtJ1• 1111 a11il111l0 u11111u1a1 1 \"o h' r i1·111·11 1 I' 11 ..... 11 ra1q . .:,o P:-.f al dt.'. si (a¡, .... l.ln) = 
[(par<\ a 1 E/(. t>xi:-.t1·11 ¿'.!· . .. bn E/( tal1·:-. 1¡11,. cz 1 +/J.~,,~+· . + b 01 u 11 t>S uua 
unidad [:!J .-\d1•111(1 ..... 111)!1·:-.t.· q11•· J( ti1·1H· 1 '"11 :-.u ra11µ,u •·:---la!Jlc si y s6lo si parrt. 
rod:L .... la." 11 1 , u:! Eh' cu11 (u 1 .11:.t) =. /{ 1•:-.,.1:-.11• b:.t.::::; /( r:il <¡tll' u 1 + b:!a:! es uua 
uuidad. 

Corolario 2.2.2.4 _...,·<a U un tl11dlo-P.1 JJ•ll"ll, ¡ ,-ual /(-rnr;rfulo-. ¡u-uyrrlu·os df' 
rango J .o.;011 ilhr·r.o.; y con J 1·11 .o.;u ro11!}0 f -.ta/1/c v ... c11 r: ll-111011 - ,...,~-rnod un 

f1111ct11r r·o1110 , n '/ /, º'"' 111<1 (:.!.:.!._' . ..!). F11tu11n-., I 11111'/o :··i rs uu a111llo-FC·. 

DPuui:-.trot«i<;u. Es n.111.-.,1•('1J••1i.·1;1 dir····1a ~¡,. 1:) ':""· [:1]). (:L [:1j) y t>I Lt•orc•n1a 
(:!.:!.:!.:!). • 

Cc.>1·ohu·io 2.2.2.5 ..... ·ra r: /(-111vd - JJ-rnod llll fur:rlur CrJ11IO f"Tl ,, /t'ore111a 

(:!.:! . .:.!./), C'Oll C.<ipar10 cf< Olft"ai/tl.'t {. 1111 f(-1uúifufu proyt<fll"O dt nl1l!JO Í y ron 

cspac1u df' r.o;fado.o.; .Y un R-n1údulo pruyr ct1ro f1'111fa'11t 11lc qt 11crado de ra11go 

n. Eutonrc.o;. si (E-'. (n rs un .-.1.-.lt"11111 alr1111.:·,blt en/(=> {I'(/·"). r(<7)) es un 
sisten1a-P .4 en S. 

Den1ostracici11. S1• -..igu" dl.'l l 1·or•'l11a ( :.! . :.! :.! . I) y (:).U. [ l IJ]) • 
f)Pci1no!'-- q11t• un anillo/( ti1•111• la prnp1t·1lad :!-i..;··11··radora :--i ~ .... <·,Jo si ('IJaltplier 

proy••cTivo d(' ra11gu 1 f>ll•.'d(· :-.t•r c.1·11 .. 1-;1tlu fi"r '-! ··1··111•·1110-.. (\•·r [ l}J 



Corolario 2.2.!?.G ..... ·,a l': /?-mud - ~..,·-mod un fuuctur como <.ll el teorerria 
(:!.!.!.::!.:2). 81 U t·.o.; un au1llo-PA y.···,' IH 1u la prup1rdad ..!-y<ncrador-a => S es 
anil/o-C"A - :!(11 - 1). 

Dcu1ustraei<;u. E~ i11111i>.Ji;1to d1•I {lt·111a :.!.:L [-J]J. ercore111a :!.:J. (·1]) y teoren1a. 
(2.2.2.2). • 

Con10 1ilti1110 (·orolario da111os ,.f si~utt•JJft>: 

Co1·olario 2.2.2.7 .5ca e1··. <_;)un . .;1 .... trma a.lnn1:ahlc c11 R uu a111llo cu el cual 
proyecl11•os de rango J .o;~Hl ltbrc.o; y .Y dr T"tlll!JO 1l. ~..,·up<Íugasr que para al91i11 
.o;ubm.ódt1/o proyt·r[ll'íJ de rall!JO l. fºt tÍt' 1·. (F. c:1) e.o; tJlctlll.:abit::'. donde G1 es 
fa rc..,fr1ccuh1 de(; r1 ( 

0

¡ 'J r¡ur t /.,,_,¡un 11/( dl!l!Jl'<lllUl t 01111111/11: 

,-.¡ ~ .\ 
,. 

.\ 

y. TI T, 
f"(l"1J 

{'1fi¡J 
!"(.\ i 

rt /') 
f"( _\") 

donde i t:.<; un .'":J"-1so11101ji .... 1110. I r.., 1111 _..,_, ¡J111101ji .... 1110 y l": Ii-111od - 8-mod es 
un Junclor ,_·01110 cll la propo .... 1c1ú11 (-' . ...!.:.! .. )}. /:"11/011cc.-; lodo .s1.o;lc111a alcau:.able 
(F. G"'). tal qu<" e=; rr . ..,/r111!J1du a 1'1 t·."> (; 1 , r·s u11 .... l.-./r111a-C'A. 

Dr1uost.raci,j11. Pri111•·ro ,.,·,f•'=---•' qui· 1"({" 1 ) P:--. u11 proy1·c1ivo de ra11go 1, luC'go 
{1 1 ta11d1;.~11 lo, . ...,, via •'I i:--.n111<1rfi.-..11111 i . . ·\l11ira. por la proposjrj,'111 (2.2.2.:J) 
ere/·~). r<<n> I'. ... IJll .... 1. ... 1··111;l ;dc.-111;1.:tl./o· l'/I S. ¡i11r la cu11111111aritiv.Jad dt•J dia
gra1na '--':-;claro q11" l(l11d'((," 1 )) = 1111(;; y Fo 1 = I o re F). 

Por (-1. (7] ), (F. (;:) •·:-. t ;t111'1i•:11 ;¡/c;111 r;1 /. /,. y Jl• ir ( ".!. :!. [·1]) •_·s llll si:-.t <'Jlla-C A. 
r\hora.. s1? .... í.c;tH' la d1·111osrrac1l>11 <·n111u 1·11 el l1•ur1•111a (:!.:!. [·1]) para PI sistr111a 

(F.<;¡_ • 

FinalnH'llt•• ob .... 1·r\"Plllos qllt' la alt-:1nza!,jJj,Jad tf,• u11 .-..istl'JJl<L in1plica la ob
St?rvahilidad d1•I .... istPllHl dual. p1•ro 1•) r1·s1d1 :tdo iuv•·r ..... 1 110 1•s ci•.•rto t-~JI gPn1•ral, 
sólo cuando cualqui"r id1>:d fkl 1i111ta111•·111.-· µ,••11,.r•t•Iu d1·I a11illo couti•·HP uua 
unidad, 1•11 PI e-a.so dt> a111llos no,.th•'ria11us ,.¡ a11dlu d·~lu• St•r su propio anillo 
total coci1•nf•' (vt>r (1 '..!J). ad.•n1:b Ja.-.. órl11l;L ..... l•ajo l;t acci(."in cfr·I grupo ··fePdback'" 
de Jos sislt>111:L" en t'I prinwr andln .... f.HJ 111:t¡••·ada:-- a .--ul1cn11ju11ro!'- dt.• J;-ts corr.-.
spo11Jie11L•':" C.:.rl1ita ...... !.ajo la acc·icS11 d1·I 1111!"ol11<.1 .!.!,rllpu i"'l'•> •'11 ··I !':it'gundo a11i1lo, 
esto debido a qu""" PI f111H'flJr , . ..., adi!i\<• En la sig,11i•·1ll•' :--.1·rción da111cis t>jru1plos 
y aplicaciont•s dt.• los resulradc>s :t1111·r1u1·1·:-. 

2.2.3 Ejen1plos y Aplicaciones 

En Psra s1•cr1c->11 da11111:--. ;d~u110~ ··j•·t11pltJ!"o \" 1a11d>11;11 al~1111<L'-> aplicario111"S d'l~ in
lt·r•:s •'fl t•··•ri:t ,J., <"•llLlr•..Jl. 

.-,.1 



Ejcniplo 2.2.3-1 SPa ... l'u = .\/ -:.- P u11 (U. ,..,·)-IJi111~Jdulu. ¡iroy1•ctlvo colllO 
(R y S) rnódulo, fi11ita11w11t1• gPn••r:1do cn1110 U-111ódulu d" ra11µ,o co11ta.11te y P1 
proyectivo de rango l. E111011c.-s ¡· = .,F'u ~; (•): U-111,Jd - ·'""'-111ud eu111pllf" ron 
todas Ja...., co1HJicionPs dPI tj•ort•111a (:2 :!.:.!. l ). ya q11t• éste t>S cuvaria111e, aditivo, 
exacto y tiPne adjunto ·h~rt•chu PXa.cto dado por llp = 110111-..-( . .., !'n. •): S-tno<l -
R-n10J. Ento11c1.•s si (F. <r') '"s un -..ist1'111a-/.J.-\ t'll /{::::::;:. (sl' :.:-: uF .. ..;P S RG) es 
un sistP111a.- P.·\ "11 ·'='·· 

Seas Pu. = .\I ·!-· P rolll\> Pll 1·! 1•j1•11qdu ( ~.:2.a. I) y 1·! cu<i.l ad1•11i;\.-.; es Frobl"'nius, 
i.e. con10 (R . .'·i)-bi1111..'>d11Jos y fJu li11i1:i111,·11t1· ~1·11•·radu. 

II0111u(-.·F'u.flf?N)=::: iln111.,·\.,·/>u ... ·S.,·). 

EntoJICt's Pi f11nrtnr I' = 110111.,·{_.,·/'u ... :·-.· .. ) ,..,·-111ud - /( 111c.)d es covaria.ntP, 
aditivo, exacto y tiP111· adj1111to dt>rt>d10 ··xactn dadu por sP :-:;i u(•): fl-n1od -
S-tnc.J y ct111t¡)lf• (:!.~.:!.l.l) )"(:.!.:!.:!.l.:!) 1l;11f,)<¡11t~ 110111_..;(s/~H.•) ~ (n.Q·;::,s(•)), 
i.e., son 11a.tural111t"'J1tt> i..;0111orliM11u:-. .,(Ju = ll0111n(~Pn. nRu.) (ver 21. (1]). 
Luego si (F. (7) es un ~ist1•111;1-f>.·l •'ll .'··) => (110111 ... ·(.-;l>u. F). llon1s(sPu,G)) es 
un sistc111a-P..l en /?. 

Sea o: S - U un l1u1110111orli:-.111u ,¡,. a11ill11:-. <"•)11111111ativus pr1•s1·rva.11do i<lPnti
Jad. En ton et·~ vía o. R t i1•111• <'SI r111·r 11ra d·· 11Hl1lt1l•J ... /(u y_... Hu = llornu(s Rn. nRn) 
con Ru. y uf( proyr>ctivos. Si :t.d,.111;Í.,..;., /( ··s JHU)1•c1ivu fi11ita11w11tP generado, 
entonct>S r = (1<R .:...'.-.: (•)): :·i-111ud - U-1110.J (';-, 1111 f1111ctor CO\.'Ot.ria11te. nditivo, 
CXaC"tO )" ta.J tplP r(.<..,') ~ /( .·\!1ura ..,¡ ¡1r11y1•cliVl>S d•· raug;oJ l ~011 libres t~n .s•, 
PUtonr"s si(/··.(;) es 1111 si-..t••111a-!'.\ ··11 :···:. { 11 /( ., F. u U·· .. ,.(.,") 1•s 1111 ...,jstf""'r11a-

/;)A cll /? J'or la ¡1ru¡1u:-.i1·i1»11 ( . .! ·2 '.! :~). 11
(11' :-.111•11•·:-.tu, :-.1 o 1•s 1111 i~o111orÍl!-illlO 

entonct•s uR ·;:_..,. (•) p-.; 1111a <'1¡t1ival1·r1.-1a f11ttc"l•1ri:d y ( /··. f,") l'S !'oi:-.tenia-P.·1 ~ 
(uR :::s F. uU ·:-: ... ·e·) t'S si:-.tt•111a-/'.·l. 

Aplicac:i<j11 2.2.3.2 l"n h1·d1n hi1·11 co11. n·ido 1•:-. qtti• los aoillo polinorniales 
/\.·(.r., ..... r] dondP ,\.. = R. o l\

0 

= e y ll 2: :!. 110 :-.011 anillos-1-'.·1 (VC"r (12]) y 
adt>lll<Í. ... 110 PX1:-.t1·11 !'1111dici11111·s IJ<'i"('-..:1:·i·::-. :!- :--1ili"i"r11t•:-. ¡iara :-.;dH·r cuando un 
sistt•111a (F.(,") 1•11 P:-.los anillo:-. 1•s fJ.·l. :-.ulo 1·xi:-.11•11 alg,1111as c-u11dicio11t~s sufi
c it>lll 1·s y 01 ra..s 111•("1':-.aria • ..;, JH~ru 1 i11111 <tiLt.-.. ( \"1•r [:.!]. (7]). .-\hora ,~¡ ejPrnplo 
('2.2.:L:~) nos proporciona cc.n1dicio11"!'o :-.1ilil'Wl1t.-:-. ~' l!IJl'\.';L..; para si.,;t1•11t:l...">-P.-t. 
C'o11.;.;id•·n·111•)S 1•) ...,¡~11i1·11fl' ea . .;.;o: 

S··a. 
•!>: R(.r1 ,·o]- R.(.r, ..... ,· .. ] 

el hon1orfi~n10 sust it 11~ió11 dado ¡1or .r 1 - 1'1 ( J• 1 .. . . .r,.) y r".! - P".!(.x 1 , •••• Zn) 
donde P 1 • F'2 E R[.i· 1 •...• .xu] y u 2:: :~. < "01110 111ód11lus proyj~ctivos, finit.an1t~11te 
genPrados en rstos anillos, son lihr••s. E11tn11n·~ 

r = "R(.r1 ..... .r.,J 'r.:t.ri .r_j (•): R~.1·:. J .. _,d - 111od - 'R.[.r 1.. ..rn] - niod 



es un funct.or co1110 eu el cjcn1plo (:!.:!.:3.:.>) y prt.'SL~rva sislt'llli\..-->-PA. El sisterna 

( ll :) F= -1 u 

() u 

( x .. 
() 

~) G= -~·~ - .i·T- .r.~ 

1) 

es un sistc111a-P.-l (J.t> ltt·(·ho PS :-ól!:ilt'lll<I-( •..t (v1•r (·1]). Ahora vía el functor r 
induci<lo por o para b:l....;1_•s apropiad:,.-;;, 

F= ( ~¡ 
' ll 

(; = 
( f'., 

-~,, 1-

u 

ll 

() 

!'¡'..!. -

() 

º) /'.'f () 

1 

es un sislen1a-P.-l para c11:dqui1•r par <11· fH'li11tJ/11in..; í-''1 y f'2 rn ·R(.r. 1 , ... ,.r 11 ]. 
Es uu ht•cho bien co11oeido ra111J,¡,:11 qtH' 'f;.'.[.r] y C(.rJ ~011 anillos-PA. porque 

son P.l.J_)_ y 1~stos lo son. Ahora co11:--id1·r1•1110:-: los l1011101norfin111os o: /{[.r) -
/\."(..r1, .... .r .. J y v: f\:[.r1 .... , .t·,.J - Í\

0

[.r1 . ... ..z· .. J .Jo11de K="R o C. d;uJos por 
O(.r) = F'i( .r 1 ..... .r,.) E f\."[.r¡.. . '.r11J y l.'( /'(.i· 1 .... '.rPI)) = P(.r r •...• .r,.. ir+ 1 •...• tn) 
para Indo Pi(.r¡ ..... .r,1 ) E Í\

0

[.r1. ..r- 11 ] ('Ull I'1 fiju r· < 11 y lr+I·····'" Eh" 
fijos. F.11to11c1~s vic\ los f1111nori>s 

O: b:(.r1, .... ..z.- .. ) .::.c...(..r 1 , • ..rrJ (•) 

tenen1os qt1t~: 

J. Si (F. <.n t'S Ull siste1na alcanzahl1• 1'11 l\
0 [.1·J =- ( .~( F). rccn) es llll sist.en1a.

P.-\ Pll /\·(.r-1 ... . .1·11]· 

.jtj 



2. Si (e(A). O(B)) no PS un sisft'llH1-PA Pll b."[.r 1 •....• r, 1 ]para alµ;una. .. evalu
ació11'' lr+!• ... lu E/\"=:--(.-\. lJ) 110 t'S 1111 :-.i:-.tt•111a-PA t'H /\'[.r1 ....• rn]. 

Corno una 1jltin1a. aplicación pt).J,.111<• ... cu11~i1!1•r;1r 1·l f1111ctor .. localización" 
:::,~-l: /l-1nod - .~"- 1 Jt'.'-111od. c•:--,f•' "01110 1•s l1i1·11 :-.;d1idu 1•:-. ccn·ariallft>, a.Jitivo y 
exacto, ade111ás ::;;- 1 ( /~) = .• ... ;- 1 /(_. Pllf n11 .. ·1·:-. :--.i ll 1·:--. t <d (¡111• 11ruy1·•t ivos dt> rango 
1 son libn·s. si (F.(~") es u11 sistP111a-F'.1 ""'1 /( ==;:.. ( • ...,·-t F ....... ·-I(,") t•s un :--;stt'"nta
P.4. en :3. Esft"' hr•cho es de i11t1•n:s c•n tc·oria d1·l co11t rol por c"Jt'J11plo en (10~ 
algunos subconjuntos 1n11lti!llicarivos ·R[.1· 1 •••• ,.1· .. ] su11 d1• 111ter1~s al a....;ociarlos 
con la t~stabilida.d de si~tt~lll<L .... Por ol ro lado. l:i aka11zal1ilidad dt· ( .... ;- t F. s- 1 G) 
es conocida co1110 a..'iic-ontrolabdidad (v1•r [IU]) y j1wga 1111 papt'I i111portante en 
n•gufaric.Jn dt• :--.i:-.t1•!Jlil-""> En ~·:-.h.' t..'{L"">•J .id1·111;i.-.. <."tJlllU :,"- 1 (L1 ÍI /.:!.) = ~·- 1 L1 n 
s-1 L'.! para R-1núdulu,.; '~ 1 y '-·..!. y :--1 /: ¡_ - «; •'S 1111 lio1ll<.1lllOrfi:-.1110 dP R-
u1ódulos t•11to11ct-s 

s- 1 (1,1•r f) = l....:•·r ( ...... ·-I f) 

... ,.- 1 cn;~~/I..:1·r f/1" 1 ={O}).::::;. r:;·=-;/h:O.r ..... ·- 1 11( ..... ·- 1 ¡.-/ ={O}. 

por lo q11t.>. si (F. /{) t•s un :-.i:o.lt.·111a ob:-.i>rvabl1· =;o. (.-,·- 1 F . . •.;- 1 JI) es u11 sistcrna. 
observable. dondt.• obs1·rvabilidad <::::;>- n;~~/ 1....:,·r // F 1 ={U}. 

Por otro lado. si u11 :-.ist1•111a (F.(,',//) "S aka11Z<lhlt> y obs<--rvahJe en R. 
cntonct~s es alcanzahk• y ohs1·rval.J,. "n . ..;,·- l /(., c..::-.to últ i1110 L'."" , ... quiva.lt•ute a a...,;i
contrulahl1· y ob:-.1·rval,Jc•. 

2.2.4 Co11clusio11cs 

Debido a lo.-; n~sultadus d1• (11]. •"11 lo-1:-. ··11ak:-. cara\·t1•riza11 a )o..'5 a11illos-P.-\ 
<"'orno a.11ill•):-. (¡111· ti1·11•·11 la pru¡1i1·dad (;( ·s) "ic1.''\1·r:-.a. 1•ud1111os prPsr·rvar Psa 
propi1•dad d1· 111a111·ra 1·¡1f•·.1..?,r.Jrica y 1·(,111i1 c.,11-...·cu1·11ci;l. uld1·n••r 1111a -,;t•riP dP re
s1:ltados snl1n· :-.i:-.tl'llla .... -/"'.·1. :-.i:-.lt>llla:'>-F< ". :-.1...,11•111ot."">-( ':\y utru tipu di> sist, .. 111a.-.;. 
Por otro la•lo. llllt>:-.tríls n·:-.ultado:-. h:i.-..ir(_..:-, 11u ri•q11i1·r1·11 d1• prernisa ...... tr1pológica.s 
COlllO t"'ll [1:!]. tÍ11ica11w11t1· dt• pr1•111i:-.;L-.; alµ.t•IJJ';i.1.-:L ..... 

Fiual111,..11te di1110~ variu:-. l"jt·111plu:-. y :qili<""aciu111·~ d1· i111t•r1:s en algunos a.s
P"<."t.os dP la tf•oría d1~ cu11t rc...•I. 
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2.3 

2.3.1 

CONDICIONES SUFICIENTES PARA AL
CANZABILIDAD Y POLO-ASIGNABILIDAD 
DE SISTEMAS LINEALES SOBRE 
ANILLOS CONlV1UTATIVOS 

Introducción y Preli111i11ares 

En eslt! articulo oht1•11t•Jnus 11 na :-.1•rit· 1!1· 11 u1•\·n..., r1•:-.11/t ad os sol1rp prPst•rva.ción 
de a...,;1,c";nal1ilidad dt• fHoln:-< y aka11z:d1¡/j.f;1c/ 1·11 .-.;1, .... 11•111a ..... li11t·al~·~ solJrt_• anillos r.011-
1nutati\·o.-.; co11 ,.J,•111,.1110 111·11111· J., 1 ·11.1/ -·· rr:t,Jci.-,· ··11 ··•Jl11lic10111·:-; :-.ufic1eonf<'S 

para t•:-.t<L.., pro11if·da1l•·s. E:"'ttP i'ruld.·111:1 !1.-L .... 1,Ju ;1t:tl""a•Jo "li [1 IJ U1_· 1na11Pra 
.. glc_)h.:-d'·. i.1•. v1a 1111 l1u11H1111t>rli-..111•J ,¡,. :t11d!" ........... ¡1n· .... 1·rva la ('f•JJ1i,:-da<l en todo 



el anillo pidiendo co1uJicio11t-:-; topoJc.jg:ic.-:L..; sobn• lo-.> n.uitlos. 11w•..,t ros resultados 
no requit2ren condicioues topulógiC'.-:L .... y so11 ··local··~··. i.P. pr1·~1·rva111os sistcrna.s 
Jineales aisladios polo-:L-.iµ;nablcs y/o aka11za!Jlt·s. lo qut.' 11os p1-.r111itc." dar condi
ciones sufici1:-11tes para. polc.>-:L"'ig11ahilid;ld d'" ~ist1.·1111l....; liu'"·aks •'JI anillos quP no 
tit•nen (•sta propiedad. ..\1lt•111(t...'-i da111us cu11dici ... l1ws ~utici1•11lt>s (ia.ra. preservar 
anillos-Cr\-o(n). auillu!->-F(' y si:-.t1·111<Lv(' .. \. 

lin si~te111a li111•al ( l1hr,•) ~\)brt> llll a11illo •011111uta1 ivo ll p111·d1• d1•fi11irse con10 
un par de 1n<l.tric1·s ( /·'. (;) .J,. n .-..:: n y 11 :-. ,,, r1•s¡H·ctivanw11tt>, con t•ntra<la.."' 
t.•n R. C'11a cla ....... P 111;i..<.; gi>111·r·1l dt• sistt.·111a.s li111·al••s sohr1• /(., ~on los sisten)as 
proyccti\."US do11dP r )' (r' ~Ull liulllOlllUrfi.--.Jl)US t'lllrt' /C'-lllÓdu)OS proyectiVOS, 
finitar11t•nte gt.•11erados. 1·s:t ''"Jría t•s d~·sotrrnllada. para a11illos t•on111utativos con 
elenw·nro nt•1uro {vo·r [7}). 

s~·a ll llll a11iliu t'UlllU :-.•' llwllCIUIJO a1111·:->, y :O,,t'illi .·l. /J. C'. y D R-n1ódulos. 

Dados R-ho111on¡¡·,rfi....;1111·,, F .-\ - < •. <; f/ - e·_ // .·1 - LJ. ¡\.· B -
D. denot an•n1os la . ...; f1Jfl("iC11lf'S .4 -~ fJ - ( .. . ·\ - (. ·7· LJ. y ..\ -:- /J - e .. r D 

( 
F e;) 

por [F. l:). (:;) y n·~ri··r·civ;11111•t11t'. 
11 ¡,· 

lºn .s1 ... te1oa /uHa/ ~ollrP /? "~ 1111 par d·· /f-l11•1110111urfi:-.111os (F. Cr') con G : 
(.' - .\·. F .\" - .Y. do111f,. f · y .Y :-.011 :li11IHlS U-111ódulos proyectivos, 
finitan11·11te J!;l'fl••rad1..)S. l'11i('a1111•11 lt< co11sid.·r:u11us el ca ...... o dP anillos con t·Spf"'ct.ro 

conexo. t•n •'St_• ('a.--.o r· y .Y so11 d1• raflJ..!,o eu11.-..1a11lt•. Si 1·l espt>ctro tient> un 
ntinu•ro finito de ('OlllJ•1..•111·11t1·s, r1·duci11u.s a la :-,.ituaci1)n a11t1•rior trabajando 
cada con1po11c.•11t" co111·xa r•ol" ..... 1·paradu 

Vn si:-.t1·111<t (li11 .. al} (F.(/). ron .Y d1· rall!.!;U n, 1•s ll:u11adu olc'<In=ablr si 

((; _,_ FG ., .... ,. ¡.-··~ 1 (;) EB ,. - .\" 
es un l1orno1norfis1110 ...,1JJ)ra_y1•ctivo. 

t:n sislt'Jlla (F. en. t_•s llan1ado p11fu fl .... u¡nahlt ~l. par•t. c11•dt:S•¡llit>ra )., •...• ..:\,.E 
fl, n = ra11yo dr .\'". t'Xl~{1• 1111 R.-lio111•H11urli--.1110 /\. .\· - r.· trd qlH' PI poli-
no111io earartr_•riztico. dt.• (f-' + (;¡\·) (:: - ,,\

1 
)(:: - ).:.o)- .(= - ...\ .. ) y es 

llan1ado ccH~íici••t1ft• a . ...;ii;;11:tld•• .,.¡ dadus lus dat1J:--. antcriori>s ,.J poi. ca.rae. de 
(F + {;/\.") = =º +A .. :: 0 - 1 + · · ,,\":: + ,,\ 1 . Fi11al11wnt1•. el sisl1•n1a SP dicf"' que 
rctroalH11f"11/a a un 1·t'1"'"for c·ú-hro. si t>Xist•· v1·ct1>r u E ·R_• 11 y/"\ ... cor110 antt•s, 
tal que la 111ar riz 

tiene por det<•rr11inant•• 1111a unidad 1•11 U. 
Es cono~ido qu~· la alcanza\liildad do· ( ¡.·. (,") ~·~ cu11din(J11 11Pcesaria para. 

polo a ... -.;i~11ahili1lad y qtlt' si:-.lt·111a ..... 1¡111· r1·1r~·ali11w11ta11 a un v1•ctor ciclico son 
coefici1•11tt• ;L...,i>!,11ahl1•s. y c:-.to:-. 1'J!11111u:--. :-.011 polu :t... .... 11.!,11:dJ/•·s. 

t•11 anillo R •'s lla111a•lu an1/I" - ( ·.-\ - r1l11J :--1 potra c11alqui'"r ~istt"ltla alran
zabl'-· ~ol)re /(. ,.¡ :-.i:-.t•.·111a. au1111·11tadu 



A (: o .. ~.J 
(

e; u ) 
!J = 

u l .. , •. 

es coeficiente asignable. úo11de f.~, .. 
1 

t•s la 111atriz iJL·11tiJaú. Este tipo de au
n1entación y fcellback es u~ual111e11te lia111ado .. ft•t:dback dincinliC'o"' o .. ft•edback 
es<able" ver [4]. 

FinaJ1nent.e. un anillo R PS lb.ruado anilla - PA. si cua.Jquit_•r sistt~1na alcan
zable sohrlf" Res polo <L">iµ;11ablt~. ,.s lhu11ado a11illo - C.-1. ~¡ curd•¡Uit>r sistP1na 

akanzahlt· sohr·· R •'S cut•ficie11te <L..,ignal1I ... y PS JJa111ado a11illo-FC", si c:-ualquier 
sistcrna aJcanzable sobrt"' lf r1·troali1111•111a a un v1·c1ur ciclico (ver ['2, 7]). 

2.3.2 Preservación de las Propiedades PA, CA y FC 

.A co11ti11u;ll·i011 ¡1r1·:-.t~11t.-u110:-.. lus rt>s1dradus f1111da1111·111al1•s d·· t>.'>te artículo 

Tco1°t:'JllH 2.3.2.1 .":1°t'<l 1~ = .\/ -:-- P, un U-.":J'-bunúdulu, proycct1t·o como (R y S) 
rri<idulo, fi11itr1111<11/f' g< THra.fo co1110 /(-111úd11/u dt' 1'1111!/º cou . .,/a11/c y P

1 
proyec

tu•o CÍt· rango 1 f_'11/011<·c.,, ·"'' (/··.<-,") ('."' un ."t1 ... /r11"1-P.·1 l'll /l => (P 0R 
F.P ·:::::11 G) t'S U.ll .. , .... 1,11111-/1..\ tll • ..,· 

DernostracÍtÍIJ. ('01110 ··I f1u11·t(Jr • I' :: 0 (.) : .\fud-U - :\lod-S' es aditivo, 
preserva su111a.s dir•·c:a ... ..; [l. J0.10] y ··pi111.11'1i ... 111os. ••11t•!l1<1's pr•'S•'rva siste111a..s 
aJca.11zald1•s. porfflJI' 

esunC'pir11orflsn1oen.\/od-.':J-..con</ lp .·~ 11 (,' ¡.· = lµ ::_:H F (; = 
P ~:-:u C .'/ .Y P ::~n .Y. Por otro lado. por flü. :j.3) para cada sisten1a 
alcanzahft--.. (F. G) sobre R. G es de:• Ja forr11a 

(
G, º) 
u " 

,-.. ,. e, - .\· ·'- x, 

dond"" o : (/~ - .Y, es un iso1uorfis11F) y l'" y .Y, sou su111a11dos directus 
proyectivos de rau.~o uno dP r· y .Y ri .. ..;p1~ctiva11w11te, pcru por[~. ·l0.11] 

u)= [(r;,.u).(tJ.n}] 

" 

(jLJ 



dondP / y (, ) son d producto y t~I coproduclo en .\/od-U. y r ::= P Zin (. ) 
pre~·:. ·lrJU\s tinitc:L'">, lw·go pn.•serva productos y roprodll("tus finitos. por lo 
que 

( /' ::: (·) ·"'· ( P ::: l ·,) - ( P::: _\·)-='" ( P ,::_;,X,) 

donde lp ·Su es un iso1nurfisn10. ahora 1·u111u f.' = .\/ -.:_.. F'1 con /'1 pruyt>C'li\.·o<le 
de rango uno y .\/ proyectivo. fi11ita11wult> 1J.;1·1wradu d1• ra11go co11s1 autt>, tt•ncrno~: 

(P "' ,-. ) (P ,. ) 1·, (/', ,-,) 

y 
(P .\") (/' .\",) .\", ( ')· .\",) 

con P, :.·) l', y P, X, .-:,·-111t)dulos proyt>cl 1 vu . ..; de> rnuµ;o lJllO. ahora. 

lp 8 o : (.\/ ::: (",) -:- ( !', {",) - (.\/ 

pero iP .\! .,. !', - .\f P, 1,. l.\t.;.1·, l.\i .;:_, 1,.
1

• lut•go 

1,-.·80::::: (1.\, :::n)-:-:.(l,.
1 

·-:n) (.\/ . ,. ( /', /',) - (.1/ ::: X,)-.;c,(P, s-X,) 

y ton1and0 

C" u ,.) !,. ·'.> " == t) 1, .• 
y 

C,. ,'"';'' G, u u ,J G o ¡" u 

o o 1,., 
y con 

C" ( .-. lJ 

" ) G\ 
lJ I" 

,, ' lpl !', e, -F'1 <· .\";1 

y 

(~:· 
1) ) e r·, ( /', r·,¡ - s, (P, 2 X,) -' 

"• 

fjJ 



ahora. por [10, :J.:!J (rF.I'<;) 1·s u11 ~is1e111a-P.-\. • 
Teo1·c11ul ::?.3.2.2 ·''t ll !' "" htJll<;,¡111" /J1'Uljt 1"/tl'O ru111u ( n !I ·'"'') hn11ódu.lo. Ji111-
larucutc yc11t-rtldo c1.•t11u h'-111údulu d1 n1111¡u co11.-.t<1.11/t. tal qu< <I Ju11clor 

¡· = I' " (. l .\fu.!-/{ - .\lod-. ...,· 

es ple u o. tlr'1.'iU !/ 1·11111p/r· fil .... 11¡u1t nlt 1·0111/1r1u11: 

J. Dado cual1¡uur _.,,_.,/r111r1 a/1·1111:11/J/1 (F'.(,'') (" ~3. <.J·1s/r al 111cuo.s un sis
lrnuz alra11::11blr ( ¡.·_ (,"). t,ll '/'" , I .. ,!Jlllt llft rl1ayr,u11a cu11111ulcz 

donde 1, I 
andlo-P.-1. 

T· 
('(.\') 

,,.. 
.\J' 

Ti 
( '( .\/) 

F' 
.\/' 

Ti 
l'o/-"J l"( ,, 

-/'_.\ = S es 

o,~111osti-a<'i(Ju. Por [lll. :L.-,J }' ,.~ -.u111:1 dir••¡•f;l d.~ U-1111Jduio.-.. prc..l)o't~Ctivos de 
ra11go uno, por Jo <¡IJI' /' .\/ -:· /'1 cu11 /'1 prc•y•·cr i\"o de rango uno y .\/ 
proy1·clivud1· ra11L?;<,111 -- l ... \Ji•ir:l 1111r [l<J. :~.:q y "I t•·or•·111a (:l.:J:2.I) PI sist1•111a 

( r(f-"). I'((,')) •'.-.. pulf)-a:--it;11;dd•· J•uf' lo 1p11· -.;l",Jn falla d1·1110.-..trar qui• 1·1 sistPJ11a 
( F'. (",'') t•S polo-:L-.;ig11;d.J1'. "\hura ¡,¡,., •. ('¡)JJIO .. 1 ÍlJllClfJr r es pl1·no y dt~nso, 
·~xist1"'11 los ~.,·-isn111nrfi:-.1110~ i y I ¡i:n·;1 ,·;1./;1 :-.1-.t•·111;1 ak:111z:dd1• t•11 .'"i. Por otro 
lado. d1•J,jdo ai !1•orP11i<\ {"2.:J.~.J} 

COll O i:-.u111urfb111u t'llfl't> lllÓd11Jns f•n•y1•cli'.11 . ..., 1J1• l':tll(.!,O 11110. COlllO r(.\') ~ {r -.::• 
r·',/ == .v' y 1·(.\J) ==.Y·:·.\-"'==-''' .1 ... 1d1· 

(~ ()) 1· 1·, - .\' - .V, 
1, 

y 

(" /~) .ü .lf, 1 = .\- .\', -u 
por lo cual .\"' = .\' y .\/' = .\/ .\/ C•Jfl .\"..? y .\/4 slH11andos 
proy1•1·tivos d" ra11L?;n tJll<) ·1\,111:u1d~, "" ,·q,·1.ra •¡111· 



(
i, º)-1 (¡;' 
u ¡,,¡ o 

Ja condÍciÓU (2.3.:?.:!.}) y (10. :J.:Jj. ohtt•llt'flllJS 

( .. , - ( ;;' G, /, 
' -

() el~.,,) 
donde i~ 1 

u /J i>s S-iso111urti~1110 1•11lr•· 111~~dulu . .., pr•J)"e<·tivus dt> rango uno. Por 
tanto. S t•s anillo-1':\. • 

C"orno ro11:,,1•ru1·11cia 1lin·1·ta •l" <1/!!.,1111<•..., rl· .... 11lr:tdu:-. :-.1)l•r1• auillo:-.-L".:\-0(11), 
auillo:,,-FC' y 1•J fPor1•111a (:!.:L:!.:!J 11•111•1110:-. 

Proposici<'iu 2.3.2.3 ,'-,°<rz U un a111/lo-l)..t p11ra <l cuu/ R-ruádulo . .:; proyectn•os 
son l1brr.'>. co11 / r-'ll t·I n11190 <· ... /,,{Jfr de /~ y ... ra ¡:;, uu fl-111ódu/o corno en el 
tcorc111a (.! . .J . .!.-'). f.'11 lo11n ... t I <1111'/u .• .• ; t .... n11 audlu-C"..t-( 1l - 1) y un an11/o-FC. 

De1uostraci(_iu. Es ro11M'l't1t•11cin dir•·cta d~·l ll'Ul'Pllla. (:!.a.:!.:!). [·1, tc~orP111a l .tJ. 
(2. :J.'ij y ¡:J. :i¡. • 

Co1·0Iario 2.3.2.-4 ..... ·,11 jJ r111 U- ..... ·-lilln,;dulo c11n10 1·11 la propo ... 1r1ú11 (..! .. 9 :!. 7), 
cou c.spac10 dr r·11/rt1d1l., r· llll l?-r111;d11/o l''''IJt1·/11·t1 dt ra11yo u110 y cou c.,·parlo de 
estados .Y 1111 /(-nuidu!o pr·oyt1·/11·0Ji111t111111 TJ/r !J' 111 radu dt r·a.•1yo Tl. l-.~11/ouct·.'i, 

Sl (F.C,') c. ... lllr .. ,_.,,,,,,,, a/cr111::.ald1 ti//( =;- (I" .~:ff /·'. f-' ·::,.e;) C.'i lllJ ,-;1slct11a

PA en.':.>~. 

n(~tnostraci()u. F~ ro11:-.1·1·1w11cia dirt•t"Lt d·· la prf)pu:-.iriún (~.:L'.2.:n y (10. :J.6] 

• 
Co1·ola1·io 2 . .3.2 . .J .'-.'01 P tJll U-.• ... ;_/111111;d11/o ,·01110 '" rl ltu1·c11ul (....! . .:1...!.ZJ .• "i'i 
R , . .., 111111/11-l"A y .'-i· !1c11t /11 /J1"P/llt ./ad -'-•tt 1u r11dor (1·t r (.{/) ~ S' es a111/lo

Cº.·l-:_1(11-l J 

• 
ExistPll 111c:i...:; const•c111·ucia .. " tfi• Ju:--; r1•:--11lt:1~J,-,:-. firi11ci1,;d1·:--. qut· :-.P desarrollar:iu 

en trabajos postC"riorPs. 
Para finalizar Jan1os un l•.'111a t1:c11icu p•·ro 1j1iJ p;1ra 1110.-..;crar uf ros rt•sultados 

y un resultado sobre ~istern:L-,; co1.•fici1•11ft· :L-.ig11ahl1·s. 

Lcn1n 2 .. 3.2.G .":>.<a (F. C:) 'ºi .o;z.-;/,·11111 11/r1111=ablc r 11 <I anz/lo fi tal que el -"tgu
lt 11/c d1agn11na rPTllllllfa 



.V u .\l 
,.. 

.\/ 

l ·' l .J 

.\"' 
(;' 

.\!' 
, ... 

·'!' 
donde o y ;.1 so11 l.'>011101fis11,r.,,_.,, E11to11rr.., r I .-.1.'ilrnH1 ( /·~'. (_,'') C.'i a/Cúll=able. 

Dcn1ostracid11. Por la. ru1111111t at ividad d.~1 dial.!;ra111a c,·1 = .J G n- 1 y F' 
¡3 F ¡3- 1 , por lo quP 

11- I •1- l 

Ef1 F'' (;' = .J Ej3I F' (;,.-1 
.1=1 1=::.I 

pero c-01110 ( ¡.· (.') ,.~ ;dca11zal)l1· y .J 1·:-. i.->u111orli:o-.111u. PJ1to11c:Ps (E-'',(~'') es alcan

zable. • 

Co1·ola1·io 2.3.2.7 Su1 (l·'.<1) un ... 1..,lf-111a 11/ran:aldc cu Ji r-011 .\·de r·ango u . 
• S'upo11ga:H' t/IH' para a/9ti11 ..,u/n11odu/u !"''''-ltct1r·1J .Ít 1·111190 1n10 (:1 de{º. (F,G 1 ) 

es a/ra11::ablc. r·o11 C/ 1 lo rt '>fnrruí11 dr (/ a f •1 y r¡ur ti .'i1y1uc11lc tÍlagrarua 

C01111lllfa 

f.'I ~ .\' 
r 

T· TI 
('( { ·, ) 

f~) 1·1.\") 
1·1r1 

doudc 1. I .-;uu 1su111urji ... 1110.-; r11 .\lvd-.'··,'. 1~·111011ct ... todo .-.1 ... tr111a 11lrr111::ahlr 
s· cF.c;), 1a1,,,,,- r; ,.,_ .. 1n11y1d11 ,, r·, t ... <;,. 1 ... co(·firu11tt- a.-;19nablr. 

ÜPlUOstraci<}U. Por pj t1•ori·111a ("2 :L:!. J) ( I'( F). re<;.)) t_•s IJll :-.isft•111a ah.·anz
ahle. por,.¡ lt>J11a anTt>rior ( ¡.·. (;

1
) 1·s ta111/1Í•:11 ak;u1i':ddt• y por (-1. :2.2] PS cCW"

ficienf<."' a.<.;iguahlt- . ..\llora s1• si,l.!,lli> la d1·1110J:-.fraci1J11 co1110 t'll ,•l lt·ort>lllil [.t. 2.:!J . 

• 
Finaln1Plllt• ohs1•rvt>n1r_1s qut> la :d«:t11i'•didid;id ,¡,,,_ un ~i:-;tPJ11a ir11plio:-a Ja ob-

st•rval>ilidad dPI sist1•111a dual. p1•ru ··I r•· ..... lJll:!,Jo iuv1-r ..... u 110 1·s ci1·rto t'll g"rlt•ral. 

solo c11a11dn c11alqui1•r id··al fi,,¡ fi11it:111 ... 11I•: :.;•·111·r:i.Jo .f1•l anillo co11ti1•11.- una 
unidad. l'tl ,~J caso d1• anillns f)()t•tht>na11u .... ,.¡ a11dl11 d1•!¡1• _...,,.r ~u propio anillo 
total c-oci1•111c (ver [1:2]). adt>111;Í....; las url1Íf;t. .... l1;iJu la acci<»11 d··I J..;rupn ··f,•t•dbrrk"" 
de ICk'; siste111a.s ''11 t•l pri11wr anillu :--01..JJJ 111<1p••ad;L...; a :-..ul1ru11j1111tn~ d1_· !<1..'-t corre
spondiPlltf'S orbita . ...; bajo la acrú'.>11 d1·I 111i:--.1110 µ,rupo ¡wro t'll t·/ St<~u11do auillo, 
t;sto t~s df'hido a q1J1• 1•1 ÍIJllC:!or t1·11. ... or 1•:-. aclit ivo. Ej1·11¡¡dus d._. ;qdicaci(_.)JI J,~ t!Stos 

rPsulradus :-.1• darú11 ,.,. un art í,·11/0 p•1:-..t1·rior 

,;.¡ 



2.3.3 Conclusiones. 

Dt..•bido a los resullados dt• (lOJ, 1·11 los cu:d1·:-. caraclt>riza11 a los a11illos-PA rorno 
anillos quP tienr la propi,.dad (;('S y VJCl'v1•rs;1. p11d1111u:-. pr1·s1•rvar 1• .... a propit•dad 
de nianpra c:-ategúrira y cu111u (_·011:-.f"t"lll"llc1a. ul>l1•11t>r u11a !-il'rie •le rt·sultados sohn~ 
sisten1a..,-PA, sistPn1a .. -;-F< •. :-.i:-,t1•111a .. -.,-C'A y utru.-., tiJH:>S dL• sist1·111a.-.;. Por otro 
laJo, nuestros rP:-;ullados h.-i-..ico!':i no n•qui1•r1.·11 dP JH1•11iiscL'i tupolóµ,ica.-; corno Pll 

[11], Unicarneut(' de JHPJ11is;L'"' al~t>l>raicn...., y 1 raba.jan1os con :-;isten1a.s aislados 
en lugar de to<los lo:-.. si:-.ten1a .. ...; a.lcanzahlt·s. Finalnu.•nte. JH'11so1111os que «'sla 

técnica pcr111itP obtPIH'f 111ás rt•sultad1>s 1•11 orros ca111pos de la f1•oría dPI control 
corno el Pnfoque de fact,....riza,·ió11 coprí111a. Ju cual lk•sarrollar.·rnos •!11 tral•:tJns 
posteriuri•:-.. 
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2.4 

2.4.l 

ALCANZABILIDAD Y POLO-ASIGNABILIDAD 
DE SISTEIVIAS LINEALES SOBRE 
ANILLOS POLINOMIALES Y ANILLOS 
DE FUNCIONES CONMUTATIVOS 

Introducción y Preli111i11nres. 

En PS11' arl icul¡) ol,11·111·111•1s C(J!ldi.·1011•·:· ...... ,,¡¡,.¡,.,1!•':--0 11~1r 1111 l:tdr1 y f1Pc1·s"ria.s por 
otro lado. para aka11...:;d,¡!1.J;id y ¡iolu a ..... i'.!,11;1!.ilidad d1· si .... 11·111<L<; li111•alc-s sobre 
anillos d1· polir101111us 1·11 (-;i111J>t1:--. ~ ;111illt,,., d1· fu11"iu111·s co111i11u<L'> y difPr1•nciahl1•s 
Pll lo:-> cn111po:-; d1• 11ii1111•rn,., c1J11i¡d··..io:--. y r• ;.J1·s ,.,ul1r.- var11·d•ld1•s. Para f'Sto nos 
ba.san1os 1•11 alg11n1is r1·...,1i!Lldns d1• 1111 arl ¡,·1du ¡irt•li111i1!ar a Pste [I]. Finaln1Pntr. 
da111os varios ".Í''r11pl<JS !111:--1 ra1tdc) l;L..;, ¡><J,.,d1did:1d•·!-> d1· •·:-.tu:-; 1·t_·!'-'1Jilados. 

l.'n si,.,lt>111a li111•al (liLrP) solin· 1111 ;u1illo co11111111a1ivo N con idt•nridad p11Pde 
defi11irs1• CUJllO Ufl p:1r d1• llJal ric•·~ ( r-. ( ,") dt• 11 o.:'. 11 y Tl >< 111 re:-.pe1_•f iv:L111ente, 
con Plllrad:i~ t"ll /?. l"11a cla . ...;•· JJ1.í.s L'.,•'ll•·r;d do• :--.Í!->l•'llliL" /i111·al1·s sohn~ R. son 
los si~l1·11i;ts proyPcli'l.·u~ du11d1· ¡.·y(," -.,.,11 !it>1111i111<•rfi ..... 111us t'llffP R-n1ódulns 
pro:ypcfiVcJs. fi11ira11 ... 11l1· L'.,•·1u·r;11f.-:,..., (v.·r [Jflj). . 

l'n ,..,,.,,, 11111 l111t•1' /JI,,., ""l,r1· /( 1•,., 1111 l'.ir .J,. /(-!1u11111111orfi·~111<_1.s (E-,,G') con 
e; : l" - .\". F .\" - .\". tf,-)11d•· r· y .Y ;i11d11J:-. l?-111<.."H..11!los libres. 
fi11ita111P11l1> ,l!:•'llt'r<ttfos. 

l'11 ,.,j;-.f1·111<1 t Ji¡¡1·;t!) ( ¡.-. < ,"). co11 .. \' d·· r:llJL?,•> l/a111a~lo alca11:ablc si 

((; .,. F<; ·'· ¡.-•1+l(,") EE7 (' - .Y 

i>s llll lin1lh•ll1urfi:-...1110 supray .. cti'l.·t). 
l"11,.,¡,.,tP1tla ( /··. (,'). ••:-. ll:1111óldu ¡u.fu 11•>11¡1111'1/r ,.,¡,para r11aJ.•sq11i1•ra ,\ 1 , .. _,~\ .. E 

U. n = 1·a11yo tf, .\'. ,·x1,.,11• 1111 U- l101111i11111rfl:-.1110 '". .\" - r· tal <¡llP el poli-
no111io caraclt>rizlico. d1• (F + (;/,-) l-=- - ,\

1
)(: - ,\,,) ••• (= - >. .. )y PS 

llan1a.Jo co1•ficirlllP a.. ... if.,11al)l1• si ,Ja.111 ... l1J-.. dalns ;\11l•·rior1·s el pul. carac. de 
cr- + G'/\.") = :ri + ,\,. : 11 - 1 + ,\.I= -r .\1. Fi11all!l"lll1·. ,.J :-.ist1·111a St_• dice que 
rctroa/1111e11t11 a uu n clor c1'c/u·u. :-.i "Xi ..... t , .. 1111 'l.'t•t·lur u E R.m y /\.. co1110 a.ntrs. 
tal qUt" la rnal ri~ 

fjli 



Es conoC"ido 'flH• la akauzal>ilidad dt• (F.(;) t-s ro11dkió11 nt .. crsaria para 
polo a.<.;ignahili(lad y i¡ut> -.;ist1·111:L'-' 1p11· r1·trc.;di11 ... 11la11 a u11 \ector cíclico :-.on 

coeficiente asignahlPs. y ('~lü!"" 1ilti111i1s :-.011 pulu a.-..ii!,IJithlPs. 

Fiualnielltf'", un anillo U t•!-o lla11indfJ 11111//o-P.·\, si ('11:dqt1ier ~•ist•·111a alcanzable 
sobre ll es polo a ... -..ig;uabJ,., ••:-. ll.t111ado audlo-C'.·1. si (·ualquil'&' sist1•11¡¿1. alcanzable 
sobre R es cot•f1cit>11t<> a ... -..i~11ablt'. y 1·:-. llii111adu andlu-FC'. si .._·ual•¡tlit·r sistPrna 

alcanzable-. sohn-. U rPtroali11w11ra a tJ11 v"c1ur cicli(·o (vt·r (l.'..!.:~ . ."). O.~]). 
Por otro lado.para l:L"'i d1·fi11iciu111•:-. y ¡1rup11·dad1·s r,·f1·rt>11tt.'!-i a ha~"s df• G'rijbnrr 

ver (4]. 

2.4.2 Aplicaciones a anillos poli110111iales y anillos de fun
ciones~ 

.A coriti11ari(l11 pr••:-.1·111a11¡i':-. ;i¡,Jicac1u11•·-... ._¡,. !u:-. r,.:-.ull;td(,..., iJl111·11idu:-. 1•11 (7] 
Jos a11i1Io~ ¡1oli11c1111iale~ :-;ul1r•· canqiu-.. y !u:-. a11ill":-. d1• f1111cio111•s continuas y 
Jifrn~nc:ialJlt~s •'11 los r1·alt•:-. y Jos C<>lllfJ/1jo-., :-.ol>1·1· ~ari1•1..Lld1•s. 

C'o111"nzn1110~ co11 alg11J1<J:-. n•:o,.11lla(lu:-- f1ri·li111i11ar1«-.,. 

Le111a 2.4.2.1 ..... ·ca (F. e;) tHI .... , ... ,, 11111 1ll1·1111.:r1/d, t 11 ,., """'º/(la/ qll( el .'>Jgu

ieulc du1yn111111 «011111nla 

...... 
,., 

.\/ 
,. 

.\/ 

l j lJ 
.\"' <:' 

.\f' 
}·"' 

.\ /' 

donde u y .J ... ou 1 ... 1111101ji-.1110.-;. /:'11/01111., rJ .. , . .,/111111 (/··'.(,"') t'.S a/c,111.:able ver 

[7} 

.Ahora di--110T<"'ll1ns por I' al :-;i}.!,tllf'llt1· f1111c·tl1r: 

(' = (.) .c.,, .'i ~lo.Jf-H - ~ludf-S 

doude \lodf-H y .\1odf-S son la..-.. rati>µ,oría ..... d1• 111tjd1du .... fi11itanw11fP gf">Jlt--r;-\dos y 
proy1~c1ivos Pfl n y s rt.•sp1•criva1111·11IP. y :-.1·a f N - ~..., ... llll lio1110111orfis1110 de 
anillos conn1utativos pn•serva11do tJili•lad y 

// .\fudl-B - \fodl-~ 

el functor e11trt~ catt>~orÍ•L..:. d•· 1111'1d11l11~ fiui1a11w1111• c,1·111·r;idus y lil1rt•s, definido 
con10 sigue. st>a !I .\/ - .Y un lio111n111urfi ... 111u .¡,. 111<

0

•d11lus JihrPs t'll R. entonces 

/{(!f) = fl!I) f¡.\/) - f(.\"J 



Teor<nua 2.4.2.2 .•:;ca (F. C/) un .s1.sto11a lt!n<' t1lcau.:ablc. c11/01:rc ... ( 11( F), //(G)) 
es un ."iJ.">ie11ui libre alcan.:ahlc. 

Dcn1ostrackiu. ~Últ'SP 1¡1H' 

I' = (.) ··:,, S .\lodl-H - ~loul-S 

preserva surnas r.Jirectas y t_•pi1norfi.s1nus. por lo que preserva sb~re111a.'i alcan
zables. EntoncPs ü11ica111t•utc-• falta por dt•111us1 rar que ,~1 ::;igu1t-.11te diagrama 
con1nuta 

R" s ~15 u' 
¡.· 

·'. H '·°" u' s ;!_)H .,. _..,. .,,,. 

l l l 
........ f¡<;¡ 

-~ 
f' I'' ... ,. . 

done.Je//( F) = f( /·-) v //(L.)= f(C:). Para 1·slo seJecciona1nos htL<,;t•s arbitrarias 
,.3J Y ;J1... dP ffª Y ff' r~·~pt•cliva1111•1ltP. t'll •':-.la ..... f;¡¡ . ...,1'S /··('S.·\ y(; t'S fl. r\hora para 
P.I cuadrado <lP la izquiPrda t..•11 1•! di;i.c,1·a111a a11t1·riur t1~11i>111os que este conrnuta, 
porque 

(1·,J, s ( " ;¡ 1· ) "-J • , , ' 
s 

l l 
¡,.,.-.·¡, (:L, fUJ., ¡1·,s) 

cun1plt• con (f( IJ,, ),., ).5 = /( /1,, )(1·, . ...,·). Ja dP111ostracitj11 para PI cuadrado 
de Ja den•t·lia t>:-; sir11ilar. por lo q1w d1·l·i·lu al Jt>1ua a11tt·ri0r el sistt~rlla libre 
( 11( F). 11( e;¡) PS aica11zaLI··· • 

Así <"01110 1·sft· rPsult ado t "11"1 l ll , ... ul n 1 :-.i 111i l;tr para polo-a.signal,iJ ida.d d~ 
sistt"'r11a .... Jihrt·s ¡,¡L...,ado 1•11 [l. :.! .. ->J.,.¡ ,·11;tl ... ~· d1·111u1·,...1ra c-:L..,;i i_¡.;11111. 

c~OlllO l0 0ll:-tf'Cl11•JJC"ia d4·J r1•:-.11J1;uJo ;111t••ril)!" l1•J11'llltl:O-. t•J si.g_Uit•Jllt' Corolario. 

Coru)a1·ic1 2.4.2.3 ,....,·< <• ( // ( F J ). /1 ( (;)) "" ... , . ..,/1 '"'' /dJn 11u 11lc1111.:ahfr. FTllourc.<1 
cl .'il."i/llll(l (.·\. /J) t'.'> IJU 'it . .,/flll(l /1br1 110 11/1r111::11f,/r_ 

Corolario 2.4.2.4 .• .. :,·a11 1 ... ·(.Y
1 
•••••• Y .. J. <º(.~/./\.)y c·:-....(.\1./\..) los audlo.s de 

pobno1111us e7l TI 11ulr r·111z1111rft1 .... J1u1c1011r ... co11/1111u1. ... cr·aluadas C1l el canrpo ¡\.· 
. .,obre la rarH·dad .\/ y Ju11,·1ou1.;; ... 1H11·1·., 'r·11/1111d11 ... ,-,, h.· o;obrr .\! rf'.<;pect:r:a-

111cn/1·. du11dt· 1 ... · r.,, l 111111¡10 d1· /o.'i 11ti1111 ru.-. rt"ld1·.., o t·o111¡Jfr}o."i y las 1·a1·1cdfJdr.~ 
.'HJTI ru11 /,-,uhi1 "· 

.''Ít •l / ¡,·[.\' 1 . . . • \".,] - 1 ... ·[.\" 1 , ... • \",,.] 1 l 111"1")1-.1110 .. t raiuric1<in" sz n 2'.: 111 

y t·l 111c1rfi ... 111<; - .. u .. tduct,í11"' ... 1 n :::-:; 111. du11dt rl 11111rj1 .... 111u -,-1alut1cuínº' forna 

li~ 



po/1no111io.o:; en n 11rd,-frr111llllllÚl8 y r ndua 11 - 111 ,ft- cl!a.'i r·u r/r111t 11/0..; /iJo.'i de 
/\-, el 1norfi ... 1110 ... 'ill.'iftlur1ún .. trn1111 polnn111l10 ... tu " lll<Ít Ir r111111,1da.'i y .-.,u.<Jt1tuye 

cada r.n1a de ¡r//rJ.'i por un po/,,un1110 r u 111 111dt ftr111111ada.'i. ,·,.fo.-t pohuouuo.'i . .:;011 

fijos.F111ah11e11lr. f punlt· .'>cr uu ho111u11101Ji ... 1no arb1trar1u cnlrr audlo.'i po/ino

T7ltalcs. 
:;.'ra !/ : C'( .\/, ¡\·) - ( '(.V. /\.) r / 111 tnji.'>1110 111./111·1do pur un a Ju :1r1eiu cou/111 ua 

~11/rp r·arzrdadrs. tal 1¡1u !I prc ... rrra rlr111r11fo lltufro y .'>tll !I ( .. ..._(,\f,1\-) -
e·~(.\.",/\") <I rnorji ... 1110 111ducu/o por""'' /1111c1ú11 ... ua1·e t·11frt r·ar1r-dadf.'i. tal que 

fj pre.-.rr1·a ch111r nlo 111 ulnJ. /:"111,,1u·r ... 

l. L..,., rl s1 ... 1r111a (.-1. IJ) r· . ., aha11::ablr <11 /\"[.\" 1 • ..•• \".,J t•/ s1.'>ic1na 

(/(.\),/(//)) L'i afrau:rzlJ/t fil /\"[.Y 1 . . .\".,,] . 

. ·} . .:..·, rl "''""'"ll (..t. JJ) r., afr11n:tJldr , 11 < '(.l/. Í\.) (t·n <.·---....:(.\/, /\.") ) ==> 
t-Í ... 1.'ilt.·11111 (!/(..\),!/{fi)) {r/ ... 1.-..lfllltl 1!/{.·l).!)(/J))) t., 1i/ni11:ablt. 

Deu10.strac:i<;u. ()bsc·rv1•r11ns prinwro q111· ,.J fu11ctur I~ to111a Ff-111ódulos proyPc
ti\.os fi11itanw11lt- .i.;;1•111·radus •.•u .'.--'-1111.Jdtdos 1•ruy1•cti...-os fi11ita111c•1Jt1• g1·11·~raJos. 

por lo q1u-. // to111a. R-111c."'HJulos lihr.•s Pll .-.,·-111ód1ilos iihri•.s via 1•l r11orfl.srno f (o 
9) debido a qt1P n1ódulo~ proyt>cti\·o~ fi11i1<11111·11tc• g;1•11c•rados 1·11 Pstos anillos son 
lihrr•:=; y los f1111<"tur1·s so11 11a111r:d1111·111c• 1.-.01111)1·fu~ . .-\hora t>I n·sulta.Jo se sigue 
del tr-or1•111a ;111l1•rior. • 

·r,u11IJi,:11 .-xi:-.11· 110 r1·-..11ltotd•J :-.i111i/;11· ¡1;ir;1 ¡1.,Ju-:1 ..... i;..;11;i/iilid:i.J d·· si:-ott>rna...:; ,,,n 
estos anillos. 

Los 1ilti11H1s r1·s11!1ados da11 <"u11ilici1111•·.-. -..11fici1•11r1•:--; 11;1r;1 alca117al>ilidad de 
sist~rnas li111~aJ,.s 1•n anillos. a cu11ti11t1;L<·i(J11 da1110!-o cn111licio111·s 11ac1'.o.;arias para 
alcanzahilidad de· si~f1•111;L-.; li111•nl1•s 1•11 al:.;;1111os a11iJICJ:-.. 

Leu1a 2.4.2.5 .... '<a (F.(/) 1111 .o;1.'ilc11111 (ld11·r) alc1111:11hlt r u r/ audio fl, c11to11re.<J 

¡,,, F + !111<: = ¡(' 

do11dr 11 f'.<; ,-/ ordc1J ,¡,-/ s1.o;/r11ul. 

La. d1·111nstració11 c>s si111ilar al C<L....,u "" c:u1111•~!-o. 1h·bidu a. qu,.,. Jos sub111ódulos 
de U tan1hi1:n forn1an 1111a fat iz. 

\•01110 lllla. COIJSt->CllPflt'ia 1firt·ct;•. d1• ,,_._,,,. !1·111;1 l•'lit"l/lu:-> Jos sj~uil'llff-•S resulta
dos. 

Corol;u·io 2.4.2.G .~·cfl ( .·1. /J) u11 -;1 ... 1, 111 a lthr1 r /1 ¡,· [.\" 
1 
•••••• Y .. ] y fórr1u'.-;e la 

matn.: au111entada 

(. = [.1 /J] 

doudr ¡,· c."i uu ct1111po t!t rtJr11rlt·r1~-./1ct1 ,., 1·0 l."11l1111ct.'> ru cu11Ít¡uu·ra de lo."t 

.'>l!}lllt 11/1 .o; Crl.'>O.'i t Í ... 1.-./1 lllrl (.·l. //) 1111 ' '> ,l{, 1J 11 :1Jf1ft. 

f i ~' 



l. Si /{ e."> el ca111po tÍr> /u..,· co111ph-;o.'i y ,_·r1 ... lc al 711c110 ... 1111 rrnglón en la 

rnalri::: au111e11lad<1. la/ qur .. u,. '11ln1d.1.-. l1t lit 11 una ra1": t'll ro111ún o las 

eulradas d,.- la 111utr1= ll tu ut 11 111111 rui':: , 11 <"1J111r.í11: 

2 . .51 las eulruda.'i Je /11 111<1/r1:: /J ·'"" pol111v11uo.-. qllt ll¡J lit lle 11 ff'r1111no ron

sfaufe; 

.J . .._.,·, f'Fl.'ift-• al 111r1108 '"' T'fll1J/1Í11 t 11 /11 111a/1·1:: ( ·. tal 1¡at tu.Ja.., ... ll.'i ,·ntrada.'i 
t•ou pol11101n10.o; 1¡11.t· 110 ltt llr 11 lf

0

r1111no cu11 . .,/,z11lt: 

./ . .._.:,·, t'IlSfc al 11icuos u11 rr11_qlri11 de la 111alrJ:: r,·, la/ t/llt' ludas .-;us entradas 

haJo una ... ll.!>l1/uc1ún rorr,- ... po11da11 a pol1nu11110 ... . .,,,, ,,.-,.1111110 co11~.,la11te . 

.J . . •:;, f"It . .:;fr al 111rT10 . ., llll rt ll!)lc/11 ,¡, ( · t I tºllrll rs llll all/1u1101fi.-.1110 dr /\. ... + ... [.\"
1 
....... Y .. +_]. 

Dcauo.s trac.:il;ll. 

l. :'\º,;.r,·~t· qui· :--.1 p;ir:t i·I r1'11!.!.ki11 ( ". ,·;uLl r111a d1· ..,u .... 1·111r;1d:l~ s1• anula t'll 

l~ E h."" ... 11ru11C•·s ,.¡ r1·11;..;/,',11 ¡_,:,lltP• cl1· l:1 111:.r riL 

< _-\/// > = ¡11 __ \/J. - - 1 " - ' li] 

ta1nbit~11 .si· anula t-11 /". 1111·.L!,o •·:-.re ITl11!,l1J11 110 g1•111•ra a J..."[.\" 1 •...• ~\"" .. ] 

porqt11~ i.·11 los cnui¡.l .. jos •¡lli- "sli· ¡-.·11g/,~11 ,.,,. a1111l1· 1•11 u11a cierta raíz es 
cquival1·1ir,. a q11t> sus •'111 rad:t .......... -;11J 11() ,·opri111a ...... i" >r lo •1u1• t>I sí~terna no 
t~s afra11z<thl1-, !1) 111i-..1110 pa ..... ;1 .... , 1:1.-.. ··11rr.1.!;i .... ,¡,. F/ :-.i• a1111la11 t'JI algun;¡ raíz 
en co1111í11. 

2. Si 1.-L .... 1·11rrada."-; ,fr la 111;11 riz /J -..u11 ¡1< . .J111•>1t1i()~ :-.in t•:rt11i11n co11stantr. t~n
trin•·,·:--. r:u1if,¡,:11 .t ....... í lv ~u11 1;1.-. ··1111:1.J.i.-.. .J,· J;1 111:1rri..: < .·1//:1 >. f•Or lo qur 
··I sisff'llla 110 p,., alc<111"1";1/.lt> 

:J. Si para alu,1í11 r1·11gl1'>11 (', d1· J,. 111:i1 r1,.. ( · l•11la .... -..11 .... •·11rrada ..... '<>!I polinon1ios 
sin rt"·r111ino co11:->!:t11fi·. 1·11ro11c1·:-. 1•:-.f.1 110 r1 .. 11•· p<•r 1111:11.!,i·IJ ;t /'\.'"[.\']. lut>go 
pf)r ,.¡ lt•trJ<l anr•·rÍclr ,.J :-.isr.·r11.1 111J 1·:-. ;dc-;1111::d.J, .. 

4. En t•slP •<-L">O p(Jr ,.J itH'i:-.n a11tt·ritJr. ,.J :--.1 .... ri·r11a ( f( .. 1 ). f( IJ)) 11u .-s akn.nzahlP, 
l1Je_g:o pnr t>I corol:11in •tllf•·riur ,.¡ :-;j-.,11·111<l (.1. /J) Lt111pucu lo''"-'. 

5. Bajo t~sta co111Ji(·i1'.•11 1·xi:-.t" 1111ot -11-..IÍf 1w1/111 ral fjlJ•• l1)1f•L' !;t • ..: "11tra<l<L"'> de 
este reugk"1n no ti,•11••11 t1~r1111111• t·1>1i-..1:111I•'. a/1111·a f"Jr ('J i11ci:-.o anterior se 
sigue el rt•sulr adn 

• 
Co11jt>t11ra 2.-4.2."i ..... ·,,, (.·l./J) u11 .,,.,¡,,,,,, /¡/!lt ,.,,,,,, r11,f101·olar10 a11lt1·1or . 

• .:;, rl /r1rub1111111 d1 11l!]ti11,.,111¡/1111 ,(, /11 111•1f1·1= (',., ft!Jll r1111.,/1111tr d1fr rente de 
r( ro, t 11/,n11·f ... t l ... 1.-./t "''' 110 t .... ,¡{,·a11.:111'/1. 



Dcni.ostracit..lu. La fa111osa co11jr·t11ra de" .Jacohi r•stalJlt•sr• qtlf' 1111 111apco poli
non1ial (en uu •:-tu11po df:" cotractt_•rist i(.·a c1·ru) r·s iuvt·rtildP si su ja(.·obiano es una 
constante difPrP11tr• dr_• cc•ro. lut>go (:l.-1.:.!.7 J ~·· ~igtJP d1._•J corolario anterior inciso 
(2.4.2.G.5). • 

Co1·olario 2.4.2.8 .•·ltrz (.-l. [3) un _.,,_.,ff'111l /1/irr ro1110 t"ll t"/ roro/ano anterior, 
tal que rri .... te al uu n 11i¡l1i11 .ft l1l 111aln:: (-. ,~uu la .-.19u1t 11/c propiedad. 
Sea 

(" .( .\' • . . ... Y .. + ... ) . . . ,, .. + ... ( .\' • . . . • .\'" + ... ) 

un reug/rJn tul qru- para la 1111 ... t rt .!11c11/a ,¡, ( ,"1·(j/n11 1· ( ;,. dt l ld<al / gr Ut" rada por 
los poil11011uu.o; } •• - a, ( .\") '11 ¡..,: [.\' 1 • • • .\' .. + .••• }-, • . • } ".,"?,,,J. c1·1."ilt:11 polinorn1os 
b,(}") ..... b ..... .(!') "' ¡,·¡1-, . . l .. l 

e;,.= <.Y, - h,. . .\' '· ...... 1 

E11 fo,,,-, " ,_-¡ ... 1 ... tr lllll 1111 t ... 11lcru1 =(d1lt. . 1 d1 ,,,,¡_.,, la ., u . .,f1f uc1Liu .\", - b, con 

i = 1 .. _ .. u+ 111. lrau.-.f•H'111!l al rr-u1¡/oi11 ,/(- la.-.,,._., 1 11 t·l r-t-11!}/cin ( )'1 , •..• y· ....... ). 

Dc1uost1·a~ióu. Por [t:~. ".!.!] ,.¡ r1·11~hJ11 ,Ir_. las u s •'S un 111apPO polinon1ial in
Vt:"'rtihJ1._>, por lo •plt> t·s 1111 autulll(>rli:-.11P1. al1ura ,.¡ rr·sullado st• sigue del corolario 
anterior inci~n (:!.-1.:!.<i .. -J). • 

Alµ;u110~ 1)1--.1•:·.:.IOS r··~11lta1I··~ ~1· ¡111··d··11 ··Xlt'Jj(l•·r a a11ill11--. di· la forn1a c~(.\f, ¡,·) 
y C'"-(.\/, ¡ .... ·). p1•ro 111"111·~·· •¡ti•' ··I l•·ni-•·111,• {:2 1 :2.:!) t•s v:i.lido 1•ntr1· cualquit-r par 

Fiualn11•11t'--· not1·111us 1¡11" :-.i ··I :-.1:"-ot•·111;1 l i··. <:)··~tal •111•· ¡.·(; = (";¡.·, t .. nt.onci>s 
t~I ~isti>111a 1•s alranzaLli> !->¡ y -.;úJn s1 (; •·:-. 1111 "i'i111urfi:--.111t>. y si ¡.-¡.- = F i.e .. F 
PS idt>111polP1Jf•'. ··111<111'-•":-. ,.¡ :-.i~t1·ri1a •·.--. d!<-;u¡/,d,¡,. :--.Í y :-.1".ilu ~¡ l'i liu1110111orfi~1~10 
[G. FC,1 t.'S suprayr·«tivo Por otro Ltdu, •Jl•:--.•'r'.•·1110:-. quP la aka11zahilidad dr"'I 
sistf""'JJla a111c•r!ur i111plica la •ili~ .. -n:aLi!idad d1·l :--.i:-.r1·111a (/··', //

1
) (dondP Ja I dt:

nota transpuPsta). pPro 1') r•·sultadu i11v•·r.--.•J 11t1 ,._..., ci1·rto salvo <plt~ el anillo st•a 

:su propin anillo lotal C"nci1·11tc . .si ···~t1· •·:--. lllJt·flH·ri:llPi u "11 µ;eru·ral si c11alq11it•r 
idPal li1·l fi11ilat1lt'lll•· ;..:,1·11°·radu d1·l <11till· • '•>1il i1·t1•· 111i:L 1111i 0.J;\d. 1·11 1•su:<-. r;i...:;os la 
aka.11.,ahilidad d1• 1111 ~i,...11•111a ··~ t•1¡t11\.,d1·11i•· a la tJJ,:--..-r .. al,Jii.!ad d1·l :-;isf•'llla dual 
y vj1.,_·t>v1•rsa (v•·r [U]). ad1·111á .. -.. l:L--. ,·)rlii1a:-. L:tJ() ··I !.!,.l"UJ'u ··f··'"dl1ack .. dP los si!->te111a.,;;;; 
en el pri11wr anillo . ...;n11 111;qH•ada.--. a :-.1tl11-.111.Ptlll•l:-. d1· la.-., curp·:--.pu11di1•11t1·~ órbita .. ..:; 

bajo el 111is1110 grupo ¡11·i-o 1·11 1·! ..,,.J.!,1111.J .. ·1111llu. 1·~t., 1·:-. d1·l1ido a qut> el fu11ct.or 
JI es adit ivu. 

2.4.3 Eje1nplos de aplicación en anillos polinon1Íales y anil
k>s de funciones 

En t>sta sPc1·ic:111 pr•·s··11t;1111 .. s 1111a :--.•·ri" .¡,. 1-j .. 11q,¡.,_..., para 1110:-.lrar l<L'"i bondadt>s 
d1• ln:-o r•·:-.illtitd ... --. <111r .. ri"r"'"" ··11 ¡,~,... .¡ ... ,..., llj><>:o-. dt· :111i1J,_1:-, ci1a1lu~. 

'1 



Ejc111plo 2.4.3.1 Cºousidt•rese el sbtl..'111a siguit.•1111_• sobre el auillo /\'."(.Y. Y.Z] 
donde /\.- son lo..'"> co111pll'jos 

(
Q, 

lJ = 
Q_, 

Q) 
Q, 

dondeQ, = -(.'\" 2 +}· 2 +X}'Z 2 l.Q, = -(X 2 +}' 2 +X}'Z2 ).Q, = -(X 2 + 
Y 2 - Z) y Q. = 1 + Z - Z 2 + X 2 }· 2 z·1 + :.!(.\' 2 + }' 2 )(Z + .\'}'Z2 - -!,); este 
f"s alca11zahJ,• dt•l1idu a (:!.1 :!. l."!"!). to11w~1· la . ..;11. ... rit11ció11 .Y - _y:--+}·'! - Z y 
}" - -(.Y:.-+)·:.: -r .\')" ;::.:) t·11 1·1 ..,¡~1t·111a <lk:111z:1Lll· 

( 
}' 

lJ = 
y 

(ver[.:>. :J.!-J] o:!(,\) cu f¡ !]). 
La sig11it_•11t.- fa1nil1a ¡J._. :-.i:-.tt·111a .... 110 

Uonde f.t.: t..'!:> el a11ill0 dt .. lus 1·111t·r11 ... 

IJ = ((X~:!,_)/~,_c~~·;;.;¡ :l/',(}·.z¡ ) 
-.l/ ,( >. ,. ) (.\' + :.!)/',( L Z) 

<lonJe los poli1101nios l', Q, i = l.:!. :L ·1 t'll do,., i11d..it•r111i11ada..s é"Ull1plP11 con 
la sig11i•·111f• condición: 

I', (l. l) = l Q, (l. l) = 
para i = 1. :! . :.L ·l. 

Esto t.. .. S dt.,hido a qtH' 1•! si.Y,ui1·11IP si,.,1•·111:1 11n ··~alcanza.ble (ver [11, 3(B)]). 
el corolario (:!..t.:!.:J} y la 1•vah1a1·i._:.11 )- - 1 y Z - 1 

.-1 = e ~) 
13 

(
X 

-:l 

'l ) 

.Y+.! 



Este es un c-ontra.t~jen1pJo <lt:·I i11\:er~o deJ tf•ore111a (2.·L2.:!). nótese que el 
siguiente sisten1a no t'.s alcanzable en C'I anillo A'f.\-. }'] Jo11dr~ ¡,· :-.on los con1pJejos 

.-1 = (.\ ~l - ~ ) 

ll = e .\" 2 + ~- 2 - J 
sin en1bargo. los sigllieures Uos sisl'--'lll<L-> :-.i lo son en el auiJJo ¡,·(.Y] con /'\.

0 

los 
con1plejos y se ol>tie1wn del anft•rior por 1111a t•valuaci()u #\' - J o }. - l 

.1 = C~- (;) 
f3= e .\·Oº_J 

el otro ~iste1na PS igual ca111hiando .Y por }" . ..\dt>nt~í.s 11Ólt~se que este último 
siste111a es polo <L':>ig11ahl1• p<'ro 110 nwficit·nre a ..... ig11abJ,_• (ver f:JJ) y el prin1er 
sistr111a no ca.t-"" .-•11 uinguno d.-• los L<L-..o:-. previstos t'll los r1~sultados anteriores 
para 110 akanzabilidad. 

En C'Slt_• t'jeu1plo 111ostran1os cu111n '"''" p111.•d1_·11 urili;n1r l•:.,">S resu!ta .. Jus anteri
ores para deff"'Ctar ~iste1nas no polo :i..->iµ;11ablc•:-:.. t_'ll anillos poli110111iales de nHÍ.s 
de una variahlt~. La siguit•11ft_•s fa1nilia d•• :-.istt'lll<l....,, 110 sun polo a..'">ignablcs en 
fl.-[.Y

1
, ••••• Y,] con /'\.. los rraks 

.-1 ( '" !', 

-!',) 
!'. 

Q,(l"+.\"

Q.(l"-.\"+ 

dondp Jo...~ polinontios P, y Q. tie1w11 I - :! i11dl'len11i11ad<L"> y evaluados en la 
(/ - 2)-t.:nr·ada.. (t 1 •••• t,_~) dt• 111'.i11wr'J'"' rPa/.·s fiJv:--.. todt_)S la:, polinon1ios son 
iguale:-; a uno, ésto t•s dPhido a (2.·1.:l.:l) y 1•l r1·s1tltado a.n:ílogo a Psle ültirno para 
polo a..">ignahilidad y qu<' el a11tPrior :-.i~lc111a cu11 lo:-. poli110111ios J', y Q, igualf"'s 
a uno es alcanzahJ,. po•ro 110 polo a..-.;ig;11al1l1•. \."t•r (:!]. 

Considere1nos el .. jt•111plo a1111~riur con los poli110111io.s F', y Q, igualt-•s a uno 
y tón1ese la siguienr~· sustitut·ió11 .Y - /-.'(.Y, ...... Y,) y }' - D(.\'

1 
....... \,) 

donde los poli110111i•)S E y D son 1µ;u:1l1•s a .\· y }' r1•srH·ctiva11w11tP. para alguna 
,.valuación •'11 1- 1 valur1·'">. Eu1u11c1·~ la Lt1111Jia l1ajo la .... ust 11 uciór1 1·s alcanzah/e 
p1""rn 11u p•Jlo <L .... Í}.!;11.-dllt·. p•Jnp11• dt·l11du" (·~ta. la f.-1111dia f'S alcanzablP y delJido 
a. la. t'..-aJt1aciú11 110 1•s poln <L..,ig;11abf.•. 1Jur ("2.·1.:!.:!) y ('.2.·I '..!.:J). 



La siguient.P fa.nlilia. de sisu•111a.s t'•s polo asiµ;11ahlt..· P11 Í\.-(.Y 1 ....• ~Y,] con /{ 
106 reales 

( 

F 

!J = -;) 

() 

() 

Jonde los puli110111ius f: y [.J t i1•11•·11 i11dl'l Pl'llli11adas y son ig:ualt•s a uno para 
alguna "-•valuación fija d.- I 111i11wrns n·:d1·:-.. •· ... ro ••s .J,.1,idu a q11P el ~islt•111a con 
los polino1ni~ igualt•s a uno 1.·:-. polu a .. ~i;.;11al>h· (\'1•r [:JJ o (1 IJ). la sustitución 
.Y - E y}- - D y PI rt'sultado ari;llugfl a (:!.·1.:.!.:.!) para polo <L--;ignabilida<l. 

La sii;uiP11t1• fa111ilia d" :-.istP11ta ..... 1':-. ¡11)10 a .... ig11ahl•• e11 1•l anillo C'(/\.N, /,-)con 
¡.; los reales 

( 
:lf" + J 

.1 = Í·"""J 

,J,_,,._¡) 
( - .... f 

!J = ( J" + 1 
() 

,..,, ,, ¡( .. o .... J 

J~' f' 

<lo11Je f : ¡,- - ¡,· t•s una fu11t.'i(~11 cn1111111Ja t'll .\· .,,.arial.Jcs. Esto t!S d1•bi<lo a. 
que eJ sistelna antPrior ('011 la variald1• .\' •'11 J11!.!,:ir .J,. Ja f1i11t·i.:-.111 f t'S alcanza.ble 
en C(/,·.1,·). basta vt•rqut_• /J Ps 1_•pi111urfis1111) y co111u t•:-.lt> anille .-s polo a .. signable 
(PA) (ver (8]), e11to:H'PS 1•1 sistt•11m •·s polu a ..... i~11;dd1·, d1•hido a (:!.·1.'.2.-1.2). Un 
resultado si111ilar ol.'lte1u·111us si traliaja1111,~ ··11 .. ¡ a11iilo C'"'-(f\.N. /\,")con f llna 
función suave. 

C'o11sidPf't>ll!Os de ll!ll'Yn ··I Pj1·111p/,, ;u1t•·ri .. r ¡1.-r•..1 1lu11d1· la f1J11ci1.J11 f PS de 
dos variables y est <-Í dada pur 

f = ( .... -~-11 J.',11) + (<·o.-.,·I ,.r~+!J') 

entonct•s Ja. fa111ilia d(• .... 1 . ..,.ti>111:L..._ d1·l ··jc·11qilo a11f1•riur Cl)ll la s11 . ...;t it ucicln .l" -

g(.x,y) y y - h(:r,y) L'll J;L..,. variaLI··~ el" f. •·s polu asi¡.;11alilP. d1•hido <l. (~ .. 1.:l.4.2), 
don<le las funciones !l y h son 1·011ti1111;L...,,. :\'01":-." q111• 1•:-.ti· .-j1·111plo t'!".ta incluido 
P.ll el anterior. 

La sig11k11tP fa111ilia dt> si:-.tP111:L- 110 •·:-. <1ka11zal1l•· 

..! = (J" + :! 
r·o,..,·I f 

;-.1 



(

cv.sf + cu.-;.:J J 
Fl= 

:.icu.-,·J + ~·,_;,; f 

donde fes una fuución Ct.J11tinua (suave) t~ll .\' varial1les. tal que para alguna 
1v·-eada de va.lores f = -:¡-. Esto es debido a (:!..l.:.!.:J). da.Jo que el sisten1a 
resultante en t!Se valor Je f no •'s alca11zaJ,1, .. 

La siguiente faniilia dP sistern<L'"ó t's polo a.-.;iguable e11 el anillo C( /'\._N+M, /\..) 

donde /\.. son los realc.•s y ¡~- son los ('011tplPjos 

(
f"+l.+•'+"" 

lJ = 
jt·•"" 11 !1 

j(sruy)(co.sf)) 

(_;1/"+J!ll -1-jf.sell[/ 

,co•f+-"'"") 
L.:..±.! 
9.J+·I 

donde j = v1=l y f y!/ son fllnciones de .\'y .l/ varial1IPs rPa!t_~s respectivan1ent.e 
en los realt~s y conti1111<l-":'. t•sto t!S dchido a q1H' co1110 /J es uu iso111orfisn10 (porque 

su <leter1nina.11te es una unidad Pn t!I anillo). t.•l :-tistPnta t!S alca11zahlt- en C,(A-~, ¡\._·) 
y por (12] es polo a._-.;ig11abh.•. 11:-.a11do el an<ilogo a (:!A. 2 .:.! ) y la sustitución ... '\"' - f 
y Y - !J la f;u11ilia t'S polo asigna hit·. El n1is1110 1·je111plo t'S v¿iJido si trabajarnos 
en el anillo r~(l\..:v+ ... ,. /~"). 

Corno se JHldt• ohst>rv•Lr d,. los 1>j1•11qdn..; a11lc·rior1•s, í•':-.11lla dP parricular in
terés P1lco11trar alg;1)l'it111u--. ¡•;lra d1•11·r111111;ir :-.i 1111 l'•_,11jl1111u de~ ¡1olino111iu.'i o fun
ciont•s (continua ... -.; n s11av1·s). :-'t' ohti•·11t·11 a f':trlir d·· 1u1 crJ11j11oto con P) rnisrno 

nUrnero de elPllll'ntos que Pi antc>riur. d•' poli11c .. 111ios o fu:1cio11es (continuas o 
suavPs) nHi.-.; sin1plt>s que LL"> a11tc·rior1•s. ,.~11• prold1•111a e>~ el proble111a inverso al 

de sust it uciOn y h<L">la donde lw111os podido vc·r 1•:-. diíicil en vari<L"> variablt=>s para 

poli110111ios. para f1111cio111·s e'~ a1J11 11i;i.--. d11"l\·1l. 

2.4.4 Conclusiones. 

Bac;ados en uu articulo a11t.--.rior a c•:..tP pudi111us 1•11cu11trar 1111a. s1~rie d·~ rt_•suha
dos qut~ t>!':>tahle-ce11 condiciones s11flci1·11I•·:-; fi<>r 1111 lado y (_·ondicio11"!-. llPct·saria.s 
por oi.1·u. para akanzahilidad y polo ;L--.ig;11Hl1ilidad d1• siste111a.s li1walPs en anillos 
conmutativos, utiliza11do alµ;1111os rP:-.uJ1:11lu:-. d1· alg1·bra eo11111utar ¡,·a. Partiru
Jarn1ente en los anillos tk poli110111ios 1·11 vari;L"' variahlc>s y auillos dt~ funciont .. s 
continuas y suaves subrc va.rit>Ja<l.~s t·o111raildt.'s. ~P obtuvit'rÜ11 r1:s11Jr ..... dos rs~ 
pecíficos y se c.lieron varios t>jc111plos q111• ilu . ..;t ran el ah~a11ct> df_' esr :L...,; tt~rnicas. 
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2.5 FAMILIAS DE FACTORIZACIONES DE 
BEZOUT ASOCIADAS A UNA FACTOR
IZACIÓN DE BEZOUT DADA 

2.5.l Introducción. 

En un articulo rPJativ;-tn1Pt1fP reciente [ ¡} Su11t;tµ; y ·Yar11an1oro f'StabJect!n con<li
cionP.s sufil"i'-·ntes para la it.•xistt•ucia de ··factoriz.a("JonPs coprirna.s aproximadas·• 



pat'a sisten1as retan.Ja.dos. a l:L'"> qUt> nos n·fPrirt•111os cun1u faclurizacio1u""s ccr 
prin1as aproxi11i;Hla.11u•11ft' trca). t•n lrabajo co11.sider:i11 !-.ist,·rna.s con retardo 
counu.•11surahl1.' dt•l tipo: 

.'.!._,.(/) 
c:!I 

...... .. ... ; 
L F,,·(t - ih) + L (,'i.(I - ih) 

para estos sistPllHL'"> t•xi~tc11 dos 111a11c>r<L.--> dt.• :L'"tot·iarl1•s una ecuación algebraica. 
La prin1era t.•s por u11·dio del uso del op1•radur for111a.J d1• ret r¿L'-'O a.i·(/) := z( t-h) 
donde h c!i un nü:11Pro rt•a.I fij0 pt·ro arbitrario. 1•11 1•ste i-11foqu1~ si.' introducen 
n1atriccs F((T) y C:(u) donde l<L"> t?lltrada.s dt> Psta.s son puli11n111iosf"ll rr y Pntonc<"s 
S<'" intr·rpn•ta a 1•st:L-. «0111t) 1111 .-.·i . .,/t 111.-. .-;obrr ,-¡anillo f((r.rJ (\"t'r [IJ). En el otro 
t:"'"HÍoqtu• :o;r i11trod11cf' ,.¡ op"rador :.r(I) ·= .i'(I + h) y .... P 1•xpr1.•sa la 111atriz de 
t.ransfi·rencia dPI :-.ist1·111a r1•11•rdado 1·u111u t·ucit•11te propio t),• l;L-; dos n1at.rices 

s 
Q(H.:) ... -= ...... , - 2:" ¡ ... ~."l.'-1 

y 

En esta. nota t'"Xft•nd••111os el ~·rif Priu ,¡,. PXi:-.tt•11cia para (fea) dado por ellos a 
fan1ili<L"i infinita .... d1'" si!"ol1•111a .... d1•l1•r111i11ad"~ por,.¡ si:-.te111a qtH' qtH." cu1npJe con 
ese crit•.·rio. 

2.5.2 Preli n1i11ares. 

En lo q:J1~ .sigtw R[.r. y] •'S ,•I a11il!u d1· puli111)111111:-. r•·al1·s 1·11 dos varia.hlt·s, /l(z, y) 
es ~J Có-t.lllJlO dt• fu11rio111•s raC"io11aJ;•s 1•11 do:--. VarialiJ1•s, /~''(a-) f•S t•J á)g1-.bra de 
convoJ11,·i(_ju cn11 .... ist1•11t1• de dis1rihucio111· ... d1· Scl1wartz cu11 soport1~ cornpacto 
C"Olll<"Hido Pll ( - X. 0] ( V"f (:>J>. 

l rna 111at riz \, · •'ll h'[ ..... a] :-;1• lla111a ¡n·u1•ict ¡nJr ,., ''!//0111 .... si la 111af riz [i··) .. (~n 
Ji.'( . .,·) dt• ro<'fici1•nft'S dt> potf'1H·i;L<-; df' gradu 111;i.x11110 dt' <T" t'll los renglo1u•s <le i·. 
Ps dP ra11.~o n1:íxi1110 •'ll 1•l ca111po /{(.-;) dt• ft111cÍ1)ll•':-. rario11al1•s en_.,¡: (ver (·1]). 

SPa. ii·cs.r:r) := (u-,,) la. 1n:1.~riz d1· tra11:-.ll·1···11na dt> ¡> x 1n de un sistPrrta 
retardado tft~I tipo anti·~ ,·jtado. E:-.!a 111atriz t1•·J1P la ~iguif·nle forn1a 

~~~·::.¡_~ .. -~_:___ 
·'" + ~L:~u9 ... (s)rri· 

don<lt.! !},..(s) t>S 11n pnli1101nio 1•s<:'alar d1• c.;r:1•lu llH'llu~ r¡ll•:" 71. y fl,..(s) f>S una 
rnatriz de p ..... ,,, co11 e11rrada ... <.; pol111011iio:-. 111' c.,rad11 a lo rrFí..-. n - I. Ad··n1á..-; t•st•t 
n1atriz ,~. pt11·1h? ...,.,.r..,P co1110 una 1natr1?. 1·011 1•11tr<l•i<L.,; fu11cio11"s ra.rio11alt.•S Pn 
(.-.,.:-).donde: = r.r- 1 . 



Así es posible considerar dos t ipns difi·n•t1(f" . .., dr.• facrorizarionPs, una sobre PI 
anillo R[.s, .:J, y la or.ra sobr~." el anillo fl[ . .;, lTJ. La pri111era 1•sr:i rr•Jaciouada con 
el espacio de fuucioIH~S d1• ak:u1zal,jJidad y la :-.oluciú11 d1· prolil1·1na.s dr· control, 
la segunda lo está ron t•l PllfoqtJt• (Pórico dj• anillo:--. .-11 :-.islr.•111<1 . ..; 1i11t..•ah-•s. 

Dcfiuicidu 2.5.2.1 El par (CJ. fJ). Q E Uf.-;. ::r.:. J.' E /([.-.;. =J'"" .-;e lla111a u11a 

factor1:ac1ó11 copn111a 1:q111c1'da <1pn1.1·1111r1d11111t 11/t- (/r1r1) dr ~~· .o;1 Q t.<t 11u1ertiblc 

sobre ll(s,:) y F./ par ,-;a/1 ... fart· 

J. 'V= Q- 1 p cuando tt· <S t.'Jtnlu r·o1110 1111a/1111rui11 dt.' (s.::): 

2. er1str11 secueucias .\',. .1/ }" .. dt 111otr1crs t 11 E(¡¿-) la/e., t/llt' 

cj • . \· .. + i_). }· .. -- ("! 

doudr Q y jJ dr·11ola11 la lrr111 ... fot71111<Íll 1111'1 ,..,11 dr· la¡J/arc. • r/f·uota ron
l'OÍllltÚn .. 1/ la f'Olll rryt nc1a t _., con rr . .,pr1·to a lrt lopoloyú1 del r"ipacio de 
d1strzh11r1011f",.,_ 

Defiuicióu 2.5.2.2 El par (D .. \·). JJ E /t'[.-;, (Tr., . . \· E h'[.->. "]" ... st.· llania una 
fact1n::ar1ó11 de llc:uut 1=r¡u1rnla (fbt) dr ii· ·"' /J t".'i tlll't.,·tdJh .-.obrr ll(s, u) y 
rl par !!>al1s/act 

I. tt• = LJ- 1 .\' 1.·11011./0 lt" r."i t.'>rr1/o ,·u1110 una /1u1c11;11 de (...-.a); 

2. t'J't."ifrn Tllrllr1cL"i ~Y y }" ,..,r.,,/,rr IC'(s. "] la/r..; que 

.\· .\" + /J}. = I 

..-\ co11tin11acici11 d:unos Ja n.·laci(jlJ 1•:-.i:-.11·1J1" 1·1111·" l<L..., du~ d1·fi11icio11t>s ele co
prirnidad. S1'a1J 1· 1 •...• 1-p lo~ gra.J(Js por n·11glo111·s dt> Ja 111ar riz au11u•11 La<la 

(Q(.-.n-) /'(·' n-.l] 

con re.<;pecto a Ja v;iriahJc a. E111.011ct>s ,.J p;i.r d1• 111:1r rices 

( =~ :~· -~) (Q(s,:- 1 ) P(s,:- 1 )] 

o . . . -, 
[Q f>J 

da una factorizaciün sohrt• "' andlo N[ .... .::J. E . .,,ra s1•r:i Jb.r11ada Ja factor1::.ac1ón 
i::.qutrrda fJsor1ada al par (Q. f~). '.\"011·~" •fllt', :--.i 1·xi;-;r1.- Hila (fria) dP (l.", t:.>nt.Olle'es 
una rt-alizació11 canó11ica pud« ser co11:--.r ruida d1· 1 ipo FuJ1n11a1111 ubs1~rvabJe stan
dard y qua.si-aJcan7.ahk (ver [.J. t~J }. 

El ~ig11it•fitP r1>sulradu da uu crir1•rio para l;t 1•xi~r.·11acia de (OJi) por zn<'"dio 
dt ... la rnat riz dr'" 11 an kel. 



[Srn 
;!\Ll8 

TESlS 

Teoren1a 2 .. 5.2.3 St"a u· U1l<l 111alrt::. dr lrau ... ft r<llClll. /Jr.'i(ll'J'O/lc . .,c iv en po
tencias uegatH·a.s des ro111a ... 1g11r: 

k=I 

donde rada 111alri:: de p x 1u ti·., ,.., u11 p1>lu1011110 ru <T. (·un la . .;; nuzlrices ir .. 
forniese la matri: de //aul.:cl 

ll 

.-.ra l..· rl rango dt 11.w•hrr1/ <'a111po U(rTJ dt f1111r1our.'> nlc1011a/rs ru u. é~ulo11ces 

lV adnutc una (fb1) ·"' y .'><Ílo .. , lodo . .; /o., 11H 1101·cs de l..· por k de 11 110 !1e11eri 

rtros tll co111ti11 t'll (TE{" (1·rr f.I}J. 

:o.;ótPst• que la co11dici611 dt• q111• /ns r1w1n>n·:-. ~t·a11 ct•ro-copri111os ¡_(_•,,no tengan 
C"eros "n ro1111i11 Pfl los ('. t•s 1•q11iv;d1•11I•' a qu" e~tos st•an u11i111odularrs i.l'., 
existen poli110111ios r1•al1•s f,, . , f, taks que 

' .L::'f.'" = 1 
1:-;:I 

dandi> los''• de i = l. .. . 1 son /u-.; 1111·11<ir•· .... d1· // dP l.: ¡i()r /,: (v,-.r [7]). 
El .sip;ui.•nlt• r1•s1dt:ido "s ,.¡ q111· Vil111u~ <l ''Xlt·11t/(·r. 

Tl?Ol"l'lllH 2.5.2.4 ..... ·11pú11r¡1lst qur lo 111t1lr1.: 11 ,¡, //1111!.·1·1 .,ufz-.;face ln..'i co11d1-
ClOllt.'.., del lrorr111a tlllfcrlor. S1·t1 lt. = c¿- 1 1~ lllltl ft1l·lur1::ac1úu rÍt.' f)c::out .'iobre 

1'[s. rr]. r·uya rr1.-.;/r11cu1 r.o.;/Ú gora11/1::.u/11 por,/ Ir ¡1n 11u1 1111/t r101· . ._..,·,el par (Q. P) 
('.'i propio por rt·11q/011t:.'> con rt ... ¡u rlo a ¡T. 1~·111u111·t ... ( I pa1· (e)( ..... :::). l'( s.:::)). ll.'io

czado ron (Q, P) da unn. (frza) de i~·. 

El sig11it•11tr resulrado da 1111a caracr1·rizaci1í11 d1· (fl>i) ftJPrll'S i.t~ .. aqu,-.llas 
(n)i)"s para Ja..-.. cuaJ,•s ((J. F') 1•s propia l"J' n·11.1)u111·:-. ··011 n•:-.JH·cto a. a-. 

Teo1·c111a 2.5.2.5 .':i-.upd11gr1sr r¡ur la 111<1/n.: d1 l/a11Á·<l ll ,·u111pfr ron lru co11d1-

c1011es del ll'orcmtl (:i.5 . ..! .. J). S't:a (CJ, /'), 11/r¡t1ur f<1rfor1::arui1l de /Je::oul, ruya 
ex1ste11c1a está gclra11/J::11da por (.!.5 . ..! .. J). /:'11/ont.,..,, lt." ad1nzle ""ª (fb1) furrte 
si y sólo si e.xz.<>l~ u1111 r11ill1'l:; ru11111odt1/1ir· rh p por JJ A( ... -. rr) lrzl que 

t..'i prnp1a por rc11gln1lc"'. 



Los resultado.-:; antt~riori>s t}Sl<in co11tP11iJos 1_•J1 t_•J artículo de Sontag y 'Ya.
manloto, nÓtt:~t_• qUt> d lt'Orf'lll<l (:.!.-J) dir~· fjllf' si u· ad111itt·· Ull<l (n>i) fuerte, 
entonces adruih_• una (fria). El ft.·or1·111a ("2.0.:l.;j) JicP que u· ad111itt• una (flli) 
fuerte salvo 1so111orfis1no. 

Lt.~1na 2.5.2.6 La .... 1nal1'1rr ... . ·1 de J> x p y [J dr p x ,,, .o;uu rrro-copn11ias por la 
i:quzcrda (:le) r1l R[s.a] (!.<' .. lodo . ., [o ... 11unurc. .. dl· la nla/1'1:: aumf'ulada [A; BJ 
no tienrn rrros rn co111úu ( ::

1
• =J E ( -~) _.,, y ... ólo .si rri ... lrn 11uzlr1ccs 4\' y y· en 

el nU.'"1110 anz/lo la/c."i r¡ut• 

.-L\ + 1n· 1, 

2.5.3 Resultados 

En ·~sta st>cción JHP~P1tlau1os lo~ r1·~ulrados de i-~tl' artículo, pt_•ro antes da1nos 
uuos dPtall1~s 1H•n•sarios p<tra. la uhlt""llriün dt.• t>Slos. 

Para Prnpt•sar cousid1~r,.1110~ un 1~11do111orfis1110 f de anillos, no trivial de 
R[.-.;, u] qllt> prrs,•rVP idt•11tidad. con 1':--olt> l101110111orfis1110 podt~rnos con~t.ruir un 
functor dP la catrgoría d'-' 111óduh1s fi11i1anwlll•' g;t>111"rados y lil'r"~ t>ll si 111isrna 
(vc-r (:!J). r•st«> f1111ctor act 11a di- la siµ,11i1•1111• 111an1•ra: si !1: .\! - .V PS un hon10-
111orfi:-;1110 ,¡,. 111r'nl11lo .... lil>1·1·:-. (fi11 :.!~'fl) 1·11 Nt ..... <T], 1·11tu111·t·.., ~¡ d1·11ot;u11os por 3 
al funrr nr 

.1(!1) = f(y) f(.\/) - f(X) 

TnorPtUa 2.5.3.1 ._S'upón!Jfl-'>l' que la 111atrr: ¡/, //ankrl 11 sa/1 .... Ja.rc las co11di
c1011c.~ tf<f /rurt·míl (:J . .:J . ..!.:J) ..... °Ea J~· = (J- ! /) lllltl (ffn) juf'r/c y .-;ca f lltlO de 
/o_.. "º"" cndon101fi ... 1110.-.; .o;1y111t 11/t·s: 

Ento11n . ., para cud/1¡1111 ,- t ndu1n111ji .. 111u h de h'[ ..... u] el r11.1l/ ."iF pueda ob/rncr 

por co1npn.,1r1oncs dt· los do . .,· t 11d.1111()1ji ... 11111 . ., a11t<r1urt.'>, cl par ((¿(s.::), f-'(s. ::)) 
a.c;ociado cou (h((J(.-;.<T)). h((P(8.t7))) l.t .• dr 111c111cra c..rplic1la 11 ... uciado r:on. 
(Q(q(.*').p(rr)).P(1¡(.-;).p(cr))). da ll111l (fria) 1fr tt•. 

DP111ost1·H1'Ít.)11. :'\otP111os qt11• 1·J J¡,.,·J10 dt• qui• lus poli110111ios p y q SPall n1ónicos 
han..,. qllt' la propi1•dad de ~t·r propia IH>r r1•1q.!;l<.•11t>s r"sru·cto a a de una n1atriz 
JH'rlll<lllt>~ca i11alt1-.rahl1· i.1• .. i11varia11f,. P11r olrn lado. ··on10 dt'lllu!">tr<unos cu 



general en [2] un functor t.·ntrt• c-atq?;ori;L-; dt• rnóduJos sobre auillos dt'" poli
nornios P.n vari<L"> variahf,·s t"•• c<LJUJHJ;o,. prt•:-,t•rva factorizncioncs <le Bczout y 
factorizaciouc~ copri1ua.s. si .~:-;te t'S adit ivu. E11 •·:-.lt> 1...·:L.,;o. el fu11clor .3 lo es y en 
consecuencia, pn.•serva (n>i)'s fut>rft•:-.. J>or cu111odida...J. para t•f J,•ctor ruostranios 
que J3 preserva ( tbi) 's. c·on10 todo f11111·t or prt·:-.··rva i:.0111orfis111n:-. en este caso 
en la categoría <le u1ó<lulos t_•n H( . .,·. (T), t'J1lu1tct>:-; 

y por ser functor aditivo pn•st•rva :-.u111a ... -.;. id"11I id ad es y cu111posicio11t•s { pro<luctos 
de matrices), t-11to11ct-•s 

.3(.\".\ + IJ)'J = .i(l) = .i(.\"¡.J(.\") + .J(IJ).J(l') = / 
por lo q11P .3 pr•·:-.erva (nii)':-.. ()1 ru c;u11i110 t•s ol1servar quf' todo lion1ornor
fis1no ...!t~ anillos dio p1J/i110111ius d1• "~r1· r 1po. pn·:--,vr\·a u11i1nCJdularida<l por lo 
que prest•rva poli11on1ios 1._"t•ro-copri111<1."> y "'l co1IM'll1t·11cia c>f tc>ort•111a. (2.5.:l.:J) 
y t.anil1ien fact1Jrizacio111•s de> Dt•zour. pnrcp1t• ('.L.iJ "2.'.2.'.2) t•:-. t>tpiival1•11te a que 
Jos ffJt•11ores dP rarig,o 111:ixi1110 de [.\': IJ] :->P~u1 ct·ro-ropri1nos d •. ·biLlo a el lf'llHl 
(2.5.2.f>). ltH•go con10 una -.;11 ..... tituci(in ••. .., 1111 hu111u111orfis111L' t•11tn• anillos df' poli
nornios y t_··sta inducr> 1111 f1111rror t•11tr" 1:1 .... curr<'sJHJlldi1·1111•s calt•goría.s. a.dirivo, 
hc·n1os tí•rn1i11a1110...,. • 

Lo 'l~H' 1•sfe ft•or1·r11;1 rfjr,. 1·:-; qu•.' 1lad:1 1111:1 (f11i) f111·rt•·. llJt>Jia11t" las sustifu

ciouPs del tipo fijado aq11í. ohft'1w111r1:-; 11111•\.'<t111•·11r,-. (01i)":--. fu1•rtt>s dt• la . .., rnatric1•s 
ú~ tra11sfcr,.11cia lt" rt·s1dra11rt•s dt· la.:-- corn·:--.po11di1•1111·:--. ..... 11 ..... rit11riun••~; y por Jo 
tanto (fcia)"s a .... ociada .. "> a ,:st<L-.;. Es!G 1u•r111Ílt' 1•11ro11trn.r a partir dP un Pjcmplo 
una. fa111ilia i11fi11ic:1 1l1· •'J''r11p/..,-.. ,f,·r··r111111.i•f,,..., l"'r ,.¡ ¡irii111·ru {J" 111;u1t•rn ::---eucilla 
con10 verPn1os a conti11i;aciLi11. 

Ejeu1plo 2 . ..'>.3.1 F.stP t->ji>n1plo ._•st.:i tu111:1du d··l arl iculo d" Sontag y Yarnarnof.o 
([·l. Exan•pl•· ·l.!]). s.-a 

11· = ---1--- (·' - ,.,-\ 
•• ;'.! - 8('T - ('T 1 ) 

la rnat riz <.fr• rrspu,-•sta iu1pubo dt· alg1i11 ..... i:-.t1·111a. cuya 111at riz. d(_~ lfauk.f'I es 

11 (: 
u 

''') ... 

para la cual In~ r11Pnores dt• 2 por" 110 tit·111•n c~·ru:-. t'll ,·0111du. Esta tiene una 
factorización d1' Bt•z011t. dada pur 

KI 



Q ( ·' -<T ) 

-1 .-; - CT 

p = G) 
sin ernbargo, el par no t_•s propio p·or rt•11µ,lu111·s dado qut• 

[CJ: I']. = ( iJ - 1 tJ) 
u -1 () 

no es d<~ ran,~o ("OJnplt>to. p··ro d1·l·i·lu ;d ( f-1. f··111a ;L."j]), 111ultiplicando por la 
izquiPrda a la. n-tatriz a11t1-rior pur 

el par se han.• propio por reng;lo1ws. y t
0

':-.lo ,i.:.11ia a la siguit•rite (fcia) 

Q, = ( "_+= 1 

/', = G) 
la. cual es 1"?1 par a.socia<lo a la cn)i) 

Q = (•' + -s ) 
-J -.; - CT 

/' = C~) 
ahora dt>hido al tPOrPllHL (~ . .').:L l) (1n.Jc·11111 ... :-.11 .... 1it11ir ,-; pur </(.s) y a por p(u) y 
ohtt:•1w1nos las sigt1i<>11lPs ( fT,¡) ·s f111·rt 1·~ 

(

<¡(.•) + 
Q= 

-1 

/' 

las (fcia)·s é\.sociad;L~ son 

[Q,: /',] 



) Jas matrices de transferPucia ;i_-.;ociadas :-.011 

2.5.4 Conclusiones 

flcrnos 1nostrado corno la Ju•rr:-u11i,.11ta dPsarrt_)llada '~n ["2] para prt•:o;ervar estruc
turas algebráica ... ., dt-> inten .. :s en coul rul. co1110 por eje111plo la.s factorizaciones 
c:oprin1a .. _"i, nos a pPrrnit ido prPsPrvar ( n)¡) ·s fuPrtcs y en concecuencia (fcia)'s, 
dandonos así un 1nétodo s••11cillo para ol,IPtlr'r 1111a faniilia. de (fhi)"s fuertes a 
partir dt·I co11u.·i111i•·J1ld ,j,. u11a _ ... .,J;L .\.J1·111<Í . ..;. 11u.-.. da 1111 111t•ca11is1no para er..
c-ontrar (fcia)'s dt• :--isren1a . ., li11ra!i-:-. :1 p:trlÍr .J,. (fría)·~ cu11ocida.s. Por otro lado. 
los t-•11do1norfis11JC)S usados aquí p11"dt·11 l'Xf1•11d1·r:-.1· a. otros n1<Í.s gt'llPrales r.g., 
s - 1¡( • .:;.t'Y) y a - JJ( ..... O") duud1· lu:-. ¡i{Jli11u1111us 1•11 dcis variahlt·s r¡ y p <lrjcn 
invariantP la propiPdad t""n 1111a 111at riz d1· :-.•·r prupia pur rPng:Jo11es rt•spt"'Cto a <7. 

;\de111(L<.; pan•cc- po~1Llt> PXtP11d1·r ,.J r1·:-.11!1 •ltÍu a l1u111u111orfis111os do11clP su in"Jagen 
t•stt~ c-n un anillo d1• poli11u111ios .-11 111;{ .... d.- dns vari•dd1·s :-.ohn• los r1~al1•s. 
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2.6 CONCLUSIONES DEL CAPITULO 2 

En el pri111er inciso e.le t'!SIP capilulu d•·:-.arrolla.1110~ una l1t•rra111ie11ta para prt>ser
var polo-a..,.ignahilida.d c.J·~ sist1•111;L-.; li111•;d1•:-. sol1r1' a11illos cu11111utativos con idt"ll
ti<lad y con Pspt~ctro co1u•xo) s(,l 1r1• 1111',.J11Ju:-. proyt>ct i vus. li 11 it a111e11t e p;t.'nPrados. 
l!'sando c:strt ht_•rra111i1·11ta l•a.:-.ada 1·11 T1·uria d.· ,-;¡J4·.).!.''1ia:-. y ;'d.L!,1'!11-it. t.·011r11ulativa 
y no co1111111tativa, pr~·:-.•·rva111u:-. la prupi··tlad (;{ 'S (·.pr (1]) y 1•11 co11st•cuencia. 
tan1bi1_:11 JH't_•srrvan1os sist1·111a .. ~-P;\. :-.ist.·111:1.-..-F< '. :-.i:-.1.·111as-C '.\y h)s correspon<li
e11t1~s a11illos PA.C~.-\ y FC: adt·111:í..-., .Ji111u .... •'J''llijdu:-,, y aplic<1.<:io1ws. dt-" los cuales 
cabe rPsalla.r la aplicación :Lei •'ll Ja cual ¡irul1:t111•):-. qt11· :-.i 1111 :-.i:-.t••111a es polo
a.'">ignahit" t•n IJll anillo/(. 1•11tonn•s ta11il111:11 lu e• . ..; •'11 cual•¡11it•r lca·;:d1zación ~·-l Tl 
de <'StP anillo. 

Estt> t'S llll r1•s11ltadu Jlll•'VO y 111;i.. ... r111•rt1• •tlh' "' co11ucido (v1•r [:.!)). t'll t"I que 
SP prt1t·ha que si 1111 :-.1:->t1'111:1 1•s ak:111/.ald1· 1·11 u11 a11illo /{.1•11lnnces tan1hit..•11 lv es 
t..•n 1-I anillo localizado .~·- 1 /{. l '11a i11t1•r1·sa1111· c(-J!L:-.1·ct11•11cia dt• c•stc resultado 1"S 
la. pr<>st>rvación d1· la ¡iropi1•tL1d J> .. \ d1· ;:u1dlu:-- f11)li11u111i:dPs a su:-> anillos de frac
ciones para alµ:1í11 couju11tu ll11rw11z a('ru¡.¡;ulu. (vt·r [:.!]).y •'11 gc•111•ral rc•saltar11os 

qui.> 1•11 la litPrat ura 1·:-.1)1•c1al1zada 1•:..;i--,l •·11 11111y ¡i•H"<L.., l"'Jll•li1..·iu11•·s sufici1•11tPs para. 
Psta..-.. prop1t•d;:t1l1·:-. ··11 a11ill1i:-. Cl)rll11111af1\.<J:-.. 

En el r.-.rct•r i11ci:-;n ul.t1•11;·111us l'Ollllll'io1tt·:-. ..;ulieit·1111·s por IJll lado y flt'('P~:tria...., 

por otro, 1~ara aka11zal1ilid<ld t•ll ;u1illr1:-. ¡ioli11u111iaJ.·s y a11illus dt' funciorH~s. los 

cualesju1·gan tJll pap1·l i11i¡1urt;u1t" f'ªr;1 -,¡..,tc·111;i . .., li111·al1·:-. 1·u11 n:lra.sos y si~tPlll<l....o.; 

n11dtidi111.-n:-.io11ali's. l':-.a11do l~l l11·r1·;1111w11L1 d1·l i11.-i,..u ;111t1·r1:..Jr :-.l' pr1•s1·rvó al

ca11za.l1ilidatl l'Jl :-;i:-.11·111a ..... l11wal•·:-. l1l1r•· ..... lu:-. «11:d1·:-. :->u11 1111 11po p;trtieular dc• los 
sislt""lll<L'"' litt••ah·~ dt•I 111C·i:--u a111•·ri(Jr F111;d11w11I•'. 1•11 1·1 ülti1110 inciso usando 
Ja nii:-:111a liPrr:u11ic11t:i prt·,..1·rva111ti:-. (il•i 1':-. f111·1"t1·:-. y (fc1a)'s uh11·1111·ndo dr f•sta. 

1nan,..ra 1111 1111:rn,Jo :-.i>11cillu p;tra l1allar 1J11ot Lll111li;~ .¡,. tíl,j)'s ÍtJ1•rl1·~ a partir dPI 
conoci111it•11to tÍP una •·s¡11•cilica. 

t:n 111Pciu1i~1no para .-1i<:·o11tr•tr (f«i<tf:-. de· :-.Í:-.lt_·111;t....; li1u•alPs a partir de una 
1..~onoci ... Ia t;u11hi1;11 t""S dado y r•_·sa!ta111<':-. 1·l l1··<"l1•J de· q1J<' ,.,.., ¡1usiLI·· .i.;,1..•111..·ralizar t:•s
tos rt~s11ltado:-; a polino111iu:-. el·· vari:L .... \:anal•l1·:-. ,·,,11 :--11:-. r••..,pt·ctivéL<; Lo11st'CUP11ci:L.., 
pa.ra si:-.l•·111;L-.. li111·al1·s cun r1•tr:L..,u:-. y :--1-,11·111;L.., li11•·;t/,·~ 111t1l1idi1111•11..,i011a!Ps. La.<oi 

posihl•·:-. lii11•éL'i d1:- lfl\."t':-.1 ig:ae1....>11 a :-.•·c;11ir. l:L.., da111u-., 1·11 léL-> cu11clt1sio11~""s finalt•s. 
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Capítulo 3 

SISTEMAS LINEALES 
CLASICOS 

3.1 INTRODUCCION 

Los sistt•111a ... .,; li11'-·;dt•s ~" laa11 t>studi:ulu dt· .... <lt· l1ac1_• 1111 largo tier11po, y con10 es 
natural :-;e han vincul•Ldo co11 .'Ír1•as d1·I 1.·u11uci111ic-11to 111uy \·aria<los, por ejen1plo: 
rnatt•111;it ic:a .. ..;, física. ini!,•'llil·ri;t. t>1..·011u111i<L l>iuloi.;ia y ut r<L .... En particular juegan 
un papt•I 111uy i111porra11te 1•11 in,.;eni•·ría d•· cu11trol. en la cual (•xistc-n varios 
e-nfoqut..•s para 1_·st11diarlos. <-'Íf<lr•'lllOS lu!"> cl;i.-..in-.is c11foq111·s para siste1n:L"-1 linf"ales 
C"Ontinuos. d1•tc-rn1ini:-.t ico: .. y d.• 1111a •·111 r;ida. lJlla :-.al ida (SISO). el <le va.ria.blt•s 
de Pstado 1~n t>I do111i11iu .._f,•I t i1•1npu, y Pi d1•l do111111io dt..• la fr,_•ctH?ncia, C'onocidos 
aniplianu•nt ,. d1_'Slfr· t it>?11po at r:is. 

En 1•:--tc· capítulo trabajan1os con t':-.t· 1'dti1110 t•nfoque 1•11 ,~) dorniuio de la 
fr<"C"llPIH:ia, y con 1111 lipu rnuy particular dP anillo~ co111nt1lalivus con idt>ntidad, 
R(s) 1•! ca111po dt> f1111cic-,¡ies racion:d1·:-. i·11 !u:-. r•·:d1·s. /( [.-.] 1•l du111i11io t•uclidiano 
dt .. lcr.-; poli11on11us n·al1·s y ....... 1·1 du111i111u <'L1d1di;11111 ,J,. );L.., f1111ciu111·s r<tcionalP~. 

propia.-.. y Pstal)lt·s. 
Esp1_•cífh·an1t•11t1• t'Xlt·11d1•111os 1·! t1•ur1·111a d1· l~l1<1ri1011ov. u11 n~sultado que t.•s

tahlen_• co1Hlieio111:~ Jtt>Ct>~aria.-.. y :-.ufici1•11t1·:-. i•<\ra t·:-.tahilidad de fa1nil1:L"i de poli-
110111ios, donde los coeficiPnt1:-s va.ria.11 ~uhrP i11t1·rvalus. CPrra<lo~. rPalPs y t.a.111bién 
exten<lernos algunas g1""neraliza.:-iont>s dt· ,::-.1 ... Ext1"11d•·111os un r1~sulla.do <le .·\n
derson et al. el cual n·laciona la t•stahilidad .Je polinu111ios r<"ales y con1plPjos. 
Extendernos 11na cara<tt~rizació11 dP fa111ilia.'-i <le pl<Hlta .. '-i (SPR) (e~trictanw·nte 
reales, positiva.s), u11a <..·011dic-ic)n usada t>ll t1·oría dl~ circuit~. control adaptable 
y control óptin10 por Pjot--"111plo. Extt>nd1·111os al.1.!;1111os r,.s1iltados dr. t~st ahilizac-ión 
f1u•rt~ y la propit>dad (pip) (Parity i11t1•rl:lci11~ pr0p1·r!y) y 1•xt••11d1•rnos algunos 
rrsult:t<los dP 1•stal1iliz;\ci.-:J11 si11111lt<i1lt'a y n1h11:...ta. 



3.1.1 Introducción 

En este articulo. estudian1os el problt•111a tk prt•sprvar Pstahilidad y factoriza
ciones copriinas para plantas co11ti11U<L.,; i11varia11t'"s t'll t_•J tit·111J1u y dit! una en
trada, una salida (SISO) por 11wdio cli> t•11du111urfi:-.1110:-. t•ll lus a11illt1:-> ·J~ [~ .. ], .!R' (,..,), S, 
y los gl'upos de auton1orfis111os, obtc•11it·11du u11a 11wtodulu.µ,,ía para g1·1tt'r.l.r (ha.blando 
de manera iuforrnal) t~uevos rPstdt ado . ...; dt• otros coll<.H·ido:->. JH'ro part ic•11do béi..o.;icainente 
de la."i r11isn1a.s prc1nis<'L"'i d1• <;stos iilt i111i-->s. 

En una an1plia vari,•Jad dP prohl1•111<L-.. d1• t·o111 rul. circuitos y sistt•IJJ<L"J se us ..... n 
méto<los algt>bra.icc.>S para :-.u pn.•s1·11lat·ic)11 y :-.uluc·iU11: pur .-jc'111plo, controlabil
i<lad, observabilidatJ, estaliil1dad. factori;!:a1·it.JllP~ copri11HL'"i y ofr;L'i propieda<llf"s 
conocidas se put>d1•11 P:-.la!di>t"1•r 1•11 1111 1·,q1l•''\:lu :1L.!.··Lr;lit·u. 1·xplícil<t1llPnle Pn 
los anillos-}~( . ..-). y ..... ·. ad1·111:ís pruldt·111a.-.. 1·u111u ,.¡ dt· t>:-.tal.ilizac1ór1 si1nului11ea 
puPdi>11 pl:1!ll•·;1r-..1· y r1·~ul\.•·r:-.1· t;u1il•1<:11 1·11 1111 cu11t1·'.\.to alc,eliraico [l], [:¿], ~:J] y 
(4]. 

Por lo qui•,.¡ Pst11diu dt• la pr.-:..1·1·v;ici1'.111 di> propi1'dad1·~ al,l!;"hraicas funda-
111r11talt>s t'll ft>oría .J,~ co111 l°'JI y la pr1 .. -.1·rvaci,j11 d•· 1111:todos algpbraicos rl;"'le
va.ntt's t>ll la sol11ció11 dt• prul,J1·111:L-.; dt· cn11trol 1·:-0 i111pCJrta11!t·. Explícitarnente, 
por prt•st>rvar una propit•dad alg1·hrair:L 1·11l1•11dc•111us i11for111al111t•11te transferirla 
a otro contt'Xto si111ilar duild•· t~!-ota ~,. v1·rdiq11e y tenga sP11tido. si1nilarrnente 
para los nll:todos o tt;CJ1ica.3 dt> sul11ci<"111 d1• prol.J1·ri1as d1· c·ontrol. 

En parti("ular i>ll ··~H· 1rah;tjo. u~a11dn ,.¡ dc.111i11io dt> la frt•cue11ria. present.a
n1os un Pllfoq11t• par;:._ pro•s1·rvar 1•s1:il1di1!:1cl y factoriza(·j,,11•""' ropri111a .. -.; de planta._-; 
co11ti11u:L.,,. i11varia11tt>...:. 1·11 t>I ti1·111pu SlS(). l·:-.a11•l" .-. .... t.· ··11foqt1t>, cxte11den1os y 
gt'Urraliz:unos r1•s11f 1ad•1:--; ,J,• 1•:-.t al,¡¡¡, f ;i,J r• il 111. .... 1 :t ¡ i;11·;t Jd•111 ta.-.. y puli11u111 ios, con10 
~1 lt'orc'111a dt> h.li:iritn11uv [:-)J. D:1111l>:-. 1111" ··xt1·11-.i1111 1·1Juju11ra d1•l tPor1·111a ante
rior y un n'«;1Jlt;\dn ,¡, .. ·\11.f•·r-. .. 11 ,., :d ....... .i,r,· la n·L1,·il

0

•11 1·:-..1-..!•·1111· ··111rc poli11on1ios 
n_-.ah·~ y co111pl1·jos 1·stalil1·~ [1J] y (7J: 1111<1 •''.\.l1·11.-.i<.J11 :..i11¡¡,j,. d1·l ·r.,orP111<L dt' la ca.ir. 
de Cli:1.p1·llat Pt al. el cual t•s u11a g;1·111·1·:tli/;i1·1,J11 d1·l r1 or1·111<L d·· h:Jiarilonov (8]. 

Dan1os t;\111hi1~11 t•xt1·n~ir•llP:-. a r•·-..11!1;11!1 ...... cl;i.-.i.·o:-. 1•ar;1 ··st;1hiliz;u·ión dP plan
tas u:->a11do factorizacio111•s copri111;\.-.. y la ,.ara1111·1ri.1acil)11 d•· todos lus cornpen
sadort>s q11t• la .... t·~tahiliza11 [11] y [I:!J: •'"-l1·11~1u11o·~ a r•·:-.11ltad,1s de estabilización 
si111ultci11Pa de> Blondt·f 1•t al ta111hi1:11 !Ja ... -..;idu:-. 1·11 racluri/.<H'ÍOll'.·~ copruna.'5 (·1] y 
(H]; {"XtP11sio1H'S a rPSU)tados dP ,•sta(,¡jjz¡u·1•.)11 Ji:tra Íilllli(j;L'"i 1Jt.• plazitas por COlTI

pellsí\dore:-;; J.- ordt->n c1•ro y uno d1• B<1r111i,.,f1 1·t al y CJ1osh (10] y [I I]~ <'Xtt~nsionrs 
a rt•sultados para car;u·r··ri?.ar f:11111l1:1.-. tl1· J•l<1111;1.-.. ,•,.,1r1c1;u11 .. 11ti> r1·al1•s positivas 
(SPR) de Chapellat ··t al. llollot ,., al y \'¡r:i110. ·r,·si (1'2]. [l:~J y [1·1J; exten
siones dr- resultados ..;;ol,r1: 1"·•1:ihili1::1ncJ11 -..11111d1:i1wa y f111·rtc· en rt•laci011 con la 
propiedad pip (parity i11tt->rla<·i11c; pr111wrty) dt• \\·,·1 y Cliockali11ga111. Dasgupta 
(3] y (15]. 

). t'll particular pruha111os qut· l·t1Hl1p111•r cu111¡11·11~•1dor co11~ta11te qlJP esta-
biliza una planta, lo liac" rnh11sta1111·11tt> bajo .-..11 .... tit 11ci<Jll!'s dt.> la varia.hlP ··.s .. 
por poli11or11ios d1• la n1i=--n1a varialil•· ~ •¡r1·· a.f1·11i:i ............ , •. c1>1np1.·11:-.ad0r ··~ta.biliza. 
a una fanii/ia infinita d" ¡il<\11t:L"" ol>lr>11i1l;L-.. 1••.Jr s11-..1il 11.·ió11. ·ra11d>i,:n Jan1os 



una caracterización sirnple para cstabili;.o:ar !'-.i111ult;i111•a111e·11tt·. 1tl ~ :l plantas. 
En otras palabras, dan10~ co11dicio11f's ni>ct>saria.s y :-.uficit·ute~ para t:!'-.tabilizar 

s1111ultá.nea111C"11f.e ni 2: :J plauta .. -., con ~tlf'll!-,icio11t•s 111i'i1i111<L"i sohn• .~sla .. ~. gPner
alizando y exte11<lie11Jo un ri>sultado para rrr>!-, pla11l<L"' d1• \\ºpj f:~j. con estos 
resultaJos n1ostran1os la fuPrza de P:->t1• t·11fuq111· J1<tra 1·xtc11d1·r lt:cuic;L..; conoci
da..-;, a conte>xtos 11i;i..<; an1plios, pPro algPIJr;1icos. 11sa11du ¡,,i...,jca1111·11t •"las n1isr11as 
hipótt--sis de Jos u•sultadcis oriµ;i11aks. Por ul ro lado. 110 pn~~1·ud1•n\os dar aquí 
todas las posibles ,~xtensio111·s, ~ólo l<L"i 111;i..., r"l1·,a11tt•:-. par:~ planta ... .., conti1111a..c;, 
ir1varia11tPS Pn t>I tit•rnpü y SISO. 

La organizaci(jll ch.• P!'-.ft' artículo 1·s cuJJ10 siguP. l-:11 la !-.Pt"<'i<)n ~ darnos las 
definiciones y biL"it'S nen~sari:i..-; para lu..., rt•:-.ultadus principales y pr,..sentan1os 
nuestro , .. nfoqut• para pr1~st•rvar estal1ilidad de• ¡ila11t<L'-' y polino111ius. y factoriza
riones copr1111;i.-.;. E11 la :-.1·cc1Ó11 :1 pr1•...,t•11t:i1111Js lus r1•s11lrados principales ant<"s 
n1rn<"ionados. En la :-.1•c«i1)11 ·1 ./a111n.., 1·11afnJ •'Jt'lllp/u:-; para ilu:-itrar las exff'"ll

sio11t•s dt.> Ja-; r1·suhados ant1!riurt~s. y fi11a/1111•11l1• 1..•n la .... ecciün -~ prPscnt:-imos las 
conclusio111•s y co111t·111ar1t)s finalt•s. 

3.1.2 Preli1i-1inares 

En t•sta s1~cció11 da111us al.i.;u11a .... deft11icio1i.·s 111·1:t>...,ari.:1s para Ja. prt.•scntación de 
los n·sult ad os. 
Defi.11icil)11 2.1 

en "º 7110111 orfi.••111 o.!(" anillos <"Ull 11111 f ;ti i \."U:--., CUll id1•111 id ad ( ll. +. ·,e) y ( R'. +''o', e') 
es una f1111<"'ión f /f. - U' tal q1w, para c11alq11i1•r par"· b E Ji. se tienen las 
siguientPs igualdadt>s: 

a) f(a+ó)=f(u)+'f(b) 

b) f(u · b) = f(a) o' f(ó); 

e) f(P)=r'; 

donde e y e' son los ele111e11to:-; idt>11f i~lad dt> /(y Il', n·:-.pectivanH~nte. 

Para t·Slt.> trabajo nos intt•rt•sa11 tr,•:-; tipos de anillos y uu tipo <le hon1on1or
tis1no. ~1 anillo de poli110111ios rPalt>s Pll s. H' .... ; el ca111po dP funcionPs racionalrs 

tn s. l}~ (s); y t•I anillo dP funciones. rt>al1•:--.. r:wio11aks. propias y estables en s.S 
(ver f2]); y el hon10111orfl:-i1110 "sustitucil\11 .. .J1·fi11idu co1110 :-.ig111~: 
Dcfiuicióu 2.2 E11do111orfi su1os ··~ us t it 11 t:i<)u~~: 

a) f: ~ [s] - 'R [.,;) par" r¡ 0 (s) E R [s] ji¡o y ¡u11·a lodo 

p(s) E éR[s].f(p(s)) = /'(<¡,,(s)); 

b) f:~h'(s)-'h"'( . .,)parapo(.'>),q0 (.o.;)E'll"[ ... ]J1jo.<;ypa,.alodopar 

/'(s) .q(s) E R[.-J. ,-,,., •¡ .. (.-J "'¡¡: /•(.-) .f (S7f) ;>(~)E R(s); 
, ,(~) 



e) f: S- 8. para p¡ ( . .,.) ,1¡¡ ( • ..;)E 'J~[ .... J JiJu,.,, j 1 ... ru111u f. ¡nro ... obr·e S. 

AJen1á .. ..,. in1pon<lrP1nos la rPSI ri1·ci.'.·11 adi1·io11al de que los Pknu~ntos fijos 
Q1 (."i'). '/o(.-;). JJo (,.;), p¡ (s) E Ji'[ ... ] M'<tll 1al1·s qui.• al su:-otit uirlos en planta..--; 
propias (i.e. funciorH'S racio11al1•s pro¡1i;L...;) ul1lt•11gan10....,. plant."'L'-i ¡1ropias. 

A coutinuariüu t rabaja111os cu11 f1111ciu11"s dt• t rausfi•rP111:ia 111011ovariables. 
pr<>st•ur ando rt>sUJI ad os p1·Pli111i11an·s. 

Sea JI(,.;)= ~ = .:.~:;::;,_ 11 ·::· .. -_
1
,++ +~'1::, 1J11a iu11cit'111 dP transft•r1•11cia donde 

p(.s) y t¡{s) son pol111ulllll)S copri1110:-. l'Oll 111 2:" 11. 

Ahora facloriza111us a // (,.,) cu111l1 ..... ¡~tH· 

donde 

con In = ~./lo = ~. 

Ilr ( . ..;) = ( .... - U1) ... ( ... - u,._,I) 
(,, - /(1). (s - /(.,,_,.,) 

[ " ., 1 {8 - 1'¡ )- + t¡ ~ 

[< .... - 'F1):.!+1¡:.>J 

D1•!1na1~1tJS n:·• ~ :?_;:,~~ ~ 5:::~ .:011 o.'>¿ h' ( .... ). ud-úr y!:. U. u~ando Ja d(~finición 
2.2.b) lPllt'lllOS q111• 

J,. i" ( ·')) ~ /1 ( "·') 

para todo// (s) E R(.o;) 
.:\'otP111os que• a partir dP t.'sta d1•fi11icit',11 pud1•111us con:-.lruir la accic>n del 

grupo d1~ tra11:...for111acio111•s li1wal•·!'-> fra1·ciu11;d1•s !'->ol1r1• J~( . ..;). t'S decir: 

//() ¡>(;/.:: ( h') )~(.,) -- )~(s) 

dPfinida COlllO 

// 0 (os,//( .... ))~ //(ri .... ) 

dondP PC;L 2 {~li') es el grupo de lrn11.,¡.,,·11111'111ri<.'i l111ra/r . .,· fr·acczona/c.-;, definido 
por 

' { "" + b } P(;L"2('1')= ---
1
/o.Ó.<".d.E:Ji'yad-bc=¡!;O 

<':i+l 

con la co111po:-.ici<_Í11 11'" f1111cio11t>s co111u u¡11·racit)n y .... co1110 elenH~nto llt>Utro. 
:\°ütr~111os, adr~111;i...;; qui~ />(;/,'.!.( J~) i:...011H1rfo aJ •:ucit>Jlle < .. :L':.!. {Jl') //\:,o (~h') 

do11dP 



y 

GL"('ln={( :'. ~ );a,b,c,dE'l~yad-bc;f-0} 
arnbos con el producto de rnatrin_•s corno operaC"ión y la n1atriz identidad con10 
elen1ento ncut ro. Para lf'Sft_• t rahajo son <le f•spt!C'ial i11terés J;-L,;; orhit a .. -:; de la acción 
}/0 , i.e. la . ., cla...;;cs Je t:>quiv:-• .f,_•11cia g••ncrada. ... por la acción del grupo PGL2(~) 
sobre ?R (s) dondt• //1 (s) est<i relacionada con //2 (s) si y solo si 112 (s) = 11 1 (os) 
para algün os E PGL 2 (Ji'). Particulariw•ut.._• nos interesan ·~t:L"' propiedad~s" 

de los sistt·nias de control quP son prest•rvada.._..; por t_•J suhn1onoide de PGL 2 (~) 

que se obtiene tornando n. b. r.. d E 'Ji'+ - {O} 
En otra-; palahras, nus intert~sa sabt.>r qut: •·knwntos de- PC'L·!. (~R) dejan 

invariante. h;ijo su ;ir1·i~l11. a !ns eh.·11H:lltu~ d• .. · :.·. E11 t~sa <lirecci6u tt>nt•mos el 
~iguit .. •nlL' rt•sultado: 

Propo~icióu 2.3 .. ':'o·, a. b. c. d E ')~+ - {O} y JI ( s) E S. enlonce.s }/(ns) E S. 
Deu1ost1·a,~it'iu. Partit•ndo dt> la fa.•torizacic._)11 

tenernos que 

don<le 
m:Tp 1 (a - H,c) 

11l - l'l - (Ti - /¡) 

Ahora, si R. < O para j = l. .... ni-· ¡) 1 • es ,J._•cir, llr (_..) E S y a. b. e, d E 

Ji'+-{O}, entonn•s f_·!.t~; <O para i = l. .... H1-p 1 y por lo tauto, llr (o (s)) E~~-

Por otro lado. si!!.-:(-") ES y a.b.c.tÍE ,)('+ - {O}. //,..(n5) = •. :
1 

[((a- r,C"):? + 

c 2 1n.-"+:!((a - ,.,r). (b - .. ,d)+r.11?»-+<" - ... ,n·'+d"1n r,Y, r(«· _ -r,c)' + c't:') s,+ 

2(('1 - 1-Jc)(b - 1-;cl) + .~d/~ ).-; + (b - 1-; el}°.!.+ cPl~]J-1. J (.-;)'1' 1 -l1 1 

Ahora. si /{,..(.-;)e S'. t'lllúllCl'S //,.(o .... ) E ..... ~; corno polinornios <le 2do. grado 
son t>stahlt-·s si y st!olo ..,¡ t<Hh)s :-.u:-; cot>fi<·i, .. flft·s !-iOll 1~:-:;tncta.111•'fllt ... positivos, y 
("on10 F1 < O para ,- = l. ., ¡10 • , .. 11tu11c1·:-o to.Jos lus pnlinornios (h:- 2do. grado 
Pfl ,•J dt•nn111in•ldnr dt• //,. (osl. :-;on 1·.:,,tric1an1e1llt· pnsilivns y corno polinomi~ 
f'Sral.J,_•:-, ;-,(_]JI ··1·rradus ¡,iljl'l 1•rud1Jcto. 1•111nnces Jf, .. (n .... ) Es·. o 



Lo que nos dice ~·sta proposición. PS <Jlll' fuuc;u11cs dt- ~rausferencia propias y 
estables son cPrrada.s bajo susritucióu pur n~·. sien1pre que.~ a.b,c,dE :h'+ - {O} 
i.e .• os con lac;;; condiciones anteriorPS JHt_>..,;Prva t'stahilidad por sustit.ución. 

Para cocienlf-•s de p0Huon1io.-.; de :!do. grado. ft>1w111us uu resultado 111<.i.s débil. 

Sea 01 g ;:;;~!:;;$:;;~~:~::con u1.ü1 E')~+ - {U} para i = 0.1.2. 

P1·oposiciúu 2.4 .. ...,·, 11,. ( ,...;) E .'-:>·. , 11/0'1rr·., //,. ( n 1 s) E S. 
De111ostraci1h1. '"r,.11,•111us qui' 

//,. (o 1 . ..;) =·:;~
1

1
1 (Cu:: - U 1 1i'.!) .... :.! + (a1 - U,Ci1) ... + (rio - U 1 1iu)] 

-1 

[":~:" [(<l2 - /{,;,.,) ·'" + (o 1 - /{,;-;,) ·' + (oo - /{,;-¡"¡J] · J¡ (,,;)"'º, 

con Ja..., con<licio1Jt•s :u1t1•rinrP:-> pri-s1•rva t·sralJilidad por sust1t 11ció11. co111<> 11,. (s) E 
S, Pnfotl<'<"s Tt1 < U para i = J .... 111 - p 1 : por lo qu'• uJ - 7(,¡¡J > O para 

i = l ..... 111 - p J y j = o. l . :! . 
AJ1ora, con10 un poli11uu1io d1• :!de>. ~r<tdo e:-. 1•s1 ahh· si y ~lJlo !';¡ todos sus 

coeficie11l<"S son t.'Strict1u1w11te po . ...;itivos y produc·to dP poli11011iios l'StablC"s es 
establ1~. l"o11clui1nos <fil•'//,. (08) E .':-t'. D 

Esta propusicjü11 di\·t• r11.-í.:-. a1i11. :...i //( .... ) •.. ,.,,-¡ 1•11 S y fÍt•rw sólo polos rcalrs, 
entonct~s //(n 1s) E.':>·. 

Para t•I ra . ..;n dt• raic1•s col11pl1•ja. ... ,.s i111po . ..,ifif,. 1111 re ... 11hadc. si111ilar. 

Proposicióu 2 . .5 .. \"o t-'.rt .. tr n 1 ·" ru11 a,. fi, E ·Ji'+ - {U} para i = O, 1. :.!, tal q1'e 
para cualt1uuT 11 ( ... ·)E.~· fc11ya111os 11 (tt¡ .... ) E,..,·. 
Dcu1ostr.aci<;u. Toui«.•111os u11 par d1· fH)l<J .... cu111pl1•jos c011j11gados. digarnos 
(.<; + ?) 2 + ( 2 sustitu,yt•1ulo ... Jh•r 0 1 ... y 1111dti1dic:u1do por J 1 ( ... )-'...! olitC"IJt~mos 
P(.o.;) ./ 1 (.-.)-'.! dondP 

P(.·•) =[a~'.! .•;'1 + :?a:t 2 ''i1 • .,:J + (af 1 +".!a._.:! ª'H>) .... :! -r-:!a 1 1 ''1Jo·" +a30 ] +[d~ s·1 + 
:.! Ü'.! <l ¡ ... :J + ( aT + :! Ú..: f!¡,) .... :_> + ~o~ rli, .... -r :1,~] -¡:: 

con a 11 = "• + r u. pou·a i =O. l.:!. 
Cou10 Pll ge11Pra.J :...1uno1 dt• polinu111i11 ... •· ... ral>/1·-. 110 •·..:. 1· ... tal.1lP y l =¡!:O (por s<>r 

polos con1plejci....:;; conjugados) y adc111:"1 .......... 1••1ra lu•lo // (...;) E S. lue¡~o ten<"n1os 

que H(<l' 1s) no e!"t;i t'fl S para todo//(.-..) E S. D 

Un argurn(~nr.o si111ilar llllJt.>srra que p•1ra <oci1•11t1·s dt• polinouiios d<> grado 
n-esin10. con coefici1·utt~s c~trirta111t•11t1• pu ... ilivos. !->Uc1•dt• qut""', bajo la .sustitución 
por este coc1,.nrt• t'll f1111ci0111•s dt• t ra11:-.fi>n·11cia arl•i r rari:L'i •'11 .o.;. la f1Jncióu dt~ 

transfi·rP11cia rt•~11Jta11t1• no 1·sr;i 1•11 g,1•111·ral •·11 .':J. 

Sin t""'lllhar~n. p:i.ra lllltl fur1n611 dP t r:111:...fi·r11cia 11 ( .... ) E s· fija. 1·.xi~u·u una 
infiuid;1d \l" coci••Jlf•·~ d1• pu/i11P111io=-- d1• µ,radu" :tr/JÍI r;triu .... qui• al ~u:-.tit u;rlos en 



/{ (s). dan con10 resuJtado una fu11eió11 dt' tra11sfi•rP11cia en .":J·. lo cual se V<"rifica 
fácihnente liaciPndo afguuo:-; c•jc•111plu~ y M' dt•ja al J.•c1or. 

A c:-011tiuuacióu co11sider••111os .. J c;i.-.,u t'll qtJi> 11 ... =as,•'·"' .J1-cir. a >O. b = C' = 
O y d = l. en estC' ccL-.;o lc_·111•111us 1111 ~u/1g,r11pu dj• J'<,'L:! ( Jl') dPl/1Jtado por PG y 
definido con1..:> si>!;llc•: 

/'(;~ {<Is/<1ER+-{0J} 

t~s un grupo con Ja co1nposició11 dt• f11111·iu11t·:-. co1110 opPraci1jn. y s co1no elemento 
UPtJtro. el cual c•s i~on1orfu a ··J~+-{o} co11 1·J l'roduclo 11su;d y c•I 1 «01110 c•lern<"nto 
nrutro. 

Esto da lugar al siguie11lt• lt•111a: 

Lc~.ru.a 2.G 

a) .":i~l 11 (-"')E ...... ·. n1to11n'."' JI (a ... + l•) E.• .... ; dond,- a> U .'J b >U: 

h) //(.o.;) E ....... . o.;1 .IJ -.r>/o ... 1 11 (a.->) E .":J' .!oud< u> U. 

De111ost.ració11. 

a) Si to1na1nos c..'11 n~ .. ·.c = U y el= l Pll //,.(as+ b) d1:- la Jr->n10."itración de la 
proposici611 ¿.:l. con10 H, < U para i = l ..... 111 - p1 porque llr (s) ES, 

ento11ct•s ¡¡ ª-=.!!. < O para i = 1 . ... 111 - /'I. porqtJt• d = l y e = O, luPgo 
t.e1H•111os que• ÍÍr (a,.,+ l) E.• ... ; Por urro J;tdo. sj //,.(.o.;) E,..,· t.PJ1t•111os de la 
111is111a d1•1110srr;wió11 qt1t· 

1 1,, [ ., ., 1 ., ··¡ 11 .. (a,.,+ 1) = 7r u- .... - + :!.11 (b - 1·,) ... + (' - 1·, 1- + t; 

[ ·= 1 1- 1 ''" ., ., ., -·· 
;;-

1 
[a- . ...--+:.!u(ó--,:i>· ... ·+(h-F;r+1;J 

y co1110 "J < U para j = l .... pu. c·11!1}11c1•s .. J r11i:-.r110 arg11111ent.o df:" la 
dc>rnost rarión dP la proposiriLlll :~ I. 11ns d··111111" ... 1 ra ··11 ,.J C•L..,o co111plejo que 
//,..(a ... + b) E.-:;,· y por lo tanto 11 (a .... + Ó) = //,.. (11.'> + /J) //,..(a.o.;+ b) E S. 

h) Usa11do Ja r11i~111a dP111osr ración qui• •'11 "' i11ci ..... o ;u11t·rior. probart'n1os que 

si 11 (s) E.":>·. c:1Jto11c1•s //(as) E,...,· ( 'unin //(.-.)E.• .. :. l'Ulo11n•s ~ <O. 
porque /(, < U para i = 1, .... 111 - ¡• 1 . p•H lo qt11• JI .. (as) E S para cz E )H+ -

{O}. Para el <'a.sn co111plt-•jo. t•·111•111u ... t¡Ut> // .. (a .... ) =.~ 1 [d 2 .s 2 - '2ar,s + r?- + t';J 

. L1~1 fa 2 s 2 
- :!u'F;.s + r; + 1:1]-i ..... t:CJlllO rl < ()para j = l . .... po. f!I 

n1is1110 arc;:unlt>HfO <¡Ul' 1..'ll 1•1 i11c1:-ou a11r1·rior para ,.J c:L..;o .-::0111pl<•jo. nos 
dPJllUP.stra quP //,.(u-") E .':l .. por lu qw· 11 (.1 ... J .¿; .':1·_ 



La drn1oslrari011 d1• q111•, si /1 (1l8)-= ,...,'. t>lllo111·i·:-' //( .... )E S. 1•s t~xactan-ir>ntc 

igual a la. dt:> quP. //( ... )E . ..,·, i111plica //(•l ... } E S. 11u1a11do que, ahora sustit uin1os 
s por~ t•n //(<u•). por Ju 1a11To, //(.-.)ES !->i y :--11ln si 11 (o.o.;) E.~'. O 

Con ba ... e r>11 i•I l1•111a :11111·riur y 1•1 µ;ru¡iu /J(;, 11•11i•111os t111a accióu sobre S: 

lit (11 .... /J ( ... )) ~ 11 (11.-.) 

Pri111t·ro. 1101.•1111..1~ •¡u•· J;i .... prr>¡11J~1c11111,..., '.!.:). :.! 1. :! .. ~J y t•I h•tna l.G nos n1ues
tran q11•• dada una pla11ta 11 ( ... ) ··~1ahl1· y pr1>pia. 1·x1:--I•• u11a fa11iilia. infinita e.Je 
planf1L-.; 1·~tal1l1·:-. y pro¡.ia.-.... d1•lt>r111i11:1da .... 1111ica11w1111• Jior la plaura // (.'i). 

SPp;1J11do. 1·11 particular p11d .. 111•J~ l1;w1·r ¡,) 111i~111u 11ara poli110111ios Psta.bles. 
dado IJll pnli11n111iu ··~tat.J,. /J(~·). •·Xi:--.l,.11 f;11111li;i.~ d1• ¡11Jli11u111ius 1•:-;tablcs, da.das 
por: 

i) J(,-;)"P(o.-.} d11ndr·11 , .. ,/(/1'11dudt /'( ... ): 

iii) P (as+ 6) dond( " > O 1¡ /J > !J; 

iv) F'(a.-;) t."i ,- .. 111h/1 "'y ... rifo"'/"'(.-.) lo, .... 

l'ua i111nt'diata a¡.Ji1·aC'it.111 d1· 1·~ra .... (,1,..,.·rv;11·io111·!'->, "·..,al fa111uso tr-or<'rna de 
Kharifonov (.;].el ru:d ··~raldt•<'p q11t· lllia }111111'111 dr polu101111os 

.'\".,, ( ·'. ;¡) 'ª' [ '!'. .... ;¡.,, J ·' "' + . + b" ;¡., l 
es rstald.· (i.t'., cada 11111•111l1r(I d" 1,. fa1111l1a , . .., 1111 ¡11d11H•lll(I 1·:--.talilf') si y sólo si 
los cual ro ""'ig11i1•1111•:-. poli11u1111u~. lf:t111a.Jo.., d1· ¡\·h,11·lf1111""· ~011 1•slabl1•s. 

,\- t ( ... J 
,,- '..! ( ... J 

¡,·=, ( ... } 
¡,-., (") 

Corolario 2. 7 

.n.) La Jauulza 

= 'ij¡¡ + 'ij¡ ... + '1:.!· .. '-' .... 'L1· .. ·
1

....,... •71·" 1 
-!- 'i.-.... -. + 

'Li -t- '11· .. -r •/:! ... :: -r •Í.1· .. ·1 -r 'L1·.,' -r 'J..:,·.,-,+· 

: ~;: ~::: ~~.=~: ~~;.:;:: if:::: i::;:: ~: 

,- ... tflbl,.- 'H /t1 ... 011 lo-. 1·11a/1·11 p1•/111ou110 .. ,¡, /\"/1111·1/01101·. Í\-. ( ... ) con 
1.:!.:l.·1: 



b) La /111111/i.a .\""'(u ... + b. i¡) 1·011 '' > O t.-.; t ... t,,ihlc _.,, lo .-.;1..1u lu:i cuatro poli.uorui.os 

de l\
0

hanlo11ot• ¡,:, (-'); 

e) LrJ /a11ulia .Vm (a .... 1/) t ... t ... tafdt ... , y .,o/H ... 1 11> .'t(lll lu ... cuatro poltuo1nJos de 

a) Es cons•~CUt'llC'ia. di> la pr"pl~:-.iric'.11 :! :1. (111C)dlli··ada para t>I ca. ... o polinon1iaJ) Ja 
Sf'gUnda ol1~f•rvacÚ~ll i) Y,.¡ lw.-f11J ,),. <{IJI' H ( [~. b] ..=: (!.:, ¡:]) = tl [Q, b] ±a [e, C] 
para. rt>alr•s a.by c. la r)rtJ••l1:l •·:--.t;i 1•11 [l1jJ 

Es i11ll'rPsa11f P ol)s•·rvar qui•, :1 ¡11 ...... tr d1· •pi•' La .... 1·;...t1·11~io1H•:-. dt· 1•st~ C"oro

lario para '"I rl'Port•111a d1· l-\:liari1ur1ov. :--.011 111111J,. ..... 1<ts. ta11d111:11 :-.ou :-.nrpr,.11dt•11tPs, 
porqut• t>stahlc·cpfl q111• a partir d1• 1(1:-. ""ª' ru p()li1111111in~ d1· h:Jiarifl)llOV lf"IH'flJO~ 
la ~·stahilidad d1• fa111ili:L ..... i11fiuita .... d1· p11l111111111u-... •'ll lugar cf,. 1111a .-..ola. fa111ilia. al 
variar a. h. e y d 1•11 ,Ji'+ - {Uf. y ,.,, 1•:1r-1 1•·11 lar ,.¡ 111ci ... 1 • , . .J 11111":-.t ra. 1111a t•xtt .. 11!->iün 

C<L'°'i obvia. d1· 1•sf1• ti·or'"lll:t. p,.ro q111· l1.1 Jia .... ;11!1i 111<1.JV•'r!1da 
Pa.r;: finalizar 1•st•l :-.t·rcii'i11. 1Ltr,,11i. .... 1111 l··111a d1· 1·;q111.d 1111porta.11cia. r•n l .. St•' 

t.rahajo. a ¡11·:--.ar 1!1· ~11 : .. 1·11ciJl,:z. 

LcJutt 2.8. IJ11tÍ1l una ¡ilnnla ¡1r·11¡1111 11 ¡.-.) 111 J\'(.-.J, .,,,, 11 11 ( ... ) ,./,, ( ..... ) ""ª fflr-
tori::ucuju coprllllfl dr 11 ( ... ). 11,. ( ... ) .d,, (.'>) "= ..... ·. ¡¡ (.'>) = ~~·i.::: 

/:.:I1 ... lf"n .r. !I E.":.>· tale.'> r¡nt" .J'llh ( ..... ) + yd1, ( ... ) = l (1 r r {..!}). 
Entouct ... para cual1¡uur- p1i/111011110 110 11•11.,/1111/r J•l·") E Ji'[ ..... ] y rua/t¡zu.rr 

ho (s) E ·-H (.'>), f1111ciú11 r·ru 1011a/ 110 con .,/,¡11/t. /11u1110 ... 'I"' 

a) 111¡(/J( ... )),d1¡(p(.<t)) '°·" unn Jaclon::a1·11;11 ropr111•a d, l/(¡1(.'>)) . 

... l 111,(¡>(.-.)). t/¡¡(¡1( ... J) . .i·(¡•( ..... )). !J(JJ( ... )) E,.._,·; 

_.., "h (h (.<t)). ti,. (hu(.-.)) . .i.· (hii ( ... )). y(h 0 ( ... ))Es·. 

Dnu.1ost1·aci<;11. J)t> ac111•rd1") ""º la clj·fi11ici,·H1 "2 1 1111 l1 .. 1110111<)rfi:-.111<1 prt .. S•~rva 

id.-ntidadt>s 1)P lh•zout. i.e .. 

f (.ni h + 11d1,) = f ( 1) = f ( J") f ( 11,,) + /(JJI/ ( .1 h) = 1 



noten10~ qur Jos incisos a) y b) sou rP .... uJtado di' la aplic¿1ciü11 d1.• lo:-- 11don1or
fisr11os a) y b) rt'?-oJu•ctivanw:llt." dP la dt·fi11idú11 l.:!, y co1110 f(ll ( • .,·)) = )~::[;;; 
para cualquier ho1110111orfis1110 y 

r ( p ( s)) • y ( l' ( s)) • r ( h o ( ·'}} • y ( '1 u ( ·'} } . ",, ( p ( s} } • el,. ( p ( s}} • "" ( h o ( s} } , d h ( ho ( s)) E S 

c.lnudt• /, 11 ( .'>) = ~ E J~ ( ,., ) • ,.11to11c1·~ ltJs •·11do111orfi-,,111u ... aj y J,) de L.:! sujetos a 
In. rt•s1ricc1tJ11 di' qn'" 111a,;d•·11 t·l1·1111·11t•)~ fiju:--. dl' :-; l'll .S prl•s1·rva11 factorizaciones 
coprun;L"i ,y 1·1 1·11do1nurli . ..;1110 e) dr· :!.:~ JI} liacl' si11 la re:-;tricci<J11. daJo que es <le 
S ru . .., .. l.it nu1dicít~ll 1•x1 ra d1• •1u1· JJ ( ... ) y /,'l ( ... ) ..,1·a11 110 co11st ;-tflt,•s. PS debido a 
qut_• 110 110?-o 1nt1·r1'?-oilll pla11t;L.., cu11sta11l1·s. 1·s decir.// (.s} E'}?. D 

3.1.3 Resultados principales 

A. Ex:tt•usioau•:-o ni tt•orP111a dt! Kha1·ito11ov . 

..-\ ronti1111aci1j11pr1·~1·11ta1110~1los po .. ¡f,Jt•s t>Xlc-11?-oiones dt.>1 Tt>or(•n1adc Kharit.onov 
usando Ja li1•rra111i•·nla ,f,• la s1·cci1j11 a11t•·rior. Para esto dnn1os un resultado 
neC"esario pr1·!'>1°11tadu 1·11 ffiJ. ('C>ll la \"t>f"~H>11 de• (IJ. 

Tt~ort~UH• 3.1. /'anz u,. nafr-. i =O. l .. . :!11. 1·011s1tft.·r( lo.o; lrc.'i pol111011uos 

:'·• 
f11 (s) = ¿_: 111.-.': 

1=!1 

f1 ( ... ) 1~ 1 ía:.,o, (J)
1 

+ l + '':..>r+ ¡ (J)'~ 1 J.-.' <"011 J = ,/=T. 

h (s) = f: [uo, (-J)' - "o•-• (-J)'+'] ·'' 
1-:;;U • 

(dvudc ll'!,.+ 1 = <l_ 1 = 11) ,..,·r1ponq11 'I"' /¡,., .. ,fd1 ,,,, 11/r df"' . .,pui's de rce111pla::ar 
f(.o;) ¡wr· -/( ... )] u:..o, > (J /"''"'' i =O. l .. n 11 1¡rrr íl() > IJ.<J:..>ra >U y <l:?i+l >O 
para i =O, l ..... ro - l. E11to11r·t ... .,, 1·11;1l1¡1t11 ra dr f 11 ( ... ) ./¡(.::;}y f".! (.-;)es e.<;/ahle, 
los o/ro.-. dvs pol1uon11u ... -.011 t ... ta/Jlr ... 

Tco~cuu-t 3.2 . .,...,·,.,,,, ":..>ra+: = (J:.'••+I = !!-t = "-1 =O yª--·ª• > O reales 
para i = O. 1 ..... :.!n ( '011 ... 1dt rr la.o; .-.191111 11/c.o; u t1t n· fa1111lzas paranH'in::adas de 
polinomios: 

.'\"2ra(.'h.-.;.ii) ~ IL· ±: (!.! 1 .il,Jt.}¿, ... ¡' .(/,·=(J. l.:!) 

.\!¡ (.h.-.iij) cl ;, .. ~, (ruc."''"' (J)° + [!..!o,.iic,+il (J)'+') (.J ... ,¡' 

'.11 



Jo.s = <1.·•.ll >U 
.31 ...- a . ., + b. u > U. b > O 

...... ; k =u. 
donde ;3,.s = { si k = l. 

si k = 2. J":.!.s = ·1 •:.J. a> O. b >U. e> O. el> U y ad - be ::;é. O 
J" 1 s) Sl J..·= :1 

ik = { 1 ' ·" k = o. 1 
y sean l..·j lo.-> po/¡11011110.s de /\.harl1011u1· u.-.11cl11tÍo.-> a.\·'.!,. (.-..'7) ruu j 
y scau 

kf(.->) = (!:!ü +j&.0 ) + (.u. 1 -t-Jb1) ... + (;¡'.! +jb":.!) s 2 + . 

.<·; (8) = (a.o+ )bo) + (u1 + JTn) :• + (Ci'.! + )Í!.:·) ,.,'.! + 

k:](.s) = (ao +J!!.o) + (!.!i +J!!. 1 ) .... + (!.!'..! +jb:!) ,.,:! + 

k4 (.s) =(no +Jbo) + («1 +J&. 1 ) ... + (!:!:! +J&.:!) .s 2 + 
.l·S(:-o)= (.a..u+/bu) + (a 1 +J!!. 1 )s+ (u'.!+J!!.'.!).-;'.!+. 

J..·S {s) = (rro + j~J) + (u1 + J!!.. 1 ) s + (il'.!-+ /E'.!) ... :!+ .. 

kf.( . .;) = (íio +Jbu) + (a. 1 +Jb1) .-. +(l.'.! -r-J!!.'.!) .-. 2 + 

k:i(s) =(no +J!!.o) +(u, +jh1) ... +e~'..! +jh'.!) ... :! + 
los ocho po/111011110., dt ¡,·/Jur1/01101· 11.-..,, 1111/u .... a lu /111t11'1a 

1.2.3,4 

( fr¡_,,. <lo) + j [/,,,.bu)) + ( [í!; , ili] + j [l! 1. b1]) ·' + ( [<!,. ""] + j [!; 1. bi]) s 2 + ... 

Ahora ro11 ... rdcr·r111oo; /u:; pullllunuo.'> dt h'har1lo1101• /..·~para I = 5.6, 7,8 de la 

fan11l1a .\/1 (.->.aj) y loo; p0Ílnon11o1.-. di J\"hantunoc k; pun~ i = 1, :.!, :l, 4 <ÍC la 

Jam dza .\/2 (.-.. ñj) 

Enlo11n·s ,.,, lo.'> p0Íl110111u'·" l;j. /..:;: 11 ¡_:;· ¡111n1 j 

i= ].:!.:L-1 ·"º" t'.">l11h/c.-.;; 

l.:!.:1.-1./ 5.6.7,8 e 

a) .. V2n(-h.:8.ti) . .\!¡ (.i..:.s.aj) y.\/'..! (1J.:.~.(tJ) .,"" fi1md11J.'> /)(lr<l1n€ln::ada.<J de 
po"nomios c.'itab/c . .; fHlT'<l k = 0.1.:l dour/, 11.b.r.tÍE R+ - {O}; 

b) .-ti k = O. la estabzluíad de uua cu.a!r¡u1,·ra de las far111/uis a111f:riores, irnpbca 
la estabzlidad de /a.o; otra.o; dos. para a E Ji'+ - {O}. 

D(1111ostrncic.i11. Priuu·ro. 11ote1nos q11t• usando inducción sobrf-" n y PI teoren1a 
3.1 a. p:urir dt~ la t>sta.hilidad dP fo!-. n1ar ro poli110111ios l;j de•.\"(.-;. ll), obr.t•n,..n1os 
la estabilidad dt• l<•s pGlinu111ios /.·¡·. I = 1 :!. :!. ·I •lt> .\/ 1 ( .... 7ij) y k~. i = 5. G, 7. S 



de.\!:!. ( .... uj) . ....\d1'111<is cu1110 J.:¡- para I = ;).fj.7 . .S y k; para i = 1,2,:1.4 son 

polino111ios estalik•s por Jaip6L1~sis: entOIH"t>s );:.L.,; fa111ilia.s .\'(.-.,U) .. \/1 (s.U.j) y 

.\f '2 (.s. lij) :-.011 ('stal, l1·s. 

Ahora. aplicando 1.•I corolario :!.7 1nodiíicado para ¡•uli11011iios cn111plrjos (el 
cual curiosalll•'lll1" r•s 111:i . ...; f<icil tl1• probar) a la .... ra111ilia ... -.; alllt_•riuri•s, obtenr1nos 
t•I rPsultado d1·l i11ci~o a). El i11t·iso h) s1• uliti1•1w iL'">i: ~¡la fa111ilia .V (as.U) es 
t•stabl.--. la111l1i1:11lo1•:-; .\" (.-.. il) por corolario :!.7. e) para cualquier u E J~+ - {O}. 

Ahora ror :~. l 1 ;u11l1i1;11 ~011 1•s101lilPs .\/ 1 (.-.. Uj) y .\!:: (."'i. Uj) y por la extensión 

sin1pl1• 1)1• :!.7. e) p:,ra ¡1td111•H11ic1:-. •1H1111l1'.i''·"' 1a11iJ,¡,:11 :-.u11 t·:-.tal)l1·:-. .\/ 1 (as.aJ) y 

.\!'..! (a .... ttJ) y :-.i111ilari1w11T'" la 1·:-.tal1ilid:1d de .\/ 1 (.1s.i1J) ú .\/'..!(o .... aj) in1plica 

la P:...tahilidad di" .\· ( 11 .... il) y .\/'..! (a .... lij) 1·, .\" (a.-.. U) y .\/ 1 (us. (lj) por 1•1 n1isn10 

argu11w11tu. D 

Est•· rt•s11I1a.ln _1.!.1·111•raliza •l la .,,.,.z ,.¡ ·r,·urt•111a 1l1· hl1ari1011uv y t•I 'reorcr11a de 
A11dP1"!-.0ll Pt al (GJ ·r1•c-.,¡·1·111a a.1. y l'St:thl1•c1• <jtJt• la 1•sl al,ilidad dP los poli110111ios 
d<" KharilClllO\.' d1· la fa111ilia d1· ¡J(Jli1101111u:-. d•· ;.;radu par o de llll ··polinornio .. de 
grado par ,·nn ccwfici•·nt1·s i11t•·r"\"alos. r1•al1·:-. 1·1·rrad(Js. i11i¡ilica la P:-.lahilidad de 
nucv1~ fa111ili:L ... para1111·1ri:~ad:L-; dP p\)li1111111ios. •·:-. d+•cir. ¡iara cada valor de los 
par:Íll\1'1 l'OS (l. /J. r. d l'll Jt-+ - { (")}, ( l'lll"ll IU:-0 f l'•'S f;¡ llli 1i;L-;1•:-.1H•CÍfiC'a.S de polÍllOllliC*'. 
Pororro lad11, la 1•stabilidad dt> 1111a c11;dq11i1·r;t .J,· LL..,, fa111ilitL'"i p<>.ranlt'tri.1.:ada...;, por 
a> O. i11qdica la 1·--tat.jJjcJ;1d d1· !a . .., •Jt 1·;\..~ du .... } la 1· .... taLd1d:Ld dt: ius polinornios 
de 1'\.haril<JllUV <L...;ucia.Jo-; a la fa111ilia ,¡,. ¡1(Jli11(•J1111-•:-. urig,i11al. 

'.\:ol•'S•' q11" 1•n t>I i11ci:--o ;~) 1•s p:lra ludil l1•t¡·;l<l;l 11,h. 1'. d··11 J~+ - {O}, t•s dc-cir, 
dadus a.b.c.d PI! H+ - {U} iiJoS. da 11111·v•· fa1111lia.-.. li.ia~ ":-.1.tl1l1•:-., ¡iur lo q11t~ 
tt•111•1110:~ ía111iii:L"' de fa111ili<L...; o fa111ili:i.- ¡1:11·;11111·1 riza,l;t . ..,. 

En 1·:u11hio. 1'11 1•1 i1 .. ·isu !.), 1·~ dad:t 1111;1 fa111i11ot 1·~¡1t·•·ifica 1•:--taldP <'olla> O 
fija. Pllfn11cr>s L:L-.; nlr<L<.; d•,s fa111ili;L"' :-.<111 ··-tal•I•· ... l';1ra todo a E J?+ - {O} y 
adt>111:i."' los poli110111ios de I-..:harit c111ov ur1µ,i11al.·s :-.u11 •':...1 al,(1·~. Ade111<is l'!'>tablecC" 
un vinculo Pllfrt" fa111ilia.s d1· poli110111il~:-. r•·al••:-. y c11111¡Jl1-j:L ... ~·stahf1·s. 

En el articulo (~J sj• pr1•se11ta 1•1 prolili-111a ·h· "~talJiliz•t.r una. •·f;u11ilia.·• de 
pl~nt;:L"> con una Plll r:1dn y 1111ilt i¡iJ, ... , .._:.ti.J:1-... 

( "'i' (.-.) ) 11 ( s) 
1 

,¡,. ( ·' 1 
11{;. ( ... ) / 

!Hj 



n~ (s) n~.<1.s" + ... + u~'. o para i = l ..... 111. 

dond~ d~.J E [rr,J . ª•í] para. i = 1 .... ,,, . 

.\ledia.ute un t•0111¡H~J1:-.ildor " ( ,..;) *' (11'j (.•;) •.••• ,,~~,, (.s)) 

con de (s) = d;~n + ... + d;~ 

n~: ( . ..; ) = ,,~-_,.. ... ,.. + .. + n~.o para i = 1 ....• 111. 

con fa111ilia. dP poli110111ios cararft·risr icos dl· grado fJ + r 

ti ( .... ) = d'" (_....)di'(.-;) + 11~~. ( s) 11~;, ( ... ) + .. + 11·; ( ... ) 11 1; ( .-;) 

Ellos 111u1·st ra11 •.¡1u· par: a alµ,1111a ..... J1l;111 la ...... c\111 ¡1arú11u·r rus varian<lo en interva-
lo!" C'C'rrado:-, en 111alla n•rrada. c-011 ('OJ11¡11•11 .... ;ador1·s 1·u1110 1•J alltt•rior estabilizando 
una pla11la 1101ni11al. 110 :-;1• p11ed1• d1·1.·r111i11;u· la ··s1al>ilidad de toda la fan1ilia 
usando pf ~r,•on•nHl d1• 1...:l1arito11ov. i>11lu11t''"s 1·stald1•n·n una. gPnPraJizacióu de 
psf«' t1•orP111a. lla111ado 1•! 'r1•or1•111<1 d1• la 1·a.ia d1• ( 'J1;q1t·llat ,., al [H]. 

S"t a E(.-;) la faH1liui tÍt todas /a ... p11 .. 1hfr ... 111-ln¡da .... 

!..'_ (.•) = (/'J (.-) .... , ... , (-')) 

dt" poli110111ins rP:t!Ps do11dt• cada co••firi1•11t1· ¡,, J d1• ¡1, (s) pPrlt_•necc a. un int~rvalo 
daJo 

p, .J E [[!,J. /J,J] i = l .... 111 

j=O ..... dPg(p1 ) 

con deg(p,) =grado df• p, (8). y s1•a11 

1..-,1 ( ... ) = -;¡,)¡ + <¡, ..... + 'L:!•'""':.! + '.L11· .. :1 +. 
/./; ( ... ) = !.Li. + '111'.,. + 'i:!, . .,.:! + ¡¡:11·"·1 

-t- · 

J..·~( ... )= '.Li. +Ti ...... + 'i:!1· .. 
2 + 'L1r· .. ;1 +. 

/...·;1 ( . ..;) = 'io, + '11,·" + 'L~1·":! + fi:1r·"':J +. 



Jos cuatro poli110111ios Je h:ha.ritouov a.~ociados <l cada µ 1 (.s) . .-\ continuación 
definen una fauülia <lP 1t1·1'11 seg11u .. •1110:-. co1110 ~iµ,111•: para cada p, (s) existen 
cuatro .~eg111cuto.s J/a111tld<u.- 1ir /\

0

bar1/011ot· 

( 1 - ..\) k,' (s) + ,\k;' (.,¡. ( l - ,\) !.:,' (8) + ..\Á·;' (.,¡ 
( l - ..\) k'/ (,;) + ..\/.:;1 (s), ( l - ..\) 1.:;• (,;) + ,\k;1 (s) 

para..\ E [O. 1J y dc•notan por Sm a. la fa111ili;•. •l1• rndos Jos s1·~111c-11tos. Estos 
segmentos t~scritos co1110 111-t upla.s ~011 

P> (s) = (1.-{• (,,¡, .... /.:-{'_-,' (s). ( 1 - ,\) Á-,' (.>) + ,\/.:/ (sj. !.:f',.~' (.,) .... , /.:{,;• (sJ). 

St• <ÍlCf' r¡ta' la Ht-lupla dt• pol111011uo.-. Cj(.-.) = ((j, (,..;) ... . , Qm (.-.;)) C.'ilabili::a a 
otra 111-tupla 11<.- pol1uo1111u.-. (</¡ (.-.), ... •¡,.-:t,.-.)). ·"' 1/ pu/111011110 C.J1 (.-;) '/I (s} ... + 
Qm (.'i) 'lrn (.-,) es ,,,.;/a/Jlc Si111ilar1111•11rt• :-.1· dice· qt1t_· CJ ( . ..;) estabiliza c>I segmento 
P>.. {s) si t.>:-O:téthiliza a JJ>.. (~..;)para tuda,\ E (O. !J .. -\l~ra c>11u11ciarnos su teorema 
de la. caja t..~u una v1~rsió11 rt>ducida .. 

Tooreu1a 3.4. Para cuah¡tllcr 111-tupla ~ ( . ..;). (J (s) c.o;/ab1b::a a la Ja1n1/ia .E_(s} 
de toda$ la .... po .. o;ibfrs rn-lupla.'> de poh11011110.o; c-¡;;r cotficH'll/l'.'t cu 11itc1"1.·alos cer

rados rcalr.'i E ( s) ,.;1 y .... álo ... , Q. ( .·;) c..-.labi/1::11 la /1l 1111lu1 dr lodo.o; los m-luplas de 
segmcu/o.o; de Í\

0

hanlo1101· :·im-

Teorruut 3 . .J. /'ara cual1¡u1r.,. 1n-tu¡ilt1 ~1_ f ..... ,= (CJ 1 (s), .... , Clru ( . ..-)). 

a) Q(as) = (Q1 (a . ..;) ...... Qm(as)) rs/11/11Í1::11 a la fa1111/ia .E_(a.'i) de todas las 

po:ubles ni-tupla ... dt' p0Íluo11110.'i con corjic1t 11/r . .; t 11 111/rr-1«110.'> cerrados reales 
.E_(as) = {P1 (as) ..... Pm (a.-.·)) s1 y ~o;Ó/o .... , CJ (.-.) t.-.fal11l1::u a la fa11ul1a de todos 
los 1n-lt1pla ... de ,'>rg111t·11lo.-. de f\"/¡a,-1/onor .::;;,¡ 

b} Sr Q (s) estab1l1::a ll la fa11ul1a .S',... nz/uun s 

estab1/1::11 a la ftl111tl1a -.¿ t:..,(.31,: . .:;) dt tud<t., l1z-.· pu-.dJlt . .; 111-tupl11.., de polinomios 
con corjicu-11/u• r·n 1ulf"rralos cerrado . ..,· nalt . ..;J::...( ... h.-.) =(Pi (.31,:s) .. ··Pm(.3k~o;)), 
doude J..·= l.:! . . :ÍI,:.'> f''ifá dcfi1111/a r11111u 111 rl ltu1·(111ti J..::! y 



:-;i k =:? 
si J..·= 1 

r = max {d••gQ, (.s)} + 11wx {d<>g/'• (.,)/ 
i =l ..... 11l. 

Den1ostrarión. Defi11a1nos 

]J,. (p(8)) ~ J'(,lJ.::;) para p(.'>) E ~1~[ ... J y l.·= U. l.:! . . 31.;s co1110 en el teorema 

3.2, Plltonces 7J,. es u11 hu1110111orlis1110 de anillos c·o1110 en la Uefinicjón 2.1 con 

J~[.-J - ¡~¡,,¡ ,¡ k = IJ. l. 

-J~[ .... J - ·J~( ... ) 

por lo qut> 

..,~z,. <Q, c.,¡,,, <.-J + ... + Q ... <--J 1,.,, <-'n = 
-,¡,cf.,. (Q¡ <-->>7.,. (f¡ (.-))+ ... +f ... ((/.,, (.-))f.,.(¡,,.,(.-))) 
fk(Q¡ (3"-')/': (.h.,)+ .. + q,., (.h.,)¡•.,, (.i,.s)) 

~ara J..· = O. J.:!. :\hora por la--"" ub:-.1•n. acicJ111•s i ), iii) y iv ), si Q1 (.•,.) Pl (._o;) + ... + 
Q,,. (!>)p.,. (s) i>~. PstahlP. t_>llloucl's lo t>:-. la 1·xpn•siú11 poli110111ial (*)para k =O. 1 
y ta111hién lo t•s <"I poli110111io 

porq11P produrto de polinon1ios 1'!-.lafd ..... , . .., P~I :ihl'" Por t·f fPor1•JJ1a :L-1 si Q ( .... ) 
estabili~a a la fa111ilia de ~1~g11w11to:-; ,..,·,. •. l'llltHJC1·:-. 1·~tahiliza a la fa111ilia f( ... ). 
es dt~cir, 

Q, (s)p¡ (.,) + .. + (/.,, (.-)¡•,., (.') 

es estable para todas (;!.-.; 111-tupfa __ ..., dt• ¡1()/i11011iins (p 1 (_...)), .... (Prr1 (8)) con co
eficientes varia.11Jo t>ll illtt.'rvafos n·rradu . ..,, r1•al1•s y co1no f.J,. pr,~serva estas 
combinaciorws de polinotnios esta.blj•s ( v1·r corola.ria :2. 7 ). Entonces se sigue 
el teort.~111a. O 

()hsPrVPt11os qui• PI inciso a) ••s 1111;L g1·11•·rali/.ac11.J11 c<L-;i i11111t•diata y t"'J inciso 

h) nns da i11for111a.·i:l11 •¡tJ<..' ,f.·fi11iri-..;L1111·11t1· 110 •· ... 1;i •'ll 1·! teor1•111a. dt~ la caja 
ori~dnal. y parti1 .. 11Jo d1· Ja 111i .... 111a ird(1r111;1ci·~11. (jt ... ¡ " ... 1:d1ili.1.a a la f:1111ilia .S'rn. 
pnr In qllr' ohtuvi111t1:-. 111;i. .... i11fur111a1·1,'111 ¡•.lJ"ól f;1111~/1.i .... f•:ir:i111 .. 1rizad;L--. d1• plantas. 



B.- Estabilizacióu de fa1ui1i;L' Jt..• plnuta.~ con co111pc-11sadon•s de ordt.•n cero y 

uno. 

En lo...,; artículos [11] y (lUJ. c;1iosl1 y Bar111i.-..l1 t~l al. t•:-.tahlt'Cf'll C<Jlldfriones 
Ut>Cesaria~<.t y suficienles para que u11a fa111iJja rJ,• pfaur.:L...; sea estabilizada por un 
cornpcnsador de or<.len cero '-'ll (~I ca:-.o di..' (;l10:-.J1 y tJe ord1·11 u110 en PI caso de 
Barui.sh Pf aJ. A conti11ua1·ió11 da1nos Jo:-; pr1•Ji.11i11ar1•s lll't.'t·sarjos para extender 
esto:<> r1•sulrados. En [11], dcfi11P11 dos f•t111iJi;:L-. d,• pltt11f;L.., 

,_, 
¿::: [< J - \ /<I 0 + \.1,J.• O 

n, .. J,.¡,,1 ... , E J~ ... \ E [O,l], 
.•"+ ¿:: [( l -.\ J"l,+.\·~.J.•· 

dr!J!J>. (s) = n't.>.) y 

~¡<!,.•' 
F2 (s} = {!I (s) / !/ (.•;) = --·--- t1, E fn,, .J,J, b, E [;,. ¿;,J, ll¡ :5 .J;. ¡•, S '5¡, 

·'"+Y:;' b, .•• 

i = O, .... 11 - l, dC'g 9 (s) = 1l} ·.=º 

Los corolarios siguit.•1111•s 1·sf:Í11 1•11 [l !J. 

Co1·olario 3.G {'1111 on1d11·11in .'>U}i1 11 ult /Nll'•I í/llF c11t1l1¡u11 r planta e11. F 1 (s) 
.'it"<l .o;1111ultán1'a111c 11/r t,.,faltd1::ablt por"" r r11u¡•t 11 ... ador co11.'>fa11IF ('", C."i qu.e éste 

r8lfll>IÍ1c·r las ... 1yu1t·11/r,.; ru1llro plan/as. 

h) (':t:' .:!,.-•) (':t:' li,.s' + ·'")-' 
J:;O a:;01 

+1--.;:,•i.:i...:_!..~ ... ~. 
+( "l .t, ~· ,.. ~ ..... 1 ).• •• 

+i .1_., •±• ,, .. -1 

.... ! .~.t. ,, "l ,, ' ..... l ' .••• 

Cn1·0Ja1·io .3. 7 ('na r·n11d11·11í11 111 et •«1r111 y .-,ujic·H 11/c para que c1u1Íqu1rr planta 

J(J() 



en F2 (s) sea s1111ulld11ca11nnll ('SffllJ1l1.:t1blr ¡1or Ull rompcu . .:,ador cou~la,llic e, es 
que t'.'>fabz/lce las .H91uc11lc.'> orho plauta .... : 

Para la.-.. dt•1110~1r:1cio11••s v1·r fl IJ. 

Co1·oln1·io 3.8 ('na rondzcu)u 111 ce.una y .-.ujiru-111, par.1 '/llC cutJ/quzcr planta 

1·11 ¡.·'..!(u.-.). y -.ujirtt nlc p11ra ¡.~1 (r1.-.), .. , a .,,,,udt.i11,,1111t 11/t t.-.tal11/1::a/J/( para rada 
a E ·Ji:+ - {U} pur· uu cu111¡1<ll"fl,/ur 1 1'11.-.11111/t ( ·. 1 ... 1¡11< la . .,· ruatr·o plaufa,.:, 
dr ./.6 !J 111.-> oclto p/.111/<1.'> dt /, 7 _.,, 1111 r -./al11/1.::,1fdt-. por r ... r ru111pt_·u.-.ador C . 
. ·1dcr111i.-. .. -.1 la.'> duc< pla11l1l5o .-.on t ... /(l/11!t::11<l11.-. por(', 111/011<·< . ., la111b1é11 lo sori 

f-""1 (a ... + b). /·"-.:. (a ... + b) , F1 { n .-.) /J F'..! (" ·" 1 dour/f. o. (J, (', d E ·1~+ - {U} . 

Den1ostra<."ión. Es co11.st .. nw11cia i1111wdiata di> :.!.:L :t.G. i). iii) y iv). D 

Ahora. definan10~ corno t .. 11 f l OJ. 11 ( ..... 'I· 1·) = .~ .. +~: '_ :~;"}~ ~J~ .. ~~~ .. ·!tl:o.,.
0
1 

~ 
Dl!l,r) 

y S• .. :t11 .\·, ( ... ) .i = l.:.!.:).-t. Lu~ cu;1trl~ ¡ .. .J111(•1111ti:-- ,J,. J...:/1:11·11011u\· d.-J 11u111Prador 
d1~ // ( ..... •J. r·) y ~":tll /_), ( ... ) Jo-.. c 11al r11 ¡1nli 11< H11 i( ..... 'J .. J.,.: /1:a1·1 t l•ll~J\' d1·l dt·1101ninador, 

IUI 



y sea C1 (s) = k;:,~ ... Ull co111pc11sad0r d1• ¡1ru111t.'I' ordL"ll. Ji1•t•111os que e, (s) 
rstabilzza robu.'ifa1ncu/r a la fam1/1a JI ( .... i¡ ), :-.i ¡1ara tudu 

l/ E Q = {'I 'L :5 '/• ~ 'ij1 • i =U. 1 .... , 111} 
r E :J~ = {,. r:, :5 1·1 $ P,. i = tJ. 1 .... , 11 - 1} 

cada p0Jinon1io <l<" n1alla. ct~rrada e11 

/,: (.r - =o).\' (s. q) + (s -- /'o) /J (s, 1·) 

tiene todas sus raices en el se111ipla110 <"OH1Jd1•.io con partt_~ real estrictan1ente 
negativa. Las e-oras~.;¡,.!:... y r, son co11oci1la ...... Ddi11a111os 

.'\', 1·'1 . 
!!,.(.,)= IJ,(,,¡'·"= 1.:!.:l.·1. 

diren1os quP C1 (~·) .r.o;/abzlt:a a 11 1 1.: ( .-..} :-.i ,.¡ puli1101nio 

k (,o; - =u).\",(.-.)+(.'> - jJu) /)1,: ( ... ) 

es estable. 

Tco1"('lll4'-t. 3.0 C' 1 (s) t.o;/a{J1/1=r1 1·olw .. /amo11< a la Ja111zlta dr plautas 11 ( .... q, r) si 

y·"º'º ,o;¡ c·1 (s) r .... 1nlJ1lt=1l a nula llllfl d1 /rt ... lfi ¡da11/11 ... 11.1.. ( .... ) cou i. k = 1.2. 3.4. 

Para la dert1osfración ver [IUJ. 

A continuación nosotros cxtt>11d1~111u:-. 1·:-.lt> r1·:-.11ltado. 

Corolario 3.10 

a) C 1 (s) c.o.;tablfz=a robu.o.;/amr1'/c e la fa1111Í1a 11 (a .... '/· rJ paramct,.,:ada por .¿a". 

para rada a E 3\'+ - {O} sz y .o.;á/o ·"' (;(.'>) c. .. 111./11/1=11 a rada u11a de fas 16 plantas 
H;t(s) i,k = 1.2,3 .. I; 

b) C1 (s) estabili=a robu.'>famrnlc <J /,1 .... Ja1111/1u ... 11 (a .... + b. q. r) y 11 (os, q. r) 

para a.b.c,dE :J?+ - {O} y aci-lir i=- U .... , <"1 (."i) t ... 1alJ1Íi=t1" cada u11a de las 16 
planta.o.; ll,1.- (_...) i. J..·= I. :!. :L ·L 
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Las generalizndorH"S da.Ja. ... por los <"orularius :J.~ y a .1 () llOS IUlJPSI ran cón10 los 
1nisn1os con1p«"'nsadort>s de ord«"'n n•ro el pri11wro y ord.-11 11110 e-! sc•g!!ndo, sirvPn 
para estabilizar fa111ilia..""i para111•·trizada .... ~k pla11f<L ... y HO üuicauwn~c fan1ilias Je 
plantas con10 •'11 los r1•:.;1d1 a.Jos uriL!,i11:d1·~ 

C.- Fa111ilitts el,~ plantas (SPfl.) 

En el articulo (l:!J ( 'l1ap1•llat et al t•:..1udia11 la t..•stahili<laJ robusta de un sis
tema control suj1•to a a111 hos t ip0s de ~ llC'Pl'l id u11tl>re. 110 t.'~trurt u. a.da y paran1étrica. 
Ellos dan una soluril~fl al prol,IP1na dt> «.,stalnlidad dl.· un siste111a diu<irnico. lineal. 
invariante con ('I tic•1npo. fijo. pc•rt urbado por 1111 fcl'dhack no lineal, <le rnanera 
roh11sfa. 1•sr prohlP111a 1·.:;; rnnn,·ido r-<i1110 ,.¡ prc..>ld••tna di· Lur·t_• clri.-,,ico. Para e;..:;e 
obj"'."'tivo. da.11 u11a l.~aractcri;r.aciú11 11111·va dt· la propit>dnd J•."' ser t.~strict.aff1ente 
n•al. pusítiva (SPH) ¡uo.ra. 1111a f1111<·i,.J11 dt• 1ra11sfPrcncia y dan una condición 
tlPCt"'Saria y :.;uficiPflft> para ql1t' u11a fa1111/ia dt• planta.~ s1•a SPH. 

En t•sta s1•rc1<)11 PXl1•11d1·111u:.; 1•! f'•' .... lllt;uJu panl pla11t;L ... SPll y co111t•nta1nos 
algunos r:u11i11(Js a !">•·µ;uir 

Defiuición :J.J 1 l·ua fu11t·iú11 d,• tr<l11~fc·r1·11(·ia propia p(."i) st-> dice ser estricta-

11untr po.o;zlll'fl real rL•.;fJ/() si: 

b) Re p(ju•) > [) parn 11' E (-x. :x:).j =..;=T. 

J'\ co11ti11uaci<.i11 da111os u11a nueva car;ic1.·1·izaci1..j11 d1• funciones Je transf<-ren
c-ia SPH, presPllfada 1•11 [l:!] por C'ha¡H·ll:il l"[ al. 

T~or<'HH\ 3.1.2 ."i·ca ¡J(.'>) 

coud1r1011c.<i .<if' ru1up!C"u: 

a)p(O)>O 

b) n(s) es /lur1c1t: r. .. tabfr 

~: :: ; E S./' ( ... ) 1 ... SfJ /( .. , y ... ó/o si las s1yu1eutes tres 

e) d( ... )+jn11(.->) c .. J/unnt.: f . .,/ablt ¡1t1r11 todon E :Jl'. 



Un corolario t.rh:ial es el siguie11t.t•: 

Corohu.·io 3.13 c·u,, las 1111."illl(.J.'o 11·<. .. ro11dirUJllC.'i dt.·I lcorc111a aulerior para 

¡> (.•) • 

Entonces. 

a) p(s) ES es SPR s1 y .-;ólo si p(a:-;) t.-; _..,·pu p1tra ludo a E :J?+ - {O}; 

b) _.,, p (.-;) E.~· "·" SPH. t'lllonrc.o; JJ ( ... ~·..;_.,) r ... S/'i{ paru lodo a, e, d E ~J\'+ - {O}. 

El si~u iPlltP rPsH 11 ado t':-i un a carac t 1· ri.1.;ic il~ll d1• la ¡ 1ropit•dad S J' B. para una 
faruilia // (s,fj. T-") de• funriont• . ...; d1• tra11.-..l~·r•·1wia. p1·1•.-..1•111ado 1•11 (1:!). 

Teol.'l'?llUt 3.14 Cual1¡uur ¡da11l11 ¡1( .... ) tu //(s,tj.I') r.'> :·;Pfl _..-¡y ... dio si /a!J 

stgu1c11/t'.'> ocho plaula . ., /u ... 011: 

Pi(.-;)=¡~::;:. JJ~ (s) = ¡~~:~:;. ¡•;¡( .... ·) 

]J1;(s) = j~:::::.p1( ... ·) = ¡~;:;; Y/J,._( . .,¡ 

J'\hora. lt>111~111os tilla 1•Xtt·11:-;ic~11 .. 

= ¡~·~:.::. JJ.¡ ( .->) 
"\"' l ~ 1 

~ 

¡~:~::~. />5 (.s) 
.V;J(.s) 
D.(.;}• 

a) //(.-..íj.F) ts ,...,'f>H .,, 'J .,,;/o .. 1 11 (a ...... lj 1 .rJ t'> :·;/'/(para ludo a E ~J?+ - {O}; 

b) // (~; 1.;._,1 ,r¡.r) e.o; .•·lPH. para u . .:·.dE J~+ - {U} .. 

Den1ostració11.. Se sigu,. d1• :!.fj, :!.;$ 111udifi{·;u1du (1·11 luµ,,ar d1~ rls. h•1u .. 111os c.an;_d), 
p) COrOJario a.1:1 )'lo:... lwcl10~ .-..igt1il'llf1•-..,. 

1) p (O) > O si y sólo ...,¡ /'(a ( {))) > U 

:!) /J(O) >O. í111plil·a /' (.- 1 ·:,1 ,1 ~_1 ) > CJ. o 

J(J 1 



Una vez má.. ... a partir ele las n1i:-.111a.s co111lit·io111·s dc•I rrr.•or••111a :~.1-1. obt.enen1os 
familias parauwtriza.das quP sat.isfan•11 la cuudicióu SP H. Pur utro la<lo. <los 
posibles can1inos en t>Sta dirPct·¡,~·)11 lo rn.,rc·all lns articulot-. .Je \"iciuo y Tesi [1·1] 
y Hollot, et. a.I (1:1], Pxtt•11die11do SPH. a ftu1rio11<._'s de tra11sft>rP11cia. F1i: (s) = 
k- 1 + F(s), .FJ: ($,'ij,r) = k-l + ~:.: . .f; y Fi . .-c·(.-;.1¡,1·) = k- 1 +e(~;);:;:.::~! donde 

f. E ~J? y e(.-;)= ~e':: es una f1111rió11 de tr:u1sf1•ri•ncia lija y c.lnda, para caracterizar 
farniJia..,. c.lf• fu11t·io11Ps de tra11sfer1•ncia qui' :-.011 SPB. En t•I artículo Je Hollot et 
al (ta] t't-.lahlt'c•'ll qu .. [.l·- 1 + // (.-;. 1¡. 1·)] 7. (,..¡) 1•s SPH par:\ torio</ E Q y r E R 
si y solo :-.i (k- 1 +lid:(.•;>]/:(.'>) 1·~ SPH para todo i. /.._· = 1. '.l. :.L ·l Jo11de k E R 
y Z (.o;) 1.•s una f1111C"ió11 dr_• Lra.11sf'c·rt>11cicL SJ>H de pri1111.•r urdPu. l'sa11do nuestras 
técnir;L'-i sP p11Pd1•11 1•xt1•11d1•r la111hi1~11 1·s1c·1 . ...; r1·~··>1Jltados a fa111ilias pa1"a111Ptrízadas 
corno t·n Jos r1•sultadus :u1t•·riurP:-o. 

D.- Estahili~.c-u~i<;ll d(_! fa111il.i.as d<· plautas via UJUl u111ca planta~ y el 
conjuuto d<~ todos los <'.OllJIH'llSHthH·t•s <jlll! «.!Stabili:.f.all .a uua fa1.uilia <le 
plantas. 

En esta f;t-•crión. 1•xt1•11d1•1110:-. alg;u11us rPsulrados cl<i . .:.:;icos Je estabilización 
usando PI t'1tfo1¡11i> d1• factorizarión c1'J•l"i111a. par:1 1~sro rt•ff•ri111os al lcc-tor al 
capítulo :J dc-1 libro d1_• \'idyas.-1,1.,?;ar [:!]y da111os a/gtl11us r•·:-.ultados h<L-.a.dos en el 
artículo dP Blc>1Hl"l ~·tal [·1]. 1¡111·_1/11:-.rra11 n'n11u 11u1•:-.tr:i.-. tt;c1JiccL-; 110 dPpC'ndt~n 
de la rt•µ,,iC:.11 df· t•:--tal1ilida.J. 

Ot>íina111os a '1?1'/ [.-,] rou1u t I cOflJlllllu dr pv/111011110.-. r¡ (.-;) E :Ji'[ .... ]. no con

,'i I a 11 I L'>. I a fr _.., f/ tu· 11, ( 1¡ ( .•. ,.) ) y di ( 1¡ ( .-.. ) ) 1 .-. I 1Í 11 , 11 ,..,· ( 0) (e I e 11 a/ de Ji n 1 m os de_.. puf' .'i), 

para 1l1l. rn11;r111/o dado_,! :...= {¡J¡ (.-.) . .... /'L:(.-.)} d'JlldP p 1 (s) = :~:::: E IR(s) 

y n, (...,) .d, (.·•) E ."-;,"({2) para todo i = l . ... .l· ..... i111dar11ie11te definan1os <.J?P:,1 (s) 
para cociPllf PS d(_' poli110111ios. S1·a n e {.u {X} llllil n•gión si111r;t rica r<"specto 
<lf'I (_'je rt•al qui• t'S cl'rr<-d:t., :-.ir11plt>J1H•t1lt• ronPxa. r·untient• a {-x} y .su cornph·
rnento f'll e· u {:X:} contÍl'JI(_' al lllt'JlO.'"i 1111 '\ .-dor l'll Jl' u {X}. Dt·finantos a s (O) 
cu11lo ti collJlHllo d<' luda ... la.-. /1L1111u11t-. ,¡, lnl11 .. Jtn11<·1a /{( . .;)E ~H'(...,) qur no 

tu·11c11 poiv ... t·11 n [f1111c1u11r·s S.2-c">lahi< .. J. 1·1 <"1ial 1·s 1111 du1ni11ío Eudidiano propio 
(ver(~]. p.l·J) y Sil ca111pu dt• f1-;1cl-itlfit''"> 1•:--. R(.-.) (v1•r f:!J. p.;~(J) i.1'., para toda 

p(s) E~?(s}existPu '1( . .;) yd(.-.) .. 11 . ..,·n2¡_ 1al1·:--.•p1.·¡1(.-.) =:;;_:;y ll(.s),d(.<>) no 

tienen ceros. en co1111j11 t>ll S.2. a lal fa,·1,,r;ZilC'iú11 fr;icr1011al dP p(s) SP le llarna 
descornposición n-copri111a. /'(!2) d1·r1ota al l"()JljtJIJIO de u11idadt'S de S(O) . 
.Ahora sean Pt ( s) . /J:.! (,.,.) E lt' (.-,,) y :--ot•a11 u, ( .-. ) . d, ( ·") E .S' (0) desco111posicionc-s 
n-coprin1a. ... dP ¡J, ( s) . i = l.:!. L~L...; irJfl'r.-.1•1"\ IOl!t'S dt• />¡ (,o;) y P:!. ( ... ) !".obre n son IO'j 
<"PrO!'i dP 11¡ (.-;) d'..! (.-.) - d1 (s) ,,~ (.'>) 1•11 n ...... ·,U¡(.'>) d2 (.o;) - di(.--;) 11:t (.--;)E {J (O). 
t'11/011crs p¡ (.-;) y 1""..! (.">') JI() /a1101 111frr.-.(rc1011r, .. ("11 n y drr11110.'i que fJ¡ (.o;) y 
P'..! (.-;) ... ,. Cf'l/1111 1·11 !2 ( v1•r f.1] ). 
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lln conlpe118ador C'(.s) E :R'(.s) ~e r'1re 1¡r1c n.-estalHl1:a a p( .... ) E ~(.s) .si y 

·'º'° Sl µ ( s) e ( ·') ( 1 + µ ( s) ,. ( s)) - 1 
• e ( ·' j ¡ l + I' ( .>) e ( ·')) - 1 

y p ( >) l 1 + p ( s) e ( s) ¡- 1 

están en S (fl). 

Ahora, pri111Pro cousidt:-..re111os p) (';:L..,;o ( 1 ípieo) do11Uc...• n c...•s t>J St•111ipJano con1-
p!Pjo con partP n•aJ posil 1va, Ct'rrado. uuiUn { x} ('"11 e:-;1' t•a.-..u S (!"2) = S) 

y :h .. p[ ... J = }h\°'¡'[ .... J ron n ron10 acabarnos de lkfl11irlo y-''= {p(s).;:;!} 

p(.o;) = ~;:;:. El prilllt'r rl'std1ado •""S u11c1 t>Xlt>llsiú11 de vario~ rPs1dtado...; cl;isicos 
(ver(:.!]). 

Teort--uia 3.lG .'úa /'E h'(s) y¡>( ..... )= ~~4-f (u/l up. dp E :·i. n 1, y d,. coprirnas. 

Z.- co11 11,.,d,. E .'::i· r ... talub::.a u p(.-;), t"nloncts r(r¡(.-.)) r."ifabilz:a a 

p(t¡ (b)) para todo<¡(.-;) E Rr [.-;): 

b) e (l.!.!.!.i...!1) t· ... ·tabtlt::ll <l l' e~) /Hlr(l L.:.!.'...,·.·,· E J~,. (s): 
.,,,(.•) •/11(.•) 

e) c(.o;) c..,/alJl/1.:a a ¡1(s) ·"'y ... O/o .-;1 <'(<In ..... ) C.'>lalJ1b::cr a JJ(a 0 s) para rada a 0 E 

>Ji'+ - {O): 

d) .":i'1 ... cfrrr1011a111ns .r. !JE S lafr . ., qur .1·111, -r yd,. = l. '11/oucr.., c/ conjunto de 

lodo.<> lo.'> rutnpr 11 . .,11dun.'> 1/ll( r ... t11bd1::a11 11 ¡1(1¡( ... )) 

s ( J' (<¡ (.-))) 

1/ " ,, ( L.!!.!....!1) .<>011: 
...... t.•) 

{c(q(.~)) = ;11 ;/~·::+;;::;~::::,. E,...,· y y(<¡( ... )) - 1·11 1,(1¡(s)) ~o} 

s(,(~)) =Ir(~)= r(":S~l+'""(""+H) 
Y J qut.•1 '/11l-"I .,,(~)-rd,.(~) 

rE.'··ly v(~)-1·11.(~)-1-0¡ 
<101.•) ' </11t .• ) r-

para q, E ~m [ ... ], co11 .\/ = {/>. '{¡} l/ l.::.!. E ·J~·" ( . ..;). 

Den1ostración. a) Por t•I rorolario 11 d"l capitulo;¡ dt> [:!]. c(s) P!'itabiliza 
a p(.-;-) :-;i y s<~Jo !->i 11 1,11,. + d 1.d,. = l. pur 1·1 l1·111a :! .. -.; 11 .. (r¡(s))n,.(<¡(s)) + 
dp('J( . .,))d,,.(1¡(.-.)) = 1 para lodo 1¡(.')-= R,.[.-.j. l1H'¡;C1 11ur ,.¡ 111¡!-ollJo corolario 
11. r(r¡(.~)) Pslal1ili~a a¡1(1¡(.-.)) para tudu 1¡( .... j E h'1, [.-.) 
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b) Es sirnilar al inciso a}. 

e) Es siuiilar al in<"iso a}. pero adt>111<i.-,. u:..a111os qu~· /-'(,' PS un grupo que acciona. 

sobre S. 

d) Usan1os el Tt->on .. 111a. l:~ d··I capitulo a dt.• f:!J y la . ..; propiedades dt> los hon10-

n1orfisr11os f y f. Pnto11('1•s 

f (.r + ,.,,,,) 
!I - 1·n1, 

- f (<· J + 1·' f ( d,. ) 
- f(y) - r'f('1p) 

dondt-. 1·1 Es· (con r' = f(1") 111·ro 1111 af1·cta) 

Ahora IJSil.lldO pj lt•1J1a :!.K. lt•li"lll ,.w .1.· ( '/ ( ... ) ) ,,,, (o¡( .... ))+ !I (<¡ (..;)) d,. ( q ( s)) = 
y por Pf rrt•on•111a J:~ anl••-... 1."·111·1u11<t.Jo . .'···:(p(1¡ ( . ..,j)) V.'·,' (¡1 (C!.!.!...:!.1)) t•stán bif>O 

- </u!.• J 

dt-•fi11idos para todo 1¡ EH·\/[ ... ] co¡¡ .\/ = {11. f} y 1¡,; E 'J~·\/ ( . ..;). D 

El corolario siguit•ntt• l!a uua ;1p/icacít',11 i11t1•n·:..:u1t1• y sorprt-"'ndt•Iltt•. 

Corolario 3-17 a) _..,~<a(" uu ro111pt 11 ... a./01· 1·u11-.la11lt tal r¡u~ cstabili=a a p(s), 

t·utoucr.<> la c ... 1abd1::t1r1ún f,., ··.,1n1u/t,í11111 .. 'J ··,.,,(,,,.,¡,,·· tll tlscnl11iv de que para 
todo,, E ~R,, [ ... ] .p(11(s)) f','> f ... ia/J1/1 t,/, /"'' 1/ 1111-.11lo C0111f1C1l.'>fldor con.i;taute e 
yp(s} E 'R'(.-.) f'.'i co111u ,-11 1/ ]"r-orr111,¡ 1 /li ,¡11/,¡·1,,r. 

b) Lo ,,,, .... ,,,º C.4> 1·álulo para 1l1l ro111p1 11-.adur <'l'IJ -11111/c ( • • ..,, e· cstah,/z::a a p (s). 

f'.4> dcrir. r· L'ilal11b:a a p (L.'..!.!.!..!..) ptllfl l.::.! E JI',. ( ... ) ', </•d .. ) ,,,, l E "H(5) rorno en :J.16: 

e) . ..,·, e.rt.4>/c .r. y E 'J? /,z/r . .; r¡ur .i.·r1,. + y<I¡• = 

S(¡1(q (.<))) 
y 

s(1,(l'.!!!.!.1)) ={e(~)= r(~)~'"'"(~) / r ES 1 1 (=L!.2) 
Yol•J •¡,d.•I y(!:.l..l..!..!..}-•· .. ,.(~) !JY </•,!llJ 

do,,de t¡¡ E :J?¡;[sJ 1·011 "F = {1J( . .,;)"."i} 1J ¡•( ... ·;··~· R(.-.) cu1110 f"ll J. lfi. 

- rn e~)~ o} p <101• I 

Lo prirnt•ro •1111• ul).-.,erva11uJ.-.. 1':--0 1¡1p· ia 111•1.v<Hia iJP lo~ r-·sultados rtllt<'rion-~s 

pur-d1•n 1•xt1•JJ,J,•r:-;1• u..-;u1du J'\1'/ [ .... j. Jn>r PJro111plo para 1•1 '1"1•or,.n1a de KJiaritonov, 

Jf J7 



tOOH\ndo bajo sustitució11 los p0Ji11u111ios qllt' pri>:-..•rva11 (a t_•sfabilida.d J~ fos 
·atro poli1101nio.."'i dP l-\:J1;,riro1:nv. 

El resultado a11tt>rior t.•;-;ta.bl1·1·t.· qu•· u11 cu111¡.1·11:-.adur l'ull:-.ta11tt• !'ji1~111pre es
tabiliza robustauwutP a uua plauta 1·11 ,.J :-.1·111i1lu d1• qlJt'. ~¡ sustitui111os .s por 
un polinornio e¡ E Ji',.[.:-.] y un cocw11ll' du11dt.• ;u11hus 7,; E "Jl'1, (s). en la planta 

p(s) que estabiliza e·. siput>u si1·11do ¡1(<¡ (.-.J)v/o 1• (~) \·~tahilizahks por C. 
' ~ \ '/ut 3 J 

r\den1H.s, la t•sral,ilizacil)ll e:-; si1111d1:i111·a. P•>r 1·j1•111plo, touw111os '/u ..... r¡1.; E )Rp [.s] 
tales q1u~ <lt•g r¡ 0 < tlq.?; r¡ 1 < < d••J.!; 1¡1.;. 1·111011c<"s ¡1 {1¡ 0 (~)) ..... p (1¡1.; (.-.})son k+ 1 
planta....; dift•rPntc-s. la .. ...; cuaks son si1111d1<i11i·;u111•11r,. Pstahilizadas por t•I con1pen
sador ro11~ta11tt> (·· . • ·st:L.., ,Jos 1irupit-1f;i,J.·s ...... 11 :--.1lrf)ri·11d··11t(•..:; para cu111p1•ns;11.Jores 
co11sta11l•'S. AdH·1on:d11i.·11t•'. ,.¡ cq11j111itu :··i(¡•(.-.)) df todo ... lo.'> r·o111pc1isadnres 

r¡1u· cs/11hd1::r111 r1 /,¡ ¡¡/1111!,;. /' (.-.) ...... _,/•) ,j,.¡,,.1i.le d•· J;l ¡1la11ta y la sust1tut:"ión que 
se to1111·. Pur utru J;idu. 11•111•111•• ..... 1111 111!•·r•·,..:111t•· vi11c11lo cu11 l:i."> f;u1iili:i.s F1 y 
1-~2 , para J;L...; c11al··~ st• 111•et·~1tan. ~1·µJi11 ll)s ··•>r·ul:1rios :Le; y :L7 d.-• (11]. estabilizar 
cuatro y ocho pla11tas, r1·sr.1·,-ri\'anw11lt'. J1:lra qll'-' f;L..; fa111i1;:-L."> 1-~1 y F2 ~t~an Ps

ta.biJizabl1~s puc: un cn111p1•11:-;ador cu11 . ..,ra11lt.'. 1•11 ca11il1io t'I corolario antt•rior sólo 
necesita 1•stabili:.:ar una pla11ta 1•ara 1·:--.r:1hilizar roi>11.">f;u11•·11te una fa1nilia in
finita. dP plant.L.."i con grados dif1•r1•11t1·:--; y/o ig.11al1·s. Por lo quP. 1111 co1npensa<lor 
consta11tf-" e 11alqt1it>ra c•sr af 1iliza rol 1thl a1111·11 tP ( 1•11 "' s1·11t ido an t1_•s rxpuest o) a 
cualquit~r planta q11,. ,.:;1·a 1·st:~hilízahl1• pur ,-.J. 

. ..\ C'Ot1ti111l;\ció111·x11·11,Ji·11Hl!-- 1111 r1·!--11l:a•ln1·!--l;1IJl1•cidu J>ur IJJ011d1·f t•f al f:"ll (·1]. 

TP<H"«"IJl<l 3.18 ,....,·((/ll ¡•,t ... )~ }\'(.-.) IJ ¡·, . .,} t:: J\'(.-.). ta/1 '> 1/ll< -(:- 1 (.'>) cr•ita a 

cada p, (.-..) para i = 1 .... l..· f:'11/011n· . ., 

a) r(t/o( .... )) n- ('5111/Jl/J:¡z .-.·1mullrÍ1JttlllltJl!t 11 /a,>; /'r (1¡(.-;)) cou i 

rada r¡0 (s) E R1\' [~-.]: 

l ... , k para 

b) e e~) O- e."ilalJllt::.a Sl1llllltri11t·r1111111/r 11 la ... p. e~) COll i =l . ... ,J..· para ..¡.,c.•J .¡.,C.•J 

e) Si tomamo.<> /lk+tl·-.) = -c- 1 (.-.). 111/ouo.-.; p 1 (1¡u(.-.)) cu11i=1 •... ,k+1 

,<;Oll SlTllllf/tÍllC<llllellft' ri- C.5f1lÓl/z:o/J/(.'> f'úl' llll COllljJCll.'><ldor propio, para Cada 

</o (s) E 'J~i\' [ .... ]. y lo 1'1l.o;1110 c.'> ni/¡do /Nn·a ¡>, (~). ¡uJ1·r1 l.:!..!..!..!1 E -h'>l (.">) donde 
</•d -· 1 </"! 3 1 .... 

TI = { I' 1 ( ·') •.. - • ,,, + 1 ( ·')} -

IO<i 



DPmostrarión. a) Prirut:•ro obst:~rve1110~ qt1•· lo=-- ho111c.11norfisrno:<. 2.:?.a) y 2.2.b) 

preservan funciortt•.s de trausfort~ncia qtw sr t•vj1a11. si 11 1 (.'"} d 2 (.o.;)-d1 (.s) n 2 (.s) E 
U (!2). entoucPs. 

f (Tl¡ ( s) d, (s) - <Í¡ Í ,;) "' (.')) = f (" 1 ( ·')) f (d, ( .; )) - f ( d¡ (s)) f ( "' (s)) 
= TI 1 ( ''º ( .... ) ) "".!. ('/U ( .... ) ) - "1 ( '/•l ( .... ) ) "".!. (•/o ( .... )) E [ º ( n) 

<lt?bido a la.s prupit•dadt·~ ¡ir.-:-.1·111;1.Ja .... 1·11 :!.I :\l1ui-a ¡iur 1·f lt·111a lit.• [·1], el cual 
estableo.• qUt_> r(.-.·) ~l- 1•:-.tal1jJj,1.a a /1(.-.) ,.,l ,Y :-.l)!u .-..Í -c(.-.)-I t'Vita a. JJ(S) en n, 
conclui1nos la valid,:z dt·I inci:-.o a): 

b) La prueha t->s sin1il;t.r al inri.so a) p1•rc) tl"><llido 7 1•11 lt1~ar dP f: 

e) Ot>hi<lo :d ft>orP111a d1• [·1] y ~:1 v1-r:-.iU11 111udificad<1 t'll [D]. el cual PSfahlece 

CJUf' si p 1 (s) E 1\'( ... ) ,.,_)JI i = l. .. J.·+ 1 )- '"'1Jf1<>ll~<L"'" q11~· }JL.·+1 (s) evita a p 1 (s) 
para. i = 1 ..... J..·. E11t1)fjC1•:-. l"Xi:--.tr• IJll t"oll1p1·11:--.;ufor propio.,., cual n- PStahiliza 
sinH1ltti:it·a11H•111t> a l<t.-.; p, ( ... ) 1•;1r.i / = l ..... /..·+ I y co1J1'.) f y 7 1•re:--.1,•r...-a11 func!ones 
de· t ra11sf1·r••11cÍ;l qui• ...... t''- ir a11. \'(,J1.-!111111t .... ,.¡ iiP·i .... o e) 

Corolario .3.J!J. _...,·,a~! ti -.f1n1¡J/1111u 10111¡1/tJU. r·ta/ pu.-.l11ro. ccrrtulo u1uón 

{:::.::·},(.o.; (rl) = .')0

). F11lo1u·c.,. -<·- 1 (:·.) 11·1!11 a cada p, (.-.) para ; = l, ... , k si 

y .o;o/o ... , c(a 0 • .,·)!"2- t-.labd1=11 -.u11ul!1i1111t111t11ft a la.'> JI• (a 0 s) con i = l •...• k 
po.ra rada a 0 E ·n+ - {U} 

D1•111ostraciú11. l 001110 /'1 ( ... i y JI-:.(.-.) .... 1· •'"\. ll.111 :-.i y :-.<Jiu si ¡J1 (aos) y />2 (aos) ~ 

t:>Vitan. dado qu,~ f,
10 

.... ; - .• •• ; dn11d1· 7.:., (/• ( ... ) ) = }J (a,,,.,) por i:ada p (..;;:) E S 
y toda a 0 E }\"+ - {U}. y cpn10 ¡•(.-.) 1•.s .·--.1ald1· -..j y st)fu :--.i p(a 0 .<;) es estahl~. 
para <";lda <lo Eh'+ - {O}, ··11tu111·1·s 7. 1 .. , • .., 1111 1,.,0111orli.-.1110 para cada <10 fija.. 1~11 
<"OllSt'Cllr>llCia. 1l1·I l1·111:1 ".! <i.I•) y '111•' ,~ ... - ·!'J} •"<Jll ,.¡ /•J°t>dt1,·f1) 11:--.11:d t• . ...; 1111 grupo 
iso1110,.fo ar~<:. 1·11tu111·1·:--. 7.¡ t•:-. IJll illll•dll<!Jli.-..11111 :- 1·1 r'':-Ollllado t':.. olJtt·11ido dt•I 
inciso a) del tC'ort 111a a1111•r1:;r. 

Co:i·ol.ario 3.20. ( °i•11 Í1i..-. 1111 ... 11111-. 1 011,/11 11111<.'> 1¡1it ti corol"nu "11/rr1or, pero 

ahora C'(.s) E -~ ((' ('S cou.-.11111/r). 1:"11/uun ... e· t ... 11dnll=a ... 1111ull<Í'1C<l11H'111F y 
robu.sta1nente a ¡,,., p, (,o.;) para i = 1 ..... J.·. 

La prueba dt> t>:-.t1· ..-orc.lario ··s co11:--.1'<·11r·11cia i1111wdiata del corolario anterior 
)" t:•J c-oroJarin :$.17 y t•:-.rahl1•c1• qllP 1•11 1•:--.11• 1-;L..,O particular con C co11sta11te, Ja 
PStahi!izacil)ll 1·:--. s11111df;i11"a :- rol111:--.L1 1·11 ,.j ~,·111ido a11t1•s 1•stablt>cido para ('"ada ,,, ( ·') 
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P":>r otro lado. el teorerna 3.IG y el corolario :l.17. establecen que íl- esta
bilización ~i1uullci.uea es preservable por los ho1110111orlis111os f y f, que aden1ás 
preservan JcSCOlllpOSil·ioueS fl- COpri111as dt_• Ja.s phu1l;L.,; iuvofuC'ra<las. 

E.- Estabiliza.cit~n y la p1·opiedad (pip) (parity iute1·Iaci11g p1·opcrty). 

En el articulo [1], Youl<l. et al. n1o~traro11 que una plauta propia t•s fuerte
n1ente estabiliza.bit=- si y sólo si no t it•np C'a11celacio11cs l.k polos y ceros inestables 
y satisface (pip) (parity i11lt•la.ci11,L?; propPrty). 

Üt"'Í11JiC'i611 :l.:!. r·11~1 fllllClÚH dt T11111 .... f11'1111 lll ...,,,,, ... file~ /ll/J ... , entre cualesquiera 

dos ceros rf'afr . .;; uu 1uqal11·0.'>. (111c lu!Jt 11do lo.o.; <!ti 111/i111lo) la fuuczúu. tu:ne un 
111i111~r·o par tÍl polo ... po .... 111~·,J.., naft . ., (111cl11t¡t11do la 111ult1pltcldt11l). 

En [~~]. \\·, ... ¡ pruPba t>l ::-.ig11i1•11tP /1·111a. qLu· caract1·riza a.lgebraica1nente la 
propiPda<l pip de una función dt• t ra11:-.Ít..•re11cia. 

Len'la 3.22. Co11.o.;1dcrl"1110 ... trc ... p(Jltt1v11110 .... · ,,, utua111c11tc, copn1nos en C+, F 1 (s), F 2 (s) 

y FJ ( s). E.r1.o.;lcn do ... po/1110111 tos J/urinl = h 1 ( .'>) . h'.! (.-;) y "" pohuornzo q (s) tal~~ 
que 

... 1 y ... olu 

Para la. de111ostrac-iU11 vt"'r [a]. 

En este n1is1110 articu!o \\\·i prut>ha varios teon•111a..~. algunos de los cuales 
exte11t.Je111os t•n un lt•or1~111a posterior. 

Antf?'s e:"le11d1•n1os .. 1 le111a anterior. 

Lcu1a 3.23. ( 11sulcrc1110.s ff"{8 pol111011110 ... 111ultHll1ll llf(' CO]JTllllO."i rn e·+. F1 (s). F'2 (s) 

y Fa (s), y Sll/Jt•11gamu.o.; que c.r1.o.;fc11 do .... ¡wlz1101111u.-. llurrnt= h 1 (s), h 2 (s) y un 

polino1nio r¡ ( s), lu/c.o;; 1¡11r 

entonces: 
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h"l(qo(s)) son po/111011uo!i lluru•1/:: y 7~1'2('/n(.·•)), ·r1:J('/o(.s)) y 7;!3('/o(s)) no 
tienen ra1"ces t'll e·+. do u de T,J (.-;) =.\te· o { .'-~. l·:i} (mci.r11110 ro111ú11 du·isor de 
F;,F;)i.j= 1.2.3. 

b) La co11dició11 há.s1ca del lc11Hl c.'t t·qu1nlfr11/c a '/llr 

para cada a E R+ - {O). 

Dcruost1·aci1)u. 

sa/1.o;face pip 

a) QUt-> r~l (.->). J·':! (s) )" /·~t (.'>) Sf';\JJ llllJfU<lllH'nl1' C'OprUllUS Pll ("'+,significa qut.~ 

Jos .\tr·rJ's "I'1 '..!(s) .·ri;1 ( .... ) y T-_.:1 (.-.J 111) 1i1•111·n raín~sc>11 e·+. donde 

Ahora dt• Ja ... "> propi1•dadt•s d1• l1<Jlll0111urfi:-.111us y quP T.J (1¡ 0 (s)) 110 tiPnen 
raÍcl'::-; 1~11 ( ·+. l!'ll"l11u~ qiJt> ,.¡ l1011aJ111u1·fi,.,11HJ ~.:!.a) Jlrt·~1·rva .\/C[J's y 

F¡ (</o(s))h1 (•¡.,(s)) + Fo(•¡,,(.,))ho(</u(-')) + ¡.;,(<¡u(s))<¡(</o(s)) =O 

ade111;i."j cu1110 h 1 ('/o (s)) y/¡._. (1¡0 (.-.))son :11nl>os poli11on1ios llurwitz por 

rl lerna :J.2:!. l-".:t'/<~·.: 1

11/.;'1
1"•., 1 .,, :-.<11i ..... f<1c1·11 pÍf'· 

b) h)l...a prUt"'ha PS b;i.-..;icarrwlll•· la 111i:-.111't. 1u·ru d1·lu•111u-.. agregar qup 7;j (as) 
no t iPll<'ll raín•s t'll e··+ y 1p1" co1lhJ f ( s) = "·" 1•s un aulo111orflsn10 Je )R (s] 
(1nas aün un auro111orlis1110 1•11 .'-i") y J1r1·.-..1·rva p0Ji11u111ios llurn.\.'ilz por el 
lí~lllil 3.22 h•Jlt>Juos la t•qui\.'i1/1·1wia. D 

,,.\ continual"ión dad;L.::, planl<Lo..; 

fafcs <fUP 110 tiPIH'll C1•ros t•JI t.:UllllÍll. (O Jlli/<J:--0) t'll C<.HlllÍll t'IJ ('+, defillalllOS 

F,, (.•) = .\", (s) D, (s) - .\~ (.,¡ /);(.-) ;.j = l.:l.3. 

Teorcnnn 3.24 

n) s--;-~:·~.~/.: .• 1 .<HJ/1.-.farr' ¡>J¡> s1 y .. n/o .,, fJ¡ (a.-.) y /'':.! (a8) ... 011 s1nuiltáura111r.11te 

t's/r1lnl1::abh ... pn ra rada a E )~+ - { ()} . 
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b) Si ;vl'(;:.~~'>11 ,,l salisfaccJllp. c11/011cc ... ¡1¡ ('/ll( ... )) YJJ".!(1¡ 0 ( . ...-)) ... 011.o;uuult<iucamenle 

cstah1li=ablcs pura cada t/u (~'>)En [ ... J. 1/Ut ... a/1.-.farc 

i) h1 (qo (.">)) y h".! (1/0 (.-;)) ·"'º" ¡wl11101111u.-.· //urinl= donde h1 (.o;) .V¡ (s) + 
ii 2 (s) .\':.!(.o;)+ l:." 1 :.? ( ... ·)'/( .... )=O (del b ma .J . .!.!); 

ii) SiT12 (.o;) =.\IC"IJ{p 1 (.-;)./J"..!l·-.)} en R(.'>), t11lo11cc.'i·r1"..!(1¡0(.-.)) uo tzcue 
ceros t·n co1u1i11. 111 polu.-. 111 '"""¡,, tll e·+. 

e) Su.ponga1no5 r¡uc ¡:_~, ".! ( s} , ¡::"..!:J ( ... ) y 1~·:J1 ( ... ) """' m !ll ua mcnlr ropn111os en G"+. 
81 erv;/cu trr ... pol111u1111u ... /!11nnl:: h 1 (.-.). h::_ (.-.) y h3 (.-.} !ah.o; que 

cnlonccs p¡ (t/o (,..;)),/'"'..!(•/o t.-.)) t/ ¡1;., (1/ 1i (.-.)).-.un ... 1111u//ri11f1l11tc11/c €.'siabzlz::
abh.o; para cae/a '/u (s) E H [.-.J tui •/11' 

i) h1 {'/o (s)), h:.! {110 (.-.))y h:., (11ri (.-.)) """ puh11umlC''i flurrnt.:; 

ii) S1T,;¡(s) =.l!CD{E1"./:";¡1J 1"1:i(.,¡ =.l/C'/J{E1,.E":i} yT1,(s) =.VCD{E31,Ez3}. 
en/nuco• 7:.!.3 (110 (s)) . '/'¡ ;J ( '/tl ( .... ) ) y'/'¡'.! ( ''º (.-;)) "º lu:11eu. cero.<; en e+. 

d) La condzcuíu 1111r1<d d("l lncu;o a11l1no1· '·" 1"1¡u1t·11fr11/c a qur p 1 (a.o;;),p2(as) 
y J>:J (a ... ) ... t 1111 ... u11ul!ii111111111 11/i 1 -./.il1d1::al1/t ... p11ni c.~da a E ')~+ - {U}. 

Deutos tr.<-u~ Í<)u. 

a) Por 1•1 1.~n1:t :L"2"2 '"xisl1·11 h 1 (.-.)y h;:{.-.) ¡11.ii11u111itJ:-. II11rwi1z y 1111 poli11on1io 
q ( ... ) 1 alPs <¡ti(' .Y 1 ( ... ) /1 1 ( .... ) + .\":: ( ... ) 11:: ( ... ) + /:,' 1 '.! ( ... ) '/ ( .-.} = O. ahora por el 
tPore111a .1.:~ d1• [:!]y t•l le111;i :L:!:L li) ¡1 1 (u.-.) y/'::. (u ... ) :-.011 si111ul1<i11eanwnte 
Pstahilizahl1~s para ••td•l" ¿Ji'+ - {O}. 

b) La den1ostració11 ••s !-iÍJnilar al i11ci:-.l) a1llc·riur. pt'ro al1ora 11sa111os :3.:l:J. a) en 
lugar <l1~ ;3.2:!. b). 

e) l;!:iando t_•I teon•111a. ·1.(j dt> [:~]. ··I l1•·1·lio d1• q111· l10111u111odis111os de anillo~ 
(d1•í111ició11 :!.:!.a)) JH1':-.~·rvan ¡irod11clcJ:-. y co11~ta111t•:.. y ~I lerna 
3.2:3.a), p 1 (q0 (~'"')) ·I'"..:. (t/D ( .... ))y /l;J (•¡., (.-.)) :-.u11 :-.i111ult;i111>alllf'l1lt"! est.a.hili·1.:
ables si cu111pk11 ('") i) y t•) ii). 

<l) La dt~111o~t ración •·s :-.i111ilar al i 11c i:-.u 0\11t1·riur. 1.:an 1hi;u1do :J .:!:La) por 3.:l:l.b). O 

El n11tt>rior tt>or1~111a 110:-> n1t11·~t ra '~J111d .-.1• ¡.11··d1•11 ··xt••Jldl'r los t1~on•n1a.s de 
\\",~i. dt>hido al JP111a :!.:.?:J q111~ li;i.-..i1·:11111•11t•· 1111J•':-.tra n~1110 la J•ropir·i...lad (pip) de 
fu11cio11t·~ de t ra11sf1~n·11cia ··:-. 1•r••:-.1•r\.·al>I•· f")r lh.,111011iorfi~111os, 
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A continuación prest'11la111os 1111a g1•11eralizació11 si111ph.• del teore111a de esta
bilización si111uÍt;,_i111!a de tri•:-,; pla11t~L-; lh· \\'1·i (T.•111·1•11.1a ·1.Ci 1_·11 [:~]). 

Tcorc111a 3.25 • . •:h:au ¡> 1 (s) ~:~:: •... p.,,(.-;) ¡~:::~:: 1ll 2: 3 plantas tales 

que 

E.j (s) y Eu.: (.s) ,o;ou coprt11lOS ,..,, e·+, ..... , i =;f. / y/oj # k COll i,j,I., = 1, .... rn. 

La.'i 111 ~ :1 plt111/<1s s11nulf1ÍT1r1ll11t 11/1 ,_.,/abd1.:ab/1.'> ·"''y .'>Ó/o si e.;ci.<0/en 
po/111e.J111u.-. //11r·u•1/.: h 1 ( . ..,·), .... h.,.(.·>) toh.-. que la 11111/rt.: 

[ 

h.,, (s) 

.\! = .\"¡ (.,) 
Di(.,) 

h,,¡- J ( 8) 
.\"~ (.,¡ 
lh (.,¡ 

/¡ 1 (.,¡ ] 
.\".,, ( s) 
/).,. (.>) 

tiene lodos sus 111c11on·.-. de (;J x 3) de 111ti.i·1111a d1111t·11s1óu iguales a cero (que es 
equiritlfcn.te a qttf' el rau go de .\/ ·"º' 111< uor· q11r lrc.s y que la rnaln:: .'\,[ no sea 
inz1rrtible por la dcrcrha). 

Der-nostración. (;..;t."'cPsiJaJ) si ex1stt• t111 co111¡>1•11sador e( .... )= ;;:.:::;que Pstabiliza 

a /'1 ( • .,·), ····l'm (8), t•nto1H·Ps .\", (.'>) .\",. (s) + /J1 (.-.) /),. ( ... ) = hm-i+I (s) para i = 
l. .... 111: do11dt- // 1 ( . ...,), .... f/ 111 (s) :-.011 poli111J111iu:-. ll11rw11z. 11ott•111os que 

(

h ... ) 

h, 
( 

/J¡ ) 
+/J .. 

D.,, 

l(>Ort )qu:·in:t:•;:,:.'.',i:~~. :::.'~:::~¡,:,'1:~:s d:;,. l ~:~: ~·.~:·,,~~:::1,(y t )so1:. c(omg• v•)·ct:~~5 
h~ . .· .~ • D~ 

i.j. k indicc>s que i11dican Ja colu111na (dt> izqui<'rda a dt>rt•d1a.) de Ja 1natriz .\f, 
por Jo que todos Jos llH'llOrf°"S Je ax;3 SUll Ct'J"O. 

(Suficie11cia). Supo11µ,a111os que 1>Xi:-.t1·11 pul1110111ios IJurwitz h 1 (.s), ...• h"' (s) 
talf•s que la rnntriz .\/ tiene todos .-..tts 111••11or•·:-.. d•· ;$x;{ igua!Ps a cero. entoncPS 
para un 111P11or c11alquit•ra tornado dt· l:L"' l·ulu11111:L°'i i. j, l.: i.:011 i. j. J.· e11trt-• l ..... rn 
y diÍt"'it'lllt'S, fC)JIWlllO~ ( i < j < J.·) 

1 J;! 



l. E.jhi + E1:,h; + l:.:;1..·'11.: =O ade111Ú .. 'i 

2. 1:..-ij}\l1: + Ei.:..V; + EJk·\'• =O 

3 . .1:..,,,jD1i: + E~J.-,rJi + E";J.-D, =o 11w,!!;o .• v, x < 1 >-'11.: x c2), D¡ x (I)- h1: x 
(3) dan E,; (h 1 .V, - hJ.-.\"1.:) = -!:..~""' (/'1·\·, - hJ.:.\';) y E,-; (h,D¡ - h1:D1i:) = 
-E1;:¡(hj/J¡ - hkD;) co1110 ¡.:,;y f.:1.: 1 so11 eopri111<L-.; t_•n e·+, lene111os que 

4. hj .\'¡ - "k .\", fe',) [} r 

5. h, .\', - "l.:.\·~ .. - ¡.;., !Jr 

6. hj JJ, - h1.:IY; -/-_·,, .\'r 

7. h,D, - 1i,.1;. 1·:1.: 1 .\"<:' 

Ahora si for1n;u11os /.), x (·1) - .\', _._ (f.i) ol>lt•JIPJllOS h1.: (.~.l,DJ - .V_;D¡) = 
E¡j ( D,. D, + .'\', .. '\",) dP do11dP .\", .\",.+[),!J .. = hJ.- y 1•11 g••Ju•ra.J, pode111os 1:1<:)Strar 
que 

.'\·¡.\',.. + /),/),. = 11,,._,+1 

para i =l ... , 111. J>or lu 1¡11t> e= i>. 1•:-.1;1l.iliz;1 ,..,j11111!1:i11ca111t•11te a las 111 plantas 
V _ 1J1hi.-IJ,1. 1 

y adf•11i:i.s D• r = ~1 /~\,hi. O 
,.. - L·:,, 

El anterior lt>ore1J1a PS 1111;1 g:1·111·ralizació11 11111y si111plP del rPsultado de \\~ei 
para t~!-.taLilizar tn•:s pla11t<L"i s111111lt<i111·•1111 .. 11te. pt>ro Jiu dice có1110 obt.~ner los 
polinoruios Hurwitz h 1 (s), .... h, 11 ( .... ). Sin 1•111l1argu tit•11t> la gracia de :-.er para 
1n ~ ;J planta.">, lo qllP t>s una 11ov,•dad l1a:-.1a do11d1· salH•J11os. 

Teor<Hlla 3.20. ,...,·u¡Jo119a111os lr1 ... 1111 .. 111a .. !11¡";¡1 .. ,_., d1/ -¡·, orc111a :J.:.!.5. ,::.,·, trisll"n 

pnh11om10 ... /111rrnl.: h 1 ( .... ) •.•• h,,1 ( ... ) f·dt. .. 1¡11c la 1111dn:: .\/ (d'-' .J . ...!.5) licue todos 
sus 1uc1101·c.., dt· (:Jx:i) 111<í.i·1111a du11111 .... tú11 lf}llllh ... 1l ,., ru. 

a) Entonces p¡ (q0 ( ... )). ···• l'm (r¡ 11 (s)) '>1111 ... 111111/ta1111Í111r·11fc e."ilabi/1::r1b/es para 
cada q 0 (.s) E 'h"' [ .... ] tal f/Ue 

i) h 1 (qo (.s)) ..... h,, 1 ('/o(.->)) .... 011 ¡10/11101111(} . .., llurn·1t.=: 

ii) ,•.;, 7~./ ( 8) =-.1/f"IJ{ E;.:. E,.; J. t 11/0111·r-; 7~/ ( 1¡ 11 (.-.)) :10 llr·ucu ceros en e-+ 
. con l.J.l.J.· t·artaudu d1 l.. .111: 
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b) Si y .<;Ó/o sl JJI (cu;), ····Pm (cu;) ... 011 ... ,111u//ú111a111€ulc c~labli1::abfr.-; para c-aáa 
" E >)?+ - {O} . 

La dcrnostració11 ,~i; 11na J.;1•1wralizacil~11 .-.¡j¡11pl1• dP :1.:!·l.a) y a.:.!·1 b). 

Eslt"" rPsulta<lo (c-01110 ar ros a1111~riort•s) nos (H'r111ill' ver có1no aün cuando 
tenga1no.s condiciorll'S 1u·n·saria..-.; y !-,Ufici~·11l1•s. pode111us «>Xlrat'r llli~ iuforrnación 
por 111~<lio de ho1110111orlis111os éukcu;tdos al problP111a. 

Ahora. da1nos 1111a ,~xtt>11sió11 d1• los pri11cipal1•s r1•s11ltados de \V<"i ('Teooren1a 
·1.•l .. 11 [:!]). 

Teo1·l~lll.il 3.27 . . '-i'ra11 p 1 ( ... ) = 1~·:;;; y/".:( .... )=¡~~::; do., ¡1ia11/a.o; 1¡uc no tunen 

cf'ro.-; 1·11 co1u1i11 c·u ( ·+. /) .'>llflOlltJtlJIJu'> </lit 1~·1-.lc11 po/11101111os l/11ru·1l:: h 1 (s) 
y /,'2(.o;) y Ull pofu1un110 1';1(...-) 1¡lll" 110 /1tl1t ra/rt . ., l"ltlfr . ., tll ("+,tales que 

Ni (s) h, (s) + ;\'" (.,) h" (.,) + E10 (.,) h;i (.,¡=U. 

a) Si y ... tito .'H la.-. dos ¡da utas /'J (a...-) ..... /':! (a...-) .-.011 .-.1111ultd11ca11tc11IF estabili:
ablco; por zuz t'Olll]J( 11sador 1¡1u 11<' 111 lle polo.o; rca!t., lllf'.o;lahles para CtHla 
a E \Ji'+ - {O}. 

h) E11/011ccs las do.o; ¡,/anta ... /'I (11 ... + 11) fJ /':: (11 ... + h) ·""" .. 1111ultci11ca111enle rs

talnb::ahhH ¡1or 1111 t·o111pt 11.-..11du1· 'I'" 110 /11111 }'"'"" ,., u/1 o; lllt . .,fablt'.S pa1·a 
clltÍtl /Hir·a.IJE·.n-r - {U} 

Dcu1ostracic.)11. 

n) Por los tPorPllléL<i :La y ·1..1 dt_• [:~ J t1•111•111ns q111· co11 l<Lo.; co11dicio11es sobre µ 1 y 
p 2 . f~sra. ... planta..,. son sin1ult;i111•a1111•1111• 1·~1al1il1zill./1•s por u11 con1pensador 
que no t ie1H• polos rcal1·~ i 11.-sr abl1·~ ...,¡ .Y ~1_Jlo ~¡ exisl t'll h 1 , h 2 y h 3 corno 
antes taft_•s qUP .Y.1 h 1 + .\" 1._.h._. + J.." 1 :..:11.J =U. lt1•·g," C<Jl110 ,~¡ Jio11101norfisn10 
s - as con a E:)¡-+ - {U} 1·:-.. 1111 au11,111u1·li.-..111u d1· . ..,', ft>J11·111u~ t>) rt.•suitado. 

b) Ton1ando Pll ct1P11la lo a11r1•nor y q111· "' hu1110111u1·fh1110 ...- - a.o;+ b con 
a,b E 3i'+ - {O} 1·s 1111 1·11du111orli:-.111<1 ,Jt •. "-;,· •1111· 111ai1da ceros co1npl1~jos 
con partt> real posiriva 1·11 cc..-o~ d1·/ 1111~11H1 1 1u u 1·11 Ct_·ros t•stahl1.•s (donde 
t•stan1os supo11il'11do q1Jt• f:L ... part1· ..... i111a,l!,i11 ri:L., :-.011 difi·n•nlt_•:-; d1~ c<~ro), 

PllfOIJCt~S SI' sig111• ,.¡ r1~s11 lt ad1 ). o 
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Con10 ant1•s no1n111os la pol••1u·ia d1• fo•. 111t:lodos aquí propuPstos, al extraer 
n1ás inforrnación a un lt.•orP111a d1~ co11diciu111·s 1n•cesaria • ..; y suficienl<~S. 

Para finalizar P.sta s1•c<"ió11. prt>~1·111:t111cJ~ 11na 1•.x!Pt1siú11 si11111lt;i11Pa de varios 
resulr.aJos <.ft .. J arl icuJo [ J.JJ. d" ( 'lau1.:kali11J.!,a111-Da .... gupl a b;L..,a<los ta111bién en la 
propiedad pip. Para 1•slo i11trc.1d11r1111os la ~ig11ii-11f1• notaci(jJI; 

Pe r. ~i = { I' <s.~· J = ·''" + ;e 1,, (; J ,, .. •-• ¡-, E r} 
Q(.¡;.s) = {'/(-'.•.') = .-" + i 1

•¡,(C").,"-'/v E \ll}. ·= 1 

La.o; h1prrt'ílJ"-"' para/e la ... a lo ... tjr .... 

!'={;=(-;o .... ¡,.,)/¡,- s ¡, s ;,+ 1 
'l>' = {l...'= (v1 .... v,i)+ /v,- :S: v, :S r..··;r}. 

Los corfl<'il'nt1•s /-'1 (-;·)y q 1 ( v) . ..;<Jll :di111·s 1•11 lus P/1•11wulos de -1 y ti.• respectiva

n1ent.e, por lo q1w P ( J", ... ) y (J ('-V, ... ) :-.u11 pulir ipos i11dP1w11diPJ1lt>S de polinornios. 

P(f'.,;) J., 0 = {¡,(«o.-,¡ /¡,(s.¡) E/'(!'..,)) 

con so E e· fijo, 

Est.o~ co11jur1tosesUu1 f'Urtnado~ dt• Jos t•/c·111t•11to.-; Jt.' f-'(f,s) y Q(\11,s), eval
uados con ,.J 11ii1111•rn cn1npJt>jo ... 0 íijo. 

Ahora. da1uos 1111a extt>11~iú11 p;Hcial .¡,. lu~ 'l'1·ur,·111:L .. ; :!.1. a.l y .~.l de [l;:,J en 
1.•J siguiente rt•sulladu de:-.pll(~S de dar la 11ut<ició11 11t·n·saria para t~ste. 

Srn T ( !'. O.V. s) = { ~ / I' ( ., ) E /' ( I'. ·' ¡ y </ ( ·') E e¿ (O.V. s)} y "''"' CS P'..!. (s) 

(re.'ipf'clu•a111r11 fe e· ... :;(¿:!. ( .-; ) ) d <·011111 "'º d. ru/rt ... t 11 (_ ·+ d,. lodo.o; lo ... po/111011uos 

e.o;quuui de P ( I' . ....,) {n .'>pr·c/11·<1111r 11/1 (./ ( tV • ... )): y la ... "''' r ... crr1011rs a1 ... la.da."I, si 
éstas er1sfr1l, drl C011jll1JIO dr ,.,,¡,f .. ,¡, ta ... </1°1 ... ttJ.'i th F'( r .... ) (rf:.'i/'CCill1arne1lle 

Q (\11, s)} cou el CJr- 1111ay111ano. 

Tt?Ol'«~llH\ 3.28 ...... ·, 111 < 11, 
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a) Cualqu•er elc11icutu tÍf" 'J'( I'. \J.'. a.-;} ' .... fui rlt 111c11te e ... 111b1lr::aldt y t's c1.de1uás 
e.o;Jabili::able /"--''' 11.tl co111¡u 11 ... adu1· <Jll.t 110 lu ,,,. pulv.-; ru1./o; lllLo;l<Jb/cs a E 
?)('+ - {O},·"'' y .súlu sz 

i) Cada 11Ut"11lbro de cual1¡uur an ... ta "' /'(l"'.a ... ) f.'i COJ'l'llllO f'U e+ con 

rada 1111e111bro de ,·ua!quur un ... /a tf,· (J ('V. a.-t); 

ii) O ft. P(r.a . .,)/_,. 0 para 11111!J1i11 .... 0 t-·u c·:··,'/''2(a . ..,): 

iii} O f$. Q('-V.as)/.~., ¡wra 1111191111 so tuL',S(J:!.(as); 

iv) l:."I cucunlt J, 111da 1 ... 1¡110111 dr }J(r .... ) 'º" ,·ada 1 .... 1¡u111u ele Q(\11,s) 
.'>Clfl,'jftlrC /Jtfl. 

D(~JUC>st1·aci()J1. ( 
0

011 d ,j /lillldo los ·r1•01·1·111a . .., :!. l )' a.1 ,__Ji- [J.)] y ·l.:! dt• [:q, lt-•JIPIJlOS 

el siguit>lltt• rP:-.Ult ado: 

CualquiPr P!.-111t•nto de T(r. lll ..... ) l's f1wrt1·1111•11tt! 1•sta.hilizahlt.• y adr>n1á.~ es 
rsl ahilizahle por un colllfH'llsador q111· 110 t it'llP ¡iulus r1·al1•s i11cst abl.-:-. si y sólo 
si 1) lodos sus n1iP1nlnos :-.011 libres d1• l"a11ct>lacit1111·s dt· p()los y c1•ros inPsta.bles 
y 2) to.los sus 111ie111brus :--.ati:-.f<\c1·11 pip y 11:-.a11du ,.¡ 'l't>ori•111a .3.1 de fI;,j. que 
t~stab)Pct>; 'fudoslo....; 111i1·11d1r•l:-.. d1• '/"(l .. lJI .. -.) -..n11 lil1r1·,...; d" ca11ct>lacio11t.•s de> polos 
y cPros 1·11 ('+ :-..i y ..,,~Ju :-..i J) /.J(I',.-.)/ ... ll<J 1·1i11!11·11" al 1·1·ru. para cada. .-> 0 t'll 

C"SQ".!.. ( .... ). L) C.) ( IJt .... ) / .... 110 «0111 ¡,.1,.· ;¡I c1·1·u. 1•;1ra c;ul;1 .-., 1 "'' ( ',• ... ;¡.»¿ ( .... ). 3) cada 
111ie111hrn d1• cualq11i1·r an:-..Ll ,¡,. 7' j .-.J , .... ,·.,pr1111u 1·11 ( '+ con cada 111i1•111bro dP 

cualqui,.r ari~ra d·· (J (\.ll . ..... ) .\hura 11--..;1odu lu:-.. dcJ:-. l'•'."'>1tl1ados a11t1·riorPS y eJ 
)Prna :J.:!:L b) t1•111·111os r>J r1·s1dt;1do. lu111<1111lo 1·11 c111·11l<t q111· por t•I l1•1na. :J.:l:l )os 
drJIOlllilladorr"s (1•if>llH"flfOS d1• (J (lJI .... ))do· J;, 1"011dicj(.Jll i\.') dt•fw11 ~t'r factorizacJos 

f"ll dos partes. para prt'Sl'rV<lr Ja prop11·da.J fl!Jl. C 

La pri1111"ra ohst•rvación 1•s 1p11· la cu11dil·itÍ11 i) pu1·d1• -..1•r n·lajada. usando 1111 
arg:u1111·nlo :-.i1llilar a :L:!:L a) pt"ro f•dra 1111a 11di111dad de puli110111ic..>S. SPgundo. 
sintetizan1ns varios rP~ultados di" [J;JJ y[:~] t'll 11110 ~"'º·y los t'Xf Plldt~rnos parciaJ
lllPllft·. ~i'a111hi1;11 obs1·rv:1111u:-. q11t• pud1·11111-.; .-:111iliiar (us) por (a.-.+ b) u~ando el 
lt•n1a :L:l:! y"' J1t·cllu de q111· copn111id:1.J ,.¡, ( ·+ 1·s 1•r1•;-,,1·rva~Lt por la sustitución 
dt.• (..,;) Jh>r (as+ b) con u> O y b >U 

3.1.4 Eje1nplos. 

En f-~sta SPcc1ón JHt"~t>1ttar110 . ..., ej1•111plo:-. d1· alg.11110~ r1-.-.,uJrados rt•lc-vantes de )a5 
seccionPs antPriort•!-.. 

Ejl"111plu 4.1.- S1•a .\':1 ( ...... ij) = .... t + [I. :!] ... :.: + [:!. ;q ... + [l/:!.. 1]. lcis poli11or11io; 
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de Kharitonov son 

/..~¡ (.">) = 1 + :! ... + ... + ... :'. J..·".!( ... )= l/:.! + "'.!.-; + '2.-.;".! + ... 3 
J..·~1( • .,) = l/"2 +:L.,+ ·2 ... '..! + . .,:s. J ... 1 ( ... ) = 1 + :! ... + ,.,:.? + _.,:1 

y en este CiL'"iO co1110 t•l grado dt> !u:--. poli11u111iu:.. 1•:.. a. solo lt>t1t•111os que verificar 
que k.1 {s) sea rstabl{' por (17j. !1> cual 1·:.. ''"Íd1·1111• . .-\hora pur t>I corolario 2.7, 

a), la familia ((n.,)"+[l.2](n.-) 2 +(2.:l)(n.-)+[l/2.lJ).!(.,)3 = (a.-+b)3 + 

(l.2](ns+b) 2 (c.,+d) + (2.:l)(a.,+i,¡(,.,,..,_,/) 2 + (l/2.l](cs+d) 3 
<'S una fa

rnilia <'Sta.Lit· para111t•tri..:ada pur 11. h. r·, d ¿ )~+ - {U}. Explícita11.,•nte tenf•1nos 

[a3 + tJ. 2 c + '2ar 2 + ~- u3 + :!u.'..!.r +:;a,.'..!.+ r 3 ] ... :~+ 
(aa·.:¿ + a'..!.tJ + '2abr· + '2(''.!!J + ·luní + :~/:!<·'.!.tf. :{u'.!.b + '2a'..!tf + ·l11br + ;~c2b+ 
(iard + :h·2 ] ... 2 + [:~ctb'..!. + l.J'.!.(' + :!,dJtÍ + '211d'..! + ·lf)("d + :~/'2<'tÍ'..!.. :{ab 2 + '2b 2 c+ 
-tahd+:iad'..! + t;l1ctÍ + :{n/'..!J ... + [b:i -r- //.!,/ + :.!.(;,/"..! + ~. r,:l + :!//.!d + afitJ'..! + d 3 ] 

l'n111u ,~:--. dt• .J..'..rado :L .... ulo t•·1H·11111 ... q11•· V•·rlfic;1r 1·! poli110111io de Kharitonov 
k-1 (.-;) d1· i>sta. fa111ilia., :-.1·a 1·:..tald1-. lu c11:d ... ,. v1•rific;i :-.1 y :-:.ólu si (:~a'..!b + a 2 d + 
2..1br + ".!c 2 b + ·lanl + ~<.:.!rf) 
c:~ab2 + b'..!c + :!a/Jd + "l.t1.d'.! + •1/.H'IÍ + :{/:!.ctf'..!) > 
(<l 3 + '2a 2 r +:~ar·".!.+ r 3 ) (b:1 + :!.l/.!.d + :~IJ1f.!. + tfl} 

y Pst a iilt i111;i dt·siµ;ualdad t•s f<i1· il dP v1·nficar. p:u :1 11. b. r, d E ·J~+ - {O} ( uso.n<lo 
pa.c¡11et1~ría. n.prnpiada. 1• . .1.!;. :\la1l11·111:1tica [t.-..! Al1ora ~¡ 10111:u11os e= b =O v 
d = 1. nos cp1t·•la la fa111ilia p;11·;u1wr ni"all;1 111>r u E ·1~+ - { ()} a:1.-;;1 + (u 2 . :?a2) .s2 .+ 
(2a.:lu].'>' + [1/:2. l] s11:-. puli1n1111111:-- d·· hl1;11·itn11<,v ... u11 

k1 (us) = 
k2 (a . ..;)= 
J..·:J (as) 
l..-.1(a.-;) = 

+:~"""+a:..! . ..,"..!+ ª:1_..,:1 

l/".2 + ·2u ... + '211'.!.-,:! + ,1:1 ... :' 

l/:!. +:~as+ :!u'.!..-;:!+ a:1 . ..,:1 

1 +:!.a.-;+ 11'..! •• ,'2 + a 3 • .,:1 

y Pll particular para a = 1 k.>...; poli110111io:-- ,J" 1-\.liarilolHJ\.' ori}.!,i11alt•s k 1 (.s), k 2 (s), k 3 (s) 
y J..-.1 ( . ..¡)son 1•staldt•s. por,•} ·r,•or1•111a 1IP l-\:l1anlo111>v. co1110 ""'t;ihlt~ce t.•I corolario 
:!.7. e). 

Ej~ni.plo 4.2.- S1•a .\ .. 1 ( ..... Cl) = [:L-1] .... ·.! + (1.:!J ... + [l/'2. l] una. fan1ilia. <le poli-
110111iost·stahlP r(1111u:--•· p11••d1· v1·rdl.-:1r li11;tl11w1111·d1· ... 11:-- ¡•uli110111io:-.de l\:liaritonov. 

·r"11•'•11·1~ 11 111· 

.'. •• 1 \a . .;+ b. Cl) = [:L ·1] (a . ..-+ fJJ'.!. +[l.:!] (<1. .. + b) + [l/:!.. l], 
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la cual es una fan1il ia. t•Sl a ble para a. b E 'H+ - {U}, con10 sabe111os por corolario 
2.7. b). Por el T~on-~111a a.2. a) para .J¡ .... =a ... + b lellt:lllUS que 

y 

,\!, (as+ b, a.)) = [1/'2 + b + :lb2 + b" + b''. 1 + :!b +·lb'+ :!b3 + b"] + 
(1 + 6b + 3b' +·lb".:!+ 8b + 1.:P +·lb"] j + (:1 + :1b + l)b'. ·I + Gb + Gb 2 ] )-¡¡ 

.\/, (a.s + b.a.j) = [I/'2+ b + ;¡¡,'-,.. ú" + /,•. 1 + :!b +-lb'+ :!b3 + ¿·•] + 
((! + Gb + 3b2 + 463 • :! + 8b + 1;b' + lh·'] + [-·I - ¡¡¡, - Gb 2 • -:1- ;¡¡, - Ob 2 J )) s 

con :S- = <i.<• son fa1nili.'l....; d·· poli11l1111Í•):O. •·:-.tal•I•·-->. 1_·u111u ~t? puede veritic~r usando 
el Teorrn1a de l\:haritonov para cut•fi.c1t·11t•·:-. co111pkjos [17]. para a. b E ?J~+ - {O}. 

Ejcruplo 4.3.- St·•~ 11(s) = :;,::.:: = · 1 ;~:~· 1111<\ planta co11 11 1, = ,..•+~~;,.i\~•+2' 
y d,. = .••+-i·_ ... .i+'.!s.•-t-~ cJara11w11tt• 11 1, (.-.) + d 1, (s) = l. por lo quP el cotllp('nsador 
e= 1 Psta.hiliza. s11111ilt;in••a1111•111.· y rul111~t:l1111·111e a p( .... ·) pur ,.¡corolario 3.17, 
a) y b). Explicira11wnt•' l"o1110 

s:1 + ·l.-;::! + 0.-; + :.! = ( .-. + ·¿) ( ,., + l ):! 
11,, (•¡ (,,)) + d,. (.¡ (.-)) = 1 y 

Tlp (q ( ... )). c/1, (t¡ (s)) E.':>· (1¡(.-.·J) E {•¡ (s) E h' [sJ /1¡ (.-.)+:.!y '/ (.-.) + 1 ~on estables} 

adrin:i.s n 1, (.hs) + rl1, (.i.1,.-.') = l y 11 1. (.i;. ... ) .• f,. (.J'1,.-.) .;::: _..,. para. k = O, l. 2. 
a., b, e, d E )}('+ - {O} . ad-be f; U y 11 1, (o 1 ... J + r/1, (o¡.-.) = 1 y 11 1, ( n 1 ""). ci1• (01s) E 

S por proposicil.-)11 ¿_.1 con n 1.-. = ~-:~¡~,.:~. u,.ü, E J~+ - {U}. i = 0.1,2. 
Finalrne11t(• 

,, . e~)+"·(~) = , " 1 .'/p(.tl 1 q.,(.•) -

l:.!.!!.!..l E{~ E ·-J~(.-.·) /(¡J 0 (s) + •/¡¡(.-.)} 
<Jol-•) '/ut.•) 

( ~).d. e~) ES 11
1' '/ol .• 1 1 •/u(") 

v (Ji¡,(.-.)+ :!.'/tl (.->))son t•st;-if,Jes} 

Adt>n1<b. cada co111pi-11sador rn1~:..;1a11r" C' = ~ E ·-'~+ - {O}. n-: > O y 
d,.. >O tal que 2011,.. > :!.d,... t•stahiliza ~11111dt;i1w;lnw11h• y rob11sta11wnte a p(s). 
En particular para 

p(a.<>) =·la~.-;~+ ;'"Hz.-. y p(.-. + i.J) 
a·1,.,.1 +"2 

·1.-.:! + ( ;::;.¿ + ."j) .-; + b'.! 
_.,:1 + :n .... ·.i + :J//.!s + ú:1 + 2 

l"i ton1a111os <l = l + ~ y b = ~ n111 O < e << l 1uid• 111tis olJ:-;,.rvar t-.! tipo de 
rohust•:z qut> <·01111·11ta11Hl...; 1•11 !<,~ r•'-->11/t;l.Ju~ :uil··riur<':--. 
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Si tomamos dif~rr-ntes sustitucio1ws. f•or 1j1·111plu. 

Estas plantas sou t•stabilizablt-•s pvr ( · = Y.:- E Jl' co1110 lo d1._•fini11106 antes. 
aquí podt>tnos observar t~!-.labili?.a.ci•~11 si111ult<l1wa. 

Ejir.1uplo 4.4.- .-\hora. cn11sid«n·n1os 1·l pr11lil1·1ua dt· f":--rahilizar cuatro pla.nta.s 

PI (s) = $· l''..!. (.">) = i .:+-'i?-· l'J ( s) = .. .;_~•-.. -r-.•1-r 1 y ¡1.¡ ( .-.) = .•"'+~ .. +2 

Corno E1'..!.(.s).i:.:13(;;).E'..!.J(.-.).l:.'1.1( . ..;J,/~·'..!.·I(·') y /:.":i-1( • .,) :-;on coprirnos mu
tuarnt"'ntc PO e·+ y 

con 

[ 

/¡ 1 (.,) 

,\fo= .\"¡ (.,) 
/)¡ (,,) 

ho ( s) 
.\"o(.,) 
/Jo ( ·') 

h:i(.-.) 

.\· .. ( ·') 
/);. (.-J 

"·· (.s) J y,<~> 

/)_, ( ·') 

h 1 (s) = :!.-.'..!. + 10.-;: + t:~. /1'..!. (.-.) = .... :i + 7.-.'..!. + ll<,., + G. 
h3 (s) = .... ·1 + 7_.,:J + 10 . .,:: + 7.-. +·l. h.1 (.-.) = .... :t + .") . .,'..!. + 18~ + 11 

que son polinon1ios t>SI alJJ, . ..,, :-.i ··ak1da111.,:-. i.: ..... 11w11or1•:--. d1• :lx:! 1·11 .\10 to<los valen 
cero. pur ~r1•or1•111a :~.:!ti. /;1 . .., 1·11atr1• 1•l,t11r;1_-. ...,,,11 -..111111!1.i.111·:u111·11tt.· ~·:-.ta.l.JilizabJes 

por C'(_..) = ~ 
Ahora por Tt•nrf'llta :L:!(j. a) /ll (1¡(.-.))./''..!.(1¡( ..... )).¡1;1 (q( . ..,}) y p 4 (q(s)) !':Ion 

sinniltáneant<'lllt• e-stabilizaldt>s pur ( '('/•i (.-.)) para lo.Ju •/u(.-.) E 1~ [s], tal que 
h 1 (qo (.-.)) ..... h.1 (t¡¡ 1 ('°'·)).son t-:-.taLl1·s y /:.' 1 :!.( 1¡u ( ... J ). l: 1:j (1¡c1 ( • ..;)). f·.:'..!.:J (q 0 ( • .;) ), E 14 (qo (s)), 

E 24 (<¡o (s)) y F..~:1 4 (qn (.-;)) sn11 sin1ult:l11•':t111•·11t1· ,-u¡1ri111u:-. 1•11 < ·+, Pll particular si 

q 0 (s) =,,_..,con a E ~1~+ - {O}·/'! (a ..... ) . ... ¡1. 1 (11.-.) .-.1111 .-.i11111lt:l1u•<t1111•11tPt·stahiliz-
ahles, entonn-·s p 1 (_...) • .... /'·t(S) ra11il1i1:11 ¡,, :-.011. Tu11w111os por t•jt>Jnplo q 0 (s) = 
a.s con u E ·R+ - {O}. /1¡ (o...;) ..... h.1 (a.-.) -.011 1·:-.tal.!1'...,, E1'..!. (ll ... ) ....• E 3 .1 (a . .,) son 

sin1ult:Í11t>a111Pntf• COJ•ti111a.s 1·11 <_•+. ¡iur lu qui· 

(_'(a...;.) 

estabiliza sin1ultá1u·ru11t>t1T1~ a ¡> 1 (as). 

3.1.5 Conclusiones 

"2_1l.-.+ l 

"·" + ~~ 

.. ¡•.1 (a.-;} para tuda a E JY+ - {U}. 

l.ºsando l101110111orfis111o:o-; d1· a11i/Jn ... 1.:01111111!;11ivus. y lu:.. ,.;r1JJ1íJ:O-. ,J,· a.11to1norfis-
111os ,Jt-~ h'(s) y .s·. proha111ns 'jllt' ''ªJº r,.:-.IJ"ll'1·io111"-; 11il11i111as. pr . .Hle111us prPSt!rvar 
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estabilidad de funrio1w~ dt· Tra.11:-.f1·rt-:>11l·ia (continuas. lineaJ,....s invariantes con 
el tien1po y SISO) y polinr1111ios. ta111l.•i,•n preservarnos factorizacioru•s copri
mas. en consecuencia extP11d,.1nos varios rt_•s1J!tados. Pf Tt~rt.>1na dt> hha.ritonov, 
el 'Tcorcrna de Ander~on t•r. al qUP rt·!a.ciona estahiJidad de poli110111ios ro::-ales y 
complejos, el Tt~on•n1a do:• la caja d1~ <_'hap1..•llar 1•t al. csta.hilizarión dt"' familias 
de planta..-, por con1pt>nsadort~s de onlt>n r1•ro y u110, caractt>rizaci1)11 de farnilia.s 
de plauta.s SPR. 1•st.abilzación dt-> fa111ili<L-" d·· plantas PSta.bilizaudo una ünica 
planta y dett.•rniinaciC:n d1·I conjunto dt.• co1111u•11sa.dorPs que t>st abilizan a. una fa
milia de planta....;, probarnos qu._ .. cua.lqtti1?r C"otl1p1_•11sa.<lor constant'" {11u• t~stabiliza 

a una planta ta1nbi1•u la ·~stahiliza rofnJst:u111~11tP. y l'~ta.hiliza si111ult;i11t-•an1ente 
una farnilia infinita de plantas obtt·nid<L~ dt~ la. original pur ~usrir uci·5n. dan1os 
una caractPrizaC"ión para t>stahiliza.rión :->i11111l1á1wa. de n1 2: :J plantas y dan1os 
algunas extt~nsi~Hl•'~ d1• re~ulta.Uos para .-·srabdízación fuerte y ~i111ult<inea rela
cionada.s con la propi-ed:-i.d pip. Por nt ro laLlo. ft'"11en1os que la preservación de 
la coprirnidad. irr1plira la fHt'M•rva.cicln de la controlahilidad y la ohsPrva.bilidad 
del sistt'"111a, sustituf"iorH·s por u ... + b prest•rvan forrna .. o.; canónicas controlable, 
observable y J" Jorda11. ru•ro hact· 1•stahli·s raict·s int•stahlt'.s y raicPs in1aginar
la..s las hace ron1pl<'jas. su!:jtit11cin111•:-; p<Jr ~ prt•scrvan la. rna.triz de estados 
de la...:.; n1isn1a.s fnnna..s canónir<L-.;, p••ro ,-u;r1·g~ C'Pros dt> cal n1a.nera al sisten1a, 
que el orden rdativo Ps C<'ro. y tar11hi••11 l1act' lo 111is1110 41J1• la antPrior con Ja__c; 

ra.icPs inestahlt>s t' i1n0~i narÍ<L ..... arr1b•L" 111udific-a11 la. ga1l;L11cia y exist1•11 a, b, e 
y d, positivo!-' y ad1•c11ada11wntt .. .i;ra11d"s. 1al1 s q111· rual1¡11i•·r siste111a. Ps <"Stahlc 
y de fas1• 111i"11ir11a, si._.¡ sist1'"fl1a !->Olo lit>llt' polos) c1•ru:-. r•·•d•·S. ,.\ .. d1.·111<Í...,. aniJ,cL~ 

sus1itucicH1•·S prt" .. t·rv:ui siste111<l..s d,-.. f:L-..1· 1111'11i111a Finalr11•·111" 1?ott>rric1s q•IP t>!-ot.e 
enfoqut.• no dep1·11d1_• de Ja r'•gi6n d1• l'!--i al1iliz:t.n•'111 y :-..t> put·de t•xt1~odt•r a ot ra..""i 
propi<"d.'l.dPs y lll•~fndos a.l.c;1•hraicu:-.. E:-..l•J 111111·.-.t ra ,.¡ pud•·r dP t•st.o.-.. rru:todos. 
que Pll reslÍ111e11 ¡u·rr11it1·n vhtP11t•r ··resultados u111·vos .. de rPsultad()s conocidos, 

pero a partir d1• las n1isr11a ... ..., pr1·r11i!-o:L ... d~· lu:-.. ~t·g;undo:-... La i11vP:-:;tigación fut.ura se 
Pllfocará al ca ..... o dr plantas :\11:\f(), planta .. -.. discr••l:L~ 1·11 ,.¡ tiPlllJH) y su aplicación 
a (:'rOhlr•fl);-\....; dt• iU~Pllit•rÍil t!t• COllliOJ. 
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3.2 CONCLUSIONES DEL CAPITULO 3 

Además podt_•n1os agrr-•gar que Ja t•xre11:-.it.~fl al c;L-.,o n1ulrivariaLJe. se hace usando 
teoría <le categorías. t.•.xplicitanwuft', catq;oría.s dt> 111óJuJos Jihres sobre anillos 
conn1utativos y functort•s aditivo:-.. Por or ro lado. usa11<lo la. lt>ürÍa anterior y 
algr.hra cori11111r ativa .->t· JH11•d1• l1:1ct>r u11a f•«H·ía t¡llP uos dt• infor111nción para 
sisteru<L'"> li11eal"!-<o 1111dti\.'ari:dd1·~. <1 p:11·t1r ,¡,. :-.i . ..,r.·111a:-. liut·alt>s esco:dart_•s. lo cual 
es poco u:..u<d ,. i11lt_•r1•sa11r1•. Fi11a/11w11r1·, 11ude111os dt•cir que este capitulo, al 
igual que los antt•riur••s. prt·:-.i>11ra 011 1·11fp1¡111_• para ohtt•11er 11uevos rPsultados 
a partir de rPsulrados •ollo(·idus y h:·l .... ica1111•1111· bajo /;L..; 111is111a .. "> hipótesis. es 
decir. pr1~scrva propicdad1•s f1111da111t•111al~· .... y IL:cuica .... h:í.-.,ic-<L.'i, para obtener 1nás 
iuforn1ación a partir t.lt> r1:•sultadus co11ucidos. 

3.3 CONCLUSIONES Y COMENTARIOS FI
NALES 

En Pf cap ir 1110 1. pn• . ..,1•111 ;u11os 1111:i l•·ori:1 /u ..,11fki1·11I c'llll'l1! 1• g:Pnr•ral p<lra <"ollfl"'llC'r 
él todos lo:-; ~i~11·111a.s aclju111n ..... 1-; .... ra t1'•)f"l.,1 ,._..,f udi.t /a pn·~1·rvach~11 dP propict.1a<l1~s 
fu11dar11l'nlafcs d<> los !-<oi~11·111a.-. adj111ilc,.., :111r 111()i-fi . ..,111u .... adju11los. un t.ipo <le 
1norfls1uus iurrudueido por nu:-.u!r()s q111• .i.;•·111·raliza a lo:-. cu11or:idos y que <la una 
estruc-tura a P~tos sistC'lll<L'"> dt• ctJ<L..;icaf PJ!.oria ·ra111bi,:11 :-;1• dieron co11<licio11es 
sufirir1JtPs para la t_•xiste11da dt.' 1•sto:.. 111ur-ti .... 1110s y M.' t•sl udiaron (?JI categoría.-, 
alge:,.hraícas, aht'liaua.s y ropos. 

Es int.ert'sa11tt' ohs1•r\.'ar qut- 1•11 t1lpo.-> ,·..,ta.-..; pru¡JiPdadt·s <lt- los .sistt-•1na.s adjun
tos. St' lt·~ p11t>Jt.• dar una i11tPrprt_•taciti11 t•11 l:L-.. /,",gic<L.,, ;L-.,uL".iaU<L'"> a uu topo, por 
ejcn1plo. l<Jgica ft'lllporal [1]. ['2]. Jo í"ual ··~ i11tPr1·~a11ft• co11sidera11do los vínculos 
e11trP control. lt•nguajt.'s forn1ah·s y lóµ,ica. pnr 1·j1·111plo. si!-,,fc•111as dt~ eVt"'11t.os dis
crrtos [:;]. [-JJ que"· actuaJ11w11tP ha t 0111:ldt.1 p.1rt i~·ular 1111porta11c-ia. Por otro lado 
Pntre Ja.:-; po.-.ihlt•s /i1lt'a:.. dt..• i11\'t·stit;•H·ici11 a ..,,.!.!,11ir 1•-...1:111. f;L<..; sig1ii1~11trs: el estu
dio nHis profundo Jt> 111urfis1110 . .., ;1dj1i111u ..... du11d1· 1·l fu11c1ur 1·s 1J11a equivalencia, 
o es un iso111orfis1110. 1•u particular ,.¡ 1· . ..;11idio d1• los grupos ¿L-.;ociados a estos 
rnorfisn1os a<ljunto:.. y su:.. .. acciu111.·~·· sotJJ·t~ los si . .,,11·111:Lo.; atJjuntos. El Pstu<lio de 
n1orfis1nns 111:i..s g1•nt>ral1·s qt1P los 111orti~1110.., adju111u:-;, t>ll particular condiciones 
suficit>lllt~s para pr1•s1•rvar i.':L-.; propiPdad1·s i11!1t·n•11t1•s a sistr111:L-.; adjuutos por 
n1t>dio dP Pstos, co11diciorH'S suficú•ur"~ para ~u 1•x1~re11cia y ··~tudia.r :su estruc
tura global. 



Finalmente, ol ra posible lín<'a. p:,¡ l'f <'SI 1Jdiu de 111urfis111os qut• preserven 
propieda<lt~s inlwrentPs de ,\-au1ó111at;L...; i111plicito:-. y 1•11 J.;"Plleral de sist<'lllél.5 rnás 
generalt•s qut"" J~ sistPlll<L"i adju111os con la idt•a de i11t·luir fa111ili<L5 <lt~ sist.t•rnas 
no linea.les discrPtos rrn:is. J?;ra11dt•s y d1" 111ayor i11'1·n:s e11 la i11gt•nit>ria dP control. 

En el capítulo:.!, p1·t•s .. utan10.~ rt>sul1ado:-. J.?;t'llt•ral1•:-. para prf·st•rvar propie<lades 
funclanicutales Je :-.iste111as li11t>al1·s 1'11 a11illu:-. cu11111utativos con idP11tidad y en 
partjcular para a11illus de 1•uli11u111it1:-. 1·11 '\ ;ina.-.. v;1rialil1·s y .:111illu:-> d'--· fuuciotH•S 
sobre varieda.Ut~s c-onlrailil1•s. E111r1· f,. .... J>t•:-.il./1·:-. li111·a . ..; dt· i11v1•:-.1Íg:•1ciU11 a st•guir 
están l<L"i sigui<'11L1•s: 1•l 1·:-,,l udiu ,Jt. Ja ¡11·1·:-.~·r'\·<tci1"111 d1• pro1•i1•dad1•s co1no regu
lación, rt•alizaciúu y t·~tabilizaciú11 para :-.1:-.ll'111a.-.. li111·:d1·:-. t-.<1lir1· ;u1illos conrnuta
tivos. f"lllre otra .. -.; i111porta111t•s prupi1•dad1·.-.. d1• •":-.tu:-. qui• pod1_•1110:-: 1•st udiar. 

F:I 1•studio dt•I µ.;r11pu d1• i-..1111u.t·/i .... 111<>-.. ¡11)li11(11.ii;d1':-.) :-.u illc..'iúu sobre lo...; 
sisterna.s li11Pales sol1r1· •t11illos puli11u111i;dt·:-.. jH"l1:-..culllo Pll :-.11 \'Í11culo <"OH Ja con
jPtura de Ja<"ol>i y las da.-..Ps d1· 1·c¡11i\'.:d1·111·ia (cld>il~L"">) Je 1~:-.los para. un an?Jjsi8 
sinlilar al <l1•I ("ilpÍl ulo a: El 1·s1 udio d" .... i:-.11·111il ..... l111eal1•s subn• anillos no con
rnut.ati\'os y pr1·~1•n;aci(J11 d1• ~us ¡irnpi1·d;1d1·.-... u11a 11101 iva1.·i1.j11 para 1~sto C"'S que 
sistellliL'"i li1H•:d1•s varia11tl's 1·11 t'l t i1·111pu ( d1• c1 wfic.·11.·!ll P~ 110 co11:-.t a11t1•s) St" pueden 
pla11tPar Pll i•sri• co11t1•xro [.SJ. Fi11al1111•nl1' 1>lra JHl:-.ild1• li111•a d1• i11v1•stigación. es 
Pf estudio d1· ··,·:-.p:iciu.-.. 111udt1li'' [fiJ. [IJ ¡i•ll"il :-.i.-..t1·111•L-.. Ji11'"al1·s :-.ol1rc anillos con
n1utativos. y :-.u ví11c11/11 ·.·011 fon11;i_.., ca11l·111i~·;1.:-. ~ ¡irl)ld1·111:L-.. d1• cl;L..;ificación. 

En el capitulo a. pn•:-.1•11ra111us llll•'\'IJ:-. 1111:10dus tdgt•l)raicos para prPservar 
estabilidad y fa.ctorizacio11•·s copri111:L ... d1· .-..1-.;f1•111•1.:-. li111•:dl' .... cu11ti11uos, obtt~niendo 
con ésto JltJt>\'os r1·stJltadus y 1•xr1·11;-..i1.•ll d1· ofrus !->Ul1r1· ··:-.tabilización robusta, 
si11111lt:l.111•a. fw•rft'. caract1•rizaciú11 d1· Í;1111ilia . ..,, SPB y ¡i/;u1t<L'-' pip. 

Entre la.s posrhll':--. li111·a.s di• i11v1·-..1i1.!,,;1.·i,)11 a .-.;1·¡:,11ir. 11·nc111u:-; LL~ a11le.s 1nen

cio11adas. ot_•Xtt•11s1ón dt .. l<L"> a11ti•rit1ri·:-. t1~c11ic<L'"i al c;L..,o 11111ltivariablP y transferen

cia de infonnacic..lll d1• si!'>ft>1J1a ..... 1th..J11ov:11·1:dd1·:-; a :-.i:-.l1·111a.-.; 11111l1iva.riablcs; otras 
posiblPs li111-•a . ..; :-;c>r1 la pr1·!->1·rv•t<"Íl

0

lll 1l1· 1:1 . .., .-..ic,1111·11r1·s ¡1ru¡1i1·dad1•s: coutrolabili
dad, ohs1•rvabilidad. s1•11sihili1lad. fac1orizac1u1ws (1111p•r-u1rt1•r). factoriz:ot.cionPs 
norrnalizad:L.,;;. 1•111r" utr:L..;. fHlf' 1111·di1, ,/,. /;1. .... 11:1·11i1·:L..; algt•l)raic;L-.; dPI capitulo 
:l. Fi11al111e11t1>, Olra lí11"a ;1d1c1;i11al e• ... ,.¡ ,¡, ... ;ll'l'l•l/tJ d1• 11111·vu ..... 1·1·:-.1d1adc)S t'll 

1-•s1al1ilizació11 robusta. :-.i11111Jr;í.111•;1, f111·1·t1·. y 1·11 g•·IH'i':d. di .... ,.1-10 y si11t1·sis Je co11-
rrolador1•s para aplicac1u11c·:-. ··:-.11t·l·ífica;-.. •·11 111;.;•·11i··ría d1· <."0111,,I. 

Entrt-" J,.>S <'Plllt'lllarios g;Plll'ral1•s ;1 •· ... I•· tralutju. '\·;d1· la 111•11a ohs1!r\·ar que en 
los capítulos:! y a trahaja111os c•xcl11:-.i\;ll1Jt'llft• :-.i .... 1•·111;t.-.. li11t•:d1·s. '~"el capítulo:~ 
continuos o discrt-•tos (para a11ilu1 .... tr<d•:iJ;•11 J,._.., t1"·c11ic;L ... 1l1·sarrolladcL"' PU éste); 
en el capitulo 3 1j11ira1111.•11t1• c-0111 i111Jo:-.. J.:11 ca11d11u •'11 ,.¡ capít u/o 1. la f;-u11ilia t~s 
nuis an1plia.. i11cluy1•111Jo al.1;11110:-< .... J ... 11•111:1.-.. /1ili111·al1·-.. y poli11ü111ialt's, cn11siderados 
-:orno no liru .. afPs. p1•ro todos :-.011 di:-.cr1•lo;-.. •·11 1•:-011· 1_·a¡•ÍI ulo. 

Es posiblP Pxt1·1Hl1·r:-..· a :-.1:-.!1•111:1 .... r11111 i11u ...... [:..:]. y 1~:-.lo r•·prt·si•uta otras posi
hlPs 1 Íll•'•L"' ,fl' i 11 ,·,·sr iJ.;,ac ió11. 1 ral1aJ<U11l<l .... u/ 1r•· :-.1:-.I ,, 111a .... :ttlJ 11111 n-.; cnn t in u os. pr,.~,·r
va11• lü 1iru¡ii1·.J.ul1·;-.. d1· ,::-.lth y 1· .... 1 ud1;1udo J,,..., 111"rfi:-.111t)-.. qtH' J•r,·:-;t"r\.'f-'ll t•sa.s 
propit·lLtd••:->. l'nr ur1·u l:1dc1, 1'fl !u:-. Ir•· ..... fl/1<1 ..... .¡,. -..i ..... 1 .. 111:t.'-' (:-.i.-..f1·111:L-.; adjunto:-:>. 
sist1·i11a ..... li11r•al1•s Sld•r•• ó!llJll•1-.. C1H1111111;1! I\(•-.. y ...,,..,,,•111:1 ..... l1111•alt-s ,·J;i.-..ico:-.) t'S posi-

l".'.·l 



ble llegar al esquema <le la acción Jel grupo de isu111orfis111os, t•I cual depe1HiP de 
cada tipo de sistt"rJH.t. y qué calL•goria o anillo co1111n1lativo (•Stf'111os trabajando, 
y estudiar sus cla::;ps dP e-quivalPncia (úrhita ...... ). <.:oll 1111 t~11foq11.- ~i11ülar en cada 
caso. 

Finahnente, podetnos decir que t"ll todo este trabajo lw111os usado las n1isn1as 
técnicas algebrai<-a.'i para ~L·nerar 11ut•vus l"l":-.ultados a partir de otros anlr•s cono
cidos, pero usa.ndo pre111is;:L-; de los :-.t•gu11dus, y lw111os usa.do ta111biCn técnicas 
algebraicas para cbtt>Jwr nut>vus re~uh a<lus. 110 co11ot_·idos anlt'S. Est.ac.; técnic-as 
y este enfoque da.11 lugar a una 11u1•va 11wlodulogia. ba ... ""iada t~n JHPservación de 
propiedades funda1n1~11talPs para sislt>llla.s qui• p111•dt- 1"~Cte11d1•rse o generalizarse 
a n1uy an1plias va.rieda<les <le siste111:L'i y colllt>xtos de aplicaciúu. t:n u11a gan1a 
de prohlt>nl:L'-' q1i.• r,•ha .. -.a co111pf1·ta11w11lt• !•.):-. alea11~1-·~ de t~~lt• tral,;:t.ju, que es un 
pri111er pa..-.;o en esa dirt>("ción. 
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