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Ha pasado un tiempo de tu muerte
el sol alumbra la tierra,

mi corazén no se regocija con su luz,
el sol alumbra la tierra.

Ha pasado un tiempo de tu muerte,
todas las noches la luna resplandece,

de mi memoria no se borra que te fuiste
todas las noches la luna resplandece.

Ha pasado un tiempo de tu muerte,
alin camina la vida,
mi corazon agoniza,
ain camina la vida.

Ha pasado un tiempo de tu muerte,

las estrellas siguen germinando bajo el cielo,
enferma de tu ausencia, bajaré a la tumba,
las estrellas siguen germinando bajo el cielo. :

Gabriel Lopez Chiiias.



A mi Padre,
Bernardino Vazquez Coachis.
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Introduccion

En 1935 A. N. Kolmogorov introduce la nocién de la Funcional Carac-
teristica ( i.e. la transformada de Fourier ) de una medida u sobre un espacio
de Banach X ( como la integral de exp(if(z)) con respectoa u, f € X* ). Da
las propiedades basicas de la funcional caracteristica y enfatiza la importan-
cia y la posibilidad de futuras investigaciones en esta drea. Desde entonces
esta teoria se ha desarrollado rapidamente,

La presente tésis da algunos resultados de la funcional caracteristica en
el espacio de los reales, mds aiin, en espacios de Banach tales como son los
espacios de sucesiones de nimeros reales.

En el primer capitulo, se define y se dan algunas propiedades de la Funcién
Caracteristica en IR. Se prueban los Teoremas de Inversion y Unicidad en
la seccién 1.2, El primero nos muestra como pademos calcular la funcién de
distribucién a partir de la funcién caracteristica, el segundo nos permitira
trabajar con la funcién caracteristica en lugar de la funcién de distribucién.

As{ como el Teorema de Convolucién en la seccién 1.3, el cual establece
que la funcién caracteristica de la convolucién de Fy y F; (funciones de
distribucidn) es el producto de sus respectivas funciones caracteristicas.

Posteriormente, en la seccién 1.4, se muestra el Teorema de Continuidad,
el cual es un resultado de Paul Lévy. Este Teorema nos da las condiciones
necesarias y suficientes para que una sucesién de funciones de distribucién
converjan débilmente a una funcién de distribucién.

Por dltimo en la seccién 1.5 se enuncia y demuestra el Teorema de Bochner
en IR. Este resultado nos da las condiciones necesarias y suficientes para que
una funcién real con valores en los complejos sea funcién caracteristica.

Después, en el segundo capitulo se define el espacio de sucesiones de
nimeros reales denotado como IR¥ y se estudian sus propiedades, asi como
las de su dual.

En la seccidn 2.2 se define la Funcional Caracteristica en el espacio RN
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Se observa que en general la funcional caracteristica x no es continua en IRY
con la topologia de Tikhonov, pero se da una condicion suficiente para que
x sea continua en IRY con la topologide Tikhonov. Se enuncia y demuestra
el Teorema de Bochner en R¥, destacando el hecho que la funcional carac-
teristica de una distribucién de Probabilidad es continua con la topologia
localmente convexa. '

Para finalizar este trabajo, en la seccién 2.3, se dan algunas propiedades
de subespacios de R¥ (I, 1 < p < 00, y Cy). Ademis se prueba un resultado

“que da condiciones para que una distribucién u en RY este concentrada en

algiin subespacio de IR¥. Este resultado es de gran importancia para la
demostracién del Teorema de Bochner en I, el cual se enuncia y demuestra
en la seccion 2.4. -

El material esta basado en el libro de N. N. Vakhania, "Probability Dis-
tributions on Linear Spaces”, asi como en el curso que impartio el Profesor
Vakhania en el CIMAT, pero en dicho material las demostraciones sélo estan
esbozadas y en el presente trabajo se hacen en todo detalle.



Capitulo 1

Funcion Caracteristica en R

1.1 Definicién y propiedades de la Funcién
Caracteristica

Definicién 1.1.1
Una funcidn de distribucidn es una funcidn F : IR — [0,1] no decreciente,
continua por la derecha y satisface
F(-0) = lim F(z)=0

T—+=00

F(+o00) = lim F(z)=1

T 400

Definicién 1.1.2
Sea F una funcion de distribucién. Deﬁnamos P R - @, la funcién
caracteristica de F' como

o(t) = / exp'® dF(z) VteR.

-00

Ejemplos.

‘1. Sea F una funcién de distribucion Normal con pardmetros u y o2,

Es decir,

F(z) = /’ = exp (u;)_ dy

5



Calculemos su funcién caracteristica.
w .
ot) = [ ow' dr(e)
-oo
exp'® exp” = dz
V2r 0/

. “(z"“) —(z=p)?
= exp"“ T et exp it~ do

F‘
ity 252"" / (-‘:H-.'u)ﬂ d
= €exp ' -exp -\/-;_—- — exp~ T

Ahora bien, sea z = £ — ito, entonces dz = % y en consecuencia
co~ito

Pero

/ exple dz =V2r VaGR

—-oo-la

Por lo tanto ¢(t) = exp"‘“‘g%"q‘.

2. Sea X una variable aleatoria con distribucién de Poisson con parametro

A. Es decir,
A exp
k!

P(X =k)=

Calculemos su funcidén caracteristica.

p(t) = Y exp" P(X =k)
k=1
- ZexpttzA exp

_ A"ex it\k
.\2( k!P )

= exp

it
= exp® exp*

- epr(exp“ -1)



Por lo tanto y(t) = exp*ex" -1},

3. Sea F una funcién de distribucién Uniforme en el intervalo —a <
Calculemos su funcién caracteristica.

o(t) = / " exp'’® dF(z)

-0

- L / B exp™ I(-qq) dz
2 J_., (~a,a)

. fﬂ exp"*® dz
2a J_,

1 exp“' a
2 it |,
expila - exp-“o
2ita
2i sen at
2tal
sen at
at

il

]

sen at
at

Por lo tanto ¢(t) =

Proposicién 1.1.1
La funcidn caracteristica @ de una funcidn de distribucion F, e
formemente continua en IR y satisface las siguientes tres condiciones

(1) 9(0) =1 ‘

() le(®] < 1 |

(9) w(~t) = %(® o
donde B es el conjugado de .

Demostracion.

(1) 9(0) = [, exp®™ dF(z) = 1.



g; k()] = | [2 exp™ dF(z)| < [, |exp** |dF(z) < 1.

o(~t) = f exp™* dF(z)

00

= /-.oo (cos(—tz) + isen(~tz)) dF(z)

00

o]
= / (costz — isentz) dF(z)
~-00
= (1)
Demostremos que ¢ es uniformemente continua sobre R. Es decir,

lim sup [p(t + h) — p(t)| = 0
h—0 teR

Il

l(t + ) — ()]

/ exp'(tth)z dp () — / exp"® dF (z)
[ e exps -1 dr(e)

< / |exp™® —1| dF(z)

(o]

IN

Ahora bien

lexp™ —1| = |coshz -1+ isenhz|
= Vcos? hz — 2cos hz + 1 + sendha
= 4/2(1 - cos hz)

=)
e (5)
-(%)

= 2




entonces ot 4 h) = (8] < 2 /_°° sen (%?)I dF(z)

obsérvese que el lado derecho es indepentdiente de ¢, entonces

sen ha
2

por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue

sen he
2

ya que el sen(2Z) esta dominada por una funcién integrable.
Por lo tanto

o0

00

dF(z)

sup [p(t+h) = p(t) < 2 /

-0

dF(z)=0

lim sup(t + h) — ¢(t)] < 2 /
h—OO ‘GR -

lim
0 h=0

sup |p(t + h) —p(t)] > 0 cuando h — 0.
teR
a

Antes de enunciar nuestro siguiente resultado daremos la siguiente obser-
vacion.

Observacion.

Demostremos que |senz| < |z| para toda z € R.

(1) Si z > 0, demostremos que senz < z . Sea f(z) = z — senz, entonces
f'(z) = 1—=cosz > 0, en consecuencia f(x) es creciente y f(0) = 0.

Por lo tanto f(z) > 0 para z > 0.

(2) Si z < 0, demostremos que senz < —z. Sea f(z) = —z — senz, entonces
f'(z) = ~1 ~cosz < 0, en consecuencia f(z) es decreciente y f(0) = 0.
Por lo tanto f(x) 2 0 para z < 0.

De esta forma podemos concluir que senz < |z].
Anélogamente se tiene que ~senz < |z/.
Por lo tanto |senz| < |z|.



Teorema 1.1.1

Sea F' una funcién de distribucion con momentos finitos de orden a lo
mds n. Entonces la funcién caracteristica p de F' tiene derivadas continuas
de orden a lo mds n, y la relacion

o0
oM(0) = itay = it / 2+ dF(z)

se .satisface para toda k. Mds aiin ¢ admite la siguiente ezpansidn en serie
n vk
e(t)=1+ Zal,-(lt-')— +o(t") cuando t —0
& k!

Inversamente si suponemos que @ €s una funcion caracteristica de una fun-
cion de distribucion F, la cual admite un desarrollo en serie de la forma

n (i)
pt)y=1+ Z akgkt—')- +o(t") cuando t—0
k=1 !

Entonces F tiene momentos finitos de orden n, si n es par, pero si n es
impar tiene momentos finitos de orden n — 1. Mds atn en este iltimo caso
ay = [ a¥ dF(z) para toda k.

Demostraciin,
=) . |
[>]
Supongamos que [ |z*| dF(z) < co. Entonces

< [ ehir@ |

< oo VteR, k=12...,n

0 .
I/ z* exp'™® dF(z)

00

Ademas

LR =) L[ comapie) - [ expearie

h
© ihs _
/ exp'® (g(pT—l) dF(z)
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y como

hz
sen—

|exp™ —1] = 2 )

hz
21
= |hz|

Esta ltima desigualdad ya que |senz| < |z|. De aqui que |exp™* ~1| < |hz|

en consecuencia
00 . s __
/ exp"® (‘_’ﬂ__l) dF(z)
200 h

sp(t+h)—¢(t)| _
h
/w |z| dF(z) <00 Y h>0

—00

IA

Ahora usando el Teorema de Convergencia Dominada, se tiene

%(GP(t)) = lim ¢(t + h) — ¢(t)

h—0 h
oo Az
T itz [€xpF -1
= lim /_ _exp (_—h ) dF(z)

0 . ihz _
= / exp'* (,l‘l_r.% exph 1) dF(z)

= / exp'® (;—sexpff’ .=o) dF(z)

= / exp'® iz dF (z)

-0

Entonces ¢'(t) existe y ademds ¢'(0) = i {7 = dF(z).
Para k = 2, se tiene que

! Y ! o o ihe __1.
(P(t+h’2 ¢'(t) =i/ zexpnz (E’ﬂ_’_,;____{) dF(z)

ya que ¢'(t) = [, exp™* iz dF(z).
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Procediendo de una manera andloga concluimos que

@"(t) =i /_ - z* exp' dF (z)

00

Haciéndolo inductivamente se concluye que ¢ tiene derivada hasta de orden
n y se obtiene la primera parte del teorema.

#¥(0) = z'"/ e* dF(z) paral1<k<n

Ahora bien, como (¥ es derivable entonces es continuaen R bara 1<k<n.
Desarrollando la Expansion de Maclaurin de ¢ alrededor de t = 0 se tiene
que

. tk
p(t) =1+ kZ;cp"."(O) 7+ ()
donde p
Ro(t) = = [P7(0t) - o))  0<B<1
Usando la siguiente desigualdad '

R.(t)

tﬂ

1 [® ,
<o [ leP exp -1| dF(@) < o0

Por el Teorema de Convergencia Dominada y por la continuidad de o™ se
concluye que

t

R—;‘(——)- —0 cuando t—0

)

La demostracién la vamos hacer por induccién. Para n = 2, sabemos por
hipdtesis que ¢ tiene una expansiéon

Tk ‘
(t) =1+ Zak-(L,:')—- +0(t?) cuandot—0
k=1 ’ :

12



Entonces, ¢ tiene derivada de orden 2, en t = 0.
Primero vamos a demostrar que

'l‘lil;l) p(h) - 2‘»";3) + ¢(—h) - ‘P(Q)(O)

En efecto, por L’Hospital tenemos que

lim w(h) = 20(0) + p(—h)

h—0 h3
= Jim ¢'(h) ; ’:P'(—h)
- ;l.i_'.‘(‘)% (¢'('f);¢'(0) + 70 —’:p'(-h))
= 3 (}..'3‘ ZE =0 i £10) -;o’(—h))
= 520 +490)
= (0

Usando este hecho tenemos que

. h) = 2¢(0) + @(—h
) ihe __ ~thz
= lim / P2+ XD p(a)

h=0 J_ h2

. ® ] ~coshz
- g

l—coshx

Pero 2% = 2 L{r}(l] =53, esto por L'Hospital, y por el Lema de Fatou tenemos
que

f S dF(z) = 2 / }.%1—"%31'1 dF (z)
< 2lim 1—“c——oi—h—aidﬁ’(z)

h—=0 J_ h?

= —¢!0) <00

13



Por lo tanto F' tiene momento finito de orden 2, y por la primera parte del
Teorema

—a; = i*ay

()
= —/w z* dF(z).

Supongamos que F tiene momento finito de orden n = 2(k — 1), y que ¢
tiene una expansion

-~1+Za;c +ot") cuandot — 0

para n = 2k. Entonces ¢ tiene derivada de orden n = 2k en t = 0, y en
consecuencia p(?*~1))(1) existe y es continua en una vecindad del cero, ( por
la primera parte del Teorema ).

Por hipétesis de induccion tenemos que

i?(k-l) Qgk-1) = (_l)k-I/ x?(k-l) dF(z)
— 50(2(*-1))(0),
Ahora bien, sea

G(x) = / /4D 4Py)  Voe R

i.) Supongamos que G(o0) # 0, y sea

G(z)
G(o0)

H(z) =
es claro que H es funcion de distribucidn, con funcién caracteristica
m I3
P(t) = / exp"® dH(z)
-0

L7 it 3k
G(oo)/_wexP T dF(z).

14



Por otro lado,

,(i)Z(k-l) expitzzz(k-l), < 'mz(k-l)l
= gik-1)

es decir, la 2(k - 1)-ésima derivada de exp™** con respecto a t es acotada por
z%*-1) para toda ¢ € R,y [Z, 2%V dF(z) < 00, entonces

1/)(2(15-1))(” = /m(i)ﬂ(k-l) expitz z3k-1) dF(:D)
B
= (i)z(k-l)/m exp“’ ik-1) dF(m)
) ~00
o0
- (_1)(1_:-1)/ exp™ g1 gy )
-00
Y en consecuencia

bt) = %07 /_ _exp® 21D g pg)

(_l)k-l Sa(z(lc-l))(t)
G(o0)

Por lo tanto 1/;(2)(15) existe, y por el caso n = 2, aplicado a ¢, tenemos que

-p@(0) = /_wz’ dH (z)

©0

L
= Glw) /_m 4G(z)

l ]
= a?;)./-w z"‘ dF(z).

Pero $)(0) = &‘E;(T?)@‘@ < 00, y en consecuencia

(<* o) | oo
Gl = Gloo) /.J" 4F(a).

15



Por lo tanto
AM(0) = (1)t / o dF(z)

= z'"‘/ z** dF(z).

00

ii.) Si G(o0) = 0, entonces

G(oo) = /_ " 21 gy,

oo}

Pero yik-1) 2‘0 para todo y € IR y como F es funcién de distribucién,

entonces .
0 si <0

F(””)={1 i z>0

y en este caso F' tiene momentos finitos de todos los ordenes.

Si n fuera impar procedemos de igual forma pero para n — 1, obtendriamos

/ "' dF(z) < oo,

~00

Con la existencia asegurada de [ z* dF(z) para toda k < n se concluye
que

ak=/ ekdF ().

-00

Corolario 1.1.1
Sea  funcidn caracteristica de F. o tiene derivada continua de todos los
ordenes 51y solo si I tiene momentos finitos de todos los ordenes,

Corolario 1.1.2
Sea w(t) = 1+0(t**3) para § > 0 cuando t — 0. Entonces ¢ es la funcidn

- caracteristica de la funcidn de distribucion degenerada en cero.

16



Demostracion.
Como por hipétesis ¢(t) = 1 + o(t***) cuando ¢ — 0 entonces I'LI'I(} ‘f-g)&l =0.

Es decir, para § > 0y € > 0, existe 7, tal que

1 () =1 =l¢(t)—

| n 12+8

1 ,
<e silft|<ne

cntonces, dado € > 0, existe 7 = min{7, 1} tal que

¢(t) - ll ¢(t) -1 |t|6
{2 1246
< eltff

IN

€ si t) <n.
Por lo tanto, ¢(t) = 1 4 0(¢?).

Usando el Teorema 1.1.1, tenemos que

va1=/ 2dF(z)=0 1y 02=/ z? dF(z) =0.

oo -—00

Con lo cual se concluye el corolario. 0

Corolario 1.1.3 .
Sea a(t) = o(t) cuando t — 0 y suponga que a(—t) = —a(t). Entonces la
inica funcion caracteristica de la forma

(t)=1+a(t)+o(t) t—0
“es la funcidn o(t) = 1.

Demostracién.
Como

Lo = w(t) o(-t)
= [L+a(t)+o(t)] 1 —a(t) + oft)]
1+ oft) + o(t?)

14+ 0(t?) cuandot — 0

17



y |o(t)]? es funcién caracteristica, se sigue que le()? = »(t) p(—t) = 1,
entonces (t) = exp'® con a € IR. Desarrollando ¢ en Serie de Taylor
tenemos que

e(t)=1+iat - %a’tz + o(t?).

Por lo tanto ¢(t) = 1+a(t) + o(t) si & — 0 cuando t — 0 si y sélo si a = 0.
Por lo tanto p(t) = 1. 0

1.2 Teorema de Inversiéon y Unicidad

El siguiente teorema muestra como podemos calcular la funcién de dis-
tribucién apartir de la funcién caracteristica.

Teorema 1.2.1 (Teorema de Inversién)
Sea F una funcidon de distribucion y o su funcion caracteristica.
Entonces

T
F(a+h)— F(a-h) = lim l/ ifin—ht-exp"""‘ p(t) dt

T—oo T -T t
donde ¢« € R,h >0 y ath € Cr.

Demostracion.

Como lim [ %0t dt = Z entonces [ €1t dt es uniformemente acotada
T—00

para toda z > 0. Sea

T
0(h,T) = 2 / sen (ht) 4.
0

T t

‘Obsévese que 0(h,T') cumple con las siguientes propiedades.

1) 0(~h,T)= —0(h,T). En efecto, ya que el sen r es impar.

2.) 0(h,T) es-uniformemente acotada para toda h € IR y para toda T > 0.
in efecto, si hacemos un cambio de variable u = ht, obtenemos

0(h,T) = Z/Tf‘-’“—@dt
V]

T t

18



2 /‘Th sen u du

b
n

2The
Tl u

y esta tltima integral esta acotada uniformemente.

u

du

3.)

1 sih>0
lim 0(h,T)={ 0 sih=0
Tveo ~1 sih<0

Ahora bien, sea

LT
Ir = l/ sen (ht) exp™ p(t) dt
T J-7 t

. T . 0 .
= l/ Mexp"“‘ [/ exp''? dF(a:)] dt
TJ_7 t -0

Obsérvese que para h > 0 tenemos que

I

sen (ht) expte-a)| < [0 (ht) |
t t
< h

Por lo tanto It es finita.
Ahora aplicamos el Teorema de Fubini obtenemos que

T ) 00 ’
Iy = l‘/ sen (ht) exp™ie [/ exp™® dF(z)] dt
» T Jor t —_c0
T (oo
= }-/ / sen (ht) expit(r-a)dp(w) dt
T JerJ-0 ¢
- poo pT
= 1 / / sen (ht) exp"®=9) dt dF(z)
T Jeood-T t

Pero

T T 0 .
/ senfht) exp9) dp = / senght) exp-9) dt 4 / senght) exp™=9 di

-

19



T T
_ /Sen_fht)exp"'(”'“) dt+/sen£ht)exp'“(“"'“) i

0 0

Ademis,

r T
/ —-———SCnEht) expt®9) dt = / sen(ht) ——— cost(z—a) dt+z/ sent(ht)sent(z—a) dt
Jo 0

T T
/ sen(ht)mcp""(r-u) dt:/ sen(ht) cos t(z—a) dt—- z/ * ntht)sent(t —a)dt
0 0 0

t t
Por lo tanto

T T :
f E(—}-l}?(ﬁt—)exp"‘(”‘“) dt = 2/ sent(ht) cost(z —a) dt
-T o }

Luego entonces

0 T se
Iy = ;2;'/_00[; -—n-—tgh—t)-cost(:c-—a) dt dF(z)
/_oo g(z,T) dF(z)

donde

T
g(z,T) = %/0 =1 t(ht) cos i(z — a) dt.

Ahora bien
sen((z — @) + h]t = sen((z — a)t) cos(ht) + sen(ht) cos((z — a)t)
sen(x — a) — A]t = sen((z — a)t) cos(ht) — sen(ht) cos((z — a)t)

~ Restando

sen[(z — a) + hjt - sen{(z — a) ~ h]t = 2sen (ht) cos(z — a)t

Por lo tanto

T, _ T —
o(@,T) = l/ sen(z ta+h)t dt—}-/ sen(z — a — h)t dt
7 , 0 0 .

T T t

1 1
= 50(x—a+h, T)—-2-0(:c-a—h, T)
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Como 0 es uniformemente acotada, entonces g(z,T) es uniformemente aco-
tada para toda z € IR y para toda T' > 0. Ademds

0 siz<a-—h

% siz=a—-h
lemg(m,T): 1 sita-h<z<a+h
- % siz=a+h

0 siz>a—h

Usando el Teorema de Convergencia Dominada

Jimtr = [ limo(e,7) dP(e)

-00

/_ : L(a-hatn)(z) dF(z)

a+h
= \ dF(z)
Fla+h)—F(a-h)

Il

Il

Por lo tanto -

lim ~ f ?“—fm exp'® ¢ (1)dt = F(a + h) — F(a — h).
T

T T

Corolario 1.2.1
Sean a,b € Cp tal que a < b. Entonces

‘ 1 T ex -l'fﬂ__ex ~itd
Rt = (o) = Jim o [ SO o) gy

. Demostracion.
Sea ¢ = £ entonces

F(b) - F(a) p<c+ b;a) _F<c_ b;a)

T sen (b"‘) t

= lim . —21 exp'ip(t) dt
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T expit(‘—’—;-!) ~exp~i 22)

exp™"14%) o(2) dt

H
N
e
R -
—
N

2it
1 T exp-l'la - exp—ilb
= pm L , t) di
11‘1_1'1010 27 -[-T 11/ ¢( ) d

]

El siguiente Corolario de Unicidad nos permite trabajar con la funcién ca-

racteristica en lugar de la funcién de distribucién en el estudio de los teoremas
limite.

Corolario 1.2.2 (Teorema de Unicidad)

Sean Fy y F, dos funciones de distribucién con sus funciones carac-
teristicas ¢, y 2 respectivamente. Suponga que ¢)(t) = 4(t) para toda
t € IR. Entonces F; = F;.

Demostracion.
Sean a,b € Cp, NCF, tales que a < b. Entonces F\(b) — F\(a) = F3(b) — F3(a).
En consecuencia

F](b) = lim [Fl(b) - F](a)]

3—=—00

= lim [Fy(b) — Fy(a)]

3=+~00

= Fy(b)
Por lo tanto F} = F; sobre Cp, N Cp,. ]

Definicién 1.2.1 .
Decimos que una funcion de distribucion F es simétrica si o(t) = o(t)
para todo t € IR, donde ¢ es la funcidn caracteristica de F.

Corolario 1.2.3
Una funcidn de distribucidn F es siméirica si y sdlo si su funcidn carac-
teristica es real y par.

Demostracion.
) |
Sea @ la funcién caracteristica de F. Si ¢ es real entonces

——

w(t) = <,q(—-t) = ¢(t) y por unicidad tenemos que ¢ y @ son la misma.
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Por lo tanto F es simétrica.

=) .
Si F es simétrica, @(t) = p(t), entonces ¢(t) = zﬂl%ﬂ!l Por lo cual
@(t) = [ costz dF(z) y ¢ es real y par. n]

Teorema 1.2.2 (Teorema de Inversién de Fourier)
Suponga que ¢ es absolutamente integrable sobre IR. Entonces la corres-
pondiente funcion de distribucidn de F es absolutamente continua.

Ademds, la funcidn de densidad de probabilidad f = F' eziste, es acotada y
uniformemente continua sobre IR y esta dada por

— _l_ (17
f(z)= 5 exp p(t)dt zeR

-0

Demostracion.
Como [ lp(t)] dt < ooy |—5’—'—1—‘1‘31 exp~**% ¢(t)| < hlp(t)|, puedo aplicar el
Teorema de Convergencia Dommada para obtener

. (1 [*sen(ht) = _i; _ (1 /wo sen(ht) .
l’}{{’l(‘“/—m T eXp w(t) dt) = (ﬂ_ ,mll{f{)l—-i—e’(p p(t) dt

= 0

Por lo tanto F(z%) = F(z) = F(z~).
Ahora bien, por el Teorema de Inversién

F(z) - F(z™) = '{%[F(m + h) - F(z — h)}
o Y [ sen(ht) _.. ~
= lim ( /_m T e () dt
=0
s decir, F(z) = F(z~) para cada z € R.
Ahora usando un argumento similar tenemos que

z+h)-F(z—-h .
et )2h = 211r mh(tht) X () dt
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Pero

Por lo tanto

F'(z)

o Flath)=Fla=h) _

1m - =

hlo 2h

. 1 (F(@@+h)—F(z)  F()- F(z —h)
ima ( P h )
LP(E) + Fe))

F'(z)

 Flo+h)—Flz—h)
lim oh

0 _1__ * sen (ht) —itz
[ e

—_ 1 * ~itz
= 5 Lmexp p(t) dt

Por lo que F es absolutamente continua y F' existe y es acotada para toda

"z€ R

Sea f = F'. Veamos que f es uniformemente continua.

|f(z + h) = f(=)| =

]~ ¥I= ¥I-

|-

-

00
W[—co

o0

ew“W“wna—/ wf”%ﬁ&ﬂ

- 00

1
8

/ exp~¥(1 — exp™h) (t) dt

/ exp~'® exp 3t (exp%h - exp:%"h') w(t) dt\
~00
=ith

o : =it ,%h - 7
/ exp*® exp'z_h (e___________xp 2iexP 2 p(t) dt

-0

ht

sen Je(t)] dt
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Por el Teorema de Convergencia Dominada
. 1 [*.
ip 15 +0) - SN < 7 [ i

Por lo tanto f es uniformemente continua sobre IR. (

lp(8)] dt = 0

sxenﬂ
2

1.3 Convolucion de Funciones de Distribucién

Definicién 1.3.1
Sean F\ y I dos funciones de distribucion. Definimos la
Fy, y F; como

F(z) = /_ : Fi(z-y)dFRy) Yze R

Se denota como F = Fy » F;.

Teorema 1.3.1 (Teorema de Convolucién)
Sean F,Fy y F, tres funciones de distribucion con funcidn caracteristica
Y, 1 Y 2 respectivamente. Entonces

F=Fx* FE = Y =919

Demostracion.

=)

Supongamos que F' = Fy % Fy y [a,b] un intervalo cerrado en IR. Sea una
sucesion de particiones de [a, b]

e=TgN<TIN< ... <TyyN=b VNEN

tal que
AN = max (Zyny — Zy-1,§) = 0 cuando N — oo
1<vSuy

Sea t € IR, por la definicidn de la integral de Riemann-Stieltjes se tiene que
) .
[ exotedra)

UN
= Jim 3 e [Flzun) = Flovon)
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Por otro lado tenemos que

Foun) ~ F(gein) =
= (F] * Fz)(&tu'") bl (F] * F?)(mu_;'n)
/_ Fi(zon — ) dFa(y) - / Fy(zosn — y) dFa(y)

= [-00[ F](.’Bu,N - y) - Fl(zu—l,N - y) ] dF?(y)

Por lo vcua,l

lim % expit=et [F(zun) = Fzu-1,¥)

N=oo gz}
UN N co .
= h}l_ff;ozl exp'eN _M[Fl(%.N ~y) — Fi(zy-1n —y)] dFa(y)
oo UN o ) '
= Jim / Y exp™eeny [Fy(zun = y) = Fi(o-1,v — )] exp™ dF3(y)
0 y=1

52!‘0 como

N . N

Y exp=on [ Fy(zy N — y) — Fi(y-1,v — y)] exp™¥| <
v=1

IA

vy
Y IR (zon =) = Fi(zoan - y)|
v=l

Fi(b-y) - Fa—y)
1

In i

entonces es uniformemente acotada por una funcién integrable para toda
N € IN. Por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, se tiene
que

oo UN oo
lim / exp"“ ¥ Y[ Fy(zy,n — y) — Fi(so-1,8 — y)] exp'™ dFa(y)
- 1

. N-e0 00 oo

0 vN . 3
= / Jlim ) exp™* ¥ [Fy(zyn ~ y) = Fi(@o-1n - y)] exp™ dFa(y)
-0 v=1
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o bty
= /_ [ / exp'” de(w)] exp™ dFy(y)

-y

Con lo anterior concluimos que

b
e(t) = lim / exp'* dF (z)

a—+—00, b

bty

=  lim / ) [ / exp"® dFy(z)| exp™ dFi(y)

a—-00, b—oo f_

= / [ [: exp**dFy 1')] exp™ dFy(y)

= ) wa(t)
Por lo tanto (t) = ¢1(t) pa(t) paratodat € R.

<)
Supongamos que ¢ = 1 2 y que G = Fy xF;. Sea ¢ la funcién caracteristica

de G, entonces ¢ = ¢ p,. Por lo tanto ¢ = ¢, esto por el Corolario 1.2.2.
En consecuencia G = F

Por lo tanto F = Fy * F3. 0
Observaciones.
1. La convolucién de funciones de distribucién es conmutativa y asociativa.

2. 8i Xy y X, son dos variables aleatorias independientes con funcién de
distribucién #y y F3, y funciones caracteristicas ) y (3 respectivamente,
entonces X = X + X; tiene funcién de distribucién F = F; » F;, y funcién
caracteristica ¢ = ¢, 2. En efecto

pt) = E[exp™]

E [ exp““ exp“” ]
/ expc‘tn exp“” dP
0
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/ exp''=! dP / exp'®? dP
0 0
= pi(t) pat).

Por lo tanto Fy * F; es la funcién de distribucién de X = X, + X,.

Teorema 1.3.2
. Sean F,Fy y F; tres funciones de distribucidn en Co(IR).
Entonces F = Fy » Fy si y sdlo si .

/_:9 '”’"=/_°° /_m 9(z +y) dF\(z) dFy(y)

para toda g € Co(IR).
Donde Co(IR) = {f : R — IR | f continua y acotada }.

Demostracidn.

+)

Sean y, p; y 2 funciones caracteristicas de F, Fy y Fy respectlvamente
Entonces :

e(t) = /_ ooexp""dF(Z)

- /_ :cos(tz) dF(z) +i /_:sen(tz) dF(z)

| |7 costis + ) dri(a) arity) +
i / : [ :sen(tw+ty) dFi(s) dFi(y)

/—: [_:{[cos(t:v)cos(ty)—sen(ta:)sen(ty)] + |
i [sen(tx) cos(ty) + sen(ty) cos(tz)]} dFy(z) dF3(y)
/ / [cos(tz) + isen(tz)] [cos(ty) + isen(ty)) dF,(a:) ng(y)‘

/m/ exp'®exp'? dFy(z) dF;(y)

= [ o) e angy)
= @1(t) pa(t)

i
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En consecuencia ¢ = ) 3 por lo tanto F = F} x F},

=)
Supongamos que F = Fy x F;. Sea g € Cy(IR) entonces [*_g dF existe y
[ gdF = lim f: g dF. Usando la notacién del Teorema de Con-

a~+=—00, b=00

volucién 1.3.1 y sea G(z) = g(z + y) para toda z € IR, entonces

[PgdF =

Jim u}_;gmm [Fzon) = Flzeein)

A}l_l.lgo ZN:Q(%,N) /::[Fl(zu,N —y) — Fi(zv-1,8 — y)) dF2(y)

v=]

N-oo -
v=]

lim ; /: 9l(zvn —y) +yllA(zon - y) — F(zvan - y)] dFy(y)

tim [ )_:N Glzun +y)[Fil@un = y) = Filze-1n — y)] dFiy)

N=-oo

—% y=1

Pero como g es acotada entonces G es acotada, y de esta forma -

Y Glaun +y) [Fi(@on = y) = Fi(zoan — 9)}

v=1

uy .
< 3 1G @y + 1) 1Fi(2on - 9) = Fi(zo-an ~ )]

v=1

.UN
k Z |Fi(zun ~ y) = Fi(zean —y)|

ku[;“(b-y) ~ F(a~y)]
k

Usando el Teorema de Convergencia Dominada, se tiene que

IA

In i

o0

lim 3 Gleun + A - 3) - Flos — 1)) dF(y)

—0 y=1
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[ Jim. 3 Gean +9) FiCouy =) = Filsvesn = IF)

=00 v=1

- [ [76@) de(y)] 4R )

Por lo tanto

/ﬂ by dF = /_ : [7:)(: +9) dF.(z)] dFy(y)

Ahora bien, por e] Teorema de Convergencia Dominada se tiene que

by

[oar = tm [ [/ e+ dmz)] o

-y

= [ : / : o(e+9) dFi(2) dFi(y)

Por lo tanto

00 00 00
[ aar=[" [ gle+y) dFi(e) aFite)
para toda g € Cy. (m]
Definicién 1.3.2

Sean Py y P; dos medidas de probabilidad sobre (R B(R)). DadoEC R
y a € R. Definimos

P(E) = /n P(E-y)dP(y) E€ B(R)

donde E+a = {z+a:z € E}). P es una medida de probabilidad sobre
(IR, IB(IR)). P se llamard la convolucién de P, y P, y se denota.como
P=Px*P, »
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Recordemos que la Transformada de Fourier de P esta dada por
00
e(t) =/ exp"*dP(z) VteR
, oo

Demostremos que P definida como arriba es medida de probabilidad sobre

(RB(R).
1.)-0 < P(E) £ 1 para toda E € B(IR). En efecto

E /R P(E-y) dRy(y) < /n dP, = K(R) = 1.

ii.) P(0) = 0. En efecto

P() = /R P(0~-y) dRy(y) = /_m P(®)dP, =0

iii.) Sea { F,}%., una sucesién de conjuntos tales que E, € B(R) y
E, N E, =0 para toda n # m, entonces

[ 7 (D(E - v)) dPy(y)

n=1

i (‘Zj n(E..-w) ap(y)

n=1

S~ [ AEa - )Ry

n=1

= Y P(E

n=1

1l

La pendltima igualdad es valida ya que ﬁ P(E,-y)20.
n=1
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1.4 Teorema de Continuidad

A continuacion se dardn las condiciones necesarias y suficientes para que una
sucesion de funciones de distribucién converja débilmente a una funcién de
distribucién. El siguiente resultado es de Paul Lévy. Antes de este resultado,
demostraremos un Lema que nos serd de gran utilidad.

Lema 1.4.1
Si F' es una funcion de distribucion con funcion caracteristica p entonces

para toda h > 0

/F@/ dy - /F wy=1 [ LB a

Demostracion.

Sean a > 0 y G una funcién de distribucién Uniforme en el intervalo [~a, a]
con funcién caracteristica 6(t) = 8¢ Considére la funcién de distribucién
H=F=x@G.

H(z) = /mF(w—y) dG(y)
= / Flz -y aI[_a,nl(y)‘ dy

= 2a F(m— y) dy

T % ,/F
x4a

z4a

= %/F(z)dz

r~a
Es claro que esta funcidn es continua. Sea 9 la funcién caracteristica de H.

Por ¢l Teorema 1.3.1

¥(t) = p()o(t) = o(t)

sen at
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Ahora aplicando el Teorema de Inversién a H y v, obtenemos

senat

T
Hz+a)~H(z~a) = Jim - / i “’t‘“t exp=ite 19 4y dt
1 [T sen®at

iy ey exP"‘l'tzw(t) dt

.1 fT1-cos2at —itz
= Jim rJ.p 2at? exp™ () dt
1 [T1-cos2at

~itz
T—oo 27a =T t2 xp ¢(t) g

Paraz=0

1 [T1-cos2at
H(a) — H(—a) = 7!1_1.1010-27‘; P w(t) dt.

Sustituyendo lo que es H(t)
S Y 1 [° * 1 - cos 2at 2at
% ), F(y) dy—gf_zul“(y) dy = / p(t) dt.

Tomando h = 2a y multiplicando por 2a ambos miembros

h p0 : 0 1 _ |
/ F(y) dy—-/ F(y)dy=l/ L—c—zﬂﬂwﬂ)dﬁ-
0 ~h T Jooo t

Antes de enunciar nuestro siguiente resultado recordemos el concepto de con-
vergencia débil.

(8]

"Definicién 1.4.1
Sea {F,}%2., una sucesidn de funciones de distribucidn, se dice que
{F.}2., converge débilmente a una funcidn de distribucion F si

ﬂ11_01{.10 Fu(z) = F(z) Yz €Cp.

Donde Cr es el conjunto de puntos continiudad de F'.
Se denota por F, % F.
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Los dos siguientes resultados son importantes para la demostracién del Teo-
rema de Continuidad. Sus demostraciones se pueden encontrar en el Laha

8],

Teorema 1.4.1 (Helly)

Sea {F,}22, una sucesion de funciones de distribucién. Entonces {F,}2,
tiene una subsucesion {F,, )32, que converge débilmente a una funcidn aco-
tada no decreciente y continua por la derecha,

Teorema 1.4.2 (Helly - Bray)

~ Sea g -una funcion real continua definida sobre un intervalo cerrado y
acotado [a,b] y sea {F,}32, una sucesion de funciones de distribucion que
convergen débilmente a alguna funcion F sobre [a,b] donde a,b € Cp. En-

tonces b .
lim/ ng,.=/ng.
n=—00 a a

Teorema 1.4.3 (Teorema de Continuidad)

Sea {Fn}32, una sucesidn de funciones de distribucion y {@n}%, sus
correspondientes funciones caracteristicas. Entonces F, = F si y sdlo si
o —  puntualmente sobre IR y es continua en t = 0, '

En este caso ¢ es la funcidn caracteristica de F.
Demostracion,

=)
_Trivial, ya que

| /Rcos(mt) an(w)ﬂ'/Rcos(xt) dF(z)

analogo con
/mwumpfmwwm
R : R

Por lo tanto ¢, — ¢ para toda t € R.
Donde ¢ es la funcién caracteristica de F.
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<)
Supongamos que pn — puntu'almente sobre IR, donde ¢ es continua en
t=0. A la sucesién {,}3, asocio sus respectivas {F,}.,, ahora bien por
el Corolario de Unicidad 1.2.2 y por el Teorema de Helly 1.4.1, sabemos que
existe una subsucesion {Fy, }32, de {F.}2, tal que F,, = F donde F es
una funcién continua por la derecha, acotada y no decreciente. Aplicando el
Lema 1.4.1, a cada elemento de la subsucesién obtenemos que

A 0 ® 1—cos
[Fwa- [ roa=:[ =28, ¢

oo

Obsérvese que la parte derecha de la igualdad esta dominada por -1-'—";-',-&'1 y
que la parte izquierda de la igualdad esta dominada por una funcién absolu-
tamente integrable.

Entonces por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue.

/:F(y) dy—[_: Fly)dy = hm [/ Fu,(y) dy - / F,,,,(y)dy]

l/‘” 1 — cos (ht)

= lim 7 wn,(t)
00

k—oo T -

TJeoo t

Falta demostrar que F' es funcién de distribucién. Divido entre h

%[/ﬂ"p(y) - [ PGy i) = 1 [ 120 iy

hacemos un cambio de variable u = ht, t = §, % =

n[/ F(y) dy - /Fy)dy] / l—:“%o—s-'fv(%) du
g ([ o e - /F(y>dy]=-/_:l 7 him e (5) d

Como ¢ es continua en t = 0, tenemos que

. T
Jlim w(;) = ¢(0) = lim %(0)—1 |

N=—+00




entonces

it [ a- [ rora] =1 [T =gt

Ahora solamente falta demostrar que

Ptvoo) - o) = Jim 1| [ Py ao - [ Py

F(0) > / Fly)dy <t F(h)

o ) frone- e
N F(o)-—+(" ;)hF(—)s/ F(y) dy < h F(h)

= F_'(ZO_) (";1) ()_h/F(y )dy < F(h)

Tomo el limite cuando b — oo, entonces

F(0)

n

(n-1) .1 fh
+ 2 F(oo) < fim [ Plw) dy < Ftoo)
n h—oo h o

Ahora bien, cuando n — oo, se tiene que

F(4+00) < lim

Jim - [ F(y) dy < F(+oo)

S
oS——

h
Por lo tanto F'(+00) = lim L[ F(y) dy
~00 %9

De manera andloga se puede demostrar que
, A , 1 ,
F(-o0) = lim + V
(-o0) = fim 7 [ ) dy
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Por lo tanto F(+o00) — F(—o00) = 1, entonces 0 < F(400) < F(~o0) <1, de
aqui que F(+o00) =1y F(—o00)=0.

Por lo tanto F es funcién de distribucién,
En conclusion ¢ es la funcién caracteristica de F'.

Supongamos que {F,}%, contiene otra subsucesién que converja a F' pro-
cediendo como lo hicimos, llegamos a que F’ es funcién de dxstnbucmn y
que ¢ es su correspondiente funcidn caracteristica. Pero por el Corolario de
Unicidad 1.2.2 se concluye que F’ = F, lo cual implica que toda subsucesxon
de {F,}3, converge débilmente al mismo limite. De aqui que F, = Fy ¢
es la funcidn caracteristica de F. 0

El siguiente resultado es una verséon alternativa al Teorema anterior.

Teorema 1.4.4

Sea {F,}2,; una sucesidn de funciones de dustnbuc:on y sea {¢n}"_l la
sucesion correspondiente de funciones caracteristicas. Entonces F, = F s{
y solo s pn, —  uniformemente en cada intervalo finito (acotado). En este
caso  es la funcidn caracteristica de F.

Demostracion.

=) -

Por el Teorema de Continuidad 1.4.3, ¢ es la funcién caracteristica de F'.
Demostremos que ¢, — ¢ uniformemente en cada intervalo acotado.

len(t) = o(t)] =

li

a i b . 00 .
/ exp'® dF, + / exp'” dF, + f exp'* dF, -

o0 a

a ) b . 00 .
( / exp'® dF + / exp"*dF + / exp'* dF )'

-0 a b

b b - a )
/ exp"* dF, - / exp'* dF| + / |exp®**| dF, +

0 . a . 00 N
| /,, |exp™® | dF, + / lexp™ | dF + / |exp#® | dF,
-00 b :

A
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<

b . b .
/ exp"*dF, —/ exp"® dFI + Fo(a)+1 — Fy(b) +
a a
F(a)+1 ~ F(b)
Sea € > 0 y [a, b] un intervalo cerrado y acotado con a,b € Cr tales que

C

4

esto por que f dF(z) = 1. Ahora bien como F,(z) — F(z) para toda
z € Cr entonces exlste m, tal que para toda n > m,

1~ F(b)+ F(a) <

1 - Fy() + Fu(e) <

e

Por lo tanto

€

fenlt) = (0] < :

b b
/ exp' dF, - / exp'* dF| +

Sea0 < T < ooy te€[~T,T], conside una particién de [a,b] a = 7o < z; <

< zy=>bdondez, ECrconv =0,1,...,.NyA= lxsr}l?,(v(z.,—a:.,_n)'< i
Entonces

j: exp** dF, — f: exp't® dFl =

3]

/ u exp'® dF, ~ ) exp“'dF]l

vzl LY Zv-1 Tv-t
N Ty . Ty X
= Z [ / exp'*® dF, ~ / exp*dF +
=1 Tyl Ty
/ (expm’ - exp“’") an - ' (expi" - expo'lz.) dF”
Tyw-1 Dy-i :
< Stowtt| [ an- [ ]
Ty—1 Ty-y
Z/ |exp"’ nz., IdF + Z/ Iexp exp“" 'dF
y=1 Y Tv=1l Tv-1
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: N Zy Ty .
f < Z dF, ~ dFI +Z [/ |exp™® — exp™™ | dF,, +
; v=] 1V Tl a?u---l v=1 Zy=1
/ ’ | exp®*® — exp™® | dF]
i Ty~i
| exp"’ p"z" | = | exp“’ _ (exp"' expn(zu-z))'
' = Iexpiu'l ll expst(z:v-z”
< iz - o)
= |t| (zs ~ )
< |t {2y = 20m1)
< AT
| En consecuencia
Ty N )

Z " dF, - dF| + Z [/ | exp™® — exp™™ | dF, +

y=] V=i ZTy=1 y=1] WP~y

/ Iexpltz' itru I dF]

aTv—l
Ty Ty
< Z " dF, - dFl +AT [ dF.(z) + dF]
0—1 Ty—1 VTyg u-"l Ty=t Ty=)
< ZI[F (@v) = F(z0)] = [Fa(z0-1) = F@o-a))| +

u=1

A T(Fy(b) ~ Fu(a) + F(b) —~ F(a)]

< me) = F(z0) + Flzy-1) = Fol@oa)| + f

=1 -
Como F, = Py z, € Cp, v = 0,1,..., N entonces existe m; tal que para

todo n' > my

N .
Y |Fu(@y) = F(z) + F(z4-1) = Fa(20-1)] < 2

v=]
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Por lo tanto para toda € > 0 y t € [T, T existe m = max {m1,m;} tal que
para todan>m.

Por lo tanto [¢n(t) — ()] < €.

+)

Como ¢, es uniformemente continua y converge uniformemente a ¢ en todo
intervalo acotado entonces ¢ es continua sobre IR, en particularent =0y
usando el Teorema 1.4.1 se tiene que F, — F. 0

Corolario 1.4.1
Sea {F,}22, una sucesion de funciones de distribucidn y F una funcidn
de distribucion. Entonces F, = F s{ y sélo si

/ngn—-)/ng Y g € Co.
R R

Demostracion.
=) o
Usando el Teorema de Extension de Helly - Bray 1.4.2.

«)
Ya que cos tz € Cy y sen tz € Cy entonces

/ cos tz dFy(z) — / cos tz dF(z)
R R

/ sen tz dFy,(z) — / sen tz dF(z)
R R

Por lo tanto ¢,(t)

— (t) para toda ¢ € R y usando el segundo Teorema de
- Continuidad 1.4.3 F\, 5 F.

(0}

1.5 Algunos Criterios de la
- Funcion Caracteristica

En la siguiente seccién se exhiben condiciones necesarias y suficientes para
- que una funcidon compleja sobre IR sea funcién caracteristica.
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Definicién 1.5.1 :

Seap: IR —@. Se dice que p es positiva definida sobre IR si para todo
N entero, para toda ty,t3,...,tx € IR y para toda wy,wy,...,wy € € se
satisfacen

1=
M= iM=

a.)

w; Ti p(ti—t) 2 0

M=

b.) w; O p(t;—t) € R

1

x
1

1

.
1

Proposicién 1.5.1
- Sea  positiva definida sobre IR. Entonces se cumple

(a) 9(0) 20
(b) p(~t) = p(2)
() le(t)| < #(0)

Demostracion.
(a) Se toma N = 1,¢; = 0,w; = 1. Tenemos que p(0) > 0.

(b) Se toma N = 2,t; = 0,1, = t,w, arbitraria y wy = 1. Obtenemos

2
0 < D> wiwk oft; — t)

=1 k=1 .
= wy Wi p(t — h) +w Tzt~ tg) + wa Ty p(ta — 1) +
- wy Wy @(ty — t3) » -
= |wf? p(0) + wi p(~t) +B7 p(t) + ¢(0)
= (L4 ) @(0) + wy @(—t) + Ty (t)

=N

Pero tenemos que (1-+|wi|?) »(0) € IR, por lo tanto wy p(—t)+W p(t) € RR.

- Siwy =1 entonces p(—t) + ¢(t) = a, donde a € R.

Si w) =1 entonces ip(—t) — ip(t) = b entonces p(t) —p(~t) = —ib,
donde b € K.
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Restando tenemos 2¢(—t) = a +ib y sumando que 2¢(t) = e — ib.
Es decir ¢(t) = ¢(—t).

(c) Supongamos que ¢(0) = 0. Sea N = 2,1, = 0,17 arbitrario, w; = -1y
w; = @(tz). Obtenemos .

< Jpta)f? 9(0) — p(ta) @(—ta) — ¢(ta) p(ta) + #(0)

= =2|p(ta)f* <0
Es decir, p(t) =0
Ahora. si 9(0) > 0. Sea N = 2,t) = 0,1, arbitrario, w; = -1y wy = ,
para obtener

plta) " Plta) p(t)
0 < |2 0~ () 9= 5 #) +0

_ (b))l l¢(ta)l

= S O

— le(ta)?

= O
Por lo tanto M&%E < (0
Por lo tanto |p(t)] < ¢(0). o

Observacion.,
Se dird que una funcidn positiva definida ¢ # 0 esta normalizada si p(0) = 1.

Teorema 1.5.1 (Teorema de Bochner) ‘
Sea @ : IR = . Entonces ¢ es una funcién caracteristica si y solo si

(a¢) es una funcidn positiva definida
(b) normalizada

(c) continua en R,
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Demostracion.
=) :
Si ¢ es la funcién caracteristica de F, entonces ¢ es continuaen Ry ¢(0) = 1.
Demostremos que es positiva definida.

Sean N > 1; t,3,...,ty € Ry wy,ws,...,wy €C. Entonces

N N
Y Y w; W p(t; — t) =

J=1k=1

= ZZwal, / exp't—%)? dF(z)
o g=m k—l
N

/ . Z Z exp“" (exp™ wy) dF(z)

i=1 k=1

w (N N :
/ (Z exp'i® wj) (Z expite® w;,) dF(z)
-0 \j=1 k=1
| 3

dF(z)
0

1

Il

N

Z explt,';‘

=1

V4

Para ver el reciproco se usara el siguiente Lema de Herglotz.

Lema 1.5.1 (Herglotz)
Sea {0(s),s € Z} una sucesidn de mimeros complejos que satisfacen

(a) 0(0) = 1

(b) Para todo entero positivo N > 1 y para todo wy,...,wy €T

N N
ZZwJE“ (7—k)20.

7=0 k=0

Entonces existe una distribucion G concentrada en [—,7) tal que

0(s) = /:” exp'*™ dG(z) Vsez

L
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Demostracidn. B
Sea w; = exp™'/*, j = 0,1,...,N~1y z e R. Definimos

l' N-1N-1 N .

N 2 2 exp™ exp™ g5 — k)
7=0 k=0

1 N-1N-1

= % Z Z exp™U-K=z g(; _ k)

7=0 k=0

gn(z)

-

para N 2 1.

Usando (b) tenemos que gy(z) > 0 para todo z € IR. Ahora bien,

sear =j—k, entonces ~N+1<r< N - 1.

Si r = 0, entonces J=kycomo0< J £ N —1 entonces r aparece N veces
en la suma. l

Sir=1, entoces j = k-=lycomo0<j<N-1 entonces r aparece N — ]
veces en la suma. ‘

En general r aparece N ~ r veces en la suma sj r > 0. Anélogamente se

obtiene que r aparece N — |r| veces si r < 0. Usando este hecho tenemos que
N-IN-1 |
2 X exp~UHlzg(j _ k) =

1=0 k=0
0 N-1 '
Z (N =1r]) exp==g(r) + Z(N -r) exp"'"' o(r)
r==N+1 - r=1
N-1 .
=Y (N=r) exp=r=g(r)

ra—-N4|

Y en consecuencia,
N-1

T Y (V=i e o)

r==N+1

I‘{/jl (1 - lj—:'/l) exp™ g(r)

r=-N+1

N
= Z (l - Lr_l_) exp™O(r) >0 YzeR.
r=-N N

i

gn(x)

i
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Si tomamos un entero s en —N < s < Ny multiplicamos por (exp'*®)
obtenemos

. N ,
exp™” gn(z) = ) (1 - Ij—:,l) exp™" (r)

r=-N

Ahora integro con respecto a la medida de Lebesgue sobre [—=, 7],

" T~ N
/ expl'ang(z) dr = Z (1 — I]:,_I) exp—f(r—s):: 0(1‘) dzr

" g r=—N
- Irl "
Z (1 - —A—,-) 0(r)/ exp™ ("= dz
r=-N -
Pero. { 0 sit#0
: il itz — 81
2 _”exp dz—{l sit=0
Entonces

/W expgn(z)dz =27 (l - I—E,l) 6(s).

-

Introducimos la funcién Gy definida como

0 siz < -7
Gu(z)=1¢ 3= [  on(y)dy si-Tr<z<nm
1 siz2>nw
Esta funcidn cumple que .
dGn _ gn

dz =-2_;

asi que

/ exp*® dGn(z) = / exp“"“i’-%sl_—w—2 dz

T

- ‘(1_%) 8s) ~N<s<N

En particular para s =0, [" dGn(z) = 6(0) = 1 y obtenemos que Gy es
una distribucién concentrada en (~=, 7] para toda N > 1.
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Ademas, {Gn}new es una sucesién de funciones con las siguientes
propiedades.
- Gx es no decreciente para toda N > 1, ya que gy(z) > 0 para toda z.
- Gy es acotada para toda z € [-7, 7] y para toda N >'1.

on@ = |g5 [ ovte) o]

| d
< —
< '2”/_”9~(y) y'
1 /" d
[ Q—
< 5 _wlyn(y)l y
, 1 [* ()d
R g y
2 Jon N
= l

Por lo tanto |Gn(z)| < 1 para toda z € [~7, 7] y para toda N > 1.

- Gy es continua por la derecha.
gn(z) es continua para toda z € IR, y como

1 T
Gn(z) = or | on(y)dy

para toda z € [—m,7), entonces Gy(z) es continua en [-=,7), ademds
Gn(—m) = 0. Por lo tanto G es continua por la derecha.

Aplicando el Teorema de Helly 1.4.1, obtenemos una subsucesién {Gn, } que

converge débilmente a una funcién G continua por la derecha no decreciente
y acotada sobre IR.

- {Gn} cumple que para toda € > 0, Gn(-m—€) =0y Gn(r+¢) = 1.
Apartir de la propiedad anterior se tiene que

G(-m-€)=0 y Gr+e)=1
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Por lo tanto G es una distribucién concentrada en [—m, 7],
Ademds en la igualdad

(1~ '-A’%) 0(s) = / ex™ dGw(x) Yk

-

se hace k tender a infinito y por el Teorema de Helly - Bray 1.4.2,

6(s) = /w exp'™ dG(z)

-

Ahora continuamos la demostracidn del Teorema de Bochner.

=)
Sea ¢ una funcién continua, positiva definida y normalizada. Afirmamos

que la sucesién {@(£)} con s € Z satisface las condiciones del Lema de
Herglotz 1.5.1. ‘

(a) @(2) = ¢(0) = 1 esto ya que esta normalizada.
(b) Para toda N > 1 y para toda wo,wy,...,wy €C

N N
DD Wi (i —k) 20

=0 k=0

ya que es positiva definida.

Entonces por el lema existe una distribucién G, concentrada en [—=, 7] tal
que

n

3 " :
7 (—-) = / exp'®”® dGp(z)
-
para toda s € Z.
Sea F() = Ga(Z) para € . Entonces F, es una funcién de distribucién

~concentrada en [—nr, nr]. Sea ¢, la funcién caracteristica de F,.
Entonces

n(t) = / exp"® dFy(z)

n:
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haciendo el cambio de variable y = %, se tiene que
ealt) = / exp"™ dF,(yn)
-
- / exp™ dGa(y)
—-%

En consecuencia p,(2) = [7_exp™® dGn(z) = ¢ (2) para toda s € Z.

Seat € Ryn > 1 fijos. Sabemos que existe un entero k = k(,n) tal que

0<le-k <k
[%(t) ~¥n (s)] + n (g)
-6 (3)] 42 (3)

Es claro que la definicién de k nos garantiza que lim ﬂ:.—")- =t y por con-
N~+00

SPn(t)

tinuidad de ¢ se tiene que p(£) — (2) cuando n — oo,

Basta entonces ver que [pq(t) — ¢n(%)] = 0 cuando n — oo.
Sea =1t — -f; se tiene que 0 < 0 < % Ademds

o= (%) ] or(042) - on (3)

/ lexp'®® ~1| dFy(z)

—-nn

[ /_: :: | exp®®® —1f? dF,.(z)]
= [2 [::(1 — cos 0z) dF.,(z)]

7AN

1/3

IA

12

Pero si —nr < 29 < n7 entonces. —x < £ < 7. Supdngase que 0 '5 acw
Como ) 1 '
0_<_0<-'; entonces 0_<_020<'-;zb_<_1r
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y en consecuencia, cos fzg > cos'-’;}, porque cos z es decreciente en [0, 7).
Ahora bien, si —1 < # < 0 entonces —7 < % < 6zg < 0y cosfzo > cos %2,
porque cos z es creciente en [~, 0). ‘

Por lo tanto 1 — cosfz < 1 —cos £ y para toda z € [-nm,nx] y para toda
0€(0,})

Usando lo anterior se tiene que

Pn(t) — ¢n (f—l)

IA
- -—
H
3
P
fu—y
I
o
2
S8
N’
Q.
e
—~
8
N’
mere——
<
-]

- pm )

Como ¢ es continua en 0 y p(0) = 1 entonces

n(t) — pn (-E)

De esta forma se concluye que pn(t) — ¢(¢) cuando n — ooy por el Teorema
de Continuidad 1.4.3 ¢ es una funcién caracteristica. o

lim =0

n=00

A continuacién se enuncia el Teorema de Bochner en IR" sin demostracidn,
(su prueba es similar para el caso n = 1),

Teorema 1.5.2 (Teorema de Bochner en R")
Sea ¢ : IR™ —»C. Entonces p es una funcion caracteristica si y solo si

" (a) es unu funcidn positiva definida
(b) normalizada

(c) continua en RR".
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Ahora seguiremos con otros criterios para la funcién caracteristica.

Teorema 1.5.3

Sea ¢ una funcidn acotada y continua con valores en @ sobre R.
Entonces ¢ es una funcidn caracteristica si' y sdlo si cumple con las siguientes
condiciones

(i) p(0) =1
(i) ParatodaT >0yz e R
T 4T _
P(z,T) =/ / ot — u)exp™t-") dt du > 0.
o Jo

Demostracién.
=)
Sea ¢ una funcién caracteristica con distribucién F. Por lo cual claramente

se cumple (i).

Veamos que se cumple (ii).

p(t—u) = / exp W dp(y)

SeaT >0yaz€ Ry porel Teorema de Fubini

Y(z,T) = / / [ / exp(t-vlv dF(y)] exp'*-Y) dt dy
- L[ esa] [ o] ary
o0 i(z+y)T -1 ~i(z4+y)T _ 1
B exp exp
B /.oo [ i(e+y) ] [ ey | FO
_ o9 2 — exp'(¢+V)T — exp"‘(""V)T .
- /.m (@+y)? )
1 =cosT(z +y)
= 2
/.oo (z+y)? 4F)
2
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<)
Sea ¢ una funcién acotada continua con valores en€’ sobre IR tal que satisface
() y (ii). SeaT>0yz€e Ry

1 1 T T .
= —— _ iz (u-v)
f(z,T) = T ¥(z,T) 27rT/o ./o (u — v)exp dudv>0

Haciendo el cambio de variable ¢ = u — v, dt = du, se tiene que

. 1 T pT-v .
f(z,T) = E;_T—/ / w(t) exp'™ dt dv
' ‘ T-v
= 21rT [/ / (t)exp'™ dt dv + / / w(t)exp'™ dt dv]
Tt
=5 [ / / t)exp“" dv dt + / / o(t) exp'™ dv dt]
- gT/Twwawwr—unw
— 1 T’ fxt |t|
= ). @(t) exp (1 - T—) dt
Por lo tanto | goo
f@1) =& / pr(t) exp™ dt
donde

mm={““0- H) sist

0 c.0.C

Obsérve que ¢7(t) es continua en cero y que |pr(t)| < 1 para toda ¢ € R,

"~ Para toda w > 0 definase

J(u;T,w)é/_w (1 |Z|) f(=,T) exp""d:c

w

Entonces

J(u; Tyw) = 51; /_ ) (1 |Z|) [ / @r(t) exp'tty) dt] dz
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1 w 00
= — i(t4u)z
o / / ( ) 7(t) exp dt dz
1
—— i(t+u)z
2”/ /w( ) e1(t) exp dz dt

: iuye ol expittyE
IS e t
2n "/-°° ¢T(t) [-w (exp w dz d

1

oo w w i(t4+u)z
= = t exp't9)% dg — / ot exp™ dz] dt
2r —00 wT( ) [-[-w P -w w

Analicemos cada una de las integrales

i(t+u)z |¥ i(t+ _ i
/ Y expi (= dg _ oxpl vE P exet "’f" expitHu)v
v g ity |, i(t +u)
w ithue 0 i(thu)z w _ i(t4u)z
- [l gy [ty [MRe g
-w w —w w o w
Si integramos por ?artes cada una de las anteriores integrales donde k = z,
dk = dz, dv = 2"y, % entonces |
/‘ 0 7 expilttule b = zexp't+e)z|° _ / expi(H-u)r i
-w w Z(t + U)w —w (t + u)w
exp—i(¢+u)w exp|(t+u)z
T i(tvu)  (ttu)wl,
exp—i(t+u)w 1 exp-i(t-w)w
T TiEFw TErww (tupe
/w - exp:’(tht)x o = -z expi(H»u)x w . /w expt'(t-i-u)zdz
0 W t+u)w |, Jo i(t+u)w

_expi(t+u)w expi(t-{-u)z w
t+u)  i(t+u)w,

- expi(H-u)w expu'(t+u)w 1
e [+ @ ture

Rebapitulando tenemos que

_ 1 (expi(ﬁu)‘w +exp-|'(t+n)w)
J(uTw = / er(t) [(H-u T 9w
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- [

Tomo v = w(t + u), dv =dt w ,
1 [®1-cosv v ' '
J(u,T,w):;/ eT (—t-v-—u) dv

o VP

Usando el Teorema de Convergencia Dominada, obtenemos

lim J(wT,w) = l/ nk LR TR (2 -u) do

w=—00 o 00 v Web 0O
1 [*1-cosv ,
= ;/_oo = or(—u) dv
= r(-u)
Como f(z,T) > 0 entonces podemos definir

J(u; T, w)
u) = —12—L,
9u(4) = 50, T, w)
Veamos que g,,(u) es funcidn caracteristica para cada w > 0. Por el Teorema
de Bochner basta ver que '

(1) guw(0) = 1.

(2) guw(u) es continua, ya que @r(t) lo es.

(3) Sea N > 1yt ty,...,tn € Ry wy,...,wy €C entonces
N N

Yo 3 w; Wk gu(t; — t) =

7:=1 k=1

i=1 k=1 —w
= / (1 - —-—) f(:zc,T)ZZ:wJ Wy exp'ti~h) dg
—w w i=1 k=1 :
w : N :
= (1 - '—:ﬂ) f(z,T) |y w; exp™*| dz
-w w j=1
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Obsel;vacién.

Por lo tanto g, (u) es positiva definida.

Obsérve que

Jim 0u) = i T} = S0 =ertu)

Ademés, @r(0) = 1.

De esto concluimos que wr(—u) es funcién caracteristica para todo T' > 0, y
claramente 7l.im wr(t) = p(t) entonces y(t) es funcién caracteristica. 0
—00

Antes de seguir con nuestro estudio de la funcién caracteristica en JR, dare-
mos algunos resultados que serdn de gran ayuda para establecer condiciones
suficientes para que una funcién sea funcién caracteristica.

Definicién 1.5.2
@ es una funcidn conveza ¢ : IR — IR si para toda u; y u3 € R y para
toda a € [0,1]

plaus + (1 - aJuz) < ap(ur) + (1~ a)p(ua).

Sean t;,t; y t3 € IR tales que t; < t; < t3 entonces

iy — iy ta—4
ty = t t
2= 1+t3—,t| 3

Entonces —
plt) S 22 plt) 4 Pt so(ta)
Ahora bien
@(ta) ta—t ¥(ta)
bt = Go ta,)(t:— my Y+ g —at,
p(t2) — p(t) (t3 —ta) p(ts)  ¢(t)
- b=t s (ta—ty)(ta — h) olt )+t3-h_h—h
plta) () . plta)(ta — ) — () (ta ~ t)
ty—t - (ta—t)(ta—t1)
¢(ts) — p(t1)
ta -t
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De manera andloga se obtiene que

Plts) — wlt) . Plta) — p(ta)
- ta— 13

ta—t
Por lo tanto

p(ta) — p(ts) .
tg=st e

< p(ta) — p(t1) . (12) |

ts — 4
< v(t:: - :(tz) ‘ (1.3)

Lema 1.5.2
Si ¢ es una funcién conveza y conlinua. Entonces ¢ tiene derivada por
la derecha y derivada por la izquierda, ademds

R AORAQD)

Demostracion.
Sea 0 < hy < hy entonces t — hy <t — hy <t <t4 hy <t+h,.

Veamos los siguientes puntos

1.) t = hy <t - hy <t (usando el 2* y 3* término de )

(1) — et — ha) _ p(t) — p(t — hy)
hg - hl

2) t--hy <t <t-+hi (usando el 1° y 3° término de )

P(t) — ot —h) _ gt + k) - p(t)
I = M

3.) t<t+hy <t+ hy(usandoel 1° y la 2* término de )

plt+h) — o(t)  p(t+ha) — ()
hy = hy
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Entonces

plt) = plt = ha) _ @lt) =gt =) _ p(t+h) = o(t) _ @lt+hs) = o(t)
h; - h T hy T ha

Por lo tanto 2;(!1::;(*"_"1 no es decreciente cuando h — 0 y Qgﬂ,{:ﬂ‘l no es
creciente cuando h — 0. :

En conclusidn ¢’ (2) < ¢4 (t). | m]

Lema 1.5.3
. St p es conveza y continua. Entonces su derivada por la derecha es no
decreciente.

Demostracion. :
Sean t; < t; entonces para h suficientemente pequefia. Entonces se tiene que
t) <ty + h <t; — h <t; aplicando la desiguald al 1° y 3°" termino

plti+h)-p(t) _ plta=h)— et +h)

h - —2h
< w(t2) - p(ta — h)
Entonces
i PU1th) - e(t) < lim p(ta—h) —p(ti +h)
h—0 h "~ h—-0 -2k
< i Ola)=elta=h)
h—0 h

De esta forma se tiene que ¢/, (1) < #_(t3) y usando el lema anterior
@ (t1) S el(tz) < @ (t2). Por lo tanto ¢ es no decreciente (u]

Antes de demostrar el dltimo teorema de este capitulo enunciaremos el Lema
de Pringsheim (la demostracion puede ser consultada en el Titchmarsch [11]

pag. 16).
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Lema 1.5.4 (Pringsheim)
Sea ¢ : (0,00) — IR no creciente e integrable sobre cada intervalo (0, a)
donde a > 0. Ademds, suponga que ,“’2 ¢(t) = 0. Entonces para cadat >0

se tiene que

% [p(t +0) + (t - 0)] = costu [/ cos(uy) dy] du.

Teorema 1.5.4 (Polya)
Sea ¢ una funcién continua ¢ : R — R la cudl sat:sface Ias siguientes
condiciones

(i) ¢(0) =

(ii.) ¢(=t) = p(t)
(iti.) ¢ es conveza sobre (0, 00)
(iv.) ‘l_i_‘rg p(t)=0

Entonces ¢ es funcién caracteristica de una funcion de distribucion absolu-
tamente continua.

Demostracion.
Como i es convexa y continua, entonces su derivada por la derecha #(t) para
toda t € IR es no decreciente (por el Lema 1.5.3). Afirmamos que

(a.) P(t) <0 paratodat>0
- (b)) Jim h(t) =
En efecto, vamos a demostrar a.) por contradiccién.

Suponga que existe to > 0 tal que ¥(¢y) > 0, entonces ¥(t) > 0 para toda
t>tg (1(t) > 1(to) > 0). En consecuenceia (t) es estrictamente creciente
para toda t > to. ‘

Sean t),t; € IR tal que ¢),¢3 > t;. Por la convexidad de ¢ se tiene

o (152) < 3 ol + ot
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hago t; — oo y uso la hipétesis (iv.) para obtener que ¢(t;) > 0 para toda
t; 2 to pero como ¢ es estrictamente creciente para t; > 1o, entonces se
contradice (iv.). Por lo tanto a.) se satisface.

Para demostrar b.) uso el inciso a.) y obtengo que ¢ es no creciente para

toda t > 0, entonces ¢ tiene derivada ¢' casi seguramente sobre (0,00) y
ademas

d)=9¢(t) <0 VieA

donde A = {z € R : ¢ existe }, y en consecuencia ¢’ es no decreciente y
menor o igual a cero casi seguramente sobre (0, 00).

Vamos a probar que ¢/(t) — 0 cuando ¢t — co. Por contradiccién. -

Supongamos que ¢'(t) — a < 0 cuando ¢ — oo. Como ¢'(t) es no decreciente
y !1_% ¢'(t) = a entonces ¢'(t) < a para toda ¢ > 0. Ahora bien, para t > 0,

t
p(t)-1= / ©'(s) ds < at
0
entonces ¢(t) < at 4+ 1. Entonces ,li‘},‘o ¢(t) £ —oo. Hay una contradiccién.
C o .
Asi, 0 = Jim /(1) < lim p(t) <0
Por lo tanto ‘lim ¢'(t)=0.
Continuando con la demostracién del teorema.

Para = # 0 y haciendo un cambio de variable u = —t, du = —dt se tiene

00 0 00
[ty ar = [ ewtegty it [ ewtpt d
—~00 -00 0

= / exp™ (u) du + / exp™* (1) dt
0 0

= 2/ cos iz (t) dt
0
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Ahora mostraremos que esta integral es finita para todo  # 0. Sea T > 0,
por partes u = p(t), du = ¢'(t) dt, dv = costz, v = ¥l =
1 T

sen T'z )
s "zl sen tz ¢'(t) dt

T
/o cos tz p(t) dt = p(T)

Uso (iv.) y uso el hecho que ¢/(t) < O casi seguramente concluimos que el
limite de la parte derecha de la anterior igualdad cuando T' — oo existe, Sea

f(z) = 5-1;[- exp™™ p(t)dt = ;lr-./o‘ cos tz p(t)dt Vz#0

Uso el Lema de Pringsheim, obtengo lo siguiente, obsérvese que f(z) = f(—z)
y por un cambio de variable u = —z, du = —dz

3 Lo+ (6) = - (1)
= ;2;/:0 cos LT [‘/ooo w(y) cos(zy) dy] dzx

= 2 costz f(z) dx
0

w(t)

/ (exp™ +exp™) f(z) dz

0

0 . 00 . v
/ exp™* f(u) du-{-/o exp™** f(z) dz

= /oo exp™*** f(z) dz

[>9]

]

Por lo tanto ¢ es la Transformada de Fourier de f.

Por iiltimo probemos que f es densidad.

1.)‘l :(p(()):f_:of(z) dz :

2.) Por demostrar: f(z) > 0 para toda z € R — {z # 0}.

Haciendo un cambio de variable u = y(t), du = ¢' dt, dv = costz, v = S€lLt=
tenemos

f(z) = %meostzw(t)dt
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= -1- [cp(t) sen tmlw - ‘/:o sen tz ¢'(t) dt]
= —-/ sen tz (—¢'(t)) dt

Obsérvese que (—¢'(t)) > 0 para toda ¢t > 0. Sea z > 0 y con el cambio de
variable u = t — &£, du = dt, se tiene

flz) = —I-/m sén tz (—gp’(t)) dt
= Z / sen iz (—¢'(t)) dt

J-—O

= ;-7}- Z /‘ sen(u + ]—E)z (—¢'(u+ ]'E)) du

1 T
= i(
— [ sen uz ,E_o( 1) (—¢ (u + )) du
Pero S :( 1)(—¢'(u + X)) es una serie alternante cuyos terminos son no

crecnentes en valor absoluto. Ademas el primer termino es mayor igual que
cero.

Entonces i(——l)j(-—(p'(u + 1)) > 0 para toda z > 0.
3=0

Ademds, senuz 2 0 para toda z € [0, I}, de aqui que f(z) > 0 para toda
x>0y como f(z) es par entonces f(a:) > 0 para toda z < 0. )
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Capitulo 2

Funcional Caracteristica en el
Espacio de Sucesiones. de
Numeros

El objetivo de la seccion 1 de este segundo capitulo es describir el espacio
de todas las sucesiones de nimeros reales, definido como R¥ y dar alginas
propiedades de este espacio. De la misma forma se describe el dual de R¥,

En la seccién 2 se define la funcional caracteristica en este espacio. Para
llegar a demostrar un teorema anéalogo al de Bochner en el dual de R¥.

Después, en la seccion 3 y 4, se consideran espacios de Banach, como son
losl, (1 £p <), Coyle Sedan algunas propiedades y resultados de
funciones de distribucion en estos subespacios de IR¥. Se obtiene un teorema
andlogo al de Bochner bajo algunas condiciones sobre los momentos.

2.1 El espacio JR" : Propiedades Bdsicas

Definicién 2.1.1

Sea IRN = {x: IN — IR} el conjunto de todas las sucesiones de nimeros
reales. En IRV definimos la operacidn de suma como X +y es la sucesidn
- dada por (x+y)(n) =x(n)+y(n), n € IN ysi X € R entonces (Ax) = Ax(n).
Con esto IRN resulta espacio vectorial.

Notacion:
x(n)=zn 6 x=(:l:],$2,..-,$n,---)
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Asignaremos al espacio vectorial IR¥ la topologia de Tikhonov, tomando
como base de vecindades para cada x € R¥, conjuntos de la forma

Ocn(x n{yEIR" |k —yel <€} Ve>0y Vn>1.
k=1

Proposicién 2.1.1
IR¥ es un espacio lineal topoldgico con la topologia de T:khonov

Demostracion. ‘ '
Vamos a demostrar que las funciones F: R¥ x RN - RN y
G: IR x R¥ — R definidas como ,

Fxy)=x+y y GAx)=ix

para toda x,y € R¥ y para toda de IR, son continuas con la topolgia de
Tikhonov.

(1 ) Sea Ocn(x +y) una vecindad de X +y, para esta vecindad sean Og,n(x)
'y Os ( ) dos vecindades de x y y respectivamente, es claro que

,m(x) + O‘.n(Y) C Oen(x + Y)

Por lo tanto Fes contmua. para toda x, y € RV.

(2 ) Sea O, n(ax) una vecindad deaxcona € Ryx € RM. Yaquela

aplicacién (a,z) — ax es continua de R x IR en IR, esto es, dado zo, \o € R

y € > 0 existen é;, & > 0 tal que A-Vj,(zo) C Vi(Mozo) para toda [A—Ao| < 6;

donde A-Vj, (zo) = {Az : |z—xo| < &} y Ve(Mozo) = (y € R: [y—Iozo| < €}.

~ En base a lo anterior, para cada k = 1,...,n y € >.0, existen 8¥,6% > 0 tal
que ‘ o " *

lve — az] <e Vyr €A - Vig(zk) VIA—-a <6

_‘De aqui que si tomamos 6, = 12}3&{6“ y b3= llsl}‘iél“{ﬁ‘} tenem que
lk—amd<e Ve Vo(zm) VIA-al<b VE=1,..,n
lo que es equivalente a ' '

A V(@) CVi(aZ) VIA-a|l<éy
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donde
Va(@) = {7 € R": max |ys —ai| < b1}

P _
V(aZT)={FE€R": lrggg(nlyk azi| < €}

vT= (¥ ¥), T=(21,52...,8.)

Tomemos
n .
Opa(x) = [y eRV: ly—=il <éi} .
k=1

- N, _

= {yeR": max|n-=l<&)

= {yeR¥: (1,...,m) € Vs, (%))
Ya que

A+ Opy n(X) = {Ay: (yh' vy ¥n) € V&;(E)} ={y: (yh' vy ¥n) €N VC:("")}'

y usando el hecho que A - V5, (%) C Vi(aT) para todo |A — af < &3, tenemos
que. | - =

AOsun() = (Y €RN: (4y,...,0) €1 Vo (@)}
c {yeRM: (n,...,ya) € Vi{E)}
= {yeRV: 1??5’5."'”‘ ~ ary) < €}
= ﬁ{y e R¥: |y —aza] <€)
= Ounlo)
~ Por lo tanto A+ Og, n(x) C Ocn(ax) para todo |A —af < & 0

Algunas i’ropiedades de R¥.

1. RV es un espacio de Hausdorff.

2. La convergencia en IR¥ con la topologia de Tikhonov es equivalente a la
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convergencia coordenada a coordenada. Esto es, dada {x"}22, € R¥ una
sucesion, se dice que

limx"=x ssi limasf=0, Vk21.
n—+00

n=+00

3. La convergencia coordenada a coordenada es equivalente a la convergencia
con la métrica p(x,y) en R¥ definida como

-
E
x,y) =) a —————
donde ax € IR son tales que forman una serie convergente.

4, IR¥ es un espacio separable.

Demostracidn,
1.

Sea x # z entonces existe n € IN tal que z, # 2,,. Sea € = |z, —2z,] >0y
tomemos las vecindades .

n

Onl®) = {y+ -2l < 7}

k=1

ﬁ{ lyx — 2l < }

k=1
Demostremos que O n(x) N Og,n(z) =

Si existiera y € O a(x) N Og,n(2) entonces |yi — 4| <& £¥ lyx — za| < '§ para
toda k=1,...,n y en partncular para k = n tendriamos que ‘

€=|Zp — 24| < |Tn = Yn| + [yn — 24l <z +§=e |
Asl, Oga(x)N Og.n(z) =0
Por lo tanto IR¥ es de Hausdorff.
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=) Sea {x"}2, C IR¥ y supongamos que X" converge a x con la topologia
de Tikhonov, es decir, dada O, (x) una vecindad de x, existe una N € IN
tal que X™ € O, m(x) para toda n > N.

( Obsérvese que se esta usando el hecho que IRM es de Hausdorff para
establecer la convergencia de una sucesion en RV ),

Sea k € IN fija, entonces existe m € IN tal que ¥ < m, tomemos la
vecindad O, ,(x), entonces existe N € NN tal que

m
X" € 0m(x)=[{y: lvj-zl<€e} ¥n2N
i=1

entonces ]a:;‘ ~ ;| < € para toda j = 1,...,m y para toda n > N, en
particular si j = k < m tenemos que |z} — 24| < € para todan > N.

Por lo tanto lim z} = z; para toda k € IN.
n—00
<=) Supongamos que "lim z} = zi para toda k € IN.
~00

Sea O, m(x) = F]{y t lyj - z;| < €} una vecindad de x = (zy,...,Z4,...).
i=1

Paraesa € > 0 y para cada k = 1,...,m existe Ny € I tal que |2} — 24| < €
para toda n > N;. '
Tomemos N = max{M,..., N} entonces

|z} —zk| <€ Vn2 NyVk=1,..,m
en consecuencia X" € Oem(x) para todan > N,
Por lo tanto x™ converge a x con la topologia de Tikhonov.
3.

=) Sea {x"}32,, ¢ R¥ y x € R¥. Supongamos que lim z} = z; para toda
n—+00
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k € IN. Sea {a;}2, sucesion de reales positivos tales que Y ax < co. Sea
=1

o0
€ > 0, entonces existe M € IN tal que 2 < §

Como lim |z} — z| = 0 para toda Ic > 1 entonces
n=—00

lim lo% ~ 24l

— =0 Vk21
n—oo 1 4 |} — 24|

y como a; > 0 para toda k, entonces

- |2k — 2l
| — e — > 1.
e Ty om0 V21

En consecuencia para cada k = 1,2,..., M existe Ny € IN tal que

|z} — x4

C .
—-—-———-——<— vVn>N,
1+ o} — o] =T

Qi

entonces si N = max {/N;} tenemos que
1<k<M

[z} — z4| €
s & e > =
1+lmk“$k|< Va2N Vk=1,...,M.

Por lo tanto

- |-"3k —Z| -

p(x",x) = prar——

1+lw,,—a:1,| l+|a:2—a:;,|

k=1
M n
= Y sl |z} — 2| +Z |z} — 74l
k=1
M

‘6 oe)
< — oy
k=12M k=2M
c €
22
=€ Va2>2N



<) Supongamos que nqu.lo p(x"™,x) = 0 como

|z} |“’k"3k|
<
0S o l+|w,‘—-:n,,|“z l+|w"

para ‘tbo,da k >'1, entonces

n __
limakM=0 VE>1

neoo " 1 Jo} — @
como a; > 0 para toda k > 1, entonces

lim ________|-T'i =z
n-—00 1 + Izk — Zkl

En consecuencia
lim |z} —z4)| =0 Vk21.
n—00

Por lo tanto
limzp=uy Vk21

n-+00

i.) Sea {e*}%2; una sucesién en IR¥, donde
ek = {ef}®,  con

el-“" Osii#k
VTN 1 osii=k

Tomemos x € IR¥, vamos a demostrar que

X_Zw, e = lim Zz,- ¢

=1 j=1
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00
Sea € > 0, existe N € IN tal que Y, ax < € paratodan 2 N . En
k=n

consecuencia
p z":z. x| = f:a (=12 e &)y — 2|
i=1 ! ' k=1 1 + I ZJ" z.’ e’)k - mkl

n 1z el
= ak lE:] 1% C — + }E: ak

1t |Z =1 Tj ek - “kl k=ntl

k=n+1
00
< Y
k=n+41
< € Vrn2N
Por lo tanto
o0 n
x=2m, e =1lim ) z;¢€.
. n-+00
]:l ]=

n »
i1.) Sea {): aj e’ : a;€EQ,nE BV} es claro que este conjunto es numera-
j=1 .
ble.

Demostremos que es denso en IRV,

Seax € RV, entonce SX = Y0 ef, pero para toda z; € R, j > 1, existe
una sucesion {a}}o, C Q tal que hm a? = z;.

Sea {2}, = {(a?,al,..., a},. )}"_l C IR¥ entonces a" converge pun-
tualmente a x, porque lim a} = z; para toda j 2 1.

n—-00

En consecuencia a® converge a X con la métrica p, en otras palabras, dado
¢ > 0, existe N € IN tal que p(a®,x) < § para toda n > N. En particular
para n = N (fija), se tiene que p(a™,x) < &. Pero

Za e = lim Za e,
m =00

j=1
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De aqui que, existe M € IV tal que

(Za e,a ) -;- Vm>M
entonces
m , m ,
p(Zaf’e’,x) < p(zaf’ e’,aN)+p(aN,x)
y=1 y=1
J < 5+Jf—e Vm>M
. 227 R
Por lo tanto

{Z ajel: a;€Q, ne W} es denso numerable en RV

i=1

y por lo tanto IR¥ es separable, o
Observaciones.

L) Como RY es un espacio lineal topoldgico, entonces es suﬁcnente tomar
una base de vecindades del 0. Es decir,

Ocn(0) = ﬂ{x e RY: |o4| < ¢}

k=1
2.) La convergencia en IRM con la topologfa de Tikhonov es equivalente
a la convergencia coordenada a coordenada y esta a su vez es equivalente
a la convergencia con la métrica p. En otras palabras JRF es un espacio
metrizable y la métrica es p. ‘
3.) Como IRV es separable, entonces IR¥ tiene una base topolégica a lo
mdis numerable, es decir, todo elemento de la topologia es alo mas unién
numerable de elementos de la base.

Definicién 2.1.2
Se define la longitud de x € RN como

L = k siz,=0paran>kyzy#0
X7 1 oo en otro caso

La longitud del elemento cero es obviamente cero.
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Definicién 2.1.3
RY es el subconjunto de IR¥ formado por todos los elementos con lon-

gstud finita. Esto es
RON={XERN: Lx<w}

Definicién 2.1.4

(R™)* es el espacio dual de R, esto es (IR¥)* es el conjunto de todas
las funciones lineales y continuas definidas en IRY y con valores reales.
Es claro que también es un espacio vectorial con las operaciones usuales de
suma de dos funciones y de producto de un escalar por una funcion .

Ejemplo.
Sea {e*}%, una sucesién en R¥, donde
={ef}2; con

_{0 sii#k

1 sii=k

-1

entonces ef — 0, cuando k — oo,
Demostracion.

Sea {ax}f2, una sucesién de mimeros positivos tal que E ay < oo. Como
k=1
la serie es convergente entonces ay — 0 cuando k — 00 y en consecuencia

dado € > 0, existe N € IN tal que

a, <€ Yn2N

entonces
- ekl 1
e 0) = L1 >
ple™,0) ;akl"‘m T 2<e Va>N
Por lo tanto Ilciné ek =0. ‘ : 0

Proposicién 2.1.2
El conjugado de RN es RY. Esto es

(R¥)* = {f : RY — R | { es lineal y continua} = RY
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Demostracion.
Sea x € IRV, entonces lo podemos escribir como

n
x=)Y ziet + r'(x)

k=1
donde
et = {ef}2,  con
K 0 si ik
YTl osii=k
y ‘

r(x) = si k=1,...,n
zx si k=n+1,n+2,.

Vamos ademostrar quer®(x) — 0 cuando n — oo, para toda x € R¥. Dada
una sucesion de nimeros positivos {ax}32, tal que E aj < 00, se tiene que,
k=1

dada € > 0, existe NV € IN tal que

Zak<e VYn 2N,

k=n
entonces

" R W (L)
p(r"(x),0) = Z W

|
MsE
2
x
—
rE
i—

< Zak
< € VYn2N,

Por lo tanto r"(x) — 0 cuando n — oo.

Ahora bien, por linealidad de f

f(x) = i zi f(e*) + £(r"(x)).

k=1
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Pero f(0) = 0 y como f es continua, entonces f(r"(x)) — 0 cuando n — oo,
en consecuencia ‘

f(x) = i f(e*)

Tk fk donde fk = f(e").

NgLRANgL:

x
1]
-

Ahora demostremos que {fi} tiene longitud finita.

Si {fi} no tuviera longitud finita, entonces existiria una subsucesion {e%})
_ infinita tal que
[f(e")| = |fi;| >0 VY k;.

Sea glki) = ‘}—:’- entonces g*) — 0 cuando j — 00, ya que
3

g*,0) = ¥ loi?)|
p(g",0) = a ——a
k=1 1 + lgi ’)l
o !k,'
k=1 1 + !k,'
‘ L
= akj !ﬁ,’l
1+ Ty
S Qg; :
< e Vj2N
La ltima desigualdad es cierta porque ay; — 0, cuando j — oo.
~Pero ek
j .
fe) =) 1 vji=12,...
ks

Lo cual contradice la continuidad de f.
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Por lo tanto

f(x) = f: zi fi-
k=1

donde {fi} tiene longitud finita, de aqui que cada f funcién lineal continua
se le asocia la sucesién {fi}52, que hemos visto tiene longitud finita.

Por otro lado, dado y € R¥, existem > 0 tal quey = (f1, f2,++ ) fm:0,...).
Seaf: RM — R definida como

f(x) = Zm:x.' f.

i=1

Demostremos que esta funcion es lineal y continua.

'i.) Sean x,y € R¥ y ) € R, entonces

m

fx+y) = Z(Awa +yi)fi

Azwifi+2yi fi

=1 =]

A f(x) +f(y)

Por lo tanto f es lineal.

n=—00

dm £67) = Jim (E o f..)

i=1

m
= ¥ lim 2
3 Jim < £

i=]

= Z-Tifi

i=]

f(x).

ii.) Sea x € R¥ y {x"}22, C IRY tal que lim X" = x entonces

]

(£ ]



En consecuencia f es continua.

De aqui que, dada y € IRY se le asocia una funcién lineal y continua, f

definida como -

f(x)=) = fi VYxeh.

=1

a

Asignaremos a IRY la topologia localmente convexa Ic ( llamada la topologia
de convergencia uniforme sobre conjuntos compactos ) tomando como base
a las vecindades del cero, conjuntos de la forma

Uo(®) = {f € RY : supf(x)] < e}
xeK
donde ¢ > 0 y K un compacto en IRV,

Ahora introduciremos a la clase de conjuntos medibles del espacio R,

Un conjunto en IR¥ se llama medible s y sdlo si pertenece a la minima
o-dlgebra que contiene a todos los cilindros Borel, esto es, la o-dlgebra gen-
erada por los conjuntos de la forma -

{xe RV: (2, z3,...,2,) € B}

donde n es un nimero natural arbitrario y B un boreliano de JR*. Denotemos
por o(JR¥) a la minima o-4lgebra que contiene a los cilindros Borel. -

Usando lo anterior podemos hablar de la medibilidad de una funcién en
IRY ya que (R¥, o(IRV)) y (R, B(IR)) son dos espacios de medida y la
 definicién usual de medibilidad en este caso es: f : R¥ — R es medible si y
s6lo si

f-!(B) € o(IRM) para todo B boreliano de R.

Por iltimo demostremos que toda funcién lineal y continua es medible con
respecto a o(IRM). En otras palabras, si f € RF entonces f es medible.

Pfoposici(m 2.1.3
Si f es una funcion lineal y continua, entonces f es medible con respecto
a o(RV).
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Demostracion.

Hay que demostrar que f~'(B) € o(IR¥) para todo B € B(IR). Por la

proposicién 2.1.2, se puede escribir como (f1,..., fs,0,0,...) para alguna
n>1,

n
Sea h : R* — R, h(z),23,...,84) = ), i fi es una funcién continua y

i=1
medible con respecto a B(IR") y A, = h~'(B) € IB(IR") para todo B €
IB(IR). Entonces

f-'(B) = {xe€ R"|f(x)e B}
= {xeRV| z":zk fv € B}
= {x€ R"l(;:x,, cv0y En) € Ap) € o(RY)
Por lo tanto f~1(B) € o(R¥ )'. ‘ o

2.2 Funcional Caracteristica
en el Espacio RV

Definicién 2.2.1 ,

Una distribucién de probabilidad ¢ distribucién en (R¥,o(RY)), sig-
nifica una medida finita, no negativa, definida en o(R¥) tal que la medida
de todo el espacio IRN sea uno.

Definicién 2.2.2 '
La funcional caracteristica de una distribucidn p en (R¥,o(BR¥)) es una
funcidn sobre IR} con valores en los complejos, definida como

X(O = (6 = [ explif(x) duo)
para toda f € RY .
Antes deénunciar algunos resultados relacionados con la funcional carac-

teristica y su distribucién p en IR¥, daremos una relacién entre ésta y su
parte real.
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Lema 2.2.1
Sea x una funcional caracteristica, entonces

, IX(€+h) - x(E)F <2 |1 - Rex(h)| Vf,he Ry
donde | - | es la norma sobre los complejos.

Demostracidn.

x(f +h) - x(f)]?
R (‘ /R  expi(f +h)(x) du(x) - /R expif(x) du(x)
< ([ lewitt) (xpintn) 1) )
(/. temintx) =1l o))
< [ lexpin(x) -1 du

Ahora, obsérvese que

|expih(x) — 1}?

y

IN

i

| cos h(x) — 1 + isen h(x)|®
2 — 2cos h(x)
= 2 (1 - cosh(x))

i

Entonces

e+ b)-xOF < 2 (1= cosh) dux)

2 (1 - /R  cosh(x) dp(x)) |

2 (1 — Rex(h))
2 {1 - Rex(h)|

A

8]

Teorema 2.2.1

Sea x una funcional caracteristica de una distribucién y en RV, si Rey
es continua en el cero en la topologia de Tikhonov, entonces x es continua
(uniformemente continua) en todo IRY en la topologia inducida a RY por
la de Tikhonov. ' '
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Demostracion.
Supongamos que Reyx es continua en el cero en la topologia de Tikhonov
inducida por la de IR¥ en RY, es decir, dado ¢ > 0 existe una vecindad
O4,1(0) tal que

|Rex(0) - Rex(u)] = |1 = Rex(w)| < = ¥ u€04(0)

donde O4,,(0) = f] {x:|z) < £}
=]
Ahora bien, si f,g € Og,(0), como

fe-gd Sl +lad < s+7=5 ViI<k<n

entonces :

s U= (f - 8) € of.n(o)
Por lo tanto, dado ¢ > 0 existe una vecindad V = Og,q(0) (que depende
claramente de ¢) tal quessi f, g € V entonces u = (f — g) € Og,(0) y ademds

x(F) = x(8)I = Ix(8 +u) — x(8)* < 2/1 ~ Rex(u)| <e
Por lo tanto x es continua en todo RY. (m)

Definicion 2.2.3 '

x es definida positiva si para todo n entero, para toda a,,ay,...,a, ni-
- meros complejos y para toda fy,f;,...,f, € RN la siguiente desigualdad se
~ satisface

Y- i x(fi - £) 2 0.

i,j=1

Il siguiente teorema da las condiciones necesarias y suficientes para que
una funcional definida en IRY sea una funcional caracteristica de alguna
distribucién p. Es decir, el siguiente teorema es andlogo al Teorema de
Bochner en R". '

Teorema 2.2.2

Sea x una funcional definida en IR} . Entonces para que x sea la funcional
caracteristica de una distribucion sobre RV, es necesario y suficiente que las
siguientes condiciones sean satisfechas
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(a) x sea definida positiva
(b) x(0)=1
(c) x(f) sea continua en f = O en la topologia Ic

Si se satisfacen estas condiciones entonces la distribucion correspondiente
queda determinada de manera tinica.

Demostracion,
«)

Definamos yy, : R" =@ como xn(fiy fay.. .y Ja) = x(f;,... NS A1 N §

Demostremos que, si x es continua en 0 en la topologia Ic entonces x,. es
continua en 0 en la métrica euclideana.

L

Para ello basta demostrar que la funcién inclusiéon
H : (R",r = la topologia euclideana ) — (RY,Ic) :

definida como
H(fh"-vfn) = (fh-'-yfmo)"')

es continua en 0.
Por demostrar que para toda vecindad U, x(0) = {f € R¥|sup |f(x)| < €},
' xeK
existe una vecindad V;* del 0 en /R" tal que
| H(V) C Uek(0)2

En efecto, para cada i € IN, sea 7; : R¥ — R la proyeccién natural, la cual
es continua para cada i € IV, esto por la propiedad 2 de la seccién 2.1 . Sea
K un compacto de IRV, entonces K; = m;(K) es un compacto en R, ya que
m; es continua. K; es cerrado y acotado en IR, por lo que existe M; > 0 tal
que es cota de K.

Ahora bien, sea W} vecindad del 0 en R" definida como

W ={ (e ati) \/Wa}
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= min { -~ ¢
donde&-mm{an,...,"Mn}.

Pero en IR" la norma ||Z|| = sup |z;| es equivalente a la norma euclideana,
1<i<n

en consecuencia podemos tomar vecindades de la forma
Vo' ={ (fir..-r fa) + sup |fi] < 6}.
1<i<n

Sea f = (fi,...,fa) € V", entonces H(f) = (fi,..., f»,0,...) ydadox € K

se tiene que

O < 31 e

i=1

n
€
< .z-_;m—.M.
€

IA

Entonces H(f) € U, k(0).

Por lo tanto H(VJ*) C U, k(0). Asi H es continua en 0. Como

Xn(fla--'sfn) = X(fla---vfmov-')
(XOH)(fla”"fn)

y X es continua en 0, entonces (x 0 H) = x, es continua en 0.

Ademds y, cumple con las dos siguientes propiedeades.

(L) xa es definida positiva, ya que, para toda m > 1, para z,...,2n €C y
para toda fi,..., fi, € IR" se tiene

Y 57 xulfi - i) =

6=l

Zzl'E;X((fil7f|‘2’---)fi"’o)---)_(f},fj’;---’f;",o,---))20

hi=1

donde f; = (fil$f|?7~ . )f:‘)

" L

NN
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Por lo tanto x, es definida positiva.
(2.) xn(0) =1 donde 0 = (01,..,0). En efecto xn(0) = x(0,...,0,...) = 1.

Por lo tanto, por el Teorema de Bochner en IR" existe una tinica distribucién
de probabilidad u(**" sobre IR™ tal que x, es su funcién caracteristica.

Ahora bien tomemos el sistema de distribuciones de probabilidad finito di-
mensional {u(*™in =1,...}.

Veamos que es consistente el sistema de distribuciones {u(!™;n = 1,...}
para aplicar el Teorema de Kolmogorov.

(a) La primera condicién se cumple para cada n, ya que, hay una tnica
distribucion de probabilidad u(*+") sobre R".

(b) Sean u,v C IN tales que #u = n y #v = k donde k < n. Demostremos
que p(tH(B) = p(--")(x7Y(B)) V B € IB(IR*) donde '
Ty, : IR™ — IR* es

”u»(‘ila"-awn) = (xl)-”axk) Vze R

Ty, cumple con las siguientés propiedades.

(i) 7y, es B(IR") medible. Sea B abierto de IR*, entonces
w\(B) = (7€ R m(@)€ B) |
= {Z € R"|(z),...,2x) € B } € B(R").
(ii) Sea Py, : IB(IRF) — [0,1] definida como
P, (BY = p-"(x7}(B)) V Be B(R).
I’s una medida de probabilidad.

(iii) De las dos propiedades anteriores tenemos que si

Tuy (R"va(mn)’l‘(l""m)) - (RkaB.(Rk)vPﬂu.)
g9 (Rk’ B(Rk)’P"uu) - (0,0@))
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tal que g es IB(IR*) medible. Entonces por el Teorema de Cambio de
Variable, g es Py, -integrable si y solo si (g0 7,,) es p(*"-integrable

y en este caso
/ gdby, = / (gomy,) du"™ ¥ B e B(R').
B e (B)

Ahora bien, sea § € Ji¥, definamos g : IR* —€ como

o (i L)

i=1

= exp(i§-%) VTeR:

93(%)

es claro que gy es B(R*) medible y P,,,-integrable, en consecuencia

/ exp(iy - ) dPy,, (B) = / exp(i7 - 7, (7)) dpt")(z)
R* Rn

‘Obsérvese que si
o) = [ ox(i7-2) dPo,(®) VTE R
R

¢ es funcién caracteristica de Pr,, en IR*.

Pero

donde 7 = (y1,...,%,0,0,...,0) entonces

/' ”exp(iy'-fru.,(i)) dptmhz) = /R exp(ig’ - ) dpt-"(E)

= Xn(y‘)
n-k
Y a3
= x(y;,...,y;.,O;...,0,0,...)
= xk(7)-
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Por lo tanto p(7) = xx(¥) para toda § € RR*.

Por ser funcionales caracteristicas p y xx tenemos que
P...(B) = pi~N(B)
#(‘.""‘")(7?;:(3)) = ﬂ(“""k)(B).

Por lo tanto
WO HB) = uR(B),

Por lo tanto existe una distribucién p definida en la o-dlgebra generada por
los cilindros Borel denotados por o(IR¥) tal que

(won7")(B) = u*(B) VBe B(R').

Esta u tiene a x como funcién caracteristica, ya que
XO= [ exp(it() du(x)
RV
para toda f € RY.

En efecto, sea f € RY entonces f = (fi,..., fs,0,...) para alguna n > 1.
Entonces :

X(f) = X(flif2a'-'1fn10a'-')
= xa(f') donde f'=(fi,...,fa) €R"

- /R exp(if! ) dul+(2)
= [, exnlif’ mlx) dutx)
ne (R™)

. n .
pero f'-mu(x) = Y, fc zx = f(x), en consecuencia
. k=1

x(f)

il

[ ol m(x) dutx)
e (R™)
. exelif(x) duc).
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Por lo tanto

=)
Por demostrar la condicién (a).
Para cada n > 1 definimos 7, : R¥ — R" como
(X) = (21,...,2,) VxeRF
7 cumple con las siguientes propiedades.
(i) 7, es o(JR¥) medible. En efecto, sea B abierto de IR", entonces

7,'(B) = {xe€ R¥| m(x)e B}
= {x€ R¥|(z),...,2,) € B} € o(R")
ya que este conjunto es un cilindro Borel de R¥,
(ii) Sea Py, : IB(IR") — [0, 1] definida como
Pu(B) = u(r;'(B)) VBe B(R.

P, es una medida de probabilidad.

(iii) De las dos propiedades anteriores tenemos que si

Tn ¢ (RN,U(RN)J‘) — (RH,B(R"):P&)
g (Rn,B(Rn)tPﬂ'n) =t (w’”(w))

Entonces por el Teorema de Cambio de Variable, g es Py, -integrable

si y solo si (g o my,) es pu-integrable y en este caso

/ gdPy, = / (gom)du  V Be€ B(R").
B '(B) :
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Ahora bien, sea § € IR", definamos g7 : R® - como

97(T) = exp (c' Z Yi m.-) =exp(iy ) Vie R

i=1

es claro que gy es IB(IR") medible y Py, -integrable, en consecuencia

/ exp(iy - T) dP,,(T) = / exp (izﬂ:y.- m.-) dP, (%)
" n =1
= [ of@ @
R"
= [ (orom) dutw
R¥V )

/ exp(iT + Ta(x)) du(x).
RN

Il

Por lo tanto

[ b7 ) dPuu(@) = [ expliz: ma(x) )
R R¥
Obsérvese que si @, (7) = [ exp(if - %) dPy,(Z) para toda § € R".
Rn

~ Entonces, ¢, es definida positiva en IR" porque g, es funcién caracteristica
de P,, en IR",

Probemos que y es definida positiva en IRY.

Sea n > 1 (fija), pata 21,...,2, €T, para toda fy,...,f, € Ry y

m = max {Ly, } < oo se tiene que
1<k<n

no . - n

Y wEx(i-6) = Y a3 ( L , exp(i(fi - l'j)’("))dll("))

L=l ij=1

pero para cada x € RV tenemos que

m

(F = £)(x) = Y(F = )k o = fi5 - 7m(x)

k=1
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donde fi; = ((fi = fidv, (fi = fi)ar. s (fi = fi)m) €

entonces

l,j-l

R™ i,j =1,...,n

> 5 ( , ewlilh- ) du)

= Zz.z, ( / exp(i(fij - Tm (x))) dn(X))

=1

= i‘z;zj ( /R exp(i (fu T)) dPy,,(

ni=l

=) 2.-'27 em(fij)
i,5=1

0

v

Por lo tanto x es definida positiva en RF.
La condicion (b) es clara, ya que x(f) =1 para f =0,

Por demostrar la condicién (c).

@)

Sea € > 0. Como IR¥ es un espacio métrico separable y u es tensa, entonces

existe un.compacto K, en IRV tal que p(K) >1 - T

Sea Uz k.(0) = {f € RY' : sup If(x)| < §} y para f € Uy k,(0) tenemos que
. XEK,

1 — Rex(f) = / (1 = cos f(x)) du(x) + / "k (1 ~ co8 f(x)) du(x).

€

Pcro como I —cosu < |u| para todau € Ry ;t(IRN \ K.) < %, entonces

2 dp(x)

L= Rex(f)] < L 1609t |/
< w(K.) sup |f(x)|+ 2u(R" \K.)
xeK.
< '2-+;2

it

€
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Por lo tanto x es continua en el cero en la topologia de I¢. (n
Observacién.

La funcional caracteristica no siempre es continua en la topologia de leho-
nov inducida de IR¥. Consideremos el siguiente ejemplo. Sea

x(f) =exp{—-12-2f:} Vie Ry
k=1

Veamos que esta funcién cumple las condiciones (a), (b) y (c) del Teorema
anterior.

b.) x(0) = 1.
¢.) Vamos a demostrar que dada € > 0, existe Usrr(0) tal que |x(f) — 1| < €
para toda f € Usm(0 )

Sea e >0, ysea M = ﬂ{x |zi| < 2}.

Vamos a demostrar que este conjunto es compacto.

En efecto, como IRV es un espacio métrico, entonces es suficiente demostrar
que para toda sucesion {x"}22; C M, existe una subsucesién {x™}%, de

X"}, tal que hm X" = X para alguna x € M.
n=1

En efecto, sea {zr:“}"=1 C M, entonces para cada ¢ € N se tiene que |z}| < 2
para toda n € IN,

Como [~2,2] es un compacto, entonces para cada § € IN, existe una sub-
sucesion {z7*}52, de {z}'}2, tal que

kll’r?o * =z € [-2,2

Tomemos {x" = (z}*,23*,...,27*,...)}§%;. Es clato que {x"*}32, es una
subsucesién de {x"}%, y

lim x™ = x

k=00

donde x = (z1,%3,...,%i,...) € M.
Por lo tanto M es compacto.
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Sea Usm(0) = {f € RV : sup f(x)] < 6}, donde § = |/%. Tomemos
x€e
f € Usm(0), como 1 — exp™® < z para toda z > 0, entonces
13 B
|exp g2 -1
1y a

1 —-exp n=t
1 oQ
3 Y An

n=1

5 (f: If»l)z

n=1l

X0 ~ 1]

it

IA

A

Ahora, sea 2 = {2,}2, € R¥ donde

Lo 1 sif20
L ‘“1 Sifn<0

Asi, 2 € M y como f € RY, tenemos que

(S = (Smn)

n=]

de aquf que

Por lo tanto

XO - 1< 5I 1l <5 <e V€ Um(o)

n=1
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1P
a.) Para ver que x(f) = exp 41" es definida positiva consultar el ejemplo
3 de la pégina 189 del libro [11] de la bibliografia de esta tesis.

Por lo tanto x es la funcional caracteristica de alguna distribucién en IR
Ahora bien, sea {f(™} la sucesién de elementos en R¥ definidos como

1 '
(n)= 7: snkSn
i {0 si k>n

esta sucesion converge a cero en la topologia de Tikhonov ( es decir, coord
nada a coordenada), sin embargo,

x(f™) = exp{—% i(f.‘."’)’}

|
o
>
<
p——
1
8o

»

(R
VS
Sil-
N’

-

| S——

= exp{—%} VnelN

y por lo tanto x(f(™) no se aproxima a uno cuando (™ se aproxima a cero.

2.3 El Espacio [, : Propiedades Basicas

Primeramente demos algunas nociones generales de subespacios de R¥.
Definicién 2.3.1

(a) Sil < p< oo, definimos a l, como

l, = {XERN : Z|z,-|”< co}

i=1

(b) Definimos a le como
loo = {xe RY : sup|z;| < oo}
jEN .
y se llama ”el espacio de sucesiones acotadas”.
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~ (c) Definimos a Co como
Co= {xERN: limz,'=0}
J—00

y se llama "el espacio de sucesiones que tienden a cero”.,

Propiedades

1. Si 1 < p < 0o, entonces I, es un subespacio lineal de R¥ y ademds es de
Banach si tomamos como norma a

_ - H
lixllp = (Z Izjl”)
i=1
2. Iy €s un subespacio lineal de IR¥ y es de Banach si tomamos como norma

X|loo = sup |z;
I “oo jeBIA

3. C, es un subespacio lineal de IR¥ y es de Banach si tomamos la norma

X|lc, = 8sup |¥;
Il = supe

4. Si1 < p < o0, entonces el espacio éonjuga.do de I, es l; donde p y ¢ son
tales que % + ;:— =1, es decir,

(Y=l si l<p<oo

Ademas

(CO)‘ =l y (11)' =l

5. De la afirmacidn anterior tenemos que los I, para 1 < p < oo son espacios
reflexivos, esto es, '

» ()Y = Vi<p<oo
pero Co, [ ¥ I son espacios no reflexivos.

6. Coy [, para 1 £ p < oo son espacios separables perb, I, no es un espacio
separable,
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Proposicién 2.3.1
Sea 1 <p< oo, sip<q< oo, entonces

(a) bl ylxlesiixly
(b) l,cCo
(c) C()Cloo

Demostracidn,

(a)

Seal <p<gq,yseab,=|z,)’. Recordemos que

m %
”(;11 T2y Zm)|» = (Z 'znl'\)

n=1

es una norma en JR™ para toda 1 < A < oo. Utilizando este hecho se tiene
que

m *
(Zb},) = Ji(b1,bay- -, b

n=1

li(b1,0,...,0)+(0,82,0,...,0) + ...+ (0,..., b))l
Il(bl,---,O)lla+...+ll(0 v+ 010y bm)lla
bl‘*‘b2+~”+bm

S5,

n=1

oAl

i

entonces

m 'k m o0
(Zb;}) <Y<Y b VYm21
n=1 n=1 n=1

€n consecuerncia

59 sEr

n=l
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(fj lzns"*)* <3 lal.

n=1 n=l

- A/ 4
(};]znl"'\) < (}; sz,.l”)

Como 1 < p < ¢, entonces existe r > 1 tal que ¢ = rp, si tomamos A=ren
‘1a desigualdad anterior tenemos que

(i lznsv)%
(f; |z..|")#

oo

= {|x{lp.

Por lo tanto

lIxile

A

Por lo tanto ||x||, < |lx]|,.
De esta forma si x € I, entonces x € |,
(b)

Sea x € I, por definicién Z |zn|P < 00 entonces hm |znl? =

Asi lim z, = 0 entonces x e Co.
n—-+o0

Por lo tanto I, C Cq para 1 £ p < 00,
(c¢)

Toda sucesion convergente es acotada. o
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Definiciéon 2.3.2
Sea X un subespacio de IR, Los conjuntos cilindro Borel de X es la
coleccidn de subconjuntos de la forma X N B con B € o(RY).

En particular en lp y Cj se definen las a-algebras respectivas a partir de estos
cilindros de Borel en RV,

Propiedades de I, y Co.
1. Enl, (1 £p <)y enCylanorma es una funcién medible.

2. Un conjunto E C l (1 £ p < ) es medible en I, si y sélo si es medible
en RV

3. Enl, (1 £ p < ™)y Cy, cada funcién lineal y continua es medible.

4, Si p es una distribucién en R¥ concentrada en X subespacio de RV
entonces u también es distribucién en X,

~
5. Si p es una distribucion en X entonces u es una restriccién de alguna 4
distribucién en RV,

Demostracion.

(1)

Veamos que la funcién norma de I, es medible para 1 < p < oo.
Si f: R — IRt U {0} esta definida por f(z1,...,2a) = |21|P + - + |2,]?
para n y p fijos, entonces f es continua. En consecuencia

Y0, rPle B(R") VYr>0
por definicién de imagen inversa

~‘[()a Tp] = {(zla- X ,:B,.) € R": f(zl,""zn) € [0’ r’]} .
= {(z1y...,2n) ER": |24}P + -+ + |za)’ < P} € B(R").

'Llamemos Ay, al conjunto anterior. Por lo tanto

{xe BY: |o1fP 4+ |oal’ S 17} = {x: (21,...,20) € Any} € o(RV)
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entonces o -
{xeRY: |’ + .- + |2’ <77} € o(RY).

n=1

En consecuencia
{x€l: x|, <r} = {xeR": |z, <r}
00

= ﬂ{xem”: |21/ + -+ + |za? < r*} € o(RV).

n=1 .

Por lo tanto la norma de [, es una funcién medible para 1 < p"< 00.
Ahora veamos que la funcion normna de Cy es medible.

La funcién f : R® — IR* U {0} definida por f(z1,...,2,) = lran()g |zx| es
continua. Entonces por continuidad o

f'0, r)e B(R*) Vr>0
por definicion de imagen inversa

£, 1) = Ao, m) € BT ma il € 1) = Au € B(RY)

por lo tanto
(xR : mux o <} = {(x€ R (a1,...,an) € An} € B(RY)

entonces

ﬁ{x € RV : (a1,...,2) € An} € B(R¥).

n=1

Por lo tanto
{xe R : |ix|ic, <r}

= ﬁ{x € RN : (.’L’),.-- vzﬂ) € A'l} € G(RN)"

{x€Co: I, <7}

it

Por lo tanto C, también es medible. Anélogo para I .
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De todo lo anterior podemos concluir que lanormade Co y I, paral < p < 00
son funciones medibles.

(2.)

Observaciones,

(a) La clase de conjuntos medibles de X (subespacio de IR¥) es idéntico
(por contruccion) a la interseccién de X con la clase de conjuntos me-

dibles en IRV,

(b) I, es medible en R¥.
Demostracnon
I, es medible ya que pertenece a la a(RN ), en efecto

U NxeBY: (a,...,0) € A4} € o(R¥)

M=1n=1
donde
A = {(o. . y20) ER: ool +o4 |zal® < M}
y AM ¢ B(IR") para toda n,M € N.
Ahora demostremos la propiedad 2, usando estas observaciones.
Demostracion.
=>) I, es un conjunto medible en R¥ ( por las observaciones anteriores ) y

si B C l es medible en I, entonces £ = E'N 1, donde E' es medible en RV,
Por lo tanto E es medxble en RV.

&) Si ECly es medible en RY entonces E = EN,,. |
- Por lo tanto E es medible en ,.

()
Sea f : L — @ una funcién lineal y continua. Tomemos 'tp,. : lp = lp definida
como

#n(X) = (21,23,...,29,0,...) VXEI,
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Es claro que esta funcion es lineal,

Demostremos que es medible.

En efecto, como [, es separable, entonces es suficiente verificar la medibi-
lidad de la funcién para los elementos de la base de I, ya que cada elemento
de la topologia es unién a lo mds numerable, de elementos de la base.

Sea x € I, y tomemos V.(x) = {y € |, : ||y — x|, < €} una vecindad de
X, entonces ‘) S . : .

el (Vex)) = {y€lp: paly) € Vilx)}
{yelb: llealy)—xll, < ¢}

{yez,=z|y,,-z.,|~+ 3 muv«v},

k=1 k=n+l

{y:fjayk-mu%}u{y: > azm<f§}

=1 k='l+1

]

porque si a,b>0ya+b< ¢ entoncesa< §ob< §.

~ Verifiquemos que estos dos conjuntos pertenezcan a o( RY).
- Para (zy,...,2,) € R" (fijo), definimos k : R® — R como

n
h(yh Y2y 0o ’yﬂ) = Z |yk - z"lp
k=1

para n y p fijos. Esta funcién es continua. Entonces

. P
AH»P.T = h 1[03 E_)

{y_e R": h(y) < %}

= ?
{y €R": ) |p—alP < 52-} € B(R)

k=1

. n P ,
| {y €l )l < %} ={y €b: (31, .-180) € Anpa} € o(R¥).
k=1
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Por otro lado

0o P -] M P
{yel,,: Y |z,,|v252-}= N {yez,,: Y el 2 %}GU(R”)

k=n41 M=n+41 k=n+1

y en consecuencia

k=n+41 k=n+1

had P kad P1\°
{yel,,: }: Izkl"<£2-}=({yel,,: Z |z,,|”2-£-2-}) € o(RY).

Por lo tanto
pn' (Vi(x)) € o(RV).

De esta forma hemos probado que ¢, es medible.

Ahora bien, si consideramos g, : [, — € definida como g, = f o ¢,, entonces
gn es medible ya que f es continua y ¢, es medible.

Demostremos que lim g (x) = f(x) para toda x € I,
Primero demostremos que lim ¢n(x) = x para toda x € Ij.
n—+00

Sea x € [, y € > 0, entonces existe N € IN tal que

L

00 [
(Z|x;‘|”) <e Yn2N
k=n
entonces
% :
llpn(x) = x|, = (}: (0n(3))x — zklp)
k=1 :

i
0o P
( > -lzkl")
k=n+1

< € Vn2N

Por lo tanto nlim ¢n(X) = X para toda x € I,
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Ahora bien, como f es continua entonces

F(x)

JF(lim ¢a(x))
= lim f(in(x))
"qu.lo a(x) Vxel,.

Por lo tanto f es medible porque es el limite puntual de funciones medibles.

( 4. ) . .
Sea u : o(IRM) — IR* U {0} tal que u(X) =1 donde X es un subespacio de

IRY. Como la familia de los cilindros borel de X esta contenida en o(IR¥)
(por construccién), entonces 4 esta bien definida en esta familia y u(X) = 1.

(5.)
Sea /: o(IRY) - R+ U {0} definida como

i (B)=wuBNX) VBea(RY)

es claro que L restringida a X coincida con p. 0
Lema 2.3.1
(@) Co= anNglel {x ¢ R N<T€lx"+"lz“| < ;}
o0 0
() lo=U N{xeR": max|z;| <k}
© k=1n=l 1<j¢n

Demostracion.
(a)

Ch es el subespacio de sucesiones tales que lim z; = 0.

Entonces para toda € > 0, existe N € IN tal que |z,,| < € para toda n > N,
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6 bien en terminos de conjuntos lo escribimos de la siguiente forma

Co=ﬂlj ﬂ{xem”: lzn] < €}

S0 N=1ndDN
4 bien
Co = n U N {xem" |za] < }
m=1 N=1n>N
Vamos a demostrar que para N € NN fijo.
n xe RY: |m|<l ﬁ xeRY: max |z |<l .
" m Nnensk oM < o
n?N ) k=1 .
En efecto :

('g) Sea x € ﬂ {xe RV : |z,|< L}. Seakzl(ﬁjo) como |z,| < &

para toda n > Nyen partlcular |#a] < L paratoda N<n < N +k
entonces | max Imnl < L para todo k > 1.

I»I<l}

Por lo tanto x € ﬂ {x € RV .
N< <N-H

k=1

(o]
N, L
Seaxeko1 xeR N <IMI,.|< }

Sea ng > N (fijo), entonces exnste un k > 1 tal que N <ng< N +k,
ademés como ynax, |m,.| < L entonces |zn,| < L parang > N.

Por lo tanto x € ﬂ {x € IRN lza) < 1}.
u>N

U

Fn consecuencia

-NU

s

{xe RY: max Izn|<é}.
N<n<N+k m

» m=1 N=1 k=1
(b)
lo={x€RY: suplz,| <} =] J{xe R¥: <k
(B mpied <o) = (Jixe BV mplan <4}
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pero

{xe RY: suplw,.|<k}-n{x€ﬂ2‘v. max lz,l(k}
n=1

Demostremos esta afirmacion.

(C) Seax€ {xe RV: sup |za] < k}, entonces
ne

ax |z sup lz;| < suplzn) <k Vn2>1
l!?<n|'| jgﬂ':' negln'

0
; N, ,
Asi, X € "Dl{x €RV: Inax lz;| < k}.

00 ’ :
N, ; | <
(2) Seax € (Y{x € R": Jmax |z;| < k}, entonces max lzj| < k para

n=l
toda n > 1. Entonces

sup lenl < Jirm fmax lesl < &

de esta forma se tiene que x € {x € R¥ : sup |z,| < k}.
“ neN -

Por lo tanto

(e RN : suploal <} = (Yix € BY o < A)

n=l

De todo lo anterior podemos concluir que

Cze
DY

loo

NV, .
(xe R¥: max el < B)

>~
i
3
[
—

0

A continucién se dardn condiciones bajo las cuales una distribucién u en R¥
es concentrada en algin subespacio de JR¥, Usando en lema anterior.

Este teorema es de gran importancia para el teorema analogo al de Bochner
en subespacios de RV,

99



Teorema 2.3.1 Si y es una distribucion sobre RV, entonces

- (N41,.,N+K) -
Si A}l-l.!;o kll.rg - ~<r'x.1<al)v(+k |zn| dps (%) = 0, entonces u(Co) = 1
Si lim max |z;] dut") () < 400, entonces p(lo) =1

n=00 fmn 1<5<
Si Z/ |z)P du®)(z) <00, 1 <p<oo entonces p(ly) =1
k=1 VR

donde p con supraindices significa la correspondiente distribucion finito di-
mensional ( proyeccion de la distribucidn p ). Por lo tanto

I‘(i' i+ H-')(E) = /‘{x € RN; (zh zl';f'l’ . -1zi+l) 6 E}
donde i 2 1, s > 0 para E copjunto borel en R**!.

Demostracion.

(1)

Tomando el complemento de este conjunto tenemos que, y aplicando el lema
anterjor

er=UN O{xem". BB 1

entonces

0 < n(G)

(AT {xem: gz 2))

1
© o max |zn] 2 —})
N<n<N+k m

Obsérvese que Ay = xeRY: max |z,|> L1} es una sucesién
ese q v=U € N<n5N+k| o2 ' ‘

IA
[
=
S
s
Cs
o,
t3
m
=
]

decreciente, es decir

AvC A,y param'<N.
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o]
En efecto, sea x € U{x €RY: max |z, 2> %} entonces existe un

L > L3, = N—-m'+kg >
ko > 1talquexe {x € R N<¥§%c+kolm,,|_m} Sear = N—m'+ky > 1

Xx€ERY: max |z, |>L1)=
m

m/'<n<m'+4r

= {xeR”: . max [z,,lzl}
m!<n<m!+(N-m'+ko) " m

"
= N; D
{x SRS lonl 2 m}

1
2 {xERN: max Ia:,.lz—}.
N<n<N+ko m

Entonces x € {x €RY: max |z, > #}

mi<ns<m!+r

(3]
N ., 1
Por 10 tanto x € kL=Jx {x € R™: ml(‘:lsil"'f,+k |za] 2 ,,,} .

Asi, ANC Apsim’' <N, ;

De igual forma obsérvese que By = {x € R¥ : max |z,| > 1} es una
N<n<N+k
sucesion creciente, es decir que
B.C B sik<l

esto porque

1 ' 1
{x eRY:  max |zy| 2> —-} C {x eRY: max |zn| > —}
N<n<N+k m N<n<N+! m

si k<.

- Con todo esto, tenemos que

0 < u(Cy)
N .
S z:lﬂ(pu {xER IN<T?’)6+*|2"|2;})
ms =1k=] -
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o0 1
lm;o;z ( {xem ' N<Tf‘1’v(+k|x"| 7 m})

=1 k=1

00

N, —
';Jg_r‘rgo kll.'&“ ({x R Nnen+k lan] 2 m})
Ahora bien, para k,N > 1, sea 7 : RV — IR* definida como

T(X) = (TN41,TN42,. . -, TN4k) VX E RV

es claro que esta funcién es medible,
Sea g : IR* — IR definida como ¢(%) = [max |zn] para todo T € IR* entonces

f=gom: RN - R es medible, porque g es continua y 7 es medible.
Aplicando el Teorema de Cambio de Variable (como se hizo anteriormente)
se tiene que

(%)) du(x) = /R 90 7(x) du(x)
/ 9(Z) due(2)
Rk

max
Lu N+1<n<N+k

|1’ 'dﬂ(N+" ,N-Hs)( )

/,,.. NnEN +h
la iltima igualdad es cierta ya que
#s(B) = u(r € B)
= p(r7\(B))
= p({xe RV : =(x) € B})

= u({x€ RY: (&n41,on42)...,2N44) € B})
= /L(N“’N“'""N“‘)(B) VBe B(R")

y obsérvese que se uso el hecho de que g es integrable con respecto a
pN+LNHR) g aue '

_/m N<n<N+k [onl dplN ¥ '~+k)(-‘¢) < M VN21yVEk21.
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De aqui que para un N y k fijos se tiene que

e
N —
p({xeﬂi N<n <N+I:| 25

= 1d
/{XGRN: max |zn2d) #
N<ngN4h - ™ ‘

m:
./ N 1 N<n<N+’l
{xeRN; NJ&;}:“ lznl2 &)

& -m

[ me s, im0l dutx)

IA

|=(x)| du(x)

IN

m/R‘ N<n<~+k|z |dﬂ(N+ll |~+k)( )

Por lo tanto

- | .
m lim lim / max |zn| dp(VH 'N'”‘)(z)
i oy N—cok—oo [k N<nSN+k

pero por hipotesis

lim lim / max |z,| duNH-NR(3) = 0
N=tco k—+co Rk N<n<N+k

entonces 0 < pu(C§) < 0.
Por lo tanto u(C§) = 0, entonces

#(Co) = p(R") - p(C3) = 1.
@

- Por el lema anterior sabemos que

ﬂ A*¥ donde Af= U{x e RV max |z,| >k}

k=1 n=l
para n fija, se tiene que A¥! C A* ( es decreciente ), entonces

0< (15 ) = lim u(A*).
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Pero A* = |J B}, donde BX = {x ¢ RV : [max |z;| > k} y ademds para k
n=1 IS0
fija, BX C Bk, ( es creciente ), entonces
0 u(I5,) = Jim u(AY) = Jim lim u(BY)

Ahora bien, de manera similar al inciso (1), se tiene que

#(Bf)

N, ,
#({x € R : max |z; 2 k})

1du
/(xen'% mx 124}

IN

1 ‘ :
= \ (1yem) =
k/ﬁ,.l?fs’f:lz’ldﬂ () VE21,¥n>1.

Por lo tanto

0 < K
= | H k
= i lim ()
1
T , (1,..n) f=
< Jimglim [ maxlel ditn)
1
im — I . , (1y00n) f==
S D, Bl 4Cn@)
< lim lM =0
koo k

Y en consecuencia

#( o ) = p(RN) — p(ie,) = 1.

(3) -
b={xeRY: x| <co}=|J{xe R¥: x| <n)
. . n=1
.. entonces
05#(1§)=ﬂ(ﬂ{x€1ﬂ”: Il >‘n}) =_u<ﬂ A,,)
n=1 n=1
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donde A, = {x € R¥ : |x| > n).
Pero An41 C Ay ( es decreciente ), entonces

K(I5) = lim u(Ay).
Ahora bien, sea 7, : RN — IR definida como
wk(x) = Tk
es claro que esta funcién es medible para toda k£ > 1. Sea g : IR — IR definida
como g(z) = |z|P. Tomemos gi(x) = gomi(x) = |zx|?, esta funcion es medible
para toda k ya que g es continua y 7 es medible. Ademas gi(x) > 0 para

toda x € RY y k > 1. Usando el Teorema de Cambio de Variable y el
Teorema de Convergencia Mondtona tenemos que

ot 0 = 30t dute)
3 [, o)

= i./nﬂg o mk(x) dpu(x)

k=1

=3 /R 9(z) dpn ()

T
=) / lel? du®(z) < oo.
k=1 VR

Obsérvese que para aplicar el Teorema de Cambio de Variable se uso el hecho
que g(z) es p-integrable para toda k 2 1.

1

il

De esta forma

lim u(A) = lim / 1 du(x)
A

n—oo n-—00 n
1 ,
< Jim 2 [ i, )
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IA

1 ,
Jim = [ e, dutx)

= lim lZ/ |zx[P du®)(z) = 0.
k=1 R

n—oo n

Asi, p(l5) =0y por lo tanto u(l) = 1. .0

2.4 Funcional Caracteristica en el Espacio [,

Definicién 2.4.1
La funcional caracteristica de una distribucion p sobre X subespacio de

IRY (1, paral < p <00 6 Cy ) es una funcidn sobre el espacio conjugada.

X* definida como

X(£) = /X exp(if(x) du(x) Ve X"
Observaciones.
1.) La definicién anterior se puede generalizar para p = oo de la siguiente

manera. Para X = [, y g una distribucion sobre [, definimos la funcional
caracteristica de g en [ como

X(f) = [ exp(if(x)) du(x) Vfeb.

Ya que l; C (l)*. En efecto, sea x € 1), entonces
0
3 lza] € M para alguna M > 0. Sea gx : loo — IR definida como

n=1

w¥) =Y %t Vy€le
n=]

gx(y) estd bien definida porque

00 00
E Ty Yn < "ynoozzn < ||¥||oo "XII < oo,

n=] n=l

Veamos que gx es lineal y continua.
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(i) Seaz,y €l y A € IR, entonces
gx(z+Ay) = Y zn (20 +Mpn)
. n=1

= E(z,. v Zn + ATy Yn)

n=1

= Ez,.~z,.+/\z:z,.-y,.
n=l n=1
= gx(2) + Agx(¥)
gx es lineal.

(i) Seany €l y {y"}3%, C lo tal que "ILTO lly" = ¥llo =0, entonces

00 . n
PIE T EDPET

l9x(y") — 9x(¥)] = 2 2.
- g;za'(y?—ys)
< g;lwel r—
< Ily"-yllw'ilxal
< Iy =yl - M.

Entonces
lim lgx(y") — gx(y)I < lim |ly" — ylloo - M =0.
Por lo tanto lim gx(y") = gx(y).

Asi, gx es continua,
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De esta forma se tiene que

x(f) = / exp(if(x)) du(x) = / exp(igr(x)) du(x) Vel

loo 00
donde gg € (lo)* y 95(x) = 3 fi i para todo X € .
i=1

2.) Cuando X = Cp y p una distribucién en Cy, se tiene que
X(f) = /C exp(if(x) du(x)  VEe (Co) = h.
o .

3.) Cuando X =; y p una distribucién sobre ;, la funcional caracteristica
de p (de acuerdo a la definicién) es '

xi(f) = [ exp(if(x)) du(x) V£ € lw.

Pero también se puede definir como
xalf) = / exp(if(x)) du(x) V£ € Co.
I

Esto es ya que ((Co)*)* = (11)* = lw. (Véase el Teorema del libro [11] pégina
92).

4.) De todo lo anterior y de la definicién tenemos que

(a) X=1, l<p<oo
X:l—C

(b) X =1,

Xilo—=C 6 x:Cp-0C
(c) X =lo

x:h—C

(d) X =C,,
Xlll -
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Proposicién 2.4.1
RY es denso en I, y Co para’l < p < o,

Demostracidn.
(a)

Sea x € I,, entonces Z |z,.|” < 0o. Sea y™ Z zi e®), en R{‘ entonces
n=1 k=1
para cadam > 1, Lym = : ‘

Vamos a probar que lim Y™ = x con la norma de [,.

Sea € > 0, entonces existe N € IN tal que Z |za|P < €® para toda m > N,
Entonces "

ly™ - xlp, = f: (}’_"jzk e<*>) -,
k=1 n

m m L4 L4
= Z (sz e(")) - T + i (Zz* e(*)) - 2n
. n=1 k=1 n n=m+l | \k=1
; m
= Zwke e
n=1 n=m+1
= Z |znl?
n=m+1

. Por lo tanto
ly"=x|f <¢ ¥m>N.

~Asi, IR} es denso en I, y dada x € I, se tiene que

m o0
X= "!1_1202:1:* el¥) = sz elk)

k=1 k=1

con la norma de [,.
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(b)

Sea x € Co, entonces lim z, = 0. Sea {y"}%, € IRY como antes, entonces
n=-00
dado € > 0, existe N € IN tal que |z,| < 5 para toda n > N. Entonces

¢ .
ly" —xllco = sup |yk — x| = sup |zx| < 5<e V2N
: ’ keN k2n+1 2 ‘
De esta forma se tiene que y™ — x con la norma de Cp.

Por lo tanto RY es denso en Co. : o o

Teorema 2.4.1 . : :
Sea x(f) una funcional conf € ;. Entonces para que x(f) sea la funcional
caracteristica de alguna distribucidn p sobre l, (1 < p < 00) tal que

[wmwm<m
P

es necesario y suficiente que las siguientes condiciones sean satisfechas

(a) x sea definida positiva

() x(0)=1

(c) x sea continua en la norma del espacio I,

(d) i [1z]P du®)(z) < oo donde ¥ es la distribucidn sobre R de la
}:;zg'o'n caracteristica pi(t) = x(te®))

Si estus condiciones son satisfechas entonces la distribucion correspondiente
queda determinada de manera inica.

“Demostracion,

<)

Observesé que I, D RY y Co > RY. Tomemos 1 < p < . Sea xo la
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restriccién de x en IRY. Entonces xo satisface las condiciones (a) y (b) del
Teorema 2.2.2;

Veamos que la condicién (c) del Teorema 2.2.2 también se satisface.

Por demostrar que dado ¢ > 0, existe Us p»(0) tal que |xo(f) — 1| < € para
toda f € Usum(0).

Xo €s continua con la norma de [, para 1 < ¢ < 00, en partlcula.r para f = 0.
Sea ¢ > 0, entonces existe § > 0 ta.l que

Ixo(f) -1 <e ¥V |flly, <6

Sea M ﬂ {x€ R¥: |z;| <2}. Vamos a demostrar que este con]unto es

compacto

~ En efecto, como IR¥ es un espacio métrico, entonces es suficiente demostrar
que para toda sucesién {x"}%2, C M, existe una subsucesién {x"*}32, de
{x"}%, tal que kl_n_.nola X" = X para algt;na xX€EM.

En efecto, sea {x"}%2; C M, entonces para cada i € IV se tiene que |z}| < 2
para todan € IN.

Como [—2,2] es un compacto, entonces para cada ¢ € IV, existe una sub-
sucesion {x™}2, de {x}}%, tal que

,}52, it = z; € [-2,2]

Tomemos {x™ = (z1*,23*,...,2{*,...)}3%;. Es claro que {x™}{2, es una
subsucesién de {x"}2, y ‘

lim x™ =x
k-+00
donde x = (121,122,. . .,(E.’,...) €EM.

Por lo tanto M es compacto.

Sea Usm(0) = {f € RY : sup [f(x)| < 6}, tomemos f € Usm(0), como
1 < ¢ < 00, entonces X L
(Z If..l") <Y Il
n=1 n=1
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Ahora, sea 2 = {2,}%, € RY donde

1 s f,20
Zn -1 si fo<0

Asi, z€ My como f € RV tenemos que

Zlfn an 2n

n=l1 n=1

f(z)
sup [f(x)|
xeM

6"1

L
<Z 'fnlq) <6

Por lo tanto, para todo f € Us M(O) se tiene que |Ifli, < 6, y esto lmpllca
que [xo(f) - 1] <.

IA

A

de aqui que

en consecuencia ||f];, < é.

Asi, hemos probado que X es continua en f = 0, en la topologia I¢.

Por otro lado, cuando p = 1 tenemos que su dual es Iy, pero en este caso (
como se dijo en la Propiedad 3 ) es suficiente tomar yx : Co — .

Sea xo la restriccién de x a JRY. Nuevamente las condiciones (a) y (b) del

"I‘eorema 2.2.2 se satisfacen para yo.

Xu es continua en f = 0 con la norma Cy. Sea € > 0, entonces exlste 6§>0

tal que si ||fljc, < § entonces |xo(f) ~ 1] < €.

Sea M C R¥ como antes, y sea Uspr(0) = {x € RV : sup lf(x)l < 6}
o XEM
tomemos f € Usn(0), como e{" € M para toda n, entonces

Ifllc, = sup | fa| = sup [f(e™)| < sup |f{x)] < 6
nelN nEN XeEM
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en consecuencia |/f||c, < 6.

Por lo tanto para todo f € Usx(0) se tiene que ||f]|c, < § y esto implica
Ixo(f) = 1| <e.

Asi, xo es continua en f = 0 en la topologia Ic.

Entonces existe una tinica distribucién p sobre R¥ tal que

x(£) = xolf) = /n exp(if(x)) du(x) Ve RY

Deacuerdo a la condicién (d), 4 es concentrada en I, en otras palabras
#(lp) = 1. De aqui que

x(£) = xolf) = /n , cxp(if(x)) du(x) = [ explif(x)) dux) V£ € R

lp

De esta forma tenemos que

x(£) = xolf) = / exp(if(x)) du(x) Ve RY

lp

Solo falta demostrar que
x(f) = / exp(if(x)) du(x) Vf€l,.
lp

En efecto

i.) x es continua en todo {, (6 Co ).

ii.) o es continua en todo RY con la norma de I, ( 6 Cp ), ya que x es

‘continua con esta norma.

Seafel, (6Cy), como RY es denso en Iy y Co.
Entonces existe {f*}22, C RY¥ tal que lim f* = f, de aqui que

x(f) = x(lim f")

n—o0

= lim x(f")

n—00
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arm xoll")
= xo(”ll.q‘xo f*) por continuidad de xo
xolf)

[ exp(if(x)) du(x) Vfel,

«)
( b)) Es claro.

(¢)

Vamos a probar que la parte real de x(f) es continua en f = 0 con la norma
de l;. Como 1 — cosu < |u para toda u € R, entonces

(1 - Re(x(f)) = </{(1-C°9f(x)) d#(x)) '
< /{ (1 - cos £(x))P du(x)
< [ 160 ducx)

Pero
. P
FP = |3 fa2n
n=1
0o »
< (ZIfn“mnl)
n=1
| < (e, M€Y
entonces

(1 - Re(x(D))’ < / Il I dus()

ez [ Ixl? du(x)
< ek
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donde 0 < k < 0o, Asi,
1 - Re(x(f)) < |Ifll, - k¥

De aqui que dado € >0, exxste §= c/kr tal que si ||f]|;, < & entonces
1= Re(x(£))] < fll,- k¥ <.

Por lo tanto x(f) es continua en f = 0.
Usando el Lema 2.2.1 se tiene quepara f € [, y e > 0,siu=f—-gy

If — glls, = [lulli, < & entonces

|x(F) - x(8)" = |x(8 + u) — x(8)I" < 2|1 — Rex(u)| < 2e.
Por lo tanto x es continua en todo [; con la norma de I,.

(a)
Sea xo la restriccién de x en RY como p(l,) = 1 entonces
olf) = x(0) = [ exo(itx) dutx) = [ exnif() dax) Vo€ RY

donde (A) = u(AN1,) para todo A € o(IRY). Por el Teorema 2.2.2, xo(f)
es definida positiva.

Usando este hecho vamos a probar que x es definida positiva.

Sean > 1, a;,a;, oy €Cy £, 6y, f €1y (oCo)con 1<g<oo.
Pero como RY es denso enly y Co entonces para cada i = 1,2,...,n existe
{fF}2, € RY¥ tal que hm f} =f;enlanormal, (6 Cy). Adema.s, como x
es continua, se tiene que

) agx(fi—f) = ZZa.a, hm(f"-—f"))

=1 j=1 i=1 j=1

.

= ZZa,a, lim x(f"—f")

=1 J=]

= k]l:gZZa.a,xO —f" >0

i=1 j=1
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Por lo tanto x es definida positiva.
(d)

Para cada k > 1, sea 7 : RM — IR definida como m(x) = ) para toda
x€ RV, yseag: R — IR definida como g(z) = ||’ para cada z € R.

Tomemos gx = gomy la cual es medible porque 7, es medible y g es continua.

Usando el Teorema de Cambio de Variable y el Teorema de Convergencia
Mondtona, se tiene

R SN : N 2) du®
| ?;,/R"d“ (2) Z_;/Ry()dﬂ (2)
kz /R _gom(x) du(x)
k}: /,z _an(x) du(x)

= [ 0 duta
RV 0
. =[xk, du(x)
J RN .
= [ Il dut) <

~ Similarmente, el siguiente teorema puede ser demostrado

Teorema 2.4.2

Sea x(f) una funcional con f € l;. Entonces para que x(f) sea la fun-
cional caracteristica de alguna distribucidn u sobre ly, tal que

[ leloopt(dz) < 00

es necesario y suficiente que las siguientes condiciones sea satisfechas

(a) x sea definida positiva
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(b) x(0)=1

(c) x sea continua en la norma del espacio I

(d) lim J max ju;j| u(t"(du) < oo donde ut") es la distribucidn sobre
w— n'l

RN tomando la funcidn caracteristica f(ty,...,t,) = x(tie® + -+ +
tne("))

Si estas condiciones son satisfechas entonces la distribucion correspondiente
queda determinada de manera tnica.
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