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Introducción 

En 1935 A, N. Kolmogorov introduce la noción de la Funcional Carac-
terística (i.e. la transformada de Fourier ) de una medida µ sobre un espacio 
de Banach X (como la integral de exp(if(x)) con respecto a f E X* ). Da 
las propiedades básicas de la funcional característica y enfatiza la importan-
cia y la posibilidad de futuras investigaciones en esta área. Desde entonces 
esta teoría se ha desarrollado rápidamente. 

La presente tésis da algunos resultados de la funcional característica en 
el espacio de los reales, más aún, en espacios de Banach tales como son los 
espacios de sucesiones de números reales. 

En el primer capítulo, se define y se dan algunas propiedades de la Función 
Característica en E. Se prueban los Teoremas de Inversión y Unicidad en 
la sección 1.2. El primero nos muestra como podemos calcular la función de 
distribución a partir de la función característica, el segundo nos permitirá 
trabajar con la función característica en lugar de la función de distribución. 

Así como el Teorema de Convolución en la sección 1.3, el cual establece 
que la función característica de la convolución de F1  y F2 (funciones de 
distribución) es el producto de sus respectivas funciones características. 

Posteriormente, en la sección 1.4, se muestra el Teorema de Continuidad, 
el cual es un resultado de Paul Lévy. Este Teorema nos da las condiciones 
necesarias y suficientes para que una sucesión de funciones de distribución 
converjan débilmente a una función de distribución. 

Por último en la sección 1.5 se enuncia y demuestra el Teorema de Hochner 
en IR. Este resultado nos da las condiciones necesarias y suficientes para que 
una función real con valores en los complejos sea función característica. 

Después, en el segundo capítulo se define el espacio de sucesiones de 
números reales denotado como EN y se estudian sus propiedades, así como 
las de su dual, 

En la sección 2.2 se define la Funcional Característica en el espacio /01. 
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Se observa que en general la funcional característica x no es continua en /Rl/ 
con la topología de Tikhonov, pero se da una condición suficiente para que 
x sea continua en /Rol/ con la topologíde Tikhonov. Se enuncia y demuestra 
el Teorema de Bochner en EN, destacando el hecho que la funcional carac-
terística de una distribución de Probabilidad es continua con la topología 
localmente convexa. 

Para finalizar este trabajo, en la sección 2.3, se dan algunas propiedades 
de subespacios de /Oí (4, 1 < p < oo, y Co). Además se prueba un resultado 
que da condiciones para que una distribución µ en few este concentrada en 
algún subespacio de iliw. Este resultado es de gran importancia para la 
demostración del Teorema de Bochner en /p  el cual se enuncia y demuestra 
en la sección 2.4. 

El material esta basado en el libro de N. N. Vakhania, "Probability Die-
tributions on Linear Spaces", así como en el curso que impartio el Profesor 
Vakhania en el CIMAT, pero en dicho material las demostraciones sólo estan 
esbozadas y en el presente trabajo se hacen en todo detalle. 
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Capítulo 1 

Función Característica en R 

1.1 Definición y propiedades de la Función 
Característica 

Definición 1.1.1 
Una función de distribución es una función F 	--I [0, 11 no decreciente, 

continua por la derecha y satisface 

F(—oo) = lim F(x) = O 

F(1-oo) = fim F(x) = 1 

Definición 1.1.2 
Sea F una función de distribución. Definamos y, : 	C, la funcidb 

característica de F como 

9(t) 	1.14  expi  dF(x) V t E IR. 
ao 

Ejemplos. 

1. Sea F una función de distribución Normal con parámetros y a2. 
Es decir, 

1 
F(x) = 	470.exp-191  dy 
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Pero 

/00—jai 

Por lo tanto so(t) = expitm-  t". 

oo-ia 
exp-172  dz = N/Fr V a E )R 

Calculemos su función característica, 

w(t) = fe°  expira dF(x) 

1 
i2Tra 

expitfr—u) 
= expíe„ 	 _ exp 

J
dx 

J 	
ra2  

o 	1 	00 1 	_( 3•Zia.  

= exp* • exp—r- 	— exp 	dx 
v2r 

Ahora bien, sea z = 	— ita, entonces dz = do y en consecuencia 

_07 .2  1 °I"'itei 	2 
(p()= expd4  exp 2 	 exp-ir dz 

Sr 

2. Sea X una variable aleatoria con distribución de Poisson con parámetro 
A. Es decir, 

P(X = k) — Ak exp-A 
 k! 

Calculemos su función característica. 
00 

E expitx  P(X = k) 
k=1 

= E expitz ak exp-A 

k=1 	
k! 

exp -,‘ cÉ3 (\k  exPit)k  
k! 

= expA  expA"P"  
expa(expit -1) 

6 

03 (s—pis  
expi' exp 2.'22  dx 

(P(1) = 



Por lo tanto w(t) = expl("0-1). 

3. Sea F una función de distribución Uniforme en el intervalo —a 
Calculemos su función característica. 

(p(i) 

	

fc°  expitz dF(x) 

2a _co exPitz 1(-4'4) tí°  
1 

= 	r expile dx 
2a  
1 exilie: 

2a it 

expita — 
2íta 

2i sen at 
2iat 

sen at 
at 

Por lo tanto (p(i) = sen at 
at 

Proposición 1.1.1 
La función característica so de una función de distribución F, 

formemente continua en IR y satisface las siguientes tres condiciones 

(1) Ip(0) = 1 

(2) W(t)i 5 1  

(3) So( t) = 9(t) 

donde rp.  es el conjugado de (p. 

Demostración. 
(1) so(0) = roo expi°' dF(x) = 1. 
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(2) 142(01 = I reo  expitz dF(x)) f.Z. I expitx IdF(x) 5. 1. 
(3)  

	

99(-1) = 	exp-itx dF(x) 

= 1:(cos(-1x) isen(-1x)) dF(x) 

	

= 	(cos tx — isentx) dF(x) 

	

= 	(70.  (t) 

Demostremos que w es uniformemente continua sobre IR. Es decir, 

h
lim sup Iso(t h) — so(1)1 = O --n) top?  

149(t h) — w(t)I = f
00 	 00 
. expi(i+h)x dF(x) — j expitr dF(x)1 

-00 

I
03 

1 expier I I expihr —1I dF(x) 
-... 

 

< /c c)  expihr —11 dF(x) 

Ahora bien 

exp'hr — =I cos hx — 1 + isenhxl 
= .s/cos2  hx — 2 cos hx + 1 + sen2 hx 

N/2(1 — cos hx) 

 

= 	2 (2sen2  (-1) 
2 

 

 

= 2 sena (hl) 
2 

= 2 sen (—hi 
2 
 ) 
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entonces 
h) — 99(t)I 

00 
j.  
-00 

isen (--
s 

h  
2 

dF(x) 

obsérvese que el lado derecho es indepentdiente de t, entonces 

sup icp(t h) w(t)i 5 2 	Isen (-1) dF(x) 
tER   

por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue 

h
2  " 

lim sup iso(t h) — (t) < 2 I l 
h 
im  isen ()1 

dF(x) = 
O 

tER 	 -b0 — -00 

ya que el sen(V) esta dominada por una función integrable. 
Por lo tanto 

sup Icp(t h) — cp(t)i —› O cuando h —› O. 
eER 

O 

Antes de enunciar nuestro siguiente resultado daremos la siguiente obser-
vación. 

Observación. 

Demostremos que isenxi < jx1 para toda x E IR. 
(1) Si x > O, demostremos que senx < x . Sea f(x) = x — senx, entonces 
f' (x) 1 — cos x > O, en consecuencia f(x) es creciente y f(0) = O. 
Por lo tanto f(x) > O para x > O. 

(2) Si x < O, demostremos que sexis < —x. Sea f(x) = — x — senx, entonces 
f'(x) —1 cos x < O, en consecuencia f(x) es decreciente y f(0) = O. 
Por lo tanto f (x) > O para x < O. 

De esta forma podemos concluir que senx < lxi. 
Análogamente se tiene que —senx < ixl. 
Por lo tanto Isenxi < 



Teorema 1.1.1 
Sea F una función de distribución con momentos finitos de orden a lo 

más n. Entonces la función característica stl de F tiene derivadas continuas 
de orden a lo más n, y la relación 

(p(k)(0) 	ikak  = 	xk  dF(x) 

se .satisface para toda k. Más aún so admite la siguiente expansión en serie 

(it)k 
so«) =1 +E 	+ o(tn) cuando t O 

k=1 

Inversamente pi suponemos que (f) es una función característica de una fun-
ción de distribución F, la cual admite un desarrollo en serie de la forma 

;O(t) = 1 7 ak l—
k! 

 L + o(r) cuando t O 

Entonces F tiene momentos finitos de orden n, si n es par, pero si n es 
impar tiene momentos finitos de ordén n — 1. Más aún en este último caso 
ak  = 	xk  dF(x) para toda k. 

Demostración. 

Supongamos que f' lxk I dF(x) < oo. Entonces 

L
X k  expit' dF(x) .  51 

 00  
Ixkl dF(x) 

-00 

  

< oo VtER, k=1,2,.. n. 

Además 

cp(t + h) 	cp(t)  = 	eXpi(t+h): 
dF(x) 

— Tal  f °  expitzdnz) 
n -00 	 -00 

iexpi"  —1
)  dF(x)  = f°°  expitx 	

h 
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y como 

I expi" -II = 2 leen /211 
2 

5 2 112  
= Ihx1 

Esta última desigualdad ya que Isenx1 < lx1. De aquí que 1 expi" -11 < Ihxl 
en consecúencia 

40(t + h)h -  49(t)1 

 = 	

(expi: - 	dF(x)I 

ixi dF(x) < oo V h > O 
-00 

Ahora usando el Teorema de Convergencia Dominada, se tiene 

i(cp(t)) = lim
w(t + h)

h 

 — 99(t) 

h-o0 

d 

= lim r exp" 
h-n) j -00 	

(ex?"  -  
i 	

) dF(x) 

	

00 	i" 
expitr (li 

exo — 
m ^ 	) dF(x) 

h.o h 

= 1° 3  expier (—d  expi" 1 ) dF(x) ds 	n.o 

=  I
c. 

expi" ix dF(x) 
-o. 

Entonces (p'(t) existe y además (40) = ir x dF(x). 
Para k 2, se tiene que 

	

tp1(t h) - (191(t) = i 	expier 
(expi"  - 

••• 03 	

dF(x) 

ya que (,,91(t) = f expi ix dF(x). 
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Procediendo de una manera análoga concluimos que 

00 
cp"(t)::--1 i 2 	x2  exps dF(x) 

-00 

Haciéndolo inductivamente se concluye que (,o tiene derivada hasta de orden 
n y se obtiene la primera parte del teorema. 

00 

cp(k)(0) = ik  J xk  dF(x) para 1 5 k < n 
00 

Ahora bien, como lo(k) es derivable entonces es continua en E para 1 < k < n. 
Desarrollando la Expansión de Maclaurin de cp alrededor de t = O se tiene 
que 

tk  
(p(t) = 1 + 	yo(k)( ) -ki Rn(t) 

k=1 
donde 

Rn(t) = 1-71. [cp(n)(0t) — w(n)(0)] 

Usando la siguiente desigualdad 

0 < 0 < 1 

e° 
< 1 	I I I  expietr —11 dF(x) < oo, 

n! 

Por el Teorema de Convergencia Dominada y por la continuidad de so(n) se 
concluye que 

Rn(t) 
---> O 	cuando t —› O 

La demostración la vamos hacer por inducción. Para n = 2, sabemos por 
hipótesis que ;o tiene una expansión 

l  
cp(t) =1 + E ak 

(it  k 
--+- o(t 

2

) 	cuando t O 
k., 	k. 

12 
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Entonces, 9 tiene derivada de orden 2, en t = O. 
Primero vamos a demostrar que 

lim 
9(h) — 4(0) + —h)  — 9

(2)
(0) 

h->0 	h2  

En efecto, por L'Hospital tenemos que 

lim 
99(h) — 29(0) ip(—h)  

h-00 	 h2  
99'(h) — 99'(—h) 

trilim  ó 	2h 
= 	fi na  (l Ah) IP'(0) 40) 41/( —h)) 

II-4 2 \ 	h 

1  
'(h) — (p'(0 )) 	9'(0) cp'(— h)  

2 (1-11 99 	h 	 h 
1 

= 	-
2
- (9(2)(0) + 9(2)(0)) 

= 02)(0) 

Usando este hecho tenemos que 

02)(0) = im (P(h) 
4(0) + (p(—h)  l 	— 

roo 
 h-•0 	h2  

expi" —2 + exp-i" 
lim 	=112 

r' 1 —  cos hx  dF(x)  
,2 lim 

h-n) 	h2  -03 

dF(x) 

Pero . 2 = 2 lim 1-72s  h3;  esto por L'Hospital, y por el Lema de Fatou tenemos 
que 

	

J. 	 . 
m 	

h2  
1 -- cos hx x' dP(x) = 2 	h 	 dF(x) h-10  

	

-cc 	 -oo 
e°  1 — cos hx 

 dF(x) < 2 lim 
h-.0 Lo 	h2  

= —w(2)(0) < 00  
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Por lo tanto F tiene momento finito de orden 2, y por la primera parte del 
Teorema 

.2 

	

= 	a2  
= (10)(0) 

▪ — S2  dF(x). 
-00 

Supongamos que F tiene momento finito de orden n = 2(k — 1), y que so 

tiene una expansión 

• (iük 
W(t) = I + 	ak.1-1-- o(tn) cuando t 	O 

k=1 	k!  

para n = 2k. Entonces so tiene derivada de orden n = 2k en t = O, y en 
consecuencia so(2(k-1))(t) existe y es continua en una vecindad del cero, ( por 
la primera parte del Teorema ). 
Por hipótesis de inducción tenernos que 

00 
a2(k _1)  = (-1)k-1 	x2(1.-1)  dF(x) 

oo 

	

= 	cp(2(k-1)) (0). 

Ahora bien, sea 

G(x) =y2(k-1)  dF(y) 
-00 

i.) Supongamos que G(oo) # O, y sea 

G(x )  
II(x) — 

G(oo) 

es claro que K es función de distribución, con función característica 

exp"' dH(s) 
-00 

	

G(oo) 	
exp"r x2(") dF(x). 

1  

14 
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Por otro lado, 

j(i)2('-1) exp"x x2(k--1)1 < 12,2(k-1)1 
= x2(k-1) 

es decir, la 2(k - 1)-ésima derivada de expitx  con respecto a t es acotada por x2(k-1) para toda t E E, y fc:, x2(k-1) dF(x) < oo, entonces 

0(2(k--1))(t) = 
1

.0 (:)2(k-1)  eXpitr  X 2(k-1)  dF(X) 

= 	(i)2(k-1) j•
ao 
 

expigz  x2(k-1)  dF(x) 
-00 

= 	(-1)(k-1)  i°11  eXpitx  z01-1)  dF(x) -00 
y en consecuencia 

b(t) = 1  G(00)  f°3.  expiar .x2(k-1)  dF(x) 

(_i)k-1 cia(2(k-1))(t) 

G(oo) 

Por lo tanto 02)(i) existe, y por el caso n = 2, aplicado a /i, tenemos que 
03 (NO) = I x2 dif(x ) 

-00 

= G(1  ) 	X2  dG(x) 

1  = G(00)  j_:: x 2k  dF(x). 

or 

02)(0)  = Lak__.17222.1‘) o 
G(oo) < oo, y en consecuencia 

50(2k)( 	

(00) 

0) 1 /o  

G(oo) 	= G 0.0 x 2k  dF(x). 
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Por lo tanto 
co 

02k)(0) = 
 

(_1 02k)(0) 	dF(x)  
-00 

= i2k 	x2k  dF(x). 
-00 

ii.) Si G(oo) = O, entonces 

G(oo) = 	 dF(y). 
-03 

Pero y2(")  > O para todo y E E y como F es función de distribución, 
entonces 

F(x) = 1 si x > O 
O si x < O 

y en este caso F tiene momentos finitos de todos los ordenes. 

Si n fuera impar procedemos de igual forma pero para n — 1, obtendríamos 

Con, la existencia asegurada de fxk dF(x) para toda k < n se concluye 
que 

CO 

ak  = 	xkdF(x). 

o 

Corolario 1.1.1 
Sea y función característica de F. cp tiene derivada continua de todos los 

ordenes sí y sólo si E tiene momentos finitos de todos los ordenes. 

Corolario 1.1.2 
Sea cp(t) = 1 + o(t 2+8 ) para 5 > 0 cuando 1 --+ O. Entonces y es la función 

característica de la función de distribución degenerada en cero. 
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Demostración. 
Como por hipótesis (p(t) = 1 -I- o(12+6 ) cuando t 	O entonces lim 2̀1-1/11. — 0. 

—o t2" 
Es decir, para 6 > 0 y e > O, existe 9, tal que 

    

1 cp(t) — 1  

t6 	t 2  

 

so(t) — 1 
12+5 <e siltl< qE  

 

    

entonces, dado e > 0, existe q = min{q,, 1} tal que 

 

so(t) — 1  
12 

SO(t) - 1  
1t16  12+6 

< 

Iti < q. 

Por lo tanto, 99(t)= 1 + 0(t 2). 

Usando el Teorema 1.1.1, tenemos que 

dF(x) = O 
00 

a2  = I x2  dF(x) = O. 
-00 

Con lo cual se concluye el corolario. 	 O 

Corolario 1.1.3 
Sea a(t) = 0(1) cuando 1 —>0 y suponga que a( —t) = —a(t). Entonces la 

cínica función característica de la forma 

y.o(t) = 1+ a(t) 	o(t) t —› O 

es la funcifín (p(1) Es. 

Demostración. 
Colno 

(P(1)12 	= (P(t) W( —t) 
= [1 + a(t)-{- o(t)} [1 - a(t) + o(t)] 

= 1 + o(t) o(t 2 ) 

= 1 + 0(0) cuando t -4 0 

17 



y 199(t)12  es función característica, se sigue que iw(t)I2  = cp(t) cp(—t) E 1, 
entonces cp(t) = expiai con a E IR. Desarrollando yo en Serie de Taylor 
tenemos que 	

yo(t) = 1 -I- iat — 2a2 t2  o(t2). 

Por lo tanto cp(t) = 1+ a(t) + o(t) si 11  —› O cuando 	O sí y sólo si a = 0. 
Por lo tanto cp(t) = 1. 

1.2 Teorema de Inversión y Unicidad 

El siguiente teorema muestra como podemos calcular la función de dis- 
tribución apartir de la función característica. 

Teorema 1.2.1 (Teorema de Inversión) 
Sea F una función de distribución y yo su función característica. 

Entonces 

F(a + h) — F(a — h) = 711n1 

	

-

sen ht 	• 
	exp' cp(t) dt 

7r T 

donde a E IR,h > O y a+h E CF. 

Demostración. 
Como lim fo sen t di 	entonces g sen e dt es uniformemente acotada e 
para toda x > O. Sea 

0
(h,7,

) 
 = 	T sen  (ht)  di.  

t 

Obsévese que 0(h,T) cumple con las siguientes propiedades. 

1.) O(--h, T) —0(h,T). En efecto, ya que el sena es impar. 

2.) O(h, T) es 'uniformemente acotada para toda h E IR y para toda T > O. 
En efecto, si hacemos un cambio de variable u = ht, obtenemos 

2 ir  sen 	(ht)  
O(h,T) 	 dt 

t 
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= 2 f Th  sen u du 
— 
Ir 0  	h h 

2 
— 	

Th  sen u , 
u 

ir lo 
= 	— a 

u 

y esta última integral esta acotada uniformemente. 

3.) 
1 si h > O 

lim 0(h,T) = O si h = O 
T->oo 

—1 Si h < O 

Ahora bien, sea 

sen (ht)  exp-i°° so(t)  dt = 
-T 

1 1T  sen  (ht) 
 exp

_ g 
 [j

c° 
 exp"  dF(x) = — 

ir -T t 

Obsérvese que para h > O tenernos que 

sen (ht) 
 exp 

t 
sen (ht)I 

t 
< h. 

 

Por lo tanto ir es finita. 
Ahora aplicarnos el Teorema de Fubini obtenemos que 

/7' = — 
1 f T  sen (ht) 03  

Ir 	
exp-ita  [I expitz  dF(x) 

T t -.03 

= 
	r r sen (ht) 

exp"('-a)  dF(x) dt 
ir J-T Leo 

1. f e°  r sen (ht)  
= 	 expit('') dt dF(z) 

7r  J—oo JT 	t 

Pero 
O 

sen(ht) 	it(,„) , 	sen(ht)  
exp 	dt = 	

t 	vAP 	
' dt 	

sen (ht)  expit(x,)  
dt 

-T 	 O 	 -T 

19 

dt 

dt 



T 	 T 

sen(ht)  expu(x-.) di  + 	sen(ht) 
exp-"(')  di 

1 
o o 

Además, 

ÍT  sen(ht)  expit(x_.) 
dt =

I 	
Jo 

sen(ht) 
cost(x a) dt+i I

T  sen(ht)  
t 	sent(x - a) dt la 	t 	 o 	i 

T  sen(ht) 	•
(') di = 	cos t(x a) dt-i 

T  sen(ht) 	 T  sen(ht) 
 sent(x -a) dt 10  t  exp-" 	I 	

10  t Jo 	I 
Por lo tanto 

1
7
:r 

senI(ht) 
 exp'

•i(
')  dt = 2 f

r sen(ht) 
 cos t(x -- a) dt 

o 

Luego entonces 

Iq 	
7r2 

= 00 

sen (ht)  
1 
	
cos(x - a) dt dF(x) 

g(x,T) dF(x) 

donde 

g(x,T)_ -
2 
1

T sen 
t
(ht) 

 cost(x - a) dt, 
o 

Ahora bien 

sen[(x - a) + h]t sen((x - a)t) cos(ht) sen(ht) cos((x - a)t) 

sen[(x - a) - hit = sen((x - a)t) cos(ht) - sen(ht) cos((x - a)t) 
Restando 

sen[(x - a) + h]i - sen[(x - a) - h]t = 2sen (ht) cos(x - a)t 

Por lo tanto 

g(x,T) 
f T  sen(x 

t  
- a + h)t  di 	r sen(x - a - h)t 

 dt Ir fo 	 7r Jo 

2 
1 
-0(x - a + h, T) -

1 
0(x - a - h, T) 
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Como O es uniformemente acotada, entonces g(x,T) es uniformemente aco-
tada para toda x E /R y para toda T > O. Además 

O si x < a — h 
1  si x = a — h 
1 sia—h<x<a+h 

si x = a + h 
O á X >a—h 

Usando el Teorema de Convergencia Dominada 

hl 1T T-000 

00 
= 	.711.rroio g(x,T) dF(x) 

00 
= 	I(a _kei+h)(x) dF(x) .  

a+h 

dF(x) 
a—h 

= F(a + h) — F(a — h) 

Por lo tanto 

. 	1 i 	( T  

	

T-•c 
m 	

sen 
h — 	'

) 
expita  so (t)dt = F(a + h) — F(a — h). 

	

o 	t 
hl' 

 

Corolario 1.2.1 
Sean a, b E Cr tal que a < b. Entonces 

T  exp-i" — 
it 

eXp-igb  F(b) F(a) 	lim   cp(t) dt T-oco 	..T 

Demostración. 
Sea e = .6-112- entonces 

.P(b) .P(a) = F + 	
a 
	F — 

2 
1 	(Y) 	• 

lim — 	
sen 	

exp`' yo(t) .dt T-Ico _T  I 
t 
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lim —
1 1T exp 	

lit 
"(It'4 )  —exp-"I 	

exp
_it(Alb 

~(t) dt 
T-Ico ir  

,, 	1 	T exp 	
it 

-ita — exp-itb 
m 

,_ T-400 27r 	T 	
(p(t) dt 

El siguiente Corolario de Unicidad nos permite trabajar con la función ca- 
racterística en lugar de la función de distribución en el estudio de los teoremas 
límite. 

Corolarió 1.2.2 (Teorema de Unicidad) 
Sean F1 y F2 dos funciones de distribución con sus funciones carac- 

terísticas (pi y r,o2 respectivamente. Suponga que (pi(t) = (p2(t) para toda 
1 E IR. Entonces F1 = F2.  

Demostración. 
Sean a, b E CF, n CF2 tales que a < b. Entonces Fi(b)— Fi (a) = F2(b)— F2(a). 
En consecuencia 

F1(b) = lim [Fi(b) — Fi (a)) a-.-oo 
hirn [F2(b) •-• F2(a)1 a-o-co 

= F2(b) 

Por lo tanto F1 E F2 sobre Cm n cF2 

Definición 1.2.1 
Decimos que una función de distribución F es simétrica si (p(t) = cp(t) 

para todo 1 E IR, donde so es la función característica de F. 

Corolario 1.2.3 
Una función de distribución F es simétrica sí y sólo si su función carac- 

terística es real y par. 

Demostración. 
) 

Sea ;o la función característica de F. Si w es real entonces 
90(0 = (p(—t) = so(t) y por unicidad tenemos que lo y Sp son la misma. 

22 



Por lo tanto F es simétrica. 

Si F es simétrica, so(t) = tp(t), entonces (p(t) = 9(t)+2 9(t) . Por lo cual 
cp(t) = rc,3  cos tx dF(x) y cp es real y par. 

Teorema 1.2.2 (Teorema de Inversión de Fourier) 
Suponga que y:,  es absolutamente integrable sobre E. Entonces la corres- 

pondiente función de distribución de F es absolutamente continua. 

Además, la función de densidad de probabilidad f = F' existe, es acotada y 
uniformemente continua sobre 111 y esta dada por 

• 
f(x) = 

2ir 
f exp" w(t) dt 	x E 

Demostración. 
Como rco  l(p(t)i dt < co y Iser—l-Pt. exp-itt  (P(t)I < hitp(t)I, puedo aplicar el 
Teorema de Convergencia Dominada para obtener 

1
h  
;m  ( 	sen(ht) exp_

itx (p(t) di) = 
(ir1 

fi' h10 	t 
sen(ht) exp_

" 99(t) dt 
10 	j_c„ —oo 

o 

Por lo tanto F(x+) = F(x) = F(x"). 
Ahora bien, por el Teorema de Inversión 

F(x) — F(x-) = IhiLiz[F(x h) — F(x — h)1 

iim  ( r  sen (ht) 	w(t) di) 
Loo  t 

= O 

Es decir, F(x) = F(x- ) para cada x E E. 

Ahora usando un argumento similar tenemos que 

F(x 	h) F(x — h) 	1 r sen (ht) 
 exp"

t
x (p(t) dt 2h 	 2/r 	ht 
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Pero 

lim 
F(x + h) F(x - h) 

h10 	 2h 
liml ( F(x 	- F(x) F(x) - F(x - h)) 

h10 2 	h 
1 = -,(F'(x)+ F'(x)) 

= -F'(x) 

Por lo tanto 

	

F'(x) = lim
F(x 	- F(x - 

hto 	2h 

= 
	ii 

10  
m  1 

27r 	ht 
r  sen (ht) exp_"cp(t) dt 

h  

= —1  im  exp-itx  9(0 dt 
27r _„,„ 

Por lo que F es absolutamente continua y F' existe y es acotada para toda 

x E IR. 
Sea f = F'. Veamos que f es uniformemente continua. 

+ h) - f (x)i :--- 

1 
-_-- (I
' 

03 	 - 
exp-ii(x+h) 9(t) dt - I ca3

00 
exp-ifr  cp(t) dt) 

zlr 	- 
.  

= 	:7- 
1 	cc. 

11 exp-itz(1 - exp-"h) (p(t) dt1 

=  7-1  il°  exp-it' exp -÷h  (expi - expP) y(t) dil 
.5r z -.o 

exp 	  2i (p(t) dt exp,lh expif -- =tet  
1-1.-1  f c>3  -itx 

-00 
exp 
	 2i 

< Tri  E
. 	¿
° sen7,-hi l h,o(01 dt 

If( 
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Por el Teorema de Convergencia Dominada 

Hm I f(x h) — f(x)I 5 I r 
hto 	2 

isen 	Icp(t)i dt O 
-00 

Por lo tanto f es uniformemente continua sobre IR. 	 O 

1.3 	Convolución de Funciones de Distribución 
Definición 1.3.1 

Sean F1  y F2  dos funciones de distribución. Definimos la 
Fi  y F2  COMO 

CO 

F(s) = 	Fi(x — y) dF2(y) V x E IR. 

Se denota como F = F1  * F2. 

Teorema 1.3.1 (Teorema de Convolución) 
Sean F, F1  y F2  tres funciones de distribución con función característica 

yo,tpi  y (p2  respectivamente. Entonces 

F = 	* F2  '4=1' 	=991992. 

Demostración. 

Supongamos que E = F1  * F2  y [a, 6] un intervalo cerrado en IR., Sea una 
sucesión de particiones de [a, b] 

= xo,N < xi,N < 	< xv,„1,N = 	VNEN 

tal que 

N 1-- max (xu,N — x„-1,N) —› O cuando N —› oo 
i<v<vN  

Sea 1 e IR, por la definición de la integral de Riemann-Stieltjes se tiene que 

exp"dF(x) 
vN 

him
c 	

expit"." [F(x,„N ) — F(xv...1,N)] 



Por otro lado tenemos que 

F(xv,N) - F(xv-1,N) = 

= (F1  * F2 )(xvin ) - ( F1  * F2)(4-1 ,n ) 
00 

=- 
- y) dF2(y) - 	 - y) dF2(y) 

-00 	 00 

= 	[ Fi (xv,N - y) - 	- y) 1 dF2(y) 
-00 

Por lo cual 
V 

him E exp"I.." [F(s,,N) - F(xv-i,N)] 
N-403 v=3. 

oo 
• hirco 	expit.„,„ 	[Fi(s.N — y) — 	— y)] dF2(y) 

v=i 	-00  
vN 

l 	eXpitru 'N-Y  [Fi(Sv ,N — y) 	 — y)] expilv  dF3(y) 
-ft:o 

= 
N

im  

70 como 

expitx.."-v[Fi(x„,N — y) — 1,11(xv_i,N  — y)] expio 1 _< 

uN 

< E ¡Fi (xv,iv — y) — (x.-1,N - Y)i 
v=i 

= Fi(b- y) — 	- y) 

< 1 

entonces es uniformemente acotada por una función integrable para toda 
N E IN. Por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue, se tiene 
que 

00 uN 
lirn I E 	 — y) — 	— y)] expitv dF2(y) 

ucl 
N-,0o 00 

vN  

lim 	expitru, N-Y [Fi(Xv,N  - y) - 	- y)] exp"dF2(y) 
u=, 

26 
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=  f
[6:114 co 

oo 	
exp" dFi (x) expftv dF3(y) 

Con lo anterior concluimos que 

lim 	exp"dF(x) 
a—o—co, b—no a  

00 
641# 

lim 	Lf exp" dFi(x) exp" dF2(y) 
a-i—oo, 6-4001 

f_o.° _o. [1°3 exp" dFi (x)] exp" dF2(y) 

= (PM) (PM 

Por lo tanto cp(t) = 191(t) cp2(t) para toda t E R. 

Supongamos que lo = (pi  (pa  y que G = F1  *F2. Sea 4. la función característica 
de G, entonces = cpl  (pa. Por lo tanto 95 = (p, esto por el Corolario 1.2.2. 
En consecuencia G = F. 
Por lo tanto F = F1 * F2. 

Observaciones. 

1. La convolución de funciones de distribución es conmutativa y asociativa. 

2. Si X1  y X2 son dos variables aleatorias independientes con función de 
distribución F1  y F2, y funciones características (pi y (o respectivamente, 
entonces X = X1  + X2 tiene función de distribución F = F1  * F2, y función 
característica w = cpl  (pa. En efecto 

cp(t) = E [ expitz 
= E [ expitzl exp"2 ) 

= 	exp"' expitra dP 

w(t) 
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= 	expi"' dP J expit" dP 

= Sol(t) 9°2(t). 

Por lo tanto F1  * F2  es la función de distribución de X = X1  + X2 . 

Teorema 1.3.2 
Sean F, F1  y F2  tres funciones de distribución en Co(IR). 

Entonces F = F1 * F2 sí y sólo si 
00 

	

g dF — 	1 g(x y) dFi(x) dF2(y) 
-ce -03 

para toda g E Co(IR). 
Donde Co(IR) = 	: IR --> IR 1 f continua y acotada }. 

Demostración. 

Sean (p,t,oi  y so2  funciones características de F, F1  y F2  respectivamente. 
Entonces 

99(t) 
	

fl
expi" dF(z) 

cos(tz) dF(z) i J  sen(tz) dF(z) 

r _.
cos(is+ ty) dFi(x) dF2(y) + 

ir() f
ea" 

sen(tx ¿y) dFi(x) dF2(y) 
-o. -00 

00 100 
ficos(tx) cos(ty) — sen(tx)sen(ty)] 

-00 
i [sen(tx) cos(ty) sen(ty) cos(tx)1} dFi(x) dF2(y) 

(i 
x.) + isen(tx)1 [cos(ty)-}- isen(ty)] dFi(x) dF2(y) 

-00 

exp'' exp"Y dFi(x) dF2(y) 

I
00 

(Pi(i) exPilY  dF2(y) 
—03 

= CPI(t ) 992(t) 

28 



En consecuencia 9,  = 502 por lo tanto F = F1  * F2. 

Supongamos que F = F1  * F2. Sea g E Co(R) entonces roo  g dF existe y 

rco  g dF = 	lim fá g dF. Usando la notación del Teorema de Con- 
b-000 

volución 1.3.1 y sea G(x) = g(x + y) para toda x E R, entonces 

g dF = 
vN 

= 	hi. rg( , ) [F(xv,N) F(xv-i,N)] 
v.1 
vN  

= 	Eg( x,,N)f N-no 	
]fivx.,N- y)-Fi(x..1,N- y)) dF2(y) 

v=1 00  
vN 

N  
him E 	os„,N-y)+y][m(x,,N- y) — 	— dF2(y) -no 	- v=1 co  

co vN 

hin0 

¡ 

EG(xv,N+y)(Fi(xv,N-y)-mx..1,N- y)] dF2(y) 
C°  v=1 

Pero como g es acotada entonces G es acotada, y de esta forma 
vN 

E G(x„,N+ y) [Fi(x,,,N y) — F1(xv-1 ,N — y)1 

IG(xv,N Y)I IFI(xv,N — y) — 	Y)1 
v=1 

VN 

< k E IFI (xo,N — y) - 	- y)I 
v=1 

k [F(b- y) - F(a - y)) 
< k 

Usando el Teorema de Convergencia Dominada, se tiene que 
co  vN  

lim 	EG( x„,N + yvi(xv,N- y) - 	- y)) dF2(y) 
1" c° v=1 
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100 

g dF 

lim
o 	

G(x„,N + y) [F1(Xv,N — y) F1(Xv-1,N Y)WP2(Y) 
v=1 

_00  N—oc 
6—y 

 oo 
I [ — 	G(x) dFi(y)1 dF2(y ) 

00 

Por lo tanto 

6—y oo 

J  
g dF 

 JJ 
g(x + y) dFi(x) dF2(y) 

-00 
—y 

Ahora bien, por el Teorema de Convergencia Dominada se tiene que 

6—y 

= lim g(x + y) dFi (x)] dF2(y) 6--.o0 00  
— Y 

Por lo tanto 

00 ICO 

g(x + y) dFi(x) dF2(y) 

	

je° 	
oo 

d 	
f 

= 	g(x + y) dFi(x) dFa(y)
oo  

	

00 	 00 

para toda g E Co. 

Definición 1.3.2 
Sean Pi y P2 dos medidas de probabilidad sobre (E, 18(4). Dado E C E 

y a E IR. Definimos 

P(E) = 11 121(E — y) dP2(y) 	E E B(R) 

donde E + a = {x + a : x E E). P es una medida de probabilidad sobre 
IB(IR)). 1? se llamará la convolución de Pi y P2 y se denota como'  

P * P2. 

30 



Recordemos que la Transformada de Fourier de P esta dada por 

00 

(1) = J expíe:dP(x) V t E IR 

Demostremos que P definida como arriba es medida de probabilidad sobre 
/8(R)). 

i.).0 < P(E) < 1 para toda E E B(E). En efecto 

O 5 I /VE — y) dP2(y) I dP2  = P2(1R) = 1. 

ii.) P(0) = O. En efecto 

P(0) = 	P1(0 - y) dP2(y) =./°° Pi(0) dP2  = 
-00 

iii.) Sea {En} c11  una sucesión de conjuntos tales que En  E 4E) y 
En  n Em  = 0 para toda n m, entonces 

P(

co  

U E ) 
n=1 

	

f 131 (U 	dP2(y) 
Ft 	n=1 

00 

= 	
R 

P1 (U (En — 	dP2(y) 

n=1 

= 
00 

(E Pi (En  — y)) dP2(y) 
n=i 

00 

= E I p,( E„ y)dP2(y) 
n=1 
00 

P(En ) 
n=1 

00 
penúltima igualdad es valida ya que E P,(En  — y) > O. 

n=1 
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1.4 Teorema de Continuidad 
A continuación se darán las condiciones necesarias y suficientes para que una 
sucesión de funciones de distribución converja débilmente a una función de 
distribución. El siguiente resultado es de Paul Lévy. Antes de este resultado, 
demostraremos un Lema que nos será de gran utilidad. 

Lema 1.4.1 
Si F es una función de distribución con función característica cp entonces 

para toda h > O 

o 	 os 
J

oh  F(y) dy — h F(y) dy — 1 	—  c (ht) . 	 ‹,o(t) dt 
— 	 j2  

Demostración. 
Sean a > O y G una función de distribución Uniforme en el intervalo [—a, a] 

. con función característica 0(t) = se.% a d Considére la función de distribución 
H = F * G. 

H(x) = 	F(x — y) dG(y) .  
ao 

= 	F(x — y) El  IF.01(y) dy 
00 

1 fa 
F(x — y) dy 

2a /-a 
X-a 

= 21a 	F(z) (—dz) 
x+a 

x+a 
1 
a  I F(z) dz 

X-a 

Es claro que esta función es continua. Sea la función característica de H. 
Por el Teorema 1.3.1 

ti(t)  = (p(t)0(i) = 9(o seantat. 
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Ahora aplicando el Teorema de Inversión a H y ti), obtenemos 

H(x + a) — H(x — a) = hm 	
T 

senat exp _it. senat cp(t) dt 
T—000 j _T t 	al 

= 	li
.m 1 (7' sen2at 

exp-igr 99(t) dt 
T—000 r I1-2' at- 

, 

„ 	1 — cos 2at 
= iim 	 exp-itx yo(t) dt 

T —no _T 2at2  

T 	cos 2at 
= hm— 	

1 	
exp-it'w(t) di 

T 	27ra f_T 	g4  

Para x = O 

1 r 1 — cos 2at  
H(a) — H (—a) = hm 	 yo«) dt. 

T—>co 2ira _T   
Sustituyendo lo que es H(t) 

1 12' F
(y)  dy — — 

j° r
k
, y)  , dy 	1 

¡:1
— cos  2at 

= 	 so(t) . 
2a o 	 2a —2a 	 27ra 	t2  

Tomando h = 2a y multiplicando por 2a ambos miembros 

o 

J F(y) d y 	r 1— cos(ht)  

h F(y) dy — I
h 	ir 	

w(t) dt. 
O 	 — -co 	12  

o 

Antes de enunciar nuestro siguiente resultado recordemos el concepto de con-
vergencia débil. 

Definición 1.4.1 
Sea {Fen }11.1  una sucesión de funciones de distribución, se dice que 

{F„},e4,1  converge débilmente a una función de distribución F si 

Elim F.(x)= F(x), V x Cp. 
n-400 

Donde CF,  es el conjunto de puntos continiudad de F. 
Se denota por Fn  2  F. 

33 



Los dos siguientes resultados son importantes para la demostración del Teo-
rema de Continuidad. Sus demostraciones se pueden encontrar en el Laha 

Teorema 1.4.1 (Helly) 
Sea {F,J111  una sucesión de funciones de distribución. Entonces {Fn}1-1  

tiene una subsucesión {Fn,j1,1.1  que converge débilmente a una función aco-
tada no decreciente y continua por la derecha. 

Teorema 1.4.2 (Helly - Bray) 
Sea g .una función real continua definida sobre un intervalo cerrado y 

acotado [a, b] y sea {Fn } 111  una sucesión de funciones de distribución que 
convergen débilmente a alguna función F sobre [a, b] donde a,b E CF. En-
tonces 

hin1 	g dFn  = 	g dF. 
n—+oo a  

Teorema 1.4.3 (Teorema de Continuidad) 
Sea {F,„}„"_1  una sucesión de funciones de distribución y {91n} Z1  sus 

correspondientes funciones características. Entonces F„ 	F sí y sólo si 
(p puntualmente sobre IR y es continua en t = O. 

En este caso y) es la función característica de F. 

Demostración. 

Trivial, ya que 

análogo con 

fe cos(st) dFn(x) --> Li cos(st) dF(x) 

sen(xt) dFn(x) 
JR 

 sen(xt) dF(x) 

Por lo tanto son  —> so para toda t E E. 
Donde so es la función característica de F. 
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h  F(y) dy 	F(y) 	= f °°  1  COS Ud) 

n o 	

o 

—h 	 —oo 	h12  
w(t) dt 

Supongamos que Son 	yo puntualmente sobre E, donde y) es continua en 
t = O. A la sucesión {son}„T,1  asocio sus respectivas {Fn}1..1 , ahora bien por 
el Corolario de Unicidad 1.2.2 y por el Teorema de Helly 1.4.1, sabemos que 
existe una subsucesión {F,,k }7,?..1  de {Fn}c11  tal que 4, ►  F donde F es 
una función continua por la derecha, acotada y no decreciente. Aplicando el 
Lema 1.4.1, a cada elemento de la subsucesión obtenemos que 

os 
Fnk(Y) dy j

o 

 Fnk(Y) 	
1 - c (ht)  

= 	j e° 	 Wnk (t) dt 
Jo 	 —h 	 -00 	t 2  

Obsérvese que la parte derecha de la igualdad esta dominada por 1:21221  y 
que la parte izquierda de la igualdad esta dominada por una función absolu-
tamente integrable. 
Entonces por el Teorema de Convergencia Dominada de Lebesgue. 

[1
h 	 O 

0  Fnk  (y) dy - LF„(y)dyl 

= lim 1 r 
k-.00 ir 	

1 - cos (h t)  ,pn.(i)  di  _ 
1 -00 

= 1 f° 1 -  eos  (ht)  ,
p(i) di ir  t 2  -00 

Falta demostrar que F es función de distribución. Divido entre h 

j
o

h  F(y) dy - r  F(y) dy = lim 
—h 	 k-ico 

hacernos un cambio de 

Til  [fo h  F(y) dy 

1 lim 	[f F(y)  dy 
n-400 h 	o  

	

variable u = ht, t = 	= h 

1 jo.  1 -coso 	u 
du 

	

ao 
F(y) dy] = - 	u2 	(1-4.) 

—h 

o 	1 	c 	u 

	

- 
-h 

 F(y) dyl = I 
00

1 - - 	lm (-) du 
- U2

oa ui

hfoo 	h 

Como so es continua en t = O, tenemos que 

III (1) = 'Po) = 
35 
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h  

Por lo tanto F(4-oo) = lim i f F(y) dy. - o  
De manera análoga se puede demostrar que 

1 :1)* 
F(— oo) = l

-000 n
im 7 F(y) dy 

h  
-h 
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entonces 

0  
71.  [fh 

F(y) dy 
 j° 

_h 	Ir 
F(y) dyi = _1 r Jim 	 1—  cos u 

_ 	U 2  

Ahora solamente falta demostrar que 

F(-I-oo) — F(—oo) = 11.11h  F(y) dy — h F(y) dy] 

F(0) —h  < 	F(y) dy < F(h) 
n o  

u = 1 

(n  n  1) h F (—nh ) < F(y) dy 	— 	F(h) 

<==> F(0) -h- 
n 

( n —1 \ h F ( 
n j kn 

5 
Jo 

F(y) dy h F(h) 

F(0) (n n 
	n 

— 1)  F  (1) < j h  ny) dy F(h ) F(0) 

Tomo el limite cuando h —+ oo, entonces 

F(0) (n —1)  F(4.001)  < hm  1 jh F(y) dy 5 F(+00) 
h-.03 h o 

Ahora bien, cuando n --> oo, se tiene que 

h 

17(1-oo) 
h  
lim 	F(y) dy 5 F(+oo) 
-foo h 

o 



Por lo tanto F(+oo) — F(—oo) = 1, entonces O 5. F(-f-oo) < F(— 	< 1, de 
aquí que F(1-oo) = 1 y F(—oo) = O. 

Por lo tanto F es función de distribución. 
En conclusión so es la función característica de F. 

Supongamos que {Fn}c°1  contiene otra subsucesión que converja a F' pro-
cediendo como lo hicimos, llegamos a que F' es función de distribución y 
que y> es su correspondiente función característica. Pero por el Corolario de 
Unicidad 1.2.2 se concluye que F' = F, lo cual implica que toda subsucesión 
de {F„}111  converge débilmente al mismo limite. De aquí que Fn  ►  F y 
es la función característica de F. 

El siguiente resultado es una versón alternativa al Teorema anterior. 

Teorema 1.4.4 
Sea {F,,} °11  una sucesión de funciones de distribución y sea 1,9,1„°?..1  la 

sucesión correspondiente de funciones características. Entonces F„ -15 F si 
y sólo si (pn  —› y uniformemente en cada intervalo finito (acotado). En este 
caso (p es la función característica de F. 

Demostración. 

Por el Teorema de Continuidad 1.4.3, yo es la función característica de F. 
Demostremos que so„ -4 so uniformemente en cada intervalo acotado. 

199.(t) 	(io (01 

(
I

a 	 6 	 00 

00  exp"' dF„ 	expitx dFn + 	expit  dF,, -- 
a 

a 	 b 	 co 

expitx dF + j expi' dF + I expíe: dF) co 	 a 	 6
1 I  

6 	 b 	 0 

expitr dF,, — J expitz dfl + I I exp" 	+ I dF„ 
a 	 a 	 — oo 

I
oo 	 a 	 roo 

i exPitx  i dF„ + I I ex p": l dF + • 	I exp" 1 dF„ 
I 	 —oo 	 6 
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Ix. 

x 	

(expitr — expitxg) dFr, — 	(exp" — expíe" 
0-1 	 rti-t ki I 

J 
v_i dF„ — 

	

N Xy 	 N x  

IdF  

	

E 
lxv-1 	 v=1 Ir.-1  

1 exp" — eexpío'
v=1 	

+ E 
38 

exp" — exp" IdF 

a 
exp" dF„ — 1.6  exp"dF Fn(a) + 1 — Fn(b) 

F(a) 1 — F(b) 

Sea e > O y [a, 6] un intervalo cerrado y acotado con a, b E CF tales que 

1 — F(b) + F(a) < e 

esto por que f 00 dF(x) = 1. Ahora bien como F„(x) 	F(x) para toda 
x E CF entonces existe m1  tal que para toda n > m1  

1— F„(6) F„(a) < 

Por lo tanto 

 

r6 	 6 

exp" á FT, — exp"dF 
a 

 

Ison(t) — 90(t)1 < 
e 

+ 
2
— 

   

Sea O < T < oo y t E [—T, T , conside una partición de ta, b1 a = xo  < x1  < 
• • • < xN = b donde xv  E CF con = 0,1, ... , N y = max (4-4_1) < 

1<v<N 
Entonces 

I
fab expitx dF„ — f b exp" dFl= 

N 

v=1 [  
N 

P {  

xv 	 Xy 

expitx dF„ — 	exp "dF1 
fxv _i  

Tv 	 z. 
expdxv di77, — 	expftry dF 

it1-1 



E v=, 

L-1 

Zto 

1 exp" exp"" 1 dF} 

Tv lXv 

irv-1 Zts-1 

dF„ 	dF 
N 

+ E [i I exPitz  exp"" I dFn  
u=1 	v-I 

1 exp - exp"v 1 = 1 exp" (exp" expii(xv-z))1 
= I exp" I  I1— explt(')  1 

iti 1(21 	1)1 

= iti (xv 
5 III (xv xv-i) 
< •A T 

En consecuencia 

N xv  jxv 	N 
E dF„ — 	dF + E 	exp"— expíe" dF, + 
u=1 14-1 	 0=3,[1: 

Vt, 

expl'z exp 	1 dFl  
zu-t 

N xv 

E dF„ dF 
v=1 

+ A T (E[i.  dF„(x)+ 	dF 
v=i 	 r 

x- 

u-s 

 

 

 

N 

E I[F„(s,)  F(x,,)]—[?„(x„...1 )— F(x„_1 )11 + 

A T[F,(b) Fin(a) F'(b)— F(a)] 

¡F„(x„)— F(x,,)+ 	 + 
v=1 

Corno Fu  -t-v+ y x,, E CF, v = 0,1, ,N entonces existe mz  tal que para 
todo n > m2  

I F„(su)  — F(x„)+ F(x,,-1) — 
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Por lo tanto para toda e > O y t E [—T, 7] existe m = max {mi , rn2} tal que 
para toda n > m 

Por lo tanto kpn(t)— (p(t)¡ < e. 

Como wn  es uniformemente continua y converge uniformemente ayo en todo 
intervalo acotado entonces y es continua sobre IR, en particular en t = O y 
usando el Teorema 1.4.1 se tiene que Fn  -T> 

Corolario 1.4.1 
Sea {Fn }°11  una sucesión de funciones de distribución y F una función 

de distribución. Entonces Fn 	F sí y sólo si 

f g dFn 	g dF V g E Co. 

Demostración. 

Usando el Teorema de Extensión de Helly - Bray 1.4.2. 

Ya que cos tx E Co y sen tx E Co entonces 

cos t. dFn(s)__, Lcos tx dni) 

sen tx dFn(x) —› 'si sen dF(x) 

Por lo tanto yo„(t) ►  w(t) para toda t E ffi y usando el segundo Teorema de 
Continuidad 1.4.3 Fin  —4 F. 

:1,5 Algunos Criterios de la 
Función Característica 

En la siguiente sección se exhiben condiciones necesarias y suficientes para 
que una función compleja sobre I1 sea función característica. 
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Definición 1.5.1 
Sea yo : IR -+ t1i. Se dice que cp es positiva definida sobre IR si para todo 

N entero, para toda 11,22 ) . • • iN E IR y para toda w1,w2, • ,toN E «I se 
satisfacen 

N N 

a.) E 	rffr, cp(ti — th ) > O 
j=1 k=1 
N N 

b.) EEtv, u—rí yo(ti tk) E IR 
3=1 k=1 

Proposición 1.5.1 
Sea cp positiva definida sobre E. Entonces se cumple 

(a) 9(0) ?_ O 

(b) 49( —i) = 9(0 

(c) i99(i)i 'PM 

Demostración. 

(a) Se toma N = 1,11  = O, = 1. Tenemos que (p(0) > O. 

(b) Se toma N = 2,21  = 0,12  =1, w1  arbitraria y w2  = 1. Obtenemos 

2 

E E wiwk (p(ii -ik) 
j=i k=1 

2U1 w1 4P(ii -- ti) + 	u2 w(ti — t2) + w2lüt  (P(i2 — ti) + 
w2 175 90(t2 — 22) 

= iwi2  S0(0) tul 4°(-1)+ w1  10(0 + V9(0) 
(1 + 	tp(0) w1  (p(-0-1- wl  (p(t) 

Pero tenernos que (1+1wi l 2) 9(0) E E, por lo tanto w1  cp(-04-u—Yi 99(t) E E. 
Si wi  = 1 entonces so(-1) ya(t) = a, donde a E E. 
Si w1  = i entonces itp(-2) — 4o(t) = b entonces cp(t) 	—ib, 
donde b E E. 
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99(0) — 9(0) 
I9(t2)12  

+ 'PM 9(0) 

9(0) 149 
 9
(t2)12  = 	
(0 ) 

tv(t2) 

Restando tenemos 29(—t) = a + ib y sumando que 2(p(t) = a — ib. 
Es decir 9(0 = ep(—t). 

(c) Supongamos que 9(0) = O. Sea N = 2, t1  = O, t2 arbitrario, w2 = —1 y 
tul  = so(t2). Obtenemos 

o 5- 1W(t2)13  99(0) — 99(t2) 99(-12) — 9(12) (P(t2) + 9(0) 
= —2 19(t2)12  5. O 

Es decir, 9(t) E-.-: O. 

Ahora si 9(0) > O. Sea N = 2, tl  = O, t2  arbitrario, IA4 = —1 y w1  = e 

para obtener 

99(i2) 	ep(t 2) 
991-1 " (P(O ) (P(12) (PM 

- 2 liP(12)12  
9(0) 

Por lo tanto 	5_ (P(0) 

Por lo tanto 19(t)) 5 9(0). 

Observación. 
Se dirá que una función positiva definida w # O está normalizada si ep(0) =- 

Teorema 1.5.1 (Teorema de Bochner) 
Sea (e : lii ---#(V. Entonces c,o es una función característica si y solo si 

(a) es una función positiva definida 

(b) normalizada 

(c) continua en IR. 
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Demostración. 

Si so es la función característica de F, entonces to es continua en IR y so(0) = 1. 
Demostremos que es positiva definida. 
Sean N > 1; il) i21,  • I IN E IR Y wi, w21 • • wN E C. Entonces 

N N 

E E wi wk 92(gi - ik) = 
j=1 k=1 

N N 	oo 

E E tv,riv 	expi(ti-th)r dF(x) 
j=1 k=1 	—(53  

00  N N 

EE expitJ i(expok* wk) dF(x) 
-00 j=1 k=1 

	

N 	 N 

ir ex " wi) (E expilkx w, dm.) 

	

\j=1 	 k=1 
N 	2 

E expitir dF(x) 
j=1 

> 0 

Para ver el recíproco se usará el siguiente Lema de Herglotz. 

Lema 1.5.1 (Herglotz) 
Sea {0(s),s E Z} una sucesión de números complejos que satisfacen 

(a) 0(0) = 1  
(h) Para todo entero positivo N > 1 y para todo wo, ...,wN E C 

N N 

E E wi iNj — k) O. 
i=o k=o 

existe una distribución G concentrada en [—Ir,rj tal que 
ff 

0(8) = 	expi"dG(x) 	V E Z. 

Entonces 
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Demostración. 
Sea wi = exp-ijr, j = O, 1,...,N—lyxEIR. Definimos 

1 
N-1N-1 

N  E E exp-iir ex -Ir  — k) 
j=0 k=0 
N-1N-1 

= N  E E eXp-i(j-k)r  0(j — 
1=0 k=0 

para N > 1. 

Usando (b) tenemos que gN(x) > O para todo x 
sea r = j — k, entonces —N + 1 r 5 N — 1. 
Si r =O, entonces j=k y como05j 5N-1 
en la suma. 

E E. Ahora bien, 

entonces r aparece N veces 

1 y como 0< j < N— 1 entonces r aparece N —1 

— r veces en la suma si r > O. Análogamente se 
— 171 veces si r < O. Usando este hecho tenemos que 

k) = 

gN(x) 

Si r = 1, entoces j = k — 
veces en la suma. 
En general r aparece N 
obtiene que r aparece N 
N-1 N-1 E E exp-i(j-k)x 0(j —j=0 k=o 

E (N — 

r=-N+1 
N-, 
E (N — 

r.-N+1 
y en Consecuencia 

N-1 
exp-i" 0(r) E(N — r)exp-i" 0(r) 

r=1 

11'1) eXp-irI  

gN(x) = 
N - 	E (N — Ir') exp-i" 0(r) 

r=-N+1 

N-1 

E 	(1 - 1 exp-i" 0(r) 
Iri 

11 ) exp-i" 0(r) > 0. E (1 
r=-N 

r=N+1 

N 

VxE R. 
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{O 
	 si x < -7r 

GN(x) = 	51;  f_s, gN(y) dy si -ir < x < ir 
1 	 Si X > ir 

Esta función cumple que 

así que 

dGN  gN 

dx 	27r 

expi"dG (x) = 
	gN x)  
J , exPur  2r dx  

= (1 -ID 0(s) - N 5 s 5 N 

En particular para a = O, f dGN(x) = 0(0) = 1 y obtenemos que GN es 
una distribución concentrada en [-ir, ir] para toda N > 1. 

45 

Si tomamos un entero s en -N < s < Ny multiplicamos por expisx) 
obtenemos 

expi" gN(x) = E (1 
 - ---) 

N 
r=-N 

Ahora integro con respecto a la medida de Lebesgue sobre [-ir, 7r], 

expi"gN(x) dx 
= 

r=-N 
.1  

0 = 	E (i - 
1
u-) 0(r) 	exp--4>r dx 

r=-N 
N 

11) exp-i(1-3)s 0(r) dx 

Pero 

Entonces 

—1 
	/ ir 

expi'dx = 
27r , 

expi"gN(s) dx = 2 

	

{° 	si t 	° 

	

1 	si t = O 

ir (1 - 12-91) 
N 

0(s). 

Introducimos la función @N definida como 



Además, {GN}N E N es una sucesión de funciones con las siguientes 
propiedades. 

- GN es no decreciente para toda N > 1, ya que gN(x) >- O para toda x. 
- GN es acotada para toda x E [-ir, ir] y para toda N > 1. 

	

IGN(x), = 	r 9N(Y) dy 

	

- 	9N(Y) dg 

	

< 	f igN(Y)i dY , 

1-  = -2r firgN(Y) dy 
= 

Por lo tanto IGN(x)I 5 1 para toda x E [-Ir, 7r] y para toda N > 1. 

- GN es continua por la derecha. 
gN(x) es continua para toda x E E, y como 

GN(x) = •ji-r  f x  9N(y) dy 

para toda x E [-ir, 7r), entonces GN(x) es continua en [-ir, 7r), además 
GN (-7r) = O. Por lo tanto GN es continua por la derecha. 

Aplicando el Teorema de Helly 1.4.1, obtenemos una subsucesión {GNk  } que 
converge débilmente a una función G continua por la derecha no decreciente 
y acotada sobre IR. 

- {GN} cumple que para toda e > O, GN(-ir 	) = O y GN(s. + e) = 1. 
Apartir de la propiedad anterior se tiene que 

G(-r - e) = O y G(,,. + e) = 1 
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Por lo tanto G es una distribución concentrada en [—ir, 
Además en la igualdad 

1—Ñk 
 0(s) = J expi" dGN,,(x) V k 

se hace k tender a infinito y por el Teorema de Helly - Bray 1.4.2, 

0(3) = J expi"dG(x) 
-ir 

Ahora continuamos la demostración del Teorema de Bochner. 

Sea so una función continua, positiva definida y normalizada. Afirmamos 
que la sucesión {w(1)} con s E Z satisface las condiciones del Lema de 
Herglotz 1.5.1. 

(a) cp(1) = 9(0) = 1 esto ya que esta normalizada. 
(b) Para toda N > 1 y para toda wo,toi, , wN E C 

N N E E w; 	k) > O 
k=0 

ya que es positiva definida. 

Entonces por el lema existe una distribución G„ concentrada en 	ir] tal 
que 

y l= expi"dG.(x) 

para toda s E Z. 

Sea 1',,(x) = G,(1) para x E IR. Entonces FT, es una función de distribución 
concentrada en E—nr,nir]. Sea (p„ la función característica de F. 
Entonces 

son«) 	expdxdF„(z) 
-111r 
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haciendo el cambio de variable y = 1, se tiene que 

	

(p„(t) = 	expit" dFn(yn) 

	

= 	expintv dGn(Y) 

En consecuencia (N( 1) = f 1' ir  expiax dGn(x) = (j'(ñ) para toda s E Z. 

SeatElRyn>1 fijos. Sabemos que existe un entero k = k(t, n) tal que 
o<It-ñl< ñ.  

(Pn(t) = [ion(t) - (Pn (71 )1+ n (1) 

= [(Pn(i) 42n (1)] (11/ (1) 

• h 	k(t,n),  Es claro que la definicion de k nos garantiza que m 	= t y por con- 
n-fix) n 

tinuidad de (p se tiene que 9(1) 	(p(t) cuando n 	oo. 

Basta entonces ver que [99n(t) - (pn(-1)1 	O cuando n 	oo. 
Sea O = t - 1- se tiene que O < O < C. Además • 

9n (°+1) -9n (,)1 

f
ntr 

1 «O" -11 dFn(x) 
-nw 

1/2 
[I nir  I expié  -112  dF.(x)] 

= 	
[
2 ¡ (1 - cos Ox) dFn(x)] 1/ 2  

-nw 

nir 

Pero si -nir < xo  < ni:. entonces. -ir < ñ< 7r. Supóngase que O < ¶ < . 
Como 

(Pn(t) 
	n  (Le) 

0< O< 
1  
- entonces 0< O 	1 

< -x6 < 
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y en consecuencia, cos Oxo  > cos 12., porque cos x es decreciente en [0, ir]. 
Ahora bien, si —7r < ñ < O entonces —ir < ñ < Oxo  < O y cos Oxo  > cos an  , 
porque cos x es creciente en [—ir, 0]. 

Por lo tanto 1 — cos Ox < 1 — cos ñy para toda x E [—nir, nir] y para toda 
O E [O, -,11-). 

Usando lo anterior se tiene que 

 

[

nir 
2 
/ 	

(1 — cos 	dFn(x)
I 1/2 

mi. 
1/2 

= [2 (1 — f" cos dFn(x))1 

= 	[2 (1 — Re son  en-. ))1 1/ 2  

= 	[2 (1 — R e w en1  DF /2  

Son(t) — Son () 

 

Como cp es continua en O y (p(0) = 1 entonces 

Wn(t) — Son (1) 

De esta forma se concluye que (,on(t) --> (p(t) cuando n —) oo y por el Teorema 
de Continuidad 1.4.3 90 es una función característica. 

A continuación se enuncia el Teorema de Bochner en En  sin demostración, 
(su prueba es similar para el caso n = 1). 

Teorema 1.5.2 (Teorema de Bochner en En) 
Sea yo : IR" --+C. Entonces so es una función característica si y solo si 

(a) es una función positiva definida 

(b) normalizada 

(c) continua en En  . 
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Ahora seguiremos con otros criterios para la función característica. 

Teorema 1.5.3 
Sea so una función acotada y continua con valores ene sobre R. 

Entonces y) es una función característica sí y sólo si cumple con las siguientes 
condiciones 

(i) y,(0) = 1 

(ii) Para toda T>0 yxE 

T T 
1,1)(s,T) -- 	I cp(t — u Jo o 

expix(") dt du > 0. 

Demostración. 

Sea so una función característica con distribución F. Por lo cual claramente 
se cumple (i). 

Veamos que se cumple (ii). 

oo 
(,0(t — u) = J expi(g —°)VF(y) 

—oo 

Sea T > O y x E /R y por el Teorema de Fubini 

r1' 
T 

0(x, T) = 
JI[  J°3 

exp
i
(

e — u  

	

O 	O 	-- oo 
	dF(y)] expir(t-u) 	di du 

= 100 

l 

 T 

-co 
expi(z+Ot  dti [f 

T 
exp-i(z4Mu do] dF(y) 

o 
— 

-00 

	

I 	I.  i(x + y) .I I.  
°° rexpi(141«  —11 rexp-i(r+OT 

—11 dF(y) —i(x + y) 
= f' 2 —  expi(x+v)T «- exp-i(x+OT 

dF(y) 

> O. 
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fc° 1— cosT(x +y) 

= 2 J 	cr + 
dF(y) 



J(u; T, w) = f w  (1 - I-11) f(x, T) expi"dx. 
-w 	w 

Entonces 

fw 	[/(1-15-9- 	expi(t"")x di] dx -w 03 

51 

Por lo tanto 

donde 

Sea y una función acotada continua con valores enV sobre IR tal que satisface 
(i) y (ii). SeaT>OyxEIRy 

21 	ir 1T 
cp(u - v)expix(') du dv > f(x'T)  27rT °(x' T) 	jo o 

Haciendo el cambio de variable t = u - v, dt = du, se tiene que 

1 	
¡
T-v 

f(Xlb 	211T 10 -v (p(t)expizt  dt dv 

271rTEIT %q so(t) expixt 	
T 

di dv 	
T-v o 

 Jo 	
(t)exp xt  dt do] 

i  
(p(t)ex.piztdv 

Jo
iT T-t 27rT  

1LT -t 	 10O 	
cp(t)exp'rt  dv di] 

T 

"

nIrr, -T (p(t)expirt (T -11 1 ) dt 
1   

27r 
Ir 

yo(i) expist  (1 - 1-.!) di 

f(x,T) = 	1:3  (pT(t) expix' dt 

(p2,(t) 	9(i) (1 -11,) si !ti < T 0   
c.o.c 

Obsérve que 4oT(t) es continua en cero y que l(pr(t)I <1 para toda t E R. 
Para toda w > O defínase 



expi(t+u)i w 	expi(t+u)w — exp-i(i+u)u) 
i(t + u) _tu 	i(t + u) 

r lx I expi(t+u)x dx = f x expi(tt*  dx  + r —x expi(g+u)x  dx J 	w -w 	 -w w 	o w 
Si integramos por partes cada una de las anteriores integrales donde k = x, 
dk = dx, dv = e21 c1 1  x , y — " tv  i ,)e-1191)3  entonces 

° x expi(t+u)x x expi(i+u)r l° 	I°  expi(t+u)* 
w 	 dx i(t + u)w 1-u, J_,,,,i(t + u)w da  

eXp-It+u)w 	eXtli(t+u): O  
i(t + 	+ 	t.  

u) 	(1 + u)2w -w 
1 	exp-i(t+u)w 

i(t + u) 
	+ 

(1 + u)2w 	(t + u)2w 

f expi(i+Ozdx = 	 
-w 

-w 

—x expi(t+u)x 

i(t + u)w 

— e X pi  ( t  + w  
i(t + u) 

— e X pi  ( + w  

i(t + u) 

w r 
i(i u)w

dx 
expi(i+u)x lw  

i(t + u)2w lo  

expi(t+u)w 	1  
(1 + u)2w 4.  (1 + u)2w 

w  —x expi(t÷u)r 
dx = 

w 

Recapitulando tenemos que 

1 " J(u;T,w) 	
2r 	97' 

(t) [ 	2  
-00 	(t + u)2w 
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expi(g+u)us +exp-i(g+u)w) 

(t + u)2w 
dt 

= 
00 

2r 	
(1 — 	soT(t)expi(t+u)z dt dx 

--w -00 

2r 
/ J- (1 — I-21 ) (pT(i) exp 0+u)r dx dt 
-00w 	w 
o. u, 

lx I expi(t+u): \ 
dx di 

21r 	r  J-r .(p (t) I (exp 

	

-w 	 w ) 

	

w 	
i(t+u)x 

 

	

w 	fw lxlexp*410  927.(t)[1 expi»Ox dx — 

	

-u, 	 -to 	w 	dx] 
r00 

Analicemos cada una de las integrales 

2r 
dt 



..:__ i. 1  ,T(t) 
[ 	( 

	

0. 	,,  _ cosi.«  +  u)  
ir 	

] 
dt 

	

-00 	14- u)2w 

Tomo v = w(t + u), dv = dt w 

J(u; T, w) =  
1 

¡
00  1  --- cos V 

(pi,
( y 

 - u) dv 
 

Usando el Teorema de Convergencia Dominada, obtenemos 

W-400 
lim J(u;T,w) = - ir  _o.  v2 	w—000 	w 

1 I C.3  1- cos V 
	 lim (pT (- - u) dv 

y 

= 	1¡00  1 - cos v 
(pT(-u) dv v2 

.--. (pT(-1.4) 

Como f(x,T)> O entonces podemos definir 

J (u; T, w) 
9 tu( ) = J(0; T, w) .  

Veamos que gw(u) es función característica para cada w > O. Por el Teorema 
de Bochner basta ver que 

(1) gu,(0) = 1. 

(2) gw(u) es continua, ya que (p7,(t) lo es. 

(3) Sea N > 1 y 4,12,— , tN E IR y w1, . • • , wN E C entonces 
N N 

E E wi twg (ti - 1k ) 
kit 

N N E E „ wk  I w (1 - 1--xl f(x,T) exp*i-tiar dx 
j=1 k=1 	—w 	W  

w f i  .... lx i \ f(x, T)  11 
toi firi expi(4-4): dx 

I-. l w ) 
2 

dx 

> O. 
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Por lo tanto gw(u) es positiva definida. 

Obsérve que 

J(u;T,w) (pr(—U)  
lim g„,(u) = lim 	 — (pT(—u). w.c.3 .1(0; T, w) 	cpT(0) 

Además, (pT(0) = 1. 

De esto concluimos que 9M—u) es función característica para todo T > 0, y 
claramente lim 99T (t) = ;O(t) entonces cp(t) es función característica. 

Antes de seguir con nuestro estudio de la función característica en /fi, dare- 
mos algunos resultados que serán de gran ayuda para establecer condiciones 
suficientes para que una función sea función característica. 

Definición 1.5.2 

	

w es una función convexa ;o : IR 	R si para toda u1  y u3  E 11 y para 
toda a E [0,1] 

w(aui + (1 — a)u2 ) 5_ acp(u1 ) + (1 — cv)cp(u2). 

Observación. 

Sean t1 , t3  y t3 E IR tales que t1  < t2  < 13  entonces 

= 
t3 	t2 	

+ 12 11  L3 

	

L3 - ti 	13- t1  

Entonces 

Ahora bien 

t3 - 12 	t2 -  
'P(t2) < 	99k t ii 	 W(g3) 

W(12)  
t 2  — tl 

99(t 2)  
t 2  

(P(12) — 49(4)  
12  — tl 

< 	13 - 12 	t N 	(P(13) 
(t2 - t 1 )(t3 - ti) W11" 4.  t3  — ti  

— 
< 	

(t3  — t2) 
(12 — ti)(t3  -_ to`P(11) + ,V*

i  

3) 	W(11) 

t3 	t 	12 — ti  

< (P(t3)(t2 — ti) —19(4 	
I 

)(t2  — t )  

(13 - 11)(t3 - ti  ) 

tP(13) - W(11)  
13 - ti 
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De manera análoga se obtiene que 

9(6) — 99(4) '< 99(t3) — 9(4)  
t3 - ti 	13 - t3 

Por lo tanto 

(p(t2) 99(t1)  
t2 ti 

9(4) -  
- t3 

(P(t3) (Ah)  
- t3 12 

Lema 1.5.2 
Si 91) es una función convexa y continua. Entonces yo tiene derivada por 

la derecha y derivada por la izquierda, además 

v_(t) y:1.1(0 

Demostración. 
Sea O < hl  < h2  entonces 	h2  < t — h1  < t 	+ < t h2. 

Veamos los siguientes puntos 

1.) t — h2  < t h1  < t (usando e12° y 3° término de ) 

(1.2) 

(1.3) 

w(t)  99(t h2)  

h2  

2.) h1 < t < t h1  (usando el P 

cp(t) 	ip(t — h1 )  
hl 

3.) t < t 	< t h2  (usando el la 

+ h1) — W(t) 
h1  

9(0 — (p(t h1)  

y 3° término de ) 

té(t + h1) — 99(t)  

y la 2° término de ) 

< (P(i + h2) — 49(t)  
h2  
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Entonces 

(P(1  + h1) — 4o(t)  < (19(i h2) — w(t) 
h2 	— 	hl 	 hl 	— 	h2 

Por lo tanto 9(t)"(")  no es decreciente cuando h —› O y '('-i-h)-9(t)  no es 
creciente cuando h O. 

En conclusión io'._(t) 5_ cp'+(t). 

Lema 1.5.3 
Si 99 es convexa y continua. Entonces su derivada por la derecha es no 

decreciente. 

Demostración. 
Sean t1  < t2  entonces para h suficientemente pequeña. Entonces se tiene que 
t1  < t1  h < t 2  — h < t2  aplicando la desiguald al 1° y 3" termino 

So(t1 h) — yo(t 1 ) < so(t 2  — h) — 99(t; h)  
h 	— 	—2h 

co(t2) — 49(t3 — h) 
— 	h  

Entonces 

(p(ii 	+ h) 	y)(t1)  
lim 	 < lim W(22 —  h) 9(ti h)  

	

h 	 —2h 
< lim W(t2) — VP(t2 — h)  
— h-413 

De esta forma se tiene que cp'+(t i ) < cp'_(12) y usando el lema anterior 
) < (P' (t2) < (4(12). Por lo tanto cp es no decreciente 

Antes de demostrar el último teorema de este capítulo enunciaremos el Lema 
de Pringsheim (la demostracion puede ser consultada en el Titchmarsch [11] 
pag. 16). 

so(i) — 44(t — h2) < (PM — cp(t — h 
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Lema 1.5.4 (Pringsheim) 
Sea yo (o, oo) 	IR no creciente e integrable sobre cada intervalo (O, a) 

donde a > O. Además, suponga que lim y(t) = O. Entonces para cada t > O 
se tiene que 

Eso(t 0) y9(t — 0)1= 
2 
— 	costu[f (p(y) cos(uy) dy] du. 

	

o 	o 

03  

Teorema 1.5.4 (Polya) 

	

Sea cp una función continua yo : 	la cuál satisface las siguientes 
condiciones 

(i.) so(0) = 1 

W(-1) = 99(t) 

y, es convexa sobre (O, oo) 

(iv.) lim so(t) = O 
t-.00 

Entonces yo es función característica de una función de distribución absolu-
tamente continua. 

Demostración. 
Como y, es convexa y continua, entonces su derivada por la derecha sb(t) para 
toda t E 117 es no decreciente (por el Lema 1.5.3). Afirmamos que 

(a.) 0(/) < O para toda t > O 

(b.) lim 11)(t) = O 
t-00 

En efecto, vamos a demostrar a.) por contradicción. 

Suponga que existe to  > O tal que 0(4) > O, entonces 7,b(t) > O para toda 
> to (0(0 > 0(to) > O). En consecuenceia cp(t) es estrictamente creciente 

para toda t > to. 
Sean th  12 E E tal que ti, t2  > to. Por la convexidad de lo se tiene 

+ 12 \ 	1  
+ 99(t2)1'  

1  

1 
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hago t2  --) oo y uso la hipótesis (iv.) para obtener que cp(ti) > O para toda 
tl  > to  pero como w es estrictamente creciente para ti  > to, entonces se 
contradice (iv.). Por lo tanto a.) se satisface. 

Para demostrar b.) uso el inciso a.) y obtengo que cp es no creciente para 
toda t > O, entonces 92 tiene derivada eps casi seguramente sobre (O, oo) y 
además 

(p1(t) = 1)(t) 5 O 	VtEA 

donde A = {x E E : sos existe }, y en consecuencia cp' es no decreciente y 
menor o igual a cero casí seguramente sobre (O, oo). 

Vamos a probar que 99) —› O cuando t --+ oo. Por contradicción. 
Supongamos que (p'(t) --+ a < O cuando t -. oo. Como cp'(t) es no decreciente 
y Irrou,o'(1) = a entonces (,o9) < a para toda t > 0. Ahora bien, para t > 0, 

e 
cp(t) — 1 = J (p1(s) ds < at 

o 

entonces (p(t) < at 1. Entonces lim w(t) < —oo. Hay una contradicción. 

Así, O = lim cp' (t) < lim ti(t) 5 O 

Por lo tanto lim (p'(t) = O. 

Continuando con la demostración del teorema. 

Para x O y haciendo un cambio de variable u = —t, du = —dt se tiene 

03 

exp-itx so(t) dt 
00 

-- 
 I

o 	 00 
exp-iir (p(i) dt + I exp-yes 	di 

-00 	 o 

=  j
00 	 00 

expi" w (u) du + I exp"" (p(t) di 
o o 

= 
 21

00  
costx w(t) dt 

o 
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Ahora mostraremos que esta integral es finita para todo x # O. Sea T > O, 
por partes u = (p(t), du = cps(t) dt, dv = cos tx, v = sen  

fo 	

x 	x Jo 
coa tX cp(t) dt = y(T) 

sen Tx 1 r 
sen tx 99) di 

Uso (iv.) y uso el hecho que 991(1) < O casi seguramente concluimos que el 
limite de la parte derecha de la anterior igualdad cuando T —› oo existe. Sea 

f(x) = exp-"' so(t)dt = — 	cos tz cp(t) dt V x O 2.71. 
1 	 1 

00 	 r o  

Uso el Lema de Pringsheim, obtengo lo siguiente, obsérvese que f(x)= f(—x) 
y por un cambio de variable u = —x, du = —dx 

1 
= [(1)+(t) 49-(i)i 

= —
2 

f cos tx [sí (p(y) cos(xy) dyl dx 
r o 	o 

= 
 2 I

costx f(x) dx 
o 

1 (expi 	exp-itr) f(x) dx 

	

exp-itu f(u) du 	exp-itz f(x) dx 
Jo 

= -f e° exp itx f (s) dx 
00 

Por lo tanto yo es la Transformada de Fourier de f. 

Por ulltimo probemos que f es densidad. 
1.) 1 = cp(0) = re  f (x) dx 
2.) Por demostrar: f(x) > O para toda x E R — 	O). 

Haciendo un cambio de variable u = w(t), du = dt, dv = costz, v = 9 11  
tenernos 

f (x) = 1 	cos tx (p(t) dt 
r o 
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1 	00 
= 	[p(t) sen tilo 

 — 
	sen tx (,d(t) dt] 

sir 	 o 
1 	00 

= — 	sen tx (—(p'(t)) di 
SIC o  

Obsérvese que ( —(40) > O para toda t > O. Sea x > O y con el cambio de 
variable u = t 	du = dt, se tiene 

f(x) = 1 sen tx (-4t)) dt 
xir o 

oc, ( 2±2 
1 	

L 

- E 	sen tx (—At)) dt 
i=o ¿It  

1 00 
= E sen(u (—Au du 

1 
X71' • 10 3 	X 

=0 

= 	sen ux E(-1)i(-(p'(u —)) du 
1 11 ao  

xr o  p.° 

03 
Pero E(-1)i(-,,d(u + I)) es una serie alternante cuyos terminos son no 

i=o 
crecientes en valor absoluto. Además el primer termino es mayor igual que 
cero. 

Entonces E(-1)i(-991(u 	)) > O para toda x > O. 
i.o 

Además, senux > O para toda x E [O, 11, de aquí que f(x) > O para toda 
x > O y corno f(x) es par entonces f(x) > O para toda x < O. 
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Capítulo 2 

Funcional Característica en el 
Espacio de Sucesiones. de 
Números 

El objetivo de la sección 1 de este segundo capítulo es describir el espacio 
de todas las sucesiones de números reales, definido como RN y dar allanas • 
propiedades de este espacio. De la misma forma se describe el dual de EN. 

En la sección 2 se define la funcional característica en este espacio. Para 
llegar a demostrar un teorema análogo al de Bochner en el dual de E. 

Después, en la sección 3 y 4, se consideran espacios de Banach, como son 
los 11, (1 < p < oo), Co  y loo. Se dan algunas propiedades y resultados de 
funciones de distribución en estos subespacios de /R11. Se obtiene un teorema 
análogo al de Bochner bajo algunas condiciones sobre los momentos. 

2.1 El espacio ffeN : Propiedades Básicas 
Definición 2.1.1 

Sea 10 = 	: IN —› IR) el conjunto de todas las sucesiones de mímeros 
reales. En Rilv  definimos la operación de suma como x + y es la sucesión 
dada por (x+y)(n) = x(n)+y(n), n E 11%1 y si A E R entonces (Ax) = Ax(n). 
Con esto El' resulta espacio vectorial. 

Notación: 
x(n) = xn 	ó x = (xi,x2, • • • ,xn,• • .) 

61 



Asignaremos al espacio vectorial /Riv la topología de Tikhonov, tomando 
como base de vecindades para cada x E IR' , conjuntos de la forma 

n
l  0e,n(X) = 	{y E 	lxk — yki < e} 

k=1 

Proposición 2.1.1 
1101  es un espacio lineal topológico con la topología de Tikhonov. 

Demostración. 
Vamos a demostrar que las funciones F : RN x.EN 	y 
G : E x RN —+ 10 definidas como 

F(x, y) -= x + y 	y 	G(A,x) = Ax 

para toda x, y E IR1  y para toda A E IR, son continuas con la topolgía de 
Tikhonov. 

( 1 ) Sea 0,,n(x + y) una vecindad de x +y, para esta vecindad sean 01.,.(x) 
y Op,(y) dos vecindades de x y y respectivamente, es claro que 

O,-,n(x) + Of,n(y)  C 0,,n(x + y). 

Por lo tanto F es continua para toda x, y E Elv. 

( 2 ) Sea 0,,n(cm) una vecindad de ax con a E R y x E Elv. Ya que la 
aplicación (a, x) ax es continua de E x IR en E, esto es, dado xo, A2  E E 
y e > 0 existen 81, .52  > 0 tal que A.'V6,(xo) C 11,(A0x2) para toda IA—Aol < 62 
donde A.V6, (so) = Pa : ix xol < .51} y  Vc(Acoxo) = {y E R: ly—Aozol < e}. 
En base a lo anterior, para cada k = 1, 	,n y e >.0, existen 61,61 > O tal 
que 

lyk- axkl <6 V yk E A • Vét(xk) V lA — al <6/2' 

De aquí que si tomamos 61= 
1<k<n  
min (61 	

1<k<n 
) y 62  = miu {61} tenemos que 

lyk  — asid < e V yk  E • Vsi (X k) V — al < 62 V k = 1,...,n 

lo que es equivalente a 

A . V61 (Y) C MaY) V ¡A — al <62  

62 

Ve>0 y Vn> 1. 



donde 
\-61 (x) = {y E IR" : max !Y k - xkl < t5¡} tSkSn 

Vc(ax) ={y E IR": max IY~r- ax~rl <E} 
tSkSn 

y y= (y¡, ya, ... ,y .. ), 'f = (x¡, xa, ... ,x. ). 
Tomemos 

Ya que 

" = n{y E Bli: IY~r- x~rl < t5t} 
lr=l 

= {y E B.li: max IY~r- x~rl < t5t} 
tSirSn 

= {y E ll.li : (Yt, .. • , Yn) E V61 (~)} 

Á· 061,n(X) = {.\y : (y¡, ... , Yn) E V61 (x)} = {y: (y¡, .. ·, Yn) E l· V,, (i)}. 

y usando el hecho que .\ · Y61 (x) e Vc(ax) para todo l.\- al < 63, tenemos 
que 

Á· 0s1,n(x) = {y E /Rii: (yt, .. · ,yn) E Á· V61(:f)} 
C {y E JRii: (Yt, ... ,yn) E lt,(ai)} 

= {y E IR11
: max IY~r- ax•l <E} 

tSirSn 
n 

= n{y E JRfi: IYir- ax·l <E} 
k=l 

= Ot,n(ax). 

Por lo tanto..\· Os1 ,n(x) e Ot,n(ax) para todo l.\- aj < 6a. 

Algunas Propiedades de JR11 • 

l. JR11 es un espacio de Hausdorff. 

o 

2. La convergencia en IR11 con la topología. de Tikbonov ea equivalente a la 
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convergencia coordenada a coordenada. Esto es, dada {xn}c1i  C IRN una 
sucesión, se dice que 

lim xn = x ssi lim xrk̀ = xk  V k ?. 1. 
n—loo 	 n—+co 

3. La convergencia coordenada a coordenada es equivalente a la convergencia 
con la métrica p(x, y) en //01  definida como 

ixk yk{ 
p(x, y) = E ak 	, 

ixk  — yk i 
k=1 

donde ak  E 1R+ son tales que forman una serie convergente. 

4. //II es un espacio separable. 

Demostración. 
1. 

Sea x # z entonces existe n E IN tal que xn  # xn. Sea e = Ixn  — xnI > O y 
tomemos las vecindades 

n 	
, 

Ofin(x) = n {y : iyk - xk, < 'í} 
k=1 

n 
E 

,n(Z) = n  {y : iyk _ z I< 
k=1 

  

  

  

Demostremos que 01.,n(x) n of,n(z) = O. 

Si existiera y E Of,n(x) n of ,n(z) entonces Iyk 	< y lyk — 
toda k = 1, . , n y en particular para k = n tendríamos que 

E E 
6  = 13;  — Zn isn —  Y i+ 	i<"i+rt 

Así, 0.1.,n(x) n ohn(z) = O. 

Por lo tanto /MI es de Hausdorff. 

< para 
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Sea {x"}„%1  C 1RN  y supongamos que x" converge a x con la topología 
de Tikhonov, es decir, dada 0,,,,i(x) una vecindad de x, existe una N E IN 
tal que x" E 0e,„,(x) para toda n > N. 

( Obsérvese que se esta usando el hecho que /RN es de Hausdorff para 
establecer la convergencia de una sucesión en IRN ). 

Sea k E IN fija, entonces existe m E IV tal que k < m, tomemos la 
vecindad 0<,„,(x), entonces existe N E N tal que 

171 

xn  E 0,,,„(x) = n{y : iyi — zji <e} V n ?, N 

entonces 13;7 — xi < e para toda j = 1, . ,m y para toda n > N, en 
particular si j = k < m tenemos que in — xkl < e para toda n > N. 

Por lo tanto lim xk = xk  para toda k E N. 
n—000 

Supongamos que lim xk = xk  para toda k E IN. 
n--loo 

Sea 0,,,„(x) = n  {y : 	— xii < e} una vecindad de x = (x1 ,... ,xk,...). 
i=i 

Para esa e > O y para cada k =1,...,m existe Nk E IN tal que lx;: xk  I < e 
para toda n > Nk. 

Tomemos N = max{NI, ...,N,n} entonces 

— xk l < e Vn>NyVk= ...,m 

en consecuencia x" E 0,,,n(x) para toda n > N. 

Por lo tanto xn converge a x con la topología de Tikhonov. 

xle°,4_1  C EN y x E IRN. Supongamos que lim xk = xk  para toda 
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k E /N. Sea {ak}111  sucesión de reales positivos tales que E ak  < oo. Sea 
k=i 

E > 0, entonces existe M E /N tal que E ak < z. 
k=M 

Como lim Ixk — xk l = O para toda k > 1 entonces 
n—boo 

lim 
—  Xkl 

=0 V k > 1 
n-000 1 + Ixk — Xk i 

y como ak > O para toda k, entonces 

lim ak 1 	xkl  , = O V k > 1. 
n—no — X k i 

En consecuencia para cada k = 1,2; , M existe Nk  E N tal que 

— ak xki   
Vn> Nk 

1 + 	— k Ski <  2M 

entonces si N = max {Nk } tenemos que 
i<k<M 

sk I 	e 
a 	

— x 	
V >/§1 Vk= 

1 + 	k l 2M 

Por lo tanto 

E
oo 

	
— xk l  

	

1 + 	— Xk i k=i
ak  

 
M 

., 	—  xki  

	

+ 	— Xk l k=1 
oo 

2M + E ak  k=1 	k=M 
E E 

< 2 + 2 
= e 	Vn> N. 

ce 
E ah 
k=M 

Ixk - xkI  
1+ 	- xkl 
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=) Supongamos que lim p(xn, x) = O como n-boo 

'XI  — Xkl 	
oo 

 ak O < ak 

	

Ir• 	141—  Ikl  
5. 2, 

	

1+ in — xkl 
k=1 	

1+ lx;:— Xk 

para toda k >1 entonces 

lim ak Ixk — xkl 
n-n:c 	1 + IXi Xk 

—0 Vk>1 

como ak > O para toda k > 1, entonces 

lim
1 + 

- xkl  

Xkl 
, -o V k > 1. 

n--.0 	—  

En consecuencia 
lim 	— xk l = 0 V k > 1. 

n-+oo 

Por lo tanto 
lim xk = xk  V k > 1, 

n-roo 

4. 

i.) Sea { k}r...1  una sucesión en El , donde 

ek  = {el}iti 	con 

k 	O si i k 
ei  —  

1 si i=k 

Tomemos x E 	vamos a demostrar que 

x = 	si el = E xi 

	

n—oco 	- 
i=1 	 j=1 
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00 
Sea e > O, existe N E IN tal que E ak  < e para toda n > N . En 

k=n 
consecuencia 

n 

( 	i 	
0 

p 	i e,x 
0 

= 	ak 	  

	

k=1 	

1E7_1  xi ei)k  — ski 
1 + I(E.7,...i si ei)k  — xki 

n 

= 	I E7_,1  Xj ei — xki 
	 + E

- ak 

	

k=1 	

ixkl  

	

E ak 
1+ 1 EY, 1 	k x I • ei — ski k=n+1 	

1 + ixk l 2=  

ixk i  
E ak 1 + 141 

k=n+1 
C.3 

E ak 
k=n+1 

< e 	V n > N. 

Por lo tanto oo 

	

x = 	xj ej = lim 	xi 
n-oco 

	

i=1 	 j=1 

ii.) Sea t ai  ei : ai E Q, n E IN es claro que este conjunto es numera-{ 
p.---1 

ble. 

Demostremos que es denso en IR". 

Sea x E El , entonces x = ErLi xj ej, pero para toda xi E E, j > 1, existe 
una sucesión {ay},c°,=1  C Q tal que lim a? = x1. 

n-loo  

	

Sea lanr° 	{(an a" 	an 	)}°° C /Riv entonces an converge pun- 
tualmente a x, porque lim ay = xi para toda j > 1. 

En consecuencia an converge a x con la métrica p, en otras palabras, dado 
> O, existe N E IN tal que plan, x) < º para toda n > N. En particular 

	

para n = N (fija), se tiene que p(aN , x) < 	Pero 

00 

aN  = E aY ei = lim E aN el, 
m—koo 

	

j=1 	 i=1 
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< 
 p(

E el  
i=i 

e 
< 	—

2 
 =e Vm>M. 

2  

p É all e' ( 
i=i )

aN 	+ p(aN , x)  

De aquí que, existe M E AV tal que 
rn 

e 
p (E aY ei , aN ) < -• m > M 

.i=i 
entonces 

Por lo tanto 

{E aj : a' E Q, n E /N} es denso numerable en El/  

y por lo tanto IR es separable. 	 O 

Observaciones. 

1.) Como ¡R' es un espacio lineal topológico, entonces es suficiente tomar 
una base de vecindades del O. Es decir, 

0e ,n(0) = n,„ E Eiv  lxkl < e} 
k=1 

2.) La convergencia en EIN con la topología de Tikhonov es equivalente 
a la convergencia coordenada a coordenada y esta a su vez es equivalente 
a la convergencia con la métrica p. En otras palabras RN es un espacio 
metrizable y la métrica es p. 
3.) Como ///N es separable, entonces 1/141  tiene una base topológica a lo 
más numerable, es decir, todo elemento de la topología es a lo más unión 
numerable de elementos de la base. 

Definición 2.1.2 
Se define la longitud de x E EN  como 

{ r 	k 	si sn  = O para n > k y rk 0 O 
bx = 

00 en otro caso 

La longitud del elemento cero es obviamente cero. 
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Definición 2.1.3 
IRt es el subconjunto de EN formado por todos los elementos con lon- 

gitud finita. Esto es 

1RflN = {xE ERN : Lx  < co} 

Definición 2.1.4 
(IRN)* es el espacio dual de EN , esto es (IRN)* es el conjunto de todas 

las funciones lineales y continuas definidas en IRN y con valores reales. 
Es claro que también es un espacio vectorial con las operaciones usuales de 
suma de dos funciones y de producto de un escalar por una función . 

Ejemplo. 

Sea {ek}k?...1  una sucesión en IRN , donde 

ek  = {e1}1. 1 	con 

e• — k { O Si i k 
1 si i = k 

entonces ek  --> O, cuando k 	oo. 
Demostración. 	 00 
Sea {ak}y,?..1  una sucesión de números positivos tal que E ak  < oo. Como 

k=1 
la serie es convergente entonces al, ---> O cuando k --> oo y en consecuencia 
dado e > O, existe N E 1N tal que 

a„ <e Vn>N 

entonces 
00 	lenk i 	1 	cin  

p(e ,O) = E ak 	— an 1 + leZI 	1+ 1 	2 
k=1 

e Vn›N 

Por lo tanto lim ek  = O. 
k-40 

Proposición 2.1.2 
El conjugado de El' es 1Roil . Esto es 

(llene = {f : 	E 1 f es lineal y continua = 
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Demostración, 
Sea x E IRN, entonces lo podemos escribir como 

X = Ex, ek  rn(x) 
k=1 

donde 
ek  = {e1}7111 	con 

k 	f O si i k 
L. 1 si i = k 

rn(x)O 
	si k = 1,, n 

= xk 	si k = n + 1,n + 2, ... 

Vamos a demostrar que rn(x) —› O citando n —+ oo, para toda x E E". Dada 
00 

una sucesión de números positivos {ak}icli  tal que E ak  < oo, se tiene que, 
k=1 

dada e > O, existe N E IN tal que 
00 

Eak < e V n > N, 
k=n 

entonces 

	

P(rn(x), o) = 	ak  l(rn(xnki  

	

L-• 	1 + l(rn(x))ki 

ak  ixki  

k1 
1+ iski 

oo 

E ak 
k=n+1 

< e 	V n > N. 

	

Por lo tanto rn(x) --> O cuando n 	oo. 

Ahora bien, por linealidad de f 

f (x) = E xk f (ek) + f (rn (x))• 
k=1 
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La última desigualdad es cierta porque ak, 	O, cuando j 	oo. 
Pero 

f(g(ki)) = 
f (eki) 

= 1 V j = 

Lo cual contradice la continuidad de f. 

Pero f(0) = O y como f es continua, entonces f(rn(x)) --> O cuando n 	oo, 

en consecuencia 

00 
f(x) = 	.k  f(ek) 

k=1 o. 
E xk fk donde fk  = f(ek). 
k=1 

Ahora demostremos que {fk } tiene longitud finita. 

Si {fk } no tuviera longitud finita, entonces existiría una subsucesión {ek,} 
infinita tal que 	

if(eks )1 = 	> O V ki. 

Sea g(ki) = 12-k  entonces g(ki) ---> O cuando j ---> oo , ya que 

oo 

P(g(k), (3) = 	ak I"I. 
k=1 	1  + 1113) 1 

e(ki) 
00 

= 
Z.4 ak 	(ki) 
k=1 	1 + 

Ft a
k, • 

< e 	V j> N. 
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Por lo tanto 	 00 

f(x) = 	xk fk• 

k=1 

donde {fk} tiene longitud finita, de aquí que cada f función lineal continua 
se le asocia la sucesión Imp, que hemos visto tiene longitud finita. 

Por otro lado, dado y E RIN, existe m > O tal que y = (h 	• ' IM • • •)' 

Sea f : 	R definida como 

f(x) = > xi fi. 
i=i 

Demostremos que esta función es lineal y continua. 

i.) Sean x, y E Riv  y a E /R, entonces 

f(Ax + y) = E(Axi 
i=i 

= AExi fi+EYi fi 
i=i 	i=i 

= 	A f (x) f (y) 

Por lo tanto f es lineal. 

ii.) Sea x E IR" y (xn}11.1  C Ifiv tal que lim xn = x entonces 
n—oco 

lim f (xn) = lim 	xr 
oo 	 n--• o° 

i=1 

=  E lim .11 
i=1 n—000 
	fi 

= E xi fi 
i=t 

= 	f (x). 
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En consecuencia f es continua. 

De aquí que, dada y E /Rov se le asocia una función lineal y continua, f 
definida como 

f(x) 	xi 	V x E Eoli. 
i=i 

Asignaremos a /Rolv  la topología localmente convexa k ( llamada la topología 
de convergencia uniforme sobre conjuntos compactos) tomando como base 
a las vecindades del cero, conjuntos de la forma 

Ue,K(0) = {f E lie : sup If(x)1 < e) 
xsx 

donde e > O y K un compacto en R11. 

Ahora introduciremos a la clase de conjuntos medibles del espacio Riv. 

Un conjunto en /R141  se llama medible sí y sólo si pertenece a la mínima 
o-álgebra que contiene a todos los cilindros Borel, esto es, la a-álgebra gen-
erada por los conjuntos de la forma 

{x E EN  : (x1, x2, ...,x„) E /3} 

donde n es un número natural arbitrario y B un boreliano de R. Denotemos 
por (TU/-11) a la mínima o-álgebra que contiene a los cilindros Borel. 

Usando lo anterior podemos hablar de la medibilidad de una función en 
IR' ya que (IRI v , a(IR141 )) y (IR, 1B(111)) son dos espacios de medida y la 
definición usual de medibilidad en este caso es: f : RN  -4 IR es medible sí y 
sólo si 

f -1(B) E c(IRN ) para todo B boreliano de R. 

Por último demostremos que toda función lineal y continua es medible con 
respecto a cr(IRIv). En otras palabras, si f E /Roiv entonces f es medible. 

Proposición 2.1.3 
Si f es una función lineal y continua, entonces f es medible con respecto 

a a(IRP1 ). 
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Demostración. 
Hay que demostrar que f-1(B) E a(IRN) para todo B E 18(14 Por la 
proposición 2.1.2, se puede escribir como 	f„,0,0,...) para alguna 
n > 1. 

Sea h : 1Rn --> IR, 	 = E zi fi es una función continua y 
i=i 

medible con respecto a IB(IRn) y An  = h'1(B) n‘ E B(IRn) para todo B E 
113(1R). Entonces 

f'1(B) = {x E IRIN I f(x) E B} 

(X E /01 Exk fk E B) 
kt-.1 

= {x E Eiv1(1,x2,...,xn) E An) E a(IRN ) 

Por lo tanto f-1(B) E (7(1". 

2.2 Funcional Característica 
en el Espacio ./Riv  

Definición 2.2.1 
Una distribución de probabilidad ó distribución en (11111,a(1101 )), sig-

nifica una medida finita, no negativa, definida en c(11111) tal que la medida 
de todo el espacio Ray sea uno. 

Definición 2.2.2 
La funcional característica de una distribución le en (RIN, a(1/07 )) es una 

función sobre 1111  con valores en los complejos, definida como 

X(f) = x(f; = 	exp(if(x)) dµ(x) 

para toda f E Ft. 

Antes de enunciar algunos resultados relacionados con la funcional carac-
terística y su distribución µ en 1111, daremos una relación entre ésta y su 
parte real. 
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Lema 2.2.1 
Sea x una funcional característica, entonces 

baf 	h) — X(f)i2  5 2 I1— Rex(h)1 V f, h E RON  

donde I • I es la norma sobre los complejos. 

Demostración. 

iX(f h) — 0112  

= 	(1LN  exp i(f h)(x) dµ(x) — inw  exp if(x) dii(x)1) 

2 

(Jim,  1 exp if(x) (exp ih(x) — 1)1 dii(x)) 

(f 	I exp ih(x) — 11 dµ(x)) 

5  I  N 

1 exp ih(x) — 112  dµ(x) 
R 

Ahora, obsérvese que 

exp ih(x) — 11 2 = 1 cos h(x) —1 -I- isen h(x)I2  
= 2 — 2 cos h(x) 
= 2 (1 — cos h(x)) 

Entonces 

iX(f h) — X(f)1  5 2 I ( — cos h(x)) dii(x) 

= 
 2 (

1 — J  cos h(x) dµ(x)) 
101  

= 2 (1 — Rex(h)) 
_5_ 2 I1— ReX(11)I 

Teorema 2.2.1 
Sea x una funcional característica de una distribución ji en EN , si Rex 

es continua en el cero en la topología de Tikhonov, entonces x es continua 
(uniformemente continua) en todo 1RoN en la topología inducida a Reí por 
la de Tikhonov. 
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Demostración. 
Supongamos que Rex es continua en el cero en la topología de Tikhonov 
inducida por la de EN en lilv, es decir, dado e > O existe una vecindad 
Of,„(0) tal que 

IRex(0) — Rex(u)1 = 11 — Rex(u)i < 2 	V u E O ,„(0) 

donde Of,n(0) = 	< 
k.1 

Ahora bien, si f,g E Ofin(0)) como 

lik — 9k1 Ifkl igki < 
	

Vl<k<n 

entonces 
u = (f — g) E O1,n(0) 

Por lo tanto, dado e > O existe una vecindad V = O f ,n(0) (que depende 
claramente de e) tal que si f,g E V entonces u = (f —g) E Of,„(0) y además 

1X(f) — X(g)i2  = 1X(g+ u) — X(g)12  5 21 1  Rex(u)1 < 

Por lo tanto x es continua en todo /41 . 

Definición 2.2.3 
X es definida positiva si para todo n entero,_ para toda al , ab ,an  nú- 

meros complejos y para toda fi , f2  . 	fn  E /Rol' la siguiente desigualdad se 
satisface 

E a ;ir x(fi — fi) k. O. 

El siguiente teorema da las condiciones necesarias y suficientes para que 
una funcional definida en 1R5' sea una funcional característica de alguna 
distribución p. Es decir, el siguiente teorema es análogo al Teorema de 
Bochner en En . 

Teorema 2.2.2 
Sea x una funcional definida en Ropi . Entonces para que x sea la funcional 

característica de una distribución sobre Riv , es necesario y suficiente que las 
siguientes condiciones sean satisfechas 
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( a ) x sea definida positiva 

( b ) x(0) = 1 

(c ) x(f) sea continua en f = O en la topología la 

Si se satisfacen estas condiciones entonces la distribución correspondiente 
queda determinada de manera única. 

Demostración. 

Definamos Xn  : iRn ---> e como Xn(fl f21 • • • fn) = X(fl y • • • fn, O, • • •). 

Demostremos que, si x es continua en O en la topología /c entonces Xn es 
continua en U en la métrica euclideana. 

Para ello basta demostrar que la función inclusión 

H : (liin, r = la topología euclideana ) 	ic) 

definida como 
. . • y fn) = 	• • , fn , • • .) 

es continua en U. 

Por demostrar que para toda vecindad UE,K(0) {f E EoN I sup if(x)i < e), 
xex 

existe una vecindad Von del U en IR" tal que 

H(Von) C U.,K(0).z 

En efecto, para cada i E IN, sea ir; : //N ---> E la proyección natural, la cual 
es continua para cada í E IN, esto por la propiedad 2 de la sección 2.1 . Sea 
K un compacto de Eiv, entonces Ki = ri(K) es un compacto en R, ya que 

es continua. Ki es cerrado y acotado en E, por lo que existe /Ifi > O tal 
que es cota de 
Ahora bien, sea n  vecindad del U en E" definida como 

= 	(fi, • • • , fn) 	/ + • • • + 	< 6} 
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donde 8 = min e  
niNi 	TIMn 

Pero en En  la norma 11Y11 = sup lx,i es equivalente a la norma euclideana, 
1<i<n 

en consecuencia podemos tomar vecindades de la forma 

von = ( (fi, • • • , fn) 
	

sup ifif < 6). 
1<i<n 

Sea f (fi, • • . fn) E Von, entonces H(f) = 	fn , 0,...) y dado x K 
se tiene que 

iH(f)(x)i 5 EIfd Ixii 

< E E az  
---nM. Y1' i=1 

< e 

Entonces H(f) E U,,K(0). 

Por lo tanto H(Von) C U,,K(0). Así H es continua en Como 

fn) = X(fi,... 
= (X ° 11)(fi, • • • fn) 

y x es continua en O, entonces (x o H) = xn  es continua en b. 

Además xn  cumple con las dos siguientes propiedeades. 

(1.) xr, es definida positiva, ya que, para toda m > 1, para 
para toda 	fm  E En se tiene 

E zi-z-s:  Xn(fi — fi) = 
i,j=1 

m 

Zm E C y 

E z,vi 	 — 	...» k o 
id=1 

donde fi  = (fil f?, 	fr). 
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Por lo tanto xn  es definida positiva. 

(2.) xn(0) = 1 donde 0 = (Os, ..,0n). En efecto xn(0) = x(0, ... , O, ,...) = 1. 

Por lo tanto, por el Teorema de Bochner en 1Rn existe una única distribución 
de probabilidad µ(1,....n) sobre En tal que x„ es su función característica. 

Ahora bien tomemos el sistema de distribuciones de probabilidad finito di-
mensional {µ(1,—,n); n = 1, ...}. 

Veamos que es consistente el sistema de distribuciones {µ(1,....n); n = 1, ...) 
para aplicar el Teorema de Kolmogorov. 

(a) La primera condición se cumple para cada n, ya que, hay una única 
distribución de probabilidad µ(1,....n) sobre 

(b) Sean u, v c IN tales que #u = n y #v = k donde k < n. Demostremos 
que µ(1..-k)(B) = p(1'....n)(7r,2(B)) V B E B(Rk ) donde 
7r„„ : 1Rn  --+ 1Rk  es 

(x1 • • • y fin) = (X11... y Xk) V E En  

ru„ cumple con las siguientes propiedades. 

(i) ir,  es 113(E) medible. Sea B abierto de dik , entonces 
irjoi(B)  = 	E  inn1 

Wuv (Y) E B1 
{T.  E 1Rn i (Xly ,Xk) E B } E B(Ir). 

(ii) Sea P„ : /B(IRk) --> [0,1] definida como 

(B)  = µ(1,...,n)(i B E 13(1Rk ). 

Es una medida de probabilidad. 

(iii) De las dos propiedades anteriores tenemos que si 

ru. 	(En 0,( lir) , 	 (BO,  jp(Rk) ,  prue ) 

18(10 ), &uy) ( 0, 1(V)) 
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tal que g es B(JR") medible. Entonces por el Teorema. de Cambio de 
Variable, g es P, ... -integrable si y solo si (g o 11'u,) es #l(l, ... ,n)_integrable 
y en este caso 

{B g dP,... = / (g O 11'uv) d¡l(l, ... ,n) 
jll ),;~(B) 

'r/ B E B(JR"). 

Ahora. bien, sea. y E JRk, definamos !JV: JRk -+~como 

gu(x) = exp (i t y¡ :r;) 
•=1 

= exp(iy · z) 'r/ x E ll" 

es claro que 9v es B(Rk) medible y P, ... -integrable, en consecuencia. 

Obsérvese que si 

¡p(y) = J, exp( ifj · x) dP,.. (x) 'r/ y e B." 
R~ V 

r.p es función característica de P'lf'uv en JR". 
Pero 

le 

Y· 7ru.(x) = LYi X¡= 'ft · 'f 'r/ x E B" 
i=l 

n-k 

donde !/ = (Yt, •.. , Y k, O, O, ~ .. , O) entonces 
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X(f) = 
ir,7 1(inn) 

exp(ir Tu(x)) dµ(x) 

/1W 
exp(íf(x)) dµ(x). 

Por lo tanto cp(g) = xkeg) para toda y E ffik . 

Por ser funcionales características ;o y Xk  tenemos que 

P1fu.(13) = 14(11"" k)(
8

) 

P(I'''''n)(7rj, 1(B)) = 14(11-"k)(8). 

Por lo tanto 
0(t,..„n)(1r2 (a))  = 

Por lo tanto existe una distribución µ definida en la a-álgebra generada por 
los cilindros Borel denotados por o(111v) tal que 

(µ o rj1 )(B) = µ(1'-'11) (8)d B E B(ink ). 

Esta 14 tiene a x como función característica, ya que 

x(f) = 
RIN 

exp(if(x)) 4(x) 

para toda f E hrif . 

En efecto, sea f E El entonces f = (fi, , f„, O, ...) para alguna n > 1. 
Entonces 

= 	x(fi, f2,.. • fn,O, • • •) 

= xn(t) donde 	= (h,...,h) E 

= 	exp(if • t") dp(1"-in)(2) 
fin 

1,,z1(11„) 
	. lru(x)) die(x) 

• 7ru(x) = E fk xk = f(x), en consecuencia 
k=1 

X(f) 
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Por lo tanto 	
X(f) = f~N  exp(if(x)) dis(x). 

Por demostrar la condición. (a). 

Para cada n > 1 definimos 7r„ : EN En como 

7r,;(x) = (xi, , zn ) 	V x E EY 

7r„ cumple con las siguientes propiedades. 

(i) 7r„ es a(11111 ) medible. En efecto, sea B abierto de En , entonces 

7r,71 (B) = {x E IRN 1 ir „(x) E B 

= {x E E14/ 1 (xi,...,xn ) E B } E cr(Rw ) 

ya que este conjunto es un cilindro Borel de /Riv. 

(ii) Sea P„,, : IB(1Rn) -4 [0,1] definida como 

Pes„ (B) = it(r,7 1(B)) V B E E(fin). 

P„„ es una medida de probabilidad. 

(iii) De las dos propiedades anteriores tenemos que si 

ir„ 	: (11i1 ,a(1R1), 	--> (R",113(En), P* „) 
g 	(R„, 	 -4 (C,a(C)) 

Entonces por el Teorema de Cambio de Variable, g es P„„ -integrable 
si y solo si (g o ir„) es p-integrable y en este caso 

1;3 g dPir „ =(g o ir„) dµV B E IB(Rn). 
ir,71 (B) 
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Sean > 1 (fija), para zi, •.• zn E J, para toda f1,• • • ,fn E 	y 
rnax { k < co se tiene que 

1<k<rt 

X( fi — fi) E zfi, (f exp(i(fi — 1)(x))4(x)) 
101 i,j=1 

pero para cada x E Ei/ tenemos que 

( 	— 	)(x) = E(fi — )k x k = 	ryn(x) 
k=1 
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Ahora bien, sea y- E 	definamos 	gu fin —>e como 

(
~(y) = exp i E yi xi 1 = exp(ig . Y) V Y E lir 

i=1 

es claro que gri es E(/Rn) medible y Pirn-integrable, en consecuencia 

	

Ift. 
eXp(i-g • /) dP,,(1) = 	exp i Ey; .;) dP,„(z) 

	

= 	gri(W) dArn(g) 

= IRs< (gu o rn) do(x) 

	

= 	exp(iy irn(x)) clµ(x). 
RN 

Por lo tanto 

exp(ig "ff) d n (i") = 	exP(iri n(x)) dµ(x) 

Obsérvese que si (pn(y) = f exp(iy • "ff) dP,.„ (i) para toda y- E R" 
Entonces, so„ es definida positiva en IR" porque cp„ es función característica 
de /3„, en IR" . 

Probemos que x es definida positiva en /Ro 



donde fii = ((fi - 	(fi - fi)2,..., (fi - fi)m) E ir; 	= 	,n 
entonces 

E zizi (Lw exp(i(1— 
ii=1 

= E ziy, (L«  exp(i(fij 

E 4;  (tn exp(i(fii  

E zi z, 10.(fii) 

> 0 

Por lo tanto x es definida positiva en 	. 

La condición (b) es clara, ya que x(f) = 1 para f = O. 

Por demostrar la condición (c). 

Sea e > O. Como /My es un espacio métrico separable y 1s es tensa, entonces 
existe un compacto Ke  en EN tal que µ(1<c )> 1 — 4. 

Sea Uf , ,(0) = {f E 1 N: sup If(x)i < 5-} y para f E Uf,K.(0) tenemos que 
XEK, 

— Rex(f) fh  , < (1 cos f(x)) dµ(x) Liww,(1 — cos f (x)) dµ(x). 

corno 1. — cos u < Iuj para toda u E ./R y µ(ilw \ K,) < -í entonces 

ReX(ni If(x)1 dµ(x)1+ I 	2 dis(x)1 
IK1 

5 µ(K,) sup if(x) 214(Ell  \ Ki) 
xeci 

< 2 2 
= e 
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Por lo tanto x es continua en el cero en la topología de 

Observación. 

La funcional característica no siempre es continua en la topología de Tikho-
nov inducida de 10. Consideremos el siguiente ejemplo. Sea 

1 
x(f) = exp {--

2 
	V f E EY. 

k=1 

 

Veamos que esta función cumple las condiciones (a), (b) y (c) del Teorema 
anterior. 

b.) x(0) = 1. 
c.) Vamos a demostrar que dada e > O, existe U6,m(0) tal que Ix(f) — 11 < e 
para toda f E U6,m(0). 

00 

Sea e > O, y sea M = n {x ixii 2}. 

Vamos a demostrar que este conjunto es compacto. 

En efecto, como /Riv es un espacio métrico, entonces es suficiente demostrar 
que para toda sucesión {xn}°11  C M, existe una subsucesión {x"h}r11  de 
{xn}11.1  tal que lim xnk = x para alguna x E M. 

k—hco 

En efecto, sea {xn},°°,1  C M, entonces para cada i E N se tiene que 141 < 2 
para toda n E N. 
Como [-2, 2] es un compacto, entonces para cada i E N, existe una sub-
sucesión {x7'}1:11  de {4}111  tal que 

lim '= xi E [-2,2] k—.00 

Tomemos {xnk = (xi  , 	xr,...)}7,11. Es claro que x"is}C.1  es una 
subsucesión de {xn},,° 1  y 

lim 'eh = x 
k-.00 

donde x = (xi, x2, . , 	.) E M. 
Por lo tanto M es compacto. 
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de aquí que 

=(
É° fn zn) 
n=1 

= ( S ))

2 

2 
CsEul if(x)i) 

< 52  

2 
 (
E IfnlY n=1 

1 e° 	e 
2 Elfni< -2 < 

n=1 

Por lo tanto 

iX(f) 	5
1 
 E ifni < <e VfE Ué,m(0). 
n=1 
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Sea U6,m(0) 	{f E ie : sup If(x)1 < S}, donde 6 = L. Tomemos 
xem 

f E U6,m(0), como 1- exp-z < x para toda x > O, entonces 

exp:111 11  -11 

1 exp n-t 
1 <4  

• E ffs  n=1 

< 	1 
 • (E

00 	2  

Vd 
n=1 ) 

Ahora, sea x = {zn}:-.1  E IR" donde 

 

91 
si > 

h < o 
Así, z E M y como f E El, tenemos que 

IX(f) — 11 = 



cÉ2  
a.) Para ver que x(f) 	

I 
exp n=i es definida positiva consultar el ejemplo 

3 de la página 189 del libro [11j de la bibliografía de esta tesis. 

Por lo tanto x es la funcional característica de alguna distribución en IR 
Ahora bien, sea {f(n)} la sucesión de elementos en EY definidos como 

f 	*, si k n 
1 O 	si k > n 

esta sucesión converge a cero en la topología de Tikhonov es decir, coord 
nada a coordenada), sin embargo, 

X(f(n))= exp { É UM2} 
k=1 

exp { 1  É C es- ) 2} 
k=i  

exp{-2} V n E IN 

y por lo tanto xr)) no se aproxima a uno cuando f(") se aproxima a cero. 

2.3 El Espacio /p  : Propiedades Básicas 

Primeramente demos algunas nociones generales de subespacios de IR° . 

Definición 2.3.1 

(a) Si 1 < p < oo, definimos a l p  corno 

lp  = {x E Bill  : 	00} 

i=1 

(h) Definimos a l,o  como 

= {x E EN  : sup Izil < oo} 

y se llama "el espacio de sucesiones acotadas". 
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(c) Definimos a Co  como 

Co = {x E pilv  : lim = O} 

y se llama "el espacio de sucesiones que tienden a cero", 

Propiedades 

1. Si 1 < p < co, entonces ip  es un subespacio lineal de RN y además es de 
Banach si tomamos como norma a 

1 00 

IIX IIP = (Z I°  IIP ) 
3=1 

2. loo  es un subespacio lineal de RN y es de Banach si tomamos como norma 

= sup ixil 

3. Co es un subespacio lineal de //tei y es de Banach si tomamos la norma 

lixiico = sup IxjI 
iEN 

4. Si 1 < p < oo, entonces el espacio conjugado de lp  es le  donde p y q son 
tales que 1  + 1  = 1, es decir, P 

(l p)' = lq  si 1 < p < oo 

Además 
(Co)' = 11 Y (11.)*  = 100 

5. De la afirmación anterior tenemos que los para 1 < p < oo son espacios 
reflexivos, esto es, 

((lp)*)* = lp 	V 1 < p < oo 

pero Co, /1  y loo  son espacios no reflexivos. 

6. Co  y lp  para 1 < p < oo son espacios separables perb, 1„, no es un espacio 
separable. 
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Proposición 2.3.1 
Sea 1 < p < oo, si p < q < oo, entonces 

( a ) 	C 19  Y 11495. 0011, 

(6) IpCCo  

(c) Co clo, 

Demostración. 
( a ) 

Sea 1 < p < q, y sea 6„ = lx„ P. Recordemos que 

sz, 	)1Ix = (E 10,111) 
n=1 

es una norma en ¡W' para toda 1 < A < oo. Utilizando este hecho se tiene 
que 

= 	II(b1, b2, 	, b. ) II ›, 
= 	( 	, , 	, ) + ( 0, b2 , 0, 	, O) + 	+ (O , 

-5- 	11(bi, • • • , 0)1k + 	+ 	,O, b„)11), 
= 	+ b2 + ...+ 

E 6„ 

entonces 

n=1 

in 	T 	m 	oo 

(Ei) _Ebn 5Ebn  V173k1 

	

n=1 	n=1 

en consecuencia 

(DI
00 ) 00 

5Ek. 
n=1 	nin1 
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)
oo 

5. E irnr• 
n=1 

( 

	

oo 	iiPX 	CO2 	3. 

n  
E I° IPA 	5  E ixn1P P  • 

	

n=1 	 n=1 

Cómo 1 < p < q, entonces existe r > 1 tal que q = rp, si tomamos X = r en 
la desigualdad anterior tenemos que 

00 
L 

04. = 	IZnifi) 
(n=1 

rp 00 

13n1

rp 

 
n=1 

00 

E ixnfii 

= 
Por lo tanto 	5_ iixiir 

De esta forma si x E entonces x E 19  

( b ) 

Sea x E lp, por definición E lx„IP < oo entonces lim lx,, = O. 
n=1 	 n.00 

Así fim x„ = O entonces x E Co. 
„-1  00 

Por 10 tanto lp c Co  para 1 < p < oo. 

Toda sucesión convergente es acotada. 

Así 

Por lo tanto 

00 

nsl 
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Definición 2.3.2 
Sea X un subespacio de IRw Los conjuntos cilindro Borel de X es la 

colección de subconjuntos de la forma X n B con B E cr(EW). 

En particular en lp  y Co  se definen las cr-álgebras respectivas a partir de estos 
cilindros de Borel en itiv. 

Propiedades de lp  y co. 

1. En 4, (1 < p < oo) y en Co  la norma es una función medible. 

2. Un conjunto E C lp  (1 < p < oo) es medible en lp  sí y sólo si es medible 
en EP/. 

3. En lp  (1 < p < oo) y Co, cada función lineal y continua es medible. 

4. Si µ es una distribución en /MI concentrada en X subespacio de IRDI 
entonces /.‘ también es distribución en X. 

5. Si j.‘ es una distribución en X entonces µ es una restricción de alguna 
distribución en 1RN. 

Demostración. 
(1. ) 

Veamos que la función norma de lp  es medible para 1 < p < oo. 
Si f : IRn 	1R÷ U {O} esta definida por f(xi , 	, xn) = IxtiP + • • • + izniP  
para n y p fijos, entonces f es continua. En consecuencia 

f-1[0, 	E INEn) V r> O 

por definición de imagen inversa 

f-1  [o, rP] = {(x1,...,xn) E IR" : f(xl,...,xn) E [0, 
= 	{(x1 , 	, xn) E 	ixiiP 	IZnIP < r"} E 113(lin). 

Llamemos An,p al conjunto anterior. Por lo tanto 

{x E IRN  : lxiiP 	lxniP  < rP) = {x : (x1,... ,xn) E An,p} E a(IRII 
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entonces 
00 • n{x E 	 • + jx„IP < r") E a(EN ). 

n=1 

En consecuencia 

{x E 4 : oclip 5 r} = {x E E : 	r} 
00 

nIX E El' : Ixir+ • • + Izn I P 	E 
n=1 

Por lo tanto la norma de lP  es una función medible para 1 < p < oo. 

Ahora veamos que la función norma de Co  es medible. 

La función f lan --> E+ U {O} definida por Mb—. xn) = max ixki ea 
continua. Entonces por continuidad 

f -1  [O, r] E IB(//r) V r > 

por definición de imagen inversa 

f -110, = {(xt, ••• xn) E IRn  : ma
k<

x In) < r} = An  E B (E") 
1<n 

por lo tanto 

{x E IRE  : max jxkl < ={x E 	: (xi, 	xn) E An } E 18(10v  ) 
1<k<n 

entonces 

n{x E /RIN  : 	,...,x) E An) E 
n=1 

Por lo tanto 

{x E Co  : !kik, < r} = {x E RN : 	r} 

n
00 

.o, 	: ( xil• • • Sri) E An } E cr(RIV). 
n=1 

Por lo tanto Co  también es medible. Análogo para lo. . 
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De todo lo anterior podemos concluir que la norma de Co  y lp  para 1 < p < oo 
son funciones medibles. 

( 2. ) 

Observaciónes. 

(a) La clase de conjuntos medibles de X (subespacio de EN) es idéntico 
(por contrucción) a la intersección de X con la clase de conjuntos me-
dibles en 1RN. 

(b) 1, es medible en EN. 
Demostración 
lp  es medible ya que pertenece a la a(./RN), en efecto 

00 00 

U  n{x E /R11  (xi,..., zn) E AM} E a(101) 
M=1 n=1 

donde 

AM = {(xi, • • n) E En  : IZilP 	lx,IP 5 m} 
y Al E IB(Ilin) para toda n,M E Vi. 

Ahora demostremos la propiedad 2, usando estas observaciones. 

Demostración. 
4.) 	l p  es un conjunto medible en 1104  ( por las observaciones anteriores ) y 
si E c lp  es medible en lp  entonces E = E' fl I, donde E' es medible en 1101  . 
Por lo tanto E es medible en /RN. 

Si E C l p  es medible en EN entonces E = E fl 111. 

Por lo tanto E es medible en 

( 3. ) 

Sea f :lp -->T1  una función lineal y continua. Tomemos cp„ l p  --> 1, definida 
como 

(Pn(x) = (xl, x2, 	, 	..) V x E lp  

94 



A„ 12  irc 	h-1  [O, -1) 

{y E En  : h(y) < 21 

= {y E /R" : E lyk  zk  
k=1 

e0  
E B(E) 

2 

y E lp  : E jyk  — sk  
k=I 

P  < 
Ep 

2 	= {y E lp  : (yi, .. • Yrs) E Anox} E <7(1" 

95 

Es claro que esta función es lineal. 

Demostremos que es medible. 
En efecto, como lp  es separable, entonces es suficiente verificar la medibi-

lidad de la función para los elementos de la base de lp, ya que cada elemento 
de la topología es unión a lo más numerable, de elementos de la base. 

Sea x E lp  y tomemos Z(x) = {y E lp  : ily — 	< e} una vecindad de 
x, entonces 

{y E lp  (My) E Ve(x)} 

{y E lp ilWn(Y) 	< f} 
co 

= {Y E lp E tyk -xhiP-E E I IP  < tP} 
k=1 	 k=n+1 

00 
Y IYk ZkIP  < 

2 
U y:( 	E ixhiP< 
, 

V 

porque si a,1)>Oya-1-19<eP entonces a<lob< 1. 

Verifiquemos que estos dos conjuntos pertenezcan a cr(Eiv ). 
Para (zi, , xn) E IR" (fijo), definimos h : 	—• E como 

h(Y1) Y2) • • • Yn) = E iyk -zhiP 
k=1 

para n y p fijos. Esta función es continua. Entonces 

wil(11,(x)) = 

k=1 k=n+1 

Ep 
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entonces 

) 	XIIP = 	1(99n(X)) — xk  IP 
k=1 

o. 

= 	E IXklP) 
k=n+1 

< e 	V n > N. 

Por lo tanto lim (pn(x) = x para toda x E 
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Por otro lado 

00 

{ 
eP 	 eP 

y E lp : E irkiP k 	= n

00 	 m 

2 	
{y E lp: E 	IP?. 

2 
—} E o(11211) 

k=n+1 	 M=n+1 	 k=n+1 

y en consecuencia 

e} 	 00 

{y E lp  : 	I., 
2 	

= ({y E lp : E 	IP ID E cf(1/01). 
k=n+1 	 k=n+1 

Por lo tanto 
cp,71(Vc(x)) E a(10). 

De esta forma hemos probado que wn  es medible. 

Ahora bien, si consideramos g,, : lp  —► C definida como g„ = f o cp„, entonces 
gn  es medible ya que f es continua y 99n  es medible. 

Demostremos que lim gn(x) = f(x) para toda x E 1p. 
x•-.Co 

Primero demostremos que lim yon(x) = x para toda x E 
n-+co 

Sea x E lp  y e > O, entonces existe N E IN tal que 

1 

(
CO 

E ixk lP) <e V n N 
k= n 



(a)  co 	n u n {x E 	k N<
In
n<

ax
N+ 

oo co oo 

m=1 N=1 k=1 

oo oo 

es claro que lz restringida a X coincida con ¡s. 

Lema 2.3.1 

(b) = U n {. E EN : max lxij < k} 
k=1 n=1 

Demostración. 
( a ) 

Co es el subespacio de sucesiones tales que lim xj = O. 
j..400 

Entonces para toda e > O, existe N E IN tal que isni < e para toda n > N, 

1<j<n 
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Ahora bien, como f es continua entonces 

f(x) = f(tInct lon(x)) 

= lim f(on(X)) 
n-•oo 

= ii111 gn(x) V x E 

Por lo tanto f es medible porque es el limite puntual de funciones medibles. 

( 4. ) 

Sea µ : c(IRE) 11?-0-  U 10) tal que 1s(X) = 1 donde X es un subespacio de 
.1101. Como la familia de los cilindros borel de X esta contenida en a(1101) 
(por construcción), entonces 1.2 esta bien definida en esta familia y is(X) =1. 

( 5. ) 

Sea p: cf(1111) - IR+ U {O} definida como 

(B) = 1.4B n x) v B E o(11N ) 



co = ri u n {x E 110" : 
N<n<N 

max 
•fk m=1 N=1 k=1 

CO 00 CO 

< 1 . 
m 

ó bien en terminos de conjuntos lo escribimos de la siguiente forma 

00 

= n U 
 n {x E 	lin' < €} 

e>o N=1 n>N 

ó bien 

co= n u n {xE mí: 
m=1 N=1 n>N 

Vamos a demostrar que para N E IN fijo. 

03 

	

{x E EN  : Ixn1 < 
711 
—} = {x E Elv 	ma 

N<n< •fk 	
< —} 

n>N 	
. 

k=1 	
N 

 

En efecto 

( C ) Sea x E 
n >N 

{x E Eiv  : 	< 1}. Sea k > 1 (fijo), como 	< Ñ  
para toda n > N y en particular IznI < 1,n  para toda N <n 
entonces max IxnI < m para todo k > 1. 

N <n<N+k 
00 

	

Por lo tanto x E n { 	 nx E IRN  : max Ix I < 11 

	

k=1 l 	N <n<N-14 

00 

Sea x E n {x E Ril̀ r  : max IznI < ;14. 
k=1 	 N <n<IV +k 

Sea no  > N (fijo), entonces existe un k > 1 tal que N < no  < N + k, 
además corno max ixn1 < 1  entonces lx,1,1 < -,1,7 para no > N. 

N <n<N +k 	m 

Por lo tanto x E n {x E Eti  : ixni < I).  
n> N 

En consecuencia 

( 	) 

={x E 	: sup ¡x„1 < oo) = {x E EY  : sup lx.1 k} 
nEN 	 nEN k=1 
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pero 

00 

	

{x E EN  sup 
nEN 

 ixn, < k} = n{x E Mi  : m ax 	k }. 
1<i< 

n=1 

Demostremos esta afirmación. 

(C) Sea x E {x E 1101  : sup lx.1 < k} , entonces 
neN 

max ixii = sup lx I•I < sup ixn j < k V n > 1 
1<i<n 	1<j<n 	nEN 

co 

	

Así x E n {X E KW : max 	k} 
n=1 	 1<i<n 

00 

	

(2) Sea x E n {x E 11:111  : max 	< k} , entonces max ixil < k para 
n=1 1<i<n 

toda n > 1. Entonces 

sup 1x,i1 < lim max lxii < k 
nE/V 	n-+oo 1<i<n 

de esta forma se tiene que x E {x E EP/  : sup ix.1 < k}. 
" nE/V 

Por lo tanto 
00 

{x E 	: sup lx„I < k} = n{x E EP/  : 
nE/V 	 n=1 

De todo lo anterior podemos concluir que 

MaX izii k}* 
1<i<n 

= u n  {x E iRN : max lxii < k} 
i<n 

kr.--1 n=1 

A continución se darán condiciones bajo las cuales una distribución 1.4 en /RIN 
es concentrada en algún subespacio de 1RN. Usando en lema anterior. 

Este teorema es de gran importancia para el teorema análogo al de Bochner 
en subespacios de EN. 
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max Irni > ;r1;} 
N <n<N+k  

> r;}) max 1Xn1 
N <n<N-14 

Teorema 2.3.1 Si 14 es una distribución sobre IRIN , entonces 

Si 	hm lim 	max Ixni dis(N+1"'" N+k)(I) = O, entonces p(Co) = 1 

	

N-.00 k-.00 	N<n5N+k 

Si 	lim 	max 	dµ(1'-'n)(x) < +oo, 	entonces µ(1.) =1 
n-oce fin  1<j<n 

Si 	E J  ixIP dp(k)(x) < oo, 1 5 p < oo entonces ¿4(1p) = 1 
k=1 

donde I{ con supraindices significa la correspondiente distribución finito di- 
mensional ( proyección de la distribución 14 ). Por lo tanto 

i+1,..., i+a)(E) = it{X E EN ; (xi, xi+i, • • • Ili+a) E E) 

donde i > 1, s > O para E conjunto borel en lis+1. 

Demostración. 
(1) 

Tomando el complemento de este conjunto tenemos que, y aplicando el lema 
anterior 

(C°)c  = 

00 	00 	00 

n 
m=1 N=1 k=1 

( 

tx  E Riv  : 	max 	> N<n<N+k M 

entonces 

00 

o < /2(ció) 

(O°  ñ ° {X E 
m=1 N=1 k=1 

( 

co oo 

nu{xERN: 
N=1 k=1 

 

= 

{ Obsérvese que AN  = U X E IR : 
k=1 

decreciente, es decir  

max ¡xni > } es una sucesión 
N<n<N+k 	— m 1  

AN  C Am' para m' < N. 
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De igual forma obsérvese que Bk = {x E IRE : 	max Ixni > 1-,} es una 
Nt<n<N44 

creciente, es decir que 

Bk  C 131 	si k < 

{x E 'my 	m : 	ax 
1 

	

N<n<N+k > —} 
C {x E IR 	max 	—

1 

ll 	 m N<n<N+1 

Con todo esto, tenernos que 

O 	P( 	) 
00 

ü 
m=1 	N=1 k=1 

x E ENI max 	
1 

N<n<N44 
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{ En efecto, sea x E U xE EN  : max Ixn 1 I entonces existe un 
N<n<N+k 	"I 

ko > 1 tal que x E xE /O/ : 	max ixn i > 1., 
{ k=1 	

. Sea r = N-m'-f-ko > 1 
N<n<N+ko 	111 

{X E Ew : max Ixnl > I} = 
mt<n<mo+r 	rn 

= {X E Eav  : 	max 	Ixnl > —1  } 
mi<n<mi-f(N-mp+ko) 	- 171  

= {x E EW  : max Ixni 
1 

> —} 
mi<n5N+ko 	M 

D { 	
m 

x E EN  : max Ixnl > —}
. N<n<N+ko 

1 

{ Entonces xE xE /Ril  : 	max lxn - I > 1: ' 
mi<n<ms+r 	-  

Por lo tanto x E U {x E 	: max 	> I} k=1 	 m'<n<m'+k 

CO 

Así, AN C Aml si m' < N 



= 	lim p (U { 	
N<n<N+k 	m

x E MI  : max lxni 
m=1 	

11) N--boo 	
k=1  

5-7 lim lim p ({x E 	: max lx.1 —1  
m=1 
a— • 111—000 k—lco 	 N<n<N+k 	m 

Ahora bien, para k, N > 1, sea ir //01  ---> /Rk definida como 

r(x) = (zN+1, XN+21*. • I XN+k) d x E RN  

es claro que esta función es medible. 
Sea g : Rk ---> IR definida como g(V) = max izni para todo 'E E Rk entonces 

1<n<k 
f = g o ir : Riv --> R es medible, porque g es continua y ir es medible. 
Aplicando el Teorema de Cambio de Variable (como se hizo anteriormente) 
se tiene que 

Lig N+in¿nazN+k  Irr(x)I dp(x) = Li g o ir(x) dµ(x) 

= flog(t) 

N<nnIgi.jblXn1 dp(N+1,...,N+k)(i) 

la última igualdad es cierta ya que 

pir (B) = p(r E B) 
= µ(7r-'(B)) 
= p({x 	: ir(x) E B)) 
= 	11({x E RN  : (iN+1)°1+1+2, • • • y ZN+k) E B}) 

(N+1,N+2,...,N+k )(.8)tÍ B E D(Rk ) = 

y obsérvese que se uso el hecho de que g es integrable con respecto a 
II(N+1"'" N+k) , ya que 

max ixn i dp(N+1"-' N+k)(Z) <M VN>lyVk> ink N<n<N+k 
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Por lo tanto 

pero por hipótesis 

lim 
N-+oo 

lim 	max lx 
ink N<n<N+k 

( N+ ••• N+ k) (2) = (;) 

entonces O < p(C1) < O 

Por lo tanto m(q) = O, entonces 

p(Co) p(IRN) — µ(Co) = 1. 

Por el lema anterior sabemos que 
CO 	 00 

(L)`=nAl donde Ak  = UN E EN  : max lxii > 
k=1 	 n=1 

1<j<n  

para n fija, se tiene que Ak+1  C Ak ( es decreciente ), entonces 

O 5_ µ( 	) = 	µ (A"). 

De aquí que para un N y k fijos se tiene que 

({x E IRw :
N <n  

max 
+k 

 lx,,I > 1,}) = 

LE/2/1: max Ixol>k) 
= 	 1 4 

141<n<N+A — 

1{XEIR" max isni>.1.) N<n5N-lk 
< 	 Tr1. max lir(x)I dµ(x) 

N<n5N+11 — " 

< 
LR1V T71. max Iir(x)1 4(x) 

_ m j 

N<n<N+k 

max 	k l dp(N+1 i...'"44)(2) . 
o N<n<N+k 

o. 

	

m lim lim 	max ix I dii(N+1"'"N+h)(Y) 

	

N-no k-no 	N<n<N+k n  
m=1 



y en conseetiencia 

( 3  ) 

00 

Pero Ak = U B1, donde /31 = {X E Risi  max ixii > k} y además para k n=1 	 1<j<n 
fija, Bnk C Bnk4.1  ( es creciente ), entonces 

O 5 µ(11‹,) = lim µ(Ak ) = lim lim µ(Bk ). 
k-.00 n—.00 

Ahora bien, de manera similar al inciso (1), se tiene que 

p(B,k,) = µ({x E 	: max Ixjl > k}) 
1<j<n 

{XERIN: max 
	1 4 

15/5n 

1 
—
k

%Rn max lx•I dis(1"'"" )(Y) 	k > 1, n > 1. 1<j<n 

Por lo tanto 

< 
	

11,0 ) 
11M 11111 /1. 

k—loo n—oco ' 

< lim 1 lim 
k-400  n—lco 	1<j<n lx; I (1/4(11-111)(Y) 

lim 
1 

1<j<n < Te niLinco 	• max ixii dp(1,-.01)(1 

< lim 1 M = O 
k—lco 

11( 	) = /ORE) P(110) = 1. 
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11111  k=1 
E gk(x) dp(x) 

00 
gk(x) dp(x) 

k=1 " 
00 

= 	go rk(x) do(x) 
k=,1 " 
oo 

=f g(s) dis,k (s) 
k=1 

= >2 	lxIP dp(k)( ) < 
k=1 

L11 
0(11 dµ(x) = 

do,nde = {x E VI 	> n}. 
Pero An+.1  C An  ( es decreciente ), entonces 

µ(1;) = li m µ(A„), 
n—oco 

Ahora bien, sea rk : IR"!  --+ E definida como 

wk(x) = xk 

es claro que esta función es medible para toda k > 1. Seag: 	IR definida 
como g(x) = ixlP. Tomemos gk(x) = golrk(x) = irkIP, esta función es medible 
para toda ' k ya que g es continua y lrk es medible. Además gk(x) > O para 
toda x E Elt  y k > 1. Usando el Teorema de Cambio de Variable y el 
Teorema de Convergencia Monótona tenemos que 

Obsérvese que para aplicar el Teorema de Cambio de Variable se uso el hecho 
que g(x) es si-integrable para toda k > 1. 

Dé esta forma 

litem (An) 
n—o 

lim I 1 dµ(x) 
n—000 An  

liM — 4(X) 
n--•co n  An 	9  
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CO 

gx(y) = Ex.. Yn 
n=1 

gx(y) está bien definida porque 

yyE lo  

Ex.. Yn 	11Y1100 E xn 5- IIyIIoo iixii < CC' 
n=1 	 n=1 

Veamos que gx  es lineal y continua. 
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1 

n-+co n EN 	r  
lirn 	 11Xlir dp(x) 

lim 1  ‘1"-' 	lxk lP diz(k)(x) = 
n 

k=1 — 

Así, p(11) = o y por lo tanto p(Ip) = 1. 

2.4 	Funcional Característica en el Espacio /p  

Definición 2.4.1 
La funcional característica de una distribución µ sobre X subespacio de 

( 4, para 1 < p < oo óCo ) es una función sobre el espacio conjugado.  
X* definida como 

x(f) = 
JX 

 exp(if(x)) dµ(x) 	V f E X. 

Observaciones. 

1.) La definición anterior se puede generalizar para p = oo de la siguiente 
manera. Para X = loo  y it una distribución sobre 400  definimos la funcional 
característica de 12 en li  como 

x(f) f exp(if(x)) dµ(x) V f E lb 

Ya que 11  c 	En efecto, sea x E 11, entonces 

E ix„i < M para alguna M > O. Sea gx  : h —+ IR definida como 
n=1 



(i)  Sea z, y E 100  y A E IR, entonces 

00 

gx(z + AY) = E xn (xn + )Yn) 
n=1 
oo 

E(Xn  Zn AXn yn) 
n=1 
co 	 00 

E Xn  Zn A E Xn Yn 
n=1 	 n=1 

9x(Z) AYX(Y) 

gx es lineal. 

(ii) Sean y E lo, y lyn)11,1  C loo  tal que litem Ilyn — yÍh = O, entonces 

Igx(Yn) — gx(Y)I = 

oo 	 n 

xi• y? — E xi Yi 
i=i 	iol 

  

  

= 	E xi (yr —y;)  

E I xiI 	— yil 
i=1 

iiYn  >leo ' E ixii 
i=1 

5- ilYn  Yitoo M. 

Entonces 

lim iyx(yn) 93C(Y)1 5. han In  Ylloo • M = O. n-roo n--.co 

Por lo tanto lim gx(Yn) = gx(Y). n->oo 

Así, gx  es continua. 
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De estalorma se tiene que 

	

X(f) = 	exp(if(x)) dµ(x) = LexP(igf(x)) dµ(x) V f E 11 

co 
donde gf  E (L)* y gf (x) = E fi xi para todo x E 40 . 

i=i 

2.) Cuando X = Co  y 14 una distribución en Co, se tiene que 

X(f) = 	exp(if(x)) dµ(x) 	V f E (Co)'= 
co 	

h. 

3.) Cuando X = ll  y µ una distribución sobre li, la funcional característica 
de µ (de acuerdo a la definición) es 

xi(f) = 	exp(if(x)) dµ(x) 	V f E 1.. 

Pero también se puede definir como 

X2(f) =
J  
 exp(if(x)) dµ(x) 	V f E Co. 

Esto es ya que ((Co )*)* = (4)* = L. (Véase el Teorema del libro [11] página 
92). 

4.) De todo lo anterior y de la definición tenemos que 

(a) X = 	< p < oo 
x : lq  —+ 

(b) X = 11, 

	

X leo --> 	ó X Co e 

(c) X = 
X 

(d) X = Co, 
X 
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Proposición 2.4.1 
1111 es densa en l p  y Co  para 1 < p < cc, 

Demostración. 

( a) 

03 

Sea x E l p, entonces E Ix„IP < oo. Sea y"' = E xk e(k), en Rov entonces 
n=1 	 k=1 

para cada m> 1, Lym = m. 

Vamos a probar que lim ym = x con la norma de lp. m-400 
00 

Sea e > O, entonces existe N E IN tal que E ix„IP < eP para toda m > N. 
n=m 

Entonces 

IlY' - xtI ,P 
00 

E 
n=1 

/11 

= 
n=1 

=E 
n=1 

(Em  Xk e(k)) Xn  
k=1 
m 

Ex, e(k)) _ xn  
k=1 

Exk elk)  Xn 
k=1 

P 

cÉ)  K nÉzk 04) — zn1 
n=m+1 k=1 

P 	00 

+ElXn IP 

n=m+1 
00 

= E IXn1P  
n=m+1 

< 	V M > N. 

Por lo tanto 

IIYm — xllly < eP 	V m > N. 

Así, Iler  es denso en ip  y dada x E lp  se tiene que 

oo 

X = H111 E xk e(k)  = E xk e(k)  
k=1 	k=1 

con la norma de I. 
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( b ) 

Sea x E Co, entonces lim xn  = 0. Sea {yn} 3..4  C ./R1 como antes, entonces 
n-000 

dado e > 0, existe N E IN tal que lx,,1 < z para toda n > N. Entonces 

EN k 	

, e 
k, SUP 	— xkl = su 

k>n
p
+1 

 ixki 5
2

_—<e Vn N 

De esta forma se tiene que yn --> x con la norma de Co. 

Por lo tanto IRt es denso en Co. 

Teorema 2.4.1 
Sea x(f) una funcional con f E 19. Entonces para que x(f) sea la funcional 

característica de alguna distribución µ sobre lp  (1 < p < oo) tal que 

1, 11xlir dµ(x) < 00 

es necesario y suficiente que las siguientes condiciones sean satisfechas 

(a) x sea definida positiva 

(b) x(0) = 1 

(c) x sea continua en la norma del espacio 19  

00 

(d) E f I xl p dp(k)(x) < oo donde IP) es la distribución sobre 11 de la 
k=1 11 
función característica sok(t)= x(te(k)) 

Si estas condiciones son satisfechas entonces la distribución correspondiente 
queda determinada de manera única. 

Demostración. 

Observesé que iq  D ier  y Co  J R'. Tomemos 1 < p < oo. Sea Xo  la 
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restricción de x en I. Entonces xo  satisface las condiciones (a) y (b) del 
Teorema 2.2.2; 

Veamos que la condición (c) del Teorema 2.2.2 también se satisface. 

Por demostrar que dado e > O, existe U6,14(0) tal que Ixo(f) — 11 < e para 
toda f E U6,m(0), 

xo  es continua con la norma de 1g  para 1 < q < oo, en particular para f = 
Sea e > O, entonces existe 6 > 0 tal que 

Ixo(f) — 11 < e 	V 11114  < 6. 

00 
Sea M = n {x E IR" : 	< 2}. Vamos a demostrar que este conjunto es 

compacto. 
En efecto, como 10 es un espacio métrico, entonces es suficiente demostrax 
que para toda sucesión {x"}11.1  C M, existe una subsucesión {x"k}:11  de 
{xn}°11 tal que lim xnk = x para alguna x E M. 
En efecto, sea {x"}nc°,.1  C M, entonces para cada i E IV se tiene que Izrl < 2 
para toda n E N. 
Como [-2, 2] es un compacto, entonces para cada i E IV, existe una sub-
sucesión {4'311_1  de {xr}cn_i  tal que 

lim
•

= xi E (-2,2] k-400 

Tornemos {xnk = 	xr, 	Sin?' 
subsucesión de {x }riC°=1 

lim xn" = x k-.00 
donde x = (x1, x2,... , 	E M. 
Por lo tanto M es compacto. 

Es claro que x" Cn  es una 

Sea U6im(0) = {f E 1115' : sup 1f(x)1 < 6}, tomemos f E Us,m(0) como 
xEM 

1 < q < oo, entonces 

C
E

i 11

ao  

Ifnlq 5 IM 
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Ahora, sea z = {z,,}11.1  E 10 donde 

1 si fr, O 
zn — —1 si fn  < O 

Así, zEMycomofEllit tenemos que 
00 00 

= 	fn zn 
n=1 	n=1 

= f(z) 

< sup If(x)I 
xEm 

< 

de aquí que 
1 

0o 	 q 

Ifnig) < 6 

n=1 

 

 

 

  

en consecuencia 11f11/, < 8. 

Por lo tanto, para todo f E U6,m(0) 'se tiene que 11fIlip  < 6, y esto implica 
que Ixo(f) -- 11 < e. 

Así, hemos probado que Xo  es continua en f = O, en la topología k. 

Por otro lado, cuando p = 1 tenemos que su dual es 4., pero en este caso ( 
como se dijo en la Propiedad 3 ) es suficiente tomar x : Co --,C. 

Sea xo  la restricción de x a El. Nuevamente las condiciones (a) y (b) del 
Teorema 2.2.2 se satisfacen para Xo. 

Xo es continua en f = O con la norma Co. Sea e > O, entonces existe 6 > O 
tal que si 11f 11c„ < 6 entonces Ixo(f) — 1) < e. 

Sea M C Vi como antes, y sea Us,m(0) = {x E EN : sup If(x)I < 
XEM 

tomemos f E U6,m(0), como e(")  E M para toda n, entonces 

11f11c0 	sup 1fn1 = sup
N 	 M 

1f(e(n))1 	sup 	< 6 
nEN 	nE 	 XE 
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en consecuencia ulf 	< 6. 

Por lo tanto para todo f E U6,m(0) se tiene que lifilco  < 6 y esto implica 
iXo(f) -1i < E. 

Así, Xo  es continua en f = O en la topología k. 

Entonces existe una única distribución µ sobre .1111v tal que 

X(f) = Xo(f) =
EN 

exp(if(x)) dµ(x) V f E /Row  

Deacuerdo a la condición (d), µ es concentrada en lp  en otras palabras 
µ(4) = 1. De aquí que 

X(f) = Xo(f) = L.  exp(if(x)) dµ(x) = f exp(if(x)) dµ(x) V f E Row  
iP  

De esta forma tenemos que 

X(f) = xo(f) = f exp(if(x)) dµ(x) V f E 1411  
IP  

Solo falta demostrar que 

X(f) = exP(if(x)) dµ(x) V f E 4. 
tp 

En efecto 

i.) x es continua en todo 14  ( ó Co  ). 
ii.) Xo es continua en todo Et con la norma de 14  ( ó Co  ), ya que x es 
continua con esta norma. 

Sea f E / 9  (ó co ) , corno Elv es denso en 14  y Co. 
Entonces existe {f"}%1 	El' tal que lim fn  = f, de aquí que 

n—hco 

X(f) = x( 	fn) n—,co 

11111 x(fn) 
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( b ) Es claro. 

(c ) 

Vamos a probar que la parte real de x(f) es continua en f = O con la norma 
de lq . Como 1 — cos u < lul para toda u E .iii, entonces 

p 

(1 — Re(x(f)))P 
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00 

if (x) IP = 	fn z" 

5_ ( cÉ 
n=1 

5- (11Xliip 

	

— Re(X(f)))P  5 	lixn, IIfII ó  dµ(x) 

	

= 	Ilfil 9 J Ilxll á dµ(x) 
tv  

= 	(1 — cos f(x)) dµ(x)) 
IP  

< 1(1 — cosf(x))P dµ(x) 

5. I If(x)IP dµ(x) 

= llm X0(r) 
n--oco 

= X0(11111 fn) por continuidad de Xo 
n-400 

= X0(f) 

= 	exp(if(x)) dµ(x) V f 19  
ip 



donde O < k < oo. Así, 

1— Re(x(f)) Oh, 
De aquí que dado e > O, existe 6 = e/k1; tal que si 11114 < 6 entonces 

— Re(x(f))1 	11f114 . 	<e. 

Por lo tanto x(f) es continua en f = O. 

Usando el Lema 2.2.1 se tiene que para f E /9 y e > O, si u = f - g 
Ilf — gibe, = IIUIItq < 6 entonces 

1X(f) — X(11)12 = 1X(g + u) — X(8)12 5 211 — Rex(u)1 < 2e. 

Por lo tanto x es continua en todo h con la norma de 1,. 

( a ) 

Sea xo la restricción de x en /R0/ corno µ(11,) = 1 entonces 

Xo(f) = X(f) = 	exP(if(x)) dµ(x) = 
in« 

exp(if(x)) dri(x) V f E MI 

donde Ti(A) = p(A n 1,,) para todo A E a(1104 ), Por el Teorema 2.2.2, Xo(f) 
es definida positiva. 

Usando este hecho vamos a probar que x es definida positiva. 
Sea n > 1; ai ,_92, 	, (I n E e y fi, f2 ,..., fr, E lq 	Co ) con 1 < q < oo. 
Pero corno IR,r es denso en lq y Co entonces para cada i = 1, 2, ... ,n existe 
{1111, g /My tal que lim = fi en la norma 1, (ó CO ). Además, como x 

11-4C0 

es continua, se tiene que 

E
n 	 n n 

E aja-7 X(fi — fj) = E E a ic-i7 X( j!!nt(f — e )) 
i=1 j=i 	 i=1 j=1 

n n 

= E E «ir,' ~X(fk— fj) 
=1 

 

j=1 
n n 

iiM E E aia; xo(c — > o k-- i-1 
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Por lo tanto x es definida positiva. 

( d ) 

Para cada k > 1, sea lrk : 1RN —› I? definida como rk(x) = xk para toda 
x E EN, y sea g : JR —› E definida como g(x) = lxIP para cada x E E. 
Tomemos gk  = gork  la cual es medible porque lrk  es medible y g es continua. 
Usando el Teorema de Cambio de Variable y el Teorema de Convergencia 
Monótona, se tiene 

f lx1P d (k)(x) = El g(x) dp(k)(x) 
k=1 	 k=1 

co 

= 	go irk(x) dµ(x) 
k=1 

Rw 

oo = E 	gk(x) dp(x) 
k=1 Riv  

oo 

= 	iRw  E gk(x) dµ(x) 
k=1 

Riv 	P  
11X111 dli(X) 

IP IP  
dµ(x) < 00 

o 

Similarmente, el siguiente teorema puede ser demostrado 

Teorema 2.4.2 
Sea x(f) una funcional con f E 	Entonces para que x(f) sea la fun- 

cional característica de alguna distribuciónµ sobre loa  tal que 

L ilxilco p(dx) < oo 

es necesario y suficiente que las siguientes condiciones sea satisfechas 

(a) x sea definida positiva 
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(6) x(0) =1 

(c) x sea continua en la norma del espacio 40  

(d) lim f max luil µ(1 -..in )( dp) < oo donde li(1"'"n)  es la distribución sobre 
n—000 En  

RN tomando la función característica f(t i , ...,t.) = x(t ie(1 ) 
ine(n) ) 

Si estas condiciones son satisfechas entonces la distribucíon correspondiente 
queda determinada de manera única. 
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