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l·N'l'B0BUCC ION 

Los problemas que se presentan en cualquier rama de la física 

involucran generalmente un gran número de partículas que 

interaccionan. por este motivo el estudio de sistemas de muchos 

cuerpos es muy importante para los físicos. 

La descripción de los sistemas de muchos cuerpos ha sido abordada 

con diferentes métodos y aproximaciones, tanto clásica como 

cuánticamente. En cada caso la elección específica depende del 

interés concreto en determinadas propiedades físicas del sistema. 

En algunas ocasiones la aproximación con la que se estudian los 

sistemas de muchos cuerpos nos permite considerarlos como entes 

sin estructura, por ejemplo en física atómica y molecular suele 

considerarse a los núcleos como partículas puntuales, sin embargo 

en física nuclear el interés fundamental radica en el estudio del 

núcleo como sistema de muchas partículas; los satélites y planetas 

pueden considerarse también como entes sin estructura para el 

cálculo aproximado de sus órbitas, pero en el cálculo de otras 

propiedades es esencial la estructura e interacción entre sus 

componentes. 

Formalmente debemos iniciar el estudio de todos estos sistemas 

considerando que están formados por muchos cuerpos que 

interaccionan. y posteriormente se puede emplear la aproximación 

apropiada en cada caso. 
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La mecánica cuántica proporciona métodos aproximados para el 

estudio de sistemas de muchos cuerpos 1 estos métodos han sido 

empleados con éxl to en el estudio de sistemas tanto de bosones 

como de fermiones. 

Entre los sistemas cuánticos de muchos cuerpos son de primordial 

interés los gases de fermiones. ya que se presentan frecuentemente 

en diferentes ramas de la física. Estos sistemas se describen, en 

cada una de ellas. tomando en cuenta diferentes puntos de vista. 

Como habíamos mencionado, el interés específico en algunas 

observables físicas determina la aproximación y el método 

empleados; sin embargo, en otras ocasiones son las limitaciones 

operacionales las que obligan a seguir un método o aproximación 

determinado. 

Como ejemplos de gases de fermiones podemos mencionar. los 

sistemas de Coulomb, y en particular en la física del estado 

sólido el llamado Gas de Electrones. Uno de los problemas más 

importantes a resolver en esta rama de la Física es la 

determinación del comportamiento de los electrones responsables 

de las propiedades de transporte de los diferentes materiales. 

Estos, se conocen como electrones de conducción en los metales y 

constituyen el gas de electrones, que es uno de los gases de 

fermiones más importantes que se presentan en la Física. 

La descripción de este sistema se ha intentado con aproximaciones 

tanto clás1cas2 como cuánt icas3 • y los resultados obtenidos con 

los diferentes métodos, han proporcionado lnf'ormac ión re levante 

acerca del mismo; adicionalmente dichos resultados han sido úti1es 
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en el estudio de otros gases de fermiones. 

etro importante ejemplo de gases de fermiones lo encontramos en el 

estudio de la materia nuclear 4 , en este caso se espera que el 

comportamiento del sistema sea diferente al de un sistema de 

Coulomb, ya que la interacción no es de alcance infinito. Sin 

embargo las técnicas generales de la mecánica cuántica, para el 

estudio de los gases de fermiones, se pueden aplicar tanto para 

sistemas de partículas que interaccionan por medio de potenciales 

de alcance infinito, como para sistemas de partículas cuya 

interacción es de corto alcance. 

Podemos mencionar también, dos ejemplos concretos de gases de 

f"ermlones que se presentan en Astrof"ísica las estrellas de 

neutrones 5 • que corresponden a una etapa f"inal en la evolución 

estelar, y el interior de las enanas blancas6 que corresponden a 

otra etapa en la evolución estelar; estas últimas se encuentran 

formadas con material tan denso como el de las estrellas de 

neutrones, siendo las cargas puntuales los átomos ionizados de 

"He o 56 F que se mueven en un fondo homogéneo formado por 

los electrones. 

Los ejemplos mencionados nos muestran que en diferentes ramas de 

la física, se presentan sistemas cuya descripción se puede abordar 

a partir del estudio de gases de fermiones. 

Un sistema infinito constituido exclusivamente por íermlones 

11.bres, a temperaturas muy bajas, está sujeto solamente a las 

condiciones que establece la estadística de Fermi-Dirac, su 

descripción se ha desarrollado en el marco de la mecánica 
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cuántica~ Este sistema. conocido como Gas Ideal de Fermi. es el 

eje•plo más simple de gas de fermiones, y se considera 

Crecuentemente como una aproximación simplificada de otros 

sistemas más realistas. o sirve como punto de partida para otras 

aproximaciones. 

Para mejorar esta descripción, es necesario considerar tanto la 

1.nteracclón entre los fermiones, como con el 11tedlo en el que se 

encuentran. Estas interacciones son diferentes en cada sistema. 

sin embargo es frecuente iniciar el estudio de cualquier gas de 

fermlones con las siauientes aproximaciones: 1) se consideran 

solamente interacciones entre dos cuerpos; y ii) se toman en 

cuenta únicamente las interacciones que dependen de la distancia 

entre partículas, rJ 1). Quedan incluidas tanto las 

interacciones coulomblanas de alcance infinito, como las de corto 

alcance. inclusive como una interacción delta. Entre estos dos 

extremos se encuentran muchas otras interacciones. que resultan 

adecuadas para describir sistemas de interés físico. 

Podemos afirmar que el comportamiento de un sistema está 

determinado, en gran parte, por el alcance de la interacción 

entre las partículas que lo constituyen, sin embargo. en este 

trabajo se quieren resaltar las características comunes que 

presentan algunos gases de f"ermlones. sin importar si la 

interacción involucrada es de largo o de corto alcance. 

Como ya mencionamos. la teoría cuántica proporciona métodos 

generales apl !cables a todos los sistemas de muchos cuerpos, en 

particular a sistemas de f"ermiones. Entre los métodos que se 
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elhplean. más frecuentemente se encuentran los métodos 

perturbativos. los métodos variacionales y las simulaciones en 

computadora. o combinaciones de dos o más de ellos. 

Entre los primeros, el método de la función de Green8 jueaa un 

papel muy importante, ya que la Función de Green de un problema 

contiene la información física más importante del sistema, co1110 

son la eneraía del estado base y otras funciones termodinámicas. 

Sin embargo, no es fácil determinar las funciones de Green de 

muchos sistemas, por lo que es necesario recurrir a 

aproximaciones. El estudio de los aases de f"ermiones se aborda 

frecuentemente por el método de la función de Green, a diferentes 

niveles, principalmente la aproximación de partícula independiente 

y RPA (Random Phase Aproximation). Sin embargo, no siempre es 

en método perturbativo el más adecuado para describir un sistema 

específico, por este motivo. se han desarrollado otros métodos. 

Como alternativa se tienen, por ejemplo algunos métodos 

variacionales, entre ellos destaca el método de la densidad 

funcional o funcionales de la densidad, desarrollado por 

Hohenbera. Kohn y Sham9 Con este método se pueden obtener 

al.unas propiedades del estado base del sistema en términos de la 

densidad de partículas, que se considera como funcional de un 

potencial externo. Se generan variacionalmente ecuaciones para una 

partícula, análogas a las de Hartree-Fock, las cuales, en general 

son más fáciles de resolver que las ecuaciones de movimiento de la 

función de Green. Actualmente este método es uno de los más 

populares en el cálculo de propiedades del estado base de algunos 
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s~stemas específicos. 

Por último conviene mencionar que en los últimos aftos han cobrado 

aran 1Mportancia las simulaciones en computadora. en particular el 

Método Monte Carlo 10 se ha empleado con mucho éxito. Como eJe•plo 

pod••os mencionar que actualmente a escasos 11 aftos de su 

publicación. el trabajo de D. M. Ceperley y B. J. Alder 11 • es ya 

un clásico al que hay que referirse en cualquier cálculo de la 

ener•ía del estado base del gas de electrones, y de otros aases de 

partículas, tanto fermiones como bosones. 

Cada uno de los métodos mencionados tiene ventajas y limitaciones. 

sin embarao. en conjunto todos ellos han proporcionado la 

información que se conoce actualmente sobre el comportamiento y 

características de los gases de f"ermiones. 

En este trabajo abordamos el estudio de algunas propiedades del 

estado base de diferentes gases de fermiones. en la aproximación 

de partícula independiente. resolviendo en forma autoconsistente 

las ecuaciones de Hartree - Fock correspondientes. 

En el Capítulo I presentamos la teoría mínima necesaria para poder 

ubicar el problema. En el Capítulo I I efectuamos los cálculos 

correspondientes a un plasma cuántico de una componente. Se 

proponen soluciones con diferentes simetrías, en todos los casos 

se determinan las funciones de onda, la energía del estado base y. 

cuando se presenta. la localización de las partículas. Finalmente 

en el Capítulo III, siguiendo el método presentado en el Capítulo 

II. se describen gases de íermlones que interaccionan por medio de 

potenciales de alcance arbitrarlo. Se determina la dependencia del 
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a1cance de la 1.nteracc1.6n sobre las caracteristlcas del estado 

base. Nuestro interés fundamental en esta parte del trabajo 

radica en la posible local1.zac16n de particulas para estos 

slsteaas, análoga a la que se presenta en sistemas de Coulomb. 

¡. 
i 
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CAPI'l'UL0 I. TEORIA GENERAL PARA GASES DE FERNIONES. 

Modelo de partícula independiente. Hartree-Fock para sistemas 

de auchas partículas. 

Co•o punto de partida para describir un slsteaa de N cuerpos. se 

considera el estado base de un Hami 1 toniano H
0 

de N partículas 

que no interaccionan. Dicho estado se describe por •
0 

en donde 

cada una de las partículas del slste•a ocupa un estado de una sola 

partícula. de manera que su •ovimiento es independiente de la 

presencia de las otras. 

Esta situación se modifica drástica•ente al introducir 

1.nteracción. sin embar&o es un hecho experimental que 

la 

la 

descripción con el Modelo de partícula independiente resulta 

sorpresivamente una buena primera aproximación para muchos 

sistemas de N cuerpos~ 2 

Es claro que un método adecuado para abordar la descrlpci.ón de 

sistemas de muchos cuerpos, debe retener esta información. de 

aanera que es conveniente considerar la aproximación de partícula 

independiente como un punto de partida para otras aproximaciones. 

De todas las versiones que se encuentran en la 1 i teratura la 

aproximación de Hartree-Fock12
'
13 es el mejor modelo de partícula 

independiente. La aproximación de Hartree-Fock (H-F) fue 

i.ntroducida inicialmente en la búsqueda de una descripción 

adecuada para sistemas atómicos y moleculares~ 4 Se obtiene a 
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partir de un principio varlacional. con el que se plantean las 

ecuaciones que deben satisfacer los orbitales para que la energía 

sea un mínimo. Resolviendo ese sistema de ecuaciones se determinan 

las funciones de onda y a partir de éstas se puede calcular la 

eneraía y otras propiedades del estado base del sistema. 

Cuando los sistemas con los que se trabaja tienen un nWnero 

peque~o de partículas, como es el caso de alsunos átomos y 

•oléculas, la solución autoconsistente de las ecuaciones acopladas 

resulta colftl)licada. sin eabarao se ha podido resolver en m.uchos 

casos! 5 
El nivel de co•pllcación crece rápidamente cuando aumenta 

el número de partículas y para algunas moléculas el problema 

computacional es extraordinario. Es por esto que inicialmente 

parecía imposible efectuar un cálculo H-F autoconsistente para 

un sistema inCini to. En la 1 itera tura existe confusión a este 

respecto, ya que lo que llaman algunos autores soluciones de H-F 

para sistemas de muchos cuerpos. son únicamente soluciones 

aproximadas que se obtuvieron tomando como punto de partida las 

ecuaciones de H-F. 

autoconslstente! 6 

pero sin llegar a realizar un cálculo 

Es evidente que no se puede resolver un sistema infinito de 

ecuaciones acopladas por los métodos tradicionalmente empleados en 

física atómica y molecular. por lo tanto es necesario resolver el 

problema matemático en forma alternativa~ 7 

Para muchos sistemas de N cuerpos. las observables físicas de 

interés no dependen fuertemente de las correlaciones; y para 

alcunos otros éstas no son muy importantes. en ambos casos, la 
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aproximación H-F es la más adecuada. Por otra parte. siempre puede 

ser el punto de partida para el estudio de sistemas en los que las 

correlaciones modifican el comportamiento del sistema. ya que como 

paso inicial es conveniente obtener la mejor solución de partícula 

independiente. 

En aeneral, la introducción de correlaciones puede modificar la 

energía del estado base. es iMportante aclarar que en sistemas 

infinitos, frecuentemente se considera que se han introducido 

correlaciones al considerar soluciones diferentes de las ondas 

planas y en algunas ocasiones definen la enerKía de correlación, 

00111;0 la diferencia entre la eneraia real y la energía de onda 

plana. Aquí emplearemos la definición for•al de energía de 

correlación, como la contribución a la eneraía que se obtiene 

exclusivamente en cálculos que van más allá del modelo de 

partícula independiente. 

Un resultado aeneral muy importante es que las soluciones 

ho•oaéneas, en términos de ondas planas, son siempre soluciones 

autoconsistentes de las ecuaciones de Hartree-Fock para cualquier 

aas de %ermiones. siempre que las partículas interaccionen a 

través de potenciales que dependen solamente de la distancia entre 

partículas. Por este motivo. es frecuente que se proponaan estas 

soluciones de OP, dentro de la aproximación de partícula 

independiente y son, en muchas ocasiones, el punto de partida 

para descripciones que incluyen correlaciones. 

Es importante recordar que, en todo sistema cuántico de fermlones, 

se satisface el principio de exclusión de Paull. en consecuencia 
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la estadística de Fermi-Dirac introduce automáticamente una 

corre1acl6n de espín entre pares de partículas. dicha correlación 

aa.rca la diferencia entre un sistema de fermiones y uno de 

bosones, y siempre est• presente en cualquier descripción de estos 

slste•as, incluyendo la aproximación de H-F. 

En este trabajo aborda•os el estudio de diferentes aases de 

~er•iones en la aproxl•aclón de partícula independiente, ae 

resuelven en forma autoconslstente las ecuaciones de Hartree-Fock 

de cada sistema. y se calculan alaunas propiedades importantes del 

estado base, de cada uno de los •ases de fermlones estudiados. 

El aas ideal de Ferml y los Mases de fermiones con interacción. 

Había•os indicado en la introducción que se conoce co•o el aas 

ideal de Fermi a un sistema de fermiones que no interaccionan. su 

estado base está representado en el espacio de momentos, por una 

esfera llena, de radio cuya superficie se conoce como 

Superficie de Fermi. Al introducir una interacción esta situación 

se Modifica, es necesario to11tar en cuenta que un siste•a que 

consiste exclusivamente de un conjunto de fermiones libres, 

l:dénticos, que interactúan atractiva o repulsivamente, es 

16•ica1111ente inestable, se requiere otro conjunto de partículas, 

como es el caso de los iones positivos en los metales, o un fondo 

ho•o•6neo de cer .. contraria que neutralice el sistema y permita 

así su estabilidad. 

El término car•• se emplea aqui en Corma muy general, se reduce a 

la oa-raa eléctrica en el caso del gas de electrones y de otros 
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aases de partículas cargadas. pero en aeneral dependerá del tipo 

de interacción presente en cada sistema. Es en este sentido que se 

pide neutralidad cuando se considera un f'ondo homoaéneo de car .. 

contraria. 

En este trabajo se estudian aases de f"ermlones con dif"erentes 

interacciones. pero siempre sumergidos en un fondo que los 

neutraliza. Las características del f"ondo se indican en cada caso. 

La interacción presente en cada sistema depende de las 

características de las partículas que lo constituyen. y se propone 

en cada caso una expresión •ateMática que la describe. En algunas 

ocasiones se hace una proposición Inicial y con base en los 

resultados se puede modificar. hasaata tener una expres1.ón 

••temática adecuada. En consecuencia. la forma explícita de la 

interacción puede variar mucho de un cálculo a otro. aquí 

consideramos únicamente interacciones entre dos cuerpos, que 

dependen de la distancia entre los mismos. 

El prototipo de los gases de fermiones con interacción es el aas 

de electrones. En este sistema la interacción entre los 

electrones, entre estos y el fondo. así como la interacción del 

f'ondo con él mismo, es coulo111biana. por lo tanto el alcance es 

lnf"inlto. Es frecuente encontrar también en la literatura otros 

••ses de fermiones para los que la interacción tiene menor 

alcance, inclusive se reportan cálculos para sistemas cuyos 

componentes interactúan por medio de un potencial delta~ 8 

A pesar de que las interacciones presentes determinan el 

hamlltoniano del sistema, y este a su vez caracteriza a cada 
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slsteaa, en principio, no tiene significado físico la 

coaparac16n de los resultados obten.idos para observables f".íslcas 

de ala temas dif"erentes. Sin embargo, frecuentemente encontramos 

que si se pueden inferir alaunos aspectos del coMportamlento de un 

sisteaa deterMinado, a partir de la información del comportaaiento 

de otro sistema cuya interacción sea se•ejante a la del primero. 

En este sentido, el estudio de sistemas que interaccionan a través 

de potenciales delta ha sido muy útil, ya que además de tratarse 

de.l estudio de un problema con menor co•pllcaclón mate111átlca, 

representa un limite de interés para diferentes sistemas físicos. 

A partir de las consideraciones anteriores, resulta conveniente 

desarrollar un Método aeneral. que permita efectuar cálculos 

aenerales de las propiedades del estado base de slste•as que 

interaccionan a través de un potencial de alcance arbitrario. de 

tal Eor•a que podamos abordar simultáneamente el estudio de 

dl.f'erentes aases de Eermiones. desde aquellos caracterizados por 

una interacción de alcance infinito. hasta los que interaccionan 

por medio de un potencial con alcance comparable a la distancia 

entre partículas. 

En consecuencia se podrían obtener expresiones aenerales hasta 

cierto nJ.vel y al Elnal de los cálculos introducir la forma 

especifica de la interacción que interese, así con muy poco 

esfuerzo adicional se puede obtener información de diferentes 

sistemas físicos. 
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Si.a-temas en una, dos y tres dimensiones. 

La d1mensionalidad del sistema es una características que 

clasifica en conjuntos ajenos a los diferentes sistemas f íslcos. A 

pesar de que todo sistema físico real se encuentra en tres 

d.1..ensiones, las características específicas de algunos permiten 

que se aborde su estudio considerándolos colfto sistemas en menos 

dimensiones. Es frecuente encontrar en la literatura análisis de 

••ses de ferlftiones en una (10) 19 o dos dimensiones (2D)ª~ Es muy 

1•portante tener en cuenta esta posibilidad, ya que la 

dlaenslonalidad determina en muchos casos los métodos que pueden 

e•plearse para su estudio. 

Algunos sistemas, debido a sus características geométricas, se 

pueden considerar aproximadaaente como sistemas en 10, un ejemplo 

lllUY claro lo tenemos en el estudio de algunos alaabres 

conductores; también existen otros sistemas con a launa 

característica unidireccional importante. tal que en algunas 

ocasi.ones se les considera como sistemas en 10 y se incluye la 

presencia de los alrededores como potenciales externos. 

Adicionalmente al estudiar sistemas en 1D se cuenta con las 

siaui.entes ventajas: matemáticamente es más simple desarrollar un 

•étodo de cálculo en una dimensión; frecuentemente se puede 

extender el método a más dimensiones y se puede obtener una idea 

del comportamiento cualitativo de los sistemas en 20 y 30. que 

interaccionan a través de los mismos potenciales. 

Un camino alternativo, para la descripción de estos sistemas. 

consiste en estudiar el sistema tridimensional e introducir una 
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se1uc16n anisotrópica con la simetría característica. 

El análisis de sistemas en dos dimensiones (20). ha tenido mayor 

interés físico, tanto desde un punto de vista teórico, coao 

exper lmental. Por ejemplo, el estudio de propiedades de 

superficies, que actualmente ocupa un luaar muy importante en el 

estudio de la Materia Condensada, se puede iniciar con una 

descripción de sistemas de dos dimensiones; el 8&S de electrones 

en 20, en sus diferentes versiones y aproximaciones, se e•plea 

co•o modelo para determinar propiedades de transporte en la tísica 

de semiconductores, así coao para describir alaunas estructuras 

sellliconductoras de interés (metal-oxide-se•iconductor, MOSl. 

También el hecho de que el movimiento electrónico en los nuevos 

superconductores de alta temperatura crítica se presente 

íundamentalmente en planos, ha generado recientemente Mucha 

espectación sobre los resultados reportados en sistemas en 20. 

También en estos casos en un camino alternativo se plantea el 

problema en tres dimensiones y por medio de una solución con 

simetría planar se puede intentar una descripción del sistema. 

En consecuencia, los sistemas de más interés son los de tres 

dimensiones, ya que además de ser la dimenslonalidad de los 

sistemas reales. el estudio de lo sistemas en menos dimensiones 

resulta una simplificación que no siempre es necesaria. Es de 

estos sistemas de los que nos ocuparemos en este trabajo. 

mencionando en algunas ocasiones su conexión con sistemas en ..enos 

dimensiones. 
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El baaalltonlano y la energia del estado base 

Una de las propiedades más importantes de cualquier sistema f isico 

es la eneraia del estado base. Para sistemas infinitos como los 

que abordaremos aquí, se debe calcular la energía por partícula, 

por alauno de los métodos de la mecánica cuántica antes 

.. ncionados. 

Para el cálculo concreto de la eneraia del estado base de un aas 

de %eralones, se parte del hamiltonlano del sistema, en •ste se 

t.lenen que incluir todas las interacciones presentes. Aqui se 

propone que el hamiltonlano de un aas de ferm1ones que 

interaccionan. su.ergido en l.lll fondo inerte que lo neutraliza. 

tiene la siguiente forma general: 

V + V + V 
pp pf" f"f" 

l. 1 

donde T es el término de energía cinética que proviene 

exclusivamente de las partículaso V representa la interacción 
pp 

entre las partículas. este término tiene dos contribuciones en el 

cálculo de la energía: el término directo Vd y el término de 

intercatnblo V 
pC 

corresponde a la interacción de las 

partículas con el :fondo; y finalmente v,, representa la 

interacción del fondo con el mismo. 

La foraa especifica de la interacción depende del sistema que se 

quiera estudiar, y será la que determine las características 

peculiares de cada sistema~ sin embargo aprovechando la forma 

aeneral de estos hamilton1anos y con el fin de desarrollar el 
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6laebra correspondiente una sola vez. se tratará de obtener. hasta 

donde sea posible. expresiones generales válidas para todos los 

aases de Cermiones estudiados. 

En la expresión general del hamiltoniano tenemos un término 

constante V fT 

operador de 

cuantización 

; dos operadores de una partícula. T 

dos partículas. 

nos proporciona 

V 
pp 

el 

El f'ormalismo 

lenguaje y la 

y vP,. ; y un 

de seiJunda 

herra1nienta 

adecuados para obtener una expresión para la eneraía del estado 

base de sistemas cuyo ha1n1lton1ano presenta operadores de una y 

dos partículas~ 2 " 21 

Para calcular la energía del estado base de un sistema 

determinado, es necesario que una vez especificados los tér•inos 

del hamiltoniano correspondiente se seleccionen los •étodos y las 

aproximaciones con las que sea conveniente efectuar dicho cálculo. 

Tanto los Métodos como las aproximaciones dependen del cálculo 

específ'ico, ya que el camino seguido para obtener la eneriJÍa del 

estado base de un sistema determinado puede no ser adecuado en el 

cálculo correspondiente para otro sistema. Sin embargo. muchos 

••ses de f'ermiones tienen algunas características co•unes que nos 

permiten abordarlos en conjunto. por lo menos hasta cierto nivel, 

y resulta conveniente aprovechar estas ventajas cuando sea 

posible. 

El •odelo de jalea y el modelo de jalea deformable. 

En la literatura se encuentran frecuentemente cálculos de 

propiedades del estado base de diferentes gases de f'ermiones 
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empleando el modelo de jalea22 (jellium). Este modelo consiste de 

un conjunto de partículas sumergido en un Cando homoaéneo e inerte 

que neutral 1za globalmente al sistema. Inicialmente se introdujo 

este modelo. para la descripción del gas de electrones. y la 

densidad de carga de los iones se aproximó por medio de un fondo 

homoaéneo. Posteriormente se ha extendido el empleo del modelo de 

jalea para otros gases de fermiones. 

El estado base de cualquier gas de fermiones. donde éstos 

interaccionan por medio de un potencial entre pares de partículas, 

cuando se trabaja con el modelo de jalea. presenta un resultado 

aeneral muy importante. Siempre que se emplea la aproximación de 

partícula independiente, se obtiene como solución trivial, 

autoconsistente de las ecuaciones de Hartree-Fock, la solución 

homogénea en términos de ondas planas? Como consecuencia. al 

efectuar el cálculo de la energía del estado base con orbitales de 

onda plana. se obtiene en forma automática la cancelación de los 

términos que provienen de: el término directo de la interacción 

entre partículas. la energía de interacción de las partículas con 

el f'ondo y la energía de interacción del fondo con el mismo. 

Este resultado es independiente del tipo de interacción 

involucrada. solamente se requiere que sea entre pares de 

partículas y que dependa de la distancia entre ellas. además es 

necesario que la interacción sea igual entre las partículas y el 

fondo. 

Resumiendo podemos afirmar que con el modelo de jalea. en la 

aproximación de partícula independiente. al calcular la energía 
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del estado base con soluciones homogéneas. 

s1auientes contribuciones a la energía1 

se cancelan las 

Vd + Vpf' + v,.,. o l. 2 

Ea importante recalcar que esta cancelación ocurre en los téra~noa 

de la ener&ía. no tendría sentido afirmarlo para el hamiltonlano, 

donde deben aparecer todos los términos de interacción presentes 

en el sistema; sin embargo. el resultado I.2 nos permite ahorrar 

esfuerzos en el cálculo de la energía en el modelo de jalea. 

cuando la solución propuesta es homogegea. ya que no es necesario 

calcular los términos anteriores. si sabemos que al sumarlos se 

cancelarán. 

En general. en el modelo de jalea. aún en la aproximación de 

partícula independiente. pero con soluciones no homogéneas, la 

anterior cancelación no se efectúa y se tendrá una contribución a 

la energía proveniente de dichos términos. 

Un comentario más. al definir el modelo de jalea. se indicó que el 

~ondo es homoaéneo e inerte y neutraliza globalmente al sistema; 

por otra parte. sabemos que los orbitales de ondas planas producen 

densidad uniforme de partículas y por consiguiente densidad 

Por lo tanto. con la solución trivial 

autoconsistente. en términos de orbitales de ondas pl.anas. el 

modelo de jal.ea garantiza no sólo neutralidad global, sino 

adicionalmente neutralidad local. Cualquier otra solución 

diferente de las ondas planas produce densidad de cmr.- no 
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ua~forae, en esos casos el modelo de jalea no garantiza 1a 

neutral ldad local. ya que el fondo permanece inerte y ho•oaeneo 

con cualquier distribución de la densidad de las partículas. 

Por otra parte, una densidad local de cera• diferente de cero en 

al.una reai6n del sistema implicaría la presencia de ca1npos 

distintos de cero en esa región y esto 

necesariamente la energía, por tal motivo el modelo de jalea, en 

la aproximación de partícula independiente, con soluciones no 

ho•oaéneas, no es eneraéticaaente el más adecuado para describir 

el estado base de ese siste•a. 

Estas consideraciones sugieren efectuar alguna modificación al 

modelo de jalea, de manera que siempre se mantenga la neutralidad 

local del sistema y se minimize la energía. Como respuesta a esta 

inquietud se define el modelo de jalea de:formable~ 3 " 26 Este 

consiste de un sistema de partículas en un fondo inerte, pero no 

necesariamente homogéneo. ya que la densidad del :fondo es i8ual a 

la densidad de las partículas. en esta forma se mantiene siempre 

neutralidad local de carea. 

La diferencia fundamental entre el modelo de jalea y el modelo de 

jalea deformable estriba en que en el primero la densidad del 

fondo permanece homogénea sin importar cual sea la densidad de las 

partículas, mientras que en el segundo la densidad del fondo 

siempre es igual a la densidad de las partículas. con el fin de 

mantener siempre neutralidad local. 

Podemos considerar que en el modelo de jalea el fondo es 

completamente rígido y se mantiene uniforme a pesar de la 
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presencia de los campos producidos por modificaciones en la 

densidad de las particl.tlas; mientras que en el modelo de jalea 

deformable el fondo es completamente elástico y presenta la aisma 

densidad que la de las particulas. Ambos modelos representan 

situaciones extremas, diferentes de la realidad física. 

Por otra parte. en el modelo de jalea deformable, cuando 

trabajamos en la aproximación de partícula independiente, se 

obtiene un resultado útil e importante. Debido a la def"or•ac16n 

del f"ondo, cuando se efectúa el cálculo de la energía del estado 

base se obtiene automáticamente la cancelación de los términos que 

provienen del fondo y el término directo de la interacción entre 

partículas. la misma cancelación que se obtenía en el modelo de 

jalea con soluciones de onda plana CI.2). Debido a la importancia 

de este resultado, frecuentemente se define el modelo de jalea 

def"ormable, en la aproximación de partícula independiente, 

1Mponiendo la calcelación que mostramos en la expresión I.2 

V + V 
pp pf' 

o 

Se puede afirmar. por lo tanto, que en el modelo de jalea 

deformable el cálculo concreto de la energía del estado base se 

reduce al cálculo del término que proviene de la energía cinética 

de las partículas y el término de intercambio de la interacción 

entre partículas. 

E T - V
1 

1 .3 
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Es importante recordar que formalmente el hamiltoniano no ha 

cambiado. contiene el término de energia cinética de 

partículas. 

interacción 

los términos directo 

el 

y de intercambi.o de 

las 

la 

coulombiana. t.érml.no de 1.nteraccl.6n 

partículas-fondo y el término fondo-fondo; sin embarao en el 

•ode1o de jalea deformable, al calcular la energía se cancelan las 

contribuciones de la expresión 1.2. 

Soluciones H-F con distintas sl.metrias. 

Habíamos mencionado que las ondas planas son soluciones 

autoconsistentes, de las ecuaciones de H-F. de cualquier aas de 

fermiones que interaccionan a través de un potencial que depende 

aolaaente de la distancia entre partículas; debemos recordar sin 

eabargo. que debido a que las ecuaciones de H-F no son 11.neales. 

la solución no es única, y los orbitales de ondas planas no son en 

muchos casos, los más adecuados energéticamente, por lo que se 

requl.ere continuar la búsqueda de mejores solucl.ones en la 

aproximación de partícula independiente. 

En esta búsqueda se debe tomar en cuenta que una solución 

aproximada para todos los gases de fermiones es la solución con 

orbitales de ondas planas. y se deben recuperar como solución para 

cualquier gas de fermiones. en el limite en que las interacciones 

puedan despreciarse. En consecuencia, resulta conveniente que 

otros orbitales propuestos para sistemas con interacción. 

contengan explicitamente un término de onda plana. al que tienen 
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que reducirse en las condiciones indicadas anteriormente. 

Una proposición para los orbitales, que ha probado su utilidad en 

la descripción de diferentes sistemas, tanto para gases de 

Cermiones sumergidos en un fondo homogéneo, como para gases en un 

Condo caracterizado por determinada simetría es: 

e 1 " .r F(illt,rl l. 4 

donde Flllt.rl es una función que debe tiene la simetría del 

sistema. 

Existen en la literatura muchos cálculos específicos con orbitales 

de esta forma para algunos gases de fermiones. Los más conocidos 

son, posiblemente los que se emplean en estado sólido, para 

describir los electrones de conducción, en ese caso se conoce la 

simetría del fondo, que está determinada por la red de los iones, 

por lo tanto se propone que FCk.r) tenga dicha simetría, FC•,r) es 

la función de Block~' 3 

En este caso y en cualquier otro en el que se tenga información 

sobre la simetría del fondo, se debe proponer una función F con 

esa simetría, que aparece expllcitamente en el hamiltonlano del 

sistema. 

Sin embargo, en otras ocasiones no se cuenta con la iníormación de 

la simetría del fondo, inclusive se puede contemplar la 

posibilidad de un rompimiento espontáneo de simetría. En esos 

casos. la nueva simetría es parte de la información que se quiere 

obtener del sistema. 
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EA esas condiciones se pueden proponer diferentes soluciones. cada 

una de ellas con una simetría característica. y por medio de 

criterios energéticos se determina la solución apropiada. 

En la literatura se encuentran frecuente soluciones variacionales. 

es decir se proponen funciones F que dependen de alaunos 

parámetros que se determinan variacionalmente~ 4 Este método ha 

proporcionado resultados interesantes para algunos sistemas, pero 

tiene el inconveniente de que no hay un camino claro y sistemático 

para mejorar la solución obtenida. ya que un incremento arbitrarlo 

en el nWnero de parametros no garantiza una mejor solución. 

Una proposición más sistemática. aunque en algunos casos más 

difícil de abordar. consiste en proponer. para la función F un 

desarrollo en términos de funciones ortogonales~ 5 Lógicamente este 

desarrollo se debe escoger en forma apropiada para que rápidamente 

se obtenga convergencia en el cálculo de la función de onda. y se 

pueda trabajar con un número reducido de términos. 

Uno de los factores más importantes para determinar el desarrollo 

apropiado es la simetría. pero también deben tomarse en cuenta los 

problemas operacionales que involucra cada desarrollo. 

Al proponer una función de onda como un desarrollo en términos de 

funciones ortogonales, se pueden ir mejorando la solución paso a 

paso. hasta alcanzar convergencia en el cálculo de las observables 

físicas. o el nivel de aproximación que nos interese. o nos sea 

posible obtener. Esto último depende. en algunos casos de nuestra 

capacidad para resolver los problemas matemáticos involucrados y 

en otros del equipo de cómputo con que contemos. Una ventaja 
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adicional que tenemos al proponer un desarrollo en términos de 

funciones ortogonales y que tendría que imponerse para otros tipos 

de funciones. es precisamente la ortonormalizaci6n de las 

funciones de onda. 

Competencia entre eneraía cinética y ener•ía potencial, 

la hipótesis de Wigner. 

En todos los gases de íermiones con interacción. sumergidos en un 

fondo que neutraliza globalmente al sistema. se presenta una 

competencia entre la energía cinética de las partículas y la 

energía potencial. Esta competencia depende de la magnitud y el 

alcance de la interacción involucrada. Un estudio detallado de 

este tipo de competencia lo presentó Wigner. para el caso 

particular del gas de electrones en 1934. y ha servido de modelo 

para predecir el comportamiento de otros gases de íermiones. 

A partir de 1934 Wigner 26 inici6 la publicación de varios trabajos 

en los que anal iza los efectos de la interacción electrónica en 

los niveles de energía electrónicos de los metales. Despues de 

indicar la importancia que tiene cada una de las contribuciones a 

la energía. para diferentes valores de la distancia promedio entre 

partículas. propuso un modelo muy sencillo para describir a los 

metales en situaciones extremas. 

Cuando la distancia promedio entre partículas es muy grande. es 

decir, para una densidad del sistema muy baja. debido al largo 

alcance de la interacción coulombiana. la energía potencial es 

dominante en el cálculo de la energía del estado base. Mientras 
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que. en la región de al tas densidades, la energía se encuentra 

claramente dominada por el término de energía cinética de los 

electrones. Este hecho es el que justifica físicamente, que se 

propongan orbitales de partícula libre, OP, como soluciones al aas 

de electrones en la re&ión de altas densidades, y que los 

resultados obtenidos con ellos sean razonables. Podemos afirmar 

que los electrones se comportan prácticamente como partículas 

libres en la región de altas densidades. 

Wianer indicaba que para densidades menores de cierto valor 

critico, la energía cinética es despreciable y el comportamiento 

del sas de electrones se determina por la copf igurac 16n 

electrónica que minlmize la energía potencial coulomblana. 

Debido a que la energía potencial de un sistema distribuido al 

azar es mayor que la de un sistema ordenado, Wigner concluyó que a 

partir de cierto valor crítico de la distancia pro"'edio entre 

partículas el gas de electrones debía formar un cristal. Tomando 

esto en consideración propuso un modelo sobresimpllf"icado para los 

metales. Partió de la hipótesis de que en un metal, se puede 

considerar que los iones constituyen un fondo homogéneo en el que 

se encuentran sumergidos los electrones. Estos se coMportan 

realmente como partículas libres a densidades altas, pero confor•e 

disminuye la densidad del sistema, la competencia entre el término 

de energía cinética electrónica y los términos del potencial se va 

incrementando, hasta que finalmente domina la energía potencial y 

los electrones se localizan en posiciones más o menos fijas, 

formando una red sumergida en el fondo homogéneo, se dice que los 
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e1ectrones cristalizan. 

Este modelo se conoce a partir de entonces como el E:ri.•-.al. .. 

w&..-r y es sorprendente la cantidad de trabajos que se han 

publicado~7 en los cuales por muy diferentes aétodos y 

aproximaciones se quiere encontrar la densidad de transición al 

cristal de Wigner. 

Existen en la literatura muchos y muy variados criterios para 

determinar el valor de la distancia promedio entre partículas r •• 

aedida en radios de Bohr. de la transición al cristal de Wl•ner~7 

En la Tabla 1.1 se presentan algunos de estos valores publicados. 

indicando quienes lo obtuvieron y por que método. 

En el Modelo de Wigner el Condo es homoaéneo. sin eMbarao. en 

principio. todos sus argumentos se pueden extender para un aas de 

electrones en el que el fondo no sea homogéneo, en particular se 

ha encontrado que el gas de electrones en el modelo de jalea 

deformable, satisface las hipótesis de Wigner y cristaliza a 

densidades bajas~ 4 ' 25 lo único que se requiere es mantenerse en un 

réaimen cuántico. Lógicamente el valor crítico de r. dependerá de 

las características de fondo. 

Sería deseable que el análisis anterior para el gas de electrones 

se pudiera generalizar para otros gases de fermiones. lóalc&lllente 

el comportamiento de cada sistema depende fuertemente del alcance 

de la interacción involucrada. y posiblemente no siempre se 

presente una situación equivalente a la indicada por Wi«ner para 

el gas de electrones. 
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Evidencia experimental del cristal de Wigner. 

Slmultaneamente a los múltiples trabajos teóricos, a partir de la 

proposición de Wianer, se inició también una búsqueda ele la 

evl.dencla experl.mental que verificara la propos1c16n de 

cristalización. 

La observación de un sistema de Coulolftb, con diferentes 

caracteristicas para el f'ondo, que pudiera presentar un estado 

cristalino a densidades bajas fue el objetivo de muchos •rupos de 

experimentadores. A pesar de que el estudio de las características 

de los metales f'ue el motivo de las reflexiones al respecto de la 

fase del estado base del gas de electrones, la verificación de la 

proposición de Wigner en estos materiales resultaba i•posible, ya 

que en primer lu11ar el cristal de Wigner no es conductor, y en 

s••undo lugar la densidad de partículas a la que estos materiales 

existen en la naturaleza es muy grande, comparada con la densidad 

de transición a la que diferentes teorías predicen la 

cristalización~7 ' 11 Por lo tanto, para verificar la existencia del 

cristal de Wigner f'ue necesario dar las condiciones adecuadas en 

el laboratorio, a fin de tratar de construirlo. 

Una vez establecidas las limitaciones se han realizado aúltiples 

intentos en esta dirección, tanto con sistemas en dos. co•o en 

tres d1mensioneso con fondo homogéneo y con fondo deformado. 

La primera idea al respecto. que se presentó en dos dimensione•, 

consiste en depositar electrones sobre una superficie liquida, de 

manera que se pudieran establecer estados super:ficiales. 

Inicialmente la propusieron Cole y Cohen28 para He. H
2 

• 0 2 y Ne; 
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y en forma independiente lo propuso también Shlkin29 para He. La 

condición para que se presenten estos estados de superf'"icie. es 

que el liquido debe tener afinidad electrónica neaativa, para 

evitar que los electrones penetren, pero también es necesario que 

1& fuerza electrostática con su imagen sea suf lcienteaente arande 

co•o para que permanezcan en estados ligados. 

Basados en estas ideas Crandall y Williams30 realizaron el primer 

experl•ento en el que se depositan electrones sobre una superficie 

de Helio liquido , debido a la afinidad electrónica del helio, los 

electrones no penetran en el líquido pero si quedan l ia:ados a 

sus imágenes, por las fuerzas electrostáticas, en estados 

superficiales localizados fuera del líquido, tal como se requería. 

Las densidades 

encuentran entre 

electrónicas 

y 

obtenidas 

-2 cm de 

experimental•ente Be 

forma que la distancia 

proMedlo entre los electrones es del orden de -· 10 cm, si se toma 

en cuenta que la distancia a la placa cargada positivaaente es 

mucho mayor. se puede considerar que se satisface la condición de 

•ªª de electrones diluido, sumergido en un fondo ho•oaéneo de 

car•a positiva. En estas condiciones obtuvieron que los electrones 

quedaban localizados en estados de superficie formando una red 

hexaaonal. Este experimento de electrones sobre helio líquido ha 

resultado ideal y a partir del trabajo de Crandal 1 y Wi 11 iaMs 

muchos otros grupos lo han repetido con diferentes condiciones y 

aproximaciones~ 1 

Posteriormente. también Crandall y Wllliams con otros 

colaboradores, elaboraron experimentos en los que observaron la 
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eatructura cristalina de esferas de poliestireno32 en suspenc16n 

acuosa. El tamano de las partículas es aproximadamente de Q.1 ,.... 

y la distancia entre ellas alrededor de 0.5 µJn. Por dlfracc16n de 

Br .... se observó la estructura cristalina que resultó (bcc) 

cúbica centrada en el cuerpo. con mezcla de (fcc) cúbica centrada 

en las caras. Encontraron adicionalmente que variando las 

concentraciones. es decir. la distancia promedio entre partículas. 

se puede variar la constante de la red, sin cambiar la estructura. 

Tamblén D.W. Schaefer y B.J. Ackerson33 realizaron experl•entos 

se1aejantes 

Finalmente. el interés en el estudio de suspenciones coloidales en 

las que el alcance de la interacción entre las partículas es 

comparable a la distancia entre las mismas. condujo taablén a la 

realización de un conjunto de experimentos muy importantes en este 

campo. En el estudio del equilibrio entre las fases cristalina y 

espacialmente desordenada que presentan algunas suspenciones 

coloidales de esferas de poliestireno en fluidos polares. D. 

Hone 36 indicó que debe observarse directalftente al microsc6pio si 

se for•an o no estructuras cristalinas. A partir de estas ideas. 

D. A. Weltz, W. z. Dozier y P. M. Chaikin construyeron y 

observaron estructuras periódicas en cristales coloidales~5 

Toda esta diversidad en evidencia experimental sugiere que la 

cristalización de sistemas coulombianos se puede presentar en 

diferentes condiciones dependiendo de la simetría. la 

dimensionali.dad y el alcance real de la interacción. y que da 

lugar a muchas y muy variadas estructuras cristalinas. Por lo 
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tanto resulta muy importante tener un método sistemático que nos 

permita determinar teórl.camente la posl.bilidad de cr1sta11zaci6n 

de diferentes sistemas, así como las estructuras más estables en 

cada caso. 

Sin embargo, un análisis más cuidadoso de los resultados 

experl•entales antes presentados. nos indica que todos estos 

sistemas se han construido en condiciones tales que podemos 

cons1derarlos como sistemas clásicos. En este sentido nincuno de 

ellos verifica realmente la existencia de un cristal de Wi•ner en 

régimen cuántico. sin embarao la realización experimental de estos 

sistema implica que. a pesar de que la proposición de Wlaner se 

plantea para sistemas cuánticos, las mismas conclusiones son 

válidas también para sistemas de Coulomb clásicos. 

Debido a la característica clásica de los experimentos anteriores, 

se ha seguido en la búsqueda de un cristal de Wisner real1111ente 

cuántico. Recientemente dos grupos de investigadores han reportado 

observaciones indirectas que indican la presencia evidente de una 

fase cristalina en un gas de electrones bidimensional, en 

presencia de campos magnéticos intensos~ 6 

Presentación del problema. 

En este trabajo efectuamos cálculos de algunas propiedades 

relevantes del estado base de diferentes gases de fermlones. en la 

aproximación de partícula independiente. Los sistemas que se 

estudian aquí tienen algunas características comunes, pero 

difieren substancialmente en otros aspectos, como el alcance de la 
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interacción entre partículas y la simetría de 

propuesta. 

la solución 

Proponemos una forma general para el hamiltoni.ano y como 

soluciones H-F proponemos orbitales expresados como el producto de 

una onda plana multiplicada por un desarrollo de íunciones 

periódicas en términos de :funciones coseno. Los coeíicientes de 

loa desarrollos se determinan en :forma autoconslstente, por aedlo 

de las ecuaciones de H-F. 

Consideramos tres tipos de soluciones H-F, cada uno de ellos en 

términos de un desarrollo con una simetría característica, y 

reallza111os los cálculos autoconsistentes con diferente nWnero de 

tér•lnos, hasta obtener conver&encia en el valor de los 

coeCicientes del desarrollo correspondiente. 

Co•o pretendemos describir diferentes sistemas, cada uno de ellos 

1o caracterlzamos por el alcance de la interacción entre pares de 

partículas y por la simetría de la solución propuesta. 

Consideramos inicialmente en el capítulo 11, un plasma cuántico de 

una componente, que corresponde a un sistema de Coulomb, por lo 

tanto la 1nteraccl6n es de alcance infinito. Trabaja111os en el 

modelo de jalea deformable y nos interesa fundamentalmente 

calcular la eneraía de1 estado base, en un amplio intervalo de 

densidades con el fln de determinar la transición a slste111as 

localizados semejantes al cristal de Wl•ner. Estudialftos tanto 

sistemas paramagnéticos como ferromagnéticos. comparando en 

algunos casos los resultados obtenidos para ambos tipos de 

sistemas. 

34 



EA e1 capitulo 111, estudiamos otros gases de ferm1ones con 

interacciones de alcance finito. realizamos los cálculos para 

diferentes valores del alcance, desde aquellos cercanos a1 

potencial coulombiano, hasta considerar interacciones de •uy corto 

alcance, semejantes a la interacción delta. 

En todos los casos se efectúan cálculos autoconsl&tentes de 

Hartree-Fock, para determinar la función de onda, con la cual se 

calcula la energia del estado base de cada uno de los ••ses de 

fermiones considerados. 

E&tos cálculos se realizan para cualquier valor de la distancia 

entre partículas. es decir obtendremos la función de onda y la 

eneraia del estado base de diferentes gases de fer111iones, para 

densidades altas. intermedias y bajas sin necesidad de interpolar 

los resultados de diferentes regiones. Como ya se mencionó tenemos 

especial interés en determinar si para estos sistemas también se 

presenta una transición semejante a la del cristal de Wigner. 

La teoría se desarrolla para sistemas en tres dimensiones, de tal 

forma que se tiene la opción de proponer soluciones con diferentes 

si"'etrías, nos interesa estudiar sistemas que puedan presentar 

localización en una, dos y tres direcciones independientes. 

Finalmente analizamos la densidad de estados en los siste•as que 

interaccionan a través de potenciales de alcance finito, mostrando 

su dependencia con el alcance de la interacción, con la densidad 

de partículas y con la simetría del sistema. 
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S>M"I"FUL0 II. CALCULOS ESPECIFICOS PARA EL GAS DE ELEC"l'RONES. 

El aas de electrones como plasma cuántico de una componente. 

En este capítulo determinamos alaunas propiedades del estado base 

ele aases de fermiones que interaccionan a través de potenciales 

coulomblanos. Nuestro interés fundamental radica en el estudio del 

•ªª de electrones. pero podemos abordar el problema aeneral de un 

plasma de una componente. 

Un plasma de una componente es un sistema constituido por una sola 

especie de partículas caraadas sumergidas en un fondo. 

frecuentemente homogéneo, que neutraliza el sistema. Este modelo, 

a pesar de su simplicidad, ha sido muy útil en la descripción de 

lftUchos sistemas físicos, ya que manifiesta las caracteristlcas 

f"undamentales de todo sistema de Coulomb. Los plas1Ras se han 

estudiado tanto clásica como cuanticamente~ 7 Aquí abordaremos el 

problema cuántico. sin embargo en algunos casos de interés. 

aencionaremos resultados del caso clásico. 

Los plasmas de una componente se caracterizan por medio de un 

parámetro de acoplamiento r ,que mide la relación entre la 

eneraía potencial coulombiana y la energía cinética de las 

partículas cargadas. Cuando r < 1 tenemos un plasma débllaente 

acoplado, si por el contrario r > el plasma es fuerteaente 

acoplado. Una gran cantidad de sistemas físicos se pueden estudiar 

como plasmas fuertemente acoplados~ª esto ha ocasionado que las 

36 



técnicas y métodos de estudio se mejoren constantemente. y los 

resultados obtenidos para alguno de estos sistemas se puedan. en 

muchas ocasiones. generalizar para otros. 

Concretamente. el estudio del gas de electrones como un plasma 

cuántico de una componente. ha permitido aprovechar el lencuaje y 

las técnicas que se han desarrollado en el estudio de los plasmas. 

Sabe1n:os que en un sistema de Coulomb como el gas de electrones. 

sumergido en un fondo inerte. ya sea homogéneo o deformado. las 

partículas se comportan prácticamente como partículas libres a 

densidades altas, pero a densidades bajas la importancia relativa 

de la energía potencial aumenta, produciendo una densidad de carga 

no uniforme; a densidades más bajas se puede producir una 

estructura cristalina, como lo indicaba Wigner. 

Esta transición o rompimiento de simetría puede determinarse por 

medio del cálculo de algunas características del plasma, en 

particular el cálculo del parámetro de acoplamiento resulta muy 

útil en la descripción de las fases de estos sistemas. ya que como 

veremos más adelante, su comportamiento nos permitirá localizar en 

Corma precisa los puntos de transición. 

El interés de múltiples trabajos y el nuestro en este capítulo. es 

determinar algunas propiedades del estado base del gas de 

electrones en el modelo de jalea derormable, considerado como un 

plasma cuántico de una componente. fuertemente acoplado. Nos 

interesan fundamentalmente las %ases que puede presentar el 

sistema para cada reglón de densidades. 
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El estado base del gas de electrones. Antecedentes. 

Para calcular las propiedades del estado base de cualquier 

sistema. debemos partir del ham1ltoniano correspondiente y por los 

w.6todos de la mecánica cuántica. tratar de obtener la solución de 

aenor energía. En el problema que aquí abordamos. se desconoce el 

ham1ltoniano exacto. por lo tanto el problema se inicia al 

proponer la forma explícita del mismo. que dependerá también de 

las observables físicas que estemos interesados en calcular. 

En la literatura se han reportado los resultados obtenidos con 

diXerentes modelos. los cuales han introducido •uchas y muy 

variadas proposiciones para el hamiltoniano. dependiendo de la 

densidad a la que se quiere describir el sistema. esta densidad se 

caracteriza por la distancia entre las partículas. r •• Medida en 

radios de Bohr. 

Como antecedente sabemos que dentro del modelo de partícula 

independiente. el estado base a densidades altas. tanto para el 

aas de electrones como en aeneral para un plasma cuántico de una 

coaponente. se aproxima a un gas ideal de Fermi y podrá 

describirse aproximadamente en esta región. por orbitales de ondas 

planas que producen densidad homogénea de partículas. Esta 

solución de onda plana es. para densidades altas. el punto de 

partida para aproximaciones. más allá del modelo de partícula 

independiente. en las que se toman en cuenta las correlaciones. 

Tratando de ir más allá del modelo de partícula independiente. es 

decir. tomando en cuenta la presencia de las correlaciones. en la 

reg16n de muy altas densidades. en 1956 Gell-Mann y Brueckner39 

38 



publicaron un trabajo en el que calculan ia eneraía de cerre2ac~6a 

.,.r ..,..t.1.cuia de un gas de electrones sumer5ido en un fondo 

uni.forme. en la reglón de densidades altas. En vista de que un 

desarrollo en teoría de perturbaciones presenta dlveraenc.las. a 

causa del alcance infinito de la interacción coulolllbiana. fue 

necesario encontrar un méiodo alternativo para realizar el 

cá.1culo. con el que obtuvieron un desarrollo en términos de la 

distancia entre partículas. r . . Este trabajo inició una cadena de 

publicaciones. entre las que destaca la de Carr y Maradudin40 en 

1964, quienes continuaron el cálculo de Gell-Mann y Brueckner. 

obteniendo algunos términos adicionales para el desarrollo. 

Finalmente se tiene la slauiente expresión que describe el estado 

base del aas de electrones a densidades altas. 

E(Ryl - 2.21 
-2 

r. - 0.916 + 0.0622 ln r. - 0.096 + 

+ 0.018 r• In r
8 

+ ( E
3 

- 0.036) r. + O ( r: ln r.J 1I.1 

El primer término proviene de la energía cinética de las 

part~culas; el segundo término proviene del término de intercaMbio 

que se obtiene. en la aproximación de partícula independiente. en 

un cálculo H-F. Estos dos términos se obtienen sin considerar la 

presencia de las correlaciones. los términos restantes son los 

calculados por Gell-Mann y Brueckner. con las correcciones de Carr 

y Maradudin. E
3 

es la suma de doce integrales. 

Este desarrollo se ha empleado con éxito en muchos trabajos. En 1a 
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~1.ura 11.1 presentamos una gráfica de la energía del estado base 

para densidades altas. que se obtiene a partir de esta expresión. 

En el otro extremo. a partir de la hipótesis de Wigner. se sabe 

que a densidades suficientemente bajas el sistema cristaliza. por 

lo tanto debe ser descrito por :funciones periódicas. con las 

características de simetría de la red de electrones que se forme. 

El haail toniano del sisteflla debe tener esta ln:Cormaci6n 1 por lo 

tanto es radicalmente diferente al propuesto para densidades 

altas, en donde se parte de un hamiltonlano de electrones libres y 

se introduce posteriormente la interacción coulombiana. 

Los cálculos de la enersia del estado base en la realón de bajas 

densidades. más allá del modelo de partícula independiente también 

han conducido a un desarrollo en términos 

lo propuso. se considera inicialmente un 

der •. Tal como Wi•ner 

hamiltoniano que toma 

en cuenta que cada electrón se encuentra en un punto de la red; la 

eneraia potencial correspondiente depende de la red especi:f ica que 

ae propone. A :fin de decidir cual es la red energéticamente más 

estable, fue necesario realizar los cálculos correspondientes para 

diferentes redes. 

Rosemary Coldwell y Alexei Maradudin41
, calcularon inicialmente la 

energía del punto cero para las redes cúbicas, a partir de sus 

resultados se encontró que la configuración con energía potencial 

wa6.s estable corresponde a una red cúttica cent.r_.• en •l. ~•º 

(bcc)¡ el valor correspondiente a una red cÍJtll•ca cen~r .. a en 1 .. 

cm-.. (f"cc) es muy cercano; mientras que el de la red cúbica 

simple es el energétlcamente menos estable de las tres redes 
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cúbl.cas. sl.n embargo la diferencia con las otras redes es pequefia. 

Proponiendo la red (bcc) calcularon el secundo tér•1no del 

desarrollo. que se obtiene cuando se considera que los electrones 

realizan movimiento armónico simple alrededor de su posición de 

equilibrio. Se proponen por lo tanto. soluc1ones de oscilador 

araón1co. como proponía el mls•o W1•ner desde su trabajo 1n1cial; 

los &i8Uientes términos se obtienen cuando se introducen 

correcciones anarmónlcas para Mejorar el valor de la eneraía del 

estado base. obteniendose finalmente el siauiente 

la reglón de dens1dades bajas~ 2 

desarrollo en 

ECRy) • -1.79185 
-1 

r. + 2.65724 r: 3
/

2 
- 0.73 -2 

r. - 0.8 
-s/2 

r. + 

donde 

o e 

E 

-3 
r . 

e><p 

) + E II. 2 
e><p 

depende exponencialmente de En la f"la:ura 

11.2 presentamos la gráfica de la energía con este desarrollo. 

Debeaos insistir en que los dos desarrollos. para r. pequeftas. y 

para r . •randes. parten de hamlltonianos completamente diferentes. 

cada uno de ellos adecuado para describir al sistema en la rec16n 

correspondiente. A pesar de la importancia de estos resultados, 

que han introducido correlaciones. la energía del estado base en 

la re•ión más importante. la de densidades intermedias no se 

obtiene por ninguno de los dos procedimientos. por lo que ha sido 

necesario interpolar los resultados de densidades altas y bajas a 

f"ln de predecir resultados en la reglón de densidades 
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1nteraedlas~ 3 

Otra característica muy importante de un plasma de una componente. 

coao el aas de electrones, es que estA constituido por partícula& 

caraadas, con espín. Por ser fermiones, el principio de exclusión 

de Pauli establece las posibilidades de ocupación de los estados 

diaponlbles. Dicha ocupación determiná, entre otras cosas, si el 

sistema es paramaanétlco o ferromagnético~' En la naturaleza se 

presentan ambos tipos de siste11tas (además de otros cuya 

descripción es más compleja). por lo tanto es conveniente contar 

con Cor•alismos que permitan estudiar tanto plasmas paramaanétlcos 

co•o %erromaanéticos. 

Hasta aquí solamente se habían considerado sisteaas paramaaétlcos, 

sin embarao, para sistemas ferromaanéticos también se han 

efectuado trabajos semejantes a los de Brueckner para densidades 

altas y a los correspondientes a densidades bajas, obteniendose 

desarrollos para la eneraía del estado base como %unción de 

r •• 11tuy semejantes a los que presentamos en las ecuaciones 11.1 y 

1 l. 2. 

Los desarrollos para la eneraía del estado base en función de r •• 

para sistemas ferromagnéticos. se obtuvieron en a1•unos casos a 

partir de los resultados para el caso paramaMnético. por eje•plo 

el desarrollo a densidades altas por el método de Carr y Maradudln 

lo obtuvo Hedin' 5 
y los coeficientes se modificaron obtenlendose 

el siguiente desarrollo. 
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E -ª• r 
-2 + r 

-1 
+ Ln r + a + ªs r Ln r + ª6 r + . ª2 . ª3 . ' . . . 

o Cr2 Ln r II. 9 . . 
con: • 1 

3.507998 ª2 - 1.154505 a 0.03109 
3 

a - 0.54 ªs 0.007 y a - 0.021 

' 6 

En la figura II.3 presentamos la energía del estado base para 

slste•as f"erromaanétlcos en la región de densidades altas. 

Análoaa•ente para otras rea iones y con otros Métodos y 

aproximaciones se ha abordado el estudio de slste•as de Coulo•b 

~erro•aanéticos. Estos cálculos tienen mucha i•portancia. ya que 

al calcular la energía del estado base para las dos posibilidades 

de ocupación. sistemas paramagnéticos y sistemas ferromagnéticos. 

se pueden comparar los resultados obtenidos y en esta :f"or1na se 

determina la naturaleza magnética más estable de cada uno de estos 

sistemas. dentro del modelo y las aproximaciones empleadas. 46 

El aas de electrones en el modelo de jalea deformable. 

La descripción del estado base de un plasma cuántico de una 

coaponente, fuertemente acoplado se ha intentado con diferentes 

Métodos y aproximaciones. aquí seguimos la aproximación de 

partícula independiente. con el modelo de jalea deformable 5 • 24 

descrito en el capítulo anterior. Recordemos que se trata de un 

modelo en el cual el fondo es inerte pero no necesariamente 

homoaéneo, ya que en cada situación específica, se ha deformado de 
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aanera que la energía es un aínimo. 

Co•o ya indicamos. en el modelo de partícula independiente. cuando 

la densidad de partículas es homogénea, hay una cancelación 

autoaática de alaunos términos de la energía; pero en los casos en 

que la densidad de partículas no es homoaénea. el !aponer esta 

calcelación nos introduce automáticamente en el aodelo de jalea 

def"oraable. 

En el aas de electrones para de obtener esta cancelación y 

trabajar en el modelo de jalea defor•able. con la aproxiaación de 

partícula independiente. corresponde a una situación en la que el 

Condo se ha deformado siguiendo la densidad de las partículas. 

Aquí trabajaremos con el •odelo de jalea deforaable. en la 

aproxlaac16n de partícula independiente, y partiendo de un solo 

ha•iltonlano, efectuamos cálculos autoconsistentes de Hartree-Fock 

para obtener la función de onda. la eneraía del estado base. y el 

par6.•etro de acoplamiento del gas de electrones, para cualquier 

valor de la distancia entre partículas r •. es decir obtene•os 

explícitamente los valores de las observables -físicas anteriores 

para toda la región de densidades. sin necesidad de interpolar. 

Ondas de densidad de carga 

Overhauser23 introdujo el modelo de jalea deformable para la 

descripción de algunos materiales como Sodio y Potasio. En su 

trabajo inicial asegura que este sistema es homogéneo para 

densidades altas. pero es inestable frente a ondas de densidad de 

carga CODC) en la resión de densidades bajas. Es decir. aseaura 
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q.ue se puede encontrar una so1uc1ón tipo ODC. ••• estable que 1as 

ondas planas en esta rea.lón. Este modelo se ha e•pleado •n la 

deacrlpc.lón de diversos slste•as f islcos, encontrando•• que 

ef"ectlva..ente, en Muchos casos. existen ODC eneraétlc ... nte ••• 

estable• que las ondas planas en la zona de dens.ldade& bajaa~•·•7 

Inlc.lal .. nte Overhauser propuao ODC en una aola dirección, 

indicando que un proble•a l•portante de resolver e• la 

cieterainaci6n de la dirección ópti•a para esta onda. 1a cual 

dependerá de las características específ.lcaa.s del si•t•••· 

Poater1oraente se encontraron en la 11teratura slst•--• que 

presentaban ODC ta•blén en dos y tres dlrecc1on•• 

~ndependientes~ 8 Estas proposiciones resultan lógicas, ya que la 

.. jor solución en cada caso depende de la simetría del si•te•a 

estudiado, que no es sie•pre unidireccional. 

Al.unos autores 69 siguen un método varlacional. en el que se 

proponen como f"unciones de onda, ODC que dependen de diferentes 

par•1aetros, cuyo valor se determina variaciona1•ente en el cálcu1o 

de la eneraía. La forma matemática de las ODC puede variar •ucho, 

dependiendo del método seguido por cada autor. análo•a•ente el 

nÚ8tero de parámetros variacionales involucrados depende en Muchos 

casos de las herramientas computacionales con que se cuente; a•bos 

factores determinaran la aproximación de los resultados. 

Ea importante recordar que aquí estamos interesados únlca111ente en 

sistemas en tres dimensiones, sin embarso consideramos funciones 

de onda que puedan presentar localización de partículas a lo lar•o 

de una. dos o tres direcciones independientes. 
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En el capítulo se mencionó que para mejorar la sol.ución H-F 

ho•oaénea de ondas planas. es conveniente proponer otros 

orbitales. pero resulta útil que estos contenaan explícitamente un 

término de onda plana (OP), o que ten,aan una estructura mateaática 

tal, que se recupere la solución ho•oaénea de OP en la re•16n de 

densidades altas. o cuando las interaccione& sean despreciables. 

En esta dirección una de las proposiciones •ás afortunadas son las 

orx: propue•t•s por Overhau•er. que cont lenen expl ici ta-nte un 

t•r•ino de OP; existen otra• proposiciones en la literatura, 

alsunas de ellas COMO ya indicaaos, se deter•inan 

varlaclonal•ente. En el capítulo se .. ncionó t .. blén la 

iaportancia de encontrar un método slste•ático que permita ir 

mejorando la proposición para los orbitales, ya que, por •Je•plo. 

con el aétodo variaclonal ••pleado en las referencias •9, existen 

varias proposiciones que podrían •ejorar los cálculos obtenidos. 

pero no hay un ca•lno natural para escocer la •ás adecuada. 

Cuando se considera la proposición de orbitales de la Cor•a 

exp(i k rJ F(k,r) II. 3 

se debe proponer la for1na explícita de F. La dependencia en -.. 

puede aenerar graves proble1nas operacionales, por este •otivo. 

siaulendo la misma idea de la proposición de Block 3 en su pri•era 

aproxl•ac16n. para el aas de electrones en una red periódica, es 

frecuente proponer una íunción F que depende sólo de r. Tanto la 

proposición de Overhauser como muchas otras en la literatura se 
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restrlncen a esta aprox1aac16n. que aquí también emplearemos. 

De acuerdo con la hipótesis de W1.ner. aqui proponemos para F(r) 

desarrollos en t•rainos de funciones periódicas. Dependiendo de 1a 

•i•etria abordada en cada caso. empleamos el desarrollo apropiado. 

Calcul .. os la eneraia del estado base y la función de onda 

correspondiente, en esa f"oraa deter•in&Mo& la Case del plaaaa 

cu•ntico para cada valor de la distancia entre particulas. 

A Cin de to•ar en cuenta diferentes slwaetrias propone•o• tre• 

desarrollos para FCr), todos ellos en téralnos de funciones 

coseno. 

En el priaer caso se considera la posibilidad de localización de 

partículas en una sola dirección esta situación contiene co•o 

caso particular las ondas de densidad de car•a propuestas por 

Overhau•er y al.unas otras que aparecen en la llteratura,• 3 • 69 los 

orbitales son de la forma: 

(1) • ... "-
V-i/a Xll exp[lll 

11.4 

• V es el volwnen en el que se imponen las condiciones 

de periodicidad. q
0 

es un pará•etro que se determina cuando se 

impone que los orbitales satisfagan las ecuaciones de H-F, ~ es 

1a función de espín. • es un entero que nos indica donde se 
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corta el desarrollo y el vector unitario n = •
1 

n
1 

El ••aundo desarrollo corresponde a sistemas con siaetria planar. 

proponeaos funciones de onda que puedan producir ondas de dens1dad 

•• caraa en dos direcciones perpendiculares. 

• • 
(2) •a.A - v-•/2~Aexpll• rl Í:: Í:: 

n =O n =O 

n co&(q
0
n.x)cosCq,,nyy) 

y 

• y 

11. 5 

Con estos desarrollos se obtiene densidad ho•o••nea a lo larao del 

•J• z. y se puede obtener localización de partícula• con la 

simetría de una red cuadrada en el plano X-Y. 

Flnalaente el desarrollo ••s aeneral corresponde a ondas de 

densidad de caraa a lo larao de tres direcciones independientes. 

••ta •1 .. tría corresponde a una red cúbica si•ple. 

-
x cos(q n z) ] o z 

II.6 



Una ventaja adicional de estos desarrollos es que esta.os en 

condiciones de abordar muchas otras simetrías. por ejemplo: cúbica 

centrada en el cuerpo. cúbica centrada en las caras. tetra.canal y 

ortorró•bica. sólo teneaos que asianar los valores adecuados a los 

indices n
1

. Sin e•bar•º• la si•etría natural de este desarrollo 

corresponde a la red cúbica &i•ple. por lo que e• de esperarse que 

los .. jores resultado& desde el punto de vi•ta en•r••tico, 

correspondan a esta red. 

Aquí propone•os desarrollo& en tér•lnos de f"unciones coseno. a 

dif"erencia de otras proposiciones que se encuentran en la 

literatura en tér•inos de Cunciones con exponenciales~º debido a 

que he•os veriCicado que con estos desarrollo& se si•pllCica 

cona1derablemente el cálculo co•putaclonal~ 1 

c•lculo H-F de la eneraía del estado base del 

electrones. 

Inicialmente por medio de las ecuaciones de H-F, 

aas de 

con las 

condiciones de ortonoraalizaclón de los espín-orbitales. se 

deter•ina el valor del par•1aetro •o • posterior..ante se deteralnan 

en CorMa autoconsistente los coeCiciente 

desarrollos. 

Cn de cada uno de los 

Con la solución autoconsistente. se puede calcular la energía del 

estado base y otras propiedades del estado base. 

La solución de las ecuaciones de H-F para N cuerpos. con el 

IHttodo que aquí se propone, se ha reducido al probleaa matemát1co 
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Cile la determinación autoconsistente de los coef"icien.tea c.. La 

co•p11caci6n matemática del proble~a dependerá del número de 

coeCicientes por deter•inar, sin ••b•r•o e& i•portante 

~ndicar que el proble•a de N cuerpos planteado en esta Cor•• •• 

puede abordar y resolver con diferentes aproxi•aciones. 

Los cálculos los iniciamos. en cada uno de los desarrollos, con un 

núaero reducido de términos, posteriormente MOdif icando y 

adaptando el desarrollo alaebralco y el proara•a co•putaclonal •• 

aumentó el nÚllllero de tér•inos hasta obtener conver•encia en loa 

resultados obtenidos para los coeficientes en 

Si se escoge adecuada.mente el desarrollo, esta converaencia se 

alcanza con pocos términos, en caso contrario se tiene que 

considerar un desarrollo con un número muy •rande de términos. 

La forma aeneral de las ecuaciones de H-F que se resolvieron es: 

¿ [ < .. , .. 1 1 T 1 n3 .. , > .. 
3 

[ [ 1 1 • • ] < n, .. , n .... V A .. .... n3 .. ,> c .... c .... c"a " n., .... 
E e .. .. , 1 

II. 7 

donde "• •, X + •a y + •a z 



.A fin de satis:f'acer las ecuaciones de H-F con la condición de 

ortonoraal1zac16n. el pará.aetro q 0 debe ser aayor o iaual a 2kF. 

aquí seleccionamos el valor 2kF por ser el •n•r•ética .. nte •á.• 
adecuado. 44 

• 
49 Los coef" le lentes Ca se deter•inaron en :Coraa 

autoconsistente con una aproxl•ación de 10-
6 con respecto a la 

últiaa iteración. 

Los c•lculos se e:Cectuaron para densidades al ta•. lnterw.edia• y 

bajas. coao es costu.bre lo& valores de la densidad se deter•inan 

por .. dio de la distancia promMtdio entre partículas r .... dida en 

radios de Bohr. 

La Cunc16n de onda en la aproxi•aci6n de H-F es el deter•inante de 

Slater de lo espín-orbitales. que aquí desi•nare•o• por •,· 

Por lo tanto la eneraía de H-F será: 

• • 
L < •• 1 T 1 •,> - L < •• • J 1 V I •, • • > 

•=• t=J=t 

Il. 8 

la CorMa explícita de los ele•entos de matriz y las ecuaciones de 

H-F que se tensan que resolver dependerán del siste•a esco•ldo. y 

este se caracterizará por la proposición específica para • 1 . Por 

otra parte. la ocupación de los estados def"lnlrá. entre otras 

cosas, si el sistema es para•a•nético o ferro•••nético. 
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Resultados. 

Uno de nuestros principales intereses es deter•inar la transición 

de OP a ODC. Los criterios que se emplean en la literatura para la 

determinación del punto de transición son muy varlados 2 ? aquí al 

1•u•l que en otros trabajos, seaulremos íundamentalaente un 

criterio ener•ético. Nos basaaos en la diíerencla de eneraía con 

r••pecto a la onda plana y en el co•porta•lento del par••etro de 

acopl .. iento r. Considera•os COMO criterio auxiliar el 

co•porta•iento de la localización de partículas, este no es un 

criterio preciso debido a que cerca de la trans1.c16n la 

localización no es apreciable, es necesario considerar densidad•• 

•ucho •ás bajas que la densidad de la transición para obaervar 

clara•ente la localización. Los resultados para las propiedade• 

antes Mencionadas se presentan a continuación. 

Inicialmente reportamos los resultados obtenidos para siste•as 

paraaaanéticos. Se han considerado desarrollos con diferentes 

&1Metrías. en todos los casos se obtuvo que en estos sistemas ae 

localizan las partículas a densidades bajas, ya que la solución 

H-F autoconsistente corresponde a ODC en esta reglón; sin embar.o, 

la solución H-F autoconsistente que se obtiene por este método a 

densidades altas sieMpre es de ondas planas. Es decir, para 

valores peque~os de r. todos los coeficientes C
91 

de los 

diferentes desarrollos fueron iauales a cero. con excepción de 

eº. 

Primeraaente presentamos el comportamiento de la eneraía por 

partícula. En las figuras II.4 y II.S se muestran los resultados 
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para el desarrollo ( 1). que corresponde a una ODC en una 

dirección. Se realizaron cálculos para diferentes valores del 

indice superior en la suma del desarollo. N a partir de 1. Aún 

para N = 1 se obtuvo una solución periódica con •enor energía que 

la OP a partir de cierto valor der •. Se compararon los resultados 

para desarrollos con diferente N. obteniendose converaencia en el 

c6iculo de los coeficientes en con N 6. Los resultados 

reportados en las Ciauras corresponden a N = 6. 

En la f"i11ura I I. 4 se presenta la eneraía por partícula colaO 

función de Se presentan los resultados obtenidos en el 

intervalo de mayor interés. en la reaión de densidades bajas. La 

transición de densidad homo.énea a densidad localizada se presenta 

en r.= 31.3. 

Se •r•f" lean también los resul lados obtenidos con ondas planas y 

con otras funciones que se reportaron en la literatura~ 4 y que 

pre&entan la misma simetría. entre ellas ODC tipo Overhauser. que 

resultan un caso particular de nuestros desarrollos. 

En la figura II.5 reportamos la diferencia de energías con 

respecto a la solución homogénea de ondas planas. colfto habíaaos 

indicado. la solución autoconsistente que obtenemos en la re•16n 

de densidades altas sigue siendo la de ondas planas. por lo tanto 

esta diferencia de energías es igual a cero hasta el punto de 

transición. Este tipo de gráficas nos indican directamente el 

punto de transición y la ganancia en energía con respecto a la 

solución homogenéa. para cualquier valor de r
8

. 

En la f"igura II.6 se presentan los resul lados obtenidos con el 
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de&a.rrollo (2), se muestra la diferencia de energía por partícula, 

con respecto a las ondas planas. correspondiente a una función de 

onda con simetría cuadrada; la transición de densidad homoaénea a 

ODC en dos direcciones se presenta para un valor de r. menor que 

para el caso anterior. Puede observarse también, que la aanancia 

en eneraía es mayor que la obtenida con ODC en una dirección. La 

solución reportada corresponde al desarrollo (2) en donde el 

límite superior en la suma es N = 6, que fue el valor de N donde 

se obtuvo convergencia. A pesar de que el indice superior en la 

swna es el mismo que empleamos con el desarrollo (1). el nÚIRero de 

términos de este desarrollo es mayor que para ODC en una sola 

dirección. 

Finalmente en la aráíica 11.7 se presenta la diferencia de eneraia 

obtenida con el desarrollo (3). El número de términos en este 

desarrollo es mucho mayor que en los otros casos. y el proble•a 

matemático y computacional se complica considerablemente. Se 

muestran los resultados para desarrollos con diferente número de 

términos. correspondientes a diferentes valores del índice 

superior en las sumas correspondientes. Se puede observar que la 

aanancla en energía es mayor que en los casos anteriores, aún para 

valores pequen.os de N. La transición se presenta en r • 28. 8, 

26.2 y 26.1 con los desarrollos correspondientes a N = 1. 2 y 3 

respectivamente, y en r
9 

= 26 

que para estos desarrollos el 

para N = 4 y S. Podemos concluir 

punto de transición converge al 

valor r
9 

26. De las gráficas también se puede observar que con 

N 5 se tiene una zona de convergencia desde el punto de 
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transición hasta r
8 

aproximadamente igual a SO. 

En la figura 11.8 se presenta la energía por partícula despues 

de la transición. empleando desarrollos con 27. 64, 125 y 216 

términos en los desarrollos. que corresponden respectivamente a 

N = 2. 3, 4 y 5. Podemos observar dos resultados importantes. en 

primer lugar la ganancia en energía es muy grande. del orden de 

10-2 Ry; en segundo lugar. pero posiblemente más importante , es 

la re&16n de estabilidad que se puede observar en las aráCicas con 

N 4 y 5; se presenta un mínimo en la energía, no tan 

pronunciado como el que se presenta a densidades al tas con OP, 

pero la presencia de una zona con presión no negativa, tiene un 

slanlficado físico que es obviamente muy importante. 

Se muestran también en esta gráfica otros resultados reportados en 

1a literatura; 2
'

43
'
11 para el gas de electrones en el modelo de 

Jalea, pero determinados por métodos diferentes. 

En la referencia tt, Ceperley y Alder calculan las eneraías de 

correlación por medio de una simulación estocástica de la ecuación 

de Schrodinger. Sus resultados se consideran exactos y desde su 

publicación es frecuente encontrar que otros cálculos los to•an 

como referencia obligada. 

En la referencia 43. Aguilera-Navarro, Baker y De Llano reportan 

los resultados obtenidos con el método de aproximantes integrales. 

ColllO punto de partida emplean el desarrollo de la energía en 

función de r
9 

a densidades bajas y ajustan con los resultados del 

cálculo Monte Carlo de Ceperley y Alder. 

En la referencia 52 Nagara, Nagata y Nakamura reportan la ener•ía 
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que obtienen empleando los resultados de un cálculo Monte Car lo 

consistente con las energías libres de un sistema clásico. e 

incorporan posteriormente una corrección cuántica. 

Estos cálculos ya fueron reportados52 y se indicó que tipo de 

comparación puede hacerse entre los resultados obtenidos con 

diferentes modelos. sin embargo es importante vol ver a aclarar 

aquí que si se comparan resultados calculados con diferentes 

modelos de un mismo sistema físico, debido a que las 

aproximaciones empleadas en cada modelo pueden ser diferentes. la 

comparación reílejará las dlíerencias entre las hipótesis asumidas 

en cada uno de ellos. 

Finalmente. si se introducen correlaciones suponemos que las 

curvas de la energía se desplazarán hacia arriba, acercandose a 

los resultados •--c~o• de Ceperley y Alder. 

En conclusión, de todas las gráficas anteriores podemos a:Ciraar 

que, de los sistemas que aquí hemos estudiado, el más estable 

energéticamente es el que tiene la slmetria de una red cúbica 

simple. Adicionalmente observamos que la inestabi 1 idad con 

respecto a ondas de densidad de carga con corrugación en tres 

direcciones perpendiculares se presenta para densidades mayores 

que los otros sistemas estudiados. 

Los cálculos matemáticos y los programas computacionales 

desarrollados nos permiten obtener también los resultados 

individuales para la energía cinética y la energía potencial para 

cualquier valor de r
9

, por lo tanto se puede calcular el parámetro 

de acoplamiento, r en forma inmedianta. 
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En la ~igura II.9 se muestra el parámetro de acoplamiento r co•o 

:Función de r. para ondas planas y para los tres desarrollos que 

aquí se proponen. empleando en cada caso el desarrollo que 

aarantiza convergencia en el cáculo de la energía. 

El comportamiento de r en la región de altas densidades. para 

todos los desarrollos. es el de una función lineal, co•o 

corresponde a una solución homogénea de onda plana~ 1 

Posteriormente se presenta una discontinuidad en cada aráfica de 

r que nos indica. cual es el punto de transición de densidad 

homoaénea a densidad periódica. este punto se determina en for•a 

más precisa. por medio de la discontinuidad del parámetro r. que 

con el cálculo de las diferencias de energía presentado en las 

aráficas anteriores. se obtiene asi un criterio adecuado para 

caracterizar la transición. Este hecho justifica el empleo del 

lenauaje de plasmas de una componente. en el cálculo de 

propiedades del estado base del gas de electrones. 

Una vez determinados los coeficiente Cn de cada desarrollo para 

todo valor de r
8

• se puede obtener, también en forma inmediata la 

distribución de carga electrónica p para cualquier valor der •. 

Obviamente. en todos los casos reportados, se presenta densidad 

homoaénea antes de la transición y a partir de esta. poco a poco 

se van localizando las partículas como se muestra en las 

figuras. Debe mencionarse que dadas las características de los 

desarrollos presentados. la localización de las partículas se 

obtiene en el caso de ODC en una dirección. (desarrollo 1) en 

forma de una lámina corrugada a lo largo de la dirección de •o• 
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con las ODC en dos direcciones (desarrollo 2). la localización de 

partículas se presenta con la simetría correspondiente a una red 

cuadrada. en Jos planos escogidos para la corrugación; finalmente 

para las ODC en tres direcciones (desarrollo 3) se obtiene. como 

ya indicamos. la localización de partículas con la simetría de una 

red cúbica simple. 

En la figura l l. 10 se muestran los resultados obtenidos con el 

desarrollo ( 1 J, para diferentes valores de r . 
s 

Graricamos p =1~ 1ª 
con respecto a la densidad de onda plana p

0 
en la dirección de 

Mostramos la localización para r 
s 

35, 70 y 100. Puede 

observarse que conforme se consideran valores mayores de r •• la 

localización va siendo cada vez más pronunciada. 

En las figuras l I. 11 y I I. 12 se muestra p para el desarrollo 

(2), correspondiente a la simetría planar. Se escogió como plano 

de corrugación el plano X-Y. Lógicamente en los otros planos se 

observaría únicamente densidad de lámina corrugada. semejante a la 

que produce una ODC en una dirección. ya que a lo largo del eje Z 

no hay localización en este desarrollo. Se presentan resultados 

parar.= 60 y 100. 

Debido a la simetría del sistema la localización de partículas. en 

el caso de ODC, en tres direcciones es igual en cualquiera de los 

planos XV. xz. YZ, y es cualitativamente equivalente a la 

presentada en las gráficas II.11 y 12 para ODC en dos direcciones. 

La única diferencia se encuentra en el valor de los máximos 

obtenidos. ya que para las ODC en tres direcciones será más 

marcada la localización y los máximos serán mayores que para ODC 
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en dos direcciones. 

Hasta aquí hemos presentado resultados para sistemas 

paramagnéticos. pero tenemos todos los resultados correspondientes 

a cada uno de los sistemas anteriores en la versión 

f'erromaanétlca. Las conclusiones para estos sistemas son 

sewtejantes a las obtenidas para sistemas paramagnéticos, por lo 

que no reproducimos aquí todas las gráficas. solamente 

consideramos que es conveniente hacer una comparación entre los 

resultados para un sistema en sus versiones paramagnética y 

f'erromaanética. a fin de determinar el caracter magnético más 

estable para cada valor de r •• dentro del modelo y las 

aproximaciones empleadas. 

En la gráfica 11. 13 se muestran nuestros resultados para las 

energías en la región de densidades intermedias y bajas. que se 

obtienen con el desarrollo (3) con N = s. correspondiente a ODC 

en tres direcciones. 

el ferromagnético. 

tanto para el plasma paramagnético como para 

Como en los otros casos, las soluciones autoconslstentes que se 

obtuvieron en la región de densidades altas son ondas planas; en 

esta región es bien conocido el resultado general que se obtiene 

con soluciones homogéneas; sabemos que la solución paramagnética 

de OP es más estable que la correspondiente ferromagnética a muy 

al tas densidades. hasta 

valores mayores de r
9 

ferromagnética de OP. 

5.47 y posteriormente, para 

siempre es más estable la solución 

Aquí encontramos que en la región de densidades intermedias y 
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bajas la solución autoconsistente para sistemas ferromagnéticos 

presenta una localización semejante a la que se obtuvo con 

sistemas paramagnéticos, encontrandose la transición a soluciones 

periódicas en r. = 33, posterior a la transición paramaanética que 

se presenta en r
9 

= 26. 

Los resultados para la energía nos indican que el slste•a 

ferromagnético 

correspondiente 

es energéticamente 

paramagnético en la 

más estable que el 

región de • densidades 

intermedias. hasta que se presenta la transición a función 

periódica paramagnética, en r
9 

26. A partir de ese valor tenemos 

una pequefia región en la cual se invierten los papeles, el siste•a 

paramagnético es más estable. Esta situación se modifica cuando 

se presenta la transición a función periódica en el sistema 

ferromagnético. es decir en r
8 

= 33¡ finalmente a partir de esta 

distancia entre partículas vuelve a ser el sistema ferroma.nétlco 

el más estable. Es importante observar que además de tener una 

reglón estable • se obtiene, con este modelo. una reglón en la que 

se obtiene un valor menor para la energía en el sisteftla 

paramagnético que en el Xerromagnético, a diferencia de los 

resultados obtenidos con OP. El comportamiento de los sistemas 

ferromagnéticos con las otras simetrías estudiad.as es 

cualitativamente equivalente. 



CAPITULO III. CALCULO$ PARA GASES DE FERMIONES CON INTERACCION BE 

ALCANCE ARBITRARIO. 

Las ventajas de un factor de pantalla. 

Como indicamos en la introducción, es de esperarse que el 

comportamiento y características de los aases de fermiones serán 

diferentes si se modif"ica el alcance de la interacción 

involucrada. sin embargo es deseable contar con un método aeneral 

que nos permita iniciar el estudio de diferentes sistemas. sin 

tener que precisar completamente la interacción. 

Con el método empleado en el capítulo anterior para un plastna 

cuántico de una componente, se intenta estudiar en este capitulo 

alaunos otros gases de f"ermiones. 

Como punto de partida debemos determinar que tipo de interacciones 

entre partículas se puede emplear para generalizar el método. La 

Corma matemática de la interacción coulombiana nos permite 

modificarla fácilmente, por medio de un factor de pantalla e-µr. 

de manera que asignando diferentes valores al parámetro de 

apantallamiento µ. podemos simular interacciones con cualquier 

alcance. inclusive podemos considerar valores de µ tales que el 

alcance adquiera un valor menor que la distancia entre partículas, 

en este caso la interacción es prácticamente equivalente a una 

~nteracción delta. por lo tanto esta Corma de interacción resulta 

conveniente para nuestros cálculos. 
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Una vez establecida la forma general del potencial se puede 

abordar el problema de la determinación de las características 

del estado base de gases de fermiones que interaccionan por medio 

de potenciales con alcance finito. Para este fin empleamos al 

iaual que en el capítulo anterior. el modelo de jalea deformable. 

Tanto el potencial coulombiano apantallado, como el coulombiano 

puro. corresponden a interacciones entre pares de partículas que 

dependen sólo de la distancia entre ellas. ya que el factor de 

pantalla no modifica esta dependencia. por lo tanto podemos 

trabajar con este potencial, en el modelo de jalea deformable sin 

tener que efectuar ninguna modificación o aproximación adicional 

en el proceso. 

Para el caso particular en que se considere únicamente el estudio 

de sistemas de Coulomb. pero con alcance finito. es decir 

simplemente como una extensión al problema del plasma cuántico de 

una componente. el apantallamiento se puede interpretar como la 

_introducción de correlaciones estáticas. 22 

Tenemos otra ventaja al introducir el apantal !amiento en este 

sistema. es bien conocida la divergencia logarítmica en la 

densidad de estados22 • que presentan los sistemas de Coulomb en el 

nivel de Fermi, cuando los orbitales son ondas planas y se trabaja 

en la aproximación de Hartree-Fock. Dicha divergencia impide 

abordar el estudio de propiedades de transporte del sistema. por 

lo tanto por diferentes métodos se ha tratado de eliminar. 

Se ha demostrado53 que con potenciales de Coulomb, si nos 

mantenemos en la aproximación H-F. la divergencia persiste. aún 
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con %unciones de onda diferentes de las ondas planas; sin embargo 

cada función de onda propuesta introduce una modificación 

característica en el comportamiento de E(k) 

Fermi. 

cerca del nivel de 

Otro mecanismo para eliminar la divergencia consiste en ir más 

allá de H-F. pero el precio es al to, pues se pierde toda la 

simplicidad que nos da una teoría de partícula independiente. 

Se han encontrado también otros caminos, entre ellos destaca, el 

método LSDA local-spin-density approximation en el que se 

introduce un apantalla.miento ef"ect i vo que elimina la divergencia 

en el nivel de Fermi 74 Sin embargo, con esta aproximación el 

apantallamiento resulta exagerado y los resultados para la 

densidad de estados no son aceptables. Con el fin de corregir este 

problema, frecuentemente se introduce la corrección SIC 

el {self-lnteraction correction) a LSDA, que reduce 

apantallamiento efectivo~5 

Con la proposición que aquí se presenta. nos mantenemos en el 

modelo de partícula independiente, y estamos en condiciones de 

introducir un potencial coulombiano apantallado, con un factor de 

pantalla tan pequefí.o como se quiera, de manera que se evita la 

divergencia en el nivel de Fermi, se simula la presencia de 

correlaciones estáticas y se pueden obtener valores razonables 

para la densidad de estados. 

Estas son algunas de las ventajas se tienen si nos limitamos al 

estudio de sistemas de Coulomb, sin embargo la importancia 

fundamental del planteamiento de este capítulo radica en el hecho 

63 



de que estamos en condiciones de abordar del estudio de gases de 

f"erm1.on.es muy diferentes con el método empleado en el capítulo 

anterior para el gas de electrones con interacci• on de alcance 

lnf"lnlto. 

Generalización del método empleado para el gas de electrones. 

Tratamos de seguir al camino que nos permitió describir el estado 

base del gas de electrones. a fin de desarrollar un formall.smo 

para estudiar sistemas que interaccionan a través de potencial.es 

de cualquier alcance. 

Se proponen desarrollos para la función de onda con diferentes 

slmetrias. de manera que se puedan presentar soluciones semejantes 

a las ondas de densidad de carga en una. dos y tres direcciones 

perpendiculares. análoaos a los empleados en el capitulo anterior. 

Es importante recordar que cuando hablamos de Ondas de densidad de 

caraa en estos sistemas. empleamos el término c ...... en la forma 

aeneral descrita en el capitulo I, al introducir el modelo de 

jalea deformable. 

Se construyeron y se resolvieron en forma autoconsistente, las 

ecuaciones de H-F correpondientes. que ahora dependen también del 

parámetro µ. 

Una vez determinadas las funciones de onda para cada valor de µ, 

en una amplia región de densidades. se calculó para cada caso la 

energía por partícula. al igual que otras propiedades del estado 

base. 

Tanto los desarrollos algebraicos com.o los programas 
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computacionales se elaboraron de manera que tienen tal 

versatilidad que, con pocas modificaciones. podemos obtener 

información para sistemas extremadamente diCerentes. 

Cada sistema lo caracterizamos por la simetría de la función de 

onda propuesta. por el alcance de la interacción y por el valor de 

la distancia entre partículas. Cada una de estas características. 

así como la aproximación de los cálculos se determinó en la 

siguiente forma: 

1) la simetría se determina por el desarrollo propuesto para los 

orbitales. podemos obtener ondas de densidad de carga en una. dos 

o tres direcciones. Aquí solamente se han considerado estructuras 

cuadradas para las ODC en dos direcciones y simetría cúbica simple 

para las DDC en tres direcciones. sin embargo. al igual que en los 

sistemas de Coulomb, aquí también puede abordarse el estudio de 

sistemas con otras estructuras cristalinas. por ejemplo con ODC en 

dos direcciones podemos describir estructuras rectangulares, 

trlanMulares y hexagonales; y con ODC en tres direcciones se 

pueden describir sistemas con simetrías cúbica centrada en el 

cuerpo. cúbica centrada en las caras. tetragonal y ortorrómbica 

il) el número de términos en el desarrollo. que indica la 

aproximación con la que setrabaja, hasta que se alcanza la 

converaencia en el cálculo de los coeficientes Cn Una vez 

alcanzada la convergencia los resultados no dependen del número de 

términos del desarrollo. 

111) el alcance de la interacción se caracteriza por el factor de 

pantalla µ • medido en unidades de 2kF ; se considera valores de ~ 
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tales que la interacciones puedan ser de largo. mediano y corto 

a1cance. 

iv) la distancia promedio entre partículas se caracteriza por el 

valor r.; se pueden efectuar los cálculos para cualquier valor de 

r •• sin embarao aquí se restrinaen los cálculos a la región más 

interesante. donde se puede presentar el cambio de densidad 

howaoaénea a densidad periódica. 

Localización de partículas. 

El priaer resultado que nos interesa aeneralizar para sistemas que 

interaccionan con un potencial de alcance Cinito, es la posible 

transición de fase a densidades bajas, semejante a la propuesta 

por Wigner para el gas de electrones con fondo ho•oMéneo. 

A pesar de que el planteamiento del problema •atemático es muy 

sewaejante al del plasma cuántico de una componente. las 

diferencias cualitativas son muy importantes, ya que Císicamente 

es muy diferente un conjunto de partículas cuya interacción es de 

alcance infinito y otro conjunto de partículas cuya interacción 

est• representada por un potencial delta. Entre estos dos extremos 

se pueden estudiar una gran variedad de sistemas físicos cuyo 

coMportamiento se espera que sea muy diferente. 

A partir de un hamiltoniano semejante al del gas de electrones. 

introduciendo el potencial coulomhiano apantallado. con un factor 

de pantalla µ. se irán asignando diCerentes valores de µ a fin de 

describir diferentes sistemas. 

Siguiendo el procedimiento del capitulo 11, con las modificaciones 

66 



1n~roduc1das por el nuevo potencial. se plantean las ecuaciones de 

H-F correspondientes, para cada uno de los valores de µ. Cuando el 

factor de pantalla tiende a cero, se recuperan los resultados del 

capítulo 11. Posteriormente al asignar valores diferentes a µ • se 

determina la dependencia del alcance de la interaccl.ón en el 

co111iportamiento del sl.stema, en particular en la localización de 

partículas a densidades bajas, a fin de saber si con el método 

propuesto aqui, existen algunos valores del factor de pantalla 

para los cuales es posible obtener localización de partículas 

análo8a a la cristalización obtenida para el gas de electrones. 

Criterios para determinar la transición. 

En el capítulo I mencionamos que existen en la literatura muchos y 

lllUY variados criterios para determinar el valor de r. de la 

transición al cristal de Wigner~7 
análogamente para determinar la 

transición en estos sistemas que interaccionan por medio de 

potenciales de menor alcance, los criterios pueden ser semejantes. 

En este trabajo se han considerado fundamentalmente tres 

criterios: 

1) En primer lugar se considera el criterio energético. se calcula 

la diferencia de energía del estado base entre el siste111ia 

homogéneo y el sistema inestable ante ondas de densidad de caraa. 

sabemos que a partir del valor der. para el cual esta diferencia 

de energía es apreciable. la solución localizada será 

energéticamente más estable. 

11) Otro criterio se obtiene a partir del parámetro de 
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acoplamiento r. el comportamiento de r como función der. permite 

precisar la transición. ya que al igual que para el gas de 

electrones. en todos los sistemas estudiados. este parámetro 

presenta una discontinuidad muy clara en los puntos de transición. 

11i) Como último criterio se considera la localización de las 

particulas, calculando p =i ~ j 2
, para distintos valores de r •• 

en esta forma puede observarse para que valor se inicia la 

localización de las partículas; este último cálculo tiene la 

ventaja de que indica geométricamente, como está acomodado el 

sistema, que tipo de estructura se formó. Sin embargo seria 

dificil determinar la transición sólo con este criterio. ya que la 

localización no es muy apreciable cerca de la r. crítica. sólo al 

trasladarnos a densidades menores se va acentuando. 

La energía del estado base como función del factor de pantalla. 

Se calculó y se graficó la energía del estado base. en la reglón 

de densidades altas. intermedias y bajas, para diferentes 

simetrías y con diferentes valores del parámetro de 

apantallamiento µ. 

Como resultado general se puede mencionar que los sistemas 

energéticamente más estables. en todas las simetrías estudiadas. 

son aquellos para los que el potencial es de mayor alcance. 

En la f' igura l I l . 1 graficamos la energía del estado base como 

función de r , y en la figura 111.2 la ganacia normalizada de 

energía AE / E(OPl = E COP) - (ODC)) / E(OP). En ambos casos, 

se consideran sistemas que presentan ondas de densidad de carga en 
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una sola dirección. Mostramos las gráficas para diXerentes valores 

del factor de pantalla. µ medido en unidades de 2kF. Seleccionamos 

en este caso. valores que representan interacciones de largo. de 

intermedio y de corto alcance. La convergencia en el cálculo de 

los coeficientes Cn' se obtuvo en todos los casos para N = 6, 

como índice superior en la suma del desarrollo (1). que coincide 

con el número de términos con los que se obtuvo convergencia para 

el gas de electrones. En la gráfica se presentan solamente los 

resultados correspondientes a N = 6. 

A partir de estos resultados vemos que el comportamiento 

cualitativo de los sistemas que interaccionan por medio de 

potenciales de alcance finito es semejante al de sistemas 

coulombianos. s ln embargo. cuando el factor de pantalla es muy 

grande, el rompimiento de simetría se presenta para 

densidades extremadamente bajas, de tal forma que los resultados 

para sistemas físicos en esa región son de menor interés. 

Tomando en cuenta este resultado, nos restringimos a valores 

peque~os de µ. para los cálculos en sistemas con simetría cuadrada 

y cúbica simple Esta elección se justifica claramente al 

estudiar la densidad de estados. 

En la figura 111.3 presentamos los resultados para la diferencia 

de energía por partícula AE = E(OP) - E(ODC), que se obtienen 

cuando se propone como solución ondas de densidad de carga en dos 

direcciones perpendiculares. Como puede observarse el 

comportamiento para sistemas que presentan ondas de densidad de 

carga en una o dos direcciones es cualitativamente equivalente, 
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sin embargo, para un valor de µ determinado, la transición para 

ene en dos direcciones se presenta en un valor menor de r . . Este 

resultado es semejante al que se obtuvo para el gas de electrones. 

Finalmente presentamos los resultados para la función de onda 

energéticamente más estable. Dado un factor de pantalla µ, el 

sistema con ondas de densidad de carga en tres direcciones 

presenta la transición de densidad homogénea a densidad localizada 

para un valor menor de r. comparado con los sistemas que 

corrugan en dos y una dirección. y la ganancia en energía es 

clara•ente mayor. Los resultados se presentan en la figura III.4. 

El parámetro de acoplamiento como función del alcance de la 

interacción y de la distancia entre partículas. 

Al igual que para el gas de electrones. también para otros gases 

de fermiones. el cálculo del parámetro de acoplamiento r nos 

proporciona información relevante del sistema. en particular 

resulta muy útil para determinar. en forma precisa el valor de la 

distancia entre partículas r • al que se presenta la transición 

de densidad homogénea a densidad localizada. 

En la región de densidades altas el parámetro de acoplamiento r. 
de todos los sistemas estudiados presenta una dependencia lineal 

en r •• la pendiente de cada una de estas rectas se va modificando 

al cambiar el valor del parámetro de apantallamiento µ. conforme 

aumentaµ . r
5 

disminuye; esta dependencia lineal corresponde a la 

solución de densidad homogénea. A partir de los puntos de 

transición. se presenta una brusca caída en el valor de r. este 
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comportamiento se obtiene para todas las simetrías y para todos 

los valores de µ. El comportamiento cualitativo es el mismo. pero 

la forma explícita de cada curva depende de µ y de la simetría de 

1as soluciones. En las figuras 111.5 y 111.6 se presenta r como 

función de r • con diferentes valores de µ. para ODC en dos y 

tres direcciones respectivamente. Podemos af'lrmar que en general 

el comportamiento del parámetro de acoplamiento r de estos gases 

de fermlones. es semejante al del gas de electrones a pesar de la 

reducción en el alcance de la interacción. cuando se consideran 

valores grandes de µ. En la figura 111.6 no presentamos la reglón 

lineal, se gra:fica r a partir de la transición. 

En las figuras 111. 7 graficamos en el plano µ r •• el 

colll¡>ortamiento de los puntos de transición en :función del 

pará1111etro f.L. En la :figura 111.7 (a) se reportan los resultados 

para ODC en una dirección y en la figura 111.7 (b) para ODC en 

tres direcciones. 

Es importante mencionar que los resultados reportados corresponden 

a valores de r. menores de 200, ya que no consideramos que los 

resultados para densidades menores puedan ser de l.nteres, sin 

embarao, debido a que es frecuente encontrar en la literatura 

reportes de cálculos para densidades aún más bajas. estamos en 

condiciones de efectuar los cálculos correspondientes para 

cualquier valor de r
8

• 

La localizaclón como :función del alcance de la interacción. 

Tanto las gráficas de la energía como las del paráaetro de 
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aooplami.ento r. nos indican que en todos los casos. para todas 

las simetrías y para todos los alcances considerados se obtuvo una 

transición de densidad homogénea a densidad localizada. 

El punto de transición se va desplazando a la región de densidades 

bajas conforme aumenta el factor de pantalla. pero en este modelo 

siempre se obtiene localización de partículas para los diferentes 

•ases de Cermiones. A partir del punto de transición se aprecia el 

cambio de densidad homogénea. pero es para densidades más bajas 

que podríanaos decir que real•ente están localizadas las 

partículas. 

En la figuras III.8 y III.9 se muestra la densidad de partículas 

para diferentes valores de r
8 

• para ondas de densidad de carga en 

una dirección. En la figura III.8 se muestran los resultados muy 

cerca de la transicion. en esta reglón la localización de lámina 

corrugada es poco apreciable. En la figura III.9 se muestra la 

densidad de lámina corrugada. en un plano que contiene la 

dirección de corrugac16n. para un valor de 

localización ya es muy clara. 

r
8 

en el que la 

Finalmente en las figuras III.10 a III. 12 se presentan los 

resultados que se obtuvieron con ODC en tres direcciones 

independientes. Debido a la simetría del sistema los resultados 

son iguales para los planos XY, VZ y XZ. 

corresponde a la de una red cúbica simple; 

La localización 

inicialmente la 

distribución de partículas es casi homogénea. como se observa en 

la figura III.10. pero se va acentuando conforme aumenta 

puede observarse en los siguientes resultados. 
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En las figuras 111.11 (a) y (b) presentamos la localización de 

partículas en el plano XY, para un sistema con µ = 0.1, en 

r ~ 40 y 80 respectivamente. A pesar de que podemos considerar . 
que r. 40 corresponde a una densidad cercana a la translcl6n, 

la localización es muy clara, el máximo tiene una altura de 174.0; 

pero en r • 80 el máximo ya tiene un valor de 579. 17; en la 

figura 111.11 (el presentamos los resultados para un sistema con 

la mis•a simetría, en r" 40, pero con un parámetro de 

apantallamiento mucho menor, µ =0.01, los mé..xlmos alcanzan el 

valor 176. 28. muy cercano al valor obtenido con µ = 0.1, pero 

mayor, como era de esperarse. 

En las figuras III.12 (a) y (b) presentamos otras gráficas que 

ilustran el comportamiento de la localización de partículas para 

dl:Cerentes va lores de µ y de r
8

. En la figura 111.12 (a) 

aostramos los resultados con µ 0.03, en r • = 80, el máximo 

tlene un valor de 580.26, mayor que el obtenido con µ = 0.1, que 

corresponde a un alcance menor, sin embargo la diferencia es muy 

pequefia. En la figura 111.12 (b) se muestran los resultados 

correspondientes a un alcance mayor, con µ = 0.01 para el mismo 

valor de r. = 80. Puede observarse que no se aprecia la diferencia 

entre los resultados con µ = 0.01 y 0.03, el máximo es igual a 

pesar de la diferencia en el factor de pantalla. Algo semejante 

ocurre con los resultados de la diferencia de energías, realmente 

sólo en los resultados de la energía misma se puede observar 

diferencias entre estos sistemas. 

La densidad de partículas para ODC en dos direcciones, en el plano 

73 



de localización. es semejante a la presentada en estas últi·mas 

Bráf"icas, sin embargo los valores máximos serán menores. 

comparados con 

direcciones. 

los correspondientes para las ODC en tres 

Si araficamos la densidad de partículas para ODC en dos 

direcciones en cualquiera de los otros planos. obtendremos una 

localización de lámina corrugada semejante a la que mostramos en 

las f"iBuras I I I. 8 y 9. para ODC en una dirección. pero en 

este caso los máximos serán mayores. 

Para cada simetría. el comportamiento del sistema es 

cualitativamente equivalente para diferentes valores de µ. sin 

embargo el punto de transición se aleja hacia densidades muy bajas 

conforme consideramos interacciones de menor alcance. 

Si. por otra parte, nos fijamos en un valor de µ y observamos la 

localización de las partículas en los sistemas con diferente 

simetría, observamos que la localización va siendo más pronunciada 

al aumentar el número de direcciones de corrugación. Esto lo 

podemos verificar fácilmente al fijarnos en los máximos de las 

diferentes curvas. Por otra parte este resultado es lógico. ya que 

la ganancia en energía también es mayor para los sistemas que 

corrugan en más direcciones. 

El factor de pantalla y la densidad de estados. 

Hasta aquí hemos mencionado algunas ventajas que se obtienen al 

introducir un potencial coulombiano apantallado. La primera y más 

evidente es que nos permite calcular con el mismo hamiltoniano. 
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con l.a m.isma teoría y prácticamente el. mismo proaraaa 

com:putaclonal. propiedades relevantes del estado base de gases de 

Cermiones radicalmente diferentes. 

Por otra parte, es bien conocido que la qiver.encia logarítmica de 

la densidad de estados que se presenta en el nivel de Ferm.i cuando 

trabajamos con OP, en la aproximación de H-F, es una consecuencia 

del larMo alcance del potencial coulombiano, por lo tanto con un 

potencial de alcance infinito no se puede abordar el estudio de 

propiedades de transporte del sistema, ni de ninguna otra 

propiedad sensitiva al valor de la densidad de estados en el nivel 

de Fer•i. 

Ya aencionamos al principio de este capitulo, que se ha demostrado 

que esta divergencia no se puede eliminar por medio de funciones 

de onda diferentes de las ondas planas, es necesario modificar el 

alcance de la interacción para eliminar la divergencia y poder 

abordar el estudio de las propiedades de transporte~ 3 

Por lo tanto. con la introducción del potencial apantallado en el 

estudio de los gases de fermiones, conseguimos adicionalmente 

eliminar la divergencia del gas de electrones en el nivel de 

Fermi. 

A fin de analizar el comportamiento logarítmico de la densidad de 

estados, seguimos la aproximación esférica sugerida por Harrison 

en la referencia 54 para el cálculo aproximado de la densidad de 

estados. que en este caso resulta proporcional a: [k 2 /I VEkl]· 

La dependencia de µ en la densidad de estados. en esta 
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aproximación. se presenta en términos de la forma 56 

Ln ( ¡./'/ (1 + µ 2 JJ 

por lo tanto la divergencia losaritmlca en kF se puede eli•ina·r 

con valores muy pequeftos del parámetro de apantallamiento. aún con 

~ = 10-9
• que prácticamente reproduce la interacción coulo11tbiana. 

Las aráficas de las funciones obtenidas para valores MUY pequefto& 

de ~. presentan una curvatura semejante a la que se obtiene para 

µ = o. Conf"orme µ aumenta. dicha curvatura se va •odiEicando 

lentamente hasta un valor determinado de µ. que depende de la 

simetría de la solución. en el caso de ODC en dos direcciones este 

valor es O. 03. A partir de este valor del pará11tetro de 

apantallamiento la curvatura de la función se modifica 

dr6.stica11tente. debido a que el alcance de la interacción se ha 

reducido demasiado, si queremos seguir describiendo siste111as de 

Coulomb, este comportamiento de la densidad de estados se 

considera anómalo y los valores que se obtendrían para las 

propiedades de transporte se alejan mucho de los que pueden 

esperarse para estos sistemas. 

Por lo tanto. sólo para valores pequeftos de µ, menores del valor 

para el cual el comportamiento de la densidad de estados se 

modifica. se puede contemplar el cálculo de propiedades de 

transporte de sistemas de Coulomb. dentro del modelo y las 

aproximaciones que aquí se han empleado. 

Para otros gases de f"ermiones. cuya Interacción es d~ menor 

alcance. sigue siendo adecuada esta descripción. para valores 

mayores de µ. 
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las figuras l II. 13 y II l. 14 mostramos las curvas 

correspondientes a ODC en dos direcciones para 0.01 y 0.03 

para r == 35 . y 60 respectivamente El comportamiento que se 

obtiene para sistemas con otras simetrías y para otros valores de 

r• es cualitativamente equivalente. 

Los cálculos numéricos se efectuaron en la BurroUjJhs 87800 de la 

D1recc16n General de Cómputo Académico de la U.N.A.M. 
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ceNCLUSIONES. 

En el marco de la Mecánica Cuántica con la aprox1macl6n de 

Hartree-Fock, se 

prop1.edades de 1 

ha desarrollado 

estado base 

un método general para describir 

de gases de fermlones. que 

interaccionan por medio de potenciales de alcance arbitrario, en 

el Modelo de Jalea deformable. 

Este método tiene la ventaja de que, manteniéndonos en la 

aproxiaaci6n de partícula independiente. nos permite determinar en 

Coraa autoconsistente soluciones H-F con diferentes simetrías. 

todas ellas energéticamente más adecuadas que la solución de 

partícula libre y otras soluciones varlacionales que se han 

reportado en la literatura. 

A partir de las soluciones obtenidas se pueden calcular 

propiedades del estado base de los gases de fermiones estudiados, 

para cualquier densidad de partículas. sin necesidad de interpolar 

resultados de densidades altas y bajas. 

Los resultados obtenidos nos indican que: 

i) todos los sistemas de Coulomb estudiados. en la aproximación de 

partícula independiente y dentro del modelo de jalea deformable 

cristalizan a densidades bajas. tanto en el caso paramagnético 

como en el ferromagnético. y 

ii) para todos los gases de fermlones con interacciones de alcance 

arbitrar lo estudiados. también en la aproxlmac lón de partícula 

independiente y con el modelo de jalea deformable, debido a que la 

interacción efectiva que proviene del término de intercambio es 
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&·tract 1 va. se produce \·n rompimiento 

'"' 1'C. IAl.11 /JE ~ llfJ l'[lf 
6J8LJorr 

de simel"~' que localiza a 

las partículas a densidades bajas. 

Coao conclusión podemos establecer la siguiente conjetura: 

,/La hipótesis de cristalización de Wigner enunciada y buscada 

1.-niclalmente para el aas de electrones en un fondo homoaéneo. es 

un resultado particular de un hecho más general que se refiere a 

la competencia entre energía cinética y energía potencial. de 

aases de fermlones sumergidos en un fondo que los neutraliza. 

A partir de los resultados obtenidos. consideramos que las 

condiciones que se requieren para establecer la localización de 

los fermlones en el modelo de partícula independiente son: 

1) que la interacción sea entre pares de partículas y dependa de 

la distancia entre las mismas. 

2) que la interacción efectiva sea atractiva. 

3) que se mantenga el sistema en un régimen cuántico. 

si esto se satisface. a condición de ir a densidades 

suficientemente bajas siempre se encontrará un valor de r
8 

para el 

cual la distribución de partículas cambia de homogénea a 

localizada. 

La introducción de correlaciones puede cambiar esta situación. 

pero partir de una buena solución de partícula independiente es la 

•ejor forma de iniciar un cálculo con correlaciones. 
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:PJ:ES E>E T-LAS 

T ... LA. I.1 Se pr•••ntan ai..,.ne• vaier•• die r. reportaclea en 

ia iiteratura, para ia tran•iei6n elle dlenaidladl he•.,...n•• a 

tAenaicladl iecaiiaadla. 

PJ:ES DE FIGUllAS 

FIGUllA II .1 GrAfica di• ia ener9.1a dlei •atadlo 11>••• en ia 

el• cl•n•ielade• aita•, caicuiaela • partir ctei 

._aarreiie di• Geii-•ann y arueckner, cen ioa t6r•inoa 

adicienaiea caicuiaelo• por Carr y •araduclin. Se inciuyeron 

Qnica .. nte io• 5 pri .. ro• tArmino•. 

FJ:GURA II. 2 Gr&f ica de ia •n•r9.1a dai ••tado 11>••• en ia 

re9i6n ele el•n•ici•el•• baja•, obtenida con ei el•••rreiio ele 

ceiclweii y Raradudin. Sa inciuyeren ünica .. nte iea pri .. r<>• 

• t6raino•. 

FIGUllA J:I. 3 Se 9r•fica ia aner9.1a por part.1euia pa-ra ai 

eatacle ID••• ele un 9•• d• aiaetren•• farre••9'n6tiee, an ia 

el• cl•n•iclad•• aita•, ••1>iaande .i cl•••rreiie di• 



FIGT:JBAS II.4 Se preaenta ia enerq1a por part1cuia coae> 

f"1Ac:ilf>n cole r., cG>rreapG>nciiente a una e>ncia cie clenaiciaci cie 

c:arqa en una ciirecci6n. Se considera ei intervaio en ei ~· 

.. prociuce ia tranaici6n de denaidaci homoqAnea a cienaiciad cie 

16aina ce>rruqacla. La curva cont1nua preaenta ioa reauitaclG>a 

con ei cieaarroiie ( i) ' ia curva ciiacont1nua 

aueatr• ioa reauitacloa cie onda p1ana, y ia curva 

correaponci• a ioa reauitacloa reportado• en ia referencia 24, 

para funcione• con ia ai••• aiaetr1a. 

PIGuaA II.5 Se .. rafica ia diferencia ele ener .. 1a por 

part1cuia con reapecto a ia aoiuci6n de onda pian•, obtenida 

para ei eatado ID••• con ondaa de denaidad ele carga en una 

cAirecci6n. 

PIGuaA II. 6 

part1cuia 6 E 

Se ..rafica ia diferencia 

E(OP) - E(ODC-20) que •• obtiene con ondaa 

cae denaidad de carqa en doa direccionea. 

FIGtntA II. 7 Se aueatran ios reauitados elDtenido• para ia 

cliferencia de enerq1a dei eatado b••• con onda• de denaidad 

die carc;ia en tres direccione• independientes. Se preaentan 

ioa reauitadoa correspondiente• a diferentes aproxiaacionea, 

ei núaera que ciaaifica a cada curva nos indica ei vaior dei 

1ndice auperior en ia auaa d•1 ciesarroiio propueate. 
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FIGellA II.8 Se pr•••ntan nueatroa ••jorea reau1tadoa, deade 

el. punto de viata energ6tic<:>, correapondientea a onda& de 

cllaRaidad de car9a en tre• direccione• independiente&, •• 

ta•1'>i6n 1o• reau1tado• reportado• l.a• 

referencia• 11, 43 y 52. 

FIGUltA. II.9 Se 9rafica •1 parAmetro d• acop1a•iento r co•o 

funei6n d• r. para onda• p1ana• y para ondaa de danaidad 

cae cart1a en una, doa y tre• direcciona• indapendientea. 

I .. ieia1-nte 1aa funcione• aon 1inea1e•, en 1a re9i6n de 

al.ta• danaidadea, ya que 1a aol.uci6n auteconaiatante 

e~tenida en ••a re9i6n •• de onda• pl.anaa. La tranaici6n de 

danaidad ho•096nea a denaidad 1ocal.izada eatA indicada por 

l.a diacontinuidad en cada curva 

FIGuaA II. 10 se 9raf ica 1a denaidad de part.f.cul.a• p / p 
0

, 

._ue •• produce con onda• de denaidad de car9a en una 

direcci6n. se conaideran diferente• va1orea de 1• diatancia 

pro•edio entra part1cu1aa, r . 35, 70 y 100. 

danaidad de part1cu1a• qua •• obtiene con onda• pl.anaa. 

FIGUJtA II. 11 sa pr•••nta 1a 1oca1izaci6n de part1cul.aa en 

el. pl.ano XY, correapondiente a una onda de denaidad da car9a 

ean ai••tr.f.a p1anar, para r. 60. Pueda ob••rvare• l.a 

1ocal.izaci6n cl.ara•enta, a p•aar de que •• un val.or de r. 

no muy a1ejado da l.a tranaici6n. 
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FIGURA II.12 Igua1 qua en 1a Figura II.11, •• praaentan 1a 

1G>ca1izaci6n de part.icu1as, correspondiente a ODC en tres 

direcciones, aqu.1 e1 va1or de r. = 100, estA muy a1ejadG> de 

1a tranaici6n. Coaparando 1a• grAficaa 11 y 12 se puede 

G>lil>aarvar que canfor•• auaenta r. 1a 1oca1izaci6n •• •A• 
prG>nunciada. 

PIGUltA II.13 Se grafican 1oa raau1tado• obtenidos con ODC en 

direccione•, para 1• diferencia da anarg.ia per 

part.1cu1a para un ga• da e1actron•• paraaagn6tico y a1 

cerraapondiente farroaagn6tico, en un aap1io interva1o de 

denaidad••· ueda observar•• en aaba• curva• 1a pre•encia da 

\llla regi6n da pr••i6n poaitiva. otro reau1tado iaportanta 

c¡ue •• ob•erva •• la ragi6n donde la •oluci6n paramagn6tica 

•• •A• ••t•b1• qua 1a ferroaagn6tica. 

PIGUltA III.1 se grafica la energ.ia por part.icula COWtO 

funci6n de r. obtenida con onda• de den•idad de carga en 

"""ª diracci6n, para diferente• va1ores del parAmetro d• 

apanta11amiento µ. 

PIGUltA III.2 se presenta la ganancia norma1izada de energ.ia 

&E/E
0 

como funci6n de r. obtenida con onda• de densidad de 

carga a lo largo de una sala dirección. E
0 

•• la energ.ia de 

G>nci.as p1anas. Se muestran 1os res"11tadas para 

0.8. 

µ - O, G.4 y 



FXGUBA. III.3 Se praaantan l.o• reaul.tadoa para l.a diferencia 

cae al'>arg1a por part1cul.a, obtenida con onda• de densidad de 

G>arga en cisa direcciones. Puede c:>b&ervarae que ai 

G>&naidaraasa val.ora• d• µ cada vez mayores, eata diferencia 

da anar91aa e• diferente d• cers para val.orea aayorea d• r •• 

FIGUJlA III. 4 Aqu1 preaentamoa l.o• mejore• raaul.tadoa daa<la 

al. punto de viata energ6tico para 6 E, correapondan a onda• 

de danaidaci da carga en tres direcciona•. La curva cont1nua 

•• o~tiena con µ = 0.1 1a curva 

en aeta eaca1a no ae percibe 

reeu1tado• para µ = 0.01 y o.03. 

diacont1nua con µ = 0.01, 

1a diferencia entra 1oa 

FIGUJlA III.5 Se preaanta e1 parAmatro r para difarantaa 

va1or•• del. a1cance de l.a interacci6n, para aiataaaa 

inaatabl.•• ante onda• de denaidad de carga en do• 

direccionaa. Puad• obaarvar•e que, tal. co1110 ocurra con el. 

gaa de al.ectronea, el. comportamiento de r anta• d• 1• 

tran•ici6n •• l.inaal., ya que corresponde a l.a ao1uci6n 

autoconaiatente de onda• pl.anaa. La pendiente de 1aa recta• 

dia111inuye al. au111entar el. val.ar del. parAmetro da 

apantal.1a•iento µ. E1 comportamiento de r ea 

eua1itativa111ente equival.ente para ODC en una direcci6n. 
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a G>ncia• cie ci•n•iciad cie carga en tre• 

•irecciG>ne•. Puede G>b•ervar•e que e1 coapG>rtamientG> cie r e• 

anA1090 al que •e pre•enta con ODC en do• direccione•. 

FIGUllA III.7 (a) y (b) Se grafican 10• puntG>• de tran•ici6n 

en e1 J>lano µ-r. En a1 figura III.7 (a) •• 1>r•••nta la 

cp-Afica para ODC en una direccion y en la figura III.7 (b) 

para ODC en tre• direccione•. 

FIGUJlA III.8 Se pre•enta la dan•idad da part1cu1a• p /p
0 

cG>rr••pondient• a una onda de den•idaci de carga en una 

direcci6n, para un va1er de r
8 

•uy cercana a la tran•ici6n. 

PUecAe G>beervaree que 1a 1oca1izaci6n de lll•ina cerru9ada 

apena• e• apreciable. 

El co•portamiente e• 

eualquier valor de µ. 

Co•o •ie•pre P
0 

e• 

cua1itativa•ente 

la den•idad de OP. 

equivalente para 

FIGURA III. 9 Se presenta 1a dan•idad de part1cu1a• para 

enda• de den•idad de carga en una direcci6n, a le largo de 

la direcci6n da corrugaci6n, en e•te ca•o para un valor da 

r. 1eje• de 1a tran•ici6n, la 1oca1izaci6n ya e• •uy clara. 

Jfueva•ente •e obtiene un co•porta•i•nte anAloge para 

oua.1quier valor de µ, pero 1a reqi6n de 1oca1izaci6n •e 

encuentra en d•n•idades cada vez mlls bajas, oenferme auaenta 

µ. 
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Fl:GUllA l:l:l:. l.0 GrAfica cae l.a <ienaiciad cae part!.cul.a• 1F1e 

- G>lc1::iene con o:ae en tre• direccione• muy cerca de l.a 

tranaici6n. Nueva•ente el. comportamiento ea cual.itativamenta 

a..,.ival.ente para cual.quier val.or da µ 

Fl:GUltAS l:l:l:. l.l. (a) ' ( b) y (c) • En l.a• tr•• qrAf ica• •• 

praaanta l.a danaidad de part!.cul.a• en el. pl.ano XY, para ODC 

en tra• diraccionaa. En l.o• otro• pl.ano• l.a l.ocal.izaci6n •• 

i9ual.. En l.a fiqura l:l:I.l.l.(a) •• •uaatra como •• ].ocal.iza el. 

•i•t••a cuando r. = 40 y µ = 0.1, al. val.or •&xi•o •• i~al. 

a l.74.0. En l.a fiqura III.l.1 (b) •• praaantan l.o• raaul.tadoa 

para r. 80 y nuevamente para µ o. l., en aata caao al. 

•6xiao •• i~al. a 579.l.7. Final.mente en l.a qrAfica (e) 

raportamoa l.os raaul.tadoa para r = . 40 pero 0.01, al. 

val.or •Aximo ea iqual. a 176.28, mayor que en l.a fiqura (a), 

paro muy cercano. 

Fl:GUllAS Il:I.12 (a) y (b). Den•idad <ie part!.cul.aa para ODC en 

trea direcciona• en l.a fiqura III.l.2 (a) preaentamoa l.oa 

reaul.tadoa para µ = 0.03 y en l.a fiqura 

o. Ol. en ambo• caaoe se con•ider6 

III. 12 (b) para 

80. se puada 

obaarvar que en esta reqi6n 1a• part1cul.aa eat&n cl.araaanta 

l.ocal.izadaa en una red cúbica aimpl.e, ya que l.o• reaul.tadoa 

para l.es otros pl.anos son id6nticos. Para este val.or de r . 
no •• aprecia diferencia en el. val.or m&ximo, en a.Saa 

qraficas ea iqual. a 580.26. 
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FIGURA III. 13 Densidad de estado obtenida con ODC eA Glas 

<iirecciones, 

0.01 y 

para 

0.03 

sistemas con 

en r. 

parámetro de apantallamiento 

35. En el pr~mer caso e.l. 

apaAta11amiento modifica 1a funci6n, pero sigue teniendo UA 

eemportamiento anA1ogo a1 de OP, mientras que en e1 sequndm 

e1 cambio 

exagerado, 

en 

si 

gr~f'ica 

queremos 

electrones apanta11ados. 

indica que e1 apRnta11amiento es 

describir simplemente gases de 

FIGURA III.14 Densidad de estados para 1a misma fuAcióA que 

1a gráfica 

- 60 

III.12, y para 1os mismos 

8 

va.l.ores de µ, pero e A 
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