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INTRODUCCION

Los problemas gque se presentan en cualquier rama de la fisica
involucran generalmente un gran numero de particulas gque
interaccionan, por este motivo el estudio de sistemas de muchos
cuerpos es muy importante para los fisicos.

l.a descripcién de los sistemas de muchos cuerpos ha sido abordada
con diferentes métodos y aproximaciones, tanto clasica como
cuanticamente. En cada caso la elecclédn especifica depende del
interés concreto en determinadas propiedades fisicas del sistema.
En algunas ocasiones la aproximacién con la gque se estudian los
sistemas de muchos cuerpos nos permite considerarlos como entes
sin estructura, por ejemplo en fisica atémica y molecular suele
considerarse a los nucleos como particulas puntuales, sin embargo
en fisica nuclear el interés fundamental radica en el estudio del
nicleo como sistema de muchas particulas; los satélites y planetas
pueden considerarse también como entes sin estructura para el
cadlculo aproximado de sus érbitas, pero en el calculo de otras
propiedades es esenclal 1la estructura e Iinteraccién entre sus
componentes.

Formalmente debemos iniciar el estudio de todos estos sistemas
considerando que estan formados por muchos cuerpos gue
interaccionan., y posteriormente se puede emplear la aproxlimaclén

apropliada en cada caso.



La mecanica cuantica proporciona métodos aproximados para el
estudio de sistemas de muchos cuerpos1 , estos métodos han sido
empleados con éxito en el estudlo de sistemas tanto de bosones
como de fermiones.

Entre los sistemas cuanticos de muchos cuerpos son de primordial
interés los gases de fermiones, ya que se presentan frecuentemente
en diferentes ramas de la fisica. Estos sistemas se describen, en
cada una de ellas, tomando en cuenta diferentes puntos de vista.
Como habiamos mencionado, el interes especifico en algunas
observables fisicas determina la aproximacién v el método
empleados; sin embargo, en otras ocasiones son las limitaciones
operacionales las que obligan a segulr un método © aproximacioén
determinado.

Como ejemplos de gases de fermiones podemos menclonar, los
sistemas de Coulomb, y en particular en 1la fisica del estado
s6lido el llamado Gas de Electrones. Uno de 1los problemas mas
importantes a resolver en esta rama de la Fisica es la
determinacién del comportamiento de los electrones responsables
de las propiedades de transporte de 1los diferentes materiales.
Estos, se conoccen como electrones de conduccidén en los metales y
constituyen el gas de electrones, gque es uno de los gases de
fermiones mas importantes que se presentan en la Fisica.
La descripcién de este sistema se ha intentado con aproximaclones
tanto clésicas2 come cuénticasa. ¥y los resultados obtenidos con
los diferentes métodos, han proporcionado informacion relevante

acerca del mismo; adicionalmente dichos resultados han sido utlles
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en el estudio de otros gases de fermlones.

Otro importante e jemplo de gases de fermiones lo encontramos en el
estudlio de la materia nuclear‘. en este caso se espera gue el
comportamiento del sistema sea diferente al de un sistema de
Coulomb, ya que la interaccién no es de alcance infinito. Sin
embargo las técnicas generales de la mecAnica cuantica, para el
estudio de los gases de fermlones, se pueden aplicar tanto para
sistemas de particulas que interaccionan por medioc de potenciales
de alcance infinito, como para sistemas de particulas cuya
interaccién es de corto alcance.

Podemos mencionar también, dos ejemplos concretos de gases de
fermiones que se presentan en Astrofisica las estrellas de
neutroness, que corresponden a una etapa final en la evolucién
estelar, y el interior de las enanas blancas® que corresponden a
otra etapa en la evolucion estelar:; estas uUltimas se encuentran
formadas con material tan denso como el de las estrellas de

neutrones, slendo las cargas puntuales los &atomos lonlzados de
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He , c o SSF que se mueven en un fondo homogéneo formado por
los electrones.

Los ejJemplos menclonados nos muestran que en diferentes ramas de
la fisica, se presentan sistemas cuya descrlipcidén se puede abordar
a partir del estudio de gases de fermliones.

un sistema infinito constituido exclusivamente por fermiones
libres, a temperaturas muy bajas, esta sujeto soclamente a las
condiciones que establece la estadistica de Fermi-Dirac, su

descripcién se ha desarrollado en el marco de la mecanica



cuéntica? Este sistema, conocido como Gas ldeal de Fermi, es el

ejemplo mas simple de gas de fermiones, y se considera

frecuentemente como una aproximacién simplificada de otros

sistemas mas realistas, o sirve como punteo de partida para otras
aproximaciones.

Para me jorar esta descripcién, es necesario considerar tanto 1la

interaccién entre los fermiones, como con el medio en el que se

encuentran. Estas Iinteracciones son diferentes en cada sistema,

sin embargo es frecuente lniciar el estudio de cualquier gas de

fermiones con las sigulentes aproximaciones: 1) se consideran

solamente lnteracciones entre dos cuerpos; y 11) se toman en

cuenta uUnicamente las interacciones que dependen de 1la distancia

entre particulas, v [|rl - rJ,J. Quedan incluidas tanto las

interacciones coulombianas de alcance infinito, como las de corto

alcance, inclusive como una interaccidén delta. Entre estos dos

extremos se encuentran muchas otras linteracciones, que resultan

adecuadas para describir sistemas de interés fisico.

Podemos afirmar que el compor tamiento de un sistema esta

determinado, en gran parte, por el alcance de la interaccién

entre las particulas que lo constituyen, sin embargo, en este

trabajo se quieren resaltar las caracteristicas comunes que

presentan algunos gases de fermiones, sin importar si la

interaccién involucrada es de largo o de corto alcance.

Como va mencionamos, la teoria cuantica proporciona métodos

&enerales aplicables a todos los sistemas de muchos cuerpos, en

particular a sistemas de fermiones. Entre los métodos que se



emplean mas frecuentemente se encuentran los métodos
perturbativos, los métodos variaciocnales y las simulaciones en
computadora, o comblinaciones de dos o mas de ellos.

Entre los primeros, el método de 1la funcidén de Green® Juega un
papel muy importante, ya que la Funcién de Green de un problema
contiene la informacién fisica mas importante del sistema, como
son la energia del estado base y otras funciones termocdinamicas.
Sin embargo, no es facil determinar las funclones de Green de
muchos sistemas, por lo que es necesario recurrir a
aproximaciones. El1 estudio de los gases de fermiones se aborda
frecuentemente por el método de la funcién de Green, a diferentes
niveles, principalmente la aproximacién de particula independiente
y RPA (Random Phase Aproximation). Sin embargo, no siempre es
en método perturbativo el mas adecuado para describir un sistema

especifico, por este motivo, se han desarrolladcec otros métodos.

Como alternativa se tienen, por ejemplo algunos métodos
variacionales, entre ellos destaca el método de la densidad
funcional o funcionales de la densidad, desarrollado por
Hohenberg, Kohn y Sham9 . Con este método se pueden obtener

algunas propiedades del estado base del sistema en términos de la
densidad de particulas, gque se considera como funcional de un
potencial externo. Se generan varlaclionalmente ecuaciones para una
particula, analogas a las de Hartree-Fock, las cuales, en general
son mas faclles de resolver que las ecuaciones de movimiento de la
funcién de Green. Actualmente este método es uno de los wmas

populares en el calculo de propiedades del estado base de algunos



sistemas especificos.
Por dltimo conviene mencionar gue en los ultimos afios han cobrado

gran importancia las simulaclones en computadora, en particular el

Método Monte Carlolo se ha empleado con mucho éxito. Como ejemplo

actualmente a escascos 11 afios de su

Ceperley y B. J. Alder’l, es ya

podemos mencionar gue

publicacién, el trabajo de D. M.
un clasico al que hay que referirse en cualguier calculo de la

energia del estado base del gas de electrones, y de otros gases de

particulas, tanto fermiones como bosones.
Cada unc de los métodos menclonados tiene ventajas y limitaciones,

sin embargo, en conjunto todos ellos han proporcionado la

informacioén gque se conoce actualmente sobre el comportamiento y

caracteristicas de los gases de fermiones.

En este trabajo abordamos el estudio de algunas propledades del

estado base de diferentes gases de fermiones, en la aproximacion

de particula independiente, resolviendo en forma autoconsistente

las ecuaciones de Hartree - Fock correspondientes.

En el Capitulo ] presentamos la teoria minima necesaria para poder

ubicar el problema. En el Capitulo II efectuamos 1los calculos

correspondientes a un plasma cuantico de una componente. Se

proponen soluciocnes con diferentes simetrias, en todos los casos

se determinan las funciones de onda, la energia del estado base y,

cuando se presenta, la localizacién de las particulas. Finalmente

en el Capitulo 111, siguiendo el método presentado en el Capitulo

11, se describen gases de fermiones que interaccionan por medio de

potenciales de alcance arbitrario. Se determina la dependencia del




alcance de la interaccion sobre las caracteristicas del estado

base . Nuestro 1interés fundamental en esta parte del trabajo

radica en la posible localizacidén de particulas para estos
sistemas, andloga a la que se presenta en sistemas de Coulomb.




CAPITULO I. TEORIA GENERAL PARA GASES DE FERMIONES.

Modelo de particula independiente. Hartree—-Fock para slistemas
de muchas particulas.
Como punto de partida para describir un sistema de N cuerpos, se
consldera el estado base de un Hamiltoniano Ho , de N particulas
gque no interaccionan. Dicho estado se describe por @ , en donde
cada una de las particulas del sistema ocupa un estado de una sola
particula, de manera que su movimiento es independiente de 1la
presencla de las otras.
Esta situacioén se modifica dréasticamente al introducir la
interaccién, sin embargo es un hecho experimental que la
descripcién con el modelo de particula 1independiente resulta
sorpresivamente una buena primera aproximacién para muchos
sistemas de N cuerpos}z
Es claro gque un método adecuado para abordar la descripcién de
sistemas de muchos cuerpos, debe retener esta informaciédn, de
manera que es conveniente considerar la aproximacién de particula
independiente comoc un punto de partida para otras aproximacliones.
De todas las versliones que se encuentran en la literatura la
aproximacién de Har‘t:ree—}-‘oc::kiz’13 es el mejor modelo de particula
independiente. La aproximacién de Hartree—-Fock (H-F) fue

introducida iniclalmente en la busqueda de una descripclién

adecuada para sistemas atémicos y moleculares’ ® Se obtiene a
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partir de un principio variaclonal, con el gque se plantean las
ecuaciones que deben satlisfacer los orbitales para que la energia
sea un minimo. Resclviendo ese slstema de ecuacliones se determinan
las funclones de onda y a partir de éstas se puede calcular la
energia y otras propiedades del estado base del sistema.

Cuando 1los sistemas con los gue se trabaja tienen un numero
pequefio de particulas, como es el casc de algunos atomos y
moléculas, la solucién autoconsistente de las ecuaclones acopladas

resulta complicada, sin embargo se ha podido resolver en muchos
1s

CcCasos. El nivel de complicacién crece rapidamente cuando aumenta
el numero de particulas y para algunas moléculas el problema
computacional es extraordinario. Es por esto gque iniclialmente

parecia 1mposible efectuar un calculo H-F autoconsistente para
un sistema infinito. En la 1literatura existe confusion a este
respecto, ya que lo que llaman algunos autores soluciones de H-F
para sistemas de muchos cuerpos, son unicamente soluciones
aproximadas gque se obtuvieron tomando como punto de partida las
ecuacliones de H-F, pero sin llegar a realizar wun céalculo
autcot:c:nsisl’,ente?6

Es evidente gque no se puede resolver un sistema infinito de
ecuaciones acopladas por los métodos tradicionalmente empleados en
fisica atémica y molecular, por lo tanto es necesario resolver el
problema matematico en forma alternativa§7

Para muchos sistemas de N cuerpos, las observables fisicas de

interés no dependen fuertemente de 1las correlaciones; y para

algunos otros éstas no son muy importantes, en ambos casos, la

11



aproximacién H-F es la was adecuada. Por otra parte, siempre puede
ser el punto de partida para el estudio de sistemas en los gque las
correlaclones modifican el comportamiento del sistema, ya que como
paso inlclal es conveniente cobtener la mejor soluclién de particula
independiente.

En general, la introduccién de correlaciones puede modificar 1la
energia del estado base, es 1importante aclarar gque en sistemas
infinitos, frecuentemente se consildera gque se han introducido
correlaciones al conslderar soluciones diferentes de las ondas
planas y en algunas ocaslones definen la energia de correlacién,
como la diferencia entre la energia real y la energia de onda
plana. Agui emplearemos la definicién formal de energia de
correlacién, como la contribucién a 1la energia que se obtlene
exclusivamente en calculos gue van mas allada del modelo de
particula lndependiente.

Un resultado general muy importante es qgue las soluciones
homogéneas, en términos de ondas planas, son siempre soluciones
autoconsistentes de las ecuaclones de Hartree—-Fock para cualguier
gas de fermiones, siempre qgue las particulas interaccionen a
través de potenciales que dependen solamente de la distancia entre
particulas. Por este motivo, es frecuente que se propongan estas
soluciones de OP, dentro de la aproximacién de particula
independiente y son, en muchas ocasliones, el punto de partida
para descripciones que incluyen correlaciones.

Es importante recordar gque, en todo sistema cuantico de fermiones,

se satisface el principio de exclusién de Pauli, en consecuencia

i2



la estadistica de Fermi-Dirac introduce automaticamente una
correlaciédn de espin entre pares de particulas, dicha correlacioén
marca la diferencia entre un sistema de fermiones y uno de
bosones, y siempre est& presente en cualquler descripciédn de estos
sistemas, incluyendo la aproximacién de H-F.

En este trabajo abordamos el estudio de diferentes gases de
fermiones en la aproximacién de particula independiente, se
resuelven en forma autoconsistente las ecuaciones de Hartree-Fock
de cada slstema, y se calculan algunas propiedades importantes del

estado base, de cada uno de los gases de fermlones estudiados.

El gas ideal de Fermi y los gases de fermiones con interaccién.
Habiamos indicado en la introduccién gue se conoce comoc el gas
ideal de Fermi a un sistema de fermlones que no interacclionan, su
estadeo base esta representado en el espacio de momentos, por una
esfera llena, de radio kF . cuya superficie se conoce como
Superficie de Fermi. Al introduclr una interaccién esta situaciédn
se modifica, es necesario tomar en cuenta que un sistema gue
consiste exclusivamente de un conjunto de fermiones libres,
tdénticos, gue interactuan atractiva o repulsivamente, es
légicamente inestable, se requiere otro conjunto de particulas,
como es el caso de los lones positivos en los metales, o un fondo
homogéneo de cerga contraria gue neutralice el sistema y permita
asi su estabilidad.

El término carga se emplea aqui en forma muy general, se reduce a

la carga eléctrica en el caso del gas de electrones y de otros

13



gases de particulas cargadas, pero en g ral dep derd del tipo
de interaccisoén presente en cada sistema. Es en este sentido que se
pide neutralidad cuando se considera un fondo homogéneo de carga

contraria.

En este trabajo se estudian gases de fermiones con diferentes

interacciones, pero siempre sumerglidos en un fondo que los

neutraliza. Las caracteristicas del fondo se indican en cada caso.

La interaccién presente en cada sistema depende de las

caracteristicas de las particulas que lo constltuyen, y se propone

en cada caso una expresién matematica que la describe. En algunas

ocasiones se hace una proposicién iniclial y con base en 1los

resultados se puede modificar, hasaata tener una expresioén

matematica adecuada. En consecuencia, la forma explicita de la
interaccién puede varlar mucho de un cédlculo a otro, agui

consideramos unicamente interacciones entre dos cuerpos, que

dependen de la distancia entre los mismos.

El prototipo de los gases de fermiones con interaccidén es el gas

de electrones. En este sistema la interaccion entre los

electrones, entre estos y el fondo, asi como la interaccién del

fondo con é1 mismo, es coulomblana, por lo tanto el alcance es

infinito. Es frecuente encontrar también en 1la 1literatura otros
gases de fermiones para los gque 1la Interaccidén tiene menor

alcance, inclusive se reportan cdalculos para sistemas cuyos

componentes interactuian por medio de un potencial delta?e
A pesar de que las Iinteracciones presentes determinan el

hamiltoniano del sistema, y este a su vez caracteriza a cada

14



sistema, en principic, no tiene significado fisico la

comparacién de los resultados obtenlidos para observables fisicas

de sistemas diferentes. Sin embarge, frecuentemente encontramos

que si1 se pueden inferir algunos aspectos del comportamiento de un

sistema determinado, a partir de la iInformacién del comportamiento

de otro sistema cuya interaccién sea seme jante a la del primero.
En este sentido, el estudio de sistemas que interaccionan a traveés

potenciales delta ha sido muy utlil, ya que ademids de tratarse

de
un problema con menor complicacién matematica,

del estudlo de
representa un limite de interés para diferentes sistemas fisicos.

A partir de las consideraciones anteriores, resulta convenlente

un método general, que permita efectuar cdlculos

estado base de sistemas gue

de

desarrollar

generales de las propiedades del

interaccionan a través de un potencial de alcance arbitrario,

que podamos abordar simultaneamente el estudio de

tal forma
diferentes gases de fermiones, desde aquellos caracterizados por
una interaccién de alcance infinito, hasta los que interaccionan

por medio de un potencial con alcance comparable a la distancia

entre particulas.

En consecuencia se podrian obtener expresiones generales hasta
cierto nivel y al final de 1los céalculos introducir 1la forma
interese, as{ con muy poco

especifica de 1la interaccidén que
esfuerzo adicional se puede obtener informacidén de diferentes

sistemas fisicos.
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Sistemas en una, dos y tres dimensiones.

La dimensionalidad del sistema es una caracteristicas que

clasifica en conjuntos ajenos a los diferentes sistemas fisicos. A

pesar de gue todo sistema fislco real se encuentra en tres

dimensiones, las caracteristicas especificas de algunos permiten
que se aborde su estudio considerandolos como sistemas en menos
dimensiones. Es frecuente encontrar en la literatura analisis de

gases de fermiones en una (1D)'? o dos dimensiones (2D)2° Es muy

importante tener en cuenta esta posibilidad, ya que la

dimensionalidad determina en muchos casos los métodos que pueden

emplearse para su estudio.

Algunos slistemas, debido a sus caracteristicas geométricas, se

pueden considerar aproximadamente como sistemas en 1D, un ejemplo

muy claro lo tenemos en el estudio de algunos alambres
conductores; también existen otros sistemas con alguna
caracteristica wunidireccional importante, tal que en algunas

ocasliones se les considera como sistemas en 1D y se incluye 1la
presencla de los alrededores como potencilales externos.
Adicionalmente al estudiar sistemas en 1D se cuenta con las
sigulentes ventajas:matematicamente es mas simple desarrollar un
método de calculo en wuna dimensién; frecuentemente se puede
extender el método a mas dimensiones y se puede obtener una idea
del comportamiento cualitativo de los sistemas en 2D y 3D, qgue
interaccionan a través de los mismos potenciales.

Un camino alternativo, para la descripcidén de estos sistemas,

consiste en estudiar el sistema tridimensional e introducir una

i6



selucién anisotrépica con la simetria caracteristica.

El analisis de sistemas en dos dimensiones (2D)., ha tenido mayor

interés fisico, tanto desde un punto de vista tedrico, CORO
experimental. Por ejemplo, el estudio de propliedades de
superficies,

que actualmente ocupa un lugar muy importante en el

estudio de la Materia Condensada, se puede iniciar con una

descripcidén de sistemas de dos dimensiones; el gas de electrones

en 2D, en sus diferentes versiones y aproximaciones, se emplea

como modelo para determinar propledades de transporte en la fisica

de semiconductores, asi como para describir algunas estructuras

semiconductoras de intereés (metal-oxide—-semiconductor, “MOS) .

También el hecho de gque el movimiento electrénico en los nuevos

superconductores de alta temperatura critica se presente

fundamentalmente en planos, ha generado recientemente mucha

espectacién sobre los resultados reportados en sistemas en 2D.

También en estos casos en un camino alternativo se plantea el

problema en tres dimensiones y por medio de una soluciédn con

simetria planar se puede Intentar una descripcién del sistema.

En consecuencia, los sistemas de mas interés son los de tres

dimensiones, vya gue ademas de ser la dimensionalidad de los
sistemas reales, el estudio de lo sistemas en menos dimensiones
resulta una simplificacién que no siempre es necesaria. Es de

estos sistemas de los gue nos ocuparemos en este trabajo,

menclonando en algunas ocasiones su conexién con sistemas en menos

dimensiones.

17



El hamiltoniano y la energia del estado base

Una de las propiedades mas importantes de cualquier sistema fisico

es la energia del estado base. Para sistemas infinitos como los
que abordaremos aqui, se debe calcular la energia por particula,
por alguno de los mé todos de lia mecanica cuantica antes
mencionados.

Para el calculo concreto de la energia del estado base de un gas

de fermiones, se parte del hamiltoniano del sistema, en éste se
tienen que incluir todas 1las interacciones presentes. Aqui se
propone que el hamiltonlianoc de un gas de fermiones que
interaccionan, sumergido en un fondo inerte que 1lo neutraliza,

tiene la siguiente forma general:

H=T =+ V + vV + VvV

donde T es el término de energia cilnética que

las particulas; V
PP

proviene
excluslvamente de representa la interaccidén
entre las particulas, este término tiene dos contribuciones en el
cAlculo de 1la energia: el término directo Vd v el término de
intercambio Vl H Vpr corresponde a la

interaccién de las
particulas con el

fondo; y finalmente V“_ representa la

interaccién del fondo con el mismo.

La forma especifica de la interaccién depende del sistema qgue se

guiera estudiar, y sera la que determine las caracteristicas
peculiares de cada sistema; sin embargo aprovechando la forma

general de estos hamiltonianos y con el fin de desarrollar el
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4dlgebra correspondiente una sola vez, se tratara de obtener, hasta
donde sea posible, expresiones generales validas para todos los
gases de fermiones estudiados.

En 1la expresién general del hamiltoniano tenemos un término
constante vrr ; dos operadores de una particuta, T y Vpr ;Y un
operador de dos particulas, Vpp. El formallsmo de segunda
cuantizacion nos proporciona el lengua je ' la herramienta
adecuados para obtener una expresién para la energia del estado
base de sistemas cuyo hamiltoniano presenta operadores de una y
dos particulas?z'21
Para calcular la energia del estado base de un sistema
determinado, es necesario que una vez especificados los términos
del hamliltoniano correspondiente se seleccionen los métodos y las
aproximaciones con las que sea conveniente efectuar dicho céalculo.
Tanto los métodos como las aproximaciones dependen del calculo
especifico, ya que el camino seguido para obtener la energia del
estado base de un sistema determinado puede no ser adecuado en el
célculo correspondiente para otro sistema. Sin embargo, muchos
gases de fermiones tlenen algunas caracteristicas comunes gue nos
permiten abordarlos en conjunto, por lo menos hasta cierto nivel,

y resulta conveniente aprovechar estas ventajas cuando sea

posible.
El modelo de jJalea y el modelo de jalea deformable.

En la literatura se encuentran frecuentemente calculos de

propiedades del estado base de diferentes gases de fermiones
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empleando el modelo de Jalea22 {(Jellium). Este modelo consiste de

un conjunto de particulas sumergido en un fonde homogéneo e inerte
gue neutraliza globalmente al sistema. Inicialmente se introdujo
este modelo, para la descripcién del gas de electrones, y la
densidad de carga de los iones se aproximé por medio de un fondo
homogénec. Posteriormente se ha extendido el empleo del modelo de
Jalea para otros gases de fermiones.

El estado base de cualquler gas de fermiones, donde éstos
interacclonan por medlio de un potencial entre pares de particulas,
cuando se trabaja con el modelo de jalea, presenta un resultado

general muy importante. Siempre que se emplea la aproximacién de

particula independiente, se obtiene como solucion trivial,
autoconsistente de las ecuaciones de Hartree-Fock, la solucidén
homogénea en términos de ondas planas? Como consecuencia, al

efectuar el céalculo de la energia del estado base con orbitales de
onda plana, se obtiene en forma automatica la cancelacién de los
términos gque provienen de: el término directo de la interaccion
entre particulas, la energia de interaccién de las particulas con
el fondo , y la energia de interaccién del fondo con el mismo.
Este resul tado es independiente del tipo de interaccidén
involucrada, solamente se requiere que sea entre pares de
particulas y gque dependa de la distancla entre ellas, ademas es
necesario que la interaccién sea igual entre las particulas y el
fondo.

Resumiendo podemos afirmar que con el modelo de jalea, en 1la

aproximacion de particula independiente, al calcular la energia
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del estado base con solucliones homogéneas, se cancelan las

siguientes contribuciones a la energia1

Es importante recalcar que esta cancelacidon ocurre en los términos

de la energia, no tendria sentido afirmarlo para el hamiltoniano,

donde deben aparecer todos los términos de 1interaccidén presentes

en el sistema; sin embargo, el resultado 1.2 nos permite ahorrar

egfuerzos en el calculo de la energia en el modelo de jJalea,

cuando la solucidén propuesta es homogegea, ya gque no es necesario

calcular los términos anteriores, si sabemos que al sumarlos se

cancelaran.

En general, en el modelo de jalea, aun en 1la aproximacién de

particula independiente, pero con solucliones no homogéneas, la

anterior cancelaciédn no se efectua y se tendra una contribucidén a

la energia proveniente de dichos términos.

Un comentario mas, al definir el modelo de jalea, se indicé que el

fondo es homogéneoc e inerte y neutraliza globalmente al sistema;

por otra parte, sabemos que los orbitales de ondas planas producen

densidad uniforme de particulas y por conslguiente densidad

uniforme de carga. Por lo tanto, con la solucion trivial

autoconsistente, en términos de orbitales de ondas planas, el

modelo de Jalea garantiza no sélo neutralidad global, sino

adicicnalmente neutral idad local. Cualquier otra soluciédn

diferente de 1las ondas planas produce densidad de cerga no
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uniforme, en esos casos el modelo de Jalea no garantiza 1la
neutralidad local, ya que el fondo permanece lnerte y homogeneo
con cualquler distribucién de la densidad de las particulas.

Por otra parte, una densidad local de carga diferente de cero en

alguna regidn del sistema implicaria 1la presencla de campos
distintos de cero en esa region v esto incrementaria
necesarlamente la energia, por tal motivo el modelo de jJalea, en
la aproximacién de particula independiente, con soluciones no

homogéneas, no es energéticamente el mas adecuado para describir
el estado base de ese sistema.

Estas consideraciones sugieren efectuar alguna modificacién al
modelo de jalea, de manera gue siempre se mantenga la neutralidad
local del sistema y se minimize la energia. Como respuesta a esta
inguietud se define el modelo de jJalea deformable.za'z‘ Este
consiste de un sistema de particulas en un fondo inerte, pero no
necesariamente homogéneo, ya que la densldad del fondo es igual a
la densidad de las particulas, en esta forma se mantiene siempre
neutralidad local de carga.

La diferencia fundamental entre el modelo de jalea y el modelo de
Jalea deformable estriba en que en el primero la densidad del
fondo permanece homogénea sin importar cual sea la densidad de las
particulas, mientras que en el segundo la densidad del fondo
siempre es igual a la densidad de las particulas, con el flin de
mantener siempre neutralidad local.

Podemos considerar gque en el modelo de Jalea el fondo es

completamente rigido y se mantiene uniforme a pesar de 1la
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presenclia de los campos producidos por modificaciones en la
densidad de las particulas; mientras gue en el modeloc de jalea
deformable el fondo es completamente elastico y presenta la misma
densidad que 1la de las particulas. Ambos modelos representan
situaciones extremas, diferentes de la realidad fisica.

Por otra parte, en el modelo de Jalea deformable, cuando
trabajamos en la aproximacién de particula independiente, se
obtiene un resultado udtil e importante. Debido a la deformacidén
del fondo, cuando se efectia el calculo de la energia del estado
base se obtiene automaticamente la cancelacidén de los términos gue
provienen del fondo y el término directo de la interaccién entre
particulas, la misma cancelacién que se obtenia en el modelo de
Jalea con solucliones de onda plana (1I.2). Debido a la importancia
de este resultado, frecuentemente se deflne el modelo de jalea
deformable, en la aproximacién de particula independiente,

imponiendo la calcelaclén que mostramos en la expreslién 1.2

Se puede aflirmar, por lo tanto, que en el modelo de Jjalea
deformable el calculo concreto de la energia del estado base se
reduce al calculo del término que proviene de la energia cinética
de las particulas y el término de intercambio de la interaccién

entre particulas.
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Es 1importante recordar que formalmente el hamiltoniano no ha

camblado, contiene el término de energia cinética de las
particulas, los términos directo 34 de intercambio de la
interaccién coulomblana, el término de interaccién
particulas—-fondo y el término fondo-fondo; sin

embargo en el
modelo de jJalea deformable, al calcular la energia se cancelan las

contribuciones de la expresioén 1.2.

Scluciones H-F con distintas simetrias.

Habiamos mencionado que las ondas planas son soluciones

autoconsistentes, de las ecuacliones de H-F, de cualgquler gas de

fermiones que interaccionan a través de un potencial gue depende

solamente de la distancia entre particulas; debemos recordar sin
embargo, gque debido a que las ecuaclones de H-F no son lineales,

la solucién no es unica, y los orbitales de ondas planas no son en
muchos casos, los mas adecuados energéticamente, por lo gue se
regquiere continuar la busqueda de mejores soluciones en la

aproximaclién de particula independiente.

En esta busqueda se debe tomar en cuenta que una solucidn

aproximada para todos los gases de fermlones es la solucidn con
orbitales de ondas planas, y se deben recuperar como solucidén para

cualquier gas de fermiones, en el limlte en gue las interacciones

puedan despreciarse. En consecuencia, resulta conveniente qgue
otros orbitales propuestos para sistemas con interaccion,

contengan explicitamente un

término de onda plana, al gue tienen
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que reducirse en las condiciones indicadas anteriormente.

Una proposicliédn para los orbitales, gque ha probado su utllidad en

la descripcién de diferentes sistemas, tanto para gases de

fermiones sumergidos en un fondo homogéneo, como para gases en un

fondo caracterizado por determinada simetria es:

el ®* T Fim.,r) 1.a

donde Fim,r) es una funcién dque debe tiene la simetria del

silstema.

Existen en la literatura muchos calculos especificos con orbitales

de esta forma para algunos gases de fermiones. Los mas conocidos

son, posliblemente los gque se emplean en estado sdélido, para

describir los electrones de conduccién, en ese caso se conoce la

simetria del fondo, gque estid determinada por la red de los iones,

por lo tanto se propone que F(k.r) tenga dicha simetria, F(k,r) es

ia funcién de Block?'?

En este caso y en cualquier otro en el gue se tenga informacién

sobre la simetria del fondo, se debe proponer una funcién F con

esa simetria, que aparece expliclitamente en el hamiltoniano del

sistema.

Sin embargo, en otras ocasiones no se cuenta con la informacién de

la simetria del fondo, inclusive se puede contemplar la

posibilidad de un rompimiento espontaneo de simetria. En esos
casos, la nueva simetria es parte de la informacldn que se quiere

obtener del sistema.
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En esas condiciones se pueden proponer diferentes soluciones, cada

una de ellas con una simetria caracteristica, y por medio de

criterios energéticos se determina la solucidn aproplada.
En la literatura se encuentran frecuente soluciones varlacionales,
es decir se proponen funciones F que dependen de algunos

parametros que se determinan variacionalmente? Este método ha

proporcionado resultados interesantes para algunos sistemas, pero

tiene el inconveniente de que no hay un camino claro y sistematico

para mejorar la solucién obtenida, ya que un incremento arbitrario

en el numero de parametros no garantiza una mejor solucldén.

Una proposiclién mas sistematica, aunque en algunos casos mas

diffcil de abordar, consiste en proponer, para la funcidén F un

desarrollo en términos de funciones ortogonales? Logicamente este

desarrollo se debe escoger en forma apropiada para gque rapidamente

se obtenga convergencia en el calculo de la funcién de onda, y se

pueda trabajar con un numero reducido de términos.

Uno de los factores mas importantes para determinar el desarrollo

apropiado es la simetria, pero también deben tomarse en cuenta los

problemas operacionales gque involucra cada desarrollo.
Al proponer una funcién de onda como un desarrollo en términos de

funciones ortogonales, se pueden ir mejorando la solucién paso a

paso, hasta alcanzar convergencia en el calculo de las observables
fisicas, o el nivel de aproximaclidédn que nos interese, o nos sea

posible obtener. Esto ultimo depende, en algunos casos de nuestra

capaclidad para resolver los problemas matematicos invelucrados y

en otros del equipo de cédmputo con gue contemos. Una ventaja
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adicional que tenemos al proponer un desarreollo en términos de
funciones ortogonales y que tendria que imponerse para otros tipos

de funclones, es precisamente la ortonormalizacién de las

funciones de onda.

Competencia entre energia cinética y energia potencial,

la hipétesis de Wigner.

En todos los gases de fermiones con interaccién, sumergidos en un

fondo gque neutraliza globalmente al sistema, Se presenta una

competencia entre la energia clnética de las particulas y 1la

energia potencial. Esta competencia depende de la magnitud y el

alcance de la interaccién involucrada. Un estudio detallado de

este tipo de competencia lo presenté Wigner, para el caso

particular del gas de electrones en 1934, y ha servido de modelo

para predecir el comportamiento de otros gases de fermiones.

A partir de 1934 Hignerasiniclé la publicacién de varlos trabajos

en los gue analiza los efectos de la interaccién electrédnica en

los niveles de energia electrénicos de los metales. Despues de

indicar la importancia que tiene cada una de las contribuciones a

la energia, para diferentes valores de la distancia promedio entre

particulas, propuso un modelo muy sencillo para describir a los

metales en situacliones extremas.

Cuando la distancia promedio entre particulas es muy grande, es

decir, para una densidad del sistema muy baja, debido al largo

alcance de 1la interaccié4n coulombiana, la energia potencial es

dominante en el calculo de la energia del estado base. Mientras
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que, en la regién de altas densidades, la energia se encuentra
claramente dominada por el término de energia cinética de 1los
electrones. Este hecho es el que Justiflica fislicamente, que se
propongan orbitales de particula libre, OP, como soluclones al gas
de electrones en la regién de altas densldades, Y que los
resultados obtenidos con ellos sean razonables. Podemos afirmar
que los electrones se comportan practicamente como particulas
libres en la reglidén de altas densidades.

Wigner indicaba gue para denslidades menores de c¢lerto valor
critico, la energia clnética es despreciable y el comportamiento
del gas de electrones se determina por la configuracidén
electrénica que minimize la energia potencial coulombiana.

Debido a que la energia potencial de un sistema distribuido al
azar es mayor que la de un sistema ordenado, Wigner concluyé que a
partir de cierto wvalor critico de 1la distancia promedio entre
particulas el gas de electrones debia formar un cristal. Tomando
esto en conslderacién propuso un modelo sobresimplificado para los
metales. Partio de la hipdtesis de gue en un metal, se puede
conslderar gue los iones constituyen un fondo homogéneo en el que
se encuentran sumergidos los electrones. Estos se comportan
realmente como particulas libres a densidades altas, pero conforme
disminuye la densidad del sistema, la competencia entre el término
de energia cinétlca electrénica y los términos del potencial se va
incrementando, hasta que finalmente domina la energia potencial y
los electrones se 1localizan en posiciones mas o menos f1jas,

formando una red sumergida en el fondo homogéneo, se dice que los
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electrones cristalizan.

Este modelo se conoce a partir de entonces como el CGCristal de
Wigner y es sorprendente la cantidad de trabajos que se han
publlcado?v en los cuales por muy diferentes métodos Yy
aproximaciones se guiere encontrar la densidad de transicién al
cristal de Wigner.

Existen en 1la 1literatura muchos y muy varlados criterios para
determinar el valor de la distancia promedio entre particulas r_.
medida en radlios de Bohr, de la transicion al cristal de Hi.ner?7
En la Tabla I.1 se presentan algunos de estos valores publicados,
indicando quienes lo obtuvieron y por que método.

En el modelo de Wigner el fondo es homogéneo, sin embargo, en
principio, todos sus argumentos se pueden extender para un gas de
electrones en el que el fondo no sea homogéneo, en particular se
ha encontrado que el gas de electrones en el modelo de jalea
deformable, satisface las hipdtesis de Wigner y cristaliza a
denslidades bajas?"zs lo 4nico que se requiere es mantenerse en un
régimen cuantice. Légicamente el valor critico de r. dependera de
las caracteristicas de fondo.

Seria deseable gue el analisis anterlor para el gas de electrones

se pudiera generalizar para otros gases de fermiones, léglcamente
el comportamiento de cada sistema depende fuertemente del alcance
de la interaccién involucrada, Yy posiblemente no siempre se

presente una situacién equivalente a la indicada por Wigner para

el gas de electrones.
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Evidencia experimental del cristal de Wigner.

Simultaneamente a los miltiples trabajos tedricos, a partir de 1la
proposicién de Wigner, se 1inlcié también una busgqueda de 1la

evidencla experimental que verificara la proposicién de

cristalizacion.

La observacién de un sistema de Coulomb, con diferentes

caracteristicas para el fondo, que pudlera presentar un estado

cristalino a densidades bajas fue el objetivo de muchos grupos de

exper imentadores. A pesar de gque el estudlio de las caracteristicas

de los metales fue el motivo de las reflexlones al respecto de la

fase del estado base del gas de electrones, la verificacién de la

proposicién de Wigner en estos materiales resultaba imposible, ya
que en primer lugar el cristal de Wigner no es conductor, y en

segundo lugar la densidad de particulas a la gue estos materlales

existen en la naturaleza es muy grande, comparada con la densidad
de transicién a la

que diferentes teorias predicen la

cristalizacién.z7'11 Por lo tanto, para verificar la existencia del

cristal de Wigner fue necesario dar las condicilones adecuadas en

el laboratorio, a fin de tratar de construirlo.

Una vez estableclidas las limitaciones se han reallizado maltiples

intentos en esta direccién, tanto con sistemas en dos, como en

tres dimensiones; con fondo homogéneo y con fondo deformado.

La primera idea al respecto, que se presenté en dos dimensiones,

consiste en deposlitar electrones sobre una superficie liquida,

de
manera que se pudieran establecer estados superficiales.
Inicialmente la propusieron Cole y CohenZB para He, H2 . D2 y Ne;
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vy en forma independiente lo propuso también ShikinZ®® para He. La

condiclén para que se presenten estos estados de superficlie, es

que el liquido debe tener afinidad electrénica negativa, para

evitar que los electrones penetren, pero tamblién es necesario gue

la fuerza electrostatica con su imagen sea suficientemente grande

como para gue permanezcan en estados ligados.

Basados en estas ideas Crandall y Williams® realizaron el primer

experimento en el que se depositan electrones sobre una superficle

de Hello liquido , debido a la afinidad electrénica del helio, los

electrones no penetran en el ligquido , pero si quedan ligados a

sus imagenes, por las fuerzas electrostaticas, en estados

superficiales localizados fuera del ligquido, tal como se requeria.

Las densidades electrénicas obtenidas experimentalmente se

encuentran entre 107 Y 10° cm_z, de forma que la distancia
-4

promedio entre los electrones es del orden de 10 cm, si se toma

en cuenta gue la distancia a la placa cargada positivamente es

mucho mayor, se puede considerar que se satisface la condicién de

gas de electrones dliluido, sumergidoe en un fondo homogéneo de

carga positiva. En estas condiciones obtuvieron que los electrones

gquedaban localizados en estados de superficie formando una red

hexagonal. Este experimento de electrones sobre helio ligquido ha

resul tado ideal y a partir del trabaj)o de Crandall y Williams

muchos otros grupos lo han repetido con diferentes condiclones y

31
aproximaciones?’

Posteriormente, también Crandall y Williams con otros

colaboradores, elaboraron experimentos en los que observaron la
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estructura cristalina de esferas de pcliestirenoaz en suspencion
acuosa. El tamafio de las particulas es aproximadamente de 0.1 um,
¥ la distancia entre ellas alrededor de 0.5 um. Por difracclémn de
Bragg se observéd la estructura cristalina , que resulté (bec)
cubica centrada en el cuerpo, con mezcla de (fcc) cubica centrada
en las caras. Encontraron adiclonalmente gque variando las
concentraciones, es declr, la distancia promedio entre particulas,

se puede varlar la constante de la red, sin cambliar la estructura.
También D.W. Schaefer y B.J. Ackerson33 realizaron experimentos

seme jantes

Finalmente, el interés en el estudio de suspenciones coloidales en

las que el alcance de 1la interaccién entre las particulas es
comparable a la distancia entre las mismas, condujo también a la

realizacién de un conjunto de experimentos muy importantes en este

campo. En el estudio del equilibrioc entre las fases cristalina y

egspacialmente desordenada gque presentan algunas suspenciones
cololdales de esferas de poliestireno en fluidos polares, D.
Honea‘

indicé que debe observarse directamente al microscédplio sl

se forman o no estructuras cristalinas. A partir de estas ideas,
D. A. Weitz, w. z. Dozier y P. M. Chailkin construyeron y

observaron estructuras perlidédicas en cristales cololdales?s

Toda esta diversidad en evidencia experimental sugliere que 1la
cristallizacién de sistemas coulombianos se puede presentar en

diferentes dependiendo de

condiciones la simetria, la
dimensjionalidad y el alcance real de la interaccién, y que da

lugar a muchas y muy variadas estructuras cristalinas.

Por 1lo
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tanto resulta muy importante tener un método sistematico que nos
permita determinar tedédricamente la posibilidad de cristallizacién
de diferentes sistemas, asi como las estructuras mas estables en
cada caso.

Sin embargo, un analisis mas cuidadoso de los resultados
exper imentales antes presentados, nos indica qgue todos estos
sistemas se han construldo en condiciones tales qgque podemos
considerarlos como sistemas clasicos. En este sentido ninguno de
ellos verifica realmente la exlistencia de un cristal de Wigner en
régimen cuantico, sin embargo la realizacién experimental de estos
sistema implica que, a pesar de gque la proposlcién de Wigner se
pPlantea para sistemas cuanticos, las mismas conclusiones son
validas tamblén para sistemas de Coulomb clasicos.

Debido a la caracteristlica clasica de los experimentos anterliores,
se ha seguido en la busqueda de un cristal de Wigner realmente
cuantico. Recientemente dos grupos de investigadores han reportado
observaciones indirectas gue indican la presencia evidente de una
fase cristalina en un gas de electrones bidimensional, en

presencla de campos magnéticos intensos:.’6

Presentacién del problema.
En este trabajo efectuamos calculos de algunas propledades
relevantes del estado base de diferentes gases de fermiones, en la
aproximacién de particula independiente. lLos sistemas qgue se
estudian agqui tienen algunas caracteristicas comunes, pero

difieren substancialmente en otros aspectos, como el alcance de la
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interaccidén entre particulas vy la simetria de la solucioén

pPropuesta.

Proponemos una forma general para el hamiltoniano v como

soluclones H-F proponemos orbitales expresados como el producto de

una onda plana multiplicada por un desarrollo de funciones

periddicas en términos de funciones coseno. Los coeflcientes de

los desarrollos se determinan en forma autoconsistente, por medio

de las ecuaclones de H-F.

Conslderamos tres tipos de soluciones H-F, cada uno de ellos en
términos de un desarrcllo con una simetria caracteristica, Yy
realizamos los calcules autoconsistentes con diferente numero de

términos, hasta obtener convergencia en el valor de los

coeficientes del desarrollo correspondiente.

Como pretendemos describir diferentes sistemas, cada uno de ellos

lo caracterizamos por el alcance de la interaccién entre pares de
particulas y por la simetria de la soluciédn propuesta.
Conslderamos inlcialmente en el capitulo 11,

un plasma cuantico de

una componente, que corresponde a un sistema de Coulomb, por 1lo

tanto la 1interacclédn es de alcance infinito. Trabajamos en el

modelo de Jalea deformable y nos interesa fundamentalmente

calcular la energia del estado base, en un amplio intervalo de

densidades con el fin de

determinar 1la transicién a sistemas

localizados semejantes al cristal de Wigner. Estudiamos tanto

sistemas paramagnéticos como ferromagnéticos, comparando en

algunos casos los resultados obtenidos para ambos tipos de
sistemas.
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En el capitulo 111, estudiamos otros gases de fermiones con
interacciones de alcance finito, realizamos 1los céalculos para
diferentes valores del alcance, desde aquellos cercanos al

potencial coulombiano, hasta conslderar interacclones de muy corto

alcance, semejantes a la interacciédn delta.

En todos 1los casos se efectian calculos autoconsistentes de

Hartree—Fock, para determinar la funcién de onda,

con la cual se
calcula la energia del estado base de cada uno de los gases de

fermiones considerados.

Estos calculos se reallzan para cualquier valor de la distancila
entre particulas, es decir obtendremos la funclén de onda y la
energia del estado base de diferentes gases de fermiones, para
densidades altas, intermedias y bajas sin necesidad de interpolar
los resultados de diferentes reglones. Como ya se menciond tenemos

especial interés en determinar si para estos sistemas también se
presenta una transicién seme jante a la del cristal de Wigner.

La teoria se desarrolla para sistemas en tres dimensiones, de tal
forma que se tiene la opcién de proponer soluciones con diferentes
simetrias, nos interesa estudiar slistemas gque puedan presentar
localizacién en una, dos y tres direcciones independientes.

Finalmente analizamos la densidad de estados en los sistemas que

interaccionan a través de potenciales de alcance finito, mostrando
su dependencia con el alcance de la interaccién, con la densidad
de particulas y con la simetria del sistema.
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CAPITULO II. CALCULOS ESPECIFICOS PARA EL GAS DE ELECTRONES.

El gas de electrones como plasma cuantico de una componente.
En este capitulo determinamos algunas propiedades del estado base
de gases de fermiones gue Iinteraccionan a través de potenciales
coulombianos. Nuestro interés fundamental radica en el estudlio del
gas de electrones, pero podemos abordar el problema general de un
plasma de una componente.
Un plasma de una componente es un sistema constituido por una sola
especie de particulas cargadas sumergidas en un fondo,
frecuentemente homogéneo, gue neutraliza el sistema. Este modelo,
a pesar de su simplicidad, ha sldo muy util en la descripcién de
muchos slstemas fislicos, ya que manifiesta las caracteristicas
fundamentales de todo sistema de Coulomb. Los plasmas se han
estudiado tanto clasica como cuanticamente>’ Agui abordaremos el
problema cuantico, sin embargo en algunos casos de interés,
mencionaremos resultados del caso clasico.
Los plasmas de una componente se caracterizan por medio de un
parametro de acoplamlento I' ,gue mide 1la relacién entre 1la
energia potencial coulombiana vy la energia cinética de las
particulas cargadas. Cuando T < 1 tenemos un plasma débilmente
acoplado, si por el contrario ' > 1 el plasma es fuertemente
acoplado. Una gran cantidad de sistemas fisicos se pueden estudiar

como plasmas fuertemente acoplados?B esto ha ocasionado gue las
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técnicas y métodos de estudio se mejoren constantemente, y los

resultados obtenidos para alguno de estos sistemas se puedan, en

muchas ocasiones, generalizar para otros.

Concretamente, el estudio del gas de electrones come un plasma

cuantico de una componente, ha permitido aprovechar el lenguaje y

las técnicas que se han desarrollado en el estudio de los plasmas.
Sabemos que en un sistema de Coulomb como el gas de electrones,

sumergido en un fondo inerte, ya sea homogéneoc o deformado, las

particulas se comportan practicamente como particulas libres a

densidades altas, pero a densidades bajas la importancia relativa

de la energia potencial aumenta, produciendo una densidad de carga

no uniforme; a densidades mas bajas se puede producir una

estructura cristalina, como 1o indicaba Wigner.
Esta transicidén o rompimiento de simetria puede determinarse por

medio del calculo de algunas caracteristicas del prlasma, en

particular el calculo del parametro de acoplamiento resulta muy

1til en la descripcion de las fases de estos sistemas, ya gue como

veremos mas adelante, su comportamiento nos permitirad localizar en

forma precisa los puntos de transicién.

El interés de multiples trabajos y el nuestro en este capitulo, es

determinar algunas propledades del estado base del gas de

electrones en el modelo de jalea deformable, considerado como un

plasma cuantico de una componente, fuertemente acoplado. Nos

interesan fundamentalmente las fases que puede presentar el

sistema para cada regién de densidades.
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R 5

El estado base del gas de electrones. Antecedentes.
Para calcular las propledades del estado base de cualquier

sistema, debemos pariir del hamiltonliano correspondiente y por 1los
métodos de la mecanica cuantica, tratar de obtener la solucidén de
menor energia. En el problema gque agui abordamos, se desconoce el
hamiltoniano exacto, por 1lo tante el problema se

inicia al
proponer la forma explicita del mismo,

que dependera también de
las observables fislcas gque estemos interesados en calcular.

En la literatura se han reportado los resultados obtenidos con

diferentes modelos, los cuales han introducido muchas

y muy
varliadas proposiclones para el hamliltonilano,

dependiendo de la
densidad a la que se quiere describir el sistema, esta denslidad se
caracterliza por la distancia entre las particulas,

LA medida en
radios de Bohr.

Como antecedente sabemos gque dentro del modelo de particula
independiente, el estado base a denslidades altas, tanto para el
gas de electrones como en general para un plasma cudntico de una
componente, se aproxima a un gas 1ldeal de Fermi Yy podra
describirse aproximadamente en esta regién, por orbitales de ondas
pPlanas N que producen densidad homogénea de particulas. Esta
solucién de onda plana es, para densidades altas, el punto de
partida para aproximaciones, mas allada del modelo de particula
independiente,

en las que se toman en cuenta las correlaciones.

Tratando de ir mas allada del modelo de particula independiente,

es
decir,

tomando en cuenta la presencia de las correlaclones,

en la
regién de muy altas densidades,

en 1956 Gell-Mann y Brueckner39
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publicaron un trabajo en el que calculan la ensrgia de carrelacidén

de electrones sumergido en un fondo

por particula de un gas

en la regién de densidades altas. En vista de que un

uniforme,
desarrollo en teoria de perturbaciones presenta divergencias, a
causa del alcance infinito de 1la interaccién coulombiana, fue
necesario encontrar un método alternativo para realizar el
céalculo, con el gque obtuvieron un desarrollo en términos de la
distancia entre particulas, L Este trabajo inicié una cadena de
publicaciones, entre las que destaca la de Carr y Maradudin‘° en
1964, qgulenes continuaron el calculo de Gell-Mann y Brueckner,
obteniendo algunos términos adicionales para el desarrollo.

Finalmente se tiene la siguiente expresion gue describe el estado

base del gas de electrones a densidades altas.

E(Ry) = 2.21 r:z - 0.916 r:‘ + 0.0622 1n r_ - 0.096 +

+ 0.018r lnr + (E_-0.036)r + O { r2 1lanr_]
- s 3 - = =

El primer término proviene de la energia cinética de las
particulas; el segundo término proviene del término de intercambio
que se obtiene, en la aproximacioén de particula independiente, en
un céalculo H-F. Estos dos términos se obtienen sin considerar la
presencla de las correlaciones, los términos restantes son los
calculados por Gell-Mann y Brueckner, con las correcciones de Carr

y Maradudin. E3 es la suma de doce integrales.

Este desarrollo se ha empleado con éxito en muchos trabajos. En 1la
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figura 11.1 presentamos una grafica de la energia del estado base

para densidades altas, que se obtlene a partir de esta expresion.

En el otro extremo, a partir de la hipétesis de Wigner, se sabe

que a densidades suficlentemente bajas el sistema cristaliza, por

lo tanto debe ser descrito por funciones peridédicas, con las

caracteristicas de simetria de la red de electrones que se forme.

El hamiltoniano del sistema debe tener esta informacidén, por 1lo

tanto es radicalmente diferente al propuesto para densidades

altas, en donde se parte de un hamiltonianoc de electrones libres y

se introduce posteriormente la interaccioén coulombiana.

Los calculos de la energia del estado base en la regidén de bajas

densidades, mas alla del modelo de particula independiente también

han conducido a un desarrollo en términos de r.- Tal como Wigner

lo propuso, se considera inicialmente un hamiltoniano que toma

en cuenta que cada electrén se encuentra en un punto de la red; 1la

energia potencial correspondiente depende de la red especifica que

se propone. A fin de decldir cual es la red energéticamente mas

estable, fue necesario realizar los calculos correspondientes para

diferentes redes.

Rosemary Coldwell y Alexel Haradudin". calcularon inicialmente 1la

energia del punto cero para las redes cublcas, a partir de sus

resultados se encontré gue la configuracién con energia potencial

més estable corresponde a una red cubica centrada en el cuerpo

{(bcc); el valor correspondiente a una red cusica centrada en lae

caras (fcc) es muy cercano; mientras gque el de 1la red cubica

simple es el energéticamente menos estable de las tres redes
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cublicas, sin embargo la diferencla con las otras redes es pequefia.

Proponiendo la red (bcce) calcularon el segundo término del

desarrollo, que se obtiene cuando se considera que los electrones

realizan movimiento arménico simple alrededor de su posicién de
egullibrio. Se proponen por lo tanto, soluciones de oscllador

arménico, como proponia el mismo Wigner desde su trabajo inlicilal;

los siguientes términos se obtienen cuando se introducen

correcciones anarménicas para mejorar el valor de la energia del
estade base, obteniendose finalmente el sigulente desarrollo en

la regién de densidades bajas?z

E(Ry) = -1.79185 r:’+ 2.65724a r:3/2 - 0.73 r:z - 0.8 r’ 572 4

-
I11.2
= exp

donde onp depende exponencialmente de r:/z. En

I1.2 presentamos la grafica de la energia con este desarrollo.

la filgura

Debemos insistir en gque los dos desarrollos, para L pequefias, y

para r_ grandes, parten de hamlltonianos completamente diferentes,
cada uno de ellos adecuado para describir al sistema en la regién

correspondiente. A pesar de la importancia de estos resultados,

gque han introducldo correlaciones, la energia del estado base en

la regidén mas importante, 1la de densidades intermedias no se

obtiene por ninguno de los dos procedimientos, por lo que ha sido

necesario interpolar los resultados de densidades altas y bajas a

fin de predecir resul tados en la regién de densidades
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intermedias®?®

Otra caracteristica muy importante de un plasma de una componente,
como el gas de electrones, es gque esta constituido por particulas
cargadas, con espin. Por ser fermiones, el principlo de exclusién
de Paull establece las posibilidades de ocupacién de los estados
disponibles. Dicha ocupacién determina, entre otras cosas, sl el
sistema es paramagnético o ferromagnétlcof. En la naturaleza se
presentan ambos tipos de sistemas (ademas de otros cuya
descripciédn es mas compleja), por lo tanto es conveniente contar
con formalismos que permitan estudlar tanto plasmas paramagnéticos
como ferromagnéticos.

Hasta aqui solamente se habian considerado sistemas paramagétlcos,
sin embargo, para sistemas ferromagnéticos también se han
efectuado traba jos seme jantes a los de Brueckner para densidades
altas y a los-correspondientes a densidades bajas, obteniendose
desarrollos para la energia del estado base como funcién de
r s, muay seme jantes a los que presentamos en las ecuaciones 1I.1 y

I1.2.

Los desarrcollos para la energia del estado base en funcidén de r .
para sistemas ferromagnéticos, se obtuvieron en algunos casos a
partir de los resultados para el caso paramagnético, por ejemplo
el desarrollo a densidades altas por el método de Carr y Maradudin

lo obtuve l-ledi.n.5 ¥ los coeficientes se modlificaron obteniendose

el sigulente desarrollo.
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-2 -1
E = a r " +a r + a  Ln ro+a, +a,r Ln - 6 Ta
o (r®Ln r_») 11.9
- -
con: a = 3.507998 ; a, = - 1.154505 ; a, = 0.03109
a‘ = - 0.54 Poag = 0.007 Y as = — 0.021

En la figura II1.3 presentamos la energia del estado base para

sistemas ferromagnéticos en la region de densidades altas.
otros métodos y

Anélogamente para otras regiones y con

aproximaclones se ha abordade el estudio de sistemas de Coulomb

ferromagnéticos. Estos calculos tienen mucha importancia, ya gue

al calcular la energia del estadc base para las dos posibllidades
de ocupacidn, sistemas paramagnéticos y sistemas ferromagnéticos,

se pueden comparar 1los resultados obtenidos y en esta forma se

mas estable de cada uno de estos

aproximaciones emplead«as.‘6

determina la naturaleza magnética

sistemas, dentro del modelo y las

El gas de electrones en el modelo de jalea deformable.

La descripcién del estado base de un plasma cuantico de una

componente, fuertemente acoplado se ha intentado con diferentes

la aproximacién de

métodos y aproximaciones, aqui seguimos
5,24

particula Iindependiente, con el modelo de Jjalea deformable

descrito en el capitulco anterior. Recordemos que se trata de un

modelo en el cual el fondo es inerte pero no necesariamente

homogéneo, ya gue en cada situacién especifica, se ha deformado de
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manera que la energia es un minimo.

Como ya indicamos, en el modelo de particula independiente, cuando
la densidad de particulas es homogénea, hay una cancelacioéon
automatica de algunos términos de la energia; pero en los casos en
que la densidad de particulas no es homogénea, el imponer esta
calcelacién nos introduce automaticamente en el modelo de Jalea
deformable.

En el gas de electrones para de obtener esta cancelacidén vy
trabajar en el modelo de jalea deformable, con la aproximacién de
particula independliente, corresponde a una situaclén en la que el
fondo se ha deformado sigulendo la densidad de las particulas.
Aqui trabajaremos con el modelo de Jjalea deformable, en 1la
aproximacién de particula independiente, y partiendo de un solo
hamiltoniano, efectuamos calculos autoconsistentes de Hartree—Fock
para obtener la funcién de onda, la energia del estado base, y el
parametro de acoplamiento del gas de electrones, para cualqguier
valor de 1la distancia entre particulas r,» es decir obtenemos
explicitamente los valores de las observables fisicas anteriores

para toda la regién de densidades, sin necesidad de interpolar.

Ondas de densidad de carga
Overhauser?>? introdujo el modelo de jalea deformable para la
descripcién de algunos materiales como Sodlo y Potasio. En su
trabajo inicial asegura gque este sistema es homogéneo para
densidades altas, pero es inestable frente a ondas de densidad de

carga (ODC) en la regién de densidades bajas. Es decir, asegura
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gque se puede encontrar una solucidén tipo ODC, més estable gque las
ondas planas en esta region. Este modelo se ha empleado en la
descripcién de diversos sistemas fisicos, encontrandose gue
efectivamente, en muchos casos, existen ODC energéticamente mas
estables que las ondas planas en la zona de densidades b._’nn.z.'.-’
Inicialmente Overhauser propuso ODC en una sola direccién,
indicando que un problema importante de resolver es la
determinacién de 1la direccién oéptima para esta onda, la cual
dependera ade las caracteristicas especificas del Sistema.
Posteriormente se encontraron en la literatura sistemas gue
presentaban oDC también en dos ¥ tres direcciones
:lndependientes.‘8 Estas proposiciones resultan 1légicas, ya gue la
me jor solucidén en cada caso depende de la simetria del sistema
estudiado, que no es slempre unidireccional.

Algunos autores*? siguen un método varliacional, en el que se
proponen como funciones de onda, ODC que dependen de diferentes
parametros, cuyo valor se determina variacionalmente en el calculo
de la energia. La forma matemadtica de las ODC puede variar mucho,
dependiendo del método seguldo por cada autor, analogamente el
numero de parametros variacionales involucrados depende en muchos
casos de las herramlentas computacionales con que se cuente; ambos
factores determinaran la aproximacién de los resultados.

Es importante recordar que aqui estamos interesados unicamente en
sistemas en tres dimenslones, sin embargo consideramos funciones
de onda que puedan presentar localizacién de particulas a lo largeo

de una, dos o tres direcciones independientes.
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En el capitulo I se menciond que para meJjorar la solucién H-F
homogénea de ondas planas, es conveniente proponer otros
orbitales, pero resulta uti]l] gue estos contengan explicitamente un
término de onda plana (OP), o que tengan una estructura matematica
tal, que se recupere la solucidén homogénea de OFP en la regidén de
densidades altas, o cuando las interacciones sean desprecliables.

En esta direccién una de las proposicilones mas afortunadas son las

ODC propuestas por Overhauser, que contienen explicitamente un

término de OP; existen otras proposiciones en la 1literatura,
algunas de ellas como ya indicamos, se determinan
variacionalmente. En el capitulo I se menciond también la
importancia de encontrar un método sistema&tico gue permita 1ir

me jorando la proposicidédn para los orbitales, ya gque, por ejemplo,
con el método variacional empleado en las referencias 49, existen
varias proposiciones que podrian mejorar los calculos obtenidos,
peroc no hay un camino natural para escoger la mas adecuada.

Cuando se considera la proposicién de orbitales de la forma
exp(i &k r) F(k,r) I1II1.3

se debe proponer la forma explicita de F. La dependencia en &,
puede generar graves problemas operacionales, por este motivo,
siguiendo la misma idea de la proposiciédn de Block® en su Primera
aproximacién, para el gas de electrones en una red perldédica, es
frecuente proponer una funcién F que depende sélo de . Tanto la

proposicién de Overhauser como muchas otras en la literatura se
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restringen a esta aproximacién, gque agui también emplearemos.

De acuerdo con la hipétesis de Wigner, aqui proponemos para F(r)

desarrollos en términos de funciones periéddicas. Dependiendo de la

simetria abordada en cada caso, empleamos el desarrollo aproplado.

Calculamos la energia del estado base y la funcién de onda

correspondiente, en esa forma determinamos la fase del plasma
cuantico para cada valor de la distancia entre particulas.
A fin de tomar en cuenta diferentes simetrias proponemos tres

desarrollos para Fi(r), todeos ellos en términos de funciones

coseno.

En el primer caso se considera la posibilidad de localizacién de

particulas en una sola direccién ; esta situacién contiene como

caso particular las ondas de densidad de carga propuestas por

Overhauser y algunas otras que aparecen en la 1xteratur-.‘3"9 los

orbitales son de la forma:

"
1) e .= vz x, explik rlz C, cos ( qgn r)

11.4

r=.lx.

R V es el volumen en el gue se imponen las condiciones

de perliodicidad, q es un parametro que se determina cuando se
o

impone que los orbitales satisfagan las ecuaciones de H-F, x es

la funcién de espin, L] es un entero que nos indica donde se
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corta el desarrollo y el vector unitario =n = e n .
El segundo desarrcllo corresponde a sistemas con simetria planar,
proponemos funciones de onda gue puedan producir ondas de densldad

de carga en dos direcciones perpendiculares.

2) .k,h = Vv ’/21 exp[i. r] Z Z Cn n cos(q n x)cos(qon v)

n_=0 n_ =0
= y

I11.S

Con estos desarrcllos se obtiene densidad homogénea a lo largo del
eje 2, y se puede obtener localizacién de particulas con la
simetria de una red cuadrada en el plano X-Y.

Finalmente el desarrollo mas general corresponde a ondas de
densidad de carga a lo largo de tres direcciones independientes,

esta simetria corresponde a una red cubica simple.

(3) .k.h = —1/21Aexp[1l r] Z Z Z nnn [cos(q n x)

n=on=0n=

xX cos (qonyy )

x cos(qonzz) ]

11.6




Una wventaja adicional de estos desarrollos es gue estamos en
condiclones de abordar muchas otras simetrias, por ejemplo: cubica
centrada en el cuerpo, cubica centrada en las caras, tetragonal y
ortorrémbica, sélo tenemos que asignar los valores adecuados a los
indices n . Sin embargo, la simetria natural de este desarrollo
corresponde a la red cubica simple, por lo que es de esperarse gue
los mejores resultados desde el punto de vista energético,
correspondan a esta red.

Aqui proponemos desarrollos en términos de funcilones coseno, a
diferencia de otras proposiciones qgue se encuentran en la
literatura en términos de funciones con exponcnciales?o debido a
gue hemos verificado gque con estos desarrollos se simplifica

considerablemente el calculo conputacional.s1

Calculo H-F de 1la energia del estado base del gas de

electrones.

Inicialmente por medio de las ecuaclones de H-F, con las
condicliones de ortonormallizacién de los espin-orbitales, se
determina el valor del parametro -« . posteriormente se determinan

en forma autoconsistente los coeficliente Cn de cada uno de los
desarrollos.

Con la solucién autoconsistente, se puede calcular la energia del
estado base y otras propledades del estado base.

La solucién de las ecuaciones de H-F para N cuerpos, con el

método que aqui se propone, se ha reducido al problema matematiceo
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de la determinacién autoconsistente de los coeficientes C.. La
complicacién matematica del problema dependera del numero de
coeficlentes C‘ por determinar, sin embargo es importante
indicar que el problema de N cuerpos planteado en esta forma se
puede abordar y resolver con diferentes aproximaciones.

Los calculos los iniclamos, en cada uno de los desarrollos, con un
numero reducldo de términos, posteriormente modif icando Yy
adaptando el desarrollo algebraico y el programa computacional se
aumentd el numero de términos hasta obtener convergencia en los
resultados obtenidos para los coeficientes Cn .

S1 se escoge adecuadamente el desarrollo, esta convergencia se
alcanza con pocos términos, en caso contrario se tiene gue
considerar un desarrollc con un numero muy grande de términos.

La forma general de las ecuaciones de H-F gue se resclvieron es:

11.7

donden‘=oix+cay+-3vz



A fin de satisfacer las ecuaciones de H-F con la condicién de
ortonormalizacion, el parametro q, debe ser mayor o igual a 2kr'
aqui seleccionamos el valor ZkF por ser el energéticamente mas

44, 49

adecuado. Los coeficientes C. se determinaron en forma

¢ con respecto a la

autoconsistente con una aproximacion de 10”
altima lteracion.

Los c#alculos se efectuaron para densidades altas, intermedias y
bajas, como es costumbre los valores de la densidad se determinan
por medio de la distancia promedioc entre particulas L . medida en
radios de Bohr.

La funcién de onda en la aproximaciédn de H-F es el determinante de
Slater de lo espin-orbitales, que aqui designaremos por ®

Por lo tanto la energia de H-F sera:

N »
Ew = Z <¢, 1T | &>~ Z <o jl v I‘J ¢,
1=1 1=)=1

11.8

la forma explicita de los elementos de matriz y las ecuaciones de
H-F que se tengan que resolver dependeran del sistema escogido, y
este se caracterizara por la proposicién especifica para 0‘ . Por

otra parte, la ocupacién de los estados definira, entre otras

cosas, sl el sistema es paramagnético o ferromagnético.
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Resultados.

Unc de nuestros principales intereses es determinar la transicién
de OP a ODC. los criterios que se emplean en la literatura para la
determinaclién del punto de transicién son muy variadosz? aqui al
igual gue en otros trabajos, segulremos fundamentalmente un
criterio energético. Nos basamos en la diferencia de energia con
respecto a la onda plana y en el comportamliento del parametro de
acoplamiento r. Conslderamos como criterio auxiliar el
comportamiento de la 1localizacién de particulas, este no es un
criterio preciso debido a dgue cerca de la transiclién la
localizacidén no es apreciable, es necesario considerar densidades
mucho mas bajas que la densidad de la transicidén para observar
claramente la locallzacién. Los resultados para las propledades
antes mencionadas se presentan a continuacién.

Inicialmente reportamos los resultados obtenidos para sistemas
paramagnéticos. Se han considerado desarrollos con diferentes
simetrias, en todos los casos se obtuvo que en estos sistemas se
localizan las particulas a denslidades bajas, ya que la solucién
H-F autoconsistente corresponde a ODC en esta regién; sin embargo,
la soluclién H-F autoconsistente que se obtiene por este método a
densidades altas siempre es de ondas planas. Es decir, para

valores pequefios de T, todos 1los coeficlentes Cn de los

diferentes desarrollos fueron iguales a cero, con excepcién de
Co.
Primeramente presentamos el comportamiento de 1la energia por

particula. En las figuras 1I1.4 y I1.5S sSe muestran los resultados
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para el desarrollo (1), que corresponde a una OBC en una
direccién. Se realizaron céalculos para diferentes valores del
indice superior en la suma del desarollo, N a partir de 1. AGn
para N = 1 se obtuvo una solucidén periddica con menor energia que
la OP a partir de clierto valor de r-. Se compararon los resultados
para desarrollos con diferente N, obtenliendose convergencia en el

célculo de los coeficientes Cn con N = 6. Los resultados
reportados en las figuras corresponden a N = 6.

En la figura 11.4 se presenta la energia por particula como
funcidén de r- . Se presentan los resultados obtenlidos en el
intervalc de mayor interés, en la regién de densidades bajas. La
transicién de densidad homogénea a densidad localizada se presenta
en r.= 31.3.

Se grafican también los resultados obtenidos con ondas planas y
con otras funclones gue se reportaron en la 1iteratura,‘ Y gue
presentan la misma simetria, entre ellas ODC tipo Overhauser, qgue
resultan un caso particular de nuestros desarrollos.

En 11la figura II1.5 reportamos la diferencia de energias con
respecto a la solucién homogénea de ondas planas, como habiamos
indicado, la solucién autoconsistente gque obtenemos en la regioén
de densidades altas sigue siendo la de ondas planas, por lo tanto
esta diferencia de energias es igual a cero hasta el punto de
transicién. Este tipo de graficas nos indican directamente el
punto de transicién y la ganancia en energia con respecto a la
solucidn homogenéa, para cualquier valor de re.-

En la figura I1I.6 se presentan los resultados obtenidos con el
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desarrollo (2), se muestra la diferencia de energia por particula,
con respecto a las ondas planas, correspondiente a una funcién de
onda con simetria cuadrada; la transicién de densidad homogénea a
ODC en dos direccliones se presenta para un valor de r_ menor que
para el caso anterlior. Puede observarse también, que la ganancia
en energia es mayor gue la obtenida con ODC en una direccién. La
solucion reportada corresponde al desarrolleo (2) en donde el
limite superior en la suma es N = 6, que fue el valor de N donde
se obtuvo convergencia. A pesar de que el indice superior en la
suma es el mismo que empleamos con el desarrollo (1), el numero de
términos de este desarrollo es mayor que para ODC en una sola
direccién.

Finalmente en la gréafica I1.7 se presenta la diferencia de energia
obtenida con el desarrollo (3). El1 numero de términos en este
desarrollo es mucho mayor que en los otros casos, y el problema
matematico y computacional se complica considerablemente. Se
muestran los resultados para desarrollos con diferente numero de
términos, correspondientes a diferentes valores del indice
superlior en las sumas correspondientes. Se puede observar que la

ganancia en energia es mayor que en los casos anteriores, aun para

valores pequefios de N. La transicién se presenta en ro = 28.8,
26.2 y 26.1 con los desarrollos correspondientes a N = 1, 2 y 3
respectivamente, y en r' = 26 para N = 4 y 5. Podemos concluir

gue para estos desarrollos el punto de transicién converge al
valor r, = 26. De las graficas también se puede observar gue con

N = 5 se tiene una =zona de convergencia desde el punto de
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transicién hasta L aproximadamente igual a SO.

En la figura 11.8 se presenta la energia por particula despues

de la transicién, empleando desarrollos con 27, 64, 128 y 216

términos en los desarrollos, que corresponden respectivamente a

N = 2, 3, 4 y 5. Podemos observar dos resultados importantes, en

primer lugar la ganancia en energia es muy grande,

10”2 Ry: en segundo lugar, pero posiblemente mas importante

del orden de

, es

la regioén de establlidad gque se puede observar en las graficas con

N = 4 v 5; se presenta un minimce en 1la energia, no tan

pronunciado como el que se presenta a densidades altas con OP,

peroc la presencila de una zona con presién no negativa, tiene un

significado fisico gque es obviamente muy importante.

Se muestran también en esta grafica otros resultados reportados en

la literatura.sa"a'll para el gas de electrones en el modelo de
Jalea, pero determinados por métodos diferentes.

En la referencia 11, Ceperley y Alder calculan las energias de

correlacién por medio de una simulacién estocastica de la ecuacidn

de Schrodinger. Sus resultados se consideran exactos y desde su

publicacién es frecuente encontrar que otros calculos los toman

como referencia obligada.

En la referencia 43, Agulilera-Navarro, Baker y De Llano reportan

los resultados obtenidos con el método de aproximantes integrales.
Como punto de partida emplean el desarrollo de la energia en
funcion de Lo a densidades bajas y ajustan con los resultados del

calculo Monte Carlo de Ceperley y Alder.

En la referencia sz Nagara, Nagata y Nakamura reportan la energia
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que ostienen empleando los resultados de un calculo Monte Carlo
consistente con las energias 1libres de un sistema clasico, e
incorporan posterlormente una correccién cuantica.

Estos calculos ya fueron reportadossz y se indicdé qgue tipo de
comparacién puede hacerse entre los resultados obtenidos con
diferentes modelos, sin embargo es importante volver a aclarar
agui que sl se comparan resultados calculados con diferentes
modelos de un mismo sistema fisico, debido a que las
aproximaciones empleadas en cada modelo pueden ser diferentes, 1la
comparacion reflejara las diferencias entre las hipdtesis asumidas
en cada uno de ellos.

Finalmente, si se introducen correlaciones suponemos que las
curvas de la energia se desplazaran hacia arriba, acercandose a
los resultados emactos de Ceperley y Alder.

En conclusién, de todas las graficas anteriores podemos aflirmar
que, de los sistemas que aqui hemos estudiado, el mas estable
energéticamente es el que tiene la simetria de una red cublica
simple. Adicionalmente observamos gque la inestabilidad con
respecto a ondas de densidad de carga con corrugacién en tres
direcciones perpendiculares se presenta para densidades mayores
que los otros sistemas estudiados.

Los calculos matematicos vy los programas computacionales
desarrollados nos permiten obtener también los resultados
individuales para la energia cinética y la energia potencial para
cualquier valor de r . por lo tanto se puede calcular el parametro

de acoplamiento, ' en forma inmedianta.
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En la figura I1.9 se muestra el parametro de acoplamiento I' como
funcidén de r. para ondas planas y para los tres desarrollos que
agqui se proponen, empleando en cada caso el desarrollo que

garantiza convergencia en el céculo de la energia.

El comportamiento de ' en la regién de altas densidades, para
todos los desarrollos, es el de una funcidén lineal, como
corresponde a una solucién homogénea de onda plana.‘ :

Posterlormente se presenta una discontinuidad en cada grafica de
Tr gque nos Iindica, cual es el punto de transicién de densidad
homogénea a densidad perldédica, este punto se determina en forma
mas precisa, por medio de la discontinuidad del parametro I', que
con el calculo de las diferenclas de energia presentado en las
graficas anteriores, se obtiene asi un criterio adecuado para
caracterizar 1la transicién. Este hecho justifica el empleo del
lenguaje de plasmas de una componente, en el calculo de
propledades del estado base del gas de electrones.

Una vez determinados los coeficiente Cn de cada desarrollo para
todo valor de r‘. se puede obtener, también en forma inmediata la
distribucion de carga electrénica p para cualquler valor de r.-
Obviamente, en todos los casos reportados, se presenta densidad
homogénea antes de la transicién y a partir de esta, poco a poco
se van localizando las particulas como se muestra en las
figuras. Debe mencionarse que dadas las caracteristicas de 1los
desarrollos presentados, la localizacién de las particulas se
obtiene en el caso de ODC en una direccién, (desarrolle 1) en

forma de una lamina corrugada a lo largo de la direccién de 9L,
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con las ODC en dos direcciones (desarrollo 2), la localizacidén de
particulas se presenta con la simetria correspondiente a una red
cuadrada, en los planos escogidos para la corrugacioén; finalmente
para las ODC en tres direcciones (desarrollo 3) se obtiene, como
va indicamos, la localizaclion de particulas con la simetria de una

red cublica simple.

En la figura I11.10 se muestran los resultados obtenidos con el

desarrollo (1), para diferentes valores de L Graficamos p =|y |2
con respecto a la densidad de onda plana P, » en la direccidén de
q,- Mostramos la localizacion para r, = 35, 70 y 100. Puede
observarse que conforme se conslderan valores mayores de L la

localizacién va siendo cada vez mas pronunciada.

En las figuras IT1.11 y I1.12 se muestra po para el desarrollo
{(2), correspondiente a la simetria planar. Se escogid como plano
de corrugacién el plano X-Y. Loéglicamente en los otros planos se
observaria unicamente densidad de lamina corrugada, semejante a la
qgque produce una ODC en una direccidn, ya que a lo largo del eje 2
no hay localizacién en este desarrollo. Se presentan resultados
para r_ = 60 y 100.

Debido a la simetria del sistema la localizacién de particulas, en
el caso de ODC, en tres direcciones es igual en cualguiera de los
planos XY, Xz, YzZ2, Yy es cualitativamente equivalente a ia
presentada en las graficas I11.11 y 12 para ODC en dos direcciones.
La unica diferencia se encuentra en el valor de 1los maximos
obtenidos, ya que para las ODC en tres direcciones sera mas

marcada la localizacién y los maximos seran mayores que para ODC
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en dos direcciones.

Hasta aqui hemos presentado resultados para slstemas

paramagnéticos, pero tenemos todos los resultados correspondientes

a cada uno de los sistemas anterliores en la version

ferromagnética. Las conclusliones para estos sistemas son

seme jJantes a las obtenidas para slstemas paramagnéticos, por 1lo

gque no reproducimos aqui todas las graficas, solamente

consideramos que es conveniente hacer una comparacién entre los

resultados para un sistema en sus versiones paramagnética vy

ferromagnética, a fin de

determinar el caracter magnético mas
estable para cada valor de r-, dentro del modelo Y las
aproximacliones empleadas.
En la grafica 11.13 se muestran nuestros resultados para las

energias en la regioén de densidades intermedias y bajas, que se

obtienen con el desarrollo (3) con N = 5, correspondiente a ODC

en tres direccliones, tanto para el plasma paramagnético como para

el ferromagnético.

Como en los otros casos, las soluclones autoconsistentes que se

obtuvieron en la regién de densidades altas son ondas planas; en

esta regién es bilen conocido el resultado general gue se obtiene

con soluciones homogéneas; sabemos que la solucidén paramagnética

de OP es mas estable que la correspondiente ferromagnética a muy

altas densidades, hasta r- = 5.47 Y posteriormente, para

valores maycores de L siempre es mas estable la solucioén

ferromagnética de OP.

Aqui encontramos gque en la regién de densidades intermedias y
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bajas la soluclilédn autoconsistente para sistemas ferromagnéticos

presenta una localizacién semejante a la gue se obtuvo con

silstemas paramagnéticos, encontrandose la transicion a soluciones

perlidédicas en rg = 33, posterior a la transicion paramagnética que

se presenta en r. = 26.

Los resultados para la energia nos indican que el sistema

ferromagnético es energéticamente mas estable gque el

correspondiente paramagnético en la reglién de Ps densidades

intermedias, hasta que se presenta la transicion a funcién

periédica paramagnética, en re = 26. A partir de ese valor tenemos

una pequefia regién en la cual se invierten los papeles, el sistema

paramagnético es mas estable. Esta situacién se modifica cuando

se presenta la transicidén a funcién perioddica en el sistema

ferromagnético, es declir en re < 33; finalmente a partir de esta

distancia entre particulas vuelve a ser el sistema ferromagnético

el mas estable. Es importante observar que ademas de tener una

regioén estable , se obtlene, con este modelo, una regién en la gue

se obtiene un valor menor para la energia en el sistema

paramagnético qgque en el ferromagnético, a diferencia de los

resultados obtenidos con OP. El1 comportamiento de 1los sistemas

ferromagnéticos con las otras simetrias estudiadas es

cualitativamente eguivalente.



o bt i, tseiaon,

CAPITULO II1I. CALCULOS PARA GASES DE FERMIONES CON INTERACCION DE

ALCANCE ARBITRARIO.

Las ventajas de un facter de pantalla.
Como indicamos en 1la introduccién, es de esperarse gue el

comportamiento y caracteristicas de los gases de fermiones seran

diferentes si se modifica el alcance de la interacciodn

involucrada, sin embargo es deseable contar con un método general

iniciar el estudio de diferentes sistemas, sin

que nos permita
tener que precisar completamente la lnteraccién.

Con el método empleado en el capitulo anterior para un plasma

cuéntico de una componente, se lntenta estudiar en este capitulo

algunos otros gases de fermiones.

Como punto de partida debemos determinar gue tipo de interacciones

entre particulas se puede emplear para generalizar el método. La
forma matematica de la interaccién coulombiana nos permite
modificarla facilmente, por medio de un factor de pantalla e_“r.

diferentes valores al parametro de

de manera gue asignando

apantallamiento 4, podemos simular interacciones con cualquier

alcance, Iinclusive podemos considerar valores de u tales que el

alcance adquiera un valor menor gue la distancia entre particulas,
en este caso la interaccién es practicamente equivalente a una
interaccién delta, por lo tanto esta forma de interaccién resulta

conveniente para nuestros calculos.
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Una vez establecida la forma general del potencial se puede
abordar el problema de la determinacidén de las caracteristicas

del estado base de gases de fermiones que interaccionan por medio

de potenclales con alcance finito. Para este fin empleamos al

igual que en el capitulo anterior, el modelo de jalea deformable.

Tanto el potencial coulombiance apantallado, como el coulomblano
puro, corresponden a Iinteracciones entre pares de particulas que

dependen sélo de 1la distancia entre ellas, ya gque el factor de

pantalla no wmodifica esta dependencia, por 1lo tanto podemos
traba jar con este potencial, en el modelo de jalea deformable sin

tener que efectuar ninguna modificacién o aproximacién adicilonal

en el proceso.

Para el caso particular en que se consldere unicamente el estudio

de sistemas de Coulomb, pero con alcance finito, es decir

simplemente como una extension al problema del plasma cuantico de

una componente, el apantallamiento se puede interpretar como 1la

Antroduccién de correlaclones estéticas.az

Tenemos otra ventaja al 1introducir el apantallamiento en este
sistema, es bien conocida la divergencia logaritmica en la
densidad de estadoszz, que presentan los sistemas de Coulomb en el

nivel de Fermi, cuando los orbitales son ondas planas y se trabaja

en la aproximacién de Hartree-Fock. Dicha divergencia impilde

abordar el estudlo de propiedades de transporte del sistema, por
lo tanto por diferentes métodos se ha tratado de eliminar.

Se ha demostrado53 que con potenciales de Coulomb, si nos
mantenemos en la aproximacién H-F, la divergencia persiste, aun

62



con funciones de onda diferentes de las ondas planas; sin embargo
cada funcioén de onda propuesta introduce una modificacion
caracteristica en el comportamiento de E(k) cerca del nivel de
Fermi.

Otro mecanismo para eliminar la divergencia consiste en ir mas
alla de H-F, pero el precio es alto, pues se plerde toda 1la
simplicidad que nos da una teoria de particula independiente.

Se han encontrado también otros caminos, entre ellos destaca, el
método LSDA ( local-spin-density approximation } en el que se
introduce un apantallamiento efectivo que elimina la divergencia
en el nivel de Fermi®® sin embargo, con esta aproximacién el
apantallamiento resulta exagerado v los resultados para la
densidad de estados no son aceptables. Con el fin de corregir este
problema, frecuentemente se introduce la correccioéon SIC
(self-interaction correction} a LSDA, que reduce el
apantallamiento efectivo?s

Con la proposicién que aqui se presenta, nos mantenemos en el
modelo de particula independiente, y estamos en condiciones de
introducir un potencial coulomblano apantallado, con un factor de
pantalla tan pequefio como se quiera, de manera que se evita 1la
divergencia en el nivel de Ferml, se simula la presencia de
correlaciones estaticas y se pueden obtener valores razonables
para la densidad de estados.

Estas son algunas de las ventajas se tienen si nos limitamos al
estudio de sistemas de Coulomb, sin embargo la importancia

fundamental del planteamiento de este capitulo radica en el hecho
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de que estamos en condiciones de abordar del estudio de gases de
fermiones muy diferentes con el método empleado en el capitulo

anterior para el gas de electrones con interacci’'on de alcance
infinito.

Generalizacidén del método empleado para el gas de electrones.

Tratamos de segulr al camino gue nos permitié describir el estado

base del gas de electrones, a fin de desarrollar un formallismo

para estudliar sistemas gque interacclonan a través de potenclales

de cualgulier alcance.

Se proponen desarrollos para la funcién de onda con diferentes
simetrias, de manera que se puedan presentar soluciones semejantes

a las ondas de densidad de carga en una, dos y tres direcclones
perpendiculares, analogos a los empleados en el capitulo anterior.

Es importante recordar que cuando hablamos de Ondas de densidad de

carga en estos slistemas, empleamos el término carga en la forma
general descrita en el capitulo I, al introducir el modelo de
Jalea deformable.

Se construyeron y se resolvieron en forma autoconsistente, las
ecuaclones de H-F correpondientes, que ahora dependen tamblién del
parametro u.

Una vez determinadas las funciones de onda para cada valor de u,

en una amplia region de densidades, se calculd para cada caso la
energia por particula, al igual gue otras propledades del estado
base.

Tanto los desarrollos algebralcos como los programas
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computacionales se elaboraron de manera que tienen tal

versatilidad que, con pocas modificaciones, podemos obtener

informacidén para sistemas extremadamente diferentes.
Cada sistema lo caracterizamos por la simetria de la funcidén de

onda propuesta, por el alcance de la interaccion y por el valor de

la distancia entre particulas. Cada una de estas caracteristicas,

asf como la aproximacién de los calculos se determiné en la

siguiente forma:

1) la simetria se determina por el desarrolloc propuesto para los

orbitales, podemos obtener ondas de densidad de carga en una, dos

o tres direcciones. Aqui soclamente se han considerado estructuras

cuadradas para las ODC en dos direccliones y simetria cubica simple

para las ODC en tres direcciones, sin embargo, al ligual gque en los

sistemas de Coulomb, aqui tamblén puede abordarse el estudio de

sistemas con otras estructuras cristalinas, por ejemplo con ODC en

dos direcciones podemos describir estructuras rectangulares,

triangulares y hexagonales; Yy con ODC en tres direccliones se

pueden describir sistemas con simetrias cubica centrada en el

cubica centrada en las caras, tetragonal y ortorrémbica

cuerpo,
i1) el numero de términos en el desarrollo, que indica 1la
aproximacién con la gque setrabaja, hasta qgue se alcanza la

convergencia en el calculo de los coeficlentes Cn' Una vez

alcanzada la convergencia los resultados no dependen del numere de

términos del desarrollo.
11i) el alcance de la interaccién se caracteriza por el factor de

pantalla 4 , medido en unidades de 2kF ; se considera valores de g
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tales gque la interacciones puedan ser de largo, mediano y corto

alcance.

iv) la distanclia promedio entre particulas se caracteriza por el

valer r_ ; se pueden efectuar los calculos para cualgquler valor de
L sin embargo aqui se restringen los calculos a la regién mas

interesante, donde se puede presentar el camblo de

homogénea a densidad periddica.

densidad

Localizacidén de particulas.

El primer resultado que nos interesa generalizar para sistemas gque

interaccionan con un potencial de alcance finito, es la posible

transicién de fase a denslidades baj)as, semejante a la propuesta

por Wigner para el gas de electrones con fondo homogéneo.

A pesar de que el planteamiento del problema matematico es muy

seme jante al del plasma cuantico de una componente, las

diferencias cualitativas son muy importantes, ya qgque fisicamente

es muy diferente un conjunto de particulas cuya interaccién es de
alcance infinito y otro conjunto de particulas cuya interaccién
esta representada por un potenclal delta.

Entre estos dos extremos

se pueden estudiar una gran variedad de sistemas fisicos cuyo

comportamiento se espera que sea muy diferente.

A partir de un hamiltonianc semejante al del gas de electrones,

introduciendo el potencial coulombiano apantallado, con un factor
de pantalla p, se iran asignando diferentes valores de pu a fin de

describir diferentes sistemas.

Siguilendo el procedimiento del capitulo 1II, con las modiflcaciones
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introducidas por el nuevo potenclial, se plantean las ecuaclones de
H-F correspondientes, para cada uno de los valores de u. Cuando el
factor de pantalla tiende a cero, se recuperan los resultados del
capitulo 11. Posterliormente al asignar valores diferentes a u , se
determina la dependencia del alcance de 1la interacclén en el
comportamiento del sistema, en particular en la locallizaciéon de

particulas a densidades bajas, a fin de saber sl con el método

propuesto agqui, existen algunos valores del factor de pantalla
para los cuales es

posible obtener 1localizacién de particulas

andloga a la cristalizacién obtenida para el gas de electrones.

Criterios para determinar la transicién.

En el capitulo I mencionamos que existen en la literatura muchos y

muy varlados criterios para determinar el valor de r. de 1la
transicién al cristal de Higner?v analogamente para determinar la
transicién en estos sistemas que interaccionan por medio de

potenciales de menor alcance, los criterios pueden ser semejantes.
En este traba jo se han considerado fundamentalmente tres
criterios:

i) En primer lugar se considera el criterio energético, se calcula
la diferencia de energia del estado base entre el sistema

homogéneo y el sistema lnestable ante ondas de densidad de carga,

sabemos que a partir del valor de r_ para el cual esta diferencila
de energia es apreciable, la solucién locallizada sera
energéticamente mas estable.

1) Otro criterio se obtiene a partir del parametro de
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acoplamiento I', el comportamiento de I' como funcién de T permite
precisar la transicion, yvya gque al igual gque para el gas de
electrones, en todos 1los sistemas estudlados, este parametro

presenta una discontinuidad muy clara en los puntos de transicién.

111) Como ultimo criterio se considera la 1localizacién de

las
particulas, calculando P =| W |2. para distintos valores de L
en esta forma puede observarse para dgque valor se injicla 1la
localizacién de 1las particulas; este uvltimo calculo tiene 1la
ventaja de gque indica geométricamente, como esta acomodado el
sistema, que tipo de estructura se formé. Sin embargo seria

dificil determinar la transicién sélo con este criterio, ya que la

localizacién no es muy apreciable cerca de la r critica, sélo al

trasladarnos a densidades menores se va acentuando.

La energia del estado base como funcién del factor de pantalla.

Se calculd y se graficéd la energia del estado base, en la regién

de densidades altas, intermedias y ba jas, para diferentes

simetrias y con diferentes valores del parametro de

apantallamiento .

Como resultado general se puede mencionar gue los sistemas

energéticamente mas estables, en todas las simetrias estudiadas,
son aquellos para los gque el potencial es de mayor alcance.

En la figura I1II.1 graficamos la energia del estado base como
funcién de r., . yen la figura 111.2 la ganacia normalizada de

energia AE /7 E(OP) = [ E (OP) - (0ODC)] / E(OP). En ambos casos,

se consideran sistemas que presentan ondas de denslidad de carga en
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una sola direccién. Mostramos las graficas para diferentes valores

del factor de pantalla, M medido en unidades de 2kF. Selecclionamos

en este caso, valores que representan interacclones de largo, de
intermedlo y de corto alcance. La convergencia en el calculo de
los coeficientes Cn’ se obtuvo en todos los casos para N = 6,
como indice superior en la suma del desarrollo (1), que coincide
con el numero de términos con los que se obtuvo convergencia para

el gas de electrones. En la grafica se presentan solamente

los
resul tados correspondientes a N

= 6.

A partir de estos resultados vemos que el comportamiento
cualitativo de los sistemas gue interaccionan por medlo de
potenciales de alcance finito es seme jante al de sistemas

coulomblanos, sin embargo, cuando el factor de pantalla es muy
grande, el rompimiento de simetria se presenta para
densidades

extremadamente bajas, de tal forma que los resultados

para sistemas fislcos en esa regién son de menor intereés.

Tomando en cuenta este resultado, nos restringimos a valores
pequefios de u,

para los calculos en sistemas con simetria cuadrada
¥y cubica simple Esta eleccién se Justifica claramente al
estudiar la densidad de estados.

En la figura 111.3 presentamos los resultados para la diferencia

de energia por particula AE = E(OP) - E(ODC), gue se obtienen
cuando se propone como Solucidén ondas de densidad de carga en dos

direcciones perpendiculares. Como puede observarse el
comportamiento

para sistemas que presentan ondas de densidad de

carga en una o dos direcciones es cualitativamente equivalente,
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sin embargo, para un valor de u determinado, la transicién para

ODC en dos direcciones se presenta en un valor wmenor de r, Este

resultado es seme jante al que se obtuvo para el gas de electrones.

Finalmente presentamos los resultados para la funcién de onda

energéticamente mas estable. Dado un factor de pantalla H, el

slstema con ondas de densidad de carga en tres direcciones

presenta la transiclién de densidad homogénea a densidad locallizada

para un valor menor de r , comparado con los slistemas gue

corrugan en dos y una direccién, y 1la gananclia en energia es

claramente mayor. Los resultados se presentan en la figura 1I11.4.

El parametro de acoplamiento como funcién del alcance de 1la
interaccion y de la distancia entre particulas.
Al igual gue para el gas de electrones, tamblén para otros gases

de fermiones, el calculo del parametro de acoplamiento ' nos

proporciona informaclén relevante del sistema, en particular

resulta muy util para determinar, en forma precisa el valor de la

distancia entre particulas r, - al gque se presenta la transicién

de densidad homogénea a densidad localizada.

En la regién de densidades altas el parametro de acoplamiento T,
de todos los sistemas estudiados presenta una dependencia lineal
en L la pendiente de cada una de estas rectas se va modiflicando
al

cambiar el valor del parametro de apantallamiento 4, conforme
aumenta u , rs disminuye; esta dependencia lineal corresponde a la

solucién de densidad homogénea. A partir de los puntos de

transicion, se presenta una brusca caida en el valor de I', este
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comportamiento se obtiene para todas las simetrias y para todos

los valores de p. El comportamiento cualitativo es el mismo, pero
la forma explicita de cada curva depende de u y de la simetria de
las soluciones. En las figuras 111.5 y 111.6 se presenta T como
funcidén de r, con diferentes valores de u, para ODC en dos vy
tres direcciones respectivamente. Podemos afirmar que en general
el comportamiento del parametro de acoplamiento

T de estos gases
de fermiones,

es seme jante al del gas de electrones a pesar de la

reduccién en el alcance de la interaccion,

cuando se consideran
valores grandes de

4. En la filgura 11I1.6 no presentamos la regidn

lineal, se grafica I' a partir de la transicién.
En las filguras 111.7 graficamos en el plano u - T el
comportamiento de

los puntos de transicién en funcién del
parametro u. En la figura 111.7 (a)

se reportan los resultados
para ODC en una direccién y en la figura 111.7

(b) para ODC en
tres direcciones.

Es importante mencionar que los resultados reportados corresponden
a wvalores de r menores de 200, ya que no consideramos que los

resultados para densidades menores puedan ser de Interes, sin
embargo, debido a que

es frecuente encontrar en la literatura
reportes de calculos para densidades aun mas bajas,

estamos en
condiciones de efectuar los calculos correspondientes para
cualguier valor de .-

La localizacidén como funcidén del alcance de la interaccién.

Tanto las graficas de 1la energia como las del parametro de
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acoplamiento ', nos indican que en todos los casos, para todas

las simetrias y para todos los alcances consliderados se obtuvo una

transicién de densidad homogénea a densidad localizada.

El punto de transiclén se va desplazando a la region de densidades

bajas conforme aumenta el factor de pantalla, pero en este modelo

siempre se obtiene localizacidn de particulas para los diferentes

gases de fermiones. A partir del punto de transicién se apreclia el

camblo de densidad homogénea, pero es para densidades mas bajas

que podr iamos decir gque realmente estan localizadas las
particulas.

En la figuras I11.8 y I1I.9 se muestra la densidad de particulas

para diferentes valores de r. ., para ondas de densidad de carga en

una direccién. En 1la figura III.8 se muestran los resultados muy

cerca de la transicion, en esta region la lcocalizaclon de lamina

corrugada es poco apreciable. En la figura II1.9 se muestra la

denslidad de lamina corrugada, en un plano que contiene la

direccién de corrugacién, para un valor de r- en el gue la
localizacién ya es muy clara.

Finalmente en las figuras III1.10 a 1III.12 se presentan los

resul tados qgue se obtuvieron con obDC en tres direcciones

independientes. Debido a la simetrfia del sistema los resultados

son liguales para los planos XY, YZ y Xz La localizacidén

corresponde a la de una red cubica simple; inicialmente 1la

distribucion de particulas es casi homogénea, como se observa en

la figura I11.10, pero se va acentuando conforme aumenta r,» como

puede observarse en los siguientes resultados.
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En las figuras 111.11 (a) y (b) presentamos la localizacién de

particulas en el planc XY, para un sistema con p = 0.1, en

r. = /40 Y 80 respectivamente. A pesar de que podemos conslderar

que r. = 40 corresponde a una densidad cercana a la transicién,

la locallzacién es muy clara, el maximo tiene una altura de 174.0;

pero en r_ = 80 el maximo ya tlene un valor de 579.17; en 1la

figura I11.11 (c) presentamos los resultados para un sistema con

la misma simetria, en . < 40, pero c¢on un parametro de

apantallamiento mucho menor, u =0.01, los maximos alcanzan el

valor 176.28, muy cercano al valor obtenido con u = 0.1,

pero

mayor, como era de esperarse.

En las figuras 111.12 (a) y (b) presentamos otras graficas que

l1lustran el comportamiento de la localizacién de particulas para

diferentes valores de My de r . En la figura 111.12 (a)

mostramos los resultados con u = 0.03, en r. = 80, el maximo

tiene un valor de S580.26, mayor que el obtenido con u = 0.1, que

corresponde a un alcance menor, slin embarge la diferencia es muy

pequefia. En la figura 111.12 (b) se muestran los resultados

correspondientes a un alcance mayor, con u = 0.01 para el mismo

valor de r, = 80. Puede observarse que no se aprecla la diferencla

entre los resultados con

= 0.01 \Y4 0.03, el maximo es igual a

pesar de la diferencia en el factor de pantalla. Algo semejante

ocurre con los resultados de la diferencia de energias, realmente

sélo en 1los resultados de la energia misma Sse puede observar

diferencias entre estos sistemas.

lL.a densidad de particulas para ODC en dos direcciones, en el plano
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de localizacidédn, es semejante a la presentada en estas ultimas

graficas, sin embargo los valores maximos seran menores,
comparados con los correspondientes para las ODC en tres
direcclones.

Si graficamos la densidad de particulas para ODC en dos
direcciones en cualquiera de los otros planos, obtendremos una
localizacidén de lamina corrugada seme jante a la que mostramos en
las flguras 111.8 y 9, para ODC en una direccidén, pero en
este caso los maximos seran mayores.

Para cada simetria, el comportamiento del sistema es
cualitativamente egquivalente para diferentes valores de u, sin
embargo el punto de transicién se aleja hacia densidades muy bajas
conforme consideramos interacclones de menor alcance.

Si, por otra parte, nos fljamos en un valor de u Yy observamos la
localizacién de 1las particulas en los sistemas con diferente
simetria, observamos que la localizacién va siendo mas pronuncliada
al aumentar el numero de direcciones de corrugacién. Esto 1lo
podemos verificar facilmente al fijarnos en los maximos de las
diferentes curvas. Por otra parte este resultado es légico, ya que
la ganancia en energia también es mayor para los sistemas gue

corrugan en mas direcciones.

El factor de pantalla y la densidad de estados.
Hasta aqui hemos mencionado algunas ventajas gque se obtienen al
introducir un potencial coulombiano apantallado. La primera y mas

evidente es que nos permite calcular con el mismo hamilteoniano,
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con la misma teoria Yy practicamente el mismo pPrograma
computacional, propiedades relevantes del estado base de gases de
fermiones radicalmente diferentes.

Por otra parte, es bien conocldo que la divergencia logaritmica de
la densidad de estados gque se presenta en el nivel de Fermi cuando
traba jamos con OP, en la aproximacion de H-F, es una consecuencia
del largo alcance del potencial coulombiano, por lo tanto con un
potencial de alcance infinito no se puede abordar el estudioc de
propledades de transporte del sistema, ni de ninguna otra
propledad sensitiva al valor de la densidad de estados en el nivel
de Fermi.

Ya mencionamos al principlo de este capitulo, que se ha demostrado
gue esta divergencia no se puede eliminar por medic de funciones
de onda diferentes de las ondas planas, es necesario modificar el
alcance de la interaccién para eliminar la divergencia y poder
abordar el estudio de las propiedades de transporte?a

Por lo tanto, con la introduccidn del potencial apantallado en el
estudio de los gases de fermiones, conseguimos adiclonalmente
eliminar la divergencia del gas de electrones en el nivel de
Fermi.

A fin de analizar el comportamiento logaritmico de la densidad de
estados, seguimos la aproxlimacién esférica sugerlida por Harrison
en la referencia 54 para el calculo aproximado de la densidad de

estados, que en este casco resulta proporcional a: [kz /| VEk|].

L.a dependencia de u en la densidad de estados, en esta
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se presenta en términos de 1la forma®*®

aproximacion,
Ln [ 4%/ (1 + 4?3

k se puede eliminar

lo tanto la divergencia logaritmica en

por
ain con

con valores muy pequefios del parametro de apantallamiento,
" = 10—9, que practicamente reproduce la interaccién coulombiana.
Las graficas de las funciones obtenidas para valores muy peguefios
de &4, presentan una curvatura seme jante a la gue se cobtlene para
dicha curvatura se va modificando

H = 0. Conforme &4 aumenta,
que depende de la

lentamente hasta un valor determinado de u,
en el caso de ODC en dos direcciones este

simetria de la solucién,
valor es # = 0.03. A partir de este valor del parametro de
apantallamiento la curvatura de la funcién se modifica

debido a que el alcance de 1la interaccién se ha

drasticamente,
reducido demasiado, si queremos seguir describiendo sistemas de
Coulomb, este comportamiento de la densidad de estados se
considera andémalo y los valores que se obtendrian para las
propledades de transporte se alejan mucho de los que pueden

esperarse para estos sistemas.

sélo para valores pequefios de u,
densidad de estados se

menores del valor

Por lo tanto,
para el cual el comportamiento de la
se puede contemplar el cdalculo de propiedades de

modifica,
transporte de sistemas de Coulomb, dentro del modelo y las

aproximaciones que aqui se han empleado.

fermiones, cuya

interaccién es de menor

Para otros gases de

slendo adecuada esta

alcance, sigue descripcion, para valores

mayores de jt.
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En las figuras 111.13 Y 11T.14 mostramos las curvas

correspondientes a ODC en dos direcciones para 4 = 0.01 y 0.03

para r = 35 y 60 respectivamente . El1 comportamiento gue
obtiene para sistemas con otras simetrias y para otros valores
r, es cualitativamente equivalente.

Los calculos numéricos se efectuaron en la Burroughs B7800 de

Direccién General de Cémputo Académico de la U.N.A. M.
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CONCLUSIONES.

En el marco de la Mecanica Cuantica con la aproximacién de

Hartree-Fock, se ha desarrollado un método general para describir

propledades del estado base de gases de fermiones, que

interaccionan por medio de potenciales de alcance arbitrario, en

el modelo de jalea deformable.

Este método tiene la ventaja de qgue, manteniéndonos en la

aproximacién de particula independiente, nos permite determinar en

forma autoconsistente soluciones H-F con diferentes simetrias,

todas ellas energéticamente mas adecuadas gque la solucldédn de

particula 1libre y otras soluciones variacionales que se han

reportado en la lliteratura.

A partir de las soluclones obtenidas se pueden calcular

propledades del estado base de los gases de fermiones estudiados,

para cualguler densidad de particulas, sin necesidad de interpolar

resul tados de densidades altas y bajas.
lLos resultados obtenidos nos indican que:

1) todos los sistemas de Coulomb estudiados, en la aproximacién de

particula independiente y dentro del modelo de jalea deformable

cristalizan a densldades bajas, tanto en el caso paramagnético

como en el ferromagnético, y

11) para todos los gases de fermiones con interacciones de alcance

arbitrario estudiados, también en 1la aproximaclén de particula

independiente y con el modelo de jalea deformable, debido a que la

interaccién efectiva que proviene del término de intercambio es
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BT regys
ooy B ey

atractiva, se produce n rompimiento de slmelz“ que localiza a
las particulas a densidades ba jas.

Como conclusién podemos establecer la sigulente conjetura:

wﬁa hipodtesis de cristalizacion de Wigner enuncliada y buscada
iniclialmente para el gas de electrones en un fondo homogéneo, es
un resultado particular de un hecho mas general gque se refiere a
la competencia entre energia cinética y energia potencial, de
gases de fermliones sumergidos en un fondo gue los neutraliza.

A partir de los resultados obtenidos, conslderamos gue las
condliciones gue se requleren para establecer la localizaclidén de
los fermiones en el modelo de particula independiente son:

1) que la interaccién sea entre pares de particulas y dependa de
la distancia entre las mismas,

2) que la interaccién efectiva sea atractiva,

3) que se mantenga el sistema en un régimen cuantico,

si esto se satisface, a condicién de ir a densidades
suficlentemente bajas siempre se encontrara un valor de r. para el
cual la distribucidn de particulas cambia de homogénea a
localizada.

LLa iIntroduccién de correlaciones puede camblar esta situacién,
pero partir de una buena solucién de particula independiente es 1la

me jor forma de iniciar un calcule con correlaciones.
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PIES PE TABLAS
TABI.A I.1 Se presentan algunos valeores de x_ reportadoes en

la literatura, para la transicién de densidad homogénea a

densidad localizada.

PIES DE FIGURAS

FIGURA II.1l Gré&fica de la energia del estado base en la
regién de dens idades altas, calculada a partir del
desarrcecllo de Gell-Mann Y Brueckner, con los términos
adicionales calculados por Carr y Naradudin. Se incluyeron

Gnicamente los S5 primeros términos.

FIGURA ITI.2 Gré&fica de la energia del estado base an la
regién de densidades bajas, obtenida con el desarrollo de
Coldwell y Maradudin. Se incluyeron Gnicamente los primeros

4 términos.

FIGURA II.3 Se grafica la energia por particula para el
estadoe base de un gas de electrones ferromagnéticeo, en la
regitn de densidades altas, empleando el desarrelleo de

Hedin. Se consideran solamente 6 términos.



FIGURAS IX.4 Se presenta la energia poer particula comoe
funcidn de E_ . correspondiente a una onda de densidad de
carga en una direccién. Se considera el intervaleo en el que
se produce la transiciétn de densidad homogénea a densidad de
l&mina corrugada. La curva continua presenta los resultados
ebtenidos con el desarroelle 1), la curva discontinua
muestra los resultados de onda plana, y la curva -..-..-
correspeonde a los resultados reportados en la referencia 24,

Para funciones con la misma simetria.

FIGURA IXI.S Se grafica la diferencia de energia Por
particula con respectoc a la solucidn de onda plana, obtenida
para el estado base con ondas de densidad de carga en una

direccién.

FIGURA II.é6 Se grafica 1la diferencia de energia por
particula A E = E(OP) - E(ODC-2D) gque se obtiene con ondas

de densidad de carga en dos direcciones.

FIGURA II.7 Se muestran los resultados obtenidos para la
diferencia de energia del estado base con ondas de densidaad
de carga en tres direcciones independientes. Se presentan
los resultados correspondientes a diferentes aproximaciones,
el nGmeroc gue clasifica a cada curva nos indica el valor del

indice superior en la suma del desarrolloc propuesto.



FIGURA II.8 Se presentan nuestros mejores resultados, desde

el punto de vista energtico, correspondientes a ondas de

densidad de carga en tres direcciones independientes,

grafican también los resultados

reportados ean las
referencias 11, 43 y 52.

FIGURA II.9 Se grafica el parfmetrec de acoplamienteo I' como

funcién de r_ para ondas planas y para ondas de densidad

de carga en una, dos y tres direcciones independientes.

Inicialmente las funciones son lineales, en la regitn de

altas dens idades, ya gque la solucisédn autoconsistente

obtenida en esa regidn es de ondas planas. La transicisd$n de

densidad homogénea a densidad localizada est& indicada por

la discontinuidad en cada curva

FIGURA I1I.10 Se grafica la densidad de particulas p / Py
gque se produce con ondas de densidad de carga en una

direccién. Se consideran diferentes valores de la distancia

promedioc entre particulas, r, = 35, 70 y 10o0. P, o= la

densidad de particulas gue se obtiene con ondas planas.

FIGURA II.11 Se presenta la localizaciédn de particulas en

el plano XY, correspondiente a una onda de densidad de carga

con simetria planar, para r,K = 60. Puede observarse la

localizaciédn claramente, a pesar de gue es un valor de r

ne may alejado de la transicisdn.



FIGURA IIX.12 Igual gue en la Figura II.11l, se presentan la

lecalizacié4n de particulas, correspondiente a ODC en tres

direcciones, aguil el valor de r = 100, esti muy alejado de
la transicidSn. Comparando las gré&ficas 11 y 12 se puede
observar gue conforme aumenta r la localizacidn es m&s
pPronunciada.

FIGURA II.13 Se grafican los resultados obtenidos con ODC en
tres direcciones, para la diferencia de energia por
particula para un gas de electrones paramagnético y el
correspondiente ferromagnético, en un amplio intervalo de
densidades. uede observarse en ambas curvas la presencia de
una regién de presidn positiva. Otro resultado importante
gue se observa es la regisén donde la soluciéd4n paramagnética

es mis estable gue la ferromagnética.

FIGURA III.1 Se grafica la energia por particula como
funciédn de r, obtenida con ondas de densidad de carga en
una direccién, para diferentes valores del par&metro de

apantallamiento u.

FIGURA IITI.Z2 Se presenta la ganancia normalizada de energia
AE/Eo como funciédn de r. ., obtenida con ondas de densidad de
carga a lo largo de una sola direcciédn. E, es la energia de
ondas planas. Se muestran los resultados para H = 0, 0.4 y

0.8.



FIGURA 1III.3 Se presentan 1lo0s resultades para la diferencia

de energia por particula, obtenida con ondas de densidad de

carga an des direcciones. Puede observarse que si
consideramos valores de u cada vez maycores, esta diferencia

de energias es diferente de ceroc para valores mayores de r, -

FIGURA III.4 Aqguil presentamos los wmejores resultados desde

@]l puntec de vista energético para A E, corresponden a ondas
de densidad de carga en tres direcciones. lL.a curva continua
se obtiene con 4 = 0.1

, la curva discontinua con 4 = 0.01,

en esta escala no se percibe la diferencia entre los

resultados para 4 = 0.01 y 0.03.

FIGURA III.5 Se presenta el par&metro I" , para diferentes

valores Ael alcance de la interaccién, para

sistemas
inestables ante ondas de densidad de carga an dos
direcciones. Puede observarse dgue, tal como ocurre con el
gas de electrones, el

comportamiento de ' antes de la

transici®é4n es lineal,

yYya gue corresponde a la solucién

autoconsistente de ondas planas. lLa pendiente de las

rectas
disminuye al aumentar el valor del parfimetro de
apantallamiento (' E}l compeortamiento de r eos

cualitativamente esgquivalente para ODC en una direccién.

IERR—————



FEGURA III.6 Se grafica el par&metro de acoplamiente T

cerrespondiente a ondas de densidad de carga ean tres

direcciones. Puede ocbservarse gue el comportamiento de I es

anfloge al gue se pPresenta con ODC en des direcciones.

FIGURA III.7 (a) y (k) Se grafican los puntos de transicién

en el plano Mu-r_ . En al figura III.7 (a) se presenta la

gr&fica para ODC en una direccion y en la figura III.7 (b)

para ODC en tres direcciones.

’

FIGURA III.8 Se presenta la densidad de particulas p /po

correspondiente a una onda de densidad de carga en una

direccidn, para un valor de r_ wmuy cercano a la transicién.

Puede observarse gue la localizaciétn de l&mina corrugada

apenas es apreciable. Como siempre P, ®s la densidad de OP.

El comportamiento e cualitativamente eguivalente para

cualguier valor de u.

FIGURA IIX.9 Se presenta la densidad de particulas para

ondas de densidad de carga en una direcciédn, a lo largo de

la direccidén de corrugaciét4n, en este casc para un valor de

=, lejos de la transiciédn, la localizaciétn ya es muy clara.

Nuevamente se obtiene un comportamientoe an&logo Ppara

cualguier valor de u, pero la regidtn de localizaciédn se
encuentra en densidades cada vez m&s bajas, conforme aumenta
[T



FIGURA IXI.10 Gré&fica de la densidad de particulas gue

se obtiene con OPC en +tres direcciones muy cerca de la

transicié4n. Nuevamente el comportamiente es cualitativamente

eguivalente para cualguier valor de u

FIGURAS IIXIX.11 (a), (k) ¥ (c). En las tres graificas se

Presenta la densidad de particulas en el plano XY, para 0ODC

en tres direcciones. En los otros planos la localizacién es

igual. En la figura III.1ll(a) se muestra como se localiza el

sistema cuandoc r = 40 y u = 0.1, el valor méximo es igual

a 174.0. En la figura IIXI.11 (b) se presentan los resultados

para r, = 80 Y nRuevamente para u = 0.1, en este casoc el

méximo es igual a 579.17. Finalmente en la gr&fica (c)

reportames los resultados para r = 40 pero ®H = 0.01, el

valor mé&ximo es igual a 176.28, mayor gque en la figura (a),

Pere muy cCercano.

FIGURAS IXI.12 (a) Yy (k). Densidad de particulas para ODC en

tres direcciones , en la figura III.12 (a) presentamos los

resultados para M = 0.03 Y en la figura III.12 (k) para

4 = 0.0]1 en ambos casos se considersd r, = 80.

Se puede
observar gue en esta regién las particulas est&n claramente

localizadas en una red clGbica simple, ya gue los resultados

para los otros planos son idénticos. Para este valor de r,

ne se aprecia diferencia en el valeor maéxime, en ambas

graficas es igual a 580.26.



FIGURA IIX.a13 Densidad de estade obtenida comn ODC en dos
direcciones, para sistemas con parametro de apantallamiento
4 = 0.01 Yy ©0.03 en r_ = 35. En el primer caso el
apantallamiento modifica la funcién, pero sigue teniendo un
comportamiento an&flogo al de OP, mientras gue en el segundoe
el cambio en gr&fica indica qgque el apantallamiento es
exagerado, si gqueremos describir simplemente gases de

®lectrones apantallados.

FIGURA IITI.1l4 Densidad de estados para la misma funcién gue
la gr&fica III.12, y para los mismos valores de u, pero en

r = 60
=
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E 3 Auteres Méteode © criterio y Referencia

E.P.VWigner

compara energias con otros estados
by Trans.Faraday Soc.364,678(1938)
r.s 10
20 Nozieres y 8§ = 1/4; Phys.Rev.111,442(1958)
Pines
S W.J.Carrx compara energias con otros estados
Phys.Rev.122,1437(1961)
6.5 Coldwell-Horsfall condicién de Lindemann & =1/4,1/6
104 Y A. Maradudin

J.Math.Phys.1,395(1960)

C o F.W.de Wette

existencia de estados ligados
r.s 100 Phys. .Rev.13% ,A287 (1964)
27 H.M.Van Horn y
E.E.Salpeter Phys.Rev.187, 751(1967)
7.6 G. Carmi

compertaniente de la energia likbre
J.Math.Phys. 9,2120(1968)
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