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I. INTRODUCCION.

En el pasado, las galaxias espirales, sistem=zs estela—
res planos, han sido los sistemas preferidos a estudiar,
debido a la gran variedad de estructura que presentan.
El problema de explicar la formacién de los brazos espi-—
rales a gran escala, ha acaparado durante mucho tiempo

la atencidén de los astr8nomos dedicados a la dindmica de
los sistemas estelares galicticos.

En las llamadas galaxias elipticas, sistemas estelares
de forma esferoidal, no se observan estas estructuras ga-—
seosas a an escala; la distribucidn de masa ez miAs sua-—

ve a travé€s del sistema, y aparentemente no hay ningn pro-
blema tedrico fuerte gque afrontar.

Hasta mediados de la década de los 702 la creencia do-—
minante era gue estas galaxias tenfan una estructura diné-—
mica bastante sencillia. Lo m&s natural era pensar gue e€s—
tos sistemas elipticos eran configuraciones esferoidales
oblatas; mientras mé&s aplanadas, mayor deberfa ser 1la ro-
tacién alrededor del eje de simetrfa. La solucidn diné&mi-
ca m&s simple gque se les asociaba, y que mostraba esta re-—
lacién entre rotacidn y aplanamiento, era aguella obtenida
por Maclaurin para el estado de equilibrio de un esferoide

oblatoc homogéneo, incompresible, en rotacidédn rigida (ver
el texto de Chandrasekhar 19693).

Sin embargo

1la solucién de Maclaurin es s8lo una primera
aproximacién.

En general l1la hidrodindmica clésica no es
estrictamente aplicable 2 los sistemas estelares.
Chandrasekhar (1942) ha mostrado gue las galaxias elipticas
son sistemas en logs cuales las colisiones entre particulas
(estrellas) son préacticamente no relevantes; el tiempo Ade
equiparticién de energfa por medio de colisiones es mucho
mayor que la edad estimada de estos sistemas.

Debido a esta situacidn no colisional (en contraste con
la hidrodinémica), la ecuaciéfn apropiada para analizar a
una galaxia elfptica es la ecuacifén de Boltzmann sin coli-
siones (ver Capftulo III). La funcién bésica que intervie-
ne en esta ecuacidn es la funcidn de distribuciédn de pun-—
tos en el espacio fase, £ (¥ ,%¥ ,+ (cada punto en este
espacio corresponde a una particula individual en el sis-—
tema). Claramente, si se determina esta funcién s BE
conoce el estado cinemético interno: las diferentes propie-
dades puntuales del sistema sSon promedios de la propiedad
en cuestidén con funcién de peso la funcidn f -



El estudio de Jeans (1915) es fundamental para abordar
la ecuacidn de Boltzmann sin colisiones. Este estudio mues-—
tra gque 1la funcién de distribuciébdn tiene como argumen-—
tos a las integrales de movimiento de una particula en el
campo gravitacional) del sistema (en principio no

todas es-—
tas i?tegrales entrarén comoc argumentos; ver Lynden—3ell
1952b).

En un sistema estelar (inercial) no colisiona% con sime-
tria rotacional y en estado de equilidbrio, las uUnicas inte-
grales de movimiento conocidas son la energia,

E , ¥y 1la
componente del momento angular, s 82 lo largo del eje de
simetrfa. Con estas dos integrales y asumiendo la forma de
del tipo dAe una distribucidn de Maxwell-Boltzmann,
Prendergast % Tomer (1970) y posteriormente Wilson (1975)
construyeron los primeros modelos cineméticos de galaxias

elipticas, basados en la ecuaciédn de Boltzmann sin colisio-
nes.

Estos modelos, y los obtenidos por Larson (19693, 1974,
1975) como. etapas finales de colapsos disipativos (tomando
una mezcla de gas y estrellas), mostraron que la rotacidédn

del sistema alrededor del eje de simetrfia era efectivamente
importante para mantener la forma del sistema.

El inicio de una perspectiva completamente nueva, surge
a partir de lag observaciones de Bertola & Capaccioli (1975)
e Illingworth (1977). Estas obgservaciones de regiones cen-—
trales de algunas galaxias elifpticas brillantes mostraron
que la rotacién no concordaba con las predicciones te&8ricas
de los modelos: la rotacién observada era del orden de un
tercio, o a 1o m&s dos tercios, de la rotacidn tebdrica.

A partir de estas observaciones se ha continuado con
otras mAs en un nimero creciente de galaxias elfpticas,
con el mismo resultado: en general la rotacién no juega el
papel importante para mantener la forma del sistema, este
papel lo toma e}l campo anisotrédpico de dispersién de velo-—
cidades (la componente de movimiento azaroso estelar).
Estudios de las condiciones de colapso para llegar a un
sistema con este estado dindmico han sideo hechos por

Aaresth & Binney (1978), Sanders & van Albada (1979), wvan
Albada (13982), y otros.

Para la construcciédn de modelos tedricos anisotrépicos,
acordes a las observaciones, es necesaria la introduccidn
de todas las integrales de movimiento gque son relevantes
como argumentos de la funciédn de dAistribucidn e En par-
ticular, en sistemas con simetrfa rotacional es muy proba-—
ble que una tercera integral, I , ademdfs de © W , tenga
gue ser incluida como argumento (Ollongren 19625; pexro no



se conoce en general explicitamente la forma funcional
de esta tercera integral, ni de todas las relevantes en
una situacién dada. Este obstédculo no ha impedido, sin
embargo, la construcciédn de modelos.

Un método bastante laborioso ha sido utilizado por
Schwarzschild (1979). Consiste en proponer una distribu-
cidén de masa, y calcular un nimero muy grande de Srbitas
en su campo gravitacional (suavizado, pues el sistema es
supuesto no colisional); posteriormente se le da un pesa-—
je apropiado a los diferentes tipos de &Srbitas, pobléndo-—

las convenientemente para producir la distribucidédn de masa
asumida.

La construcciédn de modelos en forma méAs analftica, sin
considerar cflculo de Srbitas, enfrenta el no conocimiento
de las integrales no clésicas de movimiento gue intervie-—
nen en la funcién de distridbucién e Inmevitablemente en-—
tran las suposiciones y aproximaciones.

En general existen tres puntos de partida. Uno de ellos,
llamado el problema de Jeans, consiste en especificar la
distribucién de masa y de ella obtener la funcibdn de dis-
tribucién § . Este método ha sido desarrollado por Lynden—
Bell (1962a) y Hunter (1975) en sistemas con simetrfa ro-
tacional, bajo la suposicidédn de que © son las Ynicas
integrales relevantes. En sistemas elfpticos con simetria
rotacional la influencia de una tercera integral es, en
principio, importante de considerar. Sin embargo la exten-
sién del método de Lynden-—Bell y Hunter se vuelve muy com-—
plicada matemdticamente (aparte que se debe especificar 1la
forma analftica de la tercera integral).

Otro punto de partida es el problema inverso de Jeans,
o método autoconsistente. Aquf se propone la forma funcio-
nal de la distridbuciédn { , y las integrales que intervie-—
nen como argumentos de &ésta. Entonces la ecuacién de Bolt-—
zmann no colisional se satigface, y el problema reside en
el cdlculo de la distribucibébn de masa. De hecho, de entra-
da ya se estén especificando todas las propiedades del sis-—
tema (el modelo), las cuales deben aproximar al sistema
real. La limitacién de este procedimiento es que la funcidn
de distribucién propuesta puede no aproximar al sistema
real bajo estudio, ademiAs gue se deben conocer explfcitamen—

te las formas analfticas de las integrales no clésicas intro-
ducidas como argumentos.

Un tercer procedimisnto consiste en partir de una distri-
bucidn de masa y postular la funcidn dAe distribucién

t
sin 2ue necesariamente €sta sea consistente con la distri-
bucidn de masa asumida.



En los dos primeros procedimientos es entonces necesaria

la introduccidn de funciones analfticas gue pueden no estar
Pien fundamentadas.

El estudio de esta tesis considera el tercer procedimien-—
to. Especificamente consideramos el llamado método "hidro-—
dindmico", al cual nos referiremos con mAs propiedad lla-
mé&ndolo el método dAe los primeros momentos de la ecuacibn
de Boltzmann (ver Capiftulo III). A partir de la ecuacidédn
de Boltzmann sin colisiones obtenemos las ecuaciones de mo-—
vimiento, de energin, y de conservaciédn de masa de un ele-—
mento de volumen en el sistemz. Estas ecuaciones son, en

forma, aguellas empleadas en la hidrodindmica clé&sica, pero
con diferencias de fondoe.

En un fluido clésico usualmente se conoce 1la ecuacién de
estado,

que forma parte del sistema de ecuaciones a resolver.
En cambio, en un fluido estelar no tenemos a la mano el egui-
valente de esta ecuacisn. Esto tiene gue ver con nuestra ig-
noranciza gsobre la funcidn de distribucién £

Esta falta de informacidn conduce a la necesidad de intro-
dAucir suposiciones sobre la funcién s Ade modo que el sSis-
tema de ecuaciones a resolver sea un sistema cerrado (estas
suposiciones no se basan directamente en la forma funcional
de ¥ ni de sus argumentos, lo cual puede considerarse como

una ventaja). Claro, estas suposiciones pueden no ser con-—
sistentes (i.e.

f{sicamente aceptables) con la distribucibn
de masa considerada, pero finalmente la justificacibdn (no
necesariamente validez) de estas suposiciones reside en el

hecho de poder reproducir algunas caracterf{sticas observa-
cionales de sistemas elipticos reales.

Antes de establecer las situaciones estudizadas en este
trabajo,

cabe mencionar aAalgunos modelos que se han hecho de
galaxias elfpticas, siguiendo el mé&todo de solucién de los
primeros momentos de la ecuaciédn de Boltzmann.

Binney (1980b) ha estudiado un sistema eaférico, partien-
do de la deproyecciédn de 1la ley vV4 en brillo superficial
(ver Capfitulo II), para mostrar que en el centro se espera
una depresibén de la dispersidén de velocidad, si se introdu-
ce anisotropia en el campo de dispersibn.

Binney & Mamon (1982) han modelado la regidn central de
la galaxia M87 ( ~ esférica), mostrando gque no es necesaria
la suposicién de la existencia de un hoyo negro para produ-—
cir el exceso en brillo central observado en este sistema;



es suficiente asumir gque la Adispersidn radial central es
aproximadamente el doble de la tangencial,

Saton (13B0) considera sistemas esaferoidales oblatos,
con una funcidn de distribucidén § Aependiente Gnicamente
de les integrales & y , F (e

. « Con esto, los pri-
meros momentos de la ecuacidn de Boltzmann se desacoplan
de los de oriden superior. La indeterminacidén intrinseca
de los valores individuales de la velocidad de rotacidn,
¥ d4e la dispersidn de velocidad en la misma direccidn, per-
miten proponer una forma particular para la velocidad Ae
rotaciédn en todo punto del sistema (ver Capitulo III de es-~
ta tesis para la discusifdn de esta indeterminamaciédn).

El modelo se aplica a la galaxia NGC 46537, produciendo
una curva de rotacibdn.tedrica con un méximo cerca del cen-
tro y un comportamiento posterior aproximadamente planoc.
Las curvas planas tanto de rotacidn como de Aispersidn son
frecuentemente obtenidas observacionalmente en las galaxias
elf{pticas (Bertola % Capaccioli 1375; Schechter & Gunn 1373;
Young et al. 13978; Efstathiou et al. 1980; Davies et al.
1383; y otros).
Nagai & Miyamoto (1976) estuiian sistemas ez=feroidales
oblatos, también con (e,%n ). Las curvas de rotacidn y
dispersién obtenidas son decrecientes. Este tipo de curvas
también se obtienen observacionalmente en varios siatemas
(ver referencias anteriores).

Fillmore (1986) construye modelos oblatos deproyectando
la ley v/* ., Los ejes principales de la funcién de distri-
bucidn se toman paralelos a los vectores unitarios en
coordenadas cilindricas y esféricas. Bajo la primera situa-
cidén se calculan modelos con rotacidn nula y varios grados
de anisotropfa en 1la disper=ién de velocidad. Se encuentra,
por ejemplo, que la dispersién perpendicular al eje de si-—
metria rotacional es cuando mucho el doble de la correspon-
diente a lo largo de este eje, Bajo la segunda situaciédn,
se modelan sistemas con dispersiédn de velocidad isotrépica
en el centro y suavemente anisotrdpicos hacia el exterior,
con un cociente miximo igual a 2 entre las dispersiones
radial y tangencial. También se consideran situaciones don-~
de este cociente entre dispersiones es constante a través
de todo el sistema. Estos modelos se aplicen a observacio-—
nes de algunas galaxias elipticas. Las curvas de dispersibn
¥ rotacidn son suavemente decrecientes.

ficial,

Ortega & Pacheco (1986) han también considerado modelos
oblatos con la deproyecciédn de 1la ley v¢Y+ de brillo super-—

Yy con ejes principales de §{ paralelos a los vecto~
res unitarios en coordenadas cilindricas. Se modela a 1ls
&galaxia NGC 3379 tomando cocientes constantes entre las
dispersiones de velocidad.

Un modelo anisotréSpico es el que



aproxima convenientemente a los puntos observacionales,

I.a curva tebdrica de dispersiédn es fuertemente Adecreciente;
la de rotacién tiene un comportamiento plano.

Bacon et al. (1983) y Bacon (1985) han estudiado siste—
mas oblatos y prolatos deproyectando la ley vYe en dbrililo
superficial. Se estudian los comportamientos de 1la disper—
8idén de velocidad y wvelocidad de rotacidn principalmente
en las regiones centrales del sistema. La dispersidn pre-
senta un=z depresién central; ambas cantidades son lenta-
mente decrecientes emn las regiones externas.

Bajo ejes principales de paralelos a los vectores
unitarios en coordenadas cilfndricas, Bzcon (13985) encuen-
tra que los modelos oblatos no son aceptables si la disper-
8ién perpendicular al eje de simetria es dominante {(resul-
tado obtenido también por Fillmore 1986).

De Zeeuw (1987) ha dado un resumen detallado de la situa-
cibén actual en el estudio tedrico de las galaxias elipticas,
incluyendo el método de solucién con los primeros momentos
de la ecuaciédn Ade Boltzmanne.

En seguida apuntamos los puntos bédsicos que se analizan
en esta tesis, comparando con los estudios mencionados.

1). Nuestro objetivo no es el ajuste de nuestros modelos

a observaciones particulares de galaxias elipticas,
sino que estd enfocado esencialmente a las caracteris-
ticas propias del modelo. Este es el primer paso para
establecer cuflles situaciones de entre las estudiadas
son relevantes en la realidad.

As{, hemos llegado a especificar algunas modificacio-
nes necesarias en estos modelos primitivos. El1 paso
siguiente serfa un estudio méis detallado de los nuevos

modelos, haciendo, ahora sf, la conexiédn con observa-
ciones.

2). En general (exceptc Bacon et al. 1983),

oblatos han acaparado la atencifn. Nosotros considera-—
mos estos sistemas, pero también hacemos un estudio
detallado de los sistemas prolatos, con rotacidn alre-
dedor del eje mayor.

los sistemas

3). En las situaciones gque proponemos, consideramos un
rango amplio de elipticidades. En 1la literatura no

hay
estudios que analicen un modelo Adado a través de Aaife-
rentes formas del sistema.



4).

5).

6).

).

Se han considerado la mayorf{a de formas funcionales
de los cocientes entre dispersiones de Vvelocidad uti-
lizadas en la literatura, reprolduciendo en muchos ca—
sos los resultados bisicos.

LlLos ejes principales de la funcidn de distribucidédn se

han tomzdo Eara}elos 2 los vectores unitarios en coor-—
denades cilindricas y esféricas.

Se han considerado nuevas formas funcionales de los
cocientes entre dispersiones; espec{ficamente hemos
introducido dependencia en el Angulo polar © ZCoorde—
nada esférica). En la literatura estas funciones se han
%imitado a dependencia Gnicamente en la coordenzda ra-—

ial ¥ .

Estos nuevos cocientes entre dispersiones son tales que
se da apoyo de una manera natural a la forma del siste-
mas i.e. se pretende modelar un sistema sostenido prin-
cipalmente por el campo de dispersiones, como se cree

que es el caso en la mayorfa de las galaxias elipticas.

Hemos resuelto los primeros momentos d&e la ecuacién

de Boltzmann para sistemas prolatos con rotacibdn de fi-
gura, i.e. rotaciédn alrededor del eje menor. Este es

el primer estudio gque se hace de estos sistemas emplean-—
do el método de los primeros momentos de la ecuacidn Ae
Boltzmann.

En esta parte, hemos deducido la ecuacién de la varia-—
cién de la energfa interna de un elemento de Vvolumen en

movimiento. Esta ecuacidn es indispensable para el es-—
tudio de estos sistemas.

Hemos dAado una solucidn aproximada pzra los primeros
momentos de la ecuacién de Boltzmann en un sistema leve-—
mente triaxial. Este también es un estudio nuevo, pero
se regquiere analizar situaciones mAs interesantes que
la amquf propuesta, con un campo de velocidades méAs acor-—
de con el panorams extenso que se tiene bajo un poten-
cial triaxial.

Para estos sistemas triaxiales, hemos obtenido el formu-—

lismo analftico para el cdlculo de 1las derivadas del po-
tencial gravitacional, necesarias en la solucién de los
momentos de la ecuacisn de Boltzmanne.

Las conclusiones de este trabajo se dan explicitamente al
final de los Capfitulos V y VI (secciones V.6 y VI.4), ¥ no



es necesario volver =z listarlas agui.
En resumen,

podemos decir gue los modelos acul propues-
tos reproducen varias caracteristicas observacionalmente

obtenidas en las galaxias elfipticas, pero también tienen

sus limitaciones.

Log estudios actuales empleando los primeros momentos de
la ecuacién de Boltzmaenn son reducidos.

Creemos gue este
trabajo amplfia un poco més el horizonte, mostrando aque el
método "hidrodindmico" es digno de considerarse dajo supo-
siciones supuestamente no descabelladas.

En el Capftulo IX damos 1la distribucilbdn de masa cue he-—
mos considerado para aproximar a las galaxias elipticas.
En el Capfitulo III desarrollamos el formulismo de los pri-
meros momentos de la ecuacibdn de Boltzmann,

En el Capftulo
IV Aescribimos el método de soluciédn de estos momentos.
Pinalmente, en los Capitulos V y VI damos los resultados de
nuestros céflculos.



II. ¥ODELO PARA LA DISTRIBUCION DE MASA,

IX.1} INTRODUCCION,.

Observacionalmente, lz informacidn més directa gue se

tiene a la mano de una galaxia eliptica es su brillo su-
perficial. Existen algunas férmulas para tratar de ajus-
tar este brillo observado. En general, para galaxias
eli{pticas aisladas el mejor ajuste se obtiene con la fér-
?ula empirica propuesta por de Vaucouleurs (1953,

1987)
ver una discusidn en Kormendy 1377). Esta férmula, cono-
cida como 1la ley ¢ , B8e analiza un poco en la seccidn
Il.3.

\
la deproyeccidn de 1la ley r/‘ en un sistema esférico
{sin absorcién y con un cociente mass-luminosidad cons-—
tante) ha sido hecha por Poveda et al. (1960) y Young
(1976). Esto permite obtener la densidad volumétrica Ade
masa, f . En particular, en la regién central del siste—
ma esta densidad varf{a con la distancia en 1la forma
o v O/ {(Young 1976); i.e. el ajuste es singular
en’el centro, En las regiones externas: f‘“ « (pero
eventualmente la cafda es méAs rédpida, de’'modo gue 1la
masa total del sistema es finita).

Jaffe (1383) ha propuesto también una férmula que ajus-—
ta el brillo superficial. Aunque es analfiticamente mdas
complicada que la ley yY4 , la expresiédn de la densidald
volumétrica de masa resulta mucho mds sencilla anali?ica—
mente gque la obtenida bajo deproyeccidn de la ley v /4 .
La densidad propuesta por Jaffe varf{a con la distancia

en la forma £7d~r Y p o~ s €n las regiones in-—
terna y externia del sistema, respectivamente.

En una regién violentamente relajada (Lynden-Bell 1967;
Saslaw 1970; Shu 1978) 1la funcidn de distribucidén en el
espacio fase es de la forma Maxwelliana ey o é‘Fe- »
con € la energia de particula por unidad de masa. 2
En este caso la densidad de masa varfa como oL
(Binney & Tremaine 1987). Esta es la situacién gue se es-
Pera aproximadamente en 1la regién central de una galaxia
elfptica bajo relajaciédn violenta completa, En las regio—
nes exterrnas la relajaciédn violenta no serA completa, y

sesg§pera una dependencia r o v¥% (Jaffe 1987; Tremaine
13 .
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Richstone (1980, 1984) ha construido moilelos oblatos
de galaxias elfpticzas con la dependencia : A en la
densidad de masa. Por otro lado, esta depéndencia es re—
levante en sistemas luminosos, supuestamente snisotrSpi-
cos, en los cuales 1los movimientos radiales pueden ser
importantes en la regifn central, produciendo una fuerte
concentracidn de masa (Merritt 1985).

Efectivamente cabe la posidbilidad de altas densidades
centrales gue es la tendencia mostrada por 1la ley v'/%,
aungue ésta no se ajusta estrictamente a2 datos observa-—
cionalems en v —» © ) pues en general no se tienen resuel-

tos los mniicleocs de las galaxias el{pticas gigantes
(Schweizer 1973).

— &

los perfiles A € en el exterior del sistema han si-
do obtenidos en 'diversos experimentos numéricos de N cuer-—
pos. En ellos se analiza el colapso no digipativo de sis-—
temas inicialmente homogéneos (Gott 1973, 1375) e inmhomo-
géneos (van Albada 1982; Aguilar 1987). Existen también
modelos teSricos de sistemas oblatos con P oL v>% en las
regiones externas (Petrou 13883Db).

En este capftulo (siguiente secciédn) damos la densidad
de masa que hemos utilizado como aproximacidn para un sis-—
tema elfptico. No estamos demasiado lejos de los hechos
teSricos y observacionales ya mencionados, como 1o mostra-—
mos en la seccibdn II.3

II.2 EL MODELO.

Observacionalmente, las isofotas (curvas de igual brillo
superficial) en galaxias elipticas son aproximadamente
elipses similares (i.e. de igual excentricidad) con centro
en el centro de la imagen (Jedrzejewski 1987). cogo en es-—
tos sistemas la cantidad de polvo es baja (~» 10* > Me,
ver Schweizer 1987), la absorcién de la radiacién estelar
es igualmente baja. Entonces, por la forma de las isofotas,

se puede aproximar la distribuciédn de masa formando estra—
tos elipsoidales similares, sobre los cuales la densidad
es constante.

La similaridad de las igsofotas no es estrictamente cier—
ta. Existen tanto variacién de sus excentricidades, como

desviacién de sus ejes magéres (desviacién de isofotas)
(King 1978; Jedrzejewski 1987).
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Estos dos Altimos fenémenos pueden ser reproducidos si
el sistema es triaxial, con estratificacidn elipsoidal

pero no similar (i.e. las razones entre ejes variando
con la posicién).

En nuestro tratamiento hemos dejado a un lado estas com—
plicaciones, concentréndonos en la situaciédn puramente si-
milar, en 1a cual no hay desviacién de isofotas ( Stark
1977).

La estratificacién elipsoidal similar en densidad aquf
considerada es:

y(&) = y‘ 4+ Sz&z y a & a
(Ir.2.1)

§ @ = j’sgf A

con fs , Y= » ia constantes, O
4

el semi-eje mayor de un
elipsoide, ¥

un paridmetro libre.

Este tipo polinomial para la densidad ha sido utilizado
por varios autores para construir modelo=ms galdcticos, es-—
pecialmente por Schmidt (1956, 1965). Es relativamente
fAcil obtener analfticamente las expresiones del potencial
gravitacional y sus derivadas en la densidad (II.2.1).

aproximamos la férmula de
Jaffe (1983) ( o ¥ (i+4'3“ » 1a cual es un poco mas
diffcil de tra anal¥ticamente (para el cflculo del po-—
tencial y sus derivadas). La ecuacidn (II.2.1) e=s del ti-
po (D) considerado por Jaffe (1983), el cual no da un
ajuste impresionante (ver su Fig. 3) pero estd afin dentro
de lo aceptable. En la siguiente secciédn comparamos la
forma (II.2.1) con la ley «“/4 propuesta por de Vaucouleurs,

Las constantes f, , Pa

Con esta forma de a densiga?

Pz se calculan a partir de tres
condiciones: (1) especificando la masa total del sistema,

(2) imponiendo continuidad de la densidad de masa en el

elipsoide de transiciém A, , y (3) continuidad del gra-—
diente de densidad en el mismo.

Las condiciones (2) (3) conducen a la continuidad de
las segundas derivadas del potencial (al igual gque de las
Primeras) en la transicién [ s estas derivadas Jjuegan
un papel muy importante en la forma gque aqui consideramos



para resolver numnéricamente los primeros momentos de 1la
ecuaciédn de Boltzmann sin colisiones.

Es conveniente tratar con modelos adimensionalizados,
pero como nuestro propdsito no es hacer un estudio ex-—
haustivo ¥y sistem&tico de las Aiferentes situaciones =
considerar posteriormente, hemos fijado 1la masa total
del sistema en 10'* Mpe (este es un valor tfpico, pero
la masa puede ser ain mayor: Fabian & Thomas 1987;
Sarazin 1387).

Si o , b » © son los semi-ejes de un elipsoide del
sistema, a lo largo de 1los ejes principales de la dis-—
tribucidn de masa (digamos x , ¥ , 2 ), entonces, por la
similaridad, los cocientes = w/a h'g % - <c/a
son constantes en todo el si ema,

Las condiciones (1), (2) ¥y (3) conducen a:

Pa = —am (e 9% oy y!

2 = 3DM (T3 % a — ! (IX.2.2)
hd 1

§2 = dma, (bzw%_%{)"

con M 1la masa total.

En el Apéndice 1 se dan las expresiones para calcular
las primeras y segundas derivadas del potencial gravita-
cional generado por una densidad j:@x.\ en un sistema del
tipo considerado.

II.3 BRILLO SUPERFICIAL Y OTRAS CARACTERISTICAS DEL
MODELO.

En un sistema con estratificacién elipsoidal similar,
sin absorcién, y con un cociente masa-luminosidad cons-—
tante, el brillo superficial se puede escribir como

iz
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(Starx 1977):

oo N
Lﬁ“‘? (173' ©, Y, ‘*) = F S )’Q*\ (0:-2'— ‘1::,,.\) o Aa. (rr.3.1)

Oiypain

Sobre la imagen del sistema, en el plano del cielo,
definimos un sistema de coordenadas Cartesiano ( x',
con centro en el centro de la imagen, ¥y el eje x'a lo

largo del eje mayor de las isofotas, por ejemplo.
La variable ol

en la ecuacién (Il.3.1) es una variabdle
adimensional medida sobre el eje x' y tal que X= 1 en
la isofota que encierra la mitad de la luminosidad total
(proyectada) del sistema. es una funcién de .
y de los éAngulos ° \f en coordenadas esf&ricas (co
eje polar el eje principal z ) de la 1lfnea de visién
(a 1o largs de la cual se mide la coordenada z’'j3 ver el
Apéndice 3). La cantidmad G pin , funcidn de

ol

N es el semi-eje mayor del elipsoide m&s ix':LterL
no 'alcanzado por la linea de wvisién.

¥

Se puede mostrar que el cociente dado por :

Leap (3>%000%. %)/ Lawp (2,%, 0, %, x=1)

8810 depende de £ 3 entonces lo denotamos por

Laup (2> / Ls“r ) -

~
El cociente correspondiente en la le \"14'

cumple la
relacidn ( AN denota: de Vaucouleurs):

C
/Q"’a - [ sup ()

\Iq'
- -3 _ II.3.2
Coar CoS 3. 3300 Lag ‘} (II.3.2)
P AV

Con la ecuacibén (II.3.1) y la densidad (II.2.1) obtene-—
mos:



o & ‘4&
Lo Lsuwpld _ A N E=
Leup () (‘*—9-/)3"4"} MaValke ¥

1 A
—_ ™
A G /\\\7' = > ou.-é,c.os oA 4 N

(Xr.3.3)

/\//‘

Leup (1)

~

con /n, = 0.5515 , Le= 3.11379

En las PFiguras IX.1l y II.2 mostramos la funcién

,Qoa“, %.suf(db/\._su Q\)) de las ecuaciones (II.3.2) y

en el intervalo O £ of < 30 . También se mues—
tra '.La funcién correspondiente del » elipsoide perfecto *
(de Zeeuw & Lynden-Bell 1985; de Zeeuw 1385) gue tiene 1la
densidad:

ng;. pe E, + Q‘/%) 3 Lo & oo (II.3.4)

¥y &£enera el cociente:

-5
Lewe ) _ g (1 +3<M) .

(x1.3.5)
L sup (€)Y

14
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lLa densidad (I1.3.4) tiene varias propiedades muy in-—
teresantes (de Zeeuw 1985); por ejemplo, en sistemas
axialmente simétricos (i.e. estratificacibdn esferoidal

en lugar de elipsoidal) se conoce explfcitamente la for-
ma de la tercera integral,

Is , gue interviene como ar-
gumento de -la funcidn de distribucidn en el espacio fase,

solucibén de la ecuacidn de Bol<tzmarm sin colisiones

(ver Capitulo III)., Sin embargo, como 1o hace notar de
Zeeuw (1985%), la densidzsd (II.3.4) no aproxima dbien a la
ley vyV¥4 en el centro del sistema; esto se ve tamnbién
en la Pig. II.1.

Con las Figuras I1.l y 1I.2 se puede estimzr gqué ¢
bien o mal la densidad (I

I.2.1) aproxima a la ley rgﬁ .
Pero antes hay que hacer una correccidén: con el formulis-—
mo dado por Poveda et al., (1350) y Young (1976) se puede
mostrar gque en un sistema esférico:

Lsue (4) - isLe}f'e& gl

— ~ .29 (IX.3.6)
Q_s\a‘s Q\\} av e b

con b =

T7.66924 L A
(II.2.1). ¥ =ur c 3

producida por la densidad

Para llegar a la ecuzcién (II.3.6) se ha supuesto qgue
ambos sistemas (el gue cumple la ley ¢ Y el sistema
con la densidad (II.2.1)) tienen la misma masa total, y
el mismo cociente (constante) masa-luminosidad.

Con el cociente (II.3.6) ¥y a partir de las ecuaciones
(XIX.3.2) ¥ (I1.3.3), podemos calculer

Lsup (& /( Lewg OV -

Esto se muestra en la curva superior de 1la Figura II.3

En la curva inferior se da el valor absoluto de 1la Adife-
rencia en magnitudes en la posicién ol

que resulte entre
los sistemas que cumplen la ley v'i4 ¥ la densidad (II.2.1).
Esta Figuras I1.3 es mis clara que las PFigs. II.1 y II.2
Para mostrar las diferencias entre ambos sistemas.
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Antes de discutir estas figuras, vamos a generar otras
dos.

En un sistema esférico y bajo la 1lfnea de visiédn que
pasa por la isofota con ok = 1 , se alcanza una 4distan-
cia minima 2l centro dada por Ae . Pars la escalacidn
tridimensional y siguiendo la notacién de Foveda et al,
(1950) empleamos & = */ae . Con 1z Tabla 2 de Poved=a
et al, podemecs calcular el cociente_ p () / (PEDdav
entre las densidades (II.2.1) y la ley y'4 3 espec{fica-
mente en un sistema esférico (tomando una misma masa y
un mismo cociente masa-luminosidad en ambos casos).

Esto se muestra en la Figura I1.4 . Finzalmente, en la
Figura II.5 mostramos el cociente de las masas encerra-—

das a lz distancia S »y M / (MCSS§).V s bajo las
dos descripciones.

Discutamos ahora estos resultados.

Como lo muestra la Fig. , II1.4, la densidad (IXI.2.1) es
mayor que la de 1z ley /% en las partes internas y ex—
ternas del sistema ( 3T 20); sin embargo es menor en
las regiones intermedias, E1l cociente entre brillos tiene
comportamiento parecido (Fig. II.3), como era de esperar—
se.

Usualmente las mediciones de brillo superficial en ga-—
laxias elfpticas se hacen en oL & 10 ., Este intervalo es
entonces observacionalmente importante.

Como en 2.5Z 8§ <« 10 1la densidad (fGDDiv domina a

(€] s entonces para aproximar mejor 'a la ley v“4
se' podrfa intentar una funcionalidad pdeC =3 en
esta regibn, yz no tanto como PG o s—% en o = 1,81
se localiza la transicién o, en la densidad (II.2.1)).

Esto efectivamente se hizo y se checéd, pero para con-—
servar finita la masa del sistema se requiere un mayor
gradiente ( {00 ™ ., n> 4 ) en el exterior,

Entonces tendrfamos que agregar otra funcionalidad en el
exterior ( P e s—4 s digamos). También, si tratamos de
ajustar un ‘poco me jor tanto en S < 10 como en S > 10
{especfficamente més all& de S > 20) necesitamos en el
exterior un decrecimiento m&s rfpido que Pol s~ % (i.e.
agregar Peot s—5 s DPOYr ejemplo, a la densidad (IX.=2.1)).

Esto también se hizo, e inclusive se calcularon algunas
situaciones en la sSoluciédn numérica de los primeros momen-—
tos de la ecuacién de Boltzmann. Estas soluciones resulta-—
ron muy parecidas a las obtenidas con la densidad (II.2.1).
Ahorramos una buena cantidad de #&lgebra si permanecemos
en la densidad (IX.2.1).

la Fig. II.5 muestra c8mo se relacionan las masas ence—
rradas en una distanclia € . lLas variaciones altas ocu-



rren en el interior. El punto m&As interno
==

aficado
corresponde a 0.03 con cociente M(a\%m(s));\,?—( 1.6

(en & = C.01 este cociente es ~o . Estas variaciones
internas (exceptuando el centro) son del orden de T 20 %.

Tal como lo refleja el cociente () /(G(SS)‘W s la den-
sidad (II.2.1) es fuerte en el centro y &en S =

La Pigura II.3 muestra que la diferencia en magnitudes
entre la densidad (II.2.1) y la ley v /% es cuando mucho
~ 0,5 magnitudes (en el intervalo considerado para
e » ¥ exceptuando al origen donde esta diferencia es
infinita). Esto, efectivamente, es apreciable. Normalmene
te, en los casos m&s favorables (galaxias aisladas) exis—
te una diferencia de aproximadamente C.1l a 0.2 magnitudes

entre las observaciones y la ley /4 (Capaccioli 1887).

Sin embargo la ley v/¥no es el ajuste perfecto; en to-
do caso la comparacifn se debe hacer con las observacio-—
nes directas (ver Pig. 9 de van Albada 1982).

Como dentro de ¢4, ( ® = 1.81 ) se encuentran 5/8 de
la masa total y en esas regiones internas la diferencia
en magnitudes es razonable, consideramos que la densidad
(II.2.1) es apropiada en este estudio.

17
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III. PRINMEROS NOMENKTO3S DE LA ECUACION DE BOLTZNMANN
SIN COLISIONES,

III.1 INTRODUCCIONN.

El tiempo de relajamiento colisional, f; » €n un
sistema estelar, es el tiempo tfpico para gque se esta-—
blezca, por medio de colisiones, la equiparticién de
energfa en el sistema (se ignora la energfa interna de
las particulas = estrellas). Con el formulismo desarro-—
1liado por Chandraselkhar (1342), se obtienen para gala-
xias elipticas tiempos de relajamiento mayores que 1la
edad del Universo. Entonces estos sistemas son prictica-—
mente no colisionales.

E1l prop8sito de este trabajo es calcular la estructu-—
ra cinem&tica de una galaxia elfptica por medio del lla-
mado mé&todo hidrodinZmico o de Jeans (1922). Agui lo
llamzamos el método de los momentos de la ecuacién de
Boltzmann.

Como el sistema es no colisional, el camino libre me-—
dio para colisiones, *»c , €S mucho mayor que las dimen—
siones propias del sistema. Entonces, en realidad el tra-—
tamiento gue se propone no es estrictamente el gue se
utiliza en la hidrodindmica clésica, en la cual, para
considerar al sistema como un fluido, el elemento local
de volumen espacial, A*F , debe cumplir (A3¥HY3 5> A N
contener un niimero suficientemente grande de partf{culas,
yv/0 las fluctuaciones de las propiedzdes del sistema en

as

*+& ser suficientemente peqguefas.

NE

En una galaxia elfptica se tiene (AE?B << Ae .
Entonces, en un elemento A4A3% estén entrando y salien-
do particulas de y hacia regiones muy apzazrtadas. E1 mo-
vimiento del centro de masa local (en 43¢ ), gue en
lo siguiente llamaremos el movimiento de centroide
(Ogorodnikov 1965), es , en general, una ficciédn gue no
corr§sponde a ningin movimiento rezal de masa (Schmidt
1979).

N

~

Como (3Pf§3<<~Ac s, en principio no se esperaria va-
riacién suave en tiempo y espacio de propiedades del
sistema sobre volumenes adyacentes (Clemmow % Dougherty
19569). El comportamiento local en A>&F no sSlo depende

23
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de lo que sucede en regiomnes vecinas, sSino de hecho de
todas las regiones del sistema. AGn asf{, en lo siguien-
te plantearemos algfunas ecuaciones diferencizles en el
espacio—tiempo {(deducibles de iz ecuacibdn de Eoltzmann
sin colisiones) sobre escalas espaciales y temporales,
( &% , t ),macho menores que e ¥ c .

E1l punto importante a notar es aque =z pesar de que
(4,5’\‘—3‘/3 (ere ¥ e te , S1 se esperan variaciones
sdaves pues el sistemza ha sido previamente relajado en
sus etapas iniciales de formacidn. Este mecanismo de
relajacién no colisional, llamado de relajacién violen—
ta (Lynden-Bell 19673 Saslaw 137G; Shu 1373), es debido
a cambio=s en el potencial gravitacional global. En eta-—
pas posteriores & la relajacidn violenta el sistema se
encuentra en un estado de cuasi-equilibrio.

En este capfitulo consideramos primero la ecuacidn de
Boltzmann sin colisiones; y después, a partir de ella,
tomando 1o gue se llama los momentos de esta ecuacién,
obtenemos las ecuaciones de conservacidédn de masa, la

ecuacidn de movimiento, ¥y la ecuzciédn de la energia,
que describen el movimiento de un volumen 4®F a través
del sistema. Discutimos también el problema de la ce—
rradura de este sistema de ecuaciones, y comentamos
algunas opciones para resolverlo.

ITI.2 ECUACION DE BOLTZMANN 3IK COLISIONES.

Encontremos primero la ecuacidn funidamental, la ecua-—
cién de Boltzmann. Algunas derivaciones de esta ecuacidn
se pueilen encontrar, gor e Jemplo, en los textos de
Binney % Tremaine (1937), Saslaw (13935), y Ogoroinikov
(1955). Aqui vamos @& seguir un camino semi—formzl para
obtenerla; parecido a métodos ususles en 1z hidrodins—
mica clé&sica (Harris 1975).

Consideremo=s un sistema de particglas no colisional.
Cada partfcula tiene una posicién v ¥y velocidad 5
respecto a2 un sistema de referencia, no inercial en ge-
neral., Cada particula genera un punto en el espacio fase
de seis dimensiones (¥ , &85 ). La densidzd en un elemen-—
to de este espacio al tiempo t la denotamos por

5 QQ:,GU'tD . La funcién % es la llamada funcién de
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distribucidn en el espacio fase; en lo sifguiente la
llamaremos simplemente la funcidn de distribucidn.

la volocli,d de un punto en el espacio fase la deno-
tamos por v@ Y es:

ar

V. = (¥, (%, = (III.2.1)

~
con A& la aceleracifn de la paritfcula en el espacio
tridimensional usual. Dado que no hay colisiones entre
partfculas esta aceleracidn estd producida por el po-
tencial grav1tac1onal total suav1zado. La velocidad
promedio en un elemento d*2 d>®F de este espacio
fase la denotamos _ por [;ij (= 2 de cualquier pun-—

to en su interior). 4

Consideremos ahora un volumen extendidoe ["(®) al tiempo
t, en el espacio fase. Conforme transcurre el tiempo ,
este volumen se mueve en este espacio; cada parte de su
frontera _A.(t) se mueve a la velocidad local an;] -

Deseamos calcular cémo cambia en el tiempo el ntimero de
runtos encerrados por el volumen P(;) esto nos llevaré
a la ecuacién de Boltzmann.

dA, r

V]

Pige III.1 Movimiento de un volumen (&) en
el espacio fase.

Esquemiticamente hemos representado en la figura ante-—
rior el movimiento del volumen [(*) . Al tiempo t lo de~
notamos por T, , ¥ Uz a1 tiempo 4 + Bt -



Deseamos calcular:

g«t; { S'f‘(?s‘\} t+8t) A, - S f(?,'\;,-t) ar, =
St —o T

= _th S £ (5, 5.t) 4T, (III.2.2)
nw

El operador D/pt denota la derivada Lagrangiana
(Tassoul 1978) en el espacio fase.

Ahora:

=T+ s, AR, 8t = T+ ar, (III.2.3)
X

1

El término br:. es el volumen sombreado enAla Pigura
III.1 . Una contribucidn individual [-\I‘n‘ 4d.A, negativa

guiere decir excluir este elemento de Ta s S8i es posi-
tiva hay ,que aumentarlo (el elemento vector:.al de super—
ficie d.,_A. estf definido a partir de la normal a la
superf:.cle en su posicidén).

Podemos escribir Al = 2sr‘4 » Con

s, = [_v;) A—J\_ S8+ - Entonces:

SEE S E+30dn, = § £e,5, €S0 4R, +

r‘z_ r“

+ S %(v,v,ns’c»sn =

26
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= S{L?,’\},t+8t\&r1 +
‘—‘1

* % £(&%3, 5480 (5 - ah_?\_1 St (III.2.4)
1
A

1

Entonces, sustituyendo esta ecuacibén en (IIXI.2.2):

-D— ~ " [}
S ) FEsLn - g ﬂ § £ @0, ey an —

L& St-wp L T,

p— S %L":’G't) A'r‘ X % -g (?,G,-t—r%t) (_G"}‘- A._Jt‘ gt } =
I

LA .

= gg;cggc,s,t\o\n +
\ﬂ‘

+ % £ (.5, Eﬁ--}*' d,.?\‘ (IT1.2.5)
A‘\
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i.e. omitiendo el subindice 1 , los argumentos A4e f .
y usando el teorema de Gauss:

gcg £ ar = 8 \%‘E + < - Q{—[’G;}‘)} It (ITI.2.6)

e NCN
con vb = { '3/%";.'6/6 ) el operaior nabla en el espacio
fase.

Como en este espacio las coordemnadas de velocidad
son indepeniientes de las de posicidn, y l1la aceleracidn
@« _,no depende de la velocidad : Vb-[lﬁb'.\-._—_ o , Ppues

G = e (en un sistema no inercizl, a sf depen-~
de de 1la velocidad S s en la siguiente seccién mostra-—
mos, sin embargo, gue YR/JF

= O ; ver la ecuacién
(IXII.3.10)).

Entonces la ecuacidén (IXI.2.6) se reduce a:

-DD;CSS\:CL\" = S (%ﬁc +1'5,°-Q,,{Bad" =
T® NG

fh

J
INCR)

$ ®f ar
ot

(IXTXr.2.7)

pues DO/t = Y + Gb‘v‘,

En un sistema no colisional el
ecuacién (IXI.2.7) es nulo, pues no hay entrada ni sali-
da de partfculas de T (£) . Como lo discute Ogorodnikov
(1965), esto sigue siendo cierto =un bajo colisiones ai

lado izquierdo de 1la



el sistem=z= es colisional en estajo de eguilibrio:

una
partfcula que sale es sustituida por una entrante con
las mismzs condiciones dindmicas.

Entonces S Pj\- AT
Ty Dt
Tomando {7(4) suficientemente peguetio,

ecuacidén puntus=l,
nes:

= 0

llegamos a un=a
la ecuacidn de Boltzmann sin colisio-—

(111.2.8)
bt

i.€. la densidad ‘F es constante a lo largo de una
trayectoria en este espacio fase (como un fluido incom-
presible). .

La ecuacidédn (IIT.2.8) se puede escribir también como:

2 ~ 9 ~ )

GATFERE —i + o . -; = 0 (I11.2.9)
3 /v /G

O

%% r 5. V-;.% 4 BL-VG{ = (IIX.2.10)

con J: = 3/3% v Oz = ¥/&

Hay que tener en cuenta que la ecuzacidn de Bolitzmann
es igualmente v&lida en un sistem=z no inerciai.
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IIX.3 ECUACION DE COKSERVACION DE MASA Y ESUACION
DE MOVIMIENTO,

En esta seccidn vamos a derivar, a partir de 1la
ecuacidn de Boltzmann, la ecuzcidn de conservacidn de
masa y la ecuzcidén de movimiento para el fluido estelar.

Definamos el sistemz propio como el sistema con ejes
Cartesianos coincidentes con los ejes principales de 1la
distribucidn de masa; las coordenadas Cartesianas en
este sistema son (_x", y", z") (seguimos la notacién
del Apéndice 3). E1 sistema propic es en general un sis—
tema no inercial (por egemplo. 8i existe rotacién 4de la
fi gura de la dAistribucidn de mas=).

El sistema propio inercial es un sistem=z cuyos e jes
coinciden con los del sistema propio a2 un tiempo dadog;
t = 0 , digamos. Sus coordenadas Cartesianas asociadas
son ( X , ¥ » 2 Je

Vamos a establecernos en el sistema propio.
lLas ecuaciones resultantes serdn entonces vilidas en
general para un sistema no colisional, analizado desde
un sistema de referencia no inercial,.

Si el sistema propio tiene una velocidad angular cons-—
tante, S sy Tespecto al sistema propio inercial, enton-—
ces la relacidn entre las aceleraciones de una varticula

analizada por ambos sistemas es (ver por eaemplo, Symon
1971):

! ~ ~
& = & — L% (LxFTHY— LLr™ (IIr.s.i)

~1 r~
r = Y es la posicidn de la particula a partir del
origen comin (el centro de 1a distribucién de masa) de

los dos sistemas; 51 ' son la velocidad y acelera-—
cidn, respectlvamente, en el sistema propio.

la ecuacifn de Boltzmann (III.2.10) en el sistema pro-—-
Pio es entonces:

30



?j 'I\\J"- U” + g" o = O
> 7 T s T

1"
¥ simplificamos un poco la notacién: Y =

(IIr.3.2)

"
'
U?; .

on
Multiplicando (III.3.2) por 7L = 'X,C'va.t)(cualquier
propiedad del sistema estelar) ‘e integrando sobre el es—
pacio de velocidailes (llamamos a esto el momento de la

ecuacién de Eoltzmarnn en la cantidad X H
'5’\17 ~ i hl’
S%:itctv + S')Lv”-vfck-o +

n

+ _S')LKY'UG,-{- 331’3” = 0

(IXT.3.3)

Ny
El promedio de X en ( ¥ , ¥ ) (sobre una unidad de

volumen espacial) es:
1 SX{ f%” n
S e 334 "
T

)

t!
con N =n (¥ ,% ) 1a densidad de partfculas

espacio tridimensional usual.

Ahora:

.’é- I 2 a3, 1 DA 43
2 Svc{¢u - E’L% &+ (g X o5

(IIX.3.4)

en el

(ITIT.3.5)

31
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entonces lm primera integral en (II1I.3.3) es:

S = 2 nd> - n ( (III.3.6)

9 (XB'E) = § I (S + *%5 .9 =
N u A 1

= .gv.g')(, 4—7Lv-t)-§ (IIXI.3.7)

entonces 1la segunda jintegral en (III.3.3) es:

e o 2 = o (e 2 - g O 2

"

= 9" Lndead'SY) — n<s- Y)”7L,>

(IXX.3.8)

Por otro lado:

) = f e Y+ L g =

= § (0 ¥ (FgX) &)+ x & f s
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En un sistem= grav1ta01onal noe relativista, 1z acele-—-
racidn inercial o no depende de lma velocidmd de la
partfcula; entonces de {(IIlI.3.1) tenemos:

I " v ~ " ~ Ul u
9, = —29,- (B8 = 2% @G,x{; Y= O (III.3.10)
Entonces de (IXX.3.9):

U,;,- ‘)L""{\ -§ Q ,_" = . U,_., T (EIr.3.131)

Con esta ecuacidn, la tercera integral en (III.3.3) es
({asumiendo que { se anula en («J\ — O )

i

Sy g 2 = = (g ()2 24 -
_—n < L@L;}L}-'&” > (IIX.3.12)

Con las ecuaciones (IXI.3.6), {(II1.3.8) y (IXXI.3.12)
sustituidas en (III.3.3) obtenemos.

P> = n LY+ I Andad'y Y -

u o ¥ ~ll
—— 3 - Q -— “ A _ 0 ( - -
n{T O 4@{;,7&) LU IIT.3.13)
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Tomemos ahora X = m™m s, COn Y 12 mz2sa promedio de
las partfculas. Entonces N = r (¥',%t ), la densidad
de masa, y (III.3.13) conduce a:

P+ <". (fé%’S) = o (III.3.14)

Esta es la ecua acién de conservacién de masa.
La cantidad 4’17‘ S( 5", ) define 1a velocidad de centroide
~—

en un punto ¥ s al tlempo + .
~H

Ahora, con X. = MU la ecuacidn (III.3.13) da:

f<v> + O (5<vv>) y(@w YRS = o (111.3.15)

Pero:
n
U TP P PPN . A
7 G = .a_. €5, = R €. ’a.'\{l = Q: €
S Ao 4T ~) ~ A
~ BV, IV
il A~
( Q' son los vectores unitarios Cartesianos en el sis-—

tema proplo, ¥y existe suma baj o, :'.nd::_ce? repetldos-
, 3 ). Entonces (9% 51 B ) ¥y la ecua-—
c16n (III 3. 15) se simplifica~=as

’%t Y(TJ‘”> + 9 (§<f\}"{;">> - <& = 0 (111.3.16)

m
Siguiendo la notacién del Apéndice 3, 11amemos k dla
velocidad respecto a centroide; entonces T (‘\7") + 5
{(un centroide define en general un sistema no inercial;
esta ecuaciédn es entonces estrictamente védlida sé8lo en
una regién muy pequefia alrededor de ?—" ). Con esto:



N R, ut At
4‘3")4‘0_"7 + <;}l>0 + 33 L > + Vv A (ITX.3.17)
[P N

Multiplicamos esta ecuacidén por £ Lr VU _» € ) e integra—
mos sobre el espacio de velocidzdes PN . En el lado dere-—
cho :Lnteg:ramos sobre el espacio [N (emplezando l1la rela-

cidn S =G>+ 3", con Jacobiano de transformacidn la
unidad en coordenadas Cartesianas) y seguimos empleando
el mismo simbolo para promedio en este espacio:

,\IH

‘F ("_ :"\;'”) t} A- &

§ £ @aney 2

ot
Como {5 > =0 , obtenemos entonces de (III.3.17):

~H
L$5F v =

(IXT1.3.18)

LSS = 435¢H"s + £8"D"S (IXI.3.19)

At Al"
Llamemos : P — r L5 4 (I1IX.3.20)

Is"’\’l
En un fluido normal: F==ti€;pdiy, i.e. <" F = U"r .

con ¢ la presidén (1sotr6plca) (lu:_halas 1978).

En s:.st%mas estela_res la s:.tuac:l.én es di ferente: en ge-—
neral < a5}

e L T2 AFES . ce. 1z " pres:\.én " no
es isotrdbica; ademé’s, én general, L-g- M > + O #J »
i.e. las componentes de 3 st estén correlaclonadas.

Con (IIX.3.19) y (III.3.20) en (IXII.3.16) se tiene:

at S’C‘"v + O- QTGS'S(«») +9I-F — §><’i">= 0

(III.3.21)

35
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1 o~ ”" voon " o n
como U - (£4% 2EHY = LT 0L S + L5 V- (pL5D)
los primeros'dos términos en 1a ecuzzidn (IIX.3.21) con—
ducen a:

P2 &l + &S %&; + §><G"> -0y + RS I (T<G">3 =
- 3 " ~N non Al 3 u ~l _
f i'&t4\’> + L35S 04«:>} + (w}ll,g_% + Q - (r4x>>)} -

A ~ 4 ~! A~
= j> ‘&%(o's + 4-\3’,>'DQ\>,>} = j’ 6%:4\: > (IIr.3.22)

hemos utilizado la ecuacién (IIXI.3.14) y el operador
Lagrangiano D/pt = 2/t + {37’>.U" en el sistema propio.

Finalmente, la ecuacién (III.3.21) la escribimos como:

~ - i
ED_{—, RS = y(d') — Y)-f (IIX.3.23)

esta es la ecuzcidn de movimiento de centroides, anfloga
a la ecuacidn de Euler en la hidrodindmica clé&sica (Huang

13963).

La aceleracién 43——"> la obtenemos directamer}te de 1la
ecuacién (III.3.1); con a =-—-9OBE,tY = — U'f(?"-'t\
h'g § el potencial gravitacional suavizado:

il t ~ ~ " ~
oS =—-—98 - % x L_g__x? Yy — 2\.§_x<o”> (IIT.3.24)

Las ecuaciones (III.3.14) y (III.3.23) son dos momentos
de la ecuacién de Boltzmann; en la siguiente seccién dedu-
cimos un tercero.
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I1I.4 ECUAZION DZ 1A EBIERIIA.

Derivamos mhora la ecuacidn de 1la energi=z Esta ecua-—
cién no ha sido utilizada en la literatura, debido a gue
usualmente se han considerado sistemas axialmente simé-~
tricos. Cuando esta condicibdn es relajada,

de la energfa interviene en forma natural,
tramos en el capftulo siguiente,

la ecuacidn
prolato con rotacidn de figura.

como 10 mos-~
al estuiiazr un sistema

Antes de entrar a 1la ecuzcifdn de la energie,
una iguz2ldad cue emplearemos en varias ocasiones.,

derivemos
f?i en %aﬂecuﬁci6n {III.2.2) hacemos
o = ?o <

y S5 s £ )y llegamos =a: {‘“’ ff,. con
B ) 1580 = g k%% + B Oufp)ar =
T ARG

i

e}
LAY
S -%E- v {(III.4.1)
Ty

eqguivalente a la ecuacidn (IIX.2.7).

Tomemos ahora | (&) tal que contenga todo el espacio de
velocidades. En el espacio tridimensional usual compren-—
de al volumen espacial J(EY .

& s

En especial consideremos la funcidn independiente de

Be (%52 = ___E_S’_’f_\___ (I11.4.2)

© son progiedades del sistema y wn ( T ot ) es
la densidad de particulas,
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Entonces:
S{?.Ar= S ich\ = £ e S{fs =
T® Ty NJCO)
= S 3T (III.4.3)
th}F
2L Pe ~ ~
S 3kar o ( 2l f(sas)ee -
T@®) NICAY
- () '3t 3% (III.4.4)
\’Ltv—a
3 Iy - (£ ar = JLG?-CS??G) + vs-(if-a)}:xr -
Ty T ®

+J§S

Y%

"~ Es}

(IIX.4.5)

_X—
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Las integrales en velocidad son sobre todo el espacio,
¥ Se asume que { se anula en |Gl—& o .

Sustituyendo (IIl.4.3), (IXXI.4.4) y (II1.4.5) en

(IIXI.4.1) obtenemos el llamaldo teorema de Reynolds
(Tassoul 13978):

V&Y

D ~
BT | (G pene s
NEY

N\
(con U,_ —_— O » ¥ recordando que Y, -V, = 0 ).

Hay gue notar que en la ecuacién (III.4.6) el operador
Lagrangiano D/D+ es ahora D/pr = /‘aft: + 55 <9 pues
la componente L. QG— ¥ya no interviene, al integrar so-
bre todo el espacio de velocidades.

Con la ecuacidén de conservacidn de masa (III 3.14) es

ffcil demostrar que si K , funcién de ( & , £ ), es un
vector o escalar:

Dx _ ot . 3 e4.
f d —{E + 9 LDLS><‘D>) (IIX.4.7)

Entonces, haciendo F = o’.SD en la ecuacibn (III.4.6):

D ~
ey S DLT & = S f D_..D"‘ a3 (IT1.4.8)
N N (4

este es un resultado bien conocido en la hidrodinidmica
clésica (Tassoul 1978; Chandraselhar 1363).



Vemmos ahora la ecuzcidn de la energfa.

E?e puede mostrar que si en el sistema propio se cumple
TR/at = 0 (i.e. la distribucidn de masz Se encusntra en
equilibrioc) entonces se tiene la siguiente integral de
movimiento de partfcula , 1llamada la constante de

Jacobi (Binney & Trem=zine 1987):

"2 2

I =413 + & - 1 (ﬁ,x 'F") (III.4.9)

En un sistema inercial ( 5L = O ) esta cantidad es 1la
energfa por unidad de masa, y es constante si © /gt= O .

En lo siguiente consideramos el caso general 3¢Vbt # o]
en el sistema propio. Esto es s8lo para encontrar las
expresiones generales; eventualmente nos interesard la
situacién de equilibrio ¥ /ot = O .

Tomemos X = mJ en la ecuacién (IX¥.3.13):
- — _F " U
at5’<3> 7 eyl +v.(f<:ro>)——
~ i [ .
- )" & O3> - £ Q(Osl,:Y}- r > = 0 (III.4.10)

Ahora:

1] " o, ~ ~u_ 2
VY = 0O& - %:() (S,xv‘> = ﬂj"@f._

— { Lﬁx?")- <" Qﬁ,x?‘") + L@x?‘”yx (:_o",c (j\_x ;‘-”)3} =

=98 - {LED-FE v 2@x XY =

40



a1
= V& + &x Lé:% "\‘"3 (III.4.11)

. ~ ~ ~ 1 " 2
rues Slx (I x 'Yy = éi_(;L-?:)-— .
También:
" w2
_ - u o~
-\_7%1' S = 2 Ve v =53, Fan V-

S x (Jgux "y =

(IIr.4.12)

Entonces, con (III.4.11), (IXII.4.12) y (IIX.3.1):

A 1]
ooty + CUG“ I)-cx_‘ . {v"ﬁ + 2 x (Ex¥y—

- 9% - T (ExF'Y - aR D" } = 0 (IXI.4.13)

esta ecuacidn reduce (III.4.310) a:

%f(Jv—f<33—> + 9% QY(I“">) =

(Irr.4.14)

S5y mp R o+ I (peTsty)

(IXI.4.15)
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Il " ~ ~
Como & = L35>+ S y <SS =0 :

LTIF"S = IS + 35" =

TSR]

= LIRS + _‘?__4«: FUIN (ITI.4.16)

la ecuaciéfn (III.4.15) se puede escribir entonces:

1} ) 1l K
% LIy + V-(§43>40>> + ‘iv-(y EHSY = P %—% (II1.4.17)

También, utilizando la ecuacién (IXII.4.7), esta ecua-
cidn se reduce a:

D Lot Sz 36
FoeéI>+ £9- (5'40 S = PS5 (II1.4.18)

o en forma integral a partir de la ecuacidén (III.4.8):

D Al’ w2 u ’~
Y S r(:):f’r =—i£ %f(&‘:v')-c&s + Sf%%df?“ (ITII.4.19)

V(&) S TES)

Por otro lado, haciendo el producto escalar de (R#)
con la ecuacién de movimiento (IXI.3.23) ( y utilizando
(III.3.24)):

A \ ~ ~ At ~
L D%:(—o‘f = 5‘ {——i‘)lﬁ—s._x Lsuw—')}-(v‘\ - (O“-ﬁ’)- &S
(ITI.4.20)
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<\

Anora (con &% (é\_x'\:"\ = - -‘a—vﬂu Ls.xr Y ys
fl\—-vu§,—§,% Li)k'\\““\}' RS = J\—'O * + Q ( xRS =

- YQ'G")-Q" )L—-E +‘E‘L§_v~'§1‘)"} =3 9%1{~§* li@,x’\‘-")’*} + 5 %%

(I1IT.4.21)

~M A
Como . es un vector L - &S - L8NS (Y) ® .
Ademés P es aimétrico tver ecuacidn (IXIX.3.20)), ¥y
por lo tanto:

Ull. Q{’!l> W) Q (P QG“)v > (Q ‘F) + P O LA.">

Con esto y la ecuacidn (III.4.21), reescribimos
(IXII.4.20) como:

FRAL@TE- L ERT Y < - (SR & ¢ P

= - 9. (&8 ®P) + B OISy + Y’%% (3%.4.22)
~0 w ~u PR ~
An ae % L5y + v ot >
entog;:'s pzeademos separa:r (11152 gs)lene 4 > 4‘\3) <
~M _ A ~L 12 A '\m"
fbt)\‘-b< +3$ iﬁ.ﬂ.xr)}-\-ly +
N .32.;0“- LY L‘\,}\l!-%m>> - f%\; (111.4.23)

Combinando (IIX.4.23) y (III.4.22):



44

Pi-

P2 LRty = (9 B -y I L p st ) -

i

o' (£&'S R -k OLHS - LI {\):4“““5},:

— Q {L'“'}-(?-— “{_X’LA“L m } - ®- QHL’G“} (ITI.4.24)

Se puede mostrar fécilmente que:

...Il> R> T<:~\\1l—,\lll _ }ir <1,31111‘Gm>

(I1TI.4.25)

entonces (III.4.24) se reduce a:

Lp B4R = - 5Ot (<Y - BaTety (e

e
Llamemos q, 'Lfkﬂ P

? el vector flujo de energia
interna.

La forma integral de la ecuacién (II1.4.26) es enton-—
ces:

1 ~I|
S\Pt Q"{G'> £F (111.4.27)
&Y SE NTEN
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Finalmente vamos a resumir las ecuaciones relevantes.
La ecuacidn (III.4.18) junto con (III.4.25) y la defini-

cibn de 'é;, dan:

Erer =§ &45> e r LL§ +4-’6“>-?} + T%—i (III.4.28)

7ot

o

Esta ecuacién representa la variacidén de 1la energia
total. Se puede escribir en forma integral con la ecua-—

cién (III.4.8):

DS pErer ¢ = - % L g+ ®)-as +
Vi @y

+ S r'aﬁ 3! (III.4.29)
NTCSN

pl 2
-—L 5 +§—-3L&_*r) la energfa
mecénica (i.e. por movxmlento ¥ posicién de centroide)
Por unidad de masa, or unidad de wvolumen,

Entonces (IIX1.4.22) muestra gue:

llememos Ewmee =

PO = — &y (I®) & T%’% =

= -9 («8">-®) + ®:0I'Y + r (III.4.30)

Yy en forma integral:



a6

gi S ;’Ewtc A?ﬁl = — % (§£?>.‘?3- a8 «+
A ACS) S

(POl £+ (P e (III.4.31)

V(Y V(&Y
v ~Wa . .
También, U = % <V D es la energfa interna por uni-
dzd de masa, por unidad de volumens; II1.4.26) establece
que:
DLV b~ U, ~u
)’ e = —Y-:-3 - P ULIS (III.4.32)

Su forma integral es 1la ecuacidn (III.4.27):

D = ~ o ~
ot S f\) L& = - % §-45 — S\P:O"({}"Sfr“ (III.4.33)
VD S V&)

Claramente:

|~
Tot 2. EBmee + X2 U (IXI.4.34)

de modo gque las 4dos ecuaciones biAsicas derivadas en esta
seccién son (IIX.4.30) y (III.4.32). Sin embargo la ecua—
cidn de 1la energfa mecénica (III.4.%O) se deduce dAirecta-
mente de la ecuacién de movimiento (III.3.23), y por lo
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tanto no d4a informacidén nueva. Lz ecuzcidén de la energia
interna (III.4.32) es realmente la Gnica relevante dedu-—
cida en esta seccidn.

Entonces, con los momentos considerados de la ecuacidén
de Boltzmann, las ecuaciones relevantes que se tienen a
12 mano son ¥Ynicamente tres, ifuzl en nimero al de los
momentos tomados:

La ecuacién de conservacifn de masza (IIT.3.14):
s + 9. ( L3y =0 (III.4.35)
aty Y L] -

la ecuaciédn de movimiento (III.3.23):

j=3 ~H - a1 _ H. _
Dtév} r<k> V.- =

= _fv“é ——r_'ix (ExY - :L?.?Lx L3S -
— o (IIX.4.36)

La ecuacién de 1la energfa intermnza (IIX.4.32):

iy o) Mal U R Sy
"vf 514\, Y =—-9-4 - ®: 03" (I1I.4.37)

Estas son las tres ecuaciones que utilizamos para de-
terminar la cinem&tica interna de un sistema estelar, no
colisional, del tipo descrito en el Capftulo II. En la
siguiente secciédn discutimos el problema de la cerradura
de este sistemaz de ecuaciones.
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III.5 CERRADUAA DE 1AS ECUACIORES

N -

Vamos a analizar l1las ecuaciones listadas al final de
la seccibn anterior.

Consideremos un sistema axialmente simétrico, con eje
de simetria el eje principal z' , ¥ con X = O.
Entonces el sistema propio coincide con el sistema pro-—
pio inercial (ver el inicio de 1la seccifn III.3 para sus
definiciones). En lugar de la notacidn dodble
mos entonces la del sistema propio inercial:

prima emplea-
W ~

y 3 T
Para la velocidad peculiar seguimos usando

Suo.

Si en este sistema (no colisional) se cumple %&%Bt = O,
existen 80os intesgrales de movimiento de particula:
energfa, E , ¥y h

la
2 Ja componente del momento angular

2 lo largo del eje 2%= z. la simetrfa axial de la Aistri-
buciédn de masza acepta en forma natural las coordenadas
cilfndricas (R, =z ,¥). La coordenada ¥
medida a partir del eje principal x, 4z la posicién dei

llamado plano meridionzl; este plano contiene al eje de

simetrfa =z y al punto ¥ en cuestifn. lLa coordenzda R
es la distancia del punto 2 este eje; entonces &y
Zz son las coordenadas Cartesianas sobre el plano meridio-
nal de un punto arbitrario § contenido en tal plano.

(el azimut)

Por unidad de masa, las dos integrales de movimiento
son:

~2
B = %LTT-%'ﬁ
(Xrr.5%.2)
W = Rx&F
S~
con o = (”kv‘ut-'UT>-

~

caso L # O (y si Q’E/Bt = 0O en el sistema pro-

gig) la Ynica integral conocida es la integral de Jacobi
ada en

En el

la ecuacidn (III.4.9).

Por el teorema de Jeans (1915), la funciédn de distri-—
b%gié%ndel sistema tiene como argumentos a las integrales

N H = E , R ). Asumimos por lo pronto que
no hay una tercera integral, 1. , como argumento de
{posteriormente relajamos esta suposiciéng

ver LyndegiBell
1362b para una discusidn sobre el tipo de integrales gue
pueden intervenir como argumentos de {

; también ver



Contopoulos 1363, para unz discusiédn sobre las llsmadas
integrales aislantes).

Como es par en las variables VYan y Jp
inmediato aue

UL yaR A 5 y Se sigue de
LS = £ = H

= PEro no mnecesariamente
se tiene Q\J\f}m = 0 . En’conc‘ﬁs de A3 =<4{3> &+ -’\\;Iv"'" obtene-—
mos AJp = Ay . Ve = v y My = Ny - Y 7 1e.e,
CURS = LAl (2S5 = Lonz LoF> = ZuedTe o,
AdemAis ror ‘ng. Simetria en 1ia %2 s

intervencidn_de’ g ¥ ‘a5
en £ !l e » n ), €s claro que 4-g;‘:’~>= o> . As
En un punto ¥ dado, 1z condicidn (€ , W ) = C =

constante, y con varios wvalores de C , define las super-—
ficies de nivel de en el espacio de velocidades
(Ogorodnikov 1365). Observacionalmente, en nuestra Gala-
xia, en la vecindad solar, estas supserficies son aproxi-—
madamente elipsoides (lihalas % Binney 13831). A los ejes
pPrincipales de las superficies de nivel de -{: los llama-
remos los ejes principales de

Como f= €£(e , W), las curvas £ = cte. en el plano
(v, 408 ) = (v » Uz ) son simétricas respecto a los ejes
coordenados a8 Yy 43" j;en esta forma particular de »
estas curvas son cfrculos con centro en el origen (5,
-J,‘,_" ) = (0O, O ). En este plano (correspondiente a las
componentes de velocidad en el plano meridionzl) dos ejes
erpendiculares arbitrarios son ejes principales de
{’por la simetrfa circular); por la simetrfa rotacional

de la distribuciédn de masa el tercer eje principal apun-—
ta en la direcciédn azimutal.

En las ecuaciones (III1.4.36) y (I1I1.4.37) intervienen
los siguientes promedios asociado a 1’55 componentes de
la velocidad peculiar '

€qa R . sorn los vecto-
res unitarios en coordenadas ciiin!ricas):

ma woow wooy
e ™> Ldaevey LVpva>

T — g S st wa

gV > Log™S> (et (III.5.2)

Lonvey vy Pty

(U8
41\;_ > ( ma wa

Ve Y v Lo > + Loy Ty (1I1.5.3)

43
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~ 3
Cr &4‘\‘: > ¥ Q"g\’?{m> + Lvpuy )} +

+ & &L\S,\ vy + g™y + (g vy >} +
“7" W W w3
+ XLL £ * Qﬁr v + LTy } (I11.5.4)
Ahor=z,

por la forma ya mencionada de las superficies
dePnivel de £

en el caso £ = £ (&, , €3 claro que
es diagonal y % s8lo tiene, en principio, compo-~
nente azimatzal. Podrfamos asumir que —(f es par en °\J LU
Ty — {Ve¢> 3 esto parece lo més na‘cural, ¥y reduciria la
componente azimatal a cero, i.e. e‘ O . Sin embargo,
para la discusién de los tres mo'nantos considerzdos de la
ecuacifn de Boltzmann, no es necesario hacer una sunos:\.-—
cién explicita de la paridad de en la componente T
(tal vez necesariza s6lo para momentos de orden superior
pues simplificarfa las ecu=aciones
Entonces tenemos en el caso

f(E.,\-x):

W/Y = el <Ny + ey kv.f Yy + RR ¢ V2>

(I11.5.5)

ma W
¥y ya vimos que {Vg > = Q\)i__ > .

og ehora cémo quedan 1los momentos {(IXX.4,35),
(III 4.36) v (ITI.4.37) sustituyendo las formas en la
ecuaciédn (III.S. 5).

Consideramos la condicidén de estado
estacionario 2'&/’3&: = 0 .

La ecuacién de conservacién de masza en, estado estacio~
nario se reduce a U ?(-o)) = w L9y

pues (gD = LNy = Como el sistema tiene aimetrfa ro-
tacional, no hay varlac:.én de sus propiedades en la coor-—
denzada azimutal v - La ecuacibn de conservacidn de masa
es entonces:

» con {5 =
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% ~ o~
Roe (P = S e g peved = o

(IIX.5.6)

i.e. una identidad con cero. lLa ecuacién de conservacién
de masa se satisface idénticamente y no interviene explf{-
citamente como aportadora de ecuzaciones a resolver. Esto
no ouiere decir gue no intervenga en el problema; de he-
cho su inform=zciédn se ha utilizado para obtener las ecua-—
ciones de movimiento (III.4.35) y de energfa (IIX.4.37).
La identidad encontrada en (III.5.6 es consecuencia
de que las coordenadas cilfndricas son las naturales pa—
ra el tipo se sistemz considerado. En coordenadas Carte—

sianas ix,y,z), por ejemplo, no se obtendrfa una identi-
dzd en (IIXI.S5.6).

La ecuacién de mov1m1ento (ILI.4.36) en estado estacio—
nario esrPQ\,) 94‘;)— j’ > — 0.® = es la acelera-—
cién inercial pues & ‘= O ). Con <55 =

Ee<ve> v ®
dado en (III.5.5) es fécil llegar a las eguac{ZneS'

AT ) ulz e Wi
R = f4a>-1(§ >)- 'ﬁ{k‘“b7—4"‘f>
o = T<°\‘€\" (IITI.5.7)
o]

S; <at7 - réﬂ“ll )

Por la simetrfa rotacional de la distribucién de masa

se tiene Lay)y = O ; i.e. la segunda ecuacibdn en (III 5.7)
es una identidad. Tomanio en cuenta qgue {Ug*d> =

t 1 4
la ecuaciédn de movimiento produce entoncesslas dos ecua-—
ciones dadas por:
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3 (Loe™>) + £ e - s - a3 = p Lo

(IX1.5.8)
WL
(e = plany

Veamos ahora la ecuzcidn de la energia

intern=a.
FPrimero:

g%c LS = L5508

o

~ ~ Jd ~ ~ ~N 2
=S oy (B fr R x s v REHNE"S

I

= <U\Y> _‘_ .’é. 4"“‘1

= eg &Y > =0 (111.5.9)

En (IXII.5.6) vimos que para €l vector puramente azimu-—
tal PLS3> se cumple -

Lf4'3>)507 entonces también se
tendrd q. g(-;_- o pues 3 es azimatal.
Ahoras
. ~ ~ wa ~ w2 ~ TS
% 2043> = (&8 WS+ &3 Log> + RR Lox5 Y e

Eev-e‘(.%{“"f> — €t /\-\%} +w& ,;—a;_bhp—_& = 0 (II1.5.10)

entonces la ecuacién de la energfa interna (III1.4.37) se
cumple idénticamente, y por lo tanto de los tres momentos

considerados de la ecuacidn de Boltzmann surgen solamente
las dos ecuaciones en (III.5.8).

q Son dos ecuaciones para

las tres incdgnitas {5g'*S , (-u"","-) y LVp> (la distribu-

cifén de masa se da de éntema.no, ¥ entonces » (q,\3 b4
{6y Son conocidas). Necesitamos mé&s ecuaciones.



53
En general, dPajo simetrfas apropizdas para f y 1O
que deseamos calcular es el campo de velociidadies de cen-—
troide, respecto 2l sistema propio, ¥y las dispersiones
de velocidad a lo largo de los ejes {incipales de
(en lo anterior {uf*>>, (U S )y LUy > son estas disper-—
siones), Estas son las incggnitas b&sicas.

A partir de la ecuzcidn de Boltzmann se puede generar
una infinidad de momentos; para ello s6lo hay oue especi-—
ficar en 1m ecuacidéfn (IIl.3.13). Este procedimiento
conduce, a disponer de mAs ecuaciones en
las gue interviene el conjunto de incSgnitas bésicas.

Sin embargo, aparecen cantidades gue no se pueden especi-
ficar a priori; i.e. de hecho la situacidn se complica

pues el nmero de incdgnitas crece mis TApido gque el nii-
mero de ecuaciones {(Vandervoort 1375,

da una a
de los momentos de orden superior de la ecuaci
Boltzmann).

glicacién
nn de

efectivamente,

Consideremos el sigulente argumento gque muestra la exis-—
tencia de una indeterminacidn intrfnseca en la soluciédn
del problema propuesto {(lynden-Bell 1962a), aun cuando se
tuviese la solucidn exacta de la ecuacidn de Boltzmann.

Proponiendo una densidad de masa
Poiasons

f s, la ecuacién de

% = aTG§ = 4“Gm3g (55+%, R 2% (EII.5.21)

ueda & resolverse para la funcién de distribucién L
es conocido a partir Ade » La integracién en
IIX.5.11) es sobre todo el espacio de velocidazdes.
Lynden~Bell (1362a) y Hunter (1375) han propuesto mé&to-
dos para llevar esto a cabo.

\?upongamos que Ao

es solucidn. Si O es impar en
@ Ne o+ Bt 0 , entonces £ = fox A es también
solucidn pues ' no contribuye a la densidad de parti-
culas en el punt ~ H

Su&ﬁ«’;:o

(IIX.5%5.12)
Ahora, bajo la distribucibdn
partfculas

{ w es 1la densidad de
X las integrales son sobre todo el espacio de
velocidades):



Lvg> = .i_\ Sukf{ 25 = —\R S.\y\{, ({,+A<\:) L5 =

= J\LoY>}° + L Suq\, b§ LT (I11.5.13)

entonces {4 depende de AL .

En la préctica, la introduccién de AFf se puede repre-—
sentar cambiando el sentido de rotacién de una o més par-
tfculas (estrellas) en el sistema; i.e. haciendo UI —
—9Vy « Esto efectivamente cambia la rotacién promedio,

e > en cada punto sin afectar la densidad y las ca-—
racteristicas de movimiento en las direcciones R y =z

(pero, claro, 1la estabilidad de la nueva configuracién
guedarfa por investigarse).

Bajo la distribucidn -F tenemos también:

M 2
Ldog >= % g %Quws-o?:).ya?a =

(III.5.14)

e uya 2
> r ™ = L (O (forng) 85 =

(IIX.5.15)

= & %5 s = Leop

S4



Con 1la ecuacién (IIl.5.13) sustituida en (III1.5.15)
se Ve gue 4@{%‘15 depende de bY

En principio, &% es arvitrario (pero impar en V. Y,
sb6lo se reguiere que la nueva distribuciédn = -fc + A{
cumpla >, O . Esta arbitrariedad indica e Itonces gue
existe a indeterminaciédn intrinseca en L\x.‘l < o 4\2’\.(5 .
Esto es, aun cuando pudiésemos resolver la ecuacibdn de
Boltzmann en forma exacta, la indeterminacibdn anterior
siempre est& presente. La funcién de distribucién de un

gistema estelar no esti en general univocamente determi-
nada (matemfticamente; fisicamente son importantes las
constricciones de estabilidzd).

LU
Asocifndole a {v ,7‘> la libertad dada por la ardbitrarie—
dad, podemos introducir la nueva ecuaciédn:

Loy = (& (’\J““}l> (III.5.16)

con ‘:(?\ una funcién positiva consecuente con -E V0 .

La ecuacién (11I.5.16) es una relacidn de cerradurasa,
¥ permite junto con las ecuaciones (IXI.5.8) encontrar
las cantidades {vug>y , V¢TSS , ¥ {y> . Implicitamen-—
te, la funcién \, (%) Trepresenta, en parte,

la informacién
no utilizadae de los momentos de orden superior de la ecuz-~-
cidén de Boltzmann.

Toda esta discusibn muestra que para calcular la cine-
mé.Eica{ir(.\terna de un sistema estelar en el caso dado por

= € s ),%0n suficientes los primeros momentos

de la ecuacidn de Boltzmann y una relacibn de cerradursa
intrinsecamente pro

ia del problem=z,
por 1la funciGn\oQ?B?

representada aauf
1930).

ver Nagai &% Miyamoto 13763 Satoh

Como lo han mostrado Ollongren (13962),
Hayli (1971), ¥y varios autores més,

¥artinet X
tercera integral, Y. ,

la influencia de una
puede gser relevante para moldear

la estructura de un sistema con simetria rotacional.

Consideremos entonces ahora el caso { = { (e, '_Ea).
En general no se conoce la forma explfcita de T, ,

dado un potencial con simetrfia rotacionalj

simetria,

un eje principal de

Pero por esta
direccién azimutal,

se espera apunte en la

ILas direccibnes de los Aos restantes
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(sobre el plano meridional) son desconocidas,., Dos supo-—
siciones gue son convenientes a primera aproximacidn,
consisten en aswuni que estos 403 ejes apuntan en las 4di-
recciones de € . o en las direccioqgs de_lo=s vecto-—
res unitarios en coordenadas esféricas € » €& « BEn lo
sipguiente nos referiremos a estas dos situaciones llamén-
dolas ejes principales cilfndricos y esféricos de .
respectivamente. Varios modelos de galaxias elfpticas ,
tanto analiticos como numéricos, muestran una de estas
dos situzaciones o una combinacibn de ambas (herritt 1330;
Richstone 1980, 1984; Fetrou 1983 a,b; Bacon et al. 1933;
Bacon 1985; Statler 1987; Fillmore 1985).

En este trabajo consideramos cadz unz2 4de estas situa-
ciones por sepa ado. Necesitamos ver entonces de cuiles
ecuaciones disponemos en cada unza de ellas para resolver
la estructura cinemftica interna del sistema.

(a) Ejes principales cilfndricos de { -

Asumimos gue £ = S(' (e , w , T3) es tal gue se sigue
cumpliendo {Jeg>y = {3y = O ;3 esto sin embargo no fija
la paridad Qe en ~VUp = gl ¥y Ve = v .

Tomemos entonlies par en estas Eos variables (i.e.
dgs ejeg principales de { apuntan en las direcciones
€a. ¥ & ). Con esto, (P es de nuevo diagonal y i

puramente azimutal.

Repitiendo el anflisis hecho en el caso { = f( & s h ),
llegamos a que las Ynicas ecuaciones relevantes que sur-—
gen de los tres momentos considerados de la ecuacidn de
Boltzmann son agquellas en (III.5.7) (excluyel{zdo la se—
gunda, que es una identidad), pero ahora {ug> > # LUP*>,
pues la inclusién de T romperd en general la simetrfa
que existfa en las variables g , Ug bajo .F = -‘Z (e ,k).

. Se tienen entolnces salamen?lel dos ecuaciones y cuatro
incSganitas: L\;;L‘ S Q\;YS » L"’t‘ Vo L\I‘f7 .

E1l efecto de 13 se introduce con la relacidn:

~ 1
4"(;;f> = o (¥) 40217 (IXI.5.17)

con &L?)positivay oZ'(?\: 1 si = (e, W)
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e
Adem&s, la indeterminacién intrinseca en L'Ug Yo L~

L ¢
la podemos representar por medioc de la ecuacidén (III.5.16).

Estas dos relaciones ((IXIXI.5.16) y (IIXI1.5.17)) cierran el
sistemz de ecu=zmciones,

La funcién v (¥Yes mAs " arbitraria " que & (F): aun
conociendo I, (y por lo tanto a (¥)), b (¥) mantiene su
arbitrariedad” (pero representando una funcién de distri-—
bucidn positiva a través de todo el sistemz). Las funcio-
nes o () y b(¥) representan la informacién contenida en
los momentos de orden superior de la ecuzcidn de Boltzm=zann.,

(ver Satoh & Miyamoto 1976, para el estuldio de un sistema
con £ =4%( €, W , T, .

(r) Ejes principales esféricos de £

En este caso las coordenadas esféricas son las naturales
ara estuldiar al sistema. Los vectores unitarios €, ¥y €g
caen sobre-el plano meridional anteriormente definido.
El Zngulo polar © se mide a partir del eje =z, eje de

simetrfa rotacional del sistemas ' es la distancia a1
centro.

Asumimos de nuevo que no hay movimiento de centroide

sobre el planc meridional: {v¢> = L4Je> = O , ¥y gue
es par en las variables & = ) = e’ (i.e. dos
ecciones & v

Ve
ej’gs principales de {. apuntan en 1és dir

1> .
Con esto, W ¥y a estdn dzdos por:

_(_;_ - aa" AUI‘I‘IL ma

S o+ B Lug > v Sl (Ve

(1IX.5.18)

—o |V

Y~ w4y Wy g
4 = % &‘L'\)r Vey + LSy ey v LNVeT> }

. : ~ Py

i1.e. P es diagonal y er a“z:.mutal (en el caso m&As natu-
ral en gue sea par en' ¥y se tiene %. = 0 , pero no
es necesario asumir esto).

La ecuaciédn de conservaciédn de masa en estado estaciona-

rio T. (SLG>)= O , ¥ con L5y = 0"2?( Lugy es:
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- 55) = € 0 2 S <L =
(Y< >) 1 rseme °% LYQT it

- 4

Q g v ~ ~
v senp '57{7 QTQUY>> i _:‘c:f;”\_él . Q—Qfsme —- {9¢°59> =0

(I1r.s.19)
i.e. una identidad.

la ecuac}6n de movimiento en estado estacionario
r(&‘»- T LI> = f<&>_ o-®

conduce a lo siguiente:
Primero:

TLBS = Er8 2

(IS
- & D &y & LYY (ITI.5.20)
\3 rtang
entonces:
~ ~ s 2 fod o
r(«r)- DLIS> = —¢&¢ ﬁ:{i - Eg _ﬁﬂL (IXI.5.21)
rtouwe

Tambié&n:

V-® = & {% QT 4\;:&)) ¥ -P—r (_"'4"‘:13 — Loy — 4«;;“53} +
+ E v Y NS wa na
v At3 (geoe>) +£— (¢ ] }

ve > — V¢ >

(IIr.5.22)
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Entonces tenemos las ecuaciones {(con Lonf§= o )
2
— P~y wma n v
LR piamy - 2 ey - & (a3 - ey - s
’ (I111.5.23)
- r_(«;p‘

= P Loy — L % RN [ na ma,
Tioe i L “‘aecf 055) —g—r et Lo 5 — Lue >

Veamos ahora 1la ecuacidn de la energi=z interna.

Anteriormente ya vimos (ver ecu=zcibn (II1.5.9)) gque para

movimiento circular de centroide en un sistema con sime-
trfa rotacional se cumple (en estado estacionario)

D/ok (L") = LDH-0LJYWrH> = O . Esto es independiente
del sistema de coordenadas, de modo gue se sigue cumplien-—
do en las coordenadas esféricas aquf empleadas. También
se cumple - -'a‘. = O , pues 3 es azimutal. Igualmente
es claro de las expresiones de § (ecuacidn (III.5.18))

¥ YU LS5> (ecuacidbn (111.5.20)) que W2 YLEF> = 0 .
Entonces lae ecuacidn de la energfa interna se satisface
idénticamente.

S&81lo gquedan entonces las dos ecuaciones en (III1.5.23)

como informacién neta de los tres momentos considerados.
Las inc8gnitas son cuatro:

Loy LOFES TSR

Por los mismos argumentos empleados en el inciso (=a),
se introducen las 4dos ecuaciones de cerraduras:

Lae®y = & LTS = V() g™y (II1.5.24)

En el Capitulo V se estudian algunas funciones &C?) s

b (&) bajo ejes principales cilindricos y esféricos de
« Hey que mencionar de nuevo que ambas funciones

deben ser consecuentes con -!"-5, O . Esto no se ha inves-
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tigado en el presente trabajo, lo cual también ha gueda-

do colgzndo en la literatura astronémice (ver por ejemplo:s
Bacon et al, 13833; Bacon 1985; Ortega y Pacheco 1986;
Fillmore 13926; Binney & Nkamon 1932)

lLa justificacién de cue ciertas funciomes & (%), L (F)
sean conveniemntes, es puramente empirica, y se basa en
la capacidad de reproducir algunas caracteristicas funcio-
nales de datos observacionales, Esto se discute con mayor
detalle en el Capftulo V.

En el

cién de

siguiente capftulo analizamos el mé&todo de solu=-
rradura

las ecuaciones, incluyendo las relaciones de ce-
acuf propuestas.



Iv. METODO DE SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES.

IV.l INTRODUCCION.

En este capf{tulo discutimos el método de solucién de
las ecuasciones obtenidas con l1os primeros momentos de la
ecuacién de Boltzmann sin colisiones, més las relaciones
de cerradura propuestas en la seccidn III.S .

Como ya dijimos en aguella secciédn, el problema consiste
en calcular, en todo punto v del sistema, la velocidad Ade
centroide y las dispersiones a lo largo de los tres ejes
principales de .

En las secciones IV.2 y IV.3 consideramos sistemas con
simetrf{a rotacionzl: oblatos y prolatos, para los cuales
la discusién de la seccidédn II1.5 es particulasrmente impor-—
tante.

En la seccidn IV.4 se considera la extensién levemente
triaxial de los sistemas en IV,2 y IV.3 ., El tratamiento
abordado en esa seccifn es a8lc una primera aproximacidén
para el estudio de un sistema triaxial.

Posteriormente, en la seccecidn IV.5 estudiamos un siste-~
ma prolato con rotacidn de figura. En este caso el eje de
rotacibdn es el eje menor, ¥y el potencial es dependiente
del. tiempo para un observador en el sistema propio iner-—
cial. El asistema se analiza en forma conveniente desde el
sistema propio (mo inercial). En este caso, las propieda-~
des cinemiAticas y la distribucidn de masa en el sistema
ne tienen como coordenadas ignorables a las coordenadas
naturales ( i tiene sus ejes principales sobre los ejes
correspondientegs a estas coordenadas). Entonces las ecua-
cionea de energfia interna y de conservacién de masa inter-—
vienen en forma natural.

El método de solucidn en todos estos diferentes tipos
de sistemas consiste en especificar condiciones de fron-
tera, a distancias convenientemente alejadas del centro
de la distribucién de masa, y avanzar sobre las curvas
caracteri{isticas (Morse % Feshbach 1353) gue son relevan-
tes en el sistema de ecuaciones.

Finalmente en la seccidn IV.6 mencionamos las técnicas
numéricas que hemos emplezdo.
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IvV,.2 SISTEMAS CON SIMETRIA ROTACIONAL.
EJES PRIINCIPALES CILINDRICZOS DE f

Las distribuciones de masza consideradas en esta y en
le sigfuiente seccidn tienen simetrfa rotacionzal alrede-—
dor del eje principal z” . Como también se toma S = O,
el iistema propio coincide con el sistema propio iner-
cialg;

por lo tanto emplearemos la notaciédn en éste Glti-
mo ( 3 —» 2 .

Asumimos también la condicién de estado_estacionario
28 /a3t = O . Al iguml que en la seccién I1XI.5, el movi-—
miento de centroide se considera puramente circular al-
rededor del eje de simetrfa rotacional =z.

AdemAs de las integrales © , N propias en estos sis-—
temas, deseamos introducir los efectos de una tercera
integral, Ta , en la cinemftica interna. E1l inciso (a)

de 1la seccibn II1.5 es entonces relevante para la siguien—
te discusibn.

Primero hagamos un cambio de notacién para simplificar
las expresiones. Las dispersiones de velocidad las deno—
tamos como e = LUery, 6t = {5, §F = Lvgtty .
Entonces las ecuaciones gue tenemos a 1l1la ma.t\go, seglin el
inciso (a) de la seccién ITI.5, incluyendo las relacio-
nes de cerradura, son:

> 2 3 z 2
ﬁQS’S‘&) + %[69»" 8¢ — 4«:\(>3 = —-Sa'?a;%\

2 N Y3
3 (rgt3 = -7 2 (1v.2.1)

Sm = o 6e = W6y

a » b son las funciones o (¥), b (¥F), ¥y la aceleracidédn
o se ha obtenido a partir del potencial: =
(entonces

LRS = —O% )- > =-9%

Las funciones o (¥), b(F) que hemos considerado se dis—
cuten en el siguiente capftulo; sin embargo,

en lo siguien-
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te veremos las constricciomes matemfticas gque deben cum-—

plir, en general, para gque 1la solucidén sea matemfticamen-—
te aceptable.

Llamemos ahora ™ )'-"S' & = e<u > .

Entonces el s:.stema (IV 2.1) exp/;esadé en las variables
oA s es:

0 5)- =%

(IVv.2.2)

Derivando la segunda ecuacién en (IV.2.2) respecto a
R y 11amando )\ = ’Aat/'ag :

a BﬂE _ 7 & 20 b _ _ 9
®y - )" S H B %
i.e.
>
= (x N\ _ 2 38 Y 3
SOE - 2E-RE

integrando esta ecuacién a lo largo de las caracteristi-—

cas R.=cte., , con A —e O €en 33 —» o H
s _ C & _
e % I °p (Iv.2.4)
f o + S 2k 3% '&z ?R> d=
z

a cantidad oA se obtiene de la segunda ecuacidén en
(IV.2.2), tomando X —a O 1 T g H
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oD
R = g §"?a_g Az (1v.2.5)
*

las ecuaciones (IV.2.4) vy (IV.2.5) se resuelven con
integracién Simpson (ver seccién IV.6).

En el Apéndice 1
se dan las expresiones para el cflculo de las derivad=as
del potencial ] s 42da la densidad }D propuesta en
el Capftulo IX.

Con los valores de o , A en un punto R , z_) dado,
P se obtiene de 1la primera ecuacidn en (IV.2.2)

P 2
- A o+ Low o A T 3k Iv.2.6
% * RO R ¢ ’

Para solucidn matemAticamente aceptable se reguiere
vl .F v, O . Esto se traduce en la condicién:

\

e GCGEd= 1+ .o% (&A «\—1&&'%2%\ + 5?5%\33 D (IV.2.7)

cue deben satisfacer las funciones & (¥, b (F) ( K , 2
son independientes de o como lo muestran las ecua-
ciones (IV.2.4) y (IV.2.53).

La condicidn (IV.2.7) se refiere a >0 . De la ecun~
cidn (IV.2.5) se sigue ol > © pPues &/ /ap 5 O »
Para satisfacer la ecuaciédn (IV.2.7) proponemos una

funcidén o (¥) ¥y determinamos sus constricciones por medio
de la Gltima desigualdad en tal ecuacién.

Una vez teniendo o (§) aceptable, % (T se toma satisfa-
ciendo la primera desigualdad (hay que notar gque la cons-
triccibn /e* & B_(¥) refleja propiamente 1a condicidédn

8 > [») 3 la segunda constriccidén Q(’;—}yo es necesa-—
ria pues \R 5, 0 Je-



€5
Vamos a dar dos ejemplos para determinar unz funcidn
aceptable o (¥ ) -
Si O = cte. , la ecuacién (IV.2.7) establece entonces
que en todo punto del sistema se debe cumplir:

o (BX & =) + Rp RE 5 0 (Iv.2.8)
TR
Si en un punto dado se tieme RM» ¥R 20 ( XA, K
previamente calculados con (IV.2.4) y (IV.2.5)), enton-
ces en tal punto cualguier a2 > 0
*E /3R > O ).

es solucidn (pues
Sin embargo en los puntos con RA 3+ = L0
se debe cumplir -

o & ~Rp3B/oR/(RA+ x) -

Para encontrar el rango de valores aceptable en
(positivo),

2
al
calculamos previamente ( «, N ) a lo largo
de unas cuantas lineas caracteristicas ® = cte.
sentativas del sistema.

repre~

En cada punto de ellas checamos

el signo de R\ 4+ v« . 3i globalmente se tiene RA 4+ L 2 O
entonces cualgquier a% v, 0

es permitido. Si aparecen re-
glones con RX 4+ £ 0 ,
valores de 2

éstas son las gue restringen los
a” sy ¥ Bse debe <tomar:

YRS YA
6% & win Rg °%/er (Iv.2.9)
BRr 4+ oL
,LOtz\*a funciég"_ o.z_('v’\ que_ se piopone en el Capfitulo V es
o (F) = A+ g e = cte. ¥ Kg > 0 .
La condicién (I§.2.7) es S:

en este caso:

LT ACEY + BN %o (IV.2.10)

con A= K (&) t3%) » BE)= Rx+ = + Rp3E



6€

2
Si en un punto + se cumple A <0 , entonces e £—B/a
v s88lo existe solucidédn para w2 si B> O .
Si A O entonces o5 Y, B/ .

2_53'1 en este caso se tiene
® > 0 s entonces_cuszlguier o 5> 0O es solucidn. Si en
cambio B <« O . S si guedaza restringido.

A lo largo de las lineas caracterfisticas representati-—
vas, el intervzlo permitido en
comns

.2 se determina entonces

! 2 -
™. Q" B‘;\) 4L ole ESS FXUN ("‘ “3;")
A>SO

ALD
Bao B> 0

(Iv.2.11)

Claro, hay aue checar si este intervalo efectivamente
existe, ji.€. sSi:

14
eyen L"‘B/A3 & Win Q—B/'\E
AS>o, Bo ANeo, B> 0
Si esto no sucede, la forma asumida para 6(F) no es
aceptable. Este problema también se puede presentar en
regiones con A = 0O , las cuales deben cumnplir R > o
(en R = O se tiene A =

Oy B = K0 , de modo que
en estos puntos no hay problem=z).

Todas las funciones & (¥) propuestas en el Capitulo V,

que son relevantes para 1los sistemas considerados en €S-

ta seccidédn, se han analizado en forma parecida. El anfli-~
sis de la funcidn v (¥) lo posponemos hasta el Capftulo V,

unatxe\z que hayamos discutido las diferentes funciones
o (Lr -

Baste decir por ahora aue con & (¥ , L(¥) ya especi-
ficadas, ¥y cumpliendo las restricciones en la ecuacibn
(IV.Z.'?S. se tiene entonces la solucidn completa del pro-—
Tlema: con el cdlculo de K a partir de (IV.2.5) se de-
termina €y » ¥ pPOor lo tanto €a, € de 1la ecuacién
de cerradura en (IV.2.1). La velocidad de centroide LUy
?gvexzzcuentra con (IV.2.6), un=z vez resuelta la ecuaciébn
v2ed)e
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IV.3 SISTEWAS CON SIkeTaIA XROTACIONAL.
ZJES PRINCIPALES Z3F=aIC03 Do
Nos referimos
parte.

al inciso (b)) de 1la seccibn III.5 para
la discusién de 1los sistemzs cue consideramos en esta
Con la Zotac%én

«

S = dves>, So o= Ugty,
¢ y as N v » las ecuaciones (III.5.23)
junto con lab de cerradura (III.5.24) son:
Logs 2% = z
pSiy> 2 €. z
T 3 +-?f.LY r) + %}(?S}-Sb —_ €f‘)
P e _ otame b t
o = + tan® 3

Lol A4 \f’

)69) & (s5-6¢) avesa
€

<p

Tgualanldo las dos primeras ecuaciones:

'br Y r)_ tome

e

~7 Py 2 2
fbe3*’ ‘f(‘“"%ﬂ
2% Tom® 38

= N Q

P §—Y'—- 4 (IV.3.2)

2 2

Llamemos X' = Sy » T = r4'\"f7 « Entonces con la
tercera ecuacién’en (IV.3.1 reducimos las ecuaciones
(IV.3.1) ¥ (IV.3.2) a:



R _ tome ¢ _ _ % + toane & _
av ot 26 Fae Y7~ =%
— 33 [ tane 2w (— A
v PG ] + o&)
\s or * AN ¥ A\l (::_ o Eii

Ilamemos ahora:s

- — Qg ;iame B
Sor= Y'b"*_ - <®
Ay = — & ( kawe aa - A
* ¥ s e T 'T a
v = tme/‘-o}
entonces

la primera ecuacifn en (IV.3.3) es:

€ A¢ _
;a'_ F'a-—é—-_j\_.‘-k./\_,_‘@

Derivando esta ecuapién respecto a

¥ fme = (BF/or — Mox = Aa € F 4
3%
i F"}d—%=‘&4+ B + By X

(IV.3.3)

(IV.3.4)

(IV.3.5)

¥ ¥y empleando

(IV.3.6)
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con: *x = RT [ae

F AT
- .~ Nz JIFE
Ba -a Aoz 'f: X
B2 = Ny o+ —:5 B‘—E':_

Las ecuaciomes (IV 5) ¥ (IV.3.6) se resuelven por
el método de caracteristicas (ver Apéndice 4), con
— O en ¥y —e o o Aquf necesitamos ya las se-—
das derivadas del potencial s Ver Apéniice 1
Ever otro procedimiento de solucifén de las ecuaciones
en Bacon et al. 1983). Las cantidades ¢ o &

» dependen
de la funcidn 6. (XY , 1o cual no sucede con las cantida-
des e o A en la seccibd$n anterior.

Una vez calculados 3 N4 enn un punto (f\‘ dado, T
se obtiene de la segunda ecuacidn en (IV 3e3):

L 2 e = LA (IV.3.7)
T Ry sy TR0 5)
Es necesario que ¥ , 1 > 0 . La condicién (> ©
junto con * 5, 0 es:
~ \
?L‘-\ = L - Pt % L‘X, + § > O

(IV.3.8)
X3 0

se debe checar dlirectamente de la soluciédn de 1la
ecuacién {(IV.3.5).

La ecuacidn (IV.3.8) es Adificil de mane jar analftica-~
mente pues 6 ¥y > dependen de a(¥) . Lo gque se ha hecho
es checar (IV.3.8) a lo largo de curvas caracterf{sticas
representativas (las caracterfsticas son 4&/dv = [=5

ara una funcidn a (¢Y dada. Una vez teniendo a(r\ ¥y (¥
aceptables (ver Capftulo V), la soluc:.&n se obtiene como
s:.gu.e- de (IV.3.5) obtenemos €« or lo tanto Tp ,

de la dltima ecuacibdn en (IV 3 s Reso'.\.v:Lendo tam—
b:.én (Iv.3.6), L\J\t> se obtiene de (I . 3.
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IV.4 SISTEMAS LEVEMENTE TRIAXIALES.

En un sistema triaxial con variacién de la razdn Aae
semi-e jes a través del sistema (estratificzcidn disimi-
lar, por ejemplo) existe el fendmeno de desviacidn de
isofotas (King 1978; Jedrzejewskxi 1987; Benacchio %
Galletta 1980; Mcoreno & Pigmig 1988), Entonces, el eje
menor de la proyeccidn del sistema en el plano del cie-
1o no coincide en general con la proyeccidn del eje me~
nor real. Esto 4a como resultado gque se pueda devectar
movimiento de centroide a lo largo del eje menor aparen-—
te. Sin embargo, esta rotacidn a lo largo del eje menor
no implica necesariamente una configuraciédn triaxial:
el sistema puede mer prolato con rotacibdn alrededor Adeld
eje mayor (Daviea & Birkinshaw 1986), como los sistemas
prolatos sin rotacidn de figura considerados en este tra-—
bajo.
bi

Ia triaxialidad debe ser estudiada analizando tam-
n los movimientos a lo largo del eje mayor proyectado
Binney 1985).

Las estimaciones del grado de triaxialidad establecen
ue las configuraciones triaxiales cercanas a esferoides
%i.e. sistemas oblatos o prolatos) pueden ser preferidas
sobre las marcadamente triaxiales (Davies 1987

. Entonces
es de interés inveatigar la cinem&tica de sistemas obla-
tos y prolatos levemente triaxiales.

La potencialidad del estudio de sistemas triaxiales re-
side en la variedad que puede adquirir el campo de velo-~
cidades de centroide, y en los efectos de proyeccidn :
la cinemética observada es muy probable que dependa fuer-
temente de la geometrf{a de observaciln (i.,e. de la direc-
cifn de la lfnea de visidn respecto a los ejes principa-
les del sistema), tal como sucede en el fendmeno de des=-
viacidn de isofotas.

Ademés de movimientos de centroides alrededor de una
direcciédn preferencial,

también pueden ser importantes
componentes de movimiento de centroide & lo largo de es—
ta direccidn (Richstone 1982).

En este trabajo se han considerado sistemas oblatos y
prolatos levemente triaxiales, con movimiento de centroi-
des alrededor de un eje principal del sistema.
existir,

En un sistema triaxial 1a simetrfa rotacional deja Ae
¥ por lo tanto las ecuaciones a resolver mon



un poco més complicadas. Sin embargo, baejo triaxialidad
leve la aproximaciédn de simetrfa rotacional puede mante-—
nerse, Entonces la dependenciz en el gulo azimutal ¥
(medido sobre el plano ecuatorial en el cual los semi-—
ejes del sistema difieren levemente; el eje principal
perpendicular a este plano es el eje alrededor del cual
se dan los movimientos de centroide, aproximadamente cir-

culares pegin nuestra aproximacién) se ignoras a primer
orden.

Por simetrfa, el cuadrante o &£ ¥

&£ M/2 contiene a la
solucién del provlema. Entonces, dbajo la aproximacién

aguf considerada, resolvemos los primeros momentos de la
ecuaciédn de Boltzmann sobre el plano meridional ¥ = T/¢,
aproximando al sistema como estrictamente esferoidal,

La soluciédn obtenida serd entonces tifpica de ia solucién
triaxial exacta. En esencia 1o que se hace es aproximar

la solucifn del sistema levemente triaxial por una solu-
cidn axialmente simétrica del tipo de aguellas obtenidas
en las secciones IV.2 y IV.3, pero ahora tomando el poten-—
cial gravitacional producido por la configuracién triaxial
(evaluando las derivadas de este potencial en ¥ = T/q4 ).

El formulismo en esta seccién es entonces el mismo de
las secciones IV.2 y IV.3; las derivadas del potencial &
en el sistema levemente triaxial se dan en el Apéndice 1.

Con 1la notacidn del Apé&ndice 1, sme requiere que
l(ad-ayfal = 1§ ~441 sea peguefioc. En la familia oblata se
ha tomado % > s ¥ & < 1 en la prolata. Hemos conside-
rado ri-‘\ = O.,1 paras aproximer a primer orden las deri-—-
vadas Jel potencial €

En el Capfitulo VI discutiremos algunas soluciones obte—
nidas en esta seccién.
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IV.S SISTEMAS PROLATOS CON ROTACION DE FIGURA.

A la fecha existen muy pocos estulios sobre configura-~
ciones prolatas girando alrededor de un eje menor. Los
estudios tedricos (Freeman 13966; Hunter 1974; Vandervoort
1980) wvan a la zaga de los experimentos numéricos ( por
ejemplo: Miller & Smith 1979, 1980; Wwilkinson & James
1982; wvan Albada 1987).

El estudio de estos sistemas es importante, pues tam-—
bién se puede aplicar a las estructuras en forma de barra

observadas ern galaxias planas.

En esta seccién damos el mé&todo de solucién de los pri-
meros momentos de la ecuacién de Boltzmann para una situa-—
cién que aproxima los experimentos numéricos de N cuerpos.

El sistema considerado es exactamente prolato, con movi-
miento de_centroides alrededor del eje menor. la velocidad
angular S de la rotacidén de figura del sistema, apunta
a lo largo de este eje menor; tal rotaciédn es en el mismo
sentido que el movimiento de centroides respecto al siste-
ma propio (no inercial en este caso).

Asumimos, aproximando los experimentos numéricos (Miller
& Smith 1979; Wilkinson & James 1982), que los ejes prin-~
cipales de la furcidén de distribucidén supuesta una
fu§916n par en las componentes de la velocidad peculiar
5" a lo largo de los ejes Cartesianos x", y", 2" del
sistema propio) son paralelos a los ejes principales de
la distribuciédn de masa, i.e. 1los ejes principales x', y¥,
z', ¥ que la velocidad de centroides no tiene componente
a lo largo del vector 5 « El1 eje de rotacién es el eje
x"; el eje mayor del sistema es zil.

En el sistema propio el potencial no dAepende del tiempo,
i.e. en este sistema mse tieme estado estacionario.

Entonces, la ecuacién de movimiento de centroides res-—
pecto al sistema propio (ecuacién (IIX.4.36)), expresada
en las coordenadas xY, y4, z!, conduce a las siguientes
expresiones:

> = 3
o (S"”x'\) = —fP 3o (IV.5.1)



1] a ‘n
l) + <‘yt“> ,a’;.'. <'Van
= ¥ L %
3y
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‘> — St 41;;,"> =

(Iv.5.2)

(IV.5.3)
kA
ui 2. 2
con 6.,.. = { Vm >“ Ein = <‘U'":,L>. Son = _":"z,> ,
Yy 5= (\Y‘.‘v ‘\f%.,n ‘\ytusv ‘a
~ (3
Como 'ﬂ— = 0 (pues § es par en las componentes V,w
Uan s Uaw Js le ecuacidn de la energfa interna (IIX.4.37)
cohduce a:
u 23 z * 1 5 2 2 2
‘\)".6“7%-‘—6“ GX" + s,a\\ + S%u) + (—gt“>'a_;:-“ LG’L“ + 6‘8‘ a G‘i“} =
PN n 5
= -2 L gL B gy + €k
X S vy T

%—Qu
a\

.
<

(Iv.5.4)
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La ecuacidn de conservacifn de masa (III1.4.35) es:

?D /o U"“ - o "
a“&"&)k ) * o (Fu )

(IV.5.5)

lLas ecuaciones de la energfa interna (IIT.4.37) y Ade
conservacién de masa (III.4.35) intervienen ahora expli-
citamente, sin satisfacerse idénticamente {(ver sec01§
III.5 del Capftulo III La razdn es gque las coordenadas
naturales yh, z% relevantes para describir el movimiento
de cent*01de, no son en este caso ccordenadas ignorables
(como lo es ¥ en el movimiento de centroide en un siste—
ma con simetr{a rotacional

Las ecuaciones (IV.5.1) a (IV.5.5) forman un, sistemz de
cingo ecuagiones

ara las ecinco 1ncégn1tas <.UJu> (~6€f>
%% 9 Cmu ge. bvajo condiciones de <fron eta apro-—
pladas. 2

Vamos a reescridbir este conjunto de ecuaciones intro-—
duciendo algunas funciones,

Las 1fneas de flujo cumplen:

avi‘t‘/&--‘é‘ = L\)’e:)/k‘\f%u) = ¢("g‘,t‘)

con ¢ desconocida, en principio. Ademids definiendo

uw = r<(xﬂb‘>

V¥, = fs:..

Ya = yGBu

o = i -}."

A = (Er Y )/

obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones expresado
ern las nuevas variables:

(Iv.5.6)



.,
3
L,

d="

con:

'3'\.&\ . Y 3

%x“ T ax“
= wf + "SLu'—'f %5% + st?r
= R - REx o IR vty
2= 2w ow 3¢

%‘6“ Lo ¢ Nou

r:f;u 25" = 'Ekg,Fzs 4+ \23 F.*_

A K14
= ?z_¢z i —?);'\ * oo Lvﬁ)}
- = 2 2

3 ?w 'B“b‘\ f¢, ,a_‘b.. (sé)}
Fa = —-Eﬂé 2w w3 }

by ?w 31" ? at“
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(IV.5.7)

(IV.5.8)

(IvV.5.9)

(IV.5.10)

(IVv.5.11)

(Iv.5.12)

(IVv.5.13)

(IV.5.14)

(IV.5.15)



Ahora, los resultados numéricos de M¥iller % Smith
(1873 ; Bu Pig. 4) sugieren tomar para las lfneas dae
flujo, elipses de excantricidad €p (1lz excentricidad
del sistema) con eje mayor en 1z direccidn ="' (el eje
mayor del sistema prolato); i.e. el movimiento de cen-—
troides refileja le forma del sistema. Esta forma de las

l1fneas de flujo también ha =sido considerads por Binney
(1985).

Introducimos entonces la funcidén - ¢

dada por esta
condicidn:

¢ = —% (IV.5.16)
= (- <ep) .
También vamos a considerar la situacibén €x" = o Sagn =
Pa s COn a , o O constantes. Esto nmo lo obtie-—
nen Miller & Smith

<
1979), pero es conveniente a grimera
aproximacién (ver Fig. 16 de Wilkinson & James 1932).

ntonces, con ¢ dada en la ecuacién (IV.5.16

b €t obte de (IVv.5.8) >y
x" = o v o= ) ’ nemos e *De N
(Iv.5.9): © =

= _ ~H v, ¢ A A& 2%

Ce xS e (B )

- S-QEL‘S‘*’ $=) } (IV.5.17)

Las cantidades w/%‘g" » 6&‘/31"
ecuacidn (IV.5.7).
IV.2 llegamos a:

se pueden obtener de 1la
Siguiendo 1la técnica de la seccién

- o
oo p e (-2 Y,
o' S o NI ety

(IV.5.18)

b

oo
_ 2B 230 T8 29 RS u
T f w -+ % aou ’\u 1 A'X
ar LES T O%R [/IN ¥
2
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Con (IV.5.13) sustituido en (IV 5 17) obtenemoa
ces we en un punito arbitrario x"

De (IV.S5.7) se tiene:

enton—

S 5:335 ax . (IV.5.19)

Vo ¥y V. se siguen de W, = o W, =W b, .

Se puede ver que debido a la simetria de la dAistribu-

cién de masa, basta resolyer las ecuaciones anteriores
en el cuadrante x%, y", 2" S O

Para llegar a las ecuaciones (IV.5.8) y (IV.5.9) se
utilizé expifcitamente la ecuacidén (I 10); entonces

W calculada de (IV.5.17) ya lleva 1mp1£c1tamente la
informacién contenida en (IV.5.10), la ecuacidén de con-
servacién de masa.

La ecuacién (IV.5.11) se satisfacerd aproximadamente
si las suposiciones introducidas son consistentes mate-
m&ticamente. Esto puede ser checado con la integracién
numérica.

Como es necesario gue u}‘» (o]
éado de la constante oo » ha
tnico © > 0 (o un intervalo

sy entonces para un valor
que ver si existe un wvalor
que cumple para todo punto:

e o TeE

TR E o (B e B e
(IV.5.20)

esto sellnvestlga considerando una serie de caracteristi-
cas y z') = cte. representetivas del sistema.



Unza vez cslculados ~N y

» los valores de L\I,-%u>,
(.U;y7 I S G@; v Gan se obtienen de:

L‘\J’ln> = = #3‘ (‘\Tl,'an>

“olf

Y : (IV.5.21)
O
6_*11 = L’*.?“B = o 6'6“ - b S

L

Hay que notar gue para el cilculc de W no es necesa-—
rio integrar el sistema (IV.5.18) densamente (i.e. abar-—
cando la infinid=d de lfneas de integracifn): con (IV.5.17)
podemos calcular W en vs = ( x%, y., z'L) y posteriormen-
te emplear (IV.5.10) para calcular wu a lo largo de la ca-
racterfstica Ax'/aAw" = s i.e. la lfnea de fiujo, en el
plano x'= x% que?iasa por el punto ( y., z%).

Mé&s alin, la solucién general de U es de la forma:

had L’*\“ ‘a“'» 3 } = Y, (*“ Y e Q‘QS“ ? 2"

(IV.5.22)

la ecuacidn (IV.5.10) determina la parte Yz ; YW, se puede
calcular a 10 largo de una caracteristica x" arbitraria,
con e=st%0 el camino para determinar W se acorta conside-—
rablemente. Para el cflculo de las dispersiones s se de-
e calcular (IV.5.19) a lo largo de varias caracterf{sti-—
cas ( y", 2") = cte., se sea la resolucién reguerida.

IV.6 TECNICAS NUMERICAS.

Dos situaciones se presentan en lz solucidn de los pri-
meros momentos de la ecuzacidn de Boltzmann aplicados a
los sistemas considerados en este trabajo. La_ primera con-—
siste en resolver integr=les del tipo (IV.2.5). Hemos uti-
lizado en este caso un 21 goritmo de integracidn Simpson
(ver por ejemplo Ger=zld & Wheatley 1984).

18



ila segund= situacidn es la solucién 42 un sistem= de
ecuaciones diferenciales parciales de primer orden a 1lo
largo de sus caracteristicas (ver Apéndice 4), especi{fi-
camente las ecusciones (IV.3.5) y (IV.3.6). En este caso
se hz empleado un algoritmo Runge-Kutta, percoc la integra-—
cidn en la regién central del sistema puede presentar pro-—
blemas, debido a los altos adientes de l1la densidad (&s-
ta es singular en el centro?f

El anflisis de situaciones lfmite, en las cuales se po—
dfa comparar la solucién obtenida con integracién Simpson
¥y con mgtodos Runge—~Xutta, dejé en claro que debfaros evi-
tar la regidn nuclear (unos 500 parsecs). Esto no afectés
pricticamente en nada las soluciones obtenidas.

Se consideraron tres tipos de algoritmos Runge-Eutta
desarrollados or Fehlbverg: de segundo y cuarto orden
(Fehlberg 1969?, y de sé&ptimo orden (Fehlberg 13968).
Varias integraciones se efectuaron con los tres tipos,
g€enerando aproximadamente los mismos resultados. Decidi-—
mos entonces utilizar principalmente el algoritmo de se-
gunio orden, debido a la rapidez de integracibn.

FPinalmente, respecto a la frontera, las soluciones
numéricas no cambian apreciablemente en la parte principal
del sistema, si la frontera se toma suficientemente =aleja-
da. En general esta frontera se ha situado a distancias
mayores que 100 kpc, tipicamente 250 kpc.

53 WD ‘;Egai_‘
Sﬁ:\i\ gé:b\.s\’.&\ ' rend {Enh
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V. SOLUZION DEL
DISCUSIJN DE

En este capftulo snzalizamos las funciones a(F) b4 EC?B
introducidas en las relaciones de cerraldura (II1.5.186),
(1I11I.5.17), ¥ (I1I.5.24) dadas en el Capitulo III,
rentes = sistemas con

refe—
simetrfa rotacional. También dis-
cutimos l1os posibles wvalores de & = cte.

W = cte.
en el sistema prolzto con rotacidn Jde figu;a propuesto
en la seccibdn IV.5 del Capfitulo 1IV.

la estructura cinemftica en los sistemas levemente

triaxiales no difiere mucho 4de la obtenida en los sis—
temas esferoidales (i.e.

con simetria rotacional), por
lo tanto 1le discusién se centra en estos Gltimos.

En el
Capftulo VI extendemos un poco mfis el anflisis de los
sistemas levemente <triaxiazales.

Bn la seccifn V.2 proponemos algunas funciones a (&)
que tienen oue pasar las constricciones dadas por las
ecuaciones (IV.2.7) y (IV.3.8). Esto nos lleva =

ernc on—
trar restricciones sobre los 4diferentes parfmetros in-—
troducidos en estas funciones o (¥,

¥ por lo tanto a
restringir las soluciones del sistemza de ecuaciones.

En la seccibdn V.3 analizamos las funciones dadas por
{O%Ye = [_(‘Ux{S“‘ + Snel AN oy winn = Q\;‘x & S / ("J\f>a

Sa O e segin sean 1o0s ejes principales cilfindricos
o esféricos de s, Tespectivamente). Estz discusibn es
importante pues estZf directazmente relacionada con la ar-—
bitrariedad en LNy o g = Lt mencionada en 1la
seccidn III.5 del Capftulo I1II. La funcidn (¥ entra
naturalmente en esta discusibdn, pero un mayor anilisis
de estz funcidn lo hacemos en la seccidn V.4

Pinalmente,

en 1@ seccidfn V.6 damos algunas conclusio-—
nes de lz discusidn en este capitulo.

Como lo mencionamos en el Capitule II1, en este traba-
jo no pretendemos hzcer un anflisis exhzustivo de las
édiferentes situzciones a considerar. Por o tanito hemos
fijado 1z masa total del sistemz en AO'*Me, ¥y la tran—
sicidén O en laz densiidzd (II.Z2.1) se haz restringido =1
intervalo O 2 20 Kpce.



BEn gaizxizas elivticzs

reales, 1=z
er: proyvececidn, 1=z mitad

icsofot=z

cue ernicierra,

de lz2 Zuminosidnd total de sis—
terma {i.e. & = 1 er 1lz discusién del Sapitulo I1) pueie
estzar situzds a distazncias

del centro tan grarnides como
14 kpe (ver 1z muestra am=liz=zdza por Hormendy 1377).
Come enn1 v = 1,231 se localize la trznsicidn &y en la den—
eidad (II.2.1), entonces O, se puede tomar en el interva-
lo o, Z 25 kpc. Esto justifica los valores cue hemos con-—
siderado para o, . .

Bn los sistemas con simetrf{z rotacionzal se ha tomailo

el eje principal z como el eje de simetrfa. Estos siste-—
mas tambifn tienen simetrfa respectoc a2l plano ecuztorial

z = 0 (i.e. el plano X,yJ. Si &« , < son los semi—ejes
sSobre el plano ecuatorial y a lo largo del eje z , respec—
tivamente, de cualguier superficie esferoidal del sistem=
(sobre 1la cuzl la densidazd es constante), entonces la ex—
centricidzad de estz superficie (y de todo el sistem=, pues
&ste estf formzdo de esferoides similares) es:

\
e = (4— <Ya> \/[1 si el sistema es obl=to,

2 = ({-—“3/025’2— si el sistema es prolato.

La elipticidad (intrinsecz) del sistemz se define como
€ = 11— c/a v & = \— e sy Trespectivamente,
Observacionalmente, la elipticidad de las galaxias elip-—
ticas cae en el intervalo & X 0.7 §ver Thuan % Gott 1975,
para un anflisis tebrico de este 1limite).

Dado un sistema con una elipticidad intrinseca € , ¥
conn simetrfa rotacionzal, la elipticidad del sistemz dbajo
observacibn depende del #Engulo polar Gcohe (&ngulo polar
medido a partir del eje de gsimetria z) de 1=z 1§nea de vi-
aién. Esta elipticidad observada cae en el intervalo
O ,e(€cusg = O cuando se observa a 1o largo del eje
z). Este &ngulo de observaciédn ®Boks es entonces una va-
riable gue debemos considerar en las situaciones cue de—
seamos estuliar. Lla combinacibén entre las cazntilades (o, »

< y Bobe ) es arvitrariamente grande. Farz relacionar
de algunza manera los sistemas oblatos y prolatos gue se
consideran en este capftulo, hemos reducido la ardbitrarie-—
dad anterior consideranio cue un sistemaz oblato se pueda
compzarar con w prolato si los dos presentan isofotas
idénticas, i.e. 1z imzgen de unz galaxia con simetria
rotzcional se puede reprolducir mediante 1z proyeccidn de
un sistemz2 oblato o prolato. Zay cue tomz=yr en cuenta gue
esto no inciuye explfcitamente la cinemfticz interna, s6—
lo la esparienciz (ademis, no consideramos gue exista des—
vizcidén de las isofotas).
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Entonces el problemz es el siguiente: 3dado un sistema
oblato de masz M, con excentricidad €, y trensicién
de densidad en aA&,, , okservado a un fAnguio Bekrs = 6o
encontrar un sistemz proi=zato,

’
de 1z misma mass=,
centricidad €

con ex-—
v transiciédn de densidad en G, s, Gue
obaervado =z cierto #fngule Beg: =

idénticas a las del

= © produzca isofotas
sistema oblato Ela relacién no es
uno a uno)d.

Este problema se resuelve ffcilmente con el formulismo
dado por Stark (1377), ¥ pPor lo tanto s8lo vamoz a dar
las expresiones pertinentes, gue son las siguientes:

\/1
SCM?'e
<p = P v
%
= T — S
ety + (A—e0 ) eule, (v.1.1)
2 NMa
0\‘\’ = 4o ("- €v %"‘\2903
en Be =

—Na.
O debemos tomar ©e= O ¥ Qf=€o(_1+€:;3 .

Estas restricciones son convenientes para reducir la
arbitrariedad en ( 19 & , Boys ), PEero, clilaro, de ante-
manc sabemos que sf{ podemos distinguir un sistema obla-—
to de un prolato con las condiciones cinemAticas que
aquf imponemos {por ejemplo, rotacibdn de centroide alre-
dedor del eje z). Esto no es trivial observaciomnalmente

ues no conocemos a priori cuidles son estas condiciones
aparte de la forma Adel sistema, cue puede ser triaxial).

Las relaciones en {(V.1l.1l) se utilizan en los sistemas
a considerar en las secciones siguientes.



V.2 DI3ZZUIICY DE 1A FUIITION o €D

EX SISTZWAS CTON
SI¥ETRIA ROTATZTIONAT.

V.2.1

9]

JES PRINCIFALIDS CIIIXNDRICOS D= -":

Katemiticamente existe una infinidad de funciones & (&)
que se pueden considerar en la relacidn de cerradura
(IIT1.5.17), pero en esta seccién tratamos de mantener—
nos dentro de la simplicidad., Varias de las funciones
& (F) consideradas aquf y en 1a siguiente seccidn se han
tom=zdo0 de tzl maner= cue favorezcan la formz del sistema
(oblata o prolata). Entonces, si el sistema es obiato,
por ejemplo, se propone o(¥) tal que 1la dispersibn de ve-
locidad s = (wd'™y ‘I* domine a fe = [LutHIVR; ile.
o. 3 1 en la ecuzcién (III1.5.17). Esto se hace para apo-
yar la idea de gue las g_alaxias elfpticas pueden estar
n

soportadas por dispersi de velocidades, con =alta aniso-
tropfa (EBinney 1973).

En analogfa a 1a formz tomada por Kerritt {(1385) en
galaxias esféricas,

proponemos las siguientes funciones
A= a ('R :
o (RN = cte. (30) (V.2.1.1)
R = 1+ = R*

(V.2.1.2)

o (F2) = 4w = 14 &3 (C+r ) (V.2.1.3)

-1
(R = L«+ d;t"] (Voe2.1.4)

2 2

con e » .L? constantes positivas., Las tres primeras
ecuaciones se aplican a sistemas oblatos y la primera y
cuarta a los prolatos. Como en general & # 1 , estamos
entonces considerando lz influencia de una tercera inte-—
gral en el sistemsa (ver seccién YII.S del Capftulo III).

En seguida discutimos lzs consiricciones sobre estas
. o~
funciones o(¥) .

Ver la seccién IV.2 del Capitulo IV,
en especial la ecuacién (IV.2.7



(a) o = cte. , b = cte.

La funcién b (¥ se anzliza en la seccibn V.4
aguf{ adelantamos el ca2so v = cte. junto con a = cte.
(ecuzcidn (V.2.1.1)). Estz situacibdn hz sido estudiada
por Ortega y Facheco (1335) en sistemzs oblatos, con
densidad de masa corresponiiente a la deproyeccidn de
la ley vV/4 (ecuacibn (IX.3.2)).

» Ppero

Consideremos primero algunos 1idmites Ade priopiedades
del gistema cuando Nos acercamos al ori

en ¥ = O .
la ecuacién (IV.2.5) determina = &S5+ indepeniiente-—
mente de los valores de & y b (inciusive si &€stos son
variables), i.e.

s81lo interviene la distribuciédn de masa
considerada, A partir de esta ecuacibdn (y después de al-
go de &lgebra) encontramos los siguientes lfmites de §F
en un sistemza oblato y vrolato con excentricidad €o Yy
<€ s respectivamente. Lz densidad es la utilizada en
esé; trabajo (ecuamciédn (I1.2.1)) y 1la constante de gra-—
vitacibn se hz tomado igual a la unid=ad.

oblato:
S o) = 2wl & JTTER angsence
re (Ve2.1.5)
Cx(Ri0) = ampl &5 (4—e2) (amgrenesy
R— ©
prolato:

a
€ (02) = -n'j’.:e"l‘ ((_e;?) Jn AxSe

4
x —»0 1-ep
a (Ve2.1.6)
€z (R,0) = _‘i‘\'rr{ e";" (‘_¢’€> fa Atep }L
R—= o A—<e

- ° ° 14 3 P
Los_coeficientes FPa »f2 , P2 vy P4, fz . P2 son
aguellos gue intervienen en ‘la densidad '(II.Z2.1) pero

en diferente ™

rerresentaciébn " (ver 1la seccién Al. 4
del Apéndice 1 para mayor aclaraciédn).



Tembién, de la ecu=zmcién (IV.2.6; y empleanio (V.2.1.5)
v (V.2.1.6; ottenemos los sigfFuientes 1fmites de 1la velo-
cidzad 4d4e centroide PN (agul ya intervienen o ¥y v )3

oblato ¥ prolato en R = O :
. 2 4 2.
{ued () = &« Q“ =) Se (o®) (V.2.1.7)

oblato:

L‘\J’l.(;'(?s.o) = 4“)’: Q—;‘\la-—eg- Ma§cy\€, - [

q —
®—» o0 1
2 \ bl AT
—_ qu (q + ‘-;;_> é. Ja—e2 g sen €o } (Va2.1.8)
prolato:

CogS (R = ampl & (1-e) n AtSe | lL‘ _

R —e © t—¢€p
U W LN iree
L (hx 2 o i (V.2.1.9)

Las ecuaciones (V.2.1.5) a (V.2.1.9) han sido checa-
das intensivamente por medio de los cédlculos numéricos.

De (V.2.1.5) y (V.2.1.6) se ve inmediatamente que <€,
es discontinua en & = O , excepto si €. , € —% O .

La velocidad de centroide {Ay> se puede hzacer conti-
nua en ¥ = 0 , escogiendo convenientemente los valores
de las constantes a y b ; esto, sin embargo, no afecta
en mada la discontinuidazd intrinseca de €2 -

35
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Egatas discontinuidades son’\debidas a la singulsridad
de 1z 3densidald (I1.2.1) en vy = O ., Bacon et al. (1333;,
Bacon (19%25), Fillmore (13936) y Ortega % Pacheco (1935)
han empleado para sus modelos de galaxias elfpticas (uti-
lizando 2os primeros momentos de la ecuacidn de Eoltzmann)
l1a densidzad espacial que corresponde =21 perfil de la ley

M4 (ecuzcibn (II.3.2)). Esta densidad es singuliar en el
centro: i L <% (Young 1376).

Auncue ningsuno 4e los autores mencionados discute ex—
plfcitamente las consecuencias de esta singularidad en
sus modelos, es claro gue esto mo se debe ignorar. No se
puede decir que debido =z gue observacionalmente 1o gue
sucede en el centro es incierto, no importa 1z forma que
se le aproxime en un modelo dado. Al menos en las regio-—
nes centrales, las caracterf{sticas obtenidas bajo el mo-—

delo pueden depender fuertemente de 1o gue sucede en el
centro mismo.

Para modelos oblatos isotrdpicos (ie.e. oo =& = 1 ), 1la
Fig. 3 de Fillmore (1986) muestra que <Uy> es disconti-
nua en ¥ = 0O ; i.e. sf{ existen problemas con le depro-
yeccién de la ley 7% , En nuestro caso esta discontinui-
dad en (y¢»y , para &= b = 1 , es, al menos, de (ver las
ecuaciones (V.2.1.7) a (V.2.1.9)):

a o 1 ™ -

AL‘\A{) = 4—‘W§z o Jd 4— 2 wbsu\co . {‘_ %‘J‘:e? &kaSMQa}
(Ve2.1.210)

AQ\S\Q;’ = zﬂS’:{?‘ O—e;;‘)ﬁm Are A — Le";‘y,“ Avep

t-er * t—er

Las discontinuidades en €3 , y en dV¢> si o= & = 1,
desaparecen si €c , € —e» 0O . Posiblemen‘:e este también es
el comportamiento de 1a deproyeccién de la ley e ;s enton—
ces las conclusiones obtenidas con esta deproyeccién en
sistemas esféricos (ver Binney 1980b) son vilidas.

Para sistemas gue se apartan de la egfericidzd, no se
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pueden hacer conclusignes vAlidzas de propiedades del

sistema en el centro Y = 0 , o reggiones pré&ximas, tan—
to en 1la deproyeccidn de le ley r/4 como ernn lia densidad
(I1I.2.1) =2auf considerada.

De=de el mero hecho cue 1la
densidzd se=2 singular en ¥ = O , ya se esti en prodble-—
m=zs. For otro lado, l= regidn central es preponderante
observacionzlmente, ¥ Se reocouiere entonces modelarla co-
rrectamente.

La posibilidzd de gque en algunas galaxias elipticas
el brillo superficial cerca del centro sea mayor qgque el
dado por la ley s se puede representar por el exceso
presentado por 1la densidad (II.2.1) (ver Fig. II1.3); pe-—
ro habrfia que ver primero si es posible moldificar est=z
densidad para eliminar las discontinuidades matemé&ticase.
Volvemos & mencion=r gue l=2s situzciones estuiiadas
azcuf bajo ejes cilindricos de § , tendrén la disconti-
nuidad de € en ¥ = O si el sistem=z no es esférico.

Hemos buscado soluciones con continuidad de LUy en

¥ = 0 , gue cumplan {v¢>

> D o S8&lo paraza sistemas
aproximadamente esféricos (con elipticidad & 0.3 ) es

posible encontrar soluciones, con & , b constantes muy
cercanass a la unidad, pero la rotacidn en el origen pue—
de ser apreciabvle ( Ortega % Pacheco 13856,

lucién con & = 1 , b = 1.3 , pero no discuten gu& su-
cede en el origen). Este tipo de soluciones representa
una modificacidn

leve a la solucidn isotrdpica o= b
1l en un sisgstema esférico,

obtienen so—

pero aparentemente con suposi-—
ciones incorrectas sobre 1os ejes principzles de 1la dis-—
tribucidén

No consideramos m4s en lo siguiente =a
estas soluciones.

(v) 0. = constante.

Relajamos aguf l=z condicién b =
asumiendo solamente gue o. = cte.

Antes de discutir las restricciones gue resultan sobre
los valores de OO s recordemos el significzado de las
condiciones (IV.2.7)

If

cte., del inciso (a),

(IV.3.8) en ejes principales ci-—
1fndricos (6g = 5§ )yy esféricos ( -g‘?' ="4" Gy )pde
respectivamente. Estas condiciones son puntuzles,

’ son; positivos (neceszriamente), entonces ,
= (GRS ) implica <Ng¢>= 0 , ¥ ~er < { G d §F )
implicg &Vy> >0 ;3 i.e. mientras mfs_zlejado esté /& de

G. ° § , mayor seri 4-\5‘{3 Entonces si localmente

¥ si



£ 10 mis grande posible ¥y gY—— C
Yy si Yy —e{( G § 3, Lug>—= 0¥ Y es mfximo.
Hzy cue notar las variazciones loczles en sentiio contra-—
~jio de 1lazs cantidzdez <L Vyy ¥ §\f : sistemz2s en los cuz-—
les {vy> sez dominznite tenirdn € taja, ¥ viceverssa
esto tambif€n se sifue de lz= ecuzcidbdn (IIl1.2.15), v es
discutido con mz=yor detzlle en lazs secciones V.32 ¥ V.4).
Cuznio G_ , & O se tenidr4 cliaramente {Vy>, € —e O
(pues Y& - Q_,§ w~ 0O J. Formalmente no existe soliu—
cidn bzjo una funcidn A () dad=z

si existen puntos con

’ < © (pues entonces se tendrfa YW < 0 , lo
cual no es posible si deseamos gue b sea un ndmero
real).

Consideremos ahora los sistemas con a = cte. de esta
seccién,

En las Tablas V.1 ¥ V.2 damos l1la cotz mé&xima,
Awéy , para el vazlor de a. en algunos sistemas oblatos

prolatos, ,respectivamente. Listzmos también la excentri-
cidad ( Qo o Yy la eliptiecidad intrinsecaz, dada por

€ = 1 — (1—exYWZ con € = € , €p segln el caso, y dos
valores de la transicifn X, en 1z densidzd (IX.2.1). los
dos valores de OGwix listados en el caso prolato corres—
ponden o eastos dos valores de 6o, 3

;s en el caso oblato
coinciden aproximzdamente los valores de O, en O, =

Pad
kpe y Ry = 20 ¥pe, ¥ por lo tanto s8lo listamos un va-—
lor en la columna [« R -

Los valores Owanosx €n 1los sistemas oblatos se obtienen
sobre laz frontera del sistema (asumida a distancias de

~ 150 kpc del centro). Si movemos la fronterz =z dis-—
tancias mayores, los valores Gedy nimos de las cotas
superiores) tienden al wvalor unidad. Esto es, bajo 1la
distribuciédn de masaz propuesta y con o, = cte., lo més
cue se puede apoyar por medio de dispersién de velocidad

€g_ =z la forma de un sistema oblato, es tenienio iso—
tropfa sobre el plano meridion=z2l, i.e. S = S=% .

En estos sistem=zs oblatos las regiones con QU < O
empiezan a aparecer en la frontera si tomamos o > Amdx o
Entonces en las regiones externas se tiene aproximada-—
mente isotropfa meridional y <VyS ,643—w O (pues Go~ 0).
Connt 0. & Oméx Se tiene QL > 0 ( G. = O sobre la frontera).
Entonces vyv> y § son en general no nulos ( &KX > 0),
¥y la dispersién azimutal <. es la gue asume el papel de
mantener o no la formz= del sistema por dispers=iédn de ve-
locidzdes (i.e. < dominznido a <L<S4> ; en la regidbn
cercana a2l plano =z = O se tiene hwin < 1 en o = Oupadx
¥ por_lo tanto ‘¢ > fe= €z, Vver la seccibn V,.3).

Fillmore (1385) ' ha consider=zado el caso de isotropfia
meridion=l con 4\5\(>= O en todo punto; s‘f es entonces



89

A V.Y

M

TAD

@ = cte.

-

O

, para

& wdx

Sistemas ol
Cota méxima,atos con 8/ Ce =

q-ma’.x

e (e

1.037
1.041
1.048
1.058
1.06C
1.076
1.085
1.097
1.038

OOOOOOCCO
A N A
000000000
222222222
P AR
000000000
AN

NUNININ NN

TABLA V.2

a = cte.

a.

, para

prolatos con S’
T ~ / 6;
O pndly /%,

Cota méxima,

Sistemas

4
WA

O

“1( (FY‘j

0732511447017
V0 - IN A =MO MM Y
A QAN --~0On

~.....-o..-.
1000000000000
littviittﬂll'
0 Mm~Y Qot-VowIny
0 M0 & O InAt-O =@
A MO 0 O P-t-0ININYT

.-.-....-...
1000000000000

OOOOOOOO OO
...-.-..0.0.0
86842604.2.0.
1111111181518

e maenaanne &R

A OO O INNO NN D

.......-.-..

4443342323122

« 0 m N
© < O T N
1223445566777
.o--....-.-
OOOOOOOOOOOOO




mayor gue Cv\ = Sa v €l sistem= anteniio puramen-—
te por el campo de dispersidn de velocidades anisotrépico.
En ningqin

casc de las situaciones cue aguf estuliamos se
nha tomnio C en toio dunto.

esté

i
Como en los sistemz2s oblztos se tiene o & Qwmoax == )
se puede considerar el caso & L Gwmdx (i,e. y= entra de
1leno el efecto de unz tercera integral), pero entonces
€R & €2 , ¥ LYY , £3 tienen que intervenir con

mayor fuerzsaz parz mantener al sistema. Tampoco hemos cale—
culzdo soluciones con este tipo de condiciones' (no pare-—
cen muy naturszles). ireferimos tomar . = Owax 4, ¥y Dpor
lo tanto introducir el =zmpoyo mfiAximo en €Cu (4 Ca. =
y entonces no entra el efecto de una tercera integral).

= Sa ,
Fillmore (1936) ha considerzdo también soluciones con
<veg> = 0y

k. 1o més grande posible (localmente), b¢
por lo tanto lo mis pequefia posidble; pero estas solucio-—
nes no caen dentro de o = cte. comsiderado en este inci-—

SO.

O pndx ocurre en el interior deld sistemz {(i.e.
no sobre la frontera). En la regidn corn Aaax
QU ~—» O y entonces Luydy §¢ —n O »
otro punto estas componentes azimatales no son necesariz-
mente pequelias. Entonces, en O = Awdx LVys> vy Sy
serfn globzlmente (i.e. a través del sistema) no nulos.

Estas soluciones con O = cte., parecen bastante natura-
les en los sistemas prolatos rues €z > €p ; apoyanio la
forma alargada en 1ia aireccian del eje =, propia de estos
sistemas.

Hay ocue notar cue en este caso no existe la contraparte
6> 1 de la correspondiente
tos: el dominio de <

Lnrg >

En los sistemas prolzatos se tieme en general '-‘Lu..'.,. <04,
Este wvalor .

se tiene
pero en cualguier
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6.4 1 en los sistemas obla—
l1leva & valores imzginarios de
Tomandio €l intervalo permitido Auiyx < 1 ,
no_se violenta la forma en gue pueden intervenir Uy Y
¥ @ sSi hacemos 4€bil a <$g , siempre estén disponi-
bles 4V y ft¢ pare aportar presifn sobre los planos
pExralelos al plano ecuztorial z =

Con los valores
latos,

-
Gwix encontrados en los sistemas Pro-—
podemos concluir algo muy importante: no existen
soluciones con iscotropfa meridional (i.e. TtTa = €

en sistemas prolatos bajo la distridbuciédn de masaz aguf
consijerada. Esto parecerfa lo més natural por obtenerse,
pues 21 By = &% ;{ cbmo se mantendrfa la forma alarga—
da del sistema?. Sin embargo, Lake (1381a,b) y Bohn
(1983) han mostrado cgue sf es posible modelar sistemas
prolatos con = £ € ,h ), i.e. R = 6€i . Estos
modelos no poseen estratificacidn similar (nosotros sf
hemos asumido lz similaridad; ver Capftulo IX).

Las su~

Ele



perficies 3e i1efsual de en 1la 3ireccidn
y Con Mmicos en L Esta contraccidn in-—
trinseca de estas superficies hace cgue 1la fuerszz perpen—
diculizr a2l eje 2z se=z= apreciavle, permitienio entonces cue
w. DpPuedz ajdcuirir el valor £ (2lto, pPara mantener 1=
formz) ¥y aportar 1l=z presifn necesaria parza eguilibrio per-—
peniicuiar al eje =z.

Vamos a discutir ahora los resultados obtenidos en es-—
te inciso, empleando el formulismo del teorema del Vviri=l
{(ver Apé&ndice 2).

A}
Bxpresando 1la velocidad peculiar 1;
a2 lo largo de 10s ejes principales (x

bucibdn de masa (2 es el eje de simetrt
mos:

en comnronentes
Yez) de la distri-
a rotzcionzal) tene-—

6: = G: cp{ay + G;SUEQ
o o z (Vo2.21.11)
g‘% = g& ‘a()c\f + G‘f (‘_051\{
a ™ % u e
con 6x = LattS , 6o = L .
n e - » R

Por 1z simetrfa rotacional: g
las dos ecuaciones en (V.2.31.11):

= G 35 lL.e. swnando

26k = 6 x 6§ -

Multiplicando estz ecuamcidn por la densidad e integrando
sobre el volumen V

(*) (ver Apéndice 2 para la notacidén),
tenemos aplicando la ecuacién ?A2.l.6):

Qvﬁﬂ* = -n-y,p\ + ﬁ\e\( (V.2.1.12)

Con Wge = ¢ Tex » e = RoTza ¢ s R dos constantes
necesariamente positivas) y § = (ﬁn.x—- Tax D/ Txx
(ecuacibn {(A2.2.11)) obtenemos de (V.2.1.12):

P+ B - _i_g_ = D (V.2.1.13)
g —



g2

En las situaciones estuiiadzas en este inciso se tiene
P = s+ , Y entonces:

¥+ R - 2 _ o (V.2.1.12)

En los sistemas oblatos con estrztificacidédn similar
aquf considerados se reguiere & 2 O ( = O en un siste-—
ma con isotropfa en las dispersiones de velocidad); i.e.

Tax > MW (no hay soluciones con Ls/g)"’-z 0 de la ecua-~
cién (A2.2.13) si § <« 0O ). Ademéds, de 1z Fig. A2.1 en el
Apéndice 2 se ve gue dada unz elipticidad intrfnseca e ,
existe un valor méximo de § , Foo = Seo (&) , menor aque
1a unidzd en el rango de interés &€ 2 0.7 .

En un sistema prolato se reguiere & € 0 (la isotropia

§ = O s8lo se da en un sistema esférico); i.e. Tux & Mgy
(ver Fig. A2.2).

Con estos intervalos perxitidos deducidos del teorema
del virial, se puede mostrar con la ecuacién (V.2.1.14)
que efectivamente los valores de a = cte, est acota-—
dos: como R =2 O , entonces & & Lz/(«—?)]/"; en el obla-
to § & 8oo » 1. a & [2/(1-8c)2Y*; en el prolato &
es negativa, i.e. a & oo .

Este an4lisis no muestra, sin embargo, mfs detalle so-
bre los valores que realmente puede tomar a. « Esto ne—
cesariamente se debe calcular a partir de la distribucidédn
particular de masa considerada. Asf encontramos o % Qwdxs
cOn O ywdn menor cgue las cotas absolutas superiores anota-—
das.

En la ecuzcidn (V.2.1.14) las cantidades kR , & son
las que 1llevan la informacidn de los efectos de la dis-
persién azimutal € e Sin embargo, los valores permiti-—
dos de [ no dependen de esta dAispersidén (ver ecuaciones
(IV.2.17) y (IV.3.8)); i.e. en 1z ecuacidn (V.Z2.1.14) &k_,

son las variables gue se deben ajustar unza vez dado
un valor permitido de 6. . Hay gue notar que el interva—
lJo permitido en Y queda ya fijo dada la elipticidad &
(Pigs. A2.1 y A2.2).

Con lz ecuacidn (V.2.1.14) podemos descartar algunas si-
tuaciones. Por ejemplo, supongamos gue se desez ver si
existen soluciones con = 0 , i.e, € = O en todo punto
del sistema (lz velocidad azimutal g es la mismz para



~
lzas particulzs en una vecindad peguedfia de toio pu{}to Y D

Erntonces, con R _= O , tenemos a = (Ca/(1-3Y27*

En los sistemas oblatos: D ¢ § & feo , i1.6. o> Voo , 1=
cuxl no es solucibdn permitida, sesdin los cflculos numéri-—
cos. Entonces no existen las soluciones con G\(: O en los
sistemas oblatos.

En los sistemas p""o_Lc.tos. ¢ < o < © (Fig. A2.2), ¥
por lo tanto si se pueden ob"aner valores de o aque cum-—
plan o & OGwax ; i.e. en p*‘lnc:.p:_o s son permitidas las
soliuciones con € = O . 5in emkb=zrgo, en estos gistemas
rolatos no existen soluciones con 6 Yy S op
i.e,. {Ve> = O en todo punto; ver 1a def1m016n de S
en la ecu=C16n (A2.2.9)) en ?1 rango € < 0.7 , pues los
vzlores de & = [7—/(4—80?\3 caen fuera del intervalo

o & Olpdx dado en la Tabla V.2 . For otro lado, esta
situacibn v = 0 , Lve> = 0O 11’1:110" movimientos de par-—
tfcula solzmente sobre 105 diferentes planos me*’ld:\.onales,
y por lo tanto se espera altamente inestzble(Xerritt 1337)
(1la conclusién gue hemos dado =z partir del formulismo del
virial de la no existencia de soluciones con €y = O ¥y

Cvy > = 0 , no refleja necesariamente estas cuestiones
de estabilid=ad, puesto gue en el teorema del virial no
estél; incorporzdas las condiciones de estabilidad Adel sis-~
tema).

Vamos a2 analizar finalmente los sistemas esféricos en
el 1fmite oblato ( €oc —e O ) v prolato ( ¢ —» O ). En am-—
bos casos se tiene & & 6wdx = 1 _(ver Tablas V.1l V.2).

En et 1lfmite oblato se tiene & -—e 0 (FPig. A2.1), i.e.

{Y%> = 0 , ¥y entonces la ecuacidédn (V.2.1.14) da k =

2 — 6% . En el caso isotr8pico meridional, a = 1, obte—
nemos R =1 . Esto se cumple con isotropfa global:

€R = €3 = S » PETro no necesariamente pues TMwy= ki,
es una re"?c:.&n integral.

Tomzando a = 0O (i.e. movimiento de partfcula sobre ci-—
lindros) obtenemos R = 2 . Bsto podria cumplirse con

= T Sa sy Pero mis ajdelante mostramos gue esta
relacién es falsa.

En el 1fmite prolato hacia un sistema esférico tenemos
£ © (PFig. A2.2). Con = O se obtiene lo gue acaba-—

mos de mencionar en el lfmite oblato. En &§ = -1 1z ecua—
cidédn (V.2.1.14) da = 4- o . Entonces, si a = 1 ,
se tiene R = O; este es el caso con isotropfaz meridio-—
nal y €y =0 , LVUy> £ 0 . S1i o =0, se tiene kR = 13
el movimiento de p:articulc—. es_sobre cilindros, con

€y # 0, LVe> # O . En — = —oo , necesariamente
se debe cumplir -, R = 0 ; el movimiento de partificu-—~
la es sobre cilindros, con € = O . E1 soporte a2 1la
formz del sistemaz en la d4ireccién perpendicular al eje =z
es a través de la presidn ejercida por <vy¢ > ( __»_w
no guiere decir rotacién infinita de centroide — er
A2.2, -~ , la cuzl de hecho es finita: LU > = CR_'B’§/3R"_\\/1
ver primera ecuzcién en el sistema (IV. 1); esto s8lo



indica que T —= ©

€Y =0 J.

en lz ecuzcibn (A2.2.10), pues Cp =

Entonces, dejzndo 2 un lado las posibles inestaLilida-
des del sistema, el formulismo del teoremza del Vvirizsl

permite, en principio, las siguientes soluciones para un
sistema esférico:

(1) &=1; R=0¢(56=-1), 12 (8 =0)
(2) a=03; R=0(S—w=-0), 1(8§=-1), 2 (8§ =0
la estructura cinemftica de los casos (&= 0 , R = 0)
y ( o= 0, kR = 2) se puede calcular ffécilmente.
Hay oue notar que en el primer caso se tiene fr = Cg= o,

el soporte a la forma del sistema en la direccidn per—

pendicular al eje =z es puramente a través de la presién

ejercida por {vy>» . BEn el segundo caso se tiene SR
{Vyy = O , ¥y el soporte es a través de S¥

En el primer caso las ecuaciones a resolver son (ver
el sistemz de ecumciones (IV.2.1)):

(V.2.1.15)
[N 2. Y.
v (§%=0 = - f %=

2
¥ en el segundo s8lo hay gue cambiar 4&'7}——» Sy

par de ecuaciones (V.2.1.15); i.e. la solucibdn es idé&nti-
ca para <LVwDY> ¥ « La presibdn perpendicular al eje =z

se puede obtener por rotacidn de centroide o por disper-—
sién de velocidad azimutal.

Resolviendo (V.2.1.15) bajo la densidad (II.2.1l) con

transicién en &4 = ¥, , obtenemos lo siguiente (la cons—
tante de gravitacidén es la unidad; M  es la masa total):

en este

< Oy o

z . ﬂMl z, S 4
(65 peet - EREE U S v ()
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< 2 N
e €y = A M -+ ELY — ( -, - b} —
2560 X v, 1Se Wt s >

a
Y,

—“%"L,QN\‘_-_L*— (V';L—\:"W }
£l A

(Ve2.1.16)

fo + plaugy = 3G wle 0
Y? § SN 5 € - ‘F>
256 T ¥
*

& = IMT N, € _ v,
Y 256 T ¥S E v

Conn estas expresiones se unede checar que efectivamente
se cumple kR = Nwe /My = 2 (pero E¢ # J2T €% J.
En un sistema oblato no esférico se tieme o « § < Soo .
Si o = 0O con = boo (Lvey = 0), la ecuscidn
(V.2.1.14) conduce a R = % /{(i— So0) 3 i.€. la contri-
bucibdn de Gg es mayor que en el caso esférico.

G‘fh = R ?&/or>
se hace

Como
este aumento es debido a gue FE an
m#fas fuerte que en el czso esférico. En un sistem=
rolato no esférico: & Scp O . S1 o= 0
LNy>S = 0)

y & =
s Se tiene B = A/ (4- %o

©
disminuye respecto al cazso esférico.

t) . En este caso ’3&[39\

Antes de considerar otra funcibén a(¥), vamos a dar al-
gunas conclusiones y observaciones sobre los resultados
obtenidos en este inciso.

1). La funcibn o = cte. en los

sistemas oblatos sélo
es posible (globalmente) si a < 1 Esto se cumple
conr Oue = 5 20

’ kpe , pero parece sSer una propiedad
general, independiente de 0O, o
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2) . En los sistem=s prol=2tos, a = cte es menor cue 1la
unidad, Lzs solucionss de este tipo pzrecen ser dbas—
tante naturales pues favorecen lza forma alargad=z del
sistemz en la direccidn el eje de simetria rotacio-—
nal z. 1Lz cotz® surerior A.wdyg
dada, no difiere mucho pzr= 3Jos valores 4de Aaq sen—
siblemente 4diferentes. Zntonces, zuncue 1=2s5 solucio-—
nes no han sido adiimension=zlizadzas, esperamos no muay
diferentes 1las Owdx ©en otros valores de Arp .

s € unm elipticidald

3. Un=a objecidn tebSrica para las soluciones oblatas con

a = cte., = 1, es gue parecen no muy naturales, pues
contrastan con lz posible existencia de unza tercera
integral (Einney 13931).

Observacionalmente es mfs 4iffcil desechar estas so-
luciones, pues no se obtiene el campo tridimensional
de dispersiones (y velocidad de centroide), s8lo se
tiene la contribucién totzl a lo largo de 1z lfnea

de visidn., Sistemas oblatos sostenidos por dispersidn
de velocidades, pueden quiz#f cumplir o=~ 1, con 1la
alta dispersién observada proveniente de la dispersién
azimatal € o

En la seccidn V.3 discutiremos algunas caracterfsticas
de las difer%ptes soluciones obtenidas con diferentes
funciones & (¥ ). Esto permitird una mayor comparacidn
con observaciones de galaxias elfpticas reales, y por
lo tanto se podréd estabtlecer 1la conveniencia o no de
tazles funciones o (F)

4). El teorema del virial es particularmente W til para
analizar las posibles soluciones con 0. = cte. &;a,;*.
Esto ¥ya no es tan inmediato si a(¥Yes variable,
2
(c) Sistemas oblatos con 65 = {1+ xX2R v o06F = {4 wiv-.

Consideramos ahora las funciones o&(¥) dadas en las ecua-—
ciones (V.2.1.2) ¥ (V.2.1.3). En estas funciones los valo—
res de o se restringen a2 ser estrictamente mayores o igua-—
les a la unidad (se desez gue &: > 0), ¥y por lo tanto con—
venientes, en principio, en sistemazs oblatos.

En ambos tipos de funciones a(¥), se tiene isotropfa
meridional de dispersiones en la regifn central del siste—
ma, y sSobre el eje de simetrf{a rotazcional z si oF = 4+ k& R°-
La posible isotropfa global en el centro (ver por ejemplo
van Albade 1982) se analiza en la seccidn V.
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En lze Tadblas V.3 y V.4 Tistamos la cotz
#2 (ia mfnim= es cero) en
cidades y con 3o0=s
densid=ai.,

superior de
sistemza con varias elipti-
valores de la transicidn & en l=z
Je estzs Tabla se ve gue el vzlor de a no
se spartaz muacho de 1= unld i, apoyo

i.e, Mo se recuiere
decidido de €g = : En €y
cae 1z responsabiliidzad de competir con (UT) Pzra mante-—
ner la formz

través de todo el sistemn.

del sistem=z=.
Bacon (13%5) na obteniio el mismo resultade dbzjo lea
deproyeccibn de 1=z ley v’%

los sistemas obdlatos con
ejes princip=zles c11£ndr1cos de f s No son aceptables
si Se es fuerte.

izs que dominio progresivo de Sg en el plano meridio
nzal, serfz apropisio cuizf gue Sa dominara en las re—
Fiones internas y fuese d8&bil en el exterior. Esto trae
como consecuenciz algo muy importante: en estas regiones
externas las componentes aulnutales ey vy 6 serfan
fuertes (para mmantener lz formz del 51stema) en parti-
cular 4073 podrfa contribuir apreczablemente,

Y por
lo tanto generar el tipo de curvas de rotzacidn planas
observacionalmente obtenidas en al

funas galaxias elfp—
ticas ( ver secciébn V.3 y el Capftulo VI ).

(3)

Sistemas prolatos con

-4
Lo+ oG -

Esta es la funciédn & (%) dada_en la eguacibn (V.2.1.4).
La restriccidn obtenida para

es Kg —w o , ji.e.
a -—» O , excepto en sistemas comn elipticidad baja
(e 0.1), en los cuzmles no encontramos restrlCClones
sobre 2 . En estos fAltimos tomamos entonces df =3 %ov
if.€a

L« 3 (=/zY j‘

(v.2.1.17)

en ® = To se tiene 6= 0.5 , el valor medio de
Descartamos entonces la forma de &(r)en la ecuacidn
(V.2.1.4), puesto gue la condicidn a la gque conduce

a —» © » Cc2e en la situscidn o = cte. del inciso ib).

a. .
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Hay que notar 1l=z diferencia entre 1=z ecuncidn (V.Z.3.43
¥ la funcibén o = cte. del inciso (k). En esta %ltima ya
se tiene sobpre el pizno z = { apovo decidido de €3 = 1a
formz del sistema; «n cambio en lz primersz partimos de
isotropf=z en el plmno meridional sobre z = C v &€sta es

£
recrnazzdz: se le esté& cuitando taento amroyo =z 1= form=
del sistema por parte de 63 , cu2 en todo el sistem=
reguiere me jor €a —» O .

se

Cue se reouier=a € —» D bajo la funcién (V.2.1.4),
cuiere decir cue es necesario apoyar 1=z formz del siste-—
ma (i.e. S% dominznte) en las regiones cercznas al pla-
no de simetrfa z = O, mas que hacerlo en las externas

con z grande.

SI3STELAS A CAILCULAR.

Vamos a reswnir los sistemas a calcular en detalle,
tomando en cuenta las restricciones obtenidas en los
incisos anteriores.

En los sistemazas oblatos le damos preferencia a la situa-—

cién o> 1 , i.e. en favor de la fTorma del sistem=z.
Cuando a> 1 podemos tomar O = cte. (inciso (b)) o
variable (inciso (c)). Como ambos casos serfn muy pareci-
dos entre sf, pues 1la variacidén de a. por arriba de 1

es peqguefina, podemos considerar especiificazmente a. varia-—
ble, y con ello se cubre tanto_a == 1 (cercz del centro)
como & > 1 (regiones externas). Tomamos la forma dazad=a
en (V.2.1.3) analizada en la Tabla V.4, con o = Xz edx -
S8lo consiieramos un ejemplo con A = cte, = 1 .

Hemos recortado las posibilidades que se tienen para la
elipticidad y para la transicidn &y , guedédndonos fin=l-
mente con los sistemz=s en la Tabla V.5. listamos también
el &ngsulo de observacidn ©¢ pare obtener l1a elipticidad

€ anotada. E1 asterisco en la Tabla V.5 (y en laz Tabla
V.6) indicz los sistemas a considerar también bajo las
situaciones levemente triaxiales (ver seccidn IV.4 del
Capftulo IV); no hay modificaciédn para ellos de los wva-—
lJores w2 y a =1 .

BEn los sistemas prolatos tenemos la situacién .= cte.

de la Tabla V.2 y la forma (V.2.1.17) en € € 0.1 .
Bnn o = cte. tomzmos el 1fmite superior Audx s dado en

93



10C

1z Tabliz V.2 (i.e. 1z presidn miximza en 1la direccidn
perpendicular al eje de simetrfz rotacional z), y s8lo
un ejerplo conn & L OCpadxe

En 1z Tabla V.6 damos los sistem=z2s prolzatos =z calcular;g
€y es el Znrulo polar de observacidn.



EJEZS PRINCIFALZIS

CILINIDRICOS DE
TABLA V.5

-
’

Sistemas obhlatos a czlcular.
Fovrma (V.Z

3
JeZaelao3) ara o (» conn oy = ol 7 en 1=z
Tabla V.4 P (raxd - e
€o e ©, C> Qa0 (Fyr.} =®o (“?C— )/‘o"
¥ 0.43589 C.2 30 5.0 3.58
0.50332 O.1 60 20.0 3.95
¥ O.71414 0.3 30 5.0 5.85
0.B32462 0.3 &0 20.0 T.57
» 0.91651 0.6 30 5.0 S.61
conn & = cte. = 1.0 :
x 0.9165%1 C.6 20 5.0
¥ : sSistemas =z considerar bajo triaxialidad leve,
EJES PRINCIPALES CILINDRICOS DE ‘? -
TABLA V.6
Sistemas prolatos a calcular.
& = Omsy en la Tabla V.2
ep € ©; () Sup (kge) o
¥ 0.43583 GCG.1 390 4.5 1.0
C.639576 0.1 30 18.0 ©.3943
* O0.71414 C.3 a0 3.5 G.927
®x O.71414 C.3 90 3.5 0.707
0.89795 Q.3 30 14.0 C.774
* 0.916%51 0.6 30 2.0 0.716
0.97701 0.6 30 8.0 0.547
con la forma (V.2.1.17)
¥ 0.43589 O.1 30 4.5 te= 10O kpc
% 0.43583 0.1 30 4.5 e= 50 kxpc
¥ : sistemas am considerar bLajo triexialidad Jleve.

101



Ve2e,2 EJES PRINCIPALES ESFERICOS DE % .

En sistemas estelares propiamente esféricos, la supo-
sicifn de ejes principales esféricos de 1la distribucidn
£ es la mé&s natural (Bimney 1380b; Binney & Mamon

1982). También ha sido empleada en sistemas apartados

de la esfericidad (Bacon 1985; PFillmore 19386), o resul-—
ta propia del modelo (Petrou 1983a,b). Los experimentos
numéricos de N cuerpos (Gott 1973; van Albada 1982) pro-
ducen esta alineacién de los ejes principales de f en
las regiones externas del sistema.

En esta meccién las funciones &(¥)= a(v,®) a conside-
rar en la relacién de cerradura (III.5.24) son las si-
Zuientes:

o (r,®) = cte. (> ©) (Vv.2.2.1)
2 2 2
' (F1©®) = 1 & dlop ¥ (V.2.2.2)
e z a4
1 + do¥ S0 ®
o (@) = = (V.2.2.3)

4 4+ LS %6 cotte

2 2 2
2 1 + LR
oo (r,8) = o = on® (V.2.2.4)
4+ oY cos?p
1 4+ dzrzg.s4e
a® (r ) = —F hd (Vv.2.2.5)
1+ %y v gl costp
2 2 <
{ + Ao ¥ cos
oz (r®) = £ ® (V.2.2.6)

{ + uL{:’-r" Senl®
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“ 2 z
con %o

» r » Hop constantes positivas.

Cuando se resuelven los primeros momentos de la ecua—
cibén de Boltzmann, la dependencie en el &ngulo polar

de cocientes entre dispersiones de velocidad, no ha sido
investigadz en la literatura. Las funciones (V.2.2.3) a

(V.2.2.6) introducen una dependencia en © , quizé en
una forma algo complicada,

Pero que conduce a un apoyo
natural a la forma Adel sistema, como se discute en los
incisos (e¢) y (4) siguientes. -

Las funciomes (V.2.2.1) y (V.2.2.2) se emplean en los
sistemas oblatos y prolatos, (V.2.2.3) y (V.2.2.4) en
los oblatos, (V.2.2.5) ¥y (V.2.2.6) en los prolatos.

(a) oo = constante.

Consideremos la funcionalidad o = cte. (ecuacién
(Ve2.2.1)) en sistemas oblatos y prolatos.

En los sistemas oblatos se han encontrado soluciones
con 6. & 1 ¥ a > 1, alrededor de o~ 3 se empiezan a
destruir.

En los sistemas prolatos con €& peqguedia (€ € 0.1)
también se han encontrado soluciones en el mismo rango
de wvalores o un sistema prolato con €& pequedia es
comparable con un oblato de la misma elipticidad).

Sin embargo, en elipticidades altas, las soluciones
prolatas favorecen valores alrededor de o~ 3.
ticular, s8i la elipticidad no es baja (& %5 0.1), no
debe haber soluciones prolatas con A= 1 (i.e. isotro-
pfa de dispersién de velocidades en el plano meridional)
zues ya se vié en el inciso (b) de la mecciédn V.2.1 gue

stas no existen.

En los sistemas oblatos con a <& 1, fe apoya la forma
del sistema en las regiones cercanas al eje z, pero Vva
en contra de esta forma en las regiones cercanas al pla-
no de simetrfa z = O . Andlogamente, con &> 1, €y apo-—
vya a2 la forma en estas Ultimas regiones, pero va en con-—
tre en las primeras.,

Se da entonces una compensaciédn de efectos de apoyo
a la formz del sistema: si en alguna regién la disper-
sién meridional va en contra de la forma propia del sis-—
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tema, debe mparecer la compensacidn en otras regiones.

Esta combinacién de efectos estd claramente represen—
tada por las expresiones integrales gque intervienen en
el teorema del virial (Apéndice 2): podemos redistribdbu-—
ir la energfa cinética EﬁjﬁthGuuz convenientemente a
través del sistema, pero satisfaciendo la condicidén de
equilibrio dada por el teorema (claro, no cualguier re-
distribucién serf& estable). .

Es debido a esta posible redistribuciédn de energia
que podemos obtener en este inciso soluciones oblatas
con regiones en las cuales €r es fuerte (fﬁ/Gt marca-—-
damente mayor que 1a unidad), lo cual no fué posible en
los sistemas oblatos del inciso (b), seccibdn V.2.1 .
En aguellos la tendencia era definitiva: 6r domina
(levemente) o es dé€bil en todo punto del sistema. Enton-—
ces, los efectos de una tercera integral son naturalmen-—
te introducibles cuando los ejes principales de -F son
paralelos a e, , ¢ » €y -

En los sistemas prolatos con elipticidad alta se favo-
rece &> 1 con &~ 3., Estos valores de A& van en contra
de la forma del sistema sobre las regiones préximas al
plano z = O; entonces €x debe ser fuerte en otras.
Naturalmente €3 > Sp en regiones cercanas al eje =z.

Por ejemplo, en elipticidades altas y con mi&xima contri-
bucidn de €g s los sistemas prolatos del ineciso (b),
secciédn V.2.,1, presentan €3~ 2 €p ; en cambio aguf, con

a ~ 3, se tiene €3 ~36g cerca del eje 2z, i.e. un apo-
¥o m&s fuerte a 1la forma del sistema.

En sistemas prolatos las soluciones a. = cte. bajo ejes
principales cilfndricos y esféricos de son convenienw
tes tanto por 1la forma natural como se introducen los efec-—
tos de una tercera integral apoyando la forma del sistema,
como por le simplicidad de la funcién &(5¥) . BEn la seccién
V.3 se dan otras caracteristicas de las soluciones oblatas
Y Pprolatas en este inciso.

Las soluciones oblatas y prolatas con o> 1 estén de
acuerdo (al menos sobre el plano meridional) con experi-—
mentos numéricos de N cuerpos, en los cuales v es domi-
nante en el exterior del sistema (van Albada 1982), pero
no groducen isotropfa en la regifn central. Pillmore
(1986) he calculado soluciones oblatas con a4 = cte. = 2
bajo la deproyeccién de 1la ley /4 | pero estas solucio-
nes son posiblemente inestables debido al dominio de &Srbi-
tas radiales (Merritt 1987). Auncue hemos encontrado solu-—
ciones oblatas en el intervalo o Z 3, los argumentos de
estabilidad restringirin adn m&s los valores permitidos
de o- .
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Vamos a emplear el teorema del wvirial (Apéndice 2)
para 3discutir los sistemas estuliados en este inciso.

Expreszamndo las componentes ciliniricas de wvelocildad
en el plano meridional en funcién de 1las co*re:poniie-—z—
tes esféricas, y tomando en cue'xta que 1os e jes princi-—
pales de J; son paralelos a e,. y Cp » e.f sy tenemos:

3 * .
6: = S¢ Se’\&e % 6-9 C,D$1e
(Vv.2.2.7)

™ 3 S 2
fx = €y cof® + €g sen®

z * 2 PR3
Entonces fp + 63 = 6¢ + €g 3 deee Ve, =Ty +
ee - Sust:.tuyendo en la ecuacxén (Ve2.1. 12;, con
TNee = o Tpee (pues 6& o.= cte Yy They=
A Tee ( A constante posltzvaf
2- 8
. = Tee (&--‘-K—-\—\) (Ve2.2.8)
1-% Taz

con $ 4dada en la ecuacién {(a2.2.11).

Ahora, de la segunda ecuacién en (V.2.2.7) tenemos:
€T = §g (A% (&®-1Neose ) » d-e-

Tae = Teo + (&) S?‘gf; cose &£F =
Tee + (S-DWTep = Tep (14 (2] (vezezeo

con O & X <« 1
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l1.a ecuacibn (V.2.2.8) es entonces:

oF x £ + A

o (=0

-
Sl (V.2.2.10)
£ -9

y de esta ecuacidédn, la condicién £ > O es:

k [\-\— (ov—m)\‘_l et

(V.2.2.11)

(eZ= DN >, é(‘_g\)g— (V.2.2.12)
3_—

(hemos utilizado el gue ® e
deramos § < 1l; ver Pigs.

Con A = X (-8)- 2
(2-8) (&=

sy ¥ en particular consi-—
A2 1 y A2.2 en el Apéndice 2).

tenemos entonces:

x>, N

5 o> 1
r &N , o< (Ve2.2.13)
S > —1 , o= 1

la igualdad satisfaciéndose en 4 =

Veamos si existen soluciones con A4 = O .
En o= 1 (l.g. isotropfa meridional de dispersiones) se
debe tener = =1 , lo cual no puede ser en un sistemza
oblato ( § » 0) (conclusién ya obtenida en el inciso (b
de la seccibdn V.2.1). También, con o= 1, en un prolato
8810 debemos a.naln.zar en € » O (pues no hay soluciones
con isotropfa meridional si la elipticidad es alta

;xe.g\F=O
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% o dz la solucién esférica o = 1

st ’ K = 0 del inciso
b), seccidn V.2.1 .
=

n o £ 1 se cumple X = A s ¥ COmo O & A< Y o

oF (4-8Y — 2
(2-8) (o™=1)

(Ve2.2.14)

Hay que notar gue una vez propuesto un valor o . % 1 ,
€v ¥y €® quedan determinados: € a partir de e = 6v/o,
¥ 6€v con la ecuacién (IV.3.5) en el Capftulo IV. Enton-
ces el valor Qe AN gueda completamente determinado; i.e.
A = A(») » ¥ 1o gue se debe investigar estrictamente
es si se satisface la ecuacién A(a)= A .
Lo que se puede hacer sin conocimiento explfcito de

AN, es ver si en principio existen soluciones con v =
-

Consideremosg primero o> 1. En este caso, 1z desigual-—
dad (V.2.2.14) conduce a:

S <« 4 - >
Q,L

(Ve2.2.15)
S > 4 - 20

En un sistema oblato se debe cumglir [y > 0O; entonces
necesariamente 4 — %/a* >0, i.e. o* > 2. En o ~ 3 hemos
encontrado gque empieza la destruccidn de soluciones ern—
tonces en el oblato, y con a S 1, se reguiere 2 qf'-

9
siS\f=O. <

En un sistemz prolato se tiene S < O; por lo tanto nece-—

sariamente en (V.2.2.15) se requiere 4 —-24*< 0, lo cuasl es
claro pues &> 1. Entonces con o 3> 1 sf{ son posibles so-
luciones prolatas con €'..f= O.

Veamos ahora o.< 1. En este caso, (V.2.2.143) es:
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(Vv.2.2.16)

Aquf debemos considerar sistemas oblatos con eliptici-—
dad arbitraria ( € € 0.7) y prolatos con € — O .

En un sistema oblato (& > 0) se reguiere_entonces
t— 262> 0 , i.e. 0*<¥2 . En el prolato ( & &« O):

L — 2/a*< O , i.e. a%* ¢ 2, 1o cual es claro pues & < 1.
S{ son posibles soluciones con a < 1 ¥y {Y = O en ambos

tipos de sistemas.

2 z 2
(b) Sistemas oblatos y prolatos con & = 1+ tlep ¥ -

Aquf consideramos la funcidn (V.2.2.2). En este caso se
restringen los wvalores de a al intervalo a > 1l.

2
En un sistema oblato existen soluciones con D‘af’( 1Ay
lop » 1; se tiende a perder solucién en odlep > 3.. Se han
considerado valores de_ o en el intervelo o a 5
kpc % En &2 = 162 kpcé?, por ejemplo, se tendrin yaz movi-—
mientos fuertemente radiales sobre el plano meridional en
las regiones externas, y quizéd el sistema no sea estable.

Los sistemas prolatos prefieren oLozf > 1, pero es posible
op < 1.

Este caso es parecido al del inciso anterior con a = cte.
en cuanto se refiere al intervalo a > 1l: en el oblato efec-
tivamente existen soluciones en este intervalo, pero ten-—
diendo a perder solucién a partir de cierto 1fmite . Con

a. = cte. se encontrf que o. ~ 3 es aproximadamente es-—
te 1fmite. En ese caso el dominio de &, sobre €g es mar-—
cado en todo el sistema, incluyendo las regiones centrales,
En el caso aquf considerado: §v = €p en la regidn central
¥ Progresivamente €« empieza a dominar & €6e . Entonces,
este hecho de no dominar en la regidén central, permite a

Sv ser apreciablemente mayor que €p , en contraste con
el caso o = cte. 5Sin embargo, como ya se dijo, debido a
posible,g inestabilidades por movimientos fuertemente radia-
les, ™o no debe ser grandeg; o %X O kpc“puede ser un
intervalo conveniente. t 3
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En los sistemas prolatos se favorece Yep > 1, y por lo
tanto el valor de A es marcadamente distinto de la uni-
dad en regiones intermedias Yy externas del sistema. En el
caso & = cte., a ~ 3 se encontrd conveniente., Agqui el
valor loczl de o puede ser mucho mayor gue en aguel ca-—
soc. De nuevo, la razfn principal es gue bajo la forma de
a (¥) considerada en este inciso, no se da mucho apoyo a
la forma del sistemz en las regiones internas (centrales)
(adem&s que tanto en el oblato como prolato el apoyo no
es decididamente en favor de la forma del sistema, pues
sobre los ejes R y z se tiene apoyo opuesto); esto se tra-
duce en subsanar esta falta de apoyo central, aumentando
é€ste en el exterior.

La funcién o = ‘+"‘:F v* se obtiene bajo la distribucién
de Eddington en un sistema esférico: oL eep [— (XE +¥3*)]
con £E, J las integrales de energfa y momento angular
total por unidad de masa de una partfcula, respectivamen-—
te (Binney &% Tremaine 1987), Esta funcién & (¥) ha sido
utilizada por Binney (1980b) para el estudio de la regién
central de una laxia esférica que cumple la ley v/4 ,
considerando oS ( = v=* en su notacién) = 4 , 100.
Sinzembargo Binney no ha investigado si estos valores de

ole son aceptables globalmente. En particular, con los
resuﬁ.tados erriba mencignados, nosotros pondrfamos en du-—
da el valor tan alto e = 100. Fillmore (1986) ha cal-
culado modelos oblatos (que cumplen también la ley < /% ),
isotrépicos en el centro y suavemente anisotrépicos ha-
cia el exterior, con ©r/f§g ~+ 2 en estas regiones externas;
i.e. oL;"f < 1 con la funcidén acvyaqui considerada. Estos
modelos 'son mAs aceptables, segln nuestros cédlculos.

En la secciédn V.3 analizamos un poco més las soluciones
obtenidas en este inciso.
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2, . { + sor setp
(e) Sistemas oblatos con oS (F) =

A+ v sele coc®
2 2z <
2 A+ tho T SEN
oo (Y = ° .

L 3+ 3w ces®

Estas son las funciones & (%) dadas en las ecuaciones
(Ve2.2.3) v (V.2.2.4). Con estas funciones se tiene

<< €p en DL B CT)qa ( Sr= 6p en B = O con la fun—
ceibén (V.2.2.3)), €S¢r> fp en © /a4 (basta considerar
0O £ ® <& Wa y POTr la simetria el sistema respecto
al plano z = 0), ¥ G&v = Se en © = /&

Como lo mencionamos al inicio de este seccidn, en la
literatura no se ha investigado tedricamente la depen-—
dencia en el 4Angulo polar © de cocientes de dispersibn
de velocidades, Las formas estudiadas han sido hasta a-
hora dependientes Yinicamente de la distancia v como
la funcidn & (¥F) del inciso anterior. Las funciones a (%)
aguf propuestas tienen la gran ventaja sobre las funcio-—
nes independientes del &ngulo polar

e » €Nn gue apoyan
naturalmente la forma del sistema en pré&cticamente to-
das las regiones.

Con la ecuacidn (V.2.2.3) tenemos O = 1l en © =0 y
a* = (+edY"en © = Wa ., En cambio, _con (V.2.2.4),
oZ = “/Q\i—-l--?'r”:} en © =0y &%= 414+ w23v* en & = Wz, .
Esto es, ambas unciones tienen la misma forma matemS-
tica en © = W/a (plano z = O)
mitidos de F

s Pero los valores per-—
son los siguientes: en la funcién
(Vo.2.2.3), ¥ en_elipticidades bajas (€ & 0.1), sélo hay
soluciones en w2 < 6 ¥ kpc % Esto da esencialmente

o = 1 en la mayor parte del sistema. En elipticida-—
des altas se puede subir alrededor de dAos ordenes de
magnitud el 1fmite superior en w& , ¥ por lo tanto &Sr
puede ser fuertemente dominante en grandes extensiones
del sistema, cercanas al plano z = 0. Este dominio sub-
?ana la falta de apoyo a la forma del sistema en R = 0O

® = O

e Xpc 73
n de magnitud el aumento del 1f-—
superior en oo Esto quiere decir que como
se tiene apoyo a ls forma del sistema en & =

En la_funcién (V.2.2.4), de nuevo ®J &£ 15 kpE~ en,
e & 0.1, pero en e altas se reguiere «IF 4L 18° < Ts
i.e, 8810 es de un orde

mite

ya
e O, ya no
se requiere dominio tan fuerte de €« en las regiones
con z ~ O,

Estos resultados muestran que s8i el sistema oblato
posee regiones extensas con isotropfa meridional (por
ejemplo,

la regién central), el apoyo fuerte a l1la forma
puede surgir en otras regiones de este plano. En 1a
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seccifn V.3 discutimos el papel que juegan las componen—

tes azimautales L‘u..?> > S\‘; rara aportar este mismo tipo
de apoyo.

2.~ A+ vtqé “eoste
(4) Sistemas prolatos con o (¢) =.

{4+ uL'?"rﬂ‘sexf‘e cos®
T 2T 2
2, . L + dov cose
(& = — .

Consideramos ahora las funciones (V.2.2.5) y (V.2.2.86),
también dependientes del &ngulo polar B . Agquf se tiene

Sc> € en O BTN/ , €§r<c €p en Nja < B <« Kfg, ( €v = Se
en © = W/ con la funcién (V.2.2.5)), ¥ €+ = e en
= /4 « Estas funciones apoyan entonces natural-—

mente la forma prolata del sistema.
z 2
A4 olp ¢ .e2 8= ©
A Ly v+ en
Ambas fun-—
O ( el eje

Con 1la funcién (V.2.2.5) se tiene o

Yy 6=1en © = Ta . Con (V.2.2.6), o*=

B =0y o6& =a/(rv+ o) en ®= T[ao
ciones tienen la misSma_ forma matem&tica en
de simetrfa rotacional).

e 4

2

l.os valores permitidos de dy son los siguientes: _en
(Ve2.2.5) ¥y con € < 0.1 Be reguiere de £ 16> kpf?, ¥
las soluciones se empiezan a destruir cuando € aumenta.
los problemas (i.e. <« O en la ecuacibdn (IV.3.8)) sur-
£en en las Tregiones cercanas al plano z = 0, i.e. las
regiones en las cuales o& =~ 1.

b S -2

En (V.2.2.6) se reguiere % < 1 kpc =i e T C.1 ;
i.e. el dominio dAe €¢ en e eje R = O puede ser bas-—
tante fuerte si se considera el limite superior de oer -
También, en este 1fmite, S¢ Adomina fuertemente a ¢
en las regiones con 2z ~ O. Esto significa apoyo fuerte a
la forma del sistema. Hay que notar que a pesar de que en
zZ ~ O este apoyo puede ser ya apreciable, también se re-~
quiere gque sea fuerte sobre el eje de simetrfia =z.

k3 -
Cuando €& es alta se favorece ™ > 1 kpcz’, pero también
es posible encontrar soluciones en el l1lfmite de aceptacién

con st < 1 kpc"z'. En este caso el apoyo 2 la forma del sis-—
tema ‘es bastante fuerte.
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SISTEMAS A CALCULAR.

En les Tablas V.7 y V.8 listemos los sistemas que
calculamos en detalle bajo ejes principales esféricos
de la distgibuci6n e Ya mo anotamos los valores de

€ , ©c 0 P » ¥ ®™ac 3 Oy ; estos valores se dan
en las Tablas V.5 y V.6. Agregamos .una columna para
especificar la forma de la funcidn o (€¥) utilizada.

Preferimos las funciones (V.,2.2.4) y (V.2.2.6) pues aan
un apoyo fuerte a la forma del sistema considerado.
Estos sistemas, junto con aguellos en las Tablas V.5
Y V.6, se manalizan con mé&s detalle en la siguiente
seccifn, donde discutimos las componentes azimutales

Lvg> ¥ 6y .



EJES PRINCIPALES ESFERICOS DE f

TAaBlA V.7

Sistemas oblatos a calcular

12 -t
€o oy (Kpo ) ecuacidn
-2
» 0.43553 10 Ve2.2.2
* 0.43583 2x10"% Ve2.2.4
0.50332 10-2 Ve2.2.2
0.50332 3X10°% Ve2.2.4
* 0.71414 o= cte= 2
* 0.71414 a= cte= 0.707
¥ 0.71414 -< V.2.2.2
» 0.71414 6X10™% Ve2.2.4
0.82462 10-% vV.2.2.2
0.82462 8X10~% Ve2.2.4
¥ 0.91651 10-% Ve2.2.2
*» 0.91651 3xX10-32 V.2.2.4
* 0.31651 3x10°® Ve2.2.3
: sistemz2s a considerar bajo triaxialidad leve.

EJES PRINCIPALES ESFERICOS DE f

TABLA V.8

Sistemas prolatos a calcular

2 —2
€y “p (epc ) ecuacién
* 0.43589 0 = cte= 0.707
% 0.43583 o= cte= 2
% 0.43589 103 Ve2.2,2
* 0.43583 1073 Ve2.2.6
0.69576 163 Ve2.2.2
0.639576 1073 Ve2e2.6
% 0.71414 10> VeZ.2.2
* 0.71414 10— Vo2.2.6"
0.89795 3x10~* Ve2e2.2
0.83795 ~ Ve2.2.6
®* 0.91651 5X10~" Ve2a.2.2
%x 0,.,91651 1o0™ Ve2e2.6.
0.97701 &= cte= 2,45
0.97701 10~} V.2.2.2
0.37701 5X10% V.2.2.6
: sistemas a considerar bajo triaxjialidad leve.
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V.3 DISCUSION_DE, LA CONMFONENTE AZIMUTAL {~yVo
(4U¢>  + 6¢* 37* Y DE LA PUNCIOR beain = (5
EN SISTEMAS COR

=

kaé 5€3/<§Y>°

SIMETRIA ROTACIONAL.

Haste ahora hemos analizeado las constricciones sobre
la funcidn o (¥) , la cusl relaciona las dispersiones
de velocidzd en el plano meridional.

Una vez teniendo una funcibdn a (¥) aceptabdle, procede
analizar de qué manera intervienen las componentes azi-—
mutales (V¢S ¥ & s, i.e. 1la rotamcién de centroide
alrededor del eje de simetrfia rotacionzl, y la Adisper-
8ién azimutal de wvelocidad. la discusién en esta seccién
se basa sobre 1os sistemas en las Tablas V.5 a V.B.

En esta seccién empezamos la discusidén de la funcidén
L (¥) (ver ecuaciones (IXII.5.16) y (III.5.24) en el Capf-
tulo III), la cusl continuamos en la seccién V., .

En seguida establecemos unas ecuaciones gue sSon nece-—
sarias para la discusién.

En ejes principales cilindricos de f se tiene 1la Adesi-
gualdad /et £ G (&) (ver ecuacidn (IV.2.7)). Entonces con

€ (¥Y una funcibdn con _valores entre O y 1, podemos es-
eribir Y/e* = E(FYGK (¥) . Por lo pronto esto es puramen—
te formal; a travé€s de la discusién en esta seccidn ire—
mos teniendo mayor informaciédn sobre las posibles formas
de la funcibn g (&), la cual conduce directamente a la
funcién & (F)

Con las ecuaciomnes (IV.2.6) y (IV.2.7) llegamos a:
P/oto = QP - Y = @Y [a— &) -

Tomando en cuenta gue ol EJG’Q Na = F(\R)&', obte—
nemos entonces (omitimos el gumento /& ):

Lyt = oZ'GiQ, (-2

(V.3.1)
2 —y 2
Ilamemos LUy%. = & = Q= 6p B (esta MWltima identi-
dad se sigue, pues 6(2: = o 67 ). Entonces (V.3.1) es:

Loy = 4‘\’1)2 D (V.3.2)

1124
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En ejes rincigales esféricos de 4  tenemos Yk £
(ecuacién %IV.}. YY), ¥ de nuevo con e = (&) TGS,
O 4 el¥Y¥% 1 (gque no es necesariasmente la misma funcidn
€ (FYintroducida en ejes principales cilindricos de .
pero que lz denotamos con el mismo sfimbolo) ¥y las ecua-—
ciones (IV.3.7) ¥ (IV.3.8), odbtenemos:

. 2 2

Cug> = e & (- = Loy (A-¢8) (V.3.3)

2 L2
v agquf {V¥de= S¢ g (empleamos también el mismo sim-—
bolo (;Sw)o introducido en e jes principales cilindricos
de { -

2 k3
Anora, Sp = \-;26'\{ entonces
2 = z 2z

By = el /" = Sp el = & Luyd, -
¥y de la ecuacidn (V.3.2) llegamos a:

-
’

LoeS v 65 = Lueye (V.3.4)

esta relacifdn (independiente de € ) también se cumple
en ejes principales esféricos de

De la ecuacidn (V.3.4) tenemos:
k3

£ R
LSe™> Log>
il.e,

- (=)
{ovy 1ot

esta ecuacifdn da el cociente entre 6‘\{
punto del sistemsa,
funcidn € (&Y .

A
.3

(V.3.5)
y <Ue> en todo
una vez teniendo especificada a l1a

También, como /¥ = & &



W=t = __ e (V.3.6)
Jex NEMR S

¥ en ejes principales esféricos de —?

b = ( Cr ' (V.3.7)
Jeg Je g>e )

llamemos ahoras

o

1 (Y
_— — ejes principales
I~ J& {oyde cilfndricos de
wan = (V.3.8)
{ €¢

—_— ejes principales
,[s‘ (\I‘f). esféricos de f
entonces:

o = -3:_\—"‘ (V.3.9)
3

Como 0= £ = 1, kwin es entonces el valor mfnimo
%ue la funcidn (¥ puede tomar en un punto dado

i.e. no es necesariamente el minimo ebsoluto a través
de todo el sistema).

De las ecuaciones (IV.2.1) y (V.3.4) se ve que:

A% _ e _ 2
L 3R LVe>y, = — lgr .5";\(""3’ 6e ) (V.3.10)
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También, de la primera_ ecuacidn en el sistema (IV,3.1)
¥ con la ecuacidén (V.3.4):

5_ 2 kR 2 kS
r2& - Loeyt =__\§_{%(rfg,) + S’QS}—GB)} -

= __}_ 3\_2_((‘-7633 + fsf-' (4——2;}} (v.3.11)

Los sistemas considerados en esta secciéfn serdn obser-—
vados eventuzlmente como sigue: los oblatos a lo largo
de su eje mayor proyectado; los prolatos a lo largo de
su eje menor proyectado. Entonces, las regiones del sis-—
tema cercanas al plano z = O (plano ecuatorial) son las
que tienen el mayor peso en la observacidén (por su mayor

densidad).

Estas regicnes 2 ~ O son las gue se analizan con mayor
detalle en toda esta secc'iﬁn. BEn tales regiones se tiene
RUIE/IR = ¢ 38 /ar = (Uede s con (Ve¢de 1la velocidad
cuadréitica de particula en Srbita circular alrededor del
eje de simetrfa rotacional z. Esta es la velocidad méxi-
ma local que puede zlcanczar la rotacidn de centroide (V¢S

haciendo €, €v = O en las_ ecuaciones (V.3.,10) y
Ve3.11), ¥ 6y = O en (V.3.4)). Entonces las diferencias
dadas en las ezuaciones (V.3.10) ¥ (V.3.11) seré&n positi-
vas en estas regiones z ~ O (en general dg, ty ser
no nulos; por lo tanto la componente azimutal (\J.g)t

debe ser menor que el osible méximo de contribucidn azi-
mutal, dado por (‘J‘{’): ?.

En las figuras a discutir més adelante, se Ve gue efec-—
tivamente {V¢dy €5 menor que (VJygde , ¥ la parte importan-—
te a discutir es precisamente cémo es la funcidn 40\?)9 -

La funcién bBwin dada en (V.3.8) también se discute
Principalmente en las regiones z ~ 0O .

Por lo gue respecta a2 1la funcidn 2(?) s le imponemos de
antemano la siguiente constricciédn: deseamos que {45 = O
sobre el eje de simetrfa rotacional z. Como _.en todos los
puntos en los cuales <{~y» = O se cumple A/t = o

4 o* = g‘ y segin sean los ejes principales de .F .



esto significa gue E (vY = 1 en tales puntos. Esto es,

se debe cumplir entonces € (¥)= 1 a lo largoc del eje =z.

En ejes principales cildndricos de se ve de la
ecuacidn (IV.2.7) que la funcidn G (®,2) cu.mple Qeix) = 1;
entonces b = 1 en = O (esto es necesario por pura si-—
metr{a: Sg = €y en R = O).

Deseamos también tener <{N¢> = O en el limite = = O ,

R—» 0 ;5 di.e. Q/&):.-.o = &R0

— ©

En la discusién posterior se verf que &(O.t),é &pSf:'."Q s

entonces, aunque <{V¢> pueda ser continua en & =0

(con valor nulo), 1z funcién b(*Y no lo serd en general.
Debemos recorda.r que el origen del sistemz es un punto
muy particular (singular), estas discontinuidades son pro-

pias de la densidad (II.2.1).

Anflogamente, en ejes principales esféricos de f las
condiciones son:

Q/‘:\eso = E(‘Vb)
(‘/b"\ e=Tjz = g(f,“/z)

¥—=0 —a 0

(Vv.3.12)

Y m&s adelante se muestra que en general F(‘".D}f €(r1“/1>
i.e. los mismos problemas de discontinuidad

En el caso de ejes principales cilindricos de ‘F se re—
quiere = 1 en el eje z. Para ejes esféricos es necesa—
rio que v = & en tal eje (por Simetrfa). Esto lo demos-—

tramos como sigue: de la primera ecuacidn en el sistema
(IV.3.3) =se tiene:

V€ {
if 'z;r ¥ ? 'ar>} - (1— :7—>D—0 (V.3.13)
o= =
sustituyendo esta ecuacién en (IV.3.8):

O L N

i.e. b = & en exr eje z. En la siguiente seccién empeza-
mos la discusién.
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V3.1 EJES PRINCIPALES CILINDRICOS DE f -
(a) Sistemas oblatos.

Los sistemas oblatos aquf considerados son aquellos de
la Tabla V.5. Las soluciones en los sistemas levemente
triaxizles son muy arecidas a las esferoidales (i.e. con
simetr{a rotacional?; por lo tanto la discusiédn se basa
en estas Yltimas.

En estos sistemas la funcién {Y¢Do en el plano z = O
se muestra en las Figs. V.1 a V.5 , la isotropia meridio-—
nal es lo gque distingue a estos sistemas oblatos. Confor-
me aumenta la elipticidad se reqgquiere entonces que las
componentes azimutales (*-"\r> S? contribuyan fuertemen-—
te para mantener la forma dei aistema. Esto es, en
alta la funcidn {(Ue{ver ecuacibdn (V.3.4)) tiende a estar
més cerca de (Wyde ( (V). se denota como «Jeivr en las
Figs. V.1 a V.11).

Otra caracteristica que podemos notar, es el paralelis-—
mo aproximado entre las curvas Vdvw ¥ 4{V4Pe «» Ambas fun-—
ciones son sensiblemente decrecientes con la distancia
al centro del sistema.

En las Figs. V.12 a V.16 damos 1la funcidn bwin de estos
sistemas en el plano z = 0 . Esta funcidn es aproximada-—
mente constante, pero difiere de la unidad conforme aumen-—
ta la elipticidad del sistema; a86lo en elipticidad pecue-—
fia se tiene bmin ~ 1 en ® = O . Entonces 1la isotropfa
&lobal ( g = € = Sy ) en el centro del sistema s6lo _es
alcanz=zble en sistemas con elipticidad baja (e 2= 0.1).

Si la velocidad de centroide fuese nula en todo punto
(i.e. £€(¥) = 1), entonces 1a funcién w(F) tomarfa el va-
lor bein enn z = O (ver ecuacién (V.B.Qg), i.e. 0 4

R ~ Stz €en este plano (pues beymw < 1), con G\f sierdo
més fuerte a medida que aumenta la elipticidad.

Entonces, observando al sistema sobre el plano ecuato-

rial z = O, obtendrfammos una curva de dispersidén dada

fuertemente por W » ¥ POXr lo tanto mostrando el gra-

diente de la funcidén <y (pues bT" = e Uyrg = LuedT ).
Si en las regiones zZ A~ O tomamos L = 1 (entonces 6“f =

Sp ~ € i i.e. aproximadamente isotropfa), se tendréi
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Ve = bmin (ecuacibn (V.3.9)), i.e.

2 R
Sy = bmin <UY>7:’
2L 2 2 (ve3.1.2)
LogS = (4= buin) LU,

la veloeidad de centroide no serfa estrictamente nula
en el centro del sistema si la elipticidad es alta.
Observando a un énguleo b = T/z2 s obtendrfamos curvas de
dispersién y rotacién esencialmente dadas por la funcidén

{IPDe ;3 i.e. marcadamente decrecientes com la distancia
al centro del sistemz (sin contar por lo pronto la regidn

central).

Con (V.3.1.1) tenemos:

— 2
LS VA bwin (V. 3.1.2)

g‘f b min

Yy este cociente es mayor que la unidad en L>mu\ £ o.70 .
Con las Figs. V.12 a V.16 encontramos que esto sucede en
e 2 0.3 . Por otro lado, el cociente (V.3.1.2) apro-
xima a T/ § dzdo en el teorema del virial (ver ecuacio-
nes (A2.2.9§ y (A2.2.10)). Entonces, de la curva = 0
en la Fig. A2.1 del Apéndice 2 (gue es la que corresponde
al caso que estamos discutiendo: €y = Sr T &Ex ) se ve
que T/§ > 1 en € 2 0.4; que aproxima bien la estimacién

& 2 ¢©C.3 dada con nuestros cilculos.

Un tercer caso con {\f ~ O no es posibdble, segin el ani-—
lisis del inciso (b), seccidn V.2.1 .

Resumiendo esta sececidfn: los sistemas oblatos aguf consi-~
derados, darén bajo observacidn, curvas de dispersién y ro-
tacidn decrecientes con la distancia al centro del sistema
(fuera de 1la regidrn central). Observacionalmente este tipo
de comportamiento es comin (Schechter & Gunn 1379;
Efstathiou . et al. £980).
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(b)) Sistemas prolatos.

Estos son los sistemas de la Tabla V.6 . En las Figs.
V.6 a V.11 estén graficadas las funciones {vJgydocen z =

(1a depresiédn central en 1la funcidn (W¢de = cir es real).

En general, el gradiente de Q\N’)a es mAs pronunciazdo que
el de la funcibdn {V¢Se. en el inciso (a) anterior, y el
valor de {Vgde. en aquellos sistemas oblatos es mayor qgue
en los prolatos; i.e. las componentes azimutales no son

fuertes en estos Wltimos (en la regidn =z ~ O, por lo pron-—
to; Ver adelante).

En 1la Pig. V.8 se muestran las dos soluciones en un sis-—

tema con € = 0.3 : QA = Owdx = 0.927 ¥ QA = O0.TOT L Omix »

Es claro gue con a & owmsx la funcibdn <LUyd>e debe aumentar

respecto al caso o = Aawmdy Pues 1ia presién ejercida por
€r €©s menor,

El comportamiento de la funcidn <V%De fuera del plano
z = O es el siguiente: en elipticidades bajas <{Vydoc es
mé&ximo en z = O con decrecimiento posterior a medida que
aumenta z; en elipticidades intermedias lo gque domina es
que L V¢Ye tenga su mé&ximo fuera del plano z =

= O (con de-
crecimiento posterior); en elipticidades altas este mé&ximo

aparece de nuevo en z = O, pero ahora aparece una depresidn
de {VgYeo en =z # O, presentando posteriormente un mé&ximo,
con decrecimiento posterior hacia la frontera (ver compor-—
tamientos similares de sistemas oblatos en Richstone 1384,
{Jy¢Do es decreciente a partir del plano z = 0 en los

sistemas oblatos del inciso (a) anterior).

Entonces, en elipticidades intermedies y altas se requie—~
re apoyo sustancial de d¥y4> , Sy fuera de z = O.
La depresibdn en (V4> mostrada en sistemas con & inter—
media y alta, puede caer cerca del plano z = 0, y esto tie-
ne consecuencias importantes: el mé&ximo externo de <dVUgSco

no ocurre en un plano paralelo al plano z = 0, sino gue
tiende a acercarse a €ste en regiones externas; entonces
es posible obtener incremento de {dVY¥Ve en z = 0 en estas

regiones. Esto se nota en las Figs. V.9 a V.11

En las Figs. V.17 a V.22 se da la funciédn bwir. en z = O.

En la mayorias de las soluciones se tiene bwin > 1, i.e.
Sa.> S : el apoyo dado por €g es ya apreciable y no es

necesaria mucha contribucidn de 6y . Este no es el caso

en la solucibén & = 0.3 con &= 0.707 £ awmdx = 0.927 :



agui c\? interviene con mayor fuerza pues '§& no es altog
entonces bkmin <& 1. Tampoco es el caso en el sistema .

€& = C.6 : al menos en z ~ O es posidle Sy >6m ( bpm < 1)
De hecho, &, puede dominar a Sg en regiones extensas del
sistema pues <{VYg¢de tTiene méximo fuera del plano z = O en
sistemas con elipticidades intermelias y altas.

El valor de EMI\\ tiende a ser alto cerca de la depresidén
en <% e (pues anf <Lvygy, S¢ son bajos), y disminuye hacia
los mé&ximos de <VY¢de . Entonces, en las Figs. V.20 a V.22
este comportamiento de win esté relacionado con el de 1la
funcibn 4{VJyde. en las Pigs. V.9 a V.11 ( {A0¢>, muestra in-
dicios de la depresién y del méximo externo).

Observando los sistemas prolatos de estz seccidn a un 4n-
gulo © = T/ ¥ con {V¢T = O en todo punto, la disper-—
3ién observadz serf{a una combinacién del campo azimutzl

yw = LdVgDo (ver ecuacién (V.3.4)), répidamente decrecien-~
te con la distancia R, ¥y del campo radial Sw (dominante
er1 casi todos los sistemas pues bwmin > 1) dz2d0 por {(ver 1=
ecuacibdn (V.3.8)) Tgr = bmin {Fy»e (unza funcidn que puede te-
ner gradiente bajo pues bw.in aumenta ripidamente en algu-—
nos caseos; ver Figs. V.18 a V.20). Entonces 1la dispe!‘sig;
observada serfa una funcién suavemente decreciente en algu-
nas soluciones (ver por ejemplo Schechter & Gunn 1979;
Efstathiou et:. al, 1980; Davies et al. 1333).

Con 6-‘{’ = O en todo gu.nto (permitido, segin el andlisis
del inciso (b)), seccidn V.2.1) se tendrd dvgd = LdVgSe
¥ la curva de rotacidn observada serfa fuertemente decre=-
ciente.

En estas soluciones con Bwin > 1, no existe la posibi-
lidad £ = bminc (i.e. b =1 : Sp = Sy ) pues £ < 1
necesarijiamente.
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V.3.2 EJES PRINCIPALE

ui
&)
V]
&)
3]
W
[
Q
o]
ut
o]
lz)
“h

(a) Sistemas oblatos.

En la Tabla V.7 se dz2n los sistemas oblatos considera-—
dos en esta parte. En las Figs.

V.l a V.5 mostramos las
funciones {V4Ye

en el planoc z = O .

Algunas soluciones estén calculadas bajo la funcidn
(Vo2.2.2) con =% = AG* kpc ~. Entonces 6 es dominan-—
te enn z ~ O,

¥ la componente azimutzl L{V¢DVe debe disminuir
rdpidamente, como se ve en las Figs. V.1l a V.5 LT¢ye es
menor qgue en las soluciones oblatas del inciso a; en la
seccidn V.3.1).

Puera del plano z = O, {VU¢de es decreciente a medidae
gue aumentz la distancia z, 81 €& es pequedfia (&€ T 0.1).
En elipticidades intermedias y alteaes, <L{Vydo alcanza valo-—
res m&ximos en z # O. Binney (1930b) tamdién ha encontra—
do este tipo de depresién bajo la misma forma de la fun-
cidén a (¥Y (con_ $> = O en el centro, la depresidn es-—
t4 asociada a % ). Este dominio de LVYydo en z 3+ O se &de-
e esencialmente a que €y domina fuertemente a §e confor-
me aumenta z, yendo en contra de la forma del sistem=z
(i.e. disminuyendo la presidn perpendicular =21l eje =z,

so-—-
bre el plano meridional).

Las soluciones con las formas naturales de 6.(F), ecua-
ciones (V.2.2.3) vy (V.2.2.4), tienen w™KgF del orden \o
xpc~Z en eligticidades bajas e intermedias, y de orden

52 kpce~Zen elipticidades altas. En regiones préximas
al plano z = O se tiene o (F) ¥ 1+ AT vr%* , i.e. del mis—
mo tipo_que las soluciones bajo la ecuacidn (V.2.2.2).
Como & es aguif menor, Sv no es tan fuerte respecto
a €e como en aguellas; esto permite gue {3¥Do aumente,
como se Ve en las Pigs., V.1 a V.5 Estos sistemas estén

sostenidos naturalmente or el campo de dispersién meri-
la funcidn azimutal

djional,

\Yf~f>e no se requiere fuerte
en el exterior; entonces esta funcidn decrece ripidamente
hacia esas regiones.

En un sistema con € =

0.3 se han considerado soluciones
bParjo o= cte. @ o & 1 y a D> 1.

El caso o &£ 1 requiere
un dominio fuerte de {J4)o Sobre z~ O, y & la inversa en
o > 1. Principalmente las regiones centrales (isotré-
Picas meridionalmente en las soluciones arrivba menciona-
dzag) reflejan este hecho. Con o 5 1 las regiones exter-
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nas en z ~ O siguen mostrando <V¢Ye. mpreciable respecto
a las soluciones ya discutidas. Esto ez el reflejo 3dAe aque
en las regiones centrales se ha favorecido a 53 cerca del
eje z (i.e. en contra de laz forma del sistema).

En las Pigs. V.12 & V.16 se da la funcidn L.\in en z = O
de los sistemas aquf considerados.

Con 1z funcibdn a(f) en la ecuacidn (V.2.2.2) el apoyo
de &r es muy fuerte en z ~ 0, entonces btmin debe ser
iguanlmente fuerte (pues {Vydodismin e rdpidamente, y por
1o tanto <INy €y 3 ver ecuaciénu¥v.3.4)). Con las fun-
ciones (V.2.2.3¥, (V.2.2.4) y con los valores g ya men-—
cionados, {V4Yc es mayor gue bajo la funcibn a(F) en
(V.2.2.2), pero ré&pidamente decreciente en el exterior; en-
tonces bamin aumenta fuertemente en estas regiones.

En perticular, las soluciones cor &(f) dada en (V.2.2.2)
muestran O+ dominando a en z ~ O {(pues v o= € ¥
L=, bwmin > 1). Combinando este comportamiento con el au-
mennto r4pido de bwin Y la disminucién igualmente ripida
de {V¢Pe , la observacidn de estos sistemas con Luyde ~ O

producird curvas de dispersién con gradiente moderado (ver
ecuacién (V.3.8)).

En las soluciones con O = cte. en un sistema de elipti-
cidad 0,3, bemin < 1 ¥ bedn > 1 mostrado en la Fig. V.14 son
reflejo del comportamiento de la funcibdn {Vedo anteriormen—
te sefialado. Hay que notar gue la constancia aproximada de

bain es también obtenida bajo a = cte. en ejes principa-
les cilindricos de ¢ . Con <VY¥D> = O en todo punto se tie-
ne £ = 1 entonces & = bein

segin la ecuacidén (V,3.9);
es diffcil comprobar observacionalmente gue = cte. o cual-
quier otra forma funcional de b ocurra en un sistema 3dado,
pues no se tiene la informecidén detalladza puntual. Aun el
comportamiento de la funcién ¢U¢7o(que daa a una idea Ade
una posible forma de la rotacién observada puede ser obte-—-
nido con diferentes funciones &(F) (por ejemplo la solu-—
cidn en la Fig. V.3 bajo ejes cilindricos de f: ¥y a= 0.707
bajo ejes esféricos).

Las soluciones discutidas en este trabajo pueden ser acep-—
tables en principio, pero no se descartan otras posibles
formas de la funcidn a(f) , diferentes =z las aquf conside-
radas, y quizé mé&s convenientes (pero de cualguier modo,
esta conveniencia Aebe estar fundamentada en modelos méAs

detallados que reproiduzcan la mayor parte de la informa-
cién observacional).



En los sistemas considerados en este inciso, y princi-—

palmente exn aguellos de elipticidad dbaja se puede inten-—
= i.e. S = T isotropia tangen-

tar la situacién a = b , 3
cial). En este caso {(ecuacidn (V.3.39)): &E(¥Y= bm'\f\/u,) .
Corr a2 = { + o2v* tendremos entonces:
2
~ bw\in
e(e) = — - (v.3.2.1)
1+ Xo ¥

- 2
En v —» 0 se obtiene bwin ~ 1, y LU ~ 0. Como ™o =
5% kpc 3 entonces & £ 1 en z ~ O, segin el comportamien—

\G
to de bn(r: dado en la Fig. V.1l2. Entonces (V.3.2.1) es en

principic una funcidn conveniente.

En elipticidades altas se puede también intentar ia for-—
ma (V.3.2.1), pero modificada para dar <VUEOD~ 0O en ¥ —» 0O
Lwin 1l en estos sistemas con & alta).

La funcidn (V.3.2.1) es rdpidamente decreciente ( ui} =
1o—*%* kpcd*); entonces ©~ O en gran parte de la regidn =z
~ O, 1.8, gy~ O ¥y LVeD ~r {Vy>,. Bajo observacidn a un
dngulo © ~ Tz se obtendria una curva de rotacidm rdpida-
mente decreciente, junto con una curva de dispersidén dada
esencialmente pPor Sy = wmin 4\;\()0 s la cuzl presentaria

un gradiente menor.

{(b) Sistemas prolatos.

V.8 estdn listados los sistemas prolatos

En la Tabla
En las Pigs. V.6 a V.11 se dan

a discutir en este inciso.
las funciones J{V¢do -

~ <
Bajo la forma & (¥)= {1+ o r> se han considerado valores
de de 16> kpc~?en elipticidades €& = 0O.1; Lt A 15
kpc~%*en € =C.3, ¥ o(\?'~ w' kpc?en € = 0.6 (las'elipti-
cidades anotadas son'las obtenidas bajo observacidén a un
Angulo no siempre igual a /a2 ;3 entonces las intrinsecas
pueden ser mayores en algunos casos).

Antes de discutir la funcién {Vy4Dec correspondiente a es-
ta forma de a(¥) , veamos cudl es su tendencia a través
del sistema.

En elipticidades bajas (no intrinseca en €p =~ 0.69576,
con Gy = 30°), L\nf)o aumenta, en general, hacia un m&ximo
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fuera del pleno z = O, situado a gandes alturas z.

Este aumento es leve, de modo gue {(VyD. es apreciable =
través de todo el gistema. En €p= C.539576 nay una regidn
en el plano z ~ U (ver PFig. V.7) donide {yYv. se hace nega-—
tiva; formalmente esta no es entonces una solucidn vélida
(hay que recordar qgue bajo estaz forma de a(¥) los siste-—
mas prolatos prefieren eL?z > 1, pero es interesante ver
cémo se transforme esta regidn con {Vydo negativa confor-—
me modificamos okf < 1 en varios sistemas). Como <dVyve es
fuerte en el exterior, lo es en particular soktre el pla-—
no z = O0; mAs adelante comentamos esto.

En el sistema con &€ = 0.3 intrinseca ( € = 0©.71414
Berve = 30°) <Vyde vVuelve a ser negativa en una regidn
cercana a z = 0 (Fig. V.8)., Fuera de esta regiédn el com—
portamiento domninante es {(VUyde decreciente levemente,
pero méAs marczdo que en las soluciones anteriores. Enton-~
ces en estas regiones 411\(70 es miximo sobre z Ar O.

En los sistemas ©p = 0.83735 y ®p = 0.37701 observados
a ®obs = 30°, y con transicibén G, pen la densidad relativa-—
mente alta, la funcién {IY¢do en {as regiones centrales
alcanza su mé&ximo fuera del plano z = O, y posteriormente
sigue siendo importante en las partes externas. Como se
ve en las Figs. V.3 y V.1ll, sobre el plano z = O tiene
una depresidn en las regiones centrales, perc ahora ya
no se llega a valores negativos. En las partes interme-—
dia y externa del sistema, <U\€>° es mAxima en z = O,
siendo sensible el decrecimiento posterior, i.e. Qv\f)o
ez ahora méis fuerte en z ~ O.

En el sistema €p = 0.31651, ©cks = 900, altamente concen-—
trado (% = 2 kpc), ya no aparece 1la depresidén central;
tal vez s8{ esté presente pero més corrida hacia el centro.
De hecho {V¢)c Se hace negativa cerca del centro, y esto
puede ser el reflejo de la depresién. La funcidn <LVYYde
alcanza un méximo fuera de z = O en la regidn central,

Y posteriormente sigue siendo fuerte conforme z aumenta.
Aproximadamente a partir del pico en z = O (ver Pig. V.10)
{VyHe €3 méxima en z = O con decrecimiento sensible pos-
terior, i.e. de nuevo {vyDo es fuerte en z ~ O.

Ahora vamos a discutir un poco mds estos comportamien—
tos.

Primero recordemgs los sistemas prolatos del inciso (b)
seccibdn V.3.1 . Ahf el apoyo de €x a la forma del siste-—
ma es decidido a través de todo el sistema. La funcidén

{a¢De tiene en general un mé&ximo fuera de z = O en las
regiones centrales; en las regiones intermedia y externa



aperece una depresibdn a alturas grandes sobre el plano

z = O, esto puede afectar en algunos casos a {AJ¢d o sobre
el plano z = O pues la depresidn puede abarcar unza parte
de z ~ 0. la presenciz de 1z depresibdn iniica qgue sorre
una regidn del sistema, fuera de z = O en general, el &do-—
minio de €2 =sobre sy es el justo para mantener la forma
sin intervencién de las componentes azimutales JVUE> ¥
£y . Sin embargo, el que {V¥Dec aumente fuera de z = »
indica gque existen otras regiones en las gue se reguiere
mayor apoyo que el que da Sk . Estos cambios en LVESe
ocurren entonces esencialmente fuera del plano z = O.
Sobre este plano el decrecimiento de {Vydo conforme K
aumenta es marcado, i.e, nNo e€s necesario mucho apoyo azi-
mutal en el exterior de este plano, el apoyo se necesita
en general fuera de &1

i 2

Bajo la forme &C(F)= 1+ %{r° 1la situacidn se altera un
poco: primero, en la regidn central se tiene isotropia
meridional; esto no 4a ningdn apoyo (local) a2 la forma
del sistemz2. Introduciendo el efecto de {VyD> ¥y 6 emped—
ra la situacibén. Matemfticamente esto se alivia haciendo
negativa a la funcidén {V¢$»Z, lo cual reduce Tixx ¥y es po—
3ible tener Tey 3 Tixx» ESto no es v&lido.

La necesidad de gue 4&152 sea negativa a2parece en al-
gunos casos por la depresiédn observads cerca de la regidn
central. Sin embargo en otros casos <AV¢ DS no es negativa
en esta depresién (habri=a gue ver, adem&s, con mis deta-
lle lo que ocurre en v —» © : por el comportamiento de
(v¢dc » gque tiene alto gradiente en ¥ —» o0 , se espera
algo anilogo en la funcidn <Vvyde ). Lo importante es re-
ducir convenientemente a {V4Yyde. en algunza parte para con-
trarrestar la isotropia meridional en la regién central.
Esto se hace por medio de depresiones muy cerca del cen-
tro o cerca de é1. Hemos visto gque estas depresiones apa—
recen sobre el plano z = 0O, tanto bajo variaciones en §~
como en z (i.e. en la regidn central £Lugve es en general
minimo sobre el_-plano 2 = O)

Entonces, la isotropia meridional en algunza regibn de
un sistema prolato no es aceptada en a2lgunos casos; de
hecho, como ya se vié anteriormente, no existe solucidn
bajo isotropfa meridional global. Conforme mayor sea la
elipticidad del sistema, mayor debe ser el amlejariento
de la isotropfa meridional. Esto explica porgu se acep—
tan las situaciones con &% > 1.

Ahora, comparando las soluciones en el inciso (b),
seccién V.3.1, con las agquf obtenidas, se observa gque en
general {VyY, es mayor en z ~’ O en estas Bltimas. Esto
parece contradictorio pues S domina gradualmente a <g



123

en z ~ O en las presentes soluciones, y por 1lo tanto uno
esperarfa que {V¢De disminuyera répidamente. la explica-
cidn de este comportamiento es la siguiente: en las regio-
nes préxicas al eje z, S apoya graiuslimente la forma del
sistema, con €¢ siendo celda vez mAs pequeia. Entonces es
necesario un apoyo azimutal para contrarrestar el decreci-—-
miento de € . Lo interesante es gue parte de este apoyo
(pues de hecho (Ve¢dc si es fuerte en esas regiones) apare-—
ce sobre el plano z = 0: <{V¥¢D, es mé&xima en z = O y des-—
pués decrece; esto mse observa en regiones intermedias y
externas, Vemos gue no neceszariamente se tiene localmente
la proporcién debida en dispersién y rotacidn para mante-—
ner la forma del sistema, la compensacién g&lobal es la im-—
portante, como lo apunta Binney (1931).

las depresiones en {V¥dc ocurren en z ~- O. Entonces con
x% > 1 los reguerimientos de {uUyDo alta en regiones con z
&rande aparecen en z ~ 0O; esto eleva las depresiones y es
posible entonces tener solucidn matemiticamente aceptable.
Esto explica también porqué =g > 1 es favorecido (i.e.
aumentando g se alivia la depresién; ver Figs. V.9 ¥y
V.11). Un pungo que hay gque notar es que 12 depresidn en

{Vyde ocurre en las regiones centrales; entonces la iso-—
tropfa meridional central tiene fuerte consecuencia. En
cambio en el inciso (b) seccidn V.3.1 1la depresidn ocurre
hacia el exterior y permite que (V£>pse recupere todavia
dentro de distancias intermedias. n ese caso la posibili-
dad de Avq)o m&s © menos constante en un intervalo grande
de dAistancias estd a la mano, pero no aquf. ¥4s adelante
discutimos las consecuencias de esto respecto a curvas de
rotacién planas.

1C‘Pnsideremg_szahora las so%ugiones con la forma "natural'

05(®Y= (1 + gricos™e] / (4 + ot rsale].
z —-—

Ya wvimos gue con €& baja _se requi%?e e < 1 kpcz. Yy en
& alta preferentemente d? > 1 kpcd . Sin embargo hemos
permanecido en valores de o del mismo orden que los uti-—
lizados en la forma anterioxr de a(¥) para ver cudles gon
los cambios.

ILas caracterfsticas principales del comportamiento de
LvyYe en estas soluciones son las siguientes: en eliptici-—
dades bajas ( @p = 0.43583 y <€p= C.69576, en esta Qltima
intrinsecamente mayor gue 0.1) {JUy>e es fuerte en z ~ O
en la regidn central, ccn un pequedfio maximo cercano al pla-—
no z = 0. Posteriormente (vq)o sigue siendo fuerte; inclu-—
sive en regiones intermedias’' puede ser mayor que el wvalor
en z = O. En el exterior, <duUydo, es méiximo en z = O con de-—
crecimiento sensible posterior. En particular en et =
0.69576 la depresidén encontrada en las soluciones anterio-—
res vuelve a estar presente pero ya no se alcanzan valores



negativos de <V¢Do. . Entonces en
fuerte en z ~ O, en particular en
el exterior (en las soluciones anteriores el méximo agui
encontrado cerca de z = C se desplazadba a z grandes,;, ague
ahora aparezcz més cercano al plano = = O guiere decir
mayor apoyo a partes principales).

€ pegueza {V¢d, es
le regidn central y en

En elipticidzdes intermedias y altas domina el gue {VUgD,
sea mAximo en z = O con decrecimiento sSensible posterior.
En elipticidades altas aparece en las regiones externas

una depresibén en z grande, pero esta depresién no es fuer-
te; i.e. Ngve €S fuerte en toda esta regidn.

Ahore consideremos un poco mAs de detalle en este dis-—
cusidn.

En primer lugar, con lz formaz "natural" de a(® eqgui
estudiada tenemos isotropfa meridional en la regidn cen-
tral, y por razzones ya dadas se espera depresién de Nedo,
la cual efectivamente se obtiene en las soluciones; esta
depresidn es tanto en la direcciédn R como en z y aparece
{(de nuevo) en la regidn central. Como se ve en algunas so-
luciones (Pigs. V.7 a V.1l1), esta depresiédn puede llevar
a valores negativos de {VgYoe .

En segundo lugar algo puy import%_ntf: aguf{ y en las
luciones bajo la forma & (= i+ e el pardmetro &
tiene aproximadamente el mismo valor (a veces igu=zl).

So-
re el eje z se tiene entonces el mismo cociente &v/€e
perc bajo la forma "natural'

ya no se esté

la forma del sistema en z ~ C. Ahora, con laz forma de a(¥®)
dgda por a(F)Y= 1% ®gve* se reguerfia zpoyo sustancial de
{Vg»>e , a pesar del hecho que en z ~ O se estaba en con-—
tra de la fTorma del sistemz. Bajo la forma "natural" de

o (¥) se reguiere entonces mayor apoyo de {V¢Y>eo, ¥y esto
es lo gue efectivamente se obtiene (Figs. V.6 a V.11l).
Este apoyo surge de nuevo sobre z ~ 0O, como ya se vid
en el comportamiento de V¢ Po & través del sistema. Enton-
ces, bajo igurzldad de -L"Ren ambos tipos de soluciones ,
le forma "natural" de a'(v¥) permite elevar la depresién en
LdVgve , alividndola del todo a veces (ver sistema con
€ep = 0.63575), o disminuyendo la regibn con {Vp>c < O
(ver sistema con €p = 0.71414). En los sistemas con e
0.8397395, ep = 0.91551, €s = 0.97701 se ha tomado =g me-
nor dbajo la forma "natural" de a(¥) y no se ha mumentado
entonces < NV¢d, convenientemente en z ~ O,

empeorando de
hecho las depresiones (elevando ol‘f- es posible eliminar
del todo LNy, < O).

SO0~
k-

14
en contra de

En tercer lugar algo tanbién muy importante: (V-q)c en
z ~ 0 es marcadamente plana en grandes extensiones del

(B

Q0
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sistemaz bajo 1a forma "natural” de acvy .

Esto es rele-—
vante en grazn medids pars la obtencidén de curvas de ro-
tacidn planas.

Consideremos shora las soluciones con &= cte,

Primero veamos 1o0s sistemas con elipticidad baja. Hemos
celculado dAos sistemas, uno con o= 0O
(Pig. V.6).

5, ¥ Ootro con af= 4
El caso con a4 4 1 apoyz naturalmente la forma
dAel sistema en z ~ O

pero al igual gue en & = cte. con
e jes principales cilindricos de s 81i a. es suficiente-
mente bzja se regquiere apoyo azimutal fuerte. Con a > 1

se apoya = la forma del sistema sobre el eje z, pero Sg

es fuerte en z ~ O, entonces la componente azimatal con-
tribuye menos. Hay gue notar lo aplanado de Juydo en estos
casos (FPig. V.6).

N
Veamos ahora el sistemz con & = 6.0 en elipticidamd al-
ta. Bajo ejes principales cilfindricos Ade Yy con a = cte
{a < 1), el sistema prolato presenta en general una Adepre-
sidn fuera Adel plano =z

= 0. Aparentemente dbajo esa form=z
mé&s o menos natural se estéd sobreepoyando con 6 la for-—
ma del sistemz2. Con ejes principales esféricos de
con isotropfa meridional en 1la regidn central,

s8ién se corre hacia el interior; la causa aparentemente
es la isotropfa mencionada. Con & = cte.

en ejes esféricos
la isotropfia meridional central ya no est& presente y efec—
tivamente se reduce la regidn <LYV¢d. < 0O,

en1}a Fig

esta depre-

. V.11,

como sSe muestra
E}Y apoyo sobre e eje z es may fuerte con
o = . Esto quiere decir que &g
nes; por lo tanto <{V¢do

es bajo en estag regio-—
tiene gue ser fuerte, aliviando

1a depresién obtenida bajo otras formas de AL?\ -

En las Pigs. V.17 a V.22 se muestran las funciones Lwmin

de los sistemas rolatos considerados en esta parte.

Con la forma oF(¥)= 1 ¢ &@vl »y en general bein > 1 en z ~ O

(en particular en la regidn donde {Vy¥dDo <tiende a ser nega-—

tiva), i.e. la componente azimutal es débil pues con <gq  Be

estd apoyando fuertemente.

Con o« = & (isotropia tangencial de velocidades) se tie-—
ne:
b
£ (& = min (v.3.2.2)
A+ oLF'\"q'

esta forma de i(QB es conveniente en elipticidades interme-
dias y altas, en 1las cuales se puede cumplir & < 1 en gran
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parte del sisteia (sobre z~ C), pero no en la regidn cen-

tral pues e 7 -

Con la forma "natural” de o(¥\ (ecuacidn (V.2.2.6)) hay
apoyo débil de €g en z ~ O; entonces twmm L 1 en ls mayor
parte de esta regibdn, decreciendo fuertemente a partir de
la regidn central donde bwin > 1 en general (y en las re-
giones donde { ¢d>oc tiende a ser negativo). Tanto aquf co-
mo en_ls forma anterior de a(¥) se tiene isotropia meri-
dional en ¥ —e 03 esto no apoya la forma del sistema ¥y
entonces se requiere <{Ve¢y. débil, cuando no negativa co-

mo en algunas soluciones; entonces bwmin > 1 es esperado en
vy —e O .

Con oo = & en este caso (y z ~ C):

£ = buin (4 & ) (v.3.2.3)

esta forma es apropizda s8lo en las partes externas del
sistema (con z ~ O) donde es posible & & 1; en las re—
giones centrales no es vAlida (pues Lwmin > -

Las solucjiones con O = cte, presentan razonadblemente

bewin » 1 0 brmin & 1 seglin sea o > 1 o a < 1, respectiva-
mente (ver Pigs. V.17 y V.22).

V.3.3 RESUKEN DE LA FUNCION {~Jg3%eo

En seguida apuntamos algunas caracteristicas importan—
tes de la funcidn {NyYo, Obtenidas en las secciones V.3.1

¥ V.3.2 . En la siguiente seccidn discutiremos un poco més
la funcidn £(&) .

Hemos
Z o~

1). {V§Ve decreciente con gradiente alto aproximadamente
constante en las regiones externas.

encontrado los siguientes tipos de curwvas LUT)O en

Este comportamiento lo presentan en eneral los sistemas
oblatos de la Tabla V.7 bajo la forma {(V.2.2.4) de oa(F) .



Tamnbién lo encontramos en los sistemas prolatos con
elipticidad alta ¥y O, = cte. en la Tadla V.8
2).

éOf)o decreciente con gradiente pegque®o en las regio-
nes externas.

Se ha encontrado en loszsis
V.53

temas oblatos de l1la Tabla
en 1los oblatos con a- = 4+ J&c¢? de la Tadbla V.7;
en los oblatos con a =_cte., de 1la Tabla V.7T;
prolatos con a*

en algunos
= 4 <+ d%fz de la Tabla V.8,
3). VDo

decreciente con gradiente ~ 0O en las regiones
externas.

Se encuentra en los sistemas prolatos ,de la Tabla v.s‘

con elipticidzid baja y con le funcidn a® = TLi+ 3G/

también en algunos prolatos con elipticidad intermedia
alta en la Tabla V.6; en oblatos con a = cte. de la

Tavrla V.7 .

4).

{0%>e decreciente con una depresidn en las regiones
externas.

Se ha encontrado en algunos sigtemas prolatos de la
Tabla V.6.

S). LUY>c decreciente en la regién central, con una Ade-—
presién cerca del centro, y un comportamiento poste-
rior aproximadamente plano.

Se ha encontrado_en los sistemss prolatos de la Tabla
V.B con la forma o* =
(Ve2.2.6).

4+ d{vl v con la forma "natural"

Estos comportamientos en 2 ~ 0O son de gran peso al de-—
terminar curvas de dispersidn y rotacidn a lo largo de
los ejes mayor (oblatog

(pues Lo¢ve

vy menor {(prolato) royectados

= Lp*)k-e 6% 3 ver ecuacidén (V.3.4)).

Algo que se puede decir de estos resultados es gque va-—
rias formas de la funcidn m(?) Pproducen Vede parecidos
en un sistema dado (oblatse, prolato). Idealmente, las
observaciones detalladas del sistemz determinar

tipo de funciédn o(¥) cumple el sistema.

qué
Pensamos que las funciones a(FY aguf{ propuestas no son
demasiado descabelladas, y que por 1o tanto pueden ser
relevantes en sistemas reales,

nes del sistema.

al menos en algunas regio-—

132



1 . 00E+O8 v

L V>, /40
(km.3")

-

L) L4 v L | L

b~ Sistemas oblatos by

= €o = 0.43589 -

- + + + Tabla V.5 =

B Tabla V.7 A

- ec. (V.2.2.2) -

™ Teiv e v . Tabla V.7 1
<iv/1o ec. (V.2.2.4)

v L L L L4 T 5 0 L L L

44 Lt
R

L L L 1 1.1

L A Y | . A A . : A A A 1 y 1 - A L ¥
R (Krr_) 1 . SOE+08
Pig. V.1 Funciones L\J‘f>o Y VJcar = @Q}c en el plano

z

133



S .00E4+013

LBe>s / 10
(Km-g.)

-] L] v L L ) LJ L J v L 2 S L] L) L4 L g L 8 L4 L g L 4 v L r-
b Sistemas oblatos

L. Co = 0450332

- + + & Tabla V.S

[~ Tabla V.7

= ec. (Ve2.2.2)

L Jeir /10

LI Tabla V.7
ec. (V.2.2.4)

lllllllllllllllllll&

A A A A A 4 A A A 4 A Il A A U Y U W Y 1
I L
R (Kpe) 3 . EOE+O®

Pig., V.2 Func(i)ones LSev. y VUcir = (Uy), en el plano
Z == P




2 A

1 .00K+ T T T T T T T T T T T T T T YT
= Sistemas oblatos
L €c = 0O.T1414
+ 4+ + Tabla V.5
C \ Sew/io . ea Tabla V.7
- = 2
o A A a Tabla V.7

= _0.TO7

Tabla V.7
ec. (Voe2.2.2)

LY. /10 Tabla V.7
(Km. 'Y ec. (V.2.2.4)
o. A
o. B (xpe) 1 .mox+om

Fig. V.3 PFPuncio
Z =

nes <V¢>e ¥ Vi

= (v¢)e en el plano

91




e A
S .00E4+01% v v ¥ L v ¥ v v LN T v v ¥ L v ¢

Sistemas oblatos
€ = 0.82462

+ r ¥ Tabla V.S

Tabla V.7
ec. (V.2.2.2)

- - Tabla V.7
ec. (Ve2.2.48)

L BRI AR

Lt 11t i1

<‘UY>° /|o -
(xm. <Y

L i i1t
]

- |

llTllrjl]l1llQ

. —
Q. . -Hil.nnLA- llnlAlllleLl

R (Kpe)

1 .8S0K4+082

Fig. V.4 Funciones (~V¢S. ¥ Yo = (v¢)e en el plano
z = .

9T



1 . OO0 +O 5 ¥ v v ¢ v v L4 L T % v 7T ¢ ¥V ¥ vy v ¥ L2 aq
L Sistemas oblatos qr
€o = 0,91651 a
A -+ Tabla V.5 -
N Tabla V.7 m
R ec, (V,2.,2.,2) -
~ Tabla V.7 -
N ec. (V.2.2.3) -
e -
b -
LeYe /0 -4 +
(rm.s") ~ -
o 1
- -
N ]
" \chr/‘o .
- . e
o. -4 . WIS W SO W WY U WY [N S SISO WY W W U WS S R S—

-

LS
R (xpe) A . SOE+OR
Funciones L«yupa Y Ve = (\J.(-)c en el plano

z = O ,

Fig. V.5

LE



3 .00K+0

<L“Q>b/“o
(rni. ")

-

prolatos
358

L . @ L v L]

9
Tabla V.6
a_

W
L ]
na
o)
o}
1]

Tabla V.8
ec. (Ve2.2.2)

B
o
vl
o
<
L]
o
j S I W O U W T I O

Tabla V.8
ec, (Va2.2.6)

[ . |

T

Pige.

V.6

R (wpc)

1 . SOK +O=

Funcionea <{vySe ¥ Vear = (Ve)e en el plano

zZ = 0 o

g1



. R
L NNN NS SIS NN SEnas SENNE AL SENN BEEay SENNE SEEE SN SEan SN HEnae JNSNE SENED JEEES BENNE - T

Sistemas prolatos

p

s .00E+0O12

-
-
-
-

e = 0.69576 B
-
+ + &+ Tabla V.6 1
Tabl? V.8 ) -
ec. Vele2.2
Vo /4o -
. - . Tabla V.8 -
ec. (V.2.2.6) J
-
4‘\)9>o /!0 -4 -l
(_Kn\-S') -
-
-
ﬁ
d -
r L
P - . -
- * .-, -
°- e A A . A y A B A A 2 & B A A A 4‘}
L} .
o. R (xee) 1 . ROw+ON
Fig. V.7 Funcéones 4~qﬁ. ¥y Vdir = (U¢). en el plano
Zz = -

6eT




1.00E4+08

<V‘(>o/10
(km.sY)

-
L ] L4 LJ LS L L v LA L L] L J L L] L

Sistemas prolatos
€ = 0.71414

+ + & Tabla V.6
o = 0,927
x o x = Tabla V.6

a = 0,707

Tabla V.8
ec. (V.2.2.2)

Tabla V.8
ec. (V.2.2.6)

3 4 A2 A 2 __ 3 A _ A _2

1 4 1

i i 4 i1 1404 P

le

FPige V.8 Fun
z =

© (\lyc)

ciones (JySe ¥ Vur = (¥¢)e en el plano
O .

1 . ROk +O:

oyt



8 .00£+012

LD /10
(km.5")

g e 8§ L L J L 4 : L J LS L J L L4 w L J R ] L3 r
- Sistemas prolatos -1
L ep = 0.89795 -
o + + 4 Tabla V.6 -
Tabla V.8 ]
Vew/io ec. (v.2.2.2) -
Tabla V.8 7
ece (Ve2.2.6) -1
-
.
-
—
=1
M -
- - + -
. * -
- -
- . : -~ P - - * -
' A A ) - A A A b A A A ;4 ) B A 2B 5 A A
L4 L] L ]
R (x
(rpe) 1 . EOE+OR
Pige.

V.9 F‘me(i)ones (IgYe ¥ Tar = (Uy). en el plano

Z =

128



1.10E+4+0

Logve fan
(K. 510

e
L 4 L L3 | L L] . L 4 i L

v L v ) B v v L -
- Sistemas prolatos -
’_J Qe = 0,91651

-
b * + » Tabla V.6 -
- Tabla V.8 =
H | Var/i0 ec. (V.2.2.2) -
% - . . Tabla V.8 e
5 ec. (V.2.2.6) -t
. =
-t -

-hﬂ‘_ ———
Ha -4
e -4
o —

o
18 -
ke =
d -y
J . -
-
p— - -
K R R I R -
: A - A A . AL L X A % ;Y - A A A - A - A _}
R (%pe) 1 . SOK+On
Fige. V.10

Funciones 40?50 v Vear
z = 0 .

= (S¢), en el plano

art



S .00E4+012

L‘f‘f>; /10
Ckm.3")

-
-

=
-
L]

3.
L4 L s L4 v L g q ¥

Sistemas prolatos
€p = 0.97701
4+ Tabla V.6

L Tabla V.8

o = 2.45
Tabla V.8

ec. (V.2.2.2) -

Tabla V.8
(Ve2.2.6)

acC,

-

T

1 41 11

Fig. V.11
z =

Punciones L\J‘,S o
o]

- L]
'y % A A A - 1 A o B
B (kee)

A A e
v

1 . 50E+O8

¥ Veair = (V). en el plano

1328



3._oMN:,«,cﬁj——r—1——r—1——T——r—1——r—w——f—w——v-r—1—-r—1——r—T"f"hb

bein

- Sistemas oblatos

€. = 0.43589 B
L.
= + *+ & Tabla V.5 -
+ Tabla V.7 -
ec. (V.2.2.2) -
o o Tabla V.7 ]
ec. (V.2.2.4)
-
-
-
-
-
-ﬁ
-
-
Q—A—l——-l—l——l—l——-l——l—l——'——l—‘——-ﬂ——l—-l——l-—l—l—l——ﬂ'
K
o. R ( ®pe)

»

Fig, V.12 Funcién bLnin en el plano z = O

1128



A.00E+0O

bmin

r' L L] LS L 4 L] ] . L] L J % Bl L v 0 L J s L LJ % -
- Sistemas oblatos -
= €o = 0.50332 B
- 4+ 4+ 4+ Tadbla V.5 -
- Tabla V.7 e
e ec. (V.2,2,2) -
= = + = Tabla V.7 e
L ec. (Ve2.2.48) -
- —
= -
L .

L
|

Ll
[T W O |

R (xpe)

) 1 . BOK +Om
Puncién bLbein en el plano z = O .,

Pig. V.13

&1



H.OO:#OOJ’ Tty

Sistemas oblatos
€e = 0.71414

+ 4+ 4+ Tabla V.5

. a@me Tabla V,7
a = 2

. & A A Tabla V,7
o= 0,707

- —_— Tadbla V.7
ec., (V.2.2.2)

Tabla V.7 by
ec. (Ve2.2.4) uf

;

-

ﬁ

. |
[ W W 1 J‘ :

b
1 . ROK +Om

Pig. V.14 Puncién bwin en el plano z = O .

vt




S

@ . OOEK +00 L N f ¥ ¥ ¥ T« ¥ L 4 ] : v v ¥ L 4 | 2 v 8 L

Sistemas oblatos -
™ €c = 0.82462
- -
L + + Tabla V.5 -
- Tabla V.7 -
- ec. (V.2.2.2) -
- e o = Tadbla V.7 h
_ ec. (Ve2e2.4) -
r -

Brain == -+
P -
P -
- -
- -
P -
b= e
-’ -
r. A SERe + + o -+ +
. A 2 T W ER U U G SR W S SRS S S S S VS S S .
R (Kpe
o. (ped 1 . mOK+Om

Pig. V.15 PFuncién bwmin en el plano z = O .

Lht



% . 00K+
bvvs‘m
o.
Q.

-

I
L] L J L d LJ v v € . L] .' v L v LJ v L J v L L 3

Sistemas oblatos
€ = 0,91651

P

> Tabla V.5
Tabla V.7

T T T 4§

¥

q

-

-

-

= ec. (Vi2e2.2) o

= - - . Tabla V.7 ha

= N ec. (V.2.2.3)

o - -

- ’ -
e -——

* -

- ]

o -

- -

- T -

-

-

-

+ + + + + *> - -

AllllllllleleJlAl;l

L
R (kKpe
(¥pe) 1 . mOKeOm
Fige V.16 Funcién YL..in en el plano z = O

1At



BD. 00K +O v v v v ¥ v e % v 4r AR ¥ v v . BJ L] -
- Sistemas prolatos
[ - €e = O.
- " - - = o o P 0.43589
- - b gl Tabla V.6
8 - - a s 1.0
p— - - - 2o = 10 kpe
£ O kpe
P-- a -t o= 5 P
" [ ] - & a A Tabla V.8
- o..= 0,707
-
- ~ " & ® Tabla V.8
a = 2
-
B min .t - Tabla V.8
_ ec, (V.2.2.2)
-
- R - = e + Tabla V.8
£ N ec, (V.2.,2.6)
- -
- -
- T . -
= T - . -
- s . e . -
- e e . L -
o. L A i A A3 & A A % A A A A a3 [
o. R (kee) 1 . mOC+Om
Fig. V.17 PFuncibdn L.win en el plano z = O

vt



¢
=
p

..OO‘#OO-}‘

A,
L] R . L - L 4 .

. L ] . . L4

~
Sistemas prolatos j
- ep = 0.63576 .
- + + ¥ Tabla V.6 -
u + ——— Tabla V,8 A
b i ec. (V.2.2.2) -
» Tabla V.8 -
ec., (V.2,2.6)
-
bm'u\ -
-y
-
ol
. -
[ &
°o. R (xpe) i . BOK+Om
Pig. V.18 Puncién bain en el plano z = O .

08t



8. 00KE+00+ v

B win

e
L e L

TrrTrTTT T Ty —r—rr-r—r—vr—
- + Sistemas prolatos -
€p = 0.71414
- . -t
L + + + Tabla V.6 -
» . o = 0,927 -
- x ®»® Tabla V.6 -
- + o= 0,707 -
|1 Tabla V.8 -
| - ec., (V.2.2.2)
- -
+ « » o Tabla V.8 -
B ec. (V.2.2.6)
o -F
P
=
= -
N -
i-_., -- -
P -
Xy w-nm x ® x * x = ® ®
e c e .. -
-; i P S S S N Y S W S T s S S S A & 8 LJ-
L] L
R (kpe) 1 . mOK+O®
Fig. V.19 Funcién bmin en el plano z = O .

161



..00‘000-1 —rerrTrerere v T T rTT—y -
. Sistemas prolatos
e = 0.83795
- -
" > - + 4+ & Tabla V.6
o - Tabla V.8
N A ec. (V.2.2.2)
- +
- - LI . Tabla V.8
- B ec. (V.2.2.6)
+ +
= -
- -
b“\i'\ = N4 <+ -
—. f -
* -y
-l
L
-l
-y
°o )} A BB
| &-Y
°. R (xpe) s . mOE+On
Fig. V.20 Puncidn b« i~ en el plano z = O .

281



- JNES SEENL BEENN RENNL ENENL Sunmn EEmhn SEme Summ | -+ v -:*
e Sistemas prolatos

er = 0.91651 5
™~ -
L * > » Tabla V.6 .
= Tabla V.B -y
& ec., (V.2.2.2) -
e e o . Tabla V.8 -
X ec, (Vv.2.2.6) o
= -
- . -
e + -
= .
- -
p—t- . -
- -
. - -
- - -t
e .. -

P
r
3
b .
L'.
4

4

R (xped

en el plano z = O

Pig. V.21 Puncidn bmin

|
i

1148



b min

TI1 I T W

B T
L L) B Ld L] v v L L ] L3 L J A J

L L R L g - L]

Sistemas prolatos
QP = 0,97701

[ ) + * >

Tabla V.6

Tabla V.8
o= 2,45

Tabla V.8
ec. (V.2.2.2)

Tabvla V.8
ec. (V.2.2.6)

-

l]llllL‘LllllJ
-Jllllll 4 -

A : A ; 2 ; i N . a3 B
= (KPC) [
Fig. V.22 Puncién b.in en el plano z = O .

VWOE+OB

st



V.4 DISCUSION D= LA FUNCION k}(?\ EN SISTENAS
CON SIKETRIA ROTACIONAL.

En esta seccidn especificamos 1la funcidn bB(®) que fi-
nalmente utilizamos para calcular las contribuciones de
las componentes azimutales {VUy> ¥y 6y . Pero antes, va-
mos_a resumir algunas posibilidades gue se han encgntrado
en la seccidn anterior, a partir de la funcidédn g (¥)

1). Una posibilidad es © =1 3 i.e. Sr = 6‘(’ o Sv= 8
segin sean los ejes principales de § . Esto da (ver
ecuzcidn (V.3.9)9=

£ = Limin (V.4.1)

Esta situacién sé8lo es posible si bwmwn & 1. Por lo
pronto en z ~ O esto ocurre en los oblatos de la Tabla
V.5; en el prolato de 1la Tabla V.6 con a2 = 0.5; en el
prolato de la Tabla V.6 con € = 0.37701; en el oblato
de 1la Tabla V.7 con o* = 0.5; en los prolatos de la Ta-
bla V.8 sin contar la regidn central y dbajo la forma
"natural'" de a(¥) dada en la ecuaciédn (V.2.2.6); en las
regiones centrales de los oblatos de la Tabla V.7 bajo
las formas a* = {4+ odv* y la "natural"” (V.2.2.4); en
las regiones centrales de los prolatos de la Tabla V.6
con elipticidad intermedia y alta.

La forma (V.4.1) de £€(¥) es particularmente relevante
en los sistemas oblatos de 1la Tabla V.5 (se tendrfan
sSistemas aproximadamente isotr8picos), Yy en las regiones
externas de los rolatos en la Tabla V.8 bajo la forma
natural (V.2.2.6§ de la funcidn a (%) .

En las regiones internas 4donde la funcién (V.4.1) es
posible, se tiene, =2in embargo, que no necesariamente

£E —» 1, i.e. AT O (ver ecuaciones (V.3.2) y
(V.3.3))° w7 #

En los sistemas oblatos de la Tabla V.5, bwin es apro-—
ximadamente comnstante. Entonces § y <L VJed_ siguen la
tendencia de la funcién {IY¥yde 3 = Lmiwe LUgYe »

LVg>? = (- bewin?) 40-(:\}., « En egtos casos € Yy LuygS
seréin marcadamente decrecientes en las regiones l.gx*t:ernas
del sistema.
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En las regiones externas de los sistemas prolatos de
la Tadla V.8 bajo la forma "natural” (V.2.2.6) de & (%)
se tiene Lbwmin rdpidamente decreciente. Entonces 'y
tendréd este comportamiento. También (Ued~ LdUYSc en estes
regiones. La funcidn (V.4.1) e= =apropizda en estos siste-
mas pues { V¢ mostraria un comportamiento aproximaiamen-

te plano, obtenido observacionalmente {(por ejemplo Young
et al. 1378; Schechter &% Gunn 1373; Davies et al. 1383).

En las regiones centrales deseamos que se curnpla

¢ —w» 1 en ¥ —e 0. Habria que hacer entonces una peguefia
modificecibén en % —e O a la funcibn (V.4.1).

2). Otra posibilidad es a(f)= b(F) , i.e. €x = Sy o

Se = v segin los ejes princip=z=les de
Esto da (ecuacibn (V.2.9)): ¥

(v.s.2)
O

cior = (e S

~ -

Claramente se requiere &(¥) > kwin ., Esto estf permi-—
tido en los oblatos de la Tabla V.5, en los cuales a ~ 1,
i.e. t(¥)E bkwmin. = cte. Entonces 69 y LUy siguen el
comportamiento de la funcibdén LU4yDo .

La desigualdad of%) 2 bwiw no estdf permitida en los pro-—
latos de la Tabla V.6 (toda esta discusibdn se refiere a la
regibn z ~ O, importante observacionalmente).

,‘,_Con ejes principales esféricos de ¥y bajo la forma

0 = A+ 2 ¢* , los sistemas oblatos de la Tabla V.7 con-—
ducen con la ecuacidn (V.4.2) a:

z
- b i
£(%) = _____'“:5 - (V.a.3)
L - S0 o

2z - -
con los valores de Ve (= \02 kpcz) ¥y segln el comporta~—
miento Ade i s B8e Vve gue si{ se obtiene € < 1 en

précticamente toda la regibén z ~ O. Adem&s ¢ es r&pi-
damente decreciente pues a(“*) aunenta fuertemente en el
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exterior. En estae regidn se tiene entonces (ver ecuacio-
nes (V.3.3) v (Ve3.4)) &8¢ réApidamernte decreciente y

LV ~ -5 e « Esto también se aplica en los oblatos
de la Tarla \6.’7 bajo 1l forma "naturzl" de a(7F)(ecu=z-
cibdn (V.2.2.4)).

La funcidn (V.4.2) tamnbién es vAlida en los sistemas
oblatos de la Tabla V.7 con o =

= cte. En este caso £ ~ cte.
Pues bmin ~2 cte (Fig. V.14); €~f AR A SN D) aiguen entonces
la tendencia de <vg>Se (decreciente).

Pe nuevo, en todas estas scluciones no se tiene nece-—
sgriamente

€ —» 1l en ¥ —e» 0O

qu_n los sistemas prolatos de la Tadbla V.8

bajo la funcién
ot = \&DL;‘;r" dan junto con la ecuacibdn (V.4. :
k?'
L 433 2N
NN= —— Ved.a
€ (¥) — (¢ bl

Y es posible & < 1 s8lo en las regiones externas, en las
cuales kA disminuye répidamente, i.e. muestra este
comportamiento ¥y gD ~ {Y%De . Entonces <\!\f> tendri&
un comportamiento aproximadamente plano.

Bajo la forma "naturzal" (V.2.2.6), los sistemas prola-—

tos de la Tabla V.8 dan con la ecuacidn (V.4.2) (y con
Zz ~ 0O):

8 (&) = bwmin (14 o£242)

t (V.4.5)

Como bwwmin decrece fuertemente (FPigs. V.17 a V.22),
esta forma de €(+¥) produce un decrecimiento igualmente
fuerte de £(¥) (excepto en regiones externas, debido al
factor creciente entre aréntesis). Entonces de nuevo
es decreciente y ZU'{’) ~ LdANgD e » con LV

aproximadzmente planaz. En estas soluciomnes prolatas 1la
funcidn (V.4.2) se tendrfa que modificar para dar la

condicién & —» 1 €n ¥ —e O.

En las soluciones prolatas con & = cte. en la Tabla
V.8, no es conveniente o(f) = &(¥) (ver Fig. V.17T).
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3). Otrs posibilidad es ©(F) = K lhwmin , con k = 1.
La ecuacibn (V.3.3) da entonces:

-—E?——— (Vv.4.6)

i.e. &("\\= cte.

Con la ecuacién (V.4.6) tanto 5‘?
1a tendencia de 4{J%de , i.e.

como <Y¥Y  siguen
critas en la seccién V.3.3

las cinco tendencias des—

« En particular, se pueden
obtener curvas planas de LUy .
A menios gue w =1 (i.e. &£ = 1 y entonces VS = 0
en todo punto del sistema), no se tendrid ¢ —» 1 en
S —e 0O, i.e. L\h() ——/—’O.
Con X =

1l ya hemos mencionado algunos casos en la sec-—
cibn amanterior en los cuales la A&ispersidn observada

(bajo un 4ngulo de observacibén ~ /2 ) estarid fuertemen-—
te dada por_ la dispersiédn radial ( €g 0 S ), debido a
ue SW = Ve <V%7e = {VUyDe disminuye ré&pidamente, y
ver ecuacidbn (V.3.8)) S © Sv¢ = bean {UyS o puede ser
moderadamente decTreciente, en los casos con win TAaApi-
demente creciente. la dispersién observads seri entonces
levemente decreciente.

Sin_ introducir suposiciones extra, las posibilidades
1), 2) y 3) serfan tres formas convenientes a investigar
en la funcibdn b (%) .

Vamos a discutir un poco més, basinionos esencialmente
en los tres tipos de comportamiento encontrados en la
funcién win 3 SoObre el plano z =

2)e ‘sein decreciente.

Este comportamiento es propioc de los sistemas
en la Tabla V.8 bajo la forma "natural™

(Ve2.2.6)); ver Figs. V.17 a V.22, En este casoc el apoyo
de €r es intrinsecamente bajo, ¥y en principioc la compo-
nente azimutal € puede tener el peso de mantener la
forma del sistema perpendicular al eje de simetria =z

(por ejemplo, tomando (FY = bmin ).

reolatos
de o(®) (ecuacién



1a funcidén <{Vy>. tiene en general un comportamiento
aproximadamente 5ﬂano en las regiones externas del sis-—
tema; entonces ¥ fuerte en principio esté relacionado
con (vVyP, Tfuerte.

B). bwmin ~ constante.

Este comportamiento se ha encontrado principalmente en
los sistemas oblatos de la Tablae V.5. la funcidn <LV¢>e
es decreciente en forma- mondtona, siguiendo la tendencia
de la velocidad de particula en &rbita circular, Sede -

c)e. bmin creciente.

Esto se obtiene en los prolatos de la Tabla V.6 y en
los oblatos de la Tabla V.7. En este caso la contribucidn
de € en las regiones externas del sistema no es fuerte:
con e apoyec de SR es casi suficiente para mantener el
equilibrio del sistema en la direccidn perpendicular al
eje de simetrfa rotacional z. La funcidn {VYyDdo es fuer-
temente decreciente; entonces <y débil estéd relacionado
con va>o 34ébil.

Ahora, la posibilidad de tomar L = 1 conduce a 1a ecua-

ciédn (V.4.1), y entonces s8lo se puede dar en a) y b
2i.e.8§3 & 1). En este caso (ver ecuaciones (V.3.3) y
V.3. H

Ba e €r = lomin <Nq>e
€y = lbmin Ldygdo (Vv.a.7)

<50f$ = (4— bnm?fyz<~$>o

Aplicadas en a), estas ecuaciones darédn dispersiones
decrecientes, con gradiente moderado, y <L Vydy = LUy
en las regiones externas. Observacionalmente se obtendiri
una curva de dispersiédn moderadamente decreciente, ¥y una
curva de rotacidn aproximadamente plana en las regiones
externas.

Aplicadas al caso b)), las ecuaciones (V.4.7) daré&n fun-—
ciones mondtonamente decrecientes para la dispersién y
velocidad de rotacién observadas,
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La posibilidad b = o

ya vimos gue estéd permitida

en los sistemas oblatos de 1la Tabla V.5 (i.e. bmin ~ cte.
en b;g, en los oblatos de 1la Tabla V.7 (i.e.k, ~ Creciente
en ¢ . g en las regiones externas de los proTatos de la

Tabla V bajo las formas (V.2.2.2) y (V.2.2.6) de a ()
(entonces es posible considerar gin decreciente en =a)).

En los oblatos de laz Tabla V.5, €(3T) dada en (V.4.2)
es entonces aproximadamente constante y:

l;& = bwmin 4‘\"{>e
S¢ = CL&"‘) {V¢>e (V.4.8)
. \1
o = L= €52 Yeors

Estas son funciones mondtonamente decrecientes, e igual-

mente se esperan las de dispersidén y rotacidédn observacio-
nales (con Beye ~ Tz ).

En los oblatos de la Tabla V.7 (i.e. bwmin creciente con
{3y>e fuertemente decreciente) las ecuaciones (V.4.8)
(con €g —e €¢ ) también conducen a dispersidn y rotacién
decrecientes, en particular la velocidad de rotacién.

En los prolatos de la Tabla V.8 ( bwin fuertemente de-

creciente, {(JV¢D>e ~» plana en el exterior), las ecuaciones
(V.4.8) darén dispersiones fuertemente decrecientes y (\’xf)
aproximadamente plana en el exterior del sistema.

La posibilidad Y = Klkwmin

/x2 5 ver 3) en
esta seccidn) puede abarcar a

(i. =
Jy ). En este caso:
ga o Cr = km‘v\. 4‘“\()0

ey = (A - —“35/2\:00

(V.4.9)
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Aplicando (V.4.3) en a) se pueden cubrir situmciones
con {Vg>~ 0 ( K 2= 1) por lo tanto ¥ (la dispersiédn
dominante bajo observacibdn z & ~%/a ) aproximzdamente
plana en el exterior (este serd también el comportamiento
ae la dispersién observada). Con x muy grande los papeles
de €\f Y LYy se invierten.

Aplicando (V.4.3) en b), las curvas observadas { ©~W/z )
de dispersibdn y rotacidbdn serén mondtonamente decrecientes.
En ¢) ¥y con ¥ = 1 tendremos 4LV4y>~ O y la dispersidn
radial 6m e 6+ dominando a S . 1la dispersién observa-
aa © ~ W2 ) tendri un gradiente moderado. Si kK S>> 1 ,
1la dispersidn sigue teniendo este comportamiento,

¥ apare-
ce una rotacidn de centroide répidamente decreciente.

Todas estas situaciones deberfan ser modificadas conve-—

nientemente en el centro del sistema para dar (%) —» 1
en ¥ —e O; d.e. LUy> —e O en T ——u O.

En lugar de hacer un cdlculo numérico detallado de las
diferentes situaciones discutidas en esta seccidn, vamos
a proponer una funcidn W (F¥) gque contiene caracteristicas
de las varias funciones w(¥) ya2 analizadas.

En la seccién V.3.3 hemos resumido los diferentes tipos
de curvas <{VYVuSo que se han obtenido en este trabajo.
Como se ha discutido en esta seccibdn, tanto 6'\( como <L Uy
pueden seguir las tendencias de {VyDe . En particular,
deseamos reproducir, con la funciébn hc?—) gue Vamos &a pro-—
poner, las curvas aproximadamente planas que se obtienen
observacionalmente Young et al. 1378; Schechter & Gunn
1979; Efstathiou et al. 1980; Davies et al. 1983: y
otros). Esto estd 2z la mano bajo mslgunas funciones a(+)

aguf propuestas pues las correspondientes {LOUgve Ya mues—
tran este aplanamiento. 2

Entonces, como LVyS%* = (A — e)dUe>. , es conveniente tomar
E—» Lo = cte. &€ 1 a2 partir de cierta distancia Re¢ al cen—
tro del sistema. También deseamos € —w» en o

-—

Por sus caracteristicas asint8ticas, hemos considerado

conveniente introducir una funcién exponencial ara modi-
ficar a 4{J¢Deo . Ademés, como z ~ O es la regidn del sis-—
tema importante observacionalmente, consideramos Gnicamen—
te dependencia en la distancia R para la funcién £(%)

Considérese la funcidn:



e (RY= 41— (- 2»}{4.. (RJ _) (v.a.10)

con €. & 1; esta funciébn tlene las propiedades recquerid=as.
Su punto de inflexién estZ en

encuentra el méximo en {Jg> -

= Re , cerca del cual se

Entbonces 1a funciédn b (§F) que utilizamos es W(F) = bwmn/Ne,

con L a2 la correspondiente al sistema en consideracién,
¥y con & dada en (V.4.10).

En el Capiftulo VI znalizaremos las curvas de dispersidn
¥ rotacidén obtenidas con esta funcibdn (¥ .

V.5 SISTEKAS PROLATOS CON ROTACION DE FIGURA.

Consideremos ahora un sistema prolato con rotzcién de
figura, bdbajo las aproximaciones hechas en la seccibdn IV.S5
del Capftulo IV

P
Veamos primero la situacibdn S- = 0 (van Albada 1987,
ha encontrado un sistemz de este tipo bajo experimentos
numéricos de N cuerpos). En la Tabla V.9 damos el valor
aproximado minimo de la constante b en la relaciédn &y =
- S'a' = b Ca" s Para algunos valores de la constante o
¥y algunas excentricidades © del sistema (estos sistemas
son agquellos de la Tabla V. en cuanto a los valores 4de
€ ¥y Oup ).

De 1z Tabla V.9 se ve gue en general b > a
=

;s i.e. en

= O se tiene S« Ql . En &4 > 1 se tiene bmin > 1
Y por lo tanto &yn . 6. n > « En o & 1 hay casos en gue
bain <& 1l ¥y otros co% ‘ow\m > 1l. En los primeros, y con-—
siderando efectivamente L <« 1, se tiene Sx* & P « G.bn .
En bwin > 1, en cambio, encontramos <€ & Cx¥ 4 G~ o
En o < 1 y suficientemente pequeiia, eventualmente parece
dominar b <« 1, i.e. Gu & v & g,Bu .

Conforme aumentamos .. a partir de cero, las soluciones

empiezan a desaparecer sSi o. aumenta a partir de cierte 1{-
mite O 3

este valor o, es una funcibn decreciente de 1la
excentricidad Q' s i1.€. para 2‘, alta disminuye el rango
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TABLA V.93

Valores mfnimos de b

en SL = O .

:;3 0.43583 0.63576 0.71414 ©0.83735 0.316%1 0.97701
0.1 C.10 C.11 0.11 G.15 0.16 0.24
0.3 0.3 O.33 0.33 C. 40 0.41 0.53
0.5 0.51 0.5% ©.55 0.66 0.63 1.0
o.8 ©.82 0.83 ©.83 1.07 1.11 1.6
1.0 1.03 1.11 1.12 1.34 1.40 2.0
1.2 1.25 1.33 1.34 1.62 1.66 2.42
1.5 1.55 1.66 1.63 2.04 2.08 3,01
2.0 2,08 2.23 2.293 2,67 2.88 4.08
2.5 2.67 2.88 2.88 3.53 3.53 5.0
3.0 3.16 3.33 3.53 4,08 4.47 7.07

de valores o que permiten obitener solucibn.

Encontramos conveniente el valor S.

= 0.2, corresponiien—
te a un periocdo de rotacidn de 1la figura de ~ 3 X 10 afios
(de este orden o menores son los valores experimentales %
observacionales; ver van Albada 1387; Sharples et al. 1983).

Formalmente se reguiere una velocidad baja de rotacién de
figura para mantener la distribucién de masa asumida, debido
2 gue 1la fuerza centrifuga en el sistema propio aumenta con
la distancia ( S debe estar acotada superiormente para sa~
tisfacer el teoremaza del viriasl). Entonces el valor anterior
de Sl. es conveniente en este sentido, y azdemfs permite un
rango amplio de valores para la constante O .

Las constricciones sobre el intervalo permitido en a las
impone principalmente la regidn externa del sistema. Sin
embargo el comportamiento dindmico de esta regién es incier-~
to bajo las suposiciones asumidas; principalmente por los
efectos centrigugos dominantes,

los cuales tenderén a2 hacer
esférica la distribuciédn dAe masa en el exterior.
Xpe,

Hemos fijado entonces la frontera a una distancia de 50
que consideramos encierra la parte principal del sia-
tema.
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Encontramos que es permitido el in*ﬁgrvalo 0 & a Z 3,
el cual genera el intervalo 0O £ bwin € 20 de valores Lein
bownin depende Adel sistema considerado y del valor parti-

cular de a ).

De entrada deseamos tener la menor rotaciédn posible de
centroide en el sistema propio (i.e. deseamos ver si el
sistema puede ser mantenido principalmente por el campo
anisotr8pico dAe dispersién de velocidad). Analicemos en-—
tonces la ecuscién (IV.5.17): .

o e j‘a" IR 2 e 2 /3B G2 _
- <y o> Ry T Re Yf ¥y v ¢ %1")

_5)55: Q«h“-\-yS%")} (V.5.1)

Debido a la forma de ¢ (ecuzcidn (IV.5.16); ¢ es ne-—
gativa en x", y", 2" 3 0O) el dltimo término dentro del pa-
réntesis grande es positivo; entonces para reducir w se
debe tomar S grande. Sin embargo ya se vié que X gran-—
de destruye las soluciones. Permanecemos en _SU = C.2 o

El tercer término es intocadle (bajo las suposiciones).
Esperamos gue % /'a'g" , W/ B sean negativas en la mayor
parte del sistema. Entonces el primer término dard una con-—
tribucidn positiva (considerando el signo negativo exterior),
Yy conviene por lo tanto que o. sea grande,

E1l1 segundo término serd positivo con contribucidn negati-
va, i.e. conviene &k peguerioc.

El par de valores o= 3 , b= 5 cumple aproxim=damente
todas estas restricciones en €p = 0.43589 ( %qp = 4.5 kpc),
fp = 0.71414_ ( %p = 3.5 kpc), <= 0.91651 (awp = 2 kpc),

¥y hemos ealculado explicitamente estos sistemas.

Se tiene entonces Sx" S>64"5 §3' . En el experimento de
Miller & Smith (1979) (un sistema con elipticidad ~r 0.6)
se encuentra en el cuerpo principal: €30 S 63" > G 3 en las
afueras domina Sx* (en general las razones entre dispersio-
nes dependen del punto ' , i.e. a , k son variables).
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Basasdos en todas las restricciones sefialadas, nosotros
estamos proponiendo situaciones en las que €Y no es domi-—
nante, y por lo tanto la forma del sistema estard fuerte-—
mente dada por el movimiento de centroides. De hecho, a
pesar de que €3 domina a Sx" Y " , la2 rotacidén de cen-—
¥roide en los experimentos de Millgy £ Smith (1979) resulta
demasiado altz como para representar sistemas elipticos.
Disminuyendo L se disminuye esta rotacibdn de centroides

van Albada 13987). Entonces 1o conveniente seria tratar
de modelar sistemas con baja rotecibdn de figura.

Relacionado con la singularidad de la densidad en el cen-—
tro del sistema, se puede mostrar a partir de la ecuacibn
(V.5.1) que en el origen ¥" = O la compomente { Vhs>S?* tiene
una discontinuidad dadaz por ( M\ es 1a masza total):

Sn T L G ey e 220 )

g0'\(" A — ep

Esto es independiente de los valores de o , b bajo la
suposiciédn de gque sean constantes. De nuevo vemos que es
necesario modelar correctamente la regidén central para
evitar discontinuidades mateméticas.

En el Capftulo VI analizamos las soluciones calculadas
en esta seccibn.



V.5

CONCLUSIONES.

En esta seccidn resumimos algunas conclusiones de 1la
digcusidén en este capitulo.

1).

2).

3.

4).

5).

Es necesario modelar correctamente lz regién central
del sistema. los modelos existentes no esféricos bajo
deproyeccibdn de 1la ley v’/4 tienen este problema por
su singularidad central. Entonces son inciertas las

conclusiones sobre propiedades centrales, locales o
proyectadas.

Con las funciones &a(®) = §n/ €&
sistemas oblatos con ejes principales cilindricos de
la distribucibn s 801lo existen soluciones en las
cuales la dispersién meridional es, a lo m&s, isotré—
pica. La forma del sistema es mantenida por las compo-—
nentes azimutales 5# ¥ {Y¢> . Entonces, los ejes prin-

cipales cilindricos ‘de ¥ en un sistema oblato no son
muy convenientes,

propuestas en los

En un sisteme prolato con rotacidén alrededor del eje
mayor, 1la situacién o = €r /€3 = cte. bzjo ejes prin-
cipales cilfndricos de es bastante natural. Bajo
ejes principales esféricos de oo = 6¢/€p = cte.

las soluciones conducen a valoXes muy altos de Sy en

regiones externas, y posiblemente hay problemas de es-—
tabilidad.

En sistemas oblatos y prolatos bajo ejes principales
esféricos de la funcidn de distribucidbdn s los
efectos de una tercera integrzl son més fdcilmente
introducibles; en contraste con la conclusidn en 2).

Bajo esta situacidén se permite mayor variedazd de so-—
luciones.

Con ejes principales esféricos de la funciédn de dis-—
tribucibdn, se ha encontrado un l{mite superior para
el cociente o. = €v/€p = cte. en sistemas oblatos y
prolatos con elipticidad baja ( € 2 0O.1l). Este limite
es o. ~) 3.

Por lo gue respecta a la estabilidad del sistemza, 1la
regién en o donde aparece la inestabilidad es ax 1.2
(Merritt 1987). Entonces en realidad estos sistemas no
pueden estar muy alejados de la isotropia.

166
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6). La isotropfiz meridional central impueste bzjo varias
formas de la funcidn & (¥), dispara los valores del
cociente & = 6}/55 > 1 en regiones externas. Entonces
es mé&s conveniente apoyar a la formz del si=temaz (obla-
to o prolato) en las regiones internas. Esto alivia =2
les externzs de posibles inestabilidades.

- 2 2 V2

7). Se han obtenido funciones <{Vydo (= Cse™+ <oy X7
con diferentes comportamientos, a partir de los cuales
es posible reproducir los diferentes tipos de curvas de
rotacidén y dispersidédn observacionalmente obtenidas en
galaxias elfpticas. En particular, con algunas funcio-—
nes & (¥), podemos tener comportamiento plano de {VUpdo
en grandes extensiones del sistema. Entonces estédn a la
mano las curvas de rotacidn planas,

8). La forma "natural® de a(¥) , ecuacidbdn (V.2.2.6), en
un sistema prolato, conduce a funciones évw)c.marcada—
mente planas (i.e. las_ componentes azimutales Sy , {Upd>
son importantes para el equilibrio del sistema).

La correspondiente &(¥) en los oblatos, ecuacidn
(V.2.2.4), produce LVeS e rdpidamente decreciente en el
exterior. Entonces para poder tener comportamiento pla-—
no de {V¢Yc , habria que disminuir el apoyo a la forma
del sistemz dado por la dispersidn meridional (Binney
19802)3 i.e. esta forma de a(¥) no es tan nztural si

se desea modelar curvas de rotacidn planas.

Es necesario tratar de obtener <u?)° plana en un siste-
maa oblato. Esto ez obtenido en los prolatos, pero éstos
(con rotacién alrededor del eje mayor) no se espera que
sean muy comunes (Binney 19859.

9). Serfia interesante, en relacidn &l punto anterior, in-
vestigar la situacidén a = R/€x = cte. ¢ 1 en un sis-—
tema oblato bz jo ejes cilfndricos de 1la funcién de dis-—
tribucidédn + (esto es posible, ver 1a Tabla V.1l).

Ademés de dar oportunidad = g? hg (UY7 de mayor inter—

vencién, esta situacidn es relevante pues en un colapso

no esférico se espera que la dispersién az lo largo del

eje de simetrfa sea la dominante (Gott 1373). En este

sentido, habrfa que intentar otras formas de la funcidn

o (¥ » Sin que necesariamente produzcan isotropfa meri-
dional de dispersiones en las regiones internas.

10). En el sistema prolato con rotacidn de figura hemos
considerado cocientes constantes entre dispersiones de
velocidad. lLas constricciones impuestas nos han llevado
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a un tipo de solucibn en el cual la rotacién de cen-
troide es dAominante paraz mantener 1z forma del sistema.
Esto esti en el mismn sentido que el resultzdo Ae
Miller & Smith (139793).

Es conveniente analizar situzciones en l12s gque domine
12 dispersién a lo largo del eje mayor (como en el ex—
perimento de NMiller % Smith), pero tratando de que 1la
rotacién de centroide no sea dominante. Esto se puede
intentar en sistemas con baja rotacibdn Ade figura, ¥y
relajando la constancia de los cocientes entre 4disper—
siones,

de modo gque, de entradaza, se de apoyo a la forma
del sistema.
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VI. SQLUCION DEL SISTENA D= ECUACIONES. II .
PROYECCICOR DE 1A DISPER3SION DE VEIOCIDAD Y
VELOCIDAD DE CENTROIDE.

Vi.l INTRODUCCION.

En este capitulo analizamos algunas soluciones de las
Tablas V.5 a V.8, ¥ las tres del sistema prolato con rota—
cifn de figura mencionadas en la seccidn V.S

~
Ia funcibn L(F) en los sistemas con L = O estd dads
or b (¥ = bwin/JVE" » Con lbmin dada en la ecuacidn
%V.S.S) dependiente del punto ¥ (en el capitulo anterior

hemos visto c8mo esS bein en la re

fién cercana al plano
z = 0O, aguif tomamos su valor especifico en cualoguier punto
T ), v & 1la funcidén dada en 1la ecuacidn (V.4.10).

Una vez teniendo laz soluciédn de los primeros momentos
de laz ecuacidén de Boltzmann en una malla de puntos del sis-—

tema, nuestro objetivo es calcular la dispersidn de veloci-
dad, € proy. s ¥ la velocidad de centroide.<o¥,,T s Proyec-—
tzdas a lo largo de la 1fnea de visién.

En los sistemas con S = 0O, las lineas de visién bajo un
Zngulo de observacidbdn dado,

cubren: el eje mayor proyectaz-—
do en los sistemas oblatos, Yy el eje menor proyectado en
los prolatos. lLas observaciones a lo largo de le proyeccidn
del eje de simetrfa rotacional del sistema darin una velo-
cidad proyectada de centroide nula, debido a2l movimiento

intrinseco asumido para los centroides: circular alrededor
del eje de simetrfia.

P
En el sistema prolato con SL # O (rotzcién alredeldor del
eje menor) lz observacibdn se hace sobre el plano perpendi-
cular a 5 gue contiene el eje mayor zU.
En el Apéndice 3 se dan las ecuaciones para el cdlculo
de 6_?(0‘1. h Ufre’. .

S8lo para ejemplificar, y sin tratar de ajustar observa-
ciones de alguna galaxia elfptica real, hemos tomado los
valores \J4 — £o0 = 0.5 ¥ Ro= 1.0, 7.0 kpc. Vamos entonces
a _obtener dos soluciones en cada si ma calculado {(con

2 = 0): (1) 1la soluciédn 1, con \jﬂ— to = 0.5, Re= 1 kpc,

v (2) l1la solucién 2, con Ji1— %26 = 0.5, Ro =T kpc.



Como Vy> = JT:?LUW>0 (ecurcibén (V.3.2)), entonces
con §€ dado en (V.4.10) tenemos:

’ L G:.)’* WES
dugy = Lvyye Ji- 2o {4 — e =R (VI.1.1)

El factor \}ﬂ- to fijz principalmente la cantidad de ro-
tz2cién que deseamos introducir en el sistema, y Ro 12 posi-~
cién del mé&ximo en <Vproy (este méximo no cae, en general,
exactamente a la distancia Reo ): a medida gue Ro aumenta,

el méximo en Yprey. sSe localiza a una distancia més aleja—
da del centro.

El valor de (\ny}o en un punto 4240 es independiente de E.o
¥ Ro . Entonces las soluciones 1 tendrén {Vs> (¥) mayor
que en las soluciones 2 (pues Ro es menor en la solucidn
1). Esto se refieja en U?.,.o\’. : mayor en la solucién 1.
Esperamos también que S?my.sea mayor que Uproy-
ecuacién (V.3.5) tenemos

S.\fz 1
Qo\{g" A— €

2 2
y de aquf es fécil mostrar que By % <oyS si t— Eo & 0.5
(empleandoc la ecuacidén (V.4.10)).

Nosotros hemos tomado A — o = 0.25,

: de 1la

z = ¥y por lo tanto
g > <By> . De aguf se sigue Eprey > Uprsy pues la contri-

bucidbn a € ero de la dispersién meridional hace mis fuer—
te la desigualdad.

El comportamiento de Sproy y Upre

P en el sisteme pro-—
lato con rotzcidbdn de figura se discute

en la secciédn VI,3.

A partir de les funciones Speroy , Upee deseamos hacer
una conexién con el formulismo obtenido del teorema del
virial, en el Apéndice 2. Consideremos primero los sistemas

oblatos y prolatos con 5L = 0, observados aproximadamente
de canto, i.e. Bobr ~ T2, »

La ecuaciédn (A2.2.9) da la velocidad de centroide cuadri-

tica gromedio, 5% , ¥ la ecuacidn (A2.2.10) la dispersién
cuadrftica promedioc, 64 , en la direccién x (el plano xy

es el plano ecuatorial, el planoc de simetria).
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Hagzamos las siguientes aproximaciones.

Como laz densidad es dominznte en las regiones centrales:

—2z T a
= i";-\ S 7 6x 3%~ (6? Ve (Vi.1.2)

V()

con M 1z masa total y (5})° la dispersién cuadrdtica cen-
tral en la direccidédn x .

Bajo 12 misma aproximacién, la dispersién observads,
(Sproyde » en unz linea de visidn sobre el centro del
sistema seré aproximadamente ((€x). ; i.e.:

S ~ (Ex)e ~ (G'?..oy); (VIi.1.3)

Anflogamente, si <VYed> es dominante en la regidn central
(esto sucede si R, es pequefio), podemos aproximar:

T o L9~ (Vpvey) i (Vi.1.4)

Con (VI.1.3) y (VI.1.4) tenemos:

(Fprev ) mi

LGY"’Y)(.

o<
2

(VI.1.5)
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Binney §1978) ha asumnido la aproximaciédn dad=z por 1=
ecuzcién (Vi.l.4), partienio de rotacifn aproximzadamente
constante. Esto no tiene porqué ser asi, pues odbservacio-
nalmente muchos sistemas tienen rotacién marcadamente de-—
creciente.

En laz literatura la ecuacidn (Vi.l.5) se toma como punto
de partid=z para muchas discusiones, pero pricticamente no
se tiene en mente las aproximaciones en que estf baszad=z
(sglgo contzdas excepciones: Schechter & Gunn 1973; Caimmi
1983).

Hay que tomar en cuentza gque el cociente /€ empleado
en el virial, estf relacionado m&s directamente con los
valores de {vy¢) y el campo de dispersidén a través del sis-
temxra, que con 4¢7>"4x/€g +« Quiz4 lo mé&s apropiado para
aproximar a /& con observaciones del sistema, sea un
promedio (pesado con el brillo superficial) de Upvoy / Spcoy
a lo largo de las curvas observacionales obtenijidas.

Con la aproximacidén (VI.1l.5) podemos utilizer el compor-
tamiento predicho por la ecu=zcién {A2.2.13), mostrado en
las Figs. A2.1 y AR.2, para discutir las soluciones obteni-
dzs., De hecho, con la solucidédn detallad=za gue tenemos de
cada sistema se puede checar si efectivamente la aproxima-—
cién (VI.1l.5) es v&lida. Consideramos que este problema
requiere por sf mismo un tratamiento separado del propdsi-
to exploratorio del trabajo aguf desarrollado; wvamos enton-—
ces a proseguir con las aproximaciones.

. . z 2 z 2z
Tenemos la relacidn OSx = 6g Cos’yp + Oy SenVyp.
En ejes principales cilfndricos de 12 funcién de distribu-
cidn se tiene Sg = o€z = b€, 34 obtenemos entonces
(ver Apéndice 2 para 1la notacign):

a - 2 2
T = S PSx £&F = S a* (eosyp + :F&f\ﬂ f &= 3T (vi.1.5)
V&) N ()
Las regiones centrales son las gue contribuyen fuerte—

mente en esta integral. Entonces, considerando un volumen
central, U (o), en el cual tenemos el siguiente promedio:

o?,'LQos—L\f + _“}sevz‘uy> = \)_‘(:; S a?(eosz\f + -,‘;5_503\9> 83 (VI.1.7)
c

NVelo)




obtenemos en la ecuacién (A2.2.11):

@ = 1= %’-_ ! (VI.1.8)
> & (o't 4 5 s )

El procedimiento aproximado para checazr la ecuacidn
(VI.1.5) es el siguiente: calculamos el cociente dado por
&\TM).‘.(,L / (Seroyde ¥ lo localizamos en el plano v/§, &

ado en las Figs, A2.1 y A2.2 segiin sea el caso. Vemos
en seguidz sobre cuil curva £ est4 situado. Comparamos
este valor § con el valor dzdo en la ecuacidén (VI.1.8)
(una hojeada a 1la seccifn A2.,2 del Apéndice 2 muestra gue
esto se espera consistente s81lo si el sistemz se estd ob—
servando a un &ngulo polar Goks ~» Wa )

En los sistemas oblatos de la Tabla V.5 se tienen las
funciones o = A+ o&vy¥ y &= cte. = 1; i.e. en ambos ca-
sos se tiene o= 1 en las regiones centrales,.

Con un promedio de
de la solucibn numérica obtenida), la integracién en la
ecuacibn (VIi.1.8) conduce a:

S ~ 1 — >

3 (VI.1.9)
A 4
v

En los sistemas prolatos de la Tabla V.6 se han conside—

rado las funciones o (¥) dades por la ecuacidén (V.2.1.17)
Yy o= cte., £ 1. EYl correspondiente valor de § en
(Vi.1.8) es:

o
S o~ A - — (VI.1.10)
(4 + 12)
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s be 5 en estas regiones ( a partir
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con O.= 1 0 0= cte., segln el caso.

En ejes principales esféricos de la funcidn de distribu-
cién (Tablzs V.7 y V.8) obtenemos:

S ~ t —

QL
2,(1+T>‘
< (Vi.1i.11)
3

A
o — +
T T

En el sistema prolato con rotacidn de figura se tiene

Ex¥ = a~6'-6"= LSy , ¥ & , b onstantes. En las ecuaciones
(A2.2.17) “obtenemos entonces = 4— a% , T = o=/t :
i.e. la ecuacidn (A2.2.19) se convierte en:

T \* W W 2
Q@;} = o¥ | m F Vore | <,+.;%r3 (VI.1.12)
s Wxx L)

El lado derecho de esta ecuacibén es entonces calculable
en forma exacta (ver ecuacién (A2.2.24)), podemos compa-—
rar directamente T/ & dado por (VI.l.lZ{ con el cocien-—

te (Pereydwdx / (Sevoyde -

Ademés de existir varias aproximaciones en el cf£lculo de
las expresiones » h2y gque mencionar que no tenemos el
valor exacto Q(Froy); pues la integracidn numérica ha evi-
tado el origen ¥ = 0 del sistema. En particular, en los
sistemas prolatos puede existir una gran incertidumbre en

(S'pro-i)c » Pues Wede= Ucir ya muestra una depresidédn
central’ (ver Pigs. V.6 a2 V.1l1l). E1 valor ( Sproy). se ha to-
mado como el m&s interno obtenido de (- .

Akt ¢
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VI.2 SISTEKAS CON SIMETRIA ROTACIONAL.

En les Figs. VI.1l & VI.40 se muestran l=2s soluciones 1
¥ 2 de mlgunos sistemas en las Tablas V.5 =z V.8.
Vamos a sefialar algunos puntos importantes.

1). Con las funciones 6&(t) y o () aguf propuestas es po-
sible obtemner los diferentes tipos de curvas Vprey
observacionalmente obtenidas (por ejemplo: Bertola &
Capaccioli 19753 Schechter &% Gunn 19793 Efstathiou et
al. 1280; Davies et aml. 1383).

Curvas planas como en las Figs, VI.30, Vi.32, etc.;
curvas planas con una subida répida en la regidn cen—
tral (FPig. VI.37); fuertemente decrecientes como en la
Fig. VI.T7; levemente decrecientes como en la Fig. VI.1l3.
También obtenemos curvas de rotacién con un pico central
y comportamiento plano osteriory or ejemplo Figs.
Vi.29, VIi.31 (ver también Satoh 13980).

2). Las curvas gerey son en muchos casos marcedamente de-
crecientes, con un pico central bastante pronunciado.
Observaciones de galaxias elfpticas muestran valores

centrales de pvoy menores en general gue 350 ¥xm. s
(por ejerplo Schechter & Gunn 1979; Young et al, 1378)
¥y un poco mayores ( ~ 400 kxm.s' en galaxias gigantes
(Tonry 1987).

Entonces, si en principio deseamos modelar las situa-—
ciones observacionales, las cuales muestran valores

Yy gradientes moderados de Sevey (por ejemplo:

Schechter & Gunn 1979; Davies et al. 1983) hay gue
rumentar el valor de la transicién o, (por ejemplo

las soluciones mostradas en las Pigs, VI.1l, VI.2, VI.21,
Vi.z2, VI.23, VI.24, etc) en 1z densided (1X.2.1) (i.e.
disminuir la concentracién del sistema) y/o proponer
otra funcionalidad de esta densidad en ¥ —s 0, con gra-
diente menos pronunciado que ‘7-'3

3). Conforme se observa a un &ngulo menor que ¥/2 Uproy
se hace mé&s débil, dominando Spyoy (por ejemplo Fig.
VIi.1l1l). Esto es claro pues en el Ltmite Oohe —» 0O se ten-—
dr& “proy —+0. Esto también trae como consecuencia el
aplanamiento de “Vproy (por ejemplo Figs. VI.1 vVI.37),
suavizando las posibles depresiones (Fig. VI.35). Este
comportamiento es de relevancia teérica para la investi-
gacién de la contribuciédn de 1la geometrfia de observacidn
en la obtenciédn de curvas planas de rotacibn.



Bl paeréfmetro Re es= conveniente para fijar la posi-

cidn del méAximo en Vprey , ¥ Por lo tanto para esta-
blecer el gradiente de VJprey €n 1la regidén central.
este gradiente se hace méfs suave.

Cunforme aumentz2 Rp , =
Diferentes tipos de comportamiento central en ~Jpreo

(por ejemplo Schechter & Gunn 1379) se pueden an=2lizar
por medio de una combinacidén de los parémetros Rs y €, .

4).

5)e Una depresién en VYproy, como la mostrada en la Pig.
VI.35, puede no ser en la realidad algo ficticio.
Por ejemplo, la Pig. 14 de Schechter & Gunn (1973)
muestra un sistema que parece presentar este comporta-

miento.
Esencialmente debido a las mism=2s razones fisicas

(dominio de la dispersidédn perpendicular al eje de si-
estas depresiones en curvas de ro-—

metriz rotacional),
tacién, a la velocidzd de particula en &rbita circular,
aparecen también en sistemas planos (Einasto & Riimmel

1970; Satoh & Miyamoto 1376).

En las Figs. V1.4l a VI.45 localizamos los_cocientes
T/ €& = (Vproydwmiéx / ( Spreve en el plano T/ & , € (ver
Pigs. A2.1 y A2.2 en el Apéndice 2) de las diferentes solu-—
ciones obtenidas (Tabklas V.5 a V.8)., Sefialamos los siguien-—

tes puntos:

6). En general, se ecpera gque en este plano ©/§5 , €
las soluciones 1 estén separazdas de las soluciones 2
(sa2alvo por alguna mezcla debidza a diferentes &ngulos
de Zéiegvacién Cols , ¥ a las diferentes funciones

- -

CSFwy e e3tard fuertemente producida por las regiones

centrales, y su valor no cambia mucho al pasar de la

solucidn 1 a la 2 (pues € —w 1 en ¥ —ew 0, i.e.

{dVgye = €¢ en el centro; <« VUyde. no depende de Ro
¥ o). Entonces, szlve por un= pequefia perturbacién
por la contribucién sobre la lfnez de visién de las
regiones no centrales {(si dependientes de Ro, €c ), se
espera LS}mﬁ)c esencialmente 1la misma en ambas solucio-

nes,
Combinazndo esto con el hecho de gue ﬁpﬂq sf cambia =21
(ver seccién VI.1), se

pasar de la solucién 1 a la 2
explica el porqué de la separacidén entre las solucio-

nes (y el valor mayor de ¥T/g§ en las soluciones 1).
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8).

9).
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Las soluciones levemente triaxiales se distribuyen
en lzs mismas regiones gue las exialmente simétrices.
En las Figs. VI1.AaA1 = Vi.a45 las soluciones Qevemente
trizxizles son acguell=2s gue cz=en =z 1z derechz en czds=s
columnza =2lrededor de € = 0.1, 0.3, C.£€ . Este corri-—
miento h=acia la dAerech= ea puramente geométrico, de-—
pendiente de lz formz escogidz para deformzmr a2l sis-—
tema base axialmente simétrico.

E1l punto gque deseamos poner en -claro es el siguiente:
En la extensibdn triaxizl se han tomado los mismos va-—
lores de Eo Yy c 9 ¥ s haz considerado el plano meri-
dAional ¥ = T/q. como el tipico de la solucidn. Esta
solucidédn tfpica representa en sf un sistema axialmen~
te simétrico con 1los MismoS e, Re « FOor lo tanto se
localiza en las Tregiones ocupadas por los sSistemas con
simetria rotacionzl (ademés esto es claro, pues los
sistemas leverxente triaxiales son unz perturbacidn a
primer orden de los axialmente simétricos).
Obviamente, con este proceildimiento (d=zr le solucidn
triaxizl por la %enerada por un sistema esferoidzal
con las caraciteristicas del plano meridional en ‘P =

/4 ) no podemos decir nada relevante respecto a
los sistem=s triaxiales. Es necesario resolver correc-—
tezmente los primeros momentos de lz ecuacibn de
Boltzmann introduciendo de lleno lz dependencia en la
coordenzda azimutal \p

las soluciones mostrzadas en las Figs. VI.4L a VI.45
son positlemente estables.
El _criterio pzra estabilidad (necesario, no suficien-—
te) bajo perturdaciones no axizlmente simétricas dzado
por Ostriker % Peebles (1973) (rtrasladado al plano
T/{F » € ) es estabdilidzd en T/ T 0.85 (Schechter
& Gunn 1379).
Por e jemplo, esto se traduce en gque "no" hay sistemas
oblatos con & F 0.4 sostenidos por rotacidn (Wilson
19753 Miller % Smith 1980). Esto es exzctamente lo
contrario de 1lo guse

se intuia en tiempos anteriores
a las observaciones de Bertola & Capaccioli (1975) e
Illingworth (1977).

calculadas, es el si iente: en un sistema prolato exis-—
te una gran dispersidn de valores F/s€ (ver FPig. aA2.2),
ern contraste con el intervalo reducido en un sistem=a
oblato (Pig. A2.1).

Observacionalmente no se obtiene una dispersién de va-
lores T/ €

arbitrariamente grande como la que sugiere
la Fig. A2.2 (ver por ejemplo la Fig.
1983).

Uz punto més tedrico, independiente de las soluciones

3 de Davies et al.
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Una explicacibdn es gue, efectivamnente, como muestra
Binmney 1385), es raro este tipo de sistemas prolatos
con rotacibén alrededor del eje mayor. Otra explicazcidn
es gue 1laz seccidn de valores T/6 altos estzrd despo—
blzdz debido = cuestiones de estabilidad. Estz seccidn
esti poblilazdz por sistemas con baja presidn en planos
perpeniicul=ares o, eje de sirmetria rotazcionzl. En este
caso el sistem=z estari osiblemente expruesto a inesta-—
Pilid=zdes tangenciales Merritt £ Aguilar 13985;
Merritt 1987) qgue lo llevarén eventuzalmente a configu-
raciones delgadas. Estos sistemas no son observados;
entonces, de entrada, no hay sistemas con valores al-—
tos de [T/E .

10). Los valores § dados por las ecuaciomnes (VI.1.89) y
(VI.1.10) aproximzn bien al obtenido localizando el
cociente (Ueroydmix/ L €preyd e enn el plano /€ i, & o
Esto implica gue la aproximacidédr (VI.1.5) es en este
caso conveniente., Sin embargo, al emrlear la ecuacidbdn
(VI.1.11), 1las diferencias entre los dos valores
son considerables en muchos casos.
ias expresiones (VIel.9) a2 (VI.1l.1ll1l) son en principio
bastante Gtiles, pero para gue lo sean de hecho el
sistema debe estar correctamente modelado en su re-—
£ién centr=l.

Como ya lo hemos dichc en la seccidédn VI.1l, la aproxi-
macidn (VI.1l.5) recguiere un estudio més preciso, pues
es le suposicidn fundamental en varios anflisis que

se hacen sobre el plano T/ § .

Ademés hay otra suposicidn de fondo en estos andlisis,
E=ta es gque los sistemas reales estudiados tienen apro-—
ximadamente ecstratificacién similar de masza (suposicidn
sobre la que estd basada la discusidn en el Apéndice
2). Hondratev (1398C) ha znalizado este hecho, mostran-—
do gue pueden surgir diferencias significativas si se
relaja esta aproximacidén.

Entonces, dos problemas gue se pueden abordar son el
estudio de la aproximacidn (VI.1.5) en sistemas con
estratificaciédn similar y disimilar, correctamente mo-—
delados en 1z regibnm central. Estos problemas recuie-—
ren la solucidn detallada de la estructura cinemftice
interna, por medio de los primeros momentos de la ecua—
cién de Boltzmann sin colisiones.

11). En la Fig. VI.45 se da un panorama mAs amplio de la
distribucibédn en el plano G/ T , & de las soluciones
aguf calculadas. Por su localizaciédn en este plano,
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estas soluciones son representativas de sistemas sos-
tenidos principalmente por el campo de dispersiones.
En esta regién se loczlizan las gelaxias elfpticas
brillantes (Dzvies et al. 1983).

Vvi.3 SISTENAS PROLATOS CON ROTACION DE FIGURA.

En las Figs. VI.46 a VI.48 se muestran las curvas Jprey ’
proy de los tres sistemas prolatos bdbajo rotacifn de fi-
gura escogidos en laz seccidén V.5.

la formz de los sistemas estd mantenidz principalmente
por rotacibn de centroide (resultado anflogo al obtenido
Por Miller % Smith 1979; ver su Fig. 12). Esto era espera-
do, segin se discute en la seccién V.5.

Como la observacidn es a 1o largo de lineas paralelas 21
e;lie y? (ver seccidn A3.3 del Apéndice 3) y sobre el plano
xV= 0, las Pigs., VI.46 a VI,48 muestran que existe una dis-
continuidad de la componente {'Lu> en el origen ¥F" = O3
comportamiento idéntico a la distontinruidad en (v“‘.L_..
(ver seccién V.5).

Aungue en la seccibdn V.5 se dijo que_la constancia de
los parémetros o , b en la relacién Xt = A Sl = o San
infiufa directamente en estas discontinuidades, la2z singula-—
ridad de laz densidad en §¥' = 0O es, de seguro, la czusa prin-
cipal (posiblemente la singularidad en s{ misma no es exac-—

tamente esta causzaz, sineo el exponente ww en Sboc,y:'“, «—0
de la ecuzciédn (II.2.1)).

Las soluciones obtenidas no son aceptables debido a las
discontinuidades; aparte del dominio de movimiento de cen—
troide. Hay gue modelar bien la regidn central y relajar
la constancia de aa y b , Unz vez hecho esto, parece gque se-—
r4 posible obtener comportamiento aproximadamente glano de

Vproy s CoOmo se muestra en las Figs. VI.46 a VI, 48.

En la Pig. VI. 49 (ver tzmbién Fig. A2.3) damos el plano
T/€ ,» € con curvas (ver seccibdn VI.1) =4—a%, a4 =07".
Tenemos los valores &= 3, b= 5; entonces si se cumple 1la
igualdad T/E€ = Q'Jgr dméx / (Spre }f s 1las soluciones de las
Fige. VI.A6 & VIcal déven’cadt 3F 12

curva = =8, %.: 0. 36
mostrada en la parte superior de la Fig. VI.AQ. .



Sin embargo estas solucignes
definitivamente ahi; i.e. 5/ €

En este caso 1z relacidn (VI.

Claro, sSe puede argidir aque las
f{sicamente aceptzables por las
cas en el origen. Repetimos de
un estuiio detallado.
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(ma_zca&as co;: & ) no czen
VeroyDwdx / ( Spee .
1.5) es incorrec?ta:'3°
solucaones obtenidazs no son
discontinuidades matemfAti~
naevo gue (VI.l.5) reguiere
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CORCLUSION=3.

Tenemos las siguientes conclusiones de la discusidn en
este capituio.

1).

2).

3.

Con las funciones & (¥ y W (¥ gue hemos propuesto,

se pueden obtener los diferentes tipos de curvas de
rotaciédn usualmente observados.

En 1z funcién b (F)
hemos introducido dos parémetros €. , Ro que especi-
fican la cantidad de rotazacibn y la posicibdn del méxi-—
mo en Vere s, respectivamente.

o (¥) es 1a funcidn mAs import=ante, pues es la que
produce, 2 través de 1z funcidn azimutzl {(Ve¢D. , 1las
tendencias observacionales de “Vproy . La funcibn W (F)
es introducidz s&lo para modelar 1los wvalores y gra-—
diente d4de ‘JFVV enn el origen y regiones externas del
sistema,

Para ajustar los valores observacionales de €§n> en
el centro del sistema, es necesaric considerar baja
concentracibén de masa,

tomando &,y 10 kpc en la den-—
s3idad (IX.z2.1).
Sin embargo, 1o més correcto es modelar apropizdamente
1z regibdn central del sistemz, pues los valores altos
obtenidos de (Sprey), son un reflejo del zalto gradiente
central en la densidad. Adem&s hemos Vvisto que con
la densidad propuesta (II.2.1), sparecen discontinui-
dades matemfticas en el origen.

No hemos resuelto correctamente los sistemas levemen—
te triaxizles., Hay que plantear y resolver la dependen—
cia de las propiedades del sistema en el £ngulo azimu—
tal ¥ .

Sin. embargo hay cue notar gque aun cuando se resolviese
este problemz, la solucidn obtenida de hecho no esta-
ria muy =zpartades de lz aguf propuesta (resolviendo so-—
bre el plano = W/& ).

Ia perspectiva interesante que surge al considerar un
sistema trizxial, es laz posibilidad de proponer un
campo d2 velocidad de centroide no aproximadamente cir-—
cular como 1o hemos tomado az2quf, sino mé&s complicado;
por ejemplo, introduciendo circulaciédn meridional, i.e.
movimiento de centroide sobre el plano meridional.

En este caso sf tendrfs sentido resolver el sistema de
ecuaciones tomando de lleno la dependencia en el dngu-
lo azimutal. Este problema es bastante interesante,
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uwes en combinacidn con la geometrfa de observacidn
i.e.

la manera en que se observa al sistemz) podria
dar comportamientos variados de Jgrey Y

S‘NH sy Ttal
como sucede en el fendmeno de desviacidn de isofotas.

La aproximacidn usual en la literatura:

T/€ = (Vereydwdr /(Shroyde
requiere un estudio detallado.

Hemos encontrado situaciones (en particular los sis-—

temas prolatos con rotacidn de figura) en les cuales
esta aproximzacidédn no se cumple.

En relecibdn con este estudio,

se propone el andlisis
de 1=z solucidn de los primeros momentos de 1la ecua—

cién de Boltzmann en un sistema disimiler en su dis-—
tribucibédn de masa.
En particular, lz regibdn central de los modelos re-—
guiere mayor atencidn, puss el cociente

C'\J?“v’) M.a’.x/ LS‘?-—:’*);
depende de la estructura cinemftica en tal regidn.
Independientemente de la posibilidad de emprender la
solucidén de estos problem=zs, consideramos que la apro-—
ximacibn T/§ ~ (Vevey)mix preyd e estd basada en
suposiciones gue en principio pueden no darse en un
sistema dado. 1o mé&s correcto es tomar en cuenta gue
tanto ¥ como ©

son promedios =z través del sistena,
¥ por lo tanto se debe emplear todz la informzcidn

&
obtenida en las observaciones de un sistemaz 4zaido, no
solamente el valor central de 1z dispersibn, y el mé-
ximo en 1la velocidzd de rotacibn.

Hemos resuelto los primeros momentos de 1z ecuacibn
de Boltzmann en sistemas prolatos con rotacibdn de fi-
gura. Este es el primer estudio gque se hace de estos
sistemas siguiendo esta técnica.

Hemos podido reproducir algunas caracteristicas obte-—
nidas en experimentos numéricos de N cuerpos;

Plo: 1la rotacibdn de centroide es
dispersién.
Necesariamente hay que intentar otras posibilidasdes
entre cocientes de dispersiones, diferentes a2 l1os va-—
lores constantes aquf

considerados tratando de apoyar
fuertemente la forma del sistema. ﬁs

to es fhcilmente
mane jable con el formulismo aqg desarrollado.

PoTr ejem—
dominante sobre la
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APENDICE 1

PRIMERAS Y SEGUNDAS DERIVADAS

D
GENERADO POR UNA DISTRIBUCION S

=1, POTENCIAL GRAVITACIONAIL
IMILAR DE MASA.

Al.1 DISTRIBUCION HONOGENEA.

En esta seccidn consideramos la teorfa del potencial
generado por un elipsoide homogéneo. La referencia clési-—
ca es Chandrasekhar (1963); sin embargo en este Apé&ndice
vamos a seguir méAs de cerca el tratamiento dado or
Schmidt (1355)

para un_sistemz oblato (ver también el
artfculo de Perek 1962).

Las ecuaciones obtenidas en esta seccidn son 1la base
para agquellas de las secciones siguientes. Necesariamente
om%timos los detalles de Algedra para acortar la presenta-
cidn.

El resultado fundamental estf dzdo en los Teoremas 3

¥ 9 del capftulo III en el texto de Chandrasekhar (1969):

El potencial gravitacional generado por un elipsoide
homogéneoc con sSemi-—ejes o6 , ¢ (sobre los ejes princi-
pales x , ¥y , =z del elipsoides en

un punto ¥ = (x,y,z)
es:
(=]
~ w
32(‘r3 = —1[6§<1hc, S) (’ & — -
N \f29?+u)(hﬁ*u\(52fuj
o 2. 2
N X - X ‘X (A1.1.1)
aFrw Wi <rw
con la densidad (constante) de masa; & la constante
de gravitacidén.
Si % es un punto interno al elipsoide se tiene A\ = O >
en caso contrario es la rafz positiva de:
2 2
P 2z
- X '3 r f = 1 (Al.1.2)
ox N L DN cFe



Por lo pronto nos interesan los sistemz2s en los gue dos
semi-ejes son iguales. Consideremos &
oblato), ¥ & = b <& ¢ (sistem=

= & > c (sistema
prolato).

En este tipo 4e sistemas conviene representar al
punto ¥

por sus coordenzdas ciliniricas (R, ,¥ ), con
la distzancia al eje =z,

Yy ¢ el Angulo a21-nutal sotre
el plano X,y.

Por la simetrf=z del sistema, el Angu
ne en la expresién de

no intervie—
. Con 1la ecuac16n (Al.1.1) se
obtiene derivando:
oo a\
2 w.
'§.§' = 2M&Geo-c R g (a1.1.3)
IR ?

N La?’-\-u.)q'\/cz-\-u,
% _ 2 S du (A1.1.4)
— = ARG pocC
3z § ) (o*+ Jiz

W) (Crw

Yy con estas dos expresiones:

o0
duw
& = —xGe e S—-———————— r L &'3_;‘; x %'3_§\> (Al.1.5)
i AQof'f\»\\(c,"-\-m 2’( IR /T

Introduc:.mo% a.hora en l_Jcaso oblato las variablesg
= anmsen Lo, (aZuy 72

Yy en elzprolato-c 3 Po
ole = ahﬁ,sen Cege Lt

= angysen (6% (o +—%)_\h'1

5<n Ceep (¥ x Y
con YTy Q ;z)\/z. as ex entrlc?zdadeé
del el:x.ps ide, egin c so seguimos utilizando 1la
palabra elipsoide,

pero en realidzad los sistemas son
ahora esferoidales).

Claramente, en puntos internos al elipsoide ( A o)
se tiene:

?o = OJ\%SLV\ Re

(A1.1.6)
f‘, = owngsen e\,
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De la ecu=zcién (Al.1.2) se puede ver gue paras puntos
(R, * ) externos,

?o ¥ ¢t son las rafces de:

2
R W?'Fv + 2% ’cu’ffSp = el

(Aar.1.7)

\

kR 2 2 2 2
&ta&h oz w«fr C ey
que cumplen ser menores (o

1guales,.en la frontera del
esferoide) qgue los valores

dados en (Al.1.6).

Con las nuevas variables las inte

ales en las ecuz-—
ciones (Al.1.3) , (a1.1.4) y (Al.1.5) se pueden encon-
trar répidzmente. En el caso oblato se obtiene:

é};—{ = 11\6‘Ye—3 Ji-ed ® L?v" scw?o C°555o§
%;% = 4KG,Y€_5\/ 1—ed 2 (Xaw %o——f*o\

|

(A1.1.8)
2 -\ /D
$ - —evepde, Ji-ed po x LRE + 2 3%
Yy en el prolato:

6

N S A 2 ()
Y =3

R w——h«::}f Y- sy

> &?t %
Cvsf T

El conjunto de ecuaciones (Al1.1.8) y (Al.1.9) se utiliza
en laz siguiente seccifn para encontrar el correspondiente
a un elipsoide inhomogéneo con estratificacién similar.

& = —a“aro-eq NN L
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Al.2 DISTRIBUCION INHOMOGENEA. PRINERAS DERIVADAS
DEL POTENCIAL.

(a) PUNTOS INTERNOS.

Consideremos ahora un esferoide inhomogéneo con estra-—
tificacién similar, semi-ejes o, , C, y densidad decre-—
ciente a partir del centro.

Podemos imzaginar a este esferoide como la superposicidn
de urn nfirero infinito de esferocides homogéneos, con semi-—
ejes o , ¢ variando continuamente de uno a otro, y de
modo gue en un punto arbitrario < la contribuciédn de to-
dAos estos esferoides que contengan al punto produzca exac—
tamente la densidad Y(?\ del esferoide inhomogéneo.

P~

Primero analicemos el caso en cue Y es un punto intexr-—
no al esferoide inhomogéneo. En esta situacién habri esfe-—
roides homogéneos para los cuales ¥ es interior, y otros
para los gue es exterior. Parz los primeros se cumple la
ecuacibdn (Al1.1.6), y ésta se puede introlucir en (A1.1.8)
¥y (Al1.1.3) para obtener las primeras derivadas del poten-
cial prolucidas por cada uno de estos esferoides que con-
tienen a ¥ « Como estamos interesados s8lo en la contri-—
bucidn total, en la suma de las contribuciones individua-—
les aparece T(’F\ del esferoide inhomogéneo.

Consideremos en particular las parciasles en R .

E1l ’sfecto neto de los esferoides homogéneos gue contienen
a L es:

= Z'KGT(?§ 2—93 -2l R Lam-csqnao — Qp\{ 1 — 25‘3 )
(Ar.2.1)

& ot oy 73 2 e
= 2R Gp(¥F)e -27) R (__f______x_ ite
(3 v { Yeg (- =g 7 Lo —-———4_;?)

g\t
(3F\o

en el oblato y prolato, respectivamente.
Ahora, la contribucién de un esferoide homogéneo para
el cual ¥ es exterior, es de la forma:

a(%%\“:l ma s Ji-e % (po - senpecos F») ap

(A1.2.2)
& it - en
O e oo w [ - e (o) oy
© t
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con ‘Be Fr dados por (Al 1 1) ¥ AE la densi-
dad lael’e'sfercide (como g(oh . es 1a stratifica—
cifn es similar, la dens:.:lad el esfero:.de homogéneo es

funcidén de a ).
la integracién de la primera ecu=zcidn en (Al.2.2) da:
f('e\
ext -3
L.a = 2XG eo J1-e2 R C Fo-— wFocosF») df
§(ed

s et fimei ke § [(Be-wupecmpyy -Jrc )
S ): (Fo_wﬁb@s{s‘)ag } (Al.2.3)

ov\ﬁsznio

Los l1imites en esta Bltima integral se obtienen como sigue:
Cuando o. — a (¥ ( a.(r\ representa el semi-—-eje de la

superficie esferoidal que pasa por el punto ¥ ) se debe
tener:

R* > R ¥
Ly * ~ = 2 7= + -— 1
o= () < () & (%) o (=

1 ¥

= R7el + % = o¥(Fes (A1.2.4)

V- e

Comparando con (Al1l.1.7) se tiene entonces © —% angsen Qo
en & —» o ().

También, cuandg a_ y la prlmera ecuacidén en
(a1.1.7) da R sevpe +-t"' ta.a. ?. s como en general se
tendrid ¢ + ©» esto conduce F., w0 -

Claramente en la ecuacidén (Al.2.3) el paréntesis cua-—
drado se anula al evaluar en o)s:. esta densidad central
es finita. Se puede demostrar ue se sigue anulando si C-n(f-?)
se hace infinita con grado menor que tres. Este es un p
to muy importante. lLas ecuaciones s:.gu:.eﬂtes son vAlidas

icamente si sSe cumple esta condici

La ecuacién (Al.2.3) es entonces:



243

(’B_ﬁ \i‘f= 2fG€_o3\Ji— : R {— ?(?) (»maxneo —eoJi—er ) +
anysente

+ 2 2 sen RBo dBo (a1.2.5)
TR

La contribucidén neta en el obklato se obtiene sumanido esta
ecuacién con la primera en (Al.2.1), i.e.:

(AV\%$('\Q,

’%Ti = avG o JioeX R g Yimzﬁa Jfo (Axr.2.6)
o

Upéané.lisis similar en el prolato nos conduce a la expre-
sidén:
t a av\thean
G 4—1\'612— 7_\ E 2
2= = \-e R ta sec 3 (a1.2.7)
3T Qe > § e fr ofr

Las derivadas parciales 85/6% se obtienen en forma andloga.
Las expresiones que resultan son las siguientes:

t anea sevt €¢

=t = -3 z 2

= AN G G J 11— % S 1 tan Fe AS3°
©

(A1.2.8)
_a . a.nas:ﬂef
%%. = anGe (-<f) = S i sznff, J“"‘fr AF(’

La densidad en el esferoide inhomogéneo es de la forma
= (&) (obviamente también se puede expresar en la
forma 'p =_pLed ). Dado un punto ™ = ( R , + ) internc
al esferoide, las integrales en (Al.2.6), (Al.2.7
(Al.2.8) se calculan sustituyendo previamente 1las funcio-—
nes o = a (R, %, e, F-), c = c(n‘z,er,ﬁr) de (Al1.1.7) en

la ecuacién r = rL,Q.



(b) PUNTOS EXTERNOS.

Consideremos al esferoide inhomogéneo, de semi-ejes
o,, ¢4 , fcrmando pzrte de uno mayor con densidad f = C
a partir de o0, y formalmente extendiéndose hasta infini-
to. En este cz2so, un punto ¥ externo al esferoide inho-~
mogéneo original es un punto interno del esferoide exten-—
dido. Podemos entonces aplicar a este esferoide las ecua-—
ciones obtenidas en la parte (a).

Es claro que, por ejemplo, en la integral de la ecua-—
cién (Al.2.6) se tiene amhora:

1
ohaseneo

Po
So X;smziso a?e —_—— go rwzfso c\fo

1 2 [4 A 22 =
con Fo la solucién de RWZF,, + 22 tavlB. = o€ .

Anflogamente, en la integral de (Al.2.7) el limite su-—
perior es ahora E; » Solucidn de 1z ecuzcidn
A
¢ =

R.""tomz‘&} + 2% sen cf‘e? .

3t =
Entonces, para calcular 3&/’9& h's /31’: en un punto Y
externo al esferoide inhomogéneo s8lo hay gue cambiar los
l1fmites superiores en las ecuaciones (Al.2.6), (Al.2.7)
y (Ar1.2.8) 3 Fg en el oblato ¥y )8;, en el prolato.

Al.3 DISTRIBUCION INHOMOGENEA. SEGUNDAS DERIVADAS
DEL POTENCIAL.

Una vez resueltas las integrales de 1la seccibn Al.2,
se tendrfa 38/3R y 3B/ exprgsadas en funcién de 1las
coordenadas R. , %= del punto v . Entonces el cdlculo
de las segundas derivadas de @ no representa, en prin-
cipio, ningin problema. Sin embargo, en general, las ex-
presiones Ade ’a£/9& y 3% /3= resultarin lo suficientemen—
te complicadas como para evitar completamente su deriva-
cidn directa respecto a R. , =2 « Egsto es particularmente
claro si T es un punto externo al esferocide inhomogéneo.

Preferimos encontrar un camino m&s corto para el cél-
culo de las segundas derivadas de s ¥ este consiste
en derivar directamente las expresiones obtenidas en la
seccién Al.Z2.
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(a) OBLATO.

Consideremos primero el esferoide oblato. En el inte—
rior del esferoide inhomogéneo se cumple la ecuzcidn
(Al.2.6). Derivéndola respecto =a

$tv\€°
€

'5{1 = 4‘1(660 \’\— eZ ( R 'a& & §St“ F AF +
nasenl,
A+ Sa xEtﬁt’,v\ 60 o\{i > (Al.3.1)

Ademés se cumple la primera relaciédn en _l1la ecuacibdn
(Al.1.7). De ella se pueden considerar R, T
las variables independientes,

. ‘Bp como
te ( €o

y a 1a variable dependien—
es fijo parz un esferoide dado ).

Entonces:
Q“%&ev\ Co O"‘MGSC“ Ro ,-a
2
?szv\EpA? So Wfo ’S&Afo =

Sen€ o
1 2

i
L/\
4:
o
4
-0
[
[\™
-"m
o

(a1.3.2)

pues j).-: ?(u\ .

2.
De (Al.1.7) se obtiene L R sewn
de modo gue (Al,3.2) es: R

<, Fo d.e—:,'
and SeNn€, ane Seny
) 2 1
in aﬁ fr%s-m*ro A?o (A1.3.3)
Lo

Sustltugenao (Al1.3.3) en (Al.3.1) ¥y empleando la ecuacién
(Al.2.6) misma obtenemos:

awn %Qo
TE _ 1 @

,5;—3 = Y T +4‘KG’|Q°\[\——-—\K S %iﬂv\f

(-4

(A1, 3.4)
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Anflogamente se puede mostrar gue:

¥E _ TE

3Rz ILIR

&f\%ﬁ‘\’\io
- ana s 1T re & A 4% wnlpe tadpe dpe (A1.3.5)

z
Con (41.2.4) v (Al.2.6) obtenemos inmediatamente ?Li
a partir de la ecuaczén de Poisson: GES

< & & (A1.3.6)
= ¥ — == G e De
& = ?R‘ + Feet < SR 4K ?

En el exterior del esferoide inhomogéneo se cumple:
-3 —
E?—%éeo\j\—Qg’KS W“ A?
oR
(a1.3.7)
2L LN L 2 2
Rowlpo + = taflao = o0 ¢

Al derivar respecto a R 1a primerza expresién en (Al.3.7)
aparece la siguiente relaclén.

.é'ai Si"fsov?%e agsc &f d ,&-—mf AR +
S i
. g(&(ﬁz,}il)) sp.f'F:, 2B (A1L.3.8)

I

S "ii«uf AFo

R-
.

G-(Rl'*-' Po) denota la funcidn gque se obtiene de

R* el + 2%kact #l = oFeg . Con la segunda ecuac16n en
(Al 3. ) esto implica o = » g(a(l.t oY) pladd.

Pero en la frontera del esfer-:lde cump’ 4 f(as) = O.
(esto no qu:.ere decir que f‘Q\ dentro del esferoide sea
tal que A r(,.\ — 9 © +En la realidad puede haber
LS

una caida réplda a2 cero de la densidad en una peguefia
regién).
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Entonces en puntos externos llegamos a:

e _ L W
R® R R
f‘
+ anaes Jioez RC & %%&?:F" AFO (A1.3.9)
<

Y-

s .
con F ¥ Fo dados en (Al.3.7).

T
Anflogamente, la expresién de QQ/GR% en puntos ex-—
ternos se obtiene de (Al.3.5) cambiando a P” el 1lfmite
superior en la integzgral.

(b) PROLATO.

En el esferoide prolato el procedimiento para obtener
las segundas derivadas del potencial es exactamente el
mismo que en el oblato. No vamos a repetirlo, s8lo damos
las expresiones finales.

En el interior se obtiene:

oRrR* R BR

GnySen @

[ RRAVAT
+ 4xs.e"f(q-e?5 R & *T.{E.h.:‘jsr secpr dfp

& e

(Al.3.10)

SRIx FEIR.
&V\tﬁ(“er
- 55 (e A& <]
= 4%Ge, O er\Rt So * _Afc. Wf‘r ‘tmff "‘fr

{
En el exterior s8lo hay que cambiar a Ff el 1fmite su-
perior en las integrales.

En ambos casos aﬁﬁ/ag- se obtiene con la ecuacidn de
Poisson (Al.3.6).



Es mucho m&is fécil evaluamr las integrales cue aparecen

en las expresiones para las segunizs derivaidas del poten-
cial, cue derivar Adirectamente las expresiones finales
(i.e. una vez evaluadas las integrales) de las primeras
derivadas.

Considérese ahora un esferoide inhomogéneo con estra-~
tificzcidn similar y fronteraz =1 infinlto,

rentes leyes de densidzd en sSu interior. Es claro gue es

suficiente gue f v r/da. sean continuas en las transi-

ciones para qgue ahf sean continuas (al igual gue en cu=l-
gquier otro punto) las primeras y segundas derivadas del
potencial &

pero con Adife-

Al.4 EXTENSIORES TRIAXIALES.

Terminemos este Apéniice AdAando las expresiones de las
primeras ¥y segundas derivadas del potencial para un esfe-
roide inhomogéneo, con estratificacidn 51m11ar, si modi-
ficamos a primer orden uno de los &os semi—-ejes iguales
enn el planoc de simetria. Tenemos entonces sistemas obla-—
tos y prolatos levemente triaxizmles.

Como el &lgebra es extremadamente larga, s8lo vamos =a
decir répidazmente la esencia del método,
dar las expresiones.

¥ procedemos &

Consideramos un esferoide homogéneo con semi-~e jes

= ‘s en el plano de simetrfa. Si moldificamos el semi~
eje b 2 un valor a +tal gue ( & - a sez conveniente-—

mente pequefio, entonces las primeras derivadas de & en

esta nueva configuraciédn se obtienen con:

-
&

§

39%%« ¥ Qk *}( '3&3?. LS

:é—t; '
bt\“ = (%\A-+ ..«aq (haz o

En seguida consideramos un esferoide 1nhomogéneo le—
vemente triaxial,

como la superposicién de un nimexro in-
finito de esferoides homogéneos levemente triaxiales.

Finalmente seguimos el mismo camino de 1las secciones
Al.2 y Al.3.

(A1.4.1)

Ahora damos las ecuaciones finales:
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Consideremos la densi
ITI. Llamemos

28 (IXI.2.1) dada en el Capitule
~ Y ) la denrsidzd en o6& &y, y a3 &, |

respectivamente., Iz densidad en la ecuzcidn (II.2.1) ecsti

expresadza en la " representaciédn a v , y para ur.. sistema

bt Y L -4 -
vlato renomtramos ( p, fa» Y;) —_— Prv §os 2 P
Zn un sistem=z2 prolato czxriam
& " hzciendo o

os a 1= " representacidn
= ¢ (A — e} )‘/3- 3 (II.2.1) se zransforma
er: {
\d S B
fC‘3=f1+f:,c , C&cy
{(Ar.4.2)
-
Tl = j’zc N S VA
con f-\ ’ f" f relacionados d:.rectamente cor: las expre-—
siones (II.2.2) (tomanio i— -
Como el

sistema es ahora triaxial, enira en juego el
Zngalo azimutal W sobre el plzno de simetrfa, medido a
partir del e je principal x. Se emplean entonce de 1lleno
las tres coordenadzs cilifniricas (R, = \?).

(a) OZLATO

Necesitamos primero definir algunas funciones.
siguiente las funciones L !

ior En 1o
A~ tienen como argumenios =z §F ,
a4 2 Ppara un sistema con €, , a4 dados. EL niics
y: es A o ® .
-3
Ky = ANG e¢ (-—sz’
-2
Ko = Kye,
Ky = (v + 2eos@)
2.
g = lY;_ €eo Cos“'\?
(Aa1.4.3)
© o 2
ks = 4 5’3 € cos Y

A~ r& 2
I, = S \Y;, sc.'\?., A?o

T4 - SE? P2 su:*Fv Ape
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(Axr.4.3)

SF:‘: a4 su:‘)a tad po o2

i

Y con Ke= Rf—"s e + F se t:.enen las siguientes integra-—
les, también funciones de ¥ , F,‘ . F,_.

B2
)
Ta= § \:‘:—w&?. ces*jz., ape

£

2
Iqb = SF \‘—53 C°Sb$- A?O (AL.4.4)
Y
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Ty = S\ K—os C°5*i“ A?"
f

I, = g ¥ cos a
“w ?“Kb fe fe (Al.4.4)
ez
1\5 - S ¥, y...f'Fc Q_vszfc A?o
F\
Fz
4
T = S X, eos Fo ARy
?\
Con las funciones a.nter:.ores defln:\.mos las siguientes
(de nuevo funciones de ¥ F,\ . PL
~ e
’\"/A = K‘& 1“
'\\); = Ka 1;
i . (a1.4.5)
A
'\’Ps = Kz Rz Tg



q}k,a.& :

. = kR (xaT] o 3_7';431&3 , k=9, 10
-\_\;;".)'L A 2
& = Ko Q—I_,( +&;31’_\_ , L= 11, 22
. Iy (ax1.24.5)
A'r:\)
~b =

-2 A
= Ko Rz (Qo KSI': — MP:L\’-J I.,,)

.L_=613,14 « Si L =13 entonces w = 4; si L
"M = .

= 14
,;\I\Syp. 2 —2 e 2
’\}‘g = Ka¥ Q’% ITg -—MK\CJI_R_)
X = 15,16 . si L= 15 entonces wm = 4; si £ = 16
w. = -

En el sistemz propiamente oblzto se cumplen las ecuacio-
nes siguientes:

Regibn A

A Lo

%% = '\3‘)‘ (%, 0, Mascneos
N

3’;__%_ = ’\\Ja (&, o, mbsev\(o\

e

(A1.4.6)
~ —~
ot v, 0, s Sento
IR Yo (50 ey )

Ch > A
__&_ = % + ¥y (¥,p, Mb&(nga)
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‘\J{" (r,o % Y + '\(‘ (¥, Fo, Ma$<nzo)

a
~
'.Ba = ’\‘{‘3 < 07?:3 + "3(’: C?’f‘:’>°‘“hu“c°>
(A1.4.7)
ap\.a '\¥S (_\’)D FD \) + ’YQ L" Fv ) W‘GSU'\ ED)
e _
=S R G

+ ’4’7 v, ?., o.ubsen{p)
1
con F:, la solucién ( < TW/a ) de rfs»?f, +§tm3]s",=afef.

FPinalmente, las primeras y segunidas derivadas del po-
tencizl en el sistemz levemente triaxial se calcula.n con
las expresiones siguientes. E1 cociente iﬁ &la = W/a. es
la razdn de semi-—-ejes sobre el plano de metrfa en la
situacidén triaxial.

Regién A

38 A, 4,9
L’a—g =% Q \ + (%~ 1\"{) (%, 0, agseneo)
N,a, 11

~ s_ & )o.*— L(& '\3'\\) (r,o, Mbsu\(‘,)

A, 4,03

'&&Bt ~ 3 Q'Bﬂ'éz Gr ‘3"{/‘, (¥,0, mbscnzo)

(A1.4.8)

'6§ A
) .‘.%Q ‘L + S (F5 0, ougsomes) +

A,4 1S

L -1) '\)( Lr, °, m%smee>
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Regibn B

& TR
e = 2 (B @0 Gy
B,5,40

+ b, G F; ) m»\ascvxe-) }

A& A4,
Goe = (B, +@-oly™

(_?Ioj F:> -+
+ «¥Bﬁﬂ*zz-¢ ) Oue sENCo )
L ] Fol % }
(A1.4.9)
& & A 4,43
ék‘ét\)aj =9 L—_‘Bv&t o ¥ (ﬁ— ) }L“*", (vio, Fé) ¥
8,514
*

ad QG {1"7: Oung Seneo) }

>
G, = 2 (E) 5 LG o
+ '\3{: Q'\:/ F:! s Ouhsuueo}) +

LYD A1 8.5,\6
+ Lﬁ-\\ )1'4’9 Q":'°’?:3 + A)"s (¥, ]E\; s masen&o)}

Un punto muy importante es que las regiones A y B si-
guen siendo las del sistema original axialmente simétri-
co, i.e. la configuraciédn oblata. Sin embargo, para el

cldlculo de la densidad en la extensidn triaxial debemos
considerar las regiones

A, B de estz nueva configura-—
cién.
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En anzalozf=z con el obhlato se definen l=2s siguientes
funciones; de nuewvo i es

A o B .

kK, = 4nG e"f Q\—e?ﬁ
K2 = \c,e;‘

!
R

!

k2 (-3
a

i

— (v acetyy

a Y: e;‘ cos e

]

14 ~
4 q; e; cos ¥

oo ¢

2, P ‘cw%ff ®e iy ah

2

U

(a1.4.10)
14 - &: Pr tuﬂ'f? sec P Afg
5 - SF P we By famfir gy
A ™ a
Iy = }5 pa mrf t“f"dff
TF

P+ .
Sgs% 5\333_ wapy talfy Afe
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(a
1
c4.1
o
)

c
on
Ke = )
&
Iﬁ r 2
= S?a‘ Cos?'
1“’ )B‘ F—LL{ FY
‘ [- Vo
¢, .
1 ) *®xe
1= Z‘" SQCF Fr Ae
| t
a
T %\ e ﬁ
F= .
oL
fr
a
fr
(a1.4
.11
)

T
a3
{3
© ‘JNL?
v tou
Pr
4.
fr



'Y"z.
1\4 = S K—; Qo&?r A?Y
a8

)\
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?1 > (Ar.4.11)

1\5 = & K—b 8&&? cos ?Y AE?
) i
?\
2

Ty = % \’:‘,‘- Qossfr r.\?r

?\

Definimos

ahora las funciones (j = 4,5)

~ A
95'\ = W,R 17

Kax 13
¢g = KaR=z lg
+-‘)L = ¥aa I-T
ék.j.ﬂ._ ! a 2 _
* = 2&(“311&-&&31,_\, 2=-9, 10
‘#&,3'2
q—

(Ar1.4.12)
= rorx (—TF + Cry1a) > &= 231, 22

. =

=48si L=13y
~5,R
¢z’

PR 3 _ -
FCNT = Kok Q’-\z-\ta TC -~ wilw Ty)

wm =6 si L= 14.

-2 = 2
- \L;_g- Q-e‘, ’I_: - wm R X I
™ = 4 si S-: 1S y

w =6 si L= 16.
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En el sistemz2 prolato inicizl) se tiene:

Regién A :

A
_‘%%: = &, (7,0, aurg sen <)

-%% = é_: (:lol m*\65€\'\ef)

25 N (a1.4.13)
T

‘32§- - A4 "t A ~

—BZZ = = %;— + é-, (v,o, aw%x“e‘>
Regién R :

65_ A ~ A -3 ~ L]

ﬁ = ¢,‘ Lv—, O, Ff\ + ¢4 (r; FF, MBSC“QTX

2 S B L

B - 4T Ge B) + BSR py sgseney)

(A1.4.14)

FE _ u a A 8

Tl $s (¥, 0, Ff) t+ $5 (&, ?“" MtSC“QTB

FE L 3%, gr 2 A

PSS = 8= T % Cr’O’FYB ¥

B ”~
¥ 97 (% By, amgzency)

. 2, 2t 2 2l 2 2
3 =< =
con F‘, la solucién (=w/z ) de R‘tmrf + tsev\Fr = Ceyp -
En la extensién levemente triaxial se obtienen las

siguientes expresiones ( A ¥y 8 son las regiones del sis-
tema base prolato).



259
Regién A :

Al‘lq

23 .
(’:}l—i o 2 ('ag ~a ¥ Ci“) fz_ (r,o,masmer)

(2,

'ai A,4q,11

= § 2z Ja + LE ‘\ 754— ('1 o, °'\652n er)
o 3 A4 (A1.4.25)
,’Akat)‘x’ =3 (amQ (E ‘\) 7’6 (¥,0, Av\aseae‘,3
Szt N
<3t = JZ (?af\m' + 3 5£7 (¥,0, a.u.asener3 +
A4, \s
+ (E \) ¢8 r,o, Masu\cr)
Regifn & :
3§ A,4,9
?R (SR a T (% ‘) ﬁ}l’ (%0, f‘t‘,\ 4+
8,5,40
+ #L (*, fr’ awysener) )
(Al1.4.16)

R

&
CzT\A, = i(% a+($ 1>{¢1’ *, o0, F;)'f-
8,5,42

+ 954 (+, Fr, Au.a,stne }
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Ay eard .
(SR?E > 3 aRaz) (ﬁ-‘3{¢6 CT'D’PT) -+

B,5,14

t # < Fé; oug seney) }

(Al.4.16)

A
) ==y, v L HFe ) -

¢7B (\'«. FF ) wasc‘ er)} +

5,5, 1L

Aa
+ Ci-\) %Sig C"' o, rr) + ’58 (r, Fr, o""ﬁs"‘ef>}



AFPENDICE 2

EL TEOREMA DEL VIRIAL EN ULl 3ISTihiA ES3TELAR COKR
ESTRATIFTICACION SIlILAR.

En la gseccién III.3 del Capftulo III (y también en el
Apéndice 3) estin definidos el sistema propio, y el sis—
tema propio inercial.

Eventualmente, el observador gue zZnalize al sistema
estelar, reduce sus observaciones a un sistema inercialg
por lo tanto vamos a discutir el teorema del wvirial en
el sistema propio inercial.

£l teorema del wviriazl permite obtener una idea de las
propied=zdes del 31stema, sin necesidad de resolver en
detzalle las ecuaciones dindmicas. El formulismo desarro—
l1lado en este Apéndice es entonces un complemento a los
cflculos numéricos de los Capftulos V y VI.

Discusiones generales sobre el teorema del wvirial se
encuentran, por ejemplo, en los textos de ChandraseXkhar
(19639) y Collins 1978).

En este Apéndice abordamos primero el formulismo mate-—
mético, y posteriormente particularizamos 2l tipo de sis-—
temz2s bajo estudio.

A2.1 FORKWULISHKO.

La ecuacién (III,.3.23) en el sistema propio inercial
es:

D (5~ — — _ 9
f 45> = gvéi - ® (a2.1.1)

con (JJ) la velocidad de centroide en_egte

sistem=,
éecuaclén (x11.3.20)): ® LSNPS = ELE Piy = €4€; «:" 51y
oM es la velocidad respgcto a centroxde, hd E- gs T
base Cartesiana en el sistema propio 1nercial).

Con ¥, =% 5, Ryg=2 , ¥Fa= % v suma bajo fndices
repetidos, la componente i—é;ima de (A2.1.1) es:
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o S~ o Y ) -
7 3 LoS = -7 E= é?NP"* (A2.1.2)

Kultiplicamos ahora (A2.1.2) por *j; e integramos sobre
un volumen espacial V(&) coue sigue el movimiento 4del
fluido estelar (dzdo por el movimiento de centroides).

Lo gue se hace es entonces multiplicar la fuerza sobre
unn elemento,

por su posicibn; este producto (escalar) es
lo qx)z.e se llam=a preciszmente e}l virial (4Alonso y Finn
1957).

Como
o »: P, = -] Y
?*FL 5 Pae X3 ,a—;‘?,'\\g + SJR Pv\.\g =
? . ..
3 ,a-;"‘?,\_\g + P"J

entonces:

S Xj%‘g?&‘f? = S T (G

s "3?st &8 - S F;\-) a2 =
= S %3 ?;k ng &S5 ~ S P,;j a2y (Aa2.2.3)
EYEA N (k)
Ademés,

con la ecuacidn (II1II.4.8):

%:p D . 3~
S SRR

VL

S g &‘—S-tbﬁ, L5:5) — Qx&)(\:_pj 87 =
TS



je] . S~ . . 3~
= = S g(—o,&!j vy - 8 f(m)(«sdv L5 =
N WY
D - - .
= Ft_L~j —_— LKA\_‘ (A2.1.4)
con:

I

Lxs S §4\);>x_; as

AV Y
(A2.1.5)
\-L,:."-) = %L', S ?4\).’-)4'\)‘3) N

N o)

Definamos también:

WAL = — xs & &%
= § - 0%
Iy SJ EE Y54
(a2.1.6)
TT;.' Y S P;‘_. A}’\:

AU G A
Entonces con (A2.1.3), (A2.1.4) vy (A2.1.6), la integra-
cidén sobre V(&) del producto de (A2.1.2) por %K. coniuce
a:

D .. _ e — ..
Bt~ J,K,U = N\

I T %") P;FﬂFdS + TY;,J

(az.2.7)
S(EY

Esta es la ecuacidén tensorial del virial.
cribirla de otra manera,

Vamos a rees-—
pero necesitamos antes algunos
desarrollos.

E1l momento angular total de V() en el sistema propio
inercial, respecto al origen ¥ = O

es:
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I = %?176‘» LF = g f€;e;5*x3Lv‘3 43¢
N Y A CA
i.e.

Js = S Perge *j&und &3¢
Ny
Con esta ecuaciébn:

emxk 3_; = g ? Ewm,'\ &Lj\\ xé L0 A}? =
N (|

= S (%“_) S‘\h—- %“,_SAJ\ ?X&{ﬂ)pv A2 =
MLYY

- \ P (e &y ~ X &Tm> ) A3F
VS

i.€a

"\?’&;\3!& S\g = LZ. g ?@‘\)R_\‘L‘-)—- L\JJ?X;_) A_a":

N
Definamos:
1:)}2 = S 67"__, R NS
Entonces: VA

| S - A C oy o
ERTE R IR S -

= \i g (Q\"“”‘S + Luyd x,x) 3¢
N &Y
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(A2.2.8)

(A2.1.9)

(A2.31.20)

{(az2.2.11)

(a2.31.12)

(A2.1.13)



Ahora, pcdemos escribir le priwmera ecuzcidn en
como:
e = L (o, - A - 2 =
~3 ]_LAJ*—L\)A)*-E(L-A) L,J,\) =

= .‘5: S ?(4\)&)%5 + 40551;\) &7 o+
VG A

+ L & P (4«);)15 - ;> i) &
TEN

Con (A2.1.11) y (A2.1.14) se tiene entonces:

S W I PO [

3= T oy YA T 2 €& Jw
i.e.
D . oN
——L‘—.z. _‘_ -_ ‘-_\ e D
St TN T T e YA T &R 5 I-

Con esto,
D"

SZZ.IAé

prt

+ TY&} - % %5?ﬁ$_nF.A5
S@®)

Vamos a seguir reducienio estaz e

\ . . ..
z €A éa'lp + Q.K,d + Wai

(a2.1.5)

(A2.1.14)

(A2.1.15)

(A2.1.16)

la ecuacibn tensorial del virial (A2.1.7) es:

(A2.1.17)

Sgapién. Para ello, de—
mostremos primeroc que el tensor 3

ciertas condiciomnes sobre V(&) ,

i es simétrico (bajo
dadas en lo siguienteg.

265



266
E} potencizl gravitazcionzl en el punto v

! 3 A
(V= -a § ﬂ_fh‘_‘_;:_

(az2.1.18)
Mot \ A 1

la integracidfn es sobre todo el sistema.

Entonces:

2

= - G a3l
2w émﬂﬂ X Veof
~1 '
= & S pi 7}*“72“‘\ a3 (a2.1.19)
Vo N E- R
Sustituyendo (22.1.19) en (A2.1.6):
~l !
Wi = ——GS *y g (&) £F \J 5“\’}":’:‘\ ¢’ (az.1.20)
N Ntor v-vl

Para estratificaciédn similar tomamos V(t) tal gque 1la
superficie gque lo delimite, S » €5 una superficie de
igual) densidad, i.e. una de las superficies similares
(ia cusl puede estar, en general, en movimiento).

Tamtién se puede tomar Y = Vtor . En ambvos casos
lz aceleracién —38/ix, es producidz sdlo por la materia
en &) (teoremz de Newton). Entonces podemos cambisar

Vter & V(&) en la ecuzcidn (AZ2.1.20):

Wik e —al (IO PED breoxey £ 2

(az.1.21)
VEY YR LE—qv
Intercambiando ¥ por c no cambia el valoxr de Wjie @
[N ~ ' 2l e
Wik =_6S S X IYR(FY X~ %) T L7

' (Az.1.22)
WY Vi) IEAE A



Sumando (A2.1.21) y (A2.1.22):

LIS a o~/
W‘SK:—LszS D(\-J(Y\Lx —X\J\('X:-—X'_ dr o v (A2.1.23)
ORI Lr-+1
y de aguf se sigue Wjwx = W .

Claramente tamtién K-- ¥ T“/‘-j son simétricos.

Se uede mostrar fAcilmente gue p=ara cualquier tensorT
simetrico, se cumple QAJ‘ TJF = O.

Con esta informacién, vamos a derivar (A2.1.9):

o) . .
b_‘-t JA g e*’_.)"' g

D (o) £7 =
Ny

N (Y
Con (A2.1.2),

= €4w S § {"J S o> & 4vj><w>} a3g (A2.1.24)

(A2.1.3), (A2.1.5) ¥ (A2.1.6) se obtiene:

D .
D—tJA. = e—A‘)& { % — 7L ?\g,_“l_‘)“s + ““J by lKJF- =
5&3
= — G,-jp S )(j ?K’.. ng CS\S = — 6K;_J S ,‘lsj ?Kl“" &S ==
SX) S
= €xj2 %x; Pug ny AS (az.1.25)
i.e Seed

ot 3 = e—k\')s %35 Pix

S

ne &S (az.31.26)

267



268
Mulitiplicando esta ecuacidn por e£m§

] i) _
S
= % (Xm ?gyg - Xg ?“'_> '\‘. A,S (A2.1.27)
S
L€,

\
L el © = 1 . .
T €X5x ~1 Je T % (xA,P\.)F—xJ Pip ) Pe &S (A2.12.28)
S
Sustituyendo (A2.1.28) en (42.1.17) llegamos a:

2
LS D . . . .

A

= S (=% Pl ¥ %5 Piv ) ve &S

(A2.1.29)
S
Finalmente, llamemos:
5;’3 = - % X Pj‘“ l\y.,a.s (A2.1.30)
SR

y definamos el tensor simétrico SLj como:

S = i (Fyrep)=-4 5 (X2 Pjy + %5 Par)re 85
<y

Iz ecuacidn tensorial del virial , (A2.1.29), es
ces:

(AZ.1.31)

enton—



<z
+ D PP . . . .
T 1;{7- 1,\_) = lKAJ + W't). + “'\j + S‘;J (A2.1.32)

En la siguiente seccidn aplicamos esta ecuacién a siste—
mas axizalmente simétricos con estratificaciédn similar.

A2.2 APLICACION A SISTEMAS CON ESTRATIFICACION SINILAR.

Consideremos ahora la aplicacidn de la ecuacidn ten-
sorial del virial (A2.1.32) a los sistemzs estudiados en

este trabajo, los cuzles presentan estratificacién simi-
lar.

Primero asumimos que el sistema propio gira con velo-

cidad angular constante S que puede Ser nula) respec-—
to al sistemz propio inercial., Tomamos < dirigida en
la direccidn positiva del eje x. Al tiempo t = O coinci-

den los ejes coordenzados de ambos sistemas (los ejes
x y xYcoinciden a cualquier tiempo).

La transformacidn entre las coordenadas (x,y,z) ¥
(x)y"Y2) es entonces:
’ » -

"

A = KR
T "
% = ‘a'cus [k - =~ 9k (a2.2.1)
t = a'en 3t + Yeosat
Siguiendo la definicién dada en la ecuacidn (A2.1.12), "
definamos en el sistemz propio (/= x", x{ = 3" y X =z
u H u A n
I}»J' = g § X2 %; a2 (az.2.2)

N (&)

)
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Como & cumlguier tiempo existe sgsimetrfs de la distri-—
bucién de mzsa respect9 g los ejes coordenados del siste-
ma propio, entonces I;} = 0 s1 X #+j R

Entonces con Y1Aij

definido ern (A2.1.12), ¥y la transfor-
macibén (A2.2.1), obtenemos:
o
—Lix - -__T_,"iu
I,_\, - O
Treg =0

o
Ty = T cost9t & 1‘;.,*_, 2k (A2.2.3)

H
o}
»

\

n )
(T~ Toe) wnzt cosxt

" 4}
Tan Lo it + Tam cos™st

Asumimos ahora gue las superficies similares estén
fijas en el sistema propio, i.e.

el sistema estf en egui-
librio, y pror lo taznto las cantidades 1&3 son constantes.

2
Derivando dos veces respecto al tiempo (i.e. !2 ) el
sistema (A2.2.3) ¥ evzluzndo en ¢t = 0O : DT
1*1. = _L!% = KLXt =':[1t-= 0

?iﬁm = &Sf'ﬁligdu_ li*gB

(a2.2.4)
.o o o .
Tee = 28 (1-5,;' — Igtu\)
i.e. en t = O se tiene el tensor diagonal:
- . ° o °©
A D PR
L per Ty = % ° AY o (A2.2.5)
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Lz ecuacibn (A2.2.5) es el 1lado izguierdo de la ecua-
cidn tensorizl del virial (A2.1.32).

Consideremos ahora K;j . 51 8 = O, los sistemas
analizados (ver Capiftulo IV) tienen movimiento de cen—
troides iniczmente en la direccién azimutal (i.e. mo-
vimiento circular alrededor del eje z). Por la simetria
de la distribucibdn _de masa (y V@) delimitado por una

superficie similar) es ffcil ver que K i. = O si A ¥ s
i.e. K;j es diagonza2l. o
’~ ~ ~U ~ ~ ) ~l
Si X #0, Vv =U+RryT s COn U 1la velocidad

respecto al sistema propio. Entonces a t = O:

oiy =LY + €isp Fasnw 2 VD= LAY 4 €5pn LunXy -

Sustituyendo esto en K;J' (y haciendo algunos arre-
glos) llegamos a lm siguiente expresién:

H ) ] ~
Kiy = ‘_2_& ?Lx},;?ﬁ\{;')f“ + Si&ls‘cg-sgfxn4‘;\g>d}? +
N (2) NEY

Le. " a2 :
+ -2—_’&‘)“,‘_9_,, \gx,‘ku,;}ck? * %_6«5\:. G:j,.mg-sgq.\ Ten +

N Y ¥¥n
~2 2 o
.. — UL . S TTAR
r (Sna - 2295 pETART (a2.2.6)
V(@)
En R 4 3 , el cuarto término de estz ecu=mcidn se
anula, pues en t = O se tiene Lyn= 0 si ¥ # n .

L También el \ltimo término se anula en A #

Q. tiene una sola componente. Con & = 4 <, sSe pue-—
de demostrar gue si A #+ J » €1 segundo ¥y tercer t&rmi-—
nos de (A2.2.6) conducen a las integrales siguientes

-3- pues

40&) = O en los sistemas con 5 C del Capitulo IV):
" 3
( practisee |, § oxazats
NG v

: "
Estas integrales se anulan por la simetrfa de 45 Y en
los sistemas considerados.



Por lz2 misma simetria,
se anula si A 3

es di=zgonzal.
metria\de 1=
(x,y,27

3 . Entonces, 5

el primer té&rmino de (A2.2.6)
también con 5L A5

LS
b ~
Igualmente 1o es MMlj;, pues a t = hay siL
distribuciédn de2 masd respecto a los ejes

del sistema propio inercial.

Se puede demostrar que tambidn Nii= C si KA # -
Ademf=s, si consideramos \V(©) =

NToT s ©ntonces SLJ——OO -

Con lo enterior, la ecuacién tensorial del wvirial
produce las siguientes relaciones en t

= 0O , sobre <todo
el volumen del sistema:
0 = L¥Kxx + Wyx + Txx
L AT =

T Kyy o Wy o+ Ty (a2.2.7)

— S5 AT = 2 Kax + Wap + Tay

Consideremos ahora lz lfnea tr=za2da por Binney (1378,
1981) para analizar el sistema (A2.2.7) (ver también la
discusiédn en Binney & Tremasine 1987

m~
(2 SISTEMAS CON S =0 .

En este caso los sistemas considerados tienen como
plano de simetrfa el plano xy , Y eje de rotacidn el eje
Z.GNO hay‘?ovimiento de centroide a lo largo de la direc-—
cidn z 3

H 22 = O « Como Kxx = Kyy , Wxx =
X% =

My »
vy s, €1 sistema (A2.2.7) se reduce a dos
ecuz2ciones:

A Kxx + Wxx + gy = 0
°

(a2.2.8)
Waz + “1-& -

Con ™M 1a masa total del sistema, definamos T a
partir de la ecuacidn:
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2
%‘MG‘ = Kux + K71 = X Kx,g =
\ 2 2 <5 ~
=z g Y((\)i)«\-(ﬁap) L7 = “T S P 0)"&.3
(=Y V(o)
s 2
£ L8> s
2
T = & (A2.2.9)
P ae
v (©)
También definimos & como:
iz
N S §4Ux > &
_— N (o)
S = (a2.2.10)
fé??
(o)
_2
j.e. A 3 = TY,.; -
Finalmente terminamos las definiciones con:
g o Thox = Mea (r2.2.11)
Txx
Empleando estas definiciones y (A2.2.8):
K —(Wxx + T
l(")— xx = W ) L Wxx (a2.2.12)
Txx Tixx Txx
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pero Txy = RIES> = = W » ¥ (A2.2.12) se reduce =z
A—- 8 A—- 3
_a
(%) = 2 (A-%) Mxx. (A2.2.13)
Wiy

o~
() SIST=EMAS CON SL f o .

En este caso se ha considerazado movimiernto mulo de cen-—
troide a lo largo del eje x (ver Capitulo IV); i.e.
= 0O
'S .

Sumzndo las dos W¥ltimas ecuaciones en (A2.2.7) se tie-
ne entonces el sistemas

Wyn & T‘%‘ = 0

(A2.2.14)
9"(‘L‘w + Kit\  Wyy + Wiy + “‘ﬁ ¥+ My, =0
Considérese ahora las siguientes definiciones:
2
LMT = Kyy + Kz =
2. ~ _ A ~Z ~
i g P (07 + 407 ) £F = 3 ) PLSY &OF
NGO N(©
i.e.
S 341’.‘:)"&??
_ N (o)
F o= (aA2,2.15)
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_2

M ——“\,\’ = S ?LU;”h)f'\:
(o)
i.e.
l Land
. S pLayty &%
€ Niey (aA2.2.16)
g&??
N0y
-
8 = T“1‘1 - “xx
Ty
T (a2.2.17)
2z
T Ty
Entonces:
L L«z)"ﬁ Koy + Kae = (Wyy + Wae + Thyy & The )
*\5 Thyy L Thyy
— (W
= C “;L:(W%\ - 5{,(“"?\ (a2.2.18)
7Y
Pero  TNyy = Tax = Wxe ; entonces (A2.2.18) es:
R i— 8

(37 - com e
3

- 3 (A2.2.19)
v G+ra)




Retomemos la discusién. Consideremos los cocientes

dependientes de WJij en las ecuaciones (A2.2.13) ¥y
(aA2.2.19).

Si &, , &z , O3 son los sexi-ejes de lz distridbucidn
de masa a 1o largo de los ejes (x,y,z), entonces utili-
zando el formulismo desarrolladoc por Roberts (1362) para
un sistema con estratificzcidn similar, se tiene para un

sistema oblato ( &y = ag > 0z ) laz rel=z=cibn:
8
W (‘?_‘ Ay (A2.2.20)
W o3 A3
» 2 *
con Az = 06z ay A = &,03 A2, ¥y 1las AL (hemos agre-

:gladso)nosotros el asterisco) dadas por (Chandrasekhar
969)

* * -3 —2
Ay = A, = e.,J\_eE,- ow.-éscnto _— e, (&—-2:)
(Aa2.2.21)
* —2 —3 =
A:s = e, — 2&g Ja—el oupSen €o

Iy
con €, = E‘(-— L°~3/q1\1 1/’“_

Entonces (A2.2.20) es:

NS — 4 . anzscnto — Qo \J - 23

Nax 10— Qs Seneo — €o

JA—eF

la elipticidad intrinseca del sistema oblato (i.e.
observado a un gulo polar €& =T/ ) es & = A—LOQ/QO;
i.e, e = 41— A— e « Entonces el cociente wWyy e
en (A2.2.22) se puede expresar como funcién de e .

(az2.2.22)

Anflogamente, Se encuentra para un sistema prolato
( &4 =02 < a3z )
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L4 €
L. A% : _ 2 1
Yixx ==L (-edy- A 4 ‘T er (a2.2.23)
W‘ZE 14 <y
AXce L ae
n p— T

Ma
L
con € = Ci- (&1 /oy 3 e Aguf 1=z elipticidad intrinseca
es € = 44— (Mfas) = 1_\/‘_8‘;&. .

Sustituyendo, segin sea el caso, (AZ2.2.22) ¥y (A2.2.23g
en (A42.,2.13), se tiene entonces T/ g funcién de ’ .
P o8
En la situacién S # O se ha considerade un sistema
prolato girando alrededor de un eje menor. Entonces
WNixx = Wyy ¥y

Moy ¥ Wee = 4 4+ Wee (A2.2.24)
NI % W xx

con Wu:/wau. el inverso de la ecuacidén (A2.2.23).

El cociente V/ & en laz ecuacidn (A2.2.139) es entonces
funecién de (&, S , 3.

Las ecuaciones (A2.2.13) y (A2.2.19), junto con
(A2.2.22), (A2.2.23) y (A2.2.24), se emplean en la dis-—
cusién del Capftulo V. Por lo pronto, en las Figuras
A2.1 , A2.2 A2.,3 damos algunas curvas en el plano
( S/7g » eg.
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EZNDICE 3
VELOCIDADES Y DISPERSIONES PROYECTADAS

A3.1 ECUACIONES GENERALES,

Considérese los siguientes sistemas de referencia con
orlgenes coxncldentes : (1) E1 sistema con ejes Cartesia-
nos x” had z'” coincidentes con los ejes principales de
la dlstrlbucldn de masa considerada. En general este sis-—
tema puede ser no inercial (ver seccidn A3.3). (2) Un sis-—
tema inercial cuyos ejes coinciden con los de (1) a un
tiempo dado , digamos t = 0O, y asociado a coordenadas Car-
tesiznas x , ¥ 5 2 « (3) El sistema de referenciaza del obs-—
ervador (considerado inercial después de corregir por efec
tos extra; ver lo szgulente), asociado a coordenadas Car-—
tesianas x', y', z'. El eje z' tiene coordenadas angulares
esféricas 8 , ¥ ; con & respecto 2l eje polar z del siste-
ma (2), y apunta del observador al centro de la distribu-
cién dAe masa. El1 plano x', y' define el plano del cielo.

La velocidad promedio alrededor de un punto ¥ en 1a
distribucidn de masa define la velociiad del centroide en
tal punito. Esta velocilad en el szstema (1) (11x=2m=2d40 en lo
siguiente el sistema propio) es <i3”>. La velocidad de una
partfcula (estrella) respecto al centroide la denotamos
por & . Entonces si S es la velocidazd angular del sis-
tema propio respecto al sistema (2) (el sistema propio
inercial?

3" £ 5" v Ix € (A3.1.1)

Esta ecuacidn da 1= veloc1d=d de una partfcula respecto

al observador (pues T = 55’ . Claro, suponemos gque pre-—
viamente se ha corregido por efectos extra: expansidn del
Universo o movimientos locales entre galaxias rotacidén
galdctica del observador, movimiento solar, etc.

Consideremos ahora una linea de visién a través de un
punto ( x', y’). Esta lfnea es en realidad un cilindro
infinito de 4Area transversal J$A cuya masa es:

oD

Sh § pClaley & (A3.3.2)

—
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La densidad superficial de masa en ( x', y') es entonces:
Z. (=, 5 = _d__ - S g( 7Y i (A3.12.3)

si £ ( v v st ) es la funciédn de distrlbuc:Lén del siste-—
ma, entonces 1la velocidad {(rapidez) proyectzdz promedio a
lo largo de 1la 1fnea de visidn seré:

51 £(5,306) a®3" Oa ar

ey = \ m =
SS £ (3 4;3 85 A A
oD
. S Y LTS (FY A=
- — oo
[ (A3.1.4)
g & ES
—c0
1
con ~n(&d1a densldad de partfculas en el punto S = ¥ =
el h. un vector unitario apuntando en la direccién

»
positiva del eje z'.

Asociando una masa promedio a las partficulas, la ecuacién
anterior la escribimos como:

oD

S S L5 Ry AR
= S g(?))&t'

"y?roj = mt =

(- =4

S g(r\ L €S

M|

(A3.1.5)
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De 1a ecuacidn (A3.1.1) : (B> = PE Y + 4 =% , pues
{5y = O ;3 entonces:

Vevrey. =

M lr’.

L - -4
. S $ (_46“) + ix'\:‘) ax (A3.1.6)
—_— )

la dispersifn de velocidades proyectadas, {Ym\’ » Se
obtiene de:

%
SS 5% - ey ) $(8,3% 1) £6™ SA 2o’
é‘?fo\l = =
(§ £, ) 5™ 5 2w

=._‘2— Sw Y\<[G-1‘—'\5vﬂ,\‘]z> v =

= 'f _&wréw.’\;’q’w - —’—“—%21 .S.,YLG'{)“' +

+ 'J‘m», (Aa3.12.7)

~l ~1
Ahora, {V-k> = k- <S> » ¥ con la ecuacidén (A3.1.5)
simplificamos (A3.1.7) =a:

s = ~tz ' 2
Gy =% .S..,Y LBEYS 4 — Vprey (A3.1.8)



Podemos escritir (A3.1.8) en uns Sorm= més préctica
empleando (A3.1. l) para calcular 5.WY* . Teniendo en
cuenta que 4“".ij> = 0 , se llege TAcilmente a:

L= 4

- )
Cproy + Vproy = + ( p (R (S v @)Y a

—cD
g Y<L§.%m>z.> Ay (A43.1.9)

Con las ecuac1ones (A3 l 3), (A3.1.6) y (A3.3.9) se

obtienen prey P Bunto arbitrario ( x', y').

Las cantldades <~$"> y <~(ju Y>> se obtienen directa—

mente de la solucidn numérica de la estructurz cinemitica

interna del sistemz (ver formulismo en el Capitulo IV).

~

A3.2 SISTENAS CON SIKNETRIA ROTACIONAL Y X =0

En esta seccidn consideramos distribuciones de masa
con simetrfa rotacional, en los cuales el sistem=a proplo
coincida con el sistema propio inercial, i.e. -

El movimiento de centroides se asume circuiar alrede-—
dor del eje de simetrfa rotzacional, el eje principal =z.
En esta situ=zcidn, la solucidn de los primeros momentos
de la ecuzcién de Boltzmann (ver Capftulo IV) se obtiene

sobre el plano meridional (R, z ), con R 1la distancia
al eje =z=.

Consideremos observaciones sobre el sistema a lo largo
del eje y', coincidente con el eje y del sistema propio
inercial; i.e. se observa a lo largo del eje mayor pro-
yYectado en sistemas oblatos, y & lo largo del eje menor
proyectado en sistemas prolatos. La 1fnea de visién tie~
ne entonces coordenadas x'= 0 , y'= cte. , 2z y forma un
&ngulo § con el eje principal =z=.
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La transformacié&n entre las coordenadas (xX,y,z) ¥
(x,vy%2") para la lfnea de observaciédn es entonces:

¥ = — %' senw
)
[T

(A3.2.1)
T = —-z‘cose

- T -
Como R b

= x + ¥y , estz 1linea de observaciédn en las
coordenadas (R, =z ) es:

\a
R &) = L-ﬁ"+ £ tale ) (a3.2.2)

Esta ecuacidén y Y T permiten calcular las
integrales de la seccifn A3.1 transformando a la varia-—
Ple 3 ,

conociendo la estructura cinemitica del sistema
en los puntos (RG&Y, = ).

Para observacién a © = W 2 (i.e. sobre el plano de
simetrfa del sistema) se tiene:

Ry = Q‘b"'-k x")\ll

, (A3.2.3)
Ax = —Ax

con esto podemos pasar las integrales a la variable X ,
utilizando la estructura cinemitica en R (x) -

y == 0O
EL movimiento de centro:.de es circular alrededor del

eje =z ; entonces L{T"Y = € Ly (€ es el vector uni-—
tario en la direccidn az:_mutal). Expresa.ndo \L'

la base inercial (X, ) se obtiene R-<IF'>= 4“‘?551*95*'\‘E’
entonces, por la s:\_metria del integrando:
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- -3 [+]
Tl' R S §<$"> Az = 2 S r(«s\p e sy Az (A3.2.4)
-— O — oo
Con (A3.2.2) y A¥ = - 4% [fecosb:
oo <
® - S pLYy a¥ < 2 amd g et i (a3.2.5)
V2 2. FURNLE
e ” Q‘h + ¥ {:a»a)
En el caso © = W/ao emplezamos (A3.2.3):

P &VeY Ax
~4* o+ x"")\/"'

(A3.2.8)

e § et =g )
—o0

(A3.2.5) ¥ (A3.2.6) intervienen en '\I?fb\’ dado por (A3.1.6)
(semin sea © ).

La densidad superficial z. , dada por (A3.1.3), se ob-

tiene, por simetrfa, con T = 2=, , donde:
oD
cepawr : > o= _4 S r[RQ&),t] Az
cosp o

(A3.2.7)

o =T : L. = S i (RGO, 2=0) a2z
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También es inmedizto llegar a:

R - F I

=3 oD

2.
S ? ('ﬁ‘_. LS"))" azx' = :.ﬁb‘:'sc..ge tane S _LM_
o -8" +* 2 tale

6= o : (A3.2.8)

-—

= - T pdNeTa
' 2
S Y (w- 48")) ax = "‘h‘ S U bk Rt
12 + x:.
Zew A
El valor de la integral en (A3.1.9) funcién de =~ ,
depende de la orientacibdn de los ejes

rincipales de la
funcién de distribucisdn

(ver seccién III.S5 dAel Capf-
tulo III). En seguida consideramos dos situaciones para

esta orientacién, y damos las expresiones explficitas de
'\Jyﬂv’ Y CF”Y .

(a) EJBES PRINCIPALES CILIINDARICOS DE f

En la base cilindrica:

AW

11} ~ (1Y
T = Eun + o, + g vy (A3.2.9)
~ ~ ~ ~t ~
Expresando % , R, e‘f ¥y k en la base inercial A,

4T » B Se obtiene:

.;: -G'“ = — (\)’: Cose — \J; sm\g3 ;e — -\J: eese (A3.2.10)

Elevando al cuadradg esta ecuacidn y promediando (to-—

mando en cuenta gue {Vpury= {Vp VP> = LUFUED>=_0 por 1la
orientacibn de

los ejes principales de f aguf conside-
rada):

2 ’ 2
(Q}LG"‘)’*) = Sgp PPN cog'\f &> 6:(.6519 + S‘f %3950.3\{ (A3.2.11)

con 6‘:

= Wy . &= Loy c}' = dog > -
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Entonces tenemos las siguientes expresiones:
8 £H T/
con (A3.2.5) y (A3.2.7) en (A3.1.6):

L -4
Vproy = ~ tane YL:)‘(> dv . (A3.2.12)
E2 (e Ftate)’™

¥ con (A3.2.8), (A3.2.7) y (A3.2.11) en (A3.1.9):

2.
Sprey + Vproy =
o
pue taus ot exfg'”%a't + ! SYG:&tir
3. ) a5+ tale take I

+ 1;2. % P (v + 6‘? ] 3= \? (A3.2.13)

'25 T+ T tole

©= o -

con (A3.2.6) y (A3.2.7) en (A3.1.6):

(>4
N M 5 o (A3.2.14)
= (3= + =

y con (A3.2.8), (A3.2.7) y (A3.2.11) en (A3.1.9):
2 2
G‘T\'u\I + UY"‘T = ' . .
2 z
- A g‘” £ {6 v+ (s + 6y 3)""* (A3.2.15)
Zo ‘B‘zf x*+




(v) EJES PRINCIFALES ESFERICO3 DE 4 .

"
Expresa:-xos p*‘lmero ‘\fk , Va en términos de las veloci-—
dades ¢ ¥ \r' en coorden=adas esféricas:

w
Nem = Ur Sem® + Up <os®
(A3.2.186)

wm W
x = V¢ 039 — Jp sSen®

Entonces:

woow W wa
Ve Vr = ‘\J"- smbcose + vf\re (QDSQ - selp) — \J’o seme cos ©

"l w

vy = ~r u‘f' sen® + Vs -u\f cose (A3.2.17)

" m 1m (L1 11 i
A \JY Ay Ve cos® — e "’\f Sew®

(]

Estos productos aparecen al elevar al cuadrado la ecua-—
cién (A3.2.10). Por 1a or:.entaclzlén de 105& ejes principales
de se tiene {auy'We >= a5 'Vv%') L~Je Uy > = 0; entonces
se llega a:

< L’;:- ’G—“I)L> = S': Sen’® cesz\f + G.—: Tl e

2 e A

con 4 ulL . 6-' = L |u1..> .
Elevando al cuadrado (A3.2.16) y promediando:
2 2
c,f = B¢ 3® + Sy cosfp
(A3.2.19)
2 2
€0 = 6y cof® + 6Sp sele

con esta ecuacién, (A3.2.18) se puede reescribir como:
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~t k3 2 2
L(R-B"VS = Spwale cofy + 6y eofe + Sy wal® wlg +
LN
+ (Sz- L) tau2® wue cose cos® (A3.2.20)

Entonces obtenemos lo siguiente:
O ¢ e &N/ o

Jerey  dada por (A3.2.12) , y Spre obtenida de
(A3.2.13) sumanio previamente en el lado derecho el té&r-
mino:

o . c1
— % ® toup tauze g pler—S2) = 4%
- L‘a'lﬂ— ¥* tw“%\l[’”

=Tz -

U?”‘r v S‘Y“,’ obtenidas con (A3.2.14) y (A3.2.15).

P
A3.3 SISTEMAS CON SIMETRIA ROTACIONAL Y L 4 oO.

En esta seccidén se considera un sistema prolato con
rotaciédn de figura alrededor dg un eje menor, digamos el
eje x", con velocidad angular X .

La observacién se realiza al tiempo t = O, y en par-
ticular la 1fnea 4de yg‘.sién se toma paralela gl otro eje
menor, el eje y" ; X cae entonces sobre el plano del
cielo.

~t En témir}gs de lal. base del sistema propio, se tiene
==-3, & = 9 X" . Adem&s, si la velocidad de centroi-
de es nula en la direccidn x7 :

At
LA

~

S = (v%.;)j” A+ <\J";/> | 8 (A3.3.1)

Con esto, obtenemos de la ecuzacidn (A3.1.6):
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— o

Como t’ =—‘a' ¥ los integrandos son pares respecto a y":
o
T=- 234 -2
. °© o . (a3.3.3)
[} ) 1 "
S § (U.an S>dzxr = 2 S r <-\f.an > d»-d
— ©

i.e.

Vprey = ..‘_ S §<‘53 >y + QL (A3.3.4)

Con (A3.3.4), la ecuzcién (A3.1.9) se transforma en:

~i

‘6—?:o\1 = _;:: So §<'0”'3")z¢\‘a" + _51:1_ §w §<L’§:-\g )2>A~t'_

- (Vyroq - 2" )” (A3.3.5)
i. 5 wr
Ahora, p.- oo U’gu s ¥ con g‘aj’ = < \T.au z >

2
N Aa" (A3.3.86)

+ {pedansa

FPinalmente:
2 o0
CYro-1 = % go ? t(-é%»)’“ + 6%1'3 a,%” — @Y“"I _ 9% )’“ (A3.3.7)

(A3.3.4) y (A3.3.7) conducen a 1)'?.—..' . C?""I a2 lo
largo del semi-eje mayor z¥
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APENDICE 4

SOLUCION DE UNA ECUACION DIFZRENCIAL PARCIAL DE
PRIMER ORDEN A 1O LARGO DE SUS CARACTERISTICAS.

Considérese la ecuzcién diferencial parcizl de primer
orden:

?(u\WS%f (v + q(u|v‘)%r-€(ulv\ = F(vw, §) (a4.1)

Las caracter{sticas de 1la ecuacién (A4.1) son, por de-
finicién, las curvas en el plano

(w,v ) que cumplen:

| ACTE Y ‘4(“("3

i
o

(A4.2)
dwn av

Una dAiscusién extensa sobre las curvas caracteristicas
uede encontrarse en 1os textos de Morse & Peshbach
1953), Mathews & Walker (1970), y Godunov (31984).

En las regiones en donde | < + O , podemos reescribir
(A4.1) como:

2 fuy ¢ 2D 2

(o) = w,\v (aa.3)
P ooy oo 1O = R 1)

v
las caracteristicas de esta ecuacién son é;_ =% » ¥
pueden ser ficilmente calculadas numéricamente, en
general).

Denotemos estas caracterfsticas por oK (u oy=cte.
Tomemos también F(u,v) = w 3 entonces:

Ee = GO ED, « (@ELED. -
- @D B0, + B
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( L'a\r - ('ef = @%x =
( 3? ac N (a4.5)

Sustituyendo (A4.4) y (A4.5) en (A4.3):
?
G}\r -’%‘\;v* L%S,g * j‘? %rﬁ% “
GHED FEL Y« (D wepn o

Pero a lo largo de las caracteristicas se cumple:

LB&“-\-C 3&«:-0

i.e. de

(@#/3v)u.
Por otro lado, las caracterfsticas son dv = X an
entonces:

% - (?d/3“3c

— )y (A4.7)
v (@*/ﬂv)u—

Con (A4.7), 1la ecuacién (A4.6) se reduce a:

G‘FL = REp (As-8)
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Podemos escribir esta ecuaciédn junto con la ecuacién
de las caracterfsticas, formando el sistema:

v 3lned
aw P (0 v)
(A4.9)

.‘:;E_ = B (a.«:,f)

el cual puede ser resuelto por métodos usuales (por
e jemplo: Runge—-Kutta).

El sistema (A4.9) da la solucién a lo largo de las
caracterfsticas de la ecuacién (A4.1).
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