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I. INTRODUCCION. 

En el pasado, las galaxias espirales, sistemas estela­
res planos, han sido los sistemas preferidos a estudiar, 
debido a la gran variedad de estructura que presentan. 
El problema de explicar la formación de los brazos espi­
rales a gran escala, ha acaparado durante mucho tiempo 
la atenci6n de los astr6nomos dedicados a la dinámica de 
los sistemas estelares galácticos. 

En las llamadas galaxias elípticas, sistemas estela.res 
de forma esferoidal, no ee observan estas estructuras ga­
seosas a gran escala; la distribuci6n de masa es más su.a.­
ve a través del sistema, y aparentemente no hay ningún pro­
blema te6rico fuerte que afrontar. 

Hasta mediados de la década de los 70's la creencia do­
minante era que estas galaxias ten:!an una estructura diná­
mica bastante sencilla. Lo más natural era pensar que es­
tos sistemas elípticos eran configuraciones esferoidales 
oblatas; mientras más aplanadas, mayor debería ser la ro­
taci6n alrededor del eje de simetría. La soluci6n dinámi­
ca más simple que ee les asociaba, y que mostraba esta re­
lación entre rotaci6n y aplanamiento, era aquella obtenida 
por Maclaurin para el estado de equilibrio de un esferoide 
oblato homogéneo, incompresible, en rotaci6n rígida (ver 
el texto de Chandrasekhar 1969). 

Sin embargo la soluci6n de Mac1aurin es s6lo una primera 
aproximación. En general la hidrodinWnica cl~sica no es 
estrictamente aplicable a los sistemas estela.res. 
Chandrasekh.ar (l942) ha mostrado que las galaxias elípticas 
son sistemas en los cuales 1as colisiones entre partículas 
(estrellas) son prácticamente no relevantes; el tiempo de 
equipartici6n de energía por medio de colisiones es mucho 
mayor que la edad estimada de estos sistemas. 

Debido a esta situaci6n no colisional (en contraste con 
la hidrodiná.inica), la ecuaci6n apropiada para analizar a 
una galaxia elíptica es la ecuaci6n de Eoltzmann sin coli­
siones (ver Capítulo III). La funci6n básica que intervie­
ne en esta ecuaci6n ea la función de dietribuci6n de pun­
tos en el espacio fase, f ( r , .\T , -t ) ( cad.a punto en este 
espacio corresponde a una partícula individual en el sis­
tema). Claramente• si se determina esta funci6n f • se 
conoce el estado cinemático interno: las diferentes propie­
dades puntu.a.1es del sistema son promedios de la propiedad 
en cuesti6n con funci6n de peso la funci6n f . 



El estudio de Jeans (1915) es fu_~damental para abordar 
la ecua.ci6n de Boltzmann sin colisiones. Este estudio mues­
tra que la funci6n de distribuci6n f tiene como argu:nen­
tos a las integrales de movimiento de una partícu1a en el 
campo gravitacional del sistema (en principio no todas es­
tas integrales entrará.n como argumentos; ver Lynden-Bell 
1952b). 
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En un sistema estelar (inercial) no colisional con sime­
tría rotacional y en estado de equilibrio. las únicas inte-
grales de movimiento conocidas son 1a energia. E:. • y 1a 
componente del momento angular. ~ • a lo largo del eje de 
simetría. Con estas dos integrales y asumiendo la forma de 

f del tipo de una distribuci6n de Maxwell-Boltzma.nn. 
'.Prendergast & Temer (1970) y posteriormente Wilson (1975) 
construyeron los primeros mode1os cinemáticos de galaxias 
elípticas. basados en la ecuaci6n de Boltzmann sin colisio­
nes. 

Estos modelos. y los obtenidos por Larson (1969. 1974. 
1975) como etapas finales de colapsos disipativos (tomando 
una mezcla de gas y estrellas). mostraron que la rotaci6n 
del sistema alrededor de1 eje de simetría era efectivamente 
importante para mantener la forma del sistema. 

El inicio de una perspectiva completamente nueva, surge 
a partir de las observaciones de Bertola & Capaccioli (1975) 
e IllingNorth (1977). Estas observaciones de regiones cen­
trales de algunas galaxias elípticas brillantes mostraron 
que 1a rotaci6n no concordaba con 1as predicciones te6ricas 
de los modelos: la rotaci6n observada era del orden de un 
tercio, o a lo más dos tercios, de la rotaci6n te6rica. 

A partir de estas observaciones se ha continuado con 
otras más en un número creciente de galaxias elípticas. 
con el mismo resultado: en general la rotación no juega el 
papel importante para mantener la forma del sistema. este 
papel lo toma el campo a.nisotr6pico de dispersi6n de velo­
cidades (la componente de movimiento azaroso este1ar). 
Estudios de las condiciones de colapso para llegar a un 
sistema con este estado dinámico han sido hechos por 
Aaresth & Binney (1978), Sanders & van Albada (1979). van 
A1bada (1982). y otros. 

Para la construcci6n de modelos teóricos anisotr6picos. 
acordes a las observaciones. es necesaria la introducci6n 
de todas las integrales de movimiento que son relevantes 
como argumentos de la función de distri buci6n -f • En par­
ticular. en sistemas con simetría rotacional es muy proba­
ble que una tercera integral. I.:?. • además de E ' ~ • tenga. 
que ser incluída como argumento (Ollongren 1962J; pero no 



se conoce en general explícitamente la forma funcional 
de esta tercera integral, ni de todas las relevantes en 
una eitu.aci6n dada. Este obst~cul.o no ha impedido, sin 
embargo, la construcci6n de modelos. 

Un método bastante laborioso ha sido utilizado por 
Schwarzschild (1979). Consiste en proponer una distribu­
ci6n de masa, y calcular un número muy gra.~de de 6rbitas 
en su campo gravitacional (suavizado, pues el sistema es 
supuesto no colisional); posteriormente se le da un pesa­
je apropiado a los diferentes tipos de 6rbitas, poblá...~do­
las convenientemente para producir la distribuci6n de masa 
asumida. 

La construcci6n de modelos en forma más analítica, sin 
considerar c~lculo de 6rbitas, enfrenta el no conocimiento 
de 1as integrales no clásicas de movimiento que intervie­
nen en la funci6n de distribuci6n 1 Inevitablemente en­
tran las suposiciones y aproximaciones. 

En general existen tres puntos de partida. Uno de ellos, 
llamado el problema de Jea.ns, consiste en especificar la 
distribuci6n de masa y de ella obtener la funci6n de dis­
tribuci6n f . Este método ha sido desarro11ado por Lynden­
Be11 (1962a) y Hunter (1975) en sistemas con simetría ro­
taciona10 bajo la suposici6n de que E. y h son las ~icas 
integrales relevantes. En sistemas elípticos con simetría 
rotacional la influencia de una tercera integral es, en 
principio, importante de considerar. Sin embargo 1a exten­
si6n del método de Lynden-Be11 y Hunter se vuelve muy com­
plicada matemáticamente {aparte que se debe especificar la 
forma analítica de la tercera integral). 
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Otro punto de partida es el problema inverso de Jea.ns, 
o método autoconsistente. Aquí se propone 1a forma funcio­
na.1 de la distribuci6n ~ , y las integrales que intervie­
nen como argumentos de ~sta. Entonces 1a ecuaci6n de Bolt­
zmann no colisional se satisface, y el problema reside en 
e1 c~cul.o de la distribuci6n de masa. De hecho, de entra­
da ya se están especificando todas 1as propiedades del sis­
tema (el modelo), las cuales deben aproximar a.1 sistema 
real. La 1imitaci6n de este procedimiento es que la funci6n 
de distribuci6n propuesta puede no aproximar a.1 sistema 
real bajo estudio, además que se deben conocer e:icplÍcitamen­
te las formas analíticas de las integrales no clásicas intro­
ducidas como argumentos. 

Un tercer procedimi~nto consiste en partir de u.na distri­
buci6n de masa y postular la funci6n de distribuci6n f • 
sin que necesariamente ~eta sea consistente con 1a distri­
bución de masa asumida. 



En los dos primeros procedimientos es entonces necesaria 
ia introducci6n de funciones analíticas que pueden no estar 
bien fundamentadas. 

El estudio de esta tesis considera el tercer procedimien­
to. Específicamente considera:nos el 11amado método "hidro­
dinámico''. a1 cual nos referiremos con más propiedad lla­
mándolo el método de los primeros momentos de la ecuaci6n 
de Boltzma.n:n (ver Cap!tu.10 III). A partir de la ecuaci6n 
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de Bo1tzmann sin colisiones obtenemos las ecuaciones de mo­
vimiento. de en.er~a. y de conservaci6n de masa de un ele­
mento de volumen en el sistema. Estas ecuaciones son 0 en 
forma 0 aquellas empleadas en la hidrodinámica clásica. pero 
con diferencias de fondo. 

En un f'l.:uido clásico usualmente se conoce la ecuaci6n de 
estado, que forma parte del sistema de ecuaciones a resolver. 
En cambio, en un fluido estelar no tenemos a la mano el equi­
valente de esta ecu.aci6n. Esto tiene que ver con nuestra ig­
norancia sobre la funci6n de distribuci6n f . 

Esta falta de informaci6n conduce a la necesidad de intro­
ducir suposiciones sobre la funci6n ~ • de modo que el sis­
tema de ecuaciones a resolver sea un sistema cerrado (estas 
suposiciones no se basan directamente en la forma funcional 
de T ni de sus argumentos, lo cua..1 puede considerarse como 
una ventaja). Claro, estas suposiciones pueden no ser con­
sistentes (i.e. físicamente aceptables) con la distribuci6n 
de masa considerada, pero finalmente la justificaci6n {no 
necesariamente validez) de estas suposiciones reside en el 
hecho de poder reproducir algunas características observa­
cionales de sistemas elípticos reales. 

Antes de establecer las situaciones estudiadas en este 
trabajo. cabe mencionar algunos modelos que se han hecho de 
gala.xi.as elípticas. siguiendo el método de so1uci6n de los 
primeros momentos de la ecuaci6n de Boltzma.nn. 

Binney (1980b) ha estudiado un sistema esférico, partien­
do de la deproyecci6n de la ley ~-1~ en bri11o superficia..1 
(ver Capitulo II), para mostrar que en el centro se espera 
una depresi6n de la dispersi6n de velocidad, si se introdu­
ce a.nisotropía en el campo de dispersi6n. 

Binney & Mamon {1982) han modelado la regi.6n centrai de 
la ga..1axia M87 (....._,esférica), mostrando que no es necesaria 
la suposici6n de la existencia de un hoyo negro para produ­
cir el exceso en brillo central observado en este sistema; 



es suficiente asumir que 1..a. dispersi6n radial central es 
aproximada.mente el doble de la tangencial. 
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Satoh (1980) considera sistemas esferoidales oblatos, 
con una funci6n de distribuci6n -f dependiente únicamente 
de 'l.as integrales E.. y h , f ( t=-, >... ) • Con esto, 1.os pri­
meros momentos de 1.a ecuaci6n de Boltzman..~ se desacoplan 
de los de orden superior. La indeterminaci6n intrínseca 
de los valores individuales de la velocidad de rotaci6n, 
y de la dispersi6n de velocidad en la misma direcci6n, per­
miten proponer una forma pa.rticuJ..ar para la velocidad de 
rotaci6n en todo punto del sistema (ver Capitulo III de es­
ta tesis para la discusi6n de esta indetermina.ci6n). 

El modelo se aplica a la galaxia NGC 4697, produciendo 
una curva de rotaci.6n.te6rica con un máximo cerca del cen­
tro y un comporta.miento posterior aproximadamente plano. 
Las curvas planas tanto de rotación como de dispersi6n son 
frecuentemente obtenidas observacionalmente en las galaxias 
elípticas {Bertola & Capaccio1i 1975; Schechter & Gunn 1979; 
Young et al. 1978; Efstathiou et al. l9BO; Davies et a.l. 
1983; y ot~os). 

Naga.i & Miyamoto (1976) estudian sistemas esferoidales 
oblatos• tambi<!;n con -t { e , 'r.. ) • Las curvas de rotación y 
dispersi6n obtenidas son decrecientes. Este tipo de curvas 
también se obtienen observacionalmente en varios sistemas 
{ver referencias anteriores). 

Fillmore (1986) construye modelos oblatos deproyectando 
la ley r'f4- • Loa e jea principales de la funci6n de distri­
buci6n -f. se toman para.lelos a los vectores unitarios en 
coordenadas cilíndrica.a y esféricas. Bajo 1a primera aitua.­
ci6n se calcuJ..an modelos con rotaci6n nula y varios grados 
de an.isotrop!a en 1a dispersi6n de velocidad. Se encuentra., 
por ejemplo, que 1.a. diapersi6n perpendicuJ..ar a.J.. eje de si­
metría rotacional ea cuando mucho el doble de 1a correspon­
diente a 1o largo de este eje. Bajo la segunda eítu.a.cí6n, 
ae modelan sistemas con dispersión de ve1ocidad íeotr6pica 
en el centro y suavemente a.nisotr6picoa hacia e1 exterior, 
con u.n. cociente m~xi.mo igual a 2 entre la.e dispersiones 
ra.dia.1 y ta.ngencía1. También ae consideran situaciones don­
de este cociente entre dispersiones es constante a través 
de todo el sistema. Estos modelos se aplican a observacio­
nes de algunas galax:i.aa elípticas. Las curvas de díspersi6n 
y rotaci6n son suavemente decrecientes. 

Ortega & Pa.checo (1986) han también considerado modelos 
oblatos con la deproyec-ci6n de 1a. 1.ey '<"'/.,. de brillo super­
ficial, y con ejes principales de f para.lelos a los vecto­
res unitarios en coordenadas cilíndricas. Se modela a la 
gala.xi.a NGC 3379 tomando cocientes constantes entre las 
dispersiones de velocidad. Un modelo anisotr6pico ea el que 



aproxima convenientemente a los puntos observacionales. 
La curva te6rica de dispersi6n es fuertemente decreciente; 
la de rotaci6n tiene un comporta.miento plano. 

Bacon et al. (1983) y Bacon (1985) han estudiado siste­
mas oblatos y prolatos deproyectando la ley ~v~ en brillo 
superficial. Se estudian los comportamientos de la disper­
sión de velocidad y velocidad de rotación principalmente 
en las regiones centrales del sistema. La dispersi6n pre­
senta una depresión central; ambas cantidades son lenta­
mente decrecientes en las regiones externas. 
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Bajo ejes principales de -F paralelos a los vectores 
unitarios en coordenadas ciiíndricas, Bacon (1985) encuen­
tra que los modelos oblatos no son aceptables si la disper­
sión perpendicular al eje de simetría es dominante (resul­
tado obteni.do tambi~n por Fillmore 1986). 

De Zeeuw (1987) ha dado un resumen detallado de la situa­
ción actual en el estudio teórico de las galaxias elípticas. 
incluyendo el m~todo de solución con los primeros momentos 
de la ecuación de Boltzmann. 

En seguida apuntamos los puntos básicos que se analizan 
en esta tesis• comparando con los estudios mencionados. 

1). Nuestro objetivo no es el ajuste de nuestros modelos 
a observaciones particulares de galaxias elípticas. 
sino que está enfocado esencialmente a las caracterís­
ticas propias del modelo. Este es el primer paso para 
establecer cuáles situaciones de entre las estudiadas 
son relevantes en la realidad. 
Así. hemos llegado a especificar algunas modificacio­
nes necesarias en estos modelos primitivos. El paso 
siguiente sería un estudio má.s detallado de loa nuevos 
modelos. haciendo• ahora sí. la conexión con observa­
ciones. 

2). En general (excepto Bacon et al. 1983). los sistemas 
oblatos han acaparado la atención. Nosotros considera­
mos estos sistemas. pero tambi~n hacemos un estudio 
dete..llado de loe sistemas prolatos. con rotación a.J..re­
dedor del eje mayor. 

3). En la.e situaciones que proponemos. consideramos un 
rango amplio de elipticidades. En la literatura no hay 
estudios que a.:na.J..icen un modelo dado a trav6e de dife­
rentes ~ormas del sistema. 



4). 

5). 

6). 

7). 

Se han considerado la mayoría de formas t"uncionales 
de loe cocientes entre dispersiones de velocidad uti­
lizadas en la literatura, reproduciendo en muchos ca­
sos los resultados básicos. 
Los ejes principales de la funci6n de distribuci6n ee 
han tomado paralelos a los vectores unitarios en coor­
denadas cil~ndricas y esféricas. 
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Se han considerado nuevas formas funcionales de los 
cocientes entre dispersiones; específicamente, hemos 
introducido dependencia en el ángulo polar 0 ~coorde­
nada esférica). En la literatura estas funciones se han 
limitado a dependencia i1nicamente en la coordenada ra­
dial '(' • 
Estos nuevos cocientes entre dispersiones son tales que 
se da apoyo de un.a. manera natura.1 a la forma del siste­
ma; i.e. se pretende modelar un sistema sostenido prin­
cipa.1.mente por el campo de dispersiones, como se cree 
que es el caso en la mayoría de las galaxias elípticas. 

Hemos resuelto los primeros momentos de la ecuaci6n 
de Boltzmann para sistemas prolatos con rotaci6n de fi­
gura, i.e. rotaci6n alrededor del eje menor. Este es 
el primer estudio que ee hace de estos sistemas emplean­
do el método de los primeros momentos de la ecuación de 
Boltzmann. 
En esta parte, hemos deducido la ecu.aci6n de la varia­
ción de la energía interna de un elemento de volumen en 
movimiento. Esta ecuaci6n es indispensable para el es­
tudio de estos sistemas. 

Hemos dado una solución aproximada para los primeros 
momentos de la ecu.aci6n de Boltzmann en un sistema leve­
mente triaxial. Este también es un estudio nuevo, pero 
se requiere analizar situaciones más interesantes que 
la aqu! propuesta. con un campo de velocidades má.s acor­
de con el panorama. extenso que se tiene bajo un poten­
cia.1 triaxial. 
Para estos sistemas triaxia.1es, hemos obtenido el formu­
lismo a.na.J._ítico para el cálculo de las derivadas del po­
tencial gravitacional~ necesarias en 1a soluci6n de 1os 
momentos de la ecuacion de Boltzman:n. 

Las conclusiones de este trabajo se dan explícitamente a.J. 
final de los Capítulos V y VI (secciones V.6 y VI.4), y no 
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es necesario vo1ver a 1ieta.r1as aquí. 

En resumen, podemos decir que 1os mode1os aquí propues­
tos reproducen varias características observaciona1mente 
obtenidas en las ga.1ay.1as elipticas, pero ta:mbi~n tienen 
sus limitaciones. 

Los estudios actuales empleando 1os primeros momentos de 
la ecuaci6n de Bo1tzmann son reducidos. Creemos que este 
trabajo amplia un poco más e1 horizonte, mostrando que e1 
m~todo "h.i.drodiná.mico" es digno de considerarse 'bajo supo­
siciones supuesta.mente no descabelladas. 

En el Capitulo II damos 1a distribuci6n de masa que he­
mos considerado para aproximar a las galaxias elipticas. 
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En el Capitu.1.o III desa.rro11amos e1 ~ormu1ismo de los pri­
meros momentos de la ecuaci6n de Boltzmann. En e1 Capitulo 
J:V describimos e1 método de so1uci6n de estos momentos. 
~ina1mente 0 en los Cap!tu.los V y VI damos 1os resultados de 
nuestros c~1cu1os. 



II. ~OJELO PARA LA JISTrtIBUCION DE MASA. 

II.l INTRODUCCION. 

Observacional.mente, la informaci6n más directa que se 
tiene a la mano de una galaxia elíptica es su brillo su­
perficial. Existen algunas f6rmulas para tratar de ajus­
tar este brillo observa.do. En general, para galaxias 
elíptica.e aisladas el mejor ajuste se obtiene con la f6r­
mula. empírica propuesta por de Va.ucouleurs (1959, 1987) 
(ver una. discusi6n en Kormendy 1977). Esta f6rmu1a, cono­
cida. como la ley .,'t~ se analiza un poco en la secci6n 
:n:. 3. 

La deproyecci6n de la ley Y"'/4- en un sistema esf~rico 
(sin absorci6n y con un cociente masa-luminosidad cons­
tante) ha sido hecha por Poveda et al. {1960) y Young 
(1976). Esto permite obtener la densidad volum~trica de 
masa, f . En particular, en la. reg:i6n central del siste­
ma esta densidad va.ría. con la distancia en la forma 

f' o<.. y:-3 1+ (Young 1976); i.e. el ajuste es singular 
en el centro. En la.e regiones externa.e: f-... r 3 (pero 
eventualmente la ca.ida. ea más rá~ida, de modo que la 
masa total del sistema. es finita.). 

Jaffe (1983) ha. propuesto tambi~n una. f6rmula que ajus­
ta el brillo superficial. Aunque es a.na.lítica.mente más 
complicada. que la ley r~+ , la expresi6n de la. densidad 
volum~trica de masa resulta mucho más sencilla analítica­
mente que la. obtenida. bajo deproyecci6n de la ley rV+ • 
La densidad propuesta por Ja.ffe va.ría con la distancia. 
en la forma. p.,,,,_ .--a. y y ol... ,.:-+ , en la.e regiones in­
terna y externa del sistema, respectiva.mente. 

En una regi6n violentamente relaja.da {Lynden-Bell 1967; 
Saela.w 1970; Shu 1978) la. funci6n de dietribuci6n en el 
espacio fase ea de la forma Ma.xwellia.na .f(e.) «... e- re. 
con E la energ!a d.e p3.rtícu1a por unida~ de masa. 2. 
En este caso la densidad. de masa var:!.a como ¡> oe. r 
(Binney & Trema.ine 1987). Es~a. es la eitua.ci6n que se es­
pera. aproximadamente en la. regi6n centra.1 de una. galaxia 
elíptica bajo relajaci6n violenta. completa. En las regio­
nes externas la relajaci6n violenta. no será completa, y 
se espera. una dependencia. f .,e_ y:-+ (Jaffe 1987; Trema.ine 
1987). 
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Richstone (1980, 1984) ha construi.do mo~el.os obl.atos 
de gal.a.xias el.:!ptice.s con l.a dependencia P .;... .,.=-:z.. en 1a 
densidad de masa. Por otro l.ado, esta depéndencia es re­
l.evante en sistemas 1u.m:i.nosos, supuestamente e.nisotr6pi­
cos, en los cual.es los movimientos radial.es pueden ser 
importantes en 1a. regi6n centra.1, produciendo una fuerte 
concentraci6n de masa (Merritt 1985). 

Efectivamente cabe l.a posibilidad de al.tas densidad~s 
central.es ( que es la tendencia mostrada por 1a 1ey < 1-.., 
aunque 'eta no se ajusta. estrictamente a datos observa­
cional.ea en r -• o ) pues en general. no se tienen resuel­
tos los núc1eos de las gal.axiaa el:!pticas gigantes 
(Schweizer 1979). 

-+ 
Los perfil.es f o<. <" en el exterior del sistema han si-

do obtenidos en diversos experimentos numéricos de N cuer­
pos. En el.los se anal.iza el colapso no disipativo de sis­
temas inicialmente homogéneos (Gott 1973, 1975) e inhomo­
géneos (van Alba.da 1982; Aguilar 1987). Existen te.mbi~n 
modelos te6ricos de sistemas obl.atos con J' ol.. y:-!>·S en 1as 
regiones externas (Petrou l983b). 

En este capitulo (siguiente secci6n) damos 1a densidad 
de masa que hemos utiliza.do como aproximaci6n para un sis­
tema. el:!ptico. No estamos demasiado lejos de 1os hechos 
te6ricos y observacionales ya mencionados, como lo mostra­
mos en la secci6n J:I.3. 

IJ:.2 EL MODELO. 
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Observe.ciona.1.mente, las isofotas (curvas de igua.1 brillo 
superficial) en ga1axias e1:!ptica.s son aproximadamente 
e1ipsee similares (i.e. de igua.1 excentricidad) con centro 
en e1 centro de 1a imagen (Jedrzejewsk:i 1987). Como en es­
tos sistema.e 1a cantidad de po1vo es ba.j a ( rv \0~-5 MG:>, 
ver Schweizer 1987), 1a a.bsorci6n de 1a re.diaci6n este1a:r 
es igua.1.mente baja. Entonces, por 1a forma. de 1a.s isofota.s, 
se puede aproximar la distribuci6n de masa formando estra­
tos e1ipsoida1es simi1ares, sobre los cuales la densidad 
es constante. 

La similaridad de las isofotas no es estrictamente cier­
ta. Existen tanto variaci6n de sus excentricidades, como 
desviaci6n de sus ejes mayores (desviaci6n de isofotas) 
(King 1978; Jedrzejewski 1987). 



Estos dos Últimos fen6menos pueden ser reproducidos si 
el sistema es tria.xia.1., con estratifica.ci6n elipsoida.1 
pero no similar (i.e. las razones entre ejes variando 
con 1a posici6n). 

En nuestro 
plica.ciones, 
milar • en 1a. 
1977). 

tratamiento hemos deja.do a un la.do estas com­
concentrá.ndonos en la situa.ci6n pura.mente si­
cua1 no ha.y desviaci6n de isofota.s ( Sta.rk 

La. estratifica.ci6n e1ipsoida.1 similar en densidad a.qu:! 
considera.da. es: 

con ¡, • r-a. • f': 
e1ipsoide, y d-, 

(II.2.1) 

constantes, A- el semi-eje mayor de un 
un parámetro libre. 

Este tipo polinomia.1. para 1a densidad ha sido uti1iza.do 
por varios autores para construir modelos ga.l~cticos, es­
pecialmente por Schmi.dt (1956, 1965). Es re1a.tivamente 
f~cil obtener a.na.lítica.mente la.s expresiones de1 potencia.1. 
gra.vita.ciona.1 y sus deriva.da.e en 1a densidad (II.2.1). 

Con esta. forma de lª densi~ad aproximamos la. f6rmu1a de 
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Ja.:f:f"e (1983) l f' oL ~ (, +,,.-")- ) • J..a. cua.J.. es un poco mb 
difíciJ.. de tratár a.na.1.~ticamente (para. e1 c~cu1o de::L po­
tencia.1. y sus deriva.da.a). La. ecua.ci6n (II.2.1) es del ti­
po (D) considera.do por Ja:f:f"e (1983), e1 cua.1 no da. un 
a.juste impresionante (ver su Fig. 3) pero est~ a.lin dentro 
de lo acepta.ble. En J..a. siguiente secci6n compara.moa la. 
:forma (II.2.1) con :La. :Ley V"'/4- propuesta. por de Va.ucouleurs. 

Las constantes f'1 • fz. • f::!. se ca1cu1a.n a. partir de tres 
condiciones: (1) especificando la. masa total de::L sistema.. 
{2) imponiendo continuidad de 1a densidad de masa. en e::L 
e1ipsoide de tra.nsici6n ~1 • y (3) continuidad de1 gra­
diente de densidad en e1 mismo. 

La.e condiciones (2) y (3) conducen a. 1a. continuidad de 
1a.s segundas derivadas deJ.. potencia.1. (a.1 igua.'.1_ que de 1a.s 
primeras) en la transici6n o...1 ; esta.e deriva.das juegan 
un pa.pe1 muy importante en 1a. :forma que a.qu:! consideramos 



para resolver nu.~~ricamente los primeros momentos de la 
ecuaci6n de Boltzma.nn ein colisiones. 

Es conveniente tratar con modelos adimensiona.lizados, 
pero como nuestro propósito no es hacer un estudio ex­
haustivo y sistem~tico de 1as diferentes situaciones a 
considerar posteriormente, hemos fijado 1a masa tota1 
de1 sistema en 10'~ ""® (este ea un valor t!pico, pero 
la masa puede ser aún mayor: Fabian & Thomas 1987; 
Sarazin 1987). 

Si e>... • b • e son los eemi-ejee de un. elipsoide del 
eietema, a 1o 1argo de los ejes principa1es de 1a die­
tribuci6n de masa (digamos x • y , z ), entonces, por 1a 
eimi1arid.ad, 1os cocientes ""7"= 1r.¡,,._ y ~ ._ c:./o.. 
eon constantes en todo el si~ema. 2 

Las condiciones (1), (2) y (3) conducen a: 

f 1 - ~t'\ 

~ _, 
( ~'2.1T "'2_ 1-. "-1 ) 

J"' ~"" (u,.~ 1. "l a..1 ')-' c:u:.2.2) 

Jo 
l _, 

~ t{\ °'"1 ~'2."t\ "Z. ~) 

con N'\. la masa total. 

En e1 Ap.§ndice 1 se dan 1as expresiones para ca1cu1ar 
las primeras y segundas derivadas del potencia1 gravita­
ciona1 generado por una densidad f (_a.') en un sistema de1 
tipo considera.do. 

:u .• 3 BRILLO SUPERFICIAL Y OTRAS CARACTERISTICAS DEL 
MODELO. 

En un sistema con estratificaci6n elipsoidal eimi1ar, 
sin absorci6n, y con un cociente maea-1uminosidad cons­
tante, el bri11o euperficia.1 ee puede escribir como 
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(Stark 1977): 

(II.3.1) 

Sobre 1.a imagen de1 sistema, en e1 plano de1 cie1o, 
definimos un sistema de coordenadas Cartesiano ( x' • y' 
con centro en e1 centro de 1a imaeen, y e1 eje x'a 1o 
1argo de1 eje mayor de 1aa isofotas, por ejemplo. 

La variab1e o(.. en 1a ecuaci6n (I:I.3.1) es una variab1e 
adimensiona1 medida sobre e1 eje x' y ta.1 que o<.= 1 en 
1a isofota sue encierra 1a mitad de 1a luminosidad tota1 
(proyectada} del sistema. F es una funci6n de ~ • ~ 
y de loa ihigu.los 0 • 'f en coordenada.e esf~ricas {cott" 
eje po1ar el eje principal z ) de 1a 1~nea de visi6n 
{a 1o 1argó de la cual.. se mide la coordenada z'¡ ver e1 
Ap~nd.ice 3). La cantidad °'""'°"'' • funci6n de ~ "f. • e • 'f • tlo(. • es el semi-eje mayor del elipsoide mls inter-
no a.1canzado por 1a l~nea de visi6n. 

Se puede mostrar que el cociente dado por : 

s61o depende de ..{ entonces 1o denotamos por 

u. ... r (_e(.)/ L~u.r ('\) 

E1 cociente correspondiente en la 1ey _¡I+ cu.mp1e 1a 
relaci6n ( ~~ denota: de Vaucouleura}: 

(II.3.2) 
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Con la ecuaci6n {II.3.1) y 1a densidad {II.2.1) obtene­
mos: 



~ Lsur (_o(.') 

L~u.f (') 

con /--;;;; 0.5515 • L0~ 3.11379 

+ 

(XI. 3. 3) 

En 1as Figuras II.1 y II.2 mostramos 1a funci6n 
,R.oti.110 (L~"'l'(?.")/L~ .. ~(."1)') de :Las ecuaciones (II:.3.2) y 
(II.3.""3) en e:L in~erva.1.o O ~ o<. 1':: 30 • Tambi~n se mues­
tra :La funci6n correspondiente de1 " e:Lipsoide perfecto " 
(de Zeeuw & Lynden-Be:L:L 1985; de Zeeuw 1985) que tiene 1a 
densidad: 

y genera e:L cociente: 

c:u. 3.5) 
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La densidad (II.3.4) tiene varias propiedades muy in­
teresantes (de Zeeuw 1985); por ejemplo, en sistemas 
axialmente simétricos {i.e. estratificaci6n esferoidal 
en lugar de elipsoidal) se conoce explícitamente 1a for­
ma de la tercera integra1, I~ , que interviene como ar­
gumento de la funci6n de distribuci6n en e1 espacio fase, 
soluci6n de 1a ecuaci6n de Boltzmann sin colisiones 
(ver Capítulo III). Sin embargo, como lo hace notar de 
Zeeuw (1985), la densidad (II.3.4) no aproxima bien a ia 
ley ~~~ en el centro del sistema; esto se ve ta~bién 
en 1a Fig. II.1. 

Con las Figuras II.1 y II.2 se puede estimar qué ta,n 
bien o mal 1a densidad (II.2.l) aproxima a la ley ~~4 • 
Pero antes hay que hacer una correcci6n: con e1 formulis­
mo dado por Poveda et al. (1950) y Young {1976) se puede 
mostrar que en un sistema esférico: 

Ls.u.r ("" ') 

(__L~u.y (.\)Jh 

con le ~ 7.66924 y L..,~r (_.\') 
(II.2.l). 

(II. 3.6) 

producida por 1a densidad 

Para 1legar a ia ecua.ci6n (II.3.6) se ha supuesto que 
ambos sistemas (el que cump'J.e 1a 1ey -?I~ y e1 sistema 
con 1a densidad (II.2.1)) tienen 1a misma masa tota.J.., y 
el mismo cociente (constante) maea.-1uminosidad. 

Con el cociente (II.3.6) y a partir de las ecuaciones 
(II.3.2) y (II.3.3), podemos ca1cuJ..er 

L~..._f (""-) / ( L~~r (_o(.)')~"' 
Esto se muestra en la curva superior de la Figura II.3 • 
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En la curva inferior se da e1 valor absoluto de ia dife­
rencia en magnitudes en 1a posici6n O(... que resulta entre 
los sistemas que cump1en la 1ey y-'/4- y la densidad (II. 2.1). 
Esta Figura II.3 es m~s clara que 1aa Figs. II.l y II.2 
para mostrar las diferencias entre ambos sistemas. 



Antes de discutir estas figuras, vamos a generar otras 
dos. 

En un sistema esférico y bajo la línea de visi6n que 
pasa. Por la. isofota. con o<- = l • se alcanza una distan­
cia. mlnima a1 centro ::la.::la por ()...~ • Para. la escalsci6n 
tridimensional y siguiendo la notación de Foveda et al. 
(l960) empleEL"I!OS S = "--/a..e. • Con la Tabla 2 de Poveda 
et al. podemos calcular el cociente f (s) / (f (_s') )~.., 
entre las densidades (II.2.1) y la ley -r''+ ; específica­
mente en un sistema. esférico (tomando u.na misma. masa. y 
un mismo cociente masa-luminosidad en ambos ca.sos). 

Esto se muestra. en la Figura II.4 Finalmente, en la 
Figura II.5 mostra.."Ilos el cociente de las masas encerra­
das a. la ~is::ancia. S t./\ (_s) / ( M.(.s) ).l.v bajo las 
dos descripciones. 

Discutamos a.hora estos resulta.dos. 

Co~o lo muestra. la Fig. II.4, la densidad (II.2.l) es 
mayor que la. de la. ley .,-•/4- en las partes interna.e y ex­
ternas del sistema. ( S :> 20); sin embargo es menor en 
las regiones intermedias. El cociente entre brillos tiene 
comportamiento parecido (Fig. II.3) 0 como era. de esperar­
se. 

Usualmente las mediciones de brillo superficial en ga­
laxias elípticas se hacen en o(. .::.. 10 • Este intervalo es 
entonces observa.ciona.lmente importante. 

Como en 2.5 Z :S <. 10 la densidad (flS)).J.v domina a f (_$) • entonces para aproximar mejor a la ley: -r'/4-
se podría intentar una funcionalidad pc_s) oC s-s en 
esta región. ya. no tanto como f(_$)ot::. s-+ (en..,.(,.~ l.81 
se localiza la tra.nsici6n ~, en la densidad (II.2.l)). 

Esto efectivamente se hizo y se chec6, pero para con­
servar finita la masa del sistema. se requiere un mayor 
gradiente ( f' aC $-" , " .,,.. 4 ) en el exterior. 
Entonces ten~ría.mos que agregar otra funcionalidad en el 
exterior ( f ce ::;-4- • digamos). También, si tratamos de 
a.justar un poco mejor tanto en S <. 10 como en S > 10 
(específica.mente m~s allá de s > 20) necesitamos en el 
exterior un decrecimiento m~s r.!í.pido qu.e f'd. s-4-(i.e. 
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agregar fcG ::.-S" • por ejemplo 0 a la densidad (II.2.l)). 
Esto también se hizo. e inclusive se calcula.ron algunas 

situaciones en la. so1u.ci6n numérica de los primeros momen­
tos de la ecuación de Boltzma.nn. Estas soluciones resulta­
ron muy parecidas a las obtenidas con 1a. densidad (II.2.1). 
Ahorramos u.na buena cantidad de ~gebra si permanecemos 
en la densidad (II.2.1). 

La Fig. II.5 muestra. c6mo 
rra.dae en u.na distancia S 

Be relacionan las masa.a ence­
Las variaciones altas ocu.-



rren en el. interior. El. punto m~s interno gr:aficado 
corresponde a S = 0.03 con cociente M(_"")/(l"'l(s)).l'V';!' 1..6 
(en S = C. 01. este cociente es "-J 5). Estas variaciones 
internas (exceptuando el. centro) son del. orden de Z 20 ~. 

Tal. como 1.o refleja el. cociente f(_<!>) /(f(_$')).lv • 1.a den­
sidad (II.2.1.) es :fuerte en el. centro y en s a- 1..5 • 

La Figura II.3 muestra que 1.a diferencia en magnitudes 
entre 1.a densidad (II.2.1.) y 1.a 1.ey r'1+- es cuando mucho 
~ 0.5 magnitudes (en el. intervalo considerado para 

e><. • y exceptuando a1. origen donde esta diferencia es 
infinita). Esto, efectivamente, es apreciable. Normal.men­
te, en 1.os casos más :favorabl.es (galaxias aisladas) exis­
te una diferencia de aproximadamente o.i a 0.2 magnitudes 
entre 1.as observaciones y 1.a 1.ey r'/4- {Capa.ccio1.í 1.987). 

Sin embargo 1.a 1.ey ..... ~~no es el. ajuste perfecto; en to­
do caso 1.a comparaci6n se debe hacer con 1.as observacio­
nes directas (ver Fig. 9 de van Albada 1.982). 

Como dentro de o., ( o<. ~ 1.. 81. ) se encuentran 5/8 de 
1.a masa total. y en esas regiones internas 1.a diferencia 
en magnitudes es razonabl.e, consideramos que 1.a densidad 
(II.2.1.) ea apropiada en este estudio. 
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&.OOE+OO 
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de Vaucouleurs 
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e1ipsoide perfecto 
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Pig. II.2 Igu.a1 que en 1a Pig. II.1 pero ahora en 
el. interva.1o :L '<.. «. ~ 30 • 
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y diferencia en magrtj.tudee , \~-\, entre J..a densidad 
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o. S •.-.OC+GA 
P1.g. l:X. 4 Coc1.ente entre dens1.dades F (:S) / (_ fC..s)) .):v 
de 1a dens1.dad (:r:r.2.J..) y J..a J..ey r'l+. En este caso eJ.. 
sistema es esf~r1.co. 
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III. PRillEROS ¡,;Q;,:EJ;TOS DE LA ECUACIOT>' DE EOLTZ!•'.ANN 
SIN COLISIONBS. 

III.l I~T~O~UGCION. 

El tiempo de relajamiento colisional, te • en un 
sistema estelar, es el tiempo típico para que se esta­
blezca, por medio de colisiones, la equipartici6n de 
energ:Ía en el sistema (se ignora la energ:!a interna de 
las partículas = estrellas). Con el formulismo desarro­
llado por Chandrasey..ha.r (1942), se obtienen para gala­
xias elípticas tiempos de relaj?Jniento mayores que la 
edad del Universo. Entonces estos sistemas son práctica­
mente no colisionales. 

El prop6sito de este trabajo es calcular la estructu­
ra cinemática de una galaxia elíptica por medio del lla­
mado m~todo hidrodin~co o de Jeans (1922). Aquí lo 
llamamos el m~todo de los momentos de la ecuaci6n de 
Boltzma.nn. 

Como el sistema es no colisional, el camino libre me­
dio para colisiones, ~~ , es mucho mayor que las dimen­
siones propias del sistema. Entonces, en realidad el tra­
tamiento que se propone no es estricta~ente el que se 
utiliza en la hidrodinámica clásica, en la cual, para 
considerar al sistema como un fluido, el ele~ento local 
de volumen es:i¡:acial, .t.?.~ , debe cumplir (_a.~'?')'3 ''>"> >..c. , 
contener un numero suficientemente erande de partículas, 
y/o las fluctuaciones de las propiedades del sistema en 

O:~ ser suficientemente pequeñas. 

( 
,3~,'/3 .... 

En una galaxia elíptica se tiene <"- r J ..::.. ..::.. Ac.. ~ 
Entonces, en un elemento d-.3r están entrando y sa.Lien­
do partículas de y hacia re~iones muy apartadas. El mo-
vimiento del centro de masa local (en d..."'.!.~ ) , que en 
lo siguiente llamaremos el movimiento de centroide 
(Ogorodnikov 1965), es , en general, una ficci6n que no 
corresponde a ningún movimiento real de masa {Schmidt 
1979). 

3~ '}3 
Como (J.: r) < Z Ac. , en principio no se esperaría va­

riaci6n suave en tiempo y espacio de propiedades del 
sistema sobre volumenes adyacentes (Clemmow & Dougherty 
1969) • El comporta.miento loe al en c:L3 ~ no s6lo depende 
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de lo que sucede en regiones vecinas, sino de hecho de 
todas las regiones del sistema. Aún a.sí, en lo sieuien­
te plantearemos a.l¡;-unas ecuaciones diferencia.les en el 
espacio-tiempo {deducibles de la ecuaci6n de Eoltzma.nn 
sin colisiones) sobre escalas espaciales y temporales, 
{J._.,,~ • t ),mucho menores que >.c. y te. • 

El punto importa..""1.te a notar es que a pesar de que 
(_cl~t-)'/3 <.<->.c.. y t ~"'- -t.c.,. • sí se esperan variaciones 

suaves pues el sistema ha. sido ureviamente relaja.do en 
sus etapas iniciales de formaci~n. Este mecanismo de 
relajaci6n no colisional, lla..~ado de relajaci6n violen­
ta {Lynden-Bell l967; Saslaw l97G; Shu 1978), es debido 
a cambios en el potencial gravitacional global. En eta­
pas posteriores a la relaja.ci6n violenta el sistema se 
encuentra. en un estado de cuasi-equilibrio. 

En este capítulo consideramos primero la ecuaci6n de 
Boltzmann sin colisiones; y después, a partir de ella, 
tomando lo que se llama los momentos de esta ecua.ci6n, 
obtenemos las ecuaciones de conservaci6n de masa, la 
ecuaci6n de movimiento, y la. ecuaci6n de la energÍa., 
que describen el movimiento de un volumen ~~r a través 
del sistema. Discutimos tambi~n el problema de la. ce­
rra.dura de este sistema de ecuaciones, y co~entamos 
algunas opciones para resolverlo. 

III.2 ECUACION DE BOLTZMA.IlN SIN COLISIONES. 

Encontremos primero la ecuación fu.nda~ental, la. ecua.­
ci6n de Boltzmann. Algunas derivaciones de esta ecuaci6n 
se pueden encontrar, por ejemplo, en los textos de 
Bin.ney ~ Tremaine (1987), Sa.slaw (l985), y Ogorodnikov 
(1955). Aquí vamos a. seeuir un ca~ino semi-formal para 
obtenerla; parecido a métodos usuales en la hid.rodin~­
mica. cl~sica. (Ha.rris l975). 

Consideremos un sistema de partículas no colisiona.l. 
Cada partícula tiene u.na posici6n r y velocidad ~ 
respecto a un sistema de referencia., no inercial en ge­
neral. Cada partícula genera un punto en el espacio fase 
de seis dimensiones ( r • :\:;- ) . La densidad en un elemen­
to de este espacio al tiempo t la denotamos por 

..y <.._ ~ , ~, t) La funci6n T es la. llama.da fu....,ci6n de 
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distribuci6n en el espacio fase; en lo sieuiente la 
11a-naremos simplemente la fu...~ci6n de distribuci6n. 

La velocidad 
tamos por ~"' 

de un punto en el espacio fase la deno­
y es: 

(III.2.1) 

con lt. la ace1eraci6n de la pa.r~ícula en el espacio 
tridimensional usual. Dado que no hay colisiones entre 
partículas, esta ace1eraci6n está producida por el po­
tencial gravitacional total suavizado. La velocidad 
promedio en un elemento c:Lr = cL".!.<- ct::"::O- de este espacio 
fase la d':'not~os por [ {)-9 "") ( -;;;; ~"' de cualquier pun­
to en su interior). 

Consideremos ahora un volumen extendido r (-t:) al tiempo 
t, en el espacio fase. Conforme transcurre el tiempo • 
este volumen se mueve en este espacio; cada parte de su 
frontera ..A..(..t') se mueve a la velocidad local [V¡,."] • 

Deseamos calcular c6mo cambia en el tiempo el número de 
puntos encerrados por el volumen r (_t') ; esto nos llevará 
a la ecuaci6n de Boltzmann. 

d..-A., 

Fig. III .1 Movimiento de un volu.-nen r(_t) en 
el espacio fase. 

Esquemáticamente 
rior el movimiento 
notamos por í\ 

hemos representado en la figura ante­
del volumen r (-t) • Al tiempo t lo de­
y r 2.- a1 tiempo t.+ St • 
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Deseamos calcular: 

t s t ( ;-, ~. t+~t) J..\z_ -

r.:i. 

El. operador D/ t:rl: denota 1.a derivada Lagrangiana. 
(Tassoul 1.978) en el. espacio fase. 

Ahora: 

r, + 6.. r1 

(III.2.2) 

(III.2.3) 

El. término ór1 es el. volumen sombreado en 1.a Figura 
III.1 • Una contribuci6n individual [{i'¡,,1 4 • d....:ít., negativa 
quiere decir excluir este elemento de r, ; si es posi­
tiva hay que awnentarlo (el. elemento vectorial. de super­
ficie cLJ:. 1 está definido a partir de la normal. a la 
superficie en su posici6n). 

Podemos escribir Ar"\ 
sr1 = C..lJ."1"- J...A. .. St 

~ -t (~. ~. t -rót) J..r2.. 
r'2. 

CZ:.~r, con 
Entonces: 

~ f(r,v, t:+~-t') J....r, 
r" 

+ S f(Y,~,t+~-t:)<(;r,. 
.c.r, 

+ 
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- ~ '(_~.~.t-t-~t') J...1, + 
r-, 

{III. 2. 4) 

Entonces, sustituyendo esta ecuaci6n en (III.2.2): 

~t ) -T l~.~.t) el\\ 

'" l-t..') 

-s f (S'.~.t) .,\..\" 
\" 

+ ~ f (r,.U-,t-r~t) l.\ft.·\- .L.A.
1 
~t \ _ 

A, J 

s ~t 1 (_ ~. ~) t) a_\'"\ + 
r, 
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i.e. omitiendo el subíndice 1 , los argu_~entos de f , 
y usando el teorema de Gauss: 

S \ ~ + "1" • ( -t l~c.1)} J.r {III.2.6) 

\lt") 

con <\J~ = ( º/?J<-, 'Oj ~ ) el opera:ior nabla. en el espacio 
fase. Como en este espacio las coordenadas de velocidad 
son independientes de las de posici6n, y la aceleraci6n 

'();:, no d~ende de la velocid.ad : "O¡.,· r .u-1 = () • pues 
(..\i"-"") =t ""''° (en un sistema no inercia.:i.:, et_ s:! depen­

d.e de la velocidad ~ ; en la siguiente secci6n mostra­
mos, sin embargo, que 'O~/~~ = O ; ver la ecuaci6n 
(III.3.10)). 

Entonces la ecuaci6n (III.2.6) se reduce a: 

= 
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(III.2.7) 

pues 

En un sistema no colisional el lado izquierdo de la 
ecuaci6n \III.2.7) es nu.l..o, pues no ha.y entrada ni sali­
da de part:!cu1as de llt~ . Como lo discute Ogorodnikov 
(1965), esto sigue siendo cierto a.un bajo colisiones si 



e1 sistema es co1isional en esta6.o de equilibrio: una 
ps.rtícu.l-a que sale es sustituida por una entrante con 
las mismas condiciones diná~icas. 

S 121. a.r =e 
r'lt) Dt 

Entonces 

Tom'3.?1do r (_-t:) suficientemente peque no, :Llega..:nos a una 
ecuaci6n puntual, 1a ecuaci6n de Boltzmann sin colisio-
nes: 

o (.III.2.8) 

i. e. la densidad f es constante a lo 1argo de u.na 
trayectoria en este espacio ~ase {como un fluido incom­
presib1e). 

La ecuaci6n (III.2.8) se puede escribir ta.~bi~n como: 

- ~ 
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'óf ~ ~ +- 'Q" • -t- o.... • o {III.2.g) 
'dt d~ 'd.\3-

ó 

~ 
,._ 

""1-;. f 
,_ 

• 'Vv-f {III.2.10) +- V• +- o... =o 
'<lt 

con "1- '(s/-¡¡1=- '\J~ 'd-I 'Qv ,. .,, 
Hay que tener en cuenta que la ecuaci6n de Boltzma.nn 

es igualmente válida en un sistema no inercial. 



III.3 ECUACION DE COl\3E.::iV ACION DE MASA Y fü::UACION 
DE MOVI:t.:IEl\TO. 

En esta secci6n vamos a derivar, a partir de la 
ecuaci6n de Boltzma..."lll, la ecuaci6n de conservaci6n de 
masa y la ecuaci6n de movi~iento para el fluido estelar. 

Defina~os el sistema propio como el sistema con ejes 
Cartesianos coincidentes con los ejes principales de la 
distribuci6n de masa; las coordenadas Cartesianas en 
este sistema son ( x'' • yll • z'1 ) ( seeuimos la notaci6n 
del Apéndice 3). El sistema propio es en general un sis­
tema no inercial (por ejemplo, si existe rotaci6n de la 
figura de la distribución de masa). 

El sistema propio inercial es un sistema cuyos ejes 
coinciden con los del sistema propio a un tiempo dado; 
t = O • d.igamos. Sus coordenadas Cartesianas asociadas 
son ( x • y • z ). 

Vamos a establecernos en el sistema propio. 
Las ecuaciones resultantes serán entonces válidas en 
general para un sistema no colisional, analizado desde 
un sistema de referencia no inercial. 

Si el~istema propio tiene una velocidad angular cons­
tante, -5L , respecto al sistema propio inercial, enton­
ces la relaci6n entre las aceleraciones de una partícula 
analizada por ambos sistemas es (ver por ejemplo, Symon 
1971): 

(III.3.l) 

,...._ 11 ,._ 
'(' Y- es la posici6n de la partícula a partir del 

origen común (el centro de la distribuci6n de masa) de 
los dos sistemas; -G--11 • 0::.11 son la velocidad y acelera-
ci6n, respectivamente, en el sistema propio. 

La ecuaci6n de Boltzma.nn (III.2.lO) en el sistema pro­
pio es entonces: 
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+ 
....._11 
°'- • 'V~·· f 

,, 
+ =o (III.3.2) 

,, ,, 
y simplificamos un poco la notaci6n: "V '\J~•• • 

,.¿r -" r 
fouJ.tiplicando (III.3.2) por '}(..- = -X...(v- ,v-,t) (cualquier 

propie1ad del sistema estelar) e integrando sobre el es­
pacio de velocidades {llama~os a esto el momento de la 
ecuaci6n de Boltzmann en la cantidad X. ) : 

+ + 

S ..,., ~'' " l 3 ,, + ,_ °'- - \J,J, f (>.... ~ ...,. (III.3.3) 

El promedio de -X., en 
volumen espacial) es: 

.JI 
r • t ) (sobre una unidad de 

J_ 
Y\ 

(III.3.4) 

"-'' _L. con n = VI ( ...- , -. ) la densidad de part:!cuJ.as en el 
espacio tridimensional usual. 

Ahora: 

+ (III.3.5) 
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entonces 1a primera integral en (III.3.3) es: 

(III.3.6) 

Tambi~n: 

= f ~,. '\)111-
,JI 11 

T- -¡__ '\Y • 'V f (III.3.7) 

entonces 1a seeunda intee:ra1 en {III.3.3) es: 

11 l ' ,, \ ./ ,__11 " 
=- 'Q • l,..,, <.. 7-~ > J - n ......_ "\j" • '\J X--> (III.3.8) 

Por otro 1ado: 

11 f- t] 11 JI v...ll · 0({.f J = f 'V_,,· (1-r;,_) 
V V 

,, ,, 
+- j-Q.... • 'V,.Jl f 

'\.Y 

11 ,, 

+ x.~--V~f 



En un sistema ETavitaciona1 no relativista. la acele­
raci6n inercial (;:. no depende de la velocidad de la 
part!cula; entonces de (.III.3.l) tenemos: 
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(.III.3.10) 

Entonces de (III.3.9): 

\( ..JI 
=- 1 (_ '1~,;x .. ') . ,,.__ 

V 

(III.3.11.) 

Con esta ecuaci6n, 1.a tercera integral en (III.3.3) es 
(.asumiendo que -f se anula en l ':\J' \ ___. ce> ) : 

=- (III.3.12) 

Con las ecuaciones (III.3.6) 0 (.III.3.B) y (III.3.12) 
sustituidas en (.III.3.3) obtenemos: 

(III. 3.1.3) 



Tomemos ahora '1-.- = N\ , con YY\ la m3.sa promed.:!.o de 
J..a.s pa.rt:!cuJ..as. Entonces ""' = f (Y-", t ) , la dens:!.dad 
de masa, y (III.3.J..3) conduce a.: 

'O 
(lt f + '<\]". (_ r z~'''> ') D 

Esta es J..a. ecuac:!.6n de conservac:!.6n de masa.. 

(III.3.J..4) 

La. ca.nt:!.dad .(_.;y.'1) ( 'Y'" , t ) def:!.ne 1.a vel.oc:!.dad de centro:!.de 
en un punto 'Y" , al. t:!.empo -t 

Ahora., con 
,._,, 

= fVI'\)" 1.a ecuac:!.6n (III.3.13) da.: 
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0 (III. 3.15) 

Pero: 

,.__,, 

,.._!/ ,JI 
e.· e. ,.._ J 

{ ~~ son los vectores un:!.ta.r:!.os Ca.rtes:!.a.nos en el. sis­
tema. prop:!.o, y ex:!.ste suma. bapo

1
Índ:!.cey, repet:!.dos; 

A,= J.., 2, 3 ). Entonces l'V~•1í3'')·~'= ~·.y 1a. ecua.­
c:!.6n (III.3.1.5) se s:!.mpJ..:!.f:!.ca. a.~ 

1( 

+ ~. 
/ ,.._,, 

-r'--°'-) o (III.3.16) 

,._,,, 
S:!.guiendo 1.a. nota.c:!.6n del. Apénd:!.ce 3, 1.1.amemos / V- 1a. 

ve l. oc:!. dad respecto a. centroide; entonces .V-"= z:¡;,'"> + JG"' 
{un centroide define en genera.1 un sistema. no inercial.; 
esta ecuaci6n es entonces estrictamente válida s6J..o en 
una regi6n muy pequeña a.J..rededor de ;:.q ). Con esto: 



, .. .1ri _•r1 
+ "\T 'V (III. 3.17) 
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,._11 ;·1o.J1 
¡,¡u1tiplicamos esta ecuaci6n por -f )._.,- ,v- • -t ) e intee:ra­

mos sobre el esuacio de velocida~es 15" • En e1 lado dere­
cho integramos sobre el espacio v"' (emplea.na.o la. re1a­
ci6n :;; 11 = <.-B''> + :\5'" • con Jacobiano de tra.nsformaci6n la. 
unidad en coordenadas Cartesianas) y seguimos emp1ea..ndo 
el mismo s:!mbo1o para promedio en este espacio: 

\ ,.._111_111f (....!' ~"' t' lb-"' _)'\.},_, ,...,-ü, ) 0-"U 

(III.3.18) 

~ f e}·', ~'', t) i: ;J.'' 

/ ,._n1 
Como ...._.;:i ') = O obtenemos entonces de (III.3.17): 

L1a.me:nos : lt' --- r '- ~·' .uº' > _,, -" (' ..-.''. = En un fluido norma.1: lf' =e;.. ej f'º~ • i. e. ...., ' ' 

(III.3.19) 

(III.3.20) 
'V'/ 

i con f' la presi6n (isotr6pica) (Jtlihalas 1978). 
En sist~mas estelares la situación es diferente: en ge­

neral Z'l.7i,'z."> .,¡, z,..;j 111 .:z..> ;...,1.) • i.e. la. " presi6n " no 
es isotr6pica.; además, en general, Z'\.l·"'"'./" > + O ...\.. + J 
i. e. las componentes de v"' sí están "'"correJ..a.cionadas. 

Con (III.3.19) y (III.3.20) en (III.3.16) se tiene: 

ti 
+"V·~ r z~'') = D 

(III.3.21) 



= 

,, / -n ,,,...,, ' __,, " ,.._,, 
Como \J • '-Í.(-.; ')'-.v "> 1 = f.(.,;, ')•'V Zv "> ;­

los primeros dos t~rminos en la ecuaci6n 
ducen a: 

" 11 " .c.~") \J. e r <v- >) 
(III.3.2l) con-

(l::u.3.22) 

hemos utilizado la ecuaci6n (III.3.14) y el operador 
Lagrangiano D/Dt = '2/at + ~.:;;:/>·'1' 1 en el sistema propio. 

Finalmente. la ecuaci6n (III.3.2l) la escribimos como: 

f / _,, "'' = - .f '-.°'- ') - V• 11 (III.3.23) 

esta es la ecuaci6n de movimiento de centroides, a.n~oga 
a la ecuaci6n de Euler en la hidrodinámica clásica (Hu.ang 
1963). 

La aceleraci6n Z '(;!!> la obtenemos directa.me~te de la 
ecuaci6n (III.3.l); con a'.. =-\J~(J',-t) = -'Cl'~(_'i-",t') 
y ~ el potencial gravitacional suavizado: 

(III.3.24) 

Las ecuaciones (III.3.14) y (III.3.23) son dos momentos 
de la ecuaci6n de Boltzmann; en la siguiente secci6n dedu­
cimos un tercero. 
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:u: I. 4 ECUACIOl, D::::: LA BFCi'l.GIA. 

~eriva.:mos ahora la ecuaci6n de la energ:{a. Esta ecua­
ci6n no ha si~o utilizada en la literatura. debido a que 
usualmente se h::i.n considerado sistemas axialmente si~~­
tricos. Cuando esta condici6n es relajada, la ecuaci6n 
de la energía interviene en forma natural, como lo mos­
tramos en el cap~~ulo siguiente, al estudiar un sistema 
prolato con rotaci6n de figura. 

Antes de entrar a la ecuaci6n de la energia, derivemos 
una ie;ualdad que emplearemos en varias ocasiones. 

Si en l.a ecuaci6n (.III.2.2) hacemos f - f~. • con fº = fº( ~, ~ • -t: ), llegamos a.: 1 
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(:r:n.4.l} 

equivalente a la ecuaci6n (III.2.7). 

Tomemos ahora \l-l.'> ta1 que contenga todo el espacio de 
velocidad.es. En el espacio tridimensional usual compren­
de al volumen espaci.a.:t '1 lt'l • 

En especial consideremos la funci6n independiente de 
!O-

(III.4.2) 

¡?> 0 y /t. son propiedad.es de1 sistema y '"f\ { ~ • t ) es 
la dens{dad. de part~cu.las. 
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Entonces: 

(III.4.3) 

= (III.4.4) 

= ~ ~~ \_'V?· .f; S ;:;r O:v + ~ ~ ~~ · 1~ ~~} 
"l.-t'i 

- ~ \Jy - ~(.~") O:'Y 
'1{._t.) 

(III.4.5) 



Las integrales en velocidad son sobre todo el espacio, 
y se asume que f se anula en \v\ - ce> 

Sustituyendo (II1.4.3), (111.4.4) y (III.4.5) en 
(III.4.1) obtenemos el llamado teorema de Reynolds 
{ Tassoul 1978): 

Q_ ~ r i:~ = ~ e~ -\- 'V. r <-~'>) ~~~ (III.4.6) t>t 
Vl-t) "c.:t'> º~ 

(con "(' - Q • y recordando que " '\)"'.'\)"c. = o ) . 
Hay que notar que en la ecuación (III.4.6) el operador 

Lagrangiano D / Dt es ahora D}'Ot = '?t/<rt + .c_:::r>. 'V pues 
la componente R. '1~ ya no interviene• al inteera.r so­
bre todo el espacio de velocidades. 

Con la ecuaci6n de conservación de masa (I1I.3.14) es 
fácil demostrar que si '°" • funci6n de ( V' • t ) • es un 
vector o escalar: 

r = (II:I. 4.7) 

Entonces, haciendo {3 en la ecuación (:III.4.6): 
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(III.4.8) 

este es un resultado bien conocido en la hidrodinámica 
clásica {Tassoul 1978; Chand.rasey..har 1969). 



Veamos ahora la ecuaci6n de la energía • 

....Se puede mostrar que si en el sistema propio se cumple 
"ll~/2rt = O (i.e. la d.istribuci6n de masa se encuentra en 
equilibrio) entonces se tiene la siguiente integral de 
movimiento de partícula • llamada la constante de 
Jacobi (.Ei=ey S: Trernaine 1987): 

(III.4.9) 

En un sistema inercial ( SL = O ) esta cantidad es la 
energía por unid.ad d.e masa, y es constante si 'O~/at = O • 

En lo siguiente consideramos el caso general ~°f/et .,¡, O 
en el sistema propio. Esto es s6lo para encontrar las 
expresiones generales; eventualmente nos interesará la 
situación de equilibrio 'O~/at = O • 

Tomemos /(.._, = I"\ .:r en la ecuaci6n (III.3.13): 

ó r < ,...> - r / ~ 3"t > eit .... " .., + -o''. ( r z.:r-o">) 

o (III.4.lO) 

Ahora: 
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pues 

Tambi~n: 

\ ,, ,.Jf a.. 
"i. "V-ú" -,:s-

, •.•• JI 11 ,......ll ,.._11 
= "\7 • 'V,,,,, u- = V 

Q 

(III.4.11) 

,.__11 r, u , .. .rr 
V- '!- l.._ "v" ')( V ) = 

(III.4.12) 

Entonces, con (III.4.11), (III.4.12) y (III.3.1): 

~l • .....,11 ::r ( 11 ) ..... _11 
v V + 'V ,..11 :r • 0... 

"\] 

D (III.4.13) 

esta ecuaci6n reduce (III.4.10) a: 

(III.4.14) 

6 

o (III.4.15) 
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Como / """ -•ti -....v '> + V y <..~'" '> = o : 

(III.4.16) 

La ecuaci6n (III.4.15) se puede escribir entonces: 

f ~ ""- (III.4.17) 

Tambi~n •. util.izando l.a ecuaci6n (III.4.7), esta ecua­
ci6n se reduce a: 

r ~ / .:r> + 1 11 ( / _.._11:z.,..u1 , 0~ 
t>t' 2:.~" J'~v'>;=j"dt (III.4.18) 

o en forma integral a partir de la ecuaci6n (III.4.8): 

D 
Dt + S f ;! o.":r" 

"l-t) 

(III.4.19) 

Por otro l.ado • haciendo el producto escalar de Z Ü 11
) 

con la ecuaci6n de movimiento (III.3.23) ( y util.izando 
(III.3.24)): 

' \" 12.. Zf0" >:i. ~) t>t 
J •1-:a: ,.._ r:- _., } / _,....11 r. e ) " J 1.._-~ ~ - SL ">(. \-.SL'X. y- ) • '--.:r "> - \.._"V • lf • .(_:¡; ) 

(III.4.20) 
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Ahora ) : 

r~.u··'>·"=i'l_-t+ll.st.""~,)~; =) ~t-~-r ~l~ 11-'~\~) +r;t 
(III.4.21) 

Como '0
11
· tf' es un vector c~''.w'). {;u11

') == Z"'511 ':>. (_"31
• tf') 

Adem~s P es aim~trico lver ecuaci6n (III.3.20)), y 
por 1o tanto: 

11 f,;~11 ' 11 fs;, /.-11' /.l'JI (;'lw'\ ID ,-,11¡...._n '3 0 \...._<.._:..;;¡ ') • ft' ) = " 0 \.._'I • "-"<:> ., ) = ..._V')• \._ '\J • \\ J + 1\ ~ V <._'X' > 
Con esto y la ecuaci6n (III.4.21), reescribimos 

{III.4.20) como: 

+ r~~ at (III.4.22) 

Ahora, de !\Tq = .t...{3
11 '> + v'11 

se obtiene .(-tl1 ~) = zt:Js'> + /~·2......._' 
entonces podemos separar (III.4.18): -.....; / 

+ 

-'- \ 11 ( / ,...11-&.,.._111 ') 
• ~ 'O • \ .. -f '-'\J" 'Ú / = (III.4.23) 

Combinando (III.4.23) y (III.4.22): 
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11 r. ,, " ll ,.._u -~ <""1··. )r / ~l"-~111....._} = 'O • '--l._.\) ') • \\' J - w ~ ~ <.."\.) "') - --- V L .._V ~ / 

{III.4.24) 

Se puede mostrar fáci1mente que: 

(III.4.25) 

entonces {III.4.24) se reduce a: 

L1a.memos 
interna. 

,_tu,.. "' = ~ f Z.'...v .U ) el vector flujo de energÍa 

La forma integral de la ecuaci6n {III.4.26) es enton­
ces: 

s lf' ': .;;:/<.,{3''> ~-/ 
"lt') 

{III.4.27) 



Fina1mente vamos a resumir 1as ecuaciones re1evantes. 
La ecuaci6n (III.4.18) junto con (III.4.25) y 1a defini­
ci6n de "t- dan: 
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(III.4.28) 

Esta ecuaci6n representa la va..riaci6n de la energía 
tota1. Se puede escribir en forma integra1 con la ecua­
ci6n (III.4.8): 

~t ~ f En\ a:"~11 
"\..t) 

5 \_ ~ + Z-U""> • W) · cls + 
${j:'¡ 

1 /_.,,:t.+ ~ 1 ( ~ ~11 )'2. 
Llamemos ET'\c..c. ~ '-" ., ~ - :t.\...._....-.."-.- :l.a 

mecánica (i.e. por movimiento y posici6n de 
por unidad de masa, por unidad de vo1umen.. 

Entonces (III.4.22) muestra que: 

= + 

y en forma integral: 

(III.4.29) 

energía 
centroide) 

(III.4.30) 



-t- ~ \t' ; '\) IJ z t;:,• ") ~ 'i" 

'Jl~) 

= 

+ 

5 ( <...vu">. \\'). o..s -t-

s.ct'I 

(III.4.31) 

\ / -111.,_ 
Tambi~n. L) :;:. -....-o > es la energ!a interna por uni-

dad de masa, por unidad de volumen; {III.4.26) establece 
que: 
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(III.4.32) 

Su ~orma integral es la ecuaci6n (III.4.27): 

~ 
t>t s \\"; "V

11<_v'1') J.7rº (III.4. 33) 

'-'lt) 

Claramente: 

de modo que las dos ecuaciones b~sicas derivadas 
eecci6n son (III.4.30) y (III.4.32). Sin embargo 
ci6n de la ener~a meci1ñica (III.4.30) se deduce 
mente de la ecuaci6n de movimiento {III.3.23), y 

{III.4.34) 

en esta 
la ecua­
directa­
por J..o 



tanto no da in1ormaci6n nueva. La ecuqci6n de 1a energÍa 
interna (III.4.32) es rea1mente la única re1evante dedu­
cida en esta secci6n. 

Entonces, con 1os momentos 
de Bo1tzmann, ias ecuaciones 
1a mano son únicamente tres, 
momentos tomaaos: 

considerados de 1a ecuaci6n 
re1eva:ntes que se tienen a 
ieual en nú.~ero a1 de 1os 

La ecuaci6n de conservaci6n de masa {III.3.14): 

+ (III.4.35) 

La ecu~ci6n de movimiento {III.3.23): 

f <.... O:' ') - 'O". W' = 

= - r'7"~ 
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r~')(. (_Q...,,..~I(; 

'\Jll.tp (Il:J:.4.36) 

La ecuaci6n de 1a energía interna (III.4.32): 

u ,... 
=-'V·'3¡--F (III.4.37) 

Estas son 1as tres ecuaciones que uti1iza.mos para de­
terminar ia cinem~tica interna de un sistema esteiar, no 
co1isiona1, de1 tipo descrito en ei Cap~tu.10 II. En 1a 
siguiente secci6n discutimos ei prob1ema de 1a cerradura 
de este sistema de ecuaciones. 



l.Il.. 5 cE=iiVwUitA DE 1-AS ECUA(;IO:•:s.3. 

Vamos a a...~a1izar las ecuaciones listadas a.1 final de 
la secci6n anterior. 

Consideremos un sistema axialmente simétrico, con eje 
de simetría e:L e je principal. z" • y con Jt. = O. 
Entonces el sistema propio coincide con el sistema pro­
pio inercial (ver el inicio de la secci6n IIl..3 para sus 
definiciones). En lugar de la notaci6n doble ~rima emplea­
mos entonces la del sistema propio inercial: v- 11 ---- v 
l?ara la ve1ocidad peculiar seeuimos usando .V"' 

Si en este sistema (no colisiona.l) se cumple 'd~/et = O, 
existen dos integrales de movimiento de partícula: la 
energí.a., E • y h la componente del momento angul.ar 
a lo largo de1 e je z"= z. l..a simetría axial de la distri­
buci6n de masa ace~ta en forma natural las coordenadas 
cilíndricas ( R • z- • 'f). La coordenada 'f (.el azimut)i 
medida a partir del eje principal x. da la posici6n de 
lla...~a~o plano meridional; este plano contiene al eje de 
simetr:!a z y al punto ~ en cuesti6n. l..a coordenada R. 
es la distancia del punto Y. a este e je; entonces R. y 
z son las coordenadas Cartesianas sobre e1 plano meridio­
na.1 de un punto arbitrario r contenido en ta1 p1ano. 

Por unidad de masa, las dos integrales de movimiento 
son: 
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(III.5.1) 

r-. 
con -o = C. '\.Í¡.. • -V:c. • v'{' ) • 

En e1 caso .5l:. + O (y si 'G't2.f-at 
pio) la única integral conocida es 
dada. en 1a ecuaci6n (III.4.9). 

O en e1 sistema pro­
la integral de Jacobi 

Por el teorema. de Jea.ns (1915). la. funci6n de distri­
buci6n del sistema tiene como argumentos a 1-as integrales 
~ • \.) : f = .f ( ~ • h ) . Asumimos por lo pronto que 

no ha.y una tercera integral, I.:!> • como are;umento de f­
(.posteriormente relajamos esta suposici6n; ver Lynden-Be11 
1962b para una discusi6n sobre e1 tipo de integra.les que 
pueden intervenir como argumentos de f tambi~n ver 



Contopoulos 1363, para una d.iscusi6n sobre las llamadas 
integra.les aislantes). 

Co:no f es par en las varia.bles -v.,._ y v't • se sigue de 
inmed.iato que <_..;,._ "") = l..-V=t "") = O; pero no necesariamente 
se tiene <.-v,-~11 = O • Entonc,:\'s de .V = Zv'> + "\:;,':' oi;'tene-
mos '\Jp.. = iV,_ • -v,., = 'Út • "1~ = Z.'\J'f") ~ '\J>r ; i. e. 
'-'\J~ '> = "-...i~"2.'> • l..'\Ji: "> = Z .,_,~"-"'). • ~'\J'f"-'> = <.-v~-J' +- L-V "''-">· 

Además, por la simetr:[a. en la intervenci6n de -v,._ y '{--r:e 
en f \ E=.- • 'n ) , es claro que Z:v~"'-") = Z'\J~':L> • 

En un punto Y: d.ad.o, la condici6n f t E , h ) = C 
constante, y con varios valores de C , de:fine las super­
ficies de nivel de -\! en el espacio de velocidad.es 
(Oeorodnikov 1365). Observaciona.lmente, en nuestra Gala­
xia, en la vecindad solar, estas superficies son aproxi­
madamente elipsoides lliiihalas So Binney l93l). A los ejes 
principales de las super:ficies de nivel de f los llama­
remos los ejes principales de f . 

Como f = f l e • ~ ) • las curvas T = cte. en el plano 
\'\J~ ,1J~1 ) = l'\J,._, -V:e) son sim~tricas respecto a los ejes 
coordenados '0~ y .,_,~, ; en esta forma particular de f , 
estas curvas son c:!rculos con centro en el origen ( v:_•, 
-S~' ) = (. O • O ). En este plano (.correspondiente a las 
componentes de velocidad en el plano meridional) dos ejes 
perpendiculares arbitrarios son ejes principales de f 
(.por la simetr!a circular); por la simetr!a rotacional 
de la distribuci6n de masa el tercer eje principal apun­
ta en la direcci6n azimutal. 

En las ecuaciones (III.4.36) y (III.4.37) intervienen 
los siguientes promedios asociado~ a las componentes de 
la velocidad peculiar V-111 ( €¡... , ~~ , \\_ son los vecto-
res unitarios en coordenadas cil!n<ll-icas) 

(_ Ul:L 
'\J f. ') 

'-- 11\ 111 
'\Jl'-'Ú'f) 

111 1\1 
( '\Jp.. v't '> 
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~ _____..,.. 
l._-v~ 'IS~') '-- 111 ':l.. ...r'f ) 

(:_ \U KI 
-J'f 'Ü;e ') (III.5.2) 

Zv"1 111 
:e v"-> <.....:. 111 1\1) \f:c '\J'f z..~.:'."-') 

..("-"ª-
:-0- '> - <.'\)~.,_> + <.. 1\1~ 

'\f~ "";? +- <._-v~''- > (III. 5. 3) 



,.._ 
1-- - €f.. \ z RI~ -s~ '> + (_ lll tll'l... 

'\J~ '\)'{ ") + '\J"" <..l=t:; '> <..._ U1 1U'L ) + 

+ e-'f ~l.: n\'l... 111 
"\) t- '\J 'f l + (: 111?;) 

"''t + (_ "0-i: '\,):e '> ' "' \\\'::.. ) + 
,.._ \_ z ll\'l... ti( /...:. •ll:L lll + \.-.. z ,,,~ } '1.5\'--v't) +- '\) 't 'IJ-e J + '\J::e > (III.5.4) 

Ahora, por la forma ya mencionada de 1as superficies 
de n:ive1 de -f en e1 caso -f = -f ( ~ , h ) , es ele.ro que 

\? es diagona1 y ~ s61o tiene, en principio, com~o­
nente azimuta1. Podríamos asumir que -f es par en '\J,;p = -v., - .Z"-''f''> ; esto parece 1o m~s natural, y reducir:1.a J..a 
componente azimuta1 a cero, i.e. ~ = O • Sin embargo, 
para la discusi6n de los tres momentos considerados de la 
ecuaci6n de Bo1tzmann, no es necesario hacer una suposi­
ci6n expl:!cita de J..a paridad de f en la componente '\Y~ 1 

(tal vez necesaria s6lo para momentos de orden superior 
pues simplificar:!a 1as ecuaciones). 

Entonces tenemos en el caso i f ( é. 
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(III:.5.5) 

111'1.. tllO... 
y ya vimos que <'.._ '\J\'- ') = (_ve > • 

Veamos ahora c6mo quedan 1os momentos (III.4.35), 
(III.4.36) y (III.4.37) sustituyendo J..as ~ormas en 1a 
ecuaci6n (III.5.5). Consideramos la condici6n de estado 
estacionario 'a~/Clt = O • 

La ecuaci6n de conservaci6n de masa en estado estacio­
nario se reduce a '\J• (P.Z~">} = O , con Zv> = €'1f Z-0"-t> 
pues z.-v~') = <.~~')=O .lcomo el sistema tiene simetr:!a ro­
tacional, no hay vs.riaci6n de sus propiedades en la coor­
denada azimutal "-\' • La eou.aci6n de conservaci6n de masa 
es entonces: 



(III.5.6) 

i.e. una identidad con cero. La ecuación de conservación 
de masa se satisface id~nticamente y no interviene exp1!­
citamente como aportadora de ecuaciones a reso1ver. Esto 
no quiere decir oue no intervenga en e1 prob1ema; de he­
cho su informaci~n se ha uti1izado para obtener 1as ecua­
ciones de movimiento \III.4.36) y de ener~a (III.4.37). 

La identidad encontrada en (III.5.6) es consecuencia 
de que 1.as coordenadas ci1!ndricas son 1as natura1es pa­
ra e1 tipo se sistema considerado. En coordenadas Carte­
sianas (x,y,z), por ejemp1o, no se obtendr!a una identi­
dad en (III.5.6). 

La ecuación de movimiento (III.4.36) en estado estacio-
nario es p<..~">.Q-<.:U>= j'Z~")- 'O·ff> \ ~ es 1a ace1era-
ci6n iner'cia1 pues k = O ) • Con Z!ó'> e'f <._"\J,() y ft> 
dado en (III.5.5) es f~ci1 11egar a 1as ecuaciones: 

-r 
o J <_o..'f') (III.5.7) 

o 

Por 1.a simetr!a rotaciona1 de 1.a distribución de masa 
se tiene Z.o..'f") = O ; i.e. 1a segunda ecuaci6n en (III.5.7) 
es u.na identidad. Toman-3.o en cuenta que .(_,_¡~~"') = Z-0~~") , 
1.a ecuación de movimiento produce entonces 1as dos ecua­
ciones dadas por: 
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.:~ (_} i.-s'~~) + t_ \ (..r~\ - (.'\Y~; - zv'f-)) 

~=t l) (_ ._,~\) = ) (_~'te) 

r z~') 
(III.5.8) 

Veamos ahora la ecuaci6n de la eneréda interna. 

:Primero: 

(III.5.9) 

En (III.5.6) vimos que par~ el vector puramente azimu­
tal r..:::.:;:J-')> se cumple .;;Jo _l?<'...-o">),,.q; entonces tambi~n se 
tendrá. 'V•~ s. o pues ~¡ es azimutal. 

Ahora: 

(III.5.10) 

entonces la ecuaci6n de la ener~a interna (III.4.37) se 
cumple id~nticamente, y por lo tanto de los tres momentos 
considerados de la ecuaci6n de Boltzma.nn surgen solamente 
1as dos ecuaciones en ~III.5.8). Son dos ecuaciones para 
las tres inc6gnitas < .. .-v.¡_•o..-,. • (_"\J~.._> • Z'\Jlf)' {la distribu­
ci6n de masa se da de antemano, y entonces f • .<._~~~ y 
z~~7 son conocidas). Necesitamos má.s ecuaciones. 



En ~enera1, bajo simetrías apropiadas para f • lo 
que deseamos ca1cu1ar es e1 ca.~po de velocidades de cen­
troide, respecto a1 sistema propio, y las dispersiones 
de velocidad a 1o 1argo de 1os ejes ~rincipaJ..es de ~ 
(en 1o ante:::-ior <....r~"'-"> • Z'\J;:''-'), <'.._'IS~ :> son estas disper-
siones). Estas son 1as incOgnítas bdsícas. 

A purtir de J..a ecuaci6n de Bo1tzma.nn se puede generar 
una in~inidad de momentos; para e11o s61o hay 0 ue especi­
ficar "/-- en 1a ecuaci6n (III. 3.13). Este proced.imiento 
conduce, efectiva.mente. a disponer a.e más ecuaciones en 
1as que interviene e1 conjunto de inc6gnitas básicas. 
Sin embargo, aparecen cantidades que no se pueden especi­
ficar a priori; i.e. de hecho 1a situaci6n se complica 
pues eJ.. n-6.mero de inc6gnitas crece más rápido que el n~­
mero de ecuaciones tVandervoort 1375, da u.na a~1icaci6n 
de los momentos de orden superior de 1a ecuaci6n de 
Boltzmann). 
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Consideremos e1 siguiente a.re;wnento que muestra 1a exis­
tencia de u.na indeterminaci6n intrínseca en la soluci6n 
del problema propuesto (Lynden-BelJ.. 1962a), aun cu'.3.lldo se 
tuviese la soluci6n exacta de la ecuaci6n de Boltzmann. 

Proponiendo una d.ensidad de masa r 
Po:i.sson: 

, la ecuaci6n de 

(III..5 .11) 

~
ueda a resolverse para la funci6n a.e distribuci6n -t-
~ es conocido a partir de f ). La integraci6n en 

III.5.11) es sobre todo el espacio de velocidades. 
Lynden-Be11 (1962a) y Hunter (1975) han propuesto méto­
dos para 11eva.r esto a cabo. 

Supongamos que +P es soJ..uci6n. 
'\51(' y ~"+C.\-.,,. o • entonces f 

Si bf es impar en 
fo+ t:>.~ es tamb:i.én 

a 1a densidad de partí-so1uc:i.6n pues t::..-1; no contribuye 
cu1as en el punto ~ : 

Ahora, bajo la d.istribuci6n T ( V\. es la densidad de 
pa.rt~cuJ..as ~ las integrales son sobre todo el espacio de 
velocidad.es): 



(III.5.13) 

entonces .(_-ú'f"> depende de b..f 
En 1a práctica, 1a introducci6n de Af se puede repre­

sentar cambiando e1 sentido de rotaci6n de un.a. o m~s par­
t~cul.as (estre11as) en e1 sistema; i.e. haciendo '\.T~ ---­
--V'f • Esto efectivamente cambia 1a rotaci6n promed.io, 
z~~>~ en cada punto sin afectar 1a densidad y 1as ca­

racter:i.sticas de movimiento en 1as direcciones R y z 
(pero, c1aro, la estabi1idad de 1a nueva configuraci6n 
quedar~a por investigarse). 

Bajo la distribuci6n -f tenemos tambi.!!n: 

= '--v-i:-5' +- ~ ~-v~1a?~ - ~'-~t> ~...,'ff ~"!>v 
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= ~ ~ -.¡~ f J_3~ (III.5.1-4) 

i.e. 

(III.5.15) 



Con la ecuaci6n (III.5.13) sustituida en (III.5.15) 
se ve que .:'.._-v!f :¡_') depende de ~{ 

En principio, ll.f es arbitrario (pero impar en "-e ), 
s61o se requiere que la nueva distribuci6n ..f" = ie +- Al 
cumpla~"'>_, O • Esta arbitrariedad indica entonces oue 
existe i.l.na i:ndeterminaci6n intrínseca en <_-v.f'~> o < .. :-v'f'> • 
Esto es, aun cuando pudi~semos resolver la ecuaci6n de 
Boltzma.nn en forma exacta, la indetermi:naci6:n anterior 
siempre est~ presente. La funci6n de distribuci6n de un 
sistema estelar no est~ en general unívocamente determi­
nada (matem~ticamente; f~sicamente son importantes las 
constricciones de estabilidad). 

Asocifudole a (..'\J
111 "-> la libertad dada por la arbitrarie­

dad, podemos intro~ucir la nueva ecuaci6n: 
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(III.5.16) 

con i.;-(Y:-") u.na fu.nci6n positiva consecuente con f -;..., O 

La ecuaci6n (III.5.16) es una re1aci6n de cerradura, 
y permite junto con las ecuaciones (III.5.8) encontrar 
las cantidades <..v~2'> • Z-s.:f:'"-'> • y z~'f"> Implícitamen­
te• la funci6n \:,C.~"> representa, en parte• la informaci 6n 
no utilizada de los momentos de orden superior de la ecua­
ci6n de Boltzma..nn. 

Toda esta discusi6n muestra que para calcular la cine­
m~tica interna de un sistema estelar en el caso dado por 

f = ~ (E:.~ ),son suficientes los primeros momentos 
de la ecuaci6n de Boltzmann y u.na relaci6n de cerradura 
intrínsecamente pro~ia del problema, representada aqu:í 
por la funci6n\c(r){ver Nagai &: Miyamoto 1976; Satoh 
1980). 

Como lo han mostrado Ollongren (1962), Martinet &: 
Hayli (1971), y varios autores m~s. la influencia de un.a 
tercera integral, :t.~ • puede ser relevante para moldear 
la estructura de un sistema con simetría rotacional. 
Consideremos entonces ahora el caso f = f ( E:. • n. • 1::::,). 

En general no se conoce 1a forma exp1ícita de I..::, • 
dado un potencia1 con simetría rotacional; pero por esta 
simetría, un eje principa1 de + se espera apunte en ia 
direcci6n azimutai. Las direccibnes de los dos restantes 



(sobre el plano ~eridional) son desconocidas. Dos supo­
siciones que son convenientes a primera aproximación, 
consisten en a.su..~ir que estos dos ejes a.puntan en las di­
recciones de ~ • f(. o en las direcciones de los vecto­
res unitarios en coordenadas esféricas ~ , e~ . En lo 
Sif""Uiente nos referiremos a estas dos situaciones lla.má.n­
doias ejes principales cilíndricos y esféricos de ~ 
respectiva.:nente. Varios modelos de galaxias elípticas • 
tanto analíticos como numéricos, muestran una de estas 
dos situaciones o una combinación de ambas (I.íerritt 1930; 
Richstone 1980, 1934; Petrou 1983 a.,b¡ Bacon et al. 1983; 
Bacon 1985; Statler 1937; Fillmore l9oó). 

En este trabajo consideramos ca.da una de estas situa­
ciones por sepa·ado. Necesitamos ver entonces de cuáles 
ecuaciones disponemos en cada una de ellas para resolver 
la estructura cinemática interna. del sistema.. 

(a) Ejes principales cil~ndricos de { 

Asumimos que -f = f l ~ • \... • I.3 ) es tal que se sigue 
cumpliendo L._-.Jp.. ':> = Z'\J'<- ':> = O ; esto sin embargo no fija 
J..a. paridad de .f en -V-p... = vP.!. y '\J't:: = -v~' • 

Tomemos entonces f par en estas dos variables (i.e. 
dos ejes principal.es de -f a.puntan en las direcciones 

~f'.. y \;:.. ) • Con esto• rp es de nuevo diagonal. y ~ 
puramente azimutal. 

Re pi tiendo el aná.J..isis hecho en eJ.. ca.so f = f ( E • h ) • 
J..J..egamos a que las únicas ecuaciones relevantes que sur­
gen de J..os tres momentos considerados de J..a. ecuaci6n de 
BoJ..tzmann son aquellas en (III.5.7) (excJ..uye,f!¡dO la se­
gunda., que es una identidad)• pero ahora Z-i..rj.... "-> -f <.'-'.r'"-> • 
pues la inclusión de I~ romperá en general. J..a. simetr~a 
que existía en J..as variables vi'- • "\Y'C. bajo f = f ( 'E: • \,... ) • 

Se tienen entonces solamente dos ecuaciones y cuatro 
incógnitas: <...~;,'.'."-') • l.._'\J~t'> • .(__'\J~'-) • (_'1.J'f") • 

El efecto de I.~ se introduce con la relación: 

(III.5.l.7) 

con c.':"(_r') positiva. y C.:-c_r) l si f e e. • h. ). 
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111'-. 
Ademá.s, :la indeterminaci6n intrínseca en /....v'f' ')o (.-v'f") 

:la podemos representar por medio de 1a ecuaci6n {III.5.16). 
Estas dos re:laciones ({III.5.16) y {III.5.17)) cierran el 
sistema ~e ecuaciones. 

La funci6n lo(~'es m~s "arbitraria" que o..(~): aun 
conociendo I..,. {y por :lo tanto o... (r) ) • \:, ( t=) mantiene su 
arbitrariedad (pero representando una funci6n de distri­
bución nositiva a través de todo ei sistema). Las funcio­
nes o..(_~-) y b l"''l representan :la informaci6n contenida en 
:los momentos de orden superior de :la ecuación de Bo:ltzmann. 
(ver Satoh & Miyamoto 1976, para e1 estudio de un sistema 
con f = f { E • h • I 3 ) ) • 

(b) Ejes principa1es esféricos de ~ 

En este caso :las coordenadas esféricas son 1as natura:les 
para estudiar a:l sistema. Los vectores uní tarios -e.- y ~e 
caen sobre e:l p:lano meridiona:l anteriormente definido. 
E1 ángu:lo po:lar & se mide a partir de:l eje z, eje de 
simetría rotaciona:l de:l sistema; ~ es 1a distancia ai 
centro. 

Asumimos de nuevo que no hay movimiento de centroide 
sobre el plano meridiona:l: <'...."5,.. "> = L._ "\Je";;> = O • y que 
es par en :las variab:les -V..- 'V~ • '\f.,. = -se' (i. e. dos 
e j;c_s principales de f apuntan en :las direcciones ~ y 

~e ) • 

Con esto, W está.n dados por: 
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(::LII.5.18) 

/. 1113 ~ 
.......... "''f ") J 

i.e. ~ es diagonai y 1- azimutai {en e:l ca.so má.s natu­
ral en que f sea par en -v:;: • se tiene ~ = O • pero no 
es necesario asumir esto). ' 

La. ecuación de conse:rvaci6n de masa en estado estaciona­
rio 'V. l) z::.:,'> ') = o • y con .(..U-") = ~'t' Z""'oe '> es: 
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'<-:.~~e~ lf Z."'lf>) -\- e~~:f. (:-~~~~ - ~c:_o-¡,e)""' o 
{III.5.19) 

i.e. una identiaad. 

La ecuaci6n de movimiento en estado estacionario f <.~'> • 'V <.-G "> = ! <.'O...) - Q • 1P conduce a. lo siguiente: 

Primero: 

{III.5.20) 

entonces: 

(III.5.21) 

Tambi~n: 

~-W = ~r l fv- l¡ Z-v~""">) + ~ L ;i..(.-v~\ - ('\T:.,_) - Zv~\ J} + 

~~ t ~ ~ (r(-i~\) T ;t:;. [ zJ~\ - Z-v~:L/ J } 
(III.5.22) 
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Entonces tene:nos las ecuaciones (con (_<>.'f') = O ) : 

{III.5.23) 

Veamos ahora la ecuaci6n de la energia interna.. 

Anteriormente ya vimos \ver ecuaci6n (III.5.9)) que para 
movimiento circu.l.ar de centroide en un sistema con sime­
tría rotacional se cumple \en estado estacionario) 
'D/ct. ( {..\:r'".,_">) = Zv'>. Q l.">"'"-"> = o • Esto es independiente 
del. s~stema de coordenadas, de modo que se sigue cumplien­
do en las coordenadas esféricas aq\rl empleadas. Tambi~n 
se cumple 'V· ~ = O • pues 1ª¡: es azimutal.. Igualmente 
es claro de l.a.s exnresiones de {f' (ecuaci6n \III.5.15)) 
y~<.~"'> {ecuación lIII.5.20)) que W·. 'V<..\>-> ~O. 
Entonces la ecuaci6n de la ener~a. interna se satisface 
idénticamente. 

S6l.o quedan entonces las dos ecuaciones en {III.5.23) 
como informa.ci6n neta de los tres momentos considerados. 
Las inc6gnitas son cuatro: <(.-v~'"-'), (_"\Y~,.,_">, .l._'\J~,.._') 

~v'f'> 
Por los mismos argumentos emplea.dos en el inciso (a), 

se introducen las dos ecuaciones de cerradura: 

{III.5.24) 

En e1. Ca.pítu.1.o V se estudian a1.guna.s funciones o...(_;>) • 
b C~) bajo ejes principa1.es ci1.Índricos y esféricos de 

f . Hay que mencionar de nuevo que ambas funciones 
deben ser consecuentes con f? o • Esto no se ha inves-



tigado en el presente trabajo, lo cual tambi~n ha queda­
do colga....""ld.o en la literatura astron6mica (ver por ejemplos 
Bacon et ai. 1333; Bacon 19B5; Orte~ y Facheco 1956; 
Fillmore 1936; Binney & ~amon 1982). 

La justificaci6n de cue ciertas funciones "'-(<'l, 'b(~) 
sean convenientes, es puramente empírica, y se basa en 
la capacidad de reproducir algunas características funcio­
nales de datos observacionales. Esto se discute con mayor 
detalle en el Capítulo v. 

En el sigui.ente capítulo a.n.a.lizamos el m~todo de so1u­
ci6n de las ecuaciones, incluyendo las relaciones de ce­
rradura aq\rl propuestas. 
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IV. Jl!ETODO PE SOLUCION DEL SISTEMA DE ECUACIONES. 

IV.1 INTRODUCCION. 

En este capítul.o discutimos e1 m~todo de so1uci6n de 
las ecuaciones obtenidas con loe primeros momentos de la 
ecuaci6n de Bo1tzmann sin colisiones. m~e 1ae relaciones 
de cerradura propuestas en la secci6n III.5 
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Como ya dijimos en aquella 
en calcul.ar, en todo punto ~ 
centroide y 1as dispersiones 
pr:i..ncipa.J..es de f 

aecci6n, el problema consiste 
del sistema.. la velocidad de 

a lo largo de los tres ejes 

En las secciones XV.2 y IV.3 consideramos sistemas con 
simetr~a rotacional: oblatos y prolatos. para los cuales 
1a discusi6n de la secci6n III.5 es particuJ..armente impor­
tante. 

En la secci6n XV.4 se considera la extenei6n levemente 
triaxial de los sistemas en IV.2 y IV.3 • El tratamiento 
aborda.do en esa aecci6n ea e6lo una primera aproximaci6n 
para el estudio de un sistema triaxia1. 

Posteriormente. en la eecci6n IV.5 estudiamos un siste­
ma prolato con rotaci6n de figura. En este caso el eje de 
rotaci6n es el eje menor, y el potencial es dependiente 
del tiempo para un observador en el sistema propio iner­
cial. El sistema se analiza en forma conveniente desde el 
sistema propio (no inercial). En este caso. las propieda­
des cinem~ticas y la distribuci6n de masa en ei sistema 
no tienen como coordenadas ignorables a las coordenadas 
naturales ( ~ tiene sus ejes principaies sobre 1os ejes 
correspondientes a estas coordenadas). Entonces ias ecua­
ciones de energía interna y de conaervaci6n de masa inter­
vienen en forma natural. 

El m~todo de soiuci6n en todos estos diferentes tipos 
de sistemas consiste en especificar condiciones de fron­
tera, a distancias convenientemente aiejadas de1 centro 
de 1a distribuci6n de masa, y avanzar sobre 1as curvas 
características (Morse & Peshbach 1953) que son re1evan­
tes en el sistema de ecuaciones. 

Fina1mente en ia secci6n XV.6 mencionamos las t'cni.cas 
nu.m~ricas que hemos emp1eado. 



IV .2 SISTE?iiAS CON SII>';ETHIA ROTACIONAI... 
EJES FRil;CIPALES CII..IIDRI,~05 DE "f 

Las distribuciones de masa consideradas en esta y en 
la sieuiente sección tienen simetría rotacional a~rede­
dor del eje principal z'' • Como tambi~n se toma ~ = O, 
el sistema propio coincide con el sistema propio iner­
cial; por lo tanto emplearemos 1a notación en éste ~ti­
mo ( ~·r ---. ~ ) • 

• Asumimos ta.mbi~n ia condición de estado estacionario 
'O""" /at = O • Al igua.1 que en la sección III .5 • el movi­
miento de centroide se considera puramente circular al­
rededor del eje de simetría rotacional z. 

Adem~s de las integrales E. • h propias en estos sis­
temas, deseamos introducir los efectos de una tercera 
inteeral, I~ • en la cinem~tica interna. El inciso (a) 
de la sección III.5 es entonces relevante para la siguien­
te discusión. 

Primero hagamos un cambio de notación para simplificar 
las expresionei:'. Las ,¡}l-spersi.,,:>nes d~1 .._velocid.._ad _las ~<r._no-
tamos como s-.._ = <::..-v .... ) • €t. = Zv'C ') • €\f' =- <(..V~ ') • 
Entonces las ecuaciones que tenemos a la ma.rto, según el 
inciso (a) de la sección III.5, incluyendo las relacio­
nes de cerradura, son: 

'd- l)n-:> + t Le;:- z_ 

z..,'f--> J - f -et. º"' E)~ 
º~ 

E_ ( f €~ ') f '(){Íi (IV.2.1) 
'H: o=t 

{; '2. 

"" = ..... G' :;i._ 
6.... =t 

b'2.. 6""" 
'f 

c..... , lo son las funciones o...lr) • \.(r) • y la aceleraci6n 
~ se ha obtenido a partir del potencial: ~ = - ~J?. 

(entonces .(~") = -~~ ). 
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Las funciones o...C<), bC.:Y') que hemos considerado se dis­
cuten en el siguiente capítulo; sin embargo, en lo sigu:i.en-



te veremos las constricciones matem~ticas que deben cum­
plir, en general, para que la soluci6n sea matemática~en­
te acept"'-ble. 

'!... ._ 
Llarnemos ahora <>'... = J 6",.,_ 

Entonces el sistema (IV.2.l) 
• F = f .C-v-'f"> • 
expresado en las variables 

c:o!.. , ;=, es: 
} 

'2. Óol.. '2. 

?.."- ...:. º"" ¿~)- t at. o.. - +- ;- °'- p( (t - -r oR <lR ~ º" 
'(',...:. - f 'd~ o=c -a:e 

Derivando la segunda ecuaci6n en (IV.2.2) 
{<.. y llamando " = 'óo(./<3~ 

;R ()~!') = {'*= (f ~~)- ~ ~~ + ~ ~~ 
i.e. 

(IV.2.2) 

respecto a 

(IV.2.3) 

integrando esta ecuaci6n a lo largo de las ca.racter~sti­
cas R.. = cte. con. >.. - e en ~ --.. e.o 

(IV. 2. 4) 

La cantidad ot... se obtiene de la segunda ecuaci6n en 
(IV.2.2), tomando oc._ - o en. 'C. --- DO 

63 



• 

(IV. 2. 5) 

Las ecuaciones (IV.2.4) y (IV.2.5) se resuelven con 
integraci6n Simpson (ver secci6n IV.6). En el Apéndice 1 
se dan 1as expresiones para e1 c~lculo de ias derivadas 
del potencial ~ • dada 1e. densidad f' propuesta en 
eJ.. Cap!tulo I:I. 

Con los valores de ~ • A en un ~unto ( R • z ) dado, ? se obtiene de 1a primera ecuaci6n en (IV.2.2): 

{IV.2.6) 

Para solución matem~ticamente aceptable se requiere 
r;t... • r -;./ O • Esto se traduce en :La condici6n: 
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(IV.2.7) 

que deben satisfacer 1as :fu..."1.ciones °'- (r) • b (Y::.') ( ~ , )o. 
son independientes de o.... , b como :Lo muestran :Las ecua­
ciones (IV.2.4) y (IV.2.5J). 

La condici.6n (IV. 2. 7) se refiere a f2. °'>/O • De :La ecua­
ci.6n (IV. 2. 5) se sigue t>l,. ">/ o pues 'ó~/';l"t ">/ o • 

Para satisfacer J..a ecuaci.ón {IV.2.7) proponemos una 
:funci6n o... <._r) y determinamos sus constricciones por medio 
de J..a ú::Ltima desigualdad en tal ecuaci6n. 

Una vez teniendo o... ('é') aceptab1e, lo (t"') se toma aatis:f'a­
ciendo J..a primera desigu.a1dad. (hay que notar que la cons­
tricci6n •/,__.._ 6' G-.. lr') re:fl.eja propiamente la cond.i.ci.6n 

.f=> ">.r D ; 1a segunda constricción Q.(.'r')"">,.. {) es necesa­
ria pues \,"4 ">/ 0 ) • 



Vamos a ds.r dos ejempJ..os para determinar una :funci6n 
aceptabJ..e o-.(_T'). 

Si °'- = cte. , J..a ecuaci6n (IV.2.7) estabJ..ece entonces 
que en tod.o punto del. sistema se debe cumpl.ir: 

(IV.2.B) 

Si en un punto da.do se tiene R>. -\- <>!.. ~ O (. A , .,,.C.. 
previamente cal.cuJ..ados con (IV.2.4) y (IV.2.5)), enton­
ces en tal. punto cu..aJ..quier o.__~">/ e es so1.uci6n (pues 

'<11:í/0 p.. °:>/ D ) • Sin embargo en 1.os puntos con ~>. + Col. z o 
se debe cU-<nplir a.,.._ ~ - fl-f 'd ~/af'- / (R.).. + "'-) · 
~ara encontrar e1 rango de valores aceptabJ..e en ~ 

(positivo), calculamos previamente (. o<.. , )-. ) a lo 1.argo 
de unas cuantas 1.:!neas caracter:!sticas R. = cte. repre­
sentativas deJ.. sistema. En cada punto de ellas checamos 
eJ.. signo de R}- "t"" ..,t.. • Si global.mente se tiene ?--)- +c.:..">,. o 
entonces cualquier e:!-'">/ o es permitido. Si a.parecen re­
giones con R.)'. -r ..._ z o , ~stas son J..as que restringen J..os 
val.ores de o-.""- , y se debe tomar: 

(IV. 2. 9) 

~Otra funci6n o..('") que..._ se propone en eJ.. Ca:p:!tu:J.o V es 
o.. ~'\ = \ + .J....c,"'- ¡¡,._2.. ( O(.~ = cte. y [>(..°! -:;._, O ) • 

La cond.ici6n (IV.2.7) es en este caso: 
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(IV• 2.1.0) 



Si en un punto ~ se cumple '--<.e , entonces t>é; f.- B ¡,.,_ 
y s61o existe solu.ci6n .¡ia.:ra t>'...!° si E-;._, O • 

Si A.-:;. D entonces .,( 0 -.,,, -'8/"'- • Si en este caso se tiene 
i:, -;:..., o , entonces cualquier ,,z;; "">, 1:> es solución. Si en 

cambio {3 ~ () ,,:...;- sí queda restringido. 

A lo largo de 1.a.s líneas características representati­
vas, el intervalo permitido en e>t._~ se determina entonces 
con: 

Claro, hay que 
existe, i.e. si: 

' ......... .,.. 

~ ""''~ (- '!.. ') 

checar si este 

(:B/,.._ ') ~ ""''" "'><>' t=,<:._o 

""-"-º 
B>.., o 

intervalo 

(:E/,..) 
1'..<:..o,E..,./o 

(:IV. 2 .1.1) 

efectivamente 

Si esto no su.cede, la forma a.sumida para. o.<.~) no es 
aceptable. Este problema tambi~n se puede presentar en 
regiones con >... = O , 1.as cuales deben cun1p1.ir B ">.., o 
(en R = O se tiene ,.._ = O y 10 = o<..'>.., o de modo que 
en estos puntos no hay problema.). 
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Todas las funciones o-.(r) propuestas en el Capítulo V, 
que son relevantes para los sistemas considerados en es­
ta sección, se han analizado en forma parecida. E1. análi­
sis de la función \:, (_'°\ 1.o posJ)onemos hasta el Cap!tu:io V, 
u.na vez que hayamos discutido las diferentes funciones 

o.lr'>· 
Baste decir por ahora que con O-.(~'> , le. (r) ya especi­

ficadas y cumpliendo 1.as restricciones en 1.a ecu.aci6n 
(IV.2.7~, se tiene entonces 1.a so1.u.ci6n completa del pro­
blema: con el c~1.cu1.o de <:>(.. a partir de (IV. 2. 5) se de-
termina S-'t. , y por lo tanto t) ..._ , € ~ de la ecu.aci6n 
de cerradura en (:IV .2.1). La velocidad de centroide Z"\J',f) 
se encuentra con (IV.2.6), u.na vez resuelta. 1.a ecuación 
(:IV.2.4). 



IV. 3 SISTEMA.3 CON SI!ií.i::T.:tIA :tOTACIONAL • 
.EJES PRINCIPALES E.3FE;{ICOS D~ f 
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i;os referimos al inciso (b) de la secci6n III.5 para 
la discusi6n de los sistemas cue consideramos en esta 
parte. 

"l.. IJ(~ _'2.. 111:1.,. 

Con ia notac~6n €.- - .( -Vr ") • '6" = Z-úe "'::> • 
~~ = Z"IJ.f.11 

") y O::= - ~~ • las ecuaciones (III.5.23) 
junlo con las de cerradura (III.5.24) son: 

{IV. 3. l) 

Igualando las dos primeras ecuaciones: 

(IV.3.2) 

.,,_ '.l.. 

Lia.memos --C- = f" 6-r • r = J L..-.J'f') • Entonces con J_a 
tercera ecuaci6n en (IV.3.l), reducimos ias ecuaciones 
(IV.3.l) y (IV.3.2) a: 



6B 

(IV.3.3) 

Llamemos ahora: 

= - r 'O~ +--av-

entonces la primera ecuaci6n en {IV.3.3) es: 

(IV.3.5) 

Derivando esta ecuaci6n respecto a Y- y empleando 
o"fl/oe= (0"6/-a-<- .A-,.--.A..,_'6')/F ~ 

UV.3.6) 



con: 

Las ecuaciones (IV.3.5) y (IV.3.6) se resue1ven por 
e1 m~todo de características (ver Ap~ndice 4), con 
~ • )C_ - o en y- --- <>e> • Aquj'. necesitamos ya 1a.s se-

~da.s deriva.das de1 potencia1 ~ • ver Ap~nd.ice 1 
tver otro procedimiento de so1uci6n de 1as ecuaciones 
en Bacon et a.1. 1983). Las cantidades "'()' , ")(... depend.en 
de 1a funci6n o...(~) , 1o cua1 no suced.e con 1as cantida-
des l)l.. , }. en 1a sección anterior. 

Una vez ca1cu1ados "'Ó' y "Y-... en un punto ~ dad.o, r 
se obtiene de 1a segunda ecuaci6n en {IV.3.3): 

(IV.3.7) 

Es necesario que "'Ó' , r ">,.. D • La condici6n \' "'>,.. D 
junto con i.,..._ °"7/ o es: 
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() o:v.3.B) 

() 'l t> se debe checar directamente de 1a soJ..uci6n de 1a 
ecuaci6n {IV.3.5). 

La ecua.ci6n (IV.3.8) es dif!ci1 de manejar ana1Ítica­
mente pues ""€' y ?<... dependen de G..(Y-) • Lo que se ha hecho 
es checar (IV.3.6) a. 1o J..argo de curvas características 
representativa.e { 1as características son o..e/d..r = - F ) 
para. una funci6n o...(~') da.da. Una. vez teniendo o..(?-) y l..(?-\ 
aceptab1es (ver Capítulo V), 1a so1uci6n se obtiene como 
sigue: de (IV. 3. 5) obtenemos t>'r , y por J..o tanto 1'& • 
6~ de 1a ilJ..tima ecuaci6n en (IV.3.1). Reso1viendo tam­

bién (J:V.3.6), .("1-f") se obtiene de {IV.3.7). 



:tV. 4 S:tSTEMAS LEVE}l(ENTE TRI AXIALES. 

En un sistema triaxia.1 con va.riaci6n de 1a raz6n de 
semi-ejes a trav~s del sistema (estratificaci6n disimi­
iar. por ejemplo) existe el fen6meno de desviaci6n de 
isofotas (King 1978; Jed.rzejewski 1987; Benacchio & 
Galletta 1980; Moreno & Pi~mi• 1988). Entonces. el eje 
menor de la proyeccí6n del sistema en el plano del cie-
1o no coincide en general con 1a proyecci6n del eje me­
nor real. Esto da como resultado que ~e pueda detectar 
movimiento de centroide a 10 largo del eje menor aparen­
te. Sin embargo. esta rotací6n a lo largo del eje menor 
no implica necesaria.mente una configuraci6n triaxiali 
e1 sistema puede ser prolato con rotaci6n alrededor del 
eje mayor (Davies & Birkínshaw 1986). como 1os sistemas 
prolatos sin rotaci6n de figura considerados en este tra­
bajo. J:.a tria.x1alidad debe ser estudiada analizando ta.m­
bi~n 1os moVím.i.entos a lo largo del eje mayor proyectado 
(Binney 1985). 
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Las estimaciones del grado de triaxia.lidad establecen 
que las configuraciones triaxiales cercanas a esferoides 
ti.e. sistemas oblatos o prolatos) pueden ser preferidas 
sobre las marcadamente triaxiales (Davies 1987). Entonces 
es de inter~s investigar la cinem~tica de sistemas ob1a­
tos y prolatos levemente triaxi.a1es. 

La potencialidad de1 estudio de sistemas tria.xia1es re­
side en 1a variedad que puede adquirir el campo de veio­
cidades de centroide. y en 1os efectos de proyecci6n i 
1a cinemática observada es muy probable que dependa fuer­
temente de 1a geometr!a de observaci6n (i.e. de la direc­
ci6n de la l!nea de visi6n respecto a los ejes principa­
les de1 sistema), tal co~o sucede en e1 fen6meno de des­
viaci6n de isofotas. 

Ademds de movimientos de centroides alrededor de una 
direcci6n preferencial• tambi~n pueden ser importantes 
componentes de movimiento de centroide a lo 1argo de es­
ta direcci6n (Richatone 1982). 

En este trabajo se han considerado sistemas ob1atos y 
prolatos levemente triaxiales. con movimiento de centroi­
des a1rededor de un eje princi.pal del. sistema. 

En un sistema triaxi.a1. la simetr!a rotacional. deja de 
existir, y por lo tanto ias ecuaciones a resolver aon 



un poco m~s complicadas. Sin embargo, bajo triaxia.lidad 
leve la aproximaci6n de simetr!a rotacional puede mante­
nerse. Entonces la dependencia en el dngu1o azimutal f 
(medido sobre el plano ecuatoria1 en el cual los semi­
ejes del sistema difieren :Levemente; el eje principa1 
perpendicu1a.r a este p1ano es el eje alrededor del cual 
se dan los movimientos de centroide, aprox:i.madamente cir­
culares eegWi nuestra aproximaci6n) ee ignora a primer 
orden. 

Por simetr!a, el cuadrante o ~ ~ ~ Tl/-z. contiene a la 
so1uci6n del problema. Entonces, bajo la aproximaci6n 
a.qu.! considera.da, reso1vemos los primeros momentos de la 
ecu.aci6n de Bo1tzmann sobre el plano meridional ~ = Tr/+ • 
aproximando a.1 sistema como estrictamente esferoida1. 
La solu.ci6n obtenida ser~ entonces t!pica de la so1uci6n 
triaxial exacta. En esencia. lo que se hace es aproximar 
la so1u.ci6n del sistema levemente triaxia.1 por una solu­
ción axia.lmente sim~trica del tipo de aquellas obtenidas 
en las secciones IV.2 y Iv.3. pero ah.ora tomando el poten­
cial gravita.ciona.1 producido por la configura.ci6n tria.xia.1 
{evaluando . :La.a deri vada.s de este potencial en '-f '"" 1T /+ ) • 

E1 formulismo en esta secci6n es entonces el mismo de 
la.a secciones IV.2 y IV.3; :Las deriva.das del potencial m_ 
en e1 sistema. :Levemente triaxial se dan en el Ap~ndice i. 

Con la notaci6n del Ap~ndice 1, se requiere que 
l (.,,¿_o..)/<>..\ = 1 "j - '\ l sea pequefio. En la familia oblata. se 
ha. tomado :'l_ '::> 'l., y "i_ <. 1 en :La prole.ta.. Hemos conside­
ra.do \~ - '\ \ = 0.1 para aproximar a primer orden las deri­
va.das ~el potencia.1 ~ • 

En el Ca.p!tu.10 VI discutiremos a1gu.nas soluciones obte­
nidas en esta secci6n. 

71 



IV.5 SISTE.MA.s PROLATOS CON ROTACION DE FIGURA. 

A la fecha existen muy pocos estu~ios sobre configura­
ciones prolatas girando alrededor de un eje menor. Los 
estudios te6ricos (Freeman 1966; Hunter 1974; Vandervoort 
l980} van a la zaga de los experimentos num~ricos ( por 
ejemplo: liller c!i: Smith l979, 1980; Wilkinson &: James 
1982; van Al.bada l987). 

El estudio de estos sistemas es importante, pues tam­
bi~n se puede aplicar a las estructuras en forma. de barra 
observadas en galaxias planas. 

En esta secci6n damos el m~todo de soluci6n de los pri­
meros momentos de la ecuaci6n de Boltzmann para una situa­
ci6n que aproxima 1os experimentos num~ricos de N cuerpos. 

El sistema considerado es exactamente prolato, con movi­
miento de centroides alrededor del eje menor. La velocidad 
angular .si:. de la rotaci6n de figura del sistema, apunta 
a lo largo de este eje menor; tal rotaci6n es en el mismo 
sentido que el movimiento de centroides respecto al siste­
ma propio (no inercial en este caso). 

Asumimos, aproximando los experimentos nwn~ricos (Miller 
& Smith 1979; Wilkinson & James 1982), que los ejes prin­
cipales de la funci6n de distribuci6n ~ (supuesta una 
funci6n par en las componentes de la ve~ocidad peculiar 

~··• a 1o largo de los ejes Cartesianos x", y", z" del 
sistema propio) son paralelos a los ejes principales de 
la distribuci6n de masa, i. e. 1.os ejes principales x", y", 
z", y que la velocidad de centroides no tiene componente 
a lo largo del. vector S:. • El eje de rotaci6n es el eje 
x 11 ¡ el. eje mayor del. sistema es z". 

En el sistema propio el potencial no depende del tiempo, 
i.e. en este sistema se tiene estado estacionario. 

Entonces, la ecuaci6n de movimiento de centroides res­
pecto al. sistema propio (ecuaci6n (III.4.36)), expresada 
en las coordenadas x1•, y", z 11 , conduce a l.as siguientes 
expresiones: 

-r (IV.5.1) 
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•l 
- :L SL {__ ...,-t" ) 

= (IV.5.2) 

<_-v") o / " e" c..¿·""' ~'C" / 

(IV.5.3) 

/ lll'L) 
'-"\Jo'' • 

,.._ 
Como <;!... 

1\1 ·''' ""1'." • -S-~n 
conduce a: 

Lll 
= O (pues f es par en 1as componentes '\J,._u • 
). la ecuaci6n de 1a energÍa interna (III.4.37) 

= .., l ~:t. é / " 
- ~ \ -¡:,").., - '- ...:- "') 

\.. v oc;' i 
(IV.5.4) 



La ecuaci6n de conservaci6n de ~asa (III.4.35) es: 

(IV.5.5) 

Las ecuaciones de 1a ener~a interna {III.4.37) y de 
conservaci6n de masa {III.4.35) intervienen ahora exEií­
citamente, sin satisfacerse idéntica.mente (ver sección 
III.5 de1 Cap!tu1o III). La raz6n es que 1as coordenadas 
natura.1es yn, z" re1evantes para describir el movimiento 
de centroide, no son en este caso coordenadas ignorab1es 
(como lo es ~ en el movimiento de centroide en u:::i siste­
ma con simetr!a. rotaciona1). 

Las ecuaciones (IV.5.l) a {IV.5.5) forman un
1
sistema

1 
de 

cin~o ecua~iones Fara 1as cinco inc6gnitas <... -v..;..u) • t._ '\S~• )> 
_ E),.,u • €..,.., • €'t!' bajo condiciones de fron-t;era apro-

piadas. Y 

Vamos a reescribir este conjunto 
duciendo algunas funciones. 

de ecuaciones intro-

Las i~neas de flujo cumplen: 

• -"/ / JI / 11 a---c. J...o" = ._ -0~, > Z. "\fºu ) 

con p desconocida, en principio. Adem~s definiendo 

"'- = f <. '\J~u ') 
:t:i = r ~~" 

2.. 

"-1' 2... = f 66' 
"k~ = r 6~. 

/:::., ..,:: <.. ~\ +- ~ ... + ~~ ') / f 
obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones 
en las nuevas variables: 

{IV. 5. 6) 

expresado 
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(IV.5.7) 

º~"-' u:- f\ "~ f .si:-rt + ~.9.-u.. - f -- + 
o~' ºe" 

(IV.5.8) 

'O~"?> U: r:i... ~Q.v... ~~ + fsC=c'.' .,.. 
-'/>- - ) ~t'' ó~' 

(IV.5.9) 

'd l.L -r q, Ó\..\.. \A.. o.P 
'Oc" 'ó=t'.' 7 'd~" 

(IV.5.10) 

'OC. + e/> 'OC:. ":k2.,. F~ + ~:!.F+ -oo" 'ó~' 
(IV.5.11) 

con: 

(IV.5.12) 

r~ ~~ ~ ~s. r ªdo" ( ~)) (IV. 5 .13) 

F~ = - f~ ~ ~;, - f~ ~;, (_\f)} (IV. 5 .14) 

f - - ~ J oú.- - ~ ~ } 
'\- - \' \Á.- l. o,¿• j 'O~' (IV. 5 .15) 



Ahora, los resultados nU!lléricos de ~iller & Smith 
(l979 ; su Fig. 4) sugieren tomar para las l~neas de 
:!"lujo• elipses de excentricidad 12p (la excentricidad 
del sistema) con eje mayor en la direcci6n 't" (el eje 
mayor del sistema prole.to); i.e. el movimiento de cen­
troides refleja la :!"orma del sistema. Esta :!"orma de las 
l~neas de flujo también ha sido considerada por Binney 
(1985). 

Introducimos entonces la :!"unci6n· ~ 
con:3.ici6n: 

dada por esta 

(IV. 5. l6) 

También vamos a considerar la si tuaci6n €,._u = o... f.>0 11 = 
\:, Gt"1 • con CL •l.:. ">,.- O consta..'"ltes. Esto no lo obtie-

nen Miller & Smith (1979) 0 pero es conveniente a primera 
aproximaci6n (ver Fig. 16 de Wi1kinson & James 1982). 

l'.ntonces, con ~ da.da en la ecuaci6n (IV.5.16) y 
><." = o.. ~o" = le, t>,¿• • obtenemos de (IV.5.8) y 

(IV. 5. 9): 

(IV.5.17) 

Las cantid;:i.des W../o"ó11 
• '<>~/'ó~ se pueden obtener de 1a 

ecua.ci6n {IV.5.7). Siguiendo la técnica de la secci6n 
xv.2 llegamos a: 

'O~ 
= - f 'Oo" + 
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Con (IV.5.l5) sustituido en (IV.5.l7) obtenemos enton-
ces u... en un punto arbitrario ~·· = x" • y 11 

• z"). 

De (IV.5.7) se tiene: 

= (IV. 5. lg) 

":k'.,., y ~~ se siguen de ~' = rl: ~,._ = \,..,_ ~:!> • 

Se puede ver que debido a la simetría de la distribu­
ci6n de masa, basta resolver las ecuaciones anteriores 
en el cuadrante x'' • y"• z" "? O • 

Para. llega:.: a las ecuaciones (IV.5.8) y (IV.5.9) se 
utiliz6 explícitamente la ecuaci6n (IV.5.lO); entonces 

""- calculada de (IV.5.17) ya lleva implícitamente la 
informaci6n contenida en (IV.5.10), la ecuaci6n de con­
serva.ci6n de masa. 

La ecuaci6n (IV.5.11) se satisfacerd aproximadamente 
si las suposiciones introducidas son consistentes mate­
mdtica.mente. Esto puede ser checado con la integraci6n 
num~rica.. 

Como es necesario que u..."'- -:>,.. O • entonces para un valor 
dado de la constante o... • hay que ver si existe un valor 
1Ínico \o .,,.. O (o un intervalo) que cumple para todo punto: 

esto se investiga considera...~ao una serie de característi­
cas ( y 11

, z") = cte. representativas del sistema. 
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Una vez calcula.dos 
¿_ '\!~, '> G ><" • E; e" 

~. y 
6" . ., .. 

'-"- • los va.lores 
se obtienen de: 

(IV.5.21) 
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Ha.y que notar que pa.ra el cálculo de ~ no es necesa­
rio integrar el sistema (IV.5.18) densamente (i.e. aba.r­
ca.ndo 1.a infinidad de líneas de integra.ci6n): con (IV.5.1.7) 
podemos ca:Lcular v... en Y.~ = ( x".,, y'~, z'~) y posteriormen­
te emplear (IV. 5. 1.0) para c alcula.r u.. a 1.o largo de la. ca.-
racter! stic a d.~'/A"?," = </:> , i.e. 1.a. línea de flujo, en el 
p1.a.no x"= x~ que "Pasa por el punto ( y:,:, z':,). 

Más aiin, la soluci6n general de u.. es de la. forma.: 

'-"- e_)(.", o'', ~· > (IV.5.22) 

1a. ecuaci6n (IV.5.10) determina la. parte U..z.. V-.~ se puede 
ca1.cu.J..ar a. lo largo de una. caracter:[stica x'' arbitra.ria., 
con esto el camino para determinar U.. se acorta. conside­
rablemente. Para el cálculo de las dispersiones s~ se de­
be calcular (IV.5.19) a lo largo de varias característi­
ca.a ( y 11

, z") = cte., según sea. la. reso1uci6n requerida.. 

:rv. 6 TECNICA.S NUMErtICAS. 

Dos situaciones se presenta...~ en la so1uci6n de los pri­
meros momentos de la ecua.ci6n de Boltzmann a.plica.dos a 
ios sistemas considerados en este trabajo. La primera con­
siste en resolver integrales del tipo (IV.2.5). Remos uti­
liza.do en este caso un algoritmo de integraci6n Simpson 
(ver por ejemplo Gerald & Wheatley 1984). 



La seg..inde situaci6n es la soluci6n de u..~ sistema de 
ecuaciones diferenciales parciales de primer orden a lo 
largo de sus características (ver Ap~ndice 4), específi­
camente las ecu~ciones (IV.3.5) y {IV.3.6). En este caso 
se ha empleado u..~ algoritmo Runge-Kutta, pero la integra­
ci6n en la regi6n central del sistema puede presentar pro­
blemas, debido a los altos e;radientes de la densidad {és­
ta es singular en el centro). 

El a..~álisis de situaciones l:!.mite·, en las cu.a.les se po­
día comparar la soluci6n obtenida con integraci6n Simpson 
y con métodos Runge-Kutta, dej6 en claro que deb:!.amos evi­
tar la regi6n nuclear (unos 500 parsecs). Esto no afect6 
prácticamente en nada las soluciones obte::ridas. 

Se consideraron tres tipos de algoritmos Ru..~ge-Kutta 
desarrollados por Fehlberg: de segundo y cuarto orden 
(Fehlberg 1969), y de séptimo orden (Fehlberg 1968). 
Varias integraciones se efectuaron con los tres tipos, 
genera..~do aproximadamente los mismos resultados. Decidi­
mos entonces utilizar principalmente el algoritmo de se­
gundo orden, debido a la rapidez de integraci6n. 

Finalmente, respecto a la frontera, las soluciones 
numéricas no cambian apreciablemente en la parte principal 
del sistema, si la frontera se toma suficientemente aleja­
da. En general esta frontera se ha situado a distancias 
mayores que 100 kpc, típica.mente 250 kpc. 
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v. 

V. l. 

SOLU::IOF Di:::.. 
DIS::U3I;j!; :>:E: 

SI.3T.:..:i.,:A. :>E ECUAC!.O~~Z-3. 
LAS Fu1;::10;;;:;3 0-.(_r} y 

I 
... Cf''l • 

En este capitulo a.."""la1izamos las fu."""lciones o..(r) y lo (Y') 
introducidas en las relaciones de cerradura (III.5.16). 
(III.5.17). y (III.5.24) dadas en el Capítulo III, refe­
rentes a sistemas con simetría rotacional. Ta~bi~n dis­
cutimos J.os posibles valores de "'- = cte. , l., = cte. 
en el sistema prolato con rotaci6n de figura propue5to 
en la secci6n IV.5 del Capítulo IV. 

La estructura cinem~tica en los sistemas levemente 
triaxiales no difiere mucho de 1a obtenida en los sis­
temas esferoidales (i.e. con simetría rotacional), por 
lo tanto la discusi6n se centra en estos últimos. En el 
Capítulo VI extendemos un poco m~s el a:n~lisis de los 
sistemas levemente triaxiales. 

En la secci.6n V.2 proponemos a1eunas funciones o-.(~'\ 
que tienen oue pasar las constricciones dadas por 1as 
ecuaciones (IV.2.7) y (IV.3.8). Esto nos 1leva a encon­
trar restricciones sobre los diferentes parámetros in­
troducidos en estas funciones ~(r~. y por lo tanto a 
restringir las soluciones del sistema de ecuaciones. 

En la secci6n V.3 analizamos las funciones dadas por 
<.'\J•f'h = (.<."«;'> ... .¡... S'f"- :}'I"- y \:,..._¡._ = l€.,...;, -€'...-.)/ .(_..r'f">D 
( ~~ o ~r seg6ii sean los ejes principales cilíndricos 
o esf~ricos de ~ , respectivamente). Esta discusi6n es 
importante pues est~ directamente relacionada con la ar­
bitrariedad en (..."V"'t,"'> o b'f = <._-v-.f"o..> mencionada en la 
secci6n III.5 del uapítu.J..o III. La función \,(Y.) entra 
naturalmente en esta discusión. pero un mayor a....~~lisis 
de esta función lo hacemos en la sección V.4 

Finalmente, en 1a sección V.ó damos algunas conclusio­
nes de la discusión en este capítulo. 

Gomo lo mencionamos en el Capítulo II. en este traba­
jo no pretendemos h~cer u.:n a_~álisis exhaustivo de las 
diferentes :ituaciones a cons~de~ar. Por lo t~~to hemos 
fija.do la masa total d.eJ. siste::n9. en ~o'.,_ ""e• y la tran­
sición ~, en 1a densidad (II.2.l) se ha restrin<Tid.o al 
i:o:.terv:tlo O-\ '1.,. 20 kpc. -
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En eal~xi~s elíuticas r~~les, 1a isoíota oue encierra, 
eL p~oy€cci6n, la mitad de la l~ánosid~~ to~al d~ sis­
tema (i.e. O:.. = l en l"1 discus:i.6n del Sau:ítu.lo II; puede 
estar sit;;.ad.a. a 5..istan~ia..s del centro tai-1 ~a..r.;:1es co=io 
l4 kpc (ver la mues~ra an..alizada por LOrmeñdy l377). 
Como en ~ = i. 31 se loca.liza. la tra-""'1.sici6n °"--'\ er- J...e. d.en­
sidad (II.2.l), entonces ~, se puede tomar en el interva­
lo o., z 25 kpc. Esto justifica los valores que hemos con­
siderado para o.. 1 

En los sistemas con simetr!a rotacional se ha tomado 
el eje principal z como el eje de simetr!a. Estos siste­
mas tsmbi~n tienen simetr!a respecto al pla-~o ecuatorial 
z =O (i.e. el plano x,y). Si ~ , e son los semi-ejes 
sobre el plano ecuatorial y a lo largo del eje z , respec­
tivamente, de cualquier superficie esferoidal del sistema. 
(sobre la cual la densidad es constante), entonces la ex­
centricidad de esta superficie (y de todo el sistema, pues 
~ste est~ formado de esferoides similares) es: 

e.~ = (_~ _ c.''/o.."- )'/:.. si el sistema. es oblato, 

~ ( ,,_/ -.. -...'/'1- si el sistema es prolato. 
~'f = \ - o.. c. ) 

La elipticidad (intr!nseca) del sistema se define como 
é \ - e/o... y E: = \ - "-/e respectiva.mente. 

Observacionalmente, la elipticida.d de las galaxias el!p­
ticas ca.e en el intervalo é- '2:0.7 (ver Thuan ~ Gott 1975, 
para un a.n~lisis te6rico de este l!m.ite). 

Dado un sistema con una elipticidad intr!nseca E:. , y 
con simetr!a rotacional, la elipticidad del sistema bajo 
observa.ci6n depende del ángulo polar e ci • .,, ( án.eulo polar 
medido a partir del eje de simetr!a z) de la l!nea de vi­
si6n. Esta elipticidad observada cae en el intervalo 
(o• E:J (E::".,\o 5 =O cuando se observa a lo largo del eje 

z). Este áneu.10 de observaci6n 90\os es entonces una va­
riable que debemos considerar en las situaciones que de­
seamos estudiar. La combinaci6n entre las cantidades ( o.. 1 • 

e • eº'°" ) es arbitra.ria.mente grande. :?ara relacionar 
de a1euna manera los sistemas oblatos y prolatos que se 
consideran en este cap!tulo, hemos reducido la arbitrarie­
dad anterior considera.nao que u:o. sistema oblato se pueda 
comparar con un prola.to si los dos presentan isofotas 
idénticas, i.e. 1a imagen de una g?-laxia con simet~ía 
rotacional se pueae reproaucir meaiante 1a proyecci6n de 
un sistema oblato o proleto. ~ay que toms.r en cuenta que 
esto no incluye e>:p1~cit9.llle~~e la cinemática interna, s6-
1o 1a apariencia taaem~s, no consideramos que exista des­
viaci6n de las isofotas). 



En~o~ccs e1 prob1ema es el siEUiente: ~a~o un sistema 
obl.ato de masa !"'- con excentricida-1 €o y "tra.nsici6n 
de densidad. en ""-'\e , observad.o a un án~..l..lo e e~:: e~ , 
encontrar un sistema prolato, de la misma mass, con ex­
centrició.9.d E:r y transici6n de densi:i.ad en ª't , que 
observado a. cierto é.né'.1-Ll-o 60\o:. = ee produzca isofotas 
idénticas a 1.as del sistema oblato lla re1.aci6n no es 
uno a uno). 

Este problema se resuelve fácilmente con el formul.ismo 
dado por Stark (1977), y por lo tanto s61o vamos a dar 
las expresiones pertinentes, que son 1as siguientes: 

y 
(V.1.1) 

\' 
en Elo = O debemos tomar t>f = O Y 

Estas restricciones son convenientes para reducir la 
arbitrariedad en ( o..., • ~ • e .. "'"' ) • pero. claro. de ante­
mano sabemos que s! podemos distinguir un sistema obla­
to de un prolato con las condiciones cinem~ticas que 
aqu! imponemos (por ejemplo, rotaci6n de centroide alre­
dedor del eje z). Esto no es trivial observaciona1mente 
~ues no conocemos a priori cuáles son estas condiciones 
~aparte de la forma del sistema, que puede ser tri.axial). 

Las relaciones en (V.1.1) se utilizan en los sistemas 
a considerar en las secciones siguientes. 
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V. 2 =»I::;~U~ICF :>E !.A ?U:~::IO~-: t>- (_~ .... \ El; SI::;T::;J,:.-'.3 ·':ON 
S IiY3T:tI _!:.._ ftOT .:.....:: 1 OJ,;AL. 

v.2.1 ,.. 
1 

~atemática=ente existe una infini~ad de funciones ""-(~) 
oue se pueden considera::- en la relaci6n de cerradura 
(III.5.17), pero en esta secci6n tratamos de mantener­
nos dentro de la simplicidad. Varias de las fu..~ciones 

()..(_Y:\ consi:\eradas aquí y en la siguiente secci6n se han 
tomado de tal manera que favorezcan la forma del sistema 
{oblata o prolata). Entonces, si el sistema es oblato, 
por ejemplo, se propone ~(~) tal que la disRers~6n de ve­
locidad ,;-!< =. t_z."',:'..'-...'>l'I"- domine a '!)~ s l.C::.."IJ' '--,.-}'/"-; i.e. 

o._"">/ 1 en la ecuaci6ñ (III.5.17). Esto se 'hace para apo­
yar la idea de que las galaxias el~pticas pueden estar 
soportadas por dispersión de velocidades, con alta a.niso­
tropía (Einney 197~). 

En analogía a la forma to:nada por Merritt {1385) en 
galaxias esféricas, proponemos las siguientes funciones 

"'-(~"') = a..(_~. 't') 

{V.2.1.1) 

(v.2.1.2) 

(V.2.1.3) 

(V. 2.1. 4) 

1,,'2. ' '2. con ,,._ .,._t constantes positivas. Las tres primeras 
ecuaciones se aplican a sistemas oblatos y la primera y 
cuarta a los prolatos. Como en general o... + 1 , estamos 
entonces considerando la influencia de una tercera inte­
gral en el sistema {ver secci6n III.5 del Capítulo III). 

En seguid.a discutimos las constricciones sobre estas 
funciones a..(T=-) • Ver la secci6n IV. 2 del Capítulo IV• 
en especial la ecuaci6n (IV.2.7). 



(a) cte. b cte. 

La. fu.nci6n b (?\ se an'.3.1.iza en la secci6n V. 4 , pero 
aauí adelantamos el caso b = cte. junto con o.. = cte. 
(écuaci6n (V.2.l.l)). Esta situaci6n ha. sido estudiada 
por Ortega y ~a.checo (l936) en sistemas oblBtos, con 
densidad de masa corresuon1iente a la deproyecci6n de 
la ley..,-'!+ (ecuación (IÍ.3.2)). 

Consideremos primero al.,-unos l~mites de propiedades 
del sistema cuando nos acercamos al ori.lien r = O • 
La ecuaci6n {IV. 2. 5) determina o<. = ~ D:c. independiente­
mente de los va.cores de ""-' y b (inc'lusive si ~stos son 
variables), i.e. s6lo interviene la distribuci6n de masa 
considerada. A partir de esta ecuaci6n (y después de al­
go de ~lgebra) encontr~~os los siguientes l~mites de €~ 
en un sistems. oblato y prolato con excentricidad e., y 

ep • respectiva.mente. La densidad es la utilizada en 
este trabajo (ecuaci6n (II.2.l)) y la constante de gra­
vitaci6n se ha tomado igual a la unidad. 

oblato: 

G.:_ (~,o) 
~-º 

prolato: 

~ 

'°'t(o,:c') 
~-o 

o -\ 
2-1\ Jz. E.o .J \- ~ o..u..Q~°"- e., 

(V .2.1.5) 

o o o p f" p 
Los coeficientes f_., • f 'Z... • f..3. y f..._ • f.._ , f:i. son 

aquellos que intervienen en la densidad (II.2.1) pero 
en diferente " representaci6n " (ver la secci6n A1.4 
del Apéndice 1 para mayor a.cla.raci6n). 
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También, de la ecuaci6n (IV.2.6) y empleando (V.2.l.5) 
y (V.2.l.6) obtenemos los sip-u.ientes l~mi~es de la velo­
cidad. de cent'.!'.'"oi':le <'....'V'f":> ( aqfil ya intervienen o- y b ) : 

oblato y prolato en R = O 

oblato: 

prolato: 

} 

r 
e_~-

(V .2.1.9) 

Las ecuaciones (V.2.1.5) a (v.2.1.9) han sido checa.­
das intensivamente por medio de los cálculos num~ricos. 

De (V.2.l.5) y (V.2.1.6) se ve i=ediatamente que b-t: 
es discontinua en y. = o • excepto si €.-o • er - o 

La velocidad de centroide <._~~~ se puede hacer conti­
nua en r = o • escogiendo convenientemente los valores 
de las constantes o..- y b ; esto, sin embargo, no afecta 
en nada la discontinuidad intr~nseca de ~~ • 



Estas discontinuidades son debidas a la singu.J..sridad 
de la densidad (II.2.1) en Y' =O. Bacon et al. (l933j, 
Bacon (l9~5), Fillmore {1936) y Ortega.~ Pacheco (1935) 
han empleado para sus modelos de galaxias elípticas (uti­
lizando los primeros momentos de la ecuaci6n de boltzm9..Tlr.) 
la. densidad espacial que corresponde al perfil de la ley 

'<-'!+ (ecug.ci6n (II.3.2)). Esta densidad es singular en el 
centro: f aC r-""l<r (You.ng 1976). 

Aunque ning-.. 1.no de los autores menciona.dos discute ex­
plícitamente las consecuencias de esta singt.W.aridad en 
sus modelos, es claro que esto no se debe ignorar. t•o se 
puede decir que debido a que observacionalmente lo que 
sucede en el centro es incierto, no importa. 1a forma. que 
se le aproxime en un modelo dado. Al menos en las regio­
nes centrales, las características obtenidas bajo el mo­
delo pueden depender fuertemente de lo que sucede en el 
centro mismo. 

Para modelos oblatos isotr6picos (i.e. ~ = h = l ), la 
Fig. 3 de Fillmore (1986) muestra que ~V'f~ es disconti­
nua en r = O ; i. e. s! existen problemas con le. depro­
yecci6n de 1a ley ""'/+ • En nuestro caso esta discontinui-
dad en <'..."""-t'> , para "'- = \:. = l • es, al menos, de (ver las 
ecuaciones (v.2.1.7) a (V.2.1.9)): 
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(V.2.l.10) 

Las discontinuidades en E>~ , y en .(...'\f'f"> si CL = h = l, 
desaparecen. si e., , et' -~ O • Posiblemente este también es 
el comporta.miento de la deproyecci6n de 1.a ley y'/4- ; enton­
ces 1.as conclusiones obten.idas con esta deproyecci6n. en 
sistemas esféricos (ver Binney 1.980b) son válidas. 

Para sistemas que se apartan de 1.a esfericidad, no se 



pueden hacer conclusiones vá~idas de propiedades del 
sistema en e1. centro ~ = O • o reciones pr6x.i:nas,. tar.:.­
to en la deproyecci6n de le. ley y-'/• co:no en la densidad 
(II.2.l) aquí considerada. ~esde el mero hecho que la 
densidad sea sincular en r = ü • ya se está en proble­
mas • .r·or otro lado, la regi6n central es preponderante 
observacionalmente,. y se reQuiere entonces modela.ria co­
rrect3.JI!ente. 

La posibilidad de que en algunas galaxias elípticas 
el brillo superficial cerca del centro sea mayor que el 
dado por la ley .,-'I+ • se puede representar por el exceso 
presentado por la densidad (II.2.l) (ver Fig. II.3); pe­
ro habría que ver primero si es posible modificar esta 
d.ensidad para eliminax las discontinuidades matemá.ticas. 

Volvemos a mencionar que las situ~ciones estu~iadas 
a.cuí bajo ejes cil'.!ndricos a.e f • tendr:in la disconti­
nÜidad de '6"" en 'Y" = O si el sistema no es esférico. 

Hemos buscado soluciones con continuidad d.e <(..~~') en 
'r = O • que cumplan Z'\J'ff.')"' -,.,.. O • S6lo para sistemas 

aproximada..~ente esféricos (con elipticidad "<. 0.3 ) es 
posible encontrar soluciones. con ~ • ~ constantes muy 
cercanas a la unidad, pero la rotaci6n en el origen pue­
d.e ser apreciable ( Ortega & Pacheco 1986. obtienen so-
1uci6n con °'- = l • b = l.3 , pero no discuten qué su­
cede en el origen). Este tipo de soluciones representa 
una modificaci6n leve a la so1uci6n isotr6pica o-.= 'b = 
l en un sistema esférico, pero aparentemente con suposi­
ciones incorrectas sobre los ejes principales de la dis­
tribuci6n f . No consideramos m~s en lo sieuiente a 
estas soluciones. 

(b) constante. 

Re1aj~~os aqu:! la condici6n b = cte. del inciso (a), 
asumiendo solamente oue o__ = cte. 
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Antes de discutir Ías restricciones que resultan sobre 
los valores de °'- , recordemos el si&:nificado de las 
condiciones ~IV.2.7~ y (IV.3.8) en ejes nrincipales ci­
líndricos ( 61l- = \."'-6 'f ) y esféricos ( ~.~ = "\."' -6.f ) de f , 
respectivamente. Estas condiciones son puntuales, y si 

G.- , !f son -g_gsitivos tnecesariamente), entonces / c­
._/\}- = t G... Ó ti ) implica. '-"''f">= O , y '/b.._ <.. { 8-.,. o cr ) 
implica l...v'f":>">Ü ; i.e. mientras m~s alejado esté '/"".,_ de °'-- Ó ~ , mayor se~.1 .(_--S-~') Entonces si localmente 



'/i,,."- - e • t.. <>J'f'> ser~ lo m"..s r.:-311de posible ~ f;] -:-- O ; 
y si '/1c."' -- ( Q... Ó ~ : , Z"V~'>- o y €'f e~ m->::imo. 
nay que notar 1qs V3.I"iaciones loc~1es er. se~ti5o contra­
·~io de le.s can"tid3.des Zv'f-:;. y "''f : sistemcis en los cug.­
les .(_"\Sq'"') sea dorr_ir_2..n"tE ten:i.rSn b'f baj.:=.. y viceversa 
(esto ta.Tbi~n se siE"Ue de la ecuaci6n (III.:C·.l5), y es 
discutido con mayor detalle en las secciones V.3 y V.4). 
Cu.~do GL • ~~o se te!1dr:i cla.ra.-nente Zv-t>, €~ -- O 
(pues'/..,"'-- Q, IS' --~ O ) • Forms.lmente no existe solu-
ci6n ba_jo u.n« fu.nci6n A.(~) dade. si existen puntos con 

G.. , Ir <.. 'O (pu.es entonces se tendría '/i.2- <.. O • lo 
cual no es nosible si desea:nos oue b sea. un nÚ..."'!lero 
real). - · 

Consideremos a.hora los sistemas con o... = cte. de esta 
secci6n. En las Tablas V.l y V.2 damos la cota m&xima, 

a._.;.,. , para el valor de o.... en al,,,.unos sistemas oblatos 
y prolatos. respectivamente. Liste.mes tambi~n la excentri­
cidad ( ep Ó et), la elipticidad intrínseca, da~a por 

€:> 1 - (1 - e7-")'Jz. con e = eo , "f' serrún el caso, y dos 
valores de la transici6n ()., en la densidad (II.2.1). Los 
dos valores de ~_,;._~ listados en el caso prolato corres­
ponden a estos dos valores de ~, ; en el caso oblato 
coinciden aproximada!'Ilente los valores de O..~JI- en ~0, 
5 kpc y "-to= 20 kpc, y por lo tanto s6lo lista...'Ilos un va­
lor en la colu...-nna o,_..,...,:.,_'1-. 

Los valores a...-,;..,,_ en los sistemas obl"'l.tos se obtienen 
sobre la frontera del sistema (aswnida a distancias de 

......,, l50 knc del centro). Si movemos la frontera a dis­
tancias mayores• los valores O...,..¡.,,_ (mínimos de las cotas 
superiores) tienden al valor unidad. Esto es, bajo 1a 
distribu.ci6n de masa propuesta y con "'-- =cte., lo m~s 
que se puede apoyar por medio de dispersi6n de velocidad 

b~ a la forma de u.n sistema oblato, es teniendo iso­
tropía sobre el plano meridional, i.e. €1"--= €'~ 

En estos sistemas oblatos las regiones con Q. <.. O 
empiezan a aparecer en la frontera si tomarnos ..__ --,. a.....;._,,_ • 
Entonces en las regiones externas se tiene aproximada­
mente isotropía meridional y "-""~"'> • 6'f- O (pu.es G....-~ O). 
Con o...~ o.. ... ~ ... se tiene Q.., > O ( G:... = O sobre la frontera). 
Entonces <.:v'!'"> y €'f son en general no nulos ( ~ '> O), 
y la dispersi6n azimutal €~ es la que asume el papel de 
mantener o no la fo~ma del sistema por dispersi6n de ve-
locidades (i.e. "6~ domin9.n'.l.o a .Z--S~> ; en la regi6n 
cercana al plano z = O se tiene t,. .... ;,.. <. 1 en ..__ = o...,.¿_,,_ 
y por lo tanto ~'f ":> €"-~ 6''C, ver la secci6n v.3). 

Fill.more (l98ó) ha considerado el caso de isotropía 
meridiona.J. con .C::..'\51 -,. = O en to'io punto; 6"\' es entonces 
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TA.El.A V .J.. 

Siste:na.s obJ..atos con Óc. / ~-t 
Cota m~xima, a.-.;.,. • para o.... 

o... 

o.435S9 
0.50332 
o.6 
o.692B2 
o. 7J..4l4 
0.82462 
0.86602 
0.9J..65l 
o. 32376 

o.).. 
o. J..36 
0.2 
0.279 
0.3 
o.434 
0.5 
0.6 
0.6J..7 

5.0.20.0· 
5.o,2c.o 
5.0.20.0 
5.0,20.0 
s.0.20.0 
5.0,20.0 
5.0,20.C 
5.0,20.C 
5.0,20.0 

TABLA V .2 

Sistemas prole.tos con Óf'- /<>e, = o.. 
Cota máxima o...,._,: ... ,.. , para o... 

~f €: o..1r (w:.yc.) 

0.43589 o. J.. 4.5,J..8.0 
o.6 0.2 4.0,1.6.0 
0.69576 0.282 4.5.iB.o 
0.71-41-4 0.3 3.5,J..4.0 
o.8 0.4 3.o,i2.o 
0.83205 0.445 4.0,J..6.0 
0.86602 0.5 2.5,io.o 
0.89735 0.56 3.5,1-4.0 
0.91-651. 0.6 2.0,8.0 
0.93533 o.643 3.0,12.0 
0.95334 0.7 l.5,6.0 
0.96077 0.722 2.5,1-0.0 
0.37701. 0.767 2.0,8.0 

cte. 

l.037 
J...041 
J...048 
1..058 
J...060 
J...076 
J...085 
J...097 
1.098 

cte. 

o..-.;. 
-1.0.,..,,1.0 
0.983,0.387 
0.933,0.943 
0.927,0.932 
o.866,0.875 
0.840,0.851. 
0.800,0.eii 
0.757,0.T74 
o. Tl.6,o. 734 
0.670,0.707 
0.596,0.630 
0.575,0.631-
0.4S4,0.547 
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mayor que 
te -oor el 
En ñin~..,,. 
ha tom':!.5.o 

~,..... = €'"~ y e1 sis"te:na e~.tti m3.nter.d..:io -pura.!!'!en­
ca.-n-oo de :iis-oersí6n de velocí:ir1·5.es a .. n.isotr6p:ico. 
casO de las Situaciones cue aq~Í estu~i~mos se 
.(.v-.;). O en to:io punto ... 

Como e:::. l.os sistemas obl 3.tos se tiene o...~ o....._~ -:=:- \ ,. 
se uued.e consid.e:rar el caso o....z C\......._J......_ (i.e. ya entrad.e 
lleño el efecto d~ un~ tercera ~ntec:ra1), pero entonces 

6°f'.. <.... C-e • y <.V~') • 6'"'-f tienen que intervenir con 
mayor iuerz~ para mantener al sistema. T9Jllpoco hemos cal­
culado soluciones con este tipo de condiciones (no pare­
cen muy natura.les). I-re:ferímos tomar d... = o.vvf,...._ , y por 
J..o tanto introducir el apoyo m~ximo en €'".._ ( 6°"1'.. ~ "'""' , 
y entonces no entra el efecto de una tercera integral). 
Fillmore (1936) ha considerado ta...~bi~n soluciones con 
<·\J\~ '> = O y -e,._ lo m~s grande posible (localmente) , 6" 'f 
por J..o ta.~to lo m~s pequeña posible; pero estas solucio­
nes no caen dentro de "'- = cte. considerado en este inci­
so. 

En J..os sistemas prolatos se tiene en general o......:..:,._ <... l. 
Este valor ~~ ocurre en el interior del sistema (i.e. 
no sobre la frontera). En la regi6n con o._..,._;._,,.. se tiene 
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Q... --- O y entonces (."'5-<) , €'\' --... O • pero en cualquier 
otro punto estas componentes azimutales no son necesaria­
mente pequeñas. Entonces, en a.... = o...._"'-x • Z'l.Y'f'> y 6'"'f 
serán globalmente (i.e. a través del sistema) no nulos. 

Estas soluciones con ~ = cte. parecen bastante natura-
1es en los sistemas prolatos 'l. pues €.,, "> G'"p.. ; apoyan'.'l.o la 
forma. a1arg:ada en la direccion del eje z, propia de estos 
sistemas. 

Hay que notar oue en este caso no e:>:iste 1a contraparte 
ti..."> 1 de la corresuon'1iente °'- <... 1 en los sistemas obla­
tos: el dominio de -~~ lleva a va1ores ímaV..na.rios de 

'-..V'{"> • 6'f • Tomando e1 intervalo permitido~ ......... <.. l , 
no se violenta la forma en que pueden intervenir <v'f') y 
~~ : si hacemos débil a ~~ , siempre están disponi­

bles Z"-'-t') y -G""I para. aportar presi6n sobre los p:Lanos 
parale1os al plano ecuatorial z = O 

Con J..os valores a..~,._ encontrados en los sistemas pro­
latos, podemos concluir a1rro muy importante: no existen 
solucíones con isotrop:!a. meridional {i.e. '6'""- = €"'° ) 
en sistemas prolatos bajo la distribuci6n de masa aquí 
considerada. Esto parecer:!a lo m~s natural por obtenerse, 
pues sí ~~ = ~~ ¿ c6mo se mantend.r:!a la forma alarga­
da del sistema?. Sin embargo, Lake (1381a,b) y Bohn 
(1983) han mostrado oue s:! es posible mode1a.r sistemas 
proJ..atos con -'i = ~ (E., 'h ), i.e. '6"- = E>"-t • Estos 
modelos no poseen estratificaci6n similar (nosotros s:! 
hemos asumido la simiJ..a.rídad; ver Cap:!tulo II). Las su-



nerf'icies :ie iP"Ual d.ensirl?-.-~ son estrech...---!? en ls :5.irt.::cci6ro 
· R , con pic;s en lu direcci6n z. ~stu con~rac~16n 1n­
trínseca de estas superf1c1es hace que la fuerza perpen­
dicu~~ al eje z sea apr~~i~ble. permitien~o entonc~s ~ae 

~...... pueas. aaq-c..ir:Lr el ~ ... t~lo:=:- 6:t: (.alto. para ma=:tener l8 
forma) y apo~ta.r l~ presi6n necesaria para equ.ilib~io per­
pen~1cular al eje z. 

Va..~os a d1scutir ahora los resultados o~ten1dos en es­
te inc1so, empleando el formulismo del teorema del v1r1a.l 
(ver Ap~nd1ce 2). 

"-"1 
Expresando la veloc1dad pecul1ar V- en comr.onentes 

a lo largo de los ejes pr1ncipa.les (x y,z) de la distri­
buci6n de masa (z es el eje de simetr!a rotacional) tene-
mos:-

€:: '2.. '2. ~ 

6" f\.- co-.;. 't' -t" 6'~ ~'2.~ 
(V.2.J...ll) 

'2.. ..... 
~'f 

f;'l. 
c.oS

2
'{ ~)" bf<., +- 'f 

con 6~ - L_-..;-;•2-"> 6";;;: f......r~'...,>. 
Por la. simetría rotacional: €:;: = €~ i.e. sumando 

las dos ecuaciones en (V.2.l.ll): ~6~ €f:: +¡;;'f.._ • 
Multiplicando esta ecuaci6n por la densidad e integrando 
sobre el volumen V (o) (ver Aféndice 2 para la notaci6n), 
tenemos aplicando la ecuaci6n A2.l.6): 

(v.2.i.12) 

Con ÍÍtt-1'- = f TI~"" , TÍ'f'f = \<.., lí~t ( p , \:t. dos constantes 
necesariamente positivas) y o = ( "tt ...... - u~'t )/ rr.,..,.. 
(ecuaci6n (A2.2.l1)) obtenemos de (V.2.1.12): 

¡+ D (V.2.1.13) 



En las situaciones estu~iqa~s en este inciso se tiene 
f' = 0-~ y entonces: 

e (V.2.J...24) 

En los sistemas oblatos con estratificación similar 
aquí considerados se requiere & ..,.,, O ( 8 = O en un siste­
ma con isotro~~a en las dispersiones de velocidad); i.e. 

ii>.i<. ..,,,, 'IT'l:'t. (ñ.o hay soluciones con (_ 'ó/6)2- ">,. O de la ecua­
ción (A2.2.l3) si b ~O ). Ademá8, de la Fig. A2.l en el 
Apéndice 2 se ve aue dada una elipticidad intrínseca ~ , 
existe un valor m~ximo de ¡; , Óoo = Soo (~) menor que 
la unidad en el ranga de interés é'Z. 0.7 . 

En un sistema prolato se requiere o ~ O (la isotropía 
S =O sólo se da en un sistema esférico); i.e. n ...... ~ ~ 

(ver Fig. A2.2). 

Con estos intervalos permitidos deducinos del teorema 
del virial, se puede mostrar con la ecuación (V.2.l.14) 
que efectivamente los valores de O....= cte. 1 est~ a.cota.­
dos: como R..">,, O , entonces '- ~ (. '2-/ (• - ~)")'a. ; en el obla­
to!)!,. bo_o, i.e. o...~ [~/(\-'iloe)""J'I"--; en el prola.to O 
es negativa, i.e. o...~-...¡;:;. 

Este análisis no muestra, sin embargo, m~s detalle so-
bre los valores que realmente puede tomar o.... • Esto ne-
cesariamente se debe calcular a partir de la distribución 
particular de masa considerada. Así encontramos ~~ d~, 
con ~......:.... menor que las cotas absolutas superiores anota­
das. 

En la ecuaci6n (V.2.l.14) las cantidades R. , ~ son 
las que llevan la información de los efectos de la dis­
persión azimutal G~ • Sin embargo, los valores permiti­
dos de el.... no dependen de esta dispersión (ver ecuaciones 
(IV.2.17) y (Iv.3.8)); i.e. en la ecuación (V.2.l.14) t;.._, 

S son las variables que se deben ajustar una vez dado 
un valor permitido de o... • Hay que notar que el interva-
lo permitido en ~ queda ya fijo dada la elipticidad ~ 
(Figs. A2.l y A2.2). 

Con la. ecuaci6n (V.2.l.14) po·demos descartar algunA.s si­
tuaciones. Por ejemplo, supongamos que se desea ver si 
existen soluciones con ~ = O , i.e. ~~ = O en todo punto 
del sistema (la velocidad azimutal 'l.f'f es la misma para 
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l3.s uartículas en un::i vecind"id peaueña de to:io punto r ) . 
Entonces, con f.. =O, tenemos -.._ = L~/(~-~)")'I"-- • 

En 1os sistemas oblatos: o !::. ~ ~ Eoo , i. e. o...'>,.... -..J'2:. • :La. 
cu~l no es so1uci6n permitid~, sef"Ú.-..~ los cálculos nu..~~~i­
C?s ~ i'.:ntonc~s no e~:isten las soluciones con b'f = O en los 
sis~emas obi~tos. 

En los sistemas prolatos: b~ ~ºf ~ {) (?i~. A2.2), y 
por lo ta.~to sí se pueden obtener valores de o.... que cum­
plan ~ S ~~~ ; i.e. en p~incipio s! son permitidas las 
soluciones con C'f = O . Sin emb3..rgo, en estos pistemas 
~rolatos no existen soluciones con ~~ = O y o = ººr 
(.i.e. <:._v'f"> = O en todo punto; ver la definici6n de '\5'2... 
en la ecuaci6n (A2.2.9)) en ~l ran~o é ~ 0.7 • pues los 
valores de o....= (_7-/(~-o .. r'>Jy.._ caen fuera del intervalo 

o.. '- o._~ éisi_do en la Tabla V. 2 • :For otro lado• esta 
situaci6n C'f = O • <:...v'f> = O in:iica movimientos de par­
tícula sol~~ente sobre los diferentes pla..~os meridionales, 
y por lo tanto se espera altamente inestable(:.:erritt l'337) 
(la conclusi6n que hemos dado a partir del formulismo del 
virial de la no existencia de soluciones con b~ = O y 

C::..."\l"'f '). = O • no refleja necesariamente estas cuestiones 
de estabilidad, puesto que en el teorema del virial no 
están incorpor::ldas las con:iiciones de estabilidad del sis­
tema). 

Vamos a analizar finalmente los sistemas esféricos en 
el límite oblato ( '20 - O ) y prolato ( "-r - O ) • En am­
bos casos se tiene o.~°".....:..,,_;;.: 1 (ver Tablas V.l y V.2). 

En el l~mite oblato se tiene ~~b o (Fig. A2.l) 0 i.e. 
z~~> = O • y entonces la ecuaci6n (V.2.l.14) da k. = 
';l_ - o..."- • En el caso isotr6pico meridional, "'-- = l, obte-

nemos ~=l. Esto se cumple con isotropía clobal: 
-G"'- = 6,., = t)'f • pero no necesaria.."!lente pues Tl"~'f= \t- lí'fit 

es una relaci6n inte['Tal. 
Tom:indo "'-- = O (i.e. movimiento de partícula sobre ci­

lindros) obtenemos ~ = 2 • Esto podría cumplirse con 
6'!' = .....r7:. ()'t • pero más adelante mostra."!los que esta. 

relaci6n es falsa. 

~En el límite prolato hacia un sistema esférico tenemos 
o~ o (Fig. A2.2). Con o= O se obtiene lo que acaba­

mos de mencionar en el l~mite oblato. En ó = -l la ecua­
ci6n (V.2.l.14) da ~ = 1- ,,.,__2 

• Entonces, si o.__= l • 
se tiene k = O; este es el caso con isotropía meridio­
nal y €'f = O • <.-v'f> F O • Si o.. = O • se tiene li<.. = l; 
el movimiento de partícula es sobre cilindros, con 

b'f f O • Z"V-f"> ,,¡, O • En Ó - -oc , necesariamente 
se debe cumplir o.- • R. = O ; el movimiento de pa.rt~cu­
la. es sobre cilin'.iros, con l';'f = O • El soporte a la 
forma del sistema en la direcci6n perpendicular al eje z 
es a través de la presi6n ejercida por z.,;¡-'f > ( s --= 
no quiere decir rotaci6n infinita de centroide - ver Fig. 
A2.2. - • la cual de hecho es finita: z.,,,-'t> = (R..'C~/a~:)'f:i., 
ver primera ecuaci6n en el sistema (IV.2.l)¡ esto s6lo 
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in:1ica que 6" _ ... D en la ecu:..ci6n ( A2. 2. lO) • pues € ..._ = 
6"'f =o ). 
Entonces, dej'.3.-.~d.o a un lado 1.as uosib1es inesta-,,_)i1.i::1n.­

des del sistema, el formulismo del-teorema del virial 
permi~e, en principio, J..as si~ientes soluciones para un 
sistema eef~rico: 

(l) 
( 2) 

o...= l 
G\.. = o 

o ( b = -1), 
O(e--oo), 

C) 
-l), 2 ( ~ = O) 

La estructura cinem~tica de los casos ( "'- = O • R = O) 
y ( <>- = O • R. = 2) se puede calcular f~cilmente. 
Hay que notar que en el primer caso se tiene 1>~ = 6"'f = o, 
el soporte a la forma del sistema en la direcci6n per­
pendicular al eje z es puramente a trav~s de la presi6n 
ejercida por ~~~~ • En el seeu.ndo caso se tiene 6~ = 

.:....~~"> = O • y el soporte es a trav~s de €~ 

En el primer caso las ecuaciones a resolver son (ver 
el sistema de ecuaciones (IV.2.l)): 

(v.2.l.l5) 

~ 2. 
y en el segundo s6lo hay que cambiar "'-~~/ -- €~ en este 
par de ecuaciones (V.2.l.l5); i.e. la soluci6n es id~nti­
ca para C:....'\.l"~") y 6"-f • La presi6n perpendicular al eje z 
se puede obtener por rotaci6n de centroide o por disper­
si6n de velocidad azimutal. 

Resolviendo (V.2.l.l5) bajo la densidad (II.2.l) con 
tra.nsici6n en °'" = ,,-, , obtenemos lo siguiente (la cons­
tante de gravitaci6n es la unidad; t-"\ es la masa total): 



';t. 

?b=t:; 
) 
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"!>~~~ 9~"'- \_- ~ ( ' _l_ )-+ 
"2.!;l.>O ~ ~4- :l Slo ~ -r ;:- y?.. '(' .,_ 

... '\ 

~ ;.,.,... ~ -t- ~ ... ;:_ '(3-) } ~ ... ~ ..--
r... ... t 

{V.2.1.16) 

Cor. estas expresiones se J?Uede checar que efectivamente 
se cump1e !<.. = 1\~~ /\T:"-~ = 2 l pero '6'f 1' ,,J"i:, 6" 't. ) • 
En un sistema oblato no esf~rico se tiene o ""'- l:i ~ too • 
Si o. = O con 8 = boo { .('\.J'f"> = O), la ecuaci6n 
(V.2.1.14) con'.lu.ce a R.= --... /(_\- 'boo) ; i.e. 1a contri-
buci6n de ~'f es mayor oue en el caso es:f~rico. Como 

6"'f' = (__R 'O~/a-P.. "J'f"- , esté aumento es debido a que 'C-"€/'él¡:.,_ 
se hace ~s :fuerte que en el. caso es:f~rico. En un sistema 
J?ro1ato no esfl!;rico: 8 ~ ~º~ ~o • Si °'- = O y o = ººf' 
\ .(_"-J~"'> = O), se tiene p,_, = ':l.../('\- oor). En este caso º*/~R. 
disminuye respecto a1 caso esf~rico. 

Antes de considerar otra func:l6n o-(r), vamos a dar a1-
gunas conclusiones y observaciones sobre 1os resultados 
obtenidos en este inciso. 

1). La funci6n 0....= cte. en los sistemas oblatos s6lo 
es posib1e (globalmente) si~ ~1. Esto se cu:np1e 
con o. .. º = 5 , 20 kpc , pero parece ser una. propiedad 
general, independiente de """º • 



96 

2). E!'l los sistem~s proi~to~, ~ = cte es menor oue ia 
un.i~ad. Las soluciones ~e este tipo p3.recen ser bas­
tante naturales pues favorecen i~ fo~oa alargad~ del 
sistem~ en la direcci6n ~el eje ~e simetría rotacio-
nal z. l.a cot.s. su:rie:rior C\.. M..Á..,:. • e!"'! u..r-a elipL:;ici::!8.':1 
dad.a, no 3.ifiE-:::"'e mu:::ho pa..r"S:. :ios ....... alares de A"'f sen­
siblemente d.iíere::-.. tes. 3n-cor::::es, au..nc:ue 1.a.s solucio­
nes no ha-~ siao a~ime~sion~liz~d~s. espera...~os no muy 
diferentes las o-.,.,_,;.,.. en otros valores de "-\r 

3). Una objeci6n te6rica para las soluciones oblatas con 
~ = cte. = l, es que parecen no muy naturales, pues 

contrastan con la nosible e>~stencia de una tercera 
intec:ral (Binney l93l). 
ObservacionaJ..~ente es más difícil desechar estas so­
luciones, pues no se obtiene el campo tridimensional 
de dispersiones (y velocidad de centroide), s61o se 
tiene J..a contribélci6n total a J..o largo de J..a línea 
de visi6n. Sistemas oblatos sostenidos por dispersi6n 
de velocidades, pueden quizá cu.~plir ~"""- 1, con la 
alta dispersi6n observada proveniente de la dispersi6n 
azimutal 6:-r. • 
En J..a secci6n V.3 discutiremos algunas características 
de J..as diferentes soluciones obtenidas con diferentes 
:funciones o...(~') • Esto permitirá un.a mayor compa.raci6n 
con observaciones de galaxias elípticas reales, y por 
lo ta...~to se podrá establecer J..a conveniencia o no de 
tales funciones o... (.,, ) • 

4). EJ.. teorema del virial es particuJ..3..rmente dtil para 
analizar las posibles soluciones con O-- = cte. ~o.~. 
Esto ya no es tan ir~-nediato si o..(~') es variable. 

(e) Sistemas oblatos con 

Consideramos a.hora J..as funciones o..(r) dadas en J..as ecua­
ciones (V.2.1.2) y (V.2.J...3). En estas funciones los vaJ..o­
res de O-- se restringen a ser estrictamente mayores o iE"Ua­
J..es a J..a unidad (se desea que ~~~O), y por J..o tanto con­
venientes, en principio, en sistemas oblatos. 

En a..--nbos tipos de funciones o... (r) , se tiene isotropía 
meridional de dispersiones en la regi6n central deJ.. siste­
ma, y sobre el e je de simetría rotacional z si ~~ = ~ + ~ R:°• 
La posible isotropía global en el centro (ver por eje~plo 
van AJ.bada J..982) se analiza en J..a secci6n v.3 • 



En 1a.s Tab1'9.s V. 3 y V. 4 li8ta..rr.os la cota superior d.e 
~! (la rn!.nim~ es cero) en sistemas con va.rigs e1ipti­

cid.?~d.es y con 5.os vaJ.ores O.e 1a tra.nsici.6n 0...410 en 1a 
densid~~. Je est3s T~blas se ve cue el v~lor de ~ no 
se apr.::ta mucho de la u.z-~a~~~ i.é. no ge re~uiere apoyo 
decidido de .;.-¡;_ a través de todo eJ.. sistem;c~ • .t:.n €..p 
ca.e la responsabilidad de competir con z~~> p'.'ll"'a. mante­
ner J..a. form~ del sistema. 

3acon (1935) ha obtenido el mismo. resulta.do bajo 1a. 
deproyecci6n de 1a 1ey r'I+ : los sistemas oblatos con 
ejes principales cil!ndricos de f no son acepta.bles 
si ~"- es fuerte. 

Lia.s que do:nir-io proe:resivo de 6""- en el plano meridio­
nal, seria a.propia.do 0uiz~ que ~"- dominara. en las re­
eiones internas y fuese d~bil en el exterior. Esto trae 
como consecuencia al~o muy importante: en estas re~ones 
externas las co~ponentes azimutales ~~~~ y ó~ serían 
fuertes (para mantener la forma del sistema); en parti­
cular ~~~~ podría. contribuir apreciablemente, y por 
lo tanto generar el tipo de curvas de rota.ci6n planas 
observaciona.lmente obtenidas en algunas gala.x:i.a.s el~p­
tica.s t ver secci6n v.3 y el Ca.p!tu.lo VI ). 

(d) Sistemas prola.tos con 

Esta es la funci6n c..(_r) da.da en la ecua.ci6n (V.2.1.4). 
La restricci6n obtenida. para. .,L.f es ci..f-z_ _,.. CJt> , i. e. 

o... - C , excepto en sistemas con elipticida.d baja 
Cé'Z O.l), en los cuales no encontramos restricciones 
sobre el.f En estos fil timos tomamos entonces 4 = ?>/'t! , 
i.e. 
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(V.2.1.17) 

en 'b = "to se tiene ~= 0.5 el valor medio d.e IL 

Descartamos entonces la forma. d.e ~(~)en la ecuaci6n 
tV.2.l.4), puesto que la cond.ici6n a la que conduce 

c.i.... - o • ca.e en la situa.ci6n a...= cte. del inciso (b). 



TA3LA V. 3 

Sistemas oblatos con O....~ 
Cota m'1xima • .,.(,; ..,...;..,._ • ps.ra 

~ E: o..,., (_"-fe-') 

0.43589 0.1 5.0.20.0 
0.50332 0.136 5.0.20.0 
0.6 0.2 5.0.20.0 
0.63282 0.279 5.0.20.0 
0.71414 0.3 5.0,20.c 
0.8 0.4 5.0.20.0 
0.82462 0.434 5.0.20.0 
0.86602 0.5 5.0.20.0 
0.31651 o.6 5.0.20.0 
o. 32376 0.617 5.0.20.0 
0.95394 0.7 5.0.20.0 

TABLA V.4 

Sistemas oblatos con O: 
Cota m.ixima. ..t! ~"'- • para 

eo €:. °"10 (!<-ye') 

0.43589 0.1 5.0.20.0 
0.50332 0.136 5.0.20.0 
o.6 0.2 5.0.20.0 
0.69282 0.279 5.0.20.0 
0.71414 0.3 5.0.20.0 
o.8 0.4 5.0.20.0 
o.82462 0.434 5.0.20.0 
0.86602 0.5 5.c.20.0 
0.91651 0.6 5.0.20.0 
o. 92376 0.617 5.0.20.0 
0.95394 0.7 5.0.20.0 
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2. -~ s 
.J..º....:.. ... ("'fe.. )/,º 
o.85.0.85 
0.94.0.94 
l.l .1.1 
l. 3 .1.3 
1.4 ,l.4 
1.7 .i.7 
1.8 ,1.8 
2.0 .2.0 
2.3 .2.34 
2.36.2.39 
2.58.2.62 

bl.: ....:.. .... (~~)/ ,; .. 
3.58.3.57 
3.96.3.95 
4.67.4.66 
5.60.5.60 
5.85.5.85 
7.10.7.13 
7. 54. 7. 57 
8.37.8.43 
9.61,9.63 
9.81.9.90 
10.7.10.8 



Hay que n~tar la 1iferencia entre J..~ ecu~ci6n (V.2.l.4) 
y la fu...~ci6n o.. = cte. del inciso (b). ~n esta -6.ltima ya 
se tiene so-ore e1 p:La.:no z = C1 apoyo deci::1..:..:lo d.e bt a la 
for~a del siste~a; Ln ca..~bio en la prime~a p~~ti~os de 
isotrop:!.s. en el plano :::::ieri·:1.ional sobre z = O , y ésta es 
rechaza.da..: se le e~.t~ cui-ca.=r:i.d..o t~to apo~~o a l~ fo~ms. 
del sistema por parte ~e s~ ~ue en to~o el siste~~ se 
requiere mejor f)p..... ___... o 

Que se reou.iera bf'.-"" D bajo la funci6n (V.2.l.4), 
au.iere decir aue es necesario anoya.r la forma del siste­
zña (:L.e. 6""-c á.omina;nte) en J..as ref;'iones cerca__T'};3.$ a.J.. pla­
no de simetría z = o, mas que hacerlo en las externas 
con z e;rande. 

SI.3TEkA.3 A CALCUl...t,..=t. 

Vamos a resu.nlir los sistemas a calcular en detalle, 
tomando en cuenta las restricciones obtenidas en los 
incisos anteriores. 

En los sistemas oblatos le damos nreferencia a la situa­
ci6n <>- "'>,.. l • i. e. en favor de la forma del sistema. 
Cu.ando o.."'>,. l podemos tomar CL = cte. (inciso (b)) o 
variable (inciso (c)). Corno ambos casos serán muy pareci­
dos entre s!, pues la va.riaci6n de "'-.- por arriba de l 
es pequena. podemos considerar específice..I!lente a.... varia­
ble, y con ello se cubre ta..~to CL ~ l (cerca del centro) 
como o.."> l (regiones externas). Tomamos la formEl. dada. 
en (v.2.1.3) análiza.da en la Tabla V.4. con o.1.: ""-!-.:.,.. 
S6lo consideramos un ejemplo con "'--=cte.= l. 

Hemos recortado las posibilidades gue se tienen para la 
elipticidad y para. la transici6n ~, • quedándonos final­
mente con los sistemg_s en la Tabla V.5. Listamos también 
el ángulo de observa.ci6n e., para obtener la elipticidad. 

é anotada. El asterisco en la Tabla. V.5 (y en la Tabla 
V.ó) indica los sistemas a considerar también bajo las 
situaciones levemente triaxia.les (ver secci6n IV.4 del 
Capítulo IV); no hay modificaci6n para ellos de los va­
lores "'-;, y o.. = l 

En los sistemas nrolatos tenernos la situaci6n 6-.. = cte. 
de la Tabla. V.2 y ia forma (V.2.l.17) en éZ O.l. 
En o...= cte. tomamos el límite superior o... ... ..:_"' dado en 
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1a Tabla V.2 (i.e. ls presi6~ ~~Y~c~ en 1a direcci6n 
perpendicular al eje de sirnetr~a rotacional z), y s6lo 
un e jen:plo con t!A-.-<.. o..~..,. 

En ia Tabla V.6 damos los sistern~s proi~tos a calcula.rt 
ªr es el ru-ic-uio polar de observaci6n. 
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EJES ?RINCI:F'ALE5 CILIN:lRIC05 DE f 
T.Gl..A V.5 

Sistemas ob:l..a.tos a cs..J..cular. .._ 
Fo'.!'::na (V.2.J... 3) para c.. (p.. 1 ~') • cor. ol., 
Tabla V .4 

~D E:. e.t) 0.'\D (1'-yc.) 

o. 43589 o.:i. 90 5.0 
0.50332 o. i 60 20.0 
0.71414 0.3 90 5.0 
0.82462 0.3 60 20.0 

'2. 

..l., .._,.:',.. en la 

.... ( _ ... 
rX.o "-fC:. ) /1~ lo 

3.58 
3.95 
5.85 
7.57 

* 0.9l651 0.6 90 5.0 9.61 

con e;_.= cte. = 1.0 

il: 0.9l65l o.6 5.0 

..,_ : sistemas a considerar bajo tria.xi.alidad leve. 

EJES PRINCIPALES CILINDRICOS DE f 
TABLA V .6 

Sistemas prolatos a calcular. 
o.. = a,.,...•y.. en la Tabla V. 2 

ef E: er (:) ().'lf ("'f,) 

* o. 43589 0.1 90 4.5 
o.69576 o .1. 30 18.0 

~ 0.71414 0.3 90 3.5 ,.. 0.7l4l.1 0.3 90 3.5 
o. 89795 0.3 30 1.4.0 

"'" 0.91.65l 0.6 90 2.0 
0.97701. o.6 30 8.0 

con la forma (V.2.1.1.7) 

"*" 0.43589 0.1. 90 4.5 
~ 0.43589 O.l 90 4.5 

~ 

1.. o 
0.943 
0.927 
0.707 
0.774 
0.71.6 
0.547 

to= 1.0 
:c.= 50 

kpc 
kpc 

'k : sistemas a considerar bajo triax:i. a1ida.d 1eve. 
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EJ3S PRINCIPALES ESFERICOS DE f 

En sistemas estelares propia.mente esféricos, la supo­
sición de ejes principales esféricos de J..a distribución 

~ es J..a m~s natural (Binney l980b; Binney & Ma~on 
1982). También ha sido empleada en sistemas aparta.dos 
de la esfericidad (Bacon 1985; Fillmore l98ó), o resul­
ta propia del modelo (Petrou l983a.0b). Los experimentos 
numéricos de N cuerpos (Gott 1973; van A1bada J..982) pro­
ducen esta alineaci6n de los ejes principales de f en 
las regiones externas del sistema. 

En esta sección las fu.."'lciones O..l~) = o...(r, ll) a conside­
rar en la relación de cerradura. (III.5.24) son las si­
guientes: 

1).. (_.--, ") cte.. (_.,.,,o') cv.2.2.1) 

Ó:: (_,,.,e) 
.... '2. 

+ ,.i..,.f r cv.2.2.2) 

'2. (r, e') \ + ol:; "z. ~~ 
o... (v.2.2.3) 

+ ~'<'-...~0 C.o'5..._EI 

(V.2.2.4) 

(V.2.2.5) 
+ 

(v.2.2.6) 
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.,__ 
con tll'....o constantes positivas. 

Cu.ando se resuelven los primeros momentos de 1a ecua­
ci6n de Boltzma.nn, 1a dependencia en e1 ángulo polar 0 
de cocientes entre dispersiones de velocidad, no ha sido 
investigada en 1a literatura. Las funciones (V.2.2.3) a 
(V.2.2.6) introducen una dependencia en ~ • quiz~ en 
u..~a forma algo complicada., pero que conduce a u..~ apoyo 
natura.1 a 1a forma del sistema, como se discute en 1os 
incisos (c) y (d) siguientes. 

Las funciones (V.2.2.l) y (v.2.2.2) se emplean en 1os 
sistemas oblatos y pro1atos, (v.2.2.3) y (V.2.2.4) en 
1os oblatos, (V.2.2.5) y (V.2.2.6) en 1os prolatos. 

(a) consta:c:te. 

Consideremos la fu..~cionalidad °"-'=cte. (ecuaci6n 
(V.2.2.1)) en sistemas oblatos y pro1atos. 

En 1os sistemas oblatos se han encontrado soluciones 
con o... ~ l y o._ "> 1, a.lreded.or de a_...._, 3 se empiezan a 
d.estru.ir. 

En 1os sistemas pro1atos con ~ pequeña. (é <::' 0.1) 
tambi~n se han encontrad.o soluciones en e1 mismo rango 
d.e valores o.- {un sistema pro1ato con E:- pequeña es 
comparable con un oblato de 1a misma e1ipticidad). 

Sin embargo, en e1ipticidad.es a.itas, 1as soluciones 
pro1atas favorecen valores alreded.or de o....._, 3. En par­
ticu.J..ar, ei 1a e1ipticida.d no es baja ( t 7 0.1), no 
debe haber soluciones prole.tas con a..= 1 {i.e. isotro­
p!a de dispersi6n de velocidades en e1 plano meridional) 
pues ya se vi6 en el inciso (b) de 1a secci6n v.2.1 que 
éstas no existen. 

En. los sistemas oblatos con o..~ i, 6"e apoya 1a forma 
de1 sistema en 1as regiones cercanas a.1 eje z, pero va 
en contra de esta forma en 1as regiones cerca.nas a1 pla­
no de simetría z = O • An~logamente, con o..'"> 1, -Sr apo­
ya a la forma en estas iS.:l..timas regiones, pero va en con­
tra en las primeras. 

Se da. entonces una compensaci6n de efectos de apoyo 
a la forma del sistema: si en alguna regi6n la disper­
si6n meridiona.:l. va en contra de 1a forma propia de1 sis-
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tema, debe aparecer la compensaci6n en otras regiones. 

Esta combina.ci6n de efectos está claramente represen­
ta.da por las expresiones integrales que intervienen en 
el teorema del viria.l (~éndice 2): podemos redistribu­
ir la energ:!a ciné"tica. L::Ci'2..) f .U- 111 2 convenientemente a. 
través del sistema., pero satisfaciendo la condici6n de 
equilibrio dada por el teorema (claro, no cualquier re­
distribuci6n será estable). 

Es debido a esta posible redistribuci6n de energ:!a. 
que podemos obtener en este inciso soluciones oblatas 
con regiones en 1-as cuales 6°1<. es fuerte ( t;,_¡t;'t marca­
damente mayor que la u..~idad), lo cual no fué posible en 
los sistemas oblatos del inciso (b), secci6n V.2.l • 
En aquellos la tendencia. era definitiva.: DF,. do:nina 
(levemente) o es débil en todo pu..~to del sistema.. Enton­
ces, los efectos de una tercera integral son naturaJ.men­
te introduci~es _gua.nd5?_ los ejes principales de -f son 
paralelos a. e.- , e" , e'f • 

En los sistemas prole.tos con elipticidad alta. se favo­
rece o.."> l con "'--,..., 3. Estos valores de o... van en contra 
de la forma del sistema sobre la.a regiones pr6ximas al 
plano z = O; entonces €~ debe ser fuerte en otras. 
Naturalmente -b't .,. 6"ft. en regiones cercan.as al eje z. 
Por ejemplo, en elipticidades altas y con máxima contri-
buci6n de €,._ , los sistemas prole.tos del inciso {b), 
secci6n V.2.l, presentan 6"°:c..J 2..€""; en cambio aquí, con 

o....~ 3, se tiene 6°'t""-'~6"- cerca. del eje z, i.e. un a.po­
yo más fuerte a. la. forma del sistema. 
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En sistemas prolatos las soluciones el..= cte. bajo ejes 
principales cilíndricos y esféricos de f son convenien­
tes tanto por la. forma natural como se introducen los efec­
tos de una tercera. integral apoyando la. forma. del sistema., 
como por la. simplicidad de la funci6n ~(r) • En la. secci6n 
V.3 se dan otras características de las soluciones oblatas 
y prola.ta.s en este inciso. 

La.s soluciones oblatas y prole.tas con a.."> 1 están de 
a.cuerdo (al menos sobre el plan.o meridional) con experi­
mentos numéricos de N cuerpos, en los cuales br es domi­
nante en el exterior del sistema (van Albada. 1982), pero 
no producen isotropía. en la regi6n central. Pi1J.more 
(1986) ha calcula.do soluciones oblatas con "- = cte. = 2 
bajo la deproyecci6n de la. ley -r'/4- , pero estas solucio­
nes son posiblemente inestables debido al dominio de 6rbi­
tas radiales (Merritt l98?). Aunque hemos encontrado solu­
ciones oblatas en el intervalo ~z 3, los argumentos de 
estabilidad restringirán a.Wi más los va.lores permitidos 
de A-



Vamos a emplear el teorema del virial (Apéndice 2) 
para discutir :los sistemas estudiados en este inciso. 

Expresando :las componentes ci1indricas de velocidad 
en el p1ano meridiona1 en funci6n de :las co::-respondien­
tes esf~ricas, y tomando en cuenta ~e :los ejes princi-
pales de ~ son para1e1os a .:;;_ Ce 0 e'f , tenemos: 

(v.2.2.7) 

~ ~ ~ 2 
Entonces €",._, + 6:c = be-+ 6"'e' ; i.e. 1\¡¡..,_+-iT-.=1T,..., + 

íC~e. Sustituyendo en la ecuaci6n {V.2.l.12), con 
\\..-..- = o....2.~ee {pues €e-"- = o...'2. 6;- O..= cte.) y í{'f'f= 
,,("' "ttee ( /\ constante poai ti va): 

cv.2.2.s) 

con ~ dada en :la ecuaci6n (A2.2.ll). 

Ahora, de la segunda ecuaci6n en (V.2.2.7) tenemos: 
i;i: = t>"~ l~ + (_C.:--,')c.os'-e j , i.e. 
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Cv.2.2.9) 

con O L ).. <.. l • 
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La ecuaci6n (V.2.2.8) es entonces: 

{V.2.2.lO) 

y de esta ecuaci6n, :l.a condici6n .{" ">/ O es: 

'2. 
O-+ {v.2.2.n.) 

o 

{V.2.2.l2) 

{hemos utilizado e:l. que b ~ l • y en particu:l.a.r consi­
deramos o~ l; ver Pigs. A2.1 y A2.2 en e:i. Apéndice 2). 

Con /\. = ~l'-i)-;J.... tenemos entonces: 

{v.2.2.13) 

s ">/ - \ o...= 1 

J..a igualdad satisfaciéndose en 'Í = O • 

Veamos si existen soluciones con 'Í = O ; i.e. 6"'f = O • 
En o..= 1 {i.~. isotrop:!a meridional de dispersiones) se 
debe tener o = -1 • lo cual no puede ser en un sistema 
oblato ( o '::,. O) {conc1usi6n ya obtenida en eJ.. inciso (b) 
de la secci6n v.2.1). También, con O-.= :i., en un prole.to 
s61o debemos analizar en E:.-• O {pues no hay soluciones 
con isotrop:!a meridionaJ.. si :l.a elipticidad es alta). 



Esto 
{ b). 

da 1a so1uci6n esférica 
secci6n V. 2. l • 

En o.. f 1 se c=np1e /\. 
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().. = 1 O de1 inciso 

• y co:no 

o <. cv.2.2.14) 

Hay qu.e notar qu.e U...""la vez propuesto un valor o._+ l • 
6"..- y b"e quedan determinados: 6's a partir de 6e = f><r/o... • 

y 6..- con la ecu.aci6n (IV.3.5) en el Capítul.o IV. Enton­
ces el va1or de ~ queda completa.mente determinado; i.e. 

). = X (_o..) • y lo o.u.e se debe investigar estricta.mente 
es si se satisface :l.a ecuaci6n )..(_Cl.) = /\. • 

Lo que se puede hacer sin conocimiento exp:l.Ícito de 
A{_o...) • es ver si en principio existen so:l.uciones con ~'f 
o. 

Consideremos primero °'-"> l. En este caso, la desigu.a:l.­
dad (V.2.2.14) conduce a: 

(v.2.2.15) 

En u.n sistema ob1ato se debe cu.m~lir b ~ O; entonces 
necesaria.mente ~ - '2-/0::- ":> O • i. e. o.. ":> 2. En o..,._, 3 hemos 
encontrado que empieza la destrucci6n de soluciones, en­
tonces en e1 oblato, y con A."> l, se requiere 2 <. o...."- Z 9 
si 6'f = O. 

En u.n sistema prolato se tiene ~ ~ O; por lo tanto nece­
sariamente en (V.2.2.l5) se requiere 4-~0.:<o, lo cu.ai es 
claro pues "'-"'> i. Entonces con o..)> 1 sí son posib:l.es so­
:1.uciones pro1atas con E>°'{= o. 

Veamos ahora o-.<- l. En este caso, (V.2.2.14) es: 



\ -
(V.2.2.16) 

Aquí debemos considerar sistemas oblatos con eliptici-
dad arbitraria ( €: Z o. 7) y prole.tos con E= - O • 

En J:U: sistema oblato ( b ">,.. O) se requiere<"entonces 
1-2.o..">0 • i.e. o.}-<..'/~. En el prole.to (o"'- O): 

4 - ~a..."'-<.. O • i.e. o....'<-<.. 2, lo cu.al es claro pues "'-.:.. l. 
Sí son posibles soluciones con o.... <.. l y ~~ = O en ambos 
tipos de sistemas. 

(b) Sistemas oblatos y prolatos con 

Aquí consideramos la funci6n (V.2.2.2). 
restringen los va.lores de o.... al intervalo 

En este 
0..">/ l • 

.... 
caso se 

En un sistema oblato existen soluciones con olor~ 1 y 
oc'..,'"p "> l; se tiende a perder sol u.ci6n en .,.:..,¡. > !- . Se han 

considerado valores de ..t.;',r en el intervalo 10- a 5 
kpc-z.. En o(º:z.P = 10'.! kpc2

, por ejemplo, se tendrán ya movi­
mientos fuertemente radiales sobre el plano meridional en 
las regiones externas. y quizá el sistema no sea estable. 

Los sistemas prolatos prefieren ~;f ~ 1 0 pero es posible olor <. 1. 
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Este caso es parecido al del inciso anterior con o....= cte. 
en cuanto se refiere al intervalo o..">_,. l: en el. obl.ato efec­
tivamente existen soluciones en este intervalo. pero ten­
diendo a perder soluci6n a partir de cierto límite • Con 

o.... = cte. se encontr6 que o... ~ 3 es aproximadamente es­
te l:!mite. En ese caso el dominio de €.- sobre ~e es mar­
cado en todo el sistema. incluyendo las regiones centrales. 
En el caso aquí considerado: 6-.r = €e en la regi6n central 
y progresivamente €... empieza a dominar a €& • Entonces, 
este hecho de no dominar en la regi6n central, permite a 

IS'"..- ser apreciablemente mayor que lle • en contraste con 
el caso o...= cte. Sin embargo, como ya se dijo, debido a 
posible~ inestabilidades por movimientos furrtemente radia-
~es, c<.o_p no deb~ aer grande; c(. 0 .._r ~ 10~ kpc puede ser un 
intervaio conveniente. 



.... 
En los sistemas prolatos se favorece ~ºF ~ 1, y por 10 

tanto el valor de o... es marcadamente distinto de la U.."li­
dad en regiones intermedias y externas del sistema. En el 
caso o.. = cte., a.. ,..., 3 se encontró conveniente. Aquí el 
valor local de o... puede ser mucho mayor que en aquel ca­
so. De nuevo, la razón principal es que bajo la forma de 
o...(~) considerada en este inciso• no se da mucho apoyo a 

la forma del sistema en las regiones internas (centrales) 
(además que tanto en el oblato como prolato el apoyo no 
es decididamente en favor de la forma del sistema, pues 
sobre los ejes~ y z se tiene apoyo opuesto); esto se tra­
duce en subsanar esta falta de apoyo central, aumentando 
~ste en el exterior. 

La fU.."lción ,,__.._ = \+.:.!fr.._ se obtiene bajo la distribución 
de Eddini[ton en un sistema esférico: f oC erp (- (o<.E. + l) ~-...)] 
con E. , J las integrales de energÍa y momento angular 
total por unidad de masa de u.na part~cuJ..a, respectivamen­
te (Binney&: Tremaine 1987). Esta función ci-(r)ha sido 
utilizada por Binney (1980b) para el estudio de la región 
central de un.a rlaxia esférica que cumple la ley or'/4-
considerando .l.of' e = r;;:"- en su notación) = 4 • 100. 
Sin embargo Binney no ha investigado si estos valores de 

~: son aceptables globalmente. En particular, con los 
res~tados arriba menci~nados, nosotros pondr~amos en du­
da el valor tan alto ""ºf' = lOO. :Pi1J..more (l986) :tia cal­
culado modelos oblatos (que cumplen también la ley -r'I'+ ) • 
isotrópicos en el centro y suavemente anisotrÓpicos ha­
cia el exterior, con 6r/€e ~ 2 en estas regiones externas; 
i.e. O(..:'f <. 1 con la función o..(r)aqu.:! considerada. Estos 
modelos son más aceptables, seg6n nuestros cálculos. 

En la sección V.3 analizamos un poco más las soluciones 
obtenidas en este inciso. 
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{c) Sistemas oblatos con 

'l.. "2- ~ .. +- ~,,.. ~c..v-.e 

\ +- ~'<'"..,_~ ... e 

Estas son las funciones O..(~') dadas en la.s ecuaciones 
(V.2.2.3) y {V.2.2.4). Con estas funciones se tiene 
~ ... <...~e en e L.. e <... ""/+ ( '6..-= 6e en e = o con la. :fun­

ci6n (V.2.2.3)), '6r"> "6t!> en e'> 'tf./4-- (basta considerar 
o ~ e ~ 't'l/'2., •. por la simetr:la ae1 sistema. respecto 

al plano z == O), y 6r == ée en ~ == -e<./+ • 

Como lo mencionamos al inicio de esta secci6n, en la 
literatura. no se ha investiga.do te6rica.mente la depen­
dencia en e1. Mgu.lO polar e de cocientes de dispersi6n 
de velocidades. Las formas estudia.das ha.n sido hasta a­
hora dependientes '1nicamente de la distancia \"' • como 
la :funci6n "'-G') del inciso anterior. Las funciones o.. (r) 
aqu.! propuestas tienen 1.a gran ventaja sobre las :funcio­
nes independientes del á.n.gu1.o polar & , en que apoyan 
naturalmente l.a forma. del aiatema en pr~ctica.mente to­
das 1.as regiones. 

Con la ecua.ci6n (V.2.2.3) tenemos o-.= 1. en e== O y 
o......,_== \ + ot.i;'(".,.en & = TI:/-;¡_, • En cambio, con {V.2.2.4), 
<>--.,_= "/(1-t-o1..~r.._\ en '7= O y O....,_=~+-"'--;:-,...,_ en~= Tr/:... 

Esto es, ambas ~unciones tienen 1a misma. forma. ma.tem~­
ti.ca en e = 11:}:;¡_, {plano z = O)• pero los va.lores per­
mitidos de ~~ aon los si~entea: en la. fu:nci6n 
cv.2.2.3), y en e1.ipticida.des bajas (~'Z. 0.1). a61.o hay 
so1.uciones en .x.;; Z \Ó+ kpé'l... Esto da. esencial.mente 

o.. ""'- l en l.a mayor parte de1. sistema. En elipticida­
dea altas ae puede subir alrededor de dos ordenes de 
ma.gn.:i.tud el 1.:Ímite superior en ""-;- • y por lo tanto 6r 
puede ser :fuertemente dominante en grandes extensiones 
del. sistema., cerca.nas al ple.no z == O. Este dominio eub­
ea.na. la :falta de apoyo a. 1.a forma del sistema. en R = O 
( 0 = O). 

. 6 ( ) .,_ -+ -:z.. En la fu...""lci n v.2.2.4, de nuevo tolo~ 10 kpc en.._ 
"' "<: O. l, pero en E:. altas ae requiere o(~ !:::, \e'?> kpc ; 
i.e. a61.o es de un orden de magnitud el aumento del 1.!­
mite superior en ~~ • Esto quiere decir que como ya 
ae ti.ene apoyo a la :forma de1. sistema en e = o, ya no 
ae requiere dominio tan fuerte de ~r en las regiones 
con z __, o. 

Estos resulta.dos muestran que si el sistema oblato 
posee regiones extensa.e con iaotrop!a. meridional. (por 
ejemplo, la regi6n central), el a.poyo fuerte a 1.a forma 
puede surgir en otras regiones de este plano. En 1.a. 
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secci6n v.3 discutimos el papel que juega..."'l. las componen­
tes azimutales <'..."'"'{'°'> • €'f para aportar este mismo tipo 
de apoyo. 

(d) Sistemas prolatoe con 

Consideramos ahora las :fu..-"'l.ciones (V.2.2.5) y (V.2.2.6). 
tam"bi~n dependientes del ángulo polar e • Aquí ee tiene 

6".--,. €e en o~ e .e.. it/+ • -t;°...-..:.. 6~ en 'tt/4--<. e <.. 'Tt/~ ( €.- = tS"e 
en & = Tf/'J... con la :funci6n lV.2.2.5)). y~ .... = 6e en 

~ = T\/4- • Estas fu.."'l.ciones apoya..."'l. entonces natural-
mente la forma prolata del sistema. 

Con la :f'unci6n (V.2.2.5) se tiene ~ = ~+- ol.;...--a. en 0= O 
y c...= 1 en e"' "CT:/':L • Con (v.2.2.6). o--.._= '1- ..c.f"y-"- en 

0 = o y o....""- = '/ (_' + """r ...-"-) en ~ = lT:/2- • Alllcas :fun-
ciones tienen la misma :forma matemdtica en e= O { el eje 
de eimetr~a rotacional). 

2. 
Los valores permitidos de °'f son los siguientes: en 

(v.2.2.5) y con é Z 0.1 ee requiere ol.r_"'- ~ 10~ kpc2
• y 

las soluciones se empiezan a destruir cuanao é aumenta. 
Los pro"blemas { i. e. ~ <.. O en la ecuaci6n {IV. 3. 8)) sur­
gen en las regiones cercan.as al plano z = º• i.e. las 
regiones en las cuales o-.. -= 1. 

En {v.2.2.6) ee requiere~~ Z: 1 kpc~ si é Z 0.1 ; 
i.e. el do:ninio de 6...- en e;_ eje R = O puede ser bas­
tante :fuerte si ee considera el l~mite superior de ~f . 
Tamcién. en este l~mite. 6e do:nina :fuertemente a €r 
en las regiones con z ,.._, o. Esto significa apoyo :fuerte a 
la :forma del sistema. Hay que notar que a pesar de que en 
z ,...., O este apoyo puede ser ya aprecia"ble. también ee re­
quiere que sea :fuerte so"bre el eje de eimetr~a z. 

lll 

Cuando e: es al ta se :favorece ,,,_; "> 1 kpc~ • pero tam"bién 
es posible encontrar soluciones en el l~mite de aceptaci6n 
con "'-f.._<.. 1 k:pé~. En este caso el apoyo a la :forma del sis­
tema es bastante :fuerte. 



SISTE!l;AS A CALCULAR. 

En 1as Tab1as V.7 y V.8 :Listamos :Los sistemas que 
ca1cu1amos en deta11e bajo ejes principa1es esf~ricos 
de 1a distribuci6n f . Ya no anotamos :Los va1ores de 

E. o 9., Ó Sf' • y <l.:'\o Ó 0..\f ; estos va1ores se dan 
en 1as Tab1as V.5 y V.6. Agregamos .una co1u.'tlna para 
especificar 1a forma de 1a funci6n a. (r) uti1iza.da. 
Preferimos 1a.s funciones (V.2.2.4) y (v.2.2.6) pues dan 
un apoyo fuerte a 1a. forma de1 sistema. considerado. 

Estos sistemas. junto con aquellos en las Tablas V.5 
y V.6 0 se ana1iza.n con m~s deta.1.le en 1a sigui.ente 
secci6n0 donde discutimos las componentes azimuta1es 
<.v'f) y 6"'f • 
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EJES PRINCIPALES ESFERICOS DE f 
T~LA V.7 

Sistemas oblatos a cal.cul.ar 

... -~ -e., o.:., (1<.~c. ) ecua.ci6n 

0.43583 
-2. 

~ 10 v.2.2.2 .. o. 43589 2x:i.o-+ v.2.2.4 
0.50332 10-z. v.2.2.2 
0.50332 3x10-... v.2.2.4 

• 0.71414 a. = cte= 2 ... 0.71414 GL = cte= o.707 .. 0.71414 lo-.:t. v.2.2.2 
~ o. 71414 6x10-+ v.2.2.4 

o.82462 10-Z. v.2.2.2 
o.82462 ax:io-+ V.2.2 .• 4 

• o. 91651 lo-~ v.2.2.2 
• 0.91651 3x10-~ v.2.2.4 

* 0.91651 3x:io-~ v.2.2.3 

* : sistemas a considerar bajo triaxialidad leve. 

* 

EJES PRINCIPALES ESPERICOS DE f 
TABLA V .8 

Sistemas prolatos a calcuJ..ar 

... 
(i<-rc ... ) ey o<r ecuac:icSn 

... 0.43589 o..= cte= 0.707 .. 0.43589 °'-= cte= 2 
tt- 0.43589 10-~ v.2.2_2 .... 0.43589 10-~ v.2.2.6 

o.69576 lo-~ v.2.;2.2 
0.69576 lo-:. v.2.2.6_ 

* 0.71414 10-"- v.2.2.2 .. 0.71414 lo-z. v.2.;2.5· 
o.89795 3Xl0-L v.2.2.2 
0.89795 10-L v.2.2.6 

7t" o. 91651 5x:io-1 v.2.2.2 
Jt o. 91651 lo-• v.2.2.6_-

0.97701 "-= cte= 2.45 
0.97701 lo-• v.2.2.2 
0.97701 5x:i.o- 4 v.2.2.6 

sistemas a considerar bajo triaxialidad leve. 
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v.3 DISCtJSION DE LA CO!{,PONENTE AZIV;UTAL ¿_-u'f')o 1!! 
L"--V'f")'2.-;- 6"-t"- ")".._Y DE LA FUI"CION \:.,,,,;."' = (._-5,_ ó €..-)/(-s'f') 

EN SISTEliL.O.S cori SIM.ETRIA ROTACIONAL. ., 

Hasta ahora hemos analizado las constricciones sobre 
la :funci6n <>- (r) • la cu.al relaciona las dispersiones 
de velocidad en el ple.no meridional. 

Una vez teniendo U.."'la :funci6n a..(~') aceptable 0 procede 
analizar de qu~ manera intervienen las componentes azi-
mutales (..-J'f") y !S"'f • i.e. la rota.ci6n de centroide 
alrededor del eje de simetr!a rotacional. y la disper­
si6n azimutal de velocidad. La discusi6n en esta secci6n 
se basa sobre los sistemas en las Tablas V.5 a. V.B. 

En esta secci6n empezamos la discusi6n de la. :funci6n 
\, (';':) (ver ecuaciones (III.5.16) y (III.5.24) en el Capi­

tulo III) 0 la cual continuamos en la secci6n V.4. 

En segu:Lda establecemos unas ecuaciones que son nece­
sarias para la discusi6n. 

En ejes principales cil!ndricos de f se tiene 1a desi­
gualdad \f¡,..._ ~ G.... U") (ver ecuaci6n (IV. 2. 7)). Entonces con 

f:. (.r) una :funci6n con valores entre O y 1 0 podemos es­
cribir •/1o"- = E(_r) Q<..r) • Por 1o pronto esto es puramen­
te :formal; a trav~s de 1a discusi6n en esta secci6n ire­
mos teniendo mayor in:formaci6n sobre las posibles :formas 
de 1.a :funci6n f.. l~) • 1.a cua1 conduce directamente a. la. 
:funci6n \. (_r) • 

Con 1.as ecuaciones (IV.2.6) y (IV.2.7) llegamos a: 

f/ó!:-ei.. = Q_(~)- "/~,:a- = Q..~) c ... - f:.(_~)1. 
Tomando en cuenta. que tX.. = f' 6",; y f-> = f .(_-.s-'f-;,'-- • obte-

nemos entonces (omitimos e1. a.j-gu.mento J ~ ) : 

-z.. '2- '2- z. 
L1a..memos .l..-ü'f">o "- b"t::. Q.= 61'- G.. (esta. -di tima identi-

dad se sigue. pues 6~ = ~¡;~ ). Entonces (V.3.1) es: 

(V.3.2) 
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En ejes -principa:Les es:f'~ricos de f tenemos '/¡,,"- ~ f (_'(') 
(ecuaci6n ~IV.3.8)), y de nuevo con \jr,1 = 'é(~")f(~). 
O~ E:.<...r)'!:: 1- (que no es necesaria.mente :La misma :f'unci6n 
~(_~)introducid.a. en ejes principales ci:Líndric~s de i • 

pero que la denotamos con e:L mismo símbo:Lo) y :Las ecua­
ciones (IV.3.7) y (IV.3.8), obtenemos: 

(V.3.3) 

1. r1 e 
y aqu:! Z-V'f'>o = t> '<' Ci (empleamos también e:L mismo sím-
bo:Lo <...'IS~") 0 introducido en ejes 'Principa:Les cilíndricos 
de ~ } • 

.,_ '2. ~ 

Ahora, (; ,.._, lo; b 't ; entonces 
6 '7... .... ~/"z.. " 11":'\ '2.. 'f = ~trv"' = iS""t:..U<., -e EZ-ü~"') .. ., 

y de :La ecuaci6n (V.3.2) 11.ega.mos a: 

{V.3.4) 

esta. relaci6n ( :i.ndependiente de 'E. ) también se cumple 
en ejes principales es:f'éricos de f 

De 1-a ecua.c:U5n 

i.e. 

t;" :f { *" -­
Zv'f')-

(V. 3. 4} tenemos: 

<._~ '{'>2..o \ 

'-"-t')"'" '\ - 'E. 

'/-.. 

~ ~ ~ ~ ~ 
esta ecua.ci.6n da. el cociente entre ~ 'f y <("\I'f') en todo 
punto del sistema, una. vez teniendo especificada. a. 1a 
funci6n 'é:. ú'). 

Ta.mbi,n, como '/i.."'- t;..Q.. 
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{v.3.6) 

y en ejes principa1es esféricos de f 

L1amemos ahora: 

6"-
a 

\ 
ejes principales 

~""'"'-
-.JG: z "1-r'> C> ci1:!ndricos de f 

= (V.3.6) 

~ ... ___ ..,. 
.._rr .z.,, .. f> .. 

ejes principales 
esféricos de { 

entonces: 

Como O ~ E. ~ 1 • l..,...·,"-
que la :funci6n \, Cr) puede 
li.e. no es necesariamente 
de todo el sistema). 

es entonces el valor m:!nimo 
tomar en un punto dado Y.. 
el m:!nimo absoluto a través 

De las ecuaciones (IV.2.l) y (V.3.4) se ve que: 

(V .3.10) 
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También, de la primera ecuaci6n en el sistema (IV.3.1) 
y con la ecuaci6n (V.3.4): 

+ 

= -~-
r (V.3.11) 

Los sistemas considerados en esta secci6n serán obser­
vados eventualmente como sigue: 1os oblatos a lo largo 
de su eje mayor proyectado; los prolatos a lo largo de 
su eje menor proyectado. Entonces, las regiones de1 sis­
tema cercanas al p1a.no z = O (plano ecuatorial) son 1as 
que tienen e1 mayor peso en la observaci6n {por su mayor 
densidad). 

Estas regiones z ,....., O son 1as que se a..."1.a1izan con mayor 
deta.11e en toda esta secct6n. En tales regiones se tiene 

R ':!i~/ofl..-;;; .- Cl~/'Clr ~ ('1.J't')c. , con ('\Y'f)~ la ve1ocidad 
cuadrática de partícula en 6rbi ta circu1ar alrededor de1 
eje de simetría rotacional z. Esta es 1a. velocidad máxi­
ma. 1oca.l que puede alcanzar 1a rota.ci6n de centroide <'..""'f"> 
{haciendo €11.. , 6.- = O en 1as ecuaciones {V.3.10) y 
{V.3.11), y 6'f = O en {v.3.4)). Entonces las diferencias 
da.das en las ecuaciones (V.3.10) y (V.3.11) serán positi­
vas en estas regiones z ,.._, O (en general t),._ , €..,.. serán 
no nulos; por 1o tanto la componente azimuta.1 <... V>f:.'); 
debe ser menor que el posible máximo de contribuci~n azi­
mutal, dado por ( -V'f)~ ) • 

En 1a.s figuras a discutir más adelante, se ve que efec­
tivamente (...V'f">e> es menor que (_'\T'f)c. • y 1a parte importan­
te a discutir es precisa.mente c6mo es la funci6n Z•\.l\(>o • 

La funci6n b..,,.¡.,, da.da en (V.3.8) también se discute 
principa.1mente en las regiones z "-' O • 

Por lo que respecta a la funci6n ~(~) , le imponemos de 
antemano 1a siguiente constricci6n: deseamos que Z-V'f) = O 
sobre e1 eje de simetría rotacional z. Como en todos 1os 
puntos en los cuales z-v'f/ = O se cump1e '\/.._ ... = Q.. ó 
'/ i.,... f" , see;i1n sean 1os ejes principales de f 
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esto significa que E Ct'") = 1 en tales puntos. Esto es, 
se debe cumplir entonces f.(~) = 1 a lo largo del eje z. 

En ejes princi~ales cilíndricos de i , se ve de 1a 
ecuación (IV.2.7) que la función G(ti:,i!::) cumple Q.(_o,i!::)= 1; 
entonces b = 1 en R = O (esto es necesario por pura si­
metría: IS"",._ = 6"'f en R = O). 

Deseamos ~ambién tener <.'\!~"'> = O e_n el límite ~ = O 
~- D ; i.e. 0/i..'-).,,~o = G..(R 1o) . 

"'--º ~-" Q. (~'O) En 1a discusi6n posterior se verd que G. (D,'l:-") f. ¡¡. ~., 
entonces, aunque <'...-V-t'> pueda ser continua en ~ = O 
(con valor nulo), 1.a funci6n b(r)no lo será en general. 

Debemos recordar que el origen del sistema es un punto 
muy particular (singular); estas discontinuidades son pro­
pias de 1a densidad {II.2.1). 

Análogamente, en ejes principales esféricos de f las 
condiciones son: 

(\/b'2.) &="ll/2. ~ (_r,TC/2-J 
(V. 3.12) 

r-o r-o 

y más adelante se muestra que en general f'C.~1 0') -f= f (r,'fr/.,_'); 
i.e. los mismos problemas de discontinuidad. r--t> 

En el caso de ejes principales cilíndricos de f se re­
q~iere b = 1 en el eje z. Para ejes esféricos es necesa­
rio que le = o... en tal e je (por simetr:!a). Esto lo demos­
tramos como sigue: de 1a primera ecuaci6n en e1 sistema 
(Iv.3.3) se tiene: 

( ,_ ..!.._ \ 
\__ o.._'2..}"=0 

(V.3.13) 

sustituyendo esta ecuaci6n en (IV.3.8): 

f (_.-,o)= \l.- ~ - ~e~- ~')} 
~=o 

(V.3.14) 

i.e. lo = °'- en el eje z. En la siguiente secci6n empeza­
mos la discusi6n. 
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EJES PRINCIPALES CILINDRICOS DE f 

(a) Sistemas oblatos. 

Los sistemas oblatos aqu:! considerados son aquellos de 
1.a Tab::l.a V. 5. Las so1uciones en los· sistema.e 1evemente 
triaxia::l.es son muy parecidas a las esferoida1.es {i.e. con 
simetría rotacional)• por 1o tanto 1a discusi6n se basa 
en estas lUtimas. 

En estos sistemas 1a funci6n lv~'>o en e1 plano z = O 
se muestra en 1.as Figs. V.l a V.5 • La isotropía meridio­
nal es 1o que distingue a estos sistemas oblatos. Confor­
me aumenta 1.a e::l.ipticidad se requiere entonces que 1as 
componentes azimutales <....r'f'> i 6'f contribuyan fuertemen­
te para mantener 1a forma de sistema. Esto ea, en é 
alta la funci6n {.vi')o(ver ecu.aci6n {V. 3. 4)) tiende a estar 
más cerca de (_v'f'>c.. ( C"-''f)c. se denota como 'V"c.i..- en 1as 
Figs. V.la V.11). 

Otra característica. que podemos notar. es e1 para1elis­
mo aproximado entre 1a.s curvas '\fe.\..-- y "-.'\J'f°)c • Ambas fun­
ciones son sensiblemente decrecientes con la distancia 
al centro del sistema. 

En las Figs. V. 12 a V. l6 damos la fu..".lci6n lo._;,.. de estos 
sistemas en ei plano z = O • Esta funci6n es aproximada­
mente constante. pero difiere de 1a. unidad conforme aumen­
ta. la e1.ipticidad de1. sistema; s6lo en elipticidad peoue­
ñ.a se tiene b ..,_¡.,. "'--' J.. en R = O • Entonces la isotropía 
global ( 6"p.. = ó::c = 6"'f ) en el centro del sistema s61o es 
alcanza.ble en sistemas con elipticida.d baja ( é Z 0.1). 

Si la ve:i.ocidad de centroide fuese nula en todo punto 
(i.e. ~<.~) = 1.). entonces 1.a funci6n la(r) toma.ría ei va-
1.or lo""'\"' en z =O (ver ecu.aci6n (V.3.9)). i.e. -Ó<f '> 

t)R ....,_ t;",., en este p1.a.no (pu.es\:>..,.:..._¿_._ 1), con €'{'siendo 
más fuerte a medida que aumenta. la elipticidad. 

Entonces. observando al sistema sobre ei plano ecuato­
rial z = º• obtendríamos una curva de dispersi6n dada 
:fuertemente por D'f. • y por lo tanto mostrando el gra-
diente de la funci<Sn z"''f'>o (pues 6'f .... = E. <..-v'I'">! = <(..'1.l"'f')!° ) • 

Si en las regiones z,._, O tomamos lo= 1 (entonces f;'f 
~~ = b~; i.e. aproximadamente isotropía), se tendrá 
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b""¡" (ecu.a.ci6n. (V.3.9)). i.e. 

La velocidad de centroide no sería estrictamente nula 
en el centro del sistema si la elipticidad es alta. 
Observando a un ángulo 9 = lr/2.- • obtendríamos curvas de 
dispersi6n y rotaci6n esencialmente dadas por la funci6n 
Zv~~o ; i.e. marcada.!Ilente decrecientes con la distancia 

al centro del sistema (sin contar por lo pronto la regi6n 
central). 

Con (V.3.1.1) tenemos: 

(V.3.l.2) 

y este cociente es mayor que la unidad en lo""¡" ~ o. 70 • 
Con las Figs. V.12 a V.16 encontramos que esto sucede en 

~ ~ 0.3 • Por otro lado• el cociente (V.3.l.2) apro­
xima a "'5-/ ($:' dado en el teorema del virial (ver ecuacio­
nes (A2.2.9) y (A2.2.l0)). Entonces. de la curva b = O 
en la Fig. A2.l del Apéndice 2 (que es la que corresponde 
al c~o_que estamos discutiendo: 61.f = €R. "'5 G"'e ) se ve 
que i:>-/fS ">...- l en Eo :;::.. 0.4; que aproxima bien la estimaci6n 

E:. )'.., o. 3 dada con nuestros cálculos. 

Un tercer caso con € 'f "'-' O no es posible• según el aná­
lisis del inciso (b). secci6n V.2.l • 

Resumiendo esta secci6n: los sistemas oblatos aquí consi­
derados. darán bajo observaci6n. curvas de dispersi6n y ro­
taci6n decrecientes con la distancia al centro del sistema 
(fuera de la regi6n central). Observacional.mente este tipo 
de comportamiento es común (Schechter & Gunn 1979; 
Efstathiou et al. :t!.980). 
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(b) Sistemas prolatos. 

Estos son los sistemas de la Tabla V.6 En las Figs. 
V.6 a V.ll están graficadas las funciones Zv~)oen z =O 
(la depresi6n central en la funci6n (v'f)c:. =. -Ve.ir es real). 

En general, el gradiente de Zv'f") 0 _es m~s pronunciado que 
el de la funci6n Zv'f~ª en el inciso (a) anterior, y el 
valor de z~'f")o en aquellos sistemas oblatos es mayor que 
en los prolatos; i.e. las componentes azimutales no son 
fuertes en estos Últimos (en la regi6n z ,._,O, por lo pron­
to; ver adelante). 

En la Fig. v.8 se 
tema con E: = O. 3 
Es claro que con o.. 
respecto a.J.. caso ~ 

bP-- es menor. 

muestran las dos soluciones en un sis­
CL = o.....,._,J._,,_ = 0.927 y d.= 0.707L. o...._:_.,,_. 

L. o._..,_,;_.._ la fu.-.,ci6n .:_'V'f"> º debe aumentar 
a..-~,.. pues la presi6n ejercida por 

l2l 

El comportamiento de la funci6n .(_~)o fuera del plano 
z = O es el siguiente: en elipticidades bajas .('V'f)o es 
m~ximo en z = O con decrecimiento posterior a medida que 
aumenta z; en elipticidades intermedias lo que domina es 
que L_ "-''f')o tenga su máximo fuera del plano z = O (con de­
crecimiento posterior); en elipticidades altas este m~ximo 
aparece de nuevo en z = O, pero ahora aparece una depresi6n 
de .(_v'f")o en z f O, presentando posteriormente un m~ximo, 
con decrecimiento posterior hacia la frontera (ver compor­
tamientos similares de sistemas oblatos en Richstone l984; 

.(_'1..Y'f")o es decreciente a partir del plano z = O en los 
sistemas oblatos del inciso (a) anterior). 

Entonces, en elipticidades intermedias y altas se requie­
re apoyo sustancial de .(_"1'f"> , 6~ fuera de z = O. 
La depresi6n en .(v'f">o mostrada en sistemas con 12. inter­
media y alta, puede caer cerca del plano z = O, y esto tie­
ne consecuencias importantes: el m~ximo externo de z~'f~o 
no ocurre en un plano paralelo al plano z = o, sino que 
tiende a acercarse a éste en regiones externas; entonces 
es posible obtener incremento de <'...v'f">o en z = O en estas 
regiones. Esto se nota en las Figs. V.9 a V.ll • 

En las Figs. V.l7 a V.22 se da la funci6n b~;~ en z = o. 
En la mayoría de las soluciones se tiene '""""~" ">,... 1, i. e. 

6"- "> '6°<.f' : el apoyo dado por €1l es ya apreciable y no es 
necesaria mucha contribuci6n de b'f' • Este no es el caso 
en J..a soluci6n "= = O. 3 con a._= O. 707 Z a...._~,.. = o. 927 
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aquí bl.f' interviene con m3.yor fuerza pues ~4'. no es al.to; 
entonces I:,.,....;.,_ <.. 1. Ta...'tlpoco es el. caso en el. sistema . 

E::= 0.6 a.1 menos en z ,.,_,O es posible 6"-r ">Elrt. ( h ... 1.,¿_1). 
De hecho, C'f puede dominar a 5°p. en regiones extensas del. 
sistema pues <. Vlf'>., tiene máximo fuera del. plano z = O en 
sistemas con elipticid3.des intermedias y al.tas. 

El. valor de b,.,.,.~~ tiende a ser alto cerca de la depresi6n 
en <..."°'f'>c (pues ah! ..(."\J'f")>, :5'f son bajos), y disminuye hacia 
l.os máximos de Zv'f")o • Entonces en las Figs. V.20 a V.22 
este comportamiento de b""'¡" est!. relacionado con e1 de 1a. 
funci6n <..."IJ-r')o en 1a.s Figs. V.9 a V.ll ( <'.._"3q-")., muestra in­
dicios de 1a. depresi6n y de1 máximo externo). 

Observando l.os sistemas prolatos de esta secci6n a un ~-
gulo e- = "Tt/-:i... y con ZV'f"> = O en todo pu..'"lto, la disper-
si6n observa.da sería una combinaci6n del campo azimutal 

6'{' = z~'f">o (ver ecuaci6n (V.3.4)), rápidamente decrecien­
te con la distancia I'.. , y del campo radial 6°"t' (dominante 
en casi todos 1os SÍ stem9.S pue S ¡,...._·,.._ °"> 1) dado por (Ver le. 
ecuaci6n cv.3.8)) 6,.._= ...... ,., <'..."'f">o (u...'"la. funci6n que puede te­
ner gradiente bajo pues b,...:,..._ a.U.'Denta rápida:nente en algu­
nos ca.sos; ver Figs. V.13 a V.20). Entonces l.a dispersi6n 
observada sería una :funci6n suavemente decreciente en algu­
nas soluciones (ver por ejemplo Schechter & Gu..'l.n 1979; 
E:fstathiou et~ a.1. 1930; Davies et al.. 1983). 

Con 6~ = O en todo Eunto (permitido, segú_...., el. análisis 
del inciso (b), secci6n v.2.1) se tendrá <.....,...,) = 4-v'f>.,, , 
y la curva de rotaci6n observada sería fuertemente decre­
ciente. 

En estas soluciones con 
l.i dad ~ c.'r) 1:. ..... ¡...,2 

( i. e. 
necesaria.""Dente. 

J.., no 
6"1"- = 

existe l.a posibi-
6'{' ) pues é. '6, 1 



V. 3. 2 EJES PRINCIPALES ESFERICOS DE ~ 

(a) Sistemas oblatos. 

En la. Tabla V.7 se dan los sistemas oblatos considera­
dos en esta. parte. En las Figs. V.l a V.5 mostra.:nos las 
funciones <...v-t'7 e en el plano z = O 

Algu....~as soluciones está..~ calculadas bajo la funci6n 
(V.2.2.2) con <:>(~ ~o-z.. kpc-z... Entonces b°r es dominan-
te en Z"-' O, y la componente azimutal~~~~º debe disminuir 
r.§.pida.mente, corno se ve en las Figs. V.l a. V.5 ( é_"\Jv~o es 
menor que en las soluciones oblatas del inciso (a.) en la. 
secci6n v.3.1). 

J..23 

Fuera. del plano z = o, Zv'f')o es decreciente a me:lida. 
que aumenta la distancia z, si E: es peque?ia ( E:oZ O.l). 
En elipticida.des intermedias y altas, "-.-.J'f') o alcanza valo­
res m~ximos en z + o. Binney (l9g0b) tambi~n ha. encontra­
do este tipo de depresi6n bajo la misma forma de la. fun­
ci6n a... (5'"' (con_ ~"1'f"'> = O en el centro, la. depresi6:!:1 es­
t.§. a.socia.da a ~ 't ) • Este dominio de ..(_"\J'f) 0 en z ~ O se de­
be esencialmente a que b".- domina fuertemente a t:íe. confor­
me aumenta. z, yendo en contra. de la forma del sistema 
(i.e. disminuyendo la. presi6n perpendicular a.l eje z, so­
bre el plano meridional). 

Las soJ.uciones con las formas natura.les de O...(~), ecua­
ciones (V.2.2.3) y (V.2.2.4), tienen o'..~ del orden 1~+ 
kpc-Zen eli~ticidades bajas e intermedias, y de orden 

\o:!> kpc- en elipticida.des altas. En regiones pr6xima.s 
al plano z = O se tiene o_..._ Cr~ ~ \ + o{;- r.,_ , i. e. del mis­
mo tipo que las soluciones bajo la ecua.ci6n (V.2.2.2). 
Como <>i.:i- es aqm menor, 6'...- no es ta.:n fuerte respecto 
a 6e- como en aquellas; esto permite que "-.~)o au::nente, 
como se ve en las Figs. V.1 a V.5 Estos sistemas est.§.n 
sostenidos naturalmente por el ca.:npo de dispersi6n meri­
dional, la funci6n azimutal (._<V'f~o no se requiere fuerte 
en el exterior; entonces esta funci6n decrece r.§.pidamente 
hacia. esas regiones. 

En un sistema con~= 0.3 se han considera.do soluciones 
bajo e>...= cte. o.... ¿_ l y a..."> 1. El caso °'- <::.. J. requiere 
un dominio fuerte de .(_"-.í'f)o sobre z r.J O, y a. la inversa. en 

o... "> l. Principalmente las regiones centrales (isotr6-
pica.s meridionalmente en las soluciones arriba menciona.­
das) reflejan este hecho. Con °'- ~ l las regiones exter-



nas en z-v O siguen mostrando ~~~?o aprecia.ble respecto 
a las soluciones ya discutidas. Esto es el ret_:lejo de que 
en las regiones centra.les se ha favorecido a ~~ cerca del 
eje z {i.e. en contra de la forma del sistema). 

En las Figs. V.12 a V.16 se ds la funci6n b~-.~" en z =O 
de los sistemas aquí considerados. 

Con la fu_~ci6n ~(r') en la ecuación (v.2.2.2) el apoyo 
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de <:;;;.,. es muy fuerte en z ,.._, O, ento"nces lo""'"."' debe ser 
igualmente fuerte (pues<:...v'f)odismin~e rápidamente, y por 
lo tanto .(.-.J'{") y h'f' ; ver ecuación lV.3.4)). Con las fun­
ciones (V.2.2.3), (V.2.2.4) y con los valores D(~ ya men­
cionados .(_V'f">o es mayor que ca.jo la funci6n a.(.~') en 
(v.2.2.2~, pero rápida.mente decreciente en el exterior; en­
tonces b~\~ aumenta. fuertemente en estas regiones. 

En particular, las soluciones con O.(~) dada en {V.2.2.2) 
muestran 6".- dominando a :5"-f en z,...., O {pues €.- lo ~'f y 

1::. -,.,.. le. ... ; .. "> l). Combinando este comportamiento con el au-
mento rápido de b..,.·,,.._ y la disminuci6n igualmente rlipida 
de Zv'f")o , l.a observaci6n de estos sistemas con .(_-u'i") .. "-JO 
producirá curvas de dispersión con gradiente moderado (ver 
ecuaci6n (V.3.8)). 

En las soluciones con o...= cte. en un sistema de elipti­
cidad 0.3, b .... -, .... <.. l y io,,..:,"' "> l mostrado en la Fig. V.14 son 
reflejo del comportamiento de la funci6n ~v~>o anteriormen­
te seña.lado. Ha~ que notar que la constancia. aproximada de 

b""¡"' es también obtenida bajo <l.. = cte. en ejes principa­
les cilíndricos de -f • Con "-'-''!""> = O en todo punto se tie­
ne ~ = l , y entonces b = b"'i"'- según la ecuaci6n (V. 3. 9); 
es difícil comprobar observa.cionalmente que b~ cte. o cual­
quier otra forma func1ona.l de b ocurra. en un sistema dado, 
pues no se tiene la informa.ci6n detallada puntual. Aun el 
comportamiento de la fu.nci6n ~v~/o(que da. ya. una. idea de 
una posible forma de la. rotación observada) puede ser obte­
nido con diferentes funciones ~C.r) (por ejemplo la solu­
ción en la Fig. v.3 bajo ejes cilíndricos de f y<>-= 0.707 
bajo ejes esféricos). 

Las soluciones discutidas en este trabajo pueden ser acep­
tables en principio, pero no se descartan otras posibles 
formas de la. funci6n ~C~) , diferentes a. las aquí conside­
radas, y quizá más convenientes (pero de cualquier modo, 
esta. conveniencia. debe estar funda.menta.da. en modelos más 
detallados que reproduzcan la mayor parte de la. informa­
ci6n observacional). 



En los sistemas considerados en este inciso, y princi­
palmente e~ aquellos de el~ptic;dad b~ja,.se puede inten­
tar la si tuaci6n a... = b • i. e. • & = t> 'f' l isotro_pía ta.ni;;_en­
cial). En este caso (ecuaci6n (v.3.9)): E(<')= ~b""i"/"'-) • 
Con a._2. = \ + ,,:..;;..-"- tendremos entonces: 

(V.3.2.1) 

En ';: - o se obtiene lo...,;" "-' 1, y <._v'f'") ,.,_, O. Como ol..,'2.. 
10.,_ kpc-2> entonces ~ ~ 1 en z ,...., O, segú_...., el comportamien­

to de lo.,..\,.,. dado en la Fig. v.12. Entonces {v.3.2.1) es en 
principio una funci6n conveniente. 

En elipticidades altas se puede también intentar la for­
ma (v.3.2.1), pero modificada para dar <.v'{':>"-' O en Y' - O 
( b""\" 'f. 1 en estos sistemas con E:.- alta). 

La funci6n (V.3.2.1) es rápidamente decreciente ( et..~ 
\o-" kpc--...); entonces E.o,.._, O en gra..'"l parte de la regi6n z 

O, i.e. 6'f "-'O y Z"-''f"> ,.._, <.v'f>.,. Bajo observaci6n a un 
ángulo ~ .v1'J:.... se obtendría una curva de rotaci6n rápida­
mente decreciente, junto con una curva de dispersi6n dada 
esencialmente por 6",.. = lo-;"' <._v'f") 0 la cual presentaría 
un gradiente menor. 

(b) Sistemas prolatos. 

En la Tabla V.8 están listados los sistemas prolatos 
a discutir en este inciso. En las Figs. V.6 a V.11 se dan 
las funciones <(_"1'f)o • 

Bajo la forma ~(<")= 1 + "'-f.._rz. se han considerado valores 
de ~ de 10-'.1> kpc-z. en elipticidades E: = O .1; ""'f-z.. ,._, 10 2. 
kpc-i en E:. =C. 3. y ol.f......, 10- 1 kpc-:z. en €: = O. 6 (las elipti­
cidades anotadas son las obtenidas bajo observaci6n a u:n 
ángulo no siempre igual a T/~ ¡ entonces las intrínsecas 
pueden ser mayores en algunos casos). 

Antes de discutir la funci6n z~'f">c correspondiente a es­
ta forma de ~(') • veamos cuál es su tendencia a través 
del sistema. 

En elipticidades bajas (no intrínseca en €r = o. 69576 • 
con &co\is = 30°) • <..v'f")o aumenta, en general, hacia un máximo 
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fuera del ple....~o z = O, situado a grandes alturas z. 
Este aumento es leve, de modo que z~~")º es apreciable a 
través de todo el sistema. En er = C. 69576 hay una regi6n 
en el plano z ~U (ver Fig. V.7) donde Z--.r~"') 0 se hace nega­
tiva; formalmer.te esta no es entonces u..~a so1uci6n válida 
(hay que recordar que bajo esta forma de Q(~) los siste­
mas prolatos prefieren <d.f.._ > 1, pero es interesante ver 
c6mo se transforma esta regi6n con Zv~)o negativa confor­
me modificamos o(.f"-Z l en varios sistemas). Como <.._'V~"')º es 
fuerte en el exterior, lo es en particular socre el pla­
no z = O; más adelante comentamos esto. 

En el sistema con E::= o. 3 intrínseca ( ef = o. 7l4l4 , 
8oi.s 90º) <._v~")o vuelve a ser negativa en una regi6n 
cercana a z = O (Fig. V,8). Fuera de esta regi6n el com­
porta.miento dominante es Z'V~)o decreciente levemente, 
pero más marcado que en las soluciones anteriores. Enton­
ces en estas regiones <._v'f")o es máximo sobre z rv O. 

En los sistemas ef = O. 89795 y .e.f = O. 9770l observa.dos 
a e o'cs = 30°, y con transici6n ll-1pen la densidad rela.ti'ITa­
mente alta, la funci6n <._v'f)o en las regiones centra.les 
alcanza su máximo fuera del pla..~o z = O, y posteriormente 
sigue siendo importante en las partes externas. Como se 
ve en las Figs. V.9 y V.ll, sobre el plano z =O tiene 
un.a depresi6n en las regiones centra.les, pero ahora ya 
no se llega a valores negativos. En las partes interme­
dia y externa del sistema, <v~)., es máxima en z = O, 
:;e~~r!e~~!b}~e~~ed:;r~c~ig7to posterior, i.e • .(_'V~)o 

En el sistema ~ = O. 91651, {) o\os = 90°, altamente concen­
tra.do (<>'"'!" = 2 kpc) • ya no a.parece la depresi6n central; 
tal vez sí esté presente pero más corrida hacia el centro. 
De hecho .:'...v'f")o se ha.ce negativa. cerca del centro, y esto 
puede ser el reflejo de la depresi6n. La función .(.V'{ )o 
alcanza un. máximo fuera de z = O en la regi6n central, 
y posteriormente sigue siendo fuerte conforme z aumenta.. 
Aproximada.mente a partir del pico en z = O (ver Fig. V.lO) 
~~'{)o es máxima en z = O con decrecimiento sensible pos-

terior, i.e. de nuevo Zv'{)o es fuerte en z o. 
Ahora vamos a discutir un poco más estos comportamien­

tos. 

Primero recordemos los sistemas prolatos del inciso (b) 
sección V.3.l • Ahí el apoyo de 6~ a la forma del siste­
ma es decidido a través de todo el sistema. La función 
Z"\J~)o tiene en general un máximo fuera de z = O en las 

regiones centrales; en las regiones intermedia y externa 
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a.parece una. depresi6n a alturas gra.'"ldes sobre el plano 
z = O, esto puede afectar en a.lgu ... '"los casos a <.<V'f') o sobre 
el pla.'"lo z = O pues la depresi6n puede abarcar una parte 
de z ,..._, O. La presencia de la depresi6n in1ica que sotre 
U..'"la. regi6n del sistema., fuera. de z = O en general, el do­
minio de D~ sobre é~ es el justo para mantener la forma 
s~n inte::-venci6n de las co~ponentes azimutales <..v'f~ y 

::> 'f • Sin embargo, el que Z"-''f>c aumente fuera de z = O• 
indica que existen otras regiones ~n las que se requiere 
mayor a.poyo que el que da. ~~ • Estos ca.~bios en Zv'f~o 
ocurren entonces esencialmente fuera. del plano z = O. 
Sobre este plano el decrecimiento de <.-v-r)o con:fo::-ce R. 
aumenta es marcado. i.e. no es necesario mucho apoyo azi­
mutal en el exterior de este plano, el a.poyo se necesita. 
en general fuera. de ~l. 

Ea.jo la. :forma ¿-(~)= 1 + "'-<;":L'f"-:z. J..a situaci6n se altera un 
poco: primero, en J..a. regi6n central se tiene isotropía. 
meridiona.J..; esto no da. ningún a.poyo (J..oca.J..) a. la. forma 
de]_ sistema.. Introduciendo el efecto de ZV'f~ y b'f' empeo­
ra. la situa.ci6n. Matemática.mente esto se a.J..ivia haciendo 
negativa. a la :funci6n ZV'f/;'; • J..o cuaJ.. red.uce líx:.t y es po­
sible tener 1\c.'t ">/ 11JO<.. Esto no es válido. 

La. necesidad de que Zv~~~ sea. negativa. a.parece en al­
gu..~os ca.sos por J..a. depresi6n observada. ci;:ca. de J..a. regi6n 
central. Sin emba.r~o en otros ca.sos <..~~~º no ee negativa. 
en esta depresi6n lha.bría. que ver, a.demás, con más deta.­
lJ..e J..o que ocurre en~----- o: por eJ.. comporta.miento de 

(_'\.f'f')c.. • que tiene a.J..to gradiente en r - o • se espera 
algo a.n~logo en J..a. :funci6n <v~~º ). Lo importante es re­
ducir convenientemente a <.vq~o en alguna. parte para con­
trarrestar J..a isotropía meridional en J..a. regi6n central. 
Esto se ha.ce por medio de depresiones muy cerca. del cen­
tro o cerca. de ~l. Hemos visto que estas depresiones a.pa­
recen sobre el plano z = O, tanto bajo variaciones en t'­
como en z (i.e. en la regi6n central .(_v~~º es en general 
mínimo eobre el-plano z = O). 

Entonces, la isotropía. merid.ional en a.lgu..'"la regi6n de 
un sistema. prola.to no es acepta.da en algunos ca.sos; de 
hecho, como ya. se vi6 anteriormente, no existe solución 
bajo isotrop!a. meridional gJ..obal. Conforme mayor sea la 
elipticida.d del sistema, mayor debe ser el a.lejaxiento 
de la isotrop!a. meridiona.J... Esto explica porqué se acep­
tan J..as situaciones con ,,Lf > l. 

Ahora, comparando las soluciones en eJ.. inciso (b), 
sección V.3.i, con las aquí obtenidas, se observa. que en 
general <..'1'f)o es mayor en z '"'-' O en estas últimas. Esto 
parece contradictorio pues 6"...- domina gradualmente a -{;e 
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en z ,._,O en las presentes soluciones, y por lo ta....~to uno 
esperaría que <.v~>º disminuyera rápid'3.lilente. La explica­
ción de este comportamiento es la siguiente: en las regio­
nes pr6ximas al eje z, ("",.- apoya gradualmente la formFl. del 
sistema., con <5""e siendo ce.da vez más pequeña.. Entonces es 
necesario u.n apoyo azimutal para contrarrestar el decreci­
miento de t>e • Lo interesante es que parte d.e este apoyo 
(pues de hecho l~~>o sí es fuerte en esas regiones) apare­
ce sobre el plano z = O: ~"V~>o es .máxima en z = O Y des­
pués decrece; esto 9e observa en regiones intermedias y 
externas. Vemos que no necesaria.~ente se tiene localmente 
la proporci6n debida en dispersi6n y rotación para mante­
ner la forma del sistema., la compensaci6n global es la im­
portante, como lo apunta Binney (198l). 

Las depresiones en (_v'f')e ocurren en z ~ o. Entonces con 
tX.{> '> 1 los requerimientos de <.v-'f><> alta en regiones con z 
grande aparecen en z,.., O; esto eleva las depresiones y es 
posible entonces tener soluci6n matemáticamente aceptable. 
Esto explica. también porqué .,{.r.._ '> l es favorecido (i.e. 
aumentando o1..p- se alivia 1.a. depresi6n; ver Figs. V. 9 y 
V.11). Un punto que hay que notar es que la depresi6n en 
z~~)c ocurre en las regiones centrales; entonces la iso­

tropía meridional central tiene fuerte consecuencia. En 
cambio en el inciso (b) secci6n V.3.l la depresi6n ocurre 
hacia el exterior y permite que ~~f>.,se recupere todavía 
dentro de dista..~cia.s intermedias. En ese ca.so la posibili­
dad de <..v'f)o más o menos constante en un intervalo gra..~de 
de distancias está a la mano, pero no aquí. Más adelante 
discutimos las consecuencias de esto respecto a curvas de 
rotaci6n planas. 

Consideremos a.hora las soluciones con la forma "natural" 
o..."'-c.<') = e, + •. qr .. c.oS ... e J ¡e_ 1 -r oi.f" r ... ~&J· 

Ya vimos que con E. baja se requiere ..,;- <. l kpc"" • y en 
€: a.1 ta preferentemente ol.r > l kpc-:z.. Sin embargo hemos 

perma..~ecido en valores de ~r del mismo orden que los uti­
lizados en la forma anterior de ~(~) para ver cuáles son 
los cambios. 

Las características principales del comportamiento de 
<(.v'f")o en estas soluciones son las siguientes: en eliptici­
dades bajas ( el"= o. 43589 y er = O. 69576 • en esta t11tima 
intrínsecamente mayor que O.l) Z'\.T'f")o es fuerte en z __, O 
en la región central, ccn un pequeño máximo cercano al pla­
no z = O. Posteriormente <~~")., sigue siendo fuerte; inclu­
sive en regiones intermedias puede ser mayor que el valor 
en z = O. En el exterior, ZV~")0 es máximo en z = O con de­
crecimiento sensible posterior. En particular en ~ = 
0.69576 la depresi6n encontrada. en las soluciones a.n~erio­
res vuelve a estar presente pero ya no se alcanzan va.lores 
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negativos de Z.v'f'/o • Entonces en E: peque!:.a .(Vl'"'>o es 
fuerte en z ,.._, o. er. particular en la regi6n central y en 
el exterior (en las soluciones a..~teriores el máximo aquí 
encontrado cerca de z = O se desplazaba a z gr~aes9 que 
a.hora aparezca más cerca:.o al pla.rio z = O quiere dec~r 
mayor apoyo a partes principales) 

l2? 

En elipticidades intermedias y altas domina el que ~"-'~>º 
sea máx:Uno en z = O con decrecimiento sensible posterior. 
En elipticidades altas aparece en ias regiones externas 
una depresi6n en z grande, pero esta depresi6n no es fuer­
te; i.e. (._~~')~ es fuerte en toda esta regi6n. 

A1'1ora consideremos un poco más de detalle en esta dis­
cusi6n. 

En primer lugar, con la forma "natural" de o..(~) aauí 
estudiada tenemos isotropía meridional en la regi6n-cen­
tral, y por razones ya dadas se espera depresi6n de ~V~>º• 
la cual efectiva.mente se obtiene en las soluciones; esta 
depresi6n es tanto en la direcci6n R como en z y aparece 
(de nuevo) en la regi6n central. Como se ve en algunas so­
luciones (Figs. V.7 a V.ll), esta depresi6n puede llevar 
a valores negativos de Z.V'i'')., • 

En segundo lugar algo ~uy importante: aquí y en las so­
luciones bajo la forma <L (r) = '+ ,,i..f ,. .. :z.. el parámetro C>(f 
tiene aproximadamente el mismo valor (a veces igual). So­
bre el eje z se tiene entonces el mismo cociente 6..-/b0 • 
pero bajo la forma "natural" ya no se está en contra de 
la forma del sistema en z ,.._, O. Ahora, con la forma de ~(~) 
de.da por ~(~) = ~ -t- "'-fe........ se requería apoyo sustancial de 
z~~>o • a pesar del hecho que en z ,.._, o se estaba en con­
tra de la forma del sistema. Bajo la forma "natural" de 

o...(r) se requiere entonces mayor apoyo de .(_V~')., , y esto 
es lo que efectiva.mente se obtiene {Figs. V.6 a V.ll). 

Este apoyo surge de nuevo sobre z ,..._, O, como ya se vi6 
en el comporta.miento de z~~)c a través del sistema. Enton­
ces, bajo igualdad de ,(_t _en ambos tipos de soluciones , 
J...e.. forma "natural" de o..(....-) permite elevar la depresi6n en 
¿_~~~.. , aliviándola del todo a veces (ver sistema con 
~ = 0.69575), o disminuyendo la regi6n con <._v'f">o <.... O 

(ver sistema con ep = 0.71414). En los sistemas con ep = 
0.89795, ep = 0.91651, el'= 0.97701 se ha tomado ..:.f"" me­
nor bajo la forma. "natural" de o..(~') y no se ha aumentado 
entonces <...."1'{") 0 convenientemente en z ,.._,, O, empeorando de 
hecho las depresiones (elevando ~f es posible eliminar 
del todo "--"''f'>o <.....O). 

En tercer lugar algo ta.mbi~n muy importante: .Z 'U'f'>º en 
z ,...._, O es marcadamente pJ...ana en grandes extensiones del 



sistema bajo la forma "natural" de o..C~) • Esto es rele­
vante en gran medida psra la obtenci6n de curvas de ro­
ta.ci6n pJ.a..~as. 

Consi:3.eremos e.hora las so1uciones con o--= cte. 

Primero veamos los sistemas con elipticidad baja. Hemos 
calculado dos sistemas, uno con 0:-= 0.5, y otro con O:= 4 
(Pig. V.6). EJ. caso con ~ Z 1 apoya naturalmente la forma 
del sistema en z ,.._, º" pero al igual que en "'-- = cte. con 
ejes principa.J.es cill.ndricos de f • si "- es suficiente­
mente baja se requiere apoyo azimutal fuerte. Con "'- "> 1 
se apoya a la forma del sistema sobre el eje z, pero ~~ 
es fuerte en z ,_, o, entonces la componente azimutal con­
tribuye menos. Ha.y que notar lo aplana.do de ~v~) 0 en estos 
casos (Fig. V.6). 

'2.. 
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Veamos ahora el sistema con a... = 6.0 en elipticidad al­
ta. Bajo ejes principales ciJ.!ndricos de -f y con <l..= cte 
(o... Z 1), el sistema prolato presenta en genera.1 una depre­
si6n fuera del plano z = O. Aparentemente bajo esa forma 
má.s o menos natural se está sobreapoya.ndo con Cf'- la for­
ma del sistema. Con ejes principales esféricos de f y 
con isotropía meridional en la regi6n central, esta depre­
si6n se corre hacia el interior; 1a causa aparentemente 
es 1a isotrop!a mencionada. Con"'-= cte. en ejes esféricos 
la isotropía meridionaJ. central ya no está presente y efec­
tiva.mente se reduce la regi6n ~v~Jo Z O, como se muestra 
en la Fig. V.11. EJ. apoyo sobre eJ. eje z es muy fuerte con 

o..,'2.. = 6. Esto quiere decir que él'- es bajo en estas regio­
nes; por lo ta..~to z"\J~Jo tiene que ser fuerte, aliviando 
1a depresi6n obtenida bajo otras formas de ~l~) • 

En 1-as Figs. V.17 a V.22 se muestran las funciones \o..,.in 
de los sistemas ~rola.tos considerados en esta parte. 
Con la. forma 0.:-(..-) = \ -t rX..? '{""'2.. • en general "'"''" "> 1 en z ~ O 
(en particular en la regi6n donde z~~Jo tiende a ser nega­
tiva), i. e. la componente azimutal es débil pues con .:;-f'- se 
está apoyando fuertemente. 

Con o.... = \:. 
ne: 

(isotropía. tangenci~1 de veioci1ad.es) se tie-

esta forma de i.C.~) es conveniente en e1iptici.d.ades 
dias y a.itas, en las cu.a.les se puede cu.mp1ir L ~ 

{v.3.2.2) 

interme­
i en gran 



parte de1 sistema. (sobre z,..,, O)• pero no en la regi6n cen­
tral pues b....,\" t 1. 

Con la fo::-ma "natuz-al" de o-(~\(ecusci6n (V.2.2.6)) hay 
apoyo débil de btt. en z,,....., O; entor.ces \o...,.; .. ,~ 1 en 1.s. mayor 
parte de ests regi6n, decreciendo fue::-temente a pa.::-tir de 
la regi6n central donde lo .... ;.., '> 1 en general (y en las re­
giones donde ~~~'>o tiende a ser negativo). Tanto aquí co­
mo en la forma anterior de ~<.r) se tiene isotropía meri­
dional en~ --o; esto no apoya la'fo::-ma del sistema. y 
entonces se requiere z~~'>e débil, cuando no negativa co­
mo en a1gu.'1.as so1uciones; entonces le-\~'> l es esperado en 
~ ___.,. o • 

Con ~ = \e, en este caso (y z ,-..J O): 

(V.3.2.3) 

esta forma es apropiada s61o en las partes externas del 
sistema (con z ~ O) donde es posible E. ~ 1; en las re­
giones centrales no es válida (pues \,..,_; ... "> 1). 

Las 
b-; ... '> 
mente 

v.3.3 

soluciones con "- = cte. presentan razonablemente 
l o \o,.,.\,..~ 1 según sea o.."> 1 o o-. <. 1, respecti.va­
(ver Figs. V.17 y V.22). 

RESUbIBN DE LA FUNCION 
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En seg.U.da apuntamos algunas características importan­
tes de la funci6n z~~) 0 , obtenidas en las secciones v.3.1 
y v.3.2 • En la siguiente secci6n discutiremos un poco más 
la. funci 6n f. (r ') . 

Hemos encontrado los siguientes ti.pos de curvas .(.'\Jf)o en 
z.-..10: 

1). z~~~o decreciente con gradiente alto aproximada.mente 
constante en las regiones externas. 

Este comportamiento lo presentan en general los sistemas 
oblatos de la Tabla V.7 bajo la fo:::-ma. {V.2.2.4) de o..(r) • 



Ta.:nbién 1o encontra.:oos en los sistemas prolatos con 
elipticidad alta y o.,= cte. en la Tabla V.8. 

2). l.v'f)o decreciente con gradiente peque~o en 1as regio­
nes externas. 

Se ha encontrado en los sistemas oblatos de la. Tabla. 
V.5; en 1.os oblstos con o..'- = '+ ti.l:f"2. de 1.a Tabla V.7; 
en 1.os oblatos con a. = cte. de 1.a Tabla V. 7; en algu.."'los 
pro1atos con o.."- = 'I + ..t.f° f"~ de 1a TabJ.a V. 8. 

3). <'._'11f">., decreciente con gradiente ,.._, O en 1.as regiones 
externas. 

Se encuentra en 1os sistemas pro1atos ~d.e 1a Tabla V. 6, 
con elipticida'.3. baja y con la. f'u..."'lci6n o.: = L\ + "!> (~'t=c)"-·::r: 
también en algunos pro1atos con elipticidad intermedia 
y alta en la Tabla V.6; en oblatos con a. = cte. de 1a. 
Tabla V .7 • 

4). z~~?o decreciente con una depresi6n en las regiones 
externas. 

Se ha encontrado en algunos sistemas pro1atos de la 
Tabla. V .6. 

5). ~~~)o decreciente en la regi6n central, con U..."'la de­
presi6n cerca del centro. y un comporta.miento poste­
rior aproximadamente plano. 

Se ha. encontrado en los sistemas prolatos de 1a Tabla 
V. 8 con 1.a. forma o..1. = .¡ + "'-{'f""- y con l.a forma "natural" 
(V. 2. 2. 6). 

Estos comportamientos en z .-> O son de gra.."'l peso a1 de­
terminar curvas de dis~ersi6n y rota.ci6n a lo largo de 
los ejes mª-Yor {oblato) y menor (prolato) ~royectados 
(pues Z."''f">~= <'.....-V'f")~+ 6~ ; ver ecuaci6n \V.3.4)). 
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Algo que se puede decir de estos resulta.dos es que va­
rias f'ormas de la f'unci6n ~(r) producen z~~)o parecidos 
en un sistema dado (oblato. prole.to). Idealmente, 1a.s 
observaciones detalladas del sistema determinará:ñ qu~ 
tipo de función o..(.r) cumple el sistema.. 

Pensamos que las f'u.nciones ~(~~ aqu:! propuestas no son 
demasiado descabelladas. y que por lo tanto pueden ser 
relevantes en sistemas reales. a1. menos en algu.nas regio­
nes del sistema. 
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V.4 DISCUSION DE LA FUI'CION la ( ~) EN SISTEMA3 
CON SI!LET~IA ROTACIONAL. 

En esta secci6n especificamos la funci6n b(~) que fi­
nalmente utilizamos para calcular las contribuciones de 
las componer.tes azimutales <'..V'f)> y ó'f' Pero antes, va­
mos a resu:nir algunas posibilidades que se han encRntrado 
en la secci6n a..""lterior, a partir de la funci6n E. (r) • 

1). Una posibilidad es b = l ; i.e. 
según sean los e~es principales de 
ecuaci6n (V.3.9)): 

(V.4.1) 

Esta situaci6n s6lo es posible si b ••. :,Y\ ~ l. Por J.o 
pronto en z -v O esto ocurre en los oblatos de la Tabla 
V. 5; en el prol.ato de J.a Tabl.a V. 6 con a._2.. = O. 5; en el 
prolato de la Tabla V.6 con ef = 0.97701; en el oblato 
de la Tabla V. 7 con o.:'· o. 5; en los prolatos de J.a Ta­
bla V.8 sin contar la regi6n central y bajo 1a forma 
"natural" de d.C.r') dada en la ecuaci6n (V.2.2.6); en le.s 
regiones centrales de los obl.atos de la Table. V.7 bajo 
las formas o...,2... = \ +-~.-.,_ y J.a "natural." (V.2.2.4); en 
las regiones centrales de los prolatos de la Tabl.a V.6 
con elipticidad intermedia y al.ta. 

La forma (V.4.l) de E(r~ es particularmente rel.evante 
en los sistemas oblatos de la Tabla V.5 (se tendr!an 
sistemas aproximadamente isotr6picos), y en las regiones 
externas de los prole.tos en la Tabl.a V.8 bajo la forma 
natural (V.2.2.6) de la. funci6n <'.\..(;>). 

En las regiones internas donde la funci6n (V.4.1) es 
posible, se tiene, sin embargo, que no necesariamente 
~ _.,.. l, i.e. <.."'°'f> /=O (ver ecuaciones (v.3.2) y 

(V.3.3)). 

En los sistemas oblatos de la Tabla V. 5 • "'"'~" es apro­
ximada.mente constante. Entonces 6"'f_ y .(_·u-.() siguen J.a 
tendencia de J.a funci6n .(_v'f'>" : ~~ = '°"''"'.,_ Z-U'f">z..., • 

z...r~-,-z. = (4- i..-·,._-Z.) .(_-U'f'Se> • En estos casos 64' y .(v'f"') 
será.h marcadamente decrecientes en las regiones ~xternas 
del sistema. 
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Ln 1a.s regiones externas de 1os sistemas pro1atos de 
1a Tab1a V.8 bajo la :for:na "naturaJ." (V.2.2.6) de o..(~)• 
se tiene !.,~~" rápida.mente decreciente. Entonces ~"\ 
't"en:'l.rá este comporta:niento. También {__v~") _, <'.."-''f'>., en estas 
regiones. La fu.nci6~ (V.4.1) es apropia1a en estos siste­
mas pues <._v~> mostraría un cornporta~iento aproxima:'l.a:nen­
te p1ano, obtenido observa.ciona.1mente (por ejemplo Young 
et a1. 1978; Schechter & Gu..'"ln 1979; Da.vies et al. 19B3). 

En las regiones centrales deseamos que se cu:zipla 
f. -• l en ~ - O. Habría. que hacer entonces una. pequeña. 

modifica.ci6n en ~ - O a la funci6n (V.4.1). 

2). Otra "i!OSibi1idad es o..(~'>= lo(~) , i.e. -e;-=t b'f 
6"~ = b'f , según 1os ejes principales de f 
Esto da {ecuaci6n (V.3.9)): 

o 

(V.4.2) 
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Cl.a.ramente se requiere °'- (_~) ~ \e,.;,._ • Esto está permi­
tido en l.os oblatos de la. Tab:l.a V. 5, en los cuaies tL ~ i, 
i.e. t..C.';:)-: b.,.\,... ~cte. Entonces 1>'{ y Z'\J"'{')> siguen ei 
comportamiento de la. función Z-v't'>o • 

La desigualdad o..(_~')">,. le.,,,.;,..._ no está permitida en los pro­
latos de ia Tab:l.a V.6 (toda esta. discusi6n se refiere a ia. 
regi.6n z ,.._, O, importante observaciona.1mente). 

'2..Con ejes principa:l.es esféricos de f y bajo la :forma. 
o._. = '+ 4 ".,,_ • l.os sistemas ob:l.atos de la Tab:l.a. V. 7 con­

ducen con ia. ecua.ci6n {V.4.2) a.: 

~ c<) = {V.4.3) 

con los va.lores de oi.; (= 102. kpc') y según el comporta.-
miento de le."';"' • ee ve que sí se obtiene t. ~ l en 
prácticamente toda. la. regi6n z ,.._., o. Además t.. es rápi­
damente decreciente pues ~(_~) aumenta. :fuertemente en el 



exterior. En esta reg:i.6n se tiene entonces (ver ecuacio­
nes {v.3.3) y (V.3.4)) 6~ rápida.::::er.te decreciente y 

•(:'-''f'> ,.._, <(.-V'{')• • Esto también se aplica er. los oblatos 
de la Tabla V.7 bajo la :forma "natura)." de o..(r')(ecua­
ci6r. {V.2.2.4)). 

J.57 

La :funci6n {V.~.2) tB!!lbién es válida en los sistemas 
oblatos de la Tabla V.7 con ~=cte. En este caso~~ cte. 
pues b.M .... -,,¿_ cte (:Fig:. V. l4); ~'f y "-.'\Ji'") siguen entonces 
la tendencia de <.."''f"">o {decreciente). 

De nuevo, en todas estas soluciones no se tiene nece­
sariamente ~ - l en ~ -- O. 

En los sistemas prolatos de la Tabla V.8 bajo la :funci6n 
o...,_ = \-t-t>Ly<"'- dan junto con la ecuaci6n {V.4.2): 

(V.4.4) 

y es posible t. ~ l s6lo en las regiones externas• en las 
cuales ~ disminuye rápida.mente, i.e. 6~ muestra este 
comportamiento y <..'1'f") ,._., z·,.h~')o • Entonces -<.v'f') tendrá 
un comporta.miento aproximadamente plano. 

Bajo la :forma "natural" {V.2.2.6), los sistemas prola­
tos de la Tabla v.B dan con la ecuaci6n (V.4.2) (y con 
z .-..J O): 

{V.4.5) 

Como \:;...{,...._ decrece :fuertemente {:Figs. V.l7 a V.22), 
esta :forma de ~(~') produce un decrecimiento igualmente 
:fuerte de ~(~) {excepto en regiones externas, debido al 
:factor creciente entre par~ntesis). Entonces de nuevo 

6"'f es decreciente y <..,.V1f') "-' Z'\J~').,. , con Z'-''f7 
aproximadamente plana. En estas soluciones prolatas la 
:funci6n (V.4.2) se tendría que modificar para dar la 
condici6n t. --... l en 'r -- O. 

En las soluciones prolatas con tL = cte. en la Tabla 
v.B, no es conveniente 0-(r) = \o(_"i-') {ver :Fig. v.17). 



3). Otra. posibilidad es la(.~)= k lo"';"' 
La ecuación (V.3.9) da entonces: 

i.e. ~C.~)= cte. 

con k. -,.,.. l. 

(V.4.6) 

Con 1.a ecuación (V. 4. 6) tanto 6 'f como <..°"'f '> siguen 
1.a tendencia de ~"1'f')c • i.e. 1.as cinco tendencias des-
critas en 1.a secci6n v.3.3 • En particular, se pueden 
obtener curvas p1.anas de .L... ~'t"'> • 

A menos que K = 1. (i.e. f. = 1. y entonces <'...°"'f'> = O 
en todo punto del. sistema), no se tendrá ~ --- 1 en 
~ --- o, i.e. <.._"'{'> -¡-.. o. 
Con ~ = 1. ya hemos mencionado a1.gu..~os casos en la sec­

ción anterior en los cuales la dispersi6n observada 
(bajo un ángulo de observación ,._, -n¡ :t.. ) estará. fuertemen­
te dada por la dispersi6n radia1. { 6~ o Cr ), debido a 
gue 6'f = R .(_'\J'f°)'c = .(."V-r/e disminuye rápidamente, y 
lver ecuaci6n {V.3.8)) 1)..._ o' 6".- =le ... \"' .(."V'('::>o puede ser 
moderadamente decreciente• en 1.os casos con \;...,.,\"' rápi­
damente creciente. La dispersión observada será entonces 
levemente decreciente. 

Sin introducir suposiciones extra, las posibilidades 
1.), 2) y 3) serian tres formas convenientes a investigar 
en 1.a funci6n b C.'?-) • 

Vamos a discutir u..~ poco má.s, bas&idonos esencialmente 
en 1.os tres tipos de comportamiento encontrados en 1.a 
función \,...,..\"- sobre el plano z = o. 
a). decreciente. 

Este comporta.:niento es propio de los sistemas ~ro1.atos 
en 1.a Tabla V .B bajo 1.a forma "natural" de o..(...,-") lecu.ación 
{V.2.2.6)); ver Figs. V.17 a V.22. En este caso el. apoyo 
de br es intrínsecamente bajo, y en principio 1.a compo­
nente azimutal ~'f pu.ea.e tener el peso de mantener la 
forma del sistema perpendicular al eje de simetría z 
(por ejemplo, tomando lo(_V'') = """"'"" ). 



La funci6n (_v~"). tiene en general un co~porta...~iento 
aproximadamente plano en las regiones externas del sis­
tema; entonces ~~ fuerte en principio está relacionado 
con (_'\J'f/o fuerte. 

b). consta..."1.te. 

Este comportamiento se ha encontrado principalmente en 
los sistemas oblatos de la Tabla V. 5. La funci6n <.. "-''f"> .. 
es decreciente en f·orma· mon6tona, s·iguiendo la tendencia 
de l.a vel.ocidad de partícula en 6rbita. circular, (~'f)c. • 

c). creciente. 

Esto se obtiene en los prolatos de la Tabla V.6 y en 
los oblatos de la Tabla V.7. En este caso la contribuci6n 
de b'f en las regiones externas del sistema no es fuerte: 
con ei apoyo de ~~ es casi suficiente para mantener el 
equilibrio del sistema en la direcci6n perpendicular al 
eje de simetría rotacional z. La funci6n <._v~">o es fuer­
temente decreciente; entonces ~~ débil está relacionado 
con z-v~)-o débil. 

Ahora, la posibilidad de tomar b = l conduce a l.a ecua­
ci6n (V.4.l), y entonces s6lo se puede dar en a) y b) 
(i.e. ~ ~ l.). En este caso (ver ecuaciones (V.3.3) y 
(v.3.8)): 

\, •• :1" <. "\) 'f) o 

lo.,..;" .::.. 'V'f")º 

( 
.,_ ,,,,_ 

-\- i.,,..-,,.,.) Z'\l'f)-º 

(V.4.7) 

Aplicadas en a), estas ecuaciones darán dispersiones 
decrecientes, con gradiente moderado, y <_v'f') ~ <:tJ'f?o 
en l.as regiones externas. Observacionalmente se obtendrá 
una curva de dispersi6n moderadamente decreciente, y una 
curva de rotaci6n aproximadamente plana en l.as regiones 
externas. 

Aplicadas al. caso b), l.as ecuaciones (V.4.7) darán fun­
ciones mon6tonamente decrecientes para l.a diapersi6n y 
vel.ocidad de rotaci6n observadas. 
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La posibilidad lo. "'- ya vimos que está permitida 
en los sistemas oblatos de la Tabla V.5 (i.e. '°""'"" ~ cte. 
en b)), en los oblatos de la Tabla V.7 (i.e.b!";,...creciente 
en c)) • y en las reg:i ones externas de los pro..1.atos de la 
Tabla V.8 bajo las formas (V.2.2.2) y (V.2.2.5) de "'-Cr) 
(entonces es posible considerar ¡,,"';"' decreciente en a)). 

En los oblatos de la Tabla V.5, ~(~) dada en (V.4.2) 
es entonces aproximadamente constante y: 

(V.4.8) 

Estas son :!'unciones mon6tonamente decrecientes, e igual­
mente se esperan las de dispersi6n y rotaci6n observacio­
nales (con & 0 ..,,. ~ Tt/a.). 

En los oblatos de la Tabla V.7 (i.e. \:,,..._;,.. creciente con 
<..~~">o fuertemente decreciente) las ecuaciones (V.4.8) 
(con 6"f<,. - (; '<" ) también conducen a dispersi6n y rotaci6n 
decrecientes, en particular la velocidad de rotaci6n. 

En los prolatos de la Tabla V. 8 ( lo .... ;"- fuertemente de­
creciente• (.'1'f">~ ......., plana en el exterior)• las ecuaciones 
(V.4.8) darán dispersiones fuertemente decrecientes y ~v~~ 
aproximadamente plana en el exterior del sistema. 

La posibilidad lo k.lc...,;"- (i.e. E:(~')=~/'!<.." ; ver 3) en 
esta secci6n) puede abarcar a), b) y c). En este caso: 

(V.4.9) 
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Aplicando (V.4.9) en a) se pueden cubrir situaciones 
con Z'\.l'f':>,..,, D (. k. ~ l) y por lo tanto <'f (la dispersi6n 
dominante bajo observaci6n a e r-J"fí/:;_ ) aproxima.da.mente 
plana en el exterior (este será ta~bién el comportamiento 
ue la dispersi6n observada). Con ~ muy grande los papeles 
d.e €"'f y Z"\J'f-;. se invierten. 

l6l 

Aplicando (V.4.9) en b), las curvas observad.as ( <a,.._,.,.¡~) 
de d.ispersi6n y rotaci6n serán mon6tona=nente decrecientes. 
En c) y con k. -= l tendremos "-"'-''f/ ~ O y la d.ispersi6n 
radial 61<.. .;, €"..- dominando a 5"'f • 1.a d.ispersi6n observa-
d.a ( e_, '1\"}2.. ) tendrá un gradiente moderad.o. Si k. '>"::> l • 
la dispersi6n sigue teniendo este comporta.miento, y apare­
ce una rotaci6n de centroid.e rápidamente decreciente. 

Todas estas situaciones deberían ser modificad.as conve­
nientemente en el centro del sistema para d.a.r E:(~) - l 
en ~ ~ O; i.e. t ... :v'{"'> --- O en ? - o. 

En lugar de hacer un cálculo numérico detallad.o de las 
diferentes situaciones discutidas en esta secci6n, vamos 
a proponer una funci6n "'(~") que contiene características 
de las varias funciones lo(_r) ya analizad.as. 

En la secci6n v.3.3 hemos resumid.o los diferentes tipos 
d.e curvas ~~'f"'>o que se han obtenido en este trabajo. 
Como se ha d.iscutido en esta secci6n, tanto 6"'f como Z'\J'f":;> 
pueden seguir las tendencias d.e Zv~~º • En particular, 
desea.moa reproducir, con la funci6n lo~~) que vamos a pro­
poner, las curvas a~roximadamente planas que se obtienen 
observacionalmente lYoung et al. l97B; Schecbter & Gunn 
l979; Efstathiou et ai. l9BO; Davies et al. l983: y 
otros). Esto está a la mano bajo algunas funciones o..(<") 
aquí propuestas pues las correspondientes <...V'f">o ya mues-
tran este aplanamiento. .._ 

Entonces, como Z"-1~-;.2 (\- ~)¿~~~º • es conveniente tom3.r 
E. - E.o = cte. ~ l a partir d.e cierta distancia Ro al cen-
tro d.el sistema. También deseamos E. - l en ~ O. 

Por sus características asint6ticas 0 hemos considerado 
conveniente introducir una fu..~ci6n exponencial para modi­
ficar a Z.S'f'">o • Además• como z ,..._, O es la región del sis­
tema importante observacionalmente, consideramos 'Únicamen­
te dependencia en la distancia R para la funci6n E..(~) 

Considérese la funci6n: 



(V. 4. J..O) 

con Z.... ~ J..; esta funci6n tiene J.as propiedades requeridas. 
Su punto de infJ..exi6n est~ en R = "" • cerca deJ.. cuaJ.. se 
encuentra eJ.. máximo en ~~~~ • 

Entonces J.a funci6n lo(.~') que utiJ..izamos es \e,(<'')= \..,,..; .... /R. 
con 'o,,..;"' J..a correspondiente aJ.. sistema en consideraci6n, 
y con ~ dada en {V.4.J..O). 

En eJ.. CapítuJ..o VI a....~aJ..izaremos J..as curvas de dispersi6n 
y rotaci6n obten.idas con esta funci6n lo(r) • 

V.5 SISTE~AS PrtOLATOS CON rtOTACION DE FIGU3A. 

Consideremos ahora un sistema prolato con rota.ci6n. de 
figura, bajo J..as aproximaciones hechas en la secci6n 1V.5 
del Capítul.o IV. ,.. 

Veamos primero J..a situ.aci6n ..5L- = O (van AJ..bada. J..987 • 
ha encontrado un sistema. de este tipo bajo experimentos 
numéricos de N cuerpos). En la TabJ..a v.9 damos el vaJ..or 
aproximado mínimo de J..a constante lo en la reJ..aci6n 6,._u 

o... €-a• = lo. (;~n • para aJ..gunos va.lores de J..a constante o... • 
y aJ..gun.as excentricidades ey deJ.. sistema (estos sistemas 
son aquelJ..os de J..a TabJ..a V.6 en cuanto a J..os va.lores de 

E: y l)..'f ) • 

De J..a Tabla V. 9 se ve oue en generaJ.. b-,. o.. ; i. e. en 
.Et- O se tiene S 0• "> Q• • En o.. 7,. J.. se tiene """''" "> J.. 

y por J..o tanto l>,..u ">,.. ¡;-..,.. .. > b"~· • En o... <... l hay casos en que 
\,,.,.;,,... <... l y otros corr 1o,.,.·1,... > J... En los primeros, y con-

siderando efectiVa.'!lente b l... l, ee ~iene 5,,_u <... 6":€_' L._ t>¡t • 
En \:,_;,,_ > l, en cambio, encontramos -€.,,.!' L... 6",.u L... 6_,;' • 
En o... <... J.. y suficientemente pequena, eventuaJ..mente parece 
dominar b <... J.., i.e. G,.." <.. b"~• l... b'°ci' 

J.62 

Conforme aumentamos -9... a partir de cero, J..as soJ..uciones 
empiezan a desaparecer si o... aumenta a partir de cierte J..í-
m.ite o-.,_ ; este vaJ..or O..r.... es una funci6n decreciente de 1a 
excentricidad ~f • i.e. para ef alta disminuye eJ.. rango 

l. 
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TABLA V. 9 

Va1ores mi.nimos de lo en ~ o . 

~ o. 43589 0.63576 o. 71..414 o. 897 95 0.91651 0.97701 

0.1 O.J..O 0.11 O.ll 0.15 0.16 0.24 
o. 3 o. 31 0.33 0.33 o. 40 0.41.. 0.59 
0.5 0.51 0.55 0.55 0.66 0.69 1.0 
0.8 0.82 o.89 0.89 1.07 i.11.. 1.6 
1.0 '.l..03 i.ii 1.:i.2 1. 34 1.40 2.0 
1. 2 1.25 1.33 1.34 1.62 1. 66 2.42 
i. 5 1.56 1.66 1. 69 2.04 2.08 3.01 
2.0 2.0B 2.23 2.29 2.67 2.BB 4.08 
2.5 2.67 2.88 2.88 3.53 3.53 5.0 
3.0 3. 16 3.33 3. 53 4.08 4. 47 7.07 

de valores o- qu.e permiten obtener solu.ci6n. 

Encontr~~os conveniente el valor .5L = 0.2, correspond.ien­
te a un period.o de rotación de ia figura de "'-' 3 X J..O'f a.."i.os 
(de este orden o menores son los valores experimenta:i.es y 
observaciona1es; ver van AJ.bada :l.987; Sharples et al. 1983). 

Formal.mente se requiere una velocidad baja de rotaci6n de 
figura para mantener 1a distribución de masa asumida, debido 
a qu.e la fuerza centrífuga en el sistema propio aumenta con 
la distancia ( .5L.. debe estar acotada superiormente para sa­
tisfacer el teorema del virial). Entonces el valor anterior 
de ..5L- es conveniente en este sentido, y ad.emás permite un 
ra..-..,go amplio de valores para la consta...-ite o... 

Las constricciones sobre el intervalo permitido en tl.. 1as 
impone principalmente la regi6n externa del sistema. Sin 
embargo el comportamiento dinámico de esta regi6n es incier­
to bajo 1as suposiciones asumidas; principalmente por los 
efectos centrígugos dominantes, 1os cu.a1es tenderán a hacer 
esférica 1a distribución de masa en e1 exterior. 

Hemos fijado entonces ia frontera a u.na dista..""lcia de 50 
kpc, que consideramos encierra 1a parte principa:L del sis­
tema. 



Encontramos que es permitido e::L interva::Lo O !:. "'- 'Z 3, 
e::L cual. genera e::L interval.o O ..S \:,..,.\.., Z 20 de va::Lores lo,....\., 
( ¡,,..,..¡" depende de::L sistema considerado y de::L va::Lor parti­
cular de o... ) • 

De entrada deseamos tener la menor rotación posible de 
centroide en el sistema propio (i.e. deseamos ver si el 
sistema puede ser mantenido principa::Lmente por el campo 
anisotr6pico de dis~ersión de velocidad). Analicemos en-
tonces la ecuaci6n lIV.5.17): · 

+ 

(V.5.1) 
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Debido a la forma de rP (ecuación (IV.5.16); ~ es ne­
gativa en x", y 11

, z" 7 O) e::L último término dentro de::L pa­
réntesis grande es positivo; entonces para reducir U- se 
debe tomar -9_ grande. Sin embargo ya se vió que ..5L gran­
de destruye las so::Luciones. Permanecemos en ...5}.._ = O. 2 

E::L tercer término es intocable (bajo :Las suposiciones). 
Esperamos que o-.l.!. 1-0"f>I' , '0-'!l.?, / 'O't:'' sean negativas en :La mayor 
parte de::L sistema. Entonces el primer término dará una con­
tribución positiva (considerando el signo negativo exterior), 
y conviene por lo tanto que "- sea grande. 

E::L segundo término será positivo con contribución negati­
va,. i.e. conviene b pequeño. 

E::L par de va::Lores CL = 3 , \:. = 5 cumple aproximadamente 
todas estas restricciones en €f' = O. 43589 ( o.1f = 4. 5 kpc), 
~f' = 0.71414 ( °'-~f' = 3.5 kpc), Cif= 0.91651 ( °''f' = 2 kpc), 

y hemos ea.1cu1ado explícitamente estos sistemas. 

Se tiene entonces €~" )> 6 0
11 ') 6°'t!,' • En e::L experimento de 

Mi11er & Smith (1979) (un sistema con e::Lipticidad rv o.6) 
se encuentra en el cuerpo principa::L: €"~ "> o-,.." ') 6'"!J" ; en 1.as 
afueras domina Sxu (en genera::L 1.as razones entre dispersio-
nes dependen deJ.. punto ~· , i. e. CL 1<. son variables). 
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Basados en todas las restricciones señaladas, nosotros 
estamos proponiendo situaciones en las que 6"~ no es dorr.i­
nante, y por 10 tanto la forma del sistema estará fuerte­
mente dada por el movimiento de centroides. De hecho, a. 
pesar de que 6°-'t::'.' domina a. 6°><." y 5 -,..• • la. rota.ci6n de cen­
troide en los experimentos de lf.iller & Smith (1979) resulta. 
demasiado alta. como para representar sistemas elípticos. 
Disminuyendo S<.... se disminuye esta rotaci6n de centroides 
(va.n Alba.da. 1987). Entonces 10 conveniente sería tratar 
de modelar sistemas con baja. rotaci6n de figura.. 

Relacionado con la singularidad de la densidad en el cen­
tro del sistema, se puede mostrar a partir de la ecu~ci6n 
(V.5.1) que en el origen 'Y- 11 = O la. componente l..-V'~') tiene 
una. discontinuidad da.da por ( l'.J\ es la. masa total): 

} 

Esto es independiente de los valores de o... • lo bajo la. 
suposici6n de que sean constantes. De nuevo vemos que es 
necesario modelar correcta.mente la regi6n central para. 
evitar discontinuidades matemáticas. 

En el Capítulo VI analizamos las soluciones calculadas 
en esta secci6n. 
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V.6 CONCLUSION3S. 

En esta secci6n resumimos a:J..gunas conc:J..usiones de J..a 
discusi6n en este capítu:J..o. 

J..) • 

2). 

3). 

4). 

5). 

Es necesario mode:J..a.r correcta.::iente J..a regi6n centra:J.. 
de:J.. sistema. Los mode:J..os existentes no esféricos bajo 
deproyecci6n de J..a J..ey r'/4- tienen este prob:J..ema por 
su singularidad centra:J... Entonces son inciertas J..as 
conc:J..usiones sobre propiedades centra:J..es, J..oca:J..es o 
proyectadas. 

Con J..as funciones o...('?') = {;p._/ E:";: propuestas en J..os 
sistemas ob:J..atos con ejes principa:J..es ci:J..Índ.ricos de 
J..a distribuci6n f , s6J..o existen so:J..uciones en J..as 
cua:J..es J..a dispersi6n meridiona:J.. es, a J..o más, isotr6-
pica. La forma del sistema es mantenida por J..as compo­
nentes azimuta:J..es -S:'f y <'.._-V'f> • Entonces, J..os ejes prin­
cipa:J..es ci:J..índricos de T en un sistema ob:J..ato no son. 
muy convenientes. 

En un sistema pro:J..ato con rotaci6n a:J..rededor de:J.. eje 
mayor, J..a situaci6n "- €:"p.../~'!:: = cte. bajo ejes pri:n.-
cipa:J..es cilíndricos de f es basta...~te natura:J... Bajo 
ejes principa:J..es esféricos de .+ y o.... = 6<C/f;e = cte. 
J..as soluciones conducen a va:J..o::r'es muy a:J..tos de -€..- en 
regiones externas, y posib:J..emente hay problemas de es­
tabi:J..idad. 

En sistemas ob:J..atos y pro:J..atos bajo ejes principa:J..es 
esféricos de J..a fu..~ci6n de distribuci6n f , J..os 
efectos de una tercera integral son más fáci:J..mente 
introducib:J..es; en contraste con J..a conc:J..usi6n en 2). 
Bajo esta situaci6n se perl!lite mayor variedad de so­
luciones. 

Con ejes principa:J..es esféricos de J..a funci6n de dis­
tribuci6n, se ha encontrado un J..Ímite superior para 
e:J.. cociente o.. = 6""r /Ce = cte. en sistemas ob:J..atos y 
prolatos con e:J..ipticidad baja ( ~ -Z: O.l). Este J..Ímite 
es "'- ,,v 3. 
Por J..o que respecta a la estabi:J..idad de1 sistema, 1a 

regi6n en "'- donde aparece J..a inestabiJ..idad es "'-"'.> i. 2 
(Merritt l987). Entonces en rea:J..idad estos sistemas no 
pueden estar muy a1ejados de J..a isotropía. 



6). 

7). 

8). 

9). 

lO) • 

La isotropía meridional central impuesta bajo varias 
formas de la funci6n ~(~), dispara los valores del 
cociente o-.. = €:.,-/€".,,, > l en regiones externas. Entonces 
es más conveniente apoyar a la forma del sistema (obla­
to o prolato) en las regiones internas. Esto alivia a 
las externas de posibles inestabilidades. 

f" - 2 ..,_,'/2. 
Se ha..'"l obter>..i.do funciones (.-V'f>o (= L "t. 'f + <'.'.."-''f'"> J ) 

con diferentes comportamientos, a partir de los cuales 
es posible reproducir los diferentes tipos de curvas de 
rota.ci6n y dispersi6n observacionalmente obtenidas en 
galaxias elípticas. En particular, con algunas funcio­
nes el..(~), podemos tener comporta_,niento plano de <'..:'-''f~o 
en grandes extensiones del sistema. Entonces están a la 
mano las curvas de rotaci6n planas. 

La forma "natural" de O..(r), ecuaci6n (V.2.2.6), en 
un sistema prolato, conduce a :funciones "-.V'f"><> marcada­
mente planas (i.e. las componentes azimutales IS""'f • <.:u'f) 
son importantes para el equilibrio del sistema). 
La correspondiente ~(r) en los oblatos, ecua.ci6n 
(V. 2. 2. 4), produce (._ "'-''f'>,, rápida.mente decreciente en el 
exterior. Entonces para poder tener comportamiento pla­
no de z~~)o • habría que disminuir el apoyo a la forma 
del sistema da.do por la dispersi6n meridional (Binney 
l980a), i.e. esta forma de ~(~)no es tan natural si 
se desea modelar curvas de rotaci6n planas. 
Es necesario tratar de obtener <~~~º plana en un siste­
ma. oblato. Esto es obtenido en los prolatos, pero éstos 
(con rotaci6n alrededor del eje mayor) no se espera que 
sean muy comunes (Binney 1985). 
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Sería interesante, en relaci6n al punto anterior, in­
vestigar la situaci6n a.. = €R./ f)~ = cte. < 1 en un sis­
tema oblato bajo ejes cilíndricos de la funci6n de dis­
tribuci6n f (esto es posible ver la Tabla V.1). 
Además de dar oportunidad a 6~ y <~'f~ de mayor inter­
venci6n, esta situaci6n es relevante pues en un colapso 
no esférico se espera que la dispersi6n a lo largo del 
eje de simetría sea la dominante (Gott 1973). En este 
sentido, habría que intentar otras formas de la fu..'"lci6n 
~(r) , sin que necesariamente produzcan isotropía meri­

dional de dispersiones en las regiones internas. 

En el sistema prolato con rotaci6n de figura hemos 
considerado cocientes constantes entre dispersiones de 
velocidad. Las constricciones impuestas nos han lleva.do 



a un tipo de soJ..uci6n en eJ.. cual la rotaci6n de cen­
troide es dominante para m'=tener J..a forma deJ.. sistema. 
Esto está en eJ.. mism~ sentido que eJ.. resuJ..tado de 
MiJ..J..er &: Smith (J..979). 
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Es conveniente a.naJ..iza.r situaciones en J..as que domine 
J..a dispersi6n a J..o J..argo deJ.. eje mayor (como en el ex­
perimento de ~ilJ..er &: Smith), pero tratando de que la 
ro~aci6n de centroide no sea dominante. Esto se puede 
intentar en sistemas con baja rotaci6n de figura, y 
reJ..ajando 1a constancia de J..os cocientes entre disper­
siones, de modo que, de entrada, se de apoyo a J..a forma 
deJ.. sistema. 



VI. SOLUCION DEL SISTEIL~ DE ECUACIONES. II • 
PrtOYECCION DE LA DISPER.SION DE VELOCIDB Y 
VELOCIDAD DE CENTROIDE. 

VI.1 INTR.ODUCCION. 

En este capítulo analizamos algunas soluciones de :Las 
Tablas V.5 a V.B. y las tres del sistema pro1ato con rota­
ción de figura mencionadas en :La sección V.5 

I..·a funci6n b{~) en los sistemas con .S.. = O está dada. 
J?Or lo l'<') = t,.,.;,,... ¡ ~ • con b,...¡,... dada en :La ecuación 
lV.3.8) dependiente del punto ~ (en e1 capítulo anterior 
hemos visto cómo es h~•~ en :La región cercana. a1 plano 
z ~ O, aquí tomamos su valor específico en cualquier punto 
~ ), y ~ la función dada en la ecuación (V.4.10). 
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Una vez teniendo :La solución de :Los primeros momentos 
de la ecuación de Boltzma.nn en una malla de puntos del sis­
tema, nuestro objetivo es calcular la dispersión de veloci-
dad. € \'....,'f· • y la velocidad de centroide • 'l)"f'""t· proyec-
tadas a lo :Largo de la línea de visión. 

En los sistemas con .S:... = 0 9 las :Líneas de visión bajo un 
ángulo de observación dado, cubren: el eje mayor proyecta­
do en los sistemas oblatos. y el eje menor proyectado en 
:Los prolatos. Las observaciones a lo largo de la proyección 
de1 eje de simetría rotacional del sistema darán una velo­
cidad proyectada de centroide nula• debido al movimiento 
intrínseco asumido para :Los centroides: circular alrededor 
del eje de simetría. ,... 

En e:L sistema prolato con SL~ O (rotación alrededor del 
eje menor) :La observación se hace sobre el plano perpendi­
cular a Si:. que contiene el e je mayor z~. 

En el Apéndice 3 se dan las ecuaciones para el cálculo 
de ~ l'.,.º'1· y vyrc-1 . 

S61o psra ejemplificar, y sin tratar de ajustar observa­
ciones de al"jUna galaxia elíptica real, hemos tomado los 
valores .J ~ - E-D' = O. 5 y R.,= l.O, 7 .O kpc. Vamos entonces 
a,.,_obtener dos so1ucion~s en cada s._Jstema,ca:Lculado (con 

.:s:.. =O): (l) la solución 1, con '\- ~" = 0.5, R.,= 1 kpc, 
y (2) la solución 2 9 con ..j'I- ~0• = 0.5, Ro= 7 lepe. 



Como 
con €. 

(_..;., '> 
da.do en 

._¡-;:_ ~ ..(_'l.f'f")., (ecuación (V.3.2)). 
(V.4.lO) tenemos: 

1. 70 

entonces 

(VI.l.1.) 

E1. factor ~ fija principa.1.mente 1.a. cantidad de ro­
te.ci6n que deseamos introducir en e1. sistema.. y Ro 1.a posi­
ción del máximo en -Uy.-o7 (este máximo no ca.e• en genera.1. • 
exactamente a la. distancia. F-o ) : a medid.a que R., aumenta. 
el máximo en ....r't',..C"'f· se 1.oca.liza. a. una distancia. más a.1.eja.­
da. de1. centro. 

El va.1.or de Z"\l~70 en un punto dado es independiente de E., 
y !':.o • Entonces 1.a.s soluciones 1. tendrán Zv'f') (';::) mayor 
que en 1.a.s so1.uciones 2 (pues Ro es menor en 1.a. so1.uci6n 
1.). Esto se refleja. en -úr'f· mayor en la solución 1.. 

Esperamos tambi~n que 61?~'(· sea. mayor que 1.Jf...,'f· de la. 
ecue.ci6n (v.3.5) tene~os 

€" 'f'Z... f. 

z.._, '>.,_, ' - 'E. 
~ ~ ~ 

y de a.qu:! es fá.ci1. mostrar que -6'f °>/<:'...'J..(> si 4 - f.o ~ o. 5 
(emp1.eando 1.a ecuaci6n (V.4.1.0)). 

Nosotros hemos toma.do \ - f.., = O. 25 • y por lo tanto 
il'{ '> "-."\l'f)> • De aquí se sigue bpn''I "> -úp,-cy pues la. contri­

buci6n a. bpro'1 de la dispersión meridiona.1. hace má.s fuer­
te 1.a. desigualdad. 

E1. comporta...-:!liento de 6"f""°'1 y "\JP,..""1 en e1. sistema. pro­
le.to con rota.ci6n de figura. se discute en la. secci6n VI.3. 

A partir de 1.a.s funciones €p.-<>'f • '0yro¡ deseamos hacer 
una. conexi6n con e1. formulismo obtenido de1. teorema de1. 
viria.1.. en el Ap~ndice 2. Consideremos primero los sistemas 
oblatos y pro1.atos con 5i:., = o. observa.dos a.proxima.da.men~e 
de canto, i.e. e.,..,, ,..,1'/'J..... 

La ecuación (A2.2.9) da 1.a. ve1.ocida.d de centroide cuadrá­
tica. promedio, V-~ • y 1.a. ecuación (A2.2.1.0) la. dispersión 
cuadrática. promedio, 6/: • en la. dirección x (e1. plano xy 
es e1. p1.a..no ecua.toria.1.. e1. pla..no de simetr~a). 

,. 
1 



HaiS""-lilOS las siguientes aproximaciones. 

Como la densidad es dominante en las regiones centrales: 

-2.. 
'6 (VI. l. 2) 

con t.I\ la masa total y (6})~ la dispersi6n cuadrática cen­
tral en la direcci6n x • 

Bajo la misma aproximaci6n, la dispersi6n observada, 
(_6fro'f)c. • en una línea de visi6n sobre el centro del 

sistema será aproximada.mente l6~)c; i.e.: 

( 6x)c, (VI.1.3) 

Análogamente, 
(esto sucede si 

si Z'\J'f'> es dominante en la regi6n central 
R., es pequeño)• podemos aproximar: 

(VI.l..4) 

Con (VI.1.3) y (VI.1.4) tenemos: 

(VI.l.5) 

l?l 
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Einney (1978) ha asu...-nido la aproximación dada por la 
ecuaci6n (VI.1.4), partiendo de rotaci6n aproximada...~ente 
consta...~te. Esto no tiene porqué ser así, pues observacio­
nalmente muchos sistemas tienen rotaci6n marcada.:nente de­
creciente. 

En la literatura la ecuaci6n (VI.l.5) se toma como punto 
de partida para muchas discusiones, pero prá.ctica.mente no 
se tiene en mente las aproximaciones en que está basada 
(salvo contadas excepciones: Schechter & Gu..'U'l 1979; Caimmi 
1983). 

Hay que tomar en cuenta que el cociente ::¡:j-/s empleado 
en el virial, está relacionado más directa~ente con los 
valores de ~v~~ y el campo de dispersi6n a través del sis-
tema, que con <.~f">~ / E;°c. • Quizá lo más apropiado para 
aproximar a V-/~ con observaciones del sistema, sea un 
promedio (pesado con el brillo superficial) de ~~7 / t)f,-º'1 
a lo largo de las curvas observacionales obtenidas. 

Con la aproximaci6n (VI.1.5) podemos utilizar el compor­
tamiento predicho por la ecuaci6n (A2.2.13), mostrado en 
las Figs. A2.1 y A2.2, para discutir las soluciones obteni­
das. De hecho, con la soluci6n detallada que tenemos de 
cada sistema se puede checar si efectivamente 1a aproxima­
ción (VI.1.5) es válida. Consideramos que este problema 
requiere por sí mismo un trata~iento separado del prop6si­
to exploratorio del trabajo aquí desarrollado; vamos enton­
ces a proseguir con las aproximaciones. 

Tenemos la relaci6n D:- = e:; <:.os."'-'f + 6~ ~""""-2 'f. 
En ejes principales cilíndricos de la funci6n de distribu­
ción se tiene 6"¡:t. = o-. €'t. = b {""~ 1 obtenemos entonces 
(ver Apéndice 2 para la notación): 
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(VI.1.6) 

'\J(o") 

Las regiones centrales son las que contribuyen fuerte­
mente en esta integral. Entonces, considerando un vol=nen 
central, '\le. lo)• en el cual tenemos el siguiente promedio: 

(VI.1.7) 



obtenemos en 1a ecuaci6n (A2.2.11): 

\ - \ - (VI.1.8) 

El procedimiento aproxima.do para checar 1a. ecua.ci6n 
(VI.1.5) es el siguiente: calculamos e1 cociente dado por 
(-Jfn>'f),....'.><. / l61'.-<>'1)c. y 1o loca1izamos en e1 plano 'fT/6, e: 
<i°a.do en las Figs. A2.l y A2.~ según sea e1 ca.so. Vemos 
en seguida sobre cuál curva o está situado. Com~ara.mos 
este valor ó con el valor dado en 1a ecuaci6n lVI.1.8) 
(una hojeada a la secci6n A2.2 del Ap~ndice 2 muestra que 
esto se espera consistente s61o si e1 sistema se está ob­
servando a un ángu.1o po1a.r e.,.,,,. ,...., Tr/..._ ) • 
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En 1os sistemas oblatos de la Ta.b1a V.5 se tienen 1a.s 
funciones ~ = o\+ o/..~y-'2.. y o...= cte. = 1; i. e. en ambos ca­
sos se tiene O...= l. en l.a.s regiones centra.1es. 

Con un promedio de b • be , en estas regiones ( a partir 
de 1a sol.uci6n num~rica obtenida.), l.a. integra.ci6n en la 
ecuaci6n (VI.l.8) conduce a: 

En l.os sistemas pro1atos de la Tabla V.6 se 
rado las Í°u..."'"lciones o...(_Yo) dadas por l.a ecuaci6n 
y O-= cte. ~ 1. El correspondiente va.1or de 
(VI.1.8) es: 

... -

(VI.l.g) 

han conside­
(V. 2.1.l7) 
:!; en 

(VI.J...10) 



con 0...c.= J.. o ó-c.= cte •• seglS..."'l el ca.so. 

En ejes ~rincipa.les esféricos de la. función de distribu­
ción (Tablas V.7 y V.8) obtenemos: 

(VI. J... J..J..) 

En el sistema. prolato con rotación de figura se tiene 
Ó;i<!' = 0-15:0 •• = b 6"t:" , y o... , b ~onstantes. En la.s ecuaciones 

{A2.2.l7) obtenemos entonces o = 4- o...~ • T = 0:/b.,_ 
i.e. J..a ecuación (A2.2.l9) se convierte en: 

(VI.1.J..2) 

El lado derecho de esta ecuación es entonces ca.1cu1able 
en forma exacta (ver ecuación (A2.2.24)), y podemos compa­
rar directamente V: J € dado por (VI. l.12) con el cocien-
te (_-Vi'n"fJ ~/ (G"y..-oy)c. • 

Además de existir varias a.proxima.ciones en el cálcul.o de 
J..as expresiones ~ , hay que mencionar que no tenemos eJ.. 
val.or exacto (.E:°f.~cy)c pues J..a integraci6n numérica ha evi­
tado el origen ? = O del sistema.. En particular, en los 
sistemas prole.tos puede existir una gran incertidumbre en 

(_6"p,.-oy)c • pues c__'\J'f)e= V-e.\.- ya muestra una depresión 
central (ver Figs. V.6 a V.lJ..). EJ.. va.J..or (.~yroy)c. se ha to­
mado como el más interno obtenido de <:>f"''f· • 
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VI.2 SISTE!t'lP..S CON SIJ'lET~IA ROTACIONAL. 

En le.s Figs. VI.l e. VI.40 se muestran las soluciones l 
y 2 de e.lgu.~os sistemas en las Tablas V.5 a V.B. 

Vamos a señalar algunos puntos importa..~tes. 

1). Con las :funciones o..(<') y b ("r:)"aqu:! propuestas es po­
sible obtener los diferentes tipos de curvas V-pr"':f 
observacional.mente obtenidas (por ejemplo: Bertola & 
Capaccioli 1975; Schechter ~ Gunn 1979; E:fstathiou et 
al. 1980; Davies et al. 1983). 
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Curvas planas co~o en las Figs. VI.30, VI.32, etc.; 
curvas plan.as con una subida rápida en la regi6n cen­
tral {Fig. VI.37); :fuertemente decrecientes como en la 
Fig. VI.7; levemente decrecientes como en la Fig. VI.13. 
También obtenemos curvas de rotaci6n con un pico central 
y co~porta.miento plano posteriora por ejemplo Figs. 
VI.29, VI.31 (ver también Satoh 1980). 

2). Las curvas €"!'..-c'i' son en muchos casos marce.da.mente de­
crecientes, con un pico central bastante pronunciado. 
Observaciones de galaxias elípticas muestran valores 
centre.les de 6 ?«=''t menores en general que 350 km. e- 1 

(por ejemplo Schechter & Gunn 1979; Young et al. 1978) 
y un. poco mayores { ,.._, 400 km. s-•) en galaxias gigantes 
{ Tonry 1987). 
Entonces, si en principio deseamos modelar las situa­
ciones observacionales, las cuales muestran valores 
y gradientes moderados de €'f.-c'! (por ejem:plo: 
Schechter & Gunn 1979; Da.vies et al. 1983) hay que 
aumentar el valor de la transici6n ~, {por ejemplo 
las soluciones mostradas en las Figs. VI.1, VI.2, VI.21, 
VI.22, VI.23, VI.24, etc) en la densidad (II.2.lJ (i.e. 
disminuir la concentra.ci6n del sistema) y/o proponer 
otra :funcionalidad de esta densidad en ';" - O• con gra­
diente menos pronunciado que ~~ 

3). Conforme se observa a un ill-igulo menor que ~/~ • '\.J"p=~ 
se hace más d~bil, dominando E>p'"'l {por ejemplo Fig. 
VI.11). Esto es claro pues en el Ímite e.,i... ... -o se ten­
drá -Jy.-~ -o. Esto tambi~n trae como consecuencia el 
aplanamiento de '\Jpro'T {por ejemplo Figs. VI.l ;yVI.37), 
suavizando las posibles depresiones (Fig. VI.35). Este 
comporta.miento es de relevancia. te6rica para la investi­
gaci6n de la contribuci6n de la geometría de observaci6n 
en la obtenci6n de curvas planas de rotaci6n. 



4). El parámetro ~ºes conveniente para. fijar la posi­
ción del I!:!áxir.::10 en vp.-º'1 • y por lo tanto para. esta­
blecer el gradiente de vpr"'r en la región central. 
Cunforme au.~ent~ Re • este gradiente se hace más suave. 
Diferentes tipos de comporta~iento central en -ür~c.y 
{por ejemplo Schechter & Gu....-¡_~ l979) se pueden analizar 
por medio de una combinación de los parámetros Ro y € 0 • 

5). Una depresión en Vf'""'t • como la mostrada en la .Fig. 
VI.35, puede no ser en la realidad algo ficticio. 
Por ejemplo, la. .Fig. l4 de Schechter & Gunn (1979) 
muestra un sistema que parece presentar este comporta.­
miento. 
Esencialmente debido a las mismas razones físicas 
(dominio de la. dispersión perpendicular al eje de si­
metría rotacional), estas depresiones en curvas de ro­
tación, a. la. velocidad de partícula en Órbita. circular, 
a.parecen ta~bién en sistemas planos (Einasto & Rü..:n.mel 
l970; Sa.toh & Miya.moto l976). 

En las .Figs. VI.4l a. VI.45 localizamos los cocientes 
-i:r/ 6 = (-Vrroy)....;..x / ( t>"p~'>')c. en el pla...~o =a-¡ 6'" • E: (ver 

.Figs. A2.l y A2.2 en el Apéndice 2) de las diferentes solu­
ciones obtenidas (Tablas V.5 a. V.8). Señalamos los siguien­
tes puntos: 

6). En general, se espera. que en este plano 'G-/(f • E: 
las soluciones l estén sepa.radas de las soluciones 2 
(salvo por alguna mezcla. debida a diferentes ángulos 
de observación eo~~ y a. las diferentes funciones 

a...(.t:-; ) • 
(IS"t.-ov'lc. estará fuertemente p:r-oducida por las regiones 

centra.1es, y su valor no ca..n:::oia. mucho al pasar de la 
solución l a. la 2 (pues E. -1 en ~ -- O, i.e. 

<'._-v'f')o = G'f en el cent:r-o; .::._-u'f')c no depende de Ro 
y ~o). Entonces, salvo por ur...a peque3a. perturbación 
por la. contribución sobre la. línea de visión de las 
regiones no centra.les (sí dependientes de Ro, E. 0 ), se 
espera. (_€:'~'()e esencialmente la. misma en ambas solucio­
nes. 
Combinando esto con el hecho de que "Úf'""''t sí cambia al 
pasar de la. solución l a. la 2 (ver sección VI.l), se 
explica el porqué de la sepa.ración entre las solucio­
nes (y el valor mayor de ;:;-¡ ~ en las soluciones l). 
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7). Las soluciones levemente tria.xiales se d.istrib~yen 
en 1as :ismas regio~es ~ue las axial~ente simétricas. 
En las Figs. VI. 4l a VI. 45 las soluciones leve::iente 
tri~Y-i~1es son aoue11as aue caer- a la d~recha en c~a~ 
columna. a.lred.ed.or de E: ,,;, O.l, o. 3, O.€ • Este corri­
miento h~cia la derecha. es pur~e~te geom~trico de­
penaiente de la forma escogid~ para deformar al sis­
tema base axial~e~~e simétrico. 
El pu..~to que desea~os poner en-claro es el siguiente: 
En la extensi6n triaxial se han tomado los mismos va­
lores de t.c y Re , y se ha considerado el plano meri-
dional 'f Tt/4 como el típico de la soluci6n. Esta. 
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soluci6n típica. representa en sí un sistema. axialmen­
te simétrico con los mismos 'E'.o • P:..c • Por 1.o t~~to se 
localiza en las regiones ocupadas por los sistemas con 
simetría rotacional (además esto es claro, pues los 
siste~as leve=ente triaxiales son una pertu.rbaci6n a 
primer orden de los axialmente sim~tricos). 
Obviamente, con este procedimiento (dar la soluci6n 
triaxial por la generada por u.~ sistema esferoidal 
con las características del pla=o meridiona.1 en ~ = 

"t\/4- ) no pod.ecos decir nada relevante respecto a 
los sistemas triaxiales. Es necesario resolver correc­
ta~ente los primeros momentos de la ecuaci6n de 
Boltzma.nn introduciendo de lleno la dependencia en la 
coordenada azimutal \.f 

8). Las soluciones mostradas en las Figs. VI.4l a VI.45 
son posiblemente estables. 
El criterio para estabilidad (necesario, no suficien­
te) bajo perturbaciones no axia.lmente sim~tricas dado 
por Ostriker & Peebles (1973) (traslada.do al plano 

'!J'"/ lf , E: ) es estabilidad. en '3-/~ z o.85 (Schechter 
& Gunn 1979). 
:Por ejemplo, esto se traduce en que "no" hay sistemas 
oblatos con E= "5' O. 4 sosterl.idos por rotaci6n (Wilson 
1975; Miller & Smith 1980). Esto es exactamente lo 
contrario de lo que se intuía en tiempos anteriores 
a las observaciones d.e Bertola & Ca~accioli (1975) e 
Illingworth ( 1977) • -

9). Un pu.~to más te6rico, independiente de las soluciones 
calculadas, es el siguiente: en un sistema prolato exis­
te u.na gran dispersi6n de valores :;:J/'i[ (ver Fig. A2.2), 
en contraste con el intervalo reducido en un sistema 
oblato (Fig. A2.l). 
Observacionalmente no se obtiene una dispersi6n de va­
lores "7 / 6 a.rbi traria.mente grande como la que sugiere 
la Fig. A2.2 (ver por ejemplo la Fig. 3 de Davies et al. 
1983)· 



Una exnlicaci6n es que, efectiva~ente. corno muestra 
Bi:o...~ey tl935), es ra=-o este tipo de sistemas prolatos 
con rotaci6n alrededor del eje mayor. Otra explicaci6n 
es oue la sección de valores ~ 16 al-cos est:irá despo­
blada debido a cuestiones de estabilidad. Esta secci~n 
está poblada por sistemas con baja pres~6n en planos 
perpen~icula.res ú~ eje de si~etría rotacion3.2. En este 
caso el sistema estará ~osiblemente exp~esto a inesta­
bilidades tangenciales tMerritt & Aguila.r 1955; 
Merritt 1987) que lo llevarán eventualmente a configu­
raciones delgadas. Estos sistemas no son observados; 
entonces, de entrada, no hay sistemas con valores al­
tos de :;;; ¡ '(; 

lO). Los valores ~ dados por las ecuaciones (VI.l.9) y 
(VI.l.lO) aproxima_~ bien al obtenido localizando el 
cociente ("-'~r<>y) .... ~></(€¡>..-.,'1)c. en el plano~/€, E=. 
Esto implica que la aproximaci6n (VI.l.5) es en este 
caso conveniente. Sin embargo, al emplear la ecuaci6n 
(VI.l.ll), las diferencias entre los dos valores ~ 
son considerables en muchos casos. 
Las expresiones ·cv:i.J...9) a (VI.l.ll) son en principio 
bastante ~tiles, pero para que lo sean de hecho el 
sistema debe estar correctamente modelado en su re­
gi6n central. 
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Como ya lo hemos dicho en la secci6n VI.l, la aproxi­
maci6n (VI.l.5) requiere un estudio más preciso, pues 
es la suposici6n fundamental en varios análisis que 
se hacen sobre el plano 'O/ tf , E= • 
Además hay otra suposici6n de fon:io en estos análisis. 
Esta es que los sistemas reales estudiados tienen apro­
ximadamente estratificaci6n similar de masa (suposici6n 
sobre la oue está basada la discusi6n en el Ap~ndice 
2). Kon1rat•ev ( l98ú) ha analizado este hecho• mostran­
do que pueden surgir diferencias significativas si se 
relaja esta aproximaci6n. 
Entonces, dos problemas oue se pueden abordar son el 
estudio de la aproximaci6n (VI.l.5) en sistemas con 
estratificaci6n similar y disimilar, correctamente mo­
delados en la regi6n central. Estos problemas requie­
ren la soluci6n detallada de la estructura cinemática 
interna, por medio de los primeros momentos de la ecu.a.­
ci6n de Boltzmann sin colisiones. 

ll). En la Fig. VI.45 se da un panorama más amplio de la 
distribuci6n en el plano v/~ , e,- de las soluciones 
aquí calculadas. Por su localizaci6n en este plano, 



estas soluciones son representativas de sistemas sos­
ter..idos principalmente por el campo de dispersionez. 
En esta regi6n se localizar. las galaxias el~pticas 
brillantes (Davies et al. 1983). 

VI.3 SISTEN_.;5 PRO~ATOS CON ROTACION DE FIGURA. 

En las Figs. VI.46 a VI.48 se muestran las curvas .S-p.- .. '7 • 
6~..-o~ de los tres sistemas prolatos bajo rotaci6n de fi­

gura escogidos en la secci6n V.5. 

La forma de los sistemas está mantenida principalmente 
por rotaci6n de centroide (resultado análogo al obtenido 
por Miller & Smith 1979; ver su Fig. 12). Esto era espera­
do, según se discute en la secci6n V.5. 
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Como la observaci6n es a lo largo de l~neas paralelas al 
e~e y" {ver secci6n A3.3 del Ap~ndice 3) y sobre el plano 
x'= o, las Figs. VI.46 a VI.48 muestran que existe una dis­
continuidad de la componente .c_._,.~•r") en el origen ?" = O; 
comporta.miento id~ntico a la dis'Continuida.d en <.-u'~,,)> 
(ver secci6n v.s). 

Aunque en la sección V.5 se dijo que la constancia de 
los par,!i,metros o... • \, en la relaci6n €11..n = "'-~a" = \., E;"".:c" 
inflUía directamente en estas discontinuidades, la singula­
ridad de la densidad en "r'' = O es, de seguro, la causa prin­
cipal (posiblemente la singularidad en s~ misma no es exac­
ta.mente esta causa, sino el exponente "' en p oC. r". y-- o 
de la ecuaci6n (II.2.1)). J 

Las soluciones obtenidas no son aceptables debido a las 
discontinuidades; aparte del dominio de movimiento de cen­
troide. Hay que modelar bien la regi6n central y relajar 
la constancia de o... y b • Una vez hecho esto, parece que se­
rá posible obtener comportamiento aproximadamente plano de 

'\.Tfro~ • como se muestra en las Figs. VI.46 a VI.48. 

En la Fig. VI.49 (ver ta.mbi~n Fig. A2.3) damos el plano 
v/'ff • "'= con curvas (ver secci6n VI.l) g = ~-0:- • 9r- =o..Y1o-z.. 

Tenemos los valores a..= 3, le.= 5; entonces si se cumple la 
igualdad '\5-/'if = (....rfrc>"'f)..,J..,._ / (6"r.-cov'\c. • las soluciones de las 
Figs. VI. 46 a VI. 48 deben caer ~n la curva ó = -8 • s...= o. 36 
mostrada en la parte superior de la Fig. VI.49. l . 



Sin embargo estas so1.uciones (marcadas cor:. A. ) no caen 
definitiva.mente ahí; i.e. :Sis + ('\.lrr .. 't)......:,._/(E>f:.-....,,)c. • 

En este caso la re1.aci6n {VI.1.5) es incorrecta. 
Claro, se puede argilir que las soluciones obtenidas no son 
física.mente aceptables por las discontinuidades m~tem~ti­
cas en el origen. Repetimos de nuevo que (VI.1.5) requiere 
un estuaio detallado. 



VI.4 co:;c;_usior-;::s. 

Tenemos las siguientes conclusiones de la discusi6n en 
este ca.píi:;ulo. 

1). Con las :funciones o.. C."'> y l. C.~) que he::ios propuesto, 
se pueden obtener los diferentes tipos de curvas de 
rotaci6n usualmente observados. En la. funci6n l..(_~) 
he:::ios introducido dos pará"lletros E-. , R.. que especi­
fican la. cantidad de rotaci6n y 1a. posici6n del máxi­
mo en "\Jl'"''1 , resJ2ecti va:::iente. 

o.- (..,,) es la :funci6n más irr.po::"t">.-"'lte, pues es 1a que 
produce, a t::"av~s de la fu..."'lci6n azimutal ~v~~º , la.a 
tendencias observacionales de V~~ • La fu.."'lci6n ~(~) 
es introducida s61o para modelar los valores y gra­
d~ente de -Vf""''1 en el origen y regiones externas del 
sistema. 

2). ?ara. ajustar los va.lo::"es observa.cion9.les de ~ fr<>'1 en 
e1 centro del sistema, es necesario considerar baja 
concentraci6n de masa, tomando o..,-::;;' 10 kpc en la den­
sidad (II.2.1). 
Sin embargo, lo más correcto es modelar apropiada.!Dente 
1a regi6n central del sistema, pues los va.lores altos 
obtenj.:1os de(~?~) ... son un reflejo del alto gradiente 
central en la densidad. Además hemos visto oue con 
la densidad propuesta (II.2.l), aparecen discontinui­
dades matemáticas en el origen. 

3). No hemos resuelto correctamente los sistemas levemen­
te triaxiales. Ea.y que plantear y resolver la. dependen­
cia de las propiedades del sistema. en e1 ángulo azimu­
tal '-{' 
Sin embargo hay que notar que aun CU?-"'ldo se re3olviese 
este problema., la. soluci6n obtenid~ de hecho no esta­
ría muy apartad.a de la aquí propuesta (resolviendo so­
bre el plano '-\' = 'tt" 14-- ) • 
La perspectiva. interesante que surge al considerar un 
sistema triaxial, es la posibilidad de proponer un 
campo de velocidad de centroide no aproximada.mente cir­
cular como lo hemos tomado aquí, sino más complicado; 
por eje:::iplo, introduciendo circulaci6n meridional, i.e. 
movimiento de centroide sobre el plano meridional. 
En este caso sí tendría sentido resolver el sistema de 
ecuaciones tomando de lleno la dependencia en el ángu­
lo azimutal. Este problema es basta...~te interesante, 



~ues en combina.ci6n con la geometría de observaci6n 
li.e. la manera en que se observa al sistema) podría 
dar comportamientos variados de "\Jp~<>'t y éyr°"f • ta.1 
como sucede en el fer.6meno de desviación de isofotas. 

4). La aproY..imaci6n usua.1 en la literatura.: 

15 / !f """'- ( "\J ~..-º'! ) ..... .:.. .... / (_ (;"_'f'.-0'1 ')c. 
requiere un estudio detalla.do. 
Hemos encontrado situaciones (en particular los sis­
temas prolatos con rotaci6n de figura) en las cuales 
esta a.proximaci6n no se cumple. 
En re1a.ci6n con este estudio, se propone el análisis 
de la so1uci6n de los primeros momentos de la ecua­
ci6n de Boltzma.."'"l....~ en un sistema disimilar en su dis­
tribuci6n de masa. 
En particular, la regj.6n central de los modelos re­
quiere mayor a.tenci6n, pues el cociente 

( "\) \'T'"''f ) .,.,;...._ / (_ €" 'í' .. .,.., ) c. 
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depende de la estructura cinemática en tal regi6n. 
Independientemente de la posibilidad de emprender la 
so1uci6n de estos problemas. consideramos que la a.pro­
xima.ci6n v/f; ~ l"''í'.-oy)...,;.,._ / (_ Gr,...'f) e está basada en 
suposiciones que en principio pueden no darse en u..~ 
sistema da.do. Lo más correcto es tomar en cuenta que 
tanto V: como 6 son promedios a través del sistema., 
y por lo tanto se debe emplear toda la informaci6n 
obtenida en las observaciones de u..~ sistema dado, no 
solamente el valor central de la dispersi6n, y el má­
ximo en la velocidad de rota.ci6n. 

5). Hemos resuelto los primeros momentos de la ecua.ci6n 
de Boltzma.nn en sistemas prolatos con rotaci6n de fi­
gura.. Este es el primer estudio que se hace de estos 
sistemas siguiendo esta técnica. 
Hemos podido reproducir algunas características obte­
n.i.das en experimentos nu.~éricos de N cuerpos; por ejem­
plo: 1a rotaci6n de centroide es dominante sobre la 
dispersi6n. 
Necesaria.mente hay que intentar otras posibilidades 
entre cocientes de dispersiones, diferentes a los va­
lores constantes aquí considerados~ tratando de apoyar 
fuertemente la forma del sistema.. ~sto es fácilmente 
manejable con el formulismo aquí desarrollado. 
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Fig. vx.2 So1uci6n 2 del sistema. eD= 0.50332 en 1a 
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Fig. VX.4 Soluci6n 2 del sistema e., = 0.71414 
(no triaxial) en la Tabla V.5 • 
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Fig. V:t.5 
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Solucí6n l del sistema E;>= 0.43589 • r..- 10 kpc 
(no tríaxial) en la Tabla V.6 • 
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So1uc:i.6n 2 de1 e:Letema e.r = 0.43589 • i:.0 = 10 kpc 
(no triaxial) en la Tabla V.6 ...... 
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Fig. vi:. 7 
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So1uci6n :L. de:L sistema E1>- 0.71414 • 0...= 0.927 
(no triaxia1) en la Tab1a V.6 • 
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So1uci6n 2 de1 sistema ~ = 0.71414 • o...- 0.927 
(no triaxia1) en 1a Tabla V.6 • 
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Soluci6n l del sistema~= 0.71414 , o....- 0.707 
{no tria.xial) en la Tabla v.6 • 
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Sol uc:1.6n 2 del s:istema. ef' = o. 71414 • o,_,= o. 707 
(no triaxia.1) en la. Tabla V.6 • 
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P1.g. VI:.11 So1uci6n 1 de1 si.eterna '1' = 0.97701 en 1a 

Tabla V .6 • 
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Fig. VI.12 So:Luci6n 2 de1 sistema. e,.= 0.97701 en :La 
Ta.b1a V 0 6 • 
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Solucí6n J.. del.. sistema E!.o = o. 7J..4J..4 • O....= 2 
{no triaxial) en la Tab1a V.7 • 
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So1uci6n 2 del. sistema. e.,= 0.71414 • o......, 2 
(no triaxia.1) en 1a. Tab1a. V.7 • 
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Soluci6n J.. del.. sistema eo = O. 71414 • Q.. = O. 707 
(no triaxial) en la Tabla V.7 • 
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P'ig. V:t.16 Soluci6n 2 del sistema4= 0.71414 •O...= 0.707 
(no triaxial) en la Tabla V.7 • 
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Solución l del sistema eo = 0.71414 • ecuaci6n 
(v.2.2.2). (no triaxial) en la Tabla V.7 • 
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So1uci.6n 2 del si.stema e~= 0.71414 • ecuaci.6n 
(v.2.2.2),(no tri.axi.a1) en la Tabla v.7 • 
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Soluci6n l del sistema €o= 0.714l4 • ecuaci6n 
(V.2.2.4). (no triaxial) en la Tabla V.7 • 
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Soluci6n 2 del sistema €o= o.71414 • ecuaci6n 
(V.2.2.4). (no triaxial) en la Tabla V.7 • 
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Fig.VI.21 So1uci6n 1 de1 sistema~~ 0.82462 • ecuaci6n 
(V.2.2.2) • en 1a Tabla V.7 • 



o. R., (kpc) 

Fig. VI.22 So1uci6n 2 del sistema. eo = 0.82462 • ecua.ci6n 
(V.2.2.2j, en la. Tabla. V.7 • 
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Fig. v:r. 23 So1uci6n 1 del sistema e.,= o. 82462 • ecuacicSn 
(v.2.2-.4) • en la Tabla V.7 • 
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Fig. VI.24 Soluci6n 2 del sistema. eº= o.82462 • ecuaci6n 
(V.2.2.4), en la Tabla V.7 • 
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SoJ.uci6n J. d.eJ. sistema. er = O. 43589 , ~ = O. 707 
(no tria.xia.J.) en J.a Ta.bJ.a V. B • 
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Fig. V:I..26 So1.uci6n 2 deJ.. sistema. ~f = 0.43589 , °'-'= 0.707 

(no tria.xia.1.) en J..a Ta.b1.a V.8 
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Fig. V1.27 So1uci6n 1 d.e1 sistema.~= o. 43589 • ~ = 2 

(no tria.xia.1) en :La. Tab1a. V. 8 • 
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Fig. V:I:. 28 S oluci6n 2 del sistema ~ = O. 43589 • a._,= 2 
{no triaxial) en la Tabla v.8 • "" ....... 
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Fig. VI. 29 Solución l él.el sistema. ~ = o. 43589 • ecuación 

(v·.2.2.2), (no tria.xia.l) en la. Tabla V.8 • 
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Fig. VI.30 Soluci6n 2 ~el sistema €r= 0.43589 • ecuaci6n 

(V.2.2.2), {no triaxial) en la Tabla. V.8 • 
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Fig. VI.31 So1uci6n 1 del sistema e¡= 0.43589 • ecuaci6n 
{V.2.2.6), {no triaxie.l) en la Tabla v.i3 • 
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Fig. VI. 32 Sol.uci6n 2 del. sistema ~ = O. 43589 • ecuaci6n 
(V.2.2.6). (no triaxial.) en la Tabla v.8 • 
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Fig. VI. 33 
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So1.uci6n 1. de1. sistema ~ = O. 69576 
(V.2.2.2), en 1.a Tab1.a v.B 
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Fig. VI. 34 
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Soluci6n 2 del sistema e~~ 0.69576 
(V.2.2.2) 0 en Ia Tabla V.8 • 
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Fig.VI.35 Solución l del sistema e.p= 0.69576 , ecuaci6n 
(V.2.2.6), en la Tabla V.8 • 
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Fíe;. V:t. 36 Soluci6n 2 d.el sistema ~ = O. 63576 , ecu.aci6n 
(V.2.2.6), en la Tabla V.8. 
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Fig. VI.37 So1uci6n 1 del sistemA. ef' 0.83795 • ecua.ci6n 

(v·.2.2.2"f • en la Tab1.a V.8 • 
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Fig. VX.38 Solu.ci6n 2 il.el sistema e.f' 0.!39795 • ecuaci6n 

(v.2.2.2) • en la Tabla V.8 • 
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Fig. VI. 39 3oluci6n 1 del sistema. ef o. 83795 • ecuaci6n 

(V.2.2.6) • en la. Tabla V.8 • 
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Fig.VI.40 Soluci6n 2 deJ. sistema '1- 0.89795 • ecuqci6n 
(V.2.2.6), en la TabLa V.8 • 
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Fig.VJ:.41. Sistemas oblatos en J..a Ta.b1.a. V.5. 
So1.uci6n J.. ( .. ) y so1;u.ci6n 2 { ~) (ver te:itto). 
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Fig.VX.42 Sistemas prolatoe en la Tabla V.6 • 
Soluci6n l (A.) y soluci6n 2 ( ~). 

..OGE-0& 



s.ooc-01. 

-:¡;./6 

o. 

o. 

... r~o.• 
i ... 1 • ~ z .. 

&.A 
! 
i 

"" ~t l .... 
e. A&. 

A~ 
~ 

A. .... 
a.. e.. . . 

E: 

Fig. V:I.. 43 Sistemas oblatos e:n J..a Tabla V. 7 • 
Soluci6n 1 (A) y ao1uci6n 2 ( ~). 
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F1.g.VX.44 51.stemas pro1atos en 1a Tab1a v.8 • 
So1uc1..Sn 1 (A) y so1uc1..Sn 2 (A). 
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A.PEN::>ICE 1 

PRIMERAS Y SEGUN!>AS DERIVADAS DEL POTENCIAL GRAVITACIONAL 
GENER.AlJO POR UNA uIST.RIBUCior; SI!{;.ILA..."t DE MASA. 

Al.1 DISTRIBUCION HOW:OGENEA. 

En esta secci6n consideramos ia teoría del potencial 
genera.do por un elipsoide homog~neo. La referencia. c1~si­
ca. es Cha.ndra.sekhar (1969); sin embargo en este Ap~nd.ice 
vamos a seguir m~s de cerca. e1 trata.miento dado por 
Schmid.t (1955) para un sistema ob1ato (ver ta.mbi~n e1 
artículo de Perek 1962). 

Las ecuaciones obtenidas en esta secci6n son 1a base 
para aquellas de las secciones siguientes. Necesariamente 
omitimos los deta11es de ~1gebra. para a.cortar la. presenta­
ci6n. 

El resultado fu_~d~~ental est~ dado en 1os Teoremas 3 
y 9 del capítulo III en el texto de Cha...~drasek:har (1969): 

E1 potencial gravitacional generado por un e1ipsoide 
homog~neo con semi-ejes o... • 6 , c., (sobre los ejes princi­
pales x • y • z de1 elipsoide) en un punto ~ = (x,y,z) 
es: 

00 

~ >- l--.J--;:==(=<>.;==.,.==+==\l..==~==z==b==.,.==~==u.==~==~==c.=="-==t-=u.==)=-, 

(A1.1.1) 
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con f' la densidad. ( consts.nte) de masa; e;. la. constante 
de gra.vitaci6n. 

Si 'r es un punto interno a.1 e1ipsoide se tiene ).. = O • 
en caso contrario ).. es 1a ra.:!z positiva. de: 

= (A1..1.2) 



Por lo pronto nos interesan los sistemas 
semi-ejes son iguales. Consideremos o... = 
oblato)• y "'- = b <. e, (sistema pro lato). 

en los que d.os 
b "> e (sistema 

En este tipo de sistemas conviene representar al 
punto 'r por sus coor<:ienadas cil:!ndricas (R.• 't • 'f ) • con 

R- l.a distancia al e je z • y 'f el á_-.¡gulo azimutal sobre 
el plano x,y. 

Por la simetr:!a del. sistema, el_~gulo f no intervie-
ne en la expresi6n de ~ Con la ecuaci6n (Al..1.1) se 
obtiene derivando: 

.,., J._~ 

s). ~+u..')'2. .J C.2.T\A..' 

(Al.1.3) 

(Al. l. 4) 

y con estas dos expresiones: 

(A:L.1.5) 

Introducimos ahora en [:1 caso oblato las variables 
.,,l..o=O.."~S<1'L0..4(_o..~+u.Y':LJ. fo= d1'(¡SU\ (a...~o(_o-. .... +)-Y'h..]. 

y en el prolato; _,1 ,1._ 
o(.f'"" Q.f\"(l"ioe.n \:'-~~(_c..._+"'-'> .._J, f'.f.' = 4.t\';\'S<" [e.e,. (E-?..+).') ') • 

con ~~r,.,..c.¡~'/s.Y. ef!"" f(-ót-7¡:,2·)'/2-_"las ex?ez:i.tricid.ades 
del elips'ciide, egun ~l c~so \seguimos utilizando la 
palabra elipsoide, pero en realidad los sistemas son 
ahora esferoidales). 

Claramente, en puntos internos a.1. elipsoide ( ~ = O) 
se tiene: 

f" = O..t\~ ~" ~o 

r f -= ~._~su, e\ 
(Al.1.6) 
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De 1a ecuaci6n (A1.1.2) se puede ver ~ue para puntos 
(R., :e:) externos, f .. y jf son ias raices de: 

R
2 
~2 ~º -t- :e2. l ... ~ f p o:~: 

(Al. l. 7) 

que cump1en ser menores (o iguales, en ia frontera del 
esferoide) que 1os valores dados en (A1.1.6). 

Con 1as nuevas variab1es 1as integraies en las ecua­
ciones (Al.l.3) • (A1.1.4) y (Al.l.5) se pueden encon­
trar rápids.:nente. En ei caso oblato se obtiene: 

(A1.l.8) 

y en el pro1ato: 

'd~ 211;~\ e; ~-~'f) ~ e ~~"Jr - ~ (' + ~"ff')} 
º~ e.o~ ff c.os.¡r 
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'd~ -'3. ( 2) 
4~ G. \ e\ \ - ~~ :e c~c+~"er) ~"'(\f\J 

(A1.1.9) 

oc 
e.o~ ff 

~ = -z:t\Gi¡ct.z~ ~ f-\+~"ff\ +l. rR..~~ -r ~ a"t-) 
\,,_: C.ci'5r\' ) "2. \...: o~ ~ 

E1 conjunto de ecuaciones (A1.1.B) y (A1.l.9) se utiliza 
en 1a siguiente secci6n para encontrar el correspondiente 
a un e1ipsoide inhomog~neo con estratificaci6n simi1ar. 



Al.2 DISTRIBUCION I.1>.'F.O:.",OGENEA. PRI!f.E...tL-'lS DERIVADAS 
DEL POTENCIAL. 

(a) PUNTOS INTERNOS. 

Consideremos ahora un esferoide inho~ogéneo con estra­
tificaci6n similar, semi-ejes o-~ • e, y densidad decre­
ciente a partir del centro. 

Podemos imaginar a este esferoid.e como la superposici6n 
de un número infinito de esferoides homogéneos, con semi­
ejes o.. • c., variando continuamente de uno a otro, y de 
modo que en un punto arbitrario ~ la contribuci6n de to­
dos estos esferoides que contengan al punto produzca exac­
tamente la densidad r (r) del esferoide inhomogéneo. 

,,.._ 
Primero analicemos el caso en que r es un punto inter­

no al esferoide inhomogéneo. En esta situaci6n habr~ esfe­
roides homogéneos para los cuales ~ es interior, y otros 
para los que es exterior. Para los primeros se cumple la 
ecuaci6n (Al.l.6), y ésta se puede introducir en (Al.1.8) 
y (Al.l.3) para obtener las primeras derivadas del poten­
cial producidas por cada uno de estos esferoides que con­
tienen a ~ • Como estamos interesados s6lo en la contri­
buci6n total, en la suma de las contribuciones individua­
les aparece f (_'r) del esferoide inhomogéneo. 

Consideremos en particular las parciales en R. • 
El efecto neto de los esferoides homogéneos que contienen 
a ~ es: 

en el oblato y prolato, respectivamente. 
Ahora, la contribuci6n de un esferoide homogéneo para 

el cu.al ?'" es exterior, es de la forma: 
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con S .. • rr dados por (Al.l.7) y Ap = -df' la densi­
dad ¡del esferoide (como f' = P(<>-) • pties la éstratifica­
ci6n es similar. la densidad tlel esferoide homogéneo es 
funci6n de o... ) • 

La integraci6n de la primera ecuaci6n en (Al.2.2) da: 

{ 
(Al. 2. 3) 

Los límites en esta Última integral se obtienen como sigue: 
Cuando o._ - d. l r'l ( tL (~') representa el semi-e je de la 
superficie esferoidal que pasa por el punto r ) se debe 
tener: 

R'Z.. ~:>... ~ '1:.2.. 

~(J') 
+ = ~\ + o:co:'> ('-e.;() e:(_~) 

R...'2.. "- 'Z.. ~ 0:-(_~) e! => €.o +- t: 
\-~ - (Al.2.4) 

Comparando con (Al.l.7) se tiene entonces Bo - a."0s~n e., 
en d. - o..(_~). r 

También, cua.nd~ o... -- O • la primera ecuaci6n en 
(Al.1.7) da R;-~"'"'F'º -t-'t-z.too.."-... ~"' - o ; como en general se 
tendrá "r- j- ~ • esto conduce a f'"' - 0 • 
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C1a.ramente en 1a ecuaci6n (Al.2.3) el paréntesis cua­
drado se a.nula al evaluar en f (o) si esta densidad central 
es finita. Se puede demostrar que se sigue anulando si P(~) 
se hace infinita con grado menor que tres. Este es un pUri­
to muy importante. Las ecuaciones siguientes son vdlidas 
lñri.camente si se cump1e esta condici6n. 

La ecu.a.ci6n (Al.2.3) es entonces: 



-"3 ~ 1 ,------:... 
2rGe., "1-e; R. l- f ({") (o.u.(i~.._ ... e., - eo...;1-e.,"- ) + 

O.'f'\G::.cn €o 

t- 1 so f ~ ... r, ... ,,, J. f º } (Al. 2. 5) 

La contribuci6n neta en el oblato se obtiene sumando esta 
ecuaci6n con la primera en (Al.2.l)_, i.e.: 

6.YQ '$~9', eº 

S ) ~2 rp Jrº 
o 

(Al.2.6) 

Un análisis similar en el prolato nos conduce a la expre­
si6n: 

"-'"'i .... ,., '2¡ 

= 4-1\ G, ~3 (\-e[) !<- ) f hn2ff s~c. rr dfr 
., 

(Al. 2. 7) 

Las derivadas parciales él4a/o'C:' se obtienen en :forma análoga. 
Las expresiones que resultan son las siguientes: 

Cl.1'~'l>Ul~ 

41\" G, ~3 J ~- ~ ... 'e- s r -t ...... ~f o el ro 
o 

(Al.2.8) 

La densidad en el esferoide inhomogéneo es de la :forma 
f' = f (o..') (obviamente también se puede expresar en 1.a 

:forma f = f (e) ) • Dado un punto ';'I = ( R.. , .::C ) interno 
al esferoide, las integrales en (Al.2.6), {Al.2.7) y 
(Al.2.8) se calcuJ...an sustituyendo previamente las fu..~cio­
nes o.. =_o..(_ft,;e,~ ... r.). e;= c(.ii.,~,czr,ti!r)de (Al.l.7) en 
J.a ecuaci6n r = r (!-)• J 
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( b) PUNTOS EX:TER:ti"OS. 

Consideremos al esferoide inhomogéneo, de se:ni-ejes 
<>- 1 , c 1 , fc.rma.ndo parte de uno mayor con densidad f' = O 

a partir de o. 1 y formal:nente extendiéndose hasta infini­
to. En este caso, un punto ..,- externo al esferoide inho­
mogéneo original es un punto interno del esferoide exten­
dido. Podemos entonces aplicar a este esferoide las ecua­
ciones obtenidas en la parte (a). 

Es claro que• por ejemplo• en la· integral de la ecua­
ci6n (Al.2.6) se tiene ahora: 

• fo 
~ r ~2.r ... clr., 

o 

lU'(i !:>"'"' e.., 

~ ) s .. ._'F., clf., -o 

con la soluci6n de 
2. -z. 1 

"--~r .. 
An~logamente, en la integral 

perior es a..~ora ~· soluci6n 
'2._L ~ 1 2. ~ht 2. '2 

2. L "2. \ 

+ t '"""'- f'"' 
de (Al.2.7) el 
de 1a ecuaci6n 

límite su-

R: "C.O.'f\ f f +- -<:: 5<n rf e, er . 
Entonces• para calcular 02/'a". y O"'i-/a:c en un punto ~ 

externo al esferoid.e inhomogéneo s6lo ha.y que cambiar los 
límites superiores en las ecuaciones (Al.2.6), (Al.2.7) 
y (Al.2.8) ; p~ en el oblato y fr en el prolato. 

AJ...3 DISTRIBUCION I~"'HOMOGENEA. SEGUN!lA.S DERIVAD~S 
DEL POTENCIAL. 

Una vez resueltas las integrales de la secci6n Al.2, 
se tendría 'd~/dfl... y ~~/* expr¡tsa.das en fU..'1.ci6n de las 
coordenadas R. • ~ del pu..~to r • Entonces el cálculo 
de las segundas derivadas de ~ no representa, en prin­
cipio, nine;Wi_problema. Sin embargo, en general, las ex­
presiones de ?i~j·;n1 ... y 'O~}~ resultar<1n lo suficientemen­
te complicadas como para evitar completamente su deriva-
ci6n directa respecto a R.. • ~ • Esto es particularmente 
claro si ?" es un punto externo al esferoide inhomogéneo. 

Preferimos encontrar u.n camino más corto para el cál­
culo de las segundas derivadas de ~ • y este consiste 
en derivar directamente las expresiones obtenidas en J..a 
secci6n Al.2. 
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(a) OBLATO. 

Consideremos primero e1 esferoide oblato. En e1 inte­
rior del esferoide inhomog~neo se cumple 1a ecuaci6n 
(Al.2.6). Deriv4'.ndola respecto a R : 

o..~~~ne.o 

4-,.. G. e-,,3 -J \ - e:-' ( R ;F- ~ llr s.e. .... .,_ jº e\ iº 
o 

Q."G~U\f!.o 

+ \ ! ~e."'.,_\º elfo J 

+ 

(Al. 3.1) 

Adem~s se cumple la primera relaci6n en la ecuaci6n 
(Al.1.7). De ella se pueden consi<ierar R.•'!::-• (30 como 
las variables independientes, y CL la variable dependien­
te ( e0 es fijo para un esferoide dado ). 

Entonces: 

a.."'~~~'"'e.o 

\ } se.~2~., c1 iº 
(Al. 3. 2) 

(Al.3.3) 

Sustit~endo (Al.3.3) en (Al.3.1) y empleando la ecuaci6n 
(Al.2.6) misma obtenemos: 
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An~loga.mente se puede mostrar que: 

0..~~V\E'..o 

~º ~ *- ~r., to..Jf" ªfº 
Con (Al.3.4) y (Al.2.6) obtenemos inmediata..~ente 
a partir de la ecuaci6n de Poisson:" 

(Al. 3.6) 

En el exterior del esferoide inhomogéneo se cumple: 

(Al.3.7) 

Al derivar respecto a F... la primera expresi6n en (Al.3.7) 
aparece la siguiente relaci6n: 

'<I (_ ~~ '2. , ( f~ ÓP º"' '2. 

0~ -\ i ~ ~e> O~c .) "tt (71' \<'-".ro )_ro + 
o 

-r t \~fo \!, -o¡; 
(Al.3.8) 

o.. ( ~. "t, ~! ) denota la funci6n que se obtiene de 
R:"~«:"""~!, -t- 'l.2--l::o..~ [!>! = ..._T..€: • Con la segu....--id.a ecuaci6n en 

(Al.3.1) esto implica A- = 0..1 • i.e. F~l~1l;.,¡!;)) = f{_o.~). 
Pero en la frontera del esfer•:>ide áe cump1e f(0.1) = O. 

(esto no ~uiere decir que f.(_o..) dentro del esferoide sea 
tal que Xi."' p ~) _.., Q .En la realidad. puede haber 

.... ~o.'\\ 
un.a caída r~pida a cero de la densidad en un.a pequeña 
regí6n). 
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Entonces en puntos externos llegamos a: 

+ 
1 

+ 4l'IG.e!J~ ~ S~º ~*~~f., J.Fº ., 
~«1. í!,10 • con df'- y f dados en (Al.3.7). 

An~logamente, la expresi6n de ~"-~:jap.~ 
ternos se obtiene de (Al.3.5) cambiando a 
superior en la integral. 

(b) PROLATO. 

(A1.3.9) 

e~ puntos ex­
~., el l:úoi te 

En el esferoide prolato el procedimiento para obtener 
las segundas derivadas del potencial es exactamente el 
mismo que en el oblato. No vamos a repetirlo, s6lo damos 
las expresiones finales. 

En el interior se obtiene: 

(Al.3.lO) 

o."'i~<"'er 

S,,-z ~ ~rr ~~rr etr,. 
r: el l:!mi te su-En el exterior s6lo hay que cambiar a 

perior en las integrales. 
En ambos casos a~ /a't."­

Poisson (Al.3.6). 
se obtiene con la ecuaci6n de 
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Es mucho m~s f~cil evaluar las integrales que aparecen 
en las expresiones para las segu...~das derivadas del poten­
cial, que derivar directa~ente las expresiones finales 
(i.e. una vez evaluadas las integrales) de las primeras 
derivadas. 

Considérese ahora un esferoide in..~omog~neo con estra­
tificaci6n similar y frontera al infinito, pero con dife­
rentes leyes de densidad en su interior. Es claro que es 
suficiente que f y &.¡!el"'- sean con:tinuas en las transi­
ciones para que ahí sean continuas (al igual que en cual­
quier otro punto) las primeras y segundas derivadas del 
potencial ~ 

Al.4 EXTENSIQI.;ES TRI AXIALES. 

Terminamos este Apéndice dando las expresiones de las 
primeras y segundas derivadas del potencial para un esfe­
roide inhomogéneo, con estratificaci6n similar, si modi­
ficamos a primer orden uno de los dos semi-ejes iguales 
en el plano de simetría. Tenemos entonces sistemas obla­
tos y prolatos levemente triaxiales. 

Como el ~lgebra es extremadamente larga, s6lo va.:nos a 
decir r~pidamente la esencia del método, y procedemos a 
dar las expresiones. 

Cons1deramos u.~ esferoide homogéneo con semi-ejes "" = • en el plano de simetría. Si modificamos el semi­
eje b a un valor ,.; tal que ( ...! - o.. ) sea conveniente­
mente peque~o, entonces las primeras deriva.das de m_ en 
esta nueva configuraci6n se obtienen con: 

(;~~~ (~~\°' 1 ( 0'2.~ 
~ -r- ("'--"'-) -) 

)o..dR "'-

;:¡"t_~ 
(Al.4.l) 

(j'f: .... · - ( "~\ + <._...'-A.~ l ~) 
~'C: ' ..... ~o...'a't .... 

En seguida consideramos un esferoide inhomogéneo le­
vemente triaxial, como la superposici6n de un nmnero in­
finito de esferoides homogéneos levemente triaxiales. 

Pina.:1.mente seguimos el mismo camino de las secciones 
Al.2 y Al.3. 

Ahora damos las ecuaciones fina.les: 
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Considere~os la densidad (II.2.l) dada en el Capítulo 
II. Ll.~emos !",._ y fe la der.sid.ad en o.."'-"'"' y o...,.,,.._, , 
respectiva.mente. I.a densi.dad en J.a ecu,,.ci6n (II.2.1) está 
exp~E:.sa-:1.a en la " rep!"'esentaci6n o.... .. ,, y para un sistema 
oblato reno~bre..mos t ¡, • f1 • r'!. ) - ( f ;' . y: • y; ) . 

3n u.rj sistema pro1.a"to c~wr.bi.amos a 1..3. '' represe'!"ltación 
e "haciendo o-.= e(_,-.,.;')'/"-; (II.2.1) se "tcra..-.,.sfor:na 

er.: 1 

r~ + 
-':!.. 
c. 

(AJ.. 4. 2) 

rr,, r!;-+ ..._c. J = ~ '- c. .,_, e' 
,. " ,. 

con f-. • r_ .... • f-:!. 
siones (II.2:.2) 

relacionados directamente con las expre­
( to:nan5.o 1_ = l). 

Como el sistema es ahor~ triaxial. entra en juego ei 
~g-~lo azimutal '-f sobre el plano de sí:netr~a. medido a 
pa:tír del eje principal x. Se emulean entonces de lleno 
las tres coordenad1s cilín:lricas 1 R • =c.. • 'f ) . 

(a) 03L.". T0 

Necesít~os primero def~nir algunas fu..~cíones. En lo 
siguiente las funciones I."- tienen como argumentos a ~ • _ r-. • ,,..._ :P,ara un síste:na con e., • o., daó!.os. El ín:tice 

,.._ es " o e. • 

\(..'2.. = -'2.. 
I'-., €., 

\(..~ (\ ~ ~cos .... ~) 

l'-4 
o 2.. '2. 
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2- ):i.. e., e.o~ 'f 
(Al.4.3) 



{AJ... 4. 3) 

Y con 'K¡. = ~<:."~ ~., +- '!:.2- se tienen 1.as siguientes integra-
1.es, tambi~n funciones de~• f 1 • f~· 
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(A1.4.4) 

Con las funciones anteriores definimos 1as siguientes 
(de nuevo funciones de ? • r~ . t,_,): 

't"" ... I'-, R. I"-... 

~~ \'-''to 
, .... 
-"?> 

(A1.4.5) 

*~ = ~2. l'::c -r.; 
*;._ 

"'] = ~~ I;-

y con j 4,5 : 
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'* ;..,j ,}: = 
~ 

K.~ R. ~~ !:~ ~ ~Kj T..~ J "-= g 
' 

*~.,) . .l 
'\- \C..-i..t (:-L~ + ¡(-~jI,_') .>..- l-J. 

.l= l3.l4 ·• Si J....= l3 entonces 
""" 6. 

4; si 

"'{,.:.,j,l 2.. (_ -!!.. ;._ '2. 

8 = \e.a.. 'l::. C ~ I~ - ~R.. -w:.. j 1.. ~ ') 

..l = l5,l6 • Si l= l5 entonces ""'- = 4; si 
'<"(\. = 6. 

lo 

' 
l2 

(A:::L.4.5) 

.Q.. = l4 

_l = J.6 

En el sistema propiamente oblato se cumplen las ecuacio­
nes siguientes: 

Regi6n f>... 

(Al.4.6) 

Regi6n 8 
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(A1.4.7) 

con 1a so1uci6n { ~ ~/~ ) de 

Fina1mente, 1as primeras y segundas derivadas de1 po­
tencial en e1 sistema 1evemente triaxial se ca1cu.1a.n con 
las expresiones siguientes. E1 cociente 'e; - A!-/o.. - i..¡..._, es 
la raz6n de semi-ejes sobre e1 plano de .h.metr~a en 1a 
situaci6n triaxial. 

Regi6n ,.._ : 
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Regi6n e. 

{AJ...4.9) 

Un punto muy importante es que J..as regiones "' y 6 si­
guen siendo J..as deJ.. sistema original axiaJ..mente sim~tri­
co, i.e. J..a configuraci6n oblata. Sin embargo, para eJ.. 
cáJ..cuJ..o de J..a densidad en 1a extensi6n triaxiaJ.. debemos 
considerar J..as regiones "- • B de esta nueva configura­
ci6n.. 
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(b) P.rtOLATO. 

En ana1og!a con el oblato se definen 1as siguientes 
funciones; de nuevo ;,_ es /'< o t3 
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(AJ... 4.10} 

:t:;._ 
~ 

r;- = 
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(AJ...4.J..O) 

Con ~"' = 

(AJ...4.J..J..) 
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I,'\ = ~\ -4 
"-i. ~os. ¡r ª\~ 

)' 
~t~ -~ (A1.4.11) 

I,s IC.1. ~ jf C.t>S )t ,}.rf 
\' 

'L u. "' 
~::..-~ ~ 

ª~r "-i. <!.<>S f T 

t' 
Definimos ahora 'l.as funciones (j = 4,5): 

.¡,,.. 
'\ \l..,R.. i:-

,;,; \<..'\~ í A. 

-~ 

4'5 je.~ ~'e: :L;-
+; = ~~~ r:"" 1 

.J2.·=9,10 
(A1..4.12) 

.k = 11 • 12 

I ( ,-'2 ~ 'l. 
\<..'2- '-.e \..._~f \<-3 1:¡., - W\.i..: \<-j I.L) 

""- = 4 si l=l3y ~=6si.l=14. 

,/...::. j , R.. , 2. ( ~ - 2. ;... 2. 
'ro - \c..,_:e ~e\' "t.~ - 'IV\R: ~j I..t..) 

'tf\.= 4 si .l= 15 y ""'= 6 si J-= 16. 



En el siste~a prolato inicial se tiene: 

Reg:i6n ;:.. : 

º~ 
~R 

" ~:\(~~o, 0...0...'Q~"Ylel') 

º~ -:a; <?~" (T',o, """""o~"-nef) 

'02.~ 

'OR~-t 

o'2.t 
~2. 

Regi6n 13 : 

</>" 
"' 

(_~.o, 

f: <._Y:, o, 

.¡," " S (_r, o, 

r~) +- ~~ (_;:' f ~' O..V..C SCf\~fJ 

f; ') + ~~ cr, 1 

h' ~S,."~f) 

H) -t-
r f!. ,.. , s (.-, fr' 0.V..~S<Mf) 

é>" " \' +- , , (_r,o, f¡) 

(Al. 4.13) 

(Al.4.14) 

• :z. '2.' 2. .... 2.2 
con ~'!' la solu.ci6n ( ~"lí/~ ) de !\..~ rr -t- ~ ~.,._f¡ = e,.,. • 

En la extensi6n levemente triaxial se obtienen las 
siguientes expresiones e ~ y e son las regiones del sis­
tema base prolato). 
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Regi6n A : 

(A1..4.1.5) 

Regi6n B : 

(A1.. 4.1.6) 



t~2!\: ~ + (:~!\.! + 2- { ?~(~,o, ft) + 

+ f.;(~, f~' ()J.Ai"-C\\efJ} -\--

(A1.4.l.6) 

260 



EL TEOREMA DEL VIrtIAL El' UI; .3IST!:.r.:.,:.. ESTELA.~ CON 
ESTiL4.TIFIC . .:CCIQI; SIJ,iILAR. 

En la secci6n III.3 del. Capítulo III (y también en el. 
Apéndice 3) est~.n definidos el. sistema propio, y el sis-
tema propio inercial.. -

Eventualmente, el observador que anal.iza al sistema 
estelar, reduce sus observaciones a un sistema inercial; 
por lo tanto va.~os a discutir el teorema del virial. en 
el sistema propio inercial. 

El. teorema del virial perm:Lte obtener un.a idea de 1.as 
propiedades del sistema, sin necesidad de resolver en 
detal.le las ecuaciones dinámicas. El formulismo desarro­
llado en este Ap~ndice es entonces un compl.emento a los 
cál.culos numéricos de 1.os Capítulos V y VI. 

Discusiones general.es sobre el. teorema del virial se 
encuentran, por e~ernplo, en los textos de Cha.ndrasekhar 
(1.969) y Col.lins l1978). 

En este Apéndice abordamos primero el. formulismo mate­
mático, y posteriormente particularizarnos al. tipo de sis­
temas bajo estudio. 

A2.J. FO.:tI•:ULIS:t.10. 

La ecuaci6n (III.3.23) en el sistema propio inercial. 
es: 

- } v t - "V· \t' (A2.1.1) 

con .t._fO') J.a velocidad de centroide en e te sistema., Y. 
(ecuaci6n (III.3.20)): ~= p<._.\;q'-U"'')=~...\.~f-'5= €..-ejp<...s.::'.'v!"> 
( ~111 es la vel.ocidad respécto a centroide, y é:· t.s 1.a .J 
base Cartesiana en el sistema propio inercial).~ 

Con '11. 4 = )(. • )(.~ = "él • 1-_:a = 'l:: y suma bajo !ndicea 
repetidos, J.a componente i-ésima de (A2.1.1) es: 
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(A2.1.2) 

~uJ..tiplic~~os ahora (A2.l.2) por ~j e inteeramos sobre 
U..."'l volume1-i. espacia.1 '1 (_-t) • que sigue el movimiento de1 
fJ.:uido estelar (dado por el movimiento de centroides). 

Lo que se hace es entonces multiplic:=- 1a fuerza sobre 
un elemento, por su posici6n; este producto (escalar) es 
lo que se llama precisamente el viria1 (A1onso y Finn 
1967). 

Como 

entonces: 

= .5 ')(.j ~ ;.."' "'"- a_::, 

:Slt) 

Además, con la ecu.aci6n (III.4.6): 

~ "'J r :t {.'\l.:._") &:y 
"Lt) 

(A2. l. 3) 

2ó2 



con: 

~ \Z-ú;.'>"J A.7~ -
"\llt) 

~ ¡<.'\).:./ (."Vj'> a..~~ 
"lt'> 

L·. 
""J ) r~-"\);._")~j ~,, 

"Lt) 

~;..) = ~) \z-v.:."><..'\Jj"> cl-.~r 
'\llt) 

Defina~os también: 

lT;.j = ~ ?;_. ~~ 
'\llt.'> J 

(A2. 1. 4) 

(A2.1.5) 

(A2.1.6) 

Entonces con (A2.1.3), (A2.l.4) y (A2.1.6), la integra­
ci6n sobre '\l(_-t) del producto de (A2.1.2) por '){j con1uce 
a: 

"!) L·. - ;¡__ ~:.J· 'Dt ~J r Wj.\. - ~ "S ?~n ... d.S 

Slt) 

+ 1\-. ... j 
(A2.1.7) 

Esta es la ecuaci6n tensorial del viria1. Vamos a rees­
cribir1a de otra manera, pero necesitamos antes algunos 
desarrollos. 

El momento angu1ar total de '\flt) en el sistema propio 
inercial, respecto al origen r = o es: 
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~ = \ ~ x i z.;-,'> o: -r 
'llt) 

~ \~;..E:;..j.,._,..jZ-u.._') el!~ 
"lt) 

i.e. 

.J~ = \ f "°;_ji'- )l.j Z."\J,c.') d_'!.{'" 

'-.)lt) 
Con esta ecuaci6n: 

~"' .... ;__ .:r ;,_ = ~ ~ E:..,,.. ... .;_ E;.;._j"' ""J..:..~~"'> a..~ y 
'\) lt) 

) ( ~ .... j ~" .. - ~ ...... <6 .. j) ) "-jZ'l.)i<-") A._"!>~ = 
'\J L\::) 
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(A2.1.B) 

(A2. J... 9) 

~ ¡ (_)l.,...-1'.,:ú .. / - x.,_z.,y.,_'>) ~~ (A2.1.10) 

'\llt'> 
i.e. 

Definamos: 

Entonces: 

-k \ ~ (_(."\);;.'> '\lj - '-"fn-.:.. ') á:'r 
"lt) 

~ ~ (> J2._ (?'-.:-.~) ~~ = 
'Jl..\:) l t>t . 

i_ ~ \ ( Z"'\J"-"> :l'j + <...v.j"'> x;.. ') J..."1.~ 
'\! (.t) 

{A2.1.J..1) 

(A2.1.12} 

(A2.1-.13) 



Ahora, podemos escribir le primera ecuaci6n en (A2.l.5) 
como: 

L;_j .k_ (_L,:.j -t- Lj;.. J + ~ (L~.) - Lj;. J 

.k_ ~ ) (_ Z"J;..') ~ + (.'l.lj'> 'J.,;. J a._>;:: k"" 

'\Jlt) 

-t- -t_ ~ f(Z-v..:..)"'-j-Zvj'>J(.;..)c!!'T" 
\Jlk) 

Con (A2.l.ll) y (A2.l.l4) se tiene entonces: 

L~j \ Q_ :t;.j - k E:..-\jt'- J¡... :t. Dt 

i.e. 

J2... L;._j 1 'D'l. t. E:..Á.jl'- D .:r "'-t:rt :t. t)·t"- "L;..j -
t>t 

(A2.1. l4) 

(A2.l.15) 

(A2.l.16) 

Con esto, la ecuaci6n tensorial del virial (A2.1.7) es: 

+ 1l;,,.j - 5 )l.j ?;,"' Tl¡c. c\.S 

Sl-\::) 

(A2.l.17) 

Vamos a seg..U.r reducien~o esta ec~aci6n. Para ello de­
mostremos primero que e1 tensor '1-lJ~ es sim~trico lbajo 
ciertas condiciones sobre '1 (_t) • dadas en lo siguiente J. 
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.: 

El potencial gravitacional en el punto ?' es: 

r (~\ ó..." r' 
\ ~ - ~l l 

la integraci6r. es sobre todo el sistema. 

Entonces: 

Sustituyer.:lo (A2.l.l9) en (A2.l.6): 

2ó6 

( A2. l.. l8) 

(A2.1.19) 

"Njl'- = - G,. ~ ')(.j) (_~) 0:'; 
"'lt'i 

{A2.1.20) 

Para. estratificaci6n sirr.ila.r tomamos '\llt'i tal que la 
superficie que 1o delimita, ~lt'i , es u.na superficie de 
igual densidad, i.e. una de las superficies similares 
(la cual puede estar, en general, en movimiento). 

Ta.-nbi~n se puede tomar 'JLt'r = \1ToT • En ambos casos 
la aceleraci6n -<li!\/';!'11.,._ es producida s61o por la materia 
en '\Jl-t) (teorema de Newton). Entonces po:lemos cambiar 

'VT<>T a \Jlt'> en la ecuaci6n (A2.1.20): 

(A2.l.2l) 

Intercambiando 7 ~' por -r no cambia el valor de \JV3.._ 

1 
";/.· 

J (A2.1.22) 



Sumando (A2.1.21) y (A2.1.22): 

(A2 .1. 23) 

y de aquí se sigue Wj..._ = VJ.-.j 

Clara.mente tambi~n \(.;_j y 1\Áj son sim~tricos. 

Se puede mostrar fácilmente que para cualquier tensor T.-.. 
sim~trico, se cumple t.;..j..c.. Tjl'- = O. :.J 

Con esta informaci6n, vamos a derivar (A2.1.9): 

(A2.1. 24) 

Con (A2.1.2), (A2.1.3), (A2.1.5) y (A2.1.5) se obtiene: 

= - ~~j F- ~ Xj ?.,_1. t\.R,_ J..S 
S(_-t) 

- E-ic...:..j ~ ~j ? ... .R. "-J.. c\.S, 
~lt.) 

i.e. 

D - .:r~ bt 

é ic.j.::.. S 'Xj P.._~ n,__ c\S 
Sl-t) 

= E;. '-j s 5 ')(. j ?;..\<. n.._ O..s 
'$(_t) 

(A2.1. 25) 

(A2 .1. 26) 

267 



Multiplicando esta ecuaci6n por é~-~ 

i.e. 

~ ('6c. b,..j - 5;,_j ~ ..... ;..) "-j t'~"" f'IF., a.~ 
!:.Lt:) 

'"'" 5 (_){. ..... T'12-,._ - )(..R.. t'-"") "111-. á..S 
S<..~') 

i_ ~ (}'-;._ Pji<- - "><-j '?"-1<-) """ ó..S 
Slt') 

Sustituyendo (A2.l.28) en (A2.1.l7) llega..~os a: 

~ D'2.. 
'.1- t>t'l.. I.,;..j 

~ ~ (__~;... t',jl'- +- "-j ?;...,_)l'I'- Ó.'5 
~l1:') 

Finalmente, llamemos: 
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{A2.1.27) 

{A2.l.28) 

(A2.l.29) 

$ ;.j = - ~ )l.;._ Pjl<o '°'IL- c\.S (A2 .1.. 30) 

'Slt) 

y definamos el tensor simétrico S¡j como: 

s~j = i: ($;..j + :t.j.:.. ') = - ~ ~ lx"- PJ"" T xJ r..:. .... )"'° o.s 
".Sl-\:.') 

(A2. l. 31) 

La ecuaci6n tensorial del virial , (A2.l.29), es enton-
ces: 

1 
! 



'2. 

i 'º- I.·· = ¡_ K;.; +- ""-'-; +- -n~J-~ Dt2. A-J ..., .., ~ (A2.1.32) 

En la siguiente secci6n aplica~os esta ecuaci6r. a siste­
mas axial.mente sim~tricos cor. estratificaci6n similar. 

A2.2 APLICACION A SISTEN'LAS CON ESTRATIFICACIO!< SI!o'.ILA .. ""l. 

Consideremos abora la aplicaci6n de la ecuaci6n ten­
sorial del virial (A2.1.32) a los sistemas estudiados en 
este trabajo, los cual.es presenta...~ estratificaci6n simi­
lar. 

Primero asumimos oue el sistema propio gira con velo­
cidad angular consta.ñte 5:_ (que puede ser nula) respec­
to al sistema propio inercial. Tomamos _;t dirigida en 
la direcci6n positiva del eje x. Al tiempo t = O coinci­
den los ejes coordenados de ambos sistemas (los ejes 
x y x" coinciden a cualquier tiempo). 

La transformaci6n entre las coordenadas (x,y,z) y 
(x~y~~) es entonces: 

(A2.2.1) 

Siguiendo la definici6n dada en la ecuaci6n (A2.1.l2), 
definamos en el sistem:?. propio ( .... ~· = """ • y.~ = o" ,..g r 11 

) 

I'!. 
"'J 

"'l~) 

11 11 
{l )l..• )(.· ) ,._ J (A2.2.2) 
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Como a cualquier tiempo existe simetr~a de la distri­
buci6n de masa respecto a los ejes coordenados del siste­
ma. propio, entonces I':.j = O si ;.._ ,¡,. j . 

Entonces con I;..j defini:l.o en (A2.1.12) • y la tra..'"lsfor­
maci6n (A2.2.l), obtenemos: 

I..~º 

r.c.:c 

r.~1: := 

11 

'I..x'~" 

o 

o 
u 

1:..11o" c:.e>11>'--SL-t + 

l ti JI :t.,;-º• - I.~~) 

" I.~il" ~.s:t + 

11 .... 
I..~'t;" ~ .9..-t: 

(A2.2.3) 

~.:X.t ~o~S..t 

" I~'t" ~"".s..t 

As=nimos ahora que las superficies similares estrui 
fijas en el sistema propio, i.e. el sistema est~ en equi­
librio• y por lo tanto las cantidades -. 11•• son constantes • ........ ..) 

Derivando dos veces respecto al tiempo 
sistema (A2.2.3) y evaluando en t O 

D 

i.e. en t = O se tiene el tensor diagonal: 

o 

con 

(i.e. ) el 

(A2.2.4) 

(A2.2.5) 

270 



-· 

La ecuaci6n (A2.2.5) es el lado izouierdo de la ecua­
ci6n tensorial del virial (A2.1.32). 

Considere::ios a.hora. K;.j • Si ~ = O, los sistemas 
analizados (ver Capítulo IV) tienen movimiento de cen­
troides única:nente en la direcci6n azimuta.:l. (i.e. mo­
vimiento circular alrededor del eje z). Por la simetría 
de la distribuci6n de masa (y "\.J(-1:') delimita.do por una. 
superficie simi1.ar) es fácil ver que ~A.· O si ;.. + j 
i.e. l<.;..j es diagonal. :.J 

~ -U - Aq 
Si .:5L f O • v = -u- + .Q.. -J. ..- • con ..., la ve1.ocida.d 

respecto a1. sistema propio. Entonces a t = O: 
<.....i-. ') = Z.J';..") + e;..5 .,_ S.,.)!..,_ , "-"-'j) = Z"-'''.;) + Ej ...... 52__;><.,, 

Sustituyendo esto en K,;.j (y ha.ciend.o algunos arre­
glos) llegamos a 1.a. siguiente expresi6n: 

+ (_ b;.j &_'2. - _sl-;__9...j ') ) f ~z. o.:~ 
\!Lo') 

+ 

+ 

(A2.2.6) 

En ~ f j • el cuarto término de esta ecuaci6n se 
anula., pues en t = O se tiene I. .,_n = O si \:'..- + n 
~También el Último término se anu1.a en ;... + j pues 
SL tiene una sola componente. Con ..Q.. = .9-. e,. se pue­

de demostrar que si ~ + j • el segundo y te'rcer térmi­
nos de (A2.2.6) cond.ucen a las integraJ..es siguientes 
( <..-v'~ "::> O en los sistemas con ..5L + O de1. Capítulo IV): 

~ f )(i.Z.J~"> ~~ 
"\llo') 

s fX-.Zv°~') ¿;~ 
"~') 

Estas integrales se anulan por la simetría de ~~''> en 
los sistemas considerados. 
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(A2.2.6) 
,¡. O , K,;.j 
b hay si­

Por la m~sma simetría, el primer término de 
se anula si ;._ '* j • Entonces, ta:nbién con 5t.. 
es d.i'3.gonal. Igualmente lo es '\l'J.:.j • pues a t 
metría de la distribuci6n de masa respecto a 
(x,y,z) del siste:na propio inercial. 

los ejes 

Se pued.e demostrar que t=bién 1ÍA.j = C si ;_ t j . 
Ade:n~s. si consi:lera.mos '-'(") = '-'T<>T • entonces SA.j-Cl 

Con lo e...~terior, la ecuaci6n tensorial del virial 
produce las siguientes relaciones e·n t = O • sobre todo 
el volu:nen del sistema: 

(A2.2.7) 

Consideremos ahora la línea trazada por Binney (l978, 
l981.) para analizar el sistema (A2.2.7) (ver también la 
d.iscusi6n en Binney & Tremaine 1987). 

(a) SISTEMAS CON o • 

En este caso los sistemas consid.erados tienen como 
plano de simetría el plano xy • y eje de rotaci6n el eje 
z. No hay movimiento de centroide a lo largo de la direc-
ci6n z : 1-''!.'t- = O • Como !<;..,.,.. = }<.'1"1 • w.._,._ = W._,.., • 

lÍ><><. = TI"1'1 • el sistema ( A2. 2. 7) se reduce a dos 
ecua.e iones: 

~ "-"'"- + w"'"' -r 1\.,._.,._ = o 

~to;¡; +- 1\'l;-¡, = t> 
( A2. 2. 8) 

Con M la masa total del sistema, de finamos '7 a 
partir de la ecuaci6n: 
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6 

l ~ j(<.'1,.f+<.'l.l0f') a:~ 
'1(._o) 

Tambi~n definimos 6'" como: 

i.e. 

1 

2... 
) r <-~ >.,_ a.3~ 
"lº) 

Final.mente terminamos las definiciones con: 

Empleando estas definiciones y (A2.2.8): 
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(A2.2.9) 

(A2.2.l0) 

(A2.2.ll) 

(A2.2.l2) 



pero T\,.)l • y (A2.2.12) se reduce a: 

(A2.2.l3) 

,,.._ 
(b) S1ST3MA.S CON ..$L f O • 

En este caso se ha considerado movimiento nulo de cen­
troide a lo largo del eje x (ver Capítulo IV); i.e. 

~"' .... = o. 
Sumando las dos 15.ltimas ecuaciones en (A2.2.7) se tie­

ne entonces el sistema: 

Consid~rese ahora las siguientes definiciones: 

~ ~ i ( <...;"b~ ~ z"\)'t 'J.,_)~~ 
\J l<>) 

i.e. 

:i.. ~ f Z~)2.. ~~ 
--J(_o) 

(A2.2.14) 
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-~ 
V= (A2.2.15) 



275 

'l. 

) Uf 2.. 
I"\ € = lí'1'! ) z '\)~ "') .0~ 

\! t_o) 

i.e. 

~ Z'l.l"'t. ") cL'!.~ 
'l. "Lo') l Ó 

6 = (A2. 2. l6) 

~ ) O:t' 
-J(_o') 

y: 

~ l\'11 - i1\ )C.)< 

1\'1'1 

1\'I:;.-., 
(A2. 2.1. 7) 

1- o; 

n"1'1 

Entonces: \ e- 'l. \(.'11 -t- \C..=t.c - (v-J'N +- w'C.'t + 11'1'1 +- TI't?:; ) 

~ l) = 
\\11 ~ T\11 

(A2.2.lS) 

Pero entonces (A2.2.l8) es: 

(A2.2.l9) 

.. ¡ .. 
1 



Retomemos la discusi6n. Consideremos los cocientes 
dependientes de \J..l"-j en las ecuaciones (A2.2.l3) y 
(A2.2.19). 

Si ~, • ~.,_ • o.. 3 son los se~i-ejes de la distribuci6n 
de masa a lo largo de los ejes (x,y,z), entonces utili­
za...~do el formulismo desarrollado por Roberts (1962) para 
un sistema con estratificaci6n similar. se tiene para un 
sistema oblato ( "'' = O..-¡_ > o..:!. ) la relaci6n: 

(A2.2.20) 

con A.'i._ = o.,°'"- o..~ A:._ O..~ o..:!> A:._ • y las A~ (hemos agre-
gado nosotros el asterisco) dadas por (Chandrasekhar 
1969): 

~12.. 
con eo = [_ 'I - (!:'-:.fo.\...,.,_ J . 

Entonces (A2.2.20) es: 

La elipticidad intr~nseca del sistema oblato 
observad.o a un á,n~ polar e = lf/2.. ) es é = 
i. e. E:: = 4 - -..J 4- ~..... • Entonces el cociente 
en (A2.2.22) se puede expresar como fu..~ci6n de 

(A2.2.21) 

(A2.2.22) 

e An~loga!nente, se encuentra para un sistema prolato 
.s..,= 0..2. <.. 0..3 ): 
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.9-" ' + <r :ter 

w,,.~ =-i(1-er)· 
4 - er 1- e. '2. r 

""'e~ ~ ' + e, :z..c'I' 
~ - ~f 

( A2. 2. 23) 

'/:i. .. 
con ef = [, - <._o..,/a.-:,').._) • Aqu::! la elipticidad intr:!nseca 
es E: = i - ~~/o..s) = 1 - -J 4 - ert 

Sustituyendo, seg-6.n sea el caso, (A2.2.22) y (A2.2.23) 
en (A2.2.l3), se tiene entonces '3-/6" funci6n d.e (€: • ~ ). 

,,__ 
En la situaci6n .5L + O se ha considerado un sistema 

prolato girando alrededor de un eje menor. Entonces 
~,.. .... = "l'-l¡y y: 

""3 '1'1 -t- \.A) 't. 't. 
(A2.2.24) 

con W:i:.-:c/v.Jy.. ... el inverso de la ecuaci6n (A2.2.23). 

El cociente v/6 en la ecuaci6n (A2.2.l9) es entonces 
fu..."1ci6n de ( Eo • ~ • ,.- ) • 

Las ecuaciones (A2.2.l3) y (A2.2.l9), junto con 
(A2.2.22), (A2.2.23) y (A2.2.24), se emplean en la dis­
cusi6n del Cap:!tulo V. Por lo pronto, en las Figuras 
A2.l • A2.2 y A2.3 damos algu.."1as curvas en el plano 
( :\5/6 • Eo ). 
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•. OOE+o 

o. 

o. 

•· SISTEMA OBLATO 
.&.... = o ........ ~ . 

... ·· .-···· 
......... ·· .·· 

........... - ..... - .---
· .. "'... ..······ .. ·· .. _.- _ .. ·· 

__ ........ ···· __ ....... _ ... · .... -· 
-- .. · .-· ... ·· __ ..... · ..... - __ .... . .. 

,.. ...--·· ... · _ .. ·· 
.,,. .. ·' .... -· .-·· ... -· 

.. __ .,,,. ........... -·.,¡a··-- _J>_.,.· .. --- •• •• 
.. ·· -· ... ···•· e .¿,,., / .. • ....... ••••••• "b/ .· ....... ·· 

_..- o·'--·/ .... ·· 
~.,.., 4i:s "" .. , ... ••• .. -· .... -· _ •• •• ,.... • • .- o·'!:'······ ... • 

,., ... -' .-·"' 't:,'' ..... •• ..... .. 

. __ , ... -"· ............. -·· _ ... •· 'l:;j•:.--··· -~.-··· ':1 _: 

••• 

__ ..... • ~'.---- - Q .. 

_ ••. •• •• ••·•·• •• C..:':: c..:: .. -
. · 

..... : 
e;; • 

~ .. 
: 

Fig. A2.l Algunas curvas dadas por la ecuaci6n 
(A2.2.l3) combinada con (A2.2.22)· 

A.OOC-01. 

..., __, 
co 



o. 

• • 1 

S:tSTEMA PROLATO 
.§: = o 

E:. 
O. A.OCIE-O& 

Fig. A2.2 Algunas curvas dadas por la ecuaci6n 
(A2.2.l3) combinada con (A2.2.23). 

' . 
' 



o. 

o. 

SISTEMA PROLATO 
.Si:__ i= o 

ó=-<I 

Í)=O 1 ~= o-11 -
e.OOE-oa 

Fig. A2.3 Algunas curvas dadas por la ecuaci6n 
(A2.2.l3) combinada con {A2.2.24). 

"" CX> 
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APEN:>ICE 3 

VELOCIDADES Y DISPERSIONES PROYECTADAS. 

A3.l ECUACIO~"""ES GENERALES. 

Considérese los sigaientes siste~as de referencia con 
origenes coincidentes : {l) El sistema con ejes Cartesia­
nos xn, y", z" coincidentes con los ejes principales de 
la distribuci6n de masa considerada. En general este sis­
tema puede ser no inercial (ver secci6n A3.3). (2) Un sis­
tema inercial cuyos ejes coinciden con los de (l) a un 
tiempo dado • digamos t = O, y asociado a coordenadas Car­
tesianas x • y • z • (3) El sistema de referencia del obs­
ervador (considerado inercial después de corregir por efec­
tos extra; ver lo siguiente), asociado a coordenadas Car­
tesianas x' •y', z'. El eje z' tiene coordenadas angula.res 
esféricas 0 • ~ ; con e respecto al eje polar z del siste­
ma (2), y apu..~ta del observador al centro de la distribu­
ci6n de masa. El plano x' • y' define el plano del cielo. 

La velocidad promedio alrededor de un pu..~to Y en la 
distribuci6n de masa define la velocidad del centroide en 
tal punto. Esta velocidad en el sistema (1) (llamado en lo 
siguiente el sistema propio) es <..\3'' > • La. velocidad de una. 
partícula (estrella) res;¡;¡,.ecto al centroide la denotamos 
por !\5'111 • Entonces si :SC es la. velocidad angular del sis-
tema propio respecto al sistema (2) (el sistema propio 
inercial) : 

<.~''"> -r ~·11 (A3.l.l) 

Esta ecuaci6n da la velocidad de una partícula respecto 
al observador (pues -G- = .\3'' ). Claro, suponemos que pre­
viamente se ha corregido por efectos extra: expansi6n del 
Universo (o movimientos locales entre galaxias), rotaci6n 
gal~ctica del observador, movimiento solar, etc. 

Consideremos ahora una línea de visi6n a través de un 
punto ( x', ~·).Esta línea es en realidad un cilindro 
infinito de ~ea transversal '81' cuya masa es: 

DD 

~ 
-QD 

p (_ 1 ' 1' \ "'• 6 1 :e: J 
(A3.1.2) 
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La densidad superficial de masa en { x' , y') es entonces: 

(A3. l. 3) 

- a> 

Si { ( r •~u 9 t ) es :la funci6n de distribuci6n del siste­
ma, entonces la velocidad (rapidez) proyectada promedio a 
lo largo de la línea de visi6n será: 

O> 

.... 1 
¡._ • ~ "-lr'> <-~> l~'> a..~' 

- ex> 
(A3.l.4) 
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con ""'(~) :La~densid.ad de part:!culas en eJ.. punto ~ 'Y 1 

'Y='' • y ~ un vector unitario apuntando en la direcci6n 
positiva del eje z' 

Asociando una masa promedio a las partículas, la ecuaci6n 
anterior la escribimos como: 

...... 1 
R. • 

cC> 

)..., f <..~> ~~'> <..r'> A..t.' 

(A3.l.5) 



De 1a ecuaci6n (A3.1.1) 
<._r;;,•1') = O ; entonces: 

~) l¿~"> -t- ~"-r) !_=t}. _..., (A3.1.6) 

La dispersi6n de ve1ocidades proyectadas, ~f.-cl, se 
obtiene de: 

1 ~ 

L ~-k - '\)f"°'1 J. f l ~. '.:0111
, t ') ~-G-1\\ ~A ~'e· 

= 

1 =y 
.,,, 
~ f z l_~-~ )'"-> l{ 
_.., 

~ r (..\].~..,.e)_~ + --
,.._ ,...., ~, ,,._ 

Ahora, (..,;r. \.... ') = k..· (.-.J") , y con 1a ecuaci6n (A3.1.5) 
simplificamos (A3.1. 7) a: 

-\ = 
"2:'.. 

~ )¿_l~·~):L> -- (A3.1.B} 
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Podemos escribir (A3.l.8) en una :fqrma m~s práctica 
empleando (A3.l.l) petra calcular (~.~~~ • Teniendo en 
cuenta que (.::;:;"'· ~ ':> = O , se llega. Táciímente a: 

~ ~ í [_ k_'. (_ t...-G"'> + ~)<.<)J._ J..~ + 
-a> 

+ ~ í <. (J~- ~111 ) ... ) ~~ 
_.., 

(A3.l.9) 

Con las ecuaciones (A3.l.3), (A3.l.6) y (A3.l.9) se 
obtienen '\Yf<"•'l' y 6""f..-oy en un ;t¡u.nto arbitrario ( x', y'). 
Las cantidades .::._ ~"'> y ~ (__"'"¡,.,'. • .G )'"> se obtienen directa­
mente de la soluci6n numérica de la estructura cinemática 
interna del sistema (ver formulismo en el Capítulo IV). 

A3.2 SISTE1,; . .\S COF SI!GTilIA ROTACIONAL Y o • 

En esta secci6n consideramos distribuciones de masa 
con simetría rotacional, en los cuales el sistema propio 
coincida con el sistema propio inercial, i.e. 3i_ = O • 

El movimiento de centroides se asume circular alrede­
dor del eje de simetría rotacional, el eje principal z. 
En esta situaci6n, la soluci6n de los primeros momentos 
de la ecuaci6n de Eoltzman..~ (ver Capítulo IV) se obtiene 
sobre el ple.no meridional ( ~, z ) , con ~ la distancia 
al eje z. 

Consideremos observaciones sobre el sistema a lo largo 
del eje y• , coincidente con el eje y del sistema propio 
inercial; i.e. se observa a lo largo del eje mayor pro­
yectado en sistemas oblatos, y a lo largo del eje menor 
proyectado en sistemas prolatos. La l~nea de visi6n tie­
ne entonces coordenadas x'= O , y'= cte. z' y forma un 
ángulo 0- con el eje principal z. 
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La tra:nsiormaci6n entre 1as coordenadas (x,y,z) y 
(x'.y'.z') para 1a ::L:!nea de observaci6n es entonces: 

y. = - :e' ~ ......... ~ 
1 

(¡ o (A3.2.::L) 

1 
e.o~~ 't - 't;. 

Como R.._= x.._+ y.._• est'>. 1:rnea. de observaci6n en 1as 
coordenadas ( F- • z ) es: 

(A3.2.2) 

Esta ecuaci6n y l..'t} =-~/e.o~~ permiten ca1cu1ar las 
integra1es de :La secci6n A3.1 transformando a :La varia-
ble :¡,_ , conociendo 1a estructura cinemática de1 sistema 
en 1os puntos (R<._-.,'), :e ). 

Para observaci6n a. & = ~/~ (i.e. sobre el plano de 
simetr:!a del sistema) se tiene: 

'/i (_ i"" -t- ,,_.._) 

(A3.2. 3) 

con esto podemos pasar 1as integrales a la variab1e ~ , 
utilizando la estructura cinemática en R.(.">1.) :e= O 

E::L movimiento de centroide es circular alrededor de1 
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e je z ; entonces ¿_t,-" ") = ~'f "--S•t''> ( €"'f es el vector uni­
tario en :La direcci6n azimutal). Expresando ~ y e en 
1.a base inercia1. (:;;;:: , S l."'-) se obtiene ~-<...;u')= (.~'f"):ot....e~~i', 
entonces, por :La simetr1a de::L integrando: 



.,., 

t - ~ ) <...~''> .l:t' 

- °" 

:2.. ~o i <'._'\J'r') ~& ~'f .!.:e' 
-oo 

(A3.2.4) 

Con (A.3.2. 2) y .l~ = - &.=t /ccf59: 

.,., 
,...J \ • 
p._ - ) ¡ <.....~"'> ~e' ~ 2-0 t ........ s (A3.2.5) 

-ac> 

En el caso e empleamos (A3. 2. 3): 

... 
~·. s ) <.~"> A.~ 

-oo 

(A3.2.5) y (A3.2.6) intervienen en "'F'J dado por (A3.l.6) 
(se~ sea 0 ). 

La densidad superficial 'L.. 
tiene• por simetr:!a, con ~ 

4 

• dada por (A3.l.3), se ob­
:t. "i:. 0 • -:!.onde: 

(A3.2.7) 

)""' r c.~(_11.)' ~-o] A.-t 
o 
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Ta=nbi~n es inmediato llegar a: 

0,.. W/'2... 

f z"''f'>.._ "-:e 
'i ... ~ ~ ... -t:~e 

(A3.2.8) 
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~- \' ( ~. Z~"'> )2.. !..~' ; .. _.~~ S..,· F Z-.J.,..,.~ J-y... 
-~ o cla... + x."J.., 

El valor de la integral en (A3.1.9) funci6n de ~'ª , 
depende de la orientaci6n de los ejes ~rincipales de la 
funci6n de d.istribuci6n f (ver secci6n III.5 del Cap!:­
tulo III). En seguida consideramos dos situaciones para 
esta orientaci6n, y damos las expresiones expl!:citas de -v,. ..... ., y ~,, .... ., • 

(a) EJE3 Pi'lINCIPALE3 CILI!wRICOS DE f 

En la base cil!:ndrica: 

,...111 .,,. 

Expresando ~ ... , R. , e'f 
S- , ~ se obtiene: 

y 

(A3. 2. 9) 

en la base inercial 

(A3.2.l0) 

Elevando al cuadrad~1 ~wta ec;itafüi6n y p~o~pdiando (to­
mando en cuenta que "-"~"'t '>= Z.....rr- '1'f' ') = Z-u't '\J'f ") = O por la 
orientaci6n de los ejes principales de f aquí: conside­
rada): 

(A3.2.ll) 

con 



2BB 

Entonces tenemos las siguientes expresiones: 

lil!:.~L._T'í/:_: 

con (A3.2.5) y (A3.2.7) en (A3.l.6): 

(A3.2.l2) 

y con (A3.2.B) 0 (A3.2.7) y (A3.2.ll) en (A3.l.9): 

+ 
t~e 

(A3. 2 .i3) 

con (A3.2.6) y (A3.2.7) en (A3.l.6): 

(A3.2.l4) 

y con (A3.2.B), (A3.2.7) y (A3.2.ll) en (A3.l.9): 

(A3.2.l5) 



(b) EJES PctINC:IFAL33 E.5FERIC03 :ilE f 

'll "' Expres'ji-~Os primero 4~ , '\f~ en términos de las veloci-
dades -v..-' y ..,¡~" en coo::-den9.das esféricas: 

Uf \\l \11 
l\J.,._ 'll.- ~~e ~ '\Je e.es~ 

( A3. 2.J..6) 

Entonces: 

(A3.2.l7) 

11\ "' ..,-e "'f 
lll 111 

<\Jr "''f e.os e 

Estos productos aparecen al elevar al cuadrado la ecua­
ci6n (A3.2.lO). Por la orientaci6n de lo~ ejes principales 
de ~ se tiene ,(_-v~' ve")= Z...ri!'v.f' ") = Z....r~• v.f' "> = O; entonces 
se liega a: 

+ 

+ (A3.2.l8) 

con 
"Z.. / UIL 

€r - '-"Úr "> 
Elevando al cuadrado (A3.2.16) y promediando: 

(A3.2.19) 

con esta ecua.ci6n, (A3.2.18) se puede reescribir como: 
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Entonces obtenemos lo siguiente: 

o ~ ~ <.. "Tr/:i.. •• 

(A3.2.20) 

"Jf..-c>'I dada por (A3.2.12) • y Crn•'f_ obten.ida de 
(A3.2.l3) sumando previa~ente en el lado derecho el t~r­
mino: 

e - -n¡'1. 

obtenidas con (A3.2.14) y (A3.2.15). 

A3. 3 SISTEMAS CON SIMETRIA ROTACIONAL Y 

En esta secci6n se considera un sistema prolato con 
rotaci6n de figura alrededor d~un eje menor, digamos el 
e je x", con velocidad. angular ~ • 

La observaci6n se real:l.za al tiempo t = O, y en par­
ticular la l~nea de ~si6n se toma paralela al otro eje 
menor, el eje y" ; SI.. cae entonces sobre el plano del 
cielo. 

En t~rminos de la base del sistema propio, se tiene 
~ - '.)" • J=i. .SJ...A,'1 

• Ademá.s, si la velocidad de centroi-
de es nula en la direcci6n x'1 

<.~") '' ,.._r/ 
+- Z-.:T:¿' > "-

Con esto, obtenemos de 1a ecuaci6n (A3.1.6): 
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n " + .:::k-'t 
(A3.3.2) 

, ,, 
Como 't: = - 0 y J..os integrand.os son pares respecto a " y : 

"2: = ~ 

P> 
(A3.3.3) 

:t s f <. '\f;,, ') .t.1'' 
"' i.e. 

(A3.3.4) 

Con {A3.3.4), J..a ecuaci6n {A3.J...9) se transforma en: 

l ...s, .. 5'., - s.. 't ,, ) 7... 

+- _1_ 
'L, 

,,_r ,... ,,, 111 
Ahora, \2...• U = - "-1"

0
,, y con 

-~- \ ao f.._ e- 1 "llf 2.. > J. I 
~ .J \ ~-"\J ) 't 

-~ 

FinaJ..mente: 

) <..d·~111 )"' > clt
1 

-

(A3.3.5) 

ti/ a.. 
<. -cr o" > 

(A3.3.6) 

(A3. 3. 4) y { A3. 3. 7) cond.ucen a '\Yrr•l • f:" r-.,..1 J..argo deJ.. semi-eje mayor zu. 1 
a J..o 
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APENDICE 4 

SOLUCION DE UNA ECUACION DIFBRENCIAL PA.qCIAL DE 
PRIMER QR¡)EN A LO LA..""iGO DE SUS CA..=tACTERI3TICA.S. 

Consid~rese 1a ecuaci6n diferencia1 parcia1 de primer 
orden: 

Las caracter!sticas de 1a ecuaci6n (A4.1) son, por de­
finici6n, l.a.s curvas en el. pl.ano ( u...• v- ) que cumplen.: 

(A4.2) 

Una discusi6n extensa sobre l.as curvas caracter!sticas 
~uede encontrarse en 1os textos de Morse & Peshbach 
ll.953) • 111athews ~ Vla.l.ker (l.970) • y Godun.ov ( 1984) • 

En l.as regiones en donde f + O • podemos reescribir 
{A4.1) como: 

{A4. 3) 

1as caracter!sticas de esta ecuaci6n son ~-:: = 'r/f • y 
pueden ser f~ci1mente ca.1cul.adas ( num~ricamente, en 
genera.1.). Denotemos estas caracter!eticas por 'Dll"i..Y)-Cte. 

Tomemos ta.mbi~n r lv 1..:t) = ""' ; entonces: 

~)V = C*3r (:!:~~ + Ct')"'- ~!t )V 

e~)\ (:~~'>~ + e ~).c. (A4.4) 
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Sustituyendo (A4.4) y (A4.5) en (A4.3): 

~)¡ l~)~ + l ~)el. -t- ~ l~'>¡ ~~~)~ -

(~\\ ~;~)11 + ~ (_~)...} + l if).._ - H ~' r· f) 
Pero a 1o 1argo de 1as caracter~sticas se cump1e: 

i.e. 
~:J .... -

+ (_?ttl.':\ ~.:ú 
\.:: •""" Jl.L 

l<i"'-/-a..,_ ")V-

-o 

(A4.5) 

(A4.6) 

Por otro 1a.do• 1a.s caracter~stica.s son J.,,- = ~ AV... 
entonces: f 

~ ---
f 

(A4.7) 

Con (A4.7). 1a ecuaci6n (A4.6) se reduce a: 

(A4.8) 
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Podemos escribir esta ecuaci6n junto con 1a ecuaci6n 
de 1as caracter~sticas, formando e1 sistema: 

a..~ "\- l"'-1..,-) .... 
"'"v.. ~e_.,.,~) 

{A4.9) 

~ :>. \-\ l"' 1.,,, 1 ) 
!~ 

e1 cua.1 puede ser resue1to por m~todos usua1es {por 
e~emp1o: Runge-Kutta). 

E1 sistema (A4.9) da 1a so1uci6n a 1o 1argo de 1as 
caracter~sticas de 1a ecuaci6n (A4.1). 
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