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INTRODUCCION. 

Uno de los metodos modernos, que en los ultimos veinte 

aftos ha mostrado ser una poderosa herramienta para el estudio 

de la teoría de anillos, es el de asociar a el anillo R, el 

marco R-tors consistente de todas las teorías de torsión 

hereditarias, definidas en la categoría R-mod, de módulos 

izquierdos unitarios y usar las propiedades de este marco, 

asi como las de sus elementos para determinar propiedades 

de R y de R-mod. 

Uno de los elementos mas sobresalientes del marco R-tors 

es la llamada teoría· de torsión de· Goldie, ya que sus pro

piedades tienen interesante repercusión en la categoría 

R-mod, asi como en la estructura interna de el anillo, adem•s, 

en muchos sentidos, esta teoría de torsión, es la que mejor 

generaliza el concepto c1•sico de torsión para grupos 

abe1ianos. 

El proposito de este trabajo, es realizar un estudio 

de la teoría de torsión de Go1die, estudiar su ubicación 

en el marco R-tors y dar descripciones concretas de otros 

elementos de R-tors asociados con ella, tales como su pseudo-



complemento y su cápsula TTF. Estudiaremos en detalle la 

retícula de generalizaciones de la teoría de torsión de 

Goldie y determinaremos su estructura. 

Con la inrormación obtenida, daremos caracterizacio

nes de anillos semiartinianos, anillos con dimensión de 

Gabriel y obtendremos teoremas de estructura para anillos 

autoinyectivos regulares. 

Este trabajo esta dividido en cinco partes, el capí

tulo primero es de carácter introductorio, se derinen los 

conceptos preliminares y se rinca el marco teorice para 

los siguientes capítulos. 
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En el segundo capítulo,·caracterizamos el.pseudocom

plemento y la cápsula TTF de la teoría de torsión de Goldie, 

obtenemos también condiciones necesarias y suricientes 

para que; a) La teoría de torsión de Goldie se escinda 

centralmente, b) El pseudocomplemento de la teoría de tor

sión de Goldie se escinda centralmente. Obtenemos una ror

mula para el cálculo de la componente proyectiva del zoclo 

de los módulos, en termines de la componente proyectiva 

del zoclo deL anillo y obtenemos también, un teorema de es

tructura para el anillo, en el caso de que la teoría de 

torsión de Goldie se escinda centralmente. Finalmente, 

damos una caracterización de los anillos semiartinianos. en 
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terminas de 1a teoría de torsión de Go1die. 

E1 tercer capítu1o, esta dedicado a estudiar 1as re1a-

ciones entre 1a teoría de torsión de Go1die y ia dimensión 

de Gabrie1, en particuiar, probamos que cuando 1a teoría 

de torsión de Go1die es semiprima, entonces, 1a retícuia 

de sus genera1izaciones es 1oca1mente atómica, definimos 

una fi1tración en R-tors que 11amamos fi1tración singu1ar, 

1a cua1 es comparada con 1a fi1tración de Gabriei y con 

esta herramienta, obtenemos e1 resu1tado centra1 de este 

capítu1o, un teorema que caracteriza a 1os ani11os con 

dimensión de Gabrie1 en terminas de 1a t·eoría de torsión 

de Go1die y de ia fi1tración singuiar. 

E1 cuarto capítuio, esta dedicado a estudiar 1a es

tructura d~ ia retícuia de genera1izaciones de 1a teoría 

de torsión de Go1die que denotaremos por gen~9 . Probamos 

que gen~ es isorr.orfa a ia retícuia de genera1izaciones 

de ia teoría de torsíón de Go1die de e1 ani11o R/t~ (R) 

y que esta a su vez, es isomorfa a ia retícu1a de iaem-

potentes centraies de e1 ani11o Qm x(R/t& (R)). Como con-
a g 

secuencia de 10 anterior, probamos que gen~9 es una retí-

cu1a de Boo1e y que 1as ciases de equiva1encia definidas 

en [2~ , son subretícu1as de Booie de R-tors, además, da

mos condiciones necesarias y suficientes para qwe geng
9 

sea una retícula 1oca1mente atómica. 



En el quinto capítulo. aplicamos los resultados pre

vios y obtenemos nuevos criterios, utilizando la estruc-

tura de gen5g• para determinar la estructura de anillos 

autoinyectivos regulares y de el anillo máximo de cocien

tes de un anillo no singular. Los resultados principales 

de este capítulo establecen que; a) Si R es autoinyectivo 

regular. entonces. R es un producto directo de anillos 

primos si y solo si, gen~g es una retícula localmente 

atómica. b) Si Res autoinyectivo regular. entonces, R 

es isomorro a un' producto directo de anillos de endomor-

rismos de espacios vectoriales si y solo si ~g es TTF. 

y c) Si R es no singular, entonces, Qmax<RJ es isomorro 

a un producto directo de anillos de endomorrismos de 

espacios vectoriales si y solo si ~g es semiprima. 

Finalmente, quiero expresár mi _agradecimiento a mi 

maestro y amigo, el Dr. Francisco Raggi Cárdenas, por 

haber dirigido este trabajo. 

4 



I.- CONCEPTOS PRELIMINARES. 

En l.o que sigue, R denotará un anil.l.o asociativo con 

1 y R-mod l.a categoría de módul.os izquierdÓs unitarios 

sobre R, si HeR..:mod, denotaremos por E(M) a l.a cápsul.a 

inyectiva de M en R-mod, RM significara que M es un obje

to de R-mod. 

El. concepto de teoría de torsión se origina a prin

cipios de J.os 60's y aparece en l.a l.iteratura en diversas 

f'ormas, (ver por ejempl.o (5J , l61 y t1aj ) , l.a def'inición que 

daremos en este trabajo será la de Dickson [5] que fue 

:inspirada por el. concepto clásico de torsión en grupos 

abelianos. 

Definición 1.1.- Una teoría de torsión~. es una pareja 

( 'll'g, L 5 ) de cl.áses de R-módulos, tal que; 

a) HomR(T,L)=O para todo T« 'll',. y Le Le,. 

b) HomR(M,L)=O para todo LE Le• implica, M•'ll'i; . 

. 
C) HomR(T,N)=O para todo T...: 'Ir,., implica, N«L¡;;· 

5 
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'lI"aes iiamada, ciase de objetos de ~-torsión y LG• ciase 

de objetos ~-iibres de torsión. 

De ias propiedades dei runtor HomR(_,_), se puede dedu

cir raciimente; 

_P_r~º~P~º-c~i~c~i~ó~n~--'-""·~2"'.- Sea ~ una teoría de torsión, entonces; 

a) 'JI"'"° es cerrada bajo cocientes, sumas directas y · 

extensiones. 

b) L~ es cerrada bajo productos directos, submóduios 

y extensiones. 

Definición i.3.- Diremos que una teoría de torsión~ es 

hereditaria, s.i ia· ciase de móduios de ~-torsión es cerra.,

da bajo submóduios, equivaientemente, ia ciase de móduios 

~-iibres de torsión es cerrada bajo cápsuias inyectivas. 

En este trabajo, estamos interesados en ei estudio de 

teorías de torsión hereditarias, denotaremos por R-tors 

a ia ciase de todas ias teorías de torsión hereditarias 

definidas en R-mod, unos parrares adeiante, veremos que 

R-tors es un conjunto. Como señaiamos en ia introducción, 

este capítuio es introductorio, para mayor información 

asi como para ver demostraciones de ias afirmaciones que 
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se hagan en este capítu1.o, sugerimos a1. 1.ector consu1tar 

Si e 4 R-tors, tenemos asociado con ~ a1 siguiente con 

junto de idea1es izquierdos de R; 

R/:t E 'II'G.1 

Proposición 1.4.- Si l'84R-tors, F~ satisface 1.as siguientes 

condiciones; 

a) Si :r .. F&y r4 R, entonces, (:t:r) e lF'a,• donde, 

(:t:rl='i_a"'R ar •:t1 . 

b) Si Ji:JF._ e RI es ta1 que (:t:r)Q JFe. para todo r4J, 

.entonces, :r-.lF'i;.. 

Definición 1 .5.- Una fami1ia no vacia de idea1.es izquier

dos de R, que satisface 1.as condiciones a) y b) de 1.a pro

posición anterior, se dice que es un fi1tro idempotente. 

(A1.gunos autores 1.os 11aman fi1.tros de Gabrie1). 

Es faci1 verificar que si JF es un fi1.tro idempotente 

en R, entonces, JF satisface 1.as siguientes condiciones 

adiciona1es; 

a) Si I. J<l!I. F, entonces, :tf"\J • lF. 



b) Si le lF e IeJ. entonces. J •F. 

De manera anaioga. para cada M R-mod, denotarémos por 

M/N 6 'Il'c."\• en particuiar -Fa<R>=lF.- Considerando 

a FG(M) como un sistema de vecindades dei cero, se obtiene 

en M una estructura de R-móduio topológico donde los morfis

mos en R-mod son continuos. (Para información ai respecto. 

ver l41>. 

Si l:.6R-tors y Ms.R-mod. denotaremos por; 

De ia proposición 1 .2. se sigue directamente· que ti:,(M) 

es ei mayor submóduio de M que pertenece a 11'&. 

Proposición 1.6.- Sea ~•R-tors, entonces; 

R-mod R-mod es un subfuntor dei 

runtor identidad de R-mod. 

b) t 5 es un funtor exacto izquierdo. 

c) Si Mo&R-mod, entonces, t~(M/tz;,(M) )=O. 

Subruntores de la identidad que satisfacen las propie

dades b) y c) de la proposición anterior. son liamados 



funtores de torsión, algunos autores los llaman tambien 

radicales exactos izquierdos. 

Teorema 1.7.- Existen correspondencias biyectivas entre las 

siguientes clases de objetos; 

a) Teorias de torsión hereditarias en R-mod. 

b) Filtros idempotentes en R. 

c) Funtores de torsión en R-mod. 

Como consecuencia del teorema 1.7, tenemos que R-tors 

es un conjunto. 

En R-tors se puede definir una relación de orden de 

la siguiente forma; 

Si i: ,e>• R-tors, entonces, C.~<T si y solo si 'Ir~<:. 'Ir.r· 

Proposición 1. 8. - Sean~ ,a-.., R-tors, las siguientes condi

ciones son equivalentes; 

b) J;0 .:.Lc.• 



d) Para todo M .. R-mod, tc,(M)c:.tcrCM). 

(R-tors, •>es un conjunto parcia1mente ordenado que 

tiene estructura de retícu1a comp1eta con 1as siguientes 

operaciones; 

10 

Si ~ .. 1Ic:. R-tors, entonces, M4R-mod es de ~~-torsi6n 

si y so1o si H es de i:,,,-torsi6n para todo • • I. M es ~~-1i

bre de torsión si y so1o si H es c.-1ibre de torsi6n para 

todo a•I, es decir; 

y 

DeEinici6n 1.9.- Sea (E,A.~) una retícu1a, diremos que E 

es un marco. si satisface; 

En particu1ar, todo marco es una reticu1a distributiva. 

Los marcos aparecen en ia 1iteratura tambien bajo e1 nom

bre ~e reticuias de Brouwer, o bien, e1 de a1gebras de 

Heyting comp1etas. 

Teorema 1.10.- (R-tors.~," ,V) es un marco. 

Si il'-1..\ es una fami1ia de R-modu1os, denotaremos por 

\C\M4~) a1 menor e1emento de R-tors para e1 cua1 todos 1os 
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M• son de torsión. es decir; 

'!,( \ M,.~) = A\~•R-tors 

\C\M.\> se conoce como teoría de torsión generada por {M,.\. 

1'.C\M..\) denotará al mayor elemento de R-tors para el 

cual todos los M. son libres de torsión, entonces; 

-X.<\ M..V =V\~• R-tors 

se conoce como teoría de torsión cogenerada 

En particular, 'X. ='"X.< {o"\) y \ = \ (\o) ) denotarán al ele-

mento mayor y el elemento menor de R-tors respectivamente. 

En vista de que R-tors es un marco, cada elemento de 

R-tors tiene un pseudocomplemento, es decir, para cada 

~<tR-tors, existe z:""'-.·R-tors tal que; 

a) ·~ 1' i:;i"- =~ . 

b) SiCT• R-tors es tal que °GAIS° =5., entonces, CS"!a "!;~ 

En (27] se da una caracterización de i:.Lcomo sigue; 

?:.~=X<\Rs ses simple y ses de-i::.-torsión)>. 

Sea 2::• R-tors, diremos que ~ es una teoría de torsión 

TTF si la clase de módulos de ~-torsión es cerrada bajo 

productos directos, en este caso, se dice que 'II'~ es una 

clase TTF. Teorías de torsión TTF Fueron introducidas por 

Jans en (17] , algunos autores las llaman teorías de tor

sión jansianas. 



Si r;• R-tors es TTF, entonces Fa tiene una base consis

tente de un ideal bilateral idempotente, recíprocamente, 

cada ideal bilateral idempotente I de R, determina una 

teoría de torsión TTF cuyo Filtro idempotente asociado es-

ta descrito por F = { RJc R IcJJ . 

En vista de que la clase de teorías de torsión TTF 

es cerrada bajo intersecciones arbitrarias y de que 'X. es 

una teoría de torsión TTF, tenemos que para cada ~•R-tors, 

existe una mínima teoría de torsión TTF Z tal que E.gen~ 

es decir, ~ =A\CS'• R-tors 1 eres TTF y ~llo-1. I; es conocida 

como cápsula TTF de •. 

Sea ic;. .aR-tors, diremos que -z¡, es una teoría de torsión 

estable, si. la clase de módulos de~-torsión es cerrada 

bajo cápsulas inyectivas. La clase ~e las teo~ías de tor

sión estables es una de las más importantes en R-tors y 

ha sido ampliamente estudiada, verl1 21 para un resúmen de 

las propiedades de este tipo de teorías. 

12 

Cuando todo elemento de R-tors es estable, (por ejem

plo en anillos conmutativos neterianos~91 o en anillos ne

terianos cocriticamente estables (221 ) R-tors es un marco 

dual, es decir, la unión distribuye intersecciones arbitra

rias ta) 
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Denotaremos por R-simp, a un conjunto rijo de rJpresen

tantes de el.ases de isomorfismo de módul.os simpl.es. Si 

M~ R-mod, soc(M) =I: \ RS.;M se R-simp"\, denotará al. zocl.o 

de M. U•el.emento e• R-tors, diremos que es de tipo simpl.e 

si.::"\( 1:) para al.gún i::c:: R-simp. 

Oiremos que R es un anil.l.o semiartiniano izquierdo, 

si para todo o+M ,¡¡ R-mod, soc(M)+O, equival.entemente, 

')C..=!,(R-simp). 

Denotaremos por ¡:sp=!,< \ Rs R-simp 1 S es proyectivo)>, 

~sp fué introducida por Gol.dman en t13), el. funtor de tor

sión asociado con ~sp es; t-a (M)= soc@(M), l.a componente 
sp 

proyectiva del. zocl.o de M. 

Diremos· que-un ideal. 1zquierdo Ic Res un ideal. esen-

cial. si In K +o para todo ideal. izquierdo K +O. 

Definición 1.11.- La teoría de torsión 

~=~C\R/I RI es esencial.)) 

será 1.1.amada teoría de torsión de Gol.die. 

Notemos que X { R) ~ ~g. Si M €. R-mod, denotaremos 

z(Mj=\maM 1 (O:m) es esencial. en R) diremos que Mes 

singul.ar si z(MJ = ~; y que M es no singul.ar si :!(M) =o. 
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La ciase de ~ódulos ~g-iibres de torsión, consiste de 

ios módulos no singuiares. Cuando z(R) =O entonces, 

l!::g ='X.C R) y en este caso, I es esenciai en R). 

El funtor de torsión de z:. g está definido por; 

t
5 

(M)/z(M) = z(M/zCMi). 
g 

l: g es una teoría de torsión es table y gen '°g cons:;.ste 

de teorias de torsión estables. La teoría de torsión de 

Go1die en ia categoría de grupos .abelianos es ia teoría 

de tors~ón usual. 

Con cáda elemento ~ • R-tors, tenemos asociado un ani-

llo R6 conocido como la localización de R respecto a l:lo 

·Y· el .funtor- de. i 0 ca1ización º"" : R-mod ------'» R-mod, 

donde QG ( R) = R'G . Algunas· construcc_iones de Oc. son con.o 

sigue; 

0 5 (M) = :l.im,. Hom(I,M/t~(M)) 
I~FG 

y tan1bien; 

ver 

Oc,(M) = E 5 (M/tzi.Ct!l), clonó.e l'::a,CM) está defi.nido por 

Ez¡,CM)/M=tG(E(M)/i!), E 6 (M) es llamado cápsuiaG-inyectiva 

de M, en vista de ciertas prop;edades de inyectividad que 

posee. 
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gj_ ( E ,,.., V) es una retícul.a compl.eta con el.emento :,.i.-

nimo \ un el.emento G a E se dice que es un átor.:o de E si 

~c. G y O"c. G impl.ica '-"'G"" 
to de coátomo. 

dual.mente se define el. concep-

Dire~os que E es una reticul.a atómica si para todo 

cr a E, existe t.:n átomo ~e E tal. que "1:. ~ l:S" , E es l.ocal.rr.ente 

atómica si cada el.emento de E es unión de átor..os. 

Los átomos de R-tors, son l.as teorías de torsión de 

l.a f'orma \(S) donde se R-simp, es f'ácil. ver que R-tors 

es una reticul.a atómica. 



rr.- LA TEORIA DE TORSION DE GOLDIE. 

Al.gunos de l.os resul.tados presentados en este capítu

l.o, Eueron previamente publ.icados por Francisco Raggi y el. 

autor en [20), sin embargo, son incl.uidos en este trabajo 

por su Euerte interacción con el. material. de l.os siguien

tes capítul.os. 

Empezaremos describiendo al. pseudocompl.emento en 

R-tors, de una teoría de torsión establ.e. 

Proposición 2. 1 • - Sea G .i; R-tors una teoría de torsión 

establ.e, entonces, lLc.a.. consiste de l.os módul.os que se 

pueden sumergir en un producto directo de módul.os de 

G-torsión. 

Demostración.- Como seBal.amos en el. capítul.o I, 

i:..L= 'X.<\ RH 1 M• 'II'6 0 R-simp1); puesto que G es establ.e, te

nemos que E(M) _. 'II'c para todo Me R-simp n 'Ir..-., de aqui que 

todo módul.o ~.a..-l.ibre de torsión, se puede sumergir en un 

producto directo de módul.os de ~-torsión. 

Ahora, sea M' 'Ir,., pues to que 1',.. 1:0.a.. =~ •, tenemos que 

16 



Mc1aL, de aquí que todo submóduio de un producto directo 

de móduios de ~-torsión, pertenece a :Le&-• con esto compie

tamos ia prueba. 

Observación 2.2.-

a) Cuando 1:.es estabie, ios objetos de :i...~son ios móduios 

de Hausdorff respecto a ia topoiogía que tiene como base 

de vecindades de cero a F&CM). Cver (4] para detaiies) 

b) La proposición 2.1 nos dice que cuando ~es estabie, 

'll'c~ consiste de ios móduios G -coiibres de torsión. (ver 

~11 para información acerca de estos móduios) 

Proposición 2. 3. - Sea s • R-tors tina teoría de torsión 

estabie, entonces, para cada MaR-mod, t~.a..(M) =l'"'\K 
K6FaCH) 

Demostración.- En vista de ia proposición anterior, tene

mos que ios eiementos de FG(M), son submóduios ~.a..-puros 

de M, por io tanto, tg.1..CM>cf'"\ K • Por otro iado, por 
. ICaFc,(M) .• 

ia proposición 2.1, existe una sucesion exacta 

o M/tc.1..(M) 

T~ y 

r ---=--:y T,. donde \T.!c'Il'.,, denotemos por 

Y{ M -----M/t~.1.(M) a ias proyec-

ciones, sea ~ = P.,•r•'t entonces, tc.L(M) = Q ker f,. y puesto 

que T .. 6 'll'c tenemos que fker ~Jc:TzoCH), io cuai prueba 

que (""\ K e:. tc.1..CM). 
Ke~(M) 

17 



Proposición 2.4.- Si C:.• R-tors es estable y TTF con ideal 

bilateral idempotente asociado I, entonces; 

a) Para todo M ~ R-mod, tcLCM> = IM. 

b) 

Demostración.-

1 8 

a) Puesto que c. es TTF y estable, tenemos de la proposición 

2.1 que 11"•= Le~ entonces el. resul.tado se sigue de la pro

posición 2. 3 y el. l.ema 8. 2, VI de [;26] 

b) Es el.aro que ~ s. .... ~, ahora séa M • 1l"c."""' , entonces , sabe

mos que HomR CM, E ( s ) ) = o para todo Se 1l"c"" f' R-s imp, l.o cual. 

significaque M está cogenerado por módul.os simples y de 

a.-torsi6n. l.a estabil.idad de c. y el hecho de que 1l"a, es 

cerrada bajo productos directos, implican que M&1l"c:., de 

aquí que ~ :.~': 

Observación 2.s.- La proposición 2.4 nos dice que la fami

lia de teorías de torsión establ.es TTF, pertenecen al 

esqueleto de R-tors, es decir, l.os elementos l: • R-tors 

tales que l!:-=-1:'.~ .... (ver t21 ) . 

Teorema 2.6.- 'r.sp 
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Demostración.-

Recordemos que ~sp = ~ ( {RM I ·Me R-simp y M es proyectivo) l. 

de aquí que '1l's =lRM 1 M es semisimpie proyectivo1. Puesto 
sp 

que ios m6duios simpies proyectivos son no singuiares. 

tenemos que HomRCM.Nl =O para todo M•1I'• y Na1I'5 • por 
sp g 

consiguiente. por ia proposición 2.1. HomRCM.Nl =O para 
~ todo M4:1I'G y Na Lz:;.L. de io cuai se sigue que ~sp ~ ~g • 

sp g 

Ahora sea I 4 Fc;..I.., entonces. HomR ( R/I. N l =o para todo 
g 

NE 11'~ • io cuai en particuiar impiica que R/I no tiene 
g 

submóduios esenciaies propios. por io tanto. R/I es semi-

simpie. ahora. sea RJC:. R máximo con ia propiedad de que 

I nJ=O. entonces. IE9J es esenciai en R, por consiguien

te. R/(I$J) es un m6duio singuiar; por otro iado. ia in-

ciusión I c. ( Ica:T) induce un epimorfismo f : R/I ---~ R/( I.aJ) 

pero R/I E1I'cl. y R/( I-Ul E 11'5 io cuai impiica f =o. entonces, 
g g 

R = IeJ es decir, R/I es proyectivo, tenemos entonces que 

l:.~S~sp Y esto compieta ia prueba. 

En vista de ia descripción de ¡:;.~, tenemos que si 

M &. R-mod, tG~( Ml ='\:\SE. R-simp 
g 

s es proyectivól= soc~(M) 

es ia componente proyectiva dei zocio de M. como conse

cuencia: 



Corol.ario 2.7.-

a) Para cada Me R-mod, 

= ("\ I 
I•Fc:. 

g 

b) Si R es no singul.ar; 

SOC( R) = soc@( R) = ("\ lRic. R 

Demostración.-

en particul.ar, 

I es esencial. en R) . 

a) Es consecuencia directa de J.as proposiciones 2.3 y 2.6 

b) Se sigue del. hecho de que cuando R es no singul.ar, F~ 
g 

consiste de ideal.es esencial.es. 

Caracterizaremos ahora a l.a cápsul.a TTF de J.a teoría 

de torsión de Gol.die. 

Teorema 2.8.- 'll'a 
g 

Le:. ... 
g 

Demostración.- En vista de que LG~ es una el.ase l.ibre de 
g 
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torsión, tenemos que Le': es cerrada bajo productos directos, 
g 

por otro l.ado, dado que 'II'c;. ... consiste de m6dul.os proyecti
g 

vos, tenemos que LG~ es cerrada bajo cocientes, de l.O cual. 
g 

podemos deducir que LG..L es J.a el.ase de torsión de al.guna 
• g 

teoría de torsión TTF, además, l.a proposición 2.1 garantiza 
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que_ 'trG c. L~~ , entonces tenemos 
g g 

En l.a otra dirección, l.a proposición 2.1 y el. hecho 

de que 'trg es cerrada bajo productos, 
g 

nos dicen que 11'5 ~ L r.~ · 
g g 

Teorema 2.9.- La teoría de torsión de Gol.die es TTF si y 

sól.o si ~g esta cogenerada por l.os módul.os simples proyec

.i. tivos,es decir, si y sól.o si, l:O.g = ~sp 

Demostración.- De l.a proposición 2.4, tenemos que ~g = e,l.g~ 

de l.o cual. se sigue que ~g es una teoría de torsión que 

está cogenerada por J..os móduJ..os simpl.es ~9-J..ibres de tor

sión, el. teorema 2.8 nos dice qué J..os m6dul.os simpJ..es que 

pertenecen a 'll''Po son singuJ..ares, de aquí que l.os móduJ..os 
. - g 
simpl.es ~g-l.ibres de torsión, son exactamente l.os proyec-

tivos, es decir, 'P.g ="'X..C\ Sa,R-simp 1 ses proyectivo1>='G~P 

final.mente, notemos que -c.g es TTF si y s6l.o si 'Gg =Bg 

Como consecuencia, tenemos l.os siguientes resultados: 

Coral.ario 2.10.-

Demostración.- Se sigue del. hecho que 

R-simp n 11'& 
g 



Teorema2.11.- soc&(Rl es un idea1 bi1atera1 idempotente de 

R y para cada Me R-mod, soc@< M) socG'( R)M. 

Demostración.- De ia proposición 2.1, ei teorema 2.8 y e1 

coro1ario 2.7, a), tenemos que f"\F~ 
g 

de aqui que soc(¡)CR) es un idea1 bi1atera1 idempotente, 

ap1icando ahora 1a proposición 2.4, tenemos que 

Proposición 2.12.- sea I~ soc(R) un idea1 izquierdo idem

potente, entonces, I es proyectivo. 

Demostración.- En vista de que 1os módu1os simp1es son 

singu1ares 6 proyectivos, podemos descomponer 
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I = soc~(I)~z(I), teniendo en cuenta que soc(R) está 

contenido en todos 1os idea1es izquierdos esencia1es, tene

mos que Iz(I) =o por 10 tanto, I = I 2 = Isocli'(I)C.. soclP(I), 

entonces, I = soccs>(I). Esto comp1eta 1a prueba. 

Observación 2.13.- E1 reciproco de 1a proposición 2.12, 

no es va1ido en genera1, a manera de ejemp1o, consideremos; 

e1 ani11o de matrices triangu1ares, donde 

ZG2 denota a1 ani11o de ios enteros módu1o 2. 
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(
o :<Z2) Sea :r = 0 0 :r es un idea1 izquierdo mínimo de 

R, por 10 tanto, I C. soc ( RR) además ( o : {g 

que no es un idea1 esencia1, conc1uimos entonces que :r es 

un ideai izquierdo simp1e y proyectivo, sin embargo, :r 

no es idempotente puesto que :r 2 = o. 

Proposición 2.14.-

Demostración.- De ia descomposición soc(R) = soc(JCR>•zCsoc(R)) 

y teniendo en cuenta que z(socCR?> es un idea1 bi1atera1, 

tenemos que tsoc( R}) 2 = lsoce?( Ri) 2 , por 10 tanto, de1 

teorema 2. 11 , tenemos que [soc ( R i) 2 = soce?( R) 

Como consecuencia directa, junto con e1 teorema 2.11, 

tenemos e1 siguiente resuitado; 

Coro1ario 2.15.- Para cada M R-mod, 

Haremos ahora, un estudio de ia retícu1a gen ~g y 1as 

re1aciones que ésta guarda con 1a retícuia de especia1iza

ciónes de l:osp' es decir, e1 interva1o; 

<lJ. •?:.sPJ =\e;¡• R-tors 1 a-~ C::s~ 



Teorema 2.16.- Sea ¡:: c!i. gen a
9 

y TTF 

entonces, ~ es estab1e 

Demostración.- Como senaiamos en ei capítu1o I,toda gene-

raiización de Gg es estab1e, ahora, sea s = r-\ I , pro
I • F-. 

baremos que R/S 6. 'II'c, para asi obtener que ~ es TTF. En 
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vista de que s~gen Eig tenemos que s ~ f" I = soc 6>( R) , por 
I•Fas 

io tanto, soc~(R) sa.s• para a1gún s •c. socep(R), conside-

remos ahora ia siguiente sucesión exacta; 

o s•- R/S ?. :¡R/soc<i>(R):'. ., ..,.e-o 

ya que ~g es TTF, tenemos que R/socli'C R) & 'II'g y por 10 
g 

tanto, R/soclP(R) e 'II'c.. por otro 1ado, si ·Me:. s • es un sub-

m6du1o simp1e, existe I €. FG ta1 que M4. I ya que, en 

caso contrario, tendriamos que MC:. S sea I tai ideai. 

puesto que Mes simp1e, tenemos que Ml"I =o, io cuai 

induce un monomorfismo o M ---"R/I 

imp1ica R/I6.'II'c.• por io tanto, M6'II'6 , de io cuai se sigue 

que S 'e 'II'G ; utiiizando ahora e1 hecho de que ias ciases 

de torsión son cerradas bajo extensiones, tenemos que 

R/S c. 'II'1:., io cuai comp1eta ia prueba. 

Observación 2.17.-

a) Si~~ ~sp' entonces Le; es una ciase cerrada bajo co

cientes,puesto que.'II'6 consta de módu1os proyec~ivos, como 



además Le es cerrada bajo productos directos, tenemos que 

existe una teoría de torsión TTF ti' , tal que 'Ir.,.= La• por 

otro lado. en vista de que 'lre; c. LG. tenemos que a. gen Gg 
g 

bl Si •~"sp• entonces, existe un conjunto X de m6du1os 

simples proyectivos ta1es que r. =\(X). 

c) si Ge gen g g , por el teorema 2. 16 y 1a proposición 

2. 4, b) , tenemos que ~ =lió ...... de aqui que ex is te un conj un-

to X de m6du1os simples tal que e; =1l<x> como iig• G, 

podemos concluir que los elementos de X son proyectivos. 

Resumimos 10 anterior en los siguientes resultados; 

Teorema 2.18.- Sea l: e1 conjunto de objetos proyectivos 

de R-simp. La correspondencia'I:<\, GsPJ genc;g 

definida por'l(G) =XCC- X), donde~ =lj,(X), es un 

isomorfismo de retículas. 

Corolario 2 .1 9. - La retícula gen~ g 

Boo1e 1oca1mente atómica. 

Teorema 2.20.- La correspondencia 

't' : gen E.g 

es una retícula de 

r es idempot.ent~ 

25 

definida por 't' ( e-. ) =r°'\K, 
Kc IFc, 

es un antiisomorfismo de retí-

cu1as. 
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sea c~~sp, como sei'\al.amos en l.a observación 2.17,a), 

:Le, es una el.ase de torsión, denotaremos por O ( L•) a l.a 

el.ase l.ibre de torsión asociada con La , caracterizaremos 

ahora a l.as especial.izaciones establ.es de e.
5

P . 

Teorema 2. 21 .- sea Gt. ~sp, l.as siguientes condiciones son 

equival.entes; 

a) ~ es establ.e. 

b) 'lr~ consiste de m6dul.os inyectivos. 

e) ~ se escinde central.mente. 

d) se escinde central.mente. 

Demostración.- La equival.encia de c) y d} se sigue de l.a 

proposición 8. 5, V:t de t261 , tomando en cuenta que 

( "ll'c., Le., D( L.>} es una terna TTF. 

a)~b} e~ 1:'óo sp impl.ica que l.os objetos de 'Ira. son semi

simpl.es, además, si M•'ll'.,, por l.a estabil.idad de c., tene

mos que· E(M) es semisimpl.e, por l.o tanto, H=ECM), l.o 

cual. prueba b). 

b) )e) La condición b) nos dice que para cada M4 R-mod, 

tG(M) es sumando directo de M, entonces, por l.a proposi

ción 8.5,VI de(26~tenemos que c. se escinde central.mente. 



c) ')a) Por l.a hipótesis, existe un idempotente e & R tal. 

que, para todo M C R-mod, ta(M) eM ent.onces, si Me 'trc,, 

se tiene que M = eM, de aquí que (1-e)E(M) = o, puesto 

que M es esencial. en E(M), por l.o tanto eE(M)= E(M) l.o 

cual. prueba que E(M) 6 11",, es decir, G es. establ.e. 

Coro l. ario 2. 22. - La correspondencia 11"• -------'> La , es 
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una biyecci6n entre l.as especial.izaciones establ.es de &sp 

y l.as general.izaciones de ag que se escinden central.men

te. Esta biyección, es un antiisomorfismo de retícul.as) 

Corol.ario 2.23.- Las siguientes condiciones son equival.entes; 

a) ¡:, sp es establ.e. 

b) Toda especial.izaci6n de ~sp es establ.e. 

c) Todo módul.o semisimpl.e proyec~ivo es inyectivo. 

d) & sp se escinde central.mente. 

e) &
9 

se escinde central.mente. 

f) Todo el.emento de gen~9 se escinde central.mente. 

g) Toda especial.ización de ~sp se escinde central.mente. 

Tenemos ahora, un teorema de estructura para R, en 

el. caso de que .c.
9 

se escinda central.mente. (ver tambié~ 

til y t121 
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Teorema 2.24.- Las siguientes condiciones son equivaientes; 

a) La teoría de torsion de Goidie se escinde centraimente. 

b) R se descompone como ei producto directo de un 

aniiio semisimpie por un aniiio con ideai singuiar 

izquierdo esenciai. 

Demostración.-

a>~ b) Si e.
9 

se escinde centraimente, entonces "l:.g es TTF, 

por io tanto, ~g = ~g , entonces, de acuerdo con ei coroia-

río 2.23, tenemos que, R =te ( R)EP t'G ( R), 
g sp 

como esta 

descomposición es de ideaies biiateraies, podemos escribir, 

una descomposición donde R1 es un 

aniiio semisimpie y R2 es un aniiio con ideai singuiar 

izquierdo esenciai, entonces, t•g C R) = R2 , io cuai impii-

ca que soc~( R) = R1 , de aquí que a
9 

es TTF. Por otro iado, 

apiicando ia proposición 11.7 de(7], tenemos que todo 

R-móduio izquierdo no singuiar es inyectivo, por io tanto, 

por ei coroiario 2.23, tenemos que ~sp se escinde centrai

mente, io cuai, junto con ei hecho de que ~g es TTF, nos 

permite conciuir que Gg se escinde centraimente. 

Un aniiio R es semiartiniano ~zquierdo, si como R-mó

duio izquierdo, R pertenece a ia ciase de torsión de 
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J 
J 

~ CR-simp), equival.entemente, :t.= ~ ( R-simp) Los anil.l.os 

semiartinianos estan caracterizados por el. hecho de que 

todo el.emento de R-tors es de tipo simpl.e, equival.ente

mente, para todo ME R-mod, M"' o, tenemos que, soc ( M) # O. 

Desde el. punto de vista de l.a teoría de reticul.as, 

un interesante resul.tado es el. siguiente; R es semiar

tiniano izquierdo si y sól.o si R-tors es una retícul.a de 

Bool.e. En vista de que R-tors es una reticul.a compl.eta 

atómica, l.o anterior es equival.ente a que R-tors sea 

l.ocal.mente atómica. Por otro l.ado, toda retícul.a compl.e

ta atómica y de Bool.e, puede ser representada como l.a 

retícul.a R-tors de al.gún anil.l.o semiartiniano izquierdo 

R. (ver (231 para detal.l.es) 

En el. siguiente teorema, damos una caracterización 

de l.os anil.l.os semiartinianos, en terminas de ·l.a teoría 

de torsión de Gol.die. 
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Teorema 2.25.- Las siguientes condiciones son equival.entes; 

a) R es semiartiniano izquierdo. 

b) Para todo 1:.4iR-tors, ~ =~.L.L. 

c) La teoría de torsión de Gol.die en R-tors es TTF y 

está ge~erada por los módulos sÍmp1es singulares. 
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d) La teoria de torsión generada por ios móduios 

simpies singuiares, está cogenerada por ios móduios 

simpies proyectivos. 

Demostración.-

a) > b) Sea G• R-tors, consideremos ios siguientes conjun-

tos, X = 'JI'& n R-simp y X'= 'JI' .... í\ R-simp. En vista de que 

R es semiartiniano izquierdo, tenemos que e; ='\(X) y 

C:.L= lj,,(X'), como consecuencia, tenemos que X v X'= R-simp 

y X (l X' = r/¡, por io tanto, '1I'&l..t.("\ R-simp =X , utiiizando 

nuevamente ei hecho de que R es semiartiniano, tenemos 

que y;.l..t. =\<X>. Esto prueba b). 

b) ~c) La condición b) y ei coroiario 2.10 nos dicen 

que C:g es TTF. Ahora, sea ~ss ia teoria de torsión gene

rada por ios móduios simpies singuiares, en vista de que 

un móduio simpie es de torsión de Goidie si y s6io si 

es singuiar, tenemos que ~:;s = e;~ y por 10 tanto, 

z;~~ ¡:;.t.~ entonces por b), -r.ss = 1:9g 

c) )>a) Como z;. g es TTF, dei coroiario 2. 7, a), tenemos 

que para cáda M • R-mod, soc19< M) = r'\ K pertenece a F~ ( M) 
1<4Fag<M) · 

Y por io tanto, M/soclP(M)6.'1I'11g. Sea ME.R-mod, si soc<P(M) =O 

entonces, M ~ 'lr1:.g en vista de que Gg = ?Oo ss , conciuimo'il 



que soc(M) lo, de aquí que Res semiartiniano izquierdo. 

c) ) d) Es consecuencia directa del. teorema 2.9 

d) )c) En vista de que l.os módul.os simpl.es proyectivos 

cogeneran a E.
9 

, entonces z;.ss = ~g por d), teniendo 

ahora en cuenta que i:o.ss<S z:.
9 
~ E.

9 
concl.uimos que Gss 

y es TTF. 

Corol.ario 2.26.- Sea R un anil.l.o semiartiniano izquierdo, 

l.as siguientes condiciones son equival.entes; 

a) co.g se escinde centra1mente. 

b) es establ.e 
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c) R se descompone como el. producto directo R = R1 x R2 , 

donde R
1 

es un anil.l.o semisimpl.e y R2 es un 

anil.l.o con ideal. izquierdo singul.ar esencial.. 

Demostración.-

a>< >c) Es el. teorema 2.24 . 

a) >b) Apl.icando el. coral.ario 2.23 y tomando en cuen

ta que a) impl.ica ~g = ~g 



b) >a) Por e1 teorema 2.25 y e1 coro1ario 2.23 

mos que ~g se escinde centra1mente. 

te ne-

Coro1ario 2.27.- Sea R un ani11o neteriano izquierdo, 1as 

siguientes condiciones son equiva1entes; 

a) R es artiniano izquierdo. 
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b) ~g es TTF y está generada por 1os módu1os simp1es 

singu1ares. 

Demostración.- Se sigue de1 teorema 2.25 y 1a proposición 

12.8 de t 71 

Observación 2.28.-

a) Si R es un ani11o autoinyectivo izquierdo, entonces, 

todo R-m6du1o izquierdo simp1e y proyectivo, es inyectivo, 

de aquí que si R es autoinyectivo izquierdo y neteriano 

izquierdo, 'lrssp consiste de m6du1os inyectivos, por 1o 

tanto, en este caso, ~sp es estab1e. 

b) Se dice que R es un ani11o QF, (casiErobenius) si R 

es artiniano izquierdo y autoinyectivo izquierdo, se 

puede probar que si R e QF, ~ntonces R es artiniano y 

autoinyectivo por ia derecha,- (ver t261 ) • 

En ani11os QF, una teoría de torsión es estab1e s~ 
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y s61o si se escinde centra1mente, en vista de que ~g es 

estab1e, todo ani11o QF se descompone como e1 producto 

directo de un ani11o semisimp1e por un ani11o con ideai 

sing~iar izquierdo esencia1, en particuiar, un ani11o 

QF es semisimp1e si y s61o si es no singuiar. 



III.- RELACIONES ENTRE LA DIMENSION DE GABRIEL 

Y LA TEORIA DE TORSION DE GOLDIE. 

Entre 1os diversos conceptos de dimensión que se 

estudian en 1a teoría de ani11os, está el de dimensión 

de Gabrie1, que desde su aparición en (61 , ha mostrado 

ser una va1iosa herramienta para estudiar al anillo, así 

como a su categoría de móduios, entre las clases de ani

llos que tienen dimensión de Gabriel, podemos citar a 

los ani11os neterianos, ani11os.semiartinianos, y tam

bién, ani11os con dimensión de Kru11 en el sentido de 

Gordon y Robson l1 51 y ú 61 . Para información acerca 

de otras dimensiones, consuitar (91 

En este capítulo, estudiaremos ani11os con dimen

sión de Gabriel y daremos aigunas caracterizaciones de 

e11os, en terminos de condiciones sobre ios intervaios 

Y < Gg , -X..") de R-tors 

SeaGéR-tors y MeR-mod, diremos que Mes un mó

dulo ~ -cocrítico, si MG.L,_ y M/N~ 'lI'r. para todo 

O 1- RN e: M • Diremos que M es cocrí tico, si M es 

')(..(M)-cocr~tico, todo módu1s cocrítico es uniforme y 
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cáda subm6du1o de un módulo cocrítico es a su vez cocritico. 

Diremos que ~ • R-tors es prima si G =1C.CM) para algún 

módulo cocritico M, ~ es semiprima si G es la intersecci6n 

de una familia de teorías de torsión primas, diremos que 

~e R-tors es fuertemente semiprima si 

Go ='ll< \ RM 1 M es to -cocritico1 ) , es claro que 1as teo

rías de torsión fuertemente semiprimas son semiprimas, para 

detalles acerca de módulos cocríticos y teorías de torsi6n 

primas, sugerimos a1 lector consultar t1;2l 

Consideremos ahora 1a siguiente cadena de teorías 

de torsión, l:0_1<. g
0

s g 1 s i=
2

s · 
definida como sigue; 

a) -r._, = ~ • 

b) Si i no es un ordinal limite, 

c) 

Ci = l!ii-i V l¡,.< \ RM 1 M es &i_1 -cocriticol ) • 

Si i es ordinal limite, 

~i= v 1::... 
j <. i :J 

Esta cadena es conocida como ia filtración de Gabriel 

en R-tors, notemos que r.0 = \< R-simp) .'En vista de que 

R-tors es un conjunto, existe un ordinal p.mínimo con la 

propiedad de que c:;I" = Gl"+P para todo ordina;i. (S , para este 



ordina1, denotaremos por,;,.= G , si Me R-mod, diremos que 

M tiene dimensión de Gabrie1 k, si M es de 5k-torsión y 
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k es mínimo entre l.os ordinal.es i para l.os cual.es M & 'Jl'ai , 

esto será denotado por Gdim(M) = k , a 1os módul.os que no 

pertenecen a ninguna de 1as 'Jl'•i , no se 1es asigna dimen

sión de Gabriel.. R tiene dimensión de Gabrie1 izquierda, 

si como R-módul.o izquierdo, R tiene dimensión de Gabrie1, 

esto es equival.ente a que todo R-módu1o tenga dimensión 

de Gabriel. y tamb.ién a que G = 'X.. • 

Anil.l.os con dimensión de Gabrie1 han sido ampl.ia

mente estudiados, al.gunos autores 1os l.l.aman anil.l.os 

.semineterianos, ver por ejemp1o "(15] , t161 , t71 , \.91 
Y (1 21 para información. 

En l.a siguiente proposición, damos al.gunos de 1os 

hechos más conocidos acerca de anil.1os con dimensión 

de Gabrie1. (121 

Proposición 3.1.- Las siguientes condiciones son equival.entes. 

a) R tiene dimensión de Gabrie1 izquierda. 

b) Para cáda C:E. R-tors, G -# ')(.., existe un módul.o 

G -cocrí tico. 

c) Si l:;E.R-tors, r; .¡, ")(., en ton ces, ?:O. es fuertemente • 

semiprima. 



Sea ~g ='X.C\ RM 1 M es cocritiC::o y zCM>=ó\ ) 

Lema 3.2.-

Demostraci6n.- Es consecuencia directa de1 teorema 2.8 y 

de1 hecho que 1os módu1os simples proyectivos son no 

singu1ares. 

Necesitamos ahora e1 siguiente 1ema técnico de (261. 

Lema 3.3.- (Lema 7.5, VI de (26].> Sea E&R-mod inyectivo 

y f : E ---'>RM un epimorfismo, con M no singu1ar, en

tonces, f se escinde, en particu1ar, RM es inyectivo. 

Teorema 3.4.- Sea R un ani11o ta1 que ~g ;¡{.'X-, entonces; 

a) 2!
9 

es fuertemente semiprima • 
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b) Si ... 
~ 6 R-tors y i:.9~ -i:;. < 1C.. , entonces, ?;. es fuerte-

mente semiprima • 

c) Si 5 e R-tors y 
... 
Gg~ r. , entonces, 

M es ag-cocritico y 



Demostración.-

a) Sea M un m6duio cocritico y no singuiar, como previa

mente seftaiamos, M debe ser uniforme, de aqui que si 

O .¡. RNC M, tenemos que M/N E. 'Irag e:. 'lrl!tg de io cuai se 

sigue que Mes i!t
9
-cocritico, esto prueba que G

9 
es 

fuertemente semiprima. 
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b) Sea G& R-tors, que satisface ~ 
9

$ ~<. ')(.. , si Mfa R-mod 

con O.¡. MaLG, tenemos que E(M)c L~c:. Lllg , entonces, de ia 

definición de i!
9 

, existe un móduio cocritico no singu-

iar e y un morfismo no cero E : E(M) ~ E(C) entonces, 

por ei iema 3.3, rmf es isomorfa a un sumando directo K de 

E(M); ademAs, rm E es inyectivo, tomando ahora en cuenta 

que E(C) es inescindibie, puesto que e es uniforme, con

ciuimos que E(C) = rm f, de aqui que E(C)6L6 • Por otro 

impiica que E(C) es 11: -cocrítico puesto 

que todos sus submóduios distintos de cero, son esencia

ies. Entonces, siendo M esenciai en E(M), tiene ia pro

piedad de que o .¡. M n K es un submóduio G -cocri tico de M. 

Ahora, sea c:r =X. ( l RM 1 M es ro -cocritico) ) , enton-

ces, ~~O" si z: <.<:J" , existiría un m6duio N .¡. O tai 

que N&. 'DCJC-. Le-. y por ei argumento anterior, N contendría 

un submóduio c.-cocritico io cuai es una contradicción, 

entonces, ~ =IT y de aquí que G es fuertemente semiprima. 



e) Sea .:a R-tors tal. que ~g s ~ y sea ; 

~· = i!.g..., \< \ RH 1 H es cocrítico, z(H)=O y Ha'11'.)). 

Es el.aro que G'.$ G supongamos que e.'<~ , enton-

como en ~a prueba de b), 

existe un m6dul.o cocrítico K que es· no singul.ar y Kc. N, 

de aquí que K & 'D'c.• I"\ i.• , entonces, K =O l.o cual. es una 

contradicci6n, por l.o tanto, 'G=~· 

Lema 3. 5.- Sea ~a R-tors y M un R-m6dul.o G -cocritico, 

entonces, G V\(H) es un átomo en l.a reticul.a gen'G 

Demostraci6n.- En vista de que Ma La , tenemos que , 

G<.G'llJCM), ahora, seaaa.R-tors tal. que~~G"4•"\(M), 

probaremos que <S" = 'G v \ ( H) • La rel.aci6n 11: <CS" impl.ica 

que existe Ne R-mod no cero tal. que N~ 'JJO":L•, puesto 

que 'D'cJ c. 'll'&v\(H) , tenemos que existe un morfismo no cero 
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f : ~· ---'> N donde o#< H'C H, ·entonces, xm fe. N~ L 5 , 

tomando en cuenta que M'es también G-cocrítico, obtenemos 

que ker f =O, entonces, M':: J:m fe NE.'DG , por l.O tanto, 

M'c:.~(M)c. M. si ~(M) ii'M. siendo M un m6dul.o "G-cocrítico, 

obtenemos M/~(M) a '11'5 , por otro l.ado, M/ta-(M) ~U.O", en 

vista de que t.o<CS , l.a concl.usi6n es M = t;r<M> de l.o cual. 

se sigue H&'DG y por l.o tanto, 'GV \(M)$CS' 



40 

Coral.ario 3.6.-

a) La reticul.a gen ¡¡g es l.ocal.men"te at6mica. 

b) gen o
9 

es una reticul.a de Bool.e. 

De111<>straci6n.-

a) se sigue del. teorema 3.4,c) y el. l.ema 3.5 • 

b) Por a) y tomando en cuenta que gen IS
9 

es compl.eta y 

distributiva, obtenemos que gen 2!~ es de Bool.e. 

Coral.ario 3.7.- Si Gg es Euertemente semiprima, entonces; 

a) Todos J.os el.ementos de ~en •g -\lt.1, son teorías 

de torsi6n Euertemente semiprimas. 

b) ge~Gg es una reticul.a de Bool.·e l.ocal.mente at6mica. 

Demostraci6n.- Se sigue del. hecho que ag es Euertemente 

semiprima, si y s6l.o si ag = ~g . 

Coral.ario 3.8.- Si R tiene dimensi6n de Gabriel. izquierda, 

entonces, gen t¡g es l.ocal.mente at6mica. 

Demostraci6n.- De l.a proposici6n 3.1, obtenemos que ~g 

es Euertemente semiprima. 

Observación 3;9·- La condición de que genGg sea J.ocal.men

te atómica, no impl.ica que Gg sea Euertemente semiprima 

• 



y por 10 tanto. tampoco imp1ica que R tenga dimensión de 

Gabrie1 izquierda. Consideremos 1o ~iguiente: 

sea R un dominio no conmutativo que no satisEace 1a 

condición de Ore por 1a izquierda. por.ejemp10. un ani110 

de po1inomios torcidos. Si en este ani11o consideramos 
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a 1a teoria de torsión de Go1die Gg • tenemos que a. g =1t. ( R) 

puesto que R es un dominio. no es diEici1 ver que en este 

caso. Gg no tiene módu1os &g-cQcriticos. (ver [7} pagi

na 321 para una demostración de este hecho) entonces. Gg 

no es Euertemente semiprima ni R tiene dimensión de 

Gabrie1 izquierda. Por otro 1ado. en cua1quier dominio 

R. t¡g es un coAtomo de R-tors. de 10 cua1 se sigue que 

gen •g es 1oca1mente atómica. 

Proposición 3.10.- sea Ga R-tors ta1 que 'J.CR-simp)~ c. 
1as siguientes condiciones son equiva1entes; 

a) ~ ='X-

b) Ges estab1e y TTF. 

c) lLc es cerrada bajo cocientes. 

Demostración.-

a) '>b) y a) O>c) son inmediatas .. 

br >a> Como.sabemos, todo módu1o se puede sumergir en 



en un producto directo
1
de cápsu1as inyectivas de módu1os 

simp1es, e1 cua1, por b) y ia hipótesis para • , es de 

a-torsión, entonces, todo R-modu1o es de• -torsión, por 

10 tanto, f¡ a'X. 

c) ->a> Si ~ ~'le. • existe M& R-mod ta1 que M es cic1ico 

y Me La• entonces, existe una sucesión exacta 

M ~~--~ S ~~--> O donde s • R-simp •. entonces. por c > 

tenemos que SC LG y por 1a hipótesis para '1lo , tenemos 

que s • 'D'a • 10 cua1 es una contradicción, de aqui que a =X 

Consideremos ahora 1a siguiente f'i1tración en R-tors, 

c;lef'inida por; 

a> cr_1 = \ 

b) Si i no es ordina1 1imite, 
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O" i = O"' i-1'' \< \ RM 1 M es c:r i-1-cocri tico y z ( M) = M 1 } 
c) Si i es un ordina1 1imi te~ · 

cr:. = V <rj 
1 j < i 

Esta cadena ser6 11amada 1a f'i1tración singu1ar de 

R-tors. 

Observación 3.11.- Nuevamente, de1 hecho que R-tors es un 

conjunto, tenemos que existe un ordinal p mínimo con 1a 

propiedad de que Csjs = CI"¡s+p para todos 1os ordina1es ~ 



para este ordinal. /5 • denotaremos por tr~ = Gz • 

Proposición 3. 1 2. - Para todo ordinal. ;.. 

Demostración.- Procederemos por inducción transEinita 

sobre• . Si • = -1 • o • el. resul. tado es el.aro. 

Ahora. sea w > o un ordinal. y supongamos cierto el. 

re su l. tado para ordinal.es ,a. tal.es que f1 C:• 

caso x.-.., no es ordinal. J.ímite. En este· caso. 

o;. =ct,_1v \ <\RM 1 M es o;._1 -cocrítico y z(M) = M1 >. sea C 

un R-módul.o singul.ar yq¡_1-cocrítico. aEirmamos que C 

debe ser "'-1-cocri tico. Para cada o .¡,. e' c. e • C/C '& 'D'~_1 • 

por hipótesis de inducción. tenemos que q¡_1 = a g ""'-1 • 

de aquí. que C/C • 4 'D'._ _ 1 • bastará entonces probar que 

Ce.L._. como e es. a-. _1 -cocrítico. C•~-1 y puesto que 

Cc'D'11g • entonces. C~'D'~_1 ya que en caso contrario. ten-

driamos por l.a hipótesis de inducción. C•'D'q._1 • l.o cual. 

es una contradicción. si ~-1<c> .¡,.O en.tonces. de l.a suc-

esión exacta o~~_1<c> ---'>C C/tc.._1<c> - o 

y tomando en cuenta que z(C) =e • tendremos que C6°'_1 

que no es posibJ.e, por l.o tanto. e es lli.i.-1 -cocrítico y 

por J.o tanto. Q;.:l10.g"~"' 

Supongamos ahora que <r..<Gg,.-.._ • entonces. existe un 

R-módul.o M tal. que M es de ( ¡¡: g ,..~~)-torsión y Me~ • 
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por hipótesis de inducción, tlM_1CM) es de cr._1 -torsión, 

por otra parte, t11._1< M) e 11 e ~e ~-i l.o cual. impl.ica 

que ~-1(M) =O es decir, M no tiene submódul.os de 

~._,-torsión. En vista de que M es de • .. -torsión y 

llL.,_1 -l.ibre de torsión, concl.uimos que M contiene un mó-

dul.o 11..-1-cocrítico K, además, M&'Il'•g impl.ica que K 

contiene un submodul.o K' .,¡,o que es 111...-1 -cocritico y 

z(K') = K' , por l.o tanto, o.,¡, K'c ~(M) =O, una contra

dicción, por l.o tan to, a;. = G g ,.. 'e_. • 

caso rr.- oe es un ordinal. l.ímite. 

Tomando en cuenta que R-tors es un marco y l.a hipó

tesis de inducción, tenemos; 

Coral.ario 3.13.-

a) 'Gg" G 

b) Gz = ')l si y sól.o si R tiene dimensión de 

Gabriel. y R& 'Il'•g 

Terminamos este capitul.o con el. siguiente teorema que 

nos da varias condiciones equival.entes a que R tenga dimen-

sión de Gabriel.. 
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Teorema 3.14.- Las siguientes condiciones son equivaientes; 

a) R tiene dimensión de Gabriei izquierda. 

b) G es estab1e y TTF • 

c) LG es cerrada bajo cocientes. 

d) Gz = Gg Y 

~g = ~g" \<\ RM 1 Mc'lr'&g y M es •g-cocriticO\) 

e) Gi = i!:g 

E) G :a ftg 

g) G ~ Í:g 

h) G 11' •g y 'Gg es fuertemente semiprima. 

Demostración.-

La equivaiencia de a) • b) y c) • se sigue de1 hecho 

que G • s 0 = !. ( R-simp) y 1a proposición 3 .1 O. 

a) )d) Si R tiene dimensión de Gabriei izquierda, enton

ces, por ia proposición 3 .1 2 obtenemos Gz = 1'9g , por otro 

1ado, a) imp1ica que ~g = iig por 1o tanto, de1 teorema 

3. 4 c) y e1 hecho de que ~g 6. gen e!g , nos dan d) • 

d) >e> Probaremos que z:
9 

= ~g Supongamos que i;g4 Gg• 

entonces, existe un R-módu1o M #O tai que M~ T•g ("\Lag 

en vista de que toda genera1ización de ~g es estab1e, 
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tenemos que E(M) E 'Jl'Zg, ademAs, ~g' a 9 impl.ica que 

E(M) & 'll'lg , util.izando l.a descripci6n de d) para a
9 

, tene

mos que existe un m6dul.o e tal. que e es 'G
9
-cocritico , 

e e 'll'&g y un morE1smo no cero E e ---'>E(M) sea 

h : E(C) ---> E(M) una extens16n para E , por el. l.ema 3. 3, 

tenemos que Xmh es isomorEo a un sumando directo de E(C). 

e es -....
9
-cocritico, por l.o tanto, E(C)E.Lirg, de aqui que 

Oi' Mnxm he. v1gn L&g l.o cual. es una contradicción, por l.o 

tanto, Gg = a g y esto prueba e) 

e) =->a> sea G&R-tors, s i''X. , probaremos que existen 

m6dul.os c-cocriticos, entonces, ·de l.a proposici6n 3.1 , 

tendremos a> 

caso i:.- sea i el. ordinal. mínimo tal. que· 

U' 1 f G , este ordinal. existe puesto que Gz = e g .. z; 

es el.aro que 1 no es un ordinal. l.ímite. Por l.a deEinici6n 

de o-1 y l.a min1mal.idad de i , tenemos que <J'i-~ c. y 

existe un m6dul.o M que es cr1 _ 1 -cocrítico y M .. 11'5 , enton

ces, para cAda O .;.. RNc M , M/NC.'D'0'1 _ 1 e: 'Jl'•, este hecho 

junto con que Mt/. 'll'a , impl.ican que M es 1:-l.ibre de tor

sión y por l.o tanto, M es G -cocrítico. 

En este caso, por el. teorema 3.4, b) 



··1 . 

tenemos que e es Euertemente semiprima 10 cua1 signiEica 

que e tiene m6du1os e -cocri tices. 

a> -->g> Es c1aro. 

g) ,..,b) Se sigue de1 teorema 2.16 • 

a> --> h) ->E) Es c1aro. 

E> -') a) si G ,¡. X. , 1a condici6n i!.
9 

e, G y e1 teorema 

3.4, b} nos dan que G es Euertemente semiprima, 10 cua1 

es una contradicci6n, entonces, G •X. y por 10 tanto, 

R tiene dimensión de Gabrie1 izquierda. 
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IV.- LA ESTRUCTURA DE LA RETICULA GEN~g. 

En este capituio. probaremos que 1as reticu1as genc
9 

correspondientes a ios ani11os R. R/taJR> Y Qma.JRltaJR». 

son isomorfas, y que estas a su vez. son isomorfas a ia 

retícu1a de 1os idempotentes centraies de ei ani11o 

Qma.JRltaJR>) , como consecuencia de 10 anterior, probare-

mos que gena
9 

es una reticuia de Booie y que 1as ciases 

de equivaiencia en R-tors definidas en t,2i\ • son reticuias 

de Boo1e, fina1mente, daremos condiciones necesarias y 

suficientes para que genc
9 

sea iocaimente atómica. 

Definición 4.1.- Diremos que Res un ani11o reguiar en 

ei sentido de von Neumann si para todo xc R, existe Y• R 

ta1 que x = xyx • 

Ani11os regu1ares han sido amp1iamente estudiados. 

ver ~4] para información. 

Observación 4.2.- Si R es un ani11o no singu1ar izquierdo, 

entonces. 'Gg =°)(..( R) y en este caso. ei fi1tro Fcg es e1 

conjunto de ideaies izquierdos esenciaies de R, en vista 

de 1o an~erior, ia 1oca1ización de R respecto a Gg , Q•J R). 
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coincide con Q't.(R)(R) que es conocido como el. anil.1.o máximo 

de cocientes de R (por l.a izquierda) y que es denotado por 

Qma:J R > • Uno de l.os res u l. tados principal.es de l.a teoría 

de l.ocal.izaci6n en anil.l.os, aEirma que si R es no singul.ar 

izquierdo, entonces, Qma:JR> es regul.ar y autoinyectivo 

izquierdo. (ver t:26] para detal.l.es al. respecto) 

En virtud de que en l.o que sigue de este trabajo 

estaremos cambiando constantemente de anil.l.o, de aqui en 

adel.an te, denotaremos por .,;g( R) a l.a teoria de torsión 

de Gol.die en R-tors, sal.va que no haya l.ugar a conEusión. 

Proposición 4. 3. - Denotemos por R = R/ tflg( R) • La corres pon-

dencia LyR> 

una biyección. 

dada por RM o----"'> R.M , es 

Demostración.- Notemos primero que si M4tL&<JR>, entonces, 

t•t;f.Rl(R)M=O, por l.o tanto, M es en Eorma natural. un 

R-módul.o. Sea MCLl:g< R) , supongamos que RM4- L~R) entonces, 

existen, o~m'M y un ideal. izquierdo esencial. Yc.'R, 

tal.es que Ym = o , sea :I e: R tal. que; 

tenemos entonces 

es esencial. en R y este ideal. anul.a a m , por l.o tanto, 

m~z( RM) =o l.o cual. es una contradicción, de aqui que 

R."' ~r;J.Rl 



. Ahora sea 'RM«LGg<lt>, si me z(RM) , existe R:tc. R 

esencia1 ta1 que :tm =o , sea Y =(:t + t~R)<R>11tzsg<R>(R) 

AEirma111os que I es esencia1 en 1l , sea Je R un idea1 iz

quierdo ta1 que [J / tsg. R ,e R >) ('\ 'f = o , entonces, 

<J l'\:t) + 3g.R>(R) = Jnt:r + Ta:g.R><R>l = '"s~R)(R) , de aqui que 
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(J f\:t)c; 1Gg<R>(R) • por otro 1ado, de 1a estabi1idad de Gg(R), 

existe RKC R ta1 que K "tisg.R>(R) =O y 1Sg.R>(R) es máximo 

con esta propiedad, entonces, (:Il'\J)(\K=O. como :I es 

esencia1, Jf\K=O, por 10 tanto, J=~R)(R), es decir, 

Y es esencia1 en R, 10 cua1 imp1ica que me z('RM) =O, de 

aqui que z(RM) =o, por 10 tanto', 

Proposición 4.4.-. Sea Q_, L,;.g<R> , entonces~ RQ es inyec

tivo si y s610 si RQ es inyectivo • 

Demostración.-

Es c1aro. 

Sea ta1 que 'RQ es inyectivo, entonces, 

E(RQ) ~ Isg. R) , ap1icando 1a proposición 4. 3 • RE( RQ) ~ LGg<R) 

y además, E(RQ) es R-inyectivo, por otro 1ado, 1a inc1u-

sión RQ .. e ___ > RE (RO) se escinde puesto que RO es inyec-

tivo, entonces~ E(RO)/Q , es isomorfo a un R-subm6du1o de 
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ECRQ) • por l.o tanto. por l.a proposición 4.3. 

E(RQ)/Q .- ·Lsg.R> ("\ 1l'ISgCR) de aquí que Q es R-inyectivo. 

Corol.ario 4.5.- La correspondencia gens.j.R) ---'>gencg<R> 

dada por 'X.CRE) o----'>'J.LRE) es un isomorf'ismo de retícul.as. 

Proposición 4.6.- sea R un anil.l.o no singul.ar izquierdo, 

entonces, l.as retícul.as gene:. (R) y genGrJ.OmaJR>) son 
g 

isomorf'as. 

Demostración.- Por resul.tados de l.os. capítul.os IX y XII de 

(26J, sabemos que l.os QmaJR>-módul.os inyectivos no sin-

gul.ares y l.os R-m6dul.os inyectivos no singul.ares coin

ciden, de l.O cual. se sigue l.a proposición. 

De l.a proposición 4.3 , tenemos que el. anil.l.o R es 

no singul.ar izquierdo, por l.o tanto, por l.a observación 

4.2. podemos concl.uir que l.a l.ocal.ización de R respecto 

a 1:gC~> , coincide con Qma:JR> 

Corol.ario 4.7.- Sea R un anil.l.o asociativo con 1 , enton-

ces. l.as reticul.as gent:,J R) y gen~( Qmax< R) ) son i somorf' as • 

Demostración.- Es consecuencia del. corol.ario 4.5 y l.a 

proposición 4.6 • 

.. 

. . 



Sea R un ani11o asociativo con 1 , denotaremos por 

B(R) a 1a retícu1a de idempotentes centra1es de R , como 

sabemos, para cua1quier ani11o, B(R) es una retícu1a de 

Boo1e,sin embargo, si R es autoinyectivo izquierdo y 

regu1ar, entonces B(R) es comp1eta (141 • Tenemos ahora 

uno de 1os resuitados principa1es de este capítu1o; 

Teorema 4.8.- Sea R un ani11o regu1ar autoinyectivo iz

quierdo, 1a correspondencia 'f: B(R) ---">gen~R) 

definida porC,(e)=)(.CR(1-e)) es un isomorfismo de 

retícu1as. 
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Demostraci6n.- Sean e , f' a. B( R) , . entonces, e di f' si y s61o 

si· Rec:Rf', ·si y só1o si, R(1-f')C.R(1-e), es decir, e4f' 

imp1ica X.CR(1-e))~")(_(R(1-f')) por 1o tanto, 'Ppreserva 

1a re1aci6n de orden. Como sabemos, 1os ani11os regu1ares 

son no singu1ares, asi pues, si e•B(R) entonces R(1-e) 

es un R-m6du1o inyectivo y no singu1ar, por 1o tanto, 

'X< R( 1-e)) 6 genr:;,
9
CR) 

Por otro 1ado, t7-(R( 1 -e))(R) =An(R(1-e)), en vista 

de que (1-e)~ B(R) , tenemos que An(R(1-e)) =Re, de aquí 

que si e, f'6 B(R) , e¡, E, entonces, !.p(e) !< 'fCE) por 1o 

tanto, '(>es inyectiva. 

Ahora, sea r:;, E. gen-,;¿. R), probaremos que existe e 6 B( R) 

ta1 que C =")L( Re) . •Sea E un. R-m6du1o izquierdo inyectivo 



tal. que -¡: =l'-CE> , sea J =2:tim r 1 re HomRCE , R>1 J.a traza 

de E en R, J es un ideal. bil.ateral. de R, entonces, por 

el. l.ema 9. 5 de [14) , existe un único e & B( R) tal. que J 

es esencial. en Re, es el.aro que E está cogenerado por Re 

ya que E es no singul.ar y por l.o tanto cogenerado por R, 

de aqui que ')LCRe)~ "X.CE) 

Tomando ahora en cuenta que E y R son inyectivos 

no singul.ares, tenemos que para cada r6. HomR(E , R) , l.a 

sucesión E ---) Im E ---">O se escinde C l.ema 3. 3) , 

entonces, para cada r & HomR (E , R) , Im r es ·un módul.o 

inyectivo y )C:CE)-l.ibre de torsión, apl.icando ahora l.a 

proposición 9.1 de (l.4] , tenemo~ que para cada Eamil.ia 

{ ~ l i!!1 C:. HomR (E , R) , Im fi + Im ~ + • + Im rn es un 

R-módul.o proyectivo, entonces, Im fj + • + Im ~ es 
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'X,(E)-l.ibre de torsión, l.o cual. prueba que J es 'X.CE)-l.ibre 

de torsión, por l.o tanto, Re es 'X.CE)-l.ibre de torsión, 

de· aqui que ")(.CE) 6 ')C..CRe), esto compl.eta l.a prueba. 

Tenemos como consecuencia l.os siguientes resul.tados; 

Teorema 4.9.- Sea R un anil.l.o regul.ar autoinyectivo, iz

quierdo, entonces, l.a reticul.a gen1=rj.R) es de Bool.e. 

Teorema 4.10.- Sea R un anil.l.o asociativo con 1, entonces, 

l.a retícul.a genr:;;r;J R) es de Bool.e . 



Sean 1;.&R-tors y M a R-mod, diremos que M es un m6-

dul.o &-inyectivo si para cada sucesión exacta, 

con N'• F 5 CM) , J.a sucesión inducida 

HomRCN,M) ~ HomRC N' ,M)----'> o es exacta. denotaremos 

por ~. a J.a el.ase de ios m6dul.os &-inyectivos. 
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En (2~ , deEinimos J.a siguiente reJ.aci6n en R-tors, 

~ IU~ si y s6J.o si ~.= '!\s- , fV es una reJ.aci6n de equiva

l.encia. Si e& R-tors, denotamos port..•l a su el.ase de equi

vaJ.encia. Entre otras cosas, probamos que para cada 

a• R-tors, (.•')es una subreticuJ.a compJ.eta de R-tors, 

además, t.'l = < !. , C.••"> y t.~l= lag'"} = geneg 

Entre J.as propiedades que se prueban en t2i) , está J.a 

siguiente, para cada sa R-tors • existen morEismos de reti-

Ct.Jl.as .1/5 :t.&1 ---'>l'1.) y 'f'a :'3f.] ---'>~:\ tal.es que; 

-..G.11& = 1~., • entonces. tenemos que para cada e • R-tors. t.•'l 
es una reticul.a cociente de gensg , por J.o tanto, como 

consecuencia del. teorema 4.10, tenemos el. siguiente resul.-

tado; 

Teorema 4. 11 . - Para cada r;.a R-tors, t ~1 es una retícuJ.a 

compl.eta de Bool.e. 

Observación 4.12.- consideremos ahora J.os intervaJ.os 

<cg, Eg') y <11:9 , i:g".i::sp') , estos interval.os son sub

reticul.as compl.etas de gen11:g cuyo único el.emento en común 



55 

es Cg además. tienen ias siguientes propiedades; 

a) Para cada IS«R-tors. existe 11..ªc.<."Sg • G.g'l ta1 que \.•'1 
es isomorfa (como reticuia> a gen "X.ª (coroiario 16 de t2il >. 

b) t.\1 es isomorfa a <~. Gg"'&sp'") y de aqui que 

< Gg • Sg"" "GsPJ es una ret icuia de Booie comp1eta at6mica. 

c) Para cada C•genmg. existen s 1a <.Gg. gg~ y 

1:26' (sg • t: 9..., 'Gs¡)) únicos taies que '& = 'G1V '2 (coroia

rio 17 de {.2i} ) . 

Otra consecuencia de1 teorema 4.10. es e1 siguiente 

resul.tado 

Teorema 4. 1 3. - La reticul.a <.s9 '. G g "'1 es de Booie. 

Demostraci6n.- En vista de que <&g. ~g"> es distributiva. 

bastará sol.amente probar que es compl.ementada. 

Sea ~~< Gg • 'f'.9"). por ei teorema 4. 1 o. tenemos que 

existe G'c. gens9 tai que O' es un comp1emento para G en 

genc9 , un fácil. cómputo. nos l.1eva a que G' Aiig es un 

compiemento para G en <a9 • 'a9 ..., . 

Terminamos este capituio con e1 siguiente teorema 

acerca de l.a estructura de genag . 

Teorema 4.14.- gen&g es una reticuia atómica (y por l.o 

tanto iocal.mente atómica) si y sól.o si <t:g • G. 9'") es una 

reticuia atómica. 



...: 

Demostración.-

Notemos primero que de ia observación 4.12. ei 

conjunto de átomos de genag • es ia unión de ios corres

pondientes conjuntos de átomos de <sg. eg.,. y 
<.::9 • s 9 vc5p'> • entonces. en vista de b) y c) de ia 

obsrevaci6n 4.12. conciuimos que genSg es atómica si y 

sóio si < s 9 .a9...,, es atómica • 
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V.- APLICACIONES A ANILLOS REGULARES AUTOINYECTIVOS 

Y AL ANILLO MAXIHO DE COCIENTES DE UN ANILLO 

NO SINGULAR. 

Uti1izaremos en este capitu1o ios resu1tados previa

mente obtenidos y estab1eceremos nuevos criterios para 

determinar 1a estructura de ani11os regu1ares autoinyec

tivos asi como de ei ani11o máximo de cocientes de un 

ani11o no singuiar, en terminos de consideraciones sobre 

ias propiedades de ia reticuia g~n11g . 

Proposición 5.1 .- Sea R un aniiio regu1ar autoinyectivo 

izquierdo, ias siguientes condiciones son equivaientes. 

a) R es ine·scindib1e como aniiio. 

b) Gg es un coátomo de R-tors. 

c) R es un ani11o primo. 

Demostración.- La equivaiencia de a) y c) es bien conocida. 

La equiva1encia de a) y b) se sigue directamente de1 

teorema 4.8 

57 



coro1ario 5.2.- Sea R un ani11o no singu1ar izquierdo, 

1as siguientes condiciones son equiva1entes; 

a) QmaJR> es inescindib1e como ani11o. 

b) ~ es un co.itomo de R-tors. 

c) Qmax(R) es un ani11o primo. 

Demostración.- Es consecuencia directa de 1as proposicio-

n-;_.s -4. 6 y 5 • 1 

Proposición 5.3.- Sea R un ani11o regu1ar autoinyectivo 

izquierdo, 1as siguientes condiciones son equivaientes; 

a) La retícu1a <•g ,89 > es atómica. 
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b) R es isomorfo a un producto directo de ani11os primos . 

. 
Demostración. - De1 teorema 4. 1 4 tenemos que <1Sg , Eg "7 
es atómica si y s61o si genc9 es atómica y por e1 teo

rema 4. 8, 1o anterior ocurre si y sóio si B C R) es atómica. 

ap1icando aquí e1 coroiario 9.11 de (14J • tenemos e1 

resu1tado. 

Coro1ario 5.4.- Sea R un ani11o no singu1ar izquierdo, 

ias siguientes condiciones son equivaientes. 

a) La retícu1a (GJ.R> .~ R>'> es atómica. 

b) QmaJR> es isomorf'o a un•producto directo de 

ani11os primos. 



Observaci6n 5.5.-

a) En (1 OJ , Go1an prueba que si 11:.•R-tors, una condición 

suficiente para que genG sea una reticu1a atómica, es 

que R sea s -artiniano. 

b) Los coro1arios 3.7 y 3.8 , nos dan condiciones sufi

cientes para que gen11g sea una reticu1a atómica. 
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En 1o que sigue, ia Erase R es e1 ani11o de endomor

Eismos de un espacio vectoria1 significará que R es e1 

ani11o de todas 1as transformaciones 1inea1es , denotadas 

por 1a derecha, de un espacio vectoria1 izquierdo sobre 

un ani11o con división. 

Ani11os de endomorfismos de espacios vectoria1es, 

son ejemp1os típicos de ani11os regu1ares autoinyectivos 

izquierdos; 

Teorema 5.6.- Sea R un ani11o regu1ar autoinyectivo iz

quierdo, 1as siguientes condiciones son equiva1entes; 

a) R es isomorfo a1 ani11o de endomorfismos de un 

espacio vectoria1. 

b) 1:0 9 es TTF y ~g es un coátomo de R-tors. 

Demostración.-

a) >b> De1 teorema 9.12 de (141 , sabemos que R es un 

ani11o primo y soc( RR) ~O, entonces, por 1a proposición 

TES\S 
ll u. 

~1 ~E.BE 
"'""';,_"\i CEC._ 



5.1 tenemos que ~g es un coátomo de R-tors, por otro 

l.ado, socCRRl 1'0 nos dice que l.a f'amil.ia de módul.os sim

pl.es proyectivos es no vacía, de aquí que Cg<. ')C.. , siendo 

.:¡9 un coátomo de R-tors, concl.uimos que a 9 = ¡¡9 , es 

decir, Sg es TTF • 

bl -l)a) 'Cg TTF impl.ica que soc( RR) 1' o , por otro l.ado, 

bl y l.a proposición 5.1 nos dan que R es un anil.l.o primo, 

entonces por el. teorema 9 .1 2 de (14] , concl.uimos que R es 

isomorf'o a el. anil.l.o de endomorf'ismos de un espacio 

vectorial.. 

Teorema 5.7.- Sea R un anil.l.o no singul.ar izquierdo, l.as 

siguientes condiciones son equiv~l.entes; 

a) QmaJRl es isomorf'o al. anil.l.o de endomorf'ismos de 

un . espacio vecto.rial.. 

b) "G<;;f.Rl es prima y ~r;fRl es un coátomo de R-tors. 

Demostración.-

a) == b) De l.a proposición 4.6 y el. teorema 5.6, tenemos 

que Grf. R l es 1,1n coátomo de R-tors, a) y el. teorema 9. 1 2 

de (1.g nos dicen que soc ( Qma.J R) ) 1' o , tomando en cu en ta 

que en este caso .. Qmax<Rl es un anil.l.o primo, tenemos que 

todos l.os Qma:JRl-módul.os simpl.es de soc(Qmax(R) son iso

morf'os, además, todo QmaJRl-módul.o simpl.e no singul.ar, 

es isomorf'o a al.gún submódul.o de soc(Qmax<Rl l , por otro . 
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l.ado. l.os Oma,IR>-módul.os simpl.es no singul.ares, son R-módu

l.os· ~g<R>-cocríticos. entonces. sal.va isomorf'ismos. exis

te un único R-módul.o inyectivo G.r;f Rl-cocrítico. denotemos 

por E a tal. módu1o, en vista de que SgCR> es un coátomo 

de R-tors. concl.uimos que r;;.g.R> ='X.CE) • es decir. 

Gg. R > es prima. 

b) =-=)a) La condición b) y e1 coral.ario 5.2. nos dicen 

que OmaJR> es un anil.l.o primo. El. hecho de que GJR> sea 

una teoría de torsión prima. impl.ica que existe un R-mó

dul.o izquierdo M tal. que M es "G.J R)-cocrítico y 'GJR> =1tcMJ. 

notemos que E(M) es también 7=JR>-cocrítico, entonces. 

E(M) es un Omax< R)-módul.o simpl.e ·que en adición es no 

singul.ar, de l.O cual. se sigue que soc(QmaJR>) 1" O ; 

apl.icando ahora el. teorema 9. 12 de [14] • tenemos que 

Omá.J R) es· isomorf'o al. anil.l.o de endomorf'ismos de un 

espacio vectorial.. 

Teorema 5.8.- Sea R un anil.l.o regul.ar autoinyectivo iz-

quierdo, l.as siguientes condiciones son equival.entes; 

a) R es isomorf'o a un producto directo de anil.l.os de 

endomorf'ismos de espacios vectorial.es. 

b) ?;
9 

es TTF 
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oemostraci6n.-

a) =-=>bl Por el. teorema 9.13 de (141. tenemos que soc(RR) es 

esencial. en R, tomando en cuenta que z< R) =o y el. coro-

1.ario 2. 7 , concl.uimos que Gg es TTF. 

b) ==')a) Tomando en cuenta que z(R) =O , l.a condici6n b), 

nos dice que soc(RR) es esencial. en R, entonces por el. 

teorema 9. 1 3 de (1 4) , concl.uimos a) 

Teorema 5.9.- Sea R un anil.l.o no singul.ar izquierdo, l.as 

siguientes condiciones son equival.entes; 

a) QmaJR> es isomorfo a un producto directo de anil.l.os 

de endomorfismos de espacios vectorial.es. 

b) 'f'.g R) es semiprima • 

Oemostraci6n.-

a) )b) por el. teorema 5.8, tenemos que i.g<omaJR» ·es TTF, 

por l.o tan to, ?:.g Qmax< R) ) es ta coge ne rada por l.os 

OmaJRl-m6dul.os simpl.es proyectivos, ios cual.es, vistos 

como R-m6dul.os son r;;.¿. R )-cocri ticos, de aqui que 'Gg( R) es 

semi prima. 

b) =>a> Como hemos ya seftal.ado, r.,,¡. R) es semiprima si y 

s61.o si l:á<;f R> es fuertemente semiprima, entonces por b), 

tenemos que 'GgR> ='X..< l E(M) 1 M es GJR>-cocrtico) J , 

cuando M es 'C.rj. RJ-cocritico, E(M) es un Oma~>-m6dul.o 

simpl.e proyectivo, de aqui que '&g<Omax<R>), está cogene-
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rada por 1os QmaJR>-móduios simp1es proyectivos. de 10 cuai 

se sigue que ~JOmax<R» es TTF , ap1icando ahora e1 teo

rema 5.8. comp1etamos 1a prueba. 

Coro1ario 5.10.- t31 Si R es no singu1ar izquierdo y R 

tiene dimensión de Gabrie1 izquierda, entonces. QmaJR> 

es isomorfo a un producto directo de ani11os de endomor

fismos de espacios vectoriaies. 

Demostración.·- Se sigue de 1a proposición 3 .1 y e1 teo

rema 5.9 

conc1uimos este trabajo con una Ú1tima observación. 

Observación 5.11.-

Es probab1e que para obtener teoremas que nos garan

ticen que QmaJ R) es ·arti.n{ano simp1e o bien, artiniano 

semisimp1e, imponer condiciones soiamente sobre 1a 

reticu1a genr:ig no sea suficiente, es decir, uno debe 

imponer condiciones adiciona1es sobre e1 ani11o o sobre 

1os módu1os, ver resu1tados en t31 , t241 , \2sl. \261 y t28\ . 
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