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1. • ,_ 

T :'ó'l' :to ')n :~e; T C :·; • 

i;;l. ·~·n;11dio de l.? f{o;nc?. de ri1."lsmPs riu"'de ~nc~ra.rse en gener~l., 

d e<1<le 60;;; ,,,_intos de vistP. •.1no es le. descripci6n cin.Stica y otro 

es 1.F. rler.cri?ci6n en J.P ci.t~l. se conHider'-" ?.l. pl.asma como un medio 

c0~L~i?·p.1r,. :·.fi~ni:.ri?~~ ,:,_1.e A:n l.:::. nri.merR se tiene ~n cuenta 1.e_ estruc-

+ .. 11r·:=!. ~·-:j ..... ..:;cc-3:t .. ? ·l~l n~··1i0 en C 1 le:·..:t;_ón ~n 19 :::..~ep;i;.nd!'?. se consider9 ?.l. 

:>L<"""'"'-~ ( 1_:(rn.1idn o yos "'1.~cT.ricAm.,,nte conductor ) como un fluido • 

.;;n ;;.,-toe '"ºó.~1.o e1. oojeto de estudio, en forme. gl.obal. 0 ea el movi

mi-,,nto d<i: ese r'J.uido conductor en r,>resencia de campo me.gn~tico. La 

ª"'•icri:;ici6n de esta interacci6n campo-movimiento recibe el nombre 

gen~rico de magnetohidrodin~mica. Cuando a.demtf.s se supon.e que l.os 

proceaos involucr:=o.dos en ese descripci6n dinámica. son ecSl.o de tipo 

conserv::.tivo se le d-:ono'TlinR mA.~etohidrodin~mica. ideal.. En .Sata. el. 

c~mpo ~e vel.ocidades del fl.uido y los CRmpos el.~ctrico y maen~tico 

se <>cnpl.~n consist ... ntemente a trav.Ss de l.R l.ey de Ohm ( jl = -~,e]! ) • 

Pern ~n 1.8 1.ey de Ohm ~J.ede considerarse ( como se mostrará m•s 

,_.d'ol.r~nt.=, ) t.8.mo.l~n el t~rmino de HRl.l. ( .:!..'< ]! ). Lei. incl.usi6n de 

.';nr.=. ,o,n el. r!'!o<1e1.o ,n.,.«.,netnr.idrodin~mico idea.l. de un pl.e.eme. tiene 

i.r.:.-cer.~s y·p_ !""".'11,~ cerno ~!lode1.o d8 1u.gar a. una serie de procesos f"Í.sicos 

nue nn r_. '-''<'"1An 8n41.n,0:0 en l.a desc-ripci6n mR¡>;netohidrodinámice. usuR.1.. 

Por r•r.rq :">'4rte, h"> revela.do ser de una gran riqueza te6rica permj. 

t.i.e-ndo "''TI'.'Li.<"r l"'"' posi.oil.idAdes de a.nál.isia ( tanto en el. a.spec

t-.o :-'n"' 1.!'.r.ico co•no en e1. numérico ) • il:n su rel.e.ci6n con l.oe experi

menr.ns, .. n t"'nto !Tlnde1.o, es rel.evi;>nte como intento .de ;justificar 

y/n exol.ic..,r 1.os ,,.es1il.t ... dos obtenidos. Así, el. incÍ;:ir_l.o ea de 17.ran 

'l n~erés C:'.ln rnir'3B ?l. estudio y des .. rrol.1.0 de al.tal!I ClOrr:lentes 0 AC.!!, 

1.erqdores de estAdo estRcioneirio ( Bruehl.inekii y Morosov (1.980) ), 

gener .. uores MHD, confi~rRciones de ce.m90 invertido para el. confi

nRmiento ma.~~tico, ~-pinch, 91.e.sme. focus y Q-pincb cdnicoa ( Hewett 
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(1-gaA), Milroy y BrAckbiJ..1 (1g8b) ). 

drush1-insi<ii y Morozov (J..':'180) han estudia.do el. efecto ~u.e tie

ne la ~ra8encia. del t~rmino H"'11. en cál.cul.os MHD en el ca.so parti

cuie.r de un :f'l.u.jo dentro de un C8nal. coa.xia.1. "'xisim,trico. ¿;,n esa. 

situaci6n se ooserv6 oue l.~ variaci6n de 1.a densidad no es monot6-

nica (ni radial. ni A.Xi01.:nente ), se encontraron corrientes pa.r~s.!, 

tas e ineste.bil.idades ( e1. efecto He.1.1. pe.rece actuar como fuente 

de iones rápidos ). Por otra parte, tanto experimenta.1.mente como 

en 1.as simu1.a.ciones MHDH ( magnetohidrodinámica Hal.1. ) se ha enco~ 

trado ( Morozov y Sol.ov•ev (l.980) ) aue 1.a. presencia del. t'rmino 

de Ha1.l. es importante para tener fl.ujos compresional.es. 

E1. coeficiente Hal.1. ( i.e. el. partlm.etro con el. cual. se eacal.a 

1.a ma.~itud rel.a.tiva. del. t'rmino de Hal.1. ), en el. caso de acel.era

dores de pl.a.sma, e.parece en 1.a rel.aci6n de proporcional.idad entre 

1.a. ener~ía de 1.as part~cu1.as aue abandonan e1. acel.eraaor y e1. vol.

taje apl.icado; espec~ficemente, dicho coeficiente ea inversamente 

proporcional. a 1.a eficiencia del. acel.erador ( op. cit. ). 

Existe evidencia de aue en 1.oa experimentos de focos de pl.aama 

se producen hac~e de iones energ,ticoa ( Bernard et al.. (1.978)};por 

cierto, en el. exp~rimento de Limeil., 1.oe haces de iones se coneid.!!, 

re.ron 1.a fuente principal. de neutrones ( Bernard et a1.. op. cit. ). 

Luego, se hace necesario el. incl.uir el. t'rmino de Hal.1. para tener 

1.a acel.eraci6n de part~cul.ae poeit~vas en una direcci6n preferente 

( Haines (1.983) ) ( N6teae aue 1.a MHD ea eim•trioa ante 1.a conju~ 

ci6n de 1.a carga, 'eta produce 1.a inverai6n de 1.o• campos magn,ti

COB y de 1.as corrientes ) • 61. mecanismo Hal.1. para:.:i:& acel.eraci6n 

preferencial. de iones• en presencia de un fl.uido ·~~~~1.eotrones de 

fondo• es de inter's en 1.os pl.aamas astrofísico• 1 ·ao.el.eracicSn de 

iones en 1.ae magnetosferas pl.anete.riaa ( Goel.ing e~ al.. (1.979) op. 

cit. en Hol.m (1.987) ), magnetosferas de cometas ( John•tone et al.. 

(1.986) Y McKena-La.wl.ot et al.. (1.986) ) 7 pl.aama• aal.,cticoe ( Pe

ratt 7 Green (1.983) ). Xncl.usive ha sido rel.aciona.40 con el. ori-
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gen de 1.c:=! r~~rcs- r:-ó~~i..cos. 

E.'Tl cu~..,+. o !?.1 <>specto ~na.l.!-t:i.co • 1.ns estudi.os oue incl.uyen al. 

efecto Hall. ha.n ~id" C~!"~1.i.zadcs a.l. exem"!n cie l.as i.neste.bi1ide.des 

MHD iden1ee ( 31.iti et 81.. (1.9h5), Trehan et a.1. (l.9b5}, '?aseo y 

Schr~rn ( 1966) y M~.1 ik (l. 971.) ) • &l. po >"i. bl.e ef'ecto dese et e bil.iza-

dor del. t~Y'l'!lino He.11 ha sido estudiedo por Coppine et al.. (1984). 

'l'O?.BAO y Schrarn ( op. cit. ) y But]. et al.. ( op. cit. ). La estabi-

1.i':i"'-d 1.i.ne!"'.!. MH"DH h~ sido estudiada cot"siderando 1.ot!I "!lf'ectot!I de 19. 

:".""0 Ved?.d "'si'. como el. c"'so de e<:1ui.1.i bri.o no est~tico ( Hoeking ( 19o5) • 

3howmik y T'.Olyl.or ( i_c.72) } • ~am"bi.én Re hR eRtudi.a.do 1.a propagaci6n 

de ondg_s MHD usando en el. modelo e1 término de Hal.l. ( Kadish (l.976) 

). Por otra parte, se hs observado, asociada al. probl.eme. del.a e_!! 

tabil.idad, l.a generg_ci6n espont~nea de campos magn,ticoe toroida-

l.ea en l.os Q-pinc~ cónicos ( Boetick y Wel.l.s (l.963) 0 Benf'ord (1972) 

y Mil.roy y Brackbi.11 ( op. cit. ) ). 

Rn el. presente tr?.~ajo se parte de un model.o de p1a.ema de dos 

eRpecies ( iones y el.ectrones ) para obtener. previa adimensi.onal.~ 

Z!!>.ei..S!'! de 1<:is ecuecionea i.nvol.ucrade.e, un modal.o de un sol.o fl.u'ildo 

e1 modelo ~~gr..etohidrodin~mico Hal.1 ideal.. A continuaci6n se exam~ 

~ · nr;:. r'!,-,_~ t4~i.?"'.of2 son domi.n9.~tes • 9!'1. orden de magnitud. en 1a· 1ey de 

1-• 
¡ -

Oh'"! Z"'>:"<').,...,.1 i.z<>.d~. ~11<;> "'ª obtiene. I.uego se eXa.'1\i.na ia. importanci.1'1 

"'-''" ti.<;>~.<> e1. -t-.~..-ni.""l.~ de Ha,_1 er. rel.a.ci6n con 1e. MHD ideal. y 1.?. "'!"e

,,.; Ó>1 C.e v<•1.i.de'." :-~,...Q "ªt"' ú1t:ima. Posteriormente ( Cep{t1A1o 2 ) se 

ciei:.et"'n:tn<>""l 1.o"' i.nv,,,ri'!lntes inteeral.es af!ociadoe al. t!listema b"';!o 

e.,-t-.•.~<lio "."n~si.ñl!lr"'ndo geometrías e.xi.sim,tricas. Besé ·cantidades con 

.,,,...,.V,,.d"ls se uti1i.zR.n como constricciones A. una :eun:~i°k,na.1 de ener--
·-·-..' ·--

1>;{,,. • y usando un ~rinc'l.pio VAriacional. y 1a :funcional. de energía 

conRtreñida ~e obtienen l.af! rel.acionee que deben ~~~i~facer l.e.e 
·'!'·.::'·~~t~ ..... 

v ... ri,,.b1.es f'{sicFis en el. eatA.do de eouil.ibrio para 109· :caeos de vor 
·.· .. -; . -

ticidad general.iz~de. iaentr6pica y no isentr6piea. Aeiaiemo. se d~ 

te-rminen 1os distintos regímenes asociados e. discontinuidades d6oi 

l.es de l.aa variabl.ee :físicas invol.ucradae obteniendo. por ejempl.o, 
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aue l.a presencia del. t~rmino Hal.1. da l.u1$ar a un regí.man de fl.ujo 

que r10 ee pre:;;enta ni en fl.uidos no conductores ni en 1a. MHD 

ideal. ( Cap!.tul.o 3 ). A continuación ( Cap!.tul.o 4 ) se presenta 

l.a estructura hamil.toniana subyacente al. model.o MHDH ideal. ( Hol.m 

(1987) ) oue requiere el. uso de par&ntesis de Poisson no canónicos 

( l.os cual.es están asociados a l.a estructura de Lie-Poisson; de 

hecho, a una ál.gebra de Lie de dimensi6n infinita ) para 1o cual. 

primero se da. un repaso del. caso no can6nico de l.a mectlnica de una 

particu1a. Deearrol.l.ar una es~ructura ha.~il.toniana no s6l.o da cie~ 

ta el.egancia, t"orme.l., einO oue permite un uso mtls provechoso de 

l.os invariantes asociados adem~s de f'a.cil.itar, en general., e1 de

sarrol.l.o de una serie de aproximaciones que mantienen el. car4cter 

ha.mil.toniano; dentro de tal. esquema l.a segunda variaci6n adquiera 

un significado especial.. Por otra parte, como punto de partida pa

ra real.izar el. estudio de l.a estabil.idad ( Capítul.o 5 ), se preee~ 

tan l.os distintos tipos de estabil.idad y, en particul.ar, se exami

na l.a estabil.idad ante pequeaas perturbaciones l.agrangienas para 

un caso con estados de equil.ibrio no eattlticos. Bl. mismo ejempl.o 

se trata usando coordenadas magn•ticaa en ~ugar de 1as cil.!ndricaa 

para mostrar con mayor cl.aridad l.as dificul.1;adea que se presentan 

en dicho estudio. ·Luego• vol.viendo al. caso general., se establ.ecen 

l.as condiciones suficientes para tener estabil.idad f'ormal., usando 

para el.1.o l.a segunda variaci6n. Sntonces, a trav4s de una estima

ción a. priori y un criterio de convexidad se eatabl.eca 1a estabil..!, 

dad ante despl.a.zamientos finitos ( eatabil.idad no 1inea1 ); l.os 

resul.tados precedentes impl.ican eatabil.idad ( 1ineal. ) de Liapu

nov a trav~s de l.a norma antes determinada. Uno de l.oa resul.tados 

que se presentarán es que un sistema magnetohidrod~ico Ha1l. 
. ·.;.:··. 

ideal. es establ.e ante pequedas perturbaciones conei4erando f'l.ujoa 

axisim•tricos. Que el. ef'ecto Hal.1 introduce una no 1inea1idad en 

el. sistema considerado se pone de manifiesto con un caso específico 

en l.a secci6n D del. cap!tul.o 5. Tambi6n se estudian ( Cap!tu1o 6 ) 



l.as rel.aciones de dispersi6n asociadas a ondas de pequeña empl.itud; 

l.as condiciones aue pueden concl.uirse de dicho examen son compati

bl.es con l.as encontradas en el. examen de l.ei. este.bil.idad ( Capitul.o 

5 ). Fine.l.m~nte, en el. i1l.timo capitul.o, se discuten l.os resul.tados 

obtenidos, l.os poaibl.ee desarrol.l.os ul.teriores al. m~amo1se establ..!!, 

can l.As concl.usiones correspondientes. 

Ahora se establ.ecer~ el. mo~el.o MHD con efecto Hal.l.. Hl. modal.o 

de dos fl.uidos ( el. de iones y el. de el.ectronee ) estA descrito por 

el. siguiente sistema de ecuaciones ( Braginakii (1965) ) 1 

.;;>~~+V• (W"~)==- o ;, al== ;i( -\o,,.es.), e<. el~c.-k-oll4!S). 

M· 11\'- "t>f '\)"&'..:::-- ~-p'- +'Y·~ e +~"'L (E -+ ~ IU-Í,r.~)-R " -..- - e- - -

donde 

R.-- e.2--"'"~ c~.:_ye) 
o-

~ .. -= F <. "T'-T17) 

--~=11;> 
.. /.-:::. ._ .. 

(l.. l.a) 

\ (1.1b) 

(l..2a) 

(l..2b) 

(1.2c) 

(l..2d) 
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(l.. 2e) 

't>t : ; .;>-t:. ~ ~.c.. y ( l..2f) 

y tambi&n dt;:= .;>¡~t. , .;l1z.~= ;¡)/~ ")(~ • .i'~ estas expresiones V\ o&. ea 

l.a densidad de part:!cul.aa de l.a especie o/... , ~ ea l.~ maaa de l.a 

part:!cul.a de l.a especie oL. , p-'es l.a presi6n que •~arce l.a eapecie 

oL , "TI' es l.a tempera.tura correspondiente, '!:t"-' es l.a vel.ocidad del. 

f"l.uj'·O de l.R. especie en cuesticSn, ~y E. son, respectiva.mente, l.011 cq 

pos magn&tico y el.&ctrico, 'J es l.~ densidad de corriente el.•ctrica, 

11:. l.a. conductividad t&rmica y e l.a carga del. el.ectrcSn. ~ es l.a 

fuerza de f"riccídn entre iones y el.ectrones, !'2 ae rel.aciona con el. 

cal.or transferido entre l.os dos fl.uidos a trav•a de l.aa col.iaione11 

de ambas especies, ~ ea el. tensor de rango do11 de ••fuerzo viac2 

so uaual. en l.os :fl.uidoa ordinarios. Loa coeficiente• --ica)Y '7u.)ª• r~ 
f"ieren, respectivamente, a l.a primera y segunda viacoaidadea. Ade

m~s, deben satisfacerse l.aa ecuaciones de Maxwel.1 

.!.. ~ g :::-V"E. 
e~- - -

.!."' E-V~~-~j 
e'• -- - - e -

(l..3•) 

(l.. 3b) 

El. conjunto de ecuaciones (l..l.a-c) y (l..3a,b), con l.aa definiciones 

(l..2a-f), constituye un sistema cerrado admitiendo que l.os coeficien 

tes de tranAporte "}-', ) , i....C , o-- , ¡.:.°"y F" pueden. expreaarae en t••-' ., (..~) 
minos de l.as funciones inccSgnitaa. .-:. 

· .... 



tn!""¡ P" .. L,... ,.td : T. 
n 

den~i_n-;iñ d.93 r1gr"t{cn.1.'?s 

te"'1.0erAt1.trr.J ~ rr 
o 

•.1ni.d9d de 'll ... s .. 

a o 

ti .. -noo ~ t.0 = Lo /V'o 

n 
n 

ra pi.de z : \/o = s • ....--;i~--4-'11"-Y\e--f'I\-¡ 
c<>mp.., ~l~ctrico Eo:: B. Vo/e · 
den~.,id .. d de c.orriente : :l"0 = 90C/4'1S'Lo · 
~residn : s:/4'11"· 

( 0.19.ndo se incl•.iye la entrop'Ía aX!>l.Ícitemente puede eace.l.R.rae con 

C.,. ) • Con l.oe ' escal.a.mientoe • anteriores l.a11 ecuaciones previal!I 

tom ... n l.a -forma. si~iente ( en l.e.s unidades en cueetidn ) 

~,..w"+V•(M-'-~)=O;,. oC.: ~(.~s.)~ ec.e.\e.c.~~'). (1..4a.) 

M'-t:>~ ~"= -'Y.p'- +V• q¡-t +M'- e;"(~ +'3l''-.it15-"Uc;'Me.<.~~ .. l). 
=- ( 1..4b) 

f('1\e~~c.= -V~+V· ~c-M..e.Z-;!(~+v&it'§.-1'C;:Mt(~t-~)). < l.~4c > 

@-o ~'-'t:>'"T'°+~~.-u-t=- ~- 'r'c-r4:..'TG)+V· (ti:~y_,~),+ 
- t - "2.()t.-1) L.! '.l 

2Q'-'\) . 

+L. "lt"°' a_. v." ~,t ~e k · <1.4d) 

~ti\~ l:>:: -re.. +-t>~ ~-~= fa., \:_- F'(. lc.-1t) i!i~~& V Te.)]+ 
'2(1'--'\) "2~-"\) . -~:~~~ -.. -

+ ~ 'lf:.t dL ~: + l.1 1J~ 
k,R (l..4e) 



donde se han introducido 

@o ;; 8'lrf.7o/e;.'2 

?"': (?.-i .,_ ,.-

A:. • (""9/c) '2. 

F
1 = l..o JS/ ""' rto'\t'• e~ 

.,..,,.c. 

. 'l~> = "l-', ... , ) k::: ~ 2 . 
LefWl{IAo~o 

""'"' Lo "'&. W\o "'9l?.r 

( eacal.a.miento del. 

ef'ecto Ha11 ) 

. _.,;..: 

-;Hifa~f, .. 

l..8 

(l..4:f') 

\ (1.4h) 

(1..4i) 

(1..4j) 

(l..4k) 

(1.41.) 

(1..4m) 

(1.. 4n) 

(l.. 4o) 

( Aoui " • " denota una cantidad .,.~·: •• una cent,!. 

dad adimensiona1 que es una mtodida de -.a '"§~;¡-~)!el. ef'ecto 

Ha11; t'= ""'". y 8:- es el. esca1emiento de una -~p(4és de Al.f'v•n ca 

racteristi~" respecto a 1a de 1a 1v.s. '1t'-l• Je.'4 • --~{~-! <R~ aon. r•.!!. 

pectivrunente. 1os coe:f'icientee de vi•co•idade 1a oon4uctividad t4i: 

. ',<;.;~~Ji~~~f;··· 
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mice • l.a. viscosiclf->d ma.en~tica. y el. número de aeyno:l.ds magnético• t2., 

das son C!.'lntidF..des Rdimensiona1es. F" es el. coeficiente• adimensi2., 

na.l. • ?E>.ra J.a transferenci..-. de cqJ.or entre l.os iones y l.os el..ectrones. 

~1 conjunto de ecuaciones que se han a.dimensional.izado constituye 

un sistema cuasil.ineal. parab61ico. Cuando se el.iminan :La viscosidad 

y l.a conducción del. cal.or el. sistema se convierte en hiperb6l..ico 

y en tal. caso tendr~ una familia de tres caracter~eticas que corre.!!. 

?onden al. fl.ujo de iones, eiectrones y onde.e e1ec1rrome.@n~ticas. Las 

raoideces de propagación correspondientes son 

(1.. 5a) 

(1..5b) 

( :L.5c) 

AhorE1. se consideran l.e.1!!1 aproximaciones pertinentes al. presente 

trabajo 1 

( i) Se desl)recie. 1.a inercia de 1.oe el.ectronee haciendo tt:..O, esto 

tiene como consecuencia. el. e:l.iminar 1.a viscosidad del. f:l.u.jo de el.e.!:, 

troneA,~~-. l.o cual. es re.zonabl.e teniendo en cuenta que el. cocien 

te de i~ viscosidad de el.ec~ronee a 1.e. de iones es del. orden .{¡t' 
( drE>.gi.nski.i (1.9o5), Spitzer (l.95b) ). Luego, haciendo Y:"==~. 

p.:::: pi+~' y~:="Ilas ecue.ci.ones (1..4b,c) 1.ieve.n a l.a siguiente ecu!!. 

ci6n de movimiento 

Vl''t>.-""'" =-~P +V·1f + ::s-~:!' "\-e;•~ ("''-W\~} ~-.:...: • 
.:':i~\:,¿, 

TAmbi~n se E>dmite au.e 1.os f1u.jos son l.entos en c~iill~~ci.Sn a c, 1.e. 

rRpidez de l.a 1.uz; esto eOUÍVB1e S. el.iminAr 1.BB Corriente& de dee

yl.azamiento, L= O 1.u.ego • en 1.ugar de (l.. 4~) quecl& 

(l..6) 



l.. 10 

As!, las ecueciones rie con~inuidRd (l..4a) junto con (l..4i) y (1.o) 

c,.,nducen ~ C)~(W\{..11\eJ=C..'T•::f=-o 
inj cia.l. 

• 

1uego, puede tomarse como condici6n 

(l.. 7) 

Beta condición de cuasineutral.idRd ser~ consistentemente preservada 

por l.R dinámic!l' .• 

La condici6n de cuasineutre.1idad junto con r== wt.: ""' convierte 

~. l.a ecuaci6n de movimiento t>revie. en l.e. ecuaci6n de movimiento de 

un sol.o fl.uido 

(1..8) 

Del.e expresi6n para~. (1..4i), se obtiene l.a vel.ocidad pare el. fl.3! 

jo de el.ectrones 

c... :r 
~r. - (l.. 9) 

donde A. es 1e. ra.z6n de 1e carga del. el.ectr6n a 1.a masa del. ion, 

e¡~i. Si en l.a ecuaci6n de movimiento para 1oa el.ectronee, (l..4c), 

se ~!'1.ican 1.Rs aproximaciones aou~ consideradas .;junto con (l.. 9) ee 

ob~iene l.A ley de Ohm general.izada 

(1..10) 

La ecue.ci6n de difusi6n del. campo mae;n•tico se ol>tiene de l.a l.ey de 

PRrede.y, (1..4f), susti-t.uyendo en el.l.a ("l..l.O). 
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n. -

Al. ,-,one"'!"~~CDen 1"' -.c·i~n~ión dA enArP.:Í"l !'"'?"'"'. 1."<;i el.e~trones, (l..4e) • 

se nbt'i.ene 

~ª f \).\e+ ~V·~:. ~o L""1·t~e."Q\C.)-~1 (T"--"'T ')1 -t-
"2~'\) t 2.(.11"-'\) -

+ li'"'l'2--1r C.'4 \ ~o ~·~"'T&+?c.V•lf"~),(1. 1.1.) 
Q.. L '2.(X-'\) , .S • 

(i.i.) ~or<t se tr.ma como temper.,._tura del. :t~l.uido \s:~1-"T"'y 0 
que T="' :'.' F«. son f"•.1.nci.t".'nes dadas• resul.tará 

sunoniendo 

( 1. .1.2) 

Con 6stas y 1.a expresi6n para 1.a energía de 1.oa el.ectronea 0 (1..1.1.) 0 

1.a ecuación para 1.a energ!a de l.oa ionea 0 (1..4d) 0 ~oma 1.a forma 

e..P "b T +?""1·~ = (l.. ""1• (~ ~\) + Ea Tllt. ~,,-v-k + U":lz.+ 
~-'\) -e 2.l"lr-'\) \t.,.t . 

+ c .. L ~ ~"• (.""T) :J.-q T ... ~ '(."'T) f + 
T "2.0I'-•) - - "=f 

(1.13) 

donde 

Nótese que puede tomarse 1.a re1.aci6n mAa aimpl.e 

(l. .1.4) 

-~:it~f:; .. 
que va eeocie.d!'l a. f''..,,.,p•: !. y que ea adecuad& para •1"-••~udi.o de 

:z.i .· ..• -:· '·,..'" :..:. 
fl.ujoe isot4rmicoa. Para estos ae tendrA en 1.a ecuaoi~n para 1.a 

ener~a T = cte. • p = ,,_ L ; ain embar~ • tambi6n puede ~ratarae el. 
::z.. 



i 
; 
1 

.... 
t 

1.. 1? 

('! ..... ~() \i.-::; e111.;in~ i.SP."11:r'<:'i-~os. s ~et.e. y P= ~.f"1~ 
~' ~~~~ trab,,.jo R~ eRtucti~r~n e61o ~roc .. sos no disipativos de 

""'l"=l"~~~'i ·-i11~ en ~1. ~i.c:.t-.~-n:=t rle ecuFciones ~revi.o ~~ considerP.r~n Vi1! 

cosin"°''~ r.1.11.?., '1c,,-:::'1c.z.fT.::::.o • ~".'nd•.1_c-t-.i.vidP•1 i:.~rmice. nul.e., "'-=o • y 

corr»1~tl.vic"'n .. ,_~~t~t...,e. t.nfinit?-, Ir': oo ( equiv91.entemente s vi~ 

c<:>Hi.dP•i "'"'".'.T'~t;ic"' nul.a, »-:;.o• o ni1mero de Reynol.ds mA.en4tico infi

ni.-t-.o ) • :;;n t ... 1. C?.so "'1- con.~11nto de ecu,.ciones de inter4s sert!i(con-

( conservaci6n de l.A. masa ) 

(l.. l.59.) 

(; conserve.ci6n del. momento 

1-inea.l. ) (l..l.5o) 

( 1-ey de Ohm que incl.uye el. 

t4rmino de Ha.l.l. ) (l..l.5c) 

{ l.ey de ?arada.y ) (l..15d) 

(l.. l.5e) 

~~ S& ::- -'2"·YSi ~ _ . (l..15f) 

~ ~- _-o-,.V'c;._- C" ~-Ys,. =-~'·!"Se-!!!. :I"·Y( ~:) 
t - - - a.p - a.f' . , _ _. yr 

.,.. __ .. 

. )~~JiJ~ 
de Ohm l.os t4rminoa rel.eventes • coii~4t'é bien sabido, 

Perr;o examinar el. orden de l.os dos 'd:t~i~~a t&rmi.nos 

c;n 18 1.ey 

lY~I 
(l.. l.o) 



l.. 1 _; 

~s! ( y consider~u 

\ ~'IL~\ 

e"' \"!:,,..l! \ 

• (l..17) 

Lue,""o, \"'J'""-'ª\ es '.!l?yor oue ·~~\':'ero no en for.na. nota.bl.e ( i.e. son 

~oz~•r?bl.es ). Con$iderRnd~ 

(l.• J.R) 

puede el.iminarse el. gradiente de presi6n de l.oa el.ectrones en l.a 

ley de Ohm y si sól.o se dej8n ].os t~:rminos mayores se tendr~ en vez 

de (l..J.5c) 

(l..l.9) 

,,,.,_ ~lti:rio t~rmino en l.a ecuacicSn de la energ!a ·para l.os el.ectr.2_ 

nes, ( 1 .• 1'5f), p1.Aede cornp8rRrse de l.R siguiente manera usando l.os Y~ 

~uit•dos 0revjos 

. ' ...... 

~;;~,~: 
y, decido n (l.18), se despreciará ese ti!rmino ( 'l\~;fo\i,ill. 

~'. .. ·t .. r;.%:-•:. ~ · ... 
tent~ con ~l.iminRr el. ~r?diente de presidn de el.ectrónea 

·- • ·.°,..~·.=·'!;_;#:;._·.~ 

a .. Ohm ) ; '?S:Í, en lu~r de l.Fl.S dos expresiones en: cr.·15f') 
pRra. un fluido, una sol.a. ( como l.a suma de l.a.e doa ) 

~S= -~·YS 

(1.20) 

es consi_!! 

en l.a. l.ey 

se tendr..S, 

(l..21.) 

: 
( 
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·.~on '\!:.,: = ~ ~ 
d~l. ,_on, \IW\~ ) • 

-u 
Por or.r,,. ·1·->rtP., n•~"t.eR<'> .,l.l-3 e1. <:-n•~fi.ci.ente de HA1.l.,Ct4~Ct-t/~, 0..§:. 

t~ "'S•1ci.~do ?l. coci.-"!'l't"' ,;.:;, 1.os rér"!linnH \-q"~ l Yfl"'1:"JC~ \ lo Ctl'3.1. 

Ri~·ni'f:icP ni;_..-. ~o:-rl~!?r'?' 1.~ 'F~·Loc;.riad re1~tiVR. de iones A. el.ectronee 

re,.,p..;c·to <>1. F1u:io de <nARA. ( ve1.ocida.d de iones ) : Z!H.., \"!t°'~.:;: 
1.uee:o, 1-a. ,.resr.:nci., si~ific,,.tiv"' de1. efecto Ha.11 est~ e.socia.da a 

diferenciAA ApreciRo1-es ( en cnmparAci6n ) entre 1.a vel.ocidad de 

1.os i.nn-"S y 1.P de ln~ el.ectrones • 

.PA.re F.:St<>b1.ecer 1.'3. ree:i6n de validez del. model.o MHDH debe con

sider?..rse primero CI'-'-"' el. ti.empo pe.rq el. equil.ibrio t'rmico de 1.e.e 

dos especies ( iones y el.ectrones ) • ~~l.;·, es corto en comparaci6n 

a. l.os tiem'Pos ci;tracter!sticos en el. sistema, es decir W ~ ... ~J. donde 

rz;~es el. tiempo necesario para al.canzar dicho equil.ibrio pero este 

depende del. tiempo transcurrido entre u.ne co1.isi.S.n y 1.a siguiente 

entre iones(b~sicamente) -r(~ y además del. cociente de 1.as masas, 

7;*""" ( ~ )''z."tia :::: ~ ~" • y como Le.> -vV~ =f;.ffl:~ se tendrll 

~·, vT. 
----"•-. ¿,L S,. •. 

Lo t''lt. . 

(l..22) 

donde !"dem,/!i.s V'T.:"t"c¡/L..~les l.a. condici6n, como es :f'áci1. ver, de un 

olasmA muy colisional.. 

¡,;ntonces p'3.re establ.ecer l.a re.gi6n de va1.idez •• necesitan dos 

rrn.r&.metros • s saber 1.a raz6n del. radio de gi-ro a. 1& 1.ongitud ce.ras. 
--- .. 

-r.er:!stica y el. esca1amiento de l.a f'recuencia caract.er~et ica 

:{f~TIJ~: 
~~//::-:;~.:-·--

a l.a 

co1 i sion,,..l. 

- -~· (1.23a) 

(1.23b) 

¡..~- -
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J .• 1. 5 

respecti.v<>m .. nte. ,-;s~O>" P"'r.Srnetro.; defi.nen 1.r:>s cA.r~u~i:erfsticf'.s del 

si~t~rr.? 

(i) r?din de ~iro peaueño 

(l..24a) 

(ii) muy col.isional. 

(l...24b) 

(iii) de resi~tividad muy pe<:'ueña. 

(l.. 24c) 

li:eta.s C?..re.cter:!sticaa • en forme. ~lif'ice., ~uedan como se muestra en 

l..a. :f'i.l!:Ura l.. l. ( Freid berg, ( l..982) ) • Esta ~lif'ica ( ...,,4 • 'trC~ ) debe 

compararse con 1.a regi6n de l..os pl.asmaa de :int•r'.ª· en f'ua:i6n. Para 

el.1.o se pe.sarli 1.o anterior a un diagrama de ··t11tm1)eraturas contra 

densidad de part!cul.a.s (n,T). Loe rangos par~ ~ate.a variabl..ea, en 

pl..'?.sma.e de f'usi6n, son ... ~ ... ·· 

\ (1.25) 

~stos aerinen una. zona rectangul.ar para 1.os pl..aamas de inter~e en 

fuHi6n. L?.s condi.cionee (l...24) -pueden eate.bl..ecerlie usando l.os par~ 

metros e ( cociente de 1.a preai6n del. pl.aarii~-.;~~0 -::la magn4tica. ): 

n y T er. 1."' siguiente forma, s .. -~i::.>,:Ji{;:L_,' .. 
(i) rHdio de giro pequeiio ·., 

'1',='2·1.ª-"º• (L) .. 'a.''"· (1..2ba) 

Ll'" 
("i.i) pl.esma. E>.1.tamente col.ieional.. 

~~J~-~·}~1:: .. : .,::_·: (1.2bb) 

._ ... ~~!',• 

. ,~-.~:~~~~~~~~-~~-:~ .. 
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l.1o 

( i~"i..) reRi.8tivid~~d m1..lY peou~ña 

(1.2óc) 

( ij;n e1l.as u.;\="" .~"\:MI.Y \:"''l = ~~ ; como masa de1 ion se us6 1a de1 

deuterio ). En l.a. f"i.~re. 1..2 se i.l.uatra ia ecuaei6n (1.26c) para e1 

ca.l!"o \.e-=~ Y~=1. i;i;n dicha f"igura ea c1aro que 1a re~6n de val.idez 

de 1.a. MHDH ideql. aueda f"uera de 1a re~i6n de 1os p1aamaa de ~uai6n. 

""'"'º'"' :i:c1...i... t-:=*".:;;... ________ 1" .. '2.= 11'.a. 

td-• ,,.. (.c.~') 

.-::.-.... 

'. - .-.·· ::.-.; 
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CAP I.TU LO 2 • 

CA-~TIDAD~S CONS~RVADAS. 

A. 81 :f1ode1o ?l!HDH Idea1 • . 
81 sistema que se considerará será un p1asma idea1 confinado 

en una re~i6n finita de1 espacio. D 9 con frontera r!gida 9 imper

meao1e y perfectamente conductora. Mi 1a deecripci6n de 1a dinalmi

ca de1 mismo se inc1airá que está ais1ado adiabáticamente y que e1 

efecto Ha11. es reievante ( Cfr. diecuei6n a1 fina1 de1 Capítu1o 1 ). 

Luego, e1 model.o en cuesti6n es e1 magnetoh~drodin4mico idea1 mod.!, 

ficado, en 1a 1ey de Ohm 9 por 1a presencia de1 t6rmino de Ha11 co

mo una singu.l.aridad. Dicho mode1o serA denominado magnetohidrodi~ 

mica Ha11 idea1 y se usará e1 acr6nimo MHDH ideal. para al.udir a ~ 

ese modal.o. 

81 conjunto de ecuaciones que describirá 1a din"'1ica de1 p1as

ma aauí considerado está formado por l.ae ecuaciones (l..15a 9 b,d,e), 

(1.1.9) y (1..21.) en 1.ae cual.es no se incl.uyen procesos diaipativoa 

y se contempl.an procesos iaentr6picoa, 

E = - '\J" J(. e. "'° c.- ~_ 11t._& - - - a.p 

con 

V•'§=o, 

. ..~·-.1: . ··.~ 
'. ;-~·-·,i. . 

. ' ;~:~::~::-: 
_;r.· 

(2.1.a) 

(2.1.b) 

(2.1.c) 

(2.1.d) 

(2.1.e) 

(2.1.f) 
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2.2 

donde f' • s, ~· l! y e{~, a) <ienotan 1.a densi.dad de masa, 1.a entrop:!a 

espec:!f'ica., 1.a vel.ocidad { de t"l.•.l.jo ) de 91.asma, el. cam90 :na.gnéti

co y 1.a ener~:!a interna espec:!f'ica, respectivamente. 

La presión del. 91.asma p y l.a te~peratura T se rel.acionan v:!a 

una ecuaci~n de estado y se conectan con l.a. energ:!a interna espec,! 

fice. a través de l.a primera l.ey de l.a termodinámica 

de{f • s) 

( 2. l.g) 

{ Los sub:!ndices en (2.l.f ,~) representan deriva.das parcial.ea )Bn 

{2.l.d) ""°es l.a. raz6n de l.a carga del. el.ectr6n a l.a masa del. ion, 

e/mi• y Cff es el. coeficiente de escal.amiento del. efecto Hal.l., {l..4j). 

Debido a {2.l.b) l.a condici6n V•l! • o puede toma.rae como condici6n 

inicial., at<'V· l! ) = o, que eeril preservada por l.a dinilmica. misma.. 

Podr:!a ocurrir que en a.l.guna. situación {2.l.e) no sea adecuada jun

to con p = s ~71' { 1t" es l.e. raz6n de l.os cal.ores espec:!:ticoe, cp/cv ) , 

en tal. caso puede considerarse una exl)reai6n del. tipo p 1UrT de mane

ra que pueda estudia.rae el. caso de un fl.ujo que ee desv:!a de un e~ 

tedo isotérmico y no de uno isentr6pico; sin embar~, se a;;>l.i.can 

básica.mente l.os mismos desarrol.l.os presentados en este trabajo { 

Cfr. Cap:!tul.o l. ). 

B. Las Cantidades Conservadas. 

Sn l'l!HD { ·.-Jol.tjer (l.958) ) , en ausencia de proceeoa 4iaipativoe, 

se tienen intep,ral.es de movimiento asociadas a l.a masa total., a l.a 

hel.icidad magnética, al. fl.ujo paral.el.o y a l.& deneidad de momento 

angl.ll.ar. dn trabajos mi.a recientes ( Hel.l.sten y Spi·e~ ( 1979) , Spies 

y Hel.l.sten {l.9BO), Hameiri y Hammer {1982) y Hameiri (1983) ) se 

considera, expl.:!citamente, el. efecto de l.a entrop~a eepec:!:tica en 

l.as condiciones de estabil.idad. Bn particul.ar ( Hameiri y La.urenc• 

(l.984) ) se ha visto que en el. caso de un toroide axieim4trico l.a 
( 1) 

entrop:!a espec:!fica depende de l.a funci6n de fl.ujo pol.oidal. y eso 
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per:nite tener una cor-dici6n suficiente para. 1.a esta.bil.idad 1.inea.1 

y esto, a su vez, está nsociado a 1.a existencia d~ • modos de gl.o-

bo •• 

Puesto oue no se contempl.an procesos disipa.tivoa en el. siste

.ma b:=t:io estudio se tienen 1.as siguientes ca.ntida.des conservada.e 

'""= l<?~ +fe.et,~>+ ~).J.11" 
ªi.= .le.. §. d'S.)C. 

Gz.:::. ~§> ~(~.>cl'x 

( 

conservaci6n de 1.a 
energ:!a. total. ) 

conservación de 1.e. 
hel.icida.d ma.gn&tice. ) 

( conservaci6n de 1.a masa y 
1.a. en~rop:!e. eepec:!fica ) 

(2.2a.) 

(2.2o) 

(2.2c) 

donde ~~) es una funci6n arbitra.ria Dien comportada. Existen 

otras cantidades conservadas Que est4n condicionadas en cuanto 

que requieren especificaciones adicional.es a 1e.s que se use.n en 

(2.2a-c) y se discutirlln. un poco m~s adel.e.nte. 

Para. verificar aue efectivamente (2.2a-c) son cantidades con

serva.das e. 1.as funciones, de 1as variaol.ee f:!eicae, invol.ucrada.s 

se 1.es expresará en forma. conservativa i.e. 

(2.3) 

donde g es escal.e.r si G es vectorial. y ea vectorial. si G ea un ten 

sor de rango dos. Auna.da a 1.a forma (2.3) se tendrA una famil.ie. de 

condiciones a 1.a frontera adecue.das que permitire\n obtener 1.os in

ve.riantes intep:ral.es mencionados. 

Las condiciones de frontera aue se consideran eon 

.u-.;. l - o 
- - ~'C.- ., ""\ ~."' -o - - ~~ , ~-V\\ -.O, E-'~\ :.O 

-~ --~-
( 2 .4e.) 

1.a.a cual.es expresan 1.o sei\a.1.ado al. principio de esta sección: 1a 

frontera es impermeab1e, r:!gida y perfectamente conductora • .i:Cn. 
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2.4 

l2 .42-) ~ := yx~. 

De (2.4a) y 1.a 1.ey de Uhm, (2.1d), se ob~iene 

A J.r\\ =o - - ~ (2.4b) 

fl es un vector unitario normal a 1B i'rontera que apunta hacia. a:f'uera. 

De ia re 0 resentaci6n oara e1 campo eléctrico en tlrininos del pote~ 

cie.1. esca.1.e.r 9J y el. vectorial A• 

(2.5) 

junto con 1a ~1tima condici6n en (2.4a), admitiendo 1.a norma re.di~ 

tive. 9 SlJ = O• se obtiene 

que puede tomarse como condici6n inicie.1. 

y ser~ oreserve.de. por la diná~ice. MHDH ideal.. 

Pera 1.e. conservaci6n de 1.a energ:ia se usan (2.1.a-g) y d4:.(\>&)= 

~-~~-~C.j"\\'\Z'),donde h es 1.a ente.'.l.pia espec:i:f'ica de:f'inida por 

h: = e(.P • s) + p/ p (2.7) 

y se obtiene 

(2.8) 

que junto con (2.4a), una vez integrada. da 1.uga.r a 1a conaervaci6n 

de 1.a ener~a total. 9 H. 

Para ia he'.l.icidad magn6tica. C1, se tiene 



(2.9) 

d• 19 ley de ~RrRdRy, (2.1b), y lR ley 

n~1-icitiAd .,.,.._.,, !>:!'l~tic"'- sq conserv ... usando 

de Ohm, (2.1d). Si ~ ~ O la 

(2.4a), si~• O puede ap1~ 

carse s~~\ : o 6 (2.ób). 
-~b -

La conserva.ci6n de c
2 

se si.~e ( debido a (2.1.c,e) ) de 

( 2 .1.0) 

y 1e. condición de frontera. sobre ~· c 2 incl.uye BilllU.1.t,neamente 1.a 

conaervaci6n áe 1a masa y de 1.a entropf.a. 

Cabe señal.ar aue en MHD ideal. tambi'n se tiene 1.a conserva.ci6n 

de H, O~ y c 2 pero además se tiene un invariante integral. denomin~ 

d., f1ujo par1;1.1.e1o ( o hel.icidad cruzada ) definido por~~· ~.lilx . 
sin embargo, es f'Rcil. ver aue en MHDH ideal. ya no ea cantidad con

serve.da.. En J\IIHD ideal. tener 1.e. conservación del. :f'l.ujo paral.el.o im

pone un~ f'orm~ funcione.1 espec~fica para a ( Cfr. Al.maguer et al.. 

(1.988} ); en MHDH ideal. se tiene una cantidad conservada anál.oga 

( a.1.~n'3.s •.reces denominada '" hel.icide.d total. " ) y como e. continu,!!. 

ci6n se verá impone une. restricción de cari!lcter ff.sico sobre une. 

" vorticidad general.iza.da " que se define abe.jo. 

La he1icidad tot~1, c
3

, se define como 

G~: I ~·· c.s.* cl~l'. 
]) 

(2.1.1.) 

donde 'lt* y~- son, respectivamente• 1.e. vel.ocidad "T 1a vorticidad 

general.izadas definida.e por 

"1"*· - "'" + e:. A ., -·--c..- w•·- V~"\J"* - ·- - - (2.1.2) 

Nótese primeramente C!U• ~ y~ aatiafacen, reapectivamente, 



2.;,.) 

(2.l.3a) 

(2.l.3b) 

de l.as cuaLes resul.ta 

~-1::C."\?.*·~ .. )=-°V· t:c. ~ ~ "'- 1- ~ 4>) ~ ... + ~"\c.(-u-~·+ .,....Vs)] 
+2T~*·VS (2.l.4) 

De ~sta ecuaci6n se derivan tres oosibil.idádee para l.a conservaci6n 

de l.a hel.icidad total., c 3 • La más si~~l.e es admitir '1nicamente Pr.2, 

casos isentr6picos, ~=Q ,con l.o cual. (2.l.4) y (2.4a) • despu6s de 

inte~rar, conducen a l.a conservaci6n de C3 ( ~n este cae.o (2.l.e) 

impl.ica d~~-o que• nuevamente• puede fijarse como condici6n in:l

cial. a = s 0 l.a cual. l.a dinámica misma habrá de preservar ). La. se

gunda posicil.idad es suponer que l.as :Lineas de vorticidad general.j,_ 

zada son isentr6picas 

c....u*-~ =o (2.l.5) 

pero c 3 se conservará s6l.o cuando se tome l.a norma radiativa para 

d:is;:ioner de l.as condiciones de frontera ~-ñ~. l!•?l\~Oy éJC;!I~~· 
a reserva. de ad'Tlitir ( T 1' O ) una condicidn adicional. 

~ TA·(i!:-.-,ZS)-1.'ª·)(:.0 
~ 

(2.l.b) 

que puede l.ograrse admitiendo aue el. cambio en e s6l.o puede ser 

normal. a l.a frontera 

(2.l.7) 

• 



2.7 

lJrcn. -o:ercerR '10C?ici 1-1dF.1d e,;; R•Jnonar oue l.as 1-Íneas de vort:i.ci.

da.d "aner8.l. izada son isotérmicas 

con l.o cual. Vo(.T~w"')=T~~*y tomando :<' = O para tener (2 .ób") • nue

vamente, se conserva c
3 

a reserva de satisfacer (2.l.ó) º• equiva

l.entemente, (2.l.7). 

Nota A.La condici6n (2.l.5) jue~. físicamente, un papel. an,l.ogo 

al. que se tendría para un fl.uido no conductor por cuanto que en 61 

l.os cambios en l.a entropía infl.uyen en l.a distribución de vortici

dad. En al.l.os. cuando se tienen ondas de choque, en una regidn al.~ 

jada da l.a zona frontal. del. choque se presentan cambio• en l.a tur

bul.encia asociados a l.os gradientes de ·entropía. B:n el. ca•o aqu! 

considerado no se tiene viscosidad; l.uego, no cabe el. a•pecto de 

l.a turbul.encia ( Cfr. p. ej. Truesdal.1 (1948) ) pero s{ el. de l.a 

vortividad : para aue l.os tubos de vorticidad general.izada conser

ven constante a s sobre sus l.!neae l.a din~ica ea tal. que l.os fl.u

jos asocia.dos a u-*y ~"*se acopl.an de tal. suerte que l.a hel.icidad 

total. se conserva. De cual.quier modo, a... !!/G~ es una contribución 

al. campo de vorticidad t¿ debida a l.a rotacidn de l.os iones; dicha 

contri.buci6n ~ vorticoea • está asociada al. radio de Larmor de l.os 

iones dado por 

( Aau! C\Ti • l.a componente perpendicul.ar de ~· l.o •• re•pecto a l.as 

l.!neas del. campo ma~6tico ). &ate punto es de sinj!pA].ar importancia 

porque si rL es del. orden de l.os despl.azamiento• a con•iderar, por 

ejempl.o en el. an,l.isis de l.a estabil.idad l.in•al. 9 ••~ neceaario 

tomarl.o en cuenta, a trav6s de una expanai6n en ••ri• 4• potencia• 



.. 
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2. :3 

a•L ~~s~~ ~~ra ~vn1unr cuJ ~An reLevante es su efecto. De hecho. eso 

ooar!a ca~duc~r a 1a n•c•stdad de aoAndonar e1 mode1o h~drodinámi

co ?'-"'ra nacer e1 est•..tdio en tér:ninos de un model.o de dos f1uidos 

( Cfr. disc~si6n a1 fin~1 de1 Caoítu1o 1 ). 

De1 oroducto esca1ar de {2.l.3t:>) con~• usando (2.l.e). se tiene 

aue ;junto con v.~\ = O imp1ica aue ~-"·V'.S tambi4n se conserva. ·N_6 -- ~ -
tese aue 1a existencia de esta cantidad conservada es incompatiol.e 

con 1.as condiciones discutidas arriba para asegurar l.a conservaci6n 

de l.a hel.icidad total. c 3 • Por consigu.iente, en adel.ante ser~ nece

sario considerar dos casos oue se excl.uyen mutuamente s uno que 

admite a .c
3 

como cantidad conservada y otro en el. cual. se descarta 

l.a coneervaci6n de c 3 pero se tiene l.a de 

(2.21.) 

donde .:s?- es el. potencial. de vorticidad general.izada 

(2.22) 

an~1o~o ai de l.a hidrodinámica usual. ( Truesdel.l. (l.954) ). La evo-

1uci6n te:n9ora1 de ~puede obtenerse mul.tipl.icando (2.20) por p-1. 
y usando l.a ecu~ci6n de continuidad (2.l.c}, 

Así. el. invariante inte~ral. aue sustituye a C2 en el. caao de 

Y:f•c.A3~0es 

(2.23) 

(2.24) 
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2. '3 

pues 

(2.25) 

,. 
debi.do a (2.1.e) :r (2.24) oue junto con~·l!l~conduce a 1.a conser-

VRci6n de c
5

• G(Sl.,s) es una funci6A arbitraria bien comportada. 

Otr3. magnitud f!.sica que, en princi.pio, puede conservarse es 

ei mor:t.;ir..t.•J ?.ngul.ar; de hecho tamoitSn se trata de un invariante co_!! 

dicion:=11., 

C = 1 o X~~ cl,'$x. -· ;;, - -
l> 

(2.26) 

Nota.rielo que 

(2.27a) 

(2.27b) 

es directo verificar 

(2.28) 

donde il ea el tensor unidad de rango dos. Sin embargo, en este c~ 

so no bsst9 c·•n J.as condici.ones de frontera especit"icadas para que 

se conserve Q6 sino aue es necesario imponer una conatricci6n sobre 

J.a geometría de 1.a frontera del. pl.asma, a saber 

%. (.p T~) M•(.~.>' jl,) clªX=.O. 

~t> 
~:::~~-:-_-:·, 

. :---

(2.29) 

oue es demasiado severa para el. tratamiento de s-o .. tr~as de inte

r4§s en MHDH ideal. .pues, como es t"4cil. ver, (2.29) •• satiat"ace id'.n 
A : 

ticA.mPn1';e si imponemos !t11C.lS.\ =2 
frontera esf4§rica. No obstant~ ea 

aue equival.e a tener sol.amante 

poeibl.e tener ooneervacidn de 
·--·. 



2. 1.U 

1.a co=ponen~e RZ~mut91 ( para siste~as axisim6tricos ) del. momento 

an;::ulAr sin imooner condiciones adicional.es sobre 1.a geometría de 

1:?. frontere_ del. pl.asmH. As!, en vez de ~ se propone como cantidad 

con~erv~de 

(2.30) 

donde u es 1.a comoonente azimutal. de l.a. vel.ocidad. Es f'ácil. ver 

oue 

donde b es l.a componente azimutal. del. campo magn,tico. De (2.31.) y 

l.as condiciones de f'rontera (2.4a) se sigue l.a conservacidn de L. 

c. Campos Congel.ados. 

Primero se considera el. caso más simpl.e de l.a l.ey de Ohm. 

aue ~racias al.a l.ey de ~arRday, (2.1.b). y al.a ecuacidn de conti

nuidad, (2.1.c), conduce a 

(2.33) 

oue es 1.a condicidn de l.!neas de campo congel.adaa.· ••te es el. caso 

e:n la MHD ideal.. O::n esas expresiones l.a vel.ocidad ··•• l.a del. centro 

de ir.as? del. sistema ion-el.ectrdn en l.a aproximacid;{:ne -::: ni n y 

considerando el. l.Ímite ft-o. Dicho de otra manera 1 el. f'l.ujo de 

masa ( representada básicamente por iones ) arrastra consigo a l.as 

l.!neas del. ca.mpo ma~'tico. 

Si en l.a l.ey de Ohm se incl.uye el. t'rmino de Hal.l. 9 (2.1.d), y se 



admiten lRs sunosiciones serla1.ade1s arriba, en vez de (2.33) tendr.!!, 

moH 

(2.34) 

donde y_ª es la velocidad de los electrones que está dada por (l..9); 

es decir, las l.!neas del. ce>moo ma.lrrlético en MHDH ideal. están conge-

ladas al ~lujo d.!!,&1ectrones. Se tiene la expresi6n anál.oga a (2.33) 

pero en vez de y_ se tiene y_e. Sin embargo, l.as l.!neas de vorticidad 

generalizada están congeladas al f'lujo de iones cuando el. pl.asma es 

isentr6pico o se ti.ene una distribuci6n isotérmica como puede verse 

de (2.13b). Esto acl.ara más el. punto tratado en l.a Nota A pues en 

(2.l.3b) T ~e tiene el. ef'ecto de un término tipo Coriol.is. 

D. Representaci6n de Cl.ebsch. 

~n este trabajo el. interés principal. se centra en l.as configu

raciones axisimétricas y por el.l.o se usarán l.as coordenadas cil.!n

drica.s {r,Q.z) con :>•:.:C>~8 :o. En tal. situación l.a representaci6n 

de Cl.ecsch para el. campo ma~ético es 

(2.35) 

y para el flujo de masa 

(2.3b) 

en l.as cuR.1.es "4'tY-¡•14:;)es l.a f'unci6n de f'lujo magn•tico pol.oidal. y 

'f't~•,-t.)l.a f'unci6n de corriente po1oida1. además 

(2.37) 

La compresibilidad ( reep. incompresibilidad ) •• determina 



:..:: • i.:: 

"º" 1:;<.'("",'!.,\:;):=+ ::n;vés deV,5*0( ~"''"'"· '975'=-c:> ) usando 1.as condici.2, 

nes de Neu~ann soecu8dAs. 

La densidad ue corriente, to~ando el. rotacional. de (2.]5), es 

( 2. ]8) 

• 
en donde b..,_ es el. operador el.~ptico de r.rad-Shafranov 

(2.]9} 

AsimiS'flO, 

(2.40} 

donde C. > "'l denota el. pa.r&ntesis de Poiaeon en l.ae coor.denadae r, 

z : 

(2.41) 

(2.40) es 1a representaci6n axisim•trica. de l.a densidad de fuerza 

map,n.Stica. 

,;;n forma. an~l.o,¡;a, a partir de {2.]b).0 se obtienen 

(2.42a) 

La trRnsf'ormacidn definida por (2.]5,3o) pone a l.aa ecuaciones 

( 2. l.a-e) en forme. axisi:n.Strica 

~~ ~= 2'--~ -Y (1)".:+~) + \~-~1f'"l~·;~_,., + (2.4]a) 

+ !1 t.q w:\+2W"z.} 
~~"'= -!t'·~ 'lk +c.~9)' C"l-_,b"J. (2.43b> 



2. l ~ 

E: = _.;;i( l\.l +- ;; b•~) ~~ ...- \_ "Z·~~ - ~J" ~1 t.~'4-1 J V&+ 

1-b.r'2.l~cr +-'C"'2 V~.,..~S)- ~i=''2~b~2. · (2.43c) 
O.fl 

~~ ~= ~ (r-i.l '\.C. +- ~~'+]J""-~~-~ \~-Vy.. - ~pr1 t:-..,"'J'\-.D 

-~(~1b').r.Y'f' -~b·Y~~- b~CV~'"lZ~j (2.43d) 

- <+.-~ t Ya.f'l-2]-. "CZ. b'2./'2. . 

~ ... P-= -r-1 ~4',.PJ-V·lfY~) (2.43e! 

(2.43f") 

La constricci6n v-~::.C>se satisface id6nticamente con (2. 35). Le. 

ecuaci6n oara u. (2.43b) 0 resu1ta de 1a de X• (2.43a) 0 tomando ia 

.componente en Q. 

La iey de ?araday 0 (2.42d) 0 puede descomponerse en 1as dos re

iaciones siguientes para mayor c1aridad 

')~""' =-~·'Y'4-' ~ C.w~(~ff'1. [b.'*'] =...:..~e. y"'°'. (2.44a) 

">-t..t~b):::~1 \ t:.'l-,'r-zu1"" ~~~,~1~ -~1 
\ (r'':t~111~),;(~1 b~,.'),.. 3 + 

(2.44b) 

Aouí ~:=U • etc. 3n (2.44a) es ;;atente 1a forma en 1a cu.a1 1a 

presuncia ~l'~t~rmino Haii evita aue 1as superf~ciea magn6ticas 0 

"'\" = cte.• sean compartidas por e1 f1u.jo de masa, x: es decir 0 ya 

no evo1u.ciona.n con,e;eiadas a1 fl.ujo de iones. 

Nota a. N6tese aue si un campo vectoriai !.2 
toncas 

aat:ia:tace V• -t:-oen .:.r -

(2.45) 



~u• e~ el ceso ~- ln l.ey de ~BrRday conauca a 

~L'S..:.'V•c;;~("\f'"- ~ ;:J")-{'\.3"- ~ ::T)~'l. 
~ - t. - - o..p - - Cl.f' - - J 

E -q. l_ 13 ~~-"!!'"~ ~) 

l.ue .e:o, 

oue es (2.9) hacienuo uso de (2.1.d) y (1..9). 

Considerando (2.35) puede proponerse 9ara el. potencial. vecto

rial., ~. l.a representación de C1ebach sio;i:uiente 

(2.4b) 

donde Q(r,z,t) determina 1a componente toroidal. del. campo magn6ti

co v!e. 

(2.47) 

(2.4B) 

oue ;iunto con 

~·"'\ -=º - - ~ (2.49) 

como condición de frontera permite obtener una ~o:rma equiva1ente 

para c1 , 

(2.50) 



2. l.? 

Al.maF.Uer et al.. { 1.9~3) ) en 1.f-l i'<1H0n ideal. tamcién se tiene 1.a 

conserv"l.ci6n de 1.a hel.icidad maa:nética. oesada donde 1.a función de 

ceso der>enda de "i' , i.e. 

ci. == f FC."V) ~ • ~ d.~x 
1> 

(2.51.) 

y cuya verificAci6n es directa haciendo uso de 1.as condiciones de 

frontera YA- :nenci.onada.s. 

Nótese 1.o sif>:Uiente 

(2.52e.) 

(2.52b) 

(2.52c) 

de donde resul.te que .!! y !!, compartiraln 1.as super:f'iciee me..gn6ticas 

si y s61.o si bes cantidad de superficie, b( ..... ), que equive.1.e a 

t.b.4-)::.o. .;;sto ademl(s asegurar:!a que tambi6n ser:!e.n compartidas 

por el. fl.ujo de iones, debido a (2.43b) y (2.44a.), 

(2.53a) 

(2.53b) 

y también por a poraue es transportada. por ~ como puede verse de 

(2.1.e). 

Note c. ~n ~HDH ideal., a diferencia del. ce.so en MHD ideal. ( ap.cit.), 

no se tiene 1.a conservación de L pesada puee 

(2.54) 
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2. lo 

de manera aue d9to co tiene sentido P :nen0s aue ~ = cte. o b{ 'i' ) . 
i::n <>1. ;)ri:ner ca.so se r,;ducir!E> g ( 2. 30) y en e1. se~ndo ser!a una 

su::iosici6n, ha.sto ~ste ounto • físicament.e sin razcSn de ser. 

NOTAS. 

(l.) DiCh.8 funcicSn '\{'en e1. caso + = cte • define 1.aa BUP•rf'iciea ma5-

nét :i.cas • 



3.1. 

,,;c;;;u r r,r dn.Io. 

A. C:l. Princioio Variacional.. 

C:n este ca9ítul.o se determina.rá.n l.as rel.aciones que· satisfacen 

l.as variabl.es físicas cuando se consideran l.os val.ores extremal.es 

de l.a funcional. de ener~{a. Los val.ores de l.a.s variabl.es físicas 

asociados a l.os puntos críticos de l.a funcional. de ener~{a sujeta 

a. l.as cor..stricciones señal.a.da.a en el ca;::!tul.o anterior correspon

den a l.os estados de eouil.ibrio; oue efectivamente es as{ se demo~ 

trará posterior.ne~te. 

Las expresiones para l.os estados de eauil.iorio rel.ativoe se o.Ja 

tienen igual.ando a cero l.a primera. va.riaci6n de l.a funcional. de 

energía; si existen constricciones a l.a din4mica del. si~tema ee. 

considera 1a primera variaci6n de l.a funcional. de energía modific~ 

da, es decir l.a de l.a funcional. de energía que incl.uye l.as constri~ 

ciones vía l.os mul.tipl.icadores de La.grange. Si H ea l.a funcional. 

de energía. y C denota l.as constriciones, el. principio variaciona.l. 

tipo He.mil.ton ) que se propone es 

(3.1.) 

donde 

He ;= H + e (3.2a) 

(3.2b) 

y aou! " •• denota un producto interior en un eapacio de matrices 

adecua.do al. probl.ema, l.a.a derivadas involucradas aon derivadas fu~ 

cional.es. 



consT.9ntes. 1.os mulci.pLicedores de La~range. que pesan al.os inva.

rian>:es 1ntef'"r81.e>1 de1. s:isT.ema • .:,;n a1..e:unas ocasiones en su l.uR;a.r 

p".J.eliet! i.ncroducir~'e funcione<; de ;>eso aue tengan val.ores bien def.;!. 

ni.dos seer<~ u.na fam11.ia de superficies { por ejempl.0 0 sot>re l.a.s 

ma~éticas y el. principio varia.ciona.l. así. fonmul.ado enriquece 

noT.Aole~e~te la descrioci6n. ¿mpero 0 como se mostr6 en el. ca.p{tul.o 

anterior. a diferenci~ de l.o oue ocurre en MHD ideal. en MHDH ideal. 

l8.c' :'1u~e:-ficies -nl',=1~ticas ya no son co:nua.rtidaa por !!_, ~ y ~e sino 

oue ~. ~ y ~e desBco~LAn sus superficies ae 1.a.s correspondientes 

al f:!.'..l..•o de mas?.• ~; entonces. no existe U-"l.e. fami1.ia única. de su-

;:ierfici.2s d"' re.t'erencia para la evoluci6n diná.mica. de l.as varia

bl.es f:!si=as invol.ucrade.s; as!, no es pos'i.b1.e pesar todas l.as can

tidades de esA manera. Sin emoa.rgo, l.as cantidades conservadas 0 ue 

es"t.án ~irectamente rel.acionadas con l.as superficies magnéticas ('6f = 

cte. pueden pesarse con una funcional. de el.l.as, por ejempl.o, l.a 

he1.icide.u magnét'i.c!'!. Cfr. ec. (2.51.) ). 

Las funcional.es de energ!a constreñidas, usando el. hamil.tonia

no dado por {2.2a), son 

si 

\-{,_=-~ l f~ ~ S'e. + ~ -+ fl~CS> + F<1->é -~ 
... )...,_~p i-i-L l d.~~-

~.w•:::o. y 

\4c. = sl> \. 9~1 + s>e 
+ ).z. ~.re-\?~ d"S )(.. 

a 

(3.3b) 

cuando V~·c.!J *º; aou! l.as son 1oe mu1tipl.icadores 

de LF! P:ra nge. 

B. Estados de Sauil.ibrio. 

En una descripci6n hamil.toniana l.a evol.uci6n temporal. de una 



f·.lr:.•-.::t ):':. 9 :.·. ·:~ l~J~:; •.ro.:!"'i~-!.OLe:..5 dLná:n.Lcas. "l • del si.ste:na está d~~dt=t. 

nor 

(3.4) 

• donde a es el hRmiitoniano correspondiente y ~,~ es par&nteeis de 

Poisson adecuado. Cuando se trata de une. constante de movimiento. 

c. se tiene 

También se ~ienen Casimires (l.) aue se considerarán en dete.~1e en 

el. siguiente capítulo. 

Si 11(& denota une. varie.bl.e din.S.mica en el. estado de equi1ibrio 

rel.etivo satisface 

(3.óa) 

cuando se inc1uyen l.a.s constricciones. N6tese qu.e l\-'c.~G \=O • 

Tener (3.oa) eouival.e a 

(3.obJ 

l.a. cual produce las ecuaciones que .describen a 1.oe estados de eouj._ 

librio relativos. 

3e exAminArán, sepa.rada.mente. 1.os dos casos aeociados a 1.os 

dos cosibles He ( se""1n se use (3.3e.) 6 (3.3b} ) 1 

( i) 'lorticidad .e:enere.l.ize.de. isentr6pica 0 . ~.~•=o. En este - - . 
caso l.a primera variaci6n de He ( usando (3.3&) ). de acuerdo con 

(3.l.) 0 conduce a 

~ '-'c.k = í \.~~-c.. f»c. "!:!°& + '2.~, ~t" + .X3.'l"'jl~) 
~ 

+ 



+\_V~. (.J" t "2..~, ~ .. ~-:) + z. ~z.b.., 'Fc'4o-c.) 1- l=~tl-\.) ( Ac· ~c. 4 

+ Y::~Ge·~'4'c.)~-S°"" + ~~-l,-r2Y(r2~.( !-c+"2),~"'!"i'") +

-+ '2 ""l= l 'b ')) + ~ ""'«. 1=1 
C'h )"~"\'e.) }- d.-S :.e + 

+~ ~·\. ~Vfhc{.°!'c.:+ '-•~ ~·)-~2'F<'f'c)9c1•"t' + 
~'t> 

t "Q'e-. (-g + 1-, a ~r) + ~'2-Wc Ft 'h >) ~<; +-
""' - -e C:.tt 

La inteP,ra1 de superficie se anu1a admitiendo 1ae sig1.1ientee cond.!., 

ciones a 1a frontera 

A-~e \ ::. o 
- ~'"t> 

{3.8a) 

~ ~ \~"t> -:;. o 
( 3.3b) 

~~ -~ '~l>°="º 
( 3.8d} 

La primera condici6n es consec~encia de 1a ortogona1ídad de 1os 

vec~ores; 1a segl.lnda y 1a tercera, (3.Bb,c), se t~enen deoido a 

oue 1a din~mica misma debe preservar e1 f1ujo ( aaCPl•tíco ). (3.8d) 

refleja 1a condici6n f!eica admieíb1e, en 1a frontera, de un f1u

jo oue est~ en cawacto con una frontera r!gida. 



~n~onces ios est~dos Ue eouiL~Cr~o correspor.dientes ~ la con

dici.6n de verticidad ¡;eneral.i.zad~. i.sentr6pi.ca están a.ados ( P.dmi.-

tiendo L~ Lndependencia de l.as vari~ciones entre s:! ) por 

• 

s,.,: vo ·lJ • 2.1', ~ CA:J~J .+-2~J. bwt="C'h.) + CA1~. + 
- -e. c. ... -- -

+ ~a.g._·Y...-. )~'C'h~=o. 

(3.9d) 

"'lZt ~~·( 't&c. + 2.1-, ~ ~) + 2'*&.'FC'\h l)-"f-c.FhWY\fa=E 
( 3.9.) 

donde ~~~l:= ~~~ • N6tese ~ue l.as expresiones (3.9d,e) pueden 

tenerse en una sol.a, a saber 

( 3 .10) 

de l.a cual. es el.aro que 

Por otra parte, l.as condiciones de frontera (3.80.c) son equival.e~ 

te" a 

'bA "~ \ =o 
- Cll> - (3.11) 

(3.9a) hace l.as veces de una ecuaci6n de Bernoul.1~ donde ~es 
una. rapidez angul.ar constante. En (3.9b), para •frO • se tiene 

Te.=-~'t.c;a) ; l.uego, en cierto sentido• ~)debe estar re1acionada con 

ec. fa,Sa) pues T..:: e'k(.J>.,S.) • ( 2. l.f). ( 3. 9c) muestra e1. acop1amiento del. 



:·1~.;..Jo :e ··;·.-:e-·:-. c:-1:: -L·-· vo~~~c·i.da:i. el c~:nro !nP.:=:-néti.co y 1~. vorticid~d 

1..nd:..tci..ua por ~t :.ér·n1nt'J ~-a.i en torno al. eje z y el. cual ase~ra 
l.G cone.erv~1~'i.6n ci.el. ~·:10 ... r.e:-!.to 8n~.1R.r; i.e. 

En (3.1.0) l.a densidad de corriente el.~ctrica es anti.paral.el.a. al. cam 

po tt:a..o:nético :nast9. dos t4rminos : uno oue corresponde a l.a densidad 

::te :::o:-rien·te inducida 9or 1.R verticidad del. f'l.uido 0 -z1',~'::!?c• y otro 

8Sociado a lq prese!"!CiA. de 1.a ::unci6n ue peso P(1").-""-:t'ttt.ilc.· (J.1.0) 

de bi.do a. l.as de f"inicione s de !Lo ~- y a l.a axisimetr{a. impl.ice. V·1'=:0 

y esto, junto con (3.9c) • l.l.eva a V•Ct'~.).D. 

Para examinar el. sentido físico del. mul.tipl.icador de Lagra.nge 1.~ 

se removerá l.a conservación del. momento angul.a.r,~o; de (3.9c) r~ 

su1ta 

'). .. = -

i.e. constreñir l.a hel.icidad total. ( cuando ~._=o) tiene sentido .!!.!, 

al. menos ~~·V°c.*O con fl+Oy ~e• ~a*#fl. • 
Si se remueve l.a conservaci6n de l.a hel.i.cida.d total., ~c=c>• el. 

fl.u~o será estático si ').~o cS incompreeibl.e si "). ... o. Si se deja l.i

ore l.a hel.icid?.d magnétioa. 0 P = 0 0 i!e estará dada b~sicamente por 

la vortici.daú general.izada, 'dle•• Yo en consecuencia·, será isentrcS

oica, ~~O. >::n este ca.so se tendrá una• desvia.ci.6n• del. campo 

" l.iore de fuerzas " debido a :z..',.,"C!:,. ~.. eet• comportamiento 
G.t 

es excl.usivo de l.a !'.1HDH ideal. pues incl.uso l.a rel.ac:i6n !Le - -ªe es 
-2 del. orden cH el. campo l.ibre de fuerza, en esta ei.tuacidn, s61o 

ser~ posibl.e si ~c=2 ( aun cuando P +cte. ). 

Un resul.tado particul.ar de l.oa resul.tados obtenidos se tiene 

cuando P(...¡.)'"' 'l cte.; esto scSl.o modifica l.a. expreaidn (3.l.O) 

Que se convierte en 



-~. '7 

(3.13) 

Ci..t&ndo se d.ej<?. 1-iore el. mom.,,:1to An~l.ar,'l.3.=0, y se usa (3.12) en 

(3.13) re,~ultR 

{3.14) 

Luego en este c9so ), el. mantener 1a hel.icidad magn6tica como 

ca.n.<.id2ü cor.serv:?.d!'l. reouiere aue {_'\!:":- ~711.("'Jrl/!6-~1;4.J). "Be. q: O 

con ~:t:-o y J!e 1' .Q.. Si "ls.:::o ( i.e. no se J~Ji.a constricci6n de 

1R i~el.ic:ide.d total ) "1* o siempre oue iLe 1' .Q. y se tratará de un 

estado de eoui1ibrio de tipo •• libre de fuerzas " como puede verse 

de (3.1.3) ( N6tese de (3.l.O) oue en e1 caso 1 4 =o se tiene una ej., 

tuaci.Sn a.nii1oga aun cuando F(~) tf. cte., entonces zFc~+"ft.F"'t&ft>= 

- ;r,
1
i, a. si .!!e 1' .Q.· ) Otra situación en l.a cual. ae ti.ene configu.ra

ci6n lora de fuerza es cuando ~c.=~( por ejemp1o, cuando no hay 

fl.ujo, ~e = .Q. ) incl.uso teniendo -j. 4 ,~..:FO. 

Nota A. Si en ( 3. 3a) no se fija. constricción sobre l.a entrop:!a es

pecifica., se remueve l.eo. conservaci6n del. momento angul.ar ( ~a-o), 

se co~sidere aue 1.eo. densidad de energ:!a interna es peo.ueña respec

to P. 1."'. cin.Stice. y a 1.a magnética, se supone que el. pl.asme. es in

co:n,,resit.>le, f =fo= cte., y se admite, como caso particu.1.a.r,F(4f.-)= 

."). = c't.e. s<> obtendrá 

(3.15) 

0u<> dar1' l.u<i:Rr, con Sig; y /if! independientes, a l.ae ecuaciones 

(3.1.oa) 

( 3.1.ob) 



>..•ob) y L""•' condici.on,.s de 1-rontera arribe. Rl.udidas. De 

esas exr.resl.on,.s e;:i el.Aro aue el. no inc1.uir j>e ni una. constricción 

sobre l.~ entro9!a eauiv~1e R perñAr l.a ecuación de Bernoul.1.i. As{, 

se hP. rec,.luer!:"do l.R ••i1-.uaci6n estudie.de. por Turnar (l.986) pues de 

(3.1b) se ob~ienen 

(3.l.7a) 

.... ... 
v .. ~ec.. = l~ ~?.,)~c...+~ .. ~e· 

,...,, ~ ""' ' 

donde~ , "). y ~t son l.os esca.l.amientos adecue.dos para ~ 
respectivamente. c.c.>C&ea l.a frecuencia de giro cuando el. val.or del. 

CP.!ft!)O me.gn~tico es el. del. estado de equil.ibrio rel.ativo, ~~Ve.. 
Bse.s dos expresiones pueden ponerse en una sol.a 

Y si ot~ denota l.as raíces de 1.a ecuación cuadr4tica - ... 
'\I ._j_ (_~+?.,) 
íl~«- + -,:, = .,¿. " +el. 

( ).1.8) puede reescribirse co:no 

donde 

' . .: .. . 

~~:l . ... 

(3 .1.8) 

( 3.l.9) . 

(3.20) 

(3.22) 

i.•·f"~ son 1.os eigenval.ores asociado• al.• campo l.ibre de ~uerza • 



' . 

cJ.._ 

z-+--E.-
r>l.,. _.,,,,{._ 

su.;:ioniendo conocidas a Zs• ,,;sta situación tiene anál.ogo con el. prg_ 

o1er:\a semejante en MHD ideal.; en e1 caso particul.ar de geometría 

cil.!ndricA, con 1As condiciones de frontera adecuadas, Z* es de l.a 

forr:\R aJ 0 + bJ 1 donde .J 
0 

y J 1 son 1?.s fu...-i.ci.ones de aesse1 de prim.!!, 

ra especie de orden cero y uno, respectivamente. 

Ahora se mostrará oue efectivamente l.as expresiones (3.9a-c) y 

(3.10) corresponden a l.os estados de equil.ibrio rel.ativo. De (3.9a, 

b), 

( 3.24a) 

y de (3.9c) pueden obtenerse 

V• (e,_ ~e) ::.O (3.24b) 

a 4 ... ~(.a.). - -2?.,~ -e,._.,,..c.d~·-;.-a.'C".Pc.~'"~e 
t'C ,,...e -- - Ct1 - "" - - ( 3.24c) 

"' o ~ "~ - -'2r, ~e"" !!e. -1--a <r.f• ~"~e 
\t! -c... -~ -

usando 1a definición de~*. (2.1.2). (3.l.O) conduce a 

(J.24f') 

Poniendo (3.24c,e) en (3.24a) y naciendo uso de (2.42a) obtenemos 



LR Ley aa Uhm ee out1ane de (3.24d,e) y (2.35), 

(3.2o) 

y 1A " 1ey de ~arada.y estacionaria • 

(3.27) 

Fina..L::it:1.:.,;, al. ,)rodt.lcto interior do: ~Se con (3.9c) considerando 

(2.l5) y ..La axisi~etría nos da 

Luego, (3.24b) y (3.25-28) corresponden a 1as ecuacipnea (2.1a

e) tomando 3~(_ le= o; es decir, recuperamos 1a.s ecuaciones para e1 

estado de eoui1iorio re1a.tivo. Que ~e tiene divergencia nu1a :f'ue 

mostrado orevia.mente. 

N6tese oue ( 3.20) indica. 1a presencia de un potencia1 e14ctri

co estacionario, ~e• oue es cantidad de auper:f'icie y depende de1 

mu1tio1icador de La~range asociado a 1a conaervaci6n de1 momento 

Rn<';Ular, 1'~ • Y4>c.= -~~~'fo-, i.e. 

(3.29a) 

cuya inte~rAci6:1. da 

( 3.29b) 

,,;n los cálculos rea1izadoa para obtener (J.9a-c) y (3.10) :f'ue 

necesario asumir 1a norma radiativa para hacer uso de 1a condici6n 

de frontera (2.ob). Luego. 1a norma radiativa junto con (J.29b) 

imp1ica ~ = cte. en toda 1a regi6n de interla. D. y para todo 



i 
..; 

1. 

i -

~- ! '!"'"·-.···~) ~: t "':'€: •. !~~:~!°.i ·:·:ii~:-.ene '!" ·L::; CQ("~ne~vac ióa <.ie"l :na~ento etn~~.A.l.a.r 

9.Zi.7>'-'-'"'l. """' c. 1"~-:t-O .0ero en tal caso el. camrio '.l'la~éti.co s61.o pue

ue :;;;1- r.oroic1R1. en e1. e:=itado de enui.1.i.orio. Si.n embargo. ""'c.= cte. 

en r.odo el n1.'9H:!\a te:s de noco interás, ent.onces será mejor tomar 

4).s.,:,.O ~9"!"'H ~ener si~uRciones d~ rr.ayor rel.evancia. 

t ii) Para. el. ca!.30 ·~·~··O e1 r.amil.toniano en cuesti.6n está 

d,,..d.o por ( 3. 30). See;ún se di.scuti.6 en el. i.nci.eo anterior se tomará 

ue entr:=df'. ').a.=º au.e e"' l.a si.tuaci.6n de interés f:!sico. Después de 

repl.·Lz3r 1.os c>'i:Lcul.os.oue son di.rectos, se ti.ene para 1-a primera. 

V? . .riaci6n ciel n:..m:tl.tonia.no cor.reB9ondi.ente ( 1"..,.=o } : 

~~\e.-= l \_(.'V~"+ ec. +V«f;1 ... ~c.-Rc.E...n .. ) S°.P + (r.t""lC+GSc) 

e:;~ ~~-1Z~ - .fe. G.n.s., .:n.c. l &-s + 

+ C.feY-c.• <=..Ac..nc.. v~-.ys,)- .,;2 :"'" 

+ "'V'e-(.::r,.... ~~ ... _ ~.32.c.~~1i&. +z.Fc.,.>1!, + (é1%c + - -e. c.. ...... _, 
+ Y-~.·"'l'l--c.) F'<'lt>3 ~'t +~2.t-"Y{~~·!le.+'2-"f-cfi1'tr)) + 

+ ""- F'l""cJ~'f-.3• J"C.) d3x. + 

+ § ,;. \ eu~c-~~F('hl~c)~*° +(. 'l§·l!e.. +¡:'2-"hJ:t'thi 

;)l> ~S! + ( -,. .. -" G.Jt.,)tcs .. "' ~s+(g-.!:t+ & ~ s~~s~J.1.1..-
:O. (3.30) 

L:• inte~r~l de superficie se anul.a. gracias a l.ae cond:icionea de 

f'rontera ( 2. 4a) y ( 3. 8) si además se admite 1a con4:ic:i6n adicional. 

"· + ~-11Zc. \~b ::. o 
( ~n (3.30) .~i= dGa4S?- y~"= ~Ea/a~ >· 



Lo.:.; ~?-~·~~to::-: ri~ r-!.;u~.ll.~Jr"Lo cnrre::-:::.ond1-"-!nt.es t::st.eln aRdoH, aa:ni-

t.ient!O 1-=:! lndeoer:de:i.ci~- de 18~'1 varl.A.ciones ~nvol.ucrFtdas, por 

(3.32a) 

( 3. 32b) 

(3.32c) 

S'-4-:. '"ii'&. \~-+~<fin.ne ~n~" Ysc + Z.~lll'c>~~ ~ + 

+(~.·ª~+~-a.Ge·~"-"~ J F't'f.-c) ::::.. o. 

( 3. 32e) 

~n forma a.n~.l.o~a. a l.a del. inciso anterior (3.32d,e) se pueden re•!!. 

cribir en una sol.a ecuación 

(3.33) 

~s directo mostrar aue estas ecuaciones corresponden a l.ae eol.uci2 

nes ael ... st.ado de eQui1ibrio rel.ativo del. conjunto (2. ia-f). 

lle (3.33), usando l.a representación de Cl.eoech. para!!:_, (2.33), 

He oot.i.enen 

r;nT.once"'• suponer ~-~*+o basta. para. obtener una modificación 

suostanciRL de l.os estados de eouil.ibrio : 

a) s61o es posibl.e fl.ujo toroidal., (3.32c), que a cauea de l.a axisj., 

metr{a es incompresibl.e; 
b) el. fl.ujo toroidal. estA determinado por el. potencial. de vortici-



d<:-.d .;::e:.er~"11.i·¿g.J.2 ... szc.., :.i· 1.A .. en"t.rop{a. e..:;pec{fica, se; 

e) un ~e~ultado aue mantiene ~ran analogía con el del caso MHD 

ideal. ( Gf'r. A.1.'.Tla""'-1.er et al. ( 1..98'3) • Ha..-ne"iri ( 19S33) ) se obtiene 

de ( 3. 34b) 

donde 

i.e. el flujo ma¡;>;n,tico toroidal. es cantidad de superf'icie magn~t~ 

ca; 

d) 1.a re1aci6n para e1 equil.ibrio de fuerzas, ecuaci6n Grad-Sha~~ 

nov-Hal.1. 0 está dada por (3.34&} que junto con (3.32c) Y. tomando en 

(3.35) (cte. de integraci6n) = O conduce a 

( 3. 37) 

Luego, dados 1.os perfil.es de densidad y flujo toroidal esta ecua-

* ci6n o>erm"ite • en principio• ( u.na vez obtenida tambi4n F l"h.) ) • de-

terminar 1.as superficies magn6ticae para e1 estado de eauil.ibrio, 

~ • da<la.s las condiciones de f'rontera pertinentes al. probl.eea. A 

par~ir de"'Lse determinarían ~e·Y ~usando. respectivamente, 

( 3. 38a) 

( 3. 38b} 

de donde son inmediatas i\&~"'-:0 • ifc·V~- Oy Vl•~'fa= o ( esta 

'11.tima decida a (2.44a.) ) y, en consecuencia, !.le•~'fas:O ( debido 

a 1.as anteriores y usando "Y~= Ye - ~ iT* ) • Sin embargo• pue&to 
que~& s61o es toroidal 1.a '11.time. es, debido a 1& axieimetr!a, una 



~·. ·-

~e·~Ue:.O) • 
.~ c2s~ pqr~!c~l~r d~ 1ns r~Eu1.t~dos octenidos en este inciso, 

~,,.. "~' de i>:rt'ln i:n;Jort?Oí!i."', es F(q-'l:::>--:.~-. ,,;s-;:;o sólo cond•..lce ::

~~~ ~~dific~c16n Jg (3.~3), 

b._c. 'k' = - "2 "). 'h. (3.40) 

Nota a. Según se ha mostrado.los puntos cr~ticos de He dan lugar a 

1a.s relaciones de eouilibri.o relativo • .E:n e1 ce.so ""2·~*==0 ( con 

~=O) 

,,;n e:,:-ce <'lentido * e1. ceso~·~+Oresu1ta mds intereaante, 

v. 2 + "'c.= K (.sl#, Se.) 
"2. 

( 3.42e.) 

( 3. 42 b) 

(3.42c) 

(3.43a.J 

(3.43b) 



~ 'Y"e. = .5Z:;
1 ~.n.c. V.foc ,.._ Y..IZ.e. 

(. ~\<::-Te.""'ls..)·~.,..= O 

-" . :. --' 

l 3. 43d.) 

es como 1a dada en (3.42) 0 

he es 10 ental.pi~ espec!CicR a~finida en (2.7). N6tese que 

Lue.-r.o, G nuede o otenerse cie 

{ 3.44) 

donde K(s 0 ) es una funci6n arbitraria; K(.11.&•ªe) ea 1a·funci6n de 

aernoul.1.i. 

C. 61 Tipo de 1as ~cuaciones MHDH idea1es. 

,,;stA. secc16n se iniciará. con un breve repaso { Chester { 1971) • 

::imirnov (1.Y?o) de 1os tipos de ecuaciones en derivadas parcia1es. 

?rimero r.nnsidérese un sistema semi 1.in~ de segundo orden en dos 

VMriRbl.es inde~endien~es 

dnnd"' se siJ.oone oue f(x 0 y) es dif'erenciaol.e con continuidad en el. 

dominio <.le interés y oue 1.as funciones cA • .B y e tienen. a.1 me

nos, deri VAdB.s continuas ha.stF1. de seP-;Undo orden. Cuando estas ~.ltl:, 

mas deoenden también de f, fx y fy (3.45) ea 11amada cuasil.ineal.. 

~l. discri~inante asociado a {].45) 0 d, eatA dado por 



) • !.o 

entonce~. 

~i <i>O se dice O'.l.e ( 3. 4?) "'"' de ti.DO hi?ero6lico, 

si <i=O se dice nue ( 3. 45) es de ti?O ?arao6 lico • 

Sl. ct<o se dice oue (_3.d5) es de tipo el.í.?ti.co. . 
An ..: .. nera.l., 1a ecua.c:i.6n de onde. es el ::>rototi.po de hiperb6l.ica, l.e. 

del cel.or de 1A ~arao61ica y la ecuaci6n del. potencial. de l.e. el.iot~ 

CA. 

LP- ecuaci6n de l.as caracterí.sticas asociada. a (3.45) es 

o, eouival.entemente, 

cAd.'I - (...B - ..s---- e.A~ ) ¿,._=o 

oue deoerán inte~rarse para determinar l.ae superficies caract~ria

tica.s asociada.a a.1. ;>robl.ema. ( E:n ( 3.48) el. tipo de l.a ecue.ci6n i.n

·t.erviene a tra.vés del. t.§rmino :: ...(d ) • Examinando cada ce.so aepe.re.

d~~ente se ~iene : 

a)d~O· ~n e1 caso hi?erb6l.ieo {3.48) tiene dos s~l.ucionee re~ 

1.es y distintas• digamos 't\ C.it1 y') y 'f'~(:IC,'f) ; entonces l.as superficies 

ca.ra.cter{stica.s estarán dadas por 

(3. 49) 

donde c 1 Y c 2 son conatRntes. real.es y disti.ntaa. La. ~arma ce.n6nica 

de este tipo de ecuaci.6n se obtiene efectuando 1a sigui.ente trana

formaci6n 

(3.50) 



1. 1 -: 
.;• .. I 

(3.5l.) 

o)~:O. ::::1. ti::io ;::iarao61.ico se caracteriza por tener s6l.o una 
• 

fa..~il.ia. de superficies ca.racter!stica.s, real.es, i.e. 

( 3. 52} 

!ii se aolica l.~ transformaci6n (3.50J y se impone adicional.mente 

au.e "\ t.--.:tl sea. tal. nue 

podemos convertir a (3.45) en 1a ecuaci6n 

( 3. 54) 

au.e es ].g forma can6nica correspondiente. 

c)~~O. Las ecuaciones de tipo el.íptico tienen 1a pecul.iaridad 

de poseer características compl.ejas 

au.e non mutuamente conju~das 

GaL* ~ =-r1 

Suponiendo aue 1a forma integral. de (3.48) ea 

( 3. ~5a.) 

( 3. 55b) 

(3.5o) 



3.l.3 

y fl.Aciendo 

(3. 57) 

en iu~ar del.a transformaci6n {3.50) se obtiene para {3.45) 1a fo~ 

ma ca.n6nica 

(3.58) 

Como ya fue mencionado, l.as caracter!sticas en e1 punto {x,y) 

están dadas por l.as ra!ces ~l"Y~) de ~a ecuaci6n cuadrática 

c.A<(-i.-~Cf+ l:: =O para e1 caso 1inaa1 o semi1inea1; sin embargo, 

cuando (3.45) es cuaeil.ineal. 1as ra{ces,cp~ , pueden depender expl.!

citamente de l.a eol.uci6n as{ como de1 punto (x,y) en cuesti6n. M6t~ 

se oue, a fin de cuentas, 1as curvas caracter{eticae para el. caso 

semi1inea1 son 1as eo1ucionee de 1as ecuaciones diferencial.es ord~ 

nari.as ª~"': cei:c."'1'j) • 
Le. forma más ~enera1 de una ecuaci6n 1inea1 de segundo orden en 

n variab1es independientes ~ ,_ (x1 , ••• ,xn)' ea 

~ ~ 

L. c.A3"c..~') f ~ 2 ¿ .:s..¡c ~+:ic. + ~c.1!:-')-F=-<Fc ~ > 
iak= l. w; lCtc. i= s. ~ 

(3. 59) 

La.a ~)C.~)· j==l., ••• ,n, son 1os eigenva1ores de 1a matrizOtA:;~~l); si. 

al. menos una "").i-:.0(3.59) ea parab6.1ica; ai. ~~·O , para toda j, ea 

el.{pti.ca a condici6n de Que todas tengan e1 mi•mo signo e hiperb6-

l.ica si todas, sa1vo una, tienen e1 mi.amo signo. 

gn el. caso de MHD ideal. el. a:Latama de ecuaci.o~•• es cuasi.1i.nea1 

e hiperb61ico y e1 sistema para estado• da equi.1~bri.o ra1ativo con 

f1ujo es a1ternadamente e1{pti.co-hiparb61ico depen4iendo da1 ndmero 

de Mach del. f1ujo ( Grad (19b0), Hamai.ri. (1983), Al.aagQer et a1. 

(1988) ). Sin embargo, en MHDH i.dea1 1a ecuaci6n que caracteriza 

a1 sistema (2.1a-~) es 1a 1ey de Paraday (2.1b) 1a cv.a1 contiene 



las de=-iv .. -:1.das :.,Rrc1.:-~1.es a.e orden superior; de h~cho, 1.a presencia 

del t~r.!lir.o riall conlleva una modificación singul.ar de l.a MHD ideal.. 

~xamin~ndo (2.lu) se co~cl.uye aue se trata de un sistema cua.sil.ineal. 

par'.'l.oi'il.ico dt: s;enerado en l.as va.riabl.es \,r,s,~.,~,=!\ s l.a variaci6n e,!!_ 

pacial. es ha.st? de seP.:"...;.ndo orden y }ª temporal. s6l.o de primer or

den. ~n consecuencia. s6l.o existe una famil.ia de superficies cara.s, 

·ter:!stice.s !;)a.ra este sistema. Suponiendo aue esas características 

estsn d? das par ~ =cte •• si se considera un sistema de referen, 

cia cuya vel.ocidad es l.a velocidad l.ocal. del. fl.ujo de iones y 'tT"lr 
es l.a ranidez de fase de l.~ superficie que avanza entonces 

( 3.00) 

Si el. sistema de referencia viaja con vel.ocidad :Lª y ~=~~tl)• 

~C> • cuándo eso ea pasibl.e se mostrará en l.a pr6xima secci6n. 

D. Discontinuidades D~bil.es. 

En l.o aue sigue S:~c~..,~) denotarll. un '" sal.to " a trav4's de l.a 

superficie característica de al.gu.na variabl.e f(~0 t) para el. siste

ma oue describe l.a evo1.uci6n MHDH ideal. (2.l.a-f). Si el. observador 

viaja con el sistema asociado a l.as '1?- entonces l.as re~aciones p~ 

ra l.os " s~l.tos " a travle de Y se pueden ootener con 1.a transfo!: 

maci6n si~~iente 

(3.ol.) 

aue !;)ermite obtener un sistema homog,neo de e_cuacionea para fsp,~,. 

~,ir§., 'i:r\• a saber 

~ys'!:r-~(·us, ... "Ir+~ ~s)::: 9 (3.b2a> 



,~- .S!..;·~)~e. ... c.§-ns~-~;.1~)-
~ 4f - . 

+ ~ (~-1'~-~-:!" §)¡;!=~-
o.pa -

(3.020} 

- A. -
1\1'~ ~ f - f ~ . ~ ~""""o . (3.b2c) 

. ~T-6°&""'<>. (3.b2d) 

"' ~e. (3.62e) 
~"º - = g. 

Que j! es continuo a trav'e de l.as superficies caracter!eticas re

s,_1.l. teo. de ( 3.62e .t'). Las expresiones· (3.62a-d) forman un. sistema l..!, 

neal. homog~neo par1;1 l.as inc6gnitas Sf'.'llfs.~~Y' f;t donde (3.62g) 

funge c~mo conatricci6n. N6tese aue (3.ó2b) a61o tiene sentido pa

re i.,.. componente perpendicul.ar ( respecto a f¡ ) ; l.a parte perpend.i, 

cul.ar en (3.62a) impl.ica 

riueden reescribirse como sigue. en forMA metrici?.l..• 

'lr'r'(~-a.-v-.s.) 

~ v-.,tc~·~>.::J~-<~·:01!1..LJ 
q¡>a. 

o 

o o o 

o -V't'gL -~ "Tl~~) 
.-.'. 

o 

o 

=«>. (3.64) 



.it.)nd.~ v 8 •:.:E 1.n. rr~::i.de:~ del_ Gcn·i.do en el ~~dio • 

.C:1. deter:ni.n?nte de e:;te uistema.. 0 0 es 

{3.o5) 

aue debe anul.arse parR tener sol.uciones distintas de l.e. trivial. 

(i.e. discontinuidades d~bil.es no nul.e.s ). Dicha condici6n se cum

pl.e si al..e:una de l.as sia;uientes condiciones se satisface 

:s. 
l\)"'q- =º ( 3. oba) 

C\J".r --a-,."= o < 3.oob) 

( J.obc) 

Las expresiones en (J.bb) constituyen.un sistema de ecuaciones di

ferencial.es parcial.es en ~ y t para "!-e~,~) ; asociado a cada igi.ia~ 

dad existe un conjunto de discontinuidades derivabl.e de (3.b2a-d). 

Se examinará cada caso separadamente s 

a)'J"~:O. Aau~ se tienen tres sol.uciones l.ineal.mente independientes 

aue pueden dividirse en dos grupos dependiendo de si l.a vel.ocidad 

es o no continua. Cuando es continua se obtienen 

- ( ~las. "'\ Sf =-S. ~taf) 

8-?o:::So 

s~=-5;(~-

(J.b7a) 

(3.b7d) 

donde s 0 es une constante arbitraria. ( J.b2g) ee satief'ace automtlt.i, 

ce.mente. Si so ~ O se tiene el. modo de entrop~a f'ami1iar en 1a hi-



3.22 

drodi~~mica y en ia NHD ideoi. 

Cuando ia velocid~d y ia densidad de corriente son discontinuas 

se obtienen 

;::s ciaro ou.e existen dos maneras de eatie:f'acer J. '1:0 ( -'-A ea arb_i 
A A- --

trariO ) pues existen dos vectores g 4 ,Q~l.ineal.mente independientes 

que cwnp1en dicha constriccidn, esto da l.ugar a dos modos iaentrd

picos ( e y p son continuas ) • 

b) -.:T~-"'i.':o. En este caso se tienen dos conjuntos poeibl.ee de die 

continuidades poroue ~puede tomar 1oe val.oree :!:'\Ji, • Aqu:l tambi.fn 

se presentan modos ieentr6picoe pues l.a entrop~a ea continua, 

~S::.0 

~p~9. 

l:~: ~ l~t';1,; (3.b9c) 
~ 

;.y (.;..a)i:J = 1.t :'Y\ª~)t(.a·1})~-~1_ + ~~~t(~·~):r-

- <~--~)~'J] ( 3.b9d) 

Cuando ~ = 2 se tienen l.aa ondas acdeticae de l.a hi.4rodi~ica1 ein 
embargo1 no se recuperan l.ae de l.a •HD ideal.. 

c)i;..~:O.La.a discontinuidades aaoo~adas a esta condi.ci.6n son tal.es 



~~f..-3 rri: ln ~e :,re:-.;~~t'"2 Ci.scont 1.r.~1'idq<i en 1.As compor.entes t~.n~enci.Bl.es 

res,ec~o P 1Bs suoerf1cies c~r~c~erís~icas ) de 1a aensidad de 

corri .. nte 

( 3.?0a) 

S.f" =º ( 3.?0b) 

( 3.7oc) 

(3.?0d) 

... 
Existen dos grupos pues existen doa-!~ l.ineal.mente independientes 

oue satisfacen (3.?0d). Aparentemente existe una inconsistencia 

respecto a (3.66c) pues parece ser de mul.tip1icidad uno; sin emba~ 

go existen dos componentes de ~ l.ineal.mente independientes que l.a 

satisfacen, 1o cual. es compatibl.e con (3.?0d). 

En este caso l.as superficies características son l.as magn,ti-

cas ·"'1C~,t), definidas por~B.:o; por otra parte• no aparece ningu-

na rFq>idez característica. ni se presentan l.as ondas de Al.f'v41n r4p.!, 

das y/o 1entas usua1es en 1a MHD idea1 ( Grad (l.960), Hameiri (1983). 

A1ma!_nier et e.1. (1988) ). 

N6teAe oue lqs discontinuidades discutidas aqu! son d'bi1es en 

cueni;o r;iue son do1 orden de S"fi ; as!, en el. 1ímite s;"t' ... Oae tiene 

continuidad en 1a. variabl.e pero un sal.to finito en el. gradiente de 

1a variab1e en cuestión. Aou! se tom6 S~=Q, que evita l.a. aparición 

de singu1aridades en ~; si se admite ~*qes necesario tratar .!:!!.!!.
continuidades fuertes as! como corrientes superf'icia1es y cepas d,.!. 

po1Area ( En ta1 caso tambi41n debería. tratarse con ondas de choaue 

oue en e1 presente trabajo no se tienen contemp1adaa ). 

NOTAS. 
(l.) LRs variedades definidas tomando Ci - cte., i • 1, ••• ,k donde 
k es ei n~mero de invariantes integral.ea. eet4n determinadas por ia 
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ast~~ctur8 de Poi~son inde?e~d1entemente de l.as coordenadas y se 

l.es den0:-•ina '" ho."j9s simol.éc"t.i.c..:as •• ya oue son las hojas de unft t'.2, 

1.i:;i:::i6n sot.;re .,l. con;iunto de puntos reP.;Ul.ares. 

LA<= funcione!" nue son C.:>nstl'l.ntes soore l.e.s hojas simp1éctica.s 

( i.e. funcioneL de C 1 o•••Ck ) pueden también definirse en forma 

inverii;:.nte c~o l.as funciones C tal.es que lF• C~ = O para toda F -cont:i.nua:nente diferenc"i.abl.e en P ( el. espacio dominio ) • F6l;CR) 
y son 1.1.a~edas Cas"i.mirea. 
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c:;;·r rtUG·ru RA ~~¡TI L'l'ON IAN A. 

A. InT.roducci6·n. 

La mecánica. c1.~sice. y l.os '11étodos matemáticos mlis recientes 

;>u.eden conectarse mutuamente. Muche.s ideas de l.a ' geometr:!a pura ' 

aparecen en e1. es1:udio de 1.a mecánica; el. tratamiento usue.l. de ésta 

con e-.aue1.1.n herramienta puede simpl.ific:;orB'll ( Cfr. p. ej. Aorah.am 

y Marsden ( 1.978) ) • 

·Las t"ormul.a.ciones hamil.toniane.s en términos de l.os paréntesis 

de Poisson ca.n6nicoe, en el. contexto de l.a descripci6n eul.eriana, 

de l.a mecánica del. medio continuo se hacen con ayuda de potencial.es 

auxil.iares, l.os ootenciel.es de Cl.ebsch, aue no siempre tienen un 

anál.og-o f:Ísico de interpretaci6n sencil.l.a pero que• a pesar de el.1.o • 

deben introducirse con objeto de compl.etar l.e. estructura hamil.toni~ 

na ( Cfr. Sel.iger y Whitham (l.968), Hol.m y Kupershmidt (l.982,1.983). 

Lamb (l.975). Cal.kin (l.9o3) e Ito (l.953). En este ~l.timo se parte 

de une. denside.d l.av,rangie.na ) •. Por otra parte, par6ntesis de Poisson 

no cP.n6nicos han sido util.izados en el. tratamiento de teor:!as de 

cempo no l.ineal.es : l.as ecuaciones de Maxwel.1.-Vl.asov ( Marsden y 

iweinst.ein ( 1.982) ) , l.a MHD ideal. ( Hol.m y Kupershmidt ( 1.983), Mor-r.!, 

son y Greene (l. 930, l.9'32) ) • el. estudio de l.a dinlimica de pl.a smRs 

rnul.-cit"l.uide ( rlol.m y Kupershmidt (l.983) ) , el. tratamiento de 1a 

el.!H•ticidBd no l.ineal. ( Hol.m y Kupershmidt (1.983), Dzyal.oshinskii 

y l/o 1-ovi k ( l.980) ) y l.a f"ormul.aci6n de l.a cromohidrodinlimi.ca cl.~s.!, 

ca ( 'h ooons et a1. ( 1982, 1983) ) • ti:n estos casos /l.os paréntesis 

de Poisson no cRn6nicos son indispensat>l.es para una formul.aci6n 

hamil.toniRnR en t~rmi.nos de VA.ria.el.es físicas dentro de una descri.I?, 

ci6n e•.11.eriRna. 

~1 prool.ema inicial. reside en c6mo construir dichos par~ntesie 

para. oue sRtisf"ap,R.n l.e. identidad de Jacot>i • .ll:sto, en general., es 



ur:. p:robl.ema (li"f fc'i 1 r!e rA!"101.V~.!r; Rin qmc~.~go, cu.?.ndo 1.os par~nt~~i.s 

en cue~<•.i.ón son 1.ine<i1.es en sus vari~•bles es ::>asible e.sociarl..es ~~ 

p,ebrA.s de L"ie !'ldecuA.dE!s 1.o CU!>.1. ·é':"'ranti.·.1":a 0 de entrada, oue sa.tis:f!!:_ 

CA~ 1.A id~ntidRd de J~cnbi. 

Un nr·imer pqso !'Ara d..;terminar e~os -paréntesis en 1.as variabl.es 

:t•f.sica.s en una de~cririci6n eu.1.eriana ser:!a mostra.r que existe ci~ 

to me.peo bajo el. cual. l.R estructura. h13mil.toniana can6nica. en vari!!. 

bl.es de Cl.ebsch es compa.tibl.e con una estructura no canónica expr.!!_ 

sada en términos de l.a.s variabl..es en caesti6n. Tal. me.peo conectaría 

a l.as varia.bles físicas co~ los potenciales de Cl.ebsch y sus gra

dientes ( En Holm et al. ( 1.983) se mue.stra. l.o anterior, ahí tam

bién se discute el. si~ifice.do de l.as varia.bl.ee físicas adicional.es 

e>Ue !".parecen en 1.a formu.l.aci6n l.a.gre.ngiana ( l.a cual. es cuasi.canó

nica ) ) • 

B. Paréntesis de Poisson No Can6nicos. 

a. Introducción. 

I.os sistemas de ecuaciones diferencial.es parcial.es au.e poseen 

u.na estructura hamil.toniana son de gran importancia en l.a ff.sica. 

Por ejempl.o, tal estr>ictur~ se ha descubierto en caeos como el. de 

l.a.s ecuaciones de Korteweg-deVries ( Gardner ( 1.975), Zakharov y 

Fe.ddeev ( 1972) y La.x ( l.975) ) • de l.as de denjamin y Ono ( Ca.se ( l.979) ) 

y en 1..fl.s de Benney ( Ku?erehmidt y Manin ( l.977) ) • Ademlis, el. uso 

de l.&d vari~bl.~s ~o cqn6nice.s en sistemas discretos ha sido de ~ran 

uti1."ida.d práctica ( Littl.ejohn (l.979) ). Asimismo. :La descrir-ci6n 

eul.eriana d<! •J.J" fl.uino 

~uras ha.Til.tonianas(l.) 

y l.a MHD ideal. se han eetabl.ecido como est:ru.c 

en términos de variabl.ea f~sicas que. sin 

eon no canónicas ( Morriaon y Greene (l.980.Bl.982) ); trunbi~n 

se ha eotablecido l.a estructura hamil.tonia.na para l.as ecuaciones de 

M"'xwel.1.-Vl.asov ( MorriRon (l.980), Mareden y 'Neinatein (l.982), Ka.u;!: 

m"'""l y Dew,.r (l.984) y !Vl?..rsden et al.. (l.984) ). En l.aa d.l.timae refe

rP.ncias, por cierto. se eetabl.ece 1a estructurB de Poiaaon usando 

l.os m6todoe generBl.es de l.a. geometría simpl.6ctica. 



!"; • .:: ....... º ~~ i.. o l.t-: ;.le t. er-n inP-r un:-:4 -:-6 ~;.:.ul~. !>~r~ los par~ntes is de Po is son 

:-:•) wr•~ <-"'':es t'iot·r->dos ca tA.n,,,-entes r-educ Ldos ( Mont~omery eT. al.. ( 19.'?>4)) • 

•. Yi.c!1~ o;:x:)rrlsi.6n eu ~-9li..ca a t'1.1l.idoH y ?1.asmas. invol.ucra estructuras 

a~ L1e-PuLsson, 0~r,ntes1s CRn6nicos y modificaciones a la estruc-

turA. ;;;,,, i"ois:5on cor et'ectoede l.a presencia de tárminos asociados a. 

cFtm:>o s :na.."".'nét icos o a cu.rvAtura. 

o. ;;¡ecánica. ku•miltoniana no ca.n6nica. 

~,.,, e1. caso de dimensi6n finita., n, l.as ecuaciones de h.amil.ton 

\. ·.}o:i.cistein (l9'31.1} ), (3.4), to:nan l.a far.na 

q_t,.. ~ = (q', M1 G)p, ·, 

.; • --ª""' - [n .... ""'1 • :i= t,---.. -. 
-C- ~ - aca.-s- T\o> > 

{4.l.'b) 

donde el pa.rántesis de Poisson,C>l • est~ definido como es usual 

N\ 

T' ( .. -F' d!l ~~ ~ s "'\. r. J=' .. -sl ~: tl ~Ci\.' ~ .. - ~.: ~,·) 
Definiendo 

si 

zi : = 

si 

L~~ ec~nciones anteriores se escriben como{i) 

y• además• 

(4.2) 

(4.)) 

(4.4} 

{4. 5) 



4.4 

(4.o) 

Aouí se usR el convenio de s~~a sacre índices repetidos. Xn es 1a 

r.iat.r-iz unidad de ordt>n n:M n. ,;;n (4.4) ia•cinemática ( 1.a estructu.

ra del espA.cio fa.se ) está dada por J~j y 1a dinllmica. entre. a tr~ 
vés de H. 

~1. 9a.réntesi3 de ?oisson dado arrice tiene 1.as siguientes pro-

piedades : 

(i) oi1.inea.1ida.d 0 C,~,+~,~"l= ~.¡:-,,~"'] + C-f="a.,4!\"J 
(ii) hemisimetr!a.. \:.~1cf] :-C~1~.:l ; 
(iii) satisface 1a identidad de Jacobi 0 (4.7) 

; 

Las tres primeras dan 1.a ' estructura • de ál.gebra de Lie y todas 

1.a estructura de Poisson. 

Nota A. Otra manera de considerar 1.a estructura de Poisson es 1.a 

siP.:Uiente : una estructura de Poiaaon sobre una variedad diferenci~ 

el.e M está definida oor una. operaci6n bil.inea'l. antieim4trica i 9 \ 

sacre el. espacio de funciones continuamente diferenciabl.ea en M, 

cr-(M) • a R. tal.es 0 ue 1.a operaci6n 

~ .. ~ t;~(.M')_.., ~-(M) 

definida cor 

satisface '1.as siguientes dos identidades de • derivaci6n • para c~ 

da lo-\E ~t\): 

( t.e:i.l:initc ) 



.. 
' 

( Je>co.ci ) 

i. ~ l é.e 1.a. estructura de Lie sobre t:i:ac:>CM) 

el t"l.ujo de ~" • i.e. 

y es preserva.da. por 

\ T"• e-t.tttt' ~-et.ti" 3 = t ;:,~ "!· ettt., . 
&l. ~1.ujo en cuestión ea 1.1.amado f"l.ujo hamil.tonia.no 

ci6n generadora o hamil.toniano. Lue~o, 

y H ea su f"un-

o, eouival.entemente, 

Otra manera de escribir 1.a identidad de Jacobi ea 

-tt'", \\tc.1= tt.c. ... ,I' .. ~ 
que si~if"ica que el. mapeo )-l....,. tt .. es un homomorf'iamo del. tl.1.gebra 

de Lie t:'°CM) a.1. ill.gebra de Lie de 1.oa campos vectorial.ea con CO!l 

muta.dar nega.tivo,-t.._.J 

A 1.a.s ce.ntide.des C que son constantes en el. espacio f"aee en el. 

sentido de que 

se 1.es denominará Casimires ( Ndteee que 1.a trayectoria detennina

de por C = cte. en el. espacio fase está confinada .a una hoja. eim--

pl.6ctice. ) • 

An~l.op;E!mente, pa.ra teor:!a de campos se usa e1 .. 
1
'pár•nteeia can6-

nico .... 



4.o 

uor.ci"' "lw- , "'lt'""- •'"" 1.e.s variRcleR .ie ct'lrnpo y f • ;s son t'uncional.es 

de las ~lt~ma~. Las derivada~ pArciales del. especio fase se convieE 

t...,n en ·c:eri v:oi.:tA<~ funcione.1.es a/aq_.._- 0/&"'1"" C!Ue están definidas por 

'SF- ~F[""~~1>'lJ\ -"l>F·S""-<~>ª'1"> =J ~a~d!"-- dL 1 1-:::o - 1 - •"'I •!\ 
L? .f".'t!!lerA1.iza.ci6n oara el caso no CR.n6nico e::" 

' . . 
(4.8) 

cio~~d.e oi:f es el. c:-::ieredor cosirr.ol~ctico. Las ecuaciones de movimie~ 

to e~ ese caso son 

(4.9) 

~n el. caso de medios continuos 

0-ij -:. 'o/14 C '..)'°" ( 4. l.O) 

C 'j donde l.as ""son l.os operadores de estructura. para. al.guna ál.gebre. 

de Lie nue actúan sobre l.as f'uncionee 0 entonces 

e 'J"' en l.<' n-~simR componente del. producto para una. ál.get:>ra. de 

Li.e d·~ -:··..1.,-:.ciones evRl.uadas sobre vectores ( 111.gebra de Lie inte

rior )en 't.A.nto aue \. ~ J corresponde a. un ál..v,ebra de Lie ( exterior 

soore runcion~les. 

::;!.1'.'.)6ni.o·F18e nue ~ es un grupo de Lie y lJ su lll.get>ra de Lie; 

"ste 111.t:imo es el espacio tangente a ~ en l.a identidad ( Cf'r. 

Aoraham y :'llarsden. sec. 4.1 (l.978) ). Así. para cua1eequiera. r 1 • r 2 

en ~ el. pRr.Sntesis de Poisson de f'l. y f' 2 eatit dado por 

(4.1.2) 



(4.1.3) 

e"'"' L"' 1den"t.idad • .::; .. 9-•el-i el. es9E1ci.o dual. de t'unci.ona'.les 1.i.nea

J.es eoore g. , e·l º"'duc~.o de .los elementos ~E~· y S.4~, deno

tad.o oor <¡::, 9 7 , ti.ene l."' si.P-Uiente propiedad ( ca.so de dimen

sión i.ntinit'?. ) 

?ara F: l)* -9 ~ se define 

( condici6n de no degenera

ción ) 

usando 

( 4.14) . 

y el. paréntesis de Lie-Poisson estará definido por 

(4.15) 

de donde se oO"t.ienen, por ejempl.o, (4.8) y (4.11). Las funciones P 

y :; ( nue v.,~ de ~ 9 ~) i;>ueden extenderse por tra.s1aciones .. zur 

c"'s •• "' f11r•c:i.one"" ~·L y GL socre\91;¡ ' as:!, cuando FL es res"t.rin

~:i nr- "'T:~=S-S" ootier.e F. 6n '*'1 se tienen pa.r,ntesis de Poisson 

c:=-rióri'i cns \. ~ \T•'!l • 1.ue.e;o · 

.' 

y cnnA id erando, :?tn,!li l.o~mente • invariancie. " derecb.a " 

i.e. l.os par6ntesie de Lie-Poisaon,•, se obtienen a partir de 1.os 



, .... ,_~<~ • • 4 ·,:~'=··~ T*'3 _.;'!._ :!:--n~Hf:-1;- "."""nr ~! ~·; . ..,i ~H lle~~'"! Ft J.os n?.-

t"'~:17"-~::--iP ~~.:'In .... •:>- .,..-. ~ :vi=1 !""r.ir ~R" lo~ ~tl.~ ~e t:.i~nen soore T 4 'g e~ 

i"j~u~p,dn re-uurci0n ( 18 dt-:?~;r_·r1nc1.ñn F.-SOC.L"?OA e dl.Cl1.0 esp~Cit:" es l.R 

-:..:,~H-r"t~·L ) • 9*' C"·.:"ln l~t estructur~ ci1.tA- le conf'i~ren J4os parlfJnteRis 

u~ L~M-?01A?on, (~.1.5), se cnnvier~~ A~ un~ v~riedRrt de Poisson • 

• 
n. Productos Se~idirectos. 

·:>u:.,Ón2"l4Se ~ue ~ es un ~ru~o • V 1.i.n esp~cio vectorial. y set=t J-
llrJ?-.. r"~"."rP:~'?.ni:.:::.cir5n rie ~ soore "'V• i..e. un homomorfismo de i a.1 

~ru~o 1:1.~ r-JrP::"!E=t .. 0r~~ci.ones l~neAles i.nvertiol.es de V. Si :¡.a 5 y 
'V E: ·¡ '°" def"ine f'.j'V):.:~<.9)(.'V"~ • 

.,,;1 nroduc-r.o <"emidirecto 'J• 'V' está formado por un subconjunto 

de ~""V'c•.1y'''"' e1.em~os ?P.tisf'acen la mu.l.tipliceo.ción de "'1;rul;)o • • e - .. SF"t.ber 

(4.l.6) 

t•áciJ. ver oue ~ -"I -'t o ) 
c¡Gs'Ves un u.runo. Usando ( 4.1.2). y ("J,,,.., : l'J..1-.JS'• 

~1.Jede ootenP.r el pRr~ntesis de Li e pe.re. l;J & V 

(4.J..7) 

A•''-'Í 'J~) ""' u~•? curva en '::¡ ou.: satiAface c¡¡JCO)::~Y:al•J::.CJ• 61 á.1..qeora 

de L.i e enrreB:-iond:i.ente es denoti>da por sa.-v-. 
:;i. .,., ideritif"icEt (.,.>e,"V:)~on t¡"'oc.V-~ cornbinando (4.l.5) y (4.1.7) • 

reH•.1lt"01 nue loH ".)Hréntesis de Lie-Poisson eobf'e (9&V")•est.án dados 

nor 



\.10. 

M_ '= o'2'"-t o..t A ~ e; - (4.2ü) 

º"'_;ºestudio, (2.2a.), tom?.r~ le. t'orm:;. 

(4.2l) 

Aouí se consideran 1as si~i.entes vari.abl.es físicas de i.nter6a 

~. f • s . i' y!!! ( r es 1-a densidad de carga el.6ctrica ) y el o·ojet.i, 

VO e<' ")Oder i;>resentRr 1.a.S eCUA.Ci.ones de moví.miento Correspondientes 

en la :!:'orm?. 

(4.22) 

con n ciBdo oor (4.21.). E:n este 9unto ea necesario considereo.r un m.2. 

aelo de dos flui.doA ( iones y e1ectronea 

Cfr. ctiscusi6n en el Ca?Ítulo 1 ); asl, 

) en el. llmi.te f" tll.!!..-o 
""" tendremos campos vectori.~ 

rr>"'' lH~ 1 1 y v 2 soure ~\ n=2 6 3 asociados a loe iones y electrones, 

re: '.."''dctivR .. 1t!n':.P.. Aouél.l.os actu.a.rá.n. sobre esoacioa de funciones A~ 
y_d"&, r"sf)t:Cti.v11rnente, y sobre densidades ~.sobre Si!'. Por otra 

;->?-tr-t.e. fil es el. 

ne., en~~; s a.e 

el<imentos áe V2 

de Lie-?oi.sson 

du:al de los el.amentos de Vl.; ea dual. de 1as f•1nci2, 

1as densidades en A~ Pl.=CZ.";~ es dual a 1os 

y 1 R 1.as funciones en~. Luego, el. par6ntesie 

en este proo1ema será. el. que correeponde a1 par6nt~ 

sis de Poisson soore el. dual. de 1.e suma directa del. semi.producto 

de 1.R.s á.1.~ebra.s de Lie ""1C1'~8.A.~'YV.4'A; 

(4.23) 



-, 

.:.. • l· j 

(4.24) 

De (4.21) y (4.24) se obtienen, usando (4.22), 1as ecuaciones de 

movimiento { ecuaciones dinámicas ) a saber, 

~-t. M.: = - M.3 '\1 ~. - (t'l-t v:i) · ~ Pl '!!:..1 
- "'- + ~ "Z·~) .+ 

L '3 2. Ct4 ~, 

+s,,, f"T. 
~At =-a.; C."':t ... B)< + }!--~~..c.'§).: 

2t..P = - C.j' v-l),j 

;>~s =- s,3 v:l 

~i=~-c."(_;J"°l- o..f> v"I).::: (ct.fVS),. 
CM '3 3 

~e ~st~s tamoién es ?Osib1e obtener 

~1r =~-.y,~-~("":+"'-) +T~+-~ ("+Y-)~-.~ 
- e:_ '3'·°8 . 7--

(4.25a.) 

{ 4. 25D} 

(4.25c) 

(4.25e) 

(4.2b) 

{4.27) 
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i.1.i~v~:. • !..~:--; ~c1;.~c i.nnen : .. l:t:J=t "l.\1od~1.es ( 2 .1.~-e) r-es1..J.l.tan de las º.2 

teniJ~u-3 ~cu! .::..i se :....;e tist ... ace 

(4.28a) 

i.e. !!.h se Admite la neutrR1Ld?d de 1a cArga en cada punto y para. 

todo tie~po~ es decir. si se im?one como condici6n inicia1 

(4.280) 

NOTAS. 

(1) Se dice aue un sistema de ecuaciones diferencia1ee ordinarias 

es hami1toniano • en sentido <11;enera1iza.do • si puede ponerse en 1a :· 

forma. 



A. üefiniciones de ~scaoilidad. 

Antes de iniciar el estudio de l.a estabilidad es c~nveniente 

ac1arar primare qu6 se entiende por ella ya aue existe más de un 

sentido nara ese t6rmino. ~l nunto de partida es un sistema dinilmj. 

co cuya evoluci6n temooral Cfr. Holm et al.. (l.985) ) est~ por 

;.,.,,,. ~=XC"'\) 
1 cl-t (5.l.a) 

Se dirá aue i~ representa un punto ( estado ) de equil.ibrio si sa

tisface 

( 5.l;"b) 

Las definiciones y, por consiguiente, l.os tipos m4s comdnes de 

estabilidad son los siguientes. 1 

(i) se dice aue ~,es espectral.mente establ.e si el. operador 

l.ineRlizado l>X('1c.) no tiene• estrictamente• parte real. positiva. 

Lf'l. estabi.Lidad neutral., en la cual el espectro es puramente imagi

nario es un caso narticu1ar 1 la evo1uci6n temporal. es de modos 

nor:nales oura~ente oscilatorios. ~n el. caso de sistemas hB.!lliltoni~ 

nos ambos tinos coinciden; 

( ii) '1e. se dice linealmente establ.e, respecto a una norma l\S'71 
si para toda E >O se ouede esco~er una G>O tal que ei n¡-"l l~ 8 en 

t =O entoncesllS'11~i.oara toda t')>O. La evol.uci6n 4eS-,eet4 da.da 

por DX(W)&)· cf't 
La. estabilidad lineal. implica 1a estabil.ida4 eapectral.; sin e~ 

bargo, el. inverso, en ~enera1, es fal.so. Si el. nW.ero de dimensio

nes es finito se tiene una condici6n suficiente para 1a eetabil.i-



dad 1.inee.1.: o•..i.e l:>X ("\c.) T. enga ei genval.ores di s+. intos sobre el. eje 

i~?.,->;im= ri.o. .C:n el. c.,;so de dimensión i.nfini ta es suficiente que "DJCClf.,) 
ten<';ñ U!~ .::on;jU!'"!.i:.o co,,lplei:.o de ei.B:en±'unci.ones con eigenva.l.ores pu

remen~e i.mARinar~os de mul.ti.n1icidad unoa Cuando se tienen ra!ces 

re?ei:.idas sobre el eje im~ . .,rinA.rio pueden presentarse inestabil.ida

de~; con '!'a:.::ones de crecimien-t;o tipo resonancia ( Cf'r. p. ej. Arnol.d 

(l97A), Penrose (l9b0), Chandrasekhar (l9ol.) y Freidberg (1982) ); 

(i.i.i.) "le.. ~s r'orrrv.~1-ment.e estable si se encuentra una cantidad 

conservada cuya primerA. var:i.aci.6n se anul.e en l.e. sol.uci6n 0 'te., y 

cuya segunda va.ri.a.ci6n sea definida en signo. La segunda variaci.Sn 

provee de una norma conservada por l.as ecuaciones l.ineal.izadas 0 i. 

e. 

( 5.21!l) 

( 5.2b) 

l.uego, l.a estabilidad formal. impl.ica este.bil.idad l.ineal.izada. El. 

inverso no si.em;>re es cierto ( Cfr. p. ej. Fowl.er (l.9b3), Gardner 

(1.9ó3), Bernsi:.ein ei:. Pl.. (l.953), Dikki {l.9o5), Kruskal. et al.. (1954, 

1.9~~) y Davidson (1.972) ); 

l. iv) "\c.. ssr8 no lineal.mente esi:.aol.e si para toda vecindad U 

en t'.orno B. el.la puede encontrarse otra vecindad V { tambi.Sn de 87e,) 

ti;;l o•..ie 1.as tr,.:rectorias, '1.l-l.), inicial.mente contenidas en v. ja

más ci~~en u. ~n esta definici6n se presupone una din""ica bien de

f'1::-ll d!'. y un"' topol.o2;'Ía. ya. especifica.da. En t.Srminoa de una. norma 

1 1\ la est.abil.ida.d no 1.inee.1. significa aue para toda ~":>Ose pue-

de encontn1r un"' E~o 'tal. oue si 1\ "JCOJ-'tc.1~8 entonces U"lL-4:)-"lc\\~~ 
DArl'I tOd8- T.> 0. 

N6tese oue en el. ca>lO de sistemas conservativos con un ndmero 

finito de dimen~iones : 

(a) 1.a este.bil.idad espectral. es necesaria pero no es suficien-



., . ;. 
t .;.;.. ·· ......... ~ t . .,.;. r- ·,: :· e:~ r. n u ·i. -L 1. 1::;? .; !tn L i. r .. e C4 i. ; 

~ r:·J "'-'- le ª'"'"'" oi.l~.rieó r·ormPl n"i lA 1-1.ner-..li.zeda son necesari<;>.s 

~Rn• l" ~n lin~•l. L8 l~ne~l. no i.mnlica la no lineal. ( ?ollar (l98ó) ). 

B. ~l. M•todo ª" Arnnl.d. 

Arnold ( 1.9o5, 1.gog) ~·ormulcS un m~todo para. establecer condicio

ntn< suri.ci.e:-.tes '.'"'.ra la est?..bil.ida.d. no 1.ineal. de movimientos esta

cior..erios r• . .;, un fluido ide"'.1. ante !)erturba.ciones de ampl.itudes pe-

~ne.·.:- iones "' !)riori oue nonen co·ta al. ta.maño ulterior de 1.as 1;)ertu.!: 

oaci.ones se~n evol.uci.onRn en el tiempo. Cuando tal.es estimaciones 

exi.s.,.,P.n sP. dir.e oue esos movimientos estacionarios son estE'.bl.es ?Or 

el. m~todo de Arnol.d. 

Dicho m6todo está basado en l.a construcción de funciona.les co~ 

servada.a ( i.e. constantes de movimiento ) que -para un 'fl.ujo este.

cionE'ri.o dado hacen l.as veces de val.ores extrema.les ( puntos cr:!t.!, 

COP ). ~i esos valores son máximos 6 mínimos ) ·• respecto a fl.ujos 

muy 9r6ximos dentro de una vecindad cu.ya topol.og'Ía. se determine. p,a 

rA. r.cd'? r>ro ol.emA. • en-tone es el. fl.ujo estacionario en cuestión es e~ 

t:=oblq ~n ~~e to~olo~ía. 

·:.-.o,·;é r.rir'!,...T.ente puede pensarse de l.a siguiente manera. Se tie-

n .. ~r:. 1.~:=-:: ~: 1 l:-'e!°'r"'":lci.es de ni.vel.. de 1e. funciona.1 conserva.da en el. es!l,a 

i··~ '-:': 'J';. ,,,,_""'"lr: .. on~~ y 8~ considera une. vecindad de1. punto QUe repre~e.n. 

-r.,, 1;r• ,·111;:0 <!"t?.ci.onl'lrio dado. C1iando se tiene un máximo o un :n{n.i_ 

'"n '"'"· '-' >''.l~,erfici.es de nivel. estarán a.nid1ilda.s y pr6xirne.s rodeando 

~' i .. ,,c•t." d.-, e·n~ili.brio. Si el. fl.ujo asocia.do al. estado esta.cion"lrio 

c..:,~ ··e.,...-t~11ro·-"' • ~1- corres~ondiente '!)unto fase en e1 espacio de :f'11ncig_ 

rc•>c· "'P. aE-s->lr•zRrá h:=o.sta una supert'icie de nivel. cercana y se mant.o~ 

r.ir! ,,., ~' !.. l'.'O "" rcue l8 t"uncionE!l. se conserve.. Si une. eetimaci6n e. 

nr:i 0 ri '1Ued<0 estaOlecer cue 1.a distancia. ( en :Le. norma a.propia.de. 

d~""'°" el punto de _,,,uil.iorio hnstF 1.a. superficie de nivel.. cercana 

en 1..e. C'.AR.l. tuvo lu;rar el. movimiento perturbado se mantiene posterio_!: 



- r~· - -· .. ~ ·-:-:-.• ·:::·, no,-................ ._ •. ~ .- ~ ...... : ··~r rie ~-~1 i.I:. o-::---:.o es est·..;.":"ll.e por ~1 

A~"'~.'!.-.dr-~, ~~ ,_:.r!.~ nor!"'!9 ;iart"i~u;.er, lo~ mQvi.m"i.entos est?-b1es 

por el ~6todo de ArnoLd son t~~oi~n e~T.qb1es en el sentido de Lia-

ve.1.""Cres i:nici~1.es ~'>n ne:rturbEO.dos en una cantidad menor a 1i" ( en 
• 

1.a r_orrne. oue se d..;;;termin6 por 1.a es~imaci6n a priori entonces 

1.a soluci.6r: se de<"VÍ"l de 'l.tr..9 so1.•tci.6n es?ecif'icada. (p. ej. una 

esi"."l.cion .. ria. } nor !'lenas oue e. durante e1 movimiento subs'llcuenT.e. 

r;~q. v-.z 011e ;=e ""'<:-ontr6 • por el. "'11i-t-.odo de Arnn1d, una norma 11 1 en 

la cu?.J. l!".s perturo .. ciones b)(0 , en t = O, y ~)C. , a1 tiempo t, sa

tisfe-.:?en n~•~lnl>f.I. con .ft~ i. para toda t. uno puede escoger .. ~.~. 
es! A•=E~li1(1. i::jempJ.os de 1a e:91icaci6n de este mt1todo pueden en 

contr~rse en Ho1m et a1. (1983,1.985) y en Abarbane1 et e.1. (198b). 

El m~todo de estabilidad de Arno1.d se compone de 1oe e1ementoa 

usua1es principios extrer.ia1.es para. funcione.1es conserve.das, sig-

no definido en 1.as se-<:".Undas v~riaciones y argumentos de convexidad 

oue estpb:tecen u_"l.._ estimaci6n a prior:t.. Contiene te.mbi~n un ingre-

di.er."t.e menofJ frecuente 1a degeneraci6n de 1os part1ntesiA de 

P.-.i,,.f'on. P"'r"' nn ,,.; stema diná.>ttico da.do e1 tener dicha degener~.ci6n 

si O"!'"'_; f"j ~A ..,,_,~ ci~r-+:.q~ ~~ntidA.des, 1os Casimires, son consta.nten. de 

~ovt-~anto ~qrq +.na~ hami1toniano, i.e. 

~~rg ~nrln ~1rc~ón, F, de 1ae varieb1es dinámicas de1 sistema, C es 

, 
~:n el ca.so oue 'aquf. se--. estudie. c

1
, c

1 
y c

5 
son 1oe C!si!'!li r~s y 

G _~ <?!" ,.,.., ~'1.r:>C?si:nir sujeto .._ 1as condiciones ~-=O y c..J~!!.~b O. 

,,;"' el_ "'!1~+.ocio de estAbi1id!>d de Arno1d se usan 101!1 Caeimi'!"es !'!!_ 

rA. ~nr.~truir fun~ion?1es conservadRs. Los Casimires, as{ como otr<'ts 

conRt~ntP.s de movi~iento, se introducen. a travt1s de mu1tip1icado-



t ,~. 

! : ..... 

1. 
1 
~ 

G. 
1 

'.tn-:. :funcion~1. cor..-

lOP ~•Si~ires inVOlUCrAdOS y ai e1 resto ae 

l~:, ~o:-:~t:.~1ntes d~ movt~ti.P.!1.":o, en't.onces l.::t funciona.1 de energí.e~ con,!!. 

• 

(5.3) 

oonci~ 1.~·:~ ~.l. son ·LoP ryi111."t-! pl.ic2aor~s de LRgrange. Pa.r::i. estadt:>s e~ 

tacint"'.~rios 1.~. ry_r-i.."!'e~a 'J"::t.r"i.RCi6r4 de i-iC Sf! ~.nuJ.a; BS deCi.r, tiene 

un p•~.nto crf1:.j ca r)"ir<>. •_tn., e1ección !>.pro¡Ji.ada de mu1tipl.icadores de 

:Wa''''""n-:re. ~~te !'.'1..1.nto crítico será 1.oca1mente un m:!nimo, un máximo 

o un <;>•.>nto si 11.a dependiendo de cuándo l.a segunda varia.ci.6n de H
0

, 

en e J. punto cr:!tico • sea, res!lectivamente • definida. posi.tiva, ne~ 

tiv?. nefi.ni.d"' o indefini.dA ( en signo } • 

L~ se~Ánde vari.Aci6n, en el. punto crítico, puede ser definida. 

en si.:,r-10 op_jo cie:?"tRs condiciones sobre l.os estados estacionarios. 

&n es8s m1snRs condiciones l.a segunda variaci6n define una norma 

l.a ~stabi1idad for.nal.. 

r;.,1.,,... ·i"''.' 1 i e"'. ªº'"º :va fue señE>.l.ado • estabilidad lineal. ante pertu.r: 

o:;: e"!. nr. ep! ~. n f i. n. ·1 +~ ~ r-~ i ~1'1.~ 1.e ~ en el -punto cr!t i.ca pues 1a no rme. nue dJ? 

1~-.. :-;..~,.-.!;~.::~ v~.~r-j~c-:6r.. es r'reserveda por las ecuE1.ciones 1ineB.1izp_d9.s. 

:-;~_ .. ~. r-... f '.'.:~ ~n·!_·.:•~\e:1-,:,e d~ es-w:.aoi1ida.d ne1itrAl. y1:4 que el.. especT,ro ria 

1ineaJ..~zE>das se encuentra soor~ 

:,-:·~-. •;:-1nr.i.i ~·Lon~=-~ ~o ore l.os estados e1=3tacionarios. v!.a. el Bi~o 

l.1t:1f i.r1i j(1 U.e l ... ~. ~e;::-11nd~M veri8ci..6n. [P_1_eden, con frecuencia., ampl.iar

;:-·l-! 1-o f·u.:.,.i.cie.r-te ~a~~"! f:n.\1;.~ !1rove~_n de laH esti~acionae a priori de-

~~~?;:),::~!;~ ··-k-:::-!, ~:<~J·c~s~~ L:::\ HHt~~oi.1.i.dad Li..apunov a.nte perturbaciones 

O.e ~4 :npli..t1.1dd:.-; ":'>enuetí.';ls ne-ro fin"itas. ~sA.s estimaciones se obtienen 

"' t r8V•~!-l de a.r..;umentos de convexidRd nue involucran a. 1a. ener.g:!a 

constre~idR, H 0 • 
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vi:-=1:.P." :1:i<~rosc6~ico aefini~ndo un campo vectorial de desp1RZR-

nu.;, r.on-.cte e1e'Tle::1tos d.,1- f1-uido en el. estA.do de equi-

l.i brin con los corrP-s9ondientes :=t 1-a. confi~ración yertu-rb'3.d;:i. cln 

mecrosc6pice " corresponde a una 

t .. oi··f_,_¡:!_-..:.:.•:!~.:;~ e1...11e~J4~nct .f .. i~:t 19 micrr:>scc5pica " ? una 1af:ran~i~.na • 

.,;,; o:·,!ici 1- mos1;I'"'-!"' oue un ca'nbio .la.;;rangiano • S'L-f' • en una va.

r:i.l'-'."01.e f!si.ca de interés f se conecta con un cambio eul.eriano • ~~ • 

de aauerdo con 1-a rel.A.ci6n 

(5.4) 

donde ;¡:t -f" denota 1-a. derivada de Lie de f respecto al. campo vec

toriP.1 ·~finido ?Or ~ • 3n forma expl.ícita puede ponerse .. 
cl'I~~= ~-~.f="=~ ~¡v¡-t" 

.r~.¡:-':-= Z l~i~·fL;-iv;i ~') 
- <\=" 

( derivada de Lie de un 

campo eacal.ar f) 

( derivada de Lie de un 

vector contra.variante "' . . 
~~ F;::-:. L,(~'V~·fr+i="~~.: ~~) 

- 4":• 

( derivada de Lie de un ( 5. 5c) 
vector covariante fi ) 

.,;n i'lHD ideal. e1 examen de l.a estabilidad espectral. ee real.iza 

considerando despl.azamientos la¡;¡;rFJ.na;ianos, 'S • pequeños, \~\~\~c.\ • 
aue se ami1an en t = O, 

( 5.ó) 

donde ~c. denota l.a trayectoria de eauil.ibrio ( aquí se piensa en 
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t=:St.P.Ci..OnH.rio una evol.LlCi6n temporR.1. de 1.A. 

(5.7; 
• 

con el. oo;ieto de determinar el. tino <ie esoectro de"'-' ( Cfr. Bernstein 

( l -3 5'3) , Kr'..ls«·:a1. •r Schv..a rzscni.l.d ( 1.9 54) , Kruske.J. et e.J.. ( 1.958) , O t>er

m;;o.n (L-:.o5), .?e.o (1..;.75), aer~e '1.·)72), Shafranov Cl9oó), ?'rieman y 

aotenoer~ (19ó0) y Hameiri (1.933) ). As~. 1.as varia.bles f{s~c~s 

se doRarrol.1.an en serie de Tayl.or en términos de l.as potencias de ~ 

{ i.e. ei desarrol.1.o se real.iza en torno a su val.ar en eJ. estado de 

equil.ibrio ). Sn esa serie se retienen s6l.o l.oa t6rminos hasta de 

primer orden. ~sos desarrol.1.os, junto con 1a ecuaci6n de movimiento, 

conducen a través de {5.7) a una ecuaci6n algebraica de segundo ºE 
d.en para. W a partir de l.a cual. se determinan 1.os es;>ectros discre

to y continuo as~ como l.as re~ones de val.idez. 

Sin embargo, en MHDH ideal., no obstante que el. an~l.isis espec

tral puede real.izarse en al.gu.nas situac±ones de inter6s ( Hoeking 

(l.9ó5), 3howmik et al.. (1972), Tal.mar y Kal.ra (1967), Mal.ik (1971), 

KP.d~sn {1.~76) y Spies y Faghihi {1.9B7) ), el. tratamiento completo 

del. proo1.ema puede presentar al.~nas dificultades debido a J.a ~re

sencia del t6rmino de Hal.1. en l.a 1.ey de Ohm. Sn particular el. que 

se desacooJ.en el. fl.ujo de masa y el. magn6tico impide, como ya fue 

señalado, el. tener una superficie en común para l.a caracterizaci6n 

de todRs las variab1.es f {sicae de tal. suerte que ea dificil. deter

minar ei espectro continuo an~l.o~o al. de 1.a MHD ideal.; adem~s. como 

se mostrará en la siguiente secci6n, incluso efectuando e1 trata

miento en coordenadas mal!Il6ticae se ?resentan prob1emas debido a 

lA dependencia no Lineal. de una variables respecto de l.as otras. 

( Por cierto, en Spies y ~aghihi (1967) se estudia 1a estabil.idad 

neutral. que debido a l.a estructura hami1toniana aqu•11a coincidí-
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r.-;. con l.a espectral. ( Cfr. Sec. A de este cap!tul.o ) ) • 

...::i :iesarrol.l.o en tármincs del. despl.azamiento l.a.,e;rangiano, '!. 
de l.as ecuaciones oue describen l.a evol.uci6n dinámica MHDH ideal. 

(2.l.a-e) conduce a Las'" si~ientes perturbaciones eul.erianaa : 

( 5.8a) 

( 5.Sb) 

(5.8c) 

( 5.8d) 

(5.Be) 

(5.Bf') 

donde S', S. , p , 'EY '§. corresponden a l.oa val.orea en el. estado de 

eouilibrio. !.«. se refiere al. deapl.aza.miento l.agrangi.ano corres

'lo:· • .:liente al. fl.u,io de el.ectronea, pues, como f'ue señal.a.do previ.a.

~en ~e, el. ca~po magnático y l.a. densidad de corriente el.6ctrica es_ 

tán congel.ados al. fl.ujo de el.ectrones. '\re.. La rel.a.ci6n entre ~ 

y !~puede, en principio. establ.ecerse a partir de l.a def'inici.6n 

ua ~~. (1..9), y del.a expresi6n para el. estado. de equil.ibrio 

(j.l.3); sin embargo, el. probl.ema de conectar ambos vectores de 

despl.azamiento aun en casos en extremo simpl.1.f'i.cados (~c.=~ •~c.-=-!!• 

re. = cte. ) es l.o euf'icienteménte di.f'!cil. como para que intentar 

su trata.miento anal.!tico resul.te en l.a prActi.ca 1.mpoai.bl.e. 

D. Perturbaciones en Coordenadas •agn•ticaa. 

Las dif'icul.tadee aue se presentan en •1 estudio de l.a eatabil.j. 

dad en MHDH ideal. debido a aue el. f'l.ujo magn,ti.co ~ el. de maaa se 



5.9 

desacopia.n son más ~gten~es SL se asan ~n dicho aná1isis coordena

das mav,néticas ; se encuentra oue no es posio1e aespejar l.as vari~ 

o1es ~!sicas perturoadas debido a 1a dependencia no 1ineal. existe~ 

te entr ... unR.s y otras. As!, en vez de usar coordenadas cil.:!ndricas, 

< r,Q,z l. se utilizarán ias coordenadas maP.;nt!ticas ( "4', e. X> y se 

mantendrd l.a axisimetr!a; e1 nuevo sistema de vectores base 

{V.!-,V..! _,~ ']L 'i está orientado de acuerdo con 
• 

en tanto que el. determinante jacobiano de l.a tranaformacidn es 

( 5.9b) 

Los vectores base covariantea se rel.acionan con 1.os con~ravarian

tee de acuerdo con 

e - - c. e e .JIC'. e"') -~ - 'OJ - - ( 5. J.Oa) 

( 5.1.0b) 

donde 

e a~ e a~ e --2'~ 
-~;= é}*", -•== e.e , -.,c..--~ (5.l.l.a) 

~"1-:-:: ~'4--, ~e~-= ~& , ~?!C.= =Y "X ( 5. l.J.b) 

El. tensor m6trico está dado por 

o 

(5.l.2a) 



( 5. l.2 o) 

o 
Para. simolifi.car el. e ,iempl.o a. trAtar se considerar!{ que en e1 

estauo de eo~il.ibrio sdl.o se tienen componentes pol.oidal. del. campo 

magnético y toroidal. del. f1ujo de masa, 

,..., 'L--& 
v-_ -- ""2. c...,:, -v_g --- -- (AJ ::... (5.13b) 

Del.as l.eyes de Fara.da.y y Ohm, (2.l.b,d), se obtiene 

(5.14) 

donde ~ es una. f'unci6n a.rbitraria ( N6teee Que en MHD ideal. ( H,!!. 

meiri ( 1983) • Al.mall;U.er et al.. ( 1988) ) ~ ea cantidad de euperf"j. 

cie pero en el. caso aquí tratado ya no ). La.a rel.acionea para el. 

estado de eouil.ibrio restantes son 

(5.15a)., 

v. c.s ~):::.o (5.15b) 

V 0 1ª- =O (5.l.5c) 

crS° s. c)""(.CQ"S2-J + ~ ... 'P -'r1' ~ z :>.,_""=o (5.l.5d) 

(5.l.5e) 

Ahora • considerando peaueaae desviaciones de l.aa variabl.ea f"! 
sicas, respecto de sus val.orea en el. estado de equil.ibrio. que de-



ios v~lor~s correspondientes 

al eetado cie co·Ln. l.it.iri.o no l.l.evarán subindice al.guno ) y haciendo 

u.so de 

~,::. ~~ ~.,., + ~~ ~ .. + l!.~ ~ ;;ae.. 

a~: ~ ~ 
~'\I' ~CUB2 ~-X. 

~ -=---~~2~ 
~~ -"" 

(5.l.ba) 

( 5.l.ob) 

(5.l.bc) 

(5.l.bd) 

ae pueden obtener l.as ecuaciones que satisfacen l.as variabl.ea per

turbadas. ( Las dos ~l.timaa resul.tan de l.a ortogonal.idad de l.as co

ordenRdas ) Para el.l.o se admite que l.as variabl.es perturbadas de

penden de t y Q en l.a forma e"f'·~·(.M&-~)]Y definiendo 

se obtienen. para l.a ecuaci6n de movimiento. l.as siguientes compo

nentes 

e_'+': ~.J> ~~+'2..t.o-pw~~·~-'crrw~~-f~ + 
--~'g2 ..... ª*' 
+CO"dT + ~B,."-.2-(.0.:.S-'L'g'&)-~a_ lT&~ "\_ 0 .(5.l.8a) ª"" «13'" ~.,.. V" .,,.:.. .,. ..... 1-

~9= C!"z. p y'2--u-"•-'2.: crj>c::l' r (v.'+- \!ij., +'1'.c.z.~) + C<rf' ~21>;·~ t:J _ 
_ ~cr'1f -~a- ~(.rs.'1!.,.e) =º· (5.l.Bb) 

~ ~ _,2.a~ 
~-:z.= cr'Z.j'<r.r~'B2 "'•"'....- 2 .:- O-J> w r v;.e ~ -..: crr LA> ~f" + 

~ .ccs-~rr -~~a. C.9JS2.S~-lcrg1'~ <..~'3.):o. (5.i8c> 
~ a~ ~~ 

Para l.a ecuaci6n de continuidad se tiene 



:. crs>. = f l..\. Y'fl '\T•e""" 'd;-'$') + 'i --a;:;::..,... "1",.~( ~'t' ~ ~ ª~~) ~ 
+ <"01%-C.. ~~-+- ~ ~")-

(:;.??.) 

r•:Yl ~! .... ,...P.~"!'t:i~T:i~o 1\11HD ide~l- !'~Y"'~ ~st~ !'rob1t1tma se ponen '119 .'\14"' 
"!": ('I co!'l l.o r. 1 l?1. ~1 ,....')r. ~n!"'.+: ~ ~r-evio StE! rer1uce R un sistema de dos 

~-,~~~;r,nEl!'l ñ1_~~.,....~.., ...... ; ~l ~!? ~0!""!. do~ i!'!"!6PTii..T.qs, ~· y '\J42:., y !!. p?rti.~ 

d~ ~~ ~- ~~~~r~in?n 1~A ~~n~i~ioneA de estabi1idad de1 espect~o co~ 

+: i ...,,_1n ,al( ... ), ,.., bien ~e tt")""."'? -:!1. con~1.into comr>1.ettJ de ecuaci.ones, ~e 



creta. Si:l e<:ló!'lr.;i:o • en e:L caso au~ nos ocupa ~ es pos'i.b1e expresar 
• z. 

ex::>J.:!citament.e, en t~r:ni.nos de~ y'\JI ; l.uev,o. no se puede r,2_ 

ducir el uisteme ori~inal. al. par de ecuaciones mencionadas. Más 

aún, $UOcner oue e1 pl.asma es incompresib1e no facil.ita el. hacerl.o, 

ni siauiera en el. modo m~s oajo, m = o. 

E. ~staoi1idad Liapunov • 

..,;ste.bi1idad, intuitivamente• signi:f'ica aue una perturbacidn 

inicie1ment.e ~1eoueña, respecto al. equil.i"Drio. se mantiene acota.da 

durante l.a evol.uci6n dinámica. posterior. Una ecua.cidn de evol.uci6n, 

diga."IlOS 

puede tener sol.uciones de eauil.ibrio 

c:iue cumpl.en con Xl"lc)c.O • 

( 5.23) 

• aol.uciones estaci,parias•'k.• 
o 

..,;sas sol.uciones de eauil.ibrio se dicen eetabl.ee tipo Liapunov 

cuando cual.quier aol.ución ,l~)~ue inicial.mente, t - O,eetá cerca de 

"le se mantiene cerca de '1 e para todo tiempo. Porma1mente esto si.s_ 

nif'ica oue ;:iara. teda ~"">Opuede escogerse una j'7otal. que si \"1(.0)-"le \L~ 
entonces se tiene l.a norma\~l~>-"t~\L~ para todo tiempo t ( i.e. l.a 

noción de eatabi1idad Liapunov se re:f'iere a una. norma apropiada 

( Cfr. o. ej. Lehnick (l.9oó) y Bhatia-Szeg~(l.970) ). 

Admitiendo aue X en (5.23) es di:f'erenciabl.e l.a ecuaci6n l.ineal.i-

~ en "le. está. dada por 

(5.24) 

Y describe l.a evol.uci6n de l.as desviaciones infinitesima1ee,S~ , de 

l.a. so1uci6n originai de ec:iuil.ibrio '1~ ;~~l~c) ea 1a 1ineal.izaci6n 

de )( eval.uada en ~~ • Si l.as sol.ucionee de l.a ecuaci6n 1ineal.iza

da. son eetabl.es Liapunov entonces l.a sol.uci6n 'te. para •1 proll:>l.ema 



1~ e~•ahL]ióa~ 1ir~Pl.: Ai., ~cr ajemp1o, se pre9entPn mndos neutros 
• 

~·i~ nre:.;;:~~T.~n cr~ci..1"!'lient0 ,,1...~ebrPir() en ~1 t"i.em!)o, be.jo 1q. din~.!!li-

ca 1tne"l1t~~d~ ~1eden excluirse es~~b1.eciendo cot!'ls sobre e1 tAmqffo 

~~~t:e~ior ri'! l~A ~~~t1.,~oaci..ones i.niC"i.~1T.~nte ?eoueñAs. 

A ··~ •i.•te:n• hP~i.1.~~ni~no 1.e cnrresponde una expresidn de evo-

l..11r.i..6n din&~;_cR_ de i~ ~arm~. CRso particul.ar de (3.4) ) 

('5.25) 

donde H renresent!'I. el. hamil.toniano en cuesti6n y 't. una. v:aria.bl.e d.:!., 

n~.:nica.. ii:n e1 caso de 1.os sistemas haiail.tonia.nos se tienen dos ti-

(i) em.1i.1.i.bri.o Rbsoiu·to, corresponde a un punto cr:!tico para 

el cuRl. ;Jt: '1.e.:.O cuando l>\-\l"ll)..~ por 1.o ta.nto, l.a eetabi1idad f'orma.1 • 

'.lsandoH(.'l.)como cqntida.d conservada• coincide con l.a esta.bil.idad 

obtenidP us9ndo un principio de energía; 

( ii) ecnl"i.1i orio rel.R.tivo, es poeibl.e para. eol.ucionee cuya evo-

1.,,ci6n t'.!P.ne 1.•i,,.,.r entAramente sobre euperf'iciee de nivel. de una 

c"!nt,;_ º"'"- e '>nRervPn"'- !'ldicional., a('\') • para. l.a cua1 \.M,,C- '\=o . &n 

est.e ""'"'º l"!s soluciones f'orman una.f'amil.ia invariante bajo tra.ne

fot"f"!"'.ci.ones "i.nfi.nitesima::Les generada.e por 1.a. cantidad conserva.da. 

Ct • v{a e1. '"'"'·r~ntesis de Poisson. Sobre 1.a variedad formada por .... ;_ .,.._· 

1as SQllJCiones. para una funcional. dada G • 1.o• ei.ílt•- de re:f'eren 

cia estilin definidos por trans:f'ormaciones canc5n:lc~.~1r~~Í'initesimal.e: 
que dependen de t y son generadas por Ct con •1 tiea'po como paralm.!!. 

tro ( dichas trans:f'ormaciones generan despl.azamiento• que dependen 

de t, a 1.o 1.argo de l.a.s C-6rbitaa en el. espacio :f'a•• ). 



Lq ~ G-t:.rgr..B-r.-or.n~.ciones • (iependi.en't':?s de t, puede:--~ ?ensa.rse como si.!!, 

te~a~ de referenciA. en el. es?acio fase a l.os aue denominaremos si~ 
temA.s c. 

~especto a un cierto sistema de referencia-O una sol.ución que 

depende de t sobre una superficie de nivel. e puede l.l.ega_r a ser e~ 
ts;o.ci.ona.ria i.e. puede 

ferencia en cuestión ). 
ser independiente de t en el. sistema de r~ 

As{. l.oa puntos críticos de '"\:.:~ H +C.. 
l~.,G \=O• son estados de eau.il.i brio rel.ativo· ya qu.e l.a. condición de 

"?Unto crítico 't>\.\cl"k)=O impl.ica \H+G ,(4"\:0; es decir, el. movimiento 

dep~ndiente de t, generA.do por C, cancel.a exactamente l.a evol.uci6n 
generada por H cuando DMc.l"\C.') :O 

Para un equil.ibrio rel.a.tivo, ~& • de un sistema hamil.toniano 

l.a estabil.idad :f'ormal. requiere qu.e ~~~ l.a segunda variaci6n de 

1-fa , sea definida. en signo. Luego, l.a estal>il.idad formal. impl.icar._ 

l.a estabil.idad Liapunov l.ineal.izada en este caso ya que l.a cantidad 

~~Het."lc):4"a."'r~Hc:.l."l•)• &wi, ea el. hamil.toniano(l.) para el. .movimiento 

iineal.izado en equil.ibrio rel.ativo y, a.et, ea conservado por l.a 

dinámica l.ineal.izada (l.) ( Hol.m et al.. (l.985) ). Cuando esa cantidad 

est .. definida en signo provee de l.a norma conservada para l.a eata

l>il.idad Liapunov l.ineal.iza.da; por tanto, l.aa condiciones sobre l.a 

sol.ución de equil.ibrio rel.ativo para aue l.a aegtAnda. variación, 

~~Hc.,(."tc..) sea definida en si,gno son suficientes para l.a estabil.i,. 

dad Liapunov. Un'3'. sol.uci6n que comienza cerca de un estado de equ.j., 

l.ibrio rel.ativo y satisface esas condiciones evol.u.cionar._ bajo l.a 

dinámica l.ineal.izada. de manera qUe·Be m&ntend~ en una Vecindad de 

esa sol.uci6n, medida. con l.a norma definida por ~& ... el~) 

~. La Segunda Variaci6n. 

Para establ.ecer l.a. norma que debe satiefacer 1a eol.uci6n de 

equil.ibrio del. caso aue aau! nos ocupa se obtendr&.1a aegunda va

riaci6n y se examinar._ bajo Qu.• condicione• eat._ 4efini.da en signo. 

Al. if!;\Aal. au.e en l.a aecci6n A del. Cap!tu.l.o 3·ae conteapl.a~ dos 

casos s 



(l.) ·J ()"!"'1", i. ~ 1 li:;:. C. ~en~ r~ 'l i.. 'L..P. 11.? i ~ ~r. t, rr) p·.i.c? ,"V_,j•~CJ. ~n ~Ate C?,80 

H~ n~-~'9.e ·it:! \3.3"?) ~; s~ ~<imi.tir~, de entr~da,,...,-:.-0 por ser,como·ya 

t~,1~ di..Hc~.t~ldn, ~L ~~sn dt=: "T!8;yor i.nT.~ré~~ t-!sico. Adem~s se hará 1-\so 

de 

~21-lc.\~= ¡ lrcl"&~ +fi"'~c~f\2 + l.~2L -rc-'\?e\-a(¡-.1)~) .. 
.+ (~~~ (1'S)2 ;-2~; t>s 8.f'J + \R\~ + 

( 5. 2b) 

+ F•<'f'li.'> Ac·l'-~ (l>l.f-)2. +2.F~~>~c·S~+-l!!tc·SA-]SCf' 

+ 2~("-.) Si!:!.¡~...._ 2 ?-, i"~-S~ .a l c:t3x. 
(5.27) 

donde 

E..(P,S)::.-: pe.(~~) (5.28e.) 

T."irni.1:.~•ndc- "''· "'n~li.sis e.l. ce.so de varie.ci.ones isentr6picae, g"s.-.o, 
(~.?7} s~ reduce a 

~,,.4-\:~~-=-lc-::::. S \_ta\Cg,+ f&"~c.5.f\'2. ..... (E1ª"'•-lc"l~.t2)(&.J)2+ 
"> + \1>'§\ª + l="''(.'*.> ~c-°§c lE''fr)~ + 

+ 2.'F'l'hl (~.-,'a+•~·~A) S'f' + 

+ '2.l=l'h.> &"8-$§ .... '2.")..., 1'!!"\~~- ~¿""" 



• 

•.in e"'"'º <Tlenr>s ..-ener"ll en l'3 conB1:.rici6n de 1-ei helicide.d me s:n~ti.ca, 

'.)Or P.je,nn1 . .-., é'( '#') =:::l = cée. (5.?.9) se reduce 9. 

d"' Lt. (.~S:O) \ -
~~ e. - S lfc \ li~ + f&' ~e S"J>\2. ... (E.fcl&- fi'" l~c\'L)(&P.) 2 

"l> 

+ \~\'2-+'2.")E~·~~ -4-'2.~, 8~. ¡~*Jcl.:SJC. 
(5.29b) 

O osérveee- ".'Ue 

{ l' St!\'Z. + '2.?. t;-_e-.¡ § 1cL"1,c = -l t \ &"n\-a._ ~$,e...$".!! j.l'>" -=

- i" §~·(~"'-~)el.~>' + ~J \_ lS'!!-"'"~'-a_.¡-_e..(v~o~ + 
~l:> l:> . 

+ ~'1 ~!! )cl'3." 
~ ~ § ~.(s-_a ""n)ci-&x-~J .\. EP.·(vas~ + "·~~)3~s,c (5.30> 

;JI> "l> 
en donde la integral de superficie se anu1a debido a (2.4) y además 

a<lmi tiendo 

( 5 .)1) 

La form!'I. cuedrlitica ( 5.29b) ser~ definida positiva ,!!j. e1 ei~e!l 

V?.1.or m~s oeaueño, >'...r...• asociado a1 prob1ema 

( 5. 32) 

s;;>tisface 

(5.33) 



.. 

' . i 

·t.:_-: . 

.·· -~"'::' • _;- ·.; -. •: ~- º::' 

"'i .• r-:. r,·• .. J.e .. "? 1- f'1.Lt.j o see. su bs0nico 

• 
(. 5.34b) 

'L 
:!-i!r.::Jr·::.-;><-; •·e<"> _Af'.~Br=Cs. es 1..e r<>.tYLdez de1. sonido en e1 medi.o. De~ 

(-:.-'! ¡_,_1.=::--·:., 1-!--!:.....:. 1::0~d1.o~')r.t:s Pnt~riores se~ .. án su.:Cicientes pere ... esa::su

rar 0tH {S.:'.9o) es <.1-.¡;-ini.d8 (lOsi."ti.va s61.o si .,.,,:.o ; sin embargo, 

en e1- C?..so -n8s "'enerR1 • "''*º • estar~ indefinida a menos que pueda 

ten.,,rse e1.,:,:o de1.. "t.i.po S'~•: ~.Cf~ N.Stese tamoi&n 01.1«en e1 caso 

de interés (~1-=0) si.Íl,-::.Ose trBtará de un ca.so ee-tático,Vc.=~ • 

de bidn a ( 3. 9c) • 

i:~o t.."'- A. L? se o?lJ.nda va.r·iaci6n da.da por ( 5. 29b) puede ponerse• admi

ti.endo nue 

(5.35e.) 

(5.350) 

(':>.37) 



.:1."'!'""1u-=: I:' 1:d~0r.~. 1.~ r-~?!'-:8~'..t~...::~.~ t!e L~ -n~:ii:.ri~~. (?. 35ó) ~s eouiv~"l.ent.e 

~ (-J.,3?) -:-1):--:.V~lz.:~1:nnni.R:"l.dn (?.31.); (5.338) 1~:-s é:X:9Ct?.m.e-nt~ a.n~l.o
'":"":.. o L·~ -:!~l.. ~{)1:~r-1ct~L v~ctori..~1. eL~ct.ro'Tl~~~tico con 1a condición 

• ri o ::ona-i:"" '4,=0 ( ?1- .,nenos ~~r9 1.ln ~~so !'!lenas restrictivo ) p~ra 
~a. ~º'J T.1:3.ner O:i:.::n rJ~r .. ir .. i.::i? e:n siPTI'J P 1_q_ seP"'U.ndr::t variA.cidn o He. ou~s - . ..-

en el CPso .flr ;/:O ser~ suí'i.c"iente oue (5.37) sea definidR positiva 

.'! cn":'lo es '~"' o"ido ;.;so se tennrá 9i.diendo nue l.os subdeterminantes 

(1 ;-º :. -r. i. \.'•:) !-· ' ._ • ..-: • 

e,.,,f'c. - ~-" J~\1 ><> 

2~t \z.~ '>O ( 5. 38) 

La primera de estas condiciones ea 9reciaamente (5.34a); l.a segun

da. reou.iere oue tsnto ~t como W.~ tengan el. mismo signo y conside

rr-.ndo 1.<> soluci<Sn d"' eouil.ibrio ( rel.E<tivo ) if._, Sc-•~•.!.J• debido a 

( 3 ._9c, d) irnpl.ica oue 

_ k~ ( ~~ .. + ~Circ. ~ 'Z..:;t ~.) 1· ':!!a."" >a 
\~--'s. 

,..,.,,_,:'.unto con l."' Úl.tima rel.e.ci6n eri (5.38) constituye 1.a.s coteA"" 

e~~isf"ecer an el. c~so oae se ha considerRdo. 

( i.i) Vor-t;icidAd p; .. ne-ral.izade. no isentr6pica, .~ .• _,*•O. Aquí, en 

f"orm3 RnRloglf't "' 1.a del. ca.so anterior, se toma.~~oy:_·~. hace u.so de 

(?.~o) peE"o util.izando el. hamil.toniano dado por (3~'j'D). La segunda 

Vaf"igción es 

$; 21-\:: \e.= 5 l f>e. \ S,Y"\ :a. + 2 y~· Sy ~f + z-a. E. ca,~ + 2 6_.. a-s 4y + 

'P 



..- e ~s + ~-) e_ -:z. gy s.n.. ..... .f'-.. oz....n_.) -.. 's~ t -z. +-

+- ~*L'f') ~,·~¿ (S'4') ~ + 2 F'('4'c) t_~,·~~ +-~,·X~1 Gq..-+ 

(5.39) 

l'ld:niti.~ndo 011~ tod.,..s "L"'s t'unciones invol.ucradaa son di.ferenciabl.ee 

con cant in•iidad. 

De l.a definición de potencial. de vorticidad general.izada, (2.22), 
se obtiene directamente 

(5.40) 

y ..:rR.cia.s a una intea;raci6n 9or partes• aprovechando l.aa condiciones 

de frontera (2.4~,b) y {~.ab) adem's del.a prescri.pci.6n (3.3i). coa 

duce "'-

s. ('l~+ ~.A.e ')V·LS'st>~•) .i.'}(::-§('ls,-+~.ia.) "SS s~-tr;~ 4:1.x -
b :.'l> -J Fs r~,.·~ Er.t.. ca,s". 5,,. s~*·<-YE..-,:-~ l"s) o>.x 

antoncP-s 

(5.41) 

Í-a.Hc:. \e.-: s. -\_p~ \S!IE \"2. + -i~; li"~ ºS' + .22i°g-"': (."(!.Ei.~"'2.&s.)"" 
]) 

+ ~~<.t.,s .. )+ 2.Ga ... ~ .. ~, ... ., ... t·cq._ ... (.~'S)"a.+ láa.._.?JL>~ 
+ '2.G:a.na-. .. I"~ ~.n.) + l S6\"~ + ¡:•~'h.>~e.·~c. L..S ... )-a ~ 

+ '2 F 1
<1.h) (~c·S§ +l!c·a"~)&"ct- +"l.l=C'IU&"é·'~) .13..k 

( 5.42) 

'¡¡ 



·~ .. - . 

;,, .... n ·.:.~·..._r.~~:- 1,:·,c~ifl~!""·:.,r .. 1r: v·:1·~'1P<.·~r.ir.""!:.~ i~~':lr:r1'ip1.C?S, S'S:O, y 1'".?.!!\-

o-- ~ .... ~1- eµ.!-=,, =",( ~) = ~ = C1"-~. '.!()~- le· cu~1.. (?. i!.2} se conv~r-ci.rá en 

~~..(s~o\ \e :. 5 \_f"c \ 1i·~ + 1.71 '2::-e.~.Y\ :z. + ( E_,_,¡-t;1 
l'!!'9&1'&) Co..r)'2. ~ 

• 
b ~fe. ~.n.c..nc..(S.n.).,_ ~d3lC + 

(5.43) 

Y ~n r .. or~~ ?.!1-:Slo-.:r"? a l..~ del i.nciso P-t1te~i..or 

~ u c.S.::o') \ ( t 
~ ..... -c. c.::,.. .l \_fe.\ 5"91: +f;'' 1l'c.8"f\2. + c..e., • .r& -e& lTc\

2 JCS:!>'&. 
l> 

+-.fe ~ne c.s-.n..) 2.) .,_., x -

_ ~ ~ ~~·(V2~,A+JJ:,.''·~~)1.&.~x. 
(5.44) 

L•.Aegn, "'str;. fortn9. cuei.drática. sariá definida positiva. .!!!,. se satiS:f'Ji!; 

cen l!e>"' .;i.a;>.).ien<:es condiciones pare. f'c. ">0, 

(5.45a) 

( 5.45b) 

(5.45c} 

•. ;0,·rie >J...l .... s el ei~enva1or más pequeño e.socia.do al. probl.ema V2g"~= 

-»~8°e T,?.a condiciones (5.45e.,c) son igiAe.l..ea ·ª· l..e.s del. c?_so 

previo po;,ro (?.45o) oue se obtiene de {3.32c) impiica, en l.a ie'.J.9.1.. 

o•":, nue '!!"c. es !?erpendicul.Rr a ~~~YAe y con .i.li:?..4.,..m.igual.da.d es-

t.ric-t:.,. si.~i:t'ica oue 1.os vectores ~S& • 1le yT;n_ fo~~'-·une. trie.ds. d~ 
rechP. .• 



.. , - . 

(5.4o) 

(?.47) 

,;.,.,:e:•, f~~O ::1A4:0. ~~""!:."'"' condiciones su:f'icien-t.es son 1-as mism:;is, o?."'.i. 

.-,~-.- .• ,,,.,.,,, """' (-5.,::)?.-c) se1vo por 11i' -.11-time. ou.e es <.l.1go m~.s exp1-{c.i,. 

'·~ ,,,,., \? . .;.5e) :->»es eoui.ve.1.e, de~ido a (3.39), a. 

\...,.. ~ (;fe+ !!:... cqn.nc -.Zn. -~s.)• ~ <o } 
- Cat \6 , ... 

(->o -• fü 
_· .. , ...... 

si ~">0 o cien 



(:;.43o) 

• 

1..1~·~:~ c.~ndicio!'tas oor.~nidAs ~n esT..~ sección corresponden s. 1.a ª!!. 

tMDl1i~Pd rcr~RJ. Yo Bn cnnHBCU~nciq 0 R 1.8 1.ineel.izadao 

2arR entRb1ecer una ee~im"'ci6n por convexidad es necesario de

T1f::~r!11...n8r 1.'?8 f'orr:ie.8 c1.t.?.d·!'"~ticas Q
1 

y Q
2 

en el. mismo dominio de def:!, 

nic·i6n de (5.1.a), digamos, un eapac:i.o de BanR.ch.; aqu~l.1.as están d.!!, 

:i:'inid"' s en l.A far.na 

( 5.49a) 

(5.49b) 

:>?.'.!'=" tod"' v"'ri">cit5n r-inita 6")i-."\-"\~ en el. espacio de def'i.nicidn. 

y t--1~ niá.e nu.e 

(5.50) 

n<:•r"' t.od>'! A"l*O. 
Gon:o no,,;teriormente se hRrá notar este criterio requiere como 

""""º pt•..,vio el. estqol.ecer 1a eatabil.idad formal. ei-_ bien no es su-

1.'i.eiente. Un"' ve:.< rer=1.l.i?.gdo 1.o anterior ª"' tiena.··e11toncee. pe.re 

tod~ :;;ol.ución '1. de (5.1.a) la si~..liente estimacidn eobreA'\:it"l-1&: 

(5.51.) 



:\.:: - .... J :·~ - • • : ~ ,.;:¡, :-: ..... :_·. i ¡ 1. 1: •.1 ~~ ,...,n l. l. !'1--~--.; ' Gr· r. r-:1) l.~· ·~ r-. 

~ 1. , ·~· ... _. ·1c".-:'. ~::·~ ··r.1l.-::.nqs 1.•i:-::: 9-;:a~'.!'O~ ~"."'~Vi.os ( est?.Olecer-

(-:.1.~), e;_ :.·:•·!•!.~ t.0: . ...;: .... ':'"'_ .. ,, 1.."'.':lf! const~nt~~~s de ~novirn·ie!'ltn, 1.'E1. prif:10::-

'"'" ootie~e 

'1*º (5.52) 

di;) !n·p_·n~r~~ r-:1i1? l't,\ net'"i.ne 1.l.n.a nor~R. Si HG es continua en est:!?. nor

"nA ~n ,C.( c-::i_r:·n"'L;_'?Ylc1o ·:n.l~ 8X:i.st-.en so11_i.c:i.on8s a (5.1Et) ?BrA todo 

~L~·!"!~)o) ··~:-~t·:.i::.<.:~~ "le. es e!:~1::3cl.e. Tnc11.lso en e1. caso de rii.\.e no s.::

~onoz~qn solunionds P (?.L?) 0Pra todo tiempo 9uede establecerse 

unr:~ 8'~t:€4U;_ l_-id~11 r:r;:nriieior!91 : estabi.1ida.d pare. 10S °interval.OS de 

tie""".".90 dq.r~nt.~ l.o:~ c,_1a1.F"::s extsten so1.uciones de c1ase l:; 1 . Un<1 con 

dición "'uf"·i..cien-te '.)8.r>" L"'- continuidad de He es 1a existencia de 

le~ const8~tes ~oRitiv~s c
1 

y c 2 ta1es aue 

(5.53e.) 

(5.53b) 

J:.;~ t~J_ f!P.Et;; Ro:? s:l.:~.1.~ 1.P '3'stimaci6n si,gu.iente 

(5.54) 

~)'!':• r:~ 1-.o•i!"i A'1 . 
. -;'-''·•r:·.i·~ t ... nt _., ~l co~o Q

2 
son cada una positivas ( i. e. H y e 

'-'°'''-"' ':'"-'"'"·~'<'.~·" c?cl<> un?. .-,or su cuenta) (5.50) es inmediata, si oi.~n 

"':•.ii-:r."'' c,:,.-;os ( Cf'r. Arnold (19o9) ) en 1os cuF.t1eei•i.•n•n si€:TIOS 

di~t°ir .. tO~ ~HI"f) COn 81.l.rr¡:..¡ fJOSitiVt=l; SÍ9 por otra parte. 1a. S1.l.M9. ~S 

n•<·"°' ... •.iv8 ,.._no ::-iu.ede sust.i tui r He por -He y se tiene ( 5. 50). Une. 

r!nnd.'ici6n ml.t'1cittnte n"tra (5.49,,.) es oue se cump1a 

(5.?5) 



. - ., ...... , ·I~ - ¡ . : • • t t.::::~ ~ ·:: ~:: :_ •. , .. ··• t .;-;. ~)~"' .!"!1 'J .Y H ..... ,, 
t .••. 

·.~;. ·•1·'!':· t'u':?rt'?" '~'l--: i=:.. ~~r.t,·~oi.1.i:i?d ~or~1~l r>orou~ implica ouc 

"'t>'Z.~(."1c)•('1'.1"1') d.,u,., ,.,,.,,. u8t'i.rd.dn é>Osi.ti.va. Re81.mente, (5.-.;5) es 

•.J:"'!·=t r·;c"1:1di.C ]_rjn de (~0;1.Vexi.-J::;•l .gloo::..•J.. 

r.-.:!~~n.;...;. :;:-1 .-.J... c?~o;;.o :i'3 VO?. .. t icid;.-~·.i ~~n~r::::t1.1..Z8.d~. isentrl'.'Spica, us~i:1da 

{'.;.2~). sd .. t.i.en~, u."t.iliz~.ndo 

1..8 ~i;n,¡ient-:i e:x9rasi6n 

H (.Af,.bC:.,.AT.,.A~)-l \. tf•+,!'> l~~ +4.Yl"L +, f.(lc+At.,Sc+As)- E.CA>.,Sd 

- ~,. Af-E-sc .4S - ~ l'!r.rl~- ~Af- ft! ~e ·.A'!C' -f. 

+ 1_ IA~l'I. Jo~J< 

(5.58) 

-Es.AJe>-t,.Af-E.s-.AS • P~ra C se tiene 



~ +-G ~ ~ s t_ \C.!!\'2 _. 3l~(Af..,AS.) +.:t-a (.A.~,A.~ ) J6~.X 
'l:> r .. .,J& 

•..io!"lde :2.s. :.r ~41. son f("J.rr:t~s e11~dr8.t.ic?s dd.t--inidBs por 

-s. -- (Af)T(~' -(-.•,.. l~\z. 
:L.L- - ' 

AS e-.+~ fñ) 

~; . :: 

(?. 60) 

(5.61.a.) 

( 5.b1.b) 

(5.ti2e) 

y "'dmi ti.ende oue existen constantes real.es y poeit_:l.vae t!i •-E.e y C 
i=l,~,3 ) tal.es oue 

o ¿e~ C.fc~f)~"<s.e.> ~- (5.ti2b) 



con 1as Q..: ( i=1,2,3 ) definidas por 

• 
C\t :-:= ~ +2'; (~ + ~ "'·) (5.o3a) 

(5.ti3b) 

a..~ -:: ~ "l~ (.AES + &!..., ) 
c... - -

( 5. 630) 

~ya~ vienen de1 hecho de suooner oue existe une. rel.acidn en pa.!:, 

ticu1ar entre 6JZy 6 ~y entre 41! y A.~ de 1a forma 

(5.64e.) 

( 5. E?4b) 

:t>ara aseRUrar oue (5.bO) sea definida positiva es necesario d!!, 

terminr;;r 08 :io ou~ condiciones 1e.s formas cuadrlltice.s Jt,4 y a ... son d~ 

t'inid"'"ª 9osit.ivas. Como se sabe, eso ocurre cuando l.os eubdetermj. 

n~ntes snn ~odos oositivos; ea decir, 

-1 
( i) :!.s.>º si e, - ,, ........ hrel~>o. 

s. , - . 
(~ t - f~1 .. IY"c 1-s) C. 4,+7.c)-C.t~+ •fs·,.?)~ ~o . 

( 5. o5e.) 

si. ... ~ +~ ... L?.+ ~:l·) >D. -,~~ 
.. 

(5.b5b) 

..... · . 
. · .. 



L.,()$ n1•11.r .. ioli.r;"-1.jf')r'~t~ t.:~ r.,,~P""f'!"=tn_ff~ A y ">.1 80'!1 t:al~s 01..l.-0: t'.\FJ' sa.ti.At';=tcen 

1."'"' e,c1.1·'<·.~i.ones d"' rnovi'Ilientn ( .,,.qF.t-e) :r "'ª conectan con t&~ y le~ a 

trPv•s de ~~P condici.ones d~d~s RrrioR; Adem~s debe notA.rse oue 

(?.o4b) es el. An81.n~o ~ (5.32) pgra variF.tciones infinitesimRl.es en 

t>"nto l"JU.e ( 5. ¡;.4.,.) es 1.a An~.l.o;;:P. "'.ia oue se usó en aquel. caso pe.re 

au.e l.a se~"ldeo v<> .. ri .. c l6n, cuRndo izs• ~·=o• estuviera definida en 

siin1o. ;11~s ""dn• l.a primera condici6n en (5.t:>5a.) es 1a condici6n P.!!. 

rA. !"erturbAciones fini te.s An~.1<n~a a ( 5. 34a) para l.ae perturbe.cie

nes infini tesim,,,.l.es ( nótese oue fe.E,,, ... en ( 5. 34a) hace l.as veces de 

e."' tre.v.Ss de 1.as cotas estAbl.ecida.s por (5.o2a,c) ). Por otra 

pa.rte • l.a. se~nda desi.P,;Ue.1.dad en ( 5. b5a) contiene 1a informaci6n 

eauiva1.ente A. 1.a del. caso de variaciones infinitesima.l.es contenida 

en (5.34a), en (3.9a), con~~=-º• y en (3.9b); en tanto que l.a pri

mera es del. mismo tipo que l.a. presenta.da en (5.48a,b). 

As~. con ].e.e condiciones antes determinada.e 

de gt.A y Aa. tenemos l.a siguiente eetimaci6n 
-S. I Af).,.(~.-f ..... ,'Yel'I. 

"-4<;. "~ + • (S.) 

l.a cual. establ.ece l.a. estimaci6n a priori. 

para l.a positivi-

+-

Para l.R esta.bil.idad no l.ineal. n6teee que l.a · pa~·. i.squierda de 



l.'3. d..,,;:_.ru,.._lci?-d (5.oo) d..,!:.ine un"' norma..\\(Af,AS1A~..,A~)\l, de manera 

uue .la escimA.ción ( 5. oo) ouede ?Onerse en 1-B. t"orma 

y (5.o7) 

H~(Af co).,,4c;.coJ_,A~Co>,,A~co)) ~ 1\(.49 t:tJ..,4S tt)..,A~ tl-?,A~ l..f))l 2\ 

. 
Mc.lóVt4i~s.l-t->.,,A~t·U1 A&l:U)~c.<:h.)1~r,o>,A'iCo~te'Aé'º>)\\'2. 

"' 9u.es Me. es u.na constante de movimiento y 1a norma de l.a. perturba-

c·ión inicial está acota.da para 1as funciones~, Se_, ~y~~ en el. dom~ 

nio, finito, de interás.( &i el. ca.so aaui considerado D est~ acot!!-. 

do ). La. estima.ci6n (5.t>7) tambi6n exJ¡>resa. l.a estabil.idad Lia.pu.nov 

considerando que ~S) est~ rel.aciona.da con l.a funcidn de Bernoul.l.i 

a tra.v6s de (3.43a) y satisface 1.a condicidn de convexidad (5.ó2b). 

Cuando se considera 1.a vorticidad general.izada no i"aentrdpica 
A A 

se obtiene para H l.a. misma expresidn ( 5. 58) pero a a l.e correspO!! 

de 

G ~AC.-,AS-,6~)::.. ~ l {fr.6.f) ¿ (.&n,, 4j J + .&~ • ~ Gsn.: "! CAS) • 

)> 
..¡. ?. AA. ·~~ ..¡. ~ .A,é • ~ 'IL: ~ f~S) + 

"' 
+ ~ •• (~1 S•) 4.jA~J Ó°')( 

donde se usaron l.a.s condiciones a l.a frontera (2.4a) y 

&AJZ.,,A~):= G. Olc+A3Z..., S&-+~S)-G, c~w-~ .. ,s.>.ua. -
-~~S..)6S. 

Luego, de (5.58) y (5.ó8) resu.l.ta 

( 5. 08) 

(5.69) 

\ 'l/éAf' +Y'i~Y(AS)\'1. + 

7.-Cfc+4 .I) 



+E (Af,As) + 65&l~,,Sc.) AS 6f + ~\¿IS\~+ '- b/; •b 1! + 

.... (~& +A.9) G (.A.SZ,bS.) +- & A~.~ f:.,,,Z y O~S) 1 cl"5)C' 

Por consiguiente, 

?.30 

(5.70) 

\ Y'c.AJ' + ~~ ... -~(M)\1.+ 

f-i•. 

(5.71) 

suponiendo ,como antes, OL f-~'f\~f' ~ j'~.._~.o·y que existen constantes - -rea1es y positiva.se¡, ,Q~•f:.:YA.;( i ... 1,2,3) ta1es que 

(5.72) 

y 1.e forma cuadrática,.:t, • est.A de.da por 1e. expreai6n 

(5.73) 



:;.31. 

A.1..,1.t'Í. t.:~;;:·~: .. ..;r. -..::t:: ::--:d::-:i..r.;_6 ri~Jt.~ A~ y~~S'!"".8.n re1.acton.9.d.!3..s se~n (?.04-0). 

N6t"''-"" r.u8 el se.:rundo t.~r!Tlino er. (5.TL) es igual.. a 

- .!__ \~.\~(Af')-a. + ¿__, ( ~".Jac..·~ (~S) )"2. + 2 ~~(AS)._!' 6.a.-''!?°c e-·... f .. u... p ..... 

de me.nera. oue (5.71) se convierte a.hora en 

~e~ i ( s \.4~ -+Y~&~'!'tAS)\~ -.. ( yc~s>·Y64& °")2 ~ 
~ \ P..-• ¡C. P-1 .... 

~ i_ + 2~ .4~·2&nc"YGAs)~ ¿-sJC 
CM j 

"" donde l..e. nueva forma cuadrl!ltica .:l. ee define por 

-:1 - 2. ...... "). (A' ) (~t-r_ .... rr., ....... ,~, 
#.== L, 6~ o 

lo: "- ~~ '" + ~s. 
o 

~ 

con~ 
..... ~ 

e ~ definidas por 

o 

o 

(5.74) 



P-•'"'· 
'1~=-::. 'Y&A& \ "'2 • .,_,.rll. 

" Ahor~ e1 ~unto es cuándo 1.a i'orma cuadrática .2. y e:t. úl.timo t~.!: 

mino en {5.74) son definidos pos~tivos ' 

( i ) cuando 6 f O , 

- .; ~ \ ~ <~~)l 'J. 

~. l;J( 4 .. Q_, 

= '-'!> 4-a.+~-~~'~·'"' 
o o 

· l!:J. 4A: 

o 

o )· .. +%'lit.a 

( 5.77) 

suponiendo aue 1.as perturoaciones ( finitas } en l.a entrop~a eati~ 

fa e en 

Lu.3go, l.as condiciones suf'iciente.s para aue .l.• He dada por ( 5. 74) 

sea definida oositiva son l.as que corresponden á ·ia ~orma cuadrtlt~ 
4 c•r=-º> . e~ _._ • 1.e. 



b.~'2. + 2") b.~ .,. o { 5. 79) 

G\1 (.az.~eL-~ 2 \~ 5\'1)- ª~,_">º 

y. ademils 0 

{5.80) 

La primera se cumpl.e debido e. { 5. 72); '1 • considerando una aol.uci.6n 

de equil.ibrio dadal••Se.~e•~c1• se ti.ene de {3.39) de manera que 

• 

l.a segunda desigual.dad en {5.79) pone cota a J.os val.ores que puede 

tomar \&i Yo espec!ficamente 0 están dados por {5.48a0 b). La dl.tima 

desigual.dad en {5.79) pone cote. a l.oa val.orea&. 

111: L. t;~)-'(a1+~a.- ~) 
- A4 

donde todos l.os tárminoa invol.ucradoa son positivos incl.uao ~'Z. • 
aue 0 merced a s~definici6n. no existe raz6n a priori para admitir 

2 ,. .... 
l.a posibil.i.dad de au.e sea negativo con '-·"lº• CUando ~~">ltí== ...!_, .... ª• 

' 
L'- '"'z.-1( (1 2 
K* == ("el ) G\z.+e&.- ~) "> 0 

ª' 
~.f=-0) 

As! 0 en l.os casos en que se satisface (5.79) se tiene a#<.." defin.!, 

da positiva para variaciones en l.a entropía consistentes con (5.aJ.); 

es decir. aquel.l.aa aue satisfacen 

\ ~ (6S)\ ~ lrz.. \t.<S\ (5.82) 

con lt.dada se~ se indic6 arriba. Bn· e.1. caeo oz+e&.~lr.:"· 

( 5.83) 



se t"'!"la.ría 1.a eiciscencia. de un ~fS.)~~ ta.l. aue ~~:ti:!!,~., y, en con

secuencia, d~bido a (5.78), 

( 5.84) 

• 
i.e. 1a. perturcaci6n ( finita ) en 1a entro~ia especifica compati-

b1e con 1a. incompresiblidad de1 plasma y con e1 estado de equi1i

brio relativo se comportaría como • una onda p1ana que " avanza " 

con un periodo infinito•. ~ato, junto con (5.80) y, como antes. 

admitiendo que~ ~~~s rea1 ( no hay razones fiaicaa para suponer 

1o contrario ) impone u.na forma para 1as perturbaciones ( finita• ) 
- • k ll 

en A• por ejemp10,±\(d-c)e..•'--1sJ- ; esto es, AA seria, en genera1, 

comp1eja, 1a constante en 1a amp1itud es rea1 y 1a po1arizacidn es 

1a inversa debio; una vez tomado esto en cuenta (5.80) impondría una 

condici6n adiciona1 sobre 1as amp1itudes de~acop1adas. a]J,0 y a 

1os cambios en <'::tJ&f~~•). 

(ii) cuandoA~=O• (5.74) se conviert• en 

con 

o 

(5.Bó) 

~•S:O)será definida positiva cuando se cump1an 

(5.87a) 



1 
...! 

1 -

~; +- '2~ 2!"">º { 5 .87b) 

ª•"> r1z.:+2'l~~1~ . 
e .. - f ... t l"Z"el ª+ I~\~/ ::i ~ 

(5.87c) 

Observemos aue {?.87a), a diferencia de 1.a condici6n an41.oga para 

el. ce.so previo, (5.o5e.). no fija que el. fl.ujo de equi.l.i.brio sea 

subs6nic:o bajo sino que puede ser mayor dependiendo del. ve.1.or del. 

cociente \~\~/ ~" q~e es estrictamente positivo en el. caso be.jo 

estudio. (5.87b) tambi&n difiere de su correspondiente previe. 0 1.a 

primera en ( 5.b5b) • en este ce.so por el. t'rmino 2)1 4L /t:"'L don

de ?. t se determina, como ya se indic6 • e. partir de l.as rel.e.ciones 

para el. equil.ibrio rel.ativo consistentemente con 1101.ucionee parti

cul.ares itc•Sa.•!l'<.•~e~; sin embar_go 0 (5.87b) conduce a 1.os mi.amos 
resul.tados ~ue 1.e. segunda en (5.79a) y presente.dos en (5.48a 0 b). 

Por su parte 0 (5.87c) fija en forma m,11 precisa el. val.or ( consis

tente ) de Q• • Como antes. 1.as r.el.aciones obtenidas son anll.1.ogas 

a 1.as ya determine.das en 1.a segunda ve.riaci6n para este ce.110. 

Entonces, ~~ = cte. 0 

~ J l 1 b~ + ~ lz-.~:~ (AS) l 'Z. .+ 
p.._.,,.. 

o ~+:~~)l;) 
_.. 2 ~ A~-l~ Eír.11c" !-s) (AS) J cl3)t: \4c(4f=O) . 

(5.88) 

establ.ece 1.e. estime.ci6n a priori. Asimismo. para l.a e•tabil.idad no 



5.3b 

1.i.neal. se cuenta con 1.a norma aue define ( 5.88) .\l(AS,A~,A~n. de fo!:_ 

ma aue esa esti.maci.6n puede ponerse como 

• (5.89) 

C.c (.6sco>.1A~to), b.~ (o))~ ll (6Sl~J.1ti~ (.-t:),A~ l't))l\'2 ~ 

C¡(. LA~ l:t) .1 A~ t.U, A!r L~>) ~ (.c..{e..) 11 (ASto>,, t.~ to)_, Aérto>)I\, 

Por otra -parte• 

o 
~4 

o 

(5.90) 

con s
9 

= cte.; en este caso 1.a nonna definida conduce a 1.a eetima

ci6n siguiente 

'4et~flOJ, 4'1ClO>_, ~~Ci>>) ~ \\ (Aftl)_,A~ l-+J_,~ ~l+))l'1 ~ 
. ·, 

. (5.91.) 

Ac. l4Pl+>, 4~t-\l, A & ~>) ~ td~.) 1 C.Afto>,A~ to>;A!ico>)ll-z. 

ii':etoe dos subcaeoa tambi6n expreean 1.a eetabil.idacl Liapunov te

niendo en cuenta Que <i(A&se>ae rel.aciona con ia funcidn ele .Bernoul.1.i. 



• 

5.37 

K (Cfr. (3.43&-d) y (3.44) ), en l.a forma 

<::ac~.~,) = JZ.~ ( S .n .. ~e-... &·> dot • ~ts .. >) 
ot'2. 

para e1 caso adiabático considerando para e11o 1as normas estab1ec~ 

das, (5.89} y (5.91), y l.ae cotas previamente estab1ecidas para 1a 

poeitividad de 1as formas cuadrllticas invo1ucradas. 

Ce.be seña1ar que en e1 anlll.isis presentado en eata secci6n no 

ee tom6 en cuenta ninguna estimaci6n sobre l.a divergencia de 1a 

ve1ocidad, por consiguiente, no se inc1uye aqui 18 ~QIEi.bi1idad de 

1a formaci6n de une. onda choque. 

NOTAS. 

(1) Si se deaarrol.1e. en serie de Tayl.or ~(.'\)al.rededor de '1e se ol! 
tiene 

He :'4eC.'1e) +b'4c.C.'1•>-~'1 + ~ ~"l-'t>'1.f-1c.(Lte)-~'1 +·- · 

= ~c.C\.\~) +~~e + ~ s;z.'-''c .... -- -
Si '1< corresponde a un punto critico, en particul.ar a un punto de 

equil.:i.brio rel.ativo • l.a ¡>rimara variaci6n se anul.aril ~J..lc..l'frl= o , 
entonces, 

;>i. "l-: \_ Mc.('1~>.1'1 ~ + \.-\_ 4&2~,., ~ + -- -
y de esta se obtendr~n 

J~ '1~ =-º = \_+-'c:.<"l•l.1 '1" ~ = -:l'" t:> He:. <'1e) 

~LS~) = \_ ~ ~1-~> i'11 = 'JL i""l 

donde L ea autoadjunto y sim•trico respecto 

s;2Hc_=~"l-1:>'1.Hc.C.'1•l·~"):= <..E").,L 8"\/' 
de Poisson ~ , ~ ae tiene l J::,., '\ -==-\', J" U 
')~(b2H) = l-\_ ~ '1~ , ¡-zli ]=-o. S"J 

a 1a operaci6n L. , '> 
• Para el. par4nteaie 

• M6teae tambi•n que 

• 
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CAP:tTULO 6. 

ONDAS MHDH. J:DS.AL&S:. 

~n este cap{tul.o se considerar4n movimientos de ampl.itud finita, 

pero pe~ueda, de tipo oscil.atorio. El. objetivo ser~ obtener l.as re-

1aciones de dispersi6n correspondientes a 1os casos compresib1e e 

incompresibl.e cuando se usa el. modal.o magnetohidrodinilmico Ha1l. 

idea.1. 

Consid,rese un estado inicial. de1 p1asma caracterizado por 1aa 

varia.bl.es .R. •'!lo y ~o • con val.ores :f"ijos 0 y que el. sistema ea per

turba.do en unos val.orea f1 • V-4 y ~1 cuya magnitud es pequei'la reapeg_ 

to a 1os anteriores, entonces 

f> e f'o + f" 1 · (l?~l.a) 

'\:!' = ~ .. + ~". (6.l.b) 

(b •. 1c) 

de manera que inicia1mente 1as perturbaciones son nul.as ( f\L-t,..o)=O. 

~.l~ • 'B ,tt .. o)::q) • 

Por otra parte• de l.a ec"'.:.cidñr.para l.a conaervacidn de l.a entrg_ 

p{a, (2.1e) • se tiene P=(.~) Po de manera que p puede deaarrol.l.a.!:, 

se en serie de potencia• de r~en l.a ~º~ª .s~~iente 

Sn 

el. 
esta serie <;. denota 1a rapidez del. 

estado inicia1, .{ l1'•/f>o' • 

(t>.2) 

····-~ 

sonido.(. ~/á9~ • eva1uada en 
. , . 

Haciendo uso de (ti.1a-c) y (6.2) en 1aa ecu.acionea •HDH ideal.es 

(2.l.a-e) y deaarro1l.ando haata primer orden en 1a• perturbaciones 

se obtienen. tomando en particul.ar un estado inicia1 ••tAtico.V'r-e. 
'1'.. 



• 

o.2 

(b.3a) 

(b.3b) 

(o.3c) 

(b.3d) 

Ahora se. supondrá Que l.as perturbaciones evol.ucionan en 1.a forma 

(
var:iabl.e t•!eica) 
perturbada 

de forma oue pueden hacerse 1.ae sustituciones siguientes 

Con 6etas 1.ae expresiones (6.3a-d) se convierten en 

(6.4) 

\ (6.5) 

(o.ba) 

(ti.6b) 

(b.bd) 

Aqui (&.6d) es redundante pues puede obtenerse de (6.6c). Si f'~ ea 

•1.iminada de 1.ae ecuacionea previas reaul.tan 



o.3 

(t>.7a) 

(t>.7b) 

Las rel.aciones de diepersi6n correspondientes se ob~ienen imponie~ 

do l.a condi.c·i.6n de tener sol.uci.ones distintas a l.a tr:Lvial. i.e. 

perturbaciones no nul.ee. Se estudiar~n dos caeos en particul.ar s 

< 

i 
-i 

i 

1 
! 

(l.) Pl.asme. incompresi._!?~. En este caso f>4=C> º• en f'orma equival.en, ;, 

te. 

~-~.::.O (condicidn de i.ncompresibil.idad) (o.8) 

Con objeto de aimpl.if'icar el. anAl.isia ee conaiderarA 1a geometría 

dada por l.a ei~iente f'igura 
/'¡. il 

~ . 
..,._ -

?i.g. 6.1 

Con ea~e.s consideraciones (ó.7a 0 b) pueden pon•ree en l.a f'orma 

matricial. siguiente 

o o o o o 

o f.<.a.3 .... o -wlSJ::a..i. we.a... o 
o o p.w-z. () o w~~ v,, 

ll1B0 o o CA.) o -~·-~ 
=11> 

•• 9, • 
o b..Bo o o w '-"'-B..~ª ~., 

"& At. 
o o '9..'&o C:~ -.oh.taa.l. -l.!!! lSoh. e.A) ª·· .. ,. A,o 

(ti.9) 

l 



La rel.aci6n de diApersión se ootiene de~~r.dando que el. sistema (o.9} 

tenga soluciori.es distintas de 1.a. trivial. i.e. 

fou:J"2. o o o ., o 

o p0 w2 o -w•. lr.i. w9o~ o 

o D t'ou>'Z. o o wEJ. la. 

- ,. "" 8Jz.'L.J. '2...~. o o (.\.) o 
CA.) 

a& 
o b..tt'S. o o '.ff;-.... h,q'Z.. 

o o t1180 C:.!!!,_15 .'2 .. '2.L _,.4f e.&z;t w 
O.fo ª'º 

· de donde se obtiene ( P••º ) 

w 5 .::. o. 

e.o 4- 1z. .. ~ "1" A."&(_ '2 + c.1 -.~) w -z. + ~:- '1T t = o . 
o.~. 

( Aau! v A deno"ta 1.a rapidez de Al.f'v6n • '&. /.('p;") • 
De l.a sep:u.nda ig1.1Rl.dad resul.ta 

:.o. 

(6.1.0) 

(b.1.1.} 

(b.1.2) 

que es l.a rel.aci6n de diaper•i6n. La parte derecha de (b.1.2} ea 

rea1 así que W .,_ t.ambi6n 1.o ea. La vel.oci.dad el~ :.~PO asociada •.!!. 

ti{ dada 'POr 

la. ·i:~~z~ .. 
•¡:==i=+=c=:,f:=¡;r~=--· • 

4Q1P. 

(b.1.3) 

N6tese que en el. caso 1.:lmite .C::..-o •• rec .. pera 1a ve1oc1.dad de A1.f'v4n 



o.5 

m.1e<~ Uff\ (A)'Z = '&e'2.'2..'2.. As:!. 1.a. presenci.a del. término de tial.l., en esta 
- . ~~º - I'• s1tua.c1.on, atot l.u.gar a una contribuci.6n paral.e1A. a ~o en l.a. vel.oc.i, 

dad de p;rtioo 

"'-· = ±.. 

y otra contri buci6n an!S.1.oga en l.a di.recci.6n perpendicul.ar a g., • 

c. .. 
~ "+ c .. ~'->· . 

442".f'o 
Para examinar (ó.1.2) se considerariln dos casos s 

(l.. i.) e= o • ( modo para::L.el.o ) s ~· lt.,::ao,~. En modo para:l.el.o 

(6.l.2) toma 1a forma 

(6.:1.4) 

que es notablemente distinta a l.a expresión equiva:i.ente en MHD ideal. 

pues l.a.s contribuciones a.soc.iadae al. t'rmino de Hal.1. aon de tipo 

dispersivo, \!t.'• , y al. depender tambi6n de p. ( que en este caso 
'20.'10 

es cons~ante ) y de l.a. raz6n de l.& carga. a :i.a masa del. ion da 1.uga.r 

a un comportamiento .notabl.emente distinto. Obe6rveae que son equi

va.l.entes l.os siguientes 1.imitee ~~<> {_ ""~) = ":.C..'t!~-=-v42~ 
(1.ii) e ::qo• ( modo perpendicuiar ) s ~·\a.;=o• lz.:&.L. En !!2.!!o 

peroendicul.ar (ó.1.2) toma l.a forma ( debido a (6.7a 9 b) ) 

(b.15) 

Con ~0•ooa.ra tener perturbaciones no nul.ae • \t.• f2. • 1.a dni.ca poaibj., 



l.ida,, es W"2-=0 • 

(2) P1asrr..?.. co~noresi.b1e. Sn este ca.so .fl$D y con J.a geometría antes 

indicada ( ver fi~. o.1 } se tiene 1a situaci6n descrita, en forma 

~enerai. por 1as ecuaciones {o.?a,b). En forma matricial. e1 siete-

ma en cuesti<Sn es 
• 

P,.(.w,-c.~b.:) -cs!f'.~k. o D o o 

-C..!f.b,a.lz.., R.C...tt.>~~ b.l) o -wB,P.'- c.>9.b. o 

o o f·uJ2. D o 

o -B.~ D e.e> o 

o 8.'2... D D CA) 

o o Bc,R. °'ª·~-~ -.c.•.ll!' 

- c:z>. (b.l.ó) 

donde 

(ó.17) 

Para tener so1uciones distintas de l.a trivial. se impone l.a condici6n 

de que el. determinAnte de J.a matriz del. sistema (6.16) sea nul.o; d~ 

cha condici6n da 1uge>.r a J.a rel.aci6n de diaperaidn correspondiente 

< r. *º > 
w-s~ o ,_ :.~~:: .. -__ ,,. 

(.U>~ '\r"""Z~f') l_t0~ ""~el;~.~ )(_u.> ,-Cs.°! kl)..:. fo c.w_: '~'(:-) "&! iL"Z. -

_ c.c;. p.'2.a,.lrz.)~] +at.'Z.'8!'~\a2.-f.1{_c.J4-W2Cs2;k .. J =-o. 
(6.18) 



Aquí se considerarán dos posibi1idades : 

{ 2. i) Sir- el. término de Ha11.. En el. 1..:!mite c;.-o •o(.-. O • 1a. re1a

c i6n de dispersión (o.l.8) se convi~rte en 

• 
(6.1.9) 

Cuando se tr13tan s61o modos oara1e1os ( '2.c.\&.• • ls.~-.O ) (b.19) se 

reduce a 

t'.~(w~-1&24~ )(.<A>-a-IE,"&1\1'~)~ o. 

i.e. ( i'•*º ) 
(mul.tipl.~c~dad uno) 

{mul.tipl.icidad doe) 

(6.20) 

Ndtese oue corresponden, en el. caso de modos paral.el.oa, a l.ae ondas 

acústicas y de Al.~v'n reepectivemente ( i.e. ondas de iones " el.e.=, 

trostlitice.s " y ondas de iones " el.ectromagn,ticaa '" ) recuperlUldo 

as:!, de gol.pe, dos reeul.tadoe que suel.en tratarse como caeos sepa

rados en ia MHD ideal.. 

Para modos oeroendicul.area ee tienen ( f'a?O ) _ 
··=·--:» 

:.:..~.~ ,:,;;.. : · .. 

Oos,rveee que no se recuperaron l.aa '"-onda• de cicl.oi~n de ionea 

•l.ectroatt(tica.s '" ni 1.a de '" h~bridó' inferior '" 7 1.~~~scSn ea que 
":"''·.>>· 



º·ª 
esas ondas se ti.<>nen cuando u=~. si bien peQueña, no es nul.a. ( Y aquí .. - """ se ha tomado el. 1.ímite tc_..o- ); por otra parte, para. su octenci6n ~ 

y e.e.le~ deberían ser comparabl.es 1 sin embargo, en el. tratamiento aquí 

real.izado se parte de una suposición desde el. inicio ~ &.~ • As~ 
u.\:· 

l.o 11nico oue se oresenta es de orden W y por el.l.o ape.reJerii CA.J":: O 

( mul.tipl.icidad dos ). ~'mpero, l.a segunda rel.e.ci6n en (b.21.) si 

corresponde a un resul.te.do f'a.mil.ie.r en MHD ideal., se trata de l.as 

onde.a me.gnetos6nice.s. :e!n MHD ideal. l.a expresi6n usual. ea 

pero debe recordarse oue, te.mbi'n de entrada, ae admitid que ~~1; 
e: 

l.uego, en ese l.ímite, ambas coinciden. 

(2.ii) Con el. t'rmino de Hal.l.,~*º ( K?O ). Bn este ce.ea debe 

usarse l.a expreeidn compl.eta (6.l.8); sin embargo, debid~· e. su com

pl.ejide.d ser~ trate.da, como en l.os casos e.nter~oree, por partes 1 

(2.ii.l.) Modos ne.ral.el.oe. En este. eituacidn (6.l.8) se convierte en 

w--=.o. 

fo"2(c.u~l\J"42)E.'1.) lw~-lz."2-(C~+l\J"'~) wz. +e;; b4.v•~-

- ~ f. 'tr,& b.4 c.v2 (W"'Z- es! -<J.)= O. 
d~ o ~ 

N6teee oue 1.a segunda igu.e.l.dad puede ponerse en ia..~onna 

de 

ESIA 
SAUI 

1UIS 
IE LA 

(b.22) 

(&.23&) 



{o.23i:>) 

LRs primeras son ondea acústicas y 1.as últimas son A1fv6n-Ha11. 6n 

ea"t;as rel.eciones de dispersi.6n ciueda patente que e1 t4irmino de Ha11 

modificA ~61..o 1as•ondae de i.on el.ectromagn6ticas• en forma diaper

siva. \,;~ t"'mbi.6n nota.el.e nue el. t~rmino dis?ersivo contenga e1 ve-

1.or de la densidad en e1.. estado inicia1.p
0 

, y además la razdn de 

cgr"2'.a- Tttase del. ion; luego, en e1 11'.mi te fo_,, .o • 'f¡:i,-..r-.z. . 
(2.ii.2) Modos pert:1endiculares • .ii:n este. situacidn (6.1&) ( o 8 qui

val.entemante (o.18) ) se reduce (lil,.-=0,lr,¡_':fo-0) a 

(b.24) 

que da 1.u.ga.r a 

magnetae•n<ca• ) ) 

(b.25) 

( ondas 

Bntonces se repite el. resul.tado (b.21) correspondiente a1 caso 

C::.., ~O ee decir, en 1.os modos perpendicu1aree no es rel.evante 

1..1? ¡:>resenciE'. del. t~rmino de Ha11. 

HR eta este punto se hR. tratado solamente e1 caao de un pl.e.sma 

int"ini"t;o. r:.i caso de un p1a.sma i;icotado como podrfiL:;.er e1 caso de 

un cil.indro conductor compl.etamente 11eno de un p1aama 9 en el. es-

QuemA del. model.o MHDH ideal., es de inter4ie eepecia1. Sin embargo. 

segdn mostra.ron Buti et al.. ( 19o5) cuando se trata del. prot>l.ema 



_. 

LJ 
o 
;-, 

\ 

_¡ 

o. 1.0 

del. pinch en e~ C?so no disi.pAt-1.vo suponiecao un p1asm"' i.ncom-

!'T"es·ib1.e, el. ef"ecto H?l.1 no tiene ningún efecto sobre 1.EO eata.b:i.1-i

dA.d. i:::l. gi..;~ui.ente ?!'ISO ser{'? exA.min~r ese. si..tuaci6n cuando el. pl.e1~ 

ma es compresiol.e; eRe probLemB no se traterA en este tr~bajo. 

ri· 
·'!-'' 

,,,•.::.::.;..,:., 

-·,·::,~~J~i~,~--J::: 



7. 1. 

Gt.f'ITULO 7. 

CONGr;:JSION &:S. 

i;:n eete trabPjo se h"'I. estA.bl.ecido el. probl.ema de l.a eetabil.i

dad en MHDH idea.l. en tres di:'!ler..siones coneiderendo una. coordenada 

ienorabl.e ( CABO axisim~trico ). ~l. m~todo para ta.1 estudio ee basa. 

en l.a determin0ci6n de l.os puntos críticos asociados a una funcio

na]. coneerv"lda Lia.punov • H • constrenida por una. serie de constantes 

de movimiento, C, al.eunas de l.es cual.es resul.taron ser Casimires 

del. sistemq bajo estudio dentro del. esquema hamil.~oniano presenta

do en el. capítul.o 4. Eeoe puntos críticos, como se moetrd en el. c~ 

pítul.o 3, co~responden a l.os estados de equil.ibrio para l.a dinilmi• 

ca que genere. el. hamil.toniano H ( que de· }l-•<:~~.:?~~.:-}.ª.c,energ:!a total. 

conservada ) , (2.2a.), be.jo el. par~nteeie de· Poi.'ati:on ·dado. por (4.24). 

Dichos estados ee obtuvieron para. dos grandes .ó~¡"¡;~:j.':; .para l.a vor

ticidad general.izada., {2.1.2), ieent~6pica y no,.··:i.~·elitrdpica.. 
~: . . - · .... _~-~!--~ . ~ .. ' 

Las condiciones de esta.bil.idad para. _esos et;1tados de equil.ibrio 

se determine.ron usando 1a segunda variacidn :4e't:'1a ;:f'unciona.1 Liapu-. ·.:· ·, .. , ... ~ ,_·: 
nov H 0 evel.uada. en dichos esta.dos y l.a.s cond:icionea, suf'icientes, 

se obt1ivieron demandando que esa Eie-gunda. veri;:¡c;,~6n f'uere. def'inida 

positiva. Segdn fue discutido en el. cap:!tul.o 5 ese.e condiciones 

impl.ic""n a l.a estabil.idad l.ineal. Liapunov. Cabe hacer notar que 1.a 

9resenci<i de no l.ineal.idades impidid tratar l.e. ee_tabil.idad ante 

peoueños despl.azamientoe 1agrarigi8.nos,.. ···· 

Por otra parte, l.e.a ee~tl~a'~ionee. á- -priori .. '9n sentado 

oue 9"'r"" 1.os caeos acp.i!. tratad~-11 el. p_robl.ema -~· . "'i,:·~:L.ineal.izado 
est~ bien definido ( i. e. ee, tiene una depend;· "•~iinua res pee - - -"":--=~~ ·t::.•. -1 -

to '3 las condiciones inicial.es ) • Esas estimac;i:~ ·. ~~'.E'.i tem-

bi~n d?n l.as condiciones para tener eatabil.idadc·-3;¡, · - ~;)> ... Li.apunov. 

Tambi.Sn se obtuvieron 1as. condiciones -para te~.·;"-'i1:i~i.d.ad no 1i 
- .-- -·,.':· :.;~.;5.~: :_ --

neal. de Lie.punov usando para el.1o ar8Uftlentoe. de ~.oil~~.xS:4ad • 
. , - . :"' --·- . -

En 1oe deearro11os necesarios para •stabl.ecer'.1·,~·-
. . . - -~ . --~~~:.-~ ·-~~~t~-

:~:-.i-'.~~:{~:~~~1J· 



1imitnrse al CASO 

isentr6;:>ico poroue de esA mAnera resultabs. viaol.e el. examen de PE. 

sitividad definida • ya ~ue se presentaron 'tárminos que invol.ucran 

grRdientes de l.a variaci6n de l.a entron!a. Una dificul.tad anál.oga 

se present6 en A.1.gunas situAciones en rel.aci6n a l.as variaciones 

en 1.a ~el.ocidad y en el. camoo ma.gn,tico que requirieron establ.ecer 

formas particul.ares en BU dependencia de tipo VZ.lY~2í_F)::-~y que 

1.1.evaron e. imponer condiciones como ~..J .. ":> 'J!~ Esto ai'1ade uñ ingre

diente adicional. al. examen del. R1ce.nce de l.os resul.tados as! obte

nidos porque esa condici6n impone una restriccidn de carllcter geom!, 

trico a 1.a dinrunica del. probl.ema. Segdn mostraron Constantin y 

Foias ( Cfr. Hol.m (1987) ) eso puede tenerse en dominios simpl.emen 

te conexos, finitos ( ein incl.uir el. cero ) y con campos vectoria

l.es que sean de divergencia nul.a, V• f['f :.D, y: que en l.a f'rontera 

del. dominio satisf'agan que ~.:f~~l:t,b~!:? 
Las rel.aciones de disperei6n que se obtuv:Leron en el. cap:!tul.o 

6 conectaron varios aspectos presentes en eete_ .t.raba.;jo a el. efecto 

Hal.1. como fuente de no l.ineal.idadea ( Cap:!tul.o 5 ) y el. carllcter 

dispersivo del. t4'rmino de Hal.1.. La.a condiciones para tener lA.> real.• 

como puede verse de al.gunaa de 1.as expresiones obtenidas en el. ca

p:!tul.o 6, son compatibl.es con 1.as. que 1.imitan a 1.os regímenes ob

tenidos en el. cap!tul.o 3 para tener estados de equil.ibrio establ.es. 

Le.e extensiones al. presente trabajo, grosso modo, pueden gui&J: 

ee en dos direcciones a una de tipo nwn•rico para examinar el. com

portamiento de 1.aa sol.ucionea de equil.ibrio y ot~ de tipo ( al. 

menos en su primera parte ) anal.:!tico para coniiiaé·~ efectos debi 

dos a 1.a presencia del. gradiente- -d~ presi6n de' ~j,·i.t~-ti'~~es ( i. e. -

r._.Á.o -~). ae:! como expl.orar ia poaibil.idad de:~~~~~~~«>·· • princi-
pios variacional.es sin tener que l.imitarse s61.o-~'1_; C.: de proce-
sos adiabllticoe. . ., . '.;c'-~•:,Í'~~~~'i:.: 

. ~~-=-::;-: -
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