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PRINCIPIO DE SEUDO-OPTIMALIDAD
PARA EL METODO DE REGULARIZACION DE TIJONOV
EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS MAL-PLANTEADOS

por

Jesids Ldépez E.

Resumen. En 1a resolucién de problemas Mal-Planteados a la
Hadamard, la metodologfa de Regularizacidn de Tfjonov ha venido
Jugando, desde su aparicidn en 1963, un papel central. Tanto es
asf, que hoy dfa constituye toda una ramas de s Matemitica.

Una de las dificultades centrales de esta metodologfa, no
del todo resuelita es la eleccidn del pardmetro de regularizaciédn.
EV1 propSsito central del presente trabajo es la propuesta de un
criterio nuevo, .Principio de Seudo-optimalidad, para la seleccién

- de dicho parfmetro. Se demuestra que con este principio se obtie

ne un algoritmo de regultarizacién a la Tfjonov con propiedades -
de convergencia asintSticas “"casi® Sptimas. Se muestra su supe-
rioridad con respecto al Principio de Quasi-optimalidad de T{jonov
para el problema del c8lculo estable de la matriz inversa genera-
lizada de Moore-Penrose, pues en tal caso el referido criterio de
Tfjonov no es aplicable.

Por ﬁlélpo. se presenta una formulacién estadfstica de nues-
tro principio. cuya versién en dimensibén finita, nos permite fina
Tizar con la propuesta de un algoritmo automftico para la resolu
ci6n numérica de ecuaciones integrales de Fredholm de primera es
pecie, el cual es también un algoritmo automéitico para la estima
cién “ridge” sn la regresién lineal con presencia de colinealf-
dad.




PROLOGO :

“La computadora digital es uno de los’
. descubrimientos mis grandes de ln”hung
nidad comparable con la mfgquina de va-
por, la electricidad iy la energfa nu-
cleaxr. Pero lo (nico notable de 1la com
putadora es que ella ensancha el poder
intelectual del hombre, extendiendoc su
potencial para aprehender las leyes de
‘la naturaleza®.

A.N Tikh )
-N. onov ¥y

A.V. Goncharsky

En la Hatemﬂtiéa Aplicada de las Gltimas tres d8cadas el ez
tudio y‘la re;olucién de los problemas Maf-pfanteados a la Hada-
mard ha venideo mereciendo una sorprendente cada vez mis crecien-
te atencidn. Se dice que un problema es Maf-pfanteado cuandc -
s8u Solucién no depende continuamente de sus dates, siendo por -
ello precisamente que su resolucidn tropiece con serias dificul-
tades, sobre todo desde el punto de vista de la Matemitica Numé-
rica.

Ahora bien, a la clase de los problemas Maf-ptanteados per
tenecen una gran parte de los problemas Lﬂueudon Qque con frecuen

cia creciente tienen lugar en la ciencia y la tecnologlia de nues

“(*). AN, TIKHONOV y GONCHARSKY, 1£L-Posed Problems in the Nature

Sciences, MIR (|9.7). pr8logo.
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tros dias ) - En términos generales, resclver un problema <{nveaa-
40 significa determinar (descubrir) las causas que dieron lugar a
ciertos efectos observados. He aqui el proceso contrario al de -

la 18gica de causa-efecto.

En la actualidad, el método m8s sobresaliente para la reso-
lucisn de los problemas Mal-planteados es el método de Regulariza
cifn de TLjonov, el cual nos permite obtener soluciones aproxima-
das a tales problemas que dependen continuamente de sus datos. Ca
be decir que en ello juegan un papel relevante el Andlisis Funecio
nal, la Estadfstica, la MatemStica Numérica y sobre todo la compu

tadora digital.

Se tiene, sin embargo, que una de las principales dificulta
des que se presenta en la realizacibn pr&ctica del método de Re-
gularizacdibn es la buena eleccisn del liamado pardmelro de negu-
Lanizacidn. A este respecto esti dedicado el presente trabaio,
haciendo una nueva propuesta para efectos de dicha eleccidn, la
cual hemocs llamado Padncdipio de Seudo-optimalidad, demostrando
que ella define un algoritmo de regularizacién a la Tijonov (Ca
pitulo 3), y exhibiendo su efectividad prictica en la resolu--
cién numérica de la ecuacidén integral de Fredholm de primer ti-
po en coneccidn con la estimacidn Gauss-Markov regularizada en

la regresién lineal {(Capftulo 4).

(*). Tales problemas aparecen en Andlisis Numé@rico (diferenciacidn numérica
y suavisamiento de datos entre otros), en Ingenieria (reconstruccién -~

de seiiales), en Geofisica (pr Sn € rica y gravimétrica),
en Medicina (tomograffia), etc.
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Con el ocbjetivo de hacer el presente trabajo autocontenido,
fue preciso: 4) desarrollar una anplia discusi8n sobre el con-
cepto de un problema Mal-planteado a ia Hadamard ilustrSndolo -
con varios ejemplos (Capifitule 1); y ii) presentar los elementos
basicos de la teorfa sobre el aftodo de Regularizacibin de TIjanowv

(Capitulo II).

No se puede concluir este pr8logo sin antes agradecer el -
apoyo cabal y franco que me brindd mi tutor y amigo €l Dr. José
L. Farah I., sin el cual neo hubiera sido poesible llevar a cabo

esta tesis. También quiero agradecer el estimulc desinteresado

que hasta ahora me ha ofrecido mi profesor y amigo el Dr. Fablo
Barrera S., Adem&s, es para mi grato el poder agradecer el RIS
yo econdmico Que me brindd el Dr. Richard Griego para hacer poudl
ble mi visita al Departamentc de Matemdtica y Estadistica Jeo :a
Universidad de Nuevo Mé&xico, (Albuguerque), en donde we llevs a
cabo gran parte del estudio experimental que en .ste trabajo

se reporta. Finalmente, agradezco el profesicnal apoys de meca-
nograffa que la Sra. Lucina Parra A. tuvo la bondad de otorgar-

me .

Julioc de 1s88.
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CAPITULO 1
INTRODUCCION

El objetivo de este capitulo es presentar una introduc-

ci8n a: (1) el concepro de Paobiema Mal-Planteado a la Hadameawd,
(2) e1 MEtodo de Regulfardizacidn de TIjonov para la resolucisn

de problemas mal-plant.adoé. y (3) las contribuciones del presen
te trabajo. '

81.1 Introduccidén Histdrica.

Propuesto un problema, para la Matem&tica es fundamental

la cuestidn smobre la existencia y la unicidad de la solucibn.
En el campo de las Ecuaciones Diferenciales Parciales (EDP) o
de la Fisjica MatemStica, esta cuestisn se remonta a los traba-~
jo-’de Cauchy y Kovalevskaya. Pero realmente es J. Hadamard
{fuol. en su cllsico reports de 1902, quien 1ntrod;c. a este ras

pecto los términos, tanto de un Problema B{en-PlLanteado (B-Pdo)
como el de uno Mal-Pfanteado (M-Pdo); entendiendo por le prime-

ro, un problema que on gaeneral es poiible (i.e. que su solucién




existe) ydeterminado (i.e. que su soluciSn es dnica); y por lo
segundo, un problema que en general no es B-Pdo} H.co‘potar
que las tres ecuaciones clésicas de la Filsica Matemftica (de
ondl; de calor y de potencial) con ccndicipn.s iniciales o de
Cauchy, o bien con condiciocones de frontera del tipo de Dirichlet
dictadas por la Fisica segn el caso, son ejemplos tiIpicos de
problemas P-Pdos. Por otro lado, muestra que la ecuacisdn de -
Laplace en el espacio con condiciop.s de Cauchy sobre el plano
¥®, hoy llamado problema de Hadamard, es un problema M-Pdo, -
pues en general es i mposasibld ..(.) Tambi#&n muestra
que lo mismo ocurre coﬁuihﬂtcuacidn de onda en el espacio con
condiciones de Cauchy sobre el planc X = 0. Es importante ano-
tar que p;va Hadamard estos dos problemas carecen de significa
do fisico, en el sentido de no corresponder a alguna situacién

fimica.

En 1917, en una reunidn de la sociedad matem&tica Suiza
(ZQvich).'J. Hadamard ([41), p. 33) da a concocer su cl&sico -

ejemplo de preblema de Cauchy para la ecuacidn de Laplace:

D; u-ﬁ'a; u=0, en @1l semi~plano x>0,

con condiciones iniciales -

u(o,y) =0 y 3 _u(0,y) =A, sen(ny),

cuya solucifn es u(x.,y) -(An/n) sh(nx) sen(ny). De lo cual se

sigue gque la solucidn de este problema no depende continuamen-

te de sus datos u(0,y) y Dxu(o.y). En efecto, para datos de

(*). Siendo determinado cuando es posible.




clase cP”' con topologla cP~? pe observa que An l.n(ny) con
An »n"P tiende a la funcidn idénticamente cero, mientras que
para cualquier x>0 dado, (An/n) sh(nx) sen(ny) tiende a infi-
nito cuando N e Luego, 1a solucisn u(x,y) =0 correspondien
te a los datos u(0,y) -B'H(O-y) 20, no depende continuamente
de sus datos. M&s aGn, si se toma An _e-V:-, se coneluye lo -~

mismo para datos de clase c”.

Hoy dfa, por un problema B-Pdo a la Hadamard se entiende
un problema cuya solucisn existe, es (inica y depende continua-
mente de sus datos. ') A este respecto, en su libro ((u2}), p.
146) de edicisn pdstuma (Pekin, 1%924), J. Hadamard mencion:
que esta nocisn, la cual &1l comparte, se debe a R. Courant .
D. Hiltert, quienes la proponen por primera vez en el cl&sico

libro de "M&todos Matemiticos de la Fisica"([191, vol. 2).

Desde el punto de vista pr8ctico y/o de la Fisica, la de-
pendencia continua de la solucifn de un problema con respectc
de sus datos es una cendicién natural y fundamental; puvs en -
la vida pri3ctica es usual que los datos del problema se obten-
gan por medicidn. Si un cierto fenSmeno en estudio no cumplie
ra con esta condicidn, entonces muy pequefios cambios en sus da-
tos bastarfan para cambiar radicalmente su marcha. Ast, no pa-

receria estar gobernado por leyes precisas, sino mi3s bien por

(S D) ‘En EDP, por datos de un problema puede entenderse valores iniciales,
valores de frontera, coeficientes del operador, gecometria del dominioc
de definicifn, etc.




el -s.r.(z) En este sentido, el problema de Hadamard carece de
significado flsico, aparte de no corresponder a alguna situa-

cibn filsica concreta.

Hasta antes de los 50's, se cuentan pocos trabajos sobre
el estudio de los problemas M-Pdos, y con excepcifn de uno de
Tijonov (1 B7), 1943), ellos tratan sobre los aspectos de exis-
tencia y unicidad, como ocurre con Bourgin {14] y Bourgin-Duffin
f{13] con relacién al problema de Dirichlet para la ecuacisn de

onda.

Es durante la década de los S50's cuando aparecen trabajos
en los que: (1). Se proponen esquemas numé&ricoes para el cdlculo
de soluciones aproximadas del problema de Hadamard, que bajo ra
zonables supuestos a priori sobre la solucién, convergen a su
solucibn ( Puceci [76] () Yy Lavrentiev [S4) )3 (2). Se
discuten problemas de incuestionable significado fisico que ma
temiticamente dan lugar al problema de Hadamard (Pucci [77) ¥
Courant-Hilbert [ 19), entre otros); y,(3). Se presentan resul-~
tados, fundamentales para efectos de la Matemidtica Numérica,
sobre la dependencia continua de la solucién para varios proble
mas M-Pdos, bajo razonables supuestos a priori sobre la solu--
cién (John (S50} y Pucci {77)). La importancia de estos traba-

jos es capital, pues se muestra que una gran variedad de pro--

(2) Este es preci el de azan de Poincard (411, p. 38).
(3) Este jo es i do por w2, p- 146).

i
1
1]
i




blemas M-Pdos, con ayuda de la computadora resultan ser tan tra

bajables como los B-Pdos, echando abajo severos prejuicios al

respecto (véase & John ([50] ). Cabe -.nciouar. por otro lado, -

que de tiempo atras para ese eantonces la ciencia y la tecnolo-

s8%a venian planteando problemas relevantes que resultaban ser

M-Pdos; en especial, ciertos problemas inversos en Geoffsica.

Ya para la década de los 60's se observa el inicio de un

crecimiento acelerado de trabajos sobre el estudio de problemas

M-Pdos de variada naturaleza en diversas ramas de la ciencia v
la tecnologla (Payne (72}, Lavrentiev [55], Arsenin-Tikhonov
[2 ), Twomey [ 93] y Morozov [65] ), sobre todo a rafz de los tra
bajos de Phillips {7u] y Tikhonov ([88] y [839]) con los cuales
se abre propiamente una irea nueva de la Matemitica:la Teoada
de Regulanizacibn de TLjcnov pana La Resolucién de Problemas

Mal-Planteados a La Hadamand.

Para los 70's, la Metodologia de Regularizacifin es mundial

mente aceptada y cultivada, convirtifndose en una de las ramas

de gran importancia para el AnfSlisis y la Matemidtica Numérica.

Terminamos este relato hist8rico diciendo que el estudio y

resolucién de los problemas M-Pdos, es un clarc ejemplo en don-

de la exigencia del desarrollo de los medios de produccisdn ayu-
dan al hombre de ciencia a barrer prejuicios y obstSculos en el

ataque de los retos que @l indisoluble binomio teorla-prictica
le plantea.




§1.2. Problemas Mal-Planteados a 1a Hadamard.

Para nuestros prop8sitos es de interés el presentar va--

rios sjemplos, empezando por los clfsicos, de problemas M-Tdos,

los cuales se pueden llevar a la formulacifn operacional

{(1.2.1) Au=¢g, £E€PF dada,

siendo A : U+PF un operador lineal compacto sobre ciertos 2spa-

cios de funciones (vectoriales normados) U y F.

1. Problema de Hadamard. La importancia de este eizmplo

radica en que a pesar de haber sido ignorado y visto s8lc como

un ejemplo patoldgico, #ste tiene lugar en diversas situaciones

de inter&s para las ciencias como ocurre en la determinacién -
del bjopotencial dentro de un cuerpo a partir de valores lados

sobre la superficie del cuerpo; en la continuaci&n analitica

del potencial de corrientes el8ctricas que fluyen al interior

de la tierra a partir de los valores de &ste Tomados sobre la
superficie (Nedelkov [70)), ¥y en la determinacisn del potencial

gravitacional con propésitos de exploraci&n Gecfisica, a partir

de informacisn tomada sobre la superficie terrestre (Dmitriev

et. al. [(25})). As1 pues, a la luz de nuestros difas, la opinisn

de Hadamard comn relacifn a la carencia de significado fisico de
su clisico ejemplo carece de justificaci8n (Pucci (77)).

Ahora bien, considérese el prodblema de Hadamard siguiente

(1.2.2) a: u-o-a;u-o, umu(x,y).,



en el rectingulo semi-infinito @={(x,y)|{0<x<€a,y >0}
‘condiciones de Cauchy

c<on

(1.2.2°) u(x,0) =£(x) y B ulx.0) ag(x), O€x<a

Y con condiciones de frontera

(1.2.2%) u(o,y) =ula,y) =0, y >0.

Por aplicacisén directa del método de separacisn Ze varia-
_bles se obtiene que la solucién, para el rectingulo O «x <a,

o<y <y., Y, >0 dado, viene dada por

. a
(L.2.3) ul(x,y) = [ G, (x,y18)£(5)ag
L]
a
+ [ Galx,y3;E)g(E)ak
L]
donde
<;l {x,y.£) -ﬁ-nl_:, ch Df— Y sen Eal x msen Eali. o
G, (x.viE) =2 ni, n—}; sh —';l Y sen ':1—" x sen %’1 3.

siempre que £ yg admitan desarrollo de Fourier

las series

- -
nEA, ch Iy ‘sen 2 x (A =2 I £(E) sen |
L}

(1.2.3*)

a
nE®, sh '!'ai ¥, sen % x (B, -n—“:'- I g(£) sen 5‘51 £ ag)
L ]

sean en algdn sentido (L'(O,a por ejemplo) convergente=. Es



importanta anctar que estas c'ondiclon.l de convergencia son

ax-
tremadamente exigentes.

Para el caso particular en que gi{x) =0, de ocurrencia pric
tica (Nedelkov [70)), de (1.2.3) se sigue, para y=y,. quse

a a

I u(n.y,) sen ¥ n an = ch 2f y, I. £(n) sen B n an.
. .

Ast, escribiendo u'.(x) Zu(x,y,), se tiene que 1la solucién del
problema (1.2.2 -2 - 2%) con g{x) =0 Yy para ys=y, viene a
se;" l1a soluci&n de la ecuacifn integral '

-
(1.2.4) I Kk, (%X.E)u, (E)AE = f(x), O<x < a.
° Yo .
donde -
Ky, (®eE) =,%, 2, sen 2% x men 2T ¢

=2 (en' 22X y 2 "),

como

Ecuacién que podemocs escribir, en t&rminos operacionales,

(1.2.4%)

donde A sL?*[0,al' +L2[(0,a)l (p. ej.) viene dado por

a
Alv] (x) = I ky (x,E)v i) atk. *
o L]

2. Pro'blmu Retrdgrado del Calor. Este problema es otro

de los clisicos problemas M-Pdos de especial inter&s en Geofisi



ica, €1l cual consiste en, conociendo la distribucifin de tewrera-
turas £{(x) =u(x,T) ('l > 0) de una cierta barra de longitud a, de-
terminar su distribucién de temperaturas u, (£ 3] —u(*,o) inicial,
nanto;x:l.udo los extremcs de la barra a éenp.ratur., por ejexpl:
constante cero. - Bajo supuestos de homogensidad y de escalamiern

to -d.cu‘adc‘. del tiempo, la formulacisn matemAtica del problema

consiste en hallar uy, (x) su(x,0), 0 <x<a, dado que

(1.2.9%) du =22 u
(3.2.5*) u({x,T) = £{x), T>0 dado, y
(1.2.5%)

u(o,t) = ula,t) =0, 0<t <T.

Mediarnte la aplicaci8n directa del método de separaciZfn

variables, se obtiene que la solucién del problema de Zauchy

n
I

guiente

itu -a;.u
u(x,0) = u,(x), 0<x<a
u(o0,t) = u(a,t) = 0, t>0
vi-n_e dada por (90])

-
(1.2.6) v = e 106, 1ac
. :

donde

- nx. s
Gix,t1E) -% nE, @ UE) % gen B LS

N x5 % sen = &



siempre que U, (%) adaita en algdn sentido el d.-arrolxd de -

- -
Fourier u,(x) = E c_ sen 5T = ¢

Ahora, como W(x,T) =£(x), se tiene que la soclucifn del -~
problema bajo discusi8n se cbtiene resolviendo la .cuaéidn inte
sral ’

N a
; (1.2.7) I Gp(x,E)u, (E)AE = £(x), 0 <x<a,
. .

.donde G.I.(I.E) = G(l.!‘lé)- La cusSl bien podemos rescribir en for

ma operacional (1.2.1) como ya se indicS en el ejemplo anterior.#

3. Extensidn Arménica. Este @5 un problema clisico en -

Anflisis. Pensando en geometria circular, el problema consiste
oen extender la funcisn arm8nica u(p,9) del disco D, a{(p,0)|0=
PEEX, 0O <21} al disco D, ={(p,8){0<p €«R, 050 <2r}(R>r).
De la representaciln integral de Poisson para u(p,®) en D,, da-
da u,(6) = u(r,0)

am

u(e,9) -I ko(p.030)u_(v)dy,
L

donde
' R -2
R? 402 - 2Rp cos(v-6)

ko (p.019) = ot

se sigue que la solucisn del problema se reduce a resclver, da-

da £(0) mu(xr,08), ta ecuacién integral

H am
: (1L.2.9) I k(e.v)u.(')dm = £(8), 0 <0 2w,
f °

(*) . Siendo Cn el correspondiente coeficiente de PFourier de

u.(x) con respecto a sen X

»[3




donde k(6,v) -x.,'(o,o) -k-(o.esv). Que bien podemos rescribir
en la formulacisn (1.2.1). @#

4. Diferenciacién Numérica. Este problema del Anslisis

Numérico ocurre con' frecuencia en las aplicaciones, y consiste

en hallar la k-8sima derivada u(x) -t(k’(x) de una funci8n £{(x)

dada (usualmente a través de una tabla Tt de valores de f£).

Suponiendo, sin perder generalidad, que

cesosk=1,

€'4) (0) =0 para 1=0,1,
del desarrollo de Taylor con su residuo en forma in

tegral se tiene que

£(x) = £(0) +£°(0)x +...+ 2pyr £ (o) x*7?

P T

of AmEd— wras
o
-

_I g(x,E)u(f)aL, 0 <x <a,
L]

dénde

o, £E>x
gi(x,£) =

(x-£)%" 1 (k-1 2, £ <x.

Esto es, el problema se reduce a resolver la ecuacisn inte

gral

-
(1.2.9) . I k(x,E)u(f)dE =€f(x), 0<x<a,
L]

que bien se escribe en la formulacién (1.2.1). »
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$. Ecuacién Integral de Fredholm de Primera Espoc_'o. . En
diversas aplicaciones en t_ng.nt.r!a.(Aud.}oy et. @al. [3 ]}, Ca-
bayan et. al. {17])), ‘en !'!.tco-ou!.'niica {(Provencher [751), .n.
Inmunologla (Hanson [u3]), en Ciencias Atmosféricas (Twomey
[93) ), entre muchas otras, tiene lugar la ecuaci&n integral

de Fredhols de primera espeacie

(1.2.10) I K(x,t)u(t) dt = f(x), a<x <b, ‘"’
a

donde su funcisn ndcleo k(x,t) puede estar en L, o en L,,’ con frecuenciz.con-

tinuo © bjien de convolucisn (i.e. k(x,t) mk{x-t)).

Este problema, en t8rminos de operadores, juega un parel
central en Anilisis Funcional pues, bajo ciertas condiciones,

resulta ser un ejemplo prototipo de operador (lineal) compacto.“’

Un resultado cli8sico del Andlisis Funciodonal [3'] dice que
para todo operador lineal compacto con inverso sobre espaci:c

de Banach (de dimensisn inflnita), el opex-ado‘r inverso no._ ruede

(*). Aqul, a<x<b, si a=-= y b=+=; a€x<b, si b==; etc.
(4) . Siendo U y F espacios de Banach, A: U =+ F se dice que es compacio, si
manda conjuntos acotados de U en conjuntos pre-compactos de F.
{S5). ‘El problema de diferenciacifn numfirica es B-Pdo si se piensa de
c™ a,b] +cla.b] con topologfa c” para c’{a,b], y @s M-Pdo si C"{a,b]
- me piensa con topoloq!n C; en ambos casos C{ a,b] se piensa con topo-
logfa C.
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.ser continuo. En consecucncia, ai se ticnq que

1
k(x,t) u(t) 4t =0 —> u(t) =0,

entonces la ecuacifn integral (1.2.10) es un problema H—Pdo.(')O

6. La inversa Generalizada de Moore-Penrose de una Matriz.

La inversa gemeralizada Moone-Pennoase at

de una ma:iriz (real)
A de mxn, se define comoc la solucifn del sistema matricial -
‘(Penrose [73] y Barrera et. al. (7] para la su presentacifn de

esta tesis)
(1.2.11) AX = P, y
XA = Q

donde P : R™ - Im(A) y Q@ : R® *N(A)"' son las proyecclones Ortoge

nales sobre Im(A) y N(A)J' respectivamente.

Es inmediato ver que si A, en el caso m=n, tiene inversa

entonces A'.' =A"1.

Si por M ‘denotamos al espacio vectorial de todas, las ma

mxn

trices reales mxn y por M a las de nxm, entonces podemos -—

nxm
definir el mapeo £nveasidn genecralizadoc de Moore-Penrose (M-P)

(1.2.12) ot M M
dado por
(1.2.12°) A |—>at

(*). !n 1la Sec. 3 dAe este capfitulo se demostrarf, en un sentido generalizado
olucisn pox procisar, que la ecuacifn integral (1.2.10) es un pro—
hl-n a M-Pdo.




.

8i denotamos por 1 al conjunto de todas las matrices in-

vertidbles en “n.n' entonces se tiene, como es bien s.l.bido. que

el mapec J{mversidn @ 11 CM . <+ M _ dado ‘por A |—> AT, es

continuo sobre I ([79M).

Siendo claro que Q' ‘“nxn’“nxn s una extensién de ¢, es-

+*o es, que "l, =g, resulta sorprendente que (en general) ’*

no sea continuo.

\
En efecto, si el rango de A (rgo(A)) <mtn{m,n), para A en

M-’n dada, entonces se tiene que

(1.2.13) Cnarsmyt At » 2 (8
P U sSan
.siempre que rgo(A +S8A) >rgo(A) (Stewart [85]).

En consecuen-—
cia, W(A+sMY - afn + 4+ =

cuando {ISAl -0, Con elloc, queda
demostrado que el problema de hallar (calcular) A+. dada A, es

un problema M-Pdo a la Hadamard. Ast, se tiene que el cilculo

numérico de A" puede resultar catastr&8ficamente sensible a pe-

quefias perturbaciones en A, en particular al redondeo.

Veamos mids de cerca esTe punto. Supongamos que se dispo-
ne, te8ricamente hablando,

de un mé&todo numéricamente cstabie
~4
' ’“mxn hd “l‘l

xm para calcular a A+ numéricamente, en el senti-
do que la resolucifn numérica de (1.2.11) que produce, es la solucisn

exacta para una cierta matriz "vecina™ A+ SA. En términos precisos, que

&) Aquf, I Wi ~r*

es una norma matricial compatible, véase a stewart
(8u).
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(1.2.124) ST (A) =¥ (A +5A) con -LEAL

< u,
siendo 4 la precisifn de la computadora digita'l. anfitrién.

De (1.2.13) y (1.2.14) se ticne que

et - sty

> 1. _a .
[PAT] ue* e W SAN
= 1 WAl > 1 > %
1o (M) BAN N8 AN K(As

donde X(A) =ua*u uan (siempre 1) es el ndmero de cundicién
numérica de A. Este resultado es crucial, 'pue‘s nos dice que con
nuestro método hipotético numéricamente estable, pensando 1,74
como medida-de la precisién de la computadora anfitrisén, ate
en una m8quina de precisién infinita (como caso limite), no se
}ueda calcular numéricamente a A‘, en el mejor de los casos,

con siquiera un d!gito-(en norma) significativo. N3tese que -

l1a situacisn empeora al aumentar la precisisn.

El asunto se torna diferente si s8lo se permiten perturba
ciones &A de manera que rgo(A +8A)=rgo(A) =r <mIn{m,nl, ya
- .
que si men denota a todas las matrices en M

tonces w*l“r es continuo sobre M:xn‘ pues se tiene que
mxn

en
axn de rango r en

-y 2
He* (A +8A) —p¥(m)n < JMA U7

T nEAl,
1 -uatuusaAN



siewmpre que IA’I“AI <3 (Vedin (2011 ). En consecuencia, para

nuestro método hipotético 3 se tiene que -

1Y A —et(a)n IR (A)]
- - ‘r"(i"(*f. i
P [Tt Y]

j . siempre que rgo(A +8A) =rgo(A) y K(A)u <1. Luego, si K(A)u ~10"PF
i (p un entero mayor que 1) entonces en el peor 4de los casos, se
tendrin ﬁor lo menos p digitos significativos (en norma).

El gran pero de &ste dltimo resultado es la condicisn de s&
lo aceptar perturbaciones (por redondeo) &A de A con rgo(A+ SA)=rgo(A),

la cual es muy ressrictiva; pues desde un punto de vista real,

¥ hablando en lenguaje "probabilistico",con probabilida&.)unc se
tiene que rgol(A +8A) >rgo(A).

En el capitulo 3, de esta tesis se ver8 cdmo calcular numé

ricamente a A* de manera estaple a perturbaciones en A, sin 1ia

hipStesis rgo(A +8A) >rgo(A), por el método de regularizaciébn
de T2ijonov. #

7. Sistemas Lineales Algebraicos. Sean A en men y b en

R™® dados. 'En las aplicaciones del Algebra Matricial Numé&rica,

el problema de hallar X en R" tal que

(1.2.14) ' Ax = b,

es de capital importancia.

(*). En el sentido de que dada cualquier vecindad VR de radio R(>0) de

. an tiene medida cero.
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Ahora bien, sn el sentido clésico de soluci8n, el prodlema
(1.2.1%) no tiene solucifn, en gemeral; y de tenerla, &ata no
tiene porque ser Gnica.

Para la teorfa como para las aplicaciones, es conveniente
considerar el concepto siguiente de aclucifn generalizada para
Ax =b.

Definicidn 1.2. Por la sclucidn generalizada de Moore-Pen

AcsE x’ de A =b, se entiende la soluci8n de menor norma

euclideana del problema de minimo de cuadrados
MIn ib-Axp 2%, o
x 2

Se demuestra que 8‘ siempre existe y que es finica (Golub-

van Loan [37')). M&s adn,

(1.2.15) =" = a* b,

As!l pues, el problema Ax=b, en sentidc de solucisn gene-
ralizada M-P, o8 siempre posible y determinado, no siendo asi
en sentido clisico. Sin embargo es importante observar, para
m=n en particular, que si Ax =b tiene sclucisn cli&sica entonces
x* =aa"! b. Esto es, las soluciones clésica y generalizada coin-
ciden.

Si por datos del prodblema AX =Db se entiende la pareja (A,

b) , entonces sl problema AX =b es en general M-Pdo, pues

-
(*) En R* (noxma euclidiana): Uyl , = ( *E|l¥‘_|')16
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x* =9*(a)

ral. o -
Si por datos del problema Ax =b se entiende sSlc al vector

‘blen A™) entonces Ax =b es un problema B-Pdo, ya que

AT (b +8b) -A'LE, WSHN ,
+ < K (A) ——
EAT DM, : 13109

- (K, (A) = EA*N AN ,) . (D)

Cabe dejar bien claro que el conjunto de las matric:s de

rango deficiente (o singulares, segln el caso) sobre las que an

.general O* no es continuo, es un conjunto de medida cer>, ®n

el sentido qQue su intersecci8n con cualquier comnjunto asd>tado

de M-.n tiene medidal®**)cerc.Esto es, éara una gran mayorfa de

los casos, AX=b se puede resolver numéricamente de ma:zera a-

ceptable. Sin embargo, como iremos viendo en los capit.los si-

guientes, la resolucifn numérica de problemas (lineales) M-Pdos
constituye una de las principales fuentes que dam lugar al pro-

blema AX =b con A "muy pr&mxima™ a una de rango deficiente (ma-

trices muy mal-compontadas, en Inglés "ill-conditioned"’,"muy

préximas" significa indistinguibles de una de rango dericiente

de acuerdo a la precisifén de la computadora anfitrién. #

- ol
(4] .u,-# T, -

(o) En sentido de Lebesgue.
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8. Estimacién Linea) Gauss-Markov. En Estadfstica juega
un papel central (regresiSn lineal) el problema siguiente. Da

do el modelo lineal
(1.2.16) RS + €=y,

en donde X es una matriz real NnXp, y ¥y ees un vector en r",
ambos dados; y € es un vector aleatorio en R” (no observable)

con Ble]l =0 y Bl e e -c’i(.’. El problema consiste em hallar

una "buena estimacidn"® €~d. 8.

Como bien se sabe, cuando la matriz de disefio X es de ran-

8o ma&ximo (rgo(X) =p), el estimador Gauss-Markov

(1.2.17) 8= mTE y.,

es de minima varianza dentro de todos los estimadores lineales

insesgados de 8 (Seber [801).

Sin embargo, si X es muy cercana a ser de rango deficicn-
te, o sea mal-comportada en términos numéricos (i.e. Kp({X)p ~1j,
© con presencia del fenfmenco de colinealidad en t&rminos esta-
d2fsticos, entonces el cqlculc numérico de é resulta en general
ser insatisfactorio, si no es que hasta inservible. La explica
cién a esta situacifn la hemos dado en el ejemplo anterior; pa-

~
ra verlo, basta con considerar que B = ‘* Y-

(*) ® al s § feol).
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Ahora, veamos como la resolucisn numérica de la ecuacidn

integral de Fredholm de 1a. clase da lugar al modelo lineal

(1.2.16), con presencia de colinealidad como consecuencia here-

ditaria del ser dicha ecuacisn un problema N-Pdo.

En las aplicaciones es d-u-l que, para la ecuacifn integral

(1.2.10), a £(X) se le conoica por medic de una tadbla de sus va
loresa:

T (x,.y ) ¥, =f(n )+ E,, $=2,2,...07
obtenidos por observacidn. En estos té8rminos, la ecuacibn inte
gral (1.2.10) toma la fcrmulaci8n siguiente

. .
(1.2.18) I k(% ,£)u(t) dt + € =y ., 1=1,1,....n.
a8

Luego, discretizandoc el término integrai,

b
gla de cuadratura del tipo: I g(t) at -j§1~mjg(ej); se oktie-
a

mediante una re-
ne el modelo lineal
(1.2.19) EB +€ = y

en donde
n‘p-KD) nip-(k&j) .k‘j -k(x‘.cj), D-diag(ax,....up)
8 = (u‘.u.....up)‘t uy - u(t,)

. -~
€ = (c‘,e',...,l:n) 3 €, =, + Ny (n‘ “«<eg). [}




i
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Problemas Mal-Planteados y la Inversa Generalizada de
Mgoore-Penrose.

Para la siguiente definiciSn, atdn en términos wvagos, U y

r son espacios de funciones (normados o métricos), y A :U -~ ¥

un cierto ocoperador no necesariamente lineal y/o continuoc.

Pdos,

Definicién 1.3.1 {Hadamard) Dbado fEF, el problema de -

hallar u en U tal que -

Au = £,

se dice 3ien-Planteado, si &ste tiene una dnica solucisn
w®, la cual depende contfnuamente de sus datos. Y se i -
ce que es Mal-Panteado, si no es Bien-Planteado. FPor
datos, en sentido ampldio se entiende A y £, y en sentido

nestringido se entiende s8lo a f£. ¥

El estudio de los problemas Au =£f, en sentidc amp.io M-

resulta ser m&s difficil y complicado que en su sentido

restringido. Y suele ocurrir que un cierto problema sea B-Pdo

en sentido restringido y M-Pdo en sentido amplio (Sec. 1.2.,

ejemplo 7).

En este trabajo, salvo el caso del ejemplo 6 de la seccidn

anterior, se hablarid fundamentalmente de la resolucién (por el

método de regularizacién) de problemas M-Pdos en sentido restrin

gido.
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Con el prop8sitc, en un sentido generalisado de golucién
por precisar a continuaci8n, de demostrar que la ecuacién inte
gral de Fredholm de 1a. especie con nficleo no—d...n-rado(7)
k(x,t) es un problema M-Pdo, se hace necesaria la introduccién

.de la siguiente definicién, pensada en eapacios de Hilbert.

Definfcidén 1.3.2. Se dirs que u* en U es una s0lucidn ge-
nenralizada Moo:re-Penrose (M-F) de Au=¢f, si

(a) #£-Au*M_ & #f-Aul_, para toda u€uU; y

(b) sa II!-Au°I,. < llf—AulI... para toda u €U, entonces
tatu, = wutn ") 4

Es importante observar que si Au=f rtiene solucisn dnica

u® (en sentido cl&sico) entonces u’ =u’.

Proposicién 1.3.1. Sea A :U =+ F 1lineal continuoc y Pf la
(@)

proyeccisdn ortogonal de £ sobre Im(A). Se tiene que Au = f

tiene solucisn generalizada (M-P) ut st y s8lo si PfE€Im(A).

En cuyo caso, u* es dnica.

Demostracién. Se obtiene directamente al aplicar el teore

ma de la proyeccié&n ortogonal a Im(A) .y a N(A). *

degenenado, si k(x.,t) -.‘g1 ay (x)bi (c).

(7) Un nllcfeo k(x,t) se aice que
Zado.

¥ no-degeneradc, si no es ae
io ial do V,

(*). Aquf, y en lo sucesivo, 1la al D
se denotarf por M.Hv.

(@). Ppor Tm{AJ se entiondela cerradura de Im(A).



Asf pues,

para A :1U*¥ lineal continuo y en sentido gene-
ralizado (M-P), 8i el problema AMu=f tiene solucién entonces
esta es Gnica (@!

Para

A sU~F¥ linecal continuo, sea

DIAY) = (£€FlAu =~ £ tiene molucibn generizada (M-P))
+ -+ +

se tiene que el mapeo A :D(A') CF +U dado por € }b—> u", 1ia -

mado 4Lnveaso generatlizado de Moore-Penrose, es lineal; que

D(AY) = Im(A) © Im(A) (luego D(A*) denso en Fy.

Mas adn, se tia
ne que . .
a) AA = PII-(“)
(1.3.1)
) At a =g
siendo

P:F » IM(A) vy Q :U » N(A)l las proyecciones ortogona-
les de F y U sobre Im(AY y N(A)‘I' s+ Trespectivamente.

Asi, si A
tiene inverso entonces

A =" sobre D(A™ ). :
En estos términos,

es conveniente hacer la siguiente vrefsz
mulacién de la definicisn 1.3.1.

Definicién. 1.3.3. (Hadamara)'’

Para A :U <+ F lineal , dada
£E€F, se dir8 que el problema Au=f es Bilen-Planteado s
y s8loc si

At

;oA icerm ~ v

s continuo. Y se dir8 que es

Bien-Planteado.

(&) ral; gé.::m:ag_da Hadamard, si el problesa Mi=f es posible entonces

En sentido restringido,

Mal-Planteado, si no es

() $sco es, con parturbaciones s81c en £.




Proposicifn 1.3.2. Si A :U+P es lineal y continuo enton-

ces A" tD(A’) C P+ U es lineal y cerrado. e

Oemostracidn: sSea (f,u) un punto de acumulacisn de Ge(AY) =
(£, A'f) £ e€D(aA*)}, 1a grifica de A*. For ver que (f,u) €
Gr(A"). sea {((f,. A* £,)) tal que (£,.A% £) =~ (£,u). De 1la
continuidad de A, {f -A(A* £} (cim(a)') converge a f-Au(€ Im
‘A)"). Luego, At (£ - Au) =0, o bien que AYE =u. Ast, (f,u) €
cr(a*). o

Por tanto, para A:U-+PF 1ineal continuo, A" no es conti-
nuo en general

Proposicilm 1.3.3., Sea A:U+F 1lineal y continuo. Si IM(AI=

+

Im(A) entonces AT :F+U ea lineal y continuc (i.e. Aumf

es B-Pdo).

Demostracidn: En este caso A’-;-‘ P, asiendo P : F + Im(A)
la proyecci&n ortcgonal de ¥ sobre Tm(A) =Im(A)..y K-AIN(A)L.
¥ como A? y P son continuos, a* es continuo. #

Entre los e’emplos tipicos de esta situacién eatan: (1).
A:U-+F con IM(A) de dimeansisdn finita; (2). A :U~«F inferior--
mente acotado (i.e. MHAul_ >kiiufi (k>0), para toda u€U); y (3)

A(=AI ~K): U+F(U =F) con K 1lineal compacto.

(8). Siendo X y ¥ espacios vectoriales normados, T :D(T) CX+Y se dice
si su gréfica Gr(T) = {(x, Tx) |x€ED(T)) es un conjunto cerra
40 de XxY.




Teorema 1.3.1. Si AU -+F es lineal y compacto entonces pa
ra que D(A’) =P y A’ tP-U sea continuo es necesario y

suficiente que Im(A) C¥F sea de dimensidn finita.

Demostracidn: si AY es continuo entonces AAY es

=Plim(a)
compacto, y P'I-(A) es compacto sii Im(A) CP es de dimeusisdn
finita. ]

En consecuencia, si A :U-+F es lineal compacto y Im(A) es

de dimensién infinita entonces A%

:D(AYY cF~U no puede ser
continuo. Esto es, Au=f es M-Pdo. El caso tipico es la ecua-
cifn integral de Fredholm de 1a. clase con funcidn nuclec k(x,t)
no-degenerado. Luego, hemos logrado el objetivo de esta setc &n.
En particular, se tiene que los cinco primeros ejemplos de la seag

cifn anterior son, en el presente sentido de solucidén generaliza

da, problemas M-Pdos a la Hadamard.

§1.4. Método de Regularizacidén de Tfjonov: Introduccidén a2l Prin-
cipio de Seudo-optimalidad.

La metodologia de regularizacifn de Tijonov nos proporcigo
na un procedimiento bien fundamentado y sistemdtico para hallar
soluciones aproximadas, estables a perturbacicones en f, de la sgo
lucifn en sentido generalizado Moore-Penrose del problema Au =f
(£ ED(A*)‘) s+ donde A U +F es lineal y compacto sobre espacios

de Hilbert U y F.



para

Congidérese el problema de hallar una so0lucifa aproximada

Auef, a partir de la relacién operacional Au=f£f,, sien-

do £, €F tal que Nf, -!Ir <« 8§, 8§ >0 Adada, tasatable a perturba-

ciones en €.

Una de las ideas centrales de Tijonov con respecto a este

problema ests contenida en la siguiente

demostrar que el problema Au =f£f, para

to y

Definicién 1.84.1. (T%ionov) Bajo el supuesto que iED(A*).

se dir& que la familia de operadores {lle!' -.U)V>O es una

damilic- negulanizante para Au=f, si se puede dar un caLd-

terndo vy =y (8) de manera que Y + 0% cuando & -’0*. y

s

[[R* -u‘ll -0 cuando 5 - 0+,
¥ v

en donde us - R‘V l,v. Y, se dir8 que un problema ¥-Pdo

Au = £ es regulanizable (a la Tijonov), si para &) exis-

te un £ 114 1 i
a familia regularizante (nY)Y>D. L]

Uno de los objetivos centrales del capitulo siguiente sers

AU~ F &inecaf compagc
IED(A+) es aregubfarizable, por medic de la construccidn

explicita de una {amifia negulanrizante.

Es muy impertante observar que en la definicibén anterior,

no se dice nada sobre c8mo definir (o determinar ) el cadteado

Y =my(8). A este problema se le conoce por el pacblema de selec

cibn

del pardmetro de aegulanizacibn. De hecho, este problema

resulta ser una de las serias dificultades, sobre todo pricticas,
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del método de regularizaciln. Y s8i bien e= ci.x-t.o que hoy se
cuenta con varios principios para la seleccisn de dicho pard-
metro (Principio de Discrepancia ({6}, {65)]), Principio de -
Quasi-optimalidad ([34), [35] ¥y [32), Criterio de Validacién
Cruzada Generalizada {100) , y otros), tambié&n es cierto que

no se puede decir gue el problema se tiene totalmente resuelto.

El prop&sito central de la presente tesis es la propuesta
de un caditeaio nuevo para la eleccidn de dicho parSmetro, el
cudl nosotros llamaremos Principio de Seudo-Optimatidad, pre-

sentando un sistemdtico primer estudio al respecto.

La gé€nesis de la idea emergid en la bdsqueda de la elec-
cisn Sptima del parfimetro en cuestidn. Especificamente, para

el problema de la regresifn lineal (Sec. 2.2, ejemplo 8):
EXE+e=y con e~ (0,821) "

bajo presencia de colinealidad se tiene que la estimacién (ses

gada) propuesta por Hoerl y Kennard ([4&), [47] )
- - -1
gy(= R'Y Y) = (X'% + vyI) X' y, vy >0,

la cual nosotros llamaremos estimacidn de Gauss-Markov nregula-
nizada por claras razones qQue Veremos después en el Capfitulo
4, es una alternativa a la estimaci8n clasica é de Gauss-Mar-
kov para 8. Asf, con base a la funcién de eraoa cuadrdtico -

medio

(*). e~ (0, §2T) significa que Ele}=0 y que Ow(e) = 82I.
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- y 2y - e -gn?
ecm(y): oa(g,'; 8, 8%) x(lg,' l.)

@8 natural el elegir al pardmetro de regularizaci8m (o "ridge")
v-vop(c) como aquel en donde la funcién ecm(y) se minimisa.

cabe aclarar que en la préictica la determinacisn de
estimacidn Cly) -

Ahora bien,

Vop se efectua mediante ¢l usc de una “"buena'

para ecm(y) sin el requerimiento del conccimiento explficito de
8 y &%,

Por otro lado; considerando qQue

ecm(y) =vet(y) + b?(v),

en donde vt:=ve(8s 6%) es 1a varianza fotal y b’ (y):=b®(B 18)

-
es el 4edgo cuadrado para gW. ¥ qQue las gr&ficas de las funcio

nes ecm(y), vt(y) y b?(y), cuando X es de rango mAximo, son

como las que se ilustran a continuacién en la figura 1, se su

giere (también de manera natural) el elegir a Yy =Y!°(5) como

la solucibén de la ecuacidn de seudo-optimalidad

vely) = b*(y), v > 0,

como una aproximacifn para y = Yop(ﬁ).

;i e
. v

rig. 1. Ilustracién GeomStrica del Principio
de Seudo- optimalidad.
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Asl pues, de existir y = 109(6), es de esperar Jque -
Yoo = 70’5 ¥ por oil.o'. que las propiedades de convergencia de
-

L' a8 con v~y ,, (8) cuando & » 0%, sean semejantes a los de
Y . .

g,' con Y = 10’(6)-

En el capitulo 3, para el problema en cuestifn Au -!5,
Ilts -tl' < 8 con AtU = P lineal compacto Se demuestra, si Pf

= A(A'a)Y h(.), O0<wv € 1, para alguna h € U, que

R, ts'“*"u = 083V (2Vve1),

para vy -v-o(e). En particular, para v =1, la razén de conver
gencia es inmejorable, pues lo mismo ocurre para Y -Yop(S).

En el mismo capftulo 3 se prueba, si u € m(aaYY,
0 <v <1, que

sup tat - uny =0 (s3V/ 2V + 1)
E,vefE)<s Y

-~ ~ V.
wuy -ury =@nu] -un3dy %)

-
para Y = 7-0(6), siendo u: - Ryf

regularizada para U en el modelo lineal Au = £ =f con A:U - F

la estimacién Gauss-Markov

como antes lineal compacto y en donde £ @8 un vector aleatorio

sobre F con E{E} = 0, en el sentido que de que para toda WEF

dada, B{E') = 0 donde € = < £, w>_, y con varianza total

vere) =, F, mig, 2t <e?

(*). Aquf, A':F - U denota al adjunto de A.
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eOon POSpecto &

ualquier sonjunte ortemernal a le wmis nuserabdble

(-‘):_' de ¥ dade. Y viende que se tieme el mniemc resultado
pery ¥ ® v, (8), es que se Justifice el mombre de Seudo-optlima
L4idad para nueetro primcipio para la coemstruccifin del crite-
rdeo Yy = v.‘(l).

En el capitulo &, se analisa 1la discretisgacién do.la regu-~
lariszacifn de 1a ecuscifn integral de Fredholm de primer tipo,
viendo su liga con la estimaciSa de Gauss-Markov regularizada,
se discute el Paincipic de Seudo-optimaltidad con base a las -~

estimaciones insesgadas y sesgadas para la variansa total vy

el sesgo cuadrado, y finalmente se presenta un algoritmo "aufg
-~

mético” con ejemplos numdricos para el cllculo de EN con

v - y.o(c). el cual se aplica a la resolucisn numérica via re-

gularizscifn de la scuacifn de Fredholm antes referida.

El capftulo siguiente tiene por objeto el estudio de las

{deas centrales del M€todo de Regularizacifm Ade Tijonov.




CAPITULO 2

METODO DE REGULARIZACION DE TIJOwOV.

El objetivo de este capitulo es el presentar las ideas y
108 resultados bésicos del método de regularizaciém de Tijonov
para la resclucifin del problema Au=f, A:U * F lineal compacto
sobre los espacios de Hilbert U y F; al interesado en los desa-~
rrollos te8ricos y pricticos de este método en situaciones mis
generales y en diferentes dir.ccign-a. se le recomiendan los 11

bros de Arsenin-Tikhonov [2 ] y Morozov [65]).

§2.1. Antecedentes iHistdricos.

Aun cuando desde finales de los afios 30°'s, en opinién
de Moler (Miller ([60)] p. 57), se han venido usando ciertos mé-
todos de "regularizacisn' en la resolucisn de sistemas lineales
algebraicos mal-compoatados (ill-conditioned), no es sino has-
ta los $0°'s cuando aparece el trabajo pionero de Fox-Goodwin

£29), en el cual se dan algunas explicaciones y ciertos remedios
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s las 4ificultades que se presentan en la resoclucién de la ecus

cién integral (1linesl) de Fredholm de 1a. clase

»
(2.1.1) I ki(n,t) u(t) dt =£f(xn), a<x<b,
: a

via 1la discretimacisn por cuadratura numérica de la imntegracidn.

Otro trabajo pionero de la decada de los 60°'s,

es el de Baker eot.
al.

[“}), en el cual se discute el wétodo por truncamiento del
desarrollo espectral de la matriz resultante de la discretiza--

ci8n de la ecuascién integral (2.1.1). Para ver la extensifn de
esta idea en términcs de la descomposicifn singular de una wmatriz,

se recomiendan los trabajos de Hanson

(431, y de Varanh (f96},
(971).

Los trabajos claves para nuestros prop8sitos tienen lugar

en 1962 y 1963, los cuales constituyen el origen de los que hoy

se conocen como métodos de Phillips-Twomey ({78} y (32)), ¥y de
regularizacisn de TEjonov (88 ] -y (89 })).

Como hamos visto en l1a sec. 1.2, la discretizacién por cua
dratura de la scuacifn (ec.) integral (2.1.1) da origen,

des-
preciando errores de discretizacisén y de observaciSn, a un sis-
tema lineal algebraico Bu =b; en el cual 1a matriz B, como he
rencia de ser la ec. (2.1.1) un problema M-Pdo,

resulta ser Mal-
comportada en gensral.

En consecuencia, la solucisn u' «8'p via
Ne a ser muy sensible a pequefias perturbaciones, en particular
al redondec, en B yb. Lo que explica el por qus de la presencia
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de las brus s oscilacionea de la solucifn numérica, careciendo

ésta, usualmentes, de alguna utilidad préctica.

La idea de Phillips para superar tal situacifn es la =si-

guiente.

Si se considera que en la prictica es muy comfin que a f£(x)
se® le conozca s8lc aproximadamente, esto @S, que se conozca !6(3)-
£(x) +e(x) (con I |e(x) |* A% menor o igual a 8), entonces resul
a

ta natural buscar al miembro de la familia

. -]
Fs = {u(x) -n—u:(-.bl II K(x,t)u(t) det =£,(x)
a

b
yI le(x) |2 Ax <82}, 6 >0 dada,
a

lo menos oscilante posaible. Una forma de lograr tal prop#sito
consiste en determinar a agquel miembro de F6 que minimice a la

funcional
b.
(2.1.2) s(ul -I lu* (=) |? as.
-
Lo cual da lugar al problema variacional siguiente:
(2.1.3) min 8fwul

asujeto a

b
(2.2.3%) I Ir(s) |2 As w62,
-

b
donde x(x) -I kix,t) u(t) dt - £.(x).
a
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La discretisaciéam (con particisn u'-tfor-c) de este prebdle-

ma toma la forma

- 2
(2.1.4) min ’g' (uy,, —2u, ou’_')
sujeto a

n P 8. 2 s
(2.12.4") ‘E'(’E, kt’v,u’ -f£)* < 8° .

Cuyo lagrangiano viene a ser

(2.1.5) L(uy y7?) = ;T (uy,  -2u; su,_*

+ y"'(Bu ~-bi* -850,
donde

|.|-(n......up)t y b-(!f,...,!‘:)‘;
B = KDy "“‘1;’" kx’ -k(xi.t:’)v
D -dt-q(wl ";"""p) .

Derivando y tomando las condiciones de frontera naturales
A'u, -A'uj =0, =1 y Jwp; se tiene que la solucifn de (2.1.4-

4'), se obtiene resclviendo el sisatema lineal
(2.1.6) . (8B +yH)u = BSb.

donde H o3 la matriz (pentadiagonal) de cuartas diferencias con’
condiciones de frontera A’u’ - A'uj =0, para 3} =1 y I =p. EL

parmetro (de regularizacifn) se determina mediante el m&todo universal de



pruob; ¥y srror con base en ciertas heurfsticas de carficter préc
tico.

Es conveniente dejar asentado, Qque si bien ya se usaban
tiempo atrds procedimientos similares (en apariencia) sl método
de regularizacisn de Tfjonov, corresponde reconocer a Tijonov
@l haber puesto la primera piedra gobr.ila funiamentacibn mate-
!a;lt:lca de la que hoy es toda una rama del An8lisis, que e«n sus aspec-
tos numéricos constituye uno de los principales pivotes del
desarrollo de la MatemStica Numérica actual (Courant-Hilbert
f18), p. 231; Morozov [65], p. 6; y Nashed {67), p. 290.

En la secci8n que sigue se bosquejan las ideas inicialus

sobre el m@todo de regularizacisn de leonoG ([ea],.,t892) yt 21).

82.2. Método de Regularizacidn de Tijonov.

Consid8rese a la ecuacisn integral (2.1.1) en su forma

operacional

(2.2.1) Au = £,

donde A :H - F(H=Fa=rL| a,b)]) ests dado por
b
Alu} (x) -I k(x,t) u(t) dt, a <x <b,
a

con k(x,t) un slementc en Lz([..bl xta,bl). Como es bien sa-
bido A es un operador lineal compacto, el cual supondremos in-

yectivo, por el momento.

]
'i
!
|
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La prisera de las ideas centrales de Tijonov ([88])y [89])
estl inmersa en -ol. sigufiente concepto de familia de operadores
regularisantes, la cual ests pensada en términos de un opera--
dor A 1H - F no necesariamente lineal y/o continuo (complrese

con la definicién 1.4.1).

Deftnici8n 2.2.1 (Tfjonov) Sea u®( €U) lia solucién de la
ecuacién Au=f. La damilia Qe operadores {.Y)Y>° donde
cada miembro .W estd definido sobre una vecindad de f£(€ PF)
en H, se llamari aegularnizante para Au=f, si se tiene que:
(a). Existe s, >0 de manera qQue todo l' east8 definido

sobre la vecindad vﬁ; de f£. Y.
(b). Se cuenta con un criterio y sy(8) de forma que, para

toda € >0 dada, exiate &8 =8 (g) <6l tal que

"Ry(G)IC -u'lll <€ €, siempre que WNf, -fl <86, .

N8tese que: (1). la condici8n (a) se satisface trivialmen-
te si R,' : P » H, para toda ¥>0; y (2) 1a condici8n (b) impli-
ca, en particular, que (Rv)'v>0 e una familia de operadores
continuos con"’nv(s’Au° A e cuando § - 0*. e inversamente.

La segunda de las jideas claves va en la direccifin de 1la
conatruccifn de una familia regularizante. Para tal efecto,

conmsidérese una funcional que llamaremos estabildizante
SitUCH - R, (UCH denso),

no-negativa continua y tal que, para toda ¢ >0 dada,

. . o _u°
(*). R'(G,An Mo significa que "Y(G)‘" -ut, - 0.
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8 =(ueu|s {u] € c}

@83 un conjunto compacto en H. Comoc un ejemplo tipico, se tiene

a la funcional dada por

- 3
(2.2.3) 8lul -I Z p.(t)u (©) |2 ac
‘yad=0 *3
en donde pj(t) es continua no-negativa para J =0,1,...,%"1Pu(t)
es continua positiva, y definida sobre el espacio de Sobolev (@)

U-W:l a,bl . Por los teoremas de inmersién de Sobolev (Smivnov

(82) vol. 5, p. 353), se tiene que Sc(c >0) es un conjunto com-
pacto en C-—‘ll,b] ‘.); y con ello en #H, pues la inyeccidn

C-"la,bl CH es continua.

Ahora, considérese a la_funcional
(2.2.4) ®lu; £] =We-AuZ + v S(ul, v >0 dada,

la cual llamaremos regulfaardizante de Tijonov.

Fara nuestro caso, A lineal sobre espacios de Hilbert y S como en (2.2.3),
es directo verificar la identidad que sigue, tipo ley del parale-
logramo:

(@). Aaqusi, U-H: fa,bl es el espacio de complaetacisn de " (a,bl}

con respece
to a la norma llull:’ = 8f{u).

(*). C‘“"la,b] es io de B h con

Mg, . = méx { mix |g'P (o).
‘ ogic<m-1 [a,b)
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(2.2.49 SUILEY ;01 =3 @ tus ) +F @ (Vs £)

- 23y, n

Teorema 2.2.1. Para toda fE€P dada, existe una dGnica u,

en U tal que .v"'v'ﬂ < .v'“' £}]. para toda u €U,

Demostracién:{*) por ser # (ul =¥Mu; €) no-negativa, exig

tem, 5 0 tal que m_=inf .Tl“' sobre U. Sea {un) € U una su-

h 4 Y

cesi8n minimizante dada.

Por (2.2.4'), se tiene que

oo %, o) clefuse) + 2 @fu sl -m
'V_T—’ ¥ v n, 7 Y .l Y’

que junto con la desigualdad

4 Up ~ue
8tu, -L.l.] < ¥ .'Y‘—é_—’ o],

(=).

La siguiente demostracisn de existencia (Tfjonov) s8lo supone a

8 $tUCH * R no negativa con la propiedad de que, para toda c>0,8c
@8 un compacto en U, y no hace uso explicito de la linsalidad de

A: Sean 0« = Inf®fu;:f] sobre U, y fun) C U una sucesifn mi-
nimizante con QV[u')!'I >®fu ;f}] > ...; como (un] c8_, c-% .y‘“l’
£) , existen u, € sc( cu y (un.) subsucesisn de (un) tal que u_ .*u,'
on U (con ello, en H, ai la inyeccin U C H es continua). De la
continuidad de A, se tiene que m'-QY lu_' 1 fl.

NStese que S, dada por (2.2.3), hace a S compacto en U, pensando en
™ am). .
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implican que (un) o8 de Cauchy en U. Luego, existe w, € U tal
que w, - uv en U,

De la continuidad de A se obtiene que - -.Yl u‘tfl .

La unicidad se sigue de la desigualdad
B -v 1 1
0.'17—-201 <!—01lu1 £ +’Ovlv 3 £} -

v&lida para toda

mv.

u y v en U. §

A \l_v se le puede hallar resolviendo La correspondiente ecua
ci&n de Euler del problema MIn .&lu :+ £] sobre U, la cual resul-
ta ser la ecuacién integro-diferencial:

(2.2.5) (A®A + YL) u =pa*f,

donde A®* :F - H es el adjunto de A, el
b

A®*[u] (x) = I k(t,x) u(t) dc,
a

cual estd dado por

vy L:D(L) CU -+ F es el operador diferen:zial dado por

m 3
- -3 & 3)
(2.2.6) Liul (x) = E, (~1) 3 (py(x)u (x))

con las condiciones de frontera, por ejemplo, naturales:
(2.2.6") u(a) =u'I’ (b) =0, jem,m+1,...,2m-1,

bajo las cuales L resulta ser un operadsr auto-adjunto con sub-

espacio nficlec trivial. Luego, L tiene inverso, el cual viene
dado por

b
LT gl (x) =I Gix,Erg(r) ar,
a
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siendo G(x,t) la correspondiente funcién de Green de L.

Ahora, aplicando A por la izsquierda en (2.2.5), se ob-

tiene la ecuacisn integral de fFredholm de 2a. especie.

(2.2.7 (K+yIu=h, K=L 'A®A, h =L 'Ac°f,

que por la alternativa de Fredholm [78), siempre tiene una Gni-
ca soluci8n “V en U, la cual depende continuamente de fE€F,
pues K +vI tiene inverso continuoc debido a que su correspon--

diente ecuacisn homogfnea s8lo admite la sclucisn trivial. Lhalt

En conclusifén, para ¥ >0 dada, el operador

(2.2.8) RY : ¥ - U, dado por f |w—> vy
es lineal y continuo; y c¢on ello cumplen la primera condicién
. de la definicién 2.2.1. Para ver gque también se cumple la se-

gunda condicifén para la familia {nY]Y>° determinada por (2.2.8),

veamos que

-l
(2.2.9) llltyf6 —u"llu < ll,'(fs - £, +IIRY£ uln,,

- - o
S HRH6 + IR £ -u’l,,
para f£4 €F tal que Ilf6 -fllp < §, siendo u® la solucifn de Au=¢f,

De la cual se sigue que (.‘V}T>° es una familia regularizante pa

(*). Si (K+yDu=0 > y<Iu, u> == < A%An,u> -~ ‘rﬂu)-—uu; — um0,
al ser A inyectivo.
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ra Aus=g, si se toman Y y & - 0* de manera que IIRV“-G - c’;

y se prueba el siguiente

Teorema 2.2.2. Para toda wu €U, IIY Au -—ul  + 0 cuando
¥ = 0% (pPe hecho, se tiene gque llY Au -ull + 0 cuande

Yy - 0%,

-1

Demostracidn: Como

(») .Yl quAul <o_'(u; Au) = ysg[ul,

se tiene que uyesc(c =S[ul), ya que (por (%)) aluY] <

L 4
biyectivo sobre sc un conjunto compacto de Cn_1(l.b], s€ ., .

L luyl Au) € S{ul . Y como Als 18, € U + AS_  es continve y
<
que (Als I ASC - Sc( cyu) < C--‘[a,b) es continuo. Asft, la
]

demostraci&n estari completa al ver que IAuv —AMHF <+ 0 cuando

el o*. Lo cual se sigue de que | AuY -Aull; < OY[ u, ; AUl <€ yc,
qQue se obtience directamente de (%), #

Ahora, para ver que es posible hacer ¥ y & -+ 0% de manera
que Inyu 8§ - 0, se hace necesario estimar HRYH. Para ello,
observando que Slu)l = Hull?, de la funcional regularizante (2.

2.4) escrita como
(2.2.10) ® (u;f) =it -Aul} + vhut 3,
se obtiene la reformulacifn siguiente de la ecuacifn de Euler

(2.2.11) . (A'A +vyI) u=A‘f,




pPensando a Ankl, s U(CH) » ".’ y siendo A® ;P + U el asdjunto
de A con respecto a U yP. De donde ne sigue que

(2.2.12) R = (AR +v1)" Ac,

Yy se obtiene, como puede verse en Riesz-Nagy (78] (apartado 118),
que

1
{(2.2.13) L} € o=
N =
En resumen, si se toman v y § = o*

de manera que S . O en

Y
R £ > u® en H (de hecho en U).
cual queda demostrado que la familia (R,v)

tonces se tiene que Con lo
¥>o0 construida a partir del

Min .Yl\ll £} sobre U, es una familia aegula-
de Tfjonov para el problema

problema variacional

nizante AMe=f, para AsH + F 1li--
neal y compacto.

Ahora, de (2.2.7) y (2.2.11) se sugiere que A' =L ' A*. Pa
ra demostrar tal hecho.(.') considfrese el pzod\;cto interior (.,.)
sobre D(L) CH definido por (u,v) = <Lu,v >4 con L dado por (2.
2.6-6"'). Se tiene que: (a) ff{u}l =< Lu,u >us ¥ (b)) la comple-
tacidn de D(L) CH con respecto el producto interior (.,.) es
precisamente u( -w‘: {a,b}).

En estos términos, para u€D(L) y
VvV E€F dados, se tiene que

(S} ]

Como la inyeccién UCH es continus, de hecho compacta, A-A[uzA* r
&8 COMPACEtO.

(**) vEase a Oganesjan et. al. ({711
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<u, A® ">|.| =<Au, v>' =<u,A'v >u
ms<Lu, A'v >H =<u, LA‘ VE oy
Yy consecuentemente, que

(2.2.14) A®* = LA'.

Para el cdlculo numérico de u puede rTesultar conveniente

v
considerar la ecuacidn integral (2.2.11) (v&ase Cullum [22)),
en vez de la ecuacis8n integro-diferencial (2.2.5) como inicial-
mente propone Tijonov. También conviene decir que la determina
cifn de A' : F * U puede resultar bastante m8s laboriosa que la
de A® ;: Fr - H, pues la primera involucra el cilculo de 1la fu. - -

cisdn de Green de L.

Ahora bien, como hemos visto, el m&todo variacional pro--

puesto por Tfjonov para la construcci&n de la familia regulari-

zante (RY)Y>° para Au=€¢(A :H > P lineal y compacto) consis-
te an: (a) considerar un operador lineal (usualmente Jdiferen-
cial e inyective) L :D(L) CU -~ H, D(L) = U respecto a U, sien-

do U un espacio de Hilbert densoc en H con la inyeccidn natural
UCH compacta, U es elegido por supuestos a priori sobre las
propiedades de suavidad deseables con respecto a la soluci8n de
Au = £; (b) pensar A(:-A]u) U + PF; y (c) tomar a O%(u:!l como
en (2.2.10), como funcional regularizante de Tijonov, o lo que

es 1o mismo, a tomar (.Y}Y>° con RY - (A'A + yI)“ ! A como




familia regularisante para Ausg, En pocas palabras, en pensar
a AU » P y considerar la funcional regularizante (2.2.10).

Es
en estos dltimos tSrminos como procederemos en lo que resta del

pPresente tradbajo.

Cabe menciconar que existen otros procedimientos para la comsg
truccifn de las familias regularizantes {RY)Y>°' entre ellos se
tiene al método operacional (universal) de Bakushinskii ({5 } y
{6 1), donde .Y‘-*Y(A‘ A)A', siendo *1(1) una funcifn real comn
=) conteniendo al espectro c(A‘'A)

do con ciertas propiedades que hacen a

dominioc en (O,

de A y cumplien
WY(X) = (A +y) ', uno de

sus casos representativos. Nétese que la funcidn

v, () = et
corresponde al procedimiento variacional de Tfjonov (v8ase a (2.
2.12)). El procedimiento de Bakushinskii permite considerar el
caso en el cual A:tD(A) CU » P es lineal no-acotado con

A*A
(actuando en U) auto-adjunto positivo.

$2.3.

Teorema de Picard y Convergencia del Mé&todo de Regulariza
cidén.

Como ya hemos mencionade,

(sec. 2.3), la
tividad de

hipbtesis de inyegc
A:U -+ ¥ no es indispensable, si la solucién de
Au =f se piensa en el sentido generalizado de Moore-Penrose (M-P).
Con el prop&sito de presentar el método de regularizacién en Adi-
cho contexto, se vuelve conveniente el hacer un breve recuento
sobre la solubilidad de Au=£, en donde A :U - P es lineal y
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compacteo, siendo U y P espacios de Hilb.rt‘.) con productos ia
teriores <...>u y <. ..>' respectivamente.

Empecemos por recordar quée todo operador lineil compacto so

bre espacios de Hilbert admite, como puede verse eu Groersch {39],

@l desarrollo siguiente, llamado de valores singulares

(2.3.1) A= 2 os<.v>y oW,
donde s, >0, %, - 0 cuando i + @, son los llamados valfoaes sin
gulanca de Aj; {vi) un sistema ortonormal en U,

Zores adingulanes denechos,
N(A)L =TIm(A');: ¥ (wi}

llamado de vec-
que es una base de Schauder para

un sistema ortonormal en F,
vectores singulanes Lzquiendos,

TRTAY =nN(A ). aqut,

liamadce de

que es una base de Schauder ”
A" :F - U es el adjunto de A(i.e.
< Au,v k™ =<u, A' vV >u‘ para toda UE€U y toda u€EF).

.No es difScil ver que

2
(2.3.2) A'Av‘_ = s* v
bi=1l,2,... .
An‘w, = 8} w

i i

M3is adn, se tienen los siguientes desarrollos espectrales

-
a
Aa = T oslc<., v v,

- ¥ 2
(2.3.3) AA* LE‘I 8l <., W, W,

(*). Por comodidad, ros i

s61lc el caso real.
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de A'A y AA’, reaspectivamente. Esto es, {v‘) v (") son los sis

temas de vectores propios de A'A y AA® respectivamente, con los

correspondientes mismos valores propios.
El siguiente resultado da una representacifn explicita de

<+
u*, (A" y de A* ;DAY © F ~ U.

Teorema 2.3.1 (Picard). Sea A ;U -+ F lineal compacto y

con desarrollo singular (2.3.1). Dado £€F, la ecuacisn

Au =f tiene soluci&n generalizada (M-P) u‘ st y s8lo si

@ £, w, >_|2
(2.3.4) gl EcvwaZel® .
1&, s
s

Si tal es el caso, entonces,

<£, w, >
(2.3.5) wt - E, L LTE .
i

Demostracidn. Por el teorema de la proyeccisn ortogonal,

dado f €F, se tiene que £ =Pf + h, con Pf €Im(A) y hEIIn(A)l.

Y como (wi} es una base de Schauder de Imihi, se sigue que

- =
Pf =1§1 <Pf, w, >F vy -1E1<£' W >P W

Suficiencias Por demostrar que sze Im(A) (v@ase la Proposi--—

3 e el )
cisdn 1.3.1). Como i§1 ————z———<w » se tiene que
=
w <f£, Wi e i @
u, -1§1 9 vy €U.Y ya que Au, '1’-:1 <£,v* >' W, se tie-

ne que PEf € Im(A) .
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s1 u* existe entonces Au* =p£(*! con utema)t. co-

Necesidad:
mo (v‘l es una base de Schauder de N(A)!, se tiene que
u* = E a.v, (I a? = #u'NZ <®). De la relacibn, Au’(=pf) =
iy BV tawy 9y u . e Tela il
- -
T <E,wy > WS

=
1!:' <f, w, >_w, =ae sigue Qque *2_71 a;s,w, = . %,
<£, w. > @ <£f,w. >
de donde a, = '——.‘_",1-112100- (i.e. u‘-l.E'l .i L4 V‘):
- | <f£, w,>_|® -
i r 2
vy &, 2 = 45, ay <=. ¢
b
Como consecuencia,
(2.3.6) b(a*) = Im(A) ® IR(AY
w |<£, w/>|2
- {gepl ‘E‘ __.__'_LL.<.»}, ¥
. 82
= <f£, w.,>
(2.3.6") ut At - X, et St PPN
- s, i
pues

La interpretacisn de este teorema es muy importante,
nos dice vque para que Au = f tenga solucidn generalizada u*,f
debe ser suficientemente duave s en el sentido que sus oeficden

'1>!' tiendan,

con respecto a ®;, suficien-

tes de Fourier <f,
temente ripido a ceroc de manera que (2.3.%) tenga lugar. Csto
>., de £ sean pricti-

es, que los coeficientes de Fourier «f, w;
*) . Por el teocrema de la proyeccidn, para toda u€U, uf—m; = | {PE+h)—
81 u® es una solucifn del problema

AdZ = UPE-AdZ + UnNZ > NI .
Mn lf-“:. (en U), entonces llf—Al.l'll; - lhl:, ¢+ lo que implica que

lle—An'l:_ = 0, o bien que Au’ =Pf,
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camente cero con respecto a .1' en las direcciones de las “al-

tas frecuencias® .:‘.

Con base en el siguiente resultado, se obtiene (consideran-
do a (2.2.9) y (2.2.13)), que el paoblema Au=f es regulariza-

bte a la TIjonov, siempre que u* exista (i.e. que £ ED(A’)).

Teorema 2.3.2. si £e€D(AY) (i.e. si u* existe) entonces

RYE - u* (en U) cuando Y - 0*.

Demostracifn: En té&rminos de (2.3.1) se tiene que

= 8. <f, w. >
i i"F
va - 1:‘:1 P Vi
Y +re
y por (2.3.6') que
<€, w, >
+ -+ d i F
u'=ATe = LI, ., Vi
Luego,
w« <f, w.,>
R, f—“+--1E1 h . i Vi
Y (82 +v) .
de donde 2
£ +y 2z g hg 2 i<e, '£>r‘
lIR,v —uly = E,(— ) Y
l-L +Y 2 sl
= <f£, w, >
<. X d i F <+ =,
i=1 s?
i

+
Asf, por el teorema de la convergencia acotada, IRYt -u Iu‘o

cuando Yy -+ o*. *




En otras palabras, este teorema dice guae ‘Y se dpAOXxdima a

A#

cuando y - 0., en el sentido que .W f"k’! { en U, para
toda teD(A'.'). Pero, desafortunadamente no da informacisn so-
bre au razén de convergencia. De hecho, £€sta puede resultar ex
tremadamente lenta (con ello también la de Ry(G)fs a u‘). como
puede verse en Franklin {30} .

Sin embargo, como veremos en el capftulo siguiente, bajo
ciertos razonables supuestos a priori sobre la suavidad de 1la
solucién u’ mas exigentes que Pf € Im(A) (equivalentemente (2.
3.4)), es posible determinar la razfn de convergencia de RY £ a
u* =a*s.

Por Gltimo, debe decirse qQue la condicisn que £ ED(A+) da
este fdltimo teorema es también una condicidn necesaria. Pues
se puede demostrar, si £ ¥ D(A+), que existe (Yn} tendiende a

cero de manera gue {unv !Hu} no es acotada (Groetsch [381).
n




CAPITULO 3

PRIVCIPIO DE SEUDO-OPTIMALIDAG
PARA LA ELECCION DEL PARAMETRO DE REGULARIZACION

El objetivo de este capitulo es el es:tudio desde los pun-
tos de vista métrico y estadistico de una alternativa al pro-
blema (de capital importancia pr8ctica) sobre la propuesta de
un ecaditerio lo padincdipioc) que llamaremos de Seudo-opiimali-
dad®*? para la efeccibén del parimetro de regularizacién, es-
to es, para la construccidn de la funcién ¥ =y (8) de manera -
que Ry(6)£6 - u+ cuando § -+ 0* con aceptable razén de con--

vergencia con respecto a &.

§3.1. Seleccién del Parametro ae Regularizacién.

Hasta el momento, se ha dejado de lado el paocblema de £a

seLeccdon ded pandmetro de nregularizacidn, el cual, como ya se

{*) Por razones que, comc se verf, son transparentes.




ha mencionado, resulta ser una de las mis serias dificultades,

sobre todo pricticas, del método de regularizacidn. Y adn cuan
do el objetivo del presente capituloc es el estudio de una alter
nativa a tal problema, cabe decir gque en la actualidad se cuen-
ta con varios padimncipios para la construccidn (ninguna explfci-
ta) del cnitemio/ ¥ =y (8§) de eleccifn del parfmetro de regulari
zacidn. A continuacifn se describen muy brevemente los m3&s so-

bresalientes, sobre todo por su efectividad en la prictica.

El primero que se eatudi8 y desarrolls8, principalmente por
la escuela soviftica, se le conoce por el Paincipio de Discrg
pancia (Morozov ({62), {&3] y les)) y Groetsch [39)), y con
siste, conocida § >0, en tomar Yy = Y4f6§) de manera que

ply) (= "‘“'3"5":9 =-c8 (06 <c<1)

donde

S -
u, R‘Y £5-

Esta idea surge de manera muy natural a partir del proble-
ma variatéional

2
Minliull

s.a. lau - fa":-‘ cs.

Bajo condiciones adecuadas se demuestra que: (1). v -Vd(G)
‘"existe y es dnica; y (2). u: + u®(en U) cuando § -~ o*, u* 1a
a

solucién de Au=¢£.
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Es importante decir que salvo ¢l resultado siguiente (Groe-

tsch (39)): "Si w® =A'h (h€F) entonces llus—u'llu<

2 vihl' 8 (v = 74(6))“; poco se sabe con respecto a la racSn
de convergencia de u: (&3 -Yd(ﬁ)) a u. Y cabe agregar gque para
l: aplicacién de este principio es indispensable el conocinien-
to dé 6, lo cual es un inconveniente debido a que con frecuen--
cia dicho conocimiento no ests disponible.

E2 Prdincipio de Quasi-optimatidad desarrollado prircipal-
‘mente por Glaske y Tfjonov ({3ul, [35) y (32)), permite ia elegc
cifén del pardmetro vy =y (8) sin presuponer el conocimieni> de
§ explfcitamente. Este principio consiste en tomar a Y-Xq_op(ﬁ)
como el primer punto de miInimo local de la funcidn de quasi-op
Limatidad s

¥(y) = liy ;:—I Wy s

la cual surge de simplificar el cflculo de hallar vy =y°p(5):

que ccrresponde a determinar en donde la funcifn de optimali-

dad

Vop (¥) =méx{iul —utu Jul-r g,.08, - £4, <63
alcanza su mifnimo. En t&rminos probabilfisticos se demuestra:
(1) que vy -Yq—op(6) existe; y (2) que us -~ u'(Y"Tq_op(GH
cuando s 0’. con probabilidad uno. Sin embargo, no se cono-

cen resultados sobre su razfn de convergencia con respecto a

s + o*.
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El Paincipio de La vVatidacidmn Cruzada Gemeratizada de G.
Wahba [100] es unoc de los principios competitivos al anterior,
en el sentido de que tampoco raquiere del conocimiento explici
to de §. Para indicar en que consiste la idea de Wahba, con-

sid@rese el problema
Au=f (Af u) (x) -I k(x,t)u(t) dac),
°

donde A;U -~ P, U =HR un espacio de Hilbert con kerncl repro-
ductor R(x,t)(.) ©o bien © =L3(0,1], F -LaIO.llu en
el cual f es dada por una tabla de sus valores T!S contenien-
do errores. Esto es

T£6= Yy =£(x1) +:i; 0<xl <xz<... <xnr

- - =52 .
Ele =0, 1=21(1)n; y E[eicj] 8 &,
Suponiendo que el kernel

x
I k(t,E)k(x,£)dE, si U =1,[0,1]

o
Q(t,x)=

1
Io Ik(t.E)k(x,E)R(E:C)dEdC, si U =H,
°

es continuo y que f es una funcidn "muy suave" (i.e. que
!EED((AA')*). Groetsch {39] ), considérese la funcional regula-

rizante

(). & Mashed h ({681, [63]) y Nashed [67] sobre el M&todo de Re-
gularizaci&n y Espacios de Hilbert k.r.




®fu vl --};u(m)n - yh? + ylun}
((Au) | = (Mul (x ) eeee Alud (X, D% y=(y seeeay DS

Sea w, ¥ (en U) donde OY[u:yl alcanza su minimo. Para
.

elegir a vy de forma que se d& un buen balance entre la medida de suavi-

dad Wu_ Yu; y la medida de infidelidad a los datos
.

Py 2 (k)

A yllz de un.y. se considera a \.In'Y donde

1 n
" jl_:1 (Alu) (x;) -y, )2 +vlluktd

se minimiza, para k=1,2,...,n. Si ¥° es una buena eleccidn enton-

ces, en promedio, A[u:k¢] (xk): Yy - Para v >0, el error cua-
.

dr8tico medio y pesado de prediccién se mide por 1a funcién de

Vatidacién Caruzada GeneralZizada (VCG)

n
v = 2 E atulfly o) -y e o

en donde los pesos wk(v) se escogen de manera que, bajo ciertas
hip8tesis modelo:

Ca) la funcién de VCG se puede escribir como

viry = EYSLO, + YDy

1 -17 2
(;‘- Traza (Q +nyI) )]

siendo Q, = (q; ), 3y =Qlx;,%x,). xi--l’-;-.i-:..z.....m



p) Yycg = Y*. para n grande,

siendo donde

Yvce EBV(Y) alcanza su miInimo y v* dond.e ET(v)

alcanza su mfnimo, siendo T (y) =3 W (Auw) -Y“:

a el error cua

dritico medioc de prediccién; y

. ., _ . .
(c). EIiAE u""vccuu <+ 0 cuando n -

La demostracifén gue da Wahba para (b)) requiere el mantener

fija a 62; por ello, no se puede hablar de su validez para

s - 0* {(Wahba [100} , p. 662). Asf, no se sabe (por lo menos has

ta 10 que el que suscribe conoce) que el principioco de VCG defi-

ne un algoritmo de regularizacifn a la TIijonov. Esto es, qu-

para n grande,

) 2 +
Ellu -u’ll3d + 0 cuando &§ ~+~ 0 ;
n,Y u
vce

ni menos aln se conoce su razdn de convergencia con respecto a

s - o',

Nuestra alternativa, Principio de Seudo-Optimalidac, el

cual estudiamos en lo Que sipue del presente capftulo, tiene la

propiedad de definir un algoritmo de regularizacifén a la Tijonov

con orden de convergencia tipo Holder con respecto a 6 (i.e.

0(5%, g>0). Y atin cuando este estudio es hecho en sentido a

prioristico, da las bases para llevarlo a la prdctica, como se

hard ver en el pr&ximo capitulo, sin requerir del conocimiento

explicito de §2 y u*. En un lenguaje estadfstico, respecto al

modelo lineal (formal) Au + £E =€, £ un vector aleatorio de la
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familia {E)G = {EE€r|E aleatorio,

Y bajo el supuesto (a priori) que
la idea,

EIE) =0 y velE) < 8§23 ¢%)

ut e @a'aA)Y h(h en U, 0<v<1),
muy sencilla por cierto,

consiste en tomar Y =y ,(8)
de manera que

viys 6) = T ez(ysllhll!.,v), ¥ >0,

(t>0 dada)

donde vi{v:s) y Bz(yiﬂhﬂu,v) son mayoraciones inmejorables de
la variabilidad total y sesgo cuadrado de a*t = R* £, el estima
dor Gauss-Markov regularizado de uj

estableciendo que

~t 2
087 -l =0(s2V/ (V%) |y ny sy,

donde ~ 2 ~ 2

IluY -—ull = sup{ ElluY - uIIUIE (=] {5}6).
siendo u_; = RYlfl para Au + £ =¢£.
§3.2.

Principio de Seudo-Optimalidad: {. Versidn Métrica.

Para el prop6sito central de esta seccisn,

se hace necesa-
. (=)
rio recordar que

+ I
(3.2.1) IIRYEG-u “U < Hﬂy(is -£)h, + IIRYf u “U

+
< |IRYI| s + Iln,yf-u “U'

*).

varianza total.

vtiE]l = E \§-E lEl“:; vt =
(**). secs. 2.2 y §2.3
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Pesigualdad que es vilida para toda familia regularisante

(ny}v>° con ny:r <+ U continuos. La idea del Paincdpio de
Seudo-optimalidad, con base enesta fundamental desigualdad
es la siguiente: "tomar Y =y {8) como la solucién de la -

ecuacisén
+
HRYH § =1 HRYf-u Iy, (t >0 dada)"”.

Pero debido a que el cdlculo de "RV“ vy "RY £f-u*l es en
general muy diffcil de realizar, es natural buscar "buenas"
mayoraciones u(y) y u(y:u*) de HRYH ¥ HRWZ -u*uu. respectiva-

mente.

Para la familia regularizante de TIjonov {RY} con

y>0
li._Y - (A'A + yI) P A* del problema Au=f (A lineal compacto)

se tiene el siguiente

‘Lema 3.2.1. Para ¥ >0, se tiene que

(3.2.1) RN < p(y) = -

2 VY

Demostracidn: Del desarrollo singular (2.3.1) de A, se

obtiene que
o a, ey W, >

R, = . X Ly
Y i=1 8% +vy 3
1
y con ello que
bt 3
KR I = m&x { 3.
hd 82 + vy

i
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Ahora, como la funcifn ¢(s) = r s B >0, alcangza su
a® +vy
meximo g(m®) = 1 en =° =+ Y , @1 lema queda demostrado. [ ]
. Y
Nota 3.2.1. La cota (3.2.2) es5 inmejorable. [}

Con respecto al término ll,vf —u’lu.

el asunto es mids com-
Plicado;

pues como ya hemos mencionado ($2.3),

dicién de 1la +

con la sola con
existencia de u ,

es s58l0 posible demostrar que
va hd u* (en V), Para lograr una estimacién del orden de con-
vergencia de llllyf -u*l!u con respecto a Yy cuando y -+ 0"'. se ha

ce necesarioc exigir a u* propledades de “suavidad" mis fuertes

que las requeridas por el teorema de Picard.(')

Teorema 3.2.1 si Pf£=A(A'A)” h'*? para alguna hewu,

0<v &€ 1, entonces

+ - v
(3.2.3) llnvf -u Ilu < alys |Ihlu.v) = C(\J)Ilhllu Y

domnde c(v) = (1 -w)'7V VYV,

Demostracibn: Como

R E=R PE=R AR M n=@@A+yD T AM n,

se tiene que

R £ —ut = (A VIAA +YI)TPAA-I)} N,
de donde

(+).

Morozov es el primero en dar resultadeos en esta diveccidn (62 -

(*). O egquivalantementa que utemta'myVy.
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(3.2.3°) IR £ -u'n, <EAAVIAA+YDTIAA-IN linb

Por otro ladoc se tiene que

., 2V y
(3.2.3%) AR VIAA YD) A'A -1 = mix { —*—-———-—-}
-: - ¥
< cvm Y.
2v V2
pues ¢(s) =8“Vy/(8? +v) alcanza au miEximo en 8*=(vy/(1-Vv))

.
dando w(s®) =c(y) v'.

De (3.2.3') y (3.2.3") se obtiene (3.2.3). #

Nota 3.2.2 La mayoracién (3.2.3) de "Y’ —u‘ﬂu es inmejorable.#

Es importante comentar el significado de la condicisn

rE -A(A'h)vh. la cual se puede rescribir en forma equivalert:
como

= l<f, w>_|*
(3.2.4) 1 Z, e < o,
s

La cual dice que £ debe ser muy "suave", en el sentido de

que £ se halla pricticamente concentrada en las direcciones w

i
(en F) de bajas "Yfrecuencias" 1";'

Dicha situacién viene a ser

razonable para efectos de la ciencia aplicada y la tecnologia

(Lee et. al. is6} p. 66).

A continuacifn se describen las gr&ficas de las mayoracio-

nes G(T!ﬂhuu,v) y #{y:8) = u(y) - § con respecto a Y.
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\
\\a, aly:ene  ,v)
8, N\
>6, \ \ .
\ N\
\ ~
N\ S i
N\ >N .
\*\.
\\\ ' ~N—
\\i —— uly:s)
— ——
H ——— e —
H T e e e e e
4 Y
Yeo (6) (T =1)
Figura 2. Graficas tipicas de las funciones mayoran-
tes a(ys Ihl,,v) v s(y:é8).
Principio de Seudo-optimalidad. Para T >0 dada, tSmese

Y-Y-o (&) como la solucién de la ecuacién
(3.2.5) #(y)s =1 a(ys:lhi, ,v), v >0. #

La figura anterior muestra la existencia dnica de Y =vy__ {8) .

En la idea inicial del Principio de Seudo-cptimalidad,
T=1. La conveniencia de este nuevo enunciado lo explica el -
hecho de que en el orden de convergaencia de IIR.'f6 —u*llu(Y-T-o (8))
con respecto a § =+ 0% el valor de T=1 no es esencial, como pue-

de verse del resultado siguiente, Por lo demis, tal flexibili-

dad puede tener sus ventajas précticas.
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YTeovrema 3.2.2. Sea A 31U - P 1lineal y compacto. Si
PL 2 A(A'A)Y R(O <V €1) paras alguna hE€U y se elige

Y *Yeo (8) entonces para l1la femilia regularizante (I')

¥y> 0
con R = (A'A +YI) 'A® del problema Aus=f se tiene que
) —u* 2v/(2very
(3.2.6) ..7.° ‘6 a .0 < k(".v:!k. ll)‘
donde

K(t,v.0ni) = IEL (2v c(vienn ) V3V

Demostracifn: De 1la ecuacifén (3.2.5) se tiene que Yeo (8)=
(21 c(v)lhlu)"/‘a“’" szl(zvo|)_

de donde
R, £, -u'N, € uly_ ) c8saly 1 KhE V)
so -] v so so LI R4

= (r +d)aly ,? Whil,,v)

= K(x.V, n..u)g?\’/(a\»n. .

Para Vv=s}l, se tiene que

4 24
+ £ N
(3.2.6%) .-*.o!‘ -a 'u < (2¢ lhlu) [}

Ahora, bajo la hipStesis PE£=A(A’A)Y h(0 <v <1) para algu-
na hE€U, se puede ver que la funcisn mayorante ’(V)G,u,lhlu) E 3
#(Y) -8 + alys Whi,,v), para Y >0, de llvts-u’lu. alcansa su
valor miInimo )

2v/(S-2v (4-2v) /(5-2V)
P otn =BS +C8

< (B +C) &3V/(53-2V) g v <,
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3 = ((ev) "V (viane 1/ 3°V) ool avotviene ) V1%V,
o s ~2/(5-3v) 42/ (3-2V)
Yop( ) = (@ve(v)itnl u, .

En particular para VvV el, se tiene que

-y - 1, 2/,
(3.2.6") lgropta-u’lu < (2 4 42 %)Ihlu3 -8 3

que corresponde a (3.2.6') con T=27/32.

- En consecuencia, para v=l, la convergencis asintética de
.-V !5-—u’lu < 0 con respecto a 4 - 0’. paras y-seudo-8ptima y
v-8ptima son essncialmente la miswma.

$3.3. Reguiarizactiin de Va Inverss Generalizada (Moore-Penrose)

de una Matriz.

Como vimos en

$1.2 (ejemplo &), el cllculo de 1la {nveasa
generalizada

Moore-Penrose (N-P) A* de una matris A, es un pro

blema M-Pdo. E1l principal prop8sito de esta seccién es el cil-
culo "estable” de A* con respecto a perturbaciones de A, via el

m8todo de ro.dl.vl--cion de Tijonov con la seleccifin del parime-

tro por el Principio de Seudo-optimalidad.
Sea .-xn el espacio vectorial de todas las matrices reales

A de dimensiones mxn (m>n). Como es bien sabido, “-un con el
producto interior

<A,B> = traza A'S (= txria‘sl}),



®s un espacio suclidianc, cuys norma inducida es la norma de

Frobenius: W#AS ={< a,A>)}Y,

Nuestro problema consiste en hallar una solucifn apronima-
da A:'.

que dependa continuamente de A, a partir de ‘6 con

IAG -Al < SEAN, para el sistema matricial
(3.3.1) AX = P
. XA = Q,

en donde P 1 A" + Im(A) y Qs at - I(A)" son las proyecciones or-

togonales sobre Im(A) y H(A)" respectivanente, sistema matricial

Que determina a a* completamente.

Para tal objetivo, considérese a la {uncional regulanizante
siguiente para el problema (3.3.1)

(3.3.2) O X ML) =IAX-IN +vEIXR®, ¥ >0,

siendo As tal qu.. 'AG -Al < SiAN, para alguna 8 >0 dada.

Por ser .Yl°' Al continua no-negativa y M___ un espacio

vectorial normado localmente compacto, existe IY(RG) en “-xn

tal qQue

.v(l,'(ha)s LYY IR .Y' X3 Azl . para toda X en M__ . -

Més adn, de¢ l1la identidad
- 2 gy |
SAX-A,YI? syiX-v8® =} o (X AL)

+d oty a0 —o tdxeming .,




[ 1

se sigue que I,'(A‘) es Gnica.

Para el cSlculo de N(A‘) o considlrese la primera variacién
de (3.3.2)

6.'(8) Ayl (R) =2 CAZ(AZX -T) +¥YX, N>,

Ahora, C.'l X35 A‘l (d) 20 para toda B en l-- s y #8lo 8i X

es la solucifn del aiatema

(YI AL ALIX = A .

Por ser vyI OA&AC positiva definida para v >0 se tiene

que
-1
(3.3.3 l\'(A‘) = (yX + A3 AL AR
Es directo ver que N'.-nn°“n:- dado por (3.3.3) es con-
tinuo para toda Yy >0 dada. Por lo tanto, (.V,Y>° con N da-

do por (3.3.3) es una familia candidata para ser regularisante

del problema (3.3.1).
Lema 3.3.1. Se tiene que

(3.3.0) T - A*s < aty), v >0,

donde a(y) viene dada por
(3.3.4%) aly) = H(YE + A'A)"'s sA*Evs
m&s an, a(y) tiene las propiedades -iluloht.-

(i) a(y) es monStona creciente,



(i) @a(y) = 0 cuando v + 0% (i.e. 4 + A* cuando v + 0",y -

. C(424) aly) - IA‘I cuando y + &

Demostracifn: De 1a descomposici8n singular de As

A=UZXZv', 18, 8 >... >89 >0;

se sigue que

A* =vztu°, el , -

° o]
¥ quse
Ay =VEy U, Ele(vI+ BB I,

i =, o
| ves} o
> H .
z,' - i ‘. .,
(] '10.:
R °



s,
Luego,

ns:- 1t - u-w:‘-:;) uest

>

= - 'y
- Bk - e »
E S

e, (y+s))

P 13
<yt 2 R (=32t aynatst Sy e
sl 1%y +ut :
3

< AR S (YZ +A'A)TE2 vy atalv)dt.

Las propiedades (i), (131) y (111i) se siguen de maneras di;.a
ts de (3.3.4°). ¢
Lema 3.3.2. Pars toda Ag dada con BA, ~ AR <SEAN, se cum-
Ple qQue

(3.3.95) IN(A‘) -lY(A)I <€ V(vi8),

donde V{(yv:8) viene dads por

$(3.3.5°%)

Vivi8) = 8 (vI+ART'E IAN (2 + B2 aan s,
con D(8) = Vn (1 +8)(2 +8). Adeowis, V{vyi8) tiene las pro-
piedadas siguientas:

(&5

V(y318) respecto a Yy es wonftona decreciente para
¥ >0.

11>

V(yuﬁ) <+ 0 cuando y + =, vy
(i11) V(y36) + = cuande v = 0%,
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ODemestracién: sSe tiene que

-3

IR, (A ~R (AHE < B (VYT + AA) "0 SA -2,

SU(YE «AA)"" - (VI + AR AN,

s®s 8

VYT SA'A)TY — (vX + AR

SH(YT + AR N (YT & AZAHNT IAIA, -AAN: ¥
AL Ry ~A'Al < (BAN +0A.1) WAy -AN.

Por otro lado, de la descomposicifn singular de A.. se ob-

tiene que

N -1
POTeas AT <« YR
El resultado se sigue directamente de eatas desigualdades. §

De estos dos lemas se tiene que .v‘AC, - A’. si v y 8 » o*
de manera que 8/v +0%. Por 10 tanto, {-V)Y>° con .V dado por
(3.3.3) eas una familia regularizante para el problema (3.3.1).

Esto es, para el cflculo aproximado y estable respeacto a A de A‘.

A continuacifn se ilustran las gréficas de las funciones ma=~

yorantes aly) y Viyvy:8) Ade IKV(A) -aty y Il'(lc) —RY(A)I respeg
tivamente.



Figura 3. Gréficas tipicas de las funciones mayoran
tes aly) y Vivié&).

Ahora, l1la eleccifn del parfmetro de regularizacién por el
Principic de Seudo-optimatidad
cibn

se obtiene resoclviendo l1la ecua
V(y18) = t aly), T >0 dado,

Que por (3.3.4') ¥y (3.3.5') da lugar a la relacisn
ar (2 +280a02%) 8 axuatiy,

de la cual mse obtiene la ecuacifn cuadrética

TAYE v ~ A8y -b(S)IAN®S =0,

cuya ralis positiva viene dada por




(3.3.6) (6) =8Al (8 +v/ 4T (S)IK(A)S ¢+ 62) /(2voa’s)

donde K(A) =NAN A", es ol condicionat mum€rico de A.

Luego entonces

-~ A% € V(v 18) +aly,)

[ ] (AL)
Prao Mo
T (T +1Ialr,g) = (T LAY Ry, THAR MY, (8)
< (t+)0A"? Yeo (8.
ya que
(3.3.6%) b (Y oX +A'A) " 0 <« ma*n? .
Asl, echando mano de (3.3.6), se tiene el siguiente
Teorema 3.3.1 541 se aplica a la familia regularizante
"‘v’v>0 con n,' dado por (3.3.3) el Principioc de Seudo-
Y =V (8.

optimalidad para la seleccién del pardmetro
entonces v

uny JAg - a*y
(3.3.7) . = < l!-‘—l K(A) (v 4TD (5)K(A)E + 8% +8),
A

para toda Az con IA6 Ak € SIAN.

Con este resultado queda demostrado que la familia ‘.Y,7>°

con -V dado por (3.3.3) con el Principio de Seudo-optimalidad

define un algoritmo de regularizacifn para el problema (3.3.1);
"estable" a perturba-

esto es, para ol cdlculo aproximado de A

ciones (relativas) en A.
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La importancia de este resultado radica en que no se requig
re de la muy reatrictive y poco realista hipStesis de s8lo acep-

tar perturbaciones “"pequefias” 8A de A con r@o(A ¢+ SA) =rgo(A)

(Wedin 101) , ¥y Stewart (95)).

Para 6's pequefias, (3.3.7) se puede rescribir, en forma sim

plificada, como sigue

"R, (A -a*r 1
2o < 3L /eTRmIC -6 2 e,

(3.3.8)
sa*s
© bien como
" (A,) -A*n ”
2l — 5 0(6 '), (A -AR < SHAN). ‘
LF W] 1’
!

TeSricamente, esto es muy satisfactorio, pues dice que el

Principio de Seudo-optimalidad para el caso bajo discusi8n,

define un algoritmo de regularizacién Bien-Comportado a la F. {

John ([SO01]1, [51)). Sin embargo, debe notarse que la constanhte

IK(A)I% de 0(6"2) es "muy grande” para A mal-comporatada (i.e.

cuando K(A)u = 1, # la precisifn de la computadora anfitrisn).

Asl pues, nNnuestro resultadoc es un primer importante logro en la

direcci8n del tan dififcil problema de regularizar el mapec invepr j
- .
81i8n generalizado (M-P) 3 A ‘—’——-> A"; bajo hipStesis realistas y

aceptables.

% de 0(6%)

Conviene hacer notar que el coeficiente [K(A)}])

viene a consecunecia de la burda mobrestimaciSn (3.3.6°') para

I +A°A)" M. Luego es de esperar, bajo hipStesis razonables

" Yoo

i
g
|
|




1.

edicionales, el logro de ua mejor orden de sonvergencia '..I'I
IN (A.l -A‘llll’l con respecto a & < o*. ElL problema en es-
so

ta direccifin queda ada abierto,

Por Gltimo, es {mportante amnotar que el Paincipio de Quasi-
optimalidad de Glasko-Tijomov (fas), (35) y (32)), mo es apii
cable en el presente caso. En efecto, para I(OA‘). de .;(-l'(.))'
(YT +B'B)"'B°, se sigue que

e 2 MEELY 2 Y 1 Tt 19

y con ello qQue
an?
2 it
(3.3.9) Vgeop V) = 1y gt = Y3 (v +n'm) "m0,

Ahora, de la descompisici8n singular de B:

BeUZ, V', Z = .~ .8 > a > ..>»3_ >0,

» IEI 13 2 ]

U'U = I- y V'V = I,

se tiene que

(YI +B°B) *B*' =v{(vI 0:;2.)"!‘)0' .
por lo que 2
—i 1%
(v +83)°

[} v s
iq_cp(v) =- (X, .




2.

De domde se sigue que 0&_.’(1) >0 para toda Y>>0, ¥ pow

lo tanto, .‘_.’(Y)

en otres pslabras, Y -1-_..(‘) no eniste.

ne tieme un solo ainime local para Y >0,0

Con este ejemplo se muestra que el Principio de Seudo-opti

malidad es una alternativa a los otros prestigiados Priscipios

para la construcgin del criterio vy=y(8),
en cuenta.

digna de tomarse

83.4. Principio de Seudo-Optimalidad.. 11: Versin Estadistica.
En esta seccifn se plantea +1 Principio de Seudo-Optimali-

dad (P.S.0.) en términos estadisticos y se estadblece

define, para A 11U - F

que é&ste
lineal compacto sobre espacios de Hil-
bert U y P, un algoritmo de regulariszsaci8n estadiatico

TSjonov para el problema

a la -

(3.6.1) Au=g; g=g +E; Au' =£;

donde £ es un vector aleatoric'”’ en F (no observable) que satis

face:
(3.4.17) =) E{£) =0

-

b) v.t.{E) = (F o} € &', con o} = ElE]}, £,=<K, >,
-

siendo (v‘)‘_‘ cualquier conjunto ortonqr-ll a lo
més nuserable en F. (...’

(*). En el apindice de este caplitulc ee ve el sentidoc de veclon alealonlo €
sobre un espacio de Rilbext P, dtil a 5 -

(oe) m!.(v*):_,wdo ser de los vectores singulares isquierdos de A.



3.

A todos los vectores aleatorios £ que cuamplen con (3,8.1°)
los denctaremos por (()..

E1 problema es "estimar®™ ,u’ de sanera estable a perturba-
ciones en el lado derecho de (3.%.1).
Si g @€D(AY) entonces el “estimadoa Gauss-Maxkov”™ es
-
u* = a* g3

pues si gGD(l’) entonces a°

del problema:

es la soclucifn de menor norma

(3.4.2) nin lEl;
we€vu

Es muy importante observar que (3.4.2), a diferencia del

caso de dimensién finita, no siempre tiene solucién. nés aln,
\‘i‘ - A"q por ser A’ no acotado, no depende continuamente de g.

Mas grave ain, para un pequefio cambio en @, \T" puede dejar de
existir

Consideremos, ahora, el "estimadoa Gauss-Markov negulani-~
zado™:

(3.4.3) 8y - , Lar EV (=R _[g1)

= (A'A + YD)~ A'g ,

que resulta ser la solucifn del problema

(3.4.3°) Min J_ ([us g, £}
usy v




..

donde . .
JAur g, £} =188, evhul,

como ya se® ha visto antes.

Claramente ol estimador GN regularissdo siempre existe y
es estable a perturbaciones en g.
Para presentar la formulaci8n "estadistica™ del P.S.0., se

hace necesario introducir un poco de terminologfa.
Como se sabe, el earoa cuadadeico meddio de G;
(3.4.4) ecm(yiu,8)z E(0G] ~u'r]} ,

para €¢{€)5. se puede escribir como la suma de las funciones

de vaadianza total

(3.4.4%) ve(yi8) =mnu] -miaIn} 3,
y de sesgo cuadaado

(2.4.47) b (yiu* )= #E(G]) —utn} .

Lema 3.4.1. Para £ !(E)a. en t8rminos de la descomposi-

ci8n singular de A= ? d1<..v‘>bv‘. se tiene que

(3.4.9)

- a of
ve(y:8) = T i3
k 1 (at eyt

¥ que



(3.4.3%)

Demostracién:

se sigue que

de donde

" (viu= ;

7s.

.I 'l
g + "

a;= @, v, 1=1%2,...

Calculando

®(3]) = B(R 191} = =R aut « 1)

[ 4]
<+

~d

 J¢ W NI u*))

+* IYIS(EH

, ST e

:h‘.;) -nlgl -8 Afu*).

L
lvlg-Mu 1y = RVIEI .

ot
e IO WL H )

ai &
VT (@i +v)?

3 £ m<E, w,>,di=1s2,..-.

Y como £ €{f},, se obtiene que

o mea que

-~ dl E!
BOGY - BGEI) em(F —2 4 )
a + v*
-3 at mic]) ,
1 (@4 + y*
ai ¢§

ve(yis) =ONG] - ®GTINE) -

T @i+v?®
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10 que da (3.4.8).

Ahora, veamos que

B(G]) -u* - (R A=-2) (u’)

.3 X i -v<uiv >y v, _
8
luesgo -
- - al 42
b*(viu*) =im(u ) ~utl = F, 42—
v u 1%y (‘: *Y)' .
siendo L -<u.v‘>u,1-1.2,--o que es (3.4.5°')., »

Lema 3.4.2. (Morozov) Sea VvVt(y) = sup velys 8.
Ee(E}

Se tiene que
vely) €viy)

donde
(3.4.6) (v) =82
.. =S,
viy re;
Demostracién. Sea g(A) =A/(A+y) 2, se tiene que g(A) alcanza su
m&ximo en A®* =y, dando g(x") -1";— . Luego,

- o! - 2
i . 2 g 8
ve(viE) <T i~ ziy.fo‘_ <& -

para toda £ €{f} . Por tanto

82
- wvetly) <w . [ ]
En efecto,
’

Mota 3.4.1. La desigualdad (3.4.6) es inmejorable,
ai =W ., B(E]) =8% ¥y d: =y entonces vti{ys8) =82 /4y,
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Ltema 3.4.3 (Morosov) 8i u® = (A*A)ViIn] ‘.,. para alguna

heUu, 0<v€), eatonces se tieae que

(3.4.7) bt ty) <62 (v)

donde
6% (y) = (AR, C(vII* y2¥

-
c(v) = vV =v) v

Demostracién: De que u*a (A'A)Vin] + se aigue que a: -d:" h:.
1ml,...,®. As%,

2 z v 2 2
bt S T Y MY

-
ag + »* t (ai +v)?*

-
b (v1E) -f

Como ya se vio en la demostracién del tecorema 3.2.1 g(a)=

at v o A VA V2
alcanza su wiiximo en dA° = ( ) ‘2 v ‘2 dando

dAley T=-v

Luego,

b (y) <T (g(a*))? n] < (a(a*))* ¥ n}

-b2(y). ¢

Nota 3.4.2. La cota (3.4.7) es inmejorable; para verlo, sean
(1 -vya?
ut=a,v.. al=af¥ ni, hen, V, Y Y m——t . s

El comportamiento de las funciones vt(vi8),viv), b*(y) ¥y

b2(¥) es como se ilustra a continuaci®n.

& el 10 que sigue a la

(®). Con relacifn a esta condiciba,
nota 3.2.2.

g(a®rec(vIv¥. -
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N vt(y:E)

\\_ Yoo l8:€)

Vool8)

Figura 4. Ilustracifn geom@trica del Principio de
Seudo-Optimalidad Estadfstico (con T =1)

Paincipio Estadiatico de Seudo-Optimalidad . TOmese Y=o (8;

E,1) (o bien Y -1.0(6.1))como la solucifn de la ecuacisn
(3.4.8) ve(ys£) =12b? (y)(o bien v(y) =12b(y)), T >0 dado.

Es inmediato de ver que la ecuacidn (3.4.8) siempae tiene
una inica =olucibn. En la fig. 4 antecedente se ilustra el ca-
so cuando la funcién ecm(y;&) no tiene minimo, por ello,
vop(a,E) en general no existe. Es de notar, sin .-bar‘o:“ﬁu. la
funciln mayorante ¥(y) = v(y) + bi(y) del ecm(y;E), para toda
E€{E); siempre tiene minimo. Esto es, v 'Yop“’ Alcnpll.e. exis

te.




S ESTA TESIS Mo pess
SUR PE LA BiBLIOTECA

el N

Figura 5. Ilustraci8n geom@trica del significado esta-~
distico Zel Principio de Seudo-Optimalidad con T=31. Aguf,

G, sBiuli. P 8, r? =velv.€) ( o bien v(Y)) y ¥ =¥, (51E)

(o biern Y = Y-o(c)).

La relacién (3.4.8) con T =1 tiene un significado esTa-
dfstico muy cliaro, el cual consiste en determinar G: con
Y =Y¥ao(8¢E) (0 bien y=y_ (6)), de manera gue la bola con cen-

tro en :(G;) y radioc cuadrado igual a vt(v:E) (o bien v(y)):

contenga a u’ con "alta probabilidad"‘.). La figura de arriba

1lustra esta situaci8n.

(*). Para la distribucibn normal Pix| |x-sn| € o} = ,66.



fs importante anetar que para cualquier R>0 dado y de
existip l.l.. G' cae fuera de ls dola con centro en \I‘ y de ra-

d4io0 R con "probabilidad -l.;nifxcativ."("

El resultado siguiente (el principal de este trabajo) dic.
que @l Principio de Seudo-Optimalidad estadistico define un al-
goritmo de regularizacifn a la Tijonov, y colateralmente tamdién
dice que nuestro prodblema (3.4%.1), bajo discusifén, os' uno Bdien-

eompoatado a 1a F. John [51]).

Teorema 3.4.1 Bajo los aupueatos (3.4.1°'). Si u=(A*A)V[h]
(0 <y <1) para alguna he€U entonces la eleccisn del pari

metro de regularizacisn 7-7.0(6.‘!) por el Principioc de
Seudo-Optimalidad estadistico define un algoritmo de regu- 1

larizacin con convergencia asint8tica.

(3.4.9) sup Na* —ull . €n(viinN, ,T2)s2V/(2ven)
h 4 E u

cel{E 8

en donde

~ - 1
VG —an = (:uu;.o - w2l %, v

Y E
2 9, v,
nevsine .t - (22T, % (21 c(viunn ) K3V
4Tt o

(*). Pensando en una variable aleatoria con distribucifin norasl, para
R* ave(vi€), 1la “probabilidad significativa” es .33 aproximada-
mente.




..

Demostracién: De la ecuacisn bisica (3.4.8), se cbtiene

Que

(3.4.10 Yeol8) =11/(27 c(vinmm )} 3/ (3VeT), g2/ (2ven)

De aqui que, para Y =vy_ (5):

157 ~u’8Z € 0(y) = viv) +b62 (M)
= (1 +712) b2(y).
Y por lo tanto, para toda & E(E)G‘ se tiene que
#a%-un, € nviNne vy 8EV/RVETY
Nota 3.4.3. Con las mismas hipStesis del teorema 3.4.1,
se puede verificar, para toda £ E(E]G. que
uﬁ;cpw, —u*N, < 5 (viNni HEEV/LEVEND)

en donde

(3.4.11) F(vitini ) = (1 +2v) Y2 (8y) ~V72VveN)

© letvinne ) '/ 2V

siendo Yop(&) el punto de minimo de ¥(y) mv(y) +b2(y) (vVlase

a Morozov [(65], sec. 25). Esto justifica el nombre (de Seudo-

optimalidad) de nuestro principio, en cuanto al orden asintdti

co de convergencia cuando § - o*. MAs aGn, para el Principio




de Seudo-optimalidad, se tiene que

(3.6.12) nCvs ERE %) = (2 +1®) B (arty TV (2VEN)

s(ctvimng ) '/ FVeN)
De donde es directo ver que para T = 2v:

$(vihnt ) =n(viinl,, ).

Asil, el Principio de Optimalidad es un caso especial del

Principio de Seudo-optimalidad. [ ]

APENDICE. Vectores Aleatorios en Espacios de Hilbert.

Sea (f1,A,P) un espacioc de probabilidad sobre una o-Sligebra’
A de subconjuntos de §, con P una medida de probabilidad con-
tinua o-aditiva. Y sea £:12 - F una variable aleatoria con
valores E(=E(w)), € vector aleatordio, en un espacio de Hil-
bert (real) F de manera que E;'{E' >a) EA, siendo Ey= <E,w>,,

para toda WwWEF dada.

Por la distaibucifn del vector aleatorio £ en direccisn

de w{ €EF) se entenderi la medida #  sobre (R, A') (.).d.finidn

por
si©) = Plocnlg, (w) ec)
(). es la o~8lge b 3 de R gque contiene a todos

a
s subconjuntos borelianos de R.



para todc C €Ay dade. Y por la funcifn de distribucifn del veg

tor aleatorio £ en direccisn de W(€E F) se entenderi la funcién

& = ub = (-
Gotx) = Bi(C), C =(-=,x].

De las propiedades de continuidad de ui. heredadas de la -

funcifn de probabilidad P, se sigue que GS(x) es una funcién mo

n&tona no-decreciente, continua por la derecha y tal gue

1im GE0=0 ¥y 1im e = 1.
x

x> = - o

En estos t8&rminos, el k-€aimo momento del vector aleatorio
£ en direcci8n de w, se define por

Bl(E ") -I e y*ack

*
siempre que dicha integral exista.

Por E{£}) =0 se entenderi que E{£_} =0 para toda wE€F dada.
Por la varianza total (v.t.) de un vector aleatorio & con E{El=0

con respecto a un sistema ortonormal (a lo m&s numerable)

8 g{ei):-I de F se entenders

- ¥ 2
v.e.(Elg= (B, El{(Eq;)7),
siempre que 1§‘ :((E:i)) exista. Y se dir8 que un vector aleato-

rio E (sobre FP) tiene varianza total v.t.{£} a 1o mas 82, si

v.t. {5)8 €82 para todo sistema ortonormal (a lo mas numerable)
B de F.

Es importante observar que las condiciones (3.4.1') se sa--

tisfacen para todo vector aleatorio £ con E{El=0 y v.t.{E) €82,



CAPITULO 4

ESTIMACION GAUSS-MARKOV REGULARIZADA CON ELECCIOH SEUDO-OPTIMA
DEL PARAMETRO DE REGULARIZACION.

El prop8sito central de este capitulo consiste en mostrar la
viabilidad pr&ctica del Padincipioc de Seudo-optimatidad para 12 -~
elecciin del parl3metro de regularizacin en la resolucién numéri-
ca de la ecuacién intygral de Fredholm de primer tipo, viendo su
-str.chg rexagiénucon la estimaci®n (sesgada) Gauss-Markov regu-

larizada (o "ridge") en la regresi&n lineal.

§4.1. Resolucibén Numérica de la Ecuacidn Integral de Fredholm de
Primer Tipo, v Colinealidad en la Regresidén Lineal.

4.1.1. Colinealidad en 1a Regresidn Lineal.

Uno de los problemas centrales de la Aegreadidn Lineal counsis
te en hallar una "buena estimacisn™ E para 8 en el modelo lineal

estandard

(4.1.1) ¥=X B+ €, € ~(0,8% 1),




en donde B es una satris de ap(n »p) reasl no-astoclestica, ¥
8 el vector (real) de observaciores, &€ es um vector aleatorioc
(de errores) no-observables de media igual a O y matriz de co-
varisnsas (Cov(€) = ) 8% y 8 es el vector (real) de parfimetros
a sstimar.

Cuando X es de rango miiximo (f.e. cuando rgo(X) =p), la o3
timacisén m#is frecuentemente usada, debido principalmente a sus
propiedades de ser insesgada y de minima varianza(”(ontm to
das las lineales sobre y), 5 la estimacién de Gauss-Markov

G m)

(6.1.2) E=(m M Ixry(=x* y), 3
para la cual es bien sabido que

(4.1.2°) £~ 8, s2(x'm)”Y),

¥ Que @3 mini-max con respecto a cualquier funcifn de pérdida

cuadritica
(4.1.3) L. (B) =(BE-8)'C(E -8),
(1). A iedad hay que las de mixima verocimilitud, consis

tencia y eficiencia, si € ~ n(o, e 82 I) (i.e. =i adicionalmente € tie—
ne distribucisn normal) .

(2). =En lo ivo, T* £ ala = d.f,y'l"--n
matriz inverss gensralizada (V8 la sec. 2 del Cap. V).
-




on doande C ¢s una matris de pup real simltrica y positiva defi-
nida. Asf se tiemne, con respecto a la fumcifn de pérdfda (4.1.3),

que el error cuadritico medio (eom. ) de i eatd dado por
ecm_(§) = E{£_(3) } = exlc Cov(B)] =4&' erlcC(m°®) '],

el que en términos de la descomposicisn en valores singulares de

X =uav* se puede rescribir como
e a 2 E 2
(4.1.4) ecm (8) =ve (8) =8* . &, v cy,/ai,

en donde Vv, es la i-8asima columna de V y 8, ®s ol correspondien-

te valor singular de X. Luego entonces

-~ -~ 62
(4.1.4°) ecm_(B) = ve_(B) >a
~ -p
K, (m)1*
o agr LK@ ,
2
L2 I
con

0 <a =mInf{w® C _\Lllh_ll3 =1},

Ast, 8i X tiene vectores columna numéricamente hablando
"“"débilmente indep.ndi.nto"u) (i.e. 8si X es cercana a una matris
de rango deficiente), o sea mal-comportada en términos del Ani
iisis Numérico, o bien bajo presencia de cofinealdidad en lenguas

je de 1la }:stud!atica.“’ entonces (como ya se dijo en la sec.1.2

{3). Deade un punto de vista del Anfilisis " en -
se discute el término de vectores 'dlb,u.-ut. independientes®”.

ar. {8]

(4) . Para una revisifin scbre la colinealidad en la xegresiSn linesl cons@l-~
tese, entre otros. a Bas {11] y a sStewart lBS' 1.
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-
de este trabajo), el clliculo numérico de 8 resulta ser generalmente

insatisfactorio, si no es qQue hasta inservible, 1o cual se sue-

-
le manifestar con la aparicifn de componentes de B muy grandes
¥y/o de signos inaceptables.

En lenguaje de la Estadistica la explicacifn se sigue de

(4.1.4) vy (4.1.4°'), en donde se ve claraments el gran efecto

que pueden tener los valores singulares *"pequefios” en el

.e-c(g) como en la C-yvarianza total vec(g). sin importar B.

Ahora, 'con respecto al objetivo central de este trabajo
sobre la resolucifn numérica de la ecuacifn integral de Fredholm
b
(4.1.5) I kix,t) u(t) dt =£f(x), c<x < A;
a
la importancia del fenSmeno de colinealidad en la regresifn 1li-
neal radica (como ya se dijo en el aparato 8 de la Sec. 1.2
de este trabajo) en el hecho de que su discretizacisén

directa
da lugar al modelo lineal (4.1.1):

BB +e =y, £ ~ (0, &§%1),

con
Bo=(k(x,,£)0,), ¥* =(¥,0c0--r¥,)e ¥, =CUx,) +€,

bajo presencia de colinealidad, como reflejo o herencia de ser

la ecuacisdn (4.1.5) un problema Malf-Planteado a la Hadamard.
cuando a £{(x) se le conoce por medio de una tabla de sus valo-

res (observados)

Te={tx, .y )y, = £(x,) + e,, 1=1,2,...,n) -




y al t8rmino integral se le discretisa por medioc de uns regla de
cuadratura del tipo siguiente

b n
[Coter ae = £, gten o
a

3 I
Regresando al contexto general de 1a regresifn lineal se tie
ne que debido a las propiedades de la estimacisn i de GM para 8,

ei se quiere hallar una estimacién E para 8 comn oc.c(E) y vtc(E)

memcores que los de E. entonces se estd obligando a considerar, s

tre otras, & las estimaciones sesgadas.
En la seccifn siguiente se discute la estimacién GM regula-

rizada, tambi&n conoccida por 1la estimacifn "ridge" o HK de Hoerl

y Kennard ([46], [47]), en la literatura de la Estadistica.

Para tal efecto es5 conveniente ver antes, cOmo una motiva-
cisn a 1a estimacifSn GM regularizada desde nuestra perspectiva
de) método de regularizacién de Tfjonov, la formulacifn discreta

de tal método o bien sus modos de discretizacién.
4.1.2. Convergencia Discreta del ﬂitodo de Regularizacidn.

Comc ya se dijo en la seccifn 2.2. de este trabajo, el cS1-
culo numérico de l1a solucifn regularizada “Y(t) para el problema

integral

b
(4.1.6) f kix,t) u(t) At =f,4(x), c<x <a,
a

con fy(x) =f(x) + E(x), siendo £(x) un vector aleatoric en L,lc,d}
de media cero y de v.t.l£)] € 82, con respecto a la funcional de
Tejonov




- 2
(4.1.6°) .Ylultel =N :6 A(\lll‘.l +vSful, v > 0,
en donde

1
Af u} (x) —I k{x,t) u{t) de
a
y

P T )
Stul a[ {iu (©)12 +alute) {?) ac . a>0 dada,
-

se puede obtener resolviendo numSricamente la ecuacifn integro-
diferencial de Euler

(4.1.7) [ R, t) ule) at + vi (=1 u'?®) () 40 u(x)}
a

a
= I k(s,x)ts(s) as,
<
siendo

- a
k(x,t) -j ki(s,x) k(s,x) ds,

<
con las condiciones de frontera naturales

(4.1.7%) 0 ) ~u'® (b) =0, £ =mmel,...,2m-1.
En efecto, con referencia a las particiones am¢t < ¢

-
“ee <tp =b (uniforme de paso h)

2
para {a,bl yc=x, <x%x,<.,.< *x
(con paso maximo k) para le.,dal,

la aplicaciédn de las reglas
de cuadratura

b
(4.1.8) qu—.) ae = & wie oy v f:wm as= 8 vixp o,
a los términos integrales, y la discretizacién por diferencias

divididas de los términos diferenciales del problema (4.1.7)
(u.2.7"),

dan lugar al sistema lineal algebrdico

(®). Con a =,para m=0.

BUREERERSSE S



(4.1.9) (K'PKS + v B)E = K'P y ,

en donde

Et(u‘..-.,up)' con uj -~ “-r(tj)'
XY= (E (%), ..., E(x )",

nKp = ek e, P = diag(p,r.--.p. )

S = diag(a;,-.-,0.), ¥ pg;;: —2m pl2ml g,

siendo la matriz (en banda) de diferencias centradas de

A%z-l
orden 2m con sus esquinas superior izquierda e inferior dere-
cha modificadas de acuerdo a una adecuada discretizacién de -
las condiciones de frontera naturales (4.1.7'). Por ejemplo,
.para nl-l.'la discretizacifn adeguada de tales condicienes de

frontera es la siguiente

7%(“2 “uo) = I% Moy = Ypoy) =0,

para la cual el error de truncamiento, al igual que las 2a's
diferencias divididas centradas, es de orden o(h?®). En cuyo

caso la matriz en diferencias resultante es

2 =2
-1 2 -1

que como puede observarse no es simétrica. . PR
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Si pars las reglas de cuadratura (4.1.8) las sumatorias
n .

,§||°jl v ;E1|°ti son uniformemente acotadas para todas A

£>0, entonces se demuestra que

-lxlu‘(tj) -u,l + 0 cuando h.k + O,
b ]

como puede verse en Linxz ({108}, f{109}).

En particular, si las cuadraturas (4.1.8) son las del tra

pecio (las que tienen error de truncamiento de orden O(k®) y

0Ck*) respectivamente), ¥y la discretizaci8n por diferencias

divididas de los términos diferenciales en (4.1.7) - (4.1.7")

tienen errores de truncamiento de orden no menor a 0(h?), 10 - .
que es siempre posible para MmP»1l, entonces adem38s de la converxr =
gencia se tiene que

- N 2 _1
ngxluy(ej) ujl es del orden de O(h?+ k2),

para h y k suficientemente pequefias.

Otro procedimiento de discretizacisn para el c&lculo nund

rico de la solucién regularizada “Y(t)

para empezar,
nal regularizante discretizada:

para el problema (4.1.6)
bajo discusibn consiste,

en considerar a la funcig;

(4.1.10)

jg‘k(x*.tj)ujaj -y %0y

—~ n
SUE ) -, E, ¢

- —gy R n »
+ ylp~ 3= "jg‘lA(-)ujI’ +ak '5!1‘“5‘!}
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donde 4™y denota a la m-@sima diferencia hacia adelante con
pivote en u’- La cual se obtiene al discretizar la funcional
de Tfjomov 0»[0: !al dada por (4.1.8') de manera anfloga al
procedimiento (de Glasko y Tijonov {34} ) anteriormente descri-
to.

Aplicando las t@cnicas de C&lculo Diferencial para minimi
zar a 3ylE: ¥) con respecto a B, se verifica directamente que

el minimo se alcanza en gv. la solucisn del sistema lineal

(4.1.11) (BPR + YB)E = %'P y

con
Eexs y Bek (3n71) pl2m) o gy,
en donde A‘z-l - (Al-')‘ Al-l'

siendo Al-l de (N -M)xpP la matriz de m-€sima diferencias hacia

adelante. Por ejemplo, para m=1,

al2ml

(m =1)

Cabe decir que la matriz 3 que resulta de discretizar la

norma de Sobolev

b
Sful -I ' (e)|* +ajule) |2} ae,
a




e3 siempre simétrica y positiva definida,

lo que no ocurre con
)

en (4.1.9) en general; y que los sistemas lineales (4.1.9)
y (4.1.11) son también en general diferentes.
Ahora, si npnu’-oc‘°'l..bl denota al opsrador de prolonga-

‘cién mediante, por ejemplo, la interpolacién spline de orden m,

entonces se demuestra qu.(.)

(4.2.12) Huv -w_8 Ic--i + 0 cuando

verse en Vasin ([110]

hek - 0¥, como puede -
(vase también a Goncharskii et. al. (108} ).

Una tercera variante de discretizacifn para efectos del ci&l
culo numérico de la solucifn regularizada

“Y(t’ para la ecua-
cifn integral (4.1.6),

sobre la cual se basa nuestro algoritmo

numérico el cual se describde en la sSec. 4 de este capftu

1o, es la siguiente.

Primeramente se discretiza mediante la aplicaci8n de la -

cuadratura numérica.
b ) 4
I. vie) At = 3!‘1"“3"’3 .

nuestra ecuacifn integral (4.1.6) tal y como se describif en la

subseccifn anterior, obteniéndose el modelc lineal

X B +e = y, e ~ (9, 8%1),
nxp

con Yy, B. X =KS como en (4.1.9), y € siendo un vector aleatorio
en ™.

(*) Recuérdese que Ngl g1 = mix max |g'i) (2.
oRi<a~-1 agt<b
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A continuacifn se considera a la funcional regularisante

SAE yl iy -xF 8l ey 1@, y>o,
en donde

(4.1.12°) B=h s = kI pl2ml, .,

siendo B la matriz como en (4.1.11) que se obtiene al discretisar

por diferencias divididas la norma de Sobolev

. .
Sful = I u'™ (e)|® +alule) |?} ac,
-

Finalmente, aplicando las t#cnicas del C8lculo Diferencial
para hallar el minimo de la funcional JYIE) x) con respecto a

E. se obtiene el sistema lineal
(4.2.13) (X' X + yB)E = %' y,

el cual es5t8 estrechamente relacionado con la estimacién sesgada
conocida por "ridge, en la Regresisn Lineal; estrecha relacifn
que aprovecharemos para la realizacién préctica del Padncdipio
de Seudo-optimatidad para una buena eleccifn del parSmetro de

regularizacién.
Ahora, s5i en (4.1.13) se toma a Bm=cgh ' B con cg = h/k,
entonces es directo verificar que (4.1.11) y (4.1.13) son exac

tamente el mismo sistema lineal cuando la cuadratura nualrica

(*). En el entendido que Igl; = xz'B x.




< TN
oo an = Eoixp0,
@s la del Recténgulo sobre una partici8n uniforme de paso A pa-
ra [c,d)l; y que (4.1.11) y (4.1.13) ason también, salvo una ligs
ra discrepancia despreciable en el lifmite, esencialmente el mis
mo m=istema lineal cuando la antes eapecificada cuadratura es la

del Trapecio. En conclusifn para esta tercera variante de dis-

cretizacifn para efectos del c8lculo numérico de la soluci8n u

Y
regularizada para la ecuacisn integral (4.1.6) se tiene que

Hu - w

Y p Byl om-1 = 0,

cuando h,k + 0% manteniendo constante a la razén h/k.

9e.2. Estimacibén Gauss-Markov Regularizada.

~
Una alternativa a la estimacifén Gauss-Markov cldsica 8§

bajo presencia de colinealidad, la cual usualmente se manifics

-~ .
ta al tomar ngz valores inaceptablemente grandes, la sugiere
de manera natural el M8todo de Regularizacién de TILjonov para
la resoclucin de Problemas Mal-Planteados a la Madamard, el

cual ya hemos estudiado en el Cap. 2.

Con respecto al modelo lineal i&h.rll

(4.2.1) n¥p 8 +£ = g con £ ~ (0,67 T),

(*) Como y» e« amot8S antes, Nzil = z*' B3 anflogaments se entien-
e .
4*4"# 4 -
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ia ides consiste en tomar a la siguiente funcional regularizante
(4.2.2) IAE gi=ay-x El;_' +ya@s2 ), y>o,

en donde £ y B son matrices simétricas y positivas d.finidn-(s’ B

para luego definir a 1la Estimacifn Gauss-Markov Regufarizada como

~ ~
6.2, ® = .
It 3) _B,' arg nin JY‘ 8: yl
Asl pues, a la eatimacifn GM regularizada se le puede pensar
como una estimacifn con base al criterio de minimo de cuadrados

generalizados amortiguados.

Ahora, aplicando las té8cnicas del CSlculo Diferencial, es di-

recto verificar que

(4.2.3°) B~ (x° I 'x +yB) 'H'E"? gy,
la cual para :-In y B-Ip se reduce a la clisica expresibn cono-—

cida por estimacifn "ridge" debida a Hoerl y Kennard.

~
Conviene observar que para y =0, 8

1 timacién GM gen
&y es a es c G gene

ralizada

- Lo -
B =(XE X)7'X'E 'y ;

(*). Como ya se anotS antes, lll; = 3°'BE; anflogamente ucnctondolg_li-. .

(5. Para 8 p do como un al o con COV{8). conocida es natural
tomar a B de manera que B ! =Cowv(B). Por otro lado, con relacifn a la
resoluciSn numfirica de la ecuacién i 1 de F 1lm de i tipo,

objetivo central de sste trabajo, B se toma como dada por (4.1.12°).
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la cual es "blue"” con respecto al producto interior x* :-‘E-

R-optimal con respecto a toda funcién de pérdida cuadrStica dada

4.2.4) L) =@ -p) c(E-0)

como puede verse en Bibby et. al. [104] , ¥y Que es precisamente la

estimacién GM ordinaria

(4.2.4%) B = (' Ky,

para 8 es el modelo lineal estandard

(4.2.5) X8 + €=y con €-~(0, §2 1),

si con base a la descomposicifn de Cholesky X =LL°'(L triangular

inforior) dc X, se toma

B=L"'X, €6 =L y y=r"' g.

Es cuyo caso, la estimacién GM regularizada (4.2.3') toma la

forma

(4.2.5%) “iv -(X' X+yB)"! X°* y 3

y aunque esta simplificaci8Sn siempre es posible, cabe decir que
bien puede acarrear serias dificultades précticas desde un punto

de vista num@rico cuando ¥ es mal-comportada.

Para lo que sigue de nuestra discusifén, el modelo (4.2.1)

ser8 referido por el modelo 8, y el modelo lineal
(4.2.6) TO+Eg =y con E~(0,5% %)

pPer el modelo O; el cual se obtiene al considerar la descomposici8n
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de Cholesky B eR'R (R triangular superior) de B, al tomar

T=XR',
y efectuar el cambio de variables I_i_ - §. Y cuya estimaciSn GM

-~
regularizada gv para © con base a (4.2.3') toma la forma

(4.2.7) -6‘7 = (T*'E™' T ayI) " 'T* T 4,

que bien se puede rescribir como

(4.2.8) gY =(F* W+yI) 'y,

si se le piensa con respecto al modelo lineal estandard

(4.2.8") T™O + e=y con £ ~(0, 8§21y,

el cual se obtiene de (4.2.5), tomando

T=L"'T, e = L' E y y=L'y .

Las relaciones siguientes entre estos dos modelos (2 y ©) son

de directa verificacibn:

(4.2.3.a) a3 = a3 &
~ ~ . o -

(4.2.9.b) lc(-f—‘fv) =£G(-9—Y) donde G =R 'R ! ¢ ) ¥

(4.2.9.0) ecmc(_B_,Y) - ecmG(Q,').

(6) - Aquf, siendo X de rango mfximo: a; - n—%—P (y_-xﬁ)' ! (y-x _5:) b 4
~ 1 ~ N ~
-5-—,‘:5(1-'1-9) iy~ TO-.

(7). Pe aguf en adelante R '= (R") '.




La importancia de estas relaciones se debe a que los c8iculos
con respecto al modelo O, pensando en el importante caso particu-
lar con T =3, son de mucho menor compleiidad que los correspondien
tes con respecto al modelo B. Por otra parte, permiten dar, en el
contexto del modelo lineal general (4.2.1), demostracisn directa

del siguiente
Teorema 4.2.1. Existe Y° =vy°(8 ;&%) >0 para la cual
ocmc(gY) < ocmc(g). si 0 <y<y?,
En efecto, Su demostraci®dn se sigue de (4.2.9.¢) y el teore-
ma 10.2 en Bibby et. al. {i104] aplicado al modelo ©® dado por (4.
2.7).
Asi pues, con base &n este teorema es natural proponer el

criterio siguiente, el cual llamaremos Padncipio de UpTimalidad,

para la eleccifn del pardnmetro de regularizacién

Y =arg MIn ecm (§ )
op ¥>0 ci=y’ f

estando claro que
~ -~ 2
ecm_ (8 ) =ecm (B, s856%);

¥ con ello que 2
Yop* -Top(g :86%).

Ahora binn; con el prop8sitc de indagar bajo qué& condiciones
la funcisén en y:

ecm (y): = .cnc(éq;g.d‘)
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tiene minimo, considérese a la descomposicisn en valores singulares

de T3

y -D o
(4.2.10) X -vav & = ' S o] .

D -diaq(.,.-z,...,cz), -,>-3>...>-' >0

siendo r <«mIn{n,p} el rango de ®; en términos de la cual se tiene
el siguiente

tema 4.2.1. Si G(: =R ' CR™!) = VvMV' con n-dxag(v,..v,,....w )

P
donde \11>0 para toda 1, entonces
2
(4.2.11) VE_(Y367) 1mve (B 36%) = 82 B w, ——b
-2, c(vs : c By el I I
i
2 2(p 2
(4.2.12) bi(v: B)1 = BA(E 1 §%)
r a? P
2 i 2
-y E, w X w oaZ .
i= i(.i - Y)a i=T+1 i1
Y con ello,
- ~
(4.2.13) ecmc(vig.sz): - ecmc(g,'lg.é‘)
=2 z al
= 2 i 3 a2
s AFE 1] 1-§¢1"1°1‘

X w, — W —

1=1 T4 (g2 +y)? (w2 +v)?
i i

en donde a =V® O con © =R 8.

Cuya laboriosa demostracifn aparece el final de esta secci8n

como un ap8ndice.
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Asl, con apoyo en la expresifm (4.2.13) y considerando que

2.16.1) EeN(X) a8t XE =0 sei L™'XE =0 ssi (L''XxRVIRE = 0
ssi ¥ §=0 s81 3 € NOD),
- N e e -~ - -
2.14.11) Bent)'asst B =x"xE se18 = (¥r) T (®RIE
e ~ N
ssi O = TO ss8i O € N(®')", ¥y
2.14.111) BN =E'CE = (RE)'G(RE) = #v'BU3 = nau? 1

demuestra, como puede verse en Barrios et. al.[9 ]. el siguiente

Teorema 4.2.2. Sea ¥go(X) >1. La funcitn ecm (8%yv;8, ') co-

mo funcién de y tiene un dnico minimo en O <y <« gssi B & N(X) .
Las figuras siguientes ilustran este resultado.

[

N ,

— ve (B~
(—.
vee(39 BE o
14 4
Ca) (b)
Fig. 1. Dos casos excluyentes: (a) 8 €EN(X), yv (b) B & N(X).

Aqui, _§_° es la proyeccifn de 8 sobre N(X);

P
ugenz = [ E,, w,al y W82 'ag‘ "'4“_;: .
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Para lo que sigue se dird que B ea estimable si g =0 o

8 ¢ W(X) (complrese con Albert [102) ). En estos términos, se tis

ne que ecm_(Y): = oc.c(i'; B 36%) tiene un

dnico minimo ssi 8
es estimable.

Cabe anotar que cuando 8§ es estimable, _B_‘-X* .x_(., es una es
timacifn insesgada para Bl' (7’

la proyeccisn ortogonal de 8 sobre
N(x) =R(X*).

Ahora bien, considerando que cuando B es estimable,

lo que es
: i < 'y
‘realmente relevante es la estimacis&n de £ ¥ ¥Ya que -S-'Y - 8" cuan
do y -~ 0'.' en lo que resta del presente trabajo, nuestro estudio
se llevar3 a cabo en lo que respecta a las funciones ecm (B i8,8%)

b3 bz(B B), pensando que 8 = §_ © equivalentemente que g-x‘ X8 .
Ahora bien, como para fines numéricos da pricticamente casi

lo mismo que X sea de rango deficiente o gque X sea mal-comporta-

da, se tiene en la mano una buena explicacién de por qué el cdlcu

lo numérico de .'op (*®™es aiffcil de determinar con una relativa -
buena precisifn, en cuanto al orden de magnitud se refiere. Pues en tal
situacidn, la funcidn GCll\c('v)z = acinc(é,v) pPresenta usualmente un
amplio plano valle, como se ilustra a continuacisn.

(*) Aquf, x* es la inversa generalizada de Moor

con resp a R con
el producto interior usual y R' con el producto interior %x*E ',

(7) wMls aln, si O¢=a'8 es .-tx.-b:l.o (i.e. a ¢ N(x)) entoncas la "blu* estima-
ci6n para ¢ esti dada por ¢ =a‘'b sei b-x Y. Complrese con Albaxt [103)
(**) Para § en el modelo (4.2.1) estimable.
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l

Fig. 2. Gra&fica tipica del .cmc(v). cuando X es mal-compor

tada.

As? pues, para X mal-comportada, el cSlculo numérico de¢ Yop
reszlta ser un problema, en general, numéricamente mal-comporta-

do.

Concluimos esta seccecifn advirtiendo al lector que en lo que

resta de este trabajo, nuestro estudio lo limitaremos alrededor
del modelo lineal estandard 8 dado por (4.2.5), por ser €llo su-

ficiente a nuestros propbsitos especificos.

APENDICE. pemostracidn del Lema 4.2.1.

Con respecto al modelo lineal general (4.2.1), la estimacisn

GM regularizada (para 8)

[ B = x~1! -1 zZ 8"
(4.2.3') Eq xv x* X o4 .zvg

en donde

zv-x;'w £ 'x, x, =-X'E7IX +vB

~
' p—— - - -
v PRS-l S Yy =A g 3

PEFTRERBTES




se puede rescribir con

como

(4.2.5°*)

108,
respecto al modelo lineal eatandard (#4.2.5)

- - ay
8, =m ' M y -z

en donde

z, -x;‘ X'E, X =E'K + Y8,

v — ~
B =(x' )" %' y=- x* y.
Afirmacidn_4.2.1. Para el modelo lineal estandard (4.1.5),
E" es una estimacibn insesgada para §_" - 8. 1i&s adn,
B* ~s', s2(m* ).
En efecto, como en el modelo (4.2.%5), & ~ (2,621).
E{3*) = E(x* (X8 +£)) -x*=mpg = g',
Y como e + e +
8= % (BB + ) =E{B"} + X g,
se sigue que
Cov(B*) = Cov(x*c) = X*cov(e) (x") '=s2(x'm)*. »
Ahora, recordando que bajo la transformacifn _6_ -Ri la esti
macifn GM regularizada (4.2.3') en su forma (#4.2.5'), se convier-
te en
& ~1igpe ot
(4.2.8) Q'Y-TY’ Yy = .Y 8
con

ot =2t y ~ b5z @ WY,

e —
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en donde

ot . »
"Y-’Y T y 'Y-’ ® + YL

se tiene la siguiente

Afirmacidn 4.2.2.

si 9_-2L + 9° con 0°' siendo la proyec-
cifn ortogonal de © sobre N{(®) entonces

2 - By WY ol o o%y 2
(4.2.15) bolyz8) B =y 5 2} g -

En efecto, Y= que

1
) =% @

se tiene que

2 - a 3o 2 =1 by - 2
bZ(v18) VE{g }-B UG IRl ) -edug

1 2 - 1_goy 2
is ot olz = s, ~me-0'u2

h-y = o'-p°12 ,
pues

- ~1 @ty — - -1
’YI="V (ro T'Y)- T,Y-.

Con bsse en la descomposicisdn (4.2.10) en valores singula-
res de P se demuestra la siguiente

Afirmacién 4.2.3.

si G(=R™ " CR™') =VWV*® donde W
= diag(q‘,...,wp) con w, >0 para toda i, entonces

i
x a2 P
(4.2.12) JEwy e+ w. a

bi(v3iB) =v?2 z
< (.: +y) 2 i=T+t i

2
i *
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en donde a =V'O.

CLn efecto, de (4.2.15) se sigue que

- - IS
BZ(YIB8) =noy Qv‘g_"‘-g'laul-y aytat -ats} .
en deonde
8T =(acs +yI)
Y como

(a®) 'HA;‘ El_.L _(9_1). A;I wa® =0,

dedbido a que gf v i' son ortogonales y W

- A;‘w es una ma-—
triz diagonal; se sigue que

2 - -1 Ly 2 Y T3
bc(Yl_B_) =1 yAY o “w + W =-a ny - [ ]

Afirmacidn 4.2.4.

. 22 = & :62) = -1 -1 » =13
(4.2.16) vte(¥362) VEg (R, :8%) =erlG Tt (T (BT )

En efecto,
2 - 8 - a 2
ve (v36?) E{IIBY t{eY)llc)
= "1 e - & 2
2R @, 1:{9_7))11 =)
- o - L 2 - o+
il (@ 2N g} =exiG covim, 97}
S+ ) =82 . +
= £riG ®_ Cov(® )’Y) sleric B (P ) =)

=8 exicet(r  ®) 2 ') @
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Afirmacién 4.2.5. Si G( =R °CR™') =vV® con W

- cli..q(w‘.v.,....v’). donde -, >0 para toda 1, entonces

2
ot

Y(e +v)?

(4.2.11) w

x
2 2
ve (v38%) = & 1§‘I

Efectivamente, en t&rminos de la descomposicién (4.2.10) en

valores singulares de ®, se tiene que

el Ll -1 1 . -1 .
G’Y",‘V "V(WyAAAy)V

en donde AY =A*A + vI. Y con ello, que

~1 -1
vtc(vxﬁz)-Sztt[G ,Y (,.')’Y )}
2 -1 . -1

=52¢er(w AY (a A)AY 1. *

Con estoc se completa la demostraci®n del lema. L3

84.3. Principio de Seudo-optimalidad: Realizacidn Prictica.

En el capitulo anterior se vi8, como una alternativa al cri

terio matural con respecto al error cuadritico medio (i.e.

al -
Principio de Optimatidad),

Que la eleccifn del pardmetro de regu
larizacién por el Paincipio de Seudo-optimatidad define um algo-

ritmo de regularizacifn a la Tfjonov (teorema 3.4.1) para el pro
blema

(4.3.1) Au = ‘6 con CG =f +£,
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en donde A:U + F (con U y F espacios de Hilbert) es lineal compac
to y £ es un vector aleatorio sobre P'*? con {E}=0 y v.t.{£}) <82,
el cual comparte con el Padimcipio de Optimalidad las mismas pro-

piedades de convergencia asintStita con respecto a §.
Especificamente, para el modelo lineal estandard
(4.3.2) BB +e=y con €~ (0.8*1),

(el cual se obtiene, como se vi& en la sec. 4.1, al discretizar el
problema (4.3.1) con A siendo un operador integral de Fredholm de

primer +tipo) por el lema 4.2.1. (con B estimable) se sigue que
-~
ve (B 3B) < WP oLviy), viv) = & 82,
~
bi(B s B) € b (¥v), Db (y) = URIZ v*

(w2 = m{x{wilx r = rgo(X)) -

siendo h tal que B =X°* Xh: con base a lo cual el teorema 3.4.1

toma la forma siguiente(e).

Jeorema 4.3.1. Sea 8 estimable (i.a. 8 s ¥ XE), h tal que
8 =xX*'%Xh vy t2 >0 dada. Si se elige a vy -y.o(ﬁ) per el
Principio de Seudo-optimatidad (i.e. como la soluciSn de:

v(y) = t?b?*(y), ¥ >0) entonces

(=). En el sentido dado en el apéndice de la sec. 3.4 de este
trabajo.

(8). Aquf, poxr estar en dimensifn finita, se tiene que g-(z'x)"g\_
se matisface para toda 0 <vg 1l (con h dependiendo de V).
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-~ ‘6 as
sup {58 _-guz) <n s
te) ~Toarny 8y “Bc :
con
1 A
n=(1+t"2) 6(1':Ihlc/2v).6
De manera anfiloga, para Y-8ptima se tiene que
~ 1 — 24
mtn sup {mNe -882} “ <weB,
¥>0 {€} ~(0,621) -
= ncon 12 =2;
lco cual como ya se ha anotado antea justifica el nombre, Painci-

pio de Seudo-optimatidad, para nuestro criterio para la elecci®n

del par8metrco de regularizacién.

Hasta aquf, se ha estucdiado el Principdio de Seudo-optimal.i-
dad suponiendo a B (estimabie) y 6% conocidos. Asf pues, para
poderlo llevar a la pré8ctica se hace

uecesario recurrir a la es-
timacdibn cstadlstica,

con el objetivo de lograr *"buenas"™ estima-
ciones para

-~ N -
veo (g 8%y bé(g,v 3 8)
-~
con g,' siendo la estimacdidn de GM aeguiarizada

(4.3.3) fs;v =(x'x + YB)'E' y

para 8 en el modelo linsal (4.3.2); en el cual, por razones de -
simplicidad, de aqul en lo sucesivo se supondr& con K de rango

mi&ximo.

e et s
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Para tal prop8sito es conveniente racordar (como se vi8 en la

seccisn anterior) que con respecto 2l modelo lineal O3

(4.3.3°) T Oo+ec=y con € ~ (0, 821),

donde P «XR !, siendoc B =R'R la descomposicisn de Cholesky de B;

se tiene, para el caso en Que G(=sR"‘'CR™)) = VWV', que

(4.3.4) Ve (Y1801 mve (8,167 =ve (8, .87)
P s
- =82 X et
i=1 ;(-: + y)?
vy que
(4.3.5)

2 (g 2.6
BZ(y18)s = BL(B,18) = BI(D 1 ©)

en donde a = V'Q© (@ = RB), siendo

(4.3.5°) T = UAV", A -|..".] » D=diag(s,,...,s)
. _ o

(s, >8, >...> s, > 0)
la descomposicisn en valores singulares de T (=ER ).

La idea natural que se ocurre es utilizar las estimaciones
insesgadas

52 = 82 = 1 —mmoy 2 s2
4.3.6) 83 = 83 = Ao uy w2 =587
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. 2 -~ ¢ -~ - s - -~ a
(4.3.7) Vlvds = nclg,'u )y - vtc(g,’a &)

- ol
- 88 - ———.&——
lil 'y (s o v)l.
. g m s
(4.3.8) Dclvlt - bc(. 3 8) = .0(2'1' o)
& o 8tym?
@, s*/m}

(s + V) '»

-v* 1§| s

-
para 6’,vtc(!,'! 6t) v ba(ivl 8) . respectivanente. Es directo ve

rificar que (#.3.7) ¥y (8.3.8) se obtienen de las expresiocnes si-
guientes

Volv) = vec(i_'.in-...(vccti,.'&'n. y

-~ PN ~ ~ PS
B (Y) = b;(_n_,'. 8)-sesiblip ; 8))
aplicadas a (4.3.4) y (4.3.3), respectivamente.

Para nuestros propSsitos, en especial de cflculo numérico,

es conveniente rescribir (4.3.8) como sigue

at - §
4.3.8°) Blory = ‘i, w, A (—X ),
o} e + v

la cual .o' obtiene directamente de ver que
hod a > *
a = VG = V'P' yev'(UAV®) y =A (U° y)

-A"", con 4= U’y .
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.'N8tese que en .(4.3.8') no se requiere del cllculo explici-~
- ~
to de @ (y con ello de 8).

Regresando a nuestro punto central sobre la bfismqueda de una

.realizacifn préctica del Palmcipio de Seudo-optimalidad, empece-

mos por ver que dicho principio, con base a las estimaciones in
. 8 2 2.7 -
sesgadas (%.3.7) y (%.,3.8') para VtC(EN’ 8%) y bc(§~: 8) res

pectivamente, toma la forma
(4.3.9) voty) = <* bZ(y) con y>0(t* >0 aada).

Por el sorprendeante hecho de que gé(v) puede tomar vValores
negativos o ser negativa, a pesar de ser Qé(y) una estimacién
insesgada para bé(évt 8) que os siempre no-negativa, resulta que
la ecuacidén de seudo-optimalidad (4%.3.9) no siempre tiene solu-
cisn.

Teorema 4.3.2. si ugnz > vc(é) entonces la ecuacién de

seudo-optimalidad (4.3.9) tiene solucidén. Y si m!n(di} >&8?

entonces (4.3.9) tiene uma finica solucién.

La demostracidn para la primera parte se obtiene de aplicar
~
el tma. del valor intermedio a la funcisdn g(y) = v {(y) -
~ ~
t2b2(y), viendo que g(0") = vc(o*) > 0 y que
~ ~ -~ o~
lim g(y) =—T1% 1im bZ(y) =~-T*(NBI2 - v (8)) <0O.
Yoo Yo
~
Y la segunda parte se obtiene de ver que bé(v) es monStona

creciente si min{all} > &%. *
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Las figuras que vienen a continuacifén ilustran esta situa~-

cién.

X E 2]

Te (P)

.
L Y

(a) (b)
Fig. 3 (a). Existencia de ;so cero de (4.3.9).

{b). Existencia y unicidad de ;-o cero de (4.3.9).

Es de interés mencionar que las condiciones de existencia
con unjicidad de este tma. son exactamente las mismas que se re-

quieren satisfacer para que la estimacifén insesgada

(4.3.10) Cly): =v(y) + B2(M,

-~
para ccmc(gq] B, 8%2) , tenga un Gnico minimo. En concreto, si

en (4.3.5') se considera a

U =[{U,|U,] con U, de nxp,

entonces se tiene el siguiente



Yeorema 4.3.3.

S:a ’t-(-,g la proyeccisn ortogonal de ¥y
£ "

sobre IM(E). Si1 & tt('l/lll: Px.(.) xI.A< b 8 entoncaes

l1a estimaci8n insesgada C(y) para .e.c(gv, 8, 62) tiene m2-

nimo. Y =i -!n{d:) > 8% entonces C(y) tiene un dnico mEfni

mo.

Su demostracién es esencialmente la misma que se 43 para
-
el tma. 2 en Barrios et. al. {9 1. En efecto, para Cly) =v_(v) +

bé(v) se tiene que

Cr(y) = 2 B - Q).
R(v)

en donde o
P(y) =, F w, jl’li(.; + y)'tad -&*)v. v
P -
Qly) =, E w, I, (a7 + v)(s, 5)?

son polinomios de grados 3p~2 vy 3p-3 respectivamente, ¥y

2]
R(y) = il;l‘ (-i + v)? >0, para toda vy >0.

Por 1o que los ceros de C*'(y) son los ceros de gly)=P(Y)-Q(Yy),

e inversamente.

Ast, si el coeficiente lider de P(y)

(9). Si C=B en Lc(i) entonces G=WW'(N=1I) en tc(é) como puede verse en la

sac. 4.2. En tal circunstancia, esta condicifn toma la forma
pEE/M Pm(X) X': < 1; 1la cual se puede rescribir camo R? >p/n,
siendo R® el coeficiente de determinacila.
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*)

Tue w,(a} -85 >0 .,

-
2 2
Imm Xy — 8" exiwl= (F,

entonces, observando que 9(0’) -—Q(O*) <0 y que g(y) == cuando
Y + =, y aplicando el tma. del valor intermedioco, se tiene que
Cc(v) tiene al menos un cero; sicndo el primer cero de C°({y) -

necesariamente un punto de minimo.

Por dGltimo, si n!n(d:] 2;32 entonces P(y) y Q(y) son monéto

nos crecientes; consecuentemente, C'{(y) tiene un s8lo cero. #

Con relacifn a este punto es recomendable la lectura de J.

Bourges [12].

Observacién 4.3.1. En nuestro estudio experimental socu e

la resclucidn numérica de la ecuacidn integral de Fredhoslm de pri

mer tipo, objetivo central de este trabajo, el cl8lculo dJde ;so

como el de ;op via las estimaciones insesgadas (#.3.7), (84.3.8"')

y (4.3.10) paravtc(§~1 6’): bé(gy' 8) y ecm_(B_: B, §%) cor

Ca=B y C=X'E y en donde _B_Y - (X* X +yB) " 'x* ¥ +» raramente dis
~ ~ -~ -~

resultados aceptables; pues usualmente gq ~ B8 con Y=Y (v Y ¥

-~

B muy distinto de B. [}

La causa principal por la cual el c3lculo de EW con Y deter
minado via (4.3.9) (0(4.3.120)) di8 raramente buenos resultados

-~
fue que b“:(v) results generalmente negativa.

(®*). Escribiendo u-[u,lu'] con U, de nxp, se tiene que ¥=U,DV;
P - ~
2 2 2
Ast, 15, wial = I wi(s;a,)* =NDV'ON? = HU! ® 882

N
-lu;ngl: .
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Es por ello que se ocurre la bisqueda de una estimacisn para
bé(ytg) que conserve las caracteristicas geométricas de su grafi
ca. La aiguiente es la obvia

~ ~ P a
(4.3.11) Bi(v) =B (viB) = F,w, (gt 2 (XL —)°
i

?
z
.*OY

en t8rminos de la cual, la ecuacidn de seudo-optimalidad viene a

ser
(4.3.12) Vo) =t?Bi(v), ¥ >0 (71? >0 dada).

Ahora, es evidente que la ecuacisdn (4.3.12) siempre tiene una
dnica solucisn. Sin embargo, es importante decir que bien puede
' -;-o verse fuertemente subestimada, debido a que Bé(Y) <iene
usualmente a sobre-estimar demasiado a bé(éq' B)Y,., a causa Ze que
é (en norma) tiende a dispararse (recu8rdese la discusién - iIsta
en la sec. H.,1. sobre ia estimacid&n GM).
7
b,

S5

H
1
[
.
H
H
[ 4
[
Fig. 4. Principio de Seudo-optimalidad (versisn (4.3.12)):

Sub-estimacidn de Y -;.o'
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Observacion 4.3.2. In nuestrc estudio experimental con ba

s® a la estimacisn scegada (4.3.11) para bé(v: 8) para la deter

minacifn de v -;;e por medio de 1a ecuaciin (4.3.12) con C =8,

siva sub-valoracisn de Yao*

se observ8 con frecuencia una e

- -~
siendo !W con V‘Y.o una muy mala estimacisn para 8. Sin embargo
para
los resultados observados fueron bastante aceptables y comperiti-
vos a los obtenidos con Yy -;op determinada mediante la minimi-

Zzacifn de la estimacisn (sesgada):

(4.3.13) Sev) = vey) + B (y)

pPara ocmc(gyt B, 8%); sobre todo para aquellas ecuaciones inte-

grales con ndcleo k(x.,t) apenas continuo o bien algebrdico de

-
clase C , como bien puede verse en la seccifsn 4.5 para mfs de-~

talles . #

Por tltimo, diremos que el problema de fondo para todo cri-

terio de seleccifn del parSmetro de regularizacifdn Y con Lase
(explicita o implfcita) en bé(v)g). es un problema muy maf-com

poatado, o bien uno mal-planteado a la Hadamard si se piensa en

dimensisn infinita; que ello depende de 8,
Esto plantea un paoblema nuevo, el

precisamente lo que

se quiere bien "estimar"™.

cual se estl investigando desde diversos enfoques; se recomien~

da leer a O0' Sullivan [71'] para ver unc de los m8$s prometedores.
Otro enfoque (t8mese como sugerencia, por lo pronto) podria ser

el de hallar una buena regularizaci8n para

(iPor qué no?).
este problema es an un problema abierto.

bé(y: 8). En fin,

C=X' X (i.e. para W=diag(e},....s0) en (4.3.7) y (4.3.11)),
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§4.4. ET Algeritmo: Descripcidn.

El objetivo de esta secciln es la descripcién del algoritmo
para la resocluci8n numérica de la ecuacidén integral de Fredholm

de primer tipo
b

(4.4.1) I K(x,t) u(t) At ='£(x), c <x <4,
a

por el m@todo de regularizaci8n de Tfjonov con lz eleccisdn del

parimetro de regularizacifn por el Padincipic de Seudo-optimali

‘dad, objetivo central de este trabajo.

El algoritmo se elabor8 en FORTRAN-77 con nombre REGULA.PACK,
con apoyo en LINPACK {(Bumaeh J. &t al. {15])reconfigurado a nues
tros propésitos especificos como en las rutinas ZERON y FMIN
(Forsythe et. al. [(28])). El programa inicialmento’se prepars

en la Burroughs 7800 de la DGCA de la UNAM, luego se implantéd

. en la red de computadoras Vax de la Univ. de Nuevo Mé&xico en

Albuquerque, y finalmente se ha instalado en una PC-Printaform

con un disco duro de 20 Mb ¥y coprocesador aritmético 8087.

El algoritmo a grandes rasgos consta de dos fases:

1a). De discaretizacifén. En esta fase como se vis8 en la
seccién 4.1:
a). Se discretiza a la ecuacifn integral (4.4.1) ohtonl‘ndq-.
la matriz

X, = kixg.r) a4,
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on donde las a’ son l1o0s pesos de cuadratura empleada (Sympaon,
Trapecio y Punto NMedio, en nuestro prograna) sobre una parti-

cién uniforme del intervalc [a,b] con eapaciamiento h >0,

b). ‘ae genera al vector de "“observaciones"™

t10)
X=(Y¥io¥ar--ao¥,)oy, =€(x;) +e, con €, ~N(0,8%),

siendo la funcifén £ evaluada sobre una particifn uniforme del

intervalo [¢,d] con espaciamiento &k >0. Y,

c). se discretiza a la norma de Sobolev
bd {(m)

(4.4.2) 8{ul -f u™(e) |2 +aluler[? ) ae
a

con m=0,1 6§ 2 opcional (i.e. con convergencia L?,C o C?! opcic

nal). Para m=0, se toma a=0y v para m=1 &8 2 se elige a
a>0(1‘, de manera que siendo lo mi&s pequefia posible sc obten-

g3 que la matriz
(4.4.3) B =n"2"calm), palmly o3 wpl2mly o,

s @« &8 sim8trica y positiva definida, en donde Alml de (n—m)xp

es la matriz de diferencias hacia adelante de orden m.

2a). De estimacifn Gauss-Markov aegulanizada. Esta fase
se puede ejecutar de manera independiente a la anterior y con-

siste en calcular la estimacifén GM regularizada

(10) Para io

P 1 se tom8 a §=10"°%,
(11) Muestra eleccién fue a=2x10 7 .
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(6.4.0) E,' - (xE e+ Yy Ky

para 8 es el modelo 1lineal.
(4.4.5) ®p +c=y ocon £~ (0, 82 1),

siendo B una matriz simétrica positiva definigat”? dada; y en don
de el parfimetro de regularizacifn vy es determinado mediante la

resoclucisén (con ZEROIN) de la ecuacién de seudo-optimatidad

-~ -~ “2)
viv) - ©bity) = 0,

con sc('v) y.bé(v) dadas por (4.3.7) y (4.3.,11) respecticamente.
Con fines comparativos el parfmetro y es también determina-

do mediante la minimizaci8n (con FMIN) de la estimacién (sesgada)

Stv) = v_tv) + Bity) para e1 .mc(é,yz B, 8%).

ALGORITMO.

Datos de _entrada:

ax, bx extremos del intervalo [{a,b].

ay, by extremos del intervalo (c,dl.

N es el ndmero de "observaciones" y‘-f(xi) e, .

igual al ndmero de renglones de XN.
P es el nGmero de nodos de cuadratura, izgual al nmeroc

de columnas de XK.

(*). véase el pie de nota (5) en la sec. 4.2.
(12). En nuestro estudio experimental se tom8 1% =27/32, y se
trabajo con C=B y con C=XK' X.
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igual a 2.2,...-031; corresponde a uno de los 11
problemas que se estudiaron experimentalmente,
lo8 cuales se describan en la seccisn aiguientes

con MNPROB =0, se szale del programa.

igual 0 para cuadratura de Sympson, 2 para Trape-

cfio y 3 para Punto Hedio.

es el valor (opcional) de m=0,1 8 2 cn (&4.4.2),

es el orden de la regularizacisn.

en el valor de 8 en (4.4.5), la desviacidn estan-
dar con la cual se generan los mmerocs aleatorios
€y iwml,...,n; para la construccisn del vector

de "observaciones" y (§ = 10”° en nuestro estudio)

Se generan las matrices X de nxp, B de pxXp; y el vector

"observaciones" x:

- (k(x‘:tj) 0’); con base a lia "function"

fkc!(x*.tj) para k(x,t) y con las oy segin NKER.

si ORDER = 03 B « BI3™), 41 - ORDER( =m) >0; con

base a 1a matriz B! 3 (trig1agonal si OmoER = 1,

y pentadiagonal si ORDER = 2) de diferencias de or-

2m descrita en (4.4.3).



e).

FASE

1).

ca).

b).

2)

I{t T Y00 ¥ )t ¥, =£f(x,) ¢+ €, con base a la “function”

FP(X) para f(x) y la generacisn de N ndmeros aleatorios

(con base on URAND) €, ~ M(0, 6%).

11
Se genera el modelc lineal 6 (P O + € = y):

si ORDER >0:

se calcula con DPBFA-LINPACK la descomrosicién de Cholesky
de B:

B = R'R con R triangular superior
se genera a la matriz ¥P.

Si ORDER = O3
T+ X

Se calcula con DQRDC-LINPACK la descomyosicisn QR de T3

1]

Q ortogonal N x¥N

T =Q .
Nxp

R triangular superior P P
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3). Con DQRSL-LIMPACK se calcula:

a). gry = Q' y

-~ -~

b). © = R™? C;» con g, siendo el vector cuyas componentes
son las primeras p componentes de QTY, y

~ -
c). RDS =y -¥0 el vector residual para ©O.

H). Se calculan, para el modelo XB + emy con-£ ~N(0,821), las

- -
estimaciones imnsesgadas 8 y 82 para 8 y 8%:

a). B=R1'8, vy »
b). &% =URDSH 2/ (N=-P) )
. 5). Se calcula con DSVDC-LINPACK la descomposicisn en valores

singulares de R:
R = Uav’
pxp
A = dl.g(l',-..,sp):

] y V ortogonales

6). Se calcula:

q = G's‘ con €, como en el paso 3.b%) anterior,

7). Se calcula ¥y =Yao resolviendo con ZERON la ecuacifn de seudo-

optimalidads

;c('v) - 1‘5::('1) =0, con 1! = %—;- .
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en donde

- ~“~ P el ~ a (13)
v.(y) =82 - 1 y B - w, (=) 3 (aXey 2,
c 1!1 t(-: + ¥)? c g§| E .: . v

y con fines comparativos también se calcula a ¥y -Vop’ hallian

do con FMIN el punto de miInimo de la estimacién sesgada.

S— .~ -~ -~
Sey) = v (y) + Bl(Y)

para .cllc(_ﬂ:vl B, 8§%).

Se calculan

~ ~
a). v (0), la estimacibdn insesgada para ecn (B 8, 8%y .
b). E(;-o), la estimacifn sesgada (4.3.13) para
.cllc(g,vt 8, 82) con Y " Ygqo? Y Para comparacibn,
c). E(;op) » la estimacifn sesgada (4.3.13) para .cm(gq ;2,6‘)

-~
con Y -yop'

Se calcula estimacifén GM regularizada gﬁ

Y - 7°p Para comparacisn).

a). = = (yI + a®)"* Ao a
-~

b)), gq avVs
-~ -\ =

c). _B__' - R 2"

(13).

Aquf, w, =1 (para toda i), si C=B; y w, -.:(1-1.2...-.9)
i C=X*'E{(i.e. G =2°* ¥).
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Patos de Satida:

Problema kernel = ..., £f=2...p5 U5 ,.."-
(funcién kernel. lado derecho, solucifn .-.ctn)

nprob =... n =... p =.,. orden s... nker =... .

na(é) =...

sgugor(8) =...

valovres singula

ecm GM = ...

(*)

resuitados con funcién

problema kernel = ..., £ =..., U T..a.
I 28}

n rob ... n ®... pT,.. orden =... discretizacién
GAM(SOP) =... (#) ecmgm = ... .

‘BETA EXACTA BETA(SOP)(-,

Zn la seccifn siguiente se presentan algunas salidas representativas

de las 105 .que se realizaron.

(*). “ecm ~ seagada® para 1-7” con E(v) (vase (4.3.13)) estimacifa nosga
da pars eom, con C=B; "eam- m-y-vqemc(y) _
estimaciln sesgada para -q: con c-x' Hs; “feop-sesgada®™ pars v-v-, 0
lucibn de 1la Sn de ptimalidad (4.3.12) con C = B; y feop-
sesgads-pesads® para v =Y, soluciba de (4.3.12) coa C = X'E.

. 4 . ap " © medio” segin MKER.

(0). O GAS(OP) segln funcifn "..." en (*).

(x). O sETM(OP) segln funcién *..
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86.5. Ejemplos y Resultades Numérices.

En esta seccifn se descriden brevemente, destacando sus
principales caracteristicas, los diecisiete ejemplos de pro-
blemas Mal-planteades que se tradbajaran experimentalmente y -
que bien podemos clasificar desde un punto de vista numérico

an tres clases o categorias: blfandea, moderada y duxa.

Dirimol que @l problema
b
(4.5.1) ‘f ki(x.t)u(t)dt = £(x), c <«x < &,
a

es uno blando si su funcisn ndcleo k(x,t) es poco suave, por
ejemplo, continua y derivable a tramos; comoc ocurre con el -
Problema del cflculo numérico de la segunda derivada (Ejemplo
10 de la lista que viene después), en el cual ki{x,t) es la -

funcifn de Green del problema
-y" = g(x) con ¥(0) =y(1) = 0.

De esta categoria es tabmisn el clisico ejemplo de Phillip
(Ejemplo 9).

Diremos que la ecuacisn integral (4.5.1) es un problema
moderado si su funcifn nficleo k(x,t) es algebriliico y de clase
(esencialmente) c”. Entre los sjemplos tipicos de esta cate-

goria tenemos a los siguientes
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k(x,t) = 1/(xe*t + k), h > 0 (Ejemplo 7).,
k_u,t) - ,‘n - tf .

kix,t) =

(Ejemplo 8); ¥y
[ (Ejemplo 11)
wl(x —¢)* + 1) )

Y diremos que el prodblema integral (4,5.1) es uno duxo si
su funcifn ndcleo ki(x,t) es anallitica.

Comeo @] .-pio. t2picos
estdn los siguientes

k(x,t) = cos xt (Ejemplo 4); y

kix,t) = o*% (Ejemplo 6);

los cuales corresponden a las transformaciones inversas "modl

ficadas" cosanc y de Liplnc-, respectivamente.

Poi oéro lado, bajo ciertas condiétdnol. S-ithiosklﬁs' 1

demuestra qQque si .:k(x.:) es continua 'a trozos y acotada para
alguna r > 0, entonces

(4.5.2) o, = 01" B), >0, cuando L.

Esto e5, a mayor suavidad de la funcifn ntcleoc kix,t) de
la acuacifn integral (%.5.1), se tiene un orden mayor de dacsi

miento a cero de sus valores singulares s, cuando 1 ~ =.

Luego es .de esperar, si k(x,t) es analftico, que

(4.5.3) s, = ota’), 0 <a=<1,
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como efectivamente ocurre com ¢l ndcleo de Poissom (Sec. 1.2,

10 3)
*3emplo k(x,t) = Rt -p%
2w{m® ¢ o® —~2mp cos(t-x))

= PA1e2 _F, a%0s qit-m)}, a = p/m.
cu;o- valores singulares son 1/2w y a%/x.

En estos Gltimos términos podemos decir que la ecuacién in
tegral (4.5.1) es un problema bLando si sus valores singulares
siguen un patrén del tipo (4.5.2) con ¥ un oﬁtoro positivo "pe
quefio” (vlase el Ejeaplo 1), o bien si siguen un patrén del ti

po (4.5.3) con (digamos) a »1/2 (vé

e el Ejemplo 2); que as -
uno moderado si sus valores singulares siguen un patrén del ti
po (4.5.3) con (digamos) 1/2 > a > 1/10; y finalmente, que es

uno duko si sus valores singulares siguen un patrén del tipo

(4.5.3) con (digamos) O < a € 1/10. Asf pues, la ecuacién -
(4.5.1) con funcifn ndcleo k(x,t) analftico, puede ir de blan-
do a duao pasando por moderado, el problema de extensi8n arm8-

nica es el ejemplo tipico (Sec. 1.2., ejemplo 3).

Es ahora oportuno presentar los ejemplos con base a los
cuales se realizd nuestro primer estudio experimental del Prin

cipio de Seudo-optimalidad.

Ejemplo 1 (Jennings et. al. {48) ). Este ejemplo consta de
cuatroc en sf, todos ellos de la categorSa de los problemas blan

dos, el cual consiste en generar el modelo lineal

X8 + &€ = y con & ~ MN(0, 8%1),
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de la manera siguiente

1. Se genera aleatoriamente a la wmatrisz X -4d¢ nxp con valores
singulares
s, =175, 1 =« 1,....p1 L(opcional) =2,3,8.. 6 5. ¥

11).

Se genera al vector de observaciones

Y =b+c con € ~ nee, 8*n

en donde b -~ X8 con B8 = (1,2,...,pP)°. ]

Efemplo 2 (Jennings et. al.
QqQue o1l antecedente,

do a dunro,

{u8]1). Este ejemplo al iguel

consta de cuatro en st, qQque van de bfan-

@l cual consiste en generar al modelo lineal
B8 + £ =y con £ ~ N(g, §1)

como s dijo en el ejemplo anterior con la diferencia de que
ahora los valores singulares de E son
-3

s, =a ", 1=1,...,p; a(opcionalr) = 2,35,7 8 10.

(a=2, blamdoy a=%5 8 7, moderado; y a=10, durno). @&

Ejemplo 3 (Delves L.M. et. al. [105 ]). Este ejeaplo es

de los modearados, ests dado por
1
I k(x,t)u(t) dt =senx, 0 <x <1,
e
con

cos(x-t), t € x
K(x,t) =
[} s €t > =,
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¥ cuya solucifn u(t) = 1 satisface las condiciones de frontera

naturales de la regularisacifn de primero y segundo orden. [ ]

Efemplo 4 (varah J.N. [ 97]). Este es unc de los ejemplos de
“la clase de los duros que corresponde & la transformada inversa

cosenc (modificada) y que sstd 4dado por
3
I cos xt u(t)de =sen x/n+(cos n-1)/x*, 0 € = < 1,
L]

con solucifn u(t) = ¢, la cual cumple con las condiciones de -

frontera naturales de la regularizacifn de segundo orden. 1

Ejemplo S (Bellman R. et. al. {103]). Este ejemploc tiene
func i€z ndcleo degenerada (véase pie de nota (7) en la pdlg. 22),

> es de esperar que ean su discretizacifén X resulte gene-

e singular, y estf dado por

f (x=t)? u(t)dt = 2*/2 - 2x/3 + 1/4, 0 < x <1,
L ]

con aclucifn u(t) = ¢t. [ ]

Efemplo 6 (Lewis B.A. {107])). Este es otro de los ejemplos
de la categoria de los dukos4 que corresponde a la transformada

(modificada)inversa de Laplace, el cual estd dado por

3
J'.o“ u(t)ae = (@**' - 1)/ (x+1), 0« x < 1,

¥ cuya solucisn u(t) = e® no cumple con las condiciones de fron

tera naturales de ningtin orden de regularizacisn. »
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Efemple 7. Este esjemplo de 1a categeris ds los modeacdes
es de nueva creacifn y estd dado por

. .
!'(xo t+0.0"" ult) At = £(x), O €n€2,
L]

con

£(x) = 5-10x + x(20x+1)1nl 1""‘-—-—’—‘:‘-‘).
*
¥y cuya solucifn u{(t) = ¢(10t 4+ 1) no cumwple las condiciones de

frontera naturales de 1los primeros tres ordenes de regulariza-

cién. En general, la escuacién integral

3
[ (et + K™ u(e) Ac=2(x), O < x < 4,
L ]

con d=(n-1)hk, en donde 4 = 1/(p=1) es el pasc de las parti-
ciones uniformes para los intervalos [0,1] y (0,8] de p v n
nodos r..p.ctivl-‘nto. da lugar al modelo lineal Xf + € = y
con B = H*S siendo § = dt.g(a‘,...,up) 1a matriz de pesos

de ‘la cuadratura empleada y H la matriz de Hildbert rectangular
de nxp. ]

Ejemplo 8 (Fox - Goodwin [ 29] ). Este ejemplo es otro de
ia ;.:I.a-. de los modeaados, ¢l cual estd dado por

3
f Varaet ue) av = e x*)4 - xy,
L ]

]
Ejemplo 9 (Phillips D.L. (7412

¥ cuya solucién es u(t) = ¢.

Este ejemplo es unoc de -
108 clésicos que sorprendentements pertenace a la clase de 1los
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prebleomas Landes (v@ase la ebservaaién “,5.%), el

cual estl
dedo por .

‘ Rix,e) uit) 4 = €(x), -6 €« x € &,
-
donde

£(xn) = (6 ~ {x{){L + coes(rn/3)/2}

- .qn(xl-,’-,? sen(mx/3), vy

1 + coslwin-t)/3), |x-t| <« 3
Kix,e) = ¢

o ¢ Im=el > 3,
con solucisn dada por

1 + comtlnes3), lel <3
u(t) = k(0,t) =

o . lel > 3. »
Ejemplo 10 (Delves L.M. et. al. {105})).
categoria de los blandes corresponde

l1a segunda derivada:

Este ajemplo de

al c8lculo numérico

3

{ K(x,t) ult) At =(x® ~-x)/¢, 0 < x <1,
.
en donde 1la funcién nidcleo

x{t - 1), =< ¢
kix,t) =

tix - 1), t € x,
&8 la funcifn de Green del problema: =~yv = g(x) con y(0)=y(2)
= 0,

¥ cuya solucifn estd dads por uft) = ¢.

2



135.

EfemplLo 11 (Glasko-TELjonov [34] ). Este ejemplco de la cla
se de los modeaades es cllsico en la 1iteratura soviética y

estd dado por
3
! (n{(n=t)* +1})"? u(e) dem f(w), -1 < x % 1,
.

donde, con solucifn u(t) = (t* =-1)? dada, f(x) es generada por
cuadratura numérica sobre una particifn del intervalo (~-1,1) -

(en nuestro caso se uso la rutina ADAPT [ 102* ). [

En el cuadro 4.5.1 que v.i.qo a continu;cisn se dan los
porcentajes comparativos de las salidas con resultados acepta-
bl-.“., de un total de 32 corridas por cada criterio de eluc-
cifn del pardmetro de regularizacifn (Seudo-optimalidad y ~ti
malidad con base a la funcién de pérdida Le(E) = (B - g)'c(d~p)
con C = B y €C = E'X), : por cada orden de regularizacisn de ce-
ro a dos. Se excluyeron 3 corridas en las cuales ¢l Proceso se
abort8 por detectarse singularidad en la descomposicié&n QR o

de valores singulares de la matriz ¥ = MR™® del modelo ©.

Cuadro 4.5.1
loroxn Yoo V8 Y, ©ON C=B Yao VS 'roi con C = X'E

o 21.8% vs 25.0% 34.3% vs 28.1%
1 21.88 vs 37.5% 56.2% vs 65.6%
2 21.08 va 56.2% 43.7% v 65.6%

{(*). OConsideramos camo resultados aceptables a todos aquellos que en pro-
medic no dan menos de una cifra exacta.
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ObocnvceAQA 4.5.1. En térainos generales se observs

qQue 10s mejores resultados se obtuvieron con el Padmcdipio de
Optimatidad con respecto a la estimaciSn (sesgada) C(y) dada
por (4.3.13) para eam.(yv) con C = R'E. [

Obseavacdién 4.5.2. Para los ejemplos de la case de los

problemas blandos o moderados el Paimedpio d_c Seudo-optimali

dad, con respectoc a 1a ecuacifn de seudo-optimalidad (4.3.12)

con C = 'K, 4dis
blas y las figuras que estfn al final de esta seccifn).

en general buenos resultados (véase las ta-
Pero

Para los ejempPlos de la clase de los dukos y el ejemplo 5 (de
dicho principio no trabaijl en ge-

L

funci®n ndclec degenaerada),
neral nada bien (véase la tabla 4.5.3).

Observacidn 4.5.3. Con relacién a las cuadraturas num$

ricas que se ensayaron (Trapecio, Sympson y Punto Medio) en

la discretizacifn de la ecuacifn integral de Fredholm (%.5.1),

la cuadratura del Trapecioc fue la que en general diS8 los mejo

res resultados superando claramente a la de Sympscon, la cual

Al parecer este sor

tiene un orden de truncamiento superior.
’

Prendente hecho es ya del conocimiento de otros autores.
Observacidn 4.5.4., En 1los ejemploas de la clase de 1los
blandos la resclucién numérica dada por la estimaci8n GN ci8

sica results generalmente muy aceptable. En tal circunstan-

cia, las rescluciones regularizadas esencialmente coincidie-~

ron con la proporcionada por la estimacisn GM clisica como

bien puede apreciarse de las Tablas 4.5.1, 4.5.5. y 4.5.6.

corresponde al clésico ejemplo de Phillips. #

La tabla 4.5.5




cne
3 ill=s 2 n® 17 p= 13 order= 2
1.0000000000000008-05

nker= 0

MATEGH = $.2798197629887618-06
Con.(f) - .51111307B+11
3 -)1!!3.)2.004 B -62150119E~03
.169470 -10075790 oe
. 384631 640 l .213906%
+111722778-0% ...IZ.7 3 .68274507R

:.'-. - 3‘:;3002.

OPBETA
+10080810K+01
+200679258+01
+30055041R+01
+40042157K+01
.:002‘272['01
+70003503R+01)

OPRETA ERROR
.80809666E-02
-33962650K~02
+1683469782-02
+10539142E-02
+585444038-03
+27313059E-03
+50049559E-04
+117226121E-03
+2473910LE-03
+35149629E-03

’5!97l'02 +43667268E-03
939088 +02 .50765301E~-03
92620R+02 -56771329E-03

(R RNENE

91331K+02
0043E+02

+6191935IE~03
.663809738-03

aond 2.9
ARSULTS

SEACT BETA OPUETA
.10000000K+01 3 + 99951057K+00 B -
.30000000KE <01 1 +19995619E+01 2 -
« 3000000001 1 3 -
. o : -
) 1 E
. *01 T -
- -0 H 3 -
- z . 007 (33 3

. 3 . D1593R+0 B

. 3 -100001648+02 :

. 3 -31 3

. 3 . 3

. 2 3 . 3

. 2 3 - 2 H .5.20.3. { 3d 0‘

GHUBRT
. 99222359R+00
.2005.0"'*0\

.‘99.9915!’01
-60065411K+01
+69935301KE+01
+79979901Re01
+90149616KE+01

+12009150K+02

1297968
-1397477
-150011678+02

GMAET
.99222359K+00
+20056096R+01

-

-1297 Re02
-139747728+02

s

«150000008+02 3

.10000000K+01
.20000C00R+01
.30000000K+01
. 40000000E+01
.50000000E+01
.6000C000E+01
.70000000E+01
.80000000E+01
.90000000E+01
.10000000E+02
.11000000£+02
+12000000E+02
.13000000E+02
.14000000K+02
.150000001'02

.70000000E+01
.B0000000E+01
.90000000E+01
.10000000£+02
.11000000E+02

.15000000K+02

JAQLA 4.5.1.

tados pars y

SOPBETA
+99222359E+00

+12009150KE+02
+12979688£+02
.13974772K€+02
-)500)167!002

G.ZGOOSBlGEIBSGIDE-LO

SOPBETA

< 99877294K+00
+ 199890 76E+01
+29993633K~01
.39999733E+01
.50001087E+01
-59999681K+01
+70000116KE+012
+80004335E+01
+ 90006415901
<10000547E+02
-11000097K+02
+11999327E+02
+12998479E¢02
+13997770E+02
-14997279K+02

Ejemplo con valores singulares

ftap

resuite vu:h function uop blasmd woightea~ fapo

~.83007%14K-08&

SOPBETA RREOR
=+777641158-02
04

- 16623945E~ 02
+482403938-03
7248995K-03
6253466%-03
156246672~ 02
180201%
.7780070‘! 0‘

z

Vs b o e 00 0e e b e s ve e e B

SOPBETA ERROR
122706 2
46199628-03

“.21223194K-03
-.6660‘7(6‘—05

o
.1593]"0. a3
181374478-03

superiores ¢ la estimacidn GM clésica.

[ R

., =170,

Los resv}l

con ¢ = B'E (encabezsdo ecml) son clarsseste

3
3
z
3
.
3
3
3
3
£
b
3

“SET
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3

W h L EDN DO XIRTI

[N

. Soluciodn u, regularizada para v = Yao
con C = X'X (encabezado = fap0). La
correspondiente solucién para y = vop
(encabezado mncO0) se verfa exactamente

sobre la recta.

1 2

Figura 6.

3
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llustracidon grafica de la Tabla 4.5.1.
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IO“
81
“‘ll.ﬂlvl.

-ne

-14008130R+08 : - 5765658 I 02 3 -161567088-02 3

i oE SOPBETA
_:.53173‘.-03 .19798631R +13963651E-03 3 .10000000:001 3 +17444200R«01 T =.32497
. 62683157 o +565617718-064 1 -:2222803:'31 N 3;352‘2‘*03 1.
.27 I5R- . o o . UOEs : i856K+0 1
So03 £ 180000900809 210000000R+01 15484 +00 s
.100000008+01 : +87865594X+0C 3
e e tetreeienananas +100005008+01 -87788345KE+00 s
-10000000E+01 3 -13185177K+01 1
et tereienrenanens +.10000000E+01 +131603422+0) 1
3 -B7943390B+00 1
H .880059158+00 1
+10000000E+0} ] +B88026333E+00 H
OPBETA OPBETA ERROR GMBET +10000000R+01 3 -88077867R+00 3
s -10238070K+01 : +23807042K~-01 i =-.32497489E+01 : -100000008+01 +879902242+00 4
3 -10201465E+01 : +20146492E~ ox 1 -38000480R+01 = -10000000E+01 +132023038+01 1
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+10000000R+01 .09.13319:000 2 -.181681728-02 .1zas:aaezogx :
- 0000008 +01 3 H ~.547735702-02 3 +13%98109K8+01 3
+1086080008+01 3 -.91379069E-02 -77329039K+00 : EXACT BETA s0PBETA SOPBETA ERROR Gz
.16000000K+01 3 ~.12798457p-01 .B6926182K+00 3 +10000000%+01 1 +10308445K+01 .30.“0.»3. 01 324974898+01
. 000008+01 3 i —.16459007K-01 3 +10194169K¢01 3 -10000000E+01 -10207876=+01 -207 3 1
+100000008+01 : -.20x19556:—nl 3 +306122458-01 3 +10000000E+D1 -10122894x+0l 3 N
.10000000R+01 : 1 =.23780106 1 -214139@5E+01 -10000000K+01 -10071998ge01 3
-108000008+01 3 -.27e oesa:-a; i —.63681160B+14 : -10000000®+01 -10059856E+01 3
. . D oo -10000000E+01 3 +20071533E+01 3 1
- - e -1000000CE+Q1 : «10077273E+01 3 3
“biaasd’ f'*‘h“d moe0 . +10000000K+01 :  .10047723E+01 H
io pezoidal Tttt e 00000008+01 -99795819KE+00 : '
0080 . 32660355555 10000000K+01 -98970871K+00 3
=i saggemceier | IseastiEnen :
24 3 - H 3
B 00000 s 01 LT3 M pear by - te9Ke01 00000C0E+01 :  .97796205K+00 1 s
o1 olesesax-o1 0480K+01 G000000R+01 -97B67965E+00 s
o1 17648401 +100000008+01 -$79397258+00 1t i
o1 - ¥4 :

74161008«

TABLA 4.5.2,

tste ejempio no trabajsd com ORDEN O; stn embarge,

los resultados obtentdos con ORDEN 2

" superteres & les

LI LTy

00 00 %0 00 be 04 00 0o 00 b 00 00
I
Pae e e e e
a
w -
e m ..

48 1s estimacidén GM clfsice.

s
s
s
]
]
3
1
3
T
v
)

LET



Selucidn u, regularizada para v = v__

con X = R'E (encabezado fap0O).

Solucién debtida a la estimacién GM clésica

AN

A

— — —t ot

Figura 7.

z.0

Ilustracidn Gr&fica de 1a tabla 4.5.2.




antaos O

< 23566 *01 -23674306K+01 B -467665028-02 3 s
. e e e et te ettt .2!!0.910!001 -25239623K+01 : -.27376652E-02 s
pruol.. ‘merneis’ .-p(--¥) e (amp(lex)-1)/(L+u), u * axp(y) -271828188+01 -268051158+01 3 3
ills @6 ne 17 pe 13 ordar= 2 M -
£

discrecization = wim

.13307122¥+01
+14292400E+01
+15350630E+0)
+16487213E+01

770795%0K~01
.I'OI¥O7IIQOI
+20427271KE901

219397315

. o1
«235%64184K+01
23308910801}

.211.2.!&.001

MRSULTS
EXACT BETA
+10000000KE+01
+107408164K+01
-1193565%0KE+01
«<123897606R+01

+10487213K+01
$50E+01

.190190718+01
+20427271K+01
+2193973580)

l..ult- witn fance ion

+13493861E+01
+14722081K+01
-15950302E+01
+17178522&8+01
+18406743E+01
«19634963E+01
+20863186eE+01
- 22091408E+01
-23319625E+01
+24547845£+01
+25776066K+01

i

simpson
9143527598-12

OPBETA
-10143904K 01

41386372+01
15203973K+01
-16393262K+01
+17700759K+01
057'001
*01
.2211.9.2.001

-14033009E-01
- 30063606E-01

-39462125E-01
.323682857E-01
-21339762E-01
+-69129924E-02
~.10378448E-01
~.30071035K-01
-.51751535K-01

ghteds=

OPBETA ERROR
+14390428E-01
+11060149E-01
-42729966E~02
-30268217£-02

0605441E-03
46262008K-02
«78911962K-02
.816012562-02

«.89138311E+11

42747474E%11
~.50865039E+11
.892504B83E+10
S51837077E+09
42495322E+10
+4511251%E+10

»13551313E+10

GHBET
. «107829H2E+10
-.26446306E+10
+23204366E+11
-.290253288+11
+.891368311E+11
~.42747474E+11
+508650199E+11
~.89250483E+10
~.51837077E+09
<42495322K+10
45112515K¢10
.27062531K+10

H

SOPGAM =

dxucrcnxzutxéﬁ.;

+13307122E+01
.14292400E+01
+15350630Ev01
.16487213E+01
+17707950E+01
9019071E+01
+20427271E+01
.2193973SE+01
+23564184E+01
.25308910E+01
+27182818K+¢01

TABLA 4.5.3,

uy

mp s
1. 000000000000000! 25

SOPHETA
=.1253H439E+05

AE~
.14621891E+04
U567 7TII0E+04
=.71422504E+04

<24561b35Ev04
<99UHEBISOECLS
«69H55T7HB4E04
22580091E+04
HB3I5917659E+04
=.93472816E~04
-459291240E+04
+.57261001E+04
--11430167E+05

Pars vste casv vy

este ejemplo de

muy aceptables.

los duacve,

NStese qQue

uath:aa- t-po

SOPBETA ERROR
~.12539439E+05
-42105045E+04

+19210372K+04
+22614838K+04
~.420592348+04

no dé buencs resultados.

eang. SOFPGAM = 3. OODDDOODDODDDOOE 25
B . 7784 sreos .19679197£-03 .159994228-05 : RESULTS

-13381388 .1073150. 3 -85454192E-12 : .660512288-14 EXACT BETA SOPBETA SOPBETA EAROR
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resulte with gunc“on ©14292400E+01 : -.71422504E+04 : -.4998236SE+0 H s
PR e .15350630E+01 : .24561635E+04 .159304088+0 3 .50865039R+11 3
diecretization impaon .16487213E+01 .99958350KE+08 : .60617606E+04 : —-.892904838¢10 3
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.10740414E+01 .98091995K+00 -.86701944E-01 ~.26446306E+10 +21564184E+01 -45291240E+04 :19210372E00¢ ¢ :
11535650K+01 . 43190455E-01 1232043668+11 .25306910E+01 .57261001E+04 22614838E¢08 43775K+1 s
l12389766Ev01 -.10018391£-01 _123025328E+11 .27182818E+01 —.114301671005 qzusnz:c:ooc z .x:sslzlnloxo H

.l!ssl)l)lol.

Stendo

v con C = B'KE df resultados -

up

WEH_ = 20ee10.

‘6ET



N

Solucién uy regularizada para —
Y =Vop con C = 'K (encabezado .

- mae0) . « (4)a e
x Solucidn u, regularizada para

Y =Yy, con C = {encabezado

mse-biased) -

2.0 4 /

Aqui, NEl, = 10''.

f.q- -

-— —— z

i Figura 8. 1lustracidn gr&fica de 1a tabla 4.5.3.
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diecreti
OPGAM=

snfe= ©

.ta.l- nln.l- t:l *xe
-pc... . Iy .q

.3‘1!!1.![ -0S

‘resuite with function mee bi

ax-cr.ms;.iiéﬂ
8902 .
RESULTS

ERACT BETA

+.00000000R+00
+71428571E-01
+182805714K+00
.21428%71%+00
-28571429K+00
+35714206K+00

¥l

..57!‘2.6!'00
«928571432+00
-100000008+01

‘witn

MARSULTS
EBEACT META
.00000000K£+00
«714285871R-

97142 +00
B57143R+00

638578+00
BeQ

<

- trapezoidei
3355

unction mse-bi

H
3
H
:

- 11,

l d
-3376 11‘.02

l
2'0‘005
061)271.'0‘
.5285925
.250.!533. 15

*B-09

.702.172‘.'0‘

. 1€ e
pe 1%  orders 2

32
nsers 3

.352075‘31 03

B0
3!72.0.6'1.0.25

on-tp-c.l
l.slisn?:ﬂlcxsuns.-lx

23

OPBETA

< 4992998102
-75693696KE-01
.14639439E+00
+21709509K+00
+28779579R«00
.358 ’6‘9.'00

29

+*Q
-.78270068¢+00
.85340138K+00
-924102088+00
-99480277K«00

OPBETA
-B3237550K-02
+7411B214K-01
+1413%004K+00
+21110255R+00
.283397228+00
+35745011%+00

.1.503!1.!000

OPBETA ERROR
-49929981K-02
.426%91250R-02
+35372519E-02
-28093788E-02
.20815056K-02
-13536325-02
+62%759408-013

-
-]
~
P
-
"
~
“
~
[
-]
w

-B29986685E-03
«15578600K-02
«228573131E-02
-30136062E£-02
-37614793K-02
. 44693525K-02
.5197225“-02

IR

OPHRETA ERROR
.83227550K~-02

-02
.30725042K-03
+35418630K-02

GMBET
+16962474£+01
~-12744587E+02
~.346684249E+02
+14899BH9E~05
~+23950294E+06
+222%2528K+07
-.134050322+08
+550772492+08
-.15811990£+09
+31966508+09
~.45216429KE+09
-43712196E+09
—.27467449E+09
-.10093819E+09
~.32879668K+08

GHMBET
.16962474!001
0587!002

-3068
+ 14899 .9‘005
~.23950294E+06
»222%25%28K+07
-.13405032E+08
-55077249KE+08
-.158119908+09
31966588K+09
452164292209
+437121968+0%

s

SOPGAM -
RESULTS

.lﬁ7l‘3lil’°0
. 9205 +00
.IDOODOODIOQl

dl.cr.r. izacion =

uié&'&iiﬁ'i&écii&&'i&&élis

-85103638K+00
+91590324K+00
+98053215K+00

zoidnl

Crape
1.0000000000UVV00K-25

-ISULTS

EXACT BETA
.00000000K*00
.71428571E-01
-14285714E+00
.21428571E+«00
+28571429%KE+00
+.35714286K+00
+42857143E~00
-50000000E+00L
.57142857E+00
.642085714E+00
-71428571£+00
+7857142%9€E+00
+.85714286E+00
.92H57143E+00
+10000000E+01

-cre:xz. ion w

EXACT BETA

+0000000DE+0O0D
.71428571E-01
+14285714E+00
+21428571E+00
.28571429E+00

+50000000E+00
-57142857E+00
.64285714E+00
.71428571E+00
+78571429E+00
+85714286E+00
«92857143E+00
+10000000E+01

TABLA 4.5.4,

'Qiéﬁ'i&ﬁcé;

~+13263272E+01
-.263059%0E+03

~.35459151E+04

In este caso

C = x'®

LN J)

= 1.3e+22.

SOPBETA
.62563692E~-01 3

.28339772E+02

+13023350K+04 T

49009724204
67596842E+04

3527351HE+04
»26199505£+04

rapezoidal
4.948622341040939€-10

SOPBETA
-45993046E-02

+57650936E+00
-64708421E+00
+71631998E+00

.91320927!'00
. 98472216K+«00

son comparabiles,

Aquf,

Notese que uiu =

SOPBETA ERROR
«62563692K-01
=~.139775%58K+01
.281969158+02
-.26327378E+03
-13020492E+06
- 5462722K+
49005438E+0
16764842E+04
35279232K+04
+26193077E+04
+25442143E+04
~.23848413E+04
~.15694967K+048
<218969928+04
=.12287758R+04

152778438-01

lus resultados para

10mee+08.

3

o0 o 05 04 00 00 ub be 0o 0e we 0e b0 00 20

Yoo ¥ 'op
K, (%) = 2.6a+14 y

-.3387 Il“l'o.

.16'520742001
~-.127 5‘7‘002
498

«53077249% 06
- lSll 19908~ 09

274674
+10093819%+09
-.3287 a8

P P H v e R e

‘Th1



-

Figura 9.

x

ITlustracién gréfica de la tabla u4.5.4.

Solucisn “y regularizada para v = Yao SOP

C = 'K (encabezado = fap0).

Solucisén “T regularizada para vy = Vop con
C=B (encabezrado mse-biased), la mejor so

lucifn en este caso.

182.
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-00000000E+00 10127197: o1 [l '
cesaeaaeaans P .00000000K+00 1 : .2 s
prables kernel {y - =p/3),te(6-/8/)0(. u @ kerne} .000000008+00 1 -.:1:10113!—0: s
3 » . : : -.31202880708-08
e li= 0 pne 17 1% ordere 1 nker= 2 .
SQMA o x.oonoooooooooonon o: ults with funcrtion feop-bis
WATIGH 2 792378655803 Laeceo peroiamitt T
. %4973 +08 duu.r.l’.&z.tzon - tr idal
o4 SOPGAM 2.4017734635922328-05 .
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L14520500€-01 .00000000E~00 <000000D0E+00 : -.759516597K-03 : -.75516597E-Q3 8393537R-03 ¢
N o : . «00 : .00000000E+00 : -24432301E-02 .244323018-02 1 -240701438-02 :
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e -99031132E~01 : ©12547422E+00 3 .26443084E-01 3 +12813774K+00 3 f
.77747907E+00 +75758722E+00 : -.19891849E-01 : 257 *00 2 )
. .. ettt .16234898E+01 ©19993571E+01  : -,14864720K-01 1 3
diecretizetion = trapezoida .20000000E+01 : +20921021Ev0l .26051025K-01 1
QPGAMS 1.6761) 335923038-06 .162346898BE+01 B +15991958E+01 3 ~.14964072E-01 1 1 H
BRSULTS .77747907E+00 -75764558E+00 : ~.196833484E-01 00 1
BEACT BETA o OFBETA ERROR GuaET .99031132E-01 <12562138K+00 -26590250K~-0) 1 e
-80000000R+00 .54924431K 3 -54924431E-03 : ~5651@809E-03 -80000000E+00  :  -.10355551E-01 : -.10355551K-01 1 L S
-00000000R+00 .u1511.z| : -.87617924E-03 : - 593557€~03 .00000000E+00 -21594791%-02 +215947918-03 3 3 -
.00000000K+00 : _240%0480 : .24090460-02 .26070343£-02 -00000000E+00 : -,29173040E-03 : -,29173040K-03 : -.3737017 a -
{00000000K+00 : -.30075989E 61 : -.10071987k- : -.looss2ez2e-01 .onoooooozoon 7-17695579E-03  : -.17695379%-03 : =-.120288708-d¢
-99031132€-01 .12516202€+00 -26130889 : +12513774E+00 caeee . Seceesesinialo, .-
.11711907:'00 3 +75796890E+00 : -.19510167Kk 3 < 75799887E+00 3 results wich’ !unctxon fuop-nia ighted= ¢
2364898K+01 -15988353Ke01 : -.15166111F : -15987946E£+01 seee Lrrireeesa R R R
OE~0) +205%27215K¢01 3 .26360762E-01 : «20527697E+01 : ducr-r-itl=ton = trape
IO, nng:»ox 3 515€¢01 1 -.15299311%- 3 +15986089K+01 = 80| :2Qﬂu;s 3. 2‘506'75065527Jl'°5
77747907800 : (738040722400 : -.194383448- : 75807183800 :
-98031132E-01 -13531776K¢00 : -262866112-01  : -12529415K+00 1 EXACT BETA SOPBETA SOPHETA ERROR auaxT
-Q0000000K+00 : -.10137459E- i -.10137659E-01 : -.10130983E-0% . -0D0000OOE+00 .27466671E-03 .274066718-03 3 .S56318809-03 3
-00000000R+00 -20965611-02 : .209649611K 0z -20921401E-02 : +30000000E+00 1 -.71485514E-03 : -.71485514E-03 H
-00000000K+00 1:38749796k-03  :  -.36769796x : ~.37370172E-03 : +00000000E+00  : <24586520£-02 124586520K-03 i
00000000B+00 . - €2-08 : -.2378 : -li20288708-04 -00000000E+00 : -.10373069E-01 : -.103730698-01 :
L .99031132E-01 .125582685E+00 1 .265317228-01 1 '
weighteas +77747907£+00 +75745605E+00 : -,200230208-01 3 s
< LAt mee . -16234898K+01 ©15995378K+01  : -.14753381K-01 s
o peio iaei - Tetesace .zgoguoggz’o} : -20s1um66Ks01 .3i9431§§=-o: s :
<16234898K+0 : .15993837E+01 : -.148483 o 3 s
DEH PR 1a4sm-07 -77747907E+00 : +79751020E+00 : -.199688698-01 : 3
: ERACT BLTA QPBETA OPBETA ERROR GMBET .99031132¢-01 .12572714E900 -26696006K-01 : 1
- -00000000KE+00 : -%5867838E-03 S55887838E-03 -5651B409K-03  : ©00000000E+00  ;  -.10434186£-01 H H
-00000000E+00  : : 93 : -.e8593537£-03 +00000000E+00 +2l840111k-02 : M
l00000000K 00 : : 1240703438-02 -00000000E+UC : =-.26581967E-03 3 3
: : oz--ox : -.10085282E-01 {00000000E~00 : -.23134217E-03 : -.331343778-93 3 s
: : L26116216K-01 L12513774E+00 - Ceteeeens feraeeaa Pt edieeiiieinasssenane
3 : -.19;92059: nx 3 .1:199.:7:.20 : S
1 : -.1520128 : <15987946E s
N s .2637532 01 T .;:5;75;—,2.01 N TABLA 4.5.5. Poara este caso Yot Yo ¥ e estimactién GM clésica
€234 3 @ ~.15315165Z-01 3 -15986089K+01 1
,-pr).-y,o-,g.uo 3 : -.19419569K-01 : .75807183E+00 dan esencielmente 1os mismos aceptables resultados. Aquf,
9903113 : : -282723518-0 H -12529415K+ :
] 2 -0 e41sK~00 K, (R) = 3.1uel2 y K,(¥) = 8.%u+05.
S

‘ehT
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Figura 10. Ilustracidn grafica de la tabla %.5.5.

x Solucisén “Y regularizada de orden 1 para y = Yao
con C= B (encabezado = fap). La cual coincide
en tres cifras con la resclucidn proporcionada

por la estimacisn GM clisica.



Anfes @

T SE Ry E A
- 17 3% order= 2 nkere

S E
‘187 lll.tt000
+1768%7143K+00
«25000000K+00
.)lellb7kv00

-
$785%71438+00
+75800U000K+00
-8214283278+00
9285714K+00

¢A-ctotltoznon -
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Figura 11. riustracidn gr8fica de la trabla u4.5.6.

x Solucién uY regularizada para Y =Y4o oD
C = B'E (encabezado = fap0). La cual, al
igual que las otras tres soluciones u,
regularizadas, esencialmente coincide con
la resolucisn dada por la estimacisn GM -

cllsica.
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Figurs 12. Tilustraci&n grifica de la tabla %.5.7.

x Soluciln u, regularizada para Y = Y_, con

C = E'E y orden 1.

- Solucién uY regularizada para vy = Y_, con

C = X' y orden 2.




CONCLUSIONES

El m8#todo de Regularizacisn de Tiljonov para la resoluciln
de problemas Mal-planteados a la Hadamard presenta varias difi
cultades préicticas, siendo una de las principales la justifica
da buena seleccisn del pardmetro de regularizacidn y = y({(8) -
acorde al umbral § > 0 de las perturbaciones en los datos del

problema bajo estudio.

A este respecto, la primera principal conclusién del pre-
sente trabajio es el haber establecido, bajo condiciones r;zons
bles, que para el caso de un operador lineal compacto nuestra
nueva propuesta, el Paimcipio de Seudo-optimalidad, define “
algoritmo de regularizacidn a la Tifjonov (Teoremas 3.2.2 ¥ 2.4.1),

el cual resulta ademis Bien-compoatado a la F. John ([501,051}).

Cabe mencionar que resultados similares a los nuestrcs han

aparecido en la literatura. Por ejemplo, para el problema

Au = £, con “56 -!"r <5,

con AU » F lineal compacto sobre los espacios U y P de Hilbert,
Groetsch [339]) demuestra que si At € ImG(A'A)Y) para alguna v,
0<VvV«]l, y se tocmaa Y = K§27(2V+D) htonces HAYE - u:l -
- o(ézv/(zv")). siendo us = (A'A +vyI)? A'!5 (véase nuesstro
teorema 3.2.2.). M35 atn, demuestra que la razdn de convergen-

cia 0(63/.) para VvV =l es la mejor que se puede lograr (véase

la duscusisn que sigue a nuestro teorema 3.2.2). Como puede -

E apreciarse, la eleccifn y = ‘62/(3v01) carece de fundamento al-




150.

SURO que l1la sustente, a wenos que para ello se adopte, por ejem

plo, a nuestro Paimcipio de Seudo-optimalidad.

La segunda de nuestras principales conclusiones es relati-
va a la realizacisn prictica del Padincipio de Seudo-optimatidad
para la resolucisn numérica de la ecuacisn integral de Fedholm

de primer tipo

b
I K(x,t) u(t) dt =£(x), c < x < 4,
a

por el método de Regularizacifn de Tijonov, via la estimacién es-
tadistica de las funciones de varianza total y seago cuadrado
en coneccisn con la estimacidn Gauss-Markov regulandizada en 1la
regresidn lineal, con base a tales estimacion.s(.) se desarro-
118 el algoritmo automdtico descrito en la Sec. 4.4., automSti-
co en el sentid> de que no hace uso del conocimiento explfcito

de los parSmetros 8 y 82 en el modelo lineal aastandard

-

M + €=y con €~(0, §2I). -
Ahora bien, es importante mencionar que dicho algoritmo
arroj8é resultados numéricos generalmente buencos para los ejem-—

Plos que hemos clasificado como bfandos o modeaados. Asl pues,

con la base de nuestro amplio, aunque an preliminar estudio ex:

perimental, podemos concluir que el Paincipio de Seudo-optima-

£idad es digne de ser considerado, tanto por sus atributoas te8

(*) 1Insesgada para la varianza total y para el




ricos como précticos, como un pr.{ncipio"’ prometedor parasa la

eleccién del parfmetro de regularisacilnan. El1 cual & pesar de

sus fuertes Aeficiencias, werece ser estudiado y desarrollado

en varias direcciones de perfeccionamiento y extensidn.

Para finalizar, no podemos dejar de decir que la principal

dificultad prictica de nuestro Paimcipio de Seudo-optimalidad -
radica en el problema (abierto) sobre la propueata de una "bue-
na" estimacidn para la funcidn de sesgo cuadrado, problema que
Nnosotros reconocemos como unce Mal-planteado de la Hadamard. Y
que otros autores (véase a O'Sullivan (7?])‘tambi‘n lo reconocen
como una serijia dificultad en el problema de la eleccidn del pari

metro de regularizacisn con apoyo en mé&todos estadisticos.

(*). De hecho campetitivo al Criterio de la Validacifn Cruzada Generalizada
debido a Wahba [ 37] ., pues la estimacién E(Y) dada por (4.3.13) para
“c('v) con C = X'E es la iSa del culdr‘t.lco medioc de pre
daicciba t(‘l‘(g')) donde T(v) = WSB - mall] =2, (a ), al cual estf inti-
mamente ligada la Validacifn Cruzads Gen: nltz-da.
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