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Introducción.. 

De los gratules problc111as de la xnecánicn. clásica está el detenniun.r la estabilidad <le ios sis­
te1nns físicos que cst{u1 descritos por las ecuaciones de Newton. Dcbc111os distinguir dos tipos de 
estabilidad: estabilidad de Lynpunov y estnbiliclnd estructural. La prhnera tiene que Ycr con la 
topología. de IJ\.S órbitas en el espacio fase, dos 6rbitas que tienen conclicioucs inicinlcs próxitnns 
pueden nlcjarsc en el ticn.1po o bien n1antcncrsc ccrcnnRR pnrn. todo tic1npo. Ln. scgttndn. c~tu.bilidntl 
está rclaciox1n<ln. con los cn1nhioR en In. topología del cspncio fnsc <le un sistcn1a. 111ccáni(·o cuando 
a este se le agrega. unn. pequeña perturbación. Es tnuy hnportnntc estudiar In csta.LililitHl ~strnc­
tnral de un problenm. físico, pues itnplícita1nc11te pcr111ite conocer las propiedades de eslnhilidncl 
ele Lynpunov ñcl conjunto ele ,JrLitas en el espacio fase. En este trabajo nos intcrcsn. csl.tt•liar la.s 
propic<ln<lcs ele cstnbilidncl estructural en sistc1nns ha1niltonia11os de dos grados de libertad. 

Los sistc111ns hn111iltonin11os iutC"grablcs son nqucllos que su espacio fa.se cst.;í. folia<lo casi co111-
1'lct:uncntc: un sistmna con N grados de libertad tiene un espacio fase de din1e11sión 2N es cual 
c~Lti. foliaclo Ilor vnricdnclcs suaves ele clitncnsión N , toda órhita está contenida en alguna de cst.ns 
variccl:ulPs (rxccpt.o scpnra.t,riccs y punt.ns fijo8). (Jadn. hnjn. de la folinci6n est;Í. ctiqnet.adn. por 
1V pnriltnetros que rcprcscn1tn11 los va.lores (_le lns N int.c~gralcs <le 111ovie1uicttl.o. Co11:-;;i•lcrc1no::; 
los sist,r~ni:1s hn.tuilt.onianos inlegrnlcs que <!Sf.cí.n foliados por varied:ulcs co111pc1clru~, cadn. hoja es 
tnpol<)~icn.tn<""lltc C<tnivalcnt.c n. uu t.oro invariant.e de <li111cnsión N y cuya clin:ltnicn es conjugn<ln. a 
rotaciones ~fl el toro JV <litncnsionnL Por <lcRgra.cia, los sistcu1as luuuiltoninnos intcgrahlcs no fion 
cstructurahncntc estables, pnrn. cnsi tocln pcrtnrbnción In. foliación por toros invnria.ttt<'!s se pierde. 
Siu .,111hnrgo 110 todos los toros <lcsnpnrccen, algunos persisten nnte peqtteñns perturbaciones. Ln 
robustez ele un toro invari:.l.nt.c depende principahncute de sus propiedades diuáruica.~ y de In forxna 
<lcl hn1niltoninno en ausencia. <le perturbaciones. 
• Los sistcu1as hnn1ilt.onianos de dos grados de libcrt.n<l tienen una diferencia fu1u..1a111cnt.al rc­
~pect.o n los sislctnns de 1náR grado~ de lib,~rt.n<l: Todo toro invariante separan el cspncio fase en su 
nivel de cncrgín. Estn. propiedad t.opo}<.;gica. significn. qnc en un espacio fn..~c de 4 t:lin1eusicu1es, los 
toros invariantes que tienc11 ln 111is1nn energía. cstñ.n contenidos en un espacio <le ditnc11si6n 3., por lo 
tnnto estos toros 2-cliincnsioual<!S in1cdcn separar el cspncio c11 <los. Co1no consecuencia. diufuuica 
tcnc1nos <¡ne el espacio que cst:\. contenido dentro <le cndn. toro es invariante., ninguna. órbita puc<le 
escapar. Por ello, la. pcrsiRtcncin ele nlgnnos toros invnrinutcs en ~istcmn.s ha.1nilto11innos de dos 
grados de libertad iinplica que existen conjuntos abiertos ele órbitas que están r.onfinndos cut.re 
dos toros invariantes. Pnrn. el cnso de 1nñ.s grados de libertad, los toros invnriant.es no pueden 
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~t'!I>nrar el C'Rpncio ele cn<'r~ín const.nntc, por lo cnnl las <)rhitns no cst1ín co11rinac.lns cut.re tor<>R . 
.1\.rnol<.1 planteó la siguiente conjct.nra.: P'ara cnsi toda. pcrtnrhnciún de un sisletnn integrable ele 
ui;Ís c.lt~ dos grados <le libertad y cnnlcsqnicra. dos toros invariantes que co1npnrtcn el nli~1110 Hivcl 
<le r1H~r~ía, todo cut.orno clel pritncr t.oro <'Rt.i't. conectado con cualquier otro cut.orno ,]el RP~1111do 
1.oro por u1eclio de una órhitn. T~st.c fcn<'nncno se conoce con el .nornbrc de clifusicJn (Je~ .Arnolcl. 

.1\. lo lnr¡~o de <.'sta trnbnjo co11sidernrcn1os soln1nc11tc los sistcn1as ha111ilt.011in.11on ll(~ <los ~ra.c.1os 
ele libert n<l 1 • rart.in1os de 1111 sistctnn cotnplet.nn1cntc int.egrahlc al que nt~rP-gntnos \lJHl. peq11~iin. 
111•rt.11rbnr.ió11, la cunl dcpcncle de un paro:í111ct.ro. Nos interesa investigar la exisf.<'ncia. de los t.oro~ 
Í1t\"nria11l,Ps, pltc•s C'11o d~terrnina la cst.n.hili<la<.1 C'slruct.ural del sigterna. La flPRnpnrici<ín <lP Psi.ns 

toro~ <la. ori1~cn n. la. <lifusic'>n <le l;u~ c">rhit.ns por la vnrie<lncl isoeJH.!r~{?tica. Al (leRpnrc~cer ~1 {1\t.Í1110 
toro, el F>Ísf.etna. t,Íf'llC co111portnt11i<•11to cai"1lico. En los Hislctl!as ,Je uuí.s p;r:ulos de libcrt.acl, los t.oro~ 
110 evitan la. difusión, la. dcsnparición e.le los t.oros npnrcntc111c11te pcr1nit..c uua tunyor dirusión, pero 
éste cR 11n tctnn. que ntín. no está. hi<'n entendido. 

Considerernos un siste1na ha1nilt,oninno de dos grados de libertad co1npleta1ne11t.e int.<•grable, 
ngrcg<?n1os una pcrtubnción que tnant.cuga In. estructura hntniltonian.n del sistc111a, la cual clepcndc 
de un parátn.ctro. Nos intcr<'sa. estudiar el n1ccanisrno de clestrucciún de los t.oros invariantes: 
;.Pnra qué valores del pnr1Í.TIH!t.ro <le pcrtnrhnción ocurre el ro111pi1nicuto <le cierto toro? ¿Cóuio 
se relncionn este fcuúrncno con In. di11átnica en el entorno del toro"! Dcbctnos elegir un.a for1nu­
lación 1nalc1n.ática. del problc111a. qnc 11os pcrtnila dcter1ninar la. cxistcncié\. o desaparición de toros 
invariantes. Optarnos por est.u<liar la nplicaci6n gencracla por ln.s órbitas del Dujo hnniillonin.no n1 
ntrnvcsn.r. transvcrsnhnentc ttnn. variedad de codirncnsi6n uno en la. variedad isocncrgética. Est.n 
técnica In introdujo Poincnré en el problc1na. ele tres cucrpos 7 la. cual se conoce corno sección 
de Poiucaré. Las propiednd"s dinátuicn.s del finjo son heredada por la nplicación obtenida en la 
Ht!cción de Poiucaré. Pnra los sistcrnn.s han1iltonianos que hetnos considerado, podc1nos to1nar con10 
sección a una variedad topológicnrnente equivalente a un cilindro donde el flujo sea transversal n 
ésta: Al s .. guir las órbitas que cruzan al cilindro hasta el punto donde retornan a •'1, olJt.,nctnos un 
difeo1norfís1no definido sobre el cilindro, el cual conserva inedida. Este procedirniento lo podernos 
repetir para cacla valor del parárnctro <le perturbación, con lo cual obtenetnos una fan1ilia uni­
pnrnrnétrica de clifcomorfisrnos conservativos en el cilindro. Cada toro invariante corta a la. sección 
ele Poincnré con10 un círculo nlrcdcdor del cilin<lro, el cual es invn.riant.c nnt.e el ,Jifco1norfis1110. 
Estos círculos invnrinntcR ( (¡ue l1n111nrc1nos IRC) scpnrnn ni cilin<lro cu <los parte invnrin.ntcs. 

IIernos trnslaclaclo nuestro problcrnn. original al problen1a ele <lcterxninnr In exixtencin <le In.e 
cIL difeo1uorfisu1os conservat,ivos en el cilindro. Ahora debernos definir la.s propiedades de los 
c1ifeo1norfisn1os con los que vnrnos a trabnjnr. Los siste1nas con1pleta1nentc integrables pueden 
ser escritos en coordenadas de áugulo y acción cuyo hn.tniltoniano depende exch1sivn1nente de 
las coordenadas de acción. Cada toro invariante tiene definido un conjunto de frecuencias, las 
cuales se obtienen derivando el hnrniltoniano respecto a las coordenadas de acción y asignando 
el valor de estas coordenadas correspondientes a dicho toro. Se puede clernost,rar que si estas 
frecuencias no cumplen una relación cliofantina, toda órbita que pertenece a clic110 toro es densa. 
Para que los toros invariantes pttcc.lan subsistir antes pcquciia.s pcrturhn.cioncf; <'R necesario pP-dir 
que las frecuencias de oscilación, del hn.tniltouiano integrable, <lepen.dan cxplícitatucutc <le todas las 
coordc11adas de acción: Tales sistc111n.s hntniltoninnos son los que nos interesa.. Pn.rn. el en.so <le dos 
grados de libertad, los sistc1nas hntnilt.onin.nos que poseen csln. propiedad, generan. difco1norris1nos 
en el cilindro con la propiedad de twist, es decir, el catnbio ele la coordenada angular en el cilindro 

•·ran1hién incluilnoe los sist.c1nn~ h:uno1t.oninnos de 1111 grado y tncdio de libert.ad, es c.l~cir, n.qucllos sislc111ns de 

1111 gra<lo de libcrlnd que dependen cxpHcilnn1~nt.c f'l("I t.ic111po 
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crece respecto a la coordenada radial: 

f: (O,r) (O, r) DO 
>0 ar 

Pode1nos introdttcir entonces el concepto de nútnero de rotación: Es el ángulo (O - O) que en 
pron1cclio avanza un punto ele una órLita a cada pa.50 de la nplicación. Lns órbitas pcrióc.licns en el 
cilinclro tienen un 11ún1cro <le rot.ación racional ~, donde el período <le la órbita es n. y dn 11 vucltns 
nlredeclor del cilindro antcR de retornar al J>Unto inicial. Los IRC tienen un 11ún1ero de rotación 
irracional y significa que toda órbita sobre el IRC lo llena de11sn1nente. En lns nplicndones tipo 
t\vist, el u1í111ero de rotnr.i<l11 crC'cc r(!Rpc!cto n. la nlt.nr1t (~ll c~l cilindro. ))chcn10R ha.ct~r uot.nr .. 11u~ ~n 
loi:; sistc!UUts hntniltoninnos de dos grndos ele libertnd, pnrn. caRi todn. sección de Poincnré de forrna 
cilíndrica podmnos definir locahnente un difcou1orfis1110 tipo twist sobre unn hancln alr<'declor del 
cilindro. · 

Cunndo cstudiatnos el cut.orno <le unn. resonnnciu en los sist.cmns hnn1iltonianos consl<lcrn.do~, 
la. siguiente nplicnción: 

r = r + IC sin(O) 

O=O+r 
1nodcla. atlccunclnn1cntc la (lin(uuica. ccrcann a la resonancia en el cilindro, esta aplicación se conoce 
con el non1bre de aplicación standard. l\-luchos problernas físicos con <los grados de libertad pncclen 
ser representados (locahncntc) por esta aplicación, In cual depende del parárnetro /(. Un cjetnplo 
lo tenernos en la clinárnicn en el entorno ele las separatrices clel péndulo plano pert.urbado. Por 
c~sto. razc)n sclcccionan1os n. In aplicación standard co1110 nttest.ro banco de ¡1rueba~ en el cst.udio de 
In desnparición <le los IRC en d cilindro. 

Las nplicncioncs en el cilindro t.ipo t\vist que conservan tnc<lida. han sido cstudi:l.<lns clesclc 
lh1a.les clel si~lo pu.Rado. Poincnré co111cn~ó n cstndinrla.c;; con10 pnrtc del probl<~n1n .-le trcR cuerpos y 
co11jct.nr<l que cu cst.aR nplicnc.ioncR <~xistcn n.1 tttPnos c..loA 6rhif.n.q ¡-,criódicas para cunlqnlt~r n1í111ero 
<le rotnci{ln. racional (<lefinh.lo sobre cicrt.o intervalo). Dirkhoff prohó niíos unís tnrde .-p1c esta 
c011jct.ura era cierta, a<lcn1ñs <le1nostró para est.as aplicaciones que todo lllC alrededor del cilindro 
ec)lnciU.e co11 la gráfica <le una función t.ipo Lipschit.z, 1o cual quiere <lccir que los IJlC se proycct.nn 
biyect.iva111e11t.c •mbre un círculo alrcdcclor del cilindro. 

I"arn dctnostrar la. cxist.cncin tlc IRC.1 en las nplicacioncs conservativas tipo l.\vist. en el cilindro 
se t,uvo que esperar n la forrnnlacion del tcorerna KAl\I. l\loser de1nostr6 en su farnoso teorc1nn 
tlcl twist, que para pcquefias perturbaciones en una aplicación tipo twist intev;ralile, los IRC con 
111-1Tt1cro tlc rotación 1nal aproxhna.hlcs por racioualcs pueden existir, sicn1prc y cuando la np1icnciún 
cu1npla con cii:'rta.s condiciones ele regularidad. llerrnnu, llussu1a1t11 y otros has profundizado aún 
1nás sobre In tcorín l(Al\l en estas aplicaciones. 

Pnra conocer n1ás sqbrc la cst.rnct.ura gcon:1étrica ele las órbit.as pcrilJ<lica.s y los IRC, dcbc111os 
recurrir a Jos tt"nbnjos de Auhry y l\lalhcr. Ellos iut.roclujcron un for1nn.lisn10 varincional co11 t:~I cual 
111o!=>tra.ro11 qnc todo IRC se puede nproxitnar por ~111a suc:esi<ln de <-">rbitn.c;; pcriódicns cuyos ntÍuu•ro 
<le rot.acióu converge nl del 11?.(J considerado. Adcnift.c; tnost.rnron que si <licho In.e dcsnparccc, éste 
se convierte en un conjunto 111initnnl cantoriano (un círculo con un 11ú1ucro infinito <le agujeros). 

~Otnanclo •!l problctna de dct.cr111ina.r el valor <lel pnr;í.111ctro para el cual un lllC se rotnpc, 
po<lc1uos recurrir al tcorctna I\:Al\l. Desgracia.da111eute I\:Al\<l es una. teoría. orientada. n dc1nost.rar 
la. existencia. de círculos invariante~, Ja infortnnción cunntit.a.t.iva que ohtcncn1os de ella pnra cst.i111ar 
el valor del pa.r•Í.tnctro de ro111pii11icnto csl•Í. rnuy alcja<lo de los valores reales. Existen 1nétodos 
nntn.éricos, co1no el n1étodo ele Grcc:-nc, para cstin1ar en fortna precisa. el vn!or .-le) par;í.tnctro de 
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rou1piu1ient.o, JH.""ro éstos sun tnél.otlPs heurísticos. Existen otros 111étoclo:=; parn c.sliu1Hr <>si.e valor 
clcl pnril111elro, los cuales rC'cnrrcn n la tcoria <.le ~1athcr sobre la existencia tlc {H·hit.n~ perifl<licns. 
11101u)l0Hnf> ( donclc In coordcnn<ln. nugulnr <le In órbita. sigue el n1is1no orden de una rotacic'llt en 
el círc11ln) •11tcestn próxitnns ni IH.C. Tal es el caso de los trabajos de Hall y Boyla11<l, t>.lnel\:ny y 
I\1ntlt<'r sobre este tcntn. Sin c111hnr~o, aunque dichos n1étodos son fornialcs, las cHLi11ntdo11es del 
pnr:ín1~t.ro no sou 1nuy pr~cisas. En algunos casos dcbc1nos r<!aliznr un n1íttu"!ro infiuilo <l'! pnsos 
pnra e~tirnnr el valor del parií.nu!t.ro, nclctnñs la <lituí.mica y la gco111ctría <lel ro111pi111iento de IHC 
es poco clara. 

Existe otro pnnto de vista pnrn at.ncnr este prohlctna: el csque1nn. <le autosi111ilnricla.l y rcnor­
tnn lizn.r.icln. Dnjo Rnccsiva.s cotnposicioncs ele la aplicación y transfortun.cioncs de rcgca.lan1icnto 
RC p1H~«1P 1levnr In. nplicncic'"'Ht original n tltHL nplicncic'">n •le t.ipo 11niv«~r~al <'11 11u Psp:u:in (lf~ fu11-
cio11cs ndecundo. Conocicndo In.o; propiedades de In nplicnci<'>n universal y las tri111Hfori11acio11cs de 
rcscnlntnicnto put.~dc Rcr posible est.in1a.r el pnrá1netro de rornJ>Ílnicnto de un IRC pnrticulnr. Sin 
etnbnrgo lns propiedades de convergencia a esta. aplicación de tipo universal no son claras. I\lacKny 
y Escande son aquellos que nuí.s han contribuidos en este crunpo. 

To1nnndo en cuenta los antecedentes sobre el estudio del ro1npitniento de IRC, deciditnos de­
snrrollnr en eFte trabnjo un criterio de no existencia de IRC en aplicaciones conservativas en el 
cilindro tipo twist. Este criterio debe cumplir lns siguiente propiedades: 

i. Que el algoritmo fuera concluyente formnlmentc sobre la existencia. de IRC en un nú1nero 
finito de pasos. 

ii. Que dicho nlgorit1110 fuera cnpnz de estirnar el valor del parámetro de ron1pitniento (pnrñn1etro 
crítico) para cualquier nluncro {le rotación y con una precisión arbitraria.. 

iii. Que diná1n.icn. y gco111étrica111cntc el critcro fuero. claro. 

El interés de dcsn.rrollnr este criterio no es simplen1ente cuantitativo, desearnos conocer con 1nayor 
objetividad y precisión la. <lináinicn en el entorno de un IRC y el mecanis1no de rornpirniento de 
ést.e. 

El fundamento de nuestro criterio es el siguiente: Curu1do las órbitas peiiódicns hiperbólicas 
en el entorno de un IRC comparten puntos heteroclínicos, implica In no existencia. de IRCs, cuyos 
11ú1neros de rotación est<in inclui<loR en el intervalo definido por los n1í111cros de rolaci<)n de los 
puntos hiperbólicos (interYalo de rotación). Más concrctnn:1cntc, cunndo laR varic<ladcs it1vnriantcs 
de los J>Untos hiperbólicos J>eriódicos tienen puntos de intm:sección, dichas variedades obstruyen a 
los IRCs, J>erdiendo de esta 111anera su continuidad. 

Nuestro criterio., que llatnamos ele la obstrucción, expresa clarar11e11te el 1nccanis1no ele ro1n.pitnicnto 
de los IRCs. Para. ver que este criterio es forn1al, debe111os rnostrnr que la npnriciún de puntos hetc­
roclínicos in1plicn. In no existencia de IRCs. En primer lugar, clcbcmos conocC"r )a fornin ~cornétricn 
que tienen las variedndcs invariantes para cualquier punto hiperbólico periódico. De esta fonna 
po<lcn1os ase¡;urar que las variedades invariantes de los puntos hiperbólicos con nú1nero de rotnción 
dislintos confinan en una banda alrededor del cilindro a los IRCs cuyo nún1ero de rotación están 
incluidos en el intervalo de rotación. A esta. parte del lrahnjo la uo111bra1nns co1no el cst.nclio de la 
estructura ele las rcsonnncins en las nplicncioncs tipo t\vist en el cilindro. 1\. partir del co11ocitnicnto 
de las r<."~ounncias es clnro ver que la. nparición de puntos hcf.croclínicos obstruyen n los IR~Cs. 

El nlgorit.1no pnrn clclcrn1i11ar el pnrñ.111ctro crítico de un lllO particular es el siguiente: Ilus­
crHnos una s11ccsi611 alternada de n1Ín1eros racionales que convergen ni nlunero de rotación qnc nos 
int,crcsa. Para. cnda pnr~jn. el~ t.Pr111ino~ consecutivos de la. sucesión buscarnos punf os hipcrb<Jlicos 
que tengan corno nú111cro de rotn.ch)n dichos valores <le la. sucesión. ''nriando el vnlor del ¡H1rá1nct.ro, 
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pc-ul~!lllOR d<?t<'rtninnr P.1 vnlor pnrn. PI cunl las variecln<lf"'R i11vnri:111t.t•f; flP p~;f.o~ puo1.n~ lli¡H•rlu",Ji,·n~ 
f.i,.!11c11 ll1t punto <le t.n11gr11cin ('1Ph•rr)(·liuicn). )l'.cpit.ic.ott<lo c•,:;:f.p, prncf"~<lit11i,.11'n pnrn. t.o,ln:~ los elc-
1ncntos <le ln. succ~i<Jn obt.c11c1noR entonces nnn. succ:::;i611 <1~ vnlorcs dC"1 pnr;Í.111('tro. E.st.n . .sttcPsit)n 
<~S tlcc:r<•c·iPnte y cottv-rr~c n. un Ynlor C}\1P. 11n11i:1111os C"l ¡-,n.ní.n1f'lro crít.i,:o <h·I 11lt;. JJelH~tno~ 1101.nr 
cptc pnrn ca<ln JH1so dc•l n.lgo1·it.u10 nsc:-g11rnr11os fortnnlnientr ln. no cxifd:c1H'ia f"lf'l 1ll'.(; .. l'~l tnÍuH•ro <l•~ 

pnsos que debctnos reuliznr dPpc_•iul<' <1<'1 grn<ln 4le precisión c:on q11P. d0s<~;:i111os n),tr11rr Pl pnní111Pf ro 
crít.ico. 

Pnrn e:=;;t.ndinr la. geotnet.ría. <le lns rPsonnncias ell las nplicncintH·s ele t.i¡•o l.\VÍ:-~t. q11r.~ rtlll'"'f't·vn11 
tIH'!clidn, i11l.roll1tc-:in1os un 111{d.,ulo flP for111ns t1ori11nl<'s .. P:1ra c~t.n(liar 111i;1 n·snn:an•·ia l'~HI icul:1r, 
,],_•fini«ln por un 11ú111cro ele rot.aei<.->11 r:u·io11;d, hns(·nntos ttna. t.r:111sfqr1uaciú11 que 11n~~ c1111p11liqnc~ la 
(lin;:Í111i1·a. ,]e la npllr.nc·i<"nt :-drPdPrlnr de~ Hila hnuda. c111~ C<lttf.<•11iw;a. la. n·~•ot1:111c.ia .-1,·~~ida (la /nl,il.n 
tH~ri{Hli~a ldpcrhc))ic~a c":on Pl n1Í.111,.l'{l ,1,~ rol.nch"nt ele la rPsounncin). Si la cli11:r'1111Í<'.:1, :1 pritru·rn. 
nproxiinnri{,11, es si111itn.r n. ttn "flujo ln1ttinnr"'', hnscn.111os ol.ra trnt1Rfon11n ... i(l11 qnP. ntttpliliqtH' ln 
cli1n'1111h~a d0. 11na hnncla que cr-,111.Pllf~a n la. "lin<'n. de finjo,' que Jlos i11tc~rt>s:1. J~~te prnr.ccli11ti("11to lo 
rc-p, .. tin10~ tanl ns vcc<"s :=;;ca posihl~ hnst.a dc~ctthrir In. cstr11ctnrn flc In TP~n11n11r.i:i., lo cu:d <'S ~ir11ilar 

n d(•f:c11lirir 1n, P~t.ruct.11rn. de "\"ort.ici(l:i.d'' flc 1111a. "linea. <lC' flnj()' (a.pnr<•nl.r~111•.'11t<~ "1a111i110tr.~). 

Lns t(cuicas tlc teoría. <le JH•rt111·bacio11Ps son utilizrutn.c;; para l'11Cottl.r:1r lns t.rn11~fnr11Htc:.i<111"s 

•¡u.- :n11p1Hicn11 la fli1HÍ.111icn flf~ , .. i .. rta lnnlfln :dr<'<l<:'(_lor <l<•l f 0 ilinclro. P:1rt.Íf'1tclo d" la f~n1np<v-~i<·i,"°;11 

11- t":•d111n tl<' ln nplicnr.it)11 (<lnttd<' 11 ··~;; Pl p<'t·hHlo <le la rc:-~on:1nci:i), bu'-"•·a111ns lns 1 r:111~~rfl1111ncin1J1•s 
•plf• 1"'1111ÍI t1tt c•litni11nr l(ls l.t':.rt11inus <•tt la :tplicnc:i611 ele or<le•a nuí.s hnjo ,-,.~~p<'ctn :d p:11 ;Í111c-l.ro dP 
t1••1 l.11r11:1•·i<''tt. (~11n1t<lo 110 <'S pn~dl•k• <'l\Contrnr ttna tra11f-'for11utci(,n q11<' 111ah• lo~.: t.(•rn1i11os dP onl<·t1 
•n:í•.c; 11:\io (rc·r•p<'t~l.o al pnr;Í111Pt.rn) sit--1.uifica <pu~ hcn1os halln<.lo la efd.rttcl.ura <.1<~ la n•sonnttr.ia .. A In 
~·1·1i1·:1cii'q1 TPf;1111.n11I.(~ le lla111:tttl'.lS la f•-.r111n nor11i:1l cnnsir<'Rnnn.nte. 

( ~01110 Tl\t•11eion:11110~ prc\ .. inlt1Pnf.p, la nplicnción standard <"'S nnPst.ro ''ha11co de pr11Pl>:1s·1
, c·on 

t•fJ;, pn1}Ptll"~ prohnr la c•firÍ<"'llriH flp) 111{~f.<Hlo «l<~ la ohslrtt<:C".Í<)H. J"'•r<~VÍ:l.11tPl\I(~ clPlH'f!lf)S f\t!l.Prlllilt:tr 
'-'. lt •··d ruri 111·:1 rPsn11:11d.c pn rn n•><-g11 r:1 r la. :t p1ir<1 hititlncl del 1111"!1.n•lo flc! 1:1 nl 1sl,n1ccit->ll. r_l'otn;11Hlo una 
1 (" ,1,tin1P·1a nrhitrarin, !i, co1nen~a111os f"•sc-:ribiPtuln en for111a explícit.n In. r;<>lll[Hl!"'tiri<"•1t 11 f"·~;in1a el.-~ la 
:1p1i•·nricl11, dntlfl<~ nt.ilizatnos lns propi~tl;Hl{".s tlc In. funciou~s tle 1Jt•ssr.1. E~st.n. c-0111po~ici(111 q11c1la 
'~:\l'resa<.la corno una f:>C'ric de pot.cncin. rí!s¡>Pcto nl pn.ril.tnef.ro 'le pcrtnr1.Htci1"1u. 'To111a11do t!l \"alor 
'1"1 p:in1111el.ro cntno E y r0rRcill:1n,]o In co1t1po~i<~Í<.)n e11 el c~utor110 ele la rt•sn1i;111cia. 111ost r n111os r¡n•~ 
po<lf"'tll<JS '~litninnr t.{!rrninos hnst.n. clr or,len O(c"L) ( con 111 ~ ~ sin es pnr y JH--:--: ~'~ 1· Ri 11 <'S 

in1par). J.,,a. aplicn<~ic)n resnlt.nut.(_., que Ps ln. fortun. 11or1ual cnnsiresonant.<', <~s co111parnhlt'! n utt llujo 
h:unilloninuo ele una cadena de n pé111lnlos. La ntnplit.ud de la rcsonnllcia. es f.\c or<len O (F.. 0 12 ). 
l~stc rcsnlt.ado es sitni1nr ni q1H~ Zeltndcr obtiene pnra 1ns nplicnciones tipo f,\vist en <"I enl.orno <le 
un pnnt.o clípt.ico, u t.ilizrnulo ln.s for1nns nortnales de DirkhofL En ese caso, el <""Si.tulio <le las for111ns 
11or111n1cs es lo~nl, en cntnhio para lllH.~st.ro cnso el estudio es global: Ntt<"'Sl.ras f"or11tt1s ttortnn\<$ lils 
dcsnrrotlntnos cu el entorno <le una cnrvn. y 110 en el entorno (le nn ¡n1nt.o. 

()01110 In n(>licnciéltl stn.ndarel tiene~ una <'strnc:t.urn rcs<lnant.c ndccua'1a, nos pcrtnit.r nt.iliznr el 
1néto1.lo <lP In. ol.st.rncción en ella. I111pk•1nenl.nrnos n11tn<-;ricn1ncnt.c este criterio pnrn detertninnr 
el ·vnlor clel pnril.tnPntro crítico pnrn Tl?.C con r..nal«pticr 111í111rro <le rot.nci«'lll. "\.r~rific:ntt1os '"tttc (~sh~ 
~rit.Prin ~f; nrhit.rnrintn~ut.<' pr<'ciso., cntnpnrn1•1e n n1éto<los hcuríst.icos {"Ot11n el ch~ {:;r,.~rtu!. J)c los 
resulbulos que ohtr11f~t110~ podctuos ch!:-:>cuhrir nn fc11<)t11cno de aut.osilnilari<hul, <ttte cst.•'- J;Oh<'rtHHlo 
por los cletncntos <le Ja. expansión en frncr.ioHPS cont.in11ns del 111íu1ei-o fle rotación del lll.CL Este 
uu~t.oclo aduiite, por lo tnnto, 1111 <'sqne1nn ele rc1tor111aliznci{1n <le fortua. ualural. 

Al PXntninnr los n1étodns for111al<'s qnr. pcr111itc11 <lctcr1ni11ar la. c~:istcncin ,.le 11?(), ohserv:11nos 
c111~ Psto~ t.ienen co1110 dcnotniHadnr c:n1111ín el hecho de que los IllCs coinci<lPtt con ~r:íficas <le 
fuucioncs t.ipo Li1>schit.z. A co11secue11cin ele csl.o, lns órbitns perit)dicns <".f~rcn11as al JllC df!lH'U 

V 



:"Pr 111n11{lf.nun~. Jloylntt(l y lhtll 1110~!.rnron q11<' la. exist<'!Hcia. <1(~ tn·hit.as p<-rl("Hlicn!'\ 110 nto111:~•t.on:•s 
ir11pli<·n q11~ un p11('<1<'11 .-..xh~l.ir JHC~~ con 111í111<-ro <1P rolncic)n pr6.xitnnr:: nt tl<' pc:;l,;,f; (1rbit n~ JH•rir"Hlirn~. 

l~nra dct.cr111i11ar cnnl es el origen de lns é)rhitnc; pc~ri(Hlicns no 11101u')t-Pttn~ y, n 1n vez, tnnstrnr 
ln c(¡nh:nlencin dC'l 111étodo ele la. obst.rncci<ln y P-1 111ét.o<lo de 1-lull y l1oylnn<1, ..-lPt11nst.r11n10~ que 
en el cnt.oruo de In t.nngcur.in. hett"!roclínica ( qnc cla orig,~n n la. obst.rnrci6n d~ 1ns l H.(~s por 1ns 
vnricdn.clf's invnrinntes) se Cff":lll <'>rhit.as pf'ri<><licns no 1110116tonns. )_,a t~cnlc·a r111P nt.iliznnl<:lR parn 
csln. clc1nost.rnci6n <'R In. c.onst.rucci.-Jn tle ban<las estrechas en el entorno <1e la tnnJ~enc:in, lns cna 1<"R 

se aplican sol_.,rc citas 111isnu1s. lJt.iliza1ulo las técnicns <le~ di1tc'i.111ic.a. Hi111J,('">lica, Hi111ilnr<•s n. las 
C)tt~ utiliza f\·1ost~r pnr:" el f'R.l.11tlio <],~ lnR i11lPr8("'f"CÍ011cs hor11ocH11icas, J><Hl<"111ns '1Ptnnstrnr cp1P In 
<lit11í111ica. en el entorno d~ la tn11~Pnria hPt".<!roclínicn. es co11jugn<la n. la <1i11:í111ic:a <le 1111 ~11ifl; e.le 
ll<~rnn1111i. ll<" <·.~ta 1un11Pra. p<ulf'ttto!> n~--:"f~11rar la. r:-:ist.•~ncia. (lt~ <'>rhif.aR (1P (""ttal(111i1·r )H•rÍtHl() (111:,y­
orcs a <""ic!rlo 11{111H"ro que clepc11dt~ <lel ¡>crío(.lo <le 1n!=' órbit.a~ hiperh{ ... lic.as cuy:'~ vnrietln<t~s t.Í<!11en 
ln. t.nug,•ncia hcteroclírli<"n.). FillnhncntC', 11Hliznnclo ln. cHni\inica. <le la.s h:uir1ns pr~via11v.!11t~ con­
st.rni<las. )HHl~111os tnost.rnr qne l;1R órhitns pcrii><licas cr~a.t.lns ¡>or la. tnng<-!ncia hct.eroc1í11ic:1s 110 

sou <>rbit.as 111<_l116tonas. Ef;.f.n. <lc111ostracic.jn .-•s J~C"ncrnl para cnnl<¡uicr nplicn.ci•)n ti¡>o bvist. Pll el 
cilinclr(..,, p<'r111it.ir1ulo nsí dar utict. f1111<lntt1PHt.nci611 diI10í1uica y ~<·011u~t.ricn a los crit.<'rios f"nr111ales 
sohre la. rxislcncin de IH.Cs hasa<los en !ns propÍ<'<ln<lrs de tnonot.onin del !ns 6rhit.ns fH'rÍ<J<licns 
prt'1xitnas. ¡\sf obt.c11cn1os nna. nnifi.c:n.c:i/>n de 1o~ criterios for1nnl.-~s. 

Cnnclui111os <¡ne el 111élodo <le la~ ol,~t.rn<::cioncs pcrtnit.c co111prcndcr en for111n clara el 111eca11-
Íf'.n10 tle dt"slrucci6n de los lJ?:(:i~ y t.n111hi<.~11 In. din:\rnica. en. c'!l ~uloruo ele c";st.os ant.es y <l<!Sptu!s 

d<•l ro111pit11ie11t.o. J_,a cHt.rttclttrn. rPsonnut.(! d<! la.~ nplic:1c.io1u~s t.ipo l\vist ju11to con el ttlf~torlo ele la 
ohslrucci(~Il los J>o<lcuun;; consi<le~rar c.01110 n11a for111aHznci(>1t <lcl 111t!t.o<lo <lcl Eolat>c <le rPsona11cias 
it1t.rothtt:""ido por <_'!hirikov en f111jo8, p<!ro en llttCRlro caso pnrn. diícou1orfis111os en el ciliu(lrn. 

El contenido <.lel f.rnl>njo de t.csis es el siguiente: 

• Cnpít,ulo 1: f\lost.rn.tnos co1110 en n.1~11110H fcn(nncnos fí~icof;. se 1n1eclc rcdnclr et cst.uclio del 
flujo, df!hiclo n. las cc11ncio1H"R clifPrcncin.les, n t1n <1ifco111orfisttH> cnt1!=;Prvativo en el cilindro. 
En pnrt.icnlar, 111ost.ratnns r.01110 ln. npliraci<'H1 st.anclnr<l es 1111 bncn tnoclclo pnrn el cst1úlio <le 
lns rcso•tnncia~ ele n111chns frn(>nH•noR físicos no lineales. 

• Cnpílnlo 11: IIncctnos una recnpitnlnci{u1 <le los resultados 11uls itnpnrt.nnt.Ps sobre (li1~~0111or­
fis1nos en el cilindro, hncien<lo éttfnHis en In. tcoria de Aubry-J\lathcr y en le tcore1na. <ld t\vist. 
dP l\ toser. 

(Jnpítnlo 111: Introclnci111os lns for111nf; nor111n.1l'!s no locales solJrc PI cili11<lro. Estn ~ tHJS pcr­
init.en <lescuhrir la P.slruct.ur:t r<"sonnnlc tle la nplicach)n slnn4"h1rd pnr:i. c11<'1<t11i«>r 111í111<.•rn t\c 
rotacic)11. ,,.erificntuos r-¡11e lns for111ns 11or111n..les cuaglr<'soun..11lcR (le la npllcacl(,n fit.nntlnr«.1 son 
e-qni\•nlettl.PR a. una c:ulcHn tle pt.!n<ln\o!-; n.1rc~dcrlor del cili1ulro. Ln a111pliL11rl <le rPr-=nttn.ucia :isí 
ol,f.enhln. es co1np:tra<la r..011 P\0 nl1tt1.c:ionPs nu1néricns. 

• C""!npítu1n 1V: Est.á <}c,licn<lo a los llH~loaoR <le dctccci611 de ro111pi111icnt.o ,1~ TllC. Bn 1n pri1n1~ra 
p:11 f.P rP'\"Ís:n11us 1o~ rlir,~r .. 111.Ps rril.t·rins qttt! st~ P1lctt<•til.ra11 ''ll la til<>rat.11r;1. 1)1•:·:p11/·~; itil.ro­
(l11t·i111os p\ 111t:;to<lo <.1"" la o11!d.rttf"ci(u1, 1lnrulr 1o j11st.ifi~n111os forn1nltne11l,P. rl.'ott1:111,l<l a 1:1 
:11,li·~aci{•n sln11<larrl rot't<' pjf~lltJ>lo, it11111P111euf.n1no~ P~f:<_• crit.Prin 1111111,~1·ic:1111Pttt.P y rlisc11th11nr.o 
},-,:-:; rPSttll :tfll)H ol.t.Pttitl<''-'· 

... (!apíl nl~ .. v·: 1~~t.111li:-1111n~ <'ll rst.'~ rnpít.nlo et <'Jlt.orno <le In~ t,n11gt•JH"1:i~ 1H•IProcli11i<~nc:; con c1 
íi11 rlP 111<n.;f.rnr In. (":t"f•:H·it"ln flp c">rhil ns P"rh')(licns no ll10111;f,011ns. Pnrn :-d111p1ili~Hr ,..¡ .... ~t.ttdin, 
p1it11Pro lo h:tc:C"trto~ Plt .... 1 ('t1lorno 'le 1111n. btn~etLcia. ho111oclí11ica. ,1,~ 11H pullt·'> lli1H·rlH'11ico. ARí 
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1nostrn1nos que en «~1 cut.orno (le la taHg;'~Hcia. In. cHnrí.1nicn. es co11J11g:ula n. un shift. ,\~ Jl,~rnonlli. 
J~HPf~º t.rnRln.da111os csto'R resultncloR n.l <'11ton10 ele n11n. tangencia heteroclíuicn. <lel•i1la n lnR 
varic-cl:Hl(~R i11\0 a.ria11tPs (le (loR pu11t.os p<'ri<'ulicos hip~rh<Jlicos. Al final .. 111o•d.ra111ns qtH~ lns 
<lrhH :'~ ¡n~ritlclicns c.reouln~ por 1n t.n11r~Pnr.in. no ROtl 1nonc'>tnnn::;:;. l\:(o:-:.t.ra.11Hl8 :n~~í la. cr111:vn)P11cia 

d<>I 111ét.oclo de In obst.rncci<'•n con el crif . .,rio ele! Unll y lloyland. 
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Capítulo I 

Fenómenos No Lineales en la 

F'ísica. 

En laa últimas décad- se ha dado gran importancia a los fenómenos físicos que no admiten una 
formulación e interpretación matemáticas que sean "lineales" • Esto significa que localmente la 
variación de algún parámetro del sistema físico no induce un cambio lineal en la evolución del 
mismo. 'I'radicionalrnente, en cualquier desarrollo asintótico de las ecuaciones que gobiernan la 
dinámica del sistema, se consideraban loa términos lineales como los que tenían la mayor in­
formación física. Sin embargo ahora aabemos que muchos fenómenos 110 pueden ser entendidos 
aolarnente con dicha información. En particular, loa fenómenos de bifurcación son un ejemplo 
típico de esta situación. 

Loa aiatemas mecánicos conHCrvativoa centran nuestra atención en este trabajo, principalmente 
loa de 2 grados y grado y medio de libertad. Es fácil mostrar que la mayoria de sistemas de este tipo 
pOBeen fenómeno11 no lineales, pudiendo destacar, por ejemplo, las oscilaciones no linealea. Para 
este conjunto de aistemas físicos mostramos que una buena representación matemática de dichos 
fenómenos es la ecuación del péndulo. Esta ecuación nos servirá corno herramienta para modelizar 
el comportamiento, estable o caótico, del entorno de alglln punto del espacio fase. Curiosamente, 
la ·estabilidad local puede aer explicada por el modelo del péndulo, mientras que la inestabilidad 
local fuerte puede ser explicada usando como modelo el oscilador armónico. 

En eate capítulo damos una. motivación física para el estudio de las aplicaciones conservativas 
del plano, las cuales están fuertemente relacionadaa con la. ecuación del péndulo. Por medio de 
ejemplos en diferente• areas de la. física, mostramos cómo se puede reducir el problema, de resolver 
una ecuación diferencial ordinaria (EDO), a. estudiar una aplicación en el plano. A partir de esta 
aplicación podemos examinar el comportamiento del modelo a. tiempos muy largos, obteniendo 
información sobre la estabilidad de dicho sistema. De esta manera podernos tener una visión global 
de la evolución de los aigtemas físicos (esta información usualmente no ea posible obtenerla a partir 
de una aolución particular de la EDO). 

A continuación exponemos algunos ejemplos relacionados con diferentes areas en física (mecánica, 
electrodinámica, mecánica celeste, estado sólido y física. molecular), en loa cualea es conveniente 
eatudiarlos via una aplicación para obtener una visión global de au evolución en el tiempo. 
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I.1 Ejemplos físicos. 

I.1.1 El péndulo f'orzado. 

Tomemos un Péndulo, el cual oscila en un plano bajo la acci6n de la gravedad. Escribimos su 
barnilt.oniano como H 0 = !P2 -wg coa.P • El espacio fase del péndulo es un cilindro, con un punto 
biperb6lico y otro elíptico. Las separatrices (6rbitas que separan los regímenes de circulaci6n y 
libraci6n) se describen en el tiempo por la 6rbita cPaep(t) = 4 arctan(ew0 •)-or • Cuando perturbamos 
este siatema, variando en forrna periódica la longitud del péndulo, debemos agregar al hamiltoniano 
original el tér.rnino: 

cV(.p, r) = cw~ coe(.P) c:oa(r) = cw~ (cos(<f> + r) + cos(<f> - r)) 

donde r = Ot +to . Para pequeñas oscilaciones l.PI < 1 y O/wo ~ 2 obtenemos oscilaciones 
paramétricaa [2] y para O ::a> w 0 solo tenemos pequeñas modulaciones de la energía ( que se 
estudian vía el método de Lindstedt-Poincaré (3] ). 

Nuestro objetivo ea estudiar el comportamiento de las órbitas cercanas a las -paratrices; en 
particular, el cambio de la energía al cabo de medio periodo. Como 1J¡ H = c{f¡ V , podernos integrar 
H cerca de la soluci6n no perturbada, .Poep(t) , obteniendo el cambio de energía (recordando que 
O::>wo ): 

-lo cual podemos escribir como AH = -!cwoOA2 (0/w0 }sinr0 • A2 es la integral de Arnold­
Melnikov (36], la cual puede ser aproximada por A 2 (0/w0 ) ~ ~e-w0/2wo • Como nos interesa 
la acumulación· de cambio de energía L:t.H , debernos ignorar las contribuciones periódicas. Si 
~(t) > O , la perturbaci6n cos(<f> - r) ea imperceptible ya que O > w0 , sin embargo cos(<f> + r) 
contribuye acumulativamente al cambio de energía (vease [36], p.302). ·Examinemos éste cambio 
para <f> =O: El cambio de la fase r en <f> = O , c~a medio periodo, esta dado por f'o = ro+•O/w(P) , 
donde w(.,) = •wo/ ln(32/11'1) (36] y la., ea la energía relativa de oscilaci6n respecto a la aeparatriz,· 
siendo w(v) la frecuencia asociada a., . 

Como que n > wo entonces la constante }l.= 0/wo ::a> 1 . Para poder calcular P en <f> =O en 
el siguiente niedio ciclo, utilizamos la variación de la energia A además de P = ("•:,~"•) - 1 • 
Obtenemos as( la siguiente expresi6n para f> : 

0 

P= AHo +v+W•inro 

"'º 
donde W = -4•cA2 e-•"-/2 • De esta manera obtenemos la aplicaci6n P = ., + W sin r 0 y f'o = 
ro+ A ln(32/P) llamada wbisker map y que describe el cambio de energía y fase cada medio ciclo; 
esta aplicación es canónica. La aplicaci6n tiene resonancias. Definirnos que . 1-'r es resonante si 
Aln(32/vr) = 2•n con n E Z: • Entonces, al linealizar dicha aplicaci6n en el entorno de la 
resonancia 1-'r , considerando }l. > 1 y ¡.,¡ > 1 además de hacer un cambio de variable l = 
-~(v - 1-'r) y IJ =ro , obtenemos la aplicaci6n standard (36,4,5) : 

l=I+Kainl, l=l+I 

K = _!:Y!!_ = 4orc}l.s e-•:A./2 
l'r .,r 
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Eata aplicación e• rnuy importante pu ... to que aparece en numerosos ejemplos físicos y es un 
'l;>uen.rnodelo para eRtudiar los fenómenos de estabilidad y difusión. Particularmente, si en este 
ca.o la variable I esta acotada, •Ígnifica que el cambio de energía también lo esta, manteniéndose 
indefinidamente en ese régimen de circulación o libración. En cambio, si I no esta acotada, el 
cambio de energía puede ser muy grande y ca6tico. De aquí surge, de forma natural, la siguiente 
pregunta: ¿ Cuándo la energía tiene una variación acotada?, y para este ejemplo, ¿Para que 
valores.de 1',l.a '(.ariable I esta acotada? Así deben existir en el espacio fase, que es un cilindro, 
fronter- que no permiten la difusión de la variable I y que están alrededor del cilindro (ver figura 
1). Eat- fronteras deben ser invariantes ante el Rujo harn.iltoniano (ó en la aplicación canónica), 
e•to quiere decir que el conjunto de puntos del espacio fase que pertenece a dichas fronteras se 
aplica sobre él rnisrno. A estas fronteras les llarn.arnos curvas invariantes {6,7) ; en el capítulo 11 
e•tudiarnos algunas propiedades de estas curvas y en el capítulo IV mostramos diferentes métodos 
para detectar la exil!ltencia de estas fronteras. 

La aplicación •tandard es un modelo que encontrarnos en rn.uchos fenómenos f{sicOfl [36,5] y 
también se utiliza para modelar los fenómenos de autosimilaridad y rcnorrnalización en harn.iltoni­
anos de 1t y 2 grados de libertad {8) (vía la ecuación de péndulo forzado), as{ corno en aplicaciones 
conservativas del plano {9) • Esta aplicación es la base del estudio de los cap(tulos •iguientes. 

Movimiento de partfculas cargadas en una botella :rnagn.~tlca. 

Ee ... ta sección describirnos el movimiento de partículas cargadas girando alrededor de las lineas 
de campo magnético B . El rnornento rnagnetico orbital,,.= vl/2B (donde v..1.. es la componente 
de la velocidad ortogonal a B ) cambia. con el tiempo si B no e• hornogeneo. Esto lo expresarnos 
con la ecuación: 

""' = ~( 2 - .!l> . .... - .,uvl as (2 ...... ) d& B " 2 sin..- 2B2 a. cos _. 

donde • .,. la curvatura de las lineas de campo B , • es la coordenada. a lo largo de estas lineas 
(con • = "ll ) y éJ!o es la fase de la perturbación. Suponiendo un· campo B = Bo(l + 62 • 2 ) y 
• = o•in(Ot) , la curvatura queda definida corno p = -r62(1- 262 a 2 )/(1+62a 2 ) 2 . La fase 4' está 
relacionada con la fase de la rotación de Lamour, B , por r sin 4lt =·re •in B , siendo r la distancia 
al eje de •imetda .a y r., el radio de giro alrededor de la linea de campo. Esto permite expr.,.ar el 
cambio de ,,. aproximadamente como: 

41-1 rcv..a..62 (1 - 262 a 2 )(v2 - 1-1B) . 
-;¡; e:! -¡¡;;- (1 + ~ •2)3 Sln (J 

Para evaluar el C&nlbio acumulado de ,,. exarn.i;.amos lOfl sucesivos valores de ,,. y 1 en • = O • El 
cambio de I está dado aproximadamente como I = B + D(il) con: 

< "" > •Wo ( 1 .,, ) 
D(¡¡) "" •-o-- = 26"2Fo .,/jl + 2Boil3 / 2 

y w = •0!•1 la frec.uencia de Lamour (wo = ~Bo ). El cambio del momento Aµ= jl-,,. se obtiene 
integrando 1lf en un ciclo. Así finalmente obtenernos una expresicón aproximada para Aµ: dada 
por: 

Aµ= A<(1-&) •in(B) con 

y E= a6..ll... 
Wo 

a 

i 

!' 
¡ 

\: 
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La aplicación que define el cambio en µ y ti es entonces ¡¡ = µ + .c(µ) sin ti y 11 = ti+ D(¡¡) • Si 
dicha aplicación la desarrollamos alrededor de un término resonante 1-'r (definido como D(µr) = 
2,..n •ne Z) e introduciendo unaºnueva variable I (definida como D(µ) ~ D(µr) + p,.'(µr)(µ...., 
l'r) = 2•n + I ), obtenemos una aplicación mas simple: 

I = I + K sin ti , I = 1 + ti 

K = 3,.2 ~(~)2(1 + 3.,2)e-2/3e 
, 6Rl "11 vl 

y R.J.. el radio de Larnour. 
La aplicación obtenida ea de nuevo la aplicación standard. Este ejemplo nos permite determinar 

la estabilidad del movimiento de la partículas cargadas; ai µ se mantiene acotada &I cabo de infinitas 
iteraciones significa que no se alejarán de las lineaa de campo, obteniendose un confinamiento de 
las partículas. ¿ Qué v&lores debe tener el parámetro K para mantener confinad·as a las partículaa 
cargadaa?. · 

l • .1..3 Escape y captura en el Proble:rna Restringido de 'Tres Cuerpos. 

Exponemos ahora un problema en mecánica celeste (J.0,11]: Consideremos dos cuerpos de masa 
µ y 1 - µ moviendose en trayectoriaa circulares alrededor del centro de masaa y sobre un mismo 
plano; entre las masas se ejerce la fuerza gravitacional. Tomemos una tercera partícula de masa 
suficientemente pequeña para que no perturbe el movimiento de las otraa dos y que se mueve en el 
mismo plano. Si µ = O entonces la partícula se mueve en órbita elrptica, hiperbólica o parabólica 
y tenemos así el problema de Kepler. En particular, las órbitas parabólicas tienen un significado 
especial¡ &I hacer un cambio de variable donde el infinito lo transformamos en el origen y tal que los 
ejes giren con la misma velocidad angular que Jos cuerpos de masa µ y 1-µ , obtenemos una órbita 
periódica en 9 = O (9 = ../2fr- ). La estabilidad de este punto es del tipo hiperbólico débil [12]. Sus 
variedades invariantes (órbitas asintóticas a 9 =O cuando t - ±oo ) son las órbitas parabólicas. 
Par& este caso ambas variedades coinciden y cortan el plano no e definido como Pr = o • Pr > o 
) en un círculo de radio 9 = -&/C , siendo C la constante· de .Jacobi definida (para µ = O ) como 
C = 2(K - E) donde E es Ja energía y K el momento angular (ambos en el sistema no rotante). 

·consideremos ahora el caso O -:F µ « 1 • La perturbación·del segundo cuerpo ( de masa'') hace 
que laa variedades invariantes no coincida identicaniente. Ambas variedades cortan por primera 
vez ·el plano no en c(rculos P+1 y P- 1 los cuales tienen dos puntos de intersección. Tomando 
C - oo , ea posible encontrar una expansión asintótica de las variedades P±1 en no utilizando 
series de Fourier sobre las ecuaciones variacionales [19); 9(0) sobre P±1 queda escrito como: 

4 { 32 9 . 2 12 
... • } 9,u(tl) = C + m 03 + Ci'i"°" cos{2tl) ± 80e~c / 34 ain(O) + ... 

Con esta expresión se puede demostrar que P+1 y P-1 tienen intersección transversal en no . 
Utilizando la expresión anterior de 9±1 se puede escribir una aplicación que represente Jaa 

sucesivas iteraciones de loa puntos cercanos a P±1 y que retornan al plano no cerca de P±1 . Esta 
aplicación ea (10]: 

I = ti+ 2 ... (B/8)3 12 
• í = t + sin(I) • 

donde p = "' significa la distancia radial de loa puntos de retorno a P±1 • ti es la coordenada 
angular, B = C /8" y " = ~.,-0• ¡24 
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Esta aplicación puede ser simplificada al expander ten algún valor resonante (i.e. 21f(B/tr ) 8 12 = 
2.-n • n E IN). Reemplazando a e por 7 = 3.-~;/; (t - tr) obtenemos: 

. • r . . 

'=I+ 1 l= l+•in(I) 

donde K = {3.-B 8 12 /t':.12
)-1 Esta es la aplicación inversa de la standard. Gracias a ella 

podelDOll conocer para que valores de C y µexisten conjuntos invariantes, los cuales representan 
6rbit- cercanas a parab6licas (tipo cometa). Estas órbitas representan a cometas que pasan muy 
lejos de la. cuerpos primarios (Sol y .Júpiter) y son de tipo periódico ó cuasiperiódico. 

1.1.4. El :modelo discreto de Frenkel-Kontorova. 

Este modelo describe la posición estacionaria dé una cadena bi-infinita unidimensional de partículas, 
•- cualea tienen un acoplamiento con las partículas vecinas mediante un potencial cuadrático (13]. 
Si llamamos va la posición de la i-eaima partícula entonces la fuerza ejercida entre las partículas i 
y i + 1 es C(11o+1 - 11•) · 

Consideremos una fuerza de tipo peri6dico que actua sobre todas las partículas F(e) = F(e + 
1) Nos interesa conocer la posición de equilibrio de las partículas sometidas a esta fuerza 
periódica; entone- debemos pedir que la fuerza total que afee~& a la partícula i-esima sea cero: 

-C(va - 11<-1) + C(v.+1 - 11•) + F(11,¡) =O • 

Si llamamos Z,¡ = 11• - v.-1 podemos reescribir la condición anterior como las siguientes rel .. 
ciones donde Z,¡+ 1 y 11•+ 1 dependen de Z,¡ y 11• : 

""•+1 = z,; - c-1 F(11,;) , 11•+1 = 11• + z,;+1 • 

Tomemo• como fuerza periódica F(e) = ain(e) y el parámetro K = c-1 • así obtenemos. la 
aplicación standard. 

Las configuraciones posibles en la cadena bi-infinita pueden ser estudiadas con esta aplicación. 
Configuraciones periódicas son representadas por órbitas periódicas identificadas por las posiciones 
iniciales 11• e 11a+l y la constante C . Para una configuración n-periódica, la energía queda definida 
como:· 

--11 . •-1 
E -¡C(Slf+Hl - 111+•)2 +E V(111+,;) = E 
•=o •=o . 

donde V(()= J: F(11) d11 y l e Z . Si las posiciones de las partfculas (11,¡ ) corresponden a 
·una órbita o-periódica de la aplicaci6n anterior , se demuestra que l• energía es un mínimo . 

La distancia media entre las partfculas se calcula obteniendo el límite 

a= .lim 
2
1

.(11,¡ - 11-,;) •-oo 1 

A cada configuración le corresponde un valor diferente de a • También debemos destacar que 
usando la aplicación anterior ae pueden encontrar configuracione• ca6tic- posibl-. 
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J:.1.5 El modelo de la doble hélice auto-organizada • 

En el estudio de la estructura de macromoléculas que tienen una organización cornpleja. se puede 
destacar aquellas que tienen una doble hélice, como es el caso del DNA. Para determinar configu­
raciones posibles debemos considerar a la. doble hélice corno una doble sucesión de eslabones que 
forman una cadena..[14). El potencial entre los eslabones de cada cadena (o hélice) que interacciona 
con la otra hélice lo escribimos como: 

V= -·a Ecos(t7n+1 - "" - 61) - .SEcos(":.+1 - v:. - 6,;a) - -r l:cos(v,. - ":.) 

donde v,. y v:. son ángulos que determinan la orientación del sp(n del eslabón de la prirnera y 
11egunda hélice, los parámetros a , ,S , .., son constantes de la interacción y 61 y 6:a son ángulos de 
toni6n de laa hélices si éstas no interaccionan (-r =O). 

Tomemos a = ,S y 61 = 6:a si arnbas hélices son iguales. Nos interesan los estados ó 
configuraciones de equilibrio. Esto significa que para. toda n .., debe cumplir :: .. = O y ::':. = O • 
Por tanto, insertando las nuevas variables r .. =a sin(" .. - Vn+1 - 61 ) y J .. = asin(v:.- ":.+1 - 6:a) 
, la condici6n de equilibrio nos determina una relaci6n entre el eslabón n y n + 1 

ln+1 = 1,. + sin(v,. - v:.) , " .. +1 = v,. + 61 + arcsin(I .. +1/a) , 

J,.+1 = J,. - sin(t7,. - v:.), v:.+1 = v:. + ~ + arcsin(J,.+1/.S) 

Introduciendo una fase .¡, .. = v,. - ":. y considerando que /,. + J.. = 6 = cte., reducirnos las 
relaciones anteriores a: 

· Iñ+1 = 1,. +·-r sin{</> .. ) , .¡, .. +1 = .¡, + D(I .. ) 

D(I,.) = 61 :- 6:a + arcsin(I .. /a) + arcsin((l,.+1 - 6)/,S) 

Desarrollando la aplicación (que define el estado de I .. +1 y </> .. + 1 dado Ir& y </> .. ) en un valor 
resonante de I = Ir tal que D(Ir) = 2irn e incluyendo el cambio de variables I .. = 1,. - Ir 
obtenemos la. aplicación standard si K = -r/!fi lr=r. . 

Esta aplicación permite definir configuraciones periódicas, cuasiperiódicaa ó ca6ticas en las 
dobles hélices. 

I.2 Sección de Poincaré. 
Los sistemas harniltonianos son aquellos que tienen una estructura sirnpléctica [17,18]: 
ciones de movimiento son X = JV H , siendo X un vector en el espacio fase y J 
aimpléctica: · 

J = ( -~d 

Las ecua­
la matriz 

La función hamiltoniana H está definida del espacio Case a los reales. El espacio de Cases es 
localmente difeornoño a IR2 '" , y decimos que el sistema tiene n grados de libertad. Estos sistemas 
t.ienen n invariantes llamados 2-forrnaa, que son aplicaciones bilinealea del espacio cotangente del 
espacio fase a los rea.lea • Estas form- no cambian en el t.iempo y como consecuencia directa .., 
t.iene la conservación del volumen en el espacio Case. 

Los sist.emas hamiltonianos pueden depender explícitamente del tiempo. Entonces, si el espacio 
de configuración ea de dimensión n , los llamarnos sistemas de n + ~ grados de libertad. 
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-Loa aistemas harniltonianos den grados de libertad tienen una integral primera que se mantiene 
invariante: la energía del aisterna. Utilizando la energía podemos reducir en una dimensión el 
eapacio que· contiene a una órbita. Por lo tanto loa pu

0

ntos dei espacio fase que tienen .,.ociada la 
misrna energía tienen la dináJnica restringida a una variedad de dimensión 2n - 1 . 

Tomemos una variedad isoenergética (.de dimensión 2n - 1 ),definirnos una subvaricdad de 
dirnenaión 2n - 2 que ..,a transversal a una órbita periódica (el vector tangente de la órbita no. 
pertenece al hiperplano tangente a la subvariedad en el punto de cruce). Para los puntos sobre 
la aubvariedad, que están en un entorno de la órbita periódica, podernos seguir su evolución 
en ·el tieinpo ( ea decir, continulll' la órbita a la que pertenecen). Utilizando la continuidad de 
laa aoluciones de las EDO ante variaciones de las condiciones iniciales, vernos que estas órbitas al 
retornar, cortan transversalmente la subvariedad. Esto nos define una aplicación de la subvariedad 
en a( tnisrna, la cual es un horneornorfisrno porque el harniltoniano es invertible en el tiempo; 
tarnbién conserva medida (el volumen de dimensión 2n - 2 ); y además es un difeornorfismo 
porque las ecuaciones de movimiento provienen del harniltoniano. Más concretamente, si H es de 
clase cr+i y la subvariedad 2n - 2 dimensional es de clase cr entonces el difeornor-fismo es de clase 
cr . Hay que notar que no todos los puntos en la subvariedad tardan el rnisrno tiempo en volver 
a cortar a la subvariedad (ver figura 2) 

A esta aubvariedad le llamamos sección ae Poincaré. Para definir la sección no es necesario 
que exista una órbita periódica, solamente es necesario que el flujo sea transversal a la sección; si 
la variedad isoenergética es compacta, el flujo es recurrente. 

En el caso de sistemas con 2 grados de libertad, la sección de Poincaré tiene dimensión 2 y 
puede &er definida corno un plano, una esfera, un cilindro, un toro, etc. 

Para los sistemas de grado y medio de libertad, la sección de Poincaré se define en forma 
diferente. Supongarnoe que el harniltoniano depende periódicamente del tiempo (con periodo.To). 
Entonces tornemos el espacio fase 2-dirnensional y prolongernos las órbitas del espacio fase por un 
tiempo igual a T 0 • Esto define una aplicación que. es un difeornorfisrno (si la perturbación en el 
tiempo es diferenciable) y conserva el area·ya que·el hamiltoniano es igual para todas la secciones 
de Poincaré (debido a la periodicidad de la perturbación en el tiempo). La sección de Poincaré es 
igual al espacio fase, el cual puede ser una plano, un toro, un cilindro, etc. 

I.3 El modelo del Péndulo. 

Para el estudio de la estabilidad de loa sistemas mecánicos que conservan la energ(a, debemos 
examinar las variaciones de estos sistemas al agregar una pequeña perturbación. Los aspectos 
que nos interesa comparar entre el sistema original y el perturbado son las órbitas periódicas que 
poseen, la estabilidad de estas últimas y los conjuntos invariantes correspondientes a cada. sistema. 

Una propiedad importante en los sistemas harniltonia.nos es la variación de la frecuencia de 
cada órbita a1· cambiar la energía. Gracias a esta propiedad dichos sistemas son estables bajo 
pequeñas perturbaciones. Por estabilidad entendernos que los espacios de fase de ambos sistemas 
aon •airnilares" en un entorno adecuado; si una órbita está acotada en un cierto entorno, la órbita 
perturbada debe estar contenida en el rnisrno entorno si el sistema es estable. 

Como ejemplo, analicemos un oscilador armónico; para toda energía la frecuencia de oscilaci6n 
ea la misma. Cualquier pequeña perturbación periódica con frecuencia igual a la del oscilador 
ocaaiona que todas las órbitas dejen de ser acotadad en la energía , ya que la perturbación cede 
energ(a al oscilador en cada periodo • Por lo tanto, el sistema no es estable (a este fenómeno 
ae le denomina phase-locking [15]). En cambio, tornemos corno sistema a un péndulo; al agregar 
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cualquier pequeña perturbaci6n aolo modifica ligerarnente la 6rbita original: la órbita perturbada 
eatá contenida en un entorno al que también pertenece la 6rbita original. La raz6n de que el 
péndulo sea estable a pequeñas perturbaciones ·se. debe a la propiedad de variar la frecuencia de 
oacilaci6n al cambiar la energía. 

En general, para los sistemas harniltonianos, podemos decir que éstos pueden ser establea ante 
pequeñ- perturbaciones si al escribirlos en término de las variables de ángulo (9, ) y acción 
(I0 ). las frecuencias asociadas al sistema dependen de las variables de acción: ·ai B = 8H/8I 
entonces a~ H/8P ~O (condición sobre el deterrninante HeBBiano). Así pode111os generalizar que 
la frecuencias de oecilación deben depender de las coordenadas de llCCÍÓn corno requisito necesario 
para que el aistema sea estable. En particular, los sistemas harniltonianos de t! y 2 grados de 
libertad deben poseer la propiedad antes citada para que sean estables. 

'Tomemos el caso de una órbita periódica de un sistema integrable. Supongamos además que 
dicha órbita es estable (esto significa que toda órbita próxima a ésta, en un tiempo to , seguirá. 
eatando próxima para todo tiempo, con t -o ±oc). La sección de Poincaré de la órbita estable y su 
entorno está formada por círculos concéntricos invariantes (la imagen de un círculo es él mismo) y 
cuyo centro es un punto fijo. Decimos entonces, que la sección de Poincaré está foliada por círculos 
invariantes. 

Cuando al sistema integrable le agregamos una pequeña perturbación, la foliaci6n de círculos 
invariantes en la sección de Poincaré desaparece. Birkhoff mostró, para el caso no integrable y de 
manera genérica la estructura de la sección de Poincaré, que es próxima a la mostrada en la figura 
l.• (6). 

Observamos en la figura, que el punto fijo está rodeado por órbitas periódicas, elípticas e 
hiperbólicas dispuestas en forma alternada. Las separatrices de los puntos hiperbólicos conectan 
con ·las separatrices de los puntos vecinos (en primera aproximación [16J ). El aspecto que ofrece 
eata estructura es similar a diveraas cadenas de péndulos que rodean al punto fijo. 

Por otro lado, Moser demostró que algunos círculos invariantes subsisten al perturbar el sistema 
(secci6n 11.6, (26}). Dichos círculos separan el plano en dos regiones invariantes. Un punto situado 
en el interior de un círculo invariante cumple que su imagen permanece dentro de ·dicho círculo. 
Por lo tanto, los puntos que pertenencen a una corona limitada por dos círculos invariantes forman 
un conjunto invariante. 

La eatructura mostrada en la figura J.3 es aún más compleja: cada órbita periódica elíptica está 
rodeada por círculos invariantes y órbitas periódicas que forman cadenas de péndulos, emulando en 
una escala m'8 pequeña la estructura del entorno del punto fijo. La estructura anterior es recursiva 
ya que el entorno de cada punto periódico eliptico es similar al original. Así nos encontramos con 
una estructura tipo péndulo que se repite a escala. más pequeña infinitas veces. Esta estructura ea 
genérica [16] en los sistemas de ti y 2 grados de libertad. Por eso podemos afirmar que el modelo 
del· péndulo es genérico y no así una estructura tipo oscilador armónico (por genérico entendemos 
que, dentro de la. clase de sistemas considerados, los que "tienen la ·eatructura descrita forman un 
c:_onjunto· que es intersección numerable de abiertos densos). 

Chirikov muestra que en los aiatemas de t! y 2 grados de libertad y donde el espacio fase es 
acotado, esta estructura de péndulo se repite en el entorno de un cilindro [36J . Haciendo cambios 
de variables adecuados y utilizando el hecho que las órbitas periódicas al perturbarlas se convierten 
en cuasiperiódicas, cuya frecuencia oscila alrededor de la frecuencia original, construye ecuaciones 
de movimiento que en primera aproximación son ecuaciónes tipo péndulo. Al igual que Birkholf, 
muestra que esta estructura se repite recursivamente. . 

Otro aspecto importante que destaca Chirikov es la estrecha relación entre resonancias y la 
ecuaci6n del péndulo. En este caso define una resonancia como aquella perturbación del sistema 
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.hamiltoniano integrable (i.e. el harniltoniano aolo depende de las variables de acción) que da· como 
conmecuencia que una de 1- variablet1 de acción oscile en el tiempo alrededor de su valor original. 
Eata oscilación permite que la frecuencia asociada. a HU variable conjugada también cambie en el 
tiempo. Por tanto, en el espacio de frecuencia y acción obtenernos un péndulo como descripcion 
de la resonancia. 

El aspecto de recurrencia en la estructura descrita por Birkhoff y especialmente Ja de Chirikov, 
es estudiada por Escande el cual utiliza las técnicas de renorma.lización [8]. Por medio de un 
operador de renorrna.Jización, el cual reesca1a un entorno del espacio {ásico conjuntamente con un 
reesc:aJado en el tiempo, transforma el harniltoniano original en otro que describe una pequeña 
estructura, que - similar a la original; este operador se puede aplicar una y otra vez para explorar 
las infinitas estructuras autosimilares. Para lograr ésto, utiliza la. ecuación de péndulo perturbado 
(similar a la sección 1.1 ) donde los parámetros que se refieren a la frecuencia del péndulo, amplitud 
de la perturbación y periodo de la perturbación son reesca1ados . De esta {orrna obtiene una nueva 
ecuación de péndulo perturbado con nuevos parámetros. 

Resulta entonces plausible utilizar, para los fenómenos de oscilaciones no lineales, el modelo 
del péndulo. Principalmente, la estructuras autosimilares de las resonancias en los sistemas de t! 
y 2 grados de libertad, aon representados correctamente en primera aproximación por la ecuación 
del péndulo (ver capítulo 111). 

I.4: Aplicaciones en el plano y el cilindro. 

Hemos definido en las secciones anteriores como podemos obtener una sección de Poincaré dos 
dimensional y una aplicación (definida sobre esta sección) a partir de un hamiltoniano de t!;.Y 
2 grados de libertad. La mección de Poincaré puede ser un plano, anillo, cilindro, toro, etc. La 
forma de esta sección depende del tipo de. coordenadas definidas en· el hamiltoniano original. Si 
tomarnos variables de ángulo y acción, podemos escoger una sección que sea igual a un cilindro o 
a un anillo, ya que las variables conjugadas están definidas sobre 5 1 ; 

Consideremos un sistema ha.miltoniano no degenera.do y seleccionemos como sección de Poinca.ré 
un anillo. Así obtenemos una aplicación sobre este anillo de tipo twist. La característica de estas 

. aplicaciones es, que la frecuencia de giro alrededor del anillo es una {unción que crece (resp. decrece) 
rnon6notonamente con respecto a la coordenada radial. Esto significa que una linea radial sobre 
el anillo se aplica en una linea convexa (ver figura 4). La propiedad de twist está estrechamente 
ligada a la variación de la frecuencia al cambio de la energía (u otra. integral primera). El número 
promedio de vueltas que realiza un punto en el anillo, al iterar la aplicación, lo llamamos número 
de rotación y su valor varia con el radio. 

Las aplicaciones tipo twist aon comunes en los sistemas harniltonianos no degenerados (via una 
sección de Poincaré) de t ! y 2 gradoH de libertad. En ellas es factible estudiar las condiciones de 
estabilidad del flujo, o el comportamiento caótico del mismo. 

Para determinar la estabilidad en las aplicaciones twist, debemos estudiar Jos valores de los 
parámetros asociados a la aplicación para los cuales existen conjuntos invariantes .. Estos conjuntos 
deben ser conexos y tales que rodeen el anillo, de tal forma que separen el anillo en dos partes 
anulares, o si se prefiere, que el índice del centro del anillo respecto a dicha curva valga l. Estos 
conjuntos aon curvas cerradas que rodean el anillo, tal que la imagen de dichas curvas a.1 it.crarla.aon 
ell..S mismas. A estas curvas, que no son homótopas a un punto, las llamarnos curvas invariantes 
rotacionales (ó rnas brevemente, IRC). 

Para determinar la estabilidad de una región, debemos encontrar valores de los parámetros del 
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aiaterna para loe cuales existen IRC. Por otro lado, podernos encontrar valores de dichos parámetros 
para ios cuales no existen ninguna IRC, lo cual implica que existen órbitas que conectan regiones 
distantes en la dirección radial. Esto determina el comienzo de un proceso de difusión e inicio de 
la inestabilidád global en el sistema. Por ello, el determinar los valores de los parámetros para loa 
cuales desaparece la última IRC es esencial, puesto que determina. el inicio del caos global en el 
sis terna. 

Al no existir IRC, las órbitas del sistema hamiltoniano pueden desplazarse por toda.la variedad 
iaoenergética. Como consecuencia tenernos que órbitas que están próximas para t = t 0 se alejan 
rápidamente. Esto significa que dicho sistema es sensible a las condiciones iniciales. Este aspecto 
también se refleja en la aplicación en el anillo: La mayoría de puntos periódicos estables desapare­
cen, dando origen a puntos periódicos inestable {fenómeno de bifurcación); as( órbitas vecinas que 
antes se mantenían próximas, ahora se alejan de manera exponencial. 

I.5 Familias de Aplicaciones. 

Para poder estudiar de manera sistemática la estabilidad (ó el inicio del caos) en un sistema de 
11 y 2 grados de libertad, definimos una sección de Poincaré. Esta región la podemos elegir como 
un anillo, siempre y cuando consideremos que el espacio Case, restringido a una energía constante, 
ea compacto. Esto implica la existencia de variables angulares. 

Sobre el anillo definirnos un tipo de aplicación que depende de la. intensidad de la perturbación 
del sistema integra.ble. Definirnos corno parámetro la. intensidad de perturbación. Allí, obtenemos 
una familia. de aplicaciones unipararnétricas. 

Para valores pequeños de la energía ( y del parámetro) esperamos obtener IRC en la aplicación: 
el teórerna KAM a.segura la existencia de toros 2-dirnensionales en el espacio fase (15], cuya inter­
sección con la sección de Poincaré dan origen a las IRC. Las regiones estables, contenidas entre 
doe IRC, representan una estructura similar a la descrita en la sección 3 : las resonancias en dicha 
región presentan una forma geométrica similar a la ecuación de péndulo, la cual se repite a escala 
más pequeña para las resonancias de orden mayor. 

Existe un valor del parámetro de perturbación para el cual la aplicación correspondiente no 
tiene curvas invariantes. El determinar este valor del parámetro permite definir un valor crít.ico 
que indica el inicio del caos en la familia uniparamétrica de aplicaciones, y en el.sistema físico. 

Basándonos en los ejemplos expuestos en la sección 1, y por la discusión hecha en la sección 
a a.obre el modelo del péndulo, resulta adecuado seleccionar a la aplicación st.andard como una 
buena familia unipararnétrica. Est.a farnília es una buena base para est.udiar el entorno de cualquier 
resonancia en todas las aplicaciones tipo twist. Allí podemos afirmar que toda aplicación tipo 
twist se puede aproximar como la unión de varias (o infinitas) aplicaciones st.andard con diferentes 
valores del parárnetro. 

A partir de ahora, nuestro interes se centra en esta familia de aplicaciones. En el capítulo 11 
mostramos propiedades generales de est.a familia. En el capítulo 111 examinamos su estruct.ura 
reaonante para valorea pequeños del parámet.ro, donde introducimos el concepto de forma. normal. 
En el cuarto capítulo hacernos una revisión de diferentes métodos para detectar el rompimiento 
de la última IRC, donde discutimos el método de la obstrucción desarrollado por nosotros. El 
capitulo V está dedicado a estpdiar la dinámica y la estructura de los residuos de las IRC despuea 
del rompimiento. 
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Capítulo Il 

Aplicaciones conservativas en el 

plano tipo Twist. 

II.1 In.troducci6n.. 
Las aplicaciones en el plano son una herramienta común para el estudio de sistemas ((sicos de pocos 
grados de libertad. En el capítulo 1 hemos mostrado que los sistemas ho.rniltonianos de 1! y 2 
grados de libertad pueden ser descritos, dinámicamente, por aplicaciones conservativas en el plano. 
Los ejemplos anteriores muestran que algunas propiedades dinámicas de los flujos hamiltonianos 
- reftejan en propiedades geométricas de las aplicaciones: tal es el caso de la propiedad de twist 
respecto a la estabilidad del sistema. 

En eate capítulo presentarnos diversas propiedades relacionadas con las aplicaciones conser­
vativas de tipo twist. Algunos resultados relativos a este terna fueron presentadoe por Poincaré, 
Birkhofl' y Morse a finales del siglo pasado y principios de éste. Sin embargo, en los últimos 30 
añoe, ae ha dado un gran impulso al estudio de estas aplicaciones, principalmente bajo el punto 
de vista de estabilidad (KAM) y de existencia y unicidad de órbitas periódicas y recurrentes (uti­
lizando técnicas variacionales). Otro esquema que actualmente interesa a muchos investigadores 
ea el fenó1neno de autosimilaridad y técnicas de renormalización, las cuales también pueden ser 
aplicadas al estudio de éste problema, Jo cual es analizado en el capítulo IV. 

Dos puntos de vista son la guía de este capítulo: 

• Laa .propiedades de las órbitas monótonas, que permiten asegurar la existencia de órbitas 
periódicas y cuasiperiódicas. De aquí .obtenemos también propiedades geométricas que son 
útiles para determinar estabilidad e inicio de difusión. Finalmente es posible dar una buena 
clasificación de laa órbitas rnonótonas. 

• Existencia de curvas invariantes debida a la existencia de transforn1aciones que conjugan la 
aplicación original con una rotación tipo twist (KAM). 

Loe resultados de este capítulo son utilizados en los tres siguientes. Mientras que en el tercero 
construimos formas normales para estudiar las resonancias siguiendo técnicas de transformaciones, 
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en el cuarto y quinto utilizamos resultados de monoton(a para determinar de.;.trucción de curvas 
invariantes y localización de conjuntos cantorianos. 

La organización de este capitulo es la siguiente: 

• Definición y propiedades generales de las aplicaciónes twist. 

• Propiedades geométricas y descomposición v(a simetrias. 

• Introducción de métodos variacionales. 

• Existencia de órbit- monótonas. 

•· Teorem- de Birkhofl' sobre existencia de puntoe peri6dicos y forma de I~ lRC. 

• Orbit- minimales periódicas y cuasiperiódic-. 

• Clasificación de órbitas minimales con número· de rotación racional y irracional. 

• Estabilidad. teorema de KAM. 

• Teorema del twist de Moser. 

• Estimaciones tipo KAM para aplicaciones en el plano. 

II.2 Aplicaciones tipo twist. 

Consideremos el cilindro definido como A= 51 x IR = (IR/Z) x IR cuyas coordenadas son :I! = (9, r) 
con I e (0, 1) y re IR • Definirnos la aplicación / : A-+ A como un difeornorfismo que conserva 
la orientación y el area ID/I = 1 . 

Sea la aplicación / , definida corno: 

I' = Il1/(9, r) , r' = Il3/(9, r) , 

donde n, es la proyección sobre la i-esima coordenada. Decimos que. la aplicación / es de tipo 
twiat si se cumple la desigualdad: 

ª'' -¡¡;: ~ le, > o V:I! e A le, e IR • 

Sea la aplicación F: IR x IR-+ IR x IR un difeomorfismo que preserva el area y la orientación: 

z' = Il1F(z, 11) , 11' = Il3F(z, 11) , 

decimos que F es el lift de / si ambas aplicaciónes conjugan con la aplicación de cobertura P(z, 11) = 
(z (rnod 1), 11) , as(: 

/oP=PoF 

Si F es el lift de la aplicación / tipo twist, entonces F también ea twist. De la misma manera, si 
/ea twist, ¡-1 también lo es. Sin embargo / 3 = /o/ no necesariamente lo es [20). 

Tornemos un difcornorfisrno twist F : IR2 -+ IR2 y F e cr con r > 2 , que conserva el area. 
Entonces existe una función h: IR2 -+ IR tal que si (z',11') = F(z,11), - tiene: 

b ( ') Bh(:c, z') _ _, = -b-{-, -') = Bh(z, z') "= - 1 :c,z = az 1' • - - az1 
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B2 h(z:, z:') az: Bz:' = h1 2(z:, z:') ~ Cn < O Cw.eR • 

.A-ta-función Je Jlamamoe runci6n generatrh: [20]. 
Introducimos el concepto de 6rbita: 

• Or6it• tle F : O(z:,v) = {F'(z:,v)I i e Z} . Utilizando la funci6n generatriz, Ja 6rbita queda 
definida eomo: 

O(x) = {:r,;l(z:a+:i.h2(z:.,:r,+1)) = F(z:,;,h1(z:,¡,z:,+1)). i e Z}. 

• Or6it• ez:tendida tle F: O(z:,v) = {R{ o F'(z:,v)li,; e Z}, donde R 1(z:,v) = (z: -1,v) 

• Se.mento de ór6ita de F : O(z:,.. .. ) = {z:,¡ z:, e O{x)..,. :5 i :5 n}. 

El n11mero de rotaci6n es una funci6n que va del espacio de las 6rbitas a Jos reales, Ja cual está 
definida, ai existe , como: 

Za+n•"'' e O(x) VieZ 

Esta funci6n p(x) , si existe el límite, es independiente de i . Cuando tomamos p(x) (rnod 1) , '•te 
ee el ndmero de rotaci6n de /(x) independientemente del lift que se baya escogido. 

Una órbita de F la Jlamam~ peri6dica si para la O(z:, v) , existe p E Z ,q E Z , tales que la 
aplicaci6n R~ o F• : o(..,,v)-+ O(z:,11) ea Ja identidad. Esta 6rbita peri6dica tiene un número de 
rotaci6n p(x) = ~ si x e O(z:, v) . 

Sea Xo un punto peri6dico hiperb6Jico de / de periodo n . Definimos la variedad invariante 
eetable de x como: 

'W"Xo = {x E 5 1 X. R 1 lirn /ª "(x) -+ Xo} , ·--y la variedad inestable - define como: 

.lirn ¡-•n(x)-+ xo} • ·--
Llamarnoe punto homocUnico, Xbom , a loe puntos que pertenecen ~ Ja variedad estable e 

inestable de una órbita peri6dica hiperbólica: 

Xb..;,. E 'W"(f'(xo)) n °Wuxo , i E Z . 

Sea x 1 un punto peri6dico hiperb61ico de periodo na (con ..,. '#. n ) que no pertenece a Ja 6rbita de 
Xo· Llunarno9 punto heteroclínico, Xbet, a los puntos ·que pertenecen a Ja variedad estable ·de· Ja 
órbita hiperb61ica dada por xo y la variedad. inestable de Ja órbita hiperbólica dada por x 1 



II.3 _ Propiedades de sbnetría. 

En -ta -cci6n estudiamoa algunas propiedades dt;' las aplicacionea / ·: 5 1 x R - 51 x IR que 
conservan el area, la orientaci6n ·y que tienen line- de aimetria. 

Supongamos que / - puede expresar como la composición de dos involuciones / = 11 o 10 

~tal que Po =Id y l'f =Id. Observamos que /-1 = lo o/ o lo . Si F ae puede factorizar de la 
manera anterior entonces definimoa las aplicaciones 1¡ con; E Z como l'j = ¡i o lo , las cualea 
tarnbi6n son involuciones, lf = Id . Tomemos el conjunto de todas las transformaciones./" , (¡ 
con 1:,; e Z . Eat- forman un grupo discreto infinito cuyos elementos cumplen: 

/¡ º 1• = 1¡+• , 1¡ º 1,. = /i-• , I¡ º /,. = I¡_,. 

Definimos 6r6ito periótlicA de / : Sea F el lift de / y O(x) una órbita peri6dica de F con 
p(x) = ~ ; por lo tanto P(O(x)) es una órbita peri6dica de / y hereda el número de rotación p(x) 
, O(x) = P(O(x)) con p(x) = ~ . Definimos la linea de eirnetria r i , ; E Z , como el conjunto de 
puntos fijos de la involución I; . 

Se demuestra (21} que la intersección de las lineas de simetría r, . ri . i "' ; es un punto 
peri6dico de / • Su periodo q divide ¡; - il . Las lineas de simetría r, ae aplican en otras lineas: 

¡•r,. = r2<1+• y r.r. = r:3c_,. . 
Las 6rbit- periódicas de/ pertenecen a alguna linea de simetría [4,22}. 

Las aplicaciones / conservativas y tipo twiat, que aon una perturbación de un twist de la forma: 

/ : I' = I + r' r' = r + g(9) 

con g E Cr r > 2 peri6dica y g(-1) = -g(9) , ae pueden descomponer en dos involuciones: 

I1 : .. = -1 + r , r' = r 

lo : .. = -1 , r' = r + g(9) 
En particular, ai g(9) = -'5: ain(2K9) obtenemos la aplicación standard. 

II.4 Acci6n y 6rbitas. 
Con la fun~i6n generatriz h ea posible definir un principio variacional para las aplicaciones F tipo 
twiat, donde las 6rbitaa -tán relacionad- con extremales de cierto funcional. Por medio de dicho 
funcional podemos mostrar la existencia de órbitas con cualquier número de rotaci6n. 

Definirnos un e•tado x como una aucesi6n bi-inlinita {z, E IR 1 i E Z} . El •egn&ento x,..,. está 
definido como {z, e IR l m ~ ·¡ ~ n ; rn, n, i E Z} . Entonces, dada la función generatriz h de F 
, definirnos la funcional de acción W .,.,. sobre el -gmento x.,.,. como: 

n-1 

w ..... cx ..... > =E hC""•·""•+1> 
•=tn 

Decimos que el -gmento x,..,. tiene una acción c•tacionaria si W .,.., tiene un valor estacionario 
en x.,.,. para t.oda variación del segmento x,..,. , manteniendo fijos z.,. y z,. 

BW.,.,.(x.,. .. )=O V rn<i<n 
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Aa(, un estado x es estacionario si todas sus subsecuencias son segmentos estacionarios. 
Sea O(x) una órbita de F . Entonces el segmento x... .. = {.oc0 1 ""• e O(x) , na :;; i :;; n} 

tiene acción eatacionaria. De igual manera, si el segmento Xsnn tiene acci6n estacionaria, entonces 
pertenece a una órbita: segmento x ... ,. E O(x) {20] . 

Definimos un conjunto de e•todo• periódieo• • Xp,q , como el conjunto de estados -que cumplen 
1- siguientes condiciones de periodicidad: X 1.,9 = {x) .oc .. +., = .oc,, +p , Vn e Z} . Para x e~Xp,• ,-­
X - :xo •• -1 identifica Xp,• con IR" • Además, el funcional W p/9 (.oco, ... , z.,_1 ) = ~!-:;;.~ h(.oc .. , .oc,.+1) 
ea una función de XP·• -+ IR .· A z:o lo podernos elegir entre O:;; z:0 :;; 1 (dado que F conmuta 
con P ). Por lo tanto, estadoe estacionarios de W ~/• corresponden a órbitas periódicas de F con 
ndmero de rotación p(x) = ~ . 

Ahora introducimoe definiciones de estados no periódicos. Un estado estacionario u es recur­
rente si para todo E> O y le e Z existe (na,n) e Z 2 \(0,0) tal que: 

y 

Decimos que una órbita ea cuasiperiódica si pertenece a un estado estacionario recurrente y tiene 
corno ndrnero de rotación un valor irracional. Corno ejemplo de órbita cuasiperiódica podemos 
citar a toda órbita que pertenece a un IRC con número de rotación irracional. 

II.5 Conjunto~ :monótonos. 

Dentro del conjunto de estados estacionarios de F destacamos los conjuntos monótonos. Las 
-·-órbitas en el cilind,.g, que provienen (de la proyección) de un conjunto monótono, se aptican.b,.jo 

/ de forma similar a una rotación: las sucesivas imágenes de un punto de la órbita aparecen en el 
mismo orden que una rotación, cuyo 4ngulo de desplazamiento es igual al número de rotación de 
la órbita. 

Sea un homeomorfismo F : IR2 -+ IR2 de tipo twist, el cual es el lift de. / : 5 1 x IR - 51 x IR 
• Decirnos que el conjunto M , invariante ante F y R 1 , es monótono si la proyección Il1 )M es 
inyectiva y Vx,x' E Me IR2 'tenemos Il1 (x) < TI1 (x') ~ TI1(F(x)) < Il1(F(x')) [23,24]. Por lo 
tanto, ei Mes monótono, V x,x' ,n E Z , TI1(x) < TI1 (x') ~ TI1(F"(x)) < Il1(F"(x')). 

Un estado estacionario u es monótono si V r, •• p, q E Z se cumplen las siguientes condiciones: 

u.+r=u.+p ~ u.+1 + r = u.,+1 + p • 

u. +.r <u• +p ~ u.+1 + r < u•+1 +p 

La clausura de un conjunto monótono M del difeomorfismo F (tipo twist) es un conjunto 
monótono [20) . Para todo conjunto monótono/ y considerando la aplicación h : TI1 (M) -+ TI1(M) 
(con h = TI1 o Fo n¡-1 ) , existe un borneornorfismo f1 : S 1 -- 5 1 tal que si z: E TI1(M) entonces 
gª(z) coincide con h .. (z) para todo n E Z [24]. 

Sea u(n) una sucesión de conjuntos monótonos, con n E M . El" límite de esta sucesión de 
conjuntos monótonos lim .. -co u(n) = u es también un conjunto mon6tono. 

A continuación mostrarnos que todo conjunto monótono tiene asociado un número de rotación. 
Este número coincide con el número de rotaci6n del homeomorfísmo f1 : 5 1 -+ 5 1 definido en el 
p4rrafo anterior. 

El estado u es un conjunto monótono ~ 3 un número p tal que: 
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• Para pe R\Oy para todo rn, n y l: e Z se cumple: 

• Para p e Q y para todo l: E Z ae cumple una de estas tres propoeiciones: 

o VmeZ ne IN tal que np= m . U..+• -u• =rn 

o VmeZ . ne IN tal que np=m . u11.+•-u• >m 

o VmeZ . ne IN tal que np= rn . Un+• - U• <m 

A p = p(u) le llamarn011 número de rotación, y coincide con la anterior definición (20] Los estad09 
monóton09 están acotados por dos rectas: ai :z:, E M y M ea conjunto monótono, entonces 3 p 
tal que (np] < :z:,. - zo < (np) + 1 (donde [ ] ea la parte entera de un real) para todo n e Z . La 
&gura 1 muestra corno M está acotado por dos rectas. 

Sabemoe que .el límite de estados monótonos - monótono. Entonces, sobre el límite de sus 
númerOll de rotación tenemoa estos resultados: Si u(n) ea una sucesión de estados estacionari09 
monótonos, tal que u(n) - u • entonces lirn..-... p(u(n)) existe y - igual a p(u) . Por otro lado, 
si u(n) ea una sucesión de eatadoa monótonos tal que lim,,_00 p(u(n)) - p' , entonces existe un 
estado monótono u tal que p(u) = p' (20) • 

Con· -toa reaultad011 podemos asegurar la existencia de -tadoa monótonos con número de 
rotación irracional si existe una aecuenéia de estados monótonos cuyo números de rotación converge 
a eate número irracional (o racional). Por tal rnotivo es irnportante estudiar la estructura de las 
órbitaa periódicas en las aplicaciones en el cilindro. Esto lo hacemos en la siguiente sección. 

II.6 Algunos teore:nias de Birkho:ff. 
En la sección anterior indicamos que ea necesario conocer la -tructura de las órbitas periódicas 
monótonas para poder demostrar la exiatencia de las órbitas recurrentes. Sobre la existencia y 
distribución de órbitas periódicas, Poincaré conjeturó que las aplicaciones tipo twist tienen todas 
las órbitas periódicas cuyo número de rotación racional pertenece a ºun intervalo de rotación. 
Birkboff demostró este teorema en 1913 y se conoce como el teorema geométrico [25]: 

Teorema 1 ( Geom~trlco) Sea / 11na oplicoción 9ue con•er110 el orea en. e1· cilindro 5 1 x R JI 
e• tipo twüt. Entonce• poro todo p/q e Q (p 11 q coprinao•) / tiene, genéricamente, ol meno• do• 

· 6r6it•• periódico• del tipo (p, 9) , uno Aiper6ólica JI otro elíptica 

Este teorema también ea v'1ido ai / está definido 110bre un anillo que determina un intervalo 
de rotación [26) . Por lo tanto, en una aplicación F tipo twiat conservativa, .si tenemos dos 
órbitas periódicas monótonas con número de rotación p 1 y p 3 , existen órbitas periódicas elípticas 
e hiperbólicas con número de rotación Vp e (pi,113Jno (genéricamente). Sin embargo,·éato no 
asegura que dichas órbitas sean monótonas. Sobre la existencia de órbitas monótonas y periódicas 
tratamos en las siguientes secciones. 

Otro teorema importante de Birkhoff está dedicado a la forrna de las IRC. Las IRC son conjun­
tos monótonos. Birkhoff prueba que 1- curvas invariantes son gráficas de funciones tipo Lipacbit:ir: 
[6,27): 
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Teor~.2 .Sea I: 5 1 X IR-.51 X IR"" difeornorfitJrno C1 . Supnn9a.motJ que I preaerva el arca, 
orientación, aplico loa 6ordea del cilindro en ai rniarno• !/ es t1n twitJt. Sea U e 51 x IR "" abierto 
tol ''"~/(U)= U ,_U ea /aorn.eomórfico o S 1 x IR!/ 5 1 x (-oo,o] e U e 5 1 x (-oo,b) pora algún 
• < 6 a,6 e-IR • Entonce• la. frontera. de U en 5 1 x IR etJ la grtlfi.ca de uno /t1nci6n tipo Lipschit11 
p : 5 1 _. IR , ¿ato ea 0 - U = {(z,,..(:a:)) 1 z E 5 1 } • 

-Por lo tanto, toda IRC es la gráfica de una función t-ipo Lipschitz. Este resultado también se 
aplica a cualquier conjunto Inonótono M : si (zo,110) , (zi.111) E M entonces 3L e IR finito tal 
que lllD -1111 S Lizo - z1I [20]. 

Hemos visto resultados que demuestran la existencia de órbitas periódicas de cualquier número 
de rotM:ión dentro de cierto intervalo. Sin embargo , falta mostrar que dichas órbitas también 
90n monótonas, para as( poder encontrar sucesiones de órbitas periódicas monótonas tales que au 
número de rotación converja a cualquier irracional. Asi asegurarnos la existencia de éstas órbitas 
cuasiperiódicas. 

II.'T Orbitas :rn.inirnales. 

Con los teoremas de Birkhofl' expuestos en la. sección anterior, mostramos que existen al menos doa 
órbitas u y v tal que u , v E X.,¡., • Para asegurar.que existen sucesiones de órbitas periódica.a que 
convergen a órbitas recurrentes, debernos mostrar que dicha sucesión está compuesta por órbitas 
minimales y monótonas, puesto que las órbitas recurrentes e invariantes lo son. 

Dedicamos esta sección a mostrar la conexión que existe ·entre estados minimales y mono­
tonia, para cualquier número de rotación. Partiendo de un segmento con extremos fijos (que por 
construcción pertenece a un Xp ) mostramos que existen segmentos rnini~ales. 

Para todo b, c E IR y n>, n E Z con rn. < n-1 , existe un segmento minima.l x = {ze 1 ,... S i S n} 
tal que los extremos son fijos. z,,, = 6 y :i:,. = c . Podemos asegurar la existencia de x minimal ya 
que al fijar loa extremos del segmento, el conjunto de segmentos x , donde W p/q S o con o E IR , 
ea compacto (la acé:ión esta acotada inferiormente por h(z,:z:') ~Cte.+ lz - z'I [201). Debemos 
notar que tales segmentos n1inimales no son necesariamente únicos. 

Supongamos que tenernos dos segmentos u,,,,. y v ..... que minimizan a W ..,,. ( con ,... < n - 1 ) 
y que no coinciden en ambos extremos u,,.# v,,. o u,.# v,. (o ambos); entonces u..,,. y v,,,,. sólo 
se pueden cruzar una vez. Por lo tanto concluimos que dos estados minimales u y v sola.mente se 
pueden cruzar una vez [20]. Esta propiedad ea utilizada para asegurar la monoton(a de los estados. 

II.8 Orbitas mini:rn.ales con p racional. 

Consideremos el caso racional, donde p E Q • A continuación _rnoetramoa que existen, para todo 
p e Q , estados rninimales y monótonos. Estas órbitas. son de tres tipos: periódicas, asintóticas 
beteroclinicas y asintóticas homoclinicas. 

Sea F : R 2 _. IR2 el lift de una aplicación conservativa en el cilindro. Entonces, pa.ra todo 
~ e O (con I' y q no necesariamente coprimos ), existe un estado u E Xp,q el cual es un minimo 
global de W p/q en X 1 •• 9 • 

Los estados rninimales aon monótonos por la siguiente proposición: Si u E Xp,., ea un estado 
que minimiza a W p/q , entonces u ea un estado monótono. Est.a proposición es cierta porque los 
estados minimales sólo se pueden cruzar una vez (20] . Podemos concluir entonces, usando los 
resultados anteriores, que si u minimiza a WP/• entonces e• un estado rninimal, es decir, cada 
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-grn111nto de u .minimiza a W i•/v . Debemos notar que estos Cl!ltados minimalcs corresponden ·a ·las. 
6rbi~ hiperb61icas a que hace oumci6n el teorema geométrico de Poincaré ( las 6rbitas elípticas 
corr-ponden a loa estados nainirna:r. : extrernale9 que son puntos silla de W P/v ). 

Para dar una clasificaci6n de las 6rbitas minimales con p e Q, definirnos los siguientes conjuntos: 

• MinP/V = {estados rninirnales con pe!} , 

• Mp/• = {estados minirnales peri6dicos (6 recurrentes) con pe!} 1 '~ 

• M;,. = { -tadoa minimales avanzados con pe!} , 

• Mrl• = { -tados minimales retardados con p e : } , 

donde avanzado quiere decir que para todo n e Z , si u e Minp/v , ent.on~ u,,+• - p - u,. > O 
(retardado se define en forma similar, pero con u,.+• - p - u,, <O) . 

Estados adyacentes 110n aquellos estados v- , v+ E M,.¡4 tale9 que v;; < v;!" para todo n e Z 
" no existe ningún otro estado v e Mp¡4 tal que v;; < v., < v,;t . 

Entonces, se puede mostrar que todo estado minimal u con p = ! ea: peri6dico o uint6tico 
(a otroa estadoe minimales periódicos düerent- sin-+ ±oo ). De esta manera podernos hacer la 
siguiente clasificaci6n .abre loa -tados minirnales [24) : 

i. Estados lp/• , estados minimales u e M 1.¡4 peri6dicos. 

1 
l 
j 

ü. Estados 2p¡4 , estados minimales u E M:¡., y u E M¡;¡., , asint6ticos a un estado minima.1 
peri6dico con p.=.~ • Corresponden a órbitas que pertenecen a la variedad estable y inestable 
de un punto periódico en el cilindro (puntos homoclínicos). · \ 

iü. Estados 3,.¡4 , estados minimales u E M:¡
4 

y u e Mp.¡.,• . Son doblemente asint6ticos Í 
a los estadoa minimales peri6dicos con p' = ~ y p = E • Si p = p' , entonces son 6rbitas 
homoclínicas de la 6rbita periódica, en caso contrario, co"rresponden a órbitas que pertenecen 
a la variedad invariante estable e inestable de dos puntos peri6dicos diferentes en el cilindro 
(puntos heteroclínicoa). 

Asf teneDlOll el siguiente resultado [24): Sea f : S 1 x IR -+ 5 1 x IR una aplicaci6n que conserva 
la medida y es de tipo twist. Para todo p = p/q en el intervalo de rotaci6n: existe al menos dos 
estadoe mon6tonos u e M 1.¡., y v e M;1., (siendo M;1., los estados minimax de W p/q ) tal que son 
invariantes ante f y forman un conjunto cerrado. Además, siempre hay una órbita del tipo 2,.¡., o 
una 6rbita del tipo 3,.¡. o todo un circulo consistente de órbitas del tipo 1,.¡., . Este resultado lo 
podemos considerar como una extensi6n del teorema geométrico, porque asegura la. existencia de 
6rbitas peri6dicas monótonas. . 

Cabe destacar también que si tenemos dos estados v- , v+ e Mp¡4 y ademú existe un estado 
u e Minp¡4 tal que v;; < u,. < v,;t con ri E Z y u asint6tico a v+ si n -+ oo y a v- si n _. -co 
(o viceversa), entonces los estados v- y v+ son adyacentes [13). 

II.9 Orbitas minhnales con. p irracional. 
Ahora nos ocupa.remos de las órbitas cuyo número de rotación es irracional, mostramos su exis­
&encia " clasificación • Para lograr este objetivo debernos t.ornar en cuenta que todo racional tiene 
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a.ociado al menos dos órbitas monótonas recurrentes, dando la posibilidad de encontrar sucesiones 
de estados n1inimales monótono• con p racional que converja a un p irracional. 

Sobre estas sucesiones tenemos el siguiente resultado: Para todo p E IR\Q existe un estado 
minimal y monótono con número de rotación p • Para demostrar lo anterior, utilizamos una 
sucesión de estados minirnales monótonos u(n) con p,. = p,./q,. tal que lim,._ao-+ u. Como esta 
.•u_c..,.ión converge, entonces ex.iste u monótono y minimjl} con_número de rotación p • 

Mather obtiene el siguiente resultado sobre estos estados u : Para todo p E IR\O existe un 
conjunto monótono Mp de estados recurrentes y monótonos con número de rotación p r.uya imagen 
en el cilindro, M; es, o un IRC o UD conjunto de Cantor. Más aún, toda órbita en M,': es densa en 
M; . El conjunto M; es minimal ( conjunto invariante que no contiene subconjuntos invariantes). 
Entonces existe una aplicación débilmente ordenada t/> : IR -+ IR tal que t/>(t + 1) = tf>{t) + 1 y que : 

F{c/>{t),ri(t)) = {<f>(t + p), ri(t + p)) 

donde ri(t) = -h1 (t/>(t), t/>(t) + p) . La aplicación t/>(t) no tiene por que ser contínua. 
Si M; ea un conjunto minirnal, recurrente y monótono del tipo cantoriano, entonces tiene 

discontinuidades, las cuales forman agujeros (o gaps). Para analizar estos agujeros, tomemos un 
estado u(IJ),. =u .. + .. - p monótono con P = qp - p. Usando este estado /+(11) = infp>o u{P)0 
y ¡- (6) = aup/l>O u(,S)o . Definirnos: · 

Mt- = {/*(np +o) 1 n E Z y o E IR } 

que es un conjunto de estados monótonos. Es posible mostrar que M; = M: U M;; es un 
conjunto cerrado, monótono e invariante de estados minimales; cada órbita en M; es recurrente y 
densa en Mp . El conjunto A~; puede ser un IRC o un cantoriano. 

Las funciones /±(9) : IR-+ IR son estrictamente crecientes; ¡+ (resp. ¡- ) es continua por la 
isquierda (resp. derecha) y ¡-(O) < ¡+ (9) "19 E IR • Por lo tanto, ¡± tiene un número numerable 
de discontinuidades, donde ¡- < ¡+ . Estas discontinuidades definen los agujeros del cantoriano. 

Existen también estados monótonos minimales u que no pertenecen a Mp . Esto es debido a 
que dichos estados no son recurrentes. De hecho, u está dentro de los agujeros del cantoriano: 

¡- (nw +a) < u..+•-P < ¡+ {nw +o) Vne Z y a E IR. 

Estoe estados son asintóticos a los extremos de los agujeros. 
Lo. estados monótonos minirnales con pe IR\Qlos clasificamos de la siguiente forma [24}: 

i. 1,. ; son órbitas cuya proyección en 5 1 es densa {la proyección ,¡.es biyectiva). La clausura 
de eata órbita ea un IRC con órbitas densas. 

ü. 2,. ; son órbitas recurrentes cuya clausura Mp es un conjunto de Cantor que se proyecta en 
5 1 como un conjunto de Denjoy (conjunto minimal, donde la proyección no ea exhaustiva [7] 
). ".l'Oda órbita en Mp es densa. 

iii. 3,. ; son órbitas errantes donde su o-límite y su w-límite son la clausura de órbitas del 
tipo 2p (extremos de los agujeros de los cantorianos). La proyección de estas órbitas en 5 1 

pertenecen a los intervalos complementarios de los conjunto• de Denjoy. 

Sobre la existencia de este tipo de órbitas, damos el siguiente resultado de Katok (24}: Para todo 
p E IR\Qcontenido en el intervalo de rotación, existe, o un IRC con número de rotació~ p (el cual 
está lleno densamente.por órbitas del tipo lp o por órbitas 2,. y 3,. ), o un conjunto minirnal de 

19 



~antor el cual_._~atá l~eno de órbit- 2,. máa, al menos,. una órbita .del tipo 3,. , donde la unión- de 
ambos conjuntos es monótono. 

Finalmente, podernos. mostrar que dos estados minimales distintos no pueden cruzarse rnáa de 
una sola ve,., y tampoco pueden ser asintóticos en ±oo (si se han cruzado alguna vez). Este se .. j: 
éonoce como el lema fundamental de Aubry {29} , el cual está fuertemente conectado con el modelo 1 

físico de Frenkel-Kontoiova (sección 1.1.4). l 

II.10 · Teorema de KAM • 

En laa seccione• anteriores hemos hablado de las aplicaciones que conservan medida y que dependen 
de un parámetro, el cual representa la intensidad de perturbación del sistema integrable (en 
este caso un twist ). El estudio de sistemas hamiltonianos integrables sometidos a pequeñas 
perturbaciones ha motivado el buscar órbitas del sistema perturbado de tipo cuasiperiódico. Estas 
órbitas , si existen, son aquellas que subsisten del sistema. original. El espacio fase del sistema 
integrable está densamente lleno de órbitas cuasiperiódicas formando una estructura ordenada de 
toros invariantes. -La cuestión es saber que parte de esta estructura permanece al perturbar. Una 
respuesta a dicha pregunta la obtenemos del teorema KAM, el cual se aplica a flujos hamiltonianos 
y también a aplicaciones conservativas. Como consecuencia de este teorema para aplicaciones 
del tipo twist se tiene la existencia de lRC para pequeñas perturbaciones (valores pequeños del 
parálnetro). 

Los sistem- hamiltonianos integrables tienen la propiedad de que todas sus órbitas acotadas 
(en el espacio fase Me IR~N ) son periódicas, cuasiperiódicas o asintóticas (separatrices). Están 
contenid- en variedades de dimensión igual a N topológicamente equivalentes a un toro TN bajo 
cierta hipótesis de compacidad y excluyendo separatrices [15] . Para este caso el hamiltoniano 
Ho sólo depende dinámicamente de N coordenadas ( las 2N variables no son independientes, 
ya que dependen funcionalmente por la constricción de moverse en TN ). Entonces existe una 
transformación canónica que permite escribir al hamiltoniano en términos de N variables (variables 
de acción ) , H 0 (I) . De esta forma 1- ecuaciones de movimiento se expresan como: 

i.· =O , ••. = "'··(!) = BH • 1 N ar, • = •··· • • 
donde_ 1 E IRN , ti e TN • Cada toro invariante queda representado por el vector de frecuencias 
w~) E IRN y cada órbita es densa en el toro (salvo cuando son resonantes: w(I) • l: = O , 1: E 
Z \{O} ). Cada entorno de este toro está densamente lleno de toros invariantes cuyas órbitas 
a<>n densas en loa toros. Supongamos que la frecuencia asociada a los toros no es una función 
constante, es decir, IBw(I)/BII :F O . Como Í = O , tenemos N integrales primeras y como las 
frecuencias no son constantes al variar I , tiene como resultado que el espacio fase está. foliado 
por toros N-dimensionales. Por lo tanto, en los sistemas integrables existen variedades 2N - 1 
dimensionales (de energía constante),.que separan el espacio fase en dos partes invariantes, las 
cuales están estratificadas por toros N -dimensionales. 

Cuando el sistema integrable ea perturbado: H = H 0 (I) + t:H1 (I,9) con t: peq~eño y Hi(I,9) 
periódico en cada una de las variables 9,, !"ntonces la acción deja de ser constante (lo= -BHi/89, 
) y las frecuencias se ven perturbadas: 8 0 = w 0(!) + éJ.111 /éJI, • Como consecuencia, la estruc­
tura de foliación cambia. La desaparición de estos toros conlleva la desaparición de las órbitas 
cuasiperi6dicas. 

Kolgomorov [15} provó que para casi todas las condiciones iniciales, el movimiento se ma.nti~ne 
cuaaiperiódico. Supongamos que el" sistema hamiltoniano integrable es analítico en un dominio 

20 

.. 
t 



complejo del espacio fase M (donde las variables I y tJ las extendemos a una banda en los complejos 
que contiene a Jos reales), y·adernáa que es no degenerado (18w/8I(""' O). Sea w• un vector de 
frecuencias donde w• ·A ~ C /(Al" con A E zN , C > O y q > O , tal que w• = 8Ho/BJ• ; entonces 
para todo le > O existen E > O y una aplicación I = I(0) y 8 = 8(0) que va del toro abstracto 
TN = {8(mod2or)} a M, de tal forma que las frecuencias en este toro abstracto son las mismas 
del no perturbado é. =- w• , y el toro perturbado está suficientemente. cercano al toro original· 
II(e) - r•¡ < le y 19(8) - e¡ <le aiernpre y cuando (H1 {I,8)( <E sobre el t~ro. La medida de Jos 
toros T(w•) que aubsisten a Ja perturbación es positiva, la medida del complemento tiende a cero 
•i l"'H1l-o. 

Se ·demueatra Ja existencia de loa toros invariantes buscando transformaciones superconver­
gentea. Expresarnos a H 1 en aerie de Fourier: 

e;H1 (I,8) = L V,a.e'u .. s • 

AEZ'" 

Tornemos una transformación tal que el nuevo harniltoniano no tenga términos de orden E , para 
lo cual ae escoge la función generatriz de lo. transformación de lo. forma: 

F(r(r>,8) =(J. r(r) + E~.a.(J(r>)e'A·B 
con A E zN . Estas transformaciones convergen de igual forma que el método de Newton (36) 
aiernpre y cuando ae tenga un control de los pequeños denominadores: 

4i - •V.a. 
.a. - A •w(I(r>) 

Corno r(r) cambia por cada tranaforrnación, es imposible saber si A ·w(I(rl) es pequeño para todas 
las transformaciones, y así saber si converge. 

Para evitar Jos pequeños denominadores, Kolgomorov propone fijar w = w• e ir variando Ja 
condición inicial l en cada transformación. Esto solamente es posible si el harniltoniano en no 
degenerado. En caso contrario, cuando se tiene una condición de resonancia w • A = O, el sistema 
podria no salir de Ja resonancia, provocando cambios significativos en I (este fenómeno de alta in­
eatabilidad se conoce como phase locking). El segundo paso es acotar Jos denominadores pequeños 
determinando las zonas •peligrosas" de resonancias para asegurar Ja convergencia. Finalmente 
ae debe cuantificar el volumen de las regiones no peligroeas, la cual depende de la amplitud de 
oscilación de laa resonancias. 

El movimiento fuera de Jos toros invariantes no está acotado por dichos toros para N > 2 , 
puesto que TN no tiene codimension 1 en IR2 N-i (N > 2) • Estas órbitas pueden difundirse por 
las variedades isoenergéticas. Pueden existir órbitas que pasen arbi<rariamente cerca de dos toros 
distintos. Esta difusión de órbitas ae conoce corno difusión de Arnold (15,30) pero generalmente 
ea muy lenta cuando la perturbación es· pequeña. 

11.11 Teorema del Twist. 

En el campo de Jos difeornorfisrnos del cilindro que conservan area, es posible definir un teorema 
tipo KAM, el cual nos asegura Ja existencia de IRC. Moser [26] mostró que una aplicación twist 
sometida a una pequeña perturbación conserva parte de la estructura original, es decir, existen 
IRC que provienen de la foliación inicial del cilindro por círculos cuyo número de rotación depende 
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de la coordenada radial. Los IRC con· número de rotación racional desaparecen para casi toda per­
turbación del twist. En cambio, aquellos con número de rotación irracional que es mal aproximable 
por racionales, subsisten como curvas cerradas invariantes ante pequeñas perturbaciones. 

Para asegurar la existencia de IRC, 11e debe pedir que la perturbación cumpla ciertas propiedades 
de regularidad. Por ejemplo, si la perturbación no es diferenciable en algún punto del cilindro, no 
pueden existir IRC (55] • Takens dio un contraejemplo en el caso C1 (54) y posteriormente .Herrnan 
para el caso cs-or • '1 > o [7) . 

Moser en 1962 presentó una primera demostración del teorema KAM referido a aplicaciones 
del cilindro tipo twist [31]. 

Tomemos un anillo sobre el cilindro definido por las cotas sobre la dirección radial O < a < r < 11 
7 definamos una aplicación twist en ese anillo: 

I = I + a(r) • r = r , 

El anillo está foliado por círculos invariantes con número de rotación a(r) • Ahora tornemos una 
perturbación 90bre el twist /(9,r) y 11(6,r); donde la aplicación queda escrita corno: 

I = I + a(r) + /(9,r) , r = r + 11(9,r) 

con / y 11 periódicas en (J y suponemos que todo círculo cercano a r = Cte. y que coincide con la 
gráfica de una función r = '(9) = '(9+2K) (con ''(9) pequeño) cumple que su imagen intersecta a 
la curva original. Esto cumple obviamente si se toman / y g tales que la aplicación sea conservativa. 

Introducimos la norma sobre la •-esirna derivada; si h(9,r) es una función con derivadas con­
tinu- basta orden •, definirnos: 

con 0'1 + 0'2 ~•y para todo (tJ,r) definido sobre el dominio. 

Teorema 3 ( del Twlst) Para fi > O " un entero • ~ 1 , lo. aplicación twist, perturllo.da por / 
11 , tiene •na curva invariante cerrada 9 = 9' + p(O') , r = ro + 9(6') donde p JI 9 •on /unciones 
peri.Sdica• 11 9ue •aiis/acen IPI• + 191• < fi , donde laacemo• la.. •i11uientes supo•icione•: 

i. Tocio. curva cerrada cereana a un e{rculo •e autointersecta. 

ii. 6 - a~ 1 11 e0 1 ~ ª:~rl ~ co con Co > 1 • 

iii. Se constru31e- •n real positivo 6o ·= 60 (1:,•,co) 11 •n entero 1 = l(•) que cleterrninan el ntímero 
tle tlerivad ... continuas ele / 11 g 11 taml>ién su norma: 

l/lo + 11110 < 6o l/I• + 11111 + lal, < co 

L• aplicaci.Sn inducida aollrc la c"rva invariante e• #• = 9' + a(ro) . 

De ese teorema debernos hacer los siguientes comentarios: Existe un gran número de c(rculos 
inYariantes, identificados por el número de rotación a(r0 ) = p , para cualquier P definida en 
a(a) + " < p < a(6) - " y mal aproxirnable por racionales: lnp - nil ~ 1:11-3

/
2 para todo n E IN y 

naEZ. 
Consideremos a(r) = r y • = 1 . La idea de la demostración se basa en tratar de aproximar 

la aplicación perturbada a la de un twist por medio de transformaciones de coordenadaa. Estas 
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transform...,innet1 están definidas oobre·un anillo más esuecho que el original y en donde la apli­
cación transformada .1'1 se aproxima más al twist .1'00 sobre este nuevo anillo de lo que lo estaba la 
aplicación original .To : Si l.1'o - .1'.,.,I < 6o entonces l.1'1 - .1'ool < 6/J = 6i donde 11 = Zl1 1 .1'0 U1 con 
U1 la transformación y k > 1 , 6 < 1 • También el número de rotación de la nueva aplicación 
.1'1 -tá definido en un intervalo más estrecho que contiene a p (námero de rotación de la curva 
invariante para la que tratamoe de demostrar la existencia). · 

El procedüniento anterior se puede repetir , de tal manera que si .1' .. es la n-esima aplicación 
transformada, tenemos que: .1',. = Zl;; 1 .1'n-1Zln, 1.1',. - .1'ool < 6,. con 6,. = 6!-1 ; IU .. -ldj < 1/N,. 
con N,. E R+ y N,. = N!_1 ; el anillo así definido ea más estrecho; 9(n) es la nueva coordenada y 
Ir('") -pi< 1/M,., con M,, = M!-1 • 

En el límite, el anillo transformado se colapsa en la curva invariante cuyo número de rotación 
e• p • Ea decir, ai .1',. = 8;;1 .1' .. -18 .. , con B .. = Zl1Zl2 ... Un , entonces lim,,- 00 ;; .. - .1'00 , 

lim..-oo lr(n) - PI - O y lim .. - 00 IU .. -· ldl - O. Así, la transformación B .. , escrita como: 

I = 9(n) + Pn(B(n), r<"l) r = r(n) +'In (9(n), rl"l) , 

converge a una transformación 9 = •<00> + p 00 (9C00l) , r = r(ao) + 9.,.,(0(oo),) , que ea la que 
define la gráfica de la curva invariante con r(oo) = p • Las funciones p., , 'In están acotadas por 
la relación IPnl + l'lnl < E;!=1 1/N., , así que para un No suficientemente grande IPoor+ l'laol < < 
• Para probar la existencia de las transformaciones anteriores y su propiedades, Moser introduce 
un -gundo teorema: 

Teorema 4 Seo. la. a.plico.ción •o6re el a.nillo: 

l=9+r+/(O,r), f'=r+sr(O,r), a~r~6, (11.1) 

••e autointer•ecta curva.a cerra.do.• eereon .. o. r = Cte. , JI 9ue tiene lo.• ··iguientea propiedades: 

i. l/I + lsrl < 6- en Ir - PI < 7J= . 
ii. IN- /11 + IM- srl1 ~ N:.•+1 + M:.·· , eon 0"1 + ... , = 1 donde M- , N- "6_ .., refieren .. lo• 

••r4naetro• de lo (n - 1)-aimo. trana/orma.eión, JI o-1 ,..-2 e 111 .. 

E•tonee• pa.ro. una. 6o •ufi.eientenaente pequeña. ezi•te uno. trana/ornao.eión de eoordeno.daa: 

I = 1<1) + p1(0<1>, r<1l) • r = r(1} + '11(9<1>, r(1l) ' 

•• lr<1>-pl < -J-=--b > -l; JI que ••tia/o.ce IP1li +191 li < .¡¡ en el a.nillo definido por lrUl -pi < -b 
• A•{ la. aplieo.eión (1.") •e trona/orrno. en 

f(l) = g(1) + rC1) + /(1)(911),rC1l) , p(l) = r(1) + sr~(9<1>,rOl) , ·(11.2) 

tlo•tle cumple eon lo.• propiedades dguiente•: 

i. l/i 1 + lsr11 < 6 < 6!:. en Ir - PI < -b . 
a. IN /1 l1 + IMsr111 ~ N.,•+1 + M.,• , 

En la demostración del teorema anterior, el problema de encontrar la transformación se reduce 
a resolver un sistema de ecuaciones en diferenciaa , las cualea implicitamente tienen definida la 
dinámica de la curva invariante. Eate sistema se puede expresar como un sistema de ecuaciones 
bomol6gicaa: 
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91 (f(1) +p,r<1>)- 'ifi(lll1),r(1>) = g(l1(1),r(1)) • 

La aegunda ec'uaci6n tiene solución siempre y cuando la. función g tenga promedio nulo (g] =O 
Entonces, si expresamos en serie de Fourier a g y a 'if1 , obtenemos una solución de la forma.: 

( 8 (1) (1)) _ ~ h,. ,,..,u> 
91 , r - ¿_, e•1cp - 1 e 

... º 
donde h,. 90n loa coeficientes de la serie de Fourier de g y depende de r< 1> 
podemos concluir que, genéricamente, p debe ser irracional mal aproxima.ble 
..,rie en 9 1 no converge por la aparición de denominadores pequeños. 

De esta relación 
De otra forrria la 

Para asegurar la existencia de la solución en el sistema. de ecuaciones homológicas y que sean 
•uficientemente diferencia.bles, / y g deben ser funcione• suaves. Entonces aproximamos / y g con 
(unciones •uavea (vía un operador). Así es posible tener una solución adecuada para 91 y p1 . 

De esta manera, se prueba que existen las transformaciones 9 1 y p 1 suficientemente difercncia­
ble•, permitiendo as( obtener la nueva aplicación (2). Las (unciones / 1 ,g1 resultan ser a.cotada.a 
en la norma 1 11 y se muestra que las cotas nuevas provienen de un resca.lamiento de las anteriores. 

Con este teorema aseguramos la convergencia de las aplicaciones 7,. hacia el twist 700 ya que 
el anillo se estrecha en el Urnite a la curva invariante. As( se demuestra la existencia. de curvaa 
invariantes. 

El teorema del twist se diferencia del teorema de KAM propuesto por Kolgomorov en el sentido 
que no es necesario suponer que la aplicación ea analítica en r y ti ; de hecho solo ea necesario que 
¡y t1 sean de clase e• . Al pedir que la. curva invariante sea la. gráfica de una función de clase c1 

(• = 1 ), conduce a estimar el valor de l en l = 333 . 
Demostraciones posteriores del teorema del twist han permitido dar una mejor estimación del 

valor de l . RüBBmann mejoró la estimaci6n de l a l = 5 . Heunan obtuvo una cota. mejor que la 
anterior al proponer que l > 3 + E (si l = m +E con m entero y O ~ E < 1 , entonces, una función 
I e c ... +. tiene m-esima derivada HOider continua con el exponente de Holder .... E ) • Por otro 
lado , en el caso l = 1 , Taken• prob6 la no existencia de curvas invariantes , y porteriormente 
Herman hizo lo mismo para el caso c3 -• [7]. 

II.12 Las estimaciones del teorema de KAM. 
A partir del teorema. de KAM y máa explícitamente del teorema del twist, es posible estimar las 
condiciones para las cuales un twist perturbado tiene IRC. Herrnan mostró que la perturbación 
debe cumplir algunas propiedades de regularidad, en particular debe M!r de clase c3 +• . Por 
otro lado, Rüsamann obtuvo algunos resultados sobre la magnitud· de la perturbación para la 
cual existen curvas invariantes (fijando las condiciones de regularidad de la (unción)[32] • A 
cont.inua.ción mostramos loa reaultados de Rü...rnann respecto a las estirna.cionea de·la magnitud 
de perturbaci6n. · 

Conaiderernc>9 la aplicaci6n 90bre una banda S en IR2 definida corno: 

F: l=l+r, f'=r+g(illl,r), 

y ti peri6dica., g(B,r) = g(B,r + 1) = g(B + 1,r) • Además, esta función ges tal que la aplicaci6n 
F t.iene la propiedad de autointersección, lo cual se cumple si f 0

1 g(B) d9 = O • 
El resultado principal de Rüssmann lo expresa.moa en el siguiente teorema. (32]: 
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Teoi-ema & Sea F •no aplicación tle elo•e C• eon p > 2r + 1 fl definida de lts naiama /arma que­
arrila. Tonaemoa un ntinaero p que •ati•/oee lo •iguiente propiedod: lkp - ll ~ -r/k~ parts todo 
1: E IN • I E Z • r ~ 1 JI O < -r < 'lmin(l, l:ZS A •) eon A• el one/ao del onillo. Parts todo 
attnacro p ezüte una curvo continua K : R - S 9ue ea inf!eetiva f1 periódica tal 9ue la aplicaeiór& 
F eoanauto eor& •no rotación CUJIO º"SI"'º e• p : F • K = K • R,. • "º" R,. : e fJ. r) ...... e 9 + p, r) • 
tlontle : 

aientlo r 
tlatle•: 

aup br(z)I ~ 3~ C712> .. Cr(r: 1»2 
•EIR' o 

re a >•· e a >•· e >r < vc1 - 11> e 1 > .. < -, >2 ... :.':!!i-• iii . ar l1 :a: - 3600(3C1 + C2) 288 r(r + 1) ' 
.eR' 

lo /•neiór& SIº"'"'ª 1t q , Co , C1 1t C2 núnaero• 9ue •atia/oeen loa ai11uiente• deaigual-

O< 9 < min (" ;2:.; 1 
Iog2 , 10-2 4-.. ) 

O< Co :$ 11 , O < C1 $ 17 y O< C2 $ 125 

Podemos observar de este resultado, que la existencia de la curva invariante K , con número de 
rotación p , está en función de la magnitud y regularidad de la funci.ón SI y de las propiedades 
diofántic- del número p • 

Para mostrar eate resultado, ae utiliza una sucesión de funciones holornorfaa SI : ct2 - C2 que 
están próximas a 11 en loa reales: 

aup l11-11.f:!>C1 aup l(~)"•-(~)••11(z)f·6• 
aelR"' l•al+l•ol-• éJ9 ar 

se IR' 

aup fSl.f ~ Co sup ISll y 
•EB sER~ 

aup 111. - 11.•r :$ C2 aup re! ... >·· . e: >"•11(:1:)1. s• 
•E.B l•al+I•~•-• uP ur 

sEIR' 
y E= {(9,r) 1 9,r E et y Itn(9) < 6 , hn(r) < 6}. · 

Con esta familia de funciones ae construye una auceaión de aplicaciones de et2 - et2 

A.: ~ = P+ z+<o , fl = 1t+ Eo
1 11(z,w+ <Íf). 

con :a:,1f e et y <o = <o(-r) . Cada elemento de la familia está identificado por una 6,. = (~)2 , 

1: E R . A.. eatá definido aobre un entorno de C2 
: 

D• = {(r•,••) f r•,•• E et , lm(r1o) < 2-• , lm(•1o) :$ 2-•6o} 

La idea conaiate en encontrar aplicaciones holomorfas H• : D,,, - D;. cercanas a un twist y que 
conmu\en con Aa. via el siguiente diagrama: 

z.ro. 
D,. --+ E• 
1 1 

n. 1 1 ""• J. J. 
D•· ct2 

z. 
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donde: 
O • { :e = P + e+ <1sV 

.. • t;=lf 

•UP IH1s(z) - 01sl ~ 2-•< .. + 1l(a-19<06o) • 
•E.011 

Aclemú IMI encuentra una función W., : D•+i - D., bolomorfa que transforma w. : H1s+i -+ H• 
, W• : Z1s+1 - z., y W• : A1s+1 - A., . 

Ento11>ce8 8Í k - oo , la familia de tran•formacion- w., forman una composición de funciones 
bolornorfsa que pertniten conmutar A1s con una rotación con ángulo p , y ademú Aa. C= A1s) 
-tá suficientemente cercana a la aplicación F en R 2 sobre una banda estrecha. En dicha banda 
F conmuta con una rotación de ángulo p , es decir Fo Z...,(r) = Z...,(p + d con r el parámetro 
sobre la curva invariante. 

Para determinar la existencia del diagrama de conmutación, Rüssmann utiliza un método 
inductivo. Suponiendo que para un valor de A: existe dicho diagrama, entonces se construye el 
de A:+ 1 . Para lograr este propósito, Z1s+1 debe ur una transformación que conjuge A1s+1 con 
H•+i • Recordando que esta última aplicación está cercana a una rotación, entonces u obtiene las 
condiciones para construir Z•+1 • Estss condiciones son un sistema de dos ecuaciones bomol6gicaa 

u(p + s, v) - u(z, lf) = <v(z, v) + /(:z:, lv) 

v(p +e, 11) - v(z, v) = sr(s, lv) - fo1 
sr(:z:, lv) de 

con• y H•+1....: º•+1 .= (/,sr) . 
Para que la segunda ecuación tenga solución única, u debe cumplir que p tenga la siguiente 

propiedad: lkp - ll ~ ..,k-r para todo A: e IN , I e·z, y O<..,< 1/2 , r > 1. 
Eeta condición.sobre el número de rotación p evita la aparición.de denominadores pequeños en 

la -rie que ea solución de la ecuación homológica. 
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Capítulo 111 

Formas normales en la aplicación 

standard. 

111.1 Introducción. 

En los capítulos 1 y 11 hemos estudiado la estructura del entorno de un punto fijo elíptico. Esta 
eatructura aufre una metamoñosis al cambiar de un sistema integrable a uno perturbado. J,a 
eatructura de foliación de círculos concéntricos se transforma en algo en apariencia complicado. 
Corno vimos en la secci6n 1.3 -ta estructura ae repite infinitas veces a escalas rnás pequeñas. Es 
lo que llarnabamos cadenas de péndulos que circundan los infinitos puntos elípticos. 

Si esta estructura recurrente es bastante complicada, aún podernos agregar mayor conÍplejidad. 
al fen6rneno: 1- aeparatrices de los puntos hiperbólicos no tienen porqué coincidir. Sin embargo 
deben tener puntos de intersecci6n (por conaervación de area). Genéricamente la.. .. separatrices se 
cortan transversalmente ( los vectores tangentes a las separatrices forman un ángulo diferente a cero 
en el punto de intersecci6n). Además, si existe un punto de intersecci6n transversal, han de existir 

. infinitos de estos puntos, los cuales llamarnos hornoclínicos ( si pertenecen a la variedad estable e 
inestable del mismo punto o, en general, de la misma órbita) o heteroclínicoa (si las variedades 
pertenecen a distintos puntos) (15,26,16] • Esto da corno consecuencia que las separatrices (o 
variedades invariantes) aean curvas en el plano de longitud infinita que se van plegando sobre ellas 
miarnaa, formando una trama complicada (33] . Todos los puntos periódicos hiperbólicos monótonos 
que pertenecen a una regi6n de inestabilidad de Birkhoff (regi6n conexa que no contiene ninguna 
IRC (7] ) satisfacen que la variedad estable de uno de estos puntos tiene intcrsecci6n transversal 
( genéricamente (16] ) con todas las variedades inestablea de los demás puntos (7] ; lo simétrico 
aucede con la inestable. 

Ea aorprendente la rnetarnorfosis del aisterna integrable al ser perturbado, porque para casi 
cualquier amplitud de perturbación, diferente de cero, se obtiene la estructura antes mencionada. 
Dicha estructura es, a primera vista, completamente diferente a la foliaci6n de círculos invariantes. 
Eete cambio 1 "brusco• en apariencia, lo podernos entender como un cambio continuo y "suave". 
La forma de hacerlo es comparar a diferentes escalas las diferencias entre la aplicaci6n perturbada 
y la integrable. El método utilizado se conoce como forma• normale• , el cual fué introducido 
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por Birkhoft' [6]. La idea del método de las formas normales ea buscar traneformaciones·que 
snodifiquen la aplicaci6n perturbada en otra que sea similar de la aplicaci6n integrable (hasta 
cierto orden). Utilizando el parámetro de perturbación E y eligiendo un entorno adecuado del 
dom_inio, transformamos la aplica,ci6n en otra que difiera de la integrable en orden E (usando 
una norma adecuada y dentro del dominio escogido); con la. siguiente transformaci6n , difiere a 
orden .:2 ; así auceaivarnente hasta. que la aplicaci6n transformada sea igual a la integrable en 
el dominio seleccionado. No siempre existen estas transformaciones. Cuando éstas no pueden 
hallarse, decimos que existe una resonancia asociada. a la n-ésima tranaformaci6n que intentamos 
realizar. En general dichas transformaciones no existen pero si ea útil obtener la forma normal 
h-ta cierto orden. 

Loa métodos de formas normales los aborda.moa en este capitulo: 

• Primero, revisarnos la teoría de formas normales alrededor de un punto elíptico. Dicha teoría 
la llamamos local puesto que se aplica solo en el entorno de un punto fijo. 

• En la eegunda parte, desarrollamos una teoría de formas normales no locolr:11 para entender 
la estructura de un entorno del cilindro. Este entorno es difeomorfo a un anillo alrededor 
del cilindro. Decirnos que es una teoría no local porque la variable angular está definida. en 
t.odo 5 1 a través de todas las tranformaciones. Con esta formulación podemos entender la 
eatructura de las resonancias en la aplicación standard, en la sección 4 y 5 desarrollamos 
1- formas normales para esta aplicaci6n. Como indicamos en la sección 1.3 , el modelo del 
péndulo es apropiado para entender y modelizar los fen6mcnos no lineales. Tanto en el caso 
de la teoría local como la global, las cadenas de péndulos en el entorno de un punto elíptico 
(o del cilindro). modelizan las resonancias en primera de aproximaci6n. 

• En la secci6n 6 calculamos explícitamente las tranformaciones de las formas normales para 
resonancias de orden bajo, comparando los resultados con cálculos numéricos. 

• En la eecci6n 7 examinamos la composición de transformaciones cuando el número de rotación 
de la resonancia converge a un número de rotaci6n irracional. 

III.2 Formas normales locales. 

Tomemos las aplicaciones que aon difeomorfismos del plano en el plano y que conservan el area. 
Loa puntos fijos de estas aplicaciones pueden ser elípticoH o hiperb6licos (y en casos no genéricos, 
parabólicos). En el caso elíptico • los valores propios >. son complejos no reales, por lo tanto la 
parte lineal de la aplicaci6n en el entorno del punto elíptico es equivalente a una rotación y el 
ángulo de la rotación es igual al argumento de >. • · 

Birkhoff estudió la estabilidad de los puntos elípticos cuando se incluye la parte no lineal de la 
_aplicación [6] . Por medio de transformaciones adecuadas , cambia la aplicación original en otra 
que es igual a un twist trivial más un residuo. Sea la aplicación F : IR2 

- R 2 
• Introducimos las 

variables complejas z = z + iy y • = z - iy . De esta manera, la aplicación queda escrita • en el 
entorno del punto elíptico, como la parte lineal más una parte no lineal: 

•' = Az + g(z, •) • 

donde g : C - C y no tiene parte lineal ni constante. Así Birkboff introduce el aiguiente teorema 
(26]: 
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Teorema Ill.1 Seo r = Az + g(z, 11) unft oplieoeión quc coneervo el creo, vtle cloac e• 11 l 2:'" ; Si 
poro olg.tn entero 9 en el intervalo 3 $ 9 $ l + 1 tenernoa que A• -# 1 para· 1 ~ le $ 9 , entonce• 
csúte unca trcan/ormoeión canónica reol de ("",SI) a ((,'1) tal que la nuevo trone/ormoción 9uedo 
c•erito eonao: 

,• = A(e00.<c.f) + h(,, f) 

tlontle ' = ( + i'I " ... (,, f) ea un polinomio real en 1'12 de grado • 

0 .c,,n = a11,12 + ... + a.1,12
• • 

con•= (9/2} - 1 (•ientlo [or} lo porte enterca de a )11 h(,, f) uno /uneión tal que •on nula• eu• q - 1 
<lerivoda• parca '= f =O , donde el punto el/ptieo eatá en la• coordenada• (0,0) • 

Si suponemos que kl < e: , entonces la aplicación que se obtiene es igual a un twist hasta orden 
~-:&. Llamamos a la aplicación,,= A'e' 0 (c.f) la forrna normal de orden 9. 

Sobre la -tabUidad del punto elíptico, Moser propone el siguiente teorema [26}: 

Teorema ID.2 Con•iderondo lo• Aipót·e•i• del teorema anterior 11 ai el polinomio a.(,,f) no e• 
idlntican'&ente ecro, entonce• el punto elíptico e• eato61e. 

La demostración - reduce a mostrar que la forma normal es un twist perturbado por la funci6n 
h(,,f) . Entonces utilizando el teorema del twist (sección 11.11) se demuestra la existencia de 
curvas invariantes alrededor del anillo definido por e: < l'I < 2e: « 1. 

La estructura en el entorno del punto elíptico ha sido estudiada en detalle por Zehnder [16] 
• Utilizando la formas normales locales, determina la forma de la aplicación F'I con 9 E IN . De 
.acuerdo al teorema geométrico (aección 11.6) , F" tiene 2q puntos fijos, donde q son hiperbólicos . 
y 9 elípticos. La aplicación F" puede ser transformada a un twist perturbado, donde la forma 
de las variedades invariantes de los puntos hiperbólicos son iguales a una cadena de separatrices 
de 9 péndulos (en primera aproximación). Zehnder demuestra que el conjunto de difeomorfismos 
que dan origen_& puntos homoclínicos entre las variedades invariantes es residual (i.e. intcrsec;ción 
numerable de conjuntos abiertos y densos). 

El resultado obtenido por Zehnder, puede ser aplicado a los puntos elípticos que se obtienen 
de las resonancias en las f'ormas normales. En forma genérica, podemos decir: Cada resonancia 
puede rnodelizarse como una cadena de péndulos; cada péndulo tiene intersección transversal entre 
las aeparatrices; en el interior de las separatrices, cerca de los puntos elípticos, se repite a escala 
menor el esquema anterior. 

III.3 Formas normales no locales. 

En esta sección introducinios la noción de las formas normales no locales. La característica prin· 
cipal de estas formas normales es que se calculan en el entorno a una curva homot.ópicament.e no 
trivial a un punto, a diferencia de las f'ormas locales que se calculan en el entorno de un punto. 

Primero analizarnos un twist integrable en el cilindro, donde buscamos transformaciones tales 
que localmente (en un anillo alrededor del cilindro) la aplicación difiera poco de la identidad. 
Posteriormante aplicarnos estas ideas a un twist perturbado. En este caso no es posible aproximar 
la aplicación a la identidad tanto como se quiera. La existencia de re11<>nancias impide encontrar un 
número arbitrario de transformaciones. De esta manera obtenemos formas normales que llamamos 
quasiresonantes. 
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Consideremos el cilindro A = 5 1 x R y el dirr.nmorfismo / : A --> A conservativo y que ea 
un twist trivial. Sabemos que el cilindro está foliado por círculos invariantes, cada uno caracteri­
sado por un número de rotaci6n (secci6n 11.10). Nuestro objetivo ea comparar la dinámica de la 
aplicaci6n en un anillo (o banda alrededor del cilindro) respecto L.una rotaci6n. 

· 'Tomemos el anillo definido por Ao = 5 1 x (a1, a:a] donde Ao e A y a 1 < a:a •son reaÍes. El 
twiat / lo escribimos como: 

Sean p = ~ un número de rotaci6n, con p E Z , n E IN y (p, n) = 1 • Definimos el anillo 
Ao = 5 1 x TP - "• p + t<] • Tomemos la aplicaci6n n-ésima del twist, /" , y hagamos la siguiente 
tranaformaci6n • 1 : r = ~ + t<(1 • El difeomorfiarno que obtenernos - /l" 

• = • + cn(1 , (1 = (1 

donde ( 1 E (-1, 1] . Vemos que /!" está definida en A 1 = 5 1 x (-1, 1] . Comparando /!" con 
la identidad Jd en A1 utilizando la norma 11 llAs (donde 11/llA = SUPxeA IU1(/(x))I + IIl:r(/(x))I 
), t.enemoe la siguiente cota: 11/l" - JdllAs :s; "" • Esta transformaci6n 4'1 no ea can6nica porque 
hemoa escalado la variable radial, aunque /l" continua conservando el area. En el anillo A 1 , /l" 
difiere de la indentidad por O(c) , por lo tanto /1 difiere de una rotación R,.¡ .. por O(c). · 

La siguiente tranaformaci6n ~ : (1 = c(:;r , reescala la banda 5 1 x (-t<,c] e A1 en el anillo 
A:r = 5 1 x (-1, 1] donde (:a E (-1, 1] . La tranaformaci6n /l" queda transformada como /!l 

•= •+c2n(:r , (:a= (:a 

De -ta manera 11/!l - IdllAo :s; nc2 , por lo tanto 11/:r - Rp/n llAo - O (c2) 
Continuando con este proceso de reescalamiento, tenemos que después de .... - 1 tro.nsforma­

cionea, la aplicaci6n obtenida /:;._ 1 , definida sobre A ... -1 , puede ser rescalada a/;:. sobre el anillo 
A .... Así 11/::. - IdllA- :s; ne"' con "' E 111 • Eat- transformaciones de reescalarniento las podemos 
interpretar corno aquellas transformaciones que conjugan la aplicaci6n /::. con la identidad hasta 
orden c ... + 1 : 

111::. o • ... +1 - 4>,,,+1 o ldllA-+s - O(c"'+1) • 

De forma análoga tenemos que /,,. es conjugada a una rotaci6n Rp/n en el anillo A ... +1 hasta orden 
.,-+1: 

11/.,, o 4>,..+1 - 4>,..+1 o Rp¡nllA-+a - 0(c""+1) · 

La cornposici6n de na transformaciones,¡. ... = 4>,,. o 4>, .. _ 1 o··· o 4>1 - un diCeornorfisrno que. 
conjuga a / en una banda de ancho c ... centrada en r = ~ con una rotaci6n R 1,¡ .. hasta orden 
O(t<"') . Si p,n--> oo y :;. -+ p E IR entonces el ancho·de la banda converge a cero. Así el círculo 
invariante con número de rotación p ea conjugado con la rotación R,. . 

El método que utilizamos es similar al método para demostrar el teorema del twist. En ambos 
caaos, se busca conjugar la aplicación con una rotaci6n en bandas alrededor del cilindro cuyo ancho 
converge a cero. 

Llamarnos /arma normal de orden na de /" , a la aplicaci6n /::., , que es conjugada a una 
rotaci6n R,.¡,. hasta orden O(t<"') 

A continuaci6n , definimos la formas normales para aplicaciones en el cilindro que son un twist 
perturbado. Sea / : A -+ A una aplicaci6n twist más una perturbaci6n de amplitud e : 

• = • + r , r = r + ""(") , 
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. ___ donde g(I) - una funci6n analítica y peri6dica. Como g es Analítica, podemos representar· a·/".· 
corno serie de potencias de e : 

rCx) = Id +E e' Sa{x) con zeA y s,:A-.IR2 • 

•=1 
'romemos una transformación •1 en una banda que contenga a r = ~ y que 11ea de ancho 2c y cuya 
imagen be.jo •1 ea Al = 5 1 x [ -1, 1]. Buscamos que la transformación • 1 : r = h 1 ( 8) + e ( 1 sea tal 
que elimine los términos de orden e de la aplicaci6n /r = •11 o ¡no • 1 • Aa( /r lo representamoa 
como: 

/r(x) =Id+ Ec'S!(x) con x e A 1 y s:: A 1 -. IR2 • 

•=2 
Podemos ver que /r difiere de la identidad basta orden c2 , 11/I' - ldllA, - 0(E2) . Así obtenemoa 
la transformaci6n 4>1 que conjuga a /" con la identidad hasta orden "'2 : 

11/n ° 4>11 - •11 o ldllA, - 0(E2) . 

De igual forma • 1 conjuga a / con una rotaci6n R,.¡ .. hasta orden E2 

11/ º 4iol 1 
- 4.>1 1 o R,.¡ .. llA, - O(c2

) • 

Siguiendo este procedimiento podemos intentar encontrar una transformación 4>,.. : (,..-1 = 
la,..+ e(,,& tal que elimine los términos de orden ..... - 1 de /:;._ 1 , dando como resultado que /::,_1 
ea conjugada a la identidad basta orden ..... en una banda A,.. . Si /::. = 4>;;.1 o /:;._ 1 o 4>,.. y 
111::. - IdllA- - O(E"') , entonces 111::.-1 o tt>;;.1 - 4>;;.1 o IdllA- - O(E"'). Por lo tanto, /,..-1 ea 
conjugada a la rotaci6n Rp¡ .. hasta orden E"' y 11/.,._1 o4>;;.1 - tt>;;.1 o Rp¡ .. llA- - O( ..... ). 

Definamos tf>,.. = 4.>.,. o • ... -1o···o4>1 ; entonces /" es conjuga.da con la identidad basta orden 
e,.. en A,.. por medio de la transformación tf>,.. : 11/ .. o tf>;;.1 - tf>;;.1 o IdllA- - O(E"'), y por lo tanto 
/ea conjugada a R,.¡ .. basta orden"'"' en A.,.: 11/ o tf>;;.1 - tf>;;.1 o Rp¡ .. llA- - O(E"'). Llamamos a 
/::,. la forma normal de orden ,.,. . · 

Este procedimiento no lo podemos continuar para toda ,.,. _..,. oo . Por ejemplo, para la aplica­
cion atandard con g(8) = ~ •in(2:1r8) , existe un valor de ""= [1i] (con [a] la parte entera de o ) 
para el cual no está definida la transformación 4>,.. (sección 5) . Esto significa que la dinámica en el 
anillo A,., no es conjugada a una rotación a orden ...... La razón de que no exista la transformación 
•,.. ea debida a la presencia de resonancias cuya amplitud en la dirección radial es precisamente 
de orden e"' • Como hemos apuntado antes, la dinámica de una resonancia es similar a la de un 
p6ndulo por lo cual no puede ser conjuga.da a una rotación. A la aplicaci6n ¡:;. le llamamos forma 
normal cuaairesonante, la cual tiene términos de orden "'"' que NO ea posible eliminar. Debemos 
mencionar que /,.. es conjugada a una rotación sólo para un número discreto de puntos. Dichos 
puntos corresponden a órbitas monótonaa con número de rotación ~ , y según la clasificación de 

· Katok (sección Il.8 ) , las órbitas pertenecen al tipo I,.¡,. . Dichas órbitas ·corresponden & n puntos 
peri6dicos de tipo elíptico, y n de tipo biperb6lico (genéricamente). 

El método de formas normales y formas normales cuasiresonantes es similar a la teoría de las 
formaa normales en el entorno de una curva elíptica (34] . Este procedimiento consiste en buscar 
tranformaciones que identifiquen en forma adecuada las frontera de bandas o anillos en el entorno .. 
de un cilindro. Si esta identificación es posible , se puede definir una aplicación que en las fronteras 
llC comporte como un twist. Entonces la banda está foliada por curvas invariantes. Cuando no es 
posible lograr esta identificación, significa que no ea posible expresar a la curva invariante como 
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la grüca de una. funci6n que depende del ángulo en .,eta banda; ee deben tomar .2n copiae de la 
banda, identificadas de forma adecuada, para poder expresar la curva invariante como la gráfica 
de una funci6n. Eata curva invariante corresponde a lae eeparatrices de los puntos hiperbólicos. 

Con la ayuda de las formas normalee no localee podemoe comprender la dinárnica del entorno 
de un anillo de una rnanera clara. Las formas resonantes destaéan la dinámica importante en el 
entorno de un número de rotación racional. Estas formas nos amplifican a la escala adecuada 
dicha dinámica, la cual es eimilar a una cadena de péndulos (sección 5) • 

En las eiguientee eeccionee de eate capítulo mostraremos cómo se construyen las formas nor­
ma.lee no localee en la aplicación atandard. Primero construimos la aplicaci6n ¡n para todo 
n É IN de forma explicita. A continuación, mostrarnos que es posible encontrar lae transform- · 
cionee •- haeta rn = (n/2] . Estudiamos la forma resonante que reeulta de la última trans­
formaci6n; más concretaniente, calculanios las separatrices aeociadas y los valores propios de los 
puntos hiperbólicos. Con ejemplos explícitos, comparamos los resultados obtenidos con cálculos 
numfricos. Por último, diecutimos la convergencia de la composición de transformaciones .Pon • 

Ill.4 Cálculo de ¡n en la aplicación standard. 

En -ta eección contruimos la n-feima compoeición de la aplicación etandard. La razón de cal­
cular explícitamente ¡n ea el eetudiar lae transformacionea que cambian ¡n a au forma normal 
cuaeireeonante (para un número de rotación dado). 

La forma de construir ¡n ea inductiva, para cualquier valor de n E IN . Utilizamos el lift de / 
para hacer eeta conetrucción, teniendo en cuenta que ei F ea el lift de / , entonces /"o P = Po Fn 
(eiendo P la proyecci6n,.eobre el cilindro , sección 11.2). 

Deflnlcl6n m.1 El li/t de la aplicación standard eatá definido como F : R 2 - R 2 tal 9ue F: 

f1 = 11 + :. ein(2,..z) 

e=z+f; 
aien4o K E R+ •n parámetro. Eata aplicación la podemos eacril>ir como 11na ec•ación en di/eren­
ei•• finita• tle aeguntlo ordera: 

'"'-+:a= '"'-+1 - z.,. - :. sin(2,..z,..+1) 

Pera aimpliJicar loa tleaarrolloa poatcriorcs, ornitircrnoa e11cri6ir el 21< en la Aplicación standar4, tle 
tal forma 9ue lo tlenotarernoa eorno: 

'"'-+2 = '"'-+1 - ..,_ - Kein(z.,.+1) 

Propoelcl6n m.21 St:a F el li/t tlt: la aplicación atandartl. Entonce• la composición n-érirna de 
le aplicación 9ueda ezpreaada de la •iguiente forma: 

n-2 

Zn+ ... = nz.n+l - (n - 1)z.,. - K EC-1)0 (n - i - l)F,(z,..,z-+1) (JII.1) 

'=º 
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xain [(i::(-1)«+1 u,_1 ) z.,. + (E(-1)1 tl,;-•) :r:.,.+ 1 ] 

•=1 •=1 
ncatlo J,..() l•• /•r&eior&e• de Be••el de orden entero, ., e Z • 

Lema Dl.:S Si o,6,.¡, e R 11 le Z entoneec: 

ain(o+hin(c;!o))= E .J1(6)ain(a+l4") 
t=-oo 

Demoatracl6n lema :S: De laa relaciones de laa funciones de Besael de orden entero, J ... () 
(35}, tenemoa que: 

coa(hin(4")) = Jo(6) + 2 E J 2,.(6) cos(2k 4") 
•=1 -ain(hin(4")) = 2 E .l21o+1 (6) sin((2k + 1)</>) 

•=o 
Utiliaando la •isuiente propiedad: J_,.(6) = (-1),..J,.(6) , tenemos que: 

coa(hin(4>)) = E .12,.(6) cos(2l: t/>) , sin(6 ain(t/>)) = E J,a.+1 (6) sin((2l: + 1)</>) 
•=-oo •=-oo 

Sumando E~-oo J3,.+1(6) cos((2k + 1)</>) E O a cos(6sin(t/>)) y E:"=-oo .121:(6) sin(2l: i/>) = O a 
•in(6sin(t/>)) , podernos reescribir las relaciones anteriores como: . . · 

00 -
coa(hin(<f>)) = E J,.(6) cos(l: </>) , sin(hin(t/>}) = E J,.(6) sin(l: ti>) --- ~--

Por lo tanto: 

ain(a + 611in(t/>)) = sin(o) E J,.(6)cos(l:t/>) + cos(o) f:: J,.(b)sin(A:<f>) , 
•=-oo •=-~ 

ain(a + hin(t/>}) = E J,.(6) sin( o+ le t/>) 
•=-DD 

e 
Demoatracl6n propoalcl6n :Is Haeemos la demostraci6n por inducci6n. Para n = 2 es 

cierto, ya que es la aplicaci6n standard (por definici6n, Fo = ein(z.,.+1 ) ) • Supongamos que la 
proposici6n ea cierta para n , y rnostrare11D011 que ea cierta también para n + 1 . 

Por la aplicaci6n standard, tenemoa que 

z,,.+1=2z ... - z ... -1 - Kain(:r:..,) 

Al aubstituir z,..+1 en (1), obtenernos que z .. + ... - eacribe como: 

ft-2 

z .. + ... = 2nz ... -(n)z,,._1 -nKsin(:r:.,.)-K L(-1)'(n-i+l)Fo(z,..,2:r:,..-z,..-1-Kain(:r:,...)) 
9:=0 
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-decir 
s .. +- = (n + l)z,,. - (n)z,..-1-

-K {n•in(z,..) + EC-l)'(n - i + l)F,¡(z ... ,2z,.. - "'--1 - Kain(z,..))} 
ó=O 

Examinando cada Urmino F, tenemos: 

F,¡(s-,2"' ... - s--1 - lcain(s ... )) = E {n Ji. (ci:c-1)•+1tlr-t)K)} X 

1, ... 1,EZ r=1 •=1 

x ain [(Éc-1>•+1t1,_.) s,,. + (Ec-1)ªt1•-•) (2s,,. - "'--1 - Kain(z,,.))] 
~1 -1 

E {rr Ji. (ci:c-1>t+
1
ur-•>K)} x 

la ••. l111EZ r==1 •=1 

x ain [ (i;c-1)c+1(t + 1)1•-•) s,,. - {~(-1)•t1,-•) (s,,._ 1 + Kain(z.,.))] 

Utilisando el lema 3, la expresión anterior ae reescribe como: 

F,¡(:z,,.,2s.,. - z.,._1 - lcain(s ... )) = 

(111.2)· 

E {ÍI Ji. (<ÉC-1)'+
1
t1 .. -•>K)} { E -J••+• (<E<-1)•-t1.1o+1-·>x) x 

1, ... 1,EZ r=1 •=1 ••+sEZ •=1 

[(
•+1 ) ('+2 ) ] } X ain EC-1)•+1(t) la+1-• s,,.-1 + EC-1)•t1,+2-• s.,. , 
•=1 •=1 

{
•+1 ( .. ) } = - E n J1. <EC-1)'+1tlr-t)K X 

1 •... l111+1EZ r=1 &=1 

[(
•+1 ) ('+2 ) ] X ain Ec-1>•+1t1,_. z ... -1 + EC-1)•u,_. .. ... 
•=-1 •=1 

= -F0+1(z ... -1,s ... ) 
Como F,¡(:r:,.., 2:z.,. - Zna-1 - lcain(z,,.)) = -F•+1(s,..~1,:r:,..), la ecuación (2) queda eacrita de 

la aiguiente forma: 

z .. + ... = (n+ l)z,.. - {n)z,.._1 - K {EC-t)'(n- i+.l)F,;(z.,.-1 1 z,..)} . 
•=o 

Haciendo un cambio de índice• en (3), na - na'+ 1, obtenemos 

Zn+1+ ... • = (n + l)z ... •+1 - (n)z.,.• - K {~(-t)'(n - i + l)F,¡(:z,..,,s.,.•+1)} 

Con lo cual, probamos que el caao n + 1 ea cierto. 
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4 

l 

j 

•-J. 
v..+-= v ... - K E<-t)•G.(:z:.,..v .... K) • 

•-o 
.. -s 

s .. +-=•-+ nv... - K E<-t)•(n - e)G.(s.,.,v .... K) , 
e=O 

4oa4e c.c ...... v .... K) =F.( ..... - v ....... _). 

Dema.tracl6JJ. Propa.lcl6n 4.: De la propoaición 2 tenernoa que: 

--· s .. + ... = ns,..+1 - (n - l)s,.. - K E(-1)"-1(n - e)Fo-s(:z:.,.,s ... +1) 

·~· 
Cunbianclo s,.. por s ... +s -v ... + 1 obtenemos: 

--1 . 
s..+-= n:z:,..+s-(n-1)(s,..+s-v ... +s)-KE(-1)•-1(n-•)F.-s(s ... +1-v ... +i.z ... +1) . (Ill.4) 

•=1 

Como 8abernos que V•+- = Sa+,.. - Sa+--1 , 8Ub8tituimoe (4) para el Caso n Y n - 1 en Vn+ ... 
,-i que obtenemoe: 

.. -1 

v..+ ... = ns.,.+1 - (n - l):z:,.. - K EC-t)•-1(n- •)Fo-1(s.,.+1 - v ... +i.s ... +1) 
•=1 

.. -2 

-(n - l}s ... +1 - (n - 2) ..... - K E<-t)•-1(n - •)F.-1(:1: ... +1 - v ... +i. ...... +1) 
•=1 
.. -1 

v..+ ... = ..... +1 - ...... - K E<-1>·-1F.-1(s ... +1 - v ... +1 ...... +1) 
•~1 

Por lo tanto, •i cambiun- loe (ndic- m + 1 - m' y n- 1 - n' , obtenemoe la •iguiente aplicación: 

donde 

.... -1 

v..•+ ... •= v ... • - K E<-t)"G.(s.,.•,v...•,K) 
•=O 

n•-1 

..... + ... • = s,..• +n'v ... • - K E (-l)"(n' - •)G.(z,.. •• v ... •.K) 
•~o 
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donde lo s 1 • 
o 

El •iguiente paso es escribir la aplicación F" como serie de potencias de K y aerie de Fourier 
en e- y llon . Por lo tanto, los produck>9 de funcione• de Beasel debemos escribirlos corno series 
de potencia de K . 

Propa.lclcSo Ill.5 Para 10 e Z r1i=1.2, ... •" ee ., .. mple: 

{ 

-1 
s1(r) = ~1 

ei r < O • I > O 11 / impar , 
ei r > O , I < O 11 / impar , 

en loe otro• eaeoe. 

Lema DI.O El prod .. eto de n eeriee de poteneiae de z lo podemoe ezpreear como .. no eerie: 

donde 

cona0 =i, a.=O. 

Dem~trac16o lema O: Uaando el r-ultado del producto de dOB aerie• (35) , •e demuestra ·por 
inducci6n el caso n-éaimo. · 

o 

Lema DI. 'I Si I e Z 11 o e R entonee• : 

.J,(a) = s1(a).1111<101> 

eon s definido en lo propoeieión 5. 

Dema.tracl6n lema 'I: Por las propiedades de 1- funciones de Besael de orden entero [35) , •i 
i e 111 u {O} tenemos ·las 8iguient- relacione•: 

.1-,;(a) = (-1)'.J0 (a) 

.Ja•(-a) = .12a{a) 
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.120+1(-o) = -.1:1;+1(0) 

Por Jo tanto, concluimoe que: 

a 
Demoatrac16n propoalclon 5: Por las propiedades de las funciones ele Be1111el de orden entero 

(35) 1 tenernoe que para todo z E C 1 la serie : 

_ (! ) .. - (-iz2)• 
.J.,(•) - 2" ~ l:I r(v + l: + 1) ve Z , 

- conversente, puesto que las funcion- de Be1111el 110n enteras. 
i = 1,2, ••. ,n obtenemos: 

Por lo tanto, •i 1, E Z con 

. _ (! . )'' ~ C-l<•a-1K)2
)• 

.11.(•.-1K)- 2•.-1K f;;',,A:!r(1,+1:+1) • 

Por el lema 7 , e•ta expresi6n la reescribimos como: 

.1 (•· K) = c!K)I'••¡-, I'''' ~ <-iK2)•1aa-112·~·'(·•-1) 1
• •-1 2 -.-t ~ A:I r(ll,I + l: + 1) ' 

Ahora, el producto de funciones de Besael Il7=1 .11,(sa-1K) Jo expre•amos, con la ayuda del lema 
e, de la siguiente forma: 

• (1 )E:., l'•I "" ( K2
)• II J1,(sa-1K) = 2K E --¡- x 

r=l •=O 

(111.5) 

• •a •2 
xEEE 

•a=O a.11=0 •a =O 

La serie en (5) existe porque proviene del producto finito de funciones enteras. 
a 

Propoalcldn lll.8 Lta aplicación F'" p•cflc c•cri6ir•c· eomo •no •cric de potencia• de K 

Demoatracldn Propoalcldn 8: Por la proposición 4, la aplicación F'" ae puede escribir como: 

n-1 

11 .. + ... = """ - K EC-l)"G.(z,,.,Sf.,.,K) , 
•=O 
.. -1 

z,.+"' = Zna + RSf,.. - K EC-l)"(n - •)G.(z_,.,...,K) 
•=O 

La funci6n G. está definida como: 

G.(s ... ,Sf,,.,K) = E. {iI .11. (<ÉC-1)<+1 11r-c)K)} ain(-•.Sf,,. + •.z,,.) 
1 •... t.EZ r=1 •=1 
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donde lo= 1 • •• = E:=1 (-1)•+ 1 t1.-e y •• = E:= 1 (-1)''•-•. 
- Utilisando la propoaición 5, podemoe aubatituir (5) en la ecuación anterior, de tal manera que. 

G. lo reescribimos como: 

• •• •• ••-• • { l•;l2(•1-•-•1>+1r,1. "'(•;) } . 
x E E E··· E I1 •m(-•.v ... +•.z.,.) 
••~º••=º••=º ••-•=ºi=1 (a;-1 - a;)lr(jl;I + a;- 1 - a;+ 1) 

Reagrupando laa potenciaa de K •podemos expresar a G. de la aiguiente manera: -G.(z.,.,Sf.,.,K) = Exro1•>(z.,.,v ... ) 
r=O 

donde 

el conjunto de Indice• A.,.,r eat~ definido como: 

A., •• r s {{la}:=1 •A: 1 11 ···'•E Z, A:~ O, É ll.I +2A: = r} 
•=1 

y la función ,9.(A:, 1) la definimos de eata forma: 

( 1)• • •• •• •·-• • { !•112<••-•-••>+I'•'·~'-'(•;) } 
9.c1: 1) = -- E E E · · · E II - -

• 4 ••=º••=º••=º •·-•=ºi=1 (a;-1 - a;)! r(jl;I + ª1-1 - a;+ 1) 

el alrnbolo r en 9 indica que esta función depende de los índicea li,12, ... ·'· Debernos notar que 
g.(A:,I) E 0)' no depende de z.,.,Sf.,. )' K. 

Finalmente, (6) lo reescribimos como: 

CD R-1 

1' .. + ... = "- - E xr+1 EC-1)•c:(z,..,Sf.,.) (111.7) 
rz=O •=O 

CD a-• 
s.+ ... = s ... +""- - E xr+ 1 EC-l)"(n - •)G:(z ... ,Sf ... ) 

r=O •=O 
[] 

III.S Formas normales en la aplicación standard. 
Eata -cción la dedicamoa a conatruir laa formaa normales de la aplicación standard. A partir de la 
aplicación /• , cuando el valor del parámetro es pequeño, K = ~ < 1 , buscamos transCormaciones 
que elinµnen los términoa de orden rnás bajo en .e • 
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Como indicamos en la eecci6n IIJ.2, las form,... normales se construyen en el entorno de anillos 
que rodean el cilindro. Cuando E < 1 , un anillo está definido por un intervalo de rotación, es. 
decir un entorno de un número de rotaci6n (p - E,p +E] . Con las sucesivas transformaciones, 
el intervalo de rotación donde está definida la nueva aplicaci6n ae estrecha. · La aparición de 
reaonanciaa determina un ancho mínimo del anillo en función de '" . 

Tomemos la aplicación F'" definida en (6). Fijemos el valor del parámetro como K ='" « 1 
y un námero de rotación :; E O. Definimos el anillo Ao = 5 1 x (p1,p2] donde ~ e (p1,p2] y 
~ = min4{i 1 r E Z , cz E IN , i E (p1,1>2]} , es decir, el racional con denominador más pcquoño 
que contiene el intervalo (P1, P2] es :; . 

El valor de E está acotado por el intervalo (p1,p2] al pedir que~±'" E (p1,p2]. De esta manera 
podernoa definir una transformación de A.o a A 1 donde A 1 = 5 1 x (-1, 1] . Dicha transformación 
está definida como un escalamiento en la variable radial: SI -+ !; + Ee1 , donde el E (-1, 1] . 
Nos interesa conocer las propiedades de la aplicaci6n transformada, principalmente el conocer el 
armónico mayor de cada término de la nueva aplicación (por armónico nos r<>fcrimos a una d<> las 
frecuencias involucradas en el desarrollo de Fourier de una función periódica ). 

Para airnplificar la notación, omitiremos el subíndice m en las coordenadas, de tal forma que 
denotaremos a z.,. e y,.. como z e SI respectivamente, y Zn+•n e Sln+on como z e fi respectivamente. 

Propoalcl.Sn ID~9 Seo lo aplicación F'"{z, y) deacrito en (7), lo cual cató definido en el anillo Ao 
• Seo lo tron•/ormoción •1 : SI= :; + '"e1 con el E (-1, 1] . Lo aplicación •11 o F" o 4°!'1 : Al -+ Al 
•e puede e•cri6ir como •11ma de tf!rmino• .. •ersr1(z) , donde g 1(z) e• una /unción periódica c11110 
m4zimo ornaónico, 1 , c11mple 911e u+ 1 < t con •, 1, t E 111 U {O} • 

Demostración proposlcl6n 9; Sea la aplicación F" definida en (7). La nueva aplicación 
•11 o F" o • 1 queda escrita como: 

(ni.a) 

oo n-1 

e="'+ ne!;+ .. e1) - E ,.r+i EC-1)"(n. - •)G!r>cz. ~ + .. ei> 
r=O a=O 

donde ( 1 e (-1, 1] . Loa términoe G!r> (z, ~ + E(1 ) loe desarrollamos como aeries de potencias en 
( 1 en el entorno de ( 1 = O • De esta manera tenemos: 

(111.9) 

donde el conjunto de índices A ••• ,r - define como en· la-proposición 8. Teniendo en cuenta que: . 
ain(-o(!! + E(1) + Pz) = ain(-o!! + Pz) coe(-oE(i) + coa(-o!! + P:r)ain(-o .. e1) , 

n n n 

pode0109 desarrollar cos(-oEe1) y ain(-oE(1 ) alrededor de (1 =O, con lo cual obtenemos: 

• ,. . p ~ (o .. (1)zi p ~ (oo:e1)zi+ 1 

aan(-ar(- + E(1) + p:r) = am(-o- + P:e) ¿_º• ( 2 l)• - coa(-o- + P:e) ¿_Oi+s ( 2 / + l)I 
n n l=O · n •=o 
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"º"'"•l .. /uncionea periódica• ha ... (:1:) 1111•.u(:>:) e•tdn definida• co..,.o: 

•-•+1 
A1 ... (z) = E (ae ... ,.•in(v:1:) + 61 ... ,. caa(v:>:)} 

•=-(•-•+1) 
•-•+1 

•c ... (z} = E (ce.o.,. ain(v :>:) +cit ..... coe(v :>:)} 
·=-(•-•+1) 

(IU.12} 

lo• coeficiente• ........ , 6•,•·• , c 1 .... • 11 cit..... •on eon•tante• reale• 9ue •e o6ticnen en {:1.0} al 
ree•eri6ir: 

11 aa.Uogamente ,,ara el coeeno. 

Propoalcl6n Jll.11 La rn-érima tran•/ormación CJ>.,..: ( ... -1 = s-... (:1:) +c.f.,. definida de A.,._ 1 -

A ... para eliminar lo• término• de orden O(c.,.) en la e:>:prceión de~(:>:, .f.,.- 1 ) 11 donde (:1:, e ... - 1 ) e 
A ... -1 11 (:>:,.f.,.) E A ... ; tran•/orma la al'licación F::._ 1 ca F::. = 4>~1 oF::._ 1 oca>.,. , la cual podemo• 
e•cri6ir como: 

- l~I 
t ... =•+ e ... - E e• E e~oH-.... c ... +1>·<"'> • (IU.13) 

•=-na •=O 

( 
- l~I ) 

~ ="' - "' ... + 1 ne ... + E.:•-- .E e:..e~ ... +1>1<"'> 
C=na l=O 

donde O;+.,.,( ... +l)• (:>:) 11 e~ ... + 1 )1(:1:) •on funcione .. l'eriódic .. definida• como {:1.1!} en el corolario 
:1.0 eu110 mázamo arnaónic:o e• t+na-(na+l)l+l 11 t-(m+l}l+l re•pectivomcnte, 11 (o] rcpreeento 
la parte en~era de a . -

D._trac16n proposición 11: Eat.a demaat.ración la bacernoa por inducci6n. 
Caaona=ls 
Bu11eamos la tran11[ormaci6n 4>3 : A 1 - A:a t.al que elimine loa términos de orden O(c2) en la 

ecuaci6n (11) . Proponemos que 4>:1 : (1 = S-2(:1:) + ce:i • Entonces, por medio de la, t.ransCormaci6n 
4>:1 hacemos la siguiente conjugaci6n Fr = 4>2 1 o Fr o 4':1 donde Ff' es la aplicaci6n (11). As{ Fr 
- expresa de la forma aiguient.e: - . 

e(2 = -'2(~) + !1 = S':1(:1:) + c.f:a - E c1 EC'2(z} + c.f2) .. 1&,, .. (:1:) - S':a(~) , (IJJ.14) 
C=O •=O 

~ = p + :>: - c3 
( n(S":a(z) + c.f2) +~e" ~(S'2(:1:)-+ c.f2)".11c, .. (z)) 

Para eliminar loe t.énninos de orden O(c2) en ~ , la funci6n S'2(z) debe mer igual a ~9o,o(:>:) • Al 
hacer eat.a 11ubst.it.uci6n, ~ la r-Kribirnos as{: 
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donde 
1 

-1 
-1 

1 

•i 
•i 
•i 
•i 

l (rnod4) =O 
l (rnod4) = 1 
l (rnod4) = 2 
l (rnod4) = 3 

De ellta forrna (8) lo podernos ree8Cribir corno: 

- •-1 1 ( )2r 
(1 = (1 - ¿ ... • E<-1)• E <2>D·9.(k,I) X efr•in(-•.!; +•.:a:)CTr+3 (;;)! 

•=O •=-O . ••·•·•·• 

- ft-1 . 1 e )2r+1 
+E..-•E(-1)•(n-•) E (:¡)D•,9.(k,l)(fr+1cos(-•.!;+•.:a:)CTr e;:· 1)1 • 

«=O •=O ......... • + 
donde ::c.= E:.=111 ... 1 . Loa conjunt08 de índice• s ..... r.« 'Y B' •• •.r,« e•tán definidos corno: 

B •••• r.« E {{1,};=1 • k, r 1 11 ... l. E Z, k ~ O,·r ~O, É llwl + 2/c + 2r = t} 
•=1 

B'.,,.,r.• E {{1,};=1, k, r 1 11 .. . l. E Z, k ~O, r ~O, É ll.I + 2/c + 2r + 1 = t} 
•=1 

(111.10) 

En (10), podernos observar que (1 y ill! quedan e8Critos corno una doble serie de potencias en 
(1 y ,.. junto con funciones periódicas en :a: . 

Examinando loa térrnino11 que contienen ..-•e• con t, u e IN u {O} , vernos que el arrnónico 
máxirno de la función periódica involucrada en cada término ea t - u . Esto resulta de la acotación 
de fndic- que encontramos en 108 sumatorios: ::c. + 2k + u = t donde u = 2r o 2r + 1 .. El 
ma\xirno valor de la •urna ::c. - t - u si k = O • La frecuencia de las funciones periódicas son 
·•• =l. -1.-1 +1.-2 - • • • + (-1)• por lo tanto el rnáximo valor de•• es t - u+ 1 para todos· los 
M!rrninOll en (10) y ae alcanza cuando k = O • · 

[] 

Corolario III.10 La aplicaci6n Fr ='= •11 o F .. o •1 tlondc F.. A1 -+ A 1 la jloderno• e:i:prc•ar 
conao: ... . 

t1 = e1 - ¿ ... •E erh .... c'"'> • (111.11) 
&=O •=O 
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·donde o'(= ~( ~ ) . Si reordenarnOll loe •umatorios obtenemos: 

Ahora podemos •ubstituir é2 de Ja ecuaci6n (14), el término S'2(ll!) utilizando (15). Para esto, 
debemos expander en series de potenci .. a C2(ll!) = ~sro.o(z) en el entorno de z : 

1 1 .... • .. 
(, = ;;;•o.o(z) + (2 - e Ee:• ¿h .... (z)EarC110.o(z))"'-1c'e~ 

C=O M::O l=O 

donde g!";J = ;;hfr.sro.o(z)la=.a . Reordenando Jos •umatorios: 

1 oo l~I •+1-1 
t2 = eñ•º·º<z> + e2 - E e:• E ef. E arc.o.oczn•-1 

•=-1 •=• •=• 
(111.16) 

-~•A?JCz) +e: (11!:JCz)n(2 - sr!:J(z)ogg1,o(z)) 

00 lil •-1 
-e:sr!:Jcz> E e:•- 1 E e~ E ar<•o.oCz»•-•sr·-···<z> 

t=2 l=O •=I 

00 ( 00 lil ·-· ). 
+E sr!:Jcz>e:2·-1 ne2 + E <'-1 E e~ E orr<•o.oCz»"-'sr•-1 ... Cz> 

•=2 •=1 1::0 •=• 
Analisando la ecuación obtenida en (15), vemos que el Urmino E~:.'r o;'(go

0
o(z))"-'9•-r ... (z) 

- una íunci6n peri6dica cuyo máximo arm6nico 1 es u - l + t - l - u + 1 = t + 1 - 21 (notemos 
que el m.a. es independiente del índice u ). Así podemos substituir la expresi6n anterior por una 
función peri6dica 8c,21(z) cuyo m.a. e• t - 21+1 . Por lo tanto, ll! queda escrito como: 

(111.17) 

Para analizar la expresión (16), debemos notar que ~go,o(z) - ~sr!?JCz) =O. Del primer grupo 
de •umatorios de (16), vemos que E::;-1 h.+i-1 ... (z)(go,o(z))•-1 lo podemos substituir por una 

•m..a. •o frecuencia mqor: el m.a.. ele la función 1a,.1 - e - ; + 1 con 4 2': i , donde ••.¡ .. tá definida con10 en 
(1:11). 

l ' 

\ 
j 

i 
! 

il 
} 
i: ¡: 
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función p_eriódica 0~+1 •21 (z) ya que el •umatorio anterior tiene un rn.a. indepencllente del índice 
u y que - igual a v + 1 - 21 + 1 . Entonces este primer grupo queda escrito corno: 

- l~I L e• L (~0~+1.21(z) · (111.18) 
•=-1 •=o 

Lo. otroe térrninoe de (16) del tipo tt'"(~/.,(z) (donde /.,(z) es una función periódica con rn.a. igual 
a e + 1 ). verifican la siguiente relación 6 :S [~] y a - 26 + 1 ~ e . Para e•to. notarnos que el 
Wrmino: c(g~~J(z)n(2 - IJ~~J(z)°'81J1,o(z)) lo podemos incluir en (18) para v = 1 El tér';Tlino: 

(
. - ltl ·-· . ). 

-e fJ~~J(z) ~ c•-1 ~(~~ar¡' (sro.o(z))•-•.,•-1 ... (z) 

- l~I 
= Le• L (' ... ñ:"+i.21 (z) , 

•=3 l=O 
verifica la condición anterior,_, que dicha expresión la podemo• incluir en (18); el últirno grupo 
de sumatorios E~2(· • •) , curnple iguabnente la de•igualdade• anteriore•, por lo cual podemos 
incluir este último grupo en (18). 

La aplicación F~ queda escrita como: 

l~I 

t2 = p+ (2 - E e" E (~0:+1.2.C"'> • 

Aai verificamos el caso na = 1 . 
e-o na 1 

•=-1 •-=O 

Seguiremos los mismos pasos que en el CBSO na = 1 . Tomemos la aplicación F::. expresada en 
(13) .. Buscamos entone- la transrormación • ... +1 : ( ... = , ... +1(z) + c(.,.+1 con Cio ... +1 : A.,. -
A-+1 y ( ... + 1 e (-1 0 1) tal qué elimine los términos de orden O(c ... + 1 ) de z(z,(.,.) . La nueva 
aplicación que obtenemos es F::.+ 1 = e>;;.~ 1 o F~ o • ... +1 •la cual la expresarnos de la siguiente· 
forma: 

c( ... +1 = _,_+1(~) +t ... = , ... +1(z) + c(.,.+1 (111.19) 

1~1 
E e• E (,.,.+1(z) + c( ... +1)•0.~ .... ( ... +l)•{z) - , ... +1(~) • 

•=-(-- •=O .., l~I . ). 
~ = p+ z - c ... + 1 n(, ... + 1 (z) + c(,,.+1) +E e•-- 'E (, ... +1(z) + c(,..+1)10::(.,.+1)1(z). 

t:="" l=O 

Para eliminar loe términos de orden c""+ 1 de ~ en (19). debernos pedir que , ... +1(z) = ~e::,o(z) 
• Por lo tanto, la forma de z es: 

~ = p+"' - r+1 ( nc(,,.+i. + •=~1 c"--
1~ 1 

e;:-( ... +i>•<"'> tuo~c"'(:;.+ 1 ce::.0Cz)~1- .. ) 
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con ~ definidos como en el caso na = 1 . Haciendo una reordenaci6n de términos se tiene: 

•=p+z-e: ... +2 

Podemom observar que el m.a. de (e::.0 (z))'-re::-_r,(na+i>r(z) es ., - r(na + 2) + 1 y no depende 
de l • por lo cual aubstitubnoa eatoe términos por una funci6n peri6dica con el mismo ro.a. 

( 

... l;;bl . ) 
• =:.: - r+2 n( ... +1 + E e:•---1 E e:..+1ª~t.!+2>r<z> 

•== .... +1 r=O 
(Jll.20) 

Exaniinaremoa la expreai6n de t ... +1 . El término , ... +1(!!) lo debemos expander en aerie de 
potenci- de z • por lo cual obtenem<>11: 

1 1 ... ·~· • t-+1 = ;qe::,oCz) + ( ... +1 - -;- E .,• E n~ .... ( ... +l)•(z) E arce::.o(z))•-•.,•e!n+1 (UI.21) 
•=-.... •=º . •=o 

- ( .., l~I ),. _.!.~e<•> (z)e:( ... +2)• n.r - ~ e:•---1 ~ ,rr e-+1 
E ~ '"•º 'tn+1 ~ ¿_, ~rn+1 •.(n.+:l)r 

•=o .~ .... +1 r:i=O 

donde e~~0(z) = ñ\¡~e::,oC•>l•=s . 
El primer grupo de aumatorioe los podemoe reducir a: 

l~I 1•-U-... "'t*'I E .,. E e!n+I E 0::'-1+ ... +1,(no+l)•(z)(e::,oCz))•-• 
•=-na-1 l=O •=I 

(111.22) 

donde hemos aubatituido a: 

1 •-!t.ft*' I 
E 0::'-1+ ... +1,(no+l)•(z)(e::,oCz))•-• , 
•=• 

cuyo m.a. es v+(na+1)-l(rn+2)+1, por la función n:~1:n+l).( ... + 2).(z) que tiene el mismo m.a . 
• En {22} observamos que para todo término de la forma E'"(!_n:;-+1 (z) se cumple la aiguiente 
desigualdad: 6 ~ [~) y e ~ a+ (na+ 1) - (na+ 2)6 , ajcndo e:+ 1 el ro.a. de n~+i (z) • 
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Del megundo grupo de sumatoriOR de e ... +1 ten.,rnos: para le =o • ~e~!!?o(:i:) • que sumado al 
primer té~mino de ( ... +1 da cero. Para le= 1 obtenemos los siguientes términos: 

•-+:i {-e~?oCz)e::;::n.oC:z:) + n( ... +1e~?0Cz)) 

( 
- l"Mbl ) -·-+1 ~ ··---1 ~ er e-+1 (:z:) 9(1) (:z:) ,¿_, L.., ~na+1 •,(na+~)r na,O 

•= ... +2 rs::O 

El primer término lo podemos incluir en (22) en e!..+1º:.'+~~ .. +1).( ... +1).(:z:) si V 

coinciden en el m.a. . El sumatorio del -gundo término puede ser escrito como: 

DO l~I 

= E•-+-+1 E (~+1e~1!.+1),( ... +2)rC:i:)e!.!?0Cz) 
•=1 r=O 

'"+ 1 ya que 

Eate Wmino lo podeDlOB insertar en (22) ya que tienen la misma forma si v 2: m + 2 (para un 
mismo orden en ( ... +1 y e: • coinciden en el m.a. de la función periódica. correspondiente). Los 
Wrminoa con le 2: 2 de (21) •tienen la forma: 

En -ta expresión, el sumatorio que está incluido en 1011 paréntesis tiene términos de la forma 
··C.+1.lc(:z:) con 6 ~ l ... ~21 y .. - 6(rn + 2) 2: e e con e+ 1 el m.a. de la función periódica 
.fc(:z:) ). Est- relaciones.., co-rvan si eleval'll<>S a. una potencia. de k el término anterior. Asi 
snismo, el multiplicar por e~~?oCz)e:( ... + 2 >•-1 no modifica esta relación de exponentes con el m.a. 
corr-pondient.e. Por lo tanto, loa términos de este último sumatorio pueden ser incluidos en (22) 
ya que eon compatibles sus relaciones de exponentes de e: y (na+l con respecto al m.a. de la función 
periódica que los multiplica. 

Finalmente, F0:+ 1 lo podemoe escribir •a partir de (20) y (22). haciendo el cambio de índices 
na + 1 - m' • como: 

GD 1:..~r:1 
( .... =p+( .... - E "'. E (:...0:-.; ..... ( ... •+1>•<'"'> 

•=-na• l=O 

( 

oo l;;;i'+.I ) 
~ = p + 20 - ~·+1 

n( ... • +.~.e:•--· ~ ~.e::( ... •+1)r(:z:) 

Con lo cual verificamos que el caso na + 1 ea cierto. 
o 

Comentarlo a la proposlc16n 11 
Cuando obtenemos la aplicación FO: por medio de la transformación • ... o • ... -1 o ... o •1 •la 

coordenada radial en (13) contiene términos cuyo orden en e: va de .-... a e:0 y que no dependen de 
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Finalrnente rnoatra.rnoa que 0~.,.,0 (:z} =: O para 1 $ t < m - 1 . En el primer y tercer 
paao utilizamos el hecho que la aplicaci6n original ea una twiat y por lo tanto las órbitas periódicas. 
monót.onas están bién ordenandas. En el segundo paso, utilizarnos el hecho que F ea una aplicaci6n 
conservativa. 

Primer paao: 
Supongarnoa que para t• ~ o las funcione• periódicas n~ .... oC:z) = o •i -ll'h $ t $ , •• y que 

O~+ .... o{:z} no ea idénticarnente nulo. La aplicación {13) la podemos escribir hasta orden e•' en a 
corno: 

• = • + c''n~+ .... o{z) + O(c1 '+ 1
) (111.24) 

11! = s +,, + c"'+1 (n,. - e:.0 cz}) + 0(<"'+2
) 

Ahora debernos analizar loa puntos fijos de la aplicación (24). Imponiendo que~= z y ~ = :z, la 
aplicación {24) queda reducida a un aiaterna de dos ecuaciones : 

0~+.,.,0{z) +O(<)= o 

na - e:;:,0 (z) + O(c:) =o 
donde hernoa dividido por e•' la primera ecuación y por c"'+1 la segunda. 

{111.25} 

Loa ceros de la ecuación (25), cuando e = O , están determinados por el conjunto de puntos 
{••·•al tal que n~ .... 0 (z0 ) =O y,., - e:;:,0 (:r0}/n =O, con i = 1, ... ,1:. El valor de 1: ea menor 
o igual a dos veces el m.a. de Or.'+,,.,o(:z} • ea decir le $ 2(&' + m + 1) • 

Cuando loa ceros de la ecuación (25) • con e = O • aon airnplca, entonces por el teorema de la 
función implicita podemos asegurar que el aiatema de ecuaciones de (25) tiene 1: ceros si O$ e:< 1 
• Loa ceros de (25) son aimplea • aiempre y cuando el determinante del jacobiano de (25), para 
e:= O y coordenadas (:r,¡,a,¡) ea diíerente de cero: 

o §;;n~+ .... o(:r} 

n 1se:;:,0 (z) 
(•.•)=(•, •• ,) 

Tornemos el caao de tener un cero de rnultiplicidad • $ 1: en la ecuación {25} para e: = O . Podemos 
mostrar que el número de ceros en (25) , para o< e:< 1ea1:. En erecto, aupongamoa que"'' ea 
un cero de multiplicidad • de la primera ecuación. Hacemos el cambio de variable "'f = z - "'' y 
6 = • - e:;:,0 (:r0}/n en (25) . Expandiendo en· aeriea de potencias de "'f • e: y 6 en (25) • obtenemos 
el aiguiente aiaterna de ecuaciones: 

... ...,• + º•+1"'1•+1 + · .. + c:(6o,o + 61,06 + 60,1"'l + • ·-) + O(e-2 ) =O • 

n6 + eo.1"'l + ... + c:(cfo,o + d1,06 + do,1-r + --·} + O(c:2 ) =O • 

(111.26) 

(111.27) 

donde °'•"•·~·,c•d•do.i e IR. 
En la ecuación (26) observamos que..., comienza con la potencia• puesto que (:r,,z,) tienen• 

ceros múltiples, por lo cual: 

v; = 1.2.---.•- 1 
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la variable radial (.n • Estos términos podrían -r idénticamente nulos as( como tod°" Ju,. demáá 
b-ta orden e'" . De esta forma(.,. eólo dependeria de términos de orden igual o mayor que ., ... +1 . 
• Si lo anterior ea posible, entonce• la diferencia entre F,:. - Rp y la identidad es de orden O(<"'+ 1) 
en A ... : 

ll(F~ - Rp) - IdllA- - O(c.,.+1) 

Por lo tanto nos intereaa determinar el número máximo de tranformaciones { ~. )~J.1 tales que F~ 
difiera de la identidad del orden O(c ... + 1) . Esto significa que si ll(F~ - Rp) - ldllA- - 0(<"'+1) 
entoncea llC•;;;.~ 1 o F~ o • ... +1 - R...) - IdllA- - 0(<.,.) . De esta manera verificaríamos que F,:. 
- una forma cu-ireaonante. 

La proposición siguiente nos indica el valor de na para el cual obtenemos Ja forma normal 
cuaairesonante de F,. • La demostración de esta proposición está basada en que F es una aplicación 
tipo twist y por lo tanto debe cumplir todaa 1- propiedades descritaa en el capítulo 11. 

Finalmente debemos nQtar que F~ es un twist en A.., , ya que por (13) tenemos: 

Bllt.,. = ,, ... +1n + O(c ... +2) >o ae ... 
para e auficientemente pequeño. 

si (s, (,,.) e A.., 

Proposición DI.1~ La eplicaci6n FR c• conjugada a la forma nornaal c"a•ireeonante F.: 

s· . { • = • + ,,-t- 10,._1 o(z) + O(c't) , ( ) 
a n •• J>ar: ., =,., +,. + .,'t+l (n • _ ª-t- 1 .o(z)} + O(c-1+2) 111.23 

. . { • = • + c~0 .. -1.o(z) + O(c""f'&) , 
Sa n e• anapar: { ) ....,,... . l!=s+p+<~ nz-e~.0(z) +OC<:-> 

tloratlc (.,. =: • , 171 ,,;,,, i ~¡ n ~. par 11 m = 0 ;1 •i n e• impar. Adcm4• Aemo• definido o 
On-1,o(z) =: 0::"- 1 , 0 (s) 11 e-.o(z) = e:=.0 (z) • El término pcri6tlico n .. -1,o(z) no puede •cr 
elinain•tlo por alguna tran•/ormación del tipo •- : e ... = :-e::.0 cz> + c(,..+1 • 

Demostración propoalcl6n 12: Nuestro objetivo es mostrar que después de m transforma­
ciones, con m < n , la aplicación (13) con na = m - reduce a la aplicación (23). La aplicación 
(13) Ja podemos reescribir como: 

o ... ... 
• = (.,. - E c'o~ .... 0 (z) + - E ,,•..,o~ .... C.,.+i>("") + - Ecªn:'+ .... 0 (z)+ 

•=-• •==1 ·~· 

aa(, demostraremos que los primeros tres aumatorioa de 6 aon idénticamente nulo• y que 0:'-1 ,0 (z) = 
0.~ .... 0 (z) no es nulo. 

La demostración la. hacemos en tres paaoa. En la primera parte mostrarnos que 0~..,,0(z) = O 
si -171 ~ t !S; O • En la segunda parte, comprobamos que o~ .... (.,.+t)(z) =O para 1 ~ t < rñ 
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Tanto (26)_como (27) aon ecuacione• anaHti!' ... en "'/ , e: y 6 • Aplicando el .teorema·dc la funci6n 
impUcita en (27), _vemoa que localmente existe una bola en el espacio ("7,<) tal que 6 = 6(""1,<) ,. 
donde 6(..,,<) ea una funci6n analítica en 6 y e: • 

Corno 6("'J,<) ea analítica, la podemoa expander en serie• de potenciaa de.., y e:, tal que: 

6("7,<) = eo.1"7+ e1.o<+ ••• 

Por otro lado , en la ecuaci6n (26) vemos que..., debe -r del orden 0(€11•) para que se anulen 
todoe loe térrnlnoe. 

Supongamooi ahora que el •iatema (26) , (27) tiene más de • ceroe reales para algún < """ O • 
&to •ignifica que la derivada de orden • de (26) ae debe anular para un "7 intermedio, lo cual es 
un abaurdo porque la derivada de orden a de (26) es ala,.+ O("J,€) . Por lo tanto, el •istema (26) 
y (27) tiene a lo más lt: ceros. Aaí concluimos que (25) tiene a lo más k ceros para e: "#= O • 

Del razonamiento anterior podemos concluir que la aplicaci6n (24) tiene lt: puntos fijos en 
el anillo A- • Considerando que la aplicaci6n (24) es conjugada a F~ en una banda estrecha 
·contenida en Ao , •ignifica que F" tiene en Ao lt: puntos fijos, loa cuales corresponden a una o 
variaa 6rbitaa peri6dicaa de período igual o menor que n del tipo mon6tono. 

Como lt: < 2ña < 2n , entonce• la 6rbita peri6dica debe tener período menor a n ; de otra manera 
deberían exiatir al menoa 2n puntos peri6dicoe de período n . Considerando que el período es menor 
que n y que ea 6rbita mon6tona periódica, llegamos a una contradicci6n, ya que por hip6tesia, en 
el anillo Ao , toda 6rbita periódica mon6tona tiene al menoa período n (por ser F un twiat y por 
lo tanto laa 6rbítaa peri6dicaa mon6tonaa están bien ordenadas, sección 11.5). 

Finalmente, •i ña < n , concluimoa que 0~.,..0 (:i:) :::= O para -ña ~ t ~ O , en caso contrario 
e-moa en la contradicción antes mencionada. 

Segundo paso: 
Dado que ña < n, verificamos que las funciones peri6dicas O:'i,..,0 (:i:) son idénticamente nulas 

•i t ~O. Por lo tanto, la aplicaci6n (13) la reducirnos a: 

00 ·~· • = • - E .. • E ··º~-.. -+1>·<""> • (111.28) 
t=1 •=0 

( 
00 ·~· ) • = p + z - .. -+1 

... + E ... -... E _.ª:":"•-+1>•<""l 
•="" •=o 

La aplicación (28) debe ser conservativa, puesto que F lo e• ( las transCormacione• • ... •olamente 
reeacalan la medida). Por lo tanto, el determinant.e del jacobiano de la aplicaci6n (28) debe·aer·l 
• Calculando el jacobiano: 

... 
= 1- Ee:•n~ .... t.,-+1>(z) + 0(€""+1) 

. •=1 
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-Como el jacobiano debe ... r igual .. 1 para todo valor de :r: y e: • significa que n~ .... ( ... +"i) {z) = o .. 
para t = l,•• • ,t'h. 

Tercer paso 
La aplicación {13) la hemos reducido a: 

.,. U .. "!.-.. 1 
.... = • - EE•nn., .. 0{z) + E E• E a•o:-i .... ( ... +l>•{z) • {Ill.29) 

•=1 •=tn.+1 •=O 

Loa argumentos del primer paso loa podemos repetir en la aplicación (29). As( podemos mostrar 
que 1- funciones 0~.,.,0(:r:) son idénticamente nulas para todo valor de t tal que t + t'h + l < n • 

Como la primera función periódica no nula la tenemos para t + rn + 1 = n , donde t'h < n y 
& < t'h + 1 (para que a orden ~ no tengamos términos de • ), el valor de m queda determina.do 
por n - 2 < 2t'h. El valor. mínimo de mea m = 1i sin~ par y rn = "31 sin es impar. El valor 
de t ea por lo tanto t = ~ si n par y t = 8j..l si n impar. 

Finalmente, podemos escribir a (13), con ni = t'h < n , como la aplicación (23) donde 
n,._1,o(z) ea una función que no es idénticamente nula. 

o 

Nota DI.13 En IG Aplicación {IUI}, lo• término• de orden O(IE't- 1 ) ai n e• par (reapectivamente 
O(e:~) •i n e• impar} en 1l no dependen de • • Por lo tanto, no ezi•te tran11/ormación de l1a 
/ormG (,,. = , ... +1(:r:) + e:(m+1 {donde e- = • ) que elimine· 1011 término• de dicho orden. Esto 
aignifica que IG aplicaci6n {RS} e• una /ormG normal cua•ire•onante de F" ., 

Una vez que hemos obtenido la aplicación (23) , nos interasa mostrar que la función periódica 
On-1,o{z) posee un solo armónico. Este armónico es precisamente el m;a., es decir n • Para 
demoatrar lo anterior t.enemoa el siguiente lema: 

Lema ·DI.1• LG aplieación {1!8} l1a podemo• ezpresar como: 

•· = •• + Et0.,-1,o(z) + O(e:-!+ 1
) 

S = p + Z + Efnz. + 0(E't+I) 

Demoatraclón lema 1•: Proponemos las siguientes tran,.form~ionea: 

• = .!e: 0 (z) + ! ... 
n • e: •in ea par, 

• = .!e: 0 {z) + . ~ ... 
" • y€ 

sin es impar, 

donde rn está definida en el final de la demostración de la proposición 12. 

(111.30) 

Entonces, al substituir la transformación anterior en la ecuación (23). ~se escribe de la siguiente 
forma: 

¡ 
1 
\ 
' ¡ 



Ahora, para n par, •.,. lo expreaunos en términos de "'• , dond.., obto.nernos: 

1 1 1 1 - . 
•-=e•·.+ ;ae:,oC!:) =e••+ ;ae:,oC:i:) + E-t 10 .. -1,o(:i:) + O(E-t+1) 

De~rollando ~e:::,oC:i!) en serie de potenci- de :i: obtenernos que ~e:;:,0(:1!) = .i.e::: 0 (:i:)+ O(E':) 
, con lo cual, •• lo reescribirnos de la aiguiente forma: ,. ' 

•• = •• + €-10,.-1,0(:1:) + 0(E-t+1 ) 

El caso de n impar se obtiene de forma análoga. 

Propoalclón :lll.15 Lo aplieaei4n {80} e• tle la forma: 

•· = •· + E-1Aain(2,..n:i:) + 0(E-t+1 ) 

e= p +:a:+ E-tn "'• + O(E-1+1 ) 

o 

(111.31) 

Demoatracl6n propoalcl6n 15: Busquemos los puntos fijos de la aplicación (30) proyectados 
90bre el cilindro. Buscarnos el conjunto de puntos {(:a:,•)} que cumplan que J: =•y :I! - p = :i:. 
Dividiendo a (30) por E-1 obtenernos el aiguiente aistema de ecuacion-: 

0.,-1,o(:i:) + O(E) =O n•+O(E)=O. (111.32) 

Siguiendo el miarno razonamiento de la proposición 12, ei aiateina (32) debe tener 2n ceros, puesto. 
que el aisterna (30) debe poseer 2n puntos fijos. . 

SupongaJDoe que 0 .. -1,o(:i:) tiene una expanaión en serie de Fourier de la forma: 

n .. -1.0<:1:> = E, ª1 •in(2,.. '<"' - 61)) • 
l=O 

donde 61 ea una faae y a1 E IR que no depende de E • Cuando E - O , F es rnuy próximo a un twist 
integrable, de tal forma que en la banda A,.. , F" debe tener 2n puntos fijos (:i:0 ,a-¡) equiespaciadoe 
entre O y .2,.- (-decir, :1:0 - .,.-.:; cuando E - O con i = 1,· •• ,2n ). Por lo tanto, haciendo un 
córrirniento en :a: ( :a: - :a:+ 6 .. obtenemos que el m.a. de 0..-1.0(:1:) tiende a cero cuando E - O : 

Vi= 1, ... ,2n lim ain(2,.- n :1:0 ) - O . •-o . 
Por lo tanto, ai (:i:9 ,z9 ) son puntos fijos de (30), la •urna de loa. restantes armónicos de 0 .. -1.0 debe 
anularse en dichos puntos cuando E - O : 

Vi= 1, ... ,2n 
•-1 

lim ~ a1 ain(2,.. l(:a: - 6s + 6,.)) - O , •-o¿_, 
l=O 

lo cual es un absurdo porque una función con rn.a. (n - 1) no puede tener 2n ceros. De aqu( 
concluimos que a1 = o para l = 1, .•• , n - 1 • Finalmente, renombrando a., = a , obtenernos la 
aplicación (31). 

a 



P'°opoalcl6n Jll.16 En el anillo A ... =.51 X [-1,1] SI (z,z) E A,,., la• .Wbita• de: la aplicació•• 
{81} e•tán c:ontc:nida•, ha•ta orden 0(1:f+1) , dentro de: la gráfica de: la• 6rbita• tlc: la ecuación· 
tlifc:rc:nc:iol z = -ncl•in(2rnz), donde:"' E 5 1 SI el E IR • 

De: e•ta /orma, la aplic:ac:ión {81} •e: puede interpretar c:omo la aplic:ac:ión a tiempo 1:f del flujo 
Aamiltoniano: 

tloratlc: • e• el momento c:ara6nico. 

Deanoatracl6n propo•lcl6n 16: Tomemos la aplicación (31) proyectada sobre el cilindro: 

•• = •• +t:i'cl•in(2..-n:z:)+ O(cf+1 ) , (Ill.33) 

ll:=:z:+cfnz.+0(1:'1+1). 

Conaideremas el ftujo tiempo t = ci' del hamiltoniano H , el cual escribimos como: 

•(t = ci') = •(t =O)+ cf '!: la=o + O(cf+1 ) , 

s(t = ci') = :z:(t =o)+ cf ~~ la=o + O(cf+1r 

(111.34) 

Si identificamos ~lt=O = cl•in(2rn:z:) y ~l•=O = nz, obtenernos una aplicación similar, basta 
orden 0(1:'1+1 ) , a la aplicación (33). Si \34) lo considerarnos un Rujo bamiltoniano: 

• BH . BH •• ( 2 ) 
s = a. = nz •• =--¡¡-;;:=asan 11"n:Z: 

obtenemoa entoncea el hamiltoniano H , cuya ecuación de movimiento ea: 

¡; = -nclain(2r n z) (111.35) 

o 
Nota.III.1T La ec:uac:i6n tli/crenc:ial {SS} tiene: un retrato /a•e igual a n péndt1lo• •obre: la banda 
A. , tal c:omo •e: mue•tra en la Ji.11ura 1. La •n&1>litt1tl n&ázin&a de la•· •cparatricc• e:•: 

A= .!ya 
n 

Corolario m.18 Rc:•pc:cto al anillo original A , con coordenada• (z,SI) , la am11litt1d de: 111 rezo· 
raanc:ia de la forma normal c:u11rire•onante {81} e:•: 

A.a= <-t...!..~ 
• nr 

Demoatracl6n corolario 18: Sabemos que F.. - ha transformado en (23} par medio de 
th = t (reap. th = n; 1 ) transformaciones ai n ea par (resp. impar ), las cuales reeacalan la 
variable radial en un factor de < cada. una. 

Identifiquemos la amplitud de resonancia de (31) con la máxima amplitud de ias aeparat.ricea 
de la EDO (35). Por lo tanto,. la amplitud de resonancia de la forma normal cuaaireaonant.e (31) 
respecto al anillo Ao ea: 
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donde r = 1 (r-p. r = 2) sin ea par (resp. impar). Como: 

"' - .!: = { t - i(2) 
2 ~ - ~(1) 

=t-1 si.n es par 

ai n es impar 

Finalmente. F .. ae transforma en F;." ba,jo un escalado en la coordenada r.dial de·orden E• como 
2.- V = ~ + E(1 • Obtenemos as{ la amplitud de resonancia corno: 

A.a= E-t...!...v'j¡ .. n.-

o 

111.6 Cálculos explícitos de resonancias de orden bajo. 

En -ta 11eeción mostramoa algunos resultados relativos a la máxima amplitud de resonancia con 
nómero de rotación ~ en la aplicación standard. Utilizando la teoria desarrollada en la sección 
anterior. podemoa estimar dichas arnplitudea para valores den relativamente pequeños, como por 
ejemplo 3 0 • 4 y 6. Estos resultados los compararnos con cálculos seminuméricos, para los cuales 
determinamos la máxima separación de las variedades estable e inestable de un punto periódico 
hiperbólico. Loa resultados coinciden con la precisión esperada. 

Para estimar A-t con ~ = ! , ~ y l¡ , calculamos primeramente la expresión de Fn hasta 
un orden del parámetro K = E igual a O(E .. ) en ambas coordenadas ... Esto implica calcul.ar 
expUcitamente los coeficientes B.(k.l) (definidos en la sección 3) para luego deterininar•las·.r~~-· 
ciones G1r>(z.v) hasta orden r S n y • S n . ·· · · 

A continuación. calculamos las transformaciones que llevan de F.. a la forma cuasiresonante 
F~ (con 9'h = ~ si n es par y t'h = ~ sin es impar). Esta última aplicación tiene la forma 
expresada. en (23), con lo cual podernos calcular directamente el coeficiente de a . Siguiendo el 
corolario 18. podemos determinar la amplitud de resonancia A.a . 

Para verificar las estimaciones obtenidas de A.a a partir de 1,:-(orma cuasiresonante, calculamos 
la múbna distancia entre loa primeros aegmentos'" de la variedades invar"iantes del punto periódico 
hiperbólico con número de rotación ~ •a esta amplitud la denotamoe como A-t (ver figura 2). 

El procedimiento para calcular A-t ea el siguiente: 

i. Calcular la órbita periódica monótona del tipo hiperbólico • cuyo número de rotación es ~ 
• para un valor del parámetro E • Al menos dos de loe puntos de la órbita pertenecen a una 
linea de simetria principal (ver sección 11.3 ). 

ii. Determinar el primer segmento de la variedad invariante. Esto significa que debemos encon­
trar alguna (unción .,(:z:) : IR-+ IR cuya gráfica coincida con la variedad invariante v·== v(-z:) 
• Eata (unción coincide con la primera lengua de la variedad invariante (ver definición en 
-cción JV.3) . Para determinar v(:z:) •utilizamos ei método descrito en la sección JV.4 •con 
el cual se puede calcular .,(z) como un polinomio de z . 

iü. En el entorno del punto eUpt.ico, calculamos la diferencia de .,(:z:) de la variedad estable e 
inestable con lo cual podemos. estimar A-t = max• l"'e•table(z) - "'"••••bae(z)I • 
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Para un número de rotación ~ • calcularnoe A-t para varioe valores de E e {0.11 distribuidos 
losarltrnicamente en el intervalo. Al conjunto de puntos (E,¡,.(A-f),¡) le ajust11.111os una curva de· 
t;ipo ae" con o, 6 e IR los parámetro• de ajuste. . 

Expandiendo il'(:r:) como un polinomio de grado 10, calculamos A.a (E) para números de rotación 
~ = i • -1 y i. La función e,justadade A.a(E) la comparamos con ~.&CE), el resultado lo mostramos 
en la siguiente toabla: • • 

& ºt A.a .6.& .. 
forma cu-iresonante nume9i-ico 

1/3 i ~ ES/2 ... 0.0375132 E3 / 2 0.037538 E1 •6000 

1/4 ..§.. ~ E2 ... 0.0256835 E2 0.025684 E 1 •900<> •• 

1/6 ~ -j;¡ Jrli; ES ... 0.0255548 ES 0.02549 E2 ·°'"ª 

III.'T Composic16n de transformaciones. 

En la -cción 4 mostramos como - obtiene la transformación «o.,. : A.n- 1 --+A ... a partir de la 
aplicación FO: • Con la transformación .P- = •- o •--l o··· o • 1 obtenemos la forma normal 
cu-ireaonante a partir de la aplicación (13). 

Con la transformación .p.,. podemos definir una función tal, que sobre la gráfica de dicha función 
están loa puntos periódicos con número de rotación ~ basta orden O (E-+1) . Como ,P. no modifica 
la coordenada angular z • entonces la (unción antes citada la definirnos como: 

v= •-Cz) 
Cuando n es suficientemente grande, la gráfica de la función v = .P-{:z:) se aproxima a la gráfica 

de la curva invarian_te (si e• que existe) cuyo número de rotación es cercano a f. . Esto sucede 
porque el límite de estados monótonos {:r:},¡ cuyo.número de rotación converge a p •es un estado 
monótono (sección 11.9). 

Ea plausible esperar que el Urnite de .P- • con n --+ oo • :; - p • -• una serie convergente en E 

siempre y cuando exista la IRC con número de rotación p • En cambio, si el U1nite es un.conjunto 
minimal tipo cantoriano, la ... rie .p.,. debe diverger si n ..._. oo . Si suponemos que el cantoriano 
debe -tar contenido en la gráfica de la función ti>- con n ..._. oo • entonces - natural pensar que 
dicha gráfica tenga infinit- discontinuidades, las cuales deben coincidir con los extremos de 1011 

agujeroe del cantoriano. 
Por esta razón resulta interesante estudiar la transformación t/>,¡ y determinar la forma expUcita 

que tiene a partir de los términos de la aplicación inicial Ff' . 

Proposición JII.·19 La &ron•/ornaoción tf>.,. , que conjuga a la aplicación Fn con la formo normal 
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c• .. Írc•onontc F,:. (con fh tlcfinitlo en lo propo•ieión :l.R) u tle lo formo: 

tl-tlc $'r e•t4 tlefinitlo como: 

... -1 

(1 = E Cr$'r+1(z) +e-• 
•=O 

r 1 r... • ] 
$'r = ~-(-ñ)• LEilg .. ,,,.,(z) 

tlontlc el con;•nto tle inclÍce• P.,r •e tlejine como: 

D.,r = { {ao, 6'}:=1 1 (r - 1) ~ ao ~ •• ~ o , ~(ao + &,) = r} 

Demoetracl6n propoalcl6n 19: Eecribimoa Il1F:.+1 como en (20): 

- IMbll~l 
e= s + c-+2 (n(na - E c•---1 E E o~(e:;,0(z))'-re~r,(na+ 1)r(z) 

•=en+l r=O l=r 

Definimos A::;+(:..+2 )(z) como: 

·~) 
A::;'(:..+2 )(z) = E o~(e:;,0(z))'-re:"-r,(on+i)r(z) (111.36) 

l=r 

La transformación que elimina loa términos de orden O(c,,.+2 ) •generada por la función: 

1 

A::tto(s) = E O:,ce::.0 (z))'e::+1.,,,,+iJr(z) 
l=O 

(111.37) 

La función A::;+(:..+2 )(z) la definimos para la forma normal Il1F,:+1 , y -ti. compuesta por fun-
. cion- peri6dicas que pertenecen a Il1F,: . De la misma forma, podemoe escribir A~':;+(l.+21 (z} en 
Wrminoa de l .. funciones periódic- que pertenecen a D 1 F,:_ 1 • Para -to, podemos utilizar (30) 

... como una relación de recurrencia entre los to!irminoa de 1 .. funciones periódic&9 de Il~F:.. y las de· 
Il1F:.•-1 . . . 

Siguiendo con la recurrencia y renombrando las funciones periódic&9 de Il1F,:. como e;:~(z} , 
obtenernos lo siguiente: 

e:::::J.o(z) = f:.a:, ( EoM8!.-1,o(or:))•e:: ..... (s))

1 

X 
l=O ~=O 

l~I 
x E o:-Ce::_1•0 (or:))•-•e::_1,,,..,(z) 

•=• 



Rearreglando 109 t.Srminoe: 

1 

e:tt.oc"'> = E ... ~ce:-1.oc"'n"'e:.-.. c"'>+ 
lc=O 

1 

arA E arlar:,<e:_1,o(zWe: ..... (z)e:_1, ... (z) • 
•=O 

Siguiendo con la recurrencia: 

1 

e:ttoc"'> =E ar:.Ce:=~·ºc"'n'e::;¡!.-1>•<"'>+ 
l=O 

E . ar ar8ce:=t0Cz))'e:::=t( ... -1)1(z)(e:::=~.o(z))''-1 e:::=t( ... -1)1'(z)+ 
1+1•c:2 

1'>12:0 

a~alar8 E ar~arre:::=to(z)e::::-¡!._ 1>1 (z)9::!=~.( ... - 1>1.(z)+ 
1+1•a::::2 

••>•>o 

Continuando con esta recurrencia basta orden rn + 2 , obtenemos as{ la función e:::+J,0 (z) 
escrita en términos de las funciones periódicas de Il1 F .. , las cuales denotamos como g;,,;(z) • La 
lorma que obtenero09 de e:::tlo(z) ea entonces: 

... +l ( 1)· r"li • ] ª=+~.oc"'> = ~ -.. LE!! ........ cz> (111.38) 

Por lo tanto ,,_+2(z) = -!e:::tJ,0 (z) . Cada transformación ~a+l la podemos escribir como 
(, = fe+1(z) + <E•+1 . Tomemos la composición de funciones.¡.,_ , esta transformación puede ser 
escrita de la aiguiente forma: ... 

E1 = E<•-1,,(z) + <"'(,.. • 
•=1 

As{, al aubatituir 1- funcion- s-o(z) por (38) (con rn + 2 = a) obtenemos la forma de .¡...,(z) 
propuesta. 

e 

Nota Ill.20 Con.Sdererno• lo forma c:u••Íreaonante F~ , la c:uol e• con;ugado • F .. vio la tron .. 
/ormoc:ión .¡._ tol fue: 

F .. o.¡. ... = .¡..,.oF~ 
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·Loe ,. .. ,.to• periót!icoe, con número tle rotación -~ ;¡ ee&óoa contr:nitloa en la gr4fica de la /uncióa 
•(z) = E~=-;,1 .. r$"r+1(z) /aa.ta orden oc .. ->. E•ta/anción paet!e calt:ular•e e:r:plicitamente a partir 
tle la ,.ropoait:ión B4 11 de la ecuación (10): 

; par 

; impar 

III.8 Conclusiones. 

L- formas normales no ·locales nos permiten estudiar la aplicación standard de forma sistem,tica. 
Como la f'orma cuasiresonante está asociada a un reescalado diferente, podemos detcrmi:nar las 
interacciones entre 1- resonancias de orden distinto. 

La amplitud de ias resonancias está deteminado por la magnitud del parámetro y el número 
de rotación asociado a la resonancia. La dependencia de ci' en la amplitud es un resultado t.{pico 
de teoría de peturbaciones. En el ca.o de resonancias en el entorno de un punto eUptico se obtiene 
el mismo resultado (16} . 

Maclcay estudió en forma numérica la amplitud de las resonancias en la aplicación standard 
(37} • El método utilizado es computar la diferencia de la funcional de acción W i:+ y W i:- , 
donde~+ y ~- son estados monótonos minimales del tipo 2i: , los cuales corresponden a puntos 
homocUnicos de la variedad estable e inestable de los puntos periódicos hiperbólicos con número 
de rotación igual a ~ (sección 11.8) . Las órbitas homoclínicas son aproximadas por dos sucesiones 
de órbitas periódicas monótonas cuyo número de rotación es decreciente (resp. creciente) y tiene 
como limite la 6rbita.mon6tona ~ . Estaa órbitas son computadas numéricamente. Sus resultados 
muestran que para rcsonanCias de orden menores a 100, la amplitud de la resonancia crece como 
,.-t hasta valores del parámetro K ='"menores a 3/2. La conjetura que formula Mackay es que el 
máximo de la amplitud de la resonancia se tiene cuando el residuo del punto hiperbólico periódico 
ea Res= -2 . Si -2 < Res < O , la amplitud crece según la teoría de perturbaciones. 

En nuestros resultados, el valor propio .aociado a la resonancia es: 

y el residuo asociado ea: 

2 - A - A-1 ..-a i' " 1 Re.-t; = 4 = _,.22'" +oc .. + ) • 

Aplicando la conjetura de Mackay, la forma normal cuasiresonante ea válida hasta el valor del 
parámetro: 

( 4 )* '"=K< ~ 
.. ·--



Capítulo IV 

Rompimiento de Curvas 

Invariantes Rotacionales. 

IV.1 Introduci6n.. 
A lo largo de los cap(tulOl!I 11 y 111 , hemOl!I discutido la transición de un sistema hamiltoniano 
cuando es perturbado. Esta perturbación la consideramos suficientemente pequeña para que el 
aiatema conserve la mayor parte de au estructura original, esto es, que gran parte de las curvas 
invariantes subsistan. 

Cuando la amplitud de la perturbación va incrementándose, las curvas invariantes desaparecen 
dando origen a estructuras cantorianas (transición de órbitas 1,. a 2,. según clasificación de Katok, 
-cción 11.8). Una razón de' el rompi,..iento de 1- IRC ea el aumento de amplitud de las resonancias 
próximas al número de rotaci6n de esta curva. Continuando con las ideas de KAM, el área ocupada 
por las resonancias aumenta y puede superar el area total del anillo que las contiene, así da origen 
al aolaparniento de las resonancias. En estas circustanciaa, las IRC no pueden sobrevivir como 
sr!Uicas de ·funcione• Liptacbita, así que se fragmentan en un número infinito (numerable) de 
partea. A pesar del rompimiento, las órbitas de estos estados persisten como conjuntos monótonos 
(sección 11.5). 

Ea natural pen•ar que las IRC más robustas aon aquellas que au número de rotación p e IR\O 
ea mal aproximable por racionales. Esto aignifica que las resonancias asociadas a su entorno están 
mú alejadas a medida que p ea más irracional. El teorema del twist incluye .en aua hipótesis la mala 
aproximación de p por racionales, puest.o que asegura la convergencia de las series que definen la 
IRC ( asegura la. solución de las ecuaciones homológic:aa, evitando la aparición de denominadores 
peligrosamente pequeños). . 

Tomema. una familia uniparamétrica de aplicaciones definidas en el cilindro y con parámetro 
K . Al aeguir la evolución del aiaterna cuando el valor del parámetro aumenta, pueden desaparecer 
todas las IRC. Podernos interpretar este· fen6rneno como el solape de t.odaa las resonancias con 
aua vecinas. Desde el punto de vista de teoría de perturbaciones , •ignifica que los pequéñoa 
denominadores aon inevitables, así que toda aerie diverge. Al valor del parámetro para el cual 
deaaparece la última IRC le llamarnos valor crítico. 
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El aigni&cado del valor crítico del parámetro Kc •desde un punto de vista din.Sruicü, es que 
la sona de inea\abilidad de Birkhotr es global si K > Kc . Desde un punto de vista físico, es 
ünportante eate valor porque determina el inicio de la difusión de órbitas a través de todo el 
ea~io f'ase (en este caso, el cilindro). :Oebemos notar que lo anterior_ no significa cao• global o 
hiperbolicidad del aistema, puesto que subsisten infinitos conjuntos invariantes que están acotados 
por curvas invariantes homot6pic&& a un punto. Más bien, para K > Kc , existen órbitas cuya 
coordenada radial no está acotada si ee itera infinitamente. 

Algunos sistem&& dinámicos presentan un f'enómeno de reestabilizaci6n: algunas IRC pueden 
reaparecer al aumentar el valor del parámetro. En el espacio de parámetros, existen ventanas 
donde el sisterna ea-estable [7}. 

Centrando nuestra atención en la aplicación standard, sabemos que para valores muy pequeños 
del parámetro existen IRC, lo cual se demuestra utilizando teoría KAM [32,50,51,57}. En contraste 
al C&llO anterior, si tomarnos valores del parámetro suficientemente grande, K > 10 , el sistema 
adquiere una estructura hiperbólica en el entorno de las órbitas rnonótonas [38} . Al mismo tiempo 
aurgen los denominados inodos (o islas) de aceleración que dan origen a cambios notables en la 
coordenada radial [36} • 

Analizando los argumentos anteriores, concluimos que existe un valor crítico del parámetro 
para el cual han desaparecido todas las IRC. Es, por lo tanto, muy importante poder estimar el 
valor cdtico de K • Si considerama11 un anillo sobre el cilindro, también es importante determinar la 
existencia de IRC para cierto valor del parámetro. Como un anillo define un intervalo de rotación, 
a lnedida que tornemos una banda más estrecha, el intervalo de rotación ee reduce. Podemos 
entonces buscar los valores críticos del parámetro para el cual no existe IRC en dicha banda. De 
-ta rnanera podemos determinar la existencia de IRC con un número de rotación específico, que 
e•~ contenido en una banda arbitrariamente estrecha. · 

Actualmente existen gran variedad de rnétodos que permiten estimar el valor critico de K . 
Estos criterios pueden ser globales o locales, formales o heurísticos. La mayoría de estos métodos 
- basan en l&& pro-piedades de las IRC de las aplicaciones tipo twist. 

En este capítulo analizamos los métodos de detección de rompimiento de las IRC. En particular, 
eatudiarnos el método de la obstruccion desarrollado por nosotros. Este método es formal y permite 
eatimar· con precisión arbitraria límites superiores de la K crítica para un número de rotación 
eapecffico. 

La primera parte de este capítulo está dedicada a revisar diferentes métodos y criterios de 
detección de rompimiento de 1&& IRC. A continuación definirnos el método de la obstrucción de 
manera f'orrnal. La implementación de dicho método, para estudiar la aplicación standard, es 
pr-ntada en la siguiente sección. Luego mostramos los resultados obtenidos numéricamente 
7 ciertas propiedades de reescalarniento aon discutidas aquí. Finalmente cornparanios los otros 
métodos respecto al método de la obstrucción. 

~ IV.2 Mé't)odos de evaluación del parámetro crítico. 

Antes de introducir el método de la obstrucción baceJDos una revisión de los criterios que actual­
mente existen para evaluar el valor crítico del parámetro. Estos métodos los podemos clasificar 
gencSricamente en forJDales o heurísticos, globales o locales. Por método heurístico entendemos 
aquel criterio que indica, de manera no rigurosa, la existencia o desaparición de un IRC, en cam­
bio, los métodos formales son rigurosos. Un método global indica la existencia de IRC en un 
intervalo de rotación amplio, el local permite estudiar una región en un· intervalo arbitrariamente 
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estrecho. 
Debemos añadir un cornentario antes de pasar a analizar loa diferentes métodos. Cuando nos 

referimos al par4metro critico de la aplicación, no tiene porqué estar asociado a un IRC con número 
de rotación específico, podría corresponder a la desaparición simultanea de un número finito o 
infinito de curvas. Sin embargo, las experiencias numéricas muestran que existe una última IRC 
cuyo número de rotación es la rasón áurea. ( ~ ). Este número irracional tiene la propiedad de 
•r el mú mal aproximable por racionales. Esta conjetura es plausible respecto a. la. teorla KAM ( 
la convergencia de las tranformacionea ee asegura. para. un valor del parámetro mayor a otros casos 
debido a que se evitan loa denominadores pequeños). En la teoría. de formas normales no locales, 
laa formas normal- cuasiresonantes cuyo número de rotación converge a la razón áurea, ae tiene 
que 1- resonancias están más alejadas entre ellas que para. otro número de rotación. La. separación 
entre las resonancias permite que su amplitud aumente un poco más {respecto a. otros números de 
rotación) • antes de que esta se solapen o interaccionen. Por último, la. teorla de renormalización 
coincide en señalar que al razón áurea corresponde al IRC más robusto. Aún más, para cualquier 
intervalo de rotación, el último IRC corresponde a aquellos con número de rotación tipo noble ( 
ea decir, en la. expanai6n en fracciones continuas sus elementos son 1 a partir de un cierto lugar). 

IV.2.1 ".l'leorfa KAM: Cotas inferiores. 

Se puede recurrir a la teoría KAM para. deterrninar el valor del parámetro K para el cual existen 
IRC. Utilizando el trabajo de Rüasman (sección 11.12) sobre la aplicación standard, podemos 
obtener una. estimación de K , para el cual existe JRC, del orden de K - 10-11 • Empíricamente 
aabemos que la Kc (parámetro. crítico) es cercana a. la unidad. Por otro lado, afinando las 
acotaciones sobre la aplicación standard en la. teoría KAM, se pueden obtener mejores resultados; 
Herman utiliza el teorema de la curva desplaza.da en esta aplicación y obtiene un va.lar crítico igual 
a K ~ :f:¡¡ sobre el JRC con número de rotación igual a. la razón aurea [50]. Celletti y Chierchia 
construyen en forma explícita las JRC a partir de la. teoría KAM, donde las estimaciones de las 
c:otaa son determinadas con ayuda del ordena.dar. En el caso de la IRC con número de rotación 
isual a la. razón aurea, el parámetro crítico lo determinan para K;::::: 0.65 [51} • 

Criterio del residuo. 

En una. aplicación del plano en· el plano, F , tipo twist, toda suces1on de órbitas monótonas 
minimales del tipo l.a. , cuyo número de rotación converge a p E IR\Qtiene como límite una órbita 
c:uaaiperiódica monófuna con número de rotación p • Analizamos la estabilidad local de la sucesión 
da órbitas calculando el residuo correspondiente a cada una: 

(2 - Traza{DF"•)) 
Rea~= "' • 

siendo DF"• el jacobiano de F"• calculado en un punto de la órbita. periódica con número de 
rotación ~ • Supongamos que li"lo-oo ~ - p • La. conjetura de Greene és [4}: 

• Si lim•-- Resa - O existe IRC con número de rotación p • 

• Si Um9_..., Resa - ±oo No existe JRC con número de rotación p 

• Si lima-- Resa - Cte. #= O define el valor crítico del parámetro para el IRC con número de 
rotación p. 
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F..- habi~u .. 1. t.omar como sucesión de números de rotación ~ que convergen a p la sucesión 
obtenida del d-arrollo en fracciones continuas de p : -to es, si p lo escribimos corno: 

1 
p=ao+ + !J=: 

01 •s+•a+··· 

con o,¡ e 111 1 , entonces definimos a ~ corno: 

!!!.=oo+ 1 

"' 01 + 1 

•s+ •a+ .. '·+i*; 

·Por comodidad, la expansión en fracciones continuas la denotamos como: p = [a0 ;a1,03,• .. ] y 
~ = [oo;o1 ,a::;a,••• ,ao). Esta expansión tiene las siguientes propiedades [40): 

i. (~ - p)(~ - p) <o. 

ü. '"'"'+• - Pi+•"''= 1 . 
El ~todo de Greene para detern1inar el parámetro crítico Ka respecto a un número de 

rotación, consiste en fijar el valor del residuo en Res~ = l y determinar el valor del parámetro K 
para el cual la órbits periódica ~ tiene este residuo (órbita de tipo elíptico). Para la aplicación 
standard y p igual a la razón áur~a, este criterio da un valor de Ka ""0.971635406 • El método 
·de los residuos es heurístico y local. · 

Mackay extiende este criterio al caso de intervalos de rotación [39) .. Tomemos dos ói:bit .. 
periódicas con número de rotación igual a ~ ·Y ~ con lpn' - p'nl = 1 . Si IRe81 ,. l o !Res'! > l· 
entonces "probablemente" no existe IRC en el intervalo de rotación [~, ~) . Este proceso puede 
iterarae al t.omar loe •iguientes •ubintervaloa. [:;, :¡.:(,] y l:t:f. 1 ~} , y a esta. •ubintervalos les 
aplicamos el mismo criterio. El proceso se repite en cada subintervalo mientras Res - ;i . Este 
nmtodo de subdividir los intervalos define un árbol binario conocido como árbol de Farey. 

Criterio del· cruce del cono. 

Ea~ método está fundamentado en la teoria de Aubry-Mather. El criterio se basa en que dos 
estados minirnalcs distintos a61o se pueden cruzar una vez ( según el lema ·fundamentel de Aubry, 
-cción 11.9). . 

La idea consiste en tornar dos estados diferentes, x y x' . Si los estados son minimales, deben 
cumplir l .. siguiente relación: 

Si ..,_ - z!.. S O y s,..+1 - s!..+1 > O~ s ... +1 - s:..+i > O VI > 1 . 

Utilizando esta idea, Maclcay y Percival establecen el siguiente criterio [41): Si s.,. - s',,.· S O , 
s ... +1 - s:..+i > O y z ... +1 - s:..+i S O para ·algún 1 > 1 , entonces x o x' no pertenecen a ningún 
IRC. Para este criterio tornamos Is,.. - z:..I y !z ... +1 - s:,.+1 1 suficientemente pequeños . 

. Este criterio puede expresarse de otra manera: Sea 

1 s.a ..... -ez. 
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entoncee, ai 
_.,-' ... __ +,_1,_+--=1---"' .... :..""'""+~1±~1 < o 

s.,.+1 - :l!':..+1 D+ ' 

p-a algún 1 > 1 , implica que x y x' no aon órbit.as que pertenezcan a un .JRC. 
La razón de llamarle "mét.odo del cruce de cono" est.riba en que s:.. define direcciones de los 

vec\orea del -pacio t.angent.o de s.,. ; el segmento s,.. :z::,. corresponde a la proyección de un vector 
del -pacio tangente de :a:- aobre el cilindro . Dos de estos vectores definen un cono (ver figura 
1). Si un vector dentro del cono auperior - aplica-aobre el.cono inferior del espacio tangente del 
punto Stn+I con 1 > 1 , ent.onc- x no corresponde a un IRC. _ 

Matber utilizó este criterio para la aplicación standard [27], analizando el valor del parámetr_o 
para el cual el criterio indica la no existéncia de IRC con 1 = 2 : si el parámetro K es mayor que 
'Ul K' , entonces se cumple que ,.,.,. - :z::.. ~ O y s ... +1 - '"':..+1 > O implica que '"'"'+2 - z!..+2 ::$; O 
para todas las órbit.as x y x! . El valor que estima Mather para K' es K' = ! . 

Mackay y Percival [41] implementaron un algoritmo formal para det.errninar el valor de K' con 
1 > 2 • Estudian el cornportarniento de los vectores del espacio tangente de conjuntos de órbitas. 
L- órbit.aa -tán cont.enidas en un paralelepípedo que se aplican en el interior de otro mayor. 
Estiman un cono dent.ro de cada paralelepípedo (:z:.,.,,.,,..+1 ) fijando 6%,.. = s'.,. - s,.. =O 

D(+/-) = (rnin/rnax)26s.,.+1 + B/a("' ... + 1)6:z:,..+1 . 
Srn+1 . 

Para la aplicación •tandard, /('"') = ~ •in(2re) (ver figura 2). Al iterar el paralelepípedo se 
examina el comportarniento del cono iterado: 

v:++f-> = (~n/rnaxl26s,..+1 + a~('"' ... + 1)6%,..+1 + 1 
s,..+1 D!+I-> 

•iendo D1+/-) la máxima (resp. mínima) pendiente de los extremos del cono en el paralelepípedo 
1-'-irno (s ... +1, s,..+1+1) . Si el cono 1-ésirno queda invertido respecto al cono original, entonces no 
exist.e IRC dentro del paralelepípedo original. Mackay rnuestra que para K > li no existen lRC 
en la aplicación •t.andard. Las iteracione• las realiaa numéricamente. 

Utilisando la forma de F.. descrita en ·la -ión 111.5, podernos aplicar directamente este 
crit.erio. Sea F .. corno - describe en la proposición 111.9, entonces tenernos que: 

- . ..-1 1 . 
6s,.+ ... =ne - EK• L(-1)• E <2>:i::•9.(1c,l)x 

•==O •=O "•·•·• 

{ 

m (a c)2r m (• c)2r+1 } 
X ain(•.P + (•. - s.-1)s,..) ~ O"r+:s (;r)I + coa(a.p + (• •. + ••+1)%, .. ) ~O"r (;r + l)I 

donde A •••• •,•• y ,9.(Jc,i) están definidos en la proposición 111.9, Y·'"'-+1 = s:,..+p. Examinando· 
los ténninos de orden e , con e < 1 , obt.enernos que: 

( 

- .. -1 1 ) 
T.(n,lc) = n - ~ K" ~(-1)• E. <2>•-u ,9.(Jc,l) cos(s.p + (•. - •.-1)s,..) 

Ent.onces, si Te(n, k) < O para n = n' y K = K' no existe lRC para la clausura del conjunto de 
órbitas determinado por (,.,,.., '"'"'+1 = p + z.,.c) . 
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IV.:&.4' M6todos f'or~lea. 

Siguiendo con la teoria. de órbita minimales de laa aplicaciones tipo twist en el plano, Mather 
introduce la diferencia. de la acción A W,. que corresponde a la diferencia entre el estado minimax 
mon6tono con número de rotación p y el estado minimal monótono con el mismo número de 
rotación. Mather provó que A W,. es una función continua sobre los irracionales (p e IR\ o·) [28] • 
Si la diferencia. de la acción A W,. vale cero, Matber demuestra que existe IRC con el número de 
rotación p • En cambio, si A W,. =FO implica que la órbita minimal es un cantoriano [42]. Si para 
un número de rotación po irracional con A W,.., = t: > O , entonces existe un 6 > O tal que para 
todo pe (Po - 6, Po+ 6) nCR\Q no existe IRC con ese número de rotación p • Esto resulta de la 
continuidad de AW,. con p E IR\O. 

Para deternúnar AW,. con p irracional, - puede calcular AWp¡., con lirnp,¡.,,_,. (diferencia 
de acción entre órbitas periódicas hiperbólic- y elípticas). Sin embargo, aún no se conoce ai 
limo-... L!>Wp,¡.,, converge a AW,. (módulo de continuidad). 

En la. aplicación standard no existen ventanas en el espacio de parámetros para el cual existen 
IRC except~el comprendido entre {-Ko,Ko) con Ka calculada por Greene. Goroff mostró que 
para K > 2 1 + •3 , el conjunto de órbit- minimales tienen una estructura uniforme hiperbólica 
(38) • Eato significa que en cada punto de las órbitas minimales periódicas.de periodo rn E IN , el 
espacio t-gente es dividido por un cono, donde /"' aplica direcciones expansivas en expansivas y 
lo mismo para las contractivaa. 

Boyland y Hall utilizan la monotonía de la órbitas para dar un criterio de existencia de IRC 
(43) • La existencia de órbitas no monótonas en un intervalo de rotación implica la no existencia 
de IRC. Una órbita no monótona {x} suficientemente cercana una órbita con número de rotación 
irracional {x'} la debe cruzar rnás de una vez: si ..... < .. :,. y z ... +1 > z:..+1 entonces ..... +1 < ...... +1 
, lo cual implica que alguna de ellas necesariamente es no monótona. De igual· manera, muestra 
que la existencia de órbitas minimales cantorianas (tipo 2,. con p irracional) implica la existencia 
de órbitas no monótonas con número de rotación ~ tal que lirrl<-oo - p • Esto determina la 
existencia de una sona de inestabilidad de ·Birkhoff. ' 

Solape de resonancia. 

Eete nMtodo esta enf'ocado a flujos hamiltonianos de dos grados de liberdad ( o grado y medio) 
y fu' desarrollado por Chirikov [36}. Sin embargo, puede -r utilizado para difeomorfismos por 
medio de una. -cción de Poincaré. · 

Sea un harniltoniano H(I,9,t) = H 0 {I) + H1(I,9,t) con H1 periódico en 9 y t , el cual 
expreaamos como una doble -rie de Fourier: 

H1(I,9,t) = """'"' V. e•(-•-.. •> ¿,_, ....... 
,.,,..EZ 

El cambio de la acción I y del úigulo I respecto al tiempo -: 

j = - ~ i m v ...... e•<-•-.. •> • j = "'o(I) - E <ª~-;·")e•(-•-.. •> • 
....... ez •.tnEZ 

donde w 0 (I) = JUI¡fD . Consideremos la resonancia czwo(Ir)-p =O con p,c¡ E Z: si solo incluirnos 
dicha resonancia en la perturbación, en un entorno de I - Ir obtenernos: 

H =-= Ho(I) + V,. •• (Ir)e'«99-pf) 
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Haciendo el J:ambio can6nico 911 - pC = t/> ,cuya funci6n generatriz es F(I,tf>) = -(I.- Ir)(i!.±i?.!), 
obtenemoe el hamiltoniano H : • 

~. I- Ir p -~ 
n = Ho(--

9
-) - 9CI - Ir)+ Vp,.e• ... 

Si lo daarrollam09 en torno a Ir , con w• = ~ obtenemos: 

,,,. . 

Ji•= Ho(Ir) + 2° (I - Ir)2 + v •.• Cir)e"°" 

La parte real de la ecuaci6n anterior define la ecuaci6n de un péndulo, cuya máxima amplitud (en 
direcci6n de la acci6n) a AIP/• = i1:;vVp •• Crr) . · 

Supongamos doa resonanciaa pr6ximaa IP/• y Ip'/•' tales que IIp¡.-Ip'/••I < !CAip¡.,+Aip•¡.,•) 
Eato implica que ambas resonancias se solapan. Chirikov conjetura que no puede existir toros 

invariantes entre ambas resonanciaa. 
En el.caso de la aplicaci6n standard, se le puede suspender formalmente un flujo hamiltoniano: 

1 K ~ H(I,11,t) = -¡r2 - ~c09(2d) ¿_., 6(C - n) 
•EZ 

donde 6() es la delta de Dirac. Como cada Vp,1 E(~), entonces el solape entre dos resonancias 
principales vecinas (principal porque q=l) tiene lugar cuando IIp - Ip•I = 1 ~ !CAip + Aip•) , 
el valor del parámetro para el cual ocurre el solape es K ~ w 2 /4 ,... 2.5 . Por lo tanto, no deben 
existir IR.C·en la aplicación standard. Lichtenberg mejora este método al considerar el solape de 
resonancias de orden mayor (dos y tres) (5) . 

Esquemas de renormalizaci6n. 
Mackay introduce un criterio para determinar la existencia de JRC por· medio de operadores de 
renormalizaci6n ilplicados a una familia uniparamét.rica de aplicaciones (U, T) definidas de IR2 a 
IR2 • El operador de renormalizaci6n lo define como: 

. { U'= BTB-1 

N ... = T' ~ BT.,.U B...:. 1 

La transformaci6n Bes un canibio de coordenadas (escalamiento). Tomando a U ;,orno el lift de 
una.aplicaci6n twist F , y a T como una traslaci6n R(z, 11) = (z.- 1, y) , observamos que: 

siendo (ao;oi,02, .•. ,a .. ]= 2! y B .. a la compoaici6n de los sucesivos cambios de coordenadas. 
Eata renormalizaci6n se pueJe interpretar como la imagen de una pequeña .región al aplicar varias 
veca F , la cual se escala adecuadamente. Existe una relaci6n entre las t.ranforrnaciones B y el 
n\\mero de rotaci6n: si [oo; a 1 ,· ··) = p entonces B,; con i _. oo ree8Cala corno dominio un entorno 
de la 6rbita con· n\\mero de rotaci6n p • 

Para estudiar el operador de renorrnalización, define una base en el espacio funcional dada por 
monomios :z:0yi y un or_den sobre dichos monomios. Encuentra un punto fijo trivial de N 1 , que 
corresponde a un twist trivial (T) y (U) , y B un recscalado por -'T en·,., y -'12 en Sf , donde .., es 
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la ras6n áurea. Para eatudiar la estabilidad de -te punto fijo respecto a -N1 • calcula Ja derivada 
funcional: 

{ 

liU' = BliT a-1 • 
DN1= 

6T' = BliTUB-1 +BDTua-•·6U a-1 

Sobre la base elegida, interpreta loa vectores propios, los cuales generan a las aplicaciones de loa 
•isuientes tipos: 

i. Aplic:ac:ion- que conmutan. 

ü. Aplicaciones que conservan area. 

iil. (i)+{ii) rnú la. propiedad de autointeraección. 

iv. Ap~icacionea simétricas que conmutan. 

v. 'Transforrnacion- de coordenadas. 

vi. Combinacione• de todas la anteriores. 

Loe valorea propios asociados indican que este punto fijo ea estable, y además DN1 es un operador 
compacto en ese punto fijo. 

Numéricamente encuentra otro punto crítico del tipo hiperbólico. Loe valores propios aso­
ciados indican que tiene una variedad inestable de dimensión 1 y corresponde al subespacio de 
ree9C&larnientoa. Mackay conjetura que si tenernos una familia uniparamétrica de aplicaciones FK 
• al aplicar loa operadores {N1)º N 0 ._,N0 ._9 • •• N- aobre FK y R con i -+ oo , la familia FK 
(de dirnenaion 1 en el espacio funcional) se aproxima a la variedad invariante inestable del punto 
crítico (ver figura 3). En el límite, se converge a la variedad invariante. Esto significa que todo 
entorno de una órbita cuyo número de rotación ea p = [ao; a1, •··,a .. , {1)00

] ea idéntico al generado 
por la variedad inestable vista como una aplicación unipararnétrica. 

Mac:kay conjetura que un IRC con número de rot.aci6n p con p = [ao;a1,···,an,(l)""'] existe 
ai el parámetro K - tal que la aplicaci6n FK converge al segmento de la variedad inestable que 
conecta el punto crítico y el punto fijo estable . 

Para argumentar esta conjetura, aplica el esquema de renormalización en la acción de la apli­
cación standard. Verifica que si K ea tal que la FK converge hacia el punto fijo estable {por la 
variedad inestable) , la diferencia de la acci6n A W,. converge a cero . 

Otro esquema de renomalización fué estudiado por Escande [8] . En este caso, la renormal­
isaci6n se aplica a un flujo harniltoniano de un grado y medio de libertad. El modelo que Eacande 
elige ea el sistema de una partícula sometida a un potencial debido a una onda longitudinal con 
velocidad de (ase 1 y número de onda Je • El bamiltoniano asociado es: 

1 . 
H(v,z,t) = 2 .,2 - Mcoa(z) - Pcoa(Jc(.i: - t)) 

Escande afirma que este bamiltoniano es no integrable debido a las múlLiples reaonancias asociadaa 
a~ . 

Para determinar la existencia de toros invariantes, Escande propone rcescalar el entorno de 
una resonancia específica con el fín de obtener un retrato fase del entorno escalado similar al del 
aiatema inicial. Esto aignifica que tanto la posición, el momento y el tiempo deben reesc.alarae 
por medio de una transformación can6nica, via la función generatriz F{I,:z:) = I.z + •n•j'1'"1 • 

li 
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Ut.ilizanda técnicas aimilarct1 a Chirikov sobre la ecuaci6n universal de fase [36] ,. obtiene un nuevo 
hanült.aniano, similar al.primero pero con las constantes reescaladaa: 

H'(v', z', t') = i<v')2 - M' cos(z') - P' cos(k'(:z:' - ¡,)) · , 
doncle M' y P" llOn funciones de M y P y el elemento ª" de la expansi6n en fracciones continuas 
del mbnero de rataci6n del toro investigado. También k' se transforma en función de a 0 •. 

t:.te método de ree11Calamiento elige dos resonancias del conjunta infinito de éstas asociadas 
al sistema, ignorando todas lBB demás. Sobre esta resonancias (coeficientes de Fouricr elegidos) 
- construye el nuevo banültoniano. En cada p&BO de renorrnalizaci6n se considera el siguiente 
elemento de la expansión en fracciones continuas del núrnero de rotación investigado. 

La conjetura de Escande se refiere a la convergencia de las constantes M' y N' ; Si una de estas 
constant.es converge a O , entonces el sisterna reescalado converge a. un sistema integrable. Eato 
significa que el entorno de la resonancia estudiada puede conjugarse con un sistema integrable y 
por lo t.anto existen toros invariantes en dicha resonancia. 

La conexión con aplicaciones en el plano puede lograrse via una aplicaci6n de Poincaré. Al 
igual que Mackay, Escande conjetura la existencia de un punto hiperbólico respecto al operador 
de renormalizaci6n en el espacia funcional de harniltonianos. Existe un punto fijo estable, el cual 
repreeenta un sistema integrable (péndulo). El harniltoniano original, visto coma una familia uni­
pararnétrica con parámetro E , - torna como H. = Ho(I) + EH1 (I, 9,t) . Al reescalar esta familia 
en el entorno del toro cuyo número de rotaci6n es la razón áurea, se aproxima a la variedad invari­
ante inestable del punto hiperbólico. Loa elementos de la familia que tienen un toro invariante, 
llOn aquellos que reescalan cerca del -grnento de variedad invariante que une los dos puntos fijos. 

IV.3 Método de la obstrucción.. 
En la sección anterior mostrarnos los criterios más conocidos sobre la destrucci6n de IRC en lBB 
aplicaciones tipo t.wist en el plano. Los rnétodos que permiten estirnar con mayor precisión el valor 
del p-ámetro critico son heurísticos y pueden llevar a contradicciones si éstos se utilizan aobre 
otro tipo de aplicaciones ( por ejemplo, determinar la última curva invariante en el entorno de un 
punto fijo elíptico en la aplicación de Himon conservativa [52] ). Por otro lado los métodos formales 
aon dificiles de bnplementar en forma algorítmica y algun&B veces se tiene que recurrir a métodos 
heurísticos para logra BU funcionamiento. (por ejemplo, para los 1nétodos de renormalización o 
minimización, na se conocen las propiedades de convergencia). Además, estos métodos no son 
claros desde un punto de vista topológico o geométrico, principalmente porque la mayoria de 
dichos criterios - aplican en el lírnite, esto quiere decir·qu"' con un· núniero finito ·de pasos no 
podemos decidir 110bre la existencia de un IRC. 

Por las razon- anteriores, decidimos desarrollar un critério de no existencia de IRC que tuviera 
1- siguientes propiedades: . 

i. Que fuera concluyente para un número finito de iteraciones. 

ü. Que Cuera dinámicamente claro. 

iü. Que fuera capaz de estirnar el valor del parámetro crítico con una precisión arbitraria y para 
cualquier número de rotación. 
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El método de la obstrucción eatá fundamentado eu la no coexU.Lencia de IRC y puntos hete­
rocUnicos que pertenecen a 1- resonancias vecinas en el entorno del lRC. Dicho de otra manera, 
los puntos heteroclínicos obstruyen la cc;mtinuidad de la lRC. A continuación describimos formal­
mente eate método de la obstrucción [44]. 

Sea /K una familia de aplicaciones tipo twist conservativa sobre el cilindro, donde K es el 
par"8etro. Denotemos por FK el lift de esta familia de aplicaciones, la cual podemos escribir· 
como: 

donde gK(z) e• una función 1-periódica de promedio nulo. Para simplificar, consideremos que 
•K(z) ea una función analítica. Ea claro que FK ea un twist, puesto que -/;¡Il1FK{z, SI) > O ,con 
n, la proyección sobre la i-éaima coordenada. " . 

Por el teorema de Birkhoff sabemos que una lRC es la gráfica de una función continua Lipschitz 
(sección 11.6) , a la que llamamos cf>(z) • Por lo tanto SI = c/>(z) define la lRC. El número de rotación 
~iado a este lRC es p : 

11 
= li Il1 Fj((z,c/>(z)) - z 
--~~ n 

Como ~do estado monótono minimal con p E IR\Oes el límite de estados monótonos minimales 
con Po = ~ y lim,_.., Po - p • Podemos escoger dos estados monótonos con nórnero de rotación 
111 • p-a E btat que p e (P1, P:a) (estos estados existen por el teorema geométrico). Genéricamente, 
los estados con nómero de rotación P1 y p~ correaponden a órbitas periódicas de tipo eUptico e 
hiperbólico . 

. Lema JV.1 (de conectlvldad) Sea F el li/t tlc la aplieaei6n •tantlartl. Entoneca paro totlta 6r6ita 
peri.Stliea monótona e hiper6ólica ezi•te ano carva continua formada por •egtnentos de la• var· 
ietlatle• invariante• tle lo• punto• hiper6ólicoe. Dielta curva rotleta al eilintlro 11 corre11pontle a lo 

. p'fica tle una /unción continua. · 

Demoatracl6n lema 1 : 
'IOrnernos corno número de rotación de la órbita periódica a p = ~ . Consideremos el anillo Ao 

definido por Ao = 5 1 x (p1 ,113] donde el intervalo [Pi.P:a] está definido de manera que !i sea igual 
a min0 1N{f 1 re Z, i e Ull, t e [P1,p:1}} • 

Utifizando la proposición 111.8, podemos determinar F"(z, 11) definida. sobre Ao • Por la 
proposición 111.19 existe una transformación .p.,. tal que conjuga a F .. con el difeomorfismo definido 
sobre A.,. : · · 

•• = •· + e:'fasin(2.rnz) + 0(E't+1
) , (lV.1) 

e=p+z+€i'n.s. + 0(€i'+1 ) , 

donde t'fa =!sin es par y t'fa = n;¡- 1 sin es impar. Por lo tanto, siguiendo la proposición 111.20, las 
órbit- del difeomorfismo (1) están contenidas en la gráfica de las órbitas de la ecuación .diferencial 
¡¡ = -noain(2.rz) a orden 0(€'1+1 ) • Por lo tanto, a dicho orden, las variedades invariantes de los 
puntoli hiperbólicos per6dicos tienen conexión homoclínica. 

Consideremos la ecuación (1). Entonces, solamente puede ocurrir una de estas dos situaciones: 

i. Existe conexión homoclínica entre las v-iedadea inv-iantea. 

ü. Existen puntos homoclínicos • 
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Si alguna de.estaa dos-condiciones no 11ucedicra, entonces se violaría la hipótesis de conservación 
del area. En efecto, supongamos que para un valor de K = € existe algún IRC . Entonces se 
considera el area A bajo Jos segmentos de variedad invariantes estables hasta el· punto b e inest.able 
baata el punto Q • más el segmento ab (esto para las n variedades estables e inestables), y acotada 
por 1Lbajo por Ja IRC (ver figura 4). Por conservación de área m(F(A)) = m(A) (donde m{E) es la 
medida del conjunto E en el cilindro). Pero por la dinámica en las variedades, la medida. de F(A) 
disminuye (o aumenta) respecto a A ai el punto b - 6' y o - a' ,·ya que por la IRC no puede 
crusar ninguna órbita. Esto es contradictorio, por lo tanto laa variedades deben tener conexión 
homocHnica o intersección transversal entre ellas (ea decir, existencia de puntos homocJínico•) (ver 
figura 5). 

En el caao de conexión homocHnica, escogemos como curva continua Ja unión de las separatrices 
11uperiore11. Para el caso de las intersecciones tranversalea, tomamos los segmentos de las variedades 
invariantes estable e inestable superiores desde el punto hiperbólico hasta el primer cruce entre 
ellas (ver figura 6). En ambos casos obtenemos una curva cerrada continua que corresponde a la 
gráfica de una función continua•(..:)= v (es una gráfica porque a orden 0(€~+1) la separatrices 
del ~ndulo lo son). 

Esta conatruci6n de <f>(z) = v que hemos hecho para un K particular, la podernos extender a 
un entorno de valores del parámetro , aún más allá del valor del parámetro critico. Aqu( debemos 
considerar que las variedade11 invariante• cambian de forma continua y diferenciable respecto al 
parúnetro K debido a que el difeornorfisrno ea analítico [33) O 

Conjetura IV .:J Lo tlernHtración tlel lerno :t. •e Ao reoli:iado bojo lo aupoaición de que F ca lo 
•plicaci6n •tandortl, •in embargo para cuol9uier aplicación onalática tipo huiat conaervativo de6e 
c•rnplir•e el lema. 

Lema :IV.3 (de la obatrucc16n.) Seon Xo SI x 1 punto• periódico• laipr:rbólicoa 9ue pertenecen • 
.tln catotlo monótono de •n l.i/eomorflMno conaervativo FK tipo twiat 9ue depende tle un pard'.metro. 
El ntlrnero de rotación tle Xo ea Po = ~ SI el de x1 ea P1 = ~ con po,p1,no,n1 E IN . Si la 
v•riedatl invariante ineata61e tle x 0 (Wuxo ) SI lo variedad invaria'nte eatable de X1 (W"x1 ) tienen 
interaección no vocio (e• l.ecir, eziaten punto• AeteroclánicoaJ, entonce• NO eziatc JRC con n"úmero 
tlc rotaci6n p E (po,P1) . · 

Demostrac16u lema 3 s Supongamos que existe IRC con número de rotación Pe E [Po , P1) y 
que ea gráfica de la función •e(z) =v. La gráfica de cualquier función continua Lipschitz .P(z) =SI 
la denotalnoa corno G<f> • 

Consideremos un camino continuo Xo'iiX1 que une al punto xo y x 1 con el punto heterocUnico s 
, el cual -tá formado por la unión de un segmento de wux0 y un segmento de 'W"x1 • Por el lema 
1., utilizando la conjetura 2 (si no.., trata de la aplicación stano!ard), existe una función continua 
t/>o, cuya gráfica coincide con segmentos de W•FJc(Xo) y 'WuF_k(xo) con i = 1,2,•·•,no - 1 (ver 
figura 6). De igual forma, existe•• cuya gráfica coincide con segmentos de 'W" Fk(x1) y w• Fk(x1) 
con;= 1, 2, ••• , n 1 - 1 • Por lo tanto G•o y G.1 son curvas continuas (tipo Lipschitz) que rodean 
al cilindro • 

Es claro que G<f>e n XOiX1 = 0 , G.e n G~ = 0 y G.e n G.1 = 0 . Esto implica que tanto 
tl>e(z) - ._,(..:)corno <f>e(z) - <f>1 (..:) no cambian de •igno. Corno P1 > Pe tenemos que: 

U1FK(z,</>1(z)) - Il1FK(z,.e(z)) = •1(..:) - •e(z) >O 

para todo..: E S 1 • De igual forma, si Pe > pi obtenemos que •e(z) - 4>o(:z:) > O 
1'(;iiX1 debe tener intersección no vacía con G • ., , lo cual es un absurdo. 

6'1 

Por lo tanto 
o 



Lema IV.4. Con lo• mi•m- Aipóteeü de lema :1, eean X:a 1f xs otro• punto• peri6dicoe l&iper661ico•, 
""e pertenecen • 6r6it•• monótona•, lf cusro número de rotaci6n e• re•pcetivamente p 2 p p:s , con 
I• condición de e•tar contenido• en el intervalo de rotación (po,p1 ) , e• decir Po < p 2 < Ps < p 1 
• Si WuXo 11 Wªx1 tienen Jlunto• laeteroelánica• Jlara el valor del parámetro Ko , entonce• wux2 11 
w•xs tana6ién tienen ,. .... ta• lacteraclínica• ,.ara el naiama valor fiel parámetro. 

Demoatrncl6n lema 4. : Sean Gtf.o y Gt/>1 definidas como en el leJDa 3, las cuales definen un 
donúnio de ineatabilidad de Birkhoft' (i.e. no existe IRC entre amb- curvas (7) ). Haciendo la 
misma construcción del leJDa 3, obteneJDOB las curv- continuaa </>:a y </>:s (a partir de las variedades 
invariante. de las iJDagenes de X2 y Xs ). CoJDo ~ < ~ < ~ < ~ tenemos que para toda 2: E 5 1 

- cumple que: . . · 
4Jo(z) < tf>:a(z) < t/>s(z) < 4/>1 (z) 

Entone- Gtf>:a y Gtf>s definen un dominio de inestabilidad. Sea Uc un disco de radio e > O centrado 
en x 2 ¡ entonces para todo € > O : 

S~a V= UiEZ F}
0

(Uc). Usando la nota 5.9.3 de (7), tenemos que G.¡.3nV 'I' 9. Como esto ea 
caerk> para t.odo e > O , obtenernoa que Gtf>s n wux:a 'I' 9 . Por lo tanto, wux:a n W•x3 'I' 0 , ea 
decir, wux:a.,, w•xs tienen puntoa heteroclínicoa. o 

Lo mürno J'Odemoa decir para xs . 

Lema IV.e Sea Pi una -cerión de ntitnero• racionalea tal fue: 

i. P• = ~ , con J>i,qi E W • 
ii. limo-- Pi = p con p e IR\Q. 

iii. IP - Pi+il < IP - Pil • 

iv. (p - Po+1)(p - Pi) < O • 

Tometno• un i E W f1 aean xa f1 Xi+1 punto• periódico• l&íper661icoe, que pertenecen a ór6ita• 
naonóton-, lf CUflO• ntitneroa de rotación aon P• 1f Pi+1 {reapectiwanaenteJ. Sea K, t1n valor tal f"e 
para K < K, e•to• p•ntaa no tienen p•ntoa Acteroclínico• 11 9ue para K > Ki la• laafl. Entonce•, 
para todo ; > i tenetno• que K:i $ K, . · 

Demoatracl6n lema 8: Para todo;> i tenemaa que pj , P:i+l E (Pi,Pi+1) • Si X,¡ y Xe+l 
tienen puntos heteroclínicos para K > Ki , entoncea por el lema 4 tenemos que X:j y X:i+l también 
loa tienen. Entonces es claro que K:i $ K, . O 

Corolarlo JV.T LA •uceai6n de walore• del par4rnctro {K,} ea decreciente: 

K1;;?:: K:a;;?:: Ks ~ • •• ~ Ki;;?:: ···>O 
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Denaoetrac16n corolario 'r 1 Aplicamos el lema 6 para todo i e IN • e 
Para determinar el valor del parámetro critico Ka p·ara el cual no existe IRC con número de 

rotaci6n p • podemos escoger la aucesi6n Po como la expanai6n en fracciones continuas de p • As(: 

P• = (cao;oi.a:a.··· .eso) • 

Entone-, para cada i debemoa encontrar el valor del parámetro Ka para el cual x 0 y Xi+l •con 
ndmero de rotaci6n Po y Po+l (respectiY&mente), tienen la primera tangencia beteroclínica ( ea 
decir. X.O y x 0+1 tienen una tangencia heteroclínica para K = K, y no comparten beteroclinicoa 
para O ~ K ~ K 0 ). 

Deftnlcl6n IV.8 (Criterio de la obatruccl6n.) Seo p 0 lo ezponnón en /roccionee continuo• de 
I' • tal 9ue K 0 ea e valor del parámetro poro el cuol lo• punto• periódico• l&iper6ólicoe nionótono• 
eoa ntlmero de rotoeión Po '1 Po+1 tienen lo primero tangencia laeteroclánica. Por el lema 6 ir el 
eorolorio 7, lo euceeión {K0}~1 ea decreciente. Entonce• paro limo-- K, = K_ > O no emte 
IRC con número de rot11eió• p , ir poro O < K < K- la 1&031. 

Obviamente • - impoaible detectar la primera tangencia de dos puntos peri6dicoa hiperb6licoe 
mon6tonos (HMPP) porque debernos extender infinitamente las variedades. Por lo tanto debemoe 
introducir una tangencia particular que determine un valor único del parámetro. 

Sea Xo y x 1 HMPP y wu:xo y Wªx1 aua respectivaa variedades invariantes, laa cualea expreaamoa 
on Urminos de un parámetro: 

wu:xo = ((o(•), 'lo(•)) 

con •.te R+ U{O} y 

((o(O), 'lo(O)) = Xo 

Laa luncione• (s y ru (con i = 0, 1 ) son luncionea.anaUticas •i FK .. UD difeornorf(srno analítico 
(33). 

DeBnlcldn :IV.9 (Tangencia de la primera lengua.) Llomomoe tangencia l&eteroclánico de lo 
.primero len••• o lo ton.encia.9ue poeo poro volare• de t =to JI•= •o tal 9ue: · 

i. ((o(•o), 'lo(•o)) = ((1 (to), ru (to)) . 

ii. (~(o(•o),'1;'10(•0)) • (-~'11(to).1a(1(to)) =O ( tlondc •.•ea el producto eecolor). 

iii. Lo curvoturo de 'W"Xo (reep. tle 'Wªx1 ) poro O < t ~ to {reep. O < • ::; •o ) tiene el rniemo 
n••o:a. 

iv. Tomorno• o k, corno el valor n&{nimo tle K por• el c .. al ee euceden la• tre• condicione• 
oatcrioree. 

En la figura 7 (a) mostramos la tangencia heterocUnica en la primera lengua para la aplicación 
standard y los HMPP con número de rotación i y f:¡ . En cambio. la figura 7 (b) muestra una 
tangencia en otra lengua. 

'E.ta conclicicSn no t.iene porqué cumpline ni .. -•nclal pero en I09 cálculoe efectua.doe con la aplicación •landard 

•• ha Yla&o que ei""9 para. definir la &anpncia ele la. primera len.cu• ele forma univoca. 
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Nota 'IV.10 Gc:néricanac:ntc:. ei Xo -Sf·X1 eon HMPP SI c:eto• punto• tienen tangencia AeterocUr.ica· 
.•• la primera lengua par;_a c:I valo.r dc:I parómc:tro ko , c:ziete 6 > O tal que: W•x0 nTW"x1 =F- 0 para 
valore• dc:I porónadro IKo - KI > 6 {cora ñ dc:notanao• lo interec:eción traneverealJ. Aún mcíe, 
eonao Xo fl X1 tic:raera purato• Ac:tc:roc:lánicoe, c:ntonec:• la• lengua• de: orden •uperior intereec:tan eada 
cratorrao del purato de tangeneio de la primera lengua de Wªxo SI W"x1 • 

Conjetura :IV.11 Seo k, el valor del parcínaetro para c:I cual lo• HMPP eon número de rotación Po 
fl ea+l tic:nera tangencia Aeteroelínieo c:n la primero lengua. Entonce• eonjeturamo• que la euceei6ra 
{K0 } e• c:•trietomente deereciente. 

Nota 'IV.12 Deknao• notar que aun9ue {k0 } no •ea •n• •uce•i6n eetrictamente decreciente, 
entorace• inf K 0 ~ inf k 0 • Por ejemplo, la fig•ra 8 muectra la tangencia c:n la primera lengua para 
HPMM c:ora ntimeroc de: rotaci6n l f1 -fs- • Lo• HPMM eon núnaero de rotación fl SI ~ Acin tenido 
taoa.enc:io lac:tc:roclíniea para un valor del parcítnetro tnc:nor. Loe rc:eultadoc numérico• verifican 
c•t• eonjdura para di/c:rc:nte• IRC. 

Nota 'IV.13 Sea la cueeaicSn {K0 } • Para cado valor de K K0 rao eziate IRC con número de 
rotaei6n p . El limite de la cueeci6n K 00 e• una cota ••perior de Ko . 

IV.4 Método numérico. 
En •t.a -cción describimos como implementar el criterio de la ob11trucci6n en forma numérica. 
Para calcular k_ para un IRC particular debemos seguir 1011 siguientes pasos: 

i. Localisación de los HMPP con número de rotación Po y Po+l . 

ü. Exp~ión de laa variedades invariantes local•. 

iü. Continuación numérica de las variedadea invariantea. 

iv. Determinación de la distancia entre las variedades de loe HMPP para poder decidir ai están 
en tangencia. 

v. Loa p- .anteriores - repiten para otros HMPP con números de rotación iguales a 1aa 
aproximaciones de p • 

De •t.a forma obtenem09 la aucesión {K0} • 

Puntos periódicos :monótonos e hiperbólicos. 

En primer lugar debem09 encontrar los HMPP con número de rotación Po = ~ para un valor 
de K . La forma mú aimple de hacerlo es utilizar la descomposici6n de la aplicación en dos 
convoluciones F = 11 o Io c-cción 11.3 ). Al menos UD punto de la órbita periódica está contenida 
en las lineas de aimetda definidas por 10 e I 1 • Por lo tanto, la búsqueda de los HMPP se reduce a 
un problema de una dimensión. Para el caso de la aplicación standard, las lineas de aimetría son 
s: = O , z = ~ , z = ~ y z = ~ . Para determinar el punto per_iódico aobre eat.as Uneaa - puede 
utilizar una norma adecuada y encontrar el cero de la función (F'(x)-x) sobre la linea de aimetria 
{via el método de la secante), o bién minimizar la acción imponiendo como co~tricción el punto 
inicial y final (sobre la linea de aimet.ría). Las experiencias numéricaa muestran que el método de 
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la -cante ea mú eatable que el de rninirnización de.la acción, en particular para valores propios 
muy grandea de loa HMPP. Métodoa tipo Newton también pueden ... r utilizadoa para localizar 
HMPP altamente inestables (56}. 

Variedades invariante•. 

Para el caso de loa HMPP con período alto se requiere un tiempo de c6rnput.0 muy largo ai 
intentarno. extender las variedades invariantes a partir de su aproximación lineal (por medio del 
Yect.or propio ). Debemos por lo tanto aproximar las variedades invariantes por gráficas de una 
función ·11 = ..... (z) descrita como un polinomio de orden na en z : · 

"= ..... (z) = llO + f: ... c .. - zo)' 
ó=O 

clonde (zo,vo) ea el HMPP. Para obtener la función 4o(z) utili:aamos la definición de variedad 
invariante: 

D2/'"(z,4o..,(z)) = 4o ... (n1F .. (z, .¡.,,.(z))} (IV.2) 
clonde n es el periodo del HMPP. 

El lift de la aplicación /.. ( o ..,a F .. ) lo podemoa representa!' en el entorno del ~pp -por su 
-rie de Taylor hasta orden na : 

IlrFO:(z,11) = E .,\(aª::' i DrF .. (zo.11<>)) (z - zo}º(11- 110)' (IV.3) 
•+;~ .... , .. 11 

con r = 1, 2 • Las derivadas parciales se pueden obtener en forma recursiva a partir de las derivadas 
parcialea de F calculadas en loa puntoa F'(zo, sro)°con a= O,··· ,n - 1 . En el apéndice 1 de este 
capítulo mostrarnos la forma que obtener dichas derivadas. 

Ahora, r-mplazando en (2) la aplicación F::. definic;la en (3). podemos determinar de manera 
recurrente los coeficientes a,; de la expansión de .¡.,..(z) . En el apéndice 2 de este capítulo están 
especificadas las relaciones de recursividad, donde a,; se determina a partir de F .. en (3) :r de loa 
coeficientes a¡ con ; = 1, •··,a - ;l. en la expr-ión (2). 

Continuación de las variedades. 
'l'bmerna. un punto aobre la variedad invariante local, definido en el intervalo en z : 

(Il1F'*' .. (zo + E,4' ... (zo + E}),zo +E} 

donde t.ornamoe +n para la variedad invariante eatable :r -n para la inestable. Esto define un 
int.ervalo fundamental aobre la variedad. Iterando el intervalo fundao.rnental, podemos extender la 
Yariedad hasta completar la primera lengua (es decir, cuando la curvatura de la variedad cambia 
de aigno). Finalmente interpolamos loe puntos aobre la variedad con splines cúbicos para obtener 
una curva •uave. 

Distancia entre las variedade•. 
Una vez que tenemoa calculada la primera lengua de 'W"xa :r 'W"x,+1 , podemos determinar la 
distancia entre las lenguas. Utilizando la interpolación de los spline cúbicos calculamos la diferencia 
entre los dos polin6mios. La distancia la definimos como el valor mínimo de esta diferencia. Si 
dichas lenguas 9e cruzan, la distancia mínima será negativa. 
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rv.4.5 Ciclo. 

P-a cada valor de K obtenem09 un valor de la distancia . Esta determina una función continua del 
valor del parámetro K E R+ a los reales (la función es cont(nua. porque las variedades invariantes 
cambian continua y diferenciablemente respecto al parámetro debido a que FK es analítica respecto 
a 1- coordenad- y al parámetro [33], además la inter.polación por splines cúbicos es de clase c2 
). Bumcando el cero de esta función obtenemos la tangencia de la primera lengua. Con el método 
de la aecante [45) podemos determinar k, hasta la precisión deseada. 

IV.4.6 Secuencia. 

Repetim09 J09 p ..... 1) al 5) para los.HMPP con número de rotación Po y Pa+i para i = 1,2,···. 
&ton.,. permite determin- la sucesión {k0}. 

IV.5 Resultados num~rlcos para la aplicación standard. 
Para provar la vent~aa del método de la obstrucción, seleccionamos la aplicación standard. Varios 
IRC fueron -tudiados con este criterio, en ~ticular el IRC con número de rotación igual a la 
raa.Sn áurea. Loa resultados numéric.,. anteriores permiten conjeturar que es la última. IRC en 
d-parecer. 

Loa result.adoa numéricos obtenidos con eat.e método muestran propiedades de reescalamicnto 
en la convergencia del parámetro crítico, como también propiedades geométricas relativas al valor 
propio de loa HMPP. _ 

Loe IRC investigados los podemos dividir en tres categorias: 

• IRC nobles, ea decir, aquellos cuya expansión en fracciones continuas (CFE) esta compuesta 
por 1 a partir del elemento i-ésimo. En particular la razón áurea pertenece a ·este grupo de 
númer.,.. · 

• IRC con número de rotación que tienen una CFE compuesta por un mismo elemento (en 
particular, 2 y 3). 

• IRC que tienen una CFE periódica. 

En ·todos loa caaoa, utilisamos aritmética de cuádruple precisión, can un error máximo en la 
posición de las HMPP de 10-27 y un error similar p-a determinar el intervalo fundamental en 
1- v-iedades. Minimizando el tiempo de cómputo, encontramos que el grado de la expansión de 
1- v-iedades inv-iantes óptimo ea na =· 4 , y el error máximo en la interpolación por spline de 
10-16 • 

IV.5.1 IRC con número de rotación igual a la razón áurea. 

"IOmamos la CFE de la razón áurea cuya expansión está compuesta exclusivamente ¡>or l. La 
sucesión P• está determinada por el truncamiento de orden i de la CFE de.., = ~ . Estos 
Yalores de p, coinciden con cocientes de términos consecutivos de la sucesión de Fibonacci. 

Desde i = 2 hasta i = 15 obtuvimos los valores del parámetro k, . Estos valores los podernos 
••r en la tabla l. La sucesión k, converg~ ~parentemente en forma geométrica. Evaluamos la 
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razón de convergencia 6, definida como: 

ka+1 -.k, 
6o =ka - ka-1 

La razón 6o converge a un. valor constante (ver tabla 1) . Si fijarnos el valor del~ razón 6o = 616 
para i > 15 y extrapolamos, podemos estimar el valor de k 00 corno K 00 = 0.971636. Este valor 
e• aproximadamente igual al obtenido por Greene (sección 2). · 

También podemos ver que 6u, es muy cercano a "t • 61r./'T """0.99448 . Evaluarnoa también el 
reaiduo de 1- HPMM en la tangencia heteroclínica. Para K = Ka y P• , denotamos al residuo de 
eat.e punto como Resa,,; • y para el de Pa+1 con el mísmo valor del parámetro Resa.•+1 . Observando 
la tabla 1, verificamos que Res,¡,a y Reso,,;+1 tienden a un valor constante cuando i crece. El cociente 
S, = llea,;.o/Re110.0+1 parece converger a un valor constante ai i -+ oo • en este caso, s, - 0.549 .•• 
ai i - oo • Podemos verificar que Sa converge geoJlll!tricamente. 

El reault.ado anterior parece indicar que para la tangencia het.eroclínica en la primera lengua 
para diferentes i • la geornet.r(a de la tangencia - repite a escala mú pequeña. Esto indica que 
eat.e método presenta un fenómeno de autoaimilaridad. 

Debemoa remarcar que la tabla 1 y posteriores ..Slo moat.ramos las aeia primeras cifras signi­
ficativas de loa valorea obt.enidoa. 

IV.&.2 IRC noble•. 
Para analiaar cómo domina en este criterio la cola de la CFE en los diferentes parúnentros, corno 
6o • Reso,a ,et.e. • estudiarnos IRC con número de rotación tipo noble. Loa númeroa utilizados aon 
de la forma: 

,.,,. = {O; 9, 1, 1, 1, • • ·] = {O;• 9, (1~00 ) 

Eet.udiamoa laa IRC con número de rotación P-r.s .P.,,& y p.,,., . Al igual que el caso anterior, 
evaluamos para cada IRC las sucesiones {Ka} {S,} • {Rea.,,) y {Resa,,;+1} . En las figuras 9, 10 y 
11 moatramoa la convergencia de 6,; • Reso,,; y R9""',a+1 cuando i crece. 

Para eat.aa IRC, a partir de un valor de i grande, el fenómeno de autosimilaridad y reescalamiento 
ea igual al del caao de la rasón liurea. 

IV.&.S IRC ·no nobles. 
Loa númeroa de rotación que tomamos en conaideración aon aquellos que tienen una CFE cuyos 
elemt.entoa son todos iguales (i.e. Pa = {O; (ca)""'] •con a > 1 ). Deseamos invest.igar sus propiedadea 
de convergencia respecto al método de la obatrucción. 

En particular, analiaamoa el caso de laa IRC con números de rotación: 

• p2 = {O; (2)00
) = "\l'2 - 1 = 0.4142 ••.• 

• Ps = (O; (3)00
] = ... a;-s = o.3027 .... 

En cada caso, calculamos las aucesionea de valorea del parlirnetro {Ka} y los residuos {Res;,,;} y 
{Rea,;,,+1} . Eato datoa loa podemos observar en las tablas 2 y 3. Es natural que el número de 
elementos calculados sea menor que en el caao de la razón áurea. La razón es que la CFE converge 
mú rápidamente en el caso de núrneroa no nobles y _, en pocos p_.,,. obtenemos números de 
rotaación con pedodos muy altos. • 

En ambos casos obtenemos una raaón de convergencia de {Ka} próxima al número de rotación: 
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• Para h : 60 = 0.4787 •i i - oo . 

• Para P:s : 6a = 0.291 •i i - oo • 

Eeto indica que anibas •ucesiones convergen geométricamente. 
Para -timar el valor del parámetro crítico. fij&m08 el último valor de 6a e iteramos hasta 

obtener el valor límite: 

• Para P2 M obtiene k_ ~ 0.957447 . 

• Para h M obtiene k- ~ 0.882257 • 

El comportaniiento de los re•iduos es similar al caso aureo. Los residuos Re""·' y Jles,¡,0+ 1 convergen 
r'pidaniente a un valor constante en forma geométrica (ver tablas 2 y 3). La raz6n de convergencia 
- cada caso es: 

• Para P2 • s, = 0.347820 cuando i - oo 

• Para p3 , S, ~ 0.251971 cuando i -+ oo 

Para -tos Ca809 ~nfirmanios el fen6meno de autosimilaridad y reescalamiento. Por los ejemplos 
mostrados -teriormente. todo parece indicar que la •cota• de la CFE es la parte que gobierna la 
caovergencia y r~alamiento de las re80nancias hacia el IRC. 

IV.6.4 ~e con CFE periódico• 

Finalmente ... tudiamos IRC cuyos números de rotación tienen una CFE periódica. Estos número• 
los repreMntamos como p = (O; (a1 , a 2 • ···•a ... )"") • lo cual •ignifica que la secuencia (a1 , a 2 , ·•·•a.,.) 
- repite indefinid:smente. 

Los períodoa •elecionados son (2. 1) , (3. 1) , (3. 2) y (2, 1. 1) . Esperarnos observar en estoa 
ejemplos un comportamiento que combine 1<>11 c- anteriores. Los resultados e•tán expuestos en 
1 ... tablas 4. 5 • 6 y 7 . . . . 

En todo. los casos obaervanios que ia ras6n de convergencia 60 tiene tantos puntos de acumu• 
laci6n corno longitud de período de la CFE. Es natural definir la razón de convergencia de esta 
otra forma: 

donde m - la longitud del período. En todos los casos. s;-a parece converger a un valor constante. 
Tomando un número de rotaci6n, cuya CFE es peri6dica (a1. ···.a.,.) •entonces el límite de 6;" 
e• pr6xirno al producto 0:'=1 p,., •donde p .. , = (O; (ao)"") • En el caso de los IRC estudiados en 
esta -cci6n tenemos est<>11 re•ultados: 

i. Periodo (2. 1) : 6'f = 0.262670 

ü. Periodo (3. 1) : 6l = 0.205749 

iü. Periodo {3.2) : 6'f = 0.119685 

iv. Periodo (2.1.1) : 6f ~ 0.155556 

P2P1 ~ 0.2560 • 

P:JP1 ~ 0.1871 • 

p3p3 ~ 0.1254 . 

1>2(P1)2 ~ 0.1582 

Sobre el comportamiento de los residuos ~ •• y R-.•+1 debernos notar que c_onvergen a tantos 
puntos de acumulaci6n como elementos tiene el período de la CFE. 

74 

t 
' l 
¡ 

4 1 

:¡ 
1 
1 
! 

\ 
1 
l 
! 



.. .... ····· Tabla IV 1 • Sucesi6n 1 1 1 

n p .. Pn+l k .. 6 .. Res ..... Resn,n+1 

2 2 3 3/5 1.326626 -0.694465. -1.266627 
3 3 5 5/8 1.165048 -0.635144 -1.208576 
4 5¡ 8 8/13 1.085169 0.494391 -0.658421 -1.160677 
5 8 13 13/21 1.040234 0.562529 -0.641524 -1.194757 
6 13, 21 21/34 1.013046 0.605046 -0.653180 -1.172093 
7 21 34 34/55 0.996923 0.593061 -0.645622 -1.186590 
8 34 55 55/89 0.987076 0.612808 -0.650782 -1.178554 
9 551 89 89/144 0.981093 0.606031 -0.647420 -1.183125 

10 89¡ 144 144/233 0.977430 0.613199 -0.649274 -1.179617 
11 144/233 233/377 0.975192 0.611134 -0.648131 -1.181773 
12 233/377 377/610 0.973818 0.613869 -0.648833 -1.180450 
13 377/610 610/987 0.972975 0.613086 -0.648403 -1.181260 
14 610/987 987/1597 0.972458 0.614116 -0.648666 -1.180764 
15 987/1597 1597/2584 0.972140 0.613818 -0.648505 -1.181067 

Tabla IV 2· Suce11i6n 2 2 2 2 .. . .. 
n p.., Pn+1 k .. 6.. Rean.n Resn,n+1 

2 2/5 5/12 1.100089 -0.470191 -1.375662 
3 5/12 12/29 1.011318 -0.475989 -1.354572 
4 12/29 29170 0.979939 0.353459 -0.472700 -1.365228 
5 29/70 70/169 0.966585 0.425556 -0.474226 -1.360535 
6 70/169 169/408 0.961179 0.404785 -0.473580 -1.362493 
7 169/408 408/985 0.958972 0.408260 -0.473846 -1.361690 
8 408/985 985/2378 0.958070 0.408770 -0.473737 -1.362014 

. .. Tabla IV 3· Sucesi6n 3 3 3 3 , ... 
n p .. Pn+l k .. 6 .. Re• ..... Resn,n.+1 

1 1/3 3/10 1.073727 -0.360927 -1.456069 
2 3/10 10/33 0.941849 -0.365146 -1.446520 
3 10/33 33/109 0.905810 0.273281 -0.364994 -1.446497 
4 33/109 109/360 0.895306 0.291782 -0.364953 -1.446715 
5 109/360 360/1189 0.892190 0.295135 -0.365161 -1.449215 
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Tabla IV .f· Suceai6n 2. l. 2 l •.•. 

n p,. k .. Rea.. ... Resn.n+1 

3 3/8 4/11 1.080201 -0.633317 -1.236220 
4 <f/11 11 30 0.996771 -0 . .f88494 -1.230738 
5 11/30 15 •1 0.975805 -0.617239 -1.271063 
8 15/41 <fl 112 0.954894 -0 . .f95081 -1.213848 
7 <fl 112 56/153 0.949580 0.251215 -0.612207 -1.280731 
a 56 153 153/418 0.944127 0.257130 -0.496996 -1.209315 
9 153/.fl8 209/571 0.942737 0.260919 -0.611170 -1.284093 

10 209/571 571/1560 0.941298 0.262670 -0.497501 -1.208159 

Tabla IV 5· Suceai6n 3 2 3 2 .. .. .. , ... 
n p .. P .. +1 k .. 6 .. Rea.. ... Rea.. ... +1 

2 217 712• 0.968055 -0.380360 -1.360852 
3 7/24 16/55 0.927112 -0.450009 -1.464424 
4 16/55 55/189 0.906459 -0.383909 -1.350152 
5 55/189 126/433 0.901619 -0.448459 -1.472233 
6 126/433 433/1488 0.899087 0.122763 -0.384232 -1.345957 
7 433/1488 992/3409 0.898489 0.119685 -0.448036 -1.471389 

Tabla IV 6· Sucesi6n 3 1 3 1 .. .. ... 
n .P .. P .. +1 k .. 6 .. Res ..... Resn,n+1 

1 1/3 1/4 1.289159 -0.635263 -1.221281 
2 1/4 <f/15 0.971240 -0.383228 -1.276322 
3 4/15 5/19 0.925345 -0.597572 -1.293614 
4 5/19 19/72 0.870134 -0.394593 -1.236420 
5 19/72 24/91 0.861546 0.175362 -0.586974 -1.317640 
6 .24/91 91/345 0.850432 0.194869 -0.397675 -1.228016 
7 91/345 115/436 0.848680 0.201664 -0.584905 -1.323665 
8 115/436 436/1653 0.846378 0.2057.49 -0.398300 -1.226453 

78 



. IV.6 Conclusiones • 

El método de la obstrucción lo clasificarn09 como un método formal. Para cada valor de k 0 
podern.,. aaegurar la no existencia de IRC en el intervalo de rotación considerado. También es un 
... todo local, porque podemos estudiar cada IRC indiviaualmente·; 

Podem09 analizar el método de la obstrucción desde diferentes puntos de vista. A continuaci6n 
-tramos algunas conclusiones al comparar este criterio con otros (expuestos en la sección 2) 
dellde un punto de vista particular. 

IV.6 • .1. Visión geom6trica. 

El método de la obstrucción puede considerarse corno un criterio similar al utilizado por Chirikov. 
La tangencia en la primera lengua de las variedades· es en cierto modo equivalente al umbral del 
eolape de reaonanciaa, con la diferencia que en nuestro caso lo aplicarnos a difeomorfisrnos en vez 
de ftujoa. Sin embargo, ftujoa y difeomorfisrnos están relacionados por una sección de Poincaré. 

Si amb09 métodos aon equivalentes, entonces el método de solape de resonancias puede ser 
arbitrariamente preciso al considerar reaonanciaa de orden superior. 

IV.6.2 Visión de autoabnilaridad. 

i- reaultad09 numéricos expueatos en la sección 5, muestran un comportamiento de autosimilar­
idad al reescalar en forma adecuada el entorno de la tangencia heteroclínica. Para el caso 1, 2 y 
8 de la sección 5 observamos que, en la tangencia heteroclínica, la razón de los residuos converge 
r'pidamente a un valor constante. 

De forma airnilar, la razón entre el logaritmo de los valores propios converge a un valor constante 
(puesto que el residuo converge). Ahora, para FJ(, (donde 60 es el mínimo común múltiplo .de 
b períodoa de los HMPP ) tenemos tangencia beteroclínica, donde los valores propios de las 
Yariedadea invariantes aon ).0 y .Ao+1 , y para F~ tenemos también tangencia beteroclínica donde 
Jo. valorea propios aon A,; y A,;+ 1 • Si ae cumple ;que: 

log(..\o) _ log(A;) 
log(Ao+ 1 ) - log(A,;+1) 

entonces puede existir una conjugación topológica local a la órbita de la tangencia dé ambos 
direomor6sm08: FJ(, o 4'0,; = 4'0,,; o ~ ( la demostración de este teorema está en (46) ) • La 
conjugación 4'0,,; la podemos interpretar ;corno un operador de renormalización en el entorno de la 
tangencia. 

Podernos concluir que el criterio de la obstrucción permite, de una forma natural, una inter­
pretación de renormalización. El esquema de renormalización que proponemos es diferente al de 
Mackay (9) , porque el valor del parámetro del difeomorfismo cambia a cada paso de la renormal­
iaación. La función que realiza el operador 4'0,,; sobre un elemento de la familia del . .difcomorfismo 
F1e , en el espacio funcional, ea llevarlo hacia el punto fijo hiperb61ico del operador. 

IV.6.3 Visión variacional. 

El aignificado de la tangencia beteroclinica lo podemos encontrar en la teoría de las órbitas 
monótonas, ya que pertenece a la unión de dos segmentoe de variedades invariantes que se pueden 
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rep-ntar· como la gráfica de una funci6n . Esta tangencia perLenece a un estado mon6tono 
minimal. Tiene &8C>ciados d.,. números de rota.ci6n, el de HMPP P• (si utilizamos el difeomortismo 
Fji,1 ) y el del HMPP Pti+I. (ver figura 12). Eato significa que dicho estado es del tipo 3~ según la 
claaificaci6n de Katok (secci6n 11.8). 

IV.6.4 M6todos f'or:rnales. 
En la sección 2 describirnos algunos métodos de detección de desaparici6n de IRC. Definimos loa 
m'6todoe formales como aquellos que aaeguran la no existencia de IRC tras un número finito de 
p-. El criterio de la obstrucción es formal porque para cada valor del parámetro k, aseguramos 
la no existencia de IRC (de hecho, la existencia de beteroclínicos en un entorno de la tangencia y 
la continuidad de las variedades ante variaciones del parámetro, implica que no existe IRC para un 
entorno de k, ). Por lo tanto, el límite de k, es una cota superior del parámetro crítico.Ka < k 00 

IV.6.5 M<Atodos locales. 
1- mo6todos locales ..,n aquellos que permiten detectar existencia. de IRC en un intervalo de 
rotación arbitrariamente pequeño. El método de la obstrucci6n pertenece a esta clasificaci6n. 
Respecto a la precisión con la que podemos determinar la cota superior del parámetro crítico ea 
similar a la de loa métodos heurísticos mú precisoe {en particular, el método de los residuos). En 
principio, la precisión ea arbitraria. Sin embargo no sabemos si lirno-00 k, - Ka - O . Esto es 
dificil de determinar porque no tenemos buen- cot.as inferiores para las cuales Ka > K1n1 y que 
exista IRC cuando K < K1 .. 1 . 

IV.6.6 Zona de inestabilidad de Birkhoff. 

Una. aona de inestabilidad de Birkholl' es un conjunto conexo en el cilindro, el cual está limitado 
. por doe IRC y no existe en au interior niogúna otra IRC [7] . Como vimos en el lema 3, la tangencia 
bet.eroclínica de doa HMPP con número de rotación ~ y ~ define una zona de inestabilidad. Este 
dominio debe estar contenido en otro mayor oeceaariamerite. Según Boyland y Hall [43] , en una 
.aplicación. tipo twist en el anillo ai no existe IRC con número de rotación p entonc;.es existen órbitas 
no monótonas (no Birkhoff ordenadas) con número de rotación ~ suficientemente cercano a p • 

Debemos esperar que el entorno de una tangencia heteroclínica de dos HMPP con número de 
rotación ~ y ~ existirán órbitas peri6dicas no monótonas (o-•, Birkhoff no ordenadas) cuyo 
número.de' rot..Jión está contenido en el int.ervalo de rotaci6n pe (~. ~) . Esta propiedad de la 
t.anaencia la demostramos en el capítulo V, el cual está dedicado a fa dinámica en el entorno de 
1- tangencias heteroclinicas. 

IV.7 Apéndice 1 
En este apéndice indicamos corno - calculan las derivadas de orden superior de una cornpoaici6n 
de funciones. N 

Sean /(x) y g(x) dos funciones suficientement.e diferenciablea de IRN a IRN , con x E IR . 
Queremos calcular la deriva.das parciales de la composición /(g(x)) suponiendo que conocemos 
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TESIS 
DE LA 

•- derivadaa de /(x) y 1&a de g(x) . Llarnarnoa n. a la proyección de la i-ésima coordenac:la, y 
de&aim.,. /,;(x) = Il,;/(x) , :z:,; = D 0x y g,;(x) = Il0g(x) , con i = 1, • • ·, N. 

Definimos: a-
'';•··········- = 811 ...... 811.,,_ /,('y)IY=tr(Xol • 

a-
••;••· •2, ··· •• - = 8 iJ lra(X)IX=Xo , z •• ... z ... 

a-1, ••••• 2, ..••• _ = a- 8 I• o g(x)lx=Xo • . -•• ... s._ 
can •:& = 1,• • ·, N y o,; = 1, • • •, N . 

Por lo tanto, 1- derivad- de la comp<>11ición de funcione• ... n: 

/ti;•••••·····•• = E (1.,.,,.,.,,., ... ,.,,_ ñ 9ai;{e(a1on))) 
..as:O 1=1 

donde fndic- repetidoa implica auma. El conjunto de índice• {e,01} esta definido como: 

i. U:,1{e(o,,n)} = {•i.•2.--· ,e,.} • 

ii. {•(o,,n)} n<•Coa. n)} =e •i 1 ~ i. 

iü. {•{o,.n)} repre-nta la manera de particioaar n objetos diferentes (o -•, el conjunto de 
{adíe- {•:&, • • • , • .. } ) en na aubconjunt09 º• • donde cada O• es el número de subconjuntoe 
que contiene 1: objetos, cumpliendo la r-tricción aiguiente: 

n = o 1 + 2o3 + 3o:s + • • • +nao,.. . 

Esta fórmula - una extensión de la fórmula de Fa& di Bruno para funciones de R en R (35) 

IV.é . Ap~ndice 2 
En -te a~ndice mostramos la forma de calcular loe coeficiente• de la variedad invariante-escrita 
CODlO la gr"6ca de la función 11 = ,P{z) •donde ,P{:z:) es un polinomio de :z: • Sea/" la aplicación 
n-úima eac:rita como uaa -rie de potenci- de :z: y 11 • Definimoa: 

Il:&/~{:z:,11) = E oa.;:z:"ll1 (IV.4) 
•.+i~--

Il2/~{:z:, 11) = E P,;,¡:z:'ll1 
. •+is-

(IV.5) 

.P(~) = f:6,:z:" (IV.6) 
é=O 

donde el punto periódico lo bemoe tr-ladado al origen. Substituyendo (4), (5) Y (6) en (2) 
obteaemom la aiguieate relación: 

{IV.7) 
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UtilisandÓ l .. relacione• de productos de series {35] podemos agrupar ('7) por potencias de z ~ con 
lo cual obtenemos una serie de potencias de a: : 

fo [,:.;;o 
•+i-• 

•2:' 

(IV.a) 

Si tenemos el co~unto {p} = {p1,1'3,·· ·,p.}, entone- el conjunto t{p} lo definimos como: 

tal que 

. ,,~· 
e<P>•.s = E e1II ~ • 

ra.---.... 2:,o ti=l • 

• Er1l=e 7 
1=1 

• Er•=; 
1=:1 

Por 4ltirno, {~} - el co~unto definido como: 

~.= 
i.•,r~o 

•+rs:• 
•2:S 

Todos loa coeficientes de las potencias de a: en (8) deben aer id~nticarnente nulos. Esto nos da 
tft+ 1.relacion- para determinar loa na+ 1coelicient-6. Debemos notar que paran'= n > 1 en 
(8) , el coeficiente • .. • aparece en forma lineal 7 depende de ..... con O ~ n" < .n' . De eata manera 
podemos calcular uno a uno loa coeficientes 6 . Para el caso de n' = 1 , tenernos que 61 cumple una 

. ecuación de segundo grado. Las dos raíces reales están asociadas, respectivamente, a la variedad. 
estable e inestable del HMPP . Si las ra{cea mon complejas conjugadas, el punto peri6dico ea de tipo 
eUptico, 7 entone- •Cz) = v representa la gr4fica de una sección de curva invariante bornótopa a 
un punto. 

Debemos señalar que la serie de potencias que representa la gráfica de la función v = •Cz) 
tiene un radio de convergencia re = i;; , donde n ea el período del punto hiperbólico . Este 
radio lo· calcularnos de fornia heurística. Al expander las variedades invariantes de diferentes 
puntos hiperbólicos, verificamos a partir de la serie de potencias en a: obtenida, que au radio de 
convergencia no excedía la distancia del punto elíptico (del mismo período) más próximo, ea decir •· . 

ªº 



Tabla IV .7· Suceaióii 2. l. l. 2. 1.1 •••. 

n p,. k ... 6,. ne ....... a.. ...... +1 

2/5 1.302717 -0.656262 -1.148995 
a 2 5 5/13 1.096353 -0.461895 -1.342430 

5 13 7/18 1.041419 -0.651754 -1.202505 
7 18 12 31 1.009960 -0.667858 -1.117147 

6 12/31 31/80 0.983275 -0.454372 -1.371805 
7 31J'80 43 111 0.975183 -0.659711 -1.186312 
8 43/111 74 191 0.970501 -0.662477 -1.126748 

74/191 191/493 0.966364 -0.456155 -1.366039 
10 191/493 265/684 0.965101 0.149548 -0.658234 -lc189030 
11 26&/648 456/1177 0.964362 0.155556 -0.663407 -1.125146 

• 
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Capítulo v 

Dinámica en el entorno de los 

cantorianos. 

V.1 Introduci6n. 
En 109 capítulos 11 y IV hemoe -tudiado algunaa propiedadea de los conjuntos invariantes (de tipo 
rninimal) cuyo número de rotación ea irracional. Estos conjunto• sólo pueden -r de dos tipos, IRC 
o un conjunto cantoriano. En ambos caaoa, cualquier órbita contenida en el conjunto es densa en 
'6ate. 

La dinámica en el entorno de un conjunto cantorüuio es el tema que nos interesa en e!lte capítulo. 
En la transición del IRC a un cantoriano está involucrado el comp·ortamiento de las variedades 
invariantes de los punto hiperbólicoa del entorno. El método de la obstrucción permite entender 
como - crean loe agujeros en los cantorianos, permitiendo la difusión de las órbitas a través de 
dich09 agujeroe. Mackay , MeiB8 y Percival [47) estudiaron el transporte de órbitas a través de 
loe agujeros analizando la dinámica de las variedades invariantes: La diferencia de la acción 6. W 
debida· a las órbitaa tipo 2.a , laa cual- ee localizan en laa variedades estables e inestables de 
los llMPP con ·número de :otación ! , coincide con el transporte de órbitaa a través d.e dichas 
variedades. Esta técnica permite cuantificar la difusión a través de cantoriano•. Chirikov evalua 
los coeficiente• de difusión a partir del inicio del caos (es decir, de la desaparición de la última 
IRC) utilizando las técnicas de teoría de perturbaciones en ftujoe (36,48) . 

Loe métodos anteriorea están basados en teoríaa que no permiten examinar en forma clara la 
dinúnica en el entorno de un cantoriano. Por otro lado, el método de la obstrucción nos conduce 
a pensar que esta dinámica está gobernada por las variedades invariantes de loa HMPP cerca del 
cantoriano. 

El existir una tangencia he~roclf'nica, implica que existe un ntimero infinito de puntos het­
erocUnicos. Es bien conocido en difeomorfismoe, que en el entorno de los puntos homoclínicos 
transversales, hay dinámica conjugada a un shift de Bernoulli (15,26,53) . Por lo tanto, nos in­
teresa mostrar que también para las tangenciaa heteroclínicaa es posible encontrar un conjunto en 
el que la dinámica aea conjugada a un ahift. De -ta forma podemos asegurar que en el entorno de 
laa variedades invariantes tenemos caos local. Este hecho concuerda con el caracter hiperbólico de 
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1- cantorianos ["?]: Supongamos que tenem""" itn,. HMPP con número de rotaci6n Pi y P2 y que 
comparten puntos heteroclínicoa. Entone- todos loa HMPP cuyos números de rotación pertenez­
can al intervalo (P1, P2) deben compartir puntos heteroclinicos entre ellos. Así, toda sucesión de 
HMPP cuyo número de rotación converge a p E (p1 , P2) n IR\ O comparten hetcroclín icos. Por Jo 
t.anto, en el entorno de estos puntos hay conjuntoa en los que Ja dinámica es conjugada a Ja de un 
ahift. En el límite, estos conjuntos "cu6riróra" todo entorno del cantoriano con número de rotación 

" . El t.rabajo de Boyland y Hall referente al rompimiento de IRC [43] , demuestra que existen 
6rbitaa no ordenadaa cuyo ndmero de rotación ea próximo al del cantoriano. Nos interesa relacionar 
la aparición de estas órbitas con Ja aparición de tangencias heteroclínicas. De esta forma podemos 
entender la naturaleza y la dinámica de las órbitas mal ordenadas. Estas órbitas no existen cuando 
el •istema es integrable. Van apareciendo a medida que las IRC desaparecen. 

Este capitulo Jo dividimos en cuatro partea: · 

i. En la primera parte consideramos un HMPP que tiene una tangencia homoclínica. En el 
entorno de éata mostramos que hay conjugación con un •hiCt (utilizando dinámica simbólica). 

li. La •iguiente utiliza loa resultados de la anterior para aplicarlos al caso de una tangencia 
heteroclinica entre dos HMPP. 

iü. La tercera parte rnue•tra que casi toda órbita periódica que pertenece al ·entorno de una 
t.angencia heteroclínica -t4 mal ordenada. 

iv. En la cuarta discutimos cuestiones adicionales sobre ordenación de órbitas para K > Kc . 

V.2 Tangencia homoclín.ica. 

En -ta sección describimos la dinámica del entorno de un HMPP conjuntamente con el entorno 
de una tangencia homoclínica cuadrática debida a las variedades estable e inestable del punto. 
M-tramos que existen conjuntos en el entorno del HMPP que se aplican sobre ellos mismo• 
formando bandaa verticales y horizontal•. Utilizando técnicas de dinámica simbólica podemos 
mostrar la existencia de un ndmero infinito de órbitas periódicas contenidaa en un conjunto can­
toriano. Esta dinámica es conjugada a un shift de Bernoulli. 

Sea F1e una familia uniparamétrica de difeomorfiamoa definidos sobre el cilindro S 1 x R y 
donde K es el parámetro. Cada Fx ea UD difeomorfismo que conserva el area y es de tipo twist. 
En particular Fo es un twiat trivial, ea decir, e• integrable. Definimos las coordenadas sobre el 
cilindro como (9,r} e S 1 x R. 

Sea p un punto peri6dico hiperbólico de FK con número de rotaci6n ~ {as( F_k(p) = p ). 
Llamamos W•(p) y W•(p) laa variedades invariantes de p (locales). Suponemos que éstas tienen, 
para UD valor del parámetro K , una tangencia homoclinica que llamaremos a con la posición rela­
tiva mostrada en Ja figura l. Este tipo de posición relativa ea el que se da en el caso beteroclínico. 
Otros casos homoclínicos pueden ser considerados con un ligero esfuerzo adicional. 

Si Jos valorea propios de DF1e(p} , ~ y ~-1 , son reales diferentes de 1 , existe una cambio 
de coordenadas local en un entorno de p, (9,r) __.(e,,)) tal que, en un entorno de radio 4'(P)x 
de p (8(p, ... (p)1e) ), w•(p) coincide con el eje e y w•(p) coincide con el eje ' (teorema de 
la variedad estable [33]), tal como muestra la figura 1. Igualmente, en un entorno del punto 
de la tangencia cuadrática de radio oE(s)x (B(s,.,(•)K) ), existe un cambio de coordenadas local 
(•,r) -+ (l'l,V) donde las variedades invariantea W•(p} y W•(p) - representan como gráficas de 
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t'unr-ionf!R cnftdf'Áticas (parábolas), como.., indica en-la figura 2. Definimos dos sectores Ti y T~ -
en el entorno de• tal que Ti,T:i e 8(•,e:(•)x). Loe conjuntos T,¡, con i = 1,2, están definidos 
po.r el úea acotada por W"(p) , W,.(p) y un segmento de recta t,¡ que es ortogonal al eje ., y que 
corta a las variedades ( ver figura 3). 

Lema V.1 E:riaten ente .. o• n tf rn tol que loa imágene• de T =Ti n T:¡ o6tenicfoa "º" F]é'(T) JI 
F¡c•(T) , tienen inte ... ección no nulo en B(p,e:(p)x) tf en el interiof' efe eata interaección eziaten 
tlo• 6a11cfa• laorizontale• Hi tf H:i (po .. alela• al eje ( ) , tf doa 6andaa Vef'ticalea Vi JI V 3 (paf'Alelaa 
al e;e ' ) 9ue e•naplen con la• aiguiente• condicione•: 

i. H,¡ n H¡ = e ai i =/:- ; • 
Sí. Y,¡nV¡= 8 ai1·,¡,;. 
m. H, n~- =/:- 8 paro i,; = 1,2 

iv. F~+-(H,) e V. "ª"º i = 1, 2 
v. F¡cn--(V.) e H, Pº"ª i = 1, 2 . 

vi. Loa ff'onterea Vef'ticAle• de H,¡ {f'eap. V. ) ae aplica11 en la• ff'onteraa verticalea efe V. (reap. 
H, ), par• i = 1, 2 • 

vii. Loa frontero• laorizontolea de H,¡ (reap. V. ) •e· oplicon en loa frontera• verticolea de V. (rep•. 
H,¡ ), pare i = 1, 2 . 

DemoatraclcSD Joma 1 : Tomemos el conjunto T y examinemos su imagen F_k(T) para i >O 
Corno • pertenece a T y • es un punto homoclínico, podemos encontrar un valor 9; = n e IN 

tal que FR-(•) esté contenido en B(p,e:(p)x) y tal que la imagen de W,.(p) , que ..,.frontera de T 
, - au&cienternente paralela al eje (y ea tangente al eje r (por FR(•) ) . El .>.-lema nos -gura 
qua existe este entero n para el cual la imagen de W,.(p) (en el entorno de• ) ea suficientemente 
paralela al eje ( (33) . Igualmente, los tramos de rectas t 1 y t 3 , al ser iterados por FR- , son 
au&cientemente paralelos al eje ( , ver figura 4. · 

Aa( FR (T) contiene dos band- alargadas paralelas al eje ( que se unen en un punto ( concre­
tamente en FR(•) ). Debemos considerar que la elección de las rectas ti y t 3 está en función den 
ya que necesitamos que FR-(T)nB(p,e:(p)x) contenga solamente a las dos bandaa antes dcscritaa. 

De forma aimilar, existe un rn = ;9 E 111 tal que la imagen de F.i('.,.(T) son dos bandas 
au&cientemente paralelas al eje r y que .., unen en un solo punto ( F.i('"'(•) ). Asímismo"; la 
elección de los tramos rectos &1 y t:¡ eatá en función de na para que Fié"' (T) n B (p, e:(p )x) contenga 
solamente estaa dos bandas . 

. Laa band- obtenidas se interaectan en cuatro pequeños rectángulo• . Tomemos un rectángulo 
mayor que contenga a estos cuatro cuadrados en au interior al cual llamaremos R (ver figura 5). 
Sobre R , laa fronteras verticales de las bandas verticales son gráficas de una función, ( = 'P(') . 
Laa fronteras horizontales de laa bandas horizontalea también son gráficas de una función ' = ~(() 

Lo que resta probar es que existen dentro de cada banda vertical una banda cuya imagen por 
F;c--• está contenida en una banda horizontal en R (tal que sus fronteras horizontales se aplican 
en laa fronter- horizontales de la banda horizontal, y laa verticales en verticales. 

Touiemos la imagen de R por F;c.. y F]é' • Estas imágenes tienen intersección no nula en el 
entorno de•. Escojamos dos rom6oa Ti y T:¡ tales que: 

i = 1,2 

84 

i 

t 
¡ 



Cada 1', tiene cuatro lad.,. paraleloa a loa ladoa de F¡c:-(Ji?) n F~{Ji?) y el tramo de recta ta 
intertiect& a T, solamente en un vértice ( ver figura 6). 

Por eatar i', e T, , FR-(T,) eatá contenido en una de laa bandas horizontalea y F.K.,.(T,) en una 
de 1- bandaa verticales y sus front.eraa aon suficientemente paralelas al eje ' y al eje e . Debemos 
eac:oger T, tal que FR-(T9 ) interaecte ambas bandaa verti;,ales y también que F¡c""(T,) interaecte 
&lllbaa bandas horizontales (ver figura 7). Los ladoa horizontales de F;}(T,) se ap!ican en loa lado• 
horiaootalea de F,;c-(T9 ) por la aplicaci6n F,;c .. -- , y lo mismo sucede con loa lados verticalea. 

E9 importante notar que la -lecci6n de T0 puede implicar una nueva elecci6n de rectu t 1 

y t:a y tarnbi.Sn n y na , tal que la arista de T, que intenecta a t 0 cumpla con lo siguiente. Si 
r, = 1', n t, con i = 1, 2 entoncea: 

Dc(FJ;(r2)) > Dc(F,K""(r2)) 

lls(FJ;(r2)) < Ds(F.K.,.(r2)) 

donde n, y "~ son laa proyecciones sobre loa ej- e y ' r-pectiv&1nente. Renombrando • laa 
bandaa as( obtenidaa como: 

para i = 1, 2 , -rificamoa que: 

donde loa ladoa horiaontal- (r-p. verticalea) de H, - aplican en loa ladoa horizontale• (r-p. 
•ertical-) de v. . e 

Deflnlcl6n V.3 Sea •n• 6onela Aori•ontal h (re•p. vertical v} tol 1ue h e Ha (rup. v e V.) 
para elgttn i = 1, 2 • Suponerno• 9ue lo• /ronter.a ele h {re~p. v } •on •rm/ic .. de /•racione• 
lip•chiC•ian .. ti.e ' pare lo• loelo• verCicele• 11 cle ( para lo• lotlo• hori•ontole•. El tlimmctro ti.e •n• 
hatl.a Aori•ontol h (r••P· vertical v ) lo elefinimo• conao: 

• B••rl• horüoratsl: 
d(la) = CE'U~.1{ lcl>aup(() - cl>ioat(e)I } 

aiendo f/>aup 11 c/>io.1 l•• /•nc:ione• c•sr•• •rá/ico• coinciden con lo• /ronter .. Aori•onColc• ele le 
hntl• la en el inCervolo ((o, (1) • 

• Banrl• vertical: 
d(v) = Eml ax 

1
{ hP1aca(') - ~d.es(,)I } 

e fo.ca 

ncndo ~l•ca 11 ~der 1 .. funcione• cusr ... ráfic.. coincitl.en con 111• /ronCcre• verCicale• ti.e la 
6ando v en el inCervolo ko, '1) • 

Lema V.3 Conaitl.ererno• 1 .. hip6te.U ti.el lena• ~- Se• una 6anel• h e H, por• alg.&ra i = 1, 2 11 
••110 tliámetro e• d(h) > O . El tl.iánadro ti.e la 6ara4a la, = FJ?+ .. (la) n H, e• cl(h) = .,cf(h) con 
0<.,<1. 



Demostración lema 3 1 En el entorno 8(p,E(p)x) del punto.periódico hiperbólico p , la 
dinúnica - conjugada a la de un punto hiperbólico de período 9 . Laa variedad.," invariantes 
coinciden con los ej- ortogonales centrados en p (por el teorema de la variedad estable (33] ), a 
·- cuales les llanuunos E y r como en el lema anterior. Sea A > 1 y o < A- 1 < 1 los valores 
propios a.ociadoa a p . Con.•ideremos la banda h con diámetro d(h) Al aplicar F]c a la banda la 
&enem09 que: 

F}(h) e B(p,<(p)x) 

7 , por el comportamiento hiperbólico local, las direcciones verticales se contraen con una relación 
O < A- 1 < 1 y las horizontales ae expanden con una relación 1 < A , ver figura 8. Asr, el diámetro 
de la imagen de h l!le reduce como: 

Sea l el entero máximo tal que: 

i. Para 1 <; ~ l tenemos FÍc"(h) e 8(p,E(p)K) 

ü. Para;> l tenemos FÍc"(h) ~ B(p,E(P)K). 

El diárnetro de h ee reduce como d(~(h)) ~ A-1d(h) . Para i E [(I + 1)9,rn) , la imagen de la H 
tranaporta a lo largo de un entorno de la variedad W• (p) haata el entorno del punto de tangencia 
• • El diárnetro de la imagen de la cuando ae tranaporta a los largo de W .. (p) (desde fuera del 
entcirno de 8(p,E(p)K) hasta el entorno 8(•,E(•)K) ) se puede expander por un factor "'t > 1 ,. 
el cual -tá acotado, el número de iteracion- que ae realizan desde fuera de B (p, E(p )K) hasta 
8(•,E(•)K) es fijo (i.e. rn - 9(1 - 1) fijo). ' 

Eacogieñdo un rn auficientemente grande, obtenemos un 19 auficientemente grande tal que 
A-1 • -r < 1 . Esto quiere decir que el diámetro de la banda ee ha reducido un factor A-1 • "'t < 1 ( 
ver figura 9). 

Tomemos T,¡ n FJé'(h) en el entorno 8(•,E(•)K) y t.ransportemos esta l!lección de banda hacia 
H,; cerca de la variedad est.able w•(p) Sea l'q < n tal que: 

i. Fk"(1'0nFJé'(h)) ~ 8(p,E(p)K), 

ü. FJr+1>•c1'.nFJ?(h)) e 8(p,E(p)K) 

donde pJ:'+1>•ci.'. nFJ?(h)) - una banda horizont.al en 8(p,E(P)K) 
El diárnetro de la sección de banda T,¡ n FJ?(h) puede incrementarse un fact.or -r' y -te factor 

eat.á acotado, el número de interaciones desde 8(•,E(•)x) a la frontera del entorno 8(p,E(P)K) es 
fijo (i.e. l'9 fijo a lo largo de la variedad w•(p) ). Por ot.ro lado' dentro del entorno de B(p,E(P)K) 
, el diámetro de la banda horizontal ae reduce un fact.or A- 1 por cada iteración de F]c • Por lo 
tanto, ai - necesit.an n - l' 9 iteracionea para t.ranaport.ar el segmento de banda desde la frontera 
de B(p,€(P)K) hasta la banda H,; , podemos encontrar un n t.al que A-(-:-•'> . ..,•< 1. 

Por el lema 1, FJ}+"'(h) n H, es una banda horizontal contenida en H,¡ (los lados horizontales 
ae aplican en lados horizont.al- de las bandas). Además tenelllOll que el diámetro de -ta banda 
ae -trecha con un factor: 

Concluimooi ent.onc-, ai la e H,; banda horizontal, con diámetro d(h) , que rx+-(h) n H,; ea una 
banda horizontal con diámetro: 

conO<l'<l 
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El e- para las bandas vertical-, v.c V. con diámetro d(v),.., demu~stra que F¡¿: .. -"'(v)nV. 
·- una banda vert.ical con diámet.ro: 

conO<v'<l 

La de-traci6n es análoga al ca.o de 1- bandas horiaontaJes. O 

".l."9orenaa V.4. Conrideronllo lo• lt.ip6tc•Ü del lena• 1 JI 81 pora el di/comorfi•mo F¡¿:"-"' • re• 
otrinf1'11o •Fié .. -"' : S(p,c(p)K) - S(p,c(p)K) , se cumplen lo• aig•ientes •/irmoeiones: 

i. Las h•.t .. vcrtieale• V. , co• i = 1, 2 1 oe aplican oo6re 6o11lla• Aori;sontole•: 

Las fro•ter .. vedicalea {re.,.. laori•ontalc•) lle V. •e aplican en frontero• verticalc• (re•I'· 
AorüontalesJ lle H 0 • 

ii. Sea v U•• kndo vertical, tal 9•c v e V. pora •• i = 1, 2 • E!'tonce•, ,.r• coda i = 1, 2 
&cnemoo pe: 

.ton.te v e• une 6on.ta vertical no vacia, 11 eziste un v con•tente, O < v < 1 , tal 9•e: 

d(v) :s; vd(v) 

üi. Sea h une kndo Aori•ontal, &al 9•e he H 0 para un i = 1,2 . Entonceo, ,.ra ca.to i = 1,2 
Cene"'ºº 9ue: 

.ton.te la e• UftO 6onllo Aori•ontol no voeio, ., eziote un v' conotonte, o < v' < 1 I tol 9ue: 

d(la) :s; v' cl(h) 

iv. FJc---:-•> re•tringillo • S(p~c(P)K) l'OHC "" •Ai/t a con elfo6eto {0,1} como ••6Ñtenaa. 
Añ FJc-•--> e• co11j•gollo • a vio un Aonacomorfis"'o r del eapocio de aucerione• S • un 
••konj•nto .te ·s(p,c(p)K) 

FJc-•--> o r = r o a 

Demostracl6n teorenua 4.: La parte (a') - demuestra aplicando el lema l. 
La parte (ia') y (iia') - demuestra aplicando el lema 3. 
La parte (iv).., demuestra aplicando el teorema 3.1 de Moser [26}, puesto que (a'), (ia') y (iia') 

verifican las hip6tesis del teorema. O 

Nota V.5 El ruímero de elemento• llel •l/o6eto es /&nito ({0,1}) 1 por lo tonto r(S) es un con· 
juft&o lle C••tor. E•to oignifico 9ue en R e S(p,c(p)K) eziste un conjunto nu.,.era6le lle 6r6iaas 
peri6.tico• con periodo 6 .. e rn+ n (i.e. ezioten 6r6ito• l'eri6clico• en R poro todo 1 E 111 con l'eriollo 
1 • (n + rn) J. 
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Nota V.G Cuanllo el valor llel parámetro K llel lli/eonaorfiarno Fg (para el cual ae tiene tangen· 
cia laomoclínica) aumenta en una cantillall < , ,.., tiene inter•ección tranaveraal en. cate acetar· de 
loa variedade• ( ver figura 10). La conatrucción lle loa 6anda• laorizontalea 11 verticale• podemo• 
con•ervarla 11• 9ue la región R no inclu11e l•• ina4gene• del punta lle tangencia a • Para cate caao 
tenenao• entonce• doa punto• laornoclánicoa •i 11 92 (figura 10). En lo•. entorno• B(•i,e:(a1)K) y 
B(•a,e:(92)x) 9ue inelu11cn a •i 11 a •a reapectivan&ente, e:r:iaten cam6io• de coordenada• tale• 9ue 
'W"{p) 11 W•(p) •on gráfie..,. lle polinónaio• euallr4ticoa. An lo• •ectore• Ti 11 Ta •e eligen de 
tn•ncra "9milar al eaao de la tangencia, limitándolo• por •cecionc• de recta• ti y ta ( ver figura 
.1.1). En •l entorno B(p,e:(p)x) la• irnágenc• de lo• •ectore• Ti 1' Ta ae aplican de naanera aimilar 
al .,.,.o tangente. Seleceionanao• el rectángulo R. tal 9ue inelu11a la interaeceionea lle la• inaágene• 
lle lo• •eetore• Ti 11 Ta . A partir de 09u{ •e puelle continuar la derno•traeión del lema 1, lema • 
JI teoremca 4 lle forma an4logca al ea•o tangente (ver figura 1R). 

De eatas observaciones concluimos que, para un intervalo del parámetro K E (KT, KT +e:] , 
con Kr el valor del parámetro para el cual tenernoe la tangencia y < > O , la existencia de un 
conjunto de Cantor en el entorno del punto periódico hiperbólico, p , ea genérica. 

V.3 Tangencias beteroclínlcas. 
En eata sección -tudiarnoa el entorno de una tangencia beterocUnica, la cual pertenece a l ... 
variedades invariantes de doa HMPP de número de rotación distintos. 

Al igual que en la eección 2, tornarnos la familia uniparamétrica de difeornorfisrnos, Fx , que 
eaü definida 80bre el cilindro 5i x IR • Pedimos que Fx -a una aplicación conservativa y tipo 
t.wiat. Las coordenadas sobre el cilindro aon (9, r) E 5 1 x IR . . 

Tornemoe doe HMPP con números de rotación Pi = ~ y Pa = ~ respectiv~mente ( ~on 
Pi.Pa e z y 9io92 e 111) y •upongarnos que IP1 - Pal< 6 < 1 . Supongamos, ademas, que existe 
un intervalo del parámetro [Ki. K 3 ] tal que para Ki existe una IRC con pe (p1 ,p,..) , y que para 
Ka loa doa HMPP pertenecen a una zona de inestabilidad de BirkhoO', la cual ea conexa. Por lo 
tanto, debe existir un valor del parámetro K e (Ki, K 3 ) para el.cual las variedades invariantes de 
loa HMPP tienen tangencia beteroclínica en la primera lengua (sección IV.3). 

Seleccionamos un punto HMPP de la órbita con número de rotación Pi , al cual llamaremos 
Pi . Escogernos de la órbita de los HMPP con número de rotación p-;, aquel HMPP que esté más 
cercano a Pi en la dirección angular. Este aegundo punto lo llamamos p-;, . 

Sea K el valor del parámetro para el cual la variedad invariante inestable de Pi (W" (pi) ) tiene 
tangencia heteroclinica en la primera lengua con la variedad estable de p-;, (W• (p-;,) ). Debemos 
recordar que el segmento de W"(Pi) que va de Pi al punto de tangencia coincide con la gráfica 
de una función auave. Los mismo podemoe decir de W•(p:.o) , ya que suponemoa que Fx es una 
aplicación analítica. 

v.a.1 Construcción de bandas •. 

El propósito de este apartado - construir, en loa entornos de loa puntos periódicos hiperbólicos p 1 

-, p:¡, band- horizontales que se apliquen en band- verticale• (y viceversa), via aucesivas aplica­
ciones del difeomorfismo FK • La dinámica en ciertos conjuntos de dichos entornos es conjugada 
a un ahift. Así mostraremos la existencia de órbitas peri6dic- de cualquier período (múltiplo de 
un período base) , las cuales son próximaa a Pi • p 3 y a la tangencia. En el c&80 homocUnico, 
la variedad estable e inestable pertenecen a un mismo punto. Ahora debernos considerar cuatro 

88 



Yariedadea invariantes, la estable e inestable de cada punto P• (con i = 1,2·). La unión deºesLaa 
cuatro .variedades locales forrna un circuito cerrado, por donde ae transportan laa bandaa .. Esto 
•isnifica que en el entorno de ambos puntos p 0 tenernos bandas horizontales y verticales. 

'l'ornernos P1 y P2 corno ae ha descrito antes. Sea • el punto de tangencia beteroclínico dado 
por 1- variedades W"(P1) y W .. (p2) . Las otras variedades, W .. (p1) y W•(p2) , genéricarncnte 
no tienen tangencia beterocUnica en la prirnera lengua para este valor de parámetro. Sin embargo, 
tienen intersección transversal para otraa lengu- (de forma genérica)1 . Tornernos las dos prirneras 
int.ermecciones transversales en 1- lenguas de orden menor. A estos puntos les llamamos r 1 y r 2 
( Yer fisura 13). Conaiderernoa F:/ , donde Q ea el mínimo común rnúltiplo de 91 y 92 . Por lo 
tanto, P1 y p2 aon puntos fijoe para F:f . 

Sean 8(pi,e(p1)x) y B(p2,<CP2)x) entornos de P1 y P2 • Existen carnbioa de coordenadas 
en .,.toa entornos tales que las variedades invariantes locales coinciden con loe ejes ortogonales 
y la dinámica ea t.opológicament.e conjugada a la de un punto hiperbólico con un difeomorfismo 
lineal (33} • También en un entorno des , B(s,e(11)1c) , hay un cambio de coordenada.• tal que las 
variedades invariantes locales coinciden con gráficas de funciones cuadráticas. Por último, en loa 
entornos de las intersecciones transversales ri y r2 , B (r1, e(r1 )K) y B (r2, <(r2)x), respectivamente, 
exiat.en cambios de coordenad- tales que las variedades invariantes coinciden con la gráfica de 
funcione• cuadráticas e ver figura 14). 

En el entorno S(a,«(•)x) los sectores T1 y T~ est.á det.errninadoa por: 

i. Segmentos de las variedades invariantea locales por el punto de tangencia. 

ü. Por dos segmentos rectos &1 y t~ paralelos al eje q. , los cuales cortan a ambos lados del 
punto s a las variedades, ver figura 15. 

De manera similar deterrninamos los sectores T;: y T2 en los entornos B (r1, t:(r1 )K) y B (r2, e(r2)K: 
por medio de dos segmentos rect.oa a;: y t~ paraleloe a los ejes Vr• y Vrs , loa cuales cortan a loa 
ejes '1r1 y rJr. e ver figura 16). 

Lema V.T E:tiateft efttero• poritivo• n,rn,l,cl tale• 9t1e loa inaógene• clel eo,.;u,.to T" = T1 u T~ 
., <lel eon; ... to Tr == T;: U T~ táeneft ánter•ec:cáoft "º ft"'• eft el entorno de B (p19 c(p1 )K) , tal 9ue: 

De áftaol /ornaa, táenen inter•ecei6n no aula eft ••entorno tle 8(p2,t:(p2)x), eato ea: 

E• eata• ánter•eeeio .. e• ezüten c:t111tro kntl .. laorizontale• , tlo• tle ella• nr• , Hf • p11rald11a al 
e;e (1 (en el entorftO "" B(p1,t:(p1)K) ) "la• otr•• "º" nr· . nf• p11rolol•• •I eje ,2 (en el 
entorno 8(p2,<{p2)K) ). Taon6it!n laofl euotro 6ondoa vertic:ale•, V/" , vf• , paraleloa al eje '1 
( e11 el entorno 8(pi,<{P1)K)) JI vf• , vJ'• , parolel .. ol e;e (:ii (en el entorno B(p2,t:(p2)K). 
E•t .. 6andoa cumplen c:oft la• aiguieftte• propiedocle•: 

i. n"f• n nf• = 9 , Hf• n Hf' = 8 para i ~; . 

iá. v,P• n v:;P• = 0 , v.P• n vf• = e l'•r• a ~ ; . 
1PWnaeee en 1- ....,iedadea corrc•pondien,_ a 109 puntoe de•- cSrbit- p 1 -, P:a 7 en•- im.S.Cenea de• que .. 

encucnlrnn •obre loe miamoe. 
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iii. Hfª n v,JI• :#- 1 • Hfª n Vfª :#- 1 para i,; = 1, 2 . 

iv. F;+-cnf') = v,Pa , F;c---cv.Pª) = Hfª par .. i = 1,2 

v. FJ2.+1(Hfª) = v.P• , F¡cd-1(V.pª) = Hfª pAna i = 1,2 . 

L- /ron&erA• laorizontAle• de Hfª {re•p. Hfª ) •e •plit:Aft en , ... /ronterA• laorizontale• de v,Pa 
{re•p. v.P• ) . Lo oniamo ••cede paro IA• /rontera• tiertir:Ale•, ver figura .l. 7. 

Demoatracl6n lema T : La demostración e• similar a la del lema 1, añadiendo la nota 6 para 
el C&AO de intersección transver•al. 

P- el .>.-lema (33], exiaten números enteros n = Qn' , rn = Qm' , l = Ql' y tl = Qd' (con 
n', rn', l', d' e IN ) tal que: 

i. F;c-cw•(p1)nBC• ... (•)K)) ea un segmento del eje r1 y F¡c ... (W'(P2)nBC•.c(•)K))- una 
parábola tangente al eje r1 y •uficientemente paralela al eje (1 . 

ü . .l2('W'(P2)nsc•,c(•)K)) H un aegmento del·eje r2 y FJHW"(P1)nsca,c(•)K)) - una 
parábola tangente al eje r:;a y •uficientemente paralela al eje (2 . 

iü. FJc('W'(P1) nscr,,c(ro)K)). i = 1,2. aon-gmentosdeleje (1 y FJc('lll"(p2) n S(r,,<(r,)K)) 
aon -gmentoa de parábola que cortan al eje (1 y aon auficientemente paralelos al eje r 1 , 
para i = 1,2. 

~v. F,K .. ('W•(p2)n B(r,, .. (r•)K)), i = 1, 2, aon segmentos del eje (2 y F¡c .. ('W'(p1)n B(r,,c(r•)K) 
aon segmentos de parábola que cortan al eje (2 y auficientemente paralelo• al eje '2 , para 
i = 1,2. 

v. F;c-(ez n B(• • ..C•)K)) aon •uficientemente paraleloa al eje ( 1 , para i = 1,2. 

vi. FR(&Z n S(•,E(•)K)) aon auficientemente paralelos al eje (2 , para i = 1,2. 

vil. FJc.Cer ..-. S(r0 ,E(r•)K)) aon auficientemente paralelos al eje r 1 , para i = 1,2. 

vili. F;c,.Ctr n S(r0 ,c(r0)K)) aon •uficient.emente paralelo• al eje r2, para i = 1,2. 

La figura 17 mu-tra 1- imágenes de (•') al (viit') . 
Debemos eacoger n,rn (resp. l,d) tales que la imagen de Tª por Fié ... (resp. Tr por .F;c• 

) sean dos bandas paralel- al eje (1 (reap. r2 ) disjuntaa en el entorno de S CP11 E(P1 )K) (reap. 
B(p2,E(p2)K) ) , y que la imagen de T' por FJ} (re•p. Tr por FJc ) sean dos band- paralelaa al 
eje (2 (repa. r1 ) disjunt&A en el entorno de S(p2,E(P2)K) (reap. S(p1,E(p1)x) ). 

Fijemoa doa redángulo• R 1 y R2 tales que: 

y (F.K,.(T) n F~(T')} e R2 

y cumpliendo R 1 e S(p1 ,E(p1 )K) y R:a e S(p2,..CP2)K).. Sobre R,, con i = 1,2, las fronteras 
de las bandas paralelaa al eje í• coinciden con gráfic- de funciones de í• y las band&A paralelas al 
eje (• coinciden con gráficas de funciones de (, ( ver figura 18). 

En la intersección de las imágene• de Ri y R:a en el entorno de•: 



definimoe doe rom6o• 1.'t y T2 donde cada uno de •ua ladoe es paralelo a la frontera de F.i(-'(R 1 ) n 
F,K'"(R:a) y donde una de los vértic- intereecta en un punto a laa rectas ti y t; ( ver figura 19). 

Como i'z e: T" y TZ e F.i(-'(R1) , con i = 1,2 , entone- F¡c:'"(TZ) e R. 1 y está contenida en 
una de 1- bandas paralelss al eje (i . Como TZ e F¡c: .. (R.:a) , también tenemos que FJC(T:) e R.:a 
y -u, contenida en una de I~ bandas paralel~ al eje (:a (ver figura 20}. 

Llamemoe Hfª ::= F¡c:"'(TZ) y vrª ::= F;}(TZ). Entonces observamos que: 

Hfª nHfª = 0 V.pª nvfª = 0 

con i "' ; .. Tunbién tenemos que: 

con i = 1,2 . L- fronteras horizontales de Hf' (paralelas al eje ( 1 ) •e aplic~ en lss fronter .. 
horisontal- de V.pª (paralelaa al. eje S':a ) y las fronter- verticale• de Hf ª (paralelas al eje fl ) M 
aplican en 1 .. fronteraa verticales de V.pª (paralelas al eje ( 2 ), por construcción de TZ . 

Una con•trucci6n •imilar podemoe obtener en la intersccci6n de las imágene• de R. 1 y R.:a en el 
entorno de r 1 y r 2 : 

con i = 1,2. Definimoe loe rom6o• T~ y i'; de forma análoga a caso anterior pero en el entorno de 
·r1 y r:a r-pectivamente. Amboe romboe tienen ladoe paralelos a la frontera de F¡c:1 (R. 1 )n F1(R.2 ) 

y una de lu aristu de de 1' intersecta el Mgmento de recta e: , con i = 1, 2 • Como 1:: e Tr 
y 1' e F¡c1(R.1) , entonces FJc(T:) e R.1 y está. contenido en una de las bandas paralela. al eje 
f1 • Igualmente, para 't; e F1(R.:a) , tenemos que F¡c:d(T;) e R.:a y está contenido en una de 1 .. 
bandas paralel- al eje f:a (ver figura 21). 

Llamemom Hfª = F¡c:d(T:) y v.P• = FJc(T:> • 
propiedade•: 

HfªnHr =e 
También cumplen con: 

~+'CH'Fª) = v.P• 

E.tas bandas cumplen con las siguientH 

para i = 1, 2 . L .. fronteraa horizontales de Hfª (paralelas al eje f:a ) se aplican en las fronte·r .. 
horizontales de v.P• (paralel&9 al eje (i ) , y laa fronteras verticales de Hfª (paralelas al eje (:a ) 
- aplican en la frontera vertical de v_Pa (paralelas al eje fi ). · 

Por dltimo, falta probar que 1 .. bandas verticales y horizontal- en R.1 tienen intermecci6n no 
nula (y lo mismo para el caso de R.:a ). Pedimoe que la imagen del punto de intersecci6n de T2 con 
el segmento de la recta e; y la imagen del punto de interMcci6n de ~ con el segmento t:¡, cumplan 
l .. •iguientes desigualdades en R1 : 

lnc. ( J1c(i'; ne;)) 1 < lnc. ( FJ"C ... (T2ne;))1 

In,. (F'K(i';nc;>)I >In,. (Fi< ... Ci';nc;))I 
Respecto a la imagen de estos puntoe en R.:a • pedimoe que: 
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In~ª { FK .. (T3 n t2)) 1 < In~ª { F~ ('i'; n e;)) 1 
donde n,. - ••proyección en el eje a (ver figura 22). Eat- condiciones se pueden lograr escogiendo 
Yalorea de loa enteroa rn,n,l,d auficientemente grandea y variando la distancia del ..,gmento de 
recta e; a • y de t:¡ a r:a . 

De ... ta forma obtenemoa que: 

o 

Lema V .a Con.itlcrcmo• '-• mi•m•• l&ipóte.t. tlel lema 7 f1 lo tlc/iraicióra •· 
Sea •ra• 6onda l&oriaoratol hf' e Hf' eon diámetro d(hf') > O f1 •ra• 6ontlo vertical. vf' e vf• 

·coa ditlmetro cl(vf') >O, donde i,; = 1,2 . Entonce•: 

•• cl{F,;c .. - 1(hf') n 1.:fª>::;:; V1cl(hf'). ~ .. ; = 1,2. o< "1 < 1 . 

ü. cl{F¡c•--c1&fª) n Hf') ::;:; V:1cl(hfª> • con;= 1,2 •o< "2 < 1 

iii. cl(FJ?+ .. (vf') nVfª)::;:; "'sd(vf'), con;= 1,2 fl O< "3 < 1. 

iv. d(Fjt"(Vfª) n Vf') ::;:; V4d(vfª) 1 t:Ofl; = 1, 2 f1 O< ..,, < 1 . 

Dem09tracldn lema a : Para demostra cada apartado, aolamente hemoa de adecuar laa 
bip6teeia y aplicar el lema 3 del caao homoclínico. Aaí que para cada apartado, hf' o vf' , lo 
llarnalnoa h y a au imagen correspondiente la • A "' la renombramos v . De esta manera aplicarnos 
el lema 3 a cada caso. Aunque en el lema 3, la banda horizontal H, es la misma y para -te otro 
caao - diferente ( Hf' y Hfª ) , el lema se aplica de igual forma, ya que el caracter hiperbólico 
de loa entornoa de P1 y P:a - semejante (por el T. de la variedad estable (33] ). O 

V.3.2 Matriz de translc16n. 
Para hacer la co~ugación de la din'mica en el entorno de loa puntoa hiperbólicoa P1 y P2 con la 
din~& de un abirt., debemoa incluir una matriz de transición. Esta matriz indica cuales aon laa 
uanaiciones posible• y cualea laa prohibidaa cuando aplicamoa bandas horizontal- aobre bandaa 
verticalea y viceverea. · 

Deflnlcldn V.9 Rcnom6renao• 1- 6arado• l&oriaoratolc• f1 vcrticolc• como: 

• A1 s Hf' fl v1 s vf'• • 
• h:a = Hf' • "2 = vF• • 
• hs = Hfª " Vs = vf'ª 
• A, s Hfª 11 "• s V:1°ª 

Tom6i.tra deJin.imo• o M, e Z como: 

• M1 = -1-cl, 
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• M3 = -1-<l • 
• Ms=-na-n • 
• M,=-na-n. 

Detlnlcldn V.10 Seo la motriz tle troarici.Sa A ( motria tle 4 x 4 J. tlefinitlo como A= A(ora,¡) • 
tloade: 

ri 

ri F:f• (la,) n v 1 = e 
Por el lema 7, venioe que la matria A queda definida como: 

o 1 
o 1 
1 o 
1 o 

El aignificado de -ta matria e• que la imagen de las bandas horiaontal- no pueden intereectar a 
1- bandu vertical- del mismo punto hiperbólico. Por lo ~to, el conjunto de auceoionea pooibl­-tar• determinado por la matria A de la aiguiente forma: 

DeBnlcldn V .11 Sea S el coa;unto tle auc:HioaH 6i-infinitoa: 

con el e(fo6do A = {1, 2, 3,4} tal que oa e A • Seo o- el alaift tlefinitlo ao6rc a e S • 
Tomemoa el au6con;unto S e S • el c•ol eat4 tlefinido vio la mcatria de tronaici.Sn ·A(a,,¡) de la 

ai1uicate /orna&: 
Datla ••• •ueeai6a •e S • tcal 9ue: 

•= (···,A-3,A-1;élo,Ai,A3,· ··) 

catoncea pare todo c1a ar c1a+1 • coa i e Z • ae tle6e c•mplir 9•e: 

or.,,6-+a = 1 

Al coa;•ato S le tlenonainorcmoa con;•ato 4c a•ceaio11ca etlrniai6le. 

Teorema v.12 Conritlcrernoa loa 1aip4te.U del,.,,... '1,, lema B. Pcaro loa tli/eonaorfiamoa F¡+on 
tlc S(pi,e:(p1)K) o S(p3,e:(p3)K) 11 F~+I tic S(p3,e:(p3)K) o S(p1,e:(p1).1e) • ae cutnplen lcaa 
•i1•ieatea efirrncacioae•: 

i. L .. 6oadoa laorizontolea ae oplico~ ea 6candoa verticole• ( 11 viccveraaJ, caplicando la• frontera• 
Aoriaoatolea ea /roaterca• laoriaontolea 11 lo miarno pora laa /roatcro• verticelca: 

pero i= 1,2. 
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ii. Sea ••• tanela lt.orizontal laf' e Hf' eon 4idnu•tro d(hf') .> O , entonee•: 

d(F.K'-"CAf') n nf•> s "1d(hf') ; = 1,2 11 o< ... 1 < 1 

d{F¡c--•c1af•) n Hf') S "3d(hf•) ; = 1, 2 11 O< "3 < 1 

iii. Sea ••• tanela vertical wf' e: vf• eon cliárnetro d(wf') >O, entonee•: 

d(F;+•<wf"> n vf•> s "3d(vf') ; = 1, 2 11 o< "3 < 1 

dV1t"cwf•> n vf') s "•"(""2
> ; = 1, 2 11 o< ... , < 1 

iv. Sea r;+• re•trin•iclo • Ri e S(p1 1 e(p1)x) 1' FJc+cl r.,.trin•iclo • R 3 e S(p3 ,e:(p3)K) 
E•to• cli/eomorfiarno• po•een • •• alai/t O' eomo at&6•i•tema , con ailce•ione• ele elemento• 
{1,2,3,4}, reatringiclo• •la• •ucenone• admi11i6lea ae S. A•í eÑten loa laomeomorfi11mo• 
r, flel eapaeio de •t&ee•ionea S • B {p0 , t:(p0)x) , con i = 1, 2 , tale• ft&e: 

Demoatracl6n teorema 13 1 

Para(•'}, - demuestra por el lema T. 
Para {i•'} y (ii•'}, se demuestra por el lema 8. 
Para (iv), - demu-tra por el teorema 5.1 de [49} tomando n=4. 

V.4 Orbitas periódicas mal ordenadas. 

Cl 

El teorema 12 nos muestra la conjugación de la dinámica en ciertos subconjuntos de dos puntoa 
hiperbólicoa, que eomparten puntos heterocUnicoa, con un ahift, cuyas auceaionea admisible• eatán 
sobernadaa por una matriz de transici6n. 

Por eata eonjugación podernoa asegurar la exiatiencia de puntos periódicos contenidos en un 
cantoriano. El origen de este conjunto cantoriano eatá en la clausura de las infinitas intersecciones 
de bandas verticales y horizontales cuyos diárnetroa convergen a cero. Como hemos visto en loa 
lemas 7 y 8 , dichos conjuntos -tán en loa entornoa de loa puntos p 1 y p3 . el siguiente paso ea 
mostrar que las órbitas peri6dic- contenidas en el c:antoriano aon mal ordenadas en el sentido de 
Birkbofl' (ea decir, 6rbitas no mon6tonaa). 

La manera de mostrar que esta 6rbitas aon mal ordenadas e11 estudiando un entorno del canto­
riano. Asignamos una orientación a laa bandas para luego determinar como varia eata orientaci6n 
en las aucesivas imágenes del conjunto, debidas a la aplicaci6n Fx . Por estar eate conjunto en 
el entorno de un punto biperb6lieo, aua imágenes - deaplasan en un entorno de la variedad in· 
variante inestable basta alcanzar un entorno de la variedad estable del otro punto periódico. A 
continuación, laa siguientes imágenes se desplazan cerca de esta otra variedad. En el entorno de 
-ta transición estudiaremos la pérdida de orientación, y por lo tanto la pérdida de orden. 

Deflnlcl6D V .13 Sea C el eon;•nto ea•toriano contenido en la adl&ereraeia de laa infinita• inter· 
•eeeione• ele laa imá•ene• tle 1- 6onclG11 laoruontale•., vertieale• en el entorrao de S(pi,t:(p1)x): 

C = (l51 F,iC•(n+-+1+"J(Hf' U ~f') n 01 F~(n+ ... +1+"J{V1P• u vJ>•~) 

r 
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Delbalcl6n. v.14. Sea v.P• una tlc la• 6antla• vcrticalc• tlcl entorno 8(p;i.,-:(p1).tc) . ToYPICn&O• un 
•c•nsento tle curva ti 9uc conecte la• frontera• Aoriaontalce tlc v,P• f1 9ue coincida con la gráfica 
tlc •n• /unci6n ca I • Sean loe punto• X1 f1 X2 talce 9ue X1 =F- X2 • SuponcYP10• 9uc cato• purdoe 
cunsplcn 1 .. eiguicntce contlicionce: 

'· X~ e (C nv.P'> JI X~· E ti ,.ara;= 1,2, 
ái. De(x1) < O.(x2) • 

Datnoe ••• orieataci6n a U , JIOr c;cna,.lo, v tiene la tlirccci6n tlc x 1 a X2 • 

i.-a V.15 Esiete •n ca E Z tal 9uc ,.ara x 1 E v 11 X2 e ti ec tiene la eiguicntc ,.ro,.ictlacl: 

Si O.(F¡}(x1)) < De(F¡}(x2)) 

De(F~+1 (x1)) > De(F¡}+1 (x2)) 

Demoetracl6u le.rna 15 1 Tomemoa a v.P• tal que ti e v.P• . Por el lema 7 -bem08 que 
Fjé4 - 1(v,P') = H"f• y que laa fronter .. bori&ontal- de v,P• M aplican en l .. fronteraa horisontalea 
de Hf• • Aaf Fié"-1(il) - un Mgntento de curva, que conecta las fronter- horizontalea de Hf• . 

Tomenl08 un ti tal que F.K"-1(U) e v.P• , aún mú, que F,;c"-'(U) e avf• , donde avf• ea 
la frontera de una banda vertical contenida en v.P• y que Fié"-1 ( il) e•U contenida en la frontera 
Yertical de vf• ( ver figura 23). 

Continuando con el lema 7, tenemoe que F¡¡--.. cv,.P•) = Hf' . Entonces ~i vf• e v.P• , M 
tiene Fié ... - .. cvf•> = 1if• . 

Al aplicar lae fronteras hori&ontalee en horizontale•, la imagen de ii al final del ciclo ea: 

Fié4 -•---•(U) e ri'f• 
donde 11f • - una curva que une l .. fronteraa horizontales de Hf' y - la gráfica de una funci6n 
de I por Mr la frontera de la imagen de una banda. 

Examinando v y F¡c<l-•---•(U) vemoe que unb .. eetán contenidaa en curvaa que conectan 
fronteraa borisontalea de babd- y que coinciden con la gráfica de una función en 11 • Sin em­
bargo hemos de notar que la orientación de Fié"-1---.. (il) M invierte, debido. a la conatrucci6n 
geométrica del circuito ( el circuito es: P1 - ri - P2 - a - P1 ). 

Entonce• la orientación de Fié"-1---•(il) - contraria a la de U. Como x1 E E'y x2 E U y por 
hip6te•is: 

De(Fié"-1---•cx1)) > O.(Fié"_,_,....: .. (x2)) 

Por lo tanto, existe un ca e Z •contenido en el intervalo a e-(-d-1 - rn - n,O} con la •iguiente 
propiedad: 

implica que 

o 
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Lema v.1e Sea. O(z) tina. ór6ica. ,.eriódiea perteneciente a, e . Entonee• O(z) ... una ór6ita 
Birldtoff na.Z ordena.da. •i a.I oneno• tiene do• •áon6olo• i•ua.le• en c .. al9uier ... &.uce•ión de ,..,r(otlo 
naánimo. 

Demoetracl6n lema 16 : Sea O(z) e e y tornarnos X1 e O(z) y X2 e O(z) tal- que 
x 1 E v,P• y x2 e v_P• siendo x 1 ~ x 2 (existen al menos dos puntos distintoa en v,P• al haber dos 
sbnbolos iguales en el período). Estos puntos cumplen las siguientes condiciones: 

i. De(x1) < De(x2) . 

ü .. x 1 e i1 y x 2 e i1 con i1 dado como en la definición 14. 

A.al. por el lema 15 vemos que existe un a e Z tal que 

Tomemos~ 
que si 

Minemos que 

n.v~+1 cx1)) > ne(FA+1 (x2)) 

~(x1) y x~ = rg(x2) • donde x~ = O(z) y ~ 

De(x~) < De(x~) 

U.(Fx(x~)) > De(Fx(x~)) 
~l demostramos que O(z) es una órbita Birkhoft' mal ordenada. 

V.5 Pérdida de orden. 

O (z) • Entone- verificamos 

o 

En -ta última aección examinam08 el comportamiento de algunas órbitas periódicas monótonas 
cuando el valor del parámetro - mayor que el valor critico. 

En el capítulo 111 hemos mostrado corno es la -tructura geométrica de las resonancias en la 
aplicación standard. Para un valor del parámetro pequeño. K < 1 , los puntos periódicos asociados 
a la reaonacia se equidistribuyen en la dirección angular. E&toa puntos eatán posicionadoa sobre 
la grüica de una función tipo Lipachitz (aecci6n 111.7). Esto es congruente con la existencia de 
órbitas periódicas monótonas (HCCión 11.7). 

A medida que incrementamos el valor del parámetro K , la distribución angular de los puntos 
periódicos. correspondientea a una órbita. - alejan de una equidistribución. Más aún, cuando 
K-+ Ko estos puntoa periódicos .. aproximan en la dirección angular arbitrariamente, 

Podría suceder que existiera un valor de K para el cual una órbita periódica monótona dejara 
de Hrlo (con la posible creación de otra órbiu. del mismo período pero monótona). Esto supondría 
la inexistencia de IRC en el entorno de dichoa puntoa periódicos (utilizando el criterio de Boyland 
y Hall (43) ). 

Estudiamos numéricamente el comportamiento de.la órbitas periódicas en el entorno del valor 
del par"1netro cdtico. Nuestro interés ea determinar la pérdida de rnonotonla. 



Sea {s,} b pun- periódicae que pertenecen a. una órbita periódica monótona con número 
ele rotación ~ • lntroducimae la •iguiente función de distancia: 

cr(!!,K) = 
n 

min n {ll1(FK(z,;)) - ll1(FK(z¡))) 
,,¡eZ ,.,., 
••<•:1 

donde ""' • s¡ e O (x) . Debemos notar que el(~, K) < O implica que la órbita O (x) no es monótona. 
Utili.aando 1 .. mismaa técnicaa descrit .. en la sección IV .<l, para localisar 6rbit .. peri6dic .. , 

evaluam.,. la función el(~, K) para el caao de los aproximantes de la rasón áurea y K > Ka . 
Estudiarnos el comportamiento de las órbitaa de tipo hiperbólico para valor- del p•rámetro 

tal que el residuo - muy grande, IResl < 3 x lo'" {58] . Más allá de este valor - muy difícil calcular 
ele forma precisa la órbita hiperbólica puesto que se convierte en altamente inestable. 

i... &suraa 2• y 25 muestran 1a grá&ca de1 logaritmo de 1a función "para ~ = u:~ y ~ = p;¡p0 
•. En en .. - puede apreciar que la distancia tiende a cero, aparentemente en forma exponencial. 
Sin embargo en ningún c..o detectamos pérdida de monotonía. 

Debemoa mostrar que la función d( ~, K) .cambia notablemente cuando K - próximo al valor 
critico y escalando adecuadamente ambas grá&caa parecen coincidir. 

Poden109 concluir que laa 6rbit .. que surgen como órbitas periódic .. monótonas lo siguen 
siendo para todo valor del parámetro. MacKay y Leage {59] construyen órbitas peri6dicas no 
1DC>n6tonaa a partir de tangenci .. de la imagen de las lineaa de simetría. Est&11 6rbitaa no existen 
para valor- pequeños del parámetro ( K < 1 ). 

~ 
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Figura I.4: 
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Figura• del capftulo I~ 
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Figuras del capítulo 111 
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Figuras del capítulo IV 
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Figura IV.4: 

c ••• ~ .• 9' ....... c..lf-.¡ca 

Fisura IV.&: 

-1: --- - --

... 

Figura IV .6: 

106 

··-· ' 



- a) La variedad invariante estable del HMPP con p = 1 ( E9 ) tiene tangencia heteroclínica en la 
primera lengua (O ) con la variedad inestable del HMPP con p = :3 ( • ) para el valor del parámetro 

_ K = 1.085169 . b) Loa mismos puntos tienen tangencia heteroclínica (A) en la segunda lengua 
para K = 1.0547 . 

Figura IV.7: 
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La variedad invariante estable del HMPP con p = 1 (e ) y p = /s ( • ) tiene tangencia heteroclínica 
'.~n la primera lengua para K = 1.085169. HMPP con número de rotación en el intervalo 11• 1~] 
~iencn intersección transversal entre sus variedades invariantes (en la primera lengua), en este caso 
_Jos BPMM con número de rotación ~~ (O ) y ft ( • ) lo tienen. _ 

Fisura IV.8: 
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