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Introducecion.

De los grandes problemas de la mecénica cldsica esti el determinar la estabilidad de los sis-
temas fisicos que estin descritos por las ecuaciones de Newton. Debemos distinguir dos tipos de
estabilidad: estabilidad de Lyapunov y estabilidad estructural. La primera tiene que ver con la
topologia de las 6rbitas en el espacio fase, dos 6rbitas que ticnen condiciones iniciales préximas
pueden alejarse en el tiempo o bien mantenerse cercanas para todo tiempo. La segunda estabilidad
estd relacionada con los camnbios en In topologia del espacio fase de un sistema mecianico eunando
a este sc le agrega una pequeiia perturbacién. Es muy immportante estudiar la estabilidad estruc-
tural de un problema fisico, pucs implicitammente permite conocer las propiedades de estabilidad
de Lyapunov del conjunto de Srbitas en el espacio fase. En este trabajo nos interesa estudiar las
propicdades de estabilidad estructural en sisteimas hamiltonianos de dos grados de libertad.

Los sistemnas hamiltonianos integrables son aqucllos que su espacio fase esti folindo casi com-
pletainente: un sistema con IV grados de libertad tiene un espacio fase de dimensién 2V es cual
esld folindo por variedades suaves de dimensién IV , toda 6rbita estd contenida en alguna de estas
variedades (excepto separatrices y puntos fijos). Cada hoja de la folincidén estid ctiquetada por
N pardmetros que representan los valores de Ins N integrales de movicmiento. Considerceinos
los sistemas hamiltonianos integrales que estiin folindos por variedades compactas, cada hoja es
topoldgicamente equivalente a un toro invariante de dimensién IV y cuya dindmicn es conjugada a
rotaciones en el toro IV dimensional. Por desgracia, los sistemnas hamniltonianos integrables no son
estructuralinente estables, para casi toda perturbacién la foliacién por toros invariantes se pierde.
Sin embargo no todos los toros desaparecen, algunos persisten ante pequeiias perturbaciones. La
robustez de un toro invariante depende principalmente de sus propiedades dindmicas y de la forma
del hamiltoniano en ausencia de perturbaciones.

" Los sistemas hamiltoninanos de dos grados de libertad tienen una diferencia fundamental re-
specto a los sistemas de mas grados de libertad: Todo toro invariante separan el espacio fase en su
nivel de encrgia. Esta propicdad topoldgica significn que en un espacio fase de 4 dimensiones, los
toros invariantes que tienen la misina energia estin contenidos en un espacio de dimnensién 3, por lo
tanto estos toros 2-dimensionanles pucden separar el espacio en dos. Comno consccuencia dindmica
tcnemos que el espacio que esti contenido dentro de cada toro es invariante, ninguna érbita puede
escapar. Tor cllo, In persistencia de algunos toros invariantes en sistemas hamiltonianos de dos
grados de libertad implica que existen conjuntos abicrtos de 6rbitas que estdn confinados entre
dos toros invariantes. Para el caso de mds grados de libertad, los toros invariantes no pueden
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soparar el espacio de energia constante, por lo cual las érbitas no estdin confinadas entre toros,
Arnold planted la siguiente conjetura: Para casi toda perturbacién de un sistema integrable de
mis de dos grados de libertad y cualesquiera dos toros invarinntes que comparten el mismo nivel
de energia, todo entorno del primer toro esti concctado con cualquier otro entorno del segundo
toro por medio de una Srhita. Tste fendmmeno se conoce con ¢l nombre de difusion de Arnold,

A lo largo de esta trabnjo consideraremos solamente los sistemas hamiltonianos de deos grados
de libertad ', Partimos de un sistemna completamente integrable al que agregamos una peqneiia
perturbacion, la cual depende de un pardcetro. Nos interesa investigar la existencin de los toros
invarinntes, pues ello determinn Ia estabilidad estructural del sistemma. La desapariciéon de estos
toros da origgen a lan difusion de Ias Srbhitas por la variedad isoenergdéhicn. Al desparec

or el ltimo
toro, el sisteman tiene comportamicento eadtico. En los sistemn:

s <de midis grados de libertad, los toros
no evitan la difusién, la desapariciéon de los toros aparentemente permmite una mayor difusion, pero
Gste es un tema que alin no esti bien entendido.

Consideremos un sistema hamiltoniano de dos grados de libertad completamente iutegrable,
agregemos una pertubaciéon que mantenga la estructura hamiltoniana del sistema, la cual depende
de un parametro. Nos interesa estudiar el mecanismmo de destruccién de los toros invariantes:
JPara qué valores del parimetro de perturbacion ocurre el rompimniento de cierto toro? ;Cdmno
se relaciona este fendémeno con la dindmica en el entorno del toro? Debemnos elegir una formu-
lacién matemadtica del problema que nos permita determinar la existencia o desaparicion de toros
invariantes. Optamos por estudiar 1a aplicacién generada por las 6rbitas del flujo hamiltoniano al
atravesar. transversalinente una variedad de codimensién uno en la variedad isoenergética. Esta
técnica la introdujo Poincaré en el problema de tres cuerpos, la cual se conoce como seccién
de Poincaré. Las propiedades dindmicas del flujo son heredada por la aplicacién obtenida en la
seccién de Poincaré. Para los sistemas hamiltonianos que hemos considerado, podemnos tomar como
seccién a una variedad topolSgicamente equivalente a un cilindro donde el flujo sea transversal a
ésta: Al scguir las 6rbitas que cruzan al cilindro hasta el punto donde retornan a 41, obtenemos un
difcomorfismo definido sobre el cilindro, ¢l cual conserva medida. Este procedimiento lo podemos
repetir para cada valor del pardmetro de perturbacién, con lo cual obtencinos una familia uni-
paramétrica de difeomorfisinos conservativos en el cilindro. Cada toro invariante corta a la seccién
de Poincaré como un circulo alrededor del cilindro, el cual es invariante ante el difeomorfismo.
Estos circulos invariantes (que llamaremos IRC) separan al cilindro en dos parte invariantes.

Hemos trasladado nuestro problema original al problema de determinar la exixtencia de IRC
en difeomnorfisimos conserviativos en el cilindro. Ahora debemos definir las propiedades de los
difeomorfismos con los que vamos a trabajar. Los sisteimnas completamente integrables pueden
ser escritos en coordenadas de dangulo y accién cuyo hamiltoniano depende exclusivamente de
las coordenadas de accién. Cada toro invariante tiene definido un conjunto de frecucucias, las
cuales se obtienen derivando el hamiltoniano respecto a las coordenadas de accién y asignando
el valor de estas coordenadas correspondientes a dicho toro. Se puede demostrar que si estas
frecuencias no cumplen una relacién diofantina, toda 6rbita que pertenecce a dicho toro es densa.
Para que los toros invariantes puedan subsistir antes pequeiias perturbaciones es necesario pedir
que las frecuencias de oscilacién, del hamiltoniano integrable, dependan explicitainente de todas las
coordenadas de accién: Tales sistemas hamiltonianos son los que nos interesa. Para el caso de dos
grados de libertad, los sistemmas hamiltonianos que posecen esta propiedad, generan difcomor{isimos
en el cilindro con la propiedad de twist, es decir, el cambio de la coordenada angular en el cilindro

1 También incluimos los sistemas hamoltonianos de un grado y medio de libertad, es dencir, aqucllos sistemnas de

un grado de libertad que dependen explicitamente del tiempo

e
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crece respecto a la coordenada radial:

p a0
Sf:(0,7) — (0,7) , -a—r>0 .
Podemnos introducir entonces el concepto de ntimero de rotacién: Es el dngulo (§ — 0) que en
promedio avanza un punto de una érbita a cada paso de la aplicaciéon. Las Srbitas periddicas en el
cilindro tienen un nidimero de rotacién racional &, donde el periodo de 1a érbita es n y da p vucltas
alrededor del cilindro antes de retornar al punto inicial. Los IRC tienen un ndmero de rotacién
irrncional y significa que toda 6rbita sobre el IRC lo llena densamente. En las aplicaciones tipo
twist, el niimero de rotacion crece respecto n ln altura en el cilindro. Debemos hacer notar (ue en
los sistemnas hamiltonianos de dos grados de libertad, para casi toda seccién de Poincaré de forma
cilindrica podemos definir localinente un difcomorfisino tipo twist sobre una banda alrededor del
cilindro. :

Cuando estudiamos el entorno de una resonancia en los sistemas hamiltoninanos considerados,
la siguiente aplicacién:

F=r -+ IS sin(0)
0=0-7F N

’

modela adecuadamente la dindmica cercana a la resonancia en el cilindro, esta aplicacion se conoce
con el nombre de aplicacién standard. Muchos problemas fisicos con dos grados de libertad pueden
ser representados (localmente) por esta aplicaciéon, la cual depende del parimnetro K. Un cjemplo
lo tenemos en la dindmica en el entorno de las separatrices del péndulo plano perturbado. Por
esta razdn scleccionamos o la aplicaciéon standard como nuestro banco de pruebas en ¢l estudio de
la desaparicién de los IRC en el cilindro.

Las aplicaciones en el cilindro tipo twist que conservan medida han sido estudiadas desde
finales del siglo pasado. Poincnré comenss n estudinrlas como parte del problema de tres cucrpos y
conjeturd que en estas aplicaciones existen al menos dos érbitas periédicas para cualquior mimero
de rotacién racional (definido sobre cierto intervalo). Birkhoff probé aiios mas tarde que ostn
conjetura era cierta, ademis detnostré para estas aplicaciones que todo IRC alrededor del cilindro
coincide con la grifica de una funcién tipo Lipschilz, lo cual quiere decir que los IRC se proyectan
biyectivamente sobre un circulo alrededor del cilindro.

I’ara demostrar la existencia de IRC en las aplicaciones conservativas tipo twist en ¢l cilindro
se tuvo que esperar a la formnulacion del teorema KANM. Moser demostré en su famoso teoreina
del twist, que para pequeiins perturbaciones en una aplicacién tipo twist integrable, los IRC con
mimero de rotacién mal aproximables por racionales pueden existir, siempre y cuando la aplicacion
cumpla con ciertas condiciones de regularidad. Hermnan, Russmann y otros has profundizado atin
mads sobre la teorin KAM en estas aplicaciones.

Para conocer mas sgbre la estructura gecométrica de las érbitas periddicas y los IRC, debemos
recurrir a los trabajos de Aubry y Mather. Ellos introdujeron un formalisme variacional con el cual
mostraron que todo IRC se pucde aproximar por una sucesién de 6rbitas periddicas cuyos nimnero
de rotacién converge al del IRC considerado. Ademis mostraron que si dicho IRC desaparcce, éste
se convicerte en un conjunto minimal cantoriano (un circulo con un nidmero infinito de agujeros).

Tomando el probleina de determinar el valor del pardmetro para el cual un IRC se rompe,
podecmmos recurrir al teoremna KAM. Desgraciadamente KAM es una teoria orientada a demostrar
In existencia de circulos invarinntes, la informacion cuantitativa que obtenemos de clla para estimar
¢l valor del pardmetro de rompimiento estid muy alejado de los valores reales. Existen mdétodos
numéricos, como el método de Greene, para estimar en forma precisa el valor del pardmetro de
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rompimiento, pero éstos son métodoes heuristicos. Existen otros métodos para cstimnar este valor
del pardmetro, los cuales recurren a la teoria de Matlier sobre la existencia de Grbitas perindicas
moudtonas { donde la coordenada angular de la érbita sigue el mismo orden de una rotacién en
cl circulo ) que esta préoximas al IRC. Tal es el caso de los trabajos de Hall y Boyland, MacKay v
Mather sobre este tema. Sin embargo, aunque dichos métodos son formales, las estimaciones del
parimetro no son muy precisas. Itn algunos casos debemos realizar un mimero infinito de pasos
para estimar el valor del pardmetro, ademas la dindmica y la geometria del rompimiento de 1RC
cs poco clara.

Existe otro punto de vista para atacar este problema: el esquema de autosimilaridad y renor-
malizacidn., DBajo sucesivas composiciones de la aplicaciéon y transforinaciones de resealamiento
sc puade llevar la aplicncidon original na unn aplicacion de tipo universal en un espacio de tun-
ciones adecundo. Conociendo las propicdades de la aplicacion universal y las transformaciones de
rescalamicento puede ser posible estimar el pardametro de rompimiento de un IRC particular. Sin
cmbargo las propiedades de convergencia a esta aplicaciéon de tipo universal no son claras. MacKay
¥ Escande son aquellos que mids han contribuidos en este campo.

Tomando en cuenta los antecedentes sobre el estudio del rompimicento de IRC, dceidimnos de-
sarrollar en este trabajo un criterio de no existencia de IRC en aplicaciones conservativas en el
cilindro tipo twist. Este criterio debe cumplir las siguiente propicdades:

Que el algoritmo fuera concluyente formalmente sobre la existencia de IRC en un ndmero
finito de pasos.

Que dicho algoritino fuera capaz de estirnar el valor del pardmetro de rompimiento (pardmetro
critico) para cualquier nimero de rotacién y con una precisién arbitraria.

iili. Que dindmica y gecométricaimmente el critero fuera claro.

El interés de desarrollar este criterio no es simplemente cuantitativo, deseamos conocer con mayor
objetividad y precisién la dindinica en el entorno de un IRC y el meccanismo de rompimiento de
dste.

El fundamento de nuestro criterio es el siguiente: Cuando las érbitas periddicas hiperbdlicas
en el entorno de un IRC comparten puntos heteroclinicos, implica la no existencia de IRCs, cuyos
ndmeros de rotacién estan incluidos en el intervalo definido por los mimecros de rotacién de los
puntos hiperbdlicos (intervalo de rotacién). Mds concretamente, cuando las variedades invariantes
de los puntos hiperbdlicos peridédicos tienen puntos de interseccién, dichas variedades obstruyen a
los IRCs, perdiendo de esta manera su continuidad.

Nuestro criterio, que llammamos de la obstruccién, expresa claramente ¢l mecanismo de rompimiento
de los IRCs. Para ver que cste criterio es formial, debemos mostrar que la aparicién de puntos hete-
roclinicos implica la no existencia de IRCs. En primer lugar, debemos conocer la forma gecométrien
que ticnen las variedades invariantes para cualquier punto hiperbdélico periédico. De esta forma
podemos ascgurar que las variedades invariantes de los puntos hiperbdlicos con nidmero de rotacién
distintos confinan en una baunda alrededor del cilindro a los IRCs cuyo nimero de rotacién estan
incluidos en el intervalo de rotacién. A esta parte del trabnjo la nombramos como el estudio de la
estructura de las resonancias en las aplicaciones tipo twist en el cilindro. A partir del conocimiento
de las resonancins es claro ver que la aparicién de puntos heteroclinicos obstruyen a los IRCs.

El algoritino para determinar el pardinetro critico de un IRC particular es el siguiente: Bus-
carnos una sucesion alternada de minmeros racionales que convergen al nimero de rotacién que nos
interesa. Para cada pareja de términos consecutivos de la sucesién buscamos punfos hiperbdlicos
que tengan como nimero de rotacién dichos valores de la sucesién. Variando el valor del pardametro,



podemos determinar el valor para el cual Ins variedades invarinntes de estos puntos hiperholieos

ticnen un punto de tangencin (heteroclinien). Repitiendo este procedimiconto para todos los cle-

mentos de la sucesiéon obtenecimos entonces una sucesion de valores del pardmetro. Esta sucesion
es decreciente ¥ converge o un valor que Hamamos ¢l pardruectro critico del 1RC. Debemos notar
qie parn cada paso del algoritimo aseguramos formalmente Ia no existencia del IRC. El mimero de
pasos que debemos realizar depende del grado de precision con que desentnos obtener o parittnetro
critico.

Iarn estudinar la geontetria de las resonancias en Ins aplicaciones de tipo Gwist gue conservan

meaedida, introdncimos un mé¢todo de formas normales. Para estuadiar una resonancia particular,

definida por un nimero de rotacion racional, buscamos una tranusforimncion que nos amplifigue la
dindmien de ln aplicacidn alrededor de unn banda (gne contenga la resonancia elegida (In Grbila
periddien hiperhdlica con el mimero de rotacion de Ia resonancia).  Si Ia dindinicn, o primera
aproximacion, es similar o un “flujo buninac”, buscamos otra transformacidn que amplifique Ia
dindmica de una banda que contenga o la “linea de flujo” qnue nos interesa.

Tste procedimiento o
repetimos tanins veces sea posible hasta descubrir Ia estructura de la resonnncing lo eunl es similnr

» descubrir la estructura de “vorticidad” de una “linea de flujo™ (aparentemente “buninar™).
Las técunicas de teorin de perturbaciones son utilizadns para encoutrar las transfornnaciones
1 i 1
aque amplifican o dindmiea de cierta baoda alrededor del cilindro,

Particndo de In composician
- Caimn de ln aplicacion (donde 172 o5 el periodo de la resonancin), huseamos Ias transfornnmaciones
que petnitan eliminar los términos en In aplicacion de orden mids hajo respecto al pardanietro de
perturbacidn, Cuando no es posible encontrar una transformacion que mate los Lérmivos de orden
s hajo (respecto al pardimetro) sipnifica que hemos hallado I estructura de la resonancia. A n
nplieacidn resultante le Hamamos In forma norimal cuasiresonante.

Clomoe tmencionamos previnmmente, Ia aplicacién standard es nuestro “banco de pruechas™, con
el podemaos probar 1a eficicncin del método de Ia obstruccion. Proevinnente debemos determinar
s estritetnnea resonante para asepgurar In aplicnbilidad del método de In obstroceion, Tomando ana
teconancin arbitraria, I, comensamos eseribiendo en forma explicita In composicidn n dsiima de In
aplicacidn, doude utilizaunos las propicdades de la funciones de Bessel. fBsta composicidon muerda
expresada como unn serie de potencin respecto al pardmetro de perturbacidon. Tomando el valor

del pavimecetro como € ¥ reesealando la composicidon en ¢l entorno de la resonanein, mostrameos que

podemos eliminar términos hasta de orden O(¢™) ((con m = B sincs pary m — "3 Lsin es
impar). La aplicacion resultante, gue es la forma normal cuasiresonante, es comparable a un llujo
hamiltoniano de una cadena de

n péndulos. La amplitud de la resonancin es de orden O (e7/2).
Zehnder obticne para las aplicaciones tipo tawwist en el entorno de
formas normales de Birkhofl. En ese caso, el estudio de las formas
normales ¢s local, en cambio para nuestro caso el estudio es global: Nuestras formas noriales las
desarrollamos en el entorno de una curva y no en el entorno de un punto.

Sste resultado es similar al que
un punto eliptico, utilizando Ias

Como la aplicacién standard tiene una estructura resonante adecuada, nos permite utilizar el

mdétodo de la obstruccidon en clla. hinplementnmos nuraéricamente este criterio para determinar

cl valor del pardamentro critico para TRC con eualgquier nitimero de rotacion. Verificamos que cste
criterio es arbitrarinmente preciso, comparable o métodos heuristicos como el A2 Greene. De los
resiltados que obtenemos podemos descubrir vn fenémeno de auntosimilaridad, que estid gobernado
por los elementos de In expansion en fracciones continnas del mimero de rotacion del IRC. Bste
mdétodo admite, por lo tanto, un esquema de renormalizacién de formma natural.

Al examinar los métodos formanles que permiten determinar la existencia de IRC, observamos
qua éstos tienen como denominador commin el hecho de que los TRCs coinciden cou grificas de

funciones tipo Lipschitz. A consccucncia de eslo, las Srbitas periddicas cercanas al IRC deben



ser mvemGtonas, Boylannd » Tall mostraron que In existencin de drbitas periddicens no mmondtonns
implica que no pneden exis

tir IRCs con mimero de rotacion préximns al de estas Grhitns pericdiens,
Iara determinar cunl es el origen de las 6rbitas periddicas no mondtouas 3, o ln vez, mostrar
In equivalencia del método de la obstruceion y el método de Hall y Boyland, demostramos que
en ¢l entorno de la tangencia heteroclinica (que da origen a la obstruccidn de las IRCs por las
variedades invarinntes) se crean érbitas periédicas no monstonas. La téeunien aque utilizamos para

csta demostraciéon es In construccinn de bandas estrechas en el entorne de In tangencia, las cuales

se aplican sobre ellas mismas.  Utilizando las téenicas de dindmica simbdlica, simnilares a las

aque utiliza Moser para ¢l estudio de las intersecciones homoclinicas, podemns demestear que In
dindmicn en el entorno de In tangencin heteroclinica es conjugada a la dindmica de un shift de
Bornoulli. De esta mancera podemos asegarar bn existencin de orbitas de cualguier perfiodo (mny-
orcs o cierto mimero que depende del periodo de Ias 6rbitas hiperbdlicas cuyas variedandes tienen
Ia taugencin heterocliniea). Finalmente, utilizando la dindmica de las bandas previanmente con-
struidas, podemos mostrar que las drbitas periédicas creadas por la tangencia heterocliniens no
son érbitas mondtonns, Esta demostracion es general para cualquier aplicacion tipo tiwvist en el
cilindro, permitiendo asi dar una fundnmentaciéon dindmica y geomdétrica a los criterios formales
sobre la existencia de IRCs basados en las propiedades de monotonia del las érbitas periddic
proximas. Asi obtenemos nna nnifiencion de los eriterios forimales,

s

Concluimos que el método de las obstrucciones perinite comprender en forma clara el mecan-
ismo de destruccidn de los TRCs y también la dindmica en el entorno de éstos antes y despuds
del rompimiento. La estructura resonnnte de las aplicaciones tipo twist junto con el mdétodo de ia
obstruccién los podemos considerar como una formalizacion del método del solape de resonancias
introducido por Chirikov en flujos, pero en nuestro caso para difcomorfismos en ¢l cilindro.

El contenido del trabajo de tesis es el siguicnte:

e Capitulo I: Mostramos como en algunos fenémenos fisicos se pucde veducir el estudio del
flujo, debido a las ccuaciones diferenciales, a un difcomorfisino conservativo en el cilindro.

En particular, mostramos como la aplicacién standard es un buen modelo para el estudio de
Ins resonancias de muchos fenémenos fisicos no lineales.

Capitulo 1I: Hacemos una recapitulacion de los resultados mils importantes sobre difeoimor-

fisimos en el cilindro, hiaciendo énfasis en la teoria de Aubry-Nather y en le tecorema del twist
de Noser.

Capitulo I1T: Introducimos las formas normales no locales sobre ¢l cilindro. Tstas nos per-
miten descubrir In estructura resonante de Ia aplicacion standard para cuslguier niimero de

rolacién, Verificamos cue las formas normales cuasiresonantes de In napliciacidn standard son

equivalentes a una cadena de péndulos alrededor del cilindro. La amplitud de resonancia asi
obtenidn es cotnparada con evaluaciones numdéricns.,

Capitulo 1V: Esta dediendo a los métodos de deteccidn de rompimicento de TRC. Fn Ia primern
pavke revisamos los diferentes eriterios que ge encuentran en In Bterntura, Despads inbro-
dieiimos ol método de Ia obslraccion, donde lo justificamos formahimente.  Tomando o Ia
aplicncion standard como ejemplo, implementnmos este eriterio numéricnmente y discutimos
los resultados oblenidos,

Capitales Ve FBstudinmaos en este capitulo el entorno de Ias tangencins heterocliniens con el

in de mostrar In crencicn de drbifns periddicns nonatonns, ara simplificar ol estudio
f 1 L 1 i bil iddicns no mondtonas. Parn simplitic el estudio,

pritmero lo hacetnos en el entorno de una tangencia homoecelinica de un punto hiperhislico, Asi



mostramos que en ¢l entorno de 1Ia tangencia In dindimica es conjugnda o un shift Jde Bernonlli,
Taepo trasindamos estos resultados al entorno de nwnn tangencia hieteroclinien debida a las
caricdades invariantes de dos puntos peridgdicos hiperbdlicos. Al final, mostramos que las
Grbitns peridgdiens ereadas por In tangencin no son mondtonns. Mostrianos asi In equivalencin
del método de 1a obstruceidn con el eriterio del IIall 3y Boyland.
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Capfitulo I

Fendédmenos No Lineales en la

Fisica.

En las udltimas décadas se ha dado gran importancia a los fenémenos fisicos que no admiten una
formulacién e interpretacién matemaéticas que sean "lineales”. Esto significa que localmente la
variacién de algin parémetro del sistema fisico no induce un cambio lineal en la evolucién del
mismo. Tradicionalmente, en cualquier desarrollo asintético de las ecuaciones que gobiernan la
dindmica del sistema, se consideraban los términos lineales como los que tenian la mayor in-
formacién fisica. Sin embargo ahora sabemos que muchos fenémenos no pueden ser entendidos
solamente con dicha informacién. En particular, los fenémenos de bifurcacién son un cjemplo
tipico de esta situacién.

Los siatemas mecénicos conservativos centran nuestra atencién en este trabajo, principalmente
los de 2 grados y grado y medio de libertad. Es ficil mostrar que la mayoria de sistemas de este tipo
poscen fenémenos no lineales, pudiendo destacar, por ejemplo, las oscilaciones no lineales. Para
este conjunto de sistemas fisicos mostramos que una buena representacién matemitica de dichos
fenémenos es la ecuacién del péndulo. Esta ecuacién nos servird como herramienta para modelizar
el comportamiento, estable o caético, del entorno de algin punto del espacio fase. Curiosamente,
1a estabilidad local puede ser explicada por el modelo del péndulo, mientras que la inestabilidad
local fuerte puede ser explicada usando como modelo el oscilador arménico.

En este capitulo damos una motivacién fisica para el estudio de las aplicaciones conservativas
del plano, las cuales estin fuertemente relacionadas con la ecuacién del péndulo. Por medio de
ejemplos en diferentes areas de la fisica, mostramos cé6mo se puede reducir el problema, de resolver
una ecuacién diferencial ordinaria (EDO), a estudiar una aplicacién en el plano. A partir de esta
aplicacién podemos examinar ¢l comportamiento del modelo a tiempos muy largos, obteniendo
informacién sobre la estabilidad de dicho sistema. De esta manera podernos tener una visién global
de la evolucién de los sistemas fisicos (esta informacién usualmente no es posible obtenerla a partir
de una solucién particular de 1a EDO).

A continuacién exponemos algunos ejemplos relacionados con diferentes areas en fisica (mccénica,
electrodinamica, Anica celeste, estado sélido y fisica molecular), en los cuales es conveniente
estudiarlos via una aplicacién para obtener una visién global de su evolucién en el tiempo.




I.1 Ejemplos fisicos.

I.1.1 El péndulo forzado.

Tomemos un péndulo, el cual oscil
hamiltoniano como Ho = 1p? — w3 cosé . El espacio fase del péndulo es un cilindro, con un punto
hiperbélico y otro eliptico. Las separatrices (6rbitas que separan los regimenes de circulacién y
libracién) se describen en el tiempo por la érbita ¢ucpn (t) = 4 arctan(e“ot)—x . Cuando perturbamos

este sistema, variando en forma periédica la longitud del péndulo, debemos agregar al hamiltoniano
original el término:

en un pl > bajo la accién de la gravedad. Escribimos su

V($,7) = ewd coa() cos(r) = ew (cos(é + 7) +con($ — 7)),
donde ¥ = (It + to . Para pequeiias oscilaciones |¢] « 1 y Q/wo = 2 obtenemos oscilaciones
paramétricas [2] y para 1 > wo solo tenemos pequeiias modulacionea de la energia ( que se
estudian via el método de Lindstedt-Poincaré [3] ).

Nuestro objetivo es estudiar el comportamiento de las Srbitas cercanu a las separatrices; en
particular, el cambio de la energfa al cabo de medio periodo. Como f—H = c—V » podcmos integrar

H cerca de la solucién no perturbada, ¢.cp(t) , obteniendo el cambio de energh (recordando que
1> wo ):

AH = / dH = ——/ (—woﬂ sin(4 arct.an(e“"") —r)dt ,

-lo cual podemos escribir como AH = —lewoflA3(£2/wo)sinto . Az es la integral de Arnold-
Melnikov [36], 1a cual puede ser a.proxnmnda por Az(ﬂ/wo) =3 —f—‘le—"n/”‘m . Como nos interesa
la acumulacién de cambio de energia AH , debemos ignorar las contribuciones periédicas. Si
#(t) > 0, la perturbacién cos(¢ — 1) es lmperceptnble ya que €1 >3 wo , sin embargo cos(¢ + r)
contnbuye acumulativamente al cambio de energia (veasc [36], p.302). Examinemos éste cambio
para ¢ = 0 : El cambio de la fase r en ¢ = O , cada medio periodo, esta dado por o = ro+#{1/w(’),
donde w(r) = mwo/In(32/|r|) [36] y 1a & es 1a energia relativa de oacilacién respecto a la separatriz,
siendo w(») 1a frecuencia asociada a » .

Como que {2 >3 wp entonces la constante A = {2/wp =3 1 . Para poder calcular & en ¢ = O en
el siguiente medio ciclo, utilizamos la variacién de la energia A ademés de & = (ﬂ“%‘u’-ﬁ“) -1.
Obtenemos asf la siguiente expresién para v : ° -

P = AWHO + ¥ 4+ Wsin 1o

’

donde W = —4wxeA3e—"2/32 | De esta manera obtenemos la aplicacién P = v + Wsinre y fo =
7o + AIn(32/%) llamada whisker map y que describe el cambio de energia y fase cada medio ciclo;
esta aplicacién es candnica. La aplicacion tiene resonancias. Definimos que .y, es resonante si
Aln(32/u.-) 2xn con n € Z . Entonces, al linealizar dicha aplicacién en el entorno de la

resonancia ¥, , considerando A =>> 1 y |v| >3 1 ademas de hacer un cambio de variable I =
—A-(v — v,) ¥y 8 = 10 , obtenemos la aplicacién standard [36,4,5) :

I=I+Ksin0 , §=I+0

K= _Aw 4x¢A’e_,‘\/,
7 Ve



Esta aplicacién es muy importante puesto que aparece en numerosos ejemplos fisicos y es un
buen modelo para estudiar los fenémenos de estabilidad y difusién. Particularmente, si en este

caso la variable I esta acotada, significa que el cambio de energia también lo esta, manteniéndose
indefinidamente en ese régimen de circulacién o libracién.

En cambio, si I no esta acotada, el
cambio de energia puede ser muy grande y cadtico. De aquf surge, de forma natural, la siguiente

’
pregunta: ; Cudndo la energia tiene una variacién acotada?, y para este ejemplo, ;Para que
valores de K la variable I esta acotada? As{ deben existir en el espacio fase, que es un cilindro,
fronteras que no permlten la difusién de la variable I y que estian alrededor del cilindro (ver figura
1). Estas fronteras deben ser invariantes ante el flujo hamiltoniano (6 en la aplicacién canénica),
esto quiere decir que el conjunto de puntos del eapacio fase que pertenece a dichas fronteras se
aplica sobre él mismo. A estas fronteras les 11 >8 curvas invariantes [6,7] ; en el capftulo I1

estudiamos algunas propiedades de estas curvas y en el capitulo IV mostrnmos diferentes métodos
para detectar la existencia de estas fronteras.

La aplicacién standard es un modelo que encontramos en muchos fenémenos fisicos (36,5] y
también se utiliza para modelar los fenémenos de autosimilaridad y renormalizacién en hamiltoni-
anos de 11 ¥ 2 grados de libertad [8] (via la ecuacién de péndulo forzado), asf como en aplicaciones
consetvatlvn del plano [9] . Esta aplicacién es la base del estudio de los capftulos siguientes.

1.1.2 Movimiento de particulas cargadas en una botella magnética.

Es esta seccién describimos el movimiento de partfculas cargadas girando alrededor de las lineas
de po magnético B . El momento magnetico orbital uy = v} /2B (donde vy es la componente

de la velocidad ortogonal a B ) cambia con el tiempo si B no es homogeneo. Esto lo expresamos
con la ecuacidén:

du puJ_( a -L)mnO v"o_L aB

vy 2037 Ba cos(2®) , :
donde P es la curvatura de las lineas de campo B , @ es 1a coordenada a lo largo de estas lineas
(con & = v ) y ® es la fase de la perturbacién. Suponiendo un campo B = Bo(l + 5%2%) y
= = asin(flt S la curvatura queda definida como p = —rb3?(1 — 26%22) /(1 + 8%23)?

. La fase @ esté
relacionada con la fase de la rotacién de Lamour, @ , por rsin® =.r_.sin 8 , siendo r la distancia
al eje de simetria » y r. el radio de giro alrededor de la linea de campo. Esto permite expresar el
cambio de u aproximadamente como:

dps _ revad? (1 — 26%27)(v2 — uB) 0
a = T Bo A+ 8223)° sndo-

Para evaluar ¢l cambio acumulado de u examinamos los sucesivos valores de uy ¢ en s =0 . El
cambio de @ esti dado aproximadamente como § = @ + D(ji) con:

<w>_  ®wo 1 v3 ) :
D(P) ~r—a— = 53 /2B \Ta + 2B.n573
Y w= ——G‘—)- la frecuencia de Lamour (wo = £Bo ). El cambio del momento Au = G — u se obtiene
integrando “‘“ en un ciclo. Asf finalmente obtenemos una expresicén aproximada para Au dada
por:
3
Ap = x(pu)sin(9) con () ss _3xrcv —3/3e

4¢eca By
y e=abfL .




La aplicacién que define el cambio en u y 8 es entonces ji = i + x(u)sind y § =0 + D(ia) . Si
dicha aplicacién la desarrollamos alrededor de un término resonante u, (definido como D(u,) =
2xn , n € Z) e introduciendd una nueva variable I (definida como D{(u) s D(u,) + Du' (1. )(u —
Ms) = 2xn + I ), obtenemos una aplicacién mas simple:

I=I+Ksing , §=TI+6

_ 32 r. ,v., 3v%. a3
BRI AL

K

¥ R, el radio de Lamour.

La aplicacién obtenida es de nuevo la aplicacién standard. Este ejemplo nos permite determinar
1a estabilidad del movimiento de la particulas cargadas; si 4 se mantiene acotada al cabo de infinitas
iteraciones significa que no se alejarén de las lineas de campo, obteniendose un confinamiento de

las particulas. ; Qué valores debe tener el pardmetro K para mantener confinadas a las particulas
cargadas?.

I1.1..3 Escape y captura en el Problema Restringido de Tres Cuerpos.

Exponemos ahora un problema en mecénica celeste [10,11]: Consideremos dos cuerpos de masa
# y 1 — ;s moviendose en trayectorias circulares alrededor del centro de masas y sobre un mismo
plano; entre las masas se ejerce la fuerza gravitacional. Tomemos una tercera partfcula de masa
suficientemente pequeiia para que no perturbe el movimiento de las otras dos y que se mueve en el
mismo plano. Si 4 = O entonces la particula se mueve en 6rbita eliptica, hiperbélica o parabdlica
¥y tenemos asi el problema de Kepler. En particular, las érbitas parabdlicas ticnen un significado
especial; al hacer un cambio de variable donde el infinito lo transformamos en el origen y tal que los
ejes giren con la misma velocidad angular que los cuerpos de masa 4 y 1 —u , obtenemos una Srbita
periédica en ¢ = O (g = /2/r ). La estabilidad de este punto es del tipo hiperbélico débil [12]. Sus
variedades invariantes (6rbitas asintéticas a ¢ = 0 cuando ¢ — oo ) son las Srbitas parabdlicas.
Para este caso ambas variedades coinciden y cortan el plano Ilc (definido como p, =0, p, > O
) en un cfrculo de radio ¢ = 4/C , siendo C la constante de Jacobi definida (para 4 = 0 ) como
C = 2(K — FE) donde F es la energia y K el momento angular (ambos en el sistema no rotante).

‘Consideremos ahora el caso 0 £ u << 1. La perturbacién-del segundo cuerpo ( de masa 1 ) hace
que las variedades invariantes no coincida identicamente.. Ambas variedades cortan por primera
vez -el plano IIc en circulos Py, y P-3 los cuales tienen dos puntos de interseccién. Tomando
C —» oo , es posible encontrar una expansién asintética de las variedades Py, en Ilc utilizando
series de Fourier sobre las ecuaciones variacionales [19]; ¢(0) sobre Pii1 queda escrito como:

4 9 - 212 x > .
2+1(9) =-E +m {%é + -G cos(26) + -Ee_c 124 gin(0) + - - '}

Con esta expresion se puede demostrar que P, ,; y P.., tienen interseccién transversal en Il¢c .

~ Utilizando la expresién anterior de ¢i4: se puede escribir una aplicacién que represente las
sucesivas iteraciones de los puntos cercanos a P43 y que retornan al plano Ilc cerca de Py, . Esta
aplicacién es [10]:

0=0+2x(B/8)>/? , T=t+sin(d) ,

donde p = et significa la diutangia radial de los puntos de retorno s Ps+, , 0 es la coordenada
angular, B=C/Be y € = -‘Ec—e'c /3e |

e — gt * e ron e



Esta aplicacién puede ser simplificada al expander t en algin valor resonante (i.e. 2x(B/t,)3/3 =
2xn , n € N ). Reemplazando a t por T = 3#%’7/;-@ — t,) obtenemos:

F=04+1 I=1TI+sin(d) ,

donde K = (3xB3/3/t2/2)~1 | Esta es la aplicacién inversa de 1a standard. Gracias a ella
podemos conocer para que valores de C y u existen conjuntos invariantes, los cuales representan
érbitas cercanas a parabdlicas (tipo cometa). Estas érbitas representan a cometas que pasan muy
lejos de los cuerpos primarios (Sol y Jipiter) y son de tipo periédico 6 cuasiperiédico.

1.1.4 ¥l modelo discreto de Frenkel-Kontorova .

Este modelo describe la posicién estacionaria de una cadena bi-infinita unidimensional de particulas,
las cuales tienen un acoplamiento con las particulas vecinas mediante un potencial cuadritico {13}].
8i llamamos y; la posicién de la i-esima particula entonces la fuerza ejercida entre las particulas ¢
Yo+ 1es C(yiv1 — ¥i) -

Consideremos una fuerza de tipo periédico que actua sobre todas las particulas F(£) = F(€ +
1) . Nos interesa conocer la posicién de equilibrio de las particulas sometidas a esta fuerza
periédics; entc deb pedir que la fuerza total que afecta a la particula i-esima sea cero:

—C(¥% — #i-1) + C(iv1 — ) + F(w) =0 .

Si Hlamamos z; = y; — y:—1 podemos reescribir la condicién anterior como las siguientes rela-
ciones donde z;41 ¥y ¥;41 dependen de z; y y; :

- Tipr =i —CTFP(%) , Yivr =¥+ Tis1 .

Tomemos como fuerza periédica F(€) = sin(€) y el pardmetro K = C~? , as{ obtenemos la
aplicacién standard.

Las configuraciones posibles en la cadena bi-infinita pueden ser estudiadas con esta aplicacién.
Configuraciones periédicas son representadas por 6rbitas periédicas identificadas por las posiciones
iniciales y; € yi+1 y la constante C . Para una configuracién n-periédica, la energia queda definida
como: - - :

wn—3 ’ n—1
> %C(W+o‘+l ~“u+)? + D _V(me) =FE ,
=0 =0 .

donde V(e) = fcf F(n)dn y 1 € Z . Si las posiciones de las particulas (y; ) corresponden a

‘una érbita n-periédica de la aplicacién anterior , se demuestra que 1a energia es un minimo.

La distancia media entre las partfculas se calcula obteniendo el limite

. 1
o= Jlim Zo(w—v-3) -

A cada configuracién le corresponde un valor diferente de & . También debemos destacar que
usando la aplicacién anterior se pueden encontrar configuraciones cadticas posibles.



1.1.5 EIl modelo de la doble hélice auto-organizada .

En el estudio de la estructura de macromoléculas que tienen una organizacién compleja se puede

destacar aquellas que tienen una doble hélice, como es el caso del DNA. Para determinar configu-
raciones posibles debemos considerar a la doble hélice como una doble sucesién de eslabones que

forman una cadena.[14]. El potencial entre los eslabones de cada cadena (o hélice) que interacciona
con la otra hélice lo escribimos como:

VvV = —-az:co.(v,....; - v, — &) — ﬁz‘“(":w-l — vl —8)— '121:0-(0,. —d) ,

donde v, y v!, son éngulos que determinan la orientacién del spin del eslabén de la primera y

segunda hélice, loa parimetros o , #, v son constantes de la interaccién y §; y 63 son angulos de
torsién dec las hélices si éstas no interaccionan (4 =0).

Tomemos a = § y 8, = &2 s8i ambas hélices son iguales. Nos interesan los estados é
configuraciones de equilibrio. Esto significa que para toda n se debe cumplir 2% =0y -3%‘ =0.
Por tanto, insertando las nuevas variables J,, = asin(v, ~ Vn41 — 61) ¥y J. = asin(v!, — v}, — &)
» la condicién de equilibrio nos determina una relacién entre el eslabén ny n+1:

Tasvsr = In +sin(va — v)) , Vas1 = vp + 63 + axcsin(ln4a/a) ,

Tut+1 = Jn — sin(ve — v}, Vi3 = v}, + & + arcsin(Jn41/8) . )
Introduciendo una fase ¢, = v, — v}, y considerando que I, + J,, = § = cte., reducimos las
relaciones anteriores a:

Jasvr = In +"I'ih(¢n) s Pnv1 = S+ D(In) >
D(1..) = 6; — 63 + arcsin(l,,/a) -+ arcsin((In+1 — 6)/8) .
Desarrollando la aplicacién (que define el eatado de In 41 Y @$n+1 dado Iy ¥y ¢, ) en un valor
resonante de I = I, tal que D(I,) = 2xn e incluyendo el cambio de variables I,, = I, — I,
obtenemos la aplicacién standard si K = y42|r—y, .

Esta aplicacién permite definir configuraciones periédicas, cuasiperiSédicas 6 cadticas en las
dobles hélices.

I.2 Seccién de Poincaré.

Los sistemas hamiltonianos son aquellos que tienen una estructura simpléctica {17,18]: Las ecua-
cionea de movimiento son X =

JVH , siendo X un vector en el espacio fase y J la matriz
simpléctica: )

o d
x=(’l""nzn.l’1:"'n}’n) » J = ( —1d o .

La funcién hamiltoniana H estd definida del espacio fase a los reales. El espacio de fascs es
localmentc difeomorfo a R?™ , y decimos que el sistema tiene n grados de libertad. Estos sistemas
tienen n invariantes llamados 2-formas, que son aplicaciones bilineales del espacio cotangente del
espacio fase a los reales . Estas formas no cambian en el tiempo y como consecuencia directa se
tiene la conservacién del volumen en el espacio fase.

Los sistemas hamiltonianos pueden depender explicitamente del tiempo. Entonces, si el espacio
de configuracién es de dimensién n , los llamamos sistemas de n + % grados de libertad.
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‘Losa sistemas hamiltonianos de n grados de libertad tienen una integral primera que se mantiene
invariante: la energia del sistema. Utilizando la energla podemos reducir en una dimensién el
e-p-cno que contiene a una 6rbita. Por lo tanto los puntos del espacio fase que tienen anociada la
misma energfa tienen la dindAmica restringida a una variedad de dimensién 2n —1 .

Tomemos una variedad isoenergética (de dimensidn 2n — 1 ),definimos una subvariedad de
dimensién 2n — 2 que sea transversal a una érbita periédica (el vector tangente de la 6rbita no

pertenece al hiperplano tangente a la subvariedad en el punto de cruce). Para los puntos sobre

la subvariedad, que estin en un entorno de la drbita periédica, podermos seguir su evolucién
en ‘el tiempo ( es decir, continuar la érbita a la que pertenecen). Utilizando la continuidad de
las soluciones de las EDO ante variaciones de las condiciones iniciales, vemos que estas érbitas al
retornar, cortan transversalmente la subvariedad. Esto nos define una aplicacién de la subvariedad
en sf misma, la cual es un homeomorfiamo porque el hamiltoniano es invertible en el tiempo;
también conserva medida (el volumen de dimensién 2n — 2 ); y ademas es un difeomorfismo
porque las ecuaciones de movimiento provienen del hamiltoniano. Més concretamente, si H es de
clase C**? y la subvariedad 2n — 2 dimensional es de clase C' entonces el difeomorfismo es de clase
C" . Hay que notar que no todos los puntos en la subvariedad tardan el mismo tiecmpo en volver
a cortar a la subvariedad (ver figura 2)

A esta subvariedad le llamamos seccién de Poincaré. Para definir la seccién no es necesario
que exista una érbita periédica, sol te es io que el flujo sea transversal a la seccidon; si
la variedad isoenergética es compacta, el flujo es recurrente.

En el caso de sistemas con 2 grados de libertad, la seccién de Poincaré tiene dimensién 2 y
puede ser definida como un plano, una esfera, un cilindro, un toro, etc

Para los sistemas de grado y medio de libertad, la seccién de Poincaré se define en forma
diferente. Supongamas que el hamiltoniano depende periédicamente del tiempo (con periodo To )

Entonces tomemos el espacio fase 2-dimensional y prolongemos las érbitas del espacio fase pér un.

tiempo igual a Ty . Esto define una aplicacién que es un difeomorfismo (si la perturbacién en el
- tiempo es diferenciable) y conserva el area ya que-el hamiltoniano es igual para todas la secciones
de Poincaré (debido a la periodicidad de la perturbacién en el tiempo). La seccién de Poincaré es
igual al espacio fase, el cual puede ser una plano, un toro, un cilindro, etc.

1.3 El modelo del Péndulo.

Para el eatudio de la estabilidad de los sistemnas mecénicos que conservan la energia, debemos
examinar las variaciones de estos sistemas al agregar una pequefia perturbacién. Los aspectos
que nos interesa comparar entre el sistema original y el perturbado son las érbitas periédicas que
poseen, la estabilidad de estas Gltimas y los conjuntos invariantes correspondientes a cada sistema.

Una propiedad importante en los sistemas hamiltonianos es la variacién de la frecuencia de
cada 6rbita al cambiar la energia. Gracias a esta propiedad dichos sistemas son estables bajo
pequeiias perturbaciones. Por estabilidad entendemos que los espacios de fase de ambos sistemas
son "similares” en un entorno adecuado; si una érbita estd acotada en un cierto entorno, la érbita
perturbada debe estar contenida en el mismo entorno si el sistema es estable.

Como ejemplo, analicemos un oscilador arménico; para toda energia la frecuencia de oscilacién
es la misma. Cualquier pequeiia perturbacién periédica con frecuencia igual a la del oscilador
ocasiona que todas las érbitas dejen de ser acotadad en la energia , ya que la perturbacién cede
energfa al oscilador en cada periodo . Por lo tanto, el sistema no es estable (a este fenémeno
se le denomina phase-locking {15]). En cambio, tomemos como sistema a un péndulo; al agregar
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cualquier pequeiia perturbacién solo modifica ligeramente la 6rbita original: la érbita perturbada
estd contenida en un entorno al que también pertenece la 6rbita original. La razén de que el
péndulo sea estable a pequefias perturbaciones se. debe a la propiedad de variar la frecuencia de
oscilacién al cambiar la energia.

En general para los sistemas hamiltonianos, podemos decir que éstoa pueden ser estables ante

pequeiias perturbaciones si al escribirlos en término de las variables de angulo (0. ) ¥ accién
(Z; ), las frecuencias asociadas al sistema d d

P de las variables de accién: si § = dH/3I
entonces 32 H/3I? 3 0 (condicién sobre el determinante Hessiano). Asi pademos generalizar que

la frecucnciaa de oacilacién deben depender de las coordenadas de accién como requisito necesario
para que ¢l sistemna sea estable. En particular, los sistemas hamiltonianos de 114 y 2 grados de
libertad deben poseer la propiedad antes citada para que sean estables.

‘Tomemos ¢l caso de una 6rbita periédica de un sistema integrable. Supongamos ademais que
dicha érbita es estable (esto significa que toda Srbita préxima a ésta, en un tiempo ¢t , seguird
estando préxima para todo tiempo, con t — t+oc). La seccién de Poincaré de la érbita estable y su

. entorno esta formada por circulos concéntricos invariantes (la imagen de un cfrculo es él mismo) y
cuyo centro es un punto fijo. Decimos entonces, que la seccién de Poincaré esta foliada por cfrculos
invariantes.

Cuando al sistema integrable le agregamos una pequeifia perturbacién, la foliacién de circulos
invariantes en la seccién de Poincaré desaparece. Birkhoff mostrd, para el caso no integrable y de
maxie]rn genérica la estructura de la seccién de Poincaré, que es préxima a la mostrada en la figura
1.4 [€6].

Observamos en la figura, que el punto fijo estd rodeado por Srbitas periédicas, elipticas e
hiperbélicas dispucstas en forma alternada. Las separatrices de los puntos hiperbdlicos conectan
con las separatrices de los puntos vecinos (en primera aproximacién [16] ). El aspecto que ofrece
esta estructura es similar a diversas cadenas de péndulos que rodean al punto fijo.

Por otro lado, Moser demostré que algunos cfrculos invariantes subsisten al perturbar el sistema
(seccién 11.6 [26]). Dichos circulos separan el plano en dos regiones invariantes. Un punto situado
en el interior de un circulo invariante cumple que su imagen permanece dentro de dicho circulo.
Por lo tanto, los puntos que pertenencen a una corona limitada por dos circulos invariantes forman
un conjunto invariante.

La estructura mostrada en la figura 1.3 es atin més compleja: cada 6rbita periédica eliptica esta
rodeada por circulos invariantes y érbitas periédicas que forman cadenas de péndulos, emulando en
una escala més pequeiia la estructura del entorno del punto fijo. La estructura anterior es recursiva
ya que el entorno de cada punto periddico eliptico es similar al original. Asf nos encontramos con
una estructura tipo péndulo que .e repite a escala mas pequeiia infinitas veces. Esta estructura es
genérica [16] en los sistemnas de l y 2 grados de libertad. Por eso podemos afirmar que ¢l modelo
del péndulo es genérico y no asi una estructura tipo oscilador arménico (por genérico entendemos
que, dentro de la clase de sistemas considerados, los que tienen la ‘estructura descrita forman un
conjunto que es interseccién numerable de abiertos densos).

Chirikov muestra que en los sistemas de 11 y 2 grados de libertad y donde el espacio fasc es
acotado, esta eastructura de péndulo se repite en el entorno de un cilindro [36] . Haciendo cambios

de variables adecuados y utilizando el hecho que las érbitas periédicas al perturbarlas se convierten
. en cuasiperiédicas, cuya frecuencia oscila alrededor de la frecuencia original, construye ecuaciones
de movimiento que en primera aproximacién son ecuaciones tipo péndulo. Al igual que Birkhoff,
muestra que esta estructura se repite recursivamente.

Otro aspecto importante que destaca Chirikov es la estrecha relacién entre resonancias y la
ecuacién del péndulo. En este caso define una resonancia como aquella perturbacién dcl sistema
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bhamiltoniano integrable (i.e. el hamiltoniano solo depende de las variables de accién) que da'como

consecuencia que una de las variables de accién oscile en el tiempo alrededor de su valor original.

Esta oscilacién permite que la frecuencia asociada a su variable conjugada también cambie en el

tiempo. Por tanto, en el espacio de fr ia y accién obtenemos un péndulo como descripcion
de la resonancia.

El aspecto de recurrencia en la estructura descrita por Birkhoff y especialmente la de Chirikov,
es estudiada por Escande el cual utiliza las técnicas de renormalizacién [8]. Por medio de un
operador de renormalizacién, el cual reescala un entorno del espacio fiasico conjuntamente con un
reescalado en el tiempo, transforma el hamiltoniano original en otro que describe una pequeifia
estructura, que es similar a la original; este operador se puede aplicar una y otra vez para explorar
las infinitas estructuras autosimilares. Para lograr ésto, utiliza la ecuacién de péndulo perturbado
(similar a la seccién 1.1 ) donde los pardmetros que se refieren a la frecuencia del péndulo, amplitud
de la perturbacién y periodo de la perturbacién son reescalados . De esta forma obtienc una nueva
ecuacién de péndulo perturbado con nuevos pardmetros.

Resulta entonces plausible utilizar, para los fenémenos de oscilaciones no lineales, el modelo
del péndulo. Principalmente, la estructuras autosimilares de las resonancias en los sistemas de 131

¥ 2 grados de libertad, son representados correctamente en primera aproximacién por la ecuacién
del péndulo (ver capftulo III).

I.4 Aplicaciones en el plano y el cilindro.

Hemos definido en las secciones anteriores como podemos obtener una seccién de Poincaré dos
dimensional y una aplicacién ( definida sobre esta seccién) a partir de un hamiltoniano de 1.y
2 grados de libertad. La seccién de Poincaré puede ser un plano, anillo, cilindro, toro, etc. La
forma de esta seccién depende del tipo de coordenadas definidas en el hamiltoniano original. Si
tomamos variables de dngulo y accién, podemos escoger una seccién que sea igual a un cilindro o
a un anillo, ya que las variables conjugadas estan definidas sobre S .

Consideremos un sistema hamiltoniano no degenerado y seleccionemos como seccién de Poincaré

un anillo. Asf obtenemos una aplicacién sobre este anillo de tipo twist. La caracteristica de estas
- aplicaciones es, que la frecuencia de giro alrededor del anillo es una funcién que crece (resp. decrece)
monénotonamente con respecto a la coordenada radial. Esto significa que una linea radial sobre
el anillo se aplica en una linea convexa (ver figura 4). La propiedad de twist estid estrechamente
ligada a la variacién de la frecuencia al cambio de la energia (u otra integral primera). El nimero
promedio de vueltas que realiza un punto en el anillo, al iterar la aplicacién, lo llamamos nimero
de rotacién y su valor varia con el radio.

Las aplicaciones tipo twist son comunes en los sistemas hamiltonianos no degenerados (via una
seccién de Poincaré) de 11 y 2 grados de libertad. En ellas es factible estudiar las condiciones de
estabilidad del flujo, o €]l comportamiento cadtico del mismo.

Para determinar la estabilidad en las aplicaciones twist, debemos estudiar los valores de loa
pardmetros asociados a la aplicacién para los cuales existen conjuntos invariantes. Estos conjuntos
deben ser conexos y tales que rodeen el anillo, de tal forma que separen el anillo en dos partes

anulares, o si se prefiere, que el fndice del centro del anillo respecto a dicha curva valga 1. Estos

conjuntos son curvas cerradas que rodean el anillo, tal que la imagen de dichas curvas al iterarlason

ellas mismas. A estas curvas, que no son homdétopas a un punto, las llamamos curvas invariantes
rotacionales (6 mas brevemente, IRC).

Para determinar la estabilidad de una regién, debemos encontrar valores de los paridmetros del
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sistema para los cuales existen IRC. Por otro lado, podemos encontrar valores de dichos parametros °

para los cuales no existen ninguna IRC, lo cual implica que existen érbitas que conectan regiones
distantes en la direccién radial. Esto determina el comienzo de un proceso de difusién e inicio de
la inestabilidad global en el sistema. Por ello, el decterminar los valores de los parametros para los
cuales desaparece la iltima IRC es esencial, puesto que determina el inicio del caos global cn el
sistema.

Al no existir IRC, las érbitas del sistema hamiltoniano pueden desplazarse por toda la variedad
isoenergética. Como consecucncia tenemos que érbitas que estin préximas para t = to se alejan
rdpidamente. Esto significa que dicho sistema es sensible a las condiciones iniciales. Este aspecto
también se refleja en la aplicacién en el anillo: La mayoria de puntos periédicos estables desapare-
cen, dando origen a puntos periédicos inestable (fenémeno de bifurcacién); asf 6rbitas vecinas que

tes se x tenfan préximas, ahora se alejan de manera exponencial.

I.5 Familias de Aplicaciones.

Para poder estudiar de manera sisternética la estabilidad (6 el inicio del caos) en un sistema de
l-} y 2 grados de libertad, definimos una seccién de Poincaré. Esta regién la podemos elegir como
un anillo, siempre y cuando consideremos que el espacio fase, restringido a una energfa constante,
es compacto. Esto implica la existencia de variables angulares.

Sobre el anillo definimos un tipo de aplicacién que depende de la intensidad de la perturbacién
del sistema integrable. Definimos como parémetro la intensidad de perturbacién. As{, obtenemos
una familia de aplicaciones uniparamétricas.

Para valores pequefios de la energia ( y del pariametro) esperamos obtener IRC en la aplicacién:
el tedrema KAM asegura la existencia de toros 2-dimensionales en el espacio fase {15}, cuya inter-
seccién con la seccién de Poincaré dan origen a las IRC. Las regiones estables, contenidas entre
dos IRC, representan una estructura similar a la descrita en la seccién 3 : las resonancias en dicha
regién presentan una forma geométrica similar a la ecuacién de péndulo, la cual se repite a escala
més pequefia para las resonancias de orden mayor.

Existe un valor del pardémetro de perturbacién para el cual la aplicacién correspondiente no
ticne curvas invariantes. El determinar este valor del pardmetro permite definir un valor critico
que indica el inicio del caos en la familia uniparamétrica de aplicaciones, y en el sistema fisico.

Baséndonos en los ejemplos expuestos en la seccién 1, y por la discusién hecha en la seccidén
3 sobre el modelo del péndulo, resulta adecuado seleccionar a la aplicacién standard como una
buena familia uniparamétrica. Esta familia es una buena base para estudiar el entorno de cualquier
resonancia en todas las aplicaciones tipo twist. Asi podemos afirmar que toda aplicacién tipo
twist se puede aproximar como la unién de varias (o infinitas) aplicaciones standard con diferentes
valores del parametro.

A partir de ahora, nuestro interes se centra en esta familia de aplicaciones. En el capitulo 11
mostramos propiedades generales de esta familia. En el capitulo IIl examinamos su estructura
resonante para valores pequeiios del pardmetro, donde introducimos el concepto de forma normal.
En el cuarto capftulo hacemos una revisién de diferentes métodos para detectar el rompimiento
de la iltima IRC, donde discutimoe el método de la obstruccién desarrollado por nosotros. El

capftulo V estd dedicado a estudiar la dindmica y la estructura de los residuos de las IRC despues
del rompimiento.
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Capitulo II

Aplicaciones conservativas en el
plano tipo Twist.

II.1 Introduccién. v

Las aplicaciones en el plano son una herramienta comin para el estudio de sistemas fisicos de pocos

- gtados de libertad. En el capitulo I hemos mostrado que los sistermnas hamiltonianos de 11 v 2
grados de libertad pueden ser descritos, dindmicamente, por aplicaciones conservativas en el plano.
Los ejemplos anteriores muestran que algunas propiedades dinimicas de los flujos hamiltonianos
so reflejan en propiedades geométricas de las aplicaciones: tal es el caso de la propiedad de twist
respecto a la estabilidad del sistema.

En este capitulo presentamos diversas propiedades relacnonadu con lu aplicaciones conser-
vativas de tipo twist. Algunos resultados relativos a este tema fueron presentados por Poincaré,
Birkhoff y Morse a finales del siglo pasado y principios de éste. Sin embargo, en los Gltimos 30
afios, se ha dado un gran impulso al estudio de estas aplicaciones, principalmente bajo el punto
de vista de estabilidad (KAM) y de existencia y unicidad de 6rbitas periédicas y recurrentes (uti-
lizando técnicas variacionales). Otro esquema que actualmente interesa a muchos investigadores
es el fenémmeno de autosimilaridad y técnicas de renormalizacién, las cuales también pucden ser

. aplicadas al estudio de éste problema, lo cual es analizado en el capitulo IV.

Dos puntos de vista son la gufa de este capitulo:

_ o Las propiedades de las érbitas monétonas, que permiten asegurar la existencia de &rbitas
periddicas y cuasiperiédicas. De aqui obtenemos también propiedades geométricas que son

vtiles para determinar estabilidad e inicio de difusién. Finalmente es posible dar una buena
clasificacion de las érbitas monétonas.

e Existencia de curvas invariantes debida a la existencia de transformaciones que conjugan la
aplicacién original con una rotacién tipo twist (KAM).

Loe resultados de este capitulo son utilizados en los tres siguientes. Mientras que en el tercero
construimos formas normales para estudiar las resonancias siguicndo técnicas de transformaciones,
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en el cuarto y quinto utilizamos resultados de monotonfa para determinar destruccién de curvas -
invariantes y localizacién de conjuntos cantorianos.

La organizacién de este capitulo es la siguiente:
e Definicién y propiedades generales de las aplicaciénes twist.
e Propiedades geométricas y descomposicién via simetrias.

Introd i6n de métodos variacionales.

Existencia de 6rbitas monétonas.
Teoremas de Birkhoff sobre existencia de puntos periddicos y forma de lps IRC.
Orbitas minimales periédicas y cuasiperiddicas.

Clasificacion de érbitas minimales con nimero de rotacién r

Estabilidad, teorema de KAM.

al y irracional

‘Teorema del twist de Moser.

e Estimaciones tipo KAM para aplicaciones en el plano.

I1.2 Aplicaciones tipo twist.

Consideremos ¢l cilindro definido como A = S$! xR = (IR/Z) x R cuyas coordena;ias son £ = (o,r)

con § € [0,1) y r € IR. Definimos la aplicacién f : A — A como un difeomorfismo que conserva
)a orientacién y el area |Df|=1.

Sea la aplicacién f , definida como:

.'="1!(9,!‘) s "=“2,(01') >

donde Ji; es la proyeccién sobre la i-esima coordenada. Decimos que la aplicacién f es de tipo
twist si se cumple la desigualdad: ’

a0’
-;?_kg)ﬂ VZeEe A keecR .

Sea la aplicacién F : R x R — IR x R un difeomorfismo que preserva el area y la orientacién:
2 =1 F(z,y) , ¥ =aF(=z,y) ,

-a“imm que F es el lift de f si ambas aplicaciénes conjugan con la aplicacién de cobertura P(z,y) =
(x (mod1),y) , asi: .

foP=PoF . .
Si F es el lift de 1a aplicacién f tipo twist, entonces F también es twist. De la misma manera, si
f ea twist, £~ también lo es. Sin embargo f2 = f o f no necesariamente lo es [20].
‘Fomemos un difcomorfismo twist F : R —+ R? y F € C* con r > 2 , Que conserva el area.
Entonces existe una funcién h : R? — R tal que si (z’,y') = F(z,y) , se tiene:

3h(=x, z') 8h(=x, x*)

y=—bie, =)= Iy (r,2) = 2REE)
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'y
. . 82“ » ’
—?:;—'::—-)-=h;3(z,z')sc,.<p V(z,y)eR’ C;.eR.
A esta funcién le llamamos funcién generatriz [20]. :
!nttoduc\mos el concepto de 6rbita:

e Orbita de F : O(z,y) =

{Fi(z,0)|s € Z) . Utxhzundo la funcién generatriz, la érbita queda
definida como:

O(x) = {=il(Zi+1, hal(®s, 2e41)) = F(xi, hi(zi,2i41)) , T € X} .

® Orbita extendida de F : O(zx,y) = {R] o F(z,y)|¢,5 € Z} , donde Ri(z,y) = (= — I,3)
® Scgmento de Srbita de F : 6(::.,.,.) = {z;|zi € O(X) m < ¢ < n}.

El nimero de rotacién es una funcién que va del espacio de las érbitas a los reales, la cual esté
definida, si existe , como:

plx) = lim -’A*—n——’— Titm 2 €EO(X) VieZ .
Esta funcién p(x) , si existe el limite, es independiente de § . Cuando tomarmos p(x) (mod1), éste
es ¢l nimero de xotaclén de f(x) mdependwntemente del lift que se haya escogido.

Una érbita de F la llamamos periédica si para la 0(::, y) , existe pe Z g Z , tales que la
aplicacién R} o F? : O(z,y) —+ O(x,y) ea la identidad. Esta 6rbita periédica tiene un nimero de
rotacién p(x) =Esixe O(z,v) .

Sea x0 un punto periédico hiperbélico de f de periodo n . Definimos la variedad invariante
estable de x como:

W'xo = {x € S* x R} ‘l_i.x:l’f"‘(x) — %0}
¥ la variedad inestable se define como:

Wuxo = {x € S? x R| 'l_n.n; I_"'.‘(x) — %0}

Llamamos punto homoclinico, Xnom , & los

puntos que pertenecen a la variedad estable e
inestable de una &rbita periédica hiperbdélica:

Xuom € W'(!‘(xo))nW"xo , sEX .
Sea x; un punto periédico hiperbélico de periodo m (con m 7% n ) que no pertenece a la érbita de

xo. Llamamos punto heteroclinico, Xnct, a los puntos que pertenecen a la variedad estable -de la-
érbita hiperbdlica dada por xo y la variedad inestable de la Srbita hiperbélica dada por x;

Xner € W (L (o)) [ WH(S7(x1)) , $,5€Z .
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I11.3. Propiedades de simetria.

En esta seccién estudiamos algunas propiedades de las aplicaciones f: S x R — S?! x R que
conservan el area, la orientacién’'y que tienen lineas de simetria.

Supongamos que f se puede expresar como la composicién de dos involuciones f = I, o Iy
gtalque I = Id y I7 = Id . Observamos que f_3 = Joo f o Io . Si F se puede factorizar de la
manera anterior entonces definimos las aplicaciones I; con 5 € Z como I? = f? o Ip , las cuales
también son involuciones, I7 = Id . Tomemos el conjunto de todas las transformaciones f* , [;
con k,5 € Z . Estas forman un grupo discreto infinito cuyos elementos cumplen:

fiole = Ijen » I,'°Ik=!"—. y Iiofa =T

Deﬁnimol Orbita periddica de f : Sea F el lift de f y O(x) una érbita periédica de F con
p(x) = ‘ ; por lo tanto P(O(x)) es una érbita periédica de f y hereda el ntimero de rotacién p(x)
» O(x) = P(O(x)) con p(x) = Z . Definimos la linea de simetria I'; , € Z , como el conjunto de

punt.o- fijos de la involucién I, -
Se dernuestra [21] que la interseccién de las lineas de simetria Ts , T'; , ¢ % § es un punto
periédico de f . Su periodo g divide |5 — s| . Las lineas de simetria I'; se aplican en otras lineas:
ICx =Fagq4n ¥ ILa=Tzq—x -
Las érbitas periédicas de f pertenecen a alguna linea de simetria [4,22]
Las aplicaciones f conservativas y tipo twist, que son una perturbacién de un twist de la forma:

f: O =0+7¢ ¢ =r+ g(0)

»
con g € C* r > 2 periédica y g(—6) = —g(0) , se pueden descomponer en dos involuciones:

nL: 0=-0+4yr,v=r

»
Io : .’=—0, r'=r+§(0) B
En particular, si g(8) = —,K; sin(2x08) obtenemos la aplicacién standard.

II.4 Accién y érbitas.

Con Ia funcién generatriz h es posible definir un principio variacional para las aplicaciones F tipo
twist, donde las Srbitas estan relacionadas con extremales de cierto funcional. Por medio de dicho
funcional podemos mostrar la existencia de érbitas con cualquier nimero de rotacién.

Definirnos un estado x como una sucesién bi-infinita {z; € R|i € Z) . El segmento x,,,, estd

definido como {r; e Rim <i<n ; m,n,i € Z} . Entonces, dada la funcién generatriz h de F
» definimos la funcional de accién Wo,n sobre el segmento X,,,, como:

n—1
Weon(Xmn) = E :h(z.-, Zip1) -
s=m
Decimos que el segmento X,,, tiene una accidn estacionaria si W,,,, tiene un valor estacionario
€n X, Para toda variacién del segmento X,,.» , manteniendo fijos z,,, ¥y T, :

OWonn _ .
oz, (Xmn) =0 Vm<i<n
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Asf, un estado x es estacionario si todas sus subsecuencias son segmentos estacionarios.

Sea O(x) una dSrbita de F . Entonces el segmento Xn, = {r;] z, € O(x) , m < 7 < n}
tiene accién estacionaria. De igual manera, si el segmento x,,,, tiene accién estacxonana, entonces
pertenece a una dSrbita: segmento X, € O(x) [20] .

Definimos un conjunto de estados periddicos , Xp, 4 , como el conjunto de estados que cumplen
las siguientes condiciones de periodicidad: X,.q = {X| ZTn+q = Zn+p , VR € Z}. Parax €X, ¢,
3% — Xo,q~1 identifica X, 4 con R? . Ademds, el funcional Wy, /.(zo, .. .,2q-1) = 343 h(zn, ZTui+1)

- es una funcién de X, 4 — R .. A zo lo podemos elegir entre 0 < zo < 1 (dado que F conmuta
con P ). Por lo tanto, estados estacionarios de W, /4 corresponden a érbitas periédicas de F con
nimero de rotacién p(x) = £ .

Ahora introducimos deﬁnnclones de estados no periédicos. Un estado eatacionario u es recur-

rente si para todo € > 0 y k € Z existe (m,n) € Z*\(0,0) tal que:

(un+at+tm)—uxl<e y |(urtns1-+m)—uxia| <e

Decimos que una érbita es cuasiperiédica si pertenece a un estado estacionario recurrente y tiene
como ndmero de rotacién un valor irracional. Como ejemplo de S6rbita cuasiperiédica podemos
citar a toda érbita que pertenece a un IRC con nimero de rotacién irracional.

1.5 Conjuntos monétonos.

Dentro del conjunto de estados estacionarios de F destacamos los conjuntos monétonos. Las
- érbitas en el cilindsg, que provicnen (de la proyeccién) de un conjunto mondétono, se aplican bajo - ...
J de forma similar a una rotacién: laa sucesivas imagenes de un punto de la érbita aparecen en el
mismo orden que una rotacién, cuyo &ngulo de desplazarmiento es igual al nimero de rotacion de
1a 6rbita.
Sea un homeomorfismo F : R? — IR? de tipo twist, el cual es el lift de. f : Sl xR — S xR
. Decimos que el conjunto M , invariante ante F y R; , es mondtono si la proyeccién Tlijas es
inyectiva y Vx,x’ € M < IR? tenemos TI,(x) < I, (x’') => II,(F(x)) < I1,(F(x')) {23,24]. Por lo
tanto, si M es monétono, V x,xX’ ,ne Z ,H;(x) <I,;(x’) = I(F*(x)) < I (F*(x")) .
Un estado estacionario u es mondtonosi V r,s,p,q € Z se cumnplen las siguientes condiciones:’

Uy +r=us+p = Ug4r+r=Ugp1+p ,

u,+.r<u.+p => u,+1+r_<u.+;+p .

" La clausura de un conjunto monétono M del difeomorfismo F (tipo twist) es un conjunto
mondétono [20] . Para todo conjunto monétono f y considerando la ‘pllcu:lén h: I (M) — TI; (M)
(con A =11, o FoTI7? ) , existe un homeomorfismo g : S! — S? tal que si z € II; (M) entonces

#™(x) coincide con h™(z) para todo n € Z [24].
Sea u(n) una sucesién de conjuntos monétonocs, con n € M . El limite de eata sucesién de
conjuntos mmondétonos lima — o U{Nn) = U es también un conjunto monétono.
A continuacién mostramos que todo conjunto mondétono tiene asociado un nimero de rotacién.
Este nimero coincide con el niimero de rotacién del homeomorfismo g : S! — $! definido en el
pérrafo anterior.

El estado u es un conjunto mondétono <> 3 un nimero p tal que:
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o Para p € R\Qy para todo m,n y k € Z se cumple:

NP <M = Upeh —Up <M »

NA>M => Upp—Ur>Mm .
e Para p € Qy para todo k € Z se cumple una de estas tres proposiciones:

oVmeZ, nelN talque np=m , YUpsa—Uxr=m ,

oVmeZ , n€ENlN talque np=m , Up4a—ux>m ,
oVmeZ, n€lN talque np=m , Upsa—~uUs <m .
A p = p(u) le lamarnos niimero de rotacién, y coincide con la anterior definicién [20] Los estados
monétonos estin acotados por dos rectas: si z; € M y M es conjunto monétono, entonces 3 p
tal que [np] < z,, — o < [np] + 1 (donde [ ] es la parte entera de un real) para todon € Z . La
figura 1 muestra como M esté acotado por dos rectas.

Sabemos que 21 limite de estados monétonos es monétono. Entonces, sobre el limite de sus
nlimeros de rotacién tenemos estos resultados: Si u(n) es una sucesién de estados estacionarios
monétonos, tal que u(n) — u , entonces limn—oo p(u(n)) existe y es igual a p(u) . Por otro lado,
si u(n) es una sucesién de estados monétonos tal que lim,, o p(u(n)) — p' , entonces existe un
estado monétono u tal que p(u) = p’ [20] .

Con estos resultados podemos asegurar la existencia de estados monétonos con nimero de
rotacién irracional si existe una secuencia de estados monétonos cuyo mimeros de rotacién converge
a este nimero irracional (o racional). Por tal motivo es importante estudiar la estructura de las
Srbitas periddicas en las aplicaciones en el cilindro. Esto lo hacemos en la siguiente seccién.

II.6 Algunos teoremas de Birkhoff.

En la seccién anterior indicamos que es necesario conocer la estructura de las érbitas periddicas
mondétonas para poder dex trar la exist ia de las 6rbitas recurrentes. Sobre la existencia y
distribucién de érbitas periédicas, Poincaré conjeturd que las aplicaciones tipo twist tienen todas
las Srbitas periédicas cuyo nimero de rotacién racional pertenece a un intervalo de rotacién.
Birkhoff demostré este teorema en 1913 y se conoce como el teorema geométrico [25]:

. Teorema 1 ( Geométrico) Sea f una aplicacidn que conserva el area en el csilindro St x R )

es tipo twist. Entonces para todo p/q € Q (p y g coprimos) [ tiene, genéricamente, al menos dos
drbitas periddicas del tipo (p,q) , una Aiperbolica y otra eliptica

Este teorema también es vilido si f estd definido sobre un anillo que determina un intervalo
de rotacién [26] . Por lo tanto, en una aplicacién F tipo twist conservativa, si tenemos dos
é6rbitas periddicas monéStonas con nimero de rotacién py y p3 , existen Srbitas periédicas elipticas
e hiperbélicas con ni o de rotacién Vp € [p1,p2] ) Q (genéricamente). Sin embargo, ésto no
asegura que dichas Srbitas sean monétonas. Sobre la existencia de Srbitas monétonas y periédicas
tratamos en las siguientes secciones.

Otro teorema importante de Birkhoff estd dedicado a la forma de las IRC. Las IRC son conjun-

tos mondétonos. Birkhoff prueba que las curvas invariantes son gréaficas de funciones tipo Lipschitz
[6,27):
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__..’.l‘eoré:n_a.z Sea f:S' xR — S xR un difeomorfismo c*

. Supongamos que f preserva el area,
orientacidn, aplica los bordes del cilindyo en 8i mismos y ¢s un twist. Sea U < S? x IR un abserto

tel que f(U) =U , U es homeomdrfico a S! x R y S! x (~o0,a] € U < S? x (—oo,b) para algiin

a<bd abeR. Enloncec la frontera de U en S* x R es la grdfica de una funcién tipo Lipschitz
p:S' 2R, éstoesa U — U = {(z,u(x)) |z € S} .

-Por lo tanto, toda TRC es la grafica de una funcién tipo Lipschitz.
aplica a cualquier conjunto monétono M : 8i (Zo,y0) , (Z1,¥1) € M entonces 3L € IR finito tal
que |yo — y1] < Llzo — =z1| [20].

Hemos visto resultados que demuestran la existencia de érbitas periédicas de cualquier nimero
de rotacién dentro de cierto intervalo. Sin embargo , falta mostrar que dichas Srbitas también
son monétonas, para asf poder t i

ar ones de 6rbitas periédicas monétonas tales que su
nimero de rotacién converja a cualquier irracional. Asi aseguramos la existencia de éstas Srbitas

cuasiperiédicas.

I1.7 Orbitas minimales.

" Con los teoremas de Birkhoff exp

tos en la én anterior, mostramos que existen al menos dos
érbitasuy v talqueun , v € X,/ . Para asegurar que existen sucesiones de 6rbitas periédicas que
convergen a Srbitas recurrentes, debemos mostrar que dicha sucesidn esta compuesta por 6rbitas
minimales y monétonas, puesto que las 6rbitas recurrentes e invariantes lo son.

Dedicamos esta seccién a mostrar la conexién que existe entre estados minimales y mono-
tonfa, para cualquier nimero de rotacién. Partiendo de un segmento con extremos fijos (que por
construccién pertenece a un X, ) mostramos que existen segmentos minimales.

Paratodob,ce Rym,n € Zcon m < n—1, existe un scgmento minimal x = {z;| m < J < n}
tal que los extremos son fijos. z,, = by L =€

. Podemos asegurar la existencia de % minimal ya
que al fijar los extremos del segmento, el conjunto de segmentos x , donde W,,, < a con a € R

—_— *
es compacto ( la accién esta acotada inferiormente por h(z, ::') > Cte. + |z — 4:’[ [20]). Debemos
notar que tales segmentos minimalea no son necesariamente Gnicos.

Supongamos que tenemos dos segmentos Uymn ¥ Venn que minimizan a W, (conm<n—1)
¥ que no coinciden en ambos extremos um # Up 0 Un # v, (0 ambos); entonces U,nn ¥ Von sdlo
se pueden cruzar una vez. Por lo tanto concluimos que dos estados minimales u y v solamente se
pueden cruzar una vez [20]. Esta propiedad es utilizada para asegurar la monotonfa de los estados.

J1.8 Orbitas minimales con p racional.

Consideremos el caso racional, donde p € Q. A continuacién mostramos que existen, para todo
p € Q, estados minimales y monétonos. Estas Srbitas son de tres tipos: periédicas, asintéticas
heterocl{nlcas y asintéticas homoclinicas.

Sea F : R?* — IR? el lift de una .phcamén conservativa en el cilindro. Entonces, para todo
£ € Q(con p y ¢ no necesariamente coprimos ), existe un estado u € X, 4 ¢l cual es un minimo
;loba.l de Wy, en X, 4 .

Los estados minimales son monétonos por la siguiente proposicién: Si u € Xp,q €8s un estado

que minimiza a W, , entonces u es un estado monétono. Esta proposicion es cierta porque los
estados minimales sélo se pueden cruzar una vez [20] .

Podemos concluir entonces, usando los
resultados anteriores, que si u minimiza a W,,, entonces es un estado minimal, es decir, cada
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- segmento de u minimiza a W,,,, . Debemos notar que estos estados minimales corresponden a las
. érbitas hiperbélicas a que hace mencién el teorema geométrico de Poincaré ( las érbitas elipticas

corresponden a loe estados minimaz : extremales que son puntos silla de W/, ).
Para dar una clasificacién de las érbitas minimales con p € Q, definimos los siguientes conjuntos:

® Ming ;e = { estados minimules con p € f} N
o My, = { estados minimales periédicos (6 recurrentes) con p € l.!} Y
o M}, = { estados minimales avanzados con p € B},
o Mz, = { eatados x;linimale- retardados con p € £},
donde avanzado quiere decir que para todon € Z , si u € Min,;, , entonces u,;q —p— U, >0

(retardado se define en forma similar, pero con tn4+q =P —un <0) .

Estados adyacentes son aquellos estados v~ , vt € M,/ tales que v, < v} paratodone Z
¥ no existe ningin otro estado v € M, tal que v < v, < v} .

Entonces, se puede mostrar que todo estado minimal u con p = £ es: periédico o asintético

(a otros estados minimales periSédicos diferentes si n — +oco ). De esta manera podemos hacer la
siguiente clasificacién sobre los estados minimales [24] :

i. Estados 1/, , estados minimales u € M,,;,; periédicos.

ii. Estados 2./, , estados minimales u € M;,"Iq y u € M_;, , asintéticos a un estado minimal
periédico con p.= B . Corresponden a Srbitas que pertenecen a la variedad estable y inestable

de un punto perié&ico en el cilindro (puntos homoclinicos).
iii. Estados 3,/, , estados minimales u € M;,"h yu € Mg,.. . Son doblemente asintéiticos
a los estados minimales periédicos con p' = By y p= B ., Si p= p', entonces son érbitas

homoclinicas de la 6rbita periédica, en caso contrario, corresponden a Srbitas que pertenecen

a la variedad invariante estable e inestable de dos puntos periédicos diferentes en el cilindro
(puntos heteroclinicos).

Asf t 108 el siguient

resultado [24]: Sea f : S x R — S! x R una aplicacién que conserva
Ia medida y es de tipo twist. Para todo p = p/q en el intervalo de rotacién,; existe al menos das
estados monétonos u € My, ¥ v € M, (siendo M, los estados minimax de W,,/4 ) tal que son
invariantes ante f y forman un conjunto cerrado. Ademads, siempre hay una érbita del tipo 2,4 ©
una érbita del tipo 3,/4 © todo un circulo consistente de Srbitas del tipo 1,,, . Este resultado lo
podemos considerar como una extensién del teorema geométrico, porque asegura la existencia de
érbitas periédicas mondtonas.

Cabe destacar también que si tenemos dos estadosa v~ , vt € M,,/, y ademés existe un estado
u € Ming,, talque v, < u, < v} con n € Z y u asintéticoavt sin —+coyav sin—+ —co
(o viceversa), entonces los estados v~ y v* son adyacentes [13].

I1.9 Orbitas minimales con p irracional.

Ahora nos ocuparemos de las érbitas cuyo niimero de rotacién es irracional, mostramos su exis-
tencia y clasificacién . Para lograr este objetivo debemos tomar en cuenta que todo racional tiene
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iado al
de estados minimales monétonos con p racional que converja a un p irracional.
' Sobre estas H t >s el siguiente resultado: Para todo p € R\Q existe un estado
minimal y monétono con niimero de rotacién p . Para demostrar lo anterior, utilizamos una
sucesién de estados minimales monétonos u(n) con p. = pn/gn tal que lima—.oo — u . Como esta
sucesién converge, entonces existe 1 mondétono y minimal con nimero de rotacién p .
Mather obticne el siguiente resultado sobre estos estados u : Para todo p € IR\Q existe un
onjunto mondétono M, de estados recurrentes y monétonos con niimero de rotacién p cuya imagen
en el cilindro, M es, o un IRC o un conjunto de Cantor. Mas aiin, toda érbita en M, es densa en
M, . El conjunto M_ es minimal ( conjunto invariante que no contiene subconjuntos invariantes).
Entonces existe una aphcaclon débilmente ordenada ¢ : IR — IR tal que ¢(t+1) = ¢(t)+1 y que :

N F(é(‘)!"(’)) = (¢(' -+ p), n(t -+ P)) »

donde n(t) = —h, (¢(t), #(t) + p) . La aplicacién ¢(t) no tiene por que ser contfnua.
Si M es un conjunto minimal, recurrente y monétono del tipo cantoriano, entonces tiene
discontinuidades, las cuales forman agujeros (o gaps). Para analizar estos agujeros, tomemos un

estado u(f)n = Un4+gq — P Monétono con f = gp — p . Usando este estado f+(9) = infgo u(B)o
y 7(0) = supg,o u(B)o . Definimoa:

MEf={f*(npt+a) | ncZ y acR )} ,

que es un conjunto de estados monétonos. Es posible mostrar que My = M} JM_, es un
conjunto cerrado, monétono e invariante de estados minimales; cada 6rb|t.a en M; es recurrente y
densa en M, . El conjunto M, puede ser un IRC o un cantoriano.

Las funciones f*(6) : IR i IR son estrictamente crecientes; f+ (resp. f— ) es continua por la
izquierda (resp. derecha) y f—(0) < f*+(0) V0 € IR . Por lo tanto, f* tiene un niimero numerable
de discontinuidades, donde f~ < f+ . Estas discontinuidades deﬁnen los agujeros del cantoriano.
Existen también estados mondétonos minimales u que no pertenecen a M, . Esto es debido a
que dichos estados no son recurrentes. De hecho, u estd dentro de los agujeros del cantoriano:

I (nw+a) < Unpq—p < fH(nw+ a) VneZ y aeR .
Estos estados son asintSticos a los extremos de los agujeros.
Los estados monétonos minimales con p € R\Qlos clasificamos de la siguiente forma [24]:

i. 1, ; son érbitas cuya proyeccién en S! es densa (la proyeccién ¢ es biyectiva). La clausura
de esta Srbita es un IRC con érbitas densas.

ii. 2, ; son 6rbitas recurrentes cuya clausura M, es un conjunto de Cantor que se proyecta en
S! como un conjunto de Denjoy (conjunto minimal, donde la proyeccnén no es exhaustiva 7]
). Toda 6rbita en M, es densa.

iii. 3, ; son 4rbitas errantes donde su o-limite y su w-limite son la clausura de érbitas del

tipo 2, (extremos de los agujeros de los cantorianos). La proycccién de estas 6rbntas en S?

pertenecen a los intervalos complementarios de los conjuntos de Denjoy.

Sobre la existencia de este tipo de érbitas, damos el siguiente resultado de Katok [24]: Para todo
p € R\Qcontenido en el intervalo de rotacién, existe, o un IRC con nimero de rotacién p (el cual
estd lleno densamente por érbitas del tipo 1, o por 6rbitas 2, y 3, ), o un conjunto minimal de
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Cantor el cual esti lleno de érbitas 2, maés, al menos, una érbita del tipo 3, , donde la unién de
ambos conjuntos es monétono.

Finalmente, podemos mostrar que dos estados minimales distintos no pueden cruzarse mas de

una sola vez, y tampoco pueden ser asintSticos en too (si se han cruzado alguna vez). Este se

conoce como el lema fundamental de Aubry [29] , el cual esté fuertemente conectado con el modelo
fisico de Frenkel-Kontorova (; ién 1.1.4).

J1I.10  Teorema de KXKAM .

En las secciones anteriores hemos hablado de las aplicaciones que conservan medida y que dependen
de un pardmetro, el cual representa la intensidad de perturbacién del sistema integrable (en
este caso un twist ). El estudio de sistemas hamiltonianos integrables sometidos a pequefias
perturbaciones ha motivado el buscar érbitas del sistema perturbado de tipo cuasiperiédico. Estas
6rbitas |, si existen, son aquellas que subsisten del sistema original. El espacio fase del sistema
integrable esti densamente lleno de érbitas cuasiperiédicas formando una estructura ordenada de
toros invariantes. La cuestién es saber que parte de esta estructura permanece al perturbar. Una

respuesta a dicha pregunta la obtenemos dcl teorema KAM, el cual se aplica a flujos hamiltonianos
y también a aplicaciones conservativas.

Como consccuencia de este teorema para aplicaciones
del tipo twist se tiene la existencia de IRC para pequeiias perturbaciones (valores pequefios del
parametro).

Los sistemas hamiltonianos integrables tienen la propiedad de que todas sus érbitas acotadas
( en el espacio fase M < IR?*N ) son periédicas, cuasiperiédicas o asintéticas (separatrices). Estin
contenidas en variedades de dimensién igual a N topolégicamente equivalentes a un toro TV bajo
cierta hipétesis de compacidad y excluyendo separatrices [15] Para este caso ¢l hamiltoniano
Ho sblo depende dindmicamente de N coordenadas ( las 2N variables no son independientes,
ya que dependen funcionalmente por la constriccién de moverse en TV ). Entonces existe una
transformacién candénica que permite escribir al hamiltoniano en términos de N variables (variables
de accién ) , Ho(I) . De esta forma las ecuaciones de movimiento se expresan como:

=0, 0 =w(l)= %i—{ is=1,...,N ,

donde 7 € RN @ € TN . Cada toro invariante queda representado por el vector de frecuencias
ug) € R¥ y cada érbita es densa en el toro (salvo cuando son resonantes: w(I)-k=0 , ke

ZV\{0} ). Cada entorno de este toro esti densamente lleno de toros invariantes cuyas Srbitas

son densas en los toros. Supongamos que la frecuencia asociada a los toros no es una funcién
constante, es decir, |dw(I)/3I| # 0. Como I = 0

frecuencias no son constantes al variar I

, tenemos N integrales primeras y como las
por toros N-dimensionales.

, tiene como resultado que el espacio fase esti foliado

Por lo tanto, en los sistemas integrables existen variedades 2N — 1

dimensionales (de energia constante), que separan el espacio fase en dos pa.rt.es lnvaﬂantes » las
cuales estin estratificadas por toros N-dimensionales.

Cuando el sistema integrable es perturbado: H = HO(I) + €H1(I,0) con € pequeiio y Hi (I 0)
periédico en cada una de las variables 0; , entonces la accién deja de ser constante (f; = —8Hy /90,
) ¥ las frecuencias se ven perturbadas: 6; = w(I) + 9H,/38I; . Como consecuencia, la estruc-
tura de foliacién cambia. La desapuicién de estos toros conlleva la desaparicién de las Srbitas
cuasiperiédicas.

Kolgomorov [15] prové que para casi todas las condiciones iniciales, el movimiento se mantiene
cuasiperiédico. Supongamos que el sistema hamiltoniano integrable es analitico en un dominio
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complcjo dcl cspacio fase M (donde las variables I y 6 las extendemos a una banda en los complejos -
que contiene a los teales), y ademés que es no degenerado (|9w /81| # O ) Sea w* un vector de
frecuencias donde w* - A > C/lA|" con A€ ZV ,C >0y n >0, tal que w* = dHo/3I"* ; entonces
para todo k > O existen ¢ > O y una .phcacnén I = I(8) y 6 = 8(6) que va del toro abstracto
TN = {&(mod2x)} a M , de tal forma que las frecuencias en este toro abstracto son las mismas
del no perturbado e = w* » ¥ el toro perturbado esti suficientemente cercano al toro ongmal'
| I(©®) — I*| < k y |6(©) — O] < k siempre y cuando |H;(1,0)| < € sobre el toro. La medida de los
‘toros T'(w*) que subsisten a la perturbacién es positiva, la medida del complemento tiende a cero

sijle | — 0. o
Se 'd tra la exist ia de los toros invariantes buscando transformaciones superconver-
gent Expr >s a H; en serie de Fourier:
eH\(1,0) = > Vie*? |
reZ™

Tomemos una transformacién tal que el nuevo hamiltoniano no tenga términos de orden € , para
lo cual se escoge la funcién generatriz de la transformacién de la forma:

F(I"),60) = 6 - I") + e@,(1("))ef> 0

con A € ZY . Estas transformaciones convergen de igual forma que el método de Newton [36]
siempre y cuando se tenga un control de los pequeifios denominadores:

l'VA
P =T

Como I(*) cambia por cada transformacién, es imposible saber si A -w(Z{")) es pequeiio para todas
las transformaciones, y as{ saber si converge.

Para evitar los pequeiios denominadores, Kolgomorov propone fijar w = w® e ir va.nando 1a
condicidn inicial I en cada transformacién. Esto solamente es posible si el hamiltoniano en no
degenerado. En caso contrario, cuando se tiene una condicién de resonancia w + A = 0, el sistema
podria no salir de la resonancia, provocando cambios significativos en I (este fenémeno de alta in-
estabilidad se conoce como phase locking). El segundo paso es acotar los denominadores pequeiios
determinando las zonas ”peligrosas” de resonancias para asegurar la convergencia. Finalmente
se debe cuantificar el volumen de las regiones no peligrosas, la cual depende de la amplitud de
oscilacién de las resonancias.

El movimiento fuera de los toros invariantes no esti acotado por dichos toros para N > 2
puesto que TV no tiene codimension 1 en IRZY~! (N > 2) . Estas érbitas pueden difundirse por
las variedades isoenergéticas. Pueden existir 6rbitas que pasen arbiirariamente cerca de dos toros
distintos. Esta Qifusién de érbitas se conoce como difusién de Arnold [15,30] pero generalmente
es muy lenta cuando la perturbacién es pequeiia.

I1.11 Teorema del Twist.

En el campo de los difeomorfismos del cilindro que conservan area, es posible definir un teorema
tipo KAM, el cual nos asegura la existencia de IRC. Moser [26] mostré que una aplicacién twist
sometida a una pequeiia perturbacién conserva parte de la estructura original, es decir, existen
IRC que provicnen de la foliacién inicial del cilindro por circulos cuyo niimero de rotacién depende
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de la coordenada radial. Los IRC con niimero de rotacién racional desaparecen para casi toda per- '

turbacién del twist. En cambio, aquellos con nimero de rotacién irracional que es mal aproximable
por raci les, subsisten como curvas cerradas invariantes ante pequefias perturbaciones.

Para asegurar la existencia de IRC, se debe pedir que la perturbacién cumpla ciertas propiedades
de regularidad. Por ejemplo, si la perturbacién no es diferenciable en algiin punto del cilindro, no
pueden existir IRC [55] . Takens dio un contraejemplo en el caso C? [54] y posteriormente Herman
paraelcaso C3™7 , 9 >0(7].

Moser en 1962 presentS una primera demostracién del teorema KAM referido a aplicaciones
del cilindro tipo twist [31].

‘Tomemos un anillo sobre el cilindro definido por las cotas sobre la direccién radialO < a < r < b
y definamos una aplicacién twist en ese anillo: :

$F=0+a(r) , r=vr , — >0

El anillo estd foliado por circulos invariantes con nimero de rotacién a(r) . Ahora tomemos una
perturbacién sobre el twist f(8,r) y g(0,r) ; donde la aplicacién queda escrita como:
F=0+a(r)+ 1(0,7) , F=r-+g(0,r)

con f y g periédicas en @ y suponemos que todo cfrculo cercano a r = Cte. y que coincide con la
gréfica de una funcién r = ¢(0) = ¢(0+ 2x) ( con ¢’(9) pequeiio) cumple que su imagen intersecta a
la curva original. Esto cumple obviamente sise t J y g tales que la aplicacidén sea conservativa.

Introducimos la norma sobre la s-esima derivada; si h(@,r) es una funcién con derivadas con-
tinuas hasta orden s, definimoa:

3 d .,
Bl = sup [(57)7* (55)72 R0, 1)]
con 03 + 03 < s y para todo (8, r) definido sobre el dominio.

Teorema 3 ( del Twist) Para ¢ > O y un entero s > 1, la aplicacién twist, perturbada por f
9 , tiene wna curva invariante cerrada @ = 8’ + p(0') , r = ro + q(0’) donde p y g son funciones
periddicas y gue satisfacen |pl. + |g|ls < € , donde Aacemos las siguientes suposiciones:

§. Toda curva cerrada cercana a un circulo se autointersecta.
Wwbdb—a>1 ycals"—‘;'L')-sco conco > 1.

$ii. Se construye un real positivo 5o = So(€,8,¢c0) ¥ un entero I = I(8) gue determinan el némero
de derivadas continuas de [ y g y también su norma:

1flo+l9lo <& |fl+lgl+]ali <co .
Le eplicacién inducida sobre la curva invariante ¢s 8’ = 0’ + a(ro) .

De ese teorema debemos hacer los siguientes comentarios: Existe un gran nimero de cfrculos

invariantes, identificados por el namero de rotacién «a(rg) = p , para cualquier p definida en
a(a) 4 € < p < a(b) — € y mal aproximable por racionales: [np — m| = en—3/3 paratodon € Ny
meXZ.

Consideremos a(r) = r y 8 = 1 . La idea de la demostracién se basa en tratar de aproximar
la aplicacién perturbada a la de un twist por medio de transformaciones de coordenadas. Estas

A TR Sk b




transformacionen estin definidas sobre un anillo més estrecho que el coriginal y en donde-la apli- -

cacién transformada 71 se aproxima maés al twist 7, sobre este nuevo anillo de lo que lo estaba la
aplicacién original 7 : Si |Fo — ool < 8o entonces |F; — Fou| < 6§ = 8, donde F; = UT 17U, con
Uy la transformacién y £ > 1 , § < 1. También el niimero de rotacién de la nueva aplicacién
71 est& definido en un intervalo mas estrecho que contiene a p (nimero de rotacién de la curva
invariante para la que tratamos de demostrar la existencia).
El procedimiento anterior se puede repetir , de tal manera que si ¥, ea la n-esima aplicacién
£ da, t nos que : ¥, = u,’:‘?.._xu.. » |Fn — Fo| < &, con 5, = 5:—1 3 Un —1d| < 1/N,
con N, € Rt y N, = NX_, ; el anillo as{ definido es més estrecho; (") es la nueva coordenada y
|7 — p| < 1/M,, ,con M, = M:_, . :
En el limite, ¢l anillo transformado se colapsa en la curva invariante cuyo nimero de rotacién
es p . Es decir, si #, = B;27,-18, , con B, = UilUz...U, , entonces lim, o, 7o, — Foo ,
limp oo |7 — p] = 0 ¥ limy—voo |Un — Id] — O . Asf, la transformacién 8,, , escrita como:

rs

0 =0 4+ p (8,5 (M)  y = ¢ 4 g (O(n), #™) ,

converge a una transformacién 8 = 8(=2) 4 p, (9(=°)) r = r(®°) 4+ ¢ (6(c0),) , que es la que
define la grifica de la curva invariante con r(w) = p . Las funciones p,, , ¢, estdn acotadas por
la relacién |pnl -+ lgn] < 3°0_; 1/N,. , asi que para un Np suficientemnente grande |poo| + {goc] < €

. Para probar la existencia de las transformaciones anteriores y su propiedades, Moser introduce
un segundo teorema:

Teorema 4 Sea la aplicacidn sobre el anillo:

§=04+r+4(0,r) , Fr=r+9g(0,r) , a<r<b, (1L.1)
que autointersecta curvas cerradas cercanas a r = Cte. , y que tiene las siguientes propiedades:
. fl+lgl<é_enjr—pl <. '

$i. INCfli+|M_gli < NT3*2 4 M?*, con o1 +03 =1 donde M_ , N_ y 5_ se reficren a los
pardmetros de la (n — 1)-sima transformacidn, y 01,02 € N. .

Entoncea para una 8o suficientemente pequeia eziste una transformacion de cot.z'denadaa:
0 =00) 4 p,(610), 1)) | r=,0) 4 'l(a(l)’,(l)) ,

en |rM) —p| < 33— — -1 > 1y que satisface |pali+1a1l1 < & en el anillo definido por |r}) —p| < &
. Asf la aplicacion (1) sc transforma en

§) - (1) 4 L) 4 Iu)(a(l),,(l)) , F) =) 4 g,(0(3), (1)) |
donde cumple con las propiedades siguicntes:

L Nnltigl<b< enjr—pl< .
. [Nfili + Mgy < Nos+1 4 Mo,

(11.2)

En la demostracién del teorema anterior, el problema de encontrar la transformacién se reduce
a resolver un sistema de ecuaciones en diferencias , las cuales implicitamente tienen decfinida la

dindmica de la curva invariante. Este sistema se puede expresar como un sistema de ecuaciones
homolégicas:

P10 + p, eV — p,(62),¢2)) = g1(60) ¢ () 4 f(6), (1)) |




@1 (0 4- p,r(1)) — g, (611), (1)) = g(81), r2))

La segunda ecuacién tiene solucién siempre y cuando la funcién g tenga promedio nulo {g] =0
Entonces, si expresamos en serie de Fourier a g y a ¢1 , obtenemos una solucién de la formas:

g1 (6, rM)) = z: B esxo?
A

oeikp —1

donde hx son los coeficientes de la serie de Fourier de g y depende de r(3) | De esta relacién
podemos concluir que, genéricamente, p debe ser irracional mal aproximable . De otra formia la
serie en ¢, no converge por la aparicién de denominadores pequefios.

Para asegurar la existencia de la solucién en el sisterma de ecuaciones homolégicas y que sean
suficientemente diferenciables, f y g deben ser funciones suaves. Entonces aproximamos f y g con
funciones suaves (via un operador). Asi es posible tener una solucién adecuada para q; y p1 -

De esta manera, se prueba que existen las transformaciones ¢, y p; suficientemente diferencia-
bles, permitiendo asi obtener la nueva aplicacién (2). Las funciones f; ,9; resultan ser acotadas
en la norma | |; y se muestra que las cotas nuevas provienen de un rescalamiento de las anteriores.

Con este teorema aseguramos la convergencia de las aplicaciones 7, hacia el twist 7, ya que
el anillo se estrecha en el limite a la curva invariante. Asf se demuestra la existencia de curvas
invariantes.

El teorema del twist se diferencia del teorema de KAM propuesto por Kolgomorov en el sentido
que no ¢s necesario suponer que la aplicacion es analitica en r y @ ; de hecho solo es necesario que
§ y 9 sean de clase C! . Al pedir que la curva invariante sea la grifica de una funcién de clase C?
(# = 1), conduce a estimar el valor de { en { = 333 .

Demostraciones posteriores del teorema del twist han permitido dar una mejor estimacién del
valor de { . Riiasmann mejoré la estimacién de ! a I = 5 . Herman obtuvo una cota mejor que la
anterior al proponer que I > 3+ e (sil = m + ¢ con m entero y 0 < € < 1, entonces, una funcién

J € C" %< tiene m-esima derivada Hdlder continua con el exponente de Holder es € ) . Por otro

lado , en el caso { = 1 , Takens probd la no existencia de curvas invariantes , y porteriormente
Herman hizo lo mismo para el caso ¢3¢ [7].

I1.12 Las estimaciones del teorema de KAM.

A partir del teorema de KAM y maés explicitamente del teorema del twist, es posible estimar las
condiciones para las cuales un twist perturbado tiene IRC. Herman mostré que la perturbacién
debe cumplir algunas propiedades de regularidad, en particular debe ser de clase 3+« . Por
otro lado, Riissmann obtuvo algunos resultados sobre la magnitud de la perturbacién para la
cual existen curvas invariantes (fijando las condiciones de regularidad de la funcién){32] . A

continuacién mostramos los resultados de Russmann respecto a las estimaciones de’'la magnitud
de perturbacién.

Consideremos la aplicacién sobre una banda S en R? definida como:
F: §=04rv , r=r+g(0,r),
¥y g periddica, g(6,r) = g(8,r 4+ 1) = g(0 + 1,r) . Ademds, esta funcién g es tal que la aplicacién

F tiene la propiedad de autointerseccién, lo cual se cumple si fo g(@)dé=o0.
El resultado principal de Riissmann lo expresamos en el siguiente teorema [32]:
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Teorema 5 Sea F unc'-phcuetdn de clase CP con p > 2r + 1 y decfinida de la misma forma gque

arribe. Tomemos un nimero p que satisface la siguiente propiedad: |kp — I > «/k* para todo
keN ,leZ , r>21y90<+vg< 1min(1,12° A s) con As el ancho del anillo. Para todo
-‘mcro P existe una curva continua K : R — S gue es tnyectiva y periddica tal que la aplicacidcn
F conmuta con wna rotacidon cuyo dngulo es p: F-K = K-R, , con R, : (6,v) — (0 +p,r) .
donde :

q r ——
2up 9 < 3555, 72) l‘(f+‘))
B \ar 19 \ka 9(1 — 9)
B, NG - ()0 < seo0(ac; + o (z8) (TG F D) -

seR?
siendo I la funcidn gamma gy q , Co , Ci y Cz nimeros gue satisfacen las siguientes desigual-
dades:

0 < ¢ < min (P + T log2 . 10“‘34_')

0<Cop <1 ,o<c, 17T y 0 < C3 <125 .

Podemos observar de este resultado, que la existencia de la curva invariante K , con mimero de
rotacién p , estdé en funcién de la magnitud y regularidad de la funcién g y de las propiedades
diofinticas del nimero p .

Para mostrar este resultado, se utiliza una sucesién de funciones holomorfas g : €% — ¢3 que
estén préximas a g en los reales:

sup |9 -g.l<C1  sup (55 )"‘ (35 )“’9(2)I &,
seR?* |lu-0lha’|=' . .
=€

sup |g.| < Co sup |g| ¥
=€ eR

— g £ C ki . k3 .8,
suplg, —9u| < Ca .-..:‘:-':--.K ) (a,) g(=)| -
=cR?
yEB={0,r) | 0,r€C y Im(0) <6 , Im(r) <¥b6}.
Con esta familia de funciones se conatruye una ién de aplicaci de €% — €% :
As: 2=ptzte , I=v+Glo(z,wtey) ,

con z,y € €y ¢0 = €o(7) . Cada elemento de la familia estd identificado por una 6§ = (322)3,
k€ R . A, esté definido sobre un entorno de €2 :

Dy = {(ra,8x) | ra, 8 €T , Im(rs) < 2% , Im(sx) < 275}

La idea consiste en encontrar aplicaciones holomorfas Hy : Dy — D)j cercanas a un twist y que
conmuten con Ax via el siguiente diagrama:

Zx|Da
Ds —_— Ek'
|
H, | | Aa
1 1
Dy —_— «?
Zn



donde :

E2=p+4+ x4+ gy
| ¢

. { v=v

Yy

I\lg |Ha(z) — Qa| < 2757+ (3714 ¢(;5o)

Ademis se tra una fi i6n Wy : Dgy1 — Dy holomorfa que transforma W,. Hpsz — Hy
:Zg...;—ozhng:Ah...;—bAg. :
Entonces si k — oo , la familia de transformaciones Wy forman una composicién de funciones
holomorfas que permiten conmutar Ax con una rotacién con éngulo g , y ademiés A;, (= Ax)
esté suficientemente cercana a la aplicacién F en IR? sobre una banda estrecha. En dicha banda

F conmuta con una rotacién de déngulo p , es decir F o Z5(<) = Z(p + ¢) con ¢ el parametro
sobre la curva invariante.

Para determinar la existencia del diagrama de conmutacién, Russmann utiliza un método
inductivo. Suponiendo que para un valor de k existe dicho diagr , ento se uye el
de k + 1 . Para lograr este propésito, Zx41 debe ser una transformacién que conjuge Ax4y con

Hx4+1 . Recordando que esta tltima aplicacién estd cercana a una rotacidn, entonces se obtiene las
condici para

truir Z5,, . Estas condiciones son un sistema de dos ecuaciones homolégicas

u(p + z,¥) — u(z,y) = ev(x,y) + f(z,0y)

ot =)~ o= ) = 9(=,00) — [ 9(z.0w) d=
con @y Hg+x = Qapy =(f,9) - °

Para que la segunda ecuacién tenga solucién tnica, se debe cumplir que p tenga la sl;\nente
propiedad: |kp — | > 4k~ 7 paratodokeﬂ ,Il€eZ ,y0<y<1/2, r>1.

Esta condicién sobre el nimero de rotacién p evita l. aparicién.de denommadore- pequeiios en -
la serie que es solucidn de la ecuacién homolégica.
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Capitulo IIX

Formas normales en la aplicacién
standard.

JII.1 Introduccién.

En los capftulos 1 y II hemos estudiado la estructura del entorno de un punto fijo eliptico. Esta
estructura sufre una metamorfosis al cambiar de un sistema integrable a uno perturbado. La
estructura de foliacién de circulos concéntricos se transforma en algo en apariencia complicado.
Como vimos en la seccién 1.3 esta estructura se repite infinitas veces a escalas mas pequeiias. Es
lo que llamabamos cadenas de péndulos que circundan los infinitos puntos elipticos.

Si esta estructura recurrente es bastante complicada, aiin podemos agregar mayor complejidad.

al fenémeno: las separatrices de los puntos hiperbdlicos no tienen porqué coincidir. Sin embargo
deben tener puntos de interseccién (por conservacion de area). Genéricamente las separatrices se
cortan transversal te ( los vectores tangentes a las separatrices forman un &ngulo diférente a cero
en el punto de interseccién). Ademis, si existe un punto de interseccién transversal, han de existir

. infinitos de estos puntos, los cuales llamamos homoclinicos ( si pertenecen a la variedad estable e
inestable del mismo punto o, en general, de la misma Srbita) o heteroclinicos ( si las variedades
pertenecen a distintos puntos) [15,26,16] . Esto da como consecuencia que las separatrices (o
variedades invariantes) sean curvas en el plano de longitud infinita que se van plegando sobre ellas
mismas, formando una trama complicada {33] . Todos los puntos periédicos hiperbdlicos monétonos
que pertenecen a una regién de inestabilidad de Birkhoff (regién conexa que no contiene ninguna
IRC [7] ) satisfacen que la variedad estable de uno de estos puntos tiene interseccién transversal
( genéricamente [16] ) con todas las variedades inestables de los demas puntos {7] ; lo simétrico
sucede con la inestable. .

Es sorprendente la metamorfosis del sistema integrable al ser perturbado, porque para casi
cualquier amplitud de perturbacién, diferente de cero, se obtiene la estructura antes mencionada.
Dicha estructura es, a primera vista, completamente diferente a la foliacién de circulos invariantes.
Easte cambio , "brusco® en apariencia, lo podemos entender como un cambio continuo y "suave”.
La forma de hacerlo es comparar a diferentes escalas las diferencias entre la aplicacién perturbada
¥ la integrable. El método utilizado se conoce como formas normales , el cual fué introducido
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por Birkhoff (6].

modifiquen la aplicacién perturbada en otra que sea similar de la aplicacién integrable (hasta
cierto orden). Utilizando el pardmetro de perturbacién € y eligiendo un entorno adecuado del
dominio, transformamos la aplicacién en otra que difiera de la integrable en orden ¢ (usando
una norma adecuada y dentro del dominio escogido); con la siguiente transformacién , dificre a
orden €? ; asi sucesivamente hasta que la aplicacién transformada sea igual a la integrable en
el dominio seleccionado. No siempre existen estas transformaciones. Cuando éstas no pucden

hallarse, decimos que existe una resonancia asociada a la n-ésima transformacién que intentamos

realizar. En general dichas tr fe

maciones no existen pero si es til obtener la forma normal
hasta cierto orden.

Loe métodos de formas normales los abordamos en este capftulo:

o Primero, revisamos la teoria de formas normales alrededor de un punto el{iptico. Dicha teoria
Ia Mlamamos local puesto que se aplica solo en el entorno de un punto fijo.

En la segunda parte, desarrollamos una teoria de formas normales no locales para entender
la estructura de un entorno del cilindro. Este entorno es difeomorfo a un anillo alrededor
del cilindro. Decimos que es una teoria no local porque la variable angular esta definida en
todo S?! a través de todas las tranformaciones. Con esta formulacién podemos entender la
estructura de las resonancias en la aplicacién standard, en la seccién 4 y 5 desarrollamos
las formas normales para esta aplicacién. Como indicamos en la seccién 1.3 , el modelo del
péndulo es apropiado para entender y modelizar los fenémenos no lineales. Tanto en el caso
de la teorfia local como la global, las cadenas de péndulos en el entorno de un punto eliptico
(o del cilindro), modelizan las resonancias en primera de aproximacién.

En la seccién 6 calculamos explicitamente las tranformaciones de las formas normales para
resonancias de orden bajo, comparando los resultados con cilculos numéricos

En laseccién 7 examinamos 1a composicién de transformaciones cuando el nimero de rotacién
de la resonancia converge a un nimero de rotacién irracional.

J1I1.2 Formas normales locales.

Tomemos las 3phca.clones que son dlfeomorﬁsmos del plano en el plano y que conservan el area.
Los puntos fijos de estas aplicaciones pueden ser elipticos o hiperbélicos (y en casos no genéricos,
parabdlicos). En el caso eliptico , los valores propios A son complejos no reales, por lo tanto la

parte lineal de la aplicacién en el entorno del punto eliptico es equlvalente a una rotacién y el
éngulo de la rotacién es igual al argumento de A .

Birkhoff estudié 1a estabilidad de los puntos elipticos cuando se incluye la parte no lineal de la
aplicacién [6] . Por medio de transformaciones adecuadas , cambia la aphcacnén original en otra
que es igual & un twist trivial mas un residuo. Sea la aplicacién F : IR? — 1R? . Introducimos las
variables complejas £ = z+ iy y £ = z — sy . Dec esta manera, la aplicacién queda escrita , en el
entorno del punto eliptico, como la parte lineal més una parte no lineal:

' = Az + g(=,%)

donde g : € — € y no tiene parte lineal ni constante. Asi Birkhoff introduce el siguiente teorema
[26]:
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Teorema IIL.1 Sea 2’ = Az + g(=z, F) una aplicacidon que conserva el aerea, de clase C! yl >4 . Si

para algun entero g en el intervalo 3 < g < I+ 1 tenemos que A* £ 1 para 1 < k < q , entonces

eziste una tranformacidn candnica real de (z,y) a (£,n) tal que la nueva transformacién queda
escrita como:

¢' = Aget D) L h(s,$) |,
donde ¢ = E€+in y aq(s,§) es un polinomio real en |s|% de grado s

a‘(g,{) = cll‘l’ +...+ a-l‘la. ’

con 8 = [g/2] — 1 (siendo [a] la parte entera de o )y h(s,$) una funcidn tal que son nulas sus g —1
derivadas para ¢ = § = O , donde cl punto eliptico cstd en las coordenadas (0,0)

Si suponemos que ] < € ent.onces la aplicacién que se obtiene es igual a un twist hasta orden
«¢*—1, Llamamos a la aphcu:lén ¢’ = Age’els?) 1a forma normal de orden gq.

Sobre la estabilidad del punto eliptico, Moser propone el siguiente teorema [26]

Teorcma ITI.2 Considerando las hipdtesis del teorema anterior y si el polinomio aq(s,$) no es
sdénticamente cero, entonces el punto eliptico es estable.

La demostracién se reduce a mostrar que la forma normal es un twist perturbado por la funcién
h(¢,$) . Entonces utilizando el teorema del twist (seccién 11.11) se demuestra la existencia de
curvas invariantes alrededor del anillo definido por € < |¢| < 2¢e < 1

La estructura en el entorno del punto elfptico ha sido estudiada en detalle por Zehnder [16]

. Utilizando la formas normales locales, determina la forma de la aplicacién F% con ¢ € IN . De
.acuerdo al teorema geométrico (seccién 11.6) , F? tiene 2¢ puntos fijos, donde ¢:son hiperbdlicos

¥ q elipticos. La aplicacién F¢ puede ser tranaformada a un twist perturbado, donde la forma

de las variedades invariantes de loe puntos hiperbdlicos son iguales a una cadena de separatricea
de ¢ péndulos (en primera aproximacién). Zehnder demuestra que el conjunto de difeomorfismos
que dan origen a puntos homoclinicos entre las variedades invariantes es residual (i.e. interseccién
numerable de conjuntos abiertos y densos).

El resultado obtenido por Zehnder, puede ser apllcado a los puntos elipticos que se obtienen
de las resonancias en las formas normales. En forma genérica, podemos decir: Cada resonancia
puede modelizarse como una cadena de péndulos; cada péndulo tiene interseccién tranaversal entre

las separatrices; en el interior de las separatrices, cerca de los puntos elipticos, se repite a escala
menor €l esquema anterior.

JI1.3 ¥Formas normales no locales.

En esta seccién introducimos la nocién de las formas normales no locales. La caracteristica prin-
cipal de eatas formas normales es que se calculan en el entorno a una curva homotépicamente no
trivial a un punto, a diferencia de las formas locales que se calculan en el entorno de un punto.
Primero analizamos un twist integrable en el cilindro, donde buscamos transformaciones tales
que localmente (en un anillo alrededor del cilindro) la aplicacién difiera poco de la identidad.
Posteriormante aplicamos estas ideas a un twist perturbado. En este caso no es posible aproximar
la aplicacién a la identidad tanto como se quiera. La exist iade r ancias impide encontrar un

nimero arbitrario de transformaciones. De esta manera obtenemas formas normales que llamamoa
quasiresonantes.
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Consideremos el cilindro A = S? x R y el difeomorfismo f : A — A conservativo y quc ea
un twist trivial. Sabemos que el cilindro esta foliado por circulos invariantes, cada uno caracteri-
sado por un nimero de rotacién (seccién 11.10). Nuestro objetivo es comparar 1a dinamica de la
lphc.cnén en un anillo (o banda alrededor del cilindro) respecto a.una rotacién.

Tomemos el anillo definido por Ag = S! X [a1,32] donde Ap € Ay a3 < a3 son reales. El
twist f lo escribimos como:

P=04+¥% , Fr=r .

Sean p = un mimero de rotucnén, conpe Z,ne Ny (pn)= . Definimos el anillo
Ap = S' x Tp —€p+ €. s la aplicacién n-ésima del twist, /™ y hagamos la siguiente
transformacién ®; : r = 2 + €& . El difeomorfismo que obtenemos es ] : :

F=0+ents , & =6

donde & € [—1,1] . Vemos que f* estd definida en A; = S x [—1,1] . Comparando f{ con
la identidad 1d en A, utilizando la norma || [l4, (donde {|flla = supxea [TT:(£(x))| + [TT2(f(x))|
), ¢ os la siguiente cota: ||f* — Idlla, < en . Esta transformacién ®; no es candnica porque
hemos escalado la variable radial, aunque f{* continua conservando el area. En el anillo A, » I
difierc de la indentidad por O(¢€) , por lo tanto f; difiere de una rotacién R,,;,. por O(e€).

La siguiente transformacién ®3 : £ = €€3 , reescala la banda S? x [—¢,¢] € A; en el anillo
Az =S! x [—1,1] donde & € [—1,1] . La transformacién f! queda transformada como f§ :

§F=0+n& , &=6

De esta manera ||/ —- 1d|la, < ne? , por lo tanto {|f2 — Ry/nllas ~ O(?) .

Continuando con este proceso de reescalamiento, tenemos que después de m — 1 transforma-
ciones, la aplicacién obtenida f7._; , definida sobre A, , puede ser rescalada a f;, sobre el anillo
A - Ast llf3 — 1d||a,.. < ne™ con m € IN . Estas transformaciones de reescalamiento las podemos

interpretar como aquellas tr formaciones Qque conjugan la aplicacién f2 con la identidad hasta
orden em+1 :

o o®msr — ®mi1r ©1d|lapm,, ~ O(e™?) .

De l’:trm. anéloga tenemos que f,, es conjugada a una rotacién R,/ en el anillo A,,, 41 hasta orden
et

“Im o Pmit1 — Pmiyr© Rp/n“Amqu ~ o("n+‘) -
La composicién de m transformaciones ¢p, = ¥y © Pppy_3 © -+ - 0 P; e8 un difeomorfismo que,
conjuga a f en una banda de ancho €™ centrada en r = £ con una rotacién R,,/, hasta orden

O(e™) . Sip,n — ooy £ — p € IR entonces el ancho de la banda converge a cero. As{ el cfrculo
invariante con nimero de rotacién p es conjugado con la rotacién R, .

El método que utilizamos es similar al método para demostrar el teorema del twist. En ambos

casos, se busca conjugar la aplicacién con una rotacién en bandas alrededor del cilindro cuyo ancho
converge a cero.

Llamamos forma normal de orden m de f™ , a la aplicacién f2 , que es conjugada a una
rotacién R/, hasta orden O (™)

A continuacién , definimos la formas normales para aplicaciones en el cilindro que son un twist
perturbado. Sea f: A — A una aplicaciSn twist més una perturbacién de amplitud ¢ :

=047, F=r+eg(d) ,
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-~ .~ donde g(0) ea una funcién analftica y periédica. Como g es analitica, podemos representar a f*
como serie de potencias de ¢ :

]“(x)=ld+§.°:¢‘S;(x) con zTEA y S;:A—-R2,

=1

T una tr forr ién 9, en una banda que contenga a r = £ y que sea de ancho 2¢ y cuya

imagen bajo @) es A; = S! x [—1,1]. Buscamos que la transformacién ®; : r = h; (6) + €£; sea tal

que elimine los términos de orden ¢ de la aplicacién f* = ®7' o f" o ®; . Asf £ lo representamos
como:

- o0
JIP(x) =14+ _eSl(x) con x€ A1 y S[:A; —R?
=3 R
Podemos ver que f* difiere de la identidad hasta orden €2, ||fI* — Id||4, ~ O(e?) . As{ obtenemos
la transformacién €, que conjuga a f™ con la identidad hasta orden €2 :

" e — @7 ocld]la, ~ O(?) .

De igual forma ®©, conjuga a f con una rotacién R,/n hasta orden 3 :

“,°°;1 - Q;l °Ry/n“A| -~ O(C’) .

Siguiendo este procedimiento podemos intentar encontrar una transformacién ®,, : &m—1 =
hen + €€, tal que elimine los términos de orden em~1! de f7._, , dando como resultado que f3_,
es conjugada a la identidad hasta orden €™ en una banda A,,, . Si /& =@ lofn_ 0P,y
fe —1djja,.. ~ O(e™) , entonces ||f5_; o ;2 — @2 o1d||a,.. ~ O(e™). Por lo tanto, fi,—1 es
conjugada a la rotacién R, /. hasta orden €™ y ||fm—1 o @ — @2 o Ry/nlla.. ~ O(e™).

Definamos ¢,,, = Py, 0 Pyp_10---0P, ; entonces f™ es conjugada con la identidad hasta orden
€™ en A,. por medio de la transformacién ¢m : ||f™ o ¢72 — é.! o 1d||a,. ~ O(e™), ¥ por lo tanto
J es conjugada a R,/,, hasta orden €™ en A, : ||f o ¢ — ¢! o Ryynlla., ~ O(e™). Llamamos a
Jm la forma normal de orden m . :

Este procedimiento no lo podemos continuar para toda m — oo . Por ejemplo, para la aplica-
cion standard con g(0) = ££ sin(2x9) , existe un valor de m = [Z] (con [a] 1a parte entera de a )
para el cual no esté definida la transformacién @, (seccién 5) . Esto significa que la dinidmica en el
anillo A,,, no es conjugada 2 una rotacién a orden ¢™ . La razén de que no exista la transformacién
®,, es debida a la presencia de resonancias cuya amplitud en la direccién radial es precisamente
de orden €™ . Como hemos apuntado antes, la dindmica de una resonancia es similar a la de un
péndulo por lo cual no puede ser conjugada a una rotacién. A la aplicacién f2, le llamamos forma -
normal cuasiresonante, la cual tiene términos de orden €™ que NO es posible eliminar. Debemos
mencionar que f,, es conjugada a una rotacién sélo para un nimero discreto de puntos. Dichos
puntos corresponden a Srbitas mondétonas con nimero de rotacién £ , y segin la clasificacién de
-Katok (seccién 11.8 ) , las érbitas pertenecen al tipo 1,/ . Dichas érbitas corresponden a n puntos
periddicos de tipo eliptico, y n de tipo hiperbélico (genéricamente).

El método de formas normales y formas normales cuasiresonantes es similar a la teorfa de las
formas normales en el entorno de una curva eliptica [34] . Este procedimiento consiste en buscar
tranformaciones que identifiquen en forma adecuada las frontera de bandas o anillos en el entorno .
de un cilindro. Si esta identificacién es posible , se puede definir una aplicacién que en las fronteras
se comporte como un twist. Entonces la banda esti foliada por curvas invariantes. Cuando no es
posible lograr esta identificacién, significa que no es posible expresar a la curva invariante como
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la grifica de una funcién que depende del dngulo en esta banda; se deben tomar 2n copias de Ia

banda, identificadas de forma adecuada, para poder expresar la curva invariante como la grifica '

de una funcién. Esta curva invariante corresponde a las separatrices de los puntos hiperbélicos.
Con la ayuda de las formas normales no locales podemos comprender la dinimica del entorno
de un anillo de una manera clara. Las formas resonantes destacan la dindmica importante en el

entorno de un mimero de rotacién racional. Estas formas nos amplifican a la escala adecuada
dicha dindmica, la cual es similar a una cadena de péndulos (seccién 5)

En las siguientes secciones de este capitulo mostraremos cé6mo se construyen las formas nor- ’

males no locales en la aplicacién standard. Primero construimos la aplicacién f™ para todo

n € N de forma explicita. A continuacién, mostramos que es posible encontrar las transforma-’

ciones ®,,, hasta m3 = [n/2] . Estudiamos la forma resonante que resulta de la \ltima trans-
formacién; més concretamente, calculamos las separatrices asociadas y los valores propios de los
puntos hiperbélicos. Con ejemplos explicitos, comparamos los resultados obtenidos con célculos
numéricos. Por iltimo, discutimos la convergencia de la composicién de transformaciones ¢, .

I1I1.4 CAlculo de f” en la aplicacién standard.

En esta seccién contruimos la n-ésima composicién de la aplicacién standard. La razén de cal-

cular explicitamente f™ es ¢l estudiar las transformaciones que cambian f™ a su forma normal
cuasiresonante (para un nimero de rotacién dado).

La forma de construir f™ es inductiva, para cualquier valor de n € iN . Utilizamos el lift de f
para hacer eata construccién, teniendo en cuenta que si F es el lift de f , entoncea f"oP = Po F™
(siendo P la proyeccién sobre el cilindro , seccién 11.2).

Definicién XXI.1 El lift de la aplicacién standard estd definido como F : R? — R? tal que F:
K .
g§=y+ ye sin(2xzx)
2==z=z+¢ »

sfendo K € RY un pardmetro. Esta aplicacién la podemos escribir como una ecuacidn en diferen-
ctas finitas de segundo orden:

K .
Fmt3 = Tm41 — Ten — 5o sin(2xzp 1)

Para simplificar los desarrollos posteriores, omitiremos cacribir ¢l 2x en la eplicacién atanaard de
tal forma gue lo denotaremos como:

Zont3 = Tm+1 — T — K sin(Zpm+1)

Proposicién IT1.2 Sea F el lift de la aplicacién standard. Fntonces la posicidn n-ésima de
la eplicacion gqueda ezpresada de la siguiente forma: - - :
n-—-3
Znim = 0Zmi1 — (0 — 1)zZm — K D _(—1)°(n — § — 1)Fi(Zm:Tm+1) (11.1)
=0
donde

Fi(Zm, Zm+1) = 2 r.I 3. ((i(—l)‘*’ltl,_g)x) } x
=1

. 0€Z Lr=1
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x sin [ 2(— )‘+1"‘—¢) Zen + H‘z‘(—l) t'._g) 2......1] N

e=1
siendo J.() las funciones de Beaacl de orden entero, vE Z .

Lema IIL.3 Sia, b, € R yl € Z entonces:

sin(a + bsin(¢)) = f: Js(d) sin(a + 1 @)

Demostracién lema 3: De las relaciones de las funciones de Bessel de orden entero, J,()
[35], tenemos que:

cos(bsin(g)) = Jo(b) + 2 f: Ik (B) cos(2k &)

k=1

sin(bsin(4)) = 2 3 Jaura (B) sin((Zk + 1)8)

=0
te propiedad: J_,(d) = (—1)"3.(b) , tenemos que:

Utilizando la sigui

cosBain(#)) = S Jan(B)cos(2k$) , sin(dein($) = Do Jansa(8)sin((2k +1)4) .

k=—oc0 k==—o0

Sumando 3500 Jax;1(b) cos((2k + 1)¢) = O a cos(bsin(¢)) y 2,,:_“, Jan(d)8in(2kP) =0 a
sin(bsin(¢)) , podemos reescribir las relaciones anteriores como: . B -

cos(bsin(g)) = 2 Jx(d) cos(k @) , sin(bsin(¢)) = z: Ja(b) sin(k @) -
ks —oo k= —a0

Por lo tanto:

sin(a + bsin(¢)) = sin(a) i 35 (b) cos(k @) + cos(a) f: Ix(b)sin(k @) ,
k=—o0 &k=—0c0

sin(a + bsin(¢)) = f: Jx(d) sin(a + k@)

k=—o0

’ (=]
Pemostracién proposicién 2: Hacemos la demostracién por induccién. Para n = 2 es
cierto, ya que es la aplicacién standard (por definicién, Fo = sin(#,;.+1) ) . Supongamos que la

_ proposicién es cierta para n , y mostraremos que es clert.n t.amblen pa.rn n + l
Por la aplicacién standard, tenemos que

Tintl = 2Tp — Tn—1 — K sin(zm)
Al substituir z,431 en (1), obtenemos que z,4+.,n se escribe como:

Tn+m = 2n::... - (n)z:.,._, —n K sin(zpm)— K Z( —1)°(n — § 4+ 1)Fi (T ; 2Zpn — Tyn—1 — K 8in(z,)) .

=0
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]

es decir . .
Zatm = (n+ 1)Zn — (N)Zm—_1— . ©(1L2)-

-K {1'. sin{zm) + 'i’(—l)‘(n — 1+ 1)Fi(Zm,2Tm — Ten—1 — K-in(z.,.,))} .
=0

Examinando cada término F; tenemos

F;(z...,zz... — Zm—1 — ksin(zm)) = z l:I Ji, (i(—l)‘*’;l,_¢)x) } x
=1

Iy...8€l \r=1

x sin [(2(—1)""‘:1._,) Zen + H~El(—l)'t Lie) (2% — Zgn—2 — K-in(::,,.))] . ) I

t=1
= 3 {IIJ-. (=) ed, ,)x)}
5. el \r=1 =1

i+

x sin [(zi:(—l)"’-l(‘_ +1) '-‘—c) ZTm — Z(“l).‘ 'i-—l) (Tm—1 + K-in(z,,.))] .
Utilizando el lem:—::, la expresién anterior se tee:c_r;be como: .

Fi(Zm,2Zm — Tm—1 — ksin(zm)) =

[ 41
= {II-h. (S ox)}{ gt (v tetiaax) <
8. ded \r=1 [Py 4 o=1
41 +2
x sin [ 3= () 1.-+,_.) ZTm—1+ | D _(—1)% :.-+,_.) z,,.]} .
t=31 =1

s+1

=- X {13 (i(-—l)'“tlr_‘)x) } .

n. dipr1€Z Lr=1

x sin [ Z( 1)'+1u.-.) ZTm—1 + §(-1)‘:1._.) z...] .

$==1
= —Fit+1(Zm—-1,Zm)
Como Fi(Zar, 22 — Tm—1 — ksin(zm)) = —Fitv1(Zm—1,Zm) , 1a ién (2) queda escrita de
la siguiente forma:

’ n—1 .
Tntm = (0 + 1)Zm — (R)Zm—1 — K Z(—l)‘(" -+ I)F‘(xm—lt’m)} - - (111.3)
=0
Haciendo un cambio de fndices en (3), m — m' + 1 , obtenemos
: wn—1
Zutiem' = (B 4+ D)Tmes1 — (N)Zm — K 2(—1)‘('; — 4 l)l“a(zm-,zm-...x)} .
=0 .

Con lo cual, probamos que el caso n -+ 1 es cierto.
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Proposicién III.4 Si definimos @ y cOMO Y42 =-Tent1-— Tm entonces:

N w—1

Ynitm =¥m — K X _(-1)°G.(Zm,¥m,. K) ,
=0
Tpntm = ZTon + NYm — K—‘E—l:(—l)‘(" - ‘)Ga(zm-Vm- K) ,
2=0

donde Gi(Zm, Ym, K) = Fi(Zm — Ym:sZm) -

Demostracién Proposicién 4: De la proposicién 2 tenemos que:

n—1
Tntm = DTmp1 — (N — 1)Zp — K 2(—1)"‘(“ — 8)F e 1(Zins Zm+1) -
o=1
Cambiando z, POr Tm+4+1 — ¥mm+1 obtenemos:
n—-31
Zntm = NZmiy1— (P—1){(Zm+1 —Ymir)— K 2( —1)""(n- l)F.-;(z......; ~Ym+1sTm+1) - (111.4)
=1

Como sabemos que Ynitm = Tnim — Tatm—1 » -ub-ht.ulmos (4) paraclcasonyn—1en ynym
,asi que obtenemos:
n—1
Yntm = AZmpr — (B — 1)zy — K E (—1)° "} n — )Fi1(zTmt1 — Ym+1sTma1)
=1
w—2

—n— Dzmss — (0= 2)xm — KD _(—1)"3(n — 8)Feca(Zm+1 — Ym+1, Zm+1)

8x=1
wn—1

Yat+m = Em+1s — Tm — K 2 (—1)° ' F it — Ym+1:Zmt1) -
o==1

Por lo tanto, si cambiamos los fndices m+1 — m’ y n—1 — n’, ocbtenemos la siguiente aplicacién:

n'—1

Yn'4+m! = Ym' — K 2 (—l)'G.(cm:'ym.' K) )
=0
o " ememt = S e = K 32 (10 — )G U K
=0
donde .
Srtomestm )= 35 T (Georemenan) )<
[y 4 t=1
x -m[ 2(_ 1)t+3ed, .) Ymes + 2(—1) l,_.) zm.]
e==1
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= F.(’m’ b v'n'rtm') »
donde lp =1.
o
El siguiente paso es escribir la aplicacién F™ como seric de potencias de K y scrie de Fourier
en Tyn ¥ Y - Por lo tanto, los productos de funciones de Bessel debemos escribirlos como series

de potencia de K .
Proposicién ITI.8 Pere ;€ Z yi = 1,2,...,n sc cumple:

I'-I T, (i(_l)u-l‘ 0 .)K) ( )E‘-. (1] = (__ x

r=1 t=1

L TeX ] : (2(ay—r—as)+ Wil | 505
x3° 55 35 3 M {g elst

LT Wi W(aima — e Tl a1 — a4+ 1)

donde 85 = 37, ((—1)** j—¢t) ,a0 =k, l;; =1 y la funcién ¢ estd definida como:

-1 sir<0,I1>0gylimpar,
tr) = -1 &ir>0,1<0ylimpar,
1 en los otros casos.

Lema IX1.68 El producto de n scriecs de potencias de x lo podemos exprecsar como una serie:

fI i";‘)" =f:ﬂ.'=‘ >

=1 =0 =0

donde

- 555 B Meamn
conag =16 , Gy =0 .

Demostracién lema 6: Usando el reoultndo del producto de dos series [35] , se demuest.ra por
induccién el caso n-ésimo. -

a
Lema II1.7 Ssl € Z ya € R entonces :
Ji(a) = s*(a)dyy(lal) .
con ¢ definida en la proposicién 5.

Demostracién lema 7: Por las propiedades de las funciones de Bessel de orden entero [35] , =i
¢ € N U {0} tenemos las siguientes relaciones:

J_i(a) = (~1)°Fi(a) ,
Jzi(—a) = Jzi(a)
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Jais2(—a) = —Jzisi(a) . .
?or lo tanto, concluimos que: ~

3i(a) = s*(a)Ip(la]) -

(=]
Demostracién proposicion 5: Por las propiedades de las funciones de Bessel de orden entero
[35] , tenemos que para todo z € €, la serie :
(—3:M*

_ 1 v.w
"".(‘)_(E') Zlc!l‘(u+k+l) » vez,

es convergente, puesto que las funciones de Bessel son enteras. Por lo tanto, si I; € Z con
5 =1,2,...,n obtenemos:

_f1_ . SN (—i(mim1K)?)*
Ji (21 K) = (E"-‘K) .z:% kIT (I +lk+ 1) °

Por el lema 7 , esta expresidn la reescribimos como:

Ioia K) = G KOs ot 3= ATl E )

Ahora, el producto de funciones de Bessel [I™., J;,(s;—1 K) lo expresamos, con la ayuda del lema
6, de la siguiente forma:

. (1 ol o= _ﬁ I
,I=I, Ti (81 K) (21{) g:o( 3 ) x (11Ls)
an-3 [ wg—2—ay)+lty] . ot :
"2 z: Z .30 n : 1851 1)+ G’(!L)+l)}

¢;=0¢, 0 ay =0 Gn—-2=035=1 (d,_; - c”.)!r("’.l +a;-1 —ay

La serie en (5) existe porque proviene del producto finito de funciones enteras.

Proposicién IX1.8 La aplicacidn F™ puedc cscribirse como una serie de potencias de K .

Demosatracién Proposicién 8: Por la proposicién 4, la aplicacién F'™ se puede escribir como:

n—1

Yntm = Ym — K 2(—1)'(;, (zvu, Yy K) » (lll.e)
popr-4 L

n—1

Tt = T + N Ym — K E (—‘).(n - .)G-(zm:v"l’x) -
*=0
La funcién G, esti definida como:

Gl(zﬂll Yy K) = 2 . {I‘I I, (t(—l)“”l‘ "_g)K) } lin(—-.ym + l.z,,.) »
¢=21 -

.'"_'-ez r=1
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donde lp =1 ,s, =3¢ _,(—1)*el,_, vy 8, =37_,(—-1)_,.
" .Utilizando la proposicién 5, podemos substituir (5) en la ecuacién anterior, de tal manera que.
G, lo reescribimos como:

2,_,lhl
= )T E ()

=3 35 .. “2 I‘I ||l.|z(..,-.—.,)+n,|.,u(n,-) sin(—syom + Buz0n) -

STodiTodiTo o Silojui L(ai—a — a)IT(ill + aj—1 —a; +1)

Reagrupando las potencias de K , podemos expresar a G, de la siguiente manera:

Go(’m:’mt K) = Em:K'Gﬁ')(’m;ym) ’
r=0
donde
p e 1)
Gg')(’-'- v) = 2 (%) g.(kll) sin(—8,ym + 8,Zm)

‘o...v
el conjunto de fndices A, 5, esté definido como:

Ao ey = {{L‘):::.:k | 3y...0, Ez,k20.2|l.|+2k=r}

=1

¥ la funcién G,(k,1) la definimos de esta forma:

So(k, ) = (_%)‘k i: '2' '2’ . {(a,_ |8,[2@s-2—a)+ . ol (5) ,

#1=0a3=0a3—0 ..-,_.o,—x 1= NP+ a1 —a; +1)

el simbolo I en & indica que esta funcién depende de los indices {,,!{3,...,{, . Debemos notar que
Go.(k,1) € Qy no depende de 2., ym ¥ K .

Finalmente, (6) lor ibimos :
n—1
VYat+m = Ym — 2 Kr+? 2(“ )'G'(z'm.vm) » (111.7)
r=0 =0

b = Emt P Ym — 3 K S (1) (0 — )G (Emavm) -

r=0 =0

IT1.§ Formas normales en la aplicacién standard.
Easta seccién la dedicamos a construir las formas normales de la aplicacién standard. A partirdcla

aplicacién f™ , cuando el valor del parimetro es pequeiio, K = ¢ << 1 , buscamos transformaciones
‘que eliminen los términos de orden mdés bajoen €. :



. Como indicamos en la seccién 111.2, las formas normales se construyen en el entorno de anillos -

que rodean el cilindro. Cuando € < 1 , un anillo estid definido por un intervalo de rotacién, es
decir un entorno de un numero de rotacidn [p — €,p + €] . Con las sucesivas transformaciones,
el intervalo de rotacién donde estd definida la nueva aplicacién se estrecha. La aparicién de
resonancias determina un ancho minimo del anillo en funcién de € . .

Tomemos la aplicacién F™ definida en (6). Fijemos el valor del parametro como K =€ <« 1
y un nuimero de rotacién 2 € Q. Definimos el anillo Ao = S! x [p1,p2] donde £ & [p;.pz] y
£ = mm,{-L lreZ , g€ W » T e [P1,P,32]} , es decir, el racional con denominador més pequeiio
que contlene el intervalo [p;, p2] es B

El valor de € esté acotado por el Intervalo [p1, p2] &l pedir que Bt e € [p1,p2] -
podemos definir una transformacién de Ap a A; donde A; = S? = [—1,1] . Dicha transformacién
estd definida como un escalamiento en la variable radial: y — £ + ¢£, , donde & € [~1,1] .
Nos interesa conocer las propiedades de la aplicacién transformt\da, principalmente el conocer el
armdénico mayor de cada término de la nueva aplicacién (por arménico nos referimos a una de las
frecuencias involucradas en el desarrollo de Fourier de una funcién periédica )

Para simplificar la notacién, omitiremos el subfndice m en las coordenadas, de tal forma que
denotaremos a z,,, © y,,, COMO Z e Yy respectivamente, ¥ ZTntm © Ynim COMoO Z e §j respectivamente

De esta manera

Proposicién IT1.9 Sea la aplicacién F™(x,y) descrita en (7), la cual cstd definida en el anillo Ao
. Sea la transformacion ®, : y = £ +-¢€&; con & € [—1,1) . La aplicacidn @72 o Fro®, : Ay — A,

sec pucde escribir como euma de términos et Evgi(x) , donde g.(z) es una funcidn periddica cuyo
mdzimo armdnico, | , cumple qgue u+ 1 < t con s,l,t € NU {O

Demostracién proposicién 9: Sea la aplicacién F™ definida en (7). La nueva aplicacién
@72 0 F™" o &, queda escrita como:

&L= %(v‘ - %) = -:— { + €&y — '_Z:oc'“ Z%(—l)‘G(')(z, + &) — —ﬁ} . (11L.8)
n—1
==z + n(— + €&1) — 2:’*1 Z(—l) (n— c)G(')(::, Pietr) .
r=0 =20

donde £, € [—1,1] . Los términos Gc{” (z, £ + €€:) los desarrollamos como series de potencias en
&1 en el entorno de §; = 0 . De esta manera tenemos:

oy [ |
G(')(:: = +c€1) = Z (';')2 ' Ga.(k, 1) uin(—:-.(%:- +_¢E:)'+ s,z) , (11L9) .

Aon,r
donde el conjunto de indices A, x,» se define como en la proposicién 8. Tenicndo en cuenta que:
lin(—a(-:— + €€1) + Bx) = sin(-a% + Bz) coa(—aek1) + col(—a-:— 4+ fx)sin(—xefy) ,
podemos desarrollar cos(—ae&,;) y sin(—aeé,) alrededor de & = 0, con lo cual obtenemos:
[ 20+1
-in(—a(% + €£,) + Bz) = sin(-—a;p + Pz) g;c,g%;"jz_ - cos(-—a— + ﬂz)ga‘...;—(—g%l—ﬁ—

39

)
i

i

U



donde las funciones periddicas he o(Z) ¥ g¢.u(x) estdn definidas como:

t—u+1

"I.- (z) = z (al.u.v 'in(" 3) + bl.u.y COI(U 2)) » (lﬂ.lz)
o=—(t—u+1)
t—u+1
Pe.ul(z) = 2 (ct.iu.vin(vx) + de w0 cos(vz)) ,

o=—(t—u+1)

los coeficientes atu,e » dtuw » Couw ¥ diu.w 80n constantes reales gue se obticnen en (10) al
reescribir:

-in(—s,%:— + B,x) = — -in(-.%) cos(#,z) + cos(..%) sin(8,z) ,
y endlogamente para el coseno. )
Proposicién IX1.11 La m-ésima transformacion ®p 2 Em—_1 = Sm(z) + €€ definida de Ay —
A para eliminar los términos de orden O(c™) en la cxpresion de 2(z,8m—1) y donde (z,&,,—1) €

Am—1 ¥ (x,Em) € A, ; transforma la aplicacidn F_, a F = ® o0 F3_,0®,, , la cual podemos
escribir como:

oo 1431
Emn=pP+Elmn— D_ & > 000 (me1)e(T) » (111.13)
t=—m =0
oo Itz
=z —emt? (ne.,. + D™ > e,',.e;'_'(,..ﬂ,,(z)) ..
t=m 1=0

donde Ot m.(m+1)e (x) ¥ O (crntay(z) s0n funciones periddicas definidas como (12) en el corolario

10 cuyo mdazimo armdnico es t+m—(m+1)l+1 yt—(m-+1)l+ 1 respectivamente, y [a] representa
ls parte entera de o .

Demoatracién proposicién 11: Esta demostracién Ia hacemos por induccién.
Casom=1:

B la tr: formacién &3 : A; — Ag tal que elimine los términos de orden O(¢2) en Ia -

ecuacién (11) . Proponemos que ®3 : £, = ¢a(z) + ¢£3 . Entonces, por medio de la transformacién
@5 hacemos la siguiente conjugacién F§ = ©3? o F o ®; donde F es la aplicacién (11). Asf F?
se expresa de la forma siguiente:

o= —5a(E) + & = 62(2) + s — S S (2 (=) + €€2) hen(x) — $2(2) (n14)

o0 < ’ .
2=p-+z—e (n(;z(z) +e€a) + D¢ D (sa(z) + €€a)"9e . (z)) .

=0 -=0

Para eliminar los términos de orden O(¢?) en Z , la funcién ¢z(x) debe ser igual a "l.'go'(.)(t) . Al
hacer esta substitucién, Z la r ibi asf:

2—pr—e (netat3oet 3 gen@) D ard e;(so.o(z))'-') .
t=1

=0 =0
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donde
. .1 si I (mod4)=0
—1 @i I(mod4)=1
—1 si { (mod4) =
1 si I(mod4)=3
De eata form. (8) lo podemos reescribir como:

o =

L=6-— '26 2(—1)' .Z (-)‘-g.uc N < &3 ’"‘(_"5 + l,z)o’,+3-(_(;+;:' (111.10)

+3 g( 0* 5 G DEr con(-a. B+ wade, GRITT
E=z+ptenf, — Zc .f(—-l)' (n— o) 2 (3 )”-9.(1: ne3r nn(-—-l.% + l.z)a.....,——(“-'),'

¢=0  +=0 Bain,re (2r)!

n—1

+§¢ .z_%(—l) (n — o) .2.".‘( =)o G, (K, DEITH? coa(—l.i— +l.:)a,-((;—:'_2-_’-—'i}!: R

donde £, = 3-.,_, |/,.| . Los conjuntos de fndices B,.x,r.¢ ¥ B's.k,rs estan definidos como:

- [
Bonws = {{l.-}:=1,k,r |&h.. . l,eZ ,k20,r>0, 2|l.|+2k+2r=z}

=1

L]
Blokiot = {{1.-);=, ke | L,EZ , k20,r20,D ol +2k+2r+1 =¢}
=1

En (10), podemos observar que £, y Z quedan escritos como una doble serie de potencias en
&1 ¥y € junto con funciones periédicas en = .

Examinando los términos que contienen ¢'£“ con t,u € INU {0} , vemos que el arménico
méximo de la funcién periédica involucrada en cada término es £t — u . Esto resulta de la acotacién
de ifndices que encontramos en los sumatorios: £, + 2k + u = t donde u = 2r 0 2r -+ 1 . El
mé&ximo valor de la suma ¥, es t — u si k = 0. La frec ia de las fu periédicas son

By =1y —lg—3 + 823 — -- -+ (—1)* por lo tanto el méximo valor de &, es t — u + 1 para todos'los
términos en (10) y se alcanza cuando & =0 .

o

Corolario II1.10 La aplicacién F* = @72 o F™ o ®; donde F™

: Ay — A; la podemos ezpresar
como:

o0 t B
=2 ¢ Eheu(a) (111.11)

2=p+z—& (nfl + f:“ i f;‘ﬂl.-s(‘)) »

t¢=0 “=0
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-donde af = 1( '; ) . Si reord los sumatorios obt 08: o -
2=p4+zx—o (ﬂEz + Ee'-‘ 2 & Z: af(90.0(x))* 'ge—tiu (z)) . (111.15)
ga=1 =0 -=4

Ahora podemos substituir £3 de la ecuacién (14), el término ¢3(Z) utilizando (15). Para esto.
debemos expander en series de potencias a ¢2(Z2) = 190,0(Z) en el entorno de z :

&L= —90.0(3) +&— = 2! 2 heu(x) z: a¥ (go.0(x))* el

141 «—2 ¢
-= 2!"’(8)6" ('lez + 2 1YL af(goo (2))""'91-4.-(8)) ,

=0 u={

" donde y},:'o) = &5 2%90,0(2)|s==2 . Reordenando los sumatorios:

w418
&L= —00.0(2)'*' &2 — 2 z & +2 af (go,o(z))~"* (111.16)
'=—1 u=4 w=l

~1583(2) + € (83 (=)nts — 982()a801.0(=))

- l‘}l s—1
—eg§d () D e 2_ €3 ol (90.0(=)* ' ge-1.u(2)

+3° g8 (@) (ne=+z:a-=z:e,z:a. (90.0(=))*~ 'e.-...(z)) ,

*=32 =0 u==l

Analisando la ecuacién obtenida en (15), vemos que el término 347, af*(90,0(z))* ' ge—1,u(z)
es una funcién periédica cuyo méximo arménico * esu —{+2 -l —u+1=1¢ -+ 1 — 2! (notemos
que el m.a. es independiente del indice u ). Asi podemos substituir la expresién anterior por una
funcién periédica ©¢,a(x) cuyo m.a. es ¢t — 21 + 1 . Por lo tanto, 2 queda escrito como:

=z - (ne, + zc -1 Z e,,,e,',,(z)) . (1n1.17)

Para analizar la expresién (16), debemos notar que .go,o(z) — 19(0, (z) = O .. Del primer grupo
de sumatorios de (16), vemos que 2:'::_' het1—1,u(x)(g0.0(x))*"! lo podemos substituir por una

im.a. , o frecuencia mayor: el m.a. de la funcién Aijeni~3+1coné2j,donde A ; estid definida como en
(132).
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funcién periédica 024, 2:1(z) ya que el sumatorio anterior tiene un m.a. independiente del indice -
@y que es igual a v+ 1 — 2/ + 1 . Entonces este primer grupo queda escrito como:

w 23]
Do e D> EnZ ) . (n.18)

v=-—1 =0
Los otroe términos de (16) del tipo €*£5 f.(z) (donde f.(z) es una funcién periédica con m.a. igual
a ¢+ 1), verifican la siguiente relacién b < {9%1] y @ — 26+ 1 = ¢ . Para esto, notamos que el
término: ¢(g°.°(z)n€z - g")(:)agg,,o(z)) lo podemos incluir en (18) para v = 1 . El término:

P .
(gsfa (=) 2 et 2: & z: a¥ (g0,0())*" 'a.-....(z))

= 2 L 2 v+1.2€(2) ’

=3 =0
verifica la condicién anterior, asf que dicha expresién la podemos incluir en (18); el tltimo grupo

de sumatorios 3.2 (- -+) , cumple igualmente la desigualdades anteriores, por lo cual podemos
incluir este idltimo grupo en (18).

La aplicacién FI* queda escrita como:

oo 1242
L=p+&— 2 e 2 €302, ,1,2.(2) ,

t==—1 =0

2==z—¢ (n€z+ > :¢ -2 E :E&e..m(z)) s
=0
Asi verificamos el caso m =1 .

Caso m 3
Seguiremos los mismos pasos que en el caso m = 1 . Tomemos la aplicacién FJ, expreeada en

(13). B 8 ento la transformacién @m+1 : Em = $m+1(x) + €€m41 con ‘!'m...; A —
Amtr ¥ Em+1 € [—1,1] tal que elimine los términos de orden O(e™*?!) de £(z,£.n) . La nueva
apli ién que obt mes Fo = P41 0 FR 0o @y , Ia cual la expresamos de la siguiente’
forma:
cf...n = —m+2 () + &Emn = $m+1(Z) + €€nia -(111.19)
- 2 2 (sm+1(2) + €€mn+1)° G (m+3)a(Z) — Sm+1(2) ,
tax—omn =0 . .
I=43]
2=p+zx— "t | n(gm+1(z) + €€m+1) + 2 €™ D" (sm+2(x) + €€msr) 9..(m+1)1(=)

t=m =0
Para eliminar los términos de orden €™+ de 2 en (19), debemos pedir que gm+1(z) = 107 4(z)
. Por lo tanto, la forma de Z es:

1=%rl [}

E=p+z—emt? nemi1 + Z e 2 9:'.'(-.4-1)1(’)2""‘ m+1{On .0(3))'—' ,
t=m+1 =0 r=0
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con o! definidos como en el caso yn = 1 . Haciendo una reord

ién de términos se tiene:

: " oo I=%! 12551 : '
g=p+z—"*? | n€ms1— z:".lf'—m_l 20 1 '2: °.r(em.o(z))'_'er—.-.(nn-n)l(3)) .

Podemos observar que el m.a. de (em_o(z))""9;"__,.(,,,_,_1),(::) es v — r(m + 2) 4+ 1 y no depende
de 1 , por lo cual substituimoe estos términos por una funcién periédica con el mismo m.a.

oo I=%7] .
g=x—mt? ('lfm-o—x + D et Y 5-'n+19=:i'n=+2)r(3)) . (111.20)
w=m+41 r=0

Examinaremos la expresién de &m 41 -

El término ¢n4+1(Z) lo debemos expander en serie de
potencias de x , por lo cual obtenemos:

1 1 & 14221 -
Emsr = ;,—'93.0(2) +&mrr— < ‘_z_: < z_; Qﬂm.(m+x)-(=)§0:'(9:.0(2))'—'6'55.”: (1m.21)

1S . = I=%3l *
- Eem‘o(z)c("ﬂ-ﬁ) NEmer — 2 &—m—1 z: e;'_’_‘ev.r:a:*’)' .
h=0 v=m+1 =0
donde 8%) () = A7 20T o () la=x -
El primer grupo de sumatorios los podemos reducir a:

1 & 12x71 s
€ 2 ¢ 2 Ml (men (=) 3ol (OT o) 't
= — g7 o= =0
1 &= 12521 1:3iEm)
=t 2 ‘2% Enva Z‘ 2t p o, (m+1)0 (N OT 0 ()~
oo (22232) [2=tm=2)
= 2 1" ’z Ents DU O ppmai(me1)e (DO o(=))*"
's=—m— =0 a=1
oo [aEmEd)
= D € D L1l mene(®) - (1n.22)
y=—m—1 =0
donde hemos substituido a:
(a=itmed)
N 2 O r et (n+1)s (Z)(OR o (2))* !,
o=

cuyom.a. ¢s v+ (m+1)—I(m+2)+1 , por la funcién 271, +1).(m+2).(T) que tiene el mismo m.a.
. En (22) observamos que para todo término de la forma ¢*£5,€17°+? () se cumple la siguiente
desigualdad: b < [8£2EL] y ¢ < a + (m + 1) — (m + 2)b , sicndo e+ 1 el m.a. de O+ () .
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Del segundo grupo de sumatorios de §,,,4+1 tenemos: para k =0 , {e!,?}o(z) » que sumado al
primer término de &,,,+1 da cero. Para k = 1 obtenemos los siguientes términos:

1 (0L ()00t 0(2) + nEm+100)(2))

-0 =%yl
—emt 2..’"_"_’ 2 e:n+xe::i“n=+2)'(¢) 95:?0(3) .

El primer término lo podemos incluir en (22) en 55,,_,_,0:,":(3,,“,.(,,‘4_,,,(:) si v = m + 1 ya que
coinciden en el m.a. . El sumatorio del segundo término puede ser escrito como:

oo =5yl
3T ™ " Ol () e)(z)

m,0
o=m+3 r=0
©o T | .
= 2¢o+m+l Z: e;'+19:'_-‘_-0i'1"+‘).(m+,), (z)es,‘_o(z) .
o==1 =0

Este témino lo podemos insertar en (22) ya que tienen la misma forma si v > m + 2 (para un

mismo orden en £m+1 ¥ €, coinciden en ¢l m.a. de la funcién periddica correspondiente). Los
términos con k > 2 de (21) , tienen la forma:

k=3 o=m+1 r=0

1 &= oo =%l - .
—:295:_)0(3)6("'*")"’—‘ n€m+1 — Z: e N OnEL g (D) ] -

En esta expresién, el sumatorio que estid incluido en los paréntesis tiene términos de la forma
e 1f(x)cond < [F23]ya—8(m+2) = ¢ (conc+1el ma. de la funcién periédiea
Jc(z) ). Estas relaciones se van si elevamos a una potencia de k el término anterior. Asi
mismo, el multiplicar por 8%}, (2)elm+2)%~1 ;4 modifica esta relacién de exponentes con el m.a.
correspondiente. Por lo tanto, los términos de este 1iltimo sumatorio pueden ser incluidos en (22)
ya que son compatibles sus relaciones de exponentes de € y £m-+1 con respecto al m.a. de la funcién
peridédica que los multiplica.

Finalmente, F2_, , lo podemos escribir , a partir de (20) y (22), haciendo el cambio de fndices
m+1— m', como:

oo 125351 ,
i =p+ &m — 2 L 2 €5..-ﬂ'-"+m'.(m'+1)n(=) »
ws===—m’ =0
. oo l:-"'o_n" Y
E=ptzxz—emt? ("Em' + ™ Y Ol (mean) (@) ) -
v=m’ r=0

Con lo cual verificamos que el caso m 4 1 es cierto.

a
Comentario a 1a proposicién 11

Cuando obtenemos la aplicacién F% por medio de la transformacién @, o Ppu—10...0%; ,la
denada radial en (13) contienc términos cuyo orden en € va de €™ a €® y que no dcpenden de
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. Finalmente mostramos que 1%, o(x) = O para 1 < ¢t < vn — 1 . En el primer y tercer
P utiliz el hecho que la aplicacién original es una twist y por lo tanto las Srbitas periédicas

mondétonas estin bién ordenandas. En el segundo paso, utilizamos el hecho que F es una aplicacién.

conservativa.
Primer paso:
Supongamos que para t’ < O las funciones periédicas O, o(x) = 0si —Mm <t < ¢’ , y que

% m 0(x) no ea idénticamente nulo. La aplicacién (13) la podemos escribir hasta orden * en =
como:

2= a4 & Of molz) + O(F+) , (111.24)
2=z+p+ et (nz— OR o(z)) + O(e™+3)

Ahora debemos analizar los puntos fijos de la aplicacién (é4). Imponiendoque f=sy 2=z ,1a
aplicacién (24) queda reducida a un sistema de dos ecuaciones :

0P mo(z) +O0() =0 , (111.25)

nz—-O% (z)+ O(e) =0 ,
donde hemos dividido por €'’ la primera ecuacién y por €™+ la segunda.

Los ceros de la ecuacién (25), cuando € = O , estin determinados por el conjunto de puntos
{=i, 2} tal que O, () =0y x;, —OR o(2:)/n =0 ,condé=1,...,k . El valor de k es menor
o igual a dos veces el m.a. de O, . o(Z) ,esdecir k< 2(¢' +m+1) .

Cuando los ceroe de la ecuacién (25) , con € = 0 , son simples, entonces por el teorema de la
funcidn implicita podemos asegurar Que el sist a de iones de (25) tiene k ceroasi0 < e < 1

. Los ceros de (25) son simples , siempre y cuando el determinante del Jacobxano de (25), para
¢ == 0 y coordenadas (z;, ;) es diferente de cero:

0 £0Tmol) :

#4m.0 = —n-sa;n:'.‘+..,o(=)|s=s. #0

n =0T o(x) ’
(=.8)=(=¢,%¢)

Tomemos el caso de tener un cero de multiplicidad 8 < &k en la ecuacién (25) para € = 0 . Podemos
mostrar que el nimero de ceros en (25) , para 0 < € << 1 es k . En efecto, supongamos que z; es
un cero de multiplicidad s de la primera ecuacién. Hacemos el cambio de variable vy =z — z; ¥y

-8 = . — OR o(x:i)/n en (25) . Expandiendo en series de potencias de 1 , €y 8§ en (25) , obtenemos
el siguiente sistema de ecuaciones:

8. + 81t 4 -+ €(bo,o + 01,05 + By +--)+ O(*)y =0, (111.26) .

ns+ coay+---+e(doo +d1,06 +doav++-)+ O0(e*) =0 . (111.27)
donde a.,b._,,c._,,d.,, ER.

En la ecuacién (26) observamos que 4 comienza con la potencia s puesto que (x;, z;) ticnen s
ceros miiltiples, por lo cual:

7

. 1 9°.
-a—z-’-‘nl”’.+ﬂl.0(z)l==sn =0 VJ =1,2,---,8—1 y ;'!"a-;:'n:".-Q-m_o(z)'s:z‘ #0 .
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la variable radial £,,, . Estos términos podrian ser idénticamentc nulos asf como todos los deméas
hasta orden ¢™ . De esta forma €mn sélo dependeria de términos de orden igual o mayor que e™+1-
. Si lo anterior es posible, entonces la diferencia entre F, — R, y la identidad es de orden O (e™+2)
en A, :

W(FS — Rp) — 1|4, ~ O(e™*?)

_Por lo tanto nos interesa determinar ¢l mimero maximo de tranformaciones {®.}23? tales que F2

difiera de la identidad del orden O(e™+?) . Esto significa que si ||[(F3 — R;,) — ld_|| A ~ O(emt2)

entonces [[(P ), © FL © ®mi1 — Rm) — 1d]ja.. ~ O(e™) . De esta manera verificariamos que F2
es una forma cuasiresonante..

La proposicién siguiente nos indica el valor de m para el cual obtenemos la forma normal
cuasiresonante de F™ . La demostracidn de esta proposicién esté basada en que F es una aplicacién
tipo twist y por lo tanto debe cumplir todas las propiedades descritas en el capitulo II.

Finalmente debemos notar que F,i es un twist en A,,, , ya que por (13) tenemos:

OZm _ m+1, +O0(e*?) >0 si (x,6n) €EAm
Olm

para ¢ suficient te pequeil

Proposicién IT1.12 La aplicacidon F™ es cdnjugada a la forma normal cuan‘rcaon;utc Fa :

. . =g -1 n— z (o] : ] ’
Sén es por: { ; = 21; + ¢¥+1‘(:(x ?—+9-}(—€1.o)(«"-')) + O(c"*’) ’ (rr.23)
E= x4+ T 0y 0(2) + O(e™F)
= g-}-p-}-(“?" (nz-e..;;,o(z)) -+ o(t“f‘) >

donde €y, = x , h = g- s n co par y vh = n..;_l o8 n c2 smpar. Ademds Aemos definido a
Nn-1,0(z) = OF_10(x) ¥ Omo(z) = OR o(2) . El término periddico fln_1,0(x) no puede ser

Sin cs i'mpar:{

_eliminado por alguna transformacidn del tipo ®m : Em = 1O7 o(x) + €€msa -

Demostracién proposicién 12: Nuestro objetivo es mostrar que después de m transforma-
ciones, con i < n , la aplicacién (13) con m = " se reduce a la aplicacién (23).

La aplicacién
(13) Ia podemos reescribir como: :

(] » N
X =Em — 2 EnN o)+ — Z €200 o (m+1) () + — Ee'nf;m_o(z)+

t=—m =1 =1
o 18R '
+ E: e Z ‘.na-m.(m-f-x)a(’) »
t=m+1 =0

oo 1=%7)
2=pt+z—e™* | nz+ 2 as™ 2 SO (1) .

asf, demostraremos que los primeros tres sumatorios de ¥ son idénticament 1
0% m.o(x) no es nulo.

La demostracién la hacemos en tres pasos. En la primera parte mostramos que 1% ,, o(z) =0
8i —h < t < 0. En la segunda parte, comprobamos que 1% n (m+1)(z) =0 para 1 <t <

sy que 20, o(x) =
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Tanto (26)_como (27) son ecuaciones analitican en -y , ¢ y § . Aplicando e} teorema-dec la funcién
implicita en (27), vemos que localmente existe una bola en el espacio (v,¢) tal que § = §(,¢) ,
donde §(y,€) es una funcién analiticaen § y € .

Como 5(-y, €) es analitica, la podemos expander en series de potencias de v y ¢, tal que:

8(v,€) = €027+ €306+ ---

Por otro lado , en la ecuacién (26) v
todos los térmi

Supongamos ahora que el sistema (26) , (27) tiene mdés de s ceros reales para algiin € # 0 .
Esto significa que la derivada de orden s de (26) se debe anular para un v intermedio, lo cual es
un absurdo porque la derivada de orden s de (26) es slax + O(7,¢) . Por lo tanto, el sistema (26)
y (27) tienc a lo més k ceros. Asf concluimos que (25) tiene a lo mas k ceros parae# 0.

Del razonamiento anterior podemos concluir que la aplicacién (24) tiene k puntos fijos en

que ~ debe ser del orden O(c!/*) para que se anulen

el anillo A,, . Considerando que la aplicacién (24) es conjugada a F” en una banda estrecha

contenida en Ag , significa que F™ ticne en Agp k puntos fijos, los cuales corresponden a una o
varias Srbitas periédicas de periodo igual o menor que n del tipo monétono.

Como k < 2/ < 2n , entonces la 6rbita periddica debe tener periodo menor a n ;de otra. manera
deberian existir al menos 2n puntos periédicos de periodo n . Considerando que el per{odo es menor
que n y que es érbita monétona periddica, llegamos a una contradiccién, ya que por hipétesis, en
el anillo Ag , toda érbita periddica monétona tiene al menos periodo n (por ser F un twist y por
lo tanto las Srbitas periédicas monétonas estén bien ordenadas, seccién I1.5).

Finalmente, si ¥ < n , concluimos que O} 4, o(z) = O para —h <t < O, en caso contrario

»>s en la contradiccién antes mencionada. . -

Segundo paso: .

Dado que /1 < n , verificamos que las funciones periédicas Q7% ,, 0(z) son idénticamente nulas
si t < 0. Por lo tanto, la aplicacién (13) la reducimos a:

PSR T Y
z=3 X=: < g 2 Q0 . (m+1)s(2) (11L.28)

2=p+t+z—e™ (nz+2¢""‘ z ‘.et(m+l)l(=)) »
t=m =0

La aplicacién (28) debe ser conservativa, puesto que F lo es ( las transformaciones ®,,, solamente

reescalan la medida). Por lo tanto, el determinante del jacobiano de la aplicacién (28) debe ser-1
. Calculando el jacobiano:

1-32, 0N m (m+1)(E) + O(e™*1) ¢§;(zﬂ$+x+m.(m+:)(z) + OR 4 14m0(2)) + O(2) _
ne™+1 4 O(e™+2) 1— et om  (z)+ O(em+3)

e
=1- Nl m (me1)(2) + O(™?)
. e=3
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-Como el jacobiano debe ser igual a 1 para todo va.lor dezyec, sngmﬁca. que QH_,,. (m+y () = 0
parat =1,.++,m . *

Tercer paso

La aplicacién (13) 1a hemos reducido a:

oo l‘!‘-’;*l
B =5 — 2‘ Q% m.o(=) + Z Z 200 n(m+1)s(Z) (111.29)
=1 t=m+1 s=0
oo =511
2=ptz—emt? (n z+ 3 o™ z'ez‘(m_ﬂ),(z)) .
= 1=o

Los argumentos del primer paso los podemos repetir en la aplicacién (29). Asf podemos mostrar
que las funciones £17% ;, o(x) son idénticamente nulas para todo valor de t talque t+ M +1<n.

Como la primera funcién periédica no nula la tenemos parat+/mm+ 1 =n ,donde m < n y
t < vh + 1 (para que a orden € no tengamos términos de z ), el valor de /i queda decterminado
porm — 2 < 2m . El valor mfnimo de /i es v = -'lmncsparyﬁl—

£21 i n es impar. El valor -
detesporlotantotz = 4 sinparyt= B=1 &} n'impar.

Finalmente, podemoa escribir a (13), con m = v < n , como la aplicacién (23) , donde
fln—1.0(z) es una funcién que no es idénticamente nula.

a
Nots IT1.13 En la aplicacién (23), los términos de orden O(c¥ ) si n cs par (respectivamente
O(>5) 4i o d

') 85 i es impar) en £ no dependen de z . Por lo tanto, no existe transformacidn de la
Jorma €m = ¢m+1(x) + €€mni1 (donde €m = x ) que elimine los términos de dicho orden. Esto
significa gue la aplicacidn (£3) es una forma normal cuasiresonante de F™

fln--1,0(z) posee un solo arménico.

Una vez que hemos obtenido la aplicacién (23) , nos interasa mostrar que la funcién periédica
Este arménico es precisamente el m.a., es decir n .
demostrar lo anterior tenemos el siguiente lema:

Para

Lema 11X.14 La aplicacién (£8) la podemos ezpresar como:
By = Xe + 6"1..—;,0(2) -+ o(t"*'l) (I11.30)
2=p+z+etnz. + O(?H)

Demostracién lema 14: Proponémoa las siguientes transformaciones:
} P, 1 .
= ;-.O,,,'o(z) + Tz si n es par,

1 1 . .
5= '—.eg'o(z) + ﬁz. si i es impar,

donde s estd definida en el final de la demoasatraciéon de la propaosicién 12.
Entonces, al substituir la transformacién anterior en la ecu
forma:

(23), % se eacribe de lasiguicnte

2=pt+zr+e¥nz. + 02t
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Ahora, para i par, s lo expr en tér

s de =z, , .donde. obtenemos:

B = l!. + l9"‘_0(5) = -l-x. + —1-8"‘ ofz) + c""nn—x.o(z) + O(e®+Y) |
Desarrollando 1 O3 0(2) en serie de potencias de x obtenemos que 1O ((Z) = 1OR o(x)+ O(c?)
» con lo cusl, E. lo reescribimos de la siguiente forma:

2. =z, + 30,3 0(z) + O(c¥+?)
El caso de n» impar se obtiene de forma anéloga.

Proposicién II1.15 La aplicecidn (30) cs de la forma:

2o = 5o + €2 asin(2Zx nz) + O(T+?) (111.31)

2=pt+z+e¥tnz. + O(e?t?)

Demostracién proposicién 15: Busquemos los puntos fijos de 1a aplicacién (30) proyectados
sobre el cilindro. Buscamos el conjunto de puntos {(z, £)} que cumplm Que F=sy:2—p==x.
Dividiendo a (30) por €? obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

ln-2,0(z) + O() =0 , ns+O()=0. (111.32)
Siguiendo el mi > TAZC

> de 1a proposicién 12, el sistemna (32) debe tener 2n ceros, puesto'
que el sistema (30) debe poseer 2n puntos fijos.

Supongamos que {1a—1,0(x) tiene una exp;nslén.en serie de Fourier de la forma:

Qpn-1.0(z) = E ag sin(2x l(z —&)) ,
=0 . .
donde §; es una fase y a; € R que no depende de ¢ . Cuando € — 0, F es muy préximo a un twist
integrable, de tal forma que en la banda A, , F™ debe t 2n punt
entre 0 y 2x (es decir, x5 — x% cuando ¢ — O con ¢

fijos (=, 2;) equiespaciados
1,--+,2n ). Por lo tanto, haciendo un
corrimientoen z (z — =+ 6, obtenemos que el m.a. de Q2,31 o(z) tiende a cero cuando € — 0 :

Vi=1,...,2n hmlm(2tnz.)—oo .

Por lo tanto, si (z,, 2;) son puntos fijos de (30), 1a suma de los restantes ..tmémcoa de ﬂ.._;,o debe
anularse en dichos puntos cuando ¢ — 0 :

wn—1 .
Vi=1,...,2n ‘li_r.ragagsin(2wl(z—&+5..))—'0 -

lo cual es un absurdo porque una funcién con m.a. (n — 1) no puede tener 2n ceros. De aquf
concluimos que a; = O paral = 1,...,n — 1 . Fina

1 y T do an = & , obtenemos la
aplicacién (31).

=]




Propoaicién JI1.16 En el anillo A,, =S? x.[—-1,1] y (2,2) € A, , las érbitas de la aplicacidn
(31) cstin contenidas, hasta orden O(e?+3) , dentro de la grifica de las Srbitas de la ecuacidn
diferencial £ = —nasin(2xnzx), dondez €S yaeR .

De csta forma, la aplicacidn (31) sc pucde interpretar como la aplicacidén a tiempo e¥ del flujo
Ramiltoniano:

. ) —N,p__4
- - - H = =% 2‘"1:03(2:"::) N

donde z es el momento candnico.

Demostracién proposicién 16: Tomemos la aplicacién (31) proyectada sabre el cilindro:

2, = 2. + ePasin(@2rnz) + O(e¥+?) ,

(111.33)
E=x+etnz, + 0>+ .
C id el flujo tiempo t = ¢¥ del hamiltoniano H , el cual escribimos como:
st=e?)=s(t=0)+ Lo+ O(TY) ,

(111.34)
(¢ = e?) = 2(t = 0) + F TZleco + O(I*+Y) . '

Si identificamos %{-Ig_—_o = asin(2xnz)y 4f|¢=o = nz , obtenermnos una aplicacién similar , hasta
orden O(e?¥+1) 'ala aplicacién (33). Si (34) lo consideramos un flujo hamiltoniano:

oH

. _OH _ . A
g=Z-=ns, i=-—7= = asin(2r n x)

4.

el hamiltoniano H , cuya ecuacién de movimiento es:

= —nasin(2rnzx) . (111.35)

o
Nota.XI1.17 La ecuacidn diferencial (35) tiene un retrato fase igual ¢ n péndulos sobre la banda
A, , tal como se muestra en la figura 1. La amplitud mdzima de las secparatrices es:

A=§\/E .

_ Corolario IT1.18 Respecto al anillo original A, con coordenadas (z,y) , la amplitud de la reso-
nancsa de la forma normal cuasiresonante (31) es: : } - T

Ax =ty .
- ng

Demostracién corolario 18: Sabemos que F™ se ha transformado en (23) por medio de

M = & (resp. i = B3l ) transformaciones si n es par (resp. impar ), las cuales rcescalan la
variable radial en un factor de € cada una.

Identifiquemos la amplitud de resonancia de (31) con la méxima amplitud de las separatrices

~ de la EDO (35). Por lo tanto, la amplitud de resonancia de la forma normal cuasiresonante (31)
respecto al anillo Ag es:

. . Ax =¢”‘¢"iA=¢"'%¢"*\G R
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donde r = 1 (resp. r = 2 ) si n es par (resp. impar). Como:
g - %(2) =3 -1 si.n es par
- { n=1 _ %(1)

Finalmente, '™ se transforma en F bajo un escalado en la coordenada radial de'orden ¢ , como
22Xy = f; -+ €€1 . Obtenemos asf la amplitud de resonancia como:

oy —

Nis

2 -1 sinesimpar

A =¥ -—l—f .
- nx

I11.6 CiAlculos explicitos de resonancias de orden bajo.

En eata i6n moatr

algunos resultados relativos a la maxima amplitud de resonancia con
ndmero de rotacién £ en la aplicacién standard. Utilizando la teoria desarrollada en la seccién
anterior, podemos estimar dichas amplitudes para valores de n relativamente pequefios, como por
ejemplo 3,4 y 6. Estos resultados los comparamos con célculos seminumeéricos, para los cuales

determinamos la miAxima separacién de las variedades estable e ineatable de un punto periédico
hiperbélico. Los resultados coinciden con la precisién esperada.

Para estimar Az con £ = 1 , 1 y 1, calculamos primeramente la expresién de F™ hasta
un orden del parémetro E=c¢c igual a O(e™) en ambas coordenadas. . Esto implica calcular.
expl(uta.mente loa coeficientes 9. (k,1) (definidos en la seccién 3) para luego debermlnar—‘las fun-
ciones G. (z,y) hastaordenr < ny s<n.
A Py, 3 A

F2 (con vh =

> calcul Tlas transfor i que llevan de F™ ala forma cuasiresonante
B sinespary s = ”—1 si n es impar). Esta dltima aphcac‘on tiene la forma
oxpruuda en (23), con lo cual podemoo calcular directamente el coeficiente de & . Siguiendo el
corolario 18, podemos determinar la amplitud de resonancia As .

Para verificar las estimaciones obtenidas de A = a partir de 1a forma cuunte-onnnte calculamos
la méxima distancia entre los pnxneroa segmentos s de la variedades lnvanantes del punto periddico

hiperbélico con miimero de rotacién L nonesta amplitud la denotamos como A;. (ver figura 2).
El procedimiento para calcular A‘.‘. es el siguiente:

i. Calcular la érbita periédica monétona del tipo hiperbélico , cuyo nimero de rotacién es £

» para un valor del parametro € . Al menos dos de los puntos de la &rbita pertenecen a una
linea de simetria principal (ver seccién I1.3 ).

jii. Determinar el primer segmento de la variedad invariante. Esto significa que debemos encon-
trar alguna funcién v (z) : R — IR cuya grifica coincida con la variedad invariante y = v(xz)
. Esta funcién coincide con la primera lengua de la variedad invariante {ver definicién en

seccién 1V.3) . Para determinar v(z) , utilizamos el método descrito en la seccién I1V.4 con
el cual se puede calcular ¥(x) como un polinomio de = .

En el entorno del punto eliptico, calculamos la diferencia de v(x) de la variedad estable e
inestable con lo cual podemos estimar A& = maxz |Vestabie () — 24 bie ()]
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Para un nimero de rotacién £ , calculamoe 5.} para varios valores de ¢ e (o -}] distribuidos

logarftmicamente en el intervalo. Al conjunto de puntos (c.-,.(&.-).—) le njustaxnos una curva de
tipo ae® con a,d € R los parimetros de ajuste.

Expandiendo »(z) como un pohnomlo de grado 10, calculamos A.-. (€) para nimeros de rotacién

2 =1,3y3. Lafuncién ajustada de A.l. (¢€) la comparamos con Az (e) el resultado lo mostramos
en la ng\nente tabla:

5 a* A{ A.l
forma cuasiresonante numerico
/3 3 22 /2 = 0.0375132 €2/2 | 0.037538 - woql
4 )l & I 3 ns 0.0256835 €2 0.025684 £1-9999

1/6 || 225 | & /Tgéﬁ € v 0.0255548 €3 0.02549 3-99¢

II1.7 Composicién de transformaciones.

En la seccién 4 mostramos como se obtiene la transformacién &, : A,,—3 — A, a partir de la

aplicacién F72 . Con la transformacion ¢, = ®pm o Pp_3 0+-- o ®; obtenemos la forma normal
* cuasiresonante a partir de la aplicacién (13).

Con la transformacion ¢, podemos definir una funcién tal, que sobre la grifica de dicha funcién
estén los puntos periddicos con mimero de rotacién £ hasta orden O (e™+!) . Como ¢; no modifica
la coordenada angular x , entonces la funcién antes citada la definimos como:

v=9om(z) .

Cu do n es suficient t

grande, la grifica de la funcién y = ¢m(z) se aproxima a la grafica
de la curva invariante (si es que existe) cuyo nimero de rotacién es cercano a £ . Esto sucede

porque el lfrnlte de estados monétonos {z}; cuyo.nimero de rotacién converge a p » €s un estado
{ ién 11.9).

Es plausible esperar que el limite de ¢4, ,conn — 00 , 2 —» p , sea una serie convergente en ¢

siempre y cuando exista la JIRC con nimero de rotacién p . En cambio, si el limite es un conjunto

m 1 tipo toriano, la serie ¢, debe diverger si n — oo . Si suponemos que el cantoriano

debe estar contenido en la grifica de la funcién ¢, con n — oo , entonces es natural pensar que

dicha grifica tenga infinitas discontinuidades, las cuales deben coincidir con los extremos de los
agujeros del cantoriano.
Por esta razén resulta interesante estudiar la tr e ién ¢; y det

que tiene a partir de los térmi de la aplicacidén inicial Fp .

minar la forma explicita

Proposicién I11.19 La transformacidon ¢m , gue conjuga a la aplicacion F™ con la forma normal
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cuasiresonante Fp (con vh definido en la proposicion 12 ) es de la forma:

-1

*m: 1= D €Gri(z)+ ™,

r=0
donde ¢, estd definido como:

2 (-——)' Enca..m(z)] ..

e, v §=

donde ¢l conjunto de ¢ndices Dar ac define como:

Do = {{0-'-5-'}.’=1|(r—1)2¢.~26.-20 , i(a.--i—b,-):r} .

=1

y ademds, las funciones ga,», cotdn definidas en el corolario 10.

Demostracién proposicién 19: Escribimos IT; F, . 4 como en (20):
' oo e ey
E=z4+ et (nlm— D ™2 3" 3 &l(OR (=) TO, (mern(®) -
o=m+1 r=0 I=r ’

Definimos ATMNE, , o) (F) como:

(=axx)
ATy (@) = D al(OR (=) O, (i) (111.36)
= .

La transformacién que elimina los términos de orden O (e™*?) es generada por la funcién:

y
AnTio(@) = 2 ab (O, o (2))' O ¢ 1. (m+1)1(Z) a ~ (1.37)
=0

La funcién A"",*'(},H_,, (x) 1a definimos para la forma normal I} F2% ., , ¥ est& compuesta por fun-

_ciones periédicas que pertenecen a II3; £} . De la misma forma, podemos escribir Al ,(*_ +2) (z) en

términoe de las funciones periédicas que pertenecen afl F%_, . Para esto, podemos utlhzar (30)

.. como una relacién de recurrencia entre los térmi de las fu

i periddicas de I, F,.. y las de -
M Fh._ 4 - .
Siguiendo con ln recurr iayr b

do las funciones periédicas de II; F;.. como 9'.':;(:) N
obtenemos lo siguiente:

[ ]
O n1lo(z) = 2 ad ('2 a3(Omm—_1,0(z))° 6] . (2)) x

=0
| Ee et

x 2: af (BT _1.0(2))* 'O 1 (=)
&=t



Rearreglando los términos:

enidolx) = "2: ap (em-l.o(’))"em.mk (=)+
=0

2 alad(Om 1 .0(2))*O% .. (X)OM_1.m(2)

. 2=0
Siguiendo con la recurrencia:

1
) entlo(=) = Z ab(Om3 o())'On (At _ay(x)+

=0
d- alad(@ntio(=))'0nl (m-1) ()O3 ,0(2)) "1 0MmE (e 1y (=) +
i

odalad D= alalenci (2)0n -1 (2)ORL (e 1y (2)+

+0'=2
>1>0
adalad 3 (eh(Onio(2))Oni m_i(z)) x
1P+ =3

x ("'x'e::;.o(’)em— .(m—x)v(’)) ("'" '.:::;.o(-"’))'_lem—z.(m—l)l" ("))‘

Continuando con esta recurrencia hasta orden m + 2 , obtenemos asf la funcién ©117 o(z)
escrita en términos de las funciones periédicas de Il F™ , las cuales denotamos como g:,y{z) . La
forma que obtenemos de ©1% () es entonces:

e::t%.o(z)=':§§( 1) = 1T se (=)] . (im.38)

e, v $=1

Por lo tanto ¢mia2(z) = 40m13,(z) . Cada transformacién ®;,; la podemos escribir como
& = Si+1(x) + €€iy2 . Tomemos la componc:én de funciones ¢,,, , esta transformacién puede ser
escrita de la siguiente forma:

&= 26‘"9(2) + € Em .
=13

" Asf, al substituir las funciones ¢ (z) por (38) (con m -+ 2 = ¢) obtenemos la forma de @,.(z)
propuesta. :

(=]

Nota IIX.20 Consideremos la forma cuasiresonante Fp. , la cual ¢s conjugada @ F™ via la trans-
Jormacidn ¢m tal gue:

Frodm =ébmoFp .
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-Los puntos pen&d:coa, con nimero de rotacidn £ - cstdn contenidos en la grdfica de la funeséa
2(x) = M e g 41(z) Aasta orden O(e™) . Eatc functdn puede calcularse ¢zph’c|tamcnte a partir
de la proposicién 24 y de la ecuacidn (10):

n—1 . sin(—8, 2 + §,zm)o, L——l}——'r 2 7 par
ss=200 3 (3) seD e

=0 Be.n.ve

re ..
cos(—s, 2 +l,zm)a,1—(—;,+—'-’—,—ﬁ- J impar

II1.8 Conclusiones.

Las formas normales no locales nos permiten estudiar la aplicacién standard de forma sistemética.
Como la forma cuasiresonante estd asociada a un reescalado diferente, podemos determinar las
interacciones entre las resonancias de orden distinto.

La amplitud de las resonancias estd deteminado por la magnitud del pardmetro y el nimero .
de rotacidn asociado a la resonancia. La dependencia de €¥ en la amplitud es un resultado tipico
de teorfa de peturbaciones. En el caso de resonancias en el entorno de un punto eliptico se obtiene
el mismo resultado [16] .

Mackay estudié en forma numérica la amplitud de las resonancias en la aplicacién standard
[37] . El método utilizado es computar la diferencia de la funcional de accién Wz, y Wa_ ,
donde £+4 y I — son estados monétonos minimales del tipo 22 , los cuales cortesponden a puntos
homoclinicos de la varicdad estable e inestable de los puntos penédnco- hiperbdlicos con mimero
de rotacién igual a £ (seccién IL.8) . Las 6rbitas homoclinicas son aproximadas por dos sucesiones
de 6rbitas penédncu monétonas cuyo mimero de rotacién es decreciente (resp. creciente) y tiene
como limite la érbita monétona £ . Estas Srbitas son computadas numéricamente. Sus resultados
muestran que para resonancias de orden menores a 100, la amplitud de la resonancia ¢rece como
€% hasta valores del parametro K = ¢ menores a 3/2 . La conjetura que formula Mackay es que el
méximo de la amplitud de la resonancia se tiene cuando el residuo del punto hiperbdlico periddico
es Res = —2 . Si —2 < Res < 0, la amplitud crece segin la teorfa de perturbaciones.

En nuestros resultados, el valor propio asociado a la resonancia es:

Az =1+ uc%\/216+ O(e3+Y) ,
y el residuo asociado esa:

2—A— 22

Resg =2=2220 _ _a7d.a 4 o) .

Aplicando la conjetura de Mackay, la forma normal cuasirmnunto: es vilida hasta el valor del

parédmetro: .
P é ) . °* M ad
e= K< (’ 6n3) .




Capitulo IV

Rompimiento de Curvas

Invariantes Rotacionales.

IV.1T Introducién.

A lo largo de los capftulos II y II1 , hemos discutido la transicién de un sistema hamiltoniano
cuando es perturbado. Esta perturbacién la consideramos suficientemente pequefia para que el
sistema conserve la mayor parte de su estructura original, esto es, que gran parte de las curvas
invariantes subsistan.
Cuando la amplitud de la perturbacién va incrementindose, las curvas invariantes desaparecen
dando origen a estructuras cantorianas (transicion de érbitas 1, a 2, segiin clasificacién de Katok,
-seccién 11.8). Una razén de’'el rompimsiento de las IRC és el aumento de amplitud de las resonancias
- préximas al nimero de rotacién de esta curva. Continuando con las ideas de KAM, el drea ocupada
por las resonancias aumenta y puede superar ¢l area total del anillo que las contiene, asi da origen
al solapamiento de Ias resonancias. En estas circustancias, las IRC no pueden sobrevivir como
gréficas de funciones Liptschitz, asi que se fragmentan en un nuimero infinito (numerable) de

partes. Ap del rompimiento, las érbitas de estos estados persisten como conjuntos monétonos
(seccién 11.5).

Es natural pensar que las IRC més robustas son aquellas que su nimero de rotacién p € IR\Q
es mal aproximable por racionales. Esto significa que las resonancias asociadas a su entorno estan
més alejadas a medida que p es maés irracional. El teorema del twist incluye en sus hipStesis la mala
aproximacién de p por racionales, puesto que asegura la convergencia de las scries que definen la
IRC ( asegura la solucién de las ecuaciones homolégicas, evitando la aparicién de denominadores
peligrosamente pequeiios). .

Tomemos una familia uniparamétrica de aplicaciones definidas en el cilindro y con pardmetro
K . Al seguir la evolucién del sistema cuando el valor del parimetro aumenta, pueden desaparecer
todas las IRC. Podemos interpretar este fenémeno como el solape de todas las resonancias con
sus vecinas. Desde ¢l punto de vista de teoria de perturbaciones , significa que loa pequciios
denominadores son inevitables, asi que toda serie diverge. Al valor del parametro para el cual
desaparece la dltima IRC le llamamos valor critico. -
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. El significado del valor critico del parimetro Ko , desde un punto de vista dinamics, es que
la zona de inestabilidad de Birkhoff es global si KX > Ko . Desde un punto de vista fisico, es
importante este valor porque determina el inicio de la difusién de érbitas a través de todo el
espacio fase ( en este caso, ¢l cilindro). Debemos notar que lo anterior no significa caos global o
hiperbolicidad del sistema, puesto que subsisten infinitos conjuntos invariantes que estin acotados
por curvas invariantes homotépicas a un punto. Mas bien, para K > K¢ , existen érbitas cuya
coordenada radial no estia acotada si se itera infinitamente.

Algunos sistemas dindmicos presentan un fenémeno de reestabilizacién: algunas IRC pueden
al

tar el valor del parametro. En el espacio de parimetros, existen ventanas
donde el sistema es estable [71.

Centrando a atencién en la aplicacién standard, sabemos que para valores muy pequefios
del parimetro existen IRC, lo cual se demuestra utilizando teoria KAM [32,50,51,57] . En contraste
al caso anterior, si tomamos valores del parametro suficientemente grande, K > 10, el sistema
adquiere una estructura hiperbdlica en el entorno de las érbitas monétonas [38]

. Al mismo tiempo
surgen los denominados modos (o islas) de aceleracién que dan origen a cambios notables en la
coordenada radial [36] .

Analizando los argumentos anteriores, concluimos que existe un valor critico del parametro
para el cual han desaparecido todas las IRC. Es, por lo tanto, muy importante poder estimar el
" wvalor erftico de K . Si consideramos un anillo sobre el cilindro, también es importante determinar la
existencia de IRC para cierto valor del pardmetro. Como un anillo define un intervalo de rotacién,
a medida que tomemos una banda m4és estrecha, el intervalo de rotacién se reduce. Podemos
entonces buscar loa valores criticos del parimetro para el cual no existe IRC en dicha banda. De
esta manera podemos determinar la existencia de TRC con un nimero de rotacnén espccnﬁco, que
" esté contenido en una banda arbitrariamente estrecha.

Actualmente existen gran variedad de métodos que permiten estimar el valor critico de K .
Estos criterios pueden ser globales o locales, formales o heuristicos. La mayoria de estos métodos
se basan en las propiedades de las IRC de las aplicaciones tipo twist.

En este capitulo analizamos los métodos de deteccién de rompimiento de las IRC . En particular,
estudiamos el método de la obstruccion desarrollado por nosotros. Este método es formal y permite
estimar con precisién arbitraria limites superiores de la K critica para un nimero de¢ rotacién
especffico.

La primera parte de este capftulo estd dedicada a revisar diferentes métodos y criterios de

deteccién de rompimiento de las IRC. A continuacién definimos el método de la obstruccién de -

manera formal. La implementacién de dicho método, para estudiar la aplicacién standard, es
presentada en la siguiente seccién. Luego mostramos los resultados obtenidos numéricamente
y ciertas propiedades de r lami

son di tidas aqui. Finalmente comparamos los otros
métodos respecto al método de la obstruccidn. L .

IV.2 Métodos de evaluacién del pardmetro critico.

Antes de introducir el método de la obstruccién hacemos una revisién de los criterios que actual-
mente existen para evaluar el valor critico del pardmetro. Estos métodos los podcmos clasificar
genéricamente en formales o heuristicos, globales o locales. Por método heuristico entendemos
aquel criterio que indica, de manera no rigurosa, la existencia o desaparicién de un IRC, en cam-
bio, loa métodos formales son rigurosos. Un método global indica la existencia de IRC en un
intervalo de rotacién amplio, el local permite estudiar una regién en un intervalo arbitrariamente
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estrecho. . R
Debemos afiadir un cc tari tes de p

a analizar los diferentes métodos. Cuando nos
referimos al pardmetro critico de la aplicacién, no tiene porqué estar asociado a un IRC con nimero

de rotacién especifico, podria corresponder a la desaparicién simultanea de un nimero finito o

infinito de curvas. Sin embargo, las experiencias numéricas muestran que existe una ltima IRC
cuyo nimero de rotacién es la razén Aurea ( 1£3% ). Este nimero irracional tiene la propiedad de
ser el més mal aproximable por racionales. Esta conjetura es plausible respecto a la teoria KAM (

la convergencia de las tranformaciones se asegura para un valor del pardmetro mayor a otros casos
debido a que se evitan los denominadores pequeiios). En la teoria de formas normales no locales,
las formas normales cuasi tes cuyo o de rotacién converge a la razén durea, se tiene
que las resonancias estin més alejadas entre cllas que para otro nmiimero de rotacién. La separacién
entre las resonancias permite que su amplitud aumente un poco mas (respecto a otros nimeros de
rotacién) , antes de que esta se solapen o interaccionen. Por 1ltimo, la teoria de renormalizacién
coincide en seiialar que al razén Aurea corresponde al IRC mas robusto. Adn mas, para cualquier
intervalo de rotacién, el Gltimo IRC corresponde a aquellos con mimero de rotacién tipo noble (
o8 decir, en la expansién en fracciones continuas sus elementos son 1 a partir de un cierto lugar).

IV.2.1 Teoria KAM: Cotas inferiores.

Se puede recurrir a la teorfa KAM para determinar el valor del pardmetro K para el cual existen
IRC. Utilizando el trabajo de Riissman (seccién 11.12) sobre la aplicacién standard, podemos

bt una esti iSn de K , para el cual existe IRC, del orden de K ~ 101! | Empiricamente
sabemos que la Ko (parimetro.crftico) es cercana a la unidad. Por otro lado, afinando las
acotaciones sobre la aplicacién standard en la teoria KAM, se pueden obtener mejores resultados:
Herman utiliza el teorema de la curva desplazada en esta aplicacién y obtiene un valor critico igual
a K> -3“—- sobre el IRC con nimero de rotacién igual a la razén aurea [50]. Celletti y Chierchia
construyen en forma explicita las IRC a partir de la teoria KAM, donde las estimaciones de las
cotas son determinadas con ayuda del ordenador. En el caso de la IRC con mimero de rotacién
igual a la razén aurea, el pardmetro critico lo determinan para K = 0.65 [51] .

IV.2.2 Criterio de‘ residuo.

En una aplicacién del plano en el plano, F , tipo twist, toda sucesién de 6rbitas monétonas
minimales del tipo 12 , cuyo nimero de rotacién converge a p € IR\Qtiene como limite una érbita

cuasiperiédica monétona con mimero de rotacién p . Analizamos la estabilidad local de la sucesién
de érbitas calculando el residuo correspondiente a cada una:

Re-_p._.:, - (2 — 'l‘taz:.(DF"‘)) ,

siendo DF"¢ el jacobiano de F™¢ calculado en un punto de la érbita periddica con nimero de
rotacién £ . Supongamos que lim; oo £L —» p . La conjetura de Greene es [4]:

e Si lim; .o Res; — 0 existe IRC con niimero de rotacién p .

e Silim;_.o Res; — +oo No existe IRC con niimero de rotacién P .

e Si lim;—.oc Res; — Cte. 7# O define el valor critico del pardmetro para el IRC con nimero de
rotacién g .
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Es hahitual. tomar como ién de nu

os de rotacidén ﬁ-“- que convergen a p la sﬁcesién
obtenida del desarrollo en fracciones continuas de p : esto es, si p lo escribimos como:

= @ + ———————
’ ¢x+—7—3=:

+ Sgtres
con a; € N !, entonces definimos a EL como:
Pi ) 1
— = ag + -
n; o1+ o2
3 as+ Yo =

Por comodidad, la expansién en fracciones continuas la denotamos como: p
2. Esta expansién tiene las siguientes propiedades [40]:

n lao;a‘iaz!...ln..l .
i (B - p)(B2x —p) < 0.
fi. |pintiva — pesami|l = 1.

El método de G para determinar el pardmetro critico Ko respecto a un nimero de
rotacién, consiste en fijar el valor del residuoc en Res_u = 1 y determinar el valor del pardmetro K

para el cual la Srbita periédica EL tiene este realduo (6rb|ta de tipo eliptico). Para la aplicacién

= [ao;cx.éz," 'l y

_lt.ndnd ¥y p igual a la razén i.\u-en, este criterio da un valor de K¢ =2 0.971635406 . El método

de los residuos es heuristico y local. .
Mackay extiende este criterio al caso de intervalos de rotacién [39] Tomemos doa Sibitas .
periédicas con nimero de rotacién igual a £ .y "7 con |pn’ — p'nl=1. Si |Rel| > 1 o |Res'|>» 1-
entonces "probablemente” no existe IRC en el intervalo de rotacién (£, ",] Este proceso puede
iterarse al tomar los siguientes subintervalos, [”, %] ¥y [{.’—'_E{'.L,, "5'1] » ¥ & estos subintervalos les

aplicamos el mismo criterio. El proceso se repite en cada subintervalo mientras Res ~ % . Este
método de subdividir los intervalos define un érbol binario conocido como &rbol de Farey.

IV.2.8 Criterio del cruce del cono.

Este método estd fundamentado en la teoria de Aubry-Mather. El criterio se basa en que dos

estados minimales distintos s6lo se pueden cruzar una vez ( segin el lema fundamentel de Aubry,
seccién 11.9).

La idea consiste en tomar dos estados diferentes, x y x’ . Si los estados son minimales, deben
cumplir las siguiente relacién:

SiZpn — Ty €O ¥ Zmil — Tpnyy P 0> Tonpt — Tony >0 VI>1 .
Utilizando esta idea, Mackay y Percival establecen el siguiente criterio [41): Si z,, — z,- .

0
N w =
Zent1t — Thop1 > 0Y Tt — Thayt < O para‘algin { > 1, entonces x o X’ no pertenccen a ningin
IRC. Para este criterio tomamos |Z,n — Z),| ¥ [Zm+1 — Tiy 41| suficient

. Este criterio puede expresarse de otra manera: Sea

te pequeiios.

D% = min -—————‘tlz""” —Zm
+ T XYy  Zem — zh, ®

iSalvoas €E Z .



entonces, si

T bl — Tpng ey < D%
. Tentt — Tpnis *
para algin ! > 1 , implica que x y x’ no son Srbitas que pertenezcan a un IRC.
La razén de llamarle "método del cruce de cono™ estriba en que z!, define direcciones de los
2 del espacio tangente de z,,. ; €l segmento z,,

!, corresponde a la proyeccién de un vector
del espacio tangente de z,,. sobre el cilindro . Dos de estos vectores definen un cono (ver figura

1). Si un vector dentro del cono superior se aplica sobre el cono inferior del espacio tangente del
punto xm-4t con { > 1 , ento 3 no corresponde a un IRC.

Mather utilizé este criterio para la aplicacién standard [27], analizando el valor del parémetro
pata el cual el criterio indica la no existéncia de IRC con I = 2 : si el pardametro K es mayor que
un K’ , entonces se cumple que z,,, — z!,, SOy Tomta — Thpyy > O implica que 2,43 — z), 42 <0
para todas las érbitas x y x’ . El valor que estima Mather para K'es K’ = 3 .

Mackay y Percival [41] implementaron un algoritmo formal para determinar el valor de K’ con
1 > 2 . Estudian el cornportamiento de los vectores del espacio tangente de conjuntos de érbitas.
Las érbitas estdn contenidas en un paralelepipedo que se aplican en el interior de otro mayor.

Estiman un cono dentro de cada paralelepipedo (Zn, Zm+1) fijando 62, = x4, — s =0 :

D7) = (min / max)26z,m+1 + _8_2(_:&8:
Zm+1

Para la aplicacién standard, f(z) = £ sin(2xz) (ver figura 2). Al iterar el paralelepipedo se
examina el comportamiento del cono :terado.

D}:{ =) (tmn / max)28x,, 41 + 8 (zm+t)

[- F )

- 1
Exenit + BF—/-_—)- .

siendo D}*’ ) 1a méxima (resp. minima) pendiente de los extremos del cono en el paralelepipedo
1-é8imo (241, Tem+141) - Si el cono I-ésimo queda invertido respecto al cono original, entonces no
existe IRC dentro del paralelepipedo original. Mackay muestra que para K > 23 no existen IRC
en la aplicacién standard. Las iteraciones las realiza numéricamente.
Utilisando la forma de F™ descrita en la seccién II1.5, podemos 13

e directamente este
criterio. Sea F'™ como se describe en la proposicién 111.9, entonces tenemos que:

EZp iy = ne — zx‘ 2(—1)’ Z: (—)”'9 (e, Dx

x {'m(-oﬁ + (s, — l-—l)’m)z 0r+ss—(?')% + cos(s,p + (.- + 8.41)%wm) io"%%} »
=1 =

donde A, .kt .8, ¥ Ga.(k,i) estin definidos en la proposicién I11.9 , ¥ Znet1 = Tm+p . Examlnmdo :

los términos de orden € , con € <« 1 , obtenemos que:

Te(n, k) = (n - E K* 2(—1)’ 2 (< )"‘2"9.(1: D cos(s,.p+ (8, — -._;)z...))
=0 2:=0 Aen.e

Entonces, si 7T.(n,k) < O para n = n’ y K = K’ no existe IRC para 1a clausura del conjunto de

érbitas determinado por (T, Zm+1 = P + Tme) .
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IV.2.4 Métodos formales.

Siguiendo con la teoria de &rbita minimales de las aplicaciones tipo twist en el plano, Mather
introduce la diferencia de la accién AW, que corresponde a la diferencia entre el estado minimax
mondétono con nimero de rotacién g y ¢l estado minimal mondtono con el mismo nimero de
rotacién. Mather prové que AW, es una funcién continua sobre los irracionales (p € IR\Q’) [28] .
Si la diferencia de la accién AW, vale cero, Mather demuestra que existe IRC con el nimero de
rotacién p . En cambio, si AW, # 0 implica que la 6rbita minimal es un cantoriano {42]. Si para
un nimero de rotacidn po irracional con AW,, = € > O, entonces existe un § > 0 tal que para
todo p € (po — 5, po + 8) N(IR\Q) no existe IRC con ese nimero de rotacién p . Esto resulta de la
continuidad de AW, con p € R\Q.

Para debermmar AW, con p irracional, se puede calcular AW,,; con hm,,, Ja—e (dnferencla.
de accidn entre Srbitas periddicas hiperbélicas y elipticas). Sin embargo, atin no se conoce si
lim oo AW, /4, converge a AW, (mddulo de continuidad).

En la aplicacién standard no existen ventanas en ¢l espacio de pardmetros para el cual existen
IRC excepto el comprendido entre (— K¢, Kc) con K¢ calculada por Greene. Goroff mostré que
para K > 2v/1 + x3 | el conjunto de Srbitas minimales tienen una estructura uniforme hiperbélica
{38] . Esto significa que en cada punto de las érbitas minimales periédicas.de periodo m & N , el
espacio tangente ea dividido por un cono, donde f™ aplica direcciones expansivas en expansivas y
lo mismo para las contractivas.

Boyland y Hall utilizan la monotonia de la Srbitas para dar un criterio de existencia de IRC
[43) . La existencia de érbitas no monétonas en un mtervalo de rotacién lmphca. la no existencia
de IRC. Una érbita no monétona {x} suficient cer a una érbita con niimero de rotacién
irracional {x’} la debe cruzar més de una vez: si z,, < !, ¥ Tont1 > Zli, 41 ENLONCES o g < T, 4y

» Jo cual implica que alguna de ellas necesariamente es no monétona. De igual manera, muest.ra
que la existencia de érbitas minimales cantorianas (tipo 2,, con p irracional) implica la existencia
de érbitas no moaétonas con nuimero de rotacién u tal que lim;_.oc — p . Esto determina la
existencia de una zona de inestabilidad de Birkhoff."

IV.2.8 Solape de resonancia.

Este método esta enfocado a flujos hamiltonianos de dos grados de liberdad ( o grado y medio)

.y fué desarrollado por Chirikov [36] Sin embargo, puede ser utilizado para difeomorfismos por
medio de una ién de Poi

Sea un hamiltoniano H([I,0,t) = Ho(l) + H:(I,6,t) con H, periédico en & y t , el cual
expresamos como una doble serie de Fourier:
Hi(1,0,8) = > Vi aeflme—ne) |
nmed
El cambio de la accién I y del éngulo @ respecto al tiempo es:

I P P > (Emm)eitme-na
n.mez

donde wo(I) = 28l . Consid 0s 1a r ancia qwo(Z,) —p = O con p,q € Z: i solo incluimos
dicha resonancia en la perturbacién, en un entorno de I ~ I, obtenemos:

nmel

H = Ho(I) + Vi (I, )ef 19?79



Haciendo el cambio canénico ¢ — pt = ¢ ,cuya funcién generatriz es F(I,¢) = —(I — I,)(!‘i'i'—‘) R
obtenemos el hamiltoniano H :

.ﬁ = Ho(!;'&) - %(1 — L)+ Vpeet? .
Si lo desarrollamos en torno a I, , con ' = %’;ﬁﬂ- obtenemos:

B = Ho(L) + 2~ LY +Vpu(L)e* . B
La parte real de Ia ecuuci&n anterior define la ecuacién de un péndulo, cuya méxima amplitud (en
direccién de la accién) es Al = 25 /Vp (1) - :

Supongamos dos resonancias préximas I, ), ¥ Ipeyg tales que | Ipyg— Lpiyor| < A(A L 14+ DTpeyqr)

. Esto implica que ambas resonancias se solapan. Chirikov conjetura que no puede existir toros
invariantes entre ambas resonancias.

En el caso de la aplicacién standard, se le puede suspender formalmente un flujo hamiltoniano:

H(1,0,0) =11 — Fcoa(zx0) 3 6t —m)

2 ’
ax neZ
donde §() es la delta de Dirac. Como cada V,,; = (£7) , entonces el solape entre dos resonancias
principales vecinas (principal porque q=1) tiene lugar cuando |1, — I¢| = 1 < (AL, + AL) ,

el valor del parimetro para el cual ocurre el solape es K > x2/4 = 2.5 . Por lo tanto, no deben

existir IRC cn la aplicacion standard. Lichtenberg mejora este método al considerar el solape de -

resonancias de orden mayor (dos y tres) [5] .

IV.2.6 Esquemas de renormalizacién.

Mackay introduce un criterio para determinar la existencia de IRC por medio de operadores de

renormalizacién dplicados a una familia uniparamétrica de aplicaciones (U, T') definidas de R? a
R? . E] operador de renormalizacién 1o define como:

N. | U =BTB-1
Ne =1 7' = BT™UB-?

La transformacién B es un cambio de coordenadas (escalamiento). Tomando a U como el lift de
una. aplicacién twist F , y a T como una traslacién R(z,y) = (= — 1,y) , obaervamos que:

Ne Nao_,-..Nay = (Ba FI*~3 RP~-1 B} B, Fi~RP~B;!) ,

siendo [ao;a1,03,...,8,] = B2 y B, es la composicién de los sucesivos cambios de coordenadas.
Esta renormalizacién se puecfe interpretar como la imagen de una pequeiia regién al aplicar varias
veces F , la cual se escala adecuadamente. Existe una relacién entre las tranformaciones B y el
nd o de rotacién: si [ag; a1, -] = p entonces B; con § — oo reescala como dominio un entorno
de la érbita con nimero de rotacién p .

Para estudiar el operador de renormalizacién, define una base en el espacio funcional dada por
monomios z'y’ y un orden sobre dichos monomios. Encuentra un punto ‘ﬁjo trivial de N; , que
corresponde a un twist trivial (T) y (U) , y B un recscalado por —yenzy —32 en y , donde v s
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la razén durea. Para estudiar la estabilidad de este puunto fijo respecto a N3 , calcula la derivada
funcional:
§U* = BsT B
DN, =
8T’ = BSTUB~*+ BDTyp-: -8U B~}

Sobre la base elegida, interpreta los vectores propios, los cuales generan a las aplicaciones de los
siguientes tipos:

i. Aplicaciones que conmutan.

ii. Aplicaciones que conserv;an ares.

iii. (i)+(ii) maés la propiedad de autointerseccidn.
iv. Aplicaciones simétricas que conmutan.

v. Transformaciones de coordenadas.

. Combinaciones de todas 1a anteriores.

Los valores propios asociados indican que este punto fijo es estable, y ademés DN, es un operador
compacto en ese punto fijo.

Numéricamente encuentra otro punto critico del tnpo hiperbdlico. Los valores propios aso-
ciados indican que tiene una variedad inestable de dimensién 1 y corresponde al subespacio de

lamientos. Mackay conjetura que si tenemos una familia uniparamétrica de aplicaciones Fy
» al aplicar los operadores (N1)*N,,_,Na._j ---Na, sobre Fx y R con § — oo , la familia Fx
(de dimension 1 en el espacio funcional) se aproxima a la variedad invariante inestable del punto
crftico (ver figura 3). En el limite, se converge a la variedad invariante. Esto significa que todo
entorno de una érbita cuyo niimero de rotacién es p = {ao; a1, *+,8,,(1)°°] ea idéntico al generado
por la variedad inestable vista como una aplicacién uniparamétrica.

Mackay conjetura que un IRC con niimero de rotacién p con p = [ap; a1, -, a,, (1)°°] existe

_si el parametro K es tal que la aplicacién Fyc converge al segmento de la variedad inestable que
conecta el punto critico y el punto fijo estable.

Para argumentar esta conjetura, aplica el esquema de renormalizacién en la accién de la apli-
cacién standard. Verifica que si K es tal que la Fx converge hacia el punto fij ijo estable (por la
variedad inestable) , la difcrencia de la accién AW, converge a cero.

Otro esquema de renomalizacién fué estudiado por Escande {8] . En este caso, la renormal-
isacién se aplica a un flujo hamiltoniano de un grado y medio de libertad. El modelo que Escande
elige es el sistema de una particula sometida a un potencial debido a una onda longitudinal con
velocidad de fase 1 y nimero de onda k . El hamiltoniano asociado es:

H(v, zx,t) = %u’ — M cos(z) — Pcos(k(:: — 1))

Escande afirma que este hamiltoniano es no integrable debido a las miiltiples resonancias asociadas
a él.

Para determinar la existencia de toros invariantes, Escande propone rcescalar el entorno de
una resonancia especifica con el fin de obtener un retrato fase del entorno escalado similar al del
sistema inicial. Esto significa que tanto la posicién, €l mor to y el tiempo deben reescalarse
por medio de una transformaciéon canénica, via la funcién generatriz F(I,z) = Iz + seain(z)
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Utilizando técnicas similares a Chirikov sobre la ecuacién universal de fase (36] , obticne un nuevo
hamiltoniano, similar al primero pero con las constantes reescaladas:

H'(V, 2", t') = %(o’)’ — M’ con(z’) — P’ cos(k’'(z' — ¢'))

donde M’ y P’ son funciones de M y P y el elemento a; de la expansién en fracciones continuas

del nimero de rotacién del toro investigado. También k' se transforma en funcién de a; .
Este método de r

la to elige dos resonancias del conjunto infinito de éstas asociadas

al aist , ignorando todas las demas. Sobre esta resonancias (coeficientes de Fourier elegidos)

-e eonsttuye el nuevo hamiltoniano. En cada paso de renormalizacién se considera el siguiente
to de la exp i6é

en fracciones continuas del nimero de rotacién investigado.
La conjetura de Escande sc refiere a Ia convergencia de las constantes M’ y N*

. Si unade estas
constantes converge a 0 , entonces el sistema reescalado converge a un sistema nntegrable

i . Easto
significa que el entorno de la resonancia estudiada puede conjugarse con un sistema integrable y
por lo tanto existen toros invariantes en dicha resonancia.

La conexién con aplicaciones en el plano puede lograrse via una aplicacién de Poincaré. Al
igual que Mackay, Escande conjeturn la existencia de un punto hiperbdlico respecto al operador
de renormahzaclén en el espacio funcional de hamiltonianos. Existe un punto fijo estable, el cual
repr un sist integrable (péndulo). El hamiltoniano original, visto como una familia uni-
paramétrica con parémetro € , se toma como H, = Ho(I) + ¢H,(I,0,t) . Al reescalar esta familia
en el entorno del toro cuyo nimero de rotacién es la razén durea, se aproxima a la variedad invari-
ante inestable del punto hiperbdlico. Los elementos de la familia que tienen un toro invariante,
son aquellos que reescalan cerca del segmento de variedad invariante que une los dos puntos fijos.

IV.3 Meétodo de 1a obstruccién.

En la ién terior

trarmmos los criterios mas conocidos sobre la destruccién de IRC en las
aplicaciones tipo twist en el plano. Los métodos que permiten estimar con mayor precisién el valor

dcl pardmetro crftico son heuristicos y pueden llevar a contradicciones si éstos se utilizan sobre
otro tipo de aplicaciones ( por ejemplo, determinar la Gltima curva invariante en el entorno de un
punto fijo eliptico en Ia aplicacién de Hénon conservativa [52] ). Por otro lado los métodos formales
son dificiles de implementar en forma algoritmica y slgunas veces se tiene que recurrir a métodos
heurfsticos para logra su funcionamiento. (por ejemplo, para los mnétodos de renormalizacién o
minimizacién, no se conocen las propiedades de convergencia). Ademds, estos métodos no son

claros desde un punto de vista topoldgico o geométrico, principalmente porque la mayoria de

dichos criterios se aplican en el limite, eato quiere decir que con un nimero finito ‘de pasos no
podemos decidir sobre la existencia de un IRC.

Por las razones anteriores, decidimos desarrollar un critério de no existencia de IRC que t.uvnera
las siguientcs propiedades:

i. Que fuera concluyente para un mimero finito de iteraciones.

ii. Que fuera dindmicamente claro.

Que fuera capaz de estimar el valor del pardémetro critico con una precisién arbitraria y para
cualquier niimero de rotacién.
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El método de la obstruccién estd fundamentado en la no coexistencia de IRC y puntos hete-

roclinicos que pert alasr ancias vecinas en el entorno del IRC. Dicho de otra manera,

los puntos heteroclinicos obstruyen la continuidad de la IRC. A continuacién describimos formal-
mente eate método de la obstruccidén [44]

Sea fix una familia de aplicaciones tipo twist conservativa sobre el cnhndro, donde K es el
- parfmetro. Denotemos por Fy el lift de esta familia de aplicaciones, la cual podemos escribir.
como: ’

_ 2=z+y+gx(z) ., I=y+ox(x),
donde gx (z) es una funcién 1l-periédica de promedio nulo. Para simplificar, consideremos que

#x(z) es una funcidén analitica. Es claro que Fx es un twist, puesto que .&Ln,px(z y) > O con
II; 1a proyeccién sobre la i-ésima coordenada.

Por el teorema de Birkhoff sabemos que una IRC es la grifica de una funcién continua Lipschitz
(seccién 11.6) , a 1a que llamamos ¢(z) . Por lo tanto y = ¢(z) define 1a IRC. El nimero de rotacién

asociado a este IRC es p ¢
pe tin MFR(zé(=)) - =

_—e T oo n

C t.odo tad
con p; = EL

monétono minimal con p € R\Qes el limite de estados monétonos minimales
y limi—oo pi — p . Podemos escoger dos estados mondtonos con niimero de rotacién

P1 » P32 E btal que p € (p1, p3) (estos estados existen por el teorema geométrico). Genéricamente,

los estados con nimero de rotacién p, y pu corresponden a 6rb1tu periédicas de hpo eliptico e
hiperbélico.

Lema IV.1 (de conectividad) Sea F el lift de la aplicacién standard. Entonces para toda érbita

periddica mondtona ¢ hiperbdlica eziste una curva continua formada por segmentos de las var-

sedades invarsantes de los puntos hiperbidlicos. Dicha curva rodea ¢l cilindro y cornapomle ala
_grdfica de una funcién continua.

Demostracién lama 1z
To nd

o de rotacién de la 6rbita periédica a p = £ | Consideremos el anillo A,
definido por Ao = S! x [p;1, p2] donde el intervalo [p;, p2] esté deﬁmdo de manera que £ sea igual
amin, n{$lreZ, celhl,.e[p;,pz]}

Ut; 'zmdo la proposicién I11.8, podemos determinar F"(z, y) definida sobre Ao . Por la
proposicién 111.19 existe una transformacién ¢.'. tal que conjuga a F™ con el difeomorfismo definido

sobre Am :
2o = 2. + eV asin(2xrnz) + O(e3+?) , (av.)
2=pt+z+e¥nz. + O(?¥) ,

donde " = 2 sinespary vh = n§1 si n es impar. Por lo tanto, siguiendo la proposicién 111.20, las
érbitas del difeomorfismo (1) estin contenidas en la grifica de las Srbitas de la ecuacién diferencial

# = —nasin(2xxz) a orden O(c¥+?) . Por lo tanto, a dicho orden, las variedades invariantes de los
puntos hiperbélicos perédicos tienen conexién homoclinica.

Consideremos la ecuacién (1). Entonces, solamente puede ocurrir una de estas dos situaciones:
i. Existe conexién homoclinica entre las variedades invariantes.

ii. Existen puntos homoclinicos .
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Si alguna de. estas dos-condiciones no
del area. En efecto,

diera, entc se violarfa la hipétesis de conservacién
supongamos que para un valor de K = ¢ existe algin IRC . Entonces se
considera el area A bajo los segmentos de variedad invariantes estables hasta el punto b e inestable
hasta el punto a , més el segmento ab (esto para las n variedades estables e inestables), y acotada
por abajo por la IRC (ver figura 4). Por conservacién de drea m(F(£)) = m(A) (donde m(E) es la
medida del conjunto E en el cilindro). Pero por la dindmica en las variedades, la medida de F(A)
disminuye (o aumenta) respecto a A si el punto b — ¥ y a — a’ , ya quec por la IRC no puede
cruzar ninguna érbita. Esto es contradictorio, por lo tanto las variedades deben tencr conexién
homoclinica o interseccién transversal entre ellas (es decir, existencia de puntos homoclinicos) (ver
figura 5).

En el cano de conexién homocl(mca., escogemos como curva continua la unién de las separatrices
superiores. Para el caso de las intersecciones tranversales, tomamos los segmentos de las variedades
invariantes estable e inestable superiores desde el punto hiperbdlico hasta el primer cruce entre
ellas (ver figura 6). En ambos casos obtenemos una curva cerrada continua que corresponde a la

gréfica de una funcién continua ¢(z) = y (es una grifica porque a orden O (e%+1) la separatrices
del péndulo lo son).

Esta construcién de ¢(z) = y que hemos hecho para un K particular, la podemos extender a
un entorno de valores del parametro , ain mds alld del valor del pardmetro critico. Aqui debemos
considerar que las variedades invariantes cambian de forma continua y diferenciable respecto al
parémetro K debido a que el difeomorfismo es analitico [33] o

Conjetura IV.2 La demostracidn del lema 1 se hAa realizado bajo la suposicién de que F es la

eplicacidon standard, sin embargo para euolquur aplicacsidn analitica tipo twist conservativa debe
cumplirse el lema.

Lema IV.3 (de 1a obsatruccién.) Sean xo y x; puntos periédicos hiperbilicos que pertenecen a

un estado mondtono de un difeomorfismo conservativo Fyc tipo twist gue depende de un pardmetro.
El ndimero de rotacién de xo €8 po = 29- y el de x; €8s p; = ﬁ‘- con po,pi,no,n1 € N . Sila
variedad invariante inestable de xo (W* o ) y la variedad invariante estable de x, (W*x, ) tienen

snterseccidn no vacia (es decir, existen puntos Aeteroclinicos), entonces NO eziste IRC con nimero
de rotacidn p € {po,p1] -

Demostracién lema 3 : Supongamos que existe IRC con mimero de rotacién p. € [po, p1] ¥

que ea gréfica de la funcién ¢ () = y La grifica de cualquier funcién continua Lipschitz ¢(z) = ¢
la denotamos como Gé¢ .

Consideremos un camino continuo Xp5x; que une al punto xo y X3 con el punto heteroclinico s
» el cual esté formado por la unién de un segmento de W4xp y un segmento de W*x; . Por el lema
1 y utilizando la conjetura 2 (si no se trata de la aplicacién standard), existe una funcién continua
#0 , cuya gréfica coincide con segmentos de W* Fj (x0) ¥ W“Fx(xo) con s =1,2,-++,n0 — 1 (ver

ﬁgut; 6). De igual forma, existe ¢3 cuya grafica comcnde con segmentos de W“F}c (x1) y W*FL(x1)
conjy = 1,2,--+-,m; —1

. Por lo tanto G¢o y G¢,; son curvas continuas (tipo Lipschitz) que rodean
al cilindro .

Es claro que G¢. %o5x; = 0 , G [N1Gdo = 0 y Go.NGe¢1 = @ . Esto implica que tanto
$c(z) — do(x) como ¢.(z) — ¢1(z) no cambian de signo. Como p; > p. tenemos que:

Ty Fx(z, $1(z)) — 1 Fre(z, $c(2)) = $1(z) — $c(x) > 0

para todo z € S? . De igual forma, 8i p. > p1 obtenemos que ¢.(x) — $o(z) > 0 . Por lo tanto
Xp5xi debe tener interscccién no vacia con Gé¢c , lo cual es un absurdo. [m]

67



Lema IV.4 Con los mismas AipStesis de lema 3, sean x3 y x3 otros puntos persddicos hiperbdlicos,
gue pertenecen a drbitas mondtonas, y cuyo nimero de rotacidn ea respectivamente pz y pa , con
- la condicién de cstar contensdos en el intervalo de rotacidn (po,p1) , €8 decir po < p3 < pa < p3
. Si Wexo ¥y W*x; tienen puntos heteroclinicos para el valor del pardmetro Ko , entonces W¥xg gy
Wrxs también tienen puntos het linicos para el mismo valor del pardmetro.

Demostracién lema 4 : Sean G¢o y G¢; definidas como en el lema 3, las cuales definen un
dominio de inestabilidad de Birkhoff (i.e. no existe IRC entre ambas curvas [7] ). Haciendo la

misma t idén del 1 , obt

las curvas continuas ¢3 y ¢ (a partir de las variedades
invariantes de las i imagenes de x3 y x3 ). Como £2 < B2 < B2 < B tenemos que para toda z € St
se cumple que: -

So(z) < $3() < $3(=) < $1(2) -

Entoncu G¢z y Ge¢s definen un dominio de inestabilidad. Sea U, un disco de radio ¢ > O centrado
en x5 ; entonces para todo € > 0 :
W¥xa nU. #F0 .

Sea V = U, .z Fi, (U:) . Usando la nota 5.9.3 de [7], tenemos que G¢a(NV # 8 . Como esto es

cierto para todo € > 0 , obtenemos que G¢s (I Whxy # @ . Por lo tanto, Wuxa (Y W*x3 # 0 , es
decir, W¥x3 y Wexs t toe het linicos. )

P O8

Nota IV.E Utilizendo los mismos argumentos del lema {, se puede demostrar gque:

Wexo[ \W'xa #0 , Wixa[ | W'x1 #0

Lo mismo podemos decir para xs .

Lema IV.8 Sea p; una sucesién de nimevos racionales tal gue:
i.pi=2 ,conpi €N .’
6. limy oo s = 9 con p € R\Q.
$ii. lp— pival < lp—pil -
tv. (p— piv1)(p —pi) <O.

Tomemos un s € N ¥ scan X y Xi41 puntos periddicos hiperbdlicos, que pertenccen a JIrbitas
mondtonas, y cuyos nimeros de rotacidn son p; ¥ piy1 (respectivamente). Sea K un valor tal que

para K < K; estos puntos no tienen puntos hetevroclinicos y que pare K > K los Ray. Entonces,
para todo 5§ > i tenemos gque K; < K .

Demo-traclbn lema 6 : Para todo 5 > u tenemos que p; , p,..., (=] (p.,p....;) Si X; ¥y X412
tienen puntos heteroclinicos para K > K; , por el ]

los tienen. Entonces es claro que K; < K .

>8 que X5 ¥ Xj41 también
a

Corolario IV.7 La sucesién de valores del pardmetro { K;} cs decreciente:

Ki12K32Ks2---2K;2--->0

(:1.)

+ + e apS—

o+ A
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Demostracién corolario 7 : Aplicamos el lema 6 para todos€ N . . - D

Para determinar el valor del parémetro critico Kc para el cual no existe IRC con nimero de
rotacién p , podemos escoger la sucesién p; como la expansién en fracciones continuas de p . Asi:

# = [ac;a1,a3,a3,--?] y pi=[s0;a1,83,---,ai] .

Entonces, pars cada ¢ debemos encontrar el v-lor del p-.rimetro K; para el cual x; y %;4+1 , con
ndmero de rotacién p; ¥y pi+1 (respectiv te), ti la primera tangencia heteroclinica ( es

decir, x; ¥y x;41 tienen una tangencia heteroclfnica para K = K; y no comparten heteroclinicos
para 0 < K < K, ).

Definicién IV.8 (Criterio de 1a obstruccién.) Sea p; la expansidn en fracciones continuas de °

» , tal gue K, cs ¢ valor del pardmetro para ¢l cual los puntos periddicos hiperbilicos mondtonos
con némero de rotacidn p; y p;+1 tienen la primerae tangencia Aeteroclinica. Por el lema 6 y el
corolario 7, la suceaidn {K;}2, cs decreciente. Entonces para limi_.oo Ki = Koo > O no eziste
IRC con nimero de rotacidn p , gy para 0 < K < Ko, la hay.

Obviamente , es imposible detectar la primera tangencia de dos puntos periddicos hiperbdlicos
mondétonos (HMPP) porque debemos extender infinitamente las variedades. Por lo tanto debemos
introducir una tangencia particular que determine un valor inico del pardmetro.

Sea xg y x3 HMPP y W¥x0 y W*x; sus respectivas variedades invariantes, las cuales expresamos
en términos de un pariametro:

Xg = (Eo(‘)- "0(‘j) ’ Wox, = (E: (t)l m (t)) »
con s,tc R (0} y : _
(fo(o)’ "0(0)) = %o ’ (Ex (0), "l(o)) =x3 .

Las funciones &5 y n; (con j = 0,1 ) son funciones analiticas si Fyr es un difeomorfismo analitico
[ss] .

Definicién IV.9 (Tangencia de la primera lengua.) Liamames tangencia Aeteroclinica dc la -

.primere lengue a la tangencia gue pasa para valorcs de t = to y # = 8o tal que:

. (€0(#0),n0(20)) = (&1(t0).71(to)) .
5. (£¢€0(00), $n0(80)) - (—E71(to), £ E1(20)) = O ( donde *-* es el producto escalar).

sis. La eur;mtura de Wixo (resp. de W*x, ) para O < t < to (resp. O < 8 < 80 ) tiene el mismo
signo 3 .

v. Tomamos a K; como el valor minimo de K para el cual se suceden las tres condu:wnn
.-tcnona.

En la figura 7 (a) mostramos la tangencia heterocl(mc. en la primera lengua para la aphcac:én
‘standard y los HMPP con nimero de rotacién £ gy 13 . En cambio, la figura 7 (b) muestra una
tangencia en otra lengua.

2 Esta condicidn no tiene porqué cumplirse ni es esencial pero en los cilculos efectundos con la aplicacidn standard
se ha visto que sirve para definirla ¢ in de la pri a b de forma univoca.
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. Nota IV.10 Genéricamente, #i xg .y x; son HMPP g estos puntos tienen tangencia heteroclinica

en la primera lengua para el valor del pardmetro Ko , existe § > O tal que W=xo (T Whx, # © pare

valores del pardmetro |&o — K| > & (comn 1 denotamos la interseccion tranavcnal} Adn mds,
eomo Xo ¥ X3 fienen puntos Aeteroclinicos, entonces las lenguas de orden superior intersectan cada
entorno del punto de tangencia de la primera lengua de W?xpo y W¥x; .

Conjetura IV.11 Seo I.(. el valor del pardmetro para el cual los HMPP con nimero de rotacion pg

Ie{....; tienen tangencia Aeteroclinica en la primera lengua. Entonces conjeturamos gue la sucesidn
{IK:}) es estrictamente decreciente.

Nota V.12 Debemos notar que aungue {K;} no sca una sucesidn estrictamente decreciente,
entonces inf K; < inf K, . Por qemylo, la figura 8 muestra la tangencia en la pnmcru lengua para

HPMM con nimeros de rotacion § y %5 . Los HPMM con nimero de rotacion 12 g :M han tenido
tangencia Aeteroclinica para un valor del pardmetro menor. Los resultados numéricos verifican
esta conjeture para diferentes IRC.

Nota IV.13 Sca la sucesion {K;} . _Para cada valor de K = K; no existe IRC con nimero de
rotacién p . El limite de la sucesién Ko, ¢s una cota superior de K¢ .

IV Método numeérico.

En esta seccién describimos como implementar el criterio de la obstruccién en forma numérica.
Para calcular K., para un IRC particular debemos seguir los siguientes pasos:

i. Localisacién de los HMPP con nimero de rotacién p; y pi+1 -

ii. Expansién de las variedades invariantes locales.

iii. Continuacién numérica de las variedades invariant

iv. Determinacién de la distancia entre las va.nedades de loe HMPP para poder decidir si estédn
en tangencia.

Los pasos anteriores se repiten para otros HMPP con nimeros de rotacién iguales a las
saproximaciones de p .

De esta forma obtenemos la sucesién {K;

IV.4.1 Puntos periédicos monétonos e hiperbélicos.

En primer lugar debemos encontrar los HMPP con mimero de rotacién p; = EL para un valor
de K . La forma maés simple de hacerlo es utilizar la descomposicién de la a.phcu:nén en dos
convoluciones F = I, o Iy (seccién 11.3 ). Al menos un punto de la érbita periédica esta contenida
en las lineas de simetria definidas por Ip ¢ I, . Por lo tanto, la biisqueda de los HMPP se reduce a
un problema de una dimensién. Para el caso de la aplicacién standard, las lineas de simetria son
z2=0,z= % ,z=%yaz= ‘L—— . Para determinar el punto periédico sobre estas lineas se puede
utlhza.r una norma adecuada y encontru el cero de la funcién (F*(x) —x) sobre la linea de simetria
(via el método de la secante), o bién minimizar la accién unpomendo como triceion el punt

inicial y final (sobre la linea de simetria). Las experiencias numéricas muestran que el met.odo de
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la secante ea més estable que el de minimizacién de la accién, en particular para valores propios

muy grandes de los HMPP. Métodaos tipo Newton también pueden ser utilizados para localizar
HMPP altamente inestables {56].

IV.4.2 Variedades invariantes.

Para ¢l caso de los HMPP con perfodo alto se requiere un tiempo de cémputo muy largo n'

intentamos extender las variedades invariantes a partir de su aproximacién lineal (por medio del

vector propio ). Debemos por lo tanto aproximar las variedades invariantes por gréficas de una
funcién y = @m(z) descrita como un polinomio de orden m en x :

¥ =ém(z) = v +2¢.-(z — zo)*

’

é=o
donde (xo,y0) es el HMPP. Para obtener la funcién ¢(z) utilizamos la definicién de variedad
invariante:

Mz /™ (x, $m(2)) = ém (M F*(z, ¢m(x))) , (av.2)
donde n es el perfodo del HMPP.

El lift de la aplicacién f™ (o sea F™ ) lo podemos representar en el entorno del HMPP por su
serie de Taylor hasta orden m :

- _ l 'tI
nrnen = 32 o (R ew) G- sl w . V)

con r = 1,2 . Las derivadas parciales se pueden obtener en forma recursiva a partir de las derivadas
parciales de F calculadas en los puntos Fé(zp,y0) con '€ ==0,-+--,n — 1 . En el apéndice 1 de este
capitulo mostramos la forma que obtener dichas derivadas.

Ahora, reemplazando en (2) la aplicacién F7 definida en (3), podemos determinar de manera
recurrente los coeficientes a; de la expansién de ¢m(x) . En el apéndice 2 de este capftulo estdn
especificadas las relaciones de recursividad, donde a; se determina a partir de F™ en (3) y de los
coeficientes a; con j = 1,---,¢ — 1 en la expresién (2).

IV.4.83 Continuacién de las variedades.
" Tomemos un punto sobre la variedad invariante local, definido en el intervalo en z :

[y FE"(x0 + €, P (z0 + €)), 20 + €] , :
donde tomamoe +n para la variedad invariante estable y —n para la inestable. Esto define un
intervalo fundamental sobre la variedad. Iterando el intervalo fundamental, podemos extender la
variedad hasta completar la primera lengua (es decir, cuando la curvatura de la variedad cambia

de signo). Finalmente interpolamos los puntos sobre la variedad con splincs cilibicos para obtener
una curva suave.

IV.4.4 Distancia entre las variedades.

Una vez que tenemos calculada la primera lengua de W*x; y W'x;4, , podemos determinar la
distancia entre las lenguas. Utilizando la interpolacién de los spline ciibicos calculamos la diferencia

entre los dos palinémios. La distancia la definimos como el valor minimo de esta diferencia. SI
Qichas lenguas se cruzan, la distancia minima seré negativa.
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IV.4.5 Ciclo.

Para cada valor de K obtenemos un valor de la distancia . Esta determina una funcién continua del
valor del parimetro K € R a los reales (Ia funcién es continua porque las variedades invariantes

bian continua y diferenciabl te respecto al pardametro debido a que Fx es analitica respecto
a las coordenadas y al pardmetro [33], ademaés la interpolacién por splines ciibicos es de clase €2
). Buscando el cero de esta funcién obtenemos Ia tangencia de la primera lengua. Con el método
de la secante [45] p determi K; hasta la precisién deseada.

IV.4.6 Secuencia.
Repeti los p
Esto nos permite d

1) al 5) para los HMPP con nimero de rotacién p; ¥ pi+1 para s =1,2,--- .
t minar la i { .}

IV.5 Resultados numéricos para la aplicacién standard.
Para provar la ventajas del método de la ob

ién, amos la aplicacién standard. Varios
IRC fueron estudiados con este criterio, en particular el IRC con nimero de rotacién igual a la

razsén durea. Los resultados numéricos anteriores permiten conjeturar que es la idltima IRC en
desaparecer.

Los resultadaos éricas obt

dos con este método muestran propiedades de reescalamiento

en la convergencia del pardmetro critico, como también propiedades geométricas relativas al valor
propio de los HMPP.

Los IRC investigados los podemos dividir en tres categorias:

e IRC nobles, es decir, aquellos cuya expansién en fracciones continuas (CFE) esta compuesta

por 1 a partir del elemento ¢-ésimo. En particular la razén Aurea pertenece a este grupo de
nidmeros.

e IRC con nimero de rotacién que tienen una CFE compuesta por un mismo elemento (en
particular, 2 y 3).

e IRC que tienen una CFE periédica.

En todos los casos, utilizamos aritmética de cuidruple precisién, con un error méximo en la
posicién de las HMPP de 10737 y un error similar para determinar el intervalo fundamental en
las variedades. Minimizando el tiempo de cémputo, encontramos que el grado de la expansién de
las \{:ﬂednde- invariantes éptimo es m = 4 , y el error maximo en la lnterpolacuin por spline de
10T .

IV.5.1 IRC con mimero de rotacién igual a la razén Aurea.

Tomamos la CFE de la razén durea cuya expansion estd compueata. exclusivamente por 1
sucesién p; estd determinada por el truncamiento de orden s de la CFE de 4 = > 2
valores de i coinciden con cocientes de términos consecutivos de la sucesién de Fibonacci. :
Desade s = 2 hasta ¢t = 15 obt.uvnmos los valores del pardametro K; . Estos valores los podemos
ver en la tabla 1. La sucesién K; converge aparentemente en forma geométrica.

La
Estos

Evaluamos la
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razén de convergencia §; definida como:

& = Kivr — R
K R-—l : )
La razén §; converge a un. valor constante (ver tabla l) SI fijamos el valor de la razdn 8§ = 615

para s > 15 y extrapolamos, podemos estimar el valor de K. como Koo = 0.971636 . Este valor
es aproximadamente igual al obtenido por Greene (seccién 2).

También podemos ver que 8,5 e8 muy cercano a v , 815/~ =2 0.99448 . Evaluamos también el
residuo de los HPMM en la tangencia heteroclinica. Para K = K; y p; , denotamos al residuo de
este punto como Res;,; , ¥y para el de p; 3 con el mismo valor del paridmetro Res;, 4 . Observando
1a tabla 1, verificamos que Res; ; y Res; ;11 tienden a un valor constante cuando s crece. El cociente
Ss = Res, ;/Res, ;1 parece converger a un valor constante si s — oo , en este caso, S; — 0.549...
si § — oo . Podemos verificar que S; converge geométricamente.

El resultado anterior parece indicar que para la tangencia heteroclinica en la primera lengua

para diferentes ¢ , la geometria de la tangencia se repite a escala més pequeiia. Esto indica que
este método presenta un fenémeno de autosimilaridad

Debemos remarcar que la tabla 1 y posteriores sSlo mostramos las seis primeras cifras signi-
ficativas de los valores obtenidos.

IV.5.2 IRC nobles. ) .

Para analizar c6mo domina en este criterio la cola de 1a CFE en los diferentes pardmentros, como
& , Res;,; ,etc. , estudiamos IRC con nimero de rotacién tipo noble. Los nimeros utilizados son
de la forma:

Py = ‘0; 9,1,3,1,---] = lo; ' 9> (l)w]
Estudiamos las IRC con nimero de rotacién p,.s ,P4,6 ¥ py,7 . Al igual que el caso anterior,
evaluamos para cada IRC las sucesiones {K;} {S:} , {Ren: s} y {Res;;+1} . En las figuras 9, 10 y
11 mostramos la convergencia de §; , Res;; y Res; ;1 cuando § crece

Para estas IRC, a partir de un valor de ¢ grande, el fenémeno de autosimilaridad y reescalamiento
es igual al del caso de la razdn durea.

IV.5.8 IRC no nobles.
Los nimeros de rotacién que tomamos en consideracién son aquellos que tienen una CFE cuyos
elemtentoes son todos iguales (i.e. p. = [0; (a)®®] , con @ > 1 ). Deseamos investigar sus propiedades
de convergencia respecto al método de la obstruccién.

En particular, analizamos el caso de las IRC con numeros de rotacién:

e p3=[0;(2)"]=VZ—-1204142....

e ps = [0;(3)=] = ¥43=2 =~ 0.3027....

En cada caso, calculamos las sucesiones de valores del parémetro {&;} y los resnduos {Res._.} y
{Res;;4+1} - Esto datos los podemos observar en las tablas 2 y 3. Es natural que el nimero de
elementos calculados sea menor que en el caso de la razén durea. La razén es que la CFE converge
més répidamente en el caso de niimeros no nobles y asf en pocos pasos obtenemos nimeros de
rotacién con periodos muy altos.

En ambos casos obtenemos una razén de convergencia de {£;} préxima al niimero de rotacién:
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o Para p3 : §; =~ 04787 sis — o0 .

o Para p3 : §; =~ 0.291 8i¢ — oo .
Esto indica que ambas sucesiones convergen geométricamente.

Para estimar el valor del pardmetro critico, fijamos el iltimo valor de §; e iteramos hasta
obtener el valor limite:

e Para p3 se obtiene Koo 22 0.957447 .

o Para p3 se obtiene I-{ =~ 0.882257 . _
El comportamiento de los residuos es similar al caso aureo. Los residuos ﬁes.-,e ¥ Res,; 41 convergen
répidamente a un valor constante en forma geométrica (ver tablas 2 y 3). La razén de convergencia
es cada caso es:

o Para p3 , S; =2 0.347820 cuando § — oo .

o Para p3 , S; =~ 0.251971 cuando s — oo .

Para est confirn el fené6meno de autosimilaridad y reescalamiento. Por los ejemplos

mostrad teriorn , todo parece indicar que la "cola” de 1a CFE es la parte que gobierna la
convergencia y reescalamiento de las resonancias hacia el IRC.

IV.6.4 IRC con CFE periédicos

Finalmente estudiamos IRC cuyos nimeros de rotacién ticnen una CFE periédica. Estos niimeros
los representamos como p = [0; (@1,a3, -+ ,8m)°°] , lo cual significa que la secuencia (a3,a3,- - ,a,n)
se repite indefinida t

Los perfodos sclecionados son (2,1) , (3,1) , (3,2) ¥ (2,1,1) . Esperamos observar en estos

ejemplos un comportamiento que combxne los casos anteriores. Los resultados estén expuestos en
las tablas 4,5 ,6y 7.

En todos lo. casos observamos que la razén de convergencia &; tiene tantos puntos de acumu-
lacién como longitud de periodo de la CFE. Es natural definir la razén de convergencia de esta
otra forma:

’ &™ — m+- - k
* Ki - .-—m ’ .
donde m es la longitud del perfodo. En todos los casos, §{™ parece converger a un valor constante.
Tomando un mimero de rotacién, cuya CFE es periédica (ai1,---,am) , entonces el limite de §™
es préximo al producto [17-; pa, » donde p,, = {0;(a:)*°] . En el caso de los IRC estudiados en
esta i6n te >s estos resultados:

i. Periodo (2,1) : §2 =~ 0.262670 ~  pap; = 0.2560 .

ii. Periodo (3,1) : §2 =2 0.205749 ~  p3p; == 0.1871 .
iii. Periodo (3.2) : 62 =2 0.119685 ~ p3p3 22 0.1254 .
iv. Periodo (2,1,1) : 52 == 0.155556 ~  p3(p1)? = 0.1582 .
Sobre ¢l comportamiento de los residuos Res;,; ¥ Res; i+1 debemos notar que convergen a tantos

puntos de acumulacién como elementos tiene el periodo de la CFE.
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Tabla IV.1: Sucesién 1,1,1,...

n| Pn Pr+1 K, L &n Res, . Res,, o2
2| 2/3 3/5 ~1.326626 -0.694465_ | -1.266627
3| 3/5 5/8 1.165048 -0.635144 | -1.208576
4| 85/8 8/13 1.085169 | 0.494301 | -0.658421 | -1.160677
518/13 13/21 1.040234 | 0.562529 | -0.641524 | -1.194757
6 | 13/21 21/34 T1.013046 | 0.60504G | -0.653180 | -1.172093
7 | 21/34 34/55 0.996923 | 0.593061 | -0.645622 | -1.186590
8 | 34/55 55/89 0.987076 | 0.612808 | -0.650782 | -1.178554
® | 55/89 89/144 0.981093 | 0.606031 | -0.647420 | -1.183125
10 | 89/144 144/233 0.977430 | 0.613199 | -0.6149274 | -1.179617
11 | 144/233 | 233/377 0.975192 | 0.611134 | -0.648131 | -1.181773
12 [ 233/377 | 377/610 0.073818 | 0.613860 | -0.648833 | -1.180450
13 | 377/610 | 610/987 0.972975 | 0.613086 | -0.648403 | -1.181260
14 | 610/987 | 987/1597 | 0.972458 | 0.614116 | -0.648666 | -1.180764
15 | 987/1597 | 1597/2584 | 0.972140 | 0.613818 | -0.648505 | -1.181067
Tabla IV.2: Sucesién 2,2,2,2,...
”n | Pn Pr+1 kn Sn Resn,pn Resn a1
2 | 2/5 5/12 1.100089 -0.470191 | -1.375662
3 15/12 12/29 1.011318 -0.475989 | -1.354572
4| 12/29 29/70 0.979930 | 0.353459 | -0.472700 | -1.365228
5 | 29/70 70/169 0.066585 | 0.425556 | -0.474226 | -1.360535
6 | 70/169 | 169/408 | 0.961179 | 0.404785 | -0.473580 | -1.362493
7 | 169/408 | 408/985 | 0.958072 | 0.408260 | -0.473846 | -1.361690
8 | 408/985 | 985/2378 | 0.958070 | 0.408770 | -0.473737 | -1.862014
Tabla 1V.3: Sucesién 3,3,3,3,...
n | Pn Pn+1 K, 6n Resn,n Resn,nti
1]11/3 3/10 1.073727 ~0.360027 | -1.456069
2 | 8/10 10/33 0.941849 -0.365146 | -1.446520
3 [ 10/33 33/109 0.905810 | 0.273281 | -0.364994 | -1.446497
4 | 33/109 | 109/360 | 0.805306 | 0.291782 | -0.364953 | -1.446715
5 | 109/360 | 360/1189 | 0.892190 | 0.295135 | -0.365161 | -1.449215
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Tabla IV.4: Sucesién 2,1,2,1,..
n Pn Prsl kn sn' Resy . Resn,n+1
3 3/8 4/11 1.080201 -0.633317 | -1.236220
- 4] 4/11 11/30 0.996771 -0.488494 | -1.230738
[ 11/30 15/41 0.975805 -0.617239 | -1.271063
6 | 15/41 41/112 0.954894 ~-0.495081 | -1.213848
7 | 41/112 56/153 0.949580 | 0.251215 | -0.612207 | -1.280731
8 | 566/153 153/418 0.944127 | 0.257130 | -0.496996 | -1.209315
[ 153/418 209/571 0.942737 | 0.260919 | -0.611170 | -1.284093
10 | 209/571 571/ 1560 | 0.941298 | 0.262670 | -0.497501 | -1.208159
Tabla IV.5: Sucesién 3,2,3,2,...
n Pn Pa+1 kn Sn Res,..n Re‘u,n-'-l
2 | 2/7 7/24 0.968055 ~0.380360 | -1.360852
3 7/24 16/55 0.927112 -0.450009 | -1.464424
4 16/55 55/189 0.906459 -0.383909 | -1.350152
5 55/189 126/433 0.901619 -0.448459 | -1.472233
[:] 126/433 433/1488 | 0.899087 0.122763 | -0.384232 | -1.345957
7 | 433/1488 | 992/3409 | 0.898489 | 0.119685 | -0.448036 | -1.471389
Tabla 1V.6: Sucesién 3,1,3,1,.
nlPn Pri1 K [N Res,, .. Resn,n+1
1 1/3 1/4 1.289159 -0.635263 | -1.221281
2 1/4 4/15 0.971240 -0.383228 -1.276322
3| 4/15 5419 0.925345 -0.597572 | -1.293614
4 {5/19 19/72 0.870134 -0.394593 | -1.236420
S 19/72 24/91 0.861546 | 0.175362 | -0.586974 | -1.317640
6 |.24/91 91/345 0.850432 | 0.194869 | -0.397675 | -1.228016
7 | 91/345 115/436 0.848680 | 0.201664 | -0.584905 | -1.323665
8 115/436 | 436/1653 | 0.846378 | 0.205749 | -0.398300 | -1.226453
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IV.6 Conclusiones.

El método de la obstruccién lo clasificamos como un método formal. Para cada valor de K;
podemos asegurar la no existencia de IRC en el intervalo de rotacién considerado. También es un
método local, porque podemos estudiar cada IRC individualmente:

*  Podemos analizar el método de la obstruccién desde diferentes puntos de vista. A continuacién

mostramos algunas conclusiones al comparar este criterio con otros (expuest.os en la seccién 2)
desde un punto de vista particular.

IV.6.1 Visiéon geométrica.

El método de la obst ién puede considerarse como un criterio similar al utilizado por Chirikov.
La tangencia en la pnmera lengua de las variedades es en cierto modo equivalente al umbral del
lape de r , con la difer ia que en tro caso lo aplicamos a difeomorfismos en vez
de flujos. Sin embnrgo, fujos Y difeomorfismos estén relacionados por una seccién de Poincaré.
Si ambos métodos son equivalent t el método de solape de r ancias puede scr
arbitrariamente preciso al considerar resonmclu de orden superior.

IV.6.2 Visién de autosimilaridad.

Loe resultados numéricos expuestos en la seccién $, muestran un comportamiento de autosimilar~
idad al reescalar en forma adecuada el entorno de la tangencia heteroclfnica. Para el caso 1,2 y

»
3 de la seccién 5 observamos que, en la tangencia heteroclfnica, la razén de los residuos converge
rdpidamente a un valor constante.

De forma similar, la razén entre el logaritmo de los valores propios converge a un valor constante
(puesto que el residuo converge). Ahora, para Fi{ (donde b; es el minimo comin miiltiplo de
los perfodos de los HMPP ) tenemos tangencia heteroclimca., donde los valores propios de las
variedades invariantes son A; ¥y A;+1 ,y para F"’ tenemos también tangencia heteroclinica donde
los valores propios son Ay y Aj4+1 - Sise cumple que:

Jog(X:)  _ _log()))
Tog(Ai1) ~ log(Aj+1)
entonces puede existir una conjugacién topolégica local a la érbita de Ia tangencia dé ambos
difeomorfismos: Fk o, ; = P; ;0 F" ( 1a demostracién de este teorema estd en {46] ) . La

conjugacién @, 5 la podemos mberpretar como un opcrador de renormalizacién en ¢l entorno de la
tangencia.

Podemos concluir que el criterio de la ob-truccnén permite, de una forma natural, una inter-
pretacién de renormalizacién. El esquemna de renormalizacién que proponemos es d:ferente al de
Mackay {9] , porque el valor del pardmetro del difeomorfismo cambia a cada paso dc la renormal-
izacién. La funcién que realiza el operador &, ; sobre un elemento de la familia del.difcomorfismo
Fpe , en el espacio funcional, es llevarlo hacia el punto fijo hiperbdélico del operador.

IV.8.3 Visién variacional.

El significado de la tangencia heteroclinica lo podemos encontrar en la teorfa de las érbitas
mondétonas, ya que pertencce a la unién de dos segmentos de variedades invariantes que se pucden
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representar- como la gréifica de unn funcién . Esta tangencia pertenece a un estado monétono
minimal. Tiene iados dos ni os de rotacién, el de HMPP g; (si utilizamos el difecomorfismo
Fk‘ ) y el del HMPP p;,, (ver figura 12). Esto significa que dicho estado es del tipo 3a segiin la
clasificacién de Katok (seccién 11.8).

IV.e.4 Meétodos formales.

En la seccién 2 describimos algunos métodos de deteccién de desaparicién de IRC. Definimos los
métodos. formales como aquellos que aseguran la no existencia de IRC tras un nimero finito de
pasos. El criterio de la obstruccién es formal porque para cada valor del pardmetro K; aseguramos
la no existencia de IRC (de hecho, la existencia de heteroclinicos en un entorno de la tangencia y
Ia continuidad de las variedades ante variaciones del parametro, implica que no existe IRC para un
entorno de K ). Por lo tanto, el limite de K; es una cota superior del pariametro critico Ko < Koo

IV.6e.5 Métodos locales.

Los métodos locales son aquellos que permiten detectar existencia de IRC en un intervalo de
rotacién arbitrariamente pequeiio. E] método de la obstruccién pertenece a esta clasificacién.
Respecto a la precisién con la que podemos determinar la cota superior del parametro critico es
similar a la de los métodos heurfsticos més precisos ( en pnticula.r, el método de los residuos). En
principio, la precisién es arbitraria. Sin embargo no sabemos si lim;_., Ky — Kc — 0. Esto es

dificil de determinar porque no tenemos buenas cotas inferiores para las cuales K¢ > Kinr ¥y que
exista IRC cuando K < Ky, .

IV.6.6 Zona de inestabilidad de Birkhoff.

Una.sona de inestabilidad de Birkhoff es un conjunto conexo en el cilindro, el cual esti limitado
. por dos IRC y no existe en su interior ningina otra IRC (7] . Como vimos en el lema 3, la tangencia
heteroclinica de dos HMPP con nimero de rotacién £ y & "-‘- define una zona de inestabilidad. Este
dominio debe estar contenido en otro mayor necelarument.e Segin Boyland y Hall {43] , en una
.aplicacién tipo twist en el anillo si no existe IRC con mimero de rotacién p entonces existen rbitas
no mondétonas (no Birkhoff ordenadas) con nimero de rotacién £ suficientemente cercano a p .
Debemos esperar que el entorno de una tangencia heteroclinica de dos HMPP con niimero de
rotacién L y ‘1;- existirén Srbitas periédicas no monétonas (o sea, Birkhoff no ordenadas) cuyo
nudmero.de rotacién esté contenido en el intervalo de rotacién p € (L4, £L) . Esta propiedad de Ia

tangencia la demostramos en el capitulo V, el cual esté deducado ala d'inémlcn en el entorno de
las tangencias heteroclinicas.

IV.7 Apéndice 1

En este apéndice indicamos como se calculan las derivadas de orden superior de una composicién
de funciones.

Sean f(x) y g(x) dos funci suficient

diferenciables de RN a RY | con x € RV

Queremos calcular la derivadas parciales de la composicién f(g(x)) suponiendo que conoccmosi

78

1o ——r-



ESTK TESIS Mo DEBE
SALR DE (A BIBLIGTECA

las derivadas de f(x) y las de g(x) . Llamamos I, a la proyecc:én de la ¢-ésima cootden.da, y

definimos f;(x) = IL; f(x) , z; = I;x ¥y gi(x) = M;g(x) ,cons=1,.--- N.
Definimos: o™
Fias .oz, mem = OYar - OVan LYy =o(xo) »
04;02.02, -0 = 'a—;“—_a,”_.a—x.—ﬂu‘(x)lx=xn ,

Jiros.02 - 0m = -67.:—?:‘—6‘:/-‘ ° 9(%)lx=x, »

con oy =1,---,Nya; =-l,-'°,N .

Por lo tanto, las derivadas de Ia posicién de funci son:
- "e
Jisos.05.0 00 = 2 L3 PRL TR TS ngan(.(m.n))) ’
=0 =1
donde {ndi petidos implica suma. El conjunto de indices {s, a;} esta definido como:

i. L’:’;x{.(alon)} = {.l).zﬁ"'l.n} .
ii. {s(a,n)}N{s(a:i,n)) =Osil#i.

iii. {o(a;,n)} representa la a de partici n objetos diferentes (o sea, el conjunto de
fndices {s;,---,8,} ) en m subconjuntos ax , donde cada a, es el nimero de subconjuntos
que contiene k objetos, cumpliendo la restriccién siguiente:

n=a;+ 2az + 3as + -+ mam .

Esta fé6rmula es una extensién de la f6rmula de Fai di Bruno para funciones de R en R [35] .

IV.8 = Apéndice 2.

En este apéndice mostramos la forma de calcular los coeficientes de 1a variedad invariante-escrita

como la grifica de la funcién y = ¢(x) , donde ¢(z) es un polinomio de z . Sea f™ la aplicacién
n-ésima escrita como una serie de potencias de z y y . Definimos:

Mfa(y) = 3 azz'y (v.4)
$+J<m
nz!m(zv v)= 2 Bi ;= ‘v, ‘ (1v.5)
- SFIEm :
#(=) = Zb.-z‘ . (iv.e)
=0

"donde el punto periédico lo hemos trasladado al origen. Substituyendo (4), (S) ¥y (6) en (2)
obtenemos la siguiente relacién: .

i4i<m =0 y+e<m nz=0

3 o [‘z:; bgz']‘.z-" - f_:h [’ D B {f: bz }j z‘] “= o (IV.'I?
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Utilizando las relaciones de productos de serics {35] podemoo .grupar (7) por potencias de z |, con
lo cu.l obtenemo. una serie de potencias de z :

1) !
5__% 2. i€ (B - Z:;ib.-e {L}ns| =0 . av.s)
n= $.5.820 = :
e =
@2
Sit el conj {r} = {(P1.P3,---,p.} , entonces el conjunto £ {p} lo definimos como:
e{P)"" = 2 “H sTepgl
P23, 20 =

tal que '

¢
29|l=t b4 Zn:j.
=1

Por |iltnno, {L} e el conjunto deﬁmdo como:

La = 2 ﬂ,_,",ke{b}.., .

J.o v 20
atra=h
25
Todos los coeficientes de las _pot ins de =z en (8) deben ser idénti te nulos. Esto nos da
m + 1 relaci para det los " + 1 coeficientes b . Deb

notar que paran’ = n > 1l en
(8) , el coeficiente b, aparece en forma lineal y depende de b,,»» con 0 < n*” < n’ . De esta manera

podemos calcular uno a uno los coeficientes b . Para el caso de n’ = 1, tenemos que b cumple una
. ién de do grado. Las dos raices reales estdén asociadas, respect.wamente, a la variedad
estable e inestable del HMPP . Si las rafces son complejas conjugadas, el punto periédico es de tipo

eliptico, y entonces ¢(x) = y representa la gréfica de una seccién de curva invariante hométopa a
un punto.

Debemos sefialar que la serie de potencias que representa la grifica de la funeién v = ¢(z)
tiene un radio de convergencia r, ~ 5‘; donde n es el periodo del punto hiperbdlico . Este

radio lo calculamos de forma heurfstica. Al expander las variedades invariantes de diferentes
puntos hiperbdlicos, verificamos a partir de la serie de potencias en = obtenida, que su radio de
convergencia no excedia la distancia del punto eliptico (del > periodo) mas préximao, es decir
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Tabla 1V.7: Sucesién

 2,1,1,2,1,1,...
nien Pt R 6 ~ Resp,m | Respnta
2] 1/3 2/5 1.302717 -0.656262 | -1.148995
31 2/5 5/13 1.0968353 -0.461895 | -1.342430
41513 7/18 1.041419 -0.651754 | -1.202505
51 7/18 12/31 1.009960 -0.667858 | -1.117147
| 61 12/31 31/80 0.983275 -0.454372 | -1.371805
7 | 31/80 43/111 0.975183 -0.659711 | -1.186312
81 43/111 74/191 0.970501 -0.6862477 | -1.126748
9] 74/191 191/493 0.966364 -0.456155 | -1.36€6039
10 | 191/493 | 265/684 0.965101 | 0.149548 | -0.658234 | -1.189030
11 | 265/648 | 456/1177 | 0.964362 | 0.155556 | -0.663407 | -1.125146
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: Capfitulo V

DinaAmica en el entorno de los

cantorianos.

V.1 Introducién.

En los capitulos Il y IV hemos estudiado algunas propiedades de los conjuntos invariantes (de tipo
minimal) cuyo nimero de rotacién es irracional. Estos conjuntos sélo pueden ser de dos tipos, IRC
© un conjunto cantoriano. En ambos casos, cualquier érbita contenida en el conjunto es densa en
éste.

La dindmica en el entorno de un conjunto cantoriano es el tema que nos interesa en eate capftulo.
En la transicién del JRC a un cantoriano estia involucrado el comportamiento de las variedades
invariantes de los punto hiperbélicos del entorno. El método de la obstruccién permite entender
como se crean los agujeros en los cantorianos, permitiendo la difusién de las érbitas a través de
dichos a;ujero- Mackay , Meiss y Percival [47] estudiaron el transporte de Srbitas a través de
los agujeros analizando la dinémica de las variedades invariantes: La diferencia de la accién AW
debida a las érbitas tipo 22 , las cuales se localizan en las variedades estables e incstables de
los HMPP con mimero de rotacién 2 , coincide con el transporte de érbitas a través de dichas
varicdades. Esta técnica permite cuant.:ﬁcn 1a difusién a través de cantorianos. Chirikov evalua
los coeficientes de difusién a partir del inicio del caos (es decir, de la desaparicién de la Gltima
IRC) utilizando las técnicas de teoria de perturbaciones en flujos [36,48] .

Los métodos anteriores estin basados en teorias que no permiten examinar en forma clara la
dindmica en el entorno de un cantoriano. Por otro lado, el método de la obstruccién nos conduce
& pensar que esta dindmica estd gobernada por las variedades invariantes de los HMPP cerca del
cantoriano.

El existir una tangencia heteroclinica, implica que existe un nimero infinito de puntos het-
eroclinicos. Es bien conocido en difeomorfismos, que en el entorno de los puntos homoclinicos
transversales, hay dinidmica conjugada a un shift de Bernoulli [15,26,53] . Por lo tanto, nos in-
teresa mostrar que también para las tangencias heteroclinicas es posible encontrar un conjunto en
el que 1a dindmica sea conjugada a un shift. De esta forma podemos asegurar que en el entorno de
las variedades invariantes tenemos caos local. Este hecho concuerda con el caracter hiperbdlico de



los cantorianos [?]: Supongamos que tenemoa don HMPP con mimero de rotacién p; y pz y que
comparten puntos heteroclinicos. Entonces todos los HMPP cuyos niimeros de rotacién pertenez-
can al intervalo (p;, p3) deben compartir puntos heteroclinicos entre ellos. Asf, toda sucesién de
HMPP cuyo nimero de rotacién converge a p € (p1,p,2) N R\ Q comparten heteroclinicos. Por lo
tanto, en el entorno de estos puntos hay conjuntos en los que la dinimica es conjugada a la de un
shift. En el limite, estos conjuntos ” cubrirdn” todo entorno del cantoriano con nimero de rotacién

El trabajo de Boyland y Hall referente al rompimiento de IRC [43] , demuestra que existen
érbitas no ordenadas cuyo nimero de rotacién es préximo al del cantoriano. Nos interesa relacionar
la aparicién de estas 6rbitas con la aparicién de tangencias heteroclinicas. De esta forma podemos
entcender la naturaleza y la dinidmica de las érbitas mal ordenadas. Estas Srbitas no existen cuando
el sistema es integrable. Van apareciendo a medida que las IRC desaparecen.

Este capitulo lo dividimos en cuatro partes:

- En la primera parte consideramos un HMPP que tiene una tangencia homoclinica. En el
entorno de ésta mostramos que hay conjugacién con un shift (utilizando dindmica simbélica).

ii. La siguiente utiliza los resultados de la anterior para aplicarlos al caso de una tangencia
heteroclinica entre dos HMPP.

iii. La tercera parte muestra que casi toda érbita periédica que pertenece al entorno de una
tangencia heteroclinica estd4 mal ordenada.

iv. En 1a cuarta discutimos cuestiones adicionales sobre ordenacién de érbitas para K > K¢ .

V.2 Tangencia homoclinica.

En esta seccién describimos la dindmica del entorno de un HMPP conjuntamente con el entorno
de una tangencia homoclinica cuadrética debida a las variedades estable e inestable del punto.
Mostramos que existen conjuntos en el entorno del HMPP que se aplican sobre ellos mismos
for: do bandas verticales y horizontaleds. Utilizando técnicas de dindmica simbélica podemos
mostrar la existencia de un nimero infinito de érbitas periédicas contenidas en un conjunto can-
toriano. Esta dindmica es conjugada a un shift de Bernoulli. ]

Sea Fjy una familia uniparamétrica de difeomorfismos definidos sobre el cilindro $! x R y
donde K es el parimetro. Cada Fg es un difeomorfismo que conserva el area y es de tipo twist.
En particular Fp es un twist trivial, es decir, es integrable. Definimos las coordenadas sobre el
cilindro como (@,r) €S2 x R .

Sea p un punto periédico hiperbélico de FK con ndmero de rotacién E (ast Fi(p) =P )-
Llamamos W“(p) y W*(p) las variedades invariantes de p (locales). Suponemos que éstas tienen,
para un valor del parametro K , una tangencia homoclinica que llamaremos 8 con la posicién rela-
tiva mostrada en la figura 1. Este tipo de posicién relativa es el que se da en el caso heteroclinico.
Otros casos homoclinicos pueden ser considerados con un ligero esfuerzo adicional.

Si los valores propios de DFy(pP) , A y A~ ! , son reales diferentes de 1 , existe una cambio
de coordenadas local en un entorno de p , (8,7) — (£,¢)) tal que, en un entorno de radio ¢(p)x
de p (B(p.<(P)x) ), W“(p) coincide con el eje £ y W*(p) coincide con el eje ¢ (teorcma de
la variedad estable [33]), tal como muestra la figura 1. Igualmente, en un entorno del punto
de la tangencia cuadritica de radio e(8)x (B(s,e(8)x) ), existe un cambio de coordenadas local
(0.7) — (n,v) donde las variedades invariantes W4(p) y W*(p) se rcpresentan como grificas de




funciones cuadriAticas (paribolas), como se indica en.la figura 2. Definimos dos sectores T, y T,

en ¢l entorno de s tal que T, T, C B(s,e(s)x) . Los conjuntos T; ,con s = 1,2 , estin definidos

por el drea acotada por W*(p) , W¥(p) y un segmento de recta 2; Que es ortogonal al eje ¥ y que
corta a las variedades ( ver ﬁgura 3).

Lema V.1 Ezisten entcros n y m tal que las imdgenes de T = T, N T, obtenidas por FP(T) y
Fi™(T) , tienen snterseccion no nula en B(p,e:(p)x) y en el interior de esta interscccion ezisten
dos bcndcl Rorizontales Hy y Ha (paralelas al eje € ) , y dos bandas uerucalec Vi y Va2 (paralelas
al eje ¢ ) gue cumplen con las siguientes condiciones:
. i N H; =0 sid£ 5 .
W VinV; =0 sic# 5.
wi. H;NV; #£ 0 paras,5=1,2.
sv. FRY™(H;) c V; parai=1,2.
v. Fgr~™(Vi) c H; parai=1,2. -
Las fronteras verticales de H; (resp. V; ) se aplican en las fronteras verticales de V; (resp.
H; ), paras=1,2 .
wii.

Las fronteras horizontales de H; (resp. V; ) sc aplican en las fronteras vertocolca de V; (reps.
H; ), para s = 1,2 .

Demostracién 1 1: T >s ¢l conjunto T y examinemos su imagen Fi (T) parai > 0
. Como s pertenece a T y s es un punto homoclinico, podemos encontrar un valor g5 = n € IN
tal que FR(s) esté contenido en B(p, e(P)xk) y tal que la imagen de W“(p) , que esfrontera de T
» s suficientemente paralela al eje £ y es tangente al eje ¢ (por FE(s) ) . El A-lema nos asegura
que existe este entero n para el cual la imagen de W*“(p) (en el entorno de 8 ) es suficientemente
paralela al ¢je £ [33] . Igualmente, los tramos de rectas t; y t3 , al ser xterados por FR , son
suficientemente paralelos al eje £ , ver figura 4.

Asf F2(T) contiene dos bandu alargadas paralelas al eje £ que se unen en un punto ( concre-
tamente en F2 (8) ). Debemos considerar que la eleccién de las rectas &3 y 3 estd en funciénde n
¥a que necesitamos que F,'; (TYNB(p, ¢(p)x) t te a las dos bandas antes descritas.

De forma similar, existe un m = j¢ € N tal que la imagen de Fi™(T) son dos bandas
suficientemente paralelas al eje ¢ y que se unen en un solo punto ( Fi(8) ). Asimismo; la
eleccién de los tramos rectos &, y £3 estéd en funcién de m para que Fx™ (T)ﬁB(p,e(p)x) contenga
solamente estas dos bandas.

. Laa bandas obtenidas se intersectan en cuatro pequeiios rectdngulos . Tomemos un rectingulo
mayor que contenga a estos cuatro cuadrados en su interior al cual llamaremos R ( ver figura 5).
Sobre R , las fronteras verticales de las bandas verticales son grificas de una funcién, £ = e(s) .
Las fronteras horizontales de las bandas horizontales también son grificas de una funcién ¢ = ¢(€)

Lo que resta probar es que existen dentro de cada banda vertical una banda cuya imagen por
Fx ™™™ estd contenida en una banda horizontal en R (tal que sus fronteras horizontales se aplican
en lu fronteras horizontales de la banda horizontal, y las verticales en vert.lcales

Tomemos la imagen de R por Fx™ y FK . Estas iméigenes ti t ié
entorno de s . Escojamos dos rombos T, y T, tales que:

no nula en el

T, c FR™(R{(\FR(R) i=12 .
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Cada T, tiene cuatro lados paralelos a los Iados de FE"'(R)nF,"‘-(R) y el tramo de recta ¢t;
intersecta a '1‘ solamente en un vértice ( ver figura 6).

Por estar T; © T; , F3(T,) esth contenido en una de 1as bandas horizontales y FK"‘(T ) en una
de las bandas vertlct\ea .y sus fronteras son suficientemente paralelas al eje < y al eje £ . Debemos
escoger T; tal que FR(T,) intersecte ambas bandas verticales y también que Fi™ (T,) intersecte
ambas bnndu horizontales (ver figura 7). Los lados horizontales de Fg (T;) se aplican en los lados
horixountales de Fx™(T,) por la aplicacién Fx™~ "™ , y lo mismo sucede con los lados verticales.

Es importante notar que la seleccién de 'i‘ puede implicar una nueva el de rectas t;
¥ 83 ¥y también n y m , tal que la arista de 'I‘ que nnt-e ta a £ pla con lo siguiente. Si
;= T,N¢t; con i = 1,2 entonces:

H

Tie(FR(r3)) > M(Fr™(ra))
T (FR(r3)) < N (FK™(x3))

donde Il y TI; son las proyecciones sobre los ejes £ y ¢ respecti R i do a las
b.n_du asf obtenidas como:

H;=FRp(Y) y Vi=rFr™(1)

para i = 1,2 , verificamos que:

“Hi=Fgr~™(W) y Vi=FRY™(H)

donde los lados horizontales (resp. verticales) de H; se aplican en los lados horizontales (resp.
verticales) de V; .

=]

Definicién V.2 Seca une banda horizontal h (reep. vertical v) tal gue h < H; (resp. v C V;)
para algin i« = 1,2 . Suponemos guc las fronteras de h (resp. v ) son grdficas de funciones

lipochitsianas de ¢ pava los lados verticeles y de € para los ladoe Aorizontales. El didmetro de una
banda Ahorisontal h (resp. vertical v ) lo definimos como:

o Banda horizontal: . .
d(h) = %, l{ |Paun(€) — diat(E) } .,

8iendo Poup ¥ Sint las funciones cuyas grdficas coinciden con las fronteras honzontnlzn de ls
bande h en cl intervalo [€o, &1] -

e Banda vertical:
‘ d(v) = max { louals) - ac }

otendo iaq ¥ Pder las funciones cuyas gréficas coinciden con las fronteul verticales de la
banda v en el sntervalo [¢0,61] -

Lema V.3 Consideremos las Aipdteais del lena.1. Sea une banda h — H; para algini = 1,2 g

cuyo didmetro ce d(h) > O . El didmetro de la banda h; = FR+n(h) N H; es d(h) = vd(h) con
O<pr<1.



Demostracién lema 3 &1 En el entorno B(p,e(p) ) del punto.periédico hiperbélico p’, la
dindmica es conjugada a la de un punto hiperbélico de periodo ¢ . Las variedades invariantes
coinciden con los ejes ortogonales centrados en p (por el teorema de la variedad estable [33] ), a

los cuales les llamamos € y ¢ en el 1 terior. Sea A > 1y 0 < A~! < 1 loa valores
propios asociados a p . Consid la banda A con didmetro d(h) . Al aplicar Ft ala banda A
tenemos que:

FE(h) c B(p,e(p)x) .
¥ , por el comportamiento hiperbélico local, las direcci verticales se contraen con una relacién

0 < A~! < 1 y las horizontales se expanden con una relacién 1 < A, ver figura 8. Asi, el didmetro
de la imagen de h se reduce como:

d(FE(R) = A"%d(h) .
Sea | €] entero méximo tal que:
i. Para 1 < 5 < [ tenemos FIF(h) c B(p,<(p)x) -
ii. Para 5 > I tenemos FZ*(h) ¢ B(p,(P)x) -

El didmetro de h se reduce como d(F& (h)) = A~'d(h) . Paras € [({ + 1)q,m] , la imagen deo A se
transporta a lo largo de un entorno de la variedad W*(p) hasta el entorno del punto de tangencia
s . El didmetro de la imagen de A cuando se transporta a los largo de W% (p) (desde fuera del
entorno de B(p,e(p)sx) hasta el entorno B(s,e(s)x) ) se puede expander por un factor ¥ > 1 ,.
el cual esté acotado, el nimero de iteraciones que se realizan desde fuera de 8(p,e(p)x) hasta
B(s,e(8)x) es fijo (i.e. m — g(I — 1) fjo). o

Escogiendo un m suficientemente grande, obtenemos un lg suficientemente grande tal que
A-! .~y < 1. Esto quiere decir que el didmetro de la banda se ha reducido un factor A=? .y < 1 (
ver figura 9). _

Tomemos T; N Fi*(A) en el entorno B(s,¢(s)x) y transportemos esta seccién de banda hacia
H; cerca de la variedad estable W*(p) . Sea I’q < n tal que:

i. FRUTNFR(W) ¢ B(p,e(P)x)
ii. FEY(E,NFR () < B(p.e(P)x) »

donde F}:'*x)' (T; N\ F7(A)) es una banda horizontal en B(p, «(P)x) - :

El didmetro de la seccién de banda T; N FZ (h) puede incrementarse un factor 4’ y eate factor
estd acotado, el mimero de interaciones desde B(s,€(s) ) a la frontera del entorno B(p, e(p)x) es
Bjo (i.e. I'q fijo a lo largo de la variedad W*(p) ). Por otro lado , dentro del entorno de 8 (p, «(P)x)
» ol didmetro de la banda horizontal se reduce un factor A~! por cada iteracién de F} . Por lo
tanto, si se itan n — {I’q iteraciones para transportar el segmento de banda desde la frontera
de B(p,e(p)x) hasta la banda H: , podemos encontrar un n tal que A~ (3= . 4" < 1.

Por el lema 1, Fp+™(h) N H; es una banda horizontal contenida en H; (los lados horizontales
se aplican en lados horizontales de las bandas). Ademads tenemos que el didmetro de esta banda
se estrecha con un factor: -

. V=A”'-7-4\“(?"')-1'<1 .
Concluimos entonces, si A ¢ H; banda horizontal, con diametro d(h) , que Fr+*™(h) N H; es una
banda horizontal con diametro: )

dFRt™(h)NH,)=vd(h) conO<v<1 .




El caso para las bandas verticales, v.c V; con dnémetro d(v) , se demuestra. que Fp~™(v)NV;
‘es una banda vertical con diimetro:

d(Fx™"™(v) NV;) = o'd(v) con0 < <1

La demostracién es anéloga al caso de las bandas horizontales.

=)

Teorema V.4 Considerando las hipdtcsis del lema 1 y 3, para el difeomorfismo Fgn—™, re-
stringido @ Fx™~™ : B(p,e(pP)x) — B(p,c(P)x) , 3¢ cumplen las siguientes cﬁrmcc:onec.

. Les bandas verticales V; , con s = 1,2 , se aplican sobre bandas horizontales:

FRm—™(V:) = H;

Les fronteras verticales (resp. horisontales) de V; se aplican en fronteras verticales (resp.
Aorizontales) de H; .

6. Sea v una banda vertical, tal gue v C V; parea un i = 1,2 . Entonces, para cada s = 1,2
tememos gue: :

Frt™ ™M o)nV;=¢

»
donde O s una banda vertical no vacie, y existe un v constante, O < v < 1

» tal gque:
d(®) < vd(v) .

Sea h una banda Aorizontal, tal gue h C H; para uni = 1,2 . Entonces, pars cada § = 1,2
tenemos gue:

FS™ ™) nH; =h

b -
donde h ¢s una banda Aorizontal mo vacia, ¢ existe un 3’ constante, O < o’ < 1, tal gue:

d(R) < v d(h) .
sv. F, ,‘(_"'—") restringido a B(p, e(P)x) posce un shift o con cl[nbeto {0,1} como subsistema.

Ast F(_"_"') cs conjugado @ o via un Aomeomorfismo r del espacio de auceuonca S a un
vcukon)unto de” B(p,c(p)x)

F}‘—"—"‘) or=roo .
Demostracién teorema 4 : La parte (i) se d
La parte (1) y (iii) se demuestra aplicando el lema 3.

La parte (sv) se demuestra aplicando el teorema 3.1 de Moser [26], puesto que (s), (n‘) y (tn')
verifican las hipStesis del teorema.

a aplicando el le 1.

Nota V.83 El nimero de elementos del alfabeto es finito ({0,1}) , por lo tanto r(S) es un con-

Junto de Cantor. Esto significa que en R C B(p,e(P)x) ezistc un conjunto numerable de Srbitas
periddicas con periodo base m+n (i.e. existen Srbitas periddicas en R para todo | € N con periodo

I-(n+m) ).
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Nota V.8 Cuando el valor del pardimetro K del difeomorfismo Fy (para el cual se tiene tangen-
cfa homoclinica) aumenta en una cantidad € , sc tiene interscccion transversal en este sector de
las variedades ( ver figura 10). La construccién de las bandas horizontales y verticales podemos
conservarla ya que la regién R no incluye las imdgencs del punto de tangencia a . Para este caso
tenemos entonces dos puntos homoclinicos 8y y 82 ( figura 10). En los entornos B(si,e(s1)x) ¥
B(s3,¢(82)x) gque incluyen a 8, y a 83 respectivamente, existen cambios de coordenadas tales que
We(p) vy W*(p) son grificas de polindmios cuadrdticos. Asi los sectores T, y T, se eligen de
maenera similar al caso de la tangencia, limitdndolos por secciones de vectas t; y t3 ( ver figura
11). En el entorno B(p,e(p)ixc) las smdgenes de los sectores T, y T, se aplican de manera similar
al caso tangente. Seleccionamos el rectdngulo R tal gue sncluya la intersecciones de las imdgenes
de los scctores T, y T, . A partir de agus se puede continuar la demnostracidn del lema 1, lema 2
¥ teorema 4 de forma aendloga al caso tangente { ver figura 12).

De eatas observaciones concluimos que, para un intervalo del pardmetro K € [Kr, Kz + €],
con Ky el valor del parimetro para el cual tenemos la tangencia y ¢ > 0, la existencia de un
conjunto dé Cantor en el entorno del punto periédico hiperbdlico, p , es genérica.

V.3 Tangencia.s heteroclfnicas.

En esta ié tudi el entorno de una tangencia heteroclinica, la cual pertenece a las
variedades invariantes de dos HMPP de nimero de rotacién distintos.
Al igual que en la reccién 2, tormamos la familia uniparamétrica de difeomorfismos, Fy , que

esté definida sobre el cilindro S* x IR . Pedimos que Fjy sea una aplicacién conservativa y tipo
twist. Las coordenadas sobre el cilindro son (0,r) € S! x R .

Tomemos dos HMPP con ndimeros de rotacién p; = ﬂ [.;3 = ? reapectlvamcnte ( con

y

P1,P2 €EZ Y ¢1,92 € IN ) y supongamos que |p; — p3| < § L Supongamos, ademads, que existe
un intervalo del parametro [ K3, K3| tal que para K, existe una IRC con p € (o3, p2) , ¥y que para
K3 los dos HMPP pertenecen a una zona de inestabilidad de Birkhoff, la cual es conexa. Por lo
tanto, debe existir un valor del parametro K € (/;, K3) para el cual las variedades invariantes de
los HMPP tienen tangencia heteroclinica en la primeta lengua (seccién 1V.3). :

Seleccionamos un punto HMPP de la Srbita con nimero de rotacién p; , al cual llamaremos
P1 - Escogemos de la 6rbita de los HMPP con miimero de rotacién pz aquel HMPP que esté mas
cercano a P; en la direccidSn angular. Este segundo punto lo lamamos pj3 .

Sea K el valor del parametro para el cual la variedad invariante inestable de p3 (W% (p,) ) tiene
tangencia heteroclinica en la primera lengua con la variedad estable de pz (W*(pz) ). Debemos
recordar que el segmento de W*¥(p1) que va de p; al punto de tangencia coincide con la grifica

de una funcién suave. Los mismo podemas decir de W*(pz) , ya que suponemos que Fg es una
splicacién analitica.

V.3.1 Construccién de bandas.

El propésito de este apartado es construir, en los entornos de los puntos periédicos hiperbélicos p,;
¥ Pa, bandas horizontales que se apliquen en bandas verticales ( y viceversa), via sucesivas aplica-
ciones del difeomorfismo Fg . La dindmica en ciertos conjuntos de dichos entornos es conjugada
a un shift. Asi mostraremos la existencia de érbitas periédicas de cualquier periodo (miiltiplo de
un periodo base) , las cuales son préximas a p1 , Pz ¥ a la tangencia. En el caso homoclinico,
la variedad estable ¢ inestable pertenecen a un mismo punto. Ahora debemos considerar cuatro



variedades invariantes, la estable e inestable de cada punto p; (con i = 1,2’ ). La unién de estas
cuatro variedades locales forma un circuito cerrado, por donde se transportan las bandas. .Esto
significa que en el entorno de ambos puntos p; tenemos bandas horizontales y verticales.

Tomemos P, ¥y Pz como se ha descrito antes. Sea s ¢l punto de tangencia heteroclinico dado
por las variedades W*(p,) y W (p3z)

. Las otras variedades , W%(p,1) y W*(pz) , genéricamente
no tienen tangencia heteroclinica en la primera lengua para este valor de pardmetro. Sin embargo,

tienen interseccién transversal para otras lenguas (de forma genérica)! . Tomemos las dos primeras
intersecciones transaversales en las lenguas de orden menor. A estos puntos les llamamos r; y ra
( ver figura 13). Consideremos F7 , donde Q es el mfnimo comin miiltiplo de ¢, y g2 . Por lo
tanto, p1 ¥ P32 son puntos fijos para F

Sean B(pPi,e(Pa1)x) ¥y B(pz,c(pg)x) entornos de P1Y P3- Exnst.en cambios de coordenadas
en estos entornos tales que las variecdades invariantes locales coinciden con los ejes ortogonales
¥ la dinfdmica es topolégicamente conjugada a la de un punto hiperbdlico con un difeomorfismo
lineal [33] . También en un entorno de 8 , B(s, €(8)x) , hay un cambio de coordenadas tal que las
variedades invariantes locales coinciden con gréficas de funciones cuadréticas. Por iiltimo , en los
entornos de las intersecciones transversalesr; y r3 , B(r:,e(r1)x) y B(rsz, e(r3)x), respectivamente,
existen cambios de coordenadas tales que las variedades invariantes coinciden con la gréfica de
funciones cuadréticas ( ver figura 14).

el entorno B (s, ¢(8)x) los sectores T y T3 esté determinados por:
i. Segmentos de las variedades invariantes locales por el punto de tangencia.

ii. Por dos segmentos rectos t{ y t3 paralelos al eje n, , los cuales cortan a ambos lados del
punto s a las variedades, ver figura 15.

De manera similar determinamos los se;:totee T3 y TS enlos entornos B(x;,e(r1)x) y B(rz,e(r3)x.
por medio de dos segmentos rectos t] y t5 paralelos a los ejes »,, y »,, , los cuales cortan a los

ejes N,y ¥ Ny, ( ver figura 16).

Lema V.7 Ezisten enteros positivos n,m,l,d tales que las imdgenes del conjunto T* =
y del conjunto T" = T UTS i inter ion no nula en el entorno de B(pi,e(P1)x)
(B@1.c(P1)x) N Fic™ (T*)) [} (B(P1, e(P1) i) N FL(T7)) # @

Dec igual forma, tienen interseccidn no nuls en un entorno de B(p3,¢(pa)x) , esto es:

(B(P2, «(P3)x) N FR(T*)) () (B(P3.e(Pa)x) N FK*(T")) # ©

Ewn cotas interseccciones cristen cuatro bandas Aorizontales , dos de ellac Hp‘
eje € ( en el entorno de B(pi,e(Pi1)x) ) y las otras dos Hp’
entorno B(pa,c(Pz)x) ). También hay cuatro bandas vevt.calec vy ; paralelas al eje ¢

( en el entorno B(p1,e(P1)x) ) y VF? , VP2, paralelas al eje €3 (en ¢l ¢ntoﬂ|o B(pa,e(p2)x) .
Estes bandas cumplen con las u'guo'cnt:a propnedadcl:

s II.-p'nH}":ﬂ,HP’ﬁH}”:Oparoo‘;éj.
W VP AVvP =0 , VPP VP =0 parai ;.

1UTs
, tal que:

Hp‘ paralelas al
f) poralalna ¢l eje ¢z ((en el

cor P

1Pidnsesc en las variedad dientes » los p

an sobre los

de Ias érbitas P, ¥ P2 ¥ en 1las imiégenes de 8 que se
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swi. HP* avPr 0, HPP avP? 20 pare i,5=1,2 .
sv. Fpto(HP )Y =VP* , Fgm-~(vFP?)= HP?* parai=1,2 .
v. FEH(HP?*Yy =VP? | Fre-Y(vP) = HP? pavai=1,2.

Las fronteras horizontales de Hp‘ (resp. Hp’ ) sc aplican en las fronteras horizontales de V.-p’
(vesp. Vp' ) - Lo mismo sucede para las !ron¢¢r¢¢ verticales, ver figura 17.

Demostracién lema 7 : La demostracién es similar a la del lema 1, afiadiendo la nota 6 para
el caso de interseccién transversal.

Por el A-l [33], exi nimeros enteros n =
n',m', I’,d € N ) tal que:

Qn' ., m=Qm' I =Ql' yd = Qd (con

Fe™(W*(r1)N B(s,e(m)x)) es un segmento del eje ¢; y Fr™(W?(p2) M) B(s,¢(8)x)) es una
parébola tangente al eje ¢1 y suficientemente paralela al eje &

ii. FRW’(p3)MN8(s,e(8)x)) es un segmento del eje ¢3 y FR(W*(P1) N B(s,c(8)x)) es una
parébola tangente al eje ¢3 y suficientemente paralela al eje &3 .

jii. Fi(W*P1)NB(xi,e(x:)x)).¢ = 1,2, son segmentos del eje &, y Fi (W* (p2) N B (r:, e(ri)x))
son segmentos de pardibola que cortan sl eje £ y son suficientemente paralelos al eje ¢; ,
paras=1,2 .

iv. Fx9(W“(pa)N B(ri,e(ri)x)) ,s = 1,2 ,s0n segmentos del eje E2 y Fre(W(pi1)N B(r.,c(r.)x)
son segmentos de pardbola que cortm al eje £3 y suficientemente pa.rolelo- al eje ¢z , para
i=1,2.

v. F™(t2 N B(s,<(8)x)) son suficient te paralelos al eje £; ,parads = 1,2.

vi. FR (¢! N B(s, e(s)x)) son suficientemente paralelos al eje &3 , paras =1,2 .

vii. Fi(¢7 N B(xi, €(ri)xc)) son suficientemente paralelos al eje ¢; , paras=1,2.

viii. Fr%(t? N B(x;,e(r:)x)) son suficientemente paralelos al eje ¢3 , paras=1,2.

La figura 17 muestra las imégenes de (s) al (visi) .
Debemos escoger n,m (resp. {,d ) tales que la imagen de T* por Fx™ (resp. T' por Fx*
) sean dos bandas puralelu al eje E; (resp. ¢2 ) disjuntas en el entorno de B (P1,e(P1)x) (resp.

8(p3.¢(p3) x) ) » ¥ que la imagen de T* por Fi (resp. TT por Fj ) sean dos bandas paralelas al

- eje €2 (reps. ¢; ) disjuntas en el entorno de B(p3,e(Pa)x) (resp. B(p1,e(p1)x))-
Fijemos dos rectdngulos R; y R; tales que :

(Fi(THI)NF™(T*)) c Ry vy (Fx*(T)n FR(T*)) c Ra ,
¥ cumpliendo R, C 8(p;,¢(p;)x) y Ra < B(p3a,e(Pa)x). - Sobre R; , con s = 1,2, las fronteras
de las bandas paralelas al eje ¢; coinciden con gréficas de funciones de ¢ y las bandu paralelas al

eje € coinciden con grificas de funciones de &; ( ver figura 18).
En la interseccién de las imégenes de R, y R3 en el entorno de s :

(FR(R) N F™(Ra)) (T ,
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definimos dos rombos T3 y ‘'3 donde cada uno de sus lados es paralelo a la frontera de FR(R1)N
Fg™(R3) y donde una de los vértices intersecta en un punto a las rectas t} y t3 ( ver figura 19).
Como 'i'f cT*y T! € Fp(R1) ,cons = 1,2 , entonces Fir™(T?!) € R1 y estd contenida en
una de las bandas paralelas al eje £; . Como T2 < Fg™(R3) , también tenemos que Fp(T:)c R,
y esté contenida en una de las bandas paralelas al eje £3 ( ver figura 20).
Llamemos IIP = Fp™(T)y V_-p’ = Fgp(T?) . Entonces observamos que :

HP'nHP* =0 , VP nvPr=9
con § # 5 . También tenemos que:
F’-‘u-o-n (H'px) — ‘,._P: R FE"‘-" (V.Pa) — HP:

con s = 1,2 . Las fronteras horizontales de H.p * (paralelas al eje &; ) se aplican en las fronteras
horisontales de V.P’ (paralelas al eje ¢z ) y las fronteras verticales de }I‘p ! (paralelas al eje ¢, ) se
aplican en las fronteras verticales de V.-p’ (paralelas al cje &3 ), por construccién de T? .

Una construccién similar podemos obtener en la interseccién de las imégenes de R, y R3 en el

entornoder, y r3
(F'(R1) N FE(RA) T,

con § = 1,2 . Definimos los rombos T y ‘I'5 de forma aniloga a caso anterior pero en el entorno de
‘3 ¥ ¥3 respectivamente. Ambos rombos tienen lados paralelos a la frontera de Fg!(R1)N Fg (R3)
y una de las aristas de de ‘I7 intersecta el segmento de recta tf ,coni=1,2, Como 17 c TI
Yy 'i‘} c Fg'(R1) , entonces Fi(T7) ¢ R, y est& contenido en una de las bandas paralelas al eje
¢1 . Igualmente, para ’i‘_‘- < F£(R3) , tenemos que F?(T?) € R3 y esté contenido en una de las
bandas paralclas al eje ¢3 ( ver figura 21). .

Llamemos HP* = Fg4(T7) y VP* = Fi (1) . Estas bandas cumplen con las siguientes
propiedades:

HP'nHP =0 , vPnAvP:—0

con § # J§ . También cumplen con:

FRr(uP)=vP: , Fg'(vP)=HP*

para s = 1,2 . Las fronteras horizontales de H.p ? (paralelas al eje ¢; ) se aplican en las fronteras
horizontales de VP* (paralelas al eje £ ) , y las fronteras verticales de HP? (paralelas al eje £3 )
se aplican en 1a frontera vertical de V_-p‘ (paralelas al eje ¢; ). Co

Por iltimo, falta probar que las bandas verticales y horizontales en R; tienen interseccién no
nula (y 1o mismo para el caso de R3 ). Pedimos que la imagen del punto de interseccién de T3 con

el segmento de la recta t5 y la imagen del punto de interseccién de ‘T'5 con el segmento t5 cumplan
las siguientes desigualdades en R, :

e, (Fie(i3n )| < |Me, (Fm (230 e))|

I (Fketz ne)| > [0, (FRmE3ne)|

Respecto a la imagen de estos puntos en R3 , pedimos que:

[Mes (F#(F5 n10))| > |Mea (FR(E5 N em))| .

o1



|7, (F4(E5 nen))| < N (FR(E3 N ed))|

donde Il, es la proyeccisén en el eje o ( ver figura 22). Estas condiciones se pueden lograr escogiendo
valores de los enteros m, n,!,d suficientemente grandes y variando la dist ia del scg to de
rectat asydetjar;.

De esta forma obtenemos que:

HPAvPr 20 , HP AVP 20 .

Lema V.8 Consideremnos las mismas hipdtesis del lema 7 y la definicidn 2.
Sea una banda horizontal hp‘ [ Hp con didmetro d(h ‘) > O y una banda vertical vp‘ < VP'

‘con didmetro d(up‘) >0, londe $,3 = 1,2 . Entonces:
i. d(F*(hP*) N EP?) < 01d(WP*) , coni=1,290<s; <1.
W. d(Fg*—™"(AP*) N HP*) < 13d(hP?) , con 5 =1,290 <y <1.
Wi, dFRt~(wP)NVP?) < 1nd(WP?) , conj=1,29y0<p3<1.
sv. d(F}(»"‘(o?’)nV,P‘) < v.d(v?’) seoni=1,2y0<wg<1.

Demosatracién lema 8 : Para demostra cada apartado, solamente hemos de adecuar las
hipétesis y aplicar el lema 3 del caso homoclfnico. Asf que para cada apartado, hp‘ o vp , lo

llamamos & y a su imagen correspondiente h.A »; la renombramos » . De esta manera aphcnmos
el lema 3 a cada caso. Aunque en el lema 3, la banda horizontal H; ea la misma y para este otro
caso es diferente ( Hp' Hp ® ), el lema se aplica de igual forma, ya que el caracter hiperbdlico
de los entornos de p; ¥y pz es semejante (por el T. de la variedad estable [33] ). [a)

V.3.2 Matriz de transicién.

- Para hacer la conjugacién de la dind en el entorno de los puntos hiperbélicos p; y pa con Ia
dindmica de un shift, debemos incluir una triz de transicién. Esta triz indica cuales son las
transiciones posibles y cuales las prohibidas cuando aplicamos bandas horizontales sobre bandas
verticales y viceversa. ’

Definicién V.9 Renombremos lae bandas Aorisontales y uert-igalea como:
e hy=HP gov,=VF*,

hy=HP® yo,=VP*,

hs = HP? yos=VvP?,

he=HFP?* go,=VFr .

También definimos a M; € & como:
o My =—-1-—-4d,
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o My=-1-d,
o Myg=-m-—n,
oM‘——m—u.

Definicién V.10 Sea la matriz de transicién A ( matriz de 4 X 4 ), definida como A= A(a._,) ,
donde:

1 &6 FMh)nuvs#0 ,
oy = :

0O #i FMMINnuv;=0 .

Por el lema 7, vemos que la matris A queda definida como:

‘0 0 1 1
_J oo 11
4=11 10 0
1 1 0 O
El significado de esta matriz es que la imagen de las bandas horizontales no pued 1ntersectu a
las bandas verticales del punto hiperbélico. Por lo tanto, el conjunto de posibl
estard determinado por la matriz A de la siguiente forma:

Definicién V.11 Ses § el conjunto de sucesiones bi-infinitas:

(-++,a-3,8-1300,a81,82,--*)

con el alfabeto A = {1,2,3,4) tal que a; € A . Sea o el shift definido sobre s € S .

Tomemos el subconjunto S < § , el cual estd definido via la matriz de transicidn A(a; ;) de la
sigusente forma:

Dade une sucesién € S, tal que:
= (---,8_3,8-1;80,81,83,--)

entonces para todo &; y @iy1 , coni € L , se debe cumplir gue:

oy d4er =1 .

Al conjunto g le denominaremos conjunto de succsioncs edmisible.

Teorema V.l’ Consideremos las hipdStesis del lema 7 y lema 8. Para loa difeomorfismos FR+™
de B(P1,e(P1)xc) o B(Pa2,e(P3)x) y FE' de B(pa,e(p2)x) o B(pr,e(P1)x) , oe cumplzu las

siguicnies .ﬁmccwne..

s. Las bandas horizontales se aplican en bandas verticales (y viceversa), aplicando las fronteras
Aorizontales en fronteras Rorizontales y lo mismo para las fronteras verticales:

FRe~@Py =vP , rtEPH=vP ,

paras = 1,2 .



4. Sea una banda horizontal h?‘ c H}" eon didmetro d(h?").> O , entonces:
dFE 4R N HP ) < 0 d(BPY)  d=12y
A(F™ (WP )N HP') < 0d(WP*) =12y O<wa<1 ,

$ii. Seca une banda vertical v?‘ c V,-p‘ con didmetro d(v?‘) > 0, entonces:
AFR(WPHINVP) < 1ad(WP*) =12y
AFIFAWPINVP ) < wd(VP?) 5=1,2y O<w <1 .

Sv. Sea F+™ restringido a R1 € B(P1,e(P1)x) ¥y Fir? restringido a Ra < B(p3,e(pa)x) .
Estos difeomorfismos posecen & un aln]t o como cubuatemo , con aucesiones de elementos
{1,2,3,4)} , vrestringidos a las sucesiones admisibles 5 = S . Asi existen los homeomorfismos
7 del espacio de sucesiones S a B(pi,e(Pi)x) , coni=1,2,

o<y <1 ,

O<wva<1 ,

tales que:

Fpt*ron=noo . Fitlorm=rnoeo .
Demostracién teorema 13 3

Para (i), se demuestra por el lema 7.

Para (i) y (5ii), se demuestra por el lema 8.

Para (iv), se demuestra por el teorema 5.1 de {49] tomando n=4.

V.4 Orbitas periédicas mal ordenadas.

El teorema 12 nos muestra la conjugacién de la dindmica en ciertos lubcoiuunto. de dos puntos

hiperbdlicos, que compuoen puntos heberocl(nlcou, con un shift, cuyas -ucesnones admisibles estén
gobernadas por una matriz de tr

Por esta conjugacnén podemos asegurar la existencia de puntos periédicos contemdo- en un
cantoriano. El origen de este conjunto cantoriano esté en la clausura de las infinitas intersecciones
de bandas verticales y horizontales cuyos didAmetros convergen a cero. Como hemos visto en los
lemas 7 y 8 , dichos conjuntos estén en los entornos de los puntos p; y pa . el siguiente paso es
mostrar que las Srbitas periédicas contenidas en el cantoriano son mal ordenadas en el sentido de
Birkhoff ( es decir, é6rbitas no monétonas).

La manera de mostrar que esta érbitas son mal ordenadas es estudiando un entorno del canto-
riano. Asignamos una orientacién a las bandas para luego determinar como varia esta orientacién
en las sucesivas iméigenes del conjunto, debidas a la aplicacién Fg . Por estar este conjunto en
el entorno de un punto hiperbélico, sus imégenes se desplazan en un entorno de la variedad in-
variante inestable hasta alcanzar un entorno de la variedad estable del otro punto periédico. A

" continuacién, las siguientes imdgenes se desplazan cerca de esta otra variedad. En el entorno de
esta tr icid tudi la pérdida de orientacién, y por lo tanto la pérdida de orden.

Definicién V.13 Sea C el conjunto cantoriano contenido en la adherencia de las snfinstas inter-
secciones de las imdgencs de las bandas horizontales y verticales en el entorno de B(pi,e(pir)sc):

C = n F’—‘l(n+m+l+‘) (H}). U Hg)‘)jn (un F’k‘(n+m+l+d)(vl1)| Uvzpl))
. =1 .

=3

o4




. Definicién V.14 Sea V.-p' una de las bandae verticales del entorno B(pi,«(p1)x)

segmento de curva ¥ gque conecte las fronteras Aorizontales de V; ¥ que coincida con la grdfica

. Tomemos un
de une funcidn en 0 . Sean los puntos Xx; y X3 tales gue X3 # X3 . Suponemos gue estos puntos

cumplen las siguientes condiciones:

. x;€(CNVP) yx,; €7 para j=1,2,
$i. Te(3x1) < Mo(x3) -

Damos una orvientacidn @& ¥ , por cjemplo, ¥ tiene la diveccidn de x; a x3 .
Lerua V.15 Eziste un a € Z tal que pare X, € ¥V y X3 € ¥ se tiene la siguiente propiedad:
Si  Me(Fi(x1)) < Ie(Fi(x32))

e (Fict* (x1)) > Mo (FEH (x3))

Demaostracién lexrna 15 : Tomemos a Vp‘ tal que ¥V C Vp‘ . Por el lema 7 sabemos que
F4—3(vP*) = HP? y que las fronteras horizontales de VP* se aplican en las fronteras horizontales
de Hp’ Asf F""(") es un segmento de curva, que conecta las fronteras horizontales de Hp’

Tomemos un ¥ tal que Fxe {(¥) c VP? | ain més, que F4—!(¥) < avP? , donde 3P

Ia frontera de una banda vertical contenida en VP y que Fgd4(0) esté contennda en la front.era
vertical de vP? ( ver figura 23).

Contlnumdo con el lema 7, tenemos que FE"‘_"(VP’) = HP* . Entonces si vp’ (3 Vp’ , 8
tiene Fx""'"(vp’ = HP* |

Al aplicar las fronteru horizontales en horizontales, la imagen de ¥ al final del ciclo es:

F—‘-l—m—n('—;) c "Pl

donde np‘ es una curva que une las fronteras horizontales de Hp‘ y es la grifica do una funcién
de & por ser la frontera de la imagen de una banda.

Examinando ¥y Fid ! ™~"(¥) vemos que ambas estén contenidas en curvas que conectan
fronteras horizontales de bandas y que coinciden con la grifica de una funcién en ¢ . Sin em-

.. bargo hemos de notar que la orientacién de Fx4—!—™="(y) se invierte, debido. a la construccién
geométrica del circuito ( el circuito es: p; — vy < pPy3 —8 —p;

Ento la orientacién de F“"‘"""‘(") es contraria a la de 1':’ Como x; € Ty x3 € Vy por
hipétesis:
The(x1) < IMo(x3z) ,
entonces

My (Fg*'~™"" (1)) > Me(Fi?~!~™""(xa))
Por lo tanto, existeunac Z , contenldo en el intervalo a € [~d

—1 — m — n,0] con la siguiente )
propiedad: .

Te(Fg(x1)) < Me(F(x3)) ,
implica que

e (Fit**(x1)) > Mo (FicH* (xa))
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w V.16 Sea O(x) una Jrdita yéﬂ'd’d-‘ca perteneciente a C . Entoncea' ©(x) es una Jrbdita

Bsrkhoff mal ordenada si al menos ticne dos aimbolos sgualcs en cualguicr subsucesién de periodo
ménimo. )

Demosatracién lema 16 : Sea O(x) € C y tomamos x; € O(z) y x3 € O(z) tales que
x; € V‘p' ¥ X3 € V;*'* siendo x; # %3 (existen al menos dos puntos distintos en V_.p' al haber dos
sfmbolos iguales en el perfodo). Estas puntos cumplen las siguicntes condiciones:

i. Me(x1) < Mo(x3) .
ii. X €Ty %3 € ¥ con ¥ dado como en la definicién 14.

Asf, por el lema 15 vemos que existe un a € Z tal que

Ne(Fit(x1)) < No(Fi(x3))
f Mo (FE*(x1)) > Mo (FE* (x2))

Tomemos x} = F(x1) y x5 = Fg(x3) , donde x} = O(z) y x5 = O(z) . Ent verifi
que si

tenemos que

. o (Fx(x})) > Mo(Fyc(x3)) -
Asf demostramoe que O(z) es una érbita Birkhoff mal ordenada.

V.5 Pérdida de orden.

En esta Gltima seccién examinamos el comportamiento de algunas érbitas periédicas mondétonas
cuando el valor del pardmetro es mayor que el valor critico. : )

En el capitulo III hemos mostrado como es la estructura geométrica de las resonancias en la
aplicacién standard. Para un valor del pardmetro pequeiio, K << 1, los puntos periédicos asociados
a la resonacia se equidistribuyen en la direccién angular. Estos puntos estidn posicionados sobre
la gréfica de una funcién tipo Lipachitz (seccién 111.7). Esto es congruente con la existencia de
érbitas periédicas monétonas (seccién 11.7).

A medida que incrementamos el valor del pardmetro K , la distribucién angular de los puntos
periédicos, correspondientes a una érbita, se alejan de una equidistribucién. Maés ain, cuando
K — Ko estos puntos periédicos se aproximan en la direccién angular arbitrariamente.

Podria suceder que existiera un valor de K para el cual una érbita periédica mondétona dejara
de serlo (con la posible creacién de otra 6rbita del mismo periodo pero mondétona). Esto supondria
1a inexistencia de IRC en el entorno de dichos puntas periédicos (utilizando el criterio de Boyland
y Hall (43} ).

Estudiamos numéricamente el comportamiento de.la Srbitas periédicas en el entorno del valor

del pardémetro critico. Nuestro interés es det inar la pérdida de monotonia.




8.-. {:;} los punt.o- periédicos que pertenecen a una érbita periédica monéto-xa con mimero
de £ . Introduci Ia siguiente funcién de distancia:

dE,K)= min n (I (Fx(=)) — M(Fx(=;)))
e
sSpts

sCumy

donde z;, x; € O(x) . Debemos notar que d(£, K) < 0 implica que la érbita O(x) no es monétona.
Utilizsando las mismas técnicas descritas en la seccién 1V.4, para localizar érbitas periédicas,
eval 1a fi ién d(£, K) para el caso de los aproximantes de la razén durea y K > Ko .
Estudiamos el comportamiento de las &rbitas de tipo hiperbélico para valores del parametro
tal que el residuo es muy grande, |Res| < 3 x 10% [58) . Més alld de este valor es muy dificil calcular
de forma precisa la Srbita hiperbdlica puesto que se convierte en altamente ineltnble.
Las figuras 24 y 25 muestran la gréifica del logaritmo de la funcién d para & =

2 = 8365
Pty & 10946
. En ellas se puede apreciar que la distancia tiende a cero, aparentemente en forma. exponencul

Sin embargo en ningin caso detectamos pérdida de monoton{a.

Debemos mostrar que la l'unc:én d(Z, K) cambia notablemente cuando K es préximo al valor
crftico y escalando ad d ba gréficas parecen coincidir.

Podemos concluir que las érbitas que surgen como érbitas periédicas mondétonas lo siguen
siendo para todo valor del paréimetro. MacKay y Leage [59] construyen érbitas periédicas no
monétonas a partir de tangencias de la imagen de las lineas de simetria. Estas érbitas no existen
para valores pequeiios del pardmetro ( K << 1).
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