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PREFACIO 

~a invest.iga.cion que se presenta en esta tesis se 

origino. como es común en Estadis~ica. en la. necesidad de resolver 

un problema practico. especi.f'ico y concreto. En est..e casa. 

revi.sión document.a.l previa a una aplicación rutinaria de los 

llamados modelos de Bi.c::>en.sayc::> reveló una serie de peculiaridades 

en a.l.gunos d• J.os pre>c:edJ.mi.•nt.os f"recuent.ist..a.s qu• se ut..J.J.J.za.n 

para cbt.ener .i.nf"erenc:i.a.s sobre .l.os pcz.rám.9't.ros d.-l. t.:po cc:>c:i:•n.t• 

·::t·~• .a.parecen •n est.os model.os. Una nat..ura.J. c:urJ.osi.dad mot..J.vó l.a. 

exploración de trat.amientos est.adJ. st.1. ces al t.erna.ti vos y la 

post.erior ident.if'icación de una 

1.ncJ.ui.r a est.os mcde.l.os dent..ro 

imprimió un int.erés adicional 

est.ruct.ur.a. general. que p•rmi.t.e 

de una f'amiJ.ia muy amplia. le 

aJ. est.udio de los posibles 

pr<:>cedimient.os de anaJ.isis esta.distico. EJ. product.o f'inal es una 

co.lecci.ón de resu.lt.a.dos: a.p.l.i.c:a.b.l.es en una. ext-ensa. va.rJ.ed.ad de 

probJ.emas que rebasan por mucho e.l ámbi.t.o de .los b.i.oensayos y cuyo 

-:omUn denom.1. na.dor 

c::oc:J.ent.e. 

J.a. c:onsi.dera.ci.ón de parámet..ros de.1 tipo 

ProbabJ.ement.e aJ.gún .lector persp.i.Ca% 1.nt.uya. después de 

J.eer est.e t.rabajo. J.a ~impa~ia dei au~or por ei enfoque bayes~ano 



de l. a. Es t. a.di st.i ca.. En ef"ect..a. es dif"icil. pasar pcr a.l.t.a l.os 
espec.i a.l. ment.e nivel. de Cundament..os. que ._rgument.os. 

con1"'.ieren al. procedinú.ent.o ba.yesia.no un genera.l. 

ncrmat..ive> y l.l.bre de inconsist..encia.s. O. cual.quier man•ra. •n est..• 

t.ra.bajo y a.dopt.a.ndo una. a.ct.it.ud pra.gmát.ica. s• ha. l.nt..ent..a.do 

present.ar l.os resul.t.a.dos concret.os en l.a. !"orina. mas l.l.a.na. y direct..a. 

posl.bl.• r•nú.t..i•ndo. siempr• que ha. sido posl.bl.e. l.a. discusión al. 
cont..ext.o part..icul.a.r d•l. probl.ema qu• s• t.ra.t.a. y sin recurrir al. 
discurso til.osóf"ico. 

ca.pi t.ul.o 

La. 

1. 

t.esis est.á 

se pl.a.nt.ea. 

arga.ni zada. en 

expl. i ci t.ament.e 

siet..e ca.pit.ul.os. 

el. probl. ema de 

En el. 

obt.ener 

inf"erencia.s sobr• un ce>cient.e de combina.cienes l.inea.l.es de l.os 

coef"icient.es de un model.o de regresión l.inea.l. múl.t.ipl.e. El. 

ca.pL t.ul.o a present.a. una. revisi"én del. t.ra.t..anú.ent..o t"recuent.ist.a qu• 

recibe est.e t.ipo de probl.ema.. pa.rt.Lcul.a.rlll8nt.e en l.o que se retiere 

a J.a. prcduccién de l.a.s l.l.ama.da.s regiones de conf"ia.nza. a. t.ra.vés del. 

T•orerna. de Fr:.•L L•r. EJ. ca.pit.ul.o 3 inicia. J.a. sección d• 

a.port.aciones original.es del. t.ra.ba.jo. En ese ca.pit.uJ.o se propone 

una. f"a.nú.l.ia. de dist.ribuciones l.nicia.J.es que. a.J. a.pl.ica.r el. enf"oque 

ba.yesia.no. conducen a. dist.ribuciones tinal.•s para. el. pa.rámet..ro de 

int.•res con una. seried~nt.eresa.nt.es propiedades que en pa.rt..icul.a.r 

evLt.an .las d.i'C".1.cu.l.t.ades asoc:.1.adas a .l.as .1.n1"'erenc.1.as Crecu•nt...1.s~as. 

En el. ca.pit.ul.o 4 se prueba. que l.a.s dist.ribuciones minimo 

.inCorma.t..1.vas conocidas come dLstrLbucLon•s d• r•,•r•ncLa 
pert.enecen a l.a Ca.mil.La. propuest..a. en el. ca.pit..ul.o a.nt.erior y para 

es t. e e.aso se obt.ienen a.l.guncs resul. t.a.dos más especit"icos. 

Cola.t.era.lm•nt.e. en est..e nú.smo capit.ulo 4 se est..a.bl.eca un resul.t..a.do 

que det.ermi.na cond.1.c.1.ones bajo .l.as cua.les .la Norma.tLdad as~ntótLca 

.& post.er.i.or.i de un parámet.ro s• preserva bajo t..ra.ns'C"orm.a.c:.1.ones. 

Est.e resul.t.a.do es de na.t.ura.l.eza general. pero t.iena una. pa.rt..icul.a.r 

ut.il.ida.d en la det.ernú.na.ción de l.a. dist.ribucicnes de ret"erancia.. 



En .los capit.u.los ~ y e se describe .la ap.licación de .los 

resu.lt.ados ant.eriores en .los conocidos mcde.los de coct:en.te ~ 

t .:neas paz-atetas respect.ivament.e. En ambos casos 

est.as ap.licaciones se i1ust.ran con ejemp.los numericos. Fina.lment.e. 

en e.l capit.u.lo 7 se inc.luyen a.lgunos coment.arics adiciona.les que 

se ref"i•ren a a.Lguncs t.ópicos re.laciona.dcs asi como a pcsib.les 

areas s• invest.igación Cut.ura. 

E.1 mat.eria.l que 

desarroL.lado en su t.ot.a.lidad 

se expon• en est.• t.rabajc cu• 

en .la Universidad de Va.lencia. España 

donde •.l a.u~or ha t.enido e.l privi.legio de disCrut.ar de .la 

hospit.aLidad d•.l O.part.ament.o de Est.adist.ica • Xnvest.igación 

Operat.iva durant.e •.l periodo Oc:t.ubre 1~ - .Junio de 1SIB7'. Al.gunas 

secei.cn•s han si.do present..a.das. en versiones prel.J.m.1na.res. en 

a.lgunas r'euniones cient.J.Cicas. Part.icu.larment.e se puedwn mencionar 

.la l P.eun..:ón. de tez S..:ct:c:in. Espai'Cotcz de ta B.:o...-tr.:c Soct:•ty 

ce.lebrada en .la ciudad de Granada en Hayo de 198e. e.l 

Zn.t.ern.ati:on.at Syrnpo.st:um. on. Probczbi:ti:ty czn.d Bczyes..:an. Stcztt:stt:cs 

ee.lebr.ado en Xnnsbruck. Aust.ria en S-pt.iembre de 1Sl&e. •.l Tl'u:rd 

lnt•rnczeLonal Vaten.c::La He•tLn6 an Bay•sLan StatL•tLcs cel.ebrado en 
A.Lt.ea. España en .Junio- .:!e -1lOl87 y el XX Con.~reso de -ta Soci:edad 

Hatem.átt:ca Hext:can.cz ce.lebrado •n .la ciudad de Xalapa •n Noviembre 

d• 1lOl87. 

Todo est.e mat.aria.l Cinalment.e organizado. y •l 

manuscrit.o r'edact.ado. en e.l Cepart.amant.o de Ma.t.emát.ieas de .la 

Faeu.lt.ad de Ciencias de .la Universidad Naciona.l Aut.óncma de México 

durant.e .los meses de Agost.o - Noviembre de 1987. 

Quisiera ~ar minar es~e pre~acio expresando nU. 

reconoeimJ.ent.o al Dept.o. de Ma.t.ema.t.icas de .la Faeul.t.ad de Ciencias 

c:r..Je me brindó su apoyo para. t.ra.sl.adarme a l.a Universidad de 

Va.lenc.i.a y a.si dedicarme por complet.o a.l. desarro.l.lo de es t.. a 



i.nvest.i.g&ci.ón. También qui.ero dejar const.anci.& del. est...1mul.o que 

durant.e est.e t.i.empo ha represent..ado para nú. el. apoyo del. Si.st..ema 

Nacional. de Xnvest.i.gadores de México. 

La cál.i.da acogida y el. est.J.mul.ant.e ambi.ent.e que me 
dJ.s~ensar-on en l.& Uni.versJ.dad de Val.encía es al.go que jamás podré 

ol.vi.dar. A t.odos l.os miembros del. 0-part.ament.o de Est.ad.1st..J.ca l.es 

agrade%cO esa t.emporada espl.éndi.da. Especi.&l.ment.e qui.ero mencJ.onar 

a nai. supervisor. el. ProC. J.M. Bernardo de qui.en mucho he 

&prendido y con qui.en me consJ.dero,en deuda. 

También deseo mani. Ces t. ar a qui. 

hubiese si.do t.an 

que el. procesamJ.ent.o 

rápido y eCJ.ci.ent.e sJ.n 

l.a col.aborae.ión de· Pamel.a C la mi.cro-comput.adora de mJ.s anú.gos 

P.enat.a y P-aUl. ~- FJ.nal.ment.e. por su apoyo const.ant.e y comprensión 

qu.iero dejar const.ancJ.a de mi. proCundo agra.decJ.mJ.ent.o para Lel..ia. 

/'fa.n:u.• L /'fen.doza. 

México. 01.cJ.embre J.g&'7. 
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CAPITULO l. INTRODUCCION 

El. prcb.lema est.adJ.st.J.co de prcducJ.r inCerencJ.as scbre un 

coc::ient.e de -días Herma.les ha sido invest.J.gado por diversos 

aut.ores y desde diCerent.es enroques. En su .,.rsJ.ón mas comun. •st.e 
prob.lem.a. puede p.lant.ea.rse como sigue: 

S•an x ........ xn y Y... .YM des mues~ras a.leat..crias 
independient.es ent.re si. t.a..les que 

NC µa. c;/
1 ::> 

NC µa•"'ª ::> j 

a •••• • 

& ....... 

eon µ ... µ• y ~ parámet.rcs desconccidos. Bajo e.1 supuest.o de qu~ .la 

media de .la segunda muestra. no se a.nu.la. Cµ• - O::>. e.1 prob.lerr= ~e.1 

cac:Len.e• d.• medZ:.a.s ccnsJ.st..e en producir 1.nf'erencias acerca ::le.l 

pa.r:a.met..ro 

q•..ze describe .la magnJ.t.ud re.lat.J.va de .1 as medJ. as. En t. re .las 
¡:::tr.1.meras reterenci.as a. est.e t.ema. s• encuent..ran J.cs art..1.cul.cs de 

C.I.B.liss CB.liss 193Sa. 1935b::> en .los ~ue se dJ.scut.e .la pr ec:J. si ón 
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se requJ.ere un Anál .:s.:s Esl.adt:sl.O:t::o de -t.e t.J.po aparece. de 

aan•ra na~urai. en •1 con~ext.o d• Btoensayo. 

Desde un punt.o de vJ.st.a est.ruct.ural.. un bJ.oensayo o 

ensayo bJ.ol.ógJ.co puede descrJ.bJ.rse como un conjunt.o de est..imul.os 

CocasJ.onal...,.nt..e con un sol.o el.e..,.nt.o> apl.J.cado bajo cJ.rcunst..ancJ.as 

espec::iricas CcondicJ.ones experiment.al.es> y ut.il.izando varJ.os 

nJ.veJ.es CdosJ.s>. a det.erminadas unidades bJ.oJ.ógicas Cseres 

humanos. pl.ant.as. cul.t.ivos. et.e. > con J.a rinal.J.dad de prcducir un 

conjunt.o de r-puest.as observabl.es. El. objet.ivo general. de un 

bioensayo es producir una descripcJ.ón apropiada de l.a rel.acJ.ón 

dosis-r-pu .. t..a invol.ucrada y uno de J.os probl.emas part..icul.ares 

más usual.- es el. de est..abl.ec:er l.a pol.•ncO:a r•lal.O:vca de dos 

se considera un ensayo direc:t.o. el. 

.,.&rá..,.t.ro qu• ·d..scrJ.be J.a pot.encJ.a rel.at.iva coincJ.d• con un 

cocJ.ent.e de --SJ.as. Por ot..ra part.e. el. caso de un ensayo J.ndirec:t.o 

conduc•. cuando s• ut..i.1J.zan 1os made1os m;l.s comunes C lLnea.s 

parczl•las. coc:::W:.•nt• a J.a -t.imacJ.ón d• l.a 

dJ.st.ancia horJ.zont.al. ent.re dos r•ct.as paral.el.as o el. coc:ient..e d• 

p•ndJ.en~es d• dos rec:~as con ordenada común. En cualquJ.er caso. •• 

el.are que se t..rat..a de parámet.rcs del. mismo t.ipc coc.:ent•. 

En l.a medJ.da en que l.os bicensaycs impl.ican l.a 

producción y recol.eccJ.ón d• dat.os numéricos. ·y de l.a misma rorma 

en que •st.e proceso ocurr• en et.ros campos d• J.nvast.igac:J.ón. •1 

•st.udJ.o d• l.as t.écnicas •st.adist..J.cas necesarias para el. dO:s•A:o y 

an.cit.:s.:s d• un ensaye bicl.ógico ha originado l.a produccJ.ón de una 

abundant.• l.J.t.erat.ura ast.adist.ica especial.izada CXrwJ.n 1937. 

Berkscn 1Q44.. Knudsen y Curt.is 1947. Heal.y 1Q49. Bl.J.ss 1Q!52. 

Finney 1~B y l.as rerarencias ahi cit.adas. ent.re ot..ros> cuyo 

propósit.o - el. desarrol.l.o de J.os procedimi•nt.cs est..adist.icos 

correspondient.es. La rel.acién ent.re Est.adist.ica y Bioensayo es 

part.J.cul.arment.e est..recha y como ejempl.o bast.a l.a siguJ.ent.• c:J.t.a 
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proven.i.ent.e d• Tsut.alcawa C1Q82::> •• Th• d•...,.J.op-nt. of' •t.at..i.•t..i.c:al. 

-t.hC>ds .ln b.i.oassay has paral.J.•l.ed t.h• d•...,.J.op-nt. of' St.at..i.st..lc:• 

.ln g•neral.. Not. onl.y ar• t.h• f'amil..lar t.echn.i.qu•s of' regr•ss.lon 

anal.ys.i.s and max.i.mum l..llc•l..i.hoocl •xt.•ns.i.vel.y used J.n b.i.oassay. but. 

a number of' st.at.ist..lc:al. probl.•ms ha...._ or-J.g.i.nat.ed in b.i.oassay and 

ha.V• st.imUJ.at.ed t.h• g•n•r&J. d•veJ.opment. ar St.at.J.st..lc:s.-. 

En c:ual.qu.i.er c:aso, y sin J.ugar a dudas, J.a r•f'•r•nc:.i.a 

c:l.av. lllás J.1nport.ant..• sobr• •l. t..•ma. de ..-t..odos ••t..ad~at..J.co• •n 

b.i.oensayo - •l. l..i.bro d• F.lnney Cl.Qe2/'78:::> dond• •• pr-•nt.an •n 

'C'ortna muy compl.•t..a. l.os mét..odos est.adS..st.J.c:os Fr•cu.n.t.Ls&as para •l. 

t.rat.amient.o de •nsayos b.i.ol.ógic:os. 

Es c:onven.i.ent.• s•ñal.ar que deb.ldo a razon•s d• l.ndol.• 

hJ.st..órJ.ca y d• c:oJ.nc:id•nc:J.a c:ronol.ógJ.c:a. l.os primeros escuerzos por 

obt.•n•r una solución al. problema del. coc:.lent.• de medias - y por 

•xt..•n•J.ón a ot.ros probl.•rna• qu• J.nvol.uc:ran par,tnet.roa d• --t.• t..J.po 

c:oc:.i.•nt.• - f'ueron d•sarrol.J.ados bajo •l. enroque rrec:u•nt..lst.a d• l.a 

Est.adl.st..i.c:a y d•sde •sa perspec:t..lva, l.a obt.•nc:.lón d• •st..l,..c:.lon•• 

punt.ual.es ha sido resuel.t.a sin mayores dir.lc:ul.t.ades aparent.es. 

En l.a. misma. manera en que. d• a.c:u•rdo a l.os más comunes 

c:r J. t..er J. os Crec:uent.J.st..as. muest..ra.l s• cons:J.clera un 

•st..J.ma.dor ac:•pt.abl.e d• l.a medJ.a. pobl.ac:J.onal.. •l. c:oc:i•nt.e d• medJ.a.s 

ha s.ida t.~pJ.c:a.ment.• est..J.ma.do por R X / Y. el. c:orr•spondJ.ent..• 

c:oc::J.•nt.e de medias au.•tral•s. Es~• proc:edim.ient..o pu9de 

reproduc:.i.rs• s.i. d.i.rec:t.ament.• se ut..llizan 1os mlit.C>dos d• Ho,.,,.nto• o 

de Hcbcima. VerosLmLLitud para ia derivación de es~imadores. 

Part..icul.arment..e. l.as bien conocidas propiedades que. en genera1. 

poseen l.os est.imadores de máx.i.ma verosimil.Lt.ud CJCendal.l. y St.uart. 

J.9'79, c:apl.t.ul.o l.S::> han conducido a una sit..uación en que l.a 

est..i.mac:.lón punt.ual. de p se considera. desda el. punt.o da vist.a 

trec:u•n~~s~a. resue1~a. 



SNTaODUCCSON 

La producci.dn de l.as l.l.a-das regi.ones fi.d:uci.a.I.•• o d• 

c:onfi.a.naa. para p es un t.e- apart.• qu• enf"rent.a un panorama muy 

di.f"erent.e. No sol.a,..nt.e h& •xi.st.i.do c:ont.ro...,.rsi.a sobre •l. ..-t.odo 

m4s apropi.ado para obt.ener -t.i.-ci.on- por i.nt..•rvaios CFi.•l.l.er 

ba•ado •n •1 c:él.•bre t.Qe•• Cr•a•y t.Ql!S•:> si.no qu• •1 ..-t.odo, 

t.eor•ma d• Fi.el.l.er. que con •1 t.i.•lllPO se ha c:on•t.i.t.uLdo •n l.a 

al.t.•rnat.i.va m4• popul.a.r para resol....,.r e•t.• probl.•- adol.ec• d• 

al. gunos i. ncon...,.ni. •nt.es bi.en conoci..dos que. 

l.a perspec:t.i.va f"rec:uent.i.st.a. resul.t..an 

procedi.mi.•nt.o J.nf"er•nci.al. razonabl.•. ~s 

aún consi.d•rados desd• 

i. nac•pt.abl. es 

aún. pu-t.o 

...,.t.odo de 

•n un 

qu• •l. 

allxJ.-t.eor•ma de Fi.•11.•r • al. i.gual. qu• •l. 

verosi.mi.l.i.t.ud. •• apl.i.ca no sol.a-nt.• al. ca•o del. coci.•nt.• d• 

a t.oda 

est.e 

una 

t.i.po 

c:1a•• d• probl.•-• 

coc:J. ent..e. ••t.a• 

J.nc:onv.nJ.ent..•• re•u1t..an de una i..rasc:endenci.a.. 

mayor. 

que i.nvo1ucran 

dJ.f"J.cul.t.ad.. o 

en ia · práct.i.ca. 

No es el. próposJ.t.o d• est.a t.esi.s abundar •n l.os 

proceso general. de l.a Znf•r•nci.a. Estczdisti.c:ca. Para obt.•"er 

i.d•a bast.ant.• compl.et.a d• •st.e t.i.po de di.scusi.dn 

consul.t.ar l.os t.rabajos d• Li.ndl.•y C1Q71:>. O.Fi.n•t.t.i. 

Savage C1Q7'"7:> ent..re ot..ros. Aquí.• desd• un punt.o 

s• pueden 

C1Q7'•:> y 

de vi.st.a 

operat.i.vo. bast.a menci.onar que según •l. 

la i.nf"ormaci.ón disponi.bl.e ac•rca del. 

paradi.gma b&)'9Si.ano. to~ 

parámet.ra de i.nt.erés se 

d•scri.b• a t.ravés de l.a correspondi.•nt.e di.st.ri.buc:i.dn f"i.nal.. En 

vi.rt.ud de que el. concept.o d• c:onfi.anza no exi.st.e bajo •l. enf"oqu• 

bay•si.ano. e1 t..eorema d• FJ.•11•r no t..ien• aplicación a19una y por 

supuest,o. sus inconveni.ent..es no aparec::en. En sust..J.t..uc.i.ón de 1.a.s 

regiones de conCi.anza s• pued•n considerar 1as regiones de m.cixinMZ 

cfe.n.s(da.d que est.án bien def"i.nidas para t.oda dist.ribuci.ón prop(a. 



Si.endo 

concret.ament.e el problema. del 

desde la 

v•n•ra1. 
coc.ient.e 

SNTaODUCC:SON 

puecl• -nci.onar•• 

de ~J.as ha 

ent..r• at.r09. cons.iderado 

Kappenman. Ge.isser y Ant.l• C19'70:> y Bernardo C19"77:>. 

que 

s.ido 

por 

Más 
rec.ient.ement.e. Dar by c1geo::> y Nendoza C1Q87::> han report.ado 

anál..is.is bayesJ.anos para l.a pot.enc.ia relat..iva en los bJ.aensayos de 

1Ln•a• para1•1as y d• cocJ.en~• d• penc:IJ.•nt.•• reapec:t.~va ... nt.•. 

Una .inspec:c.ión de J.a l.it.erat.ura re..,..i.a que los 

result.ados bayes.ianos d.ispon.ibles para el an,l.is.is est.adist..ico de 

parámet.ros del t..ipo coc.ient.e est.án s.iempre relac.ionados con 

problemas muy part..iculares y t.ipJ.ca-nt.e producen cancl.us.iones 

analit..icas solo para el caso en que se ut..il.iza alguna f'orma de 

dJ.st.r.ibuc.ión J.nJ.cJ.al no-tnfor"'°~'"°· En est.a t.es.is el a~l.J.sJ.s se 
•xt.~end• para cubrJ.r

1

una aJ.t.uacJ.ón •ucho lftá• v•n•r•1¡ 

el. problema de obt.ener .inf'erencJ.as sobre el 
•• c:onaJ.d•r• 
coc.ient.e de 

c:ombi. nac:J.on .. lJ.neale• de los cc:::aierJ.cJ.ent. .. de un mod•lo de 

revres.f..ón l.f..neal múlt.J.ple que se puede plant.ear como s.igue: 

S-a X e ~N un vect.or aleat.or.io con d.ist.rJ.buc.f..ón Normal 

•u1t..J.varJ.ada. con vect.or de Medi.a• XB y lft&t..ri.z de c:ovarJ.anza• o•x 
donde X es una ..at.r.iz CN • k:> de ra~go complet.o. ~ • ~k Ck e N ::> 

- un vec:t.or de coef'.ic.ient.es d-conoc.idos y a - t.amb.ién un 
pará .. t.ra d••c:onoc:J.do. Est.o ••· 

X - NC X~, a2x ::> 

Bajo est.as cond.ic.f..ones el. parámet.ro de .f..nt.•rés, sobr• el 

que se requ.iere obt.ener .inf'erenc.ias. est.á def'.in.ido por 

c1.1. 2::> 

en donde y ~. son dos vec:t.ores f'.ijos y l.J.n•al.ment..• 



SNTaaeuc::c:soM 

independient.- en IRk t.al.- que ~! ~ • O . 

Est.e •l. del. cocient.• d• 

-.:lias • incl.uyw t.ambi4n. ent.re •uchas ot.ros. J.os probl.•-• d• 

-t.• t.ipo .. ncionados ant.•rior..-nt.e. A.di ci onal. .. nt.e. en -t.• 
t.rabajo •• propone una fa1A.ilia ~ di•eribucio,..• inicial•• que no 
sol.o conducen a di•t.ribucion- f'inal.- con una ••rJ.e d• 

-int.•r-ant.•s propiedad•s anal.Lt.icas sino qu• ad•más. per.J.t.•n qu• 

•l. cient.Lf'ico •xpr•s• su conocinü.•nt.o subJ•t.ivo inicial. sobr• •1 
pará ... t..ro de J.nt..eré• º• en su caso. recurra a una dJ.st..rJ.bucJ.ón 

no-inf'or-t.iva. 

d• c:oncl.u.i.r -t.a int.roducción - c:onY9ni•nt.• 
insist.ir •n que si bien •• ha recurrido al. cont.ext.o d• bioensaya 
para il.ust.rar 1a import.ancia que pueden t.ener 1os r-u1t.ados que 

s• pr•••nt.an •n est.a t.•sis. -t.o •• d•be a qu• original.,..nt.• •1 
proywct.o d• inY9St.igación apareció d• un probl.ema concret.o d• est.a 

el.ase pero debe ••r el.aro qu• su apl.ic:ación no •• J.illlit.a •n 
abao1ut..o a --t..• ámb.i.t..o. Lo• •1e,...nt..09 b'•.i.c:oe d• un bJ.oen•ayo 

pued•n id•nt.iricars• r'c:il.ment.• c:on .los que aparec•n •n probl.•-• 
d• ot.ras 'reas de inY9St.igación e cont.rol. de c:a.l.idad. econo,..t.rLa. 

et.e.:>. Por ot.ra part.e exist.en ot.ros mode.l.os. no nec-aria-nt.• 
re.l.acionados con ap.l.icacion- biol.ógicas que pueden ser anal.izados 
ut.il.izando .los resu1t.ados que aquL se present.an. En cual.quier 

rorma. en J.os siguient.es c:apLt.uJ.os se discut.irán con det.al.J.e J.os 

aspect.os f"unda-nt.al.es del. procedilllient.o propuest.Ci y J.os 

resu1t..a.das qu• se obt..J.enen se J..1ust..rarán c:on una var.i.eclad d• 

ejempJ.os. 

-1 
l 
1 



CAPITULO Z. ANALISIS FRECUENTISTA 

2.s E1 Teore .. de F~e11er. 

Bajo el enroque rrecuent.J.st.a y de l.a nU.sma -nera en que 

1a est.J.macJ.ón punt.ua1 de un parámet.ro como el. que se consJ.dera en 

est.e t.rabajo, es básJ.ca-nt.e resuel.t.a -.:tJ.ant.e el. empl.eo del 

mét.odo de máxJ.ma verosJ.mJ.l.J.t.ud. el. probl.ema de producJ.r l.as 
' l.l.a..adas regJ.ones de conr~anza para el. cocJ.ent.e de -.:ti.as Normal.es 

y en general. para ot.ros pará-t.ros de est.e t.J.po cocJ.ent.e 
coaúnment.e se enrrent.a nimdJ.ant.e el. nWt.odo basado en el. Teorema de 

FJ.e1l.er e FJ.ell.er 1CM.O, 1GM.4 y 1Sl!54 ::>. El. empleo de est.e ..-t.odo es 
t.an J.nt.ensJ.vo act.ua1ment.e que bast.a una revJ.sJ.ón super!'J.cJ.al. de J.a 

l.J.t.erat.ura para percJ.bJ.r su predomJ.nancJ.a. 
rec:J.ent.e vol.umen de BO:o-tr.:cs C42::> se 

Asi. por ejemplo, en un 

J.ncluyen al. -nos t.res 

art.~cul.os CSrJ.vast.·ava 1Q&e, WJ.l.l.J.ams 1geo y BuonacccrsJ. 1.aee::> que 

hacen rererencJ.a dJ.rect.a a est.a t.écnJ.ca. Si.endo est.a J.a sJ.t.uacJ.ón. 

es conv.nJ.ent.e present.ar est.e ..-t.odo rrecuent.J.st.a y dJ.scut.J.r sus 

prJ.ncJ.pal.es caract.er~st.J.cas. En su versJ.ón más sJ.mpl.e. el Teorema 

de F~•11•r puede •nunciarse como s~~ue: 

Teore- 1 CFJ.el.l.er~ Sean ca y (1 dos pa.rántatros taZ.•s qu• 

(1 ,,. O y s•a p • ca / (1. S•an. a y b r•spec:tiuczmsn.t• •stimcz.dores 

in.s•••czdo• ~ a y (1 con d.;stribucO:ón. Normal. y taZ.•s que sus 
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ANAL•••• rascu.......... CI 

1:1 

R - una .. t.J.macJ.6n punt.ua1 na&-urcz& para p. 

SJ. v•• • o. se obt.J.ene una vwrsJ.6n sJ.mp1J.t'J.cada de1 

r .. u1t.ado que aparece en t..rabaJos prevJ.os a 

FJ.e11er. B1J.ss C193!:D por eJemp1o. 

(((..) SJ. g > 1. 1a regJ.dn no - un J.nt.erva1o sJ.no e1 

comp1•-nt..o d• un .t.nt..erva1o. 

(v.> Bajo condJ.cJ.on- genera1- g puede J.nt.erpret.arse 

co...:» una est.ad1st.J.ca de prueba para cont.rast.ar 1& 

hJ.p6t.esJ.s ~ • o. L.a regJ.6n de acept..acJ.ón con un 

nJ.ve1 de sJ.gnJ.t'J.cancJ.a p. est.ar1a 

1& re1acJ.6n g > 1. 

d•t.er mJ. nada por 

Para e1 caso de1 cocJ.ent..e de medJ.as Norma1es. t.a1 como 

se p1ant.e6 en 1a J.nt.roduccJ.ón. se t.J.ene 

V • 1 / n •• 



--·----.. ·~~---·----·-·----·-------

.• - e r: .. cx .. - jf :>• •J:; •• cY, - Y :>• J ,- C••n-2:> 

con t. el. cuant.il. de orden C1-p...-Z:> de una dist.ribuc.ión t. de S\.udent. 

con C••n-2:> grados de 1.ibert.ad. Así. l.os l.ílllit.- de cont'ianza para 

p - µ• / ,,.• -t.án dadoa por 

R• • e i ,,, Y + e t.s,,,Y:> A J ,,, e 1 - g:> 

en donde 

Es in.-d.iat.o adellliis. comprobar que l.a reg.ión de 

acept.ac.ión para l.a h.ipót.-.is µ• - o. cuando se ut..il..iza el. -t.odo 

de coc.ient.e de veros.illlil..i t.udes general..izado CK•ndal.1 y St.uart. 

1Q'7SI, capít.ul.o 24:> con un n.ivel. de s.ign.it'.icanc.ia p. est.á dada por 

1! - i x. .... X.- IY l/Cs/m:> < t. t 

g >' 1 •. 

2.2 El. caso del. ..xlel.o de regres.icSn y l.a .invar.ianz:a ant.e 

r•p•r•--~r~zac~ones. 

La producc.ión de reg.ionas de cont'.ianza para el. cociant.a 

de comb.inac.iones 1.inaal.- de l.os coaf"ic.ient.es da un model.o da 

regres.ión 1.ineal. múl.t..iple queda rasuel.t.a con l.a s.igu.ient.e vers.ión 

del. t.eor•ma de F.ie11•r: 



1 
! 
1 
i 
1 
1 

1 

1 

Teor•- S. Con.si.cb§rese el moct.lo ~ - H e X~. aªx :> con. X 

uno. lftatri.• C H ,. 1<t. :> fi.J'a. da r<2.n6o completo Cl<t. e N:;;,. !! un. v.c:tor 

et. coefi.c&.en.tes d.esconoc&.do• y a > O tamb&.•n. ct.sc:onoc&.do. Una 

r••i.dn. - con.fi.an.a.. - n.i.-l Ct-ca:>. pa.1t"G. •l pa.1t"c:t-tro - &.n.ter•• 

donde ~a y ~. son. dos uectores fi.J'o• y li.n.ea.l-n.t• ·&....-p.ndi.en.t•• 

en. ~k ta.le• que ~~~ - O • ••tá d.efi.n.i.da. por el &.n.terva.lo CRÁ. R
8

J 
en. don.et. 

R. -& 

R. -• 

c:on. 

y~. 

R 

e R. 

e R. 

"'"cx"x.>- a,._ 
- g -& -· -e t• / ,.., .. ¡, :> AC~.> 

"'"cx"x.>-a,._ -·-- -a 

"'"cx"x.>-a,._ 
-g -& -· + e t• / "' .. ¡, :> AC~.> ).. "cx"x.>- a,._ -a-- -· 

{ e ~~cx"x.>-ª~a 1 -ZR e ~~cx"x:>-ª~a 1 

+ R.8c ,._•cx'x.>-a,._ J -· -· e "'"cx"x.>-a,._ 1ª 
g e e ~!cx"x:;;,-ª~a J- -,-:--=!,..c-x....,.."_x_.> ___ a_;::-ª-,-

-a -a 

,.., .. ¡; ,, "'"a -a- -a-

J / CI- g:;;, 

J / CI- g:> 
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o---~rac.i.dn. Bast.a recordar el. t.eorema de FJ.e1l.er con 

. -
Va& A. "e x'"x:> -a,._ 

-a -a J 

V - [ •• A. "e x'"x:> -a,,._ -· -· J 

v •• - [ "'- "ex'"x=>-ª"'- J -· -· 
.z ex xi =>'"ex xi :> / CN-k:> 

Est.a apl.J.cac.i.ón del. Teorema de F.i.el.l.er es sencJ.l.1a. bJ.en 

conocida y en 1.a 1~~era~ura pued• encon~rarse r•por~ada •n Z-rbe 

e1Sf'7B:>. por ejempl.o. ·Ot.ra f"orma de reproduc.i.r el. mLsmo r-ul.t.ado 

es med.i.ant.e el. empl.eo de reparamet.rJ.:z:ac.i.~nes que se J.J.ust.ra aquL 

para una post.erJ.or comparacJ.ón con l.os resul.t.ados del. s.i.gu.i.ent.e 

capLt.ul.o. 

Sea L una mat.r.i.:z: ek 

t.ranspuest.a est.á dada por L'" 

para ia cual.. en consac:uencia. 

y 

x k:> de rango compl.et.o t.al. que su 

C!_& ..... •!.k> con !.aª ~a Y !..a ~. Y 

a - L~ sat.isf"ace l.as rel.aciones 

"-'"6 -a-

ampl.eo de 

anál..i.sis 

una mat.r.i.:z: L con es~as carac~erísLicas es 

usual. en de modeJ.os l.in .. al.es ecr. 
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-::ap1.t.u.lo 1 ::>. En eua.lqu1.er caso. es pos1.b.le repar-t.r1.:z:ar e.l 

mc>de.lo c1.1.1::> de m&nera que 

z (! 

eon Z • X L-a Y• por supuest.o. a • L ~ Est.o es. ahora 

y •.l parámet.ro de 1.nt.eres es s1.mp.lenmnt.e 

· Puest.o que .les: es't.i.ma.dores usua.les de (! y z 
a • 

e "! 

~on 1.ndepend1.ent.es y además 

z 
X CN-k> 

c2.2.1::> 

ce.a.a::> 

se t...1ene que sJ. s• d•f"i.n• V Cvi.i'ª ~z._z::,-•. •nt..onces una. r•gi.ón 

~e -::onC1.an%a. de n1.ve.l C1-ot::> para p est.a deC1.n1.da por e.l 1.nt.erva.lo 

t P.&. Rzl dende 
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con 

V /V •• •• 

y en donde g • t.•a:,v_ / ;;: y t. ea el. cuant.j,l. de orden C1-CIV2> de 

una d~st.r~buc~dn t. de St.udent. con N-k grados de J.~bert.ad. 

Para comprobar que J.os J.;lnüt.es en el enunc~ ado del. 

Teore- 1 coj,ncj,den con 1oa que ae obt.j,enen en •l. moclel.o 
repara .... t.r~zado bast.a observar que 

z"z - e XL -a, "e XL -a, 

- cL-ª>"x"x L-a 

de modo que 

y ent.onces 

e XL -a, e Le x"x> -aL "Je XL -a," 

x cx"x>-ªx" 

En consecuenc~a. 
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Por l.o t..a.nt.o. 

>-.."íi 
-&-

,., ... -·-
Además. 

CN-k::>s:: 

x" 'J: xcx"x>-ªx"J X 

en t. onces 

CN-k::>s2 

F.i. naJ. ment..e. sJ. --
-~cz"z;,-a •. 
-... -1 

~~ cLcx"x::>-•L"J ~j 

Ce~L::> cx"x::>-ªcL"a.::> 
-.. -1 

canónJ.co •n IRa.. 
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d• modo qu• 

v •• "'" e x"x:> -•,,., -a -• 

"'" cx"x>-ª"- • -· -· 
Por lo t.ant.o. no t:inportcz co-=o s• sel.eccionen J.os 11:-2 

Y9Ct.or .. qu• compl.•t.an. con ~. y ~.. J.a mat.riz d• rango compJ.e~o 
L. En ot.raa palabras. •• t.i•n• J.a aiguient.• 

Proposi.ci..Sn 1. La conft:cznacz p --
2. 3 La reJ.aci.dn d• J.as regi.ones d• Fi.•J.J.•r con eJ. coci.ent.• d• 

..,.rosi..a.J.i.t.udes 9•neraJ.i.zado. 

-t.riz CN x le:> Cija d• rango compl.•t.o Ck < N::>. ~ un vect.or d• 
coeCici•nt.es desconocidos y ~ª>O t.ambién desconocido. Sean ad•~•• 
p

0 
un r•al. Cijo y ~. y ~. dos vect.or•s l.ineal.ment.• ind•pendi•nt.••• 

t.al.es qu• ~!~ - O. La prueba. d• J.a hipót.•sis 

1'."B / [ -·- A"B J -·-
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pued• •rec:~uarse. u~111zando •1 coc1en~e de veros1mi.11~udes 

g•n•ra11zado. IUs a~n. puede observar•• que H
0 
.. equ1va1•n~• a un 

caso par~1cu1ar d• 1a 11amada hí.pdt••'-• l. í.nec:al. ••,..real. CS-ar1• 

10'71 • sec:c1ón 3. e>. Si. p - p
0 

•• ~1•ne que 

[ >."e J ,,,.. e 11.. "e J 
-·~ -·-

[ >-"e J -&-

d• man•ra qu• H
0 

es c1•r~a s1 y só1o si 

[ >."e -·- - o 

est..o es. 

Sea ~ [~& P 0 ~.J • 
11n•a1men~• 1ndepend1•n~es. s• s1gu• 
Por 1o ~an~o. 1a pru•ba d• H

0 
S• 

h1pó~•s1s equ1va1en~• 

r. Pues~o que 

que·~ - 2 para 
pued• er•c~uar 

~. y ~. son 
~odo p

0 
• IR. 

probando 1a 

qu• •s un caso par~1cu1ar 

asociada. para un n~ve1 

d• 1a h1pó~•s1s 11n•a1 gen•ra1 y ~1•ne 

de s1gniricancia a y u~i11zando e1 
cocien~e de verasimi.1i~udas genera11zada. 1a siguien~e región de 

rechazo e S.ar1e 1971. página 11a > 
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> t.ª } 

donde 

xi > / CN-k> 

es e.1 estima.dor usua.L de ~ª y t. es e.L cuanti.L de orden C1-cV2> ele 

•.ina d1stribuc:J.ón t. de St.udent con CN-k> grados de .L1bert.ad. Pu-t.o 

que 

-.()\. 
·. -& 

- e "-le XlX> -a,._ J 
-a -a 

se t.J.ene que 

1f • { X 
CC"-lB J 

-a-

v. .... 

> t.ª } 

o equ.tva.Lent.ement.e. en t.érm.1nos de .La var.1ab.Le pivot.a.L ut..1.L.1z:ada 

por F.ie.L.Ler. 

1f • { X } 

i 
l 

1 

1 



Est.o -· 
denot.a por 

ac•ptac:O:dn. para J.a 

d• YN 
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•• t.1•ne qu• para un valor d• p t1Jo. y s1 •• 

• IR" ::> ai -pac1o •u-t.ral. 
0 

l.a ·r-.1.ón ele 

h1p6t.es1s H: _t., det1n1da por .•l. subc:onJunt.o 

Recordando ahora J.a det1n.l.c1dn de at•. l.a r-16n de 

cont1anza para p det1n1da en el. enunc1ado del. Teore.,.. d• F1elJ.er 

C sec:c1.ón 2. 1 ::> • - el.aro que J.a r-1ón de F1ell.er y J.a r-16n d• 

acept.ac1ón .1# guardan una ev1dent.e r•l.ac1ón. Para ser ~- prec1sos. 

l.a reg1ón de cont1anza de F1.el.l•r puede obt.enerse al. apJ.1.car el. 

l.lamado ~todo G.n.e.ral para la const.rucc1ón de r-1on- d• 

cont1anza C Rao 1073. P'g1na 470 ::> a l.a tam111a de ev.nt.os 

A • { ,,,, • Mep::> I p • IR } 

Est.a relac1ón con l.as · común-nt.e acept.adas reg1ones 

cr&t.1cas basadas en •J. coc1•nt.• de veros1m1J..l.t.ud•• ge.-ral..1.zado ha 

cont.r1bu&do. muy probable-nt.e. a au-i:>t.ar el. 1mpact.o de l.as 

regían•• d• cont~anza de FJ.•ii.r. 

a. 4 Los .1nc:onven.l.ent.•s d•J. proced1-1ent.o de F1e1J.er. 

Las d1t1cul.t.ades de las regiones d• cont1anza que s• 

obt..J.en•n cuando •• •mp.l•a e.1 Teorema de FJ.e1J.er son bJ.•n conoc::J.das 

y de hecho. el. aut.or del. proced1m1ent.o J.as reconoce y d1scut.e 

aunque de ma.n•r a super C J. cJ. al. en uno de sus a.rt..1.cu.los básJ.c:os 

CF1aller 19S4::>. Los probl.emas son bás1ca-nt.e dos y de nat.ural.•za 

esenc1al.ment.e d1st.1nt.a. En primer J.ugar y a un nivel ami.nent.ement.e 



ANAL•••• rascUSNTS•TA 20 

pr,ct..:l.co. d• acuerdo a J.a obs•rvac:l.ón c.: t:.:.> de J.a •ecc::l.ón 2.1. •:l. 

el. c:oc:l.ent.• g exced• •l. val.or de 1 •nt..onc- J.a reg:l.ón de c:ont:l.anza 

pasa de ser un :l.nt..erval.o a ••r su compl.•,,,.nt.o. La ut..:1.l.:1.dad d• una 

at":l.rmac:l.ón d•l. t.:l.po - Con una cont:l.anza de ~ p - menor que R• 
o b:l.en 111&yor que R• .. t.~p:l.ca .... nt.e escasa. Por ot.ra part..e. como 

se menc:l.onó •n J.a observac:l.ón c.:u.> de J.a JIU.•- secc:l.ón 2.1. 

usual.ment.e .. t..a s:l.t..uac:l.ón se puede :l.dent..:1.t:l.car 

que J.a ev:l.d•nc:l.a proporc:l.onada por J.os dat.os 

con aquel. J. a en 

Juzgada con 

J.a 

un 

c:r:l.t..•r:l.o trecu•nt..:l.st..a no apoya J.a h:l.pót..-:1.• de que el. 

denoai.nador de p sea d:l.ter•nt.e d• cero. C. .. t.a man•ra. J.a 

d:l.t:l.c:ul.t.ad práct.:l.ca adqu:l.ere ot.ra rac•t.a. Para •l. n:l.vel. de 

s:l.gn:l.t:l.canc:l.a - o equ:l.val.•nt.•ment.e d• cont:l.anza - ut..:l.J.:l.zado. J.á 

:l.ntor-c:l.ón c:ont.en:l.da •n J.os dat..os sug:l.•r• qu• •l. parámet.ro de 

:l.nt..er._ no ••td b.:•n ~'.:n.:do. C..Sd• una perspect.:l.va :l.ng•nua. -t..a 

d:l.t:l.cul.t.ad pued• sal.vara• mocl:l.t:l.cando •1 val.ar d•l. n:l.vel. a. Pu-t.o 

qu• 

ca. 4. 1::1 

y dado que t.ª es una runc:l.ón monót.ona decrec:l.ent..• de a Cea i!:: o. !5:> 

- tác::l.J. ver:l.t:l.car que s:I. a - sut:l.c:l.ent..e..,.nt..e cercana a O. !5 

ent..onc .. g e 1 y J.a d:l.t:l.cul.t.ad -d-aparece••. La ral.J.a en .. t..e 

argu,,,.nt.o correct..:l.vo surge del. hecho tr.éuent.e de qu• J.os val.ores 

de a que conducen a un val.or d• g -nor que 1 suel.en produc:l.r un 

n:l.vel. de cont:l.anza t..an reduc:l.do qu• a pesar de que J.a reg:l.ón s•a 

un :l.nt.ervaJ.o. su ut.:1.l.:1.dad es ..U:n:l.ma. 

EJ. ·et.ro :l. nconven.i ent..e qu• t..ienen J.as reg.iones de 

cont.ianza de F.i•l.l.•r •• cons:l.d•rabl.•ment.• más grave. de caráct..•r 

c:onc:ept..ual y d• hecho. pon• •n duda J.a nat.ural.ez.a m.ism.a del. 

conc:•pt..o da c:ont.ianza. Como se ha :l.nd:l.cado. J.a reg:l.ón de F:l.•l.l.•r 

•• d• 1a C'or-ma. 
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IR• - t p • IR hCp> S t.ª • C2.4.2> 

en donde 

y t. es e1 cuant.J.1 de orden C1-......-z> de una ~st.rJ.bucJ.ón t. de 

St.udent. con q grados de 1J.bert.ad. Para cada ·vaior !"J..Jo de p y co-=o 

tuncJ.dn de 1as varJ.ab1•• a1eat.orJ.a• a. b y •ª· •• t.J.ene que hCp> 

sJ.gue una dJ.st.rJ.bucJ.dn t. de St.udent. con 1os grados de 1J.bert.ad 

J.ndJ.cados. Es convenJ.ent.e not.ar que en rorma J.•p1~cJ.t.a. e1 Teorema 

de FJ.e11er supone que v:. e v••v- -t.o -· que 1a varJ.anza de 

a pb •• dJ.st.J.nt.a de cero para t.odo va1or de p • •· Eat.a 

suposJ.cJ.dn se puede vwrJ.!"J.car en cada ap1J.cacJ.6n part.J.cu1ar y 

t.~pJ.ca-nt.•.• - correct.a. En cua1quJ.er' casa. 1a carac~•r~st.J.ca más 

not.ab1• de 1a varJ.ab1e pJ.vot.a1 hCp> - que para un conjunt.o d• 

dat.os ft:.Jo y cama runcJ.ón d• p. - sJ.•P1•-nt.e •1 coc:J.ent.e de dos 

po1J.naini.as de grado daa. As~. sJ. se de!"J.n•n 

Ca pb>. 

y 

BCp> 

ent.onces 
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hCp> - ACp> / BCp>. 

Bajo •J. •UPU••t.o de que v:. < V&&V- el. poJ.J.no..t.o &cp> 

carece d• raLc:•• real.•• y por t.ant.o J.a ,.uncJ.ón rac:J.ona1 hCp> • no 

•o1o ••t.' bJ.en de,.inida para t.odo p • IR •ino que -- d• el.a•• e-. 
En part.ic:uJ.ar. - c:ont.inua y por t.ant.o para todo aubc:onj-..&o 

acotado ~ IR. •• a su vez ac:ot.ada. FinaJ. .. nt.e. puest.o que cuando 

IPI• -

J.im hCp> "'• / (J. 

un real. bJ.en d•tinido C que usuai .... nt.e •• pued• ident.J.tic:ar con 

J.a est.adLst.ic:a d• prueba para J.á hj,pót.esis H
0

:(J - O->• •• t.i•n• J.a 

siguient.• 

ProposJ.c:J.dn S. 'ara un con.J"unto da dato• ''-jo y COlllO 

funci.ón ~ p. h.C'p:> •• una func"i.ón. acotada en IR. 

La principal. c:onsec::uenoia d• J.a Proposición 1 -•• qu• si 

hC p> - ac:ot.ada ent.onc:•s. pu-t.o qu• t. - •1 c:uant.i J. de ord•n 

C.1-.....-a> d• una dist.ribuc:J.ón cuyo rango •• IR. e>d.•t.• o* 

su,-J.cJ.ent..e-nt..e cercano a cero. pero ••l.ric t.cun.nt• po•i. t ""° 
t.oclo p • 

t.aJ. 

IR. que el. vaJ.or asociado et.•>• - mayor que hCp> para 

Est.o es. •xJ.st.• a• • C0 • .1> t.aJ. que si t.• - el. cuant.i J. d• ord•n 

.1-a•....-a d• J.a dist.ribuc:ión t. de St.ud•nt. con q grados d• i~ber~ad. 

ent.onces 

V pe IR. 

Por t.aRt.o. J.a c:orrespondient.a región da c:onCianza basada 

en •i T•or•ma de Fi.eiJ.•r. con un ni.veJ. c1-a•......a:> •st..ri.ct..ament..• 
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menor que 1 • puest.o que o.• > O - est.a dada por 

• 
• IR • 

De hecho. el vaJ.er de t. - puede det.ernU.narse rác.l.J.-nt.e 

si. se c:aJ.c:uJ.an J.os valer- ext.remcs de hCp:>. Dado que 1..a runc.l.ón 

es a.t.rerenc:.l..abJ.e en IR. el. s~gu.l.ent.e proc:ed.l.mi.ent.o se apl..1.c.a 

hCp:> • ACp:> / BCp:> 

de dende se t..l.ene que 

hºCp:> e BCp:>AºCp:> - ACp:>a•cp:> ] / CBCp:> J 2 

por .1 o t..ant..o. 

hºCp:> • O - BCp:>A.Cp:> - ACp::>BºCp::> • O. 

Ahora b.l.en. 

A"Cp:> • - i!b Ca - pt:>:> 

y ent.cnces 

BCp:>A.Cp:> - ACp::>e•cp::> - Ca - pb:>C-2bBCp::> - Ca-pb:>e•cp:>J 

asi. que 

- Ca. - pb:>Ci!bBCp::> ... Ca - pb::>e·cp::>J - o 

est.o es si. y sólo s.I. ecurre que 



Ca - pto:> - o. 

e b.i.en 

2t.sci=-> • e.a - pto::>s•cp::> - o. 

Náa aun. recordando qu• 

se t..J.•n• que 

2bBCp::> + Ca - pb::>BºCp::> 

de manera que 2bBCp> + ca - pb>B'Cp::> • O 

Cbv 
&& 
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s.s. y sól. e s.s. 
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Puest.o que l.os e .... nt.os b • O y Cbv .. - av .. > - O ocurren 

con probab.l.l.idad cero. l.os val.ores de pa y p• est.'n b.l.en det".l.n.l.dos 

con probabil.idad uno. F.l.n&i-nt.e. si •• observa que hC...,,:> Z:: o. -
claro que p • pa c:orresponcl• a un ~ni- ChCpa> • O> y pu-t.o que 

para IPI sut".1.cient.•-nt.e grande - ciert.o que 

h"c-p> 
h"Cp> > o 

se s.l.gue que p• corresponde a un máximo. Un poco más d• 'l.gebra -

necesar.l.a para comprobar que el. val.ar máximo de hCp> _._, dado por 

a•L que •.l. ca'ao ••lecc:.l.ona de t"or- que t.• > hCp•>. ent.onc:- ••- • 

como •• ha indicado. En r-u-n. •• ha probado l.a siguient.• 

Propos.l.c.l.cSn 2. Para. t~ apl.:c:ae.:ón. - la t9c:n.O:ca -

Fí.•l l•r para lcz c:o..-tr'UCc:O:dn. - re,.:o,.,.• - c:on.f.:cz .... a •.xO:•t• un. 

valor - ca ••trO:c:t-n.te po•O: tO:vo tczl - lcz c:orr••pond.:ent• 

r••O:dn. para p Cc:on un n..:ve& - c:onfO:aztaa ••trO:c:tcunen.t• ,...nor que 
t~ coO:nc:O:- con. toda la rec:tcz real. 

Est.e result.ado no sola-nt.e poclrLa cons.l.derarse c:o..:> una 

descal.1.t".l.cación del procedimient.o de FJ.eller sino como un 

J.nconvenJ.•nt..e Lnl"a.-r•nt.• a 1as regiones de conC'ian:za. 

puest.o que como ya se mencionó en l.a sección 2.3. 1as 

FJ.el.l.er pueden obt.enerse al apl.icar un mét.odo 

const.ruc:c:J.ón de regiones de conrJ.anza. 

•n g•n•ral. 

region•s de 

g•n•ra.1 d• 



CAPITULO 3. ALTERNATIVA BAYESIANA 

3.S 

Sea. co111Ct ant.eriorment.e. X • IRN un v.ct.or al.eat.orJ.o que 

sigue una dJ.st.rJ.bucJ.Ón Normal mult.J.varJ.ada con v.ct.or de medias X~ 
y -t.riz de covarJ.anza• a•x en donde X - una -t.rJ.z tJ.Ja CN • k::> 

d• rango compl•t.o. ~ • IRk Ck e N::> - un vect.or d• coerJ.ci•nt.e• 

d•sconocJ.dos y a > O es t.ambJ.én desconocida. Est.o -· 

Sea además 

p - >.."e/ >.."e -a- -a-

el parámat.ro de J. nt.erés. con ~a y ~. 

l J. neal -nt.e J. ndependJ. en t. es en IRk C ~~ !! ,,. 
t.écnJ.cas de repara...-t.rizacJ.ón ...-ncJ.onadas 

posible escribir 

X~ = X CL -aL::> ~ 

dos 

o::>. 

en 

C3.1.1::> 

C3.1.2::> 

vect..ores CJ.jos y 

Rec:urrJ.endo a las 

la sección 2. 2 es 
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z (! 

donde z X L-a. l! k:> de rango 
comp1et.o t.a1 que 

f1., >.'e - .. -
11. >.'e -·-

Por t.ant.o. •1 mod•1o C3.1.1> puede •nt.onces escribir•• como 

C3.1. 3:> 

y e1 parámat.ro de int.erés es simsi1•--nt.e 

p - 11 .. / 11. C3.1. ¿:i 

La f'unción de d•nsidad de1 v.ct.or de observaciones '!. 
est.á dada por 

.C3.1.'!5:> 

pero una t.ransf'ormación adiciona1 d•1 espacio de pará,...t.ros puede 
a.p1i.c:a.rse para. expresar es~a densJ.da.d y c:ansec:uen~ement..e. 1a 

correspondient.e runción de varosinú.1it.ud exp11cit.amant.e en 

t.érminoa de1 pará-t.ro de int.eré• p. Sea a:: • IRk un vect.or t.a1 que 

C3.1.8:> 
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Est.a es una t..ra.nsror1n&c:J.ón uno a uno cuya J.nversa .. t..al 

dada por 

C3.1. 7> 

11... - y i. ~ i. - • • • • • • k 

de manera que a puede expresarse •n ~~rnú.nos d• ~ca - (!C~>>. Am1.. 

la runcJ.ón de verasJ.nú.lJ.~ud de e~. a> pued• escrJ.bJ.r•e como 

••• C3.1.8> 

' que J. nvol. ucra expl.1. cJ. ~amen~e a p • r a. 

Para producJ.r J.nrerenc:J.as sobre p d-d• un pun~o de 

vJ.s~a. bayesJ.ano. J.a veros.i.nú.1.i.~ud C3. 1. &> debe colllb.i.na.r•• con l.a 

densJ.dad J.nJ.c::J.a.J. c:onjunt.a. pCa:• O':> que d•scrJ.b• •1 c:onocJ.mJ.•nt..o 

sobr• i:: y a con q_ue cu•n~a el. cJ.en~1.rJ.co an~es de ob~ener l.a.s 

observacJ.ones. 

3.2 La dJ.s~rJ.buc:J.dn J.n.i.c.i.al.. 

Apl.J.ca.ndo •l. ~aorema de Bayws. pa.r~J.endo de una densJ.da.d 

J.nJ.cJ.a.J. pCi::. a> y da.do un conjun~o espec1.r.i.co de observa.c.i.ones X• 
la. densJ.dad fin.a.l s• ob~J.•ne de la. relacJ.ón 

pCi::. a 1 X > ex pci::. a> 1...cr. a 1 X > C3. 2.1> 

con LC_l::• a la f'uncJ.ón de V..rosJ.mJ.li.~ud da e¡::. En 

consecuencia. 1.a densidad marginal. del. ... parámat..ro de int..erés P 
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resu.lt.a. 

pCp 1 ~ :> 

C3. 2.2:> 

EJ. objet.ivo de .la. densidad inicia.l pe~. a> es describir 

•.l est.a.do de conocim.i.ent.o que se posee sobre .los pará-t.ros ant.es 

de obt.ener .las observaciones. Es e.lar-o por una pa.rt.e. que 

dist.int.as represent.aciones t"uncion.a..les de est.a densidad inicJ.al. 

pueden dar· .Lugar a resu.Lt.ados muy parecidos ca po•~•rt:ort: y que por 

et.ro .la.do. .La dit"icu.lt.ad t.écnica invol.ucrada en e.l proceso de 

obt.ener exp.licJ.t..a.. ana..lit.ica-nt.e .la. densidad marginal. C3. a. 2:> a 

part.ir de pe~. a 1 ! ::> puede ser muy dJ.f"erent.e en unos casos y en 

et.ras. Asi. aparece como un objet.1vc adicJ.onal.. seeundarJ.o pero 

import.ant.e para .la e.Lección de .la densidad inJ.cial.. el. emp.leo de 

•.Jna rorma f"unc:J.ona.l que f"aci.lit.• o sJ.mpl.J.t"ique e.l proceso 

necesario para obt.ener .la densidad Cina.l del. parámet.ro de J.nt.erés. 

Por .lo que se ref"i•r• a.l mode.lo C:::t.·1. S::> es convenient.e 

Ln•L•~~r en que •s~á pa.ramet.r.izado por e.1 vect..or 

el:'"· a::> • e p. fl,. •...• flk· a ::> 

y n.a so.lament.e por e.l parámet.ro de J.nt.erés p. En est..a.s 

condicJ.ones. 11.... f31c y a pcdrJ.an cons.iderarse como pa.rá.met..ros 

lftar'8~n.aL•s. de ruLdo o (nc(d•n.t.aL•• que deber~an. en a.lgún 

sent..l.do. ser ''e.lim.1.nados .. de.l aná.lisis. Como ya se ha indicado • .la 

mayor p.art.• de .los resu.lt..ados ba.yesianos se reC"J.eren a casos 

par t. .l. e u.L ar es y han sido deriYado:s ut..1..lizando al.gun.a. Corma de 

dist..ribución 

es t.. os 

no-.i. nf"orma.t.i va. con.Jun.t.a. 

resu.lt.ados t.ipicament.e 

para 

sen 

o bien. para 

compiicados desde un 

punt.c de '.rist.a. a.nalit..1.co y reqt.1i.'9ren de un a.na.lisis numéric:o4 
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AquL. •.L probl.ema. de asJ.gnar una cl•n•J.dad J.n.&cJ.al. •• •n,.r•nt.ará. 

par~J.endo d•J. reconocJ...U.ent.o expJ.ícJ.t.o del.os cilst.int.os p&pe1es que 

Ju99an p y J.os pará-~ros de -rginaJ.es en el. modeJ.o. Sí J.a 

densidad iníciaJ. conjunt.a se escríbe como 

p<p. "•· •••• ff.,. cr:> • pCffa• •••• f1.,. u 1 p:>pCp:> 

es el.aro que J.a inCormación J.níciaJ. se puede -descomponer- en dos 

part.es: una. J.a que se pos- sobre el. 

descrit..& por pCp:>. y ot.ra. J.a que se conoce sobre J.os par.._t..ros 

margín&J.es c...ando se supone conoci.do •J. pará.-t..ro de J.nt..erés y que 

se descrJ.be mediant.e pC(f.· ••••• ff.,• u 1 p:>. Respect.o a est..e segundo 

component.e y aun si se cuent.a con &J.guna J.nCormación •ubJet.iva 

íníci&J. acerca de J.os p~r•-t.ros margJ.naJ.es. puede r-uJ.t.ar 

dif"icJ.J. describir e·J. conoc:J.nú.ent..o sobre Cfla• •••• 11.,. o 1 p:>. 
especi&J.-n~• si k ea grande. Como aJ.t..ern&t.J.va en .. t.• t.r&bajo •• 

propone ••eJ.J...U.nar •• J.os par._t.ros margJ.naJ.es ut.J.J.J.zando una 

J.ni.cí&J. no-J.nf"orma.t.i.va cond(c(on.al. Para est.e erect.o es út.iJ. 

observar que. para un vaJ.or CJ.Jo de P• el. vect.or de .-días <r{! con 

z - e =·· =··. e ~i. • IR" ; t. - a •• - • • 1c l 

el - e " .. • (l ••• . 

w - e '!! .... '!!!.,_ ._:> CH X Ck-1:>:> 

Cp;;._ ... =·· =··. ;: .. :> 

t. 
le - Cf1a• 11 ••• • (1 .. :>. 

Por .Lo t..a.nt.o. condicionado a.J. va..ior de p. el. modal.o 
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C3. 2. 3> 

y una inicial. no-inf"ormat.iva condicionada para J.os pará-t.ros 

marginal.•s pu•d• obt.•n•rs• como •l. J.im:i.t.• d• J.a falft.ilia con1utia.da. 
respec::t.iva CO..Groot. 1g'70. capit.ul.o Q:> o ut.il.J.z:ando ot.ro _.t.odo 

como. por •Jempl.o. J.a r••la de J•f fr•y• CBox y Tiao 1Q73. sección 

1.3:> o •1 andli•i• - r•f•:r•nc:ia CBernardo 1Q7Q:>. EJ. resul.t.ado más 

import.ant.• de •st.a sección es que para t.odos •st.os ..,.t.odos. J.a 

inicJ.al. para~ ••...• ~k y cr es independi•nte d• p y t.i•ne J.a f"or...., 

ne~... . . • ~k • .,, 1 p :> ex .,,-r C3.2.•> 

para al.gdn r > O. En cons•cuenc.ia. •n est..e ~rabajo •• considerar' 
que una densidad inicial conjunt.a de J.a f"orma 

a> ex pCp:> -r 
cr C3. 2. e> 

donde pCp:> es J.a densidad marginal. inicJ.al. para p qu• describe el 

conoc:J.mJ.ent.o que •1 cierrt..~f"ico pos-- sobr• el. paá..,.t.ro-de int.erés. 

provee una repr•sent..ación aproxLlhada. ra.zonab1• para •1 

conocimJ.ent.o inicial. que •l. cient.if"ico posee resp•ct.o & e~. a:>. En 

J.a medida en que pCp:> •S una densidad arbit.rar:i.a. J.o mJ.smo que l.a 

const.ant.• pos:i.t.:i.va r. •s el.aro que C3.2.e:> def"ine una fana.ilia d• 

densidades inJ.cia1•s conjunt..as y no una únLca densidad. Puest..o que 

e1 Vec:t..or Ci:.t. • a)i prac:ede de Una. t..ran.sC"orma.ción del. V•C:t.or de 

pa.rámet..ros ••orJ.g.ina.1 •• e~'"· a:>. resul.t..a. d• i.nt..erés est..a.bl.ecer 1.a 

densidad 

C3.2. 5>. 

in:i.c:i.al. para vec:t..or equi val. en t. e a la 

En primer lugar. dado que~ es una t.ransf"ormac:i.ón de ª• 
si '· denot..a.· .la ina.t..ri.z de deriva.das pa.rc.ia.1vs del. vec:t..or cz::::". a:> 
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t. - a ••••• le 

•• t..i•n• qu• 

1....-p. 11 • ....-~ o o 
o 1 o o 
o o 

'• 
%de-&) 

o º· 
con %••• 1a mat..rJ.z: J.d•nt...J.dad d• dJ.mensJ.ón p. En c:onsecuencJ.a. 

C3.2.e::> 

de donde. aplicando el c:amb.i.o de vari.abl• c:orrespondi.ent.e. s• 
t..J.•n• qu~ 

en donde s:>,,.CP•"'l12 ':1 
Ahora. sJ. 

mat..rJ.z de 

represant..a. la dansi.da.d 

se recuerda que (1 a:: L~. 

deri.vada.s pa.rc:lales da 

vect..or C@". a:> • •nt..onc:es 

J ~ L 
z 

C3.2.7::> 

pCp::> •V&l.uada 

•s el.aro que sJ. 

C(lt.. o:> respect..o 

en 

'• 
al 



de manera que 1.1
2

1 
.1 a dens1 ciad pC t:. C>':> 

ILI. 1ndepend1ent.ement.• de e~. a>. Pc:1r t.ant.o. 

ac pCp:>c--r es equ1valent.• a la d•ns1d&d 1n1c1al 

C3. 2. e:> 

en t. ér m1. nc:1s de 1 a par amet. r J. zaci ón -c:1r i gi nal •• C !! • e-:> • Cl. ar amen t.•. 

est.a densidad no cc:1rr•sPQnde con las densidades no-int'Clrmat.J.vas 

que se obt.J.enen vi& f'ami.11.as conjugad.as o regla de Jef'f'reys 

.ap11c:.anc:lo la '-éc:n1c:a c:orr-pond1ent..it al vec:'-or C!!~. oo::>; sc:1bre el 

caso del análisis de ref'erenc.l.a s• .abundará en el sigu.l.ent.e 

c&p1t.ulo. Por lo prc:1nt.o. en la sJ.gu1ent.e secc:J.ón se prc:1b.ar• que. 

s.l.n neces1dad de J.mponer r-t.rJ.ccJ.c:1nes sc:1bre pCp::> o sobre la 

const..an'-e PCl•1'-1v& r. •• posible c:1bt.ener una expresión anal.1.t.J.c:a 

para la cc:1rresPQnd1ent.e densidad 1'1nal marginal del p.ar•met.ro de 

1n'-eréa. 

3.3 

Ut.J.11zando e.1 t.eorem.a d• Bayes. 

f'J.na.1 para Ct:• a:> result.a 

la densic:l.ad cc:1njun'-• 

C3. 3. 1:> 

y pc:1r t.ant.c:1. la densidad marginal Cina.1 de t: se puede obt.ener cc:1mc:1 

pC t: 1 !. :> - f pC t: • P' I !. :> dC>' 



SJ. en J.a 

en C3.3.2::> se apl.J.ca el. canab.i.o d• var.i.abl.• u 

C3.3.2> 

J.n~egral. que aparee• 

- o-•. •• ob~i.ene 

con A 

ccrr•spcnd• 
CN+r-1:::>/2. CJ.aramen~•· el. J.Q~egrando •n C3.3.3::> 
al. núc.lec de una dens.i.dad Gama con paráme~ros A y B. 

de manera que se puede conc.lu.i.r 

... C3.3.•::> 

Recordando qu• 

e p. r... r1c::> 



~ 
con z:::. 
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cy ••...• yk~. se ~1•n• que ahora•• necesar1o caicuiar 

pCy al y~ 

.•• C3. 3. !S::> 

La eva.Luac.t.ón d• .la Lnt.egra.l en C3.3.!S::> puede erec:t.uarse 

observando que es neces.ar.t.o Lnt.egrar can respect.a a (J •••••• fl,. 
par.a cada va.Lor /i.J"o de p. En ••t..a• c:ond.i.c:Lone•. 

a .la expr-Lón a.lt.ernat.Lva C3. 2. 3::> para 

•e puede rec:urr.i.r 

s.t.mp.L.t.r.t.c•r •.l 

pr-=cedJ.mJ.ent..o. Más especJ.C'.icament..e. sean ~&· ~.· •• .los 

•.rect.ares co.lumna que rarm.an .La mat.rL:: z. Est.o es. 

z • e=.· ~.·. CN x k::> 

y sea además. W .La mat.r.t.z de d.t.mens.t.anes CN x Ck-1::>::> der.t.n.t.da •n 

la sección 3.2 cuyas co.1umn.a.s ~.· ~.····• ~k-& sat.J.sf"acen .1as 

reJ.acJ.ones 

~i.•& i. - ª• ...• k-& 

En t. onces 
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C. las ec:uac1on•s C3.1.7::> se ~1•n• que 

"' - •••••• le. 

de man•ra. qu• 

.Cr8 '!!• + r•'!!.a • ... r1c'!!!i.- • • 

Por lo ~an~c. para erada valer ~1Jo d• p • ~. 

C3. 3. e:> 

~. - e•"-=> -a •"x 

•l es~1mador usual de nún1mos cuadrados de l::a en •l modelo 

'! - NC •l::a• aªx ::> 

Es b1en conoc1do C Searle 1971. pág1na 113 ::> que para ~oda vec~or 



ALTEaNATSVA aAYE8SANA 

l:a • IR1c-•. 

• • C3. 3. 7> 

de manera que est.a suma de cuadrados puede expr .. ars• como s.t.gue 

••• C3. 3 •. 8> 

donde 

HCp> 

es (nd•pend(•nt• de~.· ~- rel.acLón C3.3.8) es vál..t.da sLempre que 
HCp) - O pero •s una consecuenc.t.a Lninec:!Lat.a de l.os resul.t.ados 

bás.t.cos d• mod•l.os l..t.neal.es que pCHCp> - OJ • o s.t. N ~ k por l.o 
t.ant.o. est.a supos.t.c.t.ón no es •n absol.ut.o rest.r.t.ct..t.va. De est.a 
~arma •• t..t.ene que 

pCr.,I :p 

... C3. 3. !ól) 



con c N+r-1 y T cw"w:> ,,. HCp>. 

1nt.egrando en C3.3.9> co1nc1de con el 

lt-uJ.t.a. 1..-d1at.o que 

núcleo de una dens1dad ~ 

•J. 

el• 

St.udent. muJ.t.1var1ada con .... 
1.oca.J.1:z:ac1ón Z::a y mat.r1::: 

N+r-lc grados de 1..tbert.ad. 

de prec1s1ón T. Por J.o t.ant.o. 

eJ..:> como ~unc1ón d• p. 

-t.or et• 

se t.J.•n• 
que CC.0..oot. 1970. págLna. 

-
••• C3. 3.10.:> 

Ahora. b.ten. CW"W> es una mat.r1z de d.t-nsJ.ón Clc-1>•Ck-:L.:> ele -nera 

que 

rr1 .. 
en consecuencia. 

pep 1 X> 

Por ot..ra part..e., 

w - e~.· ~.· .. 

con za J.a mat.ri:z: CN x c1c-a:>:> 
Ck ~ 3~. En consec::uencia. 

C3.3.:L1.:> 

cuyas caiumn~s sen ~ ••...• 



en donde 

' ww -a-& 

z!!!., 

pez'z ::> 
-& • 

cw'z >' -& • 

pez!~a:> 
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w'z l -& • 

z'z a a Ck-1:>xCk-1:> 

C3. 3.12::> 

C1x1:> 

... cz'z ::> -· . C1 xCk-e:>:> 

... cz!~ • .:> CCk:-2:>x1:> 

En cuaJ.quJ.er caso s• pued• comprobar. 

resu.l~ados de ma~r1ces par~1c1onadas es.ar.le 1982. 

u~1.l1zando .lo• 

pág1na 2!58:> que 

.... , wt.w· 
-a-a. 

z e z'z ::> -ªz'> z z z z 

- p ::>w C3.3.13:> 
-& 
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con X - P • C X - z.cz!z.:;,-•z! > • .la -t.rJ.z sJ.lftét.rJ.ca. J.dempct.ent.e 

y pcsJ.t.J.va detJ.nJ.da ascc:J.ada a .la suma. de cuadrados de.1 error en 

un ll'IOdel.o de .la Cor-

Es evJ.dent.• que. en pa.rt.J.cu.lar. !!!!e % - P >!!!• - O pue•t.o 

que para cual.quier va.lar de p • ~. ~. es una combJ.nacJ.ón .lJ.nea..1 de 

.las dos prJ. ... ra.s co.lumnas de Z y ent.onc ... .la. únJ.ca torM& pomJ.b.le 

de que est.a combJ.nacJ.ón .lJ.nea.1 tuese ajust.ada. con error cero por 

un ......aeJ.o .lJ.nea..1 en t.érnU.nos de z. •• que Z tuese sJ.ngu~a.r. SJ.n 

embargo. por hJ.pót.esJ.s. Z es de rango compl.et.o. En resu-n. de 

C3. 3. 11> y C3. 3. 13> •• s.t.gue qu• 

J: - p >w -.-,.,...z -· 
••• C3. 3.14> 

QCp:> C3.3.1'!!1::> 

con QCp:> c•pª ... c•p ... co· en donde 

e:. z'--· CJ:-P> ~. 

e: a a :z' CJ:-P:> ~z -a 

e: o 
z'-
-a CJ:-P::> ~ .. 
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Las prop.iedad•s d•J. pol..i.nonü.o QCp> puecll•n -t..abl.ec:•r•• 

•n l"or- .i.~.i.at..a. Exact..a-nt..• por el. llU.smo razonanU.•nt..o qu• •• 

a~gu~d para •i caao d• ~.· •• ~~•n• qu• 

c. > o 

> o 

por cons.igu.i•nt..e. QCp:> 

•xacta....nt• 2. tMs a~n. •l. 

QCp:> - o 

- un pol..inomú.o d• 

d.iscr.i.nU.nant..e d• J.a ec:uac.idn 

Pu-t..o qu• CJ:-P> - .id•mpot..•nt..•. •• t...i.en• qu• •.i •• d•l".i.n•n 

v CJ:-P:>z -· -· 
•nt..ances 

, .. • 
Por .lo t..ant..c. una apl..icac.ión .in-.:S.ia.t...a de J..a das.igual.dad de 

Schw.arz r•vel.a qu• e: - .&caco S O y que J..a .igual.dad se .al.canza •L 

y sólo SL •xi.•t..• a • ~ t..al. qu• 



Sln embargo 

--
V -· 

- av -· 
-~. 

-~. 

- C%-P:>Cz -· - az >'cx-P:> C:a: - az ::> -a -a -a 

De ... nera que nueva-nt..e por las mi.sma• cau•a• por J.a• 

que !!!:e % P ::>!!!a ,,. o y pu-t.o que l!:a y l!:a son l .l neal -nt.• 
.lndepend.lent.... •e t..lene q~• e: - 4c:

8
c

0 
e o. En conclu•.lón. ae ha 

probado que CXp:> _. un pol.lnomi.o de grado e. s.ln ra~c- r•ale• y 

pos.lt..lvo. En cualqu.ler caso. volv.lendo al argu-nt.o pr.lnc.lpal •• 
t..lene que 

pe p 1 y :> - pe p:> [ QC p:> ] -&/Z[ HC p:> ] ~CN+r-k>/8 C3. 3.10:> 

en donde QC p:> con 

c 0 l!:! C%-P:> ~z 

y además 



C3.3.1'7:> 

Es convenJ. ent.e 

det.ernú.nant.e 

observar que en l.a 

•"• 
•:xpre•J.ón C3. 3. 13:> 

•• ha ut..J.1 J. zado para el. de .La 

J.mpl.~cJ.t.a .... nt.e el. hecho de que k ~ 3. Ei caso k 

expr .. J.ón al.t.ernat.J.va 

a conduc• a .1 a 

, .... , 
que t.J.en• ascx:J.ado un anál.J.sJ.s sJ.nú.l.ar pero más sJ.mpl.e. En l.o que 

rest..a. por conveni.•ncJ.a •• mant..•ndrá l.a hJ.pót..••J. • k ~ 3 de 

cual.quJ.•r rorma. el. caso k 2 requJ.ere d• mcclJ.rJ.cacJ.ones ..,.nor•• 

y sJ.empr• resul.t.a más sJ.mpl.e. 

Un prJ.-r exá..,.n puede sugerJ.r que l.a •xpr-J.ón C3. 3. 1'7:> 

para HCp:>. a dJ.rerencJ.a del. pol.J.nomJ.o QCp:>. es una runcJ.ón 

c:on•J.derabl.•ment.• c:ompJ.J.c:ada d• p cuya •val.uacJ.ón puec:I• r••uJ. t..ar 

cost..o•a •n un probl.•ma r•aJ.. Tal. n.o •• •1 caso. En rea.11dad. come> 

se most.rará en seguJ.da. HCp:> es un ccx:J.ent.e de dos pol.J.nonú.os de 

grado dos. ConsJ.dérese nuevament.e el. mod~l.o 

'! - NC •z: •• o-X :> 

con 

• e 
~-· ~a· .. ~ k-& :> CNxClc:-1::>::> 

L 
= cr

2 
•• rk::> E 

IRk-a 
i=. 

y l.&5 part.J.cJ.ones 
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.. - e~.· •.> 

C!!a • z.> 

" i=. cr •• ¡:~> 

" cr •• i=. 1"" ...... r.,=> -. .. -. 
Sea ahora H l.a hipó~••is de qu• >'a - O. Est.o es 

H ~~l::a - O 

dond•. como - usual. • ~. es •l. pr i ,_r vec:t.or d• l. a base canó~ ca 

•n IRk-&: ~~ - C1. o.... . O>. En~onc:-. ut.il.J.zando l.a t.•r-Mi.nol.-~a 
d•1 •nCoque trec:uen~is~a para 1a pru•ba de hipót.•sJ.s •n •l. -=>d•l.o 

1in•a1 gen•ral.. se t.J.en• que •1 l.l.amado Hoa.to Compl•~o CNC::> .... , 
dado por 

lllU.•nt.ras qu• •l. Hodelo Reducido coincid• c:on 

C3. 3.18> 

y 1as corr•spondi•n~es S'UlrlaS a. cuadrados a.t •rror sat.istacen l.a 

ecuación Cundament.al. 

C3. 3. 1Q> 

•n donde CSearl.e 1971. página 113>. 
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Sea ahora U 

•st.~ndar d• y 

part.J.cJ.onada - •>epr•sJ.ón 

Cui.J> • CW~W>-&. Ut.J.1J.zando 

1& r•pr•s•nt.acJ.ón d• W~W 

C3.3.12> - •• t.J.•n• qu• 

r. -· un -.ca1ar ••• -~gue que 

SICEH 

pero d• C3. 3. 13> y C3. 3.1!:1> •• sabe qu• 

por J. o t.a.nt.o 

SICEH 

un r••ul. t.ado 

como -t.r J: z 

C3. 3. 20> 

C3. 3. 21> 

Más aún. puest..o qu• r. 
prJ.mera ant.rada de1 vvct.or ~.· donde 

bast..a con ca.1cu.1.ar 1& 

e equivaient..emant..e 

C3.3.22:> 
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Ahora b.f..en. en v.f..rt.ud de que W • C'.!!!'a• Za:> se• t..f..ene que 

C3. 3. 23> 

y s.f.. se def".f..ne 

[ C3. 3. 24:::> 

es .f..nmed.f..&t.o comprobar que. ut.J..1.i.zando e~ mét.odo de det.erm.f..nant.es 
d• Cramer. 

Por ot.ra part.e CMcrr.f..scn 197e. pá~.f..na ea:>. 

1v.1 iz~z.1 í wLY e '!! ~ z 2 :> e z!z.:i -•e z!J.:> -a-

1z~z21 wLC 
-& J: z e zLz :::> -•zL:> 

a z z a !. 

tz!z.1 wLC 
-& J: p ::> !. 

1z!z2 1 C~2+~1:>t.C J: - p ::> !. 

1z!z.1 C:L 
-z ~::>e J: - p ::> !. 
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C3. 3.20:> 

con s.,... ~!e J: - P >!. y s.,,. • ~~e :J: - P >!. Por 1o t.ant.o. 
de 1as expres~ones C3.3.2e:> y C3.3.2e> •• t.~•n• qu• 

- [ s.,,. + p s.,,. ] / QCp> C3.3.~ 

En consec:uencJ.a 

3 e s.,... + P s.,,. la/ QCp':> C3. 3. 28':> 

Por ot.ra part.• 

C3. 3.2G:> 

con a::. C>e est..a manera. 

p '>!. 

C3. 3. 30:> 

F~naimant..e ent..onces. 



HCp:> 

SCEH 

s.,,.. + P s•Y• 1 ª; QCp> C3.3.31:> 

C3.3.32:> 

- JCp:> / QCp:> C3.3.33:> 

c::on JCp'> QCp:>s: 

c::J.arc:> que HCp> es un 

J. nvol. ucr a nueva.men~• 

cs.,,.. + p s.y .. •ª o. est.a f'orma. 
coc::ient.e de dos poJ.inomJ.os de grado 

a. J.a. f'unc.i.ón QCp:>. La. expresión 

resul.t.a 

dos que 

para J.a. 

densidad marginal. f'ina.J. de p puede reescribirse ahora como 

en dende d 

HCp:> CX 

C3.3.34:> 

•• C3. 3. ::r.:!:> 

••• C3. 3. 3e::> 

= pC p) [ QC p:> l <d-&>/Z[ JC p:J ] -d/Z C3. 3. 37::> 

N+r-k. En cual.quier caso. a part.ir de J.a expresión 

•fa:> t.C X - wl:a:> y recordando que N ~ k-1 • se sigue que 
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pCHCp:> Ol O o equival.ent.ement.e. pCJCp:> O l O En 

consecuene:l.a p<pl '.(:> est.á bien def"in:l.da para t.cda p • IR c:on 

probabil.:1.dad 1. Más aun. puest.o que CHCp:>l-& •• t.amb:l.én un 

coc.i.ent.e de pol.inolll:l.os de grado dos c:uyo denominador no t.i•n• 

raLc•s real.es. se sJ.gue que tHCp>J-& es una tunc~ón d• ciase e• •n 

IR .. AdJ.c::.1cnal.ment.e. se puede comprobar que sJ. IP'I- • • 

l.im HCp:> 

• 

• e C3.3.3B> 

c:on e: una const.ant.e estrr:ct=-n.te pos'Ltt:uc con.o J.o prueba' el. 

•~QU~•n~• arguinen~o 

• - o sz sz e - / c. - o y ....... 
- c: s• s:.,. .. - o 

• y 

- =.s! sª ....... 

-
s:I. se def":l.nen 

~z CJ:-P:>'.( 

y se ut.il.:1.:z.a nuevament.e el. hecho de que e J: 

:l.dempot.ent.e. se obt.:l.ene que 

• e - O -
P ::> es una. mat.r:l.:z. 
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de d<:>nde medi.ant.e una. apl. i.c:ac:i.ón de l.a desi. gua.l dad de Schwarz se 

si.gue que 

• e - o - 3 Cl -IR t.al. que !:? .. -Cl !:?. 

Si.n embargo. 

b --.. Cl !:?. - b -- .. ca !:?. Q .. e J:-P::>z -.. etCJ:-P::>!, 2 .. CJ:-P::>C::: ca!,:> 2 -.. .. e;; .. etY::> '-cJ:-P::>C::: et!:> 2 - - .. 
de manera que e --o si. y Sól.O si. eXi.st.e una c:ombi. naci.ón l.i.neal. de 

.1 as col. umna.s ~.· =•. . . . . =1c que a.just.a con. error c:ero a.1 vect.or 

: .. - et! Est.o es si. exi.st.e una colllbi.naci.ón lineal de l.os vect.ores 

columna de .la mat.r.1.% Z qu• ajust.a. con error c•ro a.1 vec:t.or a~. SJ. 

a O se obt.i.ene una con•~radi.cci.ón puest.o que Z es de rango 

c-:tmp.let.o. Por ot..ra. pa.rt.e. sJ. a • O como N > lc-1 sJ.mplement..e se 

t.i.ene que 

pC e• - O J - O 

En concl.usi.én. puest.o que si. IPI• ao HCp::> t.i.ende a un 

J.i.m.J.t..• bien deC'.1.nJ.do y est..ric::t..ament.• posit..ivo. ent..onces [ HCp> l -a 

t.i.ende. cuando IPI• CD a un li.m1.t.e f'i.ni.t.o y pcsi.t.i.vo y en 

~onsecuencia s• pu•d• aCirm.ar que CHCp>l-a es acot.ada. FJ.na.1ment.e. 

recurriendo nuevament.e a ~a expresión 

pC PI !::> OIC pC p::> e QC p) l -&/Z e HC p) l -<N•r-k>.~z 
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se t.J.•n• que en vir-'t..ud de que 

f'unc:.Lón [QCp:> l-&...-a c:J.arament..e 

[ HC p:> l - & - ac:ot..ada y dacio que J. a 

t..amb.Lén t..1ene est..a prop1ec:lad. 

en t. onces 

prcp.La. Más aun. , s~ 

prop(cz pCp 1 x> resul.t..a una c:lens.Ldad 

es J. mprop.L a pero czeotada ent..onc:es es 

el.aro que s:L IPI es suf'1c:J.ent..ement..e grande. ex.Lst..e una c:onst..ant..e 

posJ. t.1 "ª H t...al. que 

p<p I X> S H CQCp> l-a..-a 

de donde J..a .i.nt.egr.ab.i.J.J.d.ad d• pCp 1 I:> es una c:onsec:uenc:J..a de J.a 

c:orrespond.Lent..• 1nt..egrab1l..i.dad d• CQCp:> l-a.-a CGradsht..eyn y R.i.zh.i.k 

19e~. página e1:>. De cual.quier f'orma. el. cál.c:ul.o espec:.i.f'1co de J.a 

.i.nt.egra.L 

f pC p> [ QC p> l -&/Z C HC p:> l -<N•r-le>/a dp 

d•p•nde de J.a •l.ec:c:Lón part.1c:ul.ar que se haga de pCp:> 

requiere de al.gún anál..i.s1s numér1eo. Resumi.endo. en 

se ha. •st...abJ.ee1do el. s1gu.i.ent.• 

y en genera.1 

est.a. secc1ón 

·reor• .. 1. 

CNx~ 

Sea ~ • IR" taL que ~ - Ne X~. 
y de ran.-o ~ < H. ~ e IRie 

a•i ::> con. X 

un v•c t or 

co•~&cLentes d•sconocLdos y ~ > O tainb~•n desconoctdc:z. Sean 

'2Ct•mds. ~. y ~. do• vectores .fí.J"o.s. Lt.n.eczL,,,.n.te t.n.ctepen.ctt:en.tes en 

IRie y sv.pon.-cz que baJ"o La ht.pót.e•t.• ~!~ ,,. o. t.n.t.e.resa obtener 

t:n.fe.ren.et.as sobr• eL pará.nwtro p - ~~~ .....- ~!e _ SO: •• a.st:671.a una 

ctenst:ctad t.n.t:c:t:aL c:onJ·un.tcz parcz C~. O':> de La .forma 

.fun.c(ón ac:otada p. •n.tonc:•s La 

eorr•.spen.dt.en.te d9n..st.dczd m.ar"!?rLnc:zL para. eL' pc:zrán'..atro d• t:n.ter9.s p 

es propLa y est.á dada por 



~..:.rema. .las expresJ.on•s 

que .la d•nsJ.dad marg.LnaJ. 

para 

C'.LnaJ. 

.Las C'uneJ.ones QCp> y HCp> prueban 

pCp 1 ~::>· t:l•,,.nd• de .la mat.rJ.z Z y 

en par~.LcuJ.ar sugJ.eren que est.a densJ.dad pcdrJ.a no ser J.nvar.Lant.e 

.ant.e .la eleeeJ.ón de .La mat.rJ.z L que def'J.ne .La repara-t.r.LzacJ.ón 

que ~ransC'crma. ~ en a. En .las sJ.gu.Lent.es seecJ.on- se ex.aaú.nara 

est.a euest..Lón así. come .la reJ.acJ.ón que guarda pCp ~::> con J.aa 

regJ.ones de ccnr.a.anza que se obt..Lenen ut.J..LJ.zando e.l Teorema de· 

FJ.•J.J.•r. 

3.4 

C3. 3. 34::> se s.lguJ.ent.e 

i·ormuJ. acJ.on de J. a d•ns.ldad C'J. na.l margJ. naJ. par.a e.l pará-t.ro de 

.i.h~•r•s 

con QCp~ - c
2

p
2 

y ademas 

:z• cx-P::> -a 

2 z' CX-P::> -.a 

en donde 
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HCp::> C3. 4.. 1.> 

ccn 

sª 
y !:'C X - p .) !: 

SSYZ 
:t.c:. -· X p .) !: 

SSY& 
zt.< X - p ::> !: -a 

y 

Para est.a.blecer la .i nva.r .i a.nza. de la dens.i. dad ,..i.ná.l 

marg.i.n&.L pCp 1 !:::> es c:onven.i.ent.e recordar la S.i.gu.i.ent.e 

Propos.i.c.t.dn 1. 

Íi
2 

para. Las dos prur.-ra.s •nitradas d•L v•etor 

an.t• La ••L•eCLOn. partLeuLa:r ~ La. matrLa L. 

De-.:ost.rac.t.dn. El est..imador de nú.n.imos 

vect..ar a est..á da.de por 

a e z'-z;, -&z•x 

son. Ln.vcz.ra:.cznt•• 

cuadra.dos del 

pero z - X L-1. y <.z'z:.> -1. L cx'x::> - "'L • Ccf'". sección a.a:> de dende 

s• S.igue que 

por lo t.a.nt.o. s.i 

IRk. ent..onces 

~~ es el ~-ésimo vector de ia base canón~ca en 



y •n consecuencia. 
l.& eJ.ec:c1ón de L 
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~ y íi. - ~~ ~ 
que dependen 

resu~~an LnvarLan~es 

un1cament.e de J.os 

ant..e 

dos 

Un resul.t.&do sJ.mil.ar puede est.abl.ecerse para J.a CuncJ.ón 

q:.p;;, co-=> se v.r1CJ.ca en J.a sJ.guJ.ent.e 

PropasJ.ci.dn 2. El pol L ftOlftLO do• •• 

Deom>st.racJ.dn. Huevament.e. recordando J.a def"1nJ.cJ.ón de La 

m.a.~rLz z. se ~Lene qu• 

Z - X L-1. 

y ~&mbién. en consecuenc~a 

CZ-..'Z:J-a • 

por t.ant.o si ot.ra vez 
en &Rk se sigue que 

es el. 1-ésimo vect.or 

• !!j 

de l.a base canónJ.ca 
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de donde 

C3. 4.. 2::> 

.~~ cx~x::>-• ~. C3 .. 4..3::> 

y 

~~ cx~x:>-• ~. 

son .t.nvar.t.antes ant.e .La e.Lección de L puesto que. &J. .t.gua.L que ~ .. 

y ª· so.Lo dependen de !. .. ~.. y !.• ~.- Ahora b.t.en. a.t. se 
aer.t.ne 

V [ : .... v ... ] aa ... v •• 
C3. 4.. !5::> 

re::u.Lta. que v .. ,. es .t.nYa.r.t.ante ante .La. e.Lecc.t.én de .La. mat.r.t.:: L. Por 

otra parte. s.t. se ut.t..L.t.::a .La part.t.c.t.ón 

z - cz,.. Z
8

:> CHxk:> 

e=. •• - ::> -a <~,.·. CNxCt::-2::>::>. se t..t.ene 



z'z [ :i ] cz ... z.:> 

[ 
zt.z zt.z 

] .... a a 

zt.z z~z. a a 

C3.4.0::> 

y como además • 

s• s.t.gue que. s1 se def'i.ne V cv._J:> CZt.Z::>-a 

eons.t.derando .t.a par~1c.t.ón correapond.t.en~e a C3.4.e:>. 

V • 
[ 

y • .. .. 
v ... 

:~·-] 
•• 

de donde. Yt.t. C2x2:> adnú.~e .t.a represen~ac.t.ón CS.ar.t.e 1982. pág.lna 

aee:> 

c:on A cz!z .. :>. a c:z!z.:> 

CS.ar.t.e 1982. pág.t.na aeg::>. 

y-t. • A + B C &-' .... 

z:' .. 

y e czt.z ::>-t.. En c:onsecuenci.a 
a a 

C3. 4. 7:> 
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que por .Las 11\L•-· razones que V es .l.nvarLant.e ant.• J.a .... 
e.Le=c.1.ón de L. Ahora. rec::ardanda la cleC'.Ln.l.c.Lón d•J. poJ..1.nonu.o QCp>. 

se t.J.ene que 

QCp.> capª ... cap ... c 
o 

con 
t. 

<.J:-P.>. ~. c. i!!:a 

t al!!a J t.C J: -P.> C ~ .. J 

et. f Zt.CJ:-P.:>Z -.. • --a . C3.4.8..> 

c .. a =! C J:-P.:> % -· -a e~. J t.< J: -P.> e~. J 

2 
t. 

f Zt.CJ:-P.>Z • e e 
-& -· C3. 4. 9> 

c 0 • =~ ci-P:::> ~. 

c~.J t.cz-P.> e Z!!•l 

~! f zt.c.I-P.>z > ~. C3.4.10> 

de manera que Qf.:.p::> depende de la mat.riz L ún.Lcament.e a t.rav.rs ele 

\ J.a expres:J.ón 

z'<z - P::>Z - [:i] cz - P.> cz ... Z,.? 



si.n •mbargo. 

- o 

por .Lo t.ant.o 

- P:::OZ 

o ·] o 
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z"ci: • 

o 

o 

C3. 4.11::> 

C3. 4.12::> 

] C3. 4.13::> 

C3. 4.14::> 

•s 1nvar1ant.e ant.e .La e.Lección de .La mat.r1:z L. Fina.lment.e. 

recurriendo a .las expresiones C3.4.B>. C3.4.~> y C3.4.10> para .los 

coeCicient.es de t;Xp::>. s• sigue .la proposición.
0 

ot.ro t.érmi.no cuya. ínva.ri.anza ant..e .La 

reparamet..ri.z&cLón es oport..uno est..abiecer medíant..e ia si.guíen~• 

Propos.t.c:J.dn 3. La. s-wna c:t. Cu.adra.dos S~ r•ci: - P.:> ~ •S 

.:.n."t.•a.rt:.an.t• a.n.t• La. s•LeccLón pa.rti:cuLa.r d• tez m.cz.trt:z L. 
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De-~ rac.l.dn. se cons:l.dera el. Model.o Compl.et.o 

Creparame~r~zado> 

y si ahora se pl.ant.ea l.a hJ.pót.esis H: ~a • ~. • O 
H se obt.:i.ene el.- Hod•l.o Reduc:i.do 

ent.onces bajo 

-=~n (!~ 
3.3. En 
como 

:r - Ne z.a.. .,,•._ :> C3. 4.. 10:> 

e~... ~k:>. que coJ.ncJ.de con el. vect.or ~.de l.& secc:i.ón 
t.erminos mat.r:i.c:i.al.es l.a hJ.pót.es:i.s H se puede r-scrJ.bJ.r 

con Ft. • C. ~a· ~ • .> Ckoc2:> y nueva-nt.e ut.:i.l..&.:zando l.a t.erlll.&.nol.ogJ.a 
Crecuent.J.st.a para l.a prueba de hJ.pót.es.&.s se t..&.ene que l.a suma de 

cuadrados de l.a hJ.pót.esis est.á dada por 

C3.4.1'7:> 

de donde. puest.o que en l.a demcst.rac1ón de l.a Proposición a se ha 

proba.do que y-a es 1.nva.r.1ant..e y de J.a. Proposic:.1.ón 1 se s.1gue que - - .... 
~. y ~. son ~nvar~an~•s. se tiene qu• SCEH es ~nvarLan~•- Ahora 

bien. dado que l.a suma. de cuadrados del. Model.o Compl.et.o C3.4.1S:> 

est.á dad.a por 

SCE 
MC 
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de .Los resu.Lt.ados de .La sección 2.2. se t.iene que 

<.:N-JJ::.) s2 C3.4..18> 

y t.ambién es invariant.e. ot.ra ap.L1cación de .La ident.1dad 

perllú.t.e conc.Luir que 

SCEMa 

es 1nvariant.e ant.e .La e.Lección de .La mat.r1z L. io cua.L r1nai1za .La 

dell\C>st.ra.ción. 
o 

Ha.st.a aquí. se ha probado que Q!:.p.) es 1nvar1ant.e ant.• ia 

e.Lección de L y recordando .La expresión 

HCp.> C3. 4..1Q.) 

se ha. veriCica.do que .La. magnit.ud s! es t.a.mb1en 1nvar1ant.e ant.• L. 
o. est.a manera.. para probar qu• HCp:> es 1nva.riant.• ba.st.a con 

que 

·~t.1iJ.::ando e.L 
.La s1gu1ent.e 

S•v• pS•v• es ~nvar~ant•. Para 
hecho de que ~a y ~. son 1nvar1ant.es. se 

erec:t.o y 

ver1r1c:a.ra 

Praposi.ct.dn 4. Szva y Szvz son. i:n.var.:an.tes 
••teec~ón par~~euta.r de L~ matr~z L. 

cznt• ta 



o--~rac:~dn. l.& Prcposi.ci.ón 1 se probó que fi .. y íi. 
y fi. son l.as dos pri.-ras en~radas del. 

Si. l.a ma~ri.::: z • e~ .. •. 
part.i.c:.i.onacta 

C3. 4.. 20::> 

C3. 4.. 21::> 

con Z& • <~a• :_.;> CNx2.) y Z
8

. • <:..... . :le~ CH..Ck-e>::>. •n~onc:es 

el. si.s~ema. C3.4.ao> resul.~a 

[ z"z z"z ] é? [ 
z"y 

] .... ... &-

z"z z"z z"y ... • • ·-
S!. ademas ª ~&mbi.én s• esc:r!.be en rorma pa.r~!.c:!.onada 

[. :~ 1 
cii... íi.::> y a~ . cíi •.. se ~!.ene 

se puede escr.i.bir como 

+ 

+ z~ X 

Si. ahcra se u~il.!.za. .La. expras.i.ón pa.rt.!.c:!.ona.da. z .. 
ob~!.ene 

que 

C3. 4.. 22::> 

C3. 4.. 23::> 

•!.•~--
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[ 
=~=~ . . . 
=~=& 

~·-] [ =~x ] .. 
ª· ::x 

C3. 4. 2!!9> 

] ª· z•y ·-
o equ.1.va.t.en~emen~e. 

czt.z > fi .. .. C:.:t.z > ;;. -a-a -a-a c:~z.> ª· 
:z:~Y 
-a-

.. 
e:!: .. > ii .. .. e~!=.> ;;. c:!z.> ii. z~Y -·-
cz'z .) ·-· ii .. cz!:.> ;;. .. cz!z.> ii. zt.y ·-

•• C3. 4. ee::> 

<I• donde se t..L•n• que 

1z'z.-" [ 

zt.Y zt.z z~Z 

] -a- -1.-z -a • 

ii .. z•y ~~=- ~z. -·-zt.y z~:. z~z ·- • • 
C3. 4. 27'> 

s.1. ahora se de1'".1.ne z. e~.· z.> es el.a.ro que 

[ 
zt.Y =!~. :z:t.Z 

] -a- -a a 
[- ::! ::z.] :"Y .. :~za -·- =a=z 

z•y z .. ,., z .. z zt.y z!z. ·-·- ·-· a a 

C3. 4. 28:> 

de manera que e.1. numerador- en C3.4.2'7> puede ca.1.cu1ar-se CMor-r-.1.scn 

197e. pag.t.na ea> come s.1.gue 
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[ 

~~!: . ~~z.] 
z .. y ·z .. z -- ... zt.r -.. -

~on un argwn•n~o sillU.1ar se ob~i•n• 

[ !E!=. zt.Z 

J 
-. 1z!z.1 zt.z zt.z ·-· • • 

1z!z.1 z .. z -
-a-a ~!z.cz!z.>-ªz!~. 

1z!z.1 i ~!e J: z cz .. z >-azt. 
a a a a l~. • 

1z!z.1 i ~!e J: p l~. • 
1z!z.1 e 

o 
C3. 4.2Q:> 

Por o~r& par~•. s~ en·ccrrespondencia con 1& par~ición de z!z. s• 

def'"in• D cz!z.>-• como 

D • 

en~onces CMorrison 197e. página ee>. 

D - e z"% ~!z. e z!z • .:i -•z!~. J -a .... -·-· 
- t ~:e J: z cz .. z ;,-•z• 

a a • z 
::>:z: -· l-a 

- e ~~e X p >~. J-· 



D ... 

d.• manera que 

CD >'° ... 
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:::· ][-:~ ] 

::: c:::"c.:i-P::>::: J-ª:::"z cz"z ::>-ªz" -a -a -a -a a a a a 

::: c:"c:i:-P::>:z: l-ªz" P 
-• -• -a -a 
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C3. 4. 30:> 

Por l.o t.ant.o. 

' C3. o&. 31:> 

y en éons•cu•ncia 

C3. o&. 32:> 

AdJ.c:J.onaJ.ment.e. ut.J..LJ.:zando J.a pa.rt..J.c:J.ón C3. 4.e:> de .La. mat.rJ.z z'-z. 
se t.J.ene que en Corma. ana.Loga. a. C3.o&.2Q:> 

y ut.J.iJ.:zando C3.4..7:>. 

C3. 4.. 33:> 



\ 
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\ 
i 

\ 

o bJ.en 1 
1 

C3. 4. 34::> 

O.l. m.t.smo s.t.st.•- de ec:uac.t.ones C3. 4. 2e::> •• t..t.•n• 

[ ~: .. z"Y ~~za ] - .. -
í?. tz"za-" z":: z"Y :~z. C3.4.39:> -a-a. -·-z":: z"y z"z a-& ·- a a 

[ z'Y 
.. ::"z 

] z = 
1z"z1-" ~~~ 

-&-& -& a 

~!:& z"z -··· z'y z~: .. z"z a- a a 

r·y z"z 
•2 ] l~"zl-" ~~~ 

-z-s. ~a z 
2'-z ::"z C3. 4. 30::> - .. - .. -& a 

z'y z"z z"z · 
a- a-& • • 

[::'Y 'z] 1z'z1-" . -•- ::~· C3. 4. 37::> z:x . . 
con z. - Cz z.::>. Pr oced.t. ende en f'orma. anál.oga al. ea.so d• í? ... se -... 
t.1.ene que 

[-•y -"z] 
. ::~ 

=z • 
z'Y z'z cz"z ::>-"z"y .. 1z:z.1 z:z. -·- -· . . . ·-·-



C.3 .•• 38:> 

.Ahora b.t. en .. 

C.3. 4 3Q:> 

y que dadc que es posible veriticar que 

s• sigue que 

="t :¡; -· 

C.3. 4. 40::> 

y pcr ~an~c. u~ilizandc C.3.4.37::>. C.3.4.38::>. C.3.4.39:> y C3.4.40::> se 

puede ccmprobar que 
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Ccmo r-esul.t.ada de C3. 4. 34:> y C3. 4. 41:> se ab\.i•n• el. sist.•- d• 

ecua.e J. enes .l .t. nea.les. en S•v& Y S•Ya • 

IV aa lc0 S•va - IV aa IC e .. ..--a:> s • ..,.. 

IV aa lc•S•va - IV aa IC e a/2:> s • ..,.. 

En t'ar-ma mat.ricia.l.. el. sist.ema C3. 4. 42:> puede escribi.r-se COlllCI 

•i.GU• 

IV I .. 
[ 

c
0 

ªª - e /2 • 
: -. : ~ ~ ] [ ~-~ .. ] . [ ~ .. ] 
. • s • ..,.. (1 • 

C3.4.43> 

y puest.o que l.a. inversa de l.a. mat.ri.z del. sist.ema es\.á da.da por-

[ :-~·-] ...... 
o equivaJ.en\.emen\.e 

C3.4.44:> 

de donc!e ~e t.i.ene que Szva y Szvz dependen de L únic:a.men\.e a 



t.ravés de la mat.riz v .... y l.as -gnit.udes 

J.o t.a.nt.o. s,.,,... y s,.,,.. son invariant.es 

eat.&bl.ec:.i.d&. CI 

c 0 • c ... c •• íi. y f'la· Par 
y la proposición queda 

Es posible ahora.. f"oraular el. sJ.guJ.ent.e t.eorema que da. 

t.Lt.ul.o a est.a. sección. 

pCp 1 r .> OC pCp,:>COt:p.>,-t-'"•cHC:p.>,-<N+r-4&:> 

o...-~rac.idn. La. 

independient.e de L y pcr l.a 

Ahora puest.o que 

HCp> 

densidad marginal. in.lcial. pCp> es 

Proposición a. QCp> es inva.ria.nt.e. 

y da.do que pcr l.as Preposiciones 3 y 4. s!• s,.,,... y s,..,,.. son 

invariant.es. se t.iene que HCp> es t.ambié~ J.nvariant.e y el. t.eorema. 

se aigue.a 

En l.a. siguient.e secc.i.ón las expresiones desarrol.l.adas 

para l.os component.es de pCp 1 X=> serán ut.il.izadas para est.abl.ec:er 

l.& rel.ación que guardan l.os resul.t.ados que se obt.ienen con est.a 

densidad f"J.na.l. y las inf"erencias f"rec:uent.ist.as. 
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lt81ac1dn con 1a reg1o.,... d• F1•11•r• 

Para -t.abl.ec•r J.a reJ.acJ.ón ent.r• l.os 

bayesJ.ancs y f'"recuent.i.st.as - necesario hacer aún más 

al.9unas d• 1as expresJ.cn•s d•sarrol.l.adas en l.& secci.dn 

[ :--•• 
o. ... st.rac1dn. ·c. l.as •>epres1ones C3. 4. B>. 

C:3. 4. 10> para J.os coef'"J.cJ.ent.•s de a;.p> s• t.J.•ne qu• 

Ahora bJ.en. de acuerde con C:3. 4. 14> 

z"c:i - P>z [ ·] o o 

de manera. que 

r-ul.t.ados 

•:ocpl.1 cJ. t.&• 

3.6. 

C3. 4.9> y 
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e" [ v:: . o ·] c. -· !!a 
o o 

- C1. O:> v~! c1. o:>" C3. e. 1> 

[: 
v-• o 

. ] e -a e" llll 
!!a ll -· o o 

c1. O:> v:: co. 1::>" C3. e. 2> 

[ 
v-• o ·] co •e" llll 

!!a -· o o 

- co. 1::> v;: co. 1::>" C3. e. 3:> 

y puest.o que direct.ament.e se puede V8riticar que 

v:: - 1vllll1- • [ 
v •• 

-v ... 

se t.iene que 

~o que permit.e escribir 

-v ] •• 
~'V .... 

V .... • 

e 3. e. e:> 

c3. e. e:> 

C3.'!!l.7::> 

C3. !5. 8::> 
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Propos.l.c.l.dn 2. Lea ,.....no:&~ s! 
•O:~O:•n&• .:er.n&O:dczd 

O.mos~rac.l.dn. C. acuerdo a .la Propos.Lc.Lón 3. 

y de a.cu•rdo con C3. e. 3:> 

v •• 
-v ... -v ] - -&a C(f (1 >L v.. . .• 

• 

con .Lo qu• se prueba e.1 resu.Lt.ado.
0 

FJ.na.Lm•nt.•. ant.es de est.ab.lec:er •.1 t.eor•ma. que J. .1 ust.r-a 

d• F.Le.1.l•r. bast.a .La re.lac.Lón d• pCp 1 ·p con .Las r-egJ. on•s 

consJ.derar .la sJ.gu.Lent.e 



t -:.-...,,_~ 
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De~st.racSdn. B&st.a con observar que 

iv .. 1ª i V V 
&& •• 

.-& 

El resu.lt.ado pr1.ncipal. de est.a sección se resume en el. 
s1. gui ent.e 

Teore- s. La r:t.ns(dad mar•t:nal f(nai. c:t.l pcz.rctm.~ro et. 

i:nt•r•• P• pCp 1 ~.>. pu.d9 •xpr••czr•• como a..:_.,.. 

•n de~ 71 • <:N-~ y 

De~st.racSdn. Para •st.abl.ecer el. result.ado es su~ic1.ent.e 
con probar que 

HCp:> ex e 7) + hCp::> l 
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ahora bLen. de C3.3.31> ••~Lene que 

HCp> - s! - cs•Y• • P s•v•iª ,,.. QCp> 

y por 1a ProposLcLón 2. 

s! - .., s;t • ( e.a: + e.a.a. + eo;:;: • 

en conaec:u•nc~a. 

HCp::> T'I s;t + t ( e.íi! + e•¡;•¡;• + e
0

(;: t Qc:p> J / QCp> 

- e ( s•Y• + p s•v• tªi "' QCp> 

Por o~ra par~• de 1a ProposLeLón 3. •• sLgue que 

ccc.íi./2 + coíi.> + p cc.íi. + c.fi.""2> iª 

te•¡;• + c&íia/2 J
8 

,,.• 

+ 2C c/i., /2 + c0 ª•J Ce•ª• + c.,a./2 J p 

+ cc .. fi .. ........a + c 0 íi.Jª 

por o~ra par~•· se puede escrLbLr 

(c•Íi~ + c./i .. íi. + c:0 fi:t QCp> 

Por .lo t..a.nt..o. 
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con 

d. tc!t'i: + e a c•fi•'íi• + c 0 c•;i:J tc.íi., + c.,íf.,,z Jª 

·-· c;ti. + e .,c.ft.,fta + -· c 0 c•(t• 

z-z 
cz(f• cac•(i•¡;• ·-· c.,f1a ....... 

C3. 9. et:> 

, 

- -2 Cc0 ca 

C3. S. 10:> 



C3. 9.11:> 

pero ent.onces 

d.pª + d.p + do 1v •• 1-• -· "· 
p• -a rv .. ,-·;; .. ;;. p 

+ iv ..... -· -· "· 
iv .... -· t -· "· -a íi.íi. p + -· "· Pª • 

Pii. iª 

y por J.o t.ant.o 

HCp::> 

• st- ( "1 + hCp::> t 

de manera que 

pCp ~ ::> ex pC p::> C QC p::> J -&/Z C HC p::> J -<>J+r>..-z 

ex pCp::> CQCp::>J-&/Z 'r) + hC p::> J -<>J+r>/Z 

l.c que ccncl.uye l.a demost.ración.
0 



La rel.ac.lón que est.abl.ece el. Teorema. 1 ent.re l.a dens.ldad 

marg.lnal. t'J.nal. pCp 1 X=> y l.a var.labl.e p.lvct.al. hCp::> puede 

ex.a.mJ. n.arse ccn mayor det.al. l. e. En pr .1-r l. ugar • es el. aro que 

pCp l. X=> depende del. vect.or de observac.lones 1.Ínt:cam.en.C• a t.r.avés 

de hCp::>. Est.e hechc podr~a .lnt.erpret.arse en el. •ent..ldo de que •.1 

se ut..ll..lza una dens.ld.ad .ln.lc:.lal. ccnJunt.a que pert.enezca a l.a 

t'amJ.1..1& prcpuest.a en l.a secc:.1.ón 3. 2. ent.onces l.a J.nt'ormac:.lón 

exper.1-nt.al. rel.evant.e respect.o al. paá-t.ro de .lnt.erés p est.á 

c:ont.en.lda en l.a t'unc.lón hCp>. l.a var.labl.e p.lvot.al. de FJ.el.l.er. Est.a 

.lnt.erpret.ac.lón a su vez sug.lere que sóLc !x%Jo ct:ercczs condt:ct:on.es 

••-ct:fí.cczs l.a var.labl.e p.lvct.al. d• FJ.el.l.er puede con•J.derar•e un 

resu-n aprcp.lado de l.a .lnf"ormac:.lón que el. exper.lment.o propcrc.lona 

reepect.o a p. 

et.ro orden de J.deas. se ha -ne.tonado ccn En 

ant.er .l or .1 dad que en é:ont.rapart.e a l.as l. l. amadas r••t:on•• 

bay.s.lana conft:anza t'recuent.J.st.as. 

pos.lbl.e obt.ener r••t:on.e• 

desde una perspect..lva -
Tamb.lén es ci.ert..o y bi.•n conoci.dc hecho .lnt.erés. 

reg.lones 

al.gunas 

de máx.lma dens.ldad que se obt.i.enen cuando 

pará,,,.t.ro de 

de qu• l.as 

se ut..11. .l zan 

co.1 nc.l den densidades i. n.1 c.1 al. es no-1. nf"ormat..1 vas 

numéri.cament.e 

t'recuent..1 st.as 

con 

Ccf". 

l.as 

Box 
correspond.lent.es 

y T.lao 19'73. 

reg.lcnes de 

secc.lón 2. 2>. 

conf".1 anza 

En est.as 

cond.1c.1ones resul.t.a de i.nt.erés 

dens.ldad que se pued•n obt.ener 

.la r•l.ac.lón que guardan ccn 

conf"J.anza de F.1•.11.•r. 

c:aract.er.lzar l.as reg.lones de máx.lma 

a part..lr de pCp 1 X > y est.abl.ecer 

.las ccrrespcndient.es regicnes de 

O. l.a expres.lón C2. 4. 2> se t.iene que t.cda región de 

ccnCi.anza basada en el. prccedim.i.ent.o de Fiel.l.er es de l.a f"crma 

{ pe IR h(P) :5 t.
2 

} C3. 5.12::> 



con t. el. cuant.J.l. de orden C1-~ de una dJ.at.rJ.bucJ.dn ~ de St.udent. 

con CN-k> grados de l.J.bert.ad. Es convenJ.ent.e observar que 

hCp):St. a 

sJ. y sól.o si. 

[ 11 + hCp> )c..,+r• :S C3.e.13> 

IR• . { ··--·- C3.e.14> 

en donde. puest.o que t.ª es una tuncJ.dn 111110nót.ona decrecJ.ent.e de a. 

e• resul.t.a una tuncJ.ón monót.ona crectente - no acot.ada - de c1-a:>. 
el. t.-ño de l.a regJ.dn IR;., __ , 

Mi.ent.ras t.ant.o. 

p de t. amaño e 1 -...:> es. por 

una regJ.ón de máxi.ma densi.dad ti.nal. para 
detJ.nJ.ci.ón. una r~i.ón IR,., __ , t.al. que 

P[ P • IR,.,_.,., I !: ) 1-ca 

J.J., Para t.odo par P., -IR 
C&-ca> 

y p -IR ca-•>• se t.i.ene 

que pCp .. 1 'I :::> i!: pCp. 1 'I :::>. 

Es tácJ.l. comprobar que l.a condJ.ci.ón i.i.::> es equ.i va.l. ent.e a 

.i.i. :::> Para a.l.guna. ccnst..ant..• e i!: o. 

IR - { ca-oo 
p -IR 1 p(p 1 X ) i!: e }-

Ut..il..i:za.ndo J. .i • :::> y el result.ado del Teorema 1. se puede 



cc:n11probar que t.oda regi.ón d• má.xi.ma densi.dad f'i.nal. para p admi.t.• 

l.a si.gui.ent.e represent..aci.ón 

IR t&-•• 

en donde ""• ~ O es una const..ant.e t.al. que J pCp 1 !. ::> dp - 1. Ahora 

bl.•n. 

c3.e.1e:> 

si. y sól. o si. 

C3.e.1e:> 

con e: • - e: / ,..• 
l.a condi.ci.ón 

Más aún. l.a rel.aci.ón C3.e.1e:> es equi.val.ent.• a 

GC p> ( 11 + hC p> ) <-.,+r> ~ e • • C3.e.17> 

con GCp:> 'XP> /(pCp> Jª Y e•º Si. se anal.iza 

condi.ci.ón 1.1. º> es f"áci.l. concl.ui.r que l.a const.ant..e e a!:: O es una 

f"unci.ón monót..ona dec::reci.ent..e 

más. es senci.l.l.o 

consec:uenci. a. e• 

comprobar 

O si. C1-ca> 

pal.abras. la ccnst..a.nt..e e• • 

f"unci.ón monót..ona creci.ent..e 

del. t. amaño ·e 1 -ca> de l.& regi.ón. 

que e o Si. c1-ca> 1. 

Aún 

En 

1 y e•• m si. C1-ca> 1. En ot..ras 

o en l.a expresi.ón C3. e.17> es una 

no acot.ada de C1 -ca>. Cl.arament..e. 

l.as expresiones C3. e.13> y C3. e. 17> est..abl.ecen 

evi.dent..e ent..re l.as regi.ones de máxi.ma dansi.da.d 

regiones de ccnf'i.anza de Fi.el.l.er. Específ"i.ca.ment.e 

una ral.aci.ón 

f"i.nal. y l.as 

y al. margen de 

que l.as ccnst..ant..es 

mi.smc ni.val. de a. 

e:•• y c. no son necesariamen~e igua1es para 

es el.aro que l.a. di.f"erenci.a. bási.ca reside en 

un 

el. 

f"act..or G<p> que aparece en e 3. e. 17> y desde un punt.o de vi. st.a. 



eat..r-J.ct..ament..e operac.1.onal.. .. .. t.• C'act..or •1 qu• evJ.t.a que 1.aa 

regLones bayesLanas present.en l.os LnconvenLent.- que aparecen •n 

l.as regLon- de FLel.l.er d•bLdo al. hecho d• que hCp> .. una CuncLón 

czc:otczdc:z de p. En erect.o. -- Ln-Lat.o que •L IPI - - • 

l.Lm OCp> • CD 

y por t.~nt.o. l.a magnLt.ud 

OCp> [ YJ + hCp> ]<1'1•r> 

es no cac:otacta como l!"~Lón de p. Ent.onces. para t.odo ca • co. 1> 

exLat.• H > O t.al. que aL IPI > H. ae cumpl.e qu• 

OCp::>( 1'J + hCp::> j•1'1•r> > e:•• 

donde e•• es l.a ccinst.ant.e posLt.Lva y f.:.n.:.tca asocLada al. val.or d• 

a. En ot.ras pal.abras. para t.Cldo val.or de a • co. 1> l.a regLón d• 

má>d.ma densLd.ad l!"Lna.1 IR,. __ , es un subccinjunt.o prop.:.o 

real.. 

de l.a rect.a 
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CAPITULO 4. DISTRIBUC:ION DE REFERENCIA •. 

•• s 

En oc:asiones. •l. conoci mi ent.o i ni ci al. que pos- un 
cJ.•nt.Lti.co sobre un det..ernú.nado parámiet.ro pu•d• aer con•i.clerado 

ua•o o ••caso en comparación con 1.a J.nrormación que, respec:~o a 
ese parámet.ro. se ·espera obt.ener de un rut.uro experi..,.nt.o. Bajo 

t.al.es circunst.ancias es común. sea cual sea la represent.ación que 

se produ::ca del conoc.1.mient.o inicial. que la dist.ribución t.t.nal 

resu.lt..• dominada por 1.a verosim.1.lit.ud. Est.a apreciación 

const.it.uye. en t.érm.J.nos inf"ormal.es. una expresión del prLn.cLpCo d• 

•stLm.acLón •stabl• enunciado por Edwards, Lindman y Savage C1Sille3>. 

Ce cual.quier rorma. t.iene sent.ido plant.earse la cues~ión 

d• si. en esas condJ.cJ.-cnes merece J.a. p.na. el. •sCuerzo. que p.i:ed• 

ser considerable especialment.e si el par-ámet.ro bajo consideración 

es mult.idimensional.. de asignar una dist.ribución que describa 

•xc:zctcun.ent• 1.o que el. cient.if"ico pret.ende saber a prLor( sobr• el 

parámet.ro; o si por el. cont.rario. resul.t.a más ra::onable desde un 

punt.o de vist.a operat.ivo. ut.ilizar una dist.ribución inicial. q...- de 

acuerdo a a..lguna convencJ.ón apropiada descrJ.ba. un conoc.im.i8'nt.o 

inicial vago. 
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Est..e ar:gument..a just...i.f'.i.c:a par s.i. sol.o l.a eXi.st..enc.i.a d• 

l.as l.l.amadas d.i.st..ribuciones no-(nformat(vas o m.(n(mo-(nformat(vcz.s 

que si bien no rorman part..e del. parad.i.gma bayesiano. c:anst..1.t..uyen 

un auxil.iar muy impart..ant..e en su apl.icac:.i.ón. 

ExJ.st..en además ot..ras razanes compl.ement..arias. 

part..icul.arment..e en el. ámb.i.t..a de l.a invest...i.gación c:ient..1.f'ic:a. que 

pueden sugerir el. empl.eo de d.i.st..r.i.bucianes .i.n.i.cial.es de ese t..ipo. 
Asi par ejempl.o. en Box y Tiao C197'3:> se el.abora sobre est..a .i.dea 

en t..érm.i.nos sim.i.l.ares a l.as s.i.guient..es: 

Cuanda se t..rat..a. de una invest..igación c1.ent..1.f'ic:a. en 
genera.1 •• ra.zonabl.e suponer que .1.a verosimi..lJ.t..ud domJ.na a .la 

d.i.st..r.i.buc.i.ón in.i.cia.l puest..a que. por una part..e. una invest..igac:ión 

de es~~ t..ipo usua.lmen~e no se i.ieva a cabo sJ. no se ••pera obt..erier 

inf'ormación c:ans.i.dera.bl.ement..e ,...s prec:.i.sa. que l.& disponJ.bl.e 
pr•v~ament..e. Además. a~n cuando •l. 

sobr• el. pa.rámet..ra de 
po••• 

.1.nt..eres. 

ruert..• 

r•sul.t..a 
conv•n.i.•nt..e incl.uir •n el. repart..•. junt..o con l.a. d.i.st.r.i.bución 

f'inal. que corr•sponde a. su dist..ribuc.i.ón inic.i.al. personal. o 

subjet...i.va. una dist..r.i.buc.i.ón f'ina.l. de ref•r•nc(a que corresponda a 

una in.i.c:ial. dom..i.nada. por l.a verosim.i.l.it..ud ya. que de est..a. man•ra es 

el.aro hast.a que grado sus resul.t..adas dependen d• su .i.nf'ormac:ión 
i ni ci a..1 • 

El. segundo punt..o de est..a argument..ac.i.ón ha s.i.do t..amb.i.én 

pl.ant..e.ado por ot..ros a.ut..ores CD.i.cl<ay 19'73. por ejempl.o:> y en un 

mayor grado de gener.a.l.i.da.d. p.la.nt..ea que t..ado repart..e cient.if'ic:o 

d•b• es~ab.lecer .la dependencia de .los resu.l~ados CJ.na.les resp•ct..o 

~ .la dis~ribución inicia.1 considerando para t..a.1 Cin un aná.L~•t• a. 
s•n.stbi:ti:c:tac::t del.a. dist..ribución f'ina.l raspact..o a. un amplio rango 

de posi bi l ida.des para la. d.i.st..ribución in.i.ci.al. En t.. re esas 

posibi.lidades se considera. convenien~e inc.luir como reCerancia. 
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una. J.n.i.c:J.a.l. que sea dom.inada. por J.a. v.rc:>sJ.aJ.l.J.t.ud para as.i eval.uar 

J.a. .i.mport.a.nc:J.a rel.at.J.va de J.a. J.nCormacJ.ón J.n.ic:J.al.. 

En resumen • l.a.s di st.r J. bue: J. ones 

.i.nf"orma.t.J.va.s t.J.enen una. J.mport.anc:J.a prác:t.J.c:a c:onsJ.derabl.e en l.a 

apl.J.c:ac:J.ón del. pa.radJ.gma ba.yesJ.ano. espec:J.a.l.ment.e a t.rav9s de J.as 

dJ.st.rJ.buc:J.ones f"J.nal.es de rererenc.i.a a. que dan J.ugar. 

Lo.s J.nt.ent.os de produc:J.r dJ.st.rJ.buc:J.ones de est.e t.J.po 

pueden rast.rearse hast.a Bayes C17e3:> que basado en el. l.l.a.ma.do 

prJ.nc:J.pJ.o de rczadn .:n..-uf.:c:.:ent.• sugJ.ere el. empl.eo de J.nJ.c:J.al.­

unJ.Cormes. Más rec:J.ent.ement.e han aparec:J.do ot.ras aproxt.mac:J.ones a 

est.e probl.ema ent.re l.a.s que dest.ac:an l.as dJ.st.rJ.buc:J.ones que se 

obt.i.enen como t.: ... .:r. .. de .:n.:c:a:cal•• conJ·~<:14s CDeGroot. 197'0. 

c:ap.it.ul.o 10>. l.a• que se produc•n IÍ>edJ.ant.e l.& re•La - Jeffr•y• 

CBox y TJ.ao 1973. seccJ.ón 1. 3. ~:> y l.as dtstra:en.u::to~.s et. 
r•f•r•nc:.:ca propuest.as por Bernardo C1Q79:>. La l.J.t.era.t.ura sobre el. 

t.ema es a.bunda.nt.e y una ampl.J.a recopJ.l.a.cJ.ón bJ.bl.J.ográf"J.ca. puede 

encont.rarse precJ.sa.ment.e en el. t.ra.ba.Jo de Bernardo. 

El. concept.o de dJ. st. r J. buc:J. ón mLnJ.mo J. nrormat.J. va. es. 

J.nt.uJ.t.ivament.e el.aro pero t"ormal.ment.e resul.t.a t"ugaz y evasivo. 

Como ya se ha mencionado. es necesario es~~b.lecer una conuen.c:(ón 

respect.o a. l.a cual. se pueda. af"J.rmar que una dist.r.ibuc.ión describe 

un est.ado de c:onoc:im.ient.o VQ/IO. Cada una de l.a.s aproxima.e.iones 

c:it.adas ut.il..iza una convención d.ist..int.a y aunque en ocas.iones 

producen resu.1 t..ados comunes. est..e no es en general. el. caso. En 

est.e t.rabajo se ut..il..izará el. proc::ed.iment.o deb.ido a. Bernardo C1979:> 

que ut..il..iza expl..ic.it.ament.e una .... ci.:ctcz de tnforrnac.:dn para comparar 

~7 l.a evidencia d.isponibl.e ant.es y después del. exper.iment.o. Además. 

mJ.ent.ras que en l.os casos más s.impl.es y no cont"l..ict..ivos •st.e 

mét.C>do produce resul.t.ados que co.inc:J.den con l.a regl.a de Jef'f'reys y 

conc:.iden o son muy simil.ares a J.os de f"amil.ias conjugadas. en 
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&l.gunos 

ra.mJ.l.J.as 

o~rcs ca.sos 

c:onj ugadas 

en 

dan 

que t.ant.o 

l.ugar a. 

l.a. regl.a de -'errreys 

dJ.st.rJ.buc:J.ones tJ.na.l.es 

C08K:> 

resul.t.an c:ontl.J.ct..l.vas - porque producen resul.t.ados LnocfllLLsLbl•• o 

conducen a parado.fas d• lftaZ"6Ln<Zl.LSCICLdn. l.as d.l.st.rJ.buc:.l.ones de 
' rererenc:J.a de Bernardo 

dJ.sc:usJ.ón det.a.l.l.a.da del. 

producen r-ul.t.ados 

proc:edJ.llU.ent.o y de 

sat.J.a~act.orJ.os. Una. 

est.a.s a.r.l.rma.c:.l.on .. 

puede consul. t.a.rse en el. art.ic:ul.o orJ.gJ.nal. de Bernardo. AquL. 

sJ. mpl. ement.e se desc:rJ.bJ.rán l.as c:ara.ct.•r L st.J.c:as general.es del. 

proc:ec:U. mi. ent.o. 

La J.dea. rundament.al. es l.a de llVZXL,..Lsczr una med.i.da. de 

.a.nrorma.cJ.ón. SJ. se cons.l.dera que l.a ma.gnJ.t.ud x•ic. pC9::>. mJ.de 

a.propJ.a.dament.e l.a. J.nrormacJ.ón qu• •• espera. obt.ener acerca. del. 

pa.rámet.ro 9 cuando •• real.J.za un experJ.ment.o e y l.a d•nsJ.dad 

.l.nJ.cJ.al. de 9 •• pee:> y sJ. además. ces:> denot.a una. sucesJ.ón de s 

repet.J.c.l.ones J.ndependJ.•nt.•s: del. exper.l.ment.o c. ent.onces se puede 

argument.ar que ce CD:>. derJ.nJ.do c:omo el. l.LmJ.t.• de ces:> cuando s - •• 

deberJ.a. proveer Lnformac:Ldn P9rf.cta sobre e y por t.ant.o l.a. 

corr•spondJ.ent.e ma.gnJ.t.ud :t•tcC<D::>. pee:> .. que rec:J.be el. nombre d• 

Lnforma.c:Ldn fal.tant• r•spect.o a. 9. medJ.rLa l.a. cant.J.dad de 

J.nrormac:J.ón que se requJ.ere para det.ermJ.nar c:on prec:J.sJ.ón el. val.ar 

de e cuando •• paz-t• ~ l.a LnLC:Lal. pC9:>. 

:tnt..uJ.t..J.vament.e es nat..ural. derJ.nJ.r. dado un experJ.ment..o 

CJ.jo c. como min.l.mo J.nrormat..J.va a l.a densJ.dad nce::> que maxJ.mJ.za l.a 

J.ntormac:J.ón ra.l.t.ant.e respect..o a 9. El. procadJ.mJ.ent.o para maxJ.mJ.zar 

l.a runcJ.onal. :t•tcCaD::>, pC9::>. es en general. 

un t.rat.amJ.ent.o cuJ.dadoso; sJ.n embargo. sJ. 

J.nrormacJ.ón l.ogarLt.mi.ca ccr. Shannon 1Q4.8 

comp1icado y requiere 

s• adopt..a una medJ.da 

y LJ. ndl. ey 1 gee;, 

de 

de 

:t•tec ao::>. pC9::> t - fpcz::> Jpee 1 z::>l.og(pC9 1 ::E=>/pCe::>] de dz 



en dond• 

pez:> • Jpez 1 e::>pee::> de C4.1.2::> 

y z sen l.os dat..cs producidos por el. experi-nt..o c. J.a idea de 

ma.XinU.:::ar l.a inrormacLón tal.t..ant..e ha conducido a Bernardo a 

proponer una densidad LnicLal. de l.a ter-

nee::> l.im n ce:> C4.1.3:> ·-- . 
en donde 

••• C4.1.4:> 

con 

Y'[gCw:>] Jgcw:>l.n[gCw:>) dw C4.1.!!I:> 

el conocido operador ent..ropia y z,., l.os dat.os producidos por 

eCs:>. Más aún. si se cumplen J.as condiciones de regularidad 

necesarias para garant..izar que l.a dist.ribución tJ.nal. es 

asint..ót.J.cament.e Normal CWal.lcer 1!ae9. Johnscn 1970 y Chen 19Er.5 

ent.re ot..ros.>. en t.. onces para s suf"J.cJ.ent.ement.e grande. pC9 1 z,.,::> 

una Nornal. con media e . el. est..t.madcr de • se puede aprcXimar por 

máXi ma vercsi mJ. l. J. t. ud de 

sFce :> dende Fce :> es J.a 

9 basado en z,., y mat.rJ.z 

mat.riz de inf"ormacLón de 

de precisión 

Fisher para 9 . ~ . 
eva.J. u.&da. en 9 . • 

Bajo esas ccndJ.c.t.ones y ut.J.l.J.zandc un argument.o l.J.m1.t.e 

es posJ.bl.e probar que C4. 1. 3:> y C4. 1. 4:> conducen a 



-· D••T•••ucaoN DE DEFEDENCaA 

C4.1.0> 

de manera que el prccedinú.•n~o d• Bernardo coincide con J.a regla 

de Jerrreys. Es~a coincidencia. sin embargo. desaparee:• si e>ds~•n 

pará..,..~rcs marginal.es. La ext.ensi6n propues~a para --~· caso por 

Bernardo ••~ab1ec• que si f!.~ Cf!.!• f!.~> con f!.a el pará-~ro d• 
in~erés y la ma~riz de inf'or-ci6n de Fisher se escribe como 

C4.1.7'> 

dende J.a par~ición de la ma~riz Fef!.::> corresponde con J.as 

di-nsion .. de los vec~ores !'a y f!.a respec~iva-n~• de manera que 
a•in~6~ica-n~e. 

e NC~&•. Faaeª•>> -a 
C4.1. &::> 

e Ne~ ••• F••e~.>> -· 
en~onces. J.a densidad inicial de ref'"erencia ne~ •• f!.a> es~á dada 
por 

e4.1. g;> 

en dond• 

C4.1.10> 

y 

C4.1.11::> 

Cebe observarse que puesto que en C4.1.10::> el símbclo de 

proporcionalidad se interpreta como f~nctón de ~. nú.entras que en 
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C4.1.11:> s• int.erpret..a como func.í.dn. de ~ •• no •s ci•r-t.o •n g•ner.al. 

qu• 

ex IFC !!:> la...-a 

como est..abl.ec• J..a r•gl..a de J•CCreys par.a el. caso mul.t.ivariado. O. 

est..a Corma. en est.• c.apit.ul.o s• ut.il.iz.ar.a como densidad conJunt.a 

inicial. minimo inCormat.iv.a o d• r•Cerencia J.a que se obt.i•ne d• 

J..as rel.acionea C4. 1. Q:>. C4.1. 10:> y C4. 1.11:>. 

4.2 

a p.art.ir 

El. pre>cedimient.o propuest.o por Bernardo C1979:> permit.•. 

de expr•siones .anál.ogas a C4.1.4:> deCJ.nir. dado un 

experiment.o y un parámet.ro de int.erés. l..a correspondient.• 

dist..ribucJ.ón de r•terencia aún cuando no se r•curra a .l& 

Normal.id.ad asint.ót.ic.a. SJ.n embargo. t..al. como s• ha d•scrit.o •n l..a 

sección .ant.•rior. •st.a propi•dad - l..a Normal.id.ad asint.ót.ica de J.a 

CinaJ. raciJ.it.& enormem•nt.e J.a derivación d• e:xpr•siones 

.anaJ..1t.icas para J.a inicial. de r•Cerencia. EJ. est.udio d• J.as 

condiciones bajo J..as cual.es una dist.ribución Cinal. es 

&sint.ót..J.ca.m•nt..e Norm.a..l ha sJ.do consi.dera.do por dJ.v•rsos aut..ores 

CJohnson 1ge¡7 y 19'70. Wal.lc:er 1Sle9. Oawid 1!0!70. o.Groot. 19'70. Heyde 

y Johnst.on• 19'79. Bermúdez 1!0!8S y Chen 1!0!85 por •Jempl.o:> y en 

t.érminos g•neral.es guardan ciert.a simil.it.ud con J.as condiciones 

que gar.ant..1:zan J.a Normal.idad asint.ót.ica de 

máxima verosimiJ.it.ud ccr. Cra.mér 194!5. Wal.d 

1~ por eJempJ.o:>. 

.los est..imadores de 

1949. L.eCa.m 1 953 y 

Bás.Lc:a.ment...e. c:a.da c:ont..r.ibuc:i.ón en est..e t...ema est..a.blece 
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una serie de condiciones sut"icient.es para asegurar 

asint.ót.ica que t.1picament.e result.an dit"iciles 

la Normal.Ldad 

de veriticar 

especialment.e cuando se considera una paramet.r.Lzación no-est.andar. 

Más import.ant.e aún. y a d.Lterenc.La de lo que ocurre con los 

donde el aut.cr sabe. un result.ado que 

en la lit.erat.ura. hast.a 
est.ablezca condiciones 

~ransrorm.aciones - reparam•~r~zac~ones Es por est.a causa que 
que est..abLec:e un conjun~o 

en la s.Lguient.e sección 

mét.odo de Bernardo para 

en es~a sec:c1ón •• presen~a 

de t.aJ.es condiciones que 

permit.irán una ut..Llización 

un t..eorell'I& 

aplicadas 

s.Lmple del 
obt.ener la dist.ribución inicial de reterencia. Pr.Lmero se probarán 

dos lemas simples pero út..Lles. 

aL•cztort:.a.s 

•ucea.:on..• 

n••· a ... t una suc••tdn ct4. canttdcu:le• 

Xn....,. HCµn. a:.::- •n dond9' r.cz.s 
t Y i <7., n•&. a.. . . t son 

tales qu. ªn • O e'Uczn.clo n. • m. En.ton.e:••· X" 1-l., •n prababr:. t tetad. 

0.-=>st:racidn. Dados 6 > O y e > O se t.iene que 

C4.e.1::> 

Sea c > O una. const.ant.e t.al que •e -c::> < &/4. en donde 
r•present.a. como es usua.l. .1.a d.i.st.r.i..buc:.i.ón Normal. es~ánda.r 

1::>. Si ahora se selecciona. e•< &/2 y ut..Ll.Lzando la Normalidad 

sea "• t.a.1 que 6/<7""' > e 

va.lor- de n ,. m.a.x-C:n •• n
2

t. 

• " . C4.e.e::> 

par.a. t..odo n > "a y cons.idérese ahora 

De C4.2.1::> y C4.2.2::> se sigue que 

un 



P[ IX .. - ,µ .. I < 6] > P[IX .. - - ,...,1 _,,. 

• 1 - c2•c-c:> 

> 1 c. 

C7 ... < e] 

• e 

Por l.o t..a.nt..o. X ... •n probabi.l.i.dad y •l. l.•ma 

-t.abl.•ci.do. CI 

L•- 2. Sea C2:.., ... a. a.. • • t una s....:es.:c::ln. - matr.:ce• 

<:~~ • .:...-tr.:c:c:zs y pest:tt:vc:zs -ft:n..:da.s tczr.es que "-..,, .. , O y 

-'-nck> • OC"-'.nca>_:) C:'UCZnCic> n. CD en. do~ -'.ftCk> ~ ••• ~ "-.,.&> clenotczn. 

l.o• vczr.o.r•• p.rop.:oi. o.rdenado• die z:..;. s.: aho.rc se c:on.s.:..r..rczn. l.as 

s....:e•t:on.e• e~... ...... •.. • y ·~... ..... ••. . . • - vec: to.re• en. 

IR" tczl.es que ~... ~.. Q c:ucznd<> n. CD y 11!!.,.ll > • pcarcz al-

con.stczn.te pos(tL'UCZ m s.: n. es su,(c(en.te,,,.n.te •rczn.de. en.ton.e:•• 

o._,st.rac1c5n. 

•• posi.bl.• ••cri.bi.r 

dond• 

Dada qu• 

Dn - di.a.g-C ~nea>•··· • 

y P., •s t.al. qu• 

2: ••• .. 
1. 

par hi. pót.•si. s • si.mét.ri.ca 
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Ent.onces. 

ca.'°J: a .)/Cb'°J: b :> ca." p D P" ... :> ..... et>" p D P" b :> 
-n n-n -n n-n -n nnn-n -n nnn-n 

• e /C u :> -n 

••• Co&. 2. 3:> 

llY,.11 • 11~ .. ll 

de manera que yn 

hecho de que 11!::!,.11 > 

que 

u 
-n 

O cuando n ""'· Más a.ún. ut.J. J. J. zando el. 

m > O sJ. n es"sUCJ.cJ.ent.ement.e grande. se t.J.ene 

llynll 
11!::! .. 11 

1 

Por io ~an~o. se t.iene que 

llY,.11 - 11!::! .. 11 
11!::! .. 11 

m 

1 

1 
¡ 



l. J. rn - 1. 

Ahora bJ.en. 

Por l.o t.ant.o. 
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.. . 
1 C:C "-.,._cv.,._ ·-· 

.C4.2.4::> 

.c4.2.e::> 

pero por hJ.pót.esJ.s "-.,, .. , CX"-.,,.,:>. de manera que exist.• una 

c:onst.ant.e H > O t.&l. que "-nck> S H "-nea> si. n es su:f'J.c:J.ent.•rnent.• 

grande. AsJ.. paran su:f'J.c:J.ent.ernent.e grande se t.J.ene que 

•.• C4. a. e:> 

Por ot.r.a. pa.r't..e. 
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.•• C4. 2. "7:> 

en donde 

!5 e 1v .... 1 • iu .... 1 >/11~ ... 11 

- 1 + llY .. 11/11~,...ll ••• C4. 2. 8:> 

En consecuencia. si n es su1"icient.ement.• grande • de 1as 

expresiones C4.2.e:>. C4.2.e:>. C4.2."7:> y C4.a.a:> s• sigue que 

k 

(1+11y.,ll/ll~ .. ll)E 1v .. 1. - u .. 1.I 
l.•• 

d• donde. puest.o que llY.,11/11~ .. ll 
obt.iene 1a ccnc1usión de1 1•ma..

0 

1 y lv .... - u .... 1 .. O si n m. s• 

Cent.ando con est.cs resu1t.ados pre1imina.res es pcsib1e 

preceder a est.ab1eeer un primer 

v•c:tores 

Teare- 1. 

czl•a.tori:os .... n=a .. z ••.• > suc•sLón 
Suporl.t!J'a 

~"'- HC~-· 
tal•s qu• 

n=a .. a ... • 'UftCZ S'U.Ce• L. dn. d,,., 

c:z.sa:.n.tdt (cczmen.t• 

v•c: t or•s •n IP.:lc 

fr:..fo. ~· u: .. 
d.•fr:.n.r:.d.as tal•s qu• >--.,,k• O y >--,...<k> OC>--,..,.,> 
XnCk> l/ "-ne&> ~notan. retspeC t ivczm.e.nte el. m.áx(tna 

ualor•s propLos et.~"'. St ~~-~ - C•aC~n~•···. 

un.a fun.cr:ón. tal qu• la matrr:z 

n. 

y el mt:n.r:.tno d• los 

>prC~,....>..> .. Cr :5 ~ es 
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~ • ~· •nton.c•• CZS(ntdt(ecurwnt• 

+ex.::> , :e , .. .::> - -... ........ 

0..->st.racicSn. Puest.o que por def"inición una. sucesión de 

vect.ores a.1.eat.orios i X,. t a.sint.ót.icament.e t.i•ne una dist.ribución 

Normal. mul.t.iva.riada Ne~ .. • :C..,> si para. t.Cldo vect.or g t.al. que 

t;!':C..,9 ~ O Pª":-ª t.Clda n suf"icient.ement.e grande. 1.a sucesión is!"~ .. t 
- asint.ót.ic.ament.• Normal. univariada NCt;!"~ .. • g":c.;~:>. y dado que 

para t.odo vect.or g g"X,. • g"~ !,.> - una. runci ón real. de !.., • es 

suf".l.cient.e con probar 1.a v•rsi.ón aás simpl.e d•l. t.•orema cr-:1.:> 
sust.it.uyendo 1.a. ma.t.riz 'C~:> por el. vect.or de d•rivadas parcial.es 

C:l.xk:> 

y J.a. no singul.aridad de 'e~> por 1.a condición e
0 

eC~:> ,. O. En 

est.a. rorma.. apl.icando el. T•orema de Ta.yl.or al.rededor de ~... y 

escri.bi•ndo Y,. • .,C! ... >• e,. e<=~,.:> se t.i•n• qu• 

y 
n 

•n donde {.,. r ..,!.., + C1 r ... >~.., para al.gún r.., 
suricient.ement.e granda. l.a cont.inuidad de 

e.,.z: ... e! > O d• manera que se pu•d• •scri.bi.r 

C4.2.9:> 

e co. 1:>. Si 
e ga.rant.iza 

n es 

que 
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con e: - teCt. .. ::>. Puest.o que l.J.m ~" • ~ y e - cont.i.nua. se •J.vu• 

Q. Además 

sJ.guJ.ent.• 

que li.m e.. eº o equJ.valent.•ment.•. li.m ce.. eº> 
e

0 
- Q. as.1 que una. apl.1cacJ.ón clel Lema 2 produce el 

resul.t.ado 

Por lo t.ant.o ut.11.J.zando el Teorema. de Sl.ut.sky CSerClJ.ng 

1980. secc1ón 1.e.4::>. se t.i.ene que l.a d1st.rJ.buc1ón asJ.nt.ót.J.ca de 

Z co1nc1cle con .la de l.a suces1ón el• cant.1dacles Ál.eat.orJ.as ... 

s1 t.al. cl1st.rJ.buc1ón .1.1m1t.• ex1st.•. Para obt.•n•r .la cl1st.rJ.bucJ.ón 

as1nt.ót.1ca de w.., es conven1•nt.• escr1b1r 

C4. 2.10::> 

El. pr1mer t.érm1no en el. .La.do derecho de C4. 2.10:> •s.por 

h1pót.•s1s. asJ.nt.ót.1cament.• dJ.st.r1bu.1da come Neo. 1::>. Por J.o t.ant.o. 

.la clemost.rac1ón del. 

segundo t.érm1no en el. 

en c:ompa.ra.c:.i.ón con 

converge a cero en 

~eor•ma. puede concluirs• 

.lacio derecho da C4. e. 10::> 

pr obab1 .11 dad. Pri.merc. 

probando que •.1 

•n probab1 .11 ciad. 01 rect.ament.e de l.a 

es 1ns1gn1C1cant.• 

se probará. que (ln 

se comprobará que 

cle.f"1n1c1ón de ~n s• 

t..J.en• qu• 
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ni:. .. - ~n ·ni:. .. ~ ... + ~ ... - ~11 

nr ... ~ ... + e1 - r,..::>~- ~ ... 11 • n~... ~11 

nr ... e~ .. - ~ ... ::> n + n~ ... - ~11 

1r ... me~... - ~ ... ::> n • n~... - ~u 

s ne~ ... - ~ ... =>n • n~ ... - ~n 

as~ que una. aplicación del Lema. 1 a. las 

C Xni. - """"'-~.,. t. • a .... 

repet.ida. 

. . • k de ex - ... 
ent.ra.das 

.. t:! ~ ... ::> y el hecho de que ~ ... 

prueba. Ahora. se t.i.•n• que de~ermi.n~st..Lcam•nt.e. compl et. a.n 1 a. 

k • 
E l-",..1. 

i.=& 

Si. ent.onces para cada. i.=•·· .. .. .. k. 

element.o en la diagonal de l:,.. y !!;. den:t.a. 

i -ési. mo vec:t..Or de 1. a. base ca.nóni. e.a. en IR • se 

a.Lea.t.orJ. a. 

<7
2

. danot.a. el i -ési mo ... .. 
como ya es usual. • e.L 

t.iene que la cant.idad 
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es. por h1pót.es1s. asint.ót.ieament.• dist.ribuida eamo NCO. 1> y par 

•-ant.a 16 .. ._I t.1•n• a su vez una dist.ribueién l.imit.• bien d•f"inJ.da. 

Por ct.ra part..e. 

[Ccr .. ._>z/ ['e0~ .. e!lla/Z 

•.• C4.. 2.'11> 

y puest.a qu• 

1'.n<lc> 

y t.ambien 

s• sigue que 



Por J.o t..a.nt.o y cc::nno A.nck> - OC"--nca>:> si. n 

J.a. ma.gnit.ud C4. 2. 11:> est..á. a.eot.a.d.a. Fin.al.ment.e. 

9"'
0

¡,I con,.,erg• a cero. un.a ext.en:si.ón d•.J. T•or•ma. 

gara.nt..i.::.a que 

converge a cero en proba.bi.l.J.dad. En consecuencia. 

probab.i.l..i.da.d y el. t..eorema. queda. est..abl.ec.i.do.
0 

cm. se sJ.gue 

puest.o que 

de SJ.ut..sky 

O en 

ca.so k-1. est.o es cu.ando se 

considera. un.a 'Cunci.ón rea.l de una m.a.gni.t.ud real.. J.a. eondJ.ción 

sobre J.os val.ores prop.i.os 

resu.lt.ado es. en ese sent...i.do. 

de 2:: es obv.i. amen t. e ... 
más f"uert..e. 

correct..a. y 

Obs9rvczct:ón Z. El. Teorema. 1 es una genera.J..i.za.ción de 

~.J.gunos resuit..a.dos muy conocidos en l.a l.it.erat..ura CS.r~.li.ng 1geo. 
secc.i.ón 3.3:> en donde ~ ... = ~ para. t.oda n y ~n - b!~ con fb..,• una. 

sucesi.ón de real.es t.a.les que bn O y ~ es una. ma.t.r.1% de 

ccva.r i. a.nzas f"iJ.a. Est.e resul. t. a.do sól.o requ.i.ere hi pót.esJ. s 

.ad.i. c.i. ona.J. de eont..i. nu.i. da.d de J.a.s der.i.v.adas pa.rci al.es de 

t.ra.nsf"orma.c.i.ón en el. punt..o ~ ~ • 

En un eont.ext.o ba.yesJ.a.no. J.a Norma.J..i.dad a.sint.ót..i.ca est..á 

t.J:p.i.ca.ment.e ref"erida a. una d.i.st.r.i.buc.i.ón f".i.na.J. para un par-á.met.ro 

da.do y J.a sit.uae.i.ón es l..i.geramant.e d.i.st..i.nt.a de J.a que cubre el. 

Teorema. 1. E.J. t.ipo de convergencia considerado en es~e t.eorema. es. 

en ci.er~c sent...ido. una convergenc.ia. d~termLnLstlca de medidas de 

proba.bi.l. . .ida.d m.ient..ra.s que el. t.ipo de resu.lt.a.do que se emp.lea. para 

una. dist..ribuc:.i.ón Cina.l. es una convergenc1.a. probabL l. i:st lea. con 

raspect.o al. espac.i.o muest.ral. de medidas de probab.i.J..i.dad 

deC.inidas sobre el. espacio de parámet..rcs. Est..a ~it.uación ha s.i.do 

reconocida en .la l.it.erat..ura y de hecho. se ha. ut...i.l.izado para 
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t"".a.e.t.J..t.t..a.r J..a. pruebo& de .&l.gunos r•suJ.t..a.dos Ccf'. 

•.J •mpl. o>. 

Ch•n 19~. por 

L.a. ref'ormul..a.e.t.ón d•l T•or•m.a. 

prob.a.b.t.l..t.st.t.e.a. nec•s.&r.t.a par.a. cubr.t.r J..a. 

b&Y••~ano •• ~nmed~a~a. 

1. con .1.a 

.a.pJ..t.cae.t.ón 

t.er m.t. nol. og.t. .a. 

•n •l. ~mb.t. too 

Teore ... 2. S•a ~ e e ce 5' IRie.> 'Uft v•cCor el. po.r~t.roa. 
S•a n:..,C~-., nC~ 1 ~. n> _., La d.:str.:buc.:ón j".:nczL d• ~ d•a~s c:t. 

h.o.b•r observado lcz m.ue•Cra ~..... iX...... . x ... t ct.L moc:t.l.o 

p<X 1 ~ _.,_ Supen.tJ=. Qt.t• Lcz suc••Lón. in..,c~.:> > •s t.al qu• con 

probczb.: L .:dad 1 r•s-c t.o a pC~<n> 1 ~o .:> y conc:t.:c .:onado cz los 

?.JaLor•• obs•.ruado.s •n. tez m.u•strc:z ~<n> ~ tt:•n.• un.a d&:str(b'UC(dn 

a.S"LnCót .:ca Normal NC ~ ... e~, ... ,.>. :c ... c~, .... .> .> •n. don.el• ~ .. e~, .. ,.> 

•n. probab.:L.:dad r••-cCo a pC~•n> 1 ~o .>. :c ... -:~, .... .> •• una 

d• covczr.:anza.S" s.:m.tPtr.:ca y pos,; t .:vez d•j".:n..:dcz para 

'-'C:ZLore.s propt.o• m.c::Zxt:mc C""-n<k>:' y nu:n.Lmo Ci\..n<&>> 

prapt:.•da.d.•• "-",." o y "°n<k> ocxn<••'"" s.: n. 
eondt.ct.on•s •n p.robabLLLdad con. r•SPf9Cto 

p<~, ... , 1 ~o .>. s.: ~~..:> = c"'•C~..:>.. ,.-.. e~..:>..:>' cr s Je..> 

mcztr.:2 de d9rt.vadas pareLaL•• 

·r iltp. J . 
-.nr-

J ~=.!:. 

t.oc:ta n cuyos 

sczt L/"czc•n lczs 

•• 

CD czmbCZ.S" 

la 

tal ta 

•• no .S"Ln.~Lczr •n. •L punto ~ ~o y t .:•n.e •ntrac:lczs 

tczmb.:•n. •n ! ~o. entonces con. probabt: L t:dad l respecto a La 

mac:tr:c:ta p<~ .. ,, 1 ~o ..:>. Lcz c:tr:st.ri:buc.:ón. d• ~~..:> dada ~<nJ.. r•suLta 

a..-r:n.tótr:cCUNl'n.te Norma.L NC~~ ... .> • .J,..:c..,c~, ... ,>.J~..:> con. J.., Je~..,.>. 

Demos~rac~dn. Es una consecuencia dei Teorema 1. 

Obse-rvacL.dn. 3. Debe not.arse qua J.a.s cond.ic.iones que se 

imponen sobre J.a ~ransrcrmación son J.as m.i.smas en ambos ~eoremas. 
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Las direrencias aparecen en el comport.anU.ent.o de las sucesiones i" 
y ~". En el Teorema 2. i.., es un est.imador consist.ent.e de ~a y ::C" 
t.iende a la mat.riz cero si n m. t.ambién en probab1J.idad. Est.e 

t.ipo de cond1c1ones son usualment.e verir1cadas cuando se comprueba 

J.a Norma11dad asint.ót.ica para una para..-t.r1zac1ón part.1cuJ.ar Ccr. 

Walker 19e9, Daw1d 1970. Fraser y McDunnough 1984. y Chen 1Gee>. 

La única cond1c1ón n,,_va en ambos t.eoremas es la caract.erización 

de la velocidad relat.1va de convergencia de J.os val.ores prop1os de 

:c.... Es necesar1o r*<:onocer que est.a cond1ción puede ser muy 
d1ticil de comprobar. especialment.e s1 la dependencia runc1onaJ. de 

2:...., res~t.o ~ .... > e~ complicada. A:E'ort..unadament.•. a menudo ocurre 

que ::C"C~, ... ,> ::C..,Cf2...,> ·Y aún más. la 111&t.r1z [::C..,ci..,> ]-a usual..-nt.e 
co1ncide con la mat.r1z de intormación de F1sher para ~. de manera 
que para un conjunt.o de observaciones 1nd•pend1ent.•s e 

idént.1ca~nt.e dist.ribuidas ~ ..... • s• t.1•ne que J:"c~ ... > c::cci ... >] / n 
en donde ::ce~> no var1a con n. Asi. J.a est.ruct.ura de J.os valores 

propios de I:.,,c~, ... ,> es la nú.sma que la de Eci.,,>. F1nalment.•. si 

ECf2.> es una runc1ón cont.inua d• f2.• como t.1picament.e es •J. caso. •• 
t.1ene que Eei..,> ::ce~0> y ent.onc•s. J.a cont.inu1dad de J.a 
es~ruc~ura de los valores propios CAnderson. Br~ns y 'ensen 1983. 

Lema 2> ºreduce el probJ.ema a la consideración de la mat.riz ::CC~0> 
para veriCicar que es de rango compl•~o. un problema de soiución 

inmediat.a. 

Come ccment.ario Cina.J.. es convenient.e 1ns1st.ir en que 

las condiciones que ambos ~eorenias imponen sen suf!c(•ntes pero es 

posibl.e que no sean necesarias. Un est.udio más det.alJ.ado seria 
necesario en esa dirección. 
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&.3 Di.st.r i. buci.dn i.ni.c:i.al. de reterenc~a para el. coc:.i.•n~• de 

c:o-i.naci.ones 1.i.,._al.es. 

Una vez est.abl.ecida l.a nat.ural.eza de l.as dist.ribuciones 

de rererencia y cent.ando con l.os resul.t.ados previos rel.at.ivos a 1.a 

Hormal.idad asint.ót.ica bajo t.ransrormaciones. es pcsibl.e obt.ener 1.a 

dist.ribución de rererencia para el model.o que se considera en est.a 

t.esis. Recordando el. model.o repara..,.t.rizado 

C&. 3.1:> 

es posibl.e probar. ut.il.izando ejempl.o l.as condiciones 

propuest.as por C.Groot. c1g70. sección 10.11:>. que l.a dist.ribución 

""rinal. del. vect.or de pará.met.ros ca•. o»'". cuando se han real.izado n 
repet.i.ciones independient.es del. experi..,.nt.o es. con probabil.idad 

1, asint.ót.icament.e Normal. con vect.or de ~ias ca•. ;; >' y mat.ri.z 
- - - n n de precisión n xca.,. a.,> en donde a .. y ª., son l.os correspondient.es 

•st.imadores de máxima verosimil.it.ud d• a y a basados en las n 

repet.iciones del. experim•nt.o mi.ent.ra.s que xca_. ;; , •s l.a mat.riz .. .._ 
de inrorma.ción de Fisher para ca. a :> eval.uada. en ca.,. ;; .,>. Puest.o 
que 

se t.iene que si ica. a:> • log[Lca. a:>) ent.onces 

de donde 



• J.C(! • a :> 

•a 

y en consecuencia 

•ªJ.C(!. a :> 

• l! • (! 

•ªJ.C(!. a :> 

•a• Cf 

•ª J.C(!. Cf :> 

• l! • Cf 

y ...... aún. 

{ 
•ªJ.C(!. 

- E 
• l! • 

{ 
•ªJ.C(!. 

- E 
• t:T • 

{ •ªi.ca. 
- E 

il (! il 

• - CZ~'Z:J -· Cf 

Cf :> 
} • CZ~'Z:J 

l! 

Cf :> 
}- - N/<7a 

Cf 

• 2N -· t:T 

t:T :> 
}- { - E 

t:T 

Q. 

-· Cf 

+ 3N cr•/a• 

•ªJ. ca. t:T :> 
} 

il a il (! 
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En ot.ra.a pal.abra.a. l.a. -t.rJ.z ele J.nCor-cJ.ón ele FJ.sher 

••t.á da.eta por 

-· O' [ 
cz'Z> 

º' º 2N ] C4.. 3. a:> 

ele manera. que a.s~nt.ót.J.ca.ment.e. l.a. ... t.rJ.z ele precJ.aJ.ón del. vec:t.or 

d• pará.met.ros ~.. - ca' . "' :> -t.• dada por 

ni:ca .... ~ ::> ... • n º 2N ] C4.. 3. 3:> 

Si. ahora se consJ.dera l.a CuncJ.ón que t.ransf'orma al. 

vec:t.or ~ en Cz::.>" Cy&. r ••...• rk•&:> con 

" - ....... k+& 

se t.J.ene que l.a mat.rJ.z de cterJ.avadas parcial.es 

] -[ , -[ 
4'1-k•& ] ~ 

•r ... & 

~ 
" r: 

•st.á sJ.mpl.ement.e eta.eta por 
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e; .. o o 

e .. e;ª 1 'o , - o 

o 1 

que est.á. bien def".i.nida y es nos.i.ngul.ar- si Ca .,. O per-o -'-• 

rest.r.i.cc.i.ón se sat..i.sf"ace por- h.i.pót.•sLs. En consec:uencLa y pu-t.o 
que se cumpl.en l.as condLc.i.ones del. Teor-ema 2 de l.a secc:Lón 4.2 se 
t.J.en• que, asLnt.ót.Lcament.• 
mat.r-1z de covar.i.anzas 

es Normal con V'e'Ct.or 

o equ.i.val.ent.ement.e, con mat.r-J.z de pr-ec.t.s.t.ón 

en donde T.., 

[ 
t; a 

o 

T - o 

o 

- (-
ra 

o 

o 

r .. 
1 

1 

o 

·] 
o 

1 

o 

·] 
i (le-&> 

d• -.t.•• 



[ T&• 

º" 
con ·r .... la m.at.ri.z Cl<xk:> 

Taa 

D&STa&•UC&ON Dlt •-1taltNCS& 

Q ·] 1 

det'i.ni.da COlll'IO 

o 

o 

r .. 
1 

•. ~-.: ] 
.. :_., ] C4.. 3. 4.:> 

104. 

y donde .l<k-•> es la. mat.ri.z i.dent.1da.d de di.mens1ón 11:-2 y • .... es l.a 

m.at.ri.z C2x2:> deti.ni.da come:> 

A [ .... 

Por l.o t..ant.o. se 

T"J: .. ca. O'> T 

r. r .. 
o 1 

si.gue que 

O'-·[ 
T" .... 
Q' 

T" .... -·[ - C1' 

º" 

] 

:N ] [ ::~ 

2:-] 

C4.. 3. 5:> 



z'z 

de manera que 

cz'z;;, T ª ª 

y ent.onces 
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[ 

cz'z :>A 
& & && ...... 

cz'z :>A 
• & & .. 

[ 

A' 
&a 

o 

o 

[.
A' cz'z :>A 

.. .. & & .... 

cz'z :>A z & ..... 

o 

o xclc-•) 

0

A'cz'z:>·] • && & a 

z'z z z 

C4. 3. e:> 

] 

Más aün. puest.o que z .. ::e e~ ... % ::> -.z CNxE::>. se ~~ene que 



d• donde 

<Z~Z >A 
• • && 

y ent..onc:es 

A& cz~z :> 
•• & & "aa [ 

r. 

>'a 

[· 

,.,&,., ] -·-· 
z&z -·-· 

[c=~=a::>r2 : c=~=a::>rª .......... 
c=!=a::>r2 : c=!=a::>rª 

c=!=a::>r a 

c~!~ .. ;r ª 

sªªr,.r. + s,..r. 
sa,.r: • 2 s.,.ra +s •• 

... • a. a. Por ot.ra. part..e • 

[ :i ] z. 

[ 
:z:~Z 

] -& • 

:z:~Z -· .. 

1oe 

·]. 
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o ] [ :::· ] 
1 -· • 

] 
y en cc:rnsec•.1enc1a. l.a mat.rJ.:::: cc1c+1::>..Clc+1::>> .l:cl:•> • T'xca. o»T est.á 

dad& por l.& expreaJ.ón 

[ 
s .... r: s aarara•s .. ara ;!:~Zar• 

1 
s .. &r .. r.•s ... r. s ... r:•as •• r.•saa ;!:~Zar .. •;!:!Za 2 

crªXct:•> ..... -
z!~ .. r .. z~=.r • •z::. z'z a • 

Q' 2N 

Ahora b1en. de C4.3.4::>. C4.3.~> y C4.3.e::> se sigue que 

Q 

2N 

C4. 3. 7::> 

Sea ahora H ia ma.t.rJ.:::: Clcxk::> deC1nida por ia reiación 



Es c.laro que 

IHI -ak 
CI' 2N 
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r.•saa ~:z.r. 

z!~. 
Q .. 

1 
.. sa-.r: + es •• r a • s •• 

z~~.r a + z~~-

+ ~!z. 

z!za 
Q ] 

2N 

~:z.r • + ~!za 

z!z. 

108 

de donde. u~1.11zando nuevamen~e la expresión para el de~erminan~e 
de una ma~ri: par~icionada es.arle 1982. página ~ por eJemp.10> y 

def'.in.iendo D - cz!za>-• •e ob~iene que 

con 

z cz"z ,-•z a a a a 

eomo en C3. 3.13::>. En eonseeuenei.a. u~il.i.zando l.a. def'i.nic:ión de S~i 
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y .La def'"1niciC>n de a;.p::> en C3. 3.1'!5::>. 

C4.3.8::> 

Ahora bien. de acuerde con C4.1. 11::> se t.iene que .La 

densidad marginal. inicial. de ref'"erenc1 a para est.á. 

det.erm.t.nadá por l.a rel.acién 

a.si ~ue de C4.3.7::> y C4.3.e::> se t.iene 

"" [QCp::> 1-.. ...-z 

Por ot..ra 

condicional. inicial. para y
2 
••••• 

rel.a.c:ión 

part.e. de C4.1. 12::> l.a. dens1dad 

yk. a dado p est.á def'"inida por l.a 

oc { IH 1 ....... 

\ 
1 
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sJ.guS.ent.• 

ProposJ.ci.cSn 1. 

-k ""o 
En consecuenc.t.a. ·-

para •t ~-c~or ~·· cuando el pc:z.rám.9Lro d• ~n~•r•• •• p 

d•t•rmLnada por La r•Lczc:~dn 

t. J. ene 

n<::p. r ...... . a _.., r ••... • a 1 p:>nCp~ 

Un resui.t.ado J.nmedi.at.o es J.e sJ.gu1ent.e 

-k o 

t:• •. c-ua.ndo el. pa.rázruat.t.ro d• Ln.~•ré• •• p 

/an>LtLa propuesta en ta secc~dn 3.2. 
r ... 

110 

J.a 

t..omar r 

Demost.racJ.cSn. Recurr1endo a J.a •xpresJ.ón C3. 2:. '?5:> bast.a con 

le • .i.dent..1f'"J.car 

nCp':> 

Una. ccnsecuenci.a. not..a.b.le de est..e resu.1t..a.do es que .La. 

dens1dad 

.1.nt..ert*s. 

1ni.cS.aJ. marg1naJ. de ref'"erenc1a 
[QCp-:> J-a,..z •s propLa. CGradsht.eyn 

81~ aunque ~a conjun~a resu.lt..a ~mpropia. 

para •J. parámet.ro de 

y P.h.i. :z 1 lc 1 QC'.5. pá.g.1 na. 

Más aún. dei. Teorema 1 de J.a secci.ón 3.3 se t.J.ene que J.a 

correspond.t.ent.e densi.dad f'".t.naJ. marg1naJ. de ref'"erencJ.a para p est.á 
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dada por 

C6. 3. 9> 

y es propi.a. puest..o que pCp> [QCp> )-&/Z ea propi.a como ya se ha 

indica.do. Adicion.ai..,.nt..e dei Teorema 1 de ia. sección 3.~ se puede 

deducir que nCp 1 X > t..iene ia •:>:presión ait..ern.at..iva 

C6. 3.10> 

en donde ~ - N-k y 

hCp> 

Fi.naiment..e. es 'posibie cara.ct..erizar en mayor det..a.iie ia 

densidad rina.i conJunt..a d• ref'erencia nCp 1 X >. De ias 
expresiones C4.3.V> y C4.3.10> es ciaro que HCp> es un coci.ent..e de 

dos poiincuni.os d• grado dos en p. Más a.un. de C3. 3. 33> se t..iene 
que 

HCp> - JCp> / QCp> C4. 3.11> 

con 

JCp-:> 
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C4. 3.12::> 

en dond• por supues~o 

6. cc:.s! s:S,,..1 

6& cc:.s! - 2 s.,,..s.,,..1 

60 (c:os! - s!-v.l· 

O. est.a. manera. y dado que nCp 1 X ::> es de el.ase e- en IR 
y es est.r1et.a.ment.e pcs1t.1va. para t.odo real. p. se s1gue que 

l.oginCp 1 ~ ::> • 

-l.c:u~iQCp::> • CN/2::>l.ogiHcp::>. 

-lcc;iiQCp::> • - CN/2::> (l.ogi.1Cp::> l--1.ogiQCp::> U 

CN/a - 1::>.LcgiQCp::> } - CN/2::>l.ogi.1CP::>} 

de donde 

a l.cgincp X ::> > Q"Cp::> 

QCp-:> 

..1 • Cp!> 

.1C p':> a P 

y •n consecuencia. J.os 

ob~•n•rse de ~a ecuación 

(N/2 - 1) 
o•c,c.·~ 
t;X,p.) 

- (N/2 - 1) 

vaiores ext..remos 

(N/2) 
.1 "Cp:> 
.1Cp';I 

(N/2) 

.C4.3.14=> 

de nCp 1 Y => pueden 

o C4. 3.14=> 
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C1 - H/2:> JCp;)Q"Cp> + CH-"'2> QCp>.J"Cp> • O C4.3.1!S> 

Puest.o que t.ant.o Q c:on J son poli.ncnni.os de grado dos. 

las c:orrespondi.ent.es derivadas Q• y .J• son pdli.nomi.os d• grado uno 

y ent.onc:es los produc:t.os .J•Q y Q"J result.an poli.nom.t.os d• grado 

~res. O. est.a manera. un valor de p anula la derivada C4.3.13> si. 

y sólo si. sat.i.sf"ac:e la ec:uac:i.ón de grado a to más ~res C4.3.1!S>. 

Ahora bi.en. de C4.3.12> se ~.lene que 

de f"orma que 

Anál ogament.e. 

y por 1 o t.ant.o 

C4. 3.1'7> 

Ent..onc:es • 

.JQ" 

i 

1 

l 
l 
1 
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C4. 3.18::> 

Q..1 º 

C4.. 3.19::> 

de donde 

C1 - N~.::>JCp::>QºCp> + CN/2::JQCp>JºCp> 

con 

"'• 

O. J.a observac.lón que 

po.l.LnonU.o QCp::J en la secc.Lón 3. 3 

que e• > o. en consecuencia e.a.>• 
embargo.de C3. 3. 3'01::> se t..Lene que pt 

• c 

s.Lgue la def' .L n.L c.L ón 

expresión C3.3.1~::> 

O• s.l y sólo s.L 6
2 

e • O J • O con 

o. 

del 

t.J.ene 

SJ.n 

Por .l.o t.ant..o. 6
2 

· • O con probab.ll.J.dad uno y c:cmo 

consecuenc~a. ia ecuación 

l 
I 
r 
i 
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11 ne p 
o C4. 3. 20::> 

" p 

es equ.i.val.ent.e a una ec:uac.i.ón de grado exac:t.,.,,..nt• t.r-. Puest.o 

que un pol.inonú.o de grado t.res sól.o puede t.ener o bien una raíz 

real. o b.i.en sus t.res r&.i.c:es real.es y dado que ne p 1 '! ::> es propia 

y p t.oma val.ores en t.oda l.a rec:t.a real.. se s1gue l.a siguient.e 

ne p 1 '! ::> t .:en.e cz lo ...a. do• mDd.CZ6. E• un.t:mod.al st: la ec:uact:ón 

C4.3.20~ tt•n.• une 'Ún.t:c:a rcz(a r•czl y•• btmod.czL s.: C4.3.20~ tt:ene 

tr•• raLc•• r•aL••· 

En l.os sigu.t.ent.es c:apít.ul.os. J.os resul.t.ados obt.enidos 

enn est.e t.rabajo se .1.l.ust.rarán con c:onjuñt.os de dat.os generados 

ut.il.1zando al.gunos casos part.1c:ul.ares y bien c:onoc:.i.dos del. model.o 

general. descrit.o en e1. 1.1::> y e1. 1. 2::>. 
l 
1 
' 

1 



CAPITULO 5. EL MODELO DE COCIENTE DE PENDIENTES 

91. s EJ. -.del.o. 

En est.e capit.ulo se cons.Lderará la s.Lguient.e est.ruct.ura. 

qu• -· muy co111Un •n e.L aná.Lis.La d• enaayo• bS: ol. 6'¡¡.L c:o•. Suponga que 

se realiza un experiment.o en el que p dosis f X ••• X 
&p • d• 

un primer est.imuJ.·o y q dosis f x ••• x ... • d• un s...,undo 

est.imulo se ensayan n veces de manera que se obt..Lene un con.Junt.o 

f y &jk ; j=s.. • • .. P k:=s •••• • " ; Y ajlc J=•·· . . . q k•a •••• • " t 
de observaciones cond.Lc.Lona.Lment.e .Lndepend.Lent..es. con d.Lst.r.Lbuc.Lón 

Norma.l y var~anza común aª ~-i•s que 

j=•·· .• p; k=•·· . ·" 
C!!:I. 1.1::> 

ex + p(J x.j 

Asi. Yl.jk represent.a .La k-és.Lma. med.Lc.Lón de .La var.1.a.ble 

de respuest.a Y asee.Lada .a .La a.pl..Lcac.Lón de Xi.j l.a J-és.Lma. dos.Ls 

del. .L-ésimo est..imul.o. 

Si 

est..imul.o son 

l.a.s dosis Xa del. 

ec¡ou(val..,.ntes. 

primer 

esto es 

respuest.a.s esperadas son .igual.es 

est..imulo 

si .las 

y X
2 

del. segundo 

correspondí ent.es 

en t.. onces su 
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s:>0t.enci& rel.at.iva se deCin• simpl.ement.e come el. cocient.e Xa / x •• 
Ut.ili::ando 1.a est.ruct.ura a C!5.1.1::> es inmec::liat.o que 

- p. 

Est.e valor exist.e si (f es dist.int.o de cero y es 

independient.e de J.a. part.icul.a.r pare.ja de dosis equiva.1.ent.es como 

consecuencia. de J.a ordenada. comun en C!5.1.1.::>. Est.& caract.erist.ica 

est.ruct.ura.l del modelo aparece al. a.dopt.a.r J.a. llamada. condLcLón de 

•LlftL tczrLd<2d CFJ.nney 19!52/'78. sección 3. 3::> para .1.os est.imu.los y 

conduce. como se ha descr.i.~o. a l.a s~~uac.i.ón en qu• el. 
est.a.blecer .la pot.encia rel.a.t.iva. se conviert.e en el. 

problema de 

prob.l ema de 

est.imarºel cocJ.ent.e de pendJ.ent.es en un conjunt.o de dos model.os de 

regresión linea..1 simple con ordena.da comun. Est.a. est.ruct.ura. se 

conoce en .1.a. l.J.~erat..ura. por mot...J.vo obvios. con el. nombre de 

ensayo t:i• coct:ente de -~Lente• CB.lJ.ss 1970. Armit.a.ge 197'7::> y 

produc•. para un conjun~o de da~os D. 1a Cunción d• v•ros.i.mii~~ud 

l...Cp. ex• (f. a 1 D::> ex O'-n<p•q> •~t - [ p 

E 

E.1 modelo que 

pendient.es es un ca.so 

q 

E 
j=& 

... 
E (Yajk 

k=& 

describe 

part.J.c:u.lar 

••~ab1ecer .1.&s s~guien~es reiaciones 

j =• 

el. 

del 

n 

E (Yajk - et.:- ·re, l(.;,.jlª 
k=a 

/ caa•). 

... C!5.1.3::> 

de coc:J.ent..e de ensayo 

modelo C1.1.1::>. Ba.st.a. 
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y .... 1 x .... o 

y &aa 1 x .... o 

X 
y 

&pn X - 1 X o 
&p 

y••• 1 o x ... 
y••• 1 o x ... 

y 
aqn 1 o x ... 

••. ce.1. 4.:> 

Est.o es. el. vect.or X e • IR"; N • nCp+q:> ::> se obt.1ene de 
ordenar J.e:xice<;¡rat1cament.e J.as respuest.as observadas y J.& mat.r1z X 

CNx3:> t.1ene J.a pr.i.mer col.umna con t.odas sus ent.radas 1gual.es a 

uno. J.a segunda col.umna con J.a ul.t.1mas nq ent.radas 1guaJ.es a cero 

y J.as pr.i.meras np agrupadas en p bl.oques de t.ama.ño n de manera que 

t.odas J.as ent.r&das del. J-és1mo bJ.oque son 1guaJ.es a x .. j por su 
part.e. J.a t.ercera col.umna de X t..i.ene l.as np pr.i.meras .. nt.radas 

1guaJ.es a cero y J.as rest.ant.es nq agrupadas en q bl.oques de t.amaño 

n de terma que t.odas J.as ent.radas del. J-és.i.mo bl.oque son 1gual.es a 

Xa.;· S.i. se det.i.nen 

[ ~~] [ o ] [ o ] ~ "- o "- 1 cs. 1. 4:> -.. 1 -a o 

•s e.la.ro que 

X - NC ·~· 
oz.J: :> 

y además 
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Ahora bLen. para pasar aL lllOdeLo reparame~r1zado C4.3.1> 

es necesarLo cons~ruLr ia ma~rLz L ~&L que 

L~ • C ~-· ~ •• ~. , 

sea de rango compie~o. En es~• caso. puest.o que ~. -

ecn ~\. e.1. 1. -és.1.mo vec•-or ca.nóni.c:o en. IR.•. es na.t..ural. 

~. De est..a torll'L&. 

y ent.onces 

o 
o 
1 

o 
1 

o 

1 

o 
o ] 

de donde se s1gue que sL Z - X L-•. ent.onces 

·1 X o 
ªª 1 X o 
ªª 

[ o o 1 

z - 1 X o o 1 o &p 
1 o Xza 1 o o 
1 o X za 

1 o X 
Zq 

] 

~.y~.-~.· 
La seieccLón 

\ 

\ 

\ 
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o X •• 1 

o X •• 1 

o x •• 1 

x •• o 1 

x •• o 1 

x ... o 1 

Est.o es. en t.•rmJ. nos de columnas. z e ~.· ~ ... ~. ::> con 

~: - e o. o .... .. o. x .... x ••.. ... X ::> aq 

~! - e x ••. x •• o::> 

~~ ~ .. <. 1. 1 • ... 1. 1. 1 •. 1 ::> 

En terma aná1c::>ga se t.1ene·que s1 ~ • L ~· ent.onces 

<!. - [ :: ] 
[ o o 1 ] [ z~l o 1 o 

1 o o 

[ r] 



·• 

CDCSENTE D& PENDS&NT&a 121 

y •• ob~~•n• -~ mad•io reparame~rLzada 

y ia reexpresLón de ei paráme~ro de Ln~•rés p • ~& / "• • 

5.2 La d1s~rLbucLdn tLna1 de reterenc1a para p. 

Ahora. u~LiLzando 1a expresLón C4.3.9::> para ia densLdad 

CLnai margLnai de rererencLa para p y ia expresLón C4.3.11::> para 

HCp::> •• ~L•n• que 

••. ce.2.1::> 

en dond• 

sª 
y 

XL CJ: - P::> X 

SZY& % 
L 

CJ: - P::> X -& 

SSYa 
.. CJ: - P::> X ~. 

Q!:.p::> 
z + y c:zp c&p + e o' con 

e: 
L 

CJ: - P::> :z: • z ~& -& 



t. 
~. 
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y .la mat.r-J.z CX - p;, de1"J.nJ.da. coma •n C3. 3.13;) • por 

J: - p 

- J: 

con N .la mat.r-J.z CNxN;) cuyas •nt.r-adas son t.C>das 1gu~es a 1. 
t.ant.o. J: - N / N es J.a mat.r-J.z qu• t.r-ansf"o.-- cada vec:t.or-

cor-r-espondJ.ent.• v.ct.or- de r-•sJ.duos r-espect.o a J.a -J.a 

•n~radas. De --~- rorm.a. 

s• 
y i;. EJ J;. {Y~Jk - Y>ª 

s E, J;. {YZjk YJ x•J ZY& 

s J:j J;. (Y&Jk - Y) X 
ZYZ &j 

eon r Además. 

Por- J.o 

•n •l. 

d• J.a.s 
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con l.o cual.. a part.J.r d• los da.t.os orJ.gl.nal.es •s posJ.bJ.e cal.cul.ar 

•J. núc:J. •o de J. a densl. dad ne p 1 '[_ ::> • 

S.3 EJ• ... J.os nu.olrJ.cos. 

Con •J. propósJ.t.o d• J.J.ust.ra.r J.os resul.t.ados qu• se 

pueden obt.•ner con J.a d•nsl.dad f"J.nal. d• ref'erencJ.a. ne p 1 '! ::> ha 

sJ.do cal.culada para t.res dJ.st.J.nt.os conjunt.os de dat.os y comparada 

con el est.J.mador de máxima v.rosJ.mJ.l.J.t.ud de p y .la regJ.ón de 

conf'J.an:z:a que se obt.J.ene vJ.a el. Teorema de FJ.el..ler. EJ. prJ.-r 

conjunt.o const.a de dat.os rea.l•s. procede de un ensaye> report.ado 

J.nJ.cJ.aJ...,.nt.e por We>od c1ge4::> y anal.J.zado por FJ.nney c1g7e. págJ.na 

1e1::> y se exhJ.b• en J.a Tabl.a 1. 

TABLA 1. 

Da.t.os et~ IO"ooct e n. 4. p -3. q - 2 ;, 

E•timut.o & a 
Doai.a o.o o.s &.o o.s &. o - OP7' &en •o &a& 

•• &00 ·- •• &a• 

•o &OS &SP PO &aa 

•• o- &Sd ea &aa 

Para. es t. e conJunt.o de da.t.os. •1 est.J. mador d• máxJ.ma. 

v.r os J. mJ.1 J. t. ud d• p obt.enl.do por FJ.nney es r 0.'5847 y el 

e;n.t.•rvc:zlo d•L Q5~ a. con.f i: anza par.a. p resu.1 t..a. (O.t54t54. o. 7235). Es 
icJ. .a.ro d• J. a. FJ.gura 1 que l. a. t'L nal. ne p 1 !: ::> es consJ.st..ent.e con 

es t. os resu.l t.a.dos. De hecho. la ünJ.ca moda. de est.a densidad se 

J.oc:al.J.:a en p - 0.684'5 y la. probab(L(ctad que est.a. densl.da.d asJ.gna 
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25 

•• 
15 

•• 
5 

•• • 75 •• 

Los siguien~•s dos ejempios han sido ob~enidos mediante 

simuiación u~iiizando ei modeio ce.1.1~. Ei segundo conjun~o. que 

se muestra en ia Tabia a. es un eJempio de io que poclria iiamarse 

•..an e:-c:per.1.ment.o ••razonable•• en el. sent.J.do d• que ambos est..ímu.Los 

~ienen un eCecto apreciabi• en ia respuesta. 

TABLA a. 
Da.tos s..: mu L czctc:>s <"n. - 3. p - q - 4. Qt º· (1 - 'º· p(1 - zo. C7 - l> 

Sst.Lnu~Lo .. z 
Do•i.• D ... ..... z ... . ... a.o z.o •.o '·º 

'· 7'• .. ses. '7P ZS. P6• • •• ?70 za.. so.a so .••• oo. ••3 ••. •P& 
•• dCI• &S. CSZ3 Z•. ••7 •7. os .. zs.. soe .O .. Cl9D S7.7Z3 •o.•Pd 
s.soe .&6. SP• zs. zz• a9 .. ess z.a. º'7 ••. sso so.•30 ....... 



En 
nCp I 'l_ > en 

J.a Fi.gura 2 

donde se puede 
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se exhi.be l.a part.e 

observar una moda en 

p:r.:n.e.:pal 

p - e.OOSI 

de 

muy 

cerca del. verdadero val.or p 2 - La m.asa de probab.i.l..i.dad eat.á 

cl.arament..e acumul.ada al.rededor de est.e punt.o puest.o que se puede 

.,eri.f'i.car que n( t. Slt < p < 2. 09 'l. ) O. S154 y si. se ha .i.nd.i.cado 

que est.a es J.a part.e pri.nc.i.pal. de J.a dens.i.dad f'i.nal. es porqu• 

exi.st.e ot.ra moda. J.ocal..i.zada en p - -t4.72t. Si.n embargo. deb.i.do a 

que n(p < O 'l. :> < to-ª0 est.a segunda meda puede ser .ignorada a.in 

consecuenc~as prác~icas. 

IB 

• 
• 
? 

• 
5 

4 

3 

2 

2.2 

En est..e caso nue".f'a.men~e .los resu.lt..a.dos no d.i.C.i.eren 

ma.yormen~e de Los que se ob~ienen con e.1 enCoque Crecuen~~s~a. De 

hecho. el. val.or est.i.m.ado por rná,....im.a verosi.mJ.l.i.t.ud es r 2. Ot t y 

9J. i:nte:rvaLo deL 95~ de con/Lanza est.a dado por Ct.926. 2.104>. 

Fina.l.ment.e. J.a. Tabl..a :3 exhibe et.ro conjunt.o de dat.os 
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s~muiados. Es~os da~os Cueron generados ut1i1zando valores d• ios 

parámet..ros que conducen a una s:Lt..ua.e:Lón má.s ext.rema. en donde J.a. 

:Lnf'orM&e:Lón prov:Lst.a. pcr el. exper:Lment.o podr:La suger:Lr. s:L se 

anal.:Lza. con J.os proeed:Lm:Lent.os Crecuen~istas usuales. que el. 

pr:Lmer est.:Lmul.o n.o t.:Lene un ef"ect.o a.prec:Labl.e en J.a. respuest.a.. 

TABLA 3. 

Datos s.:rn.ul.ac:los Cn - 3. p - q - ... Cl -e. " - o. 3. p(I - i • ,, - i :1 

sat.i.mul.o .. a 
Do•i.• º·" ... , ª·" .. , &.O a.o •. o •. o 

a .. d&• ......... ª·"ºº ..... a.700 .. .,. .... .. ...... • •• llO 

&.~es a.d7Z o. si.es •.•• o •• 0:1.0 ...... "· '9&7 7 ..... 

a.sos •• dQ:I. •• 9r.:I a. ZOP •. ºª' •· aas d.OPO ........ 
La. f':Lnal de ref'erene:La. ne p 1 !. :::> descr:Lbe. eomc se muest.ra en J.a 

.32 

.2 • 

• 24 

.2 

• IS 

.12 

.1218 

.1214 

-2121 -15 -se -s 121 15 2121 25 

~ :> da.tos c:l.B l.a Tabl.a 3. 

1 
1 

l 

1 

! 
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Flgura 3. lo que se puede ar1rm.ar sobre el 

Por ejemplo. se puede verlrlc:ar que ne IPI 
0.005 de manera que IPI < 1 es e& posterr;orr;. 
proba.bl.•. 

parámet.ro de lnt.erés. 

1 X :> es menor que 

un event..o muy poco 

Por ot.ra pa.rt.e. ne p > o 1 X :> o. fT75 por lo que exist.e 

coc.t.ent.e. Más 

0.770 de 

un apreciable grado de cert.eza respect.o al slgno del 

a.un. ne 1 < p -: 4 1 X :> o. !5!50 y ne 1 < p < 9 1 X :> 

donde se slgue que la densidad r.t.na.l de rererencla es clarament.e 

.t.nrorma.t.lva. y compa.t.lble con el verdadero valor del parámet.ro 

p - t0/3. Si se a.pl.t.ca.n los· proced.t.nú.ent.os rrecuent.lst.as a est.• 
eonjunt.o de dat.os se t.lene que el valor del est.lmador por máxima 
veroslmlllt.ud est.á da.do por r - 3. eez que podrla c:onslderarse una 

est.lmac.t.ón r&%ona.ble. Sln embargo. la r•6Lón d9 confLc:&nzc:& de nivel 

9!3~ que se obt.lene ut.llizando el Teorema. de Fleller est.a. dada por 

e -a>. -3. oee :> u e t. 530. OD :>. Los inconvenlent.es de una región d• 

est.e t.ipo ya han sldo coment.ados en la sección a.4 y una 

observAción reievan~e se puede encon~rar 

pág.t.na ea:>. 
en Finney C19e2/78. 

Un exám•n má.s det.allado la densidad blmodal y 

est.rict.ament.e poslt.iva. ne p 1 X:> revela que si p • C0.783. 0.987:> 

la correspondi;•nt.e región de máxima dens.t.dad de t.ama.ño p Crmcl-p::> 

const.a de la unlón de dos int.ervalos ajenos y fLn.L tos. Sl p •s 

menor que 0.783 o mayor que 0.987. la rmcl-p respect.lva. est.á dada 

por un UnLco in~ervaLo f~n(to Cp < 1~. 



CAPITULO 6. EL MODELO DE LINEAS PARALELAS 

"· 1 El. -=ode.lo. 

En C-crma si.mi.lar al t.rat.ami.ent.o que se di.ó en el 

::31.pit.ulc !5 .a.l modelo de cocient.e de pendient.es. en ~st.e c:a.pit.u.lo 

~• parti.cu.larí:ará en otra. est.ruct..ura. que muy comunment.e se 

•..it.J.li::a. para descr-J.bir los resu.Lt.ados de ciert.o t.ipo de 

bi.oens.a..)'O:!'.i. En est..a. oc:a.sion supong.a. q•..ie se re.a..L.iza. un exper.1.ment.o 

por medJ.o del cual 

pcsi.t.iva~. i Xaa 

•-.ambi.en es:t.rict.a.men•-• 

es._1.mu.1.o se ensa.y·a.n n 

una. col. ac:ci. ón de p dos.t.s. est..r i. ct..ament.• 

x&p • de un prim•r 

posi t.i vas. i X
2

& • 

veces de manera que 

est.imu.lo y q dosJ.s. 

xaq • de -~ .s•gundo 

se obt.iene un c:onjunt.o 

i Y &jk J=&.. • • • p k=&.. • • • n ; Y a¡k ; j=& ••••• q k=&.. • • • n t 
de observacLcn•s condi.ci.ona.Lment..• i.ndepend~ent.es. con di.st.ri.buc~ón 

Norma.L y var1anza c:om.un a 2 t..a..les que 

k-é~i.m.a 

Cl 
& 

j=1 •••• p: k=a. ..... n 

j=& •••• q; k=s. ••• ,.n 

ce.1.1::> 

En est..e mod.e.lo Yi..jk: represent..a. •. come en C!3.1..1:>. 

medici.én de .La va.r.i.ab.le de re~puest..a. Y a.socia.da a 

l.a 

l. a. 
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apl. i eaci én de Xi.j la J -esi ma. dosis del. i -és.i. me est..i mulo. S'i de 

nuevo .las dos.i.s Xa del pr.i.mer- est..i.mulo y X
2 

del segundo est.1.mul.o 

:eon •qu?. .,_,al.•n.t•• •n e.1. s•nt.ido d• que l..a.s respuest..a.s espera.das 

eor-r-espondient.es sen iguales (E(Ya) - E(Y
2
)]. ent.onces el. coc.i.ent.e 

X
6 

; x. que deCLne l.a po~•nci.a. re.1.at.~va puede obt.eners• como s~gu• 

de donde. si (1 • o. se t.iene 

"'•) / (1 

Puest.o que E(Y•) E(Y
2

). se sigue que si se deC.i.ne .La ma.gnit.ud 

"' • J.og(X• _,,. X
2

J. en•-onces 

ce. 1. a::> 

y C.i.nal.ment.e p - expl~). O. est.a. manera. l.a pot.enc1.a r-•lat..i.va •• 

un& Cunc.i.ón uno-a-uno de "-' que a. su vez es un pa.rám•t..ro de J.a 

~orm.a. que se t.rat.a. en est.a. t..esi.s. Más a•..:.n. W' eY...ist..e s.1. (J es 

d.i.st.int.o de cero y resu.Lt.a independient.e de la part.icul.ar pareja 

de dosis equivalent.es como consecuencia de J.a pendient..e coman en 

•:..e.1.1::>. Est.e modelo. conocido como de l.:....,.= paralelas. es de uso 

muy Crecuent.e y se encuen~ra document..ado por ejempJ.o en eJ. iLbro 

de Finney C1952:."'7'B:>. Dada la relación ent.re los pará.met.ros ~ y P• 

es pos.i. b.1 e a.provechar las pr-op.i. edades de las di zt.r i buci enes de 

ret"'erenci.a. "..:Bernardo. l.979;. para. obt.en~r 1.a .f"'i.nal de re!"E=>rencia. 
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par1 p a par~~r de ~a correspond~•nt..e ~inai 

&pl.icando •1 cambio de var1a.b1• respect.ivo. 

d.• ref"'•r•nc~a. para ., 

O. est.a. terma.. •n .lo 

que resta se reexpresara ei model.o ce.1.1~ como sigu• 

jsa,. ••• p; k=a,. •• ,.n 

ce.1. 3> 

E(Yajk) i•& •. •• q; k=& •• - .n 

•n donde u,; • 10,_(x1.;J de manera. que para. un conJunt.o de da.t.os O 

se obt.iene .La. s1gu1ent.e runción de veros1mi11t.ud 

p 

Cito (1. "" I D:> J: 
n 

J: e Y .. ; .. - Ct - tJU .. j Jª ..... 
/ (20'ª) • 

. ce.1. 4::> 

Est.e mode.Lo es t.a.mbién un ca.so part.icu.Lar de.L mode.Lo 

•::1. 1.1Jo. Como en el. ca.pi.tul.o !5. basta con 1.dent..if"ic.a.r ..-J.. "."ec::t..or !,. 

l..a. ma.t.rJ.z X y e.l vec::t..or 42. 

y 1 o u ...... .... 
"L J. o u ..... .. .. 

X 
y 

X - 1 o u ce.1. 5> &pn &p 

ya•• 1 1 u ... 
y .... 1 l. u za. 

y 1 1 u 
Zqn Zq 



obt..t.ene 
Nue•,ament.e 

.a.1 d.lsponer 
X e 

en 
• IR"; 
orden 

N - ne p+q> > - e.L 
.lex.t.c:ográt.lc:o l..as 

131 

vect.or que •• 

obser v.ac:.l ones 

prcduc:.ldas por e.l exper.t.1119nt.o llU.ent.r.as qu• • .l.a ma.t.r.lz X CNx3> t..lene 

un.a pr.lmer c:o.lumna t..a.l que t.c:>das sus ent.r.adas son .t.gua.les .a uno • 

.la segunda c:o.lumna t..l•n• sus pr.lmeras np ent.radas .lgua.les a c:ero 

ecn .las u.Lt..lma.s nq ent.radas .t.gua.les .a uno; r.t.nal.ment.e • .1.a t.erc:era 

eo.Lumn.a t..l•n• sus ent.rad.as .agrupadas en p+q b.loques de t..amaño n de 

m.anera que t.c:>d.as .las •nt.r.ad.as de.l J-és.lmo b.loque son .t.gu.a.les a u.J 
s.t. J • i a ••••• p · > y son .t. gua.les a u. j s.l J • i p+a ••••• p+q >· 
SJ. además se det.lnen 

[ ~] [ ~ ] [ ~ ] ce.1.e> 

se t..i.ene ent.onces que 

y a.demás 

"' -
Exac:t. amen t. e .t.gual. que en •l. ca.so del. c:oc:J. ent.• de 

pendJ. ent.es. par a obt.ener e.1 model.o rep.ar.amet.rJ.za.do C4. 3.1> es 

nec:es.ar.t.o c:onst.ru.lr l..a m.at.r.lz de rango c:ompl.et.o L t.a.l. que 

L t. ,. C ~&. ~.. ~. :> 

Puest..c que ~.. !!a y ~a - ~.· eon '!!t. el 1.-ésLmo vect.or canónico •n 

IJi!•. ~. ~ .. r•suJ.t..a .la. e.Lec.ci.ón na.t.ura..l de f"orma. que 

o 
o 
1 

1 

o 
o 

o 
1 

o ] 



y ent.onc•s 

L-a [ 
de donde sJ. Z •X 

1 

1 

z - 1 

1 

1 

1 

o 
o 

o 
1 

1 

1 

o o 1 ] 1 o o 
o 1 o 

L-a. se obt..i.•n• 

o 
o 

o 
1 

1 

1 

u .... 
u .... 

u .... 
•J za 
u ... 
u 

Zq 

u .... 
u ... 

[ o 
u 

1 .... 
u •• o 
u •• 

u 
aq 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

132: 

o· 1 ] o o 
1 o 

Es t.. o es. .la mat.rJ.z Z se puede e:-:presar. en t..érm..1.nos de 
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v.c~ores col. urnna.s como Z • C ~&. =•. ~. > con 

~~ e º· º·. o. 1. 1 •• 1 > 

~ e u ..... u.,a·. =· u .... u .... u ............ u ... ~ 

~ - e 1. 1 ~. .. . . 1. 1. 1 •. 1 >. 

En Corma análoga se ~iene que si ~ - L ~· en~onces 

(! -

~] [ ~] 

de donde se ob~iene el modelo reparame~rizado 

y la r .. xpresión de el paráme~ro ~ 



-----•--·..,~·------"" ___ ,.....,_, _ _,_,,,...,,..,~,,..,,.....,....,.._.,...,...,......_ .... ~_.,-,.,..,..._._,~,...,.~---·- -· ·--· -- ______ .,.,..,,.-..-.,...,-....~·--.•-;~ro-.--.--·-···-·-~'·--~ --- --•·•·•-··---
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~.2 La d.i.s~r.i.buc.i.dn C.i.na~ de reCerencLa para ._,. 

Hueva.ment.• recurr.t.endo a la expres.i.ón C4. 3. SI:> para. l.a. 

densJ.dad f".i.na.l ma.rg.i.nal. d• ref'erenc.i.a para. el coc.t.en~• y l.a. 

corr•spcnd.i.ent.• expres.i.ón C4.3.11:> para HC1P:> se t..t.ene que 

l'TC:. 1P 1 X :> ex e QC ._,;, ]-& e He -,p:> J-N/Z 

en donde 

s 
ZY& 

s 
ZYZ 

La. ma. •- r .1. % e .I 

... ce. 2. 1:> 

x' CJ: - P> X 

z' CJ: - P> X -& 

• e J: - P:> "! ~-
c ••• z + e: .11' + e o con 

=~ CJ: - P.:> ::!:. 
-& -& 

2 z' CJ: P> • 
-& :z 

P.:> por su pa.rt.e. ,.;e def"J.ne como •n <;.3. 3.13:> 



- .l ce. a. a> 

Pue~~c que:~ - C 1. 1 ... 1. 1. 1 ••••• 1 >.se t.1en• qu• 

.l - P • .l - M / H ce.e.3> 

eon M .la. m.at.r1:::: CH><N:> cuyas ent.ra.da.s son t.oda.s Lgua..l•s a. 1. Por .lo 

~an~c:t. se si~ue. ccmo en ~a seceién 9.2. que 

sz y ¡;_ J:j r,. (y t.jlc - Y)z 

s,.y~ J:j r... (YZjk - Yl 

SSYZ J:._ J:j r... CYqk - Y-1 u,; 

con Y 

ea • nq - N (nq / N)
2 

• nq 1 nq / nCp+q:> 

nq e 1 - q / e p+q:> 

e npq.) ,,. e p+q:> 

- C::qn (n1J .. ) ,,. M 

1 

1 

l 
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2n .. I:j uaj qÜ. • 
2nq .. º·· u .. • 
2nq (p / Cp+q::> H ºª º· • - (2npq / Cp+cp) .. º·· º·· • 

c:on 

iJ I:j u.j ... p a 

o ... e E; IJ ... q aj 

ü. (pÜ •• qÜ:a. ) / (P ... qJ 

F.in&J.ment.e. 

As.1. & parto.ir de J.os da~os or.ig.inaJ.men~e produc:.idos por 

eJ. e:xper.imen~o. es posibJ.e caJ.cuJ.ar eJ. núcJ.eo de J.a densidad r.tnaJ. 

ne "" 1 ~ ::>. 
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"· 3 
La di.st.ri.buci.dn t1naJ. de reterenc1a para p. 

L.a. densidad ne ""' 1 ~ ::> t.iene t.odas J.as propiedades que 

en genera..1 se dJ..scut...1.eron en 

propia y t.iene a J.o más dos 

C".1.naJ. d• reCerencJ..a para. p. 

apropia.do cambio de varia.bJ.e. 

J.a. sección 4. 3. En pa.rt.icul.a.r. es 

modas. Si. se requiere l. a densidad 

est.a. se puede obt.ener ~i.ant.e el. 

Puest.o que 'f" - J.og(p). se t.iene que 

"CPIX::> 

deri.•,ar 

L.as cara.ct.eri.st.ica.s que posee 

de J.a.s correspondi.ent.es de ne 

... ce. 3.1::> 

.. epi~:> 

~· 1 ~ ::>. Es 

se pueden 

el.aro que 

nC p 1 X ::> est.á. bJ.•n def'i ni.da. para t.odo p • IR+. es propia y en 

cuan~o a sus medas se ~~•n• que en v.1.r~ud de que 

,.CPIX::> 

ent..onces 

-z ne ~<p::> X ::> + -& ~ ne ,,,C.p::> p p 
~p 1 X ::> 

- -z 
~<p:> 

-z ~ p ne X ::> p O~· .. e "' ~ ::> 

P-zc o ne 1 ~ ::> - ne ,,,C.p::> ~ º"' "' ::> 

... ce. 3. 2:> 
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Por J.o t..a.nt..o. J.os vaJ.ores crit..icos de ne p 1 !. ::> son l.os 

punt..os que sa.t..istacen J.a reJ.ac.Lón 

p-ªc :"' ne "' 1 !. ::> - "' V/Cp::> 1 !. ::>] - o ee.3.3::> 

pero dado que p exp('lf) >o se sigue que ce.3.3::> es equival.ent..e a 

" "'"' ne 'I" 1 !. ::> - ne v.< p::> ce.3. 4::> 

aún. debido a que densidad ne "' 1 !. ::> •s 
est..rict..a.ment..e pcsit..iva para t..odo va.J.or de"'.~. ce.3.4::> se puede 

t.ranstorm.a.r •n 

!. ::> J / ne w 1 !. ::> - 1 - o 

o equiva..Lent..ement..e 

il C l.ogCnC 'P X ::> l 
1 . ce.3.!:I::> .. "' 

Ahora. bien. recurriendo a. l.a expresión C4.3.13::> se t..iene 
que 

il C l.ogC ne 'P !. ::> J Q•Cv-::> J •e >,p::> 
(N/2) 

" "' 
.ce.3.6::> 

en donde t..a.nt..o ~>p::> como Je'lf) son pol.inomi.os de grado dos en -.p. En 
consec:u•ncia. ia reiac1ón 

(N....--Z - l.::> 
Qº J• 

-¡:z- (N/2) ~ 1 

~ue se puede ree:--:presar como 
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ce.3.7-:J 

~- sat..J.s1 .. a.c:e para. t.odo ''aJ.or de t.p que sea. ra.i.% del pc:>J.J.nomio ~ra.c:ID 

•xactanl.9nt• cuatro 

Puest.o q•..1e p es una. t.ra.nsCorm.a.cLOn uno-a-uno de V'· se 

s.t.gue que .Los ''al.ores er.t.t.i.eos de ne p 1 !. -;, se pueden obt.ener 

.3l.pJ..1ca.nd.o l..a. t..ra.ns1 .. orm.a.c.16n p - expCw.'"' a ca.da una. de .Las raJ.ces d• 

•3'C•p:>. Por ot.ra. pa.r._e y dado que GC>p:> es un pol.t.nom.t.o de grado 

-:uat...ro. se coneJ.uye que ne p 1 X. :> t.J.ene cero. des o bien cua.t.ro 

punt..os crLt...ieos. Ahora bien en virt.ud de que por cons~ruccJ.én del. 

moda.Lo t.-:>d&s .La.s dos.t.s son pos.t.t.1.va.s. e.L pa.rámet.ro p sólo puede 

•-cm.ar 

dens.t.da.d ne p 1 y :> no 

y en 

t.enga. 

conseeuenc.1. .a 

moda a.L guna.. 

puede oc:urr.t.r que .La 

t.enga. exa.et.ament.e una 

moda. o c:¡ue t.enga. dos modas. En eua.L qu.t. er ea.so es • a 1 o más • 

bimoda..L. Va.r.t.os ejempl.os que i.l.ust.ra.n al.guna.s de est.as 

pos.ibL.lidades se incl.uyen en J.a. sigu.ient..• sección. 

e."" 
El. primer ejempl.o c:¡ue se present.a. en est.a. seee.t.ón. eomo 

en J.a. secc.10n 5. 3. const.a. de da.t..os rea.J.es. Part.i.c:u.La.rment..e ast..e 

-:onjunt..o d~ dat..os est.á. ref"er.ido a. un ensayo de v:i..t.a.m.ina. 812 que 

-=or.t.g.t.na~ment.e fue report.ado por Emery •~ al. C1951~ y que 

post.er.t.orment.e ha. si.do anal..t.za.do por F.t.nney C1952/'7'S. página 105-:J. 

L~s ct.a.t_os coneret.os se exhiben en .la Tab.La. 1.. En t.érm.inos de.l 

parame•-ro de l.og-po•-encia "''• se puede comprobar di.rect..a.ment.e que 

el. es•-im.a.dor- de ma:-..ima. veros.imi.l.1.t..•..Id est..a. dado por ~ ·-t. 5408 

nt.ien•-ras que e.1. i.n.tgr.._•c:Lc d.~ con.jt.~n.za a.J. 95% para V' resui.t...a. 

·:-t. 6835. -t. 391 5-~-

1 

1 

! 

1 

1 

! 
l 
i 

1 
1 
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TABLA 1. 

Datas de ~m.ery et al. C n = e. p - 3. q - 3 ~ 

Eat.im~le a a 
Dcei.• o .• a.a ... • .. .. 

o.- S.. Od ... .,. o.- S..OP . .. , 
o.- •• 07 .... o.- •·o• ... , 
o.oz o ..... a. a• o .... o. 07 .... 
0.7d o .• ., .... o.- &. Od ... ., 
a. o• &. Od a.•• O •• P a.o• a.ao 

o.- a. 02 ... , a. o• •. oz a. as 

Por o~ra par~e. sl se calcula la densldad Clnal marglnal de 

ref'erenc.l.a ne ~· 1 ! ::> cuya. graf'lca. se mues~ra en la Flgura 1. se 
~l~ne ~ue es~a. densidad ~lene una. Un.Le.a. moda local 1 %&da. •n el 

6 

5 

3 

2 

~1.8 -1.? -1.3 

FIGL'P-:A 1. FLncz.1.. de referen..cicz. n-C 't' r .:> para Los da.tes de E.~ut.ery. 

'_\ 
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-1. !542 y l.a proba.l:n:. t (.da.el asi.gnada al. .i.nt.•rva.lo 

~-1.683~. -t.3ri11!5~ •• O.P!56. En concl.usi.ón. hay consi.st.enci.a ent.re 

l.os resul.t..ados f"recuent.i.st.as y bayesi.anas en •st.e caso. Si. s• 

pr•t..ende obt.ener i. nf"er enci. as di.rect.ament.e sobre l.a pat.enci.a 

rel.at.i.va p. ent.onces desde l.a p•rspect.i.va f"recu•nt.i.st.a y dado qu• 

p - expCw::>. •l. carrespandi.ent..• est.i.mador de má.x.i.111& verasi.nú.l.i.t.ud 

puede ca.l.cu.la.rse a. part..ir d• 'I' y r•su.lt...a r - O. 214 con un 

(.n.t•rva.to el• c:on.f(.an.za al. Sl'!:IY. para p de CO. t 86. O. 24P-., t..al. camo 

report..• F.i.nney. Par su part.e. l.a dens.i.dad f".i.nal. nC p 1 '! :> •• 
uni.madal. can mada en p - 0.2t3 y par supuest.a. t.ambi.én asi.gna al. 

.i.nt..erval.a C0.1Se. 0.244~ una prababi.l.i.dad de O.Pf56. La part.• más 

.i.mpart..ant.e de est.a densi.dad se exh.i.b• •n l.a Fi.gura e y cl.arament.• 

es cons~s~ent..e con .los resu.lt..ados ~recuent..ist..as. 

28 

FXGUP.A 2. FLn.a.t de referenc(.a nC p 

Si. bi.en es ciert.a que J.a probabilidad ne p < 0.05 1 X ::> 

es. para t..odos erec~os práct..icos. iguai a cero result..a in~eresan~e 



c:f'". 

un 

di.sc:usi.ón al. 

mi. ni. me l. ocal. 

apunt.&r que ne p 1 '! ::> t.i.ene et.re punt.e c:ri.t.ic:c -

f'"ina.l. de .La se.::cién e. 3 Est.e punt.e cr.it.icc. 

para ser más precises. se 1oc::ai~za en p O.Ot3Z y el. 

comport..anu.ent..o c:-uat t: tat t:vc 

muest..ra. en l.& Figura. 3. Debe 

de qu• rtC 1" 1 '! ::> es prep:t.a.. 

t.a.mbi.én aún cuando l.im ne --o p 

de ne p 1 
insi.st.i.rse 

se Si.gu• 

1 X ::> - cm. 

'! ::> en 

en que 

que ne 

ese 

c:cmo 

p 1 X 

en t.. orno se 

consecuencJ.a 
::> es propi.a. 

FXC-UP.A 3. La d•n.st:dad nCp 1 Y ~ •n -un •ntornc d• su mt:nt:m.o toc:at 
Cc:lato.s et• E,...ry~. 

El. segunde ejempl.e que se :t.ncl.uye en •st.a. sección ha. 

si.do prcducido med:i.ant.e s:t.mul.aci.ón del. modal.o ce.i.3::> y l.os dat.os 

ccrrespond~•nt..es se muest..ran 

~ue p - 3. se t..iene que y.• ~ 

f'"recuent.ist.a. y en ral.aci.ón 

en l.a. Ta.bl.a. 2. 

l.ogC3:> t. 099. 

a. VI• se t..iene 

En est..e caso y puest..o 

Desde l.a perspect.i.va 

que l.a. est.i.ma.ci.ón de 

maY..ima verosi.nU.li.•-ud resui.t.a f'" 1. t.2Z con un t:ntervato de 

'=º· 9157. t. 28EL"'>. 
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TABLA 2. 

Datos stmutados C n • ~. p • q - 4. a • e. ~ • 5. p • 3. o • I~ 

Cat.i.mu.to 

Dcsi.s 

o.-
z.59z 
... &ad 

a. :t?& 

a.oeo 

a 

!l.O•.& 

s. •ss. 
•.• o. 
!l. Z'70 

'· ªºª 

• 
• 

o. •P& 
ao • .so ... , ... 
º·º'ª 
o.o•• 

• 
.... •?d 

&Z. oa• 
.... 7'8d 

&O. !IOe 

.... ª'º 

7 .... .. 

ªº· ... .. 
7 •• .., 

d.P?? 

•• !17"• 

a 

ao. 9PIJI 

P.?ao 

ao. siez 

ao .. ••s 

ao. ••• 

a 

• ....... ....... 
.. •• dS!I 

&!l. o•• 
.... 900 

• .. _,_ 
... .a. 
&7. ZCIP 

Por ot..r.a. part..e. la densidad f"inal de rererenc:i.a. ne tp 1 X :> 
c:uy.a. gra.f"ic:.a. se eY..hibe en la Figura 4. es unimod.a.1 ccn moda en 

~ - 1.117 y la masa de probabilldad clarament..• se .a.cumula en t..orno 

.a.. ese .,alor; •n part..ic:uJ.ar· ne o. 9t57 < p < 1. 288 1 ! :> - o. 947 de 
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m.a.n•r-& que nu•''a.ment-• .los resu.lt..a.dos de ambos enC'oques resu1t..an 

-::oi.nci.dent.es. En l.o que se ref'"i.ere a.l. pa.ramet.ro de pot.enc:.1a p. 

a.pl.i.ca.ndo l.a. t..ransf'"orma.ci.ón monót.ona. p • expCop:>. se t.i.•n• que •l. 

vaJ.or est.i.ma.do por m&xim.a. verosimi.l.it.ud est..á da.do por r • 3. 0459 

con un .:n.tervato ~- con...f..:a,...,..a al. ge,.. d• <:2. e39. 3. eze.>. La 

-::orrespondient.e d•nsida.d f'"ina.l. para p se •xhibe •n l.a. Figura. e y 

nat_u.r a.1 m•nt..e. 
t"rec:.uen't.i.st..as • 

• •• 

es t..a.mbien c:ompa.t..ibl.• con l.os res ul. t. a.dos 

En part.ic'.11.ar. es uní.modal. con moda en p 3. 040 y l.a. 

mas.a. de proba.bil.idad a.cumul.a.da. al.rededor de ese punt..o. El. ot.ro 

va.J.or cri.t.ico de est.a. densidad se l.oca.l.iza. en p o. t39 y •l. 

comport.a.mi.ent.o de 

aL q~e se reportó 

l.a. 

en 

curva en un ent.or no de ese punt.o es si.mil.ar 

La prcbabil.ida.d ne 
el. ejempl.o 1.. 

;::- < O. 2 1 ~ J es 

como se mues•-ra en J.a. F.1.gura e. 
menor que 1 o-• de ma.ner a. que 

es._.• ~.rozo de l. a. densidad puede i gnorarsa sin 

\ 

\ 

1 
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Fl:GUP.A e. La. d!~rr..st:da.d nCp 1 Y :> 8'n. 

Cda~o• a. la Tabla 2>. 
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un. 

t.ambién ha sido producido 

Present.a s.imul.ae.i.én ut.il..i:z:ando l.a es~ruc~ura. ce.1. 3::>. 

14~ 

via 

una 

s.i.t.uae.ión en .la que el. va.l.or del. coc.i.ent.a g que s• discut.• en .la 

secc.1.ón 2 .. 4 es cercano a une - de hecho. g • O .. 871 de man•ra qu• 

puede •sperarse un resu.lt.ado pobre de l.a región d• conf".ian:z:a 

ccrrespondient.e. Los da.t..os se present.an en .la Tab.l.a 3 y en 

~•rm.1.ncs de w. se t.i.ene qua el va.lor est.1.ma.do por m.á.:<J.m.a. 

v·erosim.i..li.+_ud resu.lt.a f'" • o. 4eo con un t:n.tervczlo d• conf&:anza de 

n.1.ve.l 95~ dado por C-0.3~8. lt .. Oll~ cuando e.l verdadero vaior dei 

par.3.met.ro es .logC~ = t. t509.. Desde .la perspect..i.va bayes.ia.na.. se 

obt.i9ne l.a densidad f"inal de ref'erenc.La nC '1-' 1 X ::> que se muest.ra. 

en J.a FJ.gura. 7. Esta de.ns.Lda.d es un.Lmoda.I. con moda en '1-' o. -,et y 

asigna al int.erva.l.o C-0.358. tt.Ott-' '-''•3. probabil..Lda.d de 0.96. 

1 
¡ 

1 

1 
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TABLA 3. • 
Da.tos st:mutac:tos- en. - ~. p q -"· "' t. (1 

Eat.i.m'-lt.o a 

Doai.a a a • • o.,, 
a. oea a.:&CIO a. asa ..... o. zao ........ a. CS?a o.oas ..... os z. &7& 

a.Sdd •. &04 O.daa a.ª'' ...... 
&. ••P o. •?Z a. aso a.SSid ...... 
o .... ., .. .,. .. &.&80 &.Sd!I a.••• 

TarnbJ.én 

ne -z . !5 < w < .e 1 ~ :> 
se puede comprobar 

y ne -z < ., < 

-o. e. p -~- O' - z~ 

a 
a.s a.s .. ,, 

a. Z•• &. 'ªª .. .,. 
a.••• a.sas a.os• 
S. Ol>d •·saz a.sao 

z. d7Z o. ••es a .. •7'Z 

a. a•cs ... .,.. o. 7'119!9 

que por ejempio. 

3 1 ~ :> - o. 92~ de 
m.a.nera que se ob~J.ene J.nCormacJ.ón mucho ma.s precJ.s& que ia 
proporcJ.on&da por ei enCoque Crecuen~J.s~a . 

•• 

F.IGUP-A 7. Fi.na.l d9 r~feren.ci.a. nC" •p 1 ;r _., d.a~os Tabla. 3. 

1 

1 
1 
} 

1 
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S.L por ct..ra part..e. l.as .Lnterenc::.Las se pl.ant..ean 

d.l.rec::t..ament.e en t..érrft.Lncs de la pot.enc::.La p. l.a sit..uac.Lón es la 

s.Lguient..e. La est.J. m.ac.1.ón por vere>si m.L l. i t..ud y el. 

c::orr-espond.Lent.e t:n.t•r'-•aLo ~ cen.,f.:an.za al. n.Lvel !ir.:l:V. se e>bt...Lenen 

vía l.a. t.ransf'e>rmac.Lón respect..1va. y resul.t..an r z. f!531 Y 

-=O. et!iSI. 60!5 t 2. 4!5 t _.,. Hedí a.n t.. e el. enteque bayes.L a.no se cbt. .l. ene 1 a 

densidad f'.Lnal. de ref'erenc::.La ne p 1 X ::> cuya. grá.f'.Lca se muest..r-a en 

l.a F.Lgura e. 

l.a dens.Lda.d es un.Lmodal. con moda en 

p • l. 712 y con un m.Lnimo 

est..e case> l.a cont.r.Lbue.Lón. 

l. ocal. en p • O. 251 • Es de ne>t.ar que en 

en t..érm.Lne>s de masa de prob4P.b.l.l.ida.d. 

del. ent..e>rne> del. m.Lnimo l.oc::a.l. no - desprecia.bl.e. En cual.qu.Ler 

terma. se t.ien• c:aue neo. 5es;i < P < eo!514. 4!51 1 X ::> o. s;ie eomo es 

na.t.ura.l.. Per-e> más aún. se puede ver.LCÍcar- que • por .ejempl.c. 

neo. 2!51 < p < 4. 43 1 X ::> • o. 71 s. 

neo < p < 4. 43 1 X ::> o. 7!55. 

neo< p <e 1 X::> o.930. 

neo < p < 10 1 ! ::> • o. s;io. 

neo. 3es < p < 20. ose 1 X ::> 0.92!5 

y 

neo. 223 < p < !54. !598 1 Y ::> • o. 954 

de manera. que. a. pesar- de l. a. mayor- .Lncert..Ldumbr-e que e:<..is'Le 

respect..o al pa.ra.met..ro de .i.nt.erés. cl.a.rament..e rrCplX,::> 

proporci.ona i.nCcrma.ci.ón mucho más precisa que l.a que se puede 

,, 
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cbt.ener c:cn J.a reQJ.ón de conC'ia.nza. d• Fi.el.l.er. espec:J.a.lment.e en 

t. er nu. nos de la l ongi. t.' ·~d de los i. nt.er val os_ 

.35 

.3 

.25 

.2 

• 15 

• 1 

.as 

·.~~~-.~~~~2~~~~3~~~-4~~~~5~~~-.~~~-,!7~~~.~~~.......,...~~~.~. 

r'. _., ctaeos Tabl.a 3. 

Est.a secc::J.ón concluye con un ejempJ.o más. t.ambJ.én 

obt.enJ.do medJ.ant.e si.muJ.aci.ón deJ. modelo C0.1.3~. Est.e es un caso 

aun más ex~remo que el. an~erior en el que l.a region de conC'~anza 

-:le FJ.elJ.er es absolut.a.ment.e J.rrelev·a.nt.e para ef"ect.os de J.nCerenc.1a. 

puest.o que c::oi.nci.de con t.oda J.a rect.a real. Las condi.ci.ones bajo 

ias que aparece est.e renémeno Cueron disc~~idas en l.a sección 2.4. 

Los da.t.os correspondi.ent.es se eY.hJ.ben en J.a T~bJ.1 4. 

Pcr J.o que respec•-a a la log-pot.enci.a >p. que t.J.ene un 

.. ,,a.J.or de l. 1509 • .l.os result.ados f"rec:uent.ist..as son l.os siguient...es: 

EJ. ''al.or est.1.mado por m.a.x.ima verosi.rnili't.ud es -0.95'5 y 1.a r9;sic>n 

de eon.ft:a.r...zc: al 95!Y. para. ''-' coincide con t.acla. Z.a r·ect.a real. Si se 

ca.!.c•..J.l.a la. densidad C'ina.l de re!"erencl.;:, nC '1-' 1 "!. :lo se 1 a 
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TABLA 4. 

Datos s.:.m.-.~Lados en. - !!5. p 9 -4. OI - z. (1 - o.e. p - !!5. f7 - ,_ .. 
S•t.i.mu1.o • a 

Dosl.s • a • • • • s 7 

a. oea z.-9 a.77o ... zcso o. P9Z a.-., ... , ... • •••• 
z .. ..... •-90• .. , .. ..... o •·Z•B Z.75• z .. 7&• •·o•• 
... !ICld ·--d a.a•• z .. o- •· •SZ & .. •Z• ... Cll!I& ... !IO• 
z. •So & .. OP• a.- •· a•o z. OSCI •. oos a .. ses.a ···-•. ••et z .. •Cid &.?•• z .. ª'º a.zas z . .. ,.,.., •• !IOZ O. 79P 

grac1ca que se mues~ra en l.a Figura 9. Como se aprecia ah1. es~a 

densidad es bimodal. y sus modas se l.ocali:an en "'• • -2. OZSI y en 

"'• • l. 776 con un m1n1mo l.oc::al. en "' - -o. 131!5 • 

• 89 

.88 

• 87 

.8& 

.85 

.84 

.83 

.82 

.a1 

-12 -9 -6 -3 a 3 6 9 12 15 

Fl:GURA 9. Ft.n.al d6' r.,,,fererv::t.a. rr.C 'V 1 ~ ::> datos Tabla -1. 



LSN&Aa PAaALELA• 1~0 

En t.érm.inos de probabil.idad. a part.ir de est.a densidad 

se puede at"'J.rmar que. 

nC0<'1p<10 ! :> - O. 3SIZ. 

O. 4SISI. 

nC-10 < V'< 10 ! :> o. 784. 

rrc -15 < 'P < 15 1 ! :> - O. St52 

rrc. -35 < V' < 35 1 Y :> - o. 954. 

Es el.aro que est.e es un e.aso en donde .la evidencia 

experiment.al. proporciona una inf'ormaeión modest.a sobre •l. val.or 

del parámet.ro V' pero en cualquier Corma es t.ambién el.aro que desde 

el punt.o de vist.a bayesia.no l.a descripción de ese est.ado de 

ineert.idumbre relat.iva no result.a inút.il como ocurre con la región 

de conCi.anza de Fiell.er. 

Cuando las se realizan direct.ament.e con 

respec~o a .la po~encia p. se t..iene que •.l valor del est.imador de 

la 11\Áxi.m& verosim.ilit.•..Jd es r = O. 384 y nat.uralment.e. 

c:crrespondJ.ent..• r•t1Lón. d• c:on,Ft:cz.n..zcz. al Sl'!SY. par a p coi nei de 

~ambJ.én. como en e.l caso de ~· con toda ta rec:ta r•aL. Por ot..ra 

p.art.e. 

Est.a 

.la. Cinal. 

densidad 

de reCerencia para 

t.iene al.guna.s 

part..J.cu.la.rmen~e. ocurre que est..a 

p se exhibe en .la 

cara.et...eri.st...J.ca.s 

densidad 

Figura. 10 . 

nct..ab.les; 

cri. t a;..c;:os. es •st..rict..a.ment..e monót..cna decrec1.ent.e en e.l 

co. m~ y en consecuencia ne t..1.ene moda a.lguna. Aún a pesar 

pu.n. t os 

dominio 

de est..a 

a.cumul.a carac~erist..ica es c~arc que .la masa de probabi.lidad se 
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4 • 7 • 9 18 11 12 13 14 15 

FJ:GUP.A 10. F.:nat de r•f•r•nc: .:a ne p 1 ~ > da~os Tabla 4. 

eerca. del. origen y de hecho. l. a pr opl. edad d• mono~onl.cl.dad 

ocasiona que ~oda región de máxima. densidad sea de l.a Corma. CO. 

para al.gún e > O. En par~icul.ar se ~iene que. por ejempl.o. 

neo p < 1 X ::> - o. ~01.. 

neo < p < to o.~e1.. 

neo < p < eo 1 ! ::> ~ o. 734 

neo < p < 400 1 ! ::> ~ o. g3e; 

de manera que es posibie es~ablecer en ~érm.i.nos de cuan~i~a~ivos 

l.a. muy c:onsider.a.b.!.e incer~.i.dumbre q"_te e'X.ist-e sobre el pa.rámet-rc.1 p. 

i 

l. 

\ 
! 

~ 
t ¡ 



CAPITULO 7. CONSIDERACIONES FINALES 

Los ca.sos part.icu.lare:s de.l mode.lo . C1. 1. 1:> que se han 

ut.i.li:a.do en .los ca.pit.ul.os ~ y CI para. il.ust.ra.r aJ.gunos de .los 

re:su.l t.ados que :se pueden obt.ener :s.i. se adopt.a .la propuest.a de 

.anál.isis que se present.a. en est.a t.esis ha.n sido selecc::J.onados 

debido a que son des model.cs muy comunes en e.l dom.inio de J.os 

ensayos bi el. ógi c:os; un área. que. como ya. se indicó en J. .... 

.int.rcdueci.ón. da origen de manera na.t.ura.l. al. probJ.ema. de est..i.ma.r 

un parame~ro de.l ~ipo coci.ent.e. Si.n embargo. ex.is~•n muchos o~ros 

mode.los. no necesariament.e r e.l .ac i on.ados con ap.l .i c.aci enes 

bio.lógi.ca.s que pueden ser a.na.liz~dos u~i..li:ando .los resu.l~ados de 

est.e t.ra.bajo. Por ejempl.o. el. probl.ema de •st.ima.r el. punt.o de 

.i nt.ersecci én de dos l.inea.s rect.a.s no par a.J. el. a.s • que t.iene 

reJ.eva.nc:J.a en e.1. est.udio de me>de.los de regresión con punt.os de 

cambio CSm.it.h y Cook 1980:>. puede ser ~acil.ment.e ident.i~.ica.do como 

un caso par~icu.lar de .la es~ructura ana.lizada. 

En cual.quier e.aso. es conven.i.ent.e reparar en e..1 caso 

<St~pecia.l del moda.lo cs.1.1:> que se obt.iene si Ct ~o. Para. est..• 

mo-::?'5!'1o de e/ecto.s proporcLon.a.Les. se t.J.ene que .la. dimensión de.l 

'.'"ec':..-::-r~ de par.amet..ros ~ es igua.l a dos. est.o e~ k Z y ent.onces. 

se ap!.ic.i la observación q'..le si.g•..:e a. la expresión C3.3.17~. Con 

.l.3.5: m-=::dif"i.cac.icnes oport.unas. es pc.:1s l ble seguir un des.ar rol.lo 

¡ 
1 ¡ 
1 

1 ¡ 
! 
i 
i 
i ¡ 
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similar al de la sección 3.3. para obt.ener J.a dist.ribución CLnal 

del cocí ent.e de pendí ent.es que de nuevo resul t.a. el pa.rá.met.ro de 

int.erés. est.o es. la pot.encLa. relat.iva. Ut.Llizando J.a not.acLón del. 

capit.ulo 3 se puede escribir 

en donde 

N nCp+q:> 

sª ,,. !l! !:\. E, i;.c Y ~j" >ª 

s Ylx Ej i;.c Y .. j .. x .. J) XYS - -a 

SXYZ 
Ylx 
- -z - E¡ J;.C y Zjk XZj) 

O!:. p:> z e cap o 

Si se ut.ili::a.n pC,p:> 2. ent.onc:es se 

ob~i•n• ia dis~r~buc:ión f"'ina.J. d• r•Cerenc:ia para p 

es par t.i cul a.rment.a 
generali:z:a.c:ión direc:t..a. e 

.i.nt.eresant.e 

i.nmediat-a de 

porque represent..a una 

la dist.ribución t"ina.l de 
ref"'erenci.a para ei c:oci:en.te de me:::li.a.s Normal.es. En eCec::t..o. bast.a 



1. ~., 1 con t.omar- n 

reprod.u'C'J. r ccrreet.ament.e 

s ... nardo e 1 g'7'7.) • 

ot..ra observac.lón 

coc:J.ent..e d• pend.lent.es •s 

CONSZDERACZONES FSNALIES l.!54 

j•a •. .... y x., 1 

.los result.ados 

.1 nt.eresant.e respect.o 

Los 

J••·· .... q p.a.ra 

obt.en.ldos por 

a.1 modelo 

resul.t.ados 
d• 

d•l. 

-::ap.1 t. u.lo e pu•d•n •xt.•nder-sa. 

l.a s.lgu.l•nt.e: 

ut..11. L zando un r .a.zona.mi. ent. o sJ. tni .J. ar 

al que se ha empleado para el. caso de l.a pot.enc.1& rel.at..lva en •l. 

ensayo de .l~n•as paraielas. a una e.las• más amp.lia de mode.los d• 
est.e t..lpo . .S:i. se adopt.a l.a supos.lcJ.ón de qu• .la r•spuest.a •sperada 

est.<á relac.lonada l.:i.n•al.ment.• con una f"unc.lón de .la dos.ls. d• .la 

qu• 
los 

x:r-.... ent.on<::es .La condJ.e:J.ón de si.m.L.larJ.da.d ga.ra.nt.~za 
el parámet.ro 

casos en que 

de .lnt.eres 
r-•c x.> est.a. 

est.á dado por 

def".ln1da en 

pª-',,,,...,,; asi.. para t..odos 

t..oda .la rect.a re.a..l. o 
bJ.•n •J. •• ~nc:orpor'.a .la hJ.pót.esi.s d• que ia.s dosJ.s aon posJ.t.J.vas • 

.la general..lzac.lón del. proced.lmJ.ent.o es .lnmed.lat.a y l.a d.1st.r.1buc.lón 

f".lna.L de ref"erenc:.la para l.a pot.enc:1a rel.at..lva en un ensayo de 

coc(•nt• et. pend(ent•• 6•n•ralizczdo se obt.J.ene 

t.érm.1.nos de .las f"unc.lonas QCp.) y HCp.>. 

nuevament.e •n 

Vo.1 v.1 endo al. 

la densidad .1 ni c:.1 al. 

modeio genera.l. es convenJ.en~e recordar 
pCp.) pu~de ut..11.izarse para describir 

que 

•l. 
conocJ.nUent.o J.nicJ.a.l no necesarJ.ament.e va60 o d!f-u.so - que.pos~a 

•l cJ.ent.J.Cico respect.o a..l paráme~ro de J.nt.erés a.n~es de r•~.lizar 

•l •xp•rimen~o. Na~uraimante. ias caract.er-Lst.Lcas ana.lLt..icas de ia 

correspondient.e dist.ribución f"ina.i dependen de l.a f"orma especif"ic& 

en que se dec:.id.a. moda.lar ese conocim.ient.o y es:t..a. c.ircuns~a.nci.a. 

-::onduce. t.amb.l.én en f"orma. nat.ur&J. • a l.a consideración de 

dens.1. da.des que S•an dei t..1 po ccn.J u.erado. En re.lac:ión con est..e 

t.ema. en part..l.c:uiar. podria ut..1.1.l~arse una densidad inicial. de la 
torma 

m o 

1 
¡ 

l 
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que conduce a una f"J.nal. con 1.as mismas prcp.ledades anal.J.t.J.cas 

general.es de 1.a CJ.nal. de rererenc.la. Más aun. ccmo un caso J.J.m.lt.e 

Cm O.:> se obt.i.•n• ot.ra. densidad que podria consi.derar•• no 

.lnf"orma.t..lva en t.ant.o que es 1.oc:al.ment.e un.lf"orme. Par supuest.o que 

est.a ram.ll.J.a de den:sJ.dades 

ejempl.o. t.cdc:s sus miembros 

• ccinJ ugadas • es muy J. J. mi t.ada;. por 

son unJ.lllOdal.es con 1.a misma llllC>da 

C p - - ca / 2c::a :> pero aún asL es J.nt.•resant.e nct.ar que para J.cs 

dat.o:s del. segunde eJ•mpl.o de J.a sec:c:J.ón e. 3 1.as d.lst.rJ.bucJ.cnes 

C.lnal.e:s para t.odcs 1.os el.ement.os de est.a ramJ.1..la son práct.J.ca-nt.e 

J.gual.es. En part..lcul.ar. 1.a FJ.gura 1 muest.ra J.a densJ.dad CJ.nal. de 

ref'erencJ.a Cm - 1/2:> y 1.a densJ.d.ad J.oc:al.ment.e unJ.f"or- Cm - O:> . 

•• 

FIGURA 1. D•ns~dad•s ,(nat•s ene p 

para et •j•m.plo 5. 3. 2. 

-- :> 

En c::u.a.J.quier caso. seria eon .. l"enient.e una .i.n .. l'est.igaci.On 

má.s ~enerai y en mayor de~aiie de c~ras famii~as de densidades de 

est.e • ... i.po se1.J.do-canJ·'U..8a.do que perm.i.t.i.esen i.ncorpora.r con f"a.ci.J.idad 



CONSSDEaACSONES FSNALCS 

.la. J.nt. ... orma.c::ión J.nJ.c::.i.a.l. 

·ra.mb.1.•n A nJ.ve.l g•n•ra..l es oport.uno r•corda.r que para 

~odo "''a.lor de p est..ri.ct.a.ment.e menor que 1. .La corr•spondient.• 

re~i.ón de m:á.xirn.& densJ.dad de t.amaño p es acot..a.da. 

.La pos.i.ble mult.i.moda.Lidad. l.a regi.ón puede •st.ar 

Dep•ndi. endo de 

ror mada por .L & 

unJ. 6n d• dos J. nt..er v.a.L os 

&cot.ada. Est.a propi.edad 

i.nt.erpret.ación ut.i.l. d• 

o por un sólo J.nt.•rva..l.o pero •• siempr• 

r•su.Lt.a de import.ancia práct.ica para una 

.1os r•sult.a.dos. 0-b• obs•rva.r••· sJ.n 

emc&rgo que l.a vent.a.ja. de cont.a.r con una di.st.ri.buci.ón r1nal. es 

mucho 11\..á.s g•n•ra.l 

. credibi.Li.dad rina..L 

)"' como ejempJ.c. en 

.La probabi.Li.dad 

pu•st.o qu• pu•d• ut.J.J.J.zars• para •s't..a.blec:•r .1.a. 

de cuatqu~er regi.ón de i.nt.•rés. En part.ic~l.ar • 

mode.Los de b.i.oensayo de coci•nt.e de pendi•nt.es. 

pe p > o 1 !. ::> puede usa.rs• para •valuar l.a 
va.J.J.d•z d•.l. ens.a.yo puest.o que un va.J.or negat..J.vo de p J.mpl.1.c::a. 

que J.os est.imu.Los t.ienen un erect.o opu~st.o en .La var1ab.Le de 

respu•st.a y .La comparación de t.a.L par d• est.i.mu.Los puede 

considerarse poco arort.unada. Más aún. l.a cred.i.bi.Lida.d rel.at.iva de 

.Los int.ervaJ.os que rorman una región de máxima densidad di.scon•xa. 

puede ana..Lizarse y a.Lgunas dist.ribucion•s condici.ona.Les. como por 

•J•mp.Lo pC p 1 !.· p > c ::> para a.Lguna const.ant.• no-n•gat.iva c. 
pueden ca.Lcu.Larse para obt.ener i.nrcrma.ci.én más •specirica sobre p. 

Un an&iLsi.s cuan~it.at.J.vo comp.let.o de est.•.t..1.po es c.laramen~• mucho 

más compl.icado desde .La perspect.iva rrecuent.ist.a. 

Fina.lment.e. exi.st.en a..Lgun~s ot.ros aspect.os de.L modelo y 

J.3L propuest.a de aná.Lisi.s a.qui considera.da que merecerJ.a J.a. pena 

explorar. Por ejemplo • .Los resu.L~a.dos cent.ra.Les de est.a t.esis ne 

requieren ia condición de que .la ma~rJ.% X s•a de rango compl.e~o 

pues._ e- que .f"und.amen•-a.lment.e ::;9 

ma.t.rJ.ces Wt.W y Z~Za.. En est..e 

necesit.an .Las in'l'ersas 

sent.ido. .Los resu.l t.a.dos 

de las 

podr.1.an 

e~_enderse para. cubrir a..1guncs modelos de rango incomplet,o. Una 
eonc.1usión aun mas genera..l se obt.endri.a. si. 1.a.s mat.rices: in·versas 

¡ 
¡ 
¡ 

i 
i 
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pud.J..esen reempl.azarse por J.nversas gener&l..i.za.da.s. Est.a •s una 

l.J.nea que queda abJ.ert.a. O. l..a. mJ.sma. f'orma. queda. a.bJ.ert.a. l.a. 

posJ.bJ.l.J.da.d de ext.end•r .los resul.t.a.dos a model.os d• MANOVA qu• en 

part.J.eul.a..r resul.t.an d• ut.J.l.J.da.d •n el a.nál.J.sJ.s de bJ.oensa.yos 

mul.t.J.va.rJ.a.dos cv .. .iund 1!0IBO, L.a.ska. •t. a.l. 1!0llr.5 y C&rt.er y Hub•.rt. 

1!0le5 por ejempl.o> y eonc:ret.a.ment.• en esa. área. queda. a.bJ.ert.a. l..a. 

expl.o.r.a.eJ.ón de los pr oced.L m.L en t. os para. la. eomb.L nac:J. ón de 

bJ.oensa.yos que recJ.ent.ement.e ha. recibJ.do c:onsJ.d•r.a.bl.e a.t.enc:.Lón en 

l.a. l.J.t.era.t.ura. CVml.und 1s;iea. Srivast.a.va. 1Qee y Me.Lsner et. a.l.. 108e 

por ejempl.o> . 
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