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PREFACI O |

La investigacion que se presenta eon osSta tesis Se
origind, como es comun en Estadistica. en la necesidad de resol ver
un praoblema practico, especifico ¥y concreto. En este caso,. la
revisison documental previa a una aplicacidn rutinafia de los
llamados modelos de Piliocensayo reveld una serie de peculiaridades
-n algﬁncs de los procedimientos frecuentistas que =se utilizan
Ppara obtener inferencias scobre los gpgarametros del tipo coctente
qle aparecen en estos medelos. Una natural curiosidad motive la
exploracidn de tratamientos estadisticos alternativos b'd la
posterior identificacidn de una cstructufz general que permite
incluir a2 estos modelos dentro de una familia muy amplia. le
imprimic un intereés adicional al estudio de los po=ibles
Procedimientos de analisis estadistico. El producte final es una
coleccidn de resultados aplicables en una extensa variedad de
Froblemas que rebasan por muche el ambito de los bicensayos y cuyo
—omun denomi nador es la consideracidn de parametros del tipeo

coclente.

Probablemente algun lector perﬁpicaz intuya. despues de
leer este Ltrabajo. la simpatia del autor por el enfogue bavyesticnc



de la Estadistica. En efecto, ”.s dificil Pasar por alto los

ArguUMeNtos ., esrecial mente al ni vel de fundamentos. que le

confieren al procedimientos bayesiano un Caracter general .
nermativo ¥y libre de inconsistencias. De cualqQquier manera. en este
trabajo y adoptando una actitud pragmaitica. se ha intentado
presentar los resultados concretos en la forma mas llana y directa
pesible remitiendo. siempre que ha sido posible, la discusion al

contexto particular del problema que Se trata ¥y sin recurrir al

discurseo filosdéfico.

La te=iszs estd organizada en siete capitulos. En el

capitulo 1: se plantea explicitamente el problema de obtener

inferencias sobre un cociente de combinacicnes lineales de los
coeficientes de un modelo de regresion 1ineal miltiple. El
capitulo & presenta una revisicn del tratamiento frecuentista que
recibe este tipo de problema, particularmente en 1o que se refiere
a 1l a produccicn de las llamadas regiones de confianza a traves del
Tecremna de Freller. El capitulco 3 inicia la seccidn de
En ese capitulo se propone

aportacicnes originales del trabajo.
al aplicar el enfoque

una familia de distribuciones ifiniciales que.
bayesiano, conducen a distribuciones finales para el parimetro de
interdes con una serie d‘i nteresantes propi ._dad.s que en particular
evitan las dificultades asociadas a las inferencias frecuentistas.

En el capitulo 4 se prueba que las distribuciones minimo

informativas conccidas como distriduciones de referencic

pertenecen a la familia propuesta en el capitulo anterior y para
este caso se obtienen algunces resul tados mas especificos.
Colateralmente. en este mismo capitulo 4 se establece un resul tado
que determina condiciones bajo las cuales la Normalidad asintctica
a posteriori de un paraiametro se preserva bajo transformaciones.
Este resultado es de naturaleza general pero tiene una particular

gtilidad en la determinacidn de la distribucicnes de referencia.



En. los capitulos S y & se describe la aplicacidn de los
resultados anteriores en los conocidos modelos de cociente de
Fendieoentes Yy lineas paralelas respectivamente. En ambos Casos
®stas aplicaciones se ilustran con ejemplos numericos. Finalmente.
on el capitulo 7 se incluyen algunos comentarios adicionales que
e refieren a algunos topicos relacionados asi como a posibles
Areas s investigacidn futura.

El material Qque e expone en eoste trabajo fud
desarrollado en su totalidad en la Universidad de Valencia. Espafia
donde el autor ha tenido el privilegic de disfrutar de 1la
hospitalidad del Departamento de Estadistica - Investigacidn
Operativa durante el periodo Octubre 1989 - Junio de 1987. Algunas
sSessicnes han sido presentadas, en versiones preliminares.,

eon
al gunas reunicnes cientificas.

Particularmente se pueden mencionar
la I Peunicn de la Seccicn Espafiocla Jde la Btometric Soctiety
celebrada on la ciudad de Granada on Mayo de 19808, el
International Sympostum on Prodadbility and Bayesian Statistics
celebrado en Innsbruck, Austria en Septiembre de 1988. el Third
Iinternaticnal Valencia Meeting on PBayesian Statistics celebrado en
Altea., Espafia en Junio- 2c -1987 y el XX Congreso de -la Sociedad

Matemat ica Mexicana celebrado en la ciudad de Xalapa en Noviembre
de 1987 .

Todo este material fue finalmente organizado, Yy el
manuscrito redactado, en el Departamento de Matematicas de

1a

Facultad de Ciencias de la Universidad Naciconal Autdnoma de Mexico
durante los meses de Agesto - Noviembre de 1987,

Quisiera terminar este prefacio expresando mi

reconocimientc al Depto. de Matematicas de la Facultad de Ciencias

que me brindd su apoyo para ttrasladarme a 1a Universidad de

Valencia y asi dedicarme por completo al desarrollo de esta



investigacidn. Tambiéen quiero dejar constancia del estimulo que

durante este tiempo ha representado para mi el apoyo del Sistema
Nacional de Investigadores de México.

La calida acogida y el estimulante ambiente Qque me
dispensaron en la Universidad de Valencia es algo que JjJamas podreé
elvidar. A todos los miembros del Departamento de Estadistica les
agradezco esa temporada espléndida. Especialmente quierc mencionar
a mi sJupervisor, ol Prors. J. M, Bernardo de quien nmucho he
aprendido y con quien me considero, en deuda.

Tambien deseo manifestar aqui que el procesamiento
olectronico del Ltexto no hubliese sSido tan rapido y eficiente sin
fta colaborazicn de Pamela ¢ la micro-—computadora de mis amigos
FPenata y Faul 2. Finalmente. Por su apoyo constante y comprensidn
qQuiero dejar constancia de mi profundoe agradecimiento _para fLelia.

Manuel Mendoza.
Mexico, Diciembre 1987.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

El problema estadistico de producir inferencias scobre un
cociente de medias Normales ha sido investigado por diversos
autores y desde diferentes enfoques. £n =u versicon mas comun. sste
problema puede plantearse como sigue: :

Eean X .... ..‘t“ b4 Y s.-.- .Yn dozs muestras aleatorias

4 a2
itndependientes entre si. tales que

x‘..uc u‘.crz) s LT See . N

Y, ~ Nc py.ot D i b= See... o m

—=n Moo By ¥V @ parametros desconcocidos. Bajo el supuesto de qu-o la
media de la segunda muestra no se anula Cu: = O >, el problem= del
coctente e medias consiste en producir inferencias acerca del

parametro

e o= pu < Hy
Jue dezmcribe la magnitud relativa de las medias. Entre las
Pprimeras referencias a2 este tema se encuentran los articulos de
<.1.8liss CBliss 193Sa, 19323SbD en los que se discute la precision
=on que se puede ajustar una curva probit. La situacidcn en la que



INTRODUCCION 2

s® requiere un Andlisis Estadistico de este tipo aparece. de
manera natural, en el contexto de Bioensayo.

Desde un punto de vista estructural., un bioensayo o
ensayo bioldgico puede describirse como un conjunto de estimulos
Cocasionalmente con un solo eslementod aplicado bajo circunstancias
especificas Ccondiciones experimentales) y utilizando varios

niveles Cdosisd., a determinadas uni dades biocldgicas Cseres
humanos. plantas, cultivos, etc. D con la finalidad de producir un
conjunto de respuestas observables. El objetivo general de un

biocensayo es= producir una descripcidn apropiacda de la relacidn
dosis-respuesta involucrada y uno de los problemas particulares
mis usuales os el de establecer la gpotencia relativa de dos
diferentes estimulos. Si s® considera un ensaye directo. ol
parimetro que 'describe la potencia relativa coincide con  un
cociente de medias. Por otra parte, el caso de un ensayo indirecto
conduce. cuando se utilizan los modelos mds comunes Clineas
paralelas, cocitente de pendientes) . a 1a estimacidn de 1a
distancia horizontal entre dos rectas paralelas o el cociente de
Ppendientes de dos rectas con ordenada comuin. En cualquier caso. es
claro que se trata de parametros del mismo tipo cociente.

En la medida on que los biocensayos implican la
produccicdn ¥y recoleccidn de datos numdéricos, 'y de la misma forma
en dque este procesc ocurre en otros campos de investigacidn., el
estudio de las técnicas estadisticas necesarias para el disefRo ¥y
andlisis de un ensayo bioldgico ha originado l1a produccidn de una
abundante literatura estadistica especializada CIrwin 1937,
Berkson 1944, Knudsen y Curtis 1947, Healy 1949. Bliss 1932,
Finney 19892-78 y las referencias ahi citadas, entre otros) cuyo
propdsito e=s el desarrollo de los procedimientos estadisticos

correspondientes. La relacidn entre Estadistica y Bioensayo es

particularmente estrecha y como ejemplo basta la siguiente cita



INTRODUCCION 3

*“ The development of statistical
development of Statistics

techniques of regression
but

and

proveniente de Tsutakawa C1982> :
methods in bicassay has paralleled the
in general. Not only are the familiar
analysis and masximum likelihood extensively used in biocassay.
a number of statistical problems have originated in biocassay
have stimulated the general development of Statistics.*.

Yy Ssin lugar a dudas, la referencia

clave mis importante sobre el tema de métodos estadisticos en
biocensayo es el libro de Finney C10952.-78) donde se presentan en
forma muy completa los métodos estadisticos Ffrecuentistas para e}

En cualquier caso,

tratamiento de ensayos bioldgicos.

Es conveniente sefialar que debido a razones de i{ndole
los primeros esfUuerzos por

histdrica y de coincidencia cronoldgica.
medias - y por

obtener una solucidn al problema del cociente de
extensidn a otros problemas que involucran pardmetros de este tipo

fueron desarroll ados bajo el enfoque frecuentista de la

cociente —
la obtencidn de estimaciones

Estadistica y desde esa perspectiva,
puntuales ha sido resuelta sin mayores dificultades aparentes.

En la misma manera en que,., de acuerdo a los mis comunes
criterios frecuentistas, la media muestral se® considera un
estimador aceptable de la media poblacioconal. el cociente de medias
= X - ¥, el correspondiente

ha sido tipicamente estimado por R
procedimiento puesde

cociente de medias muestrales. Este

reproducirse si directamente se utilizan los meét
derivacidn de estimadores.

=1 dea M tos ©

de Mcxima Verosimi litud Para la

Particularmente, las bien conocidas propiedades que, en general.

poseen los estimadores de mixima verosimilitud CKendall y Stuart
han conducido a wuna situacidn en que la

1979, capitulo 18>
desde el punto de vista

estimacidn puntual de o se considera,

frecuentista, resuelta.




EINTRODUGCCION 4

La produccidn de las llamadas regiones fiduciales o de
confiansa PpPara © @3 un tema aparte que enfrenta un panorama muay
diferente. No solamente ha existido controversia sobre el miétado
mis apropiado para obtener estimaciones por intervalos CFieller
1084, Creasy 10840 sino que el método,
tecorema de Fieller,
alternativa miés

basado en el cédleobre
que con el tiempo se ha constituicdo en la
popular para resolver

este problema adolece de
algunos inconvenientes

bien conocidos que., adn considerados desde

1a perspeactiva frecuentista, resultan inaceptables on un
procedimiento inferencial razonable. Mis adn., puesto que el
teorema de Fieller, al

igual Qque ol mebt odo de miixci ma

=e aplica nNno solamente al caso del
medias =ino - tocda una

pardimetros de eoste tipo
inconvenientes resultan de
mayor.

verosimilitud, cociente de

clase de problemas qu'. involucran
cociente, estas dificul tades o
una trascendencia. en la préctica,

No es el préposito de esta tesis abundar on los
argumentos metoddlogicos y conceptuales que hacen del

onf oque
Bayesiano una alternativa de

consideracidn tnevitable eon ol
proceso general de la InfFerencia Estadistica.

idea bastante completa de este
consultar los

Para obtener una
tipo de discusidn se pueden

trabajos de Lindley C197.1) . DeFinetti C1O74d
Savage CLO77D entre otros. Acpudi ,

operativo,

¥
desde un punto de vista
basta mencionar que segun el paradigma bayesiano.

todax
la informacidn disponible acerca del

pardimetro de interds se
describe a traves de la correspondiente distribucidn ffinal. En
virtud de que el concepto de confianza no existe bajo el enfoque
bayesiano, el tecrema de

Fieller no tiene aplicacidn alguna y por
supuesto,

SUS inconvenientes nNno aparecen. En sustitucidn de las

regiones de confianza se pueden considerar las regiones de mdxima
densidad que estin bien definidas para toda distribucidn grogpia.



INTRODUCCION S

Siendo ese el pancorama general, puede mencionarse que
concretamente el problema del cociente de medi as ha sido

considerado desde 1la perspectiva bayesiana, entre otros. por
Kappenman., Geisser b4 Antle C1970d b4 Ber nardo C1977D. Mis
recientemente, Darby C1980D y Mendoza C1987D han repor tado

andlisis bayesianos para la potencia relativa en l1os bicensayos de
lineas paralelas y de cociente de pendientes respecti vamente.

Una inspeccidn e la literatura revela que los
resul tados bayesianos disponibles para el andlisis estadistico de
pardimetros del tipo cociente estén siempre relacionados con
problemas muy particulares y tipicanente producen conclusiones
analiticas sSolo para el caso en que se utiliza alguna forma de
distribucidn inicial no-informativa. En esta tesis el andlisis se
extiende para cubrir 'una situacidn mucho més general ; se considera
el pProblema de obtener inferencias sobre el cociente de
combinaciones lineales de los coeficientes de un modelo de
regresidn lineal mialtiple que se pusde plantear como sigue: '

Sea ¥ @ R" un vector aleatorioc con distribuciédn Normal
mul tivariada. con vector de medias X y matriz de covarianzas otz
donde X es una matriz CN x kD de rango completo. 6 = R" €k <« N D
oS un vector de coeficientes desconocidos y o e= tambidén un
pPardmetro desconocido. Esto es,

¥ ~ NC XO@. o°I > c1.1.1>

Bajo estas condiciones el parimetro de interds, sobre el
que se requiere obtener inferencias, esti definido por

o =E A O 7 A O ci.1.2d

on donde A v A son dos vectores fijos v linealmente



ENTRAODUCCION -]

independientes en ®* tales que 5: @ = O .

Ezste problema incluye claramente el del cociente de
medias @ incluywe tambidn., entre muchos otros. los problemas de
oste Lipo mencionados anteriormente. Adicionalmente. on onte
trabajo se propone una sfamilia de distriduciones iniciales que no
solo conducen a distribuciones finales con una serie de

-Anteresantes propiedades analiticas sino que ademis. permiten que

ol cientifico exprese su conocimiento subjetivo inicial sobre el

pardmetro de interdés o©, en SuU CaASO, recurra a una distribucidn
no—-informativa.

Antes de concluir eosta introduccidn es conveniente
insistir en que si bien =@ ha recurrido al contexto de biocensayo
para ilustrar la importancia que pueden tener los resultados que
se presentan en esta tesis, esto se debe a que originalmente el
pProyecto de investigacidn aparecid de un problema concreto de esta
clase pero debe ser claro que su aplicacidén no se limita en
absoluto a este 4&Ambito. Los elementos bisicos de un biocensayo
Pueden identificarse fécilmente con los que aparecen en problemas
de otras sdreas de investigacidn ¢ control de calidad. econometria,

etc.D. Por otra parte existen otros modelos., nNno necesariamente
relacionados con aplicaciones bioldgicas que pusden ser analizados
utilizancdo los resultados que aqui se presentan. En cualquier

forma, en los siguientes capitulos se discutiradn con detalle los
aspectos fundamentales del procedimiento propuesto Y los

-resultados que se obtienen se ilustrardin con una variedad de

ejemplos.



CAPITULO 2. ANALISIS FRECUENTISTA

2.1 El Tecorema de Fieller.

Bajo el enfoque frecuentista y de la misma manera en que
la estimaciédn puntual de un pardimetro como el que se considera en
este trabajo, es bisicamente resuelta mediante el
meitocico de mixima wverosimilitud, el
1lamadas regiones

emplec del
problema de producir las
de confianza para el cociente do’mcu.as Normales
- y en general para otros pardmetros de este tipo cociente -
cominmente se enfrenta mediante el metodo basado en el Teorema de
Fieller € Fieller 1040, 18944 y 1954 O. El1 emplec de este método es
tan intensivo actualmente que basta una revisidn superficial de
literatura para percibir su predominancia. Asi, por ejemplo, en un
reciente volumen de Biometrics C420) se incluyen al menos Ltres
articulos CSrivastava 1988, Williams 1980 y Buonaccorsi 19800 que
hacen referencia directa a esta tédécnica.

1a

Siendo esta la situacidn,
método frecuentista y discutir sus

En su versicon mis simple, el Teorema
Fieller pusde enunciarse como sigue:

- conveniente presentar este

pPrincipales car acteristicas.
de

Teorema 1 CFieller) Sean a y [ dos pardmetros

tales Qque
$ = O y sea p = a -~ (3.

Sean a y b respectivamente estimadores

insesgacdos de a y (3 con distribucton Normal vy tales gue sSus




ANALINIE FRECUENTIETA

correspondientes variansas Yy covariansa estdn daodas gpor o'v.‘.
o'v.. v o‘v‘- con vV .+ Vea ¥ Vea walores Jsfijos y conocidos. Sea
ademdgs . .. un este =/ g7 g de o® tal Qque para algun entero
@. la magnitud gs® o" tiene una distriducicn x"‘. independiente de

ay b Entonces, una regicn de confianza con un nivel Cf—pd gpara o

osts dada gpor

» = = = =
R = ¢ paR | Ca-pddD” - ¢ Cv.‘— va..-O o vuJJ = ¢ 4
donde ¢t es el cuantil de orden <Ct— pPp/25 de wuna distriducidn t de
Stwudent con @ grados de lidertad. ®’ coinciae

con el intervalo lR.. R‘J donde

EQuivalentemente.,

v
[y ] ts
R‘-lR 'g—v:- TAJ/(! o>

v
42 s
R--[R_g.___va: *gpg— AT 11— g

con
x

e Vea o
Aa = { Vaa~ 2Rv.’ + Vaz — 9 € VasT Vaz ’}

R = a b
2_= =
9 = C¢t - vza)/ E-3
Yy t el cuantil de orden CI—p/25 de una distriducicn t de Student
con @ grados de lidbertad.
La demostracicn del tecorema es elemental Ccf. Fieller

19B4 O y se sigue de considerar la distribucidn de la variable

Pivotal



AMNALISEIS FAECUENTISTA -]

= 2. =
hCpd) = Ca D" 7 (= va“—apv‘.¢ Vs 2) .

Observac iones

<> R @ una estimacidn puntual natural para .

tto> Si Vea ™ O, Se obtiene una versidn simplificada del

resul tado que ipar.c. on trabajos pPrevios a
Fieller, Bliss (1039 por ejemplo.

€t Si g > 1, la regicdn no ez un intervalo sino el
complemento de un intervalo.

tw2> Bajo condiciones genesrales g puede interpretarse
como una estadistica de prueba para contrastar la
hipdtesis N7 = O, La regidn de aceptacidn con un

nivel de significancia p. estaria determinada por
la relacidn g » 1.

Para el caso del cociente de medias Normales. tal como
= planted en la introduccidn, se tiene

R=X Y

v‘.-lln

v..-s./m

V"-O . .

g = ctq:sFHroem¥®D



o
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=% = ¢ E_cx - X 2% +F_cy, - ¥ 5% 1 ~ Cmen-2>
con t @l cuantil de orden C1-p-27 de una distribucidn ¢t de Student
con Cm*n—2) grados de libertad. Azi. los limites de confianza para
o = 7 My estin dados por

L]]

- Cts-Y> A1 - C1—- @

®|

R = -
R. = X - Y +Cta-Y A1 ~Cr1-gd

eon donde

A= ( Ci-nd + X% c1-m0 - g caond P

Ex inmediato ademdis, comprobar que la regidn de
aceptacidn para la hipdtesis Hy = O, cuando e utiliza el mitodo
de cociente de verosimilitudes generalizado CKendall y Stuart
1979, capitulo 24) con un nivel de significancia p. esti dada por

e =4 %X .+ XY ) 1T Csmd < v}

©, equivalentemnente.

ga(x‘“., xlm'g”l ¥

2.2 El caso del modelo de regresidn ¥y 1a invarianza ante
reparametrizaciones.

La produccidn de regiones de confianza para el cociente
de combinaciocnes lineales de los coeficientes de un modelo de
regresién lineal miltiple queda resuelta con la siguiente version
del tecorema de Fieller:
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Teorema 1. Consideérese el modelo ¥ ~ N C %O, o*L > con X
una matrizm= € N = kR 2 frija de rango completo Ck < NDO,

@ un wector
de coeficientes desconocidos y o

> O tamdidn desconocido. Una
regidn de confiansa, de nivel Cf-oo, para el pardmetro de interds

L t
e =2ale - 2rle

donde 5‘ v 5. son dos wvectores fijos

v linealmente independientes
on ®* tates Que 7_;:2 -

© , est& definida por el intervalo IR.--

R
on donde
atexta>" A s .
R=-I R —g ———3 —C ts s N8 > ACE> 1 £ Ct- g3
Atext x>
—= « —
Atoxtx>T4n . .
R=[ R _—g + C tes - A*® D> AcE> 2  c1- g>
2 . <t - & -8 - -
ALextx>T A

con

ACE> = € ajex*x>7 2 —2r € Alex'®>T'a, 2
+ R*r atex'm>7'a 2
. e —a L aLextx>" % 2* sz
-9 € € atex'x>7, - s :}
€ Atextx>T a2
-— —2
vy ademds.
Y - [
R =26 - L8
g = %% ¢ alexhHoo™a, 7 o nl8>®



ANALINIE FRECUENTISTA i2

a oS ot =
o* = cy — %8 D¢y - %8 > - cN - &>

Demoztracidn. Basta recordar el teorema de Fieller con

a = 2.8

b =2al8

Ve = Ualexx>7*a 3

v,a = € 2lcxbas

Vea = € 2jcxhO A 2

=2 = cY — %8 5%Y - %8 > -~ CN-k>

Yy @l resultado se sigu-.u

Esta aplicacidn del Tecocrema de Fieller es sencilla, bien
conocida yv en la literatura puede esncontrarse reportada en JZerbe
C1E978>, por ejemplo. Otra forma de reproducir el mismo resultado
eos mediante el emplec de reparametrizaciones qQue se ilustra aqui
para una posterior comparacidn con los resultados del siguiente
capitulo.

Sea L una matriz Ck x kD de rango completo tal que su
transpuesta esti dada por Lt = C.L‘--....L“) con l_.‘s 5‘ g ‘L," ’_\’ Y

Para la cual, en consecuencia. @ = L satisface las relaciones

n, = Ae ¥ n, = al

a2 zg

El empleo de una matriz L con estas caracteristicas es
usual en al analisis de modelos lineales dcf. Scheffe 1999,
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capittule 1 D, En cualquier caso, ®= posible reparamstrizar el
modelo <1.1.10 de manera que

Xe = X cL™'L> @

= c xL™™c L 9>

=2Z0
con Z = x L™* Y. pOr supuesto, 3 = L & . Esto es. ahora
Y ~ NC 23. %1 > ca.2.1>

Y el parimetro de interes es simplemente
o = ﬂ‘ < 1, c2.2.2>

‘Puesto que los estimadores usuales de @ vy o~

a = cz'>7'2'y

2 poJR 3 >
s, = €Y -233'% ¥ -29> ~Cc N -kKk>

zson independientes y ademis

8 ~ Mc g, HcZ> ™

- — 2 z2 2
< N k )s'. -4 A ek
se tiene quUe Si se define V = Cv“,)x zZ'2>™*, entonces una region

de z—onfianza, de nivel Cli-od para o esta definida por el intervalo
(E‘. Ez’ donde
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-~

R, = BB, — @ Vg Vau — Ctu “BOACH, . B ) ~ C1- g>
R. = ﬂ./ﬂ. = 9 Vea"Vaz * Ct.s._/ﬂ')“ﬂ". ﬂ.) 3 »€C1—-g>
con

- - o2 [ Ve
g(v“ Vea ~ v“>}

Y en donde g = Q.’.:vu ” ﬁ: Y ¢t es el cuantil de orden C1l-o2) de
una distribucidn ¢ de Student con N-k grados de libertad.

Para comprobar que los limites en el enunciado del

Teorema 1 coinciden con los que se obtienen en el model o
reparametrizado basta observar gque

Z'2 = ¢ xL"®H% ww"t
= cL™H %% L7t
de modo que
cZ'>* = L cxho Lt
¥y entonces
Z cZ'2>™2' = caxr™Horoxt LticxnHt
= % cx'yx> " 1xt

En consecuencia,
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)]
]

cz'a>*2'y
= pextx *Ltet> “'xty

= pLcxtyae> *xty

%

Por lo tanto,

2 ate
n, =20

r ate
£y = 2,2
Ademdis .,
CcN-kd>=® = cY -~ 2>y - 23> ’
. X X
- ¥* (1 - x2'>'2" ¢
= ¥* cx - xcxta>'x'3 ¥ -
= CN-kDs*
Finalmente, si e o3 el i-ésimo wvector candnico en
entonces )

v.., = gtcz‘D"gi

= o tLcx'x> LY =,

= ceiLd cx'x>7'cL'ep

13

[
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= cr's > textx>"cLte 2

t cxtao" %)

- ’—'t X,

v = Al ex'x7'a
v.a = AL cxbHo T

. L. -1
v - A' CX D> 5..

Por lo tanto, no tmporta como se@ seleccionen los k-2
vectores que completan., con 5. b4 5.. la matriz de rango completo
L. En otras palabras, se tiene la siguiente

Proposicidn 1a La regidn de confiansa para o os
tnuvariante ante reparametrisaciones de rango completo.

2.3 La relacidn de las regiones de Fieller con el cociente de
verosimilitud g ali d

Considédrese nuevamente el modeloc ¥ ~ NC X&. oI > con X una
matriz CN x k) fija de rango completo Ck < N>, € un vector de
coeficientes desconocidos y %0 también desconocido. Sean ademis.
P, uUN real i jo y 5‘ b 7_L. dos vectores linealmente independientes.
tales que 5;2 = O. La prueba de la hipdtesis

t t
H, : LA@)€ 201 =p,

o, equivalentemente,
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H° B p-'p°

pueds efectuarse, utilizando ol cociente de verosimilitudes

generalizado. Mis adn. puede observarse que H° o8 equivalente a un
caso particular de la llamada higdtesis lineal general CSearle
1971, seccidn 3.8). Si p = P, Se tiene que

t
tA@) -t A0 =p,

D=
© equivalentemente,

L t
@1 =p, CAO )

L)
(L4

de manera que Ho ez cierta si y sélo si

e 1 - p

€2 ©

t ale 1 =o0
esto es,

t
ta, - p, 22" @ = 0.

Sea ¢ = (A, - P, A) = ®*. Puesto Que A y A, =on
linealmente independientes. se sigue qu.‘_c_ = O para todo P, = ®R.

Por lo tanto, la prueba de Ho sSe puede efectuar probando la
hipdtesis equivalente .

Qque e un caso particular de la hipdtesis lineal general y tiene
asociada. Para un nivel de significancia
cociente de verosimilitudes generalizado,
rechazo ¢ Searle 1971, pdgina 112 O

a y utiltizando el
la siguiente regicdn de



ANALIEIE FARCUENTISTA P20

(L]

tete 1% -
* = { ' > t }
a®tetcxtxd" %l

donde

sT =c Yy - x9 > ¥ - X8 > ~ ¢N-kD

oS el estimador usual de o’ Y ¢t e el cuantil de orden C1l-o 20 de
yna distribucidn ¢t de Student con CN-kD grados de libertad. Puesto
que

t t -3 t t -2 B
et ex'x7le  =.ta, - 20" CxHOTE tal - o a2

t t L 3 bt
= A ~ o A1 x0T A, - B2, 3

L optery =2 Lo gotary =% -
=t alextx s ACxIO ™M LA, ~ P A 3

Coyptey =8 - Lo optopy =2
alextx>T*a 2 2o, t2cx0 ™A 1

+ 23 talextxa> 1

z
= Po Vaz~ BPgVar T Vi

se tiene que

v t3 z
ctatd 1 - o tats 1>
co{xgoamEr gt Ly
e Va2~ BPoVea ¥ Via?

o equivalentemente, en términos de la variable pivotal utilizada

por Fieller,

8-{\!_ |h<p°>>'.’}
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Esto es. sSe tiene que para un valor de P fijo., ¥y si se
denota por y.. < - R" ] al espacico muestral. la regiédn de
aceptacidn para la hipdtesis H: estd definida por el subconjunto

d-y“
.4-8"-{!-9"' h<p°>sc.'}

Recordando ahora la definicidn de R-. la regién dJde
confianza para o definida en el enunciado del Tecrema de Fieller
C seccidn 2.1 J, es clarc que la regidn de Fieller y la regidn de
aceptacidn o guardan una evidente relacidn. Para ser mis precisos.
la regidn de confianza de Fieller puede obtenerse al aplicar el
llamado Método General para Jla construccidn de regiones de
confianza ¢ Raoc 1973, pédgina 470 J a la familia de eventos

A-{.‘udtp) lp-lk}

Ezxta relacidn con las - comiunmente aceptadas regiones
criticas basmadas en el cociente de verosimilitudes generalizado ha
contribuido, muy probablemente, a aumentar el impacto de las

regiones de confianza de Fieller.

2.4 Los inconvenientes del procedimiento de Fieller.

Las dificul tades di las regiones de confianza qQque se
obtienen cuando se emplea el Tecrema de Fieller s=on bien conocidas
Yy de hecho. el autor del procedimiento las reconoce y discute -
aunque de manera superficial - en uno de sus articulos bidsicos
CFieller 195S4D>. Los probl.oma's son bisicamente dos Yy de naturaleza
esencialmente distinta. En primer lugar y a un nivel eminentemente
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prictico, de acuerdo a la observacicdn Ciitd de la seccidén 2.1, =i
@l cociente g excede el valor de 1 entonces la regidn de confianza
pasa de ser un intervalo a ser su complemento. La utilidad de una
afirmacidn del tipo : * Con una confianza de 95% o es menor que R‘
© bien mayor que R. * e tipicamente escasa. Por otra parte., como
se menciond en la observacidn Civy de la misma seccidn 2.1,
usualmente esta situacidn se puede identificar con aquella en la
que la evidencia proporcioconada por los datos - Jurgada con un
criterio frecuentista - no apoya 1la hipdtesis de que -l
denomi nador de p sSea diferente de cero. De esta manera, la
dificultad pridctica adquiere otra faceta. Para el ni vel de
significancia - o equivalentemente de confianza - utilizado, 1la
informacidn contenida en los datos sugiere que el pardmetro de
interds no estd dbien definido. Desde una perspectiva ingenua, esta
dificultad puede salvarse modificando el valor del nivel a. Puesto

que
a2_= =
g -st"/b c2.4.1D
¥y dado que t* ez una funcidn Stona o eciente de a Ca =2 0.9

ex fdcil verificar que sSi o es suficientemwnte cercana a 0.9
eontonces g < 1 y la dificultad *“desaparece®™. La falla en este
argumento correctivo surge del hecho frecuente de que los valores
de a que conducen a un valor de g menor que 1 suelen producir un
nivel de confianza tan reducido que a pesar de que la regién sea
un intervalo, su utilidad es minima.

El ‘otro inconveniente que tienen las regiones de
confianza de Fieller es considerablemente mis grave, de cardcter
conceptual Yy de hecho, pone en duda la naturaleza misma del
concepto de confianza. Como se ha indicado, la regidn de Fieller

eos de la forma

B




ANALISIS FRAECUKENTISEYA 21

R” = ({pam® | hcpd s 2 3 c2.a.2
on donde
hCpd = Ca — pbd* ~ t.’(p'v“ - 2pv,, + v, 23

Yy ¢ e el cuantil de orden Cl-aa2 de una distribucidn ¢t de
Student con q grados de libertad. Para cada valor fijo de o y como
funcidén de las variables aleatorias a, b y s'. se tiene que hCgod
sigue una distribucidn ¢t de Student con los grados de libertad
indicados. Es conveniente notar que en forma implicita. el Teorema
de Fieller supone que v:- < VeaVaz * osto es., que la varianza de
a — pb es distinta de cero para todo valor de o a R Esta
SUPpoOsSicidn sSe puecde verificar en cada aplicacidn particular y
tipicamente. es correcta. En cualquier caso. la caracteristica mis
notable de l1a variable pivotal hCpod) ez que para un conjunto de
datos ftjo y como funcidn de p, es simplemente el cociente de dos
polinomios de grado dos. Asi, si se definen

ACED = Ca - pbd*
2

- m —aabp*b’p' -
=apt +tap +a
= £ o
==
BCoD = °Cp Vaz va“ + v“)
=00 +03p0 *0
= * L. g

entonces




hCped = ACpPpDd ~ BCpd.

Bajo el supuesto de que v:’ < v.‘vn s @l polinomio BCoO
carece de rajfces reales y por tanto la funcidn racional hied, no
solo estd bien definida para todo o &« R sino que es de clase c*.
En particular, ex continua ¥y por tanto gara todo subconjunto

acotado de R, s a su vezr acotada. Finalmente. puesto que cuando
Ple ®

lim hCpod = a 7 p’

=2 =

= b" (s vu]
un real bien definido C qt:u. usualmente se puede identificar con
la exstadistica de prueba para la hipStesis H°:ﬂ = O.0, m®» tiene la

=igui _.n(.-

Proposicidn 1. Para un conjunto de datos fij)o )y coOmo
Sfuncicn de p, hCpd s una funcidn acotada en R.

L.a principal consecusncoia de la Proposicidn 1 .es que =i
hCp) es acotada entonces, pussto que ¢ es el cuantil de orden
Cl -2 de una distribucidn cuyo r..ngo -os ®, eoxiste c-
suficientemente cercano a cero, perc estrictamente positivo tal
que el valor asociado ct™? es mayor que hCod para tode o « R.
Esto es. existe a- a CO,10 tal que =i ™ es @l cuantil de orden

1-a™ 2 de la distribucidén t de Student con q grados de libertad,

entonces
hced = ct™H* v o e R

Por tanto, la correspondiente regicn de confianza basada

on el Teorema de Fieller. con un nivel <1—a‘/2) - estrictamente
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menNnor qQuUe 1. PUesto que a- > O — esta dada por
R” = (pcae® | hepd = ce™®
= R .

Ow hecho. el valor de '.' puede determinarse rfacilmente
i sSe calculan los valores extremos de hCpo). Dado que la funcidn
os diferenciable en R. el siguiente procedimiento se aplica

hCed = ACED ~ BCpeD
de donde se tiene que

h'Ced = ( BCoOACod — ACEIBCed 1 -~ tBCp)):

por lo tanto,

h'Ced = O e BCOIACED - ACEIBCpd = O.
Ahcora bien.
ACpod = — 2b Ca - ebd
Yy entonces
BCoOACEY -~ ACPDIBCod = Ca - pbdl-2bBCpod — Ca—pbdB’Cod]
asi que
h'Ce2 = © e Ca — cbdI2bBCE) + Ca — pbdBCpd] = O

e=to es =i ¥y sdlo si ocurre que
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Ca — pbd = O,

o bien
2bBCed> + Ca - PbdBCed = O.
A

Por otra parte, BCpd = aﬂ‘p - ﬂ‘ de manera que

2bBCe) + Ca — PPIBCED = caan: - bﬁ.)p - cabn° * lﬂ‘> .

t;“. aun. recordando que

Ny = & Ve

2
n = -2 v
Y " Vem 4

-
ﬂo = vll

se tiene que
ZbBCed + Ca - EEIBCED = casfav, - as’bvu> P
2 . 2
-~ C2s bv“ 2= av“>

de manera que ZbBCe) + Ca — bdBCEd = O =i ¥y sSlo si .

Cav.z - bv‘:)p + va“ - av‘g) = O

En resumen. h'Cod = O =i y sSlo st o = p‘ o bien o = Py con

p‘-a/b

p: - va“ - av‘:) -~ va‘: - avzz)
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Puesto que los eventos b = O y Cbv . — avu) = O ocurren
con probabilidad cero. los valores de P, ¥ Py eostin bien definidos
con probabilidad uno. Finalmente., si se observa que hCod 2 O, es
claro que p = e, corresponde a un minimo Cth.) = 03 y puesto que
pPara ol suficientemente grande es ciertoc que

h°'Cod
®C—p> > O

z=eo =igue que [ corresponde a un miximo. Un poco mis de flgebra es
necesaria para comprobar que el valor méximo de hCpd) esti dado por
= =z = o
th-) = (b" - C.v” - bv..) 7 Cvuv.‘ - v‘.)l 7 Cm v”)

asfi que si oa'so selecciona de forma que TS h(p.). entonces R.- »
como se ha indicado. En resumen, s® ha probado la siguiente

Proposicidn 2. Para toda aplicacidn de la tdcnica de
Fieller para la construccicn de regiones de confiansa existe un
valor de oa estrictamente posi tivo tal QuUe la correspgondiente
regicon para p Ccon un nivel de confianza estrictamente® menor gue
1> coincide con toda la recta real. ’

Este resultado no solamente podria considerarse como una
descalificacidn del procedimiento de Fieller sino como  un
inconveniente inherente a las regiocnes de confianza en general.
puesto que como ya se menciond en la seccidn 2.3, las regiones de
Fieller Pusden obtener se al aplicar un meétodo general de
construccidn de regiones de confianza.



CAPITULO 3. ALTERNATIVA BAYESIANA

3.1 La funcidn de verosimilitud.

Sea. como ant.or'.l.ormnt... Y - R" un vector aleatorio que
sigue una distribucidn Normal multivariada con vector de medias xe
Y matriz de covarianzas oI en donde X es una matriz £fiJa CN = kd
de rango complc(o. o - IR" Ck < N> em un vector de coeficientes
desconocidos y o » O es también desconocida. Esto es.

Y ~ N C X8, o't > €3.1.1>

Sea ademis

P =20 - Ale ca.1.a>
el parametro de interdés, con 5‘ Yy 53 dos vectores fijos Y

linealmente independientes en ®* ¢ P_g;g = O D). Recurriendo a las
teécnicas de reparametrizacidn menciocnadas en la seccidn 2.2 es

posible escribir

X = x cL™'L> @

cx L™ cL &>
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-ze

donde Z = X L, e -

L € ¥ L es una matriz €k = k) de rango
completo tal que

t

n, = le
t
A, =2ale

Por tanto. @1 modela €3.1.1)0 puede entonces escribirse como

Y ~ NC 2a. ot > - €3.1.3>

Y @l parimetro de interds es simplemente

P =0, -0, . €3.1.4>

La funcidn de densidad del

vector de observaciones Y
estid dada por

£CY | Z. G. @ = c2Zno™> N Faxp {—cY-Z@'cY-Za> c20"D)
...C3.1.9

Perc una transformacidn adicional del espacio de pardmetros puede
aplicarse para expresar esta densidad - y consecuentemente. la
correspondisnte funcidn de verosimilitud -
términos del pardmetro de interds o.

explicitamente en
Sea & ®R* un vector tal que

€3.1.6>
. = B ; i = 2,....k
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Esta es una transformacidn uno a une cuya inversa estsd
dada por

n, = r7,
€3.2.7
ﬂ_‘-r‘;i'l-....k

de manera que (@ puede expresarse en términos de y €3 = Crdd. Asi,
la funcidén de verosimilitud de Cpr. o) puede escribirse como

ICyr. @ | ¥ D = c2no® N Texpl-cY-2aC > cY—Zac 3> c207> )
...€3.1.8>
que involucra explicitamente a o = rr‘.'

Para producir inferencias sobre po desde un punto de
vizta bayeziano, la verosimilitud ¢3.1.80 debe combinarse con la
densidad inicial conjunta plry, o> que describe el concocimiento
scbre y y o con que cuenta el cientifico antes de obtener las

obser vaciones.

3.2 La distribucidn inicial.

Aplicando el tecorema de Bayes. partiendo de una densidad
inicial pCy., o) y dado un conjunto especifico de observaciones Y,
la densidad final se obtiene de la relacidn

PCre @ | ¥ D x pCr. o3 LCy, o | ¥ D c3.2.10

con LCy, < | ¥ O la funcidn de verosimilitud de Cyr., od. En
consecuencia. la densidad marginal del . parametro de interds p
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resulea
PCo | X 3 = pCr X3
= fpcr. ot ¥ ddy,s- .. odp do c3. 2. 2>

El objetivo de la densidad inicial pCyr. o> es describir
el estado de conocimiento que se posee sobre los pardametros antes
de obtener las observaciones. Es claro por una parte. que
d4istintas representaciones funcionales de esta densidad tnictial
pueden dar lugar a resultados muy parecidozs a posteriorti y que por
otro lado, la dificultad técnica involucrada en el proceso de
obtener explicita. analiticamente la densidad marginal <C3.2.20 a
partir de pCy. o | ¥ O puede ser muy diferente en unos Casos Yy en
otros. Asi. aparece como un objetivo adicional, secundario pero
importante para la eleccicdn de la densidad inicial. el emplec de
2na forma funcional que facilite (-] simplifique ol Proceso
necesarioc para obtener la densidad final del parametro de interés.

Por lo que se refiere al modelo ¢€3.1.8) es conveniente

Ainsistir en que estid parametrizado por el vector

. o> =< p. A B @D

v no solamente por [ 2% parametro de interes o. En eStas
condiciones., l?.. “ e ﬂk Y © podrian considerarse como parameLros
marginales, de rutdo o tncidentales que deberian. on algun
zsentido. ser “eliminados*®" del andlisis. Como ya se ha indicado, la
mayor Parte de los resultados bayesianos se refieren a casos
Pparticulares ¥y han sido deri-rados utilizando alguna forma de

distribucicdén no—informativa conjunta para <Cr. od o bien, Para

c2. o>, eastos resultados tipicamente son complicados desde wun

runte de vista analitico ¥y requieren de wun analisis numerico.
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Aqui. el problema de asignar una densidad jnicial se enfrentarad
partiendo del reconocimiento explicito delos distintos papeles que
jJuegan p© y los paraimetros de marginales en el model o. SL 1ia
densidad inicial conjunta se escribe como

pCo. ﬂ'..... r!k. oD = pcn:..... ﬂk. o | ep2pled

®s claro que la informacidn inicial se pued “a

poner * en dos
pPartes: una. la qQue se posee sobre el pariametro de interdés.
descrita por pCod. y otra. la que Se conoce® sobre los parametros
marginales cuando sSe supone conccido el pardimetro de interds y que

s describe mediante pCﬂ.'... .. ﬂk. o | £). Respectco a este segundo

componente Y aun si Se cuenta con alguna 1ptormac1¢n subjetiva

inicial acerca de los pf.ra'mo'.ros marginales. Puede resultar

dificil describter ol conocimiento sobre (ﬂ.. e ® ﬁk' o | 2.
especialmente i k es grande. Como alternativa en este trabajo se
‘pPropone “eliminar * los Paridmetros marginales utilizando una

inicial no—informativa condictonal. Para este efecto es utild

observar que, para un valor fijo de p., el vector de medias Z2 con

ot Zaroc-c 2O tz «a®Y ; i =40 kD

¢ =< . .- A >

puede ser reemplazado por W y donde

w = C Weoeeoe !k—sD CN x Ck—-1DD>
=CPpZ, * Zae Bar-c-c-r T D -
¢ =Cca,. Oge.--. 03, 3.

Por lo tanto, condicionado al valor de po. ol modelo
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€3.1.3> puede ’oscrxbxrs- como

L ~ NC Wy, I D c3.2.3

Y una inicial no-informativa

condicionada para 1os pardimestros
marginales puede obtenerse como

@l limite de la familia conjugada
respectiva C(DeGroot 1970, capitulo @) o utilizando o',rvo metodo

como,., por ejemplo. la regla de Jeffreys CBox y Tiao 1973, seccidn
1.3 o el andlisis de referencia CBernardo 16979). El resultado mis
importante de esta sSeccidn es que para todos estos métodos., la
inicial para ﬂ-.. e ﬂk Yy o es independiente de p y tiene la forma

nCA ..o B @ | PO x o c3. 2. 4>

para algun r > O. En consecuencia., en este trabajo se considerarsd
que una densidad inicial conjunta de la forma

pCr. o> o pCed o ' ca.a2.®

donde pCed es la densidad marginal inicial para o que describe el

conocimiento que el cientifico posee sobre el paimetro-de intereds.

pProvew una representacidn aproximada

razonable Para ol
concocimiento

inicial que el cientifico posee respecto a Cr, od. En
la medida en que pCed) es una densidad arbitraria.

lo mismo que la
constante positiva r,

o= claro que (3.2.9) define una familia de
densidades iniciales conjuntas y no una unica densidad.

Puesto que
@l vector Cz". od

procede de una transformacidn del

vector de
pardmetros “original* < g‘ « O3,

resulta de interds establecer 1la
densidaad inicial Para este vector

equivalente a la inicial
3. 2.5D.

En primer lugar, dado que ¥y esS una transformacidn de @3.

s1i J‘ denocota la matriz de derivadas parciales del vector

cz‘. oD
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respecto al vector Ce‘. o) ¥y recordando que

r, = P,
=n, -0,
¥, =03 it =a..... 0k

se tiene que

1o,  -aedh . o o
o 1 - o o
(o] o] .
J‘ - ’ N
- :ﬂ:-n
[} o . -
con I". l1a matriz identidad de dimensidn p. En consecuencia.
IJ‘|=1 /[33 - c3. 2.8
de donde. aplicando el cambio de variable correspondiente, se
tiene que
-T
pPC3s o0 pp(ﬂ‘/ﬂa) o -~ 'ﬂz' c3. 2.7
eon donde ppc ﬂ‘/ﬂz) representa 1la densidad PpC oD evaluada en
o = p‘/ﬂ’ . Ahora, si sSe recuerda que @ = L6, es claro que =i .l3

denota la matriz de derivadas parciales de ce". o) respecto al

vector CQ". o2, entonces

J_ =L
H]
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de manera Qque ”:' = |L{. independientemente de (€, o3. PFor tanto.
iLa densidad pCy. o7 = pPCedo™" es equivalente a la densidad inicial

PCE. @ x p_CA@ ~ A 0D ofonlel c3. 2.

on términos de la parametrizacidn *“original*™ <6, od. Claramente.
esta densidad no corresponde con las densidades no-informativas
que sSe obtienen via familias conjugadas © regla de Jeffreys
aplicando la técnica correspondiente al vector <g‘. o); sobre el
caso del anilisis de referencia se abundara en el siguiente
capitule. Por lo pronto. en la siguiente seccidn se probard qQque.
sin necesidad de imponer restricciones sobre pipod) o sSobre la
constante positiva r,. s posible obltener una expresidn analitica
para la correspondiente densidad final marginal del parimot.l‘-c de
interés. T

3.3 La distribucidn final.

Utilizando el tecorema de Bayes. i1a d.nstdad'con,junt.a
final para Cy. o2 resulta

PC. o | ¥ O ox pCy. o2 LCY. @ | X O C3.3.2D

= (pCed o Tic2n O NZ,

oxpl{~CY-2Zacpdd cY-2pcprdc2o® )
Y per tanto, la densidad marginal final de y se puede obtener como

PCr 1 ¥ D> = f pCy. o1 XY D> do
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‘= [ pCr. o> LCr. o | ¥ > do
x pCo> f o~ N exp {- B oT) do c3.3.2>

con B = tC!—ZQCz))"(_Y_—ZQ(z))J ~ 2 . Si en la integral que aparece
en €3.3.2> se aplica el cambio de variable u = o %, se obtiene

Jo ™ N expt-n0* Ko =2 WM 2 gp(-Bul w22 du
(Ner~21-2
- <1/2>j': u exp{~-Bu} du

- C1.2> J:u"‘oxp{ -Bu} du

...C3.3. 3>

con A - CNer-1>.2. Claramente. el integrando on C€3.3. 3D

corresponde al nucleo de una densidad Gama con parimetros A y B.

de manera qQue se puede concluir

PCr | ¥ D> & pCpd B

x PCEILCY-ZACyddtcY-Zacy>> 1 N2

«...C3.3. 4

Recordando que

¢
T = Cr,e ¥aee--0 7D

=C P Tae--- D

= cp. L2
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con z: - cr... «e» rk). se tiene que ahora es necesario calcular

PCol X2 = pCr 1 Y

= fecz 1 ¥> ar,

—(Nor-l)/:d

x pcpd> ftcy-Zacpddtcy-2Ecp>>1 ¥a

2. .C3. 3.9

La evaluacidn de la integral en C3.3.9 puede efecltuarse

observando quUe @3 NREecCeIArio fntegrar con respecto a f’:----- nk

para cada valor fijo de po. En estas condiciones. se puede recurrir
a la expresiadn alterniativa c3.2.3 Para simplificar [ )}
procedimiento. Mis especificamente. sean =z _. 'Ea’. “e e - los
vectores columna que forman la matriz 2. Esto es,

Z = C=., Zaee--» T2 CN x k2>

W la matriz de dimensiones (N x Ck-1)) definida en

Y Sea ademis,
satisfacen las

la seccidsn 3.2 cuyas columnas WwW.. Woe---.. W

relaciones

- - -~
v, <a FE,
!i. Ei.o; ;s L= 2,..., k-t

Entonces

N
"

Y-2Zpcyd

=Y - {ARCY> =, *+ 2,C¥> T, * -+ BCy> z, b
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De las ecuaciones (3.1.7) se tiene que

r"c z) = rara

=P r,
f!tCz) -7 3 L= 3,.... k
de manera que
Y-ZOCYD = X — vz, +~ v, *t Y E, v " ‘+ r.z, 1t
=Y —dr Cz, *pP2d v rz, + - +rz }
! =YX -~ dr w s rw * W .}

~Y -ELlr..
= ¥ - W .
Por lo tanto, para cada valor fijo de p e R,
CY-20Cydd'cY-2aCyd>> = CY - ;r’f'cg - wp> c3.3. 8
con W una matriz CN x Ck=-1D0) sfrja y de rango completo. Sea ahora

-t wty

£, = cw'w
@l estimador usual de minimos cuadrados de r, on ol modelo

¥ ~ NC wp,. o1 >

vEs bien conocido ¢ Searle 1971, pdgina 113 D que para todo vector
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cy wy D>ty > = cC¥ T.o%cx - wp.>
Y - z.) cY 'z. Y 'z’ Y 'z:
-~ [N [y -~
> Cr,— LD W Wy — >
«.e.C3. 3.7
d® manera que esta suma de cuadrados puede eXPresSarse como sSigue
[% [l 1 3 -~
CY-wp d'CY-wp > = (1 + Cr - ¥ > CW Wy — r D HCpd] HCED
«..€3.3.8
donde
-~ [y -~
HCpD = CY - Wy, €Y - wWr
o= itndegendiente de Cy La relacion C€3.3.68) es vilida siempre que
HCpd> = O Perc @S una consecuencia inmediata de los resultados
biAzicos de modelos lineales que pLHCE) = ©O) = O si N 2 k ; por lo
tanto. esta sSuposicidn NOo exs en absoluto restrictiva. De esta
forma se tiene que
PColX> = pCyr | X
= fecz | ¥> dar,
-z At gt -~ -crz
x pCEILHCED) ftrecy — o CcW WCy _~ T > HCEd) Ay,

-2 o~ t ~ —-—c2
= pCeOLHC D) _r[ 1 + Ctz— zzb TCZ:— zzbl dz:

«..C3.3.9
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con ¢© = N+r—-1 y T = cwtwy - HCpd. Resulta inmediato que el
integrands en €3.3.9) coincicde con el nuGcled de una densidad ¢t de
Student multivariada con Ne+r-k grados de libertad, vector -1 J
localizacion 2' Yy matriz de precisién T. Por lo tanto, se tiene
qQue CDeGroot 1970. pédgina 610 como funcidn de o.

Jo 1+ cp - B o T, - £,017°°7% ap, o it
...€3.3.102

Ahcora bien. CW'W) es una matriz de dimensidn Ck—15xCk-1D de manera

que
m, - w'w ~ Hced |
—tk—1>

= (w'w| tHC o)

en consecuencia,

PCP | ¥ & pCed [HCED 1 S 3 HC 1%V % gty 2
= PCEILHCED ) NI F byt ca.3.11>
Por otra parte.
w = CW,e Woeoro A
= czez,. 2geec . 2D
= Cv_v‘. 23)
con Za la matriz <N x Ck—22) cuyas columnas scon Egr--v =y

Ck 2 3>. En consecuencia.
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(% =y t ]
2.
t . t
- Y ¥ !sz:
=f. . ..I. . . C3. 3.1
¢ . t -
- 2w, i 22 lek-1oxCk 1D
on donde
; wtv - =2 _+o= )"Cz ~oE D
! =a=1a =z T=a =z TFa
E -<z‘0pz">Czopz>
-8 -4 -2 -
= p¥cztz > + 2otz > + cztz > ; Cimdd
Sa=aT =a=a =a=2s *

L (%
. w & - <§:¢p§‘> z

s B 2
= eCzZ)d + CcziZ)D : ClxCk=-2>3
Zlw, = cwizp>'
= eCZz D + CZiz)D ; CCKk=2dx1D

En cualquier caso se pusde comprobar, utilizando los
resultados de matrices particionadas CSearle 1982, pigina 23980 que

t t e t L -2, —pt
WW = (Z2 ww Cw ZI3¢2.2Z)5 CcZ,w> |
(3 t t t -1t
_ = |2 823" o w, w, Z:C zzzza Zz\;_f‘ |

t LY t —-3.pt
= |zzzzl \v_l‘c X 4 z( Z:Zz) ZzD -

= 1Z;Z0 wic T - P Dw €3.3.13>
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con I - P = C I - 2.(2:2.)”’2: 2. la matriz simstrica. idempotente
Y positiva definida asociada a la suma de cuadrados del error en
un modelo de la forma

Y ~ NC Z.a. %1 > : o a ®E®

Es evidente que. en particular. \_-:c I - P )\_v‘ = O puesto
que para cualquier valor de p €« R, \_v‘ .s una combinacidn lineal de
las dos primeras columnas de &£ ¥y entonces. la unica forma posible
de que esta combinacidn lineal fuese ajustada con @error cere por
un modelo lineal en tdérminos de z. os que £ fuese singular. Sin
embargo,. por hipdtesis, Z£ es de rango completo. En resumen, de

€CI.3.110 y €3.3.13 se migue que
PCo | ¥> & PCEILHCE 1 ™M le 1 - p >g.~p"”
ce.C3.3.14>
Un ;;oco mis de calculo permite obtener la expresicdn alternativa
W€ I - POw, = pftzicI-Pdz,1 + 2ptzlcI-P>z)
+ Cz CI-P>z]

= QCp> C3.3.19=

con QCd = cgp’ + P+ c, *n donde
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Las propiedades del polinomioco QCod pueden establecerse

en forma inmediata. Exactamente por el mismo razonamiento que se
sigulid para el caso de W, Se tiene que

por consiguiente, QC oD siempre os un polinomio de grado

eoxac tamente 2. Mis ain. el discriminante de la ecuacidn

QCpd = O

exsti dado por

.

() = (Y [}
e, — 4c.,c, = 42 tg‘CI—P)Q’)} - 4t§‘<x—l’>§‘)l§'<t-l’)§')

13 t t t
= &4 [Z;CI-P>z) Lz CI-P3>z JCzCX-PO>Z ) }

Puesto que CXI-P) es idempotente, se tiene que si se definen

v = (I—P)E‘

Y, = CI-POz

entonces

i e 2 0 t
<, 4c . c = 44 C \_/‘\_133 C \_r.w_t‘)( vov> »

©
Por lo tanto, una aplicacidn inmediata de la desigualdad de
Schwarz revela que c: - ‘czco S O y que la igualdad se alcanza si

- y SSlo st existe a « R tal que
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Y, = ay,
Sin embargo
Y, = ay,
had Y, —ay, =0
o cI-Pzx, - cx—r::_:_.'- o
- CI—P)CE. - azd> = O
o cz, - ax >'cI-P> Cz - azd> = O

! De manera que nuevamente por las mismas causas por las
que !:c X - P )!‘ = O y pussto que z, ¥ Z son linealmente
independientes. se tiene que c: - “'co <« O. En conclusidén, smse ha
probado que QCEd es un polinomio de grado 2.
positivo. En cualquier caso,
tiene que

sin rajices reales y
volviendo al argumento principal se

PCP | ¥ D o pCpdtaCed) * *rHCpd ) N €3.3.18>

on donde QCEd> = e’p’ + cp + c, con

t
e, = E, CI-P> =

t
< SZE‘CIP)Ez

t
e, = Z, CI—-P> z,

Y aaomis
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HCEd> = cY - wy d'cy - wy)> €3.3.17>

E=s conveniente observar qQque en la .xpr;mt Sn €3.3.13>
para ol determinante de 1la matri=z w'w sSe ha utilizado
implicitamente el hecho de que k 2 3. El caso k = 2 conduce a 1l1la
.;cpr.si Sn alternativa

L t
-
wtw ww,

= t t t
= e c_z_‘_z_‘D e 2”(515:) * CE,E,’
que tiene ascociado un andlisis similar pero mis simple. En lo que
resta. por conveniencia se mantendrd la hipStesis k 2 3 de

cualquier forma, el caso k = 2 requiere de modificaciones menores
vy siempre resulta mis simple.

Un primer exdimen puede sugerir que la expresidn C3.3.170
para HCpED, a diferencia del polinomio QCpd, oS Uuna funcidn
considerablemente complicada de © cuya evaluacidn pusde resul tar
costosa en un problema real. Tal no es el caso. En realidad, como
se mostrardi en seguida., HCp) es un cociente de dos pelinomios de
grado dos. Considédérese nuevamente el modelo

Y ~ NC wr, . o1 >

con

w =cC Wer Wae--oe WL ] 3 CNxCk=-12D
t k-2
¥y = Crz.. - - rkD e R

Y las par Li ciones
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W = Cw. W)

= Cw.. z'a

[ 8 t
¥y = Crye 2

To = Crye ¥yo---0 7,2 a R
Sea ahora H la hipdStesis de que Y, = O. Esto es

H:!:z.-o

donde, como e usual., ® oz el primer vector de la base candnica
on Rk—‘: g: = C1, O,...., O>. Entonces, utilizando la terminclogia
del enfoque frecusntizta para la prueba de hipdtesis en el modelo
lineal general, se tLiene que @l llamado Modelo Completo CMC) estd

dado por
¥ ~ NC Wy, . o°I >
mientras que el Modelo Reducido coincide con
¥ ~ NC Z_p, . o'1 D . . €3.3.18>

¥y las correspondientes sunas de cuadrados del error satisfacen la
ecuacidn fundamental

SCE_- - S:E.‘c A d SCEI'- €3.3.19>

en donde C(Searle 1971, pdgina 113D,

T [ t L. -1 -8 | S04
SCE,, = Cer,>" tecww ‘e 17%elr >
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Sea ahora U = (u‘

> = cw'wr™?, Utilizando un resultado
estindar de 4Llgebra y 1la

representacidn de

:)
w'W comc matriz

pParticionada - expresion (3.3.12) - se tiene que
etcw'wr"%e = olu e
-a bt -1 =2
= u

= Zlz,1 -~ w'w c3.3. 20>

comeo ademis !:2’ - ;. oS un escalar, se sigue que
. ~ .2 t

sc:eu = |ww Cp .) rd |z.z.|

Pero de €3.3.13) y €3.3.19) s=e sabe que
Y t

w'w|. = QCod IZ’Z:l
por 1o tanto

SCE. = acpd> 2tz 1y > - 2tz

" t a a2

o4 2
= QCpd Cr.) C3.3. 21>

Mis aun, puesto que ;’ = g:£- » basta con calcular 1l1la
primera entrada del vector 2’. donde

z, = cw'ww'y
o equivalentemente

cw'woy, = w'y c3.3.22



ALTERNATIVA BAYESIANA 40

Aheora bien., en virtud de que W = Cw,. Z° se' tiene que

Y Si se derine

os 1nm¢diato [
de Cramer,

X, -

Por otra parte

v,

pu |

%4
- : C3.3.23>
2Y

¢

wiy = wiz

A : c3. 3. 24>
[% * [y
Z,X - 2.2, Jek-1dxCk-1D

omprobar que, utilizando el método de determinantes

Lt
Vot - wtwy

v i - tlZ:Z:IQCpDJ c3.3.2%
CMorrison 1978, pagina 68>,
t - L3 T T -1 <.
= 12;21 1 wY - cwizoczlz > czlyd> |
L. t t -2 gt
- 1Zlz,| wic I z czlz>'2)> ¢
= 2'2 | wic I - P DY
2 2 bt § -

3 t
= |zzzz| Cz,*+Pz,>C I - P oY

= 1Ziz | cz, + pzidc 1 - P oOY
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LY L 3 t
= ZLZ,) itz T - P DY) + p [z, T - P X1}

=Rzl S, ., P S, } <3.3. 200

[ 8 t
con Spva = E,C I - P DY Y Sgye " T, I - P 2Y . Por lo tanto,

de las expresiones ¢3.3.2%) y C3. 3.208) se tiene que

~

t t.
z. - tz‘z.l( s-v. e s‘?i n - t'zlztl < pdI

= S.v. + o S.v‘ l 7~ QCpeD C3.3.27

En consecuencia

Pl 2
SCE,, = QcedCEd

z =
=edt S . + e S, 177 (<1
=
= S." + p s-vn 177 QCped C3. 3.28
Por otra parte
-~ [y -~ -
SCE_,, = CY - Z,rpo'<Y - 2,25 . c3.3. 20
con £. = (Z:Z’)-‘z:! . Do esta manera.,

_ ptept —a_t
L I Z:CZ’Z’) Z: 1Y

C3.3.30>

Finalmente entonces,
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HCE> = <Y - wr d'cx - wro>

= %I - PXY - (2iCI - PXY + p zicz - PXY1* - ace

2 =z
- Sv [ 4 S'v. - o S-" 177 QCped €3.3.31D
: ] 2
- (QCD)S‘, (S-Y. -+ pS-Y‘) 1l 7 QCpd C3. 3. 381
= JCpd ~ QCpPO N €3.3.33
2 =
con JCeod = QCp)Sv |S-v: + o S.Y‘l» . De esta forma. resulta
claro que HCE) es un cociente de dos polinomios de grado dos que
inveoelucra nuevamente a la funcidn QCEI. L.a expresidn para la

densidad marginal final de o puede reescribirse ahora como

PCol ¥2 o pCedLQcped 1 Y EtHcpd) Werko2 <3. 3. 34>
ot ¥ 4 2 2z ~tN+r—k)~2
= pCed(QCED) s, {sz\'z + PS .. } o QCed)
...C3.3.39
¢cd-2>-2 - 3 2,~d-2
= pCEILQCED? tacedss tsS,,, + FS,, V2
...Cc3. 3.3
= pCAILAD I IV 3C o172 ca. 3. 37>

en donde d = N+r-k. En cualquier caso, a partir de la expresion
HCpoD> = CY - '£2>"CX - '23:’ Yy recordande que N > k-1, se sigue que
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pPLHC O = O] = O © equivalentemente, plJICeD = O 1 = O . En
consecuencia plo| YO esti bien definida para toda o @« R con
probabilidaa 1. Max aun, puUeste que LHC D] s o= tambi én un

—ociente de polinomios de grado des cuyo dencominador no tiene
rajces reales, se sigue que l:HCp))-" ®s una funcidn de clase c© en
R. Adicionalmente. se puede comprobar que si |l o .

2

2
lim HCoD> = Sv S"‘ P S,

-c* : c3. 3. 38>

-
con < una constante estrictamente costiiva como lo prueba’ el
siguiente argumento

-

z
c = O oosv—s-v‘/c'-o
2 =
-» c.sv Snv; (=]
2 £
had casv - s-v‘

e [zCI-P>z 20X"CI-POY] = czlcx-pP>y2?

=i se definen

b, = CI-Pdz,

B, = CI-PDY

Y se utiliza nuevamente el hecho de que C I - P D es una matriz
idempotente, sSe cbtiene que

- (3 t
-
< = O e -t_g‘t_:‘:vcgzr_:z> = Cb'b >
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de dondes mediante una aplicacidn de la desigualdad de Schwarz se
sigue que

0
]

O e I aoaaw R tal que b, = a b,

Sin embargo.

e CI-P3>z, — oCI-P>Y = QO
e CI-PXCz, - a¥d = Q

e cz, - ayd'cr-Picz, - ax¥d = 0

a

de manera que c. = O =i y =dlo si existe una combinacidn lineal de

las columnas Zg° -0 =Z qQUe ajusta con error cero al vector

*
2, — Y . EsSto es si existe una combinacion lineal de los vectores

=s

=
bt

columna de la matri= Z que ajusta con error ceroco al vector a¥f. Si
o = O se obtiene una contradiccion puesto que £ es de rango
zcompleto. Por otra parte, si a = O como N > k-1 simplemente se
tiene que

pt e =01 =o0 ¢3. 3.3

En conclusidn., puesto que =i ||+ o© HCeoD tiende a un
1imite bien definico y estrictamente posSitivo, entonces tHCp))-‘
tiende, cuando el o . a un limite finito y poesitivo y en
consecuencia se puede afirmar que tHCp)]-‘ eos acotada. Finalmente.

recurriendo nuevamente a la expresian

-32 —IN+r—ki).~2

PCAl XD x plped [QCED] LHC o)
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£@® tiene que en virtud de que (HCEOD] “t o= acotada y dado que l1la
funcien [QCeD ] o= claramente tambieén tiene esta propiedad,
entonces gara tocla o< D propta pCe | YO | resulta una densidad
propia. Max aun. .sit PCeY e ifimpropia pero acotada entonces @S
zlaro que si | es sSuficientemente grande., existe una constante

posttiva M tal que

PCe | XD = M [QCe>1

de donde la integrabpilidad de pCeo | Y2 e una consecusncia de la
correspondiente integrabilidad de (QCod) % cGradshteyn y Rizhik
198, pagina 810. De cualquier forma. el cilculo especifico de la
integral

. J- pcp) CQCed? -2-2 LHC D) —t{Ner—-kr-2 de

depende de la eleccidn particular que se haga de pCod y en general

requiere de algun andlisis numdrico. Resumiendo., en esta seccidn

e ha establecido el =Tiguiente

Teorema 1. Sea Y = ®R" tal gue Y ~ NC X89. oL 5 con X una
matreix < Nxke> fijga Yy Jde range kR < N, & e IR.' wn vector de
coeficliontes desconoctdos v & > O tamdien desconoctda. Sean
Sdemas . 75- hY) 7_&, dos wvectores fijos. linealmente itndegendientes en
!Rk Y sSuponga QuUe bdaljo la hipstesis )_g;g - O, tnteresa obltener
tnferencias sobre el pardametro p = 5:2 -~ 5;9 - St se asisna una
densidad tnictal conjunta gpgara <€, oo de la forma

PCO, o> x pCp> o' -~ |ﬁ.;g|

donde <D os una ltuncidn acotada de =29 entcnces la
correspondiente Jdensidad marginal para el parametro de tnteredes po

s propta y esta dada pgor
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ol ¥3 & pCod [acpd1 Y 2 rHcpr )~ NITTRIE

con Qo> y MCepl? Jdesfinidas en C3. 3,150 y C€3.3.310 respectivamente.

Observasicn. Aun cuando NO @S evidente del enunciado del
tecrema. las expresiones para las funciones QCo) y HCpEY prueban
Jue la densidad marginal final pCe | YO decende de la matriz Z ¥y
on particular sugieren que esta densidad podria no ser invariante
ante la eleccicon de la matriz L qQue define la reparametrizacion
que transforma € en Q.‘ En las siguientes secciones ISe examinara
*TLa cuesStidn asi como la relacidn que guarda pCo | ¥ con las
regicnes de confianza que se obtienen utilizando el Tecocrema de’

FLeller.

3.4 Invarianza ante reparamstrizaciones.

tiene la siguiente

Pw la expresion C3. 3. 24D se
pardmetro de

formul acion de g. a densidad final marginal para el
interes
FCol ¥ = pCedLaced 1 ¥ FrHcod ) ~Ner-kr2

con Qlod = capz + s + S, .+ en donde

t
zsg‘cIP)g‘

[}

(3
s, =& z, cCI-P> Z,

-—" —
Sy ™ =T, <X PO Z2,

Y aciemas
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HCED> = t()Ep)S: -iS,,, * pS;*‘ 1 - e c3.4.1>
con

s = ¢« - P oY

Spya T Zi¢ T - P OX

Spy. = ZT.T I~ POY
¥

CONp 3 ~a_t
P o= Z’CZ:Z'> Z' - )
Fara establecer la invarianza de la densidad final
marginal pCo | YD e= conveniente recordar la siguiente

Proposicidn 1. lLos estimadores de minimos cuadrados ﬂ‘ v

ﬂ' Fara las dos primeras entradas del vector (3 son invariantes

ante la seleccicn particular de la matri=z L.
Demostracidn. El estimador de minimos cuadrados del
vector (@ esti dado por »

t 3 L -1

y 22> = L cxbx>" 'Lt

rerc Z = X L
te sTigue que

Ccf. seccidn 2.20 de donde

cz2'2>7'2'y = L cx*x> " 'x'y

por lo tanto. st = oS el i-ezimo vector de la base candnica en
®*. entonces
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~ 4o
A =<

- @ ¢ L cx " *xty 2

= ce! LOC ex'x>"*x'y 2

=1
L. @

YV en consecusncia. {3‘ - &: é -4 ﬁ’ - ’-‘: é resultan invariantes ante
1a wleccién de L puesto que dependen unicamente de los dos

Primeros renglones que son si .mpf- lLos mismos. a

Un resultado similar puede establecerse para l1a funcion
LD CcOmO Se v.r.lfica' en lLa siguiente

Proposicidn 2. El polinomio de grado dos QCp> es
tnuvartante ante la seleccicn particular de la matriz L.

Desmostracidn. Nuevamente,

recordando la definicidén de la
mactriz £, se tiene Jque

bt t
Z=x T R S U

Y también. en consecuencia
cZz'2>™* = L cxtx>" 0Lt

FSr tanto st otra vez e es ol i-ésimo vector de la

base cancnica
on ®R* . se sSigue que

el cz"a"gj = el L exhTt ) g:

= cea" L) cx‘x)"u_"gj>
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= cL'e >%cx'x> " *c l."gj>

t a

=1t cxtx>"t 2
L =j
deo donde
(3 gy =8 "
Ve - e CZZ -
= Al ax'x7* a, c3. 4.2
(% Ly~ 8
V" - !‘ ce !8 -
= al axhHoTt A, C3. 4.3
y
t top =3
Vaz - e c2D -
[ SRR S
= A, CXDO A, C3. 4.4
on invariantes ante lLa eleccidn de L puesto que, al igual que ﬂ‘
b'g ﬁ‘ » Solo dependen de 1l = A, Yy LA, = A,. Ahora bien. =i se
define
Vas  Vaz
v - C3.4.%
s Vae Vas
resulita que Vu es invariante ante la eleccidn de la matriz= L. Por
otra parte, si se utiliza la particidn
£ = CZ ., Z2DO CMNxkD
s 2
=on Z‘ =Cz, . = CNx2) y &, = CZo-... Z D CNxCk~20D, se tiene

que
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L E Y 2
z‘
(X t
22 . 2t=2_ .
- N P C3. 8.8
t - t )
zazt - z’zt

Yy comd ademas.
T - P> = C I ~ z’cz;zg"z; >

Te zigue que. <t z=e def ine v - cv" > - <z‘z i entonces

considerando la particidon correspondiente a C3. 4.0,

v - V.o - VY.a
v.! - v::

de donde. V“ C2x20 admite la representacidin CSearle 1962. pagina
28D

vV, =& -a'Br c* o+ B'a™*B 17* B*A™*

L -t
con A = cz.z‘a. B = cz‘z's

v C = - cz;z’>“. En consecuencia
CSearle 1982. pagina 209D,

v:: = A + B C B

3 t t -8 t
- cz‘z‘> - cz‘za>czzz’) CZ:Z‘)

t
1

t ~tgt
z C X 23(22233 23 ] z‘

t

-2 < I - PO 2Z €3.4.7D
s a




{
\,

ALTERNATIVA BDATYESIANA

o invariante ante 1la

las MULEMAS Frazones que V“ .

que por
recordando la definicidn del polinomio QCeod.

elez=cicon de L. aAhora.
s® tiene que

2
-
LD = c'p <P - <

con
t
€, = T, CXI-PO. z,

= (2e,1%1-P>(Za,]
C3. 4. @

- e t Z'cx-P3Z b o,

s, = 2z, CI-P> =,

-2 (2e 1CI-P(2Ze, I
=2e { Z'<I-PZ 3 =, c3.e.9>

3

1
CSo = =3 CI-P> z

e
= (2e,1°CI-P2(2e, ]
- el { Z2'CI-P>Z } o, €3.4.10>

<de manera que QMo) depende de la matriz L unicamente a traves de

1a expresidn

t s
Z2CX P)2 = N cx PO CZ‘. Zz)
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L
(3

- E"] €cx P)Z‘. cx P)Z:l
2

t . t
- Z‘CI r)_z‘. ) .Z?C-I - r:o.z’

t t
Z‘CI P)Z‘ Z'CI P)Za

C3.4.11D

=in embargo,

< ! Lt t
Zicx-p> - Zci-z cz z

-2t
:) Za> C3.4.13>

L _pt t -2t
- Z -2z cCZzZ. O Z,

= O
por lo tanto
. Z2icx - p>Z, o
Z2CcxY - P2 = e e e e e e et e e e e . C3.4.13>
o . o
vii . o
- « e e s e e . C3.4.14D
(4] M ¢
o invariante ante la eieccidn de la matriz L. Finalmente.

recurriendo a ilas expresiones (3.4.8), (3.4.9) y C3.4.10) para los
zceficientes de QCpod, se sigue la prcposicién.n

Existe oLre teérmino cuya invarianza ante La
reparametrizacidn es oportunc establecer mediante la siguiente

Proposicidn 3. La suna de Cuadrados S’zf - !"CI - PO Y es

tnuariante ante la seleccidn particular de la matriz L.
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Demostracidn. Si E 1) considera oL Modelo Completo
Creparametrizadod

¥ ~ NC Za. 71 > c3.4.1%

Y si ahcora se plantea la hipdtesis H: ﬂl - ﬂ:' = O ., entonces bajo
H se obtiene el Modelo Reducido

L ~ N 2,3,. %1 C3.4.18
=on Q; - C(?..... . ﬂkD. que coincide con eif vector [ de la =zeccidn

3.3. En terminos matriciales la hipdtesis H se puede reescribir
cCOmo

H: Fag=20 d

con F" = C g‘ - !:) CTkx2D y nuevamente utilizZando la terminologia
frecuentista para la prueba de hipdtesis sSe tiene que la suma de
cuadrados de la hipdtesis esti dada por

ScE, = cF @'t FeZ'7'Fh17%rF &>

€3.4.17>

de donde. puesto que en la demostracion de la Proposicion 2 se ha
Ercbaio que V:: o= invariante y de lla Proposicion 1 sSse sigus gque
{i. b (.'. zon invartantes, sSse Liene que SCE‘.“ es ftnvariante. Ahora
Pien., dadeo que la suma de cuadrados dei Modelo Completo (3.4.19
*=taA dada por

sce, = ¢' cx - zx2'>7'2 ¢
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de los resultados de la seccidn 2.2. se tiene que

¢ L. -2t
SCE.“: = ¥ CX .XCXX) XD ¥

= CN-k> ST : c3. s.28>
Yy tambidn e invariante. Otra aplicacidn de la identidad

SCB“. - SCE."= - ﬁ‘

Permite conclulr que

13 t

t, -2
tcxr - P> ¥ =ytcx - zc2lzotZ > ¢

- SCE-.

o= invariante ante la eleccicn de la matriz L, 1o cual finaliza la
demostracicon. a

Hasta aqui. =e ha probado que Qo2 es invariante ante la
eleccicon de L y recordando la expresion

2 2
HCeD = IIQEp)SY {S’Y' - psz*‘} 1 ~ QCpD C3.4.19>
e ha verificado que la magnitud S: *s tambien invariante ante L.
e esta mMmanera,. para probar que HCp) es invariante basta con
Pr=bar que S'v. - pS-‘“ os invariante. Para tal efecto b'g
ugtilizando el hecho de que ﬁ

i1a siguiente

s Y f;. son invariantes. se verificara

Proposicidn 4. szv‘ v szvz sorn Ilnvariantes ante la

seteccisn particulcr de la matreiz L.
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Demostracidn. En la Proposicidn i se probd que ﬁ‘ Y F"
soN invariantes en donde ﬁ. Y ﬁ' son las dos primeras entradas del
-r'ctcr-é que satisface el stistena de ecuaciones normales

c2'da = 2y C3. 4.200
Si 1a matriz & = Cz ......

=2 CNxkD se expresa de nuevo
Particionada

en forma

& = C z,. 2‘)

: C3.4.21D
con Z = Cz.., =2 CNx2Y ¥ Z,'= C=Z_..... 2 CNxCk-2J2 . entonces
®l sistema C3.4.20) resulta

ztz, . 2tz 2ty .
- g = . c3a. 4. 22>
(8 . (% (Y
z‘zt - zlzl zl!
Si ademas é también se escribe en forma particionada
~ a,
a = - C3.4.23>
e,
con é: - Cﬁ‘. f;:D b'd é; -‘Cf;...... ﬁk). sSe tiene que el sistema
C3.4.22) se puede escribir como
cZz> 3 + czz2> 4 - 2y
2T s S = s =
C3.4.24D
< > . pnd L8
cz2Z> 3, + <Z2> 08, - 2ty

Si ahora se utiliza la expresicon particionada 2‘

= Cz, Z D sSe
obtiene '



* E:Ea 5‘
Dozaz | A.
n

t
[zzzs' Z;Ex ] ‘A“
n8

© equivalentemente.

<de donde se tiene que

xi ahora se define &

cztz o A
-
'Z'IE‘ r"
cztz o> A -
E’E‘ n‘
c2tz o A -
=
2=2 ﬂ:

7 = 'ztz'—i

-

t

t

z X .=,
. [y

-

3% 4 2222

Z‘! Z2t=

ZzZ

ALTERNATIVA BAYESIANA

C3. 4.2
=ty
2.1
t
z Y
(%
2.Y
...C3. 4.2
C3.4.270
C3. 4. 28>

de manera que el numerador en (3.4.87) puede calcularse C(Morrison

1978,

Pagina 688> como

zigue
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z:; z:z = 1ziz_ 0 | =z - =iz cziZ >7'Z Y |
- - - -
- - jZiz_ 4z ¢ I-2 cz ;2 >7'2L) Y.
- con un argumento similar se obtiene
|2tz | - EaE - EE :
- Z;E' : z;zl

t t t t =Lyt
12,21 1 =z,=z, B E, O 2 2z,

= |1ZiZ,| 4 2,0 T - ZczZz > 1=
= |2tz ) ¢t 2t T - P 3z2_

2 =2 -2 -2
= |22 | <

2 = o

for otra parte. st
define D = <z:z.>“ como

D = LossL L e,
Dat : Daa

entonces C(Morrison 1976. pagina 885,

LS [3 t -1t -1
D“ =t Z2Za Eazzcz223) zzzz !
[ L -t -2
= Ezc I ZaCZzZ’) Zz )E: 1
= zcx -PoOz, 17*

¥

C3I.4.29>

o3

en correspondencia con la particion de Z:Z' sz



am

22

de manera qQue

t -yt
Zcziz o2,

ALTERNATIVA BAYESIANA

L, -1 _t t -1
[z CX P>z ) T2 ZCZZDO

t
<o, >
t -t t -1
czz>'Zx zcX P>z

-3 _t L Y

(Y -2 (3 -8t (Y -~ pt -
CZ;ZPTt e cZzoTZ iz (2 cx-myz 1 2 2 c2 2

] bald

t t t t
- - -
D =D 2 ZD_ = D _Z

'
N
N

= = =
=z 12Tz Tz 22" 2

(Y - 3Rt

- E’tgacl P)=’l E

- '-- —_ - 18t t -ttt
- =’tgzcl P>z=_) 22, C2.Z D0 2

L3
2

L e -t Lt - -8,
- ZzilzZzo> 2z (= CI-P>2 1 "z
t -2yt
- zcziz >z,
(Y —at (3 _ -a_t t st
+ ZoZZ Oz (2 cI-PY2 ) 2 Z c2l2 0T 2]

-t - -s__t
= E’I::.CI P)E'l =

=
wtex -a_t
- ZlzicI-Py>z 17z P

- o -s_t
| =z(§3CI P);zl Z,

oe
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* ' -4 __t
- P > P g.(g.(l—l’);.l z, P
- -" - - -3, t —
- P - CI-PD.;‘IZ._...CI P)='.| E‘CI ~D C3. 4. 300
Por lo tanto.

13 t -2yt ¢
zit T - 2cziZ 72, 1Y = zicx-pOY

L 3 .t
- E‘CI—P)z_:’tE'CI—P)Q.J E.CI PO Y

-2
- S.v. Cc‘/ 2)<c°) S-Y.
\
= S-"— c‘S."/Caco) C3. 4.31D
Y eon consecusncia
= LR ¥ S 3
n,.=- 12" 2Z) IZ.Z.I c°{ S-vn < Savs /cac°> 4 C3. 4.32>

Adicionalmente. utilizando 1a particion ¢3.4.680 de la matriz ztz.
Te tiene que en forma analoga a C3.4.29

1=zt = @2lz) 22 - c2tzscztZz o cztz 5y
2 2 4 2 4 = E 3 '8 2 =
. t (% t - gt
- =2z, =2z zczlz>"t2l1 2y
=. @2tz 2<x - P> 2
2 2 £ S £ 3
¥y utilfizando C€C3.4.7D.

-2

L. (X
1Z2°2Z] = |zzz:| IV“l 3. 4.33>
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Por ultimo.

eontonces
ﬂ. - |V“I o 1 S‘Y‘— c:ssv: /CZco) L4
o bien
ﬂ‘ - |V“| cos-‘“— |v“|<c‘/a>s"’ C3. 4. 34D

Dol mismo sistema de ecuaciones (3. 4.29) se tiene

- t t t
zz, =¥ =z 2 }
> tpa sl _t. [ St
n, - 1z zy z,2, ZJY T2, C3. 4.37
v (% (%
L z:=t za! zzza J
v
.t [} (%
Esfy- z,=, E,%, 1
= - F2T ey 22, 252,
v t__ t
2, Z=, Z=2,
- t t t
T Z,E, 7 ]
- 12217 =z;x ==, ==z, C3.4.3%
L ziy ztz, 2z,
- _t 3
. - EQ! ° EZZQ
= |22y oL T T s C3.4.37>
[.z‘! - 2tz
-z . -
con & = Cg‘ z::’. Procediendo en forma analoga al caso de ﬁ‘. se
Liene que V
=t . =
i oo 7=ty - slzeztzoTEy
2ty 22
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= 1Zlz | 12t - ZzcZiZz>7'Z1yy <3. 4. 30>

Ahora bien,

. v . . top o =St
1221 = 1Z2,Z2,1 | =.2,- 2,222,572z, |

L »t - L -2yt
1Zz,z,| ¢ =t 1 Zzcziz>""2, 12, b

LS t
- 12zl 42kt - Pz )
=- |ZiZ,| <, c3.4 39

Y Que dado que es posible verificar que
Zcz2'Z2o7'2 = P + c1-POz Lzici-POz 17z cI-P>
- e - S2 =s Zs” S
sSe sSigue que
ztt T - zcztz o7tz 1y = ztcz-pP>Y .
- > - - > b et -

(3 t -a_t
ngI P)E‘tE‘CI P)g‘l E‘CI POY

. . -2
- szv: (c‘/a)Cc’) szy;
= Szva- €, S C8c2 C3.4.400

Y por tanto, utilizando C3.4.370. C3.4.38), C€C3.4.39) y C3.4.400
puede comprobar que

3 = 1ttt
e, 1221 12,2,1 <t Spvae

- c‘szv‘ /<acz> 4

= lvlll cl (szvz_ ctszYl /cacz) }
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e - o .

- IV“I c S

aSava~ Ve lCe, 23S, C3.4.41D

Como resultacdo de C(3.4.34) ¥y C3.4.410 se obtiene el sl.s\..ma de

ecuaciocnes lineales. en S’v‘ b4 S.‘,’.
Ivlt 'cos-"l- Ivl‘ |( c‘ > S.YI - n‘
C3. 4. 42
WV oaadCaSmya™ Vi€, 225, - £,
En forma matricial. el sistema C3.4.420 puede escribirse como
sigue
o T S 2 Savs n,
|V“| s st st - - C3. 4. 43D
- c‘/a : <. Ssv: f’,

Y PUSSLO QuUe la inversa de la matriz del sistema estd dada por

-1 . - - - . . - .
VIt a

con & = {e c, - c:/4l>”'. se tiene que

S-*‘ . Ca . c‘/a f’.
e e . - IV'“IA . ...-. e . -
s-va S 2 ‘o 2,
o equivalentemente
oy ~ -2 ~
szvs = 'v;tl a cz r’l *+ |V“| A Cc‘/ab n:
C3. 4. 44D
~a -~ - ~
sz\rz = IV“I a (c‘/a)ﬂ- * lV“I a c° f”
de donde sse tiene que Sz,n Y Szvz dependen de L Jdnicamente a
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través de la matriz V‘
lo tanto, S’v‘ b4 S:

establecida. o

~ ~
Y las magnitudes L c‘. c.. n‘ v ﬂ'. Por

son invariantes ¥y la proposicidn queda

L 3
e

Ez posible ahora. formular el siguiente tecorema que da
titulo a esta seccidn.

Teorema 1. la Jdensidad marginal final del pardmetro de
tnterds o,

bt Tt § —CNep—dc)

PP | Y O &x pCpilakpdl ENC D2

o8 tnuarcante ante la matris de reparametrizactidn L.
Demostracidn. L.a densidad marginal inicial PCeo o

independiente de L y por la Proposicidn 2. Qlpd) es invariante.
Ahora puesto que

=z z
HCp) = tQCp)SY ‘S-v: - p S-Y‘} g e = >]
2
Yy dado que por las Proposiciones 3 y 4. SY. S-v: Y szv: son

invariantes, se tiene que HCO) es La.mbt‘q invariante ¥y el tesorema
se sigue.
En la siguiente seccidn las expresiones desarrolladas
para los componentes de pCeo | ¥O serin utilizadas para establecer
la relacidn que guardan los resultados que se obtienen con esta
densidad final y las inferencias frecuentistas.
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3.3 Relacidn con 1la regiones de Fieller.

Para establecer la relacidn entre los resultados
bayesianos y frecusntistas es necesarioco hacer aun mis explicitas
algunas de las expresiones desarrolladas en la seccidn 3. 6.

Proposicidn 1. El polinomio QCp> pueds ser reexpresado

-2 =2
X o> = |V“| {v‘.p & VeaP - v“}

on donde

v - [v.. Vea ]
as v, v
28 as
es la matris definida en C3. 4.5, °

Demostracidn. De las expresiones €3.4.8), C3.4.9 y
€C3.4.10) para los coeficientes de QCp) se tiene que

L

-
< -

.3
3 t Z'cz-P>2 + @,

c, = 2e, { 2'CI-PXZ } o,

e, = @, { Z'CI-P>Z }t =,

Ahora bien. de acuerdo con C3.4.140

-2
v . o
2cx - Py>Z = .o ..
o " o

de manera que



vot
c, = -} Lo L.
o ' o
=ci1. 0> v} c1, o>
vt o
< -2 o' . R .
a et §
. © ' o
=c1, 0> v_* co. 1>t
as
-1
o -!: *e. * 22
o ° o
= co. 1> v* co, 2>t

14

Yy puesto que directamente se

as -V

v
vr o= vt 2=
as .

se tiene que

-2
-
Sa v“|v“|

St 3
< - av‘ s |V“ t

-8
-
<, Vee IV“ ]

lo qQue permite escribir

QC e

puede verificar

-~
Et 4
+
v
¢ a8

]

et § z
- 'vltl ‘ vaap - av:ap * V‘

b

ALTERNATIVA
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€3.9.1D

<C3.3.2

C3.9.3

C3. 9.4

C3.9.%

€3.3.8

C3.9.7>

C3.5.8>

7L
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lo que finaliza la domstr&cxén.n

Proposicidn 2. La magnitud $: - !"CI-PgY satissace la
sigutente tdentidad

~ o~

L -2
Y'CI-POY = cN-MOST & { c, AT + A7,

pae
. S0, t
con S definida en C3.€.18>.
Demosztracidn. De acuerdo a la Proposicidn 3.

Gy _ a - e o~ ot
L'Cx-POY = cN-KkIS® + CA,. ALY, 17%HE,. A

Y cde acuerdo con €3.%.3

v -V
~ ~a_ A A 4 -t =~ 22 a2 PN
Cﬂ‘.ﬂ')[V“] (ﬁ..ﬂ') ] - IV“| Cﬂ..ﬂ')[ - ](ﬂ‘.ﬂ'D

~n ~ A ~n
= Sy Y S PP, * S0,
con lo que se prusba el r.sult.ado.a

Finalmente. antes de establecer el tecrema que ilustra
1a relacion de PCe | XD con las regiones de Fieller. basta
considerar la siguiente

Proposicidn 3. Sz_" v szva satissfacen las identidades
Sava = €2 P, * S22 03,
Szva - (c‘/ZJ ﬂ‘ + <4 ﬂ:.
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Demostracidn. Basta con observar que

= -2
A = { e, e, -4 }

2 = y 2, -t
- d YeaVas 7 |V“| ‘vll - <¢IV‘.I 2%

- v EFLv, v -Vt

aa! 12 =z [t
2 -1

- ‘vll' 'v‘l'

= V!

de donde. susutituyendo en C3.4. 440, se obtiene la proposicidn. o

El resultado principal de esta seccidn se resume en el

sitguiente

Teorema 1. lLa densidad margtnal final del pardmetro de
tnteréds p. pCe | YO. puede expresarse como sigue

FCP | ¥ & pCpIl@Cpd1™2 "% n + hcp> T2

on donde N = CN-RO y
ACED> = €A~ PAPT ~ [ SV o -2 v o v v ¥ 2
o la vartable pivotal Jde Fieller.

Demostracidn. Para establecer el resultado es suficiente

con probar que

HCpY x [ 1+ hCpd 12
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ahora bien, de C3.3.31) se tiene que

2 _ a
HCEeD> = SY ts-v‘ - o S-‘_‘l 7~ QCed

Y por la Proposicion 2,

: ST = n S Bl BB, + Bl )

on consecusncia,

-~

HCED> = 1 S* + 8 A% + e A,f, + c 7] ¥ 1 ~ axXpd

- =
tt Spva * P S-Y!} 1 7~ QCp2

. Por otra parte de la Proposiciodn 3. se sigue que

2 ~ ~ ~ -~ =
IIS.V‘ - S."J - ICc‘ﬂ‘/a - coﬂ.) > o (c.ﬂ‘ - c‘ﬂ’/a)l

~ -~ 2 2
- tcaﬂ‘ - c.n./a 17 o
o~ ~ ~ -~
* atc‘n‘/a * coﬂ:l(c:ﬂ‘ > c‘n./a l o

~ ~ .3
b tc‘ﬂ‘/a - coﬂ')

pPoOr otra parte. se puede escribir

| 1,7 + e AP, + <A x> = (] + ©,c,B,A, + o0, AT &7
. = (c.c.F): - cfﬁ‘ﬁ. he cocsﬂ:’ e
. : = He,Soft *+ ©,5,R,0, + <373}

Por lo tanto,
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.

~

e, A* + e A f, + c ATKXP + {S s oS P =ap+ap+a
o A f W Y oS [ |YR p.vn .p lp (-]

con

- 2 ~ = ~z
Sal’s S.Sas So%ala i
252 2 2
<2, S4al:7s G, 74

= v, It A% : <3. 8. 9

~ -~ ~ ~
, - atc‘n‘/a - coﬂ.ltc.ﬂ‘ -* c‘n./a 3
z E 33
= SaS. Cal Py * S5,

- e, - {Cc: 2> - acoc‘}ﬁ‘ﬁa - ..,
23 - 8c_ < b ﬁ‘f;'

- =2 Ccoc - cz /">F’;ﬁz

2 E 8
= -2 v 173,73, c3.3.10>
4, = tcacoﬂ: * c‘coﬁ‘ﬁz he c:F’:] - tc‘Fa‘/a he coi—;::'z
= e,o,fy v e,c,R R, + 3R]
- czr’: 74 - < coﬁsﬁa - c:ﬁ:
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R ~a
- Cc.co e, ~4> ﬂ‘
- v, A c3.3.11>
pero entonces
2 - 22 = -, ~
4" ¢+ dpo +d, =V I "B, 2N _I0B0A, ~,
~s %
Rl VU 4 ;
-1 ~2 _, a2 ~z _=2
, = V.M t A a.n‘n, P+ N, o}
= v, "t A - R, 1T

3

Yy por lo tanto

HCpd = % « tiv 1™ € B, - A, X1 -~ &xpd
- nS‘ + ‘lvnsl-‘cﬁs_pﬁs)z, < I:IV“'-‘{V.:p’ - zv‘.p * Vas 1
-nS’*C ﬁ.—pﬁ'>3/( v'.p:—av‘.p-tv“ >
- s* 4d N + NCeD »
de manera que
PCe | ¥ 2 & pCpd (QCEd1™ %% tHcpd 1 -2
= pCpEd (QCEP1 % (S% n + hCpd P~ 7*772
x pCed ((xp)]—txz f 1 + hCEd g merroz
lo que concluye la demcst.ractén.n
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LLa relacicn que establece el Tecrema 1 entre la densidad
marginal final pCe | X2 Y la variable Pivotal nCpod Ppuede
eoxamninarse con mayor detalle. En primer lugar., es claro que
PCe | Y0 depende del vector de observaciones untcamente® a traves
de hCpd. Exste hecho podria interpretarse en el sentido de que si
se utiliza una densidad inicial conjunta que pertenezca a la
familia propuesta en la seccidn 3.2, entonces la informacion
experimental relevante respectc al painetro de interds o esti
contenida en la funcidn hCpd,., la variable pivotal de Fieller. Esta
interpretacidn a su vez sugiere que sdlec dajo crtertas condiciones
eospecificas la variable pivotal de Fieller puede considerarse un
resumen apropiado de la informacidn que el experimento proporciona

respecto a po.

En otro orden de ideas, se ha mencionado con
anterioridad que on contraparte a las llamadas regiones de
confianza frecuentistas, desde una perspectiva ’ bayesiana os
Pposible obtener regicones de mdxima densidad para el parimetro de
interdes. Tambidn es cierto y bien conocido el hecho de que las
regiones de mixima densidad que se obtienen cuando se utilizan

algunas densidades iniciales no—informativas coinciden
numéricamente con las correspondientes regiones de confianza
frecuentistas dccf. Box y Ttitao 1973, seccidn 2.2>. En estas

condiciones resulta de interds caracterizar las regiones de mixima
densidad que se pueden obtener a partir de pCpo | ¥ O y establecer
la relacidn que guardan con las correspondientes regiocnes de

confianza de Fieller.

De la expresidn ¢2.4.2) se tiene gque toda regién de
confianza basada en el procedimiento de Fieller es de la forma

r* = { PpeR | h(p) = t* } c3.s.12>

¢t a—0o0
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con ¢t @l cuantil de orden Cl-oa-2) de una distribucidn ¢ de Student

con CN—kD grados de libertad. Es conveniente observar que

hCp)=<e®

i ¥y sdlo =i

{n+*nhced 7 = < €3. 3.1

con e, = [ n + ¥ 17 Do esta rforma,

- . < .
.,_-,-{ PpPae&R | (n+ N ™"’ = o } c3.3.14>

on donde. pueszsto que t.’ e una funcidén mondtona decreciente de a.
Co Fesulta una funcidn mondtona creciente

-
el tamafio de la regidén IR“_._,.

- no acotada - de Ci1-ad,
Mientras tanto, una regidn de

méixima densidad final para
P de tamafio Ci1-ad es,., por definicidn.

una regidén ® val que

A—oe»

12 PlpaeaR 1Y ] =1l a

11D Para todo par - IR‘ b4 o =

P, 2-ou e tiene
que pCo, | ¥ 2 2 pCp, 1 X

Exs fdcil comprobar que la condicidn 1iD es equivalente a

1i°> Para alguna constante ¢ 2 O,

R“_,,'{ e e R | ple i

<
-
v
0
,

Utilizando 11i") y el resultado del Tecorema 1. se puede
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comprobar que toda regidén de

mixima densidad final para o admite
la siguiente representacion

®, - {p - ® | h‘pCp)[QCp))""(n * RCEDYITINTT? 2> o }

eon donde k. 2> O es una constante tal que _r PCPp 1 X D do = 1.

Ahora
bien.
r, PCEO(XE 1 **n + hced )" = ¢ ca.s. 1%
=i ¥y sdlo si
PCRI(QCAY I ™ *n + hecpd ™72 > - C3.3.18>

con ¢’ = ¢ k. . MaAs adn, la relacion (3.35.10) es equivalente a
la condicidn

GCpdn + RCD "™ = c** C3.%.17>
con GCpd = QCed ApCed]1t ¥y e’ = [e*]1™". Si se analiza 1la
condicidn i1i°) es facil concluir que la constante ¢ 2

Z O es una
funcidn mondtona decreciente del tamafio Ci-ad de la regidn. AYn

mis ., - sencillo comprobar que c - (o] =i Cl-cO - 1. En
- 1 Yy c*® - o si Cl—-c® - 1. En otras

O en la expresion C3.38.17) es una
funcidn mondtona creciente — no acotada - de Cl-o®. Claramente,

las expresiocnes 63.5..13) y C3.8.17> establecen una relacidn
evidente entre las regiones de maxima densidad final b'a las

Especificamente y al margen de

consecuencia, ¢’ - O =i C1-
pPalabras,., la constante <" >

regiones de confianza de Fieller.
que las constantes c*° ¥y c
mismo nivel de «a.
facter

no sSon necesariamente iguales para un
es claro que la diferencia bisica reside en el
GLCp) qQue aparece en C3.8.17) y desde un punto de vista

S—
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estrictamente operacional. es este factor el que evita que las
regiones bayesianas pr.sbnt..n los inconvenientes Qque aparecen en
las regiones de Fieller debido al hecho de que h(pod es una funcidn
acotada de o. En efecto, es inmediato que si Pl -~ o .

1im OCpd = @

Y por tanto, la magnituad

GCEd[ M + hepd )0
e no acotada como funcidn de p. Entonces, para todo a & CO, 1D
existe M > O tal que si |p] > M, se cumple que

mer) .

D N + hCpd ) > c" "
donde c** 'os la constante positiva ¥y sFinita asociada al valor de
o, En otras palabras. para todo valor de a & CO, 1D la regicdn de
miéxima densidad final R es un subconjunto propio de la recta

(A —~ae>
real.




CAPITULO 4. DISTRIBUCION DE REFERENCIA.

4.1 El anflisis de referencia.

En coccasiones., L 2 § conocimiento inicial que posewe un
cientifico sobre un determinado pardimetro puede ser considesado
vago O escaso en comparacion con la informacidn que, respecto a
esSe pardimetro, se espera obtener de un futuro experimento. Bajo
tales circunstancias es comun, Sea cual sea la representacidn que
se produzca del conocimiento inicial, que la distribucidn £inal
resulte dominadca por la verosimilitud. Esta apreciacion
constituye, en términos informales, una expresicon del gpgrincipio de
estimacion estable enunciado por Edwards, ‘L.Lndman y Savage <C1983D.

De cualquier forma. tiene sentido plantearse la cuestidn
de =i en esas condiciones merece la pena el esfuerzo,., que puede
ser considerable especialmente =i el parimetro bajo consideracidn
®*s multidimensional,. de asignar una distribucidn que describa
exac tamente lo que el cientifico pretende saber a priori: sobre el
Paridmetro; o si por el contrario,., resulta mis razZonable descde un
PUNto de vista operativo. utilizar una distribucicdn inicial que de
acuerdo a alguna convencidn apropiada describa un conocimiento
inicial vago.
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Este argumente justifica por si solo la existencia de

las llamadas distribuciones no-informativas © minimo—Lnformattivas
que si bien no forman parte del paradigma bayesiano. constituyen

un auxiliar muy importante en su aplicacidn.

razones complementarias.
que

Existen ademis otras
Particularmente en el iAmbito de la investigacicon cientifica.
puesden sugerir el emplec de distribucicnes iniciales de ese tipo.
Asi por ejemplo, en Box y Tiao C1973) se elabora sobre esta idea

eon términces similares a los siguientes:

se tvtrata de una investigacicdn cientifica. on
que la verosimilitud domina a 1la
por una parte., una investigacidn

Cuando
general os raronable suponer
distribucicn inicial puesto que.

de este Lipo usualmente NoO se lleva a cabo =i No se espera obtener
la disponible

informacidn considerablemente mas precisa que
posea fuerte

previamente. Ademas , Aaun cuando ol cientifico
parimetro de interes. resulta
distribucidn
o

evidencia inicial sobre ol
conveniente itncluir eon el reporte., Junto con Ia
final que corresponde a s distribucidn inicial Personal
subjetiva., una distribucidn final de referencia que corresponda a
una inicial dominada por la verosimili tud ya que de esta manera es
claro hasta que grado sus resultados dependen de su informacidn

inicial.

El segundo puntc de esta argumentacidn ha sido también
Planteado por otros autcores (Dickey 1973, por ejemplo) y en un

mayor grado de generalidad, plantea que todo reporte cientifico
debe establecer la dependencia de los resultados finales respecto
a la distribucidn inicial considerando para tal fin un andlists de
sensibilidad de la distribucidn final respecto a un amplio rango
Para la distribucidn intcial. Entre eosas

1] Pposibilidades
como referencia.

pPosibilidades se considera conveniente incluir
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una inictal que sea dominada por l1a verosimilitud para asi evaluar
la importancia relativa de la informacidn inicial.

En resumen. las distribuciones iniciales minimo
informativas tienen una importancia prictica considerable en 1l1la
aplicacidn del paradigma bayesiano. especialmente a traveés de las
distribuciones finales de referencia a que dan lugar.

Los intentos de producir distribuciones de este tipo
pueden rastrearse hasta BPBayes C17603) que basado en el llamado
principioco de ramcsn insusficiente sSugiere el emplec de iniciales
uniformes. Mis recientemente han aparecido otras aproximaciones a
este problema entre las que destacan las distribuciones qQque se
obtienen como tmite de tnictales conju,"adas € DaGr oot 1970,
capitulo 10). las que s=e producen mediante la regla de Jesfsfreys
CBox y Ttrao 1973, seccidn 1.3.2 Yy las distriductones de
roforoncté propuestas por Bernardo C1979). La literatura sobre el
tema es abundante y una amplia recopilacidn bibliogrifica puede
encontrarse precisamente en el trabajo de Bernardo.

El concepto de distribucidn minimo informativa o%.
intuitivamente claro perc formalmente resulta fugaz Yy evasivo.
Como ya =e ha mencicnado., @S necesario ..s'.a.bl. *cer una convencicon
respectc a la cual se pueda afirmar Que una distribucidn describe

un estado de conocimiento wvago. Cada una de las aproximaciones
citadas utiliza wuna convencidn distinta y aunque en cocasiones
p}- oducen resultados comunes, este nNo s en general el caso. En

este trabajo se utilizarid el procedimento debido a Bernardo C1979>
que utiliza explicitamente una medida de informacicn Para Comparar
la evidencia disponible antes y despuds del experimento. Ademdis,
mientras qQque en los cascos mEs Simples y no conflictivos este
método produce resultados que coinciden con la regla de Jeffreys y
conciden © son muy similares a los de familias conjugadas,. en
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AlQUNOS OLros CasSos en que tanto la regla de Jeffreys
familias conjugadas dan lugar a  distribuciones

como
finales que
resultan conflictivas - porque producen resultados ifnadmisidbles o

conducen a garadojas de marginalizacicdn — las distribuciones de

AY
referencia de SBernardo producen resultados satisfactorios. Una

discusidn detalliacda del procedimiento ¥y de estas afirmaciones

puede consultarse en el articuleo original de
simplemente e describiran las caracteristicas
procedimiento.

Bernardo. Aqui .
generales del

La idea fundamental es 1la de
informacidn. Si

maxtmisar una medida de
se® considera que 1la magnitud I®{ec., pCOd>} mide
apropiadamente la informacidn que se espera obtener acerca del
pPardmetro & cuando se realiza un experimento &« Yy la densidad
intcial de 6 es pCoH y si ademis. £CsS) denota una sucesidn de s
repeticiones .l.ndop-nd.l..nt.o; del experimento «.
argumentar que gC®), definido como el limite de £C(sD cuando S - ™,
deberia proveer tnformacicdn perfecta sobre @ y por
correspondiente magnitud I%{sC 0. pCOD ), que recibe
tnformacidn sfaltante respecto a &. mediria 1la’

entonces se puede

tanto 1la
el nombre de
cantidad de
tnformacidn que se requiere para determinar con precisidn el wvalor
de 6 cuando se parte de la inicial eCeJ.

Intuitivamente es natural definir, dado un experimento

fijo £. como minimo informativa a la densidad nCO) que maximiza la
informacidn faltante respecto a &.

El procedimiento para maximizar
la funciocnal I“{sCwmd.

PCOD ) s on general complicado y requiere de
un tratamiento cuidadoso; sSin embargo. si se adopta una medida de
informacidn logaritmica Ccf. Shannon 1948 y Lindley 1998D

IteCcmd, pcod} = [pC2d fpCcO | Z1log(pCo | =2 pCO>] dé d=z

.-.C4.1.1D
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on donde
pCz> = fpCz | @>pcoOd do cs.1.2

Yy T sSon los datos producidos por el experimento €. la idea de
mayimiz=ar la informacicdn faltante ha conducido a BSBernardo a
proponer una densidad inicial cde la forma

nCO = 1im w_Ccod Ce.1.3>
- - -

on donde )

nCcOd o .xp{— Jec< z | OY[(PCO = 21 az, u}

c..Ce.1. 40

con

Y[(ICw>] = - [fgCwdilin(gCwd] dw Ca.1.9
el conocido operador entropia y z(., los datos producidos por
£eCsD. Mis aun. si se cumplen las condiciones de regularidad
necesarias Para garantizar que l1a distribucidn final o

asintcoticamente Normal d<CWalker 1909, Johnson 1970 y Chen 1989
entre otros). entonces para s sufrici ontement: grande., pCoO | z(_,)
se puede aproximar por una Nornal con media e. . @l estimador de
mixima vercsimilitud de & basado en z‘., Y matriz de precisidn
srce > donde FC& ) ®@s la matriz de informacidn de Fisher para ©

.valua.da eon 9 .

Bajo esas condiciones y utilizando un argumento limite
es posible probar que €4.1.3) y €4.1.4) conducen a
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nce> o« Fcod** : Ce.1.8

de manera que el procedimiento de Bernardo coincide con la regla
de Jeffreys. Esta coincidencia, sin embargo. desaparece si existen
pardametros marginales. La extensidn propuesta Para este casco por
Bernarcdo establece que si g" - cg:. g;: con @ el pardmetro de

interds y la matriz de informacidén de Fisher se escribe como

F,_ce> F, _cod
FCced = [ et .= ] Cea.1.7>
F,C® F_co>

donde la particion de la matriz FCced corresponde con las
dimensicones de los vectores 8 y €, respectivamente de manera que

asitntsédticamente.

®, ~ Nc&,_. F,c8_>>

it ¥ 42 =
c4.1.8>
e, ~ NC8__ . F__C8 _>>

entonces, la densidad inicial de referencia ncg‘. 8,7 esti dada

por
ncg, . @,> = ncg_| 8,0nce D Ce.1.9>
eon donde
nC@. > = {IFCO>| ~ IF cod i} ™ €4.1.10>
b 4
12
n(g.l g‘> o lezCQJI C4.1.11D
Debe observarse que puesto que en (4.1.10) el simbolo de
on

preoporocicnalidad se interpreta como funcicn de g‘ mientras que
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C4.1.11) se interpreta como funcicn de g'. no es cierto en general
que

ncg . @2 = nCcg_| @,2nce,d
- .ch)lzlz
como establece la regla de Jeffreys para el caso multivariado. De
eosta forma. en este capitulo se utilizara como densidad conjunta
inicial minimo informativa o de referencia la que e obtiene de
las relaciones C4.1.9), C€C4.1.10> y C4.1.11D.

4.2 . Normalidad asintdtica bajo transformaciones.

El procedimiento propuesto por Bernardo C1979) permite.
a partir de expresiones anilogas a C4.1.40 derfinir, dado un
experimento v un pardimetro de interés, la correspondiente
distribucicon de referencia aun cuando no S. recurra a ia
Normalidad asintdtica. Sin embargoe., tal como se ha descrito en la
seccidn anterior. esta propiedad - la Normalidad asintédtica de la

final - facilita enor nemente 1la derivacion de expresiones
analiticas Para la inicial de referencia. El estudico de las
condiciones bajo las B cuales una distribucidn final o

asintdticamente Normal ha sido considerado por diversos autores
CJlJohnson 1987 y 1970, Walker 1969, Dawid 1970, DeGroot 1970. Heyde
y Johnstone 1979, Bermidez 1985 y Chen 1989 por ejemplod Y en
Leérminos generales guardan cierta similitud con las condiciones
que garantizan la Neormalidad asintdtica de los estimaciores de
mixima verosimilitud Ccf. Cramér 19458, Wald 1949, t.eCam 1953 y

1958 por ejemplod.

Bisicamente., cada contribucidn en este tema establece
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una sSerie de condiciocnes suficientes para asegurar la Normalidad
asintdtica Jue tipicamente resultan dificiles de verificar
especialmente cuando se considera una parametrizacion no-estandar.

Mas importante aun, y a diferencia de lo que ocurre con los
estimacores miximo-verosimiles. no existe en la literatura. hasta
donde el autor sabe. un resultado que establezca condiciones
suficientes para preservar la distribucidn asintdtica Normal bajo
transformaciones — reparametrizaciones - . Es por esta causa que
on '.st.a seccidn sSe presenta un teocrema que establece un conjunto
de tales condi ci ones que aplicacas on la siguiente seccion
permitirin una wutilizacidn simple del método de Bernardo para
obtener la distribucidn inicial de ror.r._nci a. Primero se probarian

dos lemas simples pero utiles.

Lema 1. Sex {Xn s nEL. 2. .. } una sucesicn de canttidades
aleatorias tales Que ast:nté_zt:ca.monto Xn~ NCu“. a:J en donde las

Sucesiones Jde reales { M nELoE. r v 1 o, i nE=Loz... } son

tales Que o, - O cuando n +» ®. Entonces. Xn - K oen pProdadbr L idad.
Demostracidn. Dados & > O ¥y £ > O se tiene que
p[lxn - unl < &) = p[lxn - pnl s o, < 6_/0"] c4.2.1D

Sea ¢ > O una constante tal que ¥#C-cd < £74. eon donde
#C .0 representa, como e usual, la distribucidn Normal estindar
NCO, 1D>. Si ahora se selecciona &% o2 Yy utilizando la Normalidaa

asintdtica se toma n, tal que para tedo n > n

IPIIX, ~ m lro, < c] — €1 - 28C~=dD| < <", ca.2.2

zea n’ tal que 6/&0 > € para todo n > n, ¥ considédrese ahora un
valor de n > ma.x{n‘. nz}. De C€C4.2.1> y C4.2.2) se sigue que
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p[!x" - “.-.' < &) > p[lx“' - yﬁl - o, < (=3 |
> C1 -~ 28C—-cdd> - &
=1 - Cc28C—-c> + &

>1 - &,

Por lo tanto,. X - r] eon probabil idad b4 -l lema gqueda

- [}
establecido. a

Lema 2. Sea l!n : mEL, Be. . - } una sucesicn de matrices
Chxl> simdtricas y posttivas desinitdas tales Que Amk) - O p¥s
Amlu - OCAM") cw n - ® en donde Amm = ...2= LN“ denotan
los valores propios ordenados de 8"’. St ahora se consideran las
sucestones {a,  ;: n= 2. .. y v {I_g“ s mn=s, Z. .. } de vectores en
IR“ tales Que a — g“ > Q@ cuando n - o y ||l_:"|| > m para alguna

constante posttiva m st N &5 suficientemente grande, entonces

tm calzT a > - cp'EboO = g,
- T

n—- - nen

Demostracidn. Dado que }:" ®os, por hipdtesis, simédtrica
eos posible emcribir

s =pF D P
™ ™ Lal »
donde

Dr- = diag{ Am»' st Lmlu'

y P es tal que

PP =P P =1 .
n " ™ ™
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Entonces.

calt ad>cplEp > =catPDP a> ¢t PDP B
- NN - n-m - n NN -—r - n ™ N TN

= crla 3D cPla > - cPip d'D cPlb >

t t

= C v D v > ~-Cu D u D
-n " =N -n Ll —
...Ca. 2.3
con Vv - pt a b4 o - pt b . Es claro que
"~ = -re n = .
g, = i
Ny 0l = ila N v
v, — u il = jla_ — b1l
de manera que v, T o4, - O cuando n - ™. Mis aun. utilizando el
hecho de que ||v._|nll >m > O =1 n es suficientemente grande, se tiene
que
A v 1= w1
"En" “E,,"

-

T I TS

-
a1

Hv - g il

(23
ma_n

v -
[ u i

Por lo tanto, se tiene que




»

DISTRIBL ¢ DE REF a o1

v il
iim nee e = 1.

-—re
Ahora bien.

1

jcalE ad>Ab'EBL> - 1| = jcv'Dy - u'Dud /cu'bud |
“=n nTe =n nen -n n—n -n nen “n nen
bk =2 k 2 k =
- 'tt R-'ai.vni. - : A'ni.uni. )/(: Kni.unt ) '
“—=gq ima =g
x 2 t 3 od 2
- '(: Aﬂi,c vni. - uni.’ )/(2 K'\‘U“‘) '
‘=g “ime
k k
- 2 _ = ]
- ' E kv\i.cvv'\i. unt)' / E A"lt“r\i.
L=g i=g

...C4.2. 40

Por lo tanto .

1
[% (Y 2 2 =
'cenznén)/cgnzngn) 1' = (xt\(ki/xﬂ(l) )F"lvni unt' < “E'\"
...Ca. 2.9
pero por hipdtesis kmk, - OCKN”D. de manera que existe una
constante M > O tal que Amh = M hm“ si N es suficientemente

grande. Asi, para n suficientemente grande se tiene que

2
ni

k
=
M E V3

L=s

A

k
2 t 3 = 2
SRR ul i/lu 1 IR VTR

ey

-..C4.2.6D

Por otra parte,
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VI = W W = (v -y e D s e 1/l )

...Ca.2.7>
en donde
v o+ u /e n = (v, 1+ e D/l il
= (e 0+ ta 03 /lu i
=1 + Uy, W/l il ...Ca.2. @

En consecuencia., si n es suficientemente grande , de las
expresiones C4.2.8), C4.2.890, C4.2.7) y C4.2.68) se =igue que ’

1 3
ICalZE a D XB'EB > - 1] = cum> (A+ly WL INE Iv_, — u_l
i =a

de donde,., puesto que ||\_r“||/||gn|| - 1 ¥y Ivni.— unil -+ O si n +» o, Se
obtiene la conclusidn cdel l..ma..n

Contando con estos resultados preliminares es posible
proceder a establecer un primer

Teorema 1. Sea {J_(" H n=L,2.. . . } 3 una sSucesion de
vec tores aleatorios en Rk. Suponga QuUe asintdticanente
X ~ NCu . £ 5 con {u  ; n=2.z... } una sSucesticon de vectores en [
tales gue para un pu = [ frijo. @, -~ d. -IS“ : nELLEL.. .. } una

suceston de matrices de covarianzas Chkxkd simdtricas y gositivas

defintdas tales gue Amk’ - O y hmk’ bl OC)\N”} st n -» o en donde
Rmh he4 RM” denotan respectivamente el miximo y el mintmo de Llos
valores propios Jde }:n. St \_I:C)_('_‘J = (w‘c)_(nJ. e e ® wrCJ_-(n))" Cr = ko oS

una funcicn tal gue la matriz
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oxj

Owi‘
JCeo = Crxko
=t
oS no singular en t = u v ttene entradas continuas tambidén en
L = 4., entonces astntsticamente

WX > ~ NCW . JE IS
- = - ™ ™™

on donde ¥ = Wy y J_ = ICu O. .
Demostracidn. Puesto que por definicidn una sucesidn de
vectores aleatorios { Y } asintédticamente tiene una distribucidn
Normal multivariada NC (2 $“> st para todo vector d tal que
g‘z“:_i 2 O para toda n suficientemente grande, la sucesisn { g"!“ }

ez asintsticamente Normal uni variada Ncg‘e“. _d_"!:“g). Y dado gque
para todo vector g‘!n- g‘g()_(“:» ®s una funcidn real de X . es

suficiente con probar la vVversién mis simple del tecrema Cr=i)d
sustituyendo la matriz JCt) por el vector de derivadas parciales

oy
ecLd = [1’(— C1xkd

=t

Y la no singularidad de JC o por 1la condicidn e, = eCud = O. En
esta forma. aplicando el Teorema de Taylor alrededor de TS 4
escribiendo ¥ = yCX 3. p = C g > se tiene que

Y = yCuDd + gD €X_ - u2 ca.2.9

en donde 8 = rh)£“ + C1 - »r Jy  Para algun r, = CO. 17. Si n es
suricientemente grande, 1la continuidad de (=4 garantiza que
gntng:‘ > O de manera que se puede escribir

LI e
zn = (Yh - w(e")]/ [en:nen]
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t .22

= [ecg-n)cxn - en’ l/[enznen]

t JAr2 t 8-2

- LI e
= {le, T, e,1 /e E .1  Hle X ~uO1/le E el
con e: - ec;“>. Puesto que 1im 8 T4y e es continua, sSe sigue
que lim g = @  © equivalentemente. lim Cp - e,> = Q. Ademis
€, = O, asi que una aplicacidn del Lema 2 produce el siguiente
resul tado
t . sz (e
1im L {{e 2 e, "/l E e)) b= 1.
Por lo tanto utilizando el Tecrema de Slutsky CSerfling
1980, seccidn 1.9.4). se tien® que la distribucidn asintdtica de
zﬁ coincide con la de la sucesidn de cantidades aleatorias
- 3 t a2
W= (e <X —ul>1/le,F e,]
si tal distribucidn limite existe. Fara obtener la distribucidn
asintética de Wn eos conveniente escribir

L Vg 22

e d
W= [, CX ~ud1/le T, 2] + (Ce ~p, X _~u, D 1/le T _e.)
- o -+ ﬂ" C4.2.100

El primer término en el lado derecho de C4.2.10) es.por
hipdtesis., asintdticamente distribuida como NCO, 1). Por lo tanto,
la demostracicon del tecrema puede concluirse probando que el
segundo término en el lado derecho de C4.2.10) es insignificante
en comparacidn con = . Mis wespecificamente. se probaraia que /?h
converge a cero en probabilidad. Primerco., se comprobara que
{n - u en probabilidad. Directamente de la definicidn de § & se

tiene que
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g, —all = N - u, o+ o, - ull

IA

g, - & i« g — gl
= lr X, + C1 — rOu- gl * g, - ul
= lWr cx_ - 20 + g, - i )
=l Mlcx - g0 + llg - gt
s Wex, — g0+ g, — gl
as{ que una aplicacidn repetida del Lema 1 a las entracas

cx_‘-up La:.....kd.()_(“—gn)y.l. hecho de que gy - u
d.t..rmtnist.l.cam.nt... completan la pruesba. Ahora, se tiene que

71 = i(Cel- e 0CX ~ &3] / [, T, 251"

= Cel- g X, ~ ¢ 2l / [g,F, el F

- |[z Cp p°t>cxn_‘— u"t)" / [eozne;]t/:
i=q
o - t a2

= [: 'vni- pov." xnt_ “ni.']/(eo:neol
v=1

1 3
= Eltel e 01 X, =k /1e,F,e,1")

Si entonces para cada i=t..... k, o:_‘ denota el 11-ésimo

elementco en la diagonal de }: Yy e denot.a. como ya es usual. el

~ i-dsimo vector de la base ca.nén.tca aen IR . Se tiene que la cantidad
aleatoria
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6.-Cx.—p“‘) < o

~i (.13 i

os, por hipdtesis., asintdticamente distribuida come NCO. 12 y por
tanto lén_‘l tiene a SU ver una distribucidn limite bien definida.

Por otra parte.,

o 7 LBLEELIYE = (Co 0% (g E.el11T
= {lef =) -~ (e T e )P
.. C4.2.11D
3.7 pUSSte que )
!tzn!i. = A ko lle w*
Av-\(lz)

¥ tambieén
t z
BT nBo = A wllesll
e sigue que

-2

t t T
i < [eozneo ] = [Ando/ l'v\u.) ] / ”20"
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Por lo tanto y como Ay = OCAM”D si N »+» o, se sigue
QqUe la magnitud C4.2.11) estiz acotada. Finalmente. puesto que

lc:i_— poi_l converge a cerco, una extensidn del Teorema de Slutsky

sarantiza que

- t
lﬂni.' = "‘ni._ Po.'_" xni. - Hr\il / [ eozneo ]‘/:

converge a cerco en preobabilidad. En consecuencia. I?n - O en

probabilidad y el tecrema queda ..stabl.ecxdo.n

oObservacidn 1. En el caso k=i, esto es cuando se

considera una funcidn real de una magnitud real,., la condicidn

sobre los valores propios de Zn @s obviamente correcta y el

resultado es. en ese sentido, mis fuerte.

Observacicn . El Tecrema 1 es una generalizacidn de
algunos resul tados muy conocidos en la literatura CS.r!‘.l.Ll;ng 1980.
seccidn 3.3) en donde 4 = i para toda n y I o= b::»: con {b_} una
sucesicon de reales tale=s que bn » O y I es una matri=z de
covarianzas £1ija. E=ste resultadoc sdAlo requiere la hipotesis
adicional de continuidad de las derivadas parciales de 1a

transformacion en @1 punto t = gz .

En un contexteo bayesiano., la Normalidad asintdtica esta
tipicamente referida a una distribucisn final para wun parametro
dado y la situacidn es ligeramente distinta de la que cubre el
Tecrema 1. El tipo de convergencia considerado en este tecrema es.
en cierto sentido, una convergencia determintistica de medidas de
probabilidad mientras que el tipo de resultado que se emplea para
una distribucidn final e=s una convergencia percobadbilistica - con
- de medidas de probabilidad

respecto al espacio muestral
situacidn ha sido

definidas sobre el espacio de pardimetros. Esta

reconeocida en la literatura ¥y de hecho, se ha utilizado para
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facilitar la pruebta dde algunos resultados Ccf. Chen 1989, por

ejomplod.
La reformulacidn del Tecorema 1., con la terminologia

probabilistica necesaria para cubrir la aplicacidn en el ambito

bayesiano es finmediata.

Teorema 2. Sea & @« © (O = R*> un vector de pardametros.
> la distriducicn sfinal dJde 6 despues de

Sex nncg:‘ = ncg | X s
hater observado la muestra X {x‘. cees x., } cel modelo

£CX | e, . Supcnga Que la sucesicon { nncgJ } es tal gQue con
protadbilidad 12 rescecto < p()_("“ ] go 2 pY] condic tonado -3 los
valores cobservades en la muestra Xt 8 titene wuna distridbucicn

astntdtica Normal NC & CX D, ECX > 5 en donde © _CX > - e
- =N ial -t -rn - -

on prodbadbilidad resgecto a p()_(‘m ] go 2. ZHC)_("”) o8 una matrizx
de cowvartanzas simetrica y posttiva dJdesfintda para toda N cCuyos

valores pPropros Mt me Ckn(k,J v mintmo CAN”) satt facen las
proptedades Lmk, - o v J\mk, - o< Amn) ST n - @ 3 ambas
condicliones on pProdbabilidad con rescecto @ tla medida

<X, 1 8, 2 St Wego = Cw, <82, . ... WPCQ))" Cr £ k> es tal gue la

matriz de dertwvadas pgarciales
. . "“'i.
Jcer = | g —
i Je=t

®s no stngular en el! punto t = go Y tiene entradas continuas

tamdien en ¢t = Qo' entonces con probabilidad ! resgecto a la
medida pC)_((mlgo 2. la distriducidsn dJde WS> dada ’-‘"‘L resulta

asintoticamente Normal NCWO D. J E CX O3> con J_ = 3cE _>.
- -n n n (™2 ~ ™ -r

Demostracidn. Es una consecuencia del Teorema 1.

Observaciton 3. Debe notarse que las condiciones que se

imponen scbre la transformacidn son las mismas en ambos teoremas.
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8

Las diferencias aparecen en el comportamiento de las sucesiones é

-~ ™
y £ . En el Tecocrema 2, &
™ -

®s un estimador consistente de 8 vy T
tiende a la matriz cero si n - oo, tambidén en probabilidad. Este
tipo de condiciones son usualmente verificadas cuando se comprusba

l1a Normaltidad asintdtica para una parametrizacidn particular <ef.

Walker 19299, Dawid 1970, Fraser y McDunnough 1984, y Chen 198%).

La unica condicidn nueva en ambos tecoremas es la caracterizacidn
de la velocidad relativa de convergencia de los valores propios de
z__. Es necesario reéconocer que esta condicidn

puede sSer may
dificil de comprobar,

especialmente si 1a dependencia funcional de
2“ respecto )_(."“ e complicada. Afortunadamente.
que zﬁc X O = z“c é") Y aun mas.,

=

a menudo ocurre
la matri= [}:“Cé") 17" usualmente
coincide con 1la matriz de informacidn de Fisher para 6, de
que para un conjunto de obser vaciones

independientes -
idénticamente distribuidas X.* S® tiene que zﬂcé“) - [}:cé") ] - n

en donde ICH) no varia con n. Asi, la estructura de los valores
pPropios de }:“c)_(_"”> e la misma qQque la de ZcénD. Finalmente, si
ECOD es una funcidn continua de 9, como tLipicamente es @l caso. sSe
tiene que IC& > -+ ICQ. D y entonces. la continuidad de 1la
estructura de los valores propios CAnderson, Bréns y Jensen 1983,
Lema 20 reduce el problema a la consideracidn de la matriz cho)
Para verificar que es de rango completo,
inmediata.

manera

un problema de solucidn

Como comentario final, es conveniente insistir en que

las condiciones que ambos tecremas imponen sSon sufticientes pPero es
posible que nNno sean necesarias.
necesaric en esa direccidn.

Un estudioco mis detallado seria
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4.3 Distribucidn inicial de

referencia para ol cociente de
combinaciones linwales.

Una vez establecida la naturaleza de las distribuciones
de referencia y contando con los resultados previos relativos a la

Normalidad asintdtica bajo transformaciones, es posible obtener la

distribucidn de referencia para el modelo que se considera en esta
tesis. Recordando el modelo reparametrizado

Y ~ NC 2a3. o1 > ce.3.1>

. s Ppoesible pProbar.,. utilizando por ejemplo las condiciones

propuestas por DeGroot C1970, seccidn 10.11), que la distribucion
Tinal del vector de paréimetros CQ". a)‘. cuando se han realizado n
repeticiones independientes del experimentco es. con probaé!.l.tdad
1. asxntéttcam.rn.: No:rnal. con voc;'.::r d: medias Cé:". ;“)" Y matriz
de precisidn n ICQ“. > en donde 3y < son los correspondientes
estimadores de mixima verosimilitud de 3 y o basados en las n
repeticiones del experimento mientras que xcé“. ;n) oS la matriz

de informacidn de Fisher para C3. o O evaluada en Cén. ;“). Puesto
que

Lc@. o > = ceno®™» M Texp{-(Y - 2a@) (Y - 28)/(2o)}

se tiene que si 1C3. o 2O = log(L(@. o O] entonces
1€¢@. o > = —CN-@d>lagc2ro®™ - (¥ - Z2a)'(y - 2a)/(20%)
de donde

2 1ca, o>

= - § 2> -2¢ } » A
o a3



@ 1c3. o>

o o

Yy en consecuencia

Y mis adan,

DISTRIDUCION DE

= - N-so + (X

Nt - 3 (X - 2ot - 2)/°

~-2z{y-zg} - "

- Noo® + aN ot o*

o*1cp. o >

o*1cp. o > . —a
- - cz2'> o
pgeoeg
o*1ca, o >
o o & o
o*1ca. o > o*1ca. o >
Qoo do00
a*1ca. o >
- E { } = c2'm> o
3o
o*1ca. o >
- E
{ o o o o }
an o*
e o*1ca. o > e
{ o3 9 o } {

o.

o o000

REFERENCEIA

- za)'cxy - za)/o"

}

X101
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En otras palabras,., la matriz de informacidn de Fisher
eostis dada por

s [ @ '
ICp. o > = o . Ce.3.2
o an

de manera que asintdticamente. la matriz de precisidén del vector
de pardimetros ;_" - (Q". o ) ests dada por

- o - ez [ <2t o
nIcgd> = nIc@ . o5 = n o ot an Ca.3.3

St ahora se considera la funcidn que transforma al

vector g en Cz’)" - (r‘. r'..... rk.‘) con
¥, =gt 7%,
-3, 7 3,
r, -C‘ s L= 2,...., kes

se tiene que la matriz de deriavadas parciales

e L %,
4 r; oC o
3 = —_— - -
o i ‘rt orkot
iko; kes

eosti simplemente dada por
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-4
<, o - o
-2 .
- g,z 1 <. - o
3 = °
o - - - - - .1

que estid bien definida Y es nosingular =i (. = O perco esta
restriccidén se satisface por hipdtesis. En consecuencia y puesto
que se cumplen las condiciones del Teorema 2 de la seccidn 4.2 se
tiene que., asintdticamente z. es Normal con wvector de medias 2- y
matriz de covarianzas

t
™

n"*J_ [T €@, 221

™

O equivalentemente, con matriz de precisidn
I CcEH = T c@ . o>1 T
n nEn n [, [In en' on 1 ~

en donde T = J:‘. Ezx inmediato comprobar que

r -t b
CS clct - ° '
] 1 o --- O
T = o Ta
o : 1 .
- . .
r, r, : °
o 1 )
i . I(k—t’




e e

Taa ¢
et 1 a
con 'l'“ l1a matriz= Ckxk) definida
Y2 Y.
o 1
Tea =
o
. Aae ]
- e e e .
L o b 4

Yy donde I‘k_.’ ®s la matriz

matriz C28x2) defintda como

7. ¥
A - = Y

a8 o 1

Por lo tanto. se sigue que
t
N _2 [T
TI <3, o> T = o .t
» o!.

)
—2 14
= o é".
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como

C4.3.40
Ck=-2>

identidad de dimensidn k-2 vy A“ os 1a

» .10

c4.3.9
e cz*'> [ ¢ PO =
1 ot [ a2 o* Y
t
cz*>T,. - ©°
144 . -
o' | awn
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t L 3
-a T DT, - 0
= o S e e e ce.3.0
o en

Ahora bien. sSi se recurre a C3.4.89) se tiene que

t - <
22 ztz
ztz’ 4 4 - + B
IR

- 2

Al z=z - 2=,

de manera que

L 8 . t
2tz 2tz A - o
L. E Y a - a4 = a8
czz>1'“-_i__,‘,,.._......
zz - Zz, o P
t
_ cZZoaA Lz z,
CZZDOA,, - 2.2,
Y entonces
o czizpOA,, [ ZiZ,
T c2'> T, .
o .s ) R
. cl: E 33 (ZZDA . Zzz3
At czz >A A czz>
a8 -
cz ZDA ‘e : zzzz

Mas aun, puesto que Z‘ = Cg‘. :529 CNx2D, se tiene que

X0
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' . [y .
| . T E. - s =2
i 22 = e e n e e e .
{ S t [§ -
: X 2=, z,E,
- de donde
i (Y [}
| . E-P% -8 N Z2.Z, > >
‘ “ZZlA,., = Vi ST * *
’ EoE, . B E, o 1
(z"z d2r . (z"z 2y -* Cz"z pJ
=s=a = =s=2 a2 Sa1=s
- T Lt it mem ot e o
CEZELI7, . CELE LY, v CE,E,D
¥ entonces
t . t t
t L [ Ya ° ] CE-=‘)’,. . Cz‘g‘)r * CE:ESD
A CZEZD> A - s e e e e e e e = e a4 e e
L ¥ Sy S} LT b . t [y
r, 1 =:=‘)r: . CZ'E‘)Y‘ he CE:EQ>
s = . s s
27 a N PPLER PN a2’z
- T
. a
Sa%27e TS24 - Sea?s T8 5,7, 532

con si.j - <§:§,> i. i = s, 2. Por otra parte.

- de manera que
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r o
A:‘C z:zz) = * zt2
r, 1 =2 =
cztz >
L PO

t t
r‘c E‘z'> he <!.a.

107

Y en consecuencia. la matriz CCk+1D0xCk+1D3> ICZ-) - T"IC@. odT ests

dada por la expresion

= . .
Sea”a Sea?27:*S.2%2 - E,Z,7, -
2 s v .
- - S a¥a72%S3.72 S eSS 7 Py - B B r,vE2, L Q
r-d Ict > - - - -" - - - - - - - . - - - i - . - . - - i - - -
Z,2,7, ZaE T 2,2, ) z,z )
o* . aN
Ahcora bien, de C4.3. 40, C4.3.T0 y C4.3.0) se sigue que
T cz2*>T -
- —Rthces> b a4 - =
Hcr®>) = o R
Qo . 2N
—2tk+8? t 03
= 2N o (T ez, |
—2tikc+2) t
- 2N o L 12'2) (R
—2tk+ay Lt 2
= 2N o 1=z 7|
—2tkes) L. z
- aN o BTN
= aN TE Y22 ] C4.3.7>

Sea

ahora H 1la matri= Ckxk) definida por la relacidn

i
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L - 2s - <t t .
S“r‘ b aar:*saz : Eszar: * E:z -
. - - - - - . . - . - - . . - - - . - (=]
2 t (% t =
oH = Z'_z_‘r‘ b zazc . Z.Z' .
o' . an
Ex claro que
s r' - 25 _r -5 =tz r., * =tz
3k s’ s sm’ a 28 - 2" a's =a2"=
I} = o 2N I A S S L R P
z.a‘r‘ b z,E, : zaza

de donde. utilizando nuevamente la expresicon para el determinante
de una matri= particicnada CSearle 1982, pigina 2968 por ejemplod y
defintendo D = cz;z‘.)“ se obtiene que

-2k -t z t [y t (3
|H| = aNo (=1 Il [ S,..7, *as‘.r. OS:.) —C g‘z’r‘ *5‘2'3 DC Z‘E‘r.tztg_:) ]
-2k -2 z [y t 2
= 2No Iof ¢ CS, v, *8S,.7r, + S0 cz 2D Z.z Dy,
[y t [y + t t
cz, 2D 2. zO0r, —Cz2,Z2D 2 =z0r, <z ZD 2=z O}
-2k -1 z v F
= 2N DTS, 2T » a5, 0, ¢ S0 cz.pz 37
- 2 cztPz >y, - cztPz >}
Ss =a" ¥ =2 =2
P =2p 2t
s £ 3

t -1
- Z.C z’zza Z:

coms en C32.3.13). En consecuencia., utilizando la definicidn de S“.
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¥ la definicicen de QCod en C3.3.1%D,

~
.

-2k -2 L3 = t
"] = 2No ol {(z,cx-PX2 17, + 2 Lz CI-POZ, 17,

- rzicr-eoz,4

- 2Na"“|z:z’|{ C’Y: “cr, * g }
= ane"*(2lZ_jacr >

= aNe 2tz |ece?

C4.3.8D

Ahcra bien.
densidad marginal
determinada por la

de acuerdoe con €4.1.110 se tiene que 1l1la
inicial de refersncia Para

e =7r, oSt
relacion

nced = {|tce™>| - P

azi que de C4.3.72 y C4.3.8) se tiene

nced o« {[2No" 1221 1 - (aNe

3k|Z;Z’|QCp)] }s/z
= § e "12'21 21 1~ t1Z2,) x> P77
. [QCp)]-‘/z

come funcicn de

- Por otra parte, de <C4.1.12D la densidad
condicional inicial para Farcover ¥y» © dado p estid definida por la
relacidén

[
5 MCxaeenee ¥y @ | £D o« I}

= { 2N 2z jace> P
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x o*

como funcicn de r... . a»

Ty ©- En consecuencia. se tiene 1a
siguiente

Proposicidn 1. La dJdensidad titnicial conjunta de referencia

fpara el vector z.. cuando el parcdmetro de tnterdés es p = L P eoseta
determinada gor la relacidn

n<e. Ve Tgreor» ¥y, @ S = rzc‘r:. Vg -2 7y, © { eInCpd

x [ap>] ¥ o7k,

Un resuitado inmediato s le siguiente

Corolario 1. La denstdad tnicrtal conjyunta dJde referencia gara
-

T+ Tucnde el parcdmetro dJde tnterés es P-4

= Y. pertenece a la
familia propuesta en la seccidsn 3. 2.

Demostracidn. Recurriendo a la expresidn C3.2.92 basta con
tomar r = k @ identificar

PCpd = nCped

= (o> ) VE

Una consecuencia notalble de este
densidad inicial marginal de
interes., [QCe>17'7*

resultado es que la
referencia Para -l pParametro de
os propia CGradshteyn y Rhizik 19683, pigina
810 aundque la conjunta resulta fimpropia.

Mis aun, del Teorema 1 de la seccidn 3.3 se tiene que la

correspondiente densidad final marginal de referencia para o esta
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dada por hd
nco 1 ¥ D> « [(QCped ) HCed )TNE Ce.3.9

Y @ propia puesto que pCeod = [(QCod ]"” es propia como ya se ha
indicado. Adicioconalmente del Tecrema 1 de la seccidn 3.9 se puede
deducir que nCeo | ¥ O tiene la expresidn alternativa

3 -2

nCe | ¥ O &« [QCed]) I n + hCpd ] Ce.3.120D

on donde n = N-k ¥y
hCped> = (A, - pﬁ.)’/ [s‘{vup’ - av,e + v, h

Finalmente. es 'posi ble caracterizar en mayor detalle la
denszidac Cinal conjunta de referencia nCeo | X D De lax
OXPresiones C4.3.9) ¥y C4.3.100 es claro que HCp) es un cociente de

dos peolinomios de grado dos en . Mizx aun, de C3.3.33) se tiene
que

HCp) = JCpod ~ QCeDd C4.3.21D
con
JCpd = aceds] - [s'mrz ~ e s,
= QCPDS: - s;vz T 2 SiedSzva P - S;va "

2 2
- (cap - c‘p -+ colsv

- t 4 - - 2 t
szvz 2 Szvnszvz Lt Szvn Lod
2 z 2 2z
= [ cst SzYt ]P +( cls\’ 2 Szvsszvz le
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¢ ] =
* (5.5, Sgval
’ =
- 6.9 e é‘p -+ 6° C4.3.03
on donde por sSUupuesto

2 2
Sa = (2,5, Sawal

Sy = tcss: T 2 SpeSaval

2 2
S0 = (S5 ~ Spial-

Do esta manera y dado que nCeo | ¥ O es de clase c” en R
Yy % estrictamente positiva para todo real po. se sigue qQque

log{nce t ¥ D} = rog{l(@xed ] *(Hce> 1 ™ *}
= —log{QCed } — CN-2Dlog{HCD }
= —log{QAe> } — CN2d[log{ted }-log{Qted )
= CN 2 - 131cg{QCe } — CN-B2log{JCcP>}

de donde

& logf{nce | X D} Q<D I Ced
= (N2 - 1) —m—— — (NB) —————
o o QCed JCod

...C4.3.14>

Y en consecuencia, los valores ext.remnocs de nCe | ¥ D pueden
obtenerse de la ecuacidn
Q" C oD I CoO

(N2 - 1) 28 - (NB) S5~ =0 C4.3.14D
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< equivalentemente

Cl1 = N-2d JCe2Q°Ce) + CNA2) QCeI*Cped = O Ce.3.1%

Puesto que tanto Q con J son polinomios de grado dos.,.
las correspondientes derivadas Q° y J®* son polinomios de grado uno
Y entonces los productos J°Q ¥y Q°J resultan polinomios de grado
tres. De esta manera. un valor de £ anula la derivada C4.3.13) sxi
Y Sdlo =i satisface la ecuacidn de grado a lo mds tres C4.3.13D.
Ahcora bien, de C4.3.12) se tiene que

2 .

JCpd = é'p * S + 6°
de forma que

J*Cpd = aézp -+ 6‘. C4.3.18
Anilogamente.

=

QCped = 00 + S+
Y por lo tanto

Q'CEd = Be o + o, ' C4.3.17>
Entonces.

. 2
JQ* = (639 + é‘p - 60)(aczp -+ c‘)
- L] - 2
= Caézc:)p -+ Caa‘cz)p + Caéocz)p

2z
< -
- ~6zc‘) F= - -é‘c‘> e + C6oc|>
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cas,c P + casc, + 6,25 + ca5_c, + S0
+ cs_ e Ce.2.19>
(2" + o2 + e M@, + &)

Caéaca)p. + cacs, + caé‘Jp' + cae 68, + €600

- ce_6,2 Ce.3.19

de donde

€1 - N-@2JCedQ °Ced + CN-BOAoII°Cpd = u.p' - o.pa* we + W,

con

w, = cr - N/E)Caéacz) - CN/EJCEch:)

- eé'c.
=
= 2[':.3: =~ Sapvil<a
definicidn del
— se tiene
= Q. Sin

De la observacion que sigue a la
polinemico Qo0 en la seccidn 3.3 - expresicdcn C(3.3.19)
que < > 0, en consecuencia w, = O. si ¥y sdlo si 6:
embargo.de (3. 3. 390 se tiene que pl < =0 ] = O con

- E ] =
e = S Sava / <z -
Por lo tanto, 63 - O con probabilidad uno Yy como

consecuencia. la ecuacidn
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o nC p | X O
- o Ca. 3. 200

o p

*s equivalente a una ecuacidn de grado exactamente tres. Puesto
que 9Yn polinomio de gradoe tres sdlo puecde tener © bien una raiz
real © bien sus tres raices reales v dado que nC o | ¥ J es propia
Y £ toma valores en toda la recta real. se sigue la siguiente

Proposicidn 2. lLa densidad final marginal de referencta
. o | ¥ O ttene a lo mas dos modas. Es unimodal st la ecuacidon
T4.2.200 tiene wunc unica raitzx real y es dbimodal st C4.3.200 tiene

tres ratces reales.

En los siguientes capitulos. lozs resultados obtenidos
enn este trabajo se ilustrardn con conjuntos de datos generados
utilizando al JUNOS CaAZOS parti culares y bien conocidos ' del modelo
general descrito en C1.1.12 y C1.1.3).




CAPITULO $. EL MODELO DE COCIENTE DE PENDIENTES

S. 1 EX mswdelo.

En este capitulo se considerari la siguiente estructura,
qQuUe e MUy comun en ol andlisis de ensayos biocldgicos. Suponga que
S® realirza un experimento en el que p dosis { X“. ceee X" } de
un primer estimuleo y q dosis { Xopge ---» x“ } de un segundo
estimulo se ensayan n veces de manera que se obtiene un conjunto
Y ajk ¢
de observaciones condicionalmente independientes, con distribucidn
Normal y varianza comuan o tales que

i=te. . .. P : k=.. « .. N s Y .. . .. q : k=g.. ... n }

E(Y-jk) = + N2 X.j s i=t.. . .p: k=2.. ..n

C€S.1.1D
E(Y,jk) = o + pof? x.j s i®t.. . .q; k®i.. ..n
Ast . Y representa la k-ésima medicidn de la variable

tik
de respuesta Y asociada a la aplicacidn de Xi_j s la Jj-ésima dosis

del i-eéesimo estimulo.

Si las dosis x‘ del primer estimulo y x: del segundo
- estimulo son eguivalentes, esto es =i las correspondientes
respuestas esperadas son iguales [E( Y‘ )} = E( Y: )1. entonces su
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Fetencia relativa se define simplemente como el cociente x‘ - x..
Uetlizando la estructura a €5.1.10 es inmediato que

X, - X, =, -p .

- p. .

Ezte wvalor existe si N es distinto de cero Yy es
independiente de la particular pareja de dosis equivalentes como
consecuencia de la ordenada comun en (J.1.1). Esta caracteristica
estructural del modelo aparece al adoptar la llamada condicidcn de
simitlartdad CFinney 195278, seccidn 3.30 para los estimulos y
conduce, como sSe ha descrito. a la situacidn en que @l problema de
establecer la potencia relativa se convierte en e! problema de
estimar el cociente de pendientes en un conjunto de dos modelos de
regresicn lineal simple con ordenada comun. Esta estructura se
conocce en la literatura. por motivo obvios., con el nombre de
eonsaye de cociente de pendientes CBliss 1970, Armitage 1977) y
Produce, para un conjunto de dateos D, la funcidn de verosimilitud

P »
LtCpe. @ 3, o | DD & o NP Vel E E(Y,., — ou-— %  )*
. ik E §3
i=a k=a
a - 2 =
+ £ E(Y,, - -, X" / (207)}
i=s k=38
c..CHB. 1.3
2 El modelo que describe ol eonsayo de cociente de
& Pendientes os un cCaAso particul ar del model o C1.1.1D. Basta

F establecer las siguientes relaciones
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ase T X X‘. o 1
Yss: 1 s o
¥ = spn X = 1 xtp °
Y.-‘ 1 ° E T
mam 1 i =a
[ T2an | [ ? ©  *aa |

«..CB. 1. 4D
* Esto es. el vector Y € a RY., N = ncp+q? > se cobtiene de
ordenar lexicograficamente las respuestas observadas y la matriz X
CNx3) tiene la primer columna con todas Sus entracas iguales a
uno. la segunda columna con la ultimas nNng entradas iguales a cero
¥ las primeras np agrupadas en p bloques de tamafio n de manera que
todas las entracas del Jj-ésimo bloque son iguales a x“ s por =su
parte., la tercera columna de X tiene las np primeras entradas
iguales a cero ¥y las restantes ng agrupadas en q bloques de tamafio
N de forma que todas las entradas del J—‘iimc bloque sSon iguales a
X .. Si se definen

a5
a o o
o = ) A, - o A, = 1 CS.1.4>
er 1 o

*s claro que
2
Y ~ NC xg, o1 >

Y ademis
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o = AN -

Ahora bien, para pasar al modelo reparametrizado C4.3.10

®S NE@CeSaArie construir la maeriz L tal que
L™ = C A, Ao A_D

zeoa de rango completo. En este caso.
<°n e el 1 -@ésimo vector candnico en.R",

A, = @, Do esta forma,

~a
es natural la selecciddn

Puesto qu.v)_.‘ - e ¥ A = o,

o o 1
L = o 1 o
1 ‘o0 o
¥y entonces
L™ = o

de donde se sSigue que si Z = X l.-‘. entonces

. -

1 x o
.48
1 [a)
41
. . . o O 1
z = 1 Xep ° o 1 o
1 d zs 2 o o
1 o * S
] 1 o xzq-




Ezsto es.,

TE DE P TES
o .a T ]
(=} ss 1
- [ 1
X, . o 1
x.‘ [~ 1
L x" o 1 i
en terminos de columnas, Z = C z., ZE_, Zg I
t
Z, = C 0. Oc...v O X, o Xpenneo X 00D
t .
Z, = € X o X geev-o X . 0. Ou.... O
E I U R R e 1. 14 1e...-0 2 D

En forma analoga se tiene que si = L 8. entonces

[,
e = n,
-n’
[ o o 1 -
- o 1 o n
| 2 o o er
[ oY
= e
LG

con

120
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Y se obtiene el modelo reparametrizado
Y ~ NC 2Z3. oL >

Y ia reexpresicn de el pardimetro de interées o = f" rd ﬂ. .

S.2 La distribucidn final de referencia para po.

Ahora, utilizando la expresidn C4.3.9 para la densidad
final marginal de referencia para ©o y la expresicon C4.3.110 para
HC ) se tiene gque

rC o | ¥ > o (QCEd) fHCpd JTNF

v

- [QCEd 1 ' ICe ~ Qe ®

- (ece17MS] - (S, * P S, F -~ e

-..C€C8. 2.2

on donde

s =yt cx - P> ¥
t

Sy, = =, €I - P> ¥
v

Spya = Za €I - P> Y

PP
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t X

e, =2 =z, <x - P> =z
1 t

Ce = E, [P 3 P> z,

en €3.3.13>, por

Yy la matriz <I - PO definida. como

- - (% -2t
I P =X z, (2,2 )y'2

-1 -z (z,z,) "'z

=X -z (N)'z!
‘Q.
=X - (z,z)) - N

=X - M-~ N

con M la matriz CNxND) cuyas entradas son todas iguales a L.

M -~ N ex la matriz que

canto. I -
de residuocs

correspondiente vector
De esta forma.

' entradas.
s: =K :j 2 >4 Yim — ¥)*
Spve "L L (Y, - ¥) X, ‘
Seva " E 5 (Y, - Y) X,

con ¥ = (E E K Y, )~ N. Ademas,

= nE x, - n® (E x, )% -~ N

< N
E 3

= - 2 (nToN)(E) X )E; X,

=

14

122

Pbr lo

transforma cada vector en el
respectc a la media de las

MBS ERATR

N L
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2 =z
cyg = N :‘_ X — n (tj X) - N

con lo cual. a partir de los datos originales es posible calcular

el nucleo de la densidad nC o | ¥ D.

S.3 Ejemplos numdricos.

ftlustrar los resultados que se

Con el propoésito de
nC 2 | Y O ha

puesden obtener con la densidad final de referencia.
Sido calculada para tres distintos conjuntos de datos y comparada

mixima verosimilitud de o y la regicén de

con el estimador de
El primer

confianza que sSe obtiene via el Tecrema de Fieller.
procede de un ensayo reportado

—onjunto consta de datos reales.
pagina

inictalmente por Wood C19584) y analizado por Finney <1976,
1810 y se exhibe en la Tabla 1.

TABLA 1.
Dateos de Wood < n = £, o = 3. @ = 2 O
Estimuto E Y 2
Domis .o o.s 2.0 o.s 1.0
E oP? L2 3 [ -] a2
Y J so0 Lce [ 1] ize
<0 103 199 s az2
e ore 19 az sz2

Para este conjunto de datos, el estimador de miaxima

verosimilitud de o obtenido por Finney es r - 0.6847 y el

tntervalo del 952 de confiranza para o resulta (0.654854. 0.7235). Es

=laro de la Figura 1 que la final nt p | ¥ 2 ex= consistente con

esctos resul tados. De hecho., la udnica meda de esta densidad se
localiza en p = 0. 6846 y la probadbilided que esta densidad asigna




COCIENTE DE PENDIENTES 124

al intervalo (0O.6464. O.7235) es ©O.9606.

23 p

28

e

..55 .8 .83 «? « 7?3 -8

FIGURA 1. Final de resferencia n<p | ¥ O para los datos de Wood.

Loz sigutentes dos ejemplos han sido obtenidos mediante
simulacidn utilizando el modelo C(3.1.1D>. El segundo conjunto, qQque
se muestra en la Tabla 2, es un ejemplo de lo que podria llamarse

un experimento “razonable®™ en el senti do de que ambos estimulos

tienen un efecto apreciable en la respuesta.

TABLA 2.
Datos simulados ¢(n = 3, p =g = 4, aa = O, ? = 20, £ = 20. o = (D
Estimuloe Py 2z
posis o.3 1.3 z. s a. s 1.0 z.0 s.0 4.0
T. THE 1O, 47O 25. pes 33, 770 z1. SOt 3p. e c0. 333 @1. 891
». cos 13. c23 Ze. me? »7. ose 21. 908 €O. OO 7. 723 00 . BT

5. SO® 14. 3O4 5. 228 9. 831 24. O4? 238. 330 BO. 430 ®1. 449
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En la Figura 2 =s=e exhibe 1la parb§ perincigal de
nCe | ¥ O en donde se puede observar una moda en o = 2Z.009 — muy
cerca del verdadero valor o = 2 — . La masa de probabilidad ests

=laramente acumulada alrededor de este punto puesto que se puede
verificar Que nn( 1.91 < £ < S2.09 | ¥ )} = 0.954 y i se ha indicado
Jque esta es la parte principal de la densidad final es porqQue
oexiste otra moda, localizada en o = —14.721. Sin embargo. debido a
que n1(p < O | ¥ O < 10-“" esta segunda moda puede ser ignorada sin
consecuencias practicas.

18 ¢
st i
[ 3

2}

s}

s

4 b

3§

2 ¢

1 B

Q. ) z 2.1 z.2

FIGURA 2. Final de referenctia nip | ¥ O datos de la Tabla 2.

En este casc nuevamente los resultados no difieren
mayormente de los que se obtienen con el enfoque frecuentista. De
hecho, el valor estimado por mavima verosimilitud es r = 2.01! ¥
el tntervalo del 957% de confianza esta dado por <C1.926, 2. 104>.

Finalmente, la Tabla 2 exhibe otro conjunto de datos




COCIENTE DE PENDIENTES 1208

simul ados. Estos datos fueron generados utilizando valores de los

Parimetros que conducen a una situacidn mis extrema
infermacidn provista por
analiza con los

en donde 1la
@l experimento podria sugerir.,. =i

se
procedimientos frecuentistas

usuales. que el
primer estimulo ne tiene un efecto apreciable en la respuesta.

TABLA 3.
Datos stmulados <n = 3, p = g = 4, a= 2, = 0.3, o = t, o= 1D

Estimulo £y =
Dosis c. 3 2.3 2.3 2.9 4.0 2.0 2.0 .. O
R. HAS 2. OO 2. SO . 308 2. 700 B, 784 .. SLO -. 330
1. Pec 8. 22 ©C.980 & 3. 830 2. O1C S. 7 7. 246
2. 8O3 8. GO 2. 38 2. 200 8. O2e a4, oS . OO . BOP

La final de referencia nC o | ¥ 2 describe. como se muestra en la
.32 ¢
.20 }
.24 F
.2 F
.16 |
.12 +
.98

.0e

- ———f\;] P
a—25 -20 -195 -1 -S - S

18 1S 28 25

FIGURA 3. Final dJde referencia n<e | ¥ O datos de la Tadbla 3.
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Figura 3. lo que se puede afirmar sSobre el parimetro de interes.
Por ejemplo. se puede verificar que € Pl <1 | ¥ O es menor que
D.005 de manera que || < 1 es a postertorti, un svento muy poco
probable.

Por otra parte. nC o > O | ¥ O = 0.875 por l1lo que existe
un apreciable grado de certeza respecto al signo del cociente. Mas
aun, nC 1 < p 24 | ¥ D = O0.550 y nC 1l < pp<Q | YD = 0.770 de
donde sSe sigue que la densidad final de referencia es claramente
informativa y compatible con el verdadero valor del ParimeLro
o = 0-2. Si se aplican los " procedimientos frecuentistas a este
=onjunto de datos se tiene que el valor del estimador por maxima
vercsimilitud estid dado por r = 3 622 que podria considerarse una
estimacidn razonable. Sin embargo. la regicn de confianzra de nivel
9B que se cobtiene utilizando el Teorema de Fieller esta dada por
C —wm, —2.068 2 U C 2.530, ® D. Los inconvenientes de una regicn de
eoste tipo ya han sido comentados on la seccion 2.4 ¥y una
observacidn relevante se puede encontrar on Finney <C1952-76.
pPagina 82D.

Un eximen mis detallado de la densidad bimodal b4
estrictamente positiva nC p | ¥ O revela Que si p &« C0.783, 0.997D
la ccrrespond.t.en'.e regidn de mixima densidad de tamafic P Crmd—-pd
consta de la unidn de dos intervalos ajeneos y finites. Si p es
menor que 0.7832 o mayor que 0.987, la rmd—p respectiva esti dada
pPeor un unico intervalo fintto Cp < 1D.

ot i




CAPITULO 6. EL MODELO DE LINEAS PARALELAS

S.1 El msodelo.

En forma similar al tratamiento que S® did en el

capitule § al modelo de cociente de pendientes.,

on '.st,. capitulo
@ particularizara en

ot._ra estructura que muy comunmente e
atiliza para describir los resul tados de

cierto tipo de
bl censavos,

£n esta occasion suponga que Se realiza un experimento
por medic del cual una —oleccion de P dosis.

estrictanente
pesi1tivas., 4 X

aa® " ° x‘p } de un primer estimulo y q dosis,.

tambien estrictamente positt v@s. 4 x“. PP )(’q } de .yn . segundo
eTLimuls Se ensavan N veces de manera quUe Se obtiene un conjunto
4 Yo ¢ =t.. ... p B k=t.. ... N R SR . ... 1 : k=2.. ... n }

de observacicnes condicicnalmente independientes.,

con distribucion
Normal Y varianza comun oz tales qQue

Eq( Yu‘k) =a, * 3 log(X“) P i=t.. . .p:7 k=2....m
i Cs.1.1D
E(Yz;‘k) = o, * IEd log(x:j) s 0T, . .q; k=t .o
En este modelo Y”k represcenta. comc en €s\s.1.1D, la

k—e=ima medicidn de 1a variable de respuesta Y ascociada a2 la
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aplicacidn de x'u‘ e la j—esima dosis del {-ésimo estimulo. Si de
nuevoe las dosis x‘ del primer estimulo y xa del segundo estimuloe
ron eguivalentes en el sentido de que las respuestas esperadas
sorrespondientes scn iguales [E( Y.) = E£{( Y’)j . ®ntonces el cociente
J(‘ - x. qQue define la potencia relativa puede :abtcnor RN CoOomo Sigue

E(Y,) = =, + 7 log(X,)
E(Y,) = a, + 7 1eg(X,)

de donde. si /3 = O, se Liene
log(Xx, 3 = (E(Y,) -} /7
log(X, ) = (E(Y,) -3 /1

Puesto que E(Y‘) - E:(Y:]. e =Tigue que sSi sSe ‘d.rin. la magnitud

w = log(X, 7~ X_). en-onces
2 2
v = log(X, ) — log(X,)
- (c«3 - ) 7 3 ) cS.1.20

Y finatmente o = explyw). De esta manera. la potencia relativa es
una funcidn uno—a-uno de YW qUe a SU vVer es un pardametro de la
forma que sSe trata en esta tesis. Mas aun., w existe si ? es
distinto de cero ¥y resulta independiente de la particular pareja
Hde dAo=sis equivalentes como concecuencia de la pendiente comun en
LB.1.1D0. Este mocdelo. conocido ccfno de lineas garalelas. es de uso
muy frecuente ¥y se encuentra documentado por ejemplo en el libro
de Finney C195S2-78). Dada la relacisn entre los parametros gy y o.
es posible aprovechar las propiedades d= las distribuciones de
referencia “Bernardo. 19792 para obtener la final de referencia

H
i
H
:
|
|
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Para o a partir de la correspondiente final de referencia para w
aplicando el cambio de variable respectivo. De esta forma, en lo
Jte> resSta S reepresara el modelo (8.1.1) como sigue
E(Y.jkj = o + N7 U“i s i=t.. ..p;: k=t....n
<S.1.3>
ECY

'jk) - <+ 3 (U.j +~ w) 3 j=t.. ..q: k=f....n

on donde '..'i_j - lcg(xu) de manera que para un conjunto de datos D
e <btiene la siguiente funcidn de verosimilitud

LCyw., o 3, o | DD x o MP Vexp{—{ E ;:(v a - nu )*
v : " - j=2 k=s Lk ‘j)
I & o 2 P
< E EY,- (o) - U7 /@0ty
j=s k=1

«..C3.1.4D

Este modelo es también un caso particular del modelo
21.1.1>. CTomo en el capitulo S, basta con identificar -l vector Y,
la matriz X y @l vector €.

. ;
( !.“ ( 1 4 U“
{I‘z 1 i Ul‘
Y = spn X = T o Y, . cs.1.%>
Y:“ L 1 x4
242 1 1 - X9
[ ¥zan | |+ Vo]
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Nuevamente ¥ C = R"; N = nCp+qd J e= el vector que se
aobtiene al di sponer on orden lexicograrico las obser vaciones
producidas por el experimento mientras qQue la matriz X CNx3D tiene
gna primer columna tal que todas sSus entradas son iguales a uno.
i1a segunda columna tiene sus primeras np entradas iguales a cero
con las ultimas ng entradas iguales a uno; finalmente, la tercera
=olumna tiene Sus entradas agrupadas en p+q dloques de tamafio n de
manera qQue todas fas entradas del j-ésimo bloque son iguales a U‘
L J) @ { pes.. ... pea J.

]
24 4 @ { s.... p } Y smon iguales a u,

Si adenmis se definen

- [B] w-[E] n-[B] e

zTe tiene entonces que

i

Y ~ NC Xo. oI >

Yy ademas

t

-
w E~

e - ale

2
Exactamente igual que en -.I.. caso del cocliente de

Ppendientes, Para obtener el modelo reparametrizado <4.3.1D -
necesario construir la matriz de rango completo L tal que

Puesto que A, . Y A, = e,., CONn g ol i-ESimO Vector candnico en

(| 2 A = @ resulta la eleccidn natural de forma que

] bt §
o 1 o
L o= o o 1 N
1 [a] (=] .

t -

L RN
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Y entonces

L™* =

»
» 0
oow

de donde si Z2 = X L™, se obtiene

1 o u .
44
1 u,,
- . 0o o 1
z = * o u_ 1 o o
1 1 Yae o 1 o
T 2 u,,
| 2 Yia |
[ e 1} ‘]
°o u_. 1
- to u, 1
1]
1 T}
1 v, 1
| 2 Ve 1 |

Ezto es., la matriz Z se puede erxpresar. en téeérminos de
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vectores columnazs como Z = C X . T, T > con
(8

=, =€ 0. Or.itittrees O le Toiniaienan 2D

Za =T U Y eeete YU UL Y. U >

A

e ™ C 1. ...t el 2l cese 1 D,

=

En forma andloga se tiene que =i 7 = L €, entonces

932 » 00 .buh;ﬂ

G-

a
[ d
”

o+r0

e Q Q »

de donde se obtiene el modelo reparametrizado
z
Y -~ NC 23. oI >
Y la reexpresidcn de el parimetro yw

w-ﬂ‘/ﬁa-
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3.2 La distribucidn final de referencia para w.

Nuevamente recurriendo a la expresidn C4.3.9) para 1la
densidad final margtinal de referencia para el cociente ¥ la
ceorrespondiente expresion C4.3.110 para HCy) se tiene que

"G w | ¥ D e [(QCwII [HCyd )TN
= (Qcw> 1 M Icyd ~ acwd T
-1 2 2 ~N~Z
= [(2x»2] (5, ‘Ssva v ssvs’ < Qcwd )
«..COB.2.1D
eon donde -

sZ = yt'cx - P> ¥

s, - 2zt cx - P> Y

EYL bt -

t
Soye = Z <X P> Y
Y ademas QUy) = c’wz R < v + c, <ON

=, = 2z cx P> =t
. “a £ =

t Lt

s, =2z T - PO =,
= tcx P *
o T E; ~ S Zz

i
; La matriz CI —- PO por su parte, =Te define com> en (3.3.13
I -pP=1I -2z (Zz )tz
2(Z;2Z,) 2




Puesto que =
I -PpP
con M la matriz=

Lanto se sigue,

2
s\’
szvn

s’\’:
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=1 -z (z.z,) 'z,
= -z (N)'zl -
=1 - (zEl) - N ces.z. 2>

< 1, T.....2, 1, 1...., 1 2. s® tiene que

= £ - M -~ N ce. 2.3

CN:zND cuyvas entradas son todas iguales a 1.

Por 1lo
como en la seccicn 3. 2.

que
=R E LR (Y, -¥F
=5 B (Y, - ¥

= E :j £ Yom ~ ¥) U

con ¥ = (5 E 5 Y,) 7 N . Ademis,

-
“a

ng — N (ng - N)z

ng — nzqz 7 N
ng { 1 - ng - ncp+qd )
ng {1 —q ~ Cp+q> ]

cnpgy s Cpeq)

2n E, Y,; — 2an (nU..3) M
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=an { L, U, - qU. .}
=2nq { U,. ~0.. }
=2ng (P ~ Cp+)}{ T,. - T,. }

= (2npq ~ Ccp+q>) { U,. - G,. }

—Oon
O, = (Euy,)-p
J,- ~ (EY,,)~-a
J.. = (pU,. +a0,.) - (p + qJ

Finalmente.
rd 2 ] =
S = n {E (U, - U..)" + E (U, - U.) }
= n EF;, (Y, - a. . )=

Asi. a partir <de los dataoas criglnalmen(.e producido=s por
el experimento, es posible calculiar el nucleoc de la densidad rinal i

nC w | ¥ O.
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5.3 La distribucidn final de referencia para go.

La densidad nC yw | ¥ D tiene todas las propiedades que

on general se discutieron en la seccion 4.3, En particular,. es

propia y tiene a lo mis dos modas. Si se requiere la densidad

final de referencia para o, esta se pueds obtener mediante el

apropiado cambio de variable. Puesto que v = log(e). Se tiene que

nC 2 1 YD = p%Cc o1 X D

x pltaced ) (HC D 1TNE

bt 3 z - t 4
= [Faclog 22 17 MST - (S, * Spylo9ce )1 aClog o 7

.

...CB. 3,12

Las caracteristicas que posew nC o | ¥ O k1 J puedcen
deri-vrar de las correspondientes de nc u: 1Y D. Es clarco Qque
nC o | ¥ O estid bien definida para todo o @ R, es propia y en

TUANtO a Sus modas se tiene que en virtud de que

nC P I YD = p *nc yweed | ¥ D

entonces
(-4 : - -2 _—10
opn(pl!)- pn(v(p)l!)*prnCw(p)|!D
= — p72nc ycod | ¥ > «p"-g—wnc wiyYo>
_ -2 -4
—p[Wqu’!)—nCw(pDIYD]

L..0B8. 2.2
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Por lo tanto, 1os valores criticos de nC o | ¥ I son los
PUNtOoS que sSatisfacen la relacion

p"(:—w nC w1 Y2 - nC yCpd | X D] = O ce.3.3>

pero dado que 2 = exp(y) > O se sigue que (S, 3. 30 es equivalente a
S Mt w 1YL D - nc wed 1Y) =0 co.3. 4>
Mas aun, debi do a que la densidact nC w{ X O -s

estrictamente poesitiva para todo valor de w « B,

CS. 2.40 se puede
transformar en

[%;ncwgg:.]/ncw|g>—1-o

o equivalentemente

& (logCr w | ¥ D1

= 1. <Ca.3.5D>
o v

Ahora bien. recurriendo a la expresicn <4.3.13) se tiene

que
. & [loglnC w | Y D1 QT Cyd JrCwd
= (N2 = 12 —— — (N2) ———
o v QCy> JCyDd
...CB. 3.8

on donde tanto QUyw) comeo JC») son polinomios de grado dos
consecusncia. la relacion

aen yw. En

(N2 - 1> g' (N/a)%- = 1

qJuie Se puede rrfe~prasar como
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QS — (N2 = 1D JQ° + (M-2) Q" = O CB. 3.7
e salisface para todo valor

de yw que sea raiz del polinomto grado
exac tamente cuaxtro

SCyD = QUuDJICyd = (N2 — 12 JCyd Q'Cyd + (N-2) QCwdI "Cyd

Puesto que o es una transformacidn uno—a-uno de ¥.

se
=igue que los

valores criticos de nC o | ¥ 2 se pueden obtener
aplicande la transformacicn & = expCy) a cada una de las raices de
[ el T Por otra parte y dado que GOy
cuatro. Se concluye que nd
puUntos criticos,

®os un polinomio de grado
21 YD tiene cero, dos o bien cuatro

Ahora bien en virtud de que por consitruccidn del
modeloc todas las dosis son positivas,

-
Lomar valores en @ Y en

densidad < o | ¥ O

®l parametro o s=olo puede
consecuencia  puede ocurrir Qque Lla
ne tenga moda alguna. tenga exactamente una
moda o gque tenga dos modas. En cualquier caso es, a l1lo mas.
bimodal . Varicos ejemplceos que ilustran algunas de estas
posibilidades se incluyen en la siguiente seccidn.

6.4 Ejemplos numdricos.

€l primer ejemplo que Se presenta en esta seccidn.
en la seccicn S.3. consta de datos reales.
conjunte de datos

como
Particularmente este

esta referido a un ensayc de vitamina B812 que

=>riginalmente fuer reportado [=1=1ad Emer y 13 al. C19S1O v que

Fror Finney 195278, pagina 105D,
e exhiben en la Tabla 1.
Farametro de log-potencia w.

posteriormente ha sido analizado

Loz datos concretos En teérminos del

s9o puesede comprobar directamente que
=l estimador de maxima verosimilitud esta dado por £ = -—2.5408

mientras gue ol tntervale de confizcnza al 9OS% para yw resulta
L—-1.6835, —1.39:50.




LEINEAS PARALEKLAN 140

TABLA 1.
Dateos Jde Emery et al. ¢ n =&, p = 3, g = 2 O

Estimutc E 3 2

Dosis o. e 2.2 L. ® - < >
o. o L. 00 1.27 ©.o1 1. 09 3.1
Q.o 1. 07 1. 126 o. 9o 1. 06 1.2
0. 92 o. PP 5. e o.ve o.9? 1. 2@
©. 7 o. 8 2. 13 : ©. PpS 1. 05 1. ta
2. 08 1. o 1.8 o. s 1. Oe s. 20
o. 98 1. 02 1. 13 1. 02 1. 02 2.133

Por otra parte, si se Talcula la densidad final marginal de
encia nC yw | ¥ 2 cuya grafica se muestra en la Figura 1. se
Ltiene que esta densidad tiene una unica moda localizada en ol

& r

-] a2 L
-1.9 -1.? -1.6 -1.5 —-1.4 -1.3

FIGURA 1. Final dJde referencia nd yw | ¥ 2 para los doteos de Emery.
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vvalor w - -2 .542 y 1a prodadi lidad azsignada al intervalo
T=2.68235, —1.39150 es5 0.956. En conclusidn, hay consistencia entre
los resultados frecuentistas Yy bayesianos en este caso. Si s=e
-pr etende obtener inferencias directamente sobre la potencia
relativa po. entonces desde la perspectiva frecuentista y dado que
o = evplyd. ‘el correspondiente estimador de mixima verosimilitud
puede calcularse a partir de 2 b4 resulta r = 0.214 con un
tntervalo Jde confianza al 95 para o de C0.188, 0.249> tal como
reporta Finney. Por su parte. la densidad final nC o | ¥ O 2
unimodal con moda en o = O0.213 y por sSupuesto, tambidén asigna al
intervalo <C0.196, O0.244> una prebadbillidad de 0O.955. La parte mas
importante de esta densidad se exhibe en la Figura 2 y claramente
os consistente con los resul tados frecuentistas.

20
24 }
20
16 |
12 |
8 r

4 =

[~ ] s N

A -
- 1S .10 .21 .24 .22 -3

FIGURA 2. FfFinal de referencia < p | ¥ O pora los datos de Emery.

Si bien es cierto que la probabilidad nC p ¢ .09 | ¥ D

es, para todos efectos practicos. igual a ceoro resulta interesante
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apuntar que nC o | ¥ O tiene otro punto critico - cf. discusidn al

final 4de la seccidn €.3 — . Este punto critico, un minimo local
Prara ser mis preci=os, E X ) localiza on -4 = ©.0132 e ol
compeortamiento cuclitativeo de nC o | ¥ O on ese entorno se

muestra en la Figura 3. Debe insistirse en que como consecuencia

de que nC w | ¥ O es propia. se sigue que nC o | ¥ O es propia
cambien aun cuando .l.tm’ on( el ¥ DO = o.

-

e . P P "
a .81 .82 -@3 . . 34 .85
FIGURA 3. La densidad nCe | Y D en un entorneo de su minime Llocal

Cdatos de Emeryl.

El segundo ejemplo que se incluye en esta seccidn ha
sido producido mediante simulacidn del medelo (68.1.3) y los
correspondientes se muestran en la Tabla 2.

datos

En este caso y puesto
quUe o = I, sSe tiene que y = logC3d = 2, 099.

frecuentista y en relacion a vy,

Desde la perspectiva

se tiene que la estimacidn de
maxima verosimilitud resulta = 1.222 =zon un

confgranza al 935M para yw de TO.967, 1.288D0.

tntervalo ge
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TABLA 2.
Dotos stmulades ¢ n = 85, p= g = 4, & = 2, ? =5, p =3 o= (>
Estimulo E 2
Dcsis s z . [ ] Y 2 . ]
©. eve s. o8s ©. 602 2. @7 7. Dot 40. 3PP 18, 282 1. 7?08
2. sez S. 891 10. 850 1Z2. O3 10. a8 ®. 720 18. 202 10. so®
1. 225 4. 003 e. 99 18, 730 7. 600 20. pez 19. @33 17. 200
2.372 s. 270 ©. Oz 10, Sos . 977 20. 843 13. oss 18. 910
3. OGO 5. 108 >. Oss 13. 140 . 376 20, 92 216. 9D 27. P29

Por otra parte.
cuya grafica se exhibe

en la Figura 4,

la densidad final de referencia nC wl Y O
o unimodal con moda en

w = 1.227 y la masa de probabtilidad claramente se acumula en torno

a ese “ralor; en particular nc'o. 967 < p < 1.298 | X > = O0.947 de
S r
4
.|
2 ¢
s
e e . P A N
-8 -9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

FIGSURA 4.

Final de referencia nC w | ¥ 2 dates Tadla 2.
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manera Que nuevvamente® los resultados de ambos enfoques resultan
coincidentes. potencia pe.

se tiene gque el

maxima verosimilitud esti dado por r = 3. 069
con un tntervalo e

En 1o que se refiere al parametro de
aplicando la transformacidn mondtona o = explyd.
valor estimado por

confranza al 98 de <2.839, 3I.6260. La
zorrespondiente densidad final para o se exhibe en la Figura S y
natuyralmente. eos Lambien compatible

con los resul tados
frecuentistas.

-6 F

3 Fr

. A
3 3.2 3
Fincl de referencia nd

%.2 2.4 2.6 2.9
FIGURA 5.

S —
4 3.6 3.0 4
el Y D dates Tabla 2.

En particular, es unimodal con moda en p = 3.040 vy la
masa de probabilidad acumulada alrededor de ese punto.

El otro
valer

critico de esta densidad se localiza en p = 0.139 y el
comportamiento de la curva en un entorno de ese punto es similar

al que Sse reporte en el ejemplo 1.,
ta probabilidad 1€ &2 < 0.2 | X D

~

como se muestra en la Figura .
-8
s menor Qque 10

de manera dgque
densi dad puede

ignorarse sin

oste LrozZo de ia

mayor es
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consecuencias pricticas.

' A A . A

-] .25 .1 - 193 .2

FIGURA . Lo Jdenstdad nCp | ¥ O en un entorne de su mintme local
Cadatos cde la Tabla 25.

[ 4§ siguiente ejemplo tambien ha sido producido via
Tsimulacién utilizando la estructura <a.1.3D. Presenta una
sicuacidn en la que el ralor del coci ente g quUe se discute en la
Tseccidn 2.4 @S cercano a unco - de hecho. g = 0. 871 — de manera que
PUede esSperarse un resultado pobre de la regidn de confianza
correspondiente. Los datos se presentan en la Tabla 3 y en
Lerminoes de ¥ S tiene que -l valor estimado por mac<ci ma
verosimilitud resulta £ = 0,420 con un tntervalo Jde confianza de
nivel 9S% dado por <¢-0.358, 11.0110 cuando el verdadere valor del

parametro es logifSd = 2 609, Desde la perspectiva bayesiana. sSe
obtione la densidad final de referencia nd y | ¥ ) que se muestra
en ta Figura 7. Esta densidad es unimodal con moda en yw = O. 781 3

asigna al intervalo <-0.358, 11.011> wu.a probabilidad de 0.96.
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TABLA 3. [
Daetos simulades Cn = 5, p = g = 4, oo = 2, 3

14

- 0.6, p=5, o= §g>

Estimulc E 2
Posis 3 2 = . o.3 1.3 2.3 8.3
1. O®s 2. 200 1. 132 2. o8z ©. 210 2. zae 1. 632 ». 35e
. s, ams 2. 072 o. 13 s. 103 2. e72 =. 22 z. S8 2. O0Se
2. Scs 8. 104e ©. aso 2. 85e 2. owo 1.008 _ B.922 2. 310
L. 64 o. 872 z. o030 ». 5SS 1. 2e8 =. 72 ©. a3 Z. a7z
©. e%c 1. 749 2. 180 8. SO 2. aB® =. 280 ». 97e o. 7e3
Tambien E Y puede compr obar que por ejemplo,
) RC—L.5 <« w < 4| Y D = 0.95¢ b nC—2 < w< 3 | YD = 0.925 de

o manera que se obtiene informacion mucho
propeorciconada por el enfoque frecuentista.

.S!-

mas precisa que 1la

-p
Np
w

e
-3 -2 -1 -]

FIGURA 7. final Jde referenciz nrd ywy | ¥ 2

datos Tablae 3.

[——
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Si por otra parte, las inferencias z=e Plantean
directamente en términos de la potencia . la situacion es la
siguiente. La eostimacidn por maxima verosimilitud b4 -l

correspondiente tntervalo de confianza al nivel 99 se obtienen
wvia la transformacidn respectiva Y resultan r = 2. 831 v
TO, 569, S0O0512. 452D, Mediante el enfoque bayesianco se cbtiene la
densidad final de referencia nC o | ¥ 2 cuya grifica se muestra en
la Figura 8.

Nuevamente. la densidad es unimodal con moda eon
P = 1.712 ¥ con un minimo local en o = 0.25!. Es de notar que en
este caso la contribucidn, en términcs de masa de probabilidad,.
del entornc del minimo local no es despreciable. En cualquier
forma, sSe tiene que nrCO.S69 < P < 60514.451 | ¥ D = O.96 como es
natural. Pero mas ain, se puede verificar Qque , por ejemplo,

nNCO.251 < p < 4.43 | X > = O.718,
nNCO < p < 4. 43 | X D = O.756.
nCoO < p <& | X D> = 0.830.

nco < p < tO0 t ¥ > = 0.90,

nCo.388 < p < 20.086 | ¥ D = 0.925

b

nCQ. 223 <« £ < 54.5298 | ¥ D = 0. 964
de manera Qque. a pesar de la mayor incertidumbre quer ex<xistie
respecto al parametro de interes, claramente n. ot ¥ O

properciona informacion mucho mids precisa que la que se puade

i
]

4

N i a3
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obtener con la regidn de confianza de Fieller, especialmente en
cerminos de la longitud de los intervalos.

o —r a 4 ry

A A a . s Py
] 3 2 3 L} S [ ] ? | ] 9 10

FIGURPA 8. Final de referencta nd & | ¥ 2 datos Tabla 3.

Esta seccidn concluye con un ejemplo mas ., también
optenido mediante simulacidn del modelo C8.1.3). Este es un caso
avn mas extremo que el anterior en el que la region de confianza
e Fieller es absolutamente irrelevante para efectos de inferenctita
pPuesto QuUe coincide con toda la recta real. Las condiciones bajo
las que aparece este fencmenoe fueron discutidas en la seccidcn 2. 4.
Los datos correspondientes se exhikben en 1a Tabla 4.

Por lo que respecta a la log-potencia ywy., que tiene un
valor de (.609. los resultados frecuentistas son los siguientes:
El wvalor estimado por maxima verosimilitud es -0.956 y la regicon
2o conftanzce al 98% para y coincide con tode la recte real. $Si ose

calcula la densidad final de referencis nd » | ¥ O se ot L ene 1 a
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TABLA 4. .
Datos stmulades <n = 5, p = g =4, a = 2, A = 0.8, p =5, o= 2>
Estimule 2 =
Dosis Y 2z - . 1 » s ?
2. o8 2. sas 8. 770 8. 260 ©. ez 2. 10 1. D61 8. Be®
2. 182 8. 3Pe 1.983 . oep 8. zZen 2. 75e z. 729 ». O4n
9. Soa s. sso 1. 28 2. o%e 8. s52 2. a29 9. o3 2. 306
z. s30 1. OPe z. oce 4. 140 2. 018 3. cos o. 950 2. soo
3. e300 2. esc 2. 748 z. 189 2. 203 2. s00 s. soz ©. 799

grafica que e muestra en la F'Lgura .

Como se aprecia ahi,., esta

denzidad es bimodal y sus modas se localizan en v, = -2.029 y en

v, = L.776 con un minimo local en yw =

.09
.00
. 9?7
.06
.85
.04
.83

0. 136.

—

-

Y

- —

-1S -12

FIGURA 9.

"
-]

Final de referen-ta nd yw |

3

—
S

12

Y O deotos Tabla 4.
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En wtérminos de probabilidad, a partir de esta densidad
e puede atirmar qQque.
nCO < w< 1O ' ¥ O = O.392,
nC w >0 | Y D = O.499.

nC—20 < w < 20 |

1<

> = 0.794.

nC—21% < w < 25 |

L3

> = o.862 °

nC—-3% <« w< 35 | ¥ O = 0.954.

Es clareo qv.;lc ezte e un caso en donde l1la evidencia
experimental proporciona una informacidn modesta sobre el valor
del pariametro w perco en cualqquier forma es tambidén claro que desde
®l punto de vista bayesiano la descripcidn de ese estado de

incertidumbre relativa no resulta indtil como ocurre con la regidn
de confianza de Fieller.

Cuando las inferencias Se realizan directamente con

respecto a la potencia p. Se tiene que @l valor del estimador de

maxci ma verosimilituad s r = 0.384 b natural mente, la

correspondiente regicn Jde confianza al 95 para p coincide

tambien. como en el caso de yw, con toda la recta real. Por otra

parte. la final de referencia para p se exhibe en la Figura 10.
Ezta densidad tiene algunas caracteristicas notables;

particularmente, ocurre que esta densidad no tiene puntos

criticeos., es estrictamente mondtona decreciente en el dominio

O, o> Yy en consecuencia no tiene moda alguna. AUun a pesar de esta

zaracteristica es claro que la masa de probabilidad se acumula
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e A i A A, e - —

a 1 2 3 4 S [ ] ? [ ] s 19 1 12 13 14 19
FIGURA 10. Final de referencta nC o | ¥ O datos Tadbla 4.

cerca derl origen y de heczho, 1a propiedad de monotonticidad
ocasicna que toda regicon de maxima densidad sea de l1la forma O, <2
Fara algun c > 0. En particular se tiene que. por ejemplo.

nCo - p

N

1 1 ¥ D> = o.50z.,

nCoO < p < 20 | ¥ O = O0.6=21.

nco < o < 20 | > = O0.73«4

([

nCoO < p <« 400 | ¥ D> = 0.936

de manera que e= posible establecer en términos de cuantitativos

i1a muy considerable incertidumbre que existe sobre ol pardimetra eo.




CAPITULO 7. CONSIDERACIONES FINALES

Los cascs particulares del medelo .C1.1.10 Qque =e han

utilizacdo en los capitules 89 y 6 para ilustrar alguneos de los

resultados que =e pueden oOobtener sSi se adopta la propuesta de

analisis que =Se presenta en esta tesis han sido seleccionados
muy comunes en el dominioco de los

debido a que son dos modelos
indico en la

*NSAYyosS biocldgicos; un Area que ., como Ya sSe
da crigen de manera natural al problema de estimar
eoxisten muchos otros

introduccidn,
un parametro del tipoeo cociente. Sin smbargo.

modelos, no necesariamente relacionados con aplicaciones
bioldgicas que pueden ser analizados utilizando los resul tados d._
problema de estimar el punto de

rectas no paralelas, que tiene

este trabajo. Por ejemplo. el

interseccidn de dos lineas
estudioco de modelos de regresion con puntos de

puede ser facilmente identificado como

relevancia en el
‘cambio CSmith y Cook 19803,
un caso particular de la estructura analizada.

En czwualguier casc, es conveniente reparar en el caso

sspecial del modelo (S.1.10 que se obtiene si o = O. Para este

de sfectes proporcicnales, se tiene que la dimensidn del
wvector de parametros € es igual a des, esto es
a la expresidn C3.3.172>. Con

seguir un desarrollo

k = & y entonces,

s=e aplica la <obzervacidon que sigue

las mudificacicnes oportunas, es posible
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similar al de la seccidn 3.3. para obtener la distribucidn final
del cociente de per'adien'.os que de nuevo resulta el pardametro de
interds, esto es. la potencia relativa. Utilizando la notacidn del
capittuleo 3 se puede escribir

“Nrr—-2-2

PC 2 1 X 3 x pca (X2 ) Vs - 1S, * eS,.F ~ el

on donde
N - nCp+qd

2 ¢ z
s =Yy =EE B,

v =

t
sxva - !58 = :j &(Yljk xlj)

t
Sx\'! =Y =2 = z) &tyljk xtj)

2
QCp> = c P + o

con
t ) z
S, = XX, = n ]:j(x:j)

¢ 2
Co T TEXE, = 0 zj(xu)

=i se utilizan pCped = [QCp)l-‘/z Yy r = 2, entonces sSe

obtiene la distribucidn final de referencia para po

z -N-2

nC e 1 Y2 x (XeP)UST - AS,, ¢ eS, ¥ ~ axed)
Qe eos particularmente interesante pPerque representa una
FJeneralizacidn directa e inmediata de la distribucidon rfinal de

referencia para el coctiente de medias Normales. En efecto. basta
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» Y xﬂ = 1 ; j=s.... q pPara
resul tados obtenidos Ppor

con tomar nn = 1, x“ = 3 H J=fe . . .0

reproductir ceorrectamente los

Bernardo <1977,
interesante respecto al model o de

Otra observacidn
siguiente: Los resul tados del

cociente de pendientes os la
zapituls S pueden extenderse. utilizands un razonamiento similar

al que sSe ha empleado para el caso de la potencia relativa en el
a2 una clase mis amplia de modelos de
qQque la respuesta esperada
de 1la

oNnsay> de lineas paralelas.,
este tipe. Si se adopta la suposicicon de
*sStAd relacionada linealmente con una funcidn de la dosis.

forma £Cxx> = x>, entonces la condicison de =i milaridad garantiza
quUe el parimetro de interes estai dado por p‘/"‘ ; asi. para todos
<

loxs cascoxs eon que £7% % exta definida en toda la recta real .
bien si se 4 ncarpor‘a la hipodtesis de que las dosis son positivas.
la generalizacidn del procedimiento es inmediata y la distribucidn

Ppotencia relativa en un ensayo de "
obtiene nuevamente en ‘

final de referencia para 1la

coctente dJde pendientes generalizade sSe

términos de las funciones QCe> y HCED.

Vol vienclo al modelo general, es conveniente recordar que

la densidad inictal PCed puédo utilizarse para describir -l

conocimiento inicial — no necesariamente vage o difusco — qQUE POS@A

el cientifico respecto al parametro de intereées antes de realizar
las caracteristicas analf{ticas de la

el evperimento. Naturalmente.
especifica

correspondiente distribucidn final dependen de la forma
on qQue sSe decida modelar ese conocimiento y esta circunstancia
la consideracicon de

en forma natural. a
En relacidn con este

conduce, también
denzidades que sean del tipo conjugade.
tema. en particular, podria utilizZarse una densidad inicial de la

forma

PCPD x [AWed ] ™ s m > O
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Qque conduce a una .!‘x.na.l._ con las mismas propiedades analiticas
Fenerales de la final de referencia. Mas aun, como un caso limite
“m - OO €@ obtiene otra densidad que podria considerarse no
informativa en tante Qque es localmente uniforme. Por supuesto que
osta familia de densidades ‘conjugadas® es muy limitada; por
ejemplo, todos sSus miemdbros sSon unimodales con la misma moda
C p = - <, - ac: D pero adn asi es interesante notar Que para los
datos del segundo ejemplo de la seccidn S.3 las distribuciones
finales para todos los elementos de esta familia son practicamente
iguales. En particular. la Figura 1 muestra la densidad final de

referencia Cm = 1.-2) y la densidad localmente uniforme Cm = OD.

19 r

®

6 |

4

2}

01.8 l:s . é 2:! 2:2
FIGURA 1. Dlensidades finales <n p | ¥ > : — ;3 € P Y 2> 2 == D

Fara el ejyemplo 5. 2. 2.

En cualiquier caso, sSeria conveniente una investigaciodon
mas general ¥y en mayor detalle de otras familias de denszidades de

este Lipo seudo-conjumade que permitiesen incorporar con facilidad
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La informacicon tnicial.

Tambien a nivel general e oportuno recordar que para
todo walor de p estrictamente menor que 1. la correspondiente
regicn de miAvima densidad de tamafico p es acotada. Dependiendo de
la posible multimodalidad., la regién puede estar formada por la
unisn <de dos intervatlos o© por un sdlo intervalo pero es siempre
acotada. Esta propiedad resulta de importancia prictica para una
interpretaciaon acil de los resul tados. Debe obser varse. s=in
entarg> qQque la ventaja de contar con una distribucidcn final es
mucho mas general puesto que puede utilizZarse para establecer la

.eredipilidad final de cualqQuier regidn de interés. En particular,
¥y come ejemplo. en modelos de bicensayo de cociente de pendientes.
ia Pprobabil idad pC & > O | X O puede USarse - para evaluar 1la
validez del SNSayo pPUSSto que un valor negativo de o implica
que los estimulos tienen un efecto opuesto en la variable de
respuessta ¥ la comparacidn de tal pa'r de estimulos Puede
considerarse poco afortunada. Mis aun. la credibilidad relativa de
los intervalos que forman una regicn de mixima densidad disconexa
Puesde analizarse ¥y algunas distribuciones condicioconales, como por
ejempleo pC po | ¥. o > c O pPara alguna constante no—-negativa <.
pueden calcularse para obtener informacidn mids especifica sobre p.
Un analisis cuantitativo completo de este tipo es claramente mucho
mas complicado desde la perspectiva frecuentista.

Finalmente, existen algunos otros aspectos del modelo y

la propuesta de andlisis aqui cons:ld.rada Qque mereceria la pena
~plorar. Por ejemplo. los resultados centrales de esta tesis nc
requieren la condicidén de que la matriz X sea de rango completo
pusstLS  qgque fundamentalmente =So necesitan las inversas de las
matrices w'w b'd Z:Za. En este sentido, los resul tados podrian
extenderse para cubrir alguncs modelos de rango incompleto. Una

conclusidn aun mas general sSe 2btendria si las matrices inversas
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PuUdiesen reemplazZarse por inversas generalizadas.

Esta ez una
linea que queda abierta. De la misma forma,

Qqueda abierta 1la
Pesibilidad de extender los resultados a modelos de MANOVA que en
pParticular resultan de utilicdad en el

anilisis de bicensayos
muleivvariados <CVolund 1980, Laska et al.

1998 y Carter y Hubert
198S por ejemplo) y concretamente en esa drea queda abierta 1a

exploracidn de los procedimientos pPara la combinacidn de

Plioensayvos que recientements ha recibido considerable atencidn en
la literatura <CVelund 19682,
por ejemplod.

Srivastava 196868 y Meiszner et al. 19806
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