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Resumen. 

En -te trab-.io. - -tudia la ener&(a de un •illtema de N bosone• a temperatura 
T =O a partir de un potencial de interacción de dom cuerpa. v(r) como funcl6n de la 
densidad de part(culu p = N /V• con V el volumen del •ilRema. Con •te fin. - parte 
de la expresión de la ener&(a del •illtema para b-.i- d-idad• y con un potencial 
repulsivo. La atracción entre 1- putlculu me introduce en forma perturbativa, de 
manera c¡ue - obtiene una •erie doble en términa. de la de1111iclad y de un par'-metro 
que caracteriza la int-idad de la atracción. Eate emquema representa un tratamiento 
perturbativo alrededor del tluido de e.fer- reput.ivu (altamente no trivial de.de el 
punto de vwta de mucho. cuerpo.). en luaar del tratamiento tradicional c¡ue parte del 
a- ideal. Mediante técnicu adecuadu de tipo Padé y •us aeneralizacion• me extrapo­
lan lu dimtintu correccionem perturbativaa a la energía a de1111iclad• que corremponden 
al •illtema f&ico (como en el ca.o del 'He liquido). 

El an'1illill - efectáa con lo. •i&uient• potencial• de interacción: Esfera dura con 
poso rectansular. de Burkbardt (BURK); la interacción Lennard-Jon- con a) Corte 
Viejo (L-J,V) y b) Corte Nuevo (L-J.N); el potencial de Asis et al (AZIZ). 

La. reiaultado. llevado. hasta orden -ill en el parúnetro de atracción entre part(­
culu, mue•tra una rapides de converaencia muy •atillfactoria hacia un valor estable c¡ue 
representa la energ(a del e•tado fundamental del •illtem.a de much09 boson- en inte­
racción. La comparación de emtos remultado. con lo. dato. experimental- de laboratorio 
y de computadora muestran una concordancia muy •atillfactoria. E•te trab-.io •uaiere 
c¡ue el par'-nietro de pequeñez apropiado para la d-cripción de Uquid09 cuáltica. como 
el 'He, e• precisamente, el parámetro de intensidad de lu atraccion• entre partlculu. 
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Introducción. 

Durante variaa cUcad-, uno de 109 objetiv09 fundamentales de la teor(a de Materia 
Conden11ada ha •ido la determinación, a partir de prizner09 principi09, de las propieda­
des de un •i.stema de muchos cuerp09 en interacción, de snanera simple, no costo•& y 
c~ntlable. 

A la fecha, existen dos mf:todos seneralea para abordar este problema: las teorías 
perturbativas y 109 ='todos variacionale•, basados en los traba.jos orisinales de Bruec­
kner &: Bethe, y .Jaatrow, :respectivamente. Sin embarco, una preocupación persistente 
ha •ido la limitación de 1- teodaa orisinales, a densidades relativamente baJaa de 109 
•istemas de much09 b090nes y much09 fermionea, eatudiad09 dentro del esquema de la 
ecuación de SchrOdinser no relativista. Much09 y notables han •ido 109 esfuerzos para 
extender est09 esquemas teóricos a densidades intermedias que •on las que corresponden 
a la •ituación f&ica de los •istemas de interf:s. 

Por otro lado, actualmente hay pocu •imulaciones computacionales de Monte 
Carlol11 ya •ean: del tipo Variacional de .Jutrow o, laa más fundamentales, de Funcio­
nes de Green, que -an disponible• aun para cantidades búicas tales como la energfa 
del estado b- (como función de la densidad). de los varios •istemaa cuánticos de 
muchos cuerpos. La razón es •imple: E•tas •imulaciones requieren enormes tiempos 
de computadora que laa convierten en caru. Sin embarco, ea una alternativa que ha 
proporcionado reaultad09 vali0909 y que ha abierto todo un campo de traba.jo en esa 
dirección. Lo anterior, no es para men09, motiva la búsqueda de nuevas alternativas. 

Aquf proponelDOS un nuevo Mf:todo que denominamos Perturbaciones Van der 
Waat. para calcular, a partir de primer09 principi09, laa propiedades de un •istema de 
muchos cuerp09, ya -an fermionea o bosone•, a densidades intermediu. En particular 
desarroll&IDOS un estudio detallado para el •istema de b09ones y lo aplic&IDOS a Helio 
Cuatro Liquido, 4 He. 

En este trabajo, partimos de laa expansiones orisinales para baJas densidades, que 
109 mf:tod09 de Teorfa de Campo CUÚltico han senerado en las décadas pasadas para 
la energía por partfcula del estado baae de muchos b090nea121. 

En el Capítulo U, transformamos la expansión para la enersía por partfcula, de9-
arrollando laa cantidades que dependen del potencial de interacción, en una •erie de 
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2 l. lntroducci6n 

potenci- del parúnetro de intenaidad atractiva. Se conaidera que el potencial de in­
teracción -tá compu-to de una parte repuJ.iva y otra atractiva. Este nuevo enfoque 
perturbativo parte, a orden cero, de un aistema de rererencia que ya no es el sistema 
de s- ideal de partlcul- sin interacción, sino el de un fluido de partícul- púramente 
repulsi~. Este -tado fluido, no trivial desde el punto de vista de muchoa cuerpos, -
entone- perturbado en ronna siste~tica, introduciendo la parte atractiva entre pares 
de partícul-. 

En el Capítulo m, utilisama. técnicas modern- para la aceleración de la con­
vergencia de series irresulares, parecid- a los aproxima.ntes de Padél3 1 (discutidos en 
el Apéndice), con el propósito de extrapolar la energía a densidades intermedias, de­
jando fijo el parúnetro de intensidad atractiva.. Las propiedades fisicaa del sistema en 
cuestión - utilizan para determinlLI' las mejores extrapolaciones. Un método de análisis 
similar, de tipo Padé aplicado a 1- expanaionea del virial clúicos, ha conducidol4 1 a la 
descripción de i) fluidos densoa, ii) el sólido amoño y, también, indicaciones de iii) la 
r-e cristalina. que como ea sabido de Dinúnica Molécular, ocurre aún en sistemas de 
-rer- dur-. 

En el Capítulo IV extrapolamos la energía por partícula en el parmnetro de in­
tenaidad atractiva y analizam09 el sistema Helio Cuatro Líquido, 4 He, a temperatura 
T = O. Para ello partimos de 4 tipos düerentes de potencial de interacción de dos 
cuerpos, de uso (recuente en la literatura. Estoe son: a) el potencial de Burkhardt, b) 
Lennard.-Jon- "Corte Viejo", e) Lennard-Jonea "Corte Nuevo" y d) Potencial de Aziz 
d al. Los resultados, que me derivan de loa trea coeficientes conocidos en el desarrollo 
de la energía por partícula a beJ- densidades, son excelentes al ser comparados con los 
reaultados experimentales tanto de laboratorio como de simulaciones por computadora. 
La inclusión y determinación del cuarto coeficiente (desconocido y dependiente de la 
rorma del potencial), del deaarrollo de la energía, es una posibilidad que nos conduciría 
a una mayor precisión en los resultados. 

En el Capítulo V, reportamoe un primer intento de incluir y determinar, el cuarto 
término del deaarrollo inicial de la enersía por partícula, para bosones. Esencialmente, 
se propone un .. Anaatz" para el coeficiente Cs. cuya estructura general se determina 
al incorporar la forma analítica del coeftciente anüoso del desarrollo de la eners(a 
por partlcula para rermiones y del reaultado variacional en que Cs "#' O cuando el 
potencial entre partícu1- - el de M09zkowskil5 1. Los par~etros del .. Anaatz" rueron 
fijados con el potencial de Burkhardt actuando entre patícul-. Cuando el .. Ansatz", _, 
determinado, se transfirió a otro potencial, el de Moazkowski, no mostró la universalidad 
que esperábamos. Sin embarso, &to orisinó nu~ maner- de determinar el cuarto 
coeftciente y que motivan un estudio poeterior. 

El -'todo que proponemos en este trab~o susiere su seneralización para: a) La 
obtención inmediata de propiedades ten:nodin~c- del sistema estudiado, a partir de 
1- expresione• para la enersía del estado base, calculad- b) La aplicación del -'todo 



] . 

j 

j 

• 
a la. nuevoe aiatemaa cumi:lcoa de boaonem (Hidr6seno ai:ómico 7 'bii:io, con -pin­
alineadoa)l•l c) Completar loa c'1culoa, que con -i:e miamo ~i:odo ae eai:ú llevando a 
cabolTI para aiatemaa fermlónicoa d) Explorar la aplicabilidad del ~todo para aiai:emaa 
fuera del •i:ado b-. 

Finalmeni:e, en el Cap(i:ulo VI reportamaa nueatraa concluaionea. 

,-.. ~-----···· ----~·~---.,,~-·-
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Expa.n.ei6n en Potencias de ~ 

A partir de la teoda de Perturbacion- de R.qleich-Sc:lttódinser y con lo. m6todos 
de Teoría de Campo Cuútico ha •ido po.ible obtener una expansi6n,para b-.1- d-i­
d&de9 y alrededor de un ... ideal cuútico, para la energ{a del estado ~e de un •istema 
de part{culu cuútic- con interaccione9 central- arbitrariu entre pa,nU .. 12 •81. 

En particular, para el •istem& de N b090ne9, de mama rn, encerr&dom en una caja 
de volumen V, tal Clue la densidad de part{cul- e9 p = N /V, la expansión para la 
eners{a por boe6n E/ N -121 

E 2wft.2 ¡ -¡¡ 9! '"""'ñl pa[l + C1(pa1)1 2 + C2pa1 lnpa1 

+ C1pa1 + O{(pa1 ) 3 12 lnpa1 }), 

(2.1) 

donde C1 y C:a 90D constante• absoluta. conocidu. No u{ Cs, ClUe e9 de9conocida 
y depende de correlacione. de t~ cuerpo. y por tanto de la form.a del potencial de 
interacción. A.a( 

C1 = 1!~• C2 = 8 (~w-v's) 
y a e9 la loqitud de cliiapenión de onda S, definida en t6rn:ünom del potencial central 
v(r) de interacción de d09 cuerpo. y de la función de onda radial reducida uo(r) de 
dispenión de onda S, a enera{a cero, como 

a= fo00 
dr rv(r)uo(r). 

Sin esnbarso, para analisar •wtemaa reale. de bomon-, por ~emplo 'Be-L{Cluido, la 
expa.naión ec. (2.1), tiene do. limitacione.: 

1) Para vario. potencialem v(r) re&li8t .. me tiene ClUe a < O, por tanto, el -sundo 
~o de la expanaión .. vuelve imaainario puro y ~a de tener •i&nitlc&do 
fr.ico. 

1 ::1) El desarrollo e9 v'11do sólo para ba,j .. densidades. 

En •te trabajo mobrep .. amc. el primer inconveniente demarrollando a en una serie 
de potenci- del parúaetro ~ > O, una medida de la intenmid&d atractiva del potencial 
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e 2. Exp&n8i6n en Polenciu de ). 

v(r). O mea 

con a; conatant- conocid-. 

Sustituyendo el desarrollo para a y detlniendo la variable &dimensional 

z=~ 
en la expreai6n para la eneraía, &ta ae transforma en una doble serie: en la densidad 
y en el parámetro ).. O mea 

(2.2) 

con 
e;(z) = [1 + 01;z + 02;z2 ln(z2) + ... ] ; ; = 0, 1,2, ••• (2.3) 

En lo •uc-ivo nos referiremos a la variable :i: como la densidad del sistema, a efecto de 
la relación directa de &ta con p. 

En -ta parte del traba,jo -taremos interesados en los tr- primeros t6rminos del 
d-arrollo en la densidad de 1- ec. (2.3) y haata orden 6 en ~en la ec. (2.2). En el 
cap(tulo V, analiz&lll09 la posibilidad de introducir el próximo t6rmino del desarrollo 
(2.3) en la densidad de la forma Os;z2 . 

Las conatant- a; y 0 0; 1 ; =O, •.. ,6, .¡ = 0,1,2, aon dadas en la tabla 1 y 2 para 
loa diferentes potenci&lea e11tudiados aqu(. Como puede vene, hemos transformado la 
serie ori&inal para la eneq(a en otra que, ademú de que todos •us t6rminos aon reale11, 
independientemente del valor de a, - un ~arrollo perturbativo ya no alrededor. del 
g- ideal de boaonea sino ¡alrededor de un aistema de eñer .. repulsivas! O sea, a la 
manera de Van der W&ala que propuso e11t& tM:tica para e11tudiar fluidos clúicos hace 
más de cien años. De ac¡u( el ori&en del nombre de -te traba.jo. 

El aeaundo inconveniente del d-arrollo para la eneraía, - auperado haciendo uso 
de extrapolantea de Pad6t y aua aenerallzaciones, que nos proporcionan extrapolaciones 
tanto en ). como en la densidad, reapectivamente, hacia reaion- fiaic- de inter&. A9(, 
para ). = O, - -1eccionan los aproximante11 E;(z) par& cada una de l .. e;(z); ; = 
O, 1, ••• , 6. La expresión para la eneq{a por part(cula - transforma.da a 

E 2,..11.2 e . 
N = =-=r z2 E a;E;(z)).'. 

"'UO ;-o 
(2.4) 
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la cual po~ remcriblr como 

donde hemo9 definido 

E 2wft
2 

( e ·) N ~ ~ z2Eo(:r:) 1 + E F¡(.a:)A' • 
rnac; ¡-1 

F.·( ) = a¡c¡(:r:) 
' :r: - eo(:r:) • 

7 

Finalmente, extrapol&m09 la anterior exprai6n a A > O, mediante aproximant­
de Pad6 y la eneraf& 11er'- dada por la expreai6n 

E 2wft2 
N .= 'mGf :r:2 co(.z)(L/M)(A), 

conOSL+Mse. 
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c...-..s 
Extrapolacionea en la denaidad: E¡(z) 

L.. extrapolacione• en la dell8idad a resion• ft.ic .. fue realisado mediante el 
m6todo "'l'&ilins•l9 1. Ellte •un m6todo de senerar aproximant• a una merie (resular o 
irresular), en la que au. primerom t6rminom aon conocidom. Eate m6todo, tambiá, ea mú 
seneral que el de Pad6 (normal y seneralizado) en el 8entido de que lom aprcndment• 
de Pad6 (L/M], 80n un •ubconjunto de lom aproximant• '"tailins" (L/M). 

El m6todo - motivado por el hecho frecuente de que en 1 .. merie• ft.ic .. , lom 
primer08 t6rminom mon, num6ricamente, mejor conocidom que lom últimom t6rminos de la 
exp&ll8i6n. 

M08tr&ID08 el m6todo para nuestro C&80 particular en la que la merie no ea una merie 
de potenci .. •ino que contiene t6rmin08 Iosarltmicom; 

e¡(z) = 1 + k1z + k2z2 ln(z2) + · · · (3.1) 

con k1 y k2 conatant• conocid ... 

Se parte expreeando la cola (•tail" ), de la merie, como el mlniJDo número de t6rmin08 
que l108 permita expresarla como una razón de dom ·funcion• N(z)" D(z). Con eeta 
idea reemcribimom (3.1) _, 

e¡(z) = 1 + k1z ( 1 + :: z ln(z2)) 

Se eacoaen l .. funcionee N(z) y D(z), l .. mú aimplee y no trivial•, tal- que el dee­
arrollo binomial de N(z)/D(z), reproduzca, al menom, exactamente la cola. Entonce8 

1 + : 2 
z ln(z2) = Po 1 

2 + O(z2) 
1 1-

1 
z ln(z ) 

1 + k2 z ln(z2) • 1 ' 
ki 1 - t z ln(z2) 

donde el almbolo é •ianiflca '"repreeentado por". En seneral la repreeentaci6n qued~'­
dada por 

• N(z) 
e¡(z)=P(z) + D(z) 
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donde P(z) mer'- la -rie •In la cola. Por lo tanto la primera representación de e¡(z) .. 

( ) al A:1z ( ) e¡ Z = + h 
2 

:= E¡ Z 
1 - a¡ z ln(z ) 

Se contln'1a d~ando el •ipiente ~o. a la izquierda en la -rie e¡(z), en la cola. 
De nu.vO, - obtienen lom apl'OXim•ntes de Pad6 Generalisadoe a 6ata, que Junto con loe 
t6rmlnoe restantes seneran loe •isuientes apraximant• a e¡(z). Ellto - contlnáa h-ta 
incluir en la cola a la c¡(z) completa (P(z) = O). O •ea, en nu•tro c~. repreMntar 
la ec. (S.1) de 1- tr• fo~ •isuient•: 

1 + A:1z + A:2z2 ln(z2)~ 1 - A:1z - l:~zll ln(z(zll) 

a 1 + A:2z2 ln(z2) 
1- A:1z 
1 + A:1z 

1 - A:2zl ln(zll) 

7 que w conducen tlnalmente a cinco poeibl• aproximant• E¡(z), para cada c¡(z), 
como - mu•tran en la tabla 3. · 

Cuando - conmidera el cuarto coeflc:iente l:az2 • el n'1mero de poeibl .. aprmrim•nt• 
para cada e¡(z), aumenta a 12. &to. man tabuladoe en la tabla 4. Para efecto de 
identiflcaci6n hemoe etiquetado a cada una de lam cinco primer- formaa por FORM O, 
••• ,FORM iv; 7 a cada una de 1- otr- doce formaa por FORM I, .•• • FORM XII. 

Se puede ver que para el ca.o examinado aquí, M tienen cinco aprcnrimant• para 
c~a c¡(z) con j =O, .••• e; en total 35 apraximantes. Como .. de emper- no tod­
rep-tan el n:wúor comportamiento real. Fue necaario recurrir a criterioe &icoe para 
identificar 1- eiete ~ores E¡(z), proceeo que - deecribe en mepida. 

Criterioe Fwicoe 

Dado que Eo(z) •t'- relacionada con la moluci6n del •imtema de .. rer- repui.i­
y el cual hemoe aprmrim•do por uno de •fer- dur-, .u •lección la tr-lad•mne para 
cuando dimcutimne .. te '1ltüno. Sin embarso, podemoe adelantar que 6ata deber'- mer 
monot6nicamente creciente conforme aumentamoe la denmidad; 7a que cada v- que 
locuiaamo. mú a 1- part(cul-. la eners(a. por principio de incertidumbre, aumenta. 

A la lua de la teoría de perturbacion• de Raleish-Sc:hrOdinser, para emtadoe .. t-.­
cionarioe 7 no deseneradoe, dedltjimom caracterietic- slobal• del comportamiento de 
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l .. E;(z).; = 1, 2. Para ello, •eparamos nuemtro potencial, v(r), de interacci6n entre 
bomon-. en una parte repui.iva, vo(r). y la ~tante parte atractiva, )t.v1(r), ele tal fOl'lll& 
que 

v(r) = vo(r) + )t.v1(r). 
Ali{, deflnimo9 el hamiltoniano de nuemtro •imtema como 

H =Ho+"'H1. 

donde, ele.de el punto de vimta perturbativo, Ho. que contiene la parte repui.iva del 
potencial, mer'- el hamiltoniano no perturbado y, )t.H 1 • la parte atractiva o perturba­
tiva. Aquf, )t. - un parúnetro real de intenmidad atractiva y puede mer: cero, en cuyo 
ca.o retorn&mo8 al hamiltoniano no perturbado o crecer h .. ta •u valor total, cuando 
conmlder&mo8 la interacci6n completa. E•te valor total puede variar de un potencial a 
otro, aunque, por lo seneral, - tomado como 1. 

Supons&lll08, ahora, que la moluci6n del •mtema no perturbado 

Hol•~> = ~I~} 
•conocida; con I~} y ~. •um eisenfuncio- y eisenvalor- ~pectivamente. En. 
túmina. de •t .. cantidad-. la enersf .. E.,. del •mtema perturbado puede mer expre­
•ada como un d•arrollo en potenci .. del parúnetro )t.(10) 

con 

E.,.= ~ + )t.(H1) ...... + )t.2 E g·~~ +O("ª>· (3.2) ."... ... . 
Como H1 - la parte atractiva de v(r), H1 SO y 

(H1).,..,. SO. 

por lo que la primera corrección a la eners{a del -tado b .. e deber'- mer nesativa. Se 
induce que el mesundo túmino de (2.4). - nesativo y, como a1 <o. 

Et(z) ~ 0. (3.3) 

Por otro lado, conforme aumentamos la denmidad aument&ID.08 el n'lim.ero de par­
tfcul .. en la son& de ~r atracdon por lo que Et(z) mer'-• tambi&i, monot6nicamente 
creciente con la denmidad. 

Similarmente, de (3.2), - inmediato deducir que para el -tado b&M (na =O). la 
mesunda corrección a la enersía •er'- •iempre nesativa, •in importar que la perturbaci6n 
me" atractiva o repui.iva, pue• 

l(H1) ... nl2 ~ O y E8 - ~ <O Vn"o 
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y de nuevo, como 02 < O, 

1) 

(3.4) 

L- r-tantes E;(z). j > 2, deben •atiafacer 1- •icuiente• consideraciones: 

La aplicación de este ~todo a otro. •mtemu, en particular •iate- de fennio­
nesl111, ha mo.trado que 

; = 2, .•.• e. 
dentro del intervalo de densidade• de interés. E•ta monotonicidad en orden •e 
procuró re11petar aquí. 

3) Ha •ido demo.trado en unal12) y dQm(ll), y esperado para tr- dimensionesllll, que 
para un •imtema de part(cul- clúic- interactuando vía un potencial por par~u 
de corto alcance, la teoría de perturbacione• termodinúnic- - exacta a primer 
orden cuando la densidad me aproxima a la densidad de empaquetamiento. O mea, 
a •ta denmidad todo. lom demú ~nom de la eneq(a de orden .uperior a uno, 
- hacen cero. 

Aunque nu-tro •imtema es cumtico y en tr- dimenmiones, con un potencial de in­
t~ci6n por p~u de larco alcance, hemo. ob.ervado que 1- E¡(z) con j 2:: 2 tienden 
a cero conforme nom acerc&DI09 a la sona de una pomible denmidad de empaquetamiento 
que -H. alrededor de la denmidad de empaquetamiento (za) del •imtema de •fer­
duraa bomónic-. Lo anterior nom .uciri6 •uponer: a) la eximtencia de una densidad 
Bnita de empaquetamiento para el •iatema estudiado aqu( y b) que nuestra teoría de 
perturbaciones tiende a .er exacta a primer orden, para -ta densidad. O-ª• 1- E;(z), 
j 2:: 2, deberm .er (o tender a) cero alrededor de la densidad de empaquetamiento. 
&t- .upomicion- nom conduJeron a meleccionar de entre lu Ej con un comportamiento 
•imilar en todo el intervalo de interés, a aquella cuyo valor era mú cercano a cero 
alrededor de la denmidad de empaquetamieto. 

Fueron de.cartadu to~ aquell- que tienen un polo dentro del intervalo fhico 
O< z S za, ya que no representarían una •ituación fillica real. 

La elección de 1- E;(z), para cada uno de b potenciales, man resumidom en 1-
tabl- 5-8. En &t-, para cada E;(z). me meñalan lom .criterio. que no •atimfecen y que la 
eliminaron. L- ele&idu man aquel1- que no tienen indicación alguna. La notación que 
aparece en lu tabl- - la •icuiente: 'vp', viola pomitividad; 'nmc', no monot6nicamente 
creciente; 'vmo', viola manot6nicidad de orden. Condlcion- nec-ariu 11e>n: la po­
•itividad, para Eo(z). c¡(z) y E:a(z); crecer monot6nicamete, para Eo(z) y E¡(z). La 
monotónicidad en orden u impumo en 1- c;(z), con j > 2. 

Por último, a manera de ~emplo, adJuntamom la fisura FGl, que contiene tod-
1- formam pomibles de E1(z), para el potencial L-.JN, de l .. cual- nleccion&ID09 la 
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FOR.M i. Se puede notar que l .. fonnu FOR.M iv y FORM U no - monot6nicamente 
creciente. y que 1- formaa FOR.M O y FOR.M iii, violan la p09itividad (e1(z) ~ O). La 
única que cumple con lo9 criterios tlaic09, • la FORM i. 
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: _____ . 

Flpra FGl.- Aprmcim•n\- c1(s) para el potencial Lenwd-J:on- •corte NueTO•. La 
que -tiaface 109 criterioe &icoe • la FORM l. 
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Aná.li11ia de la Serie en .).: aplicación a 
Helio-Cuatro Liquido, 'He 

Despuá de haber analizado el con.junto de funcione8 c;(z), y caracterizado sua 
propiedade8, procedemos a analizar 1- series en .).. Eato lo haremos para cada uno de 
los potenciales v(r), que •uponemoa existe entre doa cualesquiera pares de b090nes del 
•iatema Bello-Cuatro-Líquido, °'He. E•tos son: 

1) Eafer& Dura mú Pozo Rectanaular (EDPR): Potencial de BurkhardtlH) 

3) La interacción Lennard-Jones 

Corte Vi~o (L-JV) 

Corte Nuevo (L-JN) 

S) El potencial de Aziz ce al. (AZIZ) 

Al senerar el desarrollo perturbativo, cada uno de los potenciales ha •ido reescrito 
como la •um& de un& parte repulsiva vo(r), mú una parte atractiva ).v1(r), es decir, 

v(r) = vo(r) + .).v1(r), (4.1) 

con ). el parf.metro pert.urbativo que e•· una medida de la intensidad atractiva y cuyo 
valor depende de cada uno de los potenciales. 

En el cuo del potencial de Burkhardt, la detenninaci6n de .). • trivial: corresponde 
sencillamente & la profundidad del pozo atractivo. Sin embarso, en el potencial de 
Lennard.-Jon•, la •eparaci6n de la parte atractiva no es única; -d separado en dos 
form- liseramente diferente• la una de la otra, y que hema9 denominado •corte V~o• 
7 "Corte Nuevo". En el cuo clúico, estu dos formas de -parar el potencial han 
•ido propue•t- por Barker & Hendersonllll) y por W-b, Chandler & An~(1e), 
respectivamente. Finalmente, la separaci6n de la parte atractiva del potencial de Aziz 
et al. - realiza de la misma manera que para el potencial anterior, aunque los c'1culos 
uociados a la -paraci6n •corte Nuevo", e•tm por concluirse. 

Potencial EDPR. E•te e8 un potencial de esfera dura mú un poso rectansular, 
que dtiftnimOll como: 
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r S c, LL__IL_ v(r) = {~vo. 
º· 

7 c¡ue -ribimo9 como 

c < r SR, 
r > R, 

v(r) = vo(r) + Av1(r), 

-Vo~ 

con 
VQ(r) E: Ve(r) = { ~• 

el potencial de •!era dura 7 

a= (R-e)/e, 

el intervalo de ac:ci6n del poso de potencial y 

r < c, 
r > c, 

r < c, 
c<r<R, 
r >R. 

A = ";.,':º (R - e)2 

(4.2) 

(4.3) 

Para .tOll potencial• EDPR. la loqitud de diapeni6n G -t• dada por la rorma 
anallti.cal11) · 

e&= e { 1 +a [1 - t~]} (4.4) 

donde au d•arrollo en aerie de potenei- de A, 

a= e [1-a(!A+ ..!..A2 
3 15 

17 a e2 , 1382 ·5 21844 e ] 
+¡¡¡A +¡¡¡¡A +1HD25A +CS081075X +··· 

(4.5) 

nas permite detenaina.r de ronna inmediata las valores de a¡. Para las ~ante. p­
tencia.l• - hace -eaario obtener1- num6rieamente. 

Po&•neial d• Burllarcle.- Cuando tU- J.o. parúnetro11 e, .R " Vo. deftnbnOll UA 
po'8Dcial EDPB. particular. Loa valores de -tal p&rúneUO. c¡ue ua&IDOll M¡U( - J.o. 
da Burkhardtl1') 

e= 1.es5A, 
.R = 5.5A. 

Vo = 1.43107K, 
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que clefluen el potencial que lleva .u nombre. Burkhardt a,ju.t6 •U. parúaetra9 para 
nproducir la. def .. amienta. 61 con l = O, ••• , 4, del potencial L-.J que pomterlormente 
analis-. Introduciendo enom valona en (4.2) y (4.3), obtenemo. lom par'-metro. 
adlmenaionale. 

.A = 2.2814185, a-= 2.284005, 

que a 1111 -•· •uñituldOll en (4.3) no. proporcionan 

G = -30.293798 A. 

Como puede v-, b .. ta dar t:re. cual-quiera par'-metro. para flJar el potencial. 
De aqu( en adelante nom referiremos a lom par'-metro. e, a, y .A. 

Con -te potencial en mente, iniciamoe el anl.liaim en .A. 

De la ecuación (2.4) podemom ver que cuando .A = O, '8ta H reduce, en seneral, 
al caao del •istema de ..rer .. reput.ivaa, para la cual no tenenlOll una molw:ión. Sin 
embarso, para lom potencial- EDPR.0 el •mtema de -rer .. reput.i,,_ H reduce a uno 
ele ed'er .. dur .. , •lmtema que diM:utirema. ahora y con el cual aproximaremos al ele 
ed'er- reput.ivaa ele lom potencial- re.mtante.. 

&/era Dvra.- Para .A = O, el potencial de Burkhardt H tranñorma a 

vo(r) -+ ve(r) = {O, r > c, 
ao, r <c. 

La lonsitud de di8per.i6n H reduce a 

a-+ao=c 

y la eneq(a del •imtema por b086n queda 

En particular, para -te •imtema de -rer .. dur .. , un -tudio detallado ha eido 
rea.lis~ por Pineda et a1J1TJ y, mú recientemente, por V. Asuiler~Navarrol1•1. Ell08 
ueaaon la. cuatro ~nm- del clemarrollo (4.8). El cuarto túmino, que no H conoce, 
H determina a partir de lom •isuientea rec¡ueriuüentom flaicom. 



18 C. Aa'1iaia ele la Serie ea ~: Aplic11Ci6a a Helio-Cuatro Lfquido, 'H• 

a) llm,_o (i) A-o = O 

b) Para •te •wtema ya - han determinado cuatro valores de la enerafa (E/N], para 
cuatro densidades diferent-, mediante el ~todo de Monte Carlo y Funcion- de 
Green (GFMC)l19l. Los c~ulos, que pueden considerarse como exactos, fueron 
lleYados a cabo para 2158 partfcul-. 

e) Cuando 1- part(culu tienden a la densidad de empaquetamiento, por detlnici6n 
'9tu •ufren un proce90 de localisaci6n en la posici6n y, como co-uencia del 
principio de incertidumbre, su eneq(a tender' a intlnito. De aqu( que la eners(a 
por p&rtfcula E/ N(:r:), deba pmeer un polo de orden 2, para alsuna densidad ~or 
que cero (za> O), uociado al empaquetamiento irrecular de lu •fer ... dur .... 

Un empaquetamiento •imilar ocurre en el aiatema de -fer ... dur ... c1'sic ... , a la 
densidad de Bernall20) 

PB = z2 /c8 = 0.88Po, (4.7) 

con PO= ~/c8 , la densidad de empaquetamiento resular en un arreslo 'fcc'. Para el 
caso cuúitico - de esperarse que el polo de empaquetamiento ocurra a una densidad 
menor, dado que el efecto de difracción cumtica hace ver a l ... •fer ... mis srand• 
que en el caso clúico. Por ello, la aecci6n transvenal total o para dm eñer ... dur ... 
de dlúnetroa e, a muy b..¡ ... (21) y a muy alt-122) ener&(... (pero no relativist ... ) aon, 
:re9pectivamente, 

o---+ 4wc2(1 + 1/3(A:c)' + · · ·] (4.8) 
11-0 

o ---+ 2wc2(1 + .IKMJ15/(A:c)218 + · · ·] (4.G) 
11--

Cuando l... partfoulas se acercan a la densidad de empaquetamiento irresular lu 
enersf- relati.,,.. (~2A:2 /na) aumentan •in Uesar a ser relativist ... , por lo que la o 
que na. a útil ac¡u( - o 5!! 2•c2. Como puede vene hay un factor 2 de diferencia con 
respecto a la aecci6n tr-nal de dwpersi6n clúica, o = •c2 • En otr ... palabr-, el 
diúnetro de 1- ederu dur- cuútic- ae ve aumentado por un factor ~. respecto al 
de las --- clúicu. Esto hace que la densidad de empaquetamiento de l ... afer ... 
cumticu se v- disminuida en un factor de ~/2 . De lo anterior • de aper- que la 
corre.pondiente densidad de Bernal para el caso cuilntico -a 

o.se~ o.sa-v'Z ""' 04 PB = 0.8ePQ = el - 21¡ 2 cs - 0.3 PO 

o, en t6rminos de nuestra variable :r:, 

:r:s = ./ pscS 5!! y'.304(Poc8 ) = .551zo 

de IDOdo que aperariamos que la diveraencia ocurrí- a una denaidad mis be.ja que 
la del valor clúico. 
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De b doce aproxim•ntes pa.ibte. (ver tabla 4). que - pueden senerar cuando -
co1111ideran la. cuatro t'ruüna. de e:o(z) • el ~or comportado. sesún laa co1111ideraciones 
uli;• hec:haa. es el denominado FORM W; 

1/2 z - 1 e:o ( ) - lc10• 
1- 1-:W'°• (ta•+ºao-lof..) 

10 ittiO 

(4.10) 

Como puede vene. la potencia 1/2 -sur• un polo de orden 2. aaociado con el empaque­
tamiento de ..Ceraa duras. Asf. V. Aauilera.-Navarro predice un valor de Cso = 215.397 
y una denllidad de Berna1 z B = O. 7200. 

Para el caso en que 11610 M co1111idera el desarrollo de Eo(z) con tres tfrmina. 9 • 

decir. •i tom&lll09 Cso = o. el 11nico aproximante que •atia!ace 1- condiciones flaic­
impumt- • el denominado FORM i de la tabla 15. La fisura FG2 muestra •t- da. 
apraximacionea para e:o(s) • incluyendo la. cuatro puntom de GFMC. Nóie- que alH 
- est'- paflcando e:0112(z). con la idea de viaualbar 1- densidad• de Bernal. za. 
Tambi6n. • claro que el comportamiento de la e:o(z) e• monot6nicamente creciente 
como era •perado. 

con e:o •atia!aciendo (4.10). 

En ausencia de una expresión an"1oaa para el •iatema de es!eraa repui.ivaa. &ta 
- aproxima por el del •illtema de es!er- dur-. 

Volviendo al potencial BURK. co1111ideremom ahora lom t'rmina. atractiva..• decir • 
.A -:F O. La en.rafa tendr'- una contribución en todom la. ordenes de .A. Aqu( conmideramom 
h-ta orden e. de tal rorma que 

E 2,..1'2 e . 
N(z • .A) = -=:;rz2 E a¡e:¡(z).A' (4.11) 

me ;-o 
Lo9 valores de 1- a;. - obtienen del desarrollo en Mrie de potenciaa de .A. (4.11). para 
a. La. valores - muestran en la tabla 1. L- E¡ -1eccionadaa mon dad- en la tabla 15. 
una srüc:a de ell&a • la fisura FBl. 

De a.cu~ con nuestro an"1illia del Capftulo m. procedemo9 ahora a obtener la. 
aprasimNlte. Pad' en .A. E/N(L/M)(.A). con L+ M ~e. Para &to. la expresión (4.11) 

- nescribió NE (z. A) = ~z2Eo(z) [1 + j:. F;(z).A;] • 
me 1-1 



, 
.. 

con 

4. An'1Uia de la Serie en A: Aplicación a Helio-Cuatro Lfqaido, 4 ue 

F;C=> = ª'c·E,>· 
EQ :z: 

y - calcularon 1- dif'erente. apraximantea según el m'todo U11Ual deacrito en el Ap4n­
dice. 

La fisura FB2 mu•tra to. resultad- de 1- dif'erent- apraximantea a la eners(a 
por partícula .E/N(L/M)(A), _, como el de la curva experimental. Ha de notarse 
que (O/O)(A) no • mú que la eners(a del aiatema de eafer- dur-. Laa eners{­
E/N(L/O)(A), con L = 1, ... ,CS, que •on 1- deaarroll- de Taylor de orden L, conversen 
r'-pidamente a unos valorea de eneq{a y densidad de aaturación que ain embargo -t'-n 
l~oa de to. valorea experimentales, (E/ N). = -7 .14K y p = 0.0219 part/ A 3 ; -ta densi­
dad equivale a nuestra nueñra variable adünensional =• = 0.3237. Loa valor- DÚDÍJDD9 
a loa cuales tienden nueatr-c~ se mueatran en la tabla 9. A manera de compa­
ración, 1- valorea uúni.mo9 que ae obtienen del apraximante -ociado a (3/3)(A), aon: 
E/N = -9.354K y z. = 0.4318 (o p = 0.0390 part/A.3 ). En realidad, como se puede de­
ducir de -ta misma tabla, 110n valorea a 1- cual- eatú conversiendo nueat~ c"1culoa. 
Paraaer mú exactos, analisamoa por separado laa diferent-curvaa E/N(L/M)(A) para 
cada uno de loa órdenes en A. Y, como -perl.b~, la dispersión de laa diferent- cur­
vaa de enersf- para una L + M dada, fue disminuyendo conforme aument'-bam- el 
orden. En particular noa BJam- en la diapenión que tienen loa valorea de la eners(a 
y densidad de aaturaci6n. Así, podemos decir que eatoa conversieron a valorea que 
ae encuentran en el rectmsulo de incertidumbre (E/N). E (-9.355348, -9.8952980) K 
y z. E (0.4318,0.4388) (o p E (0.03897,0.03984) part/A.3 ). Gr'-flcaa de loa DÚDÍJDD9 
de eners(aa E/N(L/M)(A) con L + M = CS, 5 y 4, •e mu-tran en la fisura FB3. 
Como dijimo8 antes, eatoa valorea distan de loa valorea experimentales; •in embarso, 
el comportamiento cualitativo indica una excelente conversencia del mc§todo pertur­
bativo. De aquí podemos concluir que el desacuerdo cuantitativo e• una consecuencia 
de lo inadecuado del potencial de Burkhardt, para repr-entar la interacción entre loa 
'-tom- de "He. A•(, baate aeñalar que una variación, un aumento, en el di'-metro e de 
1- earer- dur- conduce a un m~or comportamiento cuantitativo. Si aumentamos e 
d~ando s..;- loa par~etroa a y A, de manera que el valor de a permanezca dentro del 
marsen experiulenta1IHJ, 

lal 2: 20A, 

11e puede hacer coincidir el mínimo de la enersía calculada con el mínimo de la enersía 
experimental, con e = 1.9287 A. •in embarso, la densidad de -turación DO corrmponde 
al valor experiulental. Entonces, - volvió a variar e para hacer coincidir las densi­
dades &llOCiad- a loa mínimos de eners(a losr'-nd-e para e: = 2.042 A. Laa flsur­
FB4 y FB5 mueatran ut .. doa aituacionea. A manera de comparación, optamos por 
un comportamiento intermedio que obtuvim- al tomar el valor de e: como el •imple 
promedio de la8 doa anteriores. Eate promedio ea e = 1.985 A y el comportamiento 
de laa enersí- E/N(L/O)(A) con L S CS, 11e puede observar en la fisura FBCS. Ademú 
- rehiso la tabla de loa mínimoa, tabla 13, y 11e observó la c:onversenci& a 1- valorea 
(.E/N)e = -CS.74 ± 0.38K y=• = 0.4318 ± 0.0047 o P• = 0.0238 ± 0.0005 part/A.3 • 
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X.- hu:eriiclumbres fueron calculaclam conaideranclo que todoe loe mfnlmoe de orden. e 
-tuYleran coutenldoe. En realidad, •i la incertidumbre - volvió •lsnitlcatiY& fue porque 
.E/N(l/&)(A) - eepar6 de 1ae restante. con L + M = e. A manera de comparación -
pak&20n (srüca l'B7) tod&e 1ae .E/N(L/M](~) de orden e, en una soaa que contiene 
loe mini- de .a-c~, lae cuatro datoe GFMC-, a la CurY& ~tal. Aunque 
loe datos GFMC que - srakan - para el potencial de lnteraccl6n Lennard-.J-, ha 
de~ que loe pad.metroe del potencial de Burkhardt fueron llJuetadoe penaando 
- eec¡uematlsar a aquel potencial. 



Fisura FB1.- c¡(z);; =o •...• e. para el potencial de Burkhardt. e= 1.885 A. Cao = 
25.397. . 
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Fisura FB2.- Comportamiento de 1- cunaa de eners{aa .E/N(L/O)(s.~). L = 1, ••.• e. 
para el potencial de Burkhardt, reapecto a la curva de enersfa exp­
rimental (EXPT). e:= 1.8815 A. Cso = 215.397. 
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Plsllra PBS.- M<nl-de lu enersf- E'/N(L/M)(s.A) con L+M = 4 (~). L+M..,. 5 C•> 7 L + M = e (0)¡ para el potencial de Burkhardto con e = 
1.885 A. 7 Cao = 25.307. 
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Fisura FB4.- Comportamiento de 1- cuna. de enerp- E/N(L/O)(a, ~). L =O, ••• ,e, 
para el potencial de Burkbardt, respecto a la curva de enerpa expe­
~nlal (EXPT). e= 1.028 Ay Cso = 25.SGT. 
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Fiaura FB&.- Comportamiento de._ curva. de enerslu .E'/N[L/O)(z, J.), L =O, •••• e. 
para ·el potencial de Burkhard' con c = 2.0&2 A. y Cao = 25.307. 
s.= z.,..pe. 
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Fisura FBO.- Comparaci6a de 1- cunaa de eners(- B/N(L/O)(s.~). L =-= o •...• e. 
para el potencial de Burkhardt., la curva de eaer&(a .xper1-t.al 
(EXPT) y to. dat.oe Green Fuadioia Monte Cario (GFMC) (m) para 
el potencial L-.J. e = 1.985 A. y Cso = 25.SD7. 
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Fisura. FB7 .- Zona. ele -turaci6n. Comportamiento de 1- curv- de enersf­
B/N(L/M)(s. ~). con L + M = e. p-a el potencial de Burkha.rdt. 
-pecto a. la. curva de enrafa experimental (EXPT) y &a. da.tas 
Greea Fwadion Monte Cario (GFMC) (9) para el potencial L-.1. 
e= 1.985 A. y Cao = 25.SDT. 
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Interacción Lenn.&rd-Jon• (L-J) 

Uno de ta. potencial• que mú - ha ua&clol581 para rep"8entar la interacción entre 
'-tomoe de Bello L(quiclo y calcular •u eners(& del .t&clo bue, ha •ido el potencial 
Lennard-Jon• 

donde r • la diatancia de separación entre loa doe '-tomos y " y e •&tiara.e-

v(tT) =O 

v(r) ~-e, Vr >0. 

Loa 'Valorea de" y e que UHmoe aqu(, son. loa obtenidos por Boerm and Mlehet.lHl, 
-.tuatanclo loa 'Valore9 teóricos para -te potencial & loa d&toa cq>erimetal- del aesunclo 
coetlc:iente del virial: 

o= 2.5HA., E= 10.22K. 

Para realisar el 4-arrollo penurbativo aeparamoa al potencial v(r) en doa put., 
como - hecho para Uquidoa clúicoal15.Hl: Una parte repulaiva vo(r), que-'- reeJDo 
pl-ada posteriormente por un potencial de •fer& dura de diúnetro i&ual a la Joncitud 
de diapeni6n de vo(r) y el reaM» de la interacción, Av1(r), que aer6. tratada como una 
perturbación. Aqu(, O ~ A ~ 1. Donde para considerar toda la perturbación atracti­
hacemoe A= 1. 

8-ua&clo doe fo~ para separar v(r). La primera, que denominamoa "Corte 
V¡._Jo•, 

vo(r) = { ~~r), 

ti1(r) = { ~Cr), 
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la -aune!&, que denomin- "corte nuevo", 

vo(r) = { v(r) + e,. r < 21/e,,, 
O, r 2: 21,,, 

v1(r) ={-e, 
v(r), 

r < 21/e,,, 
r 2: 21/e,,. 

.... 

En realidad, al e.coser uno u otro corte, -t- -cosiendo la parte del potencial 
v(r) que debe __. reemplasado por el potencial de -rera dura. A priori, no podemom 
clec:ir qu6 11elecci6n 11er'-~or. Sin embarso, para Buida. clúica. existell&) la experiencia 
de que el corte nuevo da ~or- ~ultados para Uquidos y el corte v~o para s-IHI. 

Corl• Vi•;o.- El valor de a y •ua correspondieni- coetlcient- °'i• de •u d-arrollo 
en potenci- de A, han •ido calculada. h-ta orden dles 0=10) por E. Buendl& et 
a1Jnl. La. valores, hasta orden His (j=8), son reproducid09 en la tabla 1. L- e¡ que 
•&tistlcieron b criteri09 fralc09 •on 1- que en la tabla e, no tienen notación alsUn& y 
aparecen sraflc~ en la ftaura FLl: el(z)-FORM i; es(z)-FORM i; ea(z)-FORM i; 
e4(z)-FORM iil ; e&(z)-FORM ii; ee(z)-FORM ii. 

En la ftcura FLl 11e puede notar que como 

E 2wft.2 2 · 
N = m;¡z E a¡e¡(z)A', 

entone- la contribución ;..-ima. a la eneq{a por b096n 

( E) 2wft.2 
2 • 

N i = naag z naa;e;(z)A', ; =O, ... ,e, 

• nesativa y pequeña para ; = 4, & y e, en la sona Uquida, dtlJando 1- mq~ 
contribucio~ a los ~a. de 6rden- menores. 

Como - dijo ant-, la enersía del •istem& de referencia - -tituida por la enerafa 
del •iatem& de Eafer- D~ de diúaetro ao = 2.0G29&4 A. Ha de notarse aqu( la 
~ansa con el diúaetro de 1- esfer- dur- del potencial de Burkhardt. 

L- di!erent- expr-ion- tlnales para la enersía por b-6n (E/N)[L/M}(A), L + 
M :S e, que report&m.09, -tran no sólo el comportamiento cualitativo encontrado 
cuando v(r) era el de BURK, •ino tambi6n un excelente comportamiento cuantita­
tho. Se ob.erv6 una disminución en la dispeni6n de l .. di!erent- (E/N)[L/M](A) 
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para cada valor de L + M, conf'orme éate aumentaba al valor 8. Eato noa hace aup~ 
ner que con!onne decidi,ra.uioa continuar obteniendo 1- diferente• formaa de energ(a 
(.E/N)[L/M)(.A) para L+M > 8, au diaperaión tendería a cero y, a au vez, laa curvas de 
enerafa a una aola. Sin embarso noa conforma.111oa en reportar 1- 6 curvas de eners(a 
(.E/N)[L/M)(.A) para laa cuales L + M = 8. 

En la fisura FL2, ae sraflcan &t-, loa d&toa GFMC, la curva experimental y loa 
m(ni-o. de 1- curvas de enersía para L + M = 4 (triúiaulo. blancos) y L + M = 15 
(triúiguloa 09Cur09). Se puede notar que nu-tr-c~ -u.n encima de la curva expe­
rimental y liaeramente encima de loa datos GFMC, pero •ianiflcativamente desplasadaa 
hacia densidad- mú &ltaa. El dato que con frecuencia ae usa para comparar reaulta­
doa aon laa eneraí- y densidad- de aaturación. Como no tenemos una curva única, 
reportamos loa divermoa mínimos de enersía y aua correspondiente• densidades (:z:), para 
laa curvas (..E/N)(L/M)(.A) con L+M = 6. En realidad, en la tabla 10 todos aon dados 
para L + M ~ 6. Aaí, decimoa que la eneraía y densidad de aaturación que obtenemos 
ae encuentra en el rectúgulo =• e (0.4644,0.4855) o P• E (0.0235,0.0236) part/.A.S y 
(.E/N). E (-6.717267,-6.800720) K. Eatoa pueden aer comparados con loa valor­
experimental-: P• = 0.0219 part/.A.3 , (E/N). = -7.14K y lo. valorea de loa datos 
GFMC: la P• - igual a la experimental porque_, ae tomó y (E/ N). = -8.848±0.018K. 
De aquí, podemos concluir que nu-tra densidad de aaturación eatá dentro de un error 
del 7 .8% y la enerafa dentro del 8%, respecto al valor experimental y 2% respecto a loa 
datos GFMC. 

Corte Nuevo.- El procedimiento aeguido para obtener loa reaultadoa para eate 
•corte nuevo• del potencial Lennard-Jonea no varió respecto al anterior. El cambio 
esencial respecto al caso anterior ae observa en loa valor- nuevos de 1- °'i• _,como 
de la CIQ• Eatoa valor- fueron calculados por Guardiol& et al.1281 y aon reportados en 
la tabla 1. Se puede notar que el efecto inmediato - el aumento de la lonaitud de 
diaperaión ao de la parte repulaiva vo, del potencial de interacción v(r) y, como una 
consecuencia, del diámetro c de 1- -fer- dur- por el cual - auatituido vo. · 

L- E¡(:z:) seleccionad- aon aquell- para 1- cualea no aparece notación alauna en 
la tabla 7 y aua aráflcaa forman la flaura FL3. De nuevo, ae observó que la diapenión 
en 1- div- curvas de enersía (.E/ N) (L/ M) para cada valor de L + M, disminuyó 
confonne L + M - 8. A la ves, laa curvas de eneraía con L + M = 8, aon mú beJ­
que 1- correapondientea obteni~ con el •corte vi~o". El d-plazamiento a denaidad­
alt- respecto a la curva experimental observado en aqúl, disminuyó aipiflcativamente. 
ver fla. FL4. Aaí, predecimos una eneraía y densidad de -turación (ver tabla 11), que ae 
encuentran en el rectúgulo (.E,N). e (-8.730002,-6.083520) K, =•E (0.4849,0.4603) 
o P• E [0.0221, 0.0225) part/ A • En el peor de loa c-, la densidad de aaturación 
predicha, estaría al~ada de la densidad experimental con un error del 2. 7%; y la enersía, 
en un 5.6%. Sin embarso, más aigniflcativo ea comparar nu-troa reaultadoa con lo 
respectivo. del ~todo GFMC, que usan, para aua cálculos, el mismo potencial de 
interacción entre parejaa, usado por noaotroa y que no podemoa aaeaurar aea el real. Al 



e-parar. - eJU:OGV6 que ¡1«19 data. GFMC _,_ - la SGJl& de mcutldummw predidla 
- au•U- e'1eubl 
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Flcura FL1.- e;(s),; =O, ••• ,e, para el pot-clal i.-ard-J'onem "Corle Vl~o•. La 
forma 6ptima •ta indicada -tn parint••· 
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Fisura FL2.- Lom mfnimo9 de 1- enersf- B/N(L/MJ(s, A) con L + M = 4 (A), L + 
M = & (A) y L + M = fS (Q), ma9ttando la dillm.inucl6n - la 
dwpenión; •- curvaa de eneraf- B/N(L/M)(s, A) con L + M == 8; 
la curva de enrsfa experimental (EXPT) y •- datoll Gr- Function 
Monte Cario GFMC (9). Para el potencial Lennard-.10De9, •ean. 
Viejo•. 
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Fisura FLS.- c¡(:ii:), j =O, ••• ,e, para el potencial Lennud-.Jo11e9 (L-J), •eon. N­
vo•. La forma 6pt;im& en'- indicada ent;re pu6nt;eai8. 
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Flpra FI.4.- 1.- mfn'- de 1- --al- E/N(L/.M)(s,.A) con L + M - 4 (A). L + 
M = & (•) 7 L + M = 8 (0). _,ando la d.18mlnucl6n - la 
di.9penl6n; 1-curvaa de-era'- .E/N(L/M){s,.A) coa L+M =- 8; la 
curva ele eners(a experimental {EXPT) 7 loe· datoe G....a .l\uactloa 
.MOAte Cario GFMC (11). Para el potencial Lennard-.Jon• (L-.J). 
•corte Nuevo•. 
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Interacción de Asia 

Si bien, el potencial de L-J en •ua d- modalidad- -tudiadu en l .. •eccion- anteriores, 
na. ha conducido a mu7 buen- resultada. respecto a lom dat- experü:nental•, queda la 
presunta de •i - pa.ible disminuir la pequeña discrepancia ob•ervada entre lu enersr .. 
calculada. 7 t.. medid ... 

Una fuente de error puede ser el potencial de interacción central de pares v(r), 
u.a.do en lom c'1cula. 7 que puede no representar adecuadamente a la interacción real. 

Recientemente, Asia ce al.1271 han propu-to un potencial intermolecular 7 empírico 
para Helio, el cual ha •ido ele&ido de entre •eia potenciales, porque predice nuüor l .. 
propiedad- del bulto de ... diluido .. , como l .. secciones transvenal•. de dispersión 
diferencial. El -cundo ~or comportado, denominado por ell- MS12G8, - un po­
tencial de L-.J modificado (2a). 

La fonna del potencial, propuesta inicialmente por Ahlriclul et &1.1291, quien- usa­
ron una combinación de un c'1culo a6 initio de la repulai6n de Hartr- Foc:k de campo 
autoconsistente entre •istemu de capa cerrada, una -timación de la enersía de corre­
lación 'T lom coeflcient• de diapenión Ce. Ca y 0101 determinad- semiempíricamente, -
donde 

F(r) = { exp(-((Drna/r) - 1)2
], 

1. 
r/r.,. < D, 
r/r.,. 2:: D. 

donde la función F(z) que se conaidera univenal para tod- la. •istemu eñ&ic-, fue 
obtenida ltjuatando un potencial de esta forma a la curva potencial, conocida exacta­
JDeDte, del -tado ª Etr de H2. 

Aunque, con la. parúnetra. dad- por Ahlrichs et al., -te potencial senera r-ul­
tada. 110rprendenteznente buena. respecto a otros :¡>otenciales, no - capas de reproducir 
la. data. de visca.idad de Smith 7 colabor&dor-1ao,n). los dat- precisa. del aesundo 
coefleciente de Gammonl•2) ni la. datos de conductividad túmlca de HaarmanlHJ (pre­
cisos ha.ta :::1::0.3 %) • 

Para ~orar l .. prediccion• de l .. propiedad• del bulto a alt .. temperatur ... 
Asia .e al. modificaron la pared repulaiva del potencial total, hacWndola liceramente 
mú •-ve que la dada por Alhricha et al. Tambil:n, modificaron 1- coeficiente. de 
diapenión y la cantidad D fue ejuatada para reproducir los dai;a. el -sundo coeficiente 
del Yirial de Gammon (entre 100 y 450 K) y la. data. de conductividad t&mica de 
Haarman (entre 328 7 488 K). Los valor• de los parámetros dad- por Asia et al. son: 



.. 4. An&li81a ele la Serie ea A: aplicaci6a a He~Oaa&ro L(qaiclo, 4 He 

A = 0.15448504 X 10• 
4 = 13.3153384 
D = 1.241314 
r.,. = 2.0873 A. 

~./le = 10.8 K 
Ce = 1.3732412 º• = 0.4253785 
C10 = 0.178100 

:i- .... uitaclos de Kalos d al.1341 para la enerala del -taclo b- del ea.tema de 
bosow, con -te potencial de interacci6n '1f mediante el m•todo GFMC, - acercaron 
mú a los .... ultada. experimental-. en la SODa Uquida, que los reep-tivos cillc:ulos 
realisada. con el potencial L-.J. 

Aquí~ de nuevo, aplicamos nu-tro DM&todo para obtener la enersfa del aiatema de 
boson- a T = O con este potencial de interacci6n .,, lo hacema. paftcando, a la ves, 
el proc~ de tranaf'ormaci6n que - efectúa 11e>bre la expreei6n original para la energía, 
v'1ida 11610 para be,j- denaidaclea. 

Como en los c- anterior-. aeparama. el potencial de interacci6n v(r), en au 
parte repulaiva vo(r) mas la parte atractiva, Av1(r). Lo hacemos de la manera que 
denominamos •Corte Vi~o•. El valor de A varia deade A = O, en CU'1f0 ca.o w reñrin­
a'- a la parte repulaiva del potencial, hasta A = 1 cuando consideramos la interacción 
completa. 

Bien, como ca, la longitud de diapeni6n de onda S para el potencial de AZIZ, -
positiva e ipal alHI 

ca = 12s.oa1003s7 A, 
- poeible auatituirla en la expr-i6n (2.1), para la energía, ain que noe condusca a 
n6m.eroll imaginarios .,, que, en ~oe de la variable z, nos quede 

En la tlgura FAl .e muatra el comportamiento de la energía. Se puede notar 
que '-ta crece a11mamente r'-pido e indetlnidamente, aún para densidadea pequeii­
(s S 0.03) • El aiguiente p~ ea d-arrollar ca en aerie de potenci- de A 

ca = ao(l + E o;>.;) 
;-1 

y auatituirla en la expr-i6n para la energ(a. Eata nos queda 

E 2,..~s ao • 
N = -=::rz2 {co(s) + E ai;c;(s)A'} 

rnca ;-i 
(4.12) 
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so 

donde hemos cortado la•erie h .. taordenmeia 0=6). Lomvalorem de 1 .. a;,;= 1, •.. , e, 
fueron calculado. por Benof.v d al. (se) y e•tlLn en la tabla 1. Gr&flcamom cada un& 
de l .. e;(:ir::),; = O, ..• , e (ver fl&ura FA2), _,como i.. eneraí .. (E/N)[L/O), L = 
O, •.. , 8, con emt- e;(z); flaura FA3. En i.. flaur .. FA4 y FA5, - puede notar cómo me 
tranmforman at- curv.a de enersí .. , conforme modiflcamom la eo(:ir::) a la FORM i, y a 
la FORM m. En -tu cuatro últim .. gráflc .. no •e puede notar conversenci& &lsuna. 

Se procede a &praxim&r l .. e;(:ir::) por l .. mejore• E;(:ir::) ' para cada ; = O, ••• ' e. 
Para -te potencial de AZIZ, i.. E;(:ir::) meleccion&d- mon l .. que no tienen notación 
&launa en la tabla 8. Una páflca de ell .. es la flg. FAS. Aquí, puede notane un 
comportamiento, en general, •imilar & lu gráflc .. corrapondienta obtenid- con el 
potencial L-.J, en •um dom veniona: Corte Vi~o y Corte Nuevo. Sin embarao, la E4(:ir::) 
de AZIZ 8e apartó del comportamiento aperado; fue mú grande que la E4(:ir::) de L-.J, 
alrededor de :ir: •. E•to •e manifató en un aumento conmiderable de la eneraía de a.marre 
total, rempecto & la obtenida con el potencial L-.J. 

En ünninom de i.. E;(:ir::) ; = O, ••• , 6, la expr-i6n (4.12), par& la energía, •e 
aproxima por 

con 

E 2wft.2 2 e ; 
N = -=-:rz Eo(:ir::){l + E a;F;(:ir::)A + ... }, 

rn~ j=l 

F.• - E¡(z) 
J - Eo(z) ; = 1, ... , 6. 

De ilunediato •e obtienen lo. düerentem &proximantes de P&dli en A, 
(E/N)[L/M)(A), con L + M S 6. Para conmiderar toda la interacci6n v(r), hacemom 
A = 1. L-c~ de eneraí- (E/N)[L/O)(A), con L = O, ..• , 8, y (E/N)[L/M)(A), 
con L = M S 3, me araflcan en la fisura FA7. E• notoria la manera en que•- curvas 
(E/N)(L/O](A) •e van anidando par& converaer & una curva cercana & l& (E/N)(8/0](A) 
y, tambi6n, eh&ltoen :maanitud que exiateentre la (E/N)[3/0)(A) y la (E/N)[4/0)(.A) el 
cual- de c-i la misma :mapitud que el •alto entre la (E/N)[2/0]{A) y la (E/N)(3/0)(.A); 
efecto oc-ionado por el comportamiento •insular de la E4, advertido anta. Inicial­
mente, el d-arrollo (4.3) lo h&b(&m08 hecho h .. ta; = 5. Sin embarco, al obmervar el 
acercamiento entre la (E/N)(l/1] y la (E/N)[2/2), -peramiamom la pomibilidad de que 
la (E/N)[3/3) también •e acercar'- & l .. dom anteriorem, y_, umarl- como 1- curva. 
conveqent. a la eneraía correcta. Cuando (4.3) 8e proloncó ~ta orden 8eW 0=8) y 
- obtuvo (E/N)(3/3), &ta no mólo no me acerc6 & (E/N)[l/1) y (E/N)[2/2), •ino que 
- ap&rt6 liaeramente de tod .. l .. de orden e. 

N6t- que (E/N)[2/2) tiene un polo alrededor de :ir:= 0.23 y que pudo obliaarnom 
a eliminarla. No me hizo porque el polo at'- fuer& de la resi6n flmic& de inter&; la sona 
liquida del •iatezna. 
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Se biso un anQiai.9 de lu diferentes Curva8 de eneq(u (E/N)(L/M](A), con L + 
M :S e, 7 - ob9erv6 que la di.9peni6n entre 1- dif'erentes curvaa (E/N)(L/M), 
para un -1or dado de L + M, di.9minu76 conforme L + M - 8; comportamiento 
7& 01-ervado en. 1- c- anteriore9. E.to nae permitió determinar que la curva a 
la cual tiende nueetro. c61cula. - una curva mu7 parecida a una cualquiera de 1aa 
(1!: / N)[L/ M], con L+M = e. En particular, l .. eners( .. 7 dmwldades de -turaci6n­
•PG"adu - el interTalo (E,N). e (-0.488740, -8.44U215) K 7 s. e (0.4T115,0.ü11] o 
,,. e (0.022&,0.02S&) part/A. • El comportamiento de 1aa (E/N)(L/M] L + M =e, -
la resi6n Hquld&, ul como el de 109 mln~ de orden & (triúplae nea-) 7 e (c&culae 
abiertae), 90D srdcadoll en la tls. FAI. Loe intervalae de incertidumbrem - dadG9 con 
bue en la tabla 12, wsurando que todae lae m(njm09 de orden e -tmi contenidas . 
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Fisura FAl.- La expreai6n ori&inal (2.1) para la enera(a E/N(s) donde -ha hecho el 
cambio de variable s = ~y - ha muatituido el valor de ca de Asia. 
Para denaid&d- O < s S 0.006 (primera rama) la .-cala - normal 
y para s > 0.006 -·m,,. -ala lo&añtmica. 
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Pisara PA2.- c¡(s) = 1 + lc1¡s + lct;s2 1nz' + ...• ;=o •... ,8, para el potencial de 
Aals. . 
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l'l&ura FAS.- Lu eneq(- E /N(L/M)(s, l.) •in ap~imar e¡(s).; = 1, •• .",e y -o(s) -
. co(III); la cUl'Y& de eneq(a ~tal (EXPT)., loe dato. G-.a 

hnctloa Monte Carla Gl'MC (9). Para el potencial de Asm. 



-~ 
o -z· ........ 
LLJ 

o 

-20 

[610]/ /010] 
I , , ,' , , , , , .,,,, 

/ J' ,, _,, 
..::::.~-- --...... ~ .......... ~..... -- .... ' ........ -::::: ........ , ............. ' ........... _ -.... . .... ~.--' ' ........ ...... ............ .... ' ' ..... ' ' ............ .... ...... ', ', ..... .... ' ' ', ~ .... ' ' ......... 10] ......... _ 

\ ' 
\ ' --­
\ ' 
\ ', 

\ ' 
\ ' ' ' [410]\[3/0] \[210] 

\ \ 

' \ 

X 

'Fisura 'A4.- Se pa&c&n 1aa eneraf- E'/N(L/M)(z.~) ain apraadmar 1- coetlclml­
tem c¡(z). ; = o ••..• e con apraxim-w. sen..-&Usada.. La curY& 
de enrsf& experimental (EXPT) y la. data. Greea. .1\iactioa Moate 
Carla GFMC (9). Para el potencial de Asis. 
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F_ipra FA&.- Se p-aflc:an lu enersfu E/N[L/M](s, A) •in apraximar 1- coeScientes 
•L(s).; = 1, ••• ,e y co - co(i); la curva de enersfa ~tal 
{EXPT) y los data. GFMC (9). Para el potencial c1e· Amis. 
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Fiaura FAe.- Aproxim";"t- «¡(s), j = O, ••• •e a lu mer1- c¡(s) = 1+1=1¡~+ka¡z2 ID z2+. 
. • ••• J = o •... ,e, rempectiYaD1ente. Para el potencial de Asls. La 

forma -leccionada - indicada entre par4n'-ia. 
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Fipr& FAT.- Se comparan 1- curvu de enersf- E/N(L/M}(s,A). loe dato. GPMC 
(lm) para el potencial de AZIZ y la curva de enerpa exper1-t.al 
(EXPT). 
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Fisura FAS.- Ampliación de laa sana de aaturaci6n. Se muestran loe :mlnlmoS de 
en-sf- E'/N(L/M)(s, A) para L + M = & (A) 7 L + M == e (0); 
1 ... curvas de en-&faa E'/N(L/M)(s,A) con L + M - e 7 loa 4-
tOll GFMC (m), para el potencial de Aais, 7 la curva ~tal 
(EXPT). 
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El Cuarto Coeficiente 

El demeo de hacer maa prec~ la11 reaultadOll obtenidOll en el capitulo anterior na11 
cond1tjo a cOJU1iderar la inclu.ión del cuarto coeficiente Ca del d-arrollo oriainal (2.1) 
que, como indic&.lllOll, - d~onocido y depende de la interacción de tre• cuerpa11. 

Aquí, ae deacribe un intento realizado para obtener un valor Ca adecuado y sene­
ral para cualquier potencial v(r) entre partícul-. Para ello - propuao un •Anaatz• 
para el coeficiente Ca, cuya forma fue auserida tanto por el coeficiente análaso de la 
mc:panai6n en bllJa denaidad para la eners(a por partícula del eatado b- de un aiatema 

. de fermion-, como por el resultado variacional de que Ca ~ O cuando el potencial entre 
laa part(cul .. - el de Ma11skaw•kil5 1. 

La mc:panai6n en be,ja denmidad para un •iatema de N fermionem encerradoa en un 
volumen V, _t, dada porlaT) 

(5.1) 

donde a - la loqitud de diapel'8ión de onda S, ro. Ai(O) y A3(0) mon par'°1etra11 con­
teniendo información adicional mobre el potencial central de interacción de doa cuerpa11, 
v(r). ftlt:¡. - el momento de Ferml; c1. c~.a. •••• c9 aon coeficient- adimen•ionalea que 
dependen de.,, el número de sradoa de libertad intrinaecoa, -ociado a cada fermi6n 
(Por ~emplo: ., = 2 paras- de electron- y 8 He, y.,= 4 para materia nuclear). 

De (5.1), E/N puede reemcribine en t6rminoa de p. El t6:rmino en p 2 , el miamo del 
cual Ca - coetlciente en el c&80 de boaon-. tiene como coeficiente 

[ 
ro A3~0) ] { 31L2) 4 («hr2)2 

CT 2a + ca a + ce lOrn a --¡;- • (5.2) 

donde a, ro (el ranso efectivo) y Ai(O) (la lonsitud de diaperai6n de onda P), aon 
independien'- de la forma del potencial, ya que pueden mer determlnadam de loa defa-



a. El Ca.no ao.aeiea&e 

•am.ienta. a b-Ja enersfa a trav& de laa ecuacione.ISI) 

donde k := (2rnE.,/1'2)1/2, E., • la enersfa cin,tica de di8peni6n, 7 6o, tS¡ .on 108 
def'-am.ientos en onda S 7 P, rmpectivamente. 

La dependencia en la forma del potencial •t'- contenida en Ag(O). deftnido como 

~(O) = - sW:i fo00 

dr r 4 v(r)tlto(O, r). 

con ~(O, r) la .oluci6n radial de onda S, cuando k - o+, de la ecuaci6n de Sc:brMinser. 
Su 41Y&luaci6n requiere el conocimiento de v(r). 

La primera intenci6n fue proponer el • An.8ats• con la mimma •tructura que la de 
{&.2). Sin embarso, 

lo cual no • d-able p que M08skCJW8ki1151 obtuvo un Y&lor diferente de cero, para Cs, 
cuando trat6 el ca.o ca = O, a = l. 

Por tal motivo 8e modiflc6 (5.2) 7 •e propu.o la •isuiente forma para Cs 

con A, B 7 e. COl18t&nte8 por determinar. 

Se puede notar ac¡u( que el túmino 

2w1'2 e :a 4 ~ o 
-;;;-- SP CI r , 

p- •te ~rmino - puede reacribir de la •isuiente forma: 

2w1'2 :a :a --(Aa3 + B(rocaoca ) + CAg(o)cao)p , 
rn 

(5.S) 

(5.4) 

(5.5) 



donde para un potencial de -fera dura maa pozo rectangularl18) 

ao = c, diúnetro de 1- -fer- dur-

ca = ao [1 +a ( 1 - t~)] 
roca

2 
2 a { (tan.,/).) a (l 1 tan./).) a -ca = 3ª .,/). + + e; - .,/). 

_! (1 + tan2 ../A_ tan./).)} ~ 0 
2 ~ (../A)ª 

Ag(o) = ~ (R2 _ 2(R - c)
2

) tan./)._ R (R2 _ e(R - c)2) 
../A ~ 3 A 

- .! (8(R - c)2 - c2)-c .,/). - !ca ~ O 
3 A 3 

y que al introducirl08 en la expr-i6n (5.5), n08 conduce a la ~ipaldad (5.4). 

Eate •Anaatz• • expremi6n (5.3), •e •umtituye en la expr-i6n (2.1), quedúidon08 

E~"" pca(l + C1(pca8) 112 + C2pca8 1n(pca8) 
N2wll"' 

+ {A(CIO)' + B(roao) + C(A¡{(O)ao)}pcaª 
A A2 ·A¡ 

(5.8) 

+ O{(pca8 ) 812 tn(pca8 )}]. 

En forma an'1oca como fue hecho en Capítulo II, y por 1-mis~ razon-. •e propone 
cte.arrollar no 8610 ca, •ino tambim ro y Ag(O), en tirmin08 de A, o mea ... . 

ca= ao(l + E a;A'). 
;-1 ... . 

ro = roo(l + E /J;.A'). 
;-1 ... . 

Ag(o) = A:ro(o)(1 +E ..,;A'). 
. ;-1 

(&.7) 

{&.8) 

(&.O) 

Lo9 d-arrollom fueron llevadom ~ta orden cinco en ~. En la tabla 1 - mu-tran 
lom coetlciente. a, fl y "Y. 

Al SU8tituir lom d-arroll08 (&.7)-(5.0) y hacer el cambio de variable 

z=~ 
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en la ezpreai6n (5.6), para la enersfa, ata n08 queda 

con 

E 2"'~2 a . 
N = ~z2 E a;e;(z)>t.', 

mag ;-o 

e;(z) = 1 + C1;z + C2;z2 ln(z2) + Ca;z2 + ... , 
En particular, para;= O, 

a. El Caarto Coelleien&• 

(5.10) 

; = º·· ... 5. 

Cio = Ci = 4.814418, C20 = Ca = 19.853915, Cao =A+ Broo + CA~JO). 
ao· ao 

1:-- nnante. C1;. C2;_. ; = 1, .•• • 5, dependen del parúnetro a, de C1 y _de Ca; 1- Ca1• 
, = 1, ••• , 5, .an func1on- de a;. /J;. -r; y de 1- conatant- por deternunar A, By c. 
El coujunto completo de 1- Ca;• a = 1, 2, 3, j = O, ••. , 5, - m-tan en la tabla 2. Se 
procedió & obtener 108 aproxim•nte. c;(z) para cada e;(z). Se observó que -till(acieran 
109 criteri08 &ic08 Miialad08 en el Capitulo m y, mú aún, a 1- c;(z),; = 2, .•. ,5, no 
.Slo - I• pidió que •u valor ru- pequeño alrededor de la densidad de Bern&l Cuúitica 
:.:a, •lno que ,._ isual• a cero. Ea decir, c;(za) = O, ; = 2, ••• , 5. E.to 61timo, 
junto a 1- condicion• que deben de •atiñacer ~(z) y c¡(z), que inmediatamente 
d.cribimom, nom permitió determinar 1- constante• A, B y C y como co~uencia, el 
•.An.ats•. 

Al meleccionar la co(z) - exisió que tuviera un polo de orden 2 y que reprodujera 
J09 datCMI de enersfa GFMC para el •illtem& de -Cer- dur-. E.to condujo & Pineda et 
a1.f17) a 8jar el valor de 

Cao = 26.2 (5.11) 

y, a la vu, la densidad de empaquetamiento za = 0.7082. La co(z) •eleccion&da rue 
la FORM m, que um&m08 en el cap(tulo anterior, con Cao y za recalculado. por V. 
Aauilera-Navarrol:tel. Al •uatituir Cao. en t6rmin08 de A, By C, en (5.11), obtenemoa 

A+B: +CA~O) = 26.2. 

En n-tro ca.a, el potencial de BURKHARDT, 

ao =e, 

y la ecuación (5.12) queda 

A + !s - c = 2e.2, 
3 3 

(5.12) 

(5.13) 

que - la primera ecuación de un •imtema de tr-, que nom permitirá deducir 108 valorea 
de A, By C. 
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Cuando el aiatema alcanza la densidad de empaquetamiento :i: ª' - de eaperarae 
que la enercía E/N diverja, lo cual ae .. epra en to(z); por otro lado, la correcci6n a la 
enersfa de -fer- dur .. será dominada por un efecto causado por el poso rectansular. 
En realidad, cuando el aiatema ae acerca a za, la correcci6n atractiva crecerá ya que 
mú part(culaa -túi dentro de la aona de acci6n del poao rectanaular. En a(, - de 
~-- que la corrección aea dada por 

1 [ N'limero de centroa de •fer-d~ dentro ] --v0 x 2 , de l .. -fer- conc6ntric- de radios R y e 

o-a 

= -~Vo{4"'P:R' - 1}. 

Como puede verse, • lineal en Vo y por ende, en ~- De aqu{ que el t6nnino del 
d-anollo (5.10) que contribuye a la corrección mea el ~rmino lineal en ~. hac:~ndoae 
cero loa r-tante• ~ en za. 

Como 
~ = ~':ºCR- c)2

, 

R-c 
a = --e- - .R = c(a + 1), 

a 
a 1 = - 3 11 :i:s = o.7082, 

las ecuacionm (5.14) y (5.15) ae pueden r-cribir -{: 

t1(zs) = ••zias l~•zJ.(a + 1)ª - 1} = 2.Q5541SNS, 

t¡(:i:s) =O, j = 2, .... 

(5.14) 

(5.15) 

(5.18) 

(5.17) 

L- dom primeru, junto a (5.13), forman el aiatema de tr- acuacion- ua...U. para 
calcular A, B y C. Se puede notar que en •t- últimas ecuacion- laa colUl1óantea A, 
B y C, están conteni~ implícitamente y a trav& de Cs¡. De aqu{ que aua val­
dependerúi de la t¡(z) eacosida. Se analisaron y calcularon laa A, By C para 1- dife­
-t• f'orma. de aproximantea p-ibl•, tanto para t2(z) como ts(z). Eato no condvJo 
a aeleccionar la FOR.M m para t2(z) y ts(z). Ea decir, 

; = 1, 2. (5.18) 
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l. El Ca.no CoeAc:ien&• 

Al •uatituir 1- expre.ione11par&1- O¡; en (5.18), y áta en (5.18) y (5.17) obte­
n-

0.00297 B + 0.232070 = 3.83843, 
1.15113B + 0.548830 = -35.301388, 

cuya 80lución nó. da 
B = -38.34345, 
O = US.18025, 

que al •u.tituirloe en (5.13) encontramoe 

A = 57 .14938. 

En ene momento el "An.at:a" queda determinado; 

Os=: 57.14938 (~)' - 38.34345 e:t°) + UJ.16025 ( At{~~)ao) 
_, COIDO l .. 09¡, i = 1, 2, 3,; = 0, 1, 2 que 80n t&bul&d- en la t&bl& 2. 

VALmEZ DEL "ANSATZ" 

Obtenido el • An.at:a• - procedió a probar .u valides univenal, aplicúidolo & otro 
potencial de interacción entre partfcul-, v(r). Qu' ~or que par& el mi8mo potencial. 
de MOSZKOWSKI que, en cierta manera, .usiri6 la forma Snal del "An.at:a•. 

POTENCIAL DE MOSZKOWSKI.- El potencial de M-:akowüi no - ma. que UD 

potencial de -fer& dura ID&8 po:ao rectansular par& el cual a = O y a = 1. Introduciendo 
-'- Y&lore11 en la expr-i6n (4.1), y re90lviendo par& .A, obtenem-

.A = 1.358533. 

El -1or del d~tro de -fer- dur- ua&do fue ao = e = 1 A.. Para -te potencial 

roa2 = a3 {j + ~) = 2.089421, 

Ag(o) = a3 (1: + ~(1 - ~)v'1 +o) . 

Con -toe minnoe parúnetroe Moe:akowüi (a) determinó, mediante UD cQculo variacio­
nal, la enersf& por b086n (.E/N)M como función de la den.idad p = (N/V), 

(E) li2 12.8 2 a 2 
N M = 2W" mc:2 2W" cªp (1 + 5c p) • 

la cual ~" UD cota •uperior de ener&(&, par& toda p; en particular par& p pequeñ­
(p-+ O). o-a 

(5.19) 



Para p pequeñ- (p - O), 

( E) """ 2 .. 112 12.s e 2 
N 1i1,.=:o mct 2W" e P • 

55 

(5.20) 

De la expr-i6n (5.8), cuando hacemo11 a = O, el único t~rmino que 11c>brevive - el 
t6rmino en p 2 , _, que 

De aqw, para que el "Anaata• •ea bueno, - nec-ario que se •atisfaaa (5.lG). Compa.­
rando (5.21) y (5.20), (5.lG) se •atisfar' para baJ- densidades •i 

CIQs{Aa3 + Broa2 + O~(O)} s 1:~s. 
Evaluando, el primer ~o de -ta desi&ualdad vale 11.G1GOG2, el cual es m~or que 
12.8/2"' = 2.04. De aqu( que la d-iaualdad (5.lG) no se •atisfqa y, como consecuencia, 
el "Ansata• no aenere el coeBciente Os correcto para el potencial de Mollzkaw•ki. Esto 
tambim lo d-carta como el coeBciente Os correcto para cualquier otro potencial. Muy 
probablemente es una consecuencia de la sencillez del .. Anaat11• propuesto. Si bien se 
consideró la dependencia con el potencial a travá de la cantidad .Ag(O), &to no fue 
•uBciente. Proponer un nuevo "Ansat11• motiva un an'1isis ~ profundo del coeBciente 
Os, mismo. 

Motivo de -tudio -· tambim, proponer a Os como un desarrollo en potenci­
del par'-etro perturbativo A, (Os= Oso+ Os1A + 012A2 +···)y, para cada poten­
cial, determinar los primeros coeBcientes del d-arrollo a trav& de los criterios flsicos 
que deben de -tisfacer 1- ~¡(z), j = O, .•• , 5. Aunque los coeflcien~ 01 que ob­
tendr(unos ser(an parciales (para un potencial y con un número limitado de t6rminos), 
nos proporcionarían información sobre •U dependencia con el potencial que •userir(an 
un coeficiente Os univenal. 



c....,a.e 

Concluaionea 

El m6todo de Periurbacion- Van der Waala d-anollado en -te traba.Jo, noe 
permitió calcular la enersfa del estado b- de un •wtema de bomon- a temperatura 
ab8oluta T = O. t.o. re.ultadoe 80n excelent•. A &to hay que acresar que el -rueno 
invertido - mucho menor que· el requerido por otroe uu!itodoe, por -tiemplo el uu!itodo 
GFMC. 

Nu-tro m6todo M puede aplicar directamente a nuevo. ftuidom cuhticoe boe6nicoe 
'por fl.iemplo Ht .,, Tt), _,como a •iatemu Cermi6nicoe en el -tado b&Mt (por _-tiemplo 
He" Dt). 

Lo. :rt19Ultadoe .e vieron favorec:idom cuando, para el C&80 Lennard-.Jon-, cambia­
- la manera de aeparar el potencial: del "Corte Vi-üo• al "Corte Nuevo•. De aqu( 
que a .emfl.iansa del ca.o clúico, el "Corte Nuevo• parece aer la manera conveniente 
de aeparar el potencial cuando tr&t&m09 •latemaa d-. E•to podr• •er corroborado 
cu-do apllquemom el ~todo a b nuevo. •Wtemu bomónicoe. 

La incluai.6n del cuarto ~o del daarrollo de la enersla, aunque d-alortunado 
en •ta oc-i6n, deber• mer reconmiderada, "ª aea proponiendo un nuevo "Anaats• o 
bien un demarrollo en potenci- del parllmetro de intenmidad atractiva, "· Emto 11ltimo 
noe permitirla determinar Ca para cada potencial de interacción, v(r), conaiderado. Un 
pomterior an'1i8i8 de 1- Ca _, calculad-, noe proporcionar(& inronnaci6n acerca de la 
dependencia de '8t- r-peto al potencial. 

Finalmente, • conveniente aeñalar que el parúnetro de pequeñes, apropiado para 
la ~cripci6n de Uquidoe cuúticom coZDO 'He, • precisamente el parúnetro de inten­
aidad atractiva"· 
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Tabla 1.- Coeflcientea ªi• fJ; y "'/¡ de los deaarrolloa a = ao + 
E1-i a¡'J..i • ro = roo + E1=t fJ;J..i Ag = A:fo + 
E1-i "'f;'J..i. Para loa potencial- indicados. 

al/­ 6etaa 

Po~ci&l de BURKHARDT 

ao = 1.885 A.. roo =. A&,(O) = 
-. 7548983 1.5fSfS509 
- .3018794 8.07562 
-.1221893 11.9414 
-4.951461 X 10-2 19.49282 
-2.00fS721 X 10-2 29.11434 
-8.132919 X 10-S 

Potencial de MOSZKOWSKI 

ao = 1 A.. roo =. ~(O) = 
-.3333334 -.1333334 
-.1333334 .247819 
-5.39fS820 X 10-2 .4342858 
-2.180949 X 10-2 .5050762 

-8.92989fS 
-3.493301 
-1.410843 
-.5715778 
-.23UM25 

-2.45 
-.9781904 
-.3950231 
-.1600712 

-8.803230 X 10-S .!5082494 -8.487335 X 10-2 
-3.592128 X 10-S 

Potencial LENNARD-.TONES, Corte Vi~o 

ao = 2.0929154 A.. roo = 1.39508fS A.. A&,(o) = -3.127948 A.. s 
-1.337801 8.391909 -20.23182 
-1.133802 34.83300 -9.934143 
-1.099385 114.8573 -9.297482 
-1.082054 339.9313. -9.108573 
-1.007299 948.2255 -8.978078 
-1.053099 2&32.427 -8.857840 

81 



es 

Potencial LENNA.ltD-.JONES, Corte Nuevo 

ao = 2.131128 A, roo= 1.423727 A, A3o(O) = -3.seo&81 Aª 
-1.272788 7.870783 -18.80121 
-1.087322 S0.47DDO -8.020308 
-1.032904 08.07035 -8.311133 
-1.018212 277.588 -8.134488 
-1.002780 747.8023 -8.010802 
-0.080088 1037.880 -7.015895 

•r­
Potencial A.ZIZ 

ao = 2.1483178 A, roo = 1.429518 A, A3oCO) = -3.3808&0 A.• 
-1.291114 8.700808 -17.58080 · 
-1.1215817 28.02254 -0.138008 
-1.128848 01.78434 -8.870002 
-1.147347 280.3871 -8.081808 
-1.leaHl 743.1810 -0.142053 
-1.100l5G7 1070.741 -0.314002. 
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Tabla 2.- Coeflclentee C¡; a= 1,2; = o, ••• ,8ele1- aeriea •;{s) = l+C1;s+C2;s
2bas2 +··· 

con ; = O, ••• , 8. Para cada uno de 1- potenclalea Indicado•. 

Potencial de BURKHARDT 

C10 • C1 = 4.814418 
Cu = 12.0S805 

Cu = -4.905888 

c 13 = -18.ssso 

C14 = -21.20853 

C11 = -18.004ST 

C20 = C2 = 10.853015 
Cu = T8.81MMl 

C22 = -14S.8T50 

C23 = -84.5883 

Cu= 112.5550 

Cu = s2s.8oe2 

Potencial ele LENNAR.D-.JONES, Corte Viejo 

C10 • Ci = 4.814418 C20 s C2 = 10.853015 

Cu= 12.03805 Cu = T8.81588 

C12 = -2.213185 C22 = -107.5271 

C1s = -0.508283 C23 = -T5.588Sl 

C14 = -14.20890 Cu= 2.0551TS 
C11 = -15.80247 Cu = 08.14043 

Ci• = -lS.71285 Cia = 184.0432 

Potencial de LENNAJU>-.JONES, Corte Nuevo 

010 • c, = 4.814418 
Cu = 12.03805 

C12 = -1.885258 

C1s = -8.711358 
c 14 = -1s.2eT8T 

Cis = -15.19037 

Ci• = -lS.07842 

Cao • C2 = 10.853015 
C21 = 78.81588 
c 21 = -100.se95 

Cu = -T4.9805S 

C24 = -8.072885 

Cu = TT.11551 

ca = 15T .seos 

C30 = 25.307 

C31=? 

C32=? 

Cn=? 
Cst=? 

C3s=? 

030 =25.SOT 

031 =1 
012=? 

Oss=T 

034=? 

On=T 

Osa=? 

030 =25.SOT 

Cs1 =T 

C:12=T 
Css=T 

C34=? 

Cn=? 

Csa=T 



Tabla 3.- Loe 5 apraximent- de la -rie e(z), con ·tr- t'rmina. 

FORMO = 1 + A:1z + A:::a:i:2 ln z 2 

FORMi = 1 + A:i:i: 
1- t:i:tn:i:2 

FORMii= 
1 

1 - A:1z - A:::a:i:t In :i:t 

FORM···- l+A:::az2ln:i:::a 
... - l-A:1:i: 
. 1 + A:1:i: 

FORMav = 1 _ A:::a:i:t tnzl 

Tabla 4.- La. 12 apraxim•ntea de la Mrie e(:i:), con cuatro t'rminoe 

FORMI= 1 + A:iz + A:::a:i:::aln:i:::a 
1-t:i: 

FORMII = 1 + A:iz + A:sz::a 
1- iztnz2 

A:1z 
FORMIII=l+ h 2 1i 

1- a¡zln:i: - liiz 

FORM IV = 1 + (A:i - t>z 
1 - tz - A:::az2 tnz2 

1 + (A:1 - t>z + A:::az2 lnz2 
FORMV= ¡;: 

1- Siz 

FORMVI= 
1 

1 - A:1z - A:::az2 ln z 2 - (A:a - A:f)z2 

FORMV II = 1 + A:1z + qr ln z2 
1-A:azt 

FORMV III = 1 + A:::az2lnz2 + (A:a - A:f)z::a 
1-A:1z 

FORMIX = 1 + A:iz + A:az2 
1 - A::a;:t In zl 

FORMX = 1 + A:iz 
1 - A::aSi In zl - (A:a - A:flzl 

FORMXI = 1 + A::az2 tnz2 
1 - A:1z - (A::a - A:f)z2 

FORMXII = 1 + (A:s - A:yz::a 
1- A:1z- A:::az tnzi 



Tabla 5.- Resumen del anQlaia de loe aproxlmantea c;(z) a la aerle •;(•),para el potencial de 
Burkhardt. 

FORMAS ... •• . ,. ... •• . .. •• FORMO nrnc nwnc - vmo -- -- --
FORMl polo- polo- sr-de 

0.0258 0.005S •• -ss 
FORMO nrnc nwnc polo- polo-

o:os48 0.0882 
FORMUl nrnc ftlftC vmo nmo pande pande sr-de 

- -z .. ea -ZA .. -·· FORMlv nrnc nlftC polo- polo- pande ........ _ .. e 

O.OSlT 0.0434 - -sw .. -zR •B -SR 

Tabla e.- Resumen del an6.llala de 1- aproximant- c;(z) a la -rle •;(z), para el potencial 
~.J. Corte Vlejo. 1- aproxlmantea 6ptlllloe aon loa que no tlenen lndlcacl6n 
alcuna. 

FORMAS ... •• . ,. ... •• C& ... 
FORMO nrnc nonc vmo vmo pande pande __.... 

- -s.11 •• -s .. .. -•11 
FORMl snacle ....... e polo---·- --·- 0.0078 
FORMO nrnc nonc polo- polo- llftAcle 

O.OSH 0.0814 - -za 
FORMUl nrnc nonc - vmo ....... e sr-de 

- -s .. .. -·· FORMlv nrnc nonc polo- polo- snncle pende __.... 
O.OS77 0.0484 - -zB --·· - -SR 

Tabla T.- Resumen del an6llala de loe aproxlmantea c;(z) a la aerle •;(z), para el potencial 
~.J. Corte Nuevo. Loe aproxlmant- 6ptlmoa aon loe que no tlenen lndlcacl6n 
aJcuna. 

FORMAS co •• •s ... ... ... . .. 
FORMO nnac nonc -- -- -- - ........ --·· FORMl ........ pande polo-

- -0.85 - -o.85 o.ooa:a 
FORMO nnac nonc polo- polo-

0.0408 o.oeos 
FORMUl nnac nonc vmo vmo 

__ ..... 
pande ........ 

0.4 - -o.as --· .. FORMlv nonc nme polo- polo- ........ pande ...... e 
o.oso:a 0.0487 - -za --·· --·-
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Tabla a.- Re.umen del anQlala de loe aproximan&• <;(s) a .. -ri• •;(s). para el potencial 
Aab e& al. Loe aproximan&•• 6p&lmoe 80n loe que no tienen lndlcacl6n alpna 

FORMAS <o <1 <2 <s < .. <• <• 
FORMO ftlllC nme -- -- -- -- pamde --·-FORMI ........ -- ....-- -o.as - -o.as 0.015S 
PORMU ftlllC nme polo- polo-

0.0421 o.osas 
FORMUl ftlllC nme VtnO - __ ....... -- pamde 

0.2 - -o.as --·· FORMIY ftlllC nme polo- polo- polo- -- pamde 
0.0405 0.0482 0.1281 --·· --·· 

nme = no monot6mlcamente creciente. 

vp = yloJa poal&IYlct.d. 

vtno = yloJa mono&onlddad ele orden. 



Dell81dad (:&'m1a) y enersfa ((E/N)m1a) mmimaa para 1- diferentea curv- de ener.,_ E/N(L/M)(:&',~). con 
L + M S 8. Potencial de 

-·· Tabla o.- Burkb&rdt. Tabla 10.- Lennard-Jone• •Cona Viejo•. 

e= 1.885.Á Ca= 25.S07 •• - ¡¡¡ Ca=U.S07 
:&'B = .7200 ... = .7200 

PADES :&'mia Pmla E/Nm1a PADES :&'mia Pmla E/Nm1a. 
(1/5) 0.4Se8(0.0S09) -0.905298 ± 5 X 10-T (1/5} 0.4844(0.02S5) -8.780055 
(2/4} 0.4S28(0.0S01) -0.382421 ± 5 X 10-T (2/4} 0.4M5(0.02S5) -8.782288 ± 9 X 10-
(S/S} 0.4S18(0.0SOO) -0.S54SfS5 ± 5 X 10-T (S/S} 0.4M0(0.02H) -8.721058 ± S X 10-
(4/2} 0.4S18(0.0SOO) -0.S55S48 ± 5 X 10-T (4/2} 0.4854(0.0238) -8.900720 ± 8 X 10-e 
(5/1) 0.4S18(0.0SOO) -O.S59182 ± 5 X 10-T (5/1) 0.4855(0.0238) -8.aooeao ± 1 x 10-
(8/0) 0.4S18(0.0SOO) -O.S58182 ± 5 X 10-T (8/0} 0.4850(0.02S8) -8.717287 ± S X 10-e 

(1/4) 0.4287(0.0SSO) -9.571055 ± 5 X 10-T (1/4) 0.4844(0.02S5) -8.79S01T ± 1X10-• 
(2/S) 0.4Sl59(0.0S07) -o.soeoo9 ± 5 x 10-" (2/S) 0.4845(0.02S5) -8.835720 ± 2 X 10-
(S/2) 0.•6320(0.0SOO) -0.349419 ± 5 X 10-T (S/2) 0.4842(0.02S5) -8.eea21s ± 1 x 10-
(4/1) 0.4S20(0.0SOO) -o.sooae1 ± 5 x 10-" (4/1) 0.4877(0.02SO) -8.70SOOS ± 7 X 10-
(5/0) 0.4S18(0.0S90) -O.S58170 ± 5 X 10-T (5/0) 0.4848(0.02S5) -8.aos&e ± 7 x 10-

' ' 
(1/S) 0.4454(0.0451) -11.102175 ± 5 X 10-T (1/S) 0.48110(0.0240) -8.498&90 ± 2 X 10-
(2/2} 0.4435(0.0411) -o.&eaeso ± 5 x 10-" (2/2) 0.4979(0.0280) -8.200025 ± 4 X 10-e 
(S/1) 0.4Ste(O.OS90) -0.20S057 ± 5 X 10-T (S/1} 0.4641(0.02S5) -8.598240 ± 1 X 10-..... 
(4/0) 0.4S18(0.0SSO) -0.290027 ± 5 X 10-T (4/0} 0.4841(0.02S5) -8.581Sl4 ± 1 X 10-e 

f.-·· -7.S05815 ± 5 X 10-T -7 .045S82 ± 1 X 10-e ' (1/2) 0.4S2S(O.OSOO) (1/2) 0.4472(0.0219) ..... 
(2/1) 0.4735(0.0480) -10.910808 ± 5 X 10-7 (2/1) 0.4502(0.0221) -7.080088 ± 1 X 10-e 
(S/O) 0.4SOO(O.OS99) -0.152550 ± 5 X 10-T (S/0} 0.4844(0.02S5) -8.SOOS82 ± 1 x 10-

(1/1} 0.5081(0.05S5) -20.504182 ± 5 X 10-T (1/1) 0.4798(0.0250) -9.01420 ± 1 x 10-• 
...., (2/0) 0.50S4(0.05SO) -14.890440 ± 5 X 10-T (2/0) 0.48115(0.02SO) -5.051147 ± 1 X 10-e 

(1/0} 0.4855(0.0453) -5.8S8049 ± 5 X 10-T (1/0) 0.40S5(0.0178) -1.soa101±1x10- . 
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Tabla 11.- Lennarcl-.Jon- •Corte Nuevo•. Tabla 12.- Asb ce .L 
1. 

C4-es C:s=25.307 C4 -99 C:s = 25.307 
•a= .7200 •a= 0 7200 

, .. PADES ..... '-la E/NmJa 
{1/5} 0.4888(0.0225) -8.823007 ::1::: 1 X 10-T 
{2/4} 0.4803(0.0225) -8. 730002 ::1::: 1 X 10-T 
{3/3) 0.4840(0.0221) -8.083520 ::1::: 1 X 10-T 
{4/2) 0.4883(0.0224) -8. 778058 ::1::: 1 X 10-T 
{5/1) 0.4U7(0.0225) -8.830285 ::1::: 1 x 10-7 

{8/o) 0.4U2(0.0224) -8. 783473 ::1::: 1 X 10-T 

PADES ...... Pmla E/N-
(1/5) 0.4803(0.0233) -8.M2507 ::1::: 5 X 10-T 
(2/4) 0.4818(0.0235) -8.44M25 ::1::: 5 X 10-T 
(3/3) 0.4715(0.0225) -0.4ee740 ::1::: 5 X 10-T 
(4/2) 0.4771(0.0230) -8. 758803 ::1::: 5 X 10-T 
[5/1) 0.4775(0.0230) -8.840013 ::1::: 5 X 10-T 
(e/o) 0.4770(0.0230) -8.747042 ::1::: 5 X 10-T 

{1/4) 0.4800(0.0228) -8.523310 ::1::: 1 x 10-7 

{2/3) 0.4805(0.0217) -7.088111::1:::1 X 10-T 
{3/2) 0.4801(0.0217) -T.001184 ::1::: 1 X 10-T 
{4/1} 0.4870(0.0224) -8.710887 ::1::: 1X10-T 
{5/0} 0.4870(0.0224) -8. 703183 ::1::: 1 X 10-T 

(1/4} 0.4851(0.02:SS) -7 .eess90 ::1::: 5 x 10-7 

(2/3) 0.4042(0.0218) -10.39oaee ::1::: 5 x 10-7 

{3/2) 0.4812(0.0215) -10.753848 ::1::: 5 X 10-T 
{4/1) 0.47U(0.02SO) _:__9.ea1310 ::1::: 5 x 10-T 
(5/0) 0.4707(0.02SO) -8.071000 ::1::: 5 X 10-T 

{1/3} 0.4715(0.0227) -T.3808S1 ::1::: 5 X 10-• 
{2/2} 0.4735(0.0220) -8.857810 OKllaba 
(3/1} 0.4778(0.0233) -T.474478 .... ..._ ·- (4/0} 0.4872(0.0223) -8.504040 delmlalmo 

1 

(1/3) 0.4432(0.0100) -14.481485 ::1::: 5 X 10-T 
(2/2) 0.4858(0.0238) -7.428401.::1::: 5 X 10-• 
(3/1) 0.5038(0.0357) 15.733470 ::1::: 5 X 10-T 
(4/0) 0.4790(0.0220) -8.520005 ::1::: 5 X 10-T ,,.,, 

-T.008701::1:::5 X 10-T (1/2) 0.4488(0.0208) 
I • (2/1} 0.4480(0.0205) -T.011488 ::1::: 5 X 10-T 
1 

(3/0) 0.48SS(0.0210) -5.780535 ::1::: 5 X 10-T l"I 

{1/2) 0.4550(0.0210) -8.444503 ::1::: 5 X 10-T 
{2/1) 0.4530(0.0207) -8.501170 ::1::: 5 X 10-T 
(3/0) 0.4708(0.0224) -8.401321 ::1::: 5 X 10-T 

11 (1/1} 0.4710(0.0228) -8.858805 ::1::: 5 X 10-T 
1 

(2/0} 0.4800(0.0218) -4.188048 ::1::: 5 X 10-T .... {1/1) 0.47e&(0.02SO) -7.587845 ::1::: 5 >< 10-T 
{2/0) 0.4840(0.0218) -4.451501 ::1::: 5 X 10-T 

1-~ (1/0) 0.3870(0.0153) -0.044587 ::1::: 5 X 10-T (1/0) 0.3803(0.0153) -0.075203 ::1::: 5 >< 10-T 



Tabla 1a.- Burkhardt. 

e- 1.985.A. Cs""" 25.S9T 
...... 7200 

PADES ............. l!:/N_,_ 
(1/5) 0.4He(0.02ü) -7.lacnM ::t: 5 X 10-T 
(2/4] 0.4329(0.0240) -8.748322 ::i::: 5 X 10-T 
(S/3) 0.4318(0.0288) -8.T40518 :i:: 5 X 10-T 
(4/2) 0.4318(0.02S8) -8.741224 ::i::: 5 X 10-T 
(5/1) 0.4318(0.02S8) -8.741825 :i:: 5 X 10-T 
(8/0) 0.4318(0.0288) -8.741824 ::i::: 5 X 10-T 

(1/4) 0.4289(0.MSS) -8.1T8T28 :i:: 5 X 10-T 
(2/3) 0.4H8(0.024S) -8.771229 :i:: 5 X 10-T 
(3/2) 0.4319(0.0288) -8.7S8228 ::i::: 5 X 10-T 
(4/1) 0.4S19(0.02S8) -8.788812 ::i::: 5 X 10-T 
(&/O) 0.4318(0.02S8) -8.741822 :i:: 5 X 10-T 

' (1/S) 0.44H(0.02H) -8.084791 :i:: 5 X 10-T 
(2/2) 0.4435(0.0251) -8.894905 ::i::: 5 X 10-T 
(3/1) 0.4318(0.0288) -8.8M987 ::t: 5 x 10-7 

\ j {4/0) 0.4S18(0.02S8) -8.701289 ::t:: 5 X 10-T 

(1/2) 0.4324(0.0239) -5.a202a5 ::t:: 5 x 10-7 .... 
(2/1) 0.47S8(0.0287) -7.T89911::t::5 X 10-T 1' ·- (3/0) 0.4309(0.0237) -8.59509T ::t:: 5 X 10-T 

t: (1/1} o.soel(0.0827) -14.TT4TT2:i:& x 10-T 
(2/0} o.aoH(O.OH4) -10.578355 ::t: 5 X 10-T 

!"'"" {1/0) 0.4858(0.027T) -4.205305 ::t:: 5 X 10-T 
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Aproxima.ntes de Padé 

En Ffaica - mu7 frecuente encontrunoe con problemu cu7a 110luci6n puede dar.. 
110lamente - ~Oll de una 1111rie infinita, ~ Ha convercente o diveqente. Son 
~emplOll inmediata11 lOll problemu atacada11 :mediante alcún m6todo de Perturbacion• 
que ceneran d.arrollOll en potenci .. del p6.rametro perturbativo. 

Si la Hrie converse r'-pidamente, una buena &praximaci6n & la 110luci6n bu.cada 
- la auma de •ua primera11 t~a11. En la11 caaoe en que la convercenci& - 1-ta -
necesario: ei - pa11ible, eumar un& ~r cantidad de WrmiDOll o aplicar alcWl ~todo 
para acelerar la convercencla (por ~emplo, Traneformac:ion• de Sh&Dkl•I). 

Mú comunes eon l .... ri• divercent•, donde lo ensorroeo de lOll c'1culOll limitan 
a un n'1mero bito el conocimiento de eua t6rminOll. Un& ~nic& afortunada par& 
aproximar la eum& de •ta11 tipOll de .. ri• • la de lOll Apra1dmantee de Pad6. · 

LOll Aproximant• de Pad6 llOn apraximantee racion&lee en lOll que, dado el .a­
arrollo en serie de potenci .. de una función 

00 • 

/(z) = EGiz•, •-1 
H aproxima por el cociente de da11 polinomlOll 

donde 

_ PL(z) _ ( )( 
/(z) - Q.111(z) = L/M z), 

L . 
PL(z) = E Paz• •-1 

M . 
y Q.111(z) = E .,.z•. 

•-1 
LOll coeflcient• Pi 7 90 H determinan de la condición de que l011 N(= L + M) 

primerOll t6rmina11 t.anto de la serie como del deearrollo de (L/M}(z), coincidan. En 
otra11 p&labr .. , que eue primer .. N derivad .. coincidan en el punto - c~ti6n, • 
decir, 

(A.1) 

71 
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Sin ¡Mrclida de seneralidad ha.cemo. 

Q,v(O) = 'lO = 1. 

Multiplicando ambos miembro11 de (A.1) por Q,v(.z), obtenemoe 

Q.v(.z)/(.z) = PL(z:) + 0(.zL+.V+l), 

que mc:ribi6ndola en detalle n09 queda como 

ao =PO, 
01 + CI091 = Pl • 

as + 0191 + aotn = J12, 

ªL + ªL-191 + • • • + = l'L• 
ªL+1 + GL91 + "• • + ªL-.V+19.V =O, 

ªL+M + ªL+M-191 + "" · + ªL9N =O, 

donde de8nim09 ªN = O •i N < O y 9¡ := O •i ; > M. 

(A.2) 

Ha de notarme que no - necesario conocer la •erie completa para construir el Pad6, 
•ino mola.mente los primeros L + M + 1 t&minom; propiedad que masniflca •u utilidad. 

Obtener el aprmdmante de Pad6 a /(z:) •e ha transformado en resolver el •imtema 
de ecua.cio- (A.2). Aunque durante el daarrollo anterior hemos considerado que lu 
a¡ mon constanta, '8tu pueden •er tambi6n funciones de .z. Entonces el •imtema de 
ecua.clones (A.2) puede mer resuelto punto a punto. Otra manera es remolver el •imtema 
de ecuaclon- anaHticamente" dar lam forma. explícitu de lu Pi y 9,, y por ende 
de los {L/M)(.z). E•ta manera de proceder no es m.uy recomendable •i no - cuenta 
con un proarama de computadora que realice el illsebra, ya que para L + M > 3 
la labor aumenta enórmemente. La tabla 14 contiene lu expresiones anal(tlcu para 
los Apraxim.atem de Pad6 hamta orden nim (L + M =&),que fueron obtenidos con el 
prosrama de computadora •MACSYMA•l•01. Para ~empliflcar la bondad del m.Etodo, 
incluimos la püca (Fisura FG2) en la que, para la función 

yl+z: 
/(.z) =1+2z:' 

u tr-an 1- diferenciu porcentual• entre los respectivos Pad6 de orden 4 y la funci6n 
mimma, ({•) - /(.z))//(.z). Nóte.e que el Pad6 {4/0)(.z) no - mú que el desarrollo de 
Taylor de /(.z). E8 inmediato que el Pad6 {2/2}(.z) - el mejor aproxim•nte, aventll,jando 
por mucho al •imple desarrollo de Taylor: 



.... w 

B 10 ----ac 
;:: 10-1 --====. 

[4/0]<x> 

(3/2) 

[3/1) (3/3) 
z[x;5]!!!! (3/ 4) 

(2/2] 

3 5 7 9 X 

Flcura :ros.- Dit-laa pcm:-tuai- ((•) - /(s))// s entn 1cm nspectl._ P...W ele 
orden 4((•)) 7' la funcl6n /(s) = (1 + z)/(1 + 2s). 



Tabla 14.- Expresiones analític .. para to. aproximantes de Pad6 h .. ta orden 5 (L + 
M=5) 

ord•r Pad•s aiPAOE2.BASI 
1/ ( 1-X* <Fl+X• <F2-Fl•r-1)) : l~ru~N 
<Fl+<Fl•Fl-F2>*X)/(Fl-F2*X>:RETVRN 

p.ii,'li!~~~!'í!~ .. ~~i::.~~.~- l+X* <Fl+F2•X> 
Ui'<M 

20300 Third ord•r Pades : f PADE3.BAS\ 
·j- ~·-•~f•:1JIE·f;ó!<:1;j • 1/ < 1-X* CFl+X* <F2-Fl•F l+X• <F3+F1•F1*F1-2•Fl•F2> > > > :IETVAN 

5vi2@1#=t=15 • <Fl•F1-F2+<F1*F1•F1-2•F1*F2+F3>•X>/<Fl*Fl-F2+X•<F3-F1•F2+X•CF2•F2 
-Fl•F3>)) : .eervRN . 

1 
?o?3•J\1F·AD5:2? • <F2+X* <F1•F2-F3+X• <F2•F2-F1•F3> > > / CF2-F:S•X > : AIETVAN 
;~o~4~!PAOE3~ • 1+X•CF1+X•<F2+X•F3>> 
.,203~0 RETURN 
20400 • Faurth arder Pad•• 1lpAQE4.eesl 

-12o41&1PADE041• 1/C1-X•<F1+X•<F2-F1•F1+X•CF1•F1•F1-2•F1•F2+F3+X•CF4-2•F1•F3-F2•F2 
-+3•F1•Fl•F2-F1•F1•F1•F1>) > > > : RETVAN 

.2042§)IPADE13l• <F3-2•F1•F2+F1•F1•F1+CF1•F1•F1•F1-:S•F1•F1•F2+F2•F2+2•F1•F3-F4>•X> 
/CF3-2•F1•F2+F1•F1•F1+X•<F1•F3+F2•F2-F1•F1•F2-F4+X•CF1•F4-F2•F3-F1•F1•F3+F1•F2•F 
2+X• <F2•F4-F1•F1•F4-F3•F3+2•F1•F2•F3-F2•F2•F2> > > > : JtlETVAN 

. 2C•43otlPAOE22I• CF1•F3-F2•F2+X•<F1•Fl•F3+F2•F:S-F1•F4-F1•F2•F2+X•CF2•F4-F1•Fl•F4-F 
•~3•F3+2•F1•F2•F3-F2•F2•F2>>>/<F1•F:S-F2•F2+X•<F2•F3-F1•F4+X•<F2•F4-F3•F3>>>:11TVIN 

fPAD5:3! <F3+X•CFl•F3-F4+X•CF2•F3-Fl•F4+X•<F:S•F3-F2•F4>>>>/CF3-F4•X>:AE.7V.eN 
J [PADE4~ 1+X• CF1+X* <F2+X• <F3+X•F4> > > 
¡. RETURN 

1.1 

~ 



r: 
l • 

-j :29!!!2d • l PADE l 4l 
20521 F12•F1•Fla F22•F2•F21 F32•F3•F31 F42•F4•F41 FO•F4-2•F1•F3-F22+3•F12•F2-F12 

-:•Fl2: PADE14• FO+ X•<F2•Fl•F12-2•F1•F22+<2•F2-F12>•F3+F1•F4-FS+ X•<F1•FS-<F2+F12 
>•F4+Fl•F12•F3+F2•F22-F12•F22>> 
20522 PADE14•PADE14+ x~3•<<F2-F12>•FS+<Fl•F12-F3>•F4+2•F1•F32-<F22+2•Fl2•F2>•F3+ 

- Fl•F2•F22 +X•<<F3-2•Fl•F2+Fl•F12>•FS-F42+2•<Fl•F3+F22-F12•F2>•F4-<F2+F2+F12>•F32 
+~•F1•F22•F3-F22•F22>> 
20523 PADE14•<FO -X•<FS~2•Fl•F4+<3•F12-F2-F2>•F3+3•Fl•F22-4•Fl•F12•F2+F12•F12•Fl 
i>sPAfE14 1 RETURN 
~9_30_ • [PADE23l 

'-20531 F12•F1•Fla F22•F2•F21 F32•F3•F31 F42•F4•F41 FO•<F12-F2>•F4+F32-2•Fl•F~•F3+ 
F22•F2: PADE23•FO +X•<<F2-F12>•FS+<Fl•F2-F3>•F4+Fl•F32-F22•F3 +X•<<Fl•F2-F3>•FS+ 

:-'F42-<Fl•F3+F22>•F4+F2•F32>> 
~-• 20532 PADE2:S•PADE23 + x~3•< <Fl•F::S-F22> •FS-Fl•F42+2•F2•F3•F4-F32•F:S> 

20S33 PADE23•<FO -X•<<Fl2-F2>•FS+<F:S-F12•F1>•F4-2•Fl•F32+<F22+2•F12•F2>•F3-Fl•F2 
~42•F2+ X•<<F:S-2•Fl•F2+F12•Fl>•FS-F42+2•<Fl•F3+F22-F12•F2>•F4-<F2+F2+F12>•F32+3•Fl 
¡-Jj •F22•F3-F22•F22> > > /PADE23 1 RETURN 

. 20S40l • \ PADE:S2 \ 
20S41 Fl2•Fl•Fla F22•F2•F21 F32•F3•F:S: F42•F4•F41 FO•F2•F4-F321 PADE:S2•FO +X•<FS 

flll •F4-F2•FS +X•<F3•FS-F42> > . 
lW2QS42 PADE32•<FO +X•<F4•CF3+Fl•F2>-F2•FS-Fl•F::S2 +X•<<F:S-Fl•F2>•FS-F42+<F1•F:S+F23 

>•F4-F2•F:S2 +X•<<Fl•F:S-F22>•FS-Fl•F42+2•F2•F::S•F4-F:S2•F:S>>>>.l'PADE32 1 RETURN 
,, .. 2o!5sol • !'15AOE411 
t1 20SSl PADE41•<F4 - X* <FS-Fl•F4 + X * <Fl•FS-F2•F4 + X * <F2•FS-F3•F4 + X <FS 

•FS-F4•F4> > > > > / <F4 - FS•X> RETURN 
..!. 20!ió§l~ADE!iu}-i 1 + X * <Fl + X * <F2 + X * <F::S + X * <F-i + FS•X> > > > 1 RETUF.N 
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