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Resumen

En este trabajo, se estudia la energia de un sistema de N bosones a temperatura
T = O a partir de un potencial de interaccién de dos cuerpos v(r) como funcién de la
densidad de partfculas p = N/V, con V el volumen del sistema. Con este fin, se parte
de la expresién de la energfa del sistema para bajas densidades y con un potencial
repulsivo. La atraccién entre las particulas se introduce en forma perturbativa, de
manera que se obtiene una serie doble en términos de la densidad y de un parémetro
que caracteriza la intensidad de la atraccién. Este esquema representa un tratamiento
perturbativo alrededor del fluido de esferas repulsivas (altamente no trivial desde el
punto de vista de muchos cuerpos), en lugar del tratamiento tradicional que parte del
gus ideal. Mediante técnicas adecuadas de tipo Padé y sus generalizaciones se extrapo-

lan las distintas correcciones perturbativas a la energia a densidades que corresponden
al sistema fisico {como en el caso del 4He liquido).

El andlisis se efectia con los siguientes potenciales de interaccién: Esfera dura con
poso rectangular, de Burkhardt (BURK); la interaccién Lennard-Jones con a) Corte
Viejo (L-3,V) ¥y b) Corte Nuevo (L-J,N); el potencial de Aziz et al (AZIZ).

Los resultados llevados hasta orden seis en el parimetro de atraccién entre parti-
culas, muestra una rapides de convergencia muy satisfactoria hacia un valor estable que
representa la energia del estado fundamental del sistema de muchos bosones en inte-
raccién. La comparacién de estos resultados con los datos experimentales de laboratorio
y de computadora muestran una concordancia muy satisfactoria. Este trabajo sugiere
que el parémetro de pequeiiez apropiado para la descripcién de liquidos cufnticos como
el *He, es precisamente, el pardmetro de intenaidad de las atracciones entre particulas.
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Capftulo 1
Introduccidén

Durante varias décadas, uno de los objetivos fundamentales de la teorfa de Materia
Condensada ha sido la determinacién, a partir de prireros principios, de las propieda-

des de un sistema de muchos cuerpos en interaccién, de manera simple, no costosa y
confiable.

A la fecha, existen dos métodos generales para abordar este problema: las teorias
perturbativas y los métodos variacionales, basados en los trabajos originales de Bruec-
kner & Bethe, y Jastrow, respectiv te. Sin bargo, una preocupacién persistente
ha sido la limitacién de las teorfas originales, a densidades relativamente bajas de los
sistemnas de muchos bosones y muchos fermiones, estudiados dentro del esquema de la
ecuacién de Schrodinger no relativista. Muchos y notables han sido los esfuerzos para

extender estos esquemas tedricos a densidades intermedias que son las que corresponden
a la situacién fisica de los sistemas de interés.

Por otro lado, actualmente hay pocas simulaciones computacionales de Monte
Carloltl ya sean: del tipo Variacional de Jastrow o, las més fundamentales, de Funcio-
nes de Green, que sean disponibles aun para cantidades bésicas tales como la energia
del estado base (como funcién de la densidad), de los varios sistemas cuénticos de
muchos cuerpos. La razén es simple: Estas simulaciones requieren enormes tiempos
de computadora que las convierten en caras. Sin embargo, es una alternativa que ha
proporcionado resultados valiosos y que ha abierto todo un campo de trabajo en esa
direccién. Lo anterior, no es para menos, motiva la bisqueda de nuevas alternativas.

Aquf proponemos un nuevo Método que denominamos Perturbaciones Van der
Waals para calcular, a partir de primeros principios, las propiedades de un sistema de
muchos cuerpos, ya sean fermiones o bosones, a densidades intermedias. En particular

desarrollamos un estudio detallado para el sistema de bosones y lo aplicamos a Helio
Cuatro Liquido, ‘He.

En este trabajo, partimos de las expansiones originales para bajas densidades, que
los métodos de Teorfa de Campo Cudntico han generado en las décadas pasadas para
1a energia por particula del estado base de muchos bosones!3).

En el Capfitulo II, transformamos la expansién para la energia por particula, des-
arrollando las cantidades que dependen del potencial de interaccién, en una serie de

1



potencias del parémetro de intensidad atractiva. Se considera que el potencial de in-
teraccién esté compuesto de una parte repulsiva y otra atractiva. Este nuevo enfoque
perturbativo parte, a orden cero, de un sistema de referencia que ya no es el sistema
de gas ideal de particulas sin interaccién, sino el de un fluido de partfculas piramente
repulsivas. Este estado fluido, no trivial desde el punto de vista de muchos cuerpos, es
entonces perturbado en forma sistemética, introduciendo la parte atractiva entre pares
de particulas.

En el Capftulo III, utilizamos técnicas modernas para la aceleracién de la con-
vergencia de series irregulares, parecidas a los aproximantes de Paaéls] (discutidos en
el Apéndice), con el propésito de extrapolar la energia a densidades intermedias, de-
jando fijo el pardmetro de intensidad atractiva. Las propiedades fisicas del sistema en
cuestién se utilizan para determinar las mejores extrapolaciones.Un método de anélisis
similar, de tipo Padé aplicado a las expansiones del virial clésicos, ha conducidolt! a 1a
descripcién de i) fluidos densos, ii) el s6lido amorfo y, también, indicaciones de iii) la

fase cristalina, que como es sabido de Dindémica Molécular, ocurre atin en sistemas de
esferas duras.

En el Capftulo IV extrapolamos la energfa por partfcula en el parémetro de in-
tensidad atractiva y analizamos el sistema Helio Cuatro Liquido, 4He, a temperatura
T = 0. Para ello partimos de 4 tipos diferentes de potencial de interaccién de dos
cuerpos, de uso frecuente en la literatura. Estos son: a) el potencial de Burkhardt, b)
Lennard-Jones “Corte Viejo”, c) Lennard-Jones “Corte Nuevo™ y d) Potencial de Aziz
et al. Los resultados, que se derivan de los tres coeficientes conocidos en el desarrollo
de la energia por particula a bajas densidades, son excelentes al ser comparados con los
resultados experimentales tanto de laboratorio como de simulaciones por computadora.
La inclusién y determinacién del cuarto coeficiente (desconocido y dependiente de la
forma del potencial), del desarrollo de la energia, es una posibilidad que noa conducirfa
a una mayor precisién en los resultados.

En el Capftulo V, reportamos un primer intento de incluir y determinar, el cuarto
término del desarrollo inicial de la energfa por particula, para bosones. Esencialmente,
se propone un “Ansatz” para el coeficiente Cs, cuya estructura general se determina
al incorporar la forma analftica del coeficiente andlogo del desarrollo de la energia
por particula para fermiones y del resultado variacional en que Cs # O cuando el
potencial entre particulas es el de Moszkowskil5]. Los parémetros del “Ansatz” fueron
filiados con el potencial de Burkhardt actuando entre paticulas. Cuando el “Ansatz”, asf
determinado, se transfirié a otro potencial, el de Moszkowski, no mostré la universalidad
que esperdibamos. Sin embargo, ésto originé nuevas maneras de determinar el cuarto
coeficiente y que motivan un estudio posterior.

El método que proponemos en este trabajo sugiere su generalizacién para: a) La
obtencién inmediata de propiedades termodinémicas del sistemna estudiado, a partir de
las expresiones para la energia del estado base, calculadas b) La aplicacién del método
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a los nuevos sistemas cufnticos de bosones (Hidrégeno atémico y Tritio, con espines
alineados)(®] ¢) Completar los chlculos, que con este mismo método se estén llevando a

cabol?] para sistemas fermiénicos d) Explorar la aplicabilidad del método para sistemas
fuera del estado base.

Finalmente, en el Capitulo VI reportamos nuestras conclusiones.
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Copitulo &

Expa.nsién en Potencias de )

A partir de la teoria de Perturbaciones de Rayleigh—Schrédinger y con los métodos
de Teorfa de Campo Cufntico ha sido posible obtener una expansién, para bajas densi-
dades y alrededor de un gas ideal cufntico, para la energia del estado base de un sistema
de partficulas cuknticas con interacciones centrales arbitrarias entre parejasi?:8l,

En particular, para el sistema de N bosones, de masa m, encerrados en una caja

de volumen V', tal que la densidad de particulas es p = N/V, la expansién para la
energfa por boséSn E/N esl?l

-ﬁ— = 2’::’ pall + G;(pa’)‘/’ + C3pa®In pa® (21)
+ Cspa® + 0{(pa®)*/?In pa}),

donde C31 y C3 son constantes absolutas conocidas. No asf Cs, que ea desconocida
y depende de correlaciones de tres cuerpos y por tanto de la forma del potencial de
interaccién. Asf{ 128 4

Cr=gum Ca=s8(3%-V3)
¥ a es la longitud de dispersién de onda §, definida en términos del potencial central

v(r) de interaccién de dos cuerpos y de la funcién de onda radial reducida ug(r) de
dispersién de onda S, a energfa cero, como

a= j;” dr rv(r)uo(r).

Sin embargo, para analizsar sistemas reales de bosones, por ejemplo *He-Liquido, la
expansién ec. (2.1), tiene dos limitaciones:

1) Para varios potenciales v(r) realistas se tiene que a < 0, por tanto, el segundo
término de la expansién se vuelve imaginario puro y deja de tener significado
fisico.

3) EI desarrollo es vilido sblo para bajas densidades.

En este trabajo sobrepasamos el primer inconveniente desarrollando a en una serie
de potencias del pardmetro A > 0, una medida de la intensidad atractiva del potencial
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v(r). O sea

o0 -
a=ao 1+ a;A7]),
J=1
con ay; constantes conocidas.

Sustituyendo el desarrollo para a y definiendo la variable adimensional

== \/pad

en la expresién para la energia, ésta se transforma en una doble serie: en la densidad
¥y en el pardmetro A. O sea

-IEV = %z’ g’aje,-(x)x", (2.2)
con
e;(z) =1 + Cyyz + C'z,'z’ In(=?) +...]; Jj=0,1,2,--- (2.3)

En lo sucesivo nos referiremos a la variable £ como la densidad del sistema, a efecto de
la relacién directa de ésta con p.

En esta parte del trabajo estaremos interesados en los tres primeros términos del
desarrollo en la densidad de las ec. (2.3) y hasta orden 6 en ) en la ec. (2.2). En el

capitulo V, analizamos 1la posibilidad de introducir el préximo término del desarrollo
(2.3) en la densidad de la forma Cy;z3.

Las constantes o; y Cyj, J = 0,...,6, 5 = 0,1,2, son dadas en la tabla 1 y 2 para
los diferentes potenciales estudiados aqui. Como puede verse, hemos transformado la
serie original para la energia en otra que, ademis de que todos sus términos son reales,
independientemente del valor de a, es un desarrollo perturbativo ya no alrededor del
gas ideal de bosones sino jalrededor de un sistema de esferas repulsivas! O sea, a la
manera de Van der Waals que propuso esta téctica para estudiar fluidos clésicos hace
maés de cien afios. De aquf el origen del nombre de este trabajo.

El segundo inconveniente del desarrollo para la energfa, es superado haciendo uso
de extrapolantes de Padét y sus generalizaciones, que nos proporcionan extrapolaciones
tanto en A como en la densidad, respectivamente, hacia regiones fisicas de interés. Asf,
para A = 0, se seleccionan los aproximantes ¢;(z) para cada una de las e;(z); j =
0,1,...,6. La expresién para la energia por particula es tranaformada a

E 2xh3?

L] .
~ m— zz ’.go a,-e,-(z)x’ - . (2.‘)

1 Ver Apéndice.
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la cual podemos reescribir como

donde hemos definido

Finalmente, extrapolamos la anterior expresién a A > 0, mediante aproximantes

E  2xn3

7= ;a-z- xeg(x) (1 +;§F,-(z)x') ,

Fy(=)

_ aje;(=)
— eo(=)

de Padé y la energia serd dada por la expresién

con0< L+ MC<E®8.

E 2xn2

N~ ‘ma}

z2eo(x)[L/M](N),



Capitulo 3
Extrapolaciones en la densidad: ¢;(=)

Las extrapolaciones en la densidad a regiones fisicas fue realisado mediante el
método “Tailing™ 9], Este un método de generar aproximantes a una serie (regular o
irregular), en la que sus primeros términos son conocidos. Este método, también, es miés
general que el de Padé (normal y generalizado) en el sentido de que los aproximantes
de Padé {L/M], son un subconjunto de los aproximantes “tailing” (L/M).

El método es motivado por el hecho frecuente de que en las series fisicas, los
primeros términos son, numéricamente, mejor conocidos que los Gltimos términos de la
expansién.

Mostramos el método para nuestro caso particular en la que la serie no es una serie
de potencias sino que contiene términos logarftmicos;
e;(z) =1+ k1z + k3x3? In(z3) + - -- (s.1)
con k; y k3 constantes conocidas.
Se parte expresando la cola (“tail™), de la serie, como el minimo nimero de términos

que nos permita expresarla como una razén de dos funciones N(z) y D(x). Con esta
idea reescribimos (3.1) asf

e;(z) =1+ k1= (1 + :—: x ln(::’))

Se escogen las funciones N(z) y D(z), las miés simples y no triviales, tales que el des-
arrollo binomial de N(z)/D(x), reproduzca, al menos, exactamente la cola. Entonces

1+-k—’z In(z?) =~ 1
k1

3
1- Bzin(z?) +0(=%)

1
1-— ;3‘1 = In(z3)’

k3
ky
donde el sfmbolo = significa “representado por”. En general la representacién quedard
dada por

N(=z)

D(x)

1+ 22z In(z%)=

ej(x)=P(z) +
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donde P(zx) serd la serie sin la cola. Por lo tanto la primera representacién de e;(x) es

ki1z

1- 5‘ z In(x3) = (=)

Se continia dejando el siguiente término, a la izquierda en la serie €5 (z), en la cola.
De nuevo, se obtienen los aproximantes de Padé Generalizados a ésta, que junto con los
términos restantes generan los siguientes aproximantes a ¢;(z). Esto se continia hasta

incluir en la cola a la ¢;(z) completa (P(x) = 0). O sea, en nuestro caso, representar
la ec. (3.1) de las tres formas siguientes:

e (z)=1 +

- 1
1+ kyz + ka2? m(;:'):_-1 R RGED
.1+ kaz? In(z3)
1-kizx
- 1+ kyz
T 1 — kaz? In(29)

¥ que nos conducen finalmente a cinco posibles aproximantes ¢;(z), para cada e;(z),
como se muestran en la tabla 3. ’

Cuando se considera el cuarto coeficiente kgx3, el nimero de posibles aproximantes
para cada ¢;(x), aumenta a 12. Estos son tabulados en la tabla 4. Para efecto de
identificacién hemos etiquetado a cada una de las cinco primeras formas por FORM 0,
..., FORM iv; ¥y a cada una de las otras doce formas por FORM 1I,..., FORM XII.

Se puede ver que para el caso examinado aquf, se tienen cinco aproximantes para
cada e;(x) con j = 0,...,6; en total 35 aproximantes. Como es de esperarse no todas
representan el mejor comportamiento real. Fue necesario recurrir a criterios fisicos para
identificar las siete mejores €;(x), proceso que se describe en seguida.

Criterios Fisicos

Dado que €g(x) estd relacionada con la solucién del sistema de esferas repulsivas
¥ el cual hemos aproximado por uno de esferas duras, su seleccién la trasladamos para
cuando discutimos este dltimo. Sin embargo, podemos adelantar que ésta deberd ser
monoténicamente creciente conforme aumentamos la densidad; ya que cada ves que
localizamos miés a las particulas, la energia, por principio de incertidumbre, aumenta.

A la luz de la teoria de perturbaciones de Raleigh-Schrodinger, para estados esta-
cionarios y no degenerados, dedujimos caracteristicas globales del comportamiento de
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las ¢;(z), 5 = 1,2. Para ello, separamos nuestro potencial, v(r), de interaccién entre

bosones, en una parte repulsiva, vg(r), y la restante parte atractiva, Avy(r), de tal forma
que

v(r) = vo(r) + Avs(r).
Asf, definimos el hamiltoniano de nuestro sistema como
H = Ho + AH‘,

donde, desde el punto de vista perturbativo, Hp, que contiene la parte repulsiva del
potencial, serf el hamiltoniano no perturbado y, AH;, la parte atractiva o perturba-
tiva. Aquf, A es un parimetro real de intensidad atractiva y puede ser: cero, en cuyo
caso retornamos al hamiltoniano no perturbado o crecer hasta su valor total, cuando
consideramos la interaccién completa. Este valor total puede variar de un potencial a
otro, aunque, por lo general, es tomado como 1.

Supongamos, ahora, que la solucién del sistema no perturbado
Ho|¥%3) = EQ|WY)

es conocida; con |W3) y ES, sus eigenfunciones y eigenvalores respectivamente. En
términos de estas cantidades, la energias E,, del sistema perturbado puede ser expre-
sada como un desarrollo en potencias del pardmetro al10)

2
Em = EB + A(H1)mm + 23 (H1)mn + O(A%), 3.2
1 .g:mw (*%) (3.2)
con

(H1)mn = (W0, | H1 | ¥Q).
Como Hj es la parte atractiva de v(r), H; <Oy
(Hl.)mm s ov

por lo que la primera correccién a la energia del estado base deberf ser negativa. Se
induce que el segundo término de (2.4), es negativo y, como a3 < 0,

e1(x) = 0. (3.3)

Por otro lado, conforme aumentamos la densidad aumentamos el nimero de par-

ticulas en la zona de mayor atraccfon por lo que ¢; (r) seré, también, monotéSnicamente
creciente con la densidad.

Similarmente, de (3.2), es inmediato deducir que para el estado base (m = 0), 1la

segunda correccién a la energfa serd siempre negativa, sin importar que la perturbacién
sea atractiva o repulsiva, pues

[(H1)mal? =0 y E§—ER <0 Vayo
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y de nuevo, como a3 < 0,
ez2(z) = 0. (3.4)

Las restantes ¢;(z), j > 2, deben satisfacer las siguientes consideraciones:

1) La aplicacién de este método a otros sistemas, en particular sistemas de fermio-
nesl!l]l, ha mostrado que

e"-—],(z) 2 6"(2), j=2,...,6,

dentro del intervalo de densidades de interéas. Esta monotonicidad en orden se
procuré respetar aquf.
2) Ha sido demostrado en unall?! y dosl13], y esperado para tres dimensiones(13l, que
para un sistema de particulas clésicas interactuando via un potencial por parejas
de corto alcance, la teorfa de perturbaciones termodinimicas es exacta a primer
orden cuando la densidad se aproxima a la densidad de empaquetamiento. O sea,

a esta densidad todos los demds términos de la energia de orden superior a uno,
se hacen cero.

Aunque nuestro sistema es cuéntico y en tres dimensiones, con un potencial de in-
teraccién por parejas de largo alcance, hemos observado que las €,(z) con 5 > 2 tienden
a cero conforme nos acercamos a la zona de una posible demida«i de empaquetamiento
que estdé alrededor de la densidad de empaquetamiento (zg) del sistema de esferas
duras bosénicas. Lo anterior nos sugirié6 suponer: a) la existencia de una densidad
finita de empaquetamiento para el sistema estudiado aquf y b) que nuestra teorfa de
perturbaciones tiende a ser exacta a primer orden, para esta densidad. O sea, las c,-(z),
J = 2, deberén ser (o tender a) cero alrededor de la densidad de empaquetamiento.
Estas suposiciones nos condujeron a seleccionar de entre las ¢; con un comportamiento
similar en todo el intervalo de interés, a aquella cuyo valor era més cercano a cero
alrededor de la densidad de empaquetamieto.

Fueron descartadas todas aquellas que tienen un polo dentro del intervalo fisico
0 < z < zg, ya que no representarian una situacién fisica real.

La eleccién de las ¢;(z), para cada uno de los potenciales, son resumidos en las
tablas 5—8. En éstas, para cada ¢;(x), se seiialan los criterios que no satisfecen y que la
eliminaron. Las elegidas son aquellas que no tienen indicacién alguna. La notacién que
aparece en las tablas es la siguiente: ‘vp’, viola pasitividad; ‘nmc’, no monoténicamente
creciente; ‘vmo’, viola monoténicidad de orden. Condiciones necesarias son: la po-
sitividad, para €g(z), €1(z) ¥y €a(x); crecer monoténicamete, para ¢o(x) ¥ €1(z). La
monoténicidad en orden se impuso en las ¢;(z), con 5 > 2.

Por iltimo, a manera de ejemplo, adjuntamos la figura FG1, que contiene todas
las formas posibles de ¢;(z), para el potencial L-JN, de las cuales seleccionamos la
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FORM i. Se puede notar que las formas FORM iv y FORM ii no son monoténicamente
crecientes y que las formas FORM O y FORM iii, violan la positividad (e;(z) > 0). La
dnica que cumple con los criterios fisicos, es 1a FORM i.
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€,(X)
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Figura FG1.- Apraximantes ¢3(x) para el potencial Lennard-Jones “Corte Nuevo™. La
que satisface los criterios fisicos es la FORM i.

ﬁ
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Andélisis de la Serie en )\: aplicacién a
Helio-Cuatro Liquido, *He

Después de haber analizado el conjunto de funciones ¢;(x), y caracterisado sus
propiedades, procedemos a analizar las series en A. Esto lo haremos para cada uno de

los potenciales v(r), que suponemos existe entre dos cualesquiera pares de bosones del
sistema Helio-Cuatro-Liquido, ‘He. Estos son:

1) Esfera Dura més Pozo Rectangular (EDPR): Potencial de Burkhardt{14]
2) La interaccién Lennard-Jones

Corte Viejo (L-JV)
Corte Nuevo (L-JN)
8) El potencial de Aziz ¢t al. (AZIZ)

Al generar el desarrollo perturbativo, cada uno de los potenciales ha sido reescrito
como la suma de una parte repulsiva vg(r), miés una parte atractiva Avy(r), es decir,

v(r) = vo(r) + Avy(r), (4.1)

con A el pu‘metro perturbativo que es una medida de la intensidad atractiva y cuyo
valor depende de cada uno de los potenciales.

En el caso del potencial de Burkhardt, la determinacién de A es trivial: corresponde
sencillamente a la profundidad del pozo atractivo. Sin embargo, en el potencial de
Lennard-Jones, la separacién de la parte atractiva no es tinica; serd separado en dos
formas ligeramente diferentes la una de la otra, y que hemos denominado “Corte Viejo”
¥y “Corte Nuevo”. En el caso clisico, estas dos formas de separar el potencial han
sido propuestas por Barker & Henderson!!5! y por Weeks, Chandler & Andersoni?®l,
respectivamente. Finalmente, la separacién de la parte atractiva del potencial de Aziz

et al. se realiza de la misma manera que para el potencial anterior, aunque los cflculos
asociados a la separacién “Corte Nuevo™, estén por concluirse.

Potencial EDPR. Este es un potencial de esfera dura miés un pozo rectangular,
que definimos como:

15
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oo, r<e,
v(r)={—Vo. e<r<R, R
o, r> R, <
¥ que reesacribimos como Vo :——

v(r) = vo(r) + Avy(r),

con o, r<c
wry =w) = {3 133
el potencial de esfera dura y
' o, r<e,
va(r) = {—h’x/(c’a’m), ce<r<R,
o, r> R,
donde definimos
) a=(R—c)/e, (4.2)
el intervalo de accién del pozo de potencial y

A= 2;-;-‘!(3 —¢)? (4.3)

Para estos potenciales EDPR, la longitud de dispersién a estd dada por la forma
analiticaltl] :

¢=c{1+a[1—?-‘—“7‘=({]} : (4.4)

donde su desarrollo en serie de potencias de A,

— 1 2,3
¢—e[1 a(gA+ 3EX
LA s 62 . 1382

- 21844
5
315 2835 155928 T

6081075

nos permite determinar de forma inmediata los valores de aj;. Para los restantes po-
tenciales se hace necesario obtenerlas numéricamente.

(4.5)

A% 4...

Potencial de Burkhardt.- Cuando fijamos los parfmetros ¢, R y Vg, definimos un
potencial EDPR particular. Los valores de estos parfmetros que usamos aquf son los

de Burkhardt!4l
c=16854,
R =835A,
Vo = 1.43167K,
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que definen el potencial que lleva su nombre. Burkhardt ajusté sus parimetros para
reproducir los defasamientos 8§ con I = 0,..., 4, del potencial L-J que posteriormente
analisaremos. Introduciendo estos valores en (4.2) y (4.3), obtenemos los parfémetros
A = 2.28141865,

o= 2.264005,

que a su ves, sustituidos en (4.3) nos proporcionan

= —36.203796 A.

Como puede verse, basta dar tres cualesquiera pardmetros para fijar el potencul.
De aquf en adelante nos referiremos a los pardmetros ¢, a, y A.

Con este potencial en mente, iniciamos el andlisis en A.

De la ecuacién (2.4) podemos ver que cuando A = O, ésta se reduce, en general,
al caso del sistema de esferas repulsivas, para la cual no tenemos una solucién. Sin
embargo, para los potenciales EDPR, el sistema de esferas repulsivas se reduce a uno
de esferas duras, sistema que discutiremos shora y con el cual aproximaremos al de
esferas repulsivas de los potenciales reatantes.

Esfera Dura.- Para A = 0, el potencial de Burkhardt se transforma a

w) — vty ={2, 18

La longitud de dispersién se reduce a

a—ayg=2¢

¥ la energfa del sistema por bosén queda

(F)o = Tageoreots)
(4.6)
= :Zz-aoz’[l + Ciox + Ca0x3Inz® + Cgoz? + -- ]

con = 1, Cyo = C; = 4.814418, Cz0 = C3 = 19.653915, Csg =

z = y/pa.

En particular, para este sistema de esferas duras, un estudio detallado ha sido
realisado por Pineda ¢t al.[17] y, mfs recientemente, por V. Aguilera-Navarroll8l, Ellos
useron los cuatro términos del desarrollo (4.6). El cuarto término, que no se conoce,
se determina a partir de los siguientes requerimientos fisicos.

Cjg desconocida y
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a) lim, o (ﬁ) A=0 — o
b)

4. Andlisis de la Serie en A: Aplicacién a Helio-Cuatro Liquido, ‘B.

Para este sistema ya se han determinado cuatro valores de la energia [E/N], para
cuatro densidades diferentes, mediante el método de Monte Carlo y Funciones de

Green (GFMC)19l. Los céklculos, que pueden considerarse como exactos, fueron
llevados a cabo para 256 particulas.

€) Cuando las particulas tienden a la densidad de empaquetamiento, por definicién
éstas sufren un proceso de localizacién en la posicién y, como consecuencia del
principio de incertidumbre, su energia tenderd a infinito. De aquf que la energfa
por particula E/N(z), deba poseer un polo de orden 2, para alguna densidad mayor
que cero (zp > 0), asociado al empaquetamiento irregular de las esferas duras.

Un empaquetamiento similar ocurre en el sistemma de esferas duras clésicas, a la
densidad de Bernall2°]

. pp = =2 /c® = 0.86p0, (4.7)
con pg = \fi/c’, la densidad de empaquetamiento regular en un arreglo ‘fecc’. Para el
caso cufntico es de esperarse que el polo de empaquetamiento ocurra a una densidad
menor, dado que el efecto de difraccién cuéntica hace ver a las esferas més grandes
que en el caso clésico. Por ello, la seccién transversal total o para dos esferas duras

de difmetros c, a muy bajasi?ll y a muy altas(22] energias (pero no relativistas) son,
respectivamente,

a:—;‘wc’[l +1/3(ke)t +- -] (4.8)
o == 27c?(1 + 99615/(kc)?/3 + .. -] (4.9)

Cuando las partfculas se acercan a la densidad de empaquetamiento irregular las
energfas relativas (h’k’/m) aumentan sin llegar a ser relativistas, por lo que la o
que nos es tGtil aquf es ¢ = 2xc3. Como puede verse hay un factor 2 de diferencia con
respecto a la seccién transversal de dispersién clisica, o0 = xc2. En otras palabras, el
didmetro de las esferas duras cufnticas se ve aumentado por un factor /2, respecto al
de las esferas clésicas. Esto hace que la densidad de empaquetamiento de las esferas
cuénticas se vea disminuida en un factor de 23/2. De lo anterior es de esperarse que la
correspondiente densidad de Bernal para el caso cudintico sea

0.86V2 - 0.86/2

pBp = 0.86p0 = —¢° 23/3.3 2 0.304p0

o, en términos de nuestra variable =,

zp = ppc3 = \/.304(poc3) = 551z

de modo que esperarfamos que la divergencia ocurriese a una densidad msés baja que
1a del valor clésico.
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De los doce aproximantes posibles (ver tabla 4), que se pueden generar cuando se

consideran los cuatro términos de €g(x), el mejor comportado, segin las consideraciones
antes hechas, es el denominado FORM III;

&/ (=z) = - ; e (4.10)

- 20. Tso—3C
PR (R (2.5
Como puede verse, la potencia 1/2 asegura un polo de orden 2, asociado con el empaque-

tamiento de esferas duras. Asf, V. Aguilera-Navarro predice un valor de Cgg = 25.307
y una densidad de Bernal x5 = 0.7200.

Para el caso en que sélo se considera el desarrollo de €g(z) con tres términos, es
decir, si tomamos Cgp = 0, el dnico aproximante que satisface las condiciones fisicas
impuestas es el denominado FORM i de la tabla 5. La figura FG2 muestra estas dos
aproximaciones para ¢€g(z), incluyendo los cuatro puntos de GFMC. Nétese que allf
se esté graficando ¢y Y ’(z), con la idea de visualizar las densidades de Bernal, xp.

También, es claro que el comportamiento de la ¢g(x) es monoténicamente creciente
como era esperado.

De lo anterior se puede asegurar que tenemos una expresién para la energis en
funcién de la densidad, para un sistema de esferas duras cudnticas,

E 272
(ﬁ)o = m3 = eo(=)
con ¢p satisfaciendo (4.10).

En ausencia de una expresién andloga para el sistema de esferas repulsivas, ésta
se aproxima por el del sistema de esferas duras.

Volviendo al potencial BURK, consideremos ahora los términos atractivos, es decir,
A 7 0. La energia tendrf una contribucién en todos los ordenes de A. Aquf consideramos
hasta orden 6, de tal forma que

2 e .
%(8‘ A) = %z’ ’E:oa,-ej(z)A’ (4.11)

Los valores de las «;, se obtienen del desarrollo en serie de potencias de A, (4.11), para

a. Los valores se muestran en la tabla 1. Las € seleccionadas son dadas en la tabla 5,
una grifica de ellas es la figura FB1.

De acuerdo con nuestro andlisis del Capftulo III, procedemos ahora a obtener los

aproximantes Padé en A, E/N[L/M]()A), con L+ M < 6. Para ésto, la expresién (4.11)
se reescribié

—ﬁ-(z, A) = im:‘;-zzeo(z) [1 +gi}-(z)}5] »
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con
ﬂi(i
co(x)

¥ se calcularon los diferentes aproximantes segin el método usual descrito en el Apén-
dice.

F,-(:l:) =

La figura FB2 muestra los resultados de los diferentes aproximantes a la energfa
por partfcula E/N[L/M](A), asf como el de la curva experimental. Ha de notarse
que [0/0](A) no es mis que la energia del sistema de esferas duras. Las energias
E/N[L/O])(A),con L = 1,...,6, que son los desarrollos de Taylor de orden L, convergen
rdpidamente a unos valores de energia y densidad de saturacién que sin embargo estén
lejos de los valores experimentales, (E/N), = —7.14K y p = 0.0219 part/A3; esta densi-
dad equivale a nuestra nuestra variable adimensional z, = 0.3237. Los valores minimos
a los cuales tienden nuestras curvas se muestran en la tabla 9. A manera de compa-
racién, los valores minimos que se obtienen del aproximante asociado a [3/3](A), son:
E/N = —9.354K y x, = 0.4318 (0 p = 0.0390 part/A%). En realidad, como se puede de-
ducir de esta misma tabla, son valores a los cuales estén convergiendo nuestros célculos.
Para ser mis exactos, analizamos por separado las diferentes curvas E/N[L/M]()\) para
cada uno de los Srdenes en A. Y, como esperdbamos, la dispersién de las diferentes cur-
vas de energfas para una L + M dada, fue disminuyendo conforme aumentébamos el
orden. En particular nos fijamos en la dispersién que tienen los valores de la energfa
¥ densidad de saturacién. Asf, podemos decir que estos convergieron a valores que
se encuentran en el recténgulo de incertidumbre (E/N), € [—9.355348, —9.8052080] K
y z, € [0.4318,0.4366)] (o p € [0.03897,0.03984] part/A3). Gréficas de los mfnimos
de energias E/N[L/M](A) con L + M = 6, 5 y 4, se muestran en la figura FB3.
Como dijimos antes, estos valores distan de los valores experimentales; sin embargo,
el comportamiento cualitativo indica una excelente convergencia del método pertur-
bativo. De aquf podemos concluir que el desacuerdo cuantitativo es una consecuencia
de lo inadecuado del potencial de Burkhardt, para representar la interaccién entre los
&tomos de $He. Asf, baste seiialar que una variacién, un aumento, en el difémetro ¢ de
las esferas duras conduce a un mejor comportamiento cuantitativo. Si aumentamos ¢
dejando fijos los pardmetros a y A, de manera que el valor de a permanezca dentro del
margen experimentall33],

la] = 204,

se puede hacer coincidir el minimo de la energfa calculada con el minimo de la energia
experimental, con ¢ = 1.9287 A, sin embargo, la densidad de saturacién no corresponde
al valor experimental. Entonces, se volvié a variar ¢ para hacer coincidir las densi-
dades asociadas a los minimos de energia logréndose para ¢ = 2.042A. Las figuras
FB4 y FBS muestran estas dos situaciones. A manera de comparacién, optamos por
un comportamiento intermedio que obtuvimos al tomar el valor de ¢ como el simple
promedio de las dos anteriores. Este promedio es ¢ = 1.985 A y el comportamiento
de las energfas E/N[L/0|(A) con L < 6, se puede observar en la figura FB8. Ademis
se rehizo la tabla de los mfnimos, tabla 13, y se observé la convergencia a los valores
(E/N)s = —6.74 £+ 0.38 K y z, = 0.4318 + 0.0047 o p, = 0.0238 x 0.0005 part/AS.




a1

Las incertidumbres fueron calculadas considerando que todos los mfnimos de orden 68
estuvieran contenidos. En realidad, si la incertidumbre se volvié significativa fue porque
E/N[1/85])()\) se separé de las restantes con L + M = 6. A manera de comparacién se
graficaron (gréfica FB7) todas las E/N|[L/AM](A) de orden 6, en una sona que contiene
los minimos de estas curvas, los cuatro datos GFMC y a la curva experimental. Aunque
los datos GFMC que se grafican son para el potencial de interaccién Lennard-Jones, ha
de recordarse que los parfmetros del potencial de Burkhardt fueron ajustados pensando
on esquematisar a aquel potencial.



Figura FB1.- ¢,~(z); 5F=0,..
25.397.

-+6, para el potencial de Burkhardt. ¢ = 1.685 A, Cyg =
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Figura FB2.- Comportamiento de las curvas de energfas E/N{L/0](z,)), L =1,...,6,
para el potencial de Burkhardt, respecto a la curva de energfa expeo-
rimental (EXPT). ¢ = 1.685 A, Cso — 25.397.
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Figura FBS.- Minimos de las energfas E/N[L/M](z,)) con L+M = 4 (A), L+M =5

(A)y L+ M=26(

1.685 A y C30 = 25.307.

QO); para el potencial de Burkhardt con ¢ =
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E/N (%K)

Figura FB4.- Comportamiento de las curvas de energias E/N(L/0|(z.}), L =0, ... .6,

para el potencial de Burkhardt, respecto a la curva de energia expe-
rimental (EXPT). ¢ = 1.928 A y C3o0 = 25.397.



L4

E/N (%K)

Figura FBS.- Comportamiento de las curvas de energias E/N{L/0)(z, ), L =0,...,6,
para ‘el potencial de Burkhardt con ¢ = 2.042 y Cs0 = 25.307.
ZTe = z.,.,,g.
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E/N(°K)

Figura FB6.- Comparacién de las curvas de energfas E/N(L/0|(z,7), L = 0,...,6,
para el potencial de Burkhardt, la curva de energfa experimental

(EXPT) y los datos Green Function Monte Carlo (GFMC) () pars
el potencial L-J. ¢ = 1.985 A y Cso = 25.307.
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E/N(°K)

Figura FB7.- Zona de saturacién.

Comportamiento de las curvas de energias
E/N|L/M]|(z, ), con L + M = 6, para el potencial de Burkhardt,
respecto a la curva de enrgfa experimental (EXPT) y los datos

Green Function Monte Carlo (GFMC) (@) para el potancial L-J.
e =1.985 Ay C3o = 25.307.



Interaccién Lennard-Jones (L-J)

Uno de los potenciales que més se ha usadol3®! para representar la interaccién entre

étomos de Helio Liquido y calcular su energia del estado base, ha sido el potencial
Lennard-Jones

o o
o(r) =4 [(52 - (2],
donde r es la distancia de separacién entre los dos £tomos y 0 y ¢ satisfacen

v(o) =0

v(r) = —e, Yr > 0.

lmvtlot-decyequumsqul son loa obtenidos por B s and Michels!34],
ajustando los valores tedricos para este potencial a los datos experi tales del segundo
coeficiente del virial:

o= 2.558A, = 10.22K.

Para realizar el dumollo perturbativo separamos al potencial v(r) en dos partes,
como es hecho para lquidos clésicos!15:18l: Una parte repulsiva vg(r), que seré reem-
plazada posteriormente por un potencial de esfera dura de didémetro igual a la longitud
de dispersién de vg(r) y el resto de la interaccién, Avi(r), que serd tratada como una

perturbacién. Aquf, 0 < A < 1. Donde p-.ra considerar toda 1a perturbacién atractiva
hacemos A = 1.

Hemos usado dos formas para separar v(r). La primera, que denominamos “Corte
Viajo™,

v = {3 132

aw = {3, r>o
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1a segunda, que denominamos “corte nuevo”,

_fu(r) +e, < 21/6g,
vo(r) = {o, ' : > 2io, f f

: I

—_ 1/6
mer={35, TSRl -

En realidad, al escoger uno u otro corte, estamos escogiendo la parte del potencial
v(r) que debe ser reemplazado por el potencial de esfera dura. A priors, no podemos
decir qué seleccién serd mejor. Sin embargo, para fluidos clésicos existel18] 1a experiencia
de que el corte nuevo da mejores resultados para lfquidos y el corte viejo para gases!15],

Corte Viejo.- El valor de a y sus correspondientes coeficientes a;, de su desarrollo
en potencias de A, han sido calculados hasta orden diez (=10) por E. Buendia et
al.135], Los valores, hasta orden seis (j=8), son reproducidos en la tabla 1. Las €; que
satisficieron los criterios fisicos son las que en la tabla 8, no tienen notacién alguna y
aparecen graficadas en la figura FL1: ¢;(z)-FORM i; €2(z)-FORM i; ¢3(x)-FORM i;
e4(z)-FORM iii ; e5(z)-FORM ii; eg(z)-FORM ii.

En la figura FL1 se puede notar que como

% = %n’%z-z’ 3 ajei() M,

entonces la contribucién j-ésima a la energfia por bosén

z -
(%) Pl fm‘l&g”"“":“j(z)” ’ i=0,...,6,

e negativa y pequeiia para j = 4, 5 y 6, en la sona liquida, dejando las mayores
contribuciones a los términos de 6rdenes menores.

Como se dijo antes, la energia del sistema de referencia es sustituida por la energia
del sistema de Esferas Duras de difmetro ag = 2.002054 A. Ha de notarse aquf la
semejanza con el didmetro de las esferas duras del potencial de Burkhardt.

Las diferentes expresiones finales para la energfa por bosén (E/N)[L/M](N), L +
M < 6, que reportamos, muestran no sélo el comportamiento cualitativo encontrado
cuando v(r) era el de BURK, sino también un excelente comportamiento cuantita-
tivo. Se observé una disminucién en la dispersién de las diferentes (E/N)[L/M](A)
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para cada valor de L + M, conforme éste aumentaba al valor 6. Esto nos hace supo-
ner que conforme decidiéramos continuar obteniendo las diferentes formas de energfa
(E/N)[L/M](A) para L+ M > 6, su dispersién tenderia a cero y, a su vez, las curvas de
energia a una sola. Sin embargo nos conformamos en reportar las 6 curvas de energia
(E/N)L/M](A) para las cuales L + M = 6.

En la figura FL2, se grafican éstas, los datos GFMC, la curva experimental y los
mfnimoe de las curvas de energfa para L + M = 4 (triéngulos blancos) y L+ M =5
(tri€éngulos cscuros). Se puede notar que nuestras curvas estén encima de la curva expe-
rimental y ligeramente encima de los datos GFMC, pero significativamente désplazadas
hacia densidades miés altas. El dato que con frecuencia se usa para comparar resulta-
dos son las energias y densidades de saturacién. Como no tenemos una curva \dnica,
reportamos los diversos minimos de energia y sus correspondientes densidades (z), para
las curvas (E/N)[L/M])(A) con L+ M = 8. En realidad, en la tabla 10 todos son dados
para L + M < 8. Asf, decimos que la energia y densidad de saturacién que obtenemos
se encuentra en el recténgulo z, € [0.4644,0.4855) o p, € {0.0235,0.0236] part/ Ay
(E/N)s € [—6.717267,—-6.800720] K. Estos pueden ser comparados con los valores
experimentales: p, = 0.0219 part/AS, (E/N), = —7.14K y los valores de los datos
GFMC: la p, es igual a la experimental porque as{ se tomé y (E/N), = —6.848+0.018K.
De aquf, podemos concluir que nuestra densidad de saturacién estd dentro de un error

del 7.8% y la energfa dentro del 8%, respecto al valor experimental y 2% respecto a los
datos GFMC.

Corte Nuevo.- El procedimiento seguido para obtener los resultados para este
“corte nuevo” del potencial Lennard-Jones no varié respecto al anterior. El cambio
esencial respecto al caso anterior se observa en los valores nuevos de las a;, asf como
de la ag. Estos valores fueron calculados por Guardiola et al.129] y son reportados en
la tabla 1. Se puede notar que el efecto inmediato es el aumento de la longitud de
dispersién ag de la parte repulsiva vg, del potencial de interaccién v(r) y, como una
consecuencia, del didmetro c de las esferas duras por el cual es sustituido vg. -

Las ¢;(z) seleccionadas son aquellas para las cuales no aparece notacién alguna en
la tabla 7 y sus gréficas forman la figura FL3. De nuevo, se observé que la dispersién
en las diversas curvas de energfa (E/N)[(L/M] para cada valor de L + M, disminuyé
conforme L + M — 6. A la vez, las curvas de energfa con L + M = 6, son mis bajas
que las correspondientes obtenidas con el “corte viejo”. El desplazamiento a densidades
altas respecto a la curva experimental observado en aquél, disminuyé significativamente.
ver ig. FL4. Asf, predecimos una energfa y densidad de saturacién (ver tabla 11), que se
encuentran en el recténgulo (E‘N )e € [—6.739002, —6.983520] K, =, € [0.4649,0.4693]
o ps € [0.0221,0.0225] part/AS. En el peor de los casos, la densidad de saturacién
predicha, estarfa alejada de la densidad experimental con un error del 2.7%; y la energfa,
en un 5.6%. Sin embargo, més significativo es comparar nuestros resultados con lo
respectivos del método GFMC, que usan, para sus cdlculos, el mismo potencial de
interaccién entre parejas, usado por nosotros y que no podemos asegurar sea el real. Al
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comparar, se encontrd que jlos datos GFMC estan en Ia sona de incertidumbre prodxcb.
en nuestros clculos!
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La



1)

o E/N (%K)

a
Qrden q
a
- [as0] [es0]
ree~~=—____Orden5 2 [3/3]
?-4-2,.::°'----:: ------
GFMC'
-

EXPT

Figura FL2.- Los mfnimos de las energias E/N|[L/M](z,A) con L + M = 4 (A), L +
M=3585 (&) y L+ M =6 (Q), mostrando la disminucién en la
dispersién; las curvas de energfas E/N(L/M](x, ) con L + M = 6;
1a curva de enrgfa experimental (EXPT) y los datos Green Function

Monte Carlo GFMC (). Para el potencial Lennard-Jones, “Corte
Viejo™.
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Figura FL3.- ¢;(z), J=0,...,6, para el potencial Lennard-Jones (L-J), “Corte Nue-
vo”. La forma S6ptima estd indicada entre paréntesis.
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Figura FL4.- Los minimos de las energfas E/N{L/M](xz,)\) con L + Ad = 4 (D), L +
M=38(A)y L+ M = 6 (O), mostando la disminucién en la
dispersién; las curvas de energés E/N|L/M}(z,\) con L+ M = 6; la
curva de energis experimental (EXPT) y los datos Green Function

Monte Carlo GFMC (88). Para el potencial Lennard-Jones (L-J),
“Corte Nuevo™.
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Interaccién de Aziz

Si bien, el potencial de L-J en sus dos modalidades estudiadas en las secciones anteriores,
nos ha conducido a muy buenos resultados respecto a los datos experimentales, queda la

pregunta de si es posible disminuir la pequeifia discrepancia observada entre las energfas
calculadas y las medidas.

Una fuente de error puede ser el potencial de interaccién central de pares v(r),
usado en los cflculos y que puede no representar adecuadamente a la interaccién real.

Recientemente, Azis et al.27] han propuesto un potencial intermolecular y empfrico
para Helio, el cual ha sido elegido de entre seis potenciales, porque predice mejor las
propiedades del bulto de gas diluido asf como las secciones transversales de dispersién
diferencial. El segundo mejor comportado, denominado por ellos MS12G8, es un po-
tencial de L-J modificado {38],

La forma del potencial, propuesta inicialmente por Ahlrichs et al.[29], quienes usa-
ron una combinacién de un célculo ab initio de la repulsién de Hartree Fock de campo
autoconsistente entre sistemas de capa cerrada, una estimacién de la energfa de corre-

lacién y los coeficientes de dispersién Cg, Cs ¥ Cy0, determinados semiempfiricamente,
es

o(r) = ca {4 (3 - [Ca(Z2)® + Ca((2)® + C1o("2)0] F ()}
donde

F(r) = {i’:Pl—((D'm/') —1)3, :;:: _<>— g:

donde la funcién F(z) que se considera universal para todos los sistemas esféricos, fue
obtenida ajustando un potencial de esta forma a la curva potencial, conocida exacta-
mente, del estado 33t de Hj.

Aunque, con los parimetros dados por Ahlrichs et al., este potencial genera resul-
tados sorprendentemente buenocs respecto a otros potenciales, no es capas de reproducir
los datos de viscosidad de Smith y colaboradores!3031], los datos precisos del do
coefieciente de Gammon!33! ni los datos de conductividad térmica de Haarman!33] (pre-
cisos hasta 40.3 %).

Para mejorar las predicciones de las propiedades del bulto a altas temperaturas,
Aszizs ¢t al. modificaron la pared repulsiva del potencial total, haciéndola ligeramente
més suave que la dada por Alhrichs et al. También, modificaron los coeficientes de
dispersién y la cantidad D fue ajustada para reproducir los datos el segundo coeficiente
del virial de Gammon (entre 100 y 450 K) y los datos de conductividad térmica de
Haarman (entre 328 y 468 K). Los valores de los parimetros dados por Aziz et al. son:
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A = 0.5448504 x 10° €a/k =108 K

5 = 13.353384 Ces = 1.3732412
D = 1.241314 Cs = 0.4253785
rm = 2.9673 A Cso = 0.178100

Los resultados de Kalos et al.[34] para la energia del estado base del sistema de
bosones, con este potencial de interaccién y mediante el método GFMC, se acercaron
miés a los resultados experimentales, en la zona liquida, que los respectivos célculos
realisados con el potencial L-J.

Aquf, de nuevo, aplicamos nuestro método para obtener la energfa del sistema de
bosones a T = 0 con este potencial de int ibnyloh >s graficando, a la ves,
el proceso de transformacién que se efectiia sobre la expresién original para la energfa,
vilida sélo para bajas densidades.

Como en los casos anteriores, separamos el potencial de interaccién v(r), en su
parte repulsiva vg(r) mas la parte atractiva, Avy(r). Lo hacemos de la manera que
denominamos “Corte Viejo™. El valor de )\ varia desde A = O, en cuyo caso nos restrin-

gimos a la parte repulsiva del potencial, hasta A = 1 cuando consideramos la interaccién
completa.

Bien, como a, la longitud de dispersién de onda S§ para el potencial de AZIZ, es
positiva e igual al35]
a = 125.08100387 A,

es posible sustituirla en la expresién (2.1), para la energfa, sin que nos condusca a
nimeros imaginarios y que, en términos de la variable z, nos quede

R = EREr [1+ ol + o 2 m (S

+c,(a—°-)=z’ + 0{(¢—°)°/’=’ In (;)s z’}] .

En la figura FA1l se muestra el comportamiento de la energia. Se puede notar
que ésta crece sumamente répido e indefinidamente, atin para densidades pequeiias
(z < 0.03) . El siguiente paso es desarrollar a en serie de potencias de A

a=ao(1 + X a;N)
j=1
¥y sustituirla en la expresién para la energia. Esta nos queda

£ _ 2 A o) + ’ijl aje; (z) A7} (4.12)



donde hemos cortado la serie hasta orden seis (§=6). Los valores de las a;, 3 =1,...,6,

fueron calculados por Benofy et al. [3e] y estén en la tabla 1. Graficamos cada una
de las ¢;(z), 5 = 0,..., 8 (ver figura FA2), as{ como las energfas (E/N)[L/O], L =
0,..., 6, con estas e,-(::); figura FA3. En las iguras FA4 y FAS, se puede notar c6mo se
transforman estas curvas de energfas, conforme modificamos la eg(z) a la FORM i,y a
la FORM III. En estas cuatro iltimas grificas no se puede notar convergencia alguna.

Se procede a aproximar las ¢;(z) por las mejores ¢,(z), para cada 5 = 0,..., 6.
Para este potencial de AZ]Z, las ¢;(z) seleccionadas son las que no tienen notacién
alguna en la tabla 8. Una gréfica de ellas es la fig. FAS. Aquf, puede notarse un
comportamiento, en general, similar a las gréficas correspondientes obtenidas con el
potencial L-J, en sus dos versiones: Corte Viejo y Corte Nuevo. Sin embargo, la e4(z)
de AZIZ se apartS del comportamiento esperado; fue més grande que la ¢4(x) de L-J,
alrededor de z,. Esto se manifesté en un aumento considerable de la energfa de amarre
total, respecto a la obtenida con el potencial L-J.

En términos de las ¢;(x) j5 = O,..., 6, la expresién (4.12), para la energfa, se
aproxima por

2 [.) .
% = %zzco(z){l + gajFi(x)A’ +...}

con

€;(x) .
Ff:?ﬁﬁi j=1,...,6.

De inmediato se obtienen los diferentes aproximantes de Padé en ),
(EB/N)L/M]|()), con L + M < 6. Para considerar toda la interaccién v(r), hacemos
A = 1. Las curvas de energfas (E/N)[L/O}(A), con L =0,..., 8,y (E/N)L/M](7),
con L = M < 3, se grafican en la figura FA7. Es notoria la manera en que las curvas
(E/N)L/0]()A) se van anidando para converger a una curva cercana a la (E£/N)[6/0](X)
¥, también, el salto en magnitud que existe entre la (E/N)[3/0](A) y la (E/N)[4/0](A) el
cual es de casi la misma magnitud que el salto entre la (E/N)[2/0]()) y la (E/N)(3/0]());
efecto ocasionado por el comportamiento singular de la ¢4, advertido antes. Inicial-
mente, el desarrollo (4.3) lo habfamos hecho hasta 5 = 5. Sin embargo, al observar el
acercamiento entre la (E/N)[1/1] y la (E/N)[2/2], esperanzamos la posibilidad de que
la (E/N)[3/3] también se acercard a las dos anteriores, y asf{ usarlas como las curvas
convergentes a la energia correcta. Cuando (4.3) se prolongé hasta orden seis (j=6) y
se obtuvo (E/N)([3/3], ésta no sélo no se acercs a (E/N)([1/1] y (E/N){2/2], sino que
se aparté ligeramente de todas las de orden 6.

Nétese que (E/N)[2/2] tiene un polo alrededor de z = 0.23 y que pudo obligarnos
a eliminarla. No se hizo porque el polo estd fuera de la regién fisica de interés; la zona
lfquida del sistema. -
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Se hizo un andlisis de las diferentes curvas de energias (E/N)[L/M]()), con L +
M < @6,y se observé que la dispersién entre las diferentes curvas (E/N)[L/M],
para un valor dado de L + M, disminuyé conforme L + M — 6; comportamiento
ya observado en los casos anteriores. Esto nos permitié determinar que la curva a
la cual tiende nuestros cflculos e una curva muy parecida a una cualquiera de las
(E/N)YL/M], con L+M = 6. En particular, las energias y densidades de saturacién son
esperadas en el intervalo (E/N), € [—9.466740, —8.448628] K y x, € [0.4715,0.4818] o
Ps € [0.0225,0.0235] part/A’. El comportamiento de las (E/N)(L/M] L +M =6, en
1a regién l{quida, asf como el de los minimos de orden 5 (tri€éngulos negros) y 6 (cfrculos
abiertos), son graficados en la fig. FAS8. Los intervalos de incertidumbres son dados con
base en la tabla 12, asegurando que todos los minimoe de orden 6 estén contenidos.
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Figura FAl.- La expresién original (2.1) para la energfa E/N(x) donde se ha hecho el
cambio de variable z = y/pad ¥ se ha sustituido el valor de a de Asis.
Para densidades 0 < = < 0.005 (primera rama) la escala es normal
y para z > 0.005 usamos escala logarftmica.
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i‘lgurs FA2.- ¢(z) = 1 + ky;z + k3jz®Inz® + ..., 5 = 0,...,6, para el potencial de
Azis .



11

o E/N(K)

-10

P
/ //
! 7
’/ ’/ [o/’ol -~ €o .
/I:’, - - -
E\:\_\‘:\\~ [5/0]0_/ 0.5 X
N . - EXPT
N GFMC
~
~ S
N\
\\
| Y
% AN
S AN
Y N .
faso]y[3/0] \[a/o]
\

\

Figura FAS.- Las energfas E/N|[L/M](=, )) sin aproximar ¢;(x),5 = 1,...,8 y eo(z) —
. ¢o(I1I); la curva de energ cpcimntJ(EXPT ylo-dato. Green
Function Moate Cu'lo GFMC (E8). Para el potencial de Asis.
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Figura FA4.- Se grafican las energfas E/N[L/M](x, ) sin aproximar los coeficien-
tes ¢5(z), j = 0,...,6 con aproximantes generalisados. La curva
de enrgfa experimental (EXPT) y los datos Greea Function Monte
Carlo GFMC (B8). Para el potencial de Asis.
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Figura FAS.- Se grafican las energias E/N[L/M](z, )) sin ‘.prouimu los coeficientes

e;(x), 5§ = 1,...,6 ¥y €g — €0o(s); la curva de energia experimental
(EXPT) b4 los datos GFMC (l8). Para el potencial de Asis.
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wJ = 0,...,6, mpoetivmnh Para el potenc{sl de Asis. La
fom uloeciouuls es indicada entre paréntesis.
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Figura FAT.- Se comparan las curvas de energfas E/N|L/M](=x,}), los datos GFMC
() p-.r)-. el potencial de AZIZ y la curva de energfa experimaeantal
(EXPT).
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Figura FAS.- ;\.mpliacién de las zona de saturacién. Se muestran los mfnimos de
energfas E/N|L/M|(z,A) para L+ M =85 (A) y L+ M = 6 (0O):
las curvas de energias E/N[L/M|(z,)) con L + M = 6 y los da-

tos GFMC (Bll), para el potencial de Asis, y la curva experimental
(EXPT). ,



Capttulo 5
El Cuarto Coeficiente

El deseo de hacer mas precisos los resultados obtenidos en el capftulo anterior nos
condujo a considerar la inclusién del cuarto coeficiente C3 del desarrollo original (2.1)
que, como indicamos, es desconocido y depende de la interaccién de tres cuerpos.

Aquf, se describe un intento realizado para obtener un valor Cs adecuado y gene-
ral para cualquier potencial v(r) entre particulas. Para ello se propuso un “Ansatz™
para el coeficiente Cjs, cuya forma fue sugerida tanto por el coeficiente anflogo de la
expansién en baja densidad para la energfa por partfcula del estado base de un sistema

. de fermiones, como por el resultado variacional de que Csg # 0 cuando el potencial entre
las particulas es el de Moszkowskil5l.

La expansién en baja densidad para un sistermna de N fermiones encerrados en un
volumen V, esté dada por!37)

10Em 2 ro A;(0) s
SNATA] =1+erkga+ ca(ksa)” +les5 . + ca=_ 3 + esl(ksa)

o (5.1)
+ cg(k,a)‘ In|kgsal + [c1;—:- -+ e‘ﬁ;-(,o—) +ecol(kga)t +...,

donde a es la longitud de dispersién de onda S, rg, 41(0) ¥y AJ(0) son parémetros con-
teniendo informacién adicional sobre el potencial central de interaccién de dos cuerpos,
v(r). Aky, es el momento de Fermi, ¢;, €3, -.., ¢p son coeficientes adimensionales que
dependen de v, el nimero de grados de libertad intrinsecos, asociado a cada fermién
(Por ejemplo: v == 2 para gas de electrones y SHe, y v = 4 para materia nuclear).

De (5.1), E/N puede reescribirse en términos de p. El términoen p3, el mismo del
cual Cg3 es coeficiente en el caso de bosones, tiene como coeficiente

o 0 o] (35 (52"

donde a, rg (el rango efectivo) y A;1(0) (la longitud de dispersién de onda P), son
independientes de la forma del potencial, ya que pueden ser determinadas de los defa-

49
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samientos a baja energfa a través de las ecuaciones(3®]

kcot 5 (k) o —l + 1r(,k’ + O(k%),

&% cot &3 (k) o + O(k3),

A (0)

donde k = (2mE./A%)/3, E, es Ia energia cinética de dispersién, y &g, 55 son los
defasamientos en onda S y P, respectivamente.

La dependencia en la forma del potencial esté contenida en AJ(0), definido como
ey — T [°° 4
A30) = -5 jo dr r*u(r)vo (0, r),

con ¥ (0, r) la solucién radial de onda S, cuando k — 071, de la ecuacién de Schrddinger.
Su evaluacién requiere el conocimiento de v(r).

La primera intencién fue proponer el “Ansatz” con la misma estructura que la de
(5.2). Sin embargo,
au’ 6x2 ( ) .
o (55°) [r52 + 2 o] ot 0

lo cual no es deseable ya que Mocskawsh[‘] obtuvo un valor diferente de cero, para Cs,
cuando traté el casoa =0, a=1.

Por tal motivo se modificé (5.2) y se propuso la siguiente forma para Cs

2(0
Cs = A(%)* + B(20) + o (8%, (5.3)
con A, By C, constantes por determinar.
Se puede notar aquf que el término

2xA3
oy c’P # o, (5°‘)

pues este término se puede reescribir de la siguiente forma:

2z [Aao + B(roaca?) + C A%(0)acls?, (55)
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donde para un potencial de esfera dura mas pozo rectmgulu[“]

ag = e, didémetro de las esferas duras
a = agp 1+a(1_%)]
roa’ 203{(tn.n\/x ,+ (l+_'1;_tm\/x 3

= I 1 V5 Y v
S/{1+tan®?v/X tanVvA
(2080 ) 2o

AZ(0) = %5 (n’ - Z(i;_‘li) tan VA — % (R’ _ O(R; e)’)

- .;. (___O(R;C)’ —cz) sec VA — %c’ #0

¥ que al introducirlos en la expresién (5.5), nos conduce a la desigualdad (5.4).

Este “Ansatz”, expresién (5.3), se sustituye en la expresién (2.1), quedéndonos

E
ﬁ-z;'%g = pa(l + C1(pa®)}/? + C3pa®In(pa?)

+{A(2)* + BT + c(48Q0y) 03 (5.6)
+ O{(pa®)3/? In(pa’)}].

En forma anéloga como fue hecho en Capftulo II, y por las mismas razones, se propone
desarrollar no sélo a, sino también ro ¥ AJ(0), en términos de A, o sea

a = ao(l + f: a,-k"), (8.7)
=1
ro = roo(l + i ;7). (5.9)
”
450 = 4RO + 3 4. (59)
’-

Los desarrollos fueron llevados hasta orden cinco en A. En la tabla 1 se muestran
los coeficientes o, B y ~. ’

Al sustituir los desarrollos (5.7)-(5.9) ¥ hacer el cambio de variable

== Va3
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en la expresién (5.8), para la energfa, ésta nos queda

% = %z’ ,é% a,-ej(z)Ai, (5.10)

con .
ej(z) =1+ Cyjz + Cajz?In(z?) + Cs;z% + ..., j=0,...,8.

En particular, para j =0,
. ”
Cio = C; — 4.814418, C3z0— Cz — 10.653915, Cso — A + a% + ciﬁgg(&).

Las restantes Cyj, C3;, 5 = 1,..., 5,dependen del parémetro a, de C; y de C3; las Cy;,
J=1,..., 8, son funciones de a;, fj, 75 ¥y de las constantes por determinar 4, By é
El conjunto completo de las Cy;, 1=1, 2,3, j =0,..., 5, se muestan en la tabla 2. Se
procedié a obtener los aproximantes ¢;(z) para cada ¢;(z). Se observé que satisfacieran
los criterios fisicos sefialados en el Capftulo III y, més aiin, a las ¢;(z), 5 = 2,...,5, no
sélo se les pidié que su valor fuese pequeiio alrededor de la densidad de Bernal Cuéntica
zp, sino que fuesen iguales a cero. Es decir, ¢;(zp) =0, 5 = 2,...,5. Esto Gltimo,
junto a las condiciones que deben de satisfacer ¢g(z) ¥y €:(x), que inmediatamente
describimos, nos permitié determinar las constantes 4, B y C y como consecuencia, el
“Ansats”.

Al seleccionar la ¢g(z) se exigié que tuviera un polo de orden 2 y que reprodyjera
los datos de energfa GFMC para el sistema de esferas duras. Esto conduyjo a Pineda et
allt7] o fijar el valor de

Cso = 26.2 (5.11)
¥, & la ves, la densidad de empaquetamiento zg = 0.7082. La ¢g(z) seleccionada fue
la FORM III, que usamos en el capitulo anterior, con C3g9 y =g recalculados por V.
Aguiler&-N-vmo[“l. Al sustituir Cyg, en términos de 4, B y C, en (5.11), obtenemos

A+ B%’ +cA%0(0) _ 56, (5.12)

En nuestro caso, el potencial de BURKHARDT,

2 ” 3
a=ec, roo=3e AL =%

¥ la ecuacién (5.12) queda
A+ -:—B - g =26.2, (5.13)

que es la primera ecuacién de un sistema de tres, que nos permitirén deducir los valores
de A, ByC.



beim b

Cuando el sistema alcanza la densidad de empaquetamiento z g, es de esperarse
que la energfa E /N diverja, 1o cual se asegura en ¢o(z); por otro lado, la correccién a la
energia de esferas duras seréd dominada por un efecto causado por el pozo rectangular.
En realidad, cuando el sistema se acerca a T, la correccién atractiva crecerd ya que

miés particulas estén dentro de la zona de accién del pozo rectangular. En of, es de
esperarse que la correccién sea dada por

Ly [ Némero de centros de esferas duras dentro
zg’0 . de las esferas concéntricas de radios Ry ¢

1_, 4ArpgR3
= —-2-Vo[—£§—— —1].
Como puede verse, es lineal en Vy y por ende, en A. De aquf que el término del

desarrollo (5.10) que contribuye a la correccién sea el término lineal en A, haciéndose
cero los restantes términos en zg.

Lo anterior nos permite plantear las siguientes ecuaciones:

2nh3 1, 4axz}h R? )
-'—:c—rzﬁalcl(za)l = —-z-Vo[—:?’—- - 1], (5.14)
3 .
%"’:‘,-zi,ujz,-(za)v =0; i=238,.... (5.18)
Como
A= .'%‘,’9.(3 — )3,
a=§%€%R=c(a+l),
a = —é;— y =zp=0.7082,

las ecuaciones (5.14) y (5.13) se pueden reescribir asf:

a(zp) = T;;szr;[-;-ng(a +1)3 — 1] = 2.9554196, (5.18)

¢;(zp) =0, J=2,.... (5.17)
Las dos primeras, junto a (5.13), forman el sistema de tres zcuaciones usadas para
calcular A, B y C. Se puede notar que en estas Gltimas ecuaciones las constantes A,
B y C, estén contenidas implicitamente y a través de Cs;. De aquf que sus valores
dependerén de la ¢;(x) escogida. Se analizaron y calcularon las A, B y C para las dife-
rentes formas de aproximantes posibles, tanto para €3(z) como e3(z). Esto no condujo
& seleccionar la FORM III para €2(z) y es(x). Es decir,

0;,-:

. = . y = 1, 2. .18
€5 () l1+1-gﬁz—2gﬁzh(z)] 3=1,2 (5.18)
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Al sustituir las expresiones para las Cyj en (5.18), y ésta en (5.16) y (5.17) obte-

» 0.002978 + 0.23207C = 3.63643,
1.1511358 + 0.54683C = —35.301388,

cuya solucién nos da )
B = —38.34345,

C = 16.16025,
que al sustituirlos en (5.13) encontramos

A = 57.14938.

En este momento el “Ansatz” queda determinado;

Cs = 57.14938 (°°) — 38.34345 ('°“°) + 16.16025 ( A5(0)ao )

as{ como las C;y, ¢ = 1. 2,3,5=0,1, 2 que son tabuladas en Ia tsl?la 2.
VALIDEZ DEL “ANSATZ"

Obtenido el “Ansatz™ se procedié a probar su validez universal, aplicéndolo a otio
potencial de interaccién entre particulas, v(r). Qué mejor que para el mismo potencial,
de MOSZKOWSKI que, en cierta manera, sugirié la forma final del “Ansats™.

POTENCIAL DE MOSZKOWSKI.- El potencial de Moszkowski no es mas que un
potencial de esfera dura mas pozo rectangular paraelcuala = Oy a = 1. Introduciendo
estos valores en la expresién (4.1), y resolviendo para )\, obtenemos

A = 1.358533.

El valor del difmetro de eaferas duras usado fue ag = ¢ = 1 A. Para este potencial
roa? = a3 (; + K) = 2.060421,
15 1 6
AZ(0) = a3 [? +350- i)‘/l + u] .

Con estos mismos parimetros Moszkowski {8} determiné, mediante un célculo variacio-
nal, la energfa por bosén (E/N)as como funcién de la densidad p = (N/V),
h 12 8
(N) mdd 2 c P+ 5%,

la cual serd un cota superior de energ(n. para toda p; en particular para p pequeiias

(p — 0). Osea
B =), @0



Para p pequeiias (p — 0),

() ae 20 B T2, (520
De la expresién (5.6), cuando hacemos a = 0, el \nico término que sobrevive es el
término en p2, asf que
£ = 227 (A% + B + o(A8(Q0)) 24
= 2"—,,’:’{“3 + Broaga?® + C A§(0)ao}s?,
% = %‘gq’,{Aas + Brga3 + CAY%(0)}p3. (5.21)

De aquf, para que el “Ansatz” sea bueno, es necesario que se satisfaga (5.19). Compa-
rando (5.21) y (5.20), (5.19) se satisfard para bajas densidades si

ag3(Aad + Broa? + CAL(0)} < -1%_5.
Evaluando, el primer término de esta desigualdad vale 11.910092, el cual es mayor que
12.8/2x = 2.04. De aquf que la desigualdad (5.19) no se satisfaga y, como consecuencia,
el “Ansatz” no genere el coeficiente Cs correcto para el potencial de Moszkowski. Esto
también lo descarta como el coeficiente Cs correcto para cualquier otro potencial. Muy
probablemente es una consecuencia de la sencillez del “Ansatz” propuesto. Si bien se
consideré la dependencia con el potencial a través de la cantidad AY(0), ésto no fue

suficiente. Proponer un nuevo “Ansatz” motiva un andlisis mis profundo del coeficiente
Cs, mismo.

Motivo de estudio es, también, proponer a C3 como un desarrollo en potencias
del parémetro perturbativo A, (Cs = Csg + Cs;A + CsaA3 + .-.) y, para cada poten-
cial, determinar los primeros coeficientes del desarrollo a través de los criterios fisicos
que deben de satisfacer las ¢;(z), j = 0,...,5. Aunque los coeficientes C3 que ob-
tendrfamos serfan parciales (para un potencial y con un nimero limitado de términos),

nos proporcionarfan informacién sobre su dependencia con el potencial que sugeririan
un coeficiente Cs universal.
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Conclusiones

El método de Perturbaciones Van der Waals desarrollado en este trabajo, nos
permitié calcular la energfa del estado base de un sistema de bosones a temperatura
absoluta T = 0. Los resultados son excelentes. A ésto hay que agregar que el esfuerzo

invertido es mucho menor que el requerido por otros métodos, por ejemplo el método
GFMC.

Nuestro método se puede aplicar directamente a nuevos fluidos cufnticos bosénicos

spor ejemplo HT y T1), asf como a sistermas fermiénicos en el estado base (por ejemplo
He y DT).

Los resultados se vieron favorecidos cuando, para el caso Lennard-Jones, cambia-
mos la manera de separar el potencial: del “Corte Viejo” al “Corte Nuevo™. De aquf
que a semejanza del caso clésico, el “Corte Nuevo” parece ser la manera conveniente
de separar el potencial cuando tratamos sistemas densos. Esto podr4 ser corroborado
cuando apliquemos el método a los nuevos sistemas bosénicos.

La inclusién del cuarto término del desarrollo de la energia, aunque desafortunado
en esta ocasién, deberd ser reconsiderada, ya sea proponiendo un nuevo “Ansats™ o
bien un desarrollo en potencias del parémetro de intensidad atractiva, A. Esto dltimo
nos permitirfa determinar C3 para cada potencial de interaccién, v(r), considerado. Un
posterior andlisis de las Cg asf calculadas, nos proporcionarfa informacién acerca de la
dependencia de éstas respeto al potencial.

Finalmente, es conveniente seiialar que el par€metro de pequeiies, apropiado para
la deacripcién de lquidos cufnticos como ‘He, es precisamente el parémetro de inten-
sidad atractiva A.
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€5/2(x)

05 ‘Xo \ X

B l‘lg.urt !‘Gi.— G‘/’(z) con ¢o(x) el sproximante a ¢g(z) con tres términos (FORM 1)

¥y con cuatro términos (FORM III). Datos Green Function Moate
Cario GFMC (), para el sistema de esferas duras cuénticas. zp es
la densidad de Bernal cuéntica.



Tabla 1.- Coeficientes a;, §; ¥ 7; de los desarrollos a =

= ag +

T, @M, ro = roo + S0, 4 A8 = Al +
391777, Para los potenciales indicados.

alfas betas gamas

Potencial de BURKHARDT
ap = 1.685 A, rgo =, A%(0) =

. —.7546983 1.566509 -8.920806
—.3018794 6.07562 —3.493361
—.1221803 11.0414 —1.410843
—4.951461 x 10—32 19.49282 —.5715778
—2.006721 x 10—32 29.11434 —.2316425
—8.132019 x 10—3 :

alfas betas gamas
Potencial de MOSZKOWSKI
ao=1A, roo =, 4(0) =
—.3333334 —.1333334 —2.45
—.1333334 .247619 —.9761904
—5.306826 x 103 4342858 —.3950231
—2.186049 x 10—3 .5050762 —.1600712
—8.863236 x 10—3 5082404 —6.487335 x 10— 3
—3.502128 x 10—3
alfas gamas

Potencial LENNARD-JONES, Corte Viejo
apg = 2.002954 A, roo = 1.305086 A, A%,(0) = —3.127948 A3
—1.337801 8.391069 —20.23182
—1.133802 34.83308 —9.934143
—1.000385 114.8573 —9.207482
—1.082054 339.9313. —9.108573
—1.067299 046.2255 —8.978078

—1.053009 2532.427 —8.857646

81



alfas betas gamas
Potencial LENNARD-JONES, Corte Nuevo
p = 2.138328 A, roo = 1.423727 A, A% (0) = —3.360581 A®

- —1.272788 7.670783 —18.60121
—1.087322 30.47900 —8.920398
—1.032604 96.97935 —8.311133
—1.016212 277.568 —8.134468
—1.002769 747.8023 —8.019802
—0.980068 1937.860 —7.915895

alfas betas gamas

Potencial AZIZ
ag = 2.1463176 A, roo = 1.420516 A, A%,(0) = —3.389850 A3

—1.281184 6.790898 —17.58080

—1.125817 28.02254 —9.138008
—1.128048 91.76434 —8.870092
—1.147347 269.36871 —8.981808
—1.168591 743.1810 —90.142053

—1.190887 1970.741 —9.314002.



Tabla 2.- Coeficientes C;; ¢ = 1,2 5 = 0,...,6 de las series ¢,(z) = 1+C‘,-z+03,-z’lnz’ + e
con §=0,...,68. Para cada uno de los potenciales indicados.

Potencial de BURKHARDT

Cio = C) = 4.814418 Chao = Cj3 = 19.653918 Cao = 28.307
Ch3 = 12.03605 C3; = 78.61588 C'3y =7
Cyi3 = —4.9056068 Claz = —143.87890 C'33 =7
Ch3 = —16.3330 Cja3 = —84.5683 Ca3 =7
Ch14 = —21.20653 Cz4 = 112.5559 Cae =7
Chg = —18.00437 Cas = 323.8062 Cass =7

Potencial de LENNARD-JONES, Corte Viejo

Ci0 = C; = 4.814418 Ca0 = C3 = 19.653918 C30 = 25.397
Cy1 = 12.03605 Ca; = 78.615868 Ca =7
Ch3 = —2.213168 Ca3 = —-107.5271 Csy3 =7
Ci13 = —9.506263 Ca3 = —75.56631  Cs3 =1
Chi4 = —14.20690 Cz4 = 2.055173 Csq =7
Chg = —15.80247 Cas = 98.14043 Cyg =7
Che = —13.71288 Ciae = 184.0432 Cag =17

Potencial de LENNARD-JONES, Corte Nuevo

Cho = C; = 4.814418 Cszo = C; = 10.653915 Cso = 25.307
C)3 = 12.03008 C3; = 78.61886 Cyy =7
C)3 = —1.065258 Cs33 = —100.3605 Caz =7
Cyi3 = —8.711358 Cas = —74.68083 Csy3 =7
Chi14 = —13.20767 C34 = —8.072068 Caq =7
Chig = —185.10037 Cas = 77.11881 Csg =7

Cre = —13.07842 Cae = 157.3603 Cse =7



‘Tabla 3.- Los 8§ aproximantes de la serie ¢(z), con tres términos
FORMO = 1 + ki z + kaz?In 23

FORM;: =1+ — 1=
11— E zln x3
FORM;i = 1

1—kyz— kgz’lnz’
1+kyz?Inz?
1—kyz

I 1+ kz
FORMiv = i—_—m

Tabla 4.- Los 12 aproximantes de la serie ¢(z), con cuatro términos

FORMiss

2 v ]
FORMI =1 4 X1zt kaz"laz

1- o

3
FORMII = 1 4+ Xa= t kaz
1— E: inz3

kyx
FORMIII =1 +
1— ﬂzlnz’ - az
) 1+ (kg —
FORMIV = + (ky — )=

1- ?‘z — k3z3Iinx3
FORMYV — 1+ (ky —g)z-l- kgz’ In =3

1 —1;}::
1

1—kyx— k3z3Inx3 — (kg — k})zs
_ 14+ kiz+ kaz3Inz?
FORMVII = 2
2 — &31.3
FORMV III = 1+ k3x3in 23 4+ (kg — k)=
1—kix
_ 1+ kyz+ ksz?
FORMIX = Tk mz¥ %3=TIn =

FORMVI =

_ 14 kix
FORMX = s s = (ks — k3)z2
y _ 1+ k3z®Inz?
FORMXI = 15 2= (k3 — kD23
_ 1+ (ks — k’)z’
FORMXII = 2% kz;!, 3



Tabla 5.- Resumen del andlisis de los aproximantes ¢;(z) a la serie ¢;(z), para el potencial de

Burkhardt.
FORMAS €0 3 €3 €3 cq €5 <o
FORM O nme nme vmo vmo -_— —— —
FORM | polo en polo en grande
0.0258 0.0053 en ~zZp |

FORM i1 nmec nme polo en polo en

0.0348 0.0682
FORM iii nme nme vmo nmo grande grand grand

en ~zp ea ~Zp en ~zpn

FORM iv nmc nme polo en polo en grande grand grand

0.0317 0.0434 on ~zp en ~xp on ~zp |

Tabla 6.- Resumen del ln‘lhh de los aproximantes ¢,-(z) a la serie ¢;(z), para el potencial
L-J, Corte Visjo. Los aproximantes éptimos son los que no tienen indicacién

alguna.
FORMAS €0 € 3 €3 €4 g <g
FORM O nme nme vmo vmo grand grand grand
o ~z on ~ = o ~ Z
FORM 1 ar A grand 2 polo .-L
en ~zgn on ~zpn 0.0076
FORM ii nme nme polo en polo en grande
0.0396 00614 | en ~zp
FORM iii nme nme vmo vmo grand grand
om = za R ~~ ’E
FORM iv nmec nme polo en polo en grand grand grand
0.0377 0.0464 on ~2gp en ~ T em ~ zp

Tabla 7.- Resumen del andlisis de los aproximantes ¢;(z) a la serie ¢;(x), para el potencial
L-J, Corte Nuevo. Los aproximantes Sptimos son los que no tienen indicacién

alguna.
FORMAS €Q €y €3 €3 cq g <
FORM 0 nme nme —_—— - —_— — grande
- ~zp
FORM i grande grands polo en
om ~ 0.85 - ~ 0.85 0.0082
FORM il nme nme polo en polo en
0.0408 0.0603
FORM iii nme nme ovmo vmo wmo desde grande grande
0.4 oa ~ 0.85 = ~=xp
FORM iv nme nme polo en polo en grande grandes grande
0.0392 0.0467 en ~ zp o ~zTH e ~zpn




(.14

Tabla 8.- Resumen del andlisis de los aproximantes €;(z) a la serie ¢;(z), para el potencial
Asizs et al. Los aproximantes éptimos son los que no tienen indicacién alguna

€9 € €3 €3 <q g <
FORM O nme nme —_— _—— _—— _— grande
- ~zpn
FORM | grand. d pelo an
on ~ 0.85 en ~ 0.85 0.0188
FORM ii nme nme polo em polo en
0.0421 0.0885
FORM iii nme nme vmo umo omo deeds grande srande
0.2 o ~ 0.85 o ~zZp
FORM iv nme nme polo en polo en polo em grande grande
0.049%8 0.0462 0.1261 em ~zxTp o ~Zp |
nme = No M témi nte t

vp = viola positividad.

vmo = viola monotonicidad de orden.




Densidad (Zynin) ¥ energia ((E/N)min) minimas para las diferentes curvas de energias E/N|(L/M]} (z, A), con

‘Tabla 9.- Burkhardt.

| e=1.685 A
_ PADES Zmin Pmin
© [1/8) 0.4366(0.0398)
[2/4) 0.4328(0.0301)
[s/s) 0.4318(0.0390)
[4/3) 0.4318(0.0390)
[8/1) 0.4318(0.0390)
{8/0] 0.4318(0.0300)
[2/4 0.4267(0.0380)
[2/3) 0.4358(0.0307)
(s/3] 0.4320(0.0300)
[4/1) 0.4320(0.0300)
[s/0] 0.4316(0.0389)
[1/3] 0.4454(0.0451)
(2/3) 0.4435(0.0411)
(s/1) 0.4316(0.0389)
{4/0] 0.4316(0.0389)
[1/2) 0.4323(0.0390)
[2/1]) 0.4735(0.0469)
[s/0] 0.4309(0.0388)
[1/1]) 0.5061(0.0535)
[2/0] 0.5034(0.0530)
[r/0] 0.4655(0.0453)

L 4+ M < 6. Potencial de

Cs = 26.307
zp = 7200

E/Neain
—9.895208 = & x 10~7
—9.362421 £ 5 x 10~7
—9.354365 = 5 x 10~7
—~9.355348 £ 5 % 10™7
—9.356182 5 x 10~7
—9.356182 % 5 x 10~ 7

—8.571955 £ 5 %< 10~7
—9.396908 = 5 x 10~ 7
—9.348418 £ 8 x 10™7
—9.300861 £ 5 x 10~ 7
—9.356170 £ 5 x 10—7

—11.192175 % 8 x 107
—9.568630 + 5 x 10~ 7
—9.203057 £ 5 x 10~7
—9.200027 £ 5 x 10~7

—7.395815 5 x 10~7
—10.810608 & 5 x 107
—9.152559 = 5 x 10— 7

—20.504162 = 5 x 10~7
—14.680449 = 8 %< 10~7

—5.836048 = 5 x 107

Tabla 10.- Lennard-Jones “Corte Viejo™.

€4 — $5§

PADES
(1/8]
12/4)
{3/3]
(4/2]
58/1]
le/0]

[1/4)
{2/3]
(3/2]
(4/1)
8/0]

{1/3) .

(2/3]
s/1]
{a/0]
[1/2]
[2/1)
[s/0]

{1/1]
{2/0]

f1/0]

Tmin Pmin

0.4644(0.0235)
0.4645(0.0235)
0.4649(0.0238)
0.4654(0.0236)
0.4655(0.0236)
0.4650(0.0236)

0.4644(0.0235)
0.4645(0.0235)
0.4642(0.0235)
0.4677(0.0239)
0.4646(0.0238)

0.4689(0.0240)
0.4878(0.0260)
0.4641(0.0238)
0.4641(0.0235)

0.4472(0.0218)
0.4502(0.0221)
0.4644(0.0235)

0.4786(0.0250)
0.4685(0.0230)

0.4035(0.0178)

Cs = 25.307
=g = .7200
E/Ngim
—6.760055

—8.762268 1 6 x 10~°
—6.721056 = 3 x 10~°
—8.800720 + 8 x 10~°
—6.800680 + 1 x 10~*
—6.717267 = 3 x 10~°

—6.783917 + 1 x 10~*
—6.635720 + 2 x 10~¢
—6.668213 = 1 x 10~*
—6.793903 = 7 x 10~*
—6.659356 & 7 x 10—*

—6.466580 12 x 10—*
—6.200025 + 4 x 10—*
—6.586240 % 1 x 10~
—6.561314+ 1 x 10~*

—7.045362 + 1 x 10~*
—7.080066 = 1 x 10—*
—6.300382 % 1 x 10~*

—8.014263 % 1 % 10~*
~5.051147 = 1 x 10~¢

—1.308101 %1 x 10~%
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| .PADES

Tabla 11.- Lennard-Jones “Corte Nuevo®™.

G‘—l'l'

[1/8)
[2/4)
[3/3]
[4/2]

Tamin Pmin
0.4686(0.0225)
0.4693(0.0225)
0.4649(0.0221)
0.4683(0.0224)
0.4687(0.0225)
0.4682(0.0224)

0.4690(0.0226)
0.4605(0.0217)
0.4601(0.0217)
0.4679(0.0224)
0.4679(0.0224)

0.4715(0.0227)
0.4735(0.0229)
0.4776(0.0233)
0.4672(0.0223)

0.4488(0.0206)
0.4480(0.0205)
0.4633(0.0219)

0.4719(0.0228)
0.4600(0.0216)

0.3870(0.0158)

Cs = 25.307
=g = .7200
E/N

min
—6.823907 = 1 x 10™7
—6.739902 = 1 x 10~7
—6.983520 =1 x 10~7
—~6.776058 %= 1 x 10~7
—6.839265 1 x 10~7
~6.763473 31 x 10~7

~06.523319+ 1 x 1077
—~7.088111 1 x 10~7
—7.001184 1 x 10™7
—6.719067 = 1 x 10~7
~8.703163 + 1 x 10~7

—7.389631 % 5 x 10~%
—08.857819 oscilaba
—7.474478 alrededor
~—0.5040490 del minimo

—7.008701 £ 5 x 10~7
—7.011468 £ 6 x 107
—5.780535 £ 5 x 10~

—6.858805 £ 5 x 10~7
—4.186048 + 5 x 10~7

—0.944567 = 8 x 10~7

Tabla 12.- Asis et al

€q -8

PADES
f1/8]
12/4]
{s/3]
(4/2]
{s/1]
le/0]

(1/4)
[2/3]
[3/3]
{a/1]
{s/0)

[1/3]
[2/2)
is/1]
{a/0]
(1/2]
[2/1]
{3/0]

[2/1]
[2/0]

{1/0]

ZTmin Pmin
0.4803(0.0233)
0.4818(0.0235)
0.4715(0.0228)
0.4771(0.0230)
0.4775(0.0230)
0.4770(0.0230)

0.4851(0.0238)
0.4642(0.0218)
0.4612(0.02185)
0.4768(0.0230)
0.4767(0.0230)

0.4432(0.0199)
0.4856(0.0238)
0.5938(0.0357)
0.4760(0.0229)

0.4559(0.0210)
0.4530(0.0207)
0.4708(0.0224)

0.4765(0.0230)
0.4640(0.0218)

0.3893(0.0153)

Cs = 25.397
zpm = .7200
E/Ngia

—8.682807 £ 6 x 10~7
—8.448025 = 5 x 10~7
—0.466740 = 5 x 10~ 7
—8.758803 £+ 5 x 10~7
—8.840013 x5 x 10~7
—8.747042 £ 5 x 10~7

—7.683389 % 5 x 10~7
—10.380866 x5 x 107
—10.753648 + 5 x 10~7

~8.681310 £ 5 x 10™7

—8.671009 = 8 x 10~7

—14.481485 % 5 x 107
—7.428401 £ 6 x 10~¢
15.733476 £ 8 x 107
—8.520005 £ 5 x 10~7

—8.444503 £ 5 x 10™7
—~8.501179 = 5 x 10~7
—6.461321 5 x 10~7

—7.587645 = 5 x 10~7
—4.451591 =5 x 107

—0.975293 + 5 x 107
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" Tabla 13.- Burkhardt.

 e=1988A
PADES ZToain Pmin
{1/8] 0.4366(0.0244)
— [3/4] 0.4329(0.0240)
[s/3) 0.4318(0.0238)
[4/2} 0.4318(0.0238)
— [8/1] 0.4318(0.0238)
_. fes0} 0.4318(0.0238)
— (1/4) 0.4269(0.0233)
{23/3) 0.4358(0.0243)
{s/3} 0.4310(0.0238)
(a/1] 0.4319(0.0238)
is/0] 0.4318(0.0238)
T [1/9) 0.4453(0.0253)
-~ {273} 0.4435(0.0251)
{s/1} 0.4316(0.0238)
7 fes0] 0.4316(0.0238)
[1/3) 0.4324(0.0239)
™ (2] 0.4736(0.0287)
= (3/0] 0.4309(0.0237)
E [2/1) 0.8061(0.0327)
- [2/0) 0.5034(0.0324¢)
* {1/0] 0.4656(0.0277)

Cs = 25.307
=m = .7200

E/Ngin
—7.130206 = 8 x 10~7
—6.748322 = 5 % 10~
—©6.740516 = 5 x 10~
—~6.741224 + 5 x 10~
—6.741825 £ 5 x 107
—6.741824 = 6 % 107

—6.176726 = 6 x 10~
—6.771220 1 5 x 10"
—©.7363228 = 5 x 10~7
—8.768812 + 8 x 10~7
—©.741822 + 5 x 1077

—8.064791 % 5 x 10~7
—6.804908 =+ 5 x 10~
—6.606987 . 5 x 107
—6.701280 + 5 x 10~7

—5.320235 =5 x 10~7
—7.789011 £ 5 x 1077
—8.595007 £ 5 x 10”7

—14.774772 £ 8 % 107
—10.578385 = 5 x 10~7

—4.2056305 = 5 x 10~7



Apéndics .
Aproximantes de Padé

En Ffsica es muy frecuente encontrarnos con problemas cuya solucién puede darse
solamente en términos de una serie infinita, ya sea convergente o divergente. Son
ejemplos inmediatos los problemas at dos mediante algin método de Perturbaciones
que generan desarrollos en potencias del pirametro perturbativo.

8i la serie converge répidamente, una buena aproximacién a la solucién buscada

es la suma de sus primeros términos. En los casos en que la convergencia es lenta es

n.eu-.rio' si es posible, sumar una mayor cantidad de términos o aplicar algtn método
para acelerar la convergencia (por ejemplo, Transformaciones de Shmk‘”])

Més comunes son las series divergentes, donde lo engorrosc de los célculos limitan
a un ndmeroc finito el conocimiento de sus términos. Una técnica afortunada para
aproximar la suma de estos tipos de series es la de los Aproximantes de Padé.

Loa Aproximantes de Padé son aproximantes racionales en los que, dado el des-
- arrollo en serie de potencias de una funcién

I(=) = 2 a;z*,

sa=1
se aproxima por el cociente de dos polinomios

£(z) = c%‘(’;’—) = (Z/M](2),

donde L N
Prz)=Y_piz'* v Qum(x)= .21""'

=1

Los coeficientes p; y ¢g; se determinan de la condicién de que los N (=> L + M)
primeros términos tanto de la serie como del desarrollo de [L/M](zx), coincidan. En
otros palabras, que sus primeras N derivadas coincidan en el punto en cuestién, es
decir,

Pr(x) L+M+1
. =0 .
1@ - Q@ == )

7

(A1)



73 0. Aproximantes de Padé

Sin pérdida de generalidad hacemos

Qu(0) =go = 1.

Multiplicando ambos miembros de (A.1) por Qas(z), obtenemos

Qu(z)f(z) = Pr(z) + 0(=L+M+1)‘
que escribiéndola en detalle nos queda como

ag = po,
ay + agqy = Pi,
a3 +a1q1 + aoqg2 = P3,

A2
ar +ag_yq1 +---+=pg, ( )
Gryyrtarqyr+- - +ar_ar+190 =0,

CL+M t AL ML+ -+ aLgM =0,
donde definimos ay = 08i N <Oy ¢q; =0sij > M.

Ha de notarse que no es necesario conocer la serie completa para construir el Padé,
sino solamente los primeros L + M + 1 términos; propiedad que magnifica su utilidad.

Obtener el aproximante de Padé a f(z) se ha transformado en resolver el sistema
de ecusciones (A.2). Aunque durante el desarrollo anterior hemos considerado que las
a; son constantes, éstas pueden ser también funciones de z. Entonces el sistema de
ecuaciones {(A.2) puede ser resuelto punto a punto. Otra manera es resolver el sistema
de ecuaciones analiticamente y dar las formas explicitas de las p; y ¢q;, ¥y por ende
de los [L/M](z). Esta manera de proceder no es muy recomendable si no se cuenta
con un programa de computadora que realice el flgebra, ya que para L + M > 3
la labor aumenta enérmemente. La tabla 14 contiene las expresiones analiticas para
los Aproximates de Padé hasta orden seis (L + M = 5), que fueron obtenidos con el
programa de computadora “MACSYMA” 140] | para ejemplificar 1a bondad del método,
incluimos la gréfica (Figura FG2) en la que, para la funcién

o - JEE.
se trazan las diferencias porcentuales entre los respectivos Padé de orden 4 y la funcién
misma, ([¢] — f(£))/f(x). Nétese que el Padé [4/0](z) no es més que el desarrollo de

Taylor de f(x). Es inmediato que el Padé [2/2](z) es el mejor aproximante, aventajando
por mucho al simple desarrollo de Taylor.
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zlx;5)=(3/ 4)—~'
[2/2)~ \Y/
3 s 7 8 X

Figura FG3.- Diferancias porcentuales ([¢] — f (;)) /7 (z) entre los respectivos Padé de
orden 4([¢]) ¥ Ia funcién f(z) = /(1 + =)/(1 + 2z).



— Tabla 14.- Expresiones analiticas para los aproximantes de Padé hasta orden 5 (L +
M = 8)

L R jr=t order Pades :1| FADFI . RaS
THEADECY = 1/ (1—=F1wX) : RETURAN .
e LT = 1+F1aX
2013530 RETURN
20200 *° Second order Fades 3 FADESZ . BRaS!

1L/ (1=X* (FL+Y* (F2-Filnr1))) & RKETVRN

(F14(F1#F1=F2)%X) /(F1—F2#X)s RETURN
= 1+Xw(FLeF2aX)

(=025
— 20240 R

[WE T
‘20300 ° Third order Fades :[FADES. BASI
TRl FADEOS] = 1/ (1=X#(F1l+Y# (F2~F1#F14+X# (F3+F1#F18F1—28F1%F2))) ). RETUAN
) L ) -

[P aUE 1] (FL1oF1=F24(F1#F1#F 1 —-2#F 1 #F2+F3)#X) / (FL1%F1=F2+X®% (F3-F1a#F2+ X (F2uF2
—F1wF3))) ¢ RETURN .
OSSN (EADEZL = (FReXR (FI1HF2—F3+X# (F2aF2-F1#F3))) / (F2-F3%X) ! LETURN

\F = L+XR(FL-XR(F2+XF3))

T R03%0 RETURN
20400 °*° Fourth order Pades :3
(%) = /(L= XH(FleX® (F2=Flu#F1+X#(F1#F12F1-2#4F 1 %#F2+F3+ X8 (F4—-2a#F 1 #F3-F2#F2
—+BRF1WF1L#F2-F14#F1#F1#F1))))) 3 RETURN
,204";§ [FATCELIS] = (FS—2#F 1aF2+F1#F 1 #F 1+ (F1aFL1#F 1 #F 1 —3S#F 1 #F 1 #F2+F24F2+2aF1#F3-F4) #X)
T/ AF 3= 2aF 1 2 F 24F 1 %F 1 #F 1 + X# (F 1 #FS+F R28F 2~F 1 #F 1 #F2-F A4+ X% (F1%F3—F2#F3—F 1 8#F 1 #F S+F1aF 2aF
DX (F2uFR—F 1%F 1 #FA-FIZaF3+2#F 1 #F2#F3~F2#F28F25))) & RETUARN
: 2043@‘ EADEZE[ = (FI#F3S—F28F 2+ X# (F1aF 1l aFS+F24F3-F 1L#FA4—F 1 #F2%F2¢«X# (F2RFA-F i1 aFl1#F4-F
1t S S+2nF 1 oF SHFS—FR2#4F2%F2) ) ) / (FLAFS—FR#F2+X# (F2uFI-F 1 #F3+X® (F2#FA—FI#F3I) ) Y :LET/ON
! 20% P RaDe T = (FI34+XR(FLRFS—FAa+X# (FRRFI3—F 1#FA+X# (F3*F3-F2#Fa)))) / (F3-FanX)> RETVIN

g O ADEZC) = L4X W (FLEX#H (F2+X® (FI+X®*F4)))
22O0A60 RETURN

H
[
¥




P

=T : order Pades 1[FADE=.EAS)
171X (FL1eX® (FEF IR L e X# (FS—2#F 1 #F2+F 1~ S+X# (FA=2#F 1 8FSAF2#F 23 #F 18

— FLAF2=F 1 4+ X H (FS—28F 1 #F 3+ (SaF 1L #F1-24F2) #F3+3#F 1L #F2#F2-3aF L ~34F2+F1°5)))))) s RETUF
v N .

e - [PADE1 3)

__ 20521 Fi2=F1#F1l1 F22eF2#F2: F32«F3#F3: FA2=mF4a#F4: FOsF4—28FL#FS—FI2+3#F12#F2~F12
:#F12: PADE14= FO+ X# (FR#F1#F 12—-2#F 1 #F 22+ (2uF2-F12) #F3+F1a4F4~F%+ X% (F1a#FS—(F2+F12
I RFA-F LAF L wFIS+F2aF22-F12#F22))

20522 PADEL14A=PADE 14+ X 3B#((F2-F12) #FS+(F1#F12-F3) #F 4+2#F 1 #F 32—~ (FZ2+24F 1 2#F2) #F3+

-~ FL1aF2nF22 +X# ((FS—2#F1#F2+F1%F12) #F S —F42+2i(F1¢F3+F“”-F12’F2)0F4—(F2+F°+F12)QF’i

+SHF L RF228F3-FR2#F22))

20523 PADE14=(FO —xn(Fs—2-F1¢F4*(3~F1‘—F2—F2)»F¢¢¢*F1-F22-4»Fxnﬁxz-onrxz’F1‘~F1

-2 E14 RETURN
, é§é30§'iPAQEZE
- 20531 FL12=F 1#F13 F2IL=F2aF2; F32=F3#F3:1 Fa2mF4aFa: FOm(F12-F2) #FA+F32-2#F 1 #FX»F3+
F22#F2: PADE23I=FO +X#((F2=F12) #*FS+(F1#F2-F3) #*F34+F 1 #F32-F22#F3 +X#( (F14F2—F3) *F3+
T FA2- (F1aF3+F22) #F3+F24F32) ) .
vt 20532 PADE2I=PADERI + X “S# ((F1#F3—F22) #FS—F 14FA2+2%F2#F3#F4—F328F3)
20533 PADE23=(FO —X#((F12-F2) #F S+ (F3-F12#F 1) #F3—2a8F 1 #F 32+ (F224+2#F 1 28F 2) #F3—-F 1 #F2
4 2RF24 XB((FS—28F 1 #F24F12%#F 1) #FS—FA24+2# (F1 #F3+F22-F 124F2) #F 3~ (F2+F2+F12) #F32+3»F1
[ #ED2RFI-F22#4F22) ) ) /PADE23 1 RETURNM
‘{25530] - (PADESZ)
20531 Fi12=F1#F13 FX2=F2#F2; F32=F3#F3: FA2mF4%F4:1 FO=FI2#F4-F32; PADEI2=F0 +X#(F3
§R uFR—F20FS +X# (F3#FS-FA42))
1% 20532 PADES2=(FO +X# (FA# (F3+F1#F2) —F2#FS—F1#F32 +X# ((F3—F1#F2) *«FS5—Fa2+(F1»FS+F22
Y REA—F28FI2 +X# ((FL1#FS—F22) #aFS—F 1 #F42+2#F2#F3#F4-F324F3)))) /PADE32Z 1 RETURNM
18 2_3_550' ‘
lw 20551 PADEARL=(F4 — X #* (FS—-F1#F4 + X # (F1#FS—-F2#F43 + X # (F2#FS—-F3#F4 + X = (F3
RES-FA%F4)))))/(Fa — FSaxX) 1 RETURN
L 20ZETY[TADESC]» 1 + X # (F1 + X # (F2 + X # (F3 + X # (F3 + FS#X))))> 3 RETURM

—

i
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i
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