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1 %ntroducci6n 

Entre 

-f'Ísic• 

Óptic••· 

estudiar can 

las 

de 

técnicas que existen para el estudia experiment•l 

las espectrometrías supar-ficie• .... encuentran 

consistan en ilumin•r l• super4icie • 

y inof'r•rra,Ja y 

tran •mi ti d•. 

-función 

De ést• •• puede medir 

d• l• 4recuenci.a v 

observar l• luz re4lejad• o 

su int•nsid•d y t~•bién su 4as• 

d•l Án9ulo d• incidencia. P•ra 

interpr•tar los experimentos Ópticos se requiere de un• teoría que 

rel•ciane l• int•nsid•d v la -fase d• la luz re-f'lej•da o tr•nsmitid• 

con l•• propiedad•• de l• super-4ici• de interés, par •J•mpla con su 

estructura electránic•. 

otr•• 

Entre l•• ventajas 

••p•ctrametrías da 

de las 

super-4icie 

••pectrometrías ópticas sobre 

•• encuentra el qu• son na 

destructivas pues las ímpetus asociados a los 4atones emple•dos son 

b•Jo•, y •l qu• no requieren d• un si•tema de alto v•cío pues el 

•ir-e v muchas m•t•riales san tr-•nsparentes a la luz en distintas 

regiones da 4recuencia. Esto permite estudiar- por ejemplo inter.,ases 

sól :i do-•Ól ida, sólido-líquido y sólido-gas, estudiar- in-situ los 

de -fís1sar-ci6n y quimisor-cién, así como la axid•ción y el 

desarrollo d• r-e•cciones químicas en super-fici••· las cuales podrían 

••r dii'Íci l•• 

interpr-at..:cién 

di-E:icul t•d••· 

de estudi•r 

de ••t•• 
Una dii'icultad 

con otras técnica.-. Sin embargo., la 

espectr-oscopÍOls present• varia• 

••tá en el hecho de que la longitud de 

A d• 1• luz empleada es mucho m•yor- que lOl dist .. nci• entre lo• 

d• la• •i•tem•s ••tudiados por 1 o que tod• 1 a 1 u=: es 

re-El•J•d• en la dirección especular-, i.e. no h•Y picos de di4raccién 
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1 J:ntr-aduc:c:ián 

d• distinto de C•r-a. D•b:ldo a ~sto es muy di-fÍc:il obtener-

sobre 1 a. ••tructur-.a mic:r-oscápic.a de 1.a 

super-fic:i•o que •• abtendrÍ.a uaando por-

di-*r-•c:c:ián c:orr-eaponde 

Otr•· de la• di-*icultad•• de las espectroscop{•a óptica• 

aplicad•• al ••tudio d• super-fic:i•• ••tÁ •n la gr-•n diatancia d• 

p9r1etr-.ac:ión de la luz en lÁ mat•ria 0 típicamente del orden de ~-

0-bida par• eKtr•er- in-for-m•ción de l.a super-fici• se su•l• 

r•curr-ir- •l ••tudio de •Mcit.aciones muy s•n•ibles.a la superfici• 

CDlllO son los pl.asmon•s-polaritones da super-fic:ia dados por- los polos 

d• l• amplitud d• o al uso 

en las que se obs•rvan los cambias en la• propiedades 

áptic:•• del sistema al -físicamente su superficie•. 

EJ•mplos d• tti>cnicas son los &Kper-imentos d• 

•n las que miden los c:•mbios en la 

r-•-f'lectancia eléctrico muy intenso modifica la 

r-•spu••ta 

diferencia 

sup•r-ficie 

entre una 

d• los electrones en super-fic:ie de un metal, los 

da di-f•r•nc:ial .... los que se mide la 

entra la 

limpia y 

super-ficie 

intensidad 

1 impía 

' 
y 

de 

una 

la luz ·re-f le j ad• por una 

cubierta por un adsorbato• o 

superficie oxidada•~. Otros 

•J•mplas. son la •lipsomet:ría diferencial && en que se miden los 

C•mbios en los cae-fic:ientes elipsométricos 0 los cuales tienen 

in-f'armac:ión sabre la intensidad y sobre la -fase de la luz re-flejada 0 

ai cubrir c:on un .adsarbata la super-fic:iel la electramodulacién del 

-:z--



& :lntracluccián 

plasmón-polaritón de .supar4'icieªª an que Ge miden los calllbios en la 

relación d• disper•iÓn de ••ta •Kcitación cuando se aplica un campo 

electrostático en una inter4a•• metal-alectrolito, y la .. dición de 

la• cambios de la energía absorbida por capa• d• acumulación y de 

inversián producidas en una inter4'ase aislante-semiconductor en un 

dispositivo MOS por un campo eléctrico variabl•ª~•ª4 • 

Para interpretar lo• •Kperimantos anteriores •• necesario 

cantar can una teoría para l•• propiedad•• ópticas de sist••a• cuya 

respuesta dialéctrica ha sido modi4'icada en la cercanía de su 

super4icie. Este problema ha sido estudiado desde hace mucho tiempo. 

En 

la 

1901 Drudeª• calculé la correcciones a J.a teoría da Fresnal para 

coe4'icientes elipsométrico• de un sistema re4'1ectancia y los 

local 

rei;aián 

•odelo 

cuya respuesta dieléctrica cambia.en 4'orma continua en una 

super4'ici.al .angosta d• ancho d a primer orden en d/~. El 

us.ado con mayor 4recuencia para el análisis d• resultados 

super4icial coma 

•• debe a.Mcintyre y Aspnesª 7 y tr.at.a·a l.a región 

una película delgada caracterizada por su ancho y 

dieléctrica que di4'iere de la del bulto. Estas par una 4'unción 

teorías son es•nci•l.mente correctas para interpretar los 

eKp•rimanto& realizado• con luz polarizada en la dirección normal al 

plano de incidencia <pol.arización S>. Sin embargo son inadecuadas 

para el análisis de experimentos realizados con luz polarizada en el 

plana de incidencia <pol ari:ación P> pues no toman en cuenta la 

variación abrupta del. campo eléctrico en la cer-canía de la 

supar4iciaª• 0 ª•• 20 • Para tom.ar en cuenta dichas var-iaciones en 4orma 

correcta•• tiene que recurrir a modelos no locales2 ª 0 2a.aa. · 
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l. lni:rac:luccián 

Par modelo local ent•nderemos aquel en.qu• el dewplazamiento 

eléctrico •n un punto dado d•pende del campo eléctrico en ese punto 

exclusivamente, 

CM<r> if .. cr> e l.> 

dan de y ~w<~> r•presentan campos monocromáticos. Tomando la 

trans4ormada d• Fouri•r de <1> resp•cto a la 4recuencia obtenemos 

• <2> 

que .,uestra cómo el d••plazamiento en un punto y un tiempo dado 

depende del campo 919ctrico en dicho punto y en tiempos cercanos 

<anteriores, pues la respuesta•• causal>, i.e. •l sistema tarda un 

cierto· tiempo en 

eléctrico. Dicho 

polarizarse después de la aplicación de un campo 

rastrase se conoce como el 4•nÓmeno de dispersión 

temporal o simplemente dispersión. 

El 4enómeno.de la no localidad o dispersión espacial aparece 

cuando el desplazamiento en un punto dado del espacio depende no 

wóla del campo eléctrico en dicho punto sino también del campo 

eléctrico en puntos cercanos. En este caso debemos generalizar la 

Ec. <2> y escribir la ecuación constitutiva como 

iScr!,t> (3) 

Lo• sistemas no locales son aquellas en que existen interacciones no 

--4--



tnclu!da• 

tran•t11itir 

en la• ·campa• 

in-f'armac:i.án sabre 

l. &ntroducc:i.án 

y a trav9• de la• cuale• •e pu•de 

el valar d•l campa electromagnética 

distinta• puntas d•l sistema. Par ej•mpla, un electrón en un 

interaccian• can un campa eléctrica al t:i.•111pa t' en el 

punta 

un t pa•t•riar y 

•un •l•ctrón en~ debida a la carr•l•c:i.án •l•ctránica,· par 

Un concepta 

de •l alcance de la na localidad, d•-f'i~ida cama la distancia entr• ~ 

V partir l• cual -:<;:.;:. Jt-t' > •s despreciable, y que 

tipicament• mide angstroma. Si la escala d• var:i.aci·án de 

•• muy grande comparada can el alcance de la na localidad, 

la _ pad•mos sacar de l.a int•Qr•l •abre ~· en C:3> y a•i r•cuperar una 

•cuacián del tipo de <2>. Par la tanta l• na localid•d •• importante 

sal.amente en situaciane• que el e.ampo 

abrupt•m•nte cama -f'uncián 

las 

l.a posición. Tal •• •1 casa en l.a 

cercaní.a de un• super-f'ici• donde incida luz can pal•rización P par.a 

la COlllpDn•nte narm•l del Cóllmpa eléctrica, la cual es discontinua en 

l• tear{.a local de Fresnel. L• na localidad t•mbién es importante 

par.a explic•r la •bsarcián •námal• de energÍ• en la supar-f'icie de un 

•etal sabre al que :inciden micra-ondas de -f'recuencia tan baja que la 

distancia penetr•cián da los campas electram•gnéticas sea.menor 

-s--



a Zntraduccián 

En •1 interior de un medio homogéneo • i•otrápico podemo• 

de 

obtener 

que junto con 1••.ecu•cion•• de "•xwe11 nos llev• • 1• existencia de 

.oda• transversales cuy• rel•cián de dispersión e• 

un 

V loni;itudin•l•• re1•cián d• di•p•r•ián está dad• 

~mpl{citamente por 

o • <6> 

donde 

tensar Cit. respectiv•mente. Un• diferenci• entre los result•das 

1•• 
primeras puede vario• modo• y/o 

1on9i_tudin•le• distintos p•r• una -frecuencia d•da. 

Las primar•• teorf•• 

prapied•des Ópti·cas de sistem•• no loc•l•• postulan l• existencia de 

todos 1os modos <S> y <6> dentro del medio no loc•l y determinan la 

Amplitud de uno de modo• imponiendo condiciones - la 

en la super-ficie del medio, el cu•l se supone que termina 

•brupt•mente. Debido a l• multiplicid•d de modos que pueden e>:i~tir 

en un medio no loe.al•· i•• condiciones de contorno obtenid•• de las 

-6-



1 lntraduc:ci.án 

•CUACiones no b••t.an p•r• det•rmin•r tad.as l.a• 

amplitudes. par lo qu• s• recurrió al uso de condicion•• adicionales 

• 1• 4ront•ra conocid.as por.sus •iQl•• en inglés como ABC'•• En l.a 

liter•tur.a encantr.amos gran controversi• sobre cuÁles son las ABC'• 

Otr•s 

in4init• semicl.ásic• <SCIB>,.• resuelven •1 problem• hall.ando los 

campas electrom•gnética• en un sistema 4icticia in .. inita homogéneo 

•n •l cual se introduce una corriente super4ici.al 4ictici.a en 1.a 

posición ocup.ada por l• super .. icie del •i•t•m• real. ~- a.-plitud de 

corriente •e determin• imponiendo ciertas condiciones de 

• los 

campas del •i•t•m• re•l. Entre los r••ultada• de estas t•orías se 

•ncuentr• un acopl•miento entre luz con polariz•cián p y l•• 
; 

eMcitaciones element.ale• del •istema cama san pares electrón-agujero 

V pl•smones de volumen 11 el cu.al puede observarse claramente en 

El problema de las ABC'• surge de suponer l• validez de las 

Ecs. <4>-<6> en 1• cerc.anía de la supar .. icie. En re•lidad dichas 

ecu;acianes son válid•• en el interior de un sistema homogéneo 

par la que para resolver el problema de la• propiedades ópticas de 

sistem•• no loc•les es necesario resolver la• ecuaciones de Ma::well 

Junto con la ecuación constitutiva <3>, i.e. resolver un sistema de 

ecuaciones acopl.adas. Este problema ha sido 

resuelto para metales por Feibelmanª• y por M•niv y Metiu::s• 

utiliz•ndo el modelo de jalea y tomando en det.alle el comportamiento 

de 1•• .. unciones respuesta cerc;a de la super .. ic:ie. 
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Otr-a 

d• áptic•• 

p91rtur-b•tivo. 

for-ma 

sistemas na local a•. 

y 

S .Entroduccián 

al pr-oblem• de la• pr-Opi•dade• 

consiste en utilizar- un anfoqua 

desar-r-ol l •r-an un 

f or 111• l i sma en el que consideran al sistema no local como. une r-egián 

no local en la super-ficie un sustr-ato semiinfinito local y 

hamov9neo, y calcular-o~ utiliz•ndo teorÍ• d• per-tur-bacion•• a primer-

orden an •1 tama~o de la región super-ficia~ las cor-r-eccianea a las 

fÓr"lllUlas de Fr-e•n•l par-a la amplitud de reflexión. Sua r-asultados 

fuar-an mejorados por- y por- Barrar-a y Bagchiª• al tomar- en 

cuanta la intar-acción antre la supar-ficial y al bulto. 

,.,...•ocupadas par la validez d• un modalo local par-a dascr-ibir- el 

bulto d• un sobr-• todo a fr-acuancias an las que pueden 

axcitar-se plasmanes de volumen, Dasgupta y Fuchs=-• desarrollaron un 

far111alisma similar- pera utiliz•ndo el modelb SCIB par-a dascribir al 

sustrato. 

Una desventaja de las teorías peturbativaa anterior-es es que 

cada una de al las ascage un modelo espacífico para describir al 

austr-ata del siatama, 1 imitando su utilidad. Por- ejemplo; 
• 

Bagchi, Barrer-a y Rajagopa1=-• utilizaron en forma axplÍcita el hecha 

d• qp.A• al sustr-ato fuera samiinfinita, por la que sus resultados ne 

puad en ni siquiera an •i•temas ligeramente mas complicados 

cama un sistema de varias capas. 

En la parta d• este desmirr-ollamo& un 

far-malismo perturba ti va general para el cálculo de las prapiedadP-s 

sistemas na local•• cuyas funciones respuesta han sido 

en la de la super-ficia•o. Obtenemos una 

--a--



l Int.r-aduccián 

••Pr-•sión la impedancia super4icial d•l sistema p•rturbado en 

términos de la impedancia super4icial d•l •i•tem.a no p•rturbado y de 

la• c.ambios en las 4uncion•• respuesta que relacionan entr-e sí a la 

corriente eléctrica con el campo y con el desplazamiento eléctrico 

la cercanía d• la super4icie. Lo• resultado• obtenidas san muy 

general•• 

' perturbado, 

pu•• no 

tecir-íaa anterior•• 

se hace suposición alguna •obre •1 sistema no 

cama casos particul.ar••· Nuestra t•or-Ía •• muy 

adecuada para el análi•i• d• las ••p•ctr-ascopfas ópticaa 

di4er-enci.ales m•ncionadas arriba.,pues podemos consider-ar- al sistema 

or-:igina'J, cama sustrato y la modi4icación 4Ísica de su 

•up•r4ici• coma la perturbación; toda la qu•.r•quer-imos del sistema 

na per-turbada •• su imp•dancia super4icial, la cual podría medirs• 

experim•ntalment• sin necesidad da recurr-ir a modelos para el bulto. 

Entre lo• •4•ctos 4Ísicos que dan origen tanto a una no 

lacali-dad coma una variación en la respuesta dieléctrica en la 

cercanía de una super4ici• estoá el 

en sistemas no homogmneoa cama san los cr-istal•• y consiste 

•n di4er-encia entr• •l campo eléctrico local qu• es el que 

pal ar-iza al sistema y el campo eléctrico macroscópico que e• el que 

entra en las ecuaciones macroscópicas de Maxwell. Podemos pensar- en 

la• 41uctuaciones microscópicas del campo eléctrico como un 

m•diante el cual se puede transmitir in4ormación sobre el 

valor del campo macroscópico entra distintas puntos del cr-istal~ lo 

cual .da or-igen una no en la respuesta dieléctrica 

•acr-oscópica. Como dichas 4luctuaciones dependen de la disposición 

-·--



eeam9trica 

•odi-f'icada 

dieléctrica 

d• 1o• Átomo• 

c•rca de 

macro•cÓpica 

l Zntroducción 

que -f'arman al cri•tal, 

•uper-f'icie, ••perama• 

tenQ• vari•cione• en 

y cama ••t• •e ve 

que 1• -f'uncián 

la cercanta de la 

•uper-f'icie de crl•tale•. 

La 

respuesta 

de Átame• 

t•arÍ.• del e-f'ecta del campa local e• l• de 

en 1• que •e eKpre•a el 1tmite local de 1a 

di•léctrica macro•cÓpica en el interior de una red cÚbic• 

palarizable• puntual•• en t9rmina• de la palarizabilidad 

atómica. s. encuentra un carri mi anta entre las -f'recuencia• de 

re•onancia d•l crist•l y la• -frecuencias de resonancia atómicas~ el 

cua1 depended• 1a densidad del cristal. Existan algunas intentos de 

•Ktender la t•aría· de Claussius-Mossotti para tomar en consideración 

ia •uper-ficie del cristal. Mahan y Obermair•:z hallaron una &>:presión 

para la ra-f'lectividad de una red de dipolos puntuales sobre cuya 

super-ficie incide 

incorrectamente 

de polarización 

átomos. 

•l -formal isma 

que 

del 

para 

luz perpendicularmente, aunque supusieron 

la longitud de onda de todos los modos propios 

cri•tal es mucho mayor que la distancia entre. 

y Lehnen y Bruch•• han logrado avances en 

el cálculo de las propiedades ópticas de estas 

y Lahnen y Bruch•• calcularon las -fuerza• imágen a 

distintas 

Bagchi 4 • 

di•tancias 

c.alcul.aron 

super-ficie de estos cristales y Kar y 

polarización cerca de la •uper-ficie y 

mostraran cémo di-fiar• d• la polari:.ación del bulto. Sin emb.argo, no 

encontramos en la literatura ningún trabajo donde se evalúe la 

importanci. a que la modi-f icacién d• los e-fectos de campo local en la 

d• la super-ficie de un cristal tiene en las propiedades 

-'-10--



a lnt:roducci.ón 

una 

En la segunda par-te de ••te tr-ab.ajo utiliz.amos el modelo de 

r-ed ••mi.in.finita de átomo• polar-izabl•• puntual•• par-a calcular-

1• in-fluencia qua el 

t:i.en• en las propiedad•• óptica• de un cr-i•tal. Primera calculama• 

la polarización cama -función la distancia 

utilizamos para calcular l•• 
a la super-oficie. 

canduct:ividades 

super-oficial•• necesarias par-a poder- utilizar- el m9tado per-turbativa 

••ncian~d.a arriba y can éste calcular la reoflectancia. Obtuvimos que 

la reoflectancia puede cambiar- en mÁs de una par-te en mil al iluminar-

di.stint•• cri•t•l•• 

.cara• alrededor- •u normal. Esta dependencia de las propiedades 

~pticas 

i.nter-iar-

en la orientación de cristales que son isotrópicos en su 

debe poder observada experimentalmente. Da hecho, 

anisatrop{as de ••t• tipo han sido observad.as en monocristales 

para los cuales dasaofortunadamente el modelo que 

aquí ut:i~izamos es muy inapropiado. También encontramos que existen 

regiones 

valar del 

de -frecuencia 

bulto cerca 

en la• que la polarización na decae a su 

da la super-oficie. Para estas -frecuencias el 

método perturbativo se vuelve inaplicable. Desarrollamos un método .... para •l cálculo las propiedades Óptica• de este 

modela, con el cual obtuvimos r-efl·ectancia en una región de 

-frecuencias máB amplia y verificamos los resultados del método 

pertur-bativo·· en su región de validez. 

Para ir- m~• all,;j, del modelo de átomos palar-izable• puntual•• 

en el cálculo de los efecto• que las-inhomogeneidadas microscópicas 
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tienen en l•• propied•d•• _ápticas de cri•t•l•s •• requi•r• de un 

4ormali•mo par• obtener l• .respue•t• dieléctrica macroscópica • 

partir de un modelo microscópico gener•l. Lo• primeros pawos •n est• 

••ntido 4ueron dado• por Adler•• y Wi•erªª quienes utilizaron l• 

apro>eimación 

dieltictrica 

onda y 

u••r dicha 

para obtener una •>e presión J.a 4unción 

microscópica de un cri•t•I. en términos de •u• 4unciona• 

d• wuw energÍ•• electránicas, y después mostraron cómo 

r•spu••t• microscópica p•ra c•l.cular la parte 

longitudinal-longitudinal de la 4unción di•léctrica ••crowcópica en 

el interior d• cristal.a• cÚbicow. Por Último •ostraron cómo 

recuper•r la 

apro>eim•ción 

e>epresión de Claussis-Mossotti en el l{mite en que la 

de amarre uJ.tra-4uerte •• v•lida. Desde entonces ha 

~rebajo• con cristales no cúbicos-0 y en l• ra•puawta 

••cro•cÓpica tr-ansver-s.al••. Hemos encontrado muy pocos trabajos en 

lo• qua se considera la super4icie del crist•l. Alguno• de tistos no 

con•ideran •l e4ecto de campo local sino solamente la estructura da 

1• •uper4icie 

h•ll•ron modi4icaciones en 

wuper4icie en met•les, y 

como son el de Beck y Dasgupta•• qui enes· 

l• relación de dispersión del plasmón de 

el de Ha·, Harmon y Li u•• qui enes 

encontraron un estado de supar4icie que contribuye a la anisotropía 

observada en la e1ectro-re4lectancia de la cara <110> de metales 

nobJ.es. Otros trabajos que sí incluyen el e4ecto de campo local son 

el de Johnson y Rimbey•3 quienes generali:aron el método SCIB a 

cristales, y el da Wu y Ha.nke-4 quienes calcularon la respuest.a 

J.ongitudinal macroscópica en la cerc•nÍa de un• wuper4icie 

crist•lina en la apro>eimación de amarre 4uerte. 

-•2-



1 Zntroduc:c:ián 

En 

el cálculo de l•• pr-opi•d•d•• ópticas de cr-i•t•lew • par-tir- ·de 

su 4unción dieléctr-ic• micr-oscápica. P•r-• éwto ·~•1izamos l• ~or-ma 

que tam• l• r-ewpueat• micr-ascópic•• discutimos como de~inir • lo• 

cempoa mecrascápicos y encantr-•mos expr-esion•• p•r• le respuesta 

di•l9ctr-ice m•cr-oscópica tanta en el interior- del cristal como cer-c• 

d• l• super~icie. L•• expresionea obtenid•• •on muy gwnerale• pu•• 

la única •pr-oximación que r-••lizama• 4ué la d• supaner que las 

41uctuacion•• microwcópic•• d• •I c•mpo •lect~ica son 

longitudina1es•0 , 

del cr-i9tal •• 

último indicamos 

lo cu•l se cumpl-s, pues la distancia entre •tomas 

mucho menor- qu• la longitud de onda. de la luz. Po.

cómo utilizar- esta r-•spueste. mecr-awcópica en 

cálculo• p•r-tur-bativos coma loa d•••r-rollados en la primer-a par-t• d• 

••t• trabajo. 



En ••te capítula •• resuelven las ecuaciane• d• "ªMwell en 

4orma perturbativa y •• 
•1.1peri'icial de 1.1n •i•tema na-local tomando en c1.1enta •l cambia en 

la• 4'1.1nciones re•puesta d• cerca de •u •uperi'icie. Una vez 

ten:Lendo la impedancia s1.1peri'icial. dei'inida cama el cociente entre 

la• componentes paralela• a la s1.1peri'icie del campo eléctrico y del 

magnético. •e p1.1eden calcular todas las propiedad•• óptica• 

del •i•tema utilizando i'ármula• ••tÁndar••. 

2. l Far-1 :l.-

Con•i derema• un sistema i'armado por un medio na ••pecii'icada 

ocupando 1• región z > O y vacía en la región z < O y can simetría 

tranalacional en el plano x-y. En la• capítulas 3 y 4 di•cutiramas 

el caso mas realista de superi'icies cristalina• en las cuales esta 

no existe pera que en cambio tienen una periodicidad a la 

largo de la superi'icie. Las i'uncianes re•puesta san de la i'orma 

donde ~. •• la proyección del vector de posición ~ en el plana x-y. 

Utilizando el teorema de convolución•• podemos transi'ormar la 

ecuación material 

ca> 

para obtener 
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IS;s .. cz > 

dan de iS¡s.,. cz >. 

••di anta 

y 

a 
.. .... 

i!a ... <z > 

y a 

2 T.ar-i• Pmrturbativ• 

ita ... < z • > • <9> 

y Ccs ... <z • z • san tP"'Ansof oP"'mada• de Fouriar 

t los campos y de la P"'ewpuewta definida• 

CIO> 

d u dw i<Q•<r.-r.'>-... ct-t'>> I .. ~ l .... -
<2rr> • 2ft • 

'Ca .. <z.z'>. Cll> 

Camo aquí en adelante sólo trabajaremos con e•t•• tran•oformadaw 

FouP"'ier, y P•P"'a simpliofic•r la notación, no haremos mas mención 

explicita la d•pendenci• en vectoP"' de ond• y en la 

-frecuencia w a menas que esta omisión pueda cre•P"' confusión. 

Nuestro punto de P•P"'tida para el cáiculo da la impedancia 

•uperoficial está en las ecuaciones de "•xwell en material&• no 

•avn9ticow, que en ausencia de fuentes externas &on 

..• - Cl2> 

V 

••• - - ~ iS. e e 1::s> 

de donde eliminando 8 obtenemos 



A I! - o, 
<&4> 

dan de • •• 
CCJIRO componente• (iCI><' iCly• •/az>, •l •Ímbala .... indica un aper-adar-

lin•al· qu• •• no-local en g•ner-al. i-•· a - ce •• equiv•l•nta a la 

ecuación <9>,.Y 

~ ... --. 
" • -···· + ¡:.¡-

•• un ap•r-•dar-

int:•o¡¡r-al. 

int•r-•••do• 

d• 1•• -funciones r-••puest:a 

propiedades Óptic:•• d•l 

•n las 

c•rc.a d• 

e 1!5> 

qu• -- un ap•r-adar-

•-f•cto• qu• la madi-ficación 

la super-~ici• ti•n• en l•• 

••cr-:lbir apar•dar- diel.Rctr-ic:o como •urna de un operador-

di•léctrico "•u•trAto•• m.a• un• peque~a perturbación A~, 

localizad• cer-ca da l• super--ficie •n z ~ º• 

(16> 

di rema• con pr-eci.aión lo qu• entendemos por- "loc·alizada c•rca de la 

supa.r--f i c i a". Quar-•mos en-fatizar- •l que, -fuer-a da cumplir- con· que la 

per-tur-bación esté localizad• cer-ca de la super--ficie, la elección de 

c0 y d• A~ ea ar-bitr-ar-ial podr-Íamo•.escoger- por- ejemplo 
.... 

.a C'° como la 

d• alg¡Ún modelo conveniente d•l sistema y • Ac como l• 

di-fer-•nci a entr-e la r-••puasta r-aal y la respuesta modelo, o escoger-

a como la r-•apue_-t·a r-eal del •i•tema y a Ac como •1 c:•mbio .en 

-16-



dicha raspu•sta cuando 

C14> •• convi•rte en 

4niw • .,... A-e E• C"a""" 6.J • - c:a ~ <17) 

en dand• 

. -···· .. --+. ca- ª°'• C18> 

•• el. •><c•SO d• carriant• qua 41.uye cerca de J.a sup•r4icia 

d•bida a la perturbación d•l diel9ctrico. La •cuación 

{nt•gro-di4erencial <17> se pueda convertir en la ecuación integral 

• • ¡fo - <19> 

en donde 6 •• al operador da Gra•n del sustrato que abedec••7 

<20> 

v 1.a condición da radiación d• Sommer4eld,•• y ~º es la solución da 

las ecuaciones de Maxwell na perturbadas, 

Ao i!o _ o, <21 > 

qua o •• saliente en z -- Can la elección de estas 

condiciones de contorna, < 19> representa el. problema de una onda que 

incida desde el vacío sabre la super4icie del sistema perturbado. 

Aquí y en adelante denotaremos con el símbolo al operadOr 

:ldantid.ad .actu.ando en el espacio adecuadal en este caso a la matriz 

unidad de 3x3 multiplicad.a par un.a delta de Oirac. 
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la "Ec. <20> con < 17> Y· con l aa ecuaci on••. d• 

en presencia de -f'uente• obtenemos la siguient• 

interpretación para la -f'unción d• Gr-e•n: 

La i-é•i•a compon•nt• d•l 

eléctrico en z. 

radiado por- una placa 

in.-f'init••imal z• •n l• 

-f'luye una corriente 

aup•r--f'icial externa ~~xt<~> 

dirección k, en presencia 

d• un sistema d•scrito por 

la reapu•sta dieléctrica 

-•º· 

C22> 

En este momento es conveniente tr-atar- por- separado los caso• 

de polarización P <par-alela al plano de incidencia> y polarización S 

Cnor-mal al plana de incidencia>. Vamos a resolver en detalle el casa 

d• polarización P por ser •l mÁ• complicado y •l de más interés, y 

sólo· daremos el resultado para el caso da polarización S. Escogemo• 

•1 x-z cama plana de incidencia <Fig. 1> de -f'or-ma que el 

ap•r-ador que aparece en <18) es 

-ae-
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2 Teorla Perturbativ• 

r~· 
"'ª c~x -:iQ • 

J 
hª c.- ~ 

A•• • C2::S> 

-tQ • -Q• --- -. 
.a + c.- ·~z 

supustma& que 

•n l• 

.J•l••·· pu•• ••ac:iada 

-f'Í•ica d•d• <22>, Una car-r-i 9nt• 

e• i--- -•<z-z • 4•• •n la dir-•cctón'z pr-aduc• un• 

•ingul•r-idad •n l• campanent• z d•l c•mpa •19ctr-ica, y par- la tanta 

llzz Cz • z' > un• •ingul•r-idad •n z 

•igue. Escr-ibtmas l• l•Y d• Gau•• cama 

<24> 

donde usamos el hacha da qua la car-g• •Mt•rn• aa canaerv•• 

C2S> 

<24> r-esp•cta z abtenemas l• singular del 

d•spl•z•miento, 

o:'"9<z> 
. e• - ;a- • ( z -z • > • C26> 

v la p•r-te s:ingul•r- d•l c•mpa eléctr-ica, 
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2 T.arla P...-turbativa 

<27) 

dan de <c~z>-1 es el :t.nv•rso de IA componente 

<~z>-l <~z > i. (28) 

De acuerdo a <22> escr:l.b:t.mos 

<29) 

donde &zz es no singular en z - z•. 

Usando <29> expresamos (19> en términos d• Ex y Dz• 

-- .... - E:" - ClS' &..ex 

<c~z>-1.D~ 

~ ii2 >< 4c,. .. 
(C~z>-1 6Czz e;~ Dz 

Ex :;. a::, z 4C: z e;:} Dz 

<30> 

<31> 

donde ••c..-:1.bimas - C;":} Dz- Para s:t.mpli~icar <30> y <31> usamos 

la• identidades 

.... 
-•~z 

.. --1 
~czz 

i C:S2) 

( ::s:s) 
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C:S4> 

y 

peo .... ~ ¡¡Z>C aC,.:>< E,. z - ~ e~= + 
... 2 .... 

¡¡~z ~z 6c;! Dz e-- C~z C:S:S) 

vent:aja de haber- pa•.ada de 1• ecuación ( 19> a la• 

ecuaciane• C:S4> y <:SS> e• que C19> invalucr-a la componente nor-mal a 

la •uper-4icie del campa •lmct:r-ica, Ez• que e• una 4unción qua var-{a 

via1ent:amente can z en 1a vecindad de la super-4icie debida a la 

acumulación d• car-ga mient:r-a• que C::S4> y <:SS> e•t:án 

e•crit:a• en t:tÍtr-mina• exclu•ivament:e de las 

cual•• tienen una e•c•la de var-iación del ar-den de la longitud de 

' and• en el vac{a, cama sa apr-ecia de la• ecuaciones de F.ar-aday y de 

Gau••• 

(36) 

. C:S7 > 

POr' e_jempla, a• bitÍtn sabida que E:< y Dz san cant:inuo• a tr-avés da la 

int:er4ase entra das medias locales, miantr-as que Ez es discontinua. 

La antar-iar- sugier-e el usa de la apr-oximación de longit:ud da onda 

que di scutir-emo& a continuación, par-a obtener- la impedancia 

super-4icial del sist:ema a par-tir- de <34> y <:SS>. 

E•cr-ibienda la• Ec•. (34> y <:SS> en detalle encontramos 

ttÍtrminas como 
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2 Tearia Perturbat~va 

ICz> • Jdz'dz•dz•dzw c:z<z,z'> Bzz<z',z•> ~zcz•,z•> 
Aci: <z •, z •> Dz <z .. , , C:58> 

que provi•n• del 

eupon•ma• 

na lacalid•d de Dz <z ... , • Dz <z •> par• toda• lo• 

valor•• 

o. Entone•• pade•a• 

(38) C-0 

1 (Z) /dz • dz •dz • c~z cz,z • > Bzz <z' ,z • > c~z <z ··~ •> 

<Aci: <z •> > Dz <z •> • C39> 

donde d•~inimce 

<Acil<z•>> • /d; ... Ac;icz•,.z.,>. -- · C40> 

euponema• qu• <Ac;;i <z •> > •• un• ~unción localiz•da 

d•· l• euper~ici• •n un• r•gián muy pequeR.a ccmp•r•da can l• 

••cala d• v•ri•cián de Dz• d• ~arm• que podemos escribir (39> coma 

1 <z> Jdz'dz•~z·<z,.z• B~z<z 1 .z•> c~2 <z•,.z 0 > 
<<Aci~ >> Dz Czº> • C41> 

donde 

C42> 
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2 Tear{a P-.rturbetiv• 

y •• cualquier posición c•rcana ;a l• •uper-fici•. L• vA"l:ide:z: d• 

l•• do• suposicion•• ant•r:iores depende d• l• •l•cción •d•cuada de 

C- •n C16>• la qu• por lo d•mÁ• •• •rbitraria. 

Si nu••tra •pro><imac:ión •• con•i•t•nt•• los r••ultado• no 

••r sensible• a la •lección de z 0
, por lo que pod•mo• ••coger 

o-. .Justo 

i-.p•dancia sup•r-ficial sólo nec••it•mos •l valor d• lo• ca-.po• en •l 

por lo que. poniendo z < O y uaando el hecho d• que en el 

vec{o qz cz.z' > 

C41> p•ra obt•n•r 

C43> 

Evaluando de l• miama -form• los demÁs términos d• l•• Ec•· 

C34> y C3S> obtenemos -fin•lm•nte, p•ra z < º• 

Ex <z > - E~C:z:> •ª ªx>< <=•o-> <<.O.ex><>> Ex <O-> C'I' + 

~ Bxz <z, o-> <<.O.ciJ >> Dz <O->, (44> 

Dz Cz > - D~<z> -2 &zx<z,o-> <<6C><X >> E,.. <O-> ca- + 

~ &zz<z,o-> <<6ciJ >> Dz <O->. C4S> 

Pera p•sar d• C34> y <35> a C44) y C45), en particular al 

pasar de las ecuaciones correspondientes a C39) a las ecuaciones 

correspondientes (41 > • •d•más de suponer que los campos E,< y Dz 

lentam•nte, supusimos implícitamente que las -funcione5 de la 

y • también lent•mente, lo cual no es obvio ya que 
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d••oat:r-ar- la validez d• ••ta suposición •n g•n•ral. vamaa a hac•r-la 

plausible analizando un caso qu• consideramos ext:r-•mo, i-•· •l de un 

local con una int•r-fase abrupta descrito par la función 

di•lect:r-ica c 0 cz.z' <cº<z>>•<z-z'>. dond• ~CoCz>> •• canat:ant:e 

como ad•nt:r-o d•l m•dio. y t:ien• una discont:inuidad •n 

z - o. La qu• deb•moa 

B>ez <z • z' >·<c~z <z' > > y B>C>c <z ,z' > son funcion•• 

cantinuat& d• z' • La función d• Gr-••n para •st• ~uat:r-ato •• conoce 

Ec. C20>- •• hamogén•a y la función d• Gr••n ea pr-opor.cional a 

•&J <z.z' > • u 1 <z>vj <z' >9<z-z' > + 
vicz>uJ<z' >9<z'-z> 9 C46> 

dand• 
.. 
u y 

.. 
V son soluciones d• las •cuaciones de Maww•ll para el 

eléctrico si st:em• no p•rturbado salientes en • y en -• 

r••p•ctivam•nt:e, ·Y 9 •s la función escalón unit:•rio <8<z> 1 <O> si 

z >O <z <O>>- Si z' •O ~<z'> y ~<z'> varían l•nt:ament:•• en z' - O 

u,. Cz' > y Yx <z' > son cont:inuas pues la componente paralela a la 

int•rfase d•l campo eléctrico -· cont:inua 9 y uz <z' ><c~z <z' > > y 

v 2 <z.' ><c~z <z' > > son continua• pues componente norm•l · a 

int:erfase del d•splazamiento es continua. Por lo tanto Bix<:,z' y 

Ci - x o z> son funciones que varían lentamente 

can z' cuando 

<crzcz>>Bzi <::,z' son funciones qu• varían lentamente con z. Cuando 

z - z•. BxzCz 9 z' y Gzx~z.z'> son discontinuas y B::z<z,z'> t:iene una 
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2 Tearia Perturbativa 

•i ncaul •r id.ad d• tipo d• Dir.ac, de 

aproxim;aciones son v•lid•• 

<A•xx <z > :>: y <Ac;¡ <z > > aon o, 

cu;ando z •e 

por- ejemplo, 

h;al1• en un• recatón donde 

en la región z < o. 

Not;amos en <44> 

Br••n p•r-• z y 

partiendo de su 

z' •n 

y <4S> que sólo nec••itamo• l• 4uncián de 

•l v;acío. ~•t• puede evaluar-•• 4Ácilmente 

interprat•ción <22> calculando •l c.at11po •léctrico 

radi•do el 

a4u•r• da un medio c.ar•ctariz;ado por

iinped;anci• •upar-fici.a1 Zp• y en 

l• función dieléctric• c0 y la 

l• cu•l circula un• cor-riente 

super-fici•l 1<x,z> 

problema utilizando 

clásico. 

Primer-o notamos 

1• plac.,. tanto del 

discontinuas en 

r•<z-0->eiQx <ver figura 2>. Resolvemos esta 

método• elementales de electromagnetismo 

que, ·en general, la• componentes p;aralelas a 

campo eléctrico como del c;ampo m.agnético son 

PU•• 

DirAc en l• componente normal 

h•y una singularidad de tipo delta de 

del campo eléctrico y en l• componente 

p;ar;alela da la cor-riente eléctrica. La singularidad de Ez se obtiene 

del• misma forma que obtuvimos la Ec. <26>, 

4ft'i i IS <:z:-O-> eiQx • .. z 

de '*or-m;a que integrando la ecuación de 

que atraviese la pl.aca <ver- Fig. 

<47) 

Far-ad.ay en un peque~o 

·3> y tom.ando el l {.mi te 

en que los lados del rectángulo tienden • cero obtenemos 

--25--



2 T.ar-ía Perturbativa 

C48> 

dan de E~ y E~ san l·a• campa• justa • la derecha. y a la izquierda de 

la placa. Similarmente. integrando la ley de Ampere obtene•a• 

Ahora 

z• p 

-~ - -~ C49> 

usamos la de4inicián d• impedancia super-4icial del su•trato7 • 

E~ 
¡B' y del vac:i'.o z¡;¡ - ca• • 

Y. 
donde • es el ~nQulo can al 

c:ual •• emite la radiación y el signa •-·• aparece par-que el campo 

radiado •• mu•v• hacia la izquierda. para eliminar- E~ y •e de la• 

ec:uacianes <4B> y <49> y obtener el cam.po radiado en z < º• 

Ex Cz > z-p a:r y .-iqz• C~> 

Ez Cz> 2...&. aI .-iqz. .. y CSI> 

donde 

~ iz + 
4•Zg 

iy. 
a:r - . s 

V z- + zc:. p p 
CS2> 

y donde q <-q> •• la componente z· d•l vector de onda de una anda que 

•• propaga a decae hacia la derecha <izquierda> en el vacío. 

CS:S> 

can 

:r•<q> > O o lm<q> - O y RaCq> a o. CS4> 

Finalmente. usando (22>. expre•amas U<z.o-> en el vacía en t9rminas 
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2 Tear'• Perturbativa 

·ninQÚn modelo especí~ico para •1 •u•trato no perturbado: 

~ 
z- zo .-i qz, 8 110, Cz,0-) - -i A p <SS> .. cz¡; + Zp> 

2li.:... z- .-iqz, 9-cz Cz, O-> - -i A (156) ..- z- + zo p p 

!i!S:-
zo 

.-iqz, llzx Cz, O-> - -i A <S7> ..- z- + zo p p 

&Zz cz,O-> - -i 
Q•c~ .-iqz• z < o. ese> ..... z- + zo p p 

COIBbinando las Ecs. <SS> CSB> con las Ecs. (44) y C4S>, y 

tatnando •1 límite z + O- obt•n•mo• un par d• •cu•cionea alQebráicas 

Ex CO-> - E:co-> 
4w.ze: { zo <<A•I'~ >> 

E,< CO-> z- + zo p 
5 p p 

lils- <<69¡:;¡: >> Dz <O-> } ... 5 • 

4K !i!5-
<<A•¡;sv >> DzCO-> - o:co-> ... { zo E:< <O->. z- + zo p 

5 p p 
~ <<6--;;;: >> Dz<O-> } ... 5 

. 
qu• r•••cribimos coma 

~ "'"' <<A•z:z:>> } . 
•;;co-> 

1 - -By<O-> 
+~ 

5 ~--1--z-o- { Zp Zp <<AO'Kx >> -
z¡; + P 

} . 
donde u•amos la ecuación de M•Kwell Ct3>, 
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(63) 

V la• d•-*iniciones imp•dancia sup•r--*icial de la• sistemas 

p•rtur-bado y na p•r-turbado• 

(64) 

C6S> 

y adem.ás intr-adu3imo• la• conductividad•• d v • d•-*inida• coma la• 

•léctrica campa •léctrico 

eléctrica desplazamiento eláctr-ico respectivamente. 

1 - •e - • a. 
y dada• •n términos de ·la r•spu•sta dieléctrica cama 

..... + ~-- . 
·-1 .... •• 

El Último pasa de nuestra deducción consiste en eliminar 

V corriente 

(66) 

(67) 

C68> 

a ayeo-> 
By<O-> 

de 

la• Ecs. (61) V (62) par-a obtener la imp•dancia super-4icial del 

•i•t•ma. Zp• que toma una 4or-ma muy simple 

zo + 4ftQ"'c 
<<A•%z>> p ..... 

Zp - 2.... 
(69) 

l + zo <<A•,,,.>> e: p 

La impedancia. super4i ci al para el caso de palar-izaci~n s. 

z •• se obtiene en 4orma análoga y es 
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zo • (70» 

Y•moa • · i lustr-oar- el uao d• ••tos r-•sultados C•lculoando Zp 

P•r• un •i•t•m• muy •imple: un sustrato ••miin4inito con un• 4uncián 

di•ltÍtctr-ic• lacal cm sobr-• •1 qu• d•pasit•mo• un• películ• d•lgad• 

de d can una ~unción di•ltÍtctr-ic• local Cp• L• iMP•dancia 

super-4icial del dand• k - •• 
vector- d• onda •u int•rior. Loa c•mbios en 1• 4unción 

die19ctr-ica y en 4unción die19ctr-ic• inV•r-sa san 

<6c<z> > - Cp y <6c-1 <z > > • 1/cp r-espectivament• par-• 

o • z • d, por- lo qu• las ecs. <67> y <6B> obtenemos 

uti 1 i.z•mos <69) 

ai•tema particular, l• cual r-esultoa ser-

i (1 

•m i Cm > kd 



2 T__..{a P_..turbativa 

2.2 Ca.a de r .. pueata na diagonal 

En ••cción VAmDB 

••cción ant•rior •l caaa en qu• 1• respuesta ••no diagonAl. La• 

ecuaciones ( 17) <21) siendo 

relación entre E,. y Dz astá dada. par 

.... _l 
- Czz 

--1 
Czz 

..... 

vÁlid•s• .aunqu• ahar• l• 

(71> 

pu•• d•~inima• ci~ cama •l inverso da Czz y no como la componente zz 

d•I inv•r•o de c. Entone•• la Ec. <19> d•• an lugAr d• <30> y <31>. 

EK -Eº 
.... { <Bx >< > CAc><>< - Ac,.z --1 Czx l + >< CZ" Czz 

d!iKZ c~z> c<C~z>-1 Acz>< + A .... -1 
C::z czxl } E,. 

!!5-e { <Bxx > CAcxz ci~J 

<&xz 
.... 

CAci~ l C~z) } Dz,. (72> 

.... 
c~x 

<C~z 
..... 
&zx> CACxx + 

.... 
c~z> c-ce~=>-1 } Ex -- { es cA'ixz 

cAe;~ J } Dz• (73> 

donde insertamos varias ~actores de 1 ~ e~z <C~=>- 1 y usamos varias 

vaca• identid.ad <33>. Los operadores que .ap.arecen entre 

p.aréntesis redondas •(• y ">" en la• ecuaciones <72> y <73> están 



representada• pcr -funcionas 

cama Y• -fue discutido en l• sección 2.1 0 mientr•• que las aperAdor•s 

entre pAr-entesis cu•dr .. dcs 

argumento •• .. 1.~ .. de l .. super-ficie. Entonce• padema• .. pra>cim•r <72> 

C73> d• la 

Eac <z> 

cuando z < o. 

m•n•r• en 

E~<z> ;: {a><>< <z.o-> C<<4c><ac>>-<<4cxzc;:cz,.>>J+ 

•acz <z .,o-> C<< <qz>-14cz,. >>+<<4ci! Cz>< >>l} E,. <O-> -

~ {a>e>< <z.,0-><<4c><zci~>>-
. A -1 } &>ez <z., O-> << .. Czz >> Dz <O->• (74> 

D~<z> ~ {ez>< <z •o-> C<<4c><>e >>-<<4c,.z c~~Czx >>l + 

•zz <z .. ó-> C<< <c~z>- 1 4cz,. >.>+<< 6c;! cz>< >>:J} Ex <o-> 

~ {azx<z 0 0-><<6c,.zci~>> -

8~z<z 0 0-><<6c;i>>} Dz<O->, C7S> 

Las e>cpresi. anee <S5>-<5B> p•r• l• -función de Green siguen 

•ienda v•lid••• de modo que podemos proceder coma en l• sección 2.1, 

es decir. tam•r el límite z - o- en l•• Ecs. <74> y (75) y 

ree•cribirl•• en términos" de 1• impedancia ~uper-ficial para obtener 

1-1:<<<6c><:c > >-<<4c,.z e;,! cz>< >>> z;;-10 <<< < c~z >- 14czx >>•<<4c;~ Cz>< > > > 

-:so--



2 T.ar'• P9rturbativ• 

En esta sección mostraremos una deducción simplificada y muy 

intuitiva de la Ec. (69). Como en la aproximación de langitud de 

anda larga· suponemos que el tama~o de la región superficial •s muy 

peque~o comparado con la longitud de onda de la luz incidente, lo• 

resultados no deberían depender de lo• d•ta11ee de cómo •• 

di•tribuye 

en 

en esta región superficial 

el lado derecho d• la 

el exceso d• 

Ec. <17>, 

corriente A1 que 

aino que deberían aparece 

depender únicamente de la corriente superficial totoal 

~•to sugiere un 

superficial del 

modelo muy simple para calcular la impedancia 

sistema. El modelo consiste del sustrato no 

perturbado, caracterizado por su impedancia superficial Zp• con una 

placa infinitesimal sobre su superficie en la cual circula una 

corriente superfici-.1 total dada por <77>. Como A~= Ad~= A~ 6 y 

Ex y Dz varían lentamente, podemos escribir la.corriente superficial" 

en términos de los campos como 

C7B> 

<<A•zz >> Dz <O>• C79> 

Últimas ecu.a.ciones,. tal y como están escritas, son ambiguas 

pues eñ general Ex y Dz son discontinuas alrededor de una corriente 

•uperficial, y por lo tanto Ex<O> y Dz<O> no est~n bien definidos. 

Podríamos, por ejemplo, definir coma el campo justo a la 

izquierda de la placa, EJ, justo a la derecha, E~, o el promedio, 
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2 Tear'• P.r-turbativa 

tipo de ambigÜ•dades ha apar•cido previamente en la 

.algunos •:imple• d• 

Nosotro• 

la mi•m• e>Cpresión anal{tica que obtuvimo• en la sección 2.1 para la 

l•• di•tintas elecciones d• EM <'o> y Dz <O> conducen a •>epresion•• 

analitica• di•t:int••• lo• r••ultado• al evaluar éstas nullMIÍ>ricamente 

serán igual•• mientra• la aprowimac:ión d• longitud de onda larga ••• 

vál:ida. 

La• cond:icion•• 4ront•r• que obedecen los campos en la 

posición 

y la• d•4iniciones d• impedancia super4:i.cial, que •n ••t• caso son 

El 
)( - Zp 

y 

ED - zo 
)( p 

l•• r•escribimos 

al 
.~. + ~ y 

y 

ª~· 

•e. 
cama 

~ 
e 

al 
<< 40')()( > > Zp ~ eº' . v. 

aI 
<<4&zz >> ;6'• 

y 

que ••-re•uelven para obtener <69> 4Ácilmente. 

--32-
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2 Tear'• P91rturbativa 

2.4 Aplicaciones 

Teniendo . l• imped•ncia superi'ici•l del podemo• 

calcular-

••ta •ección v .. mo• a most:r-ar- tist:o calcul•ndo la a111plitud d• 

re-#lexián par-a luz can palar-izacián P, y la r-elacián de di•persián 

del pla•mán de •uper-i'icie. 

4'11plitud d• re-#l•xián 

La a.nplitud de 

En el vacío (Z < 0) •l campa elect~amagntit:ico es un• 

•uper-pasicián de un c•mpa incid•nte, ~:t.. Oi, can v~tor- de ond• q, y 

una onda r-ei'lejada ~,... 9r-, can vector- d• onda -q, que obedecen 

E~ 
Z¡> • 9i 

y 

~ .. c. 
- CDS 6-.: ~ ay ... C64> 

dande q esta dado por- l•• Ecs. <~3> y <~4>. Ademas, por dei'inicián 

ca:n 

que junt:~ can <B4> nos per-mite despejar- la Amplitud de r-ei'l•xión 

~ . •'" y 

par-a obtener- el conocido r-esult•da 

-.-33-
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2 Tearla Pert:urbat:iva 

como vemae e• y 

· •i•t:em• •• local·o no. AnÁlaQ•mente, l• amplit:ud de re~lexión de el 

aiat:em• no perturbado estÁ dada par 

r• p CB&> 

P•ra una r•spue•ta sustituimos <69> y <BB> en <87> para 

abt:ener d• un sencilla el catnbia relativo •n la 

ai.plit:ud d• r•~l&KiÓn 

BK z¡; 
<Z¡;>ª <Zp>ª 

cz¡>• 
e 

r-~ .... ..,a <<~:zz >> 

C89> 

donde hemos de~inida 

donde 

y 

Born ...... 

6 • l + 2K(1+r~) 

z.,. [ 7 <<A•:cx >> 

+ 
ga e 

<<A•z: >> J z¡;..,a 

C-.0> 

C91> 

(92> 

(93) 

notar que de haber hecho la primera aproKimacién de 

para resolver <34> y <35>, la cual equivale a pan•r E~<O-> y 

-34--



orco-> en luc;iar

<44>. 

de ExCO-> y Oz<O-> en el miembr-a der-echa da la• 

<4S> • <S9>. .Y <óO> • hubi9rama• obtenida la mi•m• ecu.acione• 

expr-esiÓf'\ <B9> 

E• 

la 

d•cir, 

.amplitud de reofletción, pera .ahora can 

el que en 1• Ec. <B9> .aparezcan <<4;xx>> y 1,. - lz - 1. 

<<a9zz>> en luc;iar- de <<4•xx>> Y <<6-zz>> se debe • que en nuestra 

cálculo tam.amas en cuenta en ofar•a .autacan•i•tente que el e.ampo 

electr-om.agnética en la región •uper-oficial se ve lftadioficada par 1.a 

pertur-bación de la• ofuncianes re•puesta en est.a mi•m• región 

•uperofici.al. Cama veremos adelanta, al haber- tomada en cuenta dicha 

cálculo 

TAlftbien 

CAl!lpOS 

la 

nat•mas 

oform.a 

relación 

que en 

autacan•i•tente as de impar-tancia en el 

de di•per•iÓn del pl.asmón de •uperoficia. 

la r-e9ión super-oficial la razón •ntra las 

perturbadas y la• na per-tur-badas, •i la anda incidente es la 

misma •n .ambos casaa, es 

EIC <O-> 

par lo qua l• corr-iente 

~ambián e•t~ dada por 

<<~><>e > > E~ <O> , 

<<~zz>> D~<-O> • 

Dz <O-> lz D~ <O->, C9S> 

•upar-oficial tot.al dada par <7B> y <79> 

C96> 

C97> 

Entone•• la• conductividades super-oficialas r-enor-mali:adas <<6d:<x>> y 

<<a9zz>> car-.ac:t•rizan la re•puesta da la r-egiÓn •uper~icial a los 

CAmpos na partur-bado•7 -. 

A partir- da <B9> podemos calcular- of~cilmenta la reoflectancia 

-:ss--
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2 T90r{a Per-turbativa 

entre lo• sistemas perturb.ado y 

(~ ..... <<~zz>>. 

cz¡>• _ ]} 
e <<4•,.><>> • (98) 

e: aso Zp s•rÍa la imp•d•ncia superficial del metal en la ausencia de 

C:AMpOS el•ctr-ost.áticoa, y <<4•,.>< >> y <<6azz>> caracterizarían el 

cambio qu• un campo electrostÁtico intenso normal .a la auparfici• 

del produce en l.as funciones respuesta 

Ta•bi9n •• pu•da aplicar al anÁli•i• del cambio en l.a reflectancia 

de un debido .. la presencia da .adsorbatos en su 

aupar-f i ci eªº• ..... Por Último, al resultado anterior puede ser 

utilizado •n c.álculos de ref lactancia que tomen en cuenta en forma 

perturbativa la v.ari.ación espacial de las funcionas respuesta qua 

tlad- d• super-4icie 

Ahora vamos a considerar la relación de dispersión del 

pl•smón <o plasmón-polaritón> de superficie. ~ste es un moda normal 

del sistema que se lo largo de la superficie y cuyos 

campos electromagnéticos decaen lejos de l·a superficie. La .relación 

d:l•persiÓn w • ~ca> da éate modo en la interfase entre un medio 

-.-::56-



2 Teoría P_..turbativa 

local homogénea y el vacía se puede obtener postulando la •><istencia 

de una onda plana inhomogénea en cada uno de los medios, v aplicando 

las condiciones de -frontera usuales, i.•. la continuidad de la• 

componente& paralela• de ~ y A en la inter-fase. Para polari%aci6n S 

no •><i•ten campos no nulos que puedan sati•-fac•r ambas condiciones 

de -frontera, y para polarización P sólo hay solución no trivial para 

-frecuencia• • v vectores de onda bidimensional•• Qº tal•• que•º 

(99> 
1 

dand• •• la -función dielmctrica local d•l m•dio. Notamos que 

sÓla •i e• real y menor que -1, Qº v w son ambo• reales y 

cumplen con lo cual implica que los 

campos decaen exponencialmente al alejarnos de la super-ficie, ya sea 

hacia el vacío o hacia el interior del medio. 

el medio as no local, el campo electromagnético dentro 

d•l media •• complejo que una onda plana inhomogénea, y el 

•llÍttodo anterior no •• aplicable. Sin embargo, podemos obtener la 

relación de dispersión del plasmón de supar-ficie haciendo 

•iguiente observación. Si•ndo un modo normal del •istema, éste puede 

ser e><citado sin necesidad de tener una onda incidente, y por lo 

tanto el plasmón de super-ficia sólo puede·existir en los polos del 

coa-ficiente de re-fle><ión••, i.e. la relación de dispersión está dada 

implícitamente por 

rp<Cl 0
9 w) =- •, (100> 
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o u•ando <B7> 

Zp + z¡:; • o, 

v u•ando <B9> 

<101> 

.6 - º• (102> 

dond• Zp v A ••tan dado• por <69> y <94> r••P•ctivam•nt•. Queremo• 

CCNB•ntar que el principio de con•ervacián de la energía implica que 

en general, el 4lujo de energía normal a la super4icie en la onda 

re4lejada no puede •er mayor que el 4lujo de energía normal a la 

•uper4icie en la onda incidente, y por lo tanto lrpl no puede ser 

aavor que l a meno• que en la onda re4lejada no 4luya energía en la 

dirección perpendicular a 

ángulo de incidencia, que 

la super4icie, lo cual sucede cuando el 

e• igual al de re4leKión, e• complejo, q 

<Ec. (53)) •• imaginario y 
Q > ~· o que la dependencia 

temporal 

la .d• 

y e•pacial a lo largo da la super4icie de los campos no sea 

plana. Por lo tanto los campos del plasmán de una onda 

super4icie estÁn con4inados en la cerca~ía de la super4icie, o éste 

e• una excitación que decae ya sea en el tiempo <w compleja) o a lo 

largo da la •uper4icie (Q complejo). 

También queremos hacer notar que de haber hecho la primera 

aproximación de Born, no hubiéramos obtenido ningún cambio debido a 

la región 

•uper4icie 

polos de 

super4icial en la relación de dispersión del pla&món de 

u•ando <l00>-<102>. De hecho, los corrimientos en los 

rp no •• pueden obtener de ningún desarrollo perturbativo 

-.-:se--



de arden .Y nuestr• teorÍ• e• equiv•lente • sumar a orden 

in4intto l•• interacciones entre l• región super4icial y el bulta37 • 

Sin ·emb•rgo, •e ha sugerida que en este caso se puede obtener la 

relación de dispersión del plasmón de super4icie escribiendo l• 

a.-plitud de re4lexión como una 4unción de la componente normal del 

4recuencia, rp - rp<q,w>, y buscando la 

solución de rpc-q; .. > - O en lugar de rp<q.,•> - -·· 

vector de anda y de la 

Para abten·er una relación explícita entre .. y iS a partir de 

e 100> - < 102> necesitamos conocer la dependencia 

y <<6-zz>> en w y/o en 3. Coma un ejemplo .vamos a mostrar 

el catnbio en el vector de onda del plasmón de super4icie cuando l• 

región super4icial de un medio local se ve modi4icada. Si el medio 

tiene una inter4ase abrupta y <<A•xx>> y <<A•zz>> no dependen de Q, 

entonces 

donde QC> 

componente 

dada por 

can 

dado par (99) .. 

(QO) ::11 c"' ...... 
Cm<w> k 

<<A•zz >> 
e 

z- - 9-S. p ... 11 zo -P. 

< lO::S > 

kc 
y k l!!S la 

norm•l del vector de onda dentro del medio local· y eatá 

... -Ca - ga, Cl.04> 
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2 T.arla P.rturbativa 

lmCk) > O a Im<k> O y Re <k> > O. CIO~> 

Esta expresión pued .. can 

análisis 

d• dispersión plasmón de super-4icie en una inter-4ase 

Si per-tur-bacián consiste en 

deposición película 

reduce .-

as- - { 1 .... 1 + --
•p 

<106> 

donde Cp es la 4uncián dieléctrica de la película y d su ancho. Est.-

última expresión ha sido utili%ada par-a medir- t.-nto el ancho como la 

4unción dieléctrica de 

Ec. <103) puede ser- utili%ada en el anÁli•i• de la dependencia da la 

d• dispersión del plasmón de super-4icie con respecto a su 

dirección de propagación. Esta dependencia ha &ido observada en la 

cara ( 110> de la En 

cambio en la componente xx de la conductividad cuando el cristal de 

plata e• sometido a una rotación alrededor- del e~e %- Como la plata 

es isotr-Ópica en su interior-, este cambio est~ localizado cer-ca de 

Nuestros resultados dados por- las Ec•- <69>, (70>, <76>, 

(89). (98) y <102> son completamente generales pues no hemos hecho 

suposiciones sobre 4unción dieléctrica del sustr:ato. En 

principio, par-a obtener- los resultados de las teoría• anteriores 
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sálo •• especi-ficar l.a impedanci• sup•r-ficial del 

sustrato. P•r• corroborar ••to. en est• seccián v•mos a hacer una 

y d• Das9upt-. y Esco9imos 9sta• por ser los 

cálculos p•rturb-.tivos más encontr••o• en l• 

... trata 1 acaJ. 

Prim•ro compar;aremos nuestros resultadas con los de Barr•r• 

V B;a9chi:.• quien•• consideraron un medio local con un;a inter-fase 

abrupta como sustrato. El procedimiento que usaron p;ara obtener sus 

resuJ.t•dos está basado en la teoría de Bagchi. B-.~rera y Rajagopal 3 • 

y consiste en resolver l• Ec. <19> en la aproximación de longitud de 

larga, tras haber introducido explícitamente la -función de 

Green del sistema no perturbado. Obtendremos ahora esta -función de 

Green en todo el espacio a partir de <22> • 

. Xnspecci onando 

en - de l•• ecuaciones de Maxwell para el campo eléctrico en al 

sistema no perturbado• y l .a sol uci Ón ~ s.al i ·ente en -•. están dadas 

por 

<107> { 
•'q~ - ...... --i qZ°. p 

UIC -
(1 rp> .11<:?, 

z < º• 
Z". > º• 

-_{ 
(1 .+ rp> .-tq~. 

VIC 
.-ik:!' ik~ + rº - . p 

Z" < º· 
C10B> 

Z" > º· 
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2 Tearia Perturbativa 

{ - §!. c~i qZ' + rp .-iqZ'>. z < º• q 
Uz - C109> 

~ (1 - rj;> -i kZ'. z > º• 

{ 
!i!. Cl + rp> --iqi'. z < º• q 

Vz - Cl 10> 
Q <•-ikZ' .i ki'). -k - rº z > º• p 

en donde •• 1• posición d• 1• superi'icie del 

q y k ••tan dado• por <53> • <54> • < 104> y e 10S> • y rp 

•• •l coe:ficiente d• r-ei' l •xi Ón d• Fr-e•n•l par• onda• 

incid•nt•• de•de el vacío <desde el m•dio> y e•t• dado por-•? 

... q k 
rp - •m q + k 

<111) 

En l• -figura S vemo• que •l campo radiado h.acia la derecha 

Cizqui•rd.a> por- un.a placa in4initesimal en z' 

C~>. por lo que ••cribimás, par-• z • z', 

u 1 cz>-fj<z'>8<z-z'> 
+ vi<z>ej<z'>G<z'-z>, 

•• proporcional 

C112> 

• a u 

donde 4 j y Gj •on 4uncione• que debemos determinar-. En analogía a 

las. Ec•. C4B> y <49) • las condiciones de -frontera que r-el.ac·ionan a 

lo• campos a la derecha y a la izquierda de una placa radi.ante en un 

••dio local son 

Cl 13> 

y 
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<114) 

que con C22> y C112> dan 

u"<z' -f'xCz'> VK (z 1 Ox <z' > º• <11~> 

UzCZ' -f'x<z'> Yz<z' ) Ox <z' ) i 
Q e• (116> 

<~> ;;a' • 

Ux Cz' -t'z cz· • > vK Cz' Oz <z' > i 
Q e• <117> <•º> ;;a' • 

UzCZ' -t'z<z' Vz (Z 
1 Oz <z • > º• e 11e> 

donde <•º> • 1 <cm> par-a z < o <z > O>. De esta• Últilllas ecuaciones 

despejamos of'J y o; obteniendo 

Q. e• V ... )( - i 
<eº> -- YxUz-UxV:z: 

( 11 CJ> 

Q e• u,. 

º" -i • <eº> .... vxuz-UxVz 
C120> 

Q e• Vz 
-t'z -- i .. 

<~> ... - VKUz-UxVz 
( 121 > 

Q e• Uz 
Oz i 

<•º> .... VxUz-UxV:z: 
<122> 

YxUz-UxVz <123> 

Sustituyendo estas expresiones en C112> y utilizando <29> obtenemos 

4inalmente la -función de Green:. 

GK>C <z,z' > •CG<z-z • >uic <:z: >v,. <z • > 
+ 8<z'-z>vxCz>uxCz'>J, C-124> 
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dond• 

•zN<z.z'> 

8Nz<zoz'> 

•zz<z.z'> 

- - -1 

•cecz-z'>u2 <z>vN<z'> 
. + 8 ( Z ' -z ) Vz ( Z ) UN ( Z 1 

) ] o 

-•C&<z-z' >u,. <z > "'z <z' > 
+ ecz'-z>v,.<z>uz<z'>l. 

-•C8<z-z'>uz<z>vz<z'> 
+ ecz'-z>vz<z>uz<z'>l 

e• l 
+;a' <eº> •<z-z'> 

• •zzCZ 0 z' • <z-z' > • 

e· m q + k 

... e,.. 

(12~) 

<126) 

(127> 

<12B> 

L•• •xpr••ione• Cl24>-<12B> coincid•n con la• ecuacion•• <3.9> d• la 

Ahora escribimos la Ec. <19> •n t9rminos da Jos campos Ex y 

Ex Cz > - u,. <z > 

-<Cocz•> >Jdz' e;~ cz•,z• >Dz <z' > )}. (129> 

Dz <z> 

+ Jdz •&zz <z. z • > (Dz <:: • > 

-< ~º < z • > > J d z ' e;~ < z • • z ' > Dz < z ' > ) } • ( 130) 
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2 Tear{a Perturbatlva 

V haciendo un.a .aprcnc i mac i én .análoga • l.a que nos llavó de la Ec • 

C:SB> a la Ec. <411 obtenemos 

e 1:su 

Dz Cz> - <c0 <z> >uz <z> - :: (Ex <z 0 ><c0 <z> >Bz,. <z,zº>'\c 

donde 

c<c;~ <z> > <cº<z>> 
1 J - <<6ci"~ >>. Cl34> 

En esta punto, en l.a ra~erencia 36 se hizo la aproximación de Born, 

consistente en 

acuaciones <131> y ( 132) por BU v.alor no 

mientr•• que en la 

obtuvieron •utoconsistentemente tomando el l {mite z z 0 en l.a• 

•i•m•• acu.aciones <l31> y <132>, y resolviendo el &istema resultante 

d• ecuaciones algebráicas, 1inaa1es y acopladas para obtener 

e 1:s!5> 

< c 0 < z 0 > > u 2 < z 0 > I z , ( 136> 

donde 

Cl37> 

lz • < 1 C l:SB> 

V 
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2 Tearfa P.rturbativa 

qkl\c 
Cl39> 

... q + k 

Sustituyendo 

id•nti-ficando 

estas ,...ewultados en el lado de,...•cho de <131> y <132> • 

la pa,...te del campo resultante que se propaga hacia la 

:&zqui•rda en z - -•. Bar,...era y Bagch:a::s• obtuvi•,...on el ca•-ficient• d• 

r•-f 1•>< ión 

dand• 

[ 1 - 2iq 
k•~ + cmQªi\: 

c1-c .. > CQ2 -cmq"'> 
). C140> 

C141> 

~acl•mos obt•n•r éste resultado inmediatam•nte de nuestro 

r•sultado dado por las Ecs. CB9> y <94> haciendo las sustituciones 

C142> 

- 4:i <<6szz >>, C143> 

C144> 

e :&415 > 

V usando las impedancias sup•,...-ficiales V z¡; - qc/w 

Hemos mowt ... ado cómo nuestra• ,...esult;ados se ,...educ•n a los de 

y Bagchi::s• pa,...a el caso de un sust,...ato de Frewnel, y por lo 

como se muestra en la Re-f. 3B, se ,..educen también a 105 de 

cuando <<60')()( >> -o y a lo• de Hoch.án y Barrer-ea•• para un 

sistema cuasi-bidimensional en el vacío. En •1 1 imite 
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nuestro• 

2 Teoría Perturbativ.a 

r-esu1tados se reducen a lo• de Bagchi. 

Barrera y Rajagopa1 3 • y por- 1o t.anto a los de D~udeªª par-a un medio 

no abrupta. a lo• de Mclntyr-e y Aspnesª' loe.al 

par-a 

con un.a inter--fase 

un medio con un.a 

i•otr-ópica, y lo• de 

sobr-ecapa 

Dignam, 

delgada, 

Moskovitz 

loe.al• homogénea 

y Stobie•• 

•obrec.apa 

nue•tr-o• 

es anisotr-Ópic•· Por- Último, 

con el 

se puede 

-f'or-ma1ismo 

demo•tr-ar que 

utilizado por-result.ados concuerdan 

Feibelmanª•, quien 

par-a el modelo de jale.a en la .aproximación RPA. 

Queremos hacer- notar que en la teoría de Barrer-a y Bagchi 3 •, 

par.a pasar de las Ecs. <131> y <132> a l.as Ecs. <13~>-<140>, se 

utilizó la -forma explícita de la -función de Green de un medio local 

•emiin-finito <Ecs. <124>-<128>>. Por- lo tanto sus re•ultados no 

pueden aplicarse 

complicados 

obtener el 

como 

cambio 

por 

en 

modi-ficación sustratos ligeramente más 

ejemplo a un dispositivo MOs•~. Podríamos 

las propiedades ópticas de un dispositivo MOS, 

debido a l.a presencia de una capa de inversión o de .acumulación, 

haciendo un cálculo paralelo al de la re-ferencia 38, pero usando la 

función de Green del nuevo sustrato, que 

v.ar-i.as capas <Metal-O><ido-Semiconductor>. 

en este caso consiste de 

Un ·punto importante de 

nuestra -formulación es que mostramos que sólo es necesario Conocer 

el valor de la -función de Green a-fuera del sistema, y que éste queda 

determinado por la impedancia super-ficial del sustrato. Por lo tanto 

nuestros resultados pueden aplicarse sin modi-f icación no sólo a 

cualquier sustrato local, sino también a sustratos no-locales, para 

los cuales la -funcié.n de "Green puede ser di-fÍci l de encontrar en 
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2 T.ar'a Perturbativa 

todo el espacio. 

llu•t.rat.o no 1cx:a1 

preocupado• por la validez de la aproximación de 

1angit.ud de anda larga cuando se uea un mode1o local cama •i•tema na 

p•rturbada 0 •xtandieran la tear'• de Bagchi 0 Barrera Y.Rajagopa1 3 • a 

un •u•tr-ato na local dascr-ito por a1 modelo SCIB3 •. En par-ticular- 0 

1a valid•z de la apr-oximación de longitud de onda lar-ga usando un 

•u•tr-ato e• dudosa cuando se aplica a m•tales a -fr-•cuencia• 

1iger-am•n.te super-ior-es • la -fr-•cuencia de plasma 0 par-a las cuales el 

alcanc• d• la no-localidad de c;~<z,z'>• y por- lo· tanto de 

c;:cz 0 z' <e<»~ z > ·> 11 < z-z ' ·, pu•de ••r- gr-ande, i.e. de1 ar-den de la 

distancia de decaimiento del plasmón de volumen. También •• dudosa 

esta apr-oximación a -fr-ecuencias muy bajas en las cuales se pr-euenta 

el e-fecto anómalo da película38
0 y para las cuales la distancia de 

d•caimiento de lo• campos c<1lculada con una teor-ía local es menor-

que la distancia 1 ibr-e media electrónica, que es del ar-den del· 

alcance d• la na localidad. Por- Último, en la teoría d• Dasgupta y 

Fuchs:s• •• incluy•n los ter-mino.- no diagonales ~xz 
..... 

Y Czx de la 

r•spuesta dieléctr-ica. 

El punto de par-tida de la r-e-Fer-encia 39 -Fué considerar un 

••dio -Ficticio in-finito, can simetría -frente a inver-sianes r-especto 

al plano z • o, y con -función r-espuesta 

-•' <z • z • > -cr•cz-z' +ad• <:.z'>. (146> 
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donde o•<z-z'> •• l• respuesta de un •i•tema in~inito y homogéneo. y 

donde 4d• cz.z.) •• una perturb•cián loe.al izad.a .alrededor 

o. La •imatrí.a 4rente • inversiones implica que todas lo• 

operadores del •i•tema 4icticio obedec•n ecu•ciones de 

la 4orma 

... c-z.-z. -- -• •' <z.z.'.> •• C147> 

donde 

(148> 

•• 
•imetriau del tipo 

~· <-z> - : ~· <z>. Cl49> 

En la• 76 y •• demu••tr.a que la• campa• 

•l•ctrom•gnética• del •i•t•m• ~icticio coinciden en l• región z > O 

con lo• e.ampo• da un sistema re.al ocupando el 

••miesp.acio z > O y con 4uncián respuesta 

Cl:SO> 

donde 

(1:51) 

Como en •l sistem• _rá.al y son continuos •n z º•.la 
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lmp•dancia euper~icial del sistema real puede calcularse cama 

• E,. <O-> 
By<O-> 

E,.<O+> 

By<O+> 

E 19., CO+> 

a.;,<o+> 
C1S2> 

La 4arma propuesta por Dasgupta y Fuchs3 • para resolver el 

problema ••• a partir- de la respuesta de un medio semtin~inito, 

obtener la r••puesta da~ bulto d-cz-z'> ~amando el lÍm~t• 

z, z• • •• encontrar la per-t~~bación 6d 0 <z,z'> usando <146> y <lSO>, 

hallar la• campo• electromagnético• un sistema 4'icticio 

descrito por ( 146> como mostraremos abajo, y ~inalmente hallar. la 

lnipedancia super~ictal del sistema usando <1S2>. Hay que hacer notar. 

-que con este procedimiento no podemos de~tnir 6~' <z,zº> •n ~arma 

Única. 

La ventaja de considerar un sistema ~icttcio in~initc estÁ 

en que e amo -· la respuesta de un medio ho111ogénec, su 

representación en el espacio de Fourier es diagonal <en el sentido 

de la Ec. <1~7> abajo>. Por- lo tanto podemos simpli~icar la Ec. (17) 

para el medio ~icticio tomando su trane~ormada de Fourier en la 

dirección z, obteniendo 

C-pª + e:~>: Cp > > E;, <p> e:~z (p> E~<p> 

~ Idp'6e:'-<p p'>E' (p'> 2ncª x- • z 
3.!..= • + e By <O+>, ( l~::S> . 

(Qp + ..... e-a e:~,.- <p ). E,'.. <p> + e:~z <p> > E~<p> 
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2 Tear'• Perturbatlva 

e &154> 

/ dande de4inimos 1•• tr•n•4ormad•• de Faurl•r de la• CAmpos como 

•• Cp> • Jdz @• <z> .-ipz• ClSS> 

I• .de 1•• 4uncianas respuest• como 

-e• <p.p' • Jdz Jdz. e• <z. z.) .-ipz+ip' z •• ClS6> 

V ••cribimo• 

c•cp.p' 2n c•<p> •<p-p'>. ClS7> 

En todos los casos, la relación entra la 4unción dieléctrica y la 

conductividad dada por la Ec. (67>. El tlÍtrmi.no 

dE' 
2~ que aparece en la ecuación <1~3> avaluado en 

z - O+ proviene da la discontinuidad del campo 4icticio Ez y da la 

derivada respecto a z de E~ en la super4icie z 0 1 la cual a su vez 

proviene d• la simatrÍ• <149> impuesta a los camposª•. E•ta equivála 

• 1• pre••nci• de un• corriente supar4icial externa •n el plano 

y dirigida en la dirección l.a cual 4uerza al sistema 

4icticio. 

Conviene escribir los·miembros derechos de las Ecs. (153> y 

CIS4> en términos de E~<p> y d• Dz<p> sustituyendo 
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2 Tearia Pmrturbat:lva 

E~Cp> 

Cl~> 

para poder utilizar- la aproximación de longitud de onda larga. En 

••ta aproximación suponemo• que lo• campos E,( Cz > y D:i: <z> •an 

con•tant•• en la r-•QiÓn en la que 6c• cz,z• •• di•tinta de cero, y 

por lo tanta en el miembro derecha de <1S3> y C1S4> podemos cambiar-

E:C<p• por- la trans4ar-mada de Four-i•r de una constante, 

E:C Cp' > +- 2ft E:C <O+> a<p' > • ClS9> 

V D:i: <p' > por la tr-ans4or-mada de Faur-ier de una 4unción escalón que 

pasa de D:i:<O-> - -D:i:<O+> a D:i:<O+> an z - O, 

D:i: Cp' > +- i:' D:i: <o+>, (160> 

donde- usamos simetría (149>. De esta 4orma obtenemos un par de 

ecuaciones alg•br-áicoas, lineales y oacoploadas para E:C <p>_ y E:i: <p> con 

E:CCO+>, D:i:<O+> y By<O+> coma poarámetras, de donde despejoamo& 

E:C Cp > 

(ap + ;:~~z <p >) }. (161> 

-S2--. 



dand• 

E:C <O+> 

F<p> • 

f' 1 Cp> 

• ...!,_ ~ rdp'dp• 6c><'z<p,p' 
2ft"' e"' J' 

... 
• - C'!lr 6Czx <p, O>, 

2 Tearia P9rturbatlva 

<162> 

Cl63> 

<•2:z>- 1 <p' ,p•>,,p•, 

(164) 

<166> 

f'~<p> • 2!,,. ~= Jdp'dp• 6•2:z <p,p' > <•2:z>-1 <·p· ,p•>/p•, 

<167> 

Ahor• 

• 1 ~ rdp'dp· ~eª 

podemos obtener 

<168> 

un.a expresión .autocon•istente para 

evaluando l• trans-form•da inversa de Fourier de <161> en el 

limite z • O+, el cu.al escribimos como 

(169) 

donde utilizamos <63> y (152) 0 y de-finimos 

• I~ -fi <p> <-e=-
... 

+ ca c~z <p> > / F<p> • 

(170) 

-:s:s--



--(Qp +~C:fzCp>> /FCp) 9 

e 171 > 

v dond• 

z• • ~ Jcts> <-a:a -- • P e 2ft' +¡:;czz<p>> / F<p> Cl72> 

•• 
hAci•ndo •n l• Ec. <169). Esta 

Última eKpresión es equival•nte al• expresión <3.1S> obt•nida en la 

El Úl ti"'º paso la deducción d• Pasc;auptA v Fuchs•• 

z; 
(173) 

1 -
• 

Notamos nu•stras Ecs. (162) <173> corresponden a las Ecw. 

C21> C32> d• 1 a Ref. 39 9 y qua la.• Ecs. C22> • C2S> • C30a) y <30b> 

de la R•f- 39 ••tÁn equivocad••· 

El resultado de Dawgupta y Fuchs'"'• ••tÁ escrito an términos 

integral•• múltiples las funciones respuesta da el sistema 

ficticio sobra el v•ctor de onda, mientras que nuestra resultado 

CEc •. C76) > est.á escrita •n términos de integrales en el espacio real 

la• funciones respuesta da •l sistema real, por- lo que la 

comparación entre los das resultada& no es inmediata. Sin embargo, a 

continuación mostrar-ama• que •i ••cribimos 

hallada por- Dasgupta y Fuchs'"'• en nuestra notación, se vuelve 
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2 T.ar{a P_..turbativ• 

t.déntic• a nue&troa d• hacer-

Cansid•remos aperadores i"• • i• 

alr-ededar d•l plana z (i ••• -~' <-z.-z') 

d•~inanaas aperador•• -Q y R en tér•inas 

anal09a .. canaa •• def'iniÓ - •n tér-nainas 

Entone••, si h' 

f; - ~ i. 

h:Cz<p-O,p' 
p' 

_1 __ J h~,.<p,p•-o> 
<<hzx>> - - 2wi dp p 

<<hzz>> - 2~ª Jdp dp' 
h~z<p,p' 

p p' 

La .c:uación <174> ne abtiane a•cribienda 

d• -· 

y 

--
d• 

•n 

hCz,z•) • Ch' <z,z•) + h' <z,-z•> ·=J 8<z> ecz•> 

¡d;;. c'.f· <z,z·, 9· '"'' .z·> --

f;· ainaétrico• 

- ;, ~· <z, z' > V 

~lla• en f'ornaa 

la Ec. <1~0). 

(174) 

.( 17:5) 

(176> 

<177> 

C17B> 

(179) 

+ ;. <z.~· > 9· (z' .-z•) ;] e<z> ecz•> 

+ 7• <z.z• >9'• 

-ss-

-C: • "-= • > • 

' 



2 T.ar'• Perturbativa 

+ 4• Cz • -z • > 9• <-z • • -z • > = 

- - -+ .. • < z • z • > g • ( z • • -z • > -

+ 4• <z.-z' ,; -9' <z' • z.) 

-+ ... Cz • -z' ,; -9' <z' • -z • > ;:iecz > 8<z • > 

Id;. e;"• <z,z.'·> - <z 0 -z'> ::ae<z> 8<z' > - + ... --
e;• (z •• z. > -+ ca' <z' •. -z•) 8<2¡. > 

donde u••mo• la sim•tr'a de g' y el que ;a 1. La Ec. <17~> no •• 

•a• qu• la Ec. <174> expre•ada en el ••pacio de Fouri•r. FinA.lmente~ 

la• Ecs. <176)-(179> se obtienen escribiendo 

h<z 0 z• > ~ Ch' <:¡: 0 :z:' - -+ h. ( z ,. -z 1 > -

+ = h• <-z,.-z' > + = h• <-z.-z•) =] 8<z> ecz•), 

V evaluando <<h>> h<p-O,p'-O> con ayuda del t•orema d• convolucián 

y utilizando la transformada de la función escalón 

8Cp> • i 
1 p + ft a<p>. Como ilustración vamos a obtener la Ec. ·<177> • 

.!. 1~·~-2 2K :Zrr Ch):z <p • • P •> - h).z <p•,-p•> 
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Yalvamo• 

ésto• 

-
1 J!;!e.. 22. -•2 2tr2« h:,z<p•.p•> 

tm·m· h' <p• p•> .12K 2ft' XZ • 

1 I 
h' <p•-o,p•> 

d • _.x-..z----=-----2;rr p p• 

ce<-p•> + ecp•>J 

e ...2- ] 
tp• 

ahora a lo• r•sultado• d• Dasgupta y Fuchsª•. Para 

•• supuso qu• E:C <z > y D~<z> son constant•s en la 

región ~n la qu• Ac<z.z'> •s distinta de o. E•ta suposición equival• 

• •upon•r qu• Ae<p,p'> ••constante para v•ctor•s d• onda peque~o• 

P• p' • ~- Como para p•s grand•• F<p> cr•c• como pª, l• c~tribución 
I 

, •a• importoanta • las integrales I1• I2 ·y I;:s <Ec. <170)) proviene d• 

de las integrales <170> para obtener usando <172>, 

i 1. 2. :s. C180> · 

Usando <163> y <176) ancontroamoa of1<0> --- 2 C5' <<4c,.,.>>I de < 164>, 

(175> y ( 1 77) • of 2 (o) 

das v•ce• y usando <176>, of3<0> w2 1 - 2 ca < < Aex z e; z ez x '.:> > • por lo que 

I 1 - i ~ < < Ae,.,. > > zP, e 181 > 

e 182> 
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2 Tecw-la P--tur-bat:iva 

CIB::S> 

Ahar-• nat•mos qu• d•bida • l• s:imetr-Í• ( 147>. cuando 

'*:i (0) O y por- lo tanta '*i<p> - O p•r-• P"• p•qu•~a&. 

Entonces la contr-:ibución m•• impor-tante a las int•grales 1 4 , Is y 1 6 

CEc. (171>> pr-av:ien• d• r-eg¡:ión 
p >> =· en l• cual pad•mo• 

apr-ax:im•r- F<p> par-a obt•ner- us•ndo <33>, < 157). 

C 17S> • < 178> y < 179> 

C184> 

Is i Q <<6ci! >>. ·c1as> 

C186> 

Por- Último, sustituyendo <181>-<186> en la Ec. <173> vamos que al 

d• Da•gupta y Fuchs3 • coincide con nu••tr-o r-esultada C76> 

cuando usamos •l modelo SCIB par-a deacr-:ibir- el austr-ato. 

Como mostr-ar-on Dasgupta y Fuchs 3 • • •u r-e•ul tado •• r-•dLtCe al 

SCIB de Kliewer- y Fuchs3 • cuando las cor-r-•cciones 1 1 - O, y 

I par- lo tanto también •• r-•duce al r-esultado de las teor-í.as da Melnyk 

V y de Sauter-37 par-a sistemas no locales con inter-i'ases 

abruptas. También mostr-ar-on que su resultado ser-educe al d• Bagchi, 

Bar-r-ar-a y R.ajagopa1:a• y por- 1 o tanto a." 1 os da todas 1 as taor-1. as 

per-tur-b .. tivas 

Aunque ellos no lo discutier-on, podemos ver-ii'icar- i'•cilmente que su 

r-esultado también incluye a lo• de Ba~r-ar-a y Bagchi 3 •, ·Stpeª7 y 

y Entonces 't.eor-Í • de Da•gupt .. 

-.-se-



2 T...-ia P_...turbativa 

c'anst i tuya una e>eito&a •ustrato• no loe.alas de 

toda• 

t•oria 

Fuch• 

la• teor{as par-turbativas Sin •mbargo nue&tr-a 

con la d• Dasgupt~ y va ma• 

cuando 

allá, pu•• 

•l •u•trato 

•i bi•n• coincide 

•• descrito por- el modelo sc1e. 

r••tri·ngida a ••• modelo. Por ejemplo, nu•str-a t•oría 

no está 

pu•d• 

aplicar•• a •u•tr-atos •xcitónico••ª• los cuales •l mod•lo d• P•kar•4 

d•scr-ib• mejor que el modelo SCIBª•• o a cualquier otro •u•trato no 

local para •l cual •><i•t• un mod•lo conv•ni•nte••. Nuestra teoría 

PU•de ser utilizada incluso cuando no exista un modelo convenient• 

para •l •ustrato, ya que lo único que n•c••itamo• saber d• éste •• 

su impedancia super-ficial, y ••ta cantidad pu•d•• en Última 

inst:anci·a, 

r•sultado 

m•dir•• e>eperimentalment:e. 

de Dasgupta y Fuchs <Ecs. 

Por Último. notamos qua •1 

< 1 62 > - < 1 6B > • < 1 70 > • e 1 7 1 > v 

C173>) es apar•ntement• ambi'guo pu•• est.á e>epres.ado en términos de 

Ac' • cuya de-finici.Ón en t9rminos de las -funcione"' respuesta d•l 

sistema real <Ecs. <146> y <l~O>> es ambigua, mientr.as que nuestro 

resultado <Ec. <76>> está expresado en términos solamente de las 

-funciones respuesta del sistema real. 



3 Ca911>0 Local. 

En el capítulo anterior obtuvimos para las 

propiedades ópticas de sistema& no locales tomando en cuanta el 

cambio de sus 4unciones respuesta cerca de su super4icie. Entre los 

4ísicos que dan oric;¡en tanto a no localidad como a una 

variación de la• 4uncionas respuest• cerca de la. super4icia •• 

encuentra el a4ecto d• campo local qua d.i•cutiramas a continuación. 

Debido a la estructura atómica de la materia, tanto al campo 

el4'ctrico 

inateri al 

como 

tienen 

la polarización inducida por en cualquier 

4luctuaciones en una escala micrgscópic:a, y por lo 

tanto esperamos que la 4unción respuesta qua relaciona a esta• 

cantidades muestre inhomogeneidades en esta escala. Preci•amente son 

••tas 

patrón 

inhomogeneidades 

de di4racción 

Sin embArgo, 

en la 4unción respuesta la• que dan origen al 

que se 

debido 

observa al 

a que la longitud de onda de 

con 

la luz rayo• x. 

vi•ible y cercana al visible es muy c;¡rande, la• propiedad•• ópticas 

la• 4uncione• re•puesta d• un cristal 

meccoscÓpicas que 

la polarización 

están caracterizadas por 

relacionan, por ejemplo, a el 

can el promedio espacial del 

promedio espacial 

campo eJ.éctrico. 

de 

En 

o•neral 

promedio 

las 4unciones respuesta macroscópicas no están dad•• por el 

espacial de las 4unc:iones respuesta microscópica~ 

correspondientes. 

Tomemos como ejemplo el caso de un cristal 4ormado por 

moléculas polariza.bles <Fig. b>. El campo eléctrico es una •uma del 

campo e>: terno,, que suponemos que varía lentamente en el espacio, y 
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lo• campos producidos por los dipolos inducidos, que tienen 

distancias del orden d• la separación 41uctuaciones 

int•ratóm:ica. 

violentas •n 

El momento di polar de una molécula dada, ad•más da 

d•p•nder del campo macroscópico en la posición ocupada por ésta, 

d•pende del valor d• la fluctuación del e.ampo. en ••• posición, el 

cual a su v•z "d•penda del mom•nto dipolar de las mol9culas c•rcanas, 

qu• d•p•nd• d•l campo macroscópico •n la posición de éstas, y da las 

41uctuacion•• •n sus re•p•ctiv•• posiciones, qu• • su vez 

dep•nden •.•• V•mos que a través de estas 4luctuacionas del campo 

•lcroscÓpico •• transmita inform.ación de un.a molécula a otra sobr• 

el valor d•l campo macroscópico <líneas punteadas de l• Fig. 6> y 

por lo tanto l•• funcione• respuesta macroscópicas son no locales y 

d•p•nden de la disposición geométrica d• l•• molécula• cercana•. 

Esta disposición g•omátrica •• altera para las mol9culas que se 

•ncuentran 

hallan en 

Izquierdo. 

cerca de la superficieJ por ejemplo, las moléculas que •• 

la supar~icie en la ~igura 6 no tienen vecinas del lado 

Por 9ato el valor de las funciones respuesta 

•acroscópicas 

bulto. 

difiere cerca de una super~icie de su valor en el 

El •f•cto de campo local cerca de su_perficies puede ser 

importante para al análisis da experimentos como reflectanc:ia 

diferencial de capas adsorbidas en metales7 -, electro-reflectancia• 

y mediciones de la relación de dispersión del plasmón de 

superficieªº· En el primer caso7 • se ha demostrado que la 

interacción dipolar entre las moiéculas adsorbidas y entre éstas y 

sus imágeneQ da lugar • una dependencia d• la posición de los picos 
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dioferencial •n 1.a caber·tur.a. En cu.anta .al ••gunda 

c•so 0 s• h• sugerido qua •1 cambio en 1a electro-re-fl•ct•nci• y en 

1• relación de dispersión del plasmón de superoficie cu.anda •• 

•oc:Uofic.a •l volt•J• de polarización se deba al c•mbio en el campa 

loc•l debido al c•mbio.en el apantallamiento de las inter•ccianes 

entre las ion•• del metal cuando •• modiofica. la densidad de 

e1ectrone• de co~duccián cerca d• la •uperoficie•. Por Última. s• ha 

observado que la velocidad de propagación dal plasmón d• superofici• 

en l• e.ara <110> 

prop•gacián. Esta 

inducid• por la 

local. 

de un cristal 

anisotropí• 

pr-e•encia d• 

de plata depende de la dir-•cción d• 

podría deber•• a una ani•otrapía 

l• superoficie en el eofecto de campo 

En c.apítulo v.amas a obtener lo• aofectos que el campo 

una superoficie tiene en las propiedades 1oc.al en J.a c•rcaní.a de 

óptica• d• un cri.stal. Para éste emplearemos un modelo simple que 

consiste en una red cúbica semiinofinita da átomos poJ.arizables 

isotrópicos puntuales. 

3.1 l'llitoda p ..... turbativa 

D• .acuerdo a 

la• (69) y 

J.o• rasuJ.tados daJ. capítula 2. 

<70>. para caJ.cular los 

e>Cpraaados en 

cambios en la• 

propiedades Ópticas del crist.al semiinofinito, solamente neca.sitamos 

calcular J.a• cantidades <<6oxx>>, <<A~yy>> y <<Amz:>>. Es 

conveniente u•ar como sistema no perturbado el modal o de Frasne1 •-r 

con un.a -Función dieléctrica dada por relación de 

Claussius-Mo•sotti 4 ª: 
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dond• 

• { Ccm •<z-z' 
• <z-z' > 

~n -3 • 

3 Campo Loe.al 

z > º• 
z < º• (187> 

(188> 

n •• •l nÚm•ro de moléculas por unidad d• volum•n •n el bulto, y • 

•• la polarizabilidad de cada molécula de~inid• mediante 

-p .. ¡!loe <1•9> 

Aqu:{ -p •• •l mom•nto dipolar qu• adquiera la molécula •n pr•s•ncia 

d• un campo ~loe, el cual di~i•r• del campo eléctrico total en al 

autocampo <singular> producido por •l mismo dipolo pJ •loe as la 

suma del campe externa más el campo producido por todo• lo• demás 

dipolo• d•l cristal. 

Los r•sultados del cap:Ítulo 2 son voálidos; cuando <Acrx:·: <z> >, 

<Acryy <z > > y <A•zz <z> > tienden a cero a una dtstanci• de la 

•uper~icie mucho menor que la longitud de onda en el vacíe A. Por lo 

tanto, en su cálculo podemos ignorar los e~ectos de retardamiento y 

•scribir la ecuación <1B9> para cada molécula como 

¡; cr! i > - .. ( Eº • L' --p<rj> 
1 J <190) 

j 

donde ~i y ~J son las posiciones ocupadas por los dipolos, supusimos 

qu• el campo e:< terno •• constante y utilizamos la expresión 

•stática para el campo eléctrico producida por los dipolos~~ 
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p<r> V V 

t 
(191> 

En •cu.ac:iane• ignoramos la variación del campo externo a la 

larga de la super~icie y/a la variación normal a la sup•r~icie qu• 

d•b• acamparlar a su variación temporal- T.ambién ignoramos el campa 

d• inducción y •1 campo d• radiación producida par un dipolo 

oscil.ant•- En la s•cción 3.:S har•mos un cáJ.cuJ.a más d•tall.ada 

tCMaando •n cuenta estas cant~dad•• hasta orden lin•al. en d/~ dond• d 

es la distanci.a interatómica. 

En las 

únicam•nte d• 

super~icie que 

éstas como 

donde n y 

Ec:s.· <190> y <191> el momento dipol•r p<~i> depende 

el. plano cristalino con orientación de 

conti•n• al punta ~i• por lo que pod•mos reescribir 

m 

1 

1
4
r 

4 
1 -rjm 

1 

] 

]] • < 192) 

<193) 

numeran a lo• pl.anos c:riatalinos, j numera a las 

posiciones atómicas en el m-ésimo plana, O es el vol.umen por dipoJ.o, 

y de~inimos 
.. 

• Pn / O como •1 momento di polar por unidad de 

vol.umen y r • •/Q l.a polarizabilidad po.r unidad de volumen • 

Ahora ••cribimo• ~ .. < p, z) y 
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- -+ P.:J • + q.:J b • (194) 

dond• -P denota v•ctores bidimensional•• 

es l• posición d• cu•lquier Átomo en •l pl•no m, ~ y ~ san 

base de la r•d bidimensional qua t,i•n• l• p•riodicidad de c:ada 

plano cristalina y PJ y qJ son •nt•ros. El t9rmina entra paránt•sis 

la Ec. ( 193) as una -función periódica da p ~ como v•remos, es 

conv•niente 

Fourt•r: 

escribirla 

•E 
JCm> 

en términos da su s•rie btdim•nsianal d• 

e 19!5> 

dond• las v•ctare a constituyan l• red recíproca de l• r•d generada 

par -a y ~- Resolviendo la trans-formada de Faurier bidim•nsional de 

l• ecuación de Paissan -4« L •e;!'-;!' .:J m>. obtenemos 
J Cm) 

-Fácilmente loe coe-ftctante• de Fourier -Fma<z>, y con éstos 

••crtbtmos <193> como 

fdt Pe;!'> · 9 V { -lz - zml + 
m 

(196) 

donde A e• •l de 1• calda unitaria bidimensional. Ahora 

•scr:lbimos <192> como 
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~n .. r ( iE~ + ~ Ünm Pm ) <197> .. 
donde. hacienda ~ ~nen <196>. tenemos 

~V V L 0 

A n n lf C19B> 

cuan da n • m. La• component•• no nula• d• Ünm won. escagi•ndo a 1os 

y y •n dir•ccion•• principa1••• 

<Unm>><>< 

-4!18¿• 
. A G 

<201) 

y cumplan con la regla de suma ~ <Unm>ii • o••. 
t. 

La ventaja de haber escrito e1 campo dipo1ar ~dip<~l y la 

t.nteracct.ón dipo1ar en términos de 1o• vectores ~ de la red 

reciproca bidimensional es que cuando % • Zm y cuando Zn • Zm las 

•eries en ( 19b) y en <198>-<201> convergen muy rápidamente•• pues 

los sumandos decaen exponencialmente. Notamos que la interacción 

dlpolar también decae muy rápidamente cuando Zn se aleja de =m• y ~n 

la práctica podemos truncar la suma sobre m en <197> conservando 

Únicamente las términos con In-mi s N para al9Ún entero N pequeño. 
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En 1• tabl• 1 mo•tramos algunos valores de <Unm>iJ para distintas 

car•• d• distintos cristal•• cúbicos. 

calcular Ünn no pad•mo• utilizar las Ecs. (19B>-<201) 

pues 1•• sobre lo cu.al •• 
can•ecuenci• de 1• divergencia del campo producido por un dipolo en 

la posición.ocupad.a par éste. De ~cuerdo con <192> hay que sustraer 

••te autocampo antes 1.a inter.acción d• un plana 

cristalino con•iQo mismo. Sin podemo• evaluar ••ta 

inter.accián ut"i 1 i :.ando lo• result.ado• vál.ido• en el bultÓ. Al l :l. 1.a 

polariza~ión toma el v.alor 

~b - llCcm i!", C202> 

donde 

:s r 
llCcm - :s-4nr C20:S> 

e• 1• susceptibilidad ·da Clau&sius-Mossotti, y •• •l campo 

eléctrico macroscópica de4inida coma el promedio espacial del campo 

eléctrico 

~ - ~o + j!diP • (204) 

e>eplÍ.cita de promediar este campo será discutida en la 

•ección 4.2. Sin embargo nos basta can que este promedio elimine las 

-*luctuacione• del e.ampo distancia• del orden de la •eparación 

lnteratámica para obtener de <196> 
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~M - Eº ~V y• ~- <20:5) 

' .•. •Ólo la coinporient• z campo un d• 

d•pol•riz•c:tán no nulo. Not•mo• que 

<206> 

por 1o qu• <60'KK (z) >, <6•yv<z> > Y <6-zz<z>> •on l• r•spu••t•-•1 

¡tb - r ( Eº + ~ Ü0m Pb ) (207> -
qu• al ••r coinp•rada con C202> no• ll•v• • l•• r•v1•• d• •um• 

~ CUom> KM -E <Uom>yy 

"' tn 

!. E <Uom>zz 2 

"' 
~ :s C20B> 

d• donde podemos d••pej•r Dnn - ººº •n término& d• una seri• 

ráptdament• convergente. 

Una vez c•lculadas los coe~icientes Dnm debemos resolver la 

Ec. <197> que escribimos como 

<209) 

con 

(210> 
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"" •• o y ln-m 1 s N, par-a· obtener- l• polar-izactón ~m- Podemo• 

ésto ~ácilm•nte notando que l• matr-iz Rnm e• tr-idiavon•l por-

bloque•: 

y 

del tipo 

•on 

o 
o 
o 

bloque• 

tr-:i angular-

) • <211) 

de 

•uper-ior- y tr-t .angul .. ,.. 

r••p•ctiv.amente. Entonces pod•mos h.acar- una eliminación d•l tipo d• 

Gau••-Jor-dán y ••cr-ibir- <209> como•-

•on mAtr-ices 

-"'1 

column• de 

C212> 

Nx 1 cuyos elementos son los 

vector-e• de polar-ización ~n pAr-.a n - Ni, ••• ,Ni+N-1, y donde ~i y µ1 

•• de~inen por- inducción madi.ante 

- -"o Bo• C213> 

- ª1+1 Ai+t <A:t > -1 c1 At+l - C214> 

y .. - r 'i "'o C21~> .. ·- r • A1+1 <A1 > -1 -,.,.1 "'1 C216> 

Aqu:l de~inimo• A • como una mAtr-iz columna de Nx1 CAda uno de cuyoa 

,, 

¡ 
í 

! 
t 



•l•mento• es el camp~ externo ~0 • 

Ahora ••cogemos un número M suficientem•nte grande, de forma 

•1 bulto ·dado por <202> y re•olvemos <212> iterativamente como 

•ivue: 

(217> 

c2te> 

Finalm•nte •valuamos las conductividades sup•rficiales 

<<4•xx >> - - iwa E C<Pn>x <Pb> >< J C219> E;:' 
n 

<<6•yy>> - - i .... E C<Pn>y - <Pb>yl <220> Ey 
n 

<<4•zz >> ~E C<Pn>:z - (pb) z J C221 > Eº· 
z n 

donde a - Q/A es la distancia •ntre planos cristalinos, y con éstas, 

lo• c•mbios en las propiedad•• ópticas de cristales cúbicos debido 

al efecto de campo local en la cercanía de la superfici•. 

En las figuras 7-10 graficamos la polari:zación d• cada plano 

cristalino normalizada .. la pol~ri:zación de Claussius-Mossotti, 

como función del número n del plano cristalino, 

correspondiendo n 1 a la superficie del cristal. Por conveniencia 

visual moatramo!I 1 os · resul t.ados en forma de curvas suaves, aunque 
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debemos recordar que lo Único que tiene siqnificado fisico de estas 

curv•s es •u valer par .. númerc.• n enteres. 

En Fig. 7 ••cogimos un cristal FCC, fijamos un valor de 

la función diel9ctrica d• y 

COfllparamo• la polarización paralela a la superficie para di•tin~as 

cristalinas. Para <110> consideramos las casas de 

polarización a la largo de la dirección CllOl y a lo lar90 de la 

dirección COOllJ para las caras <lOO> y <111> toda• la• direcciones 

d• polarización paralela a la superficie son equivalentes. Notamos 

qua para la car-a <111> la polarización toma prácticamente •u valor 

del bulto de•pués de un solo plana cristalinoJ la polarización para 

la cara <100> es muy parecida a la polarización para la cara <110> 

direcció~ CllOl 

apr-oximadamente 

y 

10 

decae a su valor del bulto en una distancia de 

planos cristalinos, mientras que para la cara 

(110> dirección COOll la polarización no toma •u va.lar del bulto 

par m's que nas alejemos de l·a superficie. Aunque la amplitud de las 

a•cilacianes de la pol ari z ación y la distancia en la que éstas 

decaen depende del valor de la función dieléctrica, la figura 7 

ilustra cómo un cambio de CAr"A cristalina, o inclusa un simple 

cambio en la dirección de polarización, puede producir un cambio 

notable en al comportamiento de la polarización. 

En la Fig. e ilustramos, como en la Fig. 7, la dependencia 

que el comportamiento de la polarización en la cercania de una 

superficie de un cristal FCC tiene en la orientación de ésta. En 

••t• caso graficamos la componente de la polarización normal a la 
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•uper4icia y escogimos el VAlor Ccm - - 5.5. En la Fig. 9 comp•ramos 

•l comportamiento de la pol•riz•ción par•lela • la cara ClOO> da 

d:l•tinto• cri•t•l•• cúbicos P•ra «cm 1.B. Finalmente •n la Fig. 

10 mo•tr•mc• al 

una super4icie 

comportamiento da la polarización en l• carcania da 

<110> de un cristal FCC P•ra distintou valores de 

•cm• ••cogiendo como dirección da pol•rización a la di~acciÓn COOlJ. 

Notamos p.ar.a Algunos v.alores da «cm l• polarización toma su 

valor d•l bulto muy carca da 1.a suparficie miantras que para otros 

valor•• las oscil•~iones d• la polarización no decaen. Queremos 

hacar not.ar 

un• 4unci6n 

que p.ara obtener 

dieléctrica real 

lo• resultados anteriores utilizamos 

por lo que decaimiento o no 

dacaimiento de l.a polarización no está relacionado con la disipactón 

de anergía. 

En .l• Fig. 11 mostramos como función de Ccm y para la cara 

e 110> da un cristal 

<<60'><>< >>/i wa 

FCC, 

para 

las 

el 

conductividades superficiales 

tanto en la normal izadas eje )( orientado 

d:lrección CllOJ como en la dirección COOlJ, y <<6szz>>/iwa para el 

z •n l.a dirección C110J. Recordamos de la• figuras anteriores •.Je 

que para cada dirección de polarización hay valores de Ccm para los 

cuales 

da la 

la polarización no decae al valor de Claussius-Mossotti cerca 

superficie, por lo que las conductividades superficiales no 

••tán bién definidas. En la Fig. 11 graficamos estas conductividades 

solamente en regiones en que están bién de·finidas. Como la distancia 

entre planos cristalinos es del orden de angstroms, para frecuencias 

cercanas al visibla wa/c •• del orden de 10-3 por lo que las 
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cantidades <<AoKK>>/c y <<Aszz>>/c qua aparecen en el cálculo de las 

·propiedades Óptiéas por el método perturbativo <por ajaMplo en la 

Ec. (69)) son del orden da 10-•. El que toda• 1.as 

conductivid.iades superf'iciales se hagan cero en Ccm = 1.0 se debe 

simplemente a que 1• polarizabilid.ad atómica se anula en este caso. 

En las -figuras 12 y 13 mostramos la ref'lectancia di-ferencial 

normalizad• 

e 
<222> 

-a 

calculada con la Ec. <9B>, como -función de la -frecuencia normalizada 

W • w/1o1c> 0 donde es la di-ferencia entra la ref'lectancia de un 

cristal FCC de molécu1as polarizable• puntuales y la re-flectancia 

calculada con las -fórmulas de Fresnel, y donde utilizamos una 

Lorentziana, 

1 + 
.. :,-... =-- i w/ r 

(223> 

para modal.ar la -función dieléctrica macroscópica loe.al. En la Fig. 

12 escogimos una super-ficie <110>, un ángulo de incidencia de 60º y 

la• parámetro• -p-2 .... y wor • 100,, de -forma que la parte 

imaginaria de la -función dieléctrica es despreciable, e>:cepto en un 

intervalo da f'recuenci as muy pequer'ic centrado en . w°'• i. e. el 

•aterial , es poco absorbente. En la Fig. 13 escogimos las mismou 

parámetros, eKceptuanda • la vida medi.a r, la cual escag~mos como _ .. 
1 0 lo cual corresponde a un material opaca que absorbe energía 

en una región muy amplia del espectro. En ambas -figuras notamos que 
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la re-flectancia di-ferencial normalizada alcanza valore• del orden de 

1 y ••yor, lo cual· conduce a re-flectancia• di-farenciales d•I orden 

de Woa/c • 10-~ si wo es cercana al visible. Lo que 

iMport•nte, hay una di-ferencia de este mismo orden de magnitud 

1• re-f lectancia cuando al plano de inciden~ia contiene 

es mas 

entre 

a 1• 

dir•cción C1l0l y la r•-flectancia cuando el plano de incidencia 

conti•n• a la dirección C001l. Esta anisotropáa inducida por la 

pr•••ncia d• la super-ficie en las propiedad•• Ópticas de un cristal 

cúbico, .cuyo interior es isotrópico, podráa ser observada, en 

principio, midiendo los cambios en la re-fl·ectancia mientras giramos 

el cristal •lrededor de la normal a su super-ficie (110>. La 

resolución que se h• podido obtener en e>:perimentos ·de re-flectancia 

di4•r•ncial •• de algunas partes por millón••, mucho mayor que la 

nec•sari• para observar el e-fecto que aquá encontramos. 

nuestra 

Queremos 

teoráa 

h•c•r 

es lOll 

én-fasis en que la predicción importante de 

anisotropáa inducida por la presencia de la 

super-ficie en las propiedades óptic•a de cristales cúbicos, la cual 

estÁ dada por la di-ferencia entre las do• curvas que aparecen 

gra-ficadas tanto en la Fig. 12 como en la Fig. 13. En general el 

límite local de la -función dieléctrica macroscópica en el bulto de 

un cristal cúbico real di-fiere del valor de Claus•ius-Mossotti en 

MÁS de una p•rte en mil, por lo que cada una de las curvas de las 

Figs. 12 y 13 di-fiere de lo que podría ·observarse en un 1n:perimento. 

Sin embargo1 pensamos que la 

corresponder al e>tperimento en 

Clau•sius-Mossotti carr~spanda 

anisotropáa aquá calculada debe 

la misma medida en que l• tea~ía de 

a la -función dieléctrica del bultoJ 
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p. •J· •:l. l• teoría de Cl•u••:l.us-Mo&sott:I. 

di•léctr:l.ca del bulto cor-rect• hasta 

•speramos que l• •n:l.sotropía calculada 

correcta hasta dos ci-fr-as signi-ficativas. 

con 

nos da 

nuestra 

la -función 

t•or{a ••• 

mencionar que la ••tructur• mostrad• •n la Fig. 12 

para w > ..._ no •• -con-fiabl• pues en ••• región 1a polarizac:l.Ón dec•• 

•uv l•nt•ment• a •u v•lor d• Clauss:t.us-Mossott:I.. Para ilustrar ésto 

.a•tramo• •n l.a F:l.g. 14 

Pn,Pb •n la d:l.r•cción 

la part• real de la polar:l.zac:t.ón normalizada 

normal a la super--fic:l.e vs. el número n da 

plano cristalino para una -fr•cu•nc:l.a w 1.4 "'°• Para una vida media 

corta, .._r • 1, la• -fluctuaciones de la polar.ización deca•n 

rápidam•nt• a su valor- d•l bulto por proceso• d• absorción, mi•ntra• 

qu• para una vida media larga, wor - 100, ••t• dacaim:l.•nto es muy 

l•nto. En la siguiente ••cción mostrar•mos cómo calcular- la• 

propiedades Ópticas de cristales aún en e1 caso •n que las 

-fluctuaciones de la polarización no d•ca:l.gan o d•ca:l.gan muy 

l•ntam•nt• hacia al interior del cristal. 
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.3.3 "ªª Al1Á del f!loÍttada P...-turbativa 

En la s•cción anterior obtuvimos algunos resultados para la 

111odificación de l•• funcion•• respuesta en la de 1• 

auperficie de un cristal, y los efectos que dichas modificaciones 

t::t.enen an las propiedades ópticas, ba~o la suposición de que la 

polarización toma su valor del bulto a de 

auparficie muy paque~a comparada con la longitud de onda de la lu:. 

S:ln emb•rgo, y como lo indic• l•s figuras 7, 10 y 14, existen 

ciertos valores d• los cuales ésto no sucede, y la 

pol•riz•ción presenta oscilaciones con una longitud de onda corta y 

qua no decaen con la distancia a la superficie. Para estos valores 

de la polarizabil.id•d el método perturbativo de la sección anterior 

•s inadecuado. En est.a s•cción investigaremos el orig•n de estas 

oscilaciones, la• condiciones para su existencia y los afectos que 

tienen en las propiedades ópticas del cristal. 

Em"pezamos por considerar una onda incidente sobre la 

auperficia de un cristal, con amplitud~º en el plano de incidencia 

Cpola.ri zacián P> • frecuencia w y vector de onda q <Q, •>, q> con 

- Qª + donde q la componente de -q normal a la 

superficie, Y. supusimos que la proyección de -q pa.ral el a a la 

superficie, a= <C, O>, apunta en la dirección x. El momento dipolar 

da lo• Átomos de el m-ésimo-plano depende entonces de la posición 

como 
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C224> 

por 1o qu• 1a contribución del p1ano m a 1a polarización vo1umétric• 

e• 

Pm L •18 -~jm •<~-~Jm> 
j Cm> 

- ~ .. a 
cti+6> -·r e·-ii1·Pm • Cz-z 111 > C22:5> 

donde uti 1 izamos i·a natación introducida en 1 a sección anterior. La 

ecuación qu• resolver ahora es Ec. <189) 0 la cua1 

escribimos co(fto 

~n - r C226> 

donde ~~ - ~º eiqzn es la amp1itud del campo incidente en el n-é5imo 

p1ano 0 y ~nm es la amplitud en el n-ésimo plano del campo eléctrico 

producido por l·as dipolos del m-ésimo plano <quitando al autocampo 

cuando n - m>. 

Par• evaluar ~nm vamos .. considerar por separado cada 

componente da Fourier de la Ec. <22:5>. Salvo una translación por el 

vector el problema ... reduce encentrar el campo 

eléctrico producido par una placa in~initesimal en el plano x-y con 

una corriente super~icial 
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- -:i ... ª F- •" <iS+a> C227> 

E•te pr-ob1•ma •• r-••u•1ve i'Ác:.:ilmente utilizando la i'unc:ión d• Gr-een 

•lectramagnética d•l o empleando condicione• de contorna 

como la• Ec:s. <49> y <49> y la •olución •• 

qcr> .. • r- C22B> 

dan de ... 
.,/(~ - <a+6> ""> C229> 

[ 
~ (Q+G>< >:a ]. cq>,. cou - 2tr:ia C"° P,. ~ <Q+G,. > Pz C2:SO> qn 

<Ei§>y<O:t> - 2tria [ - (Q+Gx > G::li: 
~ Gy Pz 1 <2:S1) qa 

[ <15+a>"" 
1 cq>z cou - 2tria ~ (Q+G,.> P,. + Pz <2:S2> 

qa 
V en donde el •igno super-ior- <ini'er-iar> carre•pande a z >O <z <O>. 

Para obtener 1as Ecs. <2:S0>-<2:S2> supusimos que el vector 

polarización no tiene componente y, la cual ... corr-acto •i a está al 

1o largo de las direcciones principales de los planos cr-istalinos, 

qua es al único casa que voy a cansider-ar-. 

Ahor-a sumamos sabr-e todo• las vectores a de la red 

recf pr-oca y hacemos las tr-anslacianes necesarias par los vector-es 
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~--S:ª -~~.,;. ~11iU 
Pm ) C2:S3) 

donde Qnm proviene da lo• términos con a • o v Rnm d• a1 t•rmino con 

a - º• y ••tÁn dado• para n • m por 

<234) 

<23S) 

ljf' (236) 

C237> 

C23B> 

(239> 

donde de.finimos sgn<z> • 1<-1> si z > o <z < O>. Par-a obtener 

(234>-<236) &UPU•imo• que ~ y Q << a.!. e hici·mos un desarrollo a a 

orden lineal en las pequeñas cantidades wa/c y Qa. También supusimos 

que la simetría de los planos cristalinos es tal que no aparecen 

término& lineales en Q en <234> y <23S>. Esto se cumple para las 

car.as (100>. ( 110) y <111) de los cristales c~bicos, aunque no se 

cumple en general. Notamos que Wnm decae muy rápidamente cuando n se 
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al•Ja de m y representa una interacción coulombiana d• corto alcanc• 

lo• planoa·cristalinoa 0 mientra• que Rnm decae muy lentamente 

o oacila •in decaer y repr•aenta una interacción de largo alcance a 

través del campo "radiado" por los planos cristalinos. 

Loa diagon•l•• de coinciden, al orden de 

aproximación •mpleado 0 con su valor cuando ~ - Q - O dado por Ünm en 

la• Ecs. <199) y <201>. y cumplen la regla de suma (208> a este 

eismo orden de aproximación. par la que tenemos 

-<Wnn>xx <Woo>xx ;.. ~ - 2 E <Wo~> ><>< 3 <240) 
m-1 

-<Wnn>zz <Woo>zz L.!l - 2 E <Wom> zz 3 
<241) 

m-1 

eientras qua los elementos no diagonales de ~nn san 

o <242> 

pues el campo producido por cada dipolo del plano n apunta en z Zn 

a 1~ largo de la dirección z si el dipolo apunta en la dirección z, 

V en el plana >e-y si el dipolo apunta •n la dirección x. 

También tenemos que la reacción de radiación de cada plano está dada 

por 

- 2Wia <244> 
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V 

<Rnn> zx - O • C245> 

A.hora usamos las reglas de suma <240> y <241> para escribir 

1a Ec. <233> como 

E o {(i-r{wº+Rnn_L.Wojll•nm - rwnm} Pm 

donde 

suma •• 

- J 

con 

Únicamente 

un 

re~ + ~~>. C246> 

cero en •1 signo de sumatoria ~ - que la 

sobre la• po&icione• m ocupada• por los plano• 

d.•l cristal. Aqu{ de~inimos 

- ( 4«/3 o ) Wº • • o -B«/3 
C247> 

• introdujimos los c"'mpos 

i!d - ~o + ~ Rnm j!:m • n n C24B> 

111<n 

V 

C249> 

Not,..mos que ~d n es el cAmpo que incide sobre.el n-ésimo plano 

viajando hacia la derech.,. con vector de onda q y es la s<..1ma del 

campo incidente m .. s el campo radiado hacia la derecha por todos los 

planos que se encuentr•n a la izquierda del plano n. De la misma 

manera ~i n .... el c~mpo que incide sabre al n-ésimo plano viajando 

h.aci a la izquierda <Fig. 15). De au de~inicián dada por <24B> y 
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(249) vemos que ¡!d 
" 

y ~A cumplen con las siguientes ecuaciones de 

di-ferencias: 

~~+1 (~~ + Rd j!:") eiqa C2SO> 

~A-1 <~A + ~i ~n> .iq• C2S1 > 

dand• de-finimos 

Rd • 21da e q -Q J -Q Qª/q 
C2S2> 

V 

jii [ q Q J • 2ft'ia 
Q Qª/q 

C2S3> 

La• Ecs. C2SO> y <251> tienen una interpretación muy ••ncilla: la 

anda que incide viajando hacia la derecha <izquierda> •obre un plano 

dado es igual a la onda que incidió en el plano anterior ma• la onda 

radiada por éste hacia la derecha (izquierda> <Fig. 15>. El -factor 

ei qa es simplemen_te para· tom;ar en cuenta el tiempo que tarda 1 a onda 

en llegar de un plano al siguiente. 

Con la introducción de los campos ~~ y ~A hamo• cambiado el 

problema de re .. olver la Ec. (233>, la cual contiene términos de 

interacción de muy largo alcance ~nm• a resolver el sistema de 

ecuaciones acopla das de di -f erenc i as < 241!» • < 2:SO > y < 251 > donde sÓl o 

la• interacciónes de corto alcance que se pueden 

truncar despué• de N vecinos. donde N e5 un número peque~o. Las 

:interacciones a través "del campo de radi~ción aparecen en las Ecs. 
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(250> y (2!51 > como interacciones con vecinos próximos únicamente. 

Not•mos qua el campo externo ~º ya no •parece e>:pl:Ícitamente en esta 

4ormulacién, lo cual e5tÁ relacionado con el teorem• de extinción de 

En el bulto del cristal las soluciones de <246) • (250> Y. 

<251> son, de acuerdo al teorema da Bloch, da la 4orma 

l!d .. 
l!,\ .., l!tc ei km.a 

Su•tituyendo C254> en C24b> obtenemos 

donde 

1 

l + Y llCcm 

en donde do4inimo• 

A • -:2fti aq llCcm • 

B • -2fti• Qª ~ 
q «cm -Ck • 2l1Ccm ~ CWom> >CK ( l - CDS mka ) 'O 

·maal 

-113-
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(2!54> 

<255) 

(256) 

C257> 

(258> 

(259) 



-Dk • 2 ~ L <Wom>:z <1 - cos mica > 
Ccm m•l 

<260> 

V -Fk • -21l1Ccm L <Wom>xz ••n mka • <261) 
1n-1 

Hu1ttplicamos 1• Ec. <2SS> por Rkt para dasp•Jar ~k obteniando 

dan da 

V 

[ 
Ccm"<t+B+Dk> 
-Fk 

<262> 

C26:S> 

-Fk ) 
1+A+Ck 

(264> 

Ahora sustituímos <2S4> y <262> en <2~0> y <2S1> obteniando 

un sistema da dos ecuaciones acopladas homogéneas en ~~ y ~~ que 

••cr:lb:lmos como 

CcmCACl+D>-B<l+C)Jeiqa E~ - O, (26~) 

CcmCAC1+D>-B<l+C>l•:lqa E~+ 

A .-tk•} E~ - O , (266> 

donde omitimos el subíndice k p.ara ai mpl i -ficar la notación y 

utilizamos el hecho da qua ~d y ~i cumplen con la lay de Gauss en el 

--B4--



:S Campa Local 

vacio: 

C267> 

C26B> 

para eliminar a las componentes z de los campos. 

La condición para t~ner soluciones no triviales del sistema 

de ecuaciones (26:5>-<266) •• relación de dispersión que debe 

obedecer el vector da onda k, y es 

(•eme< l+C> < l+D> +AB:J-F'"' Jeas qa -

iCcmCA<l+D>+B<l+C>:Jsin qa C269> 

que es una ecuación par en Q, q y I<. La razón entre los campos 

propagÁndose a la izquie~da y a la derecha se obtiene de <265> y es 

La 

MDatraremos 

•cmC<l+C> <1+D>-AB:J-F 2 -2QAF/q-A ei<k-q>a 

•cm CA< l+D> -B < l+C> J 
<270) 

relación de dispersión <269) tiene 4N+2 soluciones como 

a ·continuación en el caso Q, q v ~ << G y ~- ~rimero 

buacamos l•us soluciones de longitud de onda larga k"" " ~ e>:pandiendo 

(269) hasta aegundo orden en la• peque~as cantidades Qa, qa, k""a y 

_./e obteniendo la relación de dispersión usual 
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C271 > 

correcta a primer orden en Qa 0 qa y wa/c. La Ec. <271> •• cu•drática 

en y tiene dos soluciones que corresponden a ond•• que se 

propagan en promedio a la derecha y a la izquierda con una velocidad 

de fase v - c/n donde n - ~ecm es el Índice de refr•cción. Si ahora 

exp•ndemos <270> hasta primer orden obtenemos que l• razón entre los 

campos propagándose a la izquierda y a la derecha está dada por el 

coeficiente de reflexión de Fresnal mas una peque~• corrección: 

Ei 
X 

Ed 
X 

C272> 

Si ignoramos las demás soluciones de <269>, lo cual equivale 

lo• efectos de la interacción de corto alcance entre 

planos cristalinos pero sin violar las reglas de suma <240> y <241>. 

podemos obtener de (271> y <272> una explicación sencilla de las 

propiedades ópticas elementales de medios cristalinos••. Por 

ejemplo, la ecuación (272) nos dice que la onda reflejada en la 

superficie de un cristal no es simplemente producida. por los átomoa 

de la superficie, sino que e>:iste propagándose hacia la izquierda 

entre cada par de planos en el interior del cristal. Sin embargo lo 

que se observa dentro del cristal es el campo macroscópico que es el 

promedio de el cual se propaga. .con vector de onda <O, o, 

ésta es la onda transmitida. Las amplitudes de reflexión y de 

transmisión obtenidas a partir de <272) coinciden con las 

expresiones de Fresnel para un medio local y homogéneo con función 

dieléctrica ecm• El efecto da la pequ~ña corrección ikºa consiste en 

colocar a la superficie nominal de dicho medio local a una distancia. 
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~ a~uera de los planos cristalinos de los extremo• del crietal. 

Adem.ie da la solución kº de la relación de dispersión <269> 

eKi•ten soluciones k' y k• d• longitud de onda corta que ee obtienen 

expandiendo hasta orden cero en y -/e: y que cumplen 

-1 + ck' 1 + 2 "cm E <Wom> XX <1-cos mk'a> - o <273> 
m-1 

V 

!sm -1 + ok• - 1 + 2 E <Wom> zz <1-cos mk•a> o. <274> 
Ccm m=-1 

Para esta• soluciones las r•zones entre los campos qua •• propagan 

haci• l• izquierda y hacia l• derecha son 

_ eik' .a <27:5) 

V 

(276) 

Si truncamos la i nteracci Ón de corto alcance .a N planos 

vecinos, los miembros izquierdos de las relaciones de dispersión 

<273> y <274) se pueden escribir como polinomios de orden 2N en 
eik'a y eik•a con N parejas de ceros de la ~arma Ck, -k> cada una, 

que junto con las dos soluciones da <271) constituyen las 4N+2 

soluciones de la relación de dispersiá,.; (269). En el cristal 

in~inito estos 4N+2 modos; son independientes entre •Í y las 
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amplitudes de una •• determinan por 1•• candi e: i anas da 

contorna. Dap•ndiando del valor de •cm• algunos o ninguna d• los 4N 

Modos da longitud de anda carta se pueda propagar, i.a. puede haber 

o ninguna solución da la• Ecs. <273> y <274>. En la 

tabla 2 mostramos el número da modas que se propagan en distintas 

regiona• de •cm para di•tinta• cara• de distintos cristal•• cúbicas. 

Pre.-ncia da la Super-fici• 

Los campos <254> cumplen con las ecuaciones <246> para los 

planos n • una distancia la super-fici• 

producto del número N da interaccionas da corto alcanc• na nulas por 

la distancia entra planos •• paro no cumplen can ésta• p•r• las 

planos cercanas .... la super-ficie. Sin embargo vamos a buscar una 

solución da ••tas ecuaciones en -forma da una superposición de las 

modos normal•• del bulto: 

-,. .. E i!k eikma 

k 

@d 
m E ~~ eikma <277) 

k 

@i 
m E ~~ aikma 

k 
donde la suma e• sobra las 4N+2 solucionas k de la relación de 

dispersión (269). y los campo5 ~k• ~~ Y ~~ cumplan con las Ecs. 

(262) y (270>. Entonc:e5 las ecuaciones (246> se cumplen 

automáticamente para todos lo& planas lejanos de la super4icie. La 

condición de que también se cumplan estas ecuaciones para los planos 

car canos a la super-fici e son las condiciones de contorno que 

-·ea-



:S Campo Loca1 

permitirán encontrar. las amplitudes J!'k• ~~ y ~~-

Por •jemplo, consideremos una placa cristalina de ancho Ma 

cuyos planos cristalinos ocupan las posiciones z •a, 2a, ••• Ma, y 

la que incide una onda electromagnética ~º <Fig. 16>. Las 

condicionas de contorno son: <1> qua el campo incidente sea ~º 

C:Z7B> 

C2> que no haya campo incidente desde la de·recha 

C:Z79> 

v (3) que se cumpla <246> carca de la superficie 

~ º {(i-r(w0 +Rnn-:E:'w0 j))&nm - rwnm} Pm 
m J 

n - 1,.· 2. N, 1'1-N+l • -. - ,. M-1, M. C2BO> 

Podemos simpl i-F icar esta Última ecuación notando que la 

superposición <277> cumple automáticamente con 

~ {(i-r(w0 +Rnn-:E:'w0 J))•nm-rwnm}Pm <281.> 
m J 

que difiere de <280> en que.la suma sobre mes libre y m puede tomar 

valores a-Fuera del cristal. Restando <2B1> de <280) obtenemos 
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etc~ 

que nos lleva a expresar las condiciones de contorno como 

~m • E ~k •ikma • o, 
k 

<282) 

Debido a las Ecs. <262>, <267>, <26B> y <270>, en <277> •Ólo 

hay 4N+2 cantidades independientes, por ejemplo las amplitudes <E~>M 

par-a lo• 4N+2 vectores d• onda k. Por otro lado, las Ecs. <279>, 

C2BO> y <2B2> son 4N+2 condicionas de contorno: 1 da la componente >: 

d• C27B>, l d• J.a componente :< de <279> <las componentes z na son 

independientes debido a <267> y C26B> >, 2N de la componente >< de 

C2B2> y la& otras 2N de su componente z. El probl.ema está entonces 

total.mente determinado; las 4N+2 condiciones de contorno determinan 

• J.as 4N+2 amplitudes ~t con las que podemos calcular ~~. ~k• el 

campo eléctrico y la polarización en todo el interior del cristal y 

todas las propiedades 

re-flejada es 

~rcz> - ~ .-iqz 

V la onda transmitida es 

Ópticas de 

E ~t,, .-:1.qz 
k 

~t<z> - ~A+i •iq<:-<M+l>a> 

-90-
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C284> 

de •uperficie se obtienen haciendo ~o - o y pidiendo que 

de ecuaciones homogéneas que resulta d• la• condiciones 

da contorno tenga soluciones distintas de la trivial. 

Si el criatal •• •amiinfinito las condiciones de contorno·se 

•odi4ican ligeramente y son 

que 

C28t5> 

~- • L ~k·eikma _o, 
k 

m • -N+l, .... º· C2B4!» 

son sólo 2N+1 ecuaciones, mas la exigencia de que todas las 

onda• decaigan o se propaguen an promedio hacia la derecha: 

~k • O •i Im<k> < O o si 
ImCk) - O y Re<k> < O. (287>. 

qua san las 2N+1 condiciones ra•tantes. 

Ahora podemos entender el origen de las oscilaciones 

mencionadas al principio de asta sección. Para algunos valores de 

no e><i•ta solución rºaal de las relacionas de dispersión (:!73> y 

(274.> por lo qLte la contribución de los modos de longitud de onda 

corta pol ari :z ación dec•en rápidamente al alejarnos de la 

" •uperficie. La polari:zación converge entonces rápidamente a su valor 

da longitud de cnd.a larga en el bulto dada por la relación de 

Cl.aussius-Mcssotti <202>. correct.a hasta orden lineal en wa/c. Sin 
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•wisten VAlores p.ar.a los cuales hay soluciones 

r•ales las relaciones <273) y (274>. ••tos CASO& la 

polariz.ación presenta f'luctuaciones .alrededor de &U valor de 

Claussius-Mossotti la• cu.ale• no al ale.;t.arnas de l• 

suparf' i c i a. La amplitud da ••tas oscilaciones está det•rmin.ada por 

la• condiciones da contorno. 

3.4 Resu1tados 

ahor,a calcul.ar l.a ref'lactancia para distintos 

crtst.ales, car-a• y polariz.aciones. par ••cr.ibir las 

condiciones da contorna <2BS> y <2B6> coma la ecuación m.atricial 

H • _ •inc (288> 

donde E es un vector columna cuyos 2N+l elementos san <E~o>x• CE~¡>w 

y <E~r>x y donde ki y ki son todas l.as solucione& d• las relacione• 

d• dispersión (273> y <274> can&i•tentes con (287>; Binc es un 

vector columna cuyo primer elemento es el campo incidente <Einc> >< y 

cuyas demás elementos son nulasJ y la m.atriz M •• obtiene 

sustituyendo <267>. (268>, (272>. <27:5) y <276) •n (262). 

sustituyendo el resultada en <2B6> y utilizand.o las ral.aciones de 

di sp.ersi ón. Para simplif'icar l.a notación omitir-amos en adelante el 

subíndice x y al super-Índice i. Ahora realizamos un desarrollo de la 

Ec. (208> en potencias de la pequei'la ca.ntidad wa/c obteniendo 

donde 2•
0

• es un vector- column.a cuyos el•mentos sen 

' 
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••o• E CC:.Ji •smq-kº Einc - kº 1 •cmq+I<;º 
<2"10> 

•i'"º - º• i-2. ... , 2N+1 9 <291) 

1as elementos de Meo• san 

" .•. 11 
...... q+kº 

Ccmq-kº 
<292> 

" .•. 1.J --tkj• .J 2. N+1 9 (293) 

Meo• 
1.J 

e-ikj• .J N+2 9 2N+1• <294> 

" ... i .J e l-•-i leja> •i kjm1 ª• 
1-2 ••••• N+1. j•2 •••• • N+l. C29S> 

" ... i .J 
ci-e-ilcja> •'kjm1 a. 

i -N+2 •••• • 2N+1. j-=N+2• ••.• .2N+1• <296) 

"CO• 
i .J o en otros casos, (297> 

y lo& elementos de M•a• son 

..... 
nt 1 

.. •a• 

.-01 1 

Csmq+k°" 

•c,..q-kº 

Q 

C29B> 

i•2, ••• ,N+1,. <299) 

- i -=N+2, ,2N+l • <300) 

Las · elementos de M"ª" no son importantes aquí debido a 

(291). Para c .. da valor de j en las Ecs. <293) y C29S>, kj toma un 

v.alor de entre sus N posibles valoresJ lo mismo hace kl en las Ecs. 

C294> y C296). De la misma ~arma, par.,. cada v.,.lor de i en las Ecs. 

C29S> y <296) m1 toma uno de sus posibles valores -N+l, ••• ,o. 
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Notamos que podemos escribir la Ec. <289> cama tres sistemas 

d• ecuaciones que son 

E 
••• 
kº 

<l-e-ik,ja> 

<1---ik.Jª> 

E 
e a• 
k' ,j 

Csmq-lc:º 

«cmq+kº 

E • a• 
k' j 

~-ik•a E•a•J - ¿;_• ,j ,_. 

k
• ',j 
j 

La simplicidad de los coe~icientes d• E 
.... 
k' ,j 

C:SOI> 

C:S02> 

(303> 

nas p•rmite hallar 

1• saluc:ián de ·lo• sistemas da Ecs. (301> y <302> en ~arma cerrada 

obteniendo 

- - iq• 
«cm - 1 kº 

1-e-ikla «cmq-kº 

1 - .-u:_; 
(304> 

.. ieta 
«cm - 1 Q 

1 _.-1 kia «cmq-I<º 

1 - --:U.:j 
C30l5> 
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donde utilizamos la letra n para denotar productos. Finalmente 

su&tituímos (304) y (305) an (303) y en <2B3> para obtener la 

dt4erencia a primer orden en wa/c entre la re4lectancia del cristal 

de dipolos puntuales y la re4lectancia de un medio local homogáneo: 

E
• & • 

k• i 
} 

+ 

C:S06> 

s. puede demostrar que l.as Ecs. <303>-c·3o6) eqÜivalen .a las Ecs. 

C9B> y (219)-<221> en al e.aso de que l.a polarización decaiga 

su4icientemente r.ápido a su valor- d•l bulto·p.ara que el método 

perturbativo uti 1 izado en la sección anterior- sea vÁlido, i.e. 

cuando todo& los vectores k' y tienen una parte imaginaria 

grande. 

En las 4iguras 17-24 mostramos la re4lectancia dt4er-encial 

<222> como 4unción de la 4recuencia normaliz•da w/wo 

utilizando el modelo (223) de la función dieléctrica Ccm• para 

distintos ángulos de incidencia, tiempos de relajamiento y cara 

cristalina. Ob&ervamo• que con4orme disminuye el tiempo de 

relajamiento los picos de r-e4lectancia di4er-encial disminuyen en 

altura y aumentan en ancho, pero en todos las casos san de orden 

Woal'c. De acuerdo con la discusión al 4inal de la sección anterior, 

las gr-á4icas mostradas en la Fig. 22 coinciden exactamente con las 

gr-á4icas de la Fig. 13 0 y las de la Fig. 20 coinciden con las de la 

Fig. 12 en la región w < wo en la que estas Últimas sen v~lidas. En 

la Fig. 23 mostramos como la re4lectancia cambia también al iluminar-
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:::s Ca•po Lcx:.al. 

distinta& caras cristalinas. 

Por Último, con la Fig. 24 ilustramos la contribución de los 

modos que se propagan a l.a re4lectancia di4erencial en cristal.es 

tr•nsparentes. 

sistema 

energía 

no puede 

la onda 

4recuencias;; 4uera 

disip.ar energía y 

re4lejada 

de 

l• 

l• región ~ • wo• el 

Únic.a 4orma da restarle 

hacia el interior del cristal. 

la 4iQura 24 las regiones en 

distintos modos. 

es excitando modos que •• propaguen 

Basado& en la tabla 2 indicamos sobre 

4racuencia. en que pueden existir los 

Para 4racuenci as en la región A existe un modo que se 

propaga cuya polarización apunta en la dirección CllOJ. Con4orme nos 

acercamos al axtremo de esta región <w • 1.3 wo> la re4lectancia 

d:l4erenc:lal tiende a cero cuando E,. 11 CllOJ, tanto para incidencia 

normal 

empieza 

como para incidencia no normal. En donde termina la región A 

cual existe un modo polarizado en la la región B en la 

dirección normal a la super4icie. Bajo incidencia normal no se puede 

excitar este modo por lo que l.a re4lectancia di4erencial permanece 

en cero. Para i nci denci a no normal sí se puede e>:ci tar este modo y 

la re4lectancia di4erencial se vuelve a separar de cero. 

Para 

polarizado 

W ~ 1. 95 Woo 

polarizados 

anisotropía 

4recuenci as en la región B tambi~n existe un modo 

en 

en 

en 

la 

Como 

la 

l.a 

dirección COOlJ, el cual no existe a 4recuencins 

para estas -frecuencias no e>: i.-ten modos 

dirección C001J ni en la dirección CllOJ. la 

re4lectancia di4erencial desaparece tanto para 
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3 Ca•po Local 

incidencia normal como para incidencia no normal. 

En resumen, en este capítulo obtuvimos las propiedades 

Ópticas 

tom<11ndo 

de cristales -formados por átomos pol•rizables puntuales 

en cuenta las variaciones del campo local •n la cercanía da 

la super-oficie. ésto utilizamos 

capítulo 

dos métodos: el método 

p•rturbat i va 

polarización 

desarrollado 

toma 

en 2 qua as válido cuando la 

llHÍttodo b•u••do 

su valor del bulto cerca de la super-oficie, y un 

en una superposición de modos del bulto que 

la aecci~n 3.3, •l cual ea vÁlido aún cuando la 

decae a su valor del bulto cerca de la su~er-f icie, pol .arización no 

pero que sólo as aplic•ble 

resultados 

inducida 

obteni~os incluyen 

por la presencia da 

da cristales cúbicos, óptic•s 

•l modelo de átomos puntuales. Los 

la predicción de una anisotropía 

la super-oficie en ~as propiedades 

los cuales son isotrópicos en su 

interior. Esta anisotropía podría observarse utilizando las técnicas 

actuales da re-flectancia di-ferencial. Para poder llevar • c•bo este 

tipo de c.álculos en cristales para los cuales al modelo de átomos 

puntu.ales es 

un -formalismo 

cri•tales • 

inaplicable, en el siguiente capítulo desarrollaremos 

general 

partir 

para el cálculo de las propiedades Ópticas de 

da su respuesta dieléctric• microscópica, sin 

recurrir a ningún modelo especí-f ico de ésta. 



4 Kás allá d•l •odelo dm áto-.os puntuales 

En el cap:i'.t:ulo anteriór obt:uvi mos los e-fect:os que la 

pre ... encia de la super-ficie t:iene en las propi~dadea Ópt:icas de un 

crist:al suponiendo que ést:e está formado por át:amos polarizables 

puntuales. En capít:ulo vamos desarrol 1 ar un -forma 1 i nmo 

general para el cálculo de est:o& efect:o& en un crist:al caract:erizado 

por una función dieléctrica microscópica e<~.~·> la cual se obtiene 

en principio resolviendo el problema cu~ntico de la respuest:a a una 

onda electromagnét.ica de un conjunto de electrones que se mueven en 

el potencial periódico del crista1••. Para ésto primero discut:iremos 

la forma que toma la respuesta dieléctrica microscópica en 

Después haremos una definicíón ·precisa de los campos 

macroscópicos en •l int:erior de el cristal· y encont:raremos 

expresiones para la respuesta dieléctrica macroscópica tanto en el 

bulto e amo en la cercanía de la superficie del cristal. Por Último 

indicaremos cómo ut:ilizar dicha respuest:a macroscópica para el 

c~lculo de propiedades ó~ticas utilizando el formalismo perturbativo 

desarrollado en el capítulo 2. 

Funciones respuesta de un cristal 

En est:a sección se obt:ienen distintas -formtas p,;ara la& 

-funciones respúesta y las ecuaciones constitutivas en cristales. 

Para ser concretos trabajaremos Únicamente con los campos ~ y i$ y 

con la ecuación constitutiva i$ = e ~. aunque los resultados pueden 

aplicarse a todos los campos de interés en un cristal, por ejemplo a 

• .J • y a todas las ecuaciones constitutivas, por 
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4 ttás A11á d•l rtadelo ••• 

etc. Queremos hacer notar que la• ecuaciones de Ma>:wel l 

en material es no bastan par-a darle un •igni-fic.-.do -físico al 

despla~amiento eléctrico. i.e. ewisten múltiples -formas de de-finir d 

consistentes con dichas ecuacionesªºº· Usualmente se piensa en a 
como la suma de el campo •léctrico promedio mas 4ft multiplicado por 

el promedio de el momento dipolar por unidad de volumen, por lo qu• 

•e suele considerar que el desplazamiento eléctrico tsolam•nte tiene 

sentido en una teoría macroscópica. Sin embargo eKisten de-f iniciones 

d• 8 consistentes con las ecuaciones de Maxwell y que tienen •entido 

en teor!as microscópicas•ª, por ejemplo 

donde as el campo eléctrico microscópico y 1 •• el valor 

microscópico de la corriente interna en el material y se supone que 

la• cargas internas se conservan y que la densidad de carga inicial 

•• idénticamente cero. En este capítulo supondremos que d tiene un 

signi-f icado microscópico de este tipo. 

Crista1" in-finito 

Consideremos primero 

dieléctrica microscópica 

microscópicos i$ (~) con 

di-fwrenci a ~-~· como 

- --e (r, r• 

i! (~' ) 

lo hoilrÍ a 

un cristal in-finito. L.a -función 

que relaciona entre sí a los campos 

no depende e>:clusivamente de la 

en un medio homogéneo, sino que 

depende por separado de ~ y de ~· Sin embargo, la periodicidad del 
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4 Has Allá d•l l'lad•lo 

cri•tal implica que todas las propiedades de éste, y por lo tanto 

C<;!.;!°-• > • perm•necen invariantes si le desplazamos una dist.ancia - ~. 

donde es cualquier vector- de la red cristalina. Desplazar el 

cristal una distancia •• equivalente a desplazar el punto de 

observaci Ón 
.. ,.. y -· punto da axcit.ación ~· si mul t.áneamente 

aRadiéndoles el vector- ~. por- lo que tenemos la simetría 

Notamos 

C_c~+R. ~· +R> -.... qua c<r-, .- '> 

Es -f.9.cil 

(307> 

no •• periódica en ~ ni en por separ.ado. 

ver- que •l operador dieléctrico e conmuta con las 

translaciones por- vector-es de la red ~- Por.ésto es conveniente 

expresar a los campas en términos de ondas de Bloch, mediante 

donde 

todos 

ee una 

es 

los 

<2n>"' 

.... 
-iq•r-. C30B> 

el volumen de la celda unitaria, la integral es sobre 

vector-es da onda en la primera zona de Br-illouin, ~<q,~> 

- .. -función periódica de eiq·r es eigenfunción de 

todos los operador-es ~~ con eigenvalores eiq·R. La ecuación <30B> se 

puede invertir- par-a obtener- las -funciones reducidas 

9 -iq· <~+R> (309) 
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cama demostr•mos a continuación: 

dende 

¡:::: E<;!°+R> 

uti1izamos 

.... 
•iq·R 

.-i q. <F!+it> 

Ec. CSOB> • 

(2ft)"" .. 
A a<q> • 

.... ~ l= •i (q'-q) •FC 

C310> 

Vamos .. .ahor.a la ~unción repuesta que relaciona 

•ntre sí .. 1os campos reducidos 

•cuacién material en el espacio real 

Empez.amos por escribir 

·- -E<r' >. 

- ....... e:<r+R,r' --E<r' 

- ........ e:<r+R,.r' 

- ----i q • (r+R> 

--E<q' 

__ , Cq. (;!+R> -q' .;!• J. 
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• 

donde usamos (311) 

·como una suma de 

~··~· en lugar de 

4 "Á• A11Á d•1 ftade1o ••• 

y (30B>. Ahora escribimos l.a integral sobre~· 

integrales sobre la celda unitaria sustituyendo 

... 
r • par.a obtener, utilizando la periodicidad de 

l= ~-·- .. -¿__ e<r+R,r'+R') 
R' 

.-i tq. <~+R> -q' . e;:!'• +R' > J • 
que reescribimos usando la simetría <307> -de e como 

.-i Cq. (~+R•) -q' -~· .-i <q-q' > ·R' 

donde R• • R - R'. Podemos evaluar la suma sobre R' y 1a integral 

sobre q' inmediatamente utilizando la identidad <310> p.ara obtener 

4inalmente 

(312> 

donde 

<:S 13 > 

es una 4unciÓn periódica tanto de~ como de~·. es decir 

- ........ + .. c<q,.r,.r' > <:SI 4 > 
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para todos los vectores ~ de l• red. 

Notamos en <312> que 0 tal como 

in-finit:o 0 el pseudomomento q de las ondas de Bloch es una cantidad 

i. e. la respuesta diel9ctrica no·m•zcla -funciones de 

Bloch con vect:oras de onda en la primera zona de Brillouin q y q' 
distintos. La ecuación constituti-va <::S12) es una simplif'icación de 

la ecuación inicial (311> pues •i bien 0 en ambas aparece una 

integral sobre la posición 

mientras que 

... 
r • 

en 

en (311 > esa integral es sobre todo 

(312> la tnt:egral es sobre la celda 

unttarta· solamente. Esta simpli-ficación es.análoga a .la que se da en 

un medio in-finito y homogéneo, en el que una transformada de Fourier 

lleva de <311> • una ecuación algebráica. 

También notamog que un cambio en el vector de onda de q a 

q+it donde es cualquier vector da la red recíproca definida 

1, <::SU5> 

•• equivalente .a un simple cambio de -fase --i ¡(. <~-~· ) en la 

r-espuesta (31::S> - Por lo tanto toda la información física sobre la 

r-•spuesta dieléctrica de un cristal está en 
.. 

con q en la 

pr-imer• zona de Bri l louin 0 y 
.. 
r y ~· en la celda unitaria, como 

podemos mostrar explícitamente invirtiendo la ecuación <313>, 
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< 2n>'"' 
- ........... 
~<q~r,r' •i q. <;!'+R-;!'• -R' > 

C::S16> 

La demostración de <::S16> &B ~náloga a la demostración de (309>. 

A primera vista podría parecer sorprendente qu• e dependa 

•imult.neamente de un vector da onda y de la posición, .Puesto que en 

principio e d•be obtenerse de un cÁlculo cuántico, y lo• operadores 

cuánticos momento y posición no conmutan entre sí. Sin embargo 

podemos pens.-ar an el momento q restringido .-a 1.-a primera zona de 

Bri l louin, y en las posi.ciones -r y ;!'• restrin~idas a una celda 

unitaria, en términos de lo~ eiganvalores eiq·R, 
.. ... ... .. 

• -iK·r y .-iK·r' de 

operadores ~~ y ~~ que tr.-ansladan al sistema por vectores de la 

red y que cambian &U momento por vectores de la red recíproc.-a 

respectivamente. Se puede comprobar que todos los operadores ~~ 

conmut.-an con todos los operadores ~Ksos. 

Como lo• campos ft(q,~) y S<q,~> tienen la periodicidad de la 

red cristalina, pueden 

4orma 

donde 

~cq.~> - ~ ~K<q> 
K 

de&arrol lar se 

.. -•iK·r, 

li Id"";! E<q. ~> ---il< ·r . . 
o 

--104--
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Ahora vamos a encontrar- la función respuesta qua relaciona entre si 

los 

escribir-

coeficientes de Four-ier 

1 J - iS - - --i~-~ ii d'"'r <q,r-> 
. o 

........ .:., 
~{q,r,r-

con tmpezamos por-

ÉK• <q> 

la ecuaci6n material <312> y la •cuacián <::!-18>. 

-Realizando las integrales sobra ,... y -r· obtenemos 

(319> 

-donde definimos los coeficientes de Four-ier de e mediante 

•KK· ,q> • ~ Jd3~!d3~· e,q.~,~·, .-i<~-~-~· -~· 
o o 

(320) 

Debido 
....... ~ 

a la periodicidad de e<q,r-,r') podemos invertir la Ec. (320) 

obteniendo 

<321) 

tenerlos como referencia, escribimos también los coefic~entes 

de Fouri er de los campos, ~~<q>, y de la respuesta dieléctrica, 
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cKit• <q> • en términos d• l• representación usual de lo• c•mpom y la 

i!¡t<q> 1 I: .. ~ ~ l<~+R> .-i <q+K> <;!:+R> 
Q (322) 

i! <;!:> Q 
Id"'q ~ EK<q> 

.... .. 
•i<q+K> ·r 

<2•>"" • 
o K 

(323> 

ckK' <q> 
1 ¡d .. ~Id"'~· i=- ...... Q c<r+R,r'> 

o o 

.-tc<q+K> ·<~+R>-<q+K'> • ;!'. :J 
• <324> 

eiC<q+K> ·<~+R>-<q+K'> -~·J. <325) 

y en términos da las transformadas de Fourier usuales de étst:os~ 

i!cq+K> 

donde dei'inimos 

¡! Cp> -.. E<r> 

y 

Vemos que así 

.... 
.-ip•r 

como en 

(326> 

<327> 

C32B> 

.-i <P .;!'-P· .-::· <329> 

un medio homogéneo la respuesta 

dieléctrica está caracterizada por una función que a cada vector de 
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4 .... All. d•l t1ad•lo ••• 

.. 
q le un t:ensor c<q>, en un 

di eléctrica est~ caracterizadd pcr una ~unci6n que a cada vect:or de 

onda en· la primera zen~ de Brillouin le asocia una mat:riz in~inita 

cuyo• indices son todos l C>S vec:tcras ~ y ~· en la red 

recíproca, y cada uno de cuyos elementos es un tensor que actúa en 

el espacio tridimensional. Si sobre un cristal incide una onda 

electromagnética ccn vector de anda p, ésta se acopla mediante lo• 

- .. elementos no diagonales de e~~· <q> • dende p • q+~'• a t:odas las 

onda• cuyo vector de onda -- .. q+K di~iera de p por un vector K-K• de l• 

red recíproca. Debido a las inhomcgenaidade• ~icroscópicas de un 

cristal, el momento p no se conserva, pero debido a la periodicidad 

sólo se acoplan entre sí ondas cuyos momentos di~ieren por vectores-

de la red recíproca. 

Si el cristal es ~inito, la simetría <307> se rompe por la 

presencia de la super~icie del cristal. Vamos a generalizar los 

resultados anteriores al caso de un cristal cuya periodicidad se vé 

rata en la direcci6n z por una super~icie paralela al plano H-y, 

pero que conserva una . periodicidad bidimensional a le largo del 

plano K-y. En lugar de (307>, ahora tenemos 

donde 

... + +, ... ecr.+x.z,.r.+X,.z - .. .. e<r.IJz,.r:..:•) p (330> 

-r. y ~~ son las proyecciones de les vectores de posición ~ y 
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4 H.Íls Allá del ttadelo 

~· sobre la superficie del cristal, z y z' son l•s compon•ntes de r 

V -;: . normal e• .. l• s_uP.er_ficie,_ y 3t es cualquier vector de la __ rad 

bidimensional que caracteriz.a la periodicidad a lo largo da l.a 

superficie. La relación entre red bidimensional <~> y la red 

tridimensional <~> que caracteriza a la periodicidad en el interior 

del cristal será discutida mas adelante. 

Us.ando la simetría (330> podemos hacer un desarrollo an•logo 

al que nos llevé de simetr:í a <307> a las Ecs. <30B>-<329>. 

Omi t: iremos la mayor parte de las demostraciones por ser éstas muy 

similares las que realizamos en el caso de periodicidad en tres 

dimensiones. Empezamos por expresar los campos en términos de 

ondas de Bloch en dos dimensiones: 

c2:>2 Jdzo E<a.~ •• => •iª·~ .. 
o 

(331) 

donde A es el área de la celda unitaria bidimensional, la integral 

•• •obre todos los vectores da onda bidimensionales a en la primera 

zona bidimensional de 

periódica de .. 
r .• dada por 

Bri l louin, y 

.-10. <;!.+X> 

como se puede mostrar usando la identidad 

--1oe--

es un.a función 

(332> 



(2f0 ª -A & (Q) • C:S:S:S) 

La ecuación material (311) •e puede ••cribir como una. 

relac:t.ón entre l C:l!I campos reducidos 

4orma 

iS ciS.~ •• z > 
.. .. .... ... 
c<Q9r •• z,.r-:. 11 z• > 

~ci5. ;!'. • "z • >. C:S:S4 > 

•n donde la integral sobre ee realiza sobre una celda unitaria 

bidimensional, y 

.. ... ... ... 1 e<r.+x,.z,.r-.,.z 

C:S:S~> 

•• una 4unci6n periódica tanto de 
.. 
r. como de -. r. • es decir 

- CciS.~ •• z.;!':.,.z=• > C:S:S6> 

para todos los vectores~ de la red bidimensional. 

La red recíproca bidimensional ca> está de4inida mediante 

1. C:S::S7> 
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4 ttÁ• A11Á de1 t1odelo 

Cu•ndo l• periodicidad .a lo l.ar-go de la super-ficie no depende de l"• 

di&t.ancia a ésta, como suceder!a en el caso de una super-ficie limpia 

ausenci• de reconstrucción, l• red recíproca bidimensional <n> 

está -formada por l• proyección sobre el plano ><-y de la red 

recíproc.a tridimensional <~>. i.e. 

<lb (338) 

inastr.ar ésto consideremos cu.alquier -función V<~> que t•nga la 

per-iodi~id.ad del bulto: 

VC~> 

vc-;; •• z> 

-.. ei K ·r • 

L ( ~ vK.Kz 
R. Kz 

1 <:S:S9> 

donde par.a c•d• vector ~. que sea l.a proyección en el pl•no x-y de 

algún vector ~· de 1.a red recíproca, sumamos sobre todo• los valores 

de Kz distintos que sean l.a componente z de .algun vector ~ • <~ •• Kz> 

de la red recíproca. Podemos escribir (339> como 

V( •r •• z> ~··- < > .t.K.-~ •• - ~ "K• z 
K. 

C:S40> 

donde 

C:S41 > 

Si el plano x-y coincide con un pl.ano cristalino, al 

-110--



4 Hás Allá del Hcxlelo 

conjunto ea una red discreta y la Ec. (340> muestra cómo esta 

red determina la periodicidad a lo largo de x-y en el bulto. La red 

bidimensional e•> se puede obtener ahora como la red recíproca de la 

red recíproca Notamos que Cit> <~.> en general. 

Si debido una reconstrucción de la super4icie, o a la 

periodicidad del •istama car.ca de la presencia de •dsorb ... tos, la 

super4icie -fuera distinta la periodicidad del bulto, pero 

conmensurable con asta Última, entonces la red <~.> sólo •ería una 

super-red de la red recíproca bidimensional <~>. y loil red <•> sería 

una auper-red de la red que encontramos en el párra.fo anterior. 

Volviendo a la respuesta dieléctrica, notamos que un cambio 

en al vector de onda de i5 a i5+a es equivalente a un cambio de .fase 

--i~ .. (~ .--:::.) en la .función respuesta <335>. Por lo tanto toda la 

in4ormación 4Ísica sobre la respuesta dieléctrica da un sistema ce~ 

periodicidad en do& dimensiones •st~ en CcQ,~.,z,~~,z· con a en la 

primara bidimensional da Brillouin, y ~., ~~ en un~ celda 

unitaria bidimensional, coma podemos mostr..a.r explícitamente 

invirtiendo la Ec. <335>, 

(342> 
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4 "Á• A11Á de1 "-tela 

bidimensional del sistema, podemo• des.arrollarlos en una serie de 

Fourier de la forma 

l!ciS.~ •• z> (343) 

don da 

i!aci5,z> k Jd•~. E<Q~~ •• z> .-ia-~ .. 
o 

C:S44> 

Podamos escribir la ecuación material como 

C:S45> 

o 

C:S46> 

•n donde omitimos la dependencia explícita de todas las cantidades 

en z, z' y en. Q, usamos el símbolo ..... sobre C':i!ia• para indicar que 

ésta es un operador integral, y definimos 

C¡;a. ci5.z.,z' > 

.-1 <~ .;!°.-G· .;-:. > 

qua podemos invertir obteniendo 

CciS.~.,.%,.;'!':.,.z• !. L L ~GG• <i5,. z,. z • > 
A~F 
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4 "ªª All.i d•l l'lodelo 

.1 <~-~.-a· -~:.,. <:S4B> 

Por Último. escribimos los coeficientes de Fourier de lo• campos y 

de la respuesta dieléctrica, Ea<a,z> y e~~· ca,z,z'>, en términos de 

la repre•entación usual de 

A 

CGG• ci!i,:z,.:z' > 

en 

~ ~ + + +, • r e:<r.+X 11 :z:,r. 11 z 

(349> 

<:SSO> 

<:SS1 > 

C:SS2> 

y en términos de las transformadas de Fourier usuales de é•tos 

_ I! C i5+~, z > -= A ~~ <ti., z > , C:SS:S> 

<2n>,. IS ca-a• <3S4> 

donde definimos 

~cP.z> - -E <r • • :z > .-1P-~ •• C:SS~> 

y 
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4 Hás A11Á de1 "-:lde1o 

C3S6> 

resu1tados aquí. obtenidos pueden 

inmediatamente a 1a• otras f'ormas de las ecuaciones constitutivas. 

Por- ejemplo, 

escribir-

en analogía las ecuaciones <319) y· <346> podemos 

C3S7> 

y 

.C3SB> 

4.2 Respue•ta HacroscÓpica• en e1 Bu1to 

En la &ección anterior- encontramos la f'or-ma que toman las 

ecuaciones constitutivas en cristales. Si pudiéramos resolver las 

ecuaciones de Maxwell junto con la Ec. 

sÓ1o 1as propiedades Ópticas del 

fluctuaciones microscópicas de los 

embargo, 105 experimentos Ópticos 

(319> o (345> obtendríamos no 

cristal, sino también las 

campos electromagnéticos. Sin 

no suelen ser- analizados en 

términos de· las funciones respuesta microscópicas, pues, además de 

análisis sería muy complejo, que el 

utilizada es muy grande comparada con 

la• f' 1 uctuac iones micrcscépicas de 

la longitud de onda de la lu: 

la ~istancia inter-atómica, y 

los campos y de las f'unciones 

respuesta no son observadas directamente. Estos experimentos ~e 

analizan usualmente en términos de las f' une i enes respuesta 

macroscópicas que relacionan entre sí a los campos macroscópicos. En 

esta sección obtendremos expresiones par-a éstas en el interior de un 
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cristal en términos de las Tunciones respuesta microscópicas que 

discutimos en la sección anterior. 

Da-finición da Cantidades "•c:rosc:ápicas 

Existen distintas -formas de promediar las campos 

Microscópicos para obtener los campos macroscópicos•~2 • 

usaremos aquí consiste hacer un promedio espacial del campo 

•icroscópico en una región su-ficientemente grande par.a qua 

dasaparezc.an las -fluctuaciones microscópic..,s, pero lo 

su-ficientemente chica para que tenga sentido hablar de la variación 

asp.acial campo macroscópico. El promedia espacial toma en 

veneral la -formaªº~ 

(359> 

donde utilizamos el super:Índice M para denotar el promedio 

tridimensiaonal, y l.., -función de peso W está normalizada de acuerdo 

• 

1. (360> 

P.ar°" de.finir completamente el campo macroscópico ~M<~> en términos 

de el campo microscópico ~<r> es necesario especificar la TUnción de 

peso. Vemos en la descomposición de Fourier (323) que los términos 

-can K • O representan fluctuaciones en el campo con longitud 

da anda dal orden de la distancia interatómica, que son precisamente 

las términos que no queremos que ~parezcan en el campo macrcscópico. 

Esto sugiere definir el campo macroscópica en el tnte~ior de un 
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4 "á• A11Á d•1 ttac:l•1a 

cr-istal como 

~11 e;!°> • ( 2ft') "" I - - -d'"'q EK=-o<q> 
o 

-... -iq·r-. <361> 

que puede escr-ibirse como en <339> si de~inimos 

<362> 

De (318) vemos que as &imp1emante el pr-omedio no 

ponderado de la parte periódica de la ~unción de Bloch, ~<q.~>. y 

podamos escr-ibir <361> como 

Si &Ólo 

<:Zn>'"' 
......... 1 ... -E<q,r-+r-' > •iq•r- • (363) 

1os vector-es de onda q peque~os contr-ibuyen a la &Kpansión 

de Bloch <363>, podemos apr-o><imar 

que al 

• <:Zn>"" 

_,q.(;!°+~'>). 

1 Id""~· i!c;!+~·) ii 
o 

compararse con · C30B> muestra 

(364) 

c6mo~ para obtener la 

contribución con vector de onda q << ~ al campo macroscópico basta 

promediar en una celda unitar-ia 1a contr-ibución con pseudomomento q 
al campo microscópic~. 
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Si tcmamQ& la tranai'crm•da de Fcurier usuail del campo 

macroscópico obtenemos 

R•cordando que 

componen tea de 

pr-imer-a 

{: 
en 

i!0 <q> si q está en 

si no. 

la 1- zonai da Brillcuin, 
(365) 

un cristal, la respuesta dieléctrica no mezcla 

Fourier can vectores de onda distintos dentro de la 

de Brillouin, dei'inimos el tensor dieléctrico 

macr-oscÓpico mediante la ecuación 

(366) 

o •n i'or-ma equivalente, tomando la tr-ansi'ormada inversa de Fourier, 

C367> 

Notamos que la respuesta macroscópica en el interior de un cristal 

toma la misma i'orma que la respuesta en el interior de un medio 

homogéneo. Más adelante dei'iniremos a los campos y a la respuesta 

macroscópica en la cercanía de una superi'icie. 

Comparando (366) y <365> con <319> vemos que encontrar la 

r-•spuesta macroscópica equivale a desacoplar los términos con 

o en el conjunto de ecuaciones acopladas <319>. Esto no ~s 

posible en general, a menos que se utilice más ini'ormación sobre los 

campos ~~Cq> o ~~<q>. Esta ini'ormación se obtiene de las ecuacionea 

de Maxwell y de las condiciones experimentales especÍi'icas. Como 
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adelanta, 

4 "Á• AllÁ d•I t'lac:lelo- ••• 

es conveniente e1<pr-esar- •sta i nfor-nuaci ón en veremos 

t:ér-minos de las partes longitudinales y transversales de los campos 

~ y 8, por lo que ahora discutir-emes la descomposición longitudinal 

y transversal de los campos y de las funciones respuesta. 

Desc:0111Posicián Longitudinal v Transversal 

Consideremos un campo vectorial cualquier-a, por ejemplo el 

campo •léctrico ~ <r>. Billjc:> condicionas muy gener-alas• 0 • podemos 

descompon ar .. éste •n un.a pa.rte 

t:ransversal ~Ter> que cumplen con 

.. . ~Le~> V . i! e~> • C36B> 

.. . l!L <~> º• (369_) 

.. . ~Te~> º· C370> 

.. . ~Te~> - V . i! er> • e371> 

y 

~er> - ~Le¡:!'> + ~T <r> • C372> 

Vamos que l• par-te l·ongitudinal. del campo cumple ecuaciones del tipo 

electrostático, 

magnetostático, 

ast:.ándar• 0 .,_ 

De la 

y su parte transversal cumple ecuaciones del tipo 

l.ati cuales pueden resolver por métodos 

Ec. (369). se puede obtener de un potencial 
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4 ~- AllÁ del ttc:x:t•lo 

ifLcr> 

que. por (368>. obedece la ecuación de Poiason 

v- •e;!:> - - v . E<r>. 
una de cuyas soluciones ea 

•<r> 1 Jd:.~· 4ft 
l .. -lr-r' 

,, •. i!cr• >. 

C:S73> 

C:S74> 

C:S7:5> 

que ••pueda realizar la integral, por ejemplo• si ~decae 

•n in~inito. Finalmente obtenemos 

i!L Cr> • _1_ Id"";!°· 
4 " 

qu• •scribimos como 

l - -lr-r' 
••. if<r'>, 

donde el proyector longitudinal es la composición 

C:S76> 

C:S77> 

C:S78> 

9 es el operador gradiente, que puede escribirse como un operador 

integral con núcleo 

.... 
•V 6(r-r'>• (379> 

y e& el inverso del operador laplaciano, i.e. v-z Va '~ y su 

núcleo es 
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v-•c~.~· (380) 

obtener el proyector transversal partimos de .la 

ecuación (370), la cual nos permite escribir ~T en términos de un 

potencial vectorial 

C38l> 

Podamos escoger un potencial.~ con divergencia nula, con lo cual la 

Ec. <371> se convierte en 

,,_ A<;;!> - V 
.... 

• E(r> C:SB2> 

con solución 

ª(~) 1 Id--~· 
l 

v• ·E<~·>~ :;¡-;¡ 
·~-~· 

(383> 

qu• lleva a 

~T<~> _1_ Jd:saF!"• 
1 

¡!(~'>. V . 
4 ft -- v· . 

lr-r' 
<384> 

qu• escribimos cama 

~T • f!:T ~. C3B!5> 

donde 

PT m - V • V-a V .. C3Bb> 

o tomando componentes 

C:SB7> 
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Haciende> integrales por P"'rtes ,...,. puede demostrar quF. ,_- conmuta c::ora 

· cy-:a. y por Jo tantr:-.) poderat:H·S escribir (387> c:omc 

tal como requiere la ecue>c::ión <372>. Notamos que loe proyectores ~L 

y PT son idempotentes, 

cf;L> a s:a PL, 

y que 

~L pT ~ ~T pL = o. (390) 

Las ecuaciones <368) - (37.2> no da-finen en -forma Única la 

descomposición de una parte longitudinal y un• p•rta 

transvers.al. Podríamos sumarle a ~L y restarle a ~T cualquier c•mpa 

cuya div~rgencia y rot~c::ional se anulen en todo el espacio; i.e. VA 

donde /\ es cualquier solución la ecuación da Laplace. Para 

da-finir en -forma Únic.a esta descomposición as necesario imponer 

condiciones de contorno. El anularse en el in-finito siempre y cu•ndo 

lo haga, son las c"ondiciones de contorno obedecidas por ~L y ~T 

tal y como es tan de-finidos en (376> y C384>. Para condiciones de 

contorno 

seguirí ... n 

arbitrarias, lam 

siendo vál idaa. 

ecuaciones <377>, <378>, <:SS~> y <:SBS> 

pero la expresión <:SBO> para el inverso 

del operador laplaci ar>o debería modi-ficarsa según dichas 

condiciones. 

Consideremos ahora un operador 1 ineal • por ejemplo el 

operador dieléctrico. Multiplicándolo a ambos lados por al operador 
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identidad ·1 = pL + pT obtenemos 

(:39!) 

donde 

•• la parte longitudinal de la respuesta a·.un campo lor1gituciina1·• 

C393> 

•• l~ parte transversal da la respuesta a un campo longitudinal, y 

-CLT pL - -T li e: p • 

gTT • pT g -T 
p .• 

tianen intar-pr-atacicnes 

material 6 = e ~ c~mo 
análogas. Podamos 

(394> 

(39!5) 
1 

escribir-¡ la ecuación 

(396> 

donde los super-Índices ~ y X toman los valores L y T. 

Consideremos un cristal inTinito el cual excitamos con un 

campo eléctrico externo longitudinal ~En:t, mediante la introducción 

en el cr-i stal de cargas externas con densidad ,,.ext. El campo 

eléctrico total tiene como Tuentes tanto a las cargas externas como 

a las cargas de polari:ación, y puede tener tanto parte longitudinal 

como parte tranE'-'er-sa1 ~ mientras que 1-. parte longitudinal del 

desplazamiento eléctrico cumple con 

\ 
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>:-5.r~ A!? . .i del :1odel o 

)' 

V • ¡SL "' o, 

que son a:c ... ctament• la• mismas ecuaciones que c:umpl• el campo 

•lectr-ico e><ter-no. Entonces podemos hacer- la identi4i"c.aci6n 

ISL _ ~ext. <::S99) 

Como ISL as al campo e><ter-no, nos conviene ewcr-ibir- a ~ como 

·r-eapuesta a 8 en lugar de viceversa. Si al e.ampo externo consiste da 

un.a onda plana con vector de onda 

i$L¡t <q> 

cV da (357> obtenemos 

... 
q, entonces 

(400> 

(401> 

donde ignoramos el posible acoplamiento entre campos tr.anaver-sales y 

longitudinales•~ y omitimos la dependencia explícita de todas la• 

cantidades en q. En particular, poniendo K =O en <401>, 

C402> 

que, comparado con ecuaciones del tipo de (366>, nos lleva a la 

parte longitudinal-longitudinal de 4unci6n dieléctrica 

macroscópica invers•: 
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4 H~s A11Á del Mode1o 

(403> 

Como supusimos que se pueda· de~preciar el acoplamiento entre campos 

tranGversales y campos"longitudinale& 0 podemos conmutar la inversión 

con el parte longitudioal, .. para 

obtener•=-·ªª 

C404> 

evaluar el miembro derecho de la Ec. <404> se siguen 

1os siguientes pasos: Primero tomamos parte 

1ongitudinal-longitudinal de 1.a matriz ini:inita c¡Q<. •><pres.ando la 

ecuación <392) en el espacio de Fourier, 

;LLKK' - pLK<q> - - PLK· -<q> eKi(• <q> <q>. 

donde 

pL~<q> pL<q+K> -- 1 
<tí+it>. .,. <q+K> 1'ti+it1 2 

Para -L .. obtener P ~<q~ tomamos la trans~ormada de Fourier 

Ecs. <37B>-<3Bo>. hallando 

<405) 

(406> 

(324> de las 

(407> 

Formalmente se puede obtener <406) de <378> sustituyendo al operador 

gradiente por•el producto de i por el vector de onda •. 

La m.atriz e& singul·ar y por lo t.anto. no 

f.nvertible, pues al actuar sobre cualquier campo trans~ersal el 
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•. :1iis .-.1~.á del ~íode1o •• -

r-asultado es ce1-o. Sin embargo su restricción canopos 

lonc;:it-1.1dtnales podr-!a ser inver-ti ble. E·l segundo paso en la 

eval1..1ación del miembro derecho de (404> consiste en calcular esta 

inversa, ~efinida mediante 

(408> 

puas, como muestra <3B9> • pL es la identidad .cuando se r-astr-inge a 

campos longitudinales, y ••. anul.a •1 actuar sobra campos 

transversal es. 

-El tercer paso consiste en tomar la componente K - o, K' - O 

da la función dieléctrica. longitudinal invers.a para obtener un 

de 3 x 3 longitudinal. Finalmente, la inversa de este ~ltimo 

tan sor es la parte longitudinal-longitudinal de la función 

dieléctrica macroscópica. Notamos que eM LL difiere del promedio de 

que da (320) es eLLOO• y que el proceso para obtener la función 

dieléctrica macroscópica con efectos de campo local incluídos es en 

ganar-al complicado. 

Una forma de simplificar las inversiones que aparecen en 

(404) consiste en escribir la parte longitudinal-longitudinal del 

tensor dieléctrico en términos de funciones dieléctricas escal.ares 

definiendo 

- -a" LL<q> . ~ q 
~ q • (409) 
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q+K 
lq+KI 

q+K' 
l~+i!• <-HO> 

Entonces. es ~ácil veri~icar que la Ec. <404) equivale a•~.•a 

e" LL • 1 
1
00 

(411) 

donde primara calculamos la inversa de la matriz in4inita da números 

c'-LKf<• • luago tomamos la componente K - º• K' - º• y 4inalmente 

invertimos el escalar resultante. Se puede mostrar que en un cristal 

con simetría cúbica y bajo ciertas aproximaciones." el resultado 

<411> sa roduce a la conocida expresión da Claussius y Mossotti 41 • 

La acuación (411) obtenida a partir de la parte 

longitudinal-longitudinal de la ~unción dieléctrica, la cual 

relaciona entre sí a las partes longitudinales da los campos 

vactori al es y ~- Dado que la parte longitudinal de estos campos 

está "determinada por la densidad de carga y/o por al potencial 

escalar <en la ncr-ma de Coulomb>, a veces, en ausencia da 

acoplamiento longitudinal-transversal, es conveniente describir- la 

respuesta dieléctrica longitudinal-longitudinal en términos de la 

~unción respuesta carga-carga ~ce y de la 4unción respuesta 

potencial-potencial de~inidas mediante•~• 

(412> 

C4l::S> 

donde pe><t y ~><~ son la densidad de carga y al potencial •~ternos, 

y P v • son la densidad de carga y el "potencial totales. 
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En un medio homogéneo estas des -funcionas respuesta 

coinciden c:on la parte escalar da la i'unc:lón respuesta 

long:ltud:lnal-long:ltud:lnal. por ejemple 

la relación •ntr• distintau -funciones 

microscópicas •• obt:l•n• usando las ecuaciones de Gaus~ y de Po:lsson 

V •• 

~·· 
que escribimos en el •spacio da Fourier como• 07 

V 

lq+K 

q+K 
cLLK-K-.' <q> 

<Ci+~)2 

lq+K' 
e:LL .. K+K' 

1q+t< 

-q.¡t.· 
c:+it• > 2 

<q+it• > 

(414) 

C41:5> 

(416> 

(417) 

que cuando K K' las tres -funciones respuesta <410>, (416> y 

(417> coinciden, y que podemos usar cualquiera de ellas para 

calcular la parte longitudinal-longitudinal de la -func:i ón 

dieléctrica macroscópica, i.e. 

1 1 1 

ce:LL,-100 < e:cc> -100 
1
00 

C41B> 
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4 :'lás AJ. l.á del. "ªdelo 

adelante mostr:aremcs cómo las eMpresiones (404> y C41B> para 

cH LL son m.as generales que -lo c;ue esta deducción taugiar•, t .e. son 

val idas aún cuando h•Y acoplamiento entre modos longitudinales y 

modos transversales. 

Rm•puasta "•croscápica Total 

Para· obtener la respuesta·mac:roscópica en el interior de un 

cr-istal. y no sólo su parte longitudinal-longitudinal, r•curriremos 

a una 

en ausencia de cargas externas obtenemos para un campo qua 

varÍ• en el tiempo con frecuencia .... 

<419> 

el campo el~ctrico varía apreciablemente en una distancia d• la 

'Ec. <"'1-9) nos da para el orden de magnitud de :¡!T 

~onde es la longitud de onda que tendría en el. vacío una onda de 

·ofrac:uenci a .... Para las fluctuaciones microscópicas i!¡tCq) con K • o, 

la distancia d es del orden de magnitud de la distancia intarat6mica 

ª• y si '¡! es del mismo orden de magnitud que i$, esc:ri-bimos la Ec. 

(420> como 

C421 > 

·para frecuencias c&rc·anas. al visible, lo qua muestra que las 
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fluctuaciones del i'.:ampo eléctrico "'ºº 
1ongitudinales, i.e. 

-t< • o. (422) 

contribuciones al campo eléctrico en un punto cualquiera del 

cristal debidas a ·las moléculas que se hallan lejanas de dicho punto 

varían muy· lentamente al de&pla:z:ar ligeramente el punto da 

observación, mientras que las contribuciones debidas a las moléculas 

cercanas varían abruptamente. Entonces sólo las moléculas cercanas 

contribuyen a las fluctuaciones microscópicas del campa eléctrico y 

podemos identificar al campo con el campa car-cana. 

aproximación (422) equivale al hecho de que el campo cercana a una 

molécula que radía con muy buena aproximación igual en cada 

instante al campa caulombiano que produciría una distribución 

estática de carga que coincidiera en dicha instante can la 

distribución de carga molecular• 0 •. Esta aproximación es análoga. a 

1a que hicimos en la sección 3.3 para la red de átomos polarizablas 

puntuales al obtener las Ecs. <234>-<236> para la interacción de 

corto entre planos cristalinos. Vemos que en estas 

na aparece ... por lo que asta interacción coincide al 

orden de aproximación empleado con la interacción coulombiana 

estática. 

Por otro lado, en ausencia de cargas e><ternas, o si estas 

&>eternas tienen vectores de ond• pequei'ros, las fluctuac'iones 

i5¡t<q> en el despla:z:amient'o eléctrico son puramente transvers.ales, . 
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;;t • o, (423> 

de acuerdo con la ley de Gauss, y donde el tensor pTK·•e obtiene de 

C::SBB>, <407> y <406>. 

ecuac·i enes (422> y <423) contienen la in4or-mación que 

no• va a permitir- desacop.l.ar lo• términos con K, K' - O •n las 

ecuaciones (319) para obtener así la 4unción diel.;ctr-ica 

••cr-oscópica. Empezamos por escribir (423> ·como 

K • º• (424> 

qu• reescribimos, usando (319>, C422> y <405) 0 como 

K • º• <425> 

·donde con el sµb:i'.ndice indicamos la matriz e~LKK' es la 

r-estr-icciÓn de la ma'triz eLLKK' a valor-es K y K' • º• y donde la 

prima (. > .:junto al signo de suma ~ indica que no debe sumarse el 

término con K' - O. De <425> podemos despejar- a ~~ en términos de ~O 

p.ara obtener 

K • o. <426> 

En (426>, primero restringimos y después tomamos la inversa p~ra 

i. e. 
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~ Máa Allá del l'lodelo 

E' 
i<• 

<427> 

L• matriz <c~L,-1KK' es del tipo longitudinal-longitudinal, por lo 

que utilizando la idempotencia (389) de f!:L eliminamos en <426> 

tensor pL~ que aparece en el "miembro izquierdo de <425). 

Utilizando (426) evaluamos el término ~ = O de la acuacién 

<319> obteniendo 

~o - -.:ºº E ... o - ~ • - ... -LL -1 ...... u - ~ CoK (Cr ) KK' 
KK' 

que nos conduce -finalmente a una 

dieléctrico macroscópico, 

-

e><presién 

~K·o· 

(428) 

par• el tensor-

(429> 

Notamos que el primer término del lado derecho de est• ecuación es 

•implemente el promedio espacial de 1 a -f'Üncién dieléctrica 

inicr-oscépica. L.os efectos de campo local se hallan en al segundo 

término, el cual incluye el .acoplamiento entre el campo macroscópico 

con vector- de onda q y las -fluctuaciones del campo microscópico con 

vectores de onda q + K. 

Podemos seguir- un camino análogo al anterior para hallar una 
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&Y.presión par• l• inversa· del ~en•or dieléctrico macrc•cÓpico. 

Empezamos escribiendo <422> como 

<430> 

que con •yuda de (357> y de <423> escribimos como 

P-T- ~-1.. ~ - ~ ' _<-c-1>·!T .. KO!!' 
K - KO Po - ~ , °" 

K' 
DK·, (431) 

de donde despejamos 

-iSK .. - ~. 
t.-

K 41! o. <432> 

En el miembro derecho de <431> tomamos prim_aro la. inversa. y después 

1a parte transversa1-transveraa1 da la m•trtz eKK'• v i'tna1mente la 

restringimos a vectores K v i<• • o, y en 

• ~ • < «;¡;-1 > ;_!T > -1 KK, 
t." 

( ~-1,TT .. :.. ..,. r t<•K• 

Finalmente eva.luamos (357) en ~ = O para obtener 

--1 e oo 

-a:s2--

.(432) dai'inimo• 

(433) 



<434> 

Podemos ver-i-ficar- que e>< presión <434> cor-responde 

e-fecti_vamente a. la inversa. da tal y como está e><pr-esada. en 

(429>. 

C4::S4>: 

multiplicando miembro miembro la Ec. (429> con la Ec. 

Par-a simp1i-ficar-

por- de-f'inición 

¡; . Ceoo e-1oitl ( <e-1 ).;!T> -1KK' &-1K' o.
KK' 

(43!5> 

<435>· procedemos como sigue. Primero notamos que. 

C436> 

por- . lo que podemos escribir- los términos entre paréntesis cu.adrados 

C v :J en C435>t como 

ªoo ;-1 oK f.= 
. - ~- 1 K•K• <437) eoK• 

CKO --1 

F. 
. - --1~ C43B> e: 00 ci(K• e t<• O• 

-s::s::s--
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y 

= ªKK• i (439> 

Podemos evaluar- con <439) el término entre llaves C y > an (435> 

obteniendo 

< ••• >--~· 
K' 

[ <eLL,-1 .. + 1 r- KK 

donde hicimos una descomposición del tipo (391> y utilizamos <3S9>, 

C440>, <427> y <433). Entonces podemos escribir- <435> como 

(44_1) 

Podemos reemplazar- los dos términos entre parént•sis cuadrados en 

<441) por-

.(427). (433) y <3BS>, encontramos que el término entre llaves en 

(441) 

nuevamente,. 
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que es 1a que queríamos demostrar. 

Le inversión que en <429> puede simplificarse ai 

uti1izamos las funciones respuesta escalares definidas en <410>, 

(414> D (41:5>. Las siguientes expresiones san equ~va1entes a la 

eKpresión <429>: 

e" ªºº 

~. 
. 

eot< 

-ªºº 
~. 

. CoR 

-eoo 

~. 
. CoK 

--q+K ce:LrL,-1-KK' 
lq+KI -

q+~ 
< ªrcc,-1-KK-' 

1q+K1 2 

;+~· 

·~·it· 

<q+K' > 

~K•o 

(443> 

Le ventajoa de loa& &Kpresiones <443) sobre la expresión <429> está en 

que en loas primeras hay que invertir una matriz cada una de cuyos 

elementos as un escalar, mientras que en 1a segunda hay que invertir 

una matriz del mismo tamaño, cada uno de cuyos elementos es en sí un 

tensor de Se puede hacer una sim~lificación análoga en la 

C434> para la inversa de. la función die1éctrica 

macroscópica escribiendo a la respuesta transversal-transversal en 

--1::ss--
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~érminos de tensores de 2x2 6 ª. 

Ahora vamos .. mostrar cómo. tomando parta 

longitudinal-longitudinal de en (429>, recuperamos nuestro 

resultado anterior <404>. Para ésto multiplicamos la Ec. <429> a la 

derecha y a la izquierda por ~L<q> obteniendo 

gf'I LL • gLL00 ~ • eLL0 K <e~L,-lKK' gLLK'O 

~· 
(444> 

Par.a mostrar que la Ec. (444> coincida con <404> empezamos par 

escribir algunas componentes de Fourier de la Ec. <408>: 

eLL00 ceLL;-1 00 + f= 
. eLLOK cgLL,-1KO -L P O• (44~> 

y 

eLLKO <cLL>-100 + f.= 
. 'eLL~K· ceLL,-1K'O - º• <446) 

_Ahora multiplicamos <44S> par la inversa da <eLL>-1 00 obteniendo 

<447> 

y multiplicamos <446> por <e~L,-lKK' para obtener usando <427>, 

-~ • <e~L,-1KK' eLLK'O c'CLL,..:100• 
~ 

<448> 

qua sustituyendo en <447> nos lleva a 
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~ • cLL0 K <c~L>-lKK' 
KK' 

(449> 

FinAlmente notamos que la Ec. <449) •xpresa la i~ualdad •ntre los 

miembros derechos da las ecuaciones <404> y <444>, y que la Ec. 

<404) •• válida aún en presencia Acoplamiento 

longitudinal-transversal. 

Un análisis similar al anterior, pero partiañdo de la 

•cuación <434>, nos lleva a la expresión 

(450> 

la part,e transversal-transversal de la f'unción dieléctrica 

•acroscópica inversa. En el miembro derecho de (450) primero tomamos 

la inversa de la parte transversal-transversal de la inversa de la 

f'unción dieléctr'ica, despué~ tomamos su componente K y K' = O para 

obtener un tensor transversal-transversal cuya inversa e• f'inalmente 

al resultado buscado. Notamos que de <320>. poner K y K• ~O en 

(404) y <450) equivale tomar el promedio espacial de 

Con la• expresiones C429>, <434>, <404 > • C41B> y (450> para 

la respuesta dieléctrica macroscópica podemos resolver lo• problemas 

electrodinámicos en el interior de un cristal, a f'recuencias no muy 

altas <ver <421) ~ <42·2> > • como si éste 4uera un medio homogéneo. 
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Todos los efecto& de la• fluctuaciones mic..-oscópicas de las 

-funciones respuesta están contenidos en estas exp..-esiones, i.e. en 

el segundo término del miémb..-o derecho de las ecuaciones <429> y 

(434 > • el· cual depende del acopl ami en to ent..-e campos con vectores de 

onda q paque~os y vectores de onda q + ~ grandes. 

Cama una ap1icación de estas expresiones,vamos a obtener los 

111odos no..-males electromagnético.• d• un c..-istal. En ausencia de 

-fuentes eJ<t:.ernas obtenemos inmediatamente de las ecuaciones da 

ttax.,.el l 

C451 > 

y 

;: ¡)M T <q, w> • C452> 

que esc..-ibimos como 

C453> 

y 

¡)M Tcq,w> =o, <454) 

donde mostramos explícitamente la dependencia de todas las 

cantidades en el vector de onda y en la f'..-ecuencia. Vemos que, o 

bien el campo transversal se en cuyo caso tenemos modog 

puramente longitudinales cuya relación de dispersión wL - wL<q> está 

dada implícitamente por 
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1 

ceLL>-1oo<C7 .... L> º• (455> 

donde utilizamos l.a Ec. (418). o bien tenemo& modo& ccn una 

componente transversal, y posiblemente una componente longitudinal, 

cuya relación de dispersión wT = ,..T<q> está dada, utilizando <4SO>, 

por 

- o,. 

que ... la ecu.oción 

liticr-oscÓpica. Como 

de en términos 

<wT>ª- J 
-1 
eª 

<456) 

de la respuesta 

vemos par-a obtener las r•laciones da dispersión 

en términos de la respuesta microscópica l.o Único qua se hizo ~ué 

sustituir las expresiones que hemos hallado para la respuesta 

macroscópica en los resultados estándar de la electrodinámica 

m.ocroscépi ca. Ahora proseguimos de la misma manera para obtener los 

campos asociados estos modos. Sustituyendo w - .,.T<q> en <434> 

obtenemos la dirección da poi ari zaci ón de 

•mpl:itud arbitraria. La parta transversal del campo eléctrico se 

obtiene de y su longitudinal de 

resolver <453>: 

¡!M L • (457) 

l• cual viene del acoplamiento transversal-longitudinal. Finalmente 

podemo1D obtener las ~luctuaciones microscópicas de los c•~pos i! y ~ 
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usando las Ecs. <426> y (432>. 

En el ca.se particular de cristales con simetría cúbica, y 

para vectores de onda -q muy cercanos a O, podamos considerar al 

medio como isotrópico y con simetría bajo inversion~s, por lo que la 

ofunctón dieléctrica macroscópica toma la -forma 

e"<q. w) eM LL Cq, w) -~L Cq> + e"' TT (q, w> pTcq> <4SB> 

y 1• relación de dispersión· <4Sb> se simpliofica obteniéndose •l 

conocido resultado• so 

c .. T>""' e:"' TT <q, ..,T>. qª C4S9> 
e""' 

En estas Últimas ecuaciones s6lo e& necesario sustituir las 

e>Cpre&iones apropiadas para la respuesta macroscópic.;¡ en términos de 

la correspondiente respuesta microscópica. 

En la sección 4.2 obtuvimos una deofinición para los campos y 

las -funciones respuesta macroscópicas en el interior de un cristal, 

y obtuvimos distintas expresiones para éstos en térmi~os de 

cantidades microscópicas. En esta sección haremos un desarrollo 

análogo al anterior pero en la cercanía de 

cristal. Utilizaremos la notación desarrollada en la sección 4.1 

para las cantidades microscópica&. 
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Empezamos por de~inir al campo "macroscópico" por analogía 

con (361 > como 

E 
A 

Jd 2 0 Ea=o<O,z> 
o 

(2ft)"" 
•' ci5+e> -•r .. <460> 

donde utilizamos el superíndice m para denotar un promedio 

bidimensional 

C461) 

con 

. I d=-a ·' ª . ~. C2n>"' " 
o 

(462> 

Escribimos "mAcroscópico" entre comilla• pues si bien en ~mc~ •• z> 

eliminamos las ~luctuacione• microscópicas de ~<~ •• z> como ~unción 

de -r. • las ~luctuaciones del campo como ~u~ción de z permanecen. 

Si sólo los vectores de onda bidimensionales a peque~o& 
contribuyen la ·integral en (460). podemos aproximar ésta en 

analogía con <364> como 

lmc~ •• z> .. A 
<2n>"" 

~ - -ei LI • (,- .+r:.) J, 

1i fd2~:. Ec~.+~~.z> 
o 

C463> 

que al compararae can <:S:Sl) muestra cómo., para obtener la 
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contribución con 'V~ct.or de onda a << a al campe "macroscópico" bastA 

hAcer un promedie no ponderado en una celda unitaria bidimensional 

d• la contribución con pseudomomentc a al campe microscópico. 

LA trans-f ormada 

"macroscópico" es 

~o<i5,:z> 

de Fourier 

si a está en 
Brilloüin 0 
si no. 

bidimensional 

la 1• zona de 
C464> 

campo 

En términog de ésta de-finimos la -función dieléctrica "macro•cÓpica" 

inediante 

~m<i5,z• C465) 

a •n -forma equivalente. tomando la trans-formada inversa de Fcurier, 

emc~.-~:..z,.z•) Eme~.• ,z • >, (466> 

que muestra que la respuesta "macroscópica" corresponde a un medie 

e-fectivo con simetría tranalacional en el plano x-y. En algunas 

ocasiones;; en que nos; parezca que no conduce a con-fusión.• omi ti r:emos 

lA dependencia e>:pl{cita en a y/o en z de ·1au distintas cantidades .. 

y escribiremos ecuaciones del tipo de <465> como 

C4b7) 

a simplemente 
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C46B) 

Comparando (464) y (465> o <468> con ~345> o <346>, vemos 

que encontrar la respuesta "macroscópica" equival• .a de••coplar lo• 

t9r-minos con a y a• - o del •i•tema de ecuaciones acopladas <345) o 

C346>. En analogía con C422) y <423) podemos argumentar qu• cuando 

a • o, C469> 

y 

Da • 0T9 = pTG De • a • º· C470> 

Par-a obtener f:La tomamos la tr-ans~ormada de Four-ier <347) de las 

Eca. <37B>-C3BO>, hallando 

C471> 

se obtiene en ~arma similar de <3BB>. Las expresiones así 

obtenidas son seme.;antes a <378) y <::SBB>, per-o en las que 

auistituímos al operador gradiente V y al inverso del laplaciano V-2 

par los operadores integrales 99 y v-2 9 que actuan sobre la variable 

z, y cuyo& núcleos son 

va<z,z'> i <i5+e> ~ & cz-z·· 

y 

1 

2 
1 .- IO+G 1 lz-z' 1 1a+a, 

C472> 

(473) 

Ahora podemos ~eguir paso a paso la deducción que nas llevó 
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de <422> y <423) a ·1 as Encpresi anea <429) • (434> • (404> y <4~0> para 

1.a• <funci enes resp.uesta macroscópi cas 0 para obtener a partir de 

(469) y (470> expresiones aná1ogas para la& <funciones respuesta 

.. macroscÓpica.s": 

coo ~ ii.' coa <c~L>- 160· ca•o 

ccm>-l~c-10~-iif.' c-1~0 <<c-1>~T>-1aa• c-la•o• 

(474> 

C47S> 

gm LL - <<cLL,-100>-1 

((gm)-1)TT = <<<c-l>TT,-loo>-1 

<476> 

C477> 

Recordemos que en estas expresiones, todos los símbolos que aparecen 

debajo 

sobre 

del 

la 

símbolo 

variable 

representan operadores integrales que actúan 

z. y que los núcleos de los operadores 

"mAcroscópicos" tienen <fluctuaciones microscópicas como <funciones de 

z y de z'. 

Coftlpar•ción con el caso in-finito 

Las <fórmulas <474>-<477> deben ser válidas no sólo cerca de 

la super<ficie de un cristal, sino también en el interior de éste. 

Para veri<ficar 

consi atente 

macroscópica 

Anterior. 

con· 

de 

ésto 

la 

un 

Último vamos a mostrar que la Ec. <474> es 

Ec. <429> que para la <función dieléctrica 

cristal in-finito encontramos en l• sección 

Al apli.car la Ec. (.474) en un cristal in-finito, cuy.a <func.ión 

di.eléctrica microscópica ~e-fleje la periodicidad <307> y <330> de·la 
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red, obtenemos una .,unción dieléctrica "macroscópica" ~m(z~z'> que 

corresponde un medio e.,ectivo con simetría· tran~lacional en el 

plano x-y, y con periodicidad en la dirección z, i.e. 

cmcz+Z,z'+Z> cm (z. z. ) C47B> 

donde CZ> -= Cl"la> · es una red unidimensional can parámetro de red • 

cuy.a red recíproca Cg> está .,armada por las componente& z de la red 

tridimensional <it>.. Este medio e., active as un caso particular de un 

•istema periódico in.,inito, y por lo t·anto podemos encontrar la 

.,unción dieléctrica macroscópica <ahora sin comilla•> que le 

corresponde utilizando los métodos de la sección 4.2; Denotando esta 

respuesta macroscópica como emM, de (429> y (434> encontramos 

y 

E' 
gg' 

<cm>-100 

L . ( -.;m > -1 Og ( ( (cm> -1 > ;?:T > -1 gg 

gg' 

C479> 

C4BO> 

Tenemos, dos .,armas de calcular la respuesta 

macroscópica de un cristal. Una consiste en aplicar directamente la 

Ec. (429) utilizando la ~unción dieléctrica microscópica. La otra 

consiste en calcülar primero, a partir de la respuesta microscópica 

y usando (474>. la respue&t:.a 11 macroscópica" que corresponde a la 

respuesta microscópica de un medio e.,ectivo con periodicidad en ~na 

aola dimensión, y en ca~cular después la respueYta macroscópica.de 
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emte medio e~ectivo·usando <479). Para mostrar la conmistencia de la 

.. cuación (474) con <429) tenemos que demostrar que al •uetituir 

(474) en el miembro derecho de <479> obtenemos 1 a Ec. < 429 > 1 

cmM - cM. Haremos ésto a continuación. 

Empezamos por escribir a la ecuación <474> en el espacio de 

Faurier como 

C4Bl > 

dan de denotamos con ~gG'g' a la ~unción dieléctrica microscópica 

C;tK· • ª •. Antes de sustituir <4Bl> en (479> y para simpli~icar la 

notación en las ~órmulas resultantes, conviene escribir la respuesta 

dieléctrica como una matriz en bloques 

(~KK') ( 1 H E 

J 
<-- 1 º• g o 

E 13 F D <-- º• g • o <4B2> 
e: B A <-- • º• .,.. .,.. .,.. 
1 • a• 1 "" º· 6• - º• g' • o 
6· º• g' o 

y de~inir las submatrices 

<4B3> 

(484) 
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L • [ ~ ) (485) 

También es conveniente escribir en bloques parte 

longitudinal-longitudinal de .J, 

.JLL • [ X V ) <-- i º• g • o 
z w <-- • o C4B6> 

'f" 'f" 

1 ª' • o 

ª' - º• g• • o 

V su inversa 

. C.JLL,-1 • [ x• Y' ) z• w• <487) 

de-finida madi.ante 

.JLL (.JLL>-1 c.:iLL,-1 .JLL .,. (pLl C4BB> 

donde por denotamos a la submatriz apropiada del proyector 

longitudinal. 

De la Ec. C481> obtenemos las siguientes expresiones para 

las componentes de Fourier de em que necesitamos en <479>: 

I - E w-l C, (489) 

E w-l B, 
g • º· C4c;>O> 

g' • º• <491) 

e. g • º• g' • o. C492> 
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Tomando la parte longitudinal-:-longitudinal de <492> obtenemos 

( < ~~ LL > -1 gg, ) 

Podemos simpli~icar 

identidades 

y 

x.• v + v• w ... o. 

de donde despejamos 

<X - v w- 1 z>-1 

<493) notando 

(X'>-l - x· + <X'>-l Y' Z 

y 

(493) 

que de <4BB> tenemos 

<494> 

C4~> 

C496> 

<X • > -1 Y' - Y w- l • C 497 > 

las 

Sustituyendo (497> en el miembro derecho de <496> y comparando con 

<493> obtenemos 

C49B> 

Ahora sustitu:Cmos C4B9>, (490> • (491 > y C49B> en <479> para 

obtener 

emM - I - [H X' G - H X' Y w-l C - E w-l Z X' G + 

donde además 

multiplicados 

E <w- 1 + w- 1 . z x• v w- 1 >. e). C499> 

su&tituímos 

a ambos 

e por z 

lados 

--14B--

y D 

por 

por Y pues aparecen 

matrices del tipo 
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longitudinal-longitudinal. En f crma 

Ecs. <496) y (497) podemos obtener de <488) l•• •iguient:es 

identidades: 

x• y w-1 Y'• C~OO> 

w-1 z x• z• • C~Ol > 

w-1 + w-1 .z X' y w-1 - w• • C~02> 

con las cual e• <499) se convi ert:e en 

donde usamos <4B4>, <4B5> y <487>. Por Último notamos que <503> no 

•• mas que la Ec. <429> para eM expresada en términos de los bloques 

(482> que conforman a la función dieléctrica microscópica i. e. 

CmM = eM como querí ª.mes demostrar- -

4.4 Teoría Perturbat:iva 

En la sección anterior encontramos expresiones para los 

campos y para la funci6n,dieléctrica "macroscópica" de un cristal 

4inito en términos de cantidades microscópicas, y mostramos que en 

el bulto éstas sen consistentes con las expresiones obtenidas en la 

sección 4.2. Sin embargo recordamos que la• 

.. macroscópicas" tienen fluctuaciones microscópicas como función de 

distancia a la &uper-Ficie. Nuestra intención es obtener una 

expresión para la respuesta macroscópica <ahora sin c9millas> que 

séa válida cerca de la superficie del cristal, y que nos permita 

calcular sus propiedades ópticas utilizando el método perturbativc 
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desarrollado en el capítulo 2. 

Notamos que no podemos definir respuesta macroscópica como 

en las secciones anteriores pues en el cálculo de lau propiedades 

Ópticas de un sistema ne se pueden ignorar las variaciones abruptas 

de los campos en la cercanía de la superi'icie. Por ejemplo, en el 

modelo de Fresnal l .a componente normal a l.a superficie del campo 

eléctrico y la componente paralela a l• superi'icie del 

desplazamiento eléctrico son discontinuas. Entonces vamos a hallar 

la respu.esta 

denotaremos 

macroscópica en presencia de una superi'icie, la cual 

por .... MS 
e • pidiendo que cumpla con des requisitos: 

Primero, las propiedades Ópticas de un sistema ficticio con 

respuesta dieléctr-ic.a ~MS deben coincidir con l.as propiedades 

Ópticas de un sistema 

discutimos, coinciden 

con respuesta dieléctrica .... m 
e • que, como ya 

con las propiedades ópticas del cristal real 

cuya respuesta dieléctrica microscópica es Segunde, para poder 

usar el método perturbativc del capítulo 2, la -función dieléctrica 

macroscópica cM9 <z,z'> debe converger a la función dieléctric~ 

macroscópica en el bulto cM<z-:o:' con-forme z y z' se alejan de la 

superficie. 

Comenzaremos por anal izar la forma que tema la función 

dieléctrica macroscópica en el bulto ~M como ~unción de z-:• a 

partir de su transformada de .Fourier eM<q>, que come ya vimos está 

dada por la Ec. <479>. Por simplicidad, sólo consideraremos el case 

en que el tensor dieléctrico ••ma.croscÓpi ce" sea diagonal a 
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orden cero en Qa, dende a es un vector de onda bidimensional sobre 

el plüno x-y, y •es el período espacial en la dir~cción zen.el 

interior- del cristal. Los resultados que encentraremos serán 

entonces correctos hasta orden lineal en Qa. 

Como g' en ecuación <479> son vector-es de ond• 

en •• dirección z, g y g' • l/• >> Q 0 en la componente g,g• 

de cualquier oper•dor- del t:ipo longitudinal-longitudinal predomina 

l• componente zz, y tenemos 

g, g• • o. 
C:504> 

Entonces de <479> obtenemos 

<e~ .. >oo • (505) 

y 

<c~z>oo -

(506) 

Siguiendo un procedimiento análogo al que nos llevó a la Ec. 

C449> podemos reescribir <506> como 

c:5o7> 

Transformando <505) al espacio real tenemos 

et',. <z-z • > I~ - 2rr CIO (q) CSOB> 

en donde sustituímoa· de <324>, 
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e:'>< oo <q> I 
a/2 I a/2 · ! d:: • d: • L e:~>: <z •+na. z •> 

-.a/2 -a/2 n 

.-i q <z •+na-%•> (509> 

p .. ,... .. obtener-

e:'>< <z-z' I .. /2 I a/2 
.!. dz • dz • L e:':-: <z •+na,. z •> 
a - .. /2 -.a/2 n 

• <z-z • -z •-na+Z •> C510> 

.despues de haber- r-eal izado 1 a i ntegr-al sobre el vector- de ond.a q •. 

Finalmente hacemos la integral sobre z• y la suma sabre n usando la 

delta de- Dir-ac par-a llegar-, usando la periodicidad C477>, .a 

e~x<z-z' (511 > 

Análogamente, partiendo de (507> llegamos a 

<e:~z>-1 <z-z' > (512> 

Las ecuaciones <511> y (512> muestran que, en el bulto, par-a 

hall .ar J. a r-espuest·a dieléctrica macroscópica a lo largo de la 

super-i'icie y par-a hall ar la respuesta dieléctrica macroscópica 

inversa en la dirección normal a la super-i'icie, basta con promediar-

la respuesta dieléctrica "macroscópica" corre$pondiente. Con 

respecto a (512>, notamos que no es lo mismo primer-o invertir- ~~z y 

después promediar que primer-o promediar- y después invertir-. A 

continuación mostraremos que las expresiones par-a la respuesta 

di eléctrica macroscópica contenidas en los miembros derechos de las 
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4 HÁs Allá del Hodelo ••• 

ecuaciones (:Sll) y <:S12> pueden extenderse hasta la super~icie del 

cristal. 

Consideremos las ecuaciones de Maxwel 1 que obedecen los 

campos "macroscópicos" en el caso de polarización P. Us.ando las Ecs. 

(34> y c::s:s) con el vacío como sistema no perturbado, escribimos 

9stas en forma integral como 

Em -Eº - ..... ª)<)( Ae~,. Em + )( .. C'5' X 

...2 Bxz A<e~z>-1 om C'5' z C!513> 

V 

om -Dº - ..... Bzx Ae~,. Em + z z ~ )( 

-~ 
eª Bz:z A<elrz>-1 om z • <!514> 

donde Eº X y Dº z son componentes de la onda incidente, de-finimos 

(!515) 

·v 

C!516>. 

y en donde ft1 j es la función de Green electromagnética del vacío••. 

la cual se puede obtener fácilmente de las Ecs. <107>-<128> haci·endo 

1. Hemos escrito las Ecs. (513> y (514> en términos de los 

c.ampos E~<z> y D~<=> pues como éstos están promediados en el plano 

>e-y y cumplen con las ecuaciones (36) y <37>, entonces tienen una 

eneal.a de variación muy grande como función de z, del orden de la 

longitud de onda en el vacío. Esto nos permitirá identificar a la 

--1:53--



4 Hás Allá del l'kK:lela ••• 

'*unción dieléctrica mac,:.cscÓpica aún en la· cercanía de la superficie 

del cristal. 

En las Ecs. <~13>-<514> aparecen integrales como 

1 Cz > Id=• Gxx<z,z'> Ae:~x<z',z•> E:'<z.•> --
que multiplicamos pcr 1 

1 Cz > 

donde además hicimos 

l 
a/2 

.!. dz • para 
• ·-•/2 

obtener 

a/2 · 
Jdz • Bxx <z ~ z' +z •> 
-a/2 

Ae:'x <z • +z •. z •+z •> Em <z •+z •> 
)( . 

los cambios de variable 

C~U7> 

<151B> 

z' ... z' + z• 

z• - z• + z•. Ccmc Gxx y E~ varían suavemente, podemcs aproximar 

(1519> 

E~<z•+z .. >· • E~<z•> (1520> 

. y así llegar a 

<521 > 

donde definimos 

e~~(z 1 ,z•> -
1 I a/2 

• d--
a -a/2 

e~x <:i: • +z •, z •+::!: •> (1522) 

y 

Procedemos de igual manera ccn les dem~s términos de las ecuaciones 
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(513> y <514>, las cuale~ se convierten en 

Em ~ E.,. - ...... 
Bxx AeMS Em + >< X ~ ><>< X 

w2 .... 
A<e~~>- 1 om ca Bzx z (523) 

om ... D.,. - ... 2 Eizx -.MS Em + z z ca Ae,.,. X 

... 2 Bzz A<el;;'~>- 1 om ca- z (524> 

donde dei'inimos 

campos 

sistema 

de un 

<525> 

Comparando 

y º~· 

a/2 
• .!. Jdz • 

• -a/2 
< e:z > -l <z • +z •, z •+z •> 

(525> 

(!513> y <514) con <523> y <524> vemos que lo• 

y por lo tanto las propiedades Ópticas, de un 

descrito por la respuesta dieléctrica &MS coinciden con las 

sistema descrito por la respuesta em, y comparando <522> y 

con <511> y <512> obtenemos que la respuesta &MS tiende a la 

respuesta macroscópica d~l bulto eM le~os de la superi'icie, y por lo 

tanto podemos utilizar a eMS en cálculos perturbativos de las 

propiedades Ópticas de cristales. 

En resumen, los pasos que proponemos para el cálculo de la 

in4luencia de la superi'icie en las propiedades ópticas de un cristal 

son: <1> Calcular la ~unción dieléctrica microscópica~· <z,z'> a 

partir del 

C2> Calcular 

el l {mi te de 

desarrollados, 

Hamiltoniano para los electrones del cri sta1••. 

la respuesta "macroscópica", .... m 
e • mecr-oscápica. ....... s 

e. • y 

en el 

por 'ejemplo, 

bulto, .... M 
e • utilizando los métodos a~u{ 

usando las ecuaciones <474>, <522> 0 y 
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4 Háu A11Á d•1 ttadelo ••• 

(525). (3) Basados en construir el sistema no perturbado con 

respuesta dieléctrica usando por ejemplo el modelo de Fresnel 

o el modelo SC1B usando 

C151>, y calcular su impedancia super-oficial en -forma 

C4> Calcular la impedancia super-f icial tomando en cuenta los e-fectou 

de la uuper-fici~ en -forma perturbativa utilizando las Ecs. (69> y 

C70>, o en.el caso más general <76>. V por Último <5> calcular l•• 

propiedades Ópticas de inter~s a partir de la impedancia uuper-ficial 

usando ·-fórmulas .es.tándar. En conclusión, hemos construido un 

-formalismo que por primera vez permite el cálculo de las propiedades 

ópticas de un cri•tal a partir de sus -funciones respuesta 

ftlicroscópicas tomando en cuenta el e-fecto de_campo local en la 

cercanía de su super-oficie. 



:S Conclusiones 

En la primera parte de este trabajo obtuvimos expresiones 

para la impedancia super-f i·ci al de sistemas no ¡local e& cuyas 

-funciones· respuesta han sido perturbadas en la cercoanía de la 

super-ficie. Lo único que supusimos -fué el que la di-ferencia entre la 

-función dieléctrica perturbada y la -función dieléctrica no 

perturbada estuviera localizada en una región menor que la escala.de 

'!'•riación de la proyección del campo eléctrico paralela a la 

super-ficie y de la proyección del desplazamiento eléctrico normal a 

la super-ficie. Los resultados -fueron escritos en términos de la 

t.mpedancia super-ficial za. p y z~ del sistema no perturbado y de las 

conductividades super-ficiales <<AO'yy>> y <<A•zz >> que 

relacionan entre sí al exceso de corriente super-ficial que -fluye en 

el sistema perturba.de» con los campos en la super-ficie. Por lo tanto, 

nuestros resultados están ,.escritos en términos de cantidades que 

t~nen un signi-ficado -físico claross2. 

Nuestros resultados pueden ser útiles en cálculos en los que 

dividimos un sistema real en un sustrato cuyas propiedades Ópticas 

ser calculadas en -forma e>:acta, y una pequeÍ'(a perturbación. 

Este es el tipo de cálculos realizados en las re-ferencias 38 y 39 en 

las que se usaron el modelo de Fresnel y el SCIB respectivamente 

para describir al sustrato, y en las que se toma como perturbación 

al cambio continuo de las -funciones respuesta no locales en la 

cercanía de la sL1per-ficie. Aquí demostramos que nuestros resultados 

se reducen como casos particulares a los de estas re-ferencias, y por 

lo tanto se reducen a los resultados de todas las teorías anteriores 

de este tipo. 
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3 Conclusiones 

del 

Los cálculos anteriores son 

sistema esté bién descrito 

Útiles siempre y cuando el bulto 

por el modelo utilizada para el 

sustrato y que la aproximación de longitud de onda larga empleada 

séa válida para la perturbaciÓnªª 3 • Sin embargo nuestras resultados 

también pueden ser usados en el estudio de sistemas que han sido 

perturbados físicamente cerca de su superficie. En este caso tanto 

el sustrato como el sistema perturbado san sistemas reales, y la 

impedancia superficial del sustrato, la cual la caracteriza 

totalmente 

por métodos 

para nuestra teoría, 

Ópticos. Entonces 

podría ser medido experimentalmente 

no requerimos modelos teóricos del 

eustrata para poder utilizar nuestros resultados, sino Únicamente un 

modelo para la respuesta superficial. 

serán útiles para interpretar 

electroreflectancia, en los cuales la 

Por lo tanto creemos qua éstos 

experimentos como los de 

respuesta de un metal real, la 

cual es no 

continuamente 

local, incluye efectos 

cerca de la superficie, 

de campo local y 

es perturbada por un 

peque~a del orden de 

varía 

campa 

uno~ eléctrico muy intenso en una región 

cuantos angstroms de ancho. 

aplicación de los resultados anteriores~ en la Como una 

segunda parte de este traba~o estudiamos el efecto de campo local en 

la cercanía de la superficie de crist~les. Este efecto aparece 

siempre que un sistema tiene inhomogeneidades microscópicas y pue~e 

entenderse en términos de la interacción entre puntos cercanos del 

sintema a través de las fluctuaciónes espaciales del campo 

eléctrico, i. e. el campo microscópico que polari::a al si·stema 
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5 Conclusiones 

dii'iere 

Haxwel l. 

del campo que aparece en las ecuaciones macrosc6picas de 

Dichas interacciones dan origen a una no localidad y a 

cambios en la respuesta dieléctrica en la cercanía de la superi'icie. 

En 

local en 

propiedades 

el 

la 

capítulo 3 calculamos los ei'ectos que tiene el campo 

cercanía de la superi'icie de un· cristal en la• 

6pticas de éste. Como modelo del cristal utilizamos una 

r-ed de átomos polariza.bles puntuales. Resolvimos problema 

utilizando dos métodos distintos: el método perturbativo 

desarrollado en capítulo 2 y haciendo una &uperposici6n de los 

modos normales 

el 

de polarización del cristal ini'inito usando 

condiciohes adicionales la i'rontera. Se verii'ic6 la validez del 

método perturbativo en los casos en que la polarizaci6n toma su 

valor del bulto a una distancia peque~a de la superi'icie y se mostr6 

lo inadecuado del método cuando la polarización decae muy lentamente 

o no decae a su valor del bulto. El decaimiento o no decaimiento de 

las i'luctuaciones de la polarización est.i relacionado con la 

posibilidad de ·acoplamiento en la superi'icie entre la luz y las 

ondas de polarización de longitud de onda corta que existen dentro 

del cristal. Dependiendo del valor de la polarizabilidad at6mica 

dichas ondas pueden propagarse hacia el interior del cristal o 

decaer cerca de su superi'icie ya sea por disipación de energía si el 

medio es opaco o por interi'erencia si éste es transparente. 

Se 

&uperi'icie 

calculó el 

de distintos 

vector de polarizaci6n en la cercanía de la 

cristales cúbicos y se encontró qu~ bajo 

ciertas condiciones el valor de ésta dii'iere mucho de su valor en el 

bulto. Se mostró el comportamiento de la polarizaci6n como 
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función de la distancia a la superficie puede depender notablemente 

del 

de 

tipo del cristal, 

la dirección 

de 

de 

la orientación cristalina de 

la polarización y del 

la superficie, 

valor de 1a 

polarizabilidad. Después 

la frecuencia utilizando 

se obtuvo la reflectancia como función de 

un modelo simple para la polarizabilidad y 

ea encontró una diferencia entre la reflectancia de distintas caras 

cristalinas 

frecuencias. 

magnitud en 

del orden de algunas partes en mil en un intervalo de 

También se encontró una anisotropía del mismo orden de 

la reflectancia de las caras <110>. Estas diferencias 

deben poder ser observadas experimentalmente utilizando las técn-i-c.as 

actuales 

en al 

de reflectancia diferencial. Como la respuesta dieléctrica 

interior de un cristal cúbico es isotrópica. el cálculo 

anterior muestra la sensibilidad de las espectroscopías Ópticas a la 

estructura cristalina de la superficie. Los resultados anteriores 

deben ser tan buenos, tanto cuantitativa como cualitativamente, como 

buena sea la teoría de Claussius-Mossotti para describir la 

respuesta dieléctrica en el interior del cristal. 

Entre 

desarrollados 

otras aplicaciones inmediatas de los formalismos' aquí 

se encuentra el cálculo de los coeficientes 

elipsométricos. Como éstos contienen información sobre la fase y no 

sólo sobre la intensidad de 

sensibles a la estructura 

la onda reflejada, podrían resultar mas 

de la superficie que la reflectividad. 

es posible calcular la relación de dispersión de los modos 

de superficie• la cual está dada implícitamente por la condición de 

que la matriz M que aparece en la Ec. <288> sea singular. Como éstos 

son modos propios del sistema con superficie, también esperamos que 
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su relación de dispersión sea mas sensible a la estructura 

super-ficial 

condiciones 

adsorbidas, 

que la re-flectancia. Mediante una modi-ficación de las 

a la -frontera s~ pueden estudiar los e-fectos de capas 

relajamiento y reconstrucción de la super4icie. Por 

Último, también es posible estudiar las propiedades Ópticas de 

películas 

resonante 

-f'uera un 

cristalinas 

cuando la 

submúltiplo 

delgadas. Estas deben mostrar una estructura 

longitud de onda de los modos de palari:z:aci-Ón 

del ancho de la película, lo cual permitiría 

una determinacción experimental de la relación de dispersión de los 

bulto. modos propios de polarización del 

para el 

de su 

En la Última parte de este trabajo se desarrolló un método 

cálculo de las propiedades Ópticas de un cristal partiendo 

debe obtenerse en -función dieléctrica microscópica, la cual 

principio haciendo un cálculo cuántico usando su estructura de 

bandas. El 

especi-fica 

método 

ningún 

es totalmente general 

modelo microscópico para 

en 

el 

cuanto a 

cristal 

que no se 

y sólo se 

supone que el tama~o de la celda unitaria es peque~o comparado con 

la longitud de onda de la luz. Se obtuvo una expresión para la 

-f'unción dieléctrica macroscópica válida no sólo lejos sino también 

cerca de la super-f'icie del cristal, la cual podría utilizarse en 

cálculos perturbativos como los desarrollados en el capítulo 2. El 

método 

primera 

desarrollado es complicado por lo cual-deberá emplearse 

1a 

con 

red 

las 

en modelos microscópicos simples. Un ejemplo de éstos sería 

de átomos polarizables puntuales para comparar este método 

cálculos del capítulo 3. Para estudiar los e-fectos de las 

-f'luctuaciones de la densidad electrónica debido a los iones de un 
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metal podría emplearse una c:onduc:tividad mic:roscópic:a local 

proporcional a densidad elec:trónic:a 4luctuante. Los cálculos 

cuánticos mas sencillos serían aquellos 

de amarre · 4uerte en aislantes y la 

que utilicen la aproximación 

aproximación de electrón 

quasi-libre para los electrones de conducción en metales. 

En 

propiedades 

resumenp 

Ópticas 

en 

de 

este trabajo 

sistemas no 

atacamos el problema de las 

locales y cristalinos. En la 

la primera parte encontramos 

impedancia super4icial de 

e>:presiones 

sistema& no 

muy generales 

locales cuyas 

para 

4unciones 

respuesta son perturbadas en la cercanía de la super4icie. Después 

utilizamos dichas expresiones para calcular la dependencia de la 

re-flectividad en la orientación de la super4icie de cristales 

~Úbiccs usando come modelo de éstos a una red de átomos polarizables 

.puntuales. 

cambie en 

Obtuvimos que un cambio en la cara cristalina o un simple 

la orientación del plano de incidencia producen cambies 

importantes 

observados 

re-flectancia 

en la re4lectividad, 

experimentalmente con 

los 

las 

cuales deben poder ser 

técnicas actuales de 

di4erencial. A continuación estudiamos los límites de 

valide: del método perturbativc y encontramos que éste 4alla cuando 

en la región super4icial se pueden excitar modos propios del bulto 

que se propagan hacia el interior del cristal. Para el modelo de 

átomos polarizables puntuales e>< aminamos. estos modos en detalle, 

calculamos su contribución a la re4lec:tancia y veri4icamos la 

validez del método perturbativo cuando todos estos decaen cerca de 

la super4icie. Finalmente 4uimos más allá del modelo de átomos 

polarizables puntuales y desarrollamos un método general para el 

cálculo de las propiedades Ópticas de un cristal partiendo de su 
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respuesta dieléctrica microscópica y tomando en cuenta los e-factou 

·de campo local ·en la cercanía de su super-ficie. El problema eu 

·complicado y así lo es también el método que obtuvimos. Sin embargo, 

ésta eu 

modelo 

Ópticas 

la primera vez que se plantea en -forma independiente de un 

microscópico una solución al problema de lan propiedades 

de cristales tomando en cuenta la 

-funciones re&puesta y el 

superficie, por lo que 

considerable. 

e-fecto de campo local 

creemos que se ha 

no localidad da las 

en la cercanía da la 

logrado un avance 



6 Tablas 

1.-
Valores de la interacción coulombiana da corto alcance entra 

el plano cristalino número 1 y distinto& planos n, <U 1 n>ii• donde i 

puede tomar los valores >: o y cuando la polarización es paralela • 

la superficie del cristal, o z cuando la polarización es normal a la 

superficie. Se muestran resultado& para distintas cara~ de distintos 

cristales Para la• caras (100) y <111) todas la• 

direcciones paralelas a la superficie san equivalentes1 para la car;a 

<110) e&cogimos al e_je X en la dirección 
t 

C1TOJ y al e_je y en la 

dirección C001 J. 

2.-
ln~ervalos de valores de la función dieléctrica macroscópica 

l,ocal de Claussius-Mossotti en los que existe una solución real da 

las relaciónes de dispersión <273) y <274> para distintas caras de 

distintos cristales cúbicos y para distintas direcciones de 

polarización. 



TABLA l. 

s e 

(1.00) ( 1.1.0) Cl.1.1.> 

N X z X V z X z 

1 4.!5168 -9.0336 0.9060 2.1086 -3.0146 1.9!506 -3.9012 
2 -0 •. 1637 0.3274 1. 7132 -0.2911 -1. 4221 1. 0!549 -2.1099 
3 -0.0003 0.0006 -0.0749 -0.0094 0.0843 0.9717 -0.1434 
4 0.0000 0.0000 -0.0001 º·ºººº 0.0001. 0.0002 -0.0004 

B I;: e 

(1.00) e 1.1.0> Cl.1.1) 

N X z X V z X z 

1 2.2SB4 -4.!5168 4.0B26 3.4362 -7.5188 0.97SS -1.9508 
2 1.0441 -2.0002 0.0542 0.3780 -0.4322 1.3977 -2.7955 
3 -0.0819 0.1637 -0.0011 -0.0017 0.0028 0.5274 -1.0549 
4 0.0031 -0.0062 0.0000 º·ºººº 0.0000 -0.3~94 0.71BB 
s -0.0001 0.0002 0.0000 0.0000 0.0000 o.03sa -0.0717 
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0~0083 -0.0167 
7 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 -0.0039 0.0077 
a 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 -o.oooa 

F e e 
"(1.00) ( 1.1.0> Cl.1.1.> 

N X z· X V z X z 

1 3.1939 -6.3877 3.3871 0.6406 -4.0278 3.9012 -7.8023 
2 0.5054 -1. 0107 0.5029 2.0950 -2.5979 o. 1434 -0.2868 
3 -o.ooao 0.0160 -0.1045 -0.3527 0.4572 0.0004 -o.oooe 
4 0.0001 -0.0002 0.0026 0.0352 -0.0378 0.0000 0.0000 
s 0.0000 0.0000 -0.0002 -0.0039 0.0040 0.0000 0.0000 
6 0.0000 0.0000 0.0000 0.0004 -0.0004 0.0000 0.0000 



Cr:l•- Pal. 

ClOO> >C 

(100) z 

( 110> >C 

<110) y 

CllO> z 

( 111 > M 

( 111) z 

1 Para estos 

se 

c20. la. •> 

co.oo. 0.09) 

<-•. -o. a::n <--. -11. 79) 

C-9. 79• O. OO> 

<-•. -2. oo> 

<-2. ºº· o. 00) 

TABLA 2 

BCC 

<--. -2. 00> 

<-2.00. 0.00) 

<--. -56. 92> 

<--. -7.::Sl> 

(-0.16. 0.00) 

FCC 

<-•. -5.21> 

<-0.47. 0.00) 

<--. -5.21> <--. -o. 47> 

C-5.21~ O.OO> 

<--. -1.12> <--. -20.91) 
c-2.00. -1. 12> a 

<-17.17, o.oo> <-0.10, o.oo> 
C-17.17, -2.00>ª 

rangos de valores de e hay das valares reales de la 

relación de dispergiÓn 



l 

z - o,, 

vector 

Se 

el 

muestra la &uperi'icie del sistema p.aralela al plano 

plano de incidencia que coincide con el plano x-y y el 

de onda q y el campo electromagnético <~. A> de una onda con 

pplarización p que incide sobre la super-ficie con .ángulo de 

:lnc:ldencia •• El vector es la proyección del vector de onda q 
sobra la super-ficie del sistema 

2 Placa i n-f i neti si mal radiante utiliz.ada en el cÁlculo de la 

-función de Green 

Sa muestra el 

electromagnética g<z,O-> de un sustrato arbitrario. 

vector de onda <O,O,-q> de la onda r.adiad.a hacia el 

vacío, así como los de la onda radiada hacia el sustr.ato y el de la 

onda rei'lejada por éste. 

:s 

Haxwel 1 

Rectángulo peque~o en el cual se integran las ecuaciones de 

para obtener las condiciones de contorno que obedece el 

campo electromagnético en una placa ini'initesimal radiante colocada 

arbitrario. Las letras O e I denotan los en-frente de un sustrato 

lados derecho e izquierdo de la placa respectivamente. 

4 Soluciones de las ecuaciones homogéneas de Ma:o.,el 1 en 1 a 

:lnteri'ase entre el vacío y un medio semiini'inito, homogéneo y local. 

En la parte 

consiste, en 

de una onda 

superior indicamos que la solución ti saliente en -
el vacío, de una onda incidente y una onda rei'lejada, ·y 

transmitida en el .medio. En la parte ini'erior indicamos 

que la solución ~ saliente en -• consiste, en el medio, de una onda 

:incidente y una onda rei'lejada, y de una onda transmitida en el 
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7 F1guraa 

vacío. Se muestran las·componentes de los vectores de onda tanto en 

el medio como en el vacío. 

Placa infinitesimal radiante en la cercanía de la interfase 

entre un medio Gemiinfinito homogéneo y local y el vacío. El campo a 

la derecha de la placa es saliente en •y el campo~ su izquierda es 

••liente en -•. 

6 Cristal semi infinito· formado por átomos polarizables en 

presencia de un campo externo ~0 • Indicamos con líneas punteadas 

alguna& interacciones coulombianas entre los di.polos inducidos tanto 

en el in.terior del cristal come cerca de su superficie. 

7 Polarización normalizada vs. número de plano cristalino para 

distintas caras <klm> de un cristal FCC y para distintas direcciones 

Cuvwl de polarización paralelas ;a la superficie. Aquí e:c:m - -5.0. 

e Polar-i2ac.ión norcñali%a.da vs. 

distintas caras <kl m> de un 

número de plano cristalino para 

cristal FCC. La dirección de 

polarización es normal a la superficie y e:cm - -3.3. 

9 Polarización normalizada paralela a la superficie vs. núméro 

de plano cristalino para la cara (100) de distintos cristales 

cúbicos con ecm = -1.a. 

10 

FCC 

Polarización normalizada en la dirección C001J de un cristal 

cuya superficie tiene la orientación <110> vs. número de pl~no 
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7 F:l.gur&G 

cristalino para distintos valores de ~cm• 

11 Conductividades superficiales normalizadas <<6do;>< >>/i wa y 

<<6-zz>>/iwa vs. en la cara <110> de un cristal FCC. El eje z 

apunta en la dirección C110J y el eje x apunta en la dirección C1TOJ 

-a en la dirección t001J. 

12 Reflectancia diferencial normalizada de la cara <110> de un 

cr:lstal FC:C: vs. w/~ para el eje x en la dirección C1YOJ y en la 

COOll con d:l.rección 

realizado 

MI > WO• 

con el método perturbativo y no es conf:lable en la región 

13 Reflectancia diferencial un 

cristal FCC va. w/wo para el 

normalizada de la cara (110> de 

eje x en la dirección C1TOJ y en la 

d:lrección C001J con 6 = 60°, y wor - 1. El calculo fué 

realiz.ado con el método perturbativo. 

14 Polarización normalizada 

número de plano para la cara 

p.ar.ámetros y w == 1.4wo 

relajamiento: wor = 1 y wor = 100. 

1:5 Mostramos a los campos 

perpendicular a la superficie vs. 

<110> de un cristal FCC con los 

y para dos valores del tiempo de 

de radiación que viajan hacia la 

derecha. y hacia la izquierda ~i incidiendo sobre algunos planos 

cristalinog;. 
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7 Figur•s 

16 Placa -formada por M planos crista.linos. Con líneas punteadas 

ºindicamos algunas posiciones. 

cristal 

que 

-fuera. 

quedarían 

in-finito. 

ocupa.das por planos 

cristalinos si el Mes trames la onda 

incidente desde la izquierda. así como la onda re-flejada y la 

tran$mitida, e indicamos con una -flecha punteada la. ausencia de la 

onda incidente desde la derecha. 

17-22 Re-flectancia di-ferencia.l normalizada de la cara <110> de un 

cristal FCC vs. w/wo para el eje x en la dirección ClTOJ y en la 

dirección COOlJ con ángulos de incidencia 9 = 0° y 9 - 60º y_tiampcs 

de relajamiento T !I! wor = 100 0 10 y 1,, con "'p = 2wo. El cálculo -fué 

realizado mediante una superposici6n de medos propios. 

23 

caras 

Re-flectancia di-ferencial normalizada vs. w/wo para distintas 

de un cristal FCC y distintas direcciones del eje x, con 

9 - 60°, y wo7'" = l. El cálculo -fué realizado mediante una 

superposición de modos propios. 

24 Re-flectancia. di-ferencial normalizada de la cara <110> de un 

cristal FCC 

dirección 

<indicadas 

""'· 
[001] 

con 

con 

<N> y 

para el eje x en la dirección C1TOJ y en la 

ángulos de incidencia 

<R> respecti vame_nte> y 

9 = ºº 
con 

y 

... p =·2wo y 

wor :::a 

modos 

100. El 

propios. 

cálculo -fué realizado mediante 

Denotamos con las letras A, 

una superposición de 

e y e las regiones de 

-frecuencia en las que existen distintos .modos de longitud de onda 

corta 

existe 

que se propagan hacia el interior del cristal: En la región A 

un medo transversal con polarización en la dirección ClTOJ~ 
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7 Fivuras 

en las regiones A y B existe un modo tranaversal con polarización en 

la dirección COOll, y en las regiones B V C existe un modo 

longitudinal cuya polarización está en la dirección CllOJ. El límite 

superior de la región C está ~uera de la ~igura. 
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112 

113 

B Dlbl1ograf'ía 

Notamos que la matriz ~GgG'g' puede tener mas elementos que la 
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