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1. INTRODUCCION 

Desde las primeras etapas del desarrollo de la rnacá

nica cuántica. las transformaciones can6nicas fueron muy impor

tantes para entender la ~structura de esta nueva teorlal-S)• 

basta mencionar el ejemplo de la representaci6n unitaria (ker

nel de Fourier) que transforma los estados entre los.espacios 

de configuraci6n y momento. Durante varios aftos las transfor

maciones can6nicas quedaron relegadas y es hasta las Oltirnas 

dEcadas en que el interEs por ellas se ha despertado. ya sea 

por la importancia que tienen en aplicaciones directas6 - 19l. 

o bien por su utilidad en la cuantizaci6n georn6trica20 - 28 l. 

Este trabajo se basa fundamentalmente en conceptos 

desarrollados por algunos de estos autores15-l9 ) en el marco 

del lenguaje clásico de la mecánica cuántica y su extensi6n 

al formalismo de cuantizaci6n geométrica. Dos de ellos. Mo

shinsky y Seligrnan. han estudiado en forma sistemática las 

transformaciones can6nicas NO BIYECTIVAS y sus representaci~ 

nes en mecánica c~ántica16 - 18 l. asi corno la estructura de 

los espacios fases involucrados en la transformaci6n19l. U

no de los objetivos del presente trabajo es indagar a que 

nivel surgen en cuantizaci6n geométrica conceptos corno _espín 

de ambigUedad y estructura de hojas de Riemann. que los au

tores anteriores introducen. Dada una transforrnaci6n can6ni-

ca no biyectiva 

los operadores 
f= f (r, <ffL i = i-(r,~J; { ¡;_, ¡J = .1....1 
y ~ a.sociados a las variables · F, i 

del espacio fase original tienen espectro continuo de - co a-+"" 
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En ge.nera1 • 1os operadores asociados a1 nue-

vo espacio. tienen espectro muy diferente por 1o que a prime 

ra vista parece imposib1e encontrar un operador unitario ta1 

que 
.... -· u r u. !j- = e 1. 1 l 

Se ha observado que aOn en 1a mecánica c1ásica 1a 

no biyectividad de 1a transformaci6n imp1ica 1a existencia 

de un grupo de ambigüedad. i.e. un grupo de transformaciones 

que deja invariantes 1as variab1es • Ast. 1a 

biyectividad se ha recobrado introduciendo una estructura de 

hojas de Riemann en 1os espacios fase en forma aná1oga a 1as 

funciones mu1tiva1uadas sobre e1 p1ano comp1ejo. También con 

e1 auxi1io de1 espin de ambigüedad. indice que etiqueta 1a 

representaci6n irreducib1e de1 grupo de ambigüedad. estos a

utores han conservado 1a estructura de una hoja en 1os espa

cios fases y 1a no biyectividad 1a han mandado a las funcio

nes sobre 1os espacios. que se representan ahora como espin~ 

res. 

Para e1 prob1ema mencionado en 1a ecuaci6n (1.1) 

e1 espin de ambigüedad permite hacer más grande el espacio 

de Hi1bert y extender e1 espectro de 

forma que coincida con e1 de f 
de ta1 

Por otro 1ado. 1a cuantizaci6n geométrica trata 

de entender 1as estructuras matemáticas necesarias para cuan 

tizar un sistema c1ásico. Empezando con un espacio fase clá

sico. que en términos geométricos es una variedad simpléctica. 
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uno busca construir un espacio de Hilbert y el espacio de ·~ 

peradores para la teoría cudntica. de tal forma que no de

penda explícitamente de un sistema de coordenadas particu-

1ar. Más ambicioso sería poder aplicar cuantizaci6n geom~

trica a sistemas en los que la forma normal de cuantizaci6n 

no resulta obvia como en espacios con curvatura. Es en este 

contexto en el que queremos analizar las transformaciones 

can6nicas no biyectivas. 

Las transformaciones can6nicas y sus representa

ciones en mecdnica cuántica han sido estudiadas por varios 

autores 6 • 11 • 15 - 18 • 3 º). Uno de estos trabajos 15) presenta la 

representaci6n unitaria como la soluci6n de un par de ecua

ciones diferenciales (ecuaciones M-M ) parciales. En muchos 

casos estas ecuaciones son difíciles, no s6lo de resolver. 

sino tambi~n de expresar explícitamente. debido a que sur

gen de la construcci6n de operadores autoadjuntos. En algu

nos casos de transformaciones no biyectivas, ha sido posible 

incorporar tambi~n el espín de ambigüedad en estas ecuacio

nes31). 

La comprensi6n matemática. sofiada. de la mecánica 

cuántica engloba la correspondencia entre ~sta y la teoría 

clásica. A este respecto. a6n quedan algunas preguntas sin 

una respuesta definitiva. como el caso de si. a una trans

formaci6n can6nica dada. le corresponde una transformaci6n 

unitaria en el espacio de Hilbert de ~stados cuánticos. Al 

parecer, 6sto fue tomado como un principio por los funda~o

res de la mecánica cuántica. Actualmente el problema no ha 
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sido sistemáticamente investigado, y no existe ningGn a1go

.ritmo que permita enviar una transformaci~n can6nica en una 

unitaria. En conexi6n con esto, en este trabajo se ha busc~ 

do una respuesta en dos direcciones diferentes, pero no se 

ha 1ogrado obtener a1go definitivo. Una a trav~s de la des

composici6n de 1a transformaci6n can6nica en una secuencia 

de transformaciones puntua1es y de Fourier, y otra vta e1 

kernel de B1attner-Kostant-Sternberg que surge en la cuan

tizaci6n geom~trica. 

E1 contenido de este trabajo lo podemos bosquejar 

como sigue. En e1 capttu1o 2 se presenta la idea de que 1as 

secuencias infinitas de tranformaciones puntuales y de 

Fourier, alternados, son densas en e1 conjunto de transfor

maciones can6nicas, y se ~nvestiga si las ecuaciones Mello

Moshinsky nos dan un homomorfismo para estas sucesiones. En 

e1 capitulo 3 describimos someramente algunos m~todos re

cientes que permiten relacionar, con objetos geom~tricos, 

1as mecánicas clásica y cuántica. La cuantizaci6n de una v~ 

riedad simp1~ctica (X~ W) consiste básicamente en enco!!. 

trar un mapeo que mande obsevables clásicas 

¡ 
H ------( -- -ta1 que: i) -J+3) = f- +J -- . {1.al = ~ (.f,aJ 

a operadores autoadjuntos sobre un espacio de Hi1bert 

<>:f) - A f ~ AE. lR ii) 

iii) iv) e .1 = func i6n 

constante; r = operador identidad) • 

vo1umen 

E1 espacio fase .X. tiene un elemento n.:itural de 

1 w"f y un espacio de Hi1bert L~ (X) de 

funciones complejas sobre _)C. de cuadrado integrab1c, con 
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producto interior <'J', 'i') = (2.~~f'Jx 'f '/' /w"'/; 'f,tl1€~(XJ 
Cada observab1e c1~sica f actúa sobre ~ ('"){..} como un ºP.!?. 

rador sim~trico bajo 1a correspondencia f: 'f~-ii.g'.¡lf. 
Aunque e1 mapeo satisface 1as reg1as de 

cuantizaci6n. su kerne1 es distinto de cero. por 1o cua1 no es 

isomorfismo. Esto puede tratar de corregirse agragando otro t6.!:_ 

mino en 1a forma UJ .....__. -;'t. l¡. 'f + f 'f La constante 

actúa sobre Lz (.X.) por mu1tip1icación. pero 1a condici6n 

iii) ya no se cump1e. Si uno aún forza e1 razonamiento agraga~ 

do otro drmino ? =- - : i. [ ~:f - ..;, ( I.¡. .J e)] +.;f 
donde es 1a 1-forma can6nica. 1a condici6n iii) se cump1e. 

pero aún persiste otra dificu1tad. La construcción de de-

pende de 1a e1cci6n de e y por 1o tanto no puede de 

finirse g1oba1mente. a menos que sea exacta. Un escape 

de esta contrariedad es permitir tranformaciones de norma: 
-i-"'" ..-1.J' = e-" 'J . por 1o que T '1' = 9'= s +..{.e.A. , 

...&-04.{ 
=-;t.(11 1!'-t' (f7.ie')'f'].J.f'f 1 = e., -:t.[i5J'-i;(!f'.Je)';f]+:f':f'J 

Como 1as amp1itudes de transici6n son invariantes. ¡ es in-

dependiente de 1a forma 1-forma can6nica. Pero se dete.!:_ 

inina de E> y e' excepto una constante de adición. 1uego 

hay una ambigUedad en 1a fase de <.f 1 ••• Esto 

puede ordenarse un poco. haciendo actuar f • no sobre fun-

ciones. sino sobre secciones de un haz 1inea1 hermitiano sobre 

")(. ·• Este espacio de secciones es demasiado grande. Una 

forma de restringir1o es considerar únicamente secciones que 

sean constantes en ciertas direcciones. y por esto es necesario 

introducir e1 concepto de po1arizaci6n. se.puede construir ade-
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m4s un apareamiento entre objetos asociados a diferentes polari

zaciones, cuando se cumple una condici6n apropiada de transvcr-

sa1idad. 

En e1 capitulo 4 tratarnos de hacer la conexi6n entre 

e1 apareamiento antes mencionado, conocido como kernel de BKS, y 

1as representaciones unitarias.Dada la transformaci6n can6nica 

Ft son , 
1as polarizaciones generadas por los campos Hamiltonianos J;. · 
d ~ { . Los espacios de representaciones -;e,!/= r ( L l!il llA' F.i J 
~ ~i = í' ( L ®V A' F¡) esdn asociados a F~ ) Ff". 

En el kermel de BKS es necesario construir 

que son covariantemente constantes 

secciones A,.., .A¡ 
Fj :s Fs . sobre de L 

Á1 cumple con esta condici6n si se escoge la conexi6n en la 

forma • Para construir 

• se expresa en ta1 que 

t15rminos de 

VA 1 = -: e e ...\1 
VJy Á1 -= o 

>tt: >-1 - se encuentran dos 

ecuaciones diferenciales de primer orden 

~r f = i ( rc:l- p )f que determinan f- a través de 

r = eJCf ( • J Lji <il+ Lj (Ir 5 e(1;;)cl¡>) df - (. J B (l¡:) dp) 
donde L-r = e ( ~f ) - p . En la soluci6n de va-

rios ejerc~cios encontrarnos que el objeto importante conectado 

con 1as representaciones unitarias, es y no el opera-

dor U. : -J<. l inducido por el kernel de 

BKS a través. de (cr,_ JU.~) 
Esto se debe a que • excepto factores de norma-

1izaci6n, es la rcprcsentaci6n· unitaria. mientras que {.,¿ 
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además de contener a tiene otros factores que nada 

tienen que ver con 1os que se deben agregar para tener 1a unita

riedad. En consecuencia, 1a esperanza de a1gunos autores 24 • 26>, 
de que e1 kerne1 de BKS induzca operadores unitarios, es err6-

nea excepto para transformaciones can6nicas 1inea1es. Tambi~n 

aqut exp1oramos 1os primeros t~rminos de 1as secuencias de tran~ 

formaciones can6nicas: puntua1-Fourier-puntua1 •••• y 1os resu1t~ 

dos concuerdan con 1os que se obtienen en e1 capttu1o 2 usando 

las ecs. M-M. 

En el capttu1o 5 usamos un ejemp1o especifico de tran~ 

formaci6n can6nica no biyectiva para i1ustrar como interviene 

cuantizaci6n geom~trica en 1a estructura de hojas de Riemann. A1 

hacer esto sobre un ejemp1o, no creemos que se pierda genera1i

dad en e1 razonamiento. Básicamente 1o que tenemos es que el gr!!_ 

po de ambigUedad determina 1a estructura de1 espacio cubriente, 

en nuestro caso y se hace 1a exten-

si6n a este espacio, de 1os conceptos de1 capttu1o 3, ta1es como 

haz de marcos metapl~cticos, polarizaci6n, haz de medias-formas, 

haz lineal complejo, conexi6n, etc. De esta manera, se puede con~ 

truir, en relaci6n con una hoja de Riemann, una funci6n que hace 

que se cump1a. Excepto un factor 

de norma1izaci6n, esta funci6n es 1a representaci6n de 1a trnns

formaci6n can6nica. Pero necesitamos extender1a a un espacio ma

yor con el fin de que sea unitaria. Esto se logra construyendo !:!. 

na suma directa de espacios de Hilbert. 

En el capitulo 6 examinamos, nuevamente en ejemp1os, 

la forma en que interviene e1 espin de ambigUedad en cuantizaci6n 

geom6trica, para hacer unitaria una representaci6n de una trans-
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formaci6n can6nica no biyectiva. Para obtener un espacio mayor 

e (-co' -tco) ® l! (o, t) • se hace uso de1 grupo de ambigüedad 

y de sus representaciones irreducib1es a1 nive1 de las funciones 

que hacen 1a secci6n cova~iante sobre 1a po1arizaci6n 

Fr. 
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2. TOPICOS CLASICOS DE TRANSFORMACIONES CANONICAS 

En este capitulo haremos algunas consideraciones que 
permitir~n complementar el material desarrollados por Moshinsky 

y colaboradores. 

En primer lugaºr veamos las transformaciones puntuales 

y biyectivas, del tipo 

Las ecuaciones 

~ 
p - tl>'{!f.J 
Mello-Moshinsky (M-M) 15 ) de 

(2 .1 a) (Z.lb) 

esta tran~ 

formaci6n, son 

?f<<JltLI~> - 4'lfJJ<1tu.lf> c2.2a> 
y t- I r [ -f''(JJ]-· + L 4'(?Jf'r }<'llt/. /?{)= ia~ (jfc.t./f > (Z. Zb) 

A continuaci6n mostraremos que si tomamos la ~epresentaci6n 
por · 

< $ 1 u I <¡ > = [4>'C<f1]%. J(~- 4><•1) (2. 3) 

entonces las dos ecuaciones anteriores se satisfacen. La ecua-

ci6n (Z.Za) es trivial. La segunda ecuaci6n toma la forma 

. . 

-~[,,.'t., 8 : - /~.:~~JL ]«11u l"f.> = i.[ +'<'l-Ji'&.S'(t:- </>«•J): '~ (<.J/ulf> 
y por tanto la ecuaci6n (2.Zb) también se satisface. 

Nuestro interés en este tipo _de transformaciones radi

ca en que se tiene la sospecha de que las secuencias infinitas 

de transformaciones puntuales y de Fourier, alternadas, son den

sas en el conjunto de transformaciones can6nicas, i.e. creemos 

que cualquier transformaci6n can6nica puede escribirse como una 

sucesi6n infinita de las transformaciones anteriores menciona-

das. Al final de este capitulo mostraremos un ejemplo de una 

transformaci6n que se deja descomponer en la forma puntual-Fou

rier-puntual-Fourier (PFPF). Por lo pronto tenemos el hecho in

teresante de que esta clase de transf6rmaciones (PFP •••• ) for-
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man un. grupo bajo ap1icaciones sucesivas. Esto se debe a que 1a 

c·omposici6n de dos transformaciones (PF; •· •• ) • tiene por represe!!. 

taci6n 1a composici6n de 1as representaciones correspondientes. 

En otras pa1abras. 1as ecuaciones M-M nos dan un homomorfismo p~ 

ra 1a composici6n de transformaciones de1 tipo (PF •••• ). Vamos~ 

hora a trabajar este homomorfismo para casos senci11os. porque 

queremos conectar1os a1 fina1 de1 capitu1o con un ejemp1o concr!!_ 

to bien conocido. Posteriormente veremos si en cuantizaci6n geo.

m~trica se preserva tambi~n esta estructura. 

Para e1 caso de una transformaci6n puntua1 seguida de 

una Fourier (PF). 

(2. 4a) 

tenemos; 
p 

~a=- f"t (2. Sa) '!J z. 
4>' 'U (2 .6a) 

(2. 4b) f>a. = - "'· (2. Sb) f':z. = - q, (!¡.) (2.6b) 
De 1a ecuaci6n (2.3) sabemos que 1a transformaci6n ca-

n6nica dada por e1 sistema de ecuaciones (2.4) tiene por repre

sentaci6n 

1-f { c;¡, c;¡.·,J [ cp'C~) ]!'2_ d ( !j., - <f (~)) 
(2. 7) 

donde ahora usaremos 1a notación· 1-1, ( lf, "/ 1) _ 
y 1a representaci6n de 1a ecuación (2.5) es 

H (-:¡ .,.. J ' d<:J,!f,._ z. ., ..... = ~ (2. 8) 

Por 1o tanto. si componemos (2.7) y (2.8) encontramos 

una representaci6n. para 1as ecuaciones (2.6). dada por 

' 1·· ( 1#>'('#}] ~ ; fa../>(•} (2. 9) l-la.(1>'1.r.) = H.<1.'1.> H.i.(f, ,'fa)d.11 = ~ rr e --Veremos ahora que ~! ('f,'fa.) satisface 1as ecuaciones 111-M co-

rrespondicntes a 1a transformación (2.6), esto es 

y 
- +l'f) ll~ (~ I 'f..) 
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El siguiente punto en complejidad es tomar las trans

formaciones biyectivas PFP. de la forma 

t.= + {'') (2. 1 O) ~& = ,,, (2. 11 a) i & '::::: .~l~a.) (2. 1 2a) 

ft = 
.. (2.10b) P:a. .,... !J, (2.11b) 

r~= 
.,. .. (2 .12b) 

el>' C1) 
=; 

de donde f ) 
'i'{f1.) 

'~ = 4'( '4>'{'} (2.13a) 

r3: tPl!i-J (2 .13b) 

,.P'( .~,)) En este caso tenemos que 

(2 .14a) 

(2.14b) 

(2.14c) 

Luego. la representaci6n unitaria para la transforma-

Las ecuaciones (2.13) se pueden expresar más fácilmen-

te como 

(2.16a) 

(2.16b). (2.16c) 

Luego, las ecuaciones M-M correspondientes son 

i ·[_ 2. é> .,.., (ff) ] ll 1 ( ~··-'( ) t-1' ( 
-:¡:- cf>'c~> a!f. - [tl'(!f-)] 2 3 '4, ~J) = r ~J ~ !f.1 "h) 
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y L [z ;¡_, 1C'h) ..2.. .¡. 
z T ~'lr. 

-;¡;"(!11f}H;,l'11'h) = -~("}-) 1-l~ ('/,'fj) 

. f" = e""~ ·v'r 
(2.16d) 

que se satisfacen con /.f;('f., '/-,) dado por la ecuacit5n (Z. 1 5). 

Para el caso de cuatro transformaciones suscesivas del 

tipo PFPF tenemos. aparte de las ecuaciones (Z.10). (2.11) y 

(2. 12) 

"'"' = 
p, (Z.17a) ..,."( 

::: tP(tl 
'/' I ( 4':;11 ) 

r.. = -~h (Z. Fh) ¡., - ,Y( q.1:(<:¡) ) 

Como 1-1., ( 1~ / ~.,) = I 

t/zrr ' 
la representacit5n unitaria de (Z.18) ser§ .,.., 

e: .. ,.,'< 

(2.18aJ 

(2.18b) 

H; ( 1-'h) = f lf, ('f.,?,) H .. <i, ,1 .. ) HJ (1 & ,'#11) H" (-¡.J, 1.,J dr¡.. J.1 .. c:f ~J --+• J 11~ (1,'fi~) H., ('í3,'1.,J d~3 
-q, 

(2.19) 

[ 
1''áJJ)'~ J+[ ( ,¡--'J'(h) J ~L c:t+(t) .y-'{!fJ) + 
zn -• 

Obviamente la representaci6n (Z.19) se puede escribir 

en una fo"rma no integral más senc~l1a: 

Veremos ahora que la expresi6n (Z.19) efectivamente 

cumple con las ecuaciones M-M relacionadas con la transformaci6n 
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.a. 

(2.18). 1a que. por simp1icidad 0 escribiremos en 1a forma 

,_4( ~·(-f.,) = 

..y-1 (- f<1) = 
Ahora. 1as ecuciones M-M son 

donde 

y 

(2.22) se satisfacen. 

+cv 
f' 

4'' ('!¡) 
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(2.21a) 

(2.21b) 

(2.22a) 

Aprovecharemos 1o desarro11ado en este capítu1o para 

introducir ingenuamente 1a transformación canónica .NO BIYECTIVA 

a variab1es de :ingu1o y acción de1 osci1ador armónico. Es obvio 

que como esta transformación es no biyectiva, 1a expre~ión que 

obtendremos en seguida • NO SERA UNITARIA, pero mostrará e1 he

cho de que una transformación que aparentemente nada tiene que 

ver c~n transformaciones puntuales, se puede superponer con tran~ 

formaciones de 1a forma (PFPF). Otros autores 31 ) han incorporado 

ya, en 1enguaje de ecuaciones M-M. e1 espín de ambigUedad, obte

niendo 1a representación unitaria correspondiente. En e1 capítu

lo 6 se obtiene esta representación mediante cuantización gcom6-

trica. Tomemos pues~ las siguientes transformaciones canónicas 

~z.=f'• (2.24a) ':J'.}:. <1rc.-fa., f'- (2. 2Sa) 
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p.= 5Jl'f) f (2.23b) Pz=- <:f, c2.24b) 

(2.26a) 

f,,, = ~J (2. 26b) 

Tomando la composici6n resulta 

(2.27a); (2.27b) 

Como • e!l 

tonces. usando la ecuci6n (2.19) tenemos que la representaci6n es 

(2.28) 

o bien. en t~rminos de la expresi6n (2.20). el resultado anterior 

es m4s simple. Volveremos a este ejemplo en los capltulos s y 6. 
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3. ELEMENTOS DE CUANTI°ZACION GEOMETRICA26 ) 

Sea .)lC variedad diferenciab1e y una 2-forma 

cerrada y no degenerada sobre 

se 11ama variedad simp16ctica. 

X • La pareja (X, <J.J) 

Un haz 1inea1 L sobre X es una terna (L,w..,X..). 
donde: 

1} L es una variedad 11amada e1 espacio 

tota1 de1 haz. 

2) es un mapeo de L sobre 

3) Para cada 1a fibra en X 

tiene estructura de un espacio vectoria1 comp1ejo de dimensi6n 

uno. 
4) Es 1oca1mente trivia1; i.e. cada de,-

be tener una vecindad u ta1 que L 'U -.J u X <t:: 
Una secci6n s de L ( s E. r (L)) es un mapeo e -
ta1 que ir. S = •el i.e. .s<x) E l..x ,, V' x:c;. X 

E1 conjunto de secciones de L ; r ( L} forman un 

C"'°Cx.)- m6du1o con 1a 1ey de mu1tip1icaci6n 

(.f s)(.>e..) =- t (><.) s úc) 1- ~ c..- (x) 

Para definir 1a derivada de s en 1a direcci6n 

de1 campo vectoria1 es necesario introducir un con-

cepto que nos permita comparar vectores de fibras diferentes. 

Esto es 1a conexi6n. 

V 
por 

Una conexi6n 

T ... X >( f'(L) 

V(~ 1 s) - 'V$ s 

( L,., 

; 

V') de 

r ( L) 

~e- "G X 

L 

/ 

es un rnapeo 

que se denota 

SE r(L), 
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que satisface 

La forma 

sobre 

esca1ar 

a) 

b) 

c) 

d) 

V~ (.:>•+s .. ) = 

v11 +- 'J., s - V>, => 

Q'-f ! s - f Vj .5 

V> (f!>) - (~f >~ + 
de conexi6n de ( L. 

1 
V) es 

L,. 
y.!. s 

L - { ~ec.c.•O:.. · o} 
"2."Tt~ < s .... o(' , s > 

En cada fibra de L. 

1a anica 1-forma 

ta1 que 

T-.X 
se define un producto 

( s, t.) X --7> <r. : x ~ (soc.>; -líx.J) ~ 

s, 7:. e f' (L) •. 11amado ml!trica he.!. 

mitiana. que se preserva (es invariante) ante transporte para1e-

1o. en e1 sentido 

V~. (s., sL) = ( Y! s,, s .. )+ (s, ,~ V.1 5.¿) 
La conexi6n ( L., V) tiene una estructura 

Hermitiana invariante si y solo si 2iri (-< - K'} es 

exacta sobre L ... 
Como el espacio de estas secciones resulta demasiado 

grande para formar el espacio de representaci6n.una forma de 

discriminarlas es considerar aquellas que son constantes en 

¿iertas direcciones. Por esto es necesario el concepto de pola

rizaci6n. 

Sea (X.,~) una variedad simpléctica de di-

mensi6n • Una polarizaci6n de (X,~) es 

una distribuci6n compleja involutiva 

de dimensi6n tal que 

es constante. 

Un marco lineal de 

F ~ ~ X - TX.s> fl:. 
<...u 1 FX F = o .J c:l ¡""' { & n ~} 

en es 
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una base ordenada w = (w., .... , w .... ) de 

La co1ecci6n de todos 1os marcos 1inea1es de F :forman 

un haz fibrado principa1 :BF sobre X.. con grupo estructu-

ra1 G L ( "', e ) 
nea1 comp1ejo ~~ f=' 

• Asociado a Sr se tiene e1 haz 1i

• E1 espacio de secciones de /\"" F 
es isomorfo a1 espacio de :funciones comp1ejas sobre 3F"que cum

p1en con 

A• ( w A) AEGL(111,c.) ¡ 

a travi:;s de 

r-<- C.x} 
W. A ........ A \;í.,,. 

donde -. significa e1 dua1. 

Como e1 {d.c:;f ) \/':a. es dob1emente va1uado • es conve-

. niente e1iminar esta ambigüedad pasando a1 grupo dob1emente cu

briente de G L {'1, tL.) • 11amado grupo meta1inear M L(11t,~}. 

p: MLl.,,tL.)~ GL("f1 C) ta1 que ML(11t1 ct:.)=-f' (GL(H,C.)) 

es e1 mapeo de covertura. Exp1 ici tamente M L ( 1.1 1 CZ::.} es 

un sub grupo de Gl(11tt-1_, cJ de 1a forma 

[: :r(;A)YL] ,, AE G L {"',e) / 

y 

;{[ A ~~ºA)"-~]) = A o 
Se tiene además e1 homomorfismo 

ta1 que e1 diagrama 

M L ( ~. <Z:.) 

!r 
GL (11\,<L) 

conmuta. 
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Con esto se puede definir el haz de marcos mctalinea-

les como el haz fibrado principal sobre X con 

_grupo de estructura M L (111, ce) • junto con la proyecci6n 

tales que el siguiente --:;::.. 'iJF 
diagrama conmuta 

ii'FX f1L(va,c) 

1 "L~f 
6F X. 

Asociado con 

GL.. (t.1.,<t:.) 

SF se 

SF 

tiene el haz lineal complejo 

..¡ /\"' F sobre X • cuyas fibras son • y 

H L. (lll, C) actGa sobre ellas con la multiplicaci6n 

A E; Ml(t11,~). 
El espacio de secciones r(.¡l\ ... F)° es iso-

morfo al espacio de funciones complejas e-e aF) que 

satisfacen 

.Vº ( w A) = ?L (A-') .JJ º ( ~) 
w €- BF _, A~ ML(11,<1:) _, IJºE-'"C-(BF) para 

Consideremos que el conjunto de campos hamiltonianos 

complejos {!cJ······~~ .. } 
conjunto abierto contractible 

por X · W ~ ii' 1= 

_!.ó<) = ( ~ ,(x) J •• ·- • J .! ... ex>) 
ces existe un levantamiento de 

nietalinear ?' W ~ 

L/3 e r ( l/A"'_ F) 

generan F en el 

w~x • y denotemos 

el campo de marcos definido por 

para 

es la Gnica 

X. E- 1/1/ • Ento!!. 

a un campo de marcos 

• su.pongamos que 

secci6n sobre \Al 
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tal que 

• ~ = .L (3.0) 

Entonces toda u € r ( .¡ /\ .. r) puede repr~ 

sentarse sobre w como .u/w - (LJº.J).V,f 

Una secci6n local ¡.J e ,, ( VI\"' F) sobre W.=X 
• si ·.v·- I se dice que es covariantemente constante eri F" 

es constante en • y se define por 

- u. cu· o!;') JJK 
re l/ "'"" F) 

, 
Esta diferenciaci6n en y la conexi6n 

en PlL) inducen una diferenciaci6n en °r(L. e \{/\"" F) 
en la direcci6n. F • Las secciones covariantemente cons-

tantes en la direcci6n representar§n los estados cu§nticos 

del sistema. Para construir este espacio, primeramente se asocia 

al par de secciones ( tr; ,1 et;_) de cqnstantes so-

F=" • la densidad < 111,, az>~P sobre , bre 

donde ':DC2><t:. = FnF • Sobre la vecindad de 

">(e;: X • las secciones tr, y son de la forma 

• con A,,.X~#E: fl(Lfv) <r. lv = A • GQ iJ, ,, cr;. f v = 

y JJ,,a>z. E r (VA.,. F /v) 
dad <a¡ ,, az.. ) :X./D 

constantes sobre F . La dens_! 

se define como 

donde • Depende en forma lineal 

de • antilincal en y ademtis <~ cr>x/.J> ~º 
El producto escalar llcrmitiano ( cr,, <r..) se defi-

ne integrando < lr, , o-,.. > X./p sobre X/p 
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c~.~J 

E1 conjunto de secciones de para 

e1 cua1 e1 producto esca1ar es finito. forman un pre-espacio de 

Hi1bert de1 espacio de representaciones. Desafortunadamente red~ 

cir e1 espacio de Hi1bert en esta forma. tambiEn reduce ·1as ob-

servab1es que pueden cuantizarse a 1a c1ase que preserve F 
i.e. 1as observab1es C~ (X) ta1es que 

Ahora introducimos e1 concepto de variedad metap1~cti

ca. que es tlti1 cuando se inves.tiga ia existencia de mapeos en

tre espacios de Hi1bert asociados con po1arizaciones que cump1en 

con ciertas condiciones. i.e. se requiere escoger una estructura 

meta1inear en cada subespacio Lagrangiano de TX 
E1 haz de marcos simp1~ctico es e1 haz ":B ( TX,, w} 

sobre X 
de 7: X 

de todas 1as bases ordenadas ( U. 1 , .•. , LL-..:. V',_. ... , V01) 

w ( (L¡, V'} ) -

13 (TX,'"'-') 

s,. e"', tR. > 

ta1es que 

~•'".j ,,, <.U (U; ,, U.J } - _ú.J ( !/;_, VJ) = O 

es un haz principa1, con e1 grupo simp1~ctico 

como grupo de estructura. 

Los e1ementos de1 grupo Sr(i-i,IR.) son 

matrices con 1a forma 

T= ( 
T. 

li 
donde son matrices de que 
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-satisfacen Ta.13-I· y y 

son simétricas. 

E1 grupo dob1emente cubriente de Sr (llJ 1 JR..) se den2_ 

ta por H. f (!.\, 1~) y se conoce como e1 grupo metap1éctico. 

con mapeo de proyecci6n J': Mp(ll., IR..) ~ .s,.cn,, IR.) • An!. 
1ogamente a1 caso meta1inear 0 se introduce e1 haz d~ marcos met~ 

pUktico de {X_,<.c:1) como e1 haz principa1 =jí (TX.,<.>) S2, 

bre X con grupo de estructura f1 r ( "'I R..) • junto 

con e1 mapeo 

B (TX .. ....,; 

ta1 que e1 diagrama 

slT x, ~J x Mr C111.,.1RJ B (TX,, L4l) 

J-cxr 
~ ( rx ... w) x s,,. (Yl, CR.) ------:> S (TX .,w) 

conmuta. 

Una variedad )C junto con una estructura metap1éct.!_ 

ca. se 11ama variedad metap1éctica. 

Un haz de marcos Lagrangianos positivos de (X:.,,.....,) • 

es e1 haz '5> (T.X ... w) sobre X de todas 1as n-tup1es ordena-

das W = ( W 1 1 ••••• 1 !A/"') T -" X de vectores de _ 

ta1es que W¡ I •• ._, llCI,. son 1inea1mente independientes sobre C 

Y c.....> ( Wj .. wk) =o Y i ~ ( w~, ~) ::;::: o 

Queremos ahora ver que el haz -;::> (TX,, c..J) es un 

haz fibrado sobre X cuyas fibras son 
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es sim6trica; 

es positiva semidefinida } 
Sr (n.fR) y grupo de estructura que actaa sobre Pes 

Para esto veamos que un marco Lagrangiano positivo ~ 

se puede expresar en forma 6nica en t6rminos de un marco simp1~~ 

tico ( !J,, y) como 

w - ~U. + ~ V= (u., v) l.~) (3. 1) 

con ll. Y V matrices comp1ejas de ta1es 

que (~)e:P 
Primeramente notemos que (3.1) estab1ece una biyecci6n 

entre '? ( T;.X ~ lA l y 'P • Luego .s,c .... , R.) 

actaa sobre . -p en 1a forma 

( 

T, 

Ti )(~)= ( 
T,U 

'?. l.l 
+Tr.V) 
+-r:.v 

Si ademtis consideramos que 

(~';11')== ( T, T-a. ) (.y.,~) 
T3 ~ 

es otro marco simp1Gctico en l<: E:- Je • entonces 

~· U' -1- X' V' (~', ~· J 
donde 

( ~'.) - ( T_;-3 ~ )_, ( ; ) . 
Esto nos induce a identificar ']=> (1;.X ,,w) con 



el espacio de funciones 

vtis de 

donde satisface 
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a tra-

Ahora queremos introducir el concepto de un haz de ma~ 

cos Lagrangianos meta1ineares positivos. 

'siendo los elementos de :P( TX,. <.J) marcos 1i-

nea1es complejos, G L ( i.t, cZ: ) actOa sobre este haz en 1a 

forma 

Cé 
~· = .!1.1 e 

GL(l1,C). 

, con Jt!!! 1 ~· 6 :f>(TX,.w) 

Esta acci6n se traduce en 'P en la forma 

( ~·.; = 

Si definimos las matrices 

c. U- iV (3. 2) 

y 

1as condiciones 

no singular, 

w (u.+ i V') ( u. - iV T' 
en la definici6n de 

W=- W y 

':¡::> 

ft WI\ 
implican que e es 

Denotemos por B la bola unitaria cerrada en e1 

espacio de matrices simétricas complejas de h J( 11\ 

=v.J,, l!wll~I} 8 ={ w :: weo G L li.-t I <Z..) , w 
'P se puede identificar con "B >( GL(.,,,,<t:.) a 

través de 1a biyccci6n (3. 2). G-L(l'\1C..) actua r:i sobre 

13 >( G L (111. 1 e) en 1a forma 



24 

( (w,c)c') 1--1--> (w, ce•) 

mientras que s r c. ..,, IR.) 10 harli en 1a forma 

donde 
0 ( w, e) = ( d w ,, t>(. ( ;J ,, w) e) 

3=( T, T~ ) e Sr (.,_, ~) 
Ti l'f 

d "" :::: (U'+ i Y') (u• - ; V"') = ( T, U. + Ta. V + i ( T; U+ T~ V)) 

= [(T. +iT;)('I.+ w)- (T..,-iTa.)(I-W)] 

[(T. - iT;¡)(z+w) + (T.c-+i Ta.) (I-11\/"))-c 

e' e-• = (-u.• ...: .- v ') c.-• 
i: ( ( r,- ¡ r 3 ) Cr +"" )~ CT-. ..-;Ta.)Cx-w)) c3 _ 3 ) 

11(: Sr(11t,lR)x:B ~ GL(111,rc..) 
,(,, ( 4i.

1 
''h ,, w) =- o<: ( ~·,, d-z W) o<. (j.&,vJ) 

U(9') O se p~ede enca3ar en 5 p ( H, li!..) 
de1 mapeo 

A+ i B .,. (_"e, ~) 
Si en (3.3) escogemos T,::: f1 =A 

tendremos que 

Existe un 1cvantamicnto único de 

satisface 

a trav~s 

y la.=-7;=B 

~ H l("'\
1 

C.) tal que e1 diagI:ama siguiente conmuta 



l:ir ("',IR.) x B 

lrx··~ 
M. L (n, c.) 

lr 
s,. (~, IR.) >< B _.....:°"'-::;.;::::_ _ _,~~ G L ( n., c.) 

definido por S. .X:. M. L("\., fl::) 

principa1 sobre con grupo de estructura 

Para este ha:z: se tiene una acci6n izquierda de 

1a forma 
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es un ha:z: 

de 

j° (w
1 
e) - ( j (J) W .... Z (J",. w) e), j' é M,. (,.,1?-) ., (w~ e) ce Be: -~~l"',q 

¡5" adem4s,es e1 espacio dob1emente cubriente de 

con proyecci6n r: fS - p dado por 

L ( w, e)= (~) = ...L. ( l.r..,. ""J .r ce > ) 
.2. ¡ (X-'41) f (e?'") 

Ahora podemos definir un haz de marcos Lagrangianos m~ 

ta1ineares positivos de (.X.1<..c.>) • como e1 haz f ibrado 

-Js(TX,,...:>} sobre X • con fibras sobre 1as que actGa 

Hp C. l'l,~) en 1a forma (3.4) Podemos también identif.! 

car :P (T1C.,, w) con el espacio de funciones 

~ •: g (t;,X, <.AJ)- 'P a través de 1a relaci6n 

'""o ( -- ) --1 ~ (~) ~ (c.c,,v) ~- = J ~ t.t..,v 
Luego P(T2C.,w) es el ha:z: doblemente cubri.cnte 

de .P( TX., w) con proyccci6n 

tal. que el. siguiente diagrama conmuta 

B (1:.X.w) 

!~ 
B (T,,.X,'-cl) 

.;¡
---,;;;. 

~-
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y tambit\n 

P(TX..,1>->)X ML(V\,<2:.) :P (T.X:, ....,_) 

1 "t: ,..f L -e 

;:> (T X, w) x.. G L (n, <r.) :§> ( TX,~) 

conmuta." Como es un subhaz de :P (TJ(, ua) y 

BF es un subhaz de T-(TX.,....,) • entonces e1 siguien-

te diagrama tambit\n conmuta 

BF x ML(n,c) 

.J T.X.f 
BF ~ GL (\l\ 1 <Z:.) 

SF 
.i -e 

---?'~ s·F 
Otro concepto que es de uti1idad en 1a cuantizaci6n es 

e1 de po1arizaciones fuertemente ~dmisib1es. Para esto considere-

mos 1a po1arizaci6n 

distribuciones 

F 

]) e:. = F (l F 

y denotemos por 

t=:. c. = F+F 

es invo1utiva debido a que 

y E. 1as 

F 1o es. 

Cuando tambit\n E es invo1utiva 0 se dice que es 

fuertemente admisib1e. 

Si F, y son po1arizacioncs fuertemente 

admisib1es 0 y si 

D,'2. - D, n Da. E1a.. 

entonces e1 par de po1arizaciones (F,J F.a...) se dice que es 

fuertemente admisib1e si En .. es unn distribuci6n involutiva. 

Ahora tenemos 1os c1ementos para empezar a describir 

e1 proceso de cuantizaci6n de funciones sobre que 

·. 
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generan grupos uniparam~tricos de transformaciones can6nicas ba

jo ciertas condiciones. 

Si denotará e1 grupo unipar~ 

mEtrico generado por e1 campo vectoria1 • Para cada 

-{ E R._ • 1a po1arizaci6n F= ser4 trans1adada por e1 map~ 

o Te#>¡: TX ---7 TX a 1a po1arizaci6n 

E1 diagrama siguiente muestra 1os sucesivos 1evantamientos can6-

nicos del mapeo • as~ como las conexiones entre 1os d~ 

~erentes haces fibrados • 

:P(-rx., -.ú). 
.... "e ~ 

-...:....,.J.t-~,. ~ (TX., ...:.) BF 

l: l 
SF e 'J'(.TX.,w) 

e-<- t!~ F" '-
/\."' F JA X 

T"""'L t: --'~::?: _ _.,., Tcil5-(F) 

~ 
X 

! ,., 
.¡ /\"' F 

Dado que es transportada continuamente por 

1 

l ·¡ 

1 
! 
! 

! ¡ 
' 1 
¡ 

! 
i 
! 

1 

Tcf>~ • entonces en cada -t ! 
se tendrfi un haz de marcos ¡ 

BT4>~ (F) e '3> (TX ~w) y -¡:_-'{BT+f (FJ)= BT<t.f-CF)c:P(TX., c.,.)).¡ 
¡ 
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Dado BF entonces BTc#>} (F) 

y por tanto (F) Si denotamos por 

Jl\ .. Tqj (r) e1 haz fibrado asociado a cu-

yas fibras son <Z::. y 

do1as por "j- (e} . 
-ser4n trans1adadas por 

escogen en 1a forma 

ML(11t,C..} actOa sobre e11as mu1tip1ic4!!. 

e€ ML("'t.C) . Las secciones de VA."'F 
c/>j. a1haz YA"'Tq.j.(F) .yse 

Si ¿J es i:ovariantemente con s. tan te en F e!!. 

tonces 4>$ µ es covariantemente constante en Tqo~ (F) 

~ Si 1os espacios de representaciones y '"H.t 
construyen con secciones covariantemente constantes de 

L® ..//\"' iq} ( F) respectivamente. entonces 

un isomorfismo de y definido por 

• donde <r= 
~ 

4>~ O-==- 4>j A ~ ct>J µ 
ne por (c/>"f >.)º = ,,\º - 4'*6 it 

e-' i! .,. e E c... ~ 

• con 

ta1es que ..\"" Cc~J = 
definido por (3. 5). 

se 

Le VA"'F 

cf:>f es 

se defi-

c ... (L.) 

En e1 caso en que . preserva la po1ariznci6n. 

i.e. 

Te/>¡ (F) = F 
es posib1e encontrar un m~todo para cuantizar 

dici6n (3.6) es equivalente a pedir que ... 
- .z:__ a ·:.i (><) ~ j (x.) 

j.::.. 
campo de marcos para 

~ J ~- {;¡c.) =' ( °Jf I :J; J Ú<) 
pnrn j- _ ~ = { i 

1 
., ••• -,, J ... ) 

(3.6) 

• La con-

(3.6a) 

F 
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E1 operador cuántico asociado a se define 

por r (a-) = 
que es un operador diferencia1 de primer orden. Por supuesto o

tra t~cnica deberá desarro11arse para encontrar un operador de 

orden m4s a1to. 

Una f6rmu1a exp11cita para este operador puede encon-

trarse en 1a forma siguiente. Sea un campo de marcos met~ 

1inea1 ta1 que r; {!)= ~ • y secci.6n 

1oca1. definida por 

Loca1mente puede escribirse como 

cr\u _ >...e v¡ , 
para a1guna A Ei. r ( L I tJ..) • Entonces se ti.ene 

.f'(<r) = 

Eva1uemos e1 primer t~r~ino de esta expresi6n. Primer~ 

mente veamos que es e1 haz fibrado sobre X asociado ·a 

L • con grupo de estructura c ... • Se estab1ece un i-

somorfismo entre re q y a trav~s de 

(3. 8) 

para y proyecci.6n 

can6nica. Adem:is satisface 1a condici6n 

X'(c~) = (3.9) 

Para cada e E íZ: se denota por e1 campo 



vectoria.1 sobre L Jf-

Z.CT; e:. i: 
e ~ 

es e1 vector tangente en 

• por tanto 

En particu1ar. para se tiene 

'1.c: Aº 
Para :f .;,. C._, (X.) se define 

t-z.f (a) ..:... '1:f-(nc~>) (~) 
Luego 

7-f Aº .:::::- - zrri ( f- tr) >.º 
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a 1a curva 

sobre L .. como 

(3. 1 O) 

Denotemos por o.( 1a 1-forma de conexi6n sobre L.., 

ta1 que 

CE e: 

define 1a distribuci6n horizonta.1 

en 1a forma 

h OV" T L "' = { 4 - T L ~ : o( ( l.c. ) =e::> } 
TL*" es 1a suma directa de 1as distribuciones 

TL_. Ve.or TL"" 

en 

(3. 11) 

L~ 

donde 1os e1ementos de ve~ TL~ son vectores tangentes a 1as 

fibras de 

E1 1evantamiento horizonta.1 de un campo vcctoria1 ~ 

sobre. X es e1 Onico campo vectoria1 sobre L ... 

que satisface 
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se define la derivada covariante de ,.\ e rl'-) en la 

direcci6n 

dada por 

sobre X • como la secci6n V.,1 ,.\ E f'(t..) 

V~ A (ne~>) - (::;.-.e >.·)e-?.) ~ 

Para X E X. T ,.\ e~ CXJ) € 7>.ex) L .. 
descomponerse en la forma 

TA ( ~ <.x)) = ho.,. T J. ( 1 (~)) + vev- T J. {~Cx)) 
= ~tifo e).'-')) + ri ~c. T...\ CJ w/>. (x.)) 

Entonces tenemos que 

(3. 1 2) 

puede 
.. ' 

(~*A•) ( ,\l.oc)) =- d A• [ ~"" { Aex>J] 
= c::L\º [TA {ijü<J]-cl. Aº [ '1-<(T,\ (iO\))) (.\(q:J 

El primer t~rmino es cero debido a que 

Á. ,\ º ( T ,\ ( ¡ <x) >) = T r\ ( } c."' >J >. º = ::J ( ,.\ •o A ) 
Como A (x) = Aº ( .\W) ,\0<.) ~ ...\ºc:o ,-\ = l 

y por tanto & .\º ( TA ( 'i C><J)) = o 

Para calcular el segundo t~rmino tenemos 

e::{.\º [~o< (T..\C'Hi<J) (>.<-<>)] = (r¡ ..t.. (T..\ l'ic,..J) ;\•) (,.\ (<>) 
- - 2ll&o< (TA (iCx)) ( >,• .. .h)(i<) = -~tt.- X*..< ( ~C-<V 

por lo que 

{~--;..·)(>..(.><.))= zvl'A->f-o<. (~cx.J) y 

( V!. A )(xJ-== [2-rr¡ A*o< C~)).] CX.J (3.13) 

En general tenemos que para dos campos vectoriales ~ 

y- !:' sobre .X y v,• no co!!. 

mutan. y la conexi6n tendr5 una curvatura definida por 
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y tomando en cuenta (3.12) tiene un valor 

;il'lli ,\"" c:;lo< ( ! , ~.) 
donde es la Z~forma de curvatura. 

Considerando que 

,f:_ '2.c d.o< .::: V1 <=- ..J d (c:{ac::) + J... ('le J el~) 
y ecuaci6n (3.11) entonces se tiene 

'1..c J ~o<. =o y 5;; c:lo( = D (3. 14) '1 c. 
Si adem~s denotamos por ;; e1 campo vectoria1 r~ 

al sobre L'llE que preserva o(_ • i.e. if-s o<: :: o 
tenemos. usando (3.14) que 

(;E:_ o<) ("}e}=.(~ J ~o<}(ll)c) +- ~(o<{."T?)){r¡c) 
,. \J' (3.15) 

-= t{c. (o<{7;:"))=o , Y c::E-<C. 
y por tanto o< ( >) es constante sobre 1as fibras de L ~ y 

fE- c.-(x:) es imagen de una funci6n tal que 

- - ~ o<'. { 7 f•n) == ..¿ { l/er ;;;) 

tz-t 
por 

~ ( <;;) = - _, 1T "'f 
tanto -/;l 

Ver 5 - t-
La ecuaci6n (3.15) la podemos escribir en la. forma 

(vet' ~).Je.lo<. + Uzo-r ~ )...1 e.lo( = - d. (0.:-{<5))=:- f-d { f 0 n) (3.16) 

Usando 1a ecuación (3.14) el primer término es cero. 

La condición de precuantización establece que la forma 

de curvatura y 1a forma simpléctica est5n re1acionadas por 

(3. 1 7) 

Luego (3.16) se escribe como 

hov ~ ..J T1 *" W - - o(, ( f 0 1t) 
es e1 levantamiento horizontal del. campo llamiltoniano 

• Luego si denotamos asr construido. por ?:"¡ • 



que a 

L~ 

ria1 

Considerando 

-'-1:¡ 

(3.10) y (3.13) 

[ ílJf ,\ + ~ 
se .tiene 

Como f" é CGD (X) genera e1 grupo uniparam6trico 
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(3. 18) 

4t: 
~ 

su vez . ....L.•z induce e1 grupo "1' _.,.. de difeomorfismos de 

ta1 que e1 diagrama siguiente conmuta para todo 

L"' 
""' .. t: ..,, j= /" 

X: 

E1 grupo 4'~~ es generado por e1 campo vecto-

~ F o Como A·<: c-(L..""") • entonces q,;-t::A-= ,..\º .. +-¡-f: 
E ( .,Pj >.)e C~( L-.) está conectada con un e1emento de f'(L) 

que se denota por 4'j. ,..\ • y debido a que '5' f- genera 

e/>* Ti: • se tiene 

,• I¡ d.~ ( cJ>J_ A)º /-f:=o = ¿ t. 
De (3.18) se tiene 

_A_ ( ef.j A) I = - ¡ "Á 
di -i =o 

(3.19) 

que es e1 primer t6rmino de (3.7). Aan tenernos que eva1uar e1 se 

gundo t6rmino. Para e11o definamos e1 campo de marcos meta1inea1 

de F: 'ft i' por 
.f -

q,¡ % (x) - tf'-./ 
Los marcos t/>j _[(x) y 

q,¡ i (><) = 
Usando 1as ecuaciones (3.5) 

(3.20) 

~(><.) se re1acionan por 

~ (><) e -é: lx.) ,, & c><J ~ ML ( l'\,C..) 
y 1as dos anteriores, tenemos ~uc 



( 4'j J)~ r ( ~/x))= µ~~ (i'i--1:. (~-c_,c·,) 
= ¿Ji e cp-:; .í ( -1>;f:. (><J)) 
- "'i ( i" e.¡,~~ '"'J c-_t ( q,~t: cAJ)) 

- 'j-(c_-;. (+~/úc.)J)LJ"¡- {~(r¡.-;_t:cx>)) 
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• l 

-==-.X {c-1 ( cJ-:,.-c<.c>J) (.ui-º ¡- )(t/>~tc,,.,) 
usando 1a ecuaci6n (3.0) -

~ X- (e:~ ( 4>-J (xJ)) ( .tJ ~ • ! ) (><.) 

Por tanto 

Luego 

:1-t l + i ,_,~ ( xJ J ¡ .. ,. = .,_ ~ -x (e_:;: < .¡;¡,,., >J /..:" l ü<i \ 
- d~ ~ (e_-:. (x))/i:-~o JJ_§ (<) ! 

L (3.Zl) '¡' 

E1 primer factor se escribe como 

d.'i X ( c:-t_ (.x)J)-t=o -= ci~ (Ja::t { c-~t; wJ)Yz..; Ct (x.j G GL(M,R) l 
- ~ 1t ( J.d. ( C~t: (x.)J) li:-=o - f á _(&.J Ct (¿(»!t::ol 

1 

Como adem~ fCt+~><)( ~s ~:1(.x:~}-t: = 
0 

. J 1 

qj ! Cx) = ~ <..x) Ct (x) .!

11

1 

entonces. usando (3.6a) tenemos . 

~(x) f¡ Ct:. (1'..)''i::=e> = !: (4>¡1,C<), . ... ,, qj ~ ... (.>e)) )-t:=o 1 

= (- [1
7

, J.JlxJ,.. .... , -r~1 ,J ... Jc .. >)= (-za..j (.J(JJj<-<),, ..... ,..:z.. ci .. jc">~<">): 
esto es• J J 1 

¿;( l ( ~ .. -... ~ .... ) 
. K C-1: (x..) i:=o = - : '. j 

Y A ... 1 •• ··a .. ..,, :¡ 

poT 10 :: :1.. c.(,,.) l t•• - f a jj (><} il 
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_!_ L ó. .. C-'C.) 
~ . Jj 

.J (3. 22) 

De aqut tenernos que 1a ecuaci6n (3.21) se puede escribir corno 

- - ..!.. L a .. (><:) JJ i (x) 
~ J JJ -

(3.23) 

Substituyendo 1as ecuaciones (3.19) y (3.23) en (3.7) 0 tenernos 

fina1mente que 

¡ (rr) = (-i"t:i Vit -t f) A e u¡- + A c. (- :,t ~ CA.jj ) J.)1--
J 

f C.>. @JJ¡-) = (-;t. v~-F + f - ± c:-t ?= <1.jj)A ® µr 
- J 

(3.24) · i.e. 

Esta ecuaci6n nos da un isomorfismo entre e1 41gebra 

de funciones que preservan 1a po1arizaci6n y e1 espacio de oper~ 

dores sobre 

e f,~J 
En e1 caso en que 1a condici6n (3.6a) no se curnp1a 0 p~ 

de (X.1""') sean ta1es ro 1as po1arizaciones y 

que 

F. + Fa.. (3.25) 

i;e. F, y sean transversa1es, es posib1e uti1i-

zar otro m~todo conocido rno kerne1 de B1attner-Konstant-Sternbcrg. 

A1gunas genera1idades de este m~todo son 1as siguientes. Conside-

remos 1os espacios de representaciones '-1{ 1 

-rt f -= 

y ';/{ z. co-

rrespondientes a y • i.e. 

'1l. 2. = r { L ®. V A n. ~) • En una vecindad de 

r(Lcz Yl\"'F,) y 

X_, a; é ~-, 

y rz. .; 11.:z. se pueden factorizar en 1a forma 

0"2. = ...\ z. ~ µ2. , '°"" A 1 , ,\ 2 t:: f1 ( L) (3. 26) 

~ .1.J; t: r ( v""" Fi ) 
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Se puede definir la funci6n <cr;, cr¡): X ---'> C. en 

1a forma 

<o-, I CJ;) (){) (3. 2 7) 

donde lt!f.Jº 6 BllC FJ· que se proyectan en 1os marcos 1inea1es 

~- = (w.'/ ..... , wj'') G Bx. ~- • ta1es que 
J J -5) 1 <"" ¡, tL> ( w:- _, w.,_ ==- n "' rs (3.28) 

Si además suponemos que P, y JJ,_ en (3.26) se ese~ 

ge~ tales que ....__ 
~ ... .1. LJ# .. º ~' - u.· o -2. 

(3. 29) 

donde son 19s levantamientos de 1os marcos de campos 

Hami1 tonTanos ~,' = ( Z;:¡.) ... ,_, -z;i"¿"'} de F.· • En tErminos 

de Estos se define la matriz d;" como 

Si 

J. jk - ~ t..V ( ~/ I "5° f) € G {. _(n, <t::) 

~ ~ =: ( -r;;/ J 0 • º º I ~zh) ( ~U 0 

• • • d ~ "\ ) tal _que 

J:. ... -- J~._ 
z.. d.J'- d lq_-. = s·~ 

entonces ---~-----
( J.J. ... Fo) ( JJ~ .. ~z.1) - det- ( dyc r"2 -

- M ( d;k]v .... =- ( i )~~ [ c.tsd w {~-/, -5.r-J ]~z. 
por 1o que podemos escribir la ecuaci6n (3.27) como 

(3. 30) 

(3.31) 

< ) ( i. )t'>/a [ 14 ( i "-)]!-L< \ (3.32) <71_, lí2 = -¡;;- ~ ú) ~., ~... A.,Az.)°' 
En el caso en que a-¡ € ";f(. 

1 
y tri e:- :Jlz. sean ses 

cioncs integrables al cuadrado, se define el kernel de BKS como 

e1 mapeo 1::: : '"f<., x. Wz.. ~ ce ta1 que 

K.. lcr,,u;) =-. 5.x.. <<r. ..,<r-z.> Jw"'I (3. 33) 

Ahora supongamos que la segunda polarizaci6n cstfi dada por 
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T,_;j (F) 
nes correspondiente. 

y que 

Entonces K.-i; 
es e1 espacio de representaci~ 

:u. ><. 'Jl i. ~ e induce 

_e1 mapeo l/.-1; : '1{.¡_ ~ ;/(. a travl'Ss de 1a relaci6n 

k. (cr, <ri::) ==- ( a-1 u~ <rt) ; rrE -;!(. ~ <r-t ~;;e"" C3. 34) 

Luego e1 operador culintico correspondiente a :f E c-(X) 
se define por 

f" = ¡-t, ;¡~ ~ *= l-t = C> 

donde q t = u-4; - -t>j. -l. esto es. 

'-H. 4>+ ,. J:..<. -t-
~-t /u~ 

-i!-( 
En él caso en que la po1arizaci6n 

(3. 35) 

F sea real y 

1as hojas de sean simplemente conexas. es posib1e dar 

una forma exp1icita para la expresi6n (3.35). Para e1lo escoja-

mos un sistema de coordenadas en la siguiente forma: sea \fC: ~ 
contractib1e y sea 

nica. Supongamos adernlis que sobre 

2n funciones reales ,,,, 1 .•..• ,, '!J ... 

X/J> la proyecci6n can6-

7r0-1 (V) e X existen 

y -P~, .... ,,,,, r .. . ta-

1es que ~.i • .1 •••• ,, ~~ ... generan F J -rr;,' (V) y la 

1-forma e definida por 

e - (3.36) 

satisface 

e.u J _, 
1\1> (Y) = o\.e 

Definamos la secci6n tal que 

(3.37) 

y 

(3.38) 
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Denotemos por e1 marco de campos meta1inea1 

que se proyecta en !'; = ( ~'1•, . ... ,, ~~-) • Sea ./.)e: 7r;'CV)-PV"-"'F 
ta1 que 

o ~ - ..1.. (3.39) 

La secci6n se 

puede representar en 

17""= ,\ q11 ¿/"" r ( L e VI\." F) 

-¡r~ (-V) como 

o-= \fl~., .... ,, t"')Ao s JJK C3.4o) 

con c./' é e - ( IR") ya que 'f. = ('f 1 , •• -,,1 <.f,.): ~·(V)~ IR""'- -

Las funciones 'f,,, .... ,, !J., definen un sistema coordenado 

sobre -V- en 1a forma f, J -- •• ' l .. 
-n-;• (-V) !J.,· = ~¡ •l!i... lR (3.41) 

....... D ~ 

y ------ !/¡ 
Las secciones )\ 0 y J.J !:' se escogen de forma ta1 

<.Ao m Vi , ..\.,e Vf'> - el"'~= lc!i°, A.· - - ·.A. d.~ ... J 
- µ_f ( f ) JJ_~ ( ¡-) (3.42) 

I'" e 'Bx. rl ir~ tvJ . 
E1 producto esca1ar en '1< = r ( ( L Q>. V/\." F) /v) se 

que 

donde 

puede expresar como 

donde 

v _! 1 A ~ u i ) =- 5-v 'I'' (i ) ~ l Í J d ..,i 
..\' = p' (f.} Ao Y A -== ~l ! J .\. 

K (;..,a; )=(DI J Ut Ch) 

(3.43) 

Como entonces 

donde 

' 
1 

·l 
! 
' j 

·4 
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k(A'® µi, cl>j(A~µt->)=- K('f'(!!:)_h.,@.uf, e/>~ (if(!f.)A ... )181 «f>j- v_¡)=

- K ( q,'(i)Ao ~VI, f (!f. o ct>"/)4>1Ao(XI4i- ¡..)t) = 

- ( 'f' C i ) .>..º /a v .f l ~t ( ~ ( !f ) A.. 4r) ¿) !"'" ) ) 

- ( tf 'li:) Aº ® µ! l 'f't (!:)Xº ® vs-) 

S"" ~ ·e r J 1.JJ-t: l i ) ci wi ~ (2.45) 

donde '-f t se ha definido por 1a re1aci6n 

"1t. Cí),\ 0 s v_r = ~t (tfli)Aº ~ i.J~) (3.46) 

Por otro 1ado, se tiene también 

k (o/ 1 (<J;) A .. e µ r 7 ..P ( ! 0 .Pj) t:P} >. ... ~ !/>} v~) =- .., 
:::::- J _, ~ lf'(~) >.. GA »i1 </J(!;• 4'1) <Pi>.º~ q,¡ U.J:)ltw 1-u-;'(vJ) { C3

•
47

> 
1fp(V} De 1as ecuaciones (3.32), (3.45) y (3.47) tenernos que 

fl!Pt/>'(J.) *CíJd."'~ = ( lf'ª( [dd ú.) (1t¡, 4't $'c.,.)]% <Ao,, 4>~ A .. ) "1'(¡.) 'Í' (!J:o "'°t) di3 ~! S) 
T ~O~ T 7 p ~ 

por 1o que 

"1-t CJJ = ca.f""" Sir;' Fv-~ w(~1•.1 #fc;¡.,J]x<cPt A. I Ao) t)i(! o 4'-J) dr\r C
3

• 
49

) 

Pero 

a1 <4'j ,\º,,\º) == ( Í-t_ ct>J-Ao_,A .. >+<q,¡ A0
, .J~ A~>= 

- { d~ tP-t. "A., }... > -=· - <e¡,-;~ ~f .A .. , A.) ::: 
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- U-t.T' < q,¡ ( (- e ls f) + f) "º ) , .\o> -= 

( « í T' ( ( - e { ~ t J t f ) 0 4>-f ) < 4' ¡ A .. , . ,,\ 0 > 
por 1o que • J. t [ ] ..i.. s ~• 

= .-====---t- • e ( ~ J-) :_ f º 't' f. ~s < cl>j ..\c.J Aº) .___ 
y • J. ~ [ J ...4...-S -'Yai [ )¡ -t- G(4¡-) - -f •y 5 el S 

~ l~}= Ut.) & Mw Ci1;,4'}3i¡.,_)] e º ~ ('t:oq.-f) d"'p (3.5o> 
~ - tr;' {V) T 

Luego. de 1as ecuaciones (3.35) y (3.46) se tiene que 

e1 operador cuántico correspondiente a f E e-( .X:.) es 

f-.-( q,,\_ 4Q J.J_;'-) ·i; A_ .1. } >. e µ~ 
- ~ = c. c!-t: Tt t"'º º _¿ 

(3. 51) 



4 •. "REPRESENTACrONES UNrTARI"AS A TRAVES DEL KERNEL DE B.K.S •. 

En esta sección queremos considerar representaciones 

de transformaciones can6nicas finitas en una dirnensi6n: 

~= 'i ('!f.,f>) • Para esto, denotaremos 

por F1- y F¡ las polarizaciones generadas por los campos 

Hamiltonianos ?: 1- y !:!J . Los espacios de representacio-

nes asociados con F~ y Fi' se denotarán por 'illt= P(LS V/\'f="t.) 
y 'H.if.=P(LeVA'r~) . El kernel BKS induce el mapeo u.~';f.{l~ ';/l'f. 
a travl!Ss de ~(u-,, 1r1) = (a;_\ u.. Ir{) • donde <f'i = 'PC~) Ata v~ y 

0$ = tfli)A~ ® U_Jy: • Además. ~~ y ;\ ¡ son 

covariantemente constantes sobre Ft y F~ • i.e. 

( i\ = ~). < A'4.1 "-4-)=- l ~ VJ¡ A\ = 0
• 

Para construir que sea covariantemente constante sobre 

F"~ tomemos primeramente 

y 

donde 

Entonces 

Vi¡: Af = VJ"l

fe~.~) A.;. 

-t b(p,!j:) ~ 
@ .!l-

b- 0~ 

ªr 
fh~ = >.~~ff 

- >.~ 3~ f - i f A~ 

(4. 1) 

(4. 2) 

(4. 3) 

de donde resulta 
reR.1 e ~f J - º 

(4. 4) 

Uno puede interpretar esta ecuaci6n en t~rrninos de 

"l1P • si tornarnos corno en la ecuaci6n (4.2). pero 

en general es una ecuaci6n diferencial parcial complicada. Una 
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forma de so1ucionar esto es aprovechar 1a estructura simp1~cti-

ca tomando "f~ = -~ . y mediante 1a transformaci6n can~ 

nica expresar ¡.1 b j fp como funciones de ¡;,, ~ • i.e. 

'(;).f 
- - irlr. ... ~l h ( ~.r > :f (4.Sa) 

-..p 
Esta ecuaci6n nos determina -f hasta una funci6n ar-

bitraria de • Para fijar esta funci6n. debemos encontrar .2. 

tra condici6n. Para e11o procederemos en 1a siguiente forma. 

donde 

~, 

~f .=::- e ( r11) 0'dp 

e: - - ep """' - 'é).. V 

Queremos tambi(;n 

Construyamos como 

riantemente constante sobre 

+ .,. lr, !l) -a~ 
.:f = gp 

).~r e- -J \ -"'P =- d p1"1- .1\ ~ 
que 

f="¡> • Entonces 

Vi-~r-= VJf dA°f - ,.\f"$FJ-+ &Vs¡;A~=O 
f Como ~~ es covariantemente constante sobre 

podemos expresar esto en 1as coordenadas como 

ya que w es invariante. 

(4.6) 

(4. 7) 

sea cov~ 

(4. 8) 

(4 .9) 

Es posib1e agragar a 1a 1-forma 1a diferen-

cia1 d.A donde • pero esto s61o se traduce en 

una fase para f • Con ayuda de 1a ecuaci6n (4.9) podemos 

escribir 1a ecuaci6n (4.8) como 

~r <l - c:a- r c:;l~ ("ip) 
cuya so1uci6n es 

=o 

(4.10) 

donde es arbitraria. 
1 
1 -
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Pero por otro lado tenemos tambi~n que 

V!',¡> Ar= VJp- áf A.; = ,.\ l "l¡ {af) t- 3-f V:s, A.!i- = 

=- A!f (a ~¡;.f +f !:r J - ; 'if rct.4 (~rs J) == 0 
de donde tenemos O • 

~~ - i [ p(p,,~).:;f.(p 1 ¡) - f] f (4.Sb) 

que es la segunda condici6n para la -f-
A continuaci6n trataremos algunos ejemplos para ilus

trar estos resultados. El m§s sencillo que podemos considerar es 

el caso lineal 

1) ~= - "'-1- -f b f' 

P= 
con la condici6n 

- c:.'t + c:tF 
be- ac:l = para que 

que tiene 

De la ecuaci6n (4.Sa) se tiene :f = - : ( e~ - a. r ) !. f 
por 1=oluci6n 

-p"") :::::- y>Ci) ¿•'b (c'l¡-f- ~ 

(4.11) 

sea invariante. 

(4.12) 

y 

::f lp/!f) 

af -= 
~f. 

c:;ft¡ J -ib(c:?f.f- ..9. p") 
[-:L.c p t¡l~) + Gl~ e :z. 

Luego. la ccuaci6n (4.Sb) establece que _, 
por lo c:iue 

~el- -
cuya soluci6n es,_ 

; cd. !¡:" l/ 

ere~. J = 
De las ecuaciones (4.12) y (4.13) resulta 

e. ( e:- i2 - be ~ f + ~q p ·') 

(4.13) 

(4.14) 
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Como -F hace que ,.\ ~ sea covariantemente con~ 

tante sobre entonces necesitamos escribirla en t6rminos 

de con el objeto de que el kernel de BKS tenga senti-

do. As1 tenemos que 

Esta expresi6n la podernos identificar inmediatamente, 

excepto el factor de normalizaci6n, con la obtenida por Moshins

ky-Quesne6) para la representaci6n de la transformaci6n (4.11). 

Como de,f c..J ( ~ !J / ~1-) = - b (4 .16) 

entonces el kernel de BKS será 

K ( cr¡, '~) = ( <r~ J U O-~) = j R ... ~.,,& L ll/& < ..\~ 1 >.~) ~(,_) q> (~) .:lr clt- , 
= 5R [ SR. by~ ~(f.\ e ñ. (dij..,._ 2 "'"~ - a,.,, q (!¡:) ,,..f> J ~('l-)c:(~ 

E1 operador U. 1o podemos representar mediante su acci6n 

u.. (l.f ("ii) >.- ® v-_)={f. b~ -3n• ~z\; ltA ~ - 2!f.~ - ~ lf.a.) }A eu- C4. 11a) 
T !\ !~ IR e '- <¡ li) dp !J. · Ji 
Definamos por 

U.(<fCi->At®LJJ"f) - [U<¡<~)](!l-)'® Us~ 
a1 operador 1 ineal u: e ( R, e{~) --;;> ~ (I~. J d-;¡) . Entonces. 

de (4,17) se tiene 

1 

(4.17b) 1 1 

Observamos que el factor del kernel de no es el 

correcto para tener la unitariedad. En este ejemplo 6sto no im

porta mucho porque s6lo es un nOmero, pero a continuaci6n vere

mos ejemplasen que el factor es fundamental. 

:Z) Consideremos ahora la funci6n ("}f) 2 
y definamos 

(~r)~ -:::; { e 'trr, ·} H' (4. 18) 

1 
' 

1 

1 



a trav~s de 

nos genera 1a transformaci6n 
- 2.p~ 

~=1-e.' 
- - ~2r~ p =fe 

~ = ~ <, f'l"!.p 
2 ~ 

p :: e(~P)op p 

can6nica BIYECTIVA 

Para este caso 1a condici6n (4.Sa) nos da 

:~ = t r .;¡:a f -
que tiene por so1uci6n 

-fCz+:, jO) = \fC~) e' ¡;;2;;¡2 
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(4.19a) 

(4.19b) 

(4. 20) 

y de 1a condici6n (4.Sb) tenemos 
l':>.L. d <D ¡ j'iª'll""'" . -a -a 
~.,,., ( 2;'t-P2. lf + ~) -.::= = 'z.:¡: PL 'i' e' r ~ 

1o cua1 impl i·ca que lf = c:.+c y por tanto 

f(p;'?¡.)= E:!ip"'-~2. (4.21) 

o bien .:;- (~,<i.) = e-!r (,e...a.'f.-2...e..."T..e..._~ +A..-a.!f) (4.22) 

Uti1izaremos 1a expresi6n (4.22) para construir 1a re

presentaci6n unitaria. Definamos primeramente 1a funci6n F("¡- 1~) 
en 1a forma 

F (.,.,,_) = (.-l 
~lt 

La forma exp1ícita de 1a expresi6n anterior ser5 

-l~, .. )-= _l__ -L.- e-4- (J!-..z.c:¡ - 2 '--., a....~ + L._zi) (4. 21b) 
r '( T ,,¡¡;rt V'f~· 

E1 siguiente c51cu1o mostrarti que F( ~ 1 ~} es u-

nitaria · ( ,\ n . J+... • • - - - -L -' - ~ ;,..-.r_ M!f'/( ... w, (J...'f·-~1> ~~ 
-- F ( !J,'t) Fl-.,;,.)d'f = h Vf-i e J e d. (t- ~) 

_¡_ (.t.,..z.~ -J-"-1 t) -CD 

= ~ e.. ~(~1·-Jl.~) - se,.-~·) 
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~or e1 otro .... 
J F(1-,~'J Fl;;UGt1 = -- 3) Consideremos 1a siguiente transformaci6n can6nica BIYECTIVA 

para c1 potencia1 1inea1 

~= 

p = (> 

(4.22a) 

(4.22b) 

Tanto en este ejemp1o. como en otros que mostraremos. 

1a se1ecci6n de 1as po1arizaciones es fundamenta1 para tener la 

unitariedad. En este caso 1a po1arizaci6n F
~ generada por 

(4.23) 

conduce a comp1icaciones debido a que aparece un t~rmino adicio-

na1. La po1arizaci6n apropiada es 

De 1a condici6n (4.Sa) 

Je donde 

~f = -i pz -f 
r 

:fC¡,p) = '-J (1) 

Fr-

tenemos 

-i jP e 3 

generada por. 

La condici6n (4.5b) implica que tj' Of.) = c.f. e 

_,. ~ + iff tanto 

h(~ 1 p) == .f<!i1"PJ ciCi 1i>) - e .3 

en donde a ( f ,:ij:J 1a tomamos de 1a ecuaci6n (4.10) con 

(4.24) 

y por 

(4 .25) 

Blr) 'f(p) =-' • Pero ahora estamos utilizando las pola 

rizacioncs F!J y • entonces debemos de poner la e cu~ 

ci6n (3
0

25) en t~rminos de 1 y 

(.4.21) 

h (,,p).= "1 (fC~,-p),p)-

f An5logamente a (4.15) y 

(4. 26) 



y 
ª"2 ( fi.%, + p~) 

a¡;a!f. 

47 

La representaci6n que se ha construido est4 en térmi-

nos de 1as variab1es • Mediante transformadas de 

Fourier podemos expresar1a en tl!!rminos de coordenadas o momen-

tos. i.e. 
• -!I +m 

f_Jf ( r, J f') 
-i P!f 'r.,-::' 

H e,,,)= I e. cl.4 e "'.f(f-rJ (4.27) 
l/ur' -

es 1a representaci6n unitaria en variab1es de momentos. y 

• r+- ·' - -; 1-f ( ,. , ~ ) 2Tr J_cc H ( r1 p) e' P'+ - !J p d r d r ( 4 • 2 8) 

= ~Y3 ~ ( 2. Y3 { i: - ~) ) 
fii' 

es 1a representaci6n unitaria en coordenadas. En 1a ecuaci6n 

(4.28) g? es 1a funci6n de Airy. Este resu1tado concuerda con 

e1 encontrado por García Ca1der6n y Moshinsky~2rlsando funciones 

de Wigner. 

4) Transformaciones can6nicas puntua1es BIYECTIVAS de1 tipo 

.P'Cp) 

q, (p) 

(4. 29a) 

(4.29b) 

Este prob1ema 1o podemos reso1ver exactamente como e1 

anterior, considerando 1as po1arizaciones y 

Para ap)icar 1a condici6n (4.Sa), tenemos primeramente que 

ya que 

~ (4>''o 4>-') (eJ 
( ci ... q,-1) (p) 

(4.30) 

(4.31) 

Por tanto, 1a so1uci6n de la ecuaci6n diferencial que 

rcsu1ta de (4.Sa) y de 1as dos ccua~iones anteriores es 

*E' CfJ C"é ''~ q;.-') <-pJ 
c -1> '· +-'J cp) 

(4.32) 
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La condición (4.Sbl establece la siguiente ecuación 

xc-) · 
para • .,., , -1 - - f''C-) ( ./>"· q-1) (p) d' iSJ ..,; 
~:. - e [ "'- (p)( e#> - 4i ')(p)- p - f r(q.• .. +-•) ('f) 1 ~ 
~ . 

que tiene por solución ~' -J lcf:>".,. q,·•Jc-J _0 _ 
• [Á.._,,._J(.s..• ..i:•'c-J - J "!::'. <r - p c:{p '4-?!-C1J== e" ..... ~p .... -"Y;/ p -r- <<t>' .. cf>-•J(pJ (4.33) 

Como X es solamente :funci6n de ?¡:: y no de p 

entonces los t6rminos dentro del par~ntesis deben sumar a una 

constante. Podemos ver, integrando por partes, que 

y 

j [ 4>-'c-¡;J (c/>"ºc#>-')l f)/C.4>'· cr')lpJ]d.-p = *1>-'<F>J(ef>'-<IP-')(f)- F 
De las ecuaciones (4.3Z) y (4.33) se tiene que 

~ (f ,¡) = 
h (~, p) ==-

· l ~ {. 4>-1 <p) ( 4''- .¡,-•) CpJ-·r) e (4.33a) 

~'~ cp-1 C¡;) ( 4 ~et-"')(¡:.) .fC<!f,f)dC~,f') = '-
Pasando la expresi6n anterior a variables .. f se tiene 

h ( i:,. , ¡;) - e- ,· !f q,-i l F J 

l 1 '0"3.(:t-"-'(.f>)) }Yz.- - - rc+-')'(¡;)l"-e!..14~~~)34) 
2ñ 'Z'!f-9p h ("t1P) - zn .J 
La funci6n (4.34) cumple con las propiedades.de unita-

riedad s::: H* (~' 1 Ji) 1-ll!t,"P) clf = ~(1--"t') 
y s.:-.: H ... e .,. , P-' J 1-1 < ~ , ¡; 1 d. ft -= ~ e r - f> ') 

Expresiones equivalentes se pueden encontrar en otras 

variables mediante transformadas de Fourier, i.e. 

H ( F1 p)-= ~ 5_:.'°H li,"f) e' .. 'd1 = J(ti>-V"{p/ J ( .¡,-'(¡>}- r>'4. 35) 

o bien 

-'-
- -'- (4.36) 

-Zl{ 

En el cas~ en que la transformaci6n puntual dada por 

la ecunci6n (4.Z9) es no BIYECTIVA, veremos m5s adelante que la 
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expresi6n (4.35) debe modificarse por una fase que involucra el 

espin de ambigUedad. 

A continuaci6n mostraremos algunos ejemplos de trans

formaciones can6nicas NO BIYECTIVAS y veremos que se presentan 

problemas con la unitariedad. Este tipo de problemas se reso1ve

r4n mediante el espin de ambigUedad. en el capítulo 6. 

S) Consideremos la transformaci6n NO BIYECTIVA 

i°== 'i-f" (4.37a) 

e2f =fa ~ ,, fa = s.; ( P'f) (4.37b) 

La condici6n (4.Sa) nos da para este caso 

por lo que 

• Aná-

(4.38) 

Analicemos ahora que sucede con las condiciones de un~ 



so 

E1 hecho de que en 1a ecuaci6n (4.39a) aparezca 1a su

ma de dos de1tas, se debe justamente a 1a no biyectividad de 1a 

transformaci6n (4.37). 1a cu~1 es invariante bajo e1 intercambio 

r- -r 

6) Transformaci6n can6nica a variab1es de ángu1o y acci6n para 

e1 osci1ador arm6nica repu1sivo 

p = ~ (pL- •p) 
2 

l = A .JL e r-t!"f)"Z ;, ,µ = ~d (¡>-t-c;+-) -a. 
La condici6n (4.Sa) toma 1a forma de la ecuaci6n 

que tiene por so1uci6n 
..:::::> 4- <Pr- + f-... e-"r"') 

<-f(~) '-- -

La segunda condici6n (4.Sb) imp1ica que 
- ( . -z CIJ ¿ ......... :; + ~) e-i= (/"p+:¡>ª ¿z,..._'f) -

... ¡-c. r ) - ~ -.L / ... - + - a. e"Z.,I"~ J 
• ( ú -z.~Z>'-1, µ Z;tl) lD ~ 2. V-f' f' 

- .c. ,_. P ..__ -t ;;¡- e ""J 

de donde resu1ta 1a ecuaci6n difere~cia1 para 'f 
dtp ~ 'Z ...... ~ 

-11: - "" e 'i 
cuya so1uci6n es • 2,;c.-¡. 

e.1=- e 

(4. 40a) 

(4 .40b) 

(4.41) 

Substituyendo 1a expresi6n anterior en 1a ecuaci6n 

(4.41) se tiene que 

de donde 

¿ i (rf + J>ª eª,...."--~ é~~) 

-t ( ~ -?~ e><!í + _Le"'"~) 
e z . ""' 
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y F('t,f)= (4.42) 

Las condiciones de unitariedad nos dicen ahora que 

.r:-F"C11¿t) F<_"f-,!f)c:lif: =;.. e¡~c1··-,~J ,_~ J:e;,,.. e .... l"(~-~~{e--!) 
= _L eYa (f'L- '&) & (e> - q '): _L $ (~ -4•) 
~ T ~ ~ & ,-,; 

Y 5... -t "'4 f.,. ,14' ¡ 'J .k (e2,,..~ -e"" ' 
__ p• (, ,;¡. ·; P ( ,..JJ 4l ==- ~ e " 

1 J.~- •1 (14 e"'¡__..... ep1~') e ( z; _ ":,.' ~ ~ ~ '} ZT __ e colT .:: Ó T ~ -

Los prob1emas con 1as de1tas nos hacen ver que 1a ex

presi6n (4.42) no es unitaria. Lo que si podemos verificar, de 

paso, es que esta e_xpres_i6n cump1e con 1as ecuaciones de Me1lo

Moshinsky. Escribamos primeramente (4.40) en 1a forma 

p= ~ <,...__~L) 
~~ e = (f'T!f) "a.. 

Y trabajemos en 1a representaci6n de coordenadas. Las ecuaciones 

M-M serán 
~(-:;l. -11.) FC11~)=; aªi F{!f,~) 

(-; g~ + 1)"1. F{'l 1 ~) - e-a.><-i"p(~,f:) 

- fJ.'') F( t1?f.)-= ( _. ~ -t- ~ e"'°~- ~ e-~) Fr:!f,~} 
=- i ~ F<1 ·~) 

1a primera ecuaci6n se satisface,Y:y 1a segunda es trivia1. 

7) Ana1icemos ahora e1 mismo ejemp1o anterior, pero ahora mo<liC! 

camos 1a variab1e de ángu1o 

F = ~ (F"-l"l.) 
(4. 43a) 

l = ~ }-. ( ~~: ) "l. 

(4.44b) 

' 

1 
1 
1 
1 

j 1 
1 
l 1 

! 

1 

\ 
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En este caso 1a ecuación (4.Sa) nos da 

:~::: t~E .12f1-h 2f" f _; E-=.¡¡;d(p2-~ 2) 
cuya soluci6n es 

(4 .45) 

~f Luego 1 ie p-l'U-L., z~ • - 1 -
-- ::::. ( .... - h zq-f- ... ., ) e~ . - - -:t-epse..,,-a.~ 
~f < P°""' "T d~ =-1epo:uL..2;e .. 

De aqu1 obtenemos que º '1 = c.~c • y la ecuaci6n (4. 45) es sim-

p1emente . *E- p,,c..-J.. 2, 
.f('f.,p) :::- e 

·o bien 
e,.~ ~2 ~-1ai...;: .,,.... ~ +' 

{ 
.. 

f(ft,~)= er ~ ~:a. la. .. i. C]j:' 
y , ,>4=-t 

' 
F+ ('!{, ~)= 

Se puede ver con facilidad que 1as expresiones de 

(4.46) casi son unitarias. Nuevamente la no biyectividad entra 

en juego, obteni6ndose suma de deltas, i.e. 

y ~ ( ~ - ~ 1 ) + ~ ( ~ + '4- ') 

s ('<¡. - "f. I) 
8) Transformaci6n can6nica a variables de ángulo y acci6n para 

e1 oscilador arm6nico. 

Consideremos la transformaci6n 

(4 ,47a) 

¡ 

' 1 

1 
¡ 
! 
' ¡ 

• ¡ 
f 
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; (4. 47b) 

y ap1iquemos las condiciones de las ecuaciones (4.5). De la pri-

mera se tiene 

= 
con soluci6n 

tanto 

o bien 

La condici6n (4.Sb) implica que 

h(CJ¡:,:P)

h ( ,,¡:;) 

-e1: !i~ -z.r 

Introduciendo la norrnalizaci6n se tiene 

~ .::==i r ~'2. +~r Hl<:t/f')= y~ .A.e.cp ~ 
La representaci6n en coordenadas tiene la forma 

(4 .48) 

y por 

e 4. 49) 

...¡,( - 1 ( .. _ -ipi 
n 11"1-)=.¡i.tr' J_~c.,. 1-p)e d..f> = 

e=;. J+c:io 
Z-q -~f 

i)..\•r·-la.11 r - •Y!f--e '"';> (4.50) 

Si se calculan 1as condiciones de unitariedad se obti~ 

ne J+ ... ~""'(~·_,~)'-fi(~,-¡)&;¡: = S(1-v""/'A-:~·)+J(1-+vfafa•'~!) --
y i.:CID '1-1 {!J,!j'} ~ (!f,~) e;{~= s Cf-'"f.') 

Para hacer unitaria la expresi6n (4.50) es necesario 

:inc~rpor.ar el espín ele arnbigUedad para tomar en cuenta la no bi

yectividad de la transforrnaci6n. Esto lo hacemos en el capitulo 6. 

Ahora podemos preguntarnos si el kernel de BKS contie

ne el homomorfismo que presentan las ecuaciones M-M para los ca

sos tratados en e1 cap~tulo 2. Antes de entrar en este punto. es 
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~onveniente dar una expresi6n explícita para 

ta es 

T (f' 1 p) . Es-

e' ! L¡>&.~ +- r 5 (~¡>fe (!:"f)""-f) c:l.~ - t Jo CJ.¡)clp (4.49) 

donde L¡ = e(~,)- t> º equivalente 

~S rc1. "1 + ; Se~~ J rb c.t¡:)&i - ~ St'°ctr- ,· rf f (f ,"t)= (4. SO) 

Es obvio que si rh es factorizable en la.forma 

• entonces el z2 y el 3~r ttSrmino 

de la filtima exponencial son iguales. y.por tanto 

~' J r..t. .t;:- - i P"<;f f(1,r) = '---- (4.51) 

Veamos la representaci6n unitaria de la transformaci6n 

(Z.1]. En este caso 

l> = 9!j =o . rá. =- f IJF - _P_ = P 
8p · ~ l?p f''(!!f) I 

por lo que -f(f,1)= I )' h (~¡'p)-:: ei.•¡> (4.SZa) • (4.SZb) 

h. Ct,¡).:::: rzrr 4'l~>J"'a. e'f"''-"'. Y la representación unitaria es 

1U1,-,.) .... -~ 1:-'hú,-p) eif'Í "'-f = [+•c,JJ~ ¡-(t-k.<+//· 53
) 

que como ya vimos cumple con las ecuaciones M-M de las ecuacio-

nes (Z .3). 

Para la transformación (Z.6). tenemos pi,;= !l:a. / 
luego la ecuación (4. 51) es aplicable. Como J.= o '.1 f>& = - f(1-) 

1 . t1< ( ) ( 4''<-r)\~ ¿~,._.¡,(~) (4.54) 
.&il'l""º"'e.s t1:t 1. 1,. = "2n "./ e 
en donde se agrag6 a la función -f el factor de norma 1 iz!!_ 

ci6n. 

Para el caso de la transformación (2.13) se tiene 

f>b-=: f'(-¡ ~) -,p-'("1 3) ; p&.:::::: - p3 ~-t(.;¡.JJ ;p•(13 ) . La ecuación 

(4.51) es aplicable a este caso, y por lo tanto s6lo basta hacer 
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1a integra1 J P.:( &'1-3.::: - f3 'V'l'f:.) .;¡;•('h) + p3 ~~ . L~ego 
.¡.. ( t,t>) :- e.i r.3 ··v'(b) ~1 (!tl} • Considerando 1a ecua-

ci6n (2.13b) e introduciendo e1 factor de norma1izaci6n se tiene 

1-l~ (~,~13) = "~cr' (t>'l~~ (-Vj'(y3))Ya. et </>C-r) .. •V'(i5) 
que concuerda con 1a expresi6n (2.lS). 

Ahora ana1icemos 1a transformaci6n (2.18): 

= - ~" -.p-'(-p.,);¡;"(-f,.) J pd. = --t¡:•fp.,)'1/>-lé-p .. ) • 1uego 

-i~,. ~· l-r .. J ··V'(-f.,)-it-.f'f e 
En este caso necesitamos. ir hasta 1a po1arizaci6n 

generada por e1 campo vectoria1 ~f> • en donde 

h (1-,,¡:-ot) = eq., V1'(-f.,) 'l/1-'{-P.,) 

por 1o que 1a representaci6n unitaria es 

[ ~'l!f) ( .. V')'(-p.,.))Y.. e' 4ltJ i'-'(-p"') 

que es 1a misma expresi6n que (2.20). 

Adiciona1mente debemos hacer notar 1a forma en que se 

inc1uye e1 factor de 1a norma1izaci6n. Supongamos que mediante 

e1 kerne1 de BKS obtenemos S (<;f, >l.)= e~pil"t-/ f' 2 ú.,) donde f"• 
f1~ son funciones Gnicamente de 1a variab1e que se indica. X. 

puede set" o p y puede ser o re~ 

pectivamente. entonces 1a representaci6n unitaria ser4 33 ) 

s '~· K.) "- I €)?. ~I ("f) ~L{X) I V~ é~/ fJ' Cf-) f'.1. ()(_} 
9~ ax. 

{4.SS) 

donde k es 1a constante de normaiizaci6n y S=F 
para .I{ = f. S= H ~=F 
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·5. HOJAS DE RIEMANN DENTRO DE CUANTIZACION GEOMETRICA 

E1 prob1ema de 1as transformaciones can6nicas senci-

11as (1inea1es. cuadr4ticas. puntua1es) puede ser resue1to desde 

diversos puntos de vista 6 • 3~)Pero 1a física rea1. es en su mayor 

parte no 1inea1. y muchos ejemp1os de transformaciones de inte

rEs son no biyectivas. A nive1 c14sico se ha encontrado 19) que 

1os espacios fase invo1ucrados en una transformaci6n can6nica no 

biyectiva tienen una estructura semejante a1 p1ano comp1ejo bajo 

transformaciones conformes. En esta forma. partes de un espacio 

fase .. se puede mapear en forma biyectiva sobre una hoja de Riemann 

de1 otro espacio. En este capítu1o se hará una presentaci6n de 

1as hojas de Riemann en e1 marco de cuantizaci6n geom~trica, pues 

otros autores han hecho 1a formu1aci6n matemática en otro contex

to 34) • 

En esta parte seguiremos usando 1a notaci6n de1 capí

tu1~ 3. Por simp1icidad, supondremos que 1a transformaci6n can6-

nica no biyectiva es de ta1 forma que todo e1 nuevo espacio fa.se 

Cr,iJ se mapea s61o en una banda de1 espacio origina1 

e rlf, iJ • 1 (¡>,<¡ J1 y por tanto e1 mapeo inverso 11evará 1os puntos 

( ''"' ·a menos que 

de Riemann. 

y 

en e1 espacio 

En este 01timo caso, 

• en e1 mismo punto (p,f). 
tome 1a estructura de hojas 

ca.da. banda de va a 

dar a. una. hoja de Riemann en [¡;,;¡. J 
[p,.,.J 

Denotemos por R.(E¡;,'1'.J, Z) 
e1 espacio cubriente de c¡,,11 i.e. es 1a fibr:1 en 

Luego 

es. 1 > 
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donde [¡>,<j.J- es e1 espacio fase de 1a m-ésima hoja de Rie-

mann. 

Cada Lj>, "t )-. tiene una Z-forma ú.>..,. = ele ... 
de es 1a 1-forma can6nica sobre Sea 

~w-Tl-¡,~J .... e1 haz de marcos metap1écticos de 

y F ... 
(f.;¡:) .... 

1a po1arizaci6n generada por vectores tangentes de 

• E1 haz Bw.,. T[¡>, ~]...... induce e1 haz 1inea1 

don-

com-

p1ejo VA' F... sobre e p,'?¡J-. L-. será e1 haz 

1inea1 comp1ejo sobre (Cy,11-, u..1-) con una conexi6n V que 

satisface 1a condici6n de precuantizaci6n (3. 17) • Ao .... : [¡,.;¡.] .... ~ L ..... 
es ia secci6n triviai de -L- tai quu VA.--=-_;. e- c5D A-- y 

• La co1ecci6n de 1os haces fibrados anterio-

res darán 1ugar a 1os hace~ L 
sobre ta1es que para cada _ ..... ~~ 

F lc;;,~J ... = F- • 

R { ( f, ~J ' .z) 
a~T(R.(Cp,¡J,~))}c-¡,~J- = Bw ... ICr.~J~, 
VA' F}cr,"f..J ..... = '111.•F.... ~ L f r¡;;'p-. =- L..... . También se tiene 1 
que 1as secciones A~ : ¡: 1-, ~] ..... ___,,. L.... induce una secc i6n 

\ \ A: R{cy,~J,~)-L ta1 que AJ C¡;,"i-J-= /\..- • para cada tr>roé~ 1 

extenderán a una co- ¡ 
V A = - L e Q A • donde s ' 

1:, 1 
R (Cp,f),. ::Z) ta1 que elc,;¡.J ..... -= e-. \ 

L..:> f.-- -] = (.c.),.... .l .... ,, ... i 

-k. ... G C-(Ce,.;¡J-J. ¡ 

Las conexiones en 1os haces se 

nexi6n en L • pidiendo que 

es una 1-forma sobre 

y W= dS es 1a Z-forma simp1éctica extendida, 

Supongamos por e1 momento que conocemos 
-t-it>k .... denotar!i 

~l:t-. k 
k.( Escogida 

-sl-

puede extenderse a R ([¡>
1 
~), -J!) 

y también ~ilq;,•f)~ 4{ .... 
tiene un espacio de lli1bert 

k. 
E1 
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espacio de representaciones de será 

..... -E .z 
(S.2) 

La acci6n de .:{>:..... puede 

:P ... TR(r¡.~J ,~)=,,...'!-'E~ Tc¡;,;_J.,.... 
levantarse al haz 

donde :f>:.u ..... T Cp,;;¡.J ..... es 

e1 haz de marcos metalineales Lagrangianos positivos para 
~ -t. 

• Denotaremos por e/>""!._ 
:P...., T R. (C¡;,c¡. J, ~) induci<;Io por 

( ( ,, i J,... , e.u .... ) el grupo de 

4>t • La automorfismos de 

distribuci6n no es invariante bajo la acci6n de 

y por tanto 1a imagen TtJ>!_ (F} de t= bajo en 

general será diferente de F . Para cada "1.E" i!!- , la distri-

es una polarización de 

el haz de marcos metali-

buci6n T<f! (F) f r¡;,~J- = T .... cp!_ (F) 

(c-,,-..J-,. <.u ..... ) • sea írr,... q:.¡; (F) 
neales para l;:. ~(FJ inducidos por el haz de marcos metapl~cti-
co §'°w,.... T[¡>, ;¡]-. • y V /\1 T .... <t>: l F) el haz lineal asociado. 

Denotemos por VA'T<J>~ (F) el haz lineal complejo sobre R(C-p,;¡J,-i!) 
tal que, para cada W\E.i? J.11.'T4'°! (F)) e--')= YN T.., "'!(F). Para 

, 1'1'4.J... .¿ I'. :t ') 
cada secci6n VE r("11'F) • definimos la secci6n .:/>. l.J G ·f'lll'A' Te:? ... (F)/ 

( t . l º( -; 01-.--t. ) ~ - t: G .. J u ~ -t. a trav~s de c/>,._J.J/ ~ :V l4',..CiSJ con ~ G BT4',... F. - ...... ~ BT_,<j>,. (F) 

De una manera análoga podemos definir la acci6n de .pt_ 
sobre secciones de L . Para cada secci6n A E. rCL) • de-

..1..t \ r( ) { -'-! ')º-- \OC> ..J..,,.;:"f. finimos la secci6n 't'ic. I'\ é L por ..,,_ " /\ r "' 
Denotemos por -1{!"., el espacio de representaciones definido por 

1a po1arizaci6n T...,</>!.. (F) de (e--) LAJ ) de tal forma 
t ~· ~ -

que para tr;..<:W.,.. , se tiene <r-=,..\ ... c¡¡1,¡J.,,.. • con ,,\....,.Ef'(L-) 
y U.,.,. e:r(vA'F.,..)es covariantemente constante a lo largo de F.....,, 
La acci6n de 4'! sobre secciones de l y JA• F induce 

:z: -t. ~, --ni. -t ,1..t: t 
un mapco '.t:"it-~ dt.,..- .n..,,.,.<lcfinido por ~ie,..,a;..= "'1'1e->---®4>1. .... v....._ 
Supondremos adcm5s que para pequefia, las polarizacio-
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nes y T ... q:,;_ (F) son puede 

construir e1 kerne1 de BKS 

y u!. '1l-t.... --~ ';Jl,,... s·erll e1 mapeo 1inea1 induci-

do por K~ 
o;.. E. ';/(,..,.. 

en 1a forma K°S (~, cr,,....t. )= (cr_, ¡ ut.a-.!J con 
i; "t. . t 

y <'.I:.. é ';/{-.. . Luego U!._ o ~ k- es un mapeo 
-#'J -PI C: xt -1'.I ..... _•"JI-e 

lineal de ;'\...... en ...,__ ~ U ... e. ~--G ,,..._. ~'"'-"La co1ec-

cit5n de mapeo linea1es ..[u_t_.. .. :¡"t_.: '";J{. ... _,. -;Jl,,.. ,u;::E. i1!} · ind!!. 

ce un mapeo ~f : "1!~-;/( ta1 que para cada ""' E: -E 1 

~~ ( "J{,,... = U"!.. o ~:- co • Aunque 1o anterior es v41ido 

para cua1quier -{e .... E" e (r:-p,"f)-} • nuestro inter~s se centra 

en 1as funciones '-= r- f ..... , donde denotan e1 

sistema coordenado para 1a m-~sima hoja 

Antes de pasar a ver ap1icaciones de 1o que se ha ex-

puesto anteriormente, introduciremos de manera informa1 e1 con

cepto de grupo de ambigUedad. Dada 1a transformaci6n can6nica 

P= F (p,"'") 
.po discreto /;/.. que deja 

l=~ (~,p) 

f l 

supongamos que existe un gru-

invariantes; esto es, 

i5= p{p.;i ,;(t)= p(f,.,.J ~ ~ = 4- ( Pó- _, =l (J-) = 
entonces ~ se 11ama grupo de ambigUedad. Como i1ustraci6n, r~ 

visemos la transformación puntua1 de 1a expresión (4.29), en do~ 

de supondremos, como 1o hicimos a1 inicio de este capftu1o, que 

e1 grupo de ambigUedad trans1ada 1a variab1e de momentos por ..... -w, 
""'e .Z i.e. /:J = / 9 T.,... : ( 1if')1----"' ( ~, ptP>n) . En ton-

ces tenemos 

,,, ( r-+.,...nJ = cf ( p) <P' (r+ ""'n) = 4>' (¡>) (S.3a), (S.3b) 

donde 1a derivación es respecto a1 argumento. .¡:. ' queda invn-
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riante bajo la acci6n de '"¡-> • ya que 

y 

¡;• {¡; J =- e¡.' (ttr'Cp)) = <P' (f) -= <f' ( p-t r .. mJ 

cp-1
((') :=- cp;' (p) +-TI ;, - '% S q,;' (f>) .S o/.z. 
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(S.4a) 

(S.4b) 

Para el caso biyectivo vimos que el kernel de BKS está 

conectado con la expresi6n (4.34). Como el ejemplo que ahora tr!!_ 

tamos es no biyectivo, tendremos un kernel de BKS I<:~ por e!!_ 

da [¡,\]-. . Por tal motivo la ecuaci6n (4.33a): 

.:f(J,-p)~ -"€?¡¡.¡.-•cpJ.if•c-¡J-ifp nos conduce a un kernel 

I l - _) _ .c:=:Jflf>;'c¡s).¡,.,.Tr) i•Cf)-i'f.F (S.S) ...... r-~ - '--
relacionado con ~'!_ . Adicionando el factor de normalizaci6n 

y pasando a la polarizaci6n • como en el ejemplo (4.4), 

se tiene 

y 

h- (1 ¡p} =- Uzn ~,;c.-,,) 
Ahora queremos hacer de 

(S.6b) 

algo análogo a la deseo~ 

posici6n de una variedad en la suma directa de complementos ort2_ 

gonales, i.e. • si se tiene un espacio de Hi1bert35 ) )-{. y 

)(,e H es subespacio de • entonces 

donde x:-puede escribir como '\/ V '\/.LI 

"" = - ' (13> r.. 
plement~ ortogonal de ){, • En el caso general, 

){ se 

es el com-

se 

puede descomponer_en la suma directa de una secuencia arbitrnrin 

de subespacios ortogonales )(1 , Xz. ~.. .. . • es decir, )(. = ){, $ · ·~Jl11J 
cO = ©)-{le. • Como adem:is existe una correspondencia natural cn-

R=I 
tre operadores de proyecci6n y subcspncios de ).( • entonces 

tenemos que 'F:. ){ - ){11:. • tal que 't>~ (X)= ){ I& 1 lt :1, z, .... ,. co. 

Para nosotros es aan m5s importante el hecho de que dada una fa-
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I X1c.' l. ml1ia "\ J de espacios de Hi1bert, uno siempre puede cons-

truir un espacio de H¡1bert ){' m!is ve como 

1a suma directa de 1os espacios dados, 

g-r:ande,que se 
<> 

i.e. ){'= a> 
Al_: 1 

)-( ~ 
Dado )(" é }(:.. podemos construir 1a secuencia 

><. '.:::= (x,,'{z.,, .. _, )(k. ' .. ) 15- X' (5.7) 

E1 producto interior en )(' se define, para X¡ '.:j E ){' 

como 

<. x ... , ~ ... )xic_ (S.Sa) 

Con e1 fin de que 1a secuencia en (S.7) debe cum-

p1ir adem!is con 1a condici6n 
""° ~ L . f >( k ll X.:_ <. co 

ll.= 1 

(5.Sb) 

Vo1viendo a nuestro ejemp1o, queremos construir, a PªL 
tir de 1os espacios de Hi1bert 

por 1a suma directa. Escribiremos 
-Hit> 
$ -;K,,... 

• un espacio mayor dado 

1a extensi6n (5.2) en 1a forma 

(5.9) 

E1 operador de proyecci6n que introduciremos en '"j,{. 

es justamente 1a rºestricci6n r,., : 'j:l --'> ';#(_.,.,.. ta1 que 

r--. (';tl) =-¡::{ I C"¡>,;;¡]""' -;j?{ >"'- En este caso tenemos que para 

a-.,.. 6.. ";//.,,.... 1a secuencia ( ... - -:('. 11 <T.., Q"; ~ - ·- - • ) = tT; ;f( Pe-

ro como en necesitamos un producto esca1ar y como en este ~ 

jemp1o e1 grupo de ambigüedad ha conducido a una secuencia infi

nita de espacios de Hi1bert ~,,... • entonces no todas 1as secuen-

ci:is de e1ementos de -Jl...-. son permitidas, sino solamente aque-

11as que hacen que el producto ~sca1ar en ;f(_ 

sea acotado; i.e. 

tr...,., >'/'f.- < co 

si Z 
....... == -co 

(5.10) 

<a-...... <r ...... );._ C::::a:> 
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Por otro 1ado sabemos que • excepto 

e1 factor de norma1izaci6n, es consecuencia de un producto esca-

1ar en ';/{_.,.,. • como 

~erne1 de1 operador 

e1 que aparece en (5.10), y además es e1 

"-t ... º ;. r-t_ <A.. !k' que efectQa 1a transformaci6n 

can6nica (4.29), sujeta á 1as condiciones (5.4). E1 kernc1 

(S.6b) es 1a representaci6n de1 operador mencionado, actuando S2_ 

bre e1 espacio L.,. (-ca / i'Q?} . La extensi6n de ¡:_ se pue

de hacer a trav~s de 1a secuencia 

( ..... - t _\ 
..•. h-1 L! (--,+m}' !.to L'.,(-m +a>)' 11.!', &.,+.,/ > ••• 7 {5 .11) 

de forma ta1 que ""h { r-L!.(-ao,,1G>J = n.,. L...._(.._.,+cc) (5. 1 2) 

La unitariedad de 

como 

<-h I'"> -' n / (8 L-._(-co,+ao; d..f1-
donde -h - .... ,.. - í':'.' T:. ) -:: (.• ••• l-J.. • "º' n,, ... " 
Luego h Qf L~C-cz:;, ~ao} 

~..:.--.:» 

es unitaria. Esto 01timo 1o 

1a ecuaci6n (5.6b) i.e. 

·- '2 e L.: ... f.m,-t-CJD) se puede expresar 
rn.::.~ 

+oo 
~ <"h .... , h'..,.)L'~.,(--,+-;c::l~) (5.13) 
ro'\":.-~ 

h..= é .. -1;!., 'h!., 1;;' ... ) y .f" = '\ .1 f' 
es unitaria si h .L!.. (-..,,+CD) 

podemos comprobar, haciendo uso de 

.. ... <h ... , 'h!..> L~~ ... ,+-;d.t) = f_q, t:_ ('f,f>') h ... ( ~,p) J.i - ~( ¡:>-p•) 
y -tao < h-, h.!.>L!...(-... ,~-; el¡>)= f__ h! ( ~·,r> h ... C!t1r.> olp == &C1-<1') 

En este cap1tu1o se ha estudiado un ejemp1o, en e1 que, 

e1 grupo de ambigUedad es c1 grupo de trans1aciones, y por e11o 

e1 espacio de lli1bert se construy6 como una suma di-recta INFINI

TA. En otros casos, e1 grupo de. ambigUedad nuevamente determina

r5 1a estructura del espacio cubriente de a1guno de 1os ~os esp~ 

cios fase involucrados en 1a transfonn • .,ción y c1 nOmero de espacios de 

Hi1bcrt qucdar5 tambi6n determinad9. 
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"6 .• E"SPrN nn AMBTGUEDAD EN CUANTI ZACION GEOMETRICA 

Hemos visto que para transformaciones can6nicas no hi

yectivas. 1os espacios fases involucrados presentan una estruct!!_ 

ra. geom~trica semejante a hojas de Riemann de1 p1ano comp1ejo. 

Sin embargo. 11evar esta estructura a 1a mecánica cuántica resu!_ 

ta comp1icado. E1 espin de ambigUedad ha sido introducido como 

una a1ternativa a 1as hojas de Riemann. con 1a ventaja de que su 

traducci6n a 1a mecánica cuántica es inmediata. Usando e1 spin 

de ambigUedad. en e1 caso clásico, 1a biyectividad de 1a trans

formaci6n se recobra preservando la estructura de una hoja de 

1os espacios fase. e incrementando e~ espacio base de 1as funci~ 

nes. En e1 caso cuántico. se incrementa e1 espacio de Hi1bert 

que requiere de1 spin de ambigUedad. 

Como 1a mecánica c1ásica puede formu1arse en t~rminos 

de geometría diferencia1. y 1a cuantización geom~trica trata de 

incorporar 1a mecánica cuántica en este 1enguaje. nos podemos 

preguntar a qu~ nive1 surge e1 spin de ambigUedad en 1a cuantiz~ 

ci6n geom~trica. A continuaci6n veremos casos concretos de tran~ 

formaciones canónicas no biyectivas. E1 primer caso que tratare

mos será e1 que vimos en e1 cap1tu1o anterior. i.e. la trans~or-

mación canóriica NO BIYECTIVA (4.29). 

ria involucran e1 .... 
h A ( \ 'P) =-?--

espin de ambig.Ucdad A en 1a 

e ¡.,. "'º·''"'' •«> 'h ..... e;, r) e' ......... ~. -= -:======·~ ·"- Z 
l/2n 4'! (.f>) 

e; "f 4>;' lf>) 

t"'l=--

2nir-
E3 

V Zrt 4.: (-¡;)' 
En e1 t'.i1timo paso hemos usado 1a identidad 
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'Z -~ lN+X) - z. etr\l'-l><. Lu~go R:\ (p, ¡:;) = ~ J .... h" ("}.;;>) e''""ct1= . 
., -== ;f 1- ...-:=' 1- (+:' lrJ- p) e ( ' z~ ... -- i 

T_r 1 i ) ~ O 'f- - l\+Z.""1/ '-'1- · 
. ,,. 4'. lpJ ,..=--... -- . "'c. ... -•n>- > C6. 1 J 
•..tl.,..:<q11>- pJ ¿_ e· .... P. P ,& ( -• _ 

- ~ ~ (pf . ...,...- ... Sl.~'crJ-rt---n)-= .¡ q.; c-,sf + Cp)-p) 
Esta expresi6n ha sido tambi~n obtenida por otros aut~ 

res31 ) directamente de 1~ecuaciones M-M. Veamos ahora sus re1a-

cienes de unitariedad 

s. ~CIO J I A • A,. 
-CZ> º 1-1. l"f .. p•J ll C f, p J el .A.:! p = J ( f'- p~ (6. 2a) 

S
+.... ,.. 
__ H ·l~r) 1-!A(¡;~~).l.p - b(f--f'') !,(>.->.•) (6.2b) 

La primera de e11as se obtiene como sigue 

5..... . • r-~. ·"e • > __ J.. H" (¡> .. J>') H.l(¡> .. r> .:!.A~ fi = J.,... ... J.: e r-~ (ct>-'c¡rJ- r1J ( 1> ... (f)-f) -='A .l [ </>-.! Cf)] 

Haciendo 1as descomposiciones f" =p.-+ irle. y 

r' -= f.! + rr le.' se tiene que 1a expresi6n anterior es igua1 a 

j•4 f ce'"" n(1t'-1cbiAlfo'-¡?.)~ ,S ( ~'(-pJ-p.') ~ ( q,;'Cp)-fo) f>nt'tt.' J,..1o, d. Ad cl>;'lr) 
-~... • L.. 

= cS(r..-Po'J f~ ... ,~ '-'"Q' (R'-6:<.) ol,,.\ = &C r- p•) 
La re1aci6n (6.2b) se demuestra en 1a forma siguiente 

•1..-.r( A' - ,\ J e =-

Veremos a continuaci6n otro ejemplo de transformaci6n 

no biye~tiva en que se manipula e1 espin de ambigUedad. Este es 

c1 dado por las expresiones (4.47) del osci1ador arm6nico. 
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Primeramente descompongamos la transformaci6n (4.47) 

en las partes elementales ·de las ecuaciones (2.23), (2.24) • 

(2.25) y (2.26). Como (2.23), (2.24) y (2.26) son biyectivas, 

sus representaciones unitarias están dad~s por (2.14a) y (2.14b). 

La transformaci6n (2.25) no es biyectiva, y por tanto debemos ha-

cer la descomposici6n en la fibra de la funci6n f(i 1 p) corres-

pendiente. Observamos que el ~rupo de ambigUedad translada la 

variable de posici6n del nuevo espacio, i.e., ?"";;;.T ... : lf,'P)t-:.(f.+-rr,p} 
por tanto el cálculo que ahora haremos es completamente análog~ 

al ejemplo anterior. De la ecuaci6n (4.52b) tenemos que la fun-

ci6n que nos hace las secciones covariantemente constantes en la 

po1arizaci6n F¡; es 

h c. - - ) """'' F!i-. ,,p - ..__ (6. 3) 

Haciendo la descomposici6n 

(6. 4) 

tenemos 

o bien 

El espin de ambigUedad entra en juego nuevamente en 

las componentes de Fourier de la represcntaci6n 

h"" (1,pJ = · L "h~ e !J,pJ e-• ... -rrJ. 

(6.5) 

La expresi6n anterior tambi6n será una rcprescntaci6n unitaria 

en las variables • En las variables de posici6n, la 
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expTesi6n (6.5) toma la foTma 

-::-e> 
Teniendo en cuenta que 

cf (~):: ~ S(j('t) !f-L 1 1-f. (1,.)= Are +o- <f.2; -Jt ~ -ih {~)~ 1X_ (6. 7) 

1as TepTesentaciones unitaTias en cada etapa son 

f-L C~1.'l •) = [ 4'1l!I- >]~a. &"° (~ - 4-Ct-l) 
-k:; e¡ 41• ~ .. ~ (A -A') ! 
t/zrr • ("'' ) +.- ' e ZtT -l-o 1 ~!a.)1 Ya. e' A 'I'• (1-z)- =1:.~-~(i-.éfa.)-t ..... -n -1 .. ~I 
_L._ - ..... 11 u'( (~3.~}.() = ~ e . 

>..A' U¿' (11,.'ta) = 

"' ( 1-1~ ~ z ·"'" ., ) = 
Luego, 1a TepTesentaci6n unitaTia de la tTansfoTmaci6n (4.47) 1 

- q ,j 
seTA, identificando !f!/. .=.. T'I : : 

.,l - s~-5' A',>.. ..l -ll «J,+)= ~. ('?1~.) llz ('f,,f .. ) /.I~ {~2,'~~) 1-14 l'í-,.,'i}cÍ.Ad.'f, d~a.dl~3 -- . 
= (2. .p'l.<;J}]'lz. ~ ~e- -T _\tz""') l ... _ ¿.+l'f-\11 - i y. (fa.)1-.[ .. L C , J''.o ~ . (6 • Sa) 
~ .&-:..- ~ _.,., n: v. 0a.u ar.1" 

[ 

1 J'" +ca ('" _ . \ J :la. i .f>l•) ..¡,;'(U.o)- i Uo 1- l¡z 
2.i>(<JJ L ¿_ ó("l-+A-t-z.-i - e [c~i.;•J'(LA-.)'1 .... ~.,(6.Sb) 

- ir .... -= -ct;> lf'a. ,., ~ 
En la 61tima expTesión hicimos e1 cambio de variable U 0 -= 1'-.,('l-a.) 

1 
_ % ::; 1..(0 ~ a¡, . Ademfis • como Y(-+) =: 1/-º ('f-) +""' 1l entonces 

U.= Uo + IMlT con - a:> < L<. <. + f:D 

ObseTvemos que el espin de ambigUedad estA aso~iado 

La repTcscntaci6n (6.8) fue Telativamente f&cil de 
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obtener. debido a que la transformaci6n puntual no biyectiva 

que entra en juego tiene una representaci6n unitaria sencilla. 

Sin embargo. si queremos ir directamente a descomponer la fun

ci6n f(~ 1 p) correspondiente a la transformaci6n (4.47). de-

hemos tener cuidado porque flif1 p) es invariante bajo el 

grupo de ambigüedad. Esto es. de la ecuaci6n (4.48) tenemos 

que 

-~ 

f(i,f>) = 

hPJ¡p)= 

e1:- ~se"' 2.p - i <:j.p 

i- ?'. s~ 2¡; 
e 

(6.9a) 

(6.9b) 

invirtiendo las ecuaciones (4.47a 0 b) se tiene 

1 = V2f'.:sac·n. s~ ( f) se.,.p (6.lOa) 

p = V "2-1 S~('fi e'cS p (6 .1 Ob) 
El grupo de ambigüedad translada la variable momen-

tal del nuevo espacio en la forma J-; T.., : (~ 1 f>) ~ ('f, p+z. ..... )

Por tanto I;;.. '1(~ 1 p)= hC~ 1 p-t--z."""rr)= hC1 1p) . Esto nos 

conduce a que la representaci6n en las variables ( ~ , p) 
...,....h( r:; J"'a. eh .sd OH q 2. -l-a-..p 'f-, f) = L ~ ¡;uz.c_ -z f 

es invariante bajo _...,.- Ahora nos interesa saber qu6 suce-

de con 1a representaci6n en las variab1es • Proce-

damos tomando la transformada de Fourier correspondiente 
__L_ f + .. _ -tp'f 

~ C11l) = \{2(i' -«> h ('"f 1 r) e cJ..f • Pero ahora el kernel de 

Fourier debe descomponerse en cada banda de1 nuevo espacio, 

\ 

1 
1 

I¡ 
;! 
¡ 
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7. ALGUNAS PERSPECTIVAS 

Cons~dero que hay varios puntos importantes por in

vestigarse. Uno de ellos es la propuesta de que una transforma

ci6n canónica arbitraria puede aproximarse como una secuencia 

de transformaciones puntuales y de Fourier alternadas. La re

presentación unitaria se puede encontrar entonces, a travEs 

de las representaciones unitarias de estas Gltimas. 

A nivel de cuantización geométrica, la libertad de 

escoger la segunda polarización da mayores garant~as para que 

se cumpla la condición de transversalidad, lo cual puede usar

se para implementar las ecuaciones presentadas en este traba

jo, para encontrar las representaciones unitarias. DespuEs.de 

Esto, basta precuantización para cuantizar el espacio fase. 

Esto puede ser de mucha utilidad en la estructura y en los 

objetivos de la cuantización geométrica actual. 

Por otro lado, los resultados que se han obtenido 

del apareamiento de secciones en el kernel de BKS, pueden es

tar relacionados con el método de gérmenes de Plebanski 36 ) 

para encontrar transformaciones de similaridad. 
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