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~J..Pl:TULO 1. 

I!'lTH.ODUC'.}J:O~ 



ti.co. u~rei.aror.. un.a. .1oric J.e prob1eo.:io de i.nterpreta.ci.6n , r¡ue 

mttu do 50 h?ion d&upu6o continuan ai.ondo mn.toriu de debate Luune:e 

5ó , J~~.:or Oo y 7-~ , ";;..J.:-:::;to.~ 75 • dfl la l'e:=tn. 79 • 3rody 80 y ro-

.f"erer:.cio.s en ·-·~to~ tr..l.bajo-<>]. Do :x..anoru euqu.e:ndtica y oimpl.if'i.co.-

du ,podc:.~:>a de::ir que •!':l. c-;t~ daba't.e :.Je ho.:-i enf'rentndo el. rcu1ia-

v:1.otu t"u...~d.:.l.nontt:.l. y n ..;1xpo.-i.:1a.n do 1a precioi.6n • podemos a!"i.rmo.r 

esta diocu -

~i6n s U..-:.3. c.s iu 11..:i.-:i..:i.J.:::i o=-toUox&. o do Gopcnhncue y 1a otra oe 

Ln inter~~etaci6n ortodoxa gcneralnente De carncterizn por 

aor idval.iota y ;-'Ubjcti1u • c:.de~n:'L'J de ,-iue uua adherentes tienen 

l.ca ndepton a. esto. i.:;.'t.-:-rrro-:.:.\ci6r. podc:r.ou no~brar o. !3ohr , :9orn 

Dimo • :l•~iser.b.:!'rc Y' Fo.u1i. 

La interpretJ.ci.Sn e!'lt~.l.J.!sticn se au::Jtcnt:.. en UU:>Uoatoo ron-

1.i..otau y oi:>je~ivoa , y :1u.:; ;:¡.dcpto,; ~outicnen , ~n ccnera1 • una 

poa.:1ci6n ca.uu=il.; Z'i.n..Jtci:i. • Sl.atcr y Kemb1e .=ion aieunou de 1oa: 

nd..~~r~n~e~ a outa i~terpreta:i6n • 

Dc~de l.ueco oxiuLen po~í~iono3 íntermod:1ns por ojomp1o , 
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:~chrtsdinr.er ffOe1.1r.ne una pouici6n ren11ntn y c:.-iuau.l. pero oubjet.!,. 

va ; Lc.nd6 , :.•arc;eno.u , Popper y ~J1okhint:.ev nosti.qncn ur.a !'Oai-

c16n rouliatn y objetivn pero acauna1. 

Continuando ~n eato oaquoma aimp1:1Cícado ea poaib1e arir:nnr 

que c1 meo11o dol con1·11cto uo "'ncuP.r~tra. an 1a retipuerrt&. que dan . 

unoo Y otroo a l.n precunta z ¿Ln. mec~nicn cu~ntica describe ol. 

co:nportu :.ien"to de un u61o a::Lotemn. o de u.r1 ensnrnb1e de oiutcntne? 

Ln. c:J..:uel.n do Copenhague ::iooti.one que l.a ::-..ccd.nica. cul1.ntica deo-

cribe el. co1!i.portnmiento do u..wi 061.0 aiatemo. • por tanto oo una 

teor:ía comp1ota y l.o. na.tur;.:i.l.eza ea esencial.mente u.ca\l!lal. s "El. 

buen dioa juoe;a a. l.oa dndon". Loe set::Uidorea de 1a. :1nt~rpretn

ci6n eatud:íntica a~irmun que 1n mccá....~icn cuántica deacribo e1 

eomportu;.iicnto de un cnon::ib1e de :-.fiu~e1no.3 y no do;t un eiotcCla. <11'\ 

1o :1.ndi.Viduu.1 , ea pues una teor!.u 1.noompl.o~a y el. probl.ema. de 

l.n cuusal.1.dnd no queda renuel.to (nunque como oei'inl.amoc cnfiu &:;.rri

ba. l.ou adeptos de cntu. i.nterpreta.ci.6n tienen tendenciu. .n uostu-" 

una. poeioidn ca.uaa.1). 

Hnat.a. el. momen't.o 1a f!.oicn no ha podido dr_..r rnz6n a. nieunn 

de c3tno dos interpretaciones • debido princip&.1.monte a. que t:un-

baa nceptan como vál.ido e1 :f'onnal.ismo de 10. mecdnioa. cudnticn ; 

por tnnto 1a poai.ci6n quo uno tome R1 reope~to ~nvolucra. ~n eran 

medida. ••concepci.6n de1 mundo"'(poaioidn :f'i1oa6:1"'ica. • críterios 

de l.a bol.l.ezn do uno. teor!n • peso que o~ da a1 poder ex-
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evider.~ia :a c~r~cter ~xperi=ont~1 en ~nvor de 1.a interpretuci6n 

ortodoxa.; sin ~mbareo • on aste punto encontrnmoo tambi4n un co~ 

Eo.l.tc ente p:-obl.•:.:nt">. '7 envin:.a':l:.J u.1 1.ect;or intereaa.do ~ l.u. l.itera.-

tura : t_aol.l. 6-i. • :ul.l.en-:.ine 70 .. :Jal.infanto 72 Wic;n.ar 70 • Po-

• Ja.:u:ner 66 y 74 3rody eo y ref'.2_ 

un ..:ior-to p'..l...."'1.~0 d .. ·.ri~!"!:a • l.n ~.::Jt:\.d13ticn co mi'!:o rrodu:::tivn. por-

que ~oe inYii;n n ?r.:>ft.0.."'1.d.i::ttr • r.003 invitu. E~ buccnr teor!un m;"to 

:f°':.l..."'l.::!.::.~e:;.tal.os que ~xpl.i,,ucn l.oo f'cn6:nenoc cu.1ntic03 e qui::aa en 

1a. .!°or:na an que l.a mt::.::~~nicn ectad!:Jtica. .. oxpl.icn" l.a. ter.r.odindm.!, 

ca}. In~i~t.ir:•?o en "ti.;.<.: ¡;éu·;l i...:..n ortodoxo dicha ex!)11caci6n no e-

x!.~t:c :r bu~car teo:-!u.:...; ~:1.~ f'un.J~:-::.untn1cs eu por c11o un nbu.urdo. 

co:iju.."'1.to do probl.em:l..o. E1. pri::-.o:ro de ol.l.oa ne darivc.. do]. r.o:nbre 

cu.1.nticG. no "?~ u:-.n -::no.r!•l. .::o:'1~l.etu. uino unu. teoría. cetnd:íut.icn. 

ae i.onr-or..e l.n te.rea de vc:ri!.ica..rl.o. ~ue l.a moc~nica .:::udntica. uoa 

u.:-..::i tcor:!~ •J!Jt'l.J.Í.E:ti.ea. qui.are decir que dado un ui.ute':la podc::ioo 

.. l 
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u;.;ou:u ... r1o unu dL.n .. ribu.oi.6n <lo proba.bi.1.i.dnd al.cup. oopacio nde-

cu.udo y un conjunto do í"uncionoa dof'in.ida.o 

preoenten ins varinbl.es dinllmicna (obaervabl.ea) de1 eistemaa e~

ta distribuei6n de probabi1idad y eotas f'uncioneo deben oatiara-

cor cicrt~~ condicionoa qun porru.itan tenor u..~a verdadera teor!a 

~rob~bil.iata y que l.oa resu1tudon previstoo ooncuorden con l.oa d 

de l.u teor~n cudnticn¡ para. evitar compl.icacionea in..~ecoaoriao ~ 

nunciamoo ea~nz condiciones en t6r.nino3 de u....'"'1.B. densidad de prob~ 

bi1ida.d ~ (en 1.~~r de una distribucidn) y para el. caao üe 

aiste:nu con u.:;. 0610 LTndo de l.ibcrtad• de ta1 manera que nueetro 

ocpacio de ru2es eo (p.q) donde q 03 1a posicidn ~ p e1 m~~ento; 

oeeuimoa do c<.:rca. l.a expooicidn de T. Brod;f lll'o] •. Loa requicito:1 

i.- La densidad de probabil.idad C(p.q) debe antinracer 1na s1--

euientco condioioneu : 

ca.si todoa 100 puntoo (l..l..l.) 
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(J..1.3b) 

d.on.J."!t 't' (q.) en in f"unci6n do ondu. en el. eopacio de cont"ic;ura. -

ci6n del. .,:,!ltc:.:.!o ".:\l~.~ti6n. y cPCp) - h-1./
2 J_'i(q} cxp(* pr¡) dq 

e& ia ru...~ci6~ de ond~ correupondicnte en el. espacio de impuLuos. 

ii..- lka.do o~erndo~ cu~ntico A debe ex1atir u.~a. 1"unci6n a.(p.q) 

tnl. que 

< ¡ > - < 'flA¡ -V)= J~ {o.(p,q) r(p,q) dp d" (1.1 •. 4) 

--o -.o 

. i:l.i.- Ad.a.r.ii~ ul. !;~r.·.r~.ou U'!'l O'!'tiraJ.or Ü. que c:J U.."'l:l. f"unc:1.6n E( A) , 

b • ::(al (1.1.5) 

!Jhewel.l. [73) n~ .. ,J<o·;i.oatr::\dO qu~ l\Uda. uno. Cunci6r.. de onda 't' no 

oxi.~te una ?'"C"=J.r, k--:i.:fi par~ .. co:-i.at:--u.ir una. d••nsidu.ü í"(p.q) que :l~ 

ti..o.f";:.¡~u i y ii • .:....ic::i~::::; , ':ohc:i. [óób y óGcJ ho. mo:ltru.do 11u~ no 

pu~de ex:Lnt.i?"' unu. i"u.'1.c:16n f(p.q) .,ue snt:Lui"u.~ oimu1td.nco.mente i. 

ii y ~ii p~r..-.. -=:unl.'1.uicr l.~u...,..::i6n ~-.De l.o un-i.orior pnroco oer que 

teor!o. e~tnd!::::ticn e!\ e1 rH.::'ltido trn.dicion~1 ecl. tér:nino. Esto 

u:L~ e~carco ~o cii~ir.a 1u pouibi11d~d de que l.o oc~ on ul.cun ae!l 

tido =-:ts r.mp1io• por ejcmp1o • on un espacio de ruaeo o.:np1iado 
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(ur:!.u idea. oci•!o. conuiderur el. capaci.o de :fa.nen o.unen.ta.do t..1-

~unn ot.ra. va.ria.hl.e dinámica. ; tondr.!o..T.C•:l cntonceo u.-~ '.:!opaci.o de 

fuaea de 3n dimensiones en 1uenr 4e 2n). 

Lo. conc1usi6n de que 1a mecánica cudntica no es u.na teor~a 

c~tad!nticn es un r-oco aorprcndonte 31. so toma en cu~ntn que e-

xiuten constru.ccioneo en el. espacio de t"auea al.te:rnativas a el.1.a 

y quo di.chao construcciones han. encontrado apl.icaci6n en varioa 

campou Uc 1.a 1".!sica. cu~ntíca. Lo.u cooao se preaentan co~o ai 1.a 

~cc~nica cuánt:1.ca Cuur~ una teorin cu.a.~1-probabi1is~a (ver por 

ejemp1o [~oyu1 49a] ) y eato. caracter!stica os uno de l.oe argu

inentou quu nou inc1:Lnan A.· pc~a.r qu.tt qui~an oea u.na teor!o. est'3:,-

d!i.Jticn a1eiln eontido m~a ampl.io. 

Los pri~oros e1ome~to9 paro. l.n constru.cci6n do una taor~a 

cu&ntoico. en el. e3pacio de í"nsou :f'ueron ·dadoa por "Nienor [32) y 

r.·o:ra.1 t 49n] 1ou comp1eto o=i l.949. Y.'iener introdujo una. í"unci6n 

en el. onpacio do foaoa que eatd dndn como : 

F(i','-l: -7., Tr[e J J <>-f'U-!!~~~)·j¡.,.(1-i)·ii]Jl.v.~"] (1 • 1
•ó) 

i.,: rR. .. a-

donde e eo 1a mntr:1.~ de .ionaid:J.d doi aiate1na en cuesti6r.. ZI 
~ 

el. operndor de poaici6n y P os e1 operador de impu1so. 'En el. en-

de U..'1. eot:l.do puro con f'unci6n de onda ~(q). (1..1.6) s• eacr!, 



l>e 

rc1.o):n"J w"(, .. ?_;;J ''"'di-i'-v)~<l-~;;)4'1 (l..1.7) 

1R" 

.l.oc requeri:;ii"i::-tto~ b :'e (ccu=i;.:io~e.J (J..1.2) y (l..l..3)} del. 

pu."ltO í ; oin emb:~r::o e:> i-::7ua1;r.cnt.c: :f'.1cil. convc.:'lcerac Cledi.:l.rtte 

ej@~pl.o que :l. de !. no ~e ~=~ti:::racc la !'"..,o.:i.ci.6:'1 de \","i¿:n.cr to-

l.:~11 unl.i.caci.or..e;:J ~e 10 uti.1.i:-.fl. co:r.o una. verda.dcrc. denaid•l.d do 

.\i,--:.•·;;. 

p:-obabil.i.:iud .,.!'l c1 o!Jn;..tcio d~ !"aneo h~y que enconi;rnr u.nn rffel.n. 

dencia eriuivr~lcni.e u. :f'i:ar 1a •1 di:..t:ribucí6n'" ·~n el t.•opa.cio de 

unn dimenai.6n ea 

c:-:;::(1..,_q ... i.'C"p) -0----V cxp(iW~ +- it":P) (l..J..8) 

(l..l..9) 
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que J.a rot:1a do Wey1 noocia. con la matriz de denairla.d (~a.l.vo 

factor). ~;i A ea .un operfldor y a(~.?t) l.a :!'u..'"'lci6:i. del. eap:ici.o d.e 

raaea aoooioda medinnte l.o recio de Wey~ • ee fácil. demoatrar 

que Lde t;.root 7 4] 

<A> = h-n f J a(!l,'il F(!',l!l.l di' di! (l..J..l.0) 

IRft !Rft 

co~o l.o uxie~ l.u condici6n ii • Cabe ncl.nro.~ que un probl.emu BU.!: 

ee cunndo ae tiene un aiatcr:ia. en un estndo prorio 'i' n de 

oi~rto op~rndor (dic.úmoo n paro. rijur ideas) y ae quiere~ cal.cu-

1ar doaviucion~o nonna1es; obvín~onto 1u tcor~n cuán~íca_dA una 

dosvinci6n nul.a. , mientras quo el. cdl.cu1o med:ia.:rite i.nteeraci.6n 

en ol. eopacio de ~noes nn general. no nul.o (excepto si 1n dia-

tribucidn es unn d~l.ta de Di.ro.e; para una discuoi~n m~a ump1iu 

de ootoo probl.em~o ver (Brody 80]). 

U:.;n.r.do l.n recl.n. de Weyl. ae puede encontro.r 1a dind.-u1.ca. en el. 

eupacio de t"o.uo:J f_wignor .32 , ?f.'oyal. 49n. , de n:oot 74]. La ecuo.

cidn de evol.uci.6n do l.a. f"uncidn do ;•;1cner e.o l.a tra:u:sí'Orc:l"l.da. d0 

Woyl. de l.u ecuac:i6n de von Neumo.nn para l.o. evol.uc:i6n de in ma

triz de donoidud. Con l.a notación derinida e~ l.a ecur.r.ci6n (3.2. 

5) ee eocribe 

(l..l..l.l.) 
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der n.l. op..::··;.1dor li:.c:iil.tc:-:.i.-·r.o ;[ .. 

rncio de rnses o Cohcn [6óa] hn l.ocrndo construir una ~umil.ia de 

el.l.ns • L:L r~~l.n do ~c~reupondcnoin introducid~ por ¿l.. es , en !:!. 

hen (l..J..l.3) (o l..t1. corresT'londi.ente exnre3i6n p:i.ra. una. c.ezcl.n) ae 

procede if:'Ua.1 que en eJ. cnuo de J...n !"unción de Wie;nor; e:.l decir • 

se upl.ica l.a trano~orrnnci6n (l..1.12) a. 1a ecuacidn de evol.uc16r. 

de l.a rontri.z de don3idad; l.n oxpreai6n que se obti.ene ea compl.i.-

ca.da y aerd util.izadD. en este tra.bajo envia::ioa una voz 

dir.:en.;;i6::i. , m:1.~ n.l. trl:\.bnjo do O::ohen [66al • 

exp(i~c:¡ + i~p) 4--4",g(Q."C") exp(iO~+i't:"P) (l..1.12). Ca:.:ioo pa.rticu1area do 1.a ree:l.o. de oorracpond.encia de Cohen 

y l.n !'u::ci.6n e~ "d:i::;tri.buci.6n" corroapondi.cnto pa.r::i entado:> pu.

roiJ con !"u..'"'l..:i6:-. de cn.d ... 't' etJt~ dada como : 

(l..1.l.3) 

Pllra. que l:a !"u::.c:i6n ?(p.ri;e.) aatiuf"ac=:i b y e del. ~u."'ltO i ea 

y 

(l..1.l.4b). 

pero n:riurto de ~oto 1.n ruaci.$~ ¡; o;,i urbitrurin y puede depender 

de1 tic'.'l'lpo ( !'lar-.3. ui.r:i~i_ i..!"iC~\ o•niti :i.oc die hu.e dcpand<étnoina). 

:Pn.rn encontrar co~o ~vo1uciona en e1 t~o~~o 1a f"u...~ci6n de C~ 

(Gt:'h/2) :.JO tiene 1a roe1a. da :ii.metri::nci6n (1a. f'Unc16:i. correc

po?\di.e?\to e3 l.n do r~nreona.u-~li1.l..-Y.ehta) J.- Fara z:(9'9 't' ) .,;:: sen 

(Qt<fi./2)/(Q."t"f\/2). Un ca.oc que ea inexp1ico.b1e:n.:tnte poco conoci-

do oo o1 dado por 

.[_ J..: 1"''">1• 1 C>trJI• &•t [:-j;- Co'°~"•)J .At .l.~ 

J.: ..,•cv--kC) , .. ,(-~ev) 'l'l" ... tcJ.I." 

y que 11ovn .o. 

F(p,q) • ,.., (q) ¡2 1el>(p)12 

(1.l..l.4) 

Lo'l. im:iOrtuncin de note c.ijer.:lplo eotriba on que (1.1.15) e:i un.n di. 

di~tribuci6n conjuntn perroctnmónte bien dof"inidn (no n~L-nt~va 

todo el. aopacio de f"ueea). de 1n. cu~l. .ºº pooib1e deducir en 

1n i"o.nuo. uaual.. 1o.o doBieuu1da.do3 de !fui::enberc; 1o que de:nu.ontru 

que eo tota1mente err&~oo creer ~ue osta3 d.iti=na proh~ben 10. e-



hen üOa. • ·3roC.:1 B.:l]. 

Trate=oa de reou.::iir 1o. oitunci6n : Por u..~ 1a.do tenemo~ l.oa 

teor!o. c~t.=i.c!!fol.t.i::a. y • p~:- otro l.ado • hc::io:3 vioto n.ue exi::1te t.2,_ 

Un:.. i:4=t'it:.itl r·o.3i;;.l.o unte c.-~ta. ~!.tu:....ci6n e~ Uecir quo dichu.s 

for::tul.a ~io:i~~ cu::-l::i-p~ob;.l'!:Jil. i.::i t•l.!:l prob~bi1iutns. Lo. otra u~ 

!'uerte parn pcn.:Jnr quq :.1.r-o :':l•1.~; pro!'undo ruedn oxiat1.r df!tr:ia; 
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o::tpn.cio de f'a.ocu. Laa c>=rire:linr.e::s invol.uci-.ida.o o:i l.a. f'o:-:::u.1aci6:t 

do Cohe:'l no penniton • dado. ou eenerul.i.dad • haoer mu.chaa concl.~ 

aionea ; por el.l.o el. cap~tul..o 3 de este tru.bajo eatud~amoa el. 

eu~oA aupoctoc do l.a. :1"ormu.1.uci6:i do ·ue:ri-·:;igne:-:.-:o:ra.1 que ea un 

caso particu..l.u:r de l.n :f'ormu1a.c::1.6n de Cohen1 con l.o expueato h.U!I-

ta ecte rnouientu eu i:r.posibl.e juntif"icar 1a. el.ecci6n de cata ~or-

mul.o.ci6n entre todn.n l.e.a otra.a ( e1 que haya sido l.a pri.-:oro.. no 

ea • en princiriio • un ur~~bnto de peco en ~u. favor); 01. iinieo 

nr~~nto que podo~os eaeri~ir o~ f"avor de esta elecoi6~ 93 do 

cu.r4.cter pruemático ; on ef'ecto • 1a f'u~ci6n de :••t.ener ha. oit!o 

l.aa a.:>l.icnci.onoo. 

Cr-.bu ooi'1u1o.r que KrUeer :J' Poff'yn [76] de:'llost:a.ron. 'tUe ao1a

mcnta l.n ru.~ci6n do \·;1gnor aa.ti.a'fllce l.ac condici.ones do inva.riQ.!,l 

cía ,::al.11.e;nnu. • uni. ta.rid:i.d • rea.l.ida.d y nor .. "l{ .. 11.~:~ci6n ; e1 :ni..•:co 

ro:ni:Lta.do ne obtiene ui oo oxico l.u inva.ria.ncin gnl.1.1~-una. • e1 

quu in p:irt:!cul.u l.ibre lle ~omporte cl.neico.mento y que ne oht"ln-

c;un ].as diutribucinno.o mo~c1ada..o correctas; si.n embareo • cot& 

rosu1.tndo pierdo toda. l.a i~portn~ciu te6rica que podria tener 

cua...~do nota~ou que 1.n condici6n de invarianci& an1i1oan.a 361.0 

antisf'echa por 1os s~utemuo 1inen1oo Qlrody a2]. 

r- ---------_ 



si a::'!':iocto al. ~ue rrc::t:··:-. .,.J ::::!:;or r.t.enci..Sn en e1 cariítul.o .l 

u.:-.A dio.er..aicSn Hudson [7·'i-] (y pnrciu1me:ite Piquot (74]) dJt 

~oo~rd que 11..~ica..-:iente l.ou e~tndoa con ~unción de onda Guuaoinna. 

~ie~e:-. ~:u..-.·:::!.6!":. <!e · i.::--:.,.!"' n'é! ~.e :•tivc.; en el"lto trabajo {necci6n 

t=-n • at!.-"!=d::; • '1"..l.e :::;51o 1o.J !":iHtc::.:t.c l.ine!:ll.·~f! conucrvo.n en 

vo1uct.Sn te:r.r~rn1. el. cnr:';.ct ... ~r no r..c¡;·.itivo de l.a f'unci6n de ·::ie-

~u...~ci6n de jree~ de 1n ~cuación do ovo1uci6n (1.1.11) do un nia-

cci.6:1 3.6). '!'a.":tbi.;.:i ~?1 el. C-'2..p{tulo 3 una.1iza:r:.os o.1¿;unnc modif"ic!!;_ 

cianea -:iuc ::re h:i.n pro:-·.lc:;to a 1a función de ·::te:i.er pn.rn tener 

r--;, rliutríbucio:S~ do -¡:.-::'"ó:"'i.bí1id~ld (u..""ln f"unci6n no necra.tiv:i).Lon rs 

•:l. c1\~~tu10 3 r<::'f"ue!·::un l.a idea de "1ll"3 no 

l.a di.~ltrihuci6.:-1 dfl ·,1!.:.-=-.-..r 1a. que har:1 de 1.n. :nec&nicn ..:u:1.nti-

t~orr~ cotad!sticu. 

'tu."' ul. :.c:r l.a. ::-.ecd.nicn cu.!nticn u-

ru-ª 10cor:!.fl. in.Co:!:.p1et;i. qu•.:•¡¡., t-• 'bi·~rt.n l.a. preau-"ltB u.e oren do 1a eXi..:! 

ter..cia ·do otra. te:or:!a. :::..1::i: co:::.:lctn. y f"u:ldll-:ien-;.n1. Entre J.os in-
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tenton que ~o hnn ron1iza.do en eatn dirección quioi.6rurnos 

cio:1nr pr~corarnente E.. 10.:J teor!:i:J de VH=-iubl.en ocu1to.u (ver(:Je-

1infante 72 • Jo.mmer 74]y roCerenciaa en eatoa trab~jo3)• qu~ n~ 

bie:1 no tuvieron todo o1 4xito que ae desea.r~a. moutro.ron que ea 

pooibl.o hacer tal.un conntruccionea; podría. U.."10 a.treverao a conjs_ 

turar que el. rcl.utivo f"rncnao de 1.r-..u teor:!as de variabl.ea ocu.l.-

tao so debe o.. que intentan reproducir exuctaciente a 1a macár.ica 

cu~nticn. E1 trabajo que ee ha rea1iv.ndo en ravor y en contra de 

esto tipo de teor!na ha 11evado n 1o. conc1uoión du que 

de ~er rooib1e conotruir una teor~a más co~p1eta quo 1n mecánica 

cudnticn • d~bcrn cer de natura.1ozn estocdsticn[arod~ ea] • Pri.o. 

c:1po.1rnoate dos teor!o.n eutocáoticas o.1ternat:J.van a. 1a. mecdnica 

cudnticn au hn.n cono t.ruido • u.....:i eo l.a J.1o.mndn mcc.1.nic6. cudntica 

eotoc~~ticn y 1a otra es in o1ectroainámica eatocástica. 

Podomoa considerar que 1a. mocánica curtntica eatocáaticn 

con un traba.jo de P~nyea [.52] en el. cual. se tro.tB de interr;r.!! 

tur n in mecMica cull.."lticu. cor:io U.'"l. proceoo de t:arkov 

cío üe ·~onril:\.lruci6n; en euta. mi.arna d::lrecci6n oe dirit;ieron l.oo 

trab<.'l.joa de l::<!r!:hnw [64] y de Comisar [.65]. Eotoo tru.bjotJ tionon 

ul. Jef"ecto do querer interpretar estrict:L.~onte el. proc~~o cudnt~ 

u..-i. movimiento browni.o.no • r:ol.non [Gó] dccurro11.~ un 1·or-

i:ial.ioxo mate~4tico pnro. de~cribir l.a diná~ica de1 p:-oco~o cu.d.ntj., 

co y 1ocra üerivnr 1a ocuaci6~ de 3chrtsdineer in;opcndiento do1 



of'e.::to • 'bn:-.n.ndoca en 100 trnb.=, 

!on d'3' :-1~1no:i • L. de l.a Pc~u. tó7 y 6':1] df!su.rrol.1.a. ad.,..,, rndo 01. 

ca • !""2"ro l.oo ;:;l;t-:..1?:; utili~ado.:J \;n uu t.ra'bi:..jo oon un poco reJ.O.;!_ 

poll-er ~Y.pl.!.::=i..t:ivo ::.e> ~;;. c1 -.l~ico ::il;rito de i.::i. teor!.a. Por un l.a-

do u !"'·~~ai.t;i..!o e!"l.t~!".r.~r ·.r:·.:ri.o~ a:;¡i~cton de "l.e. tcor!a. do 7"'roceuo~ 

e~tC"1. :::ii~r.-•• l tuo~:Í~\ : por otro 1=tdo , uu e:Jtu..lio an o-
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l.o 2. Ahí roso1vcrnoH do rn~noru. f1xnctu. e1 prob1e:nn. Uc v-..i.l.oreo prg, 

piou d~ u.·.t1. cl.aoo u1r.rtl.ia. U.e :ta.m11toninnos ; 0:3tO l.o l.o.:;:ramoo 

dit'.nte unn eenera.l.izaci6n. de l.a f'6rm.ul..o. do Feynma.n.-Ka.c • cuya d.2, 

rivaci6n oo una conoocuencin de l.a util.i~ación do l.oa m6todos de 

l.n. intecrnl. !'u..p0.ciona1. on 1.a moc~nica. cu~ntica. oatoc:1sticu.. El. e.u. 

tudio real.izado en eso cap~tul..o tiene imp1icneioneo te6ricns y 

pr:icticn.s; l.n~ irn¡il.ico.cioncs te6rica.o a.a_..,. no ho.n oido eotudiad::is 

y no h:.tbl.n:~,oo de el.l.ao • mie:ltra.a que a.l.cuna.3 de ].ao. prácticn.:::J 

unal.i~nn oomora..~onte. 

::i bien l.n. mecttnicn cul.'\ntica. etltocdaticn prenenta una. uerie 

tlo un •.• ,,.ctoa pooitivon .. tclnto deede e1 pu~to de vi:z'tL-t. d<9 1..a. 

prenni6n co~o dc1 .f."or:ina1 • ha.y que ~nn11~a.r1B criticwnente. Hay 

do~ tipos do cr!t1ca3 expuentno en contra de 1a tcor~a s 

de tipo técnico y ti~non que ver • en 3u mayor parte • con 

o1 car~ctor Mnrkovinno dc1 proceoo subcu~ntico. Otra~ aon rn~n 

t~w•d~rnnr:ta.1ce y oe rcf'iorcn o. que e3 W1.a teor!:a nd hoc; er.. ef'ec-

to • in teoría ha uido con~t~ida pnrn reproducir iu mec~nica 

cu~ntica. y nn puedo proporcionar nincuno. indicaci6n a~~rcn de1 ~ 

ri.:icn U.e 1a eotoca.otici.d.o.d (de ia Peila. y cetto 78 •· nrod:t e.o , 

Jnm:nor 74 • Otero 8:?] • Eote cnrdcter .f."eno::iono16~ico de 1n. t.eo

rin constituye una uerin 1imitaci6n tanto concoptUAl.. co~o meto-

Qol.6~ica y noa obl.ie;u. u e~tuU.iar otra.a pooibi1ida.doa. 
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re3; en orden crono16cico tenemoJ primero 11 Y..o.1ituin (53] • en 

195ó a. Sokol.?V y Tu.-:-.. an:>v (56] :r por 6.1ti:no , on 1963 u !,.nrohal.l. 

(ó3J '1.Uie~. 1.c <.!in .,1 nO::O'ibrc y Ja C.ot6 de .-::i.ertu. con.>.ii:Jt~"ncia t:o.r_ 

te !'Or 3;,ya::- [5S], .;a~n.oa [7~] , rio l.n Po!lu. y ·;otto [75] y Cl.nv2 

ri.e J ~J1.,.,er (75] • 

en v:11ido pn::-11 ...,""!.rt! .::al.a -.L<tn.1a pero e1 e1ectr,'in de un =1-

t:on. r.idía:i-51·. ·'1·: ·.i:i.::..:.':.~ el. ~i1~:-:':o mecc..ni~mo , y co=i.o c<;t.t:>.:3 ra.U.ic. -

ca.::ipo de rndi:·-:::i6n cc"t.oo~..;tico qu•t l.o ouminiut.rnr.1 ono~c:!n 
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c1.!:'licu con 1a hip6tociu de que exiutQ un campo e1octro::-.a.:;n6tico 

eutoc.1utico que l.l.ena. todo e1 eapnci.o. Hny vurios u.reuzt~ntoa. p11-

ra caracterizar al. campo eatocá8tico de Eondo (por ejempl.o • e1 

ref'!uerir f\Ue ()1 eopeetro noa un invo.rinnte re1ativista. (.:·arnhu.11 

G5n , 11oyor 69] o que l.c. e:lerc.!.a. del. esto.do base del. o:;ci.l.edor 

arm6nico Bon 1n miHma que en l.a mecán.1.ca cuántica [aro.~fort ~ 

Tzara 54 , f.~nraha.11 63] ; t:1e oncucnt!'":'.-t. que debe de tener rn~di.n 

cero y donui.dnd eurectral. 

"'""') - 2f>3 ,..,,$ 
3c 

(1.l..16) 

eY decir , tiene proploda.~ca oq~iva1cntos Q 1os d~1 cnopo de 

cío do 1a e1ectrodintlmion cutlnticn. (l.n. Cirerencia cutr~ba qu<> 

u c~t.c 61 timo st: 1e conuidera virtual. mi~n.trau que en 1u. J:DE 

1#! ~on:.liilera reu.l.). 

l:!n o1 ca30 do ~iutcmno 1inea1~a 1aa proüiccionen de 1a EL3 

con b:~ntonto nr~ti.ui·uctorio.n [=-::o.ntoo 74 ¡ 4-oycr 75 ¡ C:1avcrio y 

Diner 77 ; de 1.a. rei\o. y Cotto 7G , 77 , 78u. y 7Rb] • ~in llmhu.rco, 

1Q:s reuul.tndou obtcnidou paro. uiote::Jn::::: no 1ineo.1e:s • cor-o o1 o!l

cil.aJ.or anarrn6nico [Ponquc:ra 80a , BOb y 80c ; 01.avorie 80] y oJ.. 

prohl.ema de Kcpl.er [_c1nverie , de J..n. Pei'la. y diner 77 ; r.:n.r:ihnl.l.. 

y C1u.vc:rio 80 ¡ Ol.uverie 30 ; Peaquer-a 80a. y 80b] no aut:¡,n de n-

cu~rUo con 1n teor~n cuántica. 



e11 no re~urrento • ~··ioi.zf•::l';l'r.te e~to -:a.uiere decir que 1a. ElJE pro

ó.ice un 4tomo de hi.dr6~eno '1Ue :Je auto-ioniza. (cabe uei1u1ar que 

c~~l.c'..1..l.00 1:.:i. ::?.at!""iZ i.lQ Je:-.·n~:i..J. de e-¡uil.ibrio u. tc1:i.per:iturn :r.r,:¡or 

quo cero (o ... er [!ri11ou1.n 30] :r 1n. necci6n 4.6). AnD.1i:~nmoo 't.nm

~1.ln u1c.:...."l::"\.~ ::Oe 1n..c rii:>...11.bl.<!s .r-.-zonoo de eoto co:nportnmior.to y b!!, 

ci6n • 

?i.:-:.:il."'lt!nte 11ui.:i.~r w'l?.-l J.f.•-=ir que o1 objetivo :-irin-::1.!Ju'l. de C.:,!. 

t.n i.:-:.;t::-odu::c.!.6;"l. ~...; u._, :.?::.•tr::ir ~uc n.Ú...'1. cu..-1nUo 100 tf?:::i.i'\3 trut~~dou 

mejor coinpronoi6n do 

1o::: !"c.-n.S;.,Qr:,o.~ del. ::::ic:--o-.·..u...io , ;.r ~or ende • de ].a, mect'tnico. cu.1:n-

-:ou.l.o.s quo aicu~n debQr!a :::;er 3 9 2 y 4 ; ::11.n E>r:il:nr,'.!O , o:-:. 1a. pro -

::;e:lt::i.ci6:'l h~"rno..J o..J~O~it!:> un i:":-den de.::rociu~to de ortodoxia.. 

CAPXTULO 2 



2..1 Ir.~roducci6n. 

:S.."'1. 1942 • .:l.P. Peyr--:io.n invor.~6 en su tcuio doctoral. una. nu~ 

rormul.acidn de l.a mecánica cu~tica ; eote trabajo nW'l.ca ~uá 

pub1icndo comp1eto poro 1n parte de m~Yor inter6s apareció en 

1948 (20;¡-:i::i.o.n 48} • En au forma mds simp1e • el. pootul.ado de 

Pern:san es que el. propaea,dor o función de Green K(I•,t•IX,t) 

po.ra l.a :!"u.."'1.ci6n e.e on.d:i \fo' (X.t) de un aistema def-·inido por. 

-V C:x'1t') = J >< cx·,t· 1 ~.t) .., tll.,e) .:1.;c. c2.:i..i> 

puede oer escrito como 1a intogru1 de 1a exponencio..l. de 1.A!i. v~ 

cea 1a acció~ cobre toda3 l.nn trayectoriao X(t) que 11eva.n a1 

aiste~n del. pU-~to X n1 tiempo t ~l. ~unto X• nl. tie~po t• ; d~ 

ci.r ,. Q.'.J.O 

Kl-X',t\x,.t.)= AJ""'f(._'; S[Xtt!JJ A[X'l-t>l 
donde la. nccióq e~t& definida en 1n rorro~ trndiciona1 

t' 
S [.:irttl] j L dt 

t 

(2.l..2) 

L el. Lnsrn~3iano y A un Cnctor de normnl.i:ación [Pcynma.n 

48 , Hibbo 60 , Feyn.~ y Hibbs 65] ). 

E:c un p:incipio o1 trubnjo do Poyn::i.an no fu~ bien ncocido 

por 1a co:ur...1.dad Ce f!sicoa ,. debido aparentemente a uu cardc

ter poco u~ua.1 y muy novodooo [Dyuon 81): oin embargo ,. &1f:1!. 

nas eonteu rcci1iari:adac con l.a teor!a do procesoc oatocáati-
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coa notu~on inmedintamente que exiat!a una ana.J.óg!a entre 1a in-

tegral. inventada por Peynman y 1a inteernl. qu• hnb!a sido intro

ducida. varios nffoa antes por N. Wiener en su an41i•ia del. movi

miento browniano [wienor 23 • 24 y 30) • En particular • M. Kec 

demo:Jtr6 [!Cae 49] que si considera.moa l.a ecuaci6n dif"erencinl. .. 

pnrcia1 

ª!~-i,-t:J : t v• f Cx,t.) - v. Cx) f (x,t.) <2.i.4> 

co~dicione3 muy genornl.oa ~a.ra 1a !"unción v.(x) (por ojemp1o 

que oea acotad.a por nbajo} 1n sol.uoi6n ~undamento.1 o ru.~cidn 

de Croen G(X.Y;t) única y dada como 

,.,_ ''il "° "') _ J «"&ª i - .f.tv; [:ltC•>' •s 1. l>. X (2.l..5) 
'"""'" 1 ~1~ - .- l o • ~ .) Wt:tlio;t.J 

~<-K,o;'\,t.) • 
donde D.,.1('X\Y;t)X. ea 1a medida. condic:iona.l. de Wiener y el. conjU!!, 

to -1'1.(X,O;Y.t) es 1a el.ase de runcioneo continua.o con vn1oroa 

vocto1•ial.oa que sa.tiora.cen l.a..s condicionco ~(O)o:sX. y X:(t)•Y (ver 

[Ka.e 49 Y 60 , Cel. '!"and y Yo..e:1or.:i 60 , Bru.nh 61 , :licion 79 

Cl.imm y Jar~e 81] ). 

y 

Fara. entender ].a ano.1og!a entro 1na exprosionon (2.1.2) 7 

(2.1.5) notemoa primeramonto que pnra tiempos ie!l.c¡j.nn.rios (2.1. 

4) no es sino in ecuaoidn de Schr~dincor • A partir de esta 

sideraoión • el.iminemoa ].a unida.d imagiruiria i de (2.1.2) y pen-

1a part!cu1a 1ibre ; en ese caso 1a into~ra1 quo reau1.~ 

ta puedo c~octuarse ~ os poaib1o do~ostro.r que eo equiva1ente 



m:itc=:e..t!.c::..::cn~e ::i. J.;i :::.c:didn de ·:;icnor .. E:n otras p::i.1abruo, (2.l..5) 

a.ccid:i ir:.co:rpo~da en D.,'/(XJY;t)X. 

La. expremi6n (2.l..5) oc conocida coco 1n ~dr:ut.11.a de Peynman-

Kac • Es c1aro , llU.C o~~:l. !"6:-:-:::':..t.l.a puedo ::Jer vis"tn como 1a so1u-

ci6n a. U-'"'l. pro'b1e:no. "perturb::i.tivo .. ; en e:f'ecto , 1a. :nodid:i. de Wio-

co~~truye & pa~tir de 1a co1uci6n de 1a ecuación (2.1.4) 

con v • .:.O (Kq,c óo} • y e. partir del. conoci:ciento de dicha. sol.u-

ci6:-i rcsol.·.te~o:<:i el. !lrobl.o::.a. co:l V.;,. 1 o. D~sdo 1uae;o • o1 potón-

ci~l. •.t. (X) n.::> necesita. aer pequeño rOu;.oeato a.1 H.ami1toniano no 

perturbudo -1/2 V 2 .. 

B~sa~dono3 en esto pur.to de viota. • on eote cnpitu10 gone:"2:., 

111.i~~coo 1n r6r.-:i.u1a de ?cyn.T.an-Kuc • Lo. idoa oo que ni tenemos 

un Ho.:nil. toniuno 

(2.l..6) 

poda~o~ in=iuír no c~io 1a p~~te cin~ticn de 1a ncci6n en 1a. ms_ 

dida , COT.O en (2.1.5), oino ta::iOi6r. 1a parte correopor.dicnte n1 

potencía.1. V0 (~). Para c11o • ce necoonrio con!Jtruir unn cenernl.~ 

.:aciÓ!'\ de l.n meaic..::. de '.'o'i•!:"'.cr "1UC corrooronda. a. (2.1.0), o.si co-

l.a. medida de ·.".icncr corro.uro~do n ia. ecunción de Zchrtsdincur 

de 1a. ~.:1.2-t:!.:ul.a. 1!.bro ; eoto e~ pouib1e o.oo.=iando do uieu.···u~ ma

nar;:. U.."""'.l p:oceoo d.e Ci!.·ua"i6n nl. :Ja.r.ii1toninno ii. •• Eu ju.otnmen.te 

!.__ ··-·----
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ª'lui ... 1.onde interviene 1a. mecánica cuó..:itica c..3to=t1otica. , ya que 

eo o11a 1a que noa proporciona dicho proceso (aecci6n 2.2). Co

nocido dicho proceoo podemoo usa.r 1aa t6cn.i.cua u..9ua1ea de 1a to2,_ 

rin de procoaoa de Markov para crear ia eeneral.~zaci6n deseada 

de 1a medida de Wionor; en 1a oeccidn 2.3 construimos dicha gon,2. 

ra.l.i=ncidn , noi como 1a intoc;ro.1 correapondiente.Con estos e1e-

montoe domostrnmoa en 1n secci6n 2.4 e1 equi.va1ento de (2.1.5) 

y otrao C6rmu1aa ro1acionad8.3. En 1a aecoidn 2.5 ae consideran 

doo doaa.rro11oa n.diciona.1ee ; el. primero de ~11.oo oo obti.one en. 

e1 caso particu.1.ar en que e1 proceso de difuai6n aaoci.ndo sen 

or~6di.co Y e1 sezun,do cua.ndo e1 proceso de di.ruai6n so deEine 

pa.rtir do un. entado excitado de1 Ho.mi1tonia.no H •• F~nnl.mcnte d.2, 

dico.mos l.a. oecci6n 2.6 n notas 7 concl.uai.onea. 

2.2 El. proceso de difusión. 

Conoi~orcmoa ia. ocua.ci6n de Sohr~dine;:er eatnci.onarin 

íi. '4'Co<> ~ [-z~ v ..... v.c.s.;] -v,.;ci =e 'l'CX.) (2.2.l.) 

deí"inidn en (R.. d. 

Por e1 momento oupondremoa quo o1 potencial. v. (X) ea tal. quo 

(1ao condiciones exp1ici.tao quo v.CX) dobe ua.ti.sfaoer pueden 

vistas en el. cap!. tul.o 3 de [.Gl.:i.mm. y Jnff'e 81] ) : 

i) .- Exi.ute u.n esto.do base con :f'uncí6n propia 'f;•) :1 VG1or prop:1.o 

.,~o) ." 



ii).- Ln :fu."lci6n q:i!•> dc1 CD!.•~do bn:ol" !'Ue.Ju 

y entrict:i.oer.t<- po:.:itivn (en ..:ecir • ~!•':::-- O). 

E:o. e~~43 condic~or-cu ca posib1e dcfini.r 1a trans~or:nnci6n 

T qu.e actdo. oobre 1as 'funcioneo mu1tip1icándol.ne por l./ '-e!•) 

[Jo~-Laeinio et ul. e1] : 

T (2.2.2) 

La trnru:Jform~ci6n de eo~ojnn.zn correspondiente transforma 

el. H.a.miltoniu::1.o .. rC?no~=il.i::ado" 

t!•> - H. 
~ 

(2.2.3) 

01. operador [ .. ,.o:n:i-L=l.:3inl.o et nl. el] 

e-:"'- H. T- 1 = ~ V .. +1.t-i)·V 
.... z ..... 

dar.de 

(2.2.4b) 

Es f':1ci1 reconocer que Í~b os e1 eoner-.,.dor inf'1niteo1ma1 de 

procooo de dif'uai6n que tiene ~/2Q co~o cocficie~te do dif'u-

316~ y b(X) dndo ror (2.2.4b) como coor~ci~nt.o da nrr~3tre [Ar-
no1d 73]. Por tanto a todo H~mi1tonin.no H0 que sntis!'aea l.o.s 

auposicioneo hecho.o nl. co~ion:o da eutn cecci6n pode~oa asocia.!:. 

l.o • :odiante Lb • un proce~o de d1fuoi6n • Dicho procooo eorá 

denotado por X(t). 

t::i impol·t.o.n te inni:Jti.r en ~1uc e uta. o.soc:io.ci'.6n puramente 

rormal.. En efecto • notemos primernmonte quQ estamos eutudibndo 

\'1nicamonte el. probl.oma estacionario (2.2.1) ; ia evol.ucidn t•m-
porPl. del. sistema cuántico no tiene nada que ver (a1 menos en·~. 

te contexto) con aquo11a del. proceso de diruei6n • l.& cuol. serd 

util.120.da 'llnica.men~e o.rtiricio matemdtico. La Oef;Lln.da 

oboorvnci6n consiste en que el. coeficiente do arrastre (2.2.4b) 

dependo de 'f>!•> • por tanto no eQ campo voctori.al. deEin:ido in-

depcndientemonte 

rn unn diacuoi6n de este probl.ema ver [Gi1uon 66 

Qhiro.rd::l. et o.1 78 y Crabert et al. 79J ) • 

Kro.ckl.auer 7 4 

Loe probl.emna eapoct1~0.1ee de i1. y i,b. son matemática::nonte 

quivnl.entoa y desde el. punto de viStn de 1.a teor~a de ecuaoionea 

dif'crcncia1ca parcia1oa preoento.n • en cenera1 • l.o.n mis=aa di

~icul. tndca • 3in embo.reo , en el. caso do Lb o.domáa de l.as t6c

nicaa uaun1ea pueden uoar3e m6todoa probabil.istaá ; de cctn mnn~ 

ra Jono.-Lnainío et nl. han eatudindo al.e;unoo probl.emao en ol. 1~

mi te semi-cl.doico [Jono.-Lacinio ot nl. 81.] • Otra npl.icao:1.6n de 

eota e~u~vnl.enc:ia aor4 nna.l.izndo. en l.n aecci6n 2.5. 

Domos nhora al.¿;unuo do 1ns propiodado~ de1 proceso de d~ru

ei6n cenorudo por (2.2.4): 

i.- Es un proceso tompora1monte homogéneo • 

&:lto se debe n que tanto o1 ooericiente de d~:t'uai6n oomo e1 do 



2.- Lo. üen.::::i.d~C de p::--~ba'bi1id;'.J.d estacio!'l...1.r.i.a o m.:d.idc. invo.r1.: .. n

"Ce d.o1 p::-o.:eno e~ 1a Ca=i:::id::i.d de probo.bí1idi:ul \ "1~•> \z deJ.. cate.do 

b~&e de1 Ha.ci1tonio.no aaociado. 

(2.2.6) 

Uo~Ue i,f' es e1 operador Ce l'okker-Pl.o.nck u operador l"'.ncin. o.de-

1nn"tOe ( !"orwo.r..i). E:I. o?er·1:.ior i..!.e Poki<er-Pl.nnck ea :,:.dju.nto del. 
0

de 

Kol.c:o¿:orov o hr.:=ie. a-:r(i.;; (backw:.¡.rd). y eo i'::1ci1 co::i.vcnccrno de 

que ruede P~r ob~cnido de (2~2-3) mediante 1a trnn:Jfor:naci6n T-1 

(os de~ir. 1a t~~Cor=i.1ci6n que con3iete en ~ul.tip1icaci6n por 

'(':·· i : 
T -~ t.tº>- \~. T ... 

Ao~ (2.2.6) ee transfor.na en 

=o 

o bien 

1o cuai ec cvitlent~~~nt~ cinrtc ya que 

do !1 0 • co::i. vaior ?ropio ~~o) 

(2.2.7) 

(2.2.B) 

Por tanto • si. -•e o:J7oe~ l '-e!~\'<!o:no denaidnd do pro\>a.bi1:ida.d 

:in:icia.1 • e1 proceso d~ difuDi6~ obtenido oo eetac:ionnrio y ia. 
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doncidatl do probü.bi1ido.d cetucion.a.ria. co \ '-P~••t•:;. en 1o sucesivo 

eacocere~os como ti~~po inicial. t=O. 

Como e1 proceao ea estacionario 1a probnbi1idad de que to-

el. val.or ~ ai tiempo tr ei a1 tiempo ti (ti'tr) te~o. 01 vn.-

1or X • dependo de 1a dif'erencio. t ~ tr - ti ; a catn probo.bi1~ 

do.d so 1o 11o..:nn do trnnsici6n y 1a denotaremos p(~l~;t). ~ta 

denaidad do probabi1ido.d de transici6n es 1a Cunci6n de Green 

dependiente de1 tiempo de ia ecuaci6n de Ko1mogorov o ecua.cidn 

hacia atrdo (ecua.ci6n backward; debido a ceto pusimou un indice 

b en o1 generador inf:Lnitesima.l. Lb); en otras pn1abra.s p(~\Y;t) 

uatioi'aco 1a ocunci6n 

(2.2.9) 

Ln definici6n (2.2.9) os cquíva1ente a decir que p(~IY;t) 
tÍ.b 

e1 ndc1eo inteern1 de1 operador e ; •B decir • que da.da ~ 

na Eunci.6n EEL-(íkd) 

ioi.." f , ( CL. í=] C-X) -: ~ f (.;< l 'O ;-t) f (">) o.;¡. 
IR 

(2.2.l.O) 

?'1.na1izamou cuto. oecci6n re13umi.endo 1a situu.ci6n. s A torio H~ 

:ni1toninno H0 quo tiene un cota.do base oori 1'Unci6n r-ropia ~;•> 

es~rictn~cnto pooitiva y oxp1~Citnoente conocidB podc::tlos 

aocia.r1e un procoso de d:iEusi6n eatac~onnrio con ge~erador ~n

f'initeaimal.. i.b (dn.do por(2.2.4)) Y' con l'f!-1\''como dez:.si.da.d de 



el. probl.e:na do ·.~!.e r-·;~J ~rop!.C-3 de :i. cquiv-.. 11.nnto al. do tb. 

di.!'u::16:i XCt) y n def':.r.ir • o. partir de ol.l.n , U.."'1:-l intct..r-J.1 

bre l.ns trnyectorius. El. procedi~iento de conotrucción do l.n m_!?. 

di.da oo bioc. C~!'locido ( vor [ ·.:::-no1d 73 , ra.kh:r.0.:1. y :Jkorolchod 65 

y ?ri~d:r..:l.n 75] ) y po~ e11o nqui s6l.o dnremoo l.oe 1ine3.micntoo 

ceneraJ.es. 

~o co:w.t::-u:re!"l riri::-.oro l.~!l dietribucionoa de di:non.::Ji6n r1.ni-

:e [ ( x t<•> •••• , :X: tt~))e 'B] = j 
Po 

done.lo ol. conju..."'l.to ci1 !ndrico 3 001a'i do.rto 

3 = 3
0 

X 131 X • • ••• X Bn 

. J 1 q>_ .. , ,-;;;.¡ \ª .. ~ 

con Si• {X.e 1lld l "Et. 1 .c: X .cbi. • ñ.1 y b 1 dndoo J (1 ... 0.1 ....... n) 

y donde D.c.b ::ii~i.:Cica. (t:)j' (b).1 po.ra todo. 3 ... 1,2 •••••• d. 

Lao diatribu~~onos de d.1~e:i.oi6n rinitn (2.3.1) conntitu:¡on 

u.~ conju..~to si~étrico y co~patibl.o y podemos np11.cnr e1 toare-
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aicui~nt~ [A:rnol.d 74 pd~inn 22 • Pricd~nn 75 ~ncin.a. 1J 

Teorema do extenui6n o de Kol.mogorov .- Pnra. cadn ramil.i6 

oim6trica Y compatibl.e de ~uncionee de dictribuoi6n de dimen

a:L6n f'ini.ta exiote un ccpacio de probabil.idad (J'L • CF • P) y 

un procooo catoco1ctico { X(t) , t & [t
0

,T] J •. def'in.i.do en dicho 

espacio • que tiene como distribuciones fin.itas 1ae dadat11. 

Ea: decir , 1n modidn (2.3.1) definid.a sobre l.oa con~untoa 

cil.:!ndricoa puedo cer extendida a l.a ciase de todas l.aa· f'u...~ci~ 

nea vectorinies del. parámetro t • ~upondremos que in medida r~ 

ou1tanto eatá concentrada on 1a. ciase J"L. de .f'uncionea conti-

nuna dcf'inida.s on el. into'rvn.l.o [0 9 t] ; esto sicn.i:f'ica que J.a 

medida. exterior de JL oa uno • o twnb16n • que se eatioE&ce el. 

oritorio de Kol.moeorov para. l.a continuidad de J.as truyectorin.3. 

Eoto. rucdido. rior:1 denota.da. nH.x e el. ni.dice ouporior n. se rc:f'i.;re 

al. Humil.toniano al. cual. cotd. ~soci.a.do el. proceso do i!i..Cuoi6n). 

Pasc.:noo u def'in1.r ahora l.a integro.1 sobre 1Rs trnyectori."aa. · 

lkl.da una. :!'u..."lcion.o.l. P [X(a)] dof'ini~a en .../'L continua. Y' acota.da~ 



¡¡ 
r, ) do n+l. v:irio.bJ.es so ob-do:tde 1~ f'ur.cién ?(X

0 
, X1 , 

t~cno eva1uo.ndo 1a f'uncional. ¡.• [ >:{a)j para ].a. trayectoria coca-

l.o:-1!1da Xn(s) , que coincide 

XC-t1 >-~ , ••••• , XCtn)-Xn 
posici6n hecha respecto u J.a 

con X.Ca) en 1oa 

con t .. - it/n . 
co:tti.nuidad do 

punto:.J X.(to)-=Xo 

i•0,1,. • •. ,n. La 

18.s tro.Y.octor::Ln.e 

proceso e~ ou!'icicntfl "."ara earantizn.r que (2.3.2) exioto. 

l)eade J.ueeo • ].a intet:ra.1 de J.a f'anc:ional. P [x:(s)J puede 

. 
B.lt, 

del. 

deCini.da de un:i. münera catem~~icamento ricurosn • P-jra c).J.o baa 

tn con.Ji.:!ora.r el. !)roceso cc..n6nico {{tfi\. 4 )ro.tJ. (ISd)Lo.1l.P.Y(tJ)) 

corrcspondie:lte a ias diotrib~cionco de dimensión .f'inita (2.J.1) 

[!.~eyer 6ó) • Por hipdteoio r• ( J'L. )-1 (p• es 1.a. medida extoerior 

o.3ocip.d.n a. P) y pode:uoc to:no.r iu. voroi6n continua. (Jl. • '8 ( JL.) • 

DH•X • i{u)) del. prococo. Dc~de ectc punto ~o viota. l.a intocrnl. 

iU.-icj.oruil. (2.3.2) :i.o c...J oino c1 vo.l.or eepe1·ado de F[X]. Al.a 

medida "Dª• X l.o. 11.a.-:o.rccioo r.::eJ.ida gonernl.iza.do. de Wioner. 

El. l.o::ia oi¿:uicnto eotabl.ece d.o a:.anera. expl.!cit:i J.a rel.acidn 

que .:?Xiu~e entre el. operador i.b y l.a inteerul. .f"unci.ono.l. f"\Ue uca.-

bnmoo do ~eEinir 

Let:1.a 2.3.1 ~ean f 0 • :e1 • •••••• 1"n .f'uncionoo do L- ( 11\d) 

y -#llO <. 80 < •• ••• ..:: ºn <. ao • U'l.toncen 
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donde t 1 = 3i- a 1 _ 1 , i-1,2, ••••• ,n. 

Demout.ruc::L6n .- Uecordemoo J'lrime~umonte qu.e p('3tlY;t) es el. 

m~c).oo inteere.1 de e"ti.b ; es decir , que ai.. ~-L .. ( A4)~ 

lcz.t'l"'f}c.-x) = j pc.;<1;¡ ¡t) H'>J .l.;; 

~· Por tanto , el. J.ado derecho de (2.3.3) puede escribirse 

que debido ~ J.a dofinici6n dndn on (2.3.2) puede escribirse COQO 

j f.[xl·•l +. [rlt.>} f~l~tt.•t·l1 · -- ·f~ LxLt,.t ....... ""t-U'»"-.É 
A 

Uuundo ohorn 1a eotacionaridad del. proceso nos queda 

j f.[i: t•->1 f, lX. t~.+t.>1 .•• -f .. lz<s.+t,+ .•. +t.>l ~"·x 
~ 

l.o cual. noa da el. l.ado izquierdo de (2.3.3).01. hacemos t 1 - a 1 -

ªi-i con i-1.2 ••••••• n. 

Para ~~r...o.11.znr oata sección introduc:lmoo otras dos medidaa 



condicionnl.eo· (exiot(.n :.1.:,.unuo otro.a pooibi.l.idndc:o C.e condicion5!,. 

miento • pero en c~t~ trnb~jo no oerán u.til.icudao): 

a) La. medida ge:'.l.ernl.i~ada. de Wiener con condicionamiento inicial.. 

~i en (2.3.1) no eEectu.amoc l.n inteernci6n respecto a l.U variu

bl..e X
0 

y di•..ridiinos OJ:..tre \ ...p~•J\2obtene::i.os otro conjunt.o co:npatibl.c 

de dist:-::.ou~ioneu Ce ..ii::-.en:::Ji6n .!"initu.. :;o pue.lu probar que l.a c25_ 

tensidn de eota cedid~ (ho~ha en l.n rorm.n usunl.) está concentra

da on el. conjunto -1l (ü.,O) do f"uncioncs vectorinl.eo continuns 

on [ o.t) quo snti:i.fo..::en 1a, condici6n in.j.ciu1 i:(O).Q. (paro. ovi

tnr .:on.f'u..ai.ones 1o. v<.riub1o X 0 hu aido Juatitui\!.o. por Ü.). Por r2;, 

:-=ones evitlcntco l.a l.1n:narernou r:aud:ida cenera1izudn. de Wiener con 

co:'\dicionn~ien.to inicinl. y l.o. denoto.ro:r.os ~Jcf5.,o)X. 

::>obe !l.otaroe que t::-. n1 enpecif'ico de 1a part!cul.a. 1ibre l.o. 

~edida. ;"".u.::- =orrecpon,1e n lo. e.le ·:,1t1ncr es D~fi,o)X Y no DH • .SCl es

to. úiti-::in no e1.1 nor:n:?.1i::o.b1e en c1 cdso de 1o. po.rticul.o. l.ibro. 

'b) La ::iedi.da e:e:i.eru1iznda y condicional. de '.':iener. Las diatribu-

c:ionl~B de dittenoi.Sn f'i:--.i.t.a. de eotu medida uo obtienen de l.ua de 

n=;a,
0
,x cl.i:ni:iando ia inteeraci.6n oobre iu. varinbio ··c1na1•• xn. 

Esto. meeid~ oot:i co~~entr~da o:i el. conjunto ...f\_(á.o;b,t) de 

~unciones vectorinl~a ~o~tinuas en (o.t] tnle~ que XCo).ü y 

XC t)=b ; eotn ::;.eüid=.. r..o · ::;t:i nor.nn.l.i::oda. • 10. medida. del. eopo.-

cio JL (á,o;b,t)•ªª p(5.\b;t). 
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I:!:.J cviüento que 1u.o tres medida.a introducidas hasta ahora 

deben obtenurue de otrne mediunto intee;rncioncs apropia-

d"G a continuaci6n dumoa , sin demoetraci6n • estas rel.acio-

J F[.:it•>J :i>~·~ = J, 119~·1 1 0. 1 1'" [ J F[Eis•}J>,~ •• x J d.;;: 
A ~ ~~ 

s Flit.,l J>""i: 
(2.3.7) 

A<•,o> 

2.4 La 'f"6rmu1a. .,.enera1izndu. de Fevnmnn-Kac. 

Conoidercmos n.horo. el. probl.cmn do un Ha.mil.ton.i.a.no H quo so 

puede escribir 

donde H. 

l.n ror:nn. 

i-1-H.+V (2.4.l.) 

Un.mil.tonia.no que ontie'f"nce l.ua condicioneo de 

l.as oeccionou precedontoa y V ee un•potencial. que debe satiorn-. 

ciertna condiciones de roe:u1aridad que oerán precioo.das un 

poco m~o nde1nnto • Como ya ae indic6 adn cuando (2.4.1) eotá 

escrito en 1a. i'o.nnn de un proPl.ema. perturbativo , el. potoncial. 

V no :r..ece-..lita. acr "pequeao". Paan.-noo o. J.omoatrar l.a 1.drmu1a. t:'!!. 

nera.l.izo.da de Peynma.n-Ka.c , pero o.ntea recordamoa a.l. 1oc~or que 

un operador oim6trico a ea eaenaia1mente autoadjunto 81 ou ce-



3ú 

rrnd.u:-n 5+• e:J ~l.uto=.djunt~ (Knt.o 66 pd.,::in::i. 2u9] 

Teore::w. 2.4.1 ..;ea V(X) un::i. t·unci6n de rA.. d rR continua 

~ acotnda por abajo y H esenci~1mente nutoadju...~to • Entonces 

-t M -e:'•) J _ .... {V~, .. J l~ 
(-f ~:··,e:. ... .s~:·•) = .¡:•lx<•>J~lx<~~ ..... • :p•z_c2.4.2> 

.ll.. 

do (2.4.1) y 1a f6r::::iul.a del.. p~odu~to de Trotter. 

(2.4.3) 

De 1u deCinición de lb (ecuaciones (2.2.4}) podemos poner 

(2.4.4) 

Asi 

I (2.4.5) 

que por e1 1e~ 2.).1 se puede poner como 
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Como 1r.a. t.ro.yectoriu 1E continua en casi toda~ par~es 

cunndo n -. .- • para casi toda X • Además • e1 j,,ntegrand.o en 

(2.4.6) eot4 domJ.nndo por \ t[x<o>ll l g[XCt>]\ exp(-t • vll.1o~ 

-~ 
: ( lfl, ¿u;. \'\l) ~.., 

o eea que rertenece a L1 • Entonces por e1 teoreM& de con-

vercencin domina.da de Lobesguo 

I = J (Lx<•>] ~ r:xw] .... ~ {.-¡;.. J.~[.Z:,•>l.l•J I>"°x 
./l. 

1o cun.1 compl..eta l..a domoatracidn. 

Laa condicioneo que impone esta teorema. al.. potencin1 V 

son muy reotrictivno ; en particul.ar • e1 potencial. Cou1ombiano 

eet4 exc1uido • ~in embarco • es posib1e extender1o a una c1uno 

mds nmp1ia da potencia1ea v. A continuaci6n enunciamoo •n rozwa 

do teorema. osta extensión :'ia demootraci6n no 1a do.:noa ya que 

oimi1ar a 1a dada por 3imon 79 para e1 cnso de 1a rormn li 

sun.1 do Peynman-Knc. Antes vnmos a recordar a1e'W'1AB derinicio-

neo : Da.da v • oe derine v •• aup(v.o) ~ v_--1~cv.o) ; a4omda 

que ·r * i.ioc ( 8'. 4 ' A) aieni.%'1.ca que· J 8 (rl ..X'., • para todo 



uubeonjunto 3 de t'R.d' ..\. que com~ucto (oo dec~r • \r\ es l.o-

cal.=cnto i.ntecrabl.e). 

Teorema 2 .4 .2 ~ea V ta.l.. que V+ e L~oc ( fl. a., A) ,, donde A es 

conju.~to cerra.do de medida cero • y ta1 que ia norma re1nti-

que uno; os decir [Kn.to 

ci9 pd.c:i-:ia. igoJ • D(Í'r.>c D(V_) (D(0) es ol. dominj.o del. operndor 

o> :r 

\(h,V_h)I ~ "" (h,H h) + e (h,h) (2.4.7) 

con O~ ac.1-:; e'•O y pa.ra i;oda. h6D(Íi:•). Entonces (2.4.2) 

satia'Ca.ce. 

La expreni6n (2.4.2) no e3tá escrita en l.n rorm~ en que co-

cn.uu:ieni; e encuer.tra l.a 1"6rr.iu1.a do Feyr..::iu.n-Kac ; por esta ra:.::6n 

da..~on en e1 =ieuicnte coro1~rio 1n formo. exp1!cita del. n~c1eo i!!, 
t-t - ~~., 

toecral. del. oporador oxp(-t ~ ) z 

Coro1c.ri.o 2. 4. l. 
-t.~·) 

:Oieu Kt (ü.,"'ó) e1 nGcl.eo intee;ro.1 de &. "" 
1 

ni 1an condi.cione~ dc1 teorema. 2.4.2 se satiofacen 

K • j "I;·• LX: <•il { .i. J1:vr· !] .ls Z ~.._ .i: c2.4.e> 
~c;.,1o) ~ ~."'li:'a.il '-~P -.., o li:'(•l j u,c;;;,t) 

.11.c-..o;";.,'t..) 

Do~~9traci6n .- ~cribi~oo uuando (2.3.6) y (2.3.7) 1a ex-

pres:16n (2.4.2) en ténninoa de 1a med1.da D~Á.o;b,t)X ':f deapu6a 

hace::::iou ~-S¡. /"!~., y e- S--¡ / ...q;•J 
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Cuundo ÍI• e1 Humi.l.toni.nno de 1a pnrt!cul.a. l.ibre • (2.4.8) 

truns1·orma l.a. f:6rmul.a. de Foynma.n-Knc usual..• La aonora.11.z~ 

ci.6n ~uo consisto en tomar el. osci.l.ador arm6n.i.oo Como ai.•tcm.a 

"no perturbado" ya ha sido estudiada en l.a 11.teratura (ver ,, por 

ejempl.o ,, [~imon 79 y Gl.inu:tl y Jarre 61] ). 

Eatudiomoo a.hora al.guno.s de l.aa coneecuenciaa de 1a r6rml&1a 

general.izada de Peynman-lCac • Primeramente derivo.moa expreei.or.ea 

para l.a energía y l.a ru.ncidn de onda del. estado ba.oe de H : 

Coro1ario 2.4.2 Con 1as mismns hip6tesia de1 teorema 2.4. 

2 aa tiene 

(2.4.9) 

Demostraci6n.- 31.mon ha dado 1a demoatraci6n •n e1 cano en 

que H. en el. oaci1a.dor arm6nico t~a.mon 79 página 52] • Como en 

oste caao puedo apl.icar la. mi.ama. prueba no creemos convenie!!, 

te repetirl.a. 

Coro1nr~o 2.4.3 S~ 1no h1.p6to3is del. tooremn 2.4.2 ae sn-

tis~acen , entonceo 

(2.4.l.O) 

--- ---.~y---------
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Dc:r.osi:rncit<:-:.. - :;c't<'::JO., :i:-!.-r.ero que 

t H-~~·· -t e-. -e!•) -~ M-e. 
IZ.- ~ '-P.''' = e ... tt.. .... ~!·' 

-t ~·• F.-E". 
: c. .. ~ ~ .. <Z.-e .., (.P., lfl.'º') (2.4.l.l.) 

Por t.G.nto 

(2.4.l.2) 

To:::it:i".':l.OS o...."'.l.or..:i el. J.:!~.i.to cu,~::i.tio t -.oo, !::r. el. J.a.do tlcrooho de (2, 

4.12) taato el. nu.~er~dor co~o el. denominador tienen 1!miteo ri-

ni-toe de hecho 

9.\"""" 2:: 'f .. C"-J ( '!',. -1':··) <Z.-t E"~E"· = ..P,t'i.J e~.,~;·•; -t. .... .. 
y 

~ 
1 e"'·'~!"' J f" 1~ ..... z: ( ~ ... 'f!.'"'t.;: ~ ... :: 

t-. .. ~ 

(2o4ol.3b) 

~toncco 

(2.4.14) 

Uoa~do Cinal.mente l.a f6:-=u.1n gc~ernl.izadn de Feynrnan-Kac (ecu~ 

ci6r. (2.4.2)) y l.a def!nicidn de l.~ metlida condieionn.1 (ceun -

ei6n (2.3.7)) obt~ne~oo (2.4.10) • 

.l::a importante r.otnr ~uo tanto (2.4.9) como (2.4.10) no son 

exp~eaionos Co~l.eu • pueden ca.1cul.nrae real.=ente • adn cuando 
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dicho c~1cu.1o pueda procentnr oeriua difi~uJ..thd~o. ~otcne t~m-

bi6;-, tlUO oon expre:iionen en '"f'orrnn cerro.da'• pa.rq. 1a. J.it"erencia 

de enere!n 6.E0 - E
0

- E'~o) y ia .f"u.ncidn de1 esto.do b,2;: 

y por ~anto remp1azan 1oa deaarro11oo uaua1ea de per1ourbaci.2. 

neu , 1os cun1ca pueden aer obtenidos n partir de e11na, Paoar.aoo 

a.hora. n demostrar esta ú1tima arirmaoidn ; en e1 inciso a) obt.!!, 

1na f6rmu.J.ns uaun1eo de perturbaci6n de Born a pri~er 7 

sec;undo orden pnra. in energ~a y on e1 b) a pri.mer orden para 1n 

f'uncidn de onda , 

a) E..'n (2.4.9) ouotituimos V porAV y deaarro1l.amos en potenc:t.ae 

de A • primero 1a exponenCin1 y l. u eco el. l.oeari tmo • pnra ob~•-

Uonndo a.hora o1 teorema do Fubini pnrn ir1terea.mbia.r J..a. i.ntoernl. 

sobre l.na trnyectorins y l.n inteeral. teopora1 • tenemos 

(2.4.15) 

(2.4.l.&) 



dar.de R.~v e::s l.u. runci6n de dioporoi6n 

(2.4.17) 

con ( '/ ) el. val.ar med1o tle V .Y o 2 - a 1 -'t" • 

P~rtl el. t~rmino du r.ri~a~ ordc~ (ecuaci6n(2.4.l.5)) l.a into-

era.l. eo'bre l.o.s trnye.:tori::io Ud triv:::i..o.l.monto .(V')- e que OQ un:1 

co:1?ta.nte • y o~ter.~~os l.a ~or:nu1n uuual. 

En el. caso del. t~r=ino de ~ecundo orden (2.4.16) notemos pr~ 

=9r~ ~ue del. l.e~.a 2.3.1 y l.a oc~aci6n (2.2.4a) 

~ R~. t-r:-) = C"f;·•, "V' ,z.-r: .,- "11"~:·•) - t"f:~.v<e.'"')" 
que us:in.!o l.u. J:or;-:;u oxpl.!oita. de l.a re:.:101.vonto do oxpl't'~! 

E:f'ectu~ndo ina ~ntecru~ione3 nobre "t:' y D indicndaa en (2.4.16) y 

to::lC.~do o1 1!Qitc ou obtiene 

bo,¡;:(2)m ~ l"okl
2 

o k#O !::~o)_ ~o) 

quor!n cc~oatrur. 

A. V por V en (2.4.l..O), 

de~nrro11~oo en potenci~s Ue A • primero 1u exponon.ci.n1 Y 1ue-
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go ol. denominudor • y util.iznmoa el. teOroma J.o Fu.bini. para in

terco~b1ur l.a in~egrnl. oobro l.aa trnyectoria::s 7 1a i~teerni tee 

poral. • obtcniendoae a. primer orden en A 

"'-""' t • , .. , ::. ~··'cilJ i¡.., t•-:i...J L J Vl:i:<•!l:r> ... ~J .i.. 
( "· ' ~.'.' l • t...,_ 4t o .nl•,•J '~•J 

+ !:- ( ( f V Lxc.»] >"-.:i: J as 1 
6 JI. .l 

Usando nhora. (2.3.6) • el. l.ema 2.3.l. 7 (2.2.4a) 

que dn fina1mento 

(2.4.20) 

qua eo 1a expresi6n uaua1 a primer orden. 

Hnsta. ahorn hemoo conoiderado únicamente val.ores eoperados 

respecto n.J.. eutado baae 'f!•> de1. Hami1toni.a.no "no perturba.do•• rl. 

Ex:preoi.onou que i.nvo1ucra.n 1oa vn.1.oreo espero.do3 r6opecto ai ea 
ta.do baso 'f. de H son d:ti.1eo : aa1. • ei.eu.iendo a G1i.mm 7 Jnt:~o 



.~4 

n.:1 secci6n 3.4] d~:ivu~._00 al.oro. ::.:.1.;.-:unas f'6rmu1~1.s do e .. ;c tipo. 

::orol.u.rio 2.4.4 Da.loo r
1 
••••••• rn E. L• (iM..

4
) ::f s 0 -.0< 3 1 

< 02 < ••.•• <. sr..< t • oo tiene 

... f u.-•.>t f -o--=--->i- z •• ) = e~ ·•••• ,-... ,. ..... , " et. :11. ..... c.. ..... ..... ....., .... 

11 ... 5 f,{z:t..>J- _ - f~["f:<•->1 º' \- ;- }·cv-It.<>1- E":~) ~··x ..... ..n. • 
(2.4.21.) 

De~os~n:.ci6~ .- P~ra de~ostrnr este coro1~rio oe procodo i

eua1 que en el. 1B~ 2.3.1 • ~u~tituyendo el. opera.dor"'i.b po~ H Y 

pCXIY;t) por (2.4.B); do eata. mnnero. se obtiene 

'- .. 4 .. i. ,- C.•.· :i..1* .f, ..... 7. ¿<.t·S.•J-i- ~!·') = s.f. l~(a.)l 
• , -A. 

(2.4.22) 

Ha.~iendo r0~ l.. , kt11izando que H es nuto~djunto Y l..a invariun-

ci~ ar.to t:ro.sl.acione~ tocpora.1os 

do de (2.4.22) como 

pero 

t.r.L•.1 ..,-. = 

podemoa pon~r el. l..ndo izquio.!: 

To::i:-:.do el. l.í.mite cuando t ~"° uo obti.onc (2.4.21). 

45 

2.5 Otroo deenrro11oa y cpl.icacionee. 

~n euta uDcci6n dos doonrrol.l.oa adici.onal.eo son ana1izadoa : 

I.- El. pri~ero se obtiene cunndo adcmdo de l.ne oupooicionoo i y 

ii de l.a sccci6n 2 de este co.p!tu.10 (ea decir , que i!•J exi.ate • 

real. 7 eatriotam.ant• positiva) ouponem.oa que l.a 1'unci.6n 'f:"• 
del. eoto..do base es de cuadrado i.nteerabl.o , o sea , que 'f:> 6-

el. proceso de difusión tio~e una: nueva p~ 

piodod que es l.a. oicuionte 

3.- El. proceoo de diCuni6n ~(t) es ere6dico. 

Eotn es u.na conaecuencia. directa do u...~ teorein.a. probado por 

Kl'ln~~in3kii , qua dice que un proceoo de dif'uai6n que tiene una 

densida.d do probt:.b11iUad estaciona.ria :finita (i~to&a.bl.e» ca rs 
currente [lO'ta.n•minskii 60] (ver ta.mbi6n lMcXeun 69 ~ Stroock y 

Vnradha.n 79] ) • Como J '-#~·• lªeo 1o. denoi.dad de probnbil.idnd eata

ci.ona.ria. (aupucota. ::H1u:! i.nte¡¡ra.bl..e) y como 1a :rocu.rrencia. imp1!, 

ergodicido.d l.a propiedad 3 se BÍ&\-1.0 de inmediato. 

Uonndo l.a ereodicidad del. proceso vamos a. escr~bir todns l.aa 

r6rmul..ae de 1a aeccidn anterior como intocrnl..es to~pora1eo eobre 

una 001.a de 1ae trayectori.EUJ. Para e1l.o unal.iznmoe l.11 de:f'.in.1.ci6n. 

do 1a 1.ntecra1 funciono.1 dada 

(~ eo acotada ~ continua) 

l.n secoidn. 2.3. De (2.3.2) te-

(2.5.l.) 
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Co;v.o 3:.n(s) ea una tra:¡o.::tC'1·iu •eo~u.l.on.ad~L" • .t'[X.n(u)} eo tto h!!, 

cho \U"'_i.L :f°u..'"l.ei6n de un nl!~cro 1·1::!.to de vo..::-i1.1,bl.eo ( ieuul. al. nú

:::iero de "eaca.l.ones••) y ca.da. t6rmino •n el. J..!mite un val.or eop,a 

rndo w:s\&&1 ; por tanto • u~ando l.a propiedad de ereodicidad p~ 

do~os escribir 

J F [i::::_ ¡.,);¡¡"•x = 1·.- .._ ("';,(r, (t.-.,¡. ···X.l•·•")).li: (2.5.2) 
..A. T_..o T ) 0 • • 

donde X
0 

ea u...-ui. tro.:.•o=toria. nrbi trariu.. 

~ustitu:;c~do cr. {2.5.1) e intcrca~biando 1os i~~itou encon-

tramos que 

De ootn mo.nera es poaibLe eocribir 1.a. r6nnu1a. genera1izadn· de 

Eo c1aro que ne pueden eu~ribir expreoiones o:L~i1nroo pnra 

co~o 1.oa ~oerici~n~cn de di.f'uci6n y de ~rruotre de1. proceao 

oon conocidos (ver (2.2.4)) , po~e=oa oi~ul..ar 1a trayectoria X 
en U."'13- com.pute.'1ora. y c:i.1cul.a.r nu1"'lorlcamonte 1aa :1.nte:!rn.1.eo te!!l 

pora1ea :1.nvo1.ucra.<!a.a en ia rdr:nul..n (2.5.4) 7 en 1no que ou ob-
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tondr!un Llo uquol.l.no de l.a. oección 2.4. E:Jto Puede do l:rl'.ln 

util.idad o~ l.ns a.pl.icucioneo ya que (2.4.2). (2.~.9) y (2.4.10) 

son sol.ucioneu oxacta3 al. probl.ema de val.ores propios del. H~mi~ 

toninno ir • 

Ado~do de l.no upl.icncionea poaibl.eo quo acaba.moa de menoio-

nar oxiate ejempl.o concreto de apl.icaci6n que no i.nvol.~cre. a 

l.a f6r:nu.1a. general.izada doPeynma.n-Ka.c 7 ea el. sie;uiente 1 

La so1.uci6n aproximada. a.1 prob1ema de val.orea propio3 do un :r~ 

mi1toninno n. cuya runci6n de onda. de1. estado ru.nda~entn1. 

rea.1 • eatrictnmente pooitivn y de cuadrado :Lr.tecrnb1.o. 

:L.- ?iotemoa primoro que 01. prob1.ema eapectra.1 de H. eo
0

~4 resue!, 

to ui so conoce ou reso1.vonte , o bien 1 por 1as cono:Lderac:Lo -

non precedontos , si ae conoce 1a'reso1.vonte de Lb. eo decir 1 

o1 ndc1.eo G(X,Y;z) de1. operador cLb-z)-1 • :~.:t.n emOa.reo • es ev.!_ 

dente q_u.e 

G(X,Y;z).,. j .. e_zt p(SCISf';t) dt 
o 

(2.5.5). 

y por tanto , nuestro ~rob1.emn cotd ro~ueito si pode=os ca1cu-

1.nr p(XJY;t). 

ii.- M:ootra.moe nhorn que 

(2.5.6) 

donde 



'14 .lt) = s s A("i.) 6(-X'a.) f 2 ("i' 1,t,; 'ia.,1:..a.) .l~ 1 A.Xa. 
¡¡J li\l 

ea l.~ :f'u..~ci6n de correl.aci6n de dos fun.cioneo A 7 B • P2(~.t1 ; 

x2.t2) es 1n ~~~ai~~j de probnbi1idad do que e1 punto ost6 en 

~ al.. tie.:;po t
1 

:J' en. X
2 

a1 t:.e:n:-io t 2 y :f'in.a1:ncnte t • t 2 - t 1 • 

:f:n efecto • ~e tiene qun 

probo0i1idnd es"t!"'.Cion-~ric~. zuotituycr .. do (2.S.8) 

po.nie:ido A ,. S1 se oJtienc (2.5.6). 

iii.- !?ns~a n!'.or::.. hc:::.o~ 1o.:;:r-..l.do ouutituir e1 prob1cma oricinnl. 

~e v:-..J.~reo pro~ioo ~or el. del. c~l.cul.o da una runci6n de corre-

Uo~r.do l.a ~~opiednd de ercodicid~d • podemos escribir 

"ti lt.~ 
.,¡¡,. 0 lt)=T-<'"' 

.,.. 
~ 5. A[-;. l<+•)J B [~.t,,Jj .l.> 

J.ond.e "X:
0 

trn;rectoria Jrbitrario. del. proceco. 

:1V.- :::o::io c.ntc3 :ncn.::ior.:1::-,00 1as tr-J.,:rectorin3 dc1 procooo de di-

!"u~16n r•ucd""n cor ui=iu1~~dn....1 ~n 1o. co~pu~adora. y l.a. intez:r.:..1 

(2.5.9) ca1;:u..la.do. nui:itricam::nte. De hecho • l.a cor.:putndorn pue 

de proporcior_arnoG úircct· ~ente unn veroi6n diucreta de 1n 

d01vente GCX.Y;:) • ~u~ o. ~u vo~ puoJo oor tro.tndn con 1a.o t6~ 
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ni.una de l.oo uproxima.ntoa de Pad6 para obtener uii.a verui.6n a-

n.o.1!tic::.i. do ol.1a • on l.a. cua.J.. l.oa pol.oa (y por onde l.oo vul.o

y ru..1cioneo propina) son evidentes. 

Pa.rn terminar quiaiernmoe oeffa1a.r que el. proceso de Wiener 

ea erc6dico on mán de dod dimer.uioneo y que por tnnto l.oe r.!!. 

aul.tadou obtenidos en e~ta. oecci6n e6l.o aon apl.icubl.ea l.a f'ó?: 

mu1n uaunl. do Peynman-Kao en una y dou dimens~onea. 

II.- Ha.uta. oute momento no:.i hemoc reutrii=ieido a.l. cuso er. qu.o l.a. 

runci6n propia f!·~ que de:f'ine el. proceso ~(t) • eea eatriotacen 

te poeitiVQ : es el.o.ro que esta condioidn ea necesaria pnra que 

el. coeficiente de arrastre (2.2.4b) est6 definido en todo e1 e!l,. 

pa.01.0 IR d. :;in embargo • en l.ao a.pl.ico.ciones sor4 necesario ºº!l 

aider::ir como "entado be.so.. \fl!•J :f."u...-iCioneu propina arbi.trariaa 

de H. , Y cotas eenera.l.mente no oon eotrictnmente poaitivao • 

La. diforoncin ooencial. cuando ne consideran esta.dos excit~ 

dos ~¿·> ea ia. npar.Lci6n uc nodos (que lienoto.romoS por r. > , 

decir • de hipt?r3u!'lerf'iciea de1 espacio de eonf"iguracidn 

1o l.ureo de 1ne cu.a1eu 'f~•J oe anu1o. (en el. caso de una. dimen.fli.6n 

eetna hiperuuporricioe nodal.eo ae reducen n pl.lntoa nis1o.doa ). 

Ectan hipcruupcrf"icie3 ¿ividen o1 espacio de con1":1e;ura.ci6n en 

ro,cionon (que dcnotci.re:noa por lI>~) donde 'ft) mantiene l&n. aicno 

do.do (pnrn inf"orma.cidn sobre 1~ hipersuperf"iciea noda1eo ver 

e1 cnp~tul.o VX de lcourant 7 Hil.bert 37] ). 



consecu~ncin d~ l.n cxioton~iu d~ hiperüurcrficico nodnl.co 

que el. coericiente de arra.otre 

in1"inito a l.o l.arc:o de el.l.na • :..demd.a • cuando dcade el. interior 

nu.par!'icie noda.l.on • ( ~~·' ) 2 
decrece de to.l. mnncra que 

crndiente est:i ..!irici.-:o hacia el. interior de ji)( ; por tanto 

1.a. h.i;;c::--=uperf'icie 'Z: - CD 1·rontero. ropu1oivn. po.ra l.a 

ci6n. 1l>t: : :..s! , oi emr-e=nmo::i de un pu.."'1.to cual.qui.ern en o1 in, 

terior de al.cuna de cotc3 resionoa , el. proceso de diCusi6n nu::i 

ca. :1oa l.l.ovaru :f"uc=-...:. e.e el.l.:i o o:i otro.u pal.abras , o1 proceoo 

compl.c~o ce divida nubprocezo~ qua oatnn noocindos a cnda ~ 

do l.o.s rec;ionoo: 

S.1 catc .. s con.1íci once <:l. :-ro coco completo no ea cre6dico tn.'in 

cuc.ndo \ i'!•>¡ 2 se..._ !.r.to':"rabl.c (cierta.a co:i.dícionco de rezul.ar!, 

d.:-i.d de1 teore::!l.n dei-':h~a •:r.1.noki 1. no oon oatiofechno) ; oin embni; 

c;o , en t.·nte 111..tí'!lo c,:¡so cnd.n. subproccRo oerá. ere6c!.ico co'!l.O pU.2, 

do vorae o.p1icnndo el. teore~a de Kh~o·~innkii. D~a<le un pur..~o do 

viotG pr~ct:ico esto.. ~iitu=i.c1.6:i oric;ina o1 oic;uiento probl.o:no. : 

proccao .. cor:ipl.otn:nente" erc:6dico l.a. OV",:;!. 

l.unci6n de l.oo ~rn1oreo :nod!.03 corranpondiontea J>Uede o:f'octunr

se mc¿i~~to u...~a in~ecr~ci6n te~~oro.l. • pero ¿c6=o oo dobo pro-

51. 

ceder ol. caoo de un riroce:JO erc6dico "u poda.:.eo::i••? Po<.iria. pon-

ul.eeir un punto inicial. en cado. una. do 1as racionen • 

obtener l.oo val.orca medios condicional.es correspondientes 7 en 
toncas cal.cu1ur el. vul.or medio gl.oba1 (el. peso asociado con ei 

do:ninio 1Dt ea j \-ft1
(X)J 2 dX ). 51.n e:nbarv> • este procedi-

il>< 
miento tiene 1a deovontaja da requerir l.a determinaci6n 4• un 

punto inicial. dont~o de cada rcei6rt 'lt>t • l.o cu.al. puede 

muy dif'~ci1 cuando 1as recionea son nw:1crosaa. 

Debido a 1o ~ntcrior , proponemos el. procedicU.onto al.terna_ 

tivo aie;uiente : Escoeemoa un u.mbra1 ~ ouf'io~entemonto peque-

Ro y en 1a def'inici6n (2.2.4b) del. coof'icionte de arra.:.Jtro sua. 

tituimoo 1"~"'1 2 por f'c,(Sl:) - oup (l-f~·1cX>l 2 • E.l • Do esta manera 

npnroce UnA prol.Jnbil.idad pequef'In • pero d~stinta do cero • P!!.· ~ 

ra l.ao tran~icione::i entre l.ns dii~rentcs regiones 'iD, 7 reoo

bro.:noe J.a ergodicidad .. compl.eta. ... Lo3 val.orea medios ca.J.c\&l.a.doo 

ucando eote procoao modiricndo tendrán un error rol.ntivo del. 

orden J.e E. 

S>ci9ton vnrioe ejomp1oo do oituaciones en 1a.a cuo.1os eo ni~ 

tural. usar como esto.do .. base" un eotndo excita.do do He ; aqu:!. 

=enciona.mos '1-~icamento uno que Queatrn el.ara.monte l.a importan

ci~ de l.n. eenernl.izaci6n conoidero.dn [~1.nverio y Soto ECUibO.r 

tr~ta do J.a cnpacidad para tomar on cuenta l.ns ro~ 

triccionoo de aimetr:!.n impuaatn.a por el. principio de.excl.uoión 
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mi.onc;:s • 

Antes quo ~a~a quioiérc.~o~ h~cor notnr que expraaioneo en 

Pe:1n=a.c.-7-nc ya h~n n~do con:Jidoradao en l.a 1itera.tura. (ver por 

eje~pl.o 1a uecci6n 3.4 du c~11:r..~ y Jarre 81] }. ~in cmbo.r~o 

e1 p\!.."'1.to de viutn e~ ¿ircrcntc y 1a.n r6r;:i\l..lno uon ror.uu1ea 

ente tipo de tro.t&=.iento todo se conntru:¡o partir dd1 

c!.J.c.~!or ur::::i•5nico para el. que 1a.o. de:nostra.cioneu ontd.n. :!"uo te-

m9ntc bn~nd~o en el. hecho do quo e1 proceao de diruciSn nsoci!:_ 

do Oc..u?:sia.:-.o. 

Co~c'l.u.:i'tlOu por t .1.nto • .-.;uc r..\.O.cstra .;ontri.buci6n con.uio"t.e 

esenci~'il.:::ienta en 'l.t>. u:t::i1i~::i~i6n Ei:nul.ta.nca. del. proceoo de di-

í'uai6n de l.n n:iect'tnica. cu!'Anticn ontoc~stica. [ No'l.oon ó6 l"UV!!,. 

l.l.i::. ó7 -;r do 1a. Pc."\:.i. 6SJ] y do l.os :r.6 todou de in to -.:.~ci6:o ~u.."'1.

cio:-.nl. • Ento. u.."'l.1!"1.c:::.~i6n p"!r:nito el.i:':lina.r l.a "rco1.ricci6n" 

Oaus.siO::"'..a e ir a. u..-i ~.:n.."!111.tortlnno H. bnotnnte cencro.l.. 

A104- de l.Ro ventajas de nucotro ~étodo son l.nn uieu,1en-

tco : 1.) Es po.:ii'n1e tr"-.t~:- .:::.::~~do~ en nubo~pncios de u.no. t.1irno-

tr!a. da.da. to:::::indo en cu-::.:"l.t:;¡ c1 pri~cipio de ..:xcl.uoi6n do Pall, 

J.i ; 1.1.) :;o o~tie:-.~ una ool.uci6n o.l.. probl.orno. de .. purtu.r'bo.cio-
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n .. n .. 1.1.d:.•flt<.lunu L. l..a. uimetr!o. e e3te probl.cmo.. euree cuando un '"e~ 

rr.roiutoma·• so tra.tu. uoundo 1no f'unci.onoa do suo nuo::iiotcunn:J) 

1.1.1.) Es un m'todo bi.en adaptado n 1oa o41cuJ.oa nu.z~ri.co• con 

computadora. 

---------¡---. -
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----------·-------------·-¡ · 
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Co::?1o ya. ~ei1::i.1.o...-:ioa en e1 cu.p!tu.10 1 • el. probl.ema. do l.u in-

terpretnci6n ~e l.a ~ocdnica cuá.nticn está intimnmente rel.acio-

na.do con el probl.ema de su f'o~u1a.cidn on el. eopacio de f'naea. 

:;ei1.nl.amoa tn?n"oit'in ".J.U~ exiu~on T.Uchaa do eotas 1"or:nu1a.cioneo • 

pero quo nir-<.>""'LL~a de e11ns puede ~or conoidoruda como conai~tc!!, 

to. de:sde el. ';IUnto c!.e v:iut:::i. probnbil.iata. ( ~hewel.l. 59 • Cohen 

66u 7 ciób • 3rody ao] ; ~in c~b~rgo • tal.ea f'or:nu1ncionee han 

oido a.plicad~o co~ éxito y ~erecen que se 1ea continde eat~·-

dianc!o 

~ c.ste cu.n!tu.l.o nr.n.1i:!ai=os aie-~:noo napectoa do 1n :Corrrou1n-

ci6n· du -.·;ey1-.'li.:"l"ler-~··oya.l. • ~ 10. sección ).2 damos 1.os el.emen-

toa necesnriou d~t·ini~os l.u. tro.na:f'or-nn.ci6n df! Woy1 y 1a :f'u.n-

ci6n de '.'.'ier.ur Lao propiednUes do catn. Úl.tirun se a.nu.l.í~~an en 

uh.! .ie:r:.octra:nos qut:J • en e1 cau_o do eut:l.don P!!. 

ros ,, 061.0 l.oa eJElt;ldoa con :funci6n de onda. Gnu:iuiu.nu. ti.cnon f'u.n 

ci6:-i de ."i1.c:i<1r no n.:-~ntiva. .. L.."1.a uec:cioncs 3.4 • 3 .. 5 y 3.ó oatdn. 

dud!.co.d~-..s nl. pro::>l.o?:::..l ..le: 1.n cvol.u..:i6n tcmporu.l. de l.a. :f'u...'"1.ci6n de 

'.i¿-ncr ; po.rn. cot~--do-l pur );J ::Je =.ucut:-a (aecci6n ) .. 5) • quo 061.0 

1os oiot~c~s l.in~nl.us co~~ervn~ e1 cnrdc~er i.nic1.a1 no necnti.vo 

de l.a !\1.ncidn de Wi&:""-~r ; en 1a. oecc16n 3.6 ae prueba que r~ara. 

todo 1:11.otc::ia no l.inaal. -t todo t >O • l.a. :f'ur.ci6r.. do Green do 1.a. 

ec~cidn ..le evol.uci6n de J.n .!'u...""'lción de Wicnar toma val..orao no~ 

5G 

1.ivoa • Por d1timo tledicu:noo lu secci6ri 3.7 a.1 oatudi.o de U.."'la. 

modit"icacidn propueuta. paro:i "ouaviznr" 1a. f'unci6n de V/ie;r.er ~ 

hacerln no neen.tiva ; concl.uimoa que dicha modif'ica.ci6n eet4 en 

contradicci6n con 1oa reouitndoa experimenta1eo • 

3.2 La trannf'or:na.cidn de Wov1 y 1a. :f'u.."'1ci6n de Wi~er. 

La. trnna::f"ormaci6n de Wey1 ea un mapeo a-. Á laJ 4e1 eupa.cio 

de ::f"uncionea L 2 (1Rnx1Jln) en. e1 41.ge'bra. 'fcCL2 (íl\n)) d.• operado

res 11nea..1ea continuoo en L 2 ( \1\n). Este map•o eat4 dado exp11'.c!_ 

tamente en 1a :Cormn aic;uientos 

Da.do a(p.,q) 4 L 2 ( cRn.-. 1a.n) trans:Cormada de Wey1 de:f'i:ne 

A.!aJ - j j 0<.(ü,v> exp{-* ca-ü. ~-o>] dil d~ (3.2.1> 
tR• IR ... 

donde a el. opero.dar de pooición • i e1 opero.dar do i~pul.~o y 

-..cü.V) 1a. tru.n:iformada de Fourier de a.(P, 9 Q.). ea decir • 

°'-Cü.V) - . ~2n Ji a.(p 9 Q.) expf* Cii·ü + p.V) j dP di¡ (3.2.2) 

lll .. dl • 
.EtJ pos1.0l.e con:::itrui.r l.a. tranofor;r:ac1.6n inveroa.. Pnra e11o 

concidcrnmoo un operador A• '{
0

(L2 ( m_n)) .Y l.e hacemos correo 

pondor una. ::f"unci6n a(p,,q} en c1 eopa.ci.o de :f'a.oea L 2 (,__nJlfl.n} d!!;. 

da como 

a(p,q) - l. n Tr r AJ J oxp t~ [C<'i-~)·Ü •.(p-f;).vl l dÜ. dv,(3.2 0 3) h ··11· . ..) ~ 
donde '1'r l J :11.eni.::f"i.ca l.a. traza. del. oporndor en. e1 pa.r,nteo:i.a. 
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pl.!ci.'ta:niPntc .!C"l ti~::i~·.:i ; hc-:10:.J o<nitido dicha dopcndenci~ para 

a1~cerar 1a r.ota=i6n. 

Consi.derecos o.hora doa opera.daros A y H wnboo en el. d1cebra 

'tf.. c(L2 ( Lf(wi)) y l.l.n-::.e:nos n.lA] y b[3J a aua corroapondion'teo 

'tórD.:l.Sf"on::.adr.HJ invor~n.a de '.\'eyl. • Ea f4cil. de:noatrur I.de Groot 

74] que : ... -
AB ----" [exp {~i c;P • ~~ >J J e.<P.Ct> bCP.q> 

..... -
t t" • B~ -4[~osU(ffii, !f.>JJ a(p,q) b(p,q) (3.2.4b) 

i.ii.-

-t [A,aJ -l~ oon{.1jc~, ~ >J]ac;;,<;.) b(p,q) (3.2.4c) 

donde ---9 indicu l.a. t.run.:ií"orm .• da inll'erou. de Weyl. y 

"!:. Ifn. ~1 .. -JJ.1,. ~~.l,. J o..(P,,,,) H•.,,..) I •.=•·= ¡; 
- ~=L•J 

(3.2.5) 

dond.e ex.>_,.. C3 ·10. !"'- -csi:::u. co~poneno~e del. vector X 

Lo.a oi,:uier.10cs propiedado~ de l.n. tranof'orrnnci6n do '."io:,rJ.. noa 

aor.!n dtil..:to [de r.root 74] : 

u.- Con l.n ci~~n nota~i6n qUo en (3.2.4) se tiene 

Tr in ... h-n j J aCP.<i) b(:P,l\) dP dQ 

11."' 11l--

b.- La f'unci.dn el. es~aci.o de faaea •• rea1 a~ T e61o •~ •1 

operador A aaooiado autoa.djunto. 

P.11.LJc1::;,os a. dei'inir Hhorn 1a !'unción de "l."iener { WiEJ1.er 32 • 

Mayal. 49a , de Groot 74) • La .f'unci.dn de "Nigner es 1a -&ra.na%-or

m.nda inveron. de Weyl. de l.a. ma.triz de den.aida4 41.vidida... por ha. ; 

denotándo1a por P(p,q) tene~oa 1a siguiente expresidn expl.fc~~a 

F(r.t)~ .:~ Trít,J j <>.fti-l<t·~)·ii.•(r·}J·vJ)••••J (3.2.7) 
L m· "-... 

~~ el. caso de u.n estndo puro , con f'u.noi6n de onda '11 (~) 

el. oapacio do conf"ieuración, (J.2.7) toma 1a ror::;a._da.da por 

l.:-'liener 32] : 

f(r,U = .,.'.. J 't'"({• t il) c.x.f' ( i-•·"') '!'(;-- ~ ;;) ~" 
llt~ 

La. expresión para ol. .v.a.l.or eoporndo do un operador A oo de

duce raci1mente de 1a .f"6rrau1a cud~tioa. <1> - 'l'r(l.i.) 7 de ().2. 

6); ae obtiene 

<.i\> - J J a(p,q) l"(p,<¡) dj'i di\ (3.2.9) 
íll"' ia.• 

Enta. exprooión noa hace pen!lar en l.a !'unción de Wignur como una 

diutribuci6n de probabi1idnd en el. oupncio de raoea ; oin embaJ: 

eo , moatraremoa máa adel.a.nte que l.a anal.ogfa oq del. todo u.-

clecuncl.a.. 



de Wi~er : 

a.- La. f'\L'1.ci6n de ".'licncr ea real.. 

i::.'3to ne r,uede ver .-tircetu~e:i.to de derinicidn (3.2.7) o a pnr-

tir de 1~ pro~iodad b • enu.ncin~n 1a sección a.rtterior • de 1a 

tra.nsro:-.uncidr.. de Weyl.. 

b.- Ln integral. 3obre todo el. ~opncio de rnoes de in ~unción de 

Wi¿:r.er ees l.a. unid~d. 

~t~ propiedad se Oe~~es~ra uanr.do (3.2.9) y e1 hecho de que l..a 

tra::n de 1a. m.atri=: de denuidud eu u.no. 

c.- P3ra un eatndo puro ce tiene • 

J 
'
""' c-qi¡ 2 F(p,q) dp • ¡ 

IR~ 

J --1""-cP->( 2 
:."'CP.C\) dq 't" 

IR~ 

dor.de ~($)es in ~u..:-_ci6n de ondn en 1a reprooentaci6n de impu1-

aoo ; ea decir , 

4> CP> "" h- r J '+' (q) Pxp( t p.q) d<i 
IR~ 

d.- I,z¡ :i-u .• '1.ci6n Ue ··.i,c::cr de un cztudo puro es no~tiva. ai Y 

u61o si in rl.6r.ci6n do ondn en c1 copacio de confic;uraci6n os 

Gau.na~ano. ; en otrnu pa1abrao • ui 

GO 

'+' (q) - exp {- ~ [ii'A 'Q + 2b•q + e] J . (3.3.3) 

donde A. es una. mutriz comp1eja tn.l. qut:: 1 Re.-._,> O • b ea u...~ ve,a 

tor compl.ejo arbitrario y e una conata.nte de norma1i~aci.6n. 

Domostracidn.- La demootraci6n en e1 caao urú4imenoiona1 

debe a Hudson [74] (ca.be softa1ar que Piquet [74) pub1i.c6 unn. d,:t 

mootraci6n de eotn propiedad • pero au trabajo 

err6n6o (ver [coto Egui.bar y ciaveri.e e2a] )). 

parciu.1:nent• 

La eenernl.izncidn prenentada aqu1 ea origi.na1 [soto EeU.ibar 

y C1averie 82a] s 

l...- ~u.i'iciencin de in condicidn. Para encontra.r 1a func~6n do 

Wie;ner asociada con l..a funci6n do estado (3.3.3) basta susti

tuir eata Gl.tima en (3.2.B) y uti1~=ar e1 reou1tado oigu~er.te 

donde lll!>J> O • ?j (;1=1.2, •••• n) oon 1os vectores propios dere

chos do tB y .l"'j (j•1.2 •••• ,n) 1oe corr&apondienteo va.1.oreu 

propios !le encuentra entonces quo l..a f'unci.6n de Wiener ee:"t4 

dada como 

F(i',1j) =["ir~,..¡:.~ ¡n,.,..¡v..]-' c."f'(-[ij. .. ¡¡,..._¡ ... 241.~·~+c] 

Z [C.• ( ~ .. :r- A ... :r-1. • f'/..,)]z 1 (3.3.5) 

J'> ~j j 



d.:>r..do t?j (j=1.z •••• ,.n) •. H.>:1 1.ot1 vectore:..1 propion ..tort!chon de leA 

:J' Aj (j•1•2• ••• .n) JU<:> correspondientes v.::..1ores propiou • Por 

tant:o • J.o. !"u..~ci6:1. de ·.víg:i.cr de un.a. !'u..nci6n de eotndo mu1 tidi-

men~iorua1 Gauasiana eo una diatribuci.dn Gauaoiana. de varias va-

2.- ~•ceaid~d de 1a ~ondíci6::-i. 

i.- ~ere~oo er.contrnr e1 conjunto da !'uncioneo de e~tado que 

Ca...'"'1 un::i. ~ur.ci6n. .le · :i¿:-::-ier r~o negativa. Donoto.mos cote conjunto 

por ..tl. y eon.aidera.:::ios un el..P.::i~nto a.rb1.trar1.o "' en él.. ; dof"i.n,!. 

mos ~n el. oapacio co~p1ejo «. n l.a. f'unc1.6n compl.eja J(Z) como 

J(r,) ~ oxp(c/2) ¿_ 'l'l 'I' ... ~ > 
donde '+'a.,• de 1a. rormo. 

~,,., .. ~ ... exp [- ~ ( q+,.._q + 2Z·"Q. +e)] (3.3.7) 

< "'·' "'· > = s 1.1tt'<) '!',(;)J.<\ 
IR~ 

(3.3.B) 

Ln fur.ci6n J(~) t~ene l..nB sieuienteo propiedades ~ 

a.- Es u.~ f~ci6n en~era • Este es un hecho evidente ai uo to-

ma. en cuenta su. derinici6n (ecunci6n (J.3.6)) y J..an ecunci.ones 

b.- ~O ti~ne caros en ct:.n. Faru dc~ontro.r osto Util..izamos l..o. s,!. 

e;u.:1o;11:nto proPiednd [Hudaon 74 y Pool.. 66] r 

G2 

quo sustituida en (3.3.6) noa dn 

(3.3.10) 

Y como P\fe,I CP.Ca.> ;J/11 O para toda. Z • ~" y ...,. • JL (1o cu.a.i j.mpl.1.ca 

que P't- <P.Q.l !f'- O ) tenernos 

para toda. Z: • ti-""' 

como queríamos dornoc.tr11r. 

c.- su. orden. de creci.mi.on.to e es rnenor o isual. a doB (e. e 2) • 

ilecordomoo primero que dado. una f'u~ci6n r • ""-.,,. .... ,_ a• def"in• su. 

orden de crecimiento e como e- ,f.i,: [1n 1n Jt(R)/l.nitJ donde 

M(R) - ,:i!~ 1 f'(?!.)J (pa.ra un tratamiento compl..e"to de esta def'ini

ci6n ver 1a aecci6n 26 de [Fuka 63] )._ De 1a. def'¡nioi6n- (3.3.6) 

tenemoo 

( J(zll 2 ~ exp(c) W 'l'U .. 1'l's.i.11"" (3.3.12) 

Pero eo f'4ci1 convencerse usando (3.3.4) que 

Y por tunt.o 
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COC1.:l e1 o.:-J.en :io :?re~i~.iC!~to de .::xrl( .te~) 2 ] en obvi·~-!lc:<.lv Jor:,, 

conc1uimou qu-e e ~ 2 para 1 J(~)J 2 
y por tunto • ymnbi6n J"':.l.r"J. 

J(Z). C"be notar que o~tn rropiedud imp1icA que el. orden de cr~ 

ci=.ia~to de J(~) como Cu..~ci6~ de una col.a de auu vnriab1ea • 1DQ 

o~r~a e~tando rijoo • 

~ a~d1iaiJ nnter~or u~quiere ~u eieniricndo cuando notu::ioo 

qu• J(iY) es 1a tro.nnror:nnda de Pourier de 1a Cunci6n exp(-q
2 /2) 

ri=a.r J(~) y por tanto o/ • ?as3;:1.ou n moatrar estu \U.tima ari~m=. 

ci6n. 

ii..- El. teoro:na reat.rincido de Hado..:no.rd. 

l;:."l eJ.. cuno Je u..-.:..1. :i.i ... cn=:¡iór. • ;¡uJ.Bon (74] util.i;Ús. el. tcore

de ('a~toriza.c.16!'1. de Ho.da::.nrd l:iou.n 54] : :;Ji C(c) es ur..o. run

ci6n entera de orden do creci~iento f con un cero de mu.1tipl.ic~ 

dnd m en el. 6rigen tiene 

(3.3.l.5) 

donde ~(z:) oo U.."'1 po!.inomio de ~do r 1li e y P(z) ea el. producto 

c~n6nico (da genero n ) Co.r;:i~do con l.oa coros (dif"orcntea de z • 

sO ) do ;("(") 

Co~ e~te teo~e~~ y 1aa propiodo..des a-e de J(z) ve~oa que 

ceoarta.m.ente 

J(:.) - exp (oc.z
2 +e_ z .. "t' (3.3.l.6) 
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Jccir • oxpE-q
2 
/2) 'V•(q) ea Gaua.aia.na. o aoa. qu.e '\o' (q) misma. 

Gnu~aio.na. • 

Reereacmos al. CU.BO de n dimensiones • Lo primero que se ocu-

rro es util.izar una genern1izaci6n a n dimensiones dc1 ~eorema 

de Hadnmard para ca.racter::lza.r u. J(~); oin. e:nbnrgo • hasta don-

de noootroe eab~;noe • tn1 eeneral..izaci.6n no exiote • La dif"iou¿, 

tnd que oe encuentra uno a1 querer eenen1.l..:L::.ar e1 teorema a n. dj;, 

menn.ioneo es que l.oa cerca ~ po1oo de 1a f"unci6n en eueot::J.6n no 

son aia1ndoe; este prob1ema se e1imin.i:& cuando ae nota que en 

nuestro caso 1a ·rw1ci6n que queremos caraoteri~ar tiene \.&na pr2. 

pied.üd adicionn1 que so aupone en o1 teorema de Hadazaa~dl .u.-

cho. propicdd.d oa que 1a. :f"u.nci6n no tiona cero=- • En. ecte ca=so P.2. 

de~oe demoatrar el.. aieuiente teorema. : 

Versión reotring:1.da. ( on n di.mensionao) del. teorema de HadA

mn.rd.- :u. f('2) e!'3 uno. función entera. con orden de crec:lm.iento «. 
y ain caros • se tiene que 

f"(lf.) - eQ(lf.) (3.3.17) 

dondo Q( "¡¿) es u..n po1inomio de grado r .. e • 
Dorn.ootrtt.c:l6n. - La. domcutracidn. eor4. orectuada; dn.icamente p~-

ra e1 caso de doa variabl.ea • ya que e1 caao de varia.b1es eo 

enaorroso y no aporta nad~ nuevo. 

Fijemos z 2 en t'(z1 .z2 ) ;_ tenemos una :f'unc:i6n entera de =i.• 



ci6n c:'l. u1 parrh!"'o 'lUC .!od.¿;u.e u 1n oc\.O.n.ción (3.3.14)) :r ~,.in cfl-

ros • Uaanco e1 t~oreo~ du ~actoriznci6n do Had~~ard podemoc o~ 

cribir1a co:i.o exp[ t. °"jzi_ J con r s.. e y donde oc. j (j•l..2 ••••• r) 

dopende:l de z 2 • que por otra narto es arbitrario pero ~inito. 

~cribi:os roor 

(3.3.18) 

en o1 conju.."':.to 

(3.3.19) 

Fijnndo ~hora :
1 

y proccdien~o de la miumn iliUnera. concl.uimon 

que 

'"'"1•"2> -expl± ekc=1> 
k 3 (3.3.20) z2 

& .. 

con s ~ e y el. conju..""l.to 

ID 2• {<z1•z2) ' O:! 1z1 I :!: N . "'2 ... ~ J (3.3.21) 

~o:no .f'Cz1 .~2 ) e~ U..1.U J.~U.."'l~i6n .. J:it.cra. sin ceron podcrr.oo dof"1-

n1r au. 1o~rit:no Q(z
1

.:=
2

) q;,;.o oerd una runoi6n entera. univn1ua.

da en t/:- 2 • Por tnnto , de (3.3.18) y (3.3.20) deducioos que 

1D 1 1"\ D 2 , yo. :¡un esta.o .iou 'f'uncionoe aon doo expresionoo 

distintas de u.~a misma ~ur..ci.6~ Q(z1 .z2 ) - 1n f(z1 .z2 ). 
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Di!otrcmci.-ú.!o (3.).22) n (n• o) con rQspecto a. 1'
2

. (1o 

que haciendo z 2 aO 

(3.3.24) 

para to.Ju z 1 ta1 que O ~ 1 z
1 

t <. N • 5usti. tu,yend.o en 1a expreoi.dn ( 3 

3.20) se encuentra. que 

~ , &( ~k)(O) 
Q(:•1•=2l - ~ ~ =i z~ (3.3.25) 

):.1 k=.1 k ! 

1!)1 /1 102 • Si denoto.moa por brevedad O( ~(O)/k! • 7' ~le 
l.l.ecumoe a que 

(3.3.26) 

La oxpreei6n (3.3.26) es de hecho v41ida en t~ 

do conjunto acotado de tJ;. 2 ya que tanto M N aon fini. toa P.!. 

arbitrariot1 • 

Co~o Q{z
1
.z2 ) 03 u.na !'unción entera en (/:. 2 • ea f~ci.1 dedu

cir por continunc:16n. ana.l.~ti.ca (ca.rtan 63] que (3.3.26) 7 por 

to..nto 
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v41ido en todo tj:. 2 

Fa.l.ta uo~ente demostrar que e1 grndo de1 pol.ino~io ~Cz1 • 

z2) es e coi:no ::.áxi::c.o ; ea decir • ci.ue ~ jk- o oiet:i.pre que j + 

• k > e • ::iuponier.do quu .:tete no eo @l. caco y to.nnndo z1 a z2 -

_ 3 (rea1) ~e concl.uyo r4cil.mente que el. gra.do·de crecimiento de 

r(z1.z2) ~er~n mayor que e en contradiccidn con ia hip6te3is 

hecha; as! que "i{jkr.O para J•k >e y l.a prueba est~ termina-

"" . 
i~i.- Uti1iznro~oo nhorn 1a verui6n restringida de1 tcoroma de 

Hadc.mnrd para cr.=o~trnr in rore• de J(Z). En ~~ecto • J(Z) anti.!!, 

~ace tod~s i~o co~aic~oncc de1 teore~3 con u...~ orden de crecimien 

to igual. a doo • as~ que 1a podomoa eacribir como 

68 

y ta;>lhi 6n de l.a. dorinici6n de J • 

J(i.y) a J 't'•(q) exp(- ;¡2 /2 - i.!,>•1\) 4q 
,,,A 

l.o que quiere decir qua 1• tranaCormada 4e Pou.rier d• •xp(~2) 

.'-t'•(c¡) es una f8n.uooiana mu.l..tidimensiona1 7 • por tan"C;o • '+" ("Q.) 

tnmbién l.o ca. Para compl.e~ar 1a domo3traci6n eo necesari.o pro

bar que toda Ga.uooia.na oa oo1uci6n de l.& ecu.acidn de Schrtfdiñ-

gcr ; en 1a aecci6n 3.5 mootramoa que este ea el. cnuo ~ que o1 

potencia1 in.vo1ucrado debe ser cuadrdtico 1 ea~o dl.timo imp1ica 

que 1~ ecuación de von Noumann se reduce a ia ecua.ci6n de Liou

v:L11e y que ia no neentivi..dnd de ia .f'l.lnoidn de Vligner oe coa.aez 

va.. 

La propiedad que acaba.moa de demostrar para 1a f"unci6n 4e 

Wie;ner tambi6n. puede eor enunciada de 1a si.euient• manera 1 

4• .- Unica.mente 100 estndoa coherentes (r.1nu.ber 63] tienen :f"\an-

ci6n de Wicncr no nogntiva.. 

clebe o. que e1 

conjunto de estadoo coherentes y e1 con~unto de f'unciones de 1a 

.f'o:nna. (3 • .3 • .3) eatdn re1ac:1.onn.doo por uno. trans.f'or:naci6n cu.n6n1- · 

lGuichardet 72 ] • 

t:ate segundo enuncindo pone de rnani..f'ieoto 1a importancia 

de1 conjunto de .f'uncione::i con ~cidn. de Wiener no nega-civn • :ra 

qu.o 100 eetndos coherontes goneran e1 espac~o d• H~1ber1; sim't~ 
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co (o eopnzio de r•o;::<) c~rrl?.f1ro:i.di.ont.c y n1.hnni1.o • u1Jn 1·un.l.t o;••n-

Ter::ii~_a.=oo os~~ ~ecci6n reca1cnndo que conocido ninev.n 

tcor.::tona. qu.e establ.ezca cuando l.a f'uncicSn. de Wiener do 1.U'18. me:.c1u. 

es no nee;-!tivo.. 

J.4 Ln e-vo1•.i:::i6n tc-i"Oara1 de 1.a !"unci.6!"1 de Wivncr. 

Do.do. 1a du1":1.:"licí6n de 1n. f'un.ci6n de Wie'ler es el.aro que l.a .!. 

cuuci6n ~ue ri5e eu ovol.ución en e1 tiempo ea l.a tranaCormnda do 

Weyl. inve:rs...t de 1n. ecuación de von Neu.;na..nn 

que 1a que rir.& 1a cvo1uci6r..-;empora1 de 1a mntri~ de densidad 

Usando (3 .. 2.-'c) ce tl.ene [r.~oya1 49a] ; 

(3.4.2) 

donde Uw(p.q) eu l..a trano!'or:nnda. inverso. do 'lle:;1 de1 opero.dor Ha 

mi1toniano H y 1a no~n~i6r. en 1a def"i~idn ctt (3.2.5). 

L::t. ecua.ci6n de ev~1uci6n (3.4.2) ru& deducid~ de u...~a 

di:!'cre::itc por ~~oyn1 e [49:1.] ueccionco 6 :r 7 ) • Expondrernoo l.oo 

~rinc1pn1es oozentoo de dicha deducción pa."1 estab1ecer a1cunno 

re1o.ciones qu9 no.:1 ;:;cr~:l ':ltilco mtis u.de1nnte • La rel.a.ei6n f'un-

l"(p,q,t) - J J 
IR"' IR"' 
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donde K(p.q)p0 .~0 ;t) juega e1 papel. de una 41.a~ribucidn condicis, 

naJ.. • Mda adol.anta mostraremos que el. ndc1eo K(».~IP0.~0;~) •a 

re31idnd u.na oeudo-diutribuci6n ya que en senerti.1 puode ser 

n8gativo. De (3.4.3) ea poaibl.e demostrar (Moyal. 49a 7 49b ¡ 

Pawu1a 65 , 67a y 67b] que P(p,q,t) satisrace l.a ecuaci6n de •-

vol.ucicSn oicuiente t 

,? F Cr.• ,-tJ = ~ ';f: l -fr .bJ'.'.' ( :> )~ ] 
~t: ,,. -·"'-·º 1 •.•• "l., .. o ~' ~t ar•>¡ 

~., ...... ~,·~ 

Ift. ~·(¡fu:)""'} l «c.i,u.,(r,,J F'(r,•,t.>] (3.4.5) 

donde ( ~) designa e1 conju."'l.to d·e 1as V •a 7 e-')..) el. de l.a.s ;..,•e 

y 1oa coo"f"icientea o( (V).(,_ )(j5.Q) son· l.oa momentos •deriva. -

dos .. do.dos por : 

. - ,ll· s s S A ,-,- - )V.~ { ~ l - 1'll oc,.,., "'_,(r.~) = .. ~';;' '\. )~ Lt"L>;.-(rl;. l JT t'll¡-(\l¡ l 
, l'Rwt IR"' .. ~ •'' 

(3.4.6) 

damen.tu.1 entre F('Ji.Ci.t) :r ;;o(?5.lí.O) es El. ndol.eo K(;¡,_. \ \fl;,?t;t) est~ dKda como 
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(3.4.7) 

SC."-,,IP.1)" .:.,.J J ltt..,t¡;.-~;;.., "-JivJ-11 .. C•-F•·'\+f"U 
~ .. a."" 

<Z.7'( {_-l- lü..· lp-"i\_) +V• ('i-\ l) J Aii.. ~ (3.4.B) 

~ princi!'io 1os coef"icientos OI. ( ~ ).( )..)(p.q) pueden ob

to~eroe de iaa ecuncionoo (3.4.6) n (3.4.8); nin ocba.rgo• on 1a 

pr:i::-t;ics. os !!!u.y dit'!ci1 de !-'.~ccr. I'odcmoa sabor c6=o aon. gra. -

ciaa n l.a otra. de~u~ci6n do l.u ecunci6n do evol.uci6n ; compnran 

do (3.4.5) con (3.4.2) se e:i.cuentrn que 

ai ± ( ....¡ i + ~ 1 ) es pa.r 
;.~1 

Er. ~odo 1.o anterior no se ha oupueoto en nine;dn momento quo 
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l.aa 1"uncioncs F y K oean verdaderas d1stribucionee de probabil.i-

dad. .C:::.to os importante ya que en el. ca.so que noa 1ntereaa no l.o 

oon e:anoral. • 

En l.a seccidn 3.3 demootra.mos que en al. caso de estados pY-. 

061.0 l.na ~unciones de onda Gauseianao tienen 1"uncionos do 

Wignor no nee&tivna. Cabe entonces haceroe l.a preeun~a ¿qui uu-

cede con el. cnrdcter (neg::¡tividad o nef!3.t1.Vidaci) de 1.a. 1"un -

cidn de Wigner cu.ando evol.ucion.a. en el. tio:npo de a.cuerdo a l.a !l 

cunci6n (3.4.2)? EJtn procunta. puede parecer trivial. • p~ro no 

l.o es coco l.o mu~utrn el. que Moyal. en au conocido art~cul.o de 

l..949 [ri:oya.1. 49u.] ha.ya dado una reo puesta incorrecta • Pf.oyal.. pe!! 

suba. (oocci.dn l.5 do [r.'toya1 49a] ) que ·para que l..a. :f"orm.ul.aci.6n d.e 

1a mecd.nica cuántica en el. oapncio de :f"asoa f"uera. consiat•nte d~ 

ber!a. de ser poaibl.e demostrar que 1a no negutivida4 de 1& !"un-

ci6n de Wianer ee conaerva cuando evol.uci.or.n en el. ti.e:apo see(ln 

1.a. ecuación (3.4.2). El. diÓ una "demostracidn .. de oata propif3da.d 

para uiotemaa aial.adoo con al. monos una coordenada c~cl.ica 7 en 

un e:iitado puroi uu ''demostraci6n,. en :1.ncorrecta. como 111oatramoo o. 

cont:i.nuaci6n [Joto y Cl.a.verie 82b'] s 

zu argu.~ento os ol. oie;uiente : ~onemoo un. oistesa. aial.adoque 

tiene nl. menos una coordenada c!o1ica Q y que estA en un estado 

pu.ro.. Entone oa 

a) E:fectuamoo un.."" tr-..uiuf'o%T.laci6n ca.n6nico. 4el. ai.ete:na. do coordo-
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r..:.u!a~ ori..:-;i.:-.al (;li,q.i.) n.l. .Ji&to:n::¡, (e.Q.,P1 ,'l:1) donde e es e1. mo

~ento co~ju5""~do ¿e~ y r1 ,~1 JOn 1o« otros mo~ento~ Y coordena

das tranaf'or:nado3. El. nuevo il.:i.:x.il.toniano H(e,Q,P:1.,·~1 > eo to.1. ttue 

cor..3tante• c.J (3.4.l.O) 

b) eseribimou 1a ccuuci6n do evoluci6n (3.4.2) en o1 uintemn (g, 

~,Pi,::;¡i). 

!lie·1C:.o w ur.:!. ~o.:--.ota~te l.u u<=uaci.6r. do evol.uci6n puedo c..:r eo.cr.!, 

(3.4.l.l.) 

e) En 1~ ccuaci6n nn~erior 1na variab1cu t y Q pueden separarse 

de l.OG otrao medinnte l.a oustitu~i6n 

P(e.~.Pi.1i.t) = P1(~.t) Pr(e,Fi.~i) 
/· 

(3.4 .l.2) 

qu.o dn el. !?:if7Ui•"'nte :;-1..1.r du ".'Cunciones 

1 

+W 

laen ~Ch •h >] H(~.~.P1 .Q1 ) Pr(!:,P:L.Q:L) - ~J" 
(3.4.l.3l>) 
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donde r eu u.na conutante de ~epara.ci6n • 

d} .teuo1viondo l.a ocu~ci6n (3.4.l.Ja) se encuentra 1a dependencia 

temporal. 

exp [:1. JA (t +~ l] (3.4.14) 

Compur~ndo eeta dopendencin tempora1 con el. dosarro11o de 1a 

f'unci6n de Wiener en t6rminoa de runcionos propia.e 4e 1n. enorefa 

(expreoi6n 8.1. de [Mayal. 49a] ) se obtiene que 

• ~tG·"•j(h.1!) 
F ( .,,i>, i'-.,Q¡,, t.) c. ~ G.j Q-._ ')" ( •,11,Qa) C. • - - C3.4.l.4b) 

donde 1oa aj son 100 coericcientea de1 deanrro11o do 1~ ~unei6n 

de ando. t:1n cuestión en t6rminoa de 1a.s 1°U.."lciones propia.• 'l'~(q.) 

de 1n ennre!a y 1as funcioneu Pjk(~.q) están derinidno como (ex-

preoi6n 4.1.1. de [Moyo..l. 49n] ) 

F¡.._li',,) = ~-J ~·l, .. ._.,, •urti-r·v) 'f' .. l¡-.t.v)d.v 
lll" 

De ().4.14b) ~~oyu.1 concl.uye que ei P >O para. toda a al. tiem-

po t=O • nntoncce debe oer no neeat::l.va para todo tiempo t >o. 

!lu '"de:nostra.ci6n•• ea incorrecta debido a tres errores 1 

l..- El. pri:nero y más era.ve l.o comete en e1 puao b) donde =·•o:¡n.l. 

eccribe l.o. ecuación de evol.uci6n (3.4.2) en el. oistema transi'O.!::, 

ma.do (~,a.Pi,Qi) • l.o cua1 equi.val.e a auponer que 1a trr~~~or:r._a 

c:L6n de Wey1 ea covarinnto respecto n l.a.:s transt"ormn.::::S.ones can~ 

nicns del. eapac:S.o do rases. Euta prop~edA.d no se oa.ti~race como 

.;-·-----·r------
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vol.uci6n (3.4.2) 061.0 es v.~lidu. términos de coo.:·deru..dns cart~ 

si.o.na.a (cur1.osnmer.te ~::oyal. l.o ha.ce notar en l.u aecc:L6n 6 • pá:;i

na 105 • de su. c.rt!cu1o [~':oyo.l. 49a.] ) • Uno puede convencerse r4-

cil..:it!nte de eoto co:isidcrnndo u:i. ejoC'\pl.o ; el. r:u1a ne.:1.cil.l.o f'lUO 

oe ocurre es el. de u.~ cocil.ador bidimenoionn.l. tratado primera. -

mer.te en coordenada.a car"te3.in."'la.J y 1.ueco en coordenr-t.d.a.a po1a.re3. 

2.- A\ln. cua.~do 1o. tran:::Ji"ormaci6n de "Ney1 i"uorn covario.nte e1 a.r

eu-~ento de Y.oy~1 3oria incorrecto dcbiúo o. que e1 pnao ~) conti~ 

ne ot~o error. =n cs~e ~~so oe concidora u w co=o una consto..nte 

i~dependionte de 1an coo~d~n~J~~ y momentos , y euto no ea cier-

to en eencra.1 • D~nde 1.ue.::·o que •co una. conat::1nte do movimiento, 

pero esto no si:-:i,i1.icn. riuP. ecu u...1n. const .. tnte en rel.a.ci6n a 1.nn 

otra:::J varinbles d~l. si~te~n : por ~jompl.o , en oi probl.cmn de K~ 

p1or , cuyo 'í .• onil.toniano •:n v~i.ri:J.bl.ea de ~euio-o.cci6n 

(3.4.l.5) 

wi.-
O H(J1.J?.,J3) 

que ao~ runc~on~o de 1.ao vnri~b1oa do acción. Por 1o tanto , en 

- '---· --·-·------
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ci6n (J.4.2). ~onerurd dnrivn.da.o no nu..l.as de w -- a H/ C) e y d.!, 

chas derivada.o eotán nuoentea en (3.4.11.). 

Uol.n.-nC...nte para oi:.1tcmna :Lineal.ea W será lU1B. constnnte in.4.!!. 

pendiente de l.ns vnriabl.eo del. sistema ; en ese caoo l.a ecua.c:Ldn 

de ovol.ución de l.c. !"unción de Wignor ro<luce f'ormal.mente· .u. 1.a 

ecuac16n de Liouvil.1.e • que preserva el. car4cter no neentiYO. 

3.- El. tercer error Be e~cuontra. en el. pnoo d). En eCecto • para 

quo 1.a conc1uui6n nhi obtenida sea vá1ida es nececario quo 

(3.4.l.7) 

varíe en 21'C' cu.o.ndo Q. rocoi-re ¿:nma. de val.orea y liiato no 1o es, 

rnnti:a. de nin.cuno mn.nern el. que Q sea una coordenada. c~c1ica 

aa~ como tampoco ei que una vuriab:Le de d.neu,J..o. 

Co~cl.ui~o:::J cntoncos quo queda nbierto. 1.a pree;u~ta nce~ca de 

ai 1.a evo1uci6n • d~Uo. por (3.4.2), conserva o no ol. cardcter no 

neen.tivo de 1n f"unl'.!i6n de Wiencr. En 1a. sección aigu.iunto da.moa 

reupueata necativa pnra e1 caso
0

de e3tadoo pura~ y contcnta

parcinl.cmente en e1 co.uo eenora.l.. 

3.5 La evo1uc16n tnm,.,orn1 dP 1a f"unci.6n do ·:acner para un cnt~-

do puro. 

Demostraremos ahora que sol.amente 1oa aiato~QO 1inea1oo tio-

nen 1.a propiedad. do que ai n1 ~iempo·inicial. (que to~nmoa como 
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ti.va • entonce~ dich'"'° 1'u.r.ci.Sn ncrd no ne!::iti.vu pnra. todo tiempo 

l~oto y =iaverie 82b] • Do~ido n 1n pror.iodad d de 1~ eocci6n 

3.3 (p~~na 3.5) , podemoo enunciur eatu proponici6n de 1~ man.!!. 

ro. equivn.ie:ite ~ir=u!e~te : >i tenemo.i un eiate:ua. no 1inea.1 cuyn 

runci6n de o~da. a1 tie~po t-0 ontd dc.du como 

donde /A. u.na matriz co"'!lp1*!jn. ta1 quo 1Re .tll.\ ~O • -b u...,, vec-

~or comp1ejo arbi"t.rario y e u..-,,a conatnnte de nor:na1izuci6n¡ en

tonceo pa:--a 'to.lo tic::i¡::o t >O (con 1a. pouib1o excopci6n do un co!l 

ju..-\ to diacreto de tio·:-:.ron) 1c. f'unci6n de 'tlien~r to:nard vn.1orea 

r..eL:ativoa. 

Fa.r-.... de1:::ost!"'nr e3't.o re::o:r.lnmos: 'lUO po.ra. que 1o. .f"u..-:i.ci6n de 

íli.cne:- seo. no n.ec:at.ivo. o. todo ti.e::i~o t > O , 1n :1"unci6n üo onda. 

debo ser de 1..o. i"or::ia 

't' (¡¡,t) • exp t- .:¡, [<it.A.(t)q + 2b(t).q + c(tl] 1 (3.5.2) 

//:l.., (t) • b(t) y c(t) f'u..1.cionea eornp1ejaa del. t::Ler.ipo y \Re 

/A.(t}\> a para. todo t> o. 

C\1h.::i6n d.e ~chrlSdi.r~er • con. 1a. cond1.ci6n ::Ln1.e::Lal. (3.5.1), ti.ene 

l.n ~o~ (3.5.2). Faro. e11o oustitui~oo (3.5.2) en 1a ocuaci6n 
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de :;uhrlhlin~er con un pot.enciu1 V(Ti) do3conocido y encontramou 

(oo uti1i=n 1a convenci6n de Einstein para 1a suma) 

con condicioneo in:1.cia1ea 

/A.(O) •A b(O) • b c(O) - e 

Como 1as potencias de 1ao (q)1 •a 1ineal.t:lente independie.z! 

tea eatn ocunci6n puede ner oatiufecha a todo tiempo si.Y a61o 

oi. V(Ci) ... al.. ij('q)i. (ii) j + ~ ~ (q)i. + ~ : ea dec:Lr • si. e1 aiu

tema ca 1inen1 ta1 y como queríamos demostrar. 

Este reou1tndo puedo considero.rae como 1a eener.s.1izaci6n de 

unn. prop:Lednd domostrada mediante m&todou muy dif'erentos por Gu~ 

cherdet (ver e1 1ema 2.1 , oecci6n 2.2 de [Guich~rd•~ 72]) para. 

estados coherenteo. La genora1izaci6n 1oer-~da o.qu1 consiste on 

qua 1a dioperoi6n de 1a ~unci6n de onda Gnusaiana pueda depender 

de1 tientpo , miont.ro.o que en e1 trabo.jo de ~uicho.rdet dichu. di.:J

per~i6n ea unn eonotante (parn. detn11es v~r [~oto 7 Cl.averie • 

3.6 I.a. funci6n de ~reen de 1~ ecu~ci6~ de evo1uci6~. 

No~eQos primer.:unente que 1a :1"unci6n de Creen de 1a ecuaei6n 
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(3.4.2)(o de au P.-=1Ui~r1.lt.m.t.e (3.-1.5) co:i. l.oa 

n.., es ~i:-n el. ~::.::leo ;.:(¡=.::}f'
0

.":"i
0
;t) de 1a ~cut~·~i~n intc.::r:4l. (3 •. 1 

3). De~ostr-c.r9~oa que K(~.q\~0 ,q0 ;t) no es en eeneral. una verda

dera diatribucidn de p~obabil.idad ; es decir , que puede tomar 

v:..l.orefl r.c~tivo3 "":ia er. concreto montro.re:noa qu.e pa.ru todo 

o!.stc::::lZ.I. no 1inea1 y ~od"> tie::l!"O t> O • K(P.'éiJll0 ;q0 ¡t) tomo. vul.o

rus negativ~s. ~ectu~re~os dicho demootracidn por rcducci6n a1 

absurdo , o sea qut ~~pon~re~os quo el. ndc1eo K 03 una verdad~r~ 

d!.~tri.buci6~. de probaO:!..:!.iU.ad y 11.ecaremon a. contru.Uicci.6n J 

eot'• contr.c.di..::ci6n aer._t ob:.enidt;,, \:.'til.i:!Undo U.."'1 t.euremn der.ivudo 

por Pa.·,,'Ul.o... (u5 , ci7a y ti7b] pa.rn un proceao eatocd.atico eenernl.; 

pttunmos por 't:l:ito n cstudinr el. p1nntonmicnto de pnwuin. 

p,-.,_..'1.:.1.u [U5 , ó7A ;, 07b] h:i. derivado ocuacionec genora.1izada..o 

de Fokk11tr-I'.1ctr.c:-:: p:J.::"'a 1a don:.;id.t.i.d de probabi1ídad cor..diciontt.1 de 

proceso eatoc~=tico ~rbitr~rio y ha Qn~ontrndo 1ns condicio-

que so de'::>o:'l C'l.O:.lp1:ir pn~n que dicha.o ocuncíonoo.1 acnn dn or

üan f"i:-itoa co::.sider.i U.."l proco:::so ontoc~otico Y:(t} de P.~ di;!lenoi.2, 

nou y 11!l.l:la p(~.t\Y,T) n JU der.31dud de probabi1idnd • condicio-

n.u.du por u..~ conju~to u~bitrurio (Y,T) de k vn1oroa Y con cuu k 

tiu=pos de oc~rrencio donotudoo por T decir , Y oignifíca 

.l YCtl.) •• •• •Y( tlc) l y T uut.:1 dado como {ti••.• .tk) • A cont.inu.=!, 

cidn :Du.eutra qt40;t .;;.1 t *1- ": 1a. !"u.."'lci6n de den.:Jidnd do probo.bi.l.idnd 

de t~icidn satiofnce l.n Jie;u.iento ~cuncidn goneral.~:ada de 

N9 BEIE 
Bí8lf~Pl.o.nck 
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r * !:!.L' '.&....)"" 1 L ·~ W'l¡L ,.-l... . 

donde y 1 es 1a i-eaimu componente del. vector~ 7 

" 
A ......... ,~ ... -= 4.Qt.•_:: ~t e[!t {'iS¡_lT1'At;J-'4<.tt1)~ J.:j.,t.; Y.,T] 

(3.6.1) 

(3.6.2) 

oon 100 momentos condicional.ea derivado~ • El. 11m1te en.(3.6.2) 

puede lier tomado por l.a derecha o por 1a ~zqu1erda, dando en un. 

c~so un coericicnte A+ y en e1 otrO uno A-. para u.~ proceso de 

P.~arkov nl. to:nar e1 1!mite por l.a. derocha obtene:noe l.a ecu.aoidn 

de ~okkor-P1nnck (o ecuación hacia. ado1a.nte) y ai tomnrl.o por 

1a izquierda obtcnemoa l.a ecuaci6n de Pok~er-P1an~k del. proceoo 

invertido en e1 tio:npo e ver el. co.p:!tu1o 13 de [~el.:.son 66b] ) 

convione iunistir en que al. toma.r el. 11'.rnite por 1a ::lzquierda. 

obtiene 1a ocunc::ldn de Kol.moeorov (o ecuacidn hacia at.rt'ie) • 

.ya que cntn tiene l.os miamos cooricientes que 1a ocuaci6n de 

Pokker-Pl.anck (sal.vo ol. aic;no dul. coeficiente de nrrustro).pe-

ro ae cncuentrnn unteo do l.ns derivacionoD (ver por ejemp1o •1 

cap:!tul.o 2 de (Arno1d 74] ). En 1o sucenivo conuideraremoa dni

cru:ionte 1oa coer~ciontea A+ y omitiromoo el. auper!nd~ce +• 

1 

_¡ 



1cc 1.;.i. e..!u:..&.::-i.6:1 (3.u.17 co dll or.J.cn 1"inito en lnn vari•.:bl.iuo yi. ; 

antea da enun;:ic.rl.o c!~f~n:1.:noo 1oa momontoo derivu.doa unidi::aenui,a 

nnl.as 

donde t E T ti.le. T y Y ti.] e Y. Ea f'&cil. ver que 

u<"->. [ 
n:1. E Aº•º•••••n.i•º•••••º'Yi•t;.Ytil• "'c:1.3 1 (3.6.4) 

donde E [. • \.Yi..t; Y (i.l • T 111 ] ea ol. va.l.or medio reopooto a. l.l.ls 

variabl.e~ Yj (j~i) y rcupecto a todas l.aa vuri3b1es Y(ti) del. 

co:ijur.:to Y • exco?pt•...;:..i.r . .!o uquel.1a~ qu.e pertcnecon ul. oubconj~'"l.to 

Y (il .. Pod ... ~oa cnu.."1.~ihr .n.ho:-a. el. 

Teore:na. de Paw't.tl.a.- Gi cnda uno do l.oe momentos dorivo.doa !!. 

Cinito y uc anu1a parn nl.e;ún ni par • en 

A~·····~ - O (con probnbil.idad l.) 

pnru todo co:-:.ju~to {n1 ~ tal. quo ~ n
1 
~ ). 

E.stc teorc::ia noo dice quu l.n ecuaci6ri t:<'.?ncro.l.i::adu. de llok-

kor-ric.nck es de orden deo o de ordon inCinito • U:ia ecuación 

4e1 tipo (3.0.1) do orden rinito Qayor que 2 tendrá al.empro u-

82 

1.e J)robl.eina [ '.tiokcn y Vo11mer 79] ) • 

E1 teorema de Pawu1n fuá enunciado aqu{ para 1oa momentoo dS 

riva.dos 1 sin embargo • un breve an41isio de su demou~raci6n (1~ 

ma 1 du l.n liecci6n XII de [PawuJ.n 67a] ) permite ver que tn~ 

vál.ido pnrn momentos ordinarios. 

Ouponc;a.moa nhoru ~uG e1 núcl.eo K de 1a ecuaci6n (3.4.3) ea !!. 

densidad de probabil.idad (o cea que aatin~ace l.as condicionoa· 

de una denoidud do probnbil.ida.d). Con esta hip6tosiu l.a ecuaci6~ 

de r.~oyo.1 (J.4.5) ea U.."l caso particu.J.ar de 1a. ecuac:L6n. de Pa.wul.a 

y podemos ap1icar el. teorema a unnndo (3.4.9a) un (3.6:4) se ob-

tiene trivit1-l.rnonte 

(3.6.6) 

es decir • todoa l.oo momentos dorivadoo unidimenaiona1es pareo 

son nu.1.oa. De (3.4.9b) y (3.6.4) oe ve tbmbi'n que 1oa mo~•ntoo 

derivados unidimonuionn.l.ea impares no son • en g•neral. • nul.on • 

y pode~os auponer que para todo nietema físico real. aon todos C!. 

nitos. 

Como 1ns condicionea de1 teorema de Pu~-ul.a se antiuC~cen COll, 
~ 

c1uimoa do (3.ó.5) qu~ Ol e,,>. e').. )(i5.tf.) ""' o si *' (,. i. y 1) ~ 

3. Exnminu.ndo U.."Ul vez más 1as ecuaciones (3.4.9) vomo3 que eoto 

es cierto i1nieam&nte pura síntomas 1ine&l.ea • Au~ tene=os una 



cerca do K cea !'a.1t::u. , o en o"trnc pa1u'cras • que K no sea 

diatri.bucí6n e.e riro=:ta.bi.1idn.d .. Ton.,,.:no3 doa a1ternnti.vas : 

n) t><P."11 f>
0

.':'1.
0
;t) =:.o n":f r.01-:~~l.i.~c.ble. 

b) K(~.~¡~0 .q0 ;t) t~~a valoro~ r.eL"Sti.voe. 

L9. prir.:!.er~ ~·1ter:;.i,,,ti.va debo aor rechazado. porque imp1ica. que 

nl..~"'U..'"'103 U.e 1oa ~o=.cn"t••S derivados O( e V). (),.) CP•&> uería.n :1.nf'i-

nitos y ra~~onc.01e :::::u!'oner que eate no e.3 ""1 ca..oo para uilite -

n;-."1-ci.v~ , o aén , '1Ut' K <;;oT.a va1orea net_;-ati.vou. 

E.:3 p~rtinente hacer v·,riric J.C1LLrac1.oneo [~;oto Y C10.Verie 82b] 

1..- ~trictn;:i.f'.!r.to hab1.~~do 1a. conc1u!:.i6n obtenidn ca vál i.dn '1ni-

rro;-iedad de 1o:::; :!l.O!:.o:".to.:; dr.rivndo!l q.uo eot.in de:f"i.nidos cuando 

t -.o • 

~.- El. r~uu1thdc ea v~ii~o ta~to pnra. eotadoo pu.roa como purn 

3.- l::l. q~e K tome valoree necutivoa no r.os ponnito concluir que 

10. .r.·u.;-.ci6n de ·-.·1 g:J.Pr 1o ha.en ta::-.bí 6n • En ef"e..: to , ui. exu.mina:noa 

l.~ e~uac~6~ (J.~.3) v~moa qu~ en o1 cá1cu1o de P(p,q,t)a ~artir 

tunr 1a inte~nc~6n o~ vnn a obtener vu1oros noc-~tivos. 

- --L·~------~----~r 
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4.- lluoido a 11uo 1n ecuucicSn (3.4.5) t!atd eocri.ta pn.ra. 1a !'u.'"'1-

cicSn Ue ·.vi.:::ner podría. poncarue que :ia conc1uai6n quet ::IU.CU.QOD roa 

pecto a1 ndc1eo K ea v~11dn también para e11a. Eato no es ci.8rto 

ya que 0610 ea conocen 1oa momento& de 1a aeudo-4i.a~ri.buoi.6ri x· 

(ver l.a ecunc:i6n (3.4.6)) y no hn uido posib1e ca.1cu1ar a pa.rtir 

de el.l.oa 100 de 1a runcicSn ~. 

3.7 Lli funci6n modif'icndn de Wir;ner. 

~ 1nu seccionoa anteriores hemos demostrado que 1a :f'\1noi6n 

de Wie;ner no puede oer conai.derada oomo ~a di.attr::Lbucidn de pro-

babi1idnd ya que tomn vn107es neeativoa; 01.n embo.reo • ea uti1i.

zada con 6x1.to en vnrioo campos de l.a C{aica jue:ando el. pape1 d9 

una. verdadero. dietribuci6n de probabi.l.idad¡ 1a jueti!'icaa:16n rf.-

:;iica de ento. util.izuci6n ao basa ~n 1a suposición. de qu.o 1.a :f'un-

ci6n oerá no nee;utiva si se usa de ~anera que no se vio1on l.as 

deaieual.dadoa de lleioenborg • t.'~ori • Oppen.heíra. y Roso L62J con.j~ 
tura.ron que oi l.a '!'u.nci6n de ·:,1.ener ne :1.nte~a sobro roe'ioneu 

del. oGpa.cio de ~naco de1 ordon de 'i'l~n • entonces oe obtendrd una. 

'!'unción no negativa , ea decir • que ui definimos P¿C~.q) como 

•· l J F(p• •<t') d!I' dl!' (3.7-l.) 

i- ~ 

ao tendrá siempre F1 (p.q)•O. E'!'ectuar 1a integra.ci.6n i.ndícadn 

en (3.7.i) es equi.va.1ente a "suav:Lzar" 1a. :f'\anc1.6n de !líenor en 
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.:::c.d:i. puato e!'.,.:tu:l.n.J.o •lU ..:cnvoluci..Sn d<.>n..Jir.l.ad quo ea 

con.:stunte (e i¿:u:..a1 n -!'l.- 2 .:i.)e·, U..."l hiper~ubo de 1udo 'fl centrndo 

e1 pu.ri.to y cero f'uara c!o 61. 

:..icur.cs ~~~oro~ h~.:i. propuooto una ~odif'icnci6n menoo :fuerte 

[C:..artwr..!.cht 76 y ·.;o.~hihu:<u 7? J • En 1u,en.r do tom.a.r 1a convoi.u.-

ci6n con l.a fu.nci6n indice.doro. de1 hirercubo centrado on el pun-

r.uu.:::sinna. "u.dacu~da.'" (m:1a nde-

!!:'!'- e:. 'f.l.a':.to; ba.:o ..::ic1·t..·._:: ~on:.!icionoa o~tn fu.."'1.ci.Gn ~odi:Cicadn. de 

:.i[?'l"..:r (i?'"3: P.::. l.o 11ue cir-uc) tier.e -t.od~s 1o.s propiedndc:J de unn 

d1Gt:ri~uci6n de pr::ibn."oili..:!"'.lii • ::uc..:tro objetivo e:'.I. J.o. preoonte 

uc:.::i..S:i. O.;J; ::o.T.~.ar.'.l.r 1~.j p:-edi.ccio:i.eo de eutu. f'u."lci6n con l.c:s ro-

Deí'!.ni.:r.o.a l.a p;.:·,•; ·;;(p.:i) co:.10 (o~itimoa l.a dependencia. tei:npo-

::-c.1) 

W(p,q) -J J ?(p•,q') G(p'-J>o'í'-q) 4p' 41\" 
IR~ IR~ 

y 6. , $ aon 1os ~:rn.rd:::i.etroa que dcter.ninnn ol. an:::ho do l.n Gau~-

siU..'"l:J. • P:l.rn. u::. E"~toa:;.do par.-> con f"u.nci6n do estd.dO "l1 tenomoa l.a 

. l.. .... -· -·-----·-

8G 

(3."l'.4) 

Lo. i~to~nci6n de l.aa variab1os ~· se efectda !'~ci.1mente 7 ae oJ¡ 

ti.o ne 

Luo propieda.dea de e o ta PMW BO:"l. (pnra. d.otal.l.e:J vor [-:nrt --

wrieht 7G y Yoehihuku 771 ) 

i.- Eat4 nor.n.a1i~ada. en el. eopaci.o de t"a.ees. 

i.i.- E:l el. l.:!mite A..,. O , ~_. O ee reduce 11 1.a. f"unci.6:1. de Wia-

de probabil.id.o.d. 

i.V.- Si. r(p,q) eo unn runci6n urbi.trnria de ~ 7 Q. , y oe derino 

<f"(p,q) > a J J f"(p,q) Yl(p,!l) · 4p 41¡ 

ti{' IR~ 

(3.7.6) 
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onton:ea 

? 

.(, q2> • < ~2>QM + n
2
6.-. 

<P > = <:.~>QM 

< 152 > ""' ~ j.2 >o.,. + !:!./-2 

~ .. 
donde ~ y P son 1os operadorea cudnticoa u..sun1oo do posici6n a 

:lopu.1.so, y 

Do~oatruci6n.- Du~ootraromos únicu~ente (J.7.7b) y {J.7.7b) 

·.-K que 1.aa otrus ex~ro:;l..onea oe domuentran do! 1.a mi.ama :nnnQrn , 

p~:o util.i::nn.c.o l.c. ro;-rcsen-:.nci.Sn de iaipul.~os de 1.o. ocuaci.6n (3. 

7.5). ':one:idcr~mos urrn f'uncidn r(ij) , custituimos (3.7.5) en (J. 

. 7.0) • usarnos quo 

~~ j exp [ _,_ -f-,;. ¡; J dp ª ;; ( i: ) 
ll\n 

7 e!'ectu.u.:nou l.a in te· ru.ci.6n nobre i? pa:-a obtener 

\.JCCi.r t 

<:fCU>:. <S H•l .. ~ 
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,,,_.,, .. 
cE-~ 

e i1P' 6r 
Dnotu nhora tomar r(q) • q y~(~) • lijl 2 

para obtener (3.7.7a) 

y (3.7.7b) reDpP-ctivamcnto • 

v.- En. una dimonoi6n oe tiene 

donde [N/2J denota 1a po.rte entera de N/2. ~ista una vera:ldn •

ruUogo. parn e1 impu1ao P• 

Demostra.oidn.- Partiendo de 1o. vorni6n. en u.na cli.meno:16.l'l de 

1a ecuaci6n (3.7.10) y de que 

oe obtiene inmediatamon~e (3.7.11). 

Lo.• vcrui6n para. ol. impul.ao p ae demuestra. u.~i.l.i.znndo 1a. roprooen 

taci6n en ~1 enpaci.o do impul.soa 4e 1as ocuaci.ones (3.7.5) 7 (3~ 

7.10). 

Annl.i~are~oo D.horo. l.aa predicciones de l.a PJll\V para •1 osci.1~ 

dor urm6nico • pnra. e1 osci1ador ana.rm.6n:ico y para. el. ~tomo da 

hi.dr6eeno (noto.y C1nvorie 81]. 

~-- El ooci1ador ar::adnico. 



[.;oto :; ~l.uve:-ie 81] ) • I.:-i. :t"u.."'lGi6n du '.'i:.!..¿:;ner el3 conocidu para 

10:1 estados prDpioo del. :ta.mi1~oniano [:1;.\rt1ett y Moyu.1 49] y 1a 

Pr.W puede aer cn1cu1nda pura enoo mi~moe estados. La Cu.."'lcidn de 

ñ"ie:-ier .P(!{)(p.q) del. ·;-u:1i. ..• o e:itado propio es 

(3.7.13) 

donde H ~= el. :a."tl.:!.lt~:-:.iu~o y L::Cx) son 1.o..; po11nomio::J do I.n.euor

re. ~ustítu~endo 1a ~x~ro316n ~xpl.~cita do 100 pol.inomioa de Lu

euerre y del. Humil.tor.inno en (3.7.13} , usando el. deonrro11o del 

bino:nio de :iewton parn eX;"rcsar lno potencia.o de H • austi.tuyen-

do lo q,ue resu1tn en (3.7.2) y oJ:ec:tu:~ndo 1a. inte¿.rnci6n reapoc-

to a. :l:..s vuric..bleu fl• y q• er..contr-a.:io!J 

donde 

A2 
s S 2 

+ 111 euof\ (3.7.J.5a) 

.. L _____ _ 
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c." .~ ..... 
N! 1oe coefi.oientea bi.norai.•1ea • Uaando (N-m)! m! 

podemoa • a1 monos principio , ca1clA1.ar e1 v111.1or e3-

pcrudo de cual.quier ru.ncidn de p y q : 3Ín embareo , como eatG-

interesados principal.mente en 1a energ{a (para oo~pa1"9r con 

100 reau.l..tadoo experimental.es) 1a• ecuacion•a (3.7.7) nos baa'a,n 

Oe tiene 

7 de (3.7.7b) 7 (3.7.7d) 

<E > .. < S >.¡¡ .. + :; + ro ~2 A 2 

Aa~ que 1n di.forencia entre 1a ~nerg!a predi.cha por 1a CU-~ -

ci6n de Wiener y 1n predi.cha por 1a PJ.r,V ea una constc.nt•• En tun 

to quu nuestro inter'o está contrndo en 1aa propiedades de tra.n-

oici6n eo aatia~actorio recobrar 1oa vn1orea correctos pnro. 1ua 

dit·ereno:Laa entre 100 nive1ea de enere:!a. !lin oc::abo.reo • existen 

un cierto nWtiero de predi.ccionoa que involucrun a 1a enera!u do1 

punto cero de1 oscilador • y de3de 1ueeo • eota toorfa 1us pre-

dicir{a de manera. incorrecto. 

Es posible oa1cu.l.ar tambi6n ia dioperai6n en 1a ener~!a • PS 
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ro el. c-11..:u1o ·~-' •. 1•.''."\ 

XX.- El. oscil.ndor nr.~r=ónico. 

Con.siderr~:no~ o.!,ora. U..."1 oaci'lndor ano.rmónico potencia1 pe.e 

tu:b~:!or V('l) = o<. q.3 (ver l.a. oeoci6n .:;. de [~:oto y Cl.a.v~ri~ P.1]) 

La :r:.:w no pu~de cul.oul.~da ex~l.{citamente ; oin embareo • l.a 

enere!a modia pu~de ser Eacilmonte encontrnda uoando l.a expre-

ni6n (3.7.11) : oo tio~o 

< 
2 

1 22 3) <z>= ~ + 2mu.>q +..Cq (3.7.17) 

(3.7.18) 

en~onceu 

Si u.na trnn.aici6n ne 11evn a cabo de un eatudo N a otro r:• 

in di.f°crc:i.cio. entre 1n.:..i er.ere!u.N ectá ..In.do. por 

Por "tanto ,. d.if'iere d•.? l.n prodicci6n cu:1ntica. en J.o. cnntidnd 
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(3.7.21) 

El. va1or esperado cudnti.co de Q puede ser oa1cul.a4o oon 1a ~•o-

r!a de perturbacionea Y ol. reaul..tado a primer orden en -. ea 

(3.7.22) 

3~ntituyendo eota 41.tima ecW'c~6n en (3.7.21) enaontrazao• 

(3.7.23) 

Vemoa que para l.au enere!aa de transic~6n l.aa prellicc~onee 4• 1a 

F'?C-.V di:f"i.eren de 1as cuánt.i.cas. N6teae que l.a primera oorreoci.dn 

(3.7.23) es de orden O( 
2 y no de ordern o( • 

xrx.- EJ. dtomo de h~dróeeno. 

Como en e1 cnoo del. oncil.ador anarm6rüco • l.a PIC'N (•1 ~gua1 

quo in runci6n de Wiener) no puede ser cal.ol&.l.ada exp11o~to..men~e; 

sin embargo • J.a enercía medio. ~nvo1ucra dos in~egracioneo ndi

cionul.es que pe~iton cncontrnr1a (aocci6n 5 de [noto 7 C1a.vorit-t 

ai] ). El. vaior caperndo de l.a energía. ea 

(3.7.24) 

donde m y • son l.a ma.aa y carga de1 el.eotrdn. EL val.or de c:~2> 

ya l.o hemos cnl.cul.ado (oxpreei.dn (3.7.7d)): nos i"al.ta el. va.J..or 

de < 1/:r>. Para encontrar1o suotitui.moa (3.7.5) en (3.7.-6) con 



La in~egra.ci6n sobre p dn 

J exp ( -i p -: ) - h 3 $ e 'fo l (3.7.26) .... 
7 1a inte.:-raci6n oob~e 'f reduce o1 c~1cu.1o da1 v:il.or medio a 

(3.7.27) 

La integ::-:ici6r. aobre r co~pl.icndn y 1n ofoctua:nos en e1 ap6n-

dice A ; e1 resuJ.tudo 

< .!- > = s 'I' .. (r") C.'f l r'/b) 'V(i") J.i" 
r r' 

lit, 

(3.7.28) 

donde eri"(x) en 10. :fU....'1.ci6n error [Abrr .. :z:.owitz y ~aoeun 65] • 

.\uf. tene::nos 

y el vo1or pro:n.Hlio de 1a c.nerr!a 

<:e:> - <:.E> • ._+¡ ~ + a
2 <; erf"o(r/o,)~M (3.7.30) 

4on4• erf"c(x) ea ia· .func~dn error oomp1 ... ntari.a 

erre(~) - 1 - arr(x) (3.7.31) 

Eatudiaremoa ahornen deta.l.1• •1 euta4o "ba••• La. 1'\anci.6n de· 

ondB de1 estado base ea 

el. radio de Bohr. La S.nt•l:Z"G.ci6n en. (J.7. 

28) puede a~ectuarae (ver ap6ndice B) y nos da. 

(3.7.33) 

que ouutituida en (3.7.30) 11eva a 

~ ~A + ~ * (3.7.34a.) 

Pnra simp1iCicar eacribimoo eota exprea16n en unidades a~6mieaa 
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y S , con. 1u :- .. ~ntri.cci6:l AS~ J. (l}"..1.0 car.:1n.ti;m, que 1a ?:.-.;•/ eu 

.e.o ne,cativ-A). Co:no 6. y$ aon positi.voa • eu c1nro _que (3.7.34b) 

aer4 :ra:lr...imo para A$ .... 1 y podcmo.o: escribir 1a f'u_"lcidn 4'-
0 

f°U..<>'l::i6n de A ~ol.t~.~ente : 

Z1 :omportamiento de esta función es e1 sicuiente 

a.. - Para. 6. -w O • E 
0 

( ~ ) --V DO yu. que erf'c ( A ) --P :L. cuando A --P O • 

b.- Para. 6. _. ~ • tcr..e:r.os o1 de:Jn.rro11o asint6tico [Abramowi.tz 7 

:a,.,;un G5] 

•rtc (6.) :>: -~ A.L <Z.-6. .. [•.,. f_ E:-•J- (zM-•)!! +- O'(A"'.')] (3.7.36) 
,. u- 1n-:t (2. A•)-

donde (2~-1)!!-1•3•5•7 ••• (2m-1)1 uuotituyendo en (3.7.35) t~na-

cuu.ndQ A _.-'O • 

+~ ... 
. 
&-

~ --· 

9G 

c.- Lon v:il.oreu de t!:
0

( A) pueden ::er cn.1cu.1u.do:i numGr:l.cu.mente 

(Tnbl.n X) y 1u 1!nea continua de 1a ~ii:::ura 1 ea 1a grd.rica cu~-

1itativa. que tiene un :nfn.i.rao en ¿iain~2.14 con an Ya1.or •
0 

( A mi.n) Z 0.72 u.a. (uni.dadee o.tdmica.e). 

Tabl.a. I 

Los val.orea de ~. (&), é,.<6.) y ""'Ca.) 
• ..i:.u ···'·º .... u .... u •1.C41 .. 7'.00'a 7'.001 U.000 J.• o.m 8.IJI o.1oa 

o.:: UU'IU ... ,, .. ... 7'° .. 0.7.0 0.1,., 0.107 
G.J 11 •• •.:? '-"1 a.:u:1 ::: .. ,., 0.1,, O.la> ... ..710 •. , ... ..... ··- ..... •.101 ... J.12• >.a., ..... ... O.NU 0.1'6 0.1 .. ... 2.:!:•7 2.lflJ ..... ... .... , 0.1 • 0.1 .. 

ª·' 1.7>0 ..... l.SJI ... o.au 0.1::. 0.111 ... 1- 1.19' 1.IU ... 0 .. 1) 0.127 0.11• ..• 1.191 o .• , • o.•1• ... O.U) 0,IH •• 117 ... l.IM9 0.7fl• U.7'1 ... ..... O.IU: G.121 ... 0.9-$9 n ... :<6 0 .... 11 .. .... o.u• 0.12' 
1.2 O.tila º~"º o.,:u , .. • O.H7 O.IJT .. ,,. 
l.J 0.11:• o .•• , º""'' '·' O.M, a.a.si O.I)< 
l .. 0.791 o .• : .. 0.)119 ..• o.•7l 0.1 .. o.u• ... 0.7f4 0.)79 0.)41 ... . .., . 0.1<11 O.ICJ 
l.• 0.7•• ..... 0.101 ..• O.HS ª·"ª 0.1'7 
l.T 0.7H 0.]U'll 0.171 ... .... 0.1'5 O.UI ... 117:!7 n.:uc:z 0.1'4 10• o .... o.u• 0.15' ... 0.722 0.2'10 o.zu 10-' ··- ..... . . ., . ... 0.71• o.:-u n.:mc u.o 0.-· 0.1 .. • .•• 1 
2.2 0.717 u.:11: 0.17!1 .... ··- 0.167 O.IM ,.. 0.'7:1 0.1•.u 0.1!1~ 12.0 0.912 0.16• 0.167 ... 0.7:'4 0.17] (1.140 .... .. .,. O.ITO ..,,, ... 0.7]] 0.161 o.n• 16.0 0.9]] O.llft o.tu 
J.U 0.7•1 0.151 0.111 l ... .__ e.Ir.: 0.1•1 

!:! 0.7•9 0.1 .. \J.llS ta.o 

.. _ 
0.197 

._.,, 
0.7S7 U,I,_ 0.112 1 ..... ..... ... 0.'7 .. Q.IM Q.109 

De l.a. grd.f'ica. de • 
0

( A) y de 1a ecuaci.dn (3.7.34'b} es a"Vi.

dente q~e el. mejor va1or de 1a anera!a (ea dec~r • e1 nula cer-



~lkl -~ ----.-
....................................... _...., _____ .~r--

o 1 :;: 3 "' 5 

Fi¿:. 1. Lus I'u..'""l~io:ioo E 0 ( .O.) (l.:!neu con~ir.uo.) • E.Z0 ( A.) 

(l.:!noa. pu..-.¡tt:ind.r.i.) y é
21

(A) (l.:!noa a. ra.yae). 

ae encuentra. que 

(3.7.40b) 

c¡ue debe de cer iuterp!'"etado como u.n áto:::io Q.e hidr6eeno ionizado .. 

!:3 el.a.ro quo ia.o !'.l:Oediccion°"'s de l.a. P~r..'/ dif'ieren radical.man te de 

l.ns de 1A teor~n cu~n~ica. 

;=stud~e~oG chora el. cn~o m~~ general. de eatadou exc1tadoa n~ 

.!. ·-
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u .. 1,.;1tlo •.!..Ccit..n.do !l un. (3.7.28) y 1o quo ro~ul.ta.· en (J.7.24); eote 

co."tlcul.o e~ directo pero muy 1a.rc;:o y por oso aei'íal.a.rnoa '1nicn::a:1nte 

l.ou pusos principal.es s i) La. expreei6n expl.1cita de l.aa :Cunaio

propias excitadas \¡.o'N(i=) se 1:1ua1;it"l3• en (3.7.28). i.1) 3• .& 

f'ectúa 1a inteer-~oi6n a.ngul.ar. iii) ~e escriben 1os pol.ino~ioa 

de Lae;uerre util.i~ando l.a f6rmu1a d• Rodri~••• ÍY) ne ·~•Ot4a 

1a inteeraci6n reupecto ."" 1a varinbl.• r y v) Se evo.J.4~n 1aa der~ 

vndus que aparecen en l.a f6rmu1a de aodrie;uea. E:Rtoncoo oe obtis 

(.3.7.41.) 

donde 

(.3.7.42&) 
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a:l.endo Hm(x) l.oa pol.1.:'lo::ii.os de Hormite. 

Bn.ota examinar con un poco de cuidado (3.7.41) para. darae 

cue:-itn c¡ue ta':l.bi.';n t!!'l oat;e cn.,..o 1aa predicciones de l.a. Plf.71 vnn 

a di~erir do 1a~ de l~ mec~nica cuánt:l.ca. En efecto • vemo~ qua 

dicha expreaión depende del. n~~ero cu~ntico N y tnmbi'n del. nd-

mo~ l. • mie~t:-0.3 ~~e ~n l.a. teor~n cudntica l.a enereia ea indo-

pendiente de l. • :i:""! t>::ibarco • estudia.remos m.1a en detal.l.e l.os 

eatadou correspondie!ltes n r.:=2 ; os decir • l.oe estndo..:t con N• 

Parn ~1 ~ntado s encontra!"!'ld'J • deapu/;a de uustituir t:os>2 y 1• 

O on (3.7.41) J ~1 raeu1tndo en (3.7.30) 

<.:>.0 - <. e>,,0~ 4 -"' 5 éu (A,'S) = ~ •~Si.._ - .. (r (AT ~A--•tA') 

'JT de ].o. mis:r.n cRnera tte tiene r:aru. el. .,studo p 

Sicui~nJ.o el. :uis:no c..rau flento .,ue para el. e atado ha.se pnr ... ce 

ev~dente ~ua el. ~ejor n~u~rd~ con 1.a ~ocánicn cuAnt:ica ocurrirá 
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p¡trn AS •l. ; toinarnoa entonces $e A-• en é 
20 

y f!! 
21 

~ nu.~(ricnmente cn1cu1nmoo aicu.~oe do auu va1orea (Tnb1a %) • 

Las er4.f'i.cae cun1:l:ta.t;1.vaa aon 1& l..Íft•• p\ll'lt;eada 7 1• 1fn.ea • ra 
yaa de ia 1"1eura 1. 

Exa.minando l.ne trnnaicionea ..-ntre l..o!!i nive1ea l..a • 2a :r 2p 

flUrcen dos poaibi11dndes : 

«) P&ra todoa 1oe aist;omae ae ut;i1iza 1& mi.arna l'lauaaiana. (eiem

pre el. mismo A ) • 

e ) Una. Cauuaia.na. di.atinta. ea uti.l.izada para cada estado del. &i.5!, 

tema. 

Examinemos on deta1l.e nm\>8.a opciones t 

O( ) La mioma G~uaeia~a se util.iza para. todoo 1os estados. De 1n9 

erd:C::Lcnu de E o• E 20 7 E 21 vemoo que en osenc.ia hay .treo 

eoa dit4tin.toe : 

oti) :a. Ac:.c l. " tenemos aproxir.JCldo.mente S
0

( A)A:::E
20

(A) a:J 

E- 21 ( 6.) y l.a. FMW predice l.os vnl.oree correctos para. 1a. dif'e

rencia entra nivel.ea; sin embnrgo " l.oe val.ores de 1a onoreia 

uon comp1etnmcnte erroneoo. por ejompl.o • si tome.moa A= 0,.1 l.n 

dii"erencia. entre l.tas f'uncionee ~ Nl. ( ~). es· del. orden de l.0-3u. 

n. • :nientrna que <E>0 ~ 74.51 u.a. y .(E>20 z ~E>21 Z 74~ee u. 

a. 

«. i..:1) ::a 1 :! 6 ~ 10 • tenemos e 0 (6) ':- E. 20(A.) 1:; 0.7 u. •· 

Y tS 20 ( A) - E 21 (A ) Z io-
2
u..a.; entonces .(E>20 -. <E>o 
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<.B>20 • ::::-.: - .(':.:)0 • -::.~ + G 20 C .O.) - G 0 ( A)~ -o.J2:n.1..u. •• eJ .tccir. 

que l.e. }'rir::.erc... l.Ínea. dH e-1i:..1i6n de l.a seri.o de Lymnn t10 !'redice 

como una l.!nea de nbaorci6n. 

C.i.1.::1.) ~i. A'>> 10 • t~n ... moa de (3.7.38) • E 0 CA):::: 1 a orden 

A -3 :r de dee:a?"'ro11o.-J ~i~:iil.n.rea T'~ru 6
20

( A) Y G-
21 

{A) 

contMUioa quo E 20 ( A ) -- é 21 (A) ~ 0.25 to..m'bién a orden A - 3 

o.s1: 

,, 

con l.o e:ua.1 tenc::tou nu*l!va:nente inver3i6n Ue nivel.~~ y contr~ 

dicción co~ 1a ~ccd~ica ~u~nticn. 

oe nouavi.zuu 1n :f'u.-ic:i6n de 

1n ;nio:::a pura. t.odos l.os eutudo.:1. En cote cu.uo eo 

c1nro que e1 L"'lejor vn.l.or de ~ parn. cada eatado es el. m!nimo do 

uu i"uncid.n tE. ( ..6.) correopondiente ; en pnrt1cu1ar para l.oa 

~ndoa is • 2u ~ 2p ~o t.ien~ : 

~ i.) ~1;a.do l.s (cst. •. do base). !:::l. ~nt.a co.oo ya ou.bemos (ocunc::L6n 

(.3.7.40)) que l.ü. encrr;!a eotd daün 
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e ii.).i:.:ut:..odo 2u. 1::1. mínimo do E 20< A) ea A min<Q;r. 4.7J 1.UO co

rroaponde a. é 20 ( A min) Z +0.13 u.a. ; a.a'! • de l.a. ecun.ci6n (3. 

7 .43) Jr del. hecho que < E>20 • QM • -0.125 u.a.• •ncont;raao• 

1.11) Eotado 2p. Tenemos A m.1.n t:: 4.12 7 E 21 CA,mj,n) =+O.U 

u.n.; por tanto • 

Ap~ndice A 

Procedemos a l.a. intocra.cidn respecto a l.a vari~b1• r on 1a 

ecua.c:i.6n (3.7.27)¡ danotundo di.ch.O. ~nteg:ra.1 por% • ~•ne.moa 

J C'X.f' (- li"'-?-l'/A.•] ,.. 
El. cnmb~o de vnrinbl.ea 

1?1 ... n::·•-rt 
li"I 

IPI- 'P'-?I 
1r•1 

(3.A.1) 

(J.A.2b) 

(3.A.2c) 



,· 
! 
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donde Cx.y.z) ~on 10.a coorJ~nadaa ..:art.eoi:.i.nn.u de r • dá 

- 1 Z1r 

:r. & ~· J .b. Ja,. J ""' (1•-.. •") 2 .... ,[-r•~, .. -,.,., ..... 1 
,. • _, º r 

(3oAe3) 

que o.1 i.:1:tet;rLa.r oobre ~ quodn 

""1 ~ ~ r•' J~ ... j 6.r (-;1.-,.) ur [- ;~: (::o.-J-)ª1 (3.A.4) 
1 _, 

Haciendo u.~ ~uovo c~~bio de varinb1cn. 

(3.A.5) 

obtP.ne:::i.oa 

e., 
r = ~ r•"-J llt J .l.ot. "' "-""f [- .:;:: .... J (3.A.6) 

,_ e-1 

que puedo inte,:r:--a:io pura dn.r 

I (J.A.7) 

~ eete ap6nd~ce ca1~u1a.:noo e1 vn1or esperado do 1/r en •1 

estado baoe de1 dtorno do hidr5~eno • ~ustituyondo (3.7.32} on 

.. ,! ·------ -·------
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(3eBo1) 

~ coordanadn~ eer,ric~a 1as intocra.1ea con reopecto a a 7tf son 

reaue1tno r4oi1mento 7 se encuentra 

(3.B.2) 

que oe puedo intecrar por partee dando 

< ~ >. (3~B.3) 

que con ia au~tituci6n 

(3.s.4) 

noa da 1a ecu~oi6n 

· (3.B.5). 

que ea 1o que bu.ac4bamoa. 
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.:":n.tro 1nu tcor.!:"...:: riropu<?..;t.n.o coi:i.o n1tl:r:lO.ti·raa a J.n mc..::in:i-

en cu4nt:1.ca u...~a de J.as m~u nl.e~tndoraa por J.n cl.oridnd concep -

tU3.1 que proporciona ea l.a. P.1ectrodi.ndm.i.ca. e3tocd.utica (EDE) • 

Lao h:i.~6teai:; !".í:;ictl~ 'l.'.lq cor •. ~tit.u:rcn. l.a. baoo de l.a t.eor.ía non. 

l.a el.oc~rodirL.~ica c~~~ic~ ~ J.n exiatencia de ~ ca~po eatooáu-

tico (at~r::lico o da punto cero) ~ue l.l.enn el. univerno LKnl.itoin 

5.3 1 .t ... dirovich Y Fo•.!corret:J!<i 54 ; !lra!'f'ort • ~pichel. y Tzuru 54 

:-.:ar=:h.;:i.J.J. 63 • ó5n. • 7 65b ; 'ºJCJ>r 75 1 :;ar..to.::1 75 ; do l.c. Pena y 

Cotto 77 • 78.:a. y 78b : Gl.:.i.varie y Dinor 76 J • U~nndo vo.rioa ur

.:.-..i..-nenton es ::ooi C1e d.-,.::.oatrar l:Jr.::o.!'f"ort • :.;pizhel. y Tzaru. 54 ; 

Bo,:rer 69 ; ~:ar-:.hal.J. 63 ; ··:i.ntoo 74] quo eote co..::ipo o:>tocd.ctico 

tiene !J::"o:¡:oi~d:.Cc3 :.=i::iil.aroo u 1:i~ del. c~l.·!!po de vacío de l.o. cl.ec-

-:rodir.:'~i-=n cu:'tnticn ; en decir • e.o Onuusin..'"1.o con :nedia nula y 

dennid3d eape~tJ""U.l. 

(4.1.l.) 

La teoría. con~tituye prob1c~u bien d~rir.ido d~ 13 r~uica 

o.:i.te:n:'.ttica. • pe::-o l.::i ~o1u~i6r. de probl.e::ia:i no trivinl.eu e::s b~u1-

"ta.nte di:f'!::il. tloUido !J::"i:"l~if':.\1::Jof.!'nte ul. cc.rácter no b1::i.nco dol. 

ruido ~sociud~ al. c~Qpo de fondo : l.no t6cnica~ requeridau pura 

e1 t:z:-ata.:niento do oi~tcmas no l.inonl.eo han nido desurrol.1adna r_,2 

l.07 

..:i•n,l.• ... '1•:11!.o (•lu 1.a ¡"._,;;11 y •'1ctto 77 ; ~1nvcric '• dl'J l.u Pu?.u. y Di-

nor 78 ; r.:~iruhu.11 y Gl.uvor:ie 80 ; Peuquero. 80a. 7 BOb : C1uver:1.e 

y Peaqueru 81] a pnrtir de ~6on:1.caa eenera1.eu para •1 ~ratam:!.on

~o de proceuon catocáatiooa • 

Para unu part!cul.a no re1ntiviata con cnrcn 1a ecua.cidn de 

movimiento on l.a. .EDE es l.a de Draf"f'ort-:'.':nrshal.l. s 

(4.l.•2) 

donde l.a maso. Ue l.a particul.n • • uu carca y t"•2e2 /3mc3 1 

l.u ~uerza exturnu. cl.duica ~ ~(~) e1 campo el.4ctr~oo de-

bido ul. campo de radiu.ci6n .Jo i"ondo • Eote dl.timo t6r:ii:1.no eot4 

eocrito en l.a tLproximo.ci6n dipol.a.r • que deaprecia l.n 1'uor:o:a :nu,t: 

n6ticu del. campo de .f"o:i.<lo y l.a do"pondencia. eapa.cial. del. cn.~po e-

l.&ctrico • 

A pnrtir do (4.1..2) y ut~1iznndo 1a ecua.c~6n eatocá=stica de 

Liouvi.11.o so hu d"irivndo W'J.O. 1;!Cuaci6n cenora.1i~Úda de Pokkor

Pl.anck para. l.a. diotribuci6n en el. espacio de 1"aaes [de l.n Pl;!flu 

Y Cetto 77 • 7.8u. :r 73b] ; ol. proceao que obtiene eu definiti-

vnmcnte no ~arkovinno en dinho eapnoio • La ruor-¿a de rofieci~n 

do rndiaci6n de Lorentz-Diro.c y l.a ruerza e3toc~stico son pe~ue-

aaa con roopecto del. Hnmil.toniano dote:rrniniata • ~o que buco po-

aib1e e1 uao de ;:16todo!J perturbativoa qua permiten dffrivur • 

partir do J.a ecun.ci6n eoneral.izada de Fokker-Pl.o.nck • ocuncio-



lo 1uc -d!,.."Utt). !:J. curds. 

t.ar no ··ar:.C:oviano dit:11 rrocftnO o.ri,!:i~.:l. '!¡Ue haya varias Hproximu. -

cio:ioin posibl.eu ; LJ1:'1. e:ib.:i.rco • toda.a oo ta.a aproxim~ei.ono:.J puo- · 

rie.bl.ets • a Gabe.i.· • C:'i.<.1rté.. .. J co:i.•itunt.ea rel.cv~nt.es da1. :novi·:.ien.to 

doter:r.:J .. niata. no per-turb-'ido ( ':l.rcverie • rie l.u. Pe?ia y Dir.er 70 

f.':3:ruh.n11 Y' C1a.v(Jrie 80 ; "!l.n.v<1:Jr~e so] . La ecuaci6n reducida do 

s!P tn::r..bili!\ :puedf"· o'::tt.C!"" .. ~;:-;:e dir°":::t~"l:ne~l;.o ..:ul.cul.nndo medit.a.nt.o r:l.•~t.2. 

C.os peo:-turb~ti.VO:J 1a y;"".rii"\•.:itin de 1.A.J: constante~ do movimier..to 

re1evnnte9 bt..jo el erecto •"-e 1.n x·u,..r:~n. de rencción de rnUin.ci6n 

y tle 1n i'uer=.n ~•t">c.":'."lti.ca y nro•!l ... din:i.do eat?1n vnrin•:?ionA•.J !'ara 

obtPner 1.0::J ·.:oe!·i-.;:i..:·~t.r~ ü.c dt:·u~iór. y lle nrru~tro Wiuvorie • 

de 1n. Pf:'fi.a y Dinar 78 ; ""-•.!"':;:h~~11. y ::1:.ivorie 80 ; G1ttvurio 60) • 

::o~o ya. diji:~o.: o: 1a. ir:.trtlucci6n tlc eute..-traba.jo l.no predi-

cil.:..Uor hnn.r:=i6nico y ol ~t.n-::.o Ue hidr6,:ono , lo~ re:iu1tado!' obt_!l 

nid:'.)5 hhotn nhor=o. 

ca [cin.verie S::> ; 

por Kho.A'm.i.n:>k:ií [oo] • .,,ue 

contradicci6n con 1a mec~nica cu~nti

Ao~ 80b y Aoc] • 

u=:a~ño U.."'l criter-io deu,l.rro1l.ndo 

e1 proh1cma de Kep1er e1 proco-

so qu.&-· describe l.n el"!un.ci6n !'"l.'•~U~ida. de i'P nn o=i recurrente y 
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orc.6üico • l:!Y..;.o.rninnrnoo l.1.1.:-i i~pl.ioo.cio:i9::: 

da e:1ta. propiedad y uu:i po3ib1os cnuaaa • 

4.2 m.. prohl.e~~ do Ken1or eHt~edotico. 

En Q1 probl.em~ de Kepl.or oo tiene el. potencia1. 

V(r) a - i; (4.2.1) 

donde ~ en un.a constante poaitiva • Un poaibl.e :ueeo de varin-

bl.ea ndocuadau para Qccrib.lr l.n QCuncidn reducida. de l"P aon don 

dll 1na [~i.euíentao tres: l.a enern;ío. E de 1a partícu.1a • au m.ol!ler.-

to aneuJ.nr tota1 M y 1n excentricidad & 1 estns treo cantido.dea 

eat~n re1acionnda~ por 1a C6rmu1a 

To.mb16n eü ~t~1 en e1 tratamiento de este prob1ema 1G varinb1o 

auxil.iar "l -c1- E.2 )1/2 • 

"lo. r¡uo cota1non intoreoullou ootudi.nr dniewnunte 1ou cutu-

doa l.ieadou • reotri.neiremoa nuestra. ntenaidn al. cuso en ~Ud E 

~ O • :ro.ra dichou ~ntndon 1a. ecuo.ci6n reducida -de PP oot.4 dtid.11 

por [r.-arahu.11 y C1ttverie 80 ; CJ.nver:1o , de 1A. Peña y Dinor 7~: 



l.10 

dond'lt 

T: z:tr X ( M/:z1s1>) \re. 

el. perfodo orbitnl..~Lou cooricientes 

(4.2.5o) 

donde 1no f"u..~::i.C":"l~:J' 4=> re ~) pueJcn oor cxprcoadao 3eriea 

en tGr:uinos de .f"uncion~:..i do 3e:.Jnel. • de l.n mn.nern uicuiente: 

(4-2.6) 

dor..de =-~(n.) ai.¿:ni:!"icn el. .1.·iC-1-0 de n • A c~tuu !"uncionea ae 1en 

1l.a=i aerica de K:.\!Jt.ey:i : \1-""l ~.:itudi·..t co::ip1ut.o do e1.1n.:s • :in.el.u.-

yenJ.o t-tu co~1portn:":li.~nt,o nui-:.t.Sti.co cu.ando W\.. _.,O • pu.oda eneon -

tru:rao en [:.~rnh::s.11 79] • 

lll. 

Pum tener bien derinido el. probl.oma pl.anteBdo por l.a ocun-

ci.6n (4.2.3) ea neceBurio eopecif"i.car dominio de defin.ici6n. 

A partir de coneidera.oioneo r~sicaq • 

1o 4e vnrioci.6n de 1ns variab1•o B 7 • ••t4 dado por 

(4o2o7) 
O~Mtt(m J\.

2 /lEa)1 / 2 

Ea imror~nnto 1•oto.r que en ].a f'orma en que eatd. eacri:ta. 1a ecua-

cidn reducida. de PP (ocuaoidn (4.2.3)). l.oU coe:Ci.ci.entea de &

rruatre s6l.o dependen de _l.o :Cuurz~ da reacci.6n de "'diaci,6n • 

mi.entras que l.oa coerici.entes de di.:f"u3i.6n quedan determi.nadoa D~ 

1o por l.a ~uorza eotocástica. Esta propiedad se sa~is:Cace para 

cual.quier probl.e~a en que l.~ f"uorzn e~toodaticn dependa '3.ni.came:a 

te doi ti.empo [Cl.nvori.e 60] • o m4a general. adn • pnra cual.qui.ar 

probl.emn cu.ya .:fuerza oatoo4&ti.ca tenga un~ d:ivergenc~a nu1a re&-

pecto Bina variab1ea de1 capac~o de .f"aaes lVan JCQ.mpen 76 

c¡ueru eoa. y 80b 1 . 
Pe~ 

La ocunci6n (4.2.3) puede eeorib:irse en rormu. m4a. co~pnctn 

oicue 

(4.2.B) 

···----.--·-----



l.l.2 

do:i.3.e 

(4.2.9) 

I::;1;rodu;:::io::.do l.a corrio:-:te do !=roba";.ii11.dad 

pode:::iou ~scribi.r de mn.noro.1. nún. mdz co::i.pucta 1a ecu.nci6n reducida. 

da !!'? 

(4.2.11) 

A nosotro~ noo intercoa rou.o~vcr d..~icarncnte J..n ocu3ci6r. aot~ 

cior.a.rin ; en de=ir • '1U~ oi 11o.mar.10;;l ~·10 a 1a. denaidad de proba.

bi11dnd eatncio~or~u • nue~tro ~ro~1emn es reoo1ver 1a ncuuci6n 

(4.2.12c.) 

?lotc:"'loo pr1:-.v~r::r::.o~te ~uc toda con=itnnto o:t oo1uci6n do oatn. ocu_a 

c16n • I>ooc..~ro11.!ndo1a. .:ie? tieno 

Co:o puede verno do (4.~.~~) y (4.2.Sb) ne cum~1u ~ue 

(4.2.l.3) 

13.3 

po.r 1o '1.Uo l.a. ucut: .. -.:i6:'1 {4.2.12b) ae reduce e:¡ o1 caso de1 prob1,!¿ 

<i.UC 

to. Cabe aoaniar que 1n ao1uc16n conotnnta no sntierace 1a. cond.i. 

ci6:n. do nujo nul.~ do proba.bi1i.dnd en l.a :f'rontern da1 domi.nt.o de 

dof"ini.ci.6rt (4.2.7). E:::sta. con(li•:i6n,quo co escribe 'J .. a_·- O dondo 

ñ ea un vector u.nitnrio norma.1 a J.a. f'rontora cueati.6n , pare-

ce no.turB1 pnra uno. buena ao1uci6n. 

Hnota. 1a. f"ocha. no hB. o:Ldo po!3i.b1e ~ncontro.r otra. so1ua:l.6~"l 

xncta do 1a. ecuación rcUucida de FP ; ~1averie y Pes~ueru (QJ.n -

vorio y Pouquora eo·¡ ?eoqu~ru aoa y 8ob] han entado buceando u,s. 

1ucioneo da l..n t'orrna w
0

- cot. oxp (-'t') donde .., De 4i1xproon co-

una sur:1e • 

Supo:a:1on1lo que exiate a.1 mcnoo una ao1uc:16n di.uti.,.,tn. de J..a. 

trivia.1 podc:::i.os darnos u.no. idou. de uu co:nporta.mi.ento modi.fica::do 

1i!;Orn;nonte 1oa coe.ficiontoo (4.2.5) de 1a ocuncidn (4.2.3) do 

manera quo .-:io ocLtiura.ca. J.a. condic:16n de ba1iince dota'l.1ado (CllD); 

docir ,, quo 1a. corriente do probub1J.id3d ae a.nu1e (de 1G ?~.un 

78 CJ.nvcrie 60 l 

o (4.2.13) 



de deri.Uci6n) ].a GBD qued~ expreundu 

otras pnl.t:."!:lra:i quo W' D d..,bo uur U..""l cutnpo gra.ciiente. Una 

d~ ].no poaibl.eo mod~ricucioneo es 

(4.:¡.15) 

indf'!'rer..tli.ente<nonte de .:u:::.i. nen 4>
3

Ce.). E::st~o :f'uncione:J modii"ica..

da!l coir..ciden con q, 
1 

(f. ) y q,
2

( ) rcspecti.vrunonto ha.ata. el. 

orJ.<!:n. E 3 cerca. d.C C. :¡ di·.rerc"'n CO:'l. l.u mioma. potcncin de "L. Cu:L,!l 

do -\. t.ie~•\i:t !l. O ; por -t.ant.o • ol. probl.ema. ex.ucto ua"t.io!"ace 1a. C 

BZI a 10 1.Ari:;n de ].n. t"ront .. ,jru E ... o Y' !JOdemoo eapera.r quo 1n uOl..!:!, 

c:i.6n nD del. probl.c~~i. ~odif'icc:..do nou proporciono u.na. "l'roximn-

ci.6:i n. :a.1cun~ uol.•.tc:!.ó:i e~to..;:-1o?l3.rin • 

Lo. ~ol.uci.6:-i 3D dc1 pro·al.er:io. modi.!'icr:ulo 

(4.:?.J.6) 

co=o 1os eo~~i~ier.teo do nrrantre non l.o~ mismou ~uo an el. pro -

bl.ema exacto l.n ecu.aci6n (4.2.13) eie:uo sier.do v4l.:i.d3. 7 tenemoa 

1:a.:nb16n 1n no1u::i.6n. •,·r~ºd• :::o:i.oto.nte. 
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bl.JJ:r.lcnte nos conducen n una. inte::.,rra.1. di.voreente ptLra J..a. denaid~d 

de probnbil.ida.d compl.ota \"/
0

'tll
2 /-t2 (el. factor 1112 /9"\2 ne dobe n. 

que el. e1emento do vol.wnen en e1 espacio de fases re4uo~do (M.-¡_) 

es :.i2 /wt. 2 dM d't ) • P:!sica.."ltente '!3to quiere decir quo w
0 

correu

ponde n u.na. difuui6n del. e1ectr6n hacia e1 inri.rdto (•1 4tomo oe 

auto-ioniza)• 

!i'ea. X( t) un proceoo de d:1.f"u.oi6n en un ffspacio m6tri.co co:n:p1,2. 

to y a"-co:npacto (E. e ) y con probnb:i.l.i.dQd de tranaic:i.6n P(t.x. 

A) , t -,. 0 • X & A y A• '¡t donde • es J..a. C"-d1.c;:ebra de coñjuntoa 

modibl.oo aenert1.da. por 1oc conjuntos abiertos en el. 011:1pa.ci.o (::.e.). 

no dot"ine un. proccoo de di.f'u~i6n recurrente como 1 

DoCinici6n 4.3.1 Si. exioto conjunto compacto X to.J.. que 

para todoa l.os pu.ntoa x & B • 

Px {oxi.ste un.a. t tal. que X(t)eK3• J.. (4.3.1) 

el. proceso se 11.atna. recurrente. 

F!oicaraente l.o que enta definici6n nos dico ea quo cali:li to-

dna (es deci.r • con probabi.11.dnd 1) 1ua tri.i.~ector~ae de1 pro~coo 

cru~B.rán e1 co;r,pt4cto K (Khua•mi.nnkii Go]. Ea pos~bl.o d~:no:otr-J.r 

[Kh.ruJ•mi.naki.1. 601 qua 1B.:::J trayectori.as do un. prooeso de 41.!"u-

nidn reeu.rronto donBa en casi todao partea de E • y por tnnto 

todo prooeBo da coto tipo 0:::1 era6dico • 



11ú 

(l.) Ln den:::.ida.d de probab1.1idad cctnciono.r:La o medidn invariante 

de un. proceso recu.rr~nte es d..nicu. Di.cha mqdidn puede o no oer 

!"inita. 

(2) ~i U...""\ pro<:~»o "t.i.ene U.!"'..a. der.~-;idad dn probabil.id:l.d estaciol'IU.-

ria. :f"in!.ta • en~on::es es recntrrcnto. Dehi.do a (l.) dicha. medida 

crrd úr..ica. 

Co:o::.o cor.-~e::uen::!.:l. (2) • Ji un proceuo eo no recurronte'no 

p'.lede tener una 'icn~d .. ~ ld df" ~roha.1)i1 idrid e"ltn.:!:t.on~ri.n í'initn ; 

1.a !!!e~~idn invn'!"i:::•nte ru-::ode o no ue'!" ú.r.ic:-.. • rioro ai~r.tpre uertt i,!l 

:f'inita... D.:-sdo e'l. p'.l:~~o ne •.~i::-6.::~ 1·:toico un oatado 1it;ado corroo -

~o:i.de o. l.n. cxi:.;t•:nci:t de un..""l. ~c-~i<lj, invarin:'lte finita. • e!1 dP.cir 

J. un p:-oce..:JO ro::urrtt:'l.ta; nie:-.t.-.a que un ;irocouo no recurrenta • 

tenl.e~do una. r.:iod.1.dn in•r=1rinn'":.u i:-.!"initn debe roproucntnr eatndou 

1ie;-...idoo. 

La dioti:'l.cid:l f"ntre r>rocc.:::JO.J rccurronton y !'\o recurrentes en 

bnatnnto c1a.:r-..1. ..ia::a?.e o1 p•..t.'"1.to de vintn. C:!ui.co y por e11o oerin 

dooenb1e poJcr di.::sca:"":'l!.r l.c.u c:.rncterí. .. 1ticaa do recurencia. do un 

J'rOCO!'tO dndo. iG:.n3•:nir.~~~ii (l.;OJ ha o1:-t.borado Critcrío.t~ .:.::Uf'ic::icn-

bn~an ~~ e1 conociT.ien~o .de 1oa coeCtcienteo de nrra3tro y do d.!, 

Cur16n dc1 rroce30. Fnru 61 prob1~c~ do Kop1er u..'"1.o ~610 de e~toa 

_, 
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•."•·i.t·-!.:""ir.1~: no:~ .H":t.t~1 dti.1 y f",18 a &:.;tu nl. quu l.l.a.:nu.moa criter:1.o de 

Kh~• .. ••mi.n'-lkii ; pn.Jnmo~J ._, c-:<po:'.!.~rlo • envinndo ul. 1ector interc.a,a 

do en lao otra.a vors:1.ot1ee del.. critor:1o de Xh.a.o•m:lnsks.t. e. 

cul.o {60] Y a 1os l.ibros [McKean 69 1 3troock 7 Va:radhan 79 ; 

I'rohnrov y "to<.anov 69) • 

Eo bie!"l conocido en l..a. teor.!a do proceao::i de Marko..,. que e1 S 

perndor in~initeuimal. de D-Jnlc:in de proceso de d~~uai6n en 

dominio E de un espacio euc1i.4inno de N d~meno~oneu ti.ene 1a !'o~ 

[Dynki.n 61 y 65 ; L::L.~~erti 77] 

l 

!;u!'onemou a.horn que eot;o;, operador eatd dado en todo e1. e~p:l.

cio eucl.idiuno ~ H y que l.oo coo.f'ici.entoa ªi.-' • bi. oon su:f'icill!n.

te~ente uuaveo (por ujcmpl.o • que HU tercera. derivada exiu~o ~ 

continun) y que dado con.,unto { ~i. ; :l.:r1 • •. • • N ! 

.... 

Defi.nimoa 

._nr b._ <'<> 
~(x._) - ªu<") 



l.l.0 

(-1 • .::'..Jb) 

dondo e1 !:'l.f".i..c.o J e1 ~upre=.o e~t:'!.n toen.dos l'lobre todau 1uo coor-

denadn.a exce;..~uando l.n ::1.-eoima. 

Co:i. 1H-.::1 .::;upo.1::1.C:tonc:_¡ ht)::hn:::: y con ontaa def'inicio:-:en pl'lde:r.oc 

enunci=ir e1. criterio d~ t::J:•~:~•::ain:.;ki.i. (v.;:: el. teore:nu. II d.el. uu-

pl.em~t.to • pdc;ina 194 , ó.e [i':hno •oinukii 60]) s 

Criterio de Khrin•rnir.3kíi. .- Para que U.'"l proceao de clif"uni6n 

sea. rccurente <e..J r-·,;t"!.-~ient ".J que puru u.l.gu.nu. i. • l. 4 i-$ N • n.1-

<.. +oo (4.3.4b) 

Pnr:t. ·"'-:""~.ic:ir el. c:-it~rio do h""ha~•mi.n::skii u.l. probl.cmo. do J.:9-

~1er pri~ero d~bc~od de c~cribir 1n eauaci6n reducido. do PP (e-

CU3c~6n (4.2.3)) en l.n ro~n en que oo ~upone dicho cri'Cori.o; 

oa dec~r , l.a ocu~c~6n debe de eatur dcr~nidn todo ol. cnpo.ci.o 

l.l.9 

f"onnn. huc:in. a.trdn (ecuaci6n do Ko1m.oeorov) qu.o correnponde ni 

perudor inf"initeoimo.1 de D-;nld.n • Cabe aeña1ar que 1a oondioi6n 

de continuidad de 1as tercera.a derivadas 4• 1oa coeC~oion~eo ~• 

no.ti.of'u.ce paro. €. en e1 :1.nterval.o co.1). L3 tra.nnf'or:naci.6n que 

nocco1ta pnru ponor n (4.2.3) en anta f'orma 1a 11eva.roo~ n en-

bo en vu.ri.oo pnoos • 

i.- Con 13 idea. de tenor u.~ dominio de def'in:lc16n m~e ndecuado 

pe.re. ef"octuar l.a. nxtcnui6n a. S: po.slUlloa de 1a repre5ento.e:i6n Z-!·~ 

a. l.n reprooentacidn E-~ • 

1.1..- Mc:di¡-':'lto otro cambio de va.ri.nbl.e o>:tondemo:s l.a EFP e.:-i. f'orma. 

de corri.ente a. todo 11. 2 • 

1.ii.- ::::n. l.n ror;n~ de corriente se"ticne 1a. den3idad de prob~bil..!, 

dod oetncionnria. pero incompl.9ta. • por c11o en euto pa~o 1.n=l.ui-

el. B1 eznento de vol.tunen en l.o. dennida.d. 

:i.v.- Lo. 43cuocicSn que ae obtione en ol. po..Bo "nterior ea u.na. ecua-

ci6n "mixto•• (que t:iono mezcl..o.don o1ementoa de uno. eoua.ci.6n hn-

ci.n ntr6.t:s y de u.nn ecu.u.ci.cSn ho.c:Ln a.del.ante)• a.a~ que 'ln eote pa-

1n 11.evwnoa 

Loa p~uoa :l. y :i.1. requieren que oe conozca el. co~portn.:aicnto 

dq l.oo coc~icionteo de una. EFP cun.ndo 

coordonadao ; ea dec~r • quo si ue ti.ene 



1:'.?'J 

e (4 .4.1-) 

cr:.:::bio do vr-.r:!..:i.b1c:i 

(.¡.4.2) 

2.o que quere;.::io.3 s:1:ocr JOn 1-=>~ r':."..l.ovoo coe!'ici.entcu Di, Y' Di,j Y o:L 

;:~1t"!' ¡:-::-o~::il.c-:'"l:l h:J. si.do ro.::sua1to por ~! •. Lax (ver occc16n 3 do 

[L::.x 5ó] ) pnr~~ el. cn::io e:-: qu.e l.a. E:FP oot:.1 eocri.tc. p=-.ra. l.u. ..ton

oi-:!<:..l de pr-::J'::ln'b!.1.1....!c..i r.·:- .:.:11.<:ta P "" -:;·.V , y el. rc.~u.1ta.do corre:::J'Cl!. 

c!ien~e r-~=-n U:'tU •'.'!Cu::.=i.6:i. o!q l.::&. f"o:-n~"I. (4.-1..1) tte ~n-;:uantra. on[!::1.= 

vuri1Jo ei] !:J. rt.=-'..l.l tn<!~ .. 1 ~i.:;uiente 

l .i ... + 1)( ~1 
2 

;;i ~i. ll (4.4.3a) l>~ z: l•~•.2) 4 :!l('i'J k.':t ';} ~.. ... 

• \ :I:>nJ \ e = <i~t J>l'l!') e 

d.or.de· dot !.,;'' e3 el. ju.cobiunn di! 1a. t=-u.nuí"or..io.ci.6n (4.4.2). 
-~ , 

l.2l. 

i.- l-::l. do;ni.r.io tlo dcf'inici6n (4.2.7) de nueatra. EP'P (4.2.3) e.:;. 

bantun.to cor:ip11cado • uu:! que tonomoa ~ue o:f'ectun.r un Ca:il'bio de 

va.ri.~bl.ea parn obtenor W'1 domi.ni.o md.a a.d.ecuCLdo p.:ira 1a. oxtena:J.dn 

n. IR. 2 • i;~tre 1a.a po;:ib1e!l rtJpre3ento.oiones tenerno.::s 1a. de "cner-

¡:!n-oxcentricido.d,. cuyo domi.ni.o ea 02. reotdneuJ.o 

(4.4.4) 

y que impl.1.cn el. cambio de variabl.ea 

E E 

(4.4.5) 

Loa cooi"i.cien.teo oe obti.enien do 1no ecu.1.1.cionos (4.4.3) y 

(hoaoa omitido 1au primas) 

(4.4.&b) 
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(4.4.Gc) 

(4.4.Gd) 

(4.4.Ge) 

ii..- !1 do:-:i1:-:1o de dc-f"i:"'lic16:l. rcct~n:u.ia.r (4.4.4) ca f'd.::il.:"'ionte 

c;ct•.,n:11b1e a. cR. 2 "nf3d1~·.nte \l .. :"l l"'\U'!''C'I cu.~bio de vuri.o.b1ou • Unn • 

E' = 1nl!::\ 

(4.4.7) 

e.'u a.rctanh.(2 E. 
2
-1) - ~l.n ,_E;_-.. 

q,uo en l.a :n!..st?:.n !?'<;:i..~•1r-..i '"\U~ en i tla. (nuevnmonte otni.ti:noo: J.n3 pr.i-

l.23 

m."l.u) s 

(4.4.Ba) 

'3:1,.. 

(4.4.Cc) 

(4.4.Sd) 

(4.4.Sa) 

e• 

'l'enemou uhoru. una Sl"P en 1."'orma. de corri.ente (ecuaci.6n. (4.4.1)) 

def"i.ni.dt'L e:l todo fR.. 
2 

• 

Co:rma. uoun.1 ; oo decir • 

(4.4.9) 

donde 

P - e w (4.4.l.O) 
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(O ª~"' independiente ..!el t.ic:npo) 

(4-4-1.l.) (4.4.l.5c) 

o bien 

(4.4.l.54) 

De.í'i.nicnclo 
c.· __ l> •• 

a•e.• - IBl~wt'C 
(4.4.l.5ol 

(4.4.l.3o.) 
iv.- ~i po d1ti~o comrara.~oa 1n $CUO.ci6n {4~4.14) y in rorma u-

auu1 (4.4.9) encontramos 

(4.4.l.3b) 

pc...iP-::ioa '!!fJ~:ri"oi::-- 1..:::. :::::.·;:- pa:-i.•. l.n ...!cn~~1.!ad .:o.n!'1etu corno 
(4.4.16a) 

(4.4.1.4) 
(4.4.l.6b). 

Lu. ouEti.tuci.6n de (4.4.15) en eotna exprea3.onen l.l.e•JU rinnl.-

(4.4.l.5 ... ) 
mento n : 



(4.4.l.7a.) 

(4.4.1.7b) 

(4.4.l.7c) 

(4.4.l.7d) 

(4.4.1~a.) 

(4.4.l.8b) 

ri.e do cn~·cioo de vnrin.bl.cs y ~r-.l.n~:d"or.:l!l.Ci.onoc hc:no~ l.l.ovudo l.a 

l.27 

1nnto) dada por (4.4.9) con l.ou •.:ocf"icientea (4.4.l.7). 

4.5 AT'l1icB.oi.6n tlel. criterio de Khu.a•minskki a.1 probl.e!!13 de K.,_ 

pl.er • 

... • .... ~t·+·l:I do puuur a o.p1icnr oJ.. criterio de Kha.e'mina!!:ii o1 pro-

b1ema de Y.epl.er qui~i4ramoo hacer notar qu.o 1.ou coer~cientes (4. 

4.l.7) corroopondon a\ln a 1oa del. operador de ~,¡nkin. En efec-

to 1 1a ccunci6n (4.4.9) os 1a EFP o ecu.aci6n ho.cin adcl.ante • 

mientrno qu~ el. operador inf'initeni~.a.1 de Dynk:in corresponde 

l.u ecunci6n do Ko1moeorov o hncin ntrdn • Pnra pa.oar de 1on coo

f'iciontea de un~ a l.oa de J..a otro. basta Ca.::lbiar el. aieno d$1 co.s 

f'iciunto de urrnotre ; por l.o tanto 111.s def'inicionees de oata. 

ccidn tcnc.ir.1.n un co.mbio do 01eno respecto a. 1as de 1..a. aocc1.6n a.n 

torior • 

Pnrn apl.icnr o1 criterio do Khaa•minskii dobemoa ca1cu1a.r u!, 

eunn de 1no cantidndec (4.3.3) pnra. nl.eunn de 1na dos var1nb1o~ 

l::' • €. • ; 1a. o1ecci6n ~¡'f,u ..Jimp1e OA l!E' (E')• !1!oot.rareinoa que ]!.,;:;•· 

(E')> O y que .,,ntoneeo (.-i..3.4a.) oo nnti.of'a.oe y que ei procedo no 

recurront e. 

Para e11o partimoo do 



(4.5.2) 

n:::-n:-:.c!o (4.5.4!!) ¡:':"t.=-~ exr.re:·:...:"' 1n q. J de 1oa pn.rl!::.teni.n L J o:i 

t.G:-::d .. no3 J.c cp 
2 

y do ;iu.; dr>ri~.·~d~~1 • c.:itn. ex.rroJi6n f'U4'<de oer 

t::r:-n.n~t·ot":':'!itdn. 

Dtl'-=iostrar~::i.o::; uhor:-l '1,U~ t'>;:.:>~ 1o>:: t•";rminou de ei•t.u. exproni6n 

nec:--tivoo. 3::i.otn no.:~t::--nr que tp3 , tl> 2 • ~·2 Y <f>',2 
!'(E)-., O ; por n11o o-

potenciua de 

Pura. hacer 

cir-1,.::nos pr-i~ero nl.. .. ":"'"'.L"'l~.; d?. In~ rropiedn.dea de l.u.u f"uncioneu 

Lus !'u..~c:!..or..co cf>:-( obedecen 1no re1~ciones do recurren-

1 
-.,~---- ........ ~ ·-----------··----·---...l.----------

l.29 

ciu. [!'.::.~?"':.:hul.1 79l 

donde 

Á f -

y 

- J... 
2'1. 

J ..... ~ . J'"" .• -f.I...'.=-- ~f'&.' 
~ ~& z~ • -.:• • 

(4.5.4b) 

(4.5.5) 

(4.5.6) 

Do:i.otnreinow por .A. o1 conjunto d., :f"unc:Loneu que o.dmi. ten un 

deaa.rro1l.o en oerioa de ptcncino con coef'1.c1.entoa ·!lo ne[!lltivo:J 

decir , quo - . ~o o,¡,• c•o1111 d¡.:¡IJ.O (4.5.7) 

Entone en 

Loma 4.5.J.. .- Bca t: 6 A ' entonces 1a der:l.vndo. rCn.) e A 

pnrn. todn n. 

La demootraoi6n es trivia1. 
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• ..... !·~ :'"! , ""\. -:-:~ (1 - E. 2)-n/? e A 

en to.a 

[:U-] e E ) " [e .t+!i ~,. e " ) tnrnbi 6n U3t>Ír. en A • 

I.e-mn 4.5 • .3 :Ji :f"( E) ~A ~ntoncoo LA.rJ e ~ > ., l't.. • 

~·-·.::o,,;o;rn.ci6:i .- ::-~ 1.:1:1:·..:i --:·.t·1 •·:t !"reodu-:-to do dv.J !"Un-::i<:>:.~.::J 

1\-. tanú>i&n está e:-. ./\.. ; por t.r,nto • ( e; 2 /"l) ~ 6 A • Por 

~l J..oe-~a 4.5.1 d/dc[C ~ 2/~) r] E A: !"r.ro eat:n serie tieno, 

!=Jo:.- con~t:ru::;:i6n. • 1a !JC.::-ticu1::i.!'"ic!:--d do co.ncn::nr con 1u prir.1U::t-o. 

pc..-t.oe:-:.c'in üe t:, , '~-~:r '1.U<C" ::J.l. .li.vidir por E. ccf:ui:no::J "teniendo u

na .-{e::-ie ee:-:uinn (con p-:>t~ncias de ~ no no!:"-"ltiVnn) , "!Ue rtdc:n::1!l 

Le!:l.a 4.5.4 .- ::i f"( .f.}• A , c::i.t.onco:.J [CA+!'i)f']{ E.)~ A 

D""::i.o..;;t~ci6n.- Lt• ti-=-:-routmci..Sn t•i-J un pocn :n:'t:i co:nrli.cndn .-¡uo 

t"do de 1.!..:;i~!E":..• .. ~'.J.·:. ·.i:t.i: i;:::... :l~:·:!.o.:-J Jo:::.in1J.ntc.i con Cc.>t:!:!"i.cionte=a 

"trnr que exi.-.'lton no:!.u::io.;-:c~ Ue U.."1.a ecu::J.ci6:i c!i!"ero:icia.1 ordinn. -

r:!..a. • l.n. iden es ob"t<;!V':· 10~ ~o·.·f'i . .:i.t:?ltflt.1 dc1 clcunrro11o do To.y-

1or do ].a :-:101.uc16:i Uto? una cc.•u;-tci5n. J.i.!'nrcncia.J.. maUiante doriva-

Do 1:is do.!'i:-.i.::icncn {4.5.5) :; (4.5.ó) :::ae obtiene c;ue parn 

J.3l. 

(4.5.B) 

Por otro 1ndo • ai diferencio.moa directn~ente o1 1ado 1.zqu~erdo 

do (4.~.R} toncmou 

Uuutitu.yendo e1 1ndo izq~ierdo de (4.5.9} por expreoi6n (4.5. 

8) y reordonnndo • 

(4. 5.J.O) 

Introduciendo 1a notaci6n g( &.. ) - [.CÁ+A)r-]C ~ ) l.a ecua.cidn (4 .5 

10) aparece cooo u.na ecunc16n dirorcnoin1 pa.rn 5 : 

RC11.>~• ~C.•> 

ü.ondo R( E ) e 2 E./ "l.. 2 

Y.ontraromoa nhorn por 1.r..ducoi6n que l!(:o;)(O) ~.O pura todtt ll. 

Para r.rn.pozar tenemos 



1J2 

':¡(o/ 

.C• o 

: [l~ •a~) f- • ~ f']~co - Z~ Í
0 

~= f ¿a~ 

.fCoJ ~o 
(4.5.l.2) 

y& '1u.c: por h:i.p6tcsi:::1 1: e J"!.... • ~ el. Ctl.HO :-r.,.J. tene:noe de (4.5.l.J.) 

¡:•(C) = :?(O) ;;:(O) + B(O) 

Ft~ro e~ el.oro -:i•-•e ricr ·•, Uc:f'inicidn t~·:l.'t-0 :?.(E) cn:no ;i(E..} out..,..n 

en A (1e;.i::.!"'..a .~.5.l. y .:..5.2) • a.o cu·~l. iMril.icn. trivinl.rnon.to que 

:t(o).:,.O y s(O)~O e !'~="tanto yn que a;(O)Ji;.0 (ecunc:i6n (•t.5. 

12)) C0:"1Cl.uii:t:.O~l '1.Uf! e• (o)~ o. 

de manora Airr.'il.c.r o.l. ca.no N°•l. • 

::up~"~º"=-ºº tL'..lC c;(~t-1.)(C} .=,:.O o du=-i.V>l.ndo N-1 vce~~ l.a. ocuaci6n (4 .. 

5.l.J.) o~tcne:::lO..J 

(4.5.l.3) 

de donde se deriva r~cil.=~ntc quo 

(4.5.14) 

---- -------~ 
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ne,entivo.::¡ 

(1cmn 4.5.1) y • por hipdte:Ji;3 • c:(r~-i-1.)(0) to.:n'oién 10 03 pc.r.:i 

toda. i=O.i ••••• N'-1 ; ontonceu conc1uirma que g(N)(0)40 pa.ru. 'to-

du. N. 

La dc~octrkcidn eot~ terminada cunndo no~ convence~O:l que 

¡;(?1)(0)_,.0 pc.ra totla. Nea equiva1ente n que g •A • 

Ahora toner.loti todo o J.oa e1e:nontoa pa.ra dernoatra.r el.· teore.a:.u. 

4.5.1 ~ procede~oa a hncorl.o s 

Domoutrnci.dn dol. teorcm3 4.5.1 .- La dcmoatraoid~ do eate 

teorema oe hncg por induccidn • 

a..- r.:ootraro;noo.J pri:!l~ro qua 4>
1 

( E } ~ 4. para e11o u:J3.l:l.Oa J.a.• 

.aicui.ente expro!Ji.6n puru cp
1 

[r.~.:irsha.l.J. 79] a 

4>,Ce.) .. .L. s- u.. se..,_, u. d.1&. • 
Tr" o J u. ... - ti.ª .s-.-· "" -. f 5&""-"" \L d. \4 

: 'ü= • .j I - &." ( ':k- .,..,.,. ... ¡ 

Doanrrol.l.a.ndo el. denooinador [1 - ~ 2 (een u/u.)2 ] en serie ·de po-

~cnciaa de e e interca~biando 1a ou..~n con l.a ~nteeral. • obtonc-
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.lo:t d...:>;¡.la .:-.? ..lc.J:;o~· .. :.:o-!.'2! .:1. .• .:- L .• ~·at..i O::\.:o.C </J1 15 A • 

~-- :-:\l.;:0:-• .:;.·.1.:.v!; t.'1;,~':l. '1'..1.C c/>r.< IE) c. A ;::.L!"'l! :..i.1v.1.:1 r • • Do 1tL~ rs 

1:i..:ion•'s üe :-t.·..:·.J:--"e:n~i.~ (4.5.,.i) :r Uo 1o:i 1e:;i:::i.'.l -1 .. !J.3 Y 4.~.4 se 

conc1u.:ro que t/>r( ~) E- A pu::""a. cunl.'luier r,. r• • Pero de ncuo.!: 

do :.i.!. pu...~to a. ile ~.:ta rir.~o..ttraci6n </>
1 

e A ,, por t:.,nto ,, 

::.:.~n t".'lda r ~ 1 y c1 tc-oru:n.t 1u•!U:J. de:""\o·.1traUo. 

Ro~ene~o:i ahor-...1 a. l.B. ex.pre~i6n (4.5.3) pa.ra n 3 .(E,, e.) • Ea 

c1~!""o qu'.? 3:::• ( 3,, f. ) ~ 2 :""~ ·iuL· 1..?<°":r.o :i.~·::in-J .1._.r.10.,t::-u.dn todo.:. l.o.: 

tG':"".r.i~on o:"l e1 l.>i.:!-:> .~.,re::-ho :.;on no n<:.-z--..i.tivo.o ; md..o preci.un::iente,, 

1ol:ll t.é:'7.1i:i.::».1 ~;~~r.u~t· del. :'! e~ c·l 1ndo dorecho do (4.5.3) 

rio:i 4> ~(e.) _co~-tie.·.""~ ...;61.o potc-:-o.:-i:~n rnre.:.J do~ • 

(4.5.17) 

-= ~ J <.-·d.-.. 
o 

.. ,¡ 
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A~:! que (4.3.4n) ""ª uu.ti.<Ji"nce • por l..o que el.. proceso de dif'u.-

sidn cu~n ecu.aci6n de FP ea (4.2.3) ea recu.rrente. 

4.6 Not»r1 y conc1.u~ionon. 

Quiuiérnmoa hacer notar l..o ai¿:;uiente : 

i.- En 1~ ~ecci6n 4.3 vimoa que ai un proceao e2tocd~tico no ca 

recurrente no existe ninf!\lttB medida invariante C~n.i.~a (Xhaa•m:l.n!,l 

kii GO] • Por tn.'"1.to • ei existo una ao1uci6n di.ntinta do l..u. tri.-

vinl. (w
0
-consto.nte) ta.mb14n preaontard e1 ~end~eno de autoioniz_!l 

ci.6n 

ii.- Ta~bi~n ooffa1nmns quo si 1a medida invariante no e~ d.'"1.ica 

e1 proce~o uoociado no en recurrente (Khaa•min..:ikii Go]: de ta1 

cinnern que e1 conocimícnto de u.na. ~ol.ucidn ectacione.ri.a. ne ea-

tiva. di~tinta de l..a tr1.v1.a1 hubiera oído uuriciente para eutabl.~ 

cur l.a recurrenciu. En el.. caoo del. prob1e:na de Kep1er 1u ox~.:! 

toncia de ~o1uc1.onen eutncion,~r1.u3 no nee-~tivas d~~crentes ae l.n 

conntunto no hu. sido do:noutru.da ri~rooamente : oin e:nbareo , Y-J. 

que hernoa dcmo~trado quo e1 procouo no e9 recurrente ~u existen-

cía parece muy probnb1o • Una poaibil..ida.d oer!a de~outrar l.a e-

xiutdnoi~ de tal.es uol.ucio~es oujet4ndo1na a condicioneo üo lro!l 

tara. dintintnn n 1as que ::30.tini"a.co 1a. ~o1uc:i.6n cor.ata.nte • a.ún 

cuando rootQr!a demostrar l..a no neea,tivida.~ de dicho.o uol..ucionen 

ZL prob1oma modi~icado de Kep1er (aecci6n 4.2) es u.n ejemp1o 



l3Ü 

.,.. 1 _. ~11¡r i ,'. ~ ( ,. 

rr•'?noin. O~ro .,.J ... ~!'"'..•.J n(.l.3 1o I'rnpor""cio:i.u e1 -~ir.:.te:nn de Kcri1cr en 

e1 cn:npo de :;:tny1e1.~h-Jenns ( ~(w) .. w 2 con.otante ) con J..n rea.cci6n 

de :-...1.diaci.6:i de Li:ir,,..nt:-:-ni.r;.:.c do·:d•~ cxi.utcn u.l.. mcno.:.J do3 uo1ucig, 

nen. 1a. co:it0t·.;.nte :r la 'J.intrihuct6~1 tl«! '3ol.t:-:mL1n-!';ibU:J :r u:nUau 

ªº:' :in.f"ini..tD3 [ci~iv.:ric Po.:.HJ.UCI""..l :¡ ~oto ea]. 

iii.- Lo~ rc-oa1.i:·..:d?:: '1."...le !-4¿::ri.; ob"tcnirlo podrían 1.nc1i!"".:'rno;1 a 

.::r"'!'er '1\.t~ f'.!:1 r.""C"l';"~-'.:"""'-" ~."C.dif"i·.~~·r J..u. dcr.~'i.dtt.d c:.::inctr-..1.l. (4.1.l.) 

uin carnbin.r 1a ap::ire:i.te~cnte bion estnb1ecidn f"ua:t·zu de rencción 

Oo::o y:i r:u~r • ..:io:-:.· .... -::io.! 1")...: ~o.,.r:i..~icntea do arrn;.itro (4.2.5) en l.o. 

f"ormn de cor~icnte de!'n~-t~n úni.c·1~i:-nto de 1n f"uorzn. de reocci6n 

do radi~ci6n y J..n tlX:!...~ten~i.a do 1.a ~101ucidn conJtn.ntc de!'cntie n 

'J'e:: c!e ello.; (·.·-:-:- -..::-u:::::..::-ién (4.:'?.13)), :i::{ qu~~ e:-:. todou lo~ 

:prob1c:\l\3 en i:;.u~ intervcn.::a '\J'"t::, rea.cci6n de r=i.dia.cid:i. oo tic-

a.- La ~o1uci6~ c3 'Ú~ica y ~or tnrt~o o~ neccaarin~ento 1u con~-

tante qutl' en i:1fi:':.:!.t~. 

b.- La. l!o1u~i5~ :'lo <P,:.J 'Única ; "":i.toncou el. proco:Jo no eo recurre11 

te y sd1o pueden r.xiuti~ r::·~·l:i u~u invario.nten inf'initu!:l. 

P:>dr!a~oa renBo.r qut.• e1 cn.~10 b en r.1 ~~R :;:irobnb1e • pero do to-
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Ec noto.UJ..o e inospcrat1o quo paru -.;o1 potencial.. de Coul.o:nb con 

el tGr:nino de 1·eacci6n de rudiacidn de Lorontz-Di.ra.c y u.na ruer-

eatocdatica cuyo espectro sea independiente de 1a poaig~6n ~ 

de 1n veJ..ocidnd (o máo en eenero.1 • para toda fuerza eutocánticn 

con divereencia nu.J..a) no existe nincun~ Uensitlad earectr:t.1 que 

permita. un Bsta.do eotnc1.onnr1.o ••ra.zonab1e" (medida f"i.ni.ta). 

!>e l.ou rP.3U1to.doG de eote co.pítu1o !lOdemoo conc1uir quq: 

tHJtado ::ictua1 1a EDE pradice •• a te:n!)f;tra.turn. cero • U..'"'l d.to~o 

de hi.dr6eeno ioni.zado ; ente roou1tado pued• parecer catautrGri 

• poro no 1o oo tanto cuando toma en cuenta que 1a-mecáni-

cu~nticn eotad!utica predice 

ruturas mayores quo cero. En efecto • io matriz de dcnai.U~d cnn~ 

ni.cu eot~ dada como 

- <Z! 
-e:>. 

e, = Tr C:~í1 (4.6.1) 

y el. va1or modio de W'l operador A 

<.Á>- Tr(€l) (4.6.2) 

ns~ que para 1n enerc!n tenemoli 

(4.G.3) 



, 
1 
¡ 

aobre todo~ J..0.:1 outu.dotJ • TOQll.."'1.Uo on 

cuc:ita. ia. dee;eneraci.6n ~'" tiene 

H (4.6.4) 

Lo. ene:::"GJ'.a estd dada como En•-*'/n
2 

( •• me4 /2h
2

) • o.o! que 1a 

Cuncidn de pnrtici6~ cnndnicn 

Z = "i_ n
2 

cxp(l-./n.2 ) .. , 
divere;e • :r resu1to. que 

(4.6.6) 

es decir e1 ~to~o de h1dr6eeno eotd ionizado a toda tempera~u-

ra. mayor que cero. 
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