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INTRODUCCION:

La mecdnica estadfstica tiene por objetos derivar las
leyes que rigcfen el macrocosmos basédndose en los leyes del
microcosnos. Esta disciplina puede dividirse en dos. gron |
des ramas; la mecdnica ezmtadistica en equiliprio ¥y la de
fuera de equilibrio. La primera intenta expiicar las le-—
yes de la materia macroscdpica cumado esta dltimo se en—
cuentra en un estado particular, de hecho €l estndo de e-—
Quilibrio de la terﬁgdinémica. La segunda dgscribe fenS--

menos en los cuales las varizbles relevantes varfan con

el tiempo y/o la posicidn. EL objeto del presente trave-—

jo es unz pecuefiza narte de la mecinica zstadfstica fuera
de equilibrio. .

1
ecuacidén difexencial parcial para la funcidn de distribu-—

cidn de N partfculzss que da la evolucidn temporal de &Es—

+-+A-partir de primeros principioszs se puedeobterter uiia 7

ta. Existen ademds una serie de ecuaciones intesrodife =
. &

. Tenciales para la funcidn de distridbucidén de una particu-—

la que son gendricamente denominadas ecuaciones cindticas.
Como ejemnplo de &stas se tienen las ecuaciones de Boltz -

mann, Enslkog, Wang-Chang-Uhlenbeck etc. Cada una de ellaé

eg_aplicable a una situacidn especifica, por ejemplo la de

"Boltzmann es vélida para el régimen diluido y cuando las
golisionés entre 1lm moléculzs son elésticas,lla de Enskng -
es v4lida para densidades altas y esferas duras, la de -
Wang-Chang-Uhlenbeck para gases poliatdricos, etc.

Un problema interesante es el de obtener &stas ecua—
ciones a partir de la ecuzcidn de Liouville, o equivalen-—

temente, a partir de la_ jerarqufa B B G K Y.
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. - .
Este tivo ¢e nroblemdtica no serd abordada en €l prese:n
te traktsjo, en las siguient s refererncias

se da uro 4dig
cusidn =al respecto(l-4).

ILa presente investisacidr purte de 1la ecuacidn de
Beoltzmann y va encaminada al estudio de un peguefio nime
ro de partfculcs cergondas

cle se muaevern

o
gos de molécules neutras ¥ en prosencia

2 través de un

de un campo e-
1éctrico exterro, énlo cuzl nos referimnNs COMO Wl €n =w
jambre de particulhé éargadas (z..C.). Entlo que con-
ierne o la magnitﬁd del campo eléctrico nos interesan
campos ta2les gue les encrgfzs adquiridcss vor les parti-
“culas cargadas-no sean tsn grondes como para exciter

"Yos niveles de energfa int<:mos de las moléculas-ded - - -

i i
)

‘gas; =e tiene m2r tanto una cocta para el cempo eldctri-
‘co arribz de 1lzg cuzal nc es vosible desprecizr las coli-

‘siones ineldsticas v oo tonte el tratomients vioAa ———
ecuacidn de Zoltzmann nc

es vAlidces
derd cel tivnc

de gas. Bejo

perimentzles dichos efectos

dicho wvalecr depen-—
las mismas condiciones ex—

ineldsticos serdn més im -
portantes pora gases poliatdmicos { N, ) gue parz los mo
. mnoatdinicoz ( A¢)-

Es posible édar una estimacidn sobre el 1limite de -
campos considerzdos de 1=z siguiente manera; la energia
ganadz por una partfculz cargaéds en un ceminoe libre me—

dio debido a la mccidn del cazmpo eldctrico es eEX , con
€ la cerga, T la magnitud del compo y N el camino —
libre medio. Ios efectos ineldsticos no serdn rclevan—
tes cuando esta enercfa sea bostan:ce Tenor due la enex—
_gia a la cual Se observan lz existenciz de los esta —
dos .internos. Tomardo los Sdatos revortwdos por
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S - . e
Thomson ¥ Thomson ¥ la estimdcion -0«

¢ con © la seccidn
eficaz, se tiene pera Argdnsz

CEX<c 115 Valls = Bp < i) ,_::‘h.;,..\\.a
mientras que para nitrégeno; 3
@eN<c.> e Volis = Epoco
. . i
Estas desigualdades muestran, de una maners burda,

la intensidnd del cociente. E/p pera 1la cdal es posible

despreciar los efectos ineldstic:cs.
En el casé del régimen diluido y cuando’ las coli-
. miones ineldsticzcs no son releventes la ecuacidn cinéti-

- ca que se utiliza es la de Boltzmann. Para poder extra—

er informacidn a partir de &€sta ecuncidn hay que resol -

-verla pudiends uno utilizar distintos métodos_gue. a. _con-—

tinuacidn se descriten de una manera suscinta. .
El método cldsico es el de Chépman-Enskog cue fue

desarrollado a principios de Siglo; Ya princivar-hipd ==

tesis es 1la de suponer cue la dependenciz temporal y es-—

pacial de la funcidn de distribucidn es =a través de las

variables conservadias (0,7, %,); con ala densidad de

particulas, T la temveratura ¥y <. la velocidad hidrodind
mica. Al tivo de soluciones asf obtenidas se les deno-—

"mina normales y se espera que perz tiempos largos y si-—-

tuacionesg cercanas al equilibrio sea un método adecuado.
Dicho método vpropone ademds un desarrollo en serie
en potencias del nidmero de Knudsen

(ver cap. I) para la
funcidn de distribucidn

Parz 1a primera se tiene §= §$V % SULNSY.... , donde, a

orden cero ?-?‘“ es la Maxwelliana local y uno puede ol
tener las ecuaciones de Euler, a orden uno $- 5@+ XLWM

las ecuaciones de Navier-Stokes, a segundo orden las

-
i

Y vara la ecuacidn de Boltzmann.



.régimen de Burnett puedan casrecer de sentido. Sin

fuerzos etc.
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llamadas ecuzciones de Burnett y asi suéesiyamente.
Recientemente’ ) ge nan discutido las distintas
derivaciones asi como la validez fisicz de las ecuacig
nes de Burnett, las cuales dan relaciones constituti -
vas no ‘lineales e involucran derivadass de seéundo or -
den. En muchas de las situaciones de interés, la des-

cripcién dada por las ecuaciones de Navier-Stokes da

_resultados satisfactorios. Avn més, como digho mﬁtodo

no tiene una justificacidn matemdtica rigurosa se ha —

pensado en la posibilidad de que los resultados en el

embargo al menos en cuanto al primer orden concierme,

."108 Tresultados del método dan relaciones para los coe- . 7

i
ficientes de transporte gque son de utilidad prédctica -
muy grahde como por ejemplo el princinio de estados co
rrespondientes establecidémﬁor Kestin et aiw(‘}")”;wm““”“M'M‘. h

otros( ® ).

En 1949, Grad('q )considerd.un mésodo de solucidn
basado en el desarrollo- de la tuncidn de distribucidn )

en polinomios maltidimensionales de Hermite. Los coe-—

.ficientes de éste desarrollo resultan ser cantidades de

interds fisico como el flujo de calor, el tensor de es—
Grad mostrd aue bajo ciertas condiciones
uno puede obtener las expresiones dadas por Chapman y
Cowling (a primer orden en el métoao cde Enskog) para los
coeficientes de transporte.

Las ideas de Grad dieron origen a lo cue se CoOno-
ce como el método ce momentos y cuya idea principal es
la de qonsiderar~un desérrollo de 1= funcidn de distri -

bucidn en términos de un conjunto compleco de funciones.

P



& dos factores;

) -
Esta herranzienta es la utilizada

I.5)

en la teoria de E.F. C.

La génesis de dichos métodos puede encontrarse en los

artfculos de Kihara( o ).
Indenendientemente 'del tipo
dos, uno debe cortar la serie en

cugl entrc otros cosas denenderd

de volinomios utiliza-
un término dado, el -

de la vorecisidn que u-

no quierz. Er los experimentos de tuios de deériva la -

precisidn alcanzada puede ser del.lk parz algunos coe-—
: n ;

ficientes de t:ansporté, de rmanerec que los resultados -

tedricos que =e comparen con los

experimentales deben

o ] .
ser también precisos. TFTor &sta razdn, en 1a teocria se

fueron incluyendo términos de orden mavor en el desa - -

“rrollo medizonte ciertos criterios de iterzcidn;‘comc‘”"mﬁT;*

. i
se verd méds adelante cuan:do se expongan las idezs de

Kihara,

La iaclusidn de términos de.

vigto aue es neceszria cuando el
grancde, es decir, en situ=sciones

brioc. En suma-podemos decir que

orden superidr Se ha T T T

campo eléctrico es -
no tan cerca de equili

la inclusidn de térmi-

nos adicionales en los desarrollos propuestos es debida

intensos: Wannier( 11) ha hecho
de los campos considerzados,

campos

zar la ecuzcidn de Boltzraznn.

intensos son tan grandes Qque no es vélido utijii

por un lado la precisidn alcanzada en

‘el experizmento y por otro la consideracidn de campos

una discusidén acerca

auncue los Cue el llema =

Podeinos decir que campos debiles son acuellos pa-

ra:.los cuales la energfza adquirida en un camino libre

medio es mucho menor dque lsa energfa térmica (hT~),

- utiliza un criterio

adin mds restrictivo y

P
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cuandec uno hace la estimacidn.pzra electrones resulta
ser que los valores de ¢/ considerados como campos dé
biles son tan pequefios que no hay valores experimenta—
les de los coeficientes de transporte (para estors valg
res). Nosotros adoptaremos como criterio el fque hemos
enunciado anterioriente Yy suponemos que para Estos va—
~lores de Ep es posible aplicar el método de Chapman -—
Enskoge. A . - .

El ﬁétodo de motentos se encuentra resumido en -
forma claras en el artfculo de x{u.mar(12 ) y el aspecto
experimerntal puede enco%trarse en el likro de Gromptof

y Huxley (13 ) - .

.. Para entender los obaetlvos del P eserte tr_haao N

conviene tomar en cuen.a las siguientas observaciomes:

1) El1 m&todo de Chapman-Enskog se ha estudiado

exhaustﬂv_ment°~a prlmer ~orden.

2) ..Es posible conocer las contrivucion:s a segim-
do orden en el mét>do de Chapman-Enskog para
. algunas cantidades fisicas sin necesidad de rg
solver ias ecuaéiones para -
3) En los expefimentos de‘E.P;C; es posivle Que
sea relevante el régimen de Burnett(15 ).
En este trabajo nos proponemos analizar la segunaé
‘observachn para el caso de la mezcla binaria para ver

81 los rasultados obtenidcs son de utilidad en el caso

de enjambres (observaciones iy 3). Los resultzdos ob

" tenidos muestran que la contrinucidn a segundo orden pa
re el tensor de ‘esfuerzos s€ puede expresar en términos

de la solucidn a primer orden pero no es asi para el

flujo de calor. "~ Sin embargo en el cass> en que 1a densi

..

R
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N -
dad de lz mezcecla es constzate, es posibdle cerrar las e-—

cuaciones de conservucidn a2 segundo ordsn.

Si uno hace la idertificacidn usual de. la veloci —

dad de deriva (medida exvnerimentalirente) con la parte

de la .velocidad mediz de las particuilas cargadas propor

’ G .
ciornal al campoe eléctrlcc? resulta ser cue & prirer or-—

den es posible obtener lz ecuacidn tipo difusidn utili-

zadz en los experilentss para coampos pe,ueﬁos(‘e ) ¥y la

R - ) PR ’ .
relacidn de Einstein-Tovmsenal 1%?.  vUtilizendo 12 a-
proximacidn de Lorentza y varz el caso unidimensional es

z, ecugcidn cerradsa parie. la densidcocd

de particulss cargzdos (RNg ) del tino difusidn y tambi—

posible obtener un

“eri 'es posible ver gue la relacidn de Einstein-Townsend - -

no se sostiene a segundo orden. La restriccidn 2l ca-

.80 unidimensional se ha hecho debido a gue ur cdflculo

general sér{é"bas£££té"£2§"éomiiéﬁé“}'ié utilizaci6n‘de'

la aproxi-zcidn de Lorintz ocedsce = que estéfros inter
sados en el estudio de electrones en un gz2sS.

Resulta ser que a segundo orden la mo.silidzd es -
proporcional a la divergencia de. la velocidad de masa,

que en el caso en G.e la densidad total sea constonte

. debe ser incdependierte de la posicidn si es que el mé—

todo de-Chapman-Enskxog es ccnsistente matemdticamente,
teniéndose por tanto en principio una dependénciz de

la movilidad en t€rminos de las condiciones de confor-
no y,o iniciales ;mpuestas sobre la velocidad de masa

(% ). Un resultado andlogo se tiene para el coefi —

ciente de d&ifusidn. Ademés_dichos coeficientes de trang

porte dependen de ciertas integrales de coiisi6n que
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pueden ser evaluadas para 1o que Chapman y Cowling han

(17) teniendose

denominado puntos centrales de repulsidn
como casos particulares el modelo de Maxwell el de esfe
ra dura tl]. En estos cdlculos no se ha impuesto, cdmo
es usual, que lza distribucidn de las moléculas del gas
es una famwelliana g£lobal, aunque esta restriceidén pue-
de tomarse en los. calculos realizados.

Se ha investigzdo ademds la vosibilidad de identi
ficar la velocidad 3e’deriva.con la velocidéd de nmero,
resultendo que las ecuaciones.tipo difusidn mantienen su
estructura pero contienen t€rminos adicionales atlos u-—
suales. En el régimen de Navier-Stokes y tomendo en -

. cuenta que la divergencia de la velocidad de . -masa-debe.-. g e

ser independiente de la posicidn, a lo cual nos referi-

mos como la condicidén de consistencia matemdtica del mé

todo por las razoneés expuestas en el capftulYo IT; -es po - =
sible mostrar que si estz cantidad es distinta de cero
entonces la difusidn puede considerarse como anisofrdpl

ca. .

En base a una ecuacidn tipo difusidn con anisotro-
pfa en €sta, se ha analizado el experimento de difusidn
en retroceso concluyendose, al comparar con el experi -
mento, que los valores tedricos obtenidos en &sta des -
cripcién son substancialmente mejores que los obtenidos
utilizando difusién isotrdpiia vara el caso de los ga —
ses poliatdmicos como el Nitrogeno, sucede lo contrario.

ILa forma en dque presentamos el trabajo se divide
en tres capitulds. En el primero se describen los an -
tecedentes necesarios para desarrollar el mé%odo de -

Chapman-Enskog y se discuten algunas de las técnicas u-—
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tilizades en la tedria de eﬁ?ambres. En el segundo ca=

pftulo se estudia el mé&todo de Chapman-Enskog a segundo

orden; para hacer &nfasis en los resultados principales

los cédlculos necesarios se han hecho en tres apéndiées.
En é&ste capitulo se estudia la contiribucidn ‘a segundo -
orden en el tensér de esfuerzos vy el flujo de calor.

También se estudia el fendmeno de difusidn en enjambres
a8 primer y segundo 'orden en el método.

En el tefcer cépitulo se estudia el aspecto experi

mental de enjambre,‘traxanQO de establecer un puente en

tre 1la teorfa y el  éxverimento. Se discuten ademds las

ecuaciones tipa difusidn cuando se ha establecido algu-

~na de les dos posibles identificaciones de;la«velocidad-uf:r
de derive que hemos utilizado. E o - a -

Finalmente en las conclusiones se discuten con de-

talle los resultados obtenidos.




CABRITULO I

- En este canitulo se discute 1la ecuacidn de Boltz-
mann para la mezcla binaria, asf como 1los casos parti—
culare-_s de enjambres de partfculas cargadas v el gas
simple. Para éste Ultimo se discute el desarrollo pa-
ramétrico de Enskog y se establece la conexidn entre -
la teorfa cindtica -y la necdnica de fluidos. Finalmen
te se hazce un resumén ‘de los. métodos matemdticos uti —
lizados en la teorfia de Enjambr;as de particulas carga—
das (E.2.C.). N '

. La Ecuacidn de Boltzmann.

les distintas cantidades asociadas.a cazda una de las

componentes las denotaremos con Indices ~» y B

"7 Consideremos el caso ée una mezcla binaria donde

Asf §* remresenta la funcidn de distribucisn de L.
partfcula de la esvecie A , €a 1= ca:ga de 1las mold—
culas de la especie © etc.

No entraremos en 1la deducceidn - de la ecuacidn de
Boltzman ya que existe bastante literatur=zs al respec—

4 -4 . -
tp( ); en el caso gue nos interesa se obtienen las

‘ecuaciones: o
ADIEY = - T8N - Taa(508)
B2 = - Tl §°5) - Ten (oYY

eee(1)
N PISE

donde ;i=A,» son los términos de arrastre u operado-

res de derivacidn y cuya expresién daros posteriormen-

te., - 'st son los operadores de colisiones ¥y revresen-—

tan las colisiones de 1z especie 3% con la especie 3

Si la mezcla se encuentra en presencias de campos

N
PR I
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e

externos © (eldctrico) y 52 (magnético),

lz expre-
sidn para los términos de arrastre ess ’ ’

SEY = \— * BT, v 8 (TN T\ § ey

siendo E; 1a velocidad molecular, ©%

E ...(2)

la carga de la
especie X y w1 su masa.

Las ecuacioanes*(l) son las utilizadas en el régi-

i & . . ! . Y
men diluicdo donde sdlo ‘1z consideracidn de colisiones

binerias es necesariz para la ddscripcidn, existiendo

sin embzrgo dos puntos que

conviene analizar, En pri-—
mer lugar la deduccidn: de

la ecuacidén de Boltzmann se
- 2nAce cuando las fuerzas no dependen de.la velocidade— -

- . En el caso de un campo magnético externo,

Chapman y St
demostrads que la ecuacidn de Boltz -
mann es vdlida. El otro r.ato ez

09wlihg('a ) han

©. —erne a las fuerzas -

de largo alcance como scn ias " Lulombianas. Zn este

caso el operador de colisizaes presenta

divergeacias,
que uno puede €limir -

al considerar el efecto de apan
tallamniento. -Si tenemos particulas con carges

de sig-
nos gpuestos entonces alrededor de,

digamos un ion, se
acumulan electrones que apantallan el campo Coulombia-

no de éste, 1o cual justifica la introduccidn de un pg

rédmetrs Ge corte o equivalentemente el potencial de in
teracc16n es el de Deybe( 9 ) Nuestra i.vestlgac16n
estd dirigida a Enjambres de particulas cargadas (E.P.C.)
¥ como veremos posteriormente no se presenta éste pro-
blema; E.F.C. es

(1.

es un casoy narticulx de las ecuaciones

-

. La expresidn para ‘el operador de colisiones es la
siguxentc- -

27 .



S (B - - S 9 @0 (e fey - FE ey
. aaa xd X dd AT cee(3)

aquf &, ¥ T, son las velocidades finales deElas parti
culag de la espeéie Ly j Que antes del choque tenfan
‘velocidades GC: ¥y T . Sy €3,X) es 1= seccidn diferen -
cial eficaz para que la velocidad relativa 9 = 1S -3
sea dispersada.en el éngulo sdlido Nuﬁxéx.é¥

En 1a teorfa cindtica de los gases, las cantid~des -
relevantes como son los coeficientes dé'transporte es—-

‘tdn expresados en términos de la seccidn eficaz que a

.-su vez puede determinarse del potencial de interzccidn.: 7 Lo
Sin embargo en la mayoria de los casos no se tiene in-

formecidn sobre dicho potencial, por lo que en general

se propone un cierto potencizl de interazccidn -y se a U
justan sus pardmetros para tener concordancia con el
experimento. Esta forma de vproceder no es fundamental.
"Podrfa uno trztar de averiguar el potencial de inter -
accidn a partir de los datos experimentales, lo due a
o veces se llamael. problema inverso, el cual no serd a -

R a,
bordado en el presente trabaao.(l a)

) En el caso de E.P.C. la densidad de partfculas -

éargadaé { Na ) es mucho menor gue la densidad de las

moléculas del gas ( Ng ), de tal forma gque: o

. a) Los eventos consistentes en chogques entre par-—
tficulas cargadas son despreciables comparados
con aQuéllos en oué tenemos choques entre las

partfcules ca:gadas ¥ las moléculas del gas.'

b) Los. choques entre las particulas cargadas y -
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las moldculas del gas son despreciables compa— - B

rados con los chogues qQue ocurren entre las mo
leculas del gas.

"FPormalmente las ecuaciones que descripen E.P.C. me

obtienen tomando Sa.=0 y Te\=0© de tal forma cue las ecua
ciones (1) se reducen a:

"R = - Sae g~ hE N
N® (%) = - . Seo (‘% %"

. eeel4d)
. B
Notamos que en este sistema de ecuaciones la ecusa

cidn para % ‘estd degacoplada de la ecu"ic:.cfn para S"

Esto es, 1a ecuacidn de evolucidn para- -§- no es afecta

" da por la presencia de las nartfculas cargadrs (ver 4).

ma opara $® una Maxwelliana glo'oal, nosotros no utiliza

remos esta restriccidn. Dada la funcidn de distribu -

cidén de ;Las molécizlas del gas g® , resulta de las ecua—
ciones (4) que la ecuacidén para §°

es lineal en {* ya
que Sae es lineal en S*

- El problema en enjambres es
resolver la primera de las ecuaciones (4) tonando la —
funcidén de distribucidn de las moléculas del ges como

una Maxwelliana global. Se sigue entonces oue, cdado que

§® estd determinada, es necesario considerar solamente
el potencial de interaccidn entre las partfculas carga
das y las moléculas del gas para detérminar ¥“

Para E.P.C. Mason y Schamp® '7*0)

.
basdndose en la -—
teorfa de fuerzas de dispersid’n, ha.n propuesto como po

tencial de interaccidn (carga—-molécula neutra) el si-
guiente:
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siendo € la profundidad del minimo de energia, Cue el

valoxr de ¢ para el cual 4 tiene el.mfnimo y Y un
pardmetro Que mide la importancia relativa'de las par-
tes My ¢4 . )

Nosotros obtendremos expresiones generales para —
despue(s varticularizar al tomar un potencial especifi-
co. ‘

Otro caso pax;ticular de las ecuaciones (4) es el
del gas simple qu‘.é puede ser obtenido tomando %B=O vy
Syyto para A#¥ )] . La importancia de este caso particus

“"lar radica en que al tomar las condicionmesanteriores - *

en las expresiones qQue se obtienen para la mezcla, se

deben obtener 1as exnresiones del gas simple, este caso

1
i

sirve entonces como una forma de detectar posiblés e =
rrores.

Antes de pasar a bosquejar la obtencidn de lzs e-—
cuacidnes de conservacidn, conviene introducir algunas

definiciones Que serdn de utilidad @
vy = K. S 9@ £y aT 5= »8

2. = Ve (£, 8 <&>)

8
o= Vo (ZL(\; <E':.>\}
Ty = & ~To velocidad peculiar

velocidad de masa

. velocidzad de numero

donde @ es la densidzd de masa de 1la especie 1 ¥y Q@

es la densidad total de masa. Si uno toma como wvaria-—
bles T" >‘6 \- los términos de arrastre due aparecen
en la ecuacidn de Boltzmann se pueden reescritir em —

(2 ),

vftdrm:.nos de estas variables en la forma



“ciones K-

_cién (5)’se anula;

e

=% Sy Cox>T & =R a\ ‘733\.
v (TR tt o (a8t} v iea®

i & 4 - & 1
. | eeel(5)

: . A

. La ecuacidn de cambtio para una funcidn 4’ de la
pecie A dque dependa de la velocidzd peculiar se obti
ne multiplicando 2mbos miembros de lz primera

L A - n — )
cuaciones (1) por <" e integrznio sobre Sa e Si u-

no toma en cuenta la ecuacidn (5)’ dicha ecuzcidn de
cambio e=td dada por:

PO AR R R AT S

- x><c\>.> <av,¢‘> v (%, T v B DE:).A

o et _-.__-~_.__§FA§fY¢¢‘>

- sy ve § =\ FInEer e ceal8)
Un resultado andlogo se tiene cuzando se considera

< -] .
una funcidn & para la especie ®aue depende de la ve-—
locided peculiar <T. - )

Es pgrticularmente importante considerar las fun-
para lzs cuales el lazdo derecho de la ecua-—

2 tales funciones se les llama inva
riantes colisionales. Es posivle mostrar 3 que t3
do invariante colisional se puede expresar como unsa

combinzacidn linezl de los invarizhtes colisionales bé-
sicos:

*A."'L ,¢e.=-\-) S-""‘Aa‘ ¢a_m°3°

) .43

L Lwod2

LY
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- A
Al tomar las ecuaciones de transporte para ‘3’_‘ s ¥V -
e . - L .
#.\. s ¥ sSumarlas se obt::..ene( 22 ) la ecuacidn de conser
vacidén de masas

RE ~e9@ =o

{ S )

Tomando las ecuaciones de tramsporte para Q', “ _<§>
Y suméndol.as,

e 37

2z
se obtiene la ecuacidn del Iznpetu

=-V'P-i. Tgx *(i“.es%;%-&‘)nx , S )
Ay
La ecuzcidn de 1la energ:ta se obtiene de una mane-—

ra andloga dando _comé resultado que:

A DI
z b=

= ‘\L’\' - (2‘-“5<E:’>\ + i(\ -‘F“d

. e
4'3_(&..*&‘_?._?5; _V/,‘g_ Ce e B A -
: b ermim e e SEDUUN € °) SE——
Las d:.st:.ntas cantidades que aparecen en 78 e~ ’
cuaciones 7-9 estén definidas por:
- 2 Do <L eG5>
T = Zaw & Kz =S Temperatura
- .

‘q_ - Z n-a.<“i‘»""a.>z a>

dam flujo ‘de calor
-

'-; =3 fse. <d,>

LY

densidad de corriente

-7z € L& &>

tensor de esfuerzos.
Tomemos por simplicided el caso en que 3so , s

*
¥y cuando tenemos una componente.

El objetivo es discu—
tir el mé&todo de chapman—Enskog de 1a manera mids senci-
1la.

Bajo las restricciones anterijiores las ecuaciones de
o

conservacidn tienen la misma forma que las ecuaciones de con
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-=
servacidn resultantes de tratar a le materia como un T
(23)

continuo Cabe aclarar que le definicidn cinéti-
ca de temmeratura, flujo de calor y tensor de 1osres-—,“
fuerzose es védlida séle@mente para el caso a;luido y -
cuando no hay grados de libertad internos.? Ia semejan -
Zza mencionada ﬁos permite interpretar a la velocidad
de masa <. como la velotcidad hidrodinémica.

Discuti:emoslcon un poco més de detalle las ecua-
ciones de conservgcign en €l enfodue fenomenoldgico, es
decir, la descripcidrn del fluido es desde el punto de
vista macroscdépico. Cuando no hay campos externos y

para el caso de una componente las ecuaciones de conser
[ QI D . . [, e .

“"wacidn son

3
R = V-1 e ) =

e = \Y

e & - 9% - 3™

dondetﬁ es la velocidad hidrocdindmicsa, q.es el flujo Ade
calor y (¥ el tensor de estuerzos. Para que €&ste sis-
tema de ecuzaciones sea cerrado (tenga el mismec ndmero
de ecuaciones que incé&nitas) es suficiente dar una re
lacidn entre © y las derivadas de X , otra entre =

¥ las derivadas de ' y por dltimo la ecuacidn de esta
do( 7% ). Las dos primeras relaciones se llaman las e—
cuaciones constitutivas del fluido. Parz un fluido -
Newtoniano éstas tienen una formas esmnecificz ague se ca
racteriza Eor el hecho de gue los flujas,tarquinémicos

o -C
4'[?.'3 ) Born linezales en les fuerzas termodindmicas
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-~

generalizadas'((fﬁ s ¥Y7T)e En particularvuara_un filui-—
do incompresible la ecuzcidn de energfes se desacopla
de 1a del fmpetu y las ecuaciones para.resclver son,

para un fluido Newtoniano,las siguientes: : S PR

V’i\. =0

€RF T VY ‘

- -

donde et es 1a viscosi?ad coftaﬁte del fluido y P 1la

presidn. . o -
De=sde el nunté de vista fenomenoldgico es necesa-

ria 1a 1ntroducc16n de coeficientes de transporte e como

1& conduct1v1dad térmlca Yy la v1sc051§«d. Estos coe

cientes aparecen en las relaciones constitutivas pero

la teorfa no es capaz de proparc;onar -sus . valores para .- -
un fluido especffico por lo que se recurre al experi -—
mento para conocerlos.

A 1a§Aecuaciohes obtenidas parz un fluido Newto -
niano incompresible y en el cual se conocen los valo—-—
res de los coeficienmtes de transporte, es necesario -
complementarlas dando ciertzas condiciones de contor —--—
\ho( 23 ). lLas prediceciones de la teorfa fenomenoldgica
son en general bastante buenas en una gren cantidad de
casos, por lo cual es importsnte ver si a partir de u-
na teoria microscédpica es posible entender las leyes
de la mecédnica de fluidos. En la mecdnica de fluidos -
las canfidades fundamentasles son la densidad de masa,
la velocidad hidrodinémica y la temperatura. Desde el
punto de vista de la teoria cinética, esto.correspon—
de a 5 momentos de la funcidn de distribucidn, por

PrCR
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o

tanto es natural hacerse la siguiente pregunta: ;Como

podemos entender que sean relevantes sglo 5 momentos
de 1la funcidn de distribucidn ¥y no la funcidn de dis-—
tribucidén complet=z en 1la descripcidn macrqscépica?;

‘Un orimer resultado que arrxroja luz a la pregunta
planteada y que aid directriées para el estudio de so-
luciones a la ecuacidn de Boltzmann es debido a Hilbert

. a4 ),.

qQuien mostrd. lo siguiente ‘

Suponiendo que se escribe la ecuacidn de Boltz —

mann en la forma:s

25 . '
Sy T %E - 5 TEN eee(10)

"y ®i ademds la funcidn de aistrisﬁéigiriﬁ$£§€ el desa—

rrollo:. -

fso .
entonces la solucidn queda determinada por las cantida
des (F.,0), TL(¥e) y T (7, 0).

Aunque en principio esto da una respuesta parcial
a l1la vregunta planteada, no es claro el significado del
pardmetro & ni tampoco sabemos =i cuando $ - ! el resul-
tado sigue siendo wvéAlido. Existen algunos otros proble
mas con el método de Hilbert que no serdn considera ——
dos(qs ’ .

El resultado de Hilbert dio origen al estudio de
las soluciones normales a la ecuacidn de Boltzmann desa
rrollado independientemente por Enskog y Chapman. Las

soluciones normales son aquellas para las cuales la de

pendencia espacial y temporal de la funcidn de distri-



I.11)

bucidn es a través dé las varidbles conservadas, esto
es:

Sc;-',s,+)_= Sz @)Y .11
donde 6-(&,@,“_53) corresponden a las 5 variakles con-—
servadas: densidad ( e, ), momento ( (Q,,e, ,2))) ¥y ener—
gia.( €. ). La funcidén de distribucidn es funcional de
las varizsbles conserVadus.

Los tlempos para 1os cuzles esta hipdtesis es -~
plausible no son aroit*arlos( %) h's se espera este ti-
.po de comportamiento ocurra para tiempos mayores que el

tiempo de relajacidn del sistema Tg (4), donde T T atdar
" 'msiendo N la densidad, , el alcance de las fuerzas y
Ay la velocidad térmica.

Puede pensarse que parz tiempos cortos, a lo que

nos referimos como 1a etapd cindética, existen-cambios

bruscos en los cuales las soluciones normales no son
vé&lidas, pero que a . tiemnos larzgos ( +> Te ) las solu —
" ¢iones normales son adecuadas y que la descripcidn a
qub den origen es la dada, por ejemplo, por las ecua- N
\ciones de Navier-Stokes en la mecfinica de fluidose.

"y Las ideas exnuestas anteriormente tienen cierta

seme janza con las introducidas por»Bogolyubov(‘3 ) pa ’

ra dar un tratamiento a gases densos basado en la e —

cuacidén de Liouville} en particular, la separacidn en

temporales y el que la funcidn de dis
tribucidén de dos particulzs sea funcional de la funcidn
de distribucidn de una particula.

distintas etanas

E1 estudio .de 'soluciones normales nos limita a
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estudiar 1o due comunmente” se denomina la etapa hidro-
dindmica, gue corresponde a tiemvpos largos,; la etapa ci

nética cueda fuera del contexto de las soluciones nor-

males, para estudiar estos-fendmenos puede uno utili——

zar el método de Grad(q ). 2

En cuanto al vardmetro § puéde 1ndent111carsélec0
mo el né¥mero de Knudsen { $ = ™ /t.), siendo T, = Var
con L una longitud caracteristica de las variaciones -
espacinles de 1la funcién de distribucidn. ' Este paréme
tro también se identifica( i )Eomo el cociente del cea-
mino libre medio.y L .

Como mencionamos anteriormente, Enskog y Chapman -

les. Chapman y Cowling,baséndose en €stos trabajos ex
pusieron claramente una forma de tratar las solucio —
nes normales a la ecuacidn—de Boltzmann y aue anora se
conoce con el nombre del método de Chapmann-Enskog, -
siendo €ste el método utilizado en el presente traba —
jo. Cabe aclarar que dicho método no estd justificado
rigurosamente( 2

A continuascidén presentamos de manera resumida las
ideas del método de Chapman-Enskog y parz mantener un
paralelismo con el resultado de Hilvert utilizamos el
desarrollo paramétrico de Enskog & la maners 'de Grad
2,

Adem#és de la rorma de la ecuacidn de Boltzmann da
da por la ecuacign (10) se supone gue la solucidén nor-
mal $(Z1&) admite un desarroclio en potencias del parfd

metro § al igual que las ecuaciones de conservacidn,

-

_ ..desarrollaron métodos basados en las. soluciones _norma-..

T
!
i
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es decir:

. g = “z;gu Q(n\ (E\gﬂg\ ...('12)

Se . F o wris gmy \
> = Zos PUCE, 9@ . A b eee(13)
Para 2% se concluye utilizando (22) ¥ (13)

2%

-

que( LR

- . -,

—9; Z %‘ws > (&) = 32,J‘-. ey

- S 23, v

3{ B 5 zo (99 N '¥ -;vg ¥ \
donde V§' es una- expresidn simbdlica pare representar
las derivedas espaciales de las variab;ps “c‘:o_nservaslas

et :

. :“
ve = ( %E: 973 9Xa ) ceee)

Al sustituir este resultado en la. ec_xa;e:qx.dfx_:d%,_-:
Boltzmann e iguslando los coeficientes de las potencias

en 5 se concluye( e
) o
o= T DSE )y s (smse)] |
“ rasan . .(14)

’ .
escribimos simbolicamente esta ecuacidén en 1la forma:s

WYL TSN

Notamoa aue W™ no involucra a £ y que el o-
perador T es lineal en (' , conocidas (* 4 &
esto nos da una ecuacidn integral lineal para -Q‘*‘ -
Para la funcidén $'™ definida por la relacidn  $ ™= (D4

(22 :

.puede demostrarse que la ecuacidn que satisface
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. es unz ecuacidn de tipo de Fredholm de segunda espe-
cie o Supdnga=e ahora gue se han determinado Lo

a G“‘“‘, entonces de la teoria de ecuaciones integr-aj-
les se sabe gue existe la solucidn (para V) si y ad-
1o si h' es ortogonal al espacio generado ﬁor las so-
luciones de 1la ecuacidn homogenea T (£ =) - o

» las
cuales son los inveriasntes colisionales ~¢~ - T4 ,5

Por .tanto una condicidn necesaria para 1la existencia
- o~ ’

de la solucion es que se cumnpla la relacidn:

S a2 q;_{ W _ o

CRs s : - ees(15)
s En cuyo casc la solucidn general a (15) es de 1la
R T jfﬂrma'= - TR B -— e - R

§- g @z -

& [ Al U — i - :
donge §‘ ey es una solucidn particular de (14). Ya ~—~ T

unicicdzd puede obtenerse pidiendo condiciones extra

sobre (¢ | usualmente se vide gue {“ corresponda a

‘la Maxwelliana local y pzara ‘;(’“ las siguientes condi - N
‘ciones (en’ concordancia con £ ):

. S "“‘ Az = A ., § LN az 2o B N néo R .
. St{@\ e . § (ezaz - o s
S‘a‘*"—‘ £9042 Sz . gi‘*z‘ 2 <o . ow

- 0-0(16)
: Utilizando las ecuzaciones (16) puede obtenerse’?®)

" . .
una forma méds simple para las ecuzciones (15):

- [CTY ‘
ST (e e -0

eee(27)

P

;e

<7
.



I.15)

-
siendo Cb el invariante colisional asociado 21 momen-—

to € . TLas ecuaciones (17) son necesarias vara que

1a ecuzcidn integral para $' tenga solucidn; en 1la-

literatura se conocen como las ecuaciones de compati-

vilidaed. TNotamos aque paran noder extraer resultados

c - . ]
concretos se deben especificar las cantidades \P(’ te

niendo cuidado c_ué ‘satisfa‘gan‘las ecuaciones de compa-
tivilidad. : LA

/ .
)
Es conveniente- notar que en la ecuacidn pav'a. e
aparece \P‘" ':/ pero como se conoce Sl P gueda
determinada por la ecuacidn de compatibilidad de tal

fo.rvna que la teorfa es cerrada.

Una expre s:.én exnl:.—
»

cita para Y para k= enn el 14 —

puede encontr——v.rse en el 1i -

bro de Reslbo:.s( B

Chapman y Cowling no._dan_la.forma de.. \«P( —3in

embarge la manera en que proceden nermite en prlnc:.—

pio determinarla. En el siguiente capftulo se anali-

zard con mayor deta’l le este punto para la mezcla bina-—
t:.a..

En el método expuesto anteriortnente es 1mportante
gotar el papel que juega el ndmero de Knudsen, de he
é}_xo las ecuaciones a los distintos Srdenes se obtienen
igualando potencias en dicho pardmetro.

La situacidn
ffsica que corresponde a nimeros de Knudsen pequefios

es cuando el camino libre medio es pequefio comparado

con las variaciones espaciales de la funcidn de distri-
bucidn, es decir se estd en un régimen en el cual las
colisiones juegan un napel domlnante, por tanto este mé

P pupp— [P
-
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todo no es aplicable a situaciones en las cuales el cax=
mino libre medio es comparable a las dimensiones del
sistema como sucede en algunos plasmas.

La forma en que hemos desarrollado las ecuaciones

de conservacidn (ecuacidn 13), trae consigo que si to
. L2}
mamos la costribucidén de dSrden - S

de la funcidn de
distribucidn

( S"?h )Y entonces la derivada temporal
de esta cantided es al.menos de drden - S

» Y& que
como a Sédrden O tenemos

3(1“5®) = o debemos tener que

wer, O (ver ecuacidén 14). Un resultado anflogo se ob-

-tiene para los gradientes. Esta propiedad,..que .es. de

hecho una hipdtesis,se encuentra discutida detallada -
mente en 1a-1iteratura(;3 ).

medio es comparable a las dimensiones del sistema, co-
mo sucede en un gas enrarecido las colisiones ent.e las
moleculas no juegan un papel relevante y es entonces

necesario proponer un desarrollc en términos del inver-

so del n'rero de Knudsen (.}3).para tratar el término

-de colisiones como una perturbacidn.

La utilizacion de soluciones normales en situacio-—
nes donde se tienen campos eléctricos intensos ha sido
puesta en duda argumentando que en este ceso el sistema
puede encontrarse lejos del equilibrio local, cabe acla
rar que la cercanfa o lejanfa del equilibrio local no
se ha dado de una forma cuantitativa. En base a lo ante
rior se han generado métodos matemdticos alternatives
que discutimos az continuacidn.

Nos provonemos dar un panorama general del tipo

-
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-
de m€todos matemAticos utilizados en la teorfa de en-

ja.mb!"es. Expondremos las ideas generales de dos de los

métodos utilizados y 2l final se mencionardn otros sin
entrar en detalle.

Primeramente presentamos el método de sarrollado

porxr Kihara( 0 ) ( 2) ya que es uno de los trabajos a

partir del cual se sug:.rleron las ideas que son de uti
l1idad en la a.ctualldad. '

’
Consideremos _la ecuacidén de Boltzmann para la

funcién de distribucidn de las partfculas cargadas (§ )
en el caso de enjambres.

De l1las ecuzcidnes (4) tenemos que d:.cha ecuacidn
‘es la Siguiente: ’ T TS

?—55-\ TS e (T ez - Yok ;_ <. (Q XN

el I8y T T
donde

-SSR - g D TG mixdx dbadh (SCay §heY - Ay e,

eee(19)
Tomemos  §*. " (14 %) donde & es una cantidad por

el momento no especificada. Si ademds para §® se to-

ma la Maxwelliana y se hace uso de la relacidn § <¢°*

= g S;"“‘" se obtiene al sustituir en la ecuacidn (19)
ques ’ ’
- Taal§ ) = - Ne £ e\

. ese{20)
donde:
O T

- --0(21)
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siendo Np la densidad de Xa especie neutra.

TLlevando (20) a (18) la ecuacidn de Boltzmann se
puede reescritir como:

D:‘ +~ =

2 Tu- Ve F e 2 (Foma) G - cne 000 305
. . [}
’ see(22)
Si Y(&\ es cualaguier funcidn, es posible obte —
ner{19,39) .

multiplicando la ec.(22) por Y e integrendo

sobre <» 1la sigufente ecuacidn de transporte:

’% Waw>y ¢ < - (n..<c_.-‘e>5 - » K (E r@m =y v§w>

= - Na0Da <-SQ‘-Y\>

!
oo o( 23) I

S‘\”}"AE: ¥ la accidn del
- Y. estéd-definide por-lia-relacidns—— ———

donde como es usual <W¥W) =g
: operador 3 sobre -

TP = K, § 5@ (v-wyg s

eee(24)
La ecuac16n (23) es la fundamental en el trabajo

de Kihara. Tomando Y = . puede obtenerse,

como es co -
- nocido, la ecuacidn de continuidad y para

weely = &
la ecuacidn de conservacid del {mpetu:

2. (00 <E) + Vo (na <o) - e

(2 + <c7>x;g)

- NaNp <I(EyD

- -0(25)

usa esta ecuac16n
_para definir un tensor de temperatura cuando

Entre otras cosas K:Lhara(‘o 30)

V- (2E2&yy
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es pequefia. Sin embargo ngsotros nos interesamos por
el célculo de la movilidad a partir de &Esta. Considé-
rese como primer caso el modelo de Maxwell para el cua;'

‘Omiﬂ? se puede mostrar que <T. es un eigenvalor de hy
C Sy = 2T ) ; si ademds se sumone due los tér

minos con variaciones espaciales son nulos, se conside

ra <=o y por ¥ltimo se toma &, -o , se obtiene a

ﬁartir de (25) 1a siguiente expresidn para la movili -
- 14

(<&>= wi )i

,

Qe A

dad LS

N, = Ca

En
ces-gimple,y

well se

para el

este caso la obtencidn de la movilidad es muy
para un caso més general que el modelo-de-iax—
utiliza el comocimiento de los eigenvectores

operador de colisiones en dicho modelo. Dicho

I
B

en otras palabras, en el caso del modelo de Haxwell se-

)

puede mostrar que las funciones Yo definidas por las

relaciones:

e €2 W2 wi (€2} -
A = Zev LY C-\ g—\“i ( T%\-\
RIF =, 2, ..
con P, los polinomios de Legend:re, Syry l1os polino-
EA

mios de

Sanine, son eigenfunciones del operador 3

introducido anteriormente. En el caso general si

4

tiene simetrfa esférica se puede escribir el siguiente
desarrollo:

EACT

= Z_, Ges(a) "‘P_:_s,

T . (26)

~-8iendo <i¢.(1) los coeficientes del desarrocllo. Notamos
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) -
que Y% no necesariamente es eigenfuncidn de 5 .

La siguiente relascidn de las funciones Y'Y puede
ser obtenida en el caso homogéneo(lo'm)'.

(avy) <SC8pY) = & Daeeisey <Py~ <¥N >
donde E ={osE N (VT . Substituyendo el desa-
rrollo (26) en esta ecuzcidn se obtiene el siguiente
sistemas T

=

. : , ™ ‘. - - \ - R -
ey T e <¥037= e [alariery KON edn L0

En particular tomando %=1), o

(3% = : B
L Gewy S¥Wy S £ PN ¢, > W
De la ecuacidn (27) se puede obtener la movilidad
en distintas aproximaciones.

!
El razonamiento de Kihar=a

fue el siguiente: En el caso—-de ‘moléculas-de-iaxwell -

la matriz

Gcs L1y €8 Giagonal ya que las funciones Yo
son eigenfunciones de 5 s por tanto en una primera =
proximacidén se toma 1= matriz Oy (1Y COmo diagonal, ¥z
que se espera que los elementos fuera de la diagonal
sean wveoefios. En este caso se obtiene la expresién

aa
da anteriormente por la movilidad . Fara obtener una
éest_mda aproximacidn, se sustitiyen en la.ecuazéidn  (27)
los valores dados en la primera aproximnacidn en los
términos no diagonales, esto es como:

Qewtty <PV raoln <PEY e -oom = £
= ) .
<¥@y. = (Gwln ¥ =t £33

.<°“_">‘.,_.... \ = £
la aproximacidn consiste en tomar

en todos los$ términos no diagonales.

LAWY LY, G YN,
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Es posible mostrar ng en ésta segundea avroxima-

cidén la velocidad media esta dada por:

- 1 a <Ny ?ﬂ
Ca Z_ N
< v >‘ = f\———eﬂks o A L=

! ...(28)

i

Todas las cantidades que aparecen en la ecuacidn (28)
se pueden poner.en términos de integrales de colisidn
que son muy conOCLdas en la literatura.

En forma resumlda nodemos decir que el m&todo de
Kihara para evaluar la movilidad toma la funcidn de

distribucidn de las moléculas del gas como
na,

Maxwellia-—
desprecia. los términos de variaciones espaciales,

-considera el caso estacionario y por Wltimo hace=ia

suposicidn de que los elementos no diagonales sSon pe-

quefios, argumentando que para el modelo de llaxwell los
primeros son nulos. Posteriormente Mason y Schamp(my}'

evaluaron la movilidad hasta una tercera . .aproximacidn

obteniendo buena concordancia con el experimento.

21
Whealton y Masgn gxtendieron

los resultados para mezZ-—-
clas multicomponentes, estas

técnicas han sido utili-
zadas recientemente para dar

relaciones de Einstein ge
neralizadas(—az)

) En los trabajos anteriores se consi
deran los efectos de los gradientes de densidad.
Paralelamente a los trabajos de Xihara, Wannieruxs
tratéd el problema de enjambres para campos grandeé; las
ideas son importantes pero nos llevarfa mucho espacio
el considerarlas. Su articulo estd enfocado al estu-—
djio de iones i,para el caso de electrones, como €1 men
ciona, los métodos no son completamente satisfactorios.

-Hace una aproximacién en el sentido: de que los gradien



-80lo 2 términos se tiene la llamadz aproximacidn-Ade - =
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: -
tes de la densidesd de jones son sumanente peduefios=, q::e

de hecho es una aproximacién hecha en una buena parte

de” los tr=bajos tedricos(63 Y 200 25) ¥ ha sido cri-

ticada 21 hacer un anflisis sobre las secciones efica-
ces obtenidas wor los métodos de enjambres‘ao ).

. El caso dé electrones es un problema bien estudia
do con distintos tratamientos. Usualmente se propone
un desarrollo, para la funcidn de’ dlstzlbuc16n, en tér
minos de pollnomlos de Legendre que 21 sustltulrlo en
1la ecuacidn de Boltzmann da origen 2 un nﬁmero infini-
t0o de ecuazciones para los coeficientes del desarrollo
¢ 3;). Cuando se corta el desarrollo considerédndose

dos términos para la ecuacidn de»Boltzmann(‘aa) Yy es

. una de las aproximaciones més utilizadas. Existen cri

terios que establecen cudndo 1a anroxlma016n es buensa”

¢ 3 ) ( wo )

’aunque segin ciertos autores no existe una
estimacidn apropiada scbre los errores derivados de ai
cha aproximacidn. Este tipo de tratazmiento tiene como
ingrediente escencial que la masa de las partficulas
cargadas es pequefia comparada con 1la masa de las ﬁolé—
culas del gas y por tanto no puede extenderse para es-—
tudiar iones pesados.

s )

Kumar y Robson desarrollaron un método de s

lucidn a2 1la ecuacidn de Boltzmann para iones o eléctrg

nes parecido al método de Chapman-Enskog, en el sentido

de que se utiliza un desarrollo perturbativo para la

funcidn de distribucidn. En este trabajo se intioducen

tambien técnicas de transformadas de Fcuriér-para obte

ner ecuaciones de continuidad mas alld de una ecuzcidn
g
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tipo difusidn. Si uno parte de 1la ecuacién de conser—

wvacidén de las partfculzs cargadas y considerz la trang

formada de Fourier de esta ecuacidn puede uno obtener, .

al nacer un desarrollo en potencias del vector de onds,
i
la siguiente ecuacidn: k

w=1y

2, -7 W@\ \awy =0

Rk . eeo(22)
donde w* son té;zjéores conétanteé de orden % . Aqui,
® denota lz contraccidn de los tensores. W
ponde & la velocidad de deriva, w™
sidn.

corres
al tensor de difu-
La ecuacidn (29) puede cortarse a distintos dSr-—
denes pero ustalmente so'lo se conside:a hasta =2 .

gque nos. permitan tener una idea acerca de la motivacidn

para considerar herramientzs _como el método generaliza

'Pasmmos ahora a dar ciertes directrices generales |

do de momentos para varias temperaturas. La discusidén
- . I S . . .
estd restringida al regiren hidrodindmico.
Una primera hipétesis, para resolver la ecuacidn

de Boltz}nann/es la de partir de que funcidén de distri-—
bucién admite el desarrollo:

CEan=-L % o 9 ace,n
LY
s e(30)

« Las ideas detras
de esta propuesta pueden consultsarse en la literatu

Ay
donde ¢ son tensores de orden %

ral ) .
ey
Los tensores § estfn sujetos a las restriccio-—
nes: ..
W ~
- S S (A A& = S

‘ . ++<(31)
Al tomar =t =o en le ecuacidn de Boltzmann(ec.l18),
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sustituir el desariollo (3B)en (18), eliminar la par—
cial con respecto a en la ecuacidn resultante medi-
ante la ecu=cidén (29) e igualando los coeficientes en
Vh"\n. se obtiene el siguiente sistema de ecuacicnes.»pa— o

(e ¢
ra los tensores &% : i

g—‘—E" Vé: L) \ s;.“\=o

ey

@ gy & T $TEV LB e | F wiig ghees)
e : - fpvs
eee(32)
donde S{{**\representa 1z accidn del operador de coli -
siones sobre ("%,

8i uno integra la ecuacidn (32) .con..respecto.a. K-/

y utiliza la ecuacidn (31) s=se obtiene lazsiguiente re-— !
lacidén entre w® y {™ 3

e 7 a e aten '_> ———— : _— V
o = g\ g Ac. = .( 33)

El problema de resolver la ecuacidén de Boltzmann

es equivalente a resolver el sistema de ecusciomes (32)
¥ £eneralmente, esto se hace haste un ndmero finito que
usualmente no €s mayor & dose. Esto es, se resuelve para
§% 4 {*%C Dado (33) y como w™es el tensor de difusidn
basta resolver para ' para evaeluar P = w®

Pasamos ahora a describir la forma en Que se re -
suelve (32) para §* Para fijar ideas ilustrare-
mos el método para { ™ | si Y= % \1) c¢.3§ v
'._..: = Y\E.‘~ Sy 'g (i)=1,-,%.) Tepresentan dos conguntos de -
vectores ambos linealmente independientes y se expresa

a §* como combinacidn lineal de = _; es decir:

[N

— [ ;
§* = Z 3 Eu@y ' P ETS)
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:i 3: (..%‘.E'qé’. '\'-5\)?_‘:‘.. = & g-m o gk(.\
ese(35)

y por tanto de
Vultiplica=ndo (35)' por ‘v
e integrzndo sobre <» se obtiene:

‘ Acod
se supone que se ha resuelto para §

(33) se conoce W R

-

i 32 '<*'PS\ 1&3‘\*5) = <PbY | /

Cay RILATRRRA T
, ‘ " eee(36)
donde
BEN = (25 %+ 3) =2, |
i e N . - [ e
b= &SN L g red » : R e :

<y = Sohn

Las ecuaciones (38) constituyen un siétema lineal

de ecuaciones para los coeficientes 3, supuesto due se
conozcan los elementos de matriz < 1R (Z)) ¥ el tér

mino constante <%, \b>. Es importante proponer con-

juntes ¥ y &' de tal forma que 1la evaluacidn de los:

elementos de matriz sea lo méds sencilla posible, lo
cual puede depender de la forma

explficita que se tome
para el operador

de colisiones.
Es importante notar que se
finito de elementos (YL.E:Q no

ro que se debe considerare.

han torado un ndmero
siendo claro el nidme-
Por esto, lo cue se hace
es comsiderar un n'mero finito arbitrario y luego in-
crementar el'nﬁmero de vectores considerados. Si se
-observa gue los coeficieptes de. trensporte se mantie-
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. -
nen w8in variacidn conforme se inc:ementa el orden de la

matriz, se dice entonces que el método es comvergente.

La eleccidn de los conjuntos P ¥y

=. se hace en
base a dos criterioss-

a) Que el cidlculo de los elemen-—
tos de matriz sez lo mas sencillo posible.f b) Que se
tenga un método numérico convergente en el sentido an-—

tes especificado. Ademds es importante ver las propie_

dades de invariancia de operador de colisiones.
. P . ’
Para finalizar mencionamos algunos de los polino-
: A
miod que han sido utilizados en la literatura".l\

[ A
Tomando = = \ R, Ty Yi(e) 75 y
") .
R - { W, &y A e -g donde:z . .. _.. .
=
= (e, e ’ :
z z /2" )
w (-<,\‘E".\\ = - ;_.<—“\ T mnysT (—..‘\__’_'r-("?;;"ﬁ—”‘ T f“."f/\a,-}—,_ Pl
[TAY . -
Rva.(’(\a‘\\ = Nu._("“ﬁ‘/‘rz)l qu-‘,‘ ("i"’zaz\
T
Ny, =2 wr (T‘(vus-/ T‘(w/+4.+-'vz\\
* AN . Q
aqufl 3;..1 son los polinomics de Sonine y V.. los a-

~ monieos esféricos. De aquf se pueden obtener un=a serie
\

de casos particulares:

. a) Tv =T, con Te la temperatura del gas descrito

por una Maxwelliana. Con €&sta identificacidn
se obtiene el l1llamado desarrollo de una tempe=—

ratura.

b) Con 7w # T, se obtiene el desarrollo de dos

temperaturas. 7o es agquf un pardmé'i:rd que se g
Justa para mejorar la convergencia del método.
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-~
Existe 1la representacidn de tres temperaturas conr

deriva, &sta corresponde a tomar los mismos volinomios

anteriores para la funcidén de pesc y. se. toma. como ’

Wy = (BT AR (L) axe (c2<T(n m-wWY )

donde L = &g (L,L,T) , FEko ) Tw=Te u T+ To.

s §
Las funciones "= ' que =ze toman en este caso sons

-

—t G ) iz e & y s AN
= C ’—:’:) = Ny (\1"/“13 SLV‘—Z (i'x:) N (7‘\ !
donde X = L -(&-¥)Y

Lo ante. ior ‘dehe considerarse como un resumen de

una parte de los métodos utilizados en la2 teorfia de en
‘“jambres.’

Se ha2a guerido dar una idea-general -de--los.. - e
métodos_ utilizados ya que precisarlos con mayox deta-

- 1le requeriria ain m&s espacio de lo que constituye ca
ta tésis. :

No se han tocazdo problemas como el Tégimen = T —x
no hidrodiné.mico( L5) .

condicionesg de contomo( 3a),
efectos cué.nticos( 22 )

s, Obtencidn de secciones efica-
. ES]
ces utilizando los resultedos experimentales( ) etc.

Trabajos como los de Kumar et a.l( vz ) y Kumar( %)

N dan un panorama general aunque incompleto de las técni
. cas utilizadas en esta rama de la ffsica.



CAPITULO I -

En &ste copftulo estudiaremos el método de Chapman-
Enskog para la mezcla binariae.

cidén dnda por Chapman y Cowling en la cusl no aparece en
for;na explicita el parfmentro de KnuasenAun tratamiento

para.lz mezcla que introduce exnlicita-dente dicho pardédme
tro ha sido consxderado en la 11teratura( He )

Consideramos d.e una manera "breve el método asf como
18. solucidn a orden cero ¥y primer orden, con ob;eto ce

dar mayor clar:\.dsd cuzndo se considerz la solucidn a se-
gundo orden,

que es el principal okjetivo de é&ste cz= uitu
B

Un primer resulizdoc es el hecho de que es una condi
cidén nccesaria para cue el método sea consistente matemd

ticamente que 1la di\f.éfééri;—fé'_&_éﬁi;v\}‘éié';i‘.a-éa ‘de masa sea
independiente de la posicidn cuz2ndo la densidzad total es
constante. Resultado que es muy importante cuando se esg
tudia los fendmenos de difusidn en enjambres de electro—
"nes en el régimen de Burmnett.

Posteriormente mostramos que la contribucién a se —

g€undo orden -del tensor de esfuerzos puede expresarse en
tér-ninos de la solucidn =a primer drden.

Fine.lmente nos restringimos a estudiarxr los fendme -
nos de difusién (temperatura y presidn constantes), obte
niendo la ecuzmcidn de evolucidn de 1la densidad de parti-
culas cargadas en el régimen de Navier-Stokes y Burnett.

Las ecuaciones de interés para la mezcla binaria -
son las siguientes (ver ecumcidn 1 ):

.

Hemos tomado la presentz

s mans ewrmmmmesizs it e _I.__
+




~
\

~N=z=a

I11.2)
. .

RIEM) T, (878 - e (§*5%) - O

RI(F * 5o (5°5%) + Ten (§*$1) =0 :

. | eea(37)
) Para resolver &ste conjunto de ecuaciones, Chapman
y COwling( 91 ) propusieron un desarrollo para las fun -
ciones de d:.str:.buc:Ldn, los términos de arrastre y los
términos de collelones en 1a siguiente forma-

g\ - Z gu(n\ 'x.—.- A,’B‘

LEX-]

&u(g ) - 7_ &(r\ﬁ

i= M©
cs e e - - s s e = s
S (? % \ “Z S Lene :‘;A‘é - ' -

. ) --.(33)
donde' T T N

) > WS edln-sd
S - £ S g
y DM eg un operador por lo pronto no especificado
que se supone depende de §©°

n =0 ‘se toma 0 _
do el campo magnético

tomard en lo sucesivo.

S V'golamente y para

Lo anterior es véAlido cuazn

— .
»t. es nulo, restriccidn que se

Substituyeiido el desarrollo propuesto las ecuacio-
nes h?)" se pueden reescrivir como:

=)
SRS DY -0
LE Y-

%_ (&3(-\\ ‘.S““ y ¢ U\\ \ =0 - -

...(39)
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Los distintés drdenes"en el método de Chapman-Enskog
se obtienen al pedir que a todo orden se satisfaga:

n oy wy
N T I S

) . ‘
. N !
&?(nﬁ + .S;'“ + Sé: = O . .

.o 40)
entoncens las
ecuaciones (40) son, ecuzciones del tipo de Predholm pa-

ra ¢n(n\ 9 @B(m '(gtgn\= g;(;, $(0\§ )

» Una discusidn andloga
a la del cap{tulq anterior puede hacerse en €ste punto;

Si se conoce la solucidn a orden 0-1

Para que exista solucidn a &éstas ecuaciones se deben cum

plir ciertas ecuac:Lones de comoatlb:.l:.dad que deben _sa-

tisfacer los operadores &:‘“‘\( 92 ) o o 1’

.S&:‘(l\‘o é_c.';. = o

L=n
L] : .
2 S&:m\ Lo af AE.'L = o A n
. S
reere ) e eos ( 41)
Una vez dados los operzdores & , los cuales deben
satisfacer ( 41 ), la solucidn generasl para prem Yy

4’5(” es una solucidn particular de la ecuacidn no ho-
mogenea mas la solucidn general. de la homogenea. -La u—
nicidad de la solucidn a todo orden se obtiene cuando se
piden las restricciones:

n = (§ae - S#"‘"’ az.

Z % g*..._?_’ &

Cen

A=A,

s - . . .
PIACIINE FCU ’
iz ' .
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z&um Ty ¥4 a= oy

i SSL‘N L3 dT = o ~

L=a EX

4

z Sg.w(Luhd \éQ: o ¥ E

C= A

000(42)

S;e(a corresponden a las laxwellianas 19

esto es (" y
i CBlEB e~ - - - R e R . . o

1

Pasamos 2 ver la manera en que Chapman y Cowling -

han definido los operadores [N s tomando,

. S;U\\ '___ Dn-‘ .Q““’

A(n--\ T .
+___+'>°Q +f"vF¥k(n—ﬁ

ie ke
.-.(43)
1la forma explicita de. S e qQueda especificada si se de-
finen los overadores %—{—\_ - En lugar de especificar 1a
accidn de éstos nuevos operadores sobre las funciones
. de distribucidén, definen la accidn de &stos sobre las -

cantidades fa  Ne , T 43 T de la manera siguiente

Va0t | D.0c Z . . = - A . .
=% * Ss 4+ CTo - ¥V 0\ * V- SN Y
‘aera = - ¥ (N2 <Y o=

2

e E Lo (BT HE-NT) - SFraFove
e

_C§ = - V- (P(l'\ . "ZL
s

(43)
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-

=Y

3 oak AT =3 kT V- (Z m<EST)
. ?f'. a [N

m (<Y i

2 X . 2 E )
1nh ’S‘€= _{n\zia,‘ +c--VT_}

=-% v-&

(-]
~ 7 QLT

ten i

- 9-39 _ P v

A

=

’ : ' S .19
donde: ' c .

Cne@a¥” - (@ §%az,
(e & ¥ & : '
'~=v~ N . .
E S .
9.y Q= @5 am , - |

. FO - N
Lzh

De acuerdo con Chapman y Cowling la accidén de é&stos
operadores sobre ‘cualduier funcidn que dependa de €. 2

Ne, < ¥ T puede ser conocida suponiendo que los ope-—
radores 3?__‘;‘;_ satisfacen las reglaes usuales del cdédlcu-
lo y tomando en cusnta las ecuaciones (44 ).

Antes de pasar =z describir las soluciones a los dig

la cantidad Qe (I(2%3)
uno tener problemas al e

tintos &rdenes conviene evaluar
con objeto de mostrar dque puede
valuar dichas cantidadese.

Para
pondremos que Es_t

evaluar ésta cantidz=d su
sa‘l’isface las reglas del cilculo di-

ferencial y agiema‘s que es posible intercambizr el orden
de derivacidn, es decir, ?5*V = Vv %lt c1 -

De la primera pareja de las ecuaciones (44) se ob —
“tienez
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Bt - - NVe

eee(45)
Por lo que: ’

. i
i) Oy - 4 Vel -

, (BB) = 72 (0 R - 0a u0) =0
COncluyendosé_ porxr ta.rito ques

s{(v(%m=(gs;_+z:.-vy'v"(r%-5 = - VG- v(02)

vee(4a6)
Bl resultado dado por -la ecuacidn (46) es un resu}

tado general.

Supongemos zhora que (q) es constante h'a evaluemos
T TThuevamente €sta centidads —

e e
?,-’,_(V(“Aln\\ = :t (5900 + % (&9 v

= 9N Pe0 4L %qn' e "“'Q-.V(Qﬂ;;
©T —;* [a]

vnA ECEANERIE v, G- Vnay

V_-b 9T v V(RO 1 LV (&nn-vE -vna\

= vnu 9-% +J-V(.‘b—9—?‘)"-"vc° via

V_Da - 59 (-aavE) - % 9% -90a
(3

= - 08 WEB) - R 9% - VNa

ee.. (4T)
Que no estd de acuesrdo con (46).

De hecho si el mé
todo es matemdticamente consistente se debe de tener que
Viv-@) =0 -8l N\ es constante. Esto puede. tomarse
como un argumento para negar el hecho de gque sea posible
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‘-

intercambiar el érden de las derivadas.- Sin embargo a-—
ceptando €sto se tiene entonces que no es posible eva-
Juar l1la cantidad %{ (v(nhln\) s ¥ como es necesario e
valuarla cuando se util:lza. el método a segundo érden, -
resultarfa entonces que el método es incompleto.

Nosotros supondremos que el método es completo, al
menos en cuanto a'l‘a evaluacidén de Dsot(V(ﬂAln\) s ¥ DPOTr
tanto la condicidén » V (9-%)=0 para (= Ja. La tomare -
mos como véAlida ya -que es neéesaria para que el método
sea consistente ma‘\.emé."ticamente. Hasts el momento no
asaabemos si dicha cénaicidn es fisicamente aceotable, eg
to seré. analizado posterlormente.

Ea imv:ortante notar zue el nroblema menc1onado a.n—

teriormente es resultado ie la forma en aque Chapman y

Cowling han definido_ 1c_sv_o_pex:.adores_,,3§.t__y de_laj _PrO—
piedades gue se supone &€stos satisfacen. Tambien cabe
aclarar que la forma en que proceden aundue sisteméti-
ca no es z_'igurosa, .por o que no es del todo claro el
significado de dichos dperadores. Como hemos menciona-
- do Grad( ) ha discutico el md€todo con detalle y ha se
. Aalado algunos problemas de €ste, nosotros hemos sefia—
lado un problema adicional del método.

El punto crucial es si la condicidn T(V.& ) =
para n constante es una condicidn ffsicamente a. -
ceptable, ya que en caso de no ser asf el método seria
Mconsistenté matemfticamente. Notamos que la condici-

dn (VWvE) =0) debe sostenerse cuando la densidad total
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es constante y no esta restringida al caso de enjambres,
por lo que an cuandoc en este Wltimo casmo la condicidn
sea fimicamente aceptable no es posible concluxr que

la condicidn sea adecuada en todo caso.

Para enjambres dicha condicidén conduce al hecho de
que, en el régimen de Burriett, existen términos linea-
les (en Y0a ¥ E;b ) proporclonales a  V-T
¥ que ( despzeciando términos no lineales) no aparecen
derivadas de tercer Srden en la densidad de particulas

cargadase.

Consideremos ahora las ecuaciones = que conduce el

—" “-método, de una manerza breve, a drden cero ¥ A E¥rdenunoe 7T e
e k

Para nzo se chllene: e

Tan (57 ) + Saq (§425%0 = o

See( §%°5%) + Tea ($** §*) = ©

- eee(48)
La solupién general a égtas ecuaciones es de la -
‘formaz
R Mﬁﬁ 2
L N Al wc-;—“:{ﬂ
e TV
‘ = n°(z‘h‘\3 P (- Tev 2\el a)
...(49)

4
Al tomar en cuentz las ecuaciones (42) resulta gue

T es 1a temperatura, O, y g las densidades de 1a
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especie A y ® reaspectivamente.

las ecuaciones (49)
constituyen la solucidn a orden cero de la ecuacidn de

Boltzmann para la mezcla binaria.
. Para considerar el método a
duecir las funciones $° 1-»,m

ciones G gRe o

orden 1 conviene intro-
v definidad por las rela-

i=a,» « Laas ecuaciones a éste
orden son:

&Ah\_'_ Y I.(*’m\\"" Ox Ne j‘;a(§&\\ '* be(-\\
DO 0f ToPN) - Pane Toa(ae N

 eee(50)
: ,,.—.r__‘d.o,nde—., Gn e eEremee i e P - - .

aZ T. (<\>““\ = g S e ("% e - dp"tc:. q:“"(a'.'\j
= YA IR :

8 -

o2

©0 [Era T g TesmamE oa ]

Na e T.o (¢ " *ﬂ(\‘ = g g«b\ g»‘ (%‘h &)Y @“(“E;\

iLm ~ .o

- &%y @Bm . )\\

\

%) Tee 3 i,

Lo e T, - T(O8) + 2488 (e-wa) Tlnp - @8 (7,

e -
Qzu-v -a'i re a0

No es inmediato obtener estas ecuaczones pero son

muy conocides en 1la l:.tere.tu.ra( 41)

por 1o que no consi-~
" deramos conveniente derivarlas.

ILas cantidades Ta e T |



e
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4ienen una definicidn ané.l’bga( 4s ).

. Dado que las cantidadea Vi T , .

3 V& aparecen
en forma lineal en el lzdo izauierdo de (50) se debe te-
ner que' “* )z ) ’

i
P R I T AT T -2 B IR ‘

B W L T TR I T

!

] o ee.{51)
Si uno substituye (51) en (50) y se .igualan por se—
pa:rado. las partes proporcionales o VinT , . 4 V<
se obtienen las ecuaciones que deben satisfacer —A'-. ,
(. U = U S U e

e

g . (ﬁi_s,z) & =

ad T.(RDY ¥ Nae Tan (=, Py AN
T g.(.\

(ed - o) To = f“;'kcg?lf*t'%g";"'ﬁ ('x_Z,,{i._)

_ {_em & = AE Lo () * 0a e Ton (T +T2)
N BE - OIT@) & Oefe Tea (2@

o9 BEL = 02 T (@) + 0o Ton ()

eees(52)
Las ecuaciones (52) son las due hay que resolver i_ag

ass A1 , D y &

ra obtener la solucidn =a primer orden, ya una VeZ Conoci
B. se conoce &V
—~por tanto §°

(ver ec. 51) y -
La solucidén a (52) se lleva a cabo pro-
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poniendo un desarrollo en serie de polinomios de Sonine
pard las incognitas. Esto de origen a sistemas de ecua-
ciones algebridicas lineales que se resulven iterativamen
te teniendose soluciones a orden cero, orden uno, etc.
Para' evitar confusiones nos referimos a éstas solucio -
nes como solucidn a orden 1 en el método de Enskog (¥ no
de Chapman-Enskog) etc. No ncs:detendremos a estudiar.
los distintos 6rdpnes va que ésto se ha hecho exhausti-
vament e( s

Si uno considera 1a funcidn de distribucidn §° = §
$‘" ¥ ‘substituye en las ecuaciones de conservacidn (7) a
(9) (< =0), se obtienen las ecuaciones de Navier-Stokes
¥ 108 coeficientes de trensporte se pucden c¢alcular eén’ x*
principio (a distintos &rdenes en el método de ‘Enskog) ;
..n términos del potencizl de intersaccidén.

Pasamos a considerar las ecuaciones =&. segundoc orden.
1la expresidn para N en términos de 1m velocidades mo-
leculares (ver. ec. 43) es:

A ga =
&“ﬂ = 28 ) ~ 2= = + (&R-T. ¢ ?——.. V=) ‘K“\\

FO bien si se expresa en términos de la velocid=d peculi-
ar toma la forma:

.D:v:q: 3_'55_;_ DE -Q.D?__:\ R Va{nn . -a . V’Xk(ﬁ_ vag“_‘a - a

L eee(53)
Para la obtencidn de (53) se han utilizado las relacio <
nes:



II.11)
--
'E)i*‘&-?m = 228 - 37 Wi e
L0) Al )
AN C N U “(e‘., LT e & :
| ee.(54)
Para &?(’" se tiene una ‘expresidn andloga a la ecua-

ci6n (33),
Tomando en cuenta la forma de 108 0peradores de co-
1imsidn a segundo orden (ecuacidn s:.gu:.ente a (38)) se -

tiene que las ecuaciones (40) se pueden reescribir como:

-%__{;wn*- %‘F-m +.<_?._b__§\-v<¥.m + E-V;o&.“" %Qung_r : Y.<

-;—’3‘ "('Q;A” ‘ ) . 'jhe'(g;mga'm) ; - nZ _\.h(“’su\\) _ nA“aT;b Kb‘u\ #P"-‘\ ] : e —' S
2E »%?a‘“ »(Fo- 28V, -?' . v,;‘““ a;f e TV

+ T, (5706 + TP ) = -ad T(&2) - Aane ‘S;.,.(é‘“u §oe)
: ) ee(55)
Conociendo la solucidn a primer orden I 2 i
éstas ecusciones nos permiten detcrminar &M y &BE
-, Sin embargo resolverlas es un problema diffcil y por otro

lado no es necesario para obtener informacidn importante
como veremos a continuacidne.

Veamoa la contribucidn a segundo orden vara el ten
. sor de esfuerzos P (ver abmjo de ec. 44):

P = ma S;"” T IE 4+ e Sé’“’ . Tn &%

- = e S%'.""#“"E:aé‘c'. - m6§§"‘<¥°“’3;32é&
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e 'SQ““" o Vam +x ez iz + we SQ"“’#‘“‘ I’(‘:’;td: A5 dé Alde

Mg 'g?h(n\ &' AT aa N NOSQ""‘§“"‘\ a;.a: s
€. vy ©. (abaijo de -

[0

O en términos de las variables
ec. 50): '

ﬂ>(.2\=. AT i- Sg»w*-.u\‘é:é: aa *_ S‘Rua*»;ﬁ '_é:é; éa’&
Sl . . eee(56)

Utilizando le tercers pareja de ecuaciones 52 en 56:

' P - awT [S <kym {n.‘z TalBY +nafe 'L.; (gla-l}_l\%&a
B Ty {05 To@n v r\.-.ne._‘;..,.(@_:«,ggig_éa_,_l e

= l\lT {n:'- t%_-)#‘u\}~ 4+ OnOn [%»+%£ '¢nu_\+§79(:.\"khb .

e e e A .
ST +An: t B_g, ¢0L—u‘-X°7§ A ==
. . . o .o .(57)
Los paréntesis ;,_) estén definidos(l) pors
".:' Jel-l [ SG' I.(I—',\ cr_é:'

h {T;) G2l = SG-;_ Tol(w) d&

E‘.*—T,‘&\*-Csz_-&.o - g-‘\ Taolo+e) AL + SWg Tan (G 4G AT

(1),

Yy satiefacen les relaciones ‘=z
el = Tew 1,

. /,E“:(’tl e = Y.(’tr?l.la



N
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} = L lu(s8)
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TR T,Gur 6], = LGra F4®)

Utilizando 1o anterior en la

ec. (57) se obtiene que:

PP . 2kt {0l L], +oune Tarl:, &y oy

+ n2 T.__@‘“",B,}e{

LY

/

- akT {n ga’t.up“-‘\ &+ awna B Too(e o ) am

+ Qafe SB;T.M@?““ %P“’\ A% + 02 &Ba To (§2) AT E

Si uno multiplica la primera de las ecuaciones 55
"por &, e integra sobre = C.

da de las ecuaciones 5% por

ym analogamente Y Ssegun="""" """
S

e integra sobre (=
se tiene el negativo de 1la cantidsd qQue aparece entre pa

rentesis en el lado derecho de la ecuacidn 58, esto es:

(LR) aLeh .
T -- &Se» - 2 T AR SR A
- VAT TR ¢ TuEER) ¢ T (WU a
+ Se,t {:1‘%_—:‘\ ~ ‘D}Dgf(\\ . (fs-%\'va‘ﬁ%) v a,'V?QB(‘\
- %;*‘a’. G 4 :,(Q“‘*‘g““\-» 5, ;(S;"“‘i“"\-g iz,

...(59)
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La ecuacidn (59) muestra que la contribucidn a se-.
gundo orden para el tensor de presidn estd expresada en
€€rminos de la solucidn a ordaeu cers y orden uno."

.Pasamos ahora a considerar la velocidad de difusidn:
i
1

EF-<@F = 5 (o az - 2 (5w, am

M

““ S S,‘,“" ANOT g _ Ln S;e@&;m o

1

5. SQ& (Ta(BY a2+ Aene TS, SSa\ e

‘e integrando sobre o

Ne S ™ QL,( 3) Ad + Nane ..(b +Dq\ O 4o

= Y_D‘ *‘\z\'_\ x n.(\a L—..¥D §~m 0@:3- . .
-

e T T A 0_‘“2 Y_ﬁ"§‘f“-‘l - —-

En lae primera igualdad se ha utilizado la defini -

cién de las funciones <b: s 1la segunda se ha estazblecido

a partir de la segunda pareja de las ecuaciones 52 y fi-—
nalmente se ha utilizado la definicidn de los paréntesis

€, 1. Tomando en cuenta las propiedades de simetria
de €stos se tiene:

CEF2 <@ = 0F (ST s + f20e (5 T (F94 &™) am
+ Qafe S_“.‘ TLLFC ) aa 08 (S T o

c-.(60)

Iﬂtiplicanda 1la primera de lag ecuaciones 55 por D-/.,

¥ la segundaz de las ecuaciones.
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por ,B;/n e integrando sbbre €a se concluye:
& Ly { - = e . .
L&Y™-<&) R = S 0245 ~ A (- %%\fVaX“‘

A E’.. Yf ‘_A(I\ _ va‘_w\a: 4: V..E.o r Ia (‘Am;;‘w\ > f3—~ .(SM“{.‘@)

’ - . :_).q;m D, §O . - X
. :.Sd:. . Y-—_at v % *('-‘:-‘D—'DL{\'VE.S'“

Tl TR T v v SSEE) S

.

ee.(61)
Nuevame.nte la cont*lbuclén a segundo orden esté ex-

presada en tér-ninos de la func:.dn de distribucidn a pri—_
mer orden. IEste resultado fue obtenido por Chapman y
COvvling(.‘B) R .

- Para el flu;jo de caloxr uno puede seguir un procedi-
miento anflogo pgd:.endose demostrar que:

(3]

v = 3 (n AR <)

+ géE’.‘R‘T‘ + Sé_c..-gz.'\"s ' . i

] LN J .(62)
dondes '
x - -3‘ :‘(-\ TUOY
Al =% "‘"b—'bs{‘ *(_*_':;.“n—“&\-vag“‘“ +a___vr§‘~(l\
. _ e . . LR pacn - W el
| V280 v« Sa(Stegie) . 3oy (§1 o)
R . : -~

3= a® ....(63)

En términos de las cantidades T 1as ecuaciones 59
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-4
Yy 61 se pueden reescribir como:

rP(z\ _ [} . -
il T-L_);%‘SB:T‘ az § ce.(64)
LEF (T - 1 i \ S_S.-.T‘.‘“AE:‘LK‘ ese(65)

Veremos a contlnuaclén que los resultados parciales
que se han obtenido pueden ser de ut111dad,y para é&sto
nos restrlnglmos a estudiar los fendmenos de difusidén.
Hirschfelder et alsqq ) han mostrzdo que, cuando la tem—
peratura y la pre$i6n de la mezcla son constantes, es @O
sible obtener la ecuacidn de difusidn utilizando la so-

"Jucidn a primer orden en el método de Chapman—“nskog LT

1
cuando no existen fuerzas externas. Por tanto cuando -

‘nos referimos a fendmenos de 2 difusidn pensaremos en que

la temperatura Yy 1la presl6n son constantes.- Es conve —
niente notar que las medides realizadas en enjambres son
realizades (en muchos casos) a temperatura y presién -—
constantés'por lo que 1la restriccidén mencionada no es de
masiado restrictiva si uno estf interesado en el estudio
de enaambresksu’ )

Primeramente derivamos una ecuacidédn generai a par-
tir d¢ lzs leyes de conservacion cuando laz temperatura
¥ la presidn son constantes. Bajo las condiciones men-—
cionadas se sigue que la densidzd total de la mezcla -
(n) es constante. ILas ecuzaciones de conservacidn para
cada una de las componentes (ver cap. I) sons

1\

s A G o ’ -
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-

208 & V(0o <)

I
0

_ 2++(66)
Sumando ambas ecuaciones: ’

%(nnng) *V-C (\-><é‘:7> fre<ew) =o

eooi
Pero como " es constante, ya que

P ¥ T lo son, se ob-
o
tiene:

V-(0adt&Ey + natdy) .= ©

esto es:

v-( ‘I__n-.:.az>) = '\7-(75 = ' » c. . S Lo e

B = 5
‘Utilizando esta ecuacidn y 1a relacidn:z v

(-] —_
B . &y mm<Ts

es posible mostrar que:

V-(nec@s) = V- (2222 (<& -<3N) + S-9na )
*por lo due la ecuacidén de conservacidn de

la especie
(ec. 66) toma la forma:

A - (P (o@D - T I

.se(68)
Sustituyepdo para <8.7 - <@a> su valor a los dis-—

tintos érdenes en el método de Chapinan-Enskog, obtene -—

mos distintas aproximaciones para '%ﬂtb . Es importante
notar que aunque W puede ser aproximada

P82 su vez,es
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necesario aue su aproximaciéi; tenta divergencia nula, ya
gue de mo ser asi la ecuacidn (68) no es védlida en la =z
proximacidn considerada. Por lo anterior tomaremoa'.so—
lamente la aproximacidri ‘de 1la cantidad -

A primer drden ( [ ‘?1"’\ (14 @1('“ ) smse 'ft:iene que:

e 5. vn. - v-( WS (4B - <TuN) (70

&

donde: . -, ‘

LN <Ey= g..'a: o dNes -y, (T §t (e Mg

. - ees(71)

A segundo orden  ( §'= §TQ4 ¥ U0 SooRie T

es
Wa . _F.vna = Ve (e (L& ey ) )
T Ve (0adle ((£dlFT-<EL™M)

' ' eee(72)
donde : <a;)!-‘l-3 - <8‘.>“3 estd dada por 1la ec. (65).
) Tomando en cuenta los result ados anteriores (ec. -
61) vemos gque ‘conociendo las funciones de Adistribucidn
a primer 4drden, es posible evaluar o
Por tanto es posible estudiar el comportemiento de
(ec.72) a segundo orden en el método, es decir, en el
régimen de Burnett. Para poder evaluar la velocidad de

Aifusidén a segundo orden ( IO - <diY?) es necesa—
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rio valuar 1la cantidad v @ada por la ecuacidn (63) -
(ver ec. 65). Esto se hace en el apéndice I, teniendo
me que 1los resultados estdn expresados en términos de
les cantidades A, B y @ (ver. ec. 51). Para ob
tener reaultados concretos es necesario especlficar e

1= y B. nosotros hemos utilizado 1la aproximac:.dn
dé Lorentz, para.la cual se conoce K, , p. Yy = a to
do orden en el méto;io de Enskog. En el caso de enjam-
bres es necesario d&ar: solamente 1la forma de’ 2. y para
esta cantidad hemos tomado la primera aproximacién en
el método de Enskog. Lo anterior se ha hecho en el a—
péndice II para el caso unidimensional. .

en los regimenes de Navier-Stokes y Burnett.
) A primer orden en el método de Chapman-Enhkog, es
- pd sible mostrar que-para-el—caso-en-que-la-temperstursa

Y la presidén son constantes se tiene que( 51 ):
AP —<&P -~ & I,
. . Na e
000(73)‘
donde:
‘.‘_&1 = v(ﬂr\’\ - ﬂAeﬂa MQ:A_E. . .
...(74)

- Pasamos ahora a estudiar la ecuacidn de evolucidn

¥y D es el coeficiente de difusidn. Hemos tomado .- e T

% -':F‘,=o e Sustituyendo (74) en (73) se obtiene:

B2 (KX 9= <EP) = - V- dao (9(%) - Tage masT
o bien,
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Ve (2200 (@-<@)) = - V-(DVna) + ROmee® g (2aas)

N
(aTY
de en;jambres ( —= << A ) [

eee(75)
pero : ’ ! '
T(2a0ey . - Qa0e Yo + Qs VA + 03 YN,
. - 000(76)

Sustituyendo las relaciones ‘Y@ = wa YN. + we 9Une
¥y YNe = -V Na ©en (76) tenemos gue: !

(sa-wrd) Y0 + Q2 T - Ina

o

NaOm
-y

(2 )
€ eeolTT)

Al sustituir ('77) en (75) y el resultado en la ecuacidn B

(70) se t:.ene, . - . e .

[V _ = , . I L . -
S5y = —© YN+ - (DYNa) = DNy exp&\'ﬂ'h = ﬂt.ef:&‘(ﬁ_\‘;uf.)‘_.‘_—_.% Tr\?-_‘) Pp———
.e(78)

" Es importante notar que esta ecuacidn puede ponerse

en una forma en la que no intervenga Nae utilizando la

relacidn Ne = 0 -n. + A continuacidén tomamos el caso

teniendose para las distintas

cantidades que aparecen en (78)3

Qulle = Mene _ 4 00 o L 0
e md ng we N T wg N
Na . Na  _ 1
e ~ =efe ma
Na = L O L
'@A = wma N -
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" -
por lo gue la ecuacidn (78) toma la forma:

P2 Z.Vra + Y- (DINM) - Diumeged T-9N (- Cutncsisd on L s
2t v wd m g we n /7
' 1
Pinalmente despreciéndo +términos de orden “—;‘

se encuentras
: Y

'%&; s ®-UM = XTI+ V- (D NN !

. ) . : eee(79)
donde ¥ - RNe - Aunque £sta ecuacidén tiene la for-

P
ma en que es comunmente conocida en la 1iteratura( 13,54,

—~

seeesisssadifiere por el término - W - 771.. .'"*"EstO“feS',-“éla:—'ecua-—‘»»—» R

‘cidn utilizada en el andlisis de los experimentos (para !

.campos pequefios), es la ecuacidn (7S) despreciando el texr

mino - :yn, - = —

Es posible aproximar la cantidad & , por su expre
8ién a primexr orden en el método de Chapman- Enskog, si
uno vide 1la restriccidén de gue Y- B¢ = o como se men—
ciond anteriormente. Para &sto supondremos que el gas se

» encuentra en reposo ( <&a» =o ), en cuyo caso se tiene

Lque <&y = <& - <Ta> » pOr 1o que <& = LEY - L@
¥y por tanto tenemos para (3¢’ 1la siguiente expresidén

. (ver Pog. WYL Y ec. 73):

‘Q‘.,co, - %.b [v(gﬁ;\ _ n.en. sasn f'&

v
- : Na Dumg@ah F
= %‘vm. 4+ Dp Dussen ¥

_eee(80)
LT Un cflculo andlogo al utilizado para obtener la e-
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cuacidn (77) puede hacerse®para valuar V- teniendo-~
se que:
Y- @ .- 2 Ve v R, YN, ’
O Ne
’ . -~ Na Dumage,n - - i
.‘i' E.-VNa ( _————ﬁ—‘—e-“ p (- uray 4 I’\g'zw..)
ve.(81)

En el caso de en jambres, és posible ver que el se-—
gundo y tercer t€rmino son despreciables. 'Para ver é&sto
introducimos L una longitud caracteristica de las va «
riaciones espacieles, de t2l forma que ' |VNal|~ Qs g

- V'na ~ '.:__“ . Tomando en cuenta la estimacidn enterior teg

..npnemos _gcues ) .

- . - R SO0

2 -
‘Dn_,’ V0e- T Na D 0Oa
i i — L S S 1Y L
B 9*na. D a TTA -
Ne Ne 2

Es facil ver que el tercer término de (81l) es des -

preciable con respecto al cuarto, por 1o que la expresidn

para V-%¢ en el caso de enjambres se reduce as

'’k - D ina v saDe E.ong

) ess(82)
La restriccidn V- 630;0 se traduce entonces en:

O = -D VN + 2" €-YNa
eea(83)
Si uno sustituye 1la ecuaci6n (80) en la expxesi6n

(79) se obtiene para 9>ﬁ. que'
<
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--

T B IV v DV, -E.ING (-x,_gﬁ.‘\

Utilizendo la ecuacidn (83) vemos que el segundo =
t€rmino cancela al tercero de tal forma que; tenemos pare
: . !

'E_% la expresidn:

5 =

e

>
2 - Dovnevn, - Qs ¥ E.vn. : :
o - s I ! --0(84)
Es posible hacer una estimacidn de los términos no
lineales con respecto al término lineal. Primeramente
notamos que la ecuacidn (83) da la siguiente estimacidn

oo pare la longuitud caracteristica o3 L ~(Sa¥V' . Por

-tanto, de €sta relacidn tenemos que los términos no li-..’

) neales que aparecen en (84) smson del mismo orden ya que:

i : T T T a [

2 g.A..-vn 2
: Q———‘\—:—*\m‘%_n_g‘_—_—:?:‘_‘_n.j_
3 Qe TE-VI. nd Daes E “T L
X [a} * v

<

" Comparando el primer término del lado derecho de

(84) con respecto =a ‘a_aig tenemoss:
: D vn..vn. o at
9_———-—— ~ N * _ D\O Na
20a Na - B2 N
=13 L

..

«+<(85)
donde . es un tiempo que caracteriza lzss variaciones
Temporales de Na - Para dar una estimacidn de te
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utilizamos la velocidad de deriva Uy

(ver cap. III);
va = S/t donde &

es la distancia de deriva y t
el tiempo en que el pulso de electrones recorre

la dig-— ...
tancia & . Este tiempo

4+ puede ser identificado con
{. ae tal forma que to~ d/g

- Para © "_tomamos el
wvalor .S X

,, con - L 1la velocided térmica de las

par -

t{fcules cergadas y A el camino libre medio. Con &mtas

“ . : g )

estimaciones tenemgs que:s ,

Rle O L o2 02 3 A 224 &

L n wov va wou Y N

Se ha utilizado que L~ eﬁ‘_ . De los datos para 2 22)
SR B i .

Y v tenemos que g ~ \0° , ademds ¥ e€s el t n\ime—l B

'ro de Knusden que es pequefio y D2~ 10°° . Entonces para

‘dar una estimacién de los términos no lineales con res —

pecto a los lineales, faltz estimar la cantidad d__aE = = __Q_’_*;
"‘55;5,‘—'-\ e Tomando e ~ 107 cevlomiles

’ é=\0m)%=.;:{‘_“3
¥ 0w~ i0'fpeX tenemos aue:s
dRAE\ -1a .
-—h:‘?— ~ O = O w A\« \O“ ("""‘ Mﬁ)“&’\
N = A Sode = 1 Saule -
™ el % Lo o . 125 Naudoo
- “At
. ~ f[o"

Llevando &£stes estimaciones a (85) tenemos f:l.nal-
mente ques: ‘

o

oy Vn.-VhA > . . -
D o
T D 0a ~ - .

- -

- g*’
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n¥meros de Knusden ‘pe.quefios los ter_

minces no lineales en la ecuecion (84) pueden depreciarse
teniendose que:s

Por tanto, para

. : ,
20
=t —‘O : . \ eee(85)
Es decir, el tomar la qﬁroximacién a primer orxrden en
el método de Cheap .an-Enskog para la velocidad de ndmero -

corresponde al casgo estacionario (ec. 85) ¥ la ecumcidn

diferencizal qgue satiéface "N, estéd dadm por la ecuacidn

(83). Estas ecuaciores (83 y 85) son las utilizadas pa-
ra campos pequeﬁo"s en el anilisis de los experimentos en
condiciones estscionarias.

" "Pésamos ahora a discutir los fendmenos de difusidn]

'en enjambres en €l régimen de Burnett. Debido a la com-

- plejidad de 1os cédlculos hemos restringido la discusién

al caso unidimensional y para obtener resultados concres
tos hemos utilizado 1la aproximacidn de Lorentz. Los cal
culos necesarios se han realizedo en los apéndices I, II
¥y IIi. ’

Tomaremos como Wnica dimensidn el eje 2 y debido

N a que utilizamos la aproximacidr. de Lorentz supondremos
N que la especie [N se refiere a electrones, vor lo cue

€s =-e2 (e50) « Para que los electrones se muevan en

la direccidn positiva del eje, tomamos E--wv & (E>0).

En el caso unidimensional (V. =3 & , v& - 22 we )
la ecuacidén de evolucidn de la densidad de electrones -—
estd dada por (ver. ec. 72 ., yn4)

-
20N

2, - .. —
3 - w20 - owger 2We 4 p3M V- (B0 (E5- <))

£
o

™
4
[}
f

-
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Qque tomando los resultados & ebgu.ndo orden (ec. AZ.31)
. mse puede escribir comosz ‘

T} omr (wr NREE » 23208 & (oe EH T, L

S22
eee(86)
donde: A .
—_ > ;
= 3 - Enui, -gu'mg g me - B Wia- $ Gy
1—t ‘

& (e ; a2 W2 nhe
e= - v_sg (L_nua‘ +§nw, A n&}!‘.\.\& “m,hl‘ \ ) !“I“ "‘Tm‘)e‘/

Si ,uno u't::.l:.za. ios valores para las. integreles, wi, s_,

que aparecen e€en la definlc:_é’n de ‘=, » = . s Que Tre-— :'
sultan de considerar el modelo de’l\'.-’a.xwe]ll, es posible )
'ver. que la ecuacidn- (86)-es—-dimensionalmente—correcta.s —— —-—-—
Esta ecuacidn se ‘analiza con mayor detzlle én el capf -
tulo siguiente. )

Haste antes de 1963, el andlisis de los datos ex—
perimeﬂtales se hacfa basdndose en una ecuacidn tipo &i
fusién de la formas:

et 20 2
Sy — " U TR DV
.ee(87)
v2e 22,42, 2 A s
donde = = ?3 B Y 4 es la velocidad de de-

riva (ver capftulo IXII ). E1 méitodo de wansend—-Huxley (s

utiliza esta ecuacidn parza obtener el cociente S/ en

una situacidén estacionaria (20 < o) . )
Posteriormente se utilizd el método llamado de —-—

~ tiempo de vuelo( s ), el cual parte de una ecﬁacién tipo
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difusidn unidimensional de la forma:
B0 -~y 20 L A0 .
22 Sex : .
S i eee(88)

i
los dttos experimentalese obtenidos por las !tdcnices de

tiempo de vuelo dieron resulfados que en algunos casos
difieren notableﬁﬁnte deslosAobtenidos con el m€todo de
Townsend-Huxley. Actuslmente esta bien estatlecido que
la difusén es anisotfépica ¥ 1la ecuacidn que se conside
ra es vdlida, e= la siguiente: .

2 - AW s V(Y
’*”f““**f%”“**”'“"”"”' - .hlffgqéiwt{‘
‘donde: . . - ) '

Dy © o N\ -

[ B R S
(@) S Dy

.

es €1 tensor de difusidn qQue es anisotrdpico ( D, 4 D).
Este fendmeno ha sido'explicado desde el punto de vista
fenomenoldgico y te6rico(56 ).

En el ‘capftulo siguiente analizaremos las ecuacio-

‘nés tipo difusidén que se han obtenido en este capftulo,

tratendo de establecer un puente con las ecuaciones (87)
y (89).



“
\

.—en recorrerla.

caPITULO fiI : _ -

N -Bn este canfitulo damos una descripcidn del asvecto

experimental en los enjambres de partficulas cargadas,
nuestro interés esta exfocado a la forma de medir le vé'
lociérd de deriva y en el fendmenio de difﬁsi&n en'retrg
ceso. 4 :

Posterioricente sce estoilece un puente entre la teO -
“rfa y el exverirento con objeto de deterizinar cue can—
tidades tedricas gon’susceptibles de identificar con —
las cantid~des exﬁeriment&les, en varticular estudia:zos
le velocidad éde deriva. Como vereros ademds de 12 in -

. terpretacidn : usual para esta cantidad(ls ) existen -~

«~--Ciertos argumentos cue indican la posibilidesd .de..identi

ficer la velocidad de nUumero con la de deriva. -

o Utilizerdo £€ste Wltime ide -tificzcidn se analiza

'_ i
_t

el experimento deé difusidn €n Ireétroceso pATa-electrones -

en Argdn y se nace ina comparscién de la teorfa con el
éxperimento en el régimen de Navier-Stokes.

Dado cue los resultzdos del capitulo anterior sonv
indevendientes de la identificacidn tedrice de la velo
cidad de‘deriva, se analizan sus implicaciones cuando
se utiliza l=z ideuntificescidn usual de 1la velocidsd de
deriva, en particular se evalua l=a mOVilldad en el régi.
men de Burnett.

Velocid=zd de derxriva.

Una de las cantidzdes de —mayor interds en enjambres
de narticalas cargréos es la llamnadea velocidad de derlva

definidsa como el cociente cde la distancia Cue recorre un

pulso ce partfculas cargcdes entre el tiempo. gue torda

Describiremos a grondes rezgoss el aéto-—.
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do de Bradbury-Nielsen ye aue es uno de los méds utili -

zados pars su redicidn. las idess expuestas estdn des-

critas con mayor detalle po:x Elford(°‘ ) Y en el trata---

do de Huxley' '), ' \

En la fig. I se muestrrs el esqguemz deguﬁ tuto de

deriva gue es el disvopitivo exrnerireatal wutilizado.

Ccimraza de \Jcﬁ va

Pig. I Tubo de éerivea.
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¥ Plawmeals de  plailne - ) R
S Q- o\‘uu.lete.s e\leciricon -
‘A - colechor A

distaucia de dertva C3,9:) F e

Pig. II. Detalle de la cdmara de deriva.
. Para producir la corriente electrénica se puede u_
N tilizer luz ultravioleta o bien ionizando dtomos median

te particules = o Esto ¥ltimo es préctico cuando las

presiones son mayores a 10 ton . ya Qque se genere una —
estable que en el primer caso( =3 ): ade-—
lo cuzl es imvportante

.corriente mad
més no hay disipsecidén de calor,
sl -se quiere manterer la temvnerstursa constante. los e~
lectrones viajen en una regidn donde se tiene un campo
o;éctrico uniforme (cd&nars de deriva) hast;a. llegar al

-
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colector.

--

Entre 1la fuente y el colector se encuentran dos
disparedores eléctricos cuye funcidn es 1la de dejar pa-

sar o detener los ele€ctrones. Cada uno de éstos consis

te en una xejilla coplanar de 2lambres deigados ale es—
t4n conectedos (ver fig. IIl1)

- " .
- .

> 2y iy 20

T T Pig. 111 Obturzéor eldectrico. = T
] : . S

El dispazadoyr u,opﬁgra@ggtt;ggém}grfuncién de dejerxr

pesar o detener electrones; esto sé'aeSéM;maggwiégfﬁagfﬂﬁ“”"
placas gue comnstituyen el obturador estén conectadss. a

una fuente de potencial senoidal. Cuando diche diferen

cia de potenciel es cero, la construccidn del obturedor
es tal que pernite vesar las vartfculas cargedes;

para
diferenciesese de potencial &istintas de cero,

el coeficimn
‘"te de t:ansmisidn disminuye y es cero cuando 1a diferen
cia de votenciel es méxima.
de los obtur=zdores

R

Ademés el votencial en uno

estd desfazsado 180° con resnecto al
potencial Gel otro dispar=dor.

la funcidn de estos ob_
turedores es 1la de

Producir oulsos de electiones.
Graficanndo la corriente recidbida en el colector
contra la frecuencia del volteje altermno aparecen una

_.serie de mAximds igualmente esvaciczdos.

o

Si $Sa es la’
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frecuencia a la cual aparete el n—esimo pico y si
es la distancia que viajen los electrones, la velocidad-

de deriva estd dada por:

g . 20 d
[a]

'Esfa expresidn vara la velocidad de deriva es a ve
ces modificada @ébido a los efectos de difusidn(S%).
El tratamiento se basa en la utilizacidén de una  ecuacidn
tipo difusidn y pérmite ver en que forma se debe modifi
car la férmula anterior cuando se toman en cuenta los g
fectos de difusidn. La discusidén 8l resvecto puede sexr

(st )(ss)

Ademés, existen una serie de_ factores té€cnicos que_,
o 1

consultada en la bibliograffa

hay que tomar en cuenta en este tipo de mediciones como:

sons La uniformidad del campo eléctrico, el éontrol de

temperatura, la pureza de los-gases, la-determimacidn - ————=

de las m&ximos de corriente, consideraciones de geome —
trfa, construccidn de los obturadores eldct:icos etc.
En io que sgsigue haremps comentarios generales al respec
to.

El dispositivo (tubo de dexriva) se sumerge en bafios
cuya estaﬁilidad puede ser de 0.1l K por hora, la tempe-
ratura del gas se mide con dos termopares que se encuen
tran en los electrodos pudiendose comparar las medidas
entre los termopares, asf como entre &stos y la temperza
tura del bafic. Una vez que no hay discrepancia entre
cada uno de los termopares y el bafio dentro de la incexr
tidumbre de 1la medida ( ~ .3 ), 1la temperaturz del gas
se toma como la del cafio y es constante en-lg cédmara de



I11.6)

derivae.

La pureza del g#s es de importancia ya que por e-—

jemplo impurezas de N, de di;umos 5 particulzs por mi-.

llar, cousan incrementos en la velocidrd de deriva (me-
B 53 i

dida vara Ne )y, de 1.5 $( ). Par~ asegurcr l& nureza

del gzs se vDrocede primeraménte a nacexr vocfo en €l dig

positivo, tfpicamente se pueden obtener piesiones meno-

res a 10—7 o s ¥ despues se llena el g¢ispositivo con

£&~8 obtenicdo por fuentes comerciales y cuya pureza pue—
de exeder el CS.SGA.

la presidn"se mide con instruzentos de gran preci-

sidn, por ejemplo, con un mandmetro esvirasl de cuarzo

‘cuya precisidn estd estimada en 0.0154% de 1a presidn mg

dida. La densidad del grs se calcula utiliza do la e-—

.tedricos debon ser czoacem de obtener

—

cuecidn de esizd> del gas ideal y en =zlgunss casos in-—

corporaxndo el segundo coeficiente del Gif&;if‘sq') B
En geanerzl en los experimentos para nedir la velo-
cidad de derivs se utiliza alte tecnologfa y se hacen
sndlisis swnzmente cuidrdosos sobre las posible fuentes
de e:ror. El error relstivo para medir la velocidsd de
derive ce estima en 1ﬁ(5* ). Mo es fortuito por ta to
que é€ste tipo de experimentos se utilicen con el fin de
calcular 1la seccidn eficzz de 15s distintos tipos de co
lisiones ¥y que se considere como una de las formas mas
cofiasbles naras hacerlo. I1a obtencidn de 1=z seccidn efi
caz en enjambres ha sido discutiéa en la literatura('a).
Kumar merciorna gue debe ser razonsble que los cdiculos
uns precisidén de
Q.14 parz 1la velocidrd de deriva y 14 ' :

pars el coeficie;: ~
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te de difusidn.
 Existen una serie de cuestiones Gue es importante
tener vresente. En primer lugar,

1a velocidazd de deriva en una

no es vposible medir

situacidn estacionaria,

eg decir, en una situacién en la cu=azl la densidad iéni-
- 1

ca o electrdnica no varia con el tiempo, y» que en <ste
caso no €2 posible "marcar" a las particulas cergadcss

para. ver cuanto %tiempo tardan en recorrer la distancia

de deriva. Exlsten sltuaclones en las cuales se ha men

cionado 1la poslb111aad de que una ecuacidn tipo difu916n

no sea apllcable( so). como el el fendmeno de difusidn

en retroceso, pPoY tento de ser éste el caso, el andli -

sis de 1os errores debldo a efectos de dlfu816n menclo—

nados anterlormente deben de modlflcerse, no siendo clé

ro por el momento la forma en que esto deba hacerse.
Haciendo a un 1ado.este:@ippudemcong;dg?§g&2§g§7¥aggggg::17
que la forma en que es medida 12 velocidad deQAefEQa:

da una velocidad media y vor tanto la cantidad medida
re?resenta una vélocidad que no varfa con la posicidn.
Ususlmente en los exﬁerimentos se supone que los coefi-
cientes de transporte (movilidad y coeficiente de difu—
8ién) son constaltes. Por ®ltimo,

la velocidad de deri

‘ve es unidimensional, esto es, solo tiene componente a

lo largo de la direccidén del campo eléctrico.
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DIFUSION EMN ARETIUCESO.
. Si se mide la corriente en el emisor ( i) ¥ la co
rriente en el colector ( by ), Se observa que la primera

6L). La explicacidn usual- es

es mayor que la ﬁltima(
que algunos electrones emitidos que sufreé colisiones
con el gas,seuﬁmnndados hacia atrds como resultado de
é€stas y son absorbidos vor el cédtodo, por tanto no lle-—
Véan al colector.”.

Este fendmeno Ylamd nuestra atencidn debido a que
Whealton(so) sugiria que el régimen de Burnett pudie-—
ra jugar un papel importante debido a Gque no ée tiene
una teorfa adecuada para explicar este fendmeno. De he
-ceho como vereTos §osteriormente, la. teorfa-.utilizada.. ... ... __.2i

61 !

porx Dahlquist da resultadosﬂexcelentes para gases '

'poliat&micos pero muy pobres paré los monoatdmicos.

Aunque se han hecho varios estudics experimenta  — - ——-———i—-

( &2)

les sobre este fendmeno, nos restringimos a estu—

diar el experimento realizado por Dahlquist( 61 que
a continuacidn describimos.

El dispositivo experimental cpnsiste de dAos cdma-
ras coneéiadas con pequefios orificios, de hecho el #drea
_de los orificios el del orden del 104 del drea total de
la placa. BEn la primers cdmars se producen electrones
mediante un filamento y €stos son mscelerados hacia 1a
segunda cdmara por medio de un campo eléctrico E . La.
primera camara se encuentra a cierts presién ¢ . El co
ciehte E/f, tiene un valor determinado que denotaremos
porxr G%%I. Algunos de 1los electrones que llegan a 1l=a

placa pasan a travé€s de los orificios y se encuentran
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h , ‘ donde A
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s

en la segunda cdédmers en 14 c a2l se variz el cociente -

E/o o Al valor de E/e
remos por (B/), .

en l1a segunda cdnar~ Lo densta .

En estz ¥ltima se mide la corriente -

electrdnics. cercn de 1z mlacz ( X ) 'y la corricnte cue

llegn slcolector (i ) nudiendose zsf determwinar Vi, .
Le presidn utilizada en la nricers cémnars no se es
pvecifico en el tradbajo de Dahlguist, en la segundc se

reporten los dateos Hers mHresiones de 45 ma bty ¥y SO

. s ‘

""‘""H‘a - las temperctuirss a ocue se encuentran las cd
mars.e tampoco sSon reportadas wero los detos utilizados
por €1 para la velocicérd de derivea, corresponden o tem-—

peraturzs de 77 KX 0 307 Kken el cas> de Argon, por lo —

B
i

ra algunsz. de £€stas dos temperatursas.

En bcse a un trevajo no pubiicﬁdo de Varmey C ——
Dahlquist( e1)

logr& esteblécer a Dertir @e Ta eehsmcidn —7 ==

tipo difusidn (87) y para el caso unidimensional que el
cociente Vi, estd dszdo por:

x v
Uiy A_+—‘°_l
e e.e.(S0

es el czmino libre medio de los electrones, -—
"D el coeficiente de difusidn y VU,
riva. Argaamentendo que

cuerdos 21l valor de e em laz camera iy utilizando
1a relzcidn 2T, = 3/

la velocidad de de
X ¥y © deben evaluarse de a —

siendo 9,; la velocidad tér:ni-
ca electrdnica se concluye cque =

(=~

=

X 3.
o 'L+‘b

«e=(21)
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e

Ila velocidcod térr’:icc. &ebe evalurnrse de zcuerdo a los -
valores de €/ en la prime:.'a cémara Y v, en la segun
da cdmera. La ecuccidn (€2) es l2 que Dghlouist utili-
za para couparar con 153 resultscdos experinentnleé'. pAY
el ceso de Argdn los resultados tedricos no correspon -—
den .con los experimentzles si uno utiliza le ecu: cidn
(91). Dado que ésta ecuacidén es result_aéo de la rela -
eién A D = %/3' » la cual es védlida cuando la fre-—
cuencia de colisibnes es indevnendiente de’'la vclocidad,
¥y como para Argdn’ Se, conoce gue éaste no es el ceso, -
Dahlquist utiiiz_a- tantién la ecuacidn (S0) tomando bpera
D/q‘)‘ un promedio pesado( e ). Ios resultzdos tedricos

eoeewr.... a8l obtenidos, son mejores al comperarlos con_l0s expe=

rimentsles eunque para valores de (E,%,\z necuefios se | — .
tiene una discrepancia significa:tiva.

... Con  esto terminamos-el—resumen-sobre--el—aspecto——————
experimentnl en enjambres que auanque incompleto -es [=H

ficiente parz nuestros propdsitos .



posibles) que analizamos son las siguientes:

III.na)
DISTINTAS -VELOCIDADES KACEPSCOPICAS.

En las teorias fisicas se tienen ciertas expresio_

nes matemdticas que identificamos con cantidades que =e

miden experimentalmente. Asi por ejemplo, en el caso =

de una componente, 1a velocidad de measa se identifica

con 1la velocidad hidrodindmica que puede ser medida me-
diante el experimento.

A veces existen varias expresig
nes

tedricas gue son susceptibles de ser identificadas

con una cant,idad' medida, ¥y aungue en 1la mayor perte de

los casos puede ser trivial discernir entre las distin_
tas posibilidades,

conviene hacer un andlisgis vara ver
que

cantid=d tedrica es susceptible de identificarse -
con la velocidzd de deriva.

T"TLaas distintas velocidades tedricas (entire of

& etFaE ="

% <S> . ——-—-_velocidad de—masa - ——— —=
oy = T_lﬁ! < > velocidad de numero
- = velocidad media o del
Ve = <Cu >

en jambre.

Hemos tomado la restriccidn de que el gas esté
en reposo ( <&%y =

o) ya que en &ste caso es fdcil
comparar lasg distintas velocidades teniéndose ques

A N

1 T\ N

LT | & L owma o :
_’,,'\1—;"\ S we 0O
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Por tanto la velocidad de enjambre es mucho mayor ‘que
la v.eloqidad de masa y la de nYmero. Tamnbién en el ca_
so de electronés en un gas, ‘1a de nudmero és mucho ma-w-
yor que la de masa pero .stas son del mismo orden para
iones con masa parecida a la del gas. ’

La velocidad” de deriva es una cantiddd que eata
dirigida a lo largo del campo,

esto es, solo tiene una
componente,

Adem£s es independiente de la vosicidn.
Consideremos la velocidad de n!.imero, entonces s8i es que

.. €sta puede ser identificada con la velocidad de deriva _
debemos tener

T = wiz,4 ®

(hemos tomado el e-— !
je =z ‘en direccidn del campo).

Cuando la temperatura :
¥ presidén son constantes - gabemos del cadvitulo-anterior ——-r————oo
que V. =o por lo ques .

2w
>z - @

esto es, la velocidad de ndmero es independiente de la

poeicidén. Notamos cque este resultado se sigue.de la

ecuacidn de Boltzmann y no de un método

espec{fico pa-—
ra resolverla.

Es entonces consistente

interpretar la
velocidad de nuUumero con la de deriva ya

que 1la primera
no depende de la posicidn como corresponde a la segun—
da.

Por otro lado es posible ver due si existen gra-—
dientes ( Y. # © ) entonces tanto Te como <

dependen de la posicidn, por lo Que no son. susceptibles

de identificarse con 1la velocidad de deriva. En el ca-—
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so homogeneo ( VM. © ) se identifica a Ve con 1la’
? . ,

y -

velocidad de deriva -

~
o

En el caso no homogeneo ( YN, ¥ ©) y d@entro del -
contexto de la termodindmica lineal de ppocesos irrever
sibles puede uno esperar, para la velocidsd de enjambre,
una relacidn del tipo: l

T @ YN + T

L , ee-(92)

Es una prictica com&n(ls ) el identificar a Sz € con

la velocidad de deriva, teniéndose por tanto qQque en e-

fecto = es urnidimensional e independiente de la po-

sicidn ya que T;:; ‘es una constante. A esta ultima i-

mmssss s gentificacidn la llamaremos la identificacidn™usSual de""“*“'
la velocidad de deriva. Es importante notar que todo
‘el trabajo en enjambres parte de esta identificacidn.

Los resultados del canitulo anterior no dependen
del tipo de identificacidn utilizada ya que para obte-

nertos no se utilizdé interpretazcidn alguna. Sin embar-

&0 la interpretacidn ‘de los resultados si depende de

que se identifica con la velocidad de deriva. Por lo

anterior daremos las conclusiones para cada una de las
N distintas identlflcaciones.
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LA VELOCIDAD DE NUKEKO COKO LA VELOC;[D.'D DE DERIVA..

3i hacemos esta identificacidn la ecuacidén para -
Na ven el régimen de Navier-Stokes estd dada pof-(ver
ec. (7S)):

208 _ A < . = i
ﬁ._-(u‘«r—%}f‘} V. + D.vn. | (o3
Esta ecuacidn difiere dg la utilizads usualmente en 1la

literatura, sin embargo puede =er exprésada en otra for
mea mdg sugerente :8i_ uno utiliza la condicidn T (VL)
= O . Cuando el gas estéd ‘en reposo es féc:i_.l ver que se

satisface la sigu,ien’te relacidén entre <. y frey 2

- '
e TS
de donde: -
v-S - —"*_%? Conn - aa) GKA-;;\:‘M_ IR )
ee(95)

S4i N es constante tenemos que v(v&)= o por tanto
como (95) puede ser feescrita en la formas

e v-& = - a0 (uanane) B .gna

tenemos al tomar el gradiente de esta ecuncidn Y supo-

niendo que & s8e identifica con la velocidad de deriva
ques
A Q@ T Curncwsd) Ty = - wian rarmay w. (90N

eee(96)

se ha utilizado la relacidn V& = Y% = O . En el ca-

-
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so de enjambres ( € ~ w0 ) se concluye gue:

Vo, = -4 wa G- (0N _

. Ve ceea(O7)
es decir: ’ i '
E-vie - -y wa' (8% (vwna

rr ey oy
V. Ca
) .eee(98)

Sustituyendo la ~‘q.qcuaf.cizfn (9'8) en (93) se pbtiene que:

20 — \ = . .
_—;'f = - .V + % me'lfv_?: ED): (9NN + © vNa (59
es decir:
O I —_ i
- : U e
DWa o A -, + D (VI - :
.2t : -
e ese(100)
donde: T a -
e.® E A Y
D= b+ oy P EE BV
' see(101)

Estas ecuaciones indican que la difusidn es aniso-—
txdpica, resultado que es aceptado actualmente en la 1i
teratura 3)

Es importante notar gque no se ha utilizado hasta
ente pu‘nto la aproximacidén de Lorentz, por lo que este
resultado es vdlido independientemente del caciente de
masasg. Debe notarse también que -hemos tomado implici -
tamente V-T, # O.

En el caso unidimensional obtenemos a partir de 1la
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ecuacidn (100) dque:

-
R :

. , e+3€202)
donde .D_ es el coet;icien’be de difusién m 1o largo del
campo.

Pasamos

ahora a analizar el Ffendmeno de difusidn

.en retroceso para ver las predicciones basadas en la ec.

(102)‘. Dado dque “€sta ecuacidn tiene 1la misma forma que
la utilizada por -Dahlquist,

X/%,. (ver

tenemos que el cociente
ec. (90)), estd dado por:

x L
LoD =
e g o e . . -

. eee(103)
la UYnica diferencia con la ecuacidn (50) dada por -

Dahkquist, es que.aparece-el-coeficiente..de difusidén-. — .
longitudinal ¥y no el transversal.

Tomando, al igusl que -

Dahlquist XD, = 9/3 donde ©y es el coeficiente ce
difusidén transversal ( ™y = D ) obtenemoss:
D . .
x—o _L_\_'D‘- L
ERON

ee.{104)
los evaluamos en la pri-
es la segunda.

Las tablas I y IITI muestran los valores experimen—
tales y tedricos del cociente /%
lores de /e en la primera cémara.
muestra los resultados para Nitrdégeno.

Analogamente /i, y 3
mera cdmara y 4

para distintos va—

La tabla III
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. . . :
W ‘= 12.6 %10 <= N
(E/A.‘-' -z "'——:, p—— “a ‘ ) waa i
S. .
M i
(E/P\: Va (1/3'.\&: o (\",.l. tas
PoUS Wy P= 90, Ha Tria ().
.2 2.8 _ .05 .04 .038 |, seo7
4 3.3 .07 .06 <045 .008
3 3.6 - .08 o7 .04c S002
) 2.2 — .08 .C57 ~010
I ) 2.8 .0%3 T35 064 oS N
Tabla I.

Valores e:':perimentAales‘y tedricos para 2/2. como funcidn

\‘\‘ del valor de ( ¥ ) en l1la segunda cdmara. E1 valor de

Va hay qQue multiplicarloe por I10° “"/sa s las unidades

de (E/p\y son wuolt/(ce. e Wy ) .(ilie)_...._', representa los valo-
res experimentzles reportados porx Da.hlquist(SJ'), no hace
un andlisis sobre los errores experimentzles, ihl..:l:'eprg
senta el cociepte Aio ecalculando con la ecuacidn 104

¥y iy ©s el calculado con la ecuacidn (S1).

El valor para '-'a he sido tomado de Townsenii h'd Ba.iley( s2).
-1os valores.de Vg4 de Pack y Phelps('-SS) ¥ el cociente

de Wagner, Davis y'Hu.rst(ss)' : -
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o
ARGON | . :
Ay v 3. N
(&), = A =it "s 9 = K307 o !
oy ,
|
Oy - 1. A
By /1».
(%p). v 1 WicYaye ' )
- L PSSty  Ca TomUg Klio C&/idp
.2 2.8 - .025 .030 .004 i
-4 - 3.3 .035 .035 .005
e 6 3.6 <0420 — .038 006
) .8 4.2 .0425 .045 .044 .0C7 ,
’ 1.0 3.8 .Gas __ .0a8  .050 o7
Iabia II.
™~ 1Ia levends es andloga a la tabla I .
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NITROGENO 4 _ ~ -
T e 2% s e
? > {
2 .
- Or o
. ve | Widae L
- : . . Po Gz '_._ua P=40 !‘ \ .\,Lo! LLILO\'
.- . 1 7.72 .o3 °© e O .18 «06S
e T | s L oq 2T o308 o e
1
3 17.1 14 13 .33 T340
. 4 S21.1 IS © Sttt =38R 6 —
8 35.7 — 28 «51 «254
30 22.0 __ 23 .55 .286
14 —_— .38 — —_ —
. e 85.1 T as — .65 -383

Tabla III.

La leyehda es andlogs 2 1la tavla I,

solo que en este
cas0 los valores para Vi

fueron tomados de I.owke( 59).
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JlifusiGn como anisotrdpica

ey

I1I.20)
- . ’

De lams tablas es posible observar que si uno uti -
1iza una ecuacidn de difusidén anisotrdpica (ec. 102),
lo8 resultados tedricos se mejoran mucho con respecto a
los obtenidos en basé a una ecuacidn con difusidén iso -
trdpica (ec. (87)). Par= (E/‘,,\ = A ,“A“k“—‘*{"‘a los resul-—
‘tados teoricos son bestente parecidos a los experiments
.les. Notamos que pare nitrégeno los datos tedricos ba-
aadoé en dlfu91dn:1sotr6p;ca son mejores & los basados
en difusidn anisotrdpica. ]

Es importente Aencionar la forme en gque se han ob-
tenido los datos que hemos utilizada para hacer la com—
parac16n, en'partipular nos restringimos al coeficiente
de dlfu516n. Hasta antes de 1560 en todos los trabajoé
experimentales se partia de la hipdtesis de gue la difu

sidn era isotrdpica ¥y seadesarroll6~una téenica—pare--me-——— =

dir el cociente Vi » conocida como el método de -
Townsend-Huxley, el cual es un m€étodo estacionario -
(?%% = o 3 e Posteriormente se desarrolld otra técnica

experimental, con 1a'cual podfa ser detexrminada tanto
la velocicad de dexiva como el coeficiente de difusidn,
‘basada en el estudio de una ecuzcidn tipo difusidén pa-
ra €l caso unidimensional. Estza Yltima técnica se ca-
racteriza por ser no estacionaria y se le conoce con el
nombre de método de tiempo de vuelo(ss).

Dado que los datos para el cociente P /e (con Y
la movilidad) obtenidos por el método de tiempo de vue-—

lo, diferfan sensiblemente de las obtenides con el méto

4o de Towasand-Huxley, surgid la idea de conszderar la

(ss ). Posterlormente quedd
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establecido el fendmeno de anisotropfa en 12 difusidn.
Actualmente se azceptza que mientrzas cue el método de -
tiempo de wvuelo da el coeficiente de difuaién longitu7
dinal, el métocdo de Townsend-Huxley 44 el coeficiente
trensversal. E1 mé&todo de Townsend—Huxléy supone que
le difusidn es isotrdpice ¥y por tanto puede uno cuestis

narse si los datos obtenidos con el métordo son confia-—

‘bles. o anterior ha sido analizado en la literatura

obteniéndose que»énfmuchos de los casos ios datos obte-—
nidos con el mé€todo.de Townsend-Huxley en efecto dan

el coeficiente de difusidn trznsversal, sin embargo en
casos como el Argén &sto se ha puesto en «iu.da.(fln

cen e

- .—Vemos pues due es posible dque ‘el valor*tomado~parg ==

el coeficiente de difusidn trensversal no sea configblée

‘ya aque éste ha sido obtenido utilizando el método de

Townsend-Huxley. No nos detendremos & analizar este — — — — —
punto en el presente trabajo ¥y nos contentamos con es-—
tablecer que las predicciones basadas en una teorfa con
difusidn anisotrépica son substancialmente mejores aque
una teorfa que considera difusidén isotrdpica en el ca-
so de Argdn.

Puede uno preguntarse que es lo gque sucede sSi uno

toma los resultzdos en el régimen de Burnett.
ciadamente no tenemos,

Desgra-—

hasta el momento, una forma de

-evaluar la cantidad v- <. por lo que no es poéible

hacer un cdlculo y tenemos gue restringirnos a hacer u-
nae evaluacidn cualitativa.

-
-

Utilizando la ec. (86) tenemos para el caso unidi-
mensional y para el régimen de Burnett quesz -

—
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2
A = Cw AR CEO W+ oem) T _
que utilizando la condicidén 9(9&) =< se puede es~ T
cribir como: |
D0 20, e 3 :
2k = 53 +© “5957.
- donde

R

.

’

Esta ecuacidén da 1o§ miemo's regultados obtenidos en el

régimen de Navier-Stokes si tomamos para * el coe-
ficiente longitudinal reportado experimentalmente.

_8in embargo ©Y _depende de
dimensional tenemos ques

Y:?e-,.;._x_‘nagge_li_&sgﬁgngw i

R (%

“© es una funcidn que .solo depende del tiempo.
Si c. no depende de

donde

¥ +tenemos gGue So(d\ = V& 7 A ()
¥ entonces podemos conocer

V.
‘de Co

s8i sabemos el valor

Asf pues T depende de las con
diciones de contormo que cumple Co

en dos puntos.

» las cuales pue -
den variar dependiendo del arregflo experimental. Esgte
€ipo de problemdtica mo ha sido considerado en la lite—
ratura y no parece ficil el incorporar este hecho en el

andlisis de los datos experimentales.,
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: hod
1A IDENTIFI(ACION USUAL DE LA VELOCIDAD DE DERIVA.

Como hemos visto anteriormente, la parte de la ve-—
locidad de enjambre or oporcional al campo eldctrico se.
identifica con 1la velocldad de derivae. S:L el gas ‘est&
en reposo ( <<hy = o ) =e tiene que: ‘

T = <Ey = <& >-<Tad>

- / .e-(105)
por tent- a orden cero UDe = O . A primer orden tene-

mos para la veloqidéd de enjambre ques

— .V A . n
T = <3 w <E>(‘ - - Y_V(rk\ ﬁA alle u.-,___ E X
donde ‘se ha u*t;:.l:.zado 1a ecuac:.én (73) . - To;a'andoﬂ el ?&
. 8o de en;]ambres (-rlg << -\-\ la ecuazcidn anterior se re
‘duce as. - [ _
5 = - ﬁ: Y. * nen® T

-

y de aqui se obtiene para la velocidad de derivas

=T eee(106)
Introduciendo la movilidad (4) definida por 1a re—
lacidén de Einstein:

\€al

- —_—

o

[S) eee(107)
la cual ha sido discutida extensamente en la literatu-—
ra

(12)

En términos de la velocidad de deriva, dada por la
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ec. ( )y 1la ec. (79) puede reescribirse como:

’?._._"‘;-;_aﬁ-vr\.—ﬂ‘.-vﬂ. + D V0. .

eee(1O8)
Que difiere de una ecuacién de difusidn lsotr6pica por
el térmlno T -YNa , aunque como hemos vxsto este térmi
no me puede degpreciar:sx ‘tomamos le aproximacidn de
v .8 primer on@en.

En este caso resultea ser que'
?g% = © ¥y la &cuacidn que se obtiene dés la ecuacidn

de difusidn isotiSpica para el caso estacionario

(P ==

B L Y0 OV =z O

...(100)
: En el régimen de Burmett se tiene para la veloci -
‘'dad de enjambre- ques-—— -

Tp = <E5- <de>th + KA - <G

por tanto utilizandohlos resultados =z primer orden y la
ecuaciéq (A.IX.27) se'obtiene!:J

~ - . o <, 20 —
A (R TR)SE (R E

.o +{210)}
cuando la densidad de ndmero es

sabexros que se cumple la condicidn
¥ por tanto tener ademés

. : En primer lugar,

constante, -0 -
T-& = © parecer ser dema-
Como es comnocido, esta Yltima condji

cidn es una condicidn necesariz para cue el fluido sesa

wmiado restrictivo.

incompregible, © en otros términos; si la densidad de
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Py

) = III.2s)

masa . total es constante, entonces de la ecuacidén de con

tinuidad se obtiene que V- % = © . Podemos preguntar

nos entonces si O = cte implica que < = te. s . DA~ . .
- 28 s - ‘

ra es.to .calculemos = 5 ve H

N L .

Ve = ‘(u-m;—u&e\ VNa =3

/
Hemos utilizado el heého aue @ es constante, Dev
este paxr de ecuagionés vemos que ¢ es constente sola—
mente cuendo; P =o ¥ V= O s 0 ( »an - wa,)
e O e -

En el primer caso obtenemos una situacidn en la =T
cual no hay gradientes de

. i
Nn y &sta no varfa con el

tiempo, para enj ambresitggtgano_,,pue_dg . ser el caso.

La
condicidn Wi - we = O implica que se tiene una y no B

dos componentes, =i pensamos en atomos ionizados cue =se

encuentran en un gas neutro de dichos &tomos,
que M A E wrg

tinta de cero.

tenemos
aunque ( va,. - wia) es estrictamente dis—

A “ ktohces. cuando N\ es constante, 12 mezcla bina_

ria no puede considerarse como incompresible. Sin em-
bargo, €ste no es un argumento para invalider la condi-
cidn v-< = O

s Ya que é&sta no es suficiente para

que el fluido seaz incompresible como sucede para un flu
ido es‘tratificado( faid ).

La ecuacién diferencial parcial que cumple
en el régimen de

Burnett, est4d dada por la ecuacidn
_.{86%) y al tomar

en cuenta (11@) se puede réescribir cg
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mos -
' —- 2
3_&;=-(w+vz\‘—“—;— Ao ) 20 : E
ee.(2113)

Esta ecuzcidn difiere de la utilizada por el tér-

mino w 2 . Introducioendo oY = D o+ la e—
‘- cuacidn anterior toma la forma:

an, 20 r S

28 - + =

=YY (w 2 ) 3 + Sa:z

. A ese(124)
Que es una ecuacidn tipoe difusidn con un término

adicional en 1la deriva. E1 cociente,A,Av.,.‘iln,..es_té;_dado.';_T___,,;

por: . . N e e e -
. . e N -7 -
- “‘\/ - ‘é‘% + T . .
- D T el -
: RS . TR T TIE=
eee(115)
Si v % o tenemos gque no se cumple la rela-—

cidn de Einstein en el régimen de Burnett.
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Conclusioness . ) -

Como se menciond en la introduccidn, la presente in

vestigacidn tenfa por objeto estudiar el Régimen de .

Burnett para enjambres de partfculas cargadgs. En el «
a
cago unidimensional la ecuacldn utilizada es“’
@Na aQ
—A - }nl*_b}ﬂp ‘309
=t St eR 52 v @ S23 ' (1)
/ oo

Una primera farea ha éido el ver que tipo de ecuacidn
se obtiene para Na uwtilizando el método de Chapman—

Enskog a segundo o}den. Dado qQue resolver la ecuacidn
integral que sdtisface £ (yer ec. 55) no es un -
problema terlal,'nos hemos avocado & “ver =i e es posible

cerrar las ecuaciones de conservacidn en. el Ré€gimen de

Burnett. Esto es, si podemos conocer 1as _contribucio—

nes a segundo orden para el tensor de esfuerzos y el
flujo de calor para la mezcla binaria sin resolver para
H | o anterlor fue hecho por Chapman-Cowling (v
para el gas 91mple, ha para la mezcla binaria mostraron
(48) que la contribucidn a segundo orden de la velocidad

de difusidn tambien puede expresarse en términos de can

“tidades a primer orden. Nosotros hemos demostrado que

para el tensor de esfuerzés se tiene un resultado ani —
logo (ver ec. 64) no siendo asf para el flujo de calor

"{(ec.62). La conclusidn de lo anterior es que no es po-—

sible en general cerraxy las ecuaciones de conservacidn
utilizando €sta metodologfa, debido a que la contribu -
bucidn a segundo orden del flujo de calor no estd expre

.agda solamente en términos de cantidades a primer orden.



.tado las llamedas relaciones generalizadas._ de Einstein

"bido a dificula-ades técnicas.

g-2

Aunque los resultados #dhteriores no son muy alenta
dores .es imvportznte tomar en consideracidn el tipo de
sistema en el cual estamos interesados que es el de en-—
jambres de partfculas cargzadas. Aquf existen una se -
rie dé~métodos, algunos de los cuales se han descrito -

brevemente en el cavftulo I, que consideran situaciones

en ias cuales el ca-po eléctrico nmo es pequeflo, tenien-
dose asi la posibkilidad de estudiar situaciones que no
se encuentran cerea’del equilibrio.

Cabe aclarar que
Kumar—Robson(ls)

mencionan que sus técnicas (parecidas
al método de Chapman-—-Enskog) se pueden aplicar a campos

moderadamente intensos. Estas técnicas dan como resul-

Townsend cue no son mas que extensiones a la relacidn i
de Einstein-Tovnsend la cual da una relaecidn entre el
coeficiente de difusidn y la movilidad ~— 7

B 2
e lex

siendo %

la carga de las vartfculas cargsdas. Esta

relacidn he sido considerada en el andlisis de los ex —

périmentos(73) como vilida en el 1lfmite de campo nulo,

situacidén dque no ha sido analizada experimentamente de

Es importente notar que
a¥n para campos pequefios, la relzcidn de Einstein-

Townsend no se cumple para gases monoatdmicos,

aunqgue cgo
mo hemos mencionado en el lfmite

€ —» 0o es impuesta.
Por otro lado, para algunos gases poliatdmicos existe
una regidn mas amvliia de campos parea la cual la relacisn

de Einstein—Towhsend ez vé&lida. Esta situacidn es en —

ecierto sentido varaddjica ya que como la relacidén de
e
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Einstein-Townsend se puede obtener con el metodo de
Chapman—-Enskog al resolver £; ecuacidén de Boltzmann - : A
llega uno a la conclucidn de cue €sta deberfia mantener—
se como v&lida en una regidn mas amplia de campos que
para los gaszes polistdmicos. Es posible por tanto que
para.los gases monoatdmicos el comportamiento del co-
ciente Y/y sea una manifestsacidn de que en el 1lfmite
€— o la relacidn de Einstein-Townsend no =sea vdlida.
Caﬁe aclarar Gue pdia derivar esta relacidn’es necesa -—
rio utilizar la identificiacidén usual de la velocidad
de derive. Coe o
Otra cantidad importante en las mediones la consti
tuye la velocidad de deriva o equivalentemente la movi-
“lidad. El anélisis experimentzl da comd*fésulﬁéﬁd”qﬁe“*ﬂf“ i
en algunos casos esta Yltima cazntidsad no solo dépende ’

del cociente E/n 51no que ademds ex1ste una dependen—

cia con 1la den51dad. 105 tratamlentos nara “expls

fendmeno son variados y no. nos detendremos a‘deta:l.la:rlosjq
Lo qQue si mencionamos es que al menos dent:ro del trata-—
miento dado por Wannier' este hecho no tiene una expnlicz
cidn te6ricg$“)

Los experimentos de enjambres de partfculas carga-

‘das son realizados a temperatura y presidn constantes.

Para hacer el andlisis de &stos se parte de una ecuacidn
tipo difusién de la formas

20 =
Se T "%V x ™ V(v

donde iﬁ es 1a velocidad de deriva y D el tensor de
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i

difusidén due no necesariamenie es isotrﬁpico.

en

Volviendo al problema planteado anteriormente,
el sentido de que podemos decir en el régimen de Burmett,

nuestro problema fue ver si es posible obtener una ecug
cidn tipo difusidén en el caso de enjembres . La forma en
que procedimos se basd en el trabajo de Hirschfelder et
al( ) qQuienes mostraron Gue, en el cgso en cdue la pre

sién y 1la temperafqra -totales de 1la mezcla binaria son

constanfes h'g cuande no hay campos externosy es vosible

obtener utilizando la solucign a primer orden en el mé-
todo de Ghapman—Engkog' la siguiente ecuaci én para 0a°
°§i = -3 -4+ BINA

el coeficiente de difusidn y .G ..l1la velocidad_.

de. nimero que cumple la condicidn V-W=0d. En el caso

unidimensional y para un sistema gque se encuentra en u-

na cavidad cerrada ellos Tomar W = o obteniendoasi—ia-

ecuacidn de difusidn. Por tanto dzdo gque en-enja:nbresla
temperatu:ré ¥ presidn son constantes, decidimos introdu—
cir explicitamente un campo eléctrico y ver que resulta
dose se obtienen & vprimer ordene. E1l resultado obtenido

en el capftulo II muestrza cue se obtiene una ecuacidn
diferencial parcial no lineal gque en el caso de enjam —
.

bres se reduce a una ecuzcidn tipo difusidn de la forma:

20, (@ 4 S22 T ). 9N vz
S¢ = - (&4 Salr ) axD Vin,

: eeal(2)
donde W es lu wvelocidad de niimero gue +tiene divergen__
cia nula. Esta.cantidz.d no estd evaluada a primer orden.
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Si uno qQuiere aproximar Gr | primer orden . AW = G)"(')
debe pedirse que V. =0, en tal caso se ha mostrado -
en bame a estimzciones que la ecuecidn anterior se Te-—
duce as

e.v = :
%.‘_I' E -vnA -’?Vzna ) :
208 _
3¢ = ©

Estas dltimaé ,dos ecﬁaciones pueden .identificarse
como 12 ecusacidn tipo [Adifusidn (difusidén isotrdpica) pa—
ra el caso estacionario tomando 1la identificacidn usual
de la velocidad de der;i.va obteniendose ademéds la rela -—
cidn de Einstein-Townsend. Sin embargo si uno no evalua

... le velocidazd de nidmero a primer orden se obtiene wuna e-

cuecidn mé&s general gue la ecuacidn utilizada para cam-—

pos pequefios. Es posible mostrar que si ademds V-3 =o

entonces @ -9¥Na= o teniendose--entonces -la-ecuaoidni— - —————

20a — - @D F .UNa + D VYA, .
t v .

. eeel(3)
que es la ecuacidn tipo. difusidn con difusidn isotrdpica,
utilizada hasta antes de 1963,cu2_ndo se utiliza la iQeg

\\tificacidn usual de la velocidsd de deriva y por supuesg
';i:o en este caso se obtiene la relacidn de Einstein- -
Townsende. Entonces solo en el caso en que V.52 = o
se puede obtener la ecuacidn tipo difusi6n( 3) ¥y la rela
©idn de Einstein-Townsend cuendo uno utiliza la identic
ficacidn usual de la velocidad de deriva.

; Lo anterior muestra gue para obtener los resulta -—
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dos en el ré&gimen de Burmnett. Jno puede tomar temperatura
Yy n_nesi6n constonte si uno estéd interesado en estud:.ar

fencfmenos de d:.fusn.6n en enjambres. Dado cue 1l=a cor_rt:r&

bucidn a segundo orden para la velocidad de difusidn se
puede expres-r en t&€yminos de la solucidn a orden cero
¥ a orden uno, se ha evaluado esta contribuc;idn. Para
&“"“ hemos tomado las expresiones dadas en la aproxXi-
macidn o modelo de Lorentz que es un caso distinto del
de moléculas s:.m:l.lares tratado por Chapman—Cowl:.ng para
evaluar 1la contr:.buc:n.&n para lz velocidad de difusidn.
{-'(" se ha aproxlmado por el primer orden en el mé-

todo de Enskog ( o‘chap'nan—Cowling), es posible conside
rar *O(a

O que es el caso tratado en todos los tra‘baaos

en enjsmbres ¥y que corresponde a tomar la funcidm~de. . =

distribucidn del gas como una Haxwelliana. los resulta

dos asf obtenidos se expresan en térmn.nos de ciertas in

tegrales en las gue apa.rece el potencial d

las cuales han sideo evaluadas para un potencial central
cuya dependencia es de la forma r'“'“l@'-u\con

v E I1nJ
b4 Nz 4 ’

En los cdlculos realizados en el régimen de Burnett

~ hemos tomado por simplicidad el caso unidimensional y

Ya condicidén 9(9-5&3) =0 que,

como hemos visto en el cg
pitulo II,

es necesaria pé.ra. que el método de Chapman-—
Enskog sea consistente matemAticamente.
V-t = ©

Aicidn.

La relacidn
es claramente un caso vparticular de esta con

La ecuacidn vara Na Obtenida en base a las con-

interaceidn,
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sideraciones anteriores es:

-

=0 ' ‘ O

0% = - (e e SRE a0 7g ¢ e, -
— -

donde 3, ¥y 3, ,son proporcionales & ¥vo (ver ec.86). . Es ...

interesantz notar que no se obtienen derivadsas de tercer

- 2%

orden en 1la posicidn como en la ecuacidn (lj- Si
¥y utilizamos la identificacidn usual de la velocidad de
deriva obtenemos que no existen modificaciones a rela-

cidn de- Einstein—-Townsend y que la 'ecuacién‘,tipo difu -
sidn resultanté es 1a hisma que en el régimen de Navier-

Stokess:
2Na _ % ang', © 20Na
Sy - > EX

Como se ha visto, es posible obtener la ggggc_idg_:L

tipo difusidn utilizads en los exprez‘imen‘tos (ec.(3)) ¥
la relacidén de Einstein-Townsend cuando uno utiliza la

identificacidn usual _de la velocidad de.deriva ¥y la-con————- -

dAicidn v-&% =0 . Ademds los resultados en el régimen

de Navier-Stokes y Burnett, son los mismos en estas cix
cunstancias. Sin embargo la relacitn V-& = es en

nuestra opinion demasiaéo restrictiva ya que sabemos que
da densidad total de nmero es la que es constante ¥y no
la densidad total de masa, si esta Wltima fuera consté.g
‘i:‘ se tendrfa que en efecto V-Co =0 . Existe una si-—
tuaeidn particular en 1la cﬁal es plausible tomar & =Ce

teniendose que Ve = » €sta corresvonde a tomar

aie T AMAp como DPOTr ejemplo corresponde a HAtomos simple-

mente ionizados moviendose en un gas de estos Atomos.
Por supuesto este casoc no ha sido contemplado por noso—
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tros ya que hemos tomado laugproximacidn de LorentzZe.

8i V-@ £0 pero V(Y-%) = © como debe de suceder
para aue el método de Chapmaanﬁskog sea consistente ma
teméticamente, la situscidén cambia drasticamente ain
utilizando la identificacidn usuval de la velocidad de -
deriva, ya gue en &ste caso la relacidn de ﬁinstein— -
Townsend sigue siendo védlida ( en el régimen de Navier-

Stokes) pero 1la eéuacidn de difusidn toma la formas
P0a ' '
St = ~CGwvvay s £u00, '
En este caso unidimensional no es posible argumentar que
w 2%% = o Yy tenemos un término adicional en la
deriva.

Si uno cons:\.der'a el régimen de Bumett, se
que la relacidn de Elnstaln—Townsend se ve modlflcada y
la ecuacidn para Na toma la forma:

0a N 20a s - -
1 (w 4+ Ut = X T2 5%
-
donde Ua es 1a‘velocidad de deriva aa segundo orden

¥ ©"es un nuevo coeficiente de difusidn

que es la suma
de A >

M —
Yy unea parte proporcional a V- - La caracte

rfatica principal de estos coeficientes de transporte

e8 que tienen una varte vroporcional a la divergencia de
N,

1la velocidad de masa teniendose por tanto que &stos de—

penden de las condiciones iniciales y/o de contorno im—

—
puestas sobre <o e Por tanto ante distintas condicigo

nes de contormno(geometrfa) son distintes. Este trabvajo

no es de ninguna manerszs sencillo y serd analizado en un
futuro asf como ' la evaluacion de V-Jg
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Hasta agquf hemos spnalizado las conclusiones obteni
das utilizando la identificacidén usual de la velociagd
de deriva y veremos ahotra que se puede concluir si iden
tificamos 1la velocidad de deriva con la de ndmero. Cabe
aclarar gque ademéfs de 1o mencionado en el capftulo III,
la posib lidad de  €sta identificacidn se sugirio” como
une posible forma de explicar la dependencia de la movi
l1idad como funcidn ée 1a densidad y el fendmeno de di-
fumsidn €n retroceso. En este trabajo mos avocamos Sola-—
mente al segundo caan.

Utilizando €sta identificacidn, la ecuacidn que se

“'obtiene en el régimen de Navier-Stokes es“lawsiguiente:‘

0. _ L (R , espe T\ -0 *+© V'na ’ ’

S5 94-% #06 se ha mostrado en el_”é;._;:ttulo ITI dqiie esta

ecuacidn se puede reescribir como:

>0a

pe - - T -9na v © * VN

teniendose como resultado que la difusidn es anigotrdpi:
ca. Egte hechno es reaultado de la identificacidn pro-

‘puesta ¥y la condicidn Qe consistencia matemfitica T(¥L)=o,

Notamos que en €ste caso 1la ecuacidn con difusidn ani-
sotrdpica eas egquivalente a una ecuacidn con @ifusidn i
sotrdpica con un término adicional en la deriva, 8i £o-
ta equivalencia es cierta nuede en princivic checarse
experimentalmente, no se ha hecho debido & que el and-
1isis 115 es &irecta v havrfa que hacer un estudio ex——

keistivo sobre 1los experimentos de difusidn isotrépica
¥ sanisotrdpica. ~
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. .
Por Yltimo damos las conclusiones obtenidas al ang

lizar el fendmeno de difusidn en retroceso Gue como he—
mos mencionado se le ha considerado como -un fendmens> pa

ra el cual es necesaria la consideracidén de regimenes

mas alla del de Navier~Stokes. Hemos visto gue si uno

utiliza una ecuacidén tipo difusidn anisotrdpica y utili

za la teorfa desarrollada por Dahlqulst(sl) entonces

. s }
los resultados'teJr;cas corresponden con los experimen-—
La discrenancia m&xima ocurre a

tales para el Argdne.
desgraciadamen

campos grandes y es deY orden de un 203%,
te en el artfculo de Dahlquist no se reporta el error

exverimental, pero de acuerdo con el estatus de otros

“experimentos podrfa uno pensar en que “su incertidumbre
- !
ILos cdlculos que hemos realizado

pueda ser del 10%. -
muestran por tnnto que si la dlfusi6h es anlsOtr&nlca,

los resultados t¢6r1cos obtenldos meaoran bagtente y el T T
fracaso del tratamiento dado por Dahlquist para el caso .
de gases monoatdmicos es debido a que utilizd difusidn
Por otro lrndo el exelente acuerdo entre

fsotxrdpica. -
teorfa y experimento para gases poliatdmicos ( N3 ) ba-

sado en difusidn isotrdpica deja de sostenerse ax intrg
ducir el hecho de dque la difusidn es anisotrdpica. Dado
que nosotros hemos tomado colisiones elfsticas para ob-
tener los resultados puede pensarse entonces que esta
falla sea debida a la necesidad de introducirtcolisio -

nes ineldsticas. Cabe aclarar gue los resultados obte-—

nidos para el fendmeno de difusidn en retroceso varten

de una ecuacidn con difusidn anisotrdpica y es indepen-—
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diente de la teorfa utilizad® para estcblecer el fend=
meno de aenisotropfa. Por tanto tomando como cierto el
fendmeno vemos que la concordancia entre el experimento
Yy la teoria de dada por.-Dahlquist es fortuita al menos
en lo gque resyectz al nitrégenoce. i

Como conclusidn final podenos decir que no se ha
obtenido una ecuacidn con derivadaes espaciales de ter-
cer orden en el ré€gimen de Burnett y que no parece ser
necesario intrbduci;laipara explicar el fendmeno de di-—
fusidn en retroceso'para gases.monoat6micos ya cue basta
considerar la anisotropfa en la difusidn para explicar
los resultados experimentales.

'
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NOTAS: ’ --

1.—-3En el caso de Nitrdgeno hemos tomado la energfa a

Que se encuentron gseparados los niveles vibracio-
nales tfpiccs cue son del drden de 3 ey 7, .
la diferencia entre niveles rotccionales es adin-

méa pequefia por lo que nuestra estimgcidn esté
sobreestimada. !

Lo que aquf entendemos por puntos centrales de re-—
pulsidn es cuando el notenc1al de 1nteracc16n estéd
dado pors
L2 ‘
>y _ Rz (.-Lv-\\ gz
45(1-) = oG

siendo (7 un factor constante. EL modelo de -
Maxwell corresponde a v =% , el caso de esfera du
ra puede ser tomando N~ h'd w01z e Lo ante—

rior puede consultarse en el capitulo _10 de 1la re—
. % - L

‘ferencia 1.

Pare obtener é&sta ecuacidn se ha utilizado la € —-
cuaC16n A. II 31 del anéndlce IT.

Se ha hecho uso de la ecuacldn (08).

Los valores de las integrales para el modelo de

Maxwell estdn dados en el 4dpendice III, ver ecuss
ciones A.II1.16 - A,I11XI.23. Para checar cue la e-—
cuacién es dimensionalmente correcta conviene no-—
tar que (;szj*\ tienie dimensiones de 1ongztud( 2)




APENDICE I
Para conocer explicitamente las contribuciones a =

segundo orden para el tensor de presién y la velocidad =
de difusidn, es necesario evaluar las cantidades T' de-—

finidas por la ecuacidn (63). pDado aque = = ouc@yy

¥ B. = ®(ary drax las ecuaciones (64) y (65) to=-—
man la formas
ol L3 R
— - - D A par m
AT Z S‘“ A 4.

A
h g

- o
&Y -E¥ o v 7 (Terrer o
N cee ees(A.T.0)
donde T“P*“ es la parte par en dJd. de T .
Procedemos a evaluar 1la centidad ™ para pose

teriormente extraer su parte non, ya dque haciendo.ésto
podemos comparar-.con el resultado dado por Chapmari y
Cowling( 48 ) para T A nen Evaluamos T_“ congide=—
rando cade uno de los términos que la componen. Susti-
tuyendo K. = M(37y de o Ba = Dudl 9 B o= @A
en las ecuacione= (51) las funciones de distribucidn a

primer orden ‘¢ se pueden escribir como:

. Ca-vr + D Ta-3i o+ B 4T - v

g LI - N

- .

ey - .
‘? A‘l a ¥V T+ b'z a',- diz + &, E’;&C T Ve

we.(A.TI.1)

donde:

)\'; = - _Q_‘.(:: A (&) iz a,a (rsa, =2y
Y



A.I.2)

B = - £y

. -"-‘r‘lb(ka\.,sev.\
. - | ess(A.T.2)
Es mnveniénte tencf presente las expresiones de -
T oy Te s ‘ '
Th o ROV (Fp@) e x A g

(Gfod): 1 & S E90) + Sua(§hogee)

e s e - - D Qﬁ(o\ S 0L e T A'-.\a ’ - B TR R G T S R R T - g =2
’ ™e = e v ‘P\)____‘Z_\ + (Tu- ‘(_)_.2:(; \- Va’j +ab- VL2 ) ,’ :
- ' o o\
- - <Vé’ Qemab - Vv‘. + 55_,(5«:"“ au\\ _\_ Seg(f{%‘ LL\ y
’ T ’ . “""'""“"T“.".'(A.I 3) T
A1) Eveluacidn de ?.-)j;.m
[s] Aoy s - ——l- ’
c.nno . § - 0w ( ::.m‘\) “X Q “;:b_ - \ ¥
. ' . ze sigue:
LMD cry D, \a LN ;
2 - S =%

. P 2na 2 23 gz
TS N s IO SY _ 2 3E L omaa 2 P= X
>k § -~ = EXTRES K )

Cae 2 = - .
=9 laam r@En s E - S(e-ee) (Aoz. )
cee(A.T.a

en la Yltima igualdad sé¢ pizo wso de lss releciones --
(44D . Las cantidades %‘%‘ “ ';-5;{: tambien -

pueden ser evsluadas y es fdcil ver de laa'. eéuaciones -

L



(44) que den contricuciones pares en
se tiene una expresidn andloga:r

A.I.3)

- A
< .

o

‘Para EX i
EXY
LT M
i R T O e A S
N 1
A.I.2) Evaluacidn de ©. §h 'b-'TDL.:‘

Tomando en cuenta las ecuaci

SR

-

A g_e;[a:.v{""\ £ a-9T

©t

"y . oey DaBi .
¥ (E&-vc.)-—b—t— Rl =N %

‘.,.__. “TComo AT ®' 4 D\ dependen de dl¥T, “-i = a:my;‘:\—g‘l‘_" el
podemos escribir al utilizar le reglae de la cadena:
De N | 2N D87, R T IR BT T TS -
St - 537 ot T3¢ ot Y Sar Bt
T - 28 8l | 3D I L. 9D el
o 23 ©x T Sv o Y Dasr i
Dol  oel ©edl . dal DT 4+ 28l Dot
©r T Sdr ™t ¥ DX 20 Y
. (65 ) i :
Por analogfa con Chapman y Cowling tomamos -
z .
b%?_% = o s como ademés ?_b-%: - o (ver abajo
de ec. 45) se concluye:
1
E_'i‘ = - Z T an 2B
©t = ERy

ones A.lI.1 se tiene:
Do A ! Do X - &
__|Dt 4+ B a(a.a.vro\

(\E.::n_\ + a':z D%—'\
ess(A.I.5)




Haciendo uso de

las eeha«;ibnes (44):

A.1.4)

eeo(A.T.6)

i

eee(A.TI.T7)

= o es fdcil ver que:

V. AL - .

Tt T sT A

DS L_gvaeD

B e T -

DB | _z T 28 .

ot h T .

Ugando nuevz"méhte D-D:cf.
.. (&
L.9TY = &, . DeVT ~

2= ( Y h

S (g eEN L EEIEIoE :
(& & s vaYy- AT = By VT

2o (&Tay - &l

Sustituyendo las ecuaciones (A.I.7) ¥y (A.I.8) se

concluye finalmente que:

\Eg_‘:m= FORR: A~ P A Y TN Z.-.v-r 9;_.5;':- 4+ ' a.d
S Ta(EE ) W - v -

a

ese(A.I.8)

. TV
Bt

2 7o Jade 22

ERS

eee(A.T.9)

una expresidn anfloga.



A.I.5)

A.I.3) Evaluaocidn de (T, - b‘b_ﬁsa: \.Ve:fe“" 9 (T —“é"\-v fo
Evaluaremos primero _Va: IO N P
Vg% 0 AL 9T & :.ar. %%i‘al-v-_r + D) S+ a_é 23', (& %)

+ D_aae, g_r‘a-_va + 2o 8.-Vé<‘2' )
R ! eee(A.T.10)

Se ha utilizado el que si W es un tensor de orden

2 independiente de Iz entonces Va (w3
- a2 §.3 », donde W es la parte simétrica del

__tensor sin traza- - e ot s e o e i e ;

) Es conveniente tra.nsformar la cantidad —é‘e\x

para comparar con los resultados obtenidos por Chapman y
(-u ), . S o

_ " Cowling R et e eemmendoslomrons T
- De las ecuaciones IT.be. 7 tenemos'

|

i:'bs'x— = Fu- ‘g.(?.'ﬁ*epﬁ)i-_‘g
. eee(A.T.11)
Por otro lado la expresidn para I-z. s, dada abajo de
~. 1as ecuaciones (50), puede transformarse pars obtener:

\

:\1 - 0l Viap - %——? (F-Fa) ~Be_ Tp .
. re : . eee(A.I.12)
donde P=n2 ¢ e« Utilizando (A.TX1.12). (A.I.x1) queda

en la forma:

- - ®oar + I2 _ 2l
(%, %%\_ z ‘9nz +nuu g, 4

/Por tanto, &l tomar en cuenta A.I.10 se tiene':



A.I.6)
- _
S BB Qs ME YT 9nl + Ay, VTV - MP 9v. 3, « 3 2, (&) (cn.vnd)
- la VY A, T VP - aeﬁa'_.v'\' ('_".—Sw_ e eD: ¢n2 ~dy2
- .

= o. Das

s

_\_L‘.LAVP.KZ—B.:\L'XZ * —'%)D-.(a:-du\ (a-vf\u \

n Ca

A : . Z. .32\ 2ol z P 28! (aA- .
» 22 Y, Tove - TRt T 4 3 3SR @aane )

L 2 g’ag‘:fia\'? g_:;&i’_..a;,vp - R 28, @ ivR) (&-32)

Ca
. = . ' - oS A N
2 e (AIVE) I 4 2B (AR TP gl o (ded)-de
[ e e ——— [, s S — mecre i — ;T“f;‘ e T
- - -4
) ToTTeS T TS T T R ;_,,_,___, . = Rt P ““"‘r""("‘xf"l})—"—““::
Es conveniente extraer la parte non en’ 3. de 1a

expresidn anterior, teniendose:

[(-ﬁ_ %%\.V&Q.}“"“ - :le‘: ‘3&3 (TZ: 7Y (& - s Y+ 2L —%,(&'-vﬂ@ o)
.. | +3F B (E-VEY-unr o+ RS, &N -ve

-z . (@& 72y (A-Te) - B (& V3D féTL

cee(A.T.24)
Para (e —'é) V&‘}"‘“ se uuede hacer un cdlculo andlogo.
. A.I.4) Evaluacidn de u-97, 550 L
..~ Comsidersndo ¢ , Jd: g t como variables indepen-—
- dientes, un cdlculo directo muestra ques



Ve §2 o AL & TET) 4 W T, (Edivs) B & Ve

v (2 v 2N, v ) (T

+ (22 oy + 28 gnr) Z&:ve i

2 N4

+ (W_p o~ +§%1. voar) 4.

R

-

De A.I.15 es inmedisato obtener
non de esta cantidad es:

(@)= Bl Y (ER )

-de

A LA

A.I.T)

(A.X.15)
la parte

+‘?>—?‘58 VTCT&’. NG

+9e= . .vmt &d: V=

Ny

Notando cue T, - 2B

A.I.16 se puede egcribir como:

T s .(t.I"16) e — =
20 =20
=n} y como 2N = gr%r.

(E-V?QN“)*“- (=% GX-V,, QEZOC_; ‘-V;r'i\ A 3—;6—1:_ E.A'VT

+ llg 'BP_; +
"t S di- v 0t
La expreéio’n Gy - Pp Fo

T v

a.(—i: . v

ees(A.T.17)

se puede Obt

ener de la

misma forma, Solo Qque no dd un resulteao v»a.ﬁé.logc a2 A.I.17.



A.I.BIT)
A.I.5) Eveluucidén de Vg i'd,:v=

Vc?. Y“‘\ = N, YT + 2 S (Ah-vT) ‘;3'2:_;.: = L de

+ 2 T2 (G- 3‘.&\% +am! Td 19 Ca ;

< C
» + B - ves
de donde
Va g“ﬂa . v = A, VTE: s+ 1-%2!‘ d;-VT 8:8: : VC.

- a.n_a: v, + la—bd“f C7.-§.7. Hna P 2o

fa B (ERE va) (&E )

e e g @t (T e GESY T ) VS e o r e ‘—-l .
- utilizando las relaciones Ve - vaE v &R y
dada= &E + 4 &5 A "siendo 4 1a diade unidad, se
encuentras : '
..oy A -

(Vg 80 ): v& - AL (971N 9%+ ’-‘L—g
. e o £\?
+= b '_—”‘_;_'*d.»} €397\ OF 4+ o ® (a1 9D

. ' o . - - SRCWE< ARCRE Tood
~ +Z-s N a.z ., (&a‘-V%\ + © ' :

i “+ 235%"-2 a':z Caac?. :VC-;\ + ?—5 A ab' a A\L
+ B (@.d2a): v
ees(A.T.18)
Para @c‘!’.f‘ c_’;‘) T v se tiene una expresidén anfloga.
A.1.6) lLos términos de colisiones.

Tomando en cuentz las ecuzciones A.T.1 p"odemos eg—



~

J Nuevamente vpara

N
\

A.I.9)
cribirs: ’ ’ e

'3“(_‘-“.-\ , ;.Ln\) * -Sba ( I‘-nl\'\secn ) .

1]

_SA(N'. T VT 4D E’.-Tn. A'. a'VT 4+ Ta -;z\

+ 3,.('\3\ AR LN R = i

+ SaCeAMive, B A& 20E) 4 e (K Aewredi &cda Bl Al Vfo\
T+ T, (A &V 8D T, N a0 +-b,c‘! A\z + @Y doda :vE)

¥ See (@ AL TS, A To-vT + Dt JTo-Jz + B T 2 Tnd )

oo(‘-I 19) i
:De esta expres:.&n uno puede obtcner las partes non Yy nar.

T 3o ¥ TS & A T se t:.enma:expresidn.—:ané*—-*——w

loga.

Con todos los cédlculos anteriores,

es posible detexr
minar T*

» nosotros estaremos interesados en la canti-

 daad T** definida por:

TAY ?I—:i%@\‘\’ 'b_é_:u\ = - Df\ .va _?ug\ . v, '?AL‘\

- @aw\\a\ - v

es decir, solo se estudiardin l1os terminos de

arrastre y
no los de colisiones,

La razédn de hacer £sto es debido
& qQue Chaoman y Cowling( 48 ) dan una expresidén para -
{(ra2+) **™ y podemos checar =i los célculos gue hemos

aecho coinciden por los realizados por ellos, ademéds las



_‘.‘ ° .
i . . A.I.10)

expresiones las utilizaremqs cuando estudiemos enjambreé

de particulas cargadas.

A.I1.18 tenemos por tanto que:

i
nan 1 -
o A-) - Mn\e% B (u-me) K N Q.- __o%" -z A;?a_“" d, -

De las ecuaciones A.I.4, A.I.9, A.T.14, A.I1.16 y

o
el & -Rele L zva 2D YT, 2R '% (E 98 (@ var)

D > > [N

Sa ‘2& a
+2® (&-ééd) -vp - = ?-;E-E_z @& 2v2) (&-3e)
O wa a
e e (A EEN.T, v Th Ve (BT VEY

28 @ 9T (A& 1 92

_ - A (vTE’\ v - R 3Er
-3 L_%%% al (a..vw’\ - ow dadiie®

-, " . a2 oD da-dy
g, &3 (& ey - g v TG, e

-2

>

Rearreglando los té-rmi.nos de 1la ecuacidn anteriors:

cr"\ﬂnﬂ-__ - Q“P\ AR ey -z &QT ?'al:‘{- A %‘é?\ E.-VT

e ‘lT

i

iy

- X — —
AT a8 R NET e & {RT - e X



A.1.11)

+o & - ‘_3_‘;%1 _ 9o ALy o+ Gvn (E& 92y (=& - 1:_:,.)

#{ @oan@Eavay (T ) S 0@ vc::\%

ES e.. YA
ic& IN@E T vay (B 28V~ = CRE §

+ 2 Ve - S\a B (EE vy am Ve § - o L9, (T e
w0

L3 ’

. ' eee(A.I.20)
Si uno compara €&ste resultado con el obtenido por
Chapman y Cowling(".a es posible ver gque los resultados

e BON 1guales excepto por un factor de:vvzr‘gt__a_g;_a,p__gg__gqq,gg el

N 241 !
sexto tdérmino, y2 que C 4 C <tienen ( 3:;51- - —;—a:\) P
Hemos pues reproducido los cflculos para  (pa*)™?

" 8in embargo es conveni enteanalizar—la-fo rma—en—aue—fue———————

ron hechos £stos cflculos. La parte medular de los cél-

culos radica en las siguientes dos aseveraciones:
1) &, , e ¥ Y son variables independientes.
.7
2) SBgf =0 '

La primera condicidn no necesita comentarse, sin -

., embargo en la 2) como d - -= uno podrfa to —
mars
2 —.
Bele - mE T - emoamon-E

que en general es. . distinta de cero. ﬁs posible rastrear
en donde se ceberfa mocdificar las ecuaciones si se toma
ésta ecumcidn como vilida. En particular .el ‘cdlculo de
-de _P_éﬁ;‘“ se verfa modificado y darfa una contri-



A.I.12)

bucidn non en da dada por (L :92) (:‘-%Ba:, a’t"x?i.: )

. o .
que no aparece en los cdlculos dados por Chapma-Cowling -

no N
G .

vara
Como mencionamos anteriormente, la condicidn -

z . .
[=NEA = o © es tomada implicitamente “por Chapmen-—

oy (&S )
Cowling™ - en el caso del gas simnle, donde el vroble-~ -

ma mencionzdo aquf tambien aparece.

¥,




APENDICE II

--

.El objetivo de este apéndice es evaluar la cantidad
V- (2ege (<TF-<TIY)) ' y asf poder obtener: predigc
ciones en el régimen de Burmett. Como nuestro estudio =
esth dirigido =l estudio de enjambres de part:{culas car-

gadas, tomaremés temperatura y presidn consta.ntes.

Para
obtener expreslgnes dtiles tenemos que evaluar cantida -
des como B:‘_ .a(>ver ec. A.I.20), para lo cual es nece-

sario saber la fofma de &., Al ¥ ©, « Tomaremos la a-

proximacidn de Lorzntz ya qQue en &ste caso se conoce 1la
forma de 1las cantidades anteriores.

Dado que el gezs satisface la ecuacidn de un ges sim

.......Ple en el ceso de enjambres (ver ec. 4),_tenemos de la
forma general para §®¢ (e ) que T Oe

= Tomendo en t]
cuenta £zte hecho y para el caso “en que 1la témperatura y
presidn. son constantes,;, la-contrivucidn-a-segundo-orden ———-— -
para la velocidad de difusidn (ver ecs. (A.I.0) ¥y

(A.I.20) ) estd dada por:

. L"_ -—
<y <§”.7“’ = {‘g S.(-za e, B>y, Y Eda .

.\‘ o, a:'(‘?‘_;.:éz— 9% - ALY+ {.(a vna) (& vay (g’f_.'aB:

Na Saa

A 320* A B("H\E' ver ) 3§ L@z @& vay (828,

+.13°‘z\+_f6 CaTEy-To g + B -y (&&= ve) "'3"“‘)‘;“}

' Ceee(ALIILL)



A.II.2)

No se ha incluido el primeg térrr;ino que aparece en -
(.A.I.20) debido =z que da una contribucidn nula( 45 )
Saa ' se ha despreciadoe.

Transformaremos cada uno de los t€rminos que apare-—

cen en &sta ecuacidn ;:on objeto de obtener expresiones

més sencillas. . I

A =z-g e (B Perre) AT,

v

]

]
wif

& Z ©, dai 2o, 20\ da:. =
S ey S

o7 (S dud g arag) da) iy

scza (SR A (T AR ) de

esto ess . R —

=<, = -% AW, -4,

eee(A.II.2)
Qonde:
w, - (dano, AL (v~ 2:)

N y el producto del tensor de segundo ordem W, , ‘con el -
—-
vector 4. estf definido por

(w,-32); = ?—Wr_\ '&,_-)

) <= (am Sowl T (Bl - 9E-30)

- 3

o L = 2 aA -lell EALGI') (-?_.6‘—;5"..- (Va-:z\33 o



ER .

A.IXI.3)

= 2; (§e wom @ AN (e - wm T

sto es: .
S Wae (O - vESEL) e ee(ALIIL3)
donde: .

W, = Sd?:‘. ts'D.?!E

) =3= Sac. = {_E. (,.\ E&-v) (n‘ '3;\:‘_ + 2 °_:é‘,\)

- +ze o Ty ve §

WG e [ T 8 B E LRI RO
' ) ETRY o
o Sdc. o, GA- ,B &L % &%\SVE))‘E.:’&
2
ves + \) A VPRI ¢ kV"A <Y,
Z (T): ¢ 3 a9 ne (90 Y5 3??,) AN e
34,2 .
=¥ \ R %’Vn. ’
. +i '-r_\_e. QWQ\A ( \,.
~. A .
\\
donde:

T, = Saa’. o2 AT g.d.
- s; dd.d.d
TT;_— = S dca O, —;—é-.t

W,, = Saa o, B: ET.E’.

L °



A.II.4)

Definiendoc el producto de jan tensor de cuarto orden ( TI' )
con unc de tercero 'V como (T1-TYg = 3:’:"3‘ Toius Tiaan

tenemos para <3 la expresidn:

Ly = O T-(YNa9E ) o+ ZB TWe- (IA.vE D
O N Ca l‘

+Zr;'% g (V;&.‘-vn;;\
-~ _ . .
’ . ...(A.II.4\

S

::' g'.d?. -D.. {a.-—c\..-._ (3.3:-.683 (%f?; fa a_:’b, )

© o+ zZzel (&.vEa)-da

a

dYy Xy =

o s oy
"4-11 Sdc. ©, Tas i}" ., éa) C’-..\a (Vlo\ q ‘EE.?—;%‘:*'} ?5%2\ i

—— Lot T T TTT A — e —_—
_ zre; r\ R va:s Aw‘ (

(=N

2? ( SAC. Ao} (1.‘ a: E a: \ Au.) (V »
u,). .

3
’ _‘— = )_ (gdc. D, 3%. du. “S_d."t a:)\) ‘Tﬂ» 3 (V;—:\)ﬂ‘
N ‘)I.() .
™ .
- P 5 i g oo T d) (Ve <) ;
e

= -zt (M@ - 2T e v&y),

(W - (Te-92) )2

]
H



W _ T ALIILS)
donde: . -
M, = Sda o, 22 _ddEN

Y-

W = g d= o, = &,

esto es:
oy = - T, - (T V&) - A s (V)

ze

=N )
—% (\Ws-t_v'%f-é.n.\\ R
i eee(A.II.5)

gt =

R e A S

s = 2 (4w eRTEIEEIE TR ]

3,09
= (wy - v ven) s

donde

s = T, -(vvE) -
- eee(A.IXT.6)
Para 1a obtencidn de (A.II.6) .se ha utilizado que ¢ y
d. son variables independientes (ver Apéndice I).

£) ol'operador de colisiones I - Sﬁ. 'S“_;‘. A
Dado gques: - . T

—



A.IX.6)
Tia = Sae (£, 8%°Y .
4
es necesario dar las formas de ("' y (°'. En el ‘caso
en que la te-nperatura Yy presidn son constantes tenemos
para 1a primera (ver apéndice I):
. o BT v w A v

" Para gnm

tomamos 1la primera aproximacidn en el método
4
de Enskog, es dec:.r( n )

L IO -__ -
§ = By FulaivE = - —-T T\b avp (-€0) é.g_ Ve
(':_'
donde T es la viscosidad del gas de la especie &
Para JJ0° se tiene por consiguiente:
I 2 See (DI T TS N eep(-BIV&EL vz ) -
A T as s Ca-de 0T z--\-\ ol €a eTe - VI
- - 2, = .o = - e
- i—:: o 3%‘,‘ Sae (P Gy, -3 )En,e.“\ dejy (V)

-~

. Para evaluar T.e(v. a,, = svpl-€8Y N

conseide
ramos la aproximacidn de Lorentz y tomamos (de acuerdo
con Chapman y Cowli.ng( ) da = dn , a =\d S(a;'-g )
B -
bibde - T2 & o \&a\=130) teniendose: '

Jaa (B &, EHE e -30)) = S (SR ER-ST ER g ree Seanp B a
Sa:. SE (dl-ady B, bébie aep (- &2

= (az ©laan §@-avavae EoE, ,.41,( EXN

()



Bt

A.II.T7)

= S ATe ©l \3.\, g (E’.‘; da) bdbde t?:i. -q.c-"e'.‘)

A d. & (ea BIE we -2y

Por tanto I estd dado por:

1
3= - (s ( E,;\S"‘““-‘a\ & &0 e (as (FLED L, e (-25Y)
L A LYY

’
= -2 ( uren
"% 4 20T

- k\l\‘qu - (S\zvo‘_:))

cee(AcIX.T)
. dOnndes.. . e e e e e e e e e
2 R S AR E AR AT AT MY -
: T Wy =

e o=t

"g . ‘:e.a%a o (:_é...i%—d?.» e

" Tomando en cuenta las ecuaciones (A.II.2) a (A.IXI.7)
podemos reescribir la ecuzacidn (A.II.1) en la formas

<a: >u\_ <a°>u.\ - _ ‘T—'\ X 2

2P T, (wna YEY
O e,

AW T, W, - (Qaé‘-n - =& -3 +."'_‘1. - (YRvE Y
. S
> 2T

ze Wa (o o) -

LTS )
-2 My (ETEY - ZE Wae (Tul D) x - (9D
&
+ 3 i

eee(A.IT.8)
donde 3T estd dado por la ecuacidn (A.IX.7) ¥y:



wes SemsEm e
W, = gaa oo & ag
Wy = Séa o, 8! &a
w, o= Qax v2® EEEd
mw, - g'aa-. -, ‘3%:.3.EEE'.
T, - gaa o, 2| AdaT
- ] Dﬂ‘i -

T, < Qam o w TELE

Notando que: . .. ..___ .

W

A.TI.8)

-
. [ I
- L ce-(A.IT.9)

Te (0. v8)V - Woe (T 022 =
Wy o (L2 V&Y - Wi (T, V&

¥ como

Na e

. .
N\ Ap =
(% A e

vs Lag =a
- e

e

)

—
T

.( (vn‘/ﬂ —;.\1.\ Voc\

.Wg . (( Vf\nln—:-g\ VDC: \

cee(A.TI.10)

La ecuscidn (A.I1.8) se puede reescribir como:

<a: )U”_ <E'°>""" = - -\F\

-3

+ O
Ne

AW -Tn o+ wp - (ede

- vz . 3.

T, (V0. T ) + ZR (e (288 T (E v2)



A.IT.9)
M %‘i(n‘eﬂ'ﬁ(“&"_ﬁ) W, - (E- V%:\"— QY Wy- (xxv_t\ Oy - (9 EEY

+S lE

. i eee(A.IX.11)
Si uno utiliza la aproximacién de Lor
las siguientes..

entz se tienen
relaciones para A,,

Y (<8 )
. s .
A = -————é‘-s.‘ m‘——_--“é-:'i ’
ne \&\ &7 Ne
JE . T N« Y
D‘ = Oune \daN *.‘,‘.\ = Na *
= e e SN T 4 -
B, = 3 0g 0T TN\ EY T e >

B ——,..(A.iI.125 o
Siendo ias cantidades “(.,"(,_ Y ¥+ funciones solamente de
[F=A 6w ¥ ' y&a que esto es é’ié“i"fé‘f:’a‘.i‘é‘“"ﬁf.

L) TR (2 .
TR e ——
Recordando las ecuaciones (A.I.l) tenemos:
. - - :A(ﬂ - n oy
A A TR
o o= - S—mb- = “'?\"eﬂ‘-ll
\\ 2 = 2-?“’-’ 8 = % . i .
: ' eee-(AII.13)
donde: '
N o= -

g e (€237

nler

L2 Qe (- &S
RECAT ) \

%, = (____““ 32 np (- BN
2 2%\t \.a\§\§:‘\



oot

A.II.10)

2 wa e SN
=Y

REEIRTS

ceeel{ATII. 14)
Tomando en cuenta las ecuaciones A.II.12 y A, II. 13
los tensores Wz ¥y
escribir como

7. dades por (A.II.Q) se pueden

("M‘\a\( ﬂn\ Saa; B (T ?%11_? * ?6'\ EJ R

W,

(n. ne\

/ﬂaﬂcs

(f‘la\ g:\c. “Ga"a'-,_ a.d =

i m e (n.nQS (\“‘:a SC‘-C. ) P é’c'f. = &

-<n-na<n.ssé T

anang
LI (n.ne \ SA?‘ T"

(Rre) (R) o= e 2%,

T aa a
kN -——az A(-ra,
A\ ““1

Qang
G ARG =

wy) (em ¥.%s aaad

Notamos que "ﬁ.
las ;

...(A.II.15)
= T, . La dependencia explfcita en
densidsdes para la cantidz=d

A
rece curndo se consideran los tensores

< <~r°>(t\

apa-
dose al subst:.tuir (A.II.15) en (A.IX. 11) que-

W, 9 ‘“‘- s tenien



A.IT.11)

-~ e L2y \ 3 - 2 . 2 ~ "“ -~
<a'.> <ESN - - % &- % 9T (&) W (850 S, (ads - val Ty
A —9"—'-3 T, (9. vt + A e e
Qa3

A %,“1- (vz=Ey.
T aome e Wee(FEaEy o A ,‘m -(A.,_vz:\
* 2 ﬂ'(V(V’C‘._\\ v 3 E

. eee(A.II.16)

En el apéndiée .ITI se obtiene la forma genersal de
los tensores Wi (i-yz,a\ ¥ W (i=

3 ,2,3,4) tenié_ndose que:
M= For W zra®t g5z ) e i,z
T e mwST (32 215D 41T R 4TI 43R SIS A RRA )
. AR o+ 33473 v jiee P L LTI YT WEE S Yey H
! A I WAL - T X ngth:ggl":tgg_é*w}.—ﬁ
d=ne, 3,y . ,
' eee(A.IX.16)
donde )

L, =

o

hd Al A
% AN At e (7RI~ AT )

N
N

Wy &a(_f. dl . 6! , A :
twa = S?Ad. d:‘ 11_1_':
%\= %-1 - gfd- d-‘ 11."(3‘

s



W

A.ITI.12

B v ) -
SS = S-éd‘ af -51?.“

EEA

coe(AIIWIP)
Estas integrales ?ueden evaluarse para un potencial” -
de interzccion proporcional a Y vz w) corno se muestra
en el apéndice III. )
La expresidn para el t€rmino de colisiones dado por
1la ecuacidn (a.iI,.7) estd dada en términos del tensor

-~

N (ver ec. A$II.16'y apendice III) por:

T - ST R e (R TLR)
- (c-3

v - 1, -
Wy = SAI&C[ 1Z15 4857,

. ) . cos (A IX.\Q}
Con objeto de simplificar los cdlculos consideramos
el ceso unidimensional definido por las relaciones <V Ma =

TEranw v Y vyE = W2ty R K .Recordando que si A

t es constante entonces V(v = O , es posible evaluar

‘1as siguientes cantidades Que aparecen en la ecuacidn -
(A.II. Js ’

~ A 4
W, - e = ‘%l w, (T +33« aww) - = ==—n; = - n.g. u“e‘:i %)
= [aw w, 9n - 0, ) A
[3F =% 23 - Fw nge wemv) R
- . --.(A.II.ﬂ)‘

ver ec. (A.II. )



A.ITI.13)

"Ai""‘ - (vnk VE:\

=T - (/ R (W Ry 2w ay)
= "‘_“s.(sxnt*

-
o

[

(7=
+

TTRE +2431 41417 +1RTE 418 KA
FIPT #3333 Y AAEE 457213 4R 4+ J04R -+ 3R]

AW+ 23 ).

Na 2. B - L1208 Bee (BRR + 8431 v 2ad) )
S>3 EXy 3 Y =X 3
&
‘ g # ’
! = 4n ELY-] 2 L 20 2o a 2
: = Rl T e-sW|R (Saead)

= L6 w35, 2Na 25
. 4s 2 z —
Analogamentes
T, (v EYy = - ( (|evee)-z= &

ees(A.IT.2Y)

Como' V(v Y = © tenemos gue:

Ty - (V(YE)Y) = o

:‘..(A.II_.Z.Z.)
Tomando en cuaenta la ecuacidn (A.II.IO) se obtiene:



A.IT.14)

< -
= (520 - et wem el Lo (3 B0y LAY
|
A
-_-....ll_g._v%; (T\a_l;-"__emee.:\ i
ces(A.ITI23)
Dado que:
2 ' - . - ’
V&g -8 - Vo - & 7
se obtiene 1la siguj.en'te relacidn:
3 (TE-E) = Wy - (TR -E) - Wp - (2o, 1))

= W3- ((3ge-52%)¢) = 531 % (Les

- = 8 > . .
o e T "7"“‘_—q -n _Sa —9% E:':‘.' T T N :“'-. N -

[

cee(A.IX.2Y)

Falta por evaluar el segundo término de (A.IT.16) y

1la parte.corx espondiente a2 las colisiones ( 3 ). Para el
primero es necesario evaluar la cantidad b"b—_i’ VT . S

. dado‘'que %‘V(%\ﬁv(“).'i:(ver ec. 45 ) tenemos:

\\

o.%. ssew 22, (2annk) ”
= - Meaesy Do ({Nan Do 0 - ( »2aa g Qahe_ >0,
- ot Ad L + tv( _“5\ "'( R Eaa © F\':P?’%—)Q
por 1lo cual:
~ - —- .. -0,
W, - D.DA‘\: _ VC:-A‘:\ - (( - _ _2’3_9% X 20 +2?__":ﬂ%t1.m%

- ' ) cee(A.II.2%)



Pinelm:nte para la cantidad T
utilizando 1z definicidédn

(AIT.1B),
obtenemos:

ecuacidn (A.II.V\0),

CALTITLIS)

dada por lza ecunrcidn

de

—
d

dada por la

I = - wd. S AGRRIT A oLan CANfAR L RA o Ly 20 _ MaNa avaea
AT Aans (R 33 «+ 282 ) (e 2N o (R - 20 s
NN '
2 8 \2 - =
2% (e é- F AN
06 _ .07 wae 2 Ta 12 A +33 S
= - 2 Q“Anet A3 ’ Nal .\’A E’) =F3 (’t W 334 2 33
o
238t + 2 BT + 2 B + viNe e Y- (S8 - B4
T
—_ i__.'n'm.‘ D, 20a _ O ‘“h‘he‘)
z; h" 9‘2' n‘nﬁ =2 .r‘ee e ___.,,...(A.II.zs)

ecuaci&n (A.II.l¢) se concluye:

(A. 11 19) - (A, II 25) a la

E)

@F-<E-- k-5 (maﬁ (87920 - gww, oo wmees
(D (o v e et )

> ‘a‘r\r Wy b Be Eg‘— S-;\-b - ?:Tiz_s'«s, b(—‘;—'-‘:;\g&%\ ’3_2;

. \'\ucf'\o \».e;E - S owa b (‘%“-:—a-(l‘é - Tr“!fe M—-‘%'E}

L (AaeT 26)
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Esta ecuacidn se'puede reescritir comos

’ L 20 —
A R A g 5e T LSRC ;
eee(A.ITI23)

donde: : l
— _ - B . .22 -
R AR A UYL - LI~ 9%
BLs e e e e om TR s e v Iy me
B whe L@ :
s vo wees + L TR g wen _ ceo(A.IT.28 )

Las ecuaciones (A.1II.2}) y (A.IX.28) son de gran utili-
dad para el cédlculoc de la movilidad.
L __Para obtener la ecuacidén de evoluci&n, en el ré—

gimeﬂ de Burmett, para Da es necesario evaluar

»V-(l“‘—‘-‘,—?)((c_.&“—(&)‘“)) (ver eq. 72) y es lo que hace—

mos a continuacidn. De—(A+II-.27)--se—sigue_—ques

V- ("‘°(<EC>“’ <@ = - 2357 ;—ﬂ

+ %2 Fne 4 1L 20a REL 20
'—T‘Q D2t F 3 + N E.zE —;
N,
"\ H
-+ ANa € --‘_t(m,‘_mn (-L?:’D'%\

BEn el caso de enjambres (Oh‘<< L) esta ecuacidn

toma la formxas

(e (G5 (TSI = - 4 Y (D gy
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* MR ES ¥ @ NRenOE 200 T eeo(A.TT.2?)
dondes

S . = 1 (¥} 1.8!
= — = . - - .
e e eo e~ W )\- L‘-um.—&nm‘+'_1‘- as, o VR 3%« T'ﬂsk
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i
v
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- - )16 ww 32 Nha Jwsy 2T
O, - get, Sa = (% TS rgnwe s 2 D3 NI 4 oer eI,
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LAl A

,

‘
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.oo(A.II.BO)
Notamos que en la ecuacidn (A.IX.d0) aparecen tér-

. T - o
e - ce-TBiNOS no-lineales (Oa 35'1{ 9 c?sh’\ ) s comparamos--le -mag-

i iy
.nitud de &stos con respecto a los lineales. Procedien-—

~do de manera andloga, para estimar la magnitud de los
- t€rminos de la ecifcidn ALTIILZ9, a 18 realizado en el — —— —

capftulo II tenemos:
N R £ @, :
\ n s = Oa
e e @, )

esto es e¢s posible despreciar el término no lineal, -
) \, ademds:

‘@:\‘(%*%‘%\\v | ¥ = 3R
SWEELIT

Dado que S,=:n |@&.|

= G (14 %xd

D, Y= LR | ‘O\-

vemos que el término no lineal es

despreciable. Por tanto en el caso de enjambres téenemos
que: ' ’



22z

V- (200 (<RS- <)) =T & @ Lo

donde @, est4 dado vor la ec. A.II. 3O y

+

@, :A(‘ FRW Y ZF MW v ?‘35,'“815‘ + g Tws wx!

(YT 3

+32 13 '
a5 ’%ir%i%gtm‘B /e
By B .

- . ' ,

s

(A.IT.18)
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A.ITI.1)

APENDICE IIXII. : --

Los cfdlculos del apéndice anterior se expresaron —
en términos de tensores de segundo orden de la forma -
W= S § 2y &T 4 ¥ tensores de cuarto orden de.la
forma - Sacny dZa:d da siends Ty
funciones de 1a magnitud de a « En este apéndice -
llevamosg a. cabe la integracidn angular oBteniendo que ra

‘ra éstos tensores s3lo unsa integral
es relevante. Posteriormente utilizaemos un modelo de
potencial para evaluar estas integrales.

Para el tensor W notamos que sdlo los elementos
de la diagonal son no nulos, utilizamos coordenadas es—
fericas paras reslizar las integrales angulares,.tenien=. .

. !

dose que en términos de coordenadas cartesianas para -

las componente se tiene que:

e T T e T T e e e -
@xx = g d:. 'S:C-EA\?\ da..l S S de carodd enle CM2C£
° o o

=3 g &t Sy i

~ = Ry W .
Wy, = Sa‘.« feday 210 g &ée cre db cule aru?

Loz Y’a:gcané\a\

’ \?“‘35 = SZ-" f@yQ\dl g &ée nue 4@ e
o - 4w Y’Z: Sy )

- . Y



donde X = ( _d."F(c’.'\ drday

tensor T

lera

¥

A.ITI.2)
'

eee(A.ITIX.])

f

Ux; procdedimento andlogo se puede segtlir para el

Notando ‘que 8i alguno de los cuatro fndi

ces que caracterizan al tensor es distinto de los tres

‘restantes, entonces la integral es cero, lo cual impli-

ca que la c'ompon'v"ént'e correspondiente es nula. Las Uni-

cas componentes distintas de cero son por tanto las si-

guienf:es: .
Tl'““ “‘1:. “ _‘T“\\
- _—,,,F,-t,zi_. e - .__‘T'-'-Ez . T“sru e e e e

Tuas Wawss - Tasss O ;'

iz et a2 Taia

Mizv2 N A | N T S T — Wy — i —
T W ases TV se2s

) T a2 B\

De é_stos, no son todos independientes como verenos.

Utilizaremos la notacidén S = SQC';‘ A2y da
tenemos Qque: “

T

“es

2
o 2 ( o .
gdf XA IEA \ N N ™ S S .
- o Je - .
\ i
S de 2auSa g L:&;“&,

S () (&)

47 §
= .
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ur
Tr':\ut =

SALIR DE LA BIBLIOTECE

n . v
< ge\e e S waZh s od
by .

= 5(1\55 YWy = L LA '
e ] o zn
.. = gaxa\ 4° gt g géea‘mgg& A2 a,

x ar ]
= S g de Q_u‘.g-"a (-.;;:e. % oszd Ad
= MRy 4w

1

. LS _ "“ o . .
“—\zu = gé \a\%@\C} R_g & do Ao ¢ a&x aj

= Maze = Vi = TWozon = Moa E,Trihl = W, -
T‘-laus = Wiaay = Wanm = Wy =5 = W R | P
LI )
Meez = S g &dﬁme d awte acad $
e o
. = 4 w3
N 3
vu;a = Tassz = Wazes = "\T,z" = -‘T‘lass = TWass2
r\al

R za ~9
MMamas = 3 & 3.(@-'\ e‘\a\ & &Me dedd fente

o omeme b o gws

y
i e |  esth esis mo oeee
- &d} 9 ¢ &“gée e dd Gl G )



A.ITI.4)

Utilizendo estos re®ultados vemos que

Rl tie—.
ne. la forma:
T=8ns |31 + W55 +11¢d 4133

| eee(ALIIIL2)
Definemos . W' = T/ uyxs

entonces, en base a
A.III.1 y A.III.2, los tensores W isnzs...sy Na._ A=

h2,3y.
I
definidos despues por la ecuacidn, toman la forma: i
AT 2T e TR ea ed)

o5



. DR ,  ALIII.H)
o= C% e e (2 a3, )
= & adadiy v
o
- -
SRR IEARE RN
ow ' -
g’ = Scna:\ a&" '5113‘
© - "‘” [
Sz = &A\m a6 ¥ 263
DAL
« A
53 = (8 & .28

Sl s ww T

3‘1 S S —-de_tal forma_gue._. snlo__es___necesa__h__:_ —

Vemos que
Evaluaremos estas nara el ca -

rio evaluar 6 J.ntegreles.
s0 en Que el potenc:.al de interecc:LGn es proporcional a

r— para el cual #.:‘ Y 4: estdfn dadas por:
) |< % -%-
= 2% sz nLA ’
¢, Gras) her(ss :
RN ‘blq - > N o) ( \ ’ .
- EA
e Z'ﬂd-« = e-e(A.III.3)
donde _ L b Aa(v) son ndmeros que se encuentran
tabulados parz distintos valores de v ). Sustitu-

yendo A.III.3 en A4.II.13 y A.II.11 se obtiene:

‘o o(ma V= (E-SAY aerEyt - %%-
= (‘““\ TN T AW N )4"?('&) (1.%‘1\



i ) A.III.6)

Al [ VY | ,‘ dhl (-e‘.) /'
¥ - (::'a) (== ) :Ta’\w) (35

2 - ¥e- é: - '
-%(zr\;f " (Q%) . :‘;%C{E%\“i{) (%)

=y '
Y-t

“%-y

(8x-sL) (z\zT dA\ % (2ler

—6| = . T\ \ Wz usa Zn ALY ' }
. L z\z'rg.\ ) z\ﬂ' ~ -
ﬁ(z == zn A ‘d‘.\ ( w2
. %-.
. zb.T 2 %—n
13 T cner ALm al f . Wiz /' eee(AeTIX.4)

por tantos:

.J.IL'A Ye-r 2 = Vea
wz= - (zuu'\ (znu.,)l ga‘a’\ (% ) a ( uh\ s G € )

(% ;) e ga&“ (%\—wc.;c:é‘:r—d\a\'--"rw-

<3
= = (7—""-‘\ \znAm\"

1- integral puede evaluarse__hac1endo el._qa.mhn.a_d.s A ——
da = (—‘553-\“'2 €. teniendose: ’

riaole

dea.**‘zn«_‘:.(- )A\&’.\ - (2.‘1,)-""( Sde. €’A -l,u?("e \

a2 2z = &E = T =2l o o ques

(e e en AT = @Y™ fleee &5 apial)

- aAa \—2Z 'T‘(%\
-— FA 2

.

donde n es la funcidén gamma.
Pinalmente para W, tenemos el resultado:



(A A.III.7)

) i O o
(T Ay 2 eee(AITI.5) -

W; = - (znlet) (a_le.r (zb.‘) /H(

3tV L.
con Z = v T3
La expx-esidn para Ws puede cbtenexrse de una for-

\ (zh'r\ Y- Sd\d‘\ d_" Z...Qz) (Zh' (N kf’( eA‘)

T —
Wa = 3 (zntl’) 2nter M'\ ihA, (v\

=y z“)%' gam\ A acp B .

.z

ma andloga:

= 3 (znut‘ Qﬂ\ et k.('YMv)

&,_ T(é\uﬁ Yia 2T\~
= . 5 (lmp.T 2 ez BTAW) Adw \zwr - ___:_);__(_.. )(r 1IT.6)

Para S { se tiene:
- = A zh.T 'V.H( ]) '164 A wy® —
5= SR Q-n) h‘rA.MMv\(. Rie, \&‘ A& e (i) =
> . Yo Ro vy
= - — d A (—ea”
15 @Y eTA () ALY) Nu- ub) E\ ﬁ“ &)
Utilizandc el cambio de variable Sa = (EAyYe d.
v definlendo 2, = 23‘.";*'“ +'L de tal forma que
A, - = 1w tenemos: o
=)

(o apeanaa - (Y (280 en & - () T6)
p:r 1o cual: ) 4 ‘

3 D) Ty 7

Emn® eTAM Alv) ... (A.IXI.7)



S,
I,

N 1)
Es necesario calcular las derlvadas ’a—l_‘_" ) 211
v 9'6' para evaluar las 1ntegra1es W, S, 9 S
J
lo c;al.hacemos a continuacidn. 3

X, 2 e v 2RISR e (CEM e
2'\— = 1 (( u!‘\ ( YY) ) .\“;‘e"g‘ ZmT, X

>, aldd a;- -‘“;‘ :
oV uee® |
= @ wadiyHa L 3 TR e
(1_"-) (s 2T IdAA VY ST {T > ¢S “

“Tev
S = s -5
( a.nh.) ( o } zn lc:AL.\n[ 2T (‘ '""5 4‘(

zh:rl-\ sep (- zhr) .

z-n\ L( K.c_ i z‘ll(&j“,)(q)-[ &r- é,-_} Tz

30 ( vanda Foor ‘ff_g’_'_é"‘__‘) (ész- ) . V
e T (Y R G

A g e
{

e a(ALXIT.B)__ _
2% _ a8 3 . st -
3_3. = a2 = — Q—-&
“ ;—é.: haia ‘Vd" k4 ees(A.IIT.9)
l‘l 2 %-\
od, T ) (l—«.,. eru\(Z‘zT

2o, Uep - iy o'
(lnb.T) . ( ) «--2“ N (7.».. \%—‘ 2.p(-&7) a ) d?"-* ,.". |“2%1

_azz\n'%\\

'nm Rz 2R AW \ \ ‘*P('é‘) ") C’A ]CA‘-Z

por tanto de (A.III.Q)

'31‘ ) ,,., -8 Y-
34.——:‘ = ‘i_tt_A.Lﬂ\-’-nhr Yﬂ- o= e,,] Ca n‘f’(-dz)( )

eee(A.ITTI.10)



A.IXI.9)

De (A.ITI.8) y (A.IXII.10) se sigue gues

_‘_‘3-‘2_*‘ dz a‘s s e T ﬁ,ft—
2d.'— zn ev N:S‘:_) 2w \da) kzﬂ (@23
. mpl-€3%) 4 .7
s) ( Ku_ un A \d.\('—" B )

B wa At Y 52( ey &
- = z_ 3 2 \ z
(zntr ~ e ) P W { ©a 3 * v—t = Z—éa k

— (:IL— 7—\(-——’—"”!— wa dZ ot Sep (=)
= Zner G FX \d.\ Ad)d
: T\ Yo L—EA )
§-2v ’z DA .
S (g (et E=ER

eee(A.ITIT 1)
~ Analogamente:

- Vs . A 2T
Sda%¥ A da :dA
. A vt ( 2ery e “‘P
s - -3 (o Y (Y (B ;;;Aammh(d‘ ca)

.
- % 4y -2 ‘V-‘P"‘é,?-\
= -3 @G *n“GAMnY-‘"L W p

->
. N 2 porgc i L#' 1-2€4 35‘?(e (2T ) A
%39.,1 ol &l e TRTA L & =y

eee(A.IIXT.12)
Utilizando A.III.11 se tiene para W, 3
- 74 A -2y ) d*l wad P\7, A wal? J—c‘
(zl!_\b HRTAZA N v g * ( o ) VW W/ @ %-1:(- )

- zv,_ .\ wha' % R-z
- (¢ u)( TR \ = g‘td" AT Mp-ad)

2 e 7 S .
—'( )(zn\ﬂyhm:h(i\k ubﬁﬁ:—) ) —Ei(_z_‘ |

“wee(ALITII.L)
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Para S,  tenemos de (A.III. 12)

- waa \ ¥ 2ler é" o ®iv 42 t :
u..) ‘,_Txh‘_'" ( 3 uzf\ 3 neT A;(U)) GA 71 -\gf( €x). (’i - 2{3'1)40,‘_)
2oy \Vo _, Ce
WA [ ua NP2 f2ey vt -2
V2 NEAAN Ay(vy &T \ zaeq ( ) (LP_T) T‘E) (l - ‘L\
ey \We-+
(U " ?’l(‘lbﬂ‘ — Y d;a-n*’- FAS
1ZRTA DAY = Geer €l acp (-47)

-y fZlev\- Vo
= &'%!-1_ “( ) paa (W % 'L‘u

________.
vtntAg hatvi e v er

I (_FLZ’L(.ZS) Vo e (wa N"2 .&a\'* T -
- ZveY X B3

< TEa mA,u\ ‘e‘r

=GR e gy QAT TR

WAL e T Lz 2-c
Ceen (A.III.14)

\’?-\ '—T'Ge\ a ;.’L\

Zney u.\_ a

por Yltimo:

' 21 ey - (g‘) 7 gﬂo '%..-3#‘%_.—-‘-—‘5
Sa= - ( 1) ( \ 20N 4R AW .,Q (*— 1-287 )*\9(—94 \
el \Vo-

= gn——iéav ("‘ Izt) ‘(‘Lt‘r)'% ! g(i -4 %.‘ *::_f(_-—e‘ Ydca ,z@ T 2 'é‘ac)éd.k

E ,} % zb.T)"""{ c (e (4t 'T'(a.\’&
=7 entAl ") (s CH-0(Ra - @GR
» eesCA.ITT.25)
En el caso del modelo de llaxwell ( ¥ =5 ) las in-
tegrales se reducen a =

»&
w, = - (%’é\-‘ T(s54) S$/2 2T wra

a (eadts® Tor) " Z2eT
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— 5 ‘ex \ . -
S = F R Whae hls) = Oy
. s (e s, ...(A IIT1.18)
* - z
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Terminamos este apdndice evaluando la integral

co-Wy -  de AsII. |8 =

-
gd\c'!.\ 180T 4 vesd
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s o4 A\
= - ( ll“'r C‘thJ’., ( ‘:‘:.:r ,m, ) S St -’-f( %) AICQ\

donde 2Zo= F 42

-3
por lo que:

:‘
-l Y (), (E)T T
'g;afa el modelo‘-;ae.lna.xwel.l - ! o
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N er
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