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INTRODUCCION. 

Uno de los propósito~ más importantes de la mecá­
nica estadística es el de la predicción del comportamien. 
to de los fluidos en equilibrio a partir del conocimien­
to de las interacciones entre las part1culas que los 
componen. A pesar de que este problema está bien especi~ 
ficado con la representación de las propiedades termodi­
námicas del fluido en términos de la función de partici6n 0 

las expresiones que resultan son demasiado complicadas y 
no son suceptibles de ser evaluadas directamente. Por -
esta razón se ha desarrollado un buen número de teorfas 
qu~ utilizan el formalismo de las llamadas(tunciones de 
distribuciónJEn est_a tesis estaremos particularmente i.!!. 
teresados en la llamada aproximación de Percus-Yevick. 
Esta aproximación ha demostrado ampliamente su valor en 
el tratamiento de los ~fluidos simples~ homo~eneoi)aún a 
alta densidad. Para el sistema de esferas duras. la \._ecu.!_ 
ción de Percus-Yevick ha podido ser resuelta an~lftica­
mente. Para otros sistemas más reaJistas se hace indis­
pensable el desarrollo y aplicación de métodos numéricos 
complicados. En la actualidad existe ya una amplia vari~ 
dad de estos métodos, sin embarpo ipualmente variables -
son sus ventajas y dificultades de aplicación. En parti­
cular todos estos métodos proporcionan a las funciones 

,. de correlación en forma tabulada, lo cual hace diffcil 
la aplicación posterior de los resultados. Además de es­
to. en muchas ocasione~ la converpencia a la solución -
deseada se vuelve de~asiado lenta o aún imposible y ·de­
pendiente de la aproximación inicial. 

~ 
El p~opósito de esta tesis es presentar un proce-

dimiento alternativo que evite esas desventajas y que -
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ptieda extenderse posteriormente al tratamiento de ~is­

temas más complicados como el de moléculas que no son 
Jsféricamente simétricas. 
¡ 

Después de que por completez y para una mejor 
~omprensión del problema de la solu¿ión de las ecuaci~ 
nes integrales tradicionales de la teorfa de lfquidos. 
sle hace una revisión de ellas en el Capftulo I. en el 

1 

C~pftulo II se presentan los detalles del método de so-
-l~ución mediante desarrollos· en series de funciones orto 

n·
1
ormales (OSE). En los Capftulos III y IV se muestran 

lps resultados de la aplicación de ese m~todo al Modelo 
Ghus~iano (MG) y al potencial de Lennard-Jones(l2 0 6) 0 

rfspectivamente. Esos dos modelos presentan la ventaja 
de que la aproximación PY.ha sido resuelta para ellos -
e~ forma. lo bastante extensa como para poder realizar 
comparaciones entre las soluciones de OSE y las ·de otros 
al/tores. Por otra parte en el Capftul o V se muestran --
1 os resultados de la aplicación del método OSE a un si~ 
tema para el· que la aproximaciisn PY ha sido escasamente 
resuelta; el de Lennard-Jones Repul s"i vo(LJR) • Esto per­
mitió. por medio de comparaciones con resultados de si­
mulación y de perturbaciones sacar al9unas consecuencias 
acerca de la calidad de la aproximación PY para este po­
tencial. ,,. 

Finalmente en el Capítulo VI se describen algunos 
resultados de la aplicación del métodoOSE al interior de 
la repión espin6dal de un fluido LJ. Las dificultades de 
converpencia de los métodos 
son bien conocid~s y por lo 

i".2 

tradicionales en esa repión 
tanto es a 11 f en donde el 



m~todo OSE mue~tra sus cualidades con más claridad. 

' En el Capftulo VII se trazan las conclusiones 
generales y posibles extensiones de este trabajo. 
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I.- LA FUNCION RADIAL DE DISTRIBUCION 
Y APROXIMACIONES INTEGRALES. 

I.1.- Funciones de Distribución. 

Considérese un sistema clásico de N moléculas 
monoatómicas de masa m y a temperatura T, conten;das en 
un volumen V, al cual corresponde el Hamiltoniano 

tu 

H=-2=_ 
i..=I 

en donde U es la energía potencial de interacci6n en 
tre las moléculas cuando se encuentran en la configura-_.,.. -
ción -r, ~ ..• > "("~ La función de partición can6ni-
ca para ese sistema es 

' 
. h ~ 

en donde A.= j('Di'-'f..T)'- ~=-1-y h y k son las constan 
tes de Planck y Boltzmann~resfiTctivamente. Supon;endo 
ahora que se haga una observación instantánea de la co~ 
figuración del sistema, la probabilidad ~e que la partí 
cula 1 se encuentre dentro del elemento de volumen - -

\.,;;::? localizado en '"?'.' la 2 dentro de J~ .o.",...,... ' t.-'> '2. -
en (>'2.. y la N dentro de ~'('~ en '('t.l 
es, para el conjunto canónico 

e.xp[:-f3u]ó.~ ... J.~ 
~ 

l. 1 

(l. 1) 

(l. 2) 



en donde L ('N,"\r1\) es la llamada integral de con-
figuración definida como 

°=l.("1,'1~') = s--. ~ e..~~ (- (3-U"} J.'f:--. J.~ , 
(l. 3) 

De acuerdo con 'P
(•') _..,. _,. 

lo anterior, la probabilidad-'-> (r,~ ... ,r,.) 
~--.. \ _., 

O\'\"'", • - # O\"'"' 
tro de á~, en 

de que la partícula 1 se encuentre den -
--> \..~ ~ 
....,, la 2 dentro de o>.~2. en t""~ ••• 

1~ en :-:l?_ -y la n dentro de ª'~· '~. independientemente -
de las N-n moléculas restantes es 

D ("' '\ _., _.., °' 
A .t:......, (r.,-·· >'("'" J se 
"ción espec'ifica " de 
de norm~lización de 

le denomina" función 
n part'iculas. Por ser 

de distribu­
-=f:_ el factor 

-n~:-) .:r:..., se ti ene que 

5 . --s n("''\ e-? ~ ) \-> 
..t: tJ r, >- • - ,, ' ¡,, o.'<', 

Conviene definir también una función de distribución 
genérica, de la siguiente manera:· 

Entonces, 
. ("'") ,. -'>,!-"> ,-"> 

la ~,.;¡ (f-,, .... ~ .. µ<',··· ~'11'1 es la probabilidad -

de que al observar la configuración del sistema de N m.Q_ 

l. 2 

(l. 5) 

(l. 6) 



ellas se encuentre dentro 

otra dentro de ái-:'.:_ 
otra dentro de a~ ... en '(? .. 

las posiciones que ocupen las 

léculas, una cualquiera de 
del elemento Ó,.~ en r.. 

::'.2 \ 
en ': y finalmente . '2. 
independientemente de 

moléculas 
que 

restantes. De las ecs. (1.5) y (1.6) se ve 

s ... s 
-y 

La más simple de las funciones 
e,(.•) 
:f"' . 
~ 

?~-.') es la que corre~ 
fluido homogéneo ponde a 

ésta es 

Entonces 

una particula 1 
independiente de ~. 

Para un 
por lo que 

o~:'> J- coincide con la densidad de moléculas. 

La función de distribución de dos partfcu -
(a.) _, -"> ) 

las O (~ f: es la probabilidad de que una molé-
JN '' ~ ~.....,, -~ .cula se encuentre dentro de a'f'

1 
en '(">, mien -

11-> ":=:? 
tras otra esté dentro de o.'f'2. en 1.2_. En un cri~ 
tal o en. un fl ufdo_.:j,nhomogéneo_~s·ta· cantidad depende­
estrictamente de 'f', . y de '{"2.. pero en un siste-

,,.. \- -> -ma homogéneo sólo pu~de depender de ,-,,_= 'f';"2..\= \ t"',-'f":L.\ 
es decir 

(l. 7) 

'(I.8) 

( 1. 9) 

l. 3 



y por lo tanto 

En un sistema sin fuerzas intermoleculares. es 
decir en un gas ideal. las moléculas se encuentran dis 

tribu1das al azar. en cuyo caso 

(1.10) 

Cuando las n funciones de distribución anteriores no son­

independientes. se i-ntroduce una nueva funci6n de distri-
.. - a_{"'"\(-=? _.,. ) 

buc1on. Óü '(",, ••• , r..,. , 
po·r el cual o<"')(~ 

}IJ • , •• - .) 
lor independiente, 

que representa el factor -('~) se desvfa del va -

(1.11) 

·De las ecs. (1.4). (1.6) y (1.11) resulta· que 

1.4 

f:; 5 e.xp~~v)cl~ ... ,· ·d~ e i. 12) 
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Asimismo. 
ci6n para 

de la ec. (1.f2) se encuentra la normaliza 
~("'')(~-. ••• ~~" como a.., ,, "'' 

W\ 
"-l "'(W-V\) ~ -

De particular importancia es la funci6n de distribu 
a_<.~) e_...,. -"> ) 

ci6n de dos partículas l:f~ 'i :> "'("''2. • que para 
un fluido .uniforme de moléculas esféric~s d~ende de 
la distancia de separación •("\.,__= \ '<", - '("'L \ ex-
clusivamente, 

A esta función se le conoce como " función radial de -· 
distribución" y es una medida de la probabilidad de 
encontrar a otra partícula a una distancia dada, desde -
una cierta partícula del fluido. Para distancias gran 
des, es decir, para partículas que están tan alejadas 
entre sí que se comportan en forma independiente tene 
mos que 

o bien 

l. 5 

(1.13) 



La importañcia de la función ~(r) pro­
viene escencialmente de dos hechos. El primero de ellos 
es el de que la función radial de distribuci6n propor­
ciona información acerca de la estructura del flufdo 
en cuestión y puede ser obtenida experimentalmente me­
diante estudios de dispersión de Rayos- X (l-) y neutr~ 
nes (2,3). Su transformada de Fourier es el " factor 
de estructura estático " definido como <4 > 

(l. 14) 

El segundo hecho es que, como veremos en la siguiente­
secci ón el con oc imi en to de la funci6n <t-(r) . a una 
temperatura y densidad permite el cálculo de las propi~ 
dad~s termodinámicas de un flufdo en equilibrio. 

Teóricamente se han desarrollado tres for 
mas de lle-gar al con9cimiento de la funci-ón radial de­
distribución: 

a) Las aproximaciones integrales.-
b) Las teorfas _de perturbaciones. 
c) Los métodos de simulación de.computadora 

de Monte Carlo y Dinámica Molecular. 

El trabajo que se describirá en los siguientes capf 
tules pertenece a la primera de estas formas. 

I.2.~ Propiedades Termodinámicas. 

Como se mencionó en la introducci6n a esta 

.1. 6 



tesis, uno de los propósitos fundamentales de la Mecáni­
ca Estadfstica de los fluidos en equilibrio es el de la­
predicción del comportamiento macroscópico de estos a p~r 

tir del conocimiento de las interacciones entre las par­
tículas que los componen. Dentro de ese programa queda 
incluido el cálculo de las propiedades termodinámicas de 
esos sistemas. Un elemento que introduce cierta simplici 
dad a este difícil problema es el hecho de que, a una 
primera aproximación, la energía potencial intermolecu -
lar es aditiva. Es decir, en ausencia de campos externos 
la energía potencial de un sistema de N moléculas ~feri 
camente simétricas, localizadas en las posiciones ~~ 

~ se puede expresar como 
, tJ 

en donde "U.(.•r\v es una función de energía potencial 
dependiente únicamente de las~osiciones relativas de las 
partículas i. y j, '\.l..3 ~\>'i\a,'{"i.\t.) es una funci6n de ener­
gía potencial dependiente únicamente de las posiciones -
relativas entre las partfculas i, j y k, y así sucesiva­
mente. Es comGn suponer que la serie anterior puede ser­
truncada después del primer término. A esa ap.roximación­
se le conoce e.orno de " aditividad por p.ares·" Y. al menos 
para l~s moléculas de gases nobles resulta ser muy razo­
nable: En cada caso es necesario introducir el modelo pa 
ra la energía de interacción entre ~ares \1.~ (r~) -
que sea de interés; función a la que en lo sucesivo desi~ 
na remos como '\.l. l '<'~i) 

En esta sección se verá cómo el conocimiento -
de la función ~ ('f") a una cierta densidad y tem-

1.7 



.· 
peratura permite el cálculo de cantidades termDdinámi 
cas tales como la energ1a interna, la presión, o la com­
presibilidad isotérmica . En términos de la función de -
partición canónica, la energ'a interna está dada por 

Esta misma cantidad se puede escribir como 

, 

según las ecs. (1.2) y (1.3). O bien como 

' 
en donde 

-{?>U \-~. e \Jo.'f\-.· -

(1.15) 

(1.16) 

(1.17) 

(1.18) 

En la ec. (1 .• 17), ~NRT es la energ'a cinética me-· 
dia del sistema y -O• la energ'a potencial media. Para­
establecer la conexión entre V y~(.'<') usaremos 1 a aproxj_ 
mación de aditividad por pares, es decir 

v = L '\l.. c.'("¡, l) 
\ ~\. <-l~N 

l. 8 

(l. 19) 



Al haber \.J(t-.)-\)/2.. formas de aparear a N mQléculas. -
la ec. (l. 18) queda como 

(1.20) 

Finalmente. para 
b·io de variable 

un fl uído, usando 

\ '{"'>,~ \ 

la ec. (1.11) y el ca!!!_ 
se encuentra que 

)

00

'\A.(_1"') ~('<') . '-\l\ T''2. el 'f' 
o 

y que la energía interna 

La ecuación de estado también puede ser dedÚci­
da de la función de partición canónica mediante la bien -
conocida relación 

Si el vr;>lumen del sistema es suficientemente grande. po­
demos suponer que la presión es independiente de la forma 
del recipiente. Por conveniencia supondremos que éste 
último es un cubo. Entonces, la integral configuracional 

l. 9 

(1.21) 

(l. 22) 

(l. 23) 



toma la forma 

t: =r ". .. _ ·l ... ,. e ('V-J..~. e\ '11· e\ :l., ••• ~ ~ .. .l'lr .. a.~... - e l. 2 4 ) 

.. o 
Que en términos de las variables adimensionales defini -
das por 

\e= \,-a., .• - ,~ 

queda como . r e [l'J J-.~'. ... dio'.., - . 
o 

La separa c i ó n entre dos moléculas est.á dada por 

Derivando la ec.(1.26) con respecto a V, obteriembs que 

l. 10 

(l. 25) 

(l. 26) 

(1.28) 



De las ecs. (1.19) y (1.27). resulta que 

(JU" L '("°"¡' ~ 'U.l'f"tj) -?5V 3~ o.~ .. 
\ ~\.¿_) ~..:> 'l 

Al introducir el resultado de la ec. (1.29) en la ec. 
(1.28) y transformar a las variables originales, tomando 
además en cuenta que al 
la ec. (1.29) aparecen 
cos tenemos que 

integrar sobre 

"'(t-J- 1) / 2. 
la sumatoria de -

términos i déntj_ 

Que aplicada a un fluido y sustituida en la ec. (1.23) 

da como resultado la ecuación de estado 

°' . 
~ '(' -11.lr... '<') C\" ('C'). \.\-Tfl'2..~-{-. 

o 

Es de notarse de la ecuación anterior, que en las regio­
nes ·en que '\J..'l'C') >O • _el segundo término contri­
buye a reducir la presión mientras que sucede lo contra­
rio en regi.ones en que '\.l 1 {,~)¿_ O. 

En el cálculo de las propiedades termodinámi -
cas de sistemas macroscópicos es posible elegir entre los 
formalismos canónicos y gran canónico. En ambos casos las 
funciones radiales de distribución son idénticas. Sin em­
bargo, el tratamiento de las fluctuaciones del número de-

l. 11 

(l.29) 

(l. 30) 

(l.3Í) 



partículas en el conjunto gran canónico proporciona una­
relación nueva que conecta a la compresibilidad'isotérmj_ 
cas con .la función de distribución radial. Es fácil mos­
trar, utilizando el conjunto gran canónico, que las flu~ 
tuaciones en la densidad, o el número de partículas es -
tán dadas por 

., 

en donde )-.A es el potencial químico y l'J d- S? 
son el número medio de partículas y la densidad media. 
respectivamente. La comprensi bi 1 idad· isotérmica. defini­
da como 

= 

se puede introducir ~ácilmente en la ec. (1.32), resul 
tanda que 

= 

Por otra partj, de la definición de las funciones de d~~ 
tribuci6n en el conjunto gran canóñico se tiene que 

-> 

l. 12 

(l. 32) 

(l. 33) 

(l. 34) 

(1.35) 



Aplicando esta última relación a 
resulta que 

e independientemente que 

I 

, 

Restando la ec. (1.37) de la ec. (1.36) y utilizando e.1-
resultado.(1.34). se obtiene que 

(1.36) 

(l. 37) 

'$~ )~ (~(.:a.ti'~~ "?:a.)-)(•\~:) ~(·~~))c\f:~~-=- ~~ _·, . (1. 38) 

... . . 

Para un flu,do la expresión anterior se redu¿e a 

ir r ( ifl'<')-1} .-.nn-"-á<' = ~ ~ - 1 . 
o . 

A g(r)-1 se le llama la función total de correlación y -

es denotada por h(rf. es decir 

~('e-)= i Cr) - :L 

1.13 

(1..39) . 

(l. 40) 



Es interesante notar. que a diferencia de las ecuaciones -
para otras propiedades termodinámicas, el potencial 'U.(..-~ 
no apare.ce en la ecuaci6n (l. 39). También es importante -
ver, que en la deducción de la ecuaci6n para la compresi­
bilidad (1.39), no se hizo la suposición de "aditividad­
por pares " para el potencial intermolecular y por lo ta~ 
to esa ecuación es, en ese sentido, más general que la 
ecuación de la presión. Si consideramos ahora a la ec.(1.14) 

. con \~\=O se obtiene la e.cuación siguiente 

Sl0 )- , 
(1.41) 

que relaciona a la compresibilidad isotérmica con.el 
tor de estrüctura con número de onda igual a cero . 

fa!:_ 

• 3.- Ecuaciones Integrales de Kirkwood (K) 
y Born- Green (BG) 

Las aproximaciones de Kirkwood ( 5 • 5 ) y Born -
Green ( 5 • 7 ) están basadas en el truncado de dos jerar 
qu1as de ecuaciones que resultan ser equivalentes. A co~ 
t~nuaci6n escribimos el primer miembro para cada una de­
ellas: 

. <:a).-- - -. ) 
'fe\CJ'->-5{"J.") = - ~l'<"",s_)- ) '\)..(._'(\") ~ ~ ¿;·!!:~~>i 

'O"; ~ S&":ll~Z...> ~) 
~ (..2.) ( ~~ '~-; '~) i o. i=-.,. 

~ J 3 

'R_T"i:J~,$C.~) '= - C)'U..~,.._) - r o\l.l~ .. ~ 
0~, o~ J a~ 

1.14 

(l. 42) 

(1.43) 



(> 

Aunque ambas jerarquías son exactas, eo cada uno 
de sus miembros aparecen funciones de distribución de di~ 
tintos ~rdenes, siendo necesario conocer las funciones de 
distribuci6n de orden superior para poder resolver el 
sistema. Como ese conocimiento no es posible, se ha opta. 
do por proponer relaciones aproximadas. Kirkwood ( 5 ) :­
mostró que a bajas densidades cuando es poco coman reu -
nir conglomerados de m§s· de dos partículas, la funci6n 
de distribuci6n de tres partículas puede ser expresada 
como el producto de las tres funciones de distribuci6n -
entre pares. 

A la relación anterior se le conoce como la " aproxima -
ción de superposición de Kirkwood Al hacer esa aproxi 
máción. la función de·distribución de tres cuerpos se 
vuelve exclusivamente dependiente de las correspondien ~ 

tes funciones de dos cuerpos. despreciándose así p~rte 
de las correl~ciones entre tres cuerpos y perdiéndose la 
equivalencia entre las jerarquías. Cuando se introduce 
la aproximación (l.44) en las ecs. (l.42) y (1.43) se o~ 
tienen dos ecuaciones integrales importantes en la teo 
ría de 1íquidos, la ecuaci6n de Kirkwood, 

- 'R\"""' ~(~')~ >~2.) ~) = ~.'\>.. l'(\:i.) ( \(.) 

r~r c.~\~-.,. ~.c.~)_,-.. "' 'ªf..,.J.~ + ~ ) ) '\l.(_'{",-¡} i (J\ > '\;, ~) \ i (<"""l..~"3 J - \) >-

º " 

l. 15 

(l. 44) 

(1.45) 



y la ecuación de Born- Green 

A pesar de que se ha de.mostrado que la validez de. la 
aproximación de superposición es muy limitada, sobre to­
do a la densidad del 11quido, los intentos de truncado -
a mayor orden han generado ecuaciones integrales con fu~ 
ciones de distribución de tres y cuatro cuerpos, tan CD!!!. 

plejas, qu~ sus soluciones resultan practicamente inal 
canzables. 

I.4.- La Relación de Ornstein- Zernike (OZ) 

. En 1914 Ornstein y Zernike(S) definieron la que 
actualmente es llamad~ la " función de correlación dire~ 
ta ", c (r). Ellos encontraron que la función de correl~ 
ción.total, h(r), es generalmente de mayor alcance que.­
~l potencial. '\l..(r). Buscaron entonces una función de c.Q_ 
rrela~ión que tuviera un alcance semejante al de '\A.(r) 
y definieron a la c(r) por medio de la ecuación inte~ral 

~ t<\~) . Cl'\,-a.)+ ~ ) ~ l,,~)""' l{':a.~) ~~; -
... 

El significado f1sico de esta definición se ve clarame~ 

te cuando se reemplaza la misma relación dentro de su -

1.16 
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... .. . 
propio integrando. Resulta entonces que 

h {(",~;:= C(<',~)-+ ~ s C (.'<',~) ~t~-a.~) ~~: 
~ . ~ 

~~'J..}~ Q('<',~) C:l"<"","')C:(.'f'"'") &~ ~'(\--\- - - -
.,, 

Se ve que la función total de correlación \,\('f\.,) • se -
descompone en una correlación directa entre las partfcu -
las 1 y 2 y una correlación indirecta, a través de todas­
las posibles cadenas de correlaciones directas. 

-~ -"-> -""-» 

Haciendo los cambios variable '<'= '(\-'1"''2.. y 

la relación OZ se puede escribir como 

Es conveniente expresar a esta ecuación en términos de·­
transformadas de Fourier como: 

. --i (i)= (!(i_)-\- ~) C(s.) ( s 'n(\t'-<s\) ~'-----~~~)J.s 

'V 

En la relación anterior ~(~) y 

transformadas de Fourier d~ h(f") y C.('r) 
~-> 

~('Y?.)= se.'° R-'{'"' ('r) ar , 
y 

_, _.., 
e(~)= )e.i.l<!.·'t" e.(,) a~ 

l. 17 
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definidas como 
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"': ~--. 

Intercambiando e~ '.(((fden de i ntegraci6n en el. segundo -
término del lado ·dt!ifwcho de la ec. (1.49) y sustituye!!_ 
do ~ ~ por s+t' ~--: resulta que 

... ,._ 
h(~)=c<.i:)+ ~ cC~)~t~) 

La relación OZ fue originalmente propuesta como un in­
tento para desarrollar una ~eorfa para las fluctuacio­
nes que se dan en la vecindad del punto crftico y se -
utilizó para dar una explicación del fen6meno de la 
" opalesc~ncia crftica " 

En la sección anterior se obtuvo la expresi6n 
(1.39) para la.compresibilidad isotérmica, en términos 
de una integral de la función de correlación total 
Por sustitución de la ec. (1.47) en la ec. (1.39) se -
1 l e·ga a que 

(l. 52f 

\ - f) C('<')a~ , (1.53.) 

que es otra forma de la ecuación de compresibilidad. 

El factor .de estructura. definido por medio -
de la ecuación (1.14). puede ser expres~do mediant• la 
relación OZ en (1.52) como > 

\ - ~e(~) 

l. 18 
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I.5.- AJ>rt:)x_;maciones Integrales PY y HNC. 

~~ En una sección anterior se presentaron las-
. ecua-ciones integrales de Born - Green·y Kirkwood. E.!. 
tamos ahora en condiciones de introducir dos aproxi­
maciones más, la de Percus- Yevick, 

y la HNC, 

En ambos casos. ~fe trata de aproximaciones que han ad­
quirido una importancia considerable en la ffsica de­
l í qui dos. 

La justificación física de la aproximac1on -
PY está basada en la teoría de Born- von Karman< 9 > 
para sólidos- En el trabajo original de Percus y 
Yevick(lO) se hace un análisis similar al de esa teo-
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·-
ría en términos de coordenadas normales. Posterior -
mente Percus(ll) dedujo el mismo resultado mediante­
la técnica de derivaci6n funcional. Mediante un aná­
lisis de reducción topológica de diagramas de Mayer, 
es posible ver las clases de diagramas involucrados­
en ambas aproximacionesC 12 >. La aproximación HNC fue 
además obtenida por Morita e Hiroike(lJ) utilizando­
principios variacionales para minimizar la energía -
libre. Ambas aproximaciones pueden utilizarse como -
" cerraduras " en la relación (1.4.7) para obtener las 
ecuaciones integrales PY, 

y HNC, 

\.v... Qr- ( 'f: ~) + '\).,.( '· ~) =-
o \fiT 

S' ) ("\-( '<' .._.) - l} h tr.,J- 1 -1..._ '1¡-Ct:.) + (?.U..l'l;.)_)J.~ 
{) 
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I. 6. - Soluciones Analíticas de la 
Ecuación Integral PY. 

Las cuatro ecuaciones integrales que hemos i~ 

troducido son no-lineales. No obstante esto, la aproxi 
mación PY ha podido ser resuelta analíticamente para 
el potencial de esferas duras, definido como 

\lt~)= (: (l. 59) 

por Thiele(l 4 ), Wertheim(lS) y Baxter< 16 >. Para ese -
sistema la aproximación PY p~edice una 
ta de correlación dada por 

función direc-

0(-r)-=-- )..,- b ~~{'- 'l )..d.~~ 
(l. 60) 

=O 

Y\_="'tr~ cr?.. /fo 

~ = { \ + ';2..11\.) '.2.. 

\ (\--:"\_)'t' 

.en donde y 

) )...~.:=· 
~ l + "l/._j 
(\- 'ty+ 

La función radial de .distribución puede ser obtenida a­
partir de la ec. {l.fiO) utilizando la relación OZ. Throop 
y Bearman han publicado tablas extensas de esa función. 
Para la obtención de la ecuación de estado, es necesario 
recurrir a la ecuación de la presión {1.31) o bien a la­
ecuación de compresibilidad (1.39). En el primer caso, 

Í..21 
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es posible expresar a la presi6n en términos de la fun­
ci6n radial de distribuci6n en • contacto • es decir 

~=\ 
~ 

, 

o en términos de la densidad reducida "\.. 

el - ~ )~ 

como 

La sustitución de la función c(r), (1 •. 60), en la rela 
ci6n de compresibilidad produce en cambio el ·resultado -
siguiente: 

El hecho de que las ecs. (1.62). y (l.63) no coincidan, 
se debe a la falta de consistencia de la aproximación PY. 

Otro sistema para el qui;! se.consiguió r-esolver 
analíticamente(lB) la ecuación PY, es el de esferas du -
ras con una adhesión superficial, definido por 

\.l(t')-= O:J ' '('~ R' ~ 
U(f') = b_ ~'J..?; (R- R') /R J 
'\):\.'<') = o '<"> ).(,_ , 

l. 22 
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en el que R-R' se vuelve infinitamente pequeño. El pará­
metro G es una temperatura adimensional. Nuevamente. 
mediante las ecs. (1.31) y (l.39) se obtienen las ecua -
ciones-de estado de la presi6n y compresibilidad, respe~ 
ti vamente. 

1.7.- Métodos Numéricos 

En tanto que el motivo de este trabajo es la -
presentaci6n de un método numérico p~ra la soluci6n de -
la ecuación integral PY, es interesante hacer un breve 
resumen de los métodos utilizados anteriormente en la s~ 
lución de las ecuaciones integrales introducidas en este 
capftulo. 

Probablemente el método más usado.ha sido el 
de" iteracci6n directa"• desarrollado por Broyles< 19 >. 
Cuando se está tratando con la relación integral OZ, es 

·útil expresar a esta última en coordenadas dipolares co­
mo 

en donde 

y 

.l..23 
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En la que pueden utilizarse como cerraduras las aproxi 
maciones PY y HNC, ecs. (1.55) y (1.56). respectivamente. 
Una vez .hecho esto. se realiza un procedimiento numérico 
iterativo que principia con la introducci6n de una apro­
ximación inicial \-\'ª")(_ ~) en el miembro derecho de la 
ec. (1.6·5). Después de llevar a cabo la doble integra 
ción correspondiente, se habrá obtenido una aproximación 
mejor, -\-\('~( 'f') . El procedimiento puede repetirse un 
cierto número de veces hasta obtener una sucesión de 
aproximaciones que converja a la solución. En ocasiones, 
debido a la lentitÚd encontrada en la convergencia, se -
ha utilizado(l 9 ) el mezclado de aproximacione~ 

para aumentar su rapidez. A pesar de que con este·méto -
do se han resuelto las cuatro ecuaciones integrales men­
~ionadas, presenta dos desventajas importantes: 

a) a li! densidad del líquido se requiere un 
gran número de iteraciones, 

b) la integral infinita en la ec. (1.65) se 
tiene que truncar en algún valor finito R y 

proponer una forma asint6tica para H:.<~)en­
el in'!;ervalo ~.!;..'('~~~-

La segunda de estas desventajas puede introducir errores 
serios• pues la aproximac1on \-f(.'C")=O pu;;,_de ser incorrec­
ta aun cuando R sea grande. 

El método de la transformada de Fourier es un-
procedimiento 
en e 1 es pa c i o 

iterativo 
R, ec. 

que utiliza a 
(1.52) en la 

l. 24 
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rv 
C(~)= 

iJº)(r\ Mediante una aproximación inicial n para la 
cual se obtiene la transformada de Fourier discreta. se 
calcula la aproximación Ceo\(~) correspondiente. E~ 
ta última es a su vez regresada al espacio '(' mediante 
la transformada discreta inversa. Con la aplicación de 
la " cerradura deseada, se obtiene entonces la aproxi 

(l. 66) 

maci6n h(•'\ ( r) terminando el primer ciclo del 
procedimiento. En el ciclo siguiente se utiliza a \Jt''('C"\ 
como aproximación inicial. Al igual que en el método de 
iteración directa. el procedimiento debe repetirse hasta 
logr:ar que la función de entrada y la d.e salida difieran 
por menos que una cierta cantidad. usada como criterio -
de' convergencia. Para evitar exceso de cálculos. se uti 
liza la té.cnica de transformada rápida "de Fourier('Z"o)_ 
Este método, desarro11ado por Lado( 2 l~ h~ sido utilizado 
por de Boer et. al. <22 > en la solución de la aproxima 
ción HNC. Las desventajas presentadas por él son esen 
cialmente las mismas que las del método de itera~ión di 
recta. llevándose a cabo el truncado al hacer las tran~ 
formadas de Fourier. 

Un tercer método debido a Baxter< 23 > evita los 
problemas de truncado de integrales infinitas. Baxter d~ 
mostró< 23 > que para un fluido uniforme en el que 
C("(')=O más allá de una cierta R, si la integral 

, 
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es absolutamente con vergerit"e. 
-·--~ 

la relación OZ puede ser -

escrita como -. 
(' ~ _s.'-.~ 

H (~) = ·ct'f')-\- :nl""~ l <).~ Í ~~H ( -t) \-\ (":>-t) 

+'<""~ rcl~·~l .. ;\ \:J.\, \-\lt)- s:-1t \-\t\o)j 
o ..\-~~._ r cls e t .. ) p.'<'i>J ( <¡. ,t) , 

en donde como antes H (.,..)= '("~ C.'f") , ~('C'")-= "('e ~'f") y 

"W (. ~ , -\: ) es de f i n i do como 

-'Ñ°lt.,~)-=- ~w e~,~> ' 
s.- \-\:.-"V\ 

~l~.'e)= s~~'\r~lV) J ~ \-\lu..) 
o \ -s-t-"\r \ 

, 

El procedimiento numérico para la solución de estas ecua 
ciones fue desarrollado por Watt~.< 24 > quien usó la regla 
.del trapezoide con N puntos para aproximar 1 as integra. -
les en el ,intervalo (O.R). Con esto. el problema se red.!! 
ce a.un sistema de N ecuaciones no lineales para los xa-
1 ores de 1 a func·i ón \-\('t') en 1 os N puntos en que f·ué -
dividido e.se i.ntervalo. Ese sistema fue resuelto con la 
técnica de Newton- Raphson. El métQdo fué aplicado por­
Watts a las aproximaciones Pv< 24 > y HNc< 25 )~ 

Uno de los problemas que se presentan en la -
aplicación de los métodos numéricos descritos. es el de 
que ~on demasiado sensibles a la elección de la función 
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con la que se inicia el procedimiento(26 ). Tratando de -
resolver esa dificultad Dale y Friedman< 27 > utilizaron -
un método de solución en serie cuyos términos correspon­
den a ciertos tipos de diagramas de Mayer. 
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II.- METODO DE SOLUCION MEDIANTE UN DESARROLLO 
EN SERIES DE FUNCIONES ORTONORMALES. 

II.1.- Método General (l) 

El propósito de este trabajo consistió en­
desarrol lar un método numérico que evite algunas de -
las desventajas que resultan de la aplicación de los­
métodos numéricos tradicionales, expuestas anterior -
mente. Mediante la elección de una base de funciones­
ortonormales completa( 2 ) \..cp""(>c\r , donde 'X='<'/O­
es una distancia adimensional y O.. una longitud cara~ 
terfstica del sistema,-podemos expresar a las funcio~ 
nes de correlación, directa e(~) y total 
\t\ (.~) como 

e l'I-) -

·Y 

respectivamente. Por tratarse de una base ortonormal, 
tenemos que 

2.1 

( 2. 1) 

(2.2) 

(2.3) 

.. " .. 
~· ..... 

·:11 

.. .. -



Por motivos de cálculo, 

a la función auxiliar 6. (:')() 
usaremos también 

, definida como( 3 ) 

c.(.)() (2.4) 

cuyo desarrollo en términos de la misma base, ser~ 

bl~)= i g~ ~~()<) 
'\=o 

Necesitaremos también el desarrollo correspondiente, -

de 1 a .función de Mayer ~('f.-)=. e-~U..- \ , en don -
de \.l\JI.) es el potencial intermolecular entre dos par-

tículas y -~ = \ / ~\ . Asf 

t. c.~) -

co r_ ~V\ ~úc) 
V\ ::O . 

En términos de la nueva función b{)() , podemo~ escrj_ 
bir a la aproximación PY como 

(2.5) 

(2.6) 

e 2. n 

Mediante la sustitución de los desarrollos para ~(X.) , 
/:;>(:¡_) y ~(1--) en la expresión anterior, la multipli­

cación por 1i ('l.) seguida de una integración sobre todo 
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el espacio y la utilización de la condición de orto -
normalidad (2.3), se obtiene que 

en donde 

son los elementos de la matriz simétrica 

Considerando ahora a la relaci6n OZ en el 

(2.8) 

(2.9) 

espacio de Fourier, ec. (1.52). en términos de las fU,!!. ...... 
~l~) ciones ól~) y resulta.que 

~l~)= ~,. e (.'f¿) \_c.:(.~)+ '1(~-D 

en d'onde ~--=!?<J.: es una densidad adimensional. 
Por medio de los desarrollos (2.1) y (2.2) ~s pd~ible 

obtener a ·las tránsformadas de Fourier de -las funcio-
nes de correlaci6n en tér.J!!Jnos de las transformadas -
de las funciones base, <P .... (R.) No obstante 
que las funciones de correlación estánc definidas uni-

·c2.10> 

camente para 
X. 'º • podemos extender arbitraria-

mente su definición para 

e ~ "'j.) -==- c. e_--¡.. ) y 
x~o 

v-. (-)(.) 
suponiendo que-

\r\ ()'(.) En -
ese caso, en sus desarrollos solamente aparecerán 
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funciones pares Las 
transformadas de estas últimas cumplen con la relaci6n 
de or~onormalidad (Apéndice A) 

- .. ,,, 

(2.11) 

Mediante la sustitución de las transformadas­
de Fourier de los desarrollos {2.1) y (2.5) en la ec. 
(2.10) y utilizando la propiedad (2.11) se obtiene que 

g~ = )"" L ([:,_ <.. <JV\. + g "') A~ .. AAA_, V\ (2.12) 

~.111. 

en donde AJ.... ~ V\ .. .. 
arreglo tridimensional 
por 

designa a los elementos ,de ~n -

b,-= {, A~,..-.. ""1 definido 

·Las ecuaciones (2.8) y {2.12) forman un sistema infin;­
to y acoplado de ecuaciones algebráicas no lineadas pa­
.ra los coeficiente:;; ~"' y g"' . Al haber sido, este:.. 
sistema, obtenido a partir de la aproximación PY y de -
la relación OZ, debe ser equivalente a la ecuación inte 
gral PY. Dicho sistema involucra a los arreglos 't;1_ -
y A., . El primero de ellos, definido en la ec. (2.9), 
contiene información acerca del potencial intermolecu -

lar a través de la función de Mayer del sistema y es 
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dependiente de la temperatura. El arreglo A_ por 
otra parte, es dependiente exclusivamente de la base­
de funciones utilizada. 

Para poder calcular, por este mEtodo. las -
funciones de correlaci6n en la aproximaci6n PY. para­
un potencial intermolecular dado. es necesario prime­
ro elegir apropiadamente una base de funciones 

{ cP~(~)] . Una vez hecho esto. se puede proceder-
ª resolver el sistema de ecuaciones algebraicas. (2.8) 
y (2.12). truncado~ un nQmero finito de coeficien 
tes. mediante un procedimiento numérico iterativo e~ 

mo el que describimos en la siguiente secci6n. Una 
vez que los valores numéricos de los coeficientes 

\_CJ;,) y {g"'1 han sido calculados, la evaluaci6n­
de las·funciones de correlaci6n C('J..) y \n(.)C) 
es inmediata. -Naturalmente esas funciones ser6n solu­
ciones de la ecuaci6n integral PY en la medida en que­
el truncado no sea demasiado severo. 

Con los mismos coeficientes es posible ob­
tener las transformadas de Fourier de las funciones, 
por ej emp 1 o • 

l"J 

~(~)= L "'V\~~(~) 
11\ 

de la cual se puede obtener el factor d~~estructura 
en forma inmediata 

2.5 
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II.2.- Procedimiento Iterativo. 

A continuación detallaremos el procedimien­
to doblemente ite~ativo, que ha sido usado en la so 
luci6n numérica del sistema algebriico en cuesti6n y­

que se muestra en la ~igura(II.l). Los pasos a seguir 
son: 

a} Truncar el sistema a un número NT de coe­
ficientes. 

b} Elegir una aproximación inicial de los 
f - - (> (o'\ A b • d 

coe , c lentes o"" C""'º". aJ a en-
si dad es posible hacer o ... =.O, V\=\,···~. 

c} Por medio de las ecs. (2.8}, calcular ·los 
coeficientes cr-<:) en la misma apr.Q.. 
ximaci6n. 

d} Introducir el conjunto de valores 
_{ g~o)~t.l-r y {u..;,lº)/then las ecs. (2_.12)­
para obtener .i gl•\1. . > "' \'-IT • . 
Al sustituir este ultimo en las ecs. (2.8) 
se obti_ene el correspondiente l crJ''s~,.. 
Este paso se eje~uta repeti4amente hasta-

que los coeficientes { <;; "'1..,T 
satisfagan el criterio de convergencia 

\ 

~u\ (> 1...1.-\\ \ 
o~ - º"" <.E para-V\=-\ --·""' 8 (l- ,..,. - , .J'-"r .. 

·e} Con los co'::juntos {.8vi.1a..>TY ~ ~1~ 
obténidos en el _paso anterior, -podemos -
construir las funciones cl-l,. (~) y "'\.lT (__ ')l) del sistema truncado a -
¡(\ = N-. . Una vez que 1 os pasos descri­
tos anteriormente han sido efectuados pa-
ra al menos dos valores de consecutivos 
de Ñ.,.- , es posible efectuar una segun 
da prueba de convergencia, es decir, pro-
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bar. si 

\ 
Si ésta última se satisface. tendremos 
una solución aproximada con NT coeficien­
tes. En caso contrario. reinicializar el­
proceso añadiendo un coeficiente más en -
los desarrollos. Al hacer esto es conve -
niente utilizar los últimos 
l a do s de ( S? .. 1 t-l, _, 

valores cale.!!_ 
para la 

.1 (.> ~o) ."l. • ·~ a pro xi mac i 6n "'\. o~ _s. ..... 
paso b). El último de estos puede 

g~>=o mado como 

II.3.- Utilizaci6n de los Desarrollos de las 
Funciones de Correlaci6n en el Cálculo 
de las Propiedades Termodinámicas. 

del 
ser to-

Las expresiones (2.1) y (2.2) permiten el 
cálculo directo de las propiedades termodinámicas del 
sistema en cuestión. puesto que con ellas. las 1nte -
grales (1.22) (1.31). que involucran a la funci6n -
·radial de distribución g(x) = l+h{x). pueden hacerse-
sin necesidad de llevar a cabo interpolaci~nes. Sin -
embargo. esas mismas expresiones. conducen a una for­
ma. alternativa de cálculo en principio es más económ.i_ 
ca. Para ejemplificar e_sto. considérese la ·relación -
de la presi6n (1.31) ~ 
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La sustitución del desarrollo de h(x) en ella da co­
mo resultado que· 

Ahora bien, para potenciales realistas ~('f.)=O 

para }(: menores que una cierta X. 0 ()( < '/..cJ 
por lo cual 

en donde lás integrales 

T =. (111 ~')(. 'i-3 ~. , 
-o . } Y-o V\. "1-

son independi~ntes de la temperatura. Con ellas, la 
expresi6n de la presi6n resulta ser 
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Mediante un procedimiento similar, se obtiene que 1~ 

energia interna está dada por 

en donde 

a::J ' ~ - s á. ')( ')(:t. '\J.. l'¡() 
ll,. 

y 

De i g-u a l ma ne r a • u t i 1 i za n do l a s e c s • ( 1 • 3 9} ( 1 • 4 O} y 

(2.2} podemos expresar. a la compresibilidad isot~rmi­
ca como 

.s ~T =- \ + s>* L ~11\ l ~·, -r) ~"'(~=O) • 
"' . 

o bien • de las e c s • { 1 . 5 3} y ( 2 . 1} e-0 mo 

• 
c:o """ 

\ - ~ilr I ~ (.~4' ;T) <P" (~--o) 
'W\-=-0 
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II.4.- Base de Funciones .. de .Hermite. . ... ~ 

Las pro.piedades estudiadas hastá._liquf son 
apl·icables a una gran variedad. de funciones'·base, sin­
embargo, para poder obtener resultados numé_J:icos con 
cretos para un cierto problema, es indispé"~able ele -
gir una base particular de funciones { cp~-('Jt~ \ 
En este trabajo se optó por construir la base ~q~.._.)J­
a partir de funciones de Hermite. Esta elecci6n, como 
se verá después, tiene ciertas ventajas formales y ha­
demostrado ser apropiada para varios casos de interés, 
incluyendo el de potenciales realistas como el de 
Lennard- Jones. Es fácil ver, que las funciones 

, 
• 'a. 

"1.J A - ~.I~ 
en donde f"'(.~) = t\"'·e. H .... {Y.) son las 

(2.21) 

bien conocidas funcAiones ~e Her!"it)e_<:>, con factores­
de normalizaci6n "'= l'2: V\~ 'flT\ ~ , ·cumplen co.n 
la relaci6n de "ortonormalidad (2.3). Es sabid~ que en 
Mecánica Cuántica, las funciones "'f'""()I..) resultan ser 
eigen- funciones de la soluci6n de la ecuación de 
Schrodinger para el potencial de oscilador armónico< S) 
Puesto qúe ya anteriormente hemos optado 
a ~(~).Y c(x) co~o funciones pares, y ya 

por definir 
que los polj_. 

nomios de Hermite tienen paridad definida igual a su­
fndice, en la representación de las funciones de co -

~rrelaci6n se requerirán solamente polinomios de Indi­
ce .non. 

P a ra la base de fu n c iones ( 2 • 2 1 ) , l os c o e -
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ficientes en el desarrollo de la función 
(2.6) están dados.por 

. ' ... _-·· .... ..,.._., .. 
:·~ 

. " 

.· --
• CID :~-~. 

~'- = 2-(.~Tr)'&. 5 Y.(e~u._ ') "P'-l"1-) ~~·: ... : 
o : 

Asimismo, los elementos del arreglo simé -
trico definido en (2.9)~ resultan ser 

co 

\-'\-. .... = ~ ) i'_ ('1-)(e-~"'--,) ~h.t>C)~)C • 
o 

El cálculo de los elementos del arreglo 
definido en (2.13) requiere el conocimiento de 
<f>~l~) • es decir, las transformadas de Fourier de­

las <P~(~) En el caso de las funciones de Hermite, 
estas resultan tener una forma particularmente senci-
11 a ( 16} 

Ya que solamente se requ~eren los elementos 
de 'indice non, denotaremos a ~=-::L.!l-Tl s }A-=-~N.A-\-\ 

y ~ = 2.,V\ +' • con lo que 
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(2.23)-

(2.24) 

• 
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,:,.·_.._.· ... 

anterior puede ser La integral 
mente cuando 
ción .(2.21). 

<\:>«JI.+\ l ~·) 
efectuada analítica 

está dado por .la 
( Apéndice B) 

ecu~ 

obteniéndose que 

Continuando con el caso de la base de Hermite es po -
sible efectuar otra simplificación. Sustituyendo el 
desarrollo (2.6) de~(.'#-) en la definición de ~ 
ec. (2.23), este último arreglo se puede expresar en-
términos de fi. como 

Con este último resultado, es posible obtener t--\~~ 
sin necesidad de efectuar las integrales en (2.23). 

Hemqs .pres.entado hasta aquf los resultados­
generales del método de solución de la ecuación inte­
gral PY, mediante el desarrollo de las.funciones de -
correlació~ en una base ortonormal. En los siguientes 

pftulos aplicaremos esos resultados a la obtención 
do las funciones de correlación y algunas propieda 
de~ termodinámicas, para diversos potenciales de int~ 
'2cGión. En algunos de estos casos podremos comparar 

2.12 

(2.27) 
¡ 

• ! 
¡ 

f 
j 
i 

l 
1 
j 
1 



los resultados con los obtenidos anteriormente por 
otros autores para la misma aproximación PY. 

2. 13 

• 



"": ...... 

REFERENCIAS. 

(1) L. Mier y Teriln and F. del Rrd:;~ J. Chem. Phys. ~. 
1044 ( 1980). 

(2) 

( 3) 

(4) 

P.M. Morse and H. 
Physics". McGraw-

Feshbach.~Methods of Theorical 
Hill. New York~ 1953. Vol. l. p.726. 

M.I. Guerrero. G. Saville and J.S. Rowlinson. Mol. 
Phys. ~. 1941 (1975). 

"Handbook of Mathematical Functions". M. Abramowiti -
and I.A. Stegun eds .• Dover. New York, 1965. 

(5) A. Messiah. " Quantum Mechanics " John Wiley and Sons. 

(6) 

New .York, 1965, p. 441. 

1 .S. Gradshteyn and 1 .W.Ryzhik. " Table of Integral s -
Series and Products "• Academid Press. New York,1965. 

2.14 



CHOOSE NT 

-CHOOSE 

CALCULATE OnliJ 

i=i+1 

(•J T+í 

Fig. II.1 
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111.- MODELO GAUSSIANO (MG). 

111.1.- Antecedentes. 

Se define el modelo Gaussiano· ( MG ) como -
aquel sistema de partfculas que interactúan con un -
potencial entre pares. tal que la función de Mayer -
es una Gaussiana negativa. es decir 

-f t<") =- e 

El parámetro O... se suele elegir de m.Q_ 
do que el segundo coeficiente virial del sistema. sea 
numericamente igual al d~ uno de esferas duras de -
diámetro unidad. Con esa elecci6n resulta que 

En la Fig. 111-1 se compara la funci6n de­
Mayer del Sistema Gaussiano con la correspondiente­
de esferas duras de diámetro q-, 

i..O 
-t'/cr 

-1 
Fig. III-1 
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A pesar de que, por corresponder a un poten­
c}al dependiente de la temperatura, se ha considerado 
tradicionalmente al MG como no ffsico. éste ha sido -
estudiado en forma extensiva por varios autores. En -
particular Yamakawa{l) se refiere a él como de utili­
dad en la representación del potencial efectivo de 
algunos tipos de polfmeros en soluciones altamente di 
1 uídas. El MG posee la ventaja única. de que 1 as i nt~ 
grales de cúmulo que aparecen en los desarrollos de -
la densidad de la ecuación de estado y de las funcio­
nes de correlación, pueden ser ~alculadas analftica 
mente< 2 • 3 >. Helfand y Kornegay< 4 > calcularon varios -
de esos términos para la función radial de distribu -
ción. Ese cálculo incluye los coeficientes del desa 
rrollo de ~(.r) hasta la quinta potencia en la densi 
dad y los correspondientes a las aproximaciones PY y 
HNC hasta la cuarta potencia. A baja densidad, cuando 
la contribución de los términos de grado mayor a cin­
co es despreciable, esos desarrollos pueden conside -
rarse como exactos. De este modo, al menos a esas 
de~sidades, el MG proporciona una buena base de com 
paración para probar diversas· teorías. Posteriormen 
te Carley{S) resolvió numericamente, por el método 
de Broyles, las ecuaciones PY y HNC para este modelo­
Y comparó los result~dos con los obtenidos por el mi~. 

mo mediante el método de Monte Garlo y con los de 
Helfand. y Kornegay. De esa comparación, Carley concl!!_ 
yó que aunque ambas aproximaciones son muy buenas.­
HNC es ligeramente mejor que PY. Un poco más reciente 
es la aplicación debida a Watts y Henderson< 6 >, de 
la teoría de perturbaciones de Barker y Henderson< 7 >. 
Los resultados obtenidos por esa teoría para el MG 
son sorprendentemente buenos, no obstante que en ella 
se utiliza como referencia; un sistema de esferas d~ 
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ras y que las moléculas Gaussianas son sumamente 

blandas. 

III.2.- Aplicación del OSE al Modelo Gaussiano~ 

En esta sección utilizaremos el método OSE­
para calcular las funciones de correlación del MG en 
l~ aproximación PY. La elección de la base Hermitea­
na resulta ser particularmente conveniente 
potencia 1 pues si se toma '1- =- '(:[\ Y'' 

para este 
en do.!!. 

de -r'= "<'/ Q... el desarrollo (2.6) tiene un­
solo coeficiente distinto de cero. Lo anterior puede 
verse de la relación (2.22) y la definición (3.1), 

ya que con ellas 

~ll = -
(~"'\t")~2. [4. ()l) ~ (. l)l) J.)( 

" -:l. ¡.. \ 
con A,= l"l.. ~)"'2. Recordando ahora que por r.!!._ 
zones de par.idad .L debe ser nQn, resulta que 

..\t. =-
l-:~/~ ) l=\ 

g__= ?.,5, 
' 

Como aplicación del OSE al MG, se utilizó -
el procedimiento iterativo descrito en el Capitulo -
II, en el intervalo de densidad 0 ~ r• ~ \.'5 
con g'= ~ ~ -'S"°'- E.l parámetro de conver 
gencia E. se fijó como \O-:¡ . Cuando el sistema de 
ecuaciones se truncó a diez coeficientes, se obtuvie 
ron ~).que resultaron idént"jcas a las de Carley (S} 
a tres cifras decimales. Lo anterior puede observar­
se en la tabla IIl-1, en donde aparece la 9fc:.l~) 
obtenida por Carley y las ~¡.J obtenidas mediante el­
OSE truncando el sistema N coeficientes 
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(.Ü==-~,q •• ~·,12-). para <s'=- LO. 
La precisión estimada en la ~.~ es de cinco a seis c1_ 
fras decimales. La convergencia obtenida fue excelen 
te, en la Fig. 111-2 se muestran los últimos pasos pa­
ra este caso. En ella puede verse como ·1as diferen 
cias lqc-..,-'1(,~\se reducen rápida y uniformemente con 
forme N crece. Por corresponder al MG un potencial 
sumamente blando, la estructura del sistema resulta 
ser poco definida aún para las densidades más altas 
para las que se obtuvo solución. En la Fig. 111-3 mos­
tramos la <t()t) obtenida con doce coeficientes p·ara 
g'=-LS Las Figs. 111-4 y 111-5 son las gráficas de 

la función di recta de correlación e(.')(.) y el factor 
de estructura S (k) para esa misma densidad y truncado. 

De los resultados obtenidos. es posible con 
cluir que. al menos para el caso particular del MG., 
el método desarrollado efectivamente produce solucio 
nes de la ecuación integral PY. Además, el hecho de 
que el conocimiento de los coeficientes del desarrollo 
permita generar todas las funciones de correlación 
representa una gran 'ventaja práctica. En la gráfica 
de los primeros cinco coeficientes fS~ con la densi 
dad, Fig. 111-6, se puede .observar que su comporta 
miento es lo suficientemente sencill~·para poder efec-· 
tuar ajustes precisos de ellos, El comportamiento de 
los coeficientes~ resu1ta similar. Los ajustes .men­
cionados permiten llevar a cabo interpolftciones en 
tre estados para los que la ecuación PY fue resuelta 
y con ellas generar las correspondientes funciones de­
correlación, o bien obtener mediante extrapolación, 
mejores valores iniciales de los coeficientes. como 
punto de partida del proceso iterativo a una nueva de!!. 
sidad. Las tablas 111-2 y 111-3 dan los valores de 
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los coeficientes 
tervalo de densidad. para el 
ci on.es. 

III.3.- Propiedades Termodinámicas. 

y 
que 

( <rV\ 1 \':L en el in­
s e obtuvieron solu-

Watts y Henderson( 6 ) utilizaron un aproxi 
mante de Padé (3.3) para ajustar la ecuaci6n de est~ 
do del fluido Gaussiano hasta el sexto coeficiente -
virial. El resultado reportado por esos autores es 

1 + l.1'9 c.+~O'f s>b + O.S' \ 3:¡..5":J- ~~b'2.. 
1 +o.ct 'l.':1-3 O'+ ~'o +0.'+004-~0·~kr-

con b:!Ur/~. En la primera columna de la tabla 111-4-
se dan los valores del factor de compresibilidad se­
gún ese aproximante y se comparan con los obtenidos­
de la relación (1.31) para la presi6n virial y los -
obtenidos por integraci6n a partir de la compresibi­
lidad isotérmica KT. Esta última cantidad fue ca·lc.!!_ 
lada según la relaci6n (1.41) a partir del f"actor ·de 
estructu~a S (O) que aparece en la cuarta columna de 
la misma tabla. Como se puede ver. la concordancia -

.de. los resultados del Padé con la ecuación del esta­
do virial es excelente. En la Fig. 111-7 graficamos­
la presión virial y la obtenida por .co.mpre"sibilidad. 
El hecho de que la segunda difiera considerablemente 
de

0 

la primera. es bien conocido en otros si.stemas<a. 9 ) 
y se debe a la falta de- autoconsjstencia de la apro­
ximación PY. Finalmente, en la última co~umna de la 
tabla Ill-4 damos los valores de la energía interna­
configuracional ~Uc./N. calculados por medio del· 
segundo término de la relación (1.22). 
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r /í. ro.. ~g 

0.00 o. 0004 
0.10 0.0266 
0.20 0.1013 
o. 30 0.2143 
0.40 0.3509 
0.50 0.4950 
0.60 0.6322 
0.70 0.7517 
0.80 0.8476 
o. 90 0.9183 
l. 00 o. 9 660 
1.10 0.9947 
1. 20- 1.0094 
l. 30 1.0148 
l. 40 l. 0148 
l. 50 l. o 121 
l. 60 1.0085 
l. 70 l. 0052 
l. 80 l. 0026 
1.90 1.0008 
2.00 o. 9997 
2.40 0.9994 
2.80 1.0000 
3.20 1.0001 

TABLA 111 - 1-

Modelo Gaussiano 

<t\ 
0.0001 
0.0263 
0.1011 
0.2143 
0.3509 
o. 4 951 
0.6322 
0.7517 
0.8475 
0.9183 
0.9659 
0.99'f7 
i.0094 
1.0148 
l. o 14 7 
l. o 12 o 

0

1. 0085 
l. 0052 
1.0026 
l. 0008 
0.9997 
0.9993 
1.0000 
1.0001 

0.00007 
0.02626 
0.10112 

o. 35093 
0.49507 
0.63224 
0.75172 
0.84756 
0.91828 
0.9655-4 
0.99468 
1.00941 
1.01482 

<\ ,, 



TABLA III-2. 

~· 8. s~ 8:\X\0 g~ X 10 g!> X 10~ ~h.')( 10"' 

o. 1 0.497448 0.168750 0.486310 0.114507 0.147754 -0.544756 
0;2 0.923055 0.259256 0.550354 0.493413(~1) -0.334595 -0.269205(+1) 

o. 3 l. 290088 0.297990 0.425463 -0.502956(-1) -0.704290 -0.324537(+1) 
0.4 1. 609685 0.302400 0.234004 -0.131059 -0.827400 -0.244947(+1) 
o. 5 1.890710 0.283958 0.382188(-1) -0.178926 -0.754436 -0.108120(+1) 
o. 6 2. 140100 0.250270 -0.131748 -0.195447 -0.569399 0.280398 
0.7 2.363280 0.206444 -0.262798 -0.187401 -0.343215 0.133331(+1) 
0.8 2.564520 0.155961 -0.350803 -0.162477 -0.124327 0.197798(+1) 
0.9 2.747210 0.101221 -0.396251 -0.127612 0.588977(-1) 0.223320(+1) 

1.0 2. 914068 0.438948(-1) -0.401889 -0.8849~2(-1) 0.193066 0.217463(+1) 
l. 1 3.067296 -O. 14 8428 ( -1) -0.371436 -0.495222(-1) 0.274935 o. 18966-i.( + 1) 

l. 3 3. 339760 -0. 133478 -0.218217 0.157976(-1) 0.298036 0.103595(+1):. 

l. 5 3.575633 -O. 250557 O.:il31904(-Í) 0.521968 ( -1) 0.187055 0.208482 

.·-.: . 

. ~::_ .. ; :-.-
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TABLA III-2 (Cont.) 

~· g,,._x lt>-i 8ti X lt>" g, l( f03 X.o)( •-o" gu'lt•o* g
1
2.:X tOS 

o. 1 -0.602037 -0.35J.196 ..:o. 1588J.2 -0.559024 -0.109J.16 0.478885 

0.2 -0.123639(+].) -0.375715 -0.199124(-1) 0.784527 0.778702 0.522966(+1) 

0.3 -0.832206(+J.) 0.870977(-1) 0.270305 o. 207464 (+1) 0.109259(+1) o. 388571(+1) 
0.4 0.156314(-1) o. 5 51.285 0.426008 0.205471(+1) 0.539170 , .. :r -0.190744(+1) 

0.5 0.788149 0.787993 0.402682 0.111279(+1) -0.279862 -o .682520(+1) 
0.6 0.126263(+1) 0.787359 0.267878 -0.435819(-1) -0.885482 ~0.847263(+1) 

0.7 0.141733(+1) 0.62864]. o. 100700 0.355059 -0.126150 o. 582229 

o.a o. 132336(+1) 0.401606 -O. 450340(-1) -0.144528(+1) -0.105530(+1) -0.448154(+1) 
0.9 0.107675 (+J.) 0.174715 -0.144401 -0.155241(+1) -0.807440 -0.158833(+1) 
l. o 0.764786 -0.112575(-J.) -O. 193591 -0.138622(+1) -0.504130 0.661435 

l. l. o,459419 -0.138981 -0.200745 -0.-107488(+1) -0.229399 0.198081(+1) . , 

l. 3 -O. 16J.187(-1) -0.225204 -0.141!124 -0.41052°0 0.954282(-1) o. 223983 (+1-) 

l. 5 -O. 201272 -0.161878 -0.597954(-1) -0.178828(-1) 0.137991 0.976254 

... 



·,..:_ TABLA III-3 
'· 

'?' (J'"", tJ":a_ )( 'º <1"'5 )( l'O a-.., )(\O~ rs )( 10'5 ,-.. l( 103 

0.1 -2.596710 0.636505 -0.154219 0.358424 -0.815307 0.183319 

0.2 -2.808949 0.130007(+1) -0.337271 0.835923 -O. 202380(+1) o. 484196 

o. 3 -2.999356 0.196931(+1) -0.541831 0.142112(+1) -0.363734(+1) 0.920011 

0.4 -3.170982 0.263198(+1) -0.762196 0.210220(+1) -0.565374(+1) 0.150251(+1) 

0.5 -3.326576 o. 328128(.+1) -0.994043 0.286739(+1) -0.806273(+1) o. 2 2 3 941 ( + 1 ) 
.. 

0.6 -3.468470 o.391363(+1). -0.123411(+1) 0.370643(+1) -0.108496(+2) 0.313564(+1) ~\ 

0.7 -3.598604 0.452736(+1) -0.147994(+1) 0.461014(+1) -0.139974(+2) o. 419396,( +i)) 

0.8 -3.718581 0.512187(+1) -0.172966(+1) 0.557051(+1) -0.174882(+2) 0.541552(+1) 

0.9 -3.829727 0.569724(+1) -0.198181(.+l) 0.658054(+1) -0.213037(+2) 0.680010(+1) 

l. o -3.933142 0.625390(+1) -0.223530(+1) 0.763410(+1) -0.254262(+2) 0.834653(+1) .. 
l. l. -4.029748 0.679249(+1) -0.248926(+1) 0.872584(+1) -0.298381(+2) 0.100528(+2) 

l . 3 -4. 205501 0.781852(+1) -0.299600(+¡) 0.1100~6(+2) -O. 394642 (+2) 0.139346(+2) J 
•I 
'l 

~ ! 
l. 5 -4.361876 0.878159(+1) -0 •. 349815(+2) 0.133885(+2) -0.500569(+2) 0.184206(+2) ¡ 

:¡ ., 

¡ 
·j 



Tabla III-3 (Cont.) 

9' ... a; )( 10 <r¡ X IO'S o; )( tef G'";0 X 10-a., " . <1';1.X\O f7~ >OOC. 

0.1 -0.409269 0.899213 -0.177883 0.918110 0.336755 -0.449508 . 

0.2 -0.115068(+1) 0.268017(+1) -O. 53996S
0 

-0.684390 o. 163372(+1) -0.211306(+1) . 

0.3 -0.231865(+1) 0.584431(+1) -.o. 145929"(+1) 0.335074(+2) -0.375919 0.449407 

0.4 - o. 3 98 34 8 ( + 1) 0.106_546(+2) -0.296181(+1) 0.944938(+2) -0.423857(+1) 0.287406(+1) 

0.5 -0.620262(+1) 0.173255(+2) -0.502753(+1)" 0.166885(+3) -0.768239(+1) 0.526113(+1) 

0.6 .-0.902735(+1) 0.261217(+2) -0.774619(+1) 0.250338(+3) -0.102171(+2) 0.602076(+1) 

0.7 ·-o. 125020 (+2) 0.373348(+2) -o. 11282,2 (+2) 0.355059(+3) -0.126150(+2) 0.582229(+1) 

0.8 -0.166669(+2) 0.512456(+2) -0.158146(+2) 0.493814(+3) -0.159599(+2) 0.567218(+1) 

'.o. 9 -0.215507(+2) o. 681047('1'2) -0.215046.(+2) 0.677576(+3) -0.211273(+2) 0.635158(+1) 

l. o -0.271788(+2) 0.881287(+2) -0:28488¡( ... 2) f0.91450S.(+3) -0.286618(+2) ·0.828221(+1) 

l. 1. -0.335701(+2) 0.111505(+3). -0.368803(+2) o. 121054(+4) -0.388493(+2) 0.116026(:t'.'2) 

l. 3 -0.486968(+.2) 0.168956(+3) 0.199844(+4) -0.677328(+2) 0.223095(+2) 

l. 5 -0.670054(+2) 0.241577(+3) -0.864800(+2) 0.307711(+4) -0.108837(+3) 0.382010(+2) 



-- ----·--- -- - - -- . . ~ . 

P ROP !EDADES TERMODINAMICAS 

Modelo Gaussiano .. 

r¡' Lt -Zv 1-c Sto) ~Uc/Ñ 

o. 1 l. 220 l. 219 1.219 0.6896 0.1718 
0.2 .1.456 1.454 1.459 0.5119 0.3613 
0.3 1. 703 1.700 .1. 714 0.4001 0.5642 
0.4 .1. 950 1. 954 .1.982 0.3247 0.7775 
0.5 2.210 2. 2.14 2.262 0.2712 0.9991 
0.6 2.482 2.477 2.552 0.2315 1.2273 
0.7 2.749 2.744 2. 85.l 0.2012 1. 4608 
0.8 3. 0.17 3.013 3.157 0.1773 1.6989 
0.9 3.286 3.285 3.47.l o. 1582 l. 9407 
l. o 3.556 3.557 3.791 0.1425 2.1856 
l. 1 3.826 3.831 4.116 0.1294 2. 4 334 
l. 2 4.097 4. 106 4. 44 7 0.1184 2.6835 
l. 3 4.368 4.382 4. 782 0.1090 2.9357 
l. 4 4.640 4. 658 5.122 0.1009 3.1897 
l. 5 4.911 4.935 5.465 0.0939 3 .4453 

. ·.,.; 

··, .... · 
. _. . ' .:.:--,: ~ 

---------------....,---------.e'",_;~:.<,·; 
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IV. - POTENCIAL DE LENNARD-JONEs:. 

IV.· 1.- Antecedentes. 

Con sólo dos parámetros, el potencial de -
Lennard- Jones (LJ) reproduce las caracterfsticas 
esenciales de la interacción entre moléculas esféri­
camente simétricas. Por esa razón este modelo ha si­
~o ampliamente usado para representar las interacci~ 
nes entre moléculas de gases nobles. Como puede ver­
se en su forma más conocida, es decir, con exponen -
tes 12 y 6, 

en él se intentan incorporar tanto la contribuci6n­
repulsiva de muy corto alcance cuanto la contribu -
ción atractiva de largo alcance proveniente de las­
fuerzas dispersivas de LondonC 2 >. Los parámetros -
€. y(f'" tienen un.significado. ffsico directo; el pr_! 
mero es una medida de la profundidad del pozo de p~ 
tencial. mientras que el segundo, por ser la distan 
cia en "que U(T-) to.ma el valor cero. da una medida­
del diámetro efec~ivo. ~n l~ tabla IV-1 se encuen -
tran los vaiores que se dan co~unmente a esos pará­
metro~ para representar. en forma aproximada, las -
interacciones entre moléculas de gases nobles. 

He 
cr(k) 2. 556 

f=-/k,(K.)l o . 2 2 

TABLA IV-1. 

Ne 

2.749 

35.60 

4. 1 

Ar 
3.405 

119. 8 

Kr 
3.60 

i¡l .,.10 
,,4::; .. 

Xe 
4. 10 

221. o 

( 4. 1) 
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A pesar de que, con el potencial LJ J12.6) 
es posible reproducir razonablemente bien un cierto 
número de propiedades de gases, liquides y s6lidos. 
para moléculas simples, un estudio más det.allado 
muestra que para ello es necesario hacer variaciones 
en los parámetros según la regi6n del diagrama term~ 

dinámico que sea de interés. La anterior es una de -
las razones por las que se han hecho grandes esfuer~ 
zos por obtener modelos de potencial más precisos y~ 
flexibles. Tal es el caso del potencial de Barker y­
PompeC3>. No obstante la- desventaja mencionada, en -
raz6n de su sencillez y de que al menos cualitativa­
mente como ya se dijo antes. posee las caracterfsti­
cas básicas de la interacci6n entre moléculas simples, 
el potencial LJ (12.6) sigue siendo uno de los más -
utilizados para llevar a cabo comparaciones entre 
las predicciones de las diversas teor1as desarrolla­
das y de éstas últimas con los resultados obtenidos­
mediante simulaciones en computadora.·La ecuaci6n PY 
para el potencial LJ (12.6) ha sido resuelta por un­
buen número de autores. Es importante mencionár aqu1 
los trabajos de Broyles( 4 ), Broyles et. al. (S). -
KhanC 6 >. Khan y BroylesC 7 >. Throop y Bearman< 8 >. 
Levesque( 9 ), Curé y Babb(lO), Mandel et. al. (ll) 
Verlet y Levesque(l 2 ). Barker et. a1.Cl 3 ), Henderson 
et. al. (l 4 ) y Henderson· y Murphy(l~). además de los:. 
de Watts(l 6 ) par~ e~ potenci~l LJ (12.6) truncado 
utilizando el método de Baxter. También existen re -
sultados similares para las ecuaciones de.BGC 4 • 5 • 9 >_ 
y HNc< 5 • 7 • 9 • 2~>. Por lo que se refiere a experime.!!_ 
tos de computadora Wood y Parker(l 7 ) mediante el­

método de Monte Carlo estudiaron el comportamiento 
de un fluido LJ en la regi6n supercrítica. Además 
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de esto, se cuenta con los resultados de Singer(lBJ_ 
y Me Donald y Singer(l 9 ) quienes también utilizarov­
la técnica de Monte Carlo y los obtenidos por Ver 
letl 2 0) por Dinámica Molecular. ~,, 

Para efectuar comparaciones se ha encontrado 
conveniente(g) separar el espacio termodinámico en 
~res regiones: a) la región de altas temperaturas o-

supercrftica " b) la región cercana al punto crf­
tico o " crítica" y e) la región de bajas temperatu­
ras. Haremos en seguida un breve recuento de los re­
sultados de las comparaciones para las tres teorfas­
mencionada~ en cada una de esas regiones: 
a ) Re g i ó n s upe re r í ti e a ( "-' / €; ~ 1 • S' ) . Es 
posible hacer comparaciones en la isoterma de 
"'/€ - 2. 74. en donde se dispone de sol uc·i ones 

numéricas para las ecuaciones de BG. HNC, y pyC 5 >. 
De las diferencias entre las funciones de correlación 
no es posible, a esta temperatura, establecer una s~ 

periorJdad clara p9ra alguna de estas teorías. Por 
esa razón se ha optado por la observación de las di­
ferencias existentes en la predicción de la ecuación 
de estado con respecto a los datos de Monte Carlo< 17 >. 
Los mejores resultados son los de PY obtenidos con 
la ecuación viri~l·ec. (1.31), seguidos por los de 
la misma aproximación con la ecuación de compresibi-
1 idad .• ec. (l.39). De las tres teorías comparadas, 
BG resulta ser la má!; pobre. Para la densidad rie 
ducida de s>cr:l=Q.(o los cálculos.de esta 
teoría hechos vía ecuación virial, muestran ya unao­
desviación del 30% respecto a los de Monte Carlo. 
Los obtenidos vía compresibilidad no son mucho mejo­
res. En el intervalo de densidades reducidas 0-0.85, 
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el factor de compresibilidad de PY virial muestra,·~na 
concordancia sorprendente (.L.. \ % ) con los l'!e -
sultados de s~mulaci6n. r 

b) Región cr'l'tica (.1 {;RT/€.~l.S) El pozo atracti­
vo del potencial LJ tiende a formar cúmulos de partf­
culas. Como resultado de esto. se encuentra que. en -
tres dimensiones. el sistema realiza una transici6n -
de fase líquido- gas de primer orden. A diferencia de 
lo que ocurre en el sistema de esferas duras. esta es 
una transición entre fases homogéneas y desordenadas­
que es predicha por las aproximaciones BG. HNC y PY. 
En los tres casos esa transición se manifie~ta en el­
hecho de que. debajo de una cierta temperatura Te. no 
ha sido posible la obtenci6n de soluciones con signi­
ficado ffsico en un cierto intervalo de densidades. 
Este intervalo se hace más amplio conforme se descie~ 
de en temperatura. Las regiones así obtenidas no son­
coincidentes. en ningún caso: con la regi6n de dos f~ 
ses y por lo tanto. para obtener la curva de coexis -
tencia se hace necesario aplicar a cada isoterma( 2 l)_ 
las condiciones de equilibrio term¿dinámico 

'fL-= ~ y }'-i..= )'-6 • o bien. mediante i nterpol. a ci6n · 
en la región intermedia. aplicar la regla de Maxwe11< 22 > 
La localización del punto crftico puede ser hecha me­
diante las ecuaciones termodinámicas (~\' O 
Y (~ )

7 
Q . Por otr.a parte. si se conoa la fun-

ci6n :'~~;eta de corr·e1ación a partir de la soluci6n 
de una ecuación integral. el punto crftico también pu~ 
de ser determ~nado mediante la condición. 

\ - ~ e (~=-o)=o (4.2) 
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En el punto crftico de la transición lfquido gas la 
compresibilidad se vuelve infinita. Lo anterior s~ d~ 
·be a que la función total de correlación h(r) adquie­
re un comportamiento de "larg~·alcance "que produce 
grandes dificultades de cálculo. Par~ evitar esas di­
ficultades Watts< 16 • 23 ) utilizó ~la forma de la rela­
ción de Ornstein-Zernike debida a Baxter< 24 > para la­
sol uci6n de las ecuaciones PY y HNC con un potencial­
de Lennard- Jones truncado (LJT) definido por, 

\>..l'<') =-\\E..\ l~)''l.- l % )~1 , 'r ~a.. > 

'U. l't'.') =o , ~ "> Cl.. .• 
(4.3) 

De esta manera no es necesario el cálculo de h(r) más 
allá de r= a. Si el valor de ese parámetro es elegido 
suficientemente grande, el potencial (4.3) será una 
buena aproximación del potencial completo. Los resul­
tados obtenidos por Watts, en las aproximaciones PY y 
H"NC indican la existencia de una temperatura por deb-ª._ 
jo de la cual aparece ~na región en la que no hay so­
lución. Para el resto del espacio, las soluciones se­
dan en parejas, siendo una de ellas " ffsica " y la -
otra no. Cuan~o es posible hacer comparaciones con los 
resultados reportados por otros autores, las solucio-
nes" ·f'isicas de Watts coinciden totalmente con. 
'aquel las. 

Henderson y Murphy(lS) utilizando el método­

"° de Watts 

Ol,P.,, <r 
calcularon los exponentes críticos 

y 8 
do para ellos los 
Van der \-!aals. 

en la aproximación PY encontran~ 

valores clásicos de la teorfa de 
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Finalmente diremos que el estado de los e~-"­
tudios hechos en la regi6n critica. para las aproxi­
mac~ones que e~tamos comparando, es tal ~ue no perm~ 
te establecer une superioridad para ninguna de ellas. 
c) Regi6n de bajas temperaturas (R..\ I e <. l..) .. 
A esta regi6n pertenece el 11 amado estado 1 fqui do 
( baja temperatura y alta densidad ). Los resultados 
de las ecuaciones tradicionales - al igual que en la 
regi6n crítica - son lo suficientemente poco claros~ 
para poder establecer la superioridad de alguna dei 

ellas. La observación de las funciones de correla 
ción no proporciona elementos definitivos y los va 
lores de las propiedades termodinámicas difieren ta~ 
to de los de simulaci6n que la comparaci6n misma 
pierde sentido. 

Como conclusión de la revisi6n hecha en las 
tres regiones. es necesario mencionar que hasta hace 
poco tiempo la impresión general iba en el sentido -
de que la ecuación PY era superior a la HNC. y ésta 
a su vez superior .a la BG •. A la 1 uz de resultados 
más recientes( 25 > este punto d~ vista parece ser 
una sobresimplificaci6n. pues gran parte de las com­
paraciones que dieron lugar a esa creencia ~e hicie­
ron a temperaturas altas, en donde las virtudes de 
la apr_oximaci6n PY se muestran más claramente. E.n 
efecto, esta aproximaci6n resul~a ser excelente para 
el tratamiento de la parte repulsiva del potencial 
(de allí su ·valor para el sistema de esferas duras). 
sin embargo parece no tratar correctamente los efe~ 
tos debidos a la atracci6n entre partículas. Lo co~ 
trario parece suceder con las otras dos aproximaci~ 
nes, ya que si estas se logran corregir para dar c~ 
rrectamente los efectos de la coraza repulsiva. pr~ 
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IV.2.-

ducen resultados magníficos< 26 >. 

Apl~cación del OSE al Potencial LJC 27 > 

Del análisis presentado en la sección ante­
rior, resulta claro que a pesar de las deficiencias­
presentadas por la aproximación PY en el tratamien -
to de potenciales con parte atractiva, la obtención-
de sus soluciones sigue 
cularmente en la región 

siendo de gran 
del líquido. 

interés, part.i_ 

Al igual que en el caso del Modelo Gaussiano, 
el hecho de que la aproximación PY haya sido resuel­
ta antes para el potencial LJ es de gran utilidad en 
la prueba del método OS~. Como era de esperarse, deb.i_ 
do a que el fluido de LJ posee una estructura mucho -
mayor. el número de coeficientes nec~sarios para obte 
ner una convergencia razonable ( €. 1 

IV \ºlo) en -:: 
las funciones de correlación resultó del orden de 30. 
De acuerdo con los resultados del Capftulo II, este­
hecho tiene como consecuen¿ia la necesidad de resol 
ver un sistema alge!bráico de sesenta ecuaciones .Para­
los coeficientes. Lo anterior no implica dificultades 
técnicas especiales excepto por lo que respecta al 
cálculo del arreglo tridimensional /J. c.on.suficiente­
precisión por medio de la ec. (2.26).· En el apéndice­
s se dan detalles acerca de ese cálculo; sin embar_go 
es importante recordar que los elementos de dicho 
arreglo son dependientes solamente de la base de 
Hermite utilizada en este caso y por lo tanto, el es­
fuerzo hecho en su obtención. resulta provechoso para 
todos los problemas en que se utilice esa misma base 
de funciones. 
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El método OSE< 27 > fue aplicado para obtener­
funciones de correlaci6n en varios puntos en los inte~ 
valo.s d.e densidad Q.\ fo. ~<r~~o.iis y temperatura 
o.'TS ~J~.T /f; ~ \. 1:5 Los pri nci pa 1 es resultados-

serán descritos en esta sección. pero antes, es impo~ 

tante hacer referencia al siguiente punto: el argume~ 
to x de los desarrollos de He·rmite. ec. (2.21). puede 
s'er modificado por un factor arbitrario positivo o<. 
sin afectar la ortonormalidad de las funciones. es 
decir -1.'=o<.'/.. Este nuevo pariimetro puede ser va­
riado para optimizar la aproximación de los desarro -
llos (2.1) y (2.2) con un número de coeficientes fi 
jo. En el ~aso ~el Modelo Gaussiano la elecci6n del 
parámetro ()(.,= \/ffl es obligada, ya que con ello­
se logra representar a la función de Mayer con un so­
lo término. La elecci6n del parámetro ~ para el po­
tencial LJ guarda cierta similitud con la del número­
de puntos e intervalos de integración en los métodos­
numéricos ~radicionales; ya qué dado un número máximo 
de coeficientes NT, determina~o a su ~ez por la pre­
cisión requerida y el tiempo de cómputo disponibl~. 
el valor de el., amortigua en menor o mayor grado las -
contribuciones de los términos de la serie para 'X. 
grandes. En la práctica el resultado de ese amortigu~ 
miento es similar al del truncado en el intervalo de­
integración. Más· fundamentalmente, es claro que el 
uso de .una base de funciones de Hermite no permite la 
correcta representación de las coJas " en las fun 
cienes de correlación. En la elección del valor de 
se ocu~ren dos criterios: 
a) Optimizar la representación de la función de Mayer 
del sistema, ec. (2.6) en un intervalo de interés y -

con un número de coeficientes NT fijo. 
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b) Imponer la autoconsistencia para dos formas de 
cálculos de la compresibilidad isotérmica KT. es de­
cir, la obtenida vfa la integraci6n de C(r), ec. 
(1.53) y la obtenida directamente del valor 
hlR.=o""') ec. (2,20). 

Mediante el procedimiento iterativo descri­
to en el Capítulo 11 y utilizado anteriormente en el 
Modelo Gaussiano. se obtuvieron funciones de correl~ 
"ci6n con d...=O.C\ en la isroterma de R.\/E. = \.'S' 
para puntos en el intervalo de densidad o~~cs-'l~O.b 
Asimismo se obtuvieron soluciones en la isocora de 
g~,= O.~ para varias temperaturas del inter -
valoO.~li~R:t"/E::~\.'S". La com')araci6n con los resul 
tados de Throop y Bearman TB(B en esos puntos, mues 
tra que ~as dif~ren¿ias de la funci6n radial de dis­
tribuci6n g(x) con la obtenida por esos autores son­
menores del 1%, excepto para valores carcanos a 
r= O- en donde la des vi aci 6n promedio al can za el. 1. 5%. 
La desviación en la región cercana a r= a- fue dismi­
nufda, a costa de una menor precisión para mayores 
distancias, u'!:il izando el valor de (/....._ \. \ 
En la Fig. IV-J. se muestra el resultado de la compa-
raci6n de la g(x) para ~<r°'=º·'- y 
RT/€. ~·1.5 para O..=l.\ con los resul-

tados de TB. Al aumentar la densidad, la convergen -
cia de las series (2.1) y (2.2) truncadas a 30 ·cae 
ficientes se ~uelve más pobre. Lo anterior se hace -
evidente de la comparación con lo~ resultados de Man 
del et. al. (U) a ~\/e. =o.~«¿ y ~cr~-=-o.cas 
utilizando para ~ el valor de 1.1. La Fig. IV-2 
muestra el comportamiento de la convergencia en un -
punto típico. Es él aro en ella que la variación .de -
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unas cuantas unidades en el truncado alrededor de 
NT=30 produce todavía diferencias considerables respe~ 
to a TB. En esa Fig .• las bandas mostradas limitan 
los valores de la oscilación de Q;. Q, para 

~T&-. ()OS~ 
NT= 27, 29 y 30. 

Se mencionó en el Capítulo 11 que el conoci­
miento de los coeficientes permite el cálculo directo de 
la función directa de correlación C(r). En la Fig. 
IV-3 mostramos los resultados ob~enidos para esa fun­
ción en tres temperaturas a la densidad reducida 
~CI'.-?.= º·" Como se ve. C(r) depende notabl~ 

mente con la temperatura para '(" :> (f" pe.ro es bastan 
te insensible a el la para '('~(f". Por otra parte, en -
la Fig. IV-4 se muestran resultados de la misma fun -
ci6n en cuatro densidades distintas a la temper.atura­
reducida RT/E.=\.5" . La dependencia con la den­
sida·d es muy fuerte para \~tr y débil para le'') <r Tal 
comportamiento es similar al supuesto en la definición 
de la aproximación esférica promedio (MSA) re 
suelta rec~entemente-para el fluido LJ ptir Narten et. 
al. (.2 B). En esa aproximación. l·a función C(r) es de 

fin ida como C"'s"' (.'C') =.-(a\l.(t') para r;> el.. 
con a~ 0- Como referencia la Fig. 1v.:.3 también -
muestra C t-'1.-S.A ({") para ~ ') 0., - (T" ·a 

. ~/E.= l.'-t como una línea punteada. 

En la tabla IV-2 se dan los valores de ~(<'/r) 
para varias densidades en la isoterma de ~'T/E. =- l.5 
y para dos va 1 ores de f1...; 0.9 y O.\ Para ha 
cer más fácil la comparación aparecen en esa misma 
tabla los valores obtenidos por TB. La tabla IV-3 es­
simil ar a la anterior. en ella se muestran los resul-
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tados obtenidos para tres temperaturas en la isocora -

de CSC:S-'3 = 0. b Finalmente en la Tabla IV-4 
se presentan los valores de ,.('f'/cr) para un punto de 

alta densidad y baja temperatura; ~<r'3 =O. gs y 

RT /E:=- O. "i~ y se comparan con los de Mandel 
et' al. (ll) En la obtención de los datos de las dos 

últimas tablas se utilizó o<.=O.C\ 

Al ipual que para el GM podemos. a la vista de 
los resultados mostrados en las Tablas IY~2-4. concluir 
que el método numérico presentado en .el Capitulo 11 
efectivamente produce soluciones de la ecuaci6n int~ -
gral PY. Nuevamente. el comportamiento de los coefi 
cientes es lo suficientemente simple como para poder -
efectuar interpolaciones. En la Fig. IV-5 se puede ob­
servar ese comportamiento para los cinco primeros coe~ 

ficientes 8.,,,. a la temperatura RT /E::-=- L-S con-
Ol = \.\ . En las tablas IV-5 y 6 se r;eportan los 

valores de .\.& .... 1 _Y ~O-,..~ para varias densida-
des de esa isoterma con ot=-0-~ .Asi

0

mismo en las 
tablas IV-7 y 8 aparecen reportados esos mismos .conju.!!_ 
tos de coeficientes para varias. temperaturas en la is2 
cora. de ~<T3=0.b y con 1 a misma d.. En 1 a 
En la Fig. IV-6 se muestra el comportamiento del fac-
tor de 
dad. 

estructura 
Esta última 

expresión 

S (k) en su dependencia con la densi­
función fue calculada por medio de la 

- pece.) (4.4) 

a partir de los coeficientes (f""' 
lizó la relación (2.24). 

para ello se uti-
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IV.3.- Propiedades Termodinámicas. 

Las propiedades termodinámicas del flufdo LJ~ 
en la aproximación PY han sido calculadas, siguiend~ 

los pro~edimientos tradicionales, por varios de los au 
tores a los que hemos hecho referencia en este Capftu­
lo, (6,8,9,10,16) es decir mediante la relaci6n (1.22) 
para la energía interna, (1.31.)para la presi6n virial­
y finalmente mediante la relación (1.39) para la com -
presibilidad isotérmica. El cálculo de la presión vfa­
la energía, que para la aproximaci6n PY, probablemente 
por una cancelación fortuita de errores, es el q~e me­
jor se compara .con los resultados de simulación ha si­
do menos utilÍzado(l 3 -1 5 )_ 

En esta sec.ción nos proponemos llevar a cabo 
una comparación de esas propiedades en algunos puntos 
de la isoterma RT/~=LS con los reportados por TB(B)_ 
En la obtenci6n de las cantidades mencionadas se .haa­
util izado _en diversas formas algunas de las ventajas­
proporcionadas· por el método numérico de soluci6n 
OSE. Iniciaremos nuestras comparaciones con la ener­
gía interna configuracional. En la segunda columna de 
la tabla IY-9a0SE1, aparecen los resultados para esa­
cantida~ utilizando la ec. (1.22) .en cuatro densida 
des de la isot~rma mencionada. Es conveniente recor -
dar, ~ue debido a que el método QSE proporciona ex 
presiones cerradas para )as funciones de correlaci6n, 
en la integración numérica que es necesario h~cer pa­
ra aplicar la ec. (1.22), no se requirió interpolar, 
como tampoco fué necesario en la utilización de las 
expresiones similares para la presión y la compresi 
bilidad. La tercera columna de la misma tabla, OSE2, 
da los resultados para esa cantidad, cuando ha sido 

4.12 



utilizada la expresión (2. 19). Por supuesto, parºa 
e:llo fué necesario calcular antes los valores de· las-
i.ntegrales P.,.I~ y ~~~ para cada densidad, 
asignándoseles a cada conjunto el " cutoff " Xo co­
rrespondiente. Los valores obtenidos para esas inte -
grales aparecen en la tabla IV-10. Los resultados para 
~a energía muestran una buena concordancia con los de 
TB, pues siempre difieren de estos en menos de 1% y -

es interesante observar que la concordancia aumenta 
con la densidad. Los resultados obtenidos por la ex -
presión (2.19}, OSE2, son ligeramente mejores que los 
obtenidos por la expresión (1.22), OSEl, aunque las -
d~ferencias sean tan pequeftas que pueden considerarse 
esencialmente iguales. De cualquier fprma, es impor -
tante mencionar que la energía interna es una funci6n 
poco sensible a la forma precisa de la funci6n g(r). 
~diferencia de ella, la presión resulta ser una fun­
ción mucho más ~ensible. Pasaremos ahora a considerar 
a ésta última. Los val ores de P'fl/'!. obtenidos por m~ 
dio de la ec. (J..31l)se muestran en la segunda c~lumna 
de la tabla IV-11 En"la tercera coTumna aparece esa~ 
misma cantidad obtenida a partir de la ec.· (2.18) y -

utilizando los valores de l"as integrales 13-¡:0 y 

f?>..L..,. de la tabla IV-J.2. La concordancia con l_os 
resultados de TB es mejor que el J.% y nuevamente au-­
menta con la densidad. 

Es oportuno hacer ver, que la única depen 
~encia con densidid y temperatura de las integrales-­
Io e I,,. que se encuentran en la expresión para la 

~· I' presión (2.J.8), o de las lo e ,.. de la expresión 
para la energía interna (2.19), está en el valor de-­
"' cutoff ""1-e Es interesante.'·por lo tanto, estudiar 
en que medida podemos obtener valores razonables de--

4.13 



,·, 

las propiedades termodinámicas ~ejando un " cutoff ·~ 
fijo, independiente de la densi_dad. En la última co -
lumna de la tabla IV-9 damos los resultados del cál 
culo de la energfa interna, OSE3, con la expresión 
(2.19) cuando se ha utilizado, para las cuatro densi­
dades, el valor de '/.0 que corresponde a ya--s-= o.~ 
Las cantidades obtenidas son esencialmente idénticas­
a ·los de la columna anterior. Este resultado implica­
que la dependencia fundamental no explfcita, de la 
energi~ interna"en la ec. (2.19) con la densidad, se-
encuentra en los coeficientes V\"' Tal comportamie!!_ 
to se debe manifestar enla casi total ~onstancia de la~ 

n. ...-o' Y ll. ,...,..• integrales ,-~ 1~~ Un estudio similar-
para la presión yroduce los datos de la última colum­
na en la tabla IV-11. Nuevamente, éstos son esencial­
mente idénticos a los de la tercera columna de la mi~ 
ma tabla. Lo anterior presenta una ventaja práctica 
evidente, pues basta tener 1 o_s valores i\.V\ en su depe!!_ 
dencia con la densidad·y la temperatura, para poder -
caJcular energia interna y presión con una precisi6n­
considerable y un esfuerzo mtnimo. 

Analicemos ahora los resultados obtenidos p~ 
ra la cantidad asociada a la compresibilidad isotér -
mi ca, (b (O\>~f3)T . A 1 igual que para 1 as can ti da des 
termodinámicas analizadas antes, para su cálculo exi~ 
te"n ·varios caminos. El más común de ellos es e·1 de la 
aplicación directa de la ec. (1.39). En la primera C.Q. 

lumna de la tabla IV-13 se dan los resultados calcul~ 
dos por TB siguiendo ese camino. La segunda columna -
marcada como OSE!, contiene los resultados de la mis­
ma integral con la C (r) obtenida por el método OSE. 
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La .... 1:t1screpancia entre ambos resultados. que es apare·n­
te:~~se debe al hecho de que esta ·es la cantidad más 
ser1i".fble a los defectos en las funciones de correlaci6n. 
En':;.fl.articular es .especi·almente dependiente del compor-
·tamiento a largo alcance, es decir. de la cola " de 
la función h(r} para cuya representación la base de 
Hermite es incapaz. En la obtención de los datos en la 
te'rcera columna de la Tabla IV-13 se ha utilizado la 
expresión (2.22) en términos de los coeficientes C1ft 
y las integrales 'I~ cuyos valores aparecen en la tabla 
IV-14. Estos dós conjuntos de valores son consistentes 
entre sf. Finalmente. en la última columna de la ta 
bla IV-13, marcada como OSE4, aparecen los resultados­
obtenidos por medio del valor en ~-O del factor de e~ 
tructura. s-'(o) . 
dentes con los de 

Estos últimos son totalmente 
la columna anterior. 

coinci-

Haciendo un resumen de los valores obtenidos­
para las tres propiedades calculadas, diremos que los­
de energía interna y presión son muy razonables y que­
para su obtención el método OSE presenta ventajas de -
cálculo excepcionales. En ese sentido, la posibilidad 
de utilizar valores fijos para las integrales {?»Io 
y f!»I..,. de la fórmula de la presión. o para las 

. a-' P.»I~ · y ,~J.."' de la fórmula de la energfa, merece 
ser estudiada con más detalle. Por otra parte,· las dis 
crepancias obtenidas en la cantidad f->('C>",lc)15),. no-:=-· 
son de· sorprender pues de 1 as tres reportadas es sin 
duda alguna la cantidad tra~icionalmente más dfficil 

.de obtener correctamente. Sin embar~ el hecho de que­
la.s integrales "I.;: sean exclusivamente dependientes­
d~1~0potencial de iteración y de la base de funciones­
ut-mizadas, da al cálculo de esa cantidad por medio 
de la ec. (2.22), un interés práctico adicional. 
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TEXTOS DE LAS FIGURAS. 

FIG. IV-1.- Función radial de distribución para el po­

tencial LJ(12,6). S>O-'l=-o.Co ,.T*= \.S 
OSE (30 coeficientes, O(. =l .1.) ,-;Throop y· 

Bearrnan (Ref. 8). o. 

FIG. IV-2.- Converpencia de las soluciones para el po­

tencial LJ (12,6). '1fT~ es la función -
radial de distribución de Throop y Bearman 

(Ref.8) y C\"N es la Misma función calcu­
lada con el Método OSE. Los puntos dan los 

máximos de 1 a des vi ación 't""tS - ~OS"t:. 
e,NT=27; o Nr=29; + NT=30. La _desviación 
oscila entre cero y sus máximos dentro de 

las bandas mostradas. 

FIG. IV-3.- Función directa de cor·relación para el pot!U!_ 
cial LJ(12,6). c(r) de PY. para tres ternpera­

t !;! ras a r•1= o . 6 • • • T* =o • 8 ; * o • T* 1 • o ; X • 

T =1.4. ---, •1sl\ con d=Q"° a T =1.4. 

FIG. IV-4.- c(r) a cuatro densida~es y r•=l.S calculadas 

de la solución OSE a la ecuación PY. 

FIG.IV-5.-

FIG. IV-6.-

Dependencia con l~ densidad par~ los prirne­

ros coeficientes 8"' (1:11..=l.l) para
0

elcaso 
* L J ( 1 2 • 6 ) a T= 1 . 5 . 

Factor de 

des. Caso 

estructura ~(k) para tres densida­
L(12,6), T*= 1.5 con OC.=1.1. 
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TABLA l V- 2 

<tl,.) ~ 'tJT = '!,CJ , , ... = \. S" 

~cr1'= o.'.2.. ~<r"'So= º· ~ ~ c:r'!.= 0.'5 ja-'-=- o. (o 

r/tr 0.9 l . l TB 0.9 l . l TB 0.9 l . l TB 0.9 l , l TB 

l. o 1. 034 1.034 1.054 1. 12 o 1. 121 1.140 l. 223 1.226 1.244 1. 3 79 1.386 1.402 

l. 1 l. 933 l. 91 3 l • 91 7 l . 943 l. 930 l . 924 2.017 2. 004 l. 997 2. J 3'5 2. 118 2. 114 
l . 2 1.702 1.710 l . 723 l. 609 l . 61 7 l. 624 l . 59 7 1 . 606 1. 609 1.593 1.603 1. 603 
1. 3 1. 434 l. 41 5 1 . 42 7 l . 2 91 1.280 l. 284 l. 2 36 1 . 226 1 • 2 30 l . l 7 5 l. 161 1 . l 70 
1 . 4 1. 21 7 l. 22 5 1 • 228 l . 070 l • 077 l . 076 l. 007 1 . 014 l . o 11 0.937 o. 94 5 0.940 
1. 5 l. l 14 l . lo o 1 • 11 l 0.969 0.963 0.966 0.906 o. 902 o. 904 0.841 0.839 0.840 
1. 6 l. 038 l. 042 1 . 046 0.913 0.917 0.917 0.862 o. 867 0.865 o. 81 6 0.822 0.817 
1 . 7 1 • 01 7 l. 007 1. 016 0.910 0.905 0.908 0.872 o. 870 o. 870 0.843 0.846 0.842 
1 • 8 1.002 1. 002 1 . 008 o. 92 3 0.925 o. 927 0.903 o. 901¡ o. 906 0,897 0.901 0.899 
l . 9 1. 01 8 l. 008 1 • 01 B 0.969 0.963 0.967 0.966 o. 961 o. 963 0:982 0.978 0.979 
2.0 1.033 l. 030 1 .038 l . 01 4 l . 01 4 1 . 01 7 l. 028 1 . 028 ·1 • 030 l. 060 1.058 1 . 063 
2. l 1.054 l. 046 1.056 l . 05 5 l. 048 . l . 05 3 l. 074 1 • 066 1·. 071 1 . l 07 1.096 l • l 03 
2.2 l. 058 l. 054 1. 062 l. 05 7 1 . o 56 1. 059 l . 066 1 . 066 1. 069 l. 079 1.078 1. 083 
2.3 l .·052 l. 046 1. 05 7 l . 044 1.040 l . 045 l. 043 1 . 038 1.042 l. 039 l. 030 1. 036 
2.5 1. o 31 l . 030 1.038 l. 005 1.008 1.008 0.990 o. 993 o. 991 0.970 0.973 0.970 
2.7 l. 019 l. 016 1. 024 0.992 0.992 0.994 0.980 0.983 0.981 0.970 0.983 0.972 
3.0 l. 014 l. 001 1.018 l. 003 0.999 1.005 l. 004 o. 999 1 . 005 l • 01 l 1.000 1 • 011 
3.5 1.006 l. 000 l. 012 l . 001 l.ººº l. 004 0.998· 1. 000 1.000 0.994 1.000 0.994 

• 
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TABLA IV -'3 ·: : 

't" (X') S'<r?.= º·· b . !> 1'l., =-~o , ot..=0.C\ 

RT/e = 1. '-+ RT/€-:: \.~- k.T/r:= '-~ 

ria- 0.9 TB 0.9 TB 0.9 TB 

1. o 1.356 1; 373 1 . 3 31 1.339 1.303 1.330 
1 . 1 2. 178 2. 1 57 2. 22"7 2.206 2.283 2.263 
1 . 2 1 . 612 1. 623 1. 632. 1.644 1. 6 55 1. 667 
1. 3 1 . 1 76 1 . 1 7 o 1.176 1 • 1 7 o 1. 1 75 1 . 169 
1. 4 0.931 0.934 o. 9.24 0.928 0.916 0.920 
1 . 5 0.835 0.834 0.829 0.828 0.822 0.820 
1. 6 o. 811 0.813 0.806 0.808 o. 800 0.803' 
1. 7 o. 841 0.839 0.838 "0.837 0.836 0.834 
1. 8 0.896 0.898 0.895 0.897 o. 894 0.896 
1. 9 0.982 0.979 0.983 0.980 0.984 0.981 
2.0 1 . 06 3 1: 066 1 . 066 .1 ·, -06'9. 1. 070 1. 07_3 
2. 1 l. 112 1 . 1 08' l. 11 7 1 ; 114 1. 123 1 . 1 21 
2.2 ·1. 083 1. 087 1. 088 l. 091 1.094 1. 09 7 
2.3 1.039 1. 037 1. 040 l. 038 l. 041 1.039 
2.5 0.968 0.968 0.966 0.966 o. 964 0.963 
2.7 0.969 0.970 0.968 0.969 0.968 0.968 
3.0 l . o 12 1 . 01 5 1. 013 l . 01 6 l. 015 l. 018. 
3.5 0.994 0.993 0.994 0.993 o. 994 0.992 



TABLA I V-4 

r/ tT OSE 

l. o l. 849 
l . l 3.039 
l . 2 l. 44 7 
l. 3 0.813 
l. 4 0.586 
l. 5 0.652 
l. 6 0.707 
l . 7 0.859 
l. 8 0.956 
l. 9 l . l 33 
2.0 l. 2 38 
2. l l. 252 
2.2 l. 051 
2.3 0.-90.5 

2.5 0.882 
2.7 l. 000 
3.0 l. 05 6 
3.5 0.988 

MBB 

l. 7 59 
3.009 
l. 508 
0.784 
0.604 
0.623 

0.7115 
.0.838 
0.976 
l . l 24 
l. 264 
1.256 

··-1..063 
0.895 
0.874 
1.006 
l. 072 
0.969 

--·., 

·, 
'" 



TABLA IV -5 

8-r. ll 
\.,...=- \.S 

!) d.. =O.C\ 

~()"3 0.2 0.4 0.6 

.428936(+1) .100383(+2) .225362(+2) 

2 .110120(+1) .287138(+1) .732112(+1) 
3 .153373 .521299 .207105(+1) 
4 -. 763238 -.161835(+1) - . 2 3 7 88 2 ( + 1 ) 
5 -.102904 -. 219588(+1) -.329903(+1) 
6 -.116614(+1) -.245681(+1) -.360415(+1) 

7 -.101530(+1) - - 21 0901 ( +l.1_ -.279475(+1) 
8 -.785778 -.164892(+1) -.196800(+1) 
9 -.419484 - ~- 9 39 7 7 5 -.769413 

1 o -.511104(-1) -.281532 .176407 
1 1 .292135 .288896 .877921 
12 .491816 • 5 38699 .931157 
13 .537786 .491192 .510825 
14 .442407 .204948 -.196998 
1 5 . 315300 ·-' - 6391 08( -1} -. 67-1-146 
16 .222014 -- 214023 -.779097 

: 

17 .185242 -.215619 -.595631 
18 .162073 -.190312 -.413780 
1 9 .141886 -.161007 -.259851 
20 . 1 30897 -.114809 -.101066 
21 .138946 -.365743(-1} .838522(-1) 
22 .147800 .271000(-1) .191192 
23 .153063 .681315(-1) . 223436 
24 .157006 .947455(-1) .212703 
25 .162113 .112517 . l 76986 
26 .160197 .105073 .886885(-1) 
27 .155132 .888476(-1) .624639(-2) 
28 .149458 - 7046_18( -1) -. 618712(-1) 
29 .142813 ¡ .531271(-1) -.101932 
30 . 134244 

I 
. 346229 (-1) .129456 

1: 



TABLA IV-6 

~IS'~ 0_2 0_4 0_6 

-.106328(+2) -.163717(+2) --288201 (+2) 
2 -.669262(+1) -.842357(+1) -.125582(+2) 
3 -.251526 -.649050 -.139826(+1) 
4 .781059(+1) .810201(+1) -945927(+1) 
5 .778670(+1) _741104(+1) .746517(+1) 
6 .409014 -.226574 -.130339(+1) 
7 -.135499(+1) -.145968(+1) -.170018(+1) 
8 ·-268667(+1) - 2897 75 ( +1) . 356422(+1) 
9 . 966 364 _771289 _473493 

10 -.107421(+1) --112548(+1) -.131439(+1) 
11 .142616(+1) _158721(+1) .200242(+1) . - . ~:"' 

l 2 .360086 .257012 .620970(-1) 
1 3- -. 61"8219 : -.627550 ·- - 714557 
1 '1- .106699(+1) -115441(+1) .139836(+1) 
1 5 --233183 - . 3 3 7 7 38 --575662 
1 6 -.873526(-1) -.442638(-1) .292298(-1) 
1 7 _669761 .685817 .765786 
18 -.473422 -.537733 --708268 
1 9 . 379948 _447086 .608400 
20 .105312 .591695(-1) -.274809(-1) 
21 -.238459 -.230064 -.236058 
22 .437700 _458400 .534439 
23 -.267779 -- 302372 -.399000 
24 .167860 _197020 -269468 
25 . 953946(-1) _861150(-1) .729553(-1) 
26 --203642 --223290 -.282331 
27 .296830 - 346542 _471677 
28 --275048 -.349445 --521619 
29 -179671 .268285 .460945 
30 -.862960(-1) --175555 --362908 



TABLA IV- 8 

~ ' 
s:>u~= o.~ , o(-= o. °l 

~* 
\ 

0.9 l . 1 l . 3 

1 -.293183(+2) -.289703(+2) -.289008(+2). 

2 -.101504(+2) -.111905(+2) -.119858(+2) 

3 .794852 -.188420 - . 890901 

4 .127500(+2) .112681(+2) .102360(+2) 

5 .996307(+1) .893027(+1) .812360(+1) 

6 -.934942 -.104012(+1) -.117618(+1) 

7 -.252789(+1) -.219417(+1) -.192633(+1) 

8 .473898(+1) .418273(+1) .382622(+1) 

9 .156817(+1) .110499(+1) .751122 

lo· -.197525(+1) -.169814(+1) -.148845(+1) 

l l .250291(+1) . 227009(+1) .211936(+1.) 

l 2 .913293 .539668 .267641 

l 3 -.139163(+1) -.110085(+1) -.886743 

l 4 .190138(+1) .168400(+1) .1_52763(+1) 

"f5 -.246645 -.396418 ··-. 50302·2 

l 6 -.541534 -.290514 -.108865 

l 7 .142701(+1) .114248(+1) .933177 

l 8 -.881287 - . 820038 -.764692 

l 9 .469216 .542567 .585345 

20 .472980 .245463 .876554(-1) 

21 -.660474 -.478419 -.343796 

22 .821066 .707537 .616025 

23 -.315377 - . 369304 -.394521 

24 -.243806(-1) .117210 .209605 

25 .563372 . 342499 .187311 

26 -.760149 -.555285 -.402950 

27 .860710 • 705281 .579477 

28 -.730282 -.663486 -.592854 

29 .461399 .493380 .486620 

30 -.208673 -.311292 -.352275 



TA OLA IV-9 

f.>Vc 
' 

R:y~ =-1.5 
1'l 

S><J3 TB OS El ns E2 OSE3 

0.2 -0.9608 -0.9539 -0.9541 -0.9541 

0.4 -1. 7985 -1.7936 -1.7941 -1 .7940 

0.5 -2.2119 -2.2092 -2.2096 -2.2096 

0.6 -2.6276 -2. 6.2 61 -2. 6.266 -2.5266 
: 



TABLA IV - 1 o 

0r~ .> RT/e,=l.5 , o<.-=l.( 

~ 0.2 0.4 0.5 0.6 

o -.46784 -.46751 -.46718 -.46667 
.01460 .01466 .01472 .01481 

2 .11934 . 11984 .12033 .12107 
3 .40373 .40546 .40717 .40976 
4 . 5 38 98 .54180 .54463 .54888 
5 -.30919 -.30788 -.30656 -.30457 
6 -1.7925 -1.7943 -1.7960 -1.7987 
7 -1. 6622 -1.6633 -1. 6644 -1. 6661 
8 .08706 . 08891 .09076 .09356 
9 . 127 85 .12790 .12796 . 12804 

1 o -1.0202 -1 .-0219 -1. 0236 -1.0261 
11 -.15640 -.15513 -.15385 -.15192 
12 .37070 .37109 .37150 .37209 
13 -.68349 - . 68501- -.68661 - . 68897 
14 - ~ 0°6 l 5 9 -.06032 -.05902 -.05707 
15 . 311 36 . 311 36 . 31136 . 311 36 
1 6 -.58064 -.58183 -.58305 -.58487 
1 7 . 15202 . 15349 .15498 .15723 
18 .11677 . 11602 . 11 525 .11408 
1 9 -.46793 -.46830 -.46873 -.46933 
20 .33811 .33944 . 34063 . 34254 
21 -.16922 -.17033 -.17195 -.17403 
22 -.20275 -.20141 -.20129 -.20017 
23 .32415 .32585 .32466 .32503 
24 -.37337 -.37136 -.37551 -.37713 
25 .15035 .15751 . 15 304 .15509 
26 . 04 381 .05273 . 04 181 .04027" 
27 -.27696 -.26189 -.27650 -.27613 
23· . 30950 . 32 952 .31071 .31162 
29 - . 27293 -.25234 -.27527 -.27704 
30 . o 7 5 94 .09749 .07,844 -.08036 

,~·, 



TABLA 1 V- l l 

~(f"~ TB OS El 0SE2 OSE3 

0.2 0.6144 0.6192 0.6182 0.6189 

0.4 0.5567 0.5620 0.5609 0.5613 

0.5 o. 7 342 0.7402 o. 7 39 3 0.7393 

0.6 1.1491 l . l 5 30 1.1518 l.1518 

: 



TABLA I V-12 

(1T"' ' 
RT/t..::= \.S ., (i\=\.( 

~---~fT'?, 
n 

0.2 0.4 0.5 0.6 

o -1. 6087 -1.6152 -1.6216 -1.6312 

1 -1.5786 -1.5830 -1.5874 -1.5939 
2 -13.980 -14.016 -14.051 -14.104 
3 -54.791 -54.915 -55.039 -55.224 
4 -108.18 -108.38 -108.59 -108.89 
5 -86.692 -86.786 -86.881 -87.024 
6 37.699 37.828 37.957 38.150 
7 90.748 90.826 90.905 91. 023 
8 -13.966 -14.099 -14.232 -14.432 
9 -40.723 -40.727 -40.731 -40.736 

10 52.367 52.488 52.610 52.792 
11 1 2. 668 12.577 12.485 12.347 
12 -40.473 -40.502 -40.530 -40.573 
1 3 36.644 - 36.756 36.869 37.038 
14 7.4480 7.3562 7.2632º 7.1233 
15 -31. 890 -31.890 -31. 890 -31.890 
16 35.626 35.712 35.799 35.930 
1 7 -8.1607 -8.2665 -8.3739 -8.5352 
18 -1 6.856 -16.802 -16.747 -16.664 
19 32.732 32.760 32.789 32.832 
20 -23.814 -23.906 -23.996 -24.133 .. ,. 

21 5.4322 5.5241 5.6286 5.7776 
22 17.022 16.957 1 6. 91 7 16.837 
23 -26.198 -26.249 -26.234 -26.261 
24 23.891 23.899 24. 045 24.161 
25 -8.4384 -8.6649 -8.6320 -8.7788 
26 -7.8466 -7.9979 -7.7029 -7.5928 
27 21.1152 20.767 21. 082 21. 055 
28 -23.043 -23.522 -23.130 -23.195 
29 16.813 16.409 16.981 17.108 
30 -3.1 666 -3.7113 -3.3468 -3.4841 



TABLA IV- 1 3 

(3 (~)T Rl/G-=- l.S , 
~cr TB OS El os f2 s'c o> 

0.2 0.3334 0.4546 0.4528 0.4528 

0.4 0.5761 0.8143 0.8074 0.3074 
' 

0.5 1.3123 1.6115 1.6115 1.6116 

0.6 2. 8 58 7 3.2659 3.2399 3:2393 



TABLA IV-14 

RT/t, = 1.5 .., e{=\.\ 

n 0-\\ _l_Y\ 

1.3313 
2 l. 6305 
3 l. 82 30 
4 1.9691 
5 2.0885 
6 2. l 904 
7 2.2799 
8 2.3599 
9 2.4325 

10 2.4992 
l l 2.5609 
l 2 2.6185 
13 2.6725 
14 2.72;34 
15 .2·.7716 
l 6 2.8174 
17 2.8611 
18 2.9029 
l 9 2.9429 
20 2.9814 
21 3.0184 
22 3. 05 41 
23 3.0886 

'· 24 3.1220 
. 

25 3.1544 
26 3.1858 
27 3.2163 .. 
28 3.2459 
29 3.2748 
30 3. 3029 

. ., 



V.- Lennard Jones Repulsivo(LJR) 

V.l - Antecedentes. 

En toda teoría de perturbaciones del estado líqui­
do es indispensable la elección de un sistema de 
refere.ncia con potencial '\l..(."f') En cada caso es 
necesario escribir al potencial\).('("') en cuestión 
COIT'O 

( 5. l) 

en donde '\l.,{'<') es el potencial de perturbación. 
Cuando se tratan potenciales con coraza repulsiva 
impenetrable, la elección 'U.J~)COIT'O el potencial de 
esfera dura'es directa. Sin embargo en el trat~ 
miento de potenciales con coraza blanda aparecen -
varias posibilidade~( 1 • 2 • 3 ). En particular ~eeks, 
Chandler y Andersén( 4 ) y Gubbins et. al.( 5 ) esco­
gieron para el potencial LJ (12,6). \A.{t") que 

En la 
en e1 
que 

UoC.i')= '\).(r') + €; ~ '(" <. ~-- > 

=O ' '(' ~ ~llM.. (5.2) 

elección anterior 
mínimo de U.('<') 

R..,.= X'-r es el va 1 o r de r 
Con esa elección resulta 

, 'U,l't') = - E: 
=·u ('f') ~ (5.3) 

Al potencial \A0 (f') definido en (5.2) suele lla­
mársele "Lennard-Jones Repulsivo"(LJR}y el conoci­
miento de sus propiedades es esencial si se util~­
za como sistema de referencia. Por esta razón es de 

V. l 



V. 2. -

interés el cálculo de las funciones de correlación 
de este sistema. Verlet( 6 ) y Schofield(?) han obt_g_ 

nido esas f~nciones mediante el método de Dinámica 
Molecular para alpunos puntos del dia~rama termodi­
námico mientras que Barker y Henderson(B) utiliza­
ron el método de Monte Garlo con el mismo propósito. 
Por otra parte Chandler y Weeks( 4 ) y Gubbins et. al. 
(S) hicieron cálculos de perturbaciones en los que 
tomaron a la solución PY de esferas duras como re­
ferencia.· Estos cálculos fueron posteriormente co­
rrepidos por Verlet y Weis( 6 ) para elimina~ los 
efectos introducidos por el uso de 1a aproximación 
PY para esferas duras como sistema de referencia. 
Las soluciones de la ecuación intepral PY para el 
potencial LJR son escasas en la literatura. 

Aplicación del Método OSE al potencial LJR(lO)_ 

El método OSE, planteado en el capítulo 11 y apli­
cado a los sistemas Gaussiano y LJ en los capítu­
los III y IV respectivamente, fué también usado 
.para obtener soluciones de la ecuación PY del si~ 

tema LJR. 111 ipual que en el caso de LJ se utili­
zaron 30 coeficientes en los desarrollos (2.1) y 

(2.2) para obtener una precisión mejor del 1% pa­

ra varios estados en los intervalos f0-~0.1't'f".Y 
RT/€.~O~-=l-1..C\ En la Fip. V.-1 presentamos la 

comparación ~e los resultados obtenidos para la 
función p(r) en un punto de densidad intermedia, 

_y>0-3=0.'TS" y alta temperatura, RT/E;=-\.5"52., 
con los obtenidos mediante teoría de perturbacio­
nes a partir de esferas duras y utilizando el mé-

V. 2 



todo de Barker y Henderson para el cálculo del diá­
metro efectivo. En la Fig. V-2 se muestran resulta­
dos similares para un pun-to de alta densidad. j<r,= 

o.8'+"H:, y baj_a tel'T'peratura. RT/c;= 0.':1-49 . En esta 
últil'T'a fiqura se muestran también los resultados de 
Dinámica ~olecular(?) y de perturbaciones utilizan­
do el diámetro efectivo a la manera ~e Barker y 
Henderson y a la de Weeks¡ Chandler y Andersen. En 
ambas· gráficas se ve que la concordancia de los re-

· sultados de perturbaciones con la soluci6n PY es 
muy buena. debiéndose esto tal vez a que los prime­
ros fueron obtenidos utilizando a la soluci6n PY 
~e esferas duras como sistema de referencia. Esta 
coincidencia sugiere la posibilidad de utilizar a 
la solución PY del sistema LJR como referencia en 
cálculos de perturbaciones. Dicha ·posibilidad se -
ve_reforzada por el hecho de que la aproximaci6n PY 
es muy buena para este sistema. Lo anterior puede 
verse en la Fip. V-2. pues la concordancia entre 
la solución PY y los datos ·de Dinámica Molecular es 
excelente. Este resultado confirma lo expresado en 
Capitulo I cuando se afirmó que la aproximación ~y 

es buena para potenciales repulsivos. En la Tabla 
V- 1 se dan los valores de los coeficientes 
8"' ~ para el estado de ~CI"~=O-~'+'-\-b 

,,. y R\ /E= o.::¡...:2_9 Al i~ual que para el MG 
y el LJ la variación de esos coeficientes con 
temperatura y densidad es sencilla. Es interesan 
te también la comparación de las funciones g(r) 
d e l os si t e ma s L J . L R J a l a mi s m a den s i dad y 
temperat~ra. En la Fig. V-3 se muestran las gr!_ 
ficas de.g(r) para ambos sistemas a la densidad 
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\ 

\ f<1"""3=o.<o y temperatura RT"/é= a.s 
Es evidente que la ._parte· atractiva en el potencial 
de interacción del sistéma LJ se manifiesta en una 
g(r) con p~cos más pronunciados que los correspon­
dientes al sistema LJR. 
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TEXTOS DE LAS FIGURAS. 

FIG.V.1.- Función ~adial,de distribución. ~(r). para 
' ~ 

el potencial LJR. R.T/E: -l."5':02.,S'CJ"'=O.'+S; 
o. aproximación PY calculada con OSE (30 -
coeficientes); --. resulta dos de la teorfa 
de perturbaciones a partir de la g(r) de e~ 
feras duras usando el diámetro efectivo a 
la manera de Barker y Henderson. Ref. 5. 

FIG. V.2.- Función radial de distribución.g(r). para -
el pote_ncial LJR. RT/é=0.":'1:2.,q, fcr!:.o.1'f%• 
--;; aproximación PY calculada con OSE 
(30 coeficientes. O(= 1.1 ) ; • datos de Di­
námica ~olecular tomados de Ref. 59 
resultados de perturbaciones con· diáme•tro 
de WCA; ----. con diámetro BH. 

FIG. V.3.- Función radial de'distribuci6n. ~(r). para 
los sistemas LJ y LJR a la misma densidad 
y ·temperatura; R..T /€=-1.S-, yc::r~=O.". 
----. LJ; --- RLJ. 
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TABLA V. 1 

LJR; ~0-3 = 0.'8'-t'+b , R.T/& =. 0.~!2._9, O(.=\.\ 

V'\ 8 "'.' a-"' 

\ 
1 

2 

3 

0.166193(+3) '-0.172812(+3) 
0.103448(+3) - o • 111 00 7 ( + 3) 
0.649319(+2) -0.706724(+2) 

4 o. 317550(+2) -0.307663(+2) 

5 0.125615(+2) -0.194360{+1) 

6 0.625363 ·0.120363(+2) 

7 -0.375343(+1) ·º. 4 2 5 411 ( + l ) 
8 -0.541463{+1) -0.613616(+1) 

9 -0.476435(+1) -0.229815(+1) 

10 -O. 376695{+1) 0.488103(+1) 

1:t -0.207726(+1) -0.531463 
12 -0.611926 -0.317068(+1) 

13 0.912725 0.239459{+1) 
14 0.202179(+1) 0.674330 
15 0.290275{+1) -0.243392(+1) 
16 0.318804{+1) o·.166797(+1) 

17 0.292612{+1) o. 31 3811 
18 0.185458{+1) -o·.163090(+1 > 
19 0.30~716 0.145521(+1) 
20 -O. 1 23266 (+l) -O. 267061 
21 -0.214;403(+1) -0.896481 
22 -0.234227(+1) 0.129240 
23 -0.196035(+1) -O. 843148 ,. 24 -0.146747(+1) -0.548832(-2) 
25 -0.973482 0.692060 
26 -o. 443319 -0.895862 
27 0.183634 0.609823 
28 o. 767870 -0.417748(-1) 
29 o.1~8468(+1) -0.518902 
30 o~ 1.14944(+1 > 0.867567 



1 

1. 

VI.-SOLUCION DE LA ECUACION PY EN LA 
I REGION ESPINODA( DE UN FLUIDO LJ. 

1 
V.1.- Re!)ión Espinodal de la Transicic5n L1'quido- Gas. 

Considérese la transi'c.ión de primer 6rden que 
se lleva a cabo en un !)as que es comprimido isotér­
mi camente a una temperatura inferior a la cr1'tica. 
Una vez que se llega a cierta densidad p~ . el gas 
empieza a condensarse en un lfquido de mayor densi­
dad fL Este fenómeno. que se realiza a pres16n -
constante, está representa4o esquemáticamente eri la 
Fi~. VI-1.a) En los estados de densidad intermedia. 
o,,, o<:. O coexisten en equilibrio estable las :J"o::: ,. - _,.._ • 

fases 11'quida y vapor·a la presi6n de saturaci6n Pcr_· 

Experimentalmente se demuestra que baj-0 cier­
tas condiciones es posible comprimir al gas hasta 
una presión superior a p~ sin que se produzca de 
inmediato la condensación. A esos estados del gas 
se les conoce con el nombre de ~vapor sobreenfria­
do". De manera menos fácil es también posible la 
obtención del liquido sobrecalentado" a una presi6n 
inferior a Pv Ambos son estados metaestables del 
flufdo, pues basta una perturbación interna o exte~ 
na lo suficientemente grande para que decaigan al 
estado de dos fases que les corresponde. Los esta­
dos metaestables, a pesar de carecer de estricta 
estabilidad termodinámica, pues les corresponde 
siempre un estado estable de dos fases con menor -
energia·l,b~e. poseen la propiedad de ser unifor~es 
en densidad. 
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Otro hecho experimental importante es el de que 
no es posible cruzar l~ re~i6n de dos fases por una tr~ 
yectoria de estados metaestables. Esto quiere decir que 
metaestabilidad se va reduciendo gradualmente conforme 
el sistema se adentra en la región de dos fases, hasta 
llegar a una re9ión de completa inestabilidad. Una vez 
allí, el sistema se desdobla inevitablemente en dos fa­
ses coexistentes en equilibrio. 

Es posible afirmar que la vida media de los esta­
dos estables es infinita, ~ue la de los estados metaes­
tables es finita y que los estados inestables tienen 
vida media nula. 

Por otra parte, la interfase que separa a un lí­
quido que coexiste con su vapor no es infinitamente -
abrupta; es una región del fl uído en la que p .cambia 
repentina pero continu'amente desde la densidad P... a 
la densidad pG.se trata e'ntonces de una no uniformidad 
en el flu~do que no es suceptible de ser estudiada por 
la Mecánica Estadística de los flu,dos uniformes. De 
lo anterior nace la necesidad de desarrollar teorfas 
ad. hoc. para ese tipo de sistemas. En las teorfas 
de los flufdos no uniformes es necesario tratar esta­
dos de equilibrio con una densidad para la cual hay 
más de una fase. Por esa razón, en esas teorías apare­
ce la idea de asociar a estados de ~a región de coexi~ 
tencia un fluido uniforme a la mis~a temperatura y con 
la densidad media del estado de dos fases. Otra forma 
de expresar lo anterior es hablar de la "continuación 
analítica" de la ecuación de estado en la región de 
dos fases.~A pesar de que la validez de esa idea ha si 
do puesta ·~n duda(l) hay dos indicios de la existen­
cia de ese flufd~ unifor~e. El primer indicio es el 
resultado del "ex~erimento" 

Hansen y Verlet< 2 . 
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1 
En esa simulación de computadora Hansen y Verlet 

constriñeron a un flufdo LJ a ser siempre uniforme en 
la repión de dos fase~. De esta manera encontraron un 
camino reversible para unir los estados líquido y vapor 
a ambos lados ~e la curva ortobárica. Las isotermas asf 
obtenidas para el diaQrama ~ v.s. 9 • son del tipo -
Van ~er Wa~ls. El segundo indicio< 3 > corresponde al he­
cho de que las teorfas de perturbaciones del estado lf. 
quido puedan predecir con éxito la regi6n de transición 
cuando utilizan como sistema de referencia a un fluido 
uniforme de esferas duras. Es decir. usando teoría de 
perturbaciones es posible calcular la "continuación 
analítica" de las funciones termodi~ámicas en la región 
de· dos fases. En la figura VI-lb) se muestran las re-
giones metaestabl e _ l~ )"T '":> O • e inestable. 
(*),<.O . de una isoterma·típica. Aparecen 

también en ella los dos puntos espinodales o espinados. 

(~) ==-O o:g T " 

En isotermas de Van de.r Waals ·es siempre posible 
emplear la construcción de Maxwell para determinar la 
presión de equilibrio en la región de dos fases y por 
lo tanto. la curva ortobárica. Fig. VI-2.-a). Esa 
construcción· corresponde al trazo de una 1 ínea recta 
conectando los puntos con f~ y s>cr en la gráfi-

.ca de enerciía libre de Helmholtz F. Fig. VI-2-b). En 
' esa gráfic~. la región inestable se distingue por te­

ner una f~)./-0 . mientras que a los espinados les -
correspon'áe una l~),.:-0 En 1 a Fi g. VI-2. -e) apa­
recen la curva ortobári ca y la curva es pi nada l. Es'ta 
última es el lugar geométrico de los espinados y a su 
interior s~ le conoce como "región espinodal". 

VI. 3 



VI.2.- Teorfa de Va~ der Waals. 

En el aí'lo de 1894 Van der Waa1~< 4 > propuso una -
teoría de la térmodinámica de los flufdos no uniformes 
que posteriormente fue retomada y extendida por Cahn y 
Hilliard(S). Considérese un sistema no uniforme de vo­
lumen V a te~peratura T, caracterizado por una densidad 
local de partfculas §>{r). Las propiedades de equili­
brio de este sistema, a volumen y temperatura constan­
tes, se pueden determinar minimizando la ener~fa libre 
de Helmholtz total GJ:". 1 a cual es a su vez una funcional 
de 9 (~) . Definiendo a ~(r) como la densidad de -
energfa libre en la posici6n r del flufdo, podemos 
escribir a Gf" como 

cq: · ~ ~<r>a-r 
y . (6.1) 

Ahora bien. si ~+[_~ (r'>J denota 1 a densidad 
de enerpfa ltbre de Helmholtz de un flufdo uniforme de 

' den si dad S> = N/,.,- • constreí'li do a ser una fase 

,. 

en la repión de dos fases, Van der Waals supuso que 

La constante A puede depender de la temperatura pero 
no de S'('("°) . Es evidente que la existencia de la 
función ~"'°(_s>(~>J está supeditada a la validez de la 
"continuación analítica" comentada en la sección ante­
rior. Por.otra parte, el término (..V-)>0'")1'2.. de la 
teorfa de Van der. Waals es el primero de lo que debía 
de ser una serie infinita(l) en potencias y productos 
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de las derivadas de p(f9) . Por esta raz6n se piensa 
que esa teorfa es válid' sol~mente cuando las variacio­
nes en la densidad son pequeñas en grandes extensiones 
del fl uf do . 

. Más recientemente. Abraham( 6 ) desarrolló la llam~ 
da"t~orfa generalizada de Van der Haal~" en la que 

~(~).:.. ~+l«3Ci'~)] + 
flr'> J. (.J><r~+r')- ~<~D 1f+(r·~ }(r>) 'U.(r'JJ..~,3 > 

'2... V 

radial de dis-en donde ,+( r', ~(r)) es 1 a func i6n 
tribuci6n del flufdo·uniforme a ~a densidad f(r) y -
'\l.{~) es el potencial de interaccfón entre pares. La 
expre~i6n de Van der Waals(6.2) puede ser obtenida de 
la ec. (6.3) por medio 
funci6n s> (r+r') 

de un desarrollo· de Tay1..g,r dé la 
a 1 rededor del punto r trun 

[ 'lSJ(r)):a:.. con esto. -cado hasta el término 
la constante A puede ser identificada como 

(6.4) 

,,. 
Del d~sarrollo anterior es posible entender mejor porqué 
la Teorfa de Van der Waals es válida solamente cuando 
hay variaciones muy pequeñas en la densidad sobre gran­
des extensiones del fluido. 
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, 

~I.3.- Estabilidad de un Fluido Ante Fluctuaciones. Infini­
tesimales de la Densidad. 

Como producto de una fluctuaci6n infinitesi­
mal en la densidad de un flui4o que inicialmente -
es uniforme. se da un cambio A~ en la energfa 
libre de éste. Considérese una fluctuaci6n infinit~ 
simal con forma de la serie de Fourier 

en donde .O 
~o 

Llevando a cabo 
·de 1 a den si dad 

es 
un 

.r. 

, (6.5) 

la densidad inicial del fluido. 
desárrollo de f'"(~) alrededor 

se obtiene que 

~-\~y~ -t(~0)+ls>-~o)(~+t._ ~ {Y-fo):L(~l~l , 
( 6. 6) 

donde el desarrollo ha sido truncado a segundo or­
den ante la suposición de que J- f. es pequei'la. 
El cambio fl ~ que ocurre en la ener!?fa 1 ibre del 
fluido es. se~ún las ecs. (6.5). (6.6) 
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en donde la función 'Ct(~) que resulta.es para la -
teor'fa de Van der l..faals. ecº.(.6.2). 

y para la teor'fa de Abraham. ec. (.6.3) 

• :CID 

~A(~) =4"~ (..cos(~w)- \J SL 0 Cw) clw 
D 

En esta última expre~i6n 

Cl1 

_il
0
tw) = r 'U.U) i+( ~, s>o) i J.."( 

IW\ 

(6.9) 

(6. lo) 

Es de notarse que la función <;f(2.)º es ;ejfre positiva 
y por lo tanto• en la repión en ~e ("'l>;.._) ~ O · • 

A '°l!\t 7. O para toda ti . 0 

En ese caso el fluido es estable ante fluctuaciones si­
nusoidales infinitesimales de cualquier longitud de onda • 

.,.Sin ~~bfrQo. dentro de la ·repión espinodal. en donde -
(~) .. '- O • el fluido es inestable ante fl uctu.!_ 

cion~l~infinitesimales.cuya longitud de onda sea mayor 
que una longitud crfti ca ).c.= ::tTI /Re. ta 1 que 

"t. l~) . (6. 11) 
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Para la teor'fa de V.an der Waals ~c.. toma el valor 

,'VclW- (6.12) 

.·.·, 

que es el resultado obtenido· por Cahn( 7 ) en su estudio 
de la descomposici6n espinodal. Para la 9eneralizaci6n 
desarrollada por Abraham • el cálculo de la ')...._ requi~ 
re resolver la ecuaci6n 

De acuerdo con todo esto. Abraham(J) calcul6 la ~c.. de 
un fluido LJ en varias combinaciones de temperatura y 
densidad dentro de la regi6n espinodal. 

En el tratamiento descrito aqu'f no hemos conside­
rado fluctuaciones en la densidad que sean grandes en 
magnitud y muy localizadas espacialmente. Este tipo de 
fluctuaciones~ altamente no- .li~eales. si son suficien­
temente ~randes. son las responsables de que un flu'fdo 

,en un estado metaestable decaiga en dos fases estables. 

VI.4.- Teorfa de la Opalescencia Crítica. 

En el punto crftico de latransici6n liqu'ido-ga·s. 
en donde las densidades de las dos fases que coexisten 

~ 
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~on iguales. la compresibilidad {~)-r y el calor -
.específico C ~ se vuelv_en infinitos. Conforme el s.iste­
¡ma se aproxilT'a al punto" cr1'tico. el menisco que separa 
\ª las dos fases.se vuelve difuso y su observaci6n dif1'­
'ci l debí do a una !lran can ti dad de 1 uz dispersada. Esta 
¡última se manifiesta como una completa opacidad cuando 
'el sistema llega al punto crítico. A ese fen6meno se le 
conoce con el nombre de "opalescencia critica". La teo-
rta de esta dispersión. que fué desarrollada por Ornstein 
y ~ernike(B). atribuye este fenómeno a que las fluctua­
ciones en la densidad se vuelven infinitas. Landau y --

\

Lifshitz (g) trataron el problema de la opalescencia crt­
tic~ aplicando la teorta de las fluctuaciones en la aproxi 

l
maci6n de Van der Waals. ec. (6.2). Ellos tomaron a la pro 
habilidad de ocurrencia de una fluctuaci6n que cause un -
cambio de energta 1 ibre· A~ como proporcional a 

: e-w.p·t- P-» b, 1)1] . Con esto se obtiene que el valor 
¡promedio del cuadrado del coeficiente ~ ·en la expr~ 
,si6n (6.5} está dado por ~ 

) (6.14) 

en donde para fluctuaciones estables. , 
Y ya que el factor de estructura S( k ) está dado por 

(6.15) 
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obtuvieron que 

(6.16) 4Su.t~) =- ~~ ('~) +- .p (~)\ 
o \ 'i>f .. o O-,,¿~ '} 

•. \ 

En donde cfv.l\IJ (k) es 1 a funci 6n ~ ( k) de Van der 
Waals de la ec. (6.8). Pa·ra la teorfa oeneralizada de 
Van der Waals desarrollada por Abraham< 6 >. el factor de 
estructura está dado por 

') (6.17) 

en donde la 'Cf111(.~) es1'.á definida por la ec. (6.9). En 
ambo~ casos. dentro de la re~i6n espinodal en la que · ( 'i";t) ~ O • 1 a ~ ex pres i o ne s ( 6 . 1 6 ) y ( 6 • 1 7) 

pre~icen fa existencia de un polo en el factor de estru~ 
tura. La localizaci6n de ese polo corresponde a la longi-

, tud crftica )..c.-=- 2."ill!c_ de las ecs. (6.12) y (6.13) • res­
pectivamente. 

Por otra parte, el f~ctor de ~structura que se ob­
,..tiene de la relación de Ornstein-Zernike, ec.(1.54) es 

\ 

'-~ct'e.) (6.18) 

R= 'Ec. en cuyo 
... 

ca su habrá un polo en si 

\ (6.19) 
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La existencia de un pol._o en el factor de 
ra ~=O es bien conocida para: el 

estructura pa­
punto crftico. 

Sin embarºo esa es una propiedad general de la cu~ 
va espinodal que es consistente con el hecho de que en 

·ella la compresibilidad isotérmica se vuelve infinita; 
ec. ( 1 . 41) . 

Recientemente Evans y Tela da Gama(lO) desarrolla­
ron una teoría de la descomposici6n espinodal por medio 
de la cual pudieron calcular la cantidad ~c. • Para 
hacer esto. llevaron a cabo una interpolaci6n(ll) de -
la función directa de correlación. c(r) basada en las 
soluciones a la ecuación P fuera de la espinodal. La 
validez de esa interpolación es cuestion~ble, pues como 
se mencionó en el Capítulo IV. la ecuación inte9ral PY 
aparent~mente deja de t~ner ~oluci6n para una amplia r~ 

gión del diagrama f- f e"n la parte inferior al punto 
crftico< 12 >. Por esta razón, los resultados de estos 
autores no se deben interpretar como una evidencia en 
favor de ·1a e~istencia de la "continuaci6n analftica" 
en la re9ión de dos fases. 

VI.5.- Aplicación 
Fluido LJ ,,. 

del OSE a la Región Espinodal 
{ l 3) 

de un 

En el Capitulo IV describimos la aplicación del 
método OSE al potencial LJ fuera de la reºi6n espinodal 
En esta sección presentamos los resultados de la aplic~ 
ci6n del mismo método para estados en el interior de ~­

esa repión dentro de la aproximación PY. 
~ 
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El método OSE permite representar a las funciones 
de correlación c(r) y h(r), ecs.(..2.1) y y (2.2). y a sus 
transformadas de Four·ier en forma continua •• En particu­
lar la transformada de Fourier de la funci6n directa de 
correlación c(r). está dada por 

t.J -
e(~)= L_ cr"' ~(R.) , 

(6.20) 

,._ 
en la que <:\>"'(~)son las 
base. Este resultado abre 
f~ctor de estructura S(k) 

transformadas de las funciones 
la posibilidad de calcular el 
según la ec.(6.18). De las so"". 

luciones obtenidas para la ecuaci6n integral PY. es po­
sible localizar los esoinodos de una determinada isoter­
ma por medio de la condición (6.19) para ~c.-.O. Sigui e!!_ 
do ese procedimiento ~e ap~ic6 el método OSE a varios -
puntos de la isoterma de RT/6= o.9 disminuyendo la 
densidad a partir de pcr~=0.95 Los resultados ob-
tenidos para el factor de estructura fueron nor·males eri 
el intervalo o.'1~ ~ 9<r3~o.iS". pero mostraron un polo 
en un cierto valor de~ para densidades en el intervalo 
O.OS~ _s:>0-3 6 0."3 . Esto permiti6 local izar a los es­
pinodos de la isoterma ~T /t::=O. 8 en los extremos de 
este último. Además, mediante la·identificación de_J; po-
sición del polo con la mapnitud del vector crftico Re_ • 
fué posible calcular la longitud de· onda critica Ac.-=lUf/~c... 
definida en la sección VI-3. En la Fi~. VI-3 se grafica 
el factor de estructura S(k) en la región en que presenta 
el polo para RT/~:=O.~ y pu-3= o.'1 La Fig.VI-4 
muestra _la~ !lráfica de la. variación con la densidad de la 
lonpitud c"rítica Ac. obtenida por medio de OSE y lasco­
rrespondi~ntes para las teo~ias desarrolladas por Abraham( 3 ) 
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y Evans y Telo da Gama(lO) a la temperatura de kt"l'é=O-~-
a -
de 

Puede decirse que los r~sul tados obtenidos para ~c. 

esa ternperatura,concuerdan cualitativamente con los 
Abraham, atribuy~ndose la discrepancia cuantitativa a 
la diferencia en los métodos de cálculo. Respecto a la 
comparación con los resultados de Evans y Telo da Gama 
podemos decir que coinciden casi exactamente cerca de la 
curva espinodal en pa3=0.b?> y se desvfan de ellos con­
forme disminuye la densidad. Esa discrepancia puede pro­
venir del truncado a 30 coeficientes en el método OSE, 
o bien del procedimiento de interpolaci6n usado por 
Evans y Tela da Gama. A pesar de que el método OSE en 
general ha demostrado cualidades mapnfficas de converpe~ 
cia, las soluciones obtenidas fueron perdiendo precisi6n 

conforme se adentraron en la región espinodal. Este he­
cho es atribuible al truncado a 30 coeficientes en los 
desarrollos (2.1) y (2.2). En la Fig. VI-5 mostramos los 
espectros de los coeficien·tes ~ en varios estados de 
la isoterma ~T/e,=O.~ En esos esoectros puede verse 
que para estados de alta densidad o bien para aquellos -
de la parte media de la repi6n espinodal, el despreciar 
las funciones base de n superior a 30 puede conducir a 
errores serios. Es por esa razón que en la Fip. Vl-3, la 
longitud crítica obtenida por el método OSE no es grafi­
cada para todas las densidades de la regi6n espinodal. 

,in la Fip. VI-4 se marcan también l~s posiciones de los 
espinados por medio de lfneas puntea¿as. Esas posiciones 
coinciden en forma muy precisa con las calculadas por -
Abraham(t:), que son 9cr"?.=o.10 y 0.63 para los espinados 
de las repiones vapor y líquido, respectivamente. 

Con ·o~jeto de estudiar la variación de la longitud 
crítica X¡ con la te111peratura se obtuvieron también so­
luciones para alpunos puntos de la isoterma de R.T/e.=O-C\. 
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\ 
E~ la tabla Vl-1 s~ dan los resultados para ambas isote~ 
mas junto con los valores obtenidos. para los mismos pun 
tos por Abraham(J). Del est~dio de esos resultados se --
puede concluir que. al menos 
comportamiento adecuado. es 
obtenida con el OSE aumenta 

cualitativamente. tienen el 
decir, la longitud crftica 
con la temperatura. 

Como conclusión del 
tulo. podemos afirmar que 
pe.rmi te obtener soluciones 
tepral PY en estados .de la 
en estados para los que la 

trabajo descrito en este Capf­
el método OSE afectivamente 
nu~éricas de la ecuaci6n in­
región espinodal. Es decir. 
inestabilidad mec4nica corre~ 

pondiente a una co~presibil idad isótermica ne~ativa, no 
permite al fluido permanecer en una_ fase uniforme. Lo aa 
terior puede interpretarse como un indicio directo de la 
existencia de la "continuación analitica" en la regi6n -
de dos fases. 

Vl.14 



\ 

:\ 

'1 

1 l} 

2) 

3) 

4) 

REFERENCIAS. 

B. Widom. Phase Tra~sitions and Critical Phenomena. 
eds. C. Domb and M. S. ~reen. P.79. Academic Press. 
New York( l 97·2) • 

J.P. Hansen and L. Verlet. Phys. Rev. Jj!L.151(1969). 

F.F. Abraham. J. Chem. Phys. §...1..2660(1976). 

J .• D. ·v~n der Waals. Z. Phys. Chem. ~.657(1894). 

l 
! 
J 
j 

¡ 
5) J.W. Cahn and J.E. Hilliard. J. Chem. Phys. 28.258(1958), 

¡ 
j 

6) 

7) 

8} 

9} 

10) 

11) 

l 2) 

J.3) 

f:.F .Abraham. J. Chem. Phys. ~.157(1975). 

J.W. Cahn. Acta Metall. ~. 795(1961). 

L.S. Ornstein and R. Zernike. 
A~ad. Wet. ll...793(1914). 

Pro·c. Sec. Sci. K. Med. 

L.D. Landau and E.~. Lifshitz, "Statistical Physics" 
Section 119. Pddison-Wesley. Read1np. Mass(l969). 

R. Evans and M.M. Telo da Gama. Mol. Phys. 38.687(1979). 

1 
! ¡ 

1 
¡ 

c. Ebner. W.F. Sam and D. Stroud. Phys. Rev. 
1 

Al4.2264(1976j 

1 

R.O. Watts. J. Chem. Phys. 48, 50 (1968). 

F. del Rfo and L. Mier y Terán. z..g_.5775(.1980). 

1 

l 
¡ 

VI-15 



TEXTOS OE LAS FIGURAS. 

FIG. VI-1. Isoterma de un flu.ido a una temperatura in­
ferio~ a la temperatura crftica Te. 
a) La Línea horizontal corresponde a la re~i6n 

de coexistencia lf~uido-ras. 
b) Isbterma tipo V~n der Waals. Se muestran en 

ella las re~iones metaestable e inestable. 

FIG. VI-2 Ecuaci6n de estado, ener~fa libre y dia~rama -
de fases para un flufdo de Van der Waals. 

FIG.YI- 3 

FJG.VI- 4 

F IG. VI- 5 

Factor de Estructura en 
En este caso el polo se 

lrt-r/e.==-o.s '1' ~cr~=o.~. 
encuentra en ~<r=O.\f<1l. 

Lonritud crftica )..~dentro de la regi6n espi­
nodal. Las lineas verticales marcan las posi­
ciones de los espinados obtenidos por OSE. Las 
cruces corresponden.a los resultados de Evans 
y Telo da Gama, ":t. en R~f.(10). 

Valores de \<r .... \ para los coeficientes del de­
sarrollo (2.1) para cuatro densidades de la -­
isoter~a de Rr/e =6.8.--.~s =0.775; 
---. 5»CT3 =o. so; - - - • ~crs =o. Jo; .... ,. ~o-~o.o~ 
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.TABLA VI - l 

~ • \_d , 
' 

RT/e.=O.~ RT/e.=-o.q 

ycr OSE A(3) ETG(lO) OSE A(3) ETG(lO) 

0.40 9. l 6 4.90 7.67 9.87 5.62 8.68 

0.45 9.23 5.24 8.25 lo·. 17 6 .15 7. 71 
' 0:50 9. 74 5.94 8. 98 11. 54 7. 27 8.98 

0.55 10.89 7.40 10.83 16.57 1o.13 l 3. 51 

0.60 15. 36 12.00 15.00 

,. 
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VII- CONCLUSIONES. 
.. c":~-.7-~';g~~.J. 

En el Capftulo 11 de esta tesis mostramos que los 
.desarrollos en funciones ortonormales para las funcio­
nes de correlación permiten convertir a la ecuaci6n in-
tepral PY en un sistema de ecuaciones algebraicas no li­
neales. El truncado de esos desarrollos a un número de 
coeficientes finito permitió obtener soluciones de una 
precisión mejor o al menos similar a la obtenida ante­
riormente por los métodos numéricos tradicionales. La 
confianza obtenida en la aplicación del método OSE a los 
modelos 6aussiano(MG) y Lennard-Jone~(LJ}, nos permiti6 
apl~carlo posteriormente a un modelo para el que no con­
·tabamos con soluciones de la ecuación PY para realizar 
comparaciones, el Lennard-Jones Repulsivo. El procedi­
miento iterativo utilizado para calcular los coeficien­
tes d~ los desarrollos mostró una ~ran independencia de 
los valores propuestos como iniciales. De hecho se hici~ 
ron corridas para las que los valores iniciales se toma­
ron iguales a cero y el procedimiento iterativo condujo 

,a las mismas soluciones que cuando se partió de otro es­
tado termodinámico de la vecindad. En la práctica la do­
ble iteración mostrada en el Capftulo 11, se puede red~ 
cir a una sóla 
do NT produce 

"8°pl i caci ón a 1 

cuando se sabe que un determinado trunca­
soluciones con la pre~isión deseada. En la 
potencial LJ no se encontró evidencia de -

la existencia de soluciones no ffsicas como las encentra 
das por Watts(l >.este punto es considerado para trabajo 
futuro. 

Laapl icación del método OSE al potencial RLJ permj_ 
ti6 lle9ar. a~ la conclusión de que la aproximación PY es 
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excelente para ese _sistema. Ese resultado supiere utili­
zar a las soluciones PY como referencia en una teorfa de •. 
perturbaciones. El comportamiento sencillo de los coefi-
cientes de los desarrollos con la temperatura y la densi­
dad perMite llevar a cabo interpolaciones para calcular 
en forma muy rápida las funciones de correlación de esta­
dos intermedios. La extrapolación mediante una técnica 
de Ne.-1ton-Raphson puede ayudar a encontrar más fácilmen.: 
te la solución para nuevos estados de mayor densidad o 
teMperatura que los ya resueltos. Además de lo anterior, 
ese comportamiento de los coeficientes permite el cálculo 
de derivadas del tipo{~)..que son importantes en los -
tra~amientos de fluido no uniformes( 2 >. La base de Hermi 
te ele9ida en este trabajo, parece ser ad. hoc. para el 
MIL Sin embarpo para- el potencial LJ mostró cierta inca­
pacidad para representar correctamente el comportamiento 
de lar90 alcance de las funciones de correlación. Este 
defecto puede ser corregido por medio de la elección de 
otras bases ortonormales. la base de funciones de La~ue­
rre, por tener un decaimiento· exponencial podría ser ad~ 
cuada. 

de un 
Respecto al estudio hecho en la 
fluido LJ, podemos decir que el 

región espinodal 
método OSE ha si-

do capaz de encontrar soluciones en donde los métodos 
numéricos tradicionales no lo han logrado hacer< 3 >. Con 
eso se demostró que la ecuación PY sf tiene soluciones 
en el" interior de la reaión espinodal. Esto es importa~ 
te dada la creencia general hasta el momento. de que la 
región en donde aparentemente la ecuación PY y otras· si­
milares no tienen solución coincide con la curva espino­
dal. la f~lta de coincidencia entre las regiones de "no 
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solución" y espinodal sólo se habfa encontrado para un -
sistema de esferas rfgidas con una adhesión s~perficia1< 4 ? 
ec.(1.64), en la aproximación PY. Lo anterior permite 
~onsiderar a la~ soluciones obtenida~ dentro de la re9i6n 
~spinodal como la primera prueba directa de la existencia 
~e la continuación analftica, por lo .menos en una región 
~arcial. requerida en las teorfas de los fluidos no uni-

l
~ormes. Sin embar?o el trabajo en esta dirección no est§ 
terminado. En particular debe hacerse un esfuerzo por me­
~orar la precisión de los resultados obtenidos en el in­
~erior de la región en donde PY no tiene solución y des-

l
~ubrir si e. xisten isotermas que se continúen a través de 
toda la reoi6n espinodal. Esta última posibilidad es la 
que'se supone en la teorfa de Van der Waals-Cahn Hilliard. 

l Finalmente, queda a un trabajo posterior la exten­
i6n del ~étodo OSE a modelos de moléculas no esféricas. 

La solución de ecuaciones inte9rales como la PY par~ ese 
~ipo de potenciales no isotrópicos es un problema aún no 
resuelto. 

~ . 

VII.3 
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APEMDICE A 

.· -· Demostraremos aquf, que una base ortonormal de· fu~ 
cienes pares, posee la propiedad de que sus transformadas 
de Fouri_er ,son también ortoponales. Es decir si \q>.(~)] 
es tal que 

(A. l ) 

para toda l. • y si 

, 
(A.2) 

se concluye que 

Mediante la 

<t> .. ( ~) 

·. ~A. 3) 

syust~-uc(1¿i')n de las transformadas de Fourier 
~ ~ en el inteprandode (A.3) obtene-

1 
i 

1 

1 mos Que 
. . ! 

- ¡ J J.'ll' <\>. (~·) ~ cl .. Jt ~ ... Ci<) ~tlt J lt-ll+~i 
1 

A. l 



..... -. 

ut;lizando ahora la expresión de la función 
rae 

re.sulta que 

A part;r de ésta Glt;ma, es inmediato ll~ga~'~ la 
s;ón (A.3) usando las propiedades (Jl.1) y (A.2).·· 

: 

·::··' 

A.2 

·:·-. 

- ·-·.:""'.' 

./ 



¿,, 
A p E N n I e E B . -·~: 

En la ecuación (2.13) se definió el arreplo tr'i'd'.¡.;;-~//·"><: 

=~ :: ~~~! :·~:. ~;; '. ::~: :; :::;: ::;::; ::;:~:: ;_; ~:::l:;;-~f i;Ejl~f: 
el cas·o-- de una base de func-iones de Hermite de paridad<_ .:}·~~_:,.)'"V::_: 
non. Por sustitución de las relaciones ·c.2.21) y .(2·.~.ifj:fF' ·. 
en (2.13). e interración sobre las variables an~ul~~,e~-~-. 
en ésta Q.1-!.~ma. _E_l;>tene~_os_g!J~----~·--,--~-----.---...:.-0·--~~ 

Es posible ver que ésta última inte9ral 
1 a. función Hiperreol'létrica peneralizada 

: 

"""-º 
dando el resultado (2.26). 

es 
de 

~,-::;-·~.:~: 

A pesar de que esta última ecuación da a cada eleºmen~o_.:,;\.?~¿·:~.· 

1~~fc'!: 0:~ t~:ª a s~;;o;:: i ~:~é~~::~c=e~~ :: • e~=~=n:::o~~t2;"l~.L\: ... 
este problema es conveniente separar la .suma sobre n_~-de·':_' .• :'~~~~-:-':'7., 

B. 1 



: 

finiendo a 

con 

1\ 

L 
.-i'=o 

(.'2.. l'-+ "'') + '1 H 
{Vl-V\' )~ {2..V\'+\ )~ 

• (---;Y' 
(B. 3) 

Después de sustituir la identidad 

(2...(L+V\1 ) + \) ! 
. ~ L"'"'' e L +"'• > ! 

en (B.3) y realizar alpunas manipulaciones alpebr~icas es. 
~o~iblellepar a que 

t__ ( -: .. ) l 2_(L+v.') ·H] ._,._y."' 1 l<~~ 
tt'==o · ·· · :J 

. . . . ' · .. 

en donde el paréntisis ( 
generalizado de prado L. 

1L. .. ~ denota el factorial 

Es interesante introducir ahora un operador ~ife~. 
rencial qui al ser aplicado en forma ~ucesiva a la f~nci~~~ 

( \+ '/-)"' genere 7 Dicho operador resu-1 ta ser \.::J L. .. Y'\ 

en donde 
ble x. 

denota 
que 

la 

B.2 

deriva da con 

i (:.) 
n'-=-o 

respecto a 1 a varia--. 

. 1 
)C. 11\ ., 



La 

t• (~.) ' 
~·=o 

. "' ,,.. 
y._'- L (2. (L+V\')+ \]e-.~~ 

expres1on general 
de acuerdo a 

11\'==o 
de 
lo 

<:;~.,.en términos ., 
anterior es 

del operador 

( \ + -x.)'' \ . x~-~ 
3 

(B.4) 

La cual puede ser demostrada fácilmente por inducci6n. 
Pa~tiendo de esta fórmula. es fácil llepar a la rel~ci6n 

de recurrencia 

Es t a ú 1 t i ma • pe r m i te p en e r a r a 1 os elementos 
a partir de ·las .expresiones particulares para L=-0 
y 11\-=0 es decir a partí r de 

' . "'\ bO.,V\ - V\\ (l+~) )C•-~ 
y 

(;'-,,o= 

El conocimiento de los elementos ~~~resulta útil desde 
un punto de vista numérico, pues a partir de él, el arr~ 

glo A puede ser c~lculado con -
B.3 



.. 

.,:;.._. 

9.'-.o 
u.A• =o 

en donde 

\ 

1) C. Jordan, "Calculus of Finite D1fferences~. 
Chelsea, New York, 1965. 

-· 

B. 4. 

(B.6) 

··;·:·, .. 
·-
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