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1. INTRODUCCION 

En la actualidad uno de los problemas más importantes de la ingeniería srsmica es el 

que se refiere al conocimiento de la respuesta de depósitos de suelo sujetos a excita-

ción dinámica. La dificultad para obtener soluciones analrticas en la generalidad de 

estos problemas (amplificación dinámica, respuesta srsmica de estructuras térreas, fa-

lla de suelos sujetos a temblores, etc.) ha conducido a desarrollar métodos numéricos 

que proporcionen en forma aproximada la respuesta. 

El objetivo del presente trabajo es conjuntar diversos tópicos del problema de propa-

gación de ondas en suelos;motivo por el cual se discuten aspectos relacionados con la 

aproximación numérica de solución,con la ley constitutiva del material, con lo defi-

nición de condiciones de frontera para modelar dominios finitos dentro de semiespa-

cios elásticos y con los métodos numéricos de integración de la ecuación de equili-

brio dinámico. 



En el capitulo 2 se desarrollan las expresiones de la elasticidad correspondientes 

al planteamiento del citado problema, centrando la atención a la propagación do 

ondas de cuerpo. A continuación, en el capitulo 3,se discuten las formulaciones 

numéricas correspondientes a los métodos de las diferencias finitas y del elemento 

finito; acerca del primero solo se hacen planteamientos generales pues no se optó 

por una aplicación, mientras que el segundo se formula para aplicarlo a problemas 

especrficos de propagación de ondas, En el capitulo 4 se revisan varios modelos 

constitutivos que se han empleado para representar el comportamiento de algunos 

suelos sujetos a excitación dinámica. 

En las formulaciones numéricas del problema de propagación de ondas generalmente 

se ha recurrido a la definición de dominios finitos; asr se puede encontrar aquella 

en que se modela al medio con la restricción de que sus fronteras sólo absorban la 

energra que se genera dentro de él. En virtud de esto, en el capitulo 5 se analizan 

los ventajas y desventajas de distintos enfoques que se le han dado a las fronteras 

absorbentes; ademds,se desarrollan condiciones de frontera que permiten el libre 

paso de ondas que inciden en ella y a la vez absorben las que se producen por re-

flexiones dentro del dominio finito que se esté analizando (fronteras activas o transe» 

minoras). También se propone una nueva forma de aproximación con la que se hacen 

más eficientes las fronteras activas, aproximando la matriz general de condiciones 

de frontera mediante otra que se obtiene a partir de un criterio de residuos ponde-

rados. Las formulaciones de fronteras activas que se presentan en este trabajo están 

fundamentadas en la hipótesis básica de que solo existan frentes planos de ondas. 



Se discuten tres métodos numéricos de integración de las ecuaciones de equilibrio 

dinámico. Además se presenta la formulación incrementa' de dos de ellos con la fi-

nalidad de poder emplearlos en problemas de comportamiento no lineal. 

Finalmente, se presentan las aplicaciones y resultados de problemas de propagación 

de ondas en dominios finitos modelados con fronteras activas. Las conclusiones del 

trabajo se dan en el cap 8. 



2. 	PROPAGACION DE ONDAS EN MEDIOS ELA STICC S 

2.1 Introducción 

Cuando alguna parte del globo terrestre se ve sometida a perturbaciones dinámicas 

el comportamiento que presenta ante ellas es de extremada complejidad. Muchas de 

estas acciones son causadas principalmente por actividad geotectónica, es decir, la 

ruptura de los bordes de una falla interna o bien, provocados mediante explosiones 

nucleares. 

Para fines de ingeniería y sismologra es de interés conocer los campos de esfuerzos 

y deformaciones que se generan ante la presencia de esos fenómenos, por lo cual 

los estudios se han centrado en el planteamiento y solución de las ecuaciones de 

movimiento en un medio continuo, basándose en el hecho de que cuando se aplica 

una acción dinámica a un cuerpo deformable su efecto no se transmite instantóneamen 

te a todas sus partes, sino que desde la región cargada se irradian ondas de esfuerzos 

con una velocidad de propagación finita. En todo medio elástico existen distintas 

clases de ondas con caracterrsticas bien definidas. 

En este capitulo se plantea la ecuación de movimiento en un medio con propiedades 

elásticas, homogéneas e isotrópicas y a partir de ella se obtiene la ecuación de 

onda. Las soluciones que se presentan agur son conocidas en la teoría de elastici-

dad (Lave, 1944; Ring, 1965). Al final, los planteamientos se restringen a un se-

miespacio con el objeto de dejar establecidos los conceptos a que se harán referen-

cia en los capítulos posteriores de este trabajo. 



2.2 Ecuación de movimiento 

Cuando un cuerpo deformable ha sufrido un cambio en su configuración debido a 13 

aplicación de un sistema de fuerzas externas, se dice que está deformado y esto es 

equivalente a considerar que un punto Po  dentro del cuerpo se desplace a una nue-

va posición (el término punto es empleado para representar la localización geomé-

trica instantánea de una partrcula del medio). 

Existen dos modos básicos de describir el movimiento de un cuerpo; uno conocido 

como material o Lagrangeano y el otro como espacial o Euleriano. 

Al considerarse una descripción material del movimiento se tiene que,en un marco 

cartesiano de referencia,la localización de una partrcula en el tiempo t = O est6 

dada por Po  (al, 02, a3, 0). En un tiempo posterior, la partrcula se mover6 a otro 

punto cuyas coordenadas son (x1, x2, x3) referidas al mismo sistema coordenada. 

La ecuación 

xi  = xi (al, 02, a3, t) con i = 1, 2, 3 	 2.1 

define las configuraciones del cuerpo a diferentes instantes de tiempo. 

La velocidad de una partrcula se obtiene directamente de la ecuación 

v •• (a , t) 

y la aceleración de la ecuación 

  

2.2 

  

-D  2 
v. (a t 	x. (a, 1) - 	v. (a, t) 

p t2 	 t 	1 
2.3 



donde a es un vector constante que representa a (01 , u2, a3) y el punto la razón 
ti 

de variación con respecto al tiempo.. 

Por otra parte, si las variables independientes que definen al movimiento son 

(x1  , x2, x3) y t, la descripción es espacial. En este último contexto, la acelera- 

ción está dada por 

v. (x, t) dt 	v. (x. 1 v. dt, t 	dt) - v. (x,t) 

v • 
•D v. 	_vi —L dt + 	v. dt - v. 

t 	 x. 	I 

con lo cual se obtiene 

• 
v. (x, t) 	

t 	 - 
(x, t) t- 

I  
y •  (x, t) 	x. (x, t) 9  

donde x representa a las variables x 	x2
1'  
	
y x3 

La ecuación de movimiento para una partrcula que se encuentra en el punto P
o 

se 

puede obtener a través de las leyes de movimiento postuladas por Newton; las cua-

les establecen que, en  un marco inercial de referencia, la variación del momentum 

lineal de un cuerpo es igual a las fuerzas aplicadas en él y que la variación del 

momento del momentum con respecto al origen del sistema coordenado es igual al 

momento resultante, con respecto al mismo origen, de las fuerzas aplicadas al 

cuerpo. 

2.4 

2.5 



En un tiempo t, una región espacial V posee un momento lineal dado por la ecua-

ción 

ML. = 
	

v i  dV, 	i - 1, 2, 3 	 2.6 

V 

siendo ML. = momento lineal en la dirección i; 9= densidad de masa; v = velocidad 

y V = volumen de la región. 

Por otro lado, si al cuerpo se le aplican fuerzas T i  en la superficie y fuerzas X. por 

unidad de volumen, la fuerza total aplicada resulta ser 

Fi 
 =1

.T. dS + J X. dV 	 2.7 

S 	V 1  

con S = frontera de la superficie del medio. 

De acuerdo con el principio de Euler y Cauchy para esfuerzos (Lave, 1944), el vec- 

tor de fuerzas superficiales se puede expresar como T i  = Cr_ n.*, donde (I-  , es el ten- 
11 	1 	 11  

sor general de esfuerzos en la partícula ubicada en P, y ni  es el vector unitario nor-

mal a S (fig 2.1). 

Aplicando el teorema de la divergencia de Gauss (Hsu, 1969) a la primera integral 

de la ec 2.7 para transformarla en una integral de volumen, se obtiene 

rn.dS =sf 	 2.8 

S 	l 	V Dxi 

sustituyendo la ec 2.8 en la 2.7se llega a que 

*En este trabajo, si no se especifica lo contrario, se emplean expresiones en nota-

ción indice con variación de uno a tres. 



d 

dt v 	 V x j 

? vi dV = 	( 	+ Xi )dV 	 2.11 

F,_ 

 f

f X.HV 
V 	x j 

La ley del momento lineal se puede expresar como 

dt 
ML.

1 
 = F. 

d 
siendo --r-

at 
 = derivada con respecto al tiempo. 

Sustituyendo los ecs 2.6 y 2.9 en la ec 2.10 se obtiene que 

2.9 

2.10 

Para una descripción del movimiento del tipo Lagrangeana la integral del miembro 

izquierdo en la ec 2.11 se puede desarrollar como 

d• 

dt L 	
V 

(Q (Pv.)cIV  1 
= V). dV 

f

o v 

 

con lo que 

2.12 

2.13 



Dado que la ec 2.11 es válida para cualquier volumen, V, se tiene finalmente 

que 

?vi  ^ 	+ x. 
9 x. 

que es la ecuación de equilibrio dinámico 

La aplicación de la ley de momento del momentum al caso de equilibrio está-

tico conduce a la conclusión de que el tensor de esfuerzos es simétrico. Se 

ha demostrado (Fung, 1965) que esa ley no introduce restricciones adicionales 

en el movimiento del continuo. 

Una interpretación frsica de la ec 2.14, comúnmente usada,consiste en conside-

rar el equilibrio de fuerzas en un paraleleprpedo infinitesimal cuyas caras son 

paralelas a los planos coordenadas de un sistema cartesiano. 

2.3 Medios infinitos elásticos e isotrópicos 

Con base en la consideración de que las propiedades de un material elástico y 

homogéneo son las mismas en todas las direcciones (isotropra), el número de 

constantes eldsticas que intervienen en la ley generalizada de Hooke se reduce 

a dos (Love, 1944, Timoshenko y Goodier, 1970) y las relaciones esfuerzo-de-

formación se pueden escribir como (Fung, 1969) 

2.14 



ekk f 2Ge. 	 2.15 

con 	T.. tensor de esfuerzos; 8.. -r delta de Kronecker (Karamcheti, 1967)•
'  e Irn 

tensor de deformaciones unitarias; >k y G son las constantes de Lame que se calculan 

como 	(Fung, 1969) 

-7E 	
2.16 

(1 +17) (1 -2 --P) 

G 
E 

2.17 

 

2 (1 -1-*V ) 

en donde -7  = relación de Poisson y E = módulo de elasticidad del material. 

Sustituyendo las ecs 2.15, 2.16 y 2.17 en la ec 2.14 se encuentra la ecuación gene 

ral de movimiento conocida en elastodinbmica como la ecuación de Navier y que 

resulta ser 

• 

5 • u ;  = G 	 + X. 
' 

2.18 

2.4  Ondas planas  

Si se considera que los cosenos directores de la Irnea 1 de propagación de un 
2 2 2 

frente de ondas están dados por -7 ,9, 9 con ( -9 4. 	+ 	= 1 ) para un tiempo 
1 2 3 	1 2 3 

t=to  la ecuación del plano cuya normal es L está dada por 

PL=9.x +ct =x+ ct 
- o - o 2.19 



siendo c un valor arbitrario en unidades de longitud entre tiempo y el sentido de 

avance depende del signo que se escoja. 

Para el caso de tenerse vibraciones armónicas y despreciando las fuerzas de cuerpo, 

soluciones factibles de la ec 2.18 están dadas, mediante el empleo de la ec 2.19, 

por 

uk  =A exp i -221-  (PL) 
	

i =\1:71-‘ 	 2.20 

donde A y 1 son constantes 

Partiendo de la ec 2.20 se puede verificar que el movimiento dado por 

ui  =Al  exp (i-11+-) (Q i  xi  + ct), 	u 2 u 3 ° 
	

2.21 

siendo A l  = constante, es solución de la ec 2.18 si c adquiere el valor 

+ 2 G' 
c = c = 

P 	S' 
2.22 

La velocidad de las partículas con el movimiento descrito por la ec 2.21, tiene el 

sentido del eje X1, siendo I la longitud de onda y c una velocidad de fase. Este mo-

vimiento en particular se dice que constituye un tren de ondas long itudina I es. 

Debido a que en algún tiempo t = to  u1  es constante para cualquier plano 

dado por la ec 2.19, al movimiento representado por la ec 2.21 se le llama tren de 

ondas planas longitudinales 

Por otra parte, si se considera el movimiento 

u1  = 0, u2  = Al  exp (i -T 2w -) (-7 1  x1  ct), u3  = 0 
	

2.23 



que representa un tren de ondas planas de longitud de onda I propagándose en di-

rección del eje X1  con velocidad c, es solución de la ec 2.18 siempre y cuando se 

cumpla que 

C 'C 1 
5 

2.24 

La velocidad de las partrculas que tienen el movimiento dado por las ecs 2.23 es per 

pendicular a la dirección de propagación de la onda, de ahr que sea representativo 

de lo que se llama una onda transversal, 

De manera similar puede tenerse otra onda transversal cuando las partrculas se mue-

ven en dirección de x3, esto es 

u1 -u2=0 
	

u3 A1 exp (i 2+) (Q x +C t) 
	

2.25 

Los planos paralelos al movimiento de la partrcula reciben el nombre de planos de 

polarización, tal como el X1 2  en las ecs 2.23 y el X X en las ecs 2.25 
1 2 	 1 3 

Del andlisis anterior se deduce que en un medio elástico e infinito en el que exis-

ta un fenómeno de propagación se pueden tener dos clases de ondas representa-

tivas de dos tipos diferentes de movimientos de cuerpo y que viajan con distintas ve-

locidades/ Cp y Cs. Estos movimientos normalmente se designan con los siguientes 

términos: 

1. Onda de dilatación (onda primaria, onda P, onda de compresión u 

onda irrotacional) 

2. Onda de distorsión (onda secundaria, onda S, onda de cortante u 

onda equivolumétrica) 



Las ondas de dilatación se propagan con velocidad c 	mientras que las 

de distorsión con velocidad C
s
. 

Con lo establecido previamente se concluye que el sistema de ondas viajando en di-

rección del eje X
1 

consiste de tres componentes independientes que corresponden a 

lo que en din6mica de suelos se llaman ondas P de compresión, ondas SV de corte 

polarizadas verticalmente y ondas SH de corte polarizadas horizontalmente. Asimis-

mo es costumbre nombrar a la velocidadC
P 
 como de compresión y la Cs  como de cor-

te. 

2.5 Reducción a la ecuación de onda  

De manera general la ec 2.18 representa la propagación en un medio infinito de 

una perturbación que involucra movimientos equivolumétricos expresados por 

u. 
1
. 0 

1, 

e irrotacionales dados a travds de 

1 
wi  - 	

c  
Liik  uk,i  -O 

donde w. = vector de rotación del campo de desplazamiento u. 

permutación (Karamcheti,1967) 

Y Eik = srmbolo de 
j 

Sin embargo,mediante el empleo de potenciales se pueden obtener ecuaciones de onda 

desacopladas para cada uno de esos movimientos; 
	esto es posible si se aplica 

el teorema de Helmholtz (Smith, 1967) ol campo vectorial u (u 1 , u2, u3) con 

lo que se obtiene que 

ui 	4 EiikIfik,i 	 2,28 

o bien 

2.26 

2.27 



u gradit i-ot 
	

2.29 

donde ft.-- potencial escala! 	potencial vectorial, ( 	, 	1'3). 

El requisito establecido en la ec 2.28 deja indeterminado al potencial vectorial 

en cuanto a que su divergencia puede ser arbitraria. Con el fin de expresar la ecua 

ci6n de movimiento en términos de potenciales se impone la condición de que t .= 0. 
1,1 

Despreciando las fuerzas de cuerpo Xi  en la ec 2.18 y sustituyendo en ella la ec 

2.28, resulta 

+ 9E..
iik 

 ---- 
Dx. b 2 

2 k 	 2 
.>+ G) -2) 
	

cl) 

G Dx. 	 , Dx- 	k 

-› 	2  
V 	+ G E. 	Sr\V 	2.30 

2 
con V = operador laplaciano. 

Empleando la condiciónl. = O y arreglando términos en la ec 2.30 se obtiene el 

sistema de ecuaciones desacopladas siguiente 

(+ 2 G)V24:1= 

G V2/ = 
k 	k 

que se acostumbra expresar en la forma 

V
2

4? 	CI) 

C 2 

 
•• 

p 

2.31 

2.32 

2.31a 



Y
2 

2.32b 

«>4 + 2G 
dondec 

9 

Estas son las conocidas ecuaciones de onda e indican que dos tipos de ondas, con ve-

locidadesCp  yCs 
 ,se propagan en el medio elástico. Los valores de esas velocidades 

son equivalentes a los que se obtuvieron en las ecs 2.22 y 2.24, respectivamente. 

Ademósfdebido a la propiedad de que-Y' , =11
' 
 y E 	-E 	se puede obtener que 

k ji 	kn 	iikik 

la dilatación volumétrica e se expresa como 

e = ui, = 
ir 

2.33 

y que el rotacional de u. es el doble del vector de rotación wi, con lo que se puede 

escribir que (Fung, 1969) 

	

2 wi  = 
	

2.34 

con las ecs 2.33 y 2.34 las ecs 2.31 y 2 32 se pueden expresar como 

2 	1 	
2 

e 

	

V e  --- 	2  
C 	Dt2 

P 

2 	1 	ú2 wi 
V w = i C2 ---57..-- 

s 

Entonces de las ecs 2.35 y 2.36 se concluye que mediante el empleo de los potencia- 

les 4  y 	el problema de propagación en medios elásticos se reduce a resolver 

ecuaciones de onda. 

G 
Y 	

9 

2.35 

2.36 



2.6 Soluciones de la ecuación de onda 

La solución general de las ecs 2.31 y 2.32 involucra desarrollos matemáticos lo 

boriosos. En este trabajo sólo se utilizo la solución particular coneponcliente a conside-

rar un frente plano de ondas. Cabe aclarar que también existen otras soluciones par 

titulares como la de ondas esféricas (Ewing y otrus,1957), ondas cilíndricas (Bullen,1953), 

etc. 

2.7 Semiespacio homogéneo e isotrópico 

Las soluciones de las ecuaciones de onda consideradas anteriormente representan 

perturbaciones que se propagan en un medio infinito de tres dimensiones. Sin embargo, 

en todo problema de dinámica de suelos se tienen condiciones cinemáticas y dinámicas 

que afectan a la solución, esta es la causa de la existencia de reflexiones de ondas en 

cualquier frontera del medio. Para estudiar estos fenómenos es conveniente simplificar 

el dominio tridimensional mediante el empleo de un semiespacio (fig 2.2) que conserve 

las mismas caracterrsticas de homogeneidad e isotropra. Los planteamientos que se hacen 

en este trabajo están referidos a ese dominio. 

2.8 Reflexión de ondas planas 

En esta sección se tratan algunos tipos de ondas que se generan en un semiespacio 

debido a la existencia de fronteras en las que inciden cualesquier tipo de ondas de cuerpo. 

Supóngase que el eje XI es una frontera libre (fig 2.2) y que un tren de ondas se propaga 

con dirección L y ángulo de incidencia A, entonces los desplazamientos provocados por P 

y SV están dados, en término de potenciales, como 



- 

- x.1 )1 

- xi  

2.39 

2.40 

2.41 

2.42 

2.43 

2.44 

2 
c 

- 1 

- 1 
---- 

C 2 

p 

p 

c2 
- 1 - 

C2  

c2  
1 - - 

C2 

dP =411 +42 

siendo 

= A1  exp [ik (ct + x 
3 

4/
2 

= A
2 

exp [ ik (ct - x3  

= Bi  exp [ik (ct + x3  

= B2  exp Lik (ct - x3  

2.37 

D4) i  

--dx3 	x  ‘ 
a  1 

Entonces con base en que se tiene un frente de ondas plano se puede mostrar (Ewing y 

otros, 1957) que para el caso de ondas armónicas los potenciales tienen la forma 

u3  2.38 

con k = número de onda calculado como 
2lit 

'
siendo I la longitud de onda, 

A estos ecuaciones se les acostumbra dar una interpretación ffsica (fig 2.2 y 2.3) en 

el siguiente sentido: c es la velocidad aparente de propagación de las ondas proyec-

toda en el eje x 
1
; KA es un frente con ondas de compresión; KB es un frente con 



ondas de cortante; C = AO, se asocia con la distancia viajado por el frente de ondas 

por unidad de tiempo, 

ción en la superficie 

que 

A demás 

un significado 

de la distancia 

tan 1- 

análogo se le da a C 
s 

recorrida por el frente. 

1 c2 _cl\  _ 	c2 
1 

80; OK es la proyec-

De todo esto se obtiene 

2.45 

2.46 

2.47 

C P 
C2 

I 	

P 

c2  
--1 

-1  tan 	- 	
1 

c =C 	sec1=C
s 

c2  -C? _ 

p

- 

C 
s 

sec 

C2 

s 

que es la conocida ley de Snell. 

En conclusión, se dice que las ecs 2.39 y 2.40 representan la propagación de ondas 

de cuerpo en un medio elástico. Las ondas P tienen un ángulo de incidencia y re-

flexión dado comoe y las ondas S tienen un ángulo de incidencia y reflexión dado 

por 

a. Ondas P incidentes. Esto es equivalente a tenert1  = O en las ecs 2.41 a 2.44, 

con lo cual resulta 

CI)  ' 	4)1  
onda P incidente 

onda SV reflejada 

45z 	 2.48 
onda P reflejada 

2.49 

Los coeficientes A 1 , A 2  y B2  se obtienen sustituyendo las condiciones de frontera, 

que puede ser libre como en el caso de la solución de ondas de Rayleigh, (Ewing y 



otros, 1957), o tener valores prescritos para los esfuerzos como el caso de una fron-

tera artificial (Lysmer y Kuhlemeyer, 1969), 

b. ondas S incidentes. En este caso se debe aclarar el tipo de onda de corte que 

esté incidiendo. Si una onda SV incide en la frontera, se representa por 

elz. 
onda P reflejada 
	

2.50 

'- 1̀1= 	11, 

onda SV incidente 	onda SV reflejada 	2.51 

De manera análoga al caso anterior, se determinan los coeficientes A2, B1  y B
2
. 

Para una onda incidente SH se puede mostrar (Richart y otros, 1970), que todo la 

energra se refleja en forma de ondas SH y que el desplazamiento horizontal en la 

superficie libre es dos veces el de la onda incidente. 

2.9  Energra de las ondas sísmicas 

Cuando se conoce la existencia del fenómeno de reflexión de ondas la energra 

se puede descomponer en dos, una parte que pertenece a la incidencia y la otra a la 

reflexión. 

Tomando la energra cinética generada por unidad de volumen, Ek  = 
1 5,02  + u. ), 

3 

se puede obtener el flujo de energra (Ewing y otros, 1957), mediante multiplicar la 

energra total en lo unidad de volumen, que es el doble de la energra cinética media, 

por la velocidad de propagación y por el brea del frente de onda. 

Entonces para el caso de tener una onda P incidente y ondas P y SV reflejadas se pue 

de escribir la energra como 



1 	2 4 2 	 rA2 	 2- 
2 	

k4 c2 cp  
Sec4 Sena-2—?Aik c Cp  Sec 	 _1_2 

„ 2 4 2 
-2- B2  k 	c s  Sec2t Sen 	2 .52 

donde todos los términos tienen el significado que se explicó previamente. Para el ca 

so de una onda SV se llega a una ecuación andloga a la anterior. El miembro izquier-

do de la ec 2.52 puede expresarse como 

1 	2 4 2 E 	= —PA k c C 	Seni= Fp (seni) 	 2.53 
incid 	2 	1 	P C 

donde Fp es una función que indica la proporcionalidad entre la energía incidente 

y el 6ngulo de incidencia de las ondas srsmicas. 



3. SOLUCION NUMERICA 

En la bibliografía referente al problema de propagación de ondas se han discutido de 

manera extensa las ecuaciones básicas establecidas anteriormente, dándole especial 

importancia al aspecto de las reflexiones que ocurren cuando se tienen ondas inci-

dentes en una frontera o una interfase. Si bien las relaciones principales de refle-

xión para una onda son conocidas, cuando se presenta una multiplicidad de ellas se 

crea un problema extremadamente complejo, debido a eso los casos de solución ana-

laica son pocos (rodillos, placas,semiespacios, etc) y obviamente de aplicación res-

tringida, resultando insuficientes para cubrir en gran parte los problemas de propaga-

ción que se presentan en la práctica. Esto conduce a pensar que los métodos numé-

ricos son una alternativa factible de emplear en la solución de dichos problemas. 

Se han desarrollado dos tipos de métodos numéricos, I a diferencia principal entre 

ellos estriba en el procedimiento para obtener los coeficientes que aparecen en las 

ecuaciones de movimiento. Un tipo es el método de las diferencias finitas que apro-

xima los operadores involucrados en la ecuación de movimiento. El otro corres-

ponde a los que aproximan de manera directa la solución de la ecuación de movimien 

to en una dominio finito, dentro de ellos está el método del elemento finito. 

En todos estos métodos el medio se representa por un número determinado de puntos 

que se localizan de acuerdo a un criterio especifico. La aplicación de la ecuación 

de movimiento a ese dominio finito conduce a la obtención de un sistema de ecuacio-

nes diferenciales ordinarias que describen el movimiento en los puntos discretos que 

representan al medio. En esta sección sólo se mencionan los planteamientos genera-

les correspondientes a los distintos tipos de métodos. 



3.1 Método de las diferencias finitas 

El sistema de ecuaciones diferenciales parciales que gobierna el movimien 

to de un medio continuo se puede expresar en forma aproximada, por medio de este 

,p',todo, como un sistema de ecuaciones algebraicas. Por lo genetal,esta aproxima—

ción se hace expandi,ndo al operador derivada en series de Taylor, las que se de 

ben truncar satisfaciendo los requisitos de aproximación óptima y poco tiempo para 

lograrla, ya que este procedimiento numérico se implanta en programas ejecutables 

en calculadoras digitales. 

Algunas de las inconveniencias que presenta son: la uniformidad de espaciamiento que 

deben conservar los puntos de la malla del dominio y con esto la dificultad para mode 

lar fronteras irregulares del medio; las interfases de materiales, ya que podrTan presen-

tarse "discontinuidades" en los esfuerzos obligando a promediarlos lo cual introdu-

cirro errores significativos en el análisis especialmente cuando se requiera satisfacer 

requisitos de fluencia (Buturla y Mc Lay, 1974); otras son referentes a la convergencia 

y estabilidad de los resultados hacia la solución analítica. 

3.1.1 	Ecuación de movimiento. De acuerdo con lo que se estableció en 

el capitulo anterior ,las ecuaciones de equilibrio dinámico en las direcciones 

X y Z despreciando las fuerzas de cuerpo resultan ser 

2 u  

t2  

2 u 	->2 	 2w
= (X+2G) 	+ G 	- + (7%+G) 

z
2 	Dz Dx 

 

3.1.a 

	

--D2 w 	 2 	 -D2 w 	 -7N 2u 

	

t2 	
x 	 »z 

G 	
2 

+ (X+ 2 G) 2 + (X+G) 	
bz 

3.1.b 

siendo u = desplazamiento en dirección del eje X y W = desplazamiento en dirección 



u 	U . 
1  + lol 	1 /1 

DY. 	 4 x 
+ O (áx ) 	 3.2 

u 

del eje Z, 

.131151,10TIMA DE LAR DI VIRIANIA 

DE INV11.51IGAC.;ION Y ES 	:SUPO& 

RIORk3 DE LA FACULTA 

Para aproximar las ecs 3.1 por medio de ecuaciones en diferencias es conveniente 

indicar el tipo de operador que se emplee, asr (ni la bibliografra al respecto 

(Forsythe y Rosembloom, 1958; Forsythe y Wasnn, 1960; Collatz, 1960; Fox, 1962) 

se encuentran los siguientes 

u. . 
9 u 	1,1 	1-1, 

+0(áx ) 	 3.3 
x 	Ax 

U . 	• -u I-  , + 	O (á x)
2 

3.4 

2 Ax 

donde O (tix ) = orden del error por truncamiento para una malla con separación de 

puntos dada por ax ; i,j = subrndices asociados a las coordenadas(X,Z) de un punto 

de la malla, 

Además, por definición (Smith, 1969), se tiene que 

x t.0 	U i _f i d  "• 

y u..=u..-u. 
x 	' I 	' I 	1-1 ,j 

siendo A = operador hacia adelante y V = operador hacia atrás. 
x 

 

Por la manera de aplicar el operador en las ecs 3.2 a 3.4, éstas se conocen como 

las formas en diferencias hacia adelante, hacia atrás y centrales respectivamente. 

Los esquemas a que se hace referencia en este trabajo pertenecen al tipo de diferen 

e) u 

ax 

3.5 

3.6 



cias finitas centrales referidas a un punto de la malla localizado en P(x,z,t)-4(1h,mh, 

	

nk) con I ,m,n=,  mímelos enteros; 	intervalo de tiempo y h= distancia entre los puntos 

de una malla cuadrada. Entonces las ecs 3.1 pueden expresarse como 

(u' -?un 	un.' ) 	p2  (1+G I,m 	I,m 	2 	 ) A 	+ G( /s‘ 	+ /A, )1 (un+ 1  + un-1)  
11 	11 	22 	I,m 	I,m  

	

+1 	2  ( +G) A w" 
12 I,m 

rol 
2Wim 	+W1-1) 	I. 	2  [(), +G)A 4G( A 4 A )1 A/ín+l  wn-1) 

	

,m I,m 	 22 	22 ' 

+ L p2  (14-ows Un  

	

4 	 12 I,m 

donde p " -1-; U, W m oproximocioneo de u y w, respectivaments,Aii  .h$ 573,1 

A22 	e  V ;A '(A 4 V1 (A +17 bu^ = 	0+1  U"1)i 	" 41.4 
22 az 12 	 zzl,m 2

L 
 1,0, 1,, 

(wn+1 wn-1) 

I,m 	I,m 

3.1.2 Esquemas explícitos de solución, Las fórmulas de este tipo son empleadas en pro 

blemas de condiciones iniciales ya que permiten conocer el valor de las incógnitas, en 

este caso U yW, en el nivel avanzado de tiempo , 1=-(n+l)k, previo conocimiento de 

sus valores en los niveles anteriores t--nk y t -(n-1)1. . Para lograr tales esquemas se pu(' 

den escribir las aproximaciones en diferencias de las ecs 3.7 y 3.8 como (Mitche1,1969) 

p2 (
1 ? 

+2G)A 
11  

-1 _ 	
2 

1 - 	p
2 

 G 

	

1 	n-f 1 
+ U

n-1
) 

	

21 	I,m 	I,m 

n1 2 
+ —4 P (?"+G) A l2 WI',n1 

3.7 

3.8 

3.9 



51. 1 - —1  p2  GA l  1_1 	p2  (XI 2G) A 1 
11 	25 	 22-1 

n+ 1 	n-1 w ) 
I,m 	I,m 

1 
= 2 5)Wni iln  TP

2 

 ()'4  G)Al2 Un i ,m  
3.10 

donde un término de orden superior se adicionó al miembro izquierdo para permitir 

la factorización. Se sugiere que las ecuaciones anteriores se desacoplen mediante 

una relación lineal entre X y G que permita expresar explícitamente las aproximacio-

nes Uy W en t = n+ 1 (Mitchell, 1969). 

Uno de los mayores inconvenientes con que cuentan los esquemas explrcitos es la es-

tabilidad, ya que en la mayorra de los casos no es fácil obtener un criterio adecuado 

para definirla. Existen algunos esquemas explrcitos incondicionalmente estables co-

nocidos con los nombres de Du Fort-Frankel, Saullyev, Clark y Bakarat (Carnahan, 

1969) aplicables a ecuaciones diferenciales parciales parabólicas (difusión de calor); 

sin embargo, su adecuación a las ecuaciones diferenciales parciales hiperbólicas 

(ecuación de onda) debe resultar demasiado laboriosa y poco útil. 

Todos los esquemas de diferencias finitas tienen distinto grado de aproximación y se 

pueden emplear para resolver ecuaciones diferenciales en la medida que sean esta-

bles y convergentes. El problema de convergencia consiste en encontrar las condi-

ciones bajo las cuales la diferencia entre la solución teórica de la ecuación diferen 

cial de movimiento y la solución de las ecuaciones en diferencias tienda a cero 

aplicada esta última a una malla de puntos p (x,z,t) = P (lh, mh,nk) donde h y k 

tiendan a cero y 1 y m a infinito, esto es, que exista un número grande de puntos 

en la región separados por distancias infinitesimales. En este sentido conviene 



que h y k guarden una relación corno 1(1 siguiente 

k =rh 	 3.11 

donde r constante 

3.1.3 Esquemas implrcitos de solución. Estos se caracterizan por considerar simul-

táneamente varios puntos de la malla tanto para el nivel de tiempo t = (n+1)k como 

para los inmediatos anteriores t = nk y t = (n - 1)k. Al igual que el esquema mencio-

nado previamente éstos también sirven para resolver problemas de valores iniciales, 

y conducen a la obtención de un sistema de ecuaciones lineales que involucra ma-

trices de forma tridiagonal el cual se debe resolver para cada intervalo de tiempo. 

Las ecs 3.7 y 3.8 representan el esquema implrcito de la ecuación de movimiento 

en un medio. 

Este tipo de esquemas tienen importancia sólo si permiten calcular la solución del pro 

blema de manera senci Ila . Para dos o más dimensiones este no es el caso, a menos 

que la ecuación de diferencias para un nivel avanzado de tiempo, t = (n 1)k, pueda 

factorizarse en dos o más ecuaciones simples. 

Diversos investigadores han desarrollado esquemas del tipo implrcito (Gourlay y 

Mitchell, a y b, 1966; Mitchell, 1969; Carnahan, 1969; Smith, 1969) ya que las 

condiciones de estabilidad que presentan los esquemas explrcitos son exiguas y por 

ende el teman° del intervalo de tiempo debe reducirse, lo cual incrementa el 

costo de análisis de un problema en el que intervenga la variable tiempo, tal como 

el de propagación de ondas. 

Existen dos grupos de esquemas implrcitos, uno se conoce como esquema unidimensio 

nal local (1,,O.D,) y el otro como de dirección alterna (A .D.1.). En la revisión 



bibliográfica que el autor hizo al respecto de esos esquemas, no encontró formo al-

guna de aplicación prometedora en la solución de las ecuaciones hiperbólicas de se-

gundo grado. 

3.1.4 Aplicaciones. El método de las diferencias finitas se ha empleado en el pro-

blema de propagación de ondas para conocer la respuesta en los puntos de un dominio 

discretizado en el espacio (Boore, 1970). Una aplicación más sencilla se ha hecho 

en combinación con modelos físicos de parámetros concentrados para representar al  

medio continuo a travós de puntos discretos e integrando paso a paso,en el dominio 

del tiempo, las ecuaciones de diferencias por medio de alguna técnica numérica 

(Uckan y Ang, 1970; Ang y Newmark, 1971; Tseng y Robinson, 1975), En el cap 5 

se discute brevemente esta última aplicación. 

3.2 Método del elemento finito  

Este consiste esencialmente en un proceso a través del cual un dominio 

con un número infinito de grados de libertad se modela mediante el ensamble de sub 

dominios (elementos finitos) teniendo cada uno de ellos un número fijo de incógni-

tas. En las últimas décadas su uso ha tomado un gran cije, comparado con otros 

métodos numéricos, debido a la flexibilidad que presenta su aplicación en proble-

mas cuya naturaleza es excesivamente compleja. Se fundamenta en un principio 

variacional, válido para toda la región, que permite tener una aproximación del 

problema. La solución de ese principio se hace minimizando una función F(u), lla-

mada funcional, que se define integrando en toda la región funciones que contienen 

parámetros de cada subdominio . 



I I rnrntorlo ,1e1 elemento finito es considerarlo corno un,, ulcni(<1 ',mellico del tipo de 

los de Rayleigh-Ritz -Golerl< in, yo que éstos determinan mediante uptc)ximm 	su —

cesivas funciones que dan un valor rnrnimo o estacionario <1 uno hm( ionol. 

Se ha demostrado (Tottemham y Brebbia, 1970; Zienkiewicz, 1971) que el problema 

de conocer la distribución de los desplazamientos en una estructura se puede represen 

tal-4n forma aproximada jmediante la minimización de la energía potencial total defi-

nida como "funcional" de los desplazamientos. Asimismo,que el método del elemento 

finito es equivalente a una aproximación que resulta de minimizar la funcional con 

respecto a los desplazamientos nodales. 

El criterio de convergencia hacia una solución está basado en los mismos requisitos - 

del método de Rayleigh—Ritz referentes a que las funciones de aproximación deben sa 

tisfacer dos condiciones: a, Tener la continuidad requerida y b. Formar una serie c,om 

pleta. 

Cabe aclarar que en problemas din6micos la convergencia hacia la solución está fuel 

temente ligada a otros factores, tales como el de integración numérica de las ecuacio 

nes en el dominio del tiempo, este punto se trata en el cap 6. El lector interesado en 

más detalles del método y sus aplicaciones debeló consultar las obras que al respecto 

se dan en la bibliografía (Tottemham y Biebbia, 1970; Zienkiewicz,1971; Desai y --

Abel, 1972) 

El objetivo particular de esta sección es lo formulación del método del elemento fini-

to para resolver la ecuación de equilibrio que representa la propagación de ondas en-

el medio. En las expresiones que se desarrollan se podrá observa' que las restriccio - 



nes de elasticidad lineal y desplazamientos pequeños no son imprescindibles, por lo 

que los planteamientos se podrán extender a otras formas de comportamiento del ma-

terial, En los tratados de teorra de elasticidad (Love,1940; Timoshenko y Goodier, 

1970) podrán consultarse las relaciones de esfuerzos y deformaciones que se emplean 

en el desarrollo del método. 

3.2.1 Principio del trabajo virtual. Establece que si a un cuerpo que está en equili-

brio bajo la acción de fuerzas externas dinámicas, fuerzas de cuerpo y cargas super-

ficiales, se le dan desplazamientos virtuales que no violen las condiciones geométri-

cas de frontera el trabajo hecho por los esfuerzos internos es igual al reali-

zado por las cargas aplicadas en aquellos desplazamientos. Entonces el principio del 

trabajo virtual generalizado para incluir condiciones dinámicas se puede expresar 

(Przemieniecki,l968) como 

V 	 1 	 S ' 	 V 
 

(Ü
ij Se_ 	

u.s 
" dv 

	t.8 u.
' 
 dS +1 	B. S u 

1
. dV 
	

3.12 

donde Ti!  = tensor de esfuerzos de Cauchy; e..= tensor de deformaciones de Green; 

u. = vector de desplazamientos; Bi  = vector de fuerzas de cuerpo; t i  = vector de fuer-

zas en la frontera ; 8= operador de primera variación; V = volumen del medio; S = su-

perficie del medio; Q= densidad de masa del medio. 

Considerando un medio elástico lineal la ec 3.12 toma la forma 

)` ekk ij 	
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 Bi u  dV 
	

3.13 



en la cual todos los srmbolos conservan el significado descrito en secciones prece-

dentes. 

Tomando en cuenta sólo términos de primer orden en el tensor de deformaciones, la 

ec 3.13 resulta 

.)‘ 	Ds  ui  
V 	axk 	x¡ 

+ G ( 
)Su i  

xk  Dxk  
+ 
 bu. D suk  

x k 	x• 

)13d g u i l dV 

t Su dS 	B. Su . dV 	 3.14 
S i 	 V 

Por otra parte, en un elemento finito plano la función de desplazamientos se puede 

expresar en términos de los desplazamientos nodales (Tottenham y Brebbia, 1970; 

Zienkiewicz, 1971) como 

uil 
U 
 I' 	

= 1,2 	 3.15 
I = 1,2,...,N 
N= número de nudos 

Sustituyendo la ec 3.15 en las relaciones deformación unitaria-desplazamiento y Ile- 

vando el resultado a la ec 3.14 se obtiene la siguiente ecuación, válida para el do-

minio ocupado por un elemento finito 

.x 	ki 	 G "JcP 	-D4 it 	a-D(1'k )1 Up dV 
V 	xk 	D xi 	 xk 	Xk 	.11‹ 

+I4) . 4).i 	
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haciendo la analogra 
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3.17 



Pm 
	t im dS 4 	B im dV 

S 	 V 

la ec 3.16 se puede expresar como 

k U, +m U =p 
Im 	Im 1 m 

3.18 

Si se lleva la ec 3.18 a todo el dominio,mediante ensambles de los grados de libertad 

coincidentes en los elementos finitos,se obtiene la ecuación matricial de equilibrio 

dinómico para el problema de propagaci6n, la cual se puede escribir como 

MU +K g =2 	 3.19 

siendo M y K = matrices de masas y rigideces del sistema, respectivamente; u = vec- 

tor de desplazamientos de los nudos; P = vector de cargas aplicadas al sistema, 

En las secciones posteriores de este trabajo se presenta la manera de generalizar la 

ec 3.19 para la solución del problema de propagaci6n de ondas en un medio continuo 

con amortiguamiento y 	fronteras artificiales. Asimismo, se presenta una formulación 

incrementa, de utilidad para resolver problemas en medios de comportamiento no li-

neal. 



4. MODELOS CONSTITUTIVOS 

En el análisis del problema de propagación de ondas en un medio continuo se requie-

re de la definición de ecuaciones constitutivas que permitan conocer los estados de 

esfuerzos y deformaciones que se presentan en el material o materiales que lo forman. 

La mayor parte de los trabajos realizados en este tema tienen dos tipos de restriccio- 

nes Por una parte, se supone comportamiento ideal 	del material (elásticos linea-

les, elásticos bi o trilineales, elastoplásticos, etc) y por la otra , consideran solo 

la existencia de 
	

deformaciones pequeñas 	En ocasiones estas idealizaciones 

conducen a divergencias importantes entre el comportamiento observado y el predicho 

para un medio o estructura en particular. 

Tanto en el campo de la elasticidad como el de la plasticidad existen estudios tendien 

tes a modelar el comportamiento de los suelos Se ha encontrado que muchos modelos ,bajo 

condiciones especiales,conducen a resultados que concuerdan razonablemente con el 

comportamiento previsto. Desafortunadamente estos modelos carecen de suficiente ve-

rificación experimental como para considerarlos leyes constitutivas generales, ya que 

éstas deben representar el comportamiento del material bajo cualquier estado de es-

fuerzos. 

Los problemas para poder describir el comportamiento de un suelo surgen de la natu- 

raleza de éste (sólida, liquida y gaseosa) 	lo cual ocasiona 
	que los esfuerzos y 

deformaciones dependan de muchos elementos, tales como la composición mineral, las 

condiciones de drenaje, la densidad, el nivel de esfuerzos, la condición de deforma-

ción, etc, De todo esto se concluye que el modelo constitutivo de un suelo debe to-

mar en cuenta los más relevantes de esos factores, lo cual obviamente es bastante com 



piojo. 

En esta parte del trabajo se presentan algunas leyes constitutivos . La discusión se 

enfoco a las relaciones esfuerzo-deformación con el objeto de poder incluirlas en el 

contexto de un análisis dinámico. Para un conocimiento más a fondo de ellas el lec 

tor deberá consultar, en adición a otras fuentes, las referencias especificas que aquí' 

se proporcionan. 

4.1 Modelos Elásticos 

Los resultados obtenidos en la mecánica de suelos experimental han mostrado que la 

mayorra de los materiales que constituyen a un medio o estructura térrea exhiben ca-

racterísticas no lineales en sus relaciones esfuerzo-deformación. Sin embargo, los 

conceptos de elasticidad lineal pueden emplearse para resolver problemas que invo-

lucren deformaciones pequeñas, como por ejemplo las inducidas al suelo por vibra-

ción de maquinaria. 

El modelo elástico más simple supone que el material del suelo se comporta de acuer-

do con la ley de Hooke . Las relaciones esfuerzo-deformación se expresan por medio 

de las constantes de Lamé en la forma siguiente 

ij = 	.. eLL  + 2G e.. 
1 	r1/4 1.. 

4.1 

o bien como 

K S i'  ekk  + 2G ( eii  -4S.. e ) 
kk 

siendo K =)`+ —2  G,conocido como módulo volumétrico. 
3 
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donde el indice superior p indica plasticidad. 

En la teorra incremental,también conocida corno de flujo, las relaciones se expresan 

en términos de incrementos de esfuerzos y deformaciones, es decir 

óep = bep.  ( (Tm  , b eki,Ü-1<l) 	 4.3 

donde b es un incremento infinitesimal que para los fines de esta teorra representa una 

diferencial total con la que se calcula la deformación plástica en función de la his-

toria de las deformaciones a través de la expresión 

S e p. 	 4.4 
trayéctoria 

La teorra plástica de deformación presenta serias inconsistencias (Hill, 1948) debido 

a que no toma en cuenta esa historia. La teorra plástica del flujo no tiene esa defi-

ciencia y describe (Ziegler, 1959) la respuesta de materiales elastoplásticos a través 

de: a. Una condición inicial de fluencia que especifica el estado de esfuerzos para el 

cual se alcanza el primer flujo plástico; b. Una regla de flujo que relaciona la defor 

mación plástica con el esfuerzo y el incremento de esfuerzo; c. Una regla de endure-

cimiento que indica la modificación de lo condición de fluencia. A continuación se 

desarrollan brevemente estos conceptos. 

a. Condición inicial de fluencia. Se acostumbra  representar como un superfi-

cie convexa en el espacio octaédrico de los esfuerzos principales Ti, T2  y rj- " 

eP 
ij 

Se hace la consideración que para definir el limite elástico de un material, bajo cual 



El comportamiento de los modelos elásticos lineales se indica en lo fig 4.1.0, en 

donde los parámetros elásticos E y"¡ pueden determinarse experimentalmente a través 

de las pruebas de compresión triaxial y/o unidimensional. Estos modelos pierden to-

da su aplicabilidad cuando pretenden representar el comportamiento de materiales 

sujetos a niveles altos de esfuerzos desviadores, ya que en esos casos la curva esfuer-

zo-deformación no sigue la forma de una linea recta. 

Se han desarrollado algunos modelos para cuando el material elástico abandona el 

comportamiento lineal (Al-Hussaini, 1974), cuya característica consiste en aproximar 

la curva esfuerzo-deformación mediante tramos lineales, así en la referencia citada 

se pueden encontrar los modelos elásticos bilineales, trilineales y multilineales. 

El modelo elástico bilineal consiste de cinco parámetros: el módulo de elasticidad ini 

cial E0, la relación de Poisson inicia117 0, el esfuerzo de fluencia slry, el módulo de 

elasticidad después de la fluencia E
Y 
 y la relación de Poisson después de la fluencia 

(fig 4.1.6). 

El modelo trilineal difiere del anterior en que incluye un segmento lineal para repre-

sentar la zona de transición entre la etapa inicial y la de fluencia (fig 4.1.c). 

4.2 Modelos elastoplásticos 

La teorra de plasticidad ha servido para establecer leyes constitutivas de materiales 

que tienen un comportamiento distinto al elástico. Existen dos variantes de ella, una 

conocida como teorra plástica de deformación y la otra como teorra plástica incremen 

tal. La diferencia entre ambas radica en la manera de relacionar las deformaciones 

plásticas con los esfuerzos, En la primera son dependientes de los esfuerzos, esto es 



quier combinación posible  de esfuerzos, existe una función escalar que se denota pot 

f ( U..) - 0 	 4.5 

y que suele denominarse como superficie inicial de fluencia. La ec 4.5 se puede in-

terpretar en el sentido de que un estado de esfuerzos f <O no causa deformaciones 

plásticas, mientras que un estado de esfuerzos correspondiente a f = O indica la ini-

ciación del flujo plástico. 

De estas condiciones las más conocidas son la de von Mises y la de Tresca (Fung, 1965), 

la primera en términos de esfuerzos principales adquiere la forma 

f 	- /2)2+ ( (1  2 - (/-3)2  ( (T3 -11)2  - 2 a- y
2  

= ° 
	

4.6 

que representa un cilindro circular, con la misma inclinación respecto a todos los ejes 

coordenados, siendo 0""
Y 
 = esfuerzo de fluencia obtenido en una prueba de tensión uni 

axial y Ti / 0F2/ CF3  = esfuerzos principales con Cl  >r T 2  ,-,(r3. 

La condición de fluencia de Tresca fue establecida por Reuss en una forma representa-

ble geométricamente (Hill, 1948) que se escribe como 

3 	2 	2 
f 	4J

2 
- 27J

3 
- 36K J

2
-1 96 K

4 
J

2 
- 64 K

6 
= 0 	 4.7 

2 

siendo J2' J3 
= segundo y tercer invariante de esfuerzos desviadores, respectivamente 

y K = constante determinada por medio de experimentos simples, como la prueba de 

compresión uniaxial. 

A la proyección de las funciones de fluencia en el espacio octaédrico de esfuerzos se 

le conoce como el plano 	En la fig 4.2 	se pueden ver las proyecciones de la 

superficie de von Mises  , que es una circunferencia, y la de Tresca que es un hexá-

gono ya que la ec 4.7 representa a un prisma hexagonal con la misma inclinación res 

pecto a los ejes del sistema octaédrico de esfuerzos. 



b. Regla de flujo. Originalmente fu( «stablecida poi von Mises 	1948) en el sen- 

tido de que las relaciones incrementales esfuerze-deformación pueden expresarse a través de 1(1 

función de fluencia al considerar a ésta corno función potencial del flujo plástico, esto es 

rl 
8 eP 
	

2Tii 
	 4.8 

donde 
	

escalar no negativo, proporcional a la cantidad de trabajo requerido para producir 

incrementos de deformación plástica. 

La regla de flujo dada en la ec 4.8 se demuestra a partir de un postulado de estabilidad para 

materiales con endurecimiento a la deformación (Drucker y otros, 1957). Este principio esta 

blece que el trabajo interno realizado por un incremento de esfuerzos, en un incremento de 

deformaciones plásticas, debe ser positivo o nulo; esto significa que 

iG"..SeP 	o 	 4,8,a 
ij 

De las hipótesis de Drucker se demuestran tres consecuencias (Fung, 1965): la superficie inicial 

de fluencia y todas las superficies subsecuentes son convexas; en un punto de la superficie de 

fluencia el vector de incrementos de deformación es normal a ella (fig 4.3) y el incremento de 

deformación plástica es una función lineal de los incrementos de esfuerzos. 

c. Regla de endurecimiento. Diversos resultados experimentales han indicado que cuando 

ocurre la deformación plástica la superficie de fluencia cambia continuamente de tomarlo y for-

ma. La ley que gobierna este aspecto del problema es la llamada regla de endurecimiento; defi-

ne, por tanto, la manera de construir superficies de fluencia. 

Existen dos tipos de reglas de endurecimiento. Uno considera que la superficie de fluencia se ex-

pande durante el flujo plástico y retiene su forma y situación respecto al origen; mientras el otro 

estima que la superficie de fluencia es r ígida pero sobre lleva una traslación en la dirección del 

incremento de deformación, La primera de estas reglas de endurecimiento no toma en cuenta los 

efectos de Bauschinger (Fung, 1965), mientras que la segunda sr. 



Las deformaciones plásticas y la regla de endurecimiento se pueden incluir en la 

función de fluencia mediante una ecuación dacio en la siguiente forma 

f (Cfij, 	, 	- 0 	 4.9 

donde q---- par6metro de endurecimiento por deforn.ación a través del cual se toman en 

cuenta los efectos de la historia de carga. 

Sin pérdida de generalidad la ec 4,9 se puede escribir como 

f (Q ij,el?.i) = O 	 4,10 

ya que el parámetro n es función del estado de esfuerzos y deformaciones. La diferen 

cia entre el comportamiento de un material con endurecimiento por deformación y 

otro que no tenga endurecimiento estriba en que para el primero la superficie de fluen 

cia sufre cambios durante la deformación mientras que para el otro permanece sin ellos. 

Se han hecho diversas investigaciones para establecer la forma correcta de la ec 4.10 ;  

asr se pueden encontrar entre 	otras :  la de endurecimiento isotrópico,que consi-

dera que la función de fluencia se expande uniformemente y es dependiente sólo de 

los esfuerzos isotrópicos (fig 4.4.a); la de Prager, que es para endurecimiento lineal 

del material (fig 4.4.b); la regla modificada de endurecimiento lineal (Ziegler, 1959) 

que considera a la superficie de fluencia trasladándose en dirección de un vector el 

que conecta su centro con el punto de esfuerzo (figs 4.4.c y 4.5). 

La generalización del concepto de endurecimiento se hizo estableciéndolo como la 

suma de esfuerzos que realizan trabajo interno positivo, esto es, cuando se cumplan 

las siguientes expresiones (Drucker, 1951). 

G- 	S e.. ?, O, en el tramo de carga 
ri 4.11 

e 
1Cr ii  ( eii  - 	e..

rj 
) 0, al completar el ciclo de carga-des- 

carga 



	

donde .5 eP 	1)e.. - >, ee  (Se.. " tensar de incrementos de deformación total; el 

	

ij 	 ij'rl 

indice superior e está asociado a la componente elástica de la deformación total 

Es pertinente hacer la aclaración de que las regios mencionadas se han corroborado 

experimentalmente en pruebas realizadas con especrmenes de acero y que el punto más 

vulnerable de su extensión al comportamiento de los suelos quizá sea el hecho de que 

consideran a la deformación plástica independiente de la presión hidrostática, ya que 

parten de una función de fluencia que, en términos generales, está dada por 

f 	= f (j2, J3) 	 4.12 

Lo anterior puede ser cierto para suelos plásticospsualmente llamados no friccionantes, 

tal como el caso de arcillas saturadas con ángulo de fricción interna 'f> = O. 

Por otra parte, se han propuesto criterios con el fin de hacer a la función de fluencia 

dependiente de los esfuerzos hidrostáticos, ya que para muchos suelos (especialmente 

los porosos) la presión hidrostática juego un papel importante en el proceso de defor-

mación. Dentro de las funciones de fluencia más usuales para tal fin se encuentran 

las siguientes: i. Criterio de Coulomb. Este se puede escribir en la forma invarian-

te (Dibaj y Penzien, 1969) 

(1 + sen 1 /4f,  ) 	- (1 -se n 	= 2c cos 	 4.13 

siendo c = cohesión del material. 

La representación geométrica de esta condición es una pirámide hexagonal con vér-

tice en el punto Ti  = T2  = G3  = c  (catan kr, Si c = O, para un material no cohesivo, 

el vértice está en el origen, 



La condición de Coulomb fue modificada por Mohr y después poi Prandtl, proponién 

dose la forma general conocida como el criterio de Mohr-Coulomb dado por la si- 

guiente ecuación 

1 
f= 2 — sen ( (1

3 
+ 0-

1
)
2 

4.13.a 

ii, Criterio modificado de Tresca. Es similar al anterior y se expresa en térmi 

nos de esfuerzos principales 

[( 5-1 - 12
)2 

- r (P)1  1(  12 Q
-
3

)
2 
 ) - r (p)-1 	[( (T.

3 
- 01

1
)
2 

- r(p)j = 0 
4.14 

donde r(p) es función de p = — 
3 

Esta condición se representa mediante una pirámide hexagonal (fig 4.6.a) 

iii. Criterio modificado de von Mises. Este se expresa como 

f = J
2 

- r (p)= O 
	

4.15 

con r (p) =k p2, 	k = constante 

La superficie de fluencia para este caso suele representarse geométricamente como un 

cono circular recto (fig 

iv. Criterio de Drucker y Prager. Generaliza la hipótesis de Mohr-Coulomb y 

se expresa como 

f 	+ J
2

1/2 
- K = O 
	

4.16 

donde ct< y K son constantes positivas. 

4,2.1 Criterio de carga y descarga. La variación de la función de fluencia se puede 

obtener de la ec 4.9 de donde resulta que 



T' 	" 	eP f 

ij 	Ij 	el? 	ii 
ij 

De las ecs 4.9 y 4,17 se obtienen los criterios de descarga, carga neutra y el de 

carga en el material. Si se tiene un estado plástico con f = O y Sf<0, para represen 

tar la descarga se requerirá que no existan deformaciones plásticas e?. ni el pardme- 
i j 

tra de endurecimiento por deformación 	entonces la suma de f y ,Sf serd negativa 

indicando que el material se descarga, estableciéndose este criterio como 

ozr <O
' 
 f = 0 descarga 	 4.18 

Si el cambio a un estado plástico no está acompañado de cambios en la deformación el 

proceso se nombra de carga neutra y el criterio correspondiente a esa condición es 

f 	= 0, f = 0 carga neutra 	 4.19 
7grii 	ij 

Finalmente, se dice que existe un proceso de carga cuando el cambio de un estado 

plástico a otro está acompañado de una deformación plástica, esto es 

')fS 	> 0, f = 0 carga 	 4.20 
DG-ii 	ij 

4.2.2. Relaciones esfuerzo-deformación elastopldsticas. Los tensores eldsticos de 

incrementos de esfuerzos y deformaciones se relacionan a través de la ley generaliza-

da de Hooke, lo cual se expresa de la siguiente manera 

s 	De 	See  = De ( ¿e 	,SeP ) 
ij 	ijkl 	¡iki 	kl 	kl 

4.21 

siendo De 	= tensor de módulos elásticos. 
D. k  I  

Por otra parte, la variación de la función de fluencia sin considerar endurecimiento 

por deformación, está dada por 

is f=  Df 	 f 

DeP 
ij 

eP = O 
ij 

4.22 

df 4.17 
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Sustituyendo en la ec 4.22 las ecs 4.8 y 4.21 se obtiene que 

ekl Dij kl 

De 	f 	3f  
ij kl 	 ep 

con la ec 4,23 se puede reescribir la ec 4.8 como 	
ij 

 

eP =- 
Aijkl  
 Se 

kl 

conAijkl  ={ -N7ji 	mn Dmenkl] /[ 

f 

4.23 

Sustituyendo la ec 4,24 en la ec 4.21 se obtiene el resultado siguiente 

ler
ij 

D
ijkl

de
kl 
	 4,25 

con Duki  De 	
e 

ii  
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La ec 4.25 es la relación general de esfuerzo-deformación para materiales elastoplás- 

ticos. 

4.3 Otros modelos constitutivos 

En esta sección se hacen planteamientos generales de dos modelos empleados para re-

presentar el comportamiento de algunos materiales, comentándose las aplicaciones 

que se consideraron más relevantes para los fines de la dinámica de suelos. 

4.3.1 Modelos de módulos variables, Estos han surgido recientemente con la finalidad 

de representar el comportamiento no lineal de los suelos cuando están sometidos a 

un fenómeno de propagación de ondas (sismos, explosiones, etc). Los planteamientos 

no establecen explícitamente una condición de fluencia, sino que consideran al mó-

dulo volumétrico K y al de rigidez en cortante G como funciones de los invariantes 



siendo a.. be. 11' 	ij 

p = esfuerzo medio; e = deformación media y á= incremento 

= tensores de esfuerzos y deformaciones desviadores, respectivamente; 

de los tensores de esfuerzos y deformaciones. 

La descripción matemática del modelo esta en términos de relaciones desacopladas 

incrementales de esfuerzo-deformación, esto es 

= 2G Se 
ij 
	 4.26 

Sp = 3K e 
	

4.27 

Los modelos de módulos variables han sido examinados para la prueba de deformación 

uniaxial y la de compresión triaxial, obteniéndose buena concordancia cualitativa 

con el comportamiento real de algunos suelos, en particular los granulares (Nelson y Baron, 

1971). 

Se ha designado con el nombre de modelo de módulos variables aquél en el que K es función 

de la deformación media, y G depende de la presión p y del segundo invariante de es-

fuerzos desviadores J
2 

(Nelson y Baron, 1971). Las ecuaciones más sencillas que 

se encontraron para valuar los módulos y que a la vez satisficieron las relaciones es-

fuerzo-deformación en las pruebas de laboratorio mencionadas anteriormente, están 

dadas por 

K = K (e) = Ko  Ki  e + K2 e
2 	

4.28 

G = G (p [7-21  ) Go  4-  '11  p /11 TI-21 	 4.29 

siendo Ko  = módulo volumétrico elástico lineal; Go  = módulo de rigidez elástico li- 

neal; K 1, K 2  = constantes del módulo volumétrico; 1
1  , 	

=. constantes del módulo 

de rigidez 



La cantidad FJ—I se emplea en lugar de J2  pata tener el mismo orden que p, además 
2 

en la ec 4.28 se escogió K como función cuadrática de e y no de p ya  que en la cur 

va típica de la prueba de deformación uniaxial el esfuerzo es función cúbica de los 

deformaciones. 

En los modelos de módulos variables los conceptos de carga y descarga no están defi-

nidos de manera única, pues se emplean distintos criterios tanto para el comportamiento vo 

lumétrIco como para el distorsional,por lo que existe la posibilidad de que el material 

esté cargándose en cortante ( bJ
2

> 0) y descargándose en presión ( Ip<O) simultá-

neamente. Corno aproximación en la descarga se han propuesto las siguientes expre-

siones (Nelson y Baron, 1971) 

K 
D 

= cte 	 4.30 

GD =Go 	p+t 11J2  h (SJ2 ) 
	

4.31 

donde h (J2) = función escalón; además se define que cuando y1>  O y \I
I

< O el ma-

terial es más rrgido en cortante con aumento de la presión y menos rrgido con incre-

mento de esfuerzos cortantes. 

El módulo volumétrico en descarga,KD, se emplea siempre que la presión es decre-

ciente, b p c0 (descarga), o siempre que á p> O pero la presión es menor que el valor 

máximo, p <p max (recarga). La función escalón en la ec 4.31 tiene la finalidad de 

representar el hecho de que para igual valor de p y J2  el material es más rrgido en 

cortante cuando está descargando en cortante, ¿J2<0, que cuando está cargando 

en cortante, .5.12  >0. Esto asegura que en un ciclo incremental de carga-descarga 

haya disipación de energía. 



En la fig 4.7 se muestra el resultado obtenido con este modelo para representar el 

caso de deformación uniaxial, pudiéndose observar que delante la caiga, descarga 

y recarga el comportamiento obtenido concuerda bastante bien con el previsto. lin 

resultado análogo se obtuvo para la prueba triada' (fig 4.8), Ambos resultados indica 

ron que para niveles bajos de esfuerzos el modelo no representa satisfactotiamente al 

comportamiento previsto. En cuanto a lo anterior Nelson y Baron sugieren que para evitar 

esos problemas se deberla utilizar otra descripción para el material, posiblemente 

una que involucrara acoplamiento entre los efectos volumétricos y los distorsionales. 

Basándose en la comparación con otros modelos, Nelson y Baron juzgan que en los de 

módulos variables están contenidos implrcitamente los conceptos de condición de flu-

encia y flujo plástico. Las figs 4.9 y 4.10 ilustran la comparación de estos modelos 

con los del tipo elastoplástico. En la primera se ve que si bien los modelos fluyen 

paro el mismo nivel de esfuerzos, el de módulos variables exhibe un comportamiento 

más realista a medida que se acerca a la falla. La segunda presenta una diferencia 

notable ya que los modelos elastoplásticos consideran que la fluencia o falla es de ma 

nera repentina mientras que en los de módulos variables la transición a la falla es gra 

dual, 

Finalmente, es oportuno hacer un comentario sobre la calidad de datos experimenta-

les utilizados en estos modelos, Como es de esperarse, todas las muestras de labora-

torio tienen propiedades diferentes entre sr;  además después de la carga incial cada 

prueba destruye a  la  muestra lo que ocasiona que se tengan que emplear diferen- 



tes muestras para cada prueba. Esto hace que sea dificil comparas resultados de di-

ferentes pruebas de laboratorio y decidir, con base en ellas, si el modelo matemático es 

erróneo o no, 

4,3.2 Modelos de módulos equivalentes, Dada la complejidad del comportamiento 

de los suelos también se han desarrollado algunos modelos de relaciones esfuerzo-de-

formación linealizadas, que ajustan sus parámetros a un nivel de deformación espera-

do, 

Para esto generalmente se requiere de un proceso iterativo con el cual primero se haga 

una estimación de los parámetros, luego se efectúe el análisis calculando las deforma 

clones, en seguida se revisen los parámetros para ver si son consistentes con esas de-

formaciones, repitiéndose el proceso hasta que las deformaciones estimadas y las cal-

culadas concuerden dentro de cierto margen de tolerancia 

En la medida que los esfuerzos y deformaciones de un sistema no lineal se puedan pre-

decir mediante un sistema viscoelástico lineal se dice que existe equivalencia entre 

ambos. En este sentido se han realizado algunas investigaciones para comparar la res 

puesta estacionaria de un sistema de un grado de libertad que tiene comportamiento 

bilineal con la respuesta de un sistema viscoelástico equivalente, los resultados mostra 

ron concordancia entre las curvas fuerza-desplazamiento del sistema equivalente y el 

no lineal (Caughey, 1960, a, b y c). También se han realizado comparaciones em-

pleando un sistema no lineal descrito por el modelo de Ramberg-OsgDod cuyo compor- 

tamiento es similar al de los suelos (Jenninqs, 1963) y 	algunas entre el com-

portamiento de sistemas continuos con coracterrsticas no lineale! y sistemas viscoelás-

ticos equivalentes (Idriss y Seed,19681 • Por los resultados obtenidos se hace necesario 



realizar más estudios para poder obtener conclusiones más relevantes. 

Dentro de los modelos de móduhrs 	 está rol qui• selecciona u trowls de un 

análisis viscoelástico lineal los siguientes parámetros: módulos asociados a una velo-

cidad de onda, relación de Poisson y coeficiente de amortiguamiento (Whitman, 1970). 

Se han sugerido distintas reglas más o menos lógicas para escoger esos parámetros con 

el enfoque de hacer equivalente el modelo viscoelástico a otro con características no 

lineales (Jennings, 1968). 

Para el caso de cargas repetidas las reglas más usuales son: a. Tomar el módulo del 

sistema viscoelástico lineal como la pendiente de la Neo que conecto los extremos 

del ciclo de histéresis (fig 4.11); b. Escoger el amortiguamiento del sistema equiva-

lente de tal forma que el área del ciclo de histéresis sea igual al área del ciclo his-

terético real del material. 

Para cargas transitorias donde los extremos de la curva esfuerzo-deformación no son 

los mismos para cada ciclo de carga y descarga, es más dificil establecer esas reglas 

de una manera lógica. En estos casos la equivalencia entre el modelo viscoelástico 

y el no lineal se establece utilizando un ciclo de histéresis para una deformación me-

dia. En la determinación de esa deformación promedio es muy importante el criterio 

personal que se tenga acerca del problema, generalmente se toma como el 60% del 

valor de la deformación máximo. 

En los modelos viscoelásticos equivalentes el cálculo de los módulos E y G se hace a 

través de las velocidades de onda a la que están asociados, así se tiene que 
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4.33 

4,32 

Existen varios métodos para cuantificar a los módulos(velocidades asociados a ellos) 

dentro de los cuales están: las mediciones in situ de la velocidad de onda (fig 4.12), 

las pruebas dinámicas y las estáticas realizadas en laboratorio. Una prueba dinámica 

muy socorrida es la de la columna en resonancia y la estática consiste en aplicar es-

fuerzos crclicos a bajas frecuencias. 

Dentro de los factores que afectan a los módulos (velocidades de onda) quizá el más 

importante es la frecuencia. Las pruebas que se han efectuado en muestras de distin-

tas clases de suelos indican que durante la aplicación de cargas pequerlas repetidas 

los módulos son independientes de la frecuencia en un rango de 0.1 cps a 200 cps y para 

arenas hasta los 1000 cps. Se ha encontrado que cuando existen comportamientos no li-

neales notables no se puede definir a un módulo o velocidad de manera general;  sin 

embargo;con el fin de escoger los parámetros de un modelo matemático lineal que sea 

equivalente al comportamiento real del material, es usual definir al módulo como la 

pendiente de una linea que conecta a las mayores 	deformaciones positivas y nega-

tivas en el ciclo de histéresis (Whitman, 1970), 

En cuanto a la relación de Poisson no es necesario conocerla de manera precisa, Para 

suelos totalmente saturados puede asignársele un valor cercano a 0.5 y para suelos con 

poca saturación una relación .9= 0.35. En suelos que tengan condiciones intermedias 

pueden emplearse valores comprendidos entre estos limites. 



Debido a que cuando se presentan cargas cíclicos en los suelos el amortiguamiento 

viscoso es menos importante que el histerético, en los modelos de módulos equivalen 

tes se expresa la capacidad de amortiguamiento a través de un coeficiente I que es 

la relación entre la pérdida de energraidurante un ciclo de la vibración forzada esta 

cionaria,y la energía máxima almacenada en él (fig 4.13). 

La teoría de viscoelasticidad permite representar los efectos de amortiguamiento his-

terético al expresar a éste en función de cantidades adimensionales como el decre-

mento logarítmico, la relación de amortiguamiento critico o coeficientes de pérdidas. 

Para amortiguamiento pequeño resulta ser 

--A   --- 4 ir 2 ir 	-7 

donde 	= relación de amortiguamiento (fracción de amortiguamiento crítico); 

a ---, decremento logarítmico;1= capacidad de amortiguamiento y 1-z coeficiente de 

pérdida. El amortiguamiento también puede cuantificarse mediante pruebas de la-

boratorio (Whitman, 1970) 

Finalmente, los puntos clave de los modelos constitutivos de módulos equivalentes pue 

den resumirse a lo siguiente: para trabajos prácticos, en virtud de la complejidad del 

suelo, es necesario representar su comportamiento a través de un modelo viscoelástico; 

mediante escoger parámetros consistentes con el nivel esperado de deformación se pue 

de formular el modelo "equivalente"; existen métodos que permiten evaluar los módu- 



los equivalentes a través de conocer la velocidad de onda (de cortante); no es posi-

ble modelar  de manera exacta un amortiguamiento equivalente, sin embargo/ se han 

desarrollado trabajos (Wilson y Penzien, 1972) que proporcionan criterios razonables 

para cuantificarlo; persiste la pregunta de si la certeza con que se representan las 

propiedades del suelo es mejor o no que la seguridad con la que se conoce a la exci-

tación a que estará sometido el mismo. 

En el apéndice A se presentan algunos criterios para incorporar el amortiguamiento en 

el análisis dinámico. 



5. FORMULACION DE FRONTERAS TRANSMISORAS 

En los estudios numéricos realizados para determinar la respuesta de depósitos de 

suelos sujetos a casos específicos de excitación, ha sido necesario restringir el domi 

nio de solución mediante el empleo de fronteras ficticias que eviten o minimicen las 

reflexiones que se presentan al modelar de manera finita el depósito de suelo conte-

nido en un semiespacio infinito. Sobre este tema se han hecho diversos planteamien-

tos (Lysmer y Kuhlemeyer, 1969; Ang y Newmark, 1971; Lysmer y Waas, 1972; Smith, 

1974; Castellani, 1974; Tseng y Robinson, 1975; Lysmer y otros, 1975; Ukaji, 1975) 

En la mayoría de ellos se encuentra que el enfoque se restringe a la absorción de on 

das generadas dentro de un modelo discreto y reciben por tanto el nombre de fron-

teras absorbentes. 

En este caprtulo se discuten los planteamientos más relevantes que se han hecho acer 

ca de las fronteras absorbentes y se formulan condiciones de frontera, llamadas "ac-

tivas", que permiten el libre paso de ondas al sistema tanto de las que inciden (ondas 

srsmicas), como de las que lo abandonan (ondas reflejadas) . Además, se presenta 

una formulación que pretende hacer más eficientes a estas fronteros en cuanto a la 

dirección de arribo de las ondas srsmicas. Finalmente,se hace una discusión de las 

fronteras activas para ondas superficiales. 

5.1 Fronteras absorbentes 

Si se tiene que dentro de un dominio modelado de manera finita se encuentra la fuente 

excitadora (fig 5.1), la propagación de energía ocurrirá de la región interior a la ex-

terior. Para simular la naturaleza del espacio seminfinito el efecto de la parte exte- 

rior sobre la interior debe ser idéntico al de una frontera absorbente o no reflejante. 



Esto conduce a la idea de determinar la iespuesta dinámica de un modelo finito cons 

tituido sólo par la legión interior sujeta a condiciones que aseguren la mejor absor-

ción de la energra que urtiha a sus fronteras. 

Se han investigado diferentes posibilidades de expresar analíticamente esas condicio-

nes de frontera, encontrándose que una forma fácil de representarlas es mediante las 

siguientes ecuaciones (Lysmer y Kuhlemeyer, 1969) 

Q-=-• a p cp  ún 	 5,1 

b e cs  út 	 5.2 

donde CT,T2= esfuerzo normal y tangencial en la frontera, respectivamente; ljn, út = 

velocidad normal y tangencial, de modo respectivo, en un punto de la frontera y a, 

b = parámetros adimensionales. 

La interpretación física que se da a las condiciones de las ecs 5.1 y 5.2 es en el sen- 

tido de que la frontera está soportada por amortiguadores normales y tangenciales a 

ella. 

Con la finalidad de cuantificar la eficiencia de absorción de estas fronteras Lysmer 

y Kuhlemeyer relacionaron la energra producida por ondas incidentes con la energra refle 

jada, para lo que emplearon distintos valores de a y b en las ecs 5.1 y 5.2 . En 31 caso de 

condiciones armónicas estacionarias un frente plano de ondas P de amplitud unitaria 

posee una energra incidente Ei  que se puede expresar como 

1 s  
E. = — 

2 
9 c

s 
 (.»2 

 sen O 
1  

y la reflejada, En, como 



E' 	2s 	
c

s 	
A 2  sen 	+YCs ril2 82  seno 	i i 

siendo 1 - ángulo de incidencia y reflexión de ondas P; 6- ángulo de incidencia y 

reflexión de ondas S; A_ amplitud de ondas P reflejadas; B - amplitud de ondas S 

reflejadas; s = 	y <4 frecuencia de ondas sísmicas. 

Los resultados indican que para las ondas P propagándose en un medio elástico con 

17= 0.25 (relación de Poisson), se alcanzan absorciones de la energra reflejada del 

98.5% cuando en las condiciones de frontera dadas por las ecs 5.1 y 5.2 se tienen 

los valores a= 1, b = 1 y ángulos de incidencia mayores de 30°. 

Cuando se tiene un frente de ondas S, la energra incidente resulta ser 

E. =C 
s rd 2  sen 
	

iii 

y la energra reflejada 

1 
E 	— ? C 8

2 
(4

2 
se n 	

1 
— C A

2 
r&.)

2 
se n 	iv 

r 2 	5 	 2s 

Al relacionar estas energías, como en el caso anterior, obtuvieron que la formula- 

ción propuesta con a = b = 1 fue eficiente en un 95% para absorber ondas reflejadas . 

Estos cálculos fueron realizados paro el mismo medio elástico donde '1= 0.25. 

Se ha hecho un refinamiento de estas fronteras absorbentes mediante el planteamiento 

de ondas esféricas (Castellani, 1974), Se estudió 13 efectividad de la formulación a 

través de dos modelos finitos, uno llamado el "modelo grande" y el otro el "modelo 

pequefso",, Las conclusiones más relevantes que se obtuvieron de ellos son las siguien 

tes: 1, El "modelo grande" es más representativo del fenómeno de propagación ya 

que está menos afectado por efecto de curvatura de las ondas. 2. En ambos modelos 

el error en la solución se incrementa al final de la excitación, lo cual se explica por 



los contenidos de frecuencias bajas del pulso que se empleó como excitación. 

Lysmei y Waas (1972) estudiaion problemas estar ionai ¡es de propagación de ondas en 

estructuras planas de comportamiento elóstico lineal. Trataron el caso especial en el 

cual la carga estuvo dada por fuerzas armónicas que sólo generaron ondas SH en el 

medio (perpendiculares al plano de la estructura), El dominio de análisis consistió en 

una masa térrea compuesta de tres zonas, una central conteniendo a todas las irregu-

laridades geométricas y a la excitación, y dos laterales unidas a la central en toda la 

frontera vertical (fig 5.2). El movimiento de las zonas laterales fue provocado por 0,,das  

libres (ondas de Love) que viajaban 	hacia la izquierda, en la zona lateral izquierda, 

y hacia la derecha, en la zona lateral derecha. 

Las condiciones de frontera se establecieron a través de una teoría de propagación de 

ondas de Love en estructuras estratificadas de base rígida, similar a la de masas con-

centradas para ondas de Rayleigh (Lysmer, 1970), que conduce a un problema de va-

lores y vectores característicos que se puede resolver empleando algoritmos existentes 

en la literatura (Wilkinson, 1965) con el fin de determinar los modos principales de 

la propagación de ondas en el medio. 

Al asociar los desplazamientos nodales de los elementos finitos con que modelan al 

medio a los desplazamientos provocados por las ondas de Love, la condición de frontera  

establecen mediante expresar a los esfuerzos xy  en la parte superior del j-ésimo 

estrato como (figs 5.3.a, b y c) 

Gi 
41 	— b. u. [I - exp(ikh)lj exp 	 5,3 

hbj 	I  

y puesto que kh &< 1 se puede escribir como 



G' 	- ik G. u. exp 	 5.3.0 
xy 	I 

y en la pude inferior como 

xy 

siendo G. módulo de rigidez al 

- ik G• II 1 exp (iot) 

cortante en  un elemento finito; k 04) — es el ni"). c 

mero de onda; u. valor asociado con la amplitt d del desplazamiento piovocodo por 

las ondas de Love 	u(z) expi (101. - kx)] / que es una combinación de las for- 
Y 

mas modales del sistema obtenidas al resolver la ecuación homogénea de movimiento 

en el medio, dada como 

(K - 0.3
2
M) U -= O 
	

5.4 

siendo M matriz de masas de todo el dominio; K = k 2 
A + B, matriz de rigideces; 

A y B = matrices constantes simétricas y U = vector de desplazamientos. 
0%0 

Como puede observarse en lo expuesto anteriormente,el planteamiento de estas condi-

ciones de frontera tiene el inconveniente de hacerlas dependientes de la frecuencia u) 

de la excitación, lo cual complica el análisis del problema estacionario planteado en 

el dominio de las frecuencias, sobre todo cuando se considere comportamiento no li-

neal del material. 

Un planteamiento que engloba a las condiciones de frontera anteriores se ha empleado 

para la solución del problema de interacción suelo-estructura (Lysmer y otros, 1975). 

La formulación se incluye directamente en la ecuación de movimiento expresada como 

Mu- +Ku=-mj;-V+F-T 	 5.5 

donde u = vector de desplazamientos nodales relativos a la base rígida; M y K = ma- 
r 

trices de masas y rigideces de una rebanada o cuna de suelo con espesor unitario; 

m = vector relacionado con M y la dirección de aceleración de la base rígida; y = 



vector de aceleraciones en la base rígida; V, F y T son los vectores que contienen 

a las condiciones de frontera y su significado es el siguiente: 

Las fuerlas V son originadas por las fronteras viscosas en las caras laterales de la 

cuña de suelo (fig 5.4) y se calculan mediante la ecuación 

V= 
	

C (t, - 6f) 	 5.6 

siendo L = espesor de la cuña de suelo; C = matriz diagonal que depende de lus pro-

piedades del campo libre•
'

üf = velocidades conocidas de la solución de campo libre. 

Las fuerzas F actúan en el plano vertical de los extremos de la cuña, son realmente 

las fuerzas en un plano vertical en el campo libre y no toman en cuenta la transmi-

sión horizontal de ondas. Se calculan como 

F -z H uf 	 5.7 

donde H matriz de rigideces independiente de la frecuencia y formada a partir del 

módulo complejo en el campo libre. 

Las fuerzas que se relacionan con la transmisión de energía sísmica están dadas por 

T y se cuantifican con 

T = (D + 1) (u - uf) 	 5.8 

con D, I = matrices de rigideces que representan el efecto dinámico de las partes 

seminfinitas de suelo que están en los extremos derecho e izquierdo, respectivamen-

te, de la cuña en estudio. Estas matrices son dependientes de la frecuencia con que 

se propagan las ondas. 

La fig 5.4 muestra un modelo con estas condiciones de frontera
) 
 empleadas para re-

presentar los efectos de un problema tridimensional mediante un análisis bidirnensio- 



nal. Esta Formulación presenta los siguientes inconvenientes: 

Las fuerzas V requieren del cálculo; de la rnatiiz diagonal C la cual debe contener 

términos que reproduzcan de manera "exacta" la transmish'in de la eneigic en las 

caras laterales de la cuna y a la vez absorban las reflexiones producidas dentro del 

modelo. Entonces para determinar de manera exacta a la matriz C es necesario co-

nocer la solución analrtica de un problema especifico lo cual no siempre es posible. 

Las condiciones de frontera dadas en la ec 5.7 requieren de un análisis con números 

complejos para calcular :os términos que componen a la matriz H, esto obviamente 

encarece excesivamente el proceso de cálculo numérico . La ec 5.8 representa 

condiciones de frontera cuasiexactas obtenidas con la teoría de Lysmer y Waas y re-

sultan dependientes de la frecuencia de las ondas que se propagan en el medio. 

Por otra parte, estas condiciones de frontera están formuladas en términos de los des-

plazamientos u relativos a la base regida, lo que en ocasiones puede hacer que se re- 
,/ 

troalimente al sistema con una energía inducida por reflexión ya que no se está per-

mitiendo que parte de élla sea transmitida al semiespacio que está debajo del modelo 

infinito. 

Se han desarrollado otros tipos de fronteras transmisoras nediante utilizar la propiedad de 

consistencia matemática entre las ecuaciones en diferencias finitas, que representan 

el fenómeno de propagación de ondas, y un modelo de parámetros concentrados (Ang 

y Newmark, 1971; Tseng y Robinson, 1975). 



Ang y Newmark obtienen la condición de fiontera transmisoia a través de una foimu 

loción de diferencias finitas centrales 
	

Establecen el problema  de propagación 

de ondas como uno de transmisión de fuerzas de D'A lembert en puntos especrficos de 

modelos discretos con los que representan frsicam(nte al dominio. 

Primero consideran el caso de propagación unidimesional en una barra seminfinita 

excitada en un extremo mediante un pulso de esfuerzos P(t) (fig 5.5). Para la masa 

ubicada en el punto b, justamente donde está la frontera artificial, la ecuación de 

movimiento aproximada con diferencias finitas se expresa como 

t 
(b+1) - Qt  (b-1) 	..t (b) 	

5.9 
x 

Puede observarse que el esfuerzo Cft(b+1) no se conoce, sin embargotsu valor se cuan-

tifica haciendo las siguientes consideraciones: si la celeridad del medio se designa 

por c, una onda de esfuerzos recorrerá la distancia entre dos masas concentradas en 

un tiempo dado por 

A 
t= x  

c 
5.10 

Para el tiempo (t - n) el esfuerzo en el punto (b-1) es qt" (b-1), entonces este mismo 

esfuerzo se deberá tener en el punto bf- 1 cuando el tiempo tenga un valor igual a  t 

esto es 

	

G (19+1) t" (b-1) 
	

5.11 

Entonces, para representar al medio infinito, la ecuación de movimiento en la fronte 

ro está dada por 

	

t-n 
(b-1) - Crt  (b-1) 	..t 

u (b) 
	

5.12 



Se debe hacer énfasis en que para el caso de propagación elástica la ec 5.12 es una 

representación exacta desde el punto de vista de que no se introducen errores con la 

frontera artificial excepto los inherentes a la apioximoción con diferencias finitas 

centrales. 

Cabe aclarar que la formulación en dos dimensiones no tiene un fundamento teórico, 

debido a que se obtienen dos conjuntos distintos de ecuaciones para evaluar los es-

fuerzos y no existe una base teórica para combinarlos, por lo cual se emplea una apro 

ximación obtenida mediante cálculos justificados experimentalmente. Por otra parte, 

la implantación de estas condiciones de frontera al método del elemento finito no ha 

sido posible. 

Uno de los inconvenientes que tiene esta formulación de fronteras transmisoras es el 

referente a la estabilidad y convergencia, ya que la solución aproximada de una ecua 

ción diferencial por medio de un esquema de diferencias finitas no implica que inva-

riablemente sea una solución válida. 

Se ha desarrollado un procedimiento numérico para representar una frontera que per-

mita la transmisión de ondas de manera local e independiente, basándose en el hecho de 

que una perturbación sísmica que viaja en un medio homogéneo,isotrópico y elástico 

puede separarse en ondas de cuerpo P y S (Tseng y Robinson, 1975). 

El esquema propuesto para tal efecto se basa en descomponer, en la vecindad de la 

frontera, el campo de Cesplazamientos por medio de los potenciales de Helmholtz 

Además, emplea el modelo de parámetros concentrados de Ang y Newmark para re-

presentar al dominio en cuestión. 



La frontera transmisora se formula de tul manera que resulta capaz de transmitir a 

las ondas P y S que arriban u ella con cualquier dirección. Se sugiere que cuando 

la distancia de la frontera a la fuente sea suficientemente grande se emplee la solu-

ción de ondas planas para el problema de propagación; en caso de que sea pequeña 

se deberá hacer una corrección mediante una aproximación de ondas cilrndricas. 

Para el caso de una onda plana P moviéndose en una dirección dada por los cosenos 

directores I y m (0= f(1 x+m y+C t) las condiciones de frontera están dadas 
P p 	 P P 

por 

x 	14),t 

lp 	C 

_ 	t 
m 	C 

para frontera 
vertical 

para frontera 
horizontal 

5.13 

5.14 

pudiéndose demostrar que los esfuerzos en el frente de onda estén dados para una fron-

tera vertical por 

4,tx 	 ux 
--  xx 	P Ip 	 P I 

y para una horizontal por 
• 

?C 	 9C L'Y-- 
YY 	p m 	p m 

El planteamiento de las condiciones de frontera para el caso de ondas S incidentes es 

análogo al anterior, mediante emplear el potencial vectorial ^/ 

Como puede verse, lo fundamental de la aproximación propuesta por Tseng y Robinson 

estriba en la descomposición adecuada del campo de desplazamientos mediante poten-

ciales. Cuando se trata de la transmisión de una onda plana se pueden cometer erro 

res considerables debidos a la variación de los potenciales en la curvatura de un fren- 

5,15 

5.16 



te de ondas; sin emhargo,estos enojes afectan a la solución sólo en una región cer-

cana a la frontera. Es posible hacer una aproximación con fronteras transmisoras 

cilrndricas,lo cual mejora los resultados en la vecindad de las mismas,requiri6ndose 

para ello un trabajo adicional en cuanto a las operaciones a realizar con la calcula 

dora digital. 

Una de las ventajas que presenta esta formulación es que tanto para un frente de on-

das plano como para uno cilrndrico las condiciones de fronteras transmisoras son in-

dependientes de la frecuencia de la excitación. 

Según el criterio del autor del presente trabajo el punto más vulnerable del estudio 

hecho por Tseng y Robinson es el que se refiere a la estabilidad y convergencia del 

esquema numérico de diferencias finitas empleado para resolver el problema de pro-

pagación de ondas. 

11111SLIOTTCA DY, LAS DI VISIO sur» 
NIIII 

pE 1NVZSTSJACION   
ItIORF,S DE LA FACULT 4.0 10).;. INtit',141144/1 

Un camino distinto a todos los anteriores se ha seguido para formular fronteras trans-

misoras que, a la vez de eliminar completamente las reflexiones espurias, resulten 

independientes de la frecuencia y del ángulo de incidencia de las ondas. (Warwick, 

1974), La formulación analrtica se hace mediante la superposición de dos soluciones 

en la frontera transmisora• Uno que corresponde a considerar que la frontera es libre, 

cumpliéndose la condición de Ne u mann para los desplazamientos; la otra solución 's 

para el caso de tener la frontera fija, lo cual se representa mediante aplicar la condi-

ción de Dirichlet a los desplazamientos. 

Esta formulación tiene dos inconvenientes fundamentales: si el dominio esta modela-

do con n fronteras transmisoras se requieren 2n  soluciones independientes para obte- 



ner la solución completa. Esto eleva definitivamente el costo de análisis de un 

problema; además la superposición de las soluciones iequiere que el material del 

medio modelado tenga necesariamente un comportamiento lineal. 

5.2 Fronteras activas 

En esta sección se definen condiciones de frontera que permiten el libre tránsito de 

ondas que se propagan por un semiespacio infinito, La formulación no está restringi-

da a la exclusiva absorción de ondas; además, puede emplearse en el análisis de pro-

blemas donde el material tenga cualquier comportamiento, lineal o no lineal. El mo 

delo numérico propuesto parte de la hipótesis de tener un frente plano de ondas. 

5.2.1 Formulación de las fronteras. Por simplicidad se tratará primero el caso de 

propagación unidimensional de una onda de corte cuya ecuación de movimiento pue-

de escribirse como 

u2 	1 	-;2  u2 

xl 	C
2 	9 t2 

donde u
2 

= componente de desplazamiento normal a la dirección de propagación; 

x
1 

= coordenada ubicada en el sentido de la propagación. 

La solución general de la ec 5.17 se puede escribir como (Ayala y Arando, 1977) 

u2 	f2  (xi  - Cs t) +
z 
 (x

1 
 + C 

s
t) 

donde f
2 

y F2  son cualesquiera funciones,diferenciables con respecto a sus argumen-

tos. 

5.17 

5.18 



Pala fines del problema de propagación la interpretación física que se le puede (1(11 

a la ec 5.18 es en el sentido de que 12  corresponde a una perturbación que viaja con 

velocidad Cs  en la dirección positiva del eje x1  y F2  esotra análoga pelo en diiec— 

	

ción negativa (fig 5.6) .En tal caso 	u2  representa el desplazamiento producido por 

un temblor en el punto x1  = a, f2 es la parte de u2  que se transmite a la región x1)a, 

es decir, son las ondas sísmicas y F2  es la parte que abandona al sistema, esto es, 

ondas reflejadas. Entonces, para formular las condiciones de frontera en un punto 

x
1 

= a
>
tales que permitan el libre paso de las ondas, considérese la variación en el 

tiempo del desplazamiento u2  dada a continuación 

u = — C 	+ C 	 5.19 
2 	s 2 	s 2 

donde la coma representa al operador derivada de la función con respecto a su argu—

mento. 

Por otra parte, la variación de la función u
2 

con respecto a la variable x
1 

está dada 

por 

	

+ F, 	 5.20 
'al 2 2 

El esfuerzo cortante G12 
en una partícula que tiene un desplazamiento u2  está dado 

por 

u2 
= G 12 	Dxi  

sustituyendo las ecs 5.19 y 5.20 en la ec 5.21 se obtiene que 

1-12  = 2?C2  f'
2 
 +(3 Cs  

s 

de la ec 5.19 se tiene que 

= — C f' 
2 	s 2 

y sustituyendo esta última ecuación en la ec 5.22 se llega a que 

5.21 

5.22 

5.23 



12 	
(2 f2  -1;2) 
	

5.24 

La ecuación (interior representa un esfuerzo en el interior del medio que expresado 

como esfuerzo externo a una frontera cuya normal es de sentido contiario al de la 

propagación resulta ser 

t
2 

= C
s 

(2
2 
 - 

2
) 	 5.25 

La ec 5.25 es la que define la condición de frontera activa para el problema de pro-

pagación unidimensional de ondas de corte. La extensión a las ondas del tipo com-

presional es análoga, de donde resulta que el esfuerzo en la dirección x de propaga- 
1 

ción está dado por 

t 1 = 1C 
P 
 (2 

 1 
 - 

1
) 
	

5.26 

Si el frente de ondas planas, constituido por ondas de cuerpo P y S, tiene una direc-

ción de propagación definida por los cosenos directores I, m y n, la generalización 

de los conceptos de las ecs 5.25 y 5.26 se puede hacer mediante expresar los esfuerzos 

en la frontera como 

71 	? Cp (2 f.-1 -1.1) 	
5.27.a 

7. = C
s 
 (2 f

2 
 - -u-2),  i = 2, 3 
	

5.27.b 

donde las tildes indican que las variables están referidas al sistema de ejes en el cual 

X
1 coincide con la dirección de propagación (1, m, n). 

Las condiciones de frontera dadas por las ecs 5.27 a y b se incluyen de manera senci-

lla en la ecuación de equilibrio dinámico ya que pueden escribirse matricialmente 

como 



t'Cu  	 5.28 

Obsérvese que esta formulación no depende de la frecuencia y puede exf .ndeise a 

problemas no lineales mediante una formulación incremental de la ecuación de equi-

librio dinámico si se dan propiedades lineales al comportamiento del material en cada 

incremento. 

5.2.2 Fronteras activas eficientes. En un problema de propagación de ondas 

no se puede determinar de manera sencilla la dirección de arribo de las mismas ;  en la ma 

yorra de casos resulta imposible. 
	En esta parte del trabajo se desarrolla una for- 

ma relativamente simple de incluir la contribución de esa variable en la formulación 

de las fronteras activas. 

Considérese la propagación de un tren de ondas de cuerpo 	en dirección del eje 

X' (fig 5.7) 
	

De acuerdo con lo establecido en la ec 5.24 el estado de esfuer 

zos en una partrcula ubicada en el frente de ondas , está dado por 

4 . 
= - p 	 u (2 f - 	) 

.t. 
cri 	= - ? cs (2 f

2 
- u
z 

2
) 

12 
5.29 

G 	= 	X e' =- P(C - 2s Cs) (2 	-u1) 
u 22 	11 

Cs  
donde s = 	; las cantidades con prima o tilde se emplean para indicar que la pro- 

pagación es én dirección del eje X' 
1 



Las ecuaciones anteriores se pueden escribir en tolmo matricial como 

P 

H 	O 

C
s 

siendo H = (Cp  - 2s Cs); Ui  -- 2 fi  - ui  y U2  = 2 f2  u2  

Los esfuerzos dados por la ec 5.30 se pueden expresar en el sistema de ejes coordena 

dos X1 y X2  (fig 5.7) mediante la siguiente regla de transformación de esfuerzos 

(Karamcheti, 1967) 

(7 	 1117 	 5.31 
ik 	11 kI 

en la cual Tik  = tensor de esfuerzos en el sistema X 1 , X2, X3; Qil  = tensor de esfuer 

zos en el sistema X; , X2, X3; Oei, y o( ki  son productos escalares definidos como 

= (e•
I 
 .e1), 	i, j - 1, 2, 3 

5.32 

ki  = 	k• 11), 	k, I = 1, 2, 3 

donde e
m 
 y e' con m, n = 1, 2, 3 son los vectores unitarios de referencia en los sis-

temas anteriormente mencionados. 

Si se particulariza la transformación dada por la ec 5.31 para el marco de referencia 

se obtiene que X
1 
 X2, 

-1) 

G12 

. 
1 

b.30 

U
2 
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cos
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e 

sen2  e 

serle 	cose 
.•/• 

sen28 

cos28 

-serle cose 

-2 sene cose 

2sene cose 

(cos2e - sen28) 

c 
P 

H 

o 

O 

O 

C
s 

• 

rj1 

U
2 

1  5.33 

..i.  
Análogamente, el vector 	con j = 1, 2 se transforma al sistema X1 X2 mediante la 

siguiente regla 

U•
I 
 = (1‹i 
	I 

U• 
j  

siendo U. = 2 f.
u 
 - u.

i , en el sistema X1  X2  y «ii  está definida en las ecs 5.32. 
1   

5.34 

La sustitución de la ec 5.34 en la ec 5.33 conduce al resultado siguiente 

..1 
W22 

G-12 

f.' 

(C p  -2Cs  ) sene cas29 

+ Hsen3e 

C
P 
 sen3e 

+(-1+ 2Cs) sen8 cos29 

cos29 (Cp  - H -Cs) sen28 cose 

+ Cs  cos3  e 

G11 

G-22 

G
12 

4. 

(Cp  - H -Cs  ) sene 

+ Cs  sen38 

k 5.35 

—C cos3e + 
P 

(H+ 2C s) sen28 cose 

=-4 (Cp-2Cs) sen28 cose + 

Hcos39 

En el caso de existir una frontera activa vertical el esfuerzo 4711 
en dirección del 

eje X1  deberá asociarse al esfuerzo tn ,normal a ella , con sentido contrario al de la 

propagación; y el esfuerzo 4r12  con un esfuerzo tt,tangencial a la frontera, de signo 

opuesto (fig 5.8.a). Esto conduce a expresar las condiciones de frontera activa ver- 

tical en la forma 



t
n 

=1) 

C 	cos38 	 (Cp  -2Cs)sene cos28 

+(H-12Cs) sen28 cose 	H sena Ui  

tt 
(C -H-Cs) sene cos29 	(C -H-C,)sen2e cose 

+ Cs  sen3e 	+ Cs  cos38 U
2 

• 

análogamente se obtiene para la frontera activa horizontal (fig 5.8.b) 

(C
P 

 -2C
s 
 )sen2e cose C 	sen3O 

+ H cos3  e +(H+2Cs) sen8 cos28 u1  4 

(Cp  -H-Cs) sene cos2e (Cp  -H-Cs  ) sen28 cose 

+ Cs  sen36 	i + Cs  cos38 U
2 

En forma compacta las ecs 5.36 y 5.37 se pueden escribir como 

t A ú 	 5.38 

La matriz A depende directamente del ángulo de incidencia de las ondas y será posi-

ble aproximarla a través de otra siempre y cuando se garantice que 

-A*1< E 	 5.39 

con 

R = A -A* 

siendo E = error o tolerancia; A* =matriz de aproximaciones y R= matriz de residuos. 

, 
De acuerdo con la fig 5. 7 las ondas sísmicas pueden incidir en el intervalo - —es —, 

2 	2 

además como R puede tener cualquier signo algebraico es conveniente elevarla a la 

segunda potencia para evitar equivocaciones, con lo que el error cuad,ratico medio J 

5.36 

t
n 

= 

tt  

5.37 



estará dado por la integral 

J  

ir 

2 

R
2 
 (8) de 

11- 
- 2 

5.40 

En la medida que el residuo tenga un valor cercano a cero, en todo un dominio de in 

terés, se podrá tener una matriz A* que sea una buena aproximación de la matrix A . 

Un criterio para lograr lo anterior es a través de hacer que J sea mrnimo, esto se de-

riva del principio de mrnimos cuadrados a menudo empleado para asignar valores a 

ciertos parámetros en soluciones empíricas. Cuando se considera una función conti-

nua en vez de puntos discretos, la suma involucrada en mrnimos cuadrados se convier 

te en una integral del tipo dado en la ec 5.40. A esta aplicación se le conoce como 

un caso particular del método de los residuos ponderadas. 

Para fines de absorción se tiene que la energía asociada a un frente de ondas es pro-

porcional al coseno del ángulo de incidencia de los ondas srsmicas. Esto se puede in 

cluir en la expresión 5.39 de la siguiente manera 

IA -A* cos e < E 	 5.41 

Al sustituir esta última expresión en la ec 5.40 se obtiene que 

2 

(A - A*)2  cos 2  de 	 5.42 

iT 

2 
• 

La condición de que J sea mrnimo se logra por medio del criterio de la derivada, con 

lo que resulta lo siguiente 

J 



 

J 
2(a.. - a*) cos20 dO 0 	 5.43 II 	ii -r) 

 

donde a.. = elementos de la matriz A y a.* = elementos de la matriz A* 
ij 

De la ec 5.43 se llega a que 

a.. cos28 de 

a* 
ij 	1T/2 

- V/2 
5.44 

cos28 d8 
- v/2 

Si se sustituye la ec 5.44 en las ecs 5.36 y 5.37 se obtiene que las condiciones de absor 

ci6n para una frontera activa vertical (fig 5.8.a) se expresan como 
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y para una frontera horizontal (fig 5.8.b) 

t 
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1 	5 

C
— — ( - 2 - 8s) I 

s 
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5.46 
151r 

t
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1 
(3 + 2s) 

C
s  

(j2 -12)  

En algunas situaciones en donde se conoce el campo de velocidades asociado a las 

ondas srsmicas que llegan a las fronteras de un dominio finito, sin que se conozcan 

las caracterrsticas de aquéllas que lo originaron, se pueden definir condiciones 

aproximadas de frontera independientes del tipo de onda y de su ángulo de inciden 

cia. 

En este caso, lo importante es representar de manera aproximada todos los frentes 

de onda que puedan incidir en una frontera dada, es decir, transmitir todas las on-

das posibles que originaron al campo de velocidades conocido. 

El establecimiento de estas condiciones difiere del expuesto previamente. En el caso 

anterior importaba absorber de manera eficiente toda la energía asociada a ondas re-

flejadas y ahora interesa transmitir ondas incidentes. 

El planteamiento se hace a partir de la ec 5.38 con el objetivo de obtener una ma-

triz N, que se relaciona con las ondas srsmicas que entran al dominio. Entonces se 

tiene que 
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incidente 

t = A f 
incidente 

con la condición de que 

IA -N 1‘. E 

siendo A la matriz que aparece en la ec 5.38 y N una matriz de aproximaciones. 

Al emplear el criterio de la derivada para minimizar el error cuadrático medio se 

obtiene que 

5.47 

5.48 

ti 
2 

siendo n.. = elementos de la matriz N. 
II 

I 1T/2 

n..ii = 	a- de 5.49 

Al sustituir la ec 5.49 en las ecs 5.36 y 5.37 se obtienen las fronteras activas en condi 

clones de admisión de ondas incidentes al dominio, que para el caso de frontera ver- 

tical están dadas por la siguiente ecuación 

y para las condiciones de frontera activa horizontal a través de la ecuación 



La formulación de fronteras activas presentada en esta sección es rigurosamente vá-

lida para ondas planas de cuerpo; sin embargo, es conveniente su extensión hacia 

problemas de interés en ingeniería sismológica en los que aparecen otros tipos de on 

das, tales como: esféricas, cilíndricas, superficiales, etc. 

En el caso particular de las ondas de Rayleigh, que son superficiales, se debe tomar 

en cuenta que su amplitud es función de la frecuencia y decrece exponencialmente 

con la profundidad. Se ha demostrado (Ewing y otros, 1957) que, para condiciones 

armónicas estacionarias, una onda de Rayleigh que viaja por un semiespacio elástico 

en dirección del eje x
1 

(fig 2.1) se define, mediante los potenciales de Helmholtz, 

COMO 

c2 
= A exp ik (ct + 1 x3  - 

C2  

,2 	1  
11=-• B exp lik ( ct + ----,,, - 1 x3  - x 	 5.53 

C 

con c ‘C
5 
 <C

p 
 y el signo se escoge de tal forma que los potenciales tiendan a cero 

cuando x3  tienda a infinito, Las constantes A y B se determinan de las condiciones 

de que en la frontera libre, donde x3  = O, los esfuerzos deben ser nulos. 

Si se utilizan las mismas ideas que para ondas de cuerpo, se puede demostrar que los 

esfuerzos externos asociados a una frontera vertical están dados por 

t
n 	

- a ?C u 

5.54 
t
t 

b Cs  

donde a y b son coeficientes que dependen de la frecuencia 0.1 y la profundidad x3. 

5.52 

para 01 x3.1; 00 



El examen de las ecs 5.54 indica que las fronteras activas asociadas a ondas de 

Rayleigh dependen de la frecuencia, por lo que su aplicación a problemas transito-

rios no es posible de manera exacta. Para condiciones armónicas estacionarias la 

evaluación de esas ecuaciones es directa y su inclusión en un modelo numérico se-

guirla el planteamiento presentado anteriormente. 

En problemas transitorios, una manera factible de aproximar las fronteras activas 

para ondas srsmicas superficiales es mediante utilizar un criterio de residuos ponde-

rados que haga a los coeficientes a y b independientes de la frecuencia. 

En el cap 7 se presentan aplicaciones donde se incluyen las condiciones de fronteras 

activas. 



6. 	INTEGRACION NUMERICA DE LAS ECUACIONES DE EQUILIBRIO DINA MICO 

Los problemas de dinámica estructural se concretan por lo general a encontrar un 

vector x(t) tal que se satisfaga la ecuación de equilibrio dada por 

M x(t) + C x(t) +K x(t) =P(t) 
	

6.1 
N 

sujeta a las condiciones iniciales 

X(0) = -o 	 6.2 

x(0) = x o 

Las soluciones analrticas de la ec 6.1 sólo son posibles para casos donde se tengan 

sistemas lineales sujetos a cargas estacionarias o cuando el sistema de ecuaciones 

pueda ser descoplado por medio de un análisis modal, previo conocimiento de que el 

sistema de cargas externas es de naturaleza simple. Aparte de estas dos posibilidades 

es en general dificil encontrar soluciones analrticas, por lo que se hace necesario em-

plear métodos aproximados de integración numérica. En esta sección se describirán 

los que se conocen con los nombres de método de Runge-Kutta, método de Newmark y 

método de Wilson . Se presentan formulaciones incrementales de los dos primeros con la 

finalidad de poder adaptarlos al análisis de problemas donde el material tenga compor 

tamiento no lineal. 

6.1 Integración paso a peso 

Estos esquemas sirven para obtener soluciones aproximadas en los puntos de un dominio  me 

diante emplear en cada paso de integración los resultados obtenidos en el inmediato 

anterior. Al utilizar estas aproximaciones se debe poner especial atención en el error 

inherente a la solución aproximada, el cual puede ser de tres tipos: de redondeo en 



la precisión de la m&»; 	calculadora; por truncamiento de algunos términos del 

esquema empleado y el hereditario debido a la acumulación de errores parciales en 

los pasos anteriores de integración. 

En determinadas circunstancias estos métodos 	c( en a resultados que son comí - 

tamente diferentes de la solución verdadera, 	es lo que se conoce como inestabi-

lidad y se manifiesta como un error oscilatorio de magnitud creciente. En un esquema 

de integración numérica, el limite de estabilidad puede ser derivado del requisito de 

que el error no debe crecer con el tiempo, lo que conduce a acotar el toman° del in-

tervalo de integración con base en las caracterrsticas frecuenciales del sistema (Bathe 

y Wilson, 1973). 

Los métodos numéricos de integración paso a paso se clasifican en implrcitos y explí-

citos; la diferencia entre ambos estriba en que los primeros requieren de la solución 

de un sistema de ecuaciones simult6neas mientras los otros no. Los implrcitos han sido 

frecuentemente empleados ya que la mayoría tiene la caracterrstica de ser estables in 

condicionalmente; en cambio,los explícitos adolecen de estabilidad condicional pero 

son una alternativa más económica en problemas no lineales, pues con ellos no se re-

quiere resolver sistemas de ecuaciones en cada incremento de tiempo. 

6.1.1 Método de Runge-Kutta. Pertenece a los del tipo explícito y se originó de la 

necesidad de integrar la ecuación diferencial dada por la forma general 

Y (1) 	(x, y, y', • • • Y 1-1) 
	

6.3 

sujeta en el punto x = xo  a los valores iniciales prescritos 



y (m) (m) 
O = y 	(xo),  m =o, 1, 2, ..., 1,- 1 	 6.4 

Se fundamenta en el hecho de que cuando a cualquier derivada ylm)  (x1) de uno fun 

ci6n, en el punto x1  = xo  + h, se le aproxima mediante una serie de Taylor Tm(1) tren 

cada en el término 
-1 

 es necesario sumarle a ésta ciertas cantidades k, k1,  
O 

kl
-1 

 para mejorar esa aproximación, tal como a continuación se indica 

1  
y (m)  (xi) = Tm  (1) + mm  — k

(m) 
 , 	m =o, 1,2, ..., 1.- 1 6.5 

h 

donde la serie de Taylor esté dada por la siguiente ecuación 

m + « h m+1 (oc h)
2 

m+2 	(0( h)t""1 	
1-1 6.6 T 	(‹) = m c 	y 	y

o 
+ 	y 	+ . . . I- 	  Y 

o 	1 1. 	 2; 	o 	 (1.-m-1) ! 	0  

y las correcciones k (m) son combinaciones lineales de cantidades kl , k2, 

se calculan mediante 

k (m)  = E g k 

y= 1 mr ? 

Para el caso en que se tenga r = 4 la ec 6.7 resulta (Collatz, 1960) 

k (m) 
 = (nm2 (1+1) (1+2) 

1 	 x (1-m)
2 

k 1  + 2(t-m) (k2+k3) +(2-(t-m)) k4] 	6.7.a 

Los valores de kv  están definidos en puntos específicos del intervalo h de integración, 

de tal forma que puedan ser calculados de manera sucesiva. 

El método de Runge Kutta ha sido empleado frecuentemente para resolver lo ecuación 

de equilibrio dinámico dada en la  forma  

x
n+1 	f (t 
 
n+1, 	x 	) 	 6.8 
n+1' 	,n+1 

• • • , kr que 

6.7 



sujeta a las condiciones iniciales 

tia  N  
=I (t ) 

o 

x
o 

= x (te) 

en el tiempo t = to  

Los valores de x y z en cualquier intervalo de tiempo tn-t t
n+1 

se obtienen de 

acuerdo al criterio establecido en la ec 6.5, con lo cual resulta que 

= T (1)  + — k 
0 \ 

n+1 	1 	h 

x
n+1 

= T
0

(1) + k
(o) 

Sustituyendo las ecs 6.6 y 6.7 en los ecs 6.10 se obtiene un esquema explrcito de 

cuarto orden con error por truncamiento e (h5) dado por 

n+1
=x  

• 
n1 

f•g•- h (k
1 
 + 2 k -I 2 k3  + k4) 

ti 

1 
x
n+

i = x
n 

+ h l
n 	

2
(k

1 
+ k

2 
+ k

3
) 

donde k 	k 	k yk se definen en términos de la función f y resultan ser (Collatz, 
_1, 

1960; Rektorys, 1969) 
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6.12 



La rutina de cálculo de este esquema es a grandes rasgos como sigue: 1. De la 

ecuación diferencial de movimiento y sus condiciones iniciales calcular k 1  al prin- 

cipio del intervalo; 2. Calcular k2, k 3  y k4, en este orden; 3. Calcular la veloci 
... 	,.. 	,.. 

dad y el desplazamiento dados por las ecs 6.10 y 6.11; 4. Con los valores obteni- 

dos en el paso 3, calcular el valor de k
1 
 en el nuevo intervalo; 5. Repetir los pa-

... 

sos 2, 3 y 4. 

Con el esquema expuesto anteriormente pueden obtenerse soluciones aceptables siem-

pre y cuando se asegure la estabilidad y convergencia del mismo. Se han hecho es-

tudios al respecto y las conclusiones son indicativas de que el método de Runge-Kutta 

es condicionalmente estable, debiéndose por tanto acotar el tamaño del paso de inte-

gración de forma tal que se satisfaga que 414- < 0.45(A Iduncin, 1973) siendo 11. t = 

incremento de integración en el dominio del tiempo y T = periodo menor de la estruc-

tura. Empero, en este sentido existe una medida práctico que sirve para obtener solu 

dones con buena aproximación, que evita a la vez lo problemas de estabilidad y 

convergencia, la cual consiste en acotar las aceleraciones k2  y k3  de tal forma que 

el valor 152  - k31 sea una fracción pequeña, aproximadamente el 5%, de 112 1 

(Rektorys, 1969; Ayala y Brebbia, 1973). 

6.1.2 Formulación incremental del método de Runge-Kutta. Este es una variante 

del que se desarrolló en la sección precedente, por lo que para su formulación se si-

guen los mismos lineamientos generales. 

Para un tiempo t = n la ec 6.1 puede escribirse como 
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xn+i  = xn  + h xn  + 	xn  + 
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6,14 

De acuerdo con los ecs 6.11 y 6.12 para un nivel de tiempo t n 1 1 se tendrá que 

x 	X
n 

+ h iZ
n 

+ hW 	 6.15 

además 

.• 
x

n+1 
= x

n 
+¿x 

•••••• 

donde W1  y W
2 son incrementos de aceleración "pesados" en el intervalo de integración. 

Entonces,si se sustituyen las ecs 6.14 a 6.16 en la ec 6.13 y se considera el equilibrio 

para el instante de tiempo t = n + 1, resulta 

• • 

MC>Z.«.  4 hx) + C 	+ 	+ K (x„ + x) = 	P 	 6.18 
" 	n 

Al sustituir los incrementos de aceleración, velocidad y desplazamiento toma la forma 

h 
x  

2 ..n  2 

+ 	+ C (Zn+ [IXn 4 h\-7171) + K (x n +hxn 
	2 
+ — 	+ 	W

2
) = Pn + P 

-6.19 

de donde se obtiene que 

h 	 - 
= M 	+ C (hIn  + h-W 	

2 

1)  + 	K (h)in  + 	xn +
h2 

 W ) 
z 	2 

Al hacer el siguiente cambio de variable 

=n;Z 	 6.21 
_2 

px = hW
1 	

6.22 

h2 

L\ x2 2 W2 	
6.23 

donde el subrndice 2 en las x indica que las variables están asociadas a un estado de 

condiciones iniciales nulas, la ec 6,20 se puede expresar en la forma 

ti 

6.20 

6.16 

6.17 



h2 
AP=MhZ +CA; +Kix2 

f[Chii 1-K(h; 	- 
2 	 n 2 ,n 

que se puede escribir como 

	

APn =AP-t5Po =me*)1 -fc isx 	ex 2 	+K 2 ,  

donde 
1,2 

d Po  = C h ;in  + K (h;n  + 	) 
1 

El problema se reduce a resolver la ec 6.25 mediante aplicar el esquema de Runge-

Kutta para condiciones iniciales nulas , con lo que resultan las ecuaciones 

k = O 

	

k2 =M-1 AP
n+ 

 1 =M-1  (
2
'-1-jAP  ) -(AP 	h  ;1 0 t 

donde 

h 	h4 
x 

11() 	 •. 
= K (— x + 	

n
) + C 

h 
 x) 	 6.29 

h 	2 „.n 	8 

6.30 k3  = M-1 
(4  5+4*-- C  

k4  = 	L4 P - K (--2-h2  k3) - C (h k3)-1 6.31 

Finalmente, se obtiene que los incrementos de desplazamiento, velocidad y acelera- 

cián están dados por 

h2  
A x2 = 7 (k2 + k3) 	

6.32 

• 
px =— 

h (2k +2 k + k) 	 6.33 
4 6 „,2  -.3 4 

IX =M-1  (IP -CA2 
	,z 
-KPx.,) 	 6.34 

,  

6 24 

6.25 

6.26 

6.27 

6.28 



6.35 

i 	2k 	i 	k) 6.36 

h2  

(k2 + 1( 3)  6.37 

•. 
x n11 	xn 	t. x2  

• e• 

n xni . x n  fhx 	—(2 k 
6 

. 	h 2  
xn 	hx

n 
+ 	

xn 
'1 • = 

,2 

y la respuesta al final del intervalo se calculo con los siguientes ecuaciones 

•- ti  

En el esquema incrementa! de Runge-Kutta puede observarse que el número de opera- 

ciones se reduce comparado con el no incrementa!, simplificándose asr la programa 

ci6n en la máquina calculadora. Las aplicaciones de este método aparecen en un 

capitulo posterior. 

6.1.3 Método de Newmark. Las ecuaciones de este método resultan de la integra- 

ción directa de las ecuaciones de la cinemática al considerar distintas variaciones de 

la aceleración. 

Se introducen dos parámetros, /1 y 3, para indicar qué cantidad de la aceleración in- 
/ 

terviene en las ecuaciones de la velocidad y el desplazamiento para un nivel de tiempo 

t = n + 1, éstas están dadas por (Newmark, 1959) 

X 	= X + (1 	) h 	+ h'x'
n+1 	

6.38 
„, n+1 ,n 

xn+i  xn+ hxn  + 4.  - 	h2 xn  13112  xrvi1  	 6.39 

El parámetro restó relacionado con un amortiguamiento artificial, que puede ser posi-

tivo o negativo dependiendo de que su valor sea mayor o menor que 0.5, por lo que se 

fija como /i= I— ' por lo que resulta la ecuación 
2  

. 	 h 
xn+1= x 

n 2 
h 
 n z n+ti 

6.40 



Al integrar la ec 6.38 iesulta la ec 6.39 para el desplazamiento con la aparición 

del parámetro(> que sirve para indicar la variación de la aceleración en el intervalo 

de tiempo (fig 6.1). Además , ese parámetro está ligado a dos aspectos fundamenta 

les del método, estos son, la convergencia y la estabilidad. 

Se han fijado criterios que aseguran la convergencia, los cuales están basados en for 

zar que la relación del error de la aceleración obtenida y la aceleración asignada en 

cada intervalo deba ser menor que la unidad, de donde resulta que (Newmark, 1959) 

h 	1 
	

1 1  
«Ir 27-C 

En cuanto a la estabilidad el criterio consiste en aplicar la condición de que el radio 

espectral de la matriz de amplificación sea menor que la unidad, lo cual da como resulta 

do 	la siguiente relación (Newmark, 1959) 

h 	 1 

T 	
1T 111 - 4 rl 

donde T = periodo menor de la estructura con vibración libre no amortiguada. 

En la referencia anteriormente citada Newmark analizó la estabilidad y convergencia 

1 
de su esquema para distintos valores de/ y encontró que cuando se tiene=

4  
— es 

estable incondicionalmente con un 'tirite de convergencia dado por T-.4.• 0.318. 

Entonces si l9 O el procedimiento de cálculo se realiza iterativamente y consiste de 

los siguientes pasos. 

1. Asignar valores de aceleración a cada masa para el tiempo al final del inter-

valo t = n+1. 



2. Con las ecs 6.38 y 6.39 calcular la velocidad y el desplazamiento de cada 

masa en t - n+1. Si no existe amortiguamiento la velocidad se calculará después de 

que el paso 5 se haya completado. 

3. Con los desplazamientos calculados al final del intervalo cuantificar las fuer 

zas resistentes "r" que se requieren para mantener a cada masa en la configuración 

deformada. 

4. Calcular el valor de la aceleración "a" de cada masa "m", en el tiempo 

t = n+1, a partir de las cargas aplicadas p y las fuerzas resistentes mediante la ecua- 

ción 

a= (P - r) 

5. Comparar las aceleraciones obtenidas en el paso anterior con las asignadas en 

el paso 1; si fuesen iguales el cálculo se ha concluido para este intervalo pero si son 

diferentes se debe repetir el proceso iterativo para lo que se asignará un nuevo valor a la 

aceleración; en esta situación es usual tomar el valor derivado en el punto 4 como el nuevo 

valor de prueba que deberá asignarse a las masas para el instante de tiempo al final del 

intervalo. 

El algoritmo para adaptar este método a la máquina calculadora, con fines de resolver 

la ecuación de equilibrio dinámico, está dado por 

= G -ao  Mdn - K 	dn + bn) + Pn+1 	 a. 

o bien 

ni I 
F [-C dn - K bn f Pn+lj 	 b. 



donde 

F = [m thc p h2  K1 -1  

G4(1 + 	00) M (11 h 	+(-''h2) 

1 
bn = x

n 
 + h x + (-

2 
 -p)h 2..  

xn 
n 

dn = n  + (1 	) h zn 	 f. 

at)  y al  son los par6metros que intervienen en la matriz de amortiguamientos dada por 

la ec A.6. 

Las aplicaciones de este esquema numérico se presentan en secciones posteriores. 

6.1.4 Formulación incrementa! del método de Newmark. Se emplea el esquema an-

terior con parámetros 1= 4.. y19= 4-, con lo que resultan las siguientes ecuaciones en 

el tiempo t= n + 1 

h2  
xn+i = xn  + h Xn  + 

4 
 (1'n  + xn+1) 

; 	= ; + -b- 	+ 	) 
n+1 	n 	2 n 	n+ 1 

/V 	 •-V 	r-s• 

6.41.a 

6.41.b 

Si se recuerda que al final del intervalo la aceleración en términos incrementales es- 

c 

d.  

e.  

té por 
• •• 	•• 

xn4.1 = xn  + ,s x 6.42 

las ecs 	6.41 se pueden escribir en la forma 

2 
xn+i = xn  + A x = xn  + h X 

n
+ •1  (2X +15.X) 

xn+1  = Xn  +A = xn  + -5  (2 	+ b,*) 

6.43 



La ecuación incrementa? de equilibrio está dada por 

MÁXICAXn KAxn == APn 	 6.44 

Al sustituir la parte incremental de las ecs 6.43 en la ec 6.44 se obtiene que 

M 	+ C 	
2 
— (2 4X + 	+K [h X n 4 + — (2 X +LI.X).1= AP n 	 ,  

h2 	. 
n 
	

n 
	6.45 

La ec 6.45 se puede expresar en la forma 

M 	= Dr  - E á X 	 6.46 

donde 

Dp  = AP,r  - 1.hC +— 
2 
 K xn  - h K Xn  ,  

h2 

•••• 

E= C (-
2 
 ) + K 

La respuesta se obtiene a partir de la ec 6.46 que se expresa por conveniencia como 

eicen  = M-1  1r)p  - E tlXi l 
	

6.47 

Para desarrollar una rutina iterativa se procede a realizar los siguientes pasos 

1. Calcular un valor del incremento de aceleración al principio del intervalo 

el cual est6 dado por 

dx 
I
= x = M-1  D 

2. 	Sustituir el valor de it:X
I 
 en la ec 6.47 de donde se obtiene /IX. I 

•.  
3. 	Comparar ex l  con ha ll  para ver qué tan parecidos son. 

Si la diferencia entre ambos es mayor que una tolerancia E, se deberá proceder a 

nuevas iteraciones de los pasos 1, 2 y 3. 



Es importante decir que el esquema incremental del método de Newmark es de apli-

cabilidad a problemas donde el material tenga comportamiento no lineal. Asimismo , 

que en la forma de desarrollo actual del algoritmo no se ha fijado de manera anal r-

tica un criterio sobre la tolerancia Fj, debiéndose por tanto realizar más estudios al 

respecto. 

En el capitulo siguiente se comentan los resultados obtenidos de la aplicación de 

esta formulación incremental. 

6.1.5 Método de Wilson. Este es una modificación al de Newmark a través del em 

pleo de un parámetro O que evita problemas de estabilidad. Se parte de la suposición 

de que en el intervalo de integración Ctn, tn  + O hl existe variación lineal de la 

aceleración asociada a cada grado de libertad del sistema. 

Además,interviene el parámetro adimensional tren la ecuación de la veloc lad con  la 

finalidad de controlar el amortiguamiento ficticio que introduce el método en la solu-

ción. En la fig 6.2 se aclara mediante una gráfica la variación de la aceleración en 

el intervalo tn < tn+ < tn+eh = t*  . 

Para t = tn  +/, la aceleración se expresa como (Farhoomand, 1970) 

•• 	•• 
x 	+ 	x - x 
tn eh „t* tn 

de la que se obtienen, mediante integraciones sucesivas, las ecuaciones 

2 

• =x▪  +r,x + 	x -x 
26h 	̂.'t*  ,„t

n+ 	
,tn 	-tnNtnl 

6.48 

6.49 



2 	3 
x + 	+ rx — )Z -x 

--
t
n+L ,

t
n 

,t
n 2 n 68h t* ,tn  

Las ecuaciones 6.48 a 6.50 son conocidas como las ecuaciones predictoras;  al susti- 

tuir 	en ellas el valor de 4= Oh se pueden expresar en forma implícita en x
t* 

 como 

[ x  6 
t  „ 	 - x, 1 - 	; - 2 'N 	 6.50.a 

e2 h2 	t* 	'''n 	eh 	..tn 	.../tn  

h 	•- 
;
t* 

 = —e31  J xt,, - xt  ] - 2 ),,, ,. 	
e

2- - 	— ,,, ,x t 	 6.50.b 
n 	rn 	n 

Si se sustituye en las ecs 6.48 a 6.50 los parámetros 4= h y Ase obtienen las ecuacio- 

nes correctoras del método y resultan ser 

1 	be 	1 	•• 
x, ,141 = (1 - —) x + — x 

e ,.,tn 	e  •-t* 	
6.51 

=x 
 t 

••• n+1 	n 

h r• 
11111t 	+ (2- 

 
n+1 

) 
tn  

2 

xt 	
"'

= x
t
n 

+ h 	+ —h 	+ 2 xt 1 
n+1 	•-t 	6 ',fa+ 	'n 3 

Para el tiempo t = t* la ec 6.1 toma la forma 

Miit* +C; +Kx =P 
,„t* 

y con la sustitución de las predictoras en la ec 6.54 se obtiene que 

6.50 

6.52 

6.53 

6.54 

6.55 
ti 
x 

1 + 3
70 

al  

D 17-1  R 

D + al  Bt  1 
n 

donde 



Bt  , 3 — x +2x 
n z  tn  Jn 

6 	3  ao 
f  

14+  3 al 
	  M iK Bo  M K 

3a 
R = M [a Bt 

+( 6 	1 Bo) xt  
o „, n 	 G 	,v  n 

2a1 Bo) ).(t + ( 2 
n 

 
al 

2

.4 	.• 

B°) x 

p 
t* 

siendo ao y al  los coeficientes que aparecen en la matriz de amortiguamientos definida 

•. 
con el criterio de Rayleigh y los valores de xt*  y xt*  se obtienen de las ecs 6.50 a y b. 

El procedimiento para emplear este método en la integración paso a paso consiste de 

la siguiente secuencia (Farhoomand, 1970) 

I. 	Cálculos iniciales 

a. Formar la matriz de rigideces K y la de masas M 

b. Calcular las constantes en t = eh 

A
o  = (6 +3ai  b)/ (4

2 
+ 3° 1') 1 

A
1 
 = 6/C 2  + 3 (a

o  - a1 o  
A i  )/z)  

A2 = 6/G + 2 (a' - a, A ) 
o  

A i  = 2 +b(ai  -a, A')/2 
3 	o 	o 

A 4  = 6/e (3 al-a+ /)2) 

X 
2  „n 



A = 3a A /1 6 A5 
	1 4 	2 	

11
8

= á t/ 2 

A6  =2A 4  al  - 6/81, 	A 9 =át
2
/3  

3 
A 7  = al  A41/2 - 	+ 	+ 1 ,   A10 -ht2/6  

c. Formar la matriz de rigideces efectiva 

n 	¡ 
1---<=K+ z- A Mi  

i=1 0  

d. Triangularizar K 

II. Por cada incremento de tiempo 

a. Formar el vector efectivo de carga 

P 
4 

= P
t 	, 

+ e (P 
t+b t 

- P ) 
-4  

b. Resolver el sistema de ecuaciones para conocer el vector efectivo de des- 

plazamientos 

¡D =P 

c. Calcular los vectores de aceleraciones, velocidades y desplazamientos para 

el tiempo t 	t 

=A D +A x +A x +A x
t+.5t 	 5 t 	6 t 	7

x  t 

	

=+A (7 + X 	) 
t 	,t 	8 -t 	v t4 á t 

	

LI
+Vi< + A 	+A *; 

t 
 

	

9,„t 	10,,t+át 

Las aplicaciones de este método aparecen en el capitulo 7 



7. APLICACIONES 

7.1 Modelos unidimensionales 

Con el objeto de mostrar la utilidad de aplicar las fronteras activas en problemas de 

propagación de ondas se estudiaron varios casos. La primera aplicación que se pre-

senta consiste en un depósito finito de suelo, con el comportamiento de una estruc- 

tura de cortante fig 	sujeto en su base a una excitación horizontal del tipo 

mostrado en la fig 7.1 .b (En todas las aplicaciones se empleó el mismo tipo de exci-

tación) El medio se modeló en un caso con base rígida y en el otro con deformable 

mediante fronteras activas que permiten estudiar el libre paso de ondas. La compa-

ración de los resultados numéricos obtenidos aparece en la fig 7,2 en la cual se re-

porta la respuesta de dos puntos del medio. 

De estos resultados se infiere la importancia de considerar la deformabilidad de la 

base en problemas de amplificación din6mica; 	resulta evidente que en caso de 

asignar una rigidez infinita a la base, la respuesta estará afectada por la retroalimen-

tación de energra originada por las restricciones de no absorción en las fronteras del 

modelo. 

Siguiendo con la tónica de las aplicaciones unidimensionales se juzgó bastante con-

veniente aplicar los métodos de Runge-Kutta, Runge Kutta incrementa! y Newmark 

incrementa', anteriormente discutidos en el cap 6, con el fin de estudiar su eficien-

cia en la obtención de la respuesta en sistemas de comportamiento lineal y con ello 

tener las bases para extrapolar su pontencialidad en la solución numérica a proble-

mas no lineales. 



En la fig 7.3 se compara la respuesta obtenida con los métodos de Wilson y Runge-

Kutta para un modelo unidimensional con fronteras activas. Los resultados que se 

presentan se escogieron de un conjunto donde se pudo observar la tendencia al amor-

tiguamiento en la respuesta que introduce el método de Wilson. 

Asimismo,se calculó con fines comparativos el tiempo de solución empleado por los 

cuatro métodos mencionados anteriormente en la solución de diversos casos. Tratán-

dose de la misma estructura analizada, los resultados normalizados con respecto al 

algoritmo que menos tiempo empleó fueron: 

t
W 

 = 1
'
07 t

N-1 

t 	= 2.8 t N-I 
	 7.1 

t
R-K

= 3.28 t
N-1 

donde los subrndices N-I, W, R-K-I y R-K se refieren a las iniciales de los métodos 

ya mencionados. 

Puede observarse que con los métodos explrcitos se empleó mds tiempo, pero aún asr 

en el caso de problemas no lineales constituyen una alternativa mds económica en 

virtud de no requerir de la solución de un sistema de ecuaciones en cada incremento 

de tiempo. 

Finalmente, es pertinente hacer énfasis en el hecho de que la estabilidad de estos 

métodos, generalmente, se demuestra para sistemas de comportamiento lineal y que 

para los no lineales es necesario efectuar un estudio de estabilidad del métodsconse-

cuente con la aproximación empleada en el análisis no lineal. 



7.2 Modelos bidimensionales 

Esta aplicación se escogió con la finalidad de evaluar las propiedades de las fronteras 

activas para transmitir ondas planas en un dominio finito elástico homogéneo. A l mo-

delo (fig 7.1.4) se le aplicó la excitación de diversas maneras para analizar distintas 

posibilidades de respuestas (Ayala, Aranda y Asfura, 1975). En los figs 7.4 y 7.5 se 

presentan los resultados del caso que se juzgó más relevante. 

Es conveniente comentar que en esta aplicación surgió una interrogante en el sen 

tido de tener un criterio para escoger el tomarlo máximo de los elementos con los 

cuales poder representar satisfactoriamente el fenómeno de propagación. Acerca 

de esta cuestión el autor tuvo oportunidad de analizar diversos casos de propaga-

ción unidimensional en un medio modelado con elementos finitos de dos nudos y 

un grado de libertad por nudo;  los resultados indicaron que para una densidad mr-

nima de ocho elementos por longitud de onda de la excitación la respuesta numé-

rica fue satisfactoriamente concordante con la analrtica. Lo anterior sirvió de 

base para formar la malla de elementos bidimensionales con que se modeló este 

dominio finito con el criterio de que la dimensión caracterrstica de un elemento 

deberra estar condicionada por ese Irmite. 

Cabe aclarar que en las aplicaciones bidimensionales mencionadas no se tomó en 

cuenta la extensión suficiente del frente de ondas planas incidiendo al modelo, 

ya que la excitación en las fronteras verticales del modelo fue considerada nula 

lo cual no corresponde a un problema real ; por tal motivo ,se realizó un trabajo 

adicional tendiente a definir la excitación en este tipo de problemas y así' sur- 



gió la aplicación indicada en la fig 7.6, consistente en analizar un dominio bidi-

mensional en el cual la excitación en sus fronteras verticales se obtuvo en función 

de la solución de campo libre de la excitación que se presenta en la base del mismo. 

La comparación de la respuesta de dos puntos en el dominio considerado se muestra 

en la fig 7.7 . Puede observarse 	que para el caso en que se modeló el do-

minio con base rígida se tienen reflexiones espurias que proporcionan una energra 

adicional al sistema, mientras que para el caso en que se modeló con fronteras acti-

vas éstas transmitieromn forma suficientemente aproximada,la cantidad de energra 

que debió abandonar al medio. 

7.3 Procedimiento de solución general en problemas bidimensionales 

Como se ha dicho en el desarrollo de este trabajo las incógnitas mós relevantes del 

problema de propagación son la variación espacial de la excitación srsmica en la fron-

tera activa y la determinación de la dirección de incidencias. En esta sección se 

propone y discute una aplicación de las fronteras activas para modelar un dominio 

dentro de un semiespacio por el que se propagan ondas de cuerpo P y/o SV. 

La definición de la variación espacial de la excitación en las fronteras activas, aso-

ciadas a un dominio bidimensional, se puede obtener si se recurre a la solución general 

de propagación de ondas para un medio estratificado propuesta por Jones y Roesset 

(1970), 

Considérese el semiespacio de la fig 7,8 por el que se propagan ondas P y/o SV. 

Para el caso de ondas armónicas estacionarias con frecuencia 1L la solución de las ecua 

ciones que representan este movimiento se puede escribir en la forma 
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[A  e(i .ri/Cp)ni 4. A 2e-(i Q/Cp)nz yint e-( P/Cp)lx 	

7.2 

CA-)  = B (i-a/Cs)n'z B
2 e 1 e

-(i11/Cs 
 )nizi eistt e-(in/C5)11x 

siendo A = dilatación 	 ; ¿si = rotación ; A 1 , A 2  = amplitudes de ondas P 

incidentes y reflejadas,respectivamente; B1 , B2  = amplitudes de ondas S incidentes 

y reflejadas de modo respectivo; t = tiempo y I,n,l',n' = cosenos directores, con 

1 2 + n2 . I y 112+ n'2=1. 

Las condiciones de frontera en cualesquiera de las interfases entre dos estratos está 

dada por 

U
1 

(d
l

) = U
2 

(0) 

w 1 (di) = w2  (o) 	 7.3 

(1-31  (di). ah(0) 

(d
l
) =Z

2 
(0) 

mismas que se pueden expresaren forma vectorial como 

U1  (d
1 
 ) = U

2 
 (0) 
	

7„4 

donde los subrndices 1 y 2 indican que los parámetros corresponden a dos estratos 

adyacentes. 

Para el conjunto de estratos de suelo con diferentes propiedades, apoyados en base 

rígida, los vectores U para la parte superior y para la inferior en cada estrato están 

dados por 

U. (0) = S. A. f. (x, t) 2  parte superior del estrato i 

U. (d.) = I. 	f.(x, t), parte inferior del estrato i 
1 	1 	,„, 

7.5 



siendo Si , l• = matrices de parámetros del estrato ¡ evaluadas para la parte superior 

y la inferior, respectivamente;A• = vector de amplitudes (A 1 , B1  A 2 , B2) . 

De la ec 7.4 se tiene que en la interfase debe cumplirse que 

1 1,1 =52.1!1.2 
	

7.6 

y además que 
f
1 
 (x,t) = f

2
(xt) 
	

7.7 

La aplicación de la ec 7.4 a la interfase entre el estrato inferior y la roca conduce 

a la siguiente ecuación 
f s  (x P  t) = fr  (x1  t) 
	

7.8 

de donde se puede concluir que la función f i (x)t) es la misma para todos los estratos. 

Para que se satisfaga la ec 7.7 se requiere que los ángulos de las ondas P y S en los 

dos estratos estén relacionados. Esta relación es conocida como la ley de Snell. 

Resulta entonces que la amplificación del movimiento está descrita por los productos 

Si  A.
1  e I A.. Al proceder desde la parte superior del medio estratificado haca la base ¡ 

rígida se Viene que 
U1(0) = Uo  = si  Al  f (x,t) 

121(di) = .1.22  (0) =11  A l  f (x,t) = S2  A 2  f (x,t) 

7.9 

• 

U n  (dn) = U r  (0) = I n  A n  f (x,t) = Sr Ñ
r

f (x,t) 

De donde se pueden despejar a los vectores A¡ de la manera siguiente 

A =I-1 S A 
n 	r 

-1 
A 	= I S " A 
•-• n-1 	n-1 	n  

• 
7.10 

A =I 1  S
3 
 A 

-. 2 	2 	3  

A 	-1 S A ,1 = I
I 	

2
^1

2 



De lo anterior se obtiene que el vector Ui  en la interfase i, para cuando se conoce 

yr  (0), está dado por 

Ui  = Si  171  (d;) Si+1 7.11 
1i-14- 1 	(di 11) 	Sn in-1(dn)  Sr Ar 

donde las matrices Si, Sr  e In estan dadas en forma explrcita como 

11•B 

il -2in' il 2in' 

-in -2i1' -2i1' 

Si  (1+2Gn2) 4Gn'll 

j/ 

(\+20n2) -4Gn'11  7.12 

-2GnI 2G(n12-1' 2) 2GnI 2G(n12-112) 

iI 
	 -2in' 	 il 	 2in' 

h 

-in 	-2i1' 	 in 	 -2i1' 
h 	 k 	 h 	 k 

(A+2Gn2) 	4GI'n' 	(1 +2Gn2) 	-4GI'n' 
	

7.13 

-2GnI 	2G(n'
2

-1'
2

) 	2GnI 	2G(n'2  - 1'2) 

Sr  = 



i
-r e  

l ihndn -2in' ikn'dn 
--re il e-ihndn 

h 
2in' -ikn'dn 
k 

7.16 

- in eihndn 

h 

-2i1' 

---k- 
eikn'dn 

(*),+2Gn2)eihndn 
	4GiinieiknIdn 

-2Gn le' hndn 
	

2G(n'2-I,2)eikn'dn 

in e-ihndn 
h 

(-A+2Gn2)e-ihndn 

2Gnle
-ihndn  

-211' -1.-- e-ikn'dn 

-4G1,n,e-ikn'dn 

12)e-ikn'dn 2G(n'2-1 

donde h = 
a. 

' 	C 
— • k = 

12 
— y 

1 
n, G = constantes elásticas de Lamé 

C  
P 	P 

Esta formulación también sirve para obtener al vector U. en el interior de un estrato, 
..*  

para lo cual debe suponerse la existencia de una interfase ficticia en el lugar en cues 

ti6n. Para el caso especifico de que se requiera conocer al vectorU en un punto 
....,i 

lo- 

calizado a la profundidad z
o 

dentro del estrato n-1, la ec 7.11 toma la forma 

Vn-1(z0) =Sn-1 r Lin-I(dn-1 -zo) I' Sn Pn(dn)]-1 S
r 
 A r 	

7015 

La ec 7.15 puede generalizarse para cuando se quiera conocer el vector U.1  a distin-

tas profundidades y en cualquier estrato. 

Es conveniente aclarar que el procedimiento sugerido anteriormente es válido para 

cuando se tenga un problema donde se conozca el registro o excitaciónU en la par- 
....io 

te superior del dominio estratificado. Si se requiere valuar el vector U en la interfa-

se del estrato n, esto se logra mediante la siguiente ecuación 

U= 1 (d ) S-1  I 	(d 	) S 	... l(cli) S-1  
,,n n n n n-1 n-1 n-1 	1( 	1 

20  

que es aplicable también para conocer los valores de U a cualquier profundidad en 
.... 

cada estrato. 



La aplicación a  un problema especiTico de la formulación mencionada anteriormente 

se puede lograr combinando la solución completa de Roesset con un caso particular 

de las fronteras activas conocidas como fronteras "parcialmente viscosas" (Ukaji, 

1975) . Los pasos a seguir son : 
	

1. Con la solución de Roesset se calcula la 

excitación de campo libre para todos aquellos puntos discretos de las fronteras del 

dominio finito (fig 7.9), obteniéndose la respuesta u* en todos ellos y, 2. Se analiza 

el dominio finito, incluyendo sus irregularidades, sujeto a una excitación u* en sus 

fronteras (fig 7.10). En este caso la parte absorbente de las fronteras activas estará 

restringida a absorber sólamente la diferencia entre la energra asociada al estado 

actual del sistema y la asociada a la solución de campo libre. 

La formulación anterior permite determinar la solución de campo libre en cualquier 

punto para el caso de tener excitación armónica estacionaria en la base del mismo. 

Empero, la extensión de este resultado al caso de excitación transitoria se puede hacer 

de manera directa mediante emplear la transformada de Fourier. 

Finalmente, si la distribución del ángulo de incidencia de las ondas sísmicas no se 

puede definir de una manera racional, se sugiere el empleo de las fronteras activas 

eficientes (cap 5) las cuales consideran que el registro de velocidades a emplearse 

como excitación fue originado por ondas de tipo P y/o SV arribando simultáneamente 

en todas las direcciones posibles 

Por las implicaciones de costo del andlisis el autor no hizo una aplicación como tal de 

los criterios expuestos en esta porte. 



8. CONCLUSIONES 

Se ha ilustrado en este trabajo la posibilidad de modelar depósitos finitos de suelo 

dentro de un semiespacio elástico. Las formulaciones están basadas en suponer la 

existencia de un frente plano de ondas cuya dirección de propagación es conocida, 

hipótesis que es válida para cuando la frontera está suficientemente distante de la 

fuente. Es posible mejorar la efectividad de las fronteras activas mediante una apro-

ximación de ondas cilíndricas en término de potenciales;  sin embargo,esto requiere de 

la evaluación de la curvatura y dirección del frente de ondas en cada instante lo cual 

incrementa el tiempo de solución. 

Los resultados obtenidos con los modelos uni y bidimensionales de las aplicaciones 

7.1 y 7.2, para cuando tienen base rígida y para cuando ésta se modeló con fronteras 

activas„ indican la importancia de tomar en cuenta la deformabilidad de la base ya 

que salvo raras excepciones, la consideración del libre paso de ondas en estudios de 

amplificación es esencial debido a que ello afecta la magnitud, duración y contenido 

de frecuencia del movimiento 

Es posible extender los planteamientos de la frontera activa al marco de referencia 

tridimensional. Además,puede hacerse una transformación a otro sistema coordenado 

distinto del cartesiano. 

En cuanto al comportamiento del material aún queda un amplio camino por recorrer, 

tanto en lo que toca a las leyes constitutivas como a los modelos equivalentes. 

Por lo que se refiere a los métodos de integración numérica debenrealizarse es--

tudios en el sentido de tener un esquema en donde se garantice plenamente la esta- 



bilidad en pioblemas donde el material tenga comportamiento no lineal. 

Por lo que toca a la discretización de un dominio,se necesita establecer un criterio 

para definir el tamaño máximo de los elementos para poder representar hien el fenó-

meno de propagación, 

Falta mucho para poder definir de manera realista las ondas srsmicas que inciden en 

las fronteras activas, Sin embargo, existe la posibilidad de emplear modelos de si-

mulación para generar ondas srsmicas en fronteras ficticias de depósitos de suelo. 

En cuanto al método numérico del elemento finito cabe decir que no debe considerarse 

como la mejor alternativa de solución al problema, sino que deben seguirse exploran-

do técnicas clásicas donde se haga uso del carácter hiperbólico de las ecuaciones de 

movimiento. 
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APENDICE A: MATRICES DE AMORTIGUAMIENTOS 



Por la naturaleza compleja del fenómeno no se conoce actualmente alguna toma 

exacta de evaluar el amortiguamiento real de una estiuctuia;  sin embargo sí se han lle-

gado a desarrollar expresiones matemáticas que sirven para calcula' amortiguamien-

tos equivalentes .E I procedimiento más usual pare tal efecto está basado en el cono-

cimiento de las características frecuenciales del sistema, Las relaciones modales de 

amortiguamiento se pueden conocer a través de dos métodos)  uno es mediante las se-

ries de Caughey y otro es de manera directa (Wilson y Penzien, 1972) Ambos con-

ducen a la obtención de una matriz ortogonal de amortiguamientos. Con el fin de 

explicarlos, a continuación se hacen algunas consideraciones de tipo general. 

Cuando el sistema estructural está sujeto a vibración libre no amortiguada las confi-

guraciones y frecuencias modales están dadas por la solución clásica de la siguiente 

ecuación (Timoshenko y otros, 1974) 

mchw2 K(t)  
A.1 

donde /= matriz de formas modales de n x n; W = matriz diagonal de frecuencias 

de n x n y n= número de grados de libertad del sistema. 

Mediante el empleo de las propiedades de ortogonalidad de modos la ecuación matri-

cial de equilibrio dinámico (M ü + C é + Ku = P) se puede expresar como un sistema 

de n ecuaciones diferenciales ordinarias desacopladas, dado por 

Mo Y+Co Y+K 
o

Y=P 
	

A.2 

donde los términos individuales de las matrices Mo , Co,K0  y del vector Po  se calculan 

a través de 



c/
r 

M
r OF 

k  
C 	(1)

T 
 C (4) 2 M W 

orr r 	or r 

T   
Kor  = (ph K4 or  =M W2

or r  

p 	4:1T 
P4) 

or 	r 	r 

A .3 

r = 1, 2, ..., n 

dondel = relación de amortiguamiento en el r-ésimo modo de vibración. 

A .1 Método de Cuughey. 

Para determinar la matriz de amortiguamientos de tal forma que se satisfagan las 

condiciones de ortogonalidad (q) C Ct) = O, r 4.$), se supone que un sistema no amor 

tiguado con vibración libre en el modo "s" está definido por la ecuación siguiente 

Tb r 
M Lm-1  K ,k = O, A .4 

r, s 

	

b = 	-2,-1,0,1,2,... 

De la ecuación anterior puede obtenerse que la matriz de amortiguamientos satisface 

la condición de ortogonalidad siempre y cuando se exprese en la forma 

n - 1 
C= M 	ab  M K 

-1 	b 
A .5 

b= O " 
donde ab  son constantes que se seleccionan para desacoplar los modos amortiguados 

de vibración. 

La ec A .5 es la serie propuesta por Caughey, pudiéndose emplear en ella tantos tér-

minos como se desee pero por estar asociado el amortiguamiento modal con el numero 

de grados de libertad del sistema, entonces no se requerirán más de n términos. Si se 



desainDlla para los dos primeros torna la forma 

C 	M a
o al 1K 

	
A .6 

que representa el conocido criterio de Rayleigh empleado frecuentemente para defi-

nir el amortiguamiento en el análisis dinámico de estructuras, 

Por otra parte, para conocer cada una de las constantes ab  es necesario expresarlas 

en función de las relaciones de amortiguamiento, esto es 

n -1 	 2b 
C 

or 
 --E 	a M

or  Wr 
=2Mor 

 Wr
1 	 A.7 

b o  b  

de donde se obtiene que 

ao  
---( 	+ a W +a W

3 
 +...+a 	W

2n-1
) 

r 2 Wr 1 r 2 	 n-1 r 

r -"=, 1, 2, ...n 	A.8 

Si a la relación r  se le especifica un valor constante, entonces los coeficientes ab  

se podrán determinar de la ec A .8 y la matriz de amortiguamiento se calcula con la 

ec A.5. 

A .2 Método directo. 

Este presenta menos dificultad que el de las series de Caughey, Para evaluar la ma-

triz de amortiguamientosse parte de las ecs A.3 de donde se obtiene que 

T 
C = (40r )-1  

T _1 
(ch ) 	m 4) ivi-1 

r or 

(4) r) 	Mor 4)T M  

Cor(4),)-1  A .9 

A.10 

A.11 



con las cuales se puede expiesar que 

c epoT 	 A.12 

donde la matriz normalizada de masas está duda poi A M 	y es una matriz die- 
r 

gonal cuyos términos se calculan mediante 

p T 

	25.1 w. 
	

A .13 

al 

con lo establecido anteriormente la matriz de amortiguamientos se calcula por medio 

de la siguiente ecuación 

n 	C W 
`r Ir C = 	( 	 )(m(t)

r) 
(M(1)

r
)
T 

Z. 
r = 1 	M u  

or 
que permite asignar valores distintos de amortiguamiento, 	, para cada modo. 

A .14 

A .3 Otras consideraciones 

Al emplear la ec A .6 en el análisis dinámico de propagación de ondas debe tenerse 

en cuenta lo siguiente: si ao  == cte y al 	O el amortiguamiento será mayor en el modo 

fundamental, con lo que las ondas de frecuencia más alta se transmitirán en el suelo y 

tendrán poca atenuación; si a
o 

O y a
l 

= cte las ondas de frecuencia más alta se 

afectarán bastante; si a
o 

O y a
l 	

O las ondas de frecuencias intermedias deben 

afectarse menos. Estas tres situaciones se pueden representar mediante los modelos fr-

sicos de Maxwell, Voigt-Kelvin y el General Viscoelástico Lineal (Fig A,1), Además 

el uso de a
o 

= cte y a
l 

= O se ha interpretado como un amortiguamiento que produce 

pérdida de energra, mientras que con el uso de a
o 

= 0 y a
l 

= cte se afectan de ma-

nera no realista los modos más altos, 

Por otra parte, en vista de que se carece de datos experimentales para determinar de 

manera general los coeficientes 00  y al, se ha sugerido el empleo de un amortigua- 



miento modal equivalente (111<aji, 1975) consistente en asignar un valor mínimo a 

la relación (`. 
1 
 previo conocimiento de la fiecuencia mínima ,Entonces los coeficien 

( 

tes a o,I . y a1i pueden calcularse con las ecuaciones 
, 

a =.1" W 	 A.15 
o,1 min,i min 

a1,i = /min,i/Wmin 

y la relación de amortiguamiento critico en el j-ésimo modo está dada por 

	

_ 1 	 w  ( 	min 

/ II 	2 	Wmin 	W
. 

La ec A .17 puede utilizarse para calcular la matriz C y permite asignar distintos va- 

lores de amortiguamiento a través de los valores dados a 	. 
min,i 

Finalmente, cabe mencionar que la matriz de amortiguamientos se ve afectada cuan-

do se calcula para un dominio finito en el cual existe el fenómeno de propagación de 

ondas, ya que al modelarlo dentro del espacio seminfinito se introducen fronteras fic-

ticias. Esas condiciones de frontera artificial pueden incluirse directamente en la ma-

triz de amortiguamientos. Si ésta se calcula con el criterio de Rayleigh entonces to-

mará la forma 

C = ao  M + 1 K 	 A le 

A .16 

A ,17 

siendo C = matriz de condiciones de frontera artificial 



n 

3 

rX  

Fig 2.1 Tetraedro de esfuerzos en una partrcula 

4/VI/AV/II --> 1 

SV 
i/SV 	•••••, - L 

X
3 

dS 

Fig 2.2 Onda P incidente 	 Fig 2.3 Onda SV incidente 



(T, esfuerzo 

4 

, deformación t, deformación 

Gr  

b. Bilineal 
	

c. Trilineal 

Fig 4.1 Modelos constitutivos elásticos 

G e
P 
Y 

-Tresca 

von m lees 

`Q-, esfuerzo 

 

 

t 6 
 , cte 

cte 
, deformación 

a. Lineal 

aeP  

P 
ex 

Cr 

Fig. 4,2 Proyección de las superficies de fluen- 	Fig 4.3 Normalidad a la superficie de fluencia 

cia en el plano TV 



c 
1 

oc. 

pl  

)4• 

+J 
a.. 

hC. 	41\  Il 
f=cte 

  

a. Endurecimiento isotrópico 

r 

 

 

  

   

b. Endurecimiento cinem6tico de Prager 	c. Modificación de Ziegler al endurecimiento 
cinem6tico 

Fig. 4.4 Diversas reglas de endurecimiento 

(r. — (1. ) 
"ii 

(ath,G¡ J ) —  
) Jfhr.  

kl ' kl 

Fig 4.5 Modificación a la regla de endurecimiento de Prager 
(según Ziegler, 1969) 



b. Von Mises modificada a. Tresca modificada 

7N, 

>"--7 

_ 

Cr e-des. e- rec. 

0,06 0.1582 0.1580 

0.18 0.1613 0.1610 

0.30 0.1638 0.1638 

0.42 0.1660 0.1666 
0,54 0.1681 0.1695 

0.75 
recarga 

descarga 

carga 

0.0 

punto de 

inflexión 

0.1 

Fig. 4.6 Representación geométrica de funciones 

de fluencia 

41 

O 
0.25 

2 

Deformación 
e 1 

Fig 4,7 Curva esfuerzo-deformación en el caso de deformación uniaxial.  
Modelo de módulos variables (según Nelson y Baron, 1971) 



0.10 

o 

0,05 

o 

.4- 

(1.) 

4) 

o . 
U 
c 
e 
O) 

0.0923 

1 
0.0713 

0.0502 

0.0 	0,01 	0.02 	0.03 	0,04 	Deformación el 

el 
1 

Prager-Drucker — 
Mod. variables ---- 

0.0 0.5 

fluencia 	 Prager-Drucker 
Jai., Módulos-variables 

C 
	  3 3 

r. 
3 

C 
 2 

Ir3=C 1 

( G1  - G3)mox /Ko 

Fig. 4.8 Prueba de compresión triaxial. Modelo de módulos variables 

(según Nelson y Baron, 1971) 

Fig 4,9 Comparación entre el modelo de 
	

Fig 4.10 Comparación entre el modelo de 
módulos variables y el elastoplós 	 módulos variables y el elastoplós 
tico. Prueba de compresión 

	
tico. Prueba de deformación 

triaxial (según Nelson y Baron,1971) 
	

unioxial (según Nelson y Baron, 1971) 



Esfuerzo 

cortante 

pi  Deformación 
de cortante 

Fig 4.11 Curva esfuerzo—deformación con histéresis aplicando carga crclica de 

cortante simple 

 

L 

 

  

1/2  

Vs  = velocidad de ondas de corte 

L = longitud de onda 

f = frecuencia 

= densidad de masa 

G= módulo de cortante 

Vs  = Lf - 	_t_ 

G = e Vs
2  

Fig 4.12 Mediciónin situ del módulo de cortante, 



Y AW  
W 

_4. Deformación 

Fig 4.13 Interpretación geométrica de la capacidad de amortiguamiento 



Frontera 

absorbente zona 

excitada-- 

región 

interior 

zona lateral 
	

zona 
	zona lateral 

izquierdcH central derecha 

aig / 
^UN 	..717" 

. 2 1'7-'///: 11 tIlzt /M'U/W- .407 

Y 

región 

exterior 

Fig 5,1 Dominio finito dentro de 

un espacio seminfinito 

Fig 5,2 Estructura trpica plana 
(según Lysmer y Waas, 1972) 



x • 
h 	-1 

41( P4 

S 4

b  

elemento 

desplazado 

= u• exp i (cut + kh) 

	8 u• exp iwt 	

u i  exp i (cut — kh) 

S= u1+1  exp i (t,43t + kh) 

z 

a „ Fuerzas y desplazamientos en 

el elemento finito 
b. 	Distribución de esfuerzos en la frontera 

vertical de un estrato 

í z-- 	exp ;LO 
	 = ui 	exp i (Lo - kh ) 

c. 	desplazamientos nodales 

Fig 5.3 Condiciones de frontera (según Lysmer y Waas, 1972) 



fionteru 

transmiso ar 

frontera 
viscosa 

frontero 

transmisora 

.41 4 

Fig 5.4 Vista esquem6tica del modelo tridimensional simplificado (según Lysmer 

y otros, 1975) 

p(t) 
—s. ► 	  

a. Modelo continuo 

+ tac + tux-4- 
0) 	i-2 	i 	i+2 	 b-1 b b+1 

b, Modelo de par6metras concentrados 

Fig 5.5 Frontera transmisora unidimensional (según Ang y Newmark, 1971 



¡o—frontera activa 

_A/2 

u ( 	t) 

Cs(t+At) 

Fig 5.6 Onda del corte propagóndose en 
dirección del eje X

1 

Fig 5.7 Frente de ondas planas incidiendo en una 
frontera activa 

t

x
2 

X 2 
 

t
n 

t
t 

	+ t 

t
n 

a, Vertical 	 b, Horizontal 

Fig 5,8 Condición de esfuerzos para una frontera activa 

**X 



X(t) 

.. 

(i4 

_ f.4 .  

Xt  
n 

X e, 

X
t 
n+1 

n 

Fig 6.1 Variación de la aceleración con el pardmetro 

X
t 

t 

Fig 6.2 Variación de la aceleración, velocidad 
y desplazamiento. Método de Wilson 



frontera activa 

frontera activa 

0.1. 

frontera 

activa 

Unidiniensional con base defoirnable 
	

Unidimensionol con base rigida 

Bidimensional 

F ig 7, 1 .a Depósitos finitos de suelo 



u r 	(1-cosw t) 4- (cos wt - 1 ) T  

0.5 	 1.0 

Tiempo, en seg 

t 

Tiempo, en seg 

sen41 t 
_ 

(4) 
seno t t I 0.5 

1 	"3  

0.5 	 1 0 

Tiempo, en seg 

Fig 7.1 .b Excitación empleada en los ejemplos numéricos 



u,en 1111 

A 
.••1•••••••••••• 

B 	 D 
e 4-41—,--, 	i--.—. .. • 

Frontera 	 Base 	xi  
activa 	 rígida 

77-1  
1 

0.1 	I/
: 

1\. 1: 
/I 	1.‘ 
I: 	I. 

11 	 I\ 

i 	
• i. 	I ../ 

i  
i  
	 \ 	D /j 	 1 	l'•• 

	

\ / 	 . 

/ • 	 t 	\ 	 i  
O 	 0.5 	 1.0 

	

\ 	Tiempo
' 
 en seg 

	

i 	,--. 
\•.,,,, / 
	‘,../ 

Fig 7.2 Respuesta del modelo unidimensional 

0.2 



• 
D
' 

relativo 

 

• 

    

  

frontero 

activa 

      

Dmax  = 1 .08 
• R-K 

4 444 	Dmax = 0.906 

I 

/ 4 	 D
max - R K _1.19 

Dmax - W 

 

(4  
4 

4\ 

.4\ 

4,t - R - K 

I+ 

4.  

 

+ + W 

4 ' 
4 

0„0 	 0.5 

Fig 7,3 Comparación de la respuesta en un depósito de suelo. Métodos de Runge-Kutta 

y Wilson 



o LO 
Tiempo,en Tiempo,en seg 

0.5 LO 
Tiempo, en seg 

u h  en rn 

.04 

/ 	".... 	',9 

/
/ 	 .... 

/ 	./ 	 ...-- - ''' ' 	••••.  

t̀.'.  --"%--.-7>^- 	 L 	 -11.•- 

I.0 
Tiempo,en seg 

H7 

O 

fll 

.1 	I•1 

.0? 

1 

1..,  

1155 

1 109 

	

5 	9•y-...-,777 

	

59 	63 
• 

	

113 	117 
• • 	4 -• ... - - 

1 
1 
1 

I 
1 
i 
-I 

Fig 7.4 Desplazamientos horizontales del modelo bidimensional 



1\, 
I" 

/ 
//. 	 I \ 

u 21 en m Á 

.05- 

.03 - 

.01 

Tiempo e
1.0 

n en seg 

u2,en m 

/113 

.05 

Ilmr •%\ 

11 
.03 - 

It 

109 

I/ 
tl 

.01 

1,0 

Tiempo en seg 

•'1 

1 

•• 

1 

1 

1•  

l• 

• 

10') 	115 

• I 
e 

1  

1 
• 1 

II( 	t 

• I 

1- t- t- t. t. 

LO 

Tiempo en seg 

Fig 7.5 Desplazamientos verticales del modelo bidimensional 



__.----Fronteras activas 
• 13 

0.2 

Dirección del frente de onda 

Fig 7.6 Estructura bidimensional 

0.6 	
Base rígida 

--- Frontera activa 

1' 
\(—A 

0.5 	 1.5 

Tiempo, seg 

u1, 

0.4 

Fig 7.7 Respuesta de la estructura bidimensional 



Base rígida 

Fig 7.8 Semiespacio estratificado 

 



1 

puntos discretos de las fronteras 
parcialmente viscosas para los 

que se calcula u 
CL 

d
3 

3 

1,4%,-/z(Z.W.Pr 	 L Excitación de 
= campo libre 

/4-741..li u c  
ob- 

tenida con el 
criterio de Roesset 

u* =--- Respuesta en puntos 
r 	de la frontera 

Fig 7.9 Excitación calculada con el criterio de Roesset 
(Roesset y _Iones, 1970) 

u* 
r 

Fig 7.10 Dominio finito con irregularidades, modelado con fronteras 
parcialmente viscosas 

d2 
	2 
	 • 

u* 
• 

• 

a  



P 

     

K 	 p 
—'VvvV•-----• 4—* 

x 

   

1 	 

 

    

     

a. Maxwell 

P 
4—> 

K 
YVVV\-- 

x 

b, Voigt -Kelvin 

Ko x 

	

K 	

P 

c. General viscoeldstico lineal 

Fig A.1 Modelos físicos del arnortiaguarniento 

a». 	 


	Portada
	Índice
	1. Introducción
	2. Propagación  de Ondas en Medios Elásticos
	3. Solución Numérica
	4. Modelos Constitutivos
	5. Formulación  de Fronteras Transmisoras
	6. Integración Numérica de las Ecuaciones de Equilibrio Dinámico
	7. Aplicaciones
	8. Conclusiones
	9. Reconocimiento
	10. Referencias
	Apéndice A: Matrices de Amortiguamientos
	Figuras

