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INIRODUCCION 

Existe /atarás ea acaecer el facter de seguridad de presas bé 

veda. Este hace »cosario el peder determiaar la carga máxima que 

estas puede■ soportar para compararla luego can la carga de traba-

je. El presente estudie tiene per objete preponer U* método para 

calcular tal sarga en este tipa de estructuras. 

Se orienta la salucita del problema • la búsqueda de ua limi-

te inferior éptime que encaje deatre de la teoría del análisis li-

mite, plamteladese previamente ciertas hipétesis que serás explica 

das y discutidas ea el cap 1. 

Ea el cap 2 establecemos el plaateamieate analítica general 

para el cálculo de la carga máxima de las estructuras citadas. 

Ea el cap 3 resolvemee des ejemplos numéricos para tipos par-

ticulares de béveda correspondiendo el primero de elles a una ei-

11:adrice' y el seguido a usa de doble curvatura, sujetas ambas a 

precié* hidrostática. 

finalmente indicamos ea el cap 4 que el céleule de la carga 

máxima, tal come se estables, en el cap 2, puede reducirse a un 

problema de pregramacién lineal en el que la función per maximizar 

es la citada carga y las variables expresan las resistencias de 

les crees y voladizos definidos per planos herizeatale■ y vertica-

les respeetivamente. Las restriccleaes a las variables son impues-

tas per las condiciones de fluencia y las situaciones de equilibrio. 

Ea el case de una bóveda cilíndrica estas resulta, lineales, mien-

tras que para una de doble curvatura ne le sea. Ne obstante es pre 

acata una preposiciéa para reducir el problema de determinar la 

carga máxima de urna béveda de doble curvatura al campe de la pro- 
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gramaciéa nasal. El método prepuesto ~siete ea hacer lineales 

las restricciones suponiendo ciertos valores de lea variables de 

la fulamika objetiva; se tisis así ;mi problema de programaci6a li-

neal cuya soluolóa nos permitirá ebteaer mame valerse de laso va-
riables supuestas een le que repetiremos el procese hasta legrar 

su ceavorgencik . 

Piaalmeate, les resultados en les ejemplos numéricos se com-

parsa non resultado• experimentales, observáadese lusa apremias-

cié* satisfactoria. 



3. 

El presente trabajo fuá desarrollado por el autor*  en el Ins—
tituto de Ingeniería de la UNO bajo la dirección del Dr. Emilio 

Rosenbluettil quien manifiesta su agradecimiento. 

Investigador del Instituto de Ingeniería, UNAM. 

++ Director del Instituto de Ingeniería, IINAY. 

Noviembre 1963 



4. 

1. EIPOTESIS GEPERALES 

Se pretende establecer mediante una idealización del problema 

fisice un modele matemático que nos permita obtener la carga máxi-
ma de las estructuras en cuestión coas una solución de limite infe 

rier 6ptim• acorde con la teoría del análisis limite. 
Para elle precisamos de las siguientes hipótesis; 

1. Idealizamos la curva esfuerzo-deformación, obtenida de un 

ensaye estándar de cempresió■ uniaxial para un cilindre de concre-
te simple, de tal forma que represente ua comportamiento rigid•-

plástic• sol valer critico igual al 85 per ciente de la resisten-
cia máxima. 

2. El concrete ne resiste teasioaes. 

3. La carga aplicada ha de ser resistida, en forma indepen-
diente, per arces y voladizos definidos per planos horizontales y 
verticales radiales respectivaaente. 

4. Les arcos as eacueatraa en estad• de esfuerzos de compre-
sión pura esa valer máximo igual al 85 per oliste del oefUerze de 

ruptura ea cilindres estándar. 

5. Se establece cese condici6a de flueacia en un elemento de 
bóveda al hecho que en una • en ambas de las direcciones que defi-

nes les arces y voladizos se alcance el esfuerzo máxime del conere 

te. 

Come en toda teoría el grade de aproximación se apoya ea la 
certeza de las hipótesis; per elle resulta conveniente discutir- 
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las. Esencialmente en la primera hemos hecho dos tipos de idealiza 
ciones, hemos despreciado (1) lo■ cambios de geometría, (2) los e-
fectos del tiempo. Los cambios de geometría podrían llegar a ser 
importantes para deformaciones a cargas menores que la del punto 
de fluencia (hipótesis 5), que llegaran a ser de tal magnitud que 
causaran la inestabilidad de la estructura. No obstante, debido a 
la escasa ductilidad del concreto así como a las condiciones de a-
poyo de la bóveda cabe suponer que tal efecto sea despreciable. 
Los efectos del tiempo son en rigor importantes; así si la carga 
se aplica rápidamente, la hipótesis de flujo podría no garantizar-
se, mientras que para una carga de aplioación gradual la hipótesis 
de flujo se hace más justificable, ya que la rama descendente de 
la curva esfuerzo-deformación, debida al agrietamiento irreversi-
ble del concreto, se aproxima en mayor grado a una línea horizon-
tal. 

La resistencia del concreto es otro factor importante en la 
idealización supuesta, pues a medida que ésta aumenta la ductili-
dad del concreto disminuye; sin embargo, para las resistencias de 
los concretos utilizados en bóvedas, la existencia de una impor-
tante rama descendente puede asegurarse(2). 

Por lo que respecta a la segunda hipótesis diremos que se jus 
tifica por la escasa resistencia que a este tipo de solicitación 
presenta el concreto. 

Una solución de limite inferior no exige compatibilidad en 
las deformaciones; por ello podemos establecer la tercera hipóte-
sis. 

Un factor importante en todo problema estructural es el rela-
tivo • lea condiciones en la frontera; al respecto, diremos que 
Siempre que los apoyos de la bóveda sean tales que suministren 
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reacciones tangentes a lo■ arcos, nuestra hipótesis sobre el traba 

jo uniforme a compresión de ésta» será congruente, y podremos asi-
milar nuestra cuarta hipótesis a considerar la bóveda formada por 

arcos de espesor pequeño comparado con su radio, que trabajan como 
tubos de paredes delgadas sujetos a presión radial exterior unifor 

me. 

Corolario. El siguiente corolario se desprende de las dos pri 
meras hipótesis: los voladizos se encuentran en un estado de com-
presión uniforme con valor máximo igual al 85 por ciento del esfuer 

zo máximo del concreto hasta una profundidad determinada y el resto 
libre de esfuerzos. 

Por dltimo, al aceptar la quinta hipótesis estamos concientes 

de elegir un criterio de falla del lado de la inseguridad; lo mis-
mo decimos de la idealización hecha sobre la curva esfuerzo-defor-
mación del concreto. No obstante, compensamos estos efectos esta-

bleciendo como esfuerzo crítico en el concreto el 85 por ciento 
del esfuerzo máximo a la compresión obtenido de cilindros estándar. 
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2. PLAPITEAYIENTO ARAIITICO DEL PROBLEMA 

En este capitulo establecemos el planteamiento analítico para 

el cálculo de la carga máxima en oreen,' bóveda. Para ello, nos ba-

samos en las hipótesis establecidas en el cap 1 y en el teorema 

del limite inferior del análisis límite. Consideramos dos casos, 

el prilero de ellos corresponde a una bóveda cilíndrica y el segun 

do a una de doble curvatura. 

2.1. Carga máxima en una bóveda cilíndrica  

Nos referimos a la bóveda de la fig 2.1 	_a cual considera- 

mos n secciones definidas por planos horizontales. La presión apli 

cada a lo largo de toda la bóveda queda definida en términos de un 

solo parámetro, q (fig 2.2); así, la presión en la sección i tiene 

por valor oto; dondecri  es un parámetro adimensional que nos defi-

ne la forma del diagrama de presiones. 

Quedó establecido en la hipótesis 3 que la presión aplicada a 

la bóveda se absorbe por arcos y voladizos. Si ahora designamos con 

Y1  a la presión resistida por el arco i, y con Zi  a la resistida 

por los voladizos en la sección 1, de acuerdo con lo anterior pode 

mos escribir la que denominaremos ecuaciép de distribución de pre-

siones 

gdiq = Yi  + Z1 	con i = 1,...,n 	 2.1 

Por otra parte, el valor máximo de la presión resistida por 

los aroos horizontales, de acuerdo con la hipótecie 4 es 

maz Yi  = Yo  = 0.85 f¿ 2.2 

nna.Tryrkrk nr r 	nrIITONLPS 
Doc t'u. 
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•n donde, fl es el esfuerso de ruptura del concreto en cilindros 

estándar, t es el espesor de la bóveda y r es el radio medio de la 

misma (fig 2.3). 

Además, por el corolario establecido en el cap 1, el momento 

máximo resistente en una sección 1 de un voladizo de espesor unita 

rio vale 

0.85 flo t2 

10 ---lr----- 2.3 

el diagrama de esfuerzos oorresponaiente se representa en la fig 

2.4. 

El momento flezionante en una sección cual4u1era de los vola- 

	

dizos, debido al sistema de presiones Zi 	será una combinación 11 

neal de las variables Zi siempre y cuando áa variación da sálele en 

tre dos secciones adyacentes sea lineal; esto es 

Mi  = aj  Zi 	i = j = 1,...,n 	 2.4 

en donde, Mi  nos representa el momento flezionante en la ¡sección 1, 

m, un conjunto de constantes y el índice repetido indica suma 

Si ahora designamos por M a la matriz de los coeficientes sj  
para las i secciones elegidas; entonces, la ec 2.4 puede escribir-

se 

Mi  a M Zi 	i = 1,...,n 	 2.5 

Condiciones de fluencia. De acuerdo con la hipótesis 5, las 

condiciones de fluencia estarán definidas cuando se alcancen loe 

estados de esfuerzos críticos en las secciones de los arcos y/o 

voladizos (figs 2.3 y 2.4). Llamaremos primera condición de fluen- 
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cia la que corresuonde a los arcos y segunda condición de fluencia 

la que se refiere • loe voladizos. 

Primera condición de fluencia. Consideremos un arco cualquie-

ra, i; decimos que se establece la fluencia cuando el estado de es 

fuerzos de compresión en él alcanza su valor critico. La ec 2.2 

constituye la expresión matemática de esta primera condición. 

Segunda condición de fluencia. Consideremos una sección cual-

quiera de un voladizo, 1; decimos que se establece la fluencia 

cuando el estado de esfuerzos que en ella se presenta corresponde 

al momento máximo resistente de la misma. Matemáticamente esta se-

gunda condición puede expresarse como sigue 

max Mi  - max M Zi  • 110 	 2.4 

Nos plai.teamos ahora el siguiente problema: dado un sistema 

de presiones (lig aplicado a la bóveda, encontrar la distribución 

de presiones (conjunto de valores Y1 e Z1) que, no excediendo las 

condiciones de fluencia, arroje el valor máximo de q. Es decir, 

pretendemos encontrar el conjunto de valore■ Y1  e Zi  que ■eximicen 

a las ecs 2.1 y que verifiquen las siguientes restricciones 

Yi é YO 
	

2.5 

M Zi  Mo 	 2.6 

Análisis limite. Las ice 2.1 establecen que la presión aplica 

da a la bóveda ha de ser resistida por arcos y voladizos definidos 

por planos horizontales y verticales respectivamente, o lo que es 

lo mismo, establecen la condición de equilibrio entre los sistemas 

externo e interno. Las desigualdades 2.5 y 2.6 implican que la die 
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tribución de presiones (Yi,Zi) no debe exceder las condiciones de 

fluencia. Así, cualquier distribución de presiones que verifique 
las ecs 2.1 y las desigualdades 2.5 y 2.6 satisface condiciones de 
equilibrio y de fluencia y por lo mismo es estáticamente admisible. 

El valor máximo de q obtenido de la distribución de presiones esta 
ticamente admisible correspondiente constituye la carga máxime de 
la bóveda en cuestión. 

.2. Carga máxima en una bóveda de doble curvatura  

Nos referimos a la bóveda representada en la fig 2.5 en la 

cual definimos n secciones normales a su curvatura exterior. El 
diagrama de presiones aplicado es de forma escalonada tal como se 

describe en la fig 2.6; dondeoti  (ial,...,n) representa un con-
junto de constantes adirmnsionales que definen la forma del mismo. 
De esta manera, la presión en un ,unto cualquiera de la bóveda que 
da descrita en términos de un solo parámetro, q; así por ejemplo, 

en la sección 1 valecXq. 

En este caso, designamos con 	a le presión resistida por 

los voladizos en su trabajo de membrana, con Zi  a la resistida por 

estos en su trabajo a flexión y con Y1  a la presión restante. Esta 

Lltima la consideramos en dos componentes, una vertical (Y1  oen) 

que es absorbida por la cimentación y otra horizontal (Y1  cos Q1) 

que es tomada por los arcos (fig 2.7). De acuerdo con esto, podemos 
escribir la que denominaremos ecuación de distribución de presiones 

para la bóveda de doble curvatura 

diqa 	+ Y1  + 21 	con i e 1,...,n 	 z.7 
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Por otra parte, el valor máximo de la presión resistida por 

los arcos, de acuerdo con la hipótesis 4, resulta para la secciór 
1 

sax Y1  cos G1  = 0.85 f,  
c r 
	 2.9 

donde t es el espesor de los arcos definidos por planos horizonta-
les, r es el radio de curvatura medio de loe mismos y Gi  el ángulo 

que define a la sección 1 (figs 2.7 y 2.8). 

Puesto que para una sección i dada, Qi  es constante, el valor 
máximo de la presión Y1  puede obtenerse de la ec 2.9; esto es 

max Y a Y = 0.85 fi t  01 	e ir-awir 2.10 

Consideremos ahora un voladizo de espesor unitario y en él u-
na sección cualquiera, 1; supongamos que se ha alcanzado el esfuer 
to crítico de compresión hasta una profundidad determinada, 1. De-
nominaremos con ail a la profundidad de esfuerzos en la sección 1 
cuando la compresión se inicia en la cara exterior de la bóveda y 
con au  cuando se inicia ésta en la cara interior de la misma (figs 
2.9). En las figs 2.9 e representa la excentricidad del centro de 

gravedad de la sección 1 del voladizo con respecto al centro linea 

de la misma. 

De acuerdo con lo anterior, si designamos con Mil  al momento 
tlexionante resistente correspondiente a la profundidad de esfuer-
zos all  y por M12  al corres,ondiente a 1112  , podemos escribir las 
ecuaciones siguientes 

1 
Mil I' u.85 fé 1111 ( r— 	

a11
-7—  - ei)  2.11 



max 111 = max 112 	M01 	8 

0.85 f« c 
t12 

2.15 

1 
Mi2  • 0.85 f¿ 4112 (  r- 	

a12
-r-  • *1)  

Signos. Convencionalmente consideramos que los momentos fle-

xionantee M11  son negativos y los M12  positivos. 

También se desprende de lo establecido que las presiones de 

membrana de loe voladizos, correspondientes a los estados de es-

fuerzos representados en laa figs 2.9 , pueden valuaras mediante 

lea ecuaciones siguientes 

l 
Xil 	0.85 fl 	

ai a

il 
2.13 

- -2- 
a12 Xi2 	0.85 f¿  	 2.14 

R - ti  4. a12 

El valor máximo del momento flexionante resistente en la sec-

ción i ocurre cuando aii  = ai2  a t1/2 y vale 

12. 

2.12 

La presión :cairina resistida por las ménsulas en su trabajo de 

membrana se obtiene de las @ce 2.13 y 2.14 para aii 	*12  . ti  y 

vale 

max 11 	max X12 	X01 s 0'85 ft; 

	ti 	
2.16 

- 
2 

Por lo que respecta a los valores de lea presiones Zi, si con 

sideramos que entre dos secciones contiguas su variación es lineal, 

el momento flexionante en cada sección producido por ellas seré u- 
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na función definida por una combinación lineal de las variables Zi, 

esto es, 

Mi  • mi 	con i a  j = 1,...,n 	 2.17 

donde Mi  es el momento flexionante en la eecci6n i, mi  representa 

un conjunto de coeficientes y el indice repetido indica suma. Si 
designamos con M a la matriz de los coeficientes mi  , la ec 2.17 

uede escribirse 

Y1 = M Zi 
	 2.18 

Condiciones de fluencia. Con lo anterior estamos ahora en po-
sibilidad de establecer las expresiones matemáticas de las condi-
ciones de fluencia para una bóveda de doble curvatura. Como en el 
caso de una bóveda cilíndrica, denominaremos primera condición de 
fluencia la correspondiente a los arcos y segunda condición de 

fluencia la ,ue toca a los voladizos. 

,ramera condición de fluencia. Consideremos un arco cualquie-

ra, i; decimos que se establece la fluencia cuando el estado de es 

fuerzoo de compresión en él alcanza su valor crítico. La ec 2.9 
constituye la expresión matemática de esta -ramera condición. 

Segunda condición de fluencia. Consideremos le sección i de 

un voladizo; decimos que se establece la fluencia cuando los es-
fuerzos de compresión alcanzan su valor crítico en una profundidad 

determinada a (figs 2.9). 

Interpretemos geométricamente esta segunda condición; por silo 

p_icidad en la exposición, pero sin perder generalidad, considera-
mos que la excentricidad e es nula. Así, eliminando a ail  entre las 



ece 2.11 y 2.13 se obtiene 

ti  

1 11 = 0.85 fe X11 
 

2 

2 

1 
- 7 	 Xil 0.85 f'¿  

2 

procediendo en forma semejante,de las ees 2.12 y 2.14 se obtiene 

M 	= 0.85 f,  12 	e 

(ti - ti) X12  

0.85 Y' - X" 
2 

( ti  

2 

1 	 2.2u 
— 	 Xi, 

0.85 fi - 
e 	2 

La representaci6n geométrica de las eco 2.19 y 2.20 se presenta en 

la flg 2.10. 

Resulta evidente que un punto cualquiera de la curva que re-

presenta geométricamente las ece 2.19 y ,.20 indica una pareja de 

valores del momento flexionante y de la presión de membrana co-

rrespondientes a un estado de esfuerzos de fluencia en una sección 

1 cualquiera de los voladizos. Por tal motivo denominamos a ésta, 

la curva de fluencia. 

Los puntos dentro de la curva de fluencia representan momen-

tos flexionantes y presiones de membrana en loe voladizos corres-

pondientes a estados de esfuerzos inferiores a 0.85 fl. Por últi- 

14. 

2.19 

R )111 

0.d5 f 4- 

R X11 

(E-ti) Xi2  
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mo, los puntos fuera de la curva de fluencia representan parejas de 

valores de momento flexionante y presión de membrana corres?ondien 

tes a estados de esfuerzos superiores a 0.85 f. Obviamente, la re 

presentación matemática de los valores de Ii y Mi  a los que corres 

ponden puntos en o dentro de la curva de fluencia, esta dada por 

° ' Zis xoi 

Mi 4 Mil 

o bien, de acuerdo con le ec 2.18)  por 

° t 	X01  

-Mil 4 M Zi 4 M12 

desigualdades que constituyen la expresión matemática de le segun-

da condición de fluencia para la bóveda de doble curvatura. 

Nos planteamos ahora el siguiente problema: dado un sistema 

de presioneaCtiq aplicado a la bóveda, encontrar la distribución 

de presiones ( conjunto de valores Ii,Yi e Z1) que, no excediendo 

lea condiciones de fluencia, arroje el valor máximo de q. Es decir, 

pretendemos encontrar el conjunto de valores Ii, Y1  e Zi  que maxi-

mice a las ecs 2.7 Y que satisfaga las restricciones siguientes 

O Yi  Yoi  2.21 

4  11 -X01 2.22 

-111 M Zi 112 2.23 
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páliele límite. La eouaoi6n de distribución de presiones es-
tablece que la presión total aplicada a la bóveda ha de absorberse 

en tres partes, Z1, Yi  e Z1, siendo Yi  la presión que resisten los 

arcos y la cimentación, en tanto que Z1  e Zi  representan las pre-

siones resistidas por los voladizos en sus trabajos de membrana y 
flexión, respectivamente. De lo anterior se observa que las eos 2.7 
establecen el equilibrio entre loe sistemas externo e interno. A-

demás, las desigualdades 2.21, 2.22 y :'.23 implican que la distri-

bución de presiones (X1, Y1  e Z1) no debe exceder las condiciones 
de fluencia. Resulta así, que cualquier distribución de presiones 

que verifique las ece 2.7 y las desigualdades 2.21, 2.22 y .23 ea 

tisface condiciones de equilibrio y de fluencia y por lo mismo es 
estáticamente admisible. El valor máximo de q obtenido de la dis-
tribución de presiones estáticamente admisible correspondiente 
constituye la carga máxima de la bóveda en cuestión. 
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3. EJEMPLOS KUMERICOS 

Preteademes ea este capitule determinar la carga máxima ce-

rreopendieate a tres modeles de bóvedas de concrete eaaayadas en 

el Instituto de Ingealeria(3). Las características geométricaa de 
estos modeles se presentan en la fig 3.1. El sistema de cargas a-
plicad• ea les tres cases fue de distribución escalonada tal como 

se indica en la fig 3.2. 

Resolvemos des ejemplos; en el primero de elles determinamos 
la carga máxima correspondierte al modele 1 y a partir de ésta ob-

tenemos, por relación directa de las resistencias de les concretes 
de las bóvedas, la del modele 3. En el segundo ejemplo determina-
mos la carga máxima del modele 2. El hecho que la carga máxima e■ 

los modeles 1 y 3 sea del mismo valer (si fc; es constante) se jus-

tifica porque la resistencia de les arce• definidos por les planos 
horizontales resulta independiente de la longitud de desarrolle de 
los mismos y porque para el modele 3 el voladizo en que se presen-
tan los mayores esfuerzos de flexión es el definido per el plano 
vertical ue simetría de la bóveda, el mismo que es equivalente a 

uno cualquiera de los voladizos definidos en el modele 1. 

El método de solución se basa en el planteamieate general del 

eap 2; es decir, buscamos el conjunto de valores de las variables 

Xi, Y1  e Zi  que satisfagan las ecuaciones de •quilibrio y las con-

diciones de fluencia y que hagan máximo el valer de q. 

Ejemplo 1 

Buscamos determinar la carga máxima en el modelo 1 sujete al 
,.iagrama de presiones esealonade representado en la fig 3.2. La 

resistencia del concrete utilizado ea la fabriesción del ■Hele 

fué de 115 Xg/cm2  

Empozaremos per escribir las ecuaciones de distribución de 
presieno-s para las siete secciones definidas, las que de acuerde 
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8.06 q = Y1  + 21  

28.23 q . Y2  + Z2  

45.16 q = Y3  + Z3  

62.90 q = Y4  + Z4  

80.65 q = Y5  + 25  

100.00 q = Y6  + 26  

100.00 q = Y7  + 27  

La opacidad máxima de los arcos, de acuerdo con la ec 2.2 es 

YO  . 0.85 (115) 411" = 9.21 kg/cm2  

De acuerdo con la se 2.3, el momento de fluencia vele 

NO = 
0.85 (115) (18)2 

O 	
. 3959 kg—cm/cm 

El momento flexionante en cada secci6n debido a un sistema de 

presiones de variación lineal, Zi  con 1 - 1,...,7, se calculó por 

el método de Newmark, obteniéndose 

1 0000 0000 0000 OuGU 0000 0000 0000 

1 2 257 129 0000 0000 0000 0000 000G Z2  

13 581 634 91 0000 0000 0000 0000 Z 3  

14 . 	923 1263 
579 101 0000 0000 0000 24 

1
5 

1268 1897 1174 611 103 0000 0000 Z5 

16 1613 2533 1771 1226 618 103 0000 26 

1955 3161 2360 1834 1229 611 101 
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Las restricciones impuestas por las condiciones de fluencia, 

de acuerdo con las desigualdades 2.5 y 2.6, son respectivamente 

O Y1 9.21 

O Y2 9.21 

U Y
3 

9.21 

0 á Y4 9.21 3.3 
o Y5 9.21 

0 Y6  9.21 

O Y7_  9.21 

Y 

—000u 00U0 0000 u000 0000 000u 0000 21 3959 

j959 257 129 0000 0000 0000 u000 000u Z 3959 

3959 581 6.34 91 00.0 0000 0000 00u0 Z3 3959 

3959 10, 	923 1263 579 	101 0000 0000 0000 Z4 4  3959 

3959 1266 1897 1174 	611 	103 0000 0000 25 3959 

3959 1613 2533 1771 1226 	618 103 0000 Z6 3959 

3959
—  

1955 3161 2360 lt34 1229 611 101
7 3959 

— 

.3.4 

pretendemos ahora obtener el conjunto de valores Y1  e Zi  

(i = 1,...,7) que satisfaga las ecos 3.1, que verifique las res—

tricciones 3.3 y 3.4 y que además arroje el valor máximo de q. 

Se observalA que Ofi sate caso la maxlmización del parámetro q 

depende de 14 variables sujetas a restricciones. Se pone así de ma 

nifiesto la necesidad de resolver el problema mediante una técnica 

matemátioa adecuada (veas. cap 4). Obtendremos aquí una solución 

de limite inferior basada en ciertas suposiciones que facilitan la 

obtenet6c de n v nuP qnr rnamilltprin lp tmintpee nrovin- 
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Procedimiento de cálculo. Consideremos la última de las ecos 

3.1 

100 q * Y7  4. Z7 	 3.5 

a partir de la cual pretendemos obtener el valor máximo de q. Para 

ello hacemos las siguientes suposiciones; (1) el arco corres;.on-

diente a la sección 7 trabaja a su máxima capacidad, Y0. (2) El 

diagrama de presiones Zi  reune las siguientes características, 21  

y 22  negativos, 23  nulo, Z4, 25, 26  y 27  positivos (fig 3.3). (3) 
El diagrama de momentos flexionantes correspondiente será tal que 

en las secciones 5 y 7 adquiera valores próximos a los críticos 

(fig 3.4. Las dos últimas suposiciones tienen por objeto lograr 

,jue el valor de 7.7  sea positivo y máximo. _ 

Como una primera aproximación consideramos que, 21  * 22  • Z', 

Z3  - O y, Z4  * 25  * Z6  = 27 	2". Tomando el signo igual en le 

quinta y séptima de las restricciones 3.4 se obtiene 2' * -2.14 

kg/cm2 y 2" = 3.96 kg/cm
2. El vector Zi  así definido satisface 

con aproximación adecuada las citadas restricciones 3.4. 

Por último, suponemos .1us los arcos •n las secciones 4, 5 y 6 

trabajan también a su máxima capacidad, Y0  . 

A continuación, el valor de z7  se fué incrementando progresiva 

mente desde 3.96 kg/cm2  hasta 7.20 kg/cm2, con lo cual se obtuvo el 

valor correspondiente de q a partir de la ec 3.5; esto es 

q 	7.20 • 9.21  - 0 164 kg/cm2 106 

Con este valor de q y los de Y4, Y5  a Y6  iguales a Y0  se obtu 

vieron los correspondientes de Z4, 25  y 26  a partir de las sem 3.1; 

así. 
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Z4 • 1.10 kg/os 
Z 5 • 4.02 kg/ca 
Z6  • 7.20 kg/os2 

2 
2 

además por la segunda suposición 

Z 3 • o 

Por lo que respecta a los valores de Z1  y Z2, se determinaron de 
tal forma que en la sección 7 los voladizos desarrollan su máxime 

momento resistente, es decir, que se verifica la igualdad en la 41 

tima de las restricciones 3.4; así, 

22  = - 1.55 kg/cm2 

Con los valores de q, Z1, Z2  y z3  anotados, se obtuvieron los 
valores correspondientes de Y1, Y2  a Y3  a partir de las tres prime 
ras sea 3.1, esto es, 

Y1 • 2.91 kg/ca2 
Y2  •  6.18 kg/ca2 

Y3 = 7.41 kg/os2 

los cuales verifican las restricciones 3.3. 

Con el vector Z/ definido, se obtuvieron los momentos flexie-

nantes correspondientes a partir de las ecs 3.2, resultando les 
valores siguientes 

1 a 0000.00 

2 • - 608.58 komme/cm 
Y3 . - 1906.49 kg-ca/ca 
hl4 - - 3313.11 kg-ca/ca 

Z1 = - 1.59 kg/cm2 
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M5  = - 3864.20 kg-cm/cm 

166  = - 1804.00 kg-cm/cm 

M7  - + 4094.72 kg-cm/cm 

valores que satisfacen con aproximación satisfactoria lee restric-

ciones 3.4. 

Resumiendo, hemos obtenido el siguiente campo estáticamente 

admisible 

i 	Y 	Z i 	i 	cilq 
1 
2 

3 
4 

5 
6 

7 

2,91 
6.18 

7.41 
9.21 

9.21 

:::t 

-1.59 
-1.55 
0.00 
1.11 
4.02 

7.20 
7.20 

1.32  

4.63 

7.41 
10.32 

13.23 
16.41 
16.41 

al que corresponde un valor de q = 0.164 kg/cm2  y constituye una 

solución de limite inferior para la bóveda cilíndrica en cuestión. 
La representación geométrica de la distribución de presiones se 

indica en la fig 3.5.  

Por otra parte, la presión en el primer escalón vale 

Y1 + Z1  - 1.32 kg/cm
2 

que resulta inferior a la presión de colapso obtenida experimental 

mente (1.42 kg/cm2) en 
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Para el modele 3 el diagrama de presiones aplicado e■ el mis-
mo que el correspondiente al modelo 2. Por tal motive, de acuerdo 
con lo mencionado al principio de este capitulo, la distribución de 
presiones será proporcional a la obtenida para este áltimo; siendo 
la constante de proporcionalidad, la relación definida por las re-
sistencia de les concretos utilizados en la fabricación de los mo-
delos. 1s1 la presión en el primer escalón, es 

111 (1.32) = 1.64 kg/cm2 

que resulta superior a la presión de colapso medida experimental-
mente (1.52 kg/cm2) en 85. 

Ejemplo 2  

Pretendemos determinar la carga máxima en el modele 2 sujeto 
al diagrama de presiones escalonado representado •n la fig 3.2. 
La resistencia del concreto utilizado en la fabricación del mode-
lo fue de 135 kg/cm2. 

Las ecuaciones de distribución de presiones, de acuerdo con 
las eco 2.7 resultan 

7.57 q = II  + Y1  + 
27.27 q= 12  + Y2  + Z2  
43.93 q 13  + Y3  + Z3  
63.63 q as 14  + Y4  + Z4 	 3.6 
81.81 q = 15  Y5  + Z5  
100.00 q = II + Y6  + Z6  
100.00 q Xi T7  + 

Las características geométricas del modelo para Las siete 
secciones elegida& se consignan en la siguiente tabla 
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i el  ti 	(ca) 
1 28°  04' 00" 15.50 
2 23°  23' 20" 16.60 
3 18°  42' 40" 17.20 

4 14°  02' 00" 17.70 

5 09°  21' 20" 17.80 
6 04°  40' 40" 18.00 
7 00°  00' 00" 18.00 

El valor máximo de la presión Yi  para cada una de las siete 
secciones de acuerdo con la ec 2.10 es 

i 	max Yi  = Yoi  

1 	12.25 kg/om2  
2 	11.7E kg/cm2  
3 	11.4, kg/cm2  
4 	11.15 kg/cm2  
5 	10.96 kg/cm2  
6 	10.85 kg/cm2  
7 	10.81 kg/cm2  

La excentricidad del centro linea respecto al centro de gra-
vedad de la sección de los voladizos resulta 

«ti  
t2 

 

12 r coa Qi  

cuyo valor máximo corresponde a la sección 7 y es de 0.14 ca, valor 
Liue comparado con el espesor de las secciones resulta despreciable; 
en consecuencia las eco 2.11 y 2.12 pueden reducirse a 



25. 

Mil  0.85 f, sil(  2- 
t 

- -2- a  

a

il ) 

12 m12 	0.85 f¿ ai¿ ( 	- -2-  ) 

3.7 

3.8 

La presión máxima resistida por las ménsulas en su trabajo de 
membrana, de acuerdo con la ec 2.16, para cada una de las siete eec 

ciones es 

1 	max 

1 	5.12 kg/cm2  

2 	6.14 kg/cm2  
3 	6.36 kg/cm2  

4 	6.55 kg/cm2  

5 	6.D9 kg/cm2 

6 	6.67 kg/cm 

7 	6.67 kg/cm' 

El momento ilexionante en cada escalón debido a un sistema de 

presiones de variación lineal, Zi  con 1 . 1,...,7, se obtuvo me-

diante el método de Newmark superponiendo loe resultados obtenidos 
de dos ménsulas definidas por las proyecoionel horizontal y vertí. 

cal de la ménsula curva; así 

M1 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000-  
- 	_ 
Z1 

M2  168 85 0000 0000 0000 0000 0000 12 
M3 425 527 91 0000 0000 0000 0000 23 
M4  a 694 1086 585 104 0000 0000 0000 4 3.9 
115  958 1641 1180 625 106 0000 0000 25 
M6  1220 2191 1769 1252 640 108 0000 26 

1464 2707 2333 1847 1352 613 98 _II,  
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Las restricciones impuestas por las condiciones de fluencia, 

de acuerdo con los valores anotados y con las desigualdades 2.21, 

2.22 y 2.23, son respectivamente 

o 
o 
o 

Y1  
Y2 
Y3 

12.25 

11.78 

11.42 

o e Y4 é 11.15 3.10 
o Y5 

10.96 

o Y6 10.85 

o Y7  
10.81 

— 	— 

o 
o 

1 

2 
13 

5.72 

6.14 

6.36 

I4 E 6.55 
3.11 

1
5 

6.59 

6.67 

6.67 

Y 

M11 0000 0000 0000 0000 0000 0000 0000 Zi  11; 

1121 168 85 0000 0000 0000 0000 0000 7'2 1122 

1131 425 527 91 0000 0000 0000 0000 23 1132 

1141 á 694 1086 585 104 0000 0000 0000 24 1142 

1151 958 1641 1180 625 106 0000 0000 25 1152 

1161 1220 2191 1769 1252 640 108 0000 Z6 1162 
11.71  1464 2707 2333 1847 1352 613 98 172_ 

3.12 

donde mil  y 1112 vienen dados por lea eco 3.7 y 3.8. 
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Nos preocupamos ahora en obtener el conjunto de valores de 
11, Yi  e Zi  que satisfaga las eco 3.6, verifique la, restricciones 

3.10, 3.11 y 3.12 y que además produzca el valer máximo de q. 

Procedimiento de cálculo. Consideremos la última de las ecs 

3.6, 

100 q 	17  + Y7  4. Z7 	 3.13 

a partir de la cual pretendemos obtener el valor máximo de q. Faro 

ello hacemos las siguientes suposiciones: (1) el arco corresiondien 

te a la sección 7 trabaja a su máxima capacidad, Y07. (2) Loe va-

lores de las profundidades de esfuerzos en la fluencia son los si-

guientes 

a11 . 7.75 cm  

a21 8.30 cm 
a31  . 8.60 cm 

a41 . 
8.85 cm 

a51 . 8.90 cm 

a61 ` 9'" cm 
e72  = 10.00 cm 

los que •e han elegido con el siguiente criterio 

a11  t1/2 

Y 
	 a72  1. ti/2 

El hecho que la profundidad de esfuerzos a72  sea ligeramente mayor 

qua medio espesor, trae como consecuencia una disminución en el mo 
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mento resistente correspondiente a la sección 7 de loe voladizos; 
consecuentemente a esta disminución corresponde un Lamento en el 
valor de la presión de membrana X7  de tal forma que la suma L1  + 
Z7  es máxima. (3) El diagrama de presionen Zi  reune las siguien-
tes características, Z1  y Z2  negativos, 23  nulo, Z4, 25, 26  y 27  
positivos (fig 3.6). (4) El diagrama de momento flexionente co-
rrespondiente será tal que en las secciones 5 y 7 se alcancen los 
máximos momentos resistentes compatibles con las profundiades de 
esfuerzos definidos en (1) (fig 3.7). (5) El valor de la presión 
qUO por flexión se absorbe en la base de la bóveda es el mismo 
que correspondería a una bóveda cilíndrica, asa 

14 Z7 = 	1  (7.20) a 8.40 kg/om2  

donde 135/115 representa la relación de las resistencias de los 
concretos utilizados en la fabricación de los modelos 2 y 1 res-
pectivamente, y 7.20 kg/om2  es el valor de la presión 27  obtenido 
del ejemplo 1 para la bóveda cilíndrica. (6) Por dltimo, conside-
ranos que los arcos en las secciones 4, 5 y 6 trabajan también a 
su máxima calacidad. 

Te acuerdo con las ece 2.13 y 2.14 los valores de las premio-
x corresiondientes a las profundidades de esfuerzos definidas 

en (2) son 

a 2.82 kg/cm2  

3.03 kg/cm2  

= 3.14 kg/cm2  

= 3.23 kg/cm2  

• 	3.25 kg/cm2  

3.29 kg/cm2  

= 3.75 kg/ca2 

X21 

X 31 

X41 

X51 

X61 

'72 
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Asimismo loe valores correspondientes de Mil  y Mi2  obtenidos 

de las ece 3.7 y 3.8 son 

6111 = - 3446.09 kg-cm/cm 

6,21 = - 3952.56 kg-cm/cm 

M31= - 4243.45 kg-cm/cm 

M41 = - 4493.45 kg-cm/cm 

1551 	- 4544.67 kg-cm/ca 
- 4647.37 kg-cm/cm -61 

M72 = + 4590.00 kg-cm/cm 

El valor de q obtenido de la ec 3.13 para loo valores de X7, 

Y7  y Z
7 

establecidos, es 

q = 3.75 + 10.81 + d.40  
100 	 = 0.23 kg/cm

2 

Con los valores de q, X4, 15, 16, X5  e Y6  anotados se obtuvis 

ron los correspondientes de Z4, 25  y 26  utilizando la cuarta, quin 

ta y sexta de las ecs 3.6; así 

Z4 . 8.82 kg/cm2  

Z5 = 4.61 kg/cm 

Z6 = 0.25 kg/cm¿  

Además, de acuerdo con (3), Z3  a U. Los valores de Z1  y 22  se eli-

gieron iguales y se valuaron considerando que el momento flezionan 

te en la sección 7 desarrolla su valor crítico (4590 kg-cm/cm); ob 

teniéndose 

Z =-2.01 kg/cm2  1 	 2 
22  =-2.01 kg/cm 



30. 

Conocidos los valores ce y, Zi  , Z2, Z3. 75., X2  y 13. se o,..tu 

vieron a partir de las tres primeras eco 3.6,los correspondientes 

de Y
1, 

Y2  • Y3; así 

Y1 a 0.93 kg/cm
2 

Y2  • 5.15 kg/cm
2 

Y3  • 6.96 kg/cm
2 

que verifican las restricciones 3.10 

Los momentos flexionantes correspondientes al diagrama de pre 

Z1 definido anteriormente, obtenidos de las ec■ 3.9 son 

E11 • 0000.00 

E21• - 508. 53 kg-ca/cm 

X31 • 	1913.52 kg-cm/cm 

E41 • 	3551.80 kg-cm/cm 

M51 • 	4579.08 kg-cm/cm 

M61 4 	2635.83 kg-cm/cm 

M72  + 4590.00 kg-cm/ca 

valores que verifican con aproximación satisfactoria las restric-

ciones 3.12. 

Resumiendo, hemos obtenido el siguiente campe estéticamente 

admisible 
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1 Ei  Y1 Z1 ajg 

1 2.82 0.93 -2.0/ 1.74 

2 3.03 5.15 -2.01 6.17 

3 3.14 6.96 0.00 10.10 

4 3.23 11.15 0.25 14.63 

5 3.25 10.96 4.61 18.82 

3.29 10.85 13.82 22.96 

3.75 lu.ol 8.40 22.96 

al que corresponde el valor de q * 0.23 kg/cm2 y que constituye 

una solución de límite inferior para la b6veda en cuestión. La re-

preeentaci6n geométrica de esta distribución de presiones se indi-

ca en la fig 3.8. 

Por otra parte la presión en el urimer escalón vale 

XI  .1 Y1  • Z1  = 1.74 kg/cm2  

que resulta inferior a la presión de colapso medida experimental-

mente (1.5 kg/cm2) en 6%. 

La siguiente tabla resume la comparación con resultados exne-

rtentales, 

Modelo 	Resistencia del 	Presión máxima en el primer ceca- 

concreto en cl- 	16nMiq (kg/cm2) 

lindros estándar 

f' (kg/cm2) 	experimental 	calculada 

1 115 1.42 1.32 

2 135 1.85 1.74 

3 143 1.52 1.64 

La diferencia de los resultados experimentales con los calcu-

lados es on los tres casos inferior al 10%. 
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4. PROGRAMACION LINEAL 

En este capítulo haremos ver que el planteamiento analítico 

para el cálculo de la carga máxima de las estructuras en cuestión. 
tal como quedó establecido en el cap 2, determina un problema de 
programación lineal. Por ello hemos creído conveniente describir 
aunque en forma sucinta, esta técnica matemática. A continuación, 
conservando el orden establecido, presentamos en primer lugar el 
caso de una bóveda cilíndrica y en segundo, el de una de doble 
curvatura. En este capítulo empleamos la notación en que el índice 

repetido indica suma. 

4.1 nrogramación lineal. El problema general de programación 

lineal se formula como sigue: determinar los valores para un con— 

junto de variables xj  (j = 1 	r) que verifiquen m desigualdades 

o igualdades lineales de la forma 

= 1,...,m 

j = 1,...,r 4.1 

a las que se les conoce como restricciones. En estas se sostiene u 
no y sólo uno de los signos comprendidos en la llave, pero éste 
puede variar de una restricción a otra. Además, las variables x, 
deben ser positivas 

:j a O 	j 	1,...,r 	 4.2 

y serán tales que hagan máxima o mínima a la forma lineal 
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4.3 

Loe valores de aij°  b1 y ej deberán ser conocidos y constantes. 

Definiciones. Cualquier conjunto x que satisfaga a las res-
tricciones 4.1 se denomina solución. Cualquier solución que satis-
faga la restricción 4.2 se denomina solución factible. Cualquier 
solución factible que maximiee o minimice a a se denomina solución 
óptima factible. 

Variables inactivas (slack) y excedentes (Genius). En gene-
ral resulta más conveniente trabajar con ecuaciones que con desi-
gualdades. Por este motivo, se desea convertir a las restricciones 

4.1 en igualdades con el fin de obtener un conjuato de ecuaciones 
simultánsaa y lineales. Esta conversión puede llevarse a cabo me-
diante la introducción de variables denomina“aa inactivas y exce-

dentes. 

Para simplificar el problema de la notacifm, se establece el 
siguiente orden a considerar para las restricciones; (1) restric-
ciones con signos e ; (2) restricciones con eignosi; y (3) restrio 

ciones formuladas originalmente como ecuaciones. 

Las restricciones del primer tipo (restricciones h) pueden 

escribirse 

ahl  x3  1 bh 	j m 1....,r 
	

4.4 

se introduce una nueva variable xr 1  O, donde 

/rol = bh ahj xj ° 
	

4.5 

que se denomina variable inactiva. 
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La ea 4.5 puede escribirse 

ahl  xj 	xr4,11 	bh 	 4.6 

De esta forma, al introducir una variable adicional, la variable 

inactiva, se ha convertido la desigualdad 4,4 en la igualdad 4.6. 

Nótese que para cualquier conjunto xj  que satisfaga la desigual-

dad 4.4, x1,41  debe ser positiva. 

Consideremos short lee reetricciol,es del segundo tipo (retArie 

ciones k) 

akj xj -bk 	j = 1,...,r 	 4.7 

Entonces se define una nueva variable como 

ar+k = akj xj 
	

4.1, 

que se denomina variable excedente. 

La ec 4.7 puede escribirse 

akj 	ar+k = bk 
	

4.9 

De esta forma, la desigualdad 4.7 ha sido convertida en la igualdad 

4.9 mediante el empleo de una nueva variable, la variable excedente. 

Obsérvese que para cualquier conjunto que satisfaga la desigualdad 

4.7 xr" debe ser positiva. 

En resumen, hemos convertido las restricoionee originales 4.1 

en un sistema de ecuaciones lineales de la forma 
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ahj aj 	ar+h 	bid 	h  ' 1 ,,,,, u, 	 4.10 

•kj mi  - xrfk 	bk 	k 	u+1,...,v, 	 4.11 

api  xj 	bp 	 p 	v+1,...,m. 	 4.12 

Las restricciones con signos se convierten a la forma 4.10; aque-
llas con signo t • la forma 4.11 y las igualdades permanecen inva-
riables. 

Tenemos entonces a ecuaciones eimultaneas con n incógnitas. 

El número de variables estaré comprendido entre r y r+a, dependiera 
do del número de variables inactiva& y excedentes ,,ue se introduz-
can. 

El conjunto de restricciones 4.10, 4.11 y 4.12 puede escribir 
se en forma aatricial coas 

A x 	b 	 4.13 

donde A es la matriz de los coeficientes sa.. x el vector de las J.J 
variables x, y b el vector de coeficientes b i. 

Una variable inactiva o excedente s._ 	aparece selameate en 
la ecuación 1 donde se introdujo para producir la igualdad; est, 
la columna de la matriz A correspondiente a 1r.i  es e1<1 	v 1, 
ese, 0] el se trata de una variable inactiva y - i  si se trata de 

una variable excedente; esto es 
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alr 1 0 	... 0 0 

... a2r 0 1 	... O O 

• 

***b.il,r ° 0 	... -1 0 

** • 	avr 	° 0 	... 0 -1 

*** $mr 0 ° 0 O 

all 	$12 
a21 	a22 

A = av -1,1 av -1,2 

avl 	av2 

1$ml 	$m2 

4.14 

Hasta ahora hemos conseguido convertir las restricciones en 

sistea de ecuaciones lineales sin mencionar los efectos de 

tal conversión sobre lu función 	maximizar. 

Orleiinalmente teníamos la función objetiva 4.3. Para no alte-

ru..':.a, consideremos ¡Lie los valores de c, asociacos a las variable' 

u.uctiv,s 	excedeLtes son nulos. Es posible demostrar que si esto 

He cumple el problema tiene el mismo conjunto de soluciones ópti-

mas factibles que el original(4). 

La discusión precedente ha mostrado ,ue el problema general 

de rogramación lineal puede formularse como sigue: 

Encontrar un vector 

x 	Ixip...,xri fi O 

que satisflJa un conjunto de m ecuaciones simultáneas lineales 

A x b 
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y que optimice la forma 

Z 	O j  Ij  

Establecido el planteamiento general de un problema de progre 
elación lineal indicamos ,,ue su solucion es posiule mediante el mé-

todo Simplex. 

Método Simple'. Principiaremos por establecer lag definicio-

nes siguientes: 
Rango de una matriz. El rango de una matriz de m x n se representa 
por r ( A ) y se define como el máximo número de columnas lineal-
mente independientes en A. 

Solución básica. Dedo un sistema de m ecuaciones lineales simultá-
neas connincógnitasáxwb( m> n ) y r ( A ) = m, si se elige 
de A una matriz no singular de m x m tal que todas las n-m varia-

bles no asociados con las columnas de esta matriz sean iguales u 
cero, entonces, la solución del sistema de ecuaciones resultante, 
se denomina básica. 

El método •s en esencia un procedimiento iterativo algebraico 

y exacto que resuelve culquier problema de programación lineal en 
un número finito d• pasos o en •u defecto, indica que la solución 

no existe. 

Se procede por pasos partiendo de una solución básica facti-
ble, obteniendo otra y finalmente, en un número finito de itera-

ciones, se alcanza la solución óptima factible, de tal manera que 

el valor de la funcidn objetiva en cada paso es mejor o al menos 

no es peor que la del precedente. 

Una descripción detallada del método Simple' puede verse por 
ejemplo, en la referencia 4. Nos limitamos aquí únicamente a des- 
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cribir brevemente las principales hipótesis hechas durante el des. 

rrollo algebraico: se supone que en las restricciones 4.1 el rango 

de la matriz de coeficientes es igual al rango de la matriz de ar-

gunentos; si esto no se cumple, el sistema es incompatible y no e-

xiste solución al problema de programación lineal. Además,se supo-

ne que el rango de la matriz de coeficientes es igual al mero de 

restricciones, es decir, 

r ( A ) = m 	 4.15 

lo que implica que el número de variables es mayor o igual que el 

número de ecuaciones; si esto no sucede, existirán ecuaciones re-

duneLtntes que deberán omitirse. Cabe aclarar que la condición 4.15 

es necesaria pero no suficiente para la existencia de una solucion 

factible. 

Por último, anotamos que la soluci5n de un problema de progre 

mación lineal puede obtenerse par el uso de computadoras electrón' 

cae (5). 

4.2 Bóveda cilíndrica. En el art 2.1 nos 1.anteawoo el si,,u1en 

te problema: obtener el conjunto ue valores Yi  e Zi  que veriniuen 

las ecuaciones 

diq = Yi + Zi 	i = 1,...,n 

que satisfaga las restriccio:,es 

o ‘ y 	y - i u 
- r = VZ 

y que además arroje el valor máxizo de q. 

Por mdmplicidad en la exposición, consideraremos 7 secciones 

en esta ilustración, pudiendo generalizarse el problema para un ná 

mero cualquiera de ellas. 

4.1'1 

4.18 
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El problema así planteado es un problema de proxramaciónlineal 

en el cual la función objetivo puede elegirse, por ejemplo, a par-

tir de la dltima de las ecs.4.16. Así, para i = 7 seria 

et7q Y +Z7 
	 4.19 

Por otra parte, las igualdades 4.16 producen seis relaciones 

Independientes que deben verificar las variables Yi  e Zi, esto es 

Al Y1  - A2 Y2  A1Z1  - A2Z2  = O 
AlY1  - A3Y3  A1Z1  - A3Z3  . O 

11Y1 	14Y4 A1Z1 	A4Z4 = ° 
	

4.20 

AlY1 	A5Y5 + A1Z1 A5Z5 = ° 
AlY1 	A6Y6  + A1Z1 A6Z6 ° 

AlY1 A7Y7 + AlZ1 A7Z7 = ° 

donde 	Al 	1/ali 	con 1 = 1,...,7 

Designando con A a la matriz de coeficientes Ai  y con W al 

vector formado por las variables Yi  • Zi, las sem 4.20 pueden es-

cribirse 

A W = 0 	 4.21 

Las ecs 4.21 junto con las desigualdades 4.17 y 4.18 consti-

tuyen las restricciones del problema de programación lineal cuya 

función objetiva está dada por la se 4.19. 

Hemos citado con anterioridad que las variables que intervie-

nen en un problema de programación lineal deben ser positivas o nu 

lee. Al respecto, observamos que las Y1  satisfacen por si mismas 

tal condición (4.17); por lo que respecta a lea ZI  es preciso ha- 
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cer un cambio de variable a fin de satisfacer tal requisito. Una 

cota superior y positiva a los valores de Zi  la establece la si-

guiente ecuación 

Zo  = 2 Y0 	 4.22 

que se justifica por el trabajo predominante de membrana de los 
arcos con respecto al de flexión de los voladizos. 

De aauerdo con lo anterior, proponemos el siguiente cambio de 
variable para el conjunto Z1  

Zi = Zo  Zi 	 4.23 

De esta manera, se tiene por maximizar a la funoión objetiva 

Y7 Z 

sujeta a las restricciones 

..._ 
1 	(5 
u M 	Z 	+ 	Iiv . B 
u M 
- - 

A W' = E 

4.24 

4.25 

en las que I es una matriz unitaria; O es una matriz singular; M 

es la matriz formada por los coeficientes mi  (ec 2.4); Y es el veo 

tor columna formado por las variable. Yi; . es el vector columna 
formado por las variables Zt ; I' es la matriz formada por los veo 
toree t el; V es el vector columna formado por las variables inac-
tivas y excedentes; B es el vector columna formado per les segundos 
miembros de las desigualdades 4.17 y 4.18 modificados por el cambio 
de variable 4.23; A es la matriz de les coeficientes Al  ( •c.4.20); 
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W,  ea el vector columna formado por las variables Yi  e Zt; y E es 

el vector columna obtenido a partir de las eos 4.21 como consola 

cuencia del cambio de variable 4.23. 

4.3. Bóveda de doble curvatura. En el art 2.2 nos planteamos 

el siguiente problema: determinar el conjunto de valores X1, Yi  e 

Z1 que verifique las ecuaciones 

giq = Xi  + Yi  + Zi 	 4.26 

que satisfaga las restricciones 

O 	X1  t Xoi 	 4.27 

OtY 	4 Y 01 	 4.28 

1112 
	 4.29 

Y que produzcan el valor máximo de q • 

La función objetiva puede elegirse como la dltima de las ece 

4.26; así, para 1 = 7 se tiene 

a7q = 1.7  + Y7  + Z7 	 4.30 

Por otra parte, eli lnando a q entre las ecs 4.26 se obtiene 

el sistema 

A111 	A2X2  + AlY1  — 12Y2  + A1Z1  — A2Z2  - o 

A111  - A3X3  + A1Y1 	A3Y3  + A1Z1  - A3Z3  = O 

A1X1  - A4X4  + AlY1  - A4Y4  + A1Z1  - A4Z4  = 

A1X1  - A5X5  + AlY1  - A5Y5  + *111  - A5Z5  = O 
	

4.31 

Al/1 	A6X6 	AlY1 	A6Y6 	A1Z1 	A6Z6 a (I)  

A1111 - A7317 	
A1Y1 

 - A7Y7 	A1Z1 	A7Z7 * 

con A1 = 1/ct1 	
para i = 1,...,7 
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que junto con las desigualdades 4.27, 4.28 y 4.29 constituyen las 

restricciones p las variables de la función objetiva 4.30. 

De acuerdo con las ecs 2.19 y 2.20 se tiene que 

Mil m fl(X1)  
y 

Mil 	f2(ii)  

como consecuencia se tiene un problema de programación no lineal. 

Sin embargo, se propone para su solución un método iterativo en 

la siguiente forma: se eligen valores de las profundidades de es-

fuerzos sil  • ai2  en cada una de las 1 secciones de los voladizos; 

con estos se obtienen los correspondientes de Ei, Mil  y Mi2  a par-

tir de las eco 2.13 y 2.14, 2.11 y 2.12 respectivamente. Así, sien 

lo constantes los valores de Mil  y M12  el problema planteado ea un 

problema de programación lineal cuya solución nos permitirá obtener 

nuevos valores de las variables Xi con loe que repetiremos el pro-

ceso hasta lograr su convergencia. Se espera la convergencia del 

método en la mayoría de las aplicaciones porque predomina el tra-

baje de membrana respecto al de flexión. 

Introduciendo ahora las variables inactivas y excedentes para 

convertir las desigualdades 4.27, 4.28 y 4.29 en ecuaciones así co 

me el cambio de variable de la ec 4.23 para garantizar que todas 

las variables del problema sean positivas, el problema consiste en 

maximizar la función objetiva 

X7  + Y7  + z4 	 4.32 

sujeta a las restricciones 
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O O 	1.1 Z*  + I' V' al 

O O 	M 

A i' 	P 4.33 

en las que I es urna matriz unitaria; O II una matriz singular; M 
ea la matriz de coeficientes mj  (ec 2.17); I •s el vector columna 
de lus variables Xi; Y es el vector columna de las variables Yi; 

Z4' es el vector columna de las variables ZI; I' es la matriz for-
!TIA& por los vectores = ei; V' es el vector columna formado por 

1,s variables inactivas ; excedentes; G es el vector columna for-

mado :,or los segundos miembros de las desigualdades 4.27, 4.28 y 
4.29 modificados por el cambio de variable 4.23; A es la matriz 

de los coeficientes A1 (ecs 4.31); 	W' es el vctor formado por 

las variables Xi, Y1 e 4'., y F es el vector columna obtenido de Zi  
los segundos miembros de las eco 4.31 como consecuencia de.intro- 
ducir el cambio de variable 4.23. 
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