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INTRODUCCION.

Este trabajo es una coleccidn de ejemplos de a
plicaciones del Cdlculo Diferencial e Integral en Ciencias
Sociales, particularmente en Economia, Sociologia y Demogra
fia con un propdsito esencialmente diddctico, proporcionan—
do al profesor de Matemdticas en Ciencias Sociales, general
mente con preparacidén téenica, una guia de aplicaciones gon
una breve presentacién del tema en consideracidén y su trata

miento matemdtico, acompafiado de ejercieios.

Asimismo, se trata de brindar al alumno del &-
rea de Ciencias Sociales un material accesible para el tra-
tamiento de temas especificos y de las herramientas matemd—

ticas que se utilizan.

E1l material usual sobre el tema adolece, mu-—=
chas veces, de imprecisiones y confusiones en el manejo de
las matemdticas; ademds suele ser inaccesible al estudiante
promedio de las carreras de Ciencias Sociales. Los ejemplos
¥y ejercicios no se fundan, comunmente, en situaciones rea-<
les y en ocasiones pecan de trivialidad; para agravar la si
tuacidn todos los textos son extranjeros por 1o que nada —=—

tienen gue ver e¢on la realidad nacional.

De la bibliografia existente, aunque no por e-—
1lo completamente accesible, eon tratamiento matemdtico de
temas de EZconomia, Sociologia y Demografia, se selecciong—~
ron aguellos puntos que utilizaban nara su desarrollo ¢l «-
Cdlculo. Se mejorsd el aspecto matemdtico, haciendolo mds --

i



regiso accesible, sin caer en tecnicismos excesivos,.
?

Cada tema presentado viene acompafiado con pro-
fusién de ejercicios, la mayoria disefiados especialmente ~-
con datos y situaciones reales -0 por 1o menos verosimiles-
yy, cuando ello era posible, ajustados a la rezlidad mexice-—
na; el resto fueron adaptados siguiendo el criterio con que

aquellos fueron creados.

En todo caso, se traté de evitar le triviali--

dad y, en el caso extremo, la complejidad superfiua.

E1 cuerpo del trabajo se ha dividido en tres -
partes: Aplicaciones Continuas, de la Derivada y de la Inte

gral,

Es importante hacer notar que el uso de funcio
nes continuas resulta ser un instrumento de utilidad en el
desarrollo de teorias gue expligiien algunos fendémenos socisa

les pues existen variables que siguen un comportamiento con

On

tinuo, sin interrupcidén o hay también procesos ligados iInti

mamente ligados con el tiempo

Sin embargo, es posible también considerar casos en que las

kel

variables no son propiamente continuas, como el ndmero de -
articulos preducidos o el precio de venta de éstos, pero en
el que variaciones relativamente pequefias gque ocurrieran en
algunas de ellas no produjeran cambios sensibles tanto en -
otras variables gue estuvieran asociadas como en fendmenos

cuantificables que dependieran de ellas,

Cabe aclarar gue la mayoria de los casos pre--
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sentados en el capitulo primero fueron retomados en el se--
gundo para Hacer uso de la derivada, primeramente para. mos-—
trar como el trabajo hecho con-:anterioridad es simplificado
sobremanera aplicendola, y en segundo lugar, mis no en se—-—

gundo plano, para hacer las extensiones posibles.

Se incluye ademfs un breve glosario gue no pre
tende elaborar definiciones definitivas sino dar una gufa -

que sirva para entablar un didlogo comin.

No es objeto de este trabajo discutir la vali-
dez de las teorias econémicas, sociales o demograficas que
abordan los temas aqui expuestds, mgs bien 'es el de garan-
tizar el correcto empleo de las herramientas matemdticas en
esas teorias. La veracidad de las conclusiones y su ajuste
a la realidad, no es imputable a las matemdticas ni a este
trabajo sino & la validez de las hipbtesis y los razonamien
tos no matemdticos de agquellas teorias, que agui no corrés°=

ponde discutir.
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CAPITULO I. '
APLICACIONES DE FUNCIONES CONTENUAS.




INTRCDUCCION.

En el campo dé las Ciencias Sociales se reali
zan rrocesos muy comrlejos en los cue intervienen diversos
factores fuertemente relacionados entre si{, de tal manera
cue cualguier alteracién que sobrevenga en alguno de ellos
implica la modificacidén de uno o més de logs restantes fac—

tores.

Modificacidn generalmente de cardcter propor-
cional en el sentido de gue "pequefias” modificaciones en =
un factor implican también "pequefias" modificaciones en —-
los factores que altera mientras gue una modificacidn ———=
"grande" trae consigo “grandes" modificaciones en esos fac

tores.

Es entonces cuando podemos haceeruso de la -=-=
continuidad, concepto fundamental en Matemdticas que res—-
ponde a este tipo de relacién para hallar la esencia det.-
problema, estudiarlo e interpretarlo con lo gque finalmente
podremos llevar a cabo las acciones que nos permitan resol

verlo.
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Funciones y Curvas de Demanda.

Se desea exprecar las condiciones de la deman
da de un mercado de bienes de consumo limitdndonos al caso
dewcompetencia perfecta" donde el consumidor no es més quee
"un ajustador de la cantidad" o sea gue no influye en el -
precio de los articulos actuando solémente sobre su propio
consumo. Se-establecen las siguientes proposiciones como -
dadas:

l.-Nimero de consumidores.

2.~Preferencias de cada consumidor para todos

los articulos.

3.-Renta de cada consumidor.

4.-Precios de todos los bienes, excepto del =

gue deseamos estudiar su demanda (X).

Sobre este bien X podemos observar que cada -
consumidor adguirird cierts cantidad dependiendo del pre—-
cio p con el que se ofrezca y al encontrar la suma de con-

sumos individnales se obtiene la cantidad demanda x del ar

ticulo ¥X. Esto se pPuede expresar como
x = £(p)
0 sea que la cantidad varia de acuerdo a cam-

bios hipotéticos en el precio. Es necesario hacer notar --
que este estudio es estdtico. Ia grdafica resultante se ae=-
costumbra representar con los precios en el eje wvertical y
la cantidad x en el eje horizontal. Se puede suponer con -
facilidad el cardcter continuo de la funcidén al pensar que
un pequefio eambio en el precio imrlica también uno pequefio
en la cantidad demandada. Es también mondtona decreciente

porgque una disminucién en el precio implica un aumento en



la demanda.

P

e

Funcién de Demanda.

Las



Ejercicios

1.1l.1. Dada la funcidn de demanés

[
K o= & =

verifique que es decrecienia.
1.1.2. Para la funcidn de demanda
z = Eg;mﬁi/z a,b> 0
verifigque qug es decrecienie {recuerde que sélo se
admiten precios positivos).
1.1.3., Dada la fTuncidén de demanda

X =g - 22 a,by ¢
b

pruebe que es continua parszs todo precioc positivo,
l.1.4. Dada la funcidén de demands '
x =24+ 1
P 2
trazar su grafica.

1.1.5. Bada la funcién de demanda

1.i.6. Dada la funcién de demanda
x =50 (1 + p)3 e 2 (p + 10)
1.;Cuédl seria la cantidad demandada si el precio por
unidad fuera de 107

2,381 fuera de 1007

3.40 gratis? ,
1.,1.7. Supongamos que la funcidén de demanda del consumidor
individual del azdcar en el pais fuera:

x = 7°10°0 ¢ =97

con el precio p dado en pesos y la cantidad de azi-



car x en kilogramos.

1.:;0udl seria la demanda de azdcar a $12.60 el kg.?

2.Y si el precio se elevara a §20.00, jCudnto se dee—

mandaria?

3.Finaiimente, si de acuerdo a ciertas medidas econdmi

cas se deseara fijar la demanda en 3-105 KgSey =mem

sCudl deberd ser el precio por- kg.?

1.1.&. Dada la funcidén de demanda

x = 2000 p"2 + 150

1.:Cudl seria el precic para que la cantidad demandac

da fuera de 155 unidades?

2.¢51 fuera de 1707

3.¢Qué podria decir de éstos resultados?

1.1.9. Uha.empresa fabricante de pasta dentrifica obtiene

la forma de la demanda del producto para el tamafio
mediano fijando difersntes precios en cuatro perio-
dos de tiempo sucesivo. De este modo halla que las

producciones necesarias son:

Precio (en pesos por tubo) 9 12 15 18
Produccidén (tubos por semana) 1060 940 820 700
Graficar esos valores y, ademds, si sabemos que la

funcién de demanda es lineal, deducirla de estos da

1.1.10.Para una funcién de cine con fines benéficos de —==

cierto lugar se sabe que el ndmero de asientos se -
relaciona con el precio uniforme de la entrada, p -
pesos, segin la funcidn

Xx=a-=-2>
p

donte a y b son constantes. §e sabe gue 1a sala con

una capacidad de 3 000 butacas, estéd ocupada a la -



mitad cuando el precio es de $60.00 y faltamdo por6
llenarse la sexta parte cuando el precio es de ——
$40.00. Héllese de ésto, el walor de las constantes
a y b as{ como el precio al que la sala se llenarfa.

1,1.11.Probar que la funcién de demanda

X =8 - P
b

es decreciente y continua.
1.1.12.Como un caso particular de la funcidn de demanda —-

del ejercicio anterior, témese la de unos jarrones
de cerdmica exclusiwos con a = 6000 y b = 3.

1l.Encuentre la gréfica de la funcién y hzciendo uso &
de ésta determine hasta qué precio habria demanda -
de jarrones y, por otro lado cudntos se demandarian
si fueran gratis, Establezca una razén de estos va-
lores.

2.Averigilie cudntos jarrones se demandarian si el pre-
cio fuera de $1 500.00.

3.Halle el precio a que tendrfian que venderse los ja-

-rpoEes para que se demandaran 275,
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Funcidén del Ingreso Total.

Sabiendo que la funcidn de la demanda se pue-
de expresar como x 2{70(13)9 la cual es mondtonz decreciente

podemos concluir que existe la Tuhcidbn inversa p ={,V(x)n -

Q

on ésto podemos determinar el ingreso total de un bien
R = xp
gue no es otra cosa sino las entradas brutaz al vender una

cantidad x al precio p.

Al ingZreso total lo podemos expresar también
como

R=XHJ(X)=9&€"(IJ}
haciendo uso de cada una de las expresiones que se despren
den de la funcidn de la demanda, con lo que obtenemos a R

en funcidn del precio o de la cantidad vendida.

La funcién de ingreso total es continua pues-
to que se puede expresar en términos de la funcibn de la -

demanda o de su inversa, las cuales son continuas,



Ejercicios

1.2.3.

1.2.3,

]

e2ads

1.2.5.

1.2.9,

A pardir de ls Funcidn de iz demsnda del ejercicio

L,‘.é
P
o
&
o
[¢]
| N7

;
=3

1.1.1. encuentre ie ingreso total en ‘=

términos del precio ¥

que es continua,

Si los valores de las consitantes en el problema -

1.1,2. fueran a = 13, b» = 3. ;Cuil seria la deman-

da y el ingreso total a un precioc de §1.00 y $49.09
Expresar el ingreso total en funcidn de la demandn

dada en el ejercicic l.1lc ..

Graficar luas funciones de ingreso correspondientes

a las funciones de demand. de los ejercicios 1l.1.4.
¥ 1.1.5..

donsiderando la funcidn de demande del problema d-

1.1.6. halle el ingreso tusal Gue se obtendria con

siderando los precios dddos en cada uno de los in-

cisosﬁ

En ¢l problema del azficar del ejercicio 1.1.7. ===

;0udl seria el ingreso total si se lograra fijar -

la cantidad 3-105 kgs. como se deseaba?

17 1 Q | o,
LodoUe IdEl

cu

Para la funcién

(o]

e demmnda del ejercici
lle el precio al que debe venderse el bien para ob
tener un ingreso total de $4 000.00.
Habiendo determinado la funcidén de demanda para Im
pasta dentrifica en el ejercicio 1.1.9., encuentre
la del ingeeso total tanto en términos del precio
como de la demanda.

Del ejercicio 1.1.10. encuentre el ingreso total -
gue se lograria en la funciédn de cine si la sala -

se llenara,
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Funciones y Curvas del Costo Total,

Se supone gue una empresa que produce un solo
articulo X utiliza ciertés factorés de produccidn, de los
que se concce el pre01o en el mercado, algunos de ellos fi
jos y otros donde la cantidad utlllzada varia de acuerdo a

la cantldad producida de X.

VSupﬁésto un nivel fijo de tecriologia, él-pro—
pbsito de la emﬁfega es'produeir unarcierta cantidad x al
menorlpreciorpmgiblﬁ. Asi cbtenemos

‘ = G(x) ' '

. segun seé lateanﬁlﬁad obtenida del artfeulo por.lo que es
creciente pues o mayor ¢antidad producida, mayor es el cos
t0. . - = o :

]

JAEsta funciéh,divide;al primer cuadranie en

tiene un 31gn1 Ticado, a saber, si ilaamos el nlvel de pro-
duceidn en';o, los puntos con ordenada menor.al valor de -
la funcién;en ese nivel representan.los costos a los que -
no es p051ble lograxr la producclon deseada, mieniras gue -
los puntos con ordenads mayor que G(x ) representan los va
lores a los gque se puede produc1r X, aungque a un cosﬁo més
alto que el menor, el cual corresponde precisamente al pun

to de laveurva.
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Ejercicios

1.3.1. En las siguientes funciones de costo total
1.C=ax % b
2,0 = ax2 + bx + e
3.C 8 e&’X + ) +

con a,b,c y 4@ constantes positivas, mostrar cue ==

X a

]

las funciones son positivas y crecientes,
1.3.2, Dada la funcién de costo total
C = (120x & 45)1’/2 + 15
1.;Cudl es el menor costo necesario para producir 5
unidades®
2,:0udl es la mayor cantidad que se puede producir a
 un costo de 1007
1.3.3. Dada la funcién de costo total
C = 9x3 + 5x2 =44x + 25
1.:0udl es el menor costo necesario para producir 10
unidades?
2.,:0udl es la mayor cantidad que se puede producir a
un costo de 257
1.3.4. En cada una de las funciones de costo

1.=2x x4+ 5 + 1.

x + &
2.C =17 ex/2
3.C = 2x2 x+ 4

X + 1

En cdda uno de.los incisos, ¢Es 5 el menor costo -
posible para un nivel de produccidén 1?; de no ser
asi, ses un costo mayor o no es posible lograr ese
nivel de productidén a ese costo?; de ser mayor, —-

& en cudnto se excede?; si no es factible, gcudnto



11
nesesita para serlo?

1.3.5. Si una compafifa constructora tiene gastos fijos a-
proximados a $2 000 000.00, debido a permisos, ren
ta, administrecidn, personal de planta, etc.; y -~
gasta $350 000.00 en materiales y sueldos por-eada
casa gue construye, (Cudl es la funcién de costo -
total?. Si al consirmir 12 casas se deseara tener
una ganancia de $3 000 000.00, ;Cudnto se debe ob-
tener en totzl por concepto de ventas?.

1.3.6, Nostrar que la funcidn de costo

G(x) = a ebx a,b>0

es positiva y creciente,
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Funcidén de Transformacidn de la Empresa,

Supongamos dque una empresa produce dos bienes
X y Y en condiciones técnicas dadas y disponiendo de ofer-
tas fijas de ciertos factores de produccién con lo que, el
costo total de produccidn serd dado al conocer las cantida

des a producir de ambos bienes.

Si fijamos la produccién de un bien, podemos
utilizar los factores de produccién de tal manerz gue se -
maximice la produccién del otro. Debido a que es indistin-
to fijar X o Y y hacer variar el otro, esta relacifn es bi
unfvoca y a medida que aumenta la cantidad del bien fijo,
disminuye la del otro, la Ffuncibn es también monétona dee-
creciente y méds adin este decrecimiento se acentlia a medida

que es mayor la cantidad fijada.

Asf obtenemos que
v = f(x) y x=f

son mondtonas .deerecientes,

Esto se puede sxpresar bambién como
F(x,y) = O

donde F es conocida como la funcién de transformacién,



Ejercicios

1.4.1. Un hombre de negocios puede oconseguir ganancias &e
100x y 100y para este afio y el siguiente, respecti
vemente., Utilizando sus recursos de oitra manera -
puede hacer gue x y y varfen segin la relucién

y = 1000 - _53_
250
1.,Muestre gue la funcién es decreciente,
2.0btenga lz renta para este aflo, sabiendo gue la --
del venidero es de $75 000.00.

3.Grafique la funcidn de transformacidn.
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Curvas de Indiferencia para Bienes de Consumo.

Consideremos un consumidor cue distribuye su
ingreso en la compra de, para simplificar, dos bienes x ¥y
y de los gue puede establecer para ciertas cantidades ———-
(xo, yo) preferencia sobre cualguier otro par de cantidades
(xl, yl). Esta preferencia puede ser de mayor, menor o0 ige=
gual, E1 conjunto de puntos que tienen la misme preferencisa
forman la curva de preferencia y debido a que existen pre=
ferencias distintas, las curvas forman una familiz en ia -~
gue varfa el nivel de preferencia (o indiferenciz). Estas
curvas tienen las siguientes caracteristicas: son positivas
pues no puede haber preferencia sobre cantidades negativasg
son conbtinuas porque & un peguefio incremento de un bisn y
un decremento también pequefio del otro, se puede esperar -
el mismo nivel de preferencia., Bebido también a ésto, las
curvas son mondtonas decweeientes. Cada curva es cbneava -
hacis arriba porque al disminuirun bien,; debe sobrevenir -
un mayor aumento del otro para compensar el cambio y con—-—
servar el nivel de preferencia. Ademds, entre los elementos
de lrns familias de curvas,; ninguna de ellas se intersecta
porque implicaria para un mismo par'de cantidades dos pre-

ferencias distintas.

Finalmente, debido a que un aumento en las --
cantidades de los dos bienes tiene unarmgyor-preferencin;n
las curvas tendrédn mayor nivel a medida due estén mds al -

noreste del planc. (Fig.l.)
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\.

Fig.l. Curvas de Preferencia,

K

De acuerdo a estas caracteristicas, estas cur
vas se pﬁeden representar como la funcidn

Lf(xfy) = 8a _
donde a es un pardmetro que al variar va generando las dis
tintas curvas de nivel 3 x y y al cambiar dan diferentes

puntos dentro de una misma curva.



Ejercicios

1.5.1, Para la siguiente funcién de indiferencisa
-£;£%%2= a Oty«<5 , x20
3-(y+4)
1.Encontrar dos puntos cuyo nivel de preferencia sea
igual a 10.
2.Mostrar que para dos niveles cualesquiers de prefe
rencia, las curvas no tienen interseccidn, o sea -
que no tienen puntos en comin.,
3.Mostrar que se trata de una funcién continua.
4.Para las cantidades 7T y 4 de x ¥y & respectivamente,
;qué nivel de preferencia les corresponde?
1.5.2. Paras la funcidn de indiferencisa

(x+3) (y+7) = a Oexga =3
=

1l.Verificar gue es continua ,

2.Verificar que es decreciente.

3.:Qué prefiere el consumidor de x y y?,una unidad -
de x y 10 de y,0 viceversa: 10 unidades de x y una
de y.

1l.5.3. Para la siguiente funcidn de indiferencia
(x+2) (y—rl)]‘/2 = 8

1.5i a = 10, sen cuénto cambiaria y si x pasa de 3 a
4?

2.3i pasara x de 10 a 12 ;cuénto cambiaria y con el
mismo valor de a?

3.Fn los incisos anteriores ses positivo o negutivo
el cambio experimentado por y?

4.1 a = 20, scudnto tendria que variar x pare que y

pasara de 6 s T?
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5
S

Curvas de Indiferencia para el WMovimiento de 1la Renta en el

Tiempo.,

El problema de un consumidor gue intenta dise-
tribuir dus ingresos a través del tiempo se puede atacar -
de la misma manera que el caso anterior. Para simplificar
observemos las preferencias de gastos en dos periodos con-—
secutivos. Aqui x es la cantidad gue se gastaria en el pri
mer perfodo y y la del segundo. De la misma forma, la rela
cibn estarfa dada por una funcién del tipo

L?(XvY) = a

con propiedades andlogas a las de las funcio-
nes de indiferencia para bienes de consumo.

Sin embargo, posee otra caracteristica: si los
valores disponiblé5ude>i y y fueran escasos se aceptaria u
na reducecibn en x sélo a cambio de un incremento sustasncial
en y, 1o que origina curvas de nivel de indiferencia con u
na pendiente muy pronunciada. Si por el céntrario, las can
tidades de x y y son muy grandes, aungue s6lo se obtenga -
un cambio poco mayor en y respecto del decremento en x, -—-—
puede tenerse la misma prefrencia con ld que se obtienen -

curvas con pendiente negativa casi de 45 grados. (Fig.2.).



x

Fig.2. Curvas de Indiferencia en el Tiempo.
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Ejercicios

1.6.1 Para la funcibén de indiferencia relativc a las ren-—

tas de? afios consecutivos
(x+1) (y+ )Y2 -4

l.0bservar la similitud con la funcidén propuesta en
1.5.3

2,Resolver los cuatro incisos allf{ propuestos, para
esta funcién.

3.Comparar ios resultados obtenidos en los incisos -
para una y otra de .las funciones. iCorresponde és-—
to a la caracteristica adicional de una funcién de
indiferencia para el movimiento de la renta en el

tiempo?
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Funciones de Demands y Costo de Varias Variables.

Considerar el comportamiento de varios bienes
en lugar de uno solo hace gue el estudic se aproxime més 2
la realidad. Y ésto se logra a través de l=s funciones de

varias variables,

Podemos comnsiderar, por ejemplo, la funcidn -
de demanda de n bienes xl, xz,...., xn cuyos precios son -
pl, p2, cveoyg pn respectivamente, Asf, la cantidad demanda-
da x_serd

r

Xr = “?r(Pl"“rPn) r=1ls..9n

0 sea que depende de los n precios.

Para observar algunas de las situaciones de -

interés, veamos el caso de dos bienes xl, X, con precios -

en el mercado pl' p2 ¥y cuyas funciones de dimanda son -

Xy = 4 (pyspy) » %X, ={}(py5D,)
con las que obtenemos el cambio en la cantidad de cada bien
al variar el precio de ambos. Asfmismo, podemos fijar algu
no de los precios y observar que la funcién de demanda del
otro bien dependerd entonces sélamente del precio que se -

le asigne, volviendo al caso de una sola variable.

Si lo que se hace es fijar un precio y obser-
var la funcidén de demanda para el bien del precio fijado,
ésta dependerd de la variacién del precio del otro bien.
Aqui, si ocurre gue la Tuncidn es creciente en determinado
punto, significa que 21 aumentar el precio de un bien auvs-

mentard la demanda del otro; diciéndose que los bienes son
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"competitivos™; si sucede que la funcién es decreciente, -

ésto indica gque al aumentar el precio de un bien disminuye
la demanda del otro por lo que se dice gue los bienes son

"complementarios",

Podemos observar también el comportamiento de
la demanda individual de un consumidor y su renta represen
Vtados por

X =L\ (A s259009p ) r=1ls..50
r r 1 ° A , renta

Puede ser de interds esiudiar el caso

Xp =(?r(‘i’pr)
donde se fijan todos los precios excepto el del bien a es-
tudiar y la renta. Si aqui se fija la rsenta, tendremos una
funcién de demnada de uns variable y si se fija el precio
se cuenta con una funcién gque nos indicz los cambios en la
demanda debido a cambios en Ia renta del consumidor indivi

dual.,

Un caso sujeto a generalizacién en forma ané-
loga es.el de la funcidén de costo

C(Xy9e09X ) =G (xl,"°’ x))

donde XyyeepX, sON las cantidades producidas de Xl""Xn .

El comportamiento es semejante al de las funciones de dexk-

manda.,
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Ejercicios

1.7.1.

1.7.2,

Unz compafifa productora de navajas y rastrillos au
yos ingresos més altos se deben a la venta de los
rastrillos, desea realizar una promocién con el fin
de incrementar la venta de éstos., Si el precio de-
cada rastrillo es de $43.20, el del paquete de 3 =
navajas $17.50 y las funciones de demanda mensual
son

X

1.
%, = 23275 - 57p, - 2p2

il

8 500 - 12p, - 9p,

donde X; ¥ %, BOR las cantidades demmadadas de 1los
rastrillos y los paquetes de navajas respectivamen
te y Py ¥ p, sus precios
1l.Mostrar due sus ganancias netas por concepto de z-
rastrillo se incrementardn ante cualquier disminu=
éi6n en el precio del paquete de navajas.
2.Evaluar los ingresos netos totaleé de la compafifa
a2 los precios éctuales. i
3.5i el precio del-paqguete de navajas se disminuye a
$16.00 con el fin de impulsar la venta de rastri--
.1los, gen cudnte se incrementaria la cantided de—-
mandada de rastrillos y la ganancia neta por este
concepto?
4.Determinar si es conveniente la promocién plantea
da en 3), comparando el ingreso total que se obé-
temdria con la venta de rastrillos y navajas y el
ingreso total actual.

Una conpafifa embotelladora intenta introducir una



10703.

1.704'.

Dadas las funciones de demanda para X, y x
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nueva marca de refresco. Dispone de dos planes

de promocidn: el primero es vender el liquido
a $4.00 obsequiando el envase, mientras que -
el segundo propone vender a $3.00 el liguido y

a $1.00 el envase. 5i x, y p, son cantidad de

mandada y precio del liguido y x del en-

2* P
vase, y las funciones de demandn estdn dadas

por
X o= 1 450+020 - 31 200p2
Py
X,-= 450 000 = 45 OOOp1
Py +10

1.Calecular las cantidades demandadas de liquidd

¥ envase em ambos planes de ventas.

2,Concluir cudl es mejor plan, basdndose en el-

ingreso total neto obtenido por cada uno,

3.Dar una explicacidn 1légica al hecho de gue los

dos planes dan resultados diferentes.

Si tenemos dos variables =y b 12 cuyos precios res
pectivos son P, Y Py ¥ las funciones de demanda eg

tdn dadas por

_ =15 2

=P Py
2

3 12
X =Py Py
175

gA qué pueden referirse xl y x2 mejor?: a la canti
dad demandada de sacos y pantalones g de sacos y -

suéteres. gPor qué?

-1 e4p2/2)+2 2

Rl =
5




-1/2 -pp-1
Xo = Py e

donde P Y Py son los precios de X% ¥ X, respecti-
vamente,

l.Mostrar que Xy ¥y X, son complementarias.

2,Dar un ejemplo real para el cual pudieran ajustar-
se estas funciones de demanda.

1.7.5. Consideremos un bien elaborado por unz fabrica de

productos quimicos el cual se puede obtener en di-
vefsos grados de calidad. De éste se conoce la re- .
lacién existente entre los dos principales compow=
nentes y el costo que implican al producir dicho -

bken gue es

P B 2
C = 3xi + 2x1x2 + 16x2 + 2x1 + 230
dondeé X ¥ %, son las cantidades que se emplearian

de los componentes (en toneladas) y C el costo (en
pesos).

1.51 se emplearan 150 y 200 toneladas de 1los compo=—=
nentes 1 y 2 respectivamente, jcudl seria el costo
de la produccidn?

2.5i debido al presupuesto sdélo se autorizara un gas
to de §9 500 000.00 en gastos de produccidén y se -
deseara usar 120 toneladas del primer componente,

seudnto se utilizaria del segundo?
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Funcién de Produccidén y Curvas de Producto Constante.

Podemos hacer depender la produccién del arti
culo X de las cantidades utilizadas de los factores de pro
duccién Bisenesh teniendo

X = f(a19 cs e ,an)

donde BgecosB son las cantidades de los factores Al,...°
"An° Supondremos que se puede tomar cwalquier cantidad de
los factores y que los cambios en la produccién se efecti-
an de una manera continua por lo que se ‘tratard de una fun
cién continua de varias variables. Si hacemos

f(agp..052. ) = k k, cte.

obtenemos una funcibén para cada valor de ﬁ que fijemos. A

cada una ﬂe'estas funciones se le denomina “curva de pro-—
ducto constanite™. Los vectores de n componentes que satis-—
fagan la ecuacidén de una determinada curva de producto se=—
constante representan las distintas combinatienes posibles

gue logran un cierto nivel de produccién.

Por otro lado; se puedén fijar las cantidades
de todos los factores de produccibén excepto el de uno con
lo gue podemos observar los cambios habidos en la produce-
c¢ién por efecto de cambios en la cantidad del factor res—-

tante, © sea
e ,a’ ao)
=1 ! Tl " n

]
i

o v}
f(al’ ® 0 o,ar

I

g(ar)

la produccidén depende de la variacién del fector r-ésimo.
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Ademds nos puede interesar gqué efectos causa

en la produccidn hacer cambios en todos los factores pero
en una misma proporcidn;

X = f(cal,;.,,can)

glc)
Se puede esperar, légicamente gue 2l disminu-

ir la cantidad de un faetor de produccidn aumente una o ——
més cantidades de otro de los factores y més ain, al conti
nuar la disminuecidén de ese factor se necesitan mayores can
tidades de los otros factores para compensar el cambio, ==
Por ésto, en el caso dé haber séle dos factores de produc-
eibn, las curvas de producto constante semejaran a las cur
vas de indiferencia, o sea decrecientes y convexas. Sin em
bargo, de una manera més géneral, ésto ocurre dentro de ==
ciertos limites en las cantidades empleadas de los facto-——
res de produccién, fuera de los cuales es necesario, para

mantener el nivel de produccidn, incrementarse todos los -

factores de produccidn. (Fig.3.)

i

FPig.3. Curvas de Producto Constante,



Ejercicios

1.8.1.

1.8.2,

L T T SN TR R, . " e darm el o
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Una fdbrica de muebles para oficina ha ha¥lado una
relacidén gque le permite averiguar que efectow pro-
duce en la produccién cualguier cambio en los dos
factores mds importantes: empleados y materiaz pri-
ma. Este es:
x = 53%%5 a3/5

donde al representa el niumero de empleados y a, la
materia prima medida en pesos segin el costo de ad
guisicidén, mientras que x es el nivel de produces=

cidén en pesos, a precio de mayoreo.

1.8i aumenta el nimero de empleados de 100 a 120 y =

mantiene fija la cantidad de materia prima en la -
fdbrica, jaumenta el nivel de producciébn?,ies razo

nable el resultado?

2,81 el nYmero de empleados es de 80, scudnto se de-

be adquirir en materias primas para lograr una pro
ducecidén de $2 500 000.00 y $3 250 000.007

Ans co menacd P -
produccién de $4 500 000,00 con §1 000 000.00 en =

materias primas?

4.,Dé dos Tormas pars obtener una produccidn de —=—=ew

$2 000 000.00
Dada la funcién de produccidén de los factores a, ¥y

8y

2
2

= - 2 _
X = 1003.1&2 7,5&1 28

1l.Hallar en un mismo plano las curvas de producio ==

constante para tres diferentes niveles de produc—

cidn.
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2,4Con qué condiciones propias de estas curvas cum——-

plen?
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Funcidn de Transformacidén de Varias Variables,

Podemos aplicar también funciones de varias -
variables a las funciones dé& transformacién usando

F(xl,...,xn) =0

donde XqyseeesX, SON las cantidades de los bienes Xl,...,Xn
o bien, las rentas de n afios consecutivos. Asi, si {omamos
los valores de todas las variables excepto una, podemos en
contrar el valor de la restante o sea la cantidad del bien

o renta del afio faltante.
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Ejercicios

1.9.1.

En cierta compafiia automotriz el departamento de -

planeacidén considera que los ingresos totales de

este afio y los dos siguientes estédn dsdos por

2 2 2
5000x80 + 3700x81 + 6250xBa = 1735000

donde las x's somn las producciones para cada afio -
en millones., Ademds, segﬁn unas proyecciones obte-
nidas en forma indgpendiente, se espera gue los in
gresos de 1980 y 1981 sean de 123 000 000 § ——m——-

.161 000 000 respectivamente. (Gudl seria el ingre-

so para 19827



Funcién de Varias ¥ardables en Curvas d& Indiferencia.

Si tenemos n varizbles XypeeesX, de las que
conocemos las curvas de indiferencia dadas por

L{(xl,..e,xn) =k k, cte

Sabemos gque éstas tienen un sentido ordinal -
en la medida en gue el consumidor prefiera una combinacidbn
de bienes a otra. Sin embargo, podemos usar una funcién de
varias variables mondtona creciente que al darnos valores
reales nos permite "medir" las preferencias del consumidoy
esto es

U' = F(u) = F(W(Xl,coeyxn))

donde u toma los valores permitidos para la constante k y
F es creciente para toda u. la funcidén F es conocida como

funeidén indice de utilidad,



Ejercicios

1.10.1. Dada la funcidén de indiferencia
u=(x+ 30° (v - 10
para los bienes x y ¥, ¥ la funcibn fndice de uti-
lidad
F(u) = 1n u
1.Encuentre el valor de la constante k¥ y el indice -
de utilidad para x = 10, y = 13,
2.Muestre que la funcién de utilidad es creciente pz
ra cualgquier valor de u.

1.10.2. Si sabemos gue la funcidén Indice de utilidad de -—-

cierta funcidn de indiferencia es

F(u) = u
¢Qué condicidén debe cumplir lz funcidn de indife-—
rencia?

1.10.3. Una cadena de supermercados ha encontrado la fun—-
cién de indiferencia mensual entre dos distintas -
marcas de puré de tomate enlatado, a través de un
estudio hecho sobre el consumo de sus clientes en
estos productos. Este se basé en los precios de ==
las marcas X y Y que son $23.50 y $25.50 respecti-
vamente y de un pardmetro que considera el produc-
t0 del nilimero de latas de ambas marcas, por lo que
tiene la forma

u = 23.5x + 25.5y+6.3 (xy)

Después encontré una funcién indice de ubtilié

1/2

dad para poder determinar la preferencia indiviéwsd
de sus clientes, que es

F(u)y = o™



2
1.Hallar el orden de preferencia entre los pares x=i3

y=T3 x=8, y=6; x=6,«y88 usando la funcién I{ndice -

de utilidad.
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Funcidén de Supervivencia.

Cuando un ser humano nace no es posible deter
minar con exactitud cuwinto durari esa vids; sin embargo —-
dentro de una poblacidn si se puede observar que la morta-—
lidad de una generacidén es mds alta en los primeros afios -
de la vida, disminuye sensiblemente en la infancia y adn -
en la adolescencia para finalmenﬁe aumentar aceleradamente
a medida que transcurre el tiempo y hasta llegar = la mé;i

ma edad que un hombre puede alcanzar.

Para lograr cuantificar este fendmeno asocié-
P

moslo con una funecidn que refleje sus caracteristicas.

Primeramente tendrd alguna significancia pars
aquellas edades gque el humano puede tomar a través de su -
vida, esto es, si w es la mdxima edad posible de alcanzar,
la cual puede variar segin lavpoblacién de que se trate, -

entonces x que es la variable independiente gue re

n
la edad, tomard los valores entre O y w.

Debido a gue estard asociada al tiempo la fun
cién debe ser continua pues & itravés de un proceso ininte-

rrumpido la mortaeliddd ird veriando de edad en edad.

Por dltimo, el valor que asocie esta funcidn
deberd ser mayor para las edades mis pequefias e ir disminu
vendo hasta llegar & la edad w pues una personaz (e mayor -

edad tendri cue fasar mis tiempe y dificultades para que -



sobreviva. Con el fin de tomar una escala y darle ademds -
interpretacién de probabilidéd pidamos que el walor asocia
do por la funcidn a la edad cero sea la unidad mientras ==

gue a 1la edad w se le asecia el valor cero.

A esta funcidn se le conoce como Ffuncidn de -

supervivencisa.

Uns de tales funciones se debe = Abraham de -
Hoivre quien la dié a conocer en 1724, dada por

8(x) =1 =-x
w

la cual es continua en €1 intervalo cerrade (0,w), decre--

ciente tomasndo valores enitre cero y uno.
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Ejercicios

1.11.1.

1.11.2.

1.11.3.

1.11.4.

Comprobar que lz funcidn de supervivencia de de —-=
Moivre cumple con las condiciones estipuladas.
Considerando la funcidn de supervivencia de de Moi
vre ¥y w = 105, halle el valor asociado o probabili
dad a la edad de 40 afios, Grafique la funcidn,
Considere la funcidn

5(x) = (w2 (w02
Vefifigue que se trata de vma funcién de supervi—-
vencia.
Muestre que

S(x) = 33 000 - 190x - x3
33 000

es una funecidn de supervivencia. ;Quién hace el pa

pel de w?

midima pns s



CAPITULO II. -
APLICACIONES DE LA DERIVADA.
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INTRODUCCION.

El conocimiento del concepto de la derivada -
reviste una enorme importancia en la aplicacidn a las Cien
cias Sociales. Su uso nos permite conocer las caracteristi
cas de funciones continuas de una forma més sencilla y ese
fectiva tales como su ceéecimiento, concavidad, puntos méxi

mos, minimos o de inflexién.

Més aln, puesto que se halla intimamente rela
cionada con el concepto de "cambio instanténeo” podemos a-—

plicarla directamente en el campo de las Ciencias Sociales

C

para obtener nuevas herramientas que nos permiten esclare-
cer el papel gue llevan a cabo algunas variables de inte—

rés en esta drea,



La Derivada en Funciones de Demanda, Ingreso y Costo.

E1l uso de la derivada resulta de gran utili--
dad en Teoria EBcondmica pues nos permite, como primera ven
taja, mejorar miesiros métodos en el gndlisis del COMPOY ==
tamiento de las funciones continuvas. Con ello, averiguar -
si una funcidn es creciente o decreciente se simplifica so
bre manera a tal grado que en casos de que se intentara -
por otros métodos resultaria punto menos que imposible, ==
mientras que con el uso de la derivada se convierte en un

proceso sencillo y rutinario.

lMds adn, con la derivada misma podemos indg=—-
gar la rapidez con gue ese cambio se efectla en cualquier
punto y que en funciones que representan fendémenos econdémi
cos se traduce en un Indice de sustitucidn entre dos o més
bienes, cuyo egquivalente en Fisica es la aceleracién. Sea
cualfuere la interpretacidén gue se les dé, tienen como Tfac
tor

anmbn 21
COuE aa

quier punto, que se puede averiguar con facilidad haciendo

uso de la derivada.

Es entonces evidente la aplicabilidad de la -
derivada en este campo, aln sin considerar algunos otros -

usos.



Ejercicios

2.1.1.

2,1.3.

2,1.4.

2,15,

2,1.7.

2.1-8‘

Considere la funcién de demands dada en 1l.l.1l.. Ve
rifique que es decreciente y compare el trabajo e
gque se necesitd para llevar a cabe la verificacién
entonces y ahora.

Para la funciones de deménda de los ejercicios &e-—
1.1.2., 1.1.3. ¥y 1.1.8. averiglie si son crecientes
o decrecientes y su concavidad.

Trace las gréficas.de las funciones de demanda da-
das en 1.1.4. y 1.1.5. usando derivadas.

Haciendo uso de las derivadas concluya si a un canm
bio en el precic corresponde un cambio acelerado -
en la cantidad demandada o no, para la funcién del
ejercicio 1.1.6.

En el problema 1.1.7 scudl seria el cambio instan-
tdneo de la demanda de azlcar que.corresponderia a
los precios 1) y 2)°?

En la funcidén de demznda del ejercicio 1l.1.9. ha—-
llar el valor de 1la derivada en el punto a. Q
se puede concluir de ésto?
Probar que las funciones de cosfo total de los pro-
blemas 1.3.1. a 1.3.3. soh crecientes.

Para la funcién de indiferencia del problema 1.5,2
verificar que es decreciente haciendo uso de la de

rivada,
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Funciones Media y Marginal,

Dos conceptos importantes en la Teoria Econd-
mica son los gue se refiersn a "medio" y "marginel"., Dada
una variable dependiente de otra el primer cohcepto no es
mas que el cociente del valor total que la primera toma y
la longitud del intervalo tomado por la variable indepené-
diente. Un ejemplo es la funcidn de costo medio de produq-
cidn que representa el cociente entre el costo total de la

producecién y ésta.

E1l concepto marginal se refiere al cambio ins
tantdneo gue una variable experimenta, que' en el caso con-
tinuo se traduce en el concepto de derivada. Como aplica--
cién del concepto marginal podemos observar la funcidn de
ingreso total R =3y(x), de 1la que podemos obtener el ingre
s0 marginal en cada punto al derivar R y valuarla en ese -
punto; mds adn, como eso ocurre para todo punto podemos ha

de ingreso marginal que tiene 1

o
mn
4
2
}-l-
]
jad
oF
[

propiedad: el punito en que se anula, 0 sea su intersececidn
con el eje x e€s el mismo en gque la funcién de ingreso t0o--—
$al alcanza su médximo y ello se debe a gue cuando la fun-—-
cibén de ingreso marginal vale cero, significa gue la fun—-
cién de iﬁgreso total tieme un punto critico que por sus -
caracterééﬁicas es un mdximo., La f¥mecién de ingreso margi-
nal tiene_también la propiedad de swer decreciente y conti-

nua,

Existe tambidn unas relacidén entre las funcio-



41
nes de ingreso marginsel y medio y es que la primera es me-

nor gque la segunda para cualduier valor de X.

En el caso anterior la funcidn de ingreso me-
dio no es otra que el promedio de ganancias por unidad pro

ducida, o sea ¢l precio de ésta. (Fig.4.)

w— Tngreso Total
~eevree Tngreso Medio
=—< Tngreso Marginal

nidad de produccién, *y si conocemos la funcidn de Costo

o
jo

tal, basta conddividir entre la cantidad demandada pare en

contrar la funcién de costo medio:

g(x) = _G(x)

“r
P

lo que significa gue es la pendiente de la recta que pasa
por el origen y el punto x, ya que es el cociente de los -

segmentos X, P Y 0 X, (Fig.5.).



Fig.5. Funciones de Costo.Medio.

En forma andloga, a la funcién de ingreso mar
ginal,; se puede obtener la funcidén de costo marginal que -
tiene las siguientes relaciones con la funcién de costo me
dio: se intersectan donde la segunda tiene su menor valor,
debido a gue la funcién de costo totéi”és creciente y cén-
cava hacia arriba. Por éstc, en ese valor de interseccidn
la recta tangente a la curva de costo total pasa por el o-
rigen pues por ser tangente es el valor de 1a funeidn de =
costo marginal que es igual al valor de la funcidn de cos-—

to medio, la cual cumple con esa condicidn. (Fig.6.).
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Pig.6. Punciones de Costo.

En la curva de transformacidén para la produc-
¢ibén de dos bienes x y y, el valor de la derivada en un =-
punto cualquiera es negativo y significa la razdn con cue

crece y a medida que x disminuye, por lo que se conoce CO=
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mo razdén marginal de sustitucién de la produccidn de un e=

bien por el otro. Es de la misma maenera aplicable a la cur
va de transformacién para las rentss de dos periodos conse
cutivos, dundo lugar a la "razén marginal del rendimiento

respecto al costo".

Referido & las curvas de indiferencia, este -
concepto do lugar a la "razbn mesrginal de preferencia en -

el tiempo".
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Ejercicios

2.2,1.

2.2,2,

2.2,.3,

Para la funcidn de indiferencia del ejercicio ———=

1.5.1.

1.Encontrar la razdn marginal de sustitucidén de x ==

por y para un nivel de indiferencia igual a 1.

2.Encontrar la razén marginal de sustitucibdn de y —--

por X para un nivel de indiferencia igual 1.

3.Resolver 1. y 2. para cualguier nivel de preferen-

cia.,

4 .Encontrar el valor de la razén marginal de sustitu

cién de X por ¥y , si y = -2 en un nivel de indife-

rencia igual a 1,

5.Encontrar el valor de la razén marginal de sustitu

cifn de y por x si x = =1 en un nivel de preferen-
cia igu=l a 1.

Considerando la funcidén de indiferencia del ejerci
cio 1.5.2.; encontrar el valor de x para el cual -
la razén marginal de sustitucibn de ¥y por x mnos in
dique que el cambio entre éstos es wno a uno, supo
niendo un nivel de prefereneia de T0.

Tomando el nivel de indiferencia de 10 en la fun--

cién del problema 1.5.3.

l.Encontrar la razfn de sustitucidn de y por x en ==

X =3y xXx=4;

2.iQué relacidn existe entre los vslores obtenidos -

en 1. y el resultado de 1.4.3.1.?

3. ¢Existe un valor de x entre 3 y 4 para el cual la

rezén de sustitucién de y por x sea igual al resul

tado de 1.4.3.1.2 & Por qué ?



4,.:Es tnico? ;Cudl o cudles son?
5.Hallar los valores de x en los que el cambio insas=
tantdneo sea igual a la unidad para a = 20.
2.2.4. Si un conjunto de curvas de indiferencia estd dado
por
(x + b) (y + k)l/2 =a
donde h y k son_nﬁmeros positivos fijos y a es el
nivel de indiferencia, demostrar usando la razén -
‘marginal de sustitueidn que cade curva de indife<-
rencia es decreciente y céncava hacia arriba, In--
terpretar estos dos hechos en términos econdémicos.
2.2,5. En la funcién del problema 1.3.1.
1.Hallar las funciones de costo medio y marginal.
2,Verificar que estas funciones se intersectan en el
minimo de la funecidén de costo medio.
2,2.6, Considerando el nivel de preferencia del inciso 1,
para la funcién de indiferencia del ejercicio ———e
1.6.1. '
l.Encontrar el cambio instantdneo para los puntos a-
11i obtenidos.
2,.Encontrar las funciomés de razdn marginal de sus—-
tiﬁuci&n«de X por y y de y por X.
2.2,7. Para las funciones del ejércicio 1.3.4.,
1.Encontrar el cambio producido en el costo, debido
a un cambio inssanféneomm el nivel de produccién,
si éste es de 1 unidad,
2.Hallar las funciones de costo medio y marginal.
2,2.8. Encontrar el costo unitario para las funciones de
costo totsl de los ejercicios 1.3.2. ¥ 1.3.3..

2.2.9. En el problema de la compafifa constructora del e-



jercicio 1.3.5.

es el costo por casa si se construyen 10 ca-

;51 se comsjruyen 157

2. En el inciso anterior, ;cuél es mayor?, dar una -
explicacidn a2 este resultado.

3.4Cuél es el crecimiento instantédneo en el costo, -

para una produccidén de 12 casas gemelas?



Optimizacidén de la Utilidad de una Empresa.

Supongamos gue en una empresa competitiva el
nivel de produccidén de X depende del trabajo T disponible
y considera una tasa de salarios y costos diversos fijos,-
por lo que la funcién de produccién y la de utilidad estén
dadas respectivamente por

x = T(+)

U=px -5t -¢
o ésta Yltima en funcidbn de +

U(t) = pf(t) - st -:c

de donde se puede maximizar dé acuerdo a la variable de -

trabajo ©
au _ pf'(t) - s
it
pf'(t) - s =00
f_g = pf** (%)
ak B
pf (+) L0

por lo tanto existe mdximo si
pf'(t) = s

v " (t)<0.

0 sea que elfproducto margina1~de1 trabajo debe ser igual
a la tasa de salarios y la funcidn de produccién debe ser

céneava hacia abajo.

Si se trata de una empresa monopdlica, la ta-
sa de salarios depende del trabajo, o sea

s = g(%t)



por lo gue la ganancia estd dada por
T{t) = pf(t) = tg(t) - ¢
se logra un méximo si

au = pf' (%) - tg' (%) - g(t) = 0
at

¥ 3%y = pEr(t) - te"(t) - 2g'(£) < O

‘&‘tz

49
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Ejercicios

2.2.1.,

La funcidén de produceidn vara un periodo corto de
uns empresarmongpéliba gue produce X es

x = 8t - .25t2
Supdngase Que lz. funcién de salarios (o gastos me-
dios de salarios) es A »

s = 1.5 + .15%
y que el mercado es competitivo.
Encuentre el nivel de produccidén que maximice las
utilidades a corto plazo, considerando el precio -

unitario de §6.75.
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Elasticidad de una Funcidn,

Si queremns estudiar la razén que existe en—-
tre le variacidn relativa de una variable dependiente ———-
¥y = £f(x) y 12 independiente x, dado un cambio h en x, ha--

1lamos ei% caciente de los cambios relativos:

variacién re- f(x+h) - F(x)
lativa de X=y = £(x)
h
x
= x  flx+h) = f(x)
f(x) h

Ahéra, tomando 1fmite cuandéh30 obtenemos la

t

razén de variacibn relativa de y a una variacién relativa

de x

ax f'(x) =x dy

f(x) y dx

Por otro lado, derivando por la regla de la -
cadena: '

dlny. »:dlny dy _dx
dlnx dy dx dinx

para efectuar la Gltima derivada hacemos v = lnx de donde

v
X = e 7por lo gque:

dlny = dlny &y de
dlnx dy dx 4w
=; g_zev
¥y dax
=1 &y x
y Adgx
=z dy
y dx

que coincide con la razén de variacibn relativa de X, la -



cual se conoce como "elasticidad de la funcién y = I(x) en

x" y se denota como Ey por lo que tenemos

Ex

By = d(ny) = x ay
Ex d(ilnx) y dx

Una propiedad de la elasticidad es gue no de-
pende de las medidas que las variables tomen por ser un —-

factor de cambio relativo. Esto es, si modificamos a x ¥ ¥y

como x° =otx, ¥y° Ay tenemos

Ey' =x' &y =ux dfy =ax 64y =x 4y
Ex*® y' ax' PHy dxx Syedzr y ax

©C sea

]
@

3
"
5

3]
b‘

Dada una funcidén diferenciable podemos estu—-
diar el valor de la elasticidad en cualquier punto: Si ocu

rre que:

poreidn en ese punto inerementéndose una y otra si el sige
no es positivo e incrementdndose una y decrementéndose la

otra si el signo es negativo.

Si la elastividad es nula significa que no se
registra cambio algunc de la variable dependiente en ese -
punto y se debe a que también la derivads es igual a cero,

0 sea que se trata de un punto critiweo.

Es fdcil probar que si u y v son funciones de



X entonces

E(uy) = Eu + Ev

Ex Ex iy
E(U/v) = Eu - Ev
Ex Ex Ex

Asi, podemos averigusr algunas condiciones de
interés de las funciones media y total observando

B(xf(x)) = Ex + Ef(x) = B(f(=)) + 1

Ex Ex Ex Ex
E(f(x)/x) = Eff{x) - Ex = Ef{x) - 1
Ex Ex Bx Ex

F1 due cade expresidn esté iguralade a cero es
ung condicién necesaria pars gue exists un mdximo o un mi-
nimo de la funcidn total o de la funcidn mediz, segin sea
el caso. Por 1o tanto se necesita que la elasticidad de 1z
funcidn sea igual a =1 para queéla funcibn total tenga un
‘mdximo o un minimo e igual a -1 para gue eso le ocurra a -

la funcidn media.

A AR e N e



Ejercicios

2,4,1, Si u y v son funciones de x, encontrar:
1. E(uv)
Ex

2. E(u/v)

Ex

3. E(u = v)

Ex
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Elasticidad de la Demsnda y del Ingreso.

El concepto de elasticidad se puede . aplicar a
la funcidn de demanda X% = q(p); que por ser mondtona decre
ciente su derivade es siempre negativa y como x, cantidad
demandada y p precio de venta, son positivos, hacen que la
elasticidad sea siempre negatiﬁa lo cuzl nos da una medida
del decrecimiento relativo de la demanda y el aumento rela

tivo del precio.

Puesto que le elasticidad es la derivads de -~
la funcién logaritmo de la variable dependiente respecto a
la funciédn logaritmo de la variable independiente, si tra-
zamos la curve de la demanda tomando logaritmes en ambos -
ejes, laselasticidad én un punto es la pendiente de la rec
ta tangente a la curva en ese punto por 1o que es CONVe=——

niente realizar el grifico de esta manera.

Como la funcién inversa de la demenda existe

w ao

g €85 ¥ =

1]
Ja
=N
v
o
]
B
it
5
1]
Q
g
(]
H
@
)]
i

ecto & la de

i
manda es x G4p ¢ sea - nalmente —————==
P ‘ '

I
B
=
!
il
m
o
]
}.J.

ax dx
(2)_1 d@’lgxg o seg el inverso de la elasticidad de la -
X ax . .
demanda.,

Este concepto suele denominarse "flexibilidad

del precio®.

E1 ingreso total estd dado por
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R = xp
¥y el marginal
p. = 4R
m dx
= 4 (xp)
dx

=7p+ X dp
ax

=p(l+ xdp)
p 4x

x dp

p(l + 1)
e

il

donde e es %Fa elasticidad de 1lz demanda.

De agui qﬁe:-

lo. Si e{ -1 significa que para un precio y una de
manda dados, una pequeﬁa disminucidén en el precio acarrea
un auvmento proporcionalmente mayor en la demanda y obserws=
vando en la d#itima expresién obtenida, el ingreso marginal
serd positivo por lo que el ingreso total aumentard si la
cantidad demandada aumenta. En este caso se dice que la de
manda es eldstica.

20. Si e = =1 la proporcibn de crecimiento de la -
cantidad demandada y de decrecimiento del precio serd igud,
el ingreso marginal seréd- nulo y el ingreso total tendrd -
un valor critico, generalmente un médximo,

30. Si -1<e <0 en ese punto de la curva de deman;
da 2 una disminucidn en el precio corresponderi un aumento
relativamente menor en la demanda, el ingreso marginal es
negativo por lo que el ingreso total disminuye a medids -

gue la cantidad producida aumenta.
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Aoui la demanda es dmelédstica,

) Asi, por las propiedades de la curva de deman
da sabemos gque el ingreso total R crece sonitinuamenie al -
principio {con e €-1), alecanza un méximo (cuando e = 1) ¥y

decrece a partir de entonces (con e> -1),

Con le misma expresidn
o Pp=0p(1+1)
donde & es menor a. cere‘,ey puesto que el precio p es igual
al ingreso medio tenemos que éste serd mayor que el ingre-
s0 marginal paré. todo valor, confirméndo la aseveracidn he
cha en la seccidn 2.2.. Ademds, en forms andloga afi ingre-
so total, el ingreso marginal es positivo (con e -=1).(Fig.
Teo)o

o Ingreso total
se=r= Tngreso medio
Teetuvoe Ingreso marginal

7
4

o F \
mdm-;ammmo -l

b waan | <t ams

i

-
o

€4 8ol 23=1

Fig.7. Elasticidad del Ingreso.



Ejercicios
2.5,1. Para las funciones de demanda de los ejercicios =-
1.1.1. y 1.1.2,
1l.Encuentre su elasticidad.
2,Verifique que &sta es siempre negative.
2.5.2, Para la funcibén de demanda del ejercicio 1l.l.3.
1.Halle la funcidn de elasticidad y grafiquela.
2.Determine la cantidad demendada pars la cual la e-
lastiecidad es igual & -1,
2.5.3. Considerando las funciones de demanda de los ejer-

cicios l.,1.4., 1.1.5. y 1.%i,6.

1.Encuenitre la funcidn de elasticidad de la demanda.

Z2.Bncuenire la funcién de flexibilidad del precio.

3.Para la cantidad demandada tal que la funcidn de e
lasticidad sea igual a -1, icudinto vale la funcién
de flexibilidad del precio?. Comente el resultiado,

2.5,4, En la funcién de demanda del ejercicio 1.1.6. ens-

cuentre el valor de la eiasticida& vpara los precifs
propuestos en los ineisoé 1,2 ¥ 3.
2.5.5. Para la funcibn de demsnda del azdcar propuesta en

eiuejercicio 1.1.7.

1.Halle los intervalos en gue la demanda es eldstics,
ineldstica o el cambid entre demanda y precio rela
tivamente igual. »

2.:Es eléstica o ineldstica la demanda para los valo
res de los inéisos 1.,2.,3.%

3.En esos mismos valores, jerece o decrece la funcidn
de ingreso total?

2.5.6. En la funcién de demanda del ejercicio 1.1.8.
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l.Encuentre la funcién de elasticidad

2.Encuentre la funcidén de ingreso totzl

3.Usando la funcidn de elasticidad encuentre los in-
tervalos de crecimiento y decrecimiento de la fun-
cibén de ingreso total.

4.:Bn cudl de los ineisos 1. o 2, varia mds relativa
mente el precid respecto a la cantidad demandada?

2.5.7. Usando la funcidn de demanda del ejercicio 1.1.8.

l.Encuentre la funcidn de elasticidad de 1z demanda

2.Encuentre la funcidn de flexibilidad del precioc

3.Encuentre la funcidn de ingreéo total

4aEncueﬁtre la funcién de ingreso marginal.

5.8ncuentre la funeidn de ingresoc medio

6.H4llense los valoressde cade una de estas funciom-
nes para les precios p = 34.30, p = 40, p = 60.

T.Grafiquese en un mismo planc las funciones de 1la
‘demanda y la del inciso 3

8.Grafi{quese la funcidn dé demanda tomando logarit—-
mos en ambas variables y muestre la elasticidad de
1a demanda en cualguier puntoc.

S.Grafique en mismo pluno las funciones de los inci-

s05 3.,4e ¥ 5.



Elasticidad del Costo.

&1l concepto de elasticidad se utiliza junto -
con luz caracteristica de le funcidn de costo total de ser
creciente, para averigﬁar propiedades de la funcién de cas
to medio. '

Si C = G(x) es la funcién de costo total, te-
nemos elasticidad del costo totzl
dec

X &c
¢ dx

a =

cue es siempre positiva. )
Por otro lado, si la funcidn de costo medio e

es g{x) = G(x)
X

tenemos que la elasticidad del costo medio es

c= x dg(x) -
g(x) dx : :
=x a (@
c ax x
= x° 1.(xdaC - ©)
¢ x= dx
=x 48 -1
c dx
=d -1

por definicibn vemos aue 4 es el cociente del costo margi-

nal entre el costo medio.

De estos resultados obtenemos gue:
lo. 81 d<1 para un v=lor d.do, a un aumento en la
prodiceidn correzponde un aumento wmroporcion:slmente menor

en =1 costo; el costo margincl es menocr al coato medio, el
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Funciones de:
Costo Total —
Costo Marginal —-—-
Costo Medio Ceseans

d=1

"Fig.8. Elasticidad del Costo.



Ejercicios

2.6.1., Para las funciones del ejercicio 1.3.1. encontrar
para cada una la elastiéidad del costo total y del
costo medio.

2.6.2., Considerando la funcidn de Cos®o Total del ejerci-
cio 1.3.3. '

1.Hallar los intervalos de crecimiento y decrecimien
to de la funcidn de costo medio.. 7

2.¢Para qué valores:de la funcién de costo medio es
menor'é la funcidén de costo marginal?;;Para cudl ~
son iguales?
.Sugereﬁéia. Para los inecisos anteriores, averiguar
los valores de d.

3.Grafique las tres funciones. 7

4.Grafique en la'fuhcién de costo total las funcios—
nes de costo marginal y medio para Iavproducéiéﬁ =
en que d,;vl; ,‘ ,

2.6.3. Muestre gue la funcién,dé elasticidad del costo to-.

Pox ]

N 1 ok
waal ad

. a Anl Ana
tal es cociente GesL COs

-costo medio,
2:6.4. TPara cada una de las funcionez de costo del ejerci

cio 1.3.4. , - e

1.Zncontrar la~elésticidad;de1 costo tétal y la del
costo medio paré un nivel de produceidn 1,

2.Efectie los mismos cdlculos para los niveles de ——
producecibn 10 y 5.

3.40ué relacidn tienen los resultados de los incisos
anteriores?; ;A cué se debe?

2.6.5. Mostrar, parz la funcidn de costo total dada en --
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1.3.25 gue la elasticidad del costo medio es igual

a la elasticidad del costo total disminuida en una
unidad.
2.6.6% Conéidefanﬂo la funcién de costo total obtenida en

el ejercicio 1.3.5. “

1.sA partir de gqué nlimero de casas el costo unitario
es menor al cambio instahtéﬁéo en el costo?

2.De acuerdo a la elasticidad del costo total, ¢des-
de qué ndmero de casas ya mno es conveniente seguir

construyendo?
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FElasticidad de la Produceidn respecto a los Factores de

Produccidn.

La cantidad a producir bajo condiciones téeni
cas dadas se determina por la disponibilidad de los facto-
res de produccidn. Si suponemos una proporcidn fija de las
cantidades de todos los factores, la cantidad de producaw-
cidn dependerd del cambio}\en las cantidades totales de =
los factores de produceidn. Asi, definimos elasticidad de
produceidn como

b =

Y
= fo"
PRt

Con lo gque si b>1;, el aumento en la cantidad
vroducida serd mayor proporcionslmente al aumento en todos
ios factores o lo cue es 1o mismo, habrd rendimiento cre—-—
ciente. Dicho rendimiento serd constante si b = 1 y decre~’

ciente si b<«l,

Ta eiasticidad reciproca de b mide 2l igua
b

1
gue la elasticidad del costo medic, los caembios entre el -

3

" costo medio y la produccidn, sdélo tue en términos de canti
dad utilizasda de factores de produccidén en vez de dinero y
con la limitante de cue los factores se usen en proporcio-

nes fijes.
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Ejercicios

2.7.1, Una fébrica de productos quimicos elabora un com-
puesto orgdnico usando tres componentes en cierta
proporcidn, segﬁn una férmula patentadz.

1.Explique por gqué para una cierta cantidad utiliza-
da de los tres componentes sdlo se pﬁede obtener -
una cierta produccidn del compuesto.
2.Si.Aes la cantidad total usada y
y = 2°(\ = 100)1/2

representa la funcién de produccidn del compuesto
orgénico,'encuentre 1z funcidn de elasticidad de -
produccién; 7 '
3.5i uno dé los coﬁponentes comprende el 80% del com
puesto, g cudl seria larmayor produccién posible -
: "siAée dispone de 800 unidades de ese componente?
4.:Cuél seria la cantidad empleada de los componen—-

tes para que el rendimiento fuera .constante?.



Regulacién de las Rentas de un Consumidor en Dos Afos

Consecutivos.

Un individuo intenta lograr un mdximo valor -
actusl de dos rentas x y y que percibe en dos afios cohsqu
tivos, las cuales estdn sujetas & la funcidn de transforme

< # ° ’
cidn
- Flxyy) =0
Si el interéds en el merczdo es r, lo que in--

tenta maximizar es

Z=X+z
- 1+

por To aue debe cumplirse que .
dzg=1+ 1 4y’ =0
ax - - 14r dx

4%z = 1 a%,0
dx2 . l4r dx2



Ejercicios

2.8.1,

2'8.20

Encuentre la distribucidn Sptima de las rentas de

este afie y el siguiente de un propietario de bie=—

nes inmuebles cuya funcidn de transformacidn es
35%% 4 27y° 4 Tlx = 200 = O '

si el interés en el mercado es del 23%.

Si el hombre de negocios cuya funcidn de transfor-

macidén estd dsda por 1l.4.1. sigue en el plan due 2

le permite obtener uns distribucidbn Sptimm de sus

dos rentas consecutivas, ide cudnto dispone este a

fio considerando una tasa del 23%%.
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Problema sobre Capital e Interds.

Supbngase que un bien se produce en un momen-—
to {t+ = 0) y se retrasa su venta con el fin de obtener las
ganancias méximas, las que dependen del precio de venta el
cual éumenta a medida que transcurre el tiempo ¥y oue estd
dado por f(t). Entonces, dado el interés r de cepitaliza——
cibén, el cual se efectiia de manera continus, se puede ave-
riguar el valor actual x por unidad del bien vendido

x = £(t) & ¥F
del que deseamos obtener un méximo para lo que primeramen—
te hacemos

in

™

= Inf(t) - rt
y el valor que cumple con
4 Inmx =1 dx=f'(£) ~r=20

at x a4t £(t)
y @amx=a (Qax)=a (£8) .,
at dt x dt at £{+%)

es el gue nos indica el momento en gue causa-
réd un miximo en el valor actual, pues hemos hallado las —
condiciones necesarias y suficientes para que la funcidn -
Inx tenga un méximo y como ésta a su Vez es la composicidn
de las funciones x y 1ln donde la Gltima es montonamente -
creciente, éste mdximo coincide con uno de la funcién x, -

que es lo que buscdbamos.

Analizando las condiciones de médximo vemos =

gue f'(t) - =0
£(t)

egquivale a



T0
f1{¢t) = r

F(t)
o sea que en el momento Sptimo de venta, la razdn de cre-

cimiento relativo es igual al tipo de interds vigente en -

el mercado.

Por otro lado, que

a. (£(8) ) <0

dt (%)
significa que esta razén de crecimiento relativo experimen

ta una disminucidn al efectuarse un aumento positivo “ind-

tantdneo" en el capital.
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Ejercicios

2.9.1. Dada la funcidn
g(6)=21 (1)
gue representa el precio de venta en relacién al --
tiempo, del bien x,
1.:Cudl es el momento Sptimo de venta de x, si la ta
sa del mercado es de 15,75%%
2.,:.Y si la tasa fuera del 18%, ;qué valor de t haria
méximo el valor actual?; ;seria antes o despuds —-
que el momento hallado en 1,7
3.6C0udl deberia ser la tasa del mercado para que el
momento Sptimo de venta fuera dentro de 5 afios?
2.9.2. Unz compafifa vitivinicola produce vino de sus cose-
chas de este afio y desea saber cudl es el momento -
Sptimo de venta si conoce el comportamiento de las
venfias por botella en los préximos 25 afios ¥ que -
estd dado por
£(t) = 35 v 0<t<25
con t dado en afios. ;Cudl es ese momento si la ta-

sa del 1

=

A nercado es del 23.547
2.9.3. Cierta agencia de bienés rafices posee en el sur de
la ciudad algunos lotes cuya plusvalia estd dada ~
en el transcurso del tiempo pox
£(+) = 130 500 +°
(En qué tiempo + debe efectuar la venta a fin de -
lograr un médximo en el valor actual?. Considere u~-

na tasa del 18%.
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Derivadas Parciales en la Funcién de Demands.

En la funcién de demenda generaligada que con

sidera la variacién de los precios de n bienes, o sea en
X, = L?r(pl,...,pn) T = lyeeogn

podemos considerar las derivadas parciales de la demanda =

de un bien respecto de su precio, esto es ﬁ%%f, ¥y ya cue -

siempre que el precio de un bien aumenta, su demanda dismi

nuird esta derivada parcial serd negativa.

g?' , conr # s lo
s

Si lo que consideramos es
gue se nota es el cambio observado en la demanda de uUn ==
bien al variar el precio de otro. En forma andloga podemos

interpretar a . Mds ain, si ambas derivadas parciales

. son positivas sgggifica que al aumentar el precio de un ==
bien aumenta la demanda del otro y del mismo modo, s8i au-—
menta el precio del segundo bien, auments la demanda del -
primero. Entonces decimos que los bienes son "sutitutivos

entre siv.

5i lo que ocurre es que las derivadas parcia-
les son negetivas entonces gue el precio de cualquiera de
los bienes aumente impkica que la demanda del otro disminu

ve. Agui los bienes som ¥Ycompementarios®. '

Podemos establecer todos los conceptos ante--
riores en términos de elasticidades con el fin de poner --

los cambios en forma proporcional de la siguiente manera:
n 6(11’1Xr) =Py e

i3 F(mp ) x P
j i 6 j j-’-’l,-unpn

’=l,.,.,n
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Si i = j tenemos =1 primer caso de la varige-
cifinde la demanda de un bien, debido a cambios en su pre—

cioj; si i # j tenemos el caso cruzado.
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Sjercicios

2.,10.1.

2,10.3,

2.10.4.

Considérando las funciones de demanda de las nava-
jas y rastrillos del problema 1.7.l., mostrar cue
los dos productos son complementarios entre si.

En las funciones de demanda del problema 1.7.2. pa
ra los refrescos y sus envases, usando lac elasti-
cidades, concluir gue las primeras indican cue -=—
cualgquier aumento en el precio del ligukdo o enva-
se implica una disminucidén en la demanda de uno y
otro.

Paras las funciones de demanda del problema 1.7.3.
averiguar si los bienes son sustitutivos entre si
o competitivos y con esto ratificar o rectificar -
la respuesta dada en ese ejercicio.

Con las funciones de demanda del ejercicio 1.7.4.,
encontrar los signos de las cuatro elasticidades.

sQué significan en cada caso?



Monopolio y Produccién Conjunta.

Un monopolio produce los bienes xlgrxz con una fun

cién de costo total

W= F(xl,xz)
mientras que las funciones de demanda estdn dadas vor
{1 (py50,)

donde P ¥ P, son los precios unitarios&g los ¥%ienes X,y

X

]

1

Xps respectivamente.

Con esto podemos obtener la funcidn de ingre-
séd neto

¥ =3P + X2P2 - 17
que depende de los precios P, ¥ p, pPOr lo que para obtener

un ingreso neto méximo sé necesita que

Sy=0 vy dy =0

l‘.gp]_ 6P2

O sea
X+(p Tr 6x+(p_(5“)6x=0
' L 3_’—‘; éry X, 4py

y xy + (o) =) 61 4 (p, - ST ) %2 -0

$x &y 3%, 6P,
de donde podemos encontrar los valores pl ¥ Py gne logran

dar al monopolista un ingreso mdximo, si éstos cumplen ade

més que



J
( )
)

(S
2
2
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Ejercicios

2.11.1.

2,11.2.

Una fdbrica de bicicletas produce éstas para carre

ras y de tipo esténdar; si demotamos por x, la can

1

tidad de bicicletas de carreras y x, la de bicicle

2
tas de tipo estdndar producidas mensualmente,

2 2
C = 12.4}:1 + 12.4x2 + 3527X1x2 + 4200}(l +

+ 2750x2

representa la funcién de costo total mientras que

X, = 5700000 + 7.5132
p, + 287 -
1 .
x2 = 32305007+ 21.1 pi

P, = 350

son las funciones de demanda de cada tipo de bici-
cletas y donde Py Y Py son los precios unitarios -
para las bicicletas de carreras y esténdar, respec
tivamente. Hallar lse precios Py ¥ Py que logren -
una ganancia neta mixima.

Cierta compafiia petrolera monopoliza el mercado &e
solina para automdviles, la produce de dos tipos,

la esténdar y la de refinacidn adicional. Se

0

abe
que

M = 1.1x) + 2.8x2

% 173583900 - 7400pl + 18650p2

1

®

1002500 + 18650p1 - 26560p2

representan las funciones de costo, demanda Hara -
la gasolima estdndar y para la de refinacidn extrs
respectivamente; y donde X ¥ %, representan el -

consumo: mensual en el pais en litros y pl ¥y p, sus
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precios en pesos. Hallar los precios cue debe fi—-
jar la compafiia para que sea méximo-su ingreso ne=
to.

2,11.3. Considere la funcién de costo de los bienes X ¥~

X, producidos por un monopolista
<

= C X, + C,X

m 17 272

¥ las funciones de demanda

) = 8y 7 B3Py T 8950,
Xp = 8y = Bq5P) 7 8p50
con alz = 3113.22

donde Py ¥ P, son los precios de los bienes X ¥ =
xz, respectivamente

1.0btenga la funcidn de ingreso neto.

2.Encuentre los precios para los que la funcién de -
ingreso neto es méAxima,

3.Suponga por un momento gue los bienes no son produ
cidos por un mismo monopolista sino gue el bien Xy

¥y el otro bien xg,lo producen distintos monopolis-

tas, con lo Gue las funciones de costo estarian dz

das por
Ty = %%
e = Co%
Con ello,
1)84 alz es negativo los bienes son competitivos y

los precios gue optimizan las ganancias netas en
el caso de monopolista conjunto son muyores a —-
los del caso en cue son diferentes los monopolig

tas, Demuestre y explicue estas afirmaciones.
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2)si es nositivo, los bienes gown zomnlementa=—-

)
12
rios y ademds

. - - \
8y, & apqla, —aj,0 = ay,0,)

81 7 891% T 0%

Y fyp ¢ 2ppl®y = 8130 - 21p0))

By = B0y 7 8550,

es necesario que (p, - ¢,) vy (p, — ¢

1 1 2
tivos lo gue implice gque los precios de venta su
peren a los costos de produccidn. Demuestre eS—-
tas afirmaciones,

-31i 8,5 €8 vositivo y
2
a,,C

f12 ¢ P11 %2 T T10% T %20%

‘17 B11% 7 2%

a (a, - a

12 ¢ P22'® T 1% T 855)

8o T B12% T B20%
implica que (pl - cl) es negative y (92 - 02) PO
sitivo lo que significa que x, se venderd a un ~
precio menor que 2u costo de produccidn, lo gue

significa gue x. =ze venderd a un precio menor -

1
que su costo de produccidn; pero compensado con
un aumento en el precio de su comzlemento, x2; -
situacidn conocida como "lossg lesder" o "venta -

con pérdida deliberada". Demuestre zztas afirma-

cliones,
A . Muestre que si a12 es positivo y
a. . a. (8, = 84,Cy = 8,,C,)
12y 2971%2 1271 22%2)

a_-a__Cc_ = a__¢
1 111 12 2



- - )
Y 81p ¢ Bppl®y ~ 8190 T %1p%))

a, — a, ,c, - a

2 1271

\J

f

es el mismo caso del inciso

varte.

5.Pruebe gue no puede ocurrir

C/\

[

3.{(2) en su segunda --

simultdneamente que

812y 897 83 7 B90% T %900

81 T 831% T #0%

y 8107 Bop By ~ 8990 = 8150,
By T 81008 T 8950,

Use la condicién a

2
12 < 89325

6.0bserve gue el ejercicio 2.,11.2, anterior es caso

narticular de éste. Averigiie de gue caso se trala

e interprételo.

2.11.4. Reconsidere el problema 1.7.2. del rlsn de ventas

de 1= compafiia embotelladora tomando en cuenta la

funcidn de costo del liguido y envase

T o= 2.1xl + .8x2

donde X, ¥ %, son las cantidades de licuido y enva

se. ;Cudles son los precios p

o
£

'
g

P, Gue dan un in-
[

reso neto méximo? iSe trata de un cmso de pérdids

deliberada al vender®?



La Demandz de los PFactores de Produccidn.

2i tenemos la funcidn de produccidn

x = f (a,b)
donde los prec¥ts de los factores 1 y Py son Tijos y cono
cidos, buscamos lograr una cantidad x de produceidn a un -
costo minimo, esto es, queremos que la Tuncidn

M= apa + b_‘[f)b

sea minima. Para ello es necesario que
a7 = p_+ p, d8b =0
da & 23
y de x = f(a,b) obbenemos, con x fijo,
db = - df/8a
da §f/ 8b
con lo que la condicidn necesaria es equivalente a
P = Py

S£/8a  S£/8b

y si ademds

2 2
i 2 a
da da,
se trata de un minimo. Por tanto habrd un minimo cusndo --
las cantidades de los factores logren que la razdn precio:
producto marginal de un factor sea igual a la del otro y &
demds gue la curva de producto constaznte sea cénezva hecis

arriba,
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Ejercicios

2.12.1.

2.12.2.

Dada la funcidn de produccidn
X = SOal/2 b2 + 22.5ab

donde intervienen los facores de produccién a y b
cuyos preéios son $12.00 y $18.00 por unidad, ha--
lizr las cantidades de a y b gue logren una produc
cién de 8 000 000 de unidades a un costo minimo.
Usando la funcidn de produccidn de la fébrica de -
muebles (ejercicio 1.811.) determine qué tanto de-
be emplearse de cada uno de los factores de produc
eidn pars producdir $3 000 000.00 en muebles a un -~

costo minimo.

o
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Derivadas Psrciales en la Puncidn de Tt

Si tenemos la funcidn de utilidasd de un suje-~
to individual

u = Lp(xl,..,,xn)

debemos recordar que se trata de una relacidn no mensura-—-
ble por lo gue es necesario introducir una funcidn mondto-
ns creciente, esto es

U= PF(u) = PO (x,e00,x))

Si calculamws< las derivadas varciales tene—-
mos

= 4F du i= 1,009

du
dxi du in

y haciendc el cociente entre dos derivadas parcizles cug——

lescuiera nos queda

dU 6F 6u du
S =, du  §=, &%,
i i !
d0 "-4F du T du
. u §x. X,
dx; §%; i

o sea nue los coclentes de las derivadas parciales no de—-=
penden de la funcidn creciente que se elija v es igual =zl
cociente de las derivadas parcisles de la funcidn de utili

dad original.



~
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Eiercicios

2.13.1. Para la funcidn de indiferencia
u= (% + 30)2(y - 10)k
y 1a funcidn indice de ytilidad
F(u) = lnu

dadas en 1,10.1,, mostrar que

sr éu

dx dx

zF = Su

Sy Ty
2.13.2. Considerando laz funcién de indiferencia y la fun—-

cidén indice de utilidad para las dos marcas de pu=—
ré de tomate enlatado del ejerciecio 1.10.3.

1.;Corresponde a cualguier aumento de latas en una u
otra de las marcas un aumento en la funcién fndiee
de utilidad?

2.Averiguar cudl es la proporcidn que existe entre -
un cambio instantdéneo en uld nimero de latas de am-
bas marcas para X = T, y =7; x =8, y=63; x=6, y =8;

;son iguales o no?,;cémo explica este resultado?



La Demands, de Dos Bienes de Consumo.

Supongamos gue un consumidor estd interesado
en obtener cantidades x y y de dos bienes de tal manera —-
que su escala de preferencia sea lo mejor vosible, o sea -
gue su funcibén indice de utilidad

u "—’L?(X’y)

tenga un méximo.

Estos bienes Se obtkenen en el mercado a los
precios unitarios b Y Py para X y y respectivamente, lo -
que hace que las cantidades X y y que se pueden obtener es

tén limitadas por el presupuesto/u disponible, esto es

S = XD+ YRy

de donde
vy=H4-%"
Py

con 1o que la funcidn fndice de utilidad tiene un mdximo

; du=d¢ + J¥ ay =dY¥ - Pxd¢ -o
B A R 2 - el
Y Pu= (8% .« 89 ay) + B2 .

ax? éx2 6xéydx dx dy

v $%0ay+ d9 &’y

5y2 dx Jy'dx2



-1 (%0 52 - 28 o0 v 4% 02) (o
i ‘SY Jx(gy JXZ

2
y

esto es, si

*‘“t‘é

*d

y
¥ ﬂi“Zang'—l—tg(Pp(O
(Sy x dy x2

de donde despejamos Py en la primera condicidén y sustitui-

mos en la segunda para obtener

A% g
62 i x': p2—2 JZJ_‘E ﬁp +62(§0 ;(0
X 2
0 v Y gy dx
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Ejercicios

2.14.1.

2.14.2.

Considerando las funciones de indiferencia y utili
dad dadas en el ejercicio 1.,10.1l., hallar las can-~
tidades de x y y que logren un mdximo en la fun——-
cifn de utilidad, sabiendo gque el vpresupuesto para
esos dos bienes es de $350.00 mientras que los pre
cios unitarios para X y y son $28.00 y $35.00, res
pectivamente.

Encontrar las cantidades que opitimicen el consumo

mensual de las dos difernetes marcas de puué de to
mate referidas en el ejercicio 1.10.3. si el dine=

ro destinado para ello durante el mes es-ée §1200
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Puncién de Produccidén de Solow.

Se intenta medir la variacidn causada por un
cambio en la tecnologia sobre los niveles de produccién, -
suponiendo como factores de ésta a la mano de obra m y al

capital c.

Si x = f(m,c) es la funcidén de produccidn de

la empressa,

dx = Jf dm + §F de

“du ¢

representa la variacién que experimenta la produccibn tow-

=]

tal debido 2 modificaciones en las cantidades de los Tacte

. res de produccién,

Ademds, si m y ¢ dependen del tiempo t, Tene-

mos
dx = df am + 47 de
dt Sm a% dc dat

donde las derivadas parciales representan el producto mar-

ginal de los factores.

Asi, el incremento de la produccién totzl a -
través del tiempo es la suma de los productos del incremen

to en el tiempo de cada factor por su producto marginsl.

Si el producto total estd también en funcidn
de la tecnologia se puede representer como
x = A(E)F(m,c)

con lo que
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ax = f(m,c) A(tz + A(t) (4F am + §f dc)

at §mdt dc at
6 1 dx = £(m,c) dA(t)+A('b)(ch_¢_i_g_;+ § £ de)
x 4% X at x Zm dt Kc dt

¥y como x = A(%)f(m,c)

lax=_1 aa(®) + AE) §f am + A(t) F e
x dt A(%) at X m d% x dc at

¥ usando las expresiones gara la participacién de cada fac
tor en la produccidn de scuerdo & su productividad margi-—-
nal,

v w =c¢ df

df e =&
dm x d¢
o bien, introduciendo las derivadas parcisles de =,

('tz &f ¥ w = ca(t) ¢f
“dn °' x oo

Iﬂ

HIE

obtenemos finalmente

1dx = ah(t) +w dm+ w, do
% at A(t) at m at ¢ dtb

o sea que el incremento proporcional en la produceidn to=-
tal es fgual al cambio también proporcional en ls tecnolo-

gia, en el trabajo y en el capital.

Con este resultado puede obtenerse una estima
cién del cambio debido a la tecnologia, reescribiendolo

L _da(t) =1ax -w dm-w de
A(%) dt t dv m ab c  at
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Ejercicios

2,15.1,

2.15.2.

Dada la funcidn de produccién

¥ o= 131.25m1/2 01/2
encontrar la variacién que experimentaria la pro-=
duceidn en el transcurso de 10 dfas si los facto—=
res dependen del tiempo de la siguiente manera
7,25t
27 500t - 1315

donde el tiempo se mide en dfas.

m

[+

Suponga que la funcidn de produccién de eguipos es
tereofdénicos para cierta compsifiia electrdnica es

x = 1320 mc - 6m -~ 1l3c
Segin un andlisis técnico econdmico se ha Jetermi-
nado gque los Wltimos avances tecnoldgicos lograban
triplicar la produccidn durante el préximo afio. Si
los factores mano de obra y capital dependen del -
tiempo, medido en afios, dé la siguiente manera

m = 325.5 (42 + 1)%/2

o =9 600 ()2
Encontrar. la variacién.prOporcional en ia produc-—-—
cidn de los equipos estereofénicos asi como el cam

bio debido a la tecnologisa.
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Produccidn, Capital e Interés.

Consideremos ahora que la cantidad producida
x del bien X depende de las cantidades a y b de los facto-
res A ¥ B que se emplean asi como del tiempo t gue se lle-
va el proceso de produccidén. Esta relacidn estd dada por

x = f(a,b,t)

Si los precios de los factores de produccidn
son P, y Py ¥ el interés del mercado r podemos evaluar el
valor del producto lleva al momento de iniecio de la produc
cién

-rt

xe
y después enconirar el cociente entre éste y el costo de -
produccidn

g = Xe—rt

apa + ‘Dp.b

Se desea encontrar un méximo de esta razén —-

por 1o gue primerc obtenemos

el

Iny = Inx = 1t = ln(apa + bpb)

¥ entonces buscaremos lss valores que cumplen con

lay=218x~__Pa =0
y da . x da ap, + bpb
lday=1 4x - P, -0
y db x db ap, + bpb
ldy=1 dx-r=0

ydt x 4%t
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2 6x=__ "o
x da ap, + bpy
1 §x = Py

x 61 ap, + bpb
1 8x-x

x 4%

gue junto con la ecuacidn x = f(a,b,t) permiten encontrar

los valores de a,b,t yx con los gue se cumple la condicién

-

necesaria pars la existencis de un méximo de y.

Si ademds consideramos gue hay competencisz =
perfecta entre los empresarios, esto hace rue el tino de -
interés r del mercado se ajuste por si solo de tzl manera
que el valor actual de los ingresos es iguzl 2l costo de -
produccidn, esto es

-rt

xe = ap_ + bpb

de donde nodemos ver gue y tendrd un médximo cuando esta =
condicidn se cumpla, o sea cuando y sea iguzl ' uno. Esto

es equivalente a gue se cumplan las dogs conditiones Si—e——

gulientes
vg = g
a
oy = e dx
b

0 sea, habrd un mdximo cuando el precio de los factores —-=

sea igual al valor presente de los productos marginales de

N

a
cstos.
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Ejercicios

2,16,1. Sea la funcidn de producecidn
% = Aah b(1 - h) L
A, cte. y0<n<1, 0¢w<X1
1.Encontrar el valor éde t cue ortimice el cociente -
del valor del ppoducto y el costo de producecidn.
2.Expresar la razén de las cantidades de los facto—-
res de produccidn gue opbtimicen el cociente del in

ciso 1. en funcidn de P, vy h.

p
3.En el caso de competencia p:rfecta, usando el ineci
s0 l.y g2 qué es igual el costo deproduccidn entre
el valor de los ingresos? ;Qué significa?
4,81 A = 1 000, h = 1/2, w = 1/2, P, = S p% =10y
r = ,0857, encontrar los valores de a, b, t ¥ X ==
que hagan mdédximo el cociente del valor actual del
producto y el costo de produccidn. ‘
2.16.2, Considerando aue la proddccién de acero depende ==
del capital y mano de obra disponibles, asi como -
a

A1
44

ura el proceso

del he) o, la cantidad orodu-

cida estd dada por

x = (3152 + .48b + 2 700ab + 125a2b2) tl/2
donde x es la producecidn de acero en toneladas, a

el capital disponible en millones de pesos, b el =
nimero de hombres disponibles y t el tiempo que --
tarda producir el acero en semanas. Consgideremos -
cue la tasa del mercado es del 18.59% lo gue iunli
ca que cada peso que se puede obtener pura finan--
ciar lanroduccidn cuesta $1.889 mientras que el ~-
sueldoe semanal de un obrero especialigado es de --—

$2 350.00; iecudles son las cantidades de capitel 7

Lat
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mano de obra, el tiempo de producecidén y la produc-
cidn en si misma que optimizan la razdén entre el -
valor acitual del producto y el costo de produc—=e——-—

¢idn?



W
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Regulacién del Flujo de Renta.

Un comsmmidor intenta regular su consumo en =
el tiempo determinando la renta para dos periodos consecu-

tivos.

Si x y y son las dog rentas que estin condi--
cionadas por la funcién de transformacidn
F(x,y) = 0

intentaremos maximizar el valor actual

Z =X + y
1+

por lo que buscamos gue

_d_-_§=1+ 1 QX:O

ax 1 4 r dx
g dz = 1 dzz <0
a 2 14+ dx2

esto es que

-0 sea que el mdximo se logra cuando la razdén marginal del
rendimiento respecto al costo es igual al tipo de interés

dado (pues (- dy —.1) es igudl-a este rezén}) .y aue la cur-
ax
va de transformacidn sea cdéncava hacia abajo.

Pensemos ahora que el consumidor varia sus —-—
rentas x y y al prestar o pedir prestado, dejando sus ren-

tas en X, ¥ Yor Esto no altera su valor actual
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Z = X + N -‘—‘X-!-yO

1+ ° TTr

pues para obtener una cierta cantidad de dinero en el pre-
sente periodo déberd reembolsarla con la renta del préximo

més los-intéresss que graven sobre el préstamo o viceversa,

La dlthma expresién es andloga a

Vo-¥y=&x=-x)Q+r)

de donde obtenemos

H =—(1+I‘)
dxg

Estas alteraciones se hacen con el fin de lo=
grar un mdximo en la funcidn de utilidad del consumidor =-
u=Y (xo,yo) por lo que si

du =40 + 8¢ ay =69 - (14r) §P =0

- e 0

dx éxo é FACE 3:{0 ¢ Yo

se cumple la condicidén necesaria para la exisg

tencia de un médximo. Esto es equivalente a
L@
o i

X
r=ﬁ' 0 = 1

q0

53, »
o sea que los préstamos se deben hacer de tal manera gque -
la razdn marginal de la prefernecia en el tiempo del suje-

to econdmico sea igual al tipo de interés del mercado,

La condicidn suficiente para la existencia de

un méximo es
d2u= (SQ - (1 + 1) de(? ¢ 0
ax>  dx ax dy

o o



97

lo que se cumple en cualquier punto si las curvas de indi-

ferencia (P(x,y) = k son céncavas hacia arriba.
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Ejercicios

2,17.1.

2,17.2.

2.17.3.

;Cémo débe distribuir su dinero un consumidor indi
vidual durante este afio y el entrante para optimi-
zar su valor actual si se rige por la funcidn de -
transformacidn

xy2 + 400Xy - 300 = O
y el interés en el mercado es del 18.57%%
Otro consumidor individual tiene relacionadas sus
rentas consecufivas por la funcibén de transforma--—
cibn l

350x + 130y2 - 2 000 = O
(Cémo debe distribuir sus rentas al mismo interds
del mercado del ejercicio amterior?
Los consumidores de los problemas anteriores tie——
nen establecidas sus vrefernecias por las funcio--
nes

w = (x =153 (r+ 3508

(x + 25)% (y - 20)2

=
il

2

para el
sos, determinar las modificaciones que sufran las
rentas debido a préstamos consequidos u otowgados
con el fin de meximizar la funcidn de utilided, ==
sPueden satisfacer sus preferencias uno y otro con

sumidor realizando el prestamo entre si?
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Consideremos la fuhcién z = £(%,y) homogénea

de nrimer grado la cual posee algunas caracteristicas im--

portantes. Primero hagamos w = 1/x con lo gue

fwx,wy) = £(1,y)
X

y vor ser f funcidn lineal homogénea tenemos

f(wx,wy) = wf(x,y) = 1f(x,y)
X

que combinzndo las dos igualdades obtenidas queda

£f(1,y) = 1f(x,y)
X X

Os

T(x,y) = xf(1,y)
X

é = = XG(Xl

X

Si hubieramos escogido w = l/y llegariamos a

un resultado semejante, esto es, podriamos expresar a z co

mO
z = yH(x)
v

Con estos resultados podemos mostrar cue las

derivadas parciales estdn en funcidén del cociente y/x. En

efzcto, =i derivamos narcialmente z = xG(y/x) tenemos

%,2 = 6(y) + x6(y) S(y/x)
x §x

X X

= 6(y) + xG'(y) (- y)
X b'e X2

= G(y) - yor(y)
X X X
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que es el resultado buscado. Podemos mostrar en forma simi

lar que la derivada parcial de z respecto a y estd en fun-

cidn de y/x a partir de la misma expresidn:
Jz = x6'(y) &(y/x) = &' (y)
dy x X X

Con ayuda de esbtos resultados preliminares e-
nunciaremos y demostraremos el teorema de Euler:

2z =x dz +y dz
x dy

si 2z es una funcidén lineal y homogénea.

Para comprobarlo multipliguemos

dz =c(y) - yo (p)

d= X X X .
por x en ambos miembros de la igualdad y a

dz = G'(I)
y x
multipliguemosla por y también en ambos miembFfos y sumemes

" para tener

. x dz+y 4z = x6(y) - y6' () + v 6 (3)
dx oy b d X X

xG(y)
®

y ﬁor el primer résultado obtenido

x dz+y bz =2
dx dy

Este esw resultado importante en el estudio
de funciones de varias variables, el cual més adelante uti

lizaremos.
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Ejercicios

2,18,1, 8i z = f(x,y) es una funcidén lineal homogénea mos-

trar que z = yH{x)
¥y

2.18.2. Usar el resultado obtenido en el ejercicio anteww-
rior para probar el teoreme de Fuler en una manera
anfloga a la mostrado en la teoria.

2.18.3.'Para las funciones

z = 2y + (X2 + y£)1/2
Z = x2 +_3xy
2.5x -~ 2y

1/2

[\
1]

x+ Ty - (xy)
4

l.¥ostrar que son homogéness de primer grado.

y

2.Hallar las expresiones para z = xG(y/x), 8 = yH(x/Y)

J.Encontrar las derivadas parciales en funcidén de —-
y/x y de x/y.

4.Zncontrar la expresidn particular del teorema-de -

Buler para estas funciones.



io2
Derivadas Tareizles en 1z Puncidn de Pzclores.

Spstitucidn de Facltores.

Er iz fumcidm de produceifm x = féa}_,”,,aﬂ} pode—
mos obiemer el cociente )
X 1= 1lpcuegi
@,
i
¥ las derivadss poreisles
&= = Lpeea,n
i
gue recrerenizn el mroducto medie y marginal del factor ﬂi
respectivanente, considersmnio comtidades Fijas dée los de——

z .
mag fectorss.

Ahora, en 21 esso de dos facltores, tomzndo u-

na ée las curvas gue gemeran lz fimeidn de produceidn teme

mos
fla,b} = k
de donde podemes aflirmar cue
dt-¢ 3 dz-o
db

as a una constante, conr 1o cue obienermos

§raa+ drav=0
a gh

vz todo punite {2, de Iz cnreva. Por lo gue la pendiente
1z recta tengente a la eurve ectd éada por
b=~ d7/da
da af/ &b

" 1a eunzl es negative por ser decrecimmte la curve. 4

da £, b

Yr =
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se le concce como la “razén marginal de sustitucién® del -

factor B por el de A y representz 1lu cantided extra gue se
necesita del factor B para mn‘%;enefla produceién constan—
te de ocurrir upe disminucidén del facltor A. El valor r au-
menta al incrementarse la cantidzsd b del factor B pues cg-

iz vez es mis dificil sustituir el factor & por el BL

Podemos establecer estas consideraciocnes en -
términos relativos, defiriendo la “elaéticidad de sustitu-
cifn de A y B® como 7

a éfa)
@ b b
i ar
r
donde Ja diferencial del cociente b/a_ representae el cambio-
instantdneo en el easo fdel factor B cemparé.do con el de A,
¥ la diferencial de r el cambio en la razdén marginal de «—
sustitueidn. Ademfs, en este caso el wvalor abscluto de la
expresifn ceincide consigoe mismo por 1o gue podemos omitiy
"lo. Expresemoz a U de otra menera al ver gque '

d{b} = adb - bda

¥ ar =

b = - 45/ 8a da = - rda
» "dfﬁré‘b .

¥ ademdis con

tenemos
ad) = - (ar + b) da
a 2
a
7 dr = - {r dr - 4r) da

con 1o gue exicte

dp  da

otra expresién para ¢



V= r. ar + b
abr dr - 481
b a
Ahora
Sr=236 ( $1/82)
o §v 8%/ 4
§% &f - 8¢ §°f

Juda o  Ja §p2
= (46)°

gue sustituyendo en la expresién de y simplificando obte

nemos

De aqui podemos observar que tento a2 ¥y b pue-
den intercambiarse entre si asi como sus derivadas parcia-
les de primer y segundo orden. Por esto vemos cue si defi-
nimos la elasticidad para la sustitucidn de A por B llega-
remos al mismo resultado o sea que el concepto de elastici
dad de sustitucidn es simétrico. Como

dzbzg_(_q_*g)=—g_1:

ma

da2 da da da

it

-(dr + drdp) =r dr - 4r
Fz  dp da b 2

e}
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término gue aparece en el denominador de la penidltima ex-
presién para ¥ , y como el resto es una cantidad positiva
podemos afirmar que V es un multiplo positivo del recipro-
co de la segunda derivada de b respecto de a. Esto signifi
fica que a mayor concavidad la elasticidad si hace menor y
viceversa, 1legando ineluso a los limites (cuando la segun
da derivada tiende z cero o infinito) lo que indica la fa-

cilidad o dificultad de sustituibilidad de los factores.

Cuando la funcidén de produceidén es lineal y ho
mogénea (rendimientos constantes, cualguiera que sea el ni

vel de produceciébn), tenemos

8% = - p 4%¢
§22 5 dadb
y % --a &
ébz b 39.313
con lo que A .
4f §f (a &Ff + v dF)
V - %a ‘T‘ Fgf P 4E

F)2(-a 4°f) - 2 8f Jf &%f
bo%f' Ja b 3a,sb+'
+ (0% (-0 _¢2))
$v a dadd

B

o)

C"
D’i




(a 6+ b _Jf) 42F
da db dadd

106
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Ejercicios

2,19.1, Si f(a8,b)=k es una curva de produceidn, mostrar --

gue
1.2(b) = - ar _+b da, ar = - (v dr ~ d4r) da
a a2 ) Fo €=
2.Usando ‘1,
¥ =xr_ _ar+bd
abr or - r
b 33

3.Usando 2.
£ 4F (a 6f + b §T)
g4 5

—a’b((éf)z__éi ~24¢ 4¢ gz%_‘-;. 45)? 46
da &2 $a do b T‘Dn Sa”
donde r es la razén marginal de sustitucidn.
2.19.2, Considerando la funcidn de preduceidn delA ejercis=
cio 1.8.1. y v nivel de produccidn de si 500" 000,
1l.H2llar la razén marginel de sustitucidn.
2.Evaluar la razém marginal dé sustitucidn para —we=
€500 000, 1 000 000, $1 500 0CO y %2 000 000 en -
materias primas; jaumente ésta al aumentar las caz'
tidades de materie prima?
3. Fncuentre la elasticidad de sustitucidén del nidmero
de empleados y la materia prima en pesos.

2,19.3. Para la funcidn de produccién
h (1 -h)

x=4a b 0¢€¢n €1
l.¥Mostrar gue la razbmmarginal de sustitucidn estd -
dada por
b
Y ="h _Z
1-h 2y

¥ la clasticidad de sustitucidn por V-1
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2, Mostrar que el ejercicio amterior es un caso espe-

cial de éste, identificando cada elemento,

2.19.4. Definir de manera anéioga la razén marginal de sug
titucidn si se trata de una curva de indiferencia
Y(x,¥) = k, asi como de la elasticidad de sustitu
cidn.

2.19.5. En la funcién de indiferencia entre las dos marcas
de puré de tomate enlatado considerando un nivel -
de u = 200, hallar las cantidades en gue el consu-
midor desea gue a una disminucidn en la cantidad de
latas de y le corresponda un aumento idéntico en -
el ndmero de latas de x.

2.,19.6, Para la funcidn de indiferencia del ejercicio —ww=
1.10.1., encontrar la razdén marginal de sustitu——-
cién de x y y, ¥ la elaskicidad de sustitucidn.

2.19.7. Para la funcién de transformacidén F(x,y) = O,

1l.Definir la razdén marginal de sustitucidn de la pro
duccidn Y'por'la produccidn de X.
2.Definir la elasticidad de sustitucidn de X y Y.

2.19.8. Sabiendo que en una funcidn de produccidén lineal y

homogénea (rendimientos constantes cuslquiera que

sea el nivel de produceidén) se cumple

62f = = _a_ d2f
§12 b dadb
8% = - b §°s
§a2 a da éb

hallar una expresidn para la elasticidad de susti-
tucidn y luego, usando el teorema de Euler, simpli
ficar el resultado.

2.12.9, Tomando en cuemba la funcidn de produccidn
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2 2
x = 24 alaz— 2a1 - 3a2

1.Encuentre la funcién de producto medio de cada uno
de los factores.

2.Encuentre la funcién de producto marginal de cada
uno de los factores.

2.19.10. Tomando en cuenta la funcidn de produccidn del e-
jercicio 1.8.1. relativo a la fdbrica de muebles,
considerar si, en forma general, a cualquier aumen
50 en el nimero de empleadog corresponde un aumen-
to en el nivel de producciébn.

2.19:11. Suyponiendo 5 y 10 unidades en las cantidades de -
los factores a, ¥ 2, respectivamente en la funcidn
del ejercicio 1.8.2.

1.Encuentre el producto medio y maréinal para ambos
factores con esas cantidades. ’

2.Para cada uno de los productos medios, ;dependies—
ron de la cantidad considerada del otro factor?; ¢
ocurriria lo mismo en cualquier otra cantidad?; ¢
por qué?,

3.i50n los productos marginales positivos?s aqué e

significa ésto?.
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Funcidn de Producecién Tineal y Homogénea,

En este caso la funcién de produccién cumple,
segin el teorema de Euler con

2 4f +bdf =x
da Sb

¥ si tomamos en cuenta la condicidn necesaria

para la existencia de un minimo, la cual designamos comoh

n = Pg = Eﬁ
§f 4T
da &b
de donde obtenemos
ndr =Pp
56
h éi = Py
éa

por lo gque el costo esté dado por

W= ap, + bp, = hia %ﬁ + b &)
a ke

hx

n

donde derivando cada miembro de la igualdad miltiple

4l =p, da +p, db = h({éf da + 6f ab) = 1
dx dx dx da ax = &b ax

la dltima igualdad debia ser asi pues

Jf da + §f db = 1
da dx Jb ax

Del resultado obtenido T = hx podemos concluir
también que

MT=n

X
Esto es, tanto el costo medio como el merginal

son constentes e iguales a h,sin importar cudl sea la can-

§ o o T = B
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tidad x producida.

En condiciones de competencia perfecta, el bien

X se venderd a un precio p constante igual al costo medio.

p= 1T
x
¥ conmo )
g:h:pa=pb
X gt IF
da. &b
tenemos ' L
P, =DdE ¥ p,=PgL
éa éb - .

resultado conocldo como 1a - produaolvxdaa margznaL que 8¢ -
1nterpreta diciendo gue el precio de cada une de los factp
_res en un réglmeﬂ de competencia perfecta ‘estd dutermlnade
por la praporclén que Te. corresaonde éel preclo de ‘ventz -
del. bien X, es ﬁeczr, el precio de venta ppor. el profucto

'marginal a€1 factor.

. .-" B ~',:'1-

Sl tenemos ademés gue 13 funcién de dem&nda d&

E =i$‘p; = f{a B}

pa&emos observar lo que ocurre oi mo&iflcamos e1 pre01o Ge

unc de los facﬁorea mlen%raa que el oﬁro 19 manienemosrfiﬁ

jo. Hagamos va:iar la cantidaéfﬁe A, por ejemplo, con lo -

e
%=»W(P)%g=gf§3+:§fé§~
dIé . a a 5pa' Zg ébé -

y como la elasticidad de la demanda estd dade por

n =+ pdx
x dp

entonces
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Con lo que
W'(P)ég=+§nsﬁ=5f§§+éf@
Ja p da dadp b dp,
y como de la productividad marginal tenemos

gr = Pa y é£="
) $v p

Sustituimos la igualdad para obtener
nép=-"adas b dn

+ X
»p béa pép, P dp,
o P da + P §b - xn fp=0
* 5. %%, e

Por otro lado, tenemos que

8% = = v &%
§a? 8 Salb

Yy 62f - a ézf
: Sv? P
pues la funcidn f(a,b) = x es lineal homogénea. Ademds, la

elasticidad de sustitucidn entre los dos factores estd dme

da por &f éﬁ
V = &a 3o
x S&ef
b
por 1o que ) & 4f
d2--1p%l
5&2 a Xv
2 §f St
= §a &b

SZK"b %

<¥
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» &f &t
&% - -2 8 6p
sz b xV

Asi, considerando nuevamente las expresiones
de la productividad marginal
p,= P &f
a
p,= p 4f
L
¥ derivando con respecio a 1

=6f6+p(<§2f_é__ J
EFZK“ga Jaz‘Spa m(fp

=Jdf dp + p (cszféa + J'zf«é)
8o Jp dado 3; ‘572 épa

¥y usando las 1den1,1dades que enc9§'br3¥tos obteneno
éfég+p(~_%a,b %- db )

a dp, a %V p AV Jp
J9f &f & oF
O:—-éi@-&-p(gza?ﬁ;(jﬁ—g 2 Jb éﬁ}'
obép,  xt dp, b XV Jp,
que, haciendo uso de 4f = f& y 4af = 21_)_ se convierte en

da i) db b

1=", %B + (- pPaPp fa ) + PaPp &p)
' P

P 4p, apzV gp, px¥ Jp,

o
i

ﬁgé +papb_<§§;=-apapb<€b
» o, pxV p, box¢ dp

ta a
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oV =3V ép - b Py da + Py ob
Pa ép, = 3;a Py
0 = x¥ gﬂ + D, da - aa 6b
P, Jo, b dp,
y junto con la ecuacidn
§vp =0

v, %é + Py §v -

g;a

1Y
a
obtenida anteriormente tene

2

con inedgnitas

ép éﬂ y éﬁ

§p, dv,

E1 cual se pued

mo soluciones
1Y

da = a (a_an
§p, v, Xp
db = ab (n +V)
do, xo
e / ‘
do =2 {(ap, +
$v, &
a Xp

loe factores respecto de p
n
Ta = Ya 5a
EY a v
a

_— n

Zb = "a db

Ep b gn

"Fa “a
mivatras aue las nronoreion

éry,

$py

mos un sistema de 3 ecuaciones

°

e resolver fdcilmente dando co=

- g )
xp

[«2

3
s

elasticidades de la demanda de

estd dada por

vy

totales COw-~
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rrespondientes a cada factor

t = a Py
a

%

It
o

las que combinamos para obtener
‘]}%E = 'ban - ‘th
Py
Eb = ]
Eb ta (V¥ + n)

Epa

Si el precio del factor aumentara (el de A) po
driamos analizar la situacibn con ayuda de estos resulia—-
dos. En efecto, vemos que el costo de produccidn aumentaw-—
ria (pues su funcién T depende de pa), el producto seria
mds caro (pues p = W también depende de pa), 1la demanda
del bien X disminui%ia (pues se sabe cue n es negativa) lo
que implica a su vez una disminucién provorcional en 1s ae

mande de los factores, lo gque se puede observar también al

ver que las elasticidades Ea y EZb tienen el factor
Tdom T
D‘Ua .ul:}b

tan (el cual es negativo lo que hace que éstas disminuyan).
Ademds, el factor B es mds barato en relacién con el fag—-

tor A (pues de Ty o+ by =1 obtenemos p, =.(xp - apa)/b don

b
de un aumento en P, implica una disminucidén en pb) por lo

que es conveniente sustituir a A por B en la medida cue eg
to sea posible, esto es, la demanda de B aumente & coste -
de la de A {(debidc al término positivo Eﬁ en lz elastici-
dad de B y al negatiVO‘dﬁy en la de A). De cualcuier mane
ra Je demanda de A decrece mientras gue 1a de B puede au=-—

mentar o disminuir segin sea mayor o menor el efecto de —-
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sustitucion 81 de 1s demsnda del producto (lo cue ce sabe
por el signo de ls expresién (¥ +n) en 1la elasticidad de
B). Pinalmsnte, encontradas las nuevas cantidades demanda—

das de 2 ¥y b podemos determinar la demanda de x (pues ~——-

x=a df+ b §5).
Er
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Ejercicios

2.20.1. Dada la funcidn de prodﬁccién lineal y homogénea
£(a,b) = 1258 + 275b ~ 17(ab)Y/2
donde los precios de los fa.ctores_pa Y 7y, sOn &7 -
v $43 respectivamente,
1.Encontrar el valor de h necesario para la existen—
cia de un méximo en la funcidén de costo.
2.Mostrar que éste es igual a la funcidn de costo me
dio y marginal para cualouier nivel de produccidn.
3.Hallar el precio de venta del bien producido supo-
niendc condiciones de competencia perfecta.
2.20.2. Para el bien del problema asnterior suponga gue su
demanda esti dada por A
X = 500p”2 + 38
con lo gue encuentre
l1.La elastididad de la demanda.
2.La elasticidad de sustitueidn entre los aos.facﬁOQ
res. -
3.Ba§ proporeciones de los ingresos totales correspen
dientes a cada factor.
4.Las elasticidades de la demanda de los factores —=-
respecto al preéio del factor a. '
2,20.3. Analigzar los resultados obtenidos en los dos.ejer—
ciciags anteriores y anotar las -conclusiones qne se
deriven, 7
2.20.4. La produccidén de una pieza mecdnica para tractores
tiene la funciédn
f(a,b) = 306a + 27.5b + 72a1/3 b2/3

donde a y b representan ls materia prima utilizada
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en kg. ¥ los dias-hombre empleados por pieza. Si -
la demanda de ésta en el pais en un mes puede cal-
cularse por

X = 16p2 e-"s(p + 1)
averigilie si corresponde un aumentc o una disminu—-
cién en la demanda de mano de obra si ocurre un au
mento en el precio de la materia prima que es de =
$23.80 el kg. Considere el salario diario de un ==
obrero en $230.00s
2.20.5. Demuestre que el sistema de ecumsciones

N _=xV §p-bp Sa+ p _db
% B, a3 U,

P
0=xv_§£+p 5au§2a db
b

a T e
8, Sv, B
0=19p a2 4+ p b -~ xn Jg
a'z— b e é-
Po Pa Pa
tiene como soluciones
da =alap n - bp g)
§p, Bx - xp
db =ab (n +¢ )
ob_ XD
52 = & (apa + bpb) - ;
ép, xZP
2.20.6. Para la funcién de produccidn
x=A ai aélr«:c} 0éecé1

l.Muestre que es lineal y homogénea.

2.Usando el teorema de Euler muestre cue el ingreso
total se agota con el pago de los factores de pro-
duceidn.

3.51i intervienen n factores adquiriendo la funcidn -
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de produccién la forma

c, ¢ c
x=Aata?.,., 2"
1 72 °* “n

donde ci} 0 1 =1,.c.,n
C, + Cf + sese + € = 1
J 1 2 n
Demuestre gue los incisos anteriores siguen siendo

vidlidos. Esta funcidbn asi generalizada se conoce =

coma de Cobb-Douglas.



Demanda de n Bienes.

Supongamos gue un consumidor individual dispo
ne de cierta cantidadp fija con la que compra ciertas can-
tidades de n bienes sgin sus prefernecias las cuales estdn
dadas por la funcidn de utilidad -

u = (P(xl,...,xn)
con derivadas parciales de primero y segundo orden conti--=
nuas, siendo ademds conocides ‘los precios a los gque se pue

den adquirir csda uno de los bienes.

Lo gue se trata de encontrar es un méximo en
la funcidén de utilidad del consumidor considerando cue su
ingresc y sus gastos deben ser iguales lo gue se expresz -

con la igualdad
xlpl + aee + ann = M
para la cual es necesario gue se cumpla

x 1 X
i | s

du = du dx, + eoe + Judx =0
7= n

sujeto a

L]
o

pldxl + eee + pndxn
1o que eguivele & cque

du/Jx1= Ju/c,{xz hee = Jug Sx
P, .

pi 2 ®n

que junto con la ecumcidn de la condicidn de equivalencis
entre ingresos y egresos constituyen un sisteme de n ecuva-

ciones con n incdgnitas.

Sin embrrgo, para laz exi:tenelirs T¢ eve ivimn




es suficiente nue

2 2 z 2 o
du = éxf-f dxl + aee +&!‘é€ Z ﬁ}tl‘l:.ﬁ FY
5 2 ﬁxzﬁxl £ oaes ® ézif dx dx  «
é“z& T

du,d%,
4 oces ¥
+ 2@ 8% X, 4 ocoe * 5219 ﬁxz(ﬁ
fie, L

que por contener términos de las diferencizles hasta de se
gundo grado, eguivale a unz forma cusdrdticz definida nega
tivamente, condicionzda a gue

Pldxl + cos * pndzn= 0

1z cual uszndo lss n~1 condiciones neceszrizs se puede ex—
presar como
éuﬂxl—r ceso + Sudx = 0O
p:4 éx n
5 n
con 1o gue podemos armar la mairiz oriads

f&) $u... Su )

=,

Su Pu. .. $%H
%8 5%

B

]

éu 6211 e o o Jzu ¢
A Xn EX}’)‘ﬁ(“.l éxi »

de donde wpodemos coneluwir cue lz condicidn suficiente egqui

vale & ~ue
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0 Ju Su
Jxl sz
Su $%u §%u
ch1 6xi éxléxz >0
Su $%u $%u
%y dx, %y d XS
0 Su Ju Su
dx 3-;2 TX_B
§u ézu 52u Jzu
e in §%1 d%; J Xy d%q
Su §% 2 2 <o
e e
s I A
1 n Ly u
oxy §*3 8% dx3dx, (Sx§

y asi sucesivamente vayan alternéndose hasta llegar al de-

terminante de la matriz orlada original.
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Ejercicios

2.21,1, Mostrar por induccidén que el par de ecuaciones
du dxl + ees + i? dxn = Q
xq 0X,

vy pldxl + oees + pnﬁxn =0

con }J-: xipl + see + xnpn

eguivale a

5M5ﬁ=jﬁéﬁ=“.
; P, P

f
(U
]
Cn
™

o]

2.21.2. Haciendo uso de las ecuaciones

Su/§x, = du/dx, = ... = Su/ an
P

Py 5 P

mostrar gque
pldxl + p2dx2 f eee + phdxn =0
equivale a

éu dxl + eoa + 6511 dxn = O
3% X

2,21.3. Un ama de casa que dismpone de $2 000.00 guincena--
les para gastar en carne, leche, huevos y verduras
desea optimizar su utilidad dada por

34 (23

2
u =X X, Xy Xy

donde X, es la cantidad en kg. por consumir de —-
carne, X, el ntmero de litros de leche, 33'13 can-
tidad de huevos en kg. y X, el mimero de kg. de -»-
verduras cualesquiera, cuyos precios por la unidad
sefialada son $96.00, $18.60, $23.00 y $9.00 respec
tivamente. ijCudles cantidades debe comprar el ama

de casa para obtener la maxima utilidad?
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2.21.4. Encuentre la demanda Sptims de un consunidor cuya
renta fija es de My su funcidn de utilidad es
N N
I R
expresdndola en términos de s de los precios fi-

:}OS p1’ p29 y p3'



125
Aproximacidn de Coleman. Modelo de Dos Estados.

Coleman ofrece un nuevo enfoque a ciertos pro--—
blemas gue se presentan en Sociologia al mostrar modelos ——
que consideran tiempo continuo y un nimero finito de esfa—s
dos o clases en que puede dividirse la poblacidn. 3i las a-
plicaciones hechas hasts el momento presentan poco interés
tedrico, en el panorama de éstas a futuro resultan bastznte

prometedoras,

Consideremos dos o més estados perfectamente de
finidos por sus caracteristicas en los gue un individuo peE
feneece ‘en un-momento dado a uno y solo uno de ellios. No obg
tante, es posible que un individuo pase de un estado a otro,
ya sea porque se ha modificado su situacidn econdémica, cam-
biado de ideologia o cualquier otro factor gue haya sido to
mado en cuenta para establecer los estados, Para fijar iw--
dems, supongamos una poblacidn de jévenes la cual dividire=
mos en dos estados de acuerdo a su preferencia por el tipo
de chicas: rubias o morenas. Sin embargo esa preferencig es
cambiante en algunos jévenes a medida gue pasa el tiempo lo .
gue origina una continua transicidn entre ambos estados. -=
Asi, puede llevarse un registro constante de preferencias,

el cual ge expresa matemdticamente de la siguiente manera

dp, = ~¢.,p ¥ dp, = ¢,4P
o 12%1 312 21%2

donde Py ¥y p, son la poblacién existente en cada grupo y —-

Cyp ¥ Coq las razones de transicién de un grupo a otro.

"En el equilibrio obtendremos
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dp; = 0 i=1,2
at

pues en ese insténte la transicidn entre uno y otro grupo -

ha cesado.

También podemos calcular el monto total de tran-

sicidén entre ambos estados, dado por

dp. + 8p, = C54Py = Cq,P
dt1 dt2 2172 1271

gue en el momento de estabilidad se eonvierte en

8p, + dp, = CpyPy = Cp,D
dtl dt2 21%2e 12%1e

donde ple Y p,, representan el nimero de jévenes en cada —-
grupo en el instdnte en que se produce el equilibrio. Combi
nando los resultados obtenidos tenemos '

€p1P2™ €1oP1e = ©

° €31P0e = ®12P1e

o finalmente

Die = 221

Poe ‘12
esto es, la razdén entre los jévenes de cada grdpo en el e——
quilibrio es igual al cociente de las razones de transi——--

eidn.
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Ejercicios

2.22.1.

————
Si un ndmero de estudios de cortes seccionales en
un grupo de jévenes muestra gue el 60% prefiere mu
chachas rubias, hallar la relacidn existente entme

las razones de transicién.

Teniendo dos estados donde la razén de transicidn

del primero al segundo es de 1/4 y la del segundo
al primero 2/3, halle la poblacién existente en el
segundo estado en el momento de eguilibrio si la -

del primero es de 75 000,
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Interaccidn en Grupos Sociales.

Dentro de la estructura tedrica de Homan para
la interaccidn entre los elementes de un grupo social, Her
bert Simon toma cuatro variables, las cuales identifica de
la siguiente manera:

I, intensidad de la interaccidn.

S, nivel de simpatia existente entre los miem

bros.

A, el monto de la actividad desplegada por €és
1 tos.,

E, el monto de 1z actividad impuesto por in-—-

fluencias externas.

Las tres primeras se consideran variables de-

pendientes mientras que la Ultima independiente.

Simon mane ja estas vsriables interrelaciondn-

n

dolas hasta expresar simbélicamente los siguientes postul

dos:

lo. "La intensidad de la interaccién se debe a los
efectos combinados de las dos causas de comunicacidn: sim~
pat{a y sctividad¥

I = als + a2A

20, "S5i un grupo caracterizado por un bajo nivel o
de simpatia es inducido a interactuwar, aguella se incre——-
mentard, aunque después de lapso de aparente estacionali--—

dad".
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ds = b, (I - b,5)
at 1 7 2
30. "La razdn de actividad se ajusta por si misma
al nivel de simpatia y a la actividad de influencia exter-
na existentes".

AA = o) (S = c,A) + e, (E - A)
et 2 3

En estos postulados los coeficientes ai, bi’

ci son positivos,

Este modelo, aungue excesivamente simplifica-
do, tiene la ventaja de ser fdeil de manejar pues es un mo
delo lineal, pero algo méds importante, algunos resultados
que arroja respecto al punto de equilibrié tienen uns in--

terpretacidn de sumo interés, como veremos.

Para que el punto de equilibrio se logre es —
necesario gque el incremento de cuzslguiera de los factgres
sea nulo, esto es, que las derivadas sean iguales a cero,
por lo que si Iei Se, Ae hi4 Ee son los montos cuando se lo-
gra ese punto de eguilibrio, se debe cumplir

Ie w a3 4+ aer

1l e
0= blGIe “‘Pé?e)

= ¢ - Q. (R -
0 = °1~se cer) + c3.(_e Ae)

y despejando Ie de la segunda ecuacidén tenemos

expresifén que igualamos a la primera de las ecuaciones de

equilibrio vara obtener
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alse + aer = ?2 Se
° () =b)8, = ~a,4

¥y puestvo que todos los coeficientes son positivos al igual
que los niveles de simpatia y actividad en que se logra el
equilibrio (seria absurdo hablar de niveles negativos) es

necesario que se cumpla que

a; - b, £0
0 b2 3.a1
é baﬂe 3 alSe_

lo que significa gue la cantidad de interaccidén necesaria
para produeir el nivel de equilibrio de simpatia debe ser
mayor que el monto de comunicacidén resultente de este pun-
to de equilibrio de simpatia, condicién de importancia que

puede verificarse empiricamente con facilidad.
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2.23.1. En el modelo

I(%)
s(t)
A(%)
E(t)

a =

1

Helle a

2,

tulados e

38%

10%

= 2%

=2t + 8

3, b2 =3, ¢

=1/2, e, = 5

1
bl s 03 para que se cumplan los tres pos

indigue por qué no es posible alcanzar -

un punto de equilibrio. ;Cémo enunciaria las condi

ciones que no permiten lograrlo?

2.23.2. Si

A(t)
S(t)
E(t)
I(%)
a. =

1

C3=

Btz + 4t - 2
8% - 4%

1662 + 32% - 2
2442 + 4% - 4
=2, b

it

I}

It

1, a

1

=1, b, =3, ¢, =1, ¢, =2

2 1 2 1

Establezca los postulados del modelo, encuentre --

los valores para los gque se logra el punto de eqﬁi

Jibrio.



CAPITULO III.
APLICACIONES DE LA INTEGRAL.
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INTRODUCCION.

Una interpretacidén frecuente que se hace de la
integral eg la del "édrea bajo la curva® ye qﬁe en el caso -
de una variable el valor de la integral es igual al 4rea -—-
comprendida entre el eje de las abseisas y la funcién, den-—
tro de los limites de integracién. De doﬁde resulta eviden-
te que si se cambia de funcidn el valor de la integral serd
diferente ain dentro de los mismos limites. En forma seme-——
jente, si se cambian éstos, lo mds probable es que la inte=

gral también cambie.

Por esto, la integral resulta ser un valioso -
indicador de las funciones continuas que describen algin fe
némeno social en el sentido en que varfan de acuefdo a la -

funcién gme se trate y al intervalo considerado.

Hay més avin, pues$0o que en muchos casos es de
interés conocer los acumulados de algin Tactor a partir .de
un momento especifico y hasta exsctamente otro, se puede —--
nuevanente utilizar la integral para resolver la situacién
pues ésta, vista de otro modo, es el agregado de todos los
valores que la funcidén va tomando desde el momento inicial

hasta el final.
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Ingreso Total a Través del Ingreso Marginal.

Habfamos visto ya que el ingreso total estd da

do por R=xp mientras gue el marginal p, estd dado por

Pm = QE
dx

Ahora, integrando dicha expresién obtenemos

R= ('pp 4t + ¢

donge se escogib el 1imite inferior igual a ce
ro que corresponde a un nivel de produccién nulo. Para ha-—-
llar el vzlor de la constante observemos gque los ingresos -
cuando la produccién es nula también son nulos; con ésto ob
tenemos

R(0)= g:pm at + ¢

O=c

Esto es; el ingreso total para un nivel de ppg'
duccidn x es igual al 4rea comprendids bajo la curva del in
greso marginal desde el origen hasta x.

Obsérvese Gue en el momento en gue la Ffuncién
de ingreso se vuelve negativa, el drea correspondiente a és
ta también es negetiva por lo cue el ingrese total disminue

ye.
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Ejercicios

3.1.1. Dadas las funciones de ingreso marginal
1. py = 2700 x~2 = 720
2. pp =1 /(1 + x2 )

3. pm=635-%s'

encegntrar el ingreso total.

]

3.1.2. 8i el ingreso marginal de x es Pp=e=bx, hallar la —-
funcién de ingreso totzl y deducir las funciones de
ingreso medio y de demanda, ‘

3.1.3* Si la funeién de ingreso marginal es Pm=_300 _-175,
demuestre que el ingreso medio-es (x=60)

p= 50 = 175,
X460

3.1.4. Si la funcidn de ingreso marginal es

pp=2(in 7°101% 4+ 1n 1 - 1)
p:4

encuentre la funcidén de ingreso total y observe que
es el mismo resultado que el del ejercicio 2. in
ciso 2.

3.1.5. Siga el mismo razonamiento utilizado en el desarro-
1lo del concepto ingreso pawa: encontrar el costo to
tal a partir del marginsl. (Considérese que el cos-
%0 a una produccidén nula no siempre es nulo).

3.1.6. Encuentre el costo total de produccidn conociendo -
las funciones de costo marginal grp{x) y los costos-
correspondientes a una produccién nula de los gi- -
guientes casos

1. ep(x) = 13/(13%+3)2 , e=100
2. gm(x) = 1500x + 725 , e=0
3. gn(x) 2x/(27x2 + 6) , e=15

it



Ley de la Renta de Pareto,

Consideremos la Tuncién
y=AF=%" [ a20 , « %0

conocida como la Ley de la Renta de Pareto don
de ha tomado un valor aproximado a 1.5 en la priectica, se
refiere a la distribucién de cualguier numero de personas =
para cualquier renta X,

Con £sta podemos obtener el nimero de personas

cuya renta estd entre las cantidades a y b:

b
N=(axl=®ax = A (1 - 1)
x PR pred

Y puesto que la renta media de un grupo de per

sonas con ingresos entre a y b estd dada por x =1 =xf(x)ax

=

en este caso es

X

i
= =i
Ib

b b B
SxAxl % ax
2
(1 1 )
iy o |
No-l = pec1
Haciendo tender b & infinito obtenemos el nﬁmg
ro de personas con una rents mayor e 2, y lz media de este

grupo
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Ejercicios

3.2.1.

3.2.2.

3.2.3.

Encuentre el nifmero de personas cuyo ingreso es ma-

cyor a $10 000 y menor a $20 000 en una poblacién en

1.

2.

30

la gque se cumple la Ley de Pareto con pardmetros A=
3 200 y K=1.5. sCudl es el ingreso medio de &éstas-
personas?

En cierto pais europeo se cumple la Ley de Pareto -
en una funcidn aproximada con los valores:x:Zl/z, -
A=4250, ;Cudntas personas obtienen un ingreso de ==
35 000 unidades de ese pais?, ;Cudntas mds cue esa-
cantidad?, iEs superior au.media a 45 000 ?

Verificar que

b==

(ad ™ ax =2 2 -1)

h ® g v
_]___beAflﬂo(dx=_J;_ A_(1 -1 )
N “a N o&-1 &% e
im(A(1 =1))=4a8a"%

ol X

im (1 A (1. - 1 ) = o =a
o § a1l =t el K1



Hedida de. Satisfacceifn del Consumidor.

Para hallar una forma de valuar la satisface —
cifn de un consumidor individuasl, el economiste Alfred Mar-
shall cbnsideré que cade persena tiene determinado el pre-—-
cio méximo que estéd dispuesia a pagar para obtener cierto -
bien, el cual es generalmente mayor o igual al precio real-
de dicho bien en el mercado. A la diferencia enire éstos =

dos precios le denominé Yexcedente del consumidor individ: =

dual®.

Sin embargo, hay que tomar en cuenfa que la =
cantidad producida del bien influye en el precio gque se es-
t4 dispuesto a pagar asi como en el real, esto es, si la. <=
cantidad predgcidé del bien es pequefia se puedevllegar 8 . @@=
pagar un mayor precio con tal de obtener el bien, y por el-
_coﬁtrario,‘existiendo una giran cantidad del bien se pagaria
un_precio menor,:Asimismo, el precio de venta'esrmayor si =

la produccién es menor.

Asf definimos la funcién del precio méximo & - -
pagaxr ¥ la del comportamients del precioc real paia distin:—
tos niveles dé_prodﬁccién, laz cuales fécilmente podemés Bu
poner que son continuas pues bequeﬁos cambios en lz produc-—
cién originan s6lo pequefios cambios en los precios. Conveni
mos en asegurar un valor adecuado para la cantidad en caso-

de una produccién nula.

Con ésto, el drea comprendida entre el eje de-
las ordenadas, la vertical gue pase por x=xp ¥y las dos fun

ciones, revresenta el excedente del consumidor para los ni-
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veles de produccidén menores o iguales a X3, 10 que se repre
senta por

{ (2(x)-g(x))ax
donde f(x) es la funcidén del precio méximo a -

pagar y g(x) la del precio real.
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Ejercicios

3.3.1. Mostrar cue si el precio real de un bien se mantie-
ne consiante, el sxeedenie del consumidor para los-—
niveles de produccidn hasta x, se puede representar

or
P o

j;f(x}dx—poxo

3.3.2. Cudl es o1 excedenie de un consiamidor hasta el ni-
vel de preduccidn de 10 000 unidades si la funcién-
del precio médximo a pagar es

f{x) = 3000 =+ 1500
X2
¥y la del precio es

g{x) = gggg + 1250
3.3.3. 5i la funeifn del precio miximo es
(=) = e-x
Encuantrg 21 excedente a un nivel de produceidn xz=
1000 para precios reales de 0.5 y 0.2 por unidad,
3.3.4. Por no ser un articulo de consumo dbisico, el precio
gue un eonsunidor esitarfa dispuesis a ﬁﬁgar @6: un—
pequete de ligas se mantiene constante en $7.50, —-

PR Wiy YRy

5 5 o ammes Lz G _a s el
Sentrs e &) precioc real de éste dependes de iz -

cantidad producida cue fluctie seglin la disponibili
dad de materia prima por 1o que esitf dado por:

g{x)= .25 + 6,15 , {g(0)=7.5)
X

dondle x estd dado en cientos de miles de pagueies:
1.;Para gqué niveles de produccidn el excedente del —-
consumidor seria negativo?
2.:0udl es el excedente del consumidor Parz una Pro--—

duccibn entre 2 ¥y 5 cientos de miles?

b
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Optimizacién de la Vida de un Bien Duradero.

S5i un bien capital duradero proporciona una gz
nancia de & pesos anuales & lo largo de su vida activa, -

el valor actual de todas las ganancias es

j’a e ¥ax = a (l-e_rt)
(1] r

donde r es la tasa de interés del mercado y -
el tiempo en afios.

Si el precio de adguisicién del bien estd en -
funcién del tiempo que dura en buenas condiciones y funcio-
nando lo podemos expresar como f(t). Con ésto es posible mg
ximigar el valor actual proporcional al precio de compra

=t ’

y=8(-c¢ )

- £(t)
con 1o que

dy = (re™TPe(5) - (1-e"TF) o) )

r .
= af'gt!e_rt (1—ert +r £(8) )
r £2(t) - (%)

por lo que es necesario qu
rt

e =l+rf§‘t2

£ ()

para gue exista un mdximo.

a
T2(%)

Consideremos ahora yue 1& produccédn del bien~
se realiza a un ritmo continuo y uwniforme, siendo n el pro-
medio de bienes producidos anualmente, los gue se utilizan=-
en forma regular hasta completar el tiempo + dptimo después
de lo cual son retirados, Entonces habrd nt bienes en uso
en cualguier momento dado con antigiiedad desde O hasta t a-

fios. De éstos, los que tienen une antigiiedad entre xq ¥ Xj4



141

afios son aproximzdamente n(xi+l - xi) ¥y su vaelor actual es:

~T'X
a (1-e ) n (Xi+1 - xi)
r
de donde
n -IX :
S & (1L~ e ) n (Xi+1 - xi)
o
siendo

x=0 x =t, x. X.
o 7 m i i+l

represents una aproximacidén del valor actual -
de todos los bienes en uso, Sin embargo, de esta expresidn-
y hzeciendo uso de la continuidad encontramos el valor ag-— —
tual gue es

t -
X = S a (1- e rx) n 4x
o x

0, resolviendo la integral

; -rt
X = n% { e + rt - 1)
r
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Ejercicios

30 4‘0}..

3‘4 520

30 4‘3'

8i una mdquina preduce §3¢0 000 enuales y la tasa -
del mercade es del 24.52%, iCuél es el tiempo Spti-
mo gue debe estar en servigio si el precio al que -
se adguiere esté dado en funcién de t?. Esto es, el
precio se obtiene con

£(%)=125 000 + 52 000  + 800 %

Ia serie Super K de trilladoras se produce con di—-—

3

Tferentes aditamentos y acabados que proporcionan —-—
distinta duracién. Por tal motivo el precio de ven~
t2 oscila seglin el tiempoc gue se espera estardn en
servicio y estd dado por
£(+)=(16 350 + 120 +°) 2 ©

Sabiendo que cada trilladora tiene una ganan—-—

1/2

cia de 2120 500 y que la tasz en el mercado es del

18.57%. iCudnto deberd tenerse en servicio la tri--
liadora para obtener um valor asctual de las genan—-
cias Sptimo?.;C0udl serd el precio de compra?.
;Cudl es el valor actual de todas las bobinas para
maquinaria pesada tipo standard que hay en la ciue--
dad, si se producén a uwn rifmo constante @ ——mmwwmm—
3 520 000 anuales, se estime que redituan $3 200 al
afic cada una, y el precio estd dado por

£(6)=123 ¢¥2 & 600

Considere una tasa del 14.656%% y el perlodo —

de utilizacidn Sptimoc.
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Oferta y Demanda a Través del Tiempo.

Podemos ampliar el uso de las funciones de o--
ferta y demanda si consideramos el hecho de que el precio -
de un bien varia a través del +timmpo, lo que repercute, por

supnesto en las cantidades demandadas y ofrecidas.

Sabiendo ésto, es de esperarse que el comporia
miento del precio en un fubturo muy cercanc influye en la 0w

ferta y la demenda,

Por ejemplo, un incremento en el precio del —-
bien en cuestidén ocasionaria un descenso en la demanda mien
tras que un decremento causaris un aumento en ésta. Por es-
t0, si la funcién de demanda se expresabs comeo x:LP(p) wme
me jor representacidén que considere el factor especulativo o
expectativo serd

x=( (p(%),p"(%))

que toma el precio que vaya teniendo el bien -

en el tiempo y el cambio instantdneo que sufra.

De igual menera podemos ahora expresar 1z fun-
cién de oferta x=(p) como

==F(p(t),p" (%))

Ademds, existe una posicidén de equilibrio cuan
do la oferta es igual =2 la demenda, esto es, cuando se re--
quiere sbélo lo producido y se produce lo que se necesita, -
ésto se expresa como

 (p(£),p* (£))=£(p(%),p' (%))

lo gue representa una ecuacidn diferenciesl de

primer orden de donde podemos obtener el precio en funcién
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de t, con el cual se produce gsta situmcidén de equilibrio.
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Ejercicios

3.5.1.

3.5.2,

3.5.3.

Si las FTunciones de demanda y oferta estdn dadas ——

respectivamente por

Xx=ap + b al0 b>0
v
x=cp + d cY0 a<o
mostrar gque el punto de equilibrio es
p=b-d
c-a

Si en las funciones del ejercicio anterior se consi
dera el factor especulaiivo conviftiéndose en
x=ap(t) + b + ep' (%) e>0
x=cp(t) + a4 + £p' (%) £>0

1.Encontrar el precio de equilibrio para el tiempo —-

t=5, sabiendo que p(0) es igual a T200.

2 .Muestre que si f{ e el precio de egquilibrio se ale-

jaréd del correspondiente en la situacién estédtica -

conforme transcurre el tiempo.

3.5i e {f, esto es, si la especulacidn es més fuerte

en la oferta que en la demanda, muesfre qué el pre-
cio dindmico se acerca al estddico con el correr —-
del tiempo.
5i la oferta y demanda mensual de onzas troy de pla
ta en el mercado nacional estdn dadas por

x=-26 G00pEt3+68 500 + 17 250 p* (%)

=31 800 p(t)= 1 050 + 31 120 p' (%)
donde t se-mide en dias. Encontrar el precio de e=-
quilibrio para t=3 asi{ como la eantidad ofrecida (o
demandada) para ese tiempo, sabiendo gue p(0)=750.

Hallar el precio de equilibrio si la situacién fue—
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ra estdtica, es decir, si se eliminan los factores
especulativos.

Si las funciones de oferta y demanda del petréleo -
en el mercado internacional estédn dadas respectiva-
nente por

x=2(t p(t) p' (%) + 1)

x=(+2 & 6p(t) p' () + (2p() = p (%))
donde p(%t) se mide en délares y t en afios; hallar -
el precioc que regird dentro de un afio si el precio

actuzl (t=0) es de %35 US,
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Otro Enfoque de la Indiferencia del Consumidor.

Supongamos que los consumos de los bienes X y
Y de vn individuo son x ¥ ¥ respectlvamente ¥y que tlene de-
terminada la proporcién de la cantidad de uno de los bleneg
digamos x, que estd dispuesto a disminuir en sus compras al
ocurrir un aumento instdntdéneo en la centidad del otro. Ade
més, esta proporcién varfa si las cantidades de x y y cam-—
bian, por lo que se puede expresar como R(x,y). Asf obtene-
mos una expresidén para la preferencia del consumidor ante -
cambios instenténeos de x y ¥y

dy « -R(x,y)dx

donde R(x,ﬁ) es siempre positivo y tiene deri-
vadas parciales continuas por considerar que la -"escala de

indiferencia es continua.

Expresade de otra manera tenemos la ecuacién -

diferencial

R(x,y)ax+dy = O

cuya solucién se puede expresar como

F{J{xy) ) = ¢

donde F es una funcidn cualquiera y[{(x,y) cum
ple con

5%(&7( = R(x,¥)
S/ 8y

“R(x,y) = - 4y +- e conoce como la "direce-
dx

cibén de la indiferencia" debido a cue indica la orientacién
en gue los consumos de X y y cambian sin alterar la prefe—-

rencia, obsérvese gue F((?(x,y) ) = ¢ corresponde a una cur
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va de indiferencia con ¢ fijo, que u = F(Y (x,y) ) corres—-

ponde a la funcidn indice de utilidad, tal como se obtuvie-
ron anteriormente, y R(x,y) se encontraba a partir de ellas

como la razén merginal de sustitucidén de y por x.

To que se ha hecﬁn aqul es entonces, invertir
el orden convirtiendo a R{x,y) como el concepto fundamental.
Esto tiene una veniaja sigﬁifica%iva pues en el ceso de ===
tres variables o mds se pﬁede enfocar el problema de 1a mis
ma manera y llegar a una’ecuacién diferencial que no siem—
pre fiene_solucién. Esto es, podemos resolvervel problema -
de indifernecia de un consumidor individuwal teniendo las di
recciones de indiferencia sin contar con las curvas de indi

ferencia ni la funcidén indice de wtilidad. '

En el caso de tres bienes %, y y 2z tendriamos
la expresidn

ax = Rl(x,y,z) (-ay) + Rz(x,y,z) {-dz)
con Rl ¥ R2 positivos yAque representan las disminuciqnes -
instantédneas en y y 2 que el consumidor aceptaria si sobre-—
viniera un aumento instanténeo en x, estando dadas en foima

‘andloga por Rl(x,y,z) = (- dx) considerando un nivel de con
a8y '

sumo de z fijo y Rz(k;y,z) = (-dx), manteniendo ahora fijo

dz
ay.

Esta ecuaciég difernecial puede, como se habia
mencionado, tener o no solucién ﬁor lo que no siempre es po
sible encontrar la funcidn indice de utilidad y las curvas

de indiferencia, Sin embargo, con tener R] y R2 basta para

determinar el plano sobre el cual nos movemos desde un pun-—
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to {X;¥,2) sin que cambie nuestra preferencia. Podemos haw-

llar {también la direccidén perpendicular a este plano

dx + Rl(x,y,z)dy + Rz(x,y,z) dz = 0o
que representa le direccidn en cue més rédpidamente aumenta-
ria nuestra preferencia, la cual ge conoce como “dirececién
de preferencia" y se puede hallar a ﬁartir de las ecuaciox=
nes diferenciales

dx = dy = az °
Rl(X9Y1Z) R2(XWYPZ)
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Ejercicios

3.6.1. Si un consumidor tiene definide su razén marginal -
de sugtitucidn de y por x

R(x,y) = x-8
y-=b

muestre gue u = (x-—a)2 + (y—b)2 puede ser la -
funcién de utilidad. .
3,6.2. MNMuestre gue u = (x—n—a)‘x'(y-s-b)'6 es una funcidn de u-
tilidad de un individuo cuya direccidén de indife—-
rencia es

R(x,y) = & gtb
A X+a

con a,b, Xy A constantes.

3.6.3, Si R(x,y) = ax+by+c donde o£L=b, muestre que puede —
X+ By+a )

ser que la funcidén de utilidad contenga términos --
cuasdrdticos en X ¥y y.
3.6.,4. Bi las razones marginales de sustitucidén pera el ca
50 de tres bienes son
Rl(x,y,z) = 8,X + by + ¢,z + dg

2 2
a,x + b,y + ¢,2 + 4
L 4 £

1

Rz(x,y,z) = a3 + b3y + Cq2 4 d3

a;x + bly + ey o+ dl

Encuentre la ecuacién diferencial del plano de

indiferencia y pruebe gue si azzbl R b3ﬁ62 ¥y aBzcl

se pueden encontrar las curvas de indiferencia y la

funcidn de utilidad.
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Optimizacidn del Precio de Venta.

El fabricante de cierto producto x desea deter
minar el curso del precio ent;e to v tl de este producto, -
de tal maners que se obienga la utilidad méxime en ese peri
odo. Para ello hay que considerar que el intervelo compren-—

dido entre to ¥ t, es de una dimensién tal gue el costo de

produceién para cialquier nivel de &sta se mantiene fijo, —
mientras que el precio de venta varia continuamente as{ co-
mo la demanda del bien la cual estd determinads por el pre—
cio y la variacién instanténea que éste sufra por lo que ad
quiere la forma de x = l{"(p(t)p p'(t)). En fin, lo que in--
tenta maximizar es la funcidn

u= S:(xp-frr(x) Ydat :

donde x es la cantidad determinada por la de—
mgnde a producir del bien, p el precio del mercado yT(x) -
es el costo de la produccién. Consideremos conocidos 1log ——

peecios para los momentos to v tl s Py ¥ Py respectivamente,
Para resolver la integral anterior observemos
Cxp = T{(x) = §{p,p")p =W {{(p,p*)) = £{p,p*)

x=q’(PaP')_

Jo gue significa que depende s6lo de p y su -
derivada; d=.akifiTe: forma £{p,p*’) por lo gue

L=5rdap + gfap

at oo a% sp'at

y utilizando la Ecuacién de Euler &Ff = d (§f)
ép 4t gp’

para hallar el miximo se transforma en
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_a (§f) dp + §f dp'
§t dt Sp' @t  §p' At

_a (ap Sf)
dt dt S$p*

i

L]

o sea

af = 4 (dp §£)

dv dt dt gp°

¥y =i dos derivadas son iguales entre s{ signi-
fica que sus primitivas difieren a lo mds por una constante,

es decir

f(p,p') = p' _§ f(pyp') + Xk
Sp'
que en nuestro caso se traduce en
xp - T(x) = p* _§ (xp-T(x) )+ k
5P’

p'(p ii§ -d4dT Sx )+ k

$p*  dx  §p'
p'(p - 41T) §x + k

dx  §p'

la cual es una ecuacidén diferenciual que @l re-

solverse agrega una constante méds, la que, junto con k se -
determina con las condigiones p(to% =Py ¥ p(tl) = p, cono-
cidas, guedando la funcién p(t) totalmente definida, que es

bricante le interesa.

1o gque &l fa

Sin embargo, podemos excluir la condicién =& fu
turo, esto es, que p(tl) = Py Con ello el resultado de la
ecuacibén diferencial estard en funcibn de p(tl) la cual po-
demos optimizar con cualguier método de maximizacidén de wma

variable,
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Bjercicios

3.7.1. Si 1la funcién de costo esitd determinada por
™(x) = 30 X2 + 15 x + 12
y la funcidén de demandea es
=12 p+ 4 + 3 p°*
Encontrar el curso del precio dque optimice la
utilidad total si p(to) = 12,5y p(tl) = 22.8
3.7.2. En el problema anterior, desechar el precio final -
p(tl) determinandolo de tal manera que se logre la
mayor wutilidad total.
3.7.3. Encuentre la eurva X —(p(t) que logre en

u—St (ax)? at
dt

un méximep; considérando to y tl fijos ¥y cono-

cidos.
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Modelo de Domar del Ingreso.

Debido a la fuerte relacibdn existente entre
el ingreso y le corriente de ahorros, Domar establece Que
en cudlquier periodo de tiempo t, la tasa real det creci-——
miento de la corriente de ahorros A(t), es proporcional a
la tasa del crecimiento del ingreso y(t), 6 sea

A(t) = ky(%) K,cte.

También afirma que

I(%) = ¢ dy(%) cy,cte.
at

donde I(t) es la tasa deseada del crecimignto del ahorro
o inversién. ’
"Si suponemos gque esta Ultima coincide con 1a

real podemos combinar las ecuaciones para obtener

k 4t

Esto es, que la tasa de crecimiento del in-=-
greso en'cualquier momento es una proporcidén del cambio en
- la tasa del ingreso a través del tiempo.

Reescribiendo el dltimo resultado obtenemos

k dt =gy

c Y
1o que representa una ecuacidn diferencial que al resole—
verla nos da  t '

y=c g ©

con ¢, también constente.



Ejercicios

3.8.1.

3.8’2.

Supéngase que en el pals el PNB Y crece a una tasa
proporcional a la magnitud de las existencias del
capital I, o sea

dY = eI c,cte.
ar

Si convenimos que Y = 5 000 000 cuando el capital
es nulo, exprese Y como funcidn del capnital.

Si la poblacién se inerements a un ritmo del 2.9%
entonces

4P = 2.9P
at -

donde P ez la poblacidn y + el tiempo. Encuentre -
el crecimiento de la poblacién'a través del tiempo
si esta es de 76 500 000 habitantes en el momento

actual (%=0).
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Aproximacidén de Coleman a Modelos de Estados Miltivles.

Consideremos und situacién en la que pasar &=
del estado iniecial al siguiente es casi cuestidn de azar -
debido a lo infrecuente>que esto ocurra. Tal podria ser el
caso de ganar la loteria. al menos una vez, acertar a Pro-
nésticos Deportivos n veces, ser testigo de uno o varios -
.asaltos a uha drterminada sucursal bancaria o presenciar -
;algﬁn accidente automdvilfstico en cierto crucero. Mis adn
el pasar un elemento de la poblacidn al segundo estado no
aumenta ni disminuye las posibilidades de alcanzar el ter-
cero y as{ subsecuentemente. Esto es, la razbn de transie-

cidén entre dos estados es la misma sin importar de cudl de

ellos se trate. (Fig. ) ot
e ey e, A ey e4 cnsce
Fig.

Ahora, sea pot\ia proporcidén de elementos gue
‘se encuentran en el estado inicial e en ‘el momento % por

lo gque tendremos

ap = = kp
dtot ot

gue transponiendo e integrando obtendremos

52 %Bot =T Jz k at
ot
¥ resolviendo
-kt

n = e
‘ot poo
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donde Poo™ 1 pues el momento inicial toda la poblacidn se

halla en el estado inicial, por lo que
-kt
e

Pot
Para obtener la proporcidn dé elementos que —-
se .encuentran en el segundo estado en el momento t hay que
considerar a todos aqﬁellos que pasaron de po a p1 en gle-—
ginmomento tl entre O y t+ y que alli permanecieron hasta -

llegar al momento .

Para gue eso sucedz a un elemento se necesita

que hasta tl atin esté en el primer estado lo gue estd dado
-kt .

por e ¥9que en ese preciso momento pase al segundo esta-

~do, lo que obtenemos aplicando la razdén de transicién o e~

sea kdtﬁ;y finalmente que permanezca en eée es tado hasta %,

-k(t - tl)

o sea e . Aplicaremos el producto pues las tres -

condiciones se tienen gue dar simulténeamente.

Ademds, ya que se trata de un mbdelo continuo
por un lado, hay aue condiderar a todos los elementos yvqua
esto ocurre para cualquier momento entre O y t; obtenemos
la expresién para la proporcién de elementos en el estado

&yr ©n el momento %

(v (et (katy ) (e k(t=t1),

: t -kt
X So e dtl
-kt

Pig =

kte

U

Procediendo iterativamente para los demds es—
tados obtenemos wna expresién mdis general,
i -
Py = (kt) o7KT
il
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la cual se simplifica si ‘tomamos t como la unidad
p. = kle—k
* it

Para este tipo de experimentos, k, la razén -
de transicidn no es otro sino el cociente entre el total
de transiciones ocurridas en una unidad de tiempo y el ni-
mero botal de elementos (en el caso de la loteria serfa el
nimero de veces que se acertd a ésta entre el total de bo-

letvos vendidos, en un afio, por ejemplo).

Cuando la razén &e transicidn d&iene otro com-
portamiento, como por ejemplo en fendmenos de cardcter ex—
ploskvo, debe hallarse otra relacidn diferente a la halla-
da, Si esa razdn sigue un crecimiento geométrico, esto es,
al ir pasando de un estado a obtro ésta, se multiplica la -
expresidén a la que se llega para repre-entar la proporcién
de elementos. existentes en el i-€simo estado en el momento
ty, ¥ siguiendo un razonamiento andlogo al de la razén de =

transicidn constante, estaria dada por

p., = (k)b e7*F
it
¥ nuevamente con £ = 1 guedaria
p, = kle—k

i



Ejercicios
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——

3.9.1. Seguir el razonamiento del caso en que la razdn de

3.9.2,

~ transicién es constante para cuando hay un crecis—

miento:.geométrico con el fin~de construir la expre

sién'dada para la proporcidn de elementos en el —-

" i-ésimo estado.

Uno de los problemas a los que se enfrenta toda 80
ciedad modernz es el de la drogsdiceidn enire los

jévenes. Dentro de una poblacidén se tomaron los jé

© venes entre 15 y 25 waflos para hacer un estudig al

afio de 1960 como base, el cual mostré que la propa
gacibn del uso de la drogs seguia un crecimiento -
geométrico, con k = ,05 y considerando al i-&simo

esﬁado como el hecho de haber probado x droga i ee
ces, indigue cudl fue la proporcibén deijévenes que
ain ﬁo habian probado la droga en 19705 y si la po
blacién -en 1980 era de 12 520 OOO.jéﬁenes, sendns-—

tos ya la habian probado una vez?
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Funcidén de Poblacidn.

Dada la poblacidén en el instante + comprendi-
da entre las edades x y x + Ax por P(x,x+ Ax,t) se define
la funcién de poblacidn por edades P(x,t) como '

P(x,%) = 1im P(XﬁﬁtA}c,t)
Ax+0 b d

por lo gue si consideramos todas las edades obtendremos la

poblacibén total para un momento dado

P(%) = S‘g P(x,%) dx

donde w we la mayor edad que puede vivir una persona den®—

tro de la poblacién para la cual es vdlida la funcidn.

Con ésto, podemos hallar la funcién de la es-

tructura por edades

C(x,t) = P(x,%)

P(t) _
la cual da la .parte que corresponde al grupo de personas =

de edad x del total de la poblacidn,



Ejercicios

_—

\_
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310Q1. De acuerdo al IX Censo General de Poblacidén, la po-

blacibn en 1970, dividida en grupos gquinguenales &e

edad, se ‘componfa de. la .siguiente manera:

Aflos cumplidos

0
5
10
15
20
25

30
35
40

45
50
55
60
65
70
75
80
85

Total

-

4
S
14

19

=224

29

34
39
44

49
54
59
64
69
T4

79
84
nés

Miles

HEH DOND Wa U O=10

50

322.2
850.0
483.3

272.7
286.7
505.0

922.5
473.6
049.3

606.2
214,6
011.2

892.5
708.5
474.7

254.7
184.3
171.6

694.6

Con estos datos se encontré la funcién de pobla—

cidén por edades

P(x,t) = .669 ( 1 142 047 949

Con ella

(10 x + 560)<2

- 0.&x €100

1.Trazar su griafica.

2,Encontrar P(t), la poblacidn total

= 550 °

)

3.Hallar C(x,%) la funcidén de estructura por edades

4.Agregar una tercera columna a la tabla anterior &—
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calculando los estimados gue la funcidn proporcio-

na para cada grupo quinquenal.

3.10.2.Usando la funcién de poblacidn por edades del ejer-
cicio anterior, encuentire cudntas personas habias -
de su edad al 30 de junio de 1970 y cudl era la =-
proporcifn que le correspondia a ese grupo, del to-
tal de mexicanos,

3.10.3. Usando nuevamente la funcidén de poblacibn, scudn--—

tas personas nscieron el mismo dfa que usted?



163
Funciones de Natalidad y Fecundidad.

Si H(x,x +Ax: t,% +Ak) representa el nimero
de naclﬂos cugo padre o madre se encuentran entre las eda-=
des X ¥y x +Ax durante €1 periodo 1; % +£§.'b, 4 tendrd la -
funcién de natelidad

N(x,t) = 1fm  N(x, x +Ax: t, t +At)
- Ax-»0 - Ax A% :
b0

con la que se puede obtener el nimerc {otal de nacidos en
el momento % com ‘ »

H(%) = gZ'ﬂ(mt) dx
donde a yb son los iimites inferior y superior de las eda-
des fecundas ' ' '

A f(x,t) = N(x,t) por representar la raszén -
P(x,t) ‘ -

de‘nacidos-conbélguno de lem padres con edad x se le cono-
ce como funcién de fecundided meneral. Si la construceidn
~ 8¢ hubiese llevado a cabo dlferenc1ando cada uno de los se
* xo0s obtendrfamos - o ' ' ’

. g‘uxbt) y M\K'—bl’ »
las -funciones de fenundldad mascullna y femenlna, respectl

vamente,

F1na1mente, denotaremos 1a raz&n global ins--

tanténea de natalidad como

P(t)
que puede expresarse de la siguiente manera -
‘n(+) = S; o(x,t)f(x,t) dx
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Ejercicios

3.11.1. Mostrar que la siguiente igualdad se cumple

3.11.2.

3.11:3.

Y

N(%) = S: 0(x,t)f(x,t) dx
P(t)

donde C{x,t) es im funcién de la estructura por e-
dadea.,
Expligue por qué las siguientes tres integrales a-
son equivalentes
b S 1 (b2
(2 n(x,) ax, S, N (x,t) ax, _Yaz N, (x, %) dx

donde NH(x,t) ¥y NM(x,t) son las funciones de nata-

) b, son los limites de

lidad por sexo ¥ ayy 2 10 Py

29
las edades fecundas.

Dadas las funciones

N,(x,1970) = _1__ (-12x> + 555x° - 15 000)

1 600
15 £x 450
P, (x,1970) = 189 e 7k (x - 45) 0 £x £100

que obedecen al comportamiento de la poblacidn de

México seglin el IX Censo General de Poblacién de =
1970, halle tanto el ndmero total de nscidos en e-
se momento como la razén global instantdnea de na-—

talidad para ese mismo momento.
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Puncién de Mortandad.

Sea D(x, x+8 %3 t + At) el nimero de falleci-
mientos enire las edades x y A:Q desde el momento t al —-—

t+ &% con 1o que definimos la funcidn de mortendad por ed-
dad '

D(x, x + Ax; 6, t + At)
At -0 Ax A%
de donde-obtenemos
D(t) = (7 D(x,t) ax
¥ | 9(x,t) =D(x,%)
P(x,%)
la funcidn total de

mortandad y la razén de mortalidad, -—-
respectivamente.

Con ellos puede formularse la razén global —-
ingtantédnea de mortandad de dos maneras

m(t) = D(%) = S‘g C(x,t) ;(i,t) dx
P(t)

con la que,.en unidén a la razdn g

n global instan
ténea de natalidad se puede definir la razén global instan
ténea de crecimiento como

o(t) = N(&) = D(%)
TR

n(t) = m(t)
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Ejercicios

3.12.1, S8i C(x,t) es la funcidn de la estructura por eda—-

des, probar .
D(t) = g“’ c(x,t) alx,t) ax
(%) °
3.12.2, Verificar que las dos expresiones dadas para la ra
zén global instantdnea de crecimiento son equiva——
lentes,
3.12:3. Si la mortandad en 1970 en México fue de 486 668;
halle ia razén global instanténea de mortandad y -
la de crecimiento usando los datos del problema —-

3. 1. y el resultado del 3. .3..
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Poblacibn Logistica.

- T evolucidén del crecimiento de la poblacién-

la trataron de explicer Guetelet en 1835 y Verhulst en 1838
por medio de la llamada curva 1dgistica, lé cual se Tunda-
menta en una razdn de tipb malthusiana, a2 saber, que la po
blacidén crece a través del tiempo en proporcién directa a
_ su magnitud y otra de cardcter "ecolbégico" que indica que -
dsta se ve defénida en su crecimiento en razén directa al
cuadrado de su magnitud.

Esto se puede expresar como

ap(t) = nP(6Jas - kB(t)dt
o sea - R

ﬂP‘tz = P(t)(h v@(t))
S|t - O

donde podemos observar que la curva de la poblacién es-cgg

ciente cuando h> kP{%).

Expresdndola de otra manera tendremos 18 éé@g'

ar(s) - Z = d%
P{$)(h - XP(t)) -

cuya solucién puede enconmtrarse por alguno de

los métodos elementales conocldos para obtener

1ln( P(%) ) = t + lne

h h - 1"”('?3)

si Inc® = hlne quedard ;
P(+) - e(ht %ilnc‘).: c,eht

h - kP(+t)

de donde despejamos P(%) para obitener
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h
(%) = )4 o
1+ 1 g™id
8'k
¥y haciendo M =h y N = _1 vy efectuando una traslacidn -
. : k c'k -
a P(0) quedard finalmente
P(%) = P(0) + M
1 + Ne~

la cual tiene como punto de inflexién a (1nN , P(0) + M )
h 2

y asintotas a las rectas
P(t) = P(0) y P(%) = P(0) +M.
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Ejercicios

3.1331. Dada la funcidn logpistica verificar gue

t = 1N , P(t) = P(0) + M-
h 2

es punto de inflexién de la curva; asi como
P{t) = P(@) y P(+) = P(0) + M son sus asinto-
tas. ) :
31,1352, Para el siguiente grupo de edades registradas en -
diferentes momentos )

G 1900 1910 1920 1930 1940 1950
P(t) 10213 9116 10543 12272 14093 16714

$ 1960 1970 1980
P(t) 21680 24901 25378

Utilizar el método de Pearl para construir la fun-

cidén logistica que los represente y que consiste -
en E »

1.Fijar las dos asintotas en una forma conveniénte y

2.Hallar los otros pardmetrso haciendo un ajuste,por

minimos cuadrados a la funcidn
¥y = In( N tht}'~’f ' :

2.12333, Para los mismos datos del rpoblema anterior seguir
el método de erh&lstApara determinar le funcién -
logistica 7 , ‘7

‘l.Determinar la'asfntofa~inferior

2.Elegir. tres pohlacibhes obéeryadas a traﬁés del —-
tiempo de tal maners que los momentos a que corres
ponden estén en progresién aritmética. 7 ’

3.Hacer una traslacidn de tal manera éue el origen -
gquede:en el punto correspondiente a la primera ob-

servacidn.
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-4.Modificar 1s. escala del tiempo tomando la razén en
la progresién aritmética de los valores observados
como la unidad.

5.Basdndose eneste nuevo sistema de ejes coordenados
¥ habiendo ajustado la curva logistica, sustituir
las tres poblaciones observadas con lo gue gueda -
un sistema de tres ecuaciones

6.Resolver el sistema de ecuaciones planteado y deter

minar la curva. :

3.13«4. ¢Son las curvas halladas en-cada uno de los proble
mas anteriores, iguales?. En todo caso evaluar la
funcién para t = 1900, t = 1940 y t = 1980 con ca-
da una de ellas. Por estos resultados, ;qué curva
serfia ls mds conveniente para representar el con-

vortamiento de la poblacibn en el tiempo?
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CONCLUSION.

Del presente frabéjo se desprende la concluy——-
sibén de que existeruna amplia gama de temas susceptibles de
aplicarseles tratamiento matemdtico de manera rigurose y ac
cegible a la vez; evidentemente no se agotan agui todas las

aplicaciones existentes.

Haciendo referencia a este tipo de ejemplos —-

puede mejorarse ¢l proceso ensefianza-aprendizaje de matemd-
tica en Cienciss Sociales pues ayuda a aclarar los nuevos -
conceptos mediante la exposicidén de ejemplos asi como en el
reforzamiento de la asimilacidn de esos conceptos con la re

solucidn de ejercicios adicionales. :

Finalmente, comparando resultados de ejerci——-
cios con datos recientes es posible cuestionar la .validez -
de las hipdtesis de las teorias gue sustentan cada aplica—-—

s
cion.

Es pues ésta una modesta contribucidn al emses
pleo adecuado de las matemdticas en Ciencias Sociales tanto

en la resolucidn de problemas como en la investigacién,



GLOSARIO.

Actividad.
Esfuerzo consagrado a la produccién’de objetos o valores
deséndos y‘Que‘ébntiene un elemento de plan o invenciédn.

Puede ser individual, de grupo o de la sociedad.

Capital.
Entidad econdmica que designa al mismo tiempo el conjunto

de los medios monetarios de produccidn.y .de mquellos que

los poseen.

Demanda, ’ .
Se refiere a las cantidades de un biem que los consumidos
res estdn ‘dispuestos a comprar -a los posibles precios del
mercado. »

Flasticidad de la Demanda.
Hodificaciones que sufren 1as’cantidades demandadas de un

producto como consecuencia de la variacidn en el precio;
1

=]

o]

se refiere pues 2 la sensibilidad de la demanda ante

cambios del precio.

Empresa Competitiva. )
Organizacidén que cuents ¢on los recursos necesarios para

participar activamente en el mercado.

Estado.
Clase, totalidad de personas que tienen una o mds caracte

risticas comunes; unidad homgénea dentro de una poblaciédn



173
categoria dentro de una serie, por la cual pueden ser cla

sificadas las personas. La clase puede o0 no denotar la e«
xistencia de una escala jerdrquica de prestigio social. -
Hay clases de edad, nacimiento, profesién, industriales,

sociales, ideoldgicas, rentisticas, etc.

Estructura por Edades.
Forma o manera de clasificar la poblacidn de cierto lugar

tomando en cuenta el tiempe de vida de las personas.

Factores de Producecién.
Elementos gque intervienen en el proceso productivo de un
bien, tales como tierra, trabajo, materias primas, capi--

tal.

Fecundidad.

Tener calidad propia para la reproduccién,

Indiferencia, )
Clasificacién 1 ordenacidn de las posibles combinaciocnes
de las cantidades de bienes gue puede adguirir un indivi-
duo de tal manera que emtre cualesquiera dos combinacio—-—
nes ogue pertenezcan a un mismo nivel no exista para ese =

inmdividuo ineclinacién o rechazo entre una y otra.

Inflvencia Zxterna.
Forma de dominio o control proveniente fuera del ‘grupo o
poblacidn en cuestidén que tiene lugar por lo comfin de un

modo directo y no regulado.
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Ingreso Marginal.

Es 1la relecifn del auments en el ingreso %otal emtre el -
aumento en la produccién total, Medida del ingreso obteni
do por la firma en la veata de cada unidad adicionsl pro-

ducida.

Ingreso Promedio.
Relacifn del ingreso total sobre el volumen de produccidn,
Ingreso Total. ]
Nimero total de unidades producidas pop el precic de ven-
ta.

t

Interaceidn. 7 »
. Todo proceso en el que la'accién;de‘hna entidad causa una

accidén o un cambio en otra distinta. »

" Mortandad.
Niémero proporcional de muertes en una poblacién y tiempo
determinados. - T gemdear e '

Ratalidad. o ,
Tidmero proporcional de nacimientos- en una poblecidn y -

tiempo determinados.
(8

Simpatia,
Reaccionar snte las expepiénpiss y estimulos de otro como
si fueran proypios. E1l hecho de compartir acciones e inte-

reses.,
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Precio.

Valor en que se pone a la venta un bien.

Poblacidn.

Conjunfo de habitantes de uh lugar,

Produccidn.
COnjunto de bienes>elaboraaos'y gque tienen la posibilidad

de entrar al mercado.

- Renta. e
Percepcidn fija de un individuo o de una entidad en un o3

riodo dé.tiémpo'dado.

Valor Actual. )
Dado un bien ¥ conocido un valor futuro, esto es, el pre—
cio de venta en el mercado .pars un momento posterior de--

termlnado, el precio equlvalente en el momento presente,
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