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INTRODUCCION. 

Un problema que surge en los cálculas moleculares usando el 

método de dispersión mdltiple, es no poder asignar directamente 

las cargas de las regiones intersticial y exterior a los átomos 

que ~orman la molécula o el cúmulo. En este trabajo se presen~ 

ta una ~orma para superar este problema, proponiendo una exten

sión para la densidad de cada regi6n at6mica. 

En el Capítulo 1 se habla brevemente de aspectos generales, 

como las ecuaciones de Hartree-Fock, el intercambio electr6nio~ 

~ las aproximaciones que se han llevado a cabo sobre este Últi

mo término, usando métodos estadísticos. El material presenta

do no es, ni pretende ser, autocontenido, raz6n por la cual se 

remite constantemente al lector a los artículos originales o a 

trabajos que recopilan informaci6n sobre cada tema. 

El Capítulo 2 versa sobre la manera de resolver las ecuacio

nes monoelectr6nicas de Schroedinger, usando el método de dis

persi6n múltiple. Se ha tratado de presentar con el mayor det~ 

lle posible el ~ormalismo matemático necesario para obtener las 

ecuaciones seculares del método. Para ello, es necesario cono

cer ciertas propiedades de funciones especiales, específicamen

te de funciones esféricas de Bes~el y esféricos ar~6nicos. ~~ 

tando de facilitar la lectura, se han incluido tres apéndices 

donde pueden encontrarse estas propiedades. 
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El Capítulo 3 es una breve exposición en relación a la forma 

de definir un potencial molecular en todo el espacio como una 

sobreposici6n de potenciales definidos en regiones ajenas, lo 

que da~ugar a una partición del espacio. Se habla en un prin

cipio de como construir una partición arbitraria del espacio y 

posteriormente de las dos particiones mas utilizadas en los cá! 

culos que se realizan en el Departamento de Química Teórica, -

que son: esferas tangentes(muffin-tin) y esferas truncadas(ce

lular). 

En el Capítulo 4 se presenta el formalismo para distribuir 

las cargas intersticial y exterior, que constituye el tema cen

tral de este trabajo y del cual hemos hablado al principio de -

esta introducción. 

La aplicación de este formalismo a algunos sistemas molecul~. 

res se encuentra en el Capítulo 5. Podrá verse que los result~ 

dos presentados no son muy extensos. Esto es así~ pues se tra-

tó de presentar no un estudio de las estructuras electrónicas 

de estos sistemas, sino la sensibilidad de la presente proposi

ción para distribuir las cargas intersticial y exterior entre 

los átomos de una mol~cula, con respecto a los diferentes pa~ 

metros utilizados, como la densidad superficial y la geometría 

de cada molécula. Esto no quiere decir que ambos problemas se

an independientes. De hecho, la idea de este trabajo surgió de 
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la necesidad de poder asignar cargas efectivas a los átomos, co 

mo un complemento para la mejor comprensi6n de la estructura e

lectrónica de una molécula. 



Capítulo 1 



CAPIT-ULO 1 

LAS ECUACIONES DE HARTREE-FOCK Y EL INTERCAMBIO ELECTRONICO. 

Tomaremos como punto de partida en este trabajo la deducción 

de las ecuaciones de Hartree-Fock, con el objeto de mostrar lo 

complicado que resulta en la práctica el poder calcular molécu

las con muchos átomos dentro de esta aproximación. Se muestra -

que la aparición del intercambio electrónico, efecto puramente 

cuántico sin análogo clásico, hace que los cálculos atómicos y-

moleculares usando Hartree-Fock sean sumamente complicado~. Lo 

anterior tiene por objeto motivar las aproximaciones que se han 

llevado a cabo hasta la fecha. Finalmente se presenta una breve 

revisión de densidad electrónica y se habla de los funcionales 

de esta densidad electrónica y del Teorema de Hohenberg y Kohn. 

1.1 ECUACIONES DE HARTREE-FOCK~• 2 

Para un sistema compuesto por ·N núcleos y n electrones, el ~ 

parador Hamiltoniano del sistema es (en unidades atómicas, que

se usaran a lo largo del texto, a menos que se indique lo con-

trario) 

A tJ l. M ~ A A A 

f\ =- ~ ¿-' V.. _ _!_ "\'V+ V +V --~-\/ eo .. (l-1) 
'S o(. Mot o<. 2. 'r J... N-N e-w e-e 

donde el primer término corresponde al operador de energía cin~ 

tica de los núcleos, el segundo al operador~de energía cinética 

de los electrones, el tercero el el operador de energía poten--

cial de interacción entre los núcleos, 
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••• (l-2) 

donde Zoc es la carga del 0{-ésimo núcleo, Re!.(!> es la distancia en

tre los núcle0s. El cuarto término es el operador de energia po

tencial de interacción entre núcleos y electrones 

.A ~ M z 
Ve- N : I I -R:'J· 

01. l 

... {l-3) 

ftonde Ft~jes la distancia que separa al electrón j del núcleo~' 

y el último té·rmino corresponde al operador de energia potencial 

de interacción entre electrones 

••• (l-4) 

siendo r¡l ·la distancia que separa al electrón i del electrón j • 

Si se desea conocer la .energia total de este sistema, se de-

berá resolver la ecuación de Schroedinger independiente del tie~ 

po 

••• (1-5)• 

donde la función de onda que describe al sistema, dependerá de.-

3(N+n) variables que son las coordenadas de los núcleos y.los e

lectrones y 'A5 es el operador Hamil toniano dado por lá e·cuación

(l-1).' Se puede hacer una aproximación para no tomar ·en·cuenta 

el movimiento de los núcleos. Esta aproximación se debe a·Born y 

Oppenheimer3 quienes proponen que puede separarse bajo cierto ni 
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vel aproximativo, el movimiento nuclear y el electrónico. Con es 

ta aproximación la ecuación de Schroedinger por resolver para la 

parte electrónica es 

.••• {1-6) 

donde se ha definido el operador Hamiltoniano electrónico 

••• (1-7) 

y ahora E es la energia total electrónica que depende paramétri~ 

camente de la disposición de los núcleos en el espacio;W es la 

función de onda de la parte electrónica, que ahora solamente de-

pende de las 3n coordenadas de los electrones. Puede verse con -

detalle este tratamiento en las referencias (4) y (5). 

La ecuación (1-6) es una ecuación diterencial parcial~ que p~ 

dria tratarse de resolver utilizando el método de separación de 

variables. Desafortunadamente en el caso general esta separación 

no se ha podido llevar a cabo. Por lo tanto, se deben realizar ~ 

proximaciones con el objeto de poder obtener una solución. Brev~ 

mente discutimos a conti-nuación las aproximaciones previas a la 

de Hartree-Fock. Una aproximación seria despreciar el término de 

repulsión electrónica, con lo que tendriamos el siguiente Hamil-

toniano 

••• (1-8) 
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y proponer una separación de variables de la siguiente forma 

••• {1-9) 

A esta aproximación, en la que la solución es un producto de 

funciones se le conoce con el nombre de Jlodelo de Partículas In-

dependientes. Una segunda aproximación menos limitativa consiste 

en no despreciar el término de repulsión electrónica, sino prop~ 

ner un potencial efectivo. 

Esta última fué desarrollada por Hartree en 1928 y dió lugar 

a los llamados métodos de Campo Autoconsistente. 

Ambas aproximaciones descritas arriba no incluyen el espin_e-

lectr6nico~ y la solución no necesariamente cumplirá con el pri~ 

cipio de Exclusión de .Pauli6 .. Esto es, 1ma función de_ onda que -

describa a un sistema de fermiones (partículas de espín semient~ 

ro), como sucede con los electrones, deberá ser antisimétrica -

con respecto _al intercambio de dos de las coordenadas de éstos 

En (l-10) hemos llevado a cabo un pequeño cambio de notación, 

que es 

donde las tres primeras son coordenadas espaciales y la cuarta 

es una coordenada de espin. 

Una forma de construir una función de onda que cumpla con es-
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te requisito de antisimetría, es escribirla como un determinante 

de Slater, definido por 

~. ( 1) 0l ( \) ... 0t\<l ( 1) 

~1 ( '2.) Q)l (_ 7.) • • ·~m l'l.) 
. . 
\251 (M) ~2. (M) ' • • ~M(m) 

••• (1-11). 

el cual garantiza la antisimetría debido a la propiedad de los -

determinantes de cambiar de signo ante el intercambio de filas. 

En la ecuación (1-11), las S2\ lj) son productos de una función 

espacial y una función de espín 

. 1 d._(OJ) 
~¡ (j) = <f¡ (UJ) ~ ( GJ) ••• (1-12) 

y se les denomina espín-orbitales. El factor de~es para que la 

función de onda esté propiamente normalizada. Este conjunto de -

espín-orbitales se selecciona de·tal manera que sean ortonorma--

les 

••• (1-13) 

donde dij es la conocida delta de Kronecker definida por 

~·· :: j ' 
'J 1 o 

'Ú ···=~ 

ü '¡;tj 

El describir la función de onda de un sistema como un solo d! 

terminante de Slater es válido solamente cuando se tiene un pro-

blema de capa cerrada. En el caso general, se debe seleccionar -

no un conjunto finito de espín-orbitales, sino uno infinito, de 

manera que se puede escribir una combinación lineal de deteTminan 
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tes- de Slater. En la práctica esto resulta imposible, por lo que 

es necesario tomar en cuenta un número finito de determinantes, 

lo que da lugar al llamado Método de Interacción de Configura--

cione_s. 

Para desarrollar las ecuaciones de Hartree-Fock, tomaremos el 

caso de un sistema de capa cerrada que se describe por un solo -

deter1ninante de Slater. El Hamiltoniano (1-7) lo podemos expre--

sar como 

••• (1-14) 

donde se ha definido el operador monoelectrónico 

••• (1-15) 

y el operador bielectrónico 

••• (1-16) 

El principio variacional establece que el valor esperado de 

la energia es 

••• (1-17). 

en donde si rq> es una función de onda aproximada para el Hamil to-

niano, E es una cota superior para la energía exacta del sistema~ 

Eexacta < E' 

En el caso de tener un Hamiltoniano como (1-14) y una función 

de onda aproximada por un determinante de Slater de la forma ---
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(1-ll), el problema consiste en encontrar el conjunto óptimo de 

espín-orbitales ~~;\, tales que se minimiza el valor esperado de 

la energía dado por la ecuación (l-17), con la restricción de ~

que los espín-orbitales obtenidos cumplan con.las condiciones de 

o~onormalidad (1-13). 

Las ecuaciones que resultan al aplicar este procedimiento son 

precisamente las ecuaciones de Hartree-Fock. 

Substituyendo (1-11) en (1-17) tenemos 

••• (1-18) 

El siguiente paso consiste en desarrollar los determinantes, 

lo cual involucra una buena cantidad de álgebra que se evita en 

este desarrollo, pudiéndose consultar en las referencias (4~ y -

(5). El resultado es 

E<= ¡ j lf~(p.)h_, <f.,(JA)olT}J- + 
' 

••• (1-19) 

En esta ecuación, el primer término corresponde a la energia 

cinética de los electrones y a ia energía de atracción coulómbi

ca de los electrones frente a los núcleos, el $egundo es la eneE 

gia potencial de repulsión coul6mbica entre las densidades de --

1 
'Z. 1.. 

carga l{l; ()A)\ y \ t(>j(l> )\ ; el tercer término, llamado energía el, e in-

tercambio no tiene ninguna analogía con algún efecto clásico co-
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mo los términos anteriores y es consecuencia de describir al si~ 

tema por medio de una función de onda antisimétri.ca, tal como lo 

requiere el principio de exclusi6ne En la obtenci6n de la ecua-

ción (1-19) se ha llevado a cabo ia integraci6n sobre las funci~ 

nes de espín, por lo cual aparece Ju:lt.· en el tercer término. A-
' J 

hora se hacen variaciones de las funciones ~¡ de tal manera que 

se minimiza el funcional integrodiferencial (1-19} .- Estas vari~ 

ciones sobre las funciones estan sujetas a las condiciones de --

orto normalidad 

las cuales se incorporan mediante la técnica de los multiplicad~ 

res de Lagrange. De est~ forma, usando los Teoremas del cálculo 

yariacional, se llega a las ecuaciones 

••• (1-20) 

+ L d~r·u-· \. · · ~·()A) ==- O 
j 1 ~ '.) ~ 

en donde \¡3 son los multiplicadores de Lagra.pge mencionados a....tf!l 

rriba. 

Estas son las ecuaciones de Hartree..:.Fock,, que son ·un conjunto . 

de ecuaciones integrodiferenciales acopladas. Estas· ecuac~ones -

se pueden escribir en la representaci6n.llamada can6nica, la--

cual se obtiene haciendo una transformaci6n de similitud, tal -

que la matriz de los multiplicadores de Lagrange resultante sea 
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una matriz diagonal. Al llevar a cabo esta transformaci6n de si-

mili~ud se llega a las siguientes ecuaciones 

.... (l-2íl) 

y a estas ecuaciones se les conoce como ecuaciones can6nicas de 

Hartree-Fock y a los orbitales que se obtienen en esta represen-

tación se les conoce como orbitales canónicos. Como podemos ver. 

las ecuaciones canónicas de Hartree-Fock forman un conju..11.to de_ 

ecuaciones integrodiferenciales acopladas y al procedimiento de 

resolución de estas ecuaciones se le llama de campo autoconsis--

tente. 

Este procedimiento consiste de los siguientes pasos: 

1) Se suponen unas funciones aproximadas de entrada {4Ü; 
2) se calculan los potenciales coulómbicos y de intercambio 

(segundo y tercer término de la ecuación (1-21).); 

3) se· resuelven las ecuaciones diferenciales obteniendo los 

valores propios t¡ y un nuevo conjunto de funciones { tf¡) ; 
4) se comparan las funciones obtenidas con las alimentadas. 

Si la diferenci~ entre estas dos es menor que un cierto 

valor fijado se dice que ~1 cálculo ha convergido y·el 

proceso se detiene. En caso contrario, se regresa al p~ 

to 2} alimentando las funciones obtenidas en 3) y se re-

pite el ciclo hasta lograr la convergencia. 



- 10 -

· tr/~ Multiplicando y dividiendo el término intercambio por l¡~)~¡<~)~ 

tenemos 

que son las ecuaciones monoelectrónicas de Schroedinger de pseud~ 

valor propio. 

En la ecuación (1-22) podemos ver que el tercer término, co--

rrespondiente al potencial de intercambio, tiene una naturaleza 

no local; puesto que para evaluar el potencial de intercambio en 

el punto )J. y de esta forma poder calcular t{l, en este punto, es ne 

cesario conocer la misma función en todo el espacio. Esto en pa~ 

te es consecuencia de que en la práctica, la obtención de resul-

tados usando Hartree-Fock requiera una enorme cantidad de esfuer 

zo computacional, y motiva la introducción de aproximaciones a 

este término. 

1.2 INTERCAMBIO ELECTRONICO. 

Como se mencionó en la sección anterior, la aparición del té~ 

mino de intercambio complica grandemente la solución de las ecu~ 

ciones de Hartree-Fock.' Esto ha llevado a la introducci'ón de a--

proximaciones para poder calcular este término. En esta sección 

describiremos brevemente algunas de dichas aproximaciones. Trat~ 

mientas más completos sobre este tema pueden encontrarse en las 
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referencias (7}, (8) y (9}. 

Escribiremos las ecuaciones de Hartree-Fock como 

donde 

\ic(P) = 2.1~~t~>)+ lf.(-v)cl\;; 
j J ~V J 

••• (l-24) 

es el potencial coulómbico de repulsión electrónica y 

••• (l-=.:25) 

es el potencial de intercambio. 

Slater10 própone con base en las propiedades de la densidad de 

intercambio, aproximar (l-25) por el promedio 

un sistema que consistía de un gas de electrones libres, en el -

cual 

obteniendo la siguiente expresión para el potencial de intercam-

bio 

Vxs =-!á [ 8~ f(r). J 
'1?> 

• •• (l-27) 

donde solamente se ha tomado en cuenta la parte esféricamente si 

métrica de la densidad electrónica, definida por 

f(cr) = ¡. ~~ <_rr)~¡ \ cr) 
1 
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Gaspar13 y Kohn y ¡)ham14, usando .el método variacional sob:Pe 

el promedio del intercambio de un gas de electrones libres lle--

gana 

••• (l-28) 

Surge así el método x~15 , donde el potencial de intercambio-

es 

••• {1-29) 

donde <X es un parámetro que depende del número atómico y puede -

variar entre o{~·j-(GKS) y OC:=\ (SLATER). Se han propuesto diferen

tes formas de seleccionar este parámetro ~ , algunas empíricas y 

otras con argumentos teóricos, tales como minimizar la energía 

total, satisfacer el teorema virial o aproximarse al resultado -

de Hartree-Fock. De las contribuciones más importantes con res--

pecto a una justificación teórica del parámetro OC, han sido las 

de Gopinathan, Whitehead y Bogdonovic16 y la de Gázquez y Keller17. 
Por ejemplo, estos ultimas autores, utilizando algunas propieda-

des de las matrices de densidad establecen las condiciones a la 

frontera que debe satisfacer la densidad de intercambio, llegan

do a la siguiente expresión 

\+ 2/my. 

(\ + 3/mvY''!; ••• (1-30) 

donde d..y es el parámetro <X. de un ·espín .1 (V ::1,\, ) ymr es el nú

mero de electrones con espín r • y se tiene 

OZ.. = ct1m 1 -+ Dlt-m" 
(Y'I1-\- (Y\"' ••• 1(1-31) 
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Sin embargo, en cálculos moleculares sería deseable no tener 

un parámetro para cada átomo. Esta no universalidad de la param~ 

trización del método X~ se superó con la proposición de Herman, 

Van Dyke y Ortenburger18• Estos autores corrigen la energía total 

estadística, tomando en cuenta la no homogeneidad del intercambio 

y proceden variacionalmente sobre esta energía, encontrando el si 

guiente potencial de intercambio 

••• '(1-32) 

donde 

•• ~(1-33) 

dando lugar al método Xot¡'>. La ventaja del método X o(~ es la uni-

versalidad de los parámetros <X y~ • Los valores de . estos paráme

tros son d;.::Z./3 y ~:O.OQlS'l9, que son los valores utilizados en 

los cálculos del presente trabajo. 

1.3 DENSIDAD ELECTRONICA Y Fill~CIONALES DE LA DENSIDAD. 

Ya hemos hablado en la sección anterior de la densidad elec~

trónica, e inclusive la hemos definido. En esta sección haremos 

una recapitulación de este concepto y lo extenderemos al caso 

espín polarizado. 

Dado un conjunto de funciones monoelectrónicas {<R;~ y otro de 

ocupaciones { rn¡1, la densidad electrónica, en el caso· espín res

tringido, esta definida por 

fCrr) = 4. m¡ (f~ (cr)l{>¡ \Cf) 
1 

••• (1-34) 
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Para el caso espín polarizado, la densidad se separa en sus 

dos componentes de espín 

••• (l-35) 

donde 

I }1 cr· ~ . -
(Y\. • \D') ~·liT)) ~ = 1,\. 

• 1 1 1 
.. e (l-36) 

\ 

En los cálculos atómicos y moleculares que utilizan aproxima-

ciones estadísticas como las mencionadas anteriormente, se busca 

algún funcional de esta densidad electrónica, tal que se obtenga 

la energia basal del sistema. Esta incesante búsqueda está justl 
20 

ficada por el Teorema de Hohenberg y Kohn • 

El Teorema de Hohenberg y Kohn precisamente establece la exis 

tencia y unicidad de este funcional de la densidad el~ctrónica. 

Hasta la fecha, la forma exacta de este funcional no se ha en 

contrado. Se han sugerido diversas aproximaciones al mismo, en -

las cuales es mecesario modelar la forma del funcional de la e--

nergía cinética y del intercambio. No entraremos en más detalle 

en esta discusión, pues pertenece a otro tema, sencillamente nos 

limitaremos a presentar el funcional que se emplea generalmente 

en los cáJ.culos de átomos y moléculas. en donde se utilizan las 

técnicas de dispersión múltiple. Este es 
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+ t 2_. J f~cr) Ux~ (rr)crtrr + -tI. ~r~.. 'Lf!. 
r:'\,\. · olí"f:> R~ 

donde el primer término corresponde a la energia cinética, el --

segundo es la energia potencial de atracción entre n~cleos y e-

lectrones, el tercero es la energia de repulsión electrónica, el 

cuarto término es la energia de intercambio y correlación7 ' 9 y -

el último es la contribución a la energia por la repulsión nu---

olear. 

Para encontrar el estado basal de este sistema, al igual que 

como se hizo en Hartree-Fock, se procede variacionalmente sobre 

este funcional, de manera que su valor se minimize• Al llevar a 

cabo este procedimiento se llega a las siguientes ecuaciones 

••• (l-38) 

en donde se ha definido un potencial efectivo 

••• (l-39) 

Estas ecuaciones, al igual que las de Hartree-Fock, son un co~ 

junto de ecuaciones integrodiferenciales acopladas y el procedí-

miento para su resolución es también de campo autoconsistente, 

como se describió anteriormente. 
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~n el siguiente capitulo presentaremos las aproximaciones 

que deben hacerse para resolver estas ecuaciones usando el forma 

lismo de dispersi6n múltiple. 



Capítulo .2 



CAPITULO 2 

LA APROXIMA.CION 11 MUFFIN-TIN11 Y EL METODO DE DISPERSION MULTIPLE. 

En la primera sección de este capitulo se presentan las apro

ximaciones que deben llevarse a cabo sobre el potencial obtenido 

en la última sección del capitulo anterior con el objeto de obt~ 

ner un conjunto de ecuaciones que acepten una solución simple u

tilizando alguna técnica disponible. De esta manera, veremos có

mo es que surge la partición del espacio en diferentes zonas pa-

ra el caso más sencillo, llamada aproximación "muffin-tin" o de 

esferas tangen_tes y cuáles son las ecuaciones por resolver en .. -

esta aproximación. En la segunda sección se presenta.la resolu--

. ci6n detallada de estas ecuaciones mediánte el formalismo de di~ 

persi6n múltiple. Básicamente en este desarrollo se han seguido 

los trabajos de Weinberger y Schwarz21 y Johnson22 • Finalmente,

en la última secci6n de este capitulo se habla brevemente del -

problema que provoca la inclusión de los términos no esférica-

mente simétricos en el desarrollo del potencial con respecto a -

cada dispersor. 

2.1 LA APROXII\'IACION "MUFFIN-TIN". 

En el capitulo anterior llegamos a unas ecuaciones monoe.lec-

trónicas de pseudo valor propio (l-38}·en las cuales se ha elim1. 

nado el carácter no local del-.término del intercambio a p~rtir -· 

de diferentes aproximaciones de naturaleza estadistica. Johnson22 ' 

23, 24, 25, en parcial colaboración con Smith26 , aplic6 el forma-

lismo de dispersión múltiple, ampliamente conocido en Fisica de 
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Estado S6lido, al problema de encontrar los estados ligados de 

una molécula o un cúmulo de átomos, a partir de una sugerencia 

de Eyges27. De esta.manera surgi6 el método de dispersi6n mÚlti

ple X~ 6 X~~ según la aproximaci6n al intercambio. 

En la aproximación llamada "mu:ffin-tin" o de esferas tangen-

tes, el potencial definido por (1-39) se reemplaza por un conj~ 

to de potenci~les individuales, no traslapantes y esféricamente 

simétricos, \/'(f¡),.alrededor de cada centro atómico o dispersor. 

La naturaleza de largo alcance del potencial Vtcr) se puede simu-

lar rodeando al cúmulo con una esfera exterior que tratará de re 

producir el medio externo. Para todos los demás valores del vec

tor cr , el potencial se tomará como constante, \1¡~.~1-, y por lo g!:_ 

neral se tratará del promedio volumétrico del potencial \/~~n es 

ta zona. 

De esta manera, se·han definido tres zonas que dividen el es

pacio, a saber (véase Fig. 1): 

FIGURA l. 
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I. REGIONES ATOMICAS (dispersores). de esferas no traslapan-

tes de radios b¡; 

II. REGION INTERSTICIAL (interat6mica 6 interesferas): es el 

espacio restante entre todas las esferas atómicas y la -

esfera exterior; 

III. REGION EXTRAMOLECULAR (¡exterior): es el espacio fuera

de la esfera exterior de radio 60 • 

De acuerdo con las consideraciones arriba mencionadas, tene--

mos al potencial definido por zonas de acuerdo con el siguiente 

esquema: 

¡ v'<lcrd) ú. \Cf¡\{.~b¡ j i.::. \)'l.) ... , N 

VCcr) = V
0

{ \U"o\) SA liTo\> bo 
-
V en cualquier otro caso 

En este caso la aproximación "muffin-tin" consiste en haber -

tomado el promedio esférico alrededor de cada centro~ Una forma 

más general de escribir \/(cr)es como una sobreposición de poten--

ciales centrados en cada esfera 

1-hl 

VCrr) =- J: V¡ toJil¡ \m) 
t=o 

donde se han definido funciones escalón unidad 

1 ai tr¡ E. región i 
} 

••• (2-1) 

Jl,liT\)= ... (2-2) 

O J si IT¡ 1:- región i 

donde hemos tomado N;l como la región intersticial. 

El potencial centrado en cada esfera atómica se puede desa---

rrollar en series de esféricos armónicos (ver Apéndice 1) de la 
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siguiente manera: 

. 
V(IT¡)::: I \( ( 'f¡) Yt- (U;) 

L 

••• (2-3) 

y estaremos dentro de la aproximación 11 muffin-tin" si solamente 

tomamos el primer t~rmino, (o,o), o sea el t~rmino esféricamente 

simétrico, de esta expansión. 

Con esta definición del potencial por zonas, las ecuaciones -

monoelectr6nicas de Schroedinger a resolver son (en Rydbergs): 

[-V"'-+ vlrn )1? (rr) = [~(IT)') \::O~\, ... ,\J 

donde 

tf E. '\e~ión · 
denota a la esfera exterior, y 

[- w'L + K- ] <r (rr) = o j v: = v- [ 
tr E v-e<J.iÓn ...in1:ev-sticiCLl 

donde por lo regular se toma 

V.=_,~ J V(rr)d. IT 
V\tf\ \t.ll 

2o2 ECUACIONES SECULARES. 

eoo{2-4) 

••• ·(2-5) 

Resolveremos a continuación las ecuaciones monoelectr6nicas -

para un cúmulo como el mostrado en la Fig. ~;Para ello; hacemos. 

una expansión de la función de onda de la ecuación {2-4) ~n esfé 

ricos armónicos . . 
1p (rr):: Le~~ l 'f; ~E) YL (ff¡) 

. L 

o~ "1 ~ b¡ 
••• (2-6) 
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para todas las regiones con potencial esfáricamente simétrico, -

de acuerdo con la descripción de la sección anterior. Esto es p~ 

sible, pues con la definición de potencial esféricamente simétr! 

co hemos reducido el problema a uno de campo central, para el -

cual sabemos que se puede llevar a cabo una separación de varia

bles donde resulta que la solución de la parte angular son prec! 

samente los esféricos armónicos. En la expansión (2-6),C~ son-

los coef~cientes por determinar, Y~(é[¡)so~ los esféricos armóni

cos y R~(~1E) son las soluciones de la ecuación radial de Schroe 

dinger en la región i, correspondiente a un eigenvalor de prueba 

E y momento angular .1 : 

Se requiere de dos condiciones a la frontera para'que la so--

lución de (2-7) sea única. La primera es una condición de regul~ 

ridad para f\~(r¡ 1 t:). Esta-condición a la frontera se puede for

mular de la siguiente manera 

) O< Í <.~t\ .. e {2-8} 

puesto que la ecuación (2-7) se reduce a la ecuación de Euler -

cuandd r,-..o, y sus· soluciones cerca del origen se comportan como r¡! 
~~--thl) 

y '¡ • La segunda condición a la frontera especifica la ampl! -

tud de la función de onda y depende de la solución en intersti--

cial, como se discute inmediatamente. 
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Para la región intersticial donde el potencial es constante, 

se debe resolver la ecuación (2-5), como se mencionó en la sec-

ción anterior. 

Pensando en términos de una descripción del tipo de corrimien 

tos de fase de dj.spersión múl tiple28 , establecemos que la solu-

ción de la ·ecuación (2-5), alrededor de cada dispersor o<i<~Hse 

puede dividir en una onda incidente '"tP.~,(tr) y una onda dispersada . . 
1.P.' ( \T) , de manera que tenemos 

t>IS 

~ (IT) = '\t\~c (IT) + '"ll:\¡1 ~ (o-) o<.\ <N+\ 

L B~i~(l\.'f¡) YLlfr,) E< V 
L 

E> V 
E<V 

L. A~ \y_\\o\Ji) YL\U¡) ; E? V 
l 

••• (2-9) 

8.,. (2-10) 

••• (2-11) 

donde las funciones ·-J/x) y 'L;(x) son las funciones esféricas de 

Bessel y las funciones esféricas de Neumann, respectivamente,)LJ\x) 

k{l) 

es la función modificada esférica de Bessel y ~ (~) es la fun--

ción modificada de Hankel de primer tipo (véase Apéndice 2). To

das ellas son soluciones de la parte radial de (2-5) y en cada -

región cumplen las condiciones a la frontera ya sea de ondas in-

cidentes o dispersadas. 

Para cualquier clispersor O< 1 <»n la onda incidente ~~c. (.r:f) es 

regular cuando se expande alrededor del centro del dispersor, ~

mientras que la correspondiente onda dispersada lt\>~:s(cr) es. irre-
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gular cuando se continúa analiticamente hasta el centro del dis-

persor. 

De acuerdo con la segunda condición a la frontera, mencionada 

arriba, se desea casar continuamente la función de onda y su pr1 

mera derivada, en la frontera de la esfera b¡, con las cantida-

des correspondientes derivadas de (2-9) alrededor de esta esfera. 

Para esta condición es necesario y suficiente igualar las ampli

tudes y la:¡; derivadas logaritmicas evaluadas en t;-= b¡. 

Tomando las derivadas logaritmicas, para unal dada, tenemos 

R·,) ( L E). o."' . J ( b) A' '~i)'( ) 1 o¡) = ~ ~..t K ¡ + ~ K{) Kb¡ > E< V 
R-t ( bi J E) BL ÁJ ( \\. b;) + ~L k..t (K. bi) 

• • ••• (2-12) 

B~ -j~ (Kb;) + A~L~(K.b¡) jf/-V . R~)CbiJE) 
ft(b;J E) B~ ~J {K. 6¡) + P\'L n_l (K b¡) 
Escribimnclo la amplitudr.de la onda incidente en términos de 

A~=-

que pueden escribirse de manera más compacta en términos del 

Wronskiano, definido por 

.... (2-13) 
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con lo que obtenemos 

A~=-

U;, (K..b¡), R\ (b¡)Ej Bi j E< V 
[ ~)(K.b¡),R_t<hJ)] L 

. . 
[ j,f(K.b¡},R~ tb~)E~B¡ . E>V 
[Yl;(\"-b¡)., R~\b;,E)] '") 

que podemos escribir ~omo 

. ' . 
A~= -ti (E) B~ 

••• (2-14) 

••• (2-15) 

• ...l• 
donde se han definido. los elementos de matriz 1:._1 a los cuales se 

les llama "!actores de Dispersi6n", determinados por 

~(E)= 

[i~(Kb;);R~(b¡_~E)] ~ E<\J 'l Í<1¡ CKb¡), ftCb¡, E)] 

[jJ Otb¡ )-' R~ (b¡J E)] j E> \1 
[ h.~(K.b¡)_, R~ ( b¡,t)] 

••• (2-16) 

De esta manera, podemos escribir la función de onda (2-9) como 

~(IT) = 
~ [t~ lE)'i--RU\.'fi)+ ~}CKt) ]X (fi'¡)p;~ 

••• (2-17) 

~ [ t~ (E)' ~--t (K r;) + h.__ttKJ~)J ~Jcr¡)~l. 
Tomando en cuenta la condici6n a la frontera de igttales ampl1 

tudes en el :radio b; de cada esfera. podremos expresar las ampli . ' -
t~des f\~ de la onda (lispersada en términos de los coeí'icientes 

(~ de la expansión (2-6). Es·i;o es, 
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[-tl (Ef'Á_t(\\b:) + k~\1\6¡) ]~L 

[ t1( E)' jiK..b;)-\- 1'\t(K b;)] ~L ••• (2-18) 

Despejando a la amplitud de la onda dispersada~~' llegamos a 

[j_ ,g O\ b¡ \ R.~ ('b¡ J E~ e~ . E< \1 
[J.~ (K_b¡\ ~)(K_b¡)] LJ 

[ ~ CKb¡)J R~U:>i}E)] e·~ j E>\/ 
[ 1~ Ot bJ, h..1 (K b¡)] 

••• (2-19) 

Usando las siguientes identidades entre los Wronskianos de --

los denominadores, 

podemos escribir A'L de la siguiente forma 

A:= Kb~C; . 
f\L 1 L. 

-(\)J-t \ [ jJ (\{ b¡), R~ ( b¡ 1 E)] 

[ -j~ (K.b¡), R_~ ( b¡) E)] 

••• (2-20) 

•• ~(2-21) 

Para la región exterior (t:O) la situación es un poco difere~ 

te que en el caso O<.I'<'I·H, pues ahora la regularidad de la solu-

ción se requiere para y- grande. Esto es 7 

••• (2-22) 
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Esto lleva a que para tener un.a solución en la región inters-

ticial 

'"\l) (IT) :: 'q> o (cr)-\- "±'o \IT) T \t-IC. 1;)\S ••• (2-23) 

la onda incidente será irregular en el origen de la esfera exte

rior y la onda dispersada será regulaR. Esto quiere decir que -
--

los papeles de (2-10} y (2-11) se invierten, 

~ B~ k~) (KXo) YL \tfo) ; C <V 

L B~\\.;l\'lfo) YL\ITo); E>V 
L 

~ ~:.lJ. (~fo) YL (ITo) j E< V 

L ~L ~~ (Kfo) Yd.ITo); [>V 
L 

••• (2-24) 

.... (2-25) 

Siguiendo un tratamiento similar al caso de las esferas ató--

micas, podremos expresar la amplitud de la onda dispersada ~~en 

términos de la amplitud de la onda incidente B~, 

A: = -t; \ E) B ~ .... < 2-26 > 

lk~> (Kbo\ R~ (boJ E)] . E< v 
[_l~ lK be), R; ( bo) E)] ) 

o 
y en términos de la amplitud el, 
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••• (2-28) 

Con el objeto de construir una sola función de onda para to-

do el cúmulo, requerimos que la onda inciden·te correspondiente a· 

cualquier si ti o O< i < W·H, sea igual á. la superposición de las on

das dispersadas, i~cluyendo la de la esfera exterior. O sea 

LA~ ~(E)Á_tlK\i) YL(IT¡) = ¿ (\-á¡j) X 
L J 

" A.i 1 {1) \1 -. "' l. b • ( )V { A. ) \J )(La l! Ky_,(\\fj)¡~(ITj)+ {1f\LÁJ''-\\.'fo /12\ITo 3 E<. 
••• (2-29) 

í; 1\;L~ (EY'J1 (K. t¡) Yl ~rr¡) = i, (. \- ~ij) 't. 
• - J . 

x ~Á~ hj\\.\¡) \'!.!(6) + ~ [\()'- ~~,(KJ';,)yL,(cro)j't.>\1 
Similarmente, la onda incidente par~ 1=0 tiene que cazar con 

las ondas dispersadas de las demás regiones dispersoras O<. i <. \..1-H 

anteriores con respecto a un- solo centro, por ejemplo el i-ésimo, 

para lo cual usaremos las siguientes relaciones entre las coorde 

nadas de los dispersores, según la Figura 2. 

ITj = tf \ - Ift ij -

ffi~j ~ lR.j ~- \R, 
••• (2-31) 
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Demostraremos a continuación la manera como se obtienen las -

ecuaciones con respecto a un solo centro atómico (el i-ásimo), 

para lo cual tomaremos solamente el caso E<V, presentando des--

pués el resultado para el caso ~>V y los dos casos para la re--

gión exterior (Í:C). 

FIGURA 2. 

Tomando el lado derecho de la primera ecuación (2-29) y suba

ti tuyendo las relaciones ( 2-31), tenemo·s 
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donde 

son los llamados números dé Gaunt28s 

Substituyendo estas expansiones, (2-32) queda igual a 

·. J.·t.~' L" \1) ......., 'í: ~L.' { 1.¡'1\ \\- Ó¡~)(-\) ~. CL,I.-' ~.,( ~Ri,¡) ')'\2' ( Ü\¡~)}x 
J • ' • " { ...\4~1 L" X/\~, _A)!(~'(¡) '/L(Cí¡) + ~1..' ~'\\(;- \) ~~~e L,L> ')(. 

x.i..-t"lKR¡0 )yL .. (@'¡o) }1\~..Á.;¡(K'f'¡)'/z..(fr¡) = 
=¡L. <.iLjL' At.Á.JtlK~¡ )'/L(cr;) +L. s~oL' j\~j._.klK 'f¡) 'lt (.fr,) 

J L,L! } L.,L' 

donde se han de:finido los "propagadores" 

G \j - ro-:- J-'ri L" (.J) 'J ......_ 
:tLL'- L\ \\ U-¿;iS)~-\) ~;,CL>L' k..ll"(KR¡~) 7l2'lli\¡~) 
s~OL! = ~ 1\ (.-\)~\-~ L c~'l! j~,, ( \'\ R\oJ \IL11 ( ff\to) 

¡¿r , 

Siguiendo un tratamiento similar para los otros casos 9 pode--

mos escribir las ecuaciones (2-29) y (2-30) en términos de ondas 

incidentes a un solo sitio y de los "propagadores". Los resulta-

dos son: 

L. ~~ -t~ ( t.)'i...t lK'f¡) Y~.. (cr,) = "t "L 1\~. G~j"-' x 
L (-ir) J L.JL! u.(2-33) 

x).JlKf¡)YL(fr¡) + I f\~ s~~ . .Á,~\K'f;)'lt(éf;) ~ E<" 
C:tt) L,L' . (j.\1) . lE'>V) 
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Igualando los coeficientes de las ecuaciones (2~33) y (2-34) 9 

tenemos el siguiente conjunto de ecuaciones para E<V, ·así como 

para E>v, 

A; J ; -, "" " j r ij . "" "Q s' o 
L L_Q lE) = L. "L' 'qLL1 T L. f\L' L L' 

j,L' L' ••• (2-37) 

A() .l o ( ' ' - "" A.i e o j 
L \..-' E J - L l' ::Ju .. ~ 

j,L' 
que pueden escribirse en forma de ecuaciones lineales homogéneas . 

las cuales constituyen las ecuaciones seculares del método de 

dispersión múltiple 

~ ~ [1-'(E) ]~je A~. 

L. 'L s:~, 1\:, ~ sL~ [-t;\ES'JA~=o 
.i L' ._ 

·• •• (2-38} 
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donde hemos definido los elementos de matriz 

••• (2-39) 

Este sistema de ecuaciones (2-38) determina las amplitudes A~ 

y A.: de las ondas dispersadas y por lo tanto las amplitudes de 

las ondas incidentes (2-15) y (2-26) as! como los coeficientes 

e~, a través de las ecuaciones (2-21) y (2-28), de la expansión 

(2-6). 

El sistema de ecuaciones homogéneas (2-38) tiene soluciones 

no triviales si y sólo si el determinante de la matriz 

Soj 
LL' 

l J 
LL' SIO 

LL' 

es cero. Pero, como se puede ver en las ecuaciones para los fac-

t ; ) ri~ c-'•.i tores de dispersión ~\t y de los propagadores q~~ y ~L~' el de-

terminante de la matriz (2-40) depende de la energia. De esta m~ 

nera~ es necesario evaluar explícitamente este determinante como 

una función de la energia E, y encontrar los ceros de esta fun--

ci6n. 

Asi, las energias de los orbitales moleculares corresponden a 

aquellos valores de E para los cuales existen soluciones no tri-

viales de (2-38). 

Finalmente, la forma de la'matriz (2-40) se puede simplificar 

enormemente si se introducen los conceptos de la teoria de gru-

pos aplicados a la simetria molecular. 
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2. 3 TERli'IINOS DE ORDEN SUPERIOR. 

Investigaremos en esta sección el significado de los términos 

no esféricamente simétricos de la expansión 

Vcrr\)~ 2: V~-.(r¡)YLlfl¡) 
L 

Usando esta expansión podemos escribir la ecuación de Schroe-

dinger en el interior de un dispersor i como 

~ [- ..L.d... y-'l...cJ.: + lL~ +1) -E + 
0 Y:' clr o..r r'L L 

+ ~ v~..: ( r) yL,(fr) ] R; (r-) E) YL (cr) =-o 
fllul tiplicand~ por YJ:' (.éf)e integrando sobre los 

~ •• (2-41) 

ángulos tene-

__ .fcf-tt) _ r] R; (rE)= rL ~ Ju 1 

. mos 
[

j_cl ic:l 
- r"l. c::lr r 'd.r + 

~oe(2-42} 

y de acuerdo con la relación de los números de Gaunt 

podemos excluir el término L"-(o,o) en el lado derecho de (2-42) 

y obtenemos 

[ - l .fl r~ __¿_ + J' '.r· + t) + v: _ E J o; , " t.)=-rt. o. 'f ot r r~ o o rt_i'' ' 1 

. . . . . . ••• (2-43). 

=- L. 2: el!~,. v~ ( ') R.:~ ("~E) 
t:~o L 

Comparando este resultado con la ecuación radial de Schroedi~ 

ger obtenida tomando sólo la parte esféricamente simétr:i;ca de la 

expansión del potencial, empleada en la sección anterior, ·obser

vamos que la inclusión de términos de orden superior de la exp~ 
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si6n trae como consecuencia la aparici6n de un término de in---

homogeneidad, lo que conduce a un sistema de ecuaciones diferen

ciales acopladas, mucho más dificiles de resolver que las de la 

secci6n anterior. Una discusi6n detallada de la soluci6n de este 

problema puede verse en las referencias 29 y 30. 
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CAPI2ULO 3 

DIFERENTES PARTICIONES DEL ESPACIO. 

En este capitulo se amplía el concepto de partición del espa

cio, en su primera sección se trata la forma de realizar una p~ 

tición general del espacio. En seguida se estudia la manera en -

que puede desarrollarse la densidad electrónica de un cúmulo de 

átomos en términos de su componente esférica y no esférica, tra

tándose también el concepto de promedio esférico de una función 

arbitraria. En la segunda sección, se deseribe con mayor detalle 

la forma que toma el potencial efectivo en la aproximación·llam~ 

da "muffin-tin", para la cual se resolvieron las ecuaciones mon2. 

·electrónieas usando el formalismo de dispersión múltiple. Final

mente se habla de una nueva partición del espacio llamada "celu-

lar". 

3.1 PROMEDIO ESFERICO DE LA DENSIDAD. 

Antes de entrar en el tema central de esta sección, describi

remos la manera en que puede llevarse a cabo una partición cual

quiera del espacio. Este procedimiento consiste en lo siguiente: 

a) Las regiones atómicas se construyen rodeando a cada nú--

cleo atómico de una superficie cóncava_cerrada, tal que el alCEJ:!! 

ce de ésta nunca exceda a la distancia del núcleo más próximo. 

De acuerdo con la nomenclatura del capitulo anterior, estas re-

giones atómicas se denotan por los índices i=l,2, ••• ,N. 
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-b) Todas las regiones at6micas se rodean por una superficie 

que puede estar perforada, de manera que pueden spbresalir algu

na o algunas de las regiones at6micase' A la regi6n externa a es-

ta superficie, ilimitada al infinito y limitada por dicha super

ficie perforada y las porciones salientes de laa regiones at6mi

cas, se le llama regi6n exterior y se utiliza el subindice O pa

ra denotar cantidades dentro de esta regi6n. 

e) A la regi6n complementaria del espacio se le llama regi6n 

intersticial, interat6mica o interesferas. Esta regi6n está lim! 

tada por la superficie externa descrita en el inciso anterior y 

por las porciones de las regiones at6micas que esta engloba. Pa

ra la denotaci6n de esta región se usarán los subindices INT o-

Para una partición del espacio cualquiera, la densidad elec-

tr6nica para un cúmulo de N átomos puede escribirse como 

••• {3-1) 

donde 
••• (3-2) 

La ecuaci6n anterior define la densidad electr6nica para·una 

regi6n i del espacio, la cual puede des.arro;Llarse en -esféricos 

arm6nicos 

L =-{ ~ ,~j ... (3-J) 
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donde los coeficientes de esta expansión están dados por 

••• (3-4) 

(1 
Si desarrollamos las funciones f¡ {Cf¡) y .ll.¡ (d'¡), 

P/ccr¡) = ~ f~~(f¡) Yl) (fr¡) 
L! 

••• (3-5)-

••• (3-6) 

y substituimos estos desarrollos en la ecuación (3-2) tenemos 
nl" -v o i~ i v .-.. y ,. n Crr{~= ¡___. JLl (r¡)JLL .. (r¡) ,L.(rr¡) L"(rr¡) .... (3-7) 

L',L" 
y ahora substituyendo esta última expresión en la ecuación -----

(3-4), llegamos a 

••• (3-8) 

- L-aonde CL'L" son los números de Gaunt definidos en el capitulo -

anterior. 

De esta manera el desarrollo de la densidad electrónica en -

cada región i es 
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Separando el primer término, L=(o,o1 de esta expansión, tene-

m os 

" "" .oi~ (\; eL \f ...... +. L L )L' \ 'f¡)_! LL" \ \¡) L' L'' L \t.f¡) 
LiO ~. L" 

••• (3-10) 

Debido a la siguiente propiedad de los números de Gaunt, 

(3-10) se puede escribir como 

A continuación demostraremos que el primer término de esta ex . r ~ 

pansión corresponde al promedio esférico del producto ~~tr¡)Il..¡ttr¡). 

Para ello entraremos en un breve paréntesis matemáticoa 

Sea flcr)una función de ~ .... ffi.; el promedio esférico, 1{~), de 

esta función esta definido por 

f \n ~ S ff~~ctfr = '1~ S t trr)cl-fr ••• {3-12) 

Desarrollando -\(Cf) en esféricos armónicos, tenemos 

••• (3-13) 
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:Multiplicando ambos lados de esta desarrollo por Yo o (cr) e 

integrando sobre los ángulos, nos queda 

finalmente multiplicando por 'fGo(cr), llegamos a 

De esta manera hemos demostrado que el promedio esférico de ~ 

la función es igual al primer término de su desarrollo en esféri 

cos armónicos. 

Estudiaremos a continuación el promedio esférico de un produc 
r -

to de funciones, como f¡ ( [f¡ )_{)_; (tr¡). De acuerdo con la defini---

ción de promedio esférico tenemos 

•• ~ (J-15) 

Substituyendo las expansiones (J-5) y (J-6) en esta última---

ecuación, obtenemos 
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(o Jl) ~ ( 'f¡) = Ll~\-\ L.. f~ ( r¡)SL¡L" ( \;) \ 'IL1 (IT¡) YL" ( fr¡) d_fr¡ 
J ' .""~ e~· . J 

1 . 

- ~ - \ \:' p it' (\ ; ( ) ( p Jl_}¡ ( '(¡)- ~\\\ Le ) L ( \¡)_1 L L \.'("¡ • • .{3-16) 

comparando este resultado con la ecuación (3-11), vemos que -

el primer término de la expansión en esféricos armónicos de la -

densidad electrónica de la región i no es más que el promedio e~ 

férico del producto rt(tr¡)Jl¡(ITí). De esta manera podemos escri-

bir 

donde hemos definido 

Substituyendo la expresión (3-17) en la definición de la den

sidad electrónica total del cúmulo (para un espin), dada en la

ecuación (3-1}, obtendremos 

~ IH 1 __ y\ 1-l-t\ '(1 
f (cr)= ¡ ( ~SL\ (t'¡} + 'L (~~Jl\ (lf¡) 

¡::o \=-o 
~--(3-19) 

La primera suma de esta ecuación es la contribución a la den

sidad total de las partes esféricamente simétricas de las densi

dades electrónicas de cada región, mientras que la segunda suma

toria es la contribución de las partes no esféricamente simétri-

cas de estas densidades. 



40 -

Hay que hacer notar que substituyendo la ecuación (3-19) en -

la d.efinición del potencial efectivo (1-39), solamente se ha re~ 

. lizado la aproximación del intercambio. La aproximación corres-

pondiente a la partición del espacio, aparecerá en cuanto se to

me exclusivamente la parte esféricamente simétrica de las densi

dades en las regiones atómicas y exterior, y el promedio volumé-

trico en la región intersticial. 

3.2 LA PARTICION 11TviUFFIN-TIN11 • 

Como hemos mencionado en diversas ocasiones, en la aproxima--

ción llamada "muffin-tin", la partición del espacio se lleva a-

.cabo utilizando esferas tangentes, como se muestra en la Figura 3 

para el caso sencillo de una molécula diatómica heteronuclear. 

FIGURA S. Partici6n "Muffin-tin". 
Mol~cula diat6mica heteronuclear 
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Para el caso general de una partici·ón "muffin-tin" 7 denotare

mos por bi(i=l,2, •• ,N) a los radios de las esferas atómicas y b
0 

al radio de la esfera exterior. 

En una partición "muffin-ti:p", las funciones escalón unidad -

son 

fl.. ([f.)-:: {~ 
\""¡ <'o¡ 

1 1 
'("¡ >b¡ 

••• (3-20) 

lLo OTo):: e YO< Oo 

'fO > bo 
En este caso, estas funciones son esféricamente simétricas, -

esto es 

(\ , \ r n ( el'"' ::: ..n i <.. n 1 r .\ A ~L¡, r;) ~'-\'TI j ¡ IT¡) IT¡ .l..! 'TI J ~ IT¡ 

de donde 

••• (3-21) 

y como se demostró en la sección anterior, 

La densidad electrónica en las regiones atómicas y exterior -

(i=O,l, •• ,N), se aproxima por su parte esféricamente simétrica. 

Esto es, de la ecuación (J-17) tomaremos solamente el primer tér 

mino 

••• (3-23} 

Utilizando la ecuación (3-16) para el promedio esférico de un 

producto de funciones, y recordando que Jl\(rr) es esféricamente 
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simétrica, tenemos 

••• (3-24) 

Y de acuerdo con 

se reduce a 

( f Jl.) ~ u·n ~ ~ \r ~ f; ~ ( \¡) -fffi SL, ( r¡) 
_- r -~ 

(f-.O..) i ( 'f'¡) = P¡ (\¡)_fL¡ ( '(\) ••• (3-25) 

y_eti.bstituyendo este resultado en (3-23), 

P.~( tf.) ll.. (xr: ) ~ 
} 1 ' 1 1 ••• ( 3-26) 

Para la región intersticial, tomaremos el promedio volumétri

co de la densidad y el potencial: 

••• (3-27) 

••• (3-28) 

La densidad electrónica de .un espin para' un cúmulo de N áto--

mos puede escribirse 
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Substituyendo (3-26) y (3-27) en esta Última ecuación, obten~ 

mos la densidad electrónica aproxiniada :para ia partición "muffin-' 

tin" 

siendo ~~~~)una función escalón unidad que tiene el valor de -

1 en la región intersticial y cero en su complemento. 

El siguiente paso consiste en substituir esta densidad electró 

nica aproximada en la expresión para el potencial efectivo·que

se definió en (1-39). Para llegar a expresiones finales del :po--

tencial el proceso resulta bastante largo, por lo que en el pre

sente trabajo nos limitaremos a escribir los resultados finales, 

remitiendo al lector a la referencia 31 para su deducción. Estos 

resultados, separándolos por regiones son: 

i) Si d'0 (;región e~terior, 

V t\T('fo )='¿.o Lt \Q¡- rz..,) +Qit.JT-+Q()l'fo~-+ 
'"'' 

00 

+ 2 r Lf(T\~ fo ( 'f~) d_ '(;,) + 
y;, 

donde se han definido las siguientes cantidades: 

.. e(J-32) 

y representa la carga dentro de la i-ésima esfera atómica; 

••• U-33) 



- 44 -

es la carga dentro de la zona intersticial; 

••• (3-34} 

es la carga en una región como la señalada en la Figura 4. 

FIGURA 4. La zona rayada repr_! 

senta una cáscara esférica de 

espesor (r
0
-b

0
}, sobre la cual 

se realiza la integral (3-34}. 

ii) Si rf¡ E i-ásima región atómica, 

+ ~--0-35) 

donde 
••• (3-36) 

es la carga dentro de una esfera de radio ri( bi; 
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iii) Finalmente, para la región intersticial se obtiene el ~ 

siguiente potencial constante 

3-3 LA PARTICION CELULAR~0,32 

Esta partición del espacio se realiza utilizando esferas t~ 

cadas como se muestra en la siguiente figura para el caso parti-

cular de una molácula triat6mica: 

FIGURA 5o' Partición "Celu
iar11 (.o esferas -truncadas) o 1 

-

Molácula triatd
mica_; 
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Al igual que en la partición 11 muffin-tin", la densidad y el -

potencial en la región intersticial se toman como constantes e -

iguales a sus promedios volumétricos. En las regiones atómicas y 

exterior, se aproxima la densidad electrónica tomando únicamente 
,, 

su parte esféricamente simétrica. Esto es, de (3-17) tomamos el 

primer término y tenemos 

••• (3-38) 

Para el lado derecho de esta ecuación tenemos 

••• (3-39) 

y usando 

obtenemos 

••• (3-40) 

Substituyendo este resultado en la expresión de la densidad -

electrónica de un espin ~ 



- 47-

llegamos a la expresión para la densidad electrónica en la apro-

ximación 11 celular 11 : 

~ - ~ ~-y\ - . -"' fcn (a) ~ fe¡; L ( 'f") =-_¿ fi l 'f¡)Jl.¡ ('f¡) + ft~, ..... Cl.,t.l,(.cr) ••• ( 3-41) 
\=o 

Examinamos a continuación la forma que toman las fttnciones es 

calón unidad il¡{cr;), asi como la de sus promedios esféricos 

ll¡('f¡). Estas funciones estan dafinidas por 

t 
~¡ r.:fE 'te~iórn o:\o

1
r-M.\c.a.. 

il¡(U')= o 
s\ r:sf_ '(e~iÓlYl a:\óNn i e o-. 1 

oee(3-42) 

{~ 
5Í trE re~\om extel'\o'f 

il 0 (U)= 
Q.x.-\ e_'""·, o'{ si rrct. • 1 

"{"e.~ lOM 

••• (3-43) 

f 
~\ ITE. re<a"'óM \N.-\121' ::;\-: <:. \o...Q 

SL,\J1(IT)= o 
s·, tf ~ re~i6M v·.-.te'f~-\¡ ci o..~ 

••• (3-44) 

Para el caso de una molécula triatómica, estas funciones tie

nen la forma mostrada en la Figura 6. (Ver hoja 48) 

Otra forma de escribir estas funciones es utilizando las fun-

ciones de Heaviside definidas por 

X(O ••• (3-45) 

;<.)O 

Para la esfera i que tiene un corte con otra esfera j, como -
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FIGURA 6. Funciones escal6n unidad de las diferentes regiones dé[ 
espacio en una :partici6n "celular" para una molécula triat6mica.' 

En las zonas rayadas verticales la funci6n vale uno y en las h~ 
rizontales cero. 

/ 
/ 

e--. 
/ 

fl . 
~ 

1 

' 
'\. 

""-.. 

""" 
EXT~t\\01\ 

\WT " ~ -~ 
"\ 

' 1 
/ 

'- / --¡ 
/ 

/ 

a) Funci6n escal6n 
unidad del átomo 
i-ésimo. 

b) Funci6n escalón 
unidad de la re
gión exterior. 

e) Función escal6n 
~tnidad de la re
gi6n intersti--
cial. 
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se muestra en la Figura 7, la función ·escalón unidad esta dada-

por 

donde e¡ está definida según se muestra en la Figura 8. Esta ecu~. 

ción es válida para un solo corte y no toma·en cuenta la sobrep~ 

sición de tres o más esferas. Tomando el promedio esférico de es 

ta función se obtiene 

PIGURA 1. Parámetros para de
terminar la función escalón -
unidad de una esfera i que -
tiene un corte con otra esfe
ra j. 

FIGURA 8. Detalle de una 

esfera i que tiene un co~ 

te con otra esfera. 
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Consideremos ahora una esfera que sobresale de la esfera ex--

terior como se muestra en la figura 9. En esta figura se ha defi 

nido el eje z como la linea que une los centros de la esfera ex

terior y la i-ésima esfera atómica. En este caso la función esca 

lón unidad para la esfera exterior es 

Jl o ( 'f o 1 e o) -= u__ ( 'fo - l ¡ - bí) * U. Ci:.. ¡ +'o-,- ro)><. 
- 1 .... z. ::i .-z.. \ • 'Z. ••• ( 3-48) 

~U..('fo-bo)U..(ao-~ ' 0 *"·-l:l•) 
2, \o~¡ 

FIGURA 9. Parámetros para determinar la 
funci6n escal6n unidad de una esfera i 

que sobresale de la esfera exterior. 
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Finalmente, en el procedimiento de obtención de la expresión 

del potencial de esferas truncadas aparecen otras dos funciones 

de corte, a saber 

(\ ' ( >r ) -~C v-:...J¡C...,:.-t:-:=R~o"""'i )=-L._-_x:-=o-"l. 
J. L ¡ 'f'"o ¡ 1 i -=-

~ R.c" \; ••• (3-50) 

t¡ti.e representa la fracción de área d.e una esfera de radio r i 

que sobrepasa a la esfera de radio r
0

, (véase Fig.lOa), y 

r; t.- ( f~- R '.i )z. 

LJ RiJ \¡ ••• (3-51) 

que es la fracción de área de una esfera de radio rj que sobrep~ 

sala esfera de radio ri(Fig.lOb). 

FIGURA lOa. La zona rayada repre

senta el área de una esfera de ra 

dio ri que sobrepasa a una esfera 
de radio r

0
• 

·-z 

FIGURA lOb. La zona raya
da representa el área de 

una esfera de radio rj que 
sobrepasa a la esfera de 

radio ri 
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De esta manera, substituyendo la densidad electrónica aproxi

mada para el caso de una partición "celular" en la expresión del 

potencial efectivo, se obtiene el potencial "celular" cuyas ex

presiones finales se pueden encontrar en la referencia 31. 

La aparición de nuevas descripciones del potencial como la· -~ 

"celular" presentada anteri~rmente, tienen por objeto superar 

las limitaciones de la aproximación "muffin-tin" o esferas tan

gentes. 

Además de esta aproximación de esferas truncadas o "celular", 

existen otras aproximaciones. Una revisión detallada de las di-

ferentes aproximaciones que se han pres~ntado hasta la fecha pu~ 

·de encontrarse en la ref~rencia 33~ 
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CAPITULO 4 

DISTEIBUCION DE CARGAS. 

4.1 ANTECEDENTES. 

En los Últimos año~, a partir de las proposiciones de Slater 

y Johnson, que dieron origen al método de dispersión múltiple X~ 

(o con la proposición de Herman,et.al., al Xolf>), y de las cuales 

hemos hablado en los capitulas ·anteriores, se han realizado gran 

cantidad de cálculos para una inmensa variedad de moléculas. Si 

se revisa la mayoria de los cálculos, se podrá observar que és-

tos dedican su mayor esfuerzo a la determinación de los niveles 

de energia monoelectrónicos, los cuales a su vez dan la pauta P.§: 

rala interpretación de espectros visibles, ultravioletas y fot~ 

electrónicos. Poco existe reportado en la literatura que trabaje 

con la función de onda que se obtiene en estos cálculos. En caso 

de encontrar alguna utilización, esta se limita a gráficas del -

contorno electrónico de los orbitales moleculares más significa-

tivos. El problema principal de tratar con la función de onda --

que se calcula mediante este formalismo en la obtención de infor 

mación relevante para el estudio en particular, es qu~ esta se -

encuentra definida como sumas de contribuciones de regiones aje-

nas del espacio siendo dos de estas regiones la exterior y la i~ 

tersticial, las cuales no se pueden asignar.directamente a nin-

gún átomo, como se demostró en el capitulo 2. 

Por otro lado, el asignar cargas a los átomos en una molécula 

proporciona información muy útil al quimico. Esta idea fué pro--
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puesta por Mulliken34 en 1955 para cálculos del tipo LCAO. 

Esta manera de realizar una distribución de cargas se ha con-

vertido en rutina habitual en cálculos que usen los procedimien

tos de LCAO-MO. Este método de análisis depende de la selección 

del conjunto base. Esto es, diferentes conjuntos base dan dife-

rentes distribuciones de carga35,36 • Para superar esta dependen

cia, Davidson37 , Politzer38 y otros autores39, 40,4l han propues-

to definiciones que'sean indenendientes de la base seleccionada. 

Desgraciadamente estos métodos de análisis no son de uso comúno 

En el método de dispersión múltiple, el problema de la depen-

dencia en un análisis de distribución de cargas no es con respe~ 

to a la selección de tina base, sino a la selección de un conjun-

to de radios. Existen varios trabajos reportados en la literatu

ra que proponen diversas maneras de realizar una distribución de 

cargas atómicas en moléculas calculados por el esquema de dispeE 

si6n múltiple. Describimos a cont_inuación algunas de éstas, con 

el objetivo de mostrar sus limitaciones. De hecho, la primera -

proposición de distribuir las cargas intersticial y exterior fué 

de Johnson22 • Este autor, estudiando el anión ~~o¡ distribuye la 

carga intersticial por igual a cada átomo, mientras que la car-

ga en la región exterior la distribuye solamente entre los áto--

mas de oxigeno. El mismo autor menciona que esta manera de dis--

·i;ribuir las cargas es muy cruda. Siguiendo esta simple proposi-

ción de Johnson, Rtlsch, et. al. 42 •43, calculando los hexafluoru-

ros de los elementos del grupo VI, éonsiderru1 que no hay ningun 
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problema en la asignación de la carga de la región exterior, ya 

que toda ella proviene de los ligantes. Sin embargo, reconocen -

que la asignación de la carga de la región intersticial no es -

tan evidente. Esta aproximación puede resultar suficientemente~ 

ceptable en el caso de sistemas que tengan geometrias como la de 

los hexafluoruros o el rmao¡. En base a lo anterior, estos auto-

res distribuyen igualmente la carga intersticial entre todos los 

átomos y la de la región exterior exclusivamente entre los lig~ 

tes. 

Posteriormente, Case y Karplus44 proponen repartir la carga 

intersticial entre todos los átomos dependiendo del área de la 

esfera de cada átomo en contacto con la región interst.icial y de 

la densidad electrónica su-perfieial :oara cada valor de-'º'. Para -

cada átomo r' con radio b(l' la fracción correspondiente de carga 

intersticial, qi~T' para una dada 1 es 

••• ( 4-l) 

donde 

••• (4-2) 

y 

••• (4-3) 

el cual es un factor geométrico que representa la reducción frac 

cional del área de la esfera ~ debido al traslape con un vecino 

C(. 
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Utilizando estas fórmulas, Case y Karplus extienden la fun--

ción de onda atómica m~s allá del radio de la esfera, usando f~ 

ciones esféricas de Bessel y utilizan estos resultados para cal

cular propiedades monoelectrónicas. 

Finalmente, Larsson45 basado en la definición de número de o

cupación de Davidson46 , propone otro método para analizar las 

cargas atómicas. El problema que presenta la proposición de Lar-

sson es que la distribución de cargas que se obtienen resulta de 

pendiente de la selección de un orbital de referencia. 

4.2 DISTRIBUCION DE LAS CARGAS IWfERSTICIAL Y EXTERIOR. 

En esta sección presentamos una nueva proposición para distri 

buir las cargas intersticial y exterior en cada centro atómico. 

Supongamos que una densidad electrónica efectiva esféricamen

te simétrica para cada átomo y cada componente l de momento an~ 

lar se puede extender más allá del radio de su esfera usando una 

función cola T~, como 

••• (4-4) 

Esta extensión se lleva a cabo para cada estado de un dado -

espín, lo cual introduce dos índices adicionales los cuales ign~ 

raremos en el siguiente desarrollo, por claridad. 

La constante A se determina casando a la densidad autoconsis

tente dentro de la esfera r con la extensión (4-4), o sea, eva--

luando (4-4) en tenemos 

••• (4-5) 
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::,c.. 

siendo f;,f?> (\,~la densidad electrónica autoconsisten·te superfi---

cial de un átomo de una dada .J . 
La extensión (4-5) de la densidad del átomo 0 puede ahora in

tegrarse dentro de las regiones inters~icial y exterior. De ésta 

manera tenemos 

ooe(4-6) 

y 

••• (4-7) 

donde ll,,n ( cr¡>) y 1l0l~) son funciones escalón unidad definidas 

en el capitulo anterior. Podemos tomar el promedio esférico de -

...0.,.,, (.¡:¡-~) y llo (Cf{}) y substituirlo, sin aproximación, en las inte

grales (4-6) y (4-7) respec-tivamente. El promedio esférico de -

..0.,"' (.i:::fp.) esta. dado por 

N 

Jl,~, ( f'fl>):::: \- Cl{~o -fp.,ot ( 'r ') ••• (4-8) 

donde 

f(!>~ ( ~) = ll ( b(l- ~) 
.. ~(4-10-) 

y para o{f~, con o1. >e 

fr->c-. ( 10):::. lJ,_ L ~- <.f\~~- ~)]X •••. (4-11) 

')(u..[( R. -\- 6 )-"'] u..(t -b )r 6~- (rr..- R~ ... )'-] 
r-.01.. ol r-- f> ~ l t¡r~ R~ . 
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••• (4-12) 

El factor -O..,u¡es una generalización del utilizado por Case y 

Karplus pues representa, para un dado radio ( 'f"~ '> hr-,), la frac<+

ción de área dentro de la región intersticial. Puede verse que -

( 4-11) se reduce a _( 4-3) si se evalúa para 'f(!.""" 'op.. 
Reempla&ando ( 4-5) y .11,111 por su promedio esférico en- ( 4-6}, 

se tiene 

QIIJI 

~~f' 

y similarmente para la región exterior. 

••• (4-13) 

se. 
\'ól(r - .l..j'\T P..r,¡; ( b~)- \ -. -,- z. < . > 

Q~,~~- "'G(bf->) J .0..()(,~') ,~('rYr0 cl'rr ... 4-14 

Una vez obtenidas Q~~; y Q;; para todos los átomos, en neces!!: 

río renormalizar para distribuir las cargas intersticial y exte-

rior, esto es 

IMT 
••• (4-15) 

flq;,~T =[1 i~:<r 1 ~EXT ••• (4-16) 
.J> .... ~,(1-.. 

finalmente, la carga efectiva del átomo (3 para cada! puede calcE; 

larse sumando estas fracciones a la carga autoconsistente de la 

esfera r· 
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••• (4-17) 

Puede verse que las fórmulas (4-1) y (4-2) de Case_y Karplus 

se pueden obtener a partir de (4-13) si se introduce en la inte- · 

gral una función delta de Dirac, fC'\11- ~). Esto es, la carga se 

distribuye dependie~do solamente de propiedades en la frontera -

de las esferas. 

4.3 CORRECCIONES POR COLAS. 

Esta sección tiene por objeto señalar una manera de mejorar 

el análisis anterior. La idea central consiste en que tanto la 
~' 

densidad total superficial autoconsistente ? (f~) corno la carga 
. se ~ 

autoconsistente <;;{ (l de cada átomo no son directamente asignables 

al átomof, pues en el proceso de resolver las ecuaciones mono-

electrónicas usando el formalismo de dispersión múltiple, la fun 

ción de onda de cada centro atómico, y por lo tanto su densidad, 

tiene información adicional (colas) de todos los demás centros -

atómicos. 

Definimos entonces una densidad atómica efectiva dentro del -
!:)( 

átomo ~ , O(oCrf?>) , restando a la densidad calculada f(!> ('f'(3) las 

colas de todos los demás átomos o(tf'e Para todo átomo O{, la exten 

sión de su densidad atómica efectiva es 

uo(4-l8} 
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Para mantener la forma esféricamente simétrica de la densi--

dad ·del átomo [1, se puede aplicar la expansión Cl de L6wd;in47 a -

las colas (4-18) y tomar sólo el primer término, obteniéndose --

oeo(4-19) 

donde se ha definido 

- . 1 I'r--~ RG\f> Te\. ( r0) = 2 'f: RCll TU-.\ r-~~-.) ro\. cl'f~ 
0 r- 1r~>- ~t\t>\ 

••• (4-20) 

De esta manera la densidad efectiva del átomo r dentro de su 

esfera se puede aproximar por 

••• {4-21) 

Evaluando esta expresión en f(l>= ~se obtiene el si~iente con 

junto de ecuaciones lineales para{~(b~)J ~-=\,z.., .. ,N'\ 

Con las soluciones de este sistema se puede evaluar Cfot ( 'f{") 

por (4-19) y or (r~) de (4-21). 
~e 

Substituyendo 0(}\'9>) por ~ (~) en las ecuaciones (4-13) y -
.\l.lT Qexi' . 

(4-14) y luego calculando Aq~ y ~ 1~ se obtiene una distribu 

ción de ¡as cargas exterior e intersticial mejorada. Integrando 

las ecuaciones (4-21) y (4-19) se tiene 
b. 

~ -= 1-j\\ 
1 (\ or ( '~ Yfc.\~ 'r.. ~ jo 

••• (4-23) 
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y 

dOnde la primera integral 

de su esfera y la segunda 

pende al átomo ~o 
Finalmente, incluyendo 

atómicas efectivas son 

Q = 
~ 

es 

es 

las 

••• (4-24) 

la aarga efectiva del átomo ~dentro 

la carga en la esfera «.. que corres-

correcciones por colas·9 las cargas 

u. (4-25) 
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CAPITULO 5 

RESULTADOS Y CONCLUSIONES. 

En este capítulo aplicaremos el formalismo presentado en el 

capítulo anterior a algunos sistemas moleculares. Para poder u

tilizar la distribución de cargas propuesta, es necesario sele~ 

cionar una expresión para la funció~lr~ de la ecuac~ón (4-4). 

La selección de esta función puede hacerse tomando en cuent~ 

diversos argumentos. Por ejemplo, pueden escogerse fu~ciones de 

tipo atómico al cuadrado, como gausianas u orbitales tipo Sla-

ter, o los cuadrados de funciones esféricas de Bessel.que son

las soluciones que se obtienen por el método de dispersión múl

tiple para la zona intersticial, como proponen Case y Karplus4~ 

En este trabajo se ha seleccionado una forma muy sencilla p~ 

ra la extensión de la densidad de un átomo. Esta es 

••• ( 5-l:) 

donde puede verse que inclusive no se contempla la posibilidad 

de una dependencia para cada valor de JC • Esta selección no es-

ta basada exclusivamente en la simplicidad que tomen las ecua-

ciones finales, pues se ha concluido, por métodos estadisticos4~ 

que la densidad efectiva de un átomo r!- en un átomo r presenta -

este sencillo comportamiento exponencialQ Esta forma ha sido u~ 

tilizada para calcular distancias internuclearesr constantes de 

fuerza y energías de disociaci6n de moléculas diatómicas48,49 y 
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y triat6micas5Q. o.on. excel.entes resultados. En estos trabajos se 

concluye que el valor 6ptimo del exponente nes 2.0. Este va-

lor,- al no variar para. diferentes 1 ' sobrestima el decaimiento 

para~ grande y lo subestima paral pequeña. 
-z'Cf.o 

Substituyendo T~(í~): e en la f6rmula (4-5), tenemos 

. se -'l. o-~- b(l) 

~~~(,~)= ~)"'(b0)e ••• (5-2) 

y para las f6rmulas (4-13) y (4-14) 

t.~\ tX"T r _ -'f"( .... ~-'o~) Q =- f rb j ~'ITrn.fi <.'f'r)e Olr-~~. ••• (5-4> 
--P,~ -»,(!> \ r ,- t:x'" ,-

De las expresiones para i}\\ft y _()_" , puede verse que 

~'{Tf~'Z..lio Y~'\t~,!" n\UT SOn polinomios en \{J>t por lo que 

las integrales (5-3) y (5-4) pueden evaluarse fácilmente inte--

grando por partes. 

De la misma manera, substituyendo esta extensi6n en la ecua

ci6n (4-20) y evaluándola en (~=~~' se obtiene el siguient~ r~ 

sultado 

e-(~f!>- beY..) r.- . . 
~ R b L('2. R.~r-·t\) s~('2b~)- 2b~ x •.• -(5-5) 

d..{\ r . x~('2. ~~)] 
que es el punto de partida para efectuar la correcci6n ppr "co-



·- 64-

las". 
~e . se 

Las densidades superficiales, f
1 

J, (b , y cargas, <::tJ,~ ,auto-

consistentes se calcularon mediante el formalismo de dispersión 

múltiple usando el potencial propuesto por Garritz y Costas33, 

y l.a8.aproximaci6n X <te- • En todos los cálculos descritos a cont_! 

nuaci6n se usó OL =2/3 y (3= 0.0025. Para todas las moláculas cal 

culadas se obtuvieron distribuciones de las cargas intersticial 

y exterior para cada estado, componentel de momento angular y 

átomo. La distribuci6n de la carga intersticial se puede compa

rar con la de case y Karplus mediante las ecuaciones (4-1) a -

( 4-3), las cuales .se incorporaron en el programa de dispersión 

múltiple con el objeto de poder hacer esta comparaci6n. En to-

dos los casos, el conjunto Óptimo de .radios de las esferas se -

obtuvo utLliza~do el criterio de minimización de la carga inter~ 

ticial32• 

Para esta molécula se utilizó la siguiente geometría experi~ 

mental: 

dO-H = 1.809 au. ; {H-O-H = 104.5° • 

El conjunto 6ptimo de radios de las esferas fué: 

bH = 0.995 au. , b0 = 1.607 au. y bEXT = 2.334 au. 

Con el objeto de mostrar la forma que ·toma la función"\'\'{ 'ff.>-z.A<..'<',.) 

como un polinomio en f~ , se presenta a continuaci6n esta fun-

ci6n para el oxígeno 
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o.o 
7o9276r0 + 3.4733r~ 

'inrp.111,~Jo) 60.929lr0 + 6.2832r~- 11o3415r6 

o.o 

o.o < r0~.607. 
1.607 < r0 ~2.0573 
2.0573 < r 0 "'2.6113 

2.6113 < r 0 

En las tablas I y II se presentan las densidades superficia

les de cada átomo y para cada ~ , así como la distribuci6n de 

las cargas intersticial y exterior de los estados 2a1 y lb2 • 

El estado 2~. tiene un caracter predominante s de oxígeno, 

mientras que el lb2 es prácticamente Px de oxígeno. Puede verse 

en estas .tablas la dependencia de la distribución de la carga -

intersticial y exterior con respecto a la densidad superficial. 

Este comportamiento era de esperarse, pues las ecuaciones (5-3) 

y (5-4) establecen que la fracción de carga intersticial y exte 

rior que le corresponde al átomo (3 es directamente proporcionál 

a la densidad superficial. En la tabla III se:,reportan las dis

tribuciones de carga totales según,Case y Karplus, este trabajo 

y un cálculo ab-initio51 • Comparado con Case y Karplus, nuestra 

distribución de cargas asigna una carga mayor a los hidr6genos. 

Esto es consecuencia de que los hidrógenos sobresalen de la e~ 

fera exterior, factor que tomamos en cuenta al distribuir tam-

bién la carga exterior, y no exclusivamente la interstici~l co-

mo proponen Case y Karplus. Finalmente,. en la tabla IV reporta

mos los valores:-Jie momento dipolar que predicen un·cálculo Har

tree-Fock~2, un cálculo de propiedades monoelectr6nicas a par-

tir de funciones autoconsistentes xCL53 y el nuestro. tomando 
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cargas puntuales centradas en cada átomo, asi como el valor ex-

perimental. 

5.2 BENCENO. 

Para esta molécula se utilizaron ¡as siguientes distancias: 

de-e = 2.636 au. ; dC-H = 2.05 au. 

Se usó el siguiente conjunto de radios: 

be = 1.7424 au. ; ~ = 0.9616 au. ; bEXT = 5.417 au. 

Este es un sistema particularmente interesante en nuestro es 

tudio, pues tiene un volumen intersticial grande lo que trae co 

mo consecuencia que la carga en esta zona sea considerable. Al 

llegar a la autoconsistencia, las cargas en las zonas intersti-

cial y exterior fueron 4.693 y 1.076 electrones, respectivamen

te. Esto da un total de 5~769 electrones que se repartirán en~~ 

tre los átomos de carbono e hidrógeno. La mayor parte de esta -

carga proviene de los estados que forman el sistema 1T del ben-

ceno, los cuales son lb2u y le1g. Ambos estados no tienen con-

tribución s de los hidrógenos, de manera que esta carga se así~ 

na como Pz de los carbonos. Para los otros estados de valencia 

se encuentran diferencias mas notables entre nuestra distribu---

ción de cargas y la de Case y Karplus. En las tablas V y VI se 
: 

presentan los factores ~qiNT y ~qEXT para dos estados de va--

lencia del benceno. En estas tablas puede verse la diferencia -

entre las dos maneras de distribuir la carga intersticial. Nue~ 
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tra distribuci6n asigna una mayor carga a los átomos de carbono 

debido a que las esferas de hidr6geno penetran mas allá de la 

esfera exterior y, por lo tanto, una fracci6n considerable de 

la esfera de radio rH > bH se encuentra en la región exterior, 

10 CUal hace disminuir .D.. IN"T Y aumentar n Q)<"'{a 

En la tabla VII se reporta la distribuci6n de carga total -

por cada componente JL de momento angular y se compara con el ~ 

nálisis de población de un cálculo ab-ini tio de Schulman y Mos

koWitz54.• Puede observarse en esta tabla que nuestros resulta-

dos son bastante aceptables frente al cálculo ab-initio~ a pe-

sar de haber utilizado una forma funcional muy simple para la 

·extensión de la densidad at6mica5 Nuestro cálculo predice que 

el enlace carbono - hidrógeno tiene un caracter mas polar comp~ 

rado con el de Schulman y Moskowitz. 

Fué durante el estudio de este sistema que surgió la idea de 

la distribuci6n de cargas que se presenta en este trabajo. Este 

sistema constituye un modelo para estudiar la estructura elec-

trónica de los complejos diméricos puenteados de rutenio. En es 

te cálculo se usaron las siguientes distancias: 

d 
Ru-ClPuente 

= 4.;7243 au. ; dR Cl 
u- Terminal 

= 4-5354 

El conjunto de radios de las esferas utilizado fué: 

bRu = 2.767 au. ; b01 = 3.035 au. ; 
Puente 

b01 = 2.801 au. 
Terminal 

bEXT = 10.622 au. 

a u~ 
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En la figura xl puede verse la geometria final de+ dimero -

Ru2cJ.4. En la figura 12 se presentan los diez orbitales con mas 

alta energia y en la tabla VIII su correspondiente distribuci6n 

de cargas. A partir de esta Última, se encuentra que el carac-

ter predominante de estos orbitales es de rutenio. Estudiando ~ 

la distribuci6n de cargas por componente ~ de estos estados, 

la cual no se presenta, encontramos que la mayor parte de la 

carga de rutenio co~responde a~= 2~ Para los orbitales que no 

se muestran en la tabla VIII, se encontr6 que tienen predomina~ 

te caracter s de cloro(puente o terminal) aquellos entre -1.489 

y -1.601 Rydbergs para el espin mayoritario, y para el minorit~ 

rio entre -1.459 y -1.573; presentaron mayor contribuci6n p de 

cloro los orbitales entre -0.'615 y -0 1;866 en el espin mayorita

rio, y ~quellos entre -0.592 y -0~800 para el minoritario. Pa~a 

una discusi6n detallada sobre la estabilidad de estos complejos, 

lo cual no es objetivo de este trabajo, vease la referencia 55. 

5.4 FOSFINA. 

Para la fosfina,.PH
3

, se usó la sigaiente geometria: 

~-H = 2.'685 au. ; {H-P-H = 93.5° 

El conjunto 6ptimo de radios encontrado es: 

b_p = 2.3342 au. ; ~ = 1.3535 au. ; bEXT = 3.546 au. 
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En la tabla IX se compara nuestra distribución de cargas con 

el análisis de población de Rothenberg, ~ 56 • El momento d! 

polar calculado usando la aproximaci~n de cargas puntuales, es 

de 0.189 au., mientras que el valor experimental es 0.22 au. 

Nuestro cálculo predice una menor tr~nsferencia de carga del 

f6sforo a los hidrógenos. 

5.5 CONCLUSIONES. 

1.- Se ha presentado un nuevo formalismo para la distribu--

ci6n de las cargas intersticial y exterior que se obtienen -

de cálculos autoconsistentes por dispersión múltiple usando. 

la aproximación estadistica al intercambio, lo que permite ~ 

signar cargas at6micas efectivas. 

2.- La distribución de cargas que se propone en este trabajo 

constituye una mejora considerable sobre las propuestas ant~ 

riormente, ·pues no s6lo toma en cuenta propiedades en las -

fronteras de las regiones atómicas, como la densidad superf! 

cial o la reducci6n del área de cada esfera en contacto con 

ia región intersticial debido a la presencia de cortes con -

esferas vecinas, sino que también consid~ra la geometria de 

la molécula a través de las funciones Il IIfT y fllix; , lo cual 

resulta ser de importancia según lo muestran los r~sultados 

obtenidos. 

' 
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3.- Suponiendo un simple decaimiento exponencial para la ex

tensi6n de la densidad electrónica de una región atómica mas 

allá de su dominio de definición~ se han obtenido resultados 

bastante aceptables comparados con los análisis de población 

de los cálculos ab-initio. 

4.- El poder distribuir las cargas intersticial y exterior, 

particularmente la primera de ellas, es muy útil en cálculos 

de moléculas planas como el benceno, donde se tiene un volu

men intersticial considerablee 

5.- Una manera de obtener resultados mas aceptables, sería -

~omar l~ misma forma que se utilizó en este trabajo para la 

extensión de la densidad, pero tomando en cuenta diferentes 

exponentes para diferentes componentes de momento angular. 

6.- Pueden usarse diferentes formas funcionales para la ex-

tensión de la densidad, como por ejemplo cuadrados de funci2 

nes de tipo atómico(gausianas, orbitales tipo Slater) o cua

drados de las soluciones en la región intersticial(funciones 

esféricas de Bessel), con el objeto de co~parar las distrib~ 

ciones de carga que se obtengan con las de este trabajo, en

contrando la óptima extensión. 

1.- Una mejora a·los resultados obtenidos es usar las corre~ 

ciones por colas que se mencionan en la Última sección del ~' 

capítulo anterior. 
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8-.- El poder tomar una e:x:tensi6n de la densidad, permite co- -

nocer la densidad de un átomo en una molécula en todo el es

pacio y esto permite calcular propiedades mono- y bi-electrQ 

nicas para una molécula, las cuales tienen comparaci6n dire~ 

ta con valores experimentales. De esta manera, este trabajo 

puede ser el inicio de un esquema de cálculo de estas propi~ 

dadas, partiendo de resultados obtenidos por dispersi6n múl

tiple. 
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~ CASE Y KARPLUS ESTE.TRABAJO 

CARGAS .i=O __{? =l ~=2 ~=O -~=l .-e =2 

PXIGENO 0•825 0 .. 147 o.oo~ 0.820 0.015 0.003 

~IDROGENO ().'064 0.015 o.ooo 0.066 0.,016 o.ooc 

~ENSIDAD SUPERFICIAL __..f=O ~=l _)_ =2 

PXIGENO 0.37713 0.,'01711 0.0024'7 

iHIDROGENO Ool2345 0.05938 .0.00000 

TABLA r. Distribución de carga total por átomo por componente 
de momento angular y densidad superficial para el estado 2a1 
de la molécula de agua 

CASE Y KARPLUS ESTE TRABAJO 

CARGAS _f =0 ~=l )==2 ~=0 .1=1 --R. =2 

OXIGENO 0.032 0&825 0.006 0.032 0.'820 O.OOE 

HIDROGENO 0.060 0.009 0~000 0.061 0.010 o.ooc 

liJEN S IDltD SUBERF IC IAL )' =0 _ _) =1 ~ =2 
OXIGENO 0.00164 0.36042 -<Y.'OU'TIO 

HIDROGENO 0.07483 0.02276 o.ooooo 

TABLA II. Distribuci6n de carga total por átomo por componente 
de momento angular y densidad superficial para el estado lb

2 
de la molécula de agua. 
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M~ OMO Case &: Este sw~tkes 
Karplus Trabajo et al. 

OXIGENO 8.801 8.755 8.'330 

HIDROGENO 0.600 0.623 0.835 

TABLA III~ Distribuci6n de carga at6mica para 
la molécula de agua .. · 

HFb XC 
(j._ 

MOMENTO DfKOLAR 
(Debyes} 2.09 1.64 .:!: 0.02 

Este 
Trabaj_o 

2.13 

TABLA IV. Momento di polar para la molécula de agua.· 
a) 1 au = 2.54177 Debyes. 
b) Cálculo Hartree-Fock.Ref.52 
e) Ref. 53 • 

Experimental 

1.85 :!:: 0.02 

CASE Y KÁ.RPLUS ESTE TRABAJO 

INTERSTICIAL INTERSTICIAL EXTERIOR 

_,e =O .1 =1 )=o ,,.e =1 ~=6 .1=1 

pARBONO 0 .. '76 83.10 0.82 90.48 0.39 42.97 

IHIDROGENO 16.14 o .. oo 8.70 o.oo 56.64 o.oo 

TABLA V. Porcentaje de distribución de las cargas intersticial (0.434 
electrones} y exterior (0.286 electrones) para el estado 

3e1u del benceno. 
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CASE Y KARPLUS ESTE TRABAJO 
··-.----

INTERSTICIAL INTERSTICIAL EXTERIOR 

~=O __..e =1 l=o ---e =1 ...e.=o __.e =1 
.. 

GARBO NO o.·73 82.71 0.79 90.26 0.37 42.23 

fiiDROGENO 14.'67 lo79 . 7.'97 o.·98 51.19 6.21 

TABLA VIQ Porcentaje ~e distribuci6n de las cargas intersticial (0.327 
electrones) y exterior (0.109 electrones) para el estado 
3alg de la molácula de benceno.· 

A TOMO Este trabajo ab-initio a 

S 3.258 3o'218 

CARBONO Pz 0 .. '992 1.000 

Px'Py 2.125 2.015 

S 0.605 0.771 
HIDROGENO 

p 0 .. 020 -

TABLA VII. Distribuci6n de cargas at6micas 

por cada componente de momento 

angular. 

a) Referencia 54. 
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D I S T R I B U C I O N .DE CARGAS 

ORBITALES E S P I N t E S P I N ~ 
Ru Clp Clt Ru Clp Clt 

2au 0.963· 0.036 0.001 0.948 0.'051 0.001 

20ag 0.909 0.064 0.027 0.'923a 0.'070a 0.'007a 

4b1g 0.702 0.·297 0.001 0.929 0.069 0.002 

17b1u 0.807 0.192 o.·oo1 0o'911 0.083 0.006 

7b2g 0.'321 0.015 0.664 0.·862 0.032 O.'l06 

9b3U 0.,]86 0.101 0.513 0.815 0.090 0.095 

18b1u 0.;549 0 .. 032 0.'419 0.755 0;010 0.235 

21ag 0.'586 0 .. 095 0.;319 0.730 0.118 0.,'.152 

9b3g 0 .. '466 0.'346 0.188 Oo678 0.,'253 0.069 

l2b2u 0.'476 0.'372 0.152 0.728 0.214 0.058 

T orbitales 6.165 1.550 2 .. 285 1 .. 871 0.121 0.008 o ocupados 
T ·.• 
A todos. los 6.165 lo550 2.285 8.279 0.990 0.131 orbi t.ale.s 

TABLA x. Distribución de cargas entre los rutenios y cloros(pue~ 

teantes y terminales} para los 10 ~spín-orbitales mole-· 

culares de mayor energía en Ru2c14 ( 9:s¡g). · 

a. Espín-orbital mas alto ocupado. 
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Este trabajo ab-initioa 

fiiDROGENO 1.013 1.0812 

ti' OS FORO 14.961 14.7563-

TABLA IX. Distribuci6n de carga at6mica ·: 
para fosfinae 
a) Referencia 56. 
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APENDICE 1 

ESFERICOS ARMONICOS. 

En este apéndice se presentan las definiciones y algunas pr~ 

piedades de los esféricos arm6nicos,ampliamente usados en el --

texto~ Como introducción a su estudio, hablaremos de otras dos 

funciones especiales: los polinomios de Legendre y los polino--

mios asociados de Legendre. 

Al.l POLINOMIOS DE LEGENDRE. 

Frecuentemente en problemas de Qu:(mica Cuántica aparece el -

término \/ 'f; z o Este cociente se puede escribir como 

_\ -::. 
~'Z.. 

••• (Al-1) 

donde f; y l'z son las magni tudas de los vectores cr; y Cfz. respeE_ 

tivamente y e es el ángulo que existe entre estos dos vectores.· 

Factorizando 'ft'l. tenemos 

1 . 
\lz. ::: 

donde hemos definido 

~ •• (Al-3) 

) X-::: <:o-:, e ••• (Al-4) 

Usando el teorema binomial, se expande el radical (Al-3) y ~ 

se obtiene, después de un poco de álgebra, la doble sumatoria 
ro nlzl . k ~-z.~ ·1 

_ '\:' ~~ (- ) (Z.l-z~)~ X · -L~ 
~(-\:.JX)- ~o ~o \ 2011 \<.\0-k)\(l~l\c)~ ••• (Al-5} 
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dqnde t~l2.) es igual a Jl2. si~ es par y [--\12]-::a-ü/zsi J. es

impar. Esta serie converge para \t\~l. Definiendo los polinomioo 

de Legendre como 

tenemos que 
a:> 

\ -' I 'f'l.-
~:o 

~ p (x) ( '{'¡) 
_.Q '(\ 

••• (Al-7) 

si 'fz '>'f.. De esta manera, (Al-3) es la funci6n generadora de ~-

los polinomios de Legendre. Es mas común escribir el desarrollo 

••• (Al-8) 

siendo r> la mayor entre lz y 'f, ' Y< la menor entre estas dos 

normas. 

Otra manera de definir a los polinomios de Legendre es me---

diante la f6rmula de Rodrigues que es 

~ \ el ( 'Z. )J. ~ (x) == .2"'.J~ d x~ x --\ ••• (Al-9) 

la cual resulta muy útil en la evaluaei6n,·de integrales que in-

volucren a los polin0mios de Legendre. 

A partir de l~ funci6n generadora se deducen relaciones de -

~ecurrencia y otras propiedades de estos polinomios. A continua 
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6f6n-presentamos algunas de ellas. Para su deducci6n se pueden 

consultar las referencias (57), (58), (59) y (60). 

La conocida como relaci6n de recurrencia pura e-s 

(I ~-\-\)X~ (x) ~ Ch\) ~+i(x) +1 ~-' (.x) ; J>,...\ ••• (Al-10) 

Otras relaciones de recurrencia entre los polinomios de Le--

gendre y sus derivadas son: 

P.' tJ) o J1 -\ 
1 

( X) - í~ _ ¡ (X) '= \Z ~ -\- 1) í~ \X) ••• (Al-11) · 

~~-~ (x) = -J?.Q (x) i- X P; ( x) ••• (Al-12) 

••• (Al-13) 

Utilizando estas tres Últimas, se obtiene la ecuaci6n dife-

rencial de Legendre de la cual son soluci6n estos polinomios, y 

tiene la forma 

que puede escribirse como 

••• (Al-15) 

O SUbstituyendo X = COS e 

.___l_ ol f~ne cl\'l.q(t~~~)].+ n(.,•\)D(te-~").-::O ( ) 

...k\11 t) de l: ·v· de . -A )( T r~ ti . • •• Al-16 
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Los polinomios de Legendre forman un conjunto de funciones -, 

ortonormales en el intervalo [-\ 1 \] y con respecto a la funci6n 

peso 1.t..'"Cx)-=- \ • Esto es 

t\ J ~(x)~~(x)clx 
-\ 

••• (Al-17) 

siendo 
"2. -Z~+l la constante de normalizaci6n. 

Estos polinomios. forman un conjunto completo, de manera que 

toda funci6n "bien comportada" en el intervalo (-\, \) puede ex

presarse como 

CXJ 

{ ~x) = L a~~ (x) ••• (Al-18) 
j¡-,o 

Por una funci6n "bien comportada" se entiende que esta es -

suave y continua a trozos en el intervalo \:--\,\1 • En estas con 

diciones 9 la suma (Al-18) converge •• Multiplicando ambos lados -

de (Al-18) por ~~<~)e integrando entre [-\, \], tenemos 

r~ ( <) f!,, ( x)o\.x ~ ~D ct..t [?~(X) B.<x) c!.x 

y por la condición de ortonormalidad 

de manera que en la suma solo sobrevive el t~rmino ~=~
1

, obte

niendo la expresi6n para el ~-ésimo coeficiente de la expan---
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si6n 

••• (Al-19) 

Como se mencionó anteriormente, ~.la fórmula de Rodrigues y lae 

relaciones de recurrencia son herramientas muy valiosas en la -

evaluación de integrales de estos polinomios. Por ejemplo, la -

integral 

donde, 

('2\{Y))\\ ••• (Al-21) 

••• (Al-22) 

se calcula usando las relaciones de·,recurrencia. 

Al.2 POLINOMIOS ASOCIADOS DE LEGENDRE. 

Los polinomios asociados de Legendre se definen por 

••• (Al-23) 

y son solución de la ecuac·ión asociada \le Legendre 
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la·cual al substituir x=cos e ('j(CAX:>~)= @)(G)) toma la forma 

Estas funciones, al i~l que los polinomios de Legendre, -

forman un conjunto ortonormal en el intervalo (-\
1 
\l y con res

pecto a la función peso 'tü(.l() "',\ 

.,l;.'Vv\ 
La paridad de los polinomios asqciados de Legendre es (-\) : 

\M j-\WI VIl\ 

B(-x)=(-\) P~lx) ••• (Al-27) 

Al.3 ESFERICOS ARMONICOS. 

La ecuaci6n.de Schroedinger para campos de fuerzas centrales 

es 

••• (Al-28) 

Al llevar a cabo una separaci6n de variables 

se obtiene para la parte angular 
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que puede separarse en su parte polar 

y acimutal 

••• (Al-30) 

La ecuación de la parte polar es la ecuación diferencial aso 

ciada de Legendre, y por -.lo tanto sus soluciones son 

r\'"" 
donde \t~ (~G) son los polinomios asociados de Legendre normali.;.. 

zados(ver ecuaci6n Al-26) 

••• (Al-31) 

Las spluciones de ia parte acimutal se obtienen fácilmente 

y son 

••• (Al-32) 

y forman un conjunto oFtogonal 

r 2.'\í e..í 'W\1 LV • e_¡,'Mz~ d.rn = in J - .. ~ (Al-.33) 
\ 'M, 'Mz. 

o ' 

De manera que las funciones debidamente normalizadas son 

••• (Al-34) 
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Las soluciones completas de la parte angular son 

••• (Al-35) 

- -N' --l'ec~ben e-l nombl.'e de esi'~X'-icos-ai'JII6n~cos~ "los cua-~es -han sido 

ampliamente usados en el texto. En (Al-35), hemos definido 

••• (Al-36) 

Substituyendo (Al-31) y (Al-34) en (Al-35), tenemos 

YV\ 

donde el factor (- \) es un factor de fase. A partir de la de f.!, 

nici6n de los polinomios asociados de Legendre, puede ve.rse que 

J y'vn pueden tomar los siguientes valores 

)~o . 
J 

Los esf~ricos armónicos así definidos forman un conjunto or-

tonormal 

••• (Al-38) 

donde 

••• (A1..:39) 
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Estas funciones cumplen con las siguientes propiedades: 

••• (Al-40) 

~ 
Su paridad es (-\) , lo cual puede verse al hacer una inver-

sión por el origen, pues entonces (e,~)-'l-('\í-9,~\-\\), lo cual -

tiene el siguiente efecto 

o sea 

••• (Al-42) 

con lo cual se demuestra la afirmación de que su paridad es (-1)-to 

Un teorema importante con respecto a los esféricos armónicos 

es el teorema de adición que establece 

-\ 1M L \-\>\M ~(fr,) y~ t&2) •.• (Al-43) 

'M-:-l 

o usando (Al-40), 

donde ~ es el ángulo entre las dos direcciones tr, y Crz • 
Los esféricos armónicos forman un conjttnto completo, de maB~ 

ra que una función, ~ (1:>,4), "bien comportada" puede desarrollar 

se en series como 
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••• (Al-45) 

Por el teorema de adici6n, podemos escribir el desarrollo de 

\jr12 de la primera secci6n de este apándice {ecuaci6n Al-8) 

como 
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APENDICE 2 

FUNCIONES ESFERICAS DE BESSEL. 

En la separación de la ecuación de Schroedinger (Al-28), se 

tiene para la parte radial 

••• (A2-l} 

donde 

••• (A2-2) 

Si tomamos 

y hacemos la substitución 

la ecuación (A2-l) se transforma en la ecuación de Bessel de -

orden J~l. (J entero)57,58,59,60 que es 
l. 

'f7. Ki + r el?:* f(\ZY')'"l.-(.J\-lY-]t=O ... (A2-J) d y--z. el r L . z . 

Las soluciones de esta ecuación son las funciones esf~~icas 

de Bessel. La solución regúlar es 

; •• (A2-4) 
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y la irregular es la funci6n esf~rica üe Neumann 

~ . J J 
\\_ ( }() ::: - (-X y (-' _<'A ) (~~X \ 

-~ X cl'X X ) 
•.• (A2-5) 

Las siguientes combinaciones son de particular inter~s para 

valores grandes del argumento 

o .. (A2-6) 

y 

eoo(A2-7) 

que reciben el nombre de funciones esf~ricas de Hankel. 

Las expansiones en series de las funciones esf~ricas de Bes-

sel y Neumann son 

y 

e- \ ) k 2 J1 e k \- J ) ) 2. ~ +~ 
k\(2\\21~\)~ X 

Usando la siguiente propiedad, 

i""' f'Y\ ~ 
(2·VY\~ \) \ 

\ 

(A2-8) se puede escribir como 

••• (A2-8) 

•• (A2-9) 

••• (A2-10) 
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Cerca del origen estas funciones se comportan como 

•.• (A2-ll) 

y 

•• (A2-12) 

Sus expresiones asintóticas son 

••• (A2-13) 

y 

oo&(A2-14) 

Las funciones esfáricas de Bessel forman un conjunto ortono~ 

mal en toda la recta real .Y con respecto a la función peso "W'tcl"- \ 

•• (A2-l5) 

Si tomamos una solución regular y otra irregular de la ecua

ción (A2 .... 1) de una misma l, tenemos 

••• (A2~16) 
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Multiplicando la primera ecuaci6n por tl.A ~ la segunda por ~_q 

y restando, 

que puede escribirse como 

••• (A2-17) 

y, por lo tanto 

_,; h) j )n e¡ 'Z.. 
J_l 1 L..,t - JJ. -~ -= X ••• (A2-18) 

donde ( es una constante. El lado izquierdo de (A2-18) es el 

wronskiano de las funciones j~ (x) y Y\.~lX). A partir de las ex 

presiones asint6ticas (A2-l3) y (A2-14), tenemos 

-jJ' (X) rv + C%(X- J_i\) 

yt~~(X),._, t»'Y\(X- .l~) 

••• (A2-19) 

••• (A2-20) 

Substituyendo los comportamientos asint6ticos de ~~(x), de 

Y\Jt (JI.) y de sus respectivs.s derivadas, se encuentra que 

C=\ 

De esta manera, usando la notaci6n del Capítulo 2 para el -

wronskiano , (A2-18) es 

\ 
XL 

••• (A2-21) 
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Cuando se tienen argumentos imaginarios, esto es, si 

las soluciones se expresan como 

••• (A2-22) 

y 

••• (A2-23) 

que reciben el nombre de funciones modificadas esfáricas de Be~ 

sel y funciones modificadas esféricas de Hankel,respectivamente. 

Para valores pequeños del 

(\) 

k~ ( i( ) '"'-' 

argumento se tiene 

x.J 

( Z)- 1) \ \ 
x::\-1\ 

mientras que para valores grandes, 

L 
2X 

1 
(1) 

{~ (.x) f"'0 

••• (A2-24) 

••• (A2-25) 

••• (~2-26) 

••• (A2-27) 

De manera similar a como se obtuvo el wronskiano de las fun-

ciones esfáricas de Bessel y Neumann, se puede evaluar el corr~ 

pondiente entre las funciones modificadas. Este wronskiano es 
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r . \\) 1 
L_A ~ ( ){ ) ) k_~ \ X ) ·= 

. )~-\- \ 
(- \ 

'L X. 
••• (A2-28) 

Las funciones esféricas de Bessel, '.Neumann y Hankel cumplen 

con las siguientes relaciones de recurrencia 

+ r z~-\\, ( 
...-Q- 1 (X) i- T-' ... \ (X.) -== X ,_. 'X) ••• (A2-29) 

)( fJ-I (x)- (J+\) t~-+\ \x)-= (z_~-\\)t~lx) ••• (A2-30) 

el f x·l"' ' f r )( )1 -= X l -+' r e'{) crx l ~ \ l_l-\ 
••• (A2-31) 

fx l )\-~ +~ ( )<)1 =- X-~ f~t\ (X) ••• (A2-32) 

donde ~~ denota a cualquiera de estas funciones. 
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APENDICE 3 

TEOREMAS DE EXPANSION. 

En este apéndice se demmestran algunos de los teoremas de ex 

pahsión usados en el texto. En la primera secci6n se demuestra·.:. 

la expansión de una onda plana en esféricos armónicoso En la se 

gunda sección se demuestran los teoremas de expansión utiliza-

dos en la derivación de las ecuaciones (2-33) y (2-34) del tex~ 

to. 

A3.1 LA EXPANSION DE UNA ONDA PLANA. 

Una onda plana 

••• (AJ-1) 

es soluci6n de la. ecuación de Schroedinger para la particula li 

bre 

••• (A3-2) 

•¿ 
donde \{ = \:: • Debido a que los esféricos armónicos forman un -

conjunto completo, podemos proponer la expansi6n 

••• (A3-3) 

y nuestra tarea consiste en encontrar la expresión para los co~ 

ficientes AL. 
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Si tomamos al eje z paralelo a la direcci6n de~ ,tenemos 

••• (A3-4) 

y de esta manera eliminamos la dependencia de la parte acimu -

tal, debido a lo cual s6lo aparecen los t6rminos con m = o. Co-

m o 

••• (A3-5) 

la expansi6n se reduce a 

~K·'"" t.l\-::. e ~\ ( 2 {\ \'?.. e = ko ~~ \ ) \).i ?;(eMe) ... (A3-6) 

multiplicando (A3-6) por {1> ~Co\0) e integrando entre -\ y -\- \ , 

obtenemos 

que por la propiedad de ortonormalidad de los polinomios de Le-

gendre se simplifica a 
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Para evaluar la integral que aparece en (A3-7), hacemos una 

expansi6n en series de la exponencial ( t\.-::. 'r\_ \) 

r ' _;Y\. X !XJ, .Á~ YL.i r' ~ 
L€ ~'X)c\.x~ ~ ~~ J} ~(x)~x ••• (AJ-8) 

La integral del lado derecho de (A3-8) será diferente de ce

ro si y s6lo si el integrando es par y ~ >/ ..Q. Como \1 ( x) es un 

polinomio de grado J. , las anteriores condiciones se pueden es-

tablecer de la siguiente manera: 

••• (AJ-9) 

de donde 

\"=.J., J.-\-\, ••. • •• (AJ-10) 

Corriendo el índice de la suma y usando la siguiente propia-

dad de las funciones pares 

se llega a 

1
-\\ 'VI)( o:> \: 2\c-\-_,\ . 

·"''- f) 1 .QI (-\) f\ T . e ,---; <.)()o. x. = z . ...\ . . ... (A3-12 > 
,.\ (2 k \- _\) \ . -Z't\~ ~-

-\ ' \(:o . . J 



- 98 -

donde 

Esta integral puede evaluarse usando los resultados del apéE 

dice 1: 

••• (A3-13) 

La sumatoria en (A3-14) es la expansión en series de la fun

ción esférica de Bessel de orden ~ con argumento '1,:: ~'f. Por lo 

tanto 

••• (A3-15) 

De esta manera, el ~-ésimo coeficiente de la expansión de~ 

una onda plana es 

••• (A3-16) 

Substituyendo este resultado en (AJ-6), se llega a 
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Finalmente, usando el teorema de adición de los.esféricos ar 

mónicos, obtenemos el importante resultado 

A3.2 OTROS TEOREÑmS DE EXPANSION. 

Usando esféricos armónicos reales, podemos expresar la expaE 

si6n de una onda plana, deducida en la sección anterior, en las 

dos maneras equivalentes 

. [~\K- (Cfz-rr,)) r.-:- • ~ ,' • . ~ e -= 1._' \\ I..Á- -J;CK\crz.-t!¡J) YLcrs¿·-rr.)x ... (AJ-190 

L )(. YL (~) 
y ] . 

t.~\1.t,._.(crz-IT,) .. A.,'\"1"-...·Cfz -..A,\}(.._·rr, e · =e e = 
••• (A3-20) 

= ¿_1\T IjJ1.1l)(KS't) '/¡:(fr~) "'Yt' c\R)x4\f L.i-);; .. (~rS{ .. (éfS'/L"Ctf{) 
u ~ 

m:ultiplicando ambos lados de (1!.3-19) por YL('fJ()~ integrando "" 

sobre el ángulo sólido cld( y usando la ortonormalidad de los es 

féricos armónicos, podemos escribir 

Efectuando este mismo proced:i,.miento a la ecuación (A)-20), 

encontramos . · · 

I L.\\.1"'-·(tfz-tf,)] A) _\,A ( )"' "\' \' ;_,~'-J." e vLc\K. fA~= ~,TI L L --l ~ 
. L' L" ••• (AJ-22) 

X (L~~ -j~,(\{fz_)-jy.(K\ 1) \jL,(fr~) 'fl'' (IT,) 
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donde 

son los números de Gaunt. 

• •• (A3-24) 
\) ., 

x L ._/¡_--~cl~·L~ 1~~(K..rz)~~~,(\-\'\) 'YL!Cfrz)'/L,(rr,) 
L" 

Por argumentos similares aplicados a la expansión 

••• (AJ-26) 

XL CL~"Ll _j_Q, ('\\~)iJ 1'(\{'f,') \fL' (Crl} 'YL'' (fr,) 
L" 
Para la demostraci6n de los siguientes teoremas, es necesa--

rio conocer la expansi6n en esféricos arm6nicos de una onda es

férica. Para la deducción de esta expansi6n se remite al lector 

a la referencia (57). Esta expansi6n es 

e c. \.\\t:fz -Cf\\) 

~~'iT , crz ·- r:r, ' ~ _)._ \-\ L t~)( K.x-,) ~J \ "'-rl) ~ L crr,) x ... (A3-27 > 

Y para argumentos imaginario~ X \jL (ITz,) \\ > 'fz. 
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(-\Z\lfz- U\\) 

~~\\\ ___,e"'-:-,-rr-z ·--rr-~-\ - == L5-\)~ k~\\\.'f¡).Á_{\\Jt) ~,_ (cr¡}''/¡_ (d.) ... (A3-28) 
L 'r,>\-z. 

Al igual que con la expansi6n de una onda plana, la corres-

pondiente expansi6n de una onda esférica se puede escribir de -

••• (A3-30) 

El.teorema de expansi6n (A3-26) puede escribirse como 

. -----. J\ ~~ 
J.n,,(l-\_\lfz_-tf'!>\) 'YL" (cc·-tT3)-= Z\'ITL(-\) x 

.--'( L' ••• (A3-31} 

XL eL~'~. jj)(R'fz).ill~r~> \jL, (ITz) "'l (U:,) 
L 

que substituido en (A3-30} da· 
. (-P\.\Clz-Lr -CI'!.\) · ' e 1 \' (1) \J " . 
.t.\'IT \U'z_-IT\- IT~ \ -= ~'\\ br k_~" (Kf,) h"(U',') X . 

· · ••• (A3-32) 

-x 2: L (-\)!iCL0~j ...i ~ 1 lKr¿ )~ J.lr<. r~) \fl, Caz) 'YL (ff3) 
L Ll 1 
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Igualando (A3-32) y (A3-29) obtenemos el siguiente teorema -
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