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l.- IHTRODUCCION. 

La sociedad genera cada vez más problemas de magni 
tud creciente en forma exponencial, sean éstos: de carácter -
social, político ó económico; lo que hace importante destacar 
la trascendencia de encontrar las soluciones relativas, mis-
mas que deben ser adecuadas, factibles y de costo óptimo; - -
pués misión fundamental de las disciplinas del conocimiento, 
es plantear alternativas de solución al estado de conflicto -
en que la sociedad se encuentra. 

De lo anterior cabe observar, que la ingeniería por 
su propia naturaleza se encuentra en una situación inmejora
ble para satisfacer en la medida de su aplicabilidad, un alto 
porcentaje de los problemas generados. 

El objetivo del presente trabajo, es plantear una -
solución a la interrogante de conocer las características in
trfnsecas en una muestra de variables aleatorias. y estar en 
oportunidad de inferir información de la población relativa; 
con una confiabilidad aceptable y un ahorro de tiempo. Este -
modelo digital, liga conceptos de probabilidad, estadística y 

computación; la aplicación adecuada del mismo, determina con 
un grado de confianza el comportamiento de algunos fenómenos 
ftsicos. 
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JJ,- IDENTIFICACION DEL PROBLEMA Y ALTERNATIVAS DE SOLUCION. 

II.1.- Planteamiento. 

A l~ largo de su historia, el hombre ha desarro
llado la ciencia como parte de un esfuerzo orientando 
a comprender el mundo y mejorar de esta forma sus condi 
ciones de vida; para ello, observa los fenómenos que -
ocurren a su alrededor y posteriormente experimenta con 
ellos, recogiendo el resultado de sus observaciones me
diante el uso del lenguaje. De esta manera, elabora una 
descripción del fenómeno en lenguaje ordinario, lo que 
constituye de hecho un modelo de dicho fenómeno. Se -
puede utilizar más de un lenguaje para describir el mu~ 
do físico, algunos con ventajas sobre otros; tal es el 
caso de las matemáticas que aportan entre otras venta-
jas la de su precisión. A objeto de pasar de la conce~ 
ción meramente fenomenológica en lenguaje ordinario a -
la concepción matemática del fenómen~. debe existir una 
traducción que permita asociar un término y una proposi 
ción dentro de la matemática, a cada término y proposi
ción de la descripción original; misma que debe tomar -
en cuenta la sintaxis de ambos lenguajes para obtener 
una interpretación aceptable. 

Es frecuente que en la ingeniería y disciplinas 
afines, se trabaje con variables aleatorias de un espa
cio muestral, mismo que en la mayoría de los casos, no 
es representativo de la correspondiente población y la 
información que de él se infiera respecto a la misma, -
es por consecuencia poco confiable; lo que dificulta la 
interpretación aceptable del fenómeno en estudio, así -
como la aplicación de las técnicas existentes encamina
das a su respectiva solución. 
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La teoría básica empleada en el presente trabajo 
no es nueva; sin embargo, ensamblar las diversas compo
nentes y darles una secuencia en su ejecuc1on, requiere 
seguir un criterio _delineado con anterior.idad; para lo 
cual, el planteamiento general obedece a la lógica tra
dicional, útil al resolver problemas de ingeniería. 

II.2.- Fundamentos Teóricos y Prácticos válidos para la 
creación del modelo. 

Es rigurosamente cierto que al enfrentar de una 
Ú otra forma problemas que involucran variables aleato
rias, el primer obstáculo es el de recopilar la inform~ 

ción respectiva, misma que una vez conformada, en un -
buen número de casos no es suficientemente confiable. -
Sin embargo, por las razones que se argumenten puede -
creerse que este primer escollo saludablemente se deja 
a un lado y así, como consecuencia propia de la búsque
da de soluciones, surgen una serie de interrogantes re
lativas a la naturaleza, tamaño y tipo de la muestra -
más apropiada, etc .. El análisis adecuado en esta etapa 
de la solución es el de muestreo estadístico, de tal -
suerte, que al probar con ajuste a distribuciones de -
probabilidad para diferentes estadísticas muestrales, 
exista una correspondencia entre una parte y otra, lo -
que puede conseguirse mediante iteraciones¡ llendo de -
lo primero a lo segundo y viceversa. Cabe aclarar, que 
el presente modelo sólo es útil en lo relativo a la se
gunda parte mencionada. 

Básicamente, la estadística puede ser: descripti 
va o deductiva e inferencial o inductiva. Cuando una -
muestra de variables aleatorias es representativa de -
una población, se puede inferir información acerca de -
ésta, mediante un cuidadoso análisis de aquella; lo que 
conduce a trabajar en el ámbito de la estadística infe
rencial. Pero tales inferencias no son absolutamente --
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ciertas, lo que hace necesario conocer la probabilidad 
correspondiente a tales deducciones; luego entonces, ld. 
estadística descriptiva será solamente el primer paso -
en la solución del problema. 

Una vez analizados los datos muestrales, se est~ 
rá en mejor oportunidad de decidir al seleccionar la m~ 
todología adecuada a un problema determinado; como po-
dría ser el caso de simulación hidrológica, problemas -
que involucren líneas de espera o proyección financie-
ra; así mismo en lo que respecta al cálculo de paráme-
tros estadísticos, éste será más confiable, puesto que 
se habrán calculado con las expresiones correctas. 

El contar con un modelo digital en este tipo de 
problemas es de gran ayuda, pues si el usuario está fa 
miliarizado con el tema, le bastará correr el programa 
é interpretar y análizar la información resultante, lo 
que traerá un ahorro considerable de tiempo, siempre y 
cuando, como ya se dijo, exista una técnica de muestreo 
implementada y aceptada para el problema específico. 

II.3.- Alternativas de solución. 

Existen un buen número de técnicas para resolver 
problemas de estas características, cada cual tiene sus 
propias ventajas y limitaciones. 

Una alternativa frecuentemente usada, es consid~ 
rar que al relacionar dos o más de las variables impli
cadas en el problema que se trate, se estará en oportu
nidad de determinar una expresión analítica consistente 
en tener una variable como independiente, función de 
otra (s), según que se trate de una regresión simple ó 

múltiple respectivamente. Sin embargo, esto será una -
parte del problema y tal ve? la más fácil, pero en rea-
1 idad la importancia de este análisis de regresión, es-
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triba en conocer el grado de confianza que deba tenerse 
al respecto; por lo que el complemento de esta tarea es 
utilizar una analisis de correlación, con el o los coe
ficientes respectivos, determinando niveles de confian
za lo que hace casi imperioso conocer la (s) distribu-
ción (s) .de probabilidad, a la que se ajusta las varia
bles en cuestión; lo que permite comparar un resultado-. 
con otro, y si se quiere, generar entonces una muestra-
sintéLica. 

Cabe aclarar respecto a lo anterior, que la expresión -
de regresión puede ser la de una recta, un polinomio, -
una cónica, etc., dependiendo este del propio fenómeno
Y de la experiencia que sobre el mismo tenga el anális
ta. 

Otro criterio útil es el de utilizar series de tiempo -
que en problemas específicos redituan beneficios, pues
parte de un conjunto de observaciones hechas en instan
tes determinados, normalmente a intervalos iguales de -
tiempo, lo que lleva a una expresión de la forma : 

y = f t ) 

donde: t = tiempo 

En la figura. ( 1 ) pueden observarae variaciones carac 
terísticas que se presentan en diferentes grados; tales 
variaciones o movimientos pueden clasificarse en cuatro 
tiempos principales: 

Movimientos seculares.- qu~ se refiere a la dirección -
general que la serie de tiempo parece segutr y cuya cur 
va de tendencia puede ajustarse por mínimos cuadrados. 

Movimientos Cíclicos.- referentes a las osclaciones de
larga duración alrededor de la curva de tendencia------
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mismos que pueden ser peri6dicos 6 no . 

• Movimientos Estacionales.- relativos a las nor. 
mas casi idénticas que una serie de tiempo·parece se--
guir durante los correspondientes mesei de los sucesi-
vos aftas . 

• Moviemientos al Azar.- considerados como espo
rádicos, debidos a sucesos ocasionales, que duran un -
corto tiempo y tan intensos que pueden originar un nue
vo ciclo. 

Cabe observar, que una serie real y una ideal, -
cuando más difieren es cuando se presenta un movimiento 
aleatorio. Si T, C, Sé 1, representan respectivamen-
te, los cuatro casos anteriores, el resultado seria el 
producto*: 

Y = TxCxSxl 

Como consecuencia de lo anterior, puede decirse 
que el análisis de series de tiempo consiste b~sicamen
te en una investigaci6n de sus componentes. 

Puntos importantes en el análisis de series de -
tiempo: 

1.- Colecci6n de datos. (teniendo presente el -
prop6sito que se persigue). 

2.- Representar la serie de tiempo, anotando cu~ 
litativamente la presencia de tendenciá"de larga dura-
cf6n, variaciones cíclicas y estacionales. 

3.- Construir las curvas de tendencia de larga -
duraci6n y obtener los valores de tendencia (T). 

4.- De ser el caso, obtener un indice estacional 
y desestacionalizar los datos. 
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5.- Ajustar los datos anteriores a Ja tendencia, 
y teóricamente, Jos resultados tendrán variaciones cf-
clicas e irregulares. 

6.- Representar las variaciones cfclicas, anota~ 
do su periocidad respectiva. 

7.- Combinando los resultados de los pasos ante
riores, y discutir el resultado final. 

Pudiera también suponerse en forma ideal una va
riación senoidal para un caso particular, pero esto es 
más bien producto de la experiencia. 

El criterio aquf expuesto, es el de ajuste a di~ 
tribuciones teóricas de probabilidad que ya anterior-
mente se comentó; y cabe aclarar al respecto. que dada 
la incertidumbre con aportes de pánico que frecuente-
mente se presenta en los comentarios sobre estadfstica 
inferencial y probabilidad, la modesta idea plasmada en 
este trabajo, no es inovación y sf; un intento por con~ 
cer un poco más a detalle los fenómenos hidrológicos; -
sin que se pretenda establecer, que estas ideas son -
ias únicas para resolver el problema. 

* algunos emplean Y = T + e + S + I 
11 



Jf l.- DETERMINACION DE LA METODOLOGIA ADECUADA. 

III.1.- Elementos y Análisis, 

Cualquier cantidad X es una variable aleatoria, si para 
un número real x, existe la probabilidad de que X sea menor o -
igual que x; y X püede ser ó no, producto de observaciones. Esto 
es, si la cantidad X satisface la condición: 

O e P ( X S x) ::= 1 II l. l. 

entonces, es una variable aleatoria. 

Las variables aleatorias, pueden ser discretas ó conti
nuas; para el primer caso, la v.a. toma un número finito ó infi
nito contable de valores, mientras que para el segundo caso, la 
v.a. toma un número infinito no contable de valores. 

Sea X una v.a. continua en el intervalo as X~ b, ó 
sea que puede tomar cualquier valor real en ese intervalo. Exis
te un número infinito de valores que puede adquirir la variable 
en el intervalo; por lo que no es posible definir su distribu--
ción de valores en forma tabular, o lo que es lo mismo, no es P.Q. 
sible expresar explícitamente el conjunto infinito de parejas o~ 
denadas {C Xi ,Pi>} , que se tiene para todo valor de X en el 
intervalo. En .este caso, deberá definirse la f.d.p., de X en fo~ 
ma gráfica o analítica. 

Por la continuidad de los valores de X en el intervalo, 
en este caso el polígono de probabilidad se convierte en una cu~ 
va continua de ecuación y= f (x), siendo f(x} una función real 
de la variable aleatoria X en su intervalo de definición, ó f(x) 
será la f.d.p. de la v.a. X, y su expresión algebraica constitu
ye la representación analítica de la f.d.p. de la variable. Esta 
expresión analítica se determina de manera que la probabilidad -
P (X,.:: X~ Xz), en donde el intervalo X7 ::5 X S Xz, está com
pletamente contenido en el intervalo a :::. X ::5 b de defini--
ción de la v.a. X; y es igual al área bajo la curva ce la fun---
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ción f(x.), entre X X¡ y X Xz. 6 
i:z 

p (X¡~ X ~ Xz) ~ f (X.} dx 

1 III.2. 

La función f(x) debe cumplir con las condicio
nes siguientes para que sea f.d.p., de una v.a. contf 
nua: 

l.- f(x) es no negativa para todo valor de X. 

f(x) =: o ó a ~ X :: b 

u.- El área bajo la curva de la función f(x) 

en el intervalo a ~ X :: b. vale uno. 

1: f(x) dx 1 III.3. 

Fundamentalmente puede definirse la D.P.A., de 
una v.a. continua X, por medio de su f.d.p., que est~ 
blezca la relación entre los valores de la variable -
en un intervalo y la probabilidad de que ella adqúie
ra esos valores. 

La D .. P.A., se puede representar en forma tabu 
lar, gráfica o analítica: 

l.- En forma tabular por medio de la escrit~ 
ra explicita de todos los valores de la 
v.a., y sus correspondientes probabilid~ 
des . 

. u ... - En forma gráfica a través del conjunto -
de puntos {(X.¿, P.¿)j dibujados eri un -
sistema de ejes coordenados, uniendo los 
puntos sucesivos por segmentos de recta. 

lll.- En forma analítica a través de una fun-
ción real P(x), tal que el valor de la -
función, cuando la v.a. X toma el valor 
X¡, es igual a la probabilidad de que --

13 



ocurra este valor, o sea, de que ocurra el 
evento Ei.. 

La D.P.A. puede definirse formalmente por medio 
de una función: 

p 111.4. 

donde el valor de esta función es la probabilidad del -
evento en donde la v.a., toma cualquier valor igual 6 -
menor a Xc. 

~.- Caso discreto. 

Si la v.a., es discreta, definida en ••••... 
a ~ x s b, entonces: • 

X 

F( Xc) ¿ P (x~) III .5. 

LL.-Caso continuo. 

X .=a 
.c.. 

Si la v.a., continua definida en a!SX!Sb 
y f(~) es una f.d.p., la función F(x) es: 

F (X. ) • p( X S X. ) • P (a s X s X.) • f.' f(x) dx 

III.6. 

y en estos casos. discreto y continuo F(k) es una fu~ 
ci6n monot6nicamente creciente. asi mismo. en ambos se 
debe cumplir que: 

L. - f( x) ::!: o 

J III.7 • 

.u.E'Cxl 
• 
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Debe observarse la diferencia entre distribución em
pfrica de v.a., y distribució~ teórica de v. a., --
puesto que la primera es producto de o~servaciones o 
experimentos registrados y la segunda, c6rresponde a 
una expresi6n analftica que es la relación entre es
tos. 

En hidrologfa se cuenta con v. a. discretas o contf
nuas, pero esto no es obstáculo en el presente desa
rrollo, puesto que si es el primer caso, bastará ir.
corporar una variaci6n contfnua al espacio muestral
y viceversa si se tiene al segundo y se necesitará -
lo primero. 
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ENTRADA 

DISTRIBUCION NORMAL 

PRUEBA 

DISTRIBUCION LOGNORMAL CE A.JUSTE 

DISTRISUCION GAMA 

"--~~~~~~~~~~--------------

DISTRISUCION GUMBEL 

M.V. 

SALIDA 

• X
2 

JI CUADRADA 

• M.V. MAXIMA VEROSrMILITUO 

Fig. 2 ESTRUCTURA BASICA DEL PROGRAMA TEST. 



PARAMETROS DESCRI~TIVOS DE l~ DISTRISUCION 

DE TEN~ENCIA CENTRAL 

MEDIA 

k 
X=~ 

i = 1 

Xifi~Xi 

n 

11 I . 8 

Xi Es el valor representativo de un intervalo de clase 

Fi Frecuencia correspondiente a di 

k = Número total de intervalos de clase. 

n Número de datos de•la muestra. 

MEDIANA. 

M • l¡ + C [-~ --(~-f )-' -~ 

M= Aquel valor tal que la mitad de las observaciones son 
menores que ese valor y la otra mitad mayores que el mi~ 
mo. Para "n" impar corresponde al elemento situado en -
la posición ( n-+1 ) /2 y para "n" par se toma el prome-
dio de los dos centrales. 

L 1 = Limite inferior o intervalo para el que fi mayor -
que 0.5 .. 

e = Amplitud del intervalo. 

16 



'-=:::::::::f) = Suma de frecuencias de los intervalos ante-1.c::::: 1 

riores aquel en donde esta alojada la mediana. 

fm= Frecuencia del mismo intervalo de clase. 

MODA: 

M'= Observación que se presenta con mayor frecuencia. 

M'= L1 + C 

L1 = Limite inferior del intervalo de clase con 
mayor frecuencia. 

C Amplitud del intervalo modal. 

d1 = Diferencia en valor a·bsoluto de la frecuen
cia del intervalo modal y la frecuencia del in
tervalo de clase anterior al modal. 

d2 = Idem al anterior ~olo que con el intervalo
de clase que sigue al modal. 

Cuando la distribución es moderadamente asimétrica. 

M' = X - 3 ( x - M ) 
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R A N G O 

RN = Xmax-Xmin 

DE DISPERSION 

DESVIACION 

Sx = 
{Xi - X } 

2 

n -

II 1 .9 

fj .! x, j 1/2 

Donde las variables con excepción de S1 tienen el mismo 
significado que en la descripción de la media. 

VARIANCIA. 

La variancia se denota por sx 2 

COEFICIENTE DE VARIACION 

C.v. ~ 
x 

COEFICIENTE DE ASIMETRIA 

C.AS.= X - M 

Sx 

Vale cero para distribuciones simétricas y otro valor 
para asirnétri cas ·• 

18 



DE APLANAMIENTO III.10~ 

CURTDSIS 

04 M4 

M~ 
' M4 Cuarto momento con respecto a la media e igual a 

E [ex- x >] 4 

M~ Segundo momento con respecto a la media. 

Debe observarse que 04 vale tres en una distribución 
mesocúrtica como la normal. mayor de tres en leptocú~ 
ticas { más alta y estrecha que la normal ) y menor -
de tres en platicúrticas ( más ancha y baja que la -
norma 1 ) . 

OTROS ELEMENTOS UTILES III.10' 

ESPERANZA MATEMATICA. 

E {X) =~ j, p (X =X 1 ) + ... +X nP (X=Xn} 
n 

E (x)= ~ Xjf(X.i) 
.i=-1 

Cuando las probabilidades son todas iguales. 

n 

Xi= Variable aleatoria. 
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VARIANZA 

VAR ( X E [< X - X ) 2] 
VAR (X) = [< X - X >2] f (X. ) 

Cuando las probabilidades s6n todas iguales. 

VARIABLE ALEATORIA NORMALIZADA 

X* X - ~ 

Sx 

X* = Variable aleatoria normalizada con X = O y Sx =I, 
y tiene como propiedad adyacente el ser una cantidad -
adimensional. 

* Las variables normalizadas son útiles para comparar
diferentes distribuciones 

COEFICIENTE DE CORRELACION 

P Sxy 

SxSy 

Sxy= covarianza de (x.y) 

20 



COfTlO IGiy 1 ~ GX Uy i'Tlplica aue 

-l~p ~ 1 

desigualdad de CHEBYSHEV 

p 

Si E :: K Gi 

P (lx-p.l 3KGl) ~ +. 
este teorema revela una propiedad general de las v.a. 

? 
discretas ~on X y Si finitas. En la ecuación anterior 
e es cualquier número positivo y quiere decir lite-

ralmente que la probabilidad de que X difiera de su -
media en m~s de K desviaciones es menor que ~ igual a 
l/K': Equivalente. es decir que señala la probabili

d.ad de que X se encuentra dentro de las K desviacio- ... 
nes cuando todavía no se ha determinado la distribu-
ción de probabilidad de X. 

Z1 



LEY DE LOS GRAttDES NtiMEROS ( EN FORMA DEBIL ) 

Lim P ( 
n-oo 

Sn 
n -y. l::?:E) 1) 

Este teorema establece que la probabilidad de que la 
media aritmética Sn/n difiera de su valor esperado 
por mas de E,tiende a cero cuando n--co 

Sn= X¡,+X2+ ••• Xn 

Y Y.1, X2 ••• Xn son variables aleatorias mutuamente -
i n d e pe n d i e n te s ca d a u n a e o n me di a p.. v a r i a n z a u2 

f i ni 
tas. 
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Serie de Taylor: 

Una serie de la forma: 

z Ao + A
7 

(x-b) + A2 (x-b) + ••• , III.11. 

o 
00 

I III.12. 

n=o 

en donde A y b son números reales, se llama serie de potencias 

de x-b. 

Es evidente que la serie de potencias III.11., converge 
a ~o cuando x = b. 

Si en III.12., el número b se toma igual a cero, enton
ces queda: 

00 

I III.13. 
n=o 

la cual se llam~ serie de potencias de X . 

Para estudiar algunas propiedades de las series de poten 
cías, es suficiente utilizar la forma III.13., y cualquier resu! 
tado así enunciado puede también aplicarse a la serie III.12. 

Teorema 1.- Si la serie de potencias III.12., es conve~ 
gente en x

0 
, donde X

0 
! O , la serie es absolutamente con-

vergente en cualquier número x1 , para el .cual IXil < 1 X0 l . 

Teorema 2.- Si la serie III.12., es divergente en x1,
entonces es divergente en cualquier número X

0 
tal que 

¡xol > IX1I 
23 



Teorema 3.- Supóngase que la serie de potencias III.12. 
tiene el intervalo de convergencia R. 

Sea F la funcf6n definida por III.12 .• 

00 

F(x) = L X € R •• 

n=o 

luego entonces: 

i.- La función F es continua y derivable so-
bre x. 

ii.- La serie: 

Ox.An {x-b)n = ~ n-1 n An (x-b) III.14. 
n=o 

obtenida al derivar III.12., término a término~ tiene 
el intervalo de convergencia R, y: 

~ NAn (x-b)n-J F'(x), X E R. 

n=l 

Ui.-La serie: 

obtenida al integrar III.12., término a término, tiene 
el intervalo de convergencia R, y: 

X 

n"+n.t (x-b)n.,.1 ,. [ 

b 

F(t)dt; x€R. III.15. 
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Teorema 4. - Considérese III.12 .• en la cual el término 
general es An (x-b}n 

l.- Si 1 i m 1~1= k. entonces: 
n-tco 

.i.. - Si f¿ =o el intervalo de convergencia es l:.e. 

,¿,¿_ - Si tz.fO el intervalo de convergencia es: 

~ j ¡x-bJ < +} es decir; 

la serie es absolutamente convergente sobre la -
expresión inmediata anterior y divergente sobre: 

{x f lx-b~+} 
II .- Si IAA~' J--t + oo cuando n --t +00 

6 

la serie es convergente únicamente en b. 

Si se hace: 
.<. 

Sn(x) = L 
n=o 

F ( n 1( b) n 
n ! (x-b) • x € C; III.16. 

de manera que { Sn (x)} es la suces1on de sumas 
parciales de la serie III.12., entonces: 

F{x) Sn(x) + Rn+l (x); X € C 111.17. 

en donde Rn+l (x) es el residuo después de n+l -
términos y está dado por la fórmula: 

n+ 1 
(x-b) x¡lb 

siendo Z un número para el cual 

b < Z < X si X > b 

x<Z<b si X < b 

III.18. 
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De III.17., se observa que la sucesión de sumas -
parciales {sn{x)j converge a F(x) sobre e • sf 
y sólo si: 

lim 
n-too Rn+l {x) =O xEC III.19. 

de donde se tiene el siguiente: 

Teorema 5.- Sea F una función con derivada de todos -
los órdenes sobre un intervalo C que contiene al núm~ 

ro b • Entonces una condición necesaria y suficiente -
para que la serie de Taylor para F en el punto b • -
represente a F sobre el intervalo C • es que se cum
ple III.19. 

Consecuencia de lo anterior. es el siguiente Cor~ 
lario: 

"Para demostrar que una serie de Taylor realmente 
representa a la función F ; no solamente debe de 
mostrarse que la serie es convergente sobre C • 
sino que también debe demostrarse III.19. 

Debido al comportamiento aceptable de las series 
de potencias. dentro de sus intervalos se pretende aquí 
determinar la serie de potencias que converja a F(x)=e~ 
sobre un intervalo. La relación entre F(x) y la serie 
es de la forma: 

F = { (X ,y} / y = 

es decir: 

F{x) • 

r An(x-b)n • x € e}; III.20. 
n•O 

00 E An(x-b)n • X G e ; III.20'. 
n•O 

en donde C es un subconjunto de convergencia de la s~ 
rie; entonces decimos que la serie representa a la fun
ción F sobre el intervalo e . 
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f 
n=O 

Expresando III.~ .. en form· .~tensiva: 

2 F(x) = Aa+A, (x-b) T A2(x-b) + ••• , x € C ; IIJ.21. 

y por el uso repetido del teorema 3, se concluye que, -
F debe poseer derivadas de todos los órdenes sobre C 
y por lo tanto: 

F'(x) = A,+2A 2 (x-b)+3A 3(x-b) 2+4A 4(x-b) 3+ 

F"(x) =2A
2

+2.3A 3 (x-b)+3.4A4 (x-b) 2+ ••• , 

F'"(~)=2.3A 3 (x-b)+2.3.4A 4 (x-b) + ••• , 

. 

••• t 

III.22. 

Fk(x) = (2.3.4 ... k)Ak+[2.3.4 ••• k+l]Ak+l(x-b) + •••• 

Substituyendo b en lugar de x y despejando ~ 

en las igualdades anteriores, resulta que para represe~ 
tara la función F mediante la serie III.12., sobre -
cualquier intervalo que contenga a b , es necesario -
que: 

F" (b) _ F'"ib) Ak= Fh(b) 
A= F'(b) • A2= 2 'A3- 2 3 ' ... , 2.3.4 ••• k 

y la serie toma la forma: 

Fnfb) (x-b)n=F(b)+F'(b)(x-b)+F"(bl(x-b)+ ••• +Fn(b)(x-b)n+ •••• 
n. z. n ! 

rII.23. 

que recibe el nombre de serie de Taylor de F , en el -
punto b . 
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Para el caso especifico de ex se tiene: 

F (X) = ex F(O) 1 

F' ( x) ex F' (O) 1 

F" ( .\'. ) e" F" (O) = 1 

Fk ( .\'. ) e" F~ {O) 1 

Sustituyendo estos resultados en III.23 .• se - -
tiene: 00 n ¿ X III.24. 

n=o nr 

ó en forma extensiva: 

z x3 
ex= 1 + x + -Tr-+ J"r+ 

n 
+ X + 

"ñ1"" ... , Ill.25. 

Para demostrar que la serie 
,¿ ,, 
~ converge a -

-<., 

e" sobre Re debe probarse que 

donde: 

Si o 

Rn+l(x) 

con o e: 

X e: z e: 

e z e: x. 

z 

o 

F(n+ll fZ> 
(n+l). 

e: X si 

6 

si 

entonces ez: < 

IRn+l (x.)I e ex 
n+ r 

X ; ( n+ll! 

lim Rn+l(x)=O, en 
n-too 

n+l 
%. 

X 

ez xn+7 
:a (n+l)! 

> o 

X e: o. 

e" y: 

X > o 
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Si x e: z e:: O, entonces ez < 1 y: 

Rn+l (di e:: 1(n:+I\!1 X < 0. 

Observe que la serie 
00 ¿ x.l 

-:;i- , cuyo térmfno ge-
.(., 

.l•O 

n 
neral es Gn(x) = 1r es convergente sobre Re, de manera 

que el 1 im x11 

n-Jco""'ñT 
O para x €Re. Por tanto .•..• 

lim 1 xn+l 1= O para x €Re, y tenemos: 
n-. co ( n+ll! 

lt + 1 
1 im 

fRn+l(x)j 
1 im ex X O, X> o. 

n_. 00 < n-too(n+I)! 

lim 
IRn+l(x)I 1 im 1 x(n+1)1 

X <: 0 
n--+oo n-+oo (n+l) = O, 

lo q.q.d. 

III.2.- Distribuciones de probabilidad 

Una F.O.P., es la más concisa representación de una di~ 
tribución empirica de frecuencia; sin embargo, la selección de -
una de ellas no representará exactamente a la distribución obse~ 
vada, la bondad del ajuste en este propósito, depende entre - -
otras cosas del tamaño de la muestra, la propia selección de la 
función y la mejor manera de estimar los parámetros respectivos. 

Las F.D.P. pueden ser desde el punto de vista estadisti 
co: teóricas, semi-teóricas, empíricas 6 las tres. Si es deduci
d a por ax i o m a s y de de r i va c·i o ne s 1 ó g i ca s de 1 a te o ria de 1 a pro -
babilidad, la función es teórica. Si las condiciones particula
res de una v.a. son acordes a una función específica de distrib~ 
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ción de probabilidad, ó si presentan indices de que la distrib~ 
ción de esa v.a. pertenece a la familia de la F.D.P.; pero el 6 

los parámetros deben estimarse para la muestra de datos, esa -
función puede considerarse semi-teórica. Si una función es sim
plemente ajustada a una curva de frecuencias empiricas, la fun
ción es empírica; la misma función puede ser teória ó semi-te~ 
rica. 

La selección de la F.D.P. adecuada a la distribución -
emp1r1ca de frecuencias, la mejor estimación de sus parámetros, 
la más confiable prueba de ajuste y el consiguiente orden en -
los limites de confianza; son aspectos importantes en la aplic!_ 
ción de la estadística, a la distribución de frecuencias de - -
v.a. en hidrología. 

Una F.D.P. que se ajuste a una distribución de frecue~ 

cias observadas, define las propiedades de localización (tende~ 
cia central, valores frontera), escala (dispersión, centraliza
ción), forma, asimetría, apuntamiento, asintotismo y otras pro
piedades; todas ellas valuadas con sus parámetros correspondie~ 
tes. Desde el punto de vista matemático, a más pa·rámetros en -
una función, mayor flexibilidad en el ajuste a la distribución 
empírica, y desde el punto de vista estadístico, la estimación 
de parámetros requiere, uno por cada momento, en algunos casos; 
lo que trae consigo rigidez en el cálculo, aunque en otros, los 
parámetros pueden estimarse directamente. Algunos de los parám~ 
tros estimados, serán menos confiables que otros, de donde sur
ge la necesidad de optimizar; seguridad en los parámetros con-
tra flexibilidad en la función. 

Es fácil convencerse, que en los ajustes de F.D.P. que 
toman solamente una distribución de frecuencias de una muestra, 
llevan en la mayoría de los casos a conclusiones equivocadas; y 
es aquí, donde juega un papel importante la experiencia del ana 
lista. 
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• Distribución normal de probabilidades, 

La f.d.p., se expresa como: 

III.26. 

para -oo < x c:oo • La correspondiente D.P.
A., es: 

F(x.) = P(X~ x.) 
X - 2 2 

_l_ J e-(x-x) /2s dx; 
s-V21r 

-00 

III.27. 

y X es la v.a., normalmente distribuida con 
media x y varianza s 2 • 

Si se hace: 

Z=~ s 

donde Z es la variable norma1izada correspon 
diente a X. El valor esperado para Z es cero 
y la varianza l; luego entonces, la f.d.p. -
normal tipificada queda: 

f(z) = _l_ e-z2 /2 
l21r 

111.28. 

y la correspondiente D.P.A., se expresa: 
z 

F(z) = P(Z:5 z) = .. ~ J e-u2 1 2 ~u; 111.29. · ,2rr 
-oo 

que en forma equivalente es: 
z 

F(z) • P(Z:5 z) • + +tfr J. 
III.29'. 
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Observese en la fig. 3., que la integral an
terior, representa el área bajo la curva normal 
a la derecha de cero. 

Como anteriormente se expuso~ una expresi6n 
para e-x • de las series de Taylor, es de la --
forma: 

x2 x3 
e-x = 1-x + 21 -~+ 2. 3. 

2 

n-1 n 
- tn-l)!+ ~! ~ III.30. 

Si x =-.;..., desarrollando y simplificando la 
soluci6n de la integral de referencia líneas 
arr'.iba, queda: 

z 

Ía III.30' 

y la expresión III.29' ., resulta: 

p ( z ::: z) = + + _l_ [ ~ u ( 2j+1) . ( -1) jl ; w j~ (2j+l).2J:Jl J 
III.31. 

Algunas propiedades de la distribución normal -
son: 

media X 

·varf anza s2 

desv. típica s 

coef. de ·sesgo = oc: = ..'.!!.! 3 s3 o 

coef. de curtois =cx::
4 

,..rn4 ,,, 3 ST 
funci6n generatriz de momentos: 

M(t) 
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El valor de la sumatoria en III.31.; se re-
suelve para valores absolutos menores 6 iguales 

que ~previamente establecido. 

La curva de densidad de probabilidad normal, 
f(x} y su curva de distribución de probabilidad 
acumulada F(x), con-"' =o y tres valores de (f" , 

f°= 0.5, 1.0 y 2.0 se representa en la fig. 3. 

La función de distribución normal standard, 
~cupa una posición inigualable entre las funci~ 
nes de distribución en la teoría de la probabi-
1 idad, la matemática estadística y los procesos 
estocásticos. 

Frecuentemente, se usa como patrón para com
parar con otra {s) función (es) de distribució~ 
pués algunas de estas convergen a la función 
normal en condiciones particulares. 

La funcion normal, está definida y desarro-
llada prácticamente para valores reales de x. -
El máximo es x =_?,,,. cada f(u) = l/(f'V'2ir= 0.4/u. 

Los puntos de inflexión son para_.µ~ <f con ... 
f(,µ. ~ (f ) = -.¡e¡ <J1:ii1T 

La x es asintótica y f(x) es simétrica cerca 
de x =.)"-; el área bajo la curva es la unidad, -
la media,,µ, la mediana ~ , y la moda !!!_; son - -
idénticas. El coeficiente de variación está de
finido solamente para./" 1 O, 6 particularmente 
para /"'" > O. 

La medida del error en la desviación ~p• es
tá definido como ("P = x1-/A 6 <fp =,;.<- -x 2 • con 
x1 y x2 los valores de x, simétricamente locall 
zados alrededor de~, el área entre el los de -
la curva de densidad de probabilidad es 0.5; en 
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este caso, con li = + 0.6765 = + 2Cf/3. 
" p - -

El teorema del limite central indica que la 
suma 6 el promedio de las variables aleatorias, 
tiende a la distribución normal, como el número 
de variables se incremente. 

La f.d.p. normal, es útil particularmente -
en hidrología en algunos casos: 

1.- Para variables hidrológicas aleatorias -
con distribución simétrica empírica de -
frecuencias. 

2.- Como una f.d.p. en el análisis de erro-
res aleatorios. 

3.- A manera de comparación con otra distri
buci .. óh. 

4.- Cuando varios parámetros estadísticos -
pueden ser ajustados aproximadamente a -
los de una distribución normal. 

5.- Se usa en el método de Monte Carla (GENI 
RACION DE DATOS) para simulación, donde 
primero se tendrían números aleatorios -
normales, dependientes 6 independientes, 
para después transformar a otro tipo de 
distribución. 

La función normal, puede ser relativamente -
adecuada a la distribución empfrica de precipi
tación anual, de u~ número grande de registro.
Sin embarg~. el propósito de ajuste, no es bue
no para lluvia mensual y escurrimiento anual, -
así como para valores diarios; sin que lo ante
rior pueda siquiera, generalizarse. 

34 



Dos factores físicos justifican la aplicación 
de la función normal en hidrología. 

?rimero.- varias variables pueden ser cero p~ 
ra un intervalo grande de tiempo. El valor c~ 
ro, tiene una probabilidad finita y la proba
bilidad acumulaqa para x = 0, puede interpr~ 
tarse teóricamente, como la integral de la -
densidad de probabilidad para valores negati
vos, (- oo a cero} y la cola negativa puede -
interpretarse como una parte imaginaria de la 
distribución normal. 

Segundo.- valores negativos pueden ocurrir en 
algunas variables hidrológicas, tal es el ca
so de ríos largos, con pendiente superficial 
pequeña, de tal forma, que un escurrimiento -
rápido ó un tributario, ocasionan la forma--
ción de remansos y entonces existe, aguas --
arriba, flujo negativo; con lo cual se justi
fica el uso de colas negativas de la función 
normal de probabilidad. 

La función normal puede ajustarse a datos, 
analítica ó gráficamente; usando una escala de 
probabilidades se tendrá una línea recta en un 
gráfico en el cual el eje horizontal, es de prob~ 
bilidades. Es evidente así mismo, que puntos a la 
izquierda de F(x) = O tienden a -oa y puntos a -
la derecha de F(x) = 1, tienden a +...o. 

Usualmente, para estimar parámetros de funci~ 
nes de distribución, se tienen: el método de mini 
mos cuadrados, método de los momentos, método de 
la máxima verosimilitud y el método gráfico. Los 
tres primeros, dan la media y variancia de la fu~ 
ción normal, con aproximadamente la misma exacti-
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Fig. 3. Curvo norma} de densidad de 
ro gráfica}, y curva normal de 
lid ad (ledo der. de la gráfica) 

res.de a-. 0.5 1 1.01 Z.O 

probabilidad (lodo izq. de 

distribucion de probabi
para J'..= o y tres volo-



tud. La media f' es estimada por la media muestral 
i • y la desviación standard Cf es estimada por -
la desviación muestral, usando 'S' para muestreos 
pequé~Os y s para muestreos grandes. 

Adicionalmente, para determinar la bondad de 
ajuste, puede auxil\arse de Cs. (coeficiente de 
sesgo) y del coeficiente de curtosis . 

• F.D.P. Logarítmico - normal. 

El LnX, donde x está normalmente distribui
da. se dice que tiene F.D.P. logarftmico-normal. 

Haciendo: 

f(x) 'f(LnX) 1 d(Lnx)I I II. 32. 

y si: 'd(lnX~ = 1+1. entonces: 

f(X) =i' {LnX} I 1 I . 32' . 
X 

de donde se tiene la F.D.P. logaritmico-normal -
de la variable lnX de la siguiente forma: 

'f {lnX) 1 
exp[

G""n l21r 

y por consecuencia: 

f(X l • X Cín 1 'J21f exp [- --}-( LoX-Cín /< ") J ; 
IIl.33'. 

v§lida para x ::: O, y donde /'{n y '" son la -
media y desviación standard de LnX. 

36 



La función Lognormal posee como lfmite infe-
rior Cero y tiene un máximo Gnico, los puntos de 
inflexión están dados por: 

y 

La curva es convexa hacia arriba entre los 
puntos de inflexión, y convexa hacia abajo en --
otros lados. La media, la mediana y la moda de es 
ta función, son diferentes y frecuentemente se de 
nota como: 

L (_,An• 'fn). 

L a re 1 a e i ó n e n t re 1 o s p a r á me t ro s ji'- , (f y /J. n, 
fo, permite obtener unos a partir de otros. Los 

momentos de X , alrededor de cero pueden obtene~ 
se de: 

III.34. 

donde r es el orden del momento; así la medí~ 
será con r= 1 ' y resulta: 

/A- = e(/n+ O n2/2) III.34'. 

y de igual forma, la variancia de X es: 

q-2 =rz( 
q-11 z 

-1) I 1 I . 34 11
• e 

por consecuencia, el coeficiente de variación re-
sulta: 

Frecuentemente 

en términos de_,.µ-y 
relación entre sus 
mo resultados: 

III.35. 

es Gtil espresar _JA n Y Q n 

([" ó /- y Yl. ; ó ./""- y Y\ . La 
respectivas expresiones dá co-
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= 

y 

1 

2 
- 1- Ln 

2 

_,A.+ 

/4''l _q-'Z 
III.36. 

III.37. 

Los coeficientes de sesgo y curtosis de x1-
son respectivamente: 

J-41 = '13 + 3 ~ II I. 38. 

y 

'l 8 + 6 tt + 1 5 Y\4 + 16 Y\. 'l. - 3 ; I I I • 3 9 . 

así mismo, la moda y la mediana son respectivame~ 
te: 

rr I. 40. 

III.41. 

Para determina~n y q"
0

, dos métodos son confi~ 
bles, estimados_,)-<- y (f para los valores de la vari~ 
ble y usando III.36. y III.37., dete,..minar/"n y (

0 

respectivamente; y estimar/ n y (f"
0 

directamente 
de los logaritmos de xl ó por el método de la -
máxima verosimilitud. 

La fig. 4., muestra algunas curvas de la fun-
ción lognormal para varios valores de ,JA. y varian 

'l. / ·n -
za (f n ( y l o s c o r r es pon d i e n te s v a l o res d e,,µ ó (f2). 

Si la frorltera inferior de la distribución lo~ 

normal no es cero, es necesario modificar la expr~ 
sión rrr .33''. introduciendo el tercer parámetro y 
entonces: 
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Fig. 4. Seis Curvas de probabilidad lognormof Jl"= o, 0.5 y r.oo, 
poro ~2: 0.5 y a;; 2

: o·, J 5 y 2 poro )4.= o 



f{x) 
( x-J) {

- ~_cx-,8) -~Y]. exo ~ , 
CJ/fíl' · 2 án" 

n 

III.42. 
en la cual J representa la frontera inferior. 

En el presente trabajo, se considera conocida 
la frontera inferior y la solución se aplica para 
III.33' ., en igual fo~~a que para la función nor
mal de probabilidades, de tal suerte, que para 
considerar homogénea la notación, se tiene: 

-(Lnx-xn) 2 /2s~ 
f{x) 1 

x Sn -Y2rr e III.42'. 

• F.O.P. Gamma con dos p_arámetros. 

La f.d.p. es de la forma: 

f {X ) = l X o<: - f e - X./~ 
f" r(oe::) 

I I I . 4 3'. 

para O ::!! x ..:: oo , pués f{x) es igual a cero 

SÍ X ..::. 0. 

Los parámetros o<: y f3 , son de forma y esca 
la respectivamente y ambos mayores de cero. 

La moda es: 
oC m=p {o<:-1) III.44. 

para o< ~ 1, y Ex=,,,µ. = o<: f> es la media y 

var x o<: J3 2 donde los coeficientes de sesgo 
y curtosis dados respectivamente por ti',= 2¡.;¡;;;c 

y JA 2 = 3-6o<:. , son ambos independientes dej3 
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En la fig. 5, tres curvas de Iff.43., se pre
sentan para valores de O("= 2 y J = 0.5, 1.0 y 

2.0. 

Los parámetros ex y j3 , son estimados de la -
muestra de datos. Para una distribución con sesgo 
alto, se recomienda usar el método de la máxima -
verosimilitud. 

Anteriormente, para la F.D.P. Ga~ma se hizo -
que_,;< = o<.jl y q-- 2 =o<:JZ de lo que resulta: 

.ft = 
y 

o< = 

q-2~ 

2¡ z 
~ Cf 

III .45. 

III.46. 

Por consecuencia lógica el coeficiente de va
riación C.v.= 1 = l/o<:. ; estimando.,)'< y e¡- de 
x y 5'. Esto es satisfactorio si el coeficiente 
de sesgo cr¡ = 21-be es pequeño, ó o<: es relativ~. 
mente grande, y si Cs y K son aproximadamente 
iguales a los valores de d''¡ y ,f2 respectiva-
mente, enunciados lineas arriba. Debe observarse 
por lo anterior expuesto, que el valor de o< pue
de usarse como un primer tanteo del ajuste, aun-
c;ue al final, para valores "grandes" de (Cs>0.5), 
oc:, fl y J-' se estiman por el método de la máxi-

ma verosimilitud y la prueba de bondad del ajuste 
es la "chi cuadrado" que se enunciará en su opor
tunidad. 

La O.P.A. es de la forma: 

F(x) = --1--r r \oc:) 

oc Jx ae - ' e -x / ft d x 

o 

;III.47. 
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rdmetros, para o<: = 2 . y tes vc;c:es de p • O .i; • 

1, ,. 2. 



y su respectiva solución, esto es, la de la inte--
9ral de lado derecho de la expresión anterior será: 

e -x?'J dx= t 
n=O 

II I. 48. 

y la sumatoria se resuelve para valores de: 

E =:! 0.00001 . 

Sin embargo, para resolver 111.47. en su tota
lidad, falta la solución del término r<o<.) cono
cida como la función Gamma matemática, misma que -
al término de este punto, se resolverá. 

La F.D.P. Gamma, tiene la desventaja de no ser 
fácil su graficación en papel de probabilidad, de 
forma ta 1, que se tenga una l fnea recta y checar -
un posible ajuste. Es conveniente hacer notar, que 
emplear la F.D.P. Gamma de tres parámetros no re-
presenta ventaja alguna sobre la de dos parámetros, 
pués el tercer parámetro e~ la frontera inferior y 

ésta función tiene utilidad para valores de X~ O. 

Función Gamma Matemática. 

Función Gamma matemática ó función Gamma inco~ 

pleta son términos equivalentes y la espresión que 
la define es: 

"° J Xo<:- 1 -x e dx 111 .49. 
o 

la cual puede demostrarse que converge para valo-
res de oe :>O. También se le llama función gamma 
de oc: ; y para va 1 ores de oC > O pero no ente-
ro, r (oc:) se calcule por serie e integración nu 
mérica, cuyo resultado es el siguiente: 
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Fig. 6. Funcid'n de distribución gamma de 2 parámetros. 



..., 
Jxoc -1 e -x dx 

o 
t 
i=o 

x(cx.f-n} 

(oc +n) n ! 
(-1)" ; 

r rr. 50. 

Nótese que si hacemos la expresión III.48 .• -
p= 1 se tiene automáticamente III.50 • 

• D.P.A. De Valores Extremos. 

Por la utilidad que representa para los prop~ 
sitos hidrológicos, se expondrá aqui la F.O.P. de 
valores extremos máximos. 

La función de distribución de probabilidad d~ 
ble exponencial de extremos, esto es, valores má
ximos en su forma acumulada es: 

F(x) = 
- cx.(x-ft) e -e rII.51. 

en la cual F(x), es la distribución de probabill 
dad de los máximos valores de x de las submues
tras, o< y ,B son respectivamente parámetros de -
escala y localización (valor central). 

La media desviación standard y la mediana son: 

)"- = J3 0.5772 III.52. - o< 

(f = "TÍ III.53. 
o< -f6 

M = f3 - 0.3665 II I. 54. 
o< 

Para /- y (f conocidos, los parámetros e>< ~son: 

,ft /< - 0.450 a- III.55. 

o<. 1..281 III.56. a-
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así mismo. los cu~rtes F(X,) y F{X 2 ) son 0.25 y 

O. 75 respectivamente y o<. como una fu~:ión de 
ellos. será: 

III.57. 

La relación inmediata anterior, puede em--
plearse como una primera estimación analítica deoc 

Los coeficientes de sesgo y curtosis son 
constante.s. así rf', = 1.29857 y (

2 
= 5.4. 

Para valores grandes de la 
lada, F(x) ~ 0.99 la expresión 
xima bien por la función cp (x) 

frecuencia acumu-
11l.51.. se apro

e-Y, la cual -
es una función simple exponencial y donde .... 
Y = oc:. (x-) ) y puede considerarse de una cola -
asintótica. 

Una frecuente objeción hecha a la aplicación 
de la función doble exponencial a fenómenos con -
una frontera inferior finita, es oorque la fun--
ción es ilimitada. Cuando ésta función se aplica 
a valores positivos de la variable como en flujos 
pico, donde no puede ser cero, la función no es -
estrictamente aplicable. Si una.región es muy se
ca durante algunos años y los ríos no tienen ese~ 
rrimiento, la probabilidad acumulada para la des
carga cero es finita, lo cual puede justificar el 
cero de la función doble exponencial truncada. 

Conocer la probabilidad para cada valor máxi 
mo. en el análisis de flujo es de interés prácti
co en la hidrología. 
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III.3.- Prueba de ajuste y máxima verosimilitud. 

Pueba de. ajuste. 

~i se dispone de una muestra hidrológica de 
dato: de tamafto "n", y se desea conocer sus pro
piedades estadísticas, la manera de lograrlo es 
aceptando a priori que dicha muestra tiene una -
cierta distribución de probabilidades conocida.
Y de ahí inferirlas, por lo que antes de proce-
der a utilizar y analizar dicha distribución. se 
requiere conocer qué tan cierto es que la distr1 
bución ele9ida se puede utilizar como represent~ 

tiva del conjunto de datos, ó muestra disponible. 

Para éste propósito, se considera convenien 
te utilizar la prueba Chi cuadrado (x 2 ) , cuya 
aplicación adecuada, es a muestras grandes. 

La función de distribución es de la forma: 

p{X2 S X) = 1 X J u { "'/ ~ } - 1 e - u 12 d u 
2.Mf 2 r ( "J 2 ) 

o 

II I. 58. 
y 

p{x 2 s x) = O para x e: o, y donde ti es el nú
mero de grados de libertad. 

Al observar III.58. y compararla con III.4~ 
se nota que son exactamente iguales, salvo que -

ae = v¡2 y )3 = 2. Por lo tanto, se dice que 
la D.P.A. {x 2} es un caso especia~ de la D.P.A 
Gamma de 2 parámetros. 

Si se consideran O¡ y e¡ respectivamente 
para los q · intervalos, las frecuencias observa 
das del fenómeno y las esperadas teóricamente de 
acuerdo con la ley de distribución de orobabili-
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dades escogida como representativa del fenómeno; 
al aplicar la prueba x2 , resulta: 

x' • t [co, -e,_i'l III.59. 

1"' i e.¿ J 
donde: 

q = número de intervalos. 
m = número de parámetros que se deben 

estimar para determinar las fre-
cuenci as esperadas. 

En la expresión III.58. los grados de liber-
tad se expresan por: ti= q-m-1. 

Al resolver III.58. para ú y nivel de signi
ficancia previamente establecido, se tiene un va
lor al que se denominará: "valor tabular". Y al -
resolver III.59. para las condiciones anteriores, 
se tendrá un valor al que denominaremos "valor -
calculado". 

Si el valor, calculado es mayor que el tabular, 
entonces la distribución elegida como de las fre
cuencias observadas de los datos analizados, no -
es la correcta y si sucede lo contrario, la dis-
tribuci6n propuesta es aceptable, con un nivel de 
confianza. 

Al utilizar esta prueba, como recomendación -
práctica, debe tenerse cuidado de que en cada in
tervalo de clase, se tengan por lo menos cinco da 
tos observados. 

*Debe observarse que la correcci6n de Yates puede
emplearse cuando existe duda en los resultados; -
sobre todo en muestras pequeñas comparando X2 co-
rregido y X2 no corregido. 45 



Máxima verosimilitud 

Sea 

f(x;cc .,/) = ••• ) 

una función densidad de orobabilidad de x. con oe 
,!J ••• • los parámetros a est.imarse. F.l producto. 

L 
N 

= I 1 
j: 1 

f ( Xi o:,,/.J... ) Il J. 60 

Se llama función de verosimilitud de una muestra
de N valores para una población de variables con
tinuas. X. En el caso de variables discretas con
probabilidad acumulada. Pi ( X;o:::./.l ••• }, la fun 
ción de verosimilitud es 

N 
L = r I p i X i ; o::: ./.1 • . . . } r I r . 6 1 

i = I 
En la cual N es el tamaño de la muestra ycx.~ •••. 
se sustituyen oor los estimados a. b, ••• La estima
ción deoc,,/.J, f, consiste en determinar a, b, c, .•• 

para la muestra de datos oara lo cuál un camino es -
obtener el máximo valor posible de L. 

Como In L alcanza el valor máximo al darle los valo
res a, b, c •••. la _ecuación de verosimilitud es: 

ln L = ln fr. f (Xi; a, b, ••• 
; = 1 

f ( Xi ; a, h, • • • } 

n 
}=~ ln -

i= 1 

III.62 
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Oespues de tonar derivadas parciales en a. b, •..• -

é igualar a ci?ro los resultados. las ecuaciones de 

máxima verosimilitud son: 

a ln L = 
a a 

o . a \..n L 
ab = o . IIl .63. 

Estas ecuaciones, de número igual al número de pa

rámetros, pueden resolverse en forma simult~nea y 

calcular a, b, c ... , para una muestra dada, donde 
los parámetros citados son estimadores eficientes-

de CC,fi ... ; si los estima.doreseficientes existen. 

* Cuándo el análiste considere necesario puede emplear el 
estadístico de SVIc¡';OV-KCl.1~0GCl'10V p:ira la bondad del -
a~uste. 
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111.4.- Algoritmos de cálculo. 

a) A efecto d~ salvar el obstáculo que repre

senta tener valores menores del, en la -

función lognormal, después de ordenarlos -

de menor a mayor, se incrementan los valo

res en el valor menor más una variable 

(RINC), a criterio del análista. 

b) Todas las integrales de las D. P.A. se re--

suelven por series de Taylor y usando el -
término general de cada serie, donde debe 

notarse que se avanza de o a n ; aunque 

pudiera hacerse de l a n' usando un ar-

tificio en el término general. 

c) Para evitar cálculo engor~oso, el facto--

rial se resolvió en una función (IFAC). 
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IV.- ESTRUCTURACION, DESARROLLO Y OPERACION DEL MODELO 

IV.1.- Estructura básica y diagrama de bloques. 

La estructura fundamental del modelo, descansa en tres 
puntos básicos: 

a) Los datos, son el resultado de un análisis -
de muestreo, mediante el cual se definió ti
po y magnitud de la muestra por analizar. 

b) A priori se asigna una distrubución de prob!. 
bilidad a los datos muestrales, y se calcu-
lan sus correspondientes parámetros estadfs
ti cos. 

c) Se efectúan las pruebas de ajuste (X 2 ) y má
xima verosimilitud. 

Observe como el trabajo se resuelve para las "n" dis-
tribuciones implementadas al programa. Para mayor claridad, pu~ 
de verse en la fig. 2, la estructura básica y en la fig. 7 el-
correspondiente al diagrama de bloques. 

bajo, se ha 

lizaci6n de 

ceso de las 

cuentran 1 as 

IV.2.- Estructura general y funcionamiento lógi 
co 

A efecto de darle utilidad practica a este tra -

procurado en la medida de lo posible, 1 a mejor u ti -

los cálculos y no exceder limites de tiempo de pro-

corridas del programa. En primera instancia, se en-

lecturas de datos, el arreglo de menor a mayor pa-

ra los mismos, el cálculo de los logaritmos naturales de ellos

Y el cálculo de parámetros estadfsticos; consecuentemente. la-

asignación de distribución de probabilidades y al final de este 

primer proceso, ld prueba de ajuste y resultados. 
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Lo anterioe, se consigue integrando en el bloque 
del programa principal. Los cálculos particulares y en sub

. rutinas 1 os comunes. 

Asf, el modelo está constituido por el programa
principal TEST, subrutinas ELEM, GAMMA, TESTI y VEROS. 

Lo anterior, se aclara en la figura 8, que mues
tra un listado del programa en lenguaje FORTRAN IV. 

Una ventaja de este modelo, es que con relativa
facil i dad, podran incluirse en el programa, las distribuci~ 
nes de probabilidad del usuario considere conveniente para
enfocar su problema particular; aunque esto no implica que
se modifique su funcionamiento 16gico. 

IV.J.- Operaci6n 

IV.3.1.- Datos de entrada 

VARIABLE 

NM 

tlPA 
IHN 
NIN 

IN 

NO 
RINC 

RNS 
DAT 

FORMATO 

15 
15 
15 
15 
15 
15 
F~.I 

F6.I 
F8.2 

SIGNIFICADO 

Número de muestras. 
Número de parámetros 
Año inicial. 
Ensayos dif. intervalos 
Número de intérvalos. 
Número de datos. 
Incremento al mínimo. 
·valor muestral. 
Constante de Conversión. 
Datos muestrales. 

IV.3.2.- R E S U l T A O O S 

Estos son los valores de Tos parámetros estadfst! 
cos y los de la prueba de ajuste. La utilidad practica radi
ca en la buena interpretación que de ellos haga el analista
como ejemplo vease la figura 9. 

so 



IN, NO, IZ, NM, NIN 
CCDAT(K,J),K= 1, NO), J• 1, NM, 

.J• 1, NM 

DATCK.,.1,.1):2 DATCK,..J) 

K• 1. NO 

EAT(K,..J)• ALOGCEATCK,J)) 

CALL ELEM 

LL • l. IN 

DISN• ~ ZI C-1}.J N [ (2J+I) ] 

..J• o C2.J + 11 2.i .JI 

SI 

> 

Fig. 7 DIAGRAMA DE BLOQUES DEL PROGRAMA TEST 



B 

ASCN (LL) = ( ÁTP SUM) 

CALL TEST r 

CALL ELEM 

CALL TEST I 

ex: • e x/c-> • 
/3 • ~·/x 

CALL GAMMA 

LG • 1, I 

N(l) 

~ zC cr:+JJ .J ' 
OIGAM .. C::::::: ' (-1>"" 

J • O (O: +J) ,ocr. FUGAT 

(-~~-C_A_LL~~-E-ST~I~~-) 

cb 

e 



L.U • 1, I 

P~ • - GULFA (CM CLU)- GUETA) 

GUMB• EXP -EXP -GULFA (CM(LU)-GUETA) 

CALL TEST I 

o 



IV.3.3.- limitaciones. 

La solución se plantea para valores p~ 
s1tivos de las ~ariables. 

La eficiencia del modelo, puede ser en 
un momento dado, función de causas externas; c~ 
mo del análisis de muestreo, correcto enfoque -
del problema que se enfrenta, restricciones pa~ 
ticulares del centro de cómputo donde se corra, 
etc .. 

Que en el número de distribuciones an~ 
lizadas no se encuentre la más adecuada a la -
distribución empírica. 

La estimación incorrecta de los parám~ 
tras estadísticos para un problema en particu-
lar. 
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V. EJEPLO DE APLICACION. 

V.1.- 1 N T Ro o u e e 1 o N. 

En este ejemplo los resultados se muestran en la siguiente hoja 
y el fin único es verificaci6n del funcionamiento del modelo, -
dejando para sus posibles aplicaciones prácticas las deduccio-
nes que de ellos se originen; al comparar los parámetros empfr! 
cos de la muestra, los estadisticos muestrales, los resultados 
de las pruebas de ajuste y máxima verosimilitud con los paráme
tros esperados, para un caso particular. 

V.2.- E J E M P l O. 

Se tom6 una muestra de 39 año~ (1902-1906) de gastos máximos -· 
anuales y cuyos resultados pueden correlacionarse con los que -
se encuentran en el libro uno (1) de la bibliograffa al final 
de este trabajo. 

Así mismo, si se procede a la soluci6n gráfica del problema uti 
lizando papel de probabilidad, debe notarse bastante similitud 
con los resultados aquí presentados. 
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v;. ::¡ I.4NC:::A 
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Cc.;:e¡c!c~T: ~e V4"1A~!C~ 
ct.;:F e~ VA~~A~I~N 
cc:F CE ASIM!T~¡~ 
ce !F .:JE s:SG~. 
CC!F -~ CU~TCSIS 

s:;S{J:;Tn: ;::..E:!'I !L!N~NTCS .::sr. M:.:C5i~.:.L::s. 
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IA!'. = I4llf•.1. 
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~t.. lfl .::H<:<,:.. >.L::, J.:.Tft<+! 1 !..>J.::;,, 2.7 
~ / ._,. ·n c.;: r 1< +.:.,:.. > 

"- h l ( !<+ 1 , \.. J = :: ~ T 1 K, L J 
t:;.T CI<• '-': Ct.TJ 
I< = -
i:c re- zr.. 

Z C: I< = K +'!. 
lFf i<et.O:. t.::-:> ~C. TC ¿:. 
:Fe JATf;..,LJ .L::. i • ..::., DAlN = o.:.T ,_,!.) + FINC 
H .. ~·IT 9o 
i:C 3.;. k' = 1 1 t-;~ 

E.:.Tti~sll = ~1.CG <: .. rrK,LJJ 
C,7r~. LJ = ~;.rcK.1.) + OA!N 
fidN! 1G, 1 CA'T<K, .. J, ~ATC !<t .. > 

31 e¡,; r- r r r;u.:: 
f'.lN = IJHC NC1L> - :AT'1.,U 
F~:Nr H'~ 
fi'tWT 11 .. , C4TC:1J,U , 'JAT( ... tL> , i<AN 
FANL ·= E.~TlNC 1 LJ EATr:.,LJ 
F~INT 1.L, :'.AT PIJ,!..J, Ei.T,:..,LJ, ..;:¡t¡L 
F r:r~•r :i. 2~ 
Ll=l 
Ct.LL :LFI" 1 rr.., J~T. re, C!1, ::i.=:sr, v.:i•, :..:. ~l'~CA, FC8S1A~1::1.LJ 
Ff<¡'IT 12.:. 
F r<::L (l) = F.:a:; (¡ J /N'.J 
F ;:, :L.~ ( 1) : F "':;::.. C;,.) 
ce 1:~ MI = 2, I~ 
F:<.:L (11n = F1,.~~l1!) / ti: 
FF.~L .. l~!J = c:;¡.;LC~IJ + P~L~C"'l-;o.J 

431' CG:1T:!\oc:-
CC .:.,.:, 11! =1 1 IN 
Fi\:~IT 1411'!,A!"! l~LJ ,AMI ('1!•:.> ,crHl'lJ,FJJ-"ft-:1',F~!:L(:1I>,FR.ZLt 1·111 

1'-~ CONT:Nu.:: 
U'=! 
Gv T:J 145 

13• Ll1 = Ll1+l 
145 C úlff ,;:t-;IJ E 

!: O .:. :i 8 Li..:: ¡ , IN N 
2I C: .. LI = UMif\ CLl .. J • ~t":;:i:.e > I CEST 
JF(Ll1oE~.2> GO TJ .&.SE 

G (J T J 1 5e 

15,,. ~u :1 = " • l. :. 

Zl!HL>=t.es <ZI (L~JJ 

JFC'(J,€1'.:,:l KJ =l. 
1&~ c::s'l=U f!!Ift..L)••(¿•J+1)),/(((.•J+U•z••J•:F.~C(l<JJJ) J•(-tJ· ... J 

SU'1 :: SUM+ :rst. 



= J+t 
l<J~ J 
lFC .:.::s<.:I~td.G: •• ,. C:J TO lé5 
.. :en <LL> = ( S:.JM 1c.:.5::ES:!•X .. ~l(l.LJJJ 

16 ¡: C ;:;!'{T :N!J ;' 
l: C ..:. j. LL = 1 , I t. 
SlG~l..J:: z:c .. L .. ;..J/ZI<~U 
!Ft ~!t;NC .~T ••. ) j~ TO .l7'3 
~J!'ICLLl = ¡.3,::J (!..L+:.J•:O~C:lCL.:.) 

GC TJ l 76 
1:"~ ¡:,:¡'l(LL) = C ,..3::n1..:..+:.J•AJ".:f-.(LLJJ 
17€ Fr<'.::'.: (LL > -= ~:¡:HLL> • ~LJ 

F~.:.~=F~tSCLL)•F~¿T 

18 • C C•;T INUE 

f?.~:li .... ,, 
lF(L"l.El; • .:.JP"If'-T :.7:. 
l F (L .1 • ~ C. 2 ) ;> ::( ! t; T .l. 7 "!. 
f'F.:S~C1 ) = i=q:,_; (.l.J I FS::;T 
Fi-c::S~.:.11! :: FF.:;:;;(!.) 
ce :..Ji ~~ = 2, r~ 
F.'<=3~ Cl"l"'J = Fi<::SC"l'1> / F'E'T 
Fi\.:,:;~,..("M) = ~¡;;.S-<C'1,.) + ~;;;::;~Afl''"'-¡J 

1 d S C iJ :-. T : l'IJ S: 
C:J :.."¿ N = ;:., I•oN 
F'.<.:.·1r 1!:, "· ZI[f\), .l'.!C~H"'' ri'.:HdN), q~scrn.FR;;:S~CNl,F~:::si<~liU 

192 c::"'r:~;ui: 
IF(;...'1.Et: • ..:.J C.lLL F:.~::s cm, F"<.;:s,c11,1F~::n 
f\U = IN•l\c~-1 

IFCi...1.€0~ :> c;.i..;_ r:::sr: C:N,i"C3S.FRES, L!'!, Nt.:J 
1FC1..1.!::C.2l GJ ;J :.3E 
c.::.1..l.. :Li::t- c:11, :::;.r, ~o. c .. , :J.;.ST, v:.;,1,.?<,.:;~sra,Fc:s,A•IN, ... J 
l F ! >. '1o E C • ..:. , ; :: TU :.. L 

l9f x11:::_, =C:.7¡:1z••c.i:;1.::.:A +Jt.3T• .... 12J 
;.:¿.._ =fXl-'.:.L·'IO ••:!.t .. cz.7::.~z ... .a Ci:iST••;;J •l) 
)J=-;°i = S':;;T<X:::_J 
c:1:..·• = ic:::L~ / xr-::u. 
s ¿s ... :• = e e e v:. ~ •• 3> + t .. e e v;., ~ 
e~ ;;.L .. = c.: u v ¡_:• .... 9> +-:. • ce.; 11;.. 11. .... e 1 +;.~·e ce 'Ji.. I\•- "> • ! ,:+ ce cv1..N•• 21 -3 
Fi'<l~IT 1c;::, )('l.::1..1\, x.::;.::.Lr., c:vi.l'>, ~::SL..'lit e:;~-"' 
e.:. .. .:. Tr" e;¡::: ! Hlt =-c3.:; ' F ~:::: , L '1. /11 1J) 
Ct.;...1.. .::L~i-l f If\, .::;~;, ~.:;, C'1, :;:;..:;¡, V~;, .:.1, FlP.EDA, rc3S,t.'1:'.4.LJ· 
~t..F~ = (.;";::~/ JC:.3T t••: 
E:: 1' ~ 
:: ;.. _L 
~,:.;..!";. 

"= ~EST •• ~ / ;f"E:JA 
G..:."'I"~ e .:.F.:. • "'UG.:. n 

Gt-:;:J : .. L"'~ • :::T.:. 
G ::..> = ;::: r.1 • .;-11..F.;. 

e..;=;"" 
~; .::: 

= 
= 

: .:. . 
·~·s:.¿r:.:.:.,;:-ilJ 

- ~ • .A'-F'~ 
I ( !~,:: T.;,• ... ¡l._,::' tlJ "FLG..:. TJ 



r:u Z.7~ LG= !t !:• 
U lLSl= f;.:~:.HLO - G'1::-> /'G!:~~ 

~UG= 1'.: 
CIL::> =t:e; !G! CL.:iJI 
J = '· 

lF C1<J.::~ •. 1 l(J =:. 
z,- ~ ~ ::. S ~ = Vi Il < i. Gl "• C .. i. :- ~ • ~ l /' < < ~L i:;¡ + J) • '3 ET~·• J"" lFA C f K JJ l) • t •1> •+J 

S\.:G = SUG • JIGA 
.. = J+l 

lFC .42'3(Z.!Si!l. G.:: •• ;; J GC TJ .:::.J5 
tECJC~G> = F~CC • JIG~ 
lF t_G.E~.¡) GJ TC 2~5 

~ISA= f ::cL;> /G!C:..S-!.Jl 
lF C..>:GA.GT .. c)G:) re ¿,?5 
:~G~l-r.l = ..1::CGlLG) + ~ac:;ci.G-.:.> 
G;; T ;¡ 2 5:' 

225 t.G:. CLGl = tA3C.:i<i..Gl-AE·:~ <L.:i-1>> 
GO TO z~s 

2 .. !:? t. O CA <.:.) = ; :?C:; <.:. J 
255 Fr<:::GfLGt =.i:JG.:dL::i) •NC 
Z?S C: Cl\T ¡t,•J ': 

L~= L'1•;.. 

F~.=s:;u' = F=::::;c_> /N:J 
f ~SS :;..3 < l l = F ~:: S:; c..,> 
[J .;as !G = z, :!\ 
F R.:.S;; n q = "'":: G e:::;, /N D 
Fr<:::;;;(IG> = F;;:::.>G<:G> + F~2SG.:.<:i:G-1J 

F ~In i Z o: 
ce :E NG=!t :f\ 
F;.;I11'7' !.'3, fl.::i, G: (fl,ü) 1AE:G<'IG J,~JG~Cfl,Gt, F:;::~tNGt.s:~!SG<t<GJ. 

1F~.::3:;t<NG> 

zq~ CJ~·~T:!•IJF: 

FR~~l7 2 q¡ 
¡:.,::.: ~¡ 7 2 <: = , S"':: C , G J::.; 1 S =: S -:; : , .; U ;; G;. 
c.:. ... l. -:-,:s:: ( !fl,,FJ3S,i"~t;G.1..l", .• u) 
G~LF\ = ~.,e: I :~:: 
~U~T~ = ~·~:~ - ~.~; • 3E3T 
::vM::::u == c~:r ... - c.i. i:;:.: / ~JLS:;l , 
:J E' L'~ = !., I:I 
F-J~ = 1-:.i .. :;i.;LF..,"' !G~1 fLLl - GUt:T\I 
Gl.~r-t.1 -= :.71'3.:: ..... r-~.;:~.:: ... =en 

~ ~ :·1- :; 
._""' _!_ T 

.... _ Cv'.T:'." 

~, j!JLF.:. t ;·J;..7..i, 
: r ... : ( :.i, 

:: '.J~ ~~r..,. 

: '~"' , - ... 



VI. CONCLUSIONES. 

Básicamente, la selecci6n de una distribución conveniente para 
representar una variable aleatoria cuando la única fuente de -
información son los datos empíricos observados; es un proceso 
en tres etapas: 

1.- La primera etapa, es una apreciación inicial cualita
tiva de las distribuciones posibles para eliminar las 
que no reproducen características globales importantes 
de los datos. En este caso, la exactitud del ajuste es 
el criterio que rige la elecci6n. 

2.- La segunda etapa, consiste en emplear un procedimiento 
cualitativo de "estimación del modelo". Al respecto, -
es bastante razonable el método de máxima verosimili-
tud. 

3.- La etapa de elecci6n final es aquella en la cual sed~ 
ben manifestar capacidad, experiencia relativa de fac~ 
lidad de cálculo, exactitud de la representación y fa
lla de un modelo al reproducir aspectos aparentes de -
los datos. 

Debe observarse un proceso iterativo que permita una revisión -
también iterativa. 

En términos generales, el presente modelo es una herramienta -
útil para resolver problemas que onvolucren de una u otra for
ma variables aleatorias, iniciando la solución con un concien
zudo análisis de muestreo; donde los estadtsticos muestrales -
pueden ser medidas de centralización, dispersión o selección -

de valores máximos o por cierto intervalo de tiempo de ocurre~ 
cia. A continuaci6n y en base a lo anterior, asignar las dis-
tribuciones implementadas en el modelo a las muestras obteni--
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das de observaciones. 

Los ~arámetros para cada distribuci6n pueden obt~nerse por el 
método de máxima verosimilitud; así por ejemplo; para la dis
tribuci6n normal los mejores estimadores de centralización y 

dispersión son la ~edia y la desviaci6n comose señala en las 
ecuaciones 111.8 y III.9 respectivamente, obtenidos de la -
función de probabilidad respectiva. 

Para plantear la regla de descisi6n deben establecerse; hip6-
tesis nula. alternativa y niveles de confianza, pero sobre t~ 
do; el usuario del presente modelo debe justificar su uso y -

tener la certeza de haber enfocado correctamente el problema 
al que se enfrenta. 
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