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TN TRODUCCION

Oonsideremos el conjunto P de Yodos (os
dodecaedros (nscritos en \a esfem 2%, junbo
aon la “Dpo‘%l/a v\a\'uml,, esto es, dos dodecaedws
oe encuentran cecanos en P =i

Vd
VEsicamente”
los dodecaedros esldn cercanos

. /
en el espacio. Mds
! .

,aun, 3i a es un dodecacedro en P 4 Vv es un

virkice de a, enlonces por cada panto uw de
BeVIN 8% Yenemos  una familia de Adodetaedros
cerednos  a A gue Coresporden o un dodecaed o
(eon verbice u) ceraano & a y Yodas las rolaciones
de este por un dngqulo  pequerio con vespecto al
ele que pasa por W y el origen de R®. E= dear,
cada dodecaedro & hene una vecindad homeomorl’ﬂ

S D' x(-€,€) = B. De aqu’ e sigue P es una

3- variedad cerrada .

En 1900 H. Poincard conjeturd que =i M es
‘una  3- variedad cermda,or:enjraio\e w @on la -

propiedad de  que iy (M) = Hy (2?2 enbonces M2 53,

EL miomo Poincaré unos ahos mde tarde
. demostrd que. P es una - variedad cerrada,
orientable con  Hy (P) = Hyx (2%) 4 gque Ty(P)¥0;
dla'l‘do as’ un eon‘lmejemplo a  su conge{-um- Deﬁpue’e
d¢. esto Poincard feformulé su eonjetura agreqando




i
'

: /
la condicidn adicional “1(“\\)'-‘0; éota es la
Qamosa Qon'\e‘htm de Pocncare au«ja reﬁpuerai-o\ Sigue
siendo  wna L‘nc,o/a‘;ni)ra en ndestros dias .

ES}U *‘Q}&iﬁ eotd L‘,nsp(mda en el aVHClAlo
de Kirby , Scharlemann (21 y trata de explicar
' en témines sencillos alquras de lae descripeiones

que  en eate aparecen -

En el wapitulo T »e ve a la variedad de
Poincare” tomo el cociente de B3 bor la doble cubiertn
'Iy1 del grulpe O\e simelrins de!l dodecaedrs . las
referencias pam  este capulo son U31, donde se prueba
gue el grupe de simetrias del dodecaedro e (somorfo
a ks, o (1] en donde se explica con delalle la

_ari\-mé*-'fca de loas ocuaterniones .

En el ‘seo)Aur\do ca,p/a‘)uLo Se Aeecn'ke a la eefem
“de Poincare’ aomo airugia +1 en el rebol derecho , [4]
es (@ esfera pum todo este capituls -

EL dltimo aapitulo e donde oe prueba gue
(46‘ dee;cripa‘one_s doadas en los primeros Qaf:”utas
,Gorrespowievx a la wmioma variedad, para esto venos
que ambas tHenen la misma descriperdn eomo
Vatiedad de Beifert, la referencia para este aapiulo
et o achulo original de K. Seiterk [5]-



CAP\TULO T

Las  ‘ansformaciones rigidas de la esfera

S* aue preservan o orientacioh forman -un qrupo,

el  cudl se denota por S0(3). 90 admite

,Una '\'OP0,0QI/A nox‘rural Que o Qonvier’ce en Un
grupe de lie de dimensidh tres.

Cualauier Yransformacion rx’ﬂio\a de & marda,
ern Yarticular, a  un dodeeaedro inscrito en
en otro dodeesedro de P esto es, 0(3) actua
en P. Y esta  accioh  es hansikiva, ga  que
pdemos \Wevar cualquer dodetaedro de P, en
. Q!Aa]q,u)e,r 0‘\7@ Med(cm*e un movimie,n+0 n’{)ido,

Ses deP un dodecaealrv ijo (yor ejem pla
el que \-ie,ne un Vér'h'ce en (0;0/1) v UNA an“b*ﬂ
en o Jireceion del semieje poef'\'ivo de las X) )

en')ohc,e,s
Mo ) qe sole) | () -4

e5  un subgrupo de 30 (). eorrespamle a
kLas Simetrias orientadal del Aodeepedro, 4 se
" sabe que  e§ {Somod-o o A5/ el eubgrupo -
O\\’\;Q)‘Y\ah“-g de permhcfoneﬁ de  nco e\emen-los,



Luégo existen 60 simebrias orientadas  del
dodetaedro que son generadas pr las mluciones
de orden 2,3 ud,6J reepeatv a los ejes que
mean for el bunte medio de wna arista, un érhie
(Qe\ centro de um de las caas de @ vespechamodl -

: A7 oortinuacion  versmos que P es Yomeomo rfo
. a ‘50(33/1—-, , donde el espacio de clases lateale s
- derechas 50(5\/[-1 se deline tomo e espacio
~ hopolagico |
' SO(E‘A/A) ton Yv g & Yy te T

Dean
q- 50(3) — 60(53/rv (a funcion aociente

*‘?‘-‘60(5\‘—"’ P definida  por
ey = g1

,#Igualmenjfe es ciertn la \pro}:osido’n que secda a -
~tontindacch, si consideramos el esmcio P\SO3) de clises
\ateral es Laqvierda.% 03(0 funcion  {: so(3)— P dada
vt £' (@)= 9(d) , esda dehinicidn puede parecer mds Ll
en principio, Yo wmo Se vewd en el aspittlo T es
miuche mds sencilo tomir  la del ‘Yexto.
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De agui es elan gue lo Yopologia de P
dada en la introduccich comcide aon la \—o}:u)oglfa
nducida.  por Q') aderns las Libras de (3(3 9 qoinciden.
Si Y,V aon tles que a(4) = C.{UP) entonces -
ngs\'e Qe N 4d que 4= 9Y, 4 byor lo Yanto

Bl4) = 4 = 97 @) @AY - R

. 'de manera amloga se ve que q o5 eonshante -

e las  fibas de £

. 'Empo-sig 'mlb. 60(3)/[_, = P

_-Nol'a. No oo dificil  ver due en realidad

' 50 (3) —i——vP es avbrienfe ya que I es
discreto, 4 de aqui se hene que T g
un eobgropo de T(P), de donde P no es

simpemente  aonexo.
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. ' 5 r\) -
, II. S /l_1
En estn <fccion veremos que 2> es la abierta

aniversal de  20(3) Y gue 3° Ysee una estructum
de orupo Yopolaico aue Vace a la Suncidh  wobrente

un homomorg-u'smo Ae ArcApoS.

) i

I|~Q5 gE;gg&erhiohes. Degihimos el anillo wn division
. de los ouaterniones I tomo el comjunt de sumas

formales  Xox Xyl % Xz § ¥ XaR aom  ¥Xyq e R

')qer
ton  las dos operaciones ‘bi%uien\'esﬁ

D Suma -
(¥ it %aivkok) ¥ (No+%, 034, v YR =
= (Xt (e #9000 Ra+Y )y ¥ (%349, k

H con esta suma no es otm cosa gque R* aon la
. suma tomnente o omponente , por lo que Yodemes
“wonsidesr & H eon 6 Yoplegia  usual de

-

2) Producto. e yprducte viene dado Vor lo reglax

szsz :rhz: Cjk:-—'i

' ) \H el uﬁ grupo \-o\:o)o/@fcv dﬁm{e aolem&s e/l
. produch e wmizbible  eon su Ypologia ;  notese iue,
G350 | de donde H e un wmpo no  aonmutativo .



Si aeH , G=de YOyl ¥Q,) xO3R dehnimos
Na = o +a} 3, + ak

(a norma de
SQ = Oo -_—

a Vuh escalar de a
la par\ﬁe vechral de a
el Qua¥ernio'n qni\-arfo en
la direccion de a.
—_— ) Qpn_'\Ugado de A.

. Definicion . %= %ae \H\Na: \7‘ la esfera
“unitaria en H . |

Dol hecho de que N(ab\‘- Na Nb se Sique

aue S° es un grupo topologico aon la  multiplicacion
auaternionica -

: 3
Si ae S,

Va = &yi +d.5 485k
| L)_a = Mg |, G

. aJ= 60\—\/0\

la forma polar de a estd dada
por A= 0% A t Ysend donde cCos«4 = Do %

' Y= UVa, eS  Un euakernion  unitano puro C‘b‘b"h-

Si u es an auatenion anitario puro

‘jz' = —-Nﬂ=-1 (aPor Jo Jncu*n\o 4 es wna n:ufa Quadmda‘
de -1, de donde Yenemos & Gomula de

De Movre pam  lot cuaterniones  unitarios |

" |
A= 005 NA ¥ Yy Aurned X A= 005 A 4y sen o

t
i

Denotamos somo €2 el ematernion unitario

bos o +yaend . (Dyso, Ny=1) .



Transtormaciones r_\oiidas de @

Tdemos identificar a oo euaterniones purs
ton los punbs de R
7(11.. +X7_) -\-Xak — ("l;’(z/xﬁ.

N " Denctaremos indistintamente por x al euaternich
\ XQi‘*'Kl)% KBk (5 6\.\ W)’)"‘O de m?) (.KU KZ/ K3) .

i

Como Xy~ -(xw.wz"szwa‘ﬂs\:f\xﬂz :Ba\a % )s )k

‘51 Yz

) Y= Ryl X,y ¥ Kak ) we Dl rUzi v Yk,
e\ poduck ntevor de X 4oy es XY= —S(xy),
mientras que el produr)m veclordd X xY = V(xY).
v Qomo el conjuqado de Ky es 4% = = (==X = Yx
. Jenermos que  Sxu)= Vi (x9+8%).  Luege la condicidh
.Pa.ro\ que \05 Wn%s X 4 Y (,XUU*O\ o\ejfermmem -
_diree&ione\ Perbeno\iwlaxeg desde el On‘%gm 2s X")-\-“&XL‘O.

Cualquier plano ahawés del orgen puede Ser
expresado  Qomo

F={x | %o+ %ada vReds so ] donde

| %?.+%,£ +%: - ’ este bldno es¥ determinado bor
LU veclhr normal  amitario Y= Wil + 42§ $YWak SNy =1



’E_r_vpo__é_\_c_l_f_)/_h_\ la  reflexion en d  plane

WKy + %2 ¥ +43X5 =0, donde ‘57{ 4-“315 +‘ﬁ§=1, es\a

vepresentada. vor \o  Yransformacion  euater nidnica

Xv+—> Yxy (©x=9y=0, Ny =1)

Demoshadeh - Lo broyeceion de un vechr x

, en el vector unitario W tene logitud dirigida -

Xy, La rellexidn  con rec;\)eclrv a\ plane & manda
"y oen -y §  yor b Yante transforma a x
W= %= 2(X gy = X+ 2D(xy)Y

en

' ) Como 152: -4 5 la Qorresyondien{e ‘\'m-hsgorma a'cf n
. de austerniones (pums) es R = x + (xy FUX ) Y= YxY
3 (“’"3"0, N!-S:1\. a . '

En Yes dimensiones la Puncen ontipoda (x —s -X)
puede ser expresada tomo el poducte de  reblexiones en

eualesquiera Yres planos vor el origen mutuamente

. perpe,nd.iculams, o como el meulud-u de ura Yl veflexion
una  media vuelta alrededor de la recta

;per‘?wdicular al p\ano de Y‘e);-\e,xfo/n por el ongen.



Como  Yodas edms transtormaciones son
tnvolutiva s Ci.e. son de grado 1), 3e  5/9ue Gue la
media wuelta puede expresarse tomo el poduch de
la vetlexich 4 la antipode, eoto es:

Proposicidn 2. La media  vuelta (medio 9ivo)
. alrededor” de . vecta Xy . Kz . X (9% 447 +42 =)
Y4 9. 9>
_ s Ja Mm{orma‘o% @ua.-l-emio'm(a X —> —4 XYy
" (Dx=54=0, Ng=1), |

Considerando o esta @omo Ymnslorracion de

8? on podemos (lamarla Y medio qiro alrededor

' del punte 47, 7. ”
- Si eteribimes —Axy en la Sorma 8“ Z‘ﬁx 625
vemos gque el ‘medio giro adlrededor de 4 ey un
easo e.speual de \a Yransbor maciot e“"“3 X 6*'1

Pmpas;‘cig/n 3. Lo votacior en un c{ngulo a4
alrededor Je “e 52 e la  Yansforracion
Lernioni —ay AY
eUuaternionica X p—s € R e )

Demoshaciot. LVlamemos Ra o dicha rans ;ormaaéfv,
"PM. es una L‘saneh/a P cualquier veal A, 9a
Caue Rl = ) e x &Y =\xV: ademis eosta somehia
deyd fijos a o o 4, por lo Yante e una
TE\N._@K»‘OQ ) ro*aa‘o’n. No e uma revt)exfo’n/ Yya que
Si lo fuera exishiria 2 ¥0, % Ly o e‘d‘ﬁz 9 2



! P

| pero e'av)'o' s eq.uiValen\‘é a WZ- Y=o 9 5'4'7*‘9
- ton lo gondicion de bperpendiecularidad 42424 =0
me\fca aquL 2-0 . :

Pr o Yante R4 es una volacioh
alvededor de W . .
' Yo Lo popsicdn 2 4 de que Ra (=R, (x)

', Se sigue o raultado PaYa o’\.-.-T\'/n‘, de aqui , el
cresullode wale para pualadier A= £y v Ppor
-tontinuidad pova Yodo o, *

De aq,u.:’ que %do Qua"‘efnl'a/n tinl)urio e,’“j
ol‘e%ermiha una  Unica ro-)>acidn/ la votacidn en un
dngule 24 'alredeAi; de y. Pero cada mwlacicn
Se ede vepresentar r dos cuaderniones A

' So&log:ip:l ed * @(A”HP: ™ esto e, )
cuaterniones oml-f?odas wrresponden o oo misma
' rO‘}“QCiO’h- -
' @omo e,\ pro(iac)!‘o d.e Ws@ormdciangs
Kxa o Hxb es L& xab =& won C=ab
" se Sigue gus -

Teorerw 1 Ll Suncien a: S — 90 (3)
definida yor q(aﬁ(x\= al-a\= & xa  es  un
Q-tpi_morngmo de qripos  fom nicl eo s\—‘\, '\hg.

, Tn otma ’Pa\aJora,‘S) e) Arup o

. mulbgicative de  los  euaternionec unitanos  ec
, &'\D}nomvr{-o 27 a A al @rvq:o de la% m*acioneg/ gfue,
aleym Q‘jo el ongen 5 Y yobre  0pda mhao’n —)-enemo[
 doy  Quaternioney antipodas. m.



Cordario 1. 2003 £ RP =

R ecordemos que en la Seceidn pusada se
vie que P 2 \50(5\, dorde TV et ol quipo

Q\\,e simetrias onenlmdcu del dodooaedro. Sea
=g (1), D &5 un subgrupo de D5 4 su

Corden e Aos veces el orden de T, o sea 120,

| : Propojicioh 4 63/'2’.. & ’P

Se 'sic\)qe, del Teorema 1 o de que
Y 60(.53/'-1 . w |

Qomlario 2. T3 (P =

—i=-
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CAP\TULO 1T
CIRUGIA DE DEHN

Una de las vraneras mas usuales de Qons#rw'r

3- wriedades es  por civgla de Dehn en un nudo.
, En esta seccidn se define o aue esho signitica

4 se  etudian o Wsol en que \a variedad
'QDN"fw/da. s UnNa esc—era hon’\olo/@.ca-

begn‘m’cior\eg ’

) Un nudo en una B-variedad M et un subespacio
de M homeomorfe a 9.

Z\un enlace en una B-variedad M es un subespacio

he M homeomorto a0 la unidn ajera de un ndmero

Ciniko de wpias de 9.

3 Un Yoro solido s un espacio homeomorto o © x D2,

4) bn meridiano de un ‘Yoro sdlido \) o5  una
turve  simple cerrada en BV aue es homs loga.
a cero en V 4 aue re,{;reSen‘-u a un 9enerador
de (2N (2 Z®Z). Wrejemplo, % x3D? es
un  meridianoe de X%,

5)" Wra longitud L de V es una eurva simple

" cerrada en PV aue vepresenta o un generador
‘de Ry (V) (2 2). En general dos meridcanos

! Son \nomélogo; en OV (ealve orientacion),

]

...41-



Lol w2V

o 6) Una vecindad Yubular N de un nudo K en
- M e (magen de un encaje S'xD% — M
Cwl que 9 xo v—K. ' ‘

Noto :  En eske dmbajo  considermremos  dnica mente
dquellos nudos en M, que poseen una Vvecindad
Yubular N, eon la prpiedad de que M—RJ
eS uma 3- variedad ceon frontera .

' Ve entender e concepto de cirugia de Dehn,

necesi Famos antes  conocer los homeomorfismos  del

oo en =f mismo, ux que éstos jueqan un papel

fundamental .

Homeomorfismos de T2. EL funtor T, convierke
& cada Nomeomorfismo i de T2 en un -

. aukomorfismo hy de Ty (T2) &8 Z@ Z . T

. es, =i nosotros  Lijamos una base de Mi(T?

‘ ee\wx a%f%ﬂ&éfofh 2e  tonvierte en un \'\omorr‘oﬁ(t‘Smo

del  grupo Hom (T2) en el 4rupo G\L(Z/ZB de

-lz-



matrices de  2x2  werkibles con  coe Ricrend e
en*e/ros "

Hom (T?) %£— gL (2, 2)

en donde GL[_Z/Z\ octda bor la derecha en 'Tri(_Tz\
esto es, s (abe TN (T?)

(3" 5 e G LLZ/Z) = @qb\ < (3') (o&a-\»bé’ (beS)

Lema .  Una motriz de 2x2 con entradas
en los enteros eo¥d en GL(2,2) si o sdlo s
su determinante es 4. Odemds una Yol puidriz
es un product de las  puirices -

Coe o), ( N\
0 i % B 1 0
‘ Lo \qomeomor%-smos cuyal malme_ Hene cldarm'mn{'e
T +4 son los que preservan o orientucioh, 4

qa‘ue,llo% bava  los cuales el delermimante es =1

son los que la invierben .

|~gmq 2. el lomomor€isme % es axpmtgec-lvVO

,‘3'?‘,\ nicleo de % o el subgrapo de Vomeomarhismor
. de T2 isokdpcos a la. cdentidad .

L Teorema 1:  Dos homeemorFismos de T2  =on
Lsob’pizos &) Henen la misma majm'a <))

/
Son homo"roq){cos .

—-13-—



’Pam- una axpos\'ciofh mds detallada de
este  Yema ) ju nte wn lus demostraciones de
bs resul Yados anteriores, ver [47.

_C-_img)\'a de Dehn. Supongamos que tenemos la

. ld
' Slouiente informacion :

. @) Una 3- variedad M, quizd ton frontem,
‘0\. un nude K en e\ interior de M,
&) una vecirdad Yubular cermda N de K en M,
4) una ceurva simple ¢ cerrada 7T, ton T < ON.

Qons“-rw’moj erﬂ-om:es la 3- variedad

X = (M-ng N

., 2N <~ 2N

e decir e estaeio cociente (M- R U N/‘,\, en dord e
xe 2N ~h(x) ¢ N C M % WWoetv un homegmorfismo
que marda a un meridiano m de N en Y.

) Un dal homeomorfiamo h siempre existe,
Pues s T? es un \—om, Y una curva simple cermda
L en T2 & m un meridiano, entonces & eseon e Mol
una longitud  eualquiera L, T v pL +gm ton (p2)=1.

L Yr Lo lanto existen enterws v o S tales

que prigo=1 o si novderamod la matriz



(5 “r)e 6L (2,2) , &l representa  una
P4

clase de isa’roP\/o- de  homeomorkismos de T? en
o\prde a‘.qu,no de ellos tleva o m en 7Y .

' 'Zy En el ncise qn*en‘or Los n&mems LaiC) A
. 'No Son u(m‘cos, Liteqo existen Viomeormorkismos
“perfenecien et o distintas clases de  isobopa aque

mahdar\ a m en 3. Veremos ahoma que la

variedad X no depernde de o eleccich, de alquno

de eshos hhom eomorfismos .

Sean ‘/\,\7\‘- oN — N < M 4dos \'\omwmorfismosb
'(ho V\ecesaviqmenjfe iﬁo\Lo/picos) Yales que am bos
. mandan oL meridane v en la curva Y.

. %i 03 eSS wun \’zomeomorf-rsma cuya ma-&r:‘a es
| (1 o) , entonces q invierte la  orentacion o
o -
ademo{s/ 4 se extiende al Yoro sclido, Por |o Yanto
es lo mismo hacer cirugla ton h que eon hgq.
De esta obeervacidh se sique  que Yodemos suponer
. que  h Y \z., ambos , preservan  la orientacion .
- Existe una vecindad U de m en BN, dal
qute . (U,m) & ((—l,i)XS‘, OXS‘)) endonde hqk son

i50¥o,\>\‘cos .

.-'5-.



(8,0, m) 2 (6%, L,0%2D2, o0x2D?).

Ldeﬁo, al (:ormm- el espacio \( -—-LM“)S)\ u S//v no

Umporta  eon cual de  los  homeomorfismoes  estemos

begqando.

Lo que nos vesta por hacer es begar N-9S,
que es ura 3-bola, por la frontera en DY,
donde DY e una 2- esfera; pero es bien
Sabido 2ue existe una  Udnica Serma  de hacer
Cesto. Vor o fante € esyacio (M-RDY N},\)
‘no depende_ de h ¢ k, Sé)o deperd ¢ de 7Y,

A T

1



2) De los dos  (1cises anteriorec s desprende
que X ot bien delinida , ademds de 1) se
Qone,luusg que basta aovocer lo clase de lqamolopﬁ-
de 7J. Si escogemos una logitud L c 2N entonces
T v alapm on (4,81, de donde X selo deperd e
del  rudo K 4 de la parejp de ndmero! enteros (4,/53.

‘ Ddinicich - o »- variedad X se dice aue
coes ol raultado de ura civugia de Behn en M
o« lo lage del nudo K oon ihstrucciones de
Cirupaa T .

| Do&e.mos gp,y\o.raljaar la definicion qn*erfor -
al cayo de un enlace y L=LiV...Uln, Simp\emen4e
Yomando vecindades tubularer ajerat, Nc de cada Le¢
4 curas simples  aerradag T DN¢ -

Cirugia_de Dohn en 5S>

‘ ng‘_&md 2. Seo V' un Yore wlido , Ve 63
tal que 2P - \°/=‘X ey ung B- VQTl'eo(oJ(, entonces

Z. S\ nzTo 1
Ba ()
. o Si N>y

B Domortracion - (',\ammw)re_ Hg(V\ o Hx(%’)
sit N> 3 hn(X\ =0 ya aue X es una 3I- wariedad .
Gmo VUX =< 4 VAX 2 S'X§' endonces por

(Il

—17-



J }

Mayer ~Vietoris 1

Q) n=3 » i
sl (VOX) = W (DO W) - Ha(5%) A, Wa (vax) oo

a o

b wede “Rer interprelado cseomél'n'cafmeh“e de la -
l-%fguien"e manera; si we Hy (2®) entonces -
‘W= ctd donde ¢ @5 uma cadena en V yd es
una  tadena. en K ; entonces Dw) = (2] en

He CVaX). De aqui se ve que si Yrianqulanos
X (Lo cual o3 paible ya que X es una 3-vanedad)
: Y completamos esta triarqulacion a  entonces A
" manda a la clase  fundamentl de S en W clase
fundamental de DV que es el genermdor de
\'\'2. (\/(\X\- \_uezjo A es un I'Somo(‘(n‘smo, por Lo

"'\‘an"'o Hb(X\I:O.

o

b n=o ‘
e —p Hb(%a\ _g.., Hz(\/ﬂ)(\ — “z(\}ﬂgnzbo — Hzé‘%"q

Ha(X) =o.
@) n=y |
e = B2(P) o) 2 e WD) — # ()
i e 252 2 -
RN
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4

d) n=o , ¥es eonexo, por lo fanke Wo(X) 2 Z . w

| Lema 3, Exiske una \bngi*ud en V due e
homologe. a o en X. Cualesquiem 4ot longitudeg
ton esta propiedad  Son homslogas en BV.

'Démoﬁmob/n.- Sea m un meridiano en V, eni‘omces
,m repretenta  a un generador de Hy(xX). Sea L una
‘bngitud en V, 4 comsideremos el isomorfisme Wi(xX)¥ Z
que mand.a a [Um] en 13 es\'e u‘sbmors-x‘sme mand a
a Tt] en um cierka n.

. Cea v uma long#uok en V hcméloga. a 1-nm
en @V, asi [Lpl =0 en AN

% L' ey ot lomgitud en V enloncec  pam

-'a|guna aeZ, Lwlp+ am en DV, de donde

.r_ﬂ.']'-'q. en 141(.7(\.

bes—inicio’n - Ala (onaihui Qe es homéloga a
gexro  en el Qo'mp\emen'\-o, ‘55-\0/, de toro lido V

e le llama longitud preSg,rm{'e.

J

. Ejemplos.

-{9 -



Determivar (o longitud preSerente  no Siempre
es Senc[[_(_o) a Qon‘rinuacio’n se exp\ica un mé'|'odo

ra’tpfa\o para hallarla  ( ver E“r])-

Debinicidh = Sean T, K dos  nudos ajenss,
'5rienjrados, en S . lorsideremos  una proy eccion
veaular de JUK . CQada punto en el eund T
Cpasa por  abaje de X se cuenta eome:

) AR

e T B A IR S

. \.a suma  de efs\-asl Sobre 3rai05 los txin)ros
. dovde T pasa  por abmje de K ge Wama el
' admers de en}(ace de. Ten K, 4y se denota

Lp C3,K) .

Teorema - Sea S un nudo en S 4 N

 una Vvecindad Yubular de T. S L es una

Longitud  en N, entonces son  eauivalentes:

) L e la lngitud preferente de N,
2\ LKL—S, ﬂ-\ =0 .

- 20~
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Ciugin de Dehn _en 3> En e coso de S°
tenemos que dado un enlace orientado L=LyuU...UL,

w vecirdades tubulares ajeras Ni de L , existe

una  base  mtuwml parsn Ty (aNi\, que e Rti,mﬁ\,
dode Li o5 la lomgitud preferente de Ni orientada
tormo L, & m¢ un meridiano aon Ly C’N,Li\f*’\'
Entonces” wdemos ecribiv cualguiey  aurva  Jo < INi
,an /rminos de esta as ¢,

L3 = « L]+ pe Um:]

tomuna ambigiedad. de signo, deperdiendo de omo
' Qr-‘em‘emos J:. Esta ambigiied ad. o\eea{mrece, Si
omamos el acciente T = {56/9(5.

. Uamaremos a el Qoegice'enl-e de Q}ruq(a
Cseciado a la Q_om{:onenle Le . Si o <o, entonces
pi =4 4 escribimot Yo = oo .

Luego Qualq_uier enlace L en 2° jurv\-o o
nimerps mcionales, asociados uno & cada (‘_omponenxe
de\_, determina  una civagia de Dehn en 33) ,
Cque  a su ver determina una 3-variedad cerrada,
Lonexa o orientalble .

: éje;'nplos. |
Y 1) ] b/

delecwmima el
es\aﬁ['\{\o \Q_V\-\Q L(b\ob

~2{-




dedevirma el
CSpPOCA0 st H: st

i

EL aiguiente raullade aungue no sed uwado
b,oen este 'habago, tabe wmenclomrte por s imporlancia
 jnra la teorx de lat  3- wnedadec.

| leorema 4. Chickorish- Wallace) Teda »- variedad
Cerrada, tonexa v orfentable puede ser obtenida por
c_wo(qm de Yehn on 2,

Qonstvuccioy, _de  E=bewns horyoloaya t.

_ rPTOPDSIC!On Sea KeS? un nu.d.o en‘)m\ce_&
)\-Os Ot‘rucya de Dehn en 5* a4 lo lamo de K tom
QOQ":ICJEI\\'& de C.tfu@o. *1i da por ve%u“—aolo uha
" estem Homo]é‘{)\'ca M.

Demostmcior. Sabe mot que si N es vecindad
Vubulay de K,

He (- R) 2 Hy (WD 2 Wy ()
Hn(M) 2 Yo si n>a
2

St n=3

i
3

Ya gque M ey una d-variedad cerrada o on'en'\'ab]e, ,

~22 -



Utilizando La Sucesion de Mayer - Vietoris  tenemos:

1} 3l Nz '
. — \42(%3- f:l\seﬂzCN) —_ prszh — Hl(al‘h —> Hﬂ%-”—-}:h@l‘li(hh-ﬂ:--

o
jx‘-’(in,"‘.-za dond.e (: DN e %5—;1 )

i‘ LQ'- ’aNC-—a N Son
- las  inclusiones natumles .

Dda la lace aronica S\Q,mll, L loncy')rud'
preferente m  meridiano de N, pedemos Suboner que

el omeomorfismoe de \a Cimql’a Yiene tomo matn:

- (1 O} . Por lo Yante A5 (1,0 :.-(o,-l) 4 Su (0’1\=("°\’

1 { 65‘\'0 ey, 5\4 es un iomerfismo .
_Se sique que Ha( M) =0

—2) 81 Nne=y

e M(aN) 25ty (2= RO WOY) — MY — NolaN)—s Bl R1)® V(W)

tomo Po(aA) — (2 XN® No(A) es
Sigue que (M) =0

mono mor L‘S mo 3Se

3) H 2y tonexa, o lo tanto Vo(M)2 2
- Eslo es  Hx(M) = Wy (P,

Voo \

i

-23 -
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Debinicion. Sea @ la 6izf,uien\-e variedad

(&L

H

@ es unha estem omolagica, en el siquiente capttulo

i
i

yeremos que  es homeomorfa o P, \n wriedad de dodecaedros.

-24-
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/ . ‘ .
', con el “empiezan los ‘alaios ten miras

,W\Clhx'eniendo -gfﬁo W¥xo0) un 0-/\"0)“[" de 7“('1/’”\

CAPITULO TIT

VARVEDADES DE SEVFERT

H. Secifert Lue uno de (os

Pri mMeros -
! / 1
ma'}e maticos en  estudiar

a forndo las S-Variedadeg,
a un -

‘eorema  de (Llasisricac.io/n de 3- variedades cerradas .

: '%eigf,’r{' c\aei?a’ca Oomp\ew[a,menlre (&\vo \f\omeonnorw(fsmos

que preservan $ibms) aguellas  variedades cervadas
que Se bueden descomponer en una unigr ajena de
arculos , ton  iertas bropiedades acerca de como se
enlaaan bstos  circulos . Esolns  variedades  se
Gonocen  eemo  variedades de  Secfert.

En  egte oapihnc se  verd que Lo wiri edadk

, de dodecaedms Py la c‘\‘ruc’y,a on el drebol , cn

goeliciente 41, Q_} Lon \noméomor#as . Pam c’:'e+o

e brobad aue ambas poveen la misma represeniado%
"tomo  Variedad de Seclert .

Definicion- Un oo _zdlide  Sibiade se obhriene de un
cilindre  fibrado D2KI, dovde \as fibrat  som

los
Sa}menlros x xL, xe D, volando  BDTxt  (pero

9
luego dentiicando D0 on W x1 Cie Ax0 o p(X\x1

Aonde P oes la vofacion ).

-25 -~



Pedemos oupoher  que (”;m\fl, myo Y o&h =

o]

[
\

i
- 3
‘ | e
1 N
: O S e

4

]

|  Definicion - Una variedad de Seilert eo urma 3- variedad
- @onexa | sin fontera que tumple las  siguientes  propiedades:

) M puede 2er descompuesta en fbras  aenas,
" donde ocada fibm oo homeomorfa a s' (' ackila en M)
2) Para cada Jiba W, existe VS M ol que U
estd formado por fibms, y existe Wi U -—V homeomor hismo
. gue  preserva -morasl donde Ves un Yoro solido -Qibmdo«j
\-\(H\ = O0x L, e@\p es, W manda a4 la Siba W en la
{ibn  central de V.

Detinicion~ Sea B una §ibra de M, = ¥ Yene um -
vecindad Fibrada Yomeomorfa o un Yoo sblide fibmdo
ton . goeficientes (mn) | (eomo en (& debinicidn), entonces .

N S m=1 decimos que W es ura Sibm odinacia

7—\ Si ms Aec“mos que H es una Q.-bm
excepcioral de tipo Cm,ny .

-2 -
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Definicion = AL esprcio vesultante de  colapsar a
un bunto aada Fibra de M a2e \e Uama La

b&‘ée d& M :

Observacion = ¢ M 25 wna variedad de Seterk

.cermda._ (abiertn ) entonces la base es ura -
92 - varedad cernada (abierta) .

De o definicidn de variedad de Sedlert,

. €5 c.\cuo gue las (’lllﬂrﬁ": excepcjomlgs as-}'a/n - '

aisladas, ya gue en ou vecindad c:‘brada, toda »
las fibras, excepto ella | son ordinarias.

Ahora.  podemos  aoreluic el siquiente resul bado:

. Teorema - Una varnedad de SeclSerl cerrada Liene

a lo mds un ndmero Ginito de fibrac  excepeionales.

Naﬁ res+V|’nq5iremos al caso en que Mﬁea una
variedad de Bectert cermda, orientable 4 wn base
orientable .

Si £ es una Sibra  excepcional de tipo (m,n)
de. M 94 V una vecindad Sibrada de £, enfonces
existe  una dnica curva @ en la Crontera de V
%ue, torta a cada fibra de Cmnl*e.ra de V en

un  2olo \aunlro, 64 Yol que i m es un meridiane
) R una Sibra  en 9V, M = mQ +n H.



Si hacemos  \a am@’a ( M- V) UV
oV

av

~donde  h wmanda wmeridiane M en 8, enlonces

la variedad resultante e de Seifert w lo -
Libra £ se Qonvieﬂe en  una fibra ordinaria .
De eatn manem, bodemos pasar de M a una
‘. variedad = de Beifert [ sin  fibras excepciorales,
Cesto es, a un hatr Kbmdo sdre la base de M
“ton  fibra ‘6‘ .

Eate haz: [ est determinado de una -
‘ unica forma por M ain meorﬂlr el orden en gque
" des excepcionalicemos  las Libras .

: 1

Sen Fq la  2-variedad cerrada ‘ﬁaienhb‘e

de prnp,m 9 (@'@\ . Gada  fibra
: _— =
» &
"%X.S‘ de Fg s tene ura vecivdad  tubular
UX‘S‘) donde U o8 vecindad de K en ‘-Fo)
homeomorta o DX . En esta  vecivdad existe
wna base Oanonica para B (UxSY | a <aber,
\m, By donde ym es un meridiano w H
~una fibra en la Lrordera .

' Podemos resumir “tedo lo anterior en el -
siduiente  teorema:

-28 -



T@rema. Toda variedad de Decfert oo o]
resultado de wuna c,irb(%l’a de Dehn on :Fajxs'

a2 lo lamgo del enlace trivial D R -

Nt

c{qnde tada Gompor’le.nlre es  WnNa F/'kra #XS'
Con coelicientes de cimoj(& (en (o base RM,H})
. b, Yy, S, Tn en donde aada Yo #o . Denohmos
,esta  variedad como |

M= i%l b, (_”“;pq\}.../ (“(n,Fn\-i Gon di/@c‘ =0,
(dt,‘éc\r« W 0z pi =z 4l . Niteee aue b
es lual a -e, donde e es la clase de Euler
de K.

Seifert  demostd un  resultado mds fuerte

B Aun , Q saber, que loa nimem= 4,6 y las

finr‘ejos (M‘,'pi\ determinan pomple¥amen¥e a la
variedad de 6e£¥e\":) salvo por homeo morfrsnmos
‘que  preservan floras o orientacidn .

A
Cé\) es  de Se ijﬁ

Oonsideremos el Gibrado de ©° que Gonois te
3 d‘e. Yoros coménwtr.'c.oc,, Librados bor breboles derechos
W las dos fibme excepciomles, que son el ¢ 2
93‘-. ¢, Lla c,i.ru)\r\ge,v'e,y\cia unilrarfa en el p\a_no Xy,
que son \as dnimas de esha familiz de toms.
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X !

h !, T e ~ C
/ e : PR

1 R N !
L s AN
"/‘ . - ,' ',\\ ‘,l

' N

= visto asf ¢s uvna variedad de ‘Sec(-ere

“eon dos  fibras exccpcq‘onale% de upo (2 1) (C)

Y (3,1} (el efe 2)) tambien es  clave que SU -
<? | Luego 3% opmo variedad de

una repres intacion de o forma:

bdse es
Seifer{ , tiene

Xo l b, (=, 1), (3/()73

Lema .- b=-1.

- Demostmcidn - Calcularemos o clase de Euler e,
tmo (a obshuccivh a levankar una seccioh glokal

ol haz resuttante de Aesexcepciorali zar a 3%
SM\:onsa_mos que ta Gba  de ’G’Po (2, 1) eetd

sabre el polo norte N g (n de tipo (3,1) sobre
d' Pio sur .

. Empecemos nuestra seccion  en N, entonces al

Uy extendendo  deta  hacia abajo, al egar al

, ec‘btador nbLe%JrraL c;e,c.c(o/n,@q , Se ve Qormo en
Liqua A

~20 -~



De & misma forra, sl empezamos o -
de('c‘m‘r nues’rva Geccibn N S W a exLemder(a

progresivamente hacia arriba ; al Ueqar al ecuador

nuestra seccior , ®:, se ve wmo en (a fgura B,

En el doro, que es la Unler seccicn de  eshos
dos loros  solidos (Figuras A 1 B\, Y que Correspond e
al haz eobre el eccuador, la situacich es la

. aiguiente :

Q‘ t QI < -H ) d"
&wdn wnc\mmo.\ que
L:—.L

- 15




Sea K eualquier  fibm ordinaria | w Sea N
wne  vecindad tubular fibrada . Lo quUe nos broponenos
encontrar es, el @ambio de base, de la base -
t@nonic o \P_,ml; ton L Jfa Lon?q'luo‘ breferente en
N orientada tomo K, a la base {m HT donde
N oes una Fibra en D N.

/

|
1

De esh Qorma, se  pedrd  Calcular a -
excepciomlidad de (o Fibra al  hacer cirugia 1 enk.

En el complemento de ?u\l, o fibva Hes homologa
a tres  veces el efe =, Yy Clomo el eje % es -
| %pmé’ago a 2m , tenemos que HwvGom.
' Por o ante Lo H-6m on AN, 94a Que (a
longihid peferente es dnica , calve homologia en BN,
Y4 de aqu/ tenemos :

.Q+m v -m +}

Pr Lo danto, al hacer cirugiz de Dehn +1
en ol drdbol estamos creando una fibra  excepcional

de tpo L’S,“\ .

(2

,Prdposic«b’n - \o\-—l,cz,n, (311\,(5;1\§ i

1
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P es de Seifert. A continuacion veremos que P, (a

Variedad de alodecaedms, es de Secfert Y
ealcularemos SUS invar:‘anLe‘s-

) 20(2) buede gonsiderarse Como \as rotaciones
de ©0(3) que dejan fijo al polo norte N, o de
esta  manera vodemos debiniv la accioh derecha de
20(2) on 90(3Y tomo multivlicacion por la derecha .
<0(2) no es ot cosa que S aon la -
mul biplicacion compleia y ast, Yenemos definida una
aécio% de 64‘ en 50(3) . E%‘\'a. accion Pasa al
cociente ‘%O(ﬂ/r\ de la marera nrataral , vy que
i Ny = P\(, entonces ‘f=‘6‘~i’} o por lo tants
Us = 3945 ¥ ses' de donde Pys = Tys -

Eata  accion se buede ver wmds claramente
ern P de o %iq)w'en"e mnanera’

S aeP enlnces F Ye 50l2) tal que 4TH(d) =g,

esto es, Yl gue [y Corresponde o &, de donde

la accien de ' an P esld dada  por
Sea = (YaY'(d) = =7 (a) .

: Esta accidn ¢o efechiva, esto es, todo
3 'glemen¥o de 2 distinto de la  dentidad mueve
‘altg‘dn dodecaedre. Mds aun , el qrupo de

icohopla de casi cualquier dodecaedro e (1) .

-33 -



li ;!

Aqul( ‘e\-co.si cua(q.uier asignifrca, lodos  los
dode caedvos  calve aeru.eL(os que benen como
eje de eimetra  al eje Né‘/ donde B e el
ocigen de MR3,

i

Aque(los Que tienen al poLo norte  omo wno
', de sds vertices Henen como grupe de isotropia a

‘ \l R e"%Cl

De la misma forma , los que inkusectan al eje

NG, en el cento de una de <us cams o en el

Fun}o medio de Wna an’s‘a, Lienen oomo qrupo de
' iso-}roplﬁ 2 Ls 4y Zz respec‘livamemlrc

IS

2

Luego la orbita de cada VYanto, es homeomorfa
' &l Por Lo 'Eqnb, esta accion  nos descompore &
P en un conjunto de circulos ajenos | las drbitas

de' la  accidn .

-24-



LWamemos dodecaedins ordinarios (excepciorales)
% aq,ueuo%- dod e caedros que Uenen Csohopga brivial 2
( no ’rriu,‘a(,\ 3

Seaa a un dodecaedro odivario 4 vV oun verkice
de él, enbnces existe un  divco en 52, D, cton

i Gen)n'o' en V 4y Que no contiene ninggjn vertice de
dodecaedms excepcionales . Sea U el conjunto de -
‘dodecaedross  que lienen un vérkice en D y cuyas
arictas se orientan tomo las, de a i ‘ '

Bgio la accidn de 2, U detine el siquiente

'rcon'sun’ro de gl‘k"d‘-’:.

1
g ~
A5
N\
N
~
N
N )
e i ¢ se i dentific
tZD
/
7 U

-3h-



Eeto es, un toro fibmado Yrivialmente alrededor
de W fibre de a.

, S La isctropla de A es Z, , entonces a Yiene
una aricla  que intersecta en el punto medio al efe
Ng , Sea ¥ oun vertice de  esta arisla-

]
.

Sea D un disco en 5% con centro en D que
eolo aomLenﬁa vortices de dodecaedros ordinarios o
' de dodecaedres con i‘aohopla Z, .

dea U el tonjunto de dodecaedros que  tienen

—

z ,
un ved—fce en B 4 que Lrenen sus  ar ishs
 oientadas  @mo Q. . '

— |
)

[
IR
N :
i ) .
. . . }
'

Nuevamenle bajo & accitn de <
U nos determina ecote o Siomde.
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D Sin embarqo  oxiste una diferencia, -l-a=a
pr lo Yante: la filbra de & vecorre dos  veces
SuU *mtjeo'lon'a mfen-}ra.c; Yu e las o\ema’e; 2olo o
hacen una vew -

Tara  los dode caedros oon  isotiopla 7, v

Y 25 se tiene un resultado analoﬂo solo que

, Bus fibras  vecorren 3 4 D5 veces mas que las
- fibras  ordinarias .

be esto oe siqgue que P es una variedad
de  Seterk ceviada 4 orientable awn 3 fibms
excepcionales, de Tpo (2,0, (3,0, (5,1,

La base de P- La base de P es el 519u:en4e

. espacie  cociente x&n que Come labiamos

visto  es %OL?)\/A.) donde Yoy & T qel,

sy d=99Y=. De esto e =lque dque €%

hom eomorfo al cociente 60(53/ Pensemos  a
‘ N

SOL’O\ tomo el haz “angemle unitario a ©%. Enfonces
Lo accion de. S en s0(3) bor Lo derechs es -
muthplicacio/n tompleia en cada fibra. Esto es,

i a OC’:)) es  identilicar en un }:umLo oada Fibra de

50(3) | por lo danto R S

_3'.). -
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i

2

propoegiu‘o/n.— la mee de P es S

Vemoatmcion = Un dominie  Sundamental de la
quicJ’n de M en &% es o fn‘o‘)uien{'e .

entificando eomo ee muestra en La Ciqura , el resaltado
5S¢ Sigque .

_ Aqui se ve la conveniencia de laber eecogido
en o Capll"’ulo I, la Luncion §: 20\ —P il
Que £(Y) = L?"(d), 4o Que & accidn de 2!
Cen  2003) bor lo derecha y de T' en ﬂo(,s\ For
<!

(a (tquierda won las acciones natuvales.
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?ro;}oﬁicio/n - V= \0 \—‘; (=, '\/ (5’1\1 L5/ﬂ‘$

mﬂws-"faciéwr' le'camenJre nos resh }aor pmbar
que P, la ariedad obtenida de P al sushituir
sus  filoms exepciomles por fibras ordinarias, hene

alace de Euler 1.

, Yara eser, taleularemos  la  obstruccidn  a
-lewantar  una  seccion qlooal en > ) una Seccigy
on P es un campo vectorial unitario.

‘ En  una vecrndad de la fiba (2 oy nuestra
Geccidn  viene dada bor W cwurm Q %‘gum A, que
en nuestro  dominio fundamental et repreﬁenkzda.
por el campo vectorial due oe muestr en (a -

Srgua B .
a2

'H/l y

i, A ‘ e B

‘ Haciendo  un vazonamiento andlogo en las
vecindades de las  otme dos fibras | nuesha seccion
&V\‘-.“—{" fronlera de un oo =dudo qu.e tontene a las
3 fibus e:(capciomlecs viene dada por el siguiente

t



i i i

i, Gampo vectorial .
SR S | E‘O}\ ,imz 3%

| Tacilmente <e tompueba que este campo
L vectorial es de gmde 1 .

Qorolario - la variedad de dodecaedros, P, es
homeomorfa. & o cirugla +4 en el trébel
derecho , Q =

-40 -
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