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IN TRObUCC\ON 

~'5i d.eremo~ el C.Ofl~un+o 'P · de todoco L0"5 

cl!ic!uaedro~ Cn-oc.r i ~oc:. eVl \a. eóte.m. co2, ,iu.nto 
<!en la. -bpol~1á Y\o.lurztL 1 es\-o e-=;, 1 do~ d.odei::aetlro~ 

s'e €V\c.uenha.."' cerca.no-:, en 'P coi '' ~(-s1ca.mett+e 11 

. lo:, dode~aBdro-::i c::!?'f>lá"' c.ercanoc; en el e-sp::i.cio. ~/'!> 
O:Ú.n / f>i a. e~ u.n d.odecAedro en ? ~ ir es u.n 

· vér-1-ice ck o.. 1 en\ottce5 por co..clo.. punto u. ele 
~[(\/) (\ '32 4-enernos una ttA.rniG.A. J.e clode~etl.ro~ 
cercanos a. a. 'tue CUYr~poyJ_o-1 o... Ul"'I rA.od.ecaedro 
(C!OY\ véd-1c.e u'\ cerca no o.. o.. '1 tala~ las rotacioYl~S 
de :.f:J te ror ú Y'\ á. ~(,(Lo ?ec+U e ño Qon re~edo l\ L 
e~e tfúe \)a.-=-ci. p:ir u. ~ el ori')eY'I de W."3 • E~ decir, 
Qrulo. ciod.e co. edro o.. he ne ~no. ve.c_1'nd.a.&. homeomorl-o. 

o... \)-z ><(-E., E) ~ ~?>. De G\qu( be. '5i~ú.e.. 'P e<ó <.tno.. 

' 3- VGl.t'"i e clad c.err~da.. . 

En ¡qoo H. AJt.nca.ré' <!O~~e.1-ttró' <.\U e. &:>i M €"-1 

·una 3- Vclr•ed.acA. ce.Ymda. 1 (lrie.r1.\.ahle ~ ªºn Lo. -
propi e<.Í a d. ele. ~e. ~ ,\( UA '\ = ~ ~ l ~?J ) en.\oY1c.t'c;, M ~ 'S3 

• 

EL mi<FJmo 'Po(t1ca.r( uno<":> año~ rnt\<:> tzvd e 
. de..mo7·h-6 <tu..e.. P ee> u no. o- va..r ,· eda.ó.. c. errad.a, 

tiriel'ltalole. l!on !-1~ (p) = l-\~ (5~) j ~e... 1f1lP)=to¡ 
1 

da.~do O.lb( V.Y\ Qonhaeje.mplo O.. 5U C01'1~ef"t.<r-tt • \)~pue~ 
cÁl e5to Yol.nca.re' re\ormu L6 <°:> tA Q.DYl~e.tc..tra. l\.~nz~a.ná..o 

. " .. 



la. concliciÓri o..c.l.idoY\o.l 

ta.rY\oSet Q.on~ekro.. d..e 

Tí 1 (_oV¡) =-O · ~~to... e-s lo.. 
J 

~t'Ylca.ré ~Ulj°' Ye"?puec;,to. <ói~ue 

'Oi ent.lo u.no. i.:nc..o'~n i \v.. en nu.~~.+ro-5 d1'á. e. • 

Esh te."5 i '2l ~.k.( (, Y\'5 pimcfo .. en el Q\"tlculo 
1 

O.e Kcrblj 
1 

Scha.i- le...m~"' V'\ [21) ~ +rato. d.e eKpL1ca r 

en .¡..r . 
ermino5 <;:.e,nciLlo.::. a.l':ju.na. '5 Je la..:s de-:.c:r iptA'one '5 

1 4u.e. €-4'\ ~te a: pa.re.c.e n -

En e\ c~p:tulo L 'be ve. a.. lo. variet!a.cA. Je 

'Rx'.Y\caré Qomo el c.oc...ie11te. d.e c¡:,"3 por- lcx doble atb1·eria 
r ae-1 ~n.tpc el.e ~imeh{a.~ de.l el.ocie caedro • lt.t-::i 
retere.Y1c1'c;tc; B?-m e~te co_p~kll> '50,, Co 1 1 donde ~ prueba. 

que ~I ~rLlpo Je. "Dime+n~-s d..el Jocleca.edro e"b (~omorto 
a. fT '5 , ~ [ 11 en O.cmd. e -se exp l.b?- e.o n ele. ta Lle lo.. 
c1xitmé-hca.. d.t.. l.o&:> C!.i.ta.+un ione.s. 

'En el "f:e~und.o l!a.p1htb ~e.. de5c.ribe o. la. este-m 
·Je. '?otnca.re' OOfYIO <!trU~l~ +-1 en al -trébol de.recho / [4] 

es C.O. ~~ero. fu.ro. +oc.lo e'!..\-e ca.r(\u Lo • 

EL JLt'mv <!o..p~ bl v e~ J.oY1d. e 0e pme.ba. GlUe 

la~ d.e-e>c..ripc.1'one.s el.o.JA~ e . .v, Loo; }:>fivneroc; l!apthLo5 
. l!orreeipov-JeV'I o.. la. miioma. va.ried.a.v\ 1 pctro. e~.\n vernos 

''\-U e a. mba. '=> ·he vi e V'\ Lll fYl ir:, met ele se:. r1·pc.1' Ón ~o yno 

' vari eda..cl d.e 'bu hd 
1 

La re~ereYlua ?O.r~ e"':Jte. Qap;klo 
e~ el o.r.\-íwlo Dfi~Ma.L d.e. H. Sei~e.rt Ls1. 

.. 



1 ¡ 
CA?\\ULO I 

l. so C.~)/\ 

La.s -hanstorrnru:iones r(~ida.s ele. \o. e-:.~e.ra. 
'S'l. q.ue. ~n-se.rva.n ~ orien~o..c.io~ torma.h u11 ~rup:;>) 
e\ C! LAO.:I .:o e e\ eno+a. }:úr ?O (o) . So C~) a.d m; \-e. 

·'-Ano. topol~1~ YlOltc..tral ~ú.e. \o (!orivie.rte en un 
· ~rt.\po O.e. li.e ~e dimen~icfh .\-re-:,. 

'!ual~uie.r .\-ra.Yl•:»\:'orn-a.cio"h r(~;da. de. <ó?. m:inda) 

eh ~t:trticU /a.r J O.. L1 n daie.~ed ro i.n~c..ri to eh c::.,2 

en otro dod.e~edro ele.. ?, e~k> e'ó 1 ~Ol3} ac.tu.'o. 
e.n ?. Y e~+o.. ac.c.ion ee::. han-sí.\-ivo.. 1 ~o.. 'tLle.. 
pcJ.e..>n.o s lle.vo..r Q. lAaJq.Ltll Y" d.ode.<!a.. ed.r-o d. e.. ? , e.n 

<!U.al ~ie.r ab wietl ia.n te t.-tn mov i mi e.,n .f.o ñ ~id o . 

Sw. cJ. € 'P uh d..ode.ea.e.~rr> +-i:.io Ct:or e)e.mplo 
he.ne. un vé.r+i"c.e e.n Lo,01 t) ~ 1.4.no... an":ittt 
direl!e.to'n J.e..l 6e.mi'e..ie. poeii-Hvo d12. las x\, 

· el t;µ.te. 

e.V\ k 
enfohc.¿S 

e.&;i Uh ~biy~po d. e.. SO Lo) · r C?orre.spoY'Jtl ~ l\. 

llls ~ime.·h·("-J orie..nttuÁ.ttJ tlel A.oaUtte..Jro; ~ Sl-

, sabe ~e. ~ \'3Dn'lO(to o... A15 J el 61.t b~n.q:>o -
oJ-\e..rruinte de ?ermtt+Gtc..~'one.'=> lle. C-<'nco elementos. 

-t-
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I j Lue~o v.iste.h V>O -simeh;a.s orieda.Jas deJ 
aode<ta.e.d.ro ~e son ~ene.ra.d.a.~ ~r La.s ro-6.c..iones 

ct.e ord. M'I A / 3 ~ '5-' n.i~ecf.o o. los eje.s ~e. 
~~n µ,r e.l punto medio el e. u.na a.ri'=>k / un vérl-1ce 
'j e\ eentro de uro d.e.. \a-:, Qa.ro.-s ~e. e,\ r~Pch\amM"li · 

vexe mos q.t.1. e. ? es 'rbrneomo rfo 
el e-;ip:tcio ele <!la~es \o.. kn:Je..s 
se c;\eti·ne Q.omo el p-spacio 

'5ean 
~:. 'SO(~) _., f!:O( 3)/ r lo. .W.nci~11 e.oc.ie.tl+e 

d-
~ ~: -:,ot3} _.., 'P c\e..tin id.ll ?o r 

~(t.f) = '-f'(tl) 

~ . I' 

. I~ual mente e<o aie.rk lo. prz>~ic.i-On 'flAe e.e do. a. 
<!MhYltta.ciÓn, si (!.onsid.Q-tQmos el e-;,p:i.c.io r\~) cle. a..l1.5es 

' l.a:te.rale.::. i.~ifVierk.s ~ lo. ~nc.idn .f' : '5!:> (o)-?J ? dula. 
\10~ f' l ~)== tf(d.\ 1 e4 d.ehnic.i~n -p.le.de p:J.ru:er tM5 n:rhml 
eh ipr¿nci~i'.o, ?ero Q.omo se ve-m e.VI e1 Q.c.t.¡:i(tulo 1[ e~ 
mucho mrÍ..s <?enc.-iU.o toin:rr LCA de-1 te.xf('). 

-1..-



1 , De. OiCfl( e.~ Q.lctm <fue lo- ~roloej(o. de..? 
aadó. en LC\. l.ntroducció'h QOiYldde <!.Oh Lo. tot=vlol11~ 

. . . 
, I 

t,nducid~ ?::>r ~) o.Je.1ros \o..s ~ibro..s de. t Lj ~ Qoinc.iden. 
~¡ ~ J 'f '$01') ictle..s ~e. 4(~) = ~Uf) a.n1once.s -

eXi~te ~ € r +o.,\ '.\Lle. ~ "::: <3 ~ ¡ ~ \;Or lo tct.nto 

· de Yr\Qne,ra ct~lo9~ se. ve,. ~e.. . 9- e.s e.onskn+e -
en lru +; hras o\e t. 

No~. No e.a., d.;.\.{c.il ver que. en rea.t."da.c( 
So(:,) -L P e-:. <!.vbrienf e ~o. 'tlle. r e.s 

' 1 

~i-:,c.fe.to) lj de ª'fil{ se tie.n e c:ru.e. r es 
un w~rupo de. lf\ (P) , t\e. dond. e. \:> no es 
$\~\e.rnent e Q.DY\exo • 

-~-
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1 

En e-:Au -eie.ccic!l'l -Je.re.mos ~e. ~3 e~ la C?1JbiertiA 

uní vex€.a.I de. cooL~) l:j ~e. 7J"'!.J ~se.e u.no. e~-h-cic+u.~ 
O.e ~rvpo ~lÓ<3ico Qfte. nace o.. ~ ~ncidn Q.01,,,·e.nte 
u.n 'homomor~i·smo c::ke ~rc.ApoCZ:.. 

Loe;, {p.uaterhiones. ~tinimos e\ anillo <!on cliVi'31·C:,., 

·de. lo~ Q.exttern ion ec:. IH Q.orno e\ Q.ott~Ul"I to ele ~ rna ~ 
tormo.le.s ><o-t- x.,t. "'x~s + 'l(~'R <!.o>'l ~e. R. )c.u'lto 

<!.on lD.c::. O.o-:. q>e.rn.c.ionei:. ~i<:Juiente.~·· 

\) ~mo. ·. 
(l<o~~1l.+'l(2.~\.~lt) .\- l~o+~1~ \~1°1 \ 1hk) = 

-:: (XoT~~J,..li<,+~1)C: ~ li<.1i-"1'2)l \lX.3+U)~)R 

l\-\ ~on e~\-a. -::u_ trO. Y\O e.? cih (!.o~ ~e. IR4 
Q.Dn I~ 

~u.ma Wn~e.nte o... l!om\>Onen\.e-' ~ lo ~e.. ~tl.e.mos 
. ~s.id.~ o.. IH Q.Of) Lo. top:il~(o. v..-e.u.a.l c)..e, {R4 . 

\\1 es t.-tn ".¡nlpo -\.of>ol~1·c-o cU>nJ.e 
' p

0

roduc+o e~ <!D'n1pitih\e. ~oY'I SCA ~)o~(a. ; 

C:1..i., - ~ i. 1 ~ e. clonc:l e H es u.n Qa,m~ h o 

-4- .. 



No.. = ~ +C\; -t ll.'i + Cl~ 
So. = <Ao 

Va = <A1i +a?.~+a~k. 

uo. -:: o.. ÁNQ' J o. -J:o 

fJ. = So. - Vo.. 

'De~iYl ic i ¿'., . 

lo. norma d.. e. et 

lo.. ?trte e.~cala( de a 
la. paJ~e vedzm'o.I Je. ~ 
e\ cwo.ternio

1

h ~nitario en 
Lo. d.ire(!<?...iÓ>i de et. 

-- e) eon~v ~o.do vl e. C\. 

e'5tera.. 
ttñ ·, k ri o. e..n \H . 

\Je\ 'hecho de '\Ue N (o.b\~ No. Nb Se Si~Ue 
q.u.e. '7:,0 e~ Uh C3"L.\~o 4-o"polo~ico l!im lo- mulliplico.e<'oñ 
wo..tex niÓn ic o.. 

Si a e 5
3 

I lo. torma. rolo.r de. °' 0!1td ~ 
ror °'-:: e.o~ o< -r ~ 5e.n o< clono! e c.otS o< ::: Sa 0 
~-= IJVo.. e":> _u.V\ ~ua.\erniÓn o.nitario fiu:ro C~tj =~ 

<;, ~ es tlt'\ Q..o.ateA nio~ c.tni kio pt.tro 

°:J2. -= - N '1 :: - 1 O por )o tarifo ~ e! u.no. ra.Íi C!.Uad.mda 
O.e - 1 , en e. d1mc;\ e .\.en e.mos lo. ~ulo.. O. e.. 
ñe ~-loLvre 1¡):1..m los Q...tAoJ-e.rn ioheC:. t.ln i .\-a.rio.S > 

SI 

' ' 
DQnotamoc:. (!.orno eei..~ ·e.\ (!J..l0..tern1'o'n unitario 

óos o< .\- ~ coen o< . (.:s 11 =o, N1;1=1). 

-ó-



l. 

Thdemos í..d.e.nb~ic.a.r o. \..or;, ~ua.ternlo>'li!:?? pc.trvs 
~on lo5 punb':. tÁe IR~ .1 

)(.1i. + x2. ~ + X3 R. , '?I (.x.11 x21 x~). 

·Denota.re.mos i.lt"ld.1'.-:.\inkme.nte >¡x>r t.. a\ (!L(aternto'h 

, X1t +X2.)-\- X.3lt '3 o..\ !pt-1.nto de !R3 (X1J "><2, l\'3). 

~omo x~~ -Cx,~1+i-1l\z+~3~e,)+ \~i2 :~~\¡ +\;~~ ~~Jj ~)~: ~:}~ · 
-0·1 "X = ~ \ ~ + )( 2. ~ -t ><.3 \?. j t:) " ~ 1 ~ Ir-~ d .\-~ ~ lt. , 
e\ producto i:nte.nor ele. ><. O- ~ e.s X·~= -S(x~) 1 
rn i e.Hhtt5 ~e el pnid..uc..to vec.4riri:J )( .ic ~ = V (i< ~) . 

Q.orno e\ <!on~u~ a.do de. XI) e~ ~>C. =- (-~)(->< '\.,.. ~.x. 
-\-ene.MOS ~e. 5(x~'); l/1.. (x~ t-~'t). lu.e.~o lo.. ~11d.1c1'o'>i 

' 1'<J.ro-. ~ue. \os \XJ.ntos X ~ ~ L-i<~ *o) ckte.r mine.Y\ 
. clire.Q(UcH'le\ '\)e.r'pQn~i~[a,reg de..scle. e\ Oni¡,e,"1 e) X~~~X::O. 

eu.a.l<{.u.ier ~\o.no aho..vú cle.l on~en 'pi.lea~ ~er 
expn?.isa.c;lo Q.omo 

J = ~ X 1 X 1 ~ t + X :t ~ ~ t- 7'.:i <:\ 3 = 0 ) d..o n cA e. 

~~·+ '3~ ~ ~~ = 1 / e'9+e pb.no es\.{ kfe.rmina.d..o pDf 
·. ·;:.u vec:\or Y'lorYl"\o..l u.ni ~Ovrio ~ = ~1L + ~ d .\- ~3 k / N ~ = 1 . 

-(Ó-



1 1 

I 
'Proff§jCiOn \. lo_ reJ\exio'n e.Y) eJ v\a.no 

~1X\ ·HhX:t .\-~:,'l(~-==0 1 J.onde ~~ .\-~i +-~;-=1 J es\-~ 
repre.5en\.ado.. tor \.o. -\.mns~orrna.CA'Ón cwa.te.r h iÓntco.. 

x \--/ l)X'j (sx=-S~=-o 1 N l1-=-1) 

Demo?tra.et'cfn .- Lo. ?ro~e.e.uó'n de. un vector x 
eh el Vector u.nikrio "l +i·e.ne \_o~;\-ut! Alri~¡cl~ -

, ·X• ~ , lll. ntle)(iÓn QoY\ re.-;,~e.ctv a\ plo.n.o 'l.. mQl'\GÍa. 

· ~ e.n -'1 }. 'por lo knto tro.nsrcrm~ a X en 
'1.

1 = 'f.. - 'J.(X·~)i == X + 'l 'S(-<~J ~ 

-{. 

Como ~""L= - \ , 

de '2.U.O.tem i o Yltl L ~u. ro~) 
( ?'1 = o I N :\ = i) . • . 

----------~- -·--·---~---- ---·-·~- ~- .. ____ ...., __ 
.... · 

la Corre<}~oncl ienle ..\-rn.risformli o:ó~ 
es R(,i;) = ~ + (t<~ t'1>') ~ =-- ~>{'1. 

En ·tret; Glimeno;,ione.s Lo.. ~ct~11 o.n-\-11pod~ (J. --'i> -x) 

püet:le se.r v<.~ree.a.clo.. Qomo e1 pYlXiu.cb J..e- Y'e . ...\·le.xiones eV\ 

~U.0-le.S '4U.ie.YO. treo? \>\a.no~ '\=°'í e\ O~eA'"i Yl"lt.thta.me n te 
pº-rpendiQ.u.lcne..S 1 o Qorno el ?tzld.CAG:l-o ele. \..\,na. W Ye.tlexlÓn 

. ·~ t.1.nt\. t'Ylelho. 'IU.e..\.\-o. a\recle.d.er lle. lo. Y"e.d-o. 

~rpe..l'\Ó.icCAlar o.\ p\a.no Ó.e. Thtle,x,·ó'n 'po< e.I on·~ein· 

•' 



J I 
Qomo todll.s e~-:, trC1J1storma.cior1es <Qon 

i.nvo)u\iva. s lt.. e. son ele. 0ro.do 2..), se. .si'~c .. u cµte la. 
medta. \IUel~a p<Aede e;<pre~se ~mo el ~niclu.ctv d.e 

la. Ye-tlex-io"n ~ lt\ an-1-(pod.tt- J e.eta ee. ·. 

'?r®o~iciÓn :z. Lo. 
o.\ re.0.etlor • d.e La. rec.+a. 

rned.úh vuelta lmed io ~\ro) 
~ ':: ~ " .&.. ( '1} +~; +'1~ .:-f) 
~1 ~l. 11'3 

<!.Dn s ;J e..ro...ntlo o. ~\-o. (!timo trit >1 S tor >?"'a. ci a:>':., d e 
52 '2 en es _\>OauYlO ~ Llo. mo.r lo- ,, d. . me 10 ~iro alred e.d.Dr 
O.e.I 'pu.n+o ~IJ. 

-tV~ ~ T7/~ ':1 S; eJeribinu>.S -~X~ e..YI Ul tor rno-. e X. e 
ve.mo s ~e ca\ 'Yne.di o ~iro alrededor de ~ €~ c .. p-1 

·~o..s.o es \'e.Q...ia..~ c\.e \o. tn:i. >U kr ma c..1'0-;, e_..(~ -x " lj e 

\Je..mo.skcto~. lla..men-ios R~ o. d.1'dta iran1brmaa~. 
Ro>< . e~ tlna i-:iane.~ ~w. C!ualquie...r ma.I ~) ':)o. 

, ~e. \\ 'Rl>((_x:)\j.,. \\ e--llj >< e.{~)\~)\>< lj i tíltlelYÚ..~ es~ L!ome~ 
' cl'e~O. ~.·jos o.. o d' ~, por lo knto ~ vt no. 
re.fl:eiCio~ 6 yo+a.ció'h . N o e~ c.tna. re-J..Jel(1C:n 1 ~o. f.U.e 

Si lo ..tae..ra. e.x.¡~.\-ir(o.. ~ :J:o J :l _Ll1 .:i... e-<><~l e,('1 ::: z 

-s-



pero e.Jo e~ eq.uivo.len~e o.. ~1:- ~=-o ~ )un.\-o 
~n lo. Q.Drxli~·o~ de. pe.v~..,cl1eula.ridcu;( <jz+ Z:-~ ==-o 

L"r'11~\ic.o. '\-LU.. t; =-ó . 

?or \o ~Y)to Ro\ e.s. una y-ota.áo~ 
alr~d.e.d or ele ~. 
' De. LA py0p:>Sici6n ::i_ j tle. ~e R: Lx) ='Rn-< (x) 

Se Si<jvt"e. '2.\ r~v.1.\-a.clo ~o.r-o.. J,._:-Tf/n; ele. Cl'till / eA 
, ·~u l-bdo vo.\ e 'po..ra e.u~l~i e.r rA ==- L \f ~ ~o r 
·~orrtiriu.id.a.d ?°"Y'CI todo a{. <;\-

De o-~{ ~e i-oclo Qúo..+e.rn/0
1

n tJJ)/ krio e""'1 
Jete.rmina u.no. Ún leo... ro+o.ciÓ>i / la r-o\-4c..<'Óh en un 
dn~t..{1-o t~ alredulor de tj ·, "Pero ~ n:i+a.ctc'n 
se -p.te.de 'l~re.?enkr for tilos e.w.J.ernione..r) fA. 

so...be.I" e.""'1 ~ e("'+lT)'1 = - e~':) e.-s+o es 
(l ) J 

C.u..a.tunio I'\ es G\nfÍ podas Qe>rre s ponde.n Ol lo... mismt:t 

ro ta.c..io ~ . • . 

e.\ ?rt>d.ci.c-tv ele. ktn:.~orrnttclone$ 
€..S b O'. X O.. lo : d' ~ C!.. (!_O n e_ : "'- b 

\eore.rrd 1-. la ~ne.to'.., q..-. ~?J -- 'SO ("3) 

O.e.~in id a ~Y cq. la.)li..) = ~l-a...'(-"') ::- ~ xC\ e~ un 
'2.~i.m.or\ismo O...e. ~r-~~o~ ~'Yl nú'.deo \- \ 1 '\1. 

~'h otrzt.S ~lahtiL':i J e\ <Jr~po 
·mu\.\i~ica.-h'vo d.e lol Q.UctWnione.c unikn'oj e.t 
homomtJrfo ~ t'\ 1 o.I ~n.t('o de.. la.~ mt¡cione-:. 1 ~ue. 
deyi~ ~i)o e\ on·~l1K'\ ) ~ ~obre. <Ul_do. 1okcion +e nemo r, 
ii'!'>S cu.a.ter n ion e~ ~n·Hpoda.s . •. 

-'\-



·, ,I 

Qorda. río 1. • 
1Z eC!.Orttemos ~e. e.Y\ lo. $ eJ!.e.1-Ó n ~ad o. s.e.-

vi 0 1 9-ue 'P ~ r \ 50 e 3) / e;lond.e_ r e.a ~ ':)ritpo 

~e sime..h(o..1 ori e.nto..da.S d.'11 el.o cle..Q.a.eÁro • ~eo.. 
f1 : . <'.!---' ( ri) ) p e..s UY\ SUb'i)rLAfO d.e. 'ó"?J ~ jU 

·Cmle.,n e~ Jos ve.c.e.5 e.\ orv\en ele. r J ~ Sei:t. l20. 

~e. 5 itj1.te. J..e..I TeDremG\ 1 ~ tle. <}Ue.. 

v ~ soL~)/r . .. 
"' Qorolltrlo ~. 111 (?) =- 1' 

1 1 

.. -J.o-
··. 



1 
1 

CA?\IULO JL 

C.\RUGd A. tE bEt\N 

UY'\O.. de.. \o.s -vra.nera.s ~5 u~le~ ele eoJ11Stru1'r 

3- \Urlec;\o.tle~ e<:. por cirtAf1(o. de De.h"" el') IAh nudo. 

En ~t-o.. .&ecciÓn ~e ~e.tine. lo '\-lAf- es\-o Si~nd-ic..o,. 
, ~ es e. elkcl ia. n \.o~ (!.o..s o f e,Y\ ~e. lo.. vo.. r i e.dA.rJ.. 
· wnst n..t1~ e,~ tA.,no.. e.~Je.r-o.. ~ol'Y'ol~,·co.. • 

t) l.Át'\ nw:lo e.""' U.M "3- \fdrialo.J... M e\ ún SLtbU~clo 
ilt M hoMe.oMOr~ o. s' . 

z.) \.ln e.Vllac.e.. º'' U.no. 3-va.rie.d.a.&. H e.s u.n subtS\xtc.io 
J...e- M ~meomor~o o.. ll). uniÓn ajera. O.e ún nÚmtt-o 

~ini ~o ch. U>~io.\ Je. ~1 . 

3) Un toro ~lid.'tl e\ <AV'\ ~S'p'UÍO horn. e.()YY\0(~0 o.. es' X. 1)2 . 

. 4) U.n mer¡cl. ia.nt?. ele u.n .\-oro s.ólicl o \} e...s u no. 

Ut.rvo.. Simp\e. ce:rro.(;{o.. e.r\ 'OV ~e. e..s ~o~ lo~o... 
~ ce..r-o e.n V ~ '\(Ae. re...pre.senht o.. L-(n ~ene.rdol"' 

de. li1 (eil/) ( ~ Z<X> Z). °Vor ejemplo, * )('71)2 e.s 
U.Y'\ me.rúlia..no c\e s 1x·1} . 

. s} U.re.. ~ihf! .t O.e. V e.~ u.no. wrvo-. siYl'lple... 
e.e.rrOJJ.A e.Y\ ~V q.u.e. re..t>r~e.ntA o.. Uh <3e.nera.d.or 

1 1 
1 

~e ~ 1 ( 'J\ l ~ 2) . fY\ tjene.n:d 0,o<; WHía'CÍt"a 1101 

\ .S.DY\ \.\om¿lot.jo~ en 'CJV l '::>Q.lvo orientaciÓ.-i \ 1 

-ji-



'Je.Lindad hd:XJ la. [ 
e.s lo. Cma~e.n O.e. 
que. ~' 'l( o \--->:> K. . 

N cl.e. un 
t.t.n e.n ca.je 

~: En este -\-mbtlo (!OYISIO.e..m.rerno \ !Ínic.a. me.n+e. 
a<t-Udlot ~u.e.los f.h >--\ 1 tfU.L 'posee . .r1 une\ vec..iY'l(;(.a.e( 
-\.u.bular N, e.o"' Lo.. p~~iuia.c;{ Je. ~e. M-t.J 

es UtY\C\ 3- varietlatA C!on frónfe.ro. . 

\am ente..nO.er e.\ eonc.ep.\-c <J-e.. c.tru~i't\ d.e. i)e.h"', 
nec .. esitamos ante.'\. conoc.e.r Lo":> ~m~omortismo-:. de.\ 

. b eV\ s{ mismo, ~Q... <;\-U.e. fsto5 )ue~o.n un ~~ 
f Ll ntla. rl'H1..nk \ . 

1\ . 2 
11omeomor.fismo-::. O.e \ . EL \;..tn.\or lT" l!..Dl'lvie-r-1-e 

o.. .co..clo.. homeomorflsmo h 0..e. -¡'2 eh Uh 

. ruttOr'norfismo h~ Je. lf \ ( T 2 J ~ iZ~ ~ . e-si-o 
·es, -si no.sotn:i.s .\:¡50..rno~ una. ba.se d.e. Tr1 (Tz) 

· ~-e.+~ o..<e./~V\O..C.t'o"h -oe Q.oY\Vierte eVJ ~Y"\ "1on1otror-t1'Smo 

d.e.1.l ~ rtApo ~M L 1 2 ) l?YI el c_}rvtpo G, L ( 1...; a) Je. 

-1 i -
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m~+ric.es d.e '2.>< 2. i..nve.rhb\es tloYi Qoe tic..ie.rvtes 
entexo':> ·. 

Lemo. l. llY'lo. rratr\ r: de. 2 >< '2. &>n e.n+rad a. s 
en lo!> entero~ ~5.\z( en G; L (2 1 1) Si ':\ $Ólo si 
su ~e term ina.nte es ± 1. CUe.mcl.s u.no. ta..! Y>l1fri'z 
e._\ tl11 procl«.c ~ de \.as rra. tr •'e es ·. 

(~ \') ~11 ~) (~ ~) 
~ ~omeol"Y'Or~ist'ho"=> c.u~o.. ma.tric .\-lene. de.fe.rrninante 

+ ~ Son Los 'flle pr-eser van lA. orle.nbo¡;,, '1 
ª"4 e.1 los ~ ra 1 os e u.aÁ ~ s el cJ.e,/-uyr¡ i ro n i t!'.. e 4:> -1 
son Los 4f.Lte la. C:.nvreAen. 

Lema 2. EL homomor~i'o;,mo '* e-:, S'..lpm~ ec.fivo 
. ~ ·e.\ ntÍ.cleo Q.e ilf es el s11.h3r-upo de \.iovneomor~·51hoJ 

. <Ae T 2 t'="~p1cos a. la . l'.d.e.VJtidttd . 
l 1 1 

1 eorema. 1: bo"6 
i.~otdpico-:. 4: ~ ·heneM 

Son }')orno.\-Ó~\(.o? • 

hom eé:)l'Ylor ti'sM os Je. T 'Z. 50h 

La. mi~mt:t rna+ri l ~ ) 

-13-



'Paro. uni1. 1!:1<,~\cio"l"l ~s ~e..klla..d.a. 
~emo.., lU nio <!.On la.s. ~e.mos ~ra.c.t'one t 

re.sul to..d.os Qnterioro / Vfl'( [4] . 

de.. 
cl.e. 

Ciru{di'?. rA~ t>e.1-in. StApon'1a.mos q.ue. .\-e..ne..mo~ Let. 
1 "51~u.ienle tn~Dr'mt::tcio ~ : 

Q.) Une\ 3- va.ri ed.a.A tv\, . I 
<!..OY\ ~ron .\-e. m J ~u. 

\:l) u. Y\ nu.tko \<. e.n e\ i:n.\-e.rior IÁe.. ~) 
<!.\ lÁ.~G\ V e..c.i rJ.ru;( \..u. l.:lu 11t r C.<!..rrtUlo. /\1 de.. K e.J'\ 
O.) uno. e.u rva 5imple "l ~rmd.a. T" ~º"' J" c.. -aN. 

X= (lv\- NJ U N 
;;t-i ~ CIN 

tAJ 

e~ O.ec.;v- e\ ee,\xl(1.io eoc.i ente L #--\- ~) \J N /N tn O.oi-J e 
~€ aN IV h(x) e. CIN c.."""' ~ h e.~ \.()'\ Viomecm:>rtiJl'Y\O 

~e. mar-a.a. a. l.AY) mQ.rld..ia..no m de. N e.n T. 

t) Un tal hDm eo1'7'1ortismo h ?i enipr-e e xrste, 
.\:t-(i'ii Si T'2.. es u"' toro / j uno. c.u.rvl\ slmp\e e.errada. 

en T'2 ~ m u. n me.r1'd. (a no I e.ntonc.es s; es (!00\ e moJ 
1 1 1 J 

t.tno. loV\~¡.\-t<t{ a.u~l4uiua U.., JtV ~.t ~4,.,, C!on (pJq)::.1. 

\\,"' Lo .\-an.\-o e><ic;,~en en+eros r ~ ~ ~lLs 
~e. \'r+-q.S""I ~ si Qon?\v\e.rttmoS lo. rn~trlr_ 

-19-



1 1 

(~p -; ) t GL l-z. 1 2} 1 é::.k represento.. tA..-Y\d 

<!.'a.se O.e. ¡~pío.. &e hom eomo (tis mo s J.e.. Ti e.V\ 

o\or"'li e Gtl~ <A.no Je. e.U.os Llctvo.. o.. rn e.n J. 
' 

. ~Y E" n e.\ tY1c..iso et nterlor Lo~ n~rnenn r ':\ S 

, 'no So.., i..lnic.os / UL~<> exis.\e.r. \,,omeomor{.;smos 

· perie~e.cie..n h.~ (},, J.istinta.s Q..\d.se~ J.e. iSototiiá. ~e. 
ma"'tla.n Cl m e.n J . YMe-mos a\.-ioro.. ifLle.. L~ 
v~ri ew X. no de.fe.Me a~ la. e.luc.ic',., cJ.e al~u.no 
J..e. e~~os homwrnor~i~mos. 

SMn ~, 'R: aN ---:, oN c.. H eles h>meornor~ismos. 
(no V1euJa.l"ia.meY\fe \~picos) -h::r.\e~ ~¿ a.h'\- bos 
rno..nclo..n ~L me.rt'cl. IQ.r,o rn eh LA curva. J. 

~ eS u..n 
en+onces 

~ortl eomorh~tno 
~ l.nVie,(te \A 

C:UljO.. ma.. 4 ri l. e.s 
or,·e.n~·c(,,, ':\ 

a el e~ .t / ~ s e ex~ i e.nd. e a\ +oro s~Licl t1 • 'Por' lo .\n.n.\-o 
e.s Lo m is1no hac. u c.iru.q1ó.. C!.OY'I h ~ ~ c_on h <j. 
l:i~ esk obc&eYva.dé"" se si<JLl.e cp.te ft>demos <&c..lroner 

<3f-t.1.e h ~ R 
1 

a,rilbos , >preSQ.Y"\/a. h LA or i e.n hu io"n • 

• l 1 

Ex is\. e u. no. v e.e.¡ >"el a.d U 
c:vle, (u,m) ~ Cc-1,1)xS1

, oxs1)) 

iso~dpicos . 

-IS-

de. m eri a "1, -kl 
e.n d.ond e "1 'j R son 



\) 

N 

Se.o.. Se. N " -kl <tUe 

(S
1

LJ
1 

m) ::::_ (l-~,-ll')( b' / (-t,1)x(}i)?.,. OX(}~2 }. 

lu~o , a.l tor~.,. el 
i.mtor k Q.oV'I Q<.ta.1 J.e 

er;,p:¡ c.t o \ =- lM - >J) \.J <i::> / (\,) no 

los hDmeo>?1ol'"tismo~ es\-e..mos 

\ • L !"\ D K __ ;. 

lo <,\-U-e. no) ye..s~ por ~e.e.Y' es pt'3a..r N- 5 / 
~lle es. Lln~ ::i- bolG\. / ~or lo.. ~ronte.rl\ '!.h C> 'í.1 
J.ont\ e tiY es Llr1~ '2.- esf e.ro.. ; :pero es bien 

~~,·el.o ~ue e~iste uno. ú'.n ico.. ~rYno.. ~e. "1a.c.er 
esto. VoY' \.o ~n.\-o e\ es~io ( M- N) U N} N 

' ·r¡o dePº-nd. e. de j.¡ ; R.} s~lo Jepend e Je J, 
1 1 

- f (o-



J I 
3) De ~s el.os ü1c is.os o.ntuiore..~ 5€. J.esprenJe 

Cf-Ue X es-h< bie,n O-e.ti"n1'd.a 1 ttd.e.má.s de il se 
W>1e..l u.~ e. <:;\Ll.e 61.sto.. Q.o.v\oc. e r Lo. da.se de homo to¡>"-. 
<le. -:r. Si e.s.cO'Je.mos uno. lo~i.\-uJ. t c. oN entonu .. g 

-S t\J e<. l. -t f'rt"I C.OY1 (oi, p)-= 1) O.e.. cÁ.ond e.. X ~"lo dep~....de 
Je-\ nu.t:lo K q ele lo. ipa.n~ J. e y¡c.[meror en~uo.r (A. 113). 

\){'. ,1 
t l n 1c.1on .- Lo_ o- va.ri edlLA Z. ese. d.iLe 'fU e. 

e.\ t~ultrulo e* e CL Y\::\ 
.; cJ..e ·bQ..h~ ,y ·es. C. i Y'-<.~ 1 O. en 

o.. lo La.rqo o e..\ nudo K (!.On \ ns.\ ru cc..i o n e....s J..e 
<! in .. v{o.. j. 

VcJ.enio.r iaU\e..n:1LilaY' lo. J.e.~i11lc.io",.., ttn}e..rlor 
a.l c~o Je. t.(n e.n(a.ce,) l=L,v ... \.JL..,,simplemen4e 

~nó..o ved V\tla..O.~ tub1Ala.re.t ~ e..Y\a.. ~ 1 Ni J. e. Qru.\.o.. L: 
. 1 eurvo...~ simples <!.e.rro.M\ "'T~ c. a Ni:. 

T ecre.mo. '2. . ~º-o.. V LI Y1 toro ~l td o ) V c. S::, 

-6.1 q.u.e. .cJ - fJ = X e..~ u.no. 3- va.r i e.do..J... , e.n+oV\c.e s 

Si h> t 

1 1 

hQ,mo.ttrix.cio~ .- C.\o. ra. Mente. H ~ ( \/) ~ \-\>t: ( 'S1
) 

s\ \ n> :> \.\YI (x\ =o 

~om ~ V U X = CS3 ~ 
'10... 4u e 1( e..s \.).. nl\ ~ - vtl. r; ed atl . 

V n X ~ s' XS1 e.n4oYlc. e<; por 

-n-



1 J 

1 I 

ll..) t1 !:" '3 

... ~1-h, C vn x) -~ H3 (v)(f) ~3Cx) - H3( s~) ~ ~2. (vnx) -1> 
11 \1 
o o 

', A fllede · ~er ~n+eipre.kclo ~eomé 1-n·ca.mente de lo. -
, · '5i~u. ien te -mct.n era ; ~¡ w e li.; l S~ \ entone e~ 
· Ul = c. -\-0. d.ond e c. ~) u. na Qa) e 110. eh V u:i cJ. e.~ 

U.Y10. eo.Je.m e.n 1' j enknc. es fj ( w) = (_ C3e1 · e Y\ 

\f2. (Vt\X). De O.<tU1 se ve. ~e 'Si 1ria.n~ula.IY10! 
'X l Lo e.u.al el ¡:e;; b\e ~o.. ~e. X el) una 3- vai-ieáaÁ) 

~ Qomple~a.mos es\-o. ~ria.nqula.ciÓ111 a ~~ entoVlces A 
Yn!V1aa o.. lo.. ~ la..s e ~u nJa.m e n+al J.e ~ ~ en la c.la..se 

+u\'\cla,men+o..I d.Q. 'CJV <tlle e~ e.\ ~e.ne.mJi0r- J¿ 
• \.\ '2. ( \/ {\ )() • lu.eljo b. . e.~ u.n isomo(ti s mo, ~ Lo 

'.\n.11.\-0 \4 0 (X) = o . 

ºb) n=-'2. 
... ~ H?>( -¡,-a) ~ ~,(vnx) -~ ~\,(v)e\~zC.X) ~ \-\2.(s"!.) 

,, 11 

o o 

- i8-



1 1 d) n =-o 1 '/..es Qonexo , p:>r lo kn.\-o ~º(X) ~ 7l . • 

Lema ~ . E i<ls\ e. uno. \on'3i .\-ud. en \/ ~e. e.s 
hom~lo~tt. a. o en X.. C.ualls~iem i:l.o<;. LDY1<jikd.e..s 
~on es\-o.. propie.tlo.d <.,ot1 \.ioITT6Lo~t\.S en c;V. 

· D~mo.straUf'n.-
Wl re pre.len+~ a. 

· lon'1i +u A vi V 1 

q.u e ma. n tla.. o.... 
ll . [ l J e.h U.Y1Cl 

Sea. rn un mericliqno e.n VJ e.ntom:~ 
ttr'\ '3eneratÁ.ol'" tl.e. ).f 1(x) . SeA l unct. 

~ WiSidfftmo) e\ isomof~ÍSY>1o \-\1(X)~ Z 
[m 1 e.n 1 ; este ~somor ·h'.~m o rnt:tnd d. 

cier-k n. 

g e.a Q. p ~ no. loY"13itucl Q,V"\ V ~/°50... a. 1-nm 
en o V 

1 
G\S [ ( Q. p] =o eM }\,(~ • 

~¡ .L' e~ o1ra lo~i hu{ en Y e.ntovtc.e t' pttr~ 

~.1<3uno. t:\ e Z 1 

(_ 1.' ] -= ~ e.n 
J.

1 
/\) ip +- 'ttn e11 oV / Áe. d.ond e.. 

l~1lx). ,.. 
De~inic.i~1-1 .- A Lo. lo~i lud <f!A e 

Q..eY"O e.VI el <!Ornp\ernento, '5~ - \J J d.e.il 
~e le. Lld~o.. ltA ~~;.\-ud. p.rete.rt.nte . 

1 1 
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be.termiYlO.v- lo. \ovi~itud. pre\.ue.n+e Ylo Siempre. 
es Sencillo 

1 
a. Q.on\.inuaciÓn se. e.x.p\ico. «n m~.J-od.o 

'C.7.piclo ~ro- ho..Ll.o.xlA. (ver [4]J. 

betin iciÓn .- Se.o.Y\ JJ K clos nudos ajt..n!> ~ I 

1 1 ~ 
orienta.d.o!1 e.."' '5 . Q.oY\.S ;de.remos i.tno.. 

,,. 
pro~ e.ccion 

"°~lo:r ele '"JU K . @a.d..o. ~urr\-o e.n eJ <!.uo.Á T 
· fa.SO. ~r a._bg.,~.o. J.e. K se. cu.e..nto. wmo : 

1 

K 

· -\-i si. ----- 1- --'> .:r -1st --­, -) 3 

. i 

J K 

lo.. sU.TY\ll. O.e. ~~\-os) sobrl. Yos los \;antos 
<lo"'d e T f°Sª por "-b lº de. K <;e Lla. ml\. e-l 

' nJm.eY?> de e.rilo.e.e O.e. -S <l..n K, ~ c;.e.. cl.e.110.\-0... 

' 1 

1.~ ( -Y1K) . 

\ €bre.ma.. a . - S ea 'S u n nt.td. o en ~3 'j /\.1 
una v e.cjVld.aÁ .\ubtAlo.r J. e.. 1" . Si 1 es un~ 
lon~itu.cA en o.N 1 entvY\ces c::ioY\ ettu.ivo lente..~ : 

1) J. o..s Lo.. Lon~\ tiul pre \.-u e.n\ e. J.. e. N , 
2.) 1. µ._ (_ J ¡ J.) = 0 · 

-'20- .·. 



1 1 
..killd_~Ío. Ó.e. 'bel-ih eY\ CS~ E r1 el co.-oo O.e '53 

tene,,YY\Of 41.u. JoÁ.o u.n enl.a.ce orienkd. o L=-l1 U ... VLtl 

'1 v e.~ V'\Ó. a. ti e ~ +u bt..d a. V' e ~ (Á~ e.Y1a. s N. i. d. e LL / ex is\. e. 

ú.n~ b::>.se m1·u~\ ~a.l'O\ 11, (oNi\ 'tue.. e..~ i ti, m¿\, 
Jonile. li 12..S lo. lo~ituO. -prefererrie. ele. Ni ótien+a.d~ 
O.~mo Li:, ~ m.: u.n meridiano Q..on ik(m.:, Li.)-::-.\-~. 
En .\-o~c ·e r:. • to<Áe.ni.o l e.se ri b ¡ r l! ual{fU i~ Y' Q.ur vo.. Je:. <:. o Nt. 
:t. n +érYY\ i \'\01 O.e es.k ks {. 

I 

e.cvi u11a. O.mbi~iiet!a.d. tle cs~no / de..p~I ~nd o de t!Dmo 

orienteYY\Ol j~. E~to.. ~mb~üeda.d.. d.t~aparece. Si 

.\oma.rnos e.\ C!ocientt fe: ::: (3L /ei<i . 

llama.remos a.. fe: e\ l!oeiic:.fe11ie de. Q..1nJ.CjÍo.. 

Osocia.Jo Q.. la ~mponenfe L:. . Si o(~ =o, e.ntcmc" ~ 
~l == "?.1 t esc.ribirnot fe:, =oo. 

lu.e~o Q.u.a.l'\Uier e.n ltU: e L 12.>" S~ j. u n.\-o <!.b n 
Y\Ú.rneros ro.CioV'l~les, a.!.oc1'0....clos uno (}._ ca.J.o... e.t>m~V\ev-i\e 
de L / c.le+<?.rmiY\o. Ll.l'\CA civwz{t:t. d.e \)e.hn e.Y'\ "5 3

J 

~Lle.. a. 3(.( ve.e. kte.rmiVICl uno. 3-vara'e..tl.a..ol aeYn:ttla.., 

<!ont>><ct "'.! orienk_lale. 

i) e\ c.:t esY<imcx e.\ 

e!.\,(•.óo \e.n\e. L\'t> 1o~. 

- 2.(-



. 

1 i 

.-- o 
;z) / 

l~) 
ddcv;)111,c. r.:.\ 

C:S(><:H .. iD S.
2

l(,S
1 ~tt7~7x.":}. 

El -sic;,uiente re.il..\1-6._d.o aunq...u~ >1º sQ...rz{' u~o 
en es\-e · +rz;(bqo, C!ab.e menc1on:ule )Xlr w impa--bnci.o. 

, tu.ro. lo. teonó. de UH 3- \tln'ed.a.de.c. 

leore. vn o.. 1 . 
eer r"GtÓ."-' Q.one )(a, ':j 

c..inA.~t.Ó. de i°>e..h n 

(J..k.R.or1's~- W'a.Lla.ce) TodCt. ~- va.r1'ed.cuJ.. 
or,·uifa.kle pc.1.e.d e 5ei"' obte..nAA~ poi" 

3 ' 
en 5 . 

~pos1'do~ . ~~ y.. c.. S 3 u fl nud.o, enbce..t 
'\.a. CA'nu:i1~ Je Oe.\, ~ e.Y\ 5? ~ lo \a. ~o de. X w..., 
~oe+•'cie.nte.. de c.i'C"u~(o. "'\ e.lo. por ve<:ll lt~c.lo uno.. 

· ~'=1~e.w. homolÓ4;)ica >--! . 

DW1oskció,,,. Sabemot <\-ue Si N e5 veciY'da.tÁ 
.\.abu.lc:tr J.Q. K, 

\-\* (-s'- N) g µ tt CN'i ~ \.\ *' (. ~r) 

1 1 

-'Z2. -



¡ I 

. 

1) ii n == '2.. 

... --">Hz(~- "1)t9\h(N) _., \.\-;lk-O __., H1(aN) --:i ~ 1(s~-Ñ)<BH1(N)--, .. 
\ 1 
o 

j""'-= ( i.,., -l.-i11:.J J.ond.e l.1: -aN C-4 s'?J- Ñ , 
L:t ·. 'ClN ~ l\} SOi') 

la.s l. nduc::.:.ion f" s nc;\tcH~ 1 e e::. • 

~&.Q. ·LA bue Qa..rora ico... \ Q, m) , i lOl"I~; h.td 
preterQY1te, rn mer;~·a.no de NJ podl'nioc:. suponer q.u~ 
e\ Lri01"Y\eomor+i5mo da lo.. C.irll01~ ·he.vi e ~omo matn·2 

(
1 º) . Poc lo *1.t'\to j,.lt,o) =lo,-1) ~ h (o¡t'):(t1o), 
1 i esto e~ J ~ \'- e.s lln i~rror~is rno . 

~) s.·1 n=-1 

· ... _., ~1(0N) ~ Ht (~3 - NJ@\\,tN) _.., t\1(M)- \-\oC.ar-l)- Hcl<=.>~-Ñ)~ l-\JN) 

&>rno \..\o(a.N\ ~ Ho( -=:_,?>-~})© l\o(N) e:. monomor\.-.smo se 

Si«3u.e 'f-U. e. \~ \ 0-t l-:: o 

.3J · .>-..\ a.~ Q_one><~, ~ lo -6.n-\-o \\olM) ~ ~ 
es \.\lit("-\) ~ l-h ls-:i) . 

1 1 

-2.~ -



. 
4?.S . u.no. ei::Jem. homol~ica 1 en e.I 5i~u lente c.a.plh<lo 

es homeomort~ o.. ?, \..o.. w.rieJaÁ ele. c:lodecaed~s. 
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\/AR\E DADE S bE SEi fER 1 

\-l. 5eitert .fLte uno <Áe Lo-:. pri'meros 

~a.temÍticos en E'ófu~i1u C\ .fondo las 3-variedades, 

COY\ él · e.~pieial'\ lo$ ha.6a~os ~cPY'l mira.~ a U.Y'\ -

+eorQ.~ de ü.lasi ~ i caciC:"' ele. 3- va.r ieda.de s cerrtlda s • 
· Se;tert c\o.'óitica. comp\eta.rYlente ( <óa.lvo homeow-or.f.i'smos. 

q.ue. pres. e r van ..t,· bra s) aqui.1Jl11 s vtl. UedLt.de ~ ce.'<mcl.a. i; 

qu~ Se pued.e.n Jii..scom~ona en un~ U.niJn c.qena de 
c.ifc.ulo1 J Qon Q.r'erhu Prtlfiedad12( <K.e.rco. tl.e COl"Y!O -se 

e.nl.aaª"' é~to'> c...;fl«.Alos. E~,-ks vo.rieda.d.~s se. 
llonoCel'\ C?cmo variedad.e~ Je <;l'\·.\ert-

Er. e5te Qap;l-iilc se verÓ. qiie lb. \tltiedac\ 

oe. O.ocl.eea..edros 'P ~ la. c.rru~t~ el"\ el ·hé6ol , (Ion 
'aoA1c.ieY1te -H , Q son 'rtomeomortas • -Pam ~-s+o 

. J 
(Oe prnbattf' ~e ambll..:s potoee"" Lt1. mismt:t re.pre.ser14acJÓtt 
~omo va.r ,· e.daá ele. Sed er .\- · 

De}inic.ió'ri.- Un :kro fuliO.o f.·bv-ado <&e o6tiene d.e. un 
c...iUY\Ó.(o ti6ra.do 1:? 'A I / d.oVld. e to.e; +1bra.\ SOYi loe;, 

'SeJ)t;'BY\tO) ')(, -i< I.. , x t. ))2 , ro\a.nclo '\) 7.. "'h 1 ( t:ie.ro 
. 'fY'Cln~en i~n.do +1~0 lf ><o) u~ ¿ Y)6Julo Je, 'Zri ( n/rn) ~ 
Lie~o U\12Ji+.icando ",i)'t)(O Qon 'b2 t-...1 (i..e.'f..'i.Ol\Jf('X\x.1 

' J.o~cle f IVb \a '(o.\u.c io~} . 



, í 

1 

o 

o -- ·---J 

:\)eHnic.ió'n:- Uro varie.J.ad. Je 'Zie¿fe.rt ee;, urn 3-vari~ 
&>nexo. l Sin .fronte.ta. qu.e wmple lae;, '6ic;,u.ie11L~s prvpie.da.Jes: 

1) J-1 ~ede 'át.r dest:ornptl€S~a en ~ibra.s a..~ena.s, 
donde l'a.da tibm e.5 horneomorfa. a. s' l s' adua en J.-!) 

2.) 'Paro. co.cfo. ~ibro. t\ 1 e.xi-ste V c. H .\-o.\ q.ue U 
e~+c{ .fo-c-mac.lo por f ibrns, ~ exi';>te h ·. u _., V home.omorh'Smo 

. ~Ue pre.serva. ~ibro.S / dond.e V e<; un toro s6Ud."O .\'.ibra.Jo ~ 
h ( 1-\\ = OX 1.. / é?<óto es / ~ ma. na O. a lo. ~¡' bra. \-\ en la. 
~¡bm. cen+ro.I O.e . V. 

Dei in ic:: io'n .- Sea \-\ tl.M \¡ bro. ~ t---{ 1 "5i \.\ .\-ie.fle tln\ -

'/eC-iYldad ~¡ bra.d..o.. Mml2DWOrto. o.. t.tn tort> sbUd.o tibm.d.o 
" <!on . Qoe-h'cie 11tes (rl'I, n\ 

1 
foomo eVl lo.. <Áe.~inlciÓri \ entona~·. 

. 
1 1 

1') <;¡ m :: ' dedrnos ~e \~ ~s u.ra ~· bra ord..ira.rio.. 
2.) <Si m-, 1 t\edmos ~e }-\. es u11a. ~ibro. 

e'l(c.epcioY\O.\ ~e t~~o (rfl,n) . 

··. 



' 1 

.. 

. 
' 1 

1') +· .. I e l n 1 e iovi :- A.L ~~e.lo -<e-;,ttlhnte J. e, t.!.ola.psa.r °'-
uYl pu.nto Qa.Ja.. ~i6nt d-.e }--{ "O e. \e. Lla,~ lo.. 
ha e.e J..e. lv{. 

OhGer va.dcÍn S\ ~ ~e; u..na va v ied..ad. Je "5e:~e.fl 
cer-m.d.a.. (a.bierk.) ente l'\C.e -s La. b_.r:,e €..&:> u. na. -
2. - vO.n"eJ.041 ce.rvo..Ao.. (abier'k) . 

es dctro <:J-U.e 

Jie ~ irif e iÓlil J. e. 
la.s f1 bra..s 

va.ri edo..cl Je. Sei~trt. , 

e.xc. e.p cA o via. I e.-:. e 6ta1 
vi -

ve.c..irida.& C,·brAda.
1 
+oda~ 

~OV\ tt>rtli na. r ltt <:> • 

Qi.4.ada. e_, / ~()... ~Ue. 
lo.-:. ~¡ bra e_, , e.xc..epto 

f,Y\ "ÓU 

ellet 
1 

Jeoce.mo.. .- Ll ne\ 
o.. Lo mtÍs !AA 

varl ed.. a.rÁ el.~ '5 eC \ e.r l 
nclmu-o \-;nd-o e.le ~¡ bra.c;. 

cerro.da: t.i'ene 

e.i<c epciovitt/e s. 

No<; re.s·h i n~ire,rno.t al ca.so e.vi Gf-Ue 14 'fietX. Untt 

va.r i e da.A t:\e ~·+.er.\- cenv .. cfo.
1 orieYlta.klle ~ Qon hase 

orie.nkhl~. 
Si ~ e5 una. ~¡ \orn. e'l(c.e-pc,,iOn(L O:e.. tipo (m,n) 

~.l- ~ ~ v Uha. vecinc!aa ~ibrad.o. <Áe .f, e.n.\cnc.es 

'e>Ciste t.fY'ld 
I 
Unica. e.u rvtt Q. en ~ ~rontent. fle V 

q.u.e.. Q.or to.. o. (la.Jo. ~ibra d.e li. ~rontua. de. V en 
1 

'Ó~ \o yu.nto 
1 k\ u.n ~ f.?tU e. '6i m ee:. Uf'I vneri J .·ano 

1 .~ ~ibrt\ '3 v ~~ rnQ +1-1 H .. ~~ un~ en 
} 

-'2.f -



) i 

donde. h ma.nc:lo.. mu1'd;a.no m eV\ 01 e-nloYlc.es 

la. varied.acA rewknte eP.:i de Sec:fe.d. !"¡ l<1. -
~ilorn. t <5e C!.onviexte e.n u.no. +.16,-0.. ord.1·na..rio... 

'b'e ~+a mant.t'll_, po&.v-nos po..e.a.r Je. )...{ o.. una. 

va.riecLid · J.e. '5ei~erl ~ Siri tibra.!:j '1.Xc..epciorale'S, 

esto es 1 o.. U>'I hac ~ibmdo ~obre. ltl.. base Je. J.--t 

· l!on ti brt:t '51 
• 

E de ha. i: íl e5J.t. 
Único. ronna. fOt" M '=>In 

~-;,e:~ce.pc iora.Li ce.mos La..5 

J.e..+erminG\.&o el.e t.010. -

i.rnportar el orden e~ que 
+'1br~s. 

'5eo. Fq lo.. 2- va.r i eda.~ c.erra..dtt ~ «ie.nlable 
tle ~ tnerr> ~ ( ~ · - · · · ~) • ú.adc. ti bro.. 

-v-
ra-

· *XS' de +:'3 x·:::} -llene. ura vwvid..acl. 1ubala:r 
U 'l.. "51 

/ JonJe IJ e..~ VeciVld..o.tÁ a~ .f. en i='~ 
l--.omeornork a. 1)'2. 1 en e<?-k 1Jec...1'v0.a.d ei<1's.\-e 

·· u.no. loa.i:.e Oó.VlÓvticl\. turl\ H1 (ux.s 1
\ , a ~ber, 

\ rn, ~ ~ Ó...oncle yY\ e.~ t-< n mer: °'-.ta.no ~ r\ 
. una tibro. en lo. .\ron4en.:t. 

' ' 

1 'Pode.rno.s nsu.miv- -Wo Lo a.n+e-rior eh e-l -
€>i~:u.i.enie teorema..: 

-2.0-
.. 



J 1 

" 

T eoremo.... Todo. va.ri e.d.a.d e.l 
Y-eGu.L}o.Á..o -de. u.na c..in .. .<.13(0.. O..e De...h Y'I e Y\ F~ X '5 1 

~ Lo la.~o (ÁM e.y¡(ace triVicd 9 ·..; · ~ 
nH 

Jond.e Q.a_tlct Qompone.nte e"o une1. ~i'l:wet ;!E; x $1 

<!oh l!oe~iden+e.s Je. c\y-u~i;. ( e..n lo. 6a'be \m 1 ~\) 
i/b , Y\ / .· . . 1 r"' en cloY'ld e ao..d..o.. fi: -=Fo , 'Denotamos 

, e-:, \-o. va.ri ed.a.J. oo m o 

( r:i.i) ~i) =- ' 

e-:. i.~ua.l o.. -e / 

o~ ~i. ~ 'Í:z. ~C: Nó-tee.e <tUe. \o 
donde e e'b la. C?.\lls e ile Et.del" 

c\e. ~. 

~ei~ert O.e..mosh-ó u.n re..süL.\-o.Jo más .\uer ~e 
. o.~n ) o. -sa...he.r1 '{U.e Lo~ nÚ.tr'mi~ ~ 1 b ~ lt.t '5 

~re_io.? lt>\i:,-~¿) ~e.te.rmiY10.r1 (lon'lple.\-tune.f\te o. Lo.. 
Vltrieclo..~ J.e 5ei~e..r\:, isalvo Vº" 'homeornort1's1Y10s 
que rireservo.r, ~ilo'fi:t'5 ~ orientauÓYl . 

<&:> +• 

CoVl'óicleremos e\ ~ibr'-'.do O.e 'f::}' q:v.e. QoYlcz,i~.Je 
de +oros corctntYlcos 1 ~ibro..d.o<:> pov- hé6oles rAe.rechot 

' ~ 1

la.s O.os ~ilom.s exc...epc.ioira.lei:. 1 <}lle.. <óOn el i'j'e l 

<-J '-. ~ 1 lo.. c...ircuY\~exe.V\cÍO. uni-b.r10.. e.n e.l pla..110 xi:_\, 
q.u.e. S.OV"I ~a.e,, dnima ~ Je.. e5to. +.amiu'a. de. +oros. 

-29-



- ·~ ,--- -!\L. -
_! - ,· 

I 

1 1 

. ' ),. 

. ' / -- -· -- - .... ' 
Í /( , ~" \' - - ; e 
./ 1. . .. !· -~ : 
-~ •'¡". "! / ¡'- ! 

'.... / \ 1 

\ ~l · 
. - ~ -' ... -- -

$3 vis+o I vo..rieda.d. el<.. Sec~ert a. '51 l '5 u. V'IO.. 

·~o~ O.o~ ~;br-a.-:. e.>ec.evic-ioho. l t ~ de. upo t z, 1) (e) 

~ (3, 1\ (el e.~ e. 1;) ; +cu-n6ie¡o, e'=> clavo ~e .:¡,u. -

'case. es sz . Lue10 s:. C!omo va.ried.a.d e{ e. 

5t?dert , ti e. V\e uno. repre~ f,n+a.c..ió',.., d.e Lo. tormGl: 

Lemg,. - 6 = - \ . 

Dtmostrv..c.io"ri .- Co.lc.u.lo.re.mo"'> lo. da.-oe de f"i..tler e / 
Qom-o Lo.. olastru.cc.ioj, (J... Le.vttn~a.r LA nl\. '5ecc-io;., elobo.\ 
~l ha~ re.?U.Lta.nte J.e. Je H1<cepci'omU 1:ar o.. '5~ . 

" 
Svt fOV1~a.mos q.L{ e. lo-. ~; br~ <h. -t·po ( 2, t) etahi' 

sokre ªl 'polo Y\orte N 11 lo- ele- b:~o l3, 1) sohre 
el . fólo óUr 'S . 

Ernpe.c.e.mos Y\ite5he1. 'Dec.c.io
1
n <?..n N 1 11.nfo11ces a.l 

·t:r Qxtend.ie.vJ.o é'ek hoc.-io.. 0.60.~o, l\L Lle'?)<Ar o.l 
1 1 1 

ec.tA.o...dor ntte-otr-o.. &:;ec.cio,,n , <Q \ , -::,e ve. <lomo en 

_ Ld: , ~i~ura A-. 

-30-



1 i 

'• 

j 

o 

-----o ..... _______ ____ 

----<-- '..! 
rt'J 

tir:r. A 

~ .----- •. ?. 

----·-!> ,_!..­

' 1 
1 

1' 
1 

1 
1 
1 
1 
.ti 

o·--(- ·-
'1'1\a. ::-. 

'F1 ~'· B 

O e la. Yni"!>m~ ~rl'>"\IA, "ti\ ~mpna.. mo~ <>-. -

de.~tnlr '1"'<Ae<21tra. 'ée.Cc,úfn ~n S 1-j o... v<~eviderl~ 
pr~~fe"'elivamen!e 'hac..ltl a.rribo. / <.tl deo;¡aK al ecUtllÍ.or 

nU.t'-;,tro. ~uc-io"n 
1 

Q ii 
/ 

~e ve. iwmo en {_G\ ~/~ c,<rCI\ 10 . 
E. n el toro , 4u.e e '!i Lo. L n~e.r 5ec.c .. Mn e.le ec; to~ 
<Áos te tos ~~Lid.os ( F irccuo.$ A ~ B) / l-J C;f-Ue C!.orrespond~ 

l(L ha.r <Oóbre ~1 ec.ua...t!or, l~ CSihi.a.c..10~ e.\ lo... 
-siguiente : 

I 
1 
1 
I 
1 
1 

Q, t Q,.: -H , cb. 

6..IM c1.t to.ic.\11\ mo~ ~I> e. 

b ... -j. 
... • . 

, .. 



1 1 / S~ K. l!u.lll~; e.r tdam. an-0.,i nar;o. , "':! ~e.o.. lJ 
Llno-.. Vec..indo..O.· .\-u.bular +,·hra..do... Lo 'tU.e. nos prvporieYYlo-:. 

enc.cnha..r e~, el Q.amb,·o J.e. bo.-se, Je. Lo.. ha.se 
~O..n~Y1fc.~ \ .P.,rn1 ~on 1 lo.. Lon1-duc;( ptetereYJfe en 
N. orie..nt().d.a. ~omo k, o. la.. ba.~c; \m,~~ Jonde 

~. e..s IAY\t\ +,· b~o.. en o N . 

De es ~o. \ar tno.. / be. Qalc.uLa.r U,.. 
·excepc.io~u·lílacl cJ.e. lo-. ~- 6ra. o.L ha.e.u c.iru~,~ +i e.nk. 

En e,,\ coinplemento de. N 1 lo. ~ibYa. H ec;, homóf~a. 
O.. +res '/ec...es el e~e. 1:: , ~ Como el eje 1- e~ -

iiornólo~ o ~ "2m / +eriemo~ "\-Ue. 1-\ N & m . 

~OY' l.o to..11.\-0 l tV H -(pm e.n aN I ~°' q.ue Lo.. 
lon~;lu.~ t:>rete..rente e'b Únic~ , -=a.lvo homolo~tÓ.. en o-N / 
~ cAe a~<.d +ene.mo~ : 

'Por lo knto 
1 

a.L ~c...er cirU131tt ~e. !)e.h,., + 1 

en BI trlboL e-e,ta.mos crea..nJo t.{nc. +lbra. el{c..epct'onal 

'• ~e. tipo l'51 4) 

'i) " . • 1 . t"'rDr051G1on .-

1 

' 1 

·I 

.. 



'P .e-5 O.e. Seiterl. A Qon+inúacio~ 
'llLrietla& dc:i· cJ.orJec.aeJro-o 1 e~ ele. 
~a..lct.tltlremo"'::> 'Sú-S inva.ria.n~~~. 

vexe. mo-:. 

'5ec~e.rl:. 

1 
SO ( '2.) puede Q.on-sicl.e rarse Como la.e,, rofaciories 

O.e ~oC.~) ~e. ele.jan ti~o al fx>Lo norf e N 
1 

'1 d. e 

e5t"- mo.ne.rct toc:l~mo<::. de.~1·n¡y la. ~cccon J.erec'1a.. d.e 
, ·<So lz) en '50[ ~\ <!.Orno rnultifltc.o.c.io";, ;pll'C" lo. derul-ta: • 

óOL2) no ec,, .o.\-nt cof:A 'tLAe c:ot <!.o n lo.. 

m.c.1.l b plicllciÓn <H>mple\~ 1 ~ a'!:>~ 1 .\-e,11e..mos &e.tinitla. una. 
o.e.e.ion ele. 5t eY'I '50('3) . E?.\-a. a.cua:i;., ¡:tt<M. a.l 
coc.ie11ie ~o(~)/r Je lo.. mane.ro. nllt«rttl 1 ~ q.ut. 
'01 r'y :: rr- l en+onle~ tf :::- ~ i1) Uj por lo +a.nto 
~ '::l = ~ ~? JJ- ~t-S1 O.e Jon~e rlf<=.> ':;" r'-V~ " 

E"=>ta. o.c.c.iÓn se. p«.ede. ve.r má!:i cJa.rame.flt~ 
en P ele. \.D.. <0i~U.iente mo..ne..ra: 

. '!>¡ O.GP erihmce-s .1- lf<:: '50Lo) kl q.u.e 4-t(d);a., 
e6to er:,, k\ q.u.e r~ Coae.?ponc.!e ~ o. I ti.e. kJnde. 

Lo.. ac.e-fo~ d.e.. s' iin P e.~.Jd M..d 4'.. po .... 
'· S· a. = l ll s )- 1 L~ \ = ? - t ( °'-) • 

E€>.\-a. ac.c. tcf n .e.:o e ~ec.ti va, e-s~o e "5, .\-cr)..o 

, elemento O.e 'T} J.istin.\v c\e, L1J-. Cd.eYJttO..a.tl mueve. 
' 1 1 

O.lf?!~n clocleCAulro. Na1
<:> aún 1 e,\ ~r!Apo Gle 

isbtrpp1Ó. ele ~o.e,;,i cuo.lquler O.ocLe<!..a.edro e~ (t). 



J 1 

'• 

A<4ft.( e\ . co.s i c..ual ctuier -=.i ~ni+.· ca. 1 ~w o~ los 
&oM, ca.eaV"o"=>' '2a.LVo tt~u.ellt7s ~e fiene-11 c.onio 

eie. d.e <0ime.+r~ al e\e No, J.ond.e o e~ el 
ori~e,n cAe rR3 . 

A~e.Uo~ q.ae. te.ne.n ~l polo viorte <?.Drno uno 
Je 5U-ó • vér·hc.e"'l .\-ienen ecmo ~rupo d.e i<;:,otrop1~ o.. 

\ f 1 /Vh, t ·, e 41í/?J i. 1 l\J ;F~ 

be Lo. mie.mc:t kmo.. I lo<':> <';\-ú.e. i.nter<óec.tan c:t.l eje 

No, en e.I e.entro O..e u.nt1. dt: '5U"=> cant.:., o e..-i el 

~nto med.t'o de. una a.t i'5h1 .\-;e.nen como ürufº de 
.:~+ropr~ 0t ZtS '1 Zz re? pec-livarne-+it~ 

LuetjO La Ór6itll- oe CAd..O. ~crnto) e.:, homeomorfa. 
' cA s' . Por Lo tanf.o, ee.ta rAccitfn YlO'!:> i;l.e..eocompone a. 
. p 1

en UV\ con)Ltnto oe c.írc.Ulo? a.je.no? I la. "5 órbd-a-s 
J e \. ,La. ac e lef n . 



'• 

! 

'· 
'1 

Ll..a.~erYlo~ O.oJeciAed.tii-:. oa:li()ar;os (el(upc.iora.les) 

~ a'f'eUo.::. · Jode.c.a.edros ~e "tienen l<;:.ohop1d. triv1·a.L 

(no trivial)· 

Sea. a. u.n cloc:leclledro ~rdiV'ario ~ lf" i.tn v~rtice. 

rie ~l , en-lvvice~ e1Ci~te Uh t!i-óc.o e.n 'Sz, '[), l!Dn 

oe.ntro · e~ \í '1 ~e. no contieV\e niY)CjÚn v6.\-tce de. 
~ocleca.edro.i:, excepc-t'onalei:. • ~e.o.. U eA eon~t.lnto Je -

·Jocle cttedro"'.> 4ue fienen un vé'.r~tc.e en D t cu1;1a-;, 
a.r-i-oks se orien+a" C!omo La":> t! e a..', 

Bajo lo. o.cc.iÓn O..e. .'f:;)\ 1 U '1.e~ine e\ Si~uienfe 

de. tibra";) 

L 
'•""" 

,,...---........_ 

( 
.. 

,,,.--"' ... ·. yz·-.... .· " ~~- "' •' 
t / 1 "\.~· ....... ·. ( . '. .. ) 

¡ ' '\J 
,1 

'

'- /. ----- . ' 

7 u 

"· 



1 1 f.-e:ito e'5 1 un ft>ro ~ibrru:lo -hivio..lmen~e o.lreJed.or 
de. lo. ~ibr.::. de o... 

i-;,otrop(tt. c:le O.. e."' 2 2 1 e.ntonce"5 (.l. ~·ene 
~e- (nter~ec.h eh e-1. t>Un\-o meJio c:tl eie 

., u.n virhc e J. e. e~+-a. a.r i stt::t · 

11 

Se.o.. 1) u. n cl i~ e,V'l "S 2. COY'\ ce.,,ho en l) 4u e 

-E>ÓLo l!Dnhn~c:t v~·hc.e~ c::le dotiea:uuJ.ro5 ord.ina.rlo~ o 

de d.ovl.eUletiro s l!.Of'\ i "t>o\.rop1Ó.. Z z. • 

5Ut V e\ l!Ot'l~ü.)"lfo O.e. d.oJe caed.ro~ <i"ue. \.ieneY\ 

Lln \lérhl.e en \) '1 'tue. tl.eY1en -sus arisk"":> 
aienta.d.a.~ Corno a. . 



1 / 

.. 

Sin e.mb:trqo cxi.:;,te UYIO. c;l;\e.rEw1cia, -l ·a.=- a. 
p:>r lo ~a.nto · ~o. ~;loro.. ele. o... ru.orre cÁo'6 Vec,es 

su .\-m~ ec.+orit\ mientra.~ <fU e. las Je.mi~ -solo lo 
hacen una ve-e . 
1 

'Ptm los d.od.e caed ras ~OYl i c;,oho pt~ 'í! "'J l( 
tz5 ·'be· ti en e (..( n re"'u.L+a.Jo a.n~LDcjo J salo <ft.Le. 
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