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'• "' INTRODUCCION 

1 Los Sistemas 	de 	Tchebycheff 	( 	llamados 	Sistemas—T 

n 
son 	sistemas 	de 	funciones, reales 	continuas 	{u 	} 	definidas 

:I k 	k-0 

en 	un 	intervalo 	Ca,b) 	que 	cumplen 	la 	propiedad 	de 	que mP P 	oP i  

cualquier 	polinomio 	del 	sistema 	( 	combinacion 	lineal 	de 	las 

funciones 	uk,'s 	) 	no 	trivial 	no 	tiene mas 	de n 	ceros 	en 	Ca,b1

1 

 

Gracias a esta 	propiedad, 	es Los 	polinomios 	conservan 

varias 	caracteristicas 	de 	los 	polinomios 	algebraicos. 

k 
( 	Construidos 	con 	el 	sistema 	de 	funciones 	u 	(t) 	= 	t 	) 

k 

1 Referencias 	C 	4 	1 	y- 	C 	5 	1 

1 Estos 	sistemas 	han 	sido ampliamente 	usados 	en"areas 

tales 	como Teoria 	je Aproximacion 	( 	metodos 	de 	interpolacion, 

formulas 	de 	cuadratura, 	suavizamiento` 	de 	datos' 	) 	Analisis 

Numerito y 	en 	otras ramas 	de 	matemat 	cas 	como Estadistica 

Ecuaciones 	Diferec,ciales. 

I .  . 	

Un 	caso 	particular 	de 	estos 	sistemas. 	( 	ver 	lema 

2. 1.< ) 	son 	los 	llamados SISTEMAS DE OSCILACION RESTRINGIDA que  

son aquellos 	en 	los 	que 	cualquier 	polinomio no constante 	del 

sistema 	tiene a 	lo mas 	n+1 	extremos 	locales 	en 	Ca,b]. 



2 

• Como se 	ve 	en el 	ejemplo 7 	a 	partir 	de 	cualquier 

Sistema-T 	se 	puede 	obtener 	un 	Sistema 	de 	Osci1acion 

Restringida. 

Algunos 	ejemplos 	relacionados 	con 	estos c oncep tos 	son: 9 	c 	p 

U.. 2 	n 
1. 	{ 	1, 	t 	t 	t 	} 	es 	un 	sistema 	de 	oscilacion 

1 restringida 	en 	C.a, b7 	para 	cualesquiera 	a, b 	en 	R 	, 	a 	•C 	b 

1 
. 2.{ 	exp(B 	t)1 	exp(D 	t),... 	exp(13 	t) 	} 	es 	un 	Sistema—T 	en 

2 m 
cualquier 	intervalo 	y 	para 	cualesquiera 	m 	en 	'Ni 	R 	,R 	,...8 

' 

12 	n 

en 	R 	distintos 	entre 	si 	y 	distintos 	de 	cero. 	Para 	m = 	1 

1 
y 	m - 2 	no 	es 	un 	sistema 	de 	oscilacion 	restringida 

3. 	{ 	1 	exp(A 	exp(A 	t) 	exp(A 	t) 	} 	es 	un 	sistema lt) 
2 	 n 

de 	oscilacion 	restringida 	en 	cualquier 	intervalo, 	paran 	en 	IN 

v 	A 	A 	`A 	en 	tR 	distintos 	entre 	si 	distintos 	de y 1 	2 	n. 

1 cera 

' 
2 

q. 	{ 	1, 	t, 	t 	t 	exp(A 	t) 	exp(A 	t) , 	 , 	... 	, 
m¥i 	m+4 

exp(A 	t) 	). 
I n 

es 	un 	sistema 	de 	oscilacion restringida 	en 	la,b1 	para 	a,b 	en 

I IR, a< b 	n,m en 	.N 	con O< m 	n y A 	A 	 A , 	 en gin + 1 	m+2 	n 
IR 	distintos 	entre 	si.y 	distintos 	de 	cero, 

.I 	• 	• • 

5. 	{ 	1 	cos(t) 	, 	sen(t) 	, 	cos(2t) 	sen(2t) 	,  

cos(nt) 	sentnt) 	> 	es 	un 	Sistema 

' 
 en 	cualquier 	intervalo 	, 	para 	n 	en 	1N , 	con 0 ( a <: 	b -ti 21T 

y 	no 	es 	sistema 	de 	oscilacion restringida 	para n=1. 
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1 	6. Sean a, b en 	IR, a < b 	n en : N y f : Ca, b] ---) IR una 

(n) 

1 funcion 	con 	n—esima 	derivada 	f 	(t) 	no 	cero 	en 	C 	a 	, 	b 	],. 

entonces 

2 	n--1 I {'1, 	t, 	t 	, 	,t 	, 	f(t) 	Y 

es 	un 	sistema. de 	oscilacion 	restringida 	en 	Ca,b7 

En 	este 	trabajo 	abordamos 	el 	siguiente teorema 	que 

1. muestra una 	caracteristica 	muy 	propia 	de 	los 

	

sistemas 	de 
 

oscilaeion restringida 

1 
TEOREMA 

1 
Sea 	{Cu 	} 	un 	sistema 	de 	osci1acian 	restringida en 	lasb], 
 k 	k=n I supongamos que 	tenemos 	numeros v , v , 	, 	v 	con O < k 	n 

n 	1 	k 

que 	cumplen 	(v 	- 	v 	) (v 	-- 	v: ) 	< 0 	i 	= 	1.2. , 	k-1, I 1 	1 	1}1 	l   n 

entonces 	existe 	un 	polinomio 	P(t) 	c 	u 	(t) y 	existen 

puntos 	x 	.x 	, 	x 	en 	Cap b) 	con 	a 	= 	x 	-. 	x 	< C 	x 	= b o 	1 	k 	 0 	1 k. ' tales 	que 	F'( x 	) 	v 	iO, 1, 	, k 	y 	x 	, x 	, x 	son i 	i 	 o • 	 1• k  
los 	extremos 	locales 	de P. 

Este 	fue 	originalmente problema 	 planteado y resuelto 

' 
por Davis 	t 1 	1 	pata 	polinomios 	algebraicos 	y 	para k 	n. 	Mas 

tarde Karmmerer. 	C 	3 	1 	lo 	prueba 	Cambien 	para polinomios 

algebraicos 	k 	C n 	un 	distinto y 	para 	por 	metodo 	y proponiendo 

un 	algoritmo 	para 	encontrar 	la 	so1ucion. 



1 
Del 	trabajo 	hecho 	por 	Videnskíi 	en 	1966 	C 	6 	1 	se 

desprende 	que 	el 	teorema.  es 	cierto 	para 	k 	= n. 

1 . 	En 	1966 Davis 	C 	2 	] 	prueba 	el 	teorema 	para 	cualquier 

k 	- 	0,1, 	, 	n 	, 	su 	demostracion es 	totalmente 	topologíca 	y 

I. da no 	ninguna 	construccion 	de 	la 	solucion. 

El 	objeto 	de 	esta 	tesis 	es 	demostrar 	que 	el 	metodo 

' propuesto por Kammerer 	C 	3 1 para 	encontrar 	la 	solucion cuando 

' 
k 	= 	n' 	sirve, 	en 	general 	y) 	no 	unicamente 	para 	polinomios 

algebraicos. 	Por 	supuesto 	que 	la 	demostracion 	dada 	aqui 	de 	que 

1: 	". el 	metodo 	sirve 	es 	distinta, 	a 	la 	dada 	por 	Kammerer 	quien 

utiliza 	propiedades 	especificas 	de 	los 	polinomios 	algebraicos. 

El 	algoritmo 	para 	encontrar 	la 	solucion 	supone 

capacidad para poder 	determinar 	puntos 	extremos 	de 	polinomios 

del 	sistema: 

Finalmente probamos el 	teorema 	para 	toda 	k 	= 	1,2, 

n — 	1 	haciendo 	uso 	de 	argumentos 	de 	teoria 	de aproximacion. 

En 	los primeros 	intentos 	por 	demostrar 	este 	resultado 

se 	trabajo 	bajo 	el 	supuesto 	de que 	las 	funciones ,u 	's 	eran 

I k 

continuamente diferenciables; 	las 	demostraciones 	hechas 	or 

Davis 	C 	2 	3 	y 	Videnskii 	C 	6 	-1 	se 	hicieron 	utilizando 

I .  
unicamente 	continuidad, 	en 	este 	trabajo, 	al 	igual 	que 	en 	los 

anteriores, 	se asume 	solo 	la 	continuidad 	de 	las 	funciones. 
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Este 	trabaja 	se 	divide 	en 	tres partes, 	la 	primera 

:1. 	.. contiene algunas 	propiedades que 	poseen los áistemas-T y 	que 

se usaran posteriormente; 	tambien 	trata resultados 	de 	caracter 

general 	sin 	entre 	si g 	 ex.¥.on 	e 	t 	e 	 que 	nos sirven 	unicamente 	como 	• 

U 
una herramienta auxiliar. 	En 	la 	segunda parte 	se 	estudian 	los 

sistemas de 	oscilacion 	restringida, 	en particular, 	el 	lema 

2.1. 	resuelve 	el 	problema 	para 	k 	 0 el 	teorema 	2. 9. 	para 

1 k 	n 	y 	el 	teorema 	2. 10. 	para 	k 	en { 	1, 	2, 	. 	, 	n-1 	}. 

muestran 	ejemplar 	de 

. :Í . 	

. Finalmente, 	en 	la 	tercera 	parte 	se 

Sistemas-'r y 	de 	sistemas 	de 	oscilacion restringida 

U 

U 

U 

1 
U 

1 

U 

'. 

U 

1 
1 
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1 
1 
1 
1. 

CAPITULO 1 

1 
DEFINICION 	1. 1. 	Un 	sistema de funciones 	reales continuas 

definidas 	en un intervalo,b] se 	llama. Ca 	 m  

SISTEMA DE 	TCHEDYCHEFF de orden n 	en 	Ca, h] si 	cualquier 

polinomio 

1 . n 

1 P(t) 	= c 	u 	(t) 	
Çkk 

2 	 2 •

. 
no cero 	( 	c 	+ c`. 	+ 	+'c mas n ceros en  

> 	O) tiene a 	lo a:: 1 	 fl 

1 
1. 2. 	NOTACION. SI 	(x 	, 	x.. 	, ,. x 	) 

n+i 
en entonces 	a 	la 

a 	1 n r ̀. matri z ' i 	u 	(x 
I 	a 

) 	u 	(x 	) 
o 1 	o 

u 	(x 
n 

) 	' 
o 

u 	(x ) 	u 	(x 	) u (x

1  

a 1 	1 	1 n I 

I 	u 	(x ) 	u 	(x 	) u 	(x ) 1 f 	o n 	1 	n n n 

u 



1• 

 la denotaremos caro 

U 	U U i 
¥ 	1 

x 	x 

n 

x 
a 	1 

n + 

y 	determinante a su como 

a 	1 n 

1! 
0 	1 

x
n  S 

• ', PROPOSICION 	1. 3. 	{u} 
n 

es 	un 	Sistema—T 	en 	Ca, b] 	si si k 	k=O y 	solo 

el determinante de 	la matriz 

t 	u 	u 
o. 	1: 

u 
n 

c 	1) 
t 	t t 

U 

' o 	1 n 

es .distinto 	de 'cero para cualesquiera 	t 	,t 	,..;,t en 	Ca 	b] 

' 
al 

distintos dos a<dos. 

U 

U 
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