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INTI O )UCC1ON 

Uno de los primeros problemas considerados en la teoría de representacio-

nes fue el siguiente: 

¿Para qué ¿lgebras de grupo kG con G un clrupo finito y k un campo existen 

sólo un número finito de 1nescindihles? 

Un resu.lLado clásico de Maschkc nos dice que I:G ces sccmisipie si y sólo si 

carac k % ,G,. 

Por su parte Iiigma;r demostró (1954) que hG con caray. I; = p > 0 tal que 

u HGI es de tipo de representac i ún finita si y sólo si el p-grupo de Sylo►wr es- 

cíclico. 

Después de este teorema resulLa natural preguntarse por tina descriución -

explícita de las lgebras kG de tipo de representación finita así como de sus- 

kG-módulos. Esto fue resuelto parcialmente por P. E3rauer [La] y D. Dade [Da] 

y completado independientemente por J. Janusz [Ja] y H. Jupisch [Ku] dichas de 

mostraciones usaban Teoría de Caracteres y para la descripción de las álnebras 

hacían uso de ciertas gráficas conocidas como árboles de Rrauer. 

R. fi. Peacock dio posteriormente una demostración que usaba únicamente re 

presentaciones modulares principalmente la llamada "Correspondencia de Oreen", 

dicha correspondencia es de hecho una equivalencia estable en el sentido defi-

nido m s adelante y está inducida por la extensión y la restricción. 

En el artículo de P. Gabriel y Ch. Riedtnrann en que está basado este traba 

jo, ellos se dieron cuenta de que el hecho funnda.uental es la existencia de una 

equivalencia estable entre dos á1gebras una de ellas Nakayama autoinyectiva, -

por lo que utilizan métodos completamente diferentes a los de representaciones 

de grupo para encontrar la estructura de las álgebras así como sus representa-

ciones. 
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La importancia de dichos métodos consiste en que puecl' n generalizarse, -- 

1 	como se muestra en este trabajo, a aln,et>ras c!e fakayama auto inyectivas que no-

son ilclebras de cgrupo, mis aún come il,ostró Ch. Riecltr►ann en [Ri ,1] y [Ri ,1] -- 

una variación de estos métodos per•inite carac: ter izar todas 1 	lgebrds auto -- 

1 	de tito finito. 

A continuación damos un resumen del Contenido de cada uno de los capítulos. 

Erg el capítulo 1 int.rodtcimos conceptos básicos de la Teoría de Represen- 

taciones de Algel)ras y se ve que OS equivalente el 	estudio de A-ru5dulo; 	con ' A de dimensión 	finita 	sobre un campo k, 	inescindible y básica, 	al 	estudio de - 

representaciones de carcajes que 	sati :facen 	un 	ideal 	admisible. 

En el 	capítulo 	I1 	se introducen 	los 	conceptos 	de 	álc;ebras de 	;';ak,ayanra y - ' álgebras, 	autoinyectivas. I_studiaren;os 	í1 	caso 	particular del 	carcaj 	cíclico- 

con e vértices y las e posibles relac it nes en que 	la co!n os ic:ión de h+l 	flechas 

Denotamos fl es cero. 	 este carcaj por Ze . 	Damos una descripción de las represen- ' taciones 	inescindibles de este carcaj y por úl timo veremnoc, que las k-álgebras 	- 

del 	carcaj con relaciones Ze representan a 	las 	algebras ele tdakayarna, 	autoinyec- 

tivas, 	básicas, 	inescindibles, de descomposición simple. 

En el 	capítulo 	I1I estudiaremos las 	propiedades básicas de la equivalencia 

estable. 	Para 	A de 	t,r,f nos 	interesa 	conocer 	la categoría de 	►-módulos 	finita ' mente Generados (mod A) ya que todo A-módulo es suma ele A-módulos finitamente 

generados [A-R,2] para describir los morfismos, será suficiente describir los -

morfisnios entre los módulos inescindibles. Con este fin se introducen en este-

capítulo los morfismos irreducibles, pues se sabe que todo morfismo no iverti-

ble entre módulos inescindibles es combinaciOn lineal de composiciones de mor--

fismos irreducibles entre inescindibles.* Introducimos también las sucesiones 

que casi se dividen que nos datan inforn►acion de los modismos irreducibles y -

probaremos que si mod A y mod A son establemente equivalentes con A autoinyec-

tiva, A' resulta también autoinyectiva. 
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Introducimos en el capitulo IV los carcajes de (irauer• mediante los cuales 

clasificaremos las ¿lcjehras A de dimensión finita para lis que existe una e.nui 

valencia estable entre rr►od A y mod Zk (llamaremos a estas á1ciebras, álgebras 

establemente Nakayama). Con este fin en el capítulo V damos a los morfismos - 

de mod k[ Z] una interpretación neométrica. 

Como veremos en el capitulo VI, dada una equivalencia estable entre mod A 

y mod k[ Z1 ésta induce una equivalencia estable entre mod A y la categoría de 

representaciones de !hr de dimensión fi ni La. Además A rrsulta auto invectiva, 

Mediante la equivalencia estable podemos ahora estudiar la categoría mod A y - 

veremos que las álgebras establemente Nakayamr son álnebras de un carcaj de -¥ 

Brauer. Por último en el capítulo Vil , se prueba que el áílgebra de un carcaj-

de iirauer es establemente iial:ayama. 
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CAPITULO 1 I CARCAJES Y 11f.Gí: RAS DE CAI¥cAJ . 

En este capitulo introducimos los conceptos y resultados básicos de la -- 

Teoría de Representaciones (le, Alycbras que util i :aremos en es Le trabajo. Para 

	

' 	 ver más detalles, recomendamos [A-F] y [C-ffl. 

1.1. Definición Un carcaj C =. (CO 3CI c.r:C 1 	Co , ;;:(:1 - Co ) es una c!r<ífica fi- 

	

1 	ta orientada y conexa donde Co - {vi-1 ices de C} , C1 = {flechas de C} 

a(a) = inicio de a, (•,(a) 	final de a. 	(Por conexa entencterenos que si nos 

	

' 	olvidamos de la orientación de las flechas se tirnO un camino de un punto 

a otro cualquiera). 

Son, ejemplos de carc:.ajes los siguientes: 

	

' 	 G 	•-- 

1 
 

d 	 ó 	 ' 

	

1 ,¥ 	 3 	_ 

1 6 / ' \ \ 
•

. 	 , 

1 

,' ¡ y 	 S d 	 ¥ 	\ C2 \ i 

• e-3 	 1 	 7 

e-2 

,.. 

	

1 	 —Ç 0 	 8 	 10 
e-1 	 g 

El carcaj de la figura 1. se llama carcaj cíclico Ze con e vértices. 

1.2. Definición. Un camino dirigido dei a j (i ,j E. Co) en un carcaj C es una 

sucesión de vértices ,y flechas de C (j¥«e,r¥e-1 ,...,n1 li) con e 	0, 

i = n(cxl), (ccnr ) = cx(c ,41) para 1 	tu 	e y 	3(cxe ) = j. Si e 	0 exigimos ade- 

más que j = 1. De esta manera, asociamos a cada vértice su camino trivial 

z. 	= (i 1'). 

1 
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1,3, Definici6n. 	Sea C un carcaj con un número finito ele vértices, 	Sea k(i,j) 

el espacio vectorial 1 i bre con base los caminos ele i en j, entonces l a - - 

k-ilnebra kC asociada a C se define como sigue kC t . , k(i,j). Definimos 
i i i 

la nlwltiplicación piara los básicos (le la sleuiente mañera, 

si 	(rnl(I), (?E7-1 , 	• ,(?lj11 	°n 'n-• 1'• .1) son caminos dirigidos enton- 

ces (ni¥( I¥,t'p _ 1,...,;',l¥E1)•(c¥rr ,c+.rr-1,...,(xll1) vale cero si h 7 j y vale 

,fl,ccn'"n-1' 	, 1Í'i) si Ir 	i. 	Este producto se extiende- 

de nlanoira única a kC, obteniendo así una k-álgebra (no nc_cesari amen te de - 

dimensión finita). 	E_l uno de kC es Y; z 
i(C0 

1.4. Definición Un ideal I de kC consiste de subces,nacios> 1(i ,j) de k(i ,j ) tales 

que E;I(i,j) 	1(1 ,m) para toda (;:j -+ n► e 1(i ,j) •,c- 1(ir 1 j) para toda 

Denotaremos por F el ideal izquierdo de I:C generado por los caminos de - 

longitud 1(flechas) de C. De hecho f resulta ideal bilateral y como espacio - 

vOctorial tiene por pase los carvi nos de 1on(oitud mayor o igual a 1. 

1.5. Definición Un ideal bilateral 1 de kC se llama admisible si I c f z y para 

alguna n c fli 	1.n 	I . 

En el caso de carcaj Z denotamos por 7..hr al carcaj definido por Ze y..1as 

e posibles relaciones , 	= 0 y denotamos por k[Z] a la k-álgebra asociada a 

7_e 

1.6. Definición Una k-r pi-esentación de-_C V= (V(i),V(a)) consta de una familia 

de k-espacios vectoriales (V(i)) 	y una familia de transformaciones li 

neales V(a) : V(i) -* V(j), una por cada flecha a: i -> j en C1 . 	La dimensión 

de Ves por definición dim Vi = 	1; dim V(i). 
i rcCo 
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1,%, Definición Un 	f! 2_ • de Ci l'('SftI1L iC;C1r,C!5 	:V > VI es una famil la de -- 

transformaciones 1inealos 	1 = ('(1):V(i):`1(1) 	V' (1)) ( C 	tal que si 

i 	j es una flecha en C el si quiente ciia<Irarna conrr:r.ita 

1 

V(rz) 
V(i) ..—.__,. V(j) 

(i) 	(j) 

V'(i)._.___, V'(j) 
V' (cc) 

(1,e, ti1 (j)V() r' V'(cO';' (i)), 

1 
.1 

si 	V::(V(i),V(c%)) es una 	representación de C y ¿ = (j(c,.11 , ... ,n l 1 i) 	es 	un 	ca 

mino din1gido de long'Itud 	? 	2, 	podemos evaluar V Cn 	<5 coila 	sigue: 

V(d) = V("n ) •V( ,za n- i ) • • • . •V(cl l ) : V(i) 	V( J) donde ; 	(L(u i ) y i 

Si a 	, 	a,a 
¥)e 1(7,j) ¥. 

long D>2,?,a /0 

pocl(rnos evaluar V en 

d y de la siguiente forma V( ) 	Y  

rE:1(i,j) 

Decimos que V satisface 1 si V(d) 0 para toda ¿ c f' . Si (ds )s e S es -- 
una familia de generadores de I es suficiente someter V a las relaciones- 

=0. 

Denotamos por 11adk(C,1) a la categoría cuyos objetos son las k-represernta-

ciones de C que satisfacen 1 y cuyos morfisrios sor, los morfismos de repre 

sentación, con la composición 	;•q _ (4-(i)'y,(i))i 
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1.8, Proposici6n: Las catejorías h'oc1 I:C/1 y E.1od1,(C,1) son isomorfas, 

Demostración, Definimos F:11oc1 kC/I - Nod (C, 1) de la siguiente m,-,nera; 

Sea M un I C/ 1-módulo. 	Si i es un vértice de C, V( ): == Z i1M1 donde Zi es la 

clase de Z 1 en kC/ I , 

Si n:1 	j es una flecha en C, definimos V(ct):V(i) .' V(j) como la multi- 

pl icación por a, es decir, V(c) (x) = cxx ¥ 1,ictx, 	V(cc) es lineal  ya que 11 

es un {;C(1)-módulo. 	Entonces definimos F(E•1): 	(V(i),V(;a)) que es una re- 

presentación de C. Ahora vamos a definir G:hiod (C,I) -> f'1od I:C/I. 	Sea 

V-.(V(i),V(a)) un objeto de t1od,(C,I). 	Definin,rs G(V): = (ti 	V(i) corno 
i c Co 

k-espacio vectorial y se prueba que G(V) tiene estructura de kC,/1-modulo. 

G y F son inversos, Para una demostración mas detallada ver [C-L-S]). 

U 
La importancia de la proposición anterior es que el estudio de módu- 

los se reduce al estudio de representaciones de carcajes que satisfacen -

un ideal admisible, 
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CAPITULO II, 

ALGIBIAS 111 'IAIJAIA¡•iI-A',"I- 11,1 111T I ':" 

En este capítula estudiamos las ¿í1gebras que son do Nak,ayanil-autoinyer_ti- 

`` 	 vas, Veremos que en el caso de ZF¥ oh tenemos las k-ii1 gebras ¡. 7 	que represen 

tan a las á1gehras PJakayama-autoiny(ectivas •y de descomposición simple. (Una - 

• k-álgebra básica inescindible A OS de Bosco 1posiCiUl) (.'1C'illenirll si 
rn 	 . 

Arad A  i=1• ¥ ' 

¥. 	A1cic oras. Simétricasy l(lebra:. de i ro` enir.rs v /ll¥l r;r¥¥s AutoinyeCtiva. 

2.]..1. Definición Sea i. un campo. 	Un t1gebra A de din,ccnsióln Einita sobre k se 

llama a1qC?Í)1^¥l imiét1'1C_a si A ad11i)it.e una forma bi inea1 no-degenerada 

f:A x A -¥ k que es asociativa ( ,e,f(ab,c) = f(a,hc) ¡)ara toda a,b,c e A) 

y simétrica (i,e,f(a,b) = f(b,a) para toda a,h r A). 

2.1.2. Observación un álgebra A es simétrica si y sólo si existe una función 

lineal v:A > E: tal que 

1) Para todo 1 ideal izquierdo (o derecho) si 1 	ker v, entonces 

I=O. 

y 2) Para todo a,b c A, ab-ba c ker v. 

Demostración Supongamos que A es un álgebra simétrica.. Sea f:A ;< A > k 

una forma bilineal no-degenerada asociativa y simétrica. Definimos 

v:A -> k tal que v(x) = f(x,1). 	Entonces si v(xA) =0, f(xA,1) = f(x,A). 

Como f es no degenerada, x = 0. De donde xA 	0. Ahora si v(Ax) = 0, 

entonces f(Ax, 1) = f(A,x) = 0. Como f es no-degenerada, x = 0. De 

donde Ax 	0. 
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Sea 	a,b 	e 	A, 	eoiuo 	v(al)) 	f(ab,1) f-(a,l,) 	- 	f(b,a) 	- 	f(ha ,1) v( bu) 

v(ab) .- v(ba) 	= 	v(ab-ba) 	= 	0 	(yu 	c e 	cs 	lineal). 

1 
Supongamos ahora que exi ste una función 	1 i neo l 	v:A 	-> 	l: que satisface 

' 1) y 	2), 	Definirnos 	f:A x A 	4: 	tal que 	f(x,y) 	= v(xy). 	Sean a,b,c c 	A, 

entonces 	f(ab,c) 	- 	v((ab)c) 	= 	v(a(bc)) = 	f(a,bc) 	de 	donde 	f es 	asociati- 

va, 	Como 0:-vab-ba 	==vab-v ' bo fab- 	í - 	-- 

' por 	lo 'que 	f es 	simétrica, 	Falta probar que f es no-degenerada. 

Si 	x 	c 	{x c Al f(x,y) 	0, 	para 	toda y) =: {x e A¥v(xy) 	- 0 	para 

	

Lodo y

1 	

r 

{xcAlv(xA) 	= 	0}, 	entonces 	v(xA) :: 	0, 	cono v 	satisface 	1), xA 	0 de 

donde x = 0, 

' 	 2,1.3. Definición. Un álgebra A de dimensión finita sobre h se llana álgebra 

de Frobenius si y sólo si los A-módulos izquierdos A y ("A),' son isomor- 

r fi sinos (el dual con respecto al carnl)o) 

2.1,1. Definición. 	Un álgebra A se llama Autoin'iectiva (o casi Frobenius) si 

1 	y sólo si A considerada como A-módulo izquierdo es inyect.iyo, equi val en- 

tenente: si y sólo si todo A-módulo izquierdo próyectivo es inyectivo. 

1 
Projosición. 	Las clases de frlgebras de dimensión finita sobre k -- 

están contenidas de la siguiente manera: 

' 	(Algebras de Grupo) 	(Algebras Simétricas) 	(Aldebras de Frobenius) 

{Algebras Autoinyectivas} 

1 
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Definimos v:4;G 	k tal 	que 	v( 0 	É: 	Cac} •y) c+ 1 	(donde 	1 	es la 	identidad de 

C), 	Suponyanios 	que existe a 	kG 	tal que 	v(Aa) 	-- 	0. 	En particular se 	tic, 

ne que v(q' 1a) 	= 	0 para 	toda 	gr. G, Como 	q-1 c G, 	q-1 r. 4:G de donde podemos 

escribir 9-1 	como la suma 	(9-1 = 1•q, que 	tiene 	todos los coeficientes - 	- 

excepto uno igual 	a cero, 	Como a c kO, a 	d lt •41, 	Por la 	definición - 
ti 	G 

del 	producto en kG se 	tiene que q-1a - 	(1•g-1)( 	}, 	all•F1) - f; 	ct lt g-1h = 	F 	(t 	t•t. 
hrG 9 1tc.G 	tcG 

Entonces 0 = v(g-1a) v( 	F 	u 	•t) a 	, 	de donde v(g-1a) es 	el 	coeficien- 
tc G 91 9 

te de y en a, por lo tanto a - 0. 	Sir;lilar :nte v(aA) =- 0 implica que - - 

a = 0, 

	

Sean a,b c kG. Supongamos que a - 	n •g, b = i: B •tr 
grO 	 41 c;G 1 

Entonces ab = 	i. 	a f} dh y ha - 	s: 	i; c, qh. 0 sea que el coeficien- 
g,hcG 0 h ' 	 h,JcG 	

g. 

te cte 1 en ab es 	}: a ('s y el coeficiente de 1 en ha es 	,: F a0 . Por - 
c¥}r-] 9 41 	 yh-1 It 

tanto v(ab-ba)-v(ab)-v(ba)- 	c¥ E¥ 	- 	¥: fi cr } = 0 
9 4i 1 q 	9h1 h c 

Probaremos ahora la segunda contención. Sea A un álgebra simétrica. 

Sea f:A x A -> k una forma hilineal no-degenerada y asociativa. 

Definimos O : AA 	( A/1) *- 

y . A 	, ft 

x > f(x,y), por lo tanto 0 es isómorfisino, por lo que A 

es álgebra cte Frobenius, 

Resta pro'tar la última contención. 	Sea A álgebra de Frobenius. Sea 
A 0:A , (AA)* el isomorfismo. Sea 	(? Pi la descomposición de AA en 

i=1 A 
A m p 

A módulos derechos proyectivos e inescindibles y sea A = (-)A i la 

i=1 
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I 

descornposici0n de /1A 	en A-mOdulos 	izquierdos 	proycectivos e 	1nescindihles, 
m 	, 	 ►► 	 n 

Entonces se 	tiene que 	M, A F i 	AA ti 	(A,. )" 	( 	Q)f' i 	)." 	O► 	(P 	 * 
i:1 	 i-1 	A 	i-1 	'A 

' como la dualidad m 	nda proyectivos 	en inyectivos, 
n 	 n 

C) (P. 	)¥ 	() (A i) . 	Por el 	teorema 	de 	t.rrall 	Schmidt urrr y existe 	una 

1 
i=1 	'A 	i1 

permutación de índices 	o 	tal 	qu,: 	Ap i 	A1 ( 1), 1 : 	ti 

, s 	2, 	f1efir¥a ; de 	Ila4 ¥iy¥rrir<.r 

Sean k un campo alclebrai carneo te cerrado, 	C un carcaj, 	I 	un 	ideal 	-- 

1 adinisible de 	kC. Denotamos 	A 	kC/I por 	a 

2,2.1, 	Definición. Sea 	A un anillo arbi trar io, 	un A-módulo 	1i es 	uniser ial 	si 

' h1 	ticrre 	una 	única 

	

serie 	composición

1 	

. 

2,2.2. 	Definición, A 	dnechd 	todo A 	derecho es 	selldi 	si 	-módulo 	proyectivo 

e 	inescincíible es universal. 	De manera 	an6loga 	se define 61gehra 	serial 

izquierda. 

1 
2.2.3. 	lema. 	Sea 	A un 	anillo 	artiniano 	izquierdo. 	Un 	;,módulo h'• es 	universal 

1 si 	y sólo 	si 	M>rt1>r'h1 ,... ,>rh1-1 	> 	0 es 	una 	scurie 	de 	coriposiciones 	de 	11. 

Demostración. Sea 	h1 	universal, 	si 

r, 	 ¥I 
11 > r'I%r > r' f >, .. , > r f•i > 	• .. 	r h h1 > 0 	 (* ) 

no es una serie de composición, existe i con r1fi/r i+111 semi simple pero -- 

1 	no simple. 

1 	r1M/r1+111 = h11 n f12 , 	M1 / 0 , 1.1 Z 	0, r'1+11 	1.11 91.12 	►,ih1 

la se ni (*) se refirna de dos maneras diferentes 

U > rh1 > r h1 . U1 > r 	1 h1 > ... . 0 

1 	t•1>rh1>r1M>112 >r¡+lM- ... >0 
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Por lo que M tiene dos 	series de comparación distintas. 

Supongamos 	(*) 	es 	una 	serie de conrpo;ición. 

' Sea 	fi> f11 > ti7 > 	.. > P1k > 0 , 	 otra 	serie 	de 	composición 	de 	f-1. 	Para 	cada 	rli 

existe 	j 	tal 	que, 	h1c= r3 MM1 	M i ?- r¥_r 1 M, 	por 	tanto h1.i 	= 	r 1 f1, 	de 	lo 	contrario 

	

f•1. 	está 	contenido 	en 	un 	;i.rl,¥r,ócJulo 	m¥iximo 	de 	r ¥Mr0 	tiene - 

	

i 	 y 	1  	un 	untco 	sub 

'módulo máximo 	ra •r 1111. 

2.2.4. 	Lema. 	Sea A. un anillo artiniano, y supongamos que para cada 	proyectivo 

1ndeciable f, 	rad /rad" P es 	simple a cero, entonces 	A es serial 	izquierdo 

1 Demostración 	que para cada proyectivo 	P. 

P>rf'>r>P>... 	.>rn P-O, 	donde 	i• rr f, / 0 y 	r• r ¥ {1 P 	- 	0 es una 	serie 	de 	composición 

Supongamos que ri P/r t 1 1 P simple 	i 	:: 	1. 

Sea Q proyectivo 	indr•ciahle 	con Q/rQ 	r1 	r•1 P, 	existe 	un epirnurf isirlo 

f 	 ` 
Q 	ri P 	0 	tal 	que 	f(rf.) 	rf(Q) 	= 	r ' 	1Q, 	por 	lo 	tanto 	tenemos un epimor•- 

' fi sino 	rQ -> 	irifl  1,1 •> 0 el 	cual 	reduce 	un 	i sornorfi sino 	r4/rQC r1{•l P/r• i1•2 P. 

Por lo tanto r t +1P/r t42P es 	simple 	a cero. 

CI 

2.2.5. 	Corolario. 	Si 	A/rad°11 es 	serial 	izquierda entonces A es 	serial 	izquier- 

'  da. 

' 

Demostración 

Los 	f 	de 	de la 	forma P proyectivos 	¡1/rad'A son 	= P/rad2P por lo que 

rf/r'( 	es 	rad P/rad'P de donde se 	sigue el 	corolario. 

o 
1 2.2.6. 	Proposición. 	A es 	serial 	izquierda 	si 	y 	sólo 	si 	para 	cada 	vértice 	i 	de 

C hay a lo más una flecha que empieza en i 

1 Demostración. 	Supongamos 	Ar es 	serial 	izquierda. 	Sea 	i que 	 un vértice -- 
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de 	C. 	Suponcrcunos que existe (:l:i 	- 	j 	Vennos que 	1 	flechas que 	salen de 

i 	van 	a 	dar 	a 	j. 	Como 	el 	)royect,iivo 	P. 	= 	t 	• es 	uniser•ial 

' F'i>rad%('i>rad'Pi> 	.,:0 es 	serie 	dr. 	composición, 	y 	entonces 

S 	radAe i /radAe.i 	es 	simple. 	Como 	c, 	c 	e . (rada^,/rad 	¥,)e.. 

I L Hoi7A (Ae., 	Aei/rad'f,c,i),Hom rad 	 (Ac,raclr1c i /rad' :e i ) 	j 	O. 	Entonces 	existe 

f: P 	r S con 	f / O. 	Corno 	S 	simple, 	ker 	'f es 	un 	suhrnódulo maximal 	de P j , 	- 

' por tanto 	ker 	f 	:- rad 	P.,<P . 	(ya 	que 	f(r•aca 	L¥)c:rad 	S 	0). 	De 	donde 	P 	es J 
la 	cubierta 	pr•oyectiva 	ele 	S. 

1 Si 	hacemos 	lo mismo 	para 	la 	flecha 	, e:i 	-. 	, 	obtendremos que 	P., 	es 	la 
J 

cubierta 	pro,ectiva de S. 	Pon 	la 	unicidad de la 	cubierta proyectiva j 	es 

• el 	único 	vértice al 	que 	llegar► 	flechas 	con vértice 	inicial 	i. 

1 
Ahora 	tornemos 	f,g u: Hont¥t (P.,S) 	con 	f / 0 / 	g. 	Como 	S simple, 	f y g 

1 son epirnorfisnias. 	Ademas 	P 	es proyectivo, 	tanto existe Ir:P 	P 	tal por 

que gh - 	f. 	Dado que 	k campo algebraicamente cerrado 	E:nd(r 	)/rad 	E:nd(P j ) 

es 	isomorfo a una suma de copias del 	campo, y como End(P) es 	local, 

' Cnd(11 )/rad 	Cnd(P.) 	anillo con 	división. 	Por tanto 	End(P.)/rad 	Cnd(P)=k. 

Así que existen 	G; c 	rad 	End(P j ) y n t: 	End(P¥) 	con q;([n.])=r. 	c 	k, 	c 	/ 0 	ta- 

1 les 	h 	= 	c►(3. 	Corno 	rad 	End(P)es 	nilpotente, 	L> 	ni1potente, que 	 es 	 y enton- 

ces !3 no es 	isomorfismo. 	De donde 	1w (3 t P. 	Así 	1w C 	rad P = ker y. 

Como 	f 	= 	gh 	d(ctrL;) 	- 	g, 	liorn
A 
(fue., 	rad,':e./rad'Ae.) 	= 	1. 

J 	t 	J 

1 
Para probar que 	A es 	serial 	icluiercfa será suficiente probar que 

1 A/rad2A es serial. 	Denotamos 	por F" 	a 	la imagen de F en kC/1 	(donde F 

I /rad? A-kC/I/rad'(E;C/1)-l:C/1/{' 

ideal 	izquierdo de kC generado por 	los caminos de 	longitud 	1). 	Entonces 

- kC/F 	. 	Sea 	P. 	un kC/F' 	-módulo 	izquierdo 

proyectivo 	inescindible. 	Por tanto existe un vértice 	i 	de C tal 	que 

Pi 	(kC/F') 	Z1 . 

1 
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Primer 	casa: 	no fray 	flechas 	con 	vértice 	inicial 	i 

' Como 	P.(1) 	7_ = 	.kC7_./ L.F 	y 	(J) 	0 	si 	j 'L• 	4 	k 	P. 	= representación i t # esta 

1 corresponde a un, simple, segundo caso: 	hay un 	lazo en 

Como 	P.1 (i) 	- 	k (4> 	k y 	P i (j) 	= 	0 	si 	j 	/ 	i, 	rad 	P i (i) 	- Z i F¥ 	/z i F 2 7_ i 	-• 	1, 	y 

rad 	P. (j) 	= 0 si 	j 	/ 	i , 	ertences 	rad 	f'i 	simple y 	se tiene Parad P>0. 

Tercer caso: 	existen j 	/ 	i 	y a:i 	j. 

Entonces 	Pi (j) 	= 	f:, 	Pi (h) 	= 	0 	it 	# 	i, 	h 	/ 	j. 

Pi(i) 	= 	k. 	(rad 	Pi )(i) 	0. 	rad 	P1 (j) 	= 	k. 	Y 	(rad Pi )(h) 	= 	0. 

Todo kC/F'-módulo 	izquierdo proyectivo 	ioesc1ndible tiene una serie de com 

t posición. Por 	tanto 	f:C/F 	es 	serial 	irctuierda, y 	así r1/rad2 A es 	serial 

izquierda. 

111 

1 Por argumentos 	duales 	se 	tiene 	la 	siguiente 	Pr'o{rosic;ión: 

2.2.7 	Pr'o os c7• _ón 	es 	se1'lal 	del echa 	s 	y 	solo 	si 	0l a cadd vC t ice 	i 	de C 

' hay a lo más una flecha de C que termina en i 

2.2.f3. 	Definición. 	Una 	f;-d1CJE't)r'a 	es 	de 	1d.+t.ayama 	si 	e... sedal 	i?quierda y se- 

rial derecha

1 	

. 

2.2.9. 	Proposición. 	A k-álgebra de Nai:ayama 	básica 	inescindible descomposición ele 

mental si y 	sólo si 	en cada vci,tice de C empieza a 	lo más una flecha y ter 

mina a 	lo más una 	flecha. 

La demostración se sigue de la definición y las dos últimas proposiciones, 

' 	2.2.10. 	Observación, 	A es 	de 	Nafcayama 	si 	y sólo si 	C es uno de 	los 	siguientes 

C: 1-, 2--> ...->e 	(o>]) 

ó 
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1 
2 

C 

`^ 1 	 j 3 

(e 	1.) (si e=.-1, 7). 

2.2.11. Observación. 

Sea C el siguiente carcaj 

1 

0 . 
e-1 	

v/ 

5 
(si e¥1, C¥Q) 

Sea 1 un ideal adwisible de kC. Para este carcaj especial denotaremos por 

6¥ al único camino de longitud 	que empieza en el vértice i. tara cada  

vórtice i, sea o.(i):= min{ 	c,- 	. I}. 	Por ser I admisible podemos es-- 

1 

1 

coger los caminos 	Co 	,,(e-1) 

Entonces {do(o),...,¿e(1-1)} es un sistema de generadores para I. 

Sea r e 1, entonces existen ' i'• •• ,Xe e k y al,...,ae cami- 
e 

	

?: a ralr 	Si 
 Ga -1 1 

	

(donde t,h e {i , ... ,e}) . 	Por lo cual podemos suponer r = .11 x1 . , +,\eae 
donde at ¢ atr si h / t. 

Sea i c Co, como I ideal entonces rZi e 1. 

Supongamos que rZi = 
X1a1 Z

i e 1. Corno a1Zi camino que empieza en i 

long ct1Z_ i > long ó ('). Por tanto existe 	tal que a1Zf3 S' )•rZ\aZi = 

1. Como el tino de kC es  
r=r•1=r E f: CpZ.= i c. CorZ.=y, e Cox 	1 l¥jl¥l ( )¥ 

Demostración. 

nos tal que r = 
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Si 	rZ-¥,1I 7_ i +a 2(1,2 7 i 	ce 	I 	con 	cr17.i 	, 	ct2 Z i 	caminos 	que 	empiezan 	en 	i 	y 

I a1 7i 	1 	cr?7. 	. 	Sin 	pérdida 	de 	generalidad 	long 	<< 1 z• 	< 	lonlongcr 7.. 	Supon- r 	, z 
gamos 	que 	long a 7_i< long 	ü (t) , 	entonces existe 	C; canino tal 	que 

pa2 7i =Si (t) 	e 	1. 	Corno 	1Dl;(N 1 	17.+ 2c, 2 7.)--\ I E.«17 i + 	',2 Pcf¥7 i -,'.1 (,.r2 7. i r¥ 2 	(t), 

' long 	tal7i 	< 	long 	F",cv 2 Z1 	= 	long ¿ 	(' ) lo cual 	es 	una 	contradicción. 	Por 	tanto 

long n2 Z i 	> long 	). 	Entonces existe 	(? 	camino 	tal 	que cr271 	2(i) c. I. 

1 	 1 
Por 	lo 	tanto 	a2cr2 7i2 21 '', 	(t) e I 	lo 	que 	implica 	que 	a1c 17i e 1. 	De, 	donde 

n 	j 
long 	X 1a7 	; 	long 	b 	( 	) . 	Entonces 	existe 	;' 	cansino 	tal 	que 

1 (t) a1cr.17i =a.1 B1 	y 	entonces 	r=►' • l = ¥:i 
	-} 	 Hemos r. Cot,7i i 	r. Co 	tiry'1 	l 

1 probado que 	{ (5¥ (o) , ... ,,• 	(e-1 } 	es 	un 	sistema 	de 	generadores 	{;ara 	1. 0 	 1 

I
u 

2.2.12 	1 	nema. 	(t,a{cayaur,a ). 	R 	unisr_r•ia1 	(i. e 	RR y 	RP 	suma 	directa 	de 	se- 

1 ales). 	Entonces 	todo nódulo finitamente 	Generado es suma 	de uniseri 	1r;. 

Demostración. 	Sea 0 	/ II nt5dulo 	fintt 	nte 	rleneracic; sea 	N.i=1e 	descomposi- 

ción 	del 	1 	en 	R con 	el , ... ,en 	idempoterrtes . 	Como 	tl 	= ¥::1 	f ¥e 	, 	exi ste 

t SC{mei Irne i 	1 0} 	conjunto 	finito cle 	generadores. 	Tomemos 	S - {m1 ,... ,In5) 

1 tal 	que j 	l2.(rnjR) 	sea nrínirna. 	Como 	{ml,...,rns } 	sistema 	de 	generadores 	de 

1 hi, 	ti 	= 	):¥ =1n1 	R. 	Sea 	a:{1,...,s} 	(1,...,n} 	con 	rnj=nije0(i) 	para 	toda 

j 	e 	{1.,...,s}. 	Como e 	(j)R es 	uniserial 	y in3 R es 	cociente de uniseHal, 

se sigue que nt.R es uniserial. 	Probarenros 	ahora que 	la suma es directa. 

Supongamos que 1 1mjR no es 	directa, entonces existen r•1,...r 	e R tales 1 
que 	}'j=1nij r j 	= 0 	con m1r1 	¢ 	0. 	Además 	existe 	e 	c. 	{el,... ,ert } 	tal 	que 

1111 r1 e 	/ 0. 	Como 	R 	es 	uniserial , 	los 	elementos 	de 	{Ri-je nr¥ ¥ 	/ .r.r0} 	están e 	 d 

1 ordenados, así que hay en este conjunto un elemento máximo: 	Rrle. 	Si 

rnjr•je / 0 tenemos que Rr je < 	Rrle de modo que existe 	e  
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tal que re = r' i r le, Si nijr¥e -. 0 tommnos r' 1 = 0. Sin pr_rdida de aene- 

' 	 ralidad r. - 
ec¥(J) r . 	j e {1,,..,s}, y podernos elegir r' 	= c 	y J 	J 	 1 	a (1)  

1 	re J r1j0•cx(1)' ' 

Reemplazando del conjunto de generadores S el elennent:o nrl por el siguier.te 

s 
flli 	 1 

	

+ 	m - 	Y.' 	r'' 
j_2 J j 

obtenemos el conjunto {m' 1 ,m2 , ... ,1115 } que es tt1n+bi ¥n un conjunto de gene- 

radores donde m' 1-m' 1ea(1 ). 	lldcrirSs se tiene que lonq(rn' 1R) 	long(m1R) 

Consideremos los siguiienLes epimorfismos. 

v 	m1R 

ec` (1 

In' 1 R 

definidos de la siguiente manera v(ec1(1) )=m, y v(en(1))-rrr'1' 

v(r1e) = v(ecr (1)r1e) - In11 1e i 0 y 

v'(r1e)=m' r•c=nrre=mr1c+Fs 2 mr' r1e-m
1 
r1e+r;s m.►•e=(}';' m.r.)e =0, 1 1 	1 1 	1 	j= j j   

se sigue que ker v / ker v' . Conio ec1(1)R es uni ser•i al , ker v' 	ker v. 

La sucesión 0 > ker v' - ea(1) 	1 R- c;(1)R- m' 1R -> 0 es exacta de donde 

long(ea(1)R) = 1ong(ker v')+ 1ong(ni'1R). 	Así 

long(In'1R) - long(eCIL(1)R) 	1onn(ker v'). 

De manera análoga se obtiene que 

long(m1R)=long(ea(1)R)-long(ker v). Por tanto lonu(m'1R) _ 

=long(e (1)R)-lonct(ker v') < lonct(e (1)R)-long(E :er v) = long(m1R), y 

esto contradice la minimalidad de f: 1long(ni1R). Por lo que concluimos 

que la suma es directa. 

11 
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Observe que si R es uniserial , entonces por un r., sul tado de Auslander 

[A-R,2], todo módulo es sumía cle un i _.eriales. 

En lo que resta de la sección C será el carcaj cíclico Ze , Pi el pro- 

yectivo inescinclible asociado a i , y a. la única flecha en C que va de 

i a i•+1. 

2.2.13. Lema. 	{ 	es camino cle i a j de longitud menor que ç.(i) } es base de 

Pi(j) y de'Ij(i). 

Demostración. Como 	P i (j) 	-• Z j kCZ i /7 j 17. i1 	{V e 	1_ j kC7_ i 	y 	(5 	/ 	I} 	es 	base 

Para 	P(i). Como para toda .`; 	c 	kCZ 	Se 	tiene 	que 	6 	t. 	I 	si 	y 	5010 	si 

' long ó(i) , enic;nces 	{'((t; e 	ZJ LCZ i 	y 	long 	F., 	.9 (i) ) 	es 	una 	base para 

Pi 	) 

2.2.14. Lema. 	El soclo de Pi es el simule S. donde j+l = i+.(i) mode. 

Demostración. 	Para toda t1 Ec C defini n 	d+ 	e 	. o ros ,¥( s,).S¥(..) - Pi(¥.) como sigue 

Q(2.) vale cero si Z / j y 	(2):kZ -r Zj kCZ i 17_ j IZ i es tal que 

si Ç. = j. 	Como j 	i+Z(i)-1 mod n, Fn (1)"1 z kcz i . 

Por tanto q ( º, ) es transformación lineal para toda 	e C o . 

' 	 Sea $ _ ($( ):S•( ) 	Pi(.t)) 	. 	Suponc;anros que P.=(P.(¥.),P.(,:¥)) y 

0 

' 	veamos que 	es un morfisrno de representaciones. Como 

(a )(. az)-f'.(a.)(a 	 )=att ¥`=a £S C ¥ )=0 en P.(j+l), i 	 1 	 1 	1 

tenemos el siguiente diagr'amo conmutativo 

1 
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l P . ( (x.. ) 

	

0 -• S1 (;i{1) -_ 	r p (j"r1) 	, por lo que q, es un morfismo de 

representac -iones. 	Tenemos que 	j ) es una SUS) representación de P y 

que 	(S j ) -- S 	Para probar que soc P. 	S j basta ver que q: (S ) es la 

única sub -represen tac ión de Pi i sol,lorfa a un simple. 

Congo P es un -iserial, existe n c IN tal que 

►•adril'i =soc Pi 	l (.0 S2 	... (t) Srn -¡' S1 & S2 C¥... ' S 	►'acl fl r 

pero soc F'. es semisim )le 	por tanto radr P 1 	0. 	De donde m-1 Í 	 ¥ 	simple, 	 ¥ 	 ¥ y COnCllil - 

mos que soc 111 es simple. 

1-1] 

Danos a cc,lr1 	rín una ciescripcicín dei socio de los módulos inyek.-

ti vos fin i tamente generados . Corno torio módulo i nyect i vo fi ni Cemente cj nc 

ralo se escribe, como suena directa de inyectivos inescindibles finitamente 

generados, basta describir el socio de los inyectivos inescindibles fini-

tamente gen ratios (f.g.). 

2.2.15. Lema. 	El soclo del inyectivo inescindible finitamente generado I. es 

el simple Si. 

• Demostración. Como Res artinianc7, el soclo de 1 es simple. Probaremos 

que Si es una sub-representación (le 1. Sea j c_ Co. Supongamos que 

	

(11(j) , 11 (a)) y que Si = (Si (j) ,S1 (c)) . 	Si j 1 i definimos 

:S. (i) 	I. (j) 	como cero. 

Si j-i , I j ( -i )'k7_. (I) (7_ i 1-7 I Z. IZ.) y S. (i) 	k7... definimos 	¥;.+"S (i) ' l i (i ) 
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i • 
cono la inclusión en el primer sumando. 	Veamos que 	:;: 	(j)) es un rnar- 

c¥ fismo de re,prc ;cenLaciones. 	Sea j --. ¥. en C1. 

Si j i' i, I(c )4 (7) -= Ji(cc)•0 :. 0 _: l,( ?.)0 	(2)S (u) 

Si j - i, 1 (¥!) (j)(ii) = l(¥L)(7) - o 	(,-(t'.)S.(u)(z.i ). 

Por tanto I. (cc) ((j) =' q(º,)Si (4. 	Ve donde el socio de I i es 

[1 

2.2.16. Lema. P1 es inyectivo si y sólo si ¥¥` O)-1 es el más largo camino que 

llega rt j y que no está en 1 (deudo j41 	1+9(i) n;i,d n). 

1 
1 
1 

1 

Demostr•ac-iC))n. 	Los. elen►entus ele Co los escribieriuos como enteros nlódelo e, 

así que escr•illit•emas ilidistinL,:;,:cni:c 	o mclQ. 	Definimo_, 1' J 	= ic`.¥¿ ca- 

mi no de s a m ,y k"; r 1 } . 	Si C. - .ri) el resul taco es triv i al , as f que supon- 

dremos que C tiene al menos dos vértices. 	Supon';i!r:ios que 11i es inyectivo. 

Como el socio de P. es S1 y el socio de 1  es S. . P1 =, 1 J . 	Por tanto 

dim P. (i-I) - dim J(i-l), de donde los conjuntos I•
l 

	

y 1' 	tienen 

la mis„flO cardinalidad. 

Veamos el caso en que j 	i-1. 	Sea n. el carvi no que va (le j a i-1 de longi 

tid mínima, Como j 1 i-1, long ct ; 1. 	Puesto que i / i-1 , para toda 

6 e 1 	existe 3 c. F1 j tal que 	uD. Entonces la función 

f:1' , _ 1 • 
	
tal que f(ç6) = cS es inyectiva. 	De donde long 6> long f(6) 

para toda 	e 1'1 
, 	

Cono ¥5Z(t)-1 es el camino más largo que empieza en 
i 

i y que no está en 1, f no es suprayectiva. Entonces la cardinal1dad de 

1'1 	es menor que la de ► 	por lo tanto la cardinalidad de I'I 	es II  

igual a la de I i,i-I que es menor a la de f' 	. Otra vez tenemos que para 

toda ¿ c 	existe una única nE l'¥ 	con la propiedad de que  
i-1,j 	 1 ,j 	 1-1 

ya que j ¢ i-1 . Tenemos entonces que la función g:I -1 J ' 1 i ¥ J donde 

es una función inyectiva. Además q no es suprayecti va 
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por lo cltte ` (i)-i 
-V 	t 1. 	Por tanto(', (t )') 	el rnás largo camino 

que llega a j y que no est(i en 1. 	[ti el caso eH c;ur! j=-i- 1., la c¥rr dinali- 

liclad de 11,i-1 es igual a la de 1'¥ 
	. 	Sea c`> el camino de longitud- 

rilinir!lg que va dei a i-•1, Y,() 	1. 	 la funr_ió,t 

0 ' 1 	1,i-1 ' I ii1 tal que g() 	es inyect ivc,, y por tanto es biyocti 

ver. 	Ademas long 	long 9(ú) para tocan 	F I 	1 i1 	Por tanto 	(i)-1 

es el mis largo camino que 1lecla a i- 1. y que no esta en 1. 

Reciprocanent.e, definirnos i'. 	_ {S r 	.:C7, 	1) nl 	Al :y 

	

para toda c,,m : C , por tanto i' , y 	tienen la m 	t¥.,m 

rn isuta : i'cliita1i dad . 	Denotamos por- :';¥ 	al camino de longitud mínima do t. a ti.►tt 
m, 	fl denotar¿ 	uría vuelta coiiienzurld.fu en r'., 	y 	pala 	s 	> 	0, rts denotan: s. 	vuel 

tas, Comenzando en e,. 	Si C 	tiene t„¿i s de un vértice, esto irupiica en parti- 

cu l ar que i- i / i y que j f j+1 

	

Primer caso. 5ca s c Co que 0 	long (> 	long ksij. 

Sea IIl 	trlax{rll (: IN 	í: í: !' 	}, (nótese que Siempre c`. 	í.: I'. ) tenemos 

que m 	=... - nl}, _... 	mj 	Sea rn:.-rni . 	Sea f.I i ¥. > 1 2i tal que 

f(r¥S , ) = Sej rl¥l-s . 	Para ver que f, es función, basta ver que 

Ill 	 IIl ..  dsj r¥¥, e I 	, como 110 	r! 1 , lonc¥(r¥ 1 ¥) 	(i)-long( 	j ) 	por tanto 

long(firtr¥)= long (S j++long rrt¥l<long ,`;+.t(i)-long t; -lona ¥fit 

2.(i 	die+ y 	(i). 	Por tanto ,S 	rr¥ r* 1, de donde 

rn 
d jr1 c 1' 	Es claro que f }, es inyectiva. Para ver que f es suryectiva 

observemos que si u r. 1' j , existe 0 	t 	m tal que a  

s 	 y Sea s:= rol-i:, entonces 0 `. s 	ul, por tanto r!¥`,s c I ie 
fs (ti 11 ) = ¥ j ri l-s = n . Podemos concluir que f es biyectiva. 



22 

segundo caso sea j f:: C0 tal CIUI= 10110 _` i  j } 1 	10119 ¿ 	long 	
. 1 -1 

Si 	i j+1 , i -J.=j y Se reduce al caso anterior. 	Supan(ire¥;lus que i r j t l , en- 

tonces 	i-1/j. 	Si 	cc 	1:. 	1• iz , 	existe 	un 	ünico 	s 	e: IN 	con la propiedad de que 
s a 	= 	, 	0 	s 	< 	ni, 	esto 	nos 	pertni te 	definir 	f}, : i'i A 	1¥. -¥ 	!' 	j 	tal 	que 

r f(Irhls,) 	- 	►i¥ - ¥ - 	Para 	ver 	que 	f,, 	es 	función basta verificar que 

. 	 ►n nj 	"¥ j 	f: 	1' 	. 	Pero 	1011 	l j 	ó s ¥) 	lor1LJ 	rl i 	long rinl¥ t i j 	, c (i) . 	Por 

tanto 	rltp-1(S j 	1 	y 	entonces 	rj,¥¥j 	e 	1. 	Es 	claro que 	fn 	es 	invectiva. 

Observemos 	que 	si 	(; 	(. 	1' 	., 	existe 	un 	único 	0 ;_- 	t 	m-1 	con 	la 	propiedad 

U 
de 	que 	f, = 	1-1 . 	Sea 	s. =ni-t-1, 	por 	tanto 	0 	s. tl,-i y entonces 

a:= 11 	i5. 	e 	) 	Par 	lo que 	f 	es 	función. 	111 	resumen, para 	. 	f_ 	C0 

definim(_r, 	una 	biyección 	f 	:t' 	i 	 c r' y 	f 	i:r 	yj 	t r 	induce 	una biyección 	. 	.( i 

Como 	I•j 	y J'; 	son 	bases 	de 	i'i ( 	) 	y de 	l j () 	respec t: vamente , 	induce } 

h..,: p 	() 	> 	1 .(s) 	isomorfismo 	de 	esv 	caos 	vectoriales. Tales. Corlo el 	soclo de 

1 Pi 	= S 	la envolvente 	1nyectiva de fi 	coincide con la de Sj, 	como 	la en- 

volvente 	inyectiva 	de 	S 	es 	1 j , 	existe 	:Pi 	I¥ 	monten;or•fisrno. Por tanto 

es 	isomorfismo. 

I i 	 -s harem os 	una 	caracter ización de 	las 	5lc¥ebras de ,I Nat:ayama autoinyecti- 

' vas usando carcajes y relaciones. 

• 2.2.17. PrOposicic5n. A es Natayama-autoinyectiva si y sólo si Ces de la forma 

1 	

1 	 ' 

e-1. 



La hipótesis k es algebraicamente cerrado es indispensable. 

Deinostraciúrt, 	Sul1onganIOs que P; es f;aka ama-auloinyectiva, 	Por tanto 

C 	1-,2 > ...->n (n 	1) ú C 	¥..r¥¥., Ç) 

3 	 ' 
e-e 

(e > 1). 

Supongamos que C ::: 1 ., 2— ... - 	e 	(e *; 1). 	Enbuces f'e es ¡troyectivo 

y simple ya que P0(e) - k y 11e(i) 	0 si e / 'i . 

Como A es atttuinyectiva, Pe ('s inyeci:iv'(- inescindible, 

2 LCI_n pero I 	i- 

I j(n) - 0 	si 	j 1 n 

Por 	lo cual 	C - 	Z. 	Resta 	probar que 	1 	= 1 f' con alguna h ;. 2. 	Sabemos 

que 	{d9,'( 	) ¥0 	i 	e-1} 	es 	un 	sistema 	de 	generadores 	de 	1. Sea 

It;= 	ntax 	{2(i) 	i-O,i,...,e-1} 	. 	Corto 	I 	admisible, 	h 	> 	2 	será suficiente 

probar que 	.C(0) 	=.C(1.) 	=... ` 	(e- 1) 	= 	h 	para 	tener que 	1 = 	F f'. 	Supong3nics 

que 	hay un vértice 	i 	c 	CO tal 	que 	s'( i) 	< 	h. 	Sea 	i' 	E: 	Co tal 	que i'+1 	= 	i 

U 

mod e. 	Como hay un vértice j 	tal 	tue 	(j) 	- h, podemos suponer que 

P(i') 	= h. 	Sea 	j 	c 	Co 	tal 	que j4-1 	i+5,( i) 	mod 	e. 	Como P 	es 	inyectivo. i 
2,(i )- 1 es el 	cansino más 	largo que 	llena a j y no está en 1. 	Como el 	ca- 

9(i) ._  mino •4i, 	tam 	ié bn 	llega a 	j 	y es 	lisas 	largo que 	, se tiene que 

I. 	Por definición de 	Z 	i' ( 	), 	concluimos 	que 	h=r(i') .C(i) 	< 	h. 

Como obtuvimos esta contradicción de suponer que habla un vértice i 	c Co 

tal 	que s(i) 	< 	h, 	concluimos 	que 	1 	- 	FI' 

a (l 
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1 

1 



L]mno| [ n. 	Sea O el 	¥Aillo de 	los 	cu8Lurnio¥ 	realos, 	i 	cuUtro de Q 
¥¥ ¥5 ¥| 	campo do los números 	real cs. 	Q es 	D<-álgrhra do dim 4. 	8dmxis 0  



7J 

Ps (i) 'L ti 	- I:[ lc ¥! , 
Z.k[Ze]Zr 

_ . 	j - f s :. 	t;r 	(:í;W 	k+e G>.. 	Al 4:ót,, ne 

donde o) es la 	lona i tud del 	carvi reo mas corto de  

Lik(.Z.)'L 71:[7 	]Ls Para cada flecha 	i — . t de L V() e 	l.. i 	1 IS 
__--, ..-------.. 

Lt 	1 	I s 

es tal que si 	x es un camino de 	s a 	i , 	entonces V(r5)(>:) ¥x 

Si 	{F.:o ,r.l .... ,E:h ) 	es la base canónica 	de 	1.h ¥ l 	, entonces 

C' 	(i) _ •'."►¥ kc j mode 	. 
J 

. 

Definimos V5h.+.1(i):- ¡'(i ). 

i1 

LE 

Como V() :t 	C) k t,¥ +e Ch ... C[) E:.,r+-ne - ._...._.. 	4:..¿i+1   G) E. ¥¥r+ l +e C¥i...C¥ t O 	. b (, 	 „  

.̀c;+ 1 	 ,_ 	_y 	(0 	,c,¥+ 1 . 	. 	. 0 ) 
ne ( 	 t.ü +-1+ne ,-.. 	0 0 	u 

tj + 1 

Por lo tanto V(;;) 

0 	si ti + 1 - 1 = h. 

Sea P un módulo proyectivo inescindible. Por tanto 11 tiene una única se-

rie de composición: P>rad>P>rad`P:...-radclf' - 0. 0 sea que los submódulos 

de P son P, rad"P, rad P,..., rad P = 0. 

Mediante la equivalencia Mod k[7_,] 	--* t•4od i`Le se describe 

rad Ps 	((raci ps ) i , td((5)) de la sicuient:e manera: 

7- i t=l.s 
(rad Ps)i = 

,
7.Í z (donde F es el ideal generado por los caminos de longi- 
i 	s 

gitud uno). 

Si 	s Y. i , Zitl-s - Z11[Z]S5, entonces (rad P5)( i) 	(t's)(i) 
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1 
1 

26 

1 k[7,]7  
Si s == i, notamos que (p_

s
)

( 	
:: s 	

!. 

	

..._ 	-::" = k7
5 

(D__ 
s) 	7s 	I 	s 	Zs 1 l.s 

(ya quc• I 	F). de donde dina (rad Pi (s) - dir;l l` (Ps ) (5) 1 (e1 irlinamos el 

camino trivial 7_). 

0 	si S / 1 

/ (1'íld P5) (i) 

1:"L 5 si s = i 	por tanto, 

/ (rad {'s ) (i) 	j k.:. con 0: j 	1 y s•++j 	i Inuil e. 

Definimos V5 ¥ 1 (i):= (P5 ) (i)/(rad P5 ) (1) . 	Cono rara cada flecha i -'- t de 

Ze se tiene que 

V() si s / i 

V() I(rad 1)5 ) (s) ) si s - i 

entonces en el cociente tene; o, transformaciones que denota!ros por '1 (¥i) 

tales que V1 (r5)(c0 ) = 0. 	(¥;:i • t). Así Vs,1 = (V5,1(1)1V1(t=)) resulta 

una representación simple sujeta a las relaciones 1. 

El rad`PS se describe de la siiJuiente manera: 

rad 715 - rad(rail P 	= rad(rad 1:[Zar ]Zs - (rad 2 1:['l. h ])Ls 	F'Zs , entonces 

(rad 2 l)s ) (i) = 7iF 1s = 
7_ i 

7_. k[7.
r 

]7 
Observemos que si s / i , P ) 

s 
(r) - --i 	s = 

( 	s —: 	i flecha 
i 	s 

Z • F'2 7 
k 

z 	z (I) 1. )zs 
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Li 

eje donde din{ ( 	l'.) ('1) 	c.1im 4; (I') ( -1-I;cner o de fleclia 	de 

s 	a 	i . 	Y s i s = 	(P ) 	:_ ... _ .__.- . 	:: { ¡ 	► 	 E:- 
	► 	s _ Ls -- 

1 	s 	 7 (1 I )Z f lecha 	s 	s 

(le dondr (11111{ (r•acl'f') ( 	- d im (1') ( ,. ) 1 	►rrimer'c) de 1 a7 	de s en S. 

(I's ) (i)/(ra(l1)S ) ( .i ) 

si S / i 

k) Si S - i 

Por tanto (1's ) (i) /(r,ac1 ='{'s ) (i) - EI . .¥ con 0 	j <2 y s''j:¥ i mod e. 

definimos Vs,2(i).- (I'5 ) (1) /alI5)(i) 

Como para cada flecha i `' 	t se tiene que W2( ) es la restricción 

de V(c5) al subespacin (►ad'(7 ), en el cociente tene,t;o; 

si j.2.-2-0 

si j 	2- 1 = 1. 

Resulta que Vs,2 	(V5,2 (i ) 	'2 )) es una representación sujeta a las re- 

laciones 1. 

Cado que 1 C Flr se ti ene 1 o análogo para ►n -- 2 , de donde 

C¥-►n-1 
<<,n-1 	¥, 

(I'5 ) ()/(radml' s )() - 	camino de s a i 	O ... O s 	i 	sis 
longitud (m-1) 	flecha 

kZS CD U7 	1: 	CU , .. ú) / D kTS m 
s 	i 	 dn-1 
t'lecha 

camino de 
s a i de 	Si s= i 
longitud (m-1) 
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de donde dimk (racl'f'.) (i) _= clim f,(f') (S)-1-flúmero de flechas de 

Z.f:[7 IZ 	 '1 F'L s 	a 	i. 	Y si s == i, 	(P),. 	. _.-._...¥' _ _ s :: f: Z 	► 	+ 	f _ 	F 
' 	 s (1) 	z. 	1 	Zs 	s 	s 	¥5 : i 	7s (1 	f.: )1s 

flecha 

' 	 de donde climf`(r¥,cl Ps ) (;) = dim f`(f's ) (s)-1 - número de 1a,.r, de s en S. 

1 
r ) /(rad`P5 ) (i) 

k<1 ) 	si S- i 

Por tanto (P5 ) ( .1) /(racl 2 I'5 ) ( .i) -= Cí jkc j con Oz j 	2 y srj : i rnocl e. 

Definirnos Vs,2(i ):_ (PS))/(rad PS ) (i ) 

tr 

Como para cada flecha i - 	t se tiene que 1,1 	es la restricción 

de V(S) al suhespacio (radf  ) , en el cociente tenernos 

si j2 - 2 - 0 

si j 	2 - 1 = 1. 

Resulta que Vs,2 = (V5,2 (i), V2 (é)) es urea representación sujeta a las re- 

laciones 1. 

Dado que I C. f:" se tiene lo análogo para m ,. 2, de donde 

n -1 	 U I:(5 
(PS ) (i)/(radm ns ) (i) =camino de s a i 	O ... O s--4 i 	Si s 	i 

long] tuca (m-1) 	 flecha 

k'Ls @ O 	4. 	 k m-1 

flecha 
camino de 

	

s a j de 	si s i 
longitud (ni-1 ) 



1 

t 

1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 

II 

1 

1 
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1 	
[Definición V, 	(P ) . /(r¥rclrn{' ) 	-, CI) F: F: j con U .z: 	< n y 

s-►-j :_ i mod e, 	(Obsór ves,c que 1 < ni 	h+l) 

1 
2,3.1. Observación, 	Por el Teorema de I;rull -Sciui:idL 4:"L;, tience una única des 

I composic -ión en módulos proyectivos e i escin{libles: k:¡7_\- 1' (+>P (41.,,( P I.e 	o 	1 	e-1 
Entonces 

k[z] / I. /] = {'U/racl i G) I'1 /rad h1 	... (3 Pc-1/rad Pc-1 

0 si 5 / i 

corno PS(i)/(rad P) () :, 

I: Zs 	SÍ 5 	i , I)or, tanto 

	

/rac! k[Z] 	I:lo C) ... cD k:le _ 1 , por Krul1-Schmicit. se tiene la si- 

guiente desc.omposicifin eqiii val ente ; 

k1Zh / rad {:¥Z; - k ®... W 

Concluimos que en el caso del carcaj con relaciones 7_ér obtenemos 

álgebras E:[z] que son de Nakayama autoinyectivas y básicas de descomposi 

ción elemental. 

2.3.2. Ej_e-_rnplo: Consideremos el siguiente carcaj 

a¥ 	•0 

• vis 	con las relaciones s3 	0. 
2 

A continuación calculamos todos los inescindibles los módulos proyec-

tivos son: 
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0,3 	0' 	1 r 	y13 
	l.1 . 	kc.c 	o  

kr::o 	 ¥ kr.2 

k¥ 2 Q 

Los módulos i nyec ti vos coinciden con los Proyec ti vos 

Los módulos simples son: 

LI 

vo , l 	a 	V i 11  

1  k c. 0 	

1 
U 	0 

1 	0 	 U 0 

	

Los demnis II 	 ,s módulos irlr..sc¥nci¥hlc.¥ son: 

. Voy?: l:c1 	 ¥ 1 2. 
t` 	 U 

0 	kF o 	 0 

¥ 	U 	 k E.1 	0 
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1 	CAPITULO III. 

EQUIVf¥I.-Eh!(:Ill EST/4fLE. 

1 	Sea A un álgebra sobre un campo I:. 

En este capitulo estudiaremos las ¡r►apirci¥..! 	I)Asir.as de la equivalencia 

' 	 estable, Esta noción nos permitirá asociar a un Al obra de tipo de represen- 

1 	tación finita otras Alclebras de represen tar-iun finita. 	Introduciremos los -- 

conceptos de morfismos irreducibles y de suceciones que casi se dividen, r✓ stas 

1 

	

	Últimas nos daran información acerca de la cal.ecgorfa deA-mnódulOS finitamente 

generados, (que denotamos Icor mod A ). Por último probaremos en este capí tul  

que si m6TAy iikód A ' son ec¡uivalent.es con A autoinyeciiva y tal que 1,1 1ongi- 

1 	tud de cada proyec ti vo i Hese i ndi Irle es mayor que 2, en lomees A ' es tarar )i én au 

toinyectiva. 

1 
ir 1. Cduiva1encia Estable 

1 	Sea A y B c urod A . Definirnos 

• P(A,6):=' { f e Hor►(ft,¡.i);e>:iste P c nx)d'; proyectivo tal que A 	) G • 
conmuta ) 

f(A,13) es un subgr•upo abeliano de f¡om(A,¡,). 

Sea ¡Íom(f,13) := Ilom(A,1.3)/P(A,13) 

(Los elementos de 	A,B) los denotairos por f). 

1 	Es fácil comprobar que obtenemos una categoría tomando corro objetos 

los objetos de mod A y morfismos los grupos Il¥ñi(A,(3). A dicha categoría 

la llamaremos catertorfa estable mod A. (Ver A-R  

1 	 -- 	 - 

Sea F: mod A -> mod A el funtor tal que F(M) = 11. Entonces 

1 	F End 	:End(A) -, [Td(A) es un epimorfisrno de anillos. Como F es adi ti - 

vo, F respeta la suma y por ser funtor respeta el producto. 
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1 
	

3.1.1. Lema, Si I:== ker E entonces 1(A) 5ra End(A) sí y sólo si A no tiene 

suuuandoss proyectivos. 

	

Hl 	Demostración. Supon-; :nios que A no tiene sus _indos proyectivos distintos 

de cero. Sea h:/1  -> A tal que h se farctori za por un proyectivo, es decir, 

se tiene el siguiente diagrama conmutativo. 

A -- - - - -> A 

s\ ¥t 

1 
	donde p es proyectivo. Sin pérdida de generalidad p es fi nitami nte gene- 

rado, de donde (' - Cr) 	 : Pi , con p.i proyectivo inescindihle. 

i c I se tiene el siguiente diagrama conmutativo: 

tal que E: i E. 1 h 	h. 

Como A no tiene sumandos proyectivos, Si 	no es retracción. 	Por 

1 tanto para 	toda 	g: p i 	-> A 	tenemos que Si g c rad End(Pi ) = rx c 	End(p i ) (r. 

es casi 	regular para 	toda 3 	e. End(P 	) }. 	Por lo que 	S i 	E. rad(A,pi ) 	_ 
f 

P. apara 	toda g:11 > A, 	fg c 	rad End(pi)}. 

Así que hi 	c 	rad 	(A,A) , y tenemos que h 	Fiji 	e 	rad End(A). 	Enton- 

' ces 	1(A) 	•-rad 	End(A). 

Supongamos ahora que A tiene sumandos proyectivos, es decir, 	supon- 

Para toda 

1 	gamos que A = N Cl) P con P proyectivo Entonces el siguiente diagrama con 
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1 
' donde e es 	iden¥potente no cero, 	pero 	1(A) 	C rad 	End(A). 	Como End(A) 	es 

artiniano, 	su 	radical 	es 	ni 1potente. 	De donde e es 	ni1potente, 	lo cual 

' es una contradicción y podemos concluir que A no 	tiene sumandos proyec- 

tivos 	distintos 	de cero. 

1 9 
3.1.2. 	Lema. 	Si 	1,1 y N no 	tienen sumandos 	proyectivos 	distintos 	de cero, 	en- 

tonces 	f:tl -> t4 es 	isomo,rfi sino 	si 	sólo 	es 	i¥ y 	si 	f¥:ht 	¥ 	t, 	isornor- f¥i.,n 	¥. 

' Demostraci5n. 	Corno 	la 	asociación es 	funtorial, 	manda 	isoniorfisros 	en 	iso 

ntor t 	sinos . 	Supoogarnas 	que f : h1 -¥ 	Ñ 	es 	i sioinor f i sino 	en 	niud A . 	Sea 	g :14 	-

1 	

► 	1,1 

tal 	que 	1 	. 	Entonces 	gf - 	1 	- 	h, 	donde 	Ih:t•, 	tM es 	tal 	que 	el 	si- 

gui oi1te 	d i ay'aiita 	cont La 

1 
con 	P 	pi oyect:i 'o. 	Como 	t,1 no 	tiene sumandos 	proyectivos, 	11 	c: 	1(1,1) orad End(1.1). 

De donde h es 	casi 	regular, 	o sea que 	11,1 - 	h es 	invertible. 	Por tanto 

f es mononrorfisrno. 	Similarmente 	fc 	es invertible 	por lo que 	f es 	e 	imor 

	

.l 	 f 	 P 

• f i s nlo . 

LI 

1 3.1.3. 	Observación. 	Corlo 	rad End(I1) 	= 	{K 	e 	End(1.1flx 3 	es 	casi 	regular para 	to- 

da 2) 	c: 	End(M)). 	Y 	como End(M) 	es 	local 	si 	y sólo si 	x c 	End(11) 	es 	inver- 

1 tibie 	o 1-x 	lo 	Entonces 	Lnd(t,1) 	local es. 	es 	si 	y 	sólo si 

red End(M) 	-" {x 	c 	End(M) Ix 	no es 	invertible). 
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3, 1,4. tema_, Sea t•1 F. mod A no proyectivo, entonces End(ti) es local si y sólo 

si uña(t1) es local. 

. 	 Qcrmstrar.ión. Tenemos que [nd(M) ces local si y sólo si para toda 

f c: End(1i1) se tiene que f es invertible o que I-f es invertible. 	Esto 

I último se cumple si y sólo si para toda f E Li ci(ft) se tiene que í es 1n- 

' 	vertible ó 1-f es invert'ible. De donde podemos cunclnir que Ind(M) es 

local. 

1 	11 
3.1.5. Observación. 	Si End(1i1) es local, entonces t•1 es inescindíble en mod A 

1 	Por el lema anterior y c(rrro t•1 no es proyectivo, L d(t1) es local. Por 

1 	tanto t,1 es i nesci nd i bl e en id A . La categoría mod A hereda de la cate- 

goría modA la propiedad de que cada objeto se puede escribir como suma 

1 	finita de inescindibles con anillo de endomorfismo local. Las categorfas 

mod A y nlod is esl n rol acionada% mí,diant.e el fint.or mod `, • 	K A tal (que 

ti -, h1 que induce una biyección entre las clases de isomorfa de los obje- 

1 	tivos no proyectivos e inescindibles de mod A y los objetos inescindibles 

de mod A . 

1 
3.1.6. Definición. Las categorfas rnod;t y mod A 	son establemente equivalentes 

si y sólo si mod A yrnód A' son equivalentes. (También se dice que A yA' 

son establemente equivalentes). 

§ 2. MORF1SMOS IRREDUCIBLES. 

3.2.1. Definición. Sean M y N e mod A inescindibles. Un morfismo f:M -> N se 

1 	llama irreducible si y sólo si f no es invertible y para toda factoriza- 

ción fi 	1' - ¥ .¥ N de f en mod A, , g es sección (i ,e, existe r tal 

' 	 que rog = (ti) o fi es retracción (i ,e, existe S tal que h 	= 1 ). M 
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3.2.2. Observaacion.Un mononiorfi 	o f:t1 r ti e 	1rreclucilble Si y :ó1 	Si f es rror- 

fismo o f es epimurfismo. 

Demostración, Tenemos la siguiente ,<lctor•ización de f 

X 	X/ker f- c̀: iI1i f 	0 

x r 	.>• x-: ' e r. f r -_ 	, f x+ E:e r f) , .__.- , f(x) 

Como f es irreducible, f, es sección 0 ¿ es retracción. Por tanto f es 

monomorfismo o f es ep-imorfisrno. 

U 

3.2.3. 	Lema. 	Suponyamos que A no 	tiene s;umwidos pro•yectivos distintos de cero. 

Sea 	f:/l 	É; 	sección (retracción). Entonces f:A 	-> 	11 	es sección 	(retrac- 

ción). 

Uemo_. r irc i ón. Supon jamos que f :/l 	13 1 a sección y que A no ti ene suman- 

dos proyectivos distintos; de cero, entnnr.c . existe r:3 	li tal que 

ro f 	1 

Colla 1A - rf e P(A,A), por lema (3.1.1),1A - rf e rad End(A). 	Como A es 

inescindible y de longitud finita , Lnd(A) es local . Por lo que 

rad Cnd(A) - ' {x e End(/1) x no es inver.tible). 	De donde rf es invertible 

Por tanto f es sección. De manera análoga, si f es retracción entonces 

f es sección. 

ri 
3.2.4. Lema. Sean ti y U A -módulos no proyectivos. Supongamos que los anillos 

End(14) y End(N) son locales. 	Entonces f c Hom(t•1,N) es irreducible si y 

sólo si f c Ñoñi(tl, i) es irreducible en mod A . 

Demostración. Suporrgamos que f e 1b m(M,U) es i rreduci b  e en mod A . Por 

lema (3.1.9) f no es sección ni retracción. Sea N — 	Q -¥ N 	una 

factorización de f. Por tanto É-9 = f lo cual implica que f-hg e P(ti,N). 

Entonces existe P proyectivo, g:f1 	f' y 11 :P -> N tal que el siguiente 
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diagrama conmuta 

	

' 	 f d 

y. 	h. 

	

1 	 I' 
Es decir, f-Irg - hly1. 	De donde f - hlcl -r hg. 	Así f' tiene la siguiente 

factorización 

1  tl

1 

 

(g 

	

9) _/h1h1

1 	
) 

Como f es irreducible (9,) es sección o (h
1 
h
1 
) es retracción. 	Por tanto 

	

I 	. 	

J  

Supongamos que f e. Ilom(T'i,lr') es irreducible ennioclA . 	Por lema 

(3.1.9) f no es sección ni retracción. Sea ti -A--- X 	¥-;>. N un¿ factori- 

	

1 	ración de f. Entonces Iiy - f. Cono f es irreducible, j es sección o h 

es retracción. Si q es sección, existe_ r tal que i=c; = 1 	Por santo 

	

1 	ry c Aut(tf). Como l tt - rg c P(M,t;), por lema (3.1.1) 1 -rg c rad Lnd(ti1) 

	

I 	- 	

t1 
(M es inescindible no proyectivo). Por tanto rg es invertible lo cual 

implica que y es sección. Similar-mente si suponemos que ii es retracción. 

3.2.5. Lema. Sea A un anillo artiniano y autoinyectivo. 

t Sea 1' un A-módulo inescindible proyectivo de longitud >, 2. Entonces 

a) Un morfismo con codoininio P es ír•recíucible si y sólo si es isomor 

fa a la inclusión rad P P. 

	

1 	b) Un morfismo con dominio rad P es irreducible si y sólo si es iso- 

morfa a la inclusión rad P • P o a la proyección de rad P en un sumando 

	

1 	directo inescindible de rad P/soc P. 

	

' 	Demostración, a) Sea f: fi } P irreducible, entonces f es monomorfismo o f 

es epiinorfismo. Supongamos que f es opimorfismo. Como P es proyectivo, 

existe s:P ► M tal que 
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1 
ri  —> { — 	0 	 conrnut¥t 

Flor tanto ti - SP d) ker f, pero M es inescindible. 	Entonces f no puede 

' 	 ser un epimorfismo, así que f es un mononmorfismo. Y f se factori za a 

través de rad P: 

ri 

' 	 ra ci P 

Como f es irreducible, g es sección. De donde existe r tal que rog 

Como rad P es inescindible, g es isomorfismo

1 	

. 

Sea 	i : rad P -> {' la inclusión. 	Sea rad P .-_.9__. ► - f¥-._ 	P una fa to i- 4c 	r¥ 

nación de i. Supongamos que h no es retracción, por tanto h no es sur•- 

• yectiva y h(Q) / P. 	Como rad F' •; h(Q)  rad P - h(Q) (el rad P es maximal) 

1 	Luego el siguiente diagrama es conmutativo. 

rad P ----------- 	p 

De donde g es sección. Por lo cual i es irreducible. 

1 
b) Sea f: rad P 	N irreducible, entonces f es nionomorf¡smo o f es 

1 	epirnorfi smo. 

ler_. caso f es rnonomorfismo. Cono A es autoinyectiva y P es proyec 

tivo inescindible, P es inyectivo. 

Sea i:rad 1' -> P la inclusión, entonces existe g tal que el siguiente dia- 

grama conmuta 
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' 	p 

1  
' 	 Corno i es irreducil)l(Y, g es retracción (congo f es irreducible, f reo es 

sección), 	Por tanto existe S:I' 	M tal que g,,S 	1.N 	Y el siguiente 

' 	 diagrama conmuta 

ra d f' 	¥, pl _. __ .PJ :. ti 

	

¥ 	c•¥ 	s 

1 	Como f es Irreducible, S es retracción. Como f es rnonomorfismo, S es 

monomorfisnla. Dç donde S es isomorfisn;o, Y por tanto g es isomorfismo. 

1 
S

2a.caso: f es epils,orfisino. Como f es un epimorfismo, admite lea 

siguiente factorización 

1 	 rad  

t¥ 9 r  rad P/soc P , donde p es la proyección. 

' canónica. 	Como 	f es 	irreducible, g es retracción. Luego existe y 	tal 

que goS 	1 	. 	De donde rad P/soc P 	= SN cz) C para alguna C, 	(SN 	N). 

' Por tanto N es isomorfo a un sumando de rad P/soc P. 

Sea Q sumando 	inescindible de rad P/soc P. 	Sea ir: rad P/soc P 	Q la 

t)r'OyeCClón. 	I)CIt10St1"aren;os 	que 	lit) 	es 	irreduciI)le. Sea 	rad P —' tT -----i' Q 

1 una 	factorización de irp. 	Supongamos 	que M=1 	•i- N, 	donde 1 es una suma di- 

recta de copias 	de P y N no contiene 	ninguna copia de 	P. Denotamos 

f1 por f por 
I 	( f 	) y 

c 
¥ 	(

y
1 	g1), 	

Supongamos 	que 	f no es 
2 

sección. 	Veamos que 

1 f2 no puede ser ineyc:tiva, 	para 	lo cual 	supongamos que 	f2 es 	inyectiva. 

1 
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En buces existe ni tal que el siguiente diagrama conmuta 

P r 
' , nr 

i 
í 	'¥, 

0 	- r•ad P --- ---N (donde i es la inclusión). 

Como f2 reo es sección, la imagen de rn / rad P. 	Por lo caul la imagen de 

nr -- P. 	De donde nr es epimorfisino. Como P es proyecti vo, existe 

£:P •► N tal que el siguiente diagrama conmuta 

1 

De donde N - 511 0 L, lo cual es imposible. 

invectiva. 	f2 es la siguiente co lposicicín: rad 11 —h -. rad !'/soc 1)_ S t 

y (9ZS-i)p=gzf2 -=92 f2 - (91 f1 +92f2 ) =91 f1 . Como f1 :rad P 	1 

se factori ' a través de rad 1, entonces g1 f1 y h=-g2S-ir se factorizan a 

través de rad Q. Así para la inclusión c:Q - rad P/soc P se tiene 

g2so == iro •r- ho 	1Q + ho 

de donde h manda Q en rad Q. Por tanto 1 4 h es invertible y g2 es 

retracción. 

Si ti y ti son A-módulos inescindihles, entonces un niorfisitio f:M - ti' 

es irreducible si y sólo si f c rad(M,11') y f / rad (t1,t1' ). 

Obsérvese que rad(ti,h1') _' { f c F1om,( ti, ti' )apara toda g c NomA( ti, ti' ) 

gf c rad E_nd(M) } _r' {f e 11om r1 (M,I1') Ipara toda y c Non) (MM), 

fg c rad Cnd(h1') }. 

Y 	rad2 (M,hl.') _ ' {f c 1106 	(1,1,M') existen t,1" c mo d A 

fl c rad(t4,11") y 1'2 	rad(t•1",tl') tales que f=f2of1} 
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3, Sucesiones que casi se dividen 

3.3.1. Definición. Una sucesión exacta corla 

0 -r A S>> B -f C 	0 

se dice que se divide si g es retracción y f es sección. 

Definición. Un nrorfismo f:H •> 11 en moci A se dice que es casi se divide  

derecho'si a) f no es retracción y h) si t:X -* D1 rro es retracción, enton-

ces existe h:X - 1.1 tal que fh = t. 

Dualmente, un nrorfismo y:t_ r l4 en mod A se dice que es casi se divide 

i uierdo_ si a) y no es sección y b) si S:I. 	, no es sección, entonces 

existe j:Fí -> -y ta,l que jq -- S. 

1 
3.3.3. Definición. Una sucesión exacta 0 > n".,. p f : C 	o en mod t con A y C 

1 
1 

Li 

inescindibles 	se dice que es una sucesión que 	casi 	se divide 	si 	f es casi 

se divide derecho y 	c1 es casi se divide 	izquierda 

Para estudiar las sucesiones que casi se dividen se necesitan las si-

guientes dualidades. 

El funtor contravariante D:mod A ->- mof A°1' es la dualidad usual dada 

por D(X) - Hom(X,I) donde 1 es la envolvente inyectiva de A/rad A. 

Y el funtor contravariante Tr: 	ii PP, -r iiiod ¥,°f 

es la dualidad usual entre rnoc, A módulo proyectivos y mod A P módulo es 

la dualidad entre mod A módulo proyectivos y rnod A P módulo proyectivos 

dada por el transpuesto (Ver[A-R,1II]. 

3.3.3. A continuación enunciamos algunas propiedades básicas de las sucesiones 

que casi se dividen, 
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(1) Sean 0 	A -> E3 -> C -> 0 y 0 -' A' -* [' -> C' -> O dos sucesiones que ca-

si se dividen en mod A. 

Entonces son equivalentes. 

(i) Las sucesiones son isomorfas 

(ji) A 	A' 

(iii) C _ CI 

(2) Para todo C E- mod A inescindible, no proyectivo existe una única (has-

ta isomorfismo) sucesión que casi se divide 0 -* A , 13 -- C -> 0. 

(3) Para 	todo A cc mod 	A`, 	inesciuidit !e, 	no 	inyec:tivo 	existe 	una 	única 	(hasta 

isomorfismo) 	sucesión 	que 	casi 	sí 	:! ¡vide 	0 	A 	E3 • 	C - 	0. 

1 (4) Si 	0 -* A -> 	13 - 	C 	0 	es 	tina 	sucesión que 	casi 	de divide, 	entonces 

Cü= TrDA yA 	DUC. 

¥c Si 	C c mod A es 	inr -,c,indihle rro prcryectivo usualmente denotamos 	la 

1 sucesión que casi 	se divide por 0 	> DTrC 	E 	C - 	0. 

1 
Similarmente si 	A í. mod A es 	inesciudible no inyectivo denotamos 	la suce- 

f sión que casi 	se divide por 0 	A 	TrDA 	0. 

Supongamos que 0 -¥ DTrC •--•f - E -¥ C - 	0 es 	una sucesión que casi 	se di- 

1 
n 

vide entonces por [A-R 	1 V] 	si 	E 	- 	 •r 	E. 	con 	E. 	inescindible para 	toda 	i, 
> i=1 

entonces 	g1E 	:E1 	C es 	irreducible y fI Ei:DTrC 	E' es 	irreducible. 

r Ademes si 	h:X 	C es irreducible como 0 	A f. E 	-. TrDA 	0 sucesión 

que casi 	se divide, 	existe 	S:X -• 	E tal 	que el 	diagrama 

X 
' 	h 

S 

-.--;> 0 

N 
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conmuta. 	Corno y no es 	retracción, 	S es 	sección. 

De donde X 	 de es 	sumando 	E. 

1 A L- 	c 3.3.4, Denla. 	Sea 0 -¥ AL-- B 	C -> 	0 	sucesión que casi 	se divide con 	B pro- 

' yectivo. 	Entonces 	A es simple. 

1 Vemostración. 	Sea 	P(C) _,_ 	_—_, O la cubierta proyectiva de C. 	domo 

B es 	proyectivo, existe 	h:13 	-, P(C) 	tal 	que el 	si(_,uiente diagrama conmuta 

1 
I1 

1 P(C)......_- 	_ c .._ 

como v superfluoy g suryectiva, 	entonces 	h es 	surycec:tiva. 	Como y es irre_ 

ducible 	y no es 	retracción, 	h es sección, 	Por tanto Ii es 	isomor f ismo. y 	 ¥s►Io. 

Y la siguiente 	sucesión es 	la 	sucesión que casi 	se divide. 

1 O---K --'-- 	P(c) 	—'__., 	C ---- _, 	0 

1 Como 	P(C) 	es proyectivo, 	existe 	S:P(C) 	Y,/r{; tal 	que el 	siguiente di;gra 

ma conmuta. 

0 	K- ¥ :+ P (C) •----> C 	0 

1 t
1 
 S /'' 

1 
1 

1• 
 

1 
1 
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Si rK / 0, t no se divide ya que K es inescindii)le, por lo que 

K < rP(C), 	Fntoncc's o t' K/rK = t(F) :- s¥(K) _- s(K) 	s(rP(C))<rs(►'(C))Cr(K/r.K)=0 

lo cual es imposible. 	luego rl. - 0. 	Lo cual implica que K es sirnfrle. 

3.3.5. Lema. 	F equivalencia estable. a: F11 -¥ M2 irreducible entre inescindibles 

no inyectivos entonces F(cc) es irreducible. 

Demostración. Denotamos por ti la equivalencia inversa. Veamos que 

0 y F(a): FN1 - I M2 no es invertible. 	Supongamos, que existe í tal que 

0 o F(a) = 1 f-M, 	, entonces. Gf •u = 1,i 	, lo cual es imposible ya que a es 
l 

irreducible. 

Supongamos que F(a) c rad'(F(M1 ), r(M2 )). 	Sean ta l c rad(X,F(X)) y 

E;2 e rad(X,F(M1 )), tales que F(a) = !2 t5 I , es decir 

_¥ 

	

e'1 	conmuta 
X 

De donde a = G(2 nG(31 e rad 2 (M1 ,M2 ) lo cual es una contradicción. 

[_1 

3.3.6. lema. Sea F: ¡ii6 11 -• mod Y' equivalencia estable. 

Sea H:mod A -• mod A' la equivalencia inducida ti = Dtr F Tr 0. 

Sea 0 ► X —`¥-►- E -+ 	-► 0 una sucesión que casi se divide. Entonces 

a) si X. E no son proyectivos. Entonces 

0 - FX -} FE m P -F F(Y) > 0 es una sucesión que casi se divide 

con P proyectivo. 

b) Si 1(,E no son inyectivos.. Entonces 

0-► HX-► I{E -r- I -} II? 	0 es una sucesión que casi se divide. 

Demostración. 

a): F(u), F(e) son irreducibles y F(F,¥F(ct) = F(l,cY = 0 módulc. proyectivos. 



1 
La sucesión que casi se divide de F(X) es 

1 
( 2) 

	

0--:UTrF(Y) _.. 	- F(E) 	 F(y) -----:.O 

Copio r(r)F(a) se factoriza a través de un proyectivo Q, el siguiente diagra 

ma es conmutativo 

	

U 	 () 0 —» UTr' F (V) --_- - 	F (E) o P 	_ - F. (Y) --- 0 

` 	¥ 	S 

1 
2 

F(X)  
ji 

	

1 	 J 

Como Q es proyectivo, existe S = ¥,¥¥ Q---1@ P tal que. 

(F(R),6) (55 l) =

1 

j2 

2/ 

F(ct) - 	51j1 ' 	(  r(a) - s
1
j1 

0 	s232 	- s2j2 

Entonces (F(Fí),¥3) F(a) - sljl 
- 5 j 	= F(t)F(cc)F()sl j l -¥s2 j2 = 

	

= f (E)F(a)-(F(t'), ) (5
2
1 )

1 	
. 	 j 

1 

= r()r(c)-(r(r)51+ s2 )j1 

= F(r,)F(¥-i)-j2 j1 = 0. 

Por tanto existeuna función , 

	

t 	h:F(X) 	UTrF(y) tal que 

	

1 	 ( ó l F j -•s 

	

,.2 	h = 	(c) 	1¥ 1 	y 	cS h = F(cc)-s 1 1 
2 2 

1 
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n 
	Como F(u) es 	rreduc'it,le y s 1 j1  c. racl'((O;),f ([.) ©f'), F(c+.)-s1j1  es tam- 

bién irreducible. Como 51  es i rreduci He ccanee; h es un 1sornorfismó. 

De donde [(X) 	¡)Trr(y¡(y como F(X) -- F[Try, FDTry 	DTrFy,). 

b) Por argumentos duales se sigue b). 

3.3.7. Corolario. a) Sea f1  proyectivo no inyectivo no simple. 	Entonces HP 

es proyectivo no inyectivo no simple. 

b) Sea I inyectivo no proyectivo no simple. Entonces FI es inyecti- 

1 
	vo no proyectivo no simple. 

1 
	

Demostración. Sea 0 f' > E - N' - 0 sucesión que casi se divide. 	E no pro- 

yectivo. 

Entonces 0 -> DtrFy - Q' + r-[' -> Fy ' 0 	(*) 	sucesión que casi se di- 

vide. 	Cono E no es proyectivo el término central de (*) no es [rroyecti•.•o. 

Supongamos que DTr[y no es proyectivo. Como la siguiente sucesión 

0 -> F 1 DTrEY -> 	F 1 (Q' 0 FE') •} Y -> 0 

es la sucesión que casi se divide de y, entonces F-1DTrFy tiene que ser 

proyectivo. De donde DTrFy es proyectivo. 

Entonces 

HP = DTr•FTrDP es proyectivo. 

Por argumentos duales se obtiene b). 

u 
De lo anterior se, tiene el siguiente 

• 3.3.8. Teorema. Sean A,A' álgebras establemente equivalentes y supongamos 

que X(P) 	2 para todo proyectivo inescindible de A con A ' autoinyectiva. 

Entonces A también es autoinyectiva. 

Demostración. Supongamos que A no es autoinyectiva, sea fP e mod A proyec- 

tivo, entonces HP es proyectivo no inyectivo lo cual es implosible porque 



1. 
1 
1 	{ivo no 1nyectivo, entonces Nir es proyectivo no i riy ectivo 10 cla1 es 

• imposiE)1e porque 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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A' 	es 	autoineyctiva, 

1 ci 
3.3.9. 	Ejemplo. 

3.3.10. 	Definición. 	Un 	¿Ugebra 	A es 	hereditaria 	si 	los 	sul-mródulo<: 	de 	A-módulos 

proyecti vos son siempre proyecti vos . 

1 
3.3.11, 	Proposición. 	A = 	kC/I 	es 	hereditaria 	si 	y 	sello 	si 	C no 	tiene 	ciclos 

dirigidos 	e 	I 	= 0. 

1 
3.3.12. 	La 	c 	diciónX(PJ 	2 en el 	Teorema es 	necesaria: 

Sea 	A = 	k[x]/(x`) y A' 

A 	A' 	hereditaria. es autoinyectiva y 	es 

A' 	es isomorfa al 	álgebra 	
1/r 	0 

• r 	1/r 

La categoría de A' 	módulos es 	isomorfa a 	la categoría de triples 

(1,1,h,) 	donde 	t't,tl 	son 	espacios 	vectoriales y 	,,:h1 -> 	N 	k-homorrrorfisrno. 

Sea 	F:rnodA -► mod 	el 	funtor dado por 

r 	A/r 

F(M) 	_ 	{Ft 	1.1, 	, 	fi,). 	ti 	= 	M/rh1 ., 	Pt, 	= 	rM 
1 	2 	1 	Z 

' q':r 	O 	ri/rt1 -> 	rt't 	es 	multiplicación. 
• h/r 

1 El 	funtor F induce una equivalencia estable ([A-R 	]) 

1 
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CAPITULO 	IV, 

' CARCAJES DI_ BRAUFR. 

Queremos clasificar las 	k-ílgebras 	A de 	dimensión finita para las que exis 

te una equivalencia estable entre mod A y mod 7 	mocl k[7_], para alguna e y 

alguna 	h. 	Esta 	clasificación se dará inedíante el 	uso de los 	carcajes de iirauer 

los cuales se estudiarán en este capitulo. 

f 1. CARCAJES DE (3RIt1LR. 

1 	4.1.1. Definición. C es un carcaj de (,r.•auer si C es finito, conexo y se cumple 

lo siguiente: 

1 	a) C es la unión de los ciclos contenidos en C. 

b) Cada vértice pértenece exactamente a dos ciclos. 

c) Dos ciclos tienen a lo más un vértices en común. 

1 
Los siguientes son carcajes de Brauer. 
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4.1.2. Definición. Una gráfica conexa y sin ciclos es un árbol

1 	

. 

A cada carcaj de Bi auer• le asociamos un árbol de T de la siguiente 

manera: Los vértices de T corresponden biyectivainente a los ciclos de C, 

Y unimos dos vértices de T si los ciclos correspondientes tienen un vér- 

tice en común. Observemos que las aristas de T corresponden a los vérti-

ces de C y las aristas de T que convergen a un punto corresponden a - - 

1 
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Observemos que hay un carcaj de Br•auer con un vértice: 

0 

1 
vértices diferentes de ali¥rín ciclo en C , por tanto lo podemos dar al ál-hol un 

1 	orden cicl'ico de tal forma que las aristas que convergen a un ¡junto estén orde 

nadas en sentido contrario a las manecillas del reloj. Un árbol con este or- 

den se llama arho1de Brauer. Claramente, C determina T y viceversa. 

4.1.3. Ejc¥mlrlos. Los siguientes árboles son los árboles asociados a C1 y C2 - 

respectivamente. 

w $ 

• 
/ 
	le asociamos el árbol 

• 0 

	

' 	Hay un carcaj de Orauer con 2 vértices: 

1 	C3 	0 	 3 

	

,` 	Hay 2 carcajes de Brauer con 3 vértices: 

' 	 1 

1 
1 

	

LP 
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o 

Fi, 7. 

Hay 3 con cuatro vértices, 6 con 5 vértices, l? con 6 vértices, 33 con 

7 vértices,... . 

Veamos cueles son los 6 carcijes de Brauer con 5 vértices y sus res-

pectivos árboles: 

2 ] 
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4.1.1. Los ciclos de un cjircaj de Brauer se pueden dividir en dos campos un CL 

y un 13-campo de tal forma que queden alternados. Suponernos que uno de - 

los campos ha sido denominado ct y el otro fl. Decimos que C está orientado, 

Para todo vértice i denotamos por c i y í;i el punto final de las a- y 

(-flechas que empiezan en i. Obtenemos las siguientes permutaciones de - 

los vértices de C: ca: i .> oi 	y 	:i  

4.1.5. Afirmación. Sea C un carcaj de Brauer, si para todo vértice s, as=s 6 

(s=s, entonces a=id 6 íe-id. 

Demostración. Supongamos que (J id. Sea Co={so ,... ,s 	} conjunto de vér-• 

tices de C. La demostración se hace por inducción sobre el número de vér- 

tices. 	Si 1C01=2 (i ,e, 	i la cardinalidad de C0 es 2), Co -. {s0 ,51 }. 	Como 

3/ id, hay tin vértice t en C0 tal que (1,t $ t. 

Podemos suponer que ;:so = s l . Cono C es un carcaj de t3rauer y ¥Co + = 2, 

Osl = s0. Como para cada vértice s 

0 	1 J 
as = s ó I?s = s, concluimos que 	id.- 

Supongamos ahora que si C0 =h, entonces a-id. Sea C un carcaj de 

Brauer con h+l vértices. Igual que antes podemos suponer que hso=s1 , en 

el caso de que C3s1 =s0 ya vimos que n=id. Si ís1 =t con t/s0, por hipótesis 

as1 = 51. 

t'd-- 
- 

- 51  

5 0 
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U
Definirnos C' el carcaj con vértices el conjunto C'o = Co-{s1 } y fle-

chas definidas de la siguiente manera: para toda 

W c lt,s01s2,s3,... f$t1}+ 	a' := c«,) y para toda (" u{11'5 2 ,6 3 ,... f5} ¥¥'W 	V W 

Para el vértice so definimos (a :so -> t. Cono ICE; -h, a=id en C' 

Como ces l =s 1 en CO3 entonces a==i d en Co 

Ü 

' 	 Util.i?aremos la contrapuesta' de esta afirmación, es decir, si 

a/id/í3, entonces hay un vértice s en C con la propiedad siguiente 

as/sfls. 

UE 
4.1.6. /ifir(nación. Sea C un carcaj de Lirauer y T el árbol asociado a C. Enton 

ces existe c•-------• ¥ arista ele T tal que si T1 y T2 son los componen 

tes de T-s con ces t. T1 y r.,6 t_ T1, y C1 y C2 son los carcajes asociados a 

,(T-T2 ) 'U {t;} y (T-T1) U (cis) respectivamente entonces c1=7_,, 6 C2=7.(mr 

(donde n es el número de vértices de C1 y m es el número de vértices de 

C2 ). 

Demostración. Sea S={sIcLs/s/ s}. Haremos inducción sobre S1. Suponga-

mos que ISI=1. Sea s c S. Sea T1 y T2 los componenetes de T-s. Podemos 

suponer que ca5 c T1 y os c T2. Sean C1 y C2 los carcajes asociados a T1 

y T2 respectivamente. Como ¡SI=1, entonces para toda t c C1 se tiene que 

at = t 6 Ct = t. 	Por la afirmación anterior cY = id 6 t3 = id en C 1 . 

Similarmente c1 = id 6 r = id en C2. Supongamos válida la afirmación si 

SI =n. 	Sea S tal que 1 S =n+1. 	Sea s cc S. 	Supongamos que ces •-----• P3s en 

T. Sea C1 y C2 los carcajes asociados a (T-T2)ti 	y (T-T1 )U{as}. 

Si C1 =Zr 6 C2=7g habremos terminado, si no sea W el árbol asociado a C1 . 

Por hipótesis de inducción existe so en C1 tal que si 4!1 y 412 son los com 

ponentes de l-1-s0 y Ql y Q1 los carcajes asociados a (W-t17 )U{cs } y a 

L' (tl-4!1)U{a5 }, entonces Q1='1_ r, 6 Q2 = 1q (donde r es el número de vérti- 
0 

ces de Q1 y q el número de vértices de Ql. Supongamos que Q1 =Zr,. Como C 



52 

es 	un carcaj 	de Urauer•, L•J1 	es 	una componente de 	l-so cuyo carcaj 	asocia- 

do es 	Ql 	= 	2r,, 	por 	tanto 	se 	tiene 	la 	afirniacicín. 

1 
Cl 	• 

4.l .7. 	Lema. 	Sea 	C 	un 	carcaj 	de 	Brauer. 	Lntorzct.s 	:tF 	e., 	una 	pc►•mutación 

1 cíclica de 	los vértices de C. 

Demostración. 	Si 	í 	es 	la 	identidad, 	.S=ct no deja puntos 	fijos. Si 5 no 

' fuera cíclico sería un producto de ciclos, 	por tanto C no sería conexo. 

1 De donde ¿, es 	una permutación cíclica. 	Similarmente 	si 	ct es 	la 	identi- 

dad. 	Supongamos que n/id/. 	flor la primera afirmación hay un vértice s 

1 en C tal 	que as/-syí s. 	Sea 	S{s I es/s/ 	í.$) . 	{taremos 	inducción sobre 	la 

cardinalidad de 	S. 	Si 	{S{= 	1. 	+ 	s 	r 	5. 	Sea 	T el 	árbol 	asociado a C. 

1 supongamos 	 T. 	Ttiene 	 T2. cx•-----•C, 	en 	-s 	exactamente dos componentes T 	y 1 	2 

I 
Sin pérdida ele 	generalidad as 	T 1 y f,1. 	t: T2 . 	Sean C i y 	C2' los carcajes asocia 

dos 	a(T-T? )U(rs ) 	y 	(T-T1 )U(rLS ) 	respectivamente. 	Sin perdida 	c!: 	general  i- 

dad c7-id en 	C1 Y (id en C2 	Sean ó l , 	¥? 	las permutaciones cíclicas de 

los vértices de C 	y C 	respectivamente, 	por tanto 	s 	r 	) 
t 

(S ,r¥s)(S,r's)• 	•(s,c,''S) 	y 	.,.¥ts)-(s,cIs)(s,;.4.$). 	.(s,o 	s). 2 (s,is,. 

Entonces 	tS 162 ? 	r 	t .,(. s,as,... 	a s) 	ciclo. 	Supongamos 	que 	si 

{ S =n el 	lema es 	válido Sea 	_ .r Sea  ( 	 ¥ 	 S 	tal 	que. 	{S{ 	n 	1. 	 s 	e. 	S. 	Sean 

' T,T1,T2 ,C1 y C2 como antes. 	Sean al,r'l y Q2 ,(,7 	las 	permutaciones de 	los 

vértices de C 	y C2 respectivamente. 	Por hipótesis de inducción 

6
1 := nlpll 	62:= 	

son 	 de 	C1 	C2 y 	a2r3 	
permutaciones cíclicas 	y 	respectiva- 

monte. 	Supongamos 	que 	.5 1=(s,a1,... $ a r ) 	y 	82-(s,bl,...,bt). 	Entonces 

&=S 	ks 	= 	s 	a 	s 	a 	s 	h 	... 	s - 1 	z 	( 	, 	1)•. , ( 	,)( 	, 	1) 	( 	,t t )-(s ,al,...,ar.,bl,...,bi) 	que 	es 	un 

I 
ciclo. 

u 

1 Sea 	h un número natural, 	h > 	1. 	Sea e h►(x):= exp(a irr 	Si Si 

1 
s = e11(x) y t = eh(Y) 	con 0 	- 	x •, h convenimos en que  

[s,t[=e ►([X,Y[), 	]s,t] 	= 	eh (ix,y]), 	]s,t[ 	= 	(ax,Y[)• t    , 

1:. 
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4.1.0. 	Proposición. Si C es un carcaj de Brauer orientado con h vértices po-

demos identificar el conjunto de vértices coro 

{eh(0), eh(1),...eh(h-l.)} C 5) 	C C. 	Veamos que esta identificación pue- 

de hacerse de tal forma que elr (i)=e `► (i i l ). (donde 	a►;) y de tal forma 

que si ccs/s u t c. ]s.as[ entonces 0cc (t) c :)s,aas[ . 	Si cxs{s y t r [s,as[ 

entonces 0,(t) C [s,rxs[ . llnilojamente, si se permutan a. y r, se tiene que 

si E?s 1 s y t c ]s,C',s[ entonces O(t) C ] s,('.s[ . Si ísfs y t e ]s,(~s] 

entonces 0(t) C ]s„is]. (0cc (t) y UF(t) significan la a-y la -órbita de t). 

Demostración. 	Sea S=hs  cs/s i's} 	Inducción sobre ¡SI. Si ¡SI =1. 

Sea s c S. Sea T el árbol asociado a C. Supongamos que ces • -- ---- • s en 

T. 	Entonces T-s tiene exactamente dos cí,mponentes T l y T2 . Sin pérdida de oe 

neralidad a5 E T1 y F;s E: T2 . Sean C1 y C2 los carcajes asociados a 

(T-T2 )U(i3s ) y a (T-T1 )U{cLs } respectivamente. 	Supongamos que C1 tiene n 

vértices y que C2 tiene m vértices. Como IS¡=1, cz=id 6 (=id en C1 y 

a=id 6 Bid en C?. Sin pérdida de generalidad ,_c=id en C1 y (?=id en C2 

Por tanto podemos identificar los vértices de C1 con 

{e1i(0)1)eh(1)l,...,e (n-1)1 } de tal forera que •eh(i)1 -;¥e+¥(i)1=e(i+1)1, 

y el conjunto de vértices de C2 con {e 	de de tal forma 

que ¿;e11 (i)2 = cxel¥(i)2 = e(ii-1)2 

Además podemos suponer que hemos identificado el vértice s con eh(0), en 

C1 y con e 1(0)2 en C2. Ahora identificamos el conjunto de vértices de C 

con {e_f1(0), ef¥(1),...,et¥(h-1)} de la siguiente manera: 

S lo identificamos con eh(1). 

eh(1)1 	con e(I) 

eh(2)1 con eh(2 ) 

ch(n-1)1 con eh(n-l.) 

0,1(1)2 	con eh(n) 

eh(2)2 con e1 1 (n+1) 

ef¥(tu-1 )2 	con 	ef¥(h-1) 



. 

54 

I 6e 

Cono 	d(eh(n-1))- L;;)eh(n-1))-cy.;';e ti(n-1)1 	= 	ns 	= 	c(n)1, 	se 	tiene 	que 

(i) 	= 	e 	(1+i) 	para 	todo vértice 	i. —h 	--h 

Sea 	t 	e 	]s,cts[ 	= 	]e ti(0),eli(n)[, 	entonces 

' t 	e 	{e(1)1,...,e1 (n•.1)1}. 	Sea 	i 	t; 	(1,...,n-1) 	tal 	que 	t=e t1(i). 

Corno 	ex=¡d 	en 	Cl, 	cut:=rie lr(i) 	_- 	e(1 ). 	Por 	tanto 	OcY(t) 	C 	]s, 	[ 

sea 	t 	e 	[s,us[ 	_ 	[e 	(0), 	r 	(r-1)[ 	, 	entonces 	t 	E.: 	{e 	(0) 	,e 	(1) 	,..  n 	h 	 r, 	1 	1 	h 	i 
Por 	tanto 	0 	(t)={ch(0)1'eh(1) 1 ,...,e(n-1)1 }C 	Es,cLs[=[e(0)e(n)[. 	Sea 

ti r tal 	que (ojaw y w/s. 	Supongamos que 	identificamos 	w Con e h(j). 

1 Como 	e t (P.1 )=eh(j) 	:tç e fr (j )= c&eh(J) , 	entonces 

)ra,cui[]e r(j), 	e1► (j+1)[ 	no contiene 	vértices 	de 	C. 	El 	único 	vértice que 

contiene 	[¥e 	(J), 	c' 	(j.r.1)[ 	es 	e 	(j). 	Corno 	ve,h (J)=c' 	(j),Oi3(e 	(j 	h fl 	 h 	h 	tl 	))C[ 	(J), 

1 eh(j+1)[. 	Similarmente 	si 	w es 	tal 	que 	y w/s. 

Supongu¥i¥os 	-11+l 

que 	 s 	s 
Por 	la afirmación antes ior sabernos 	que existe ¥¥ 	•-____._.g 	arista de 1

1 	

' 

tal 	que 	C1=1r 	ó 	C? 	'.rn. 	Sin ¡pérdida de 	c 	neralidad 	C1=7 r . 	Por 	hipótesis 	de 

induccion 	podemos 	identi ficar el 	conjura'..., de vértices de (:l y C2 con 

1 {et (0)1 ,...,C}¥(r-1)1} 	y 	con 	{eh(0)L' er h (1;)1,...,et1(n-1)2 } 	respectivamente 

' 

de 	tal 	manera 	que 	Seh(i )1=e f,(i+l:), 	en 	Cl 	y 	C,e t¥(1 )2 	= e t,(i}1)2 	en 	C2. 	Si 

a=id en C
1' 	

Gs=s en C
2 
. 	Identificamos 	los vértices 	de C de 	la sicruiente 

' manera: 

identificamos 	s 	coro 	e tr (0), 	ts=e 	coro eh(1). 	,B -ls=e t¥(r-1), 	con y(1)1 

I e ti(r-1)1, 	as 	= 	eh(1)2 	con 	e lr(r), 	eh(2.)2 	con 	e ti(r+1),...,e 1(n-1)2 	con 

eh(h-1). 	Como 	¿oh(r1) 	= 	a!) 	c #r(r-1)1=as=e tr (1)2=e;r(r'), 	cse 1(i)=e 1(i+1) 	para 

• todo vértice 	i. 

Sea 	t 	c 	]s,c:ts[, 	entonces 	t 	r 	{e 1(1),...,e 1(r-1)}. 

Por tanto at=t, de donde On(t) 	C 	]s,ns[. 	Si 	t e [s,cs[, entonces 

t 	e 	{eh(0)1'eh(1)1,...,efr (r-1)}={s ,es ,...,¡.,r-ls}, 	entonces 

t 	s 	{eh 	1 (0) 	,eh 	1 (1) 	,...,eh (r-1)}={s,íis,...,¡,r-ls}. 	De 	donde 	0 	(t)C'[s,as[. C 
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Si mil armente si pe,l,mj.rtamos a y í¥. 

Si (;=id en C1 , entonces {eh(0)l'efr(1)1,...,eh(►'-1)1)={s,a.s,...,ct 	s}, 

identificaremos los vértices de C de la siguiente manear: identificamos 

s con e f (0)1 y con e(U)2 , C.s=e ir (1 ) 2 con eh(1), e l►(2)2 con elr (2),...,e,,(n-1)2 

con e `r (n-1) , cxs = efr (1), con efr (n) ... clr-ls = ef1(r-1) , con  

Por tanto para toda i , ceh(i)  

Sea t c ]s,crs[, entonces t c: (e i►(1)2 ,...,e `r (m-1 )2 } por lo tanto 

0CX (t) C ]s ,as[. 	Sea t r- [s ,as[, entonces OE¡(t)C [s ,as[. Sirnilarmente si 

permutarnos a y G. 

C] 

4.1.9 Definición. La envolvente conveza de un conjunto A es el siguiente con-

junto 

{ n 	n 	 }
1¥`i¥¥i=1Xi1, 

a 
.i 	0, 	¡r 

que denotaremos por- EC(A). 

En la identificación escogimos los vértices de C de tal manera que - 

formaran un polígono regular. Representamos las u-flechas por líneas y - 

las a-flechas por líricas punteadas. De las observaciones anteriores se - 

tiene que las a-flechas que unen los vértices de una u-órbita forman la 

frontera de la envolvente convexa de esta a-órbita. Más aún siguiendo la 

demostración de la proposición anterior, 	las envolventes convexas de - 

dos a-órbitas no se intersectan. 0 sea que la información que, se obtiene 

de un carcaj de E3rauer con h vértices es esencialmente equivalente a la 

información de una relación de equivalencia en (e ir (0),...,e`r (h-1)} tal que 

la envolvente convexa de dos clases de equivalencia diferentes no se in-

tersectan. Dada una relación definimos ces como el primer punto equivalen 

te a s después de s en el sentido contrario a las manecillas del reloj; 

entonces definimos !'.e11 (i):= a-1e`1(i-+1). 

EJ 

1 
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4.1., 10. Definición. Sea C un carcaj de [3rauer. La cubierta universal C de C 

es un carcaj de 71 como conjunto de vértices y, como en C, las flechas es- 

tán asociadas con permutaciones de los vértices que llamamos también 

a y P, y son tales que l.cci-i t►, c'h (ai )_ 	"i► (i) , 1 (i-ii► y eh(i)eh (i ) 

U 
para toda i en 71 

1 

	

	Las permutaciones a y ( de 71 determinan flechas cr.i : i -► al y 

E i :i ► ( respectivamente. 

1 	A continuación damos las cubiertas universales de C1 y C2: 

C 	_- -_---¥_¥¥-_--- -- 
... 	;É¥¥ • 	z_- =_._ _ •es_.__—. ti------' ¥._._— c —. i 

	_• 
. 

6 a 5 c 	4 c13 3 <.1? 2 ci1 	1 cc0 0 a_1- c 2 

1 

a o 
__—;::-— 

U
5 	al 

a- 2 
Fi 9. 9 

De las propiedades de los carcajes de Brauer se tienen las siguientes 

relaciones entre las permutaciones  

a y f3 de Z : 	aG = ,5h4 1 	c¥Sh = `ha 	S h = S f► i 

U 
donde b(i) = 1+1. Además si denotamos por al y bi las cardinalidades 

de las a- y a-órbitas respectivamente, tenemos que aal(i)=i4.h=cth1 (i). 

Le damos a la cubierta universal las siguientes relaciones: 

Qaiai = 0 y 	a .D. = 0 	para toda ic 71, y la relación al¡+P,bi = 0, 
Ci t 

donde aai es la composición de al flechas de tipo a tal que la primera - 
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empieza en i c 7L. Similarmente se define para (;bl, Así obtenemos un --

carcaj infinito con relaciones que denotamos por (, I). 

Si tenemos el siguiente carcaj: 

C 	► 	___i__' ,, 
2 	 'r 

u  

L 
3 	 •¥l i 

las relaciones c ai i_ ,,bi en (C,1) quedan: 

u 	
+ 1? 0. 

Es clec- 	► 5cxi +4cii +3czi+2;ri ► lai +(,i .- 0 

• 
1, n 

Sea V una k-representación de (C,I), entonces las transformaciones 

' 	 V(): V(i) 	V(i+6) están determinadas de aranera única por las transfor- 

maciones V(c ); V(í3 ) = V(a1+6c` 15c 14cL13cxi{2 ,i+1)' 
U. 	 Las relaciones V(É,..l )V(a) = 0 y V(cx..•)V((,.) = o 

¥x 	i 	 tsl 	1 

' 	se pueden interpretar en términos de V(ui ) de la siguiente manera: 

V( Ja i )V(cx i )=V(►x i4-6 )V (a i+5 )V(a )V( cti-t-3 )V ( 'ti-►•2 )V (cLi+1 )V(ni)=0 

para toda i f. 7L . 

ti 
' 	 Si definimos ZC como el siguiente carcaj. 

Ó 	S 	¥S 	b 	ir 	ú 

con las relaciones ú' = 0, se tiene un isomorfi 

Mod k (Z6 

Li 

1 
1 

-2 -3 

no: 
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Situilarmenie definimos el 	carcaj Ztt con las 	relaciones 	b ttil 	0 

para cualquier número natural 	h. 

Sea C un carcaj de t3raucr orientado con h vértices, 	Contruimos un 

funtor 	R:Modk "1_ t 	-► 	f;1od k (C,I) 	de 	la 	siguiente manera: 	Si 	V es una 	k-repre- 

sentación de Z, 	definimos 

U (RV)(t) - V(t) O V(Gt) m ..(oV( b t) 	() V(í 	t). 
O 	i<tbt 

Para cada 	t c.. 	7L, 	la 	transformación 

0 	V(t) 	© 	V(irJ t) 

U 
Ui bt  

está dada 
	

por la matriz: 

s 
0 	1 	U 0 

::: \ 0 	0 	1 0 

R 	0 	0 	0  

-V(15)h-1,trt 	-V(r )h-i; 	t+t -V(" ) 3 t-►.t 

Y la transformación 

(RV)(cc): 	O 	V(¥'t) 	-- 	(D 	V; ;3 t 
0 	i<bt 	 0.j<b:t 

está dada pata 	la matriz: 
V(d)at-t 	V(t 1at 	(ti 	V(ó)ut-f¥2t . 	. 	. 

A _ 	0 	0 	0 . 	. 	. 

U 
0 	0 	0 

U 
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1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

1 
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Sea (vo,vl,...vbt-1),` (RV)(t) = 	O 	V(!3't:) 
odi<bt 

Como V(t) U-¥-`'! -> V(tih), entonces V(¥',)h(v0 ) c V(t•rh) 

( 	)entonces 	, )h-rt+-t(vl) c V(t+h) Como V(Pt) ---- 	V(l,trh-(;tFt 	V h+t 	V( ; 

Ut-1 	
l-rbt-tt+t 

Como V((.; 	s) ------ ► V(1+h), entonces V ( ) 	 (vbt-1 ) e V(t•+h). 

Entonces 	
vo 	v1 

VI 	v2 

E3 

	

) 	(v)..V(é,) 	t+t
(vbt-1)j 

c ot btv() t) 	(RV)((t) 

Y claramente 

v 

vi 

A 	(RV)(nt) 

vbt-1 

4.1.11 Teorema. Si las transformaciones V(:-;) satisfacen V(S)
h+l 

=0, entonces 

(RV)(G) y (RV)(a) satisfacen las relaciones del carcaj (C,1). 	El funtor 

R:hlodkZh 	Modk(C,1) que hemos definido preserva proyectivos e induce 

una equivalencia estable 

ti 	n, 
R: tiodkz -- tiodk (c,i ). 

['robaremos más adelante este teorema. 



Fig. 10 

1 	 60 

' 	§ 2. REPRESENTACIONES e PERDIODICAS. 

4.2.1. Definición. Sea C un carcaj de E.rauer con los h vértices 

e(0) eh(1),...,e11(h-1) e 

' 	Un número natural e > 1 es un período en C sí 

(ae
i (t))

eli(e) = ceh(He) 	y 	( r'eü(i))eh(e) _ (e.h(i•re) para toda i F- 7L. 

1  
Es equivalente a di_:cir que las permutaciones inducidas de la cubier-

ta universal C satisfacen 

' 	ct(i+e) = a(i) i- e y E;(i-+e) = G(i) -+ e para toda i c•. Z 

Claramente h y cualquier múltiplo de h es un período tic C. Puede haber 

otros períodos. Damos a continuación algunos ejemplos. 

4.2.2. Ejernjrlos. 

1.- El siguiente es un carcaj con 12 vértices, los períodos son los 

múltiplos de 3. 
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Vi o. 11 

Q5 tiene h = 15 vértices. Los períodos son los múltiplos de 5. 

 

ti 

e(2) 

e(8) 	 ¥ 	 • e(1) 

r 	 Q¥, 	 e(0) •k 

e f}(17 

e ti(10)  

e1(11) eh(16) 

ctr 
( ) 	¥ 

e (13) ti 	eh(14) 

Fi q. 12 

II 

h = 18, los períodos son los múltiplos de G. 
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4.2, 3. Definición. Sea e un período de C. Una k-representación e-periódica 

• de (C,1 ) es una k representación 1-1 de (C, 1) tal que 

• W(i) _ I(i +ç) 	W(ci..i ) = tt(«ii¥,) 	W í'1) =  

Un rnorfismo e-periódico f:1W1 -, W' es un morfi sino !e I•;oclk (C,I) tal que 

f(i) = f(i+e) para toda i E. 7. .(41 y W' son representaciones e-periódicas). 
1 

Las k-representaciones e-periódicas y los morfimos e-periódicos for-

man una subcategoría de 1od (C,1) que derrotamos taodk(C,1). 

Análogamente se definen k-representaciones e-periódicas del carcaj 

ti 	 e n, 	 ti 
La subcat ,.{orla Mod L lr de Mod 4,l. ti formada por las representaciones 

y los morfi sinos e-periódicos se identifica con Mod1`7_¥r 

1 	4.2.4. Definición. Una k-¥tlgebra es inescindible (como k-ilgebra) si no es suma 

directa de dos k-Slgebras. 

1 
Nuestro propósito principal es probar los dos teoremas siguientes. 

1 
4.2.5. 	Teorema_ El 	funtor R:Iodk, 	k 	I4odk(C,1) 	induce 	al 	funtor 

eti 
Rl: 	t1odkZi1 

e ti ¥ 
tlodk(C,1

,
) 	e induce una equivalencia estable 

ti ti 

Mod k[ Z 	] - ' —._ t 	F 

(Recordemos que tenemos 
e ti 	h 

la equivalencia 1M1iod k Zh ----- Mod k[Ze¥)' 

1 
4.2.6. Teorema. 	(Ch. Riedtivann). Sea A un álciebra inescindible de dimensión 

finita sobre k, para la que hay una equivalencia estable entre Mod A y 

ttod k[z] con h >, 2. Entonces hay un carcaj de t3rauer con h vértices 

tal que mod A es equivalente a 1.1od¥,(C,I). 
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4.2,7. 	Para todo ti podemos interpretar11 ¥d; (C, I) como una categoría de módu- 

los sobre una k- 1gebra de dimensión finita. Por ver esto definimos pr-i- 

mero un carcaj con relaciones (K,J) de la siguiente manera, los vértices 

de (K,J) son 

e0(0), ee(1), ... , e0(e-1) 

Las permutaciones c. y (3 de 7 inducen pe'mutaciones cl y t? de ee (7L) que 

a su vez determinan flechas 

j _ e(') 	e(ai) 	uj 	y 	l :j 	e(i) . ee ( i) - 

Los vértices j=e(i ) y las flechas c:cj , f¥ determinan un carcaj K sujeto a 

las relaciones si gui entes : la composición de una o.- flecha y una c- flecha 

1 	es cero y a r̀ ¥+(;bj 	0 para cualquier j-ee(i); aquí como antes aaJ es la 

composición de aj:= al flechas de tipo a que empiezan en j. Para E¥bj 

se tiene la definición análoga. 

Las k-represenlacicín del carcaj con relaciones (K,J) que se obtiene, 

claramente las podemos i den t. i f i car con las re r•esentac iones e- per ó 	s I 	 p 	E i dicaz 
ti  

1 	de ( 'b.C, 	Por tanto, Mod I,(C,I) es equivalente a la categoría de módulos 

Mod k[K,J]. El álgebrá k[K,J] es de dimensión finita sobre k. 

1 
4.2.8. Ej 	los. 1) Si consideramos el carcaj de órauer Q5 definido antes y 

si e = 10, el álgebra k[K,J] es isomorfa al álgebra del siguiente carcaj 

con relaciones. 	.----,2 
/

\ / 

  

5 	 l 	, `I 
Fi g. 13 

-- 

6:'T 	 r 

7 	'8 
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i 

1 

1 

1 
1 

Las 	relaciones 	son 	las 	siguientes: 	(s+cx 	- 	0, 	empezando 	en 0,4,5 y 9. 

r 0, empezando en 	1 	y 6. 	e•+cr' 	= 0, 	empezando en 2 y 7. 	Y G32 +c,`=0, 

empezando en 3 y'8. 	Además 	la composición de tina ct-flecha y una 	P, flecha 

es cero. 	En efecto, 	este 	carcaj 	se obtiene de 	(K,,1) 	quitando las 	felchas 

1 de K que corresponden aa lazos en Q5, ya que éstas aparecen linealmente en 

las relaciones que generan J

1 

I 

2) Otro ejemplo se tiene si 	consideramos el 	carcaj Q6 y el 	periodo 

e = 	12. 	Entonces 	k[K,J] es 	isomorfa de 	ilgebra del 	carcaj 	C 	de 	la 	figura 
2 

1 2 y 	las 	siguientes 	relaciones: 	c4-r 	= 0• empezando en 	i=0,5,6,11. 	c'+(3=0 

empezando en i=3,9. 	ct+ 	=0 empezando en i=2,8. 	a9±kj3 =0 empezando en 

1 i=1,7 y c+0=0. empezando en i=4,10 	Además la composición de una 

cc-flecha y una 	Gflecha es 	cero. 	Explícitamente 	las 	relaciones 	son las 

siguientes: 	0=acc 0 	a7 	c¥acta 	a7 	= 11 	I G 	5 	1 0 	11 	1 	6 

1 a5a1a0c̀ 11a7a6a1a0a11 	=a1 P510 =r1«0 =C7 (¥4 r2¥1 	=021¥10P?8 
=a3a10c̀ 9 	a4a3a10=a4 r32 =G4a3 	 cx7(t6a5a.1a0a11a7a6a5a1 	= 

' =a 	 aact¥ 	=a 	= aacx¥-aa¥t 	 (i 6 	5 	1 	0 	11 	7 	6 5 	1 	0 	ll 	7 	G 	1 0 	ll 	7 	G 	7 	a 

$ 76 = r1 	10r8 (?7• _ 	8r7 14(;? 	= age¥la3 	a1094 	=  

- 	10"9 	- a la0`¥11a7c̀ 6` 5c`la0a ll(̀ 7 	- `¥dl5)`` lc`( 	11`¥ /Y Gc`5a 1 	{ 	4P?_81 
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 -+ 	Ç 8 ( 7 í 4 	= 	c:(00,1iC 	( 6cY Jc:i1a0cc11 	+ 	( 10 x8(,7 	=' 	a3rc10 	+(;2 c¥1 x''10 	= 	C 

i

ct9o4 

Este carcaj 	se obtiene de 	(K,J) quitando 	las 	flechas de K que corresponden 

1 a 	los 	lazos en Q6. 

- 4.2.9. 	Lema. 	Sea 	C un 	carcaj 	ele Brauer. 	Entonces 	los 	periodos 	f y las 	relacio- 

1 nos 	asociadas 	¥; f no depenaen de 	la orientación del 	carcaj. 

Demostración.- 	Sea f un periodo. 	Dada una orientación de C, hablamos 

definido 	ú = cte. 	Sea 	a : - 	l,n. 	Quc¥reinos demostrar que 	¥¥ f -;¥ f 	. 	Supongamos 

I 

que 	Ge`r (i) 	= e l►(t). 	Por 	tanto 

df (e ►̀ (¥ )) 	r-'e-h (i 	f) 	= 	({'•=eh(i ))f'.i► (f) 	= 	eh (t)e(f) 

= 	eh(t) 	_ 	̀'f (eli(t)) 	"ri e.h(¥ ). 	De 	donde 	S fi' 	_ 	(3c f 	= 

U 
Mar, 	...aí3) 	_ 	(í{at3a 	... 	. 	Entonces  

' Sea f un periodo, sea d 	= 	(h, f) 	= maximo común divisor de h y f. Entonces 

existen q1 y q 	tales que d = qlh + q2f, 	Pc►- lo que 

1 (ceh(i))eh(d) 	_ 	(«eh(i))ef► (g l h)e lr (q 2f) 	- 	cae f► (irg l h+q 2 f`) 	= 	aeh(i4.d). 

Similarmente 	(>eh(i))eir (d) 	_ 	;-,e(i ►d). 	Luego d es un 	periodo y claramente 

los periodos de un carcaj de Brauer con ti vértices son múltiplos de algún 

periodo más chico que divide a h. 

1 En 	la siguiente proposición examinamos 	los periodos que dividen 	a h 

ya que son de particular interés. 

4.2.10 	Proposición. 	Sea C un carcaj de Brauer orientado con h vértice. 	Sea 

d un periodo de C que d i v i d¿, a ti y tal 	que d j h. 	Entonces hay exactamen 

te una órbita excepcional 	en C. 	(i.e. 	hay una a o una G-órbita estable 

baja 	d 	= 	(a(i) d ) 

1 

1 
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1 
Las U-órbitas y las a•-órhitas que no son exce¡,cionaales tienc.n ni = t' d 

transformadas bajo td 

Demostración. 	Identificamos los vértices de C con el conjunto 

{e t+ (0) ' 	eh(] ),... , 	e t► (h-1 )} 	de 	tal 	manera que eh(i) eh (1+ 1 , 

al 	hacer esta -ident.ificación 	los 	vértices de C forman un polígono regular. 

Probaremos primero que una órbita o es estable si y sólo si 0 c EC(0). 

Supongamos que Cr es estable bajo :'ri . 	Sea e11 (i) e. 0. 	Por tanto  

eh(i+d),..: ,e,,(i-r (m-1 )d) 	O. 	Como estos vértices forman un polígono re- 

gular, 0 c. EC(Ca). 	Supongamos ahora que 0 r: EC(0). 	Suporrc;amos nuca 0 es 

una ct-órbita. 	Sean e `+ (i) , (.re t►(i) ,... 	(i) los vértices que forman la 

a-órbita O. 	Entonces los vértices e f►(i+d), ae11(ird),...,C¿fle1► (i.d) forman 

una a-órbita 0 y 0 F. EC(O'). Como C es un carcaj de Eirauer, las flechas 

no se cortan. 	De donde e f+ (i-+d) r O. 	Así cO es estable bajo ¥1d. 	(Similar- 

mente si O es una r,-órbita). 

En concl usión hay a lo más una órbita excepcional. Supongamos que 

las P.-órbitas no son estables bajo it:d . Sea c', la unión de las envolventes 

convexas de las C-órbitas. Como las (,-órbitas no son estables, 0 f A. 

Sea D = { Z c C Z ( < 1 } . Sea P 1 a componente conexa del cero en D\ A. 

Por tanto rfS' _ ]e t1(il-1),eh(il )[U]e11(i2-1),eh(i2 )[U...U]e11(in-1),e11(in)[. 

con i1<i 2<..'.<i r+• i 1++-h. 	Sea i 	c {i 1,... ,in}. 	Como C es un carcaj de Brauer 

existe.s tal que ¥s(it ) = it. De donde ;S_1 
(i) - i t+1 - 1. Por tanto 

it+l = 	(i t+1 - 1) _ ,rC1(i) = aE}s (it) = ai t , es decir ae ti(i1)=eti 2), 

ae+1(i2 )=e11(i 3),..., cteh(in ) = e11(i1). 	Como d divide a ti y d / h, 

h/d 	2. Además las flechas no se cortan así que no es posible que 

a(it ) > it + d. Por tanto el centro queda del mismo lado todo el tiempo 

y concluimos que la a-órbita con vértices i1,i2,...,i11 contiene al 0. De 

donde esta a-órbita es estable. 

1 
1 
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Sea 	0 	lit 	c-órbita estable, 	Si 	eh(i) 	, 	entonces 	l,ai -i 	d. 	Si 

e ft(i) 	►/ t, 	entonces 	existe eh(j) 	e 	0 	tal 	que 	eh(i) 	c: 	]eh(j),aell(j)[• 

Por tanto 	!> : = 0 	(e 	(l)) C ]eh (j) , cre 	(j) [ . 	Las 	transformadas -..h  a 
é, 2d (S.1),...,.¥ (n-1)d ((2) 	son 	ajenas. 	T:= 	0E¥(eh(i)) C 	[e fi(j),aeh(j)[• 

1 ¥, 	¥ Las, 	trans formadas 	5d el ) 	1;2d ( ,1, ) , 	r (n-1 )cl (T) 	son 	ajenas. 

1 Daremos otra 	prueba de la preposición anterior, 	para 	lo cual 	necesi- 

' tamos 	lo 	siguiente.:, 

'T 4.2.11. 	Lema, 	Sepa 	¿+rbo1 	o un 	automor•fismo de T. 	Entonces o deja 	fijo un vér- 

1 tice o tina 	arista 	de 	T. 

Demostración. 	La 	prueba sc hace por 	inducción. 	Si 	T tiene un solo punto. 

a 	lo deja 	fijo. 	Sea T un árbol 	con n vértices. 	Consideremos el 	subirbol 

T' 	de T cuyos vértices son los de T menos 	los vértices que corresponden a 

lazos en Q y cuyas 	aristas son las de T si 	los extremos están en T'. 	Por 

1 hipótesis 	de inducción o restringida a 	T' 	deja 	fijo un vértice o 	(lila aris- 

ta de T. 

' [1 

4.2.12 	Lema. 	d es período si y sólo si 	6d es morfismo de carcajes. 

Demostración. 	Consideremos 	la a-flecha e 	(i) 	e 	(j). 	Querernos demostrar 

que 	hay una 	flecha 	Sde t¥(i) -¥ 	6de11(j).Como 	Oh( 1 ) 	= e t1(i+d) y 
 — d 

ó 	eh (j) 	= e i,(j+d), 	es 	suficiente demostrar que aeh (i+d)=e11 (j+d)• 	Como 

eh( 1 ) 	' eh(J), 	aeh(i) 	= eh(J). 	Por 	tanto 	aeh(i+d)=c¥e
1¥(i )¥►(d)=eh(J)eh(d) 	

_ 

= e(j+d). 	Similarmente si 	la 	flecha 	es 	una 	3-flecha. 

I' 
Supongamos ahora que Sd morfismo de car•cajes. 	Sea i 	vértice 	. 	Como 

hay una a flecha i 	-¥ «i, entonces 	hay una a-flecha  

' adel (i) 	Sde fl(ai) 	= 	eh(ai+d) 	= cteh(i)eIl(d). 	De donde d es 	pe 	Todo 

1 
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4.2.13. 	Demostración de 	la (ropo sic_icin (4.2.10). 	Sea 	T árbol 	asociado 	a 	C. 1 Como d J 	h, 	id 	/ 	6d . Co►no 	¥¥ d morfisn►o de carcajes induce un morfismo t 

' en T. Supongamos que t deja una arista 	fija 	en 	T. Por tanto ¿'d deja 

fijo un punto en C lo cual 	no es posible. 	De donde t deja 	fijo un vórti- 

1 en T y sólo uno ya que si 	suponemso que deja dos 	vértices 	fijos 	en- 

tonces fija el 	camino entre ellos lo cual 	implica que deja 	fija 	una aris- 1 ta. 

Se tiene además el 	siguiente resultado. 

4.2.14. Lema. o automorfismo de C que no deja puntos fijos. Entonces existe 

d período tal que a d . 

1 Demostración. Sea eh(i) un vértice de C. Consideremos la a-flecha 

h(i) 	aeh(i ). 	Cuino o es aut.o►norfisino hay que cz-flecha oel+ (i) -r o cae(i ) 

sirni 1arn►ente hay una 	-flecha ceh(i) •• o ('eh( i) 

Entonces rSoe t¥(i) = aroeti (i) = aoeh(i) 	oa el+ (i) 

¥ Es decir 6o= od. 	Sea t(i) tal que c-e`r (i) -- 	„ t(i) eh(i ). 

Entonces i+1 t(i+1) = dt(1+1) (eli(i+1)=ae ti(i) = oeti (i)=Üt(1)+leti(i)=i+t(i)+1. 

Por lo tanto t(i+1)=t(i). Esto es t(i) es constante t. o(i)  

o= dt automorfismo. 

Entonces t es periodo. 

u 
4.2.15. Observación. Si eh(i) W 0 entonces existe e41(j) c.0 tal que 

0 (eh(i)) c 	Je_h(i), aeh(j)[, de donde a eh(i) S' eh(') c ]eh(j),ceh(j)[. 

Entonces en la cubierta universal 1ícii-i d 6 h-d<cci--i¥h. 	Similarmente, 

para las e-órbitas se tiene que 0 (elr(i)) c [eh(j),aeh(j)[ de donde 

eh(i) y íeh(i) c [eh(j),aeh(j)[. 	Entonces en la cubierta universal 

6 h-d n-i.h. 

L! , 
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Sea C un carcaj de Brauer orientado con h vértices, d un periodo que 

divida a h y d < ti. Considraremos además de C el cociente C bajo la ac- 

ción cle 6d . Las permutaciones u y fí de C y C inducen permutaciones de 

7L) que seguimos 	llamando a y í 	y que a su vez determinan 	flechas 

aj: j=ed(i)  c̀ j 	ed(ai )y 	Vil: j=qd (i) .' 	E¥ j ~ 	cl (fi ). 	Definimos 	p•C -• C 	de 

la siguiente manera 	p(elr(i)) 	== ed(i) elr (rni). 

Llamamos excepcional 	a 	la imagen bajo p de 	la órbita excepcional 	de 

C, aunque en C ya no lo sea. 

4.2.16. Proposición. C es un carcaj de Br•auer. 

Demostración. Sea 0 la órbita excepcional y supongamos que O es una 

a-órbita. Siguiendo la demostración de la proposición (1,1.7) se ve que 

es suficiente demostrar que las envolventes convexas de las «-órbitas de 

1 

1 

II] 

son ajenas. Para 	lo cual tenemos que demostrar que para todo 

i c 	7L y para 	todo j 	F. 	_Je d(i), 	c,ed(')[ se 	tiene 	O(i) c]c'ti(i),aecl(i)[ 

Primer caso: 1 	czi 	d. Sea 2. un representante de j en] i,ni[ 

Como]e}142.) e 	eir(i), áeh(i)[ 	1': O(e(r.))c ]eh(i)' ac.ii(i)[ 

Por tanto p(!') 	p(] eh (i) , ael,(i) [) = ] ed(i) , C d(i )[ 

(p(!') a-órbita de,  

Segundo caso: 	h-d+1 al 	- 	i h. Tomemos jo < al-h tal que 	e 1(i0) 	Co 

y tal que para toda j c ]al-h, i o[ 	e(j) c O. 	Sea r un representante 

de j en [io, io+d [. Supongamos que 

elr f ¥) e [ aeh(i ) 1 eh(i )] 	Por tanto j=e¥(s.) r e(mI) 

[aeh(mi), eh''] = [ aed(i), ed(i)] y esto es una contradicción. 

Entonces eh(z) e [ aeh(i) , 
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Si j e 0. 	La u,-órbita 1' de eh(2) est.:¥r contenida ene 	i 

1 	 [aetr (i) , eh(i)7 ; Por tanto I)(l') [I'(e (i) , el (io r - d)[. 	e (i) ,e
Ir (i )1 ) i 	 ¥t  

= P([eir(io), eh(.i o+d)[\'(C(y(-.(i)' eh(i))1- -1 e('), ex¥d(i)C ya que p 
manda [e(i) , e fe ( i o ta)"] biyect:ivament:e en C. 

Si j r 0, 1' es excepcional . 	Sea 1'1 	1'(1[ Oh( i0 ),c'lt (io4d)1 

Por tanto I'1 ¥[e+r (i) ' eir (i o +d)[ \ctelt (i),et1(i)]([acil (i 	eh (i)l 	no está 

en la órbita excpecional). 	Entonces P(F ) - P(1')c]ed(i), aecl (i)[ _ 

p[eh(io)' eh(io-rcl)[ \ p [ ae+r (' ), c;r (i ):] 	Similarmente las envolventes -

convexas de las í5-órbitas de C=ed ( 1') son ajenas, C es un carcaj de Brauer. 

Además la a-órbita excepcional de C se pliega m veces en C, mientras 

que cada órbita qa excepcional de C es cubierta porra-órbitas ajenas. 

4.2.17. Observación. - Dado C podemos recuperar C i se conoce la ruul ti pl i ci - 

dad m 	¥i y la órbita excepcional en C. 

Demostración. Sea A la órbita excepcional de C y supongamos que A es una 

a-órbita. Si aed(i) / ed(i) Y] ed(i), CIed(i)[ no contiene a A. 	Defini- 

rnos aefr (i) 	ei¥(j) donde ec4 (j) = aed(i) y 1+i 	j 	i+d. 	De lo contrario 

definirnos ae(i) = e1 (j) donde ed(j) = Ud(1) y h-++1-d+1;j,i+h. Sea 

e¥(i) e G . Vamos a demostrar que el 0 está en la envolvente convexa de 

la órbita asociada a A. Sea t mínima tal que cxt(ed(i)) = ed(i) = ed(i+•d). 

Definimos e' (s) := a t-led(i) . Por tanto rae (s) 	e (s} y t¥ .]e (s) f e fl 	 s¥ d 	—d(s)C.. 
Por définición cree1(s) = eh (j) donde s++1.j s++d y ed(j)=cxed (s) 
=aat-1ed(i) 

= ate 	e(i) 
v ed(i4d ¥ 

De donde aelr (5) = e(j) = e11 (i4d). En conclusión el 0 está en la envol- 

vente convexa de la a-órbita asociada a A. De la definición se sigue que 

C es un carcaj de Brauer, 
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4.2.18, De 	la observación anterior- concluimos; que 	la 	información que 	se 	obtie 

no de un carcaj de Brauer C con h vértices y con un 	periodo d diferente de 

1 h y que 	divida 	a,tr 	es equivalente a la 	información que se obtiene del 	car 

caj C con d vértices, urja órbita excepcional 	y una multiplicacidad 

1 m=-1. 

4.2.19. Las relaciones entre un carcaj C y su cociente C se ilustra en los si- 

guientes ejemplos, 

1.- Sea 	C 	= 	Q3 	(fig. 	10), 	d=3, 	m=4 	y C 	C, 	(fig 	7). La órbita excepcio- 

nal 	de 	C es 	(0,1). 

2.- Sea C = Q6 	(fiy 	12), 	d = 6, m = 3 	y C = 	C1 	(fig. 4). 	La órbita 	excep 

de C cional 	es 	(0,1,5). 
• 

El 	resultado anterior se 	puede aplicar en el 	caso general de un perio 

1 do arbitrario .e 	tomando d=(h,e) 	(i.e. 	d el 	máximo comC ,r divisor de h y c) 

En este caso el 	carcaj K descrito antes se pliega 9veces en 	C, 

1 

U
. Ejemplos. 	1.- Sea C=Q6 y C=12, 	entonces d=(18,12) 	= 6. Por tanto 

C 	= C 	( fig. 	4 	K es el 	siguiente carcaj. 2 ( 	9 	) Y 	 J  
• 4.______—,. 

2 

6 1 
1 / 1 

7 	¥ 	 ¥¥ Fi y. 	14 

r, 	 / 	11 

• Ú 	'¥ ;  
10 9 • 

K es pliega dos 	veces en C, 
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w 	
5- 

18 	 55 

7 

31 	Fio.l 5 

20, 
26 	27 
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2,- Sea C=QS, C=36, entonces cx=(18,36)=18, 	Por tanto 	QS  y K es el 

siguiente carcaj. 

1 

• (faltan las flechas que corresponden a lazos en Q5). 

K se pliega dos veces en C. 

4.2.20. Estamos interesados en el caso donde e=d. En este caso K se identifi-

ca con C y se pueden describir directamente las relaciones del ideal J: 

1 	Denotamos por A • : j -> j y por S • : j -> j la composición de las flechas de 
J 	J 

los a- y O-ciclos empezando en el vértice j e K 	C, Suponiendo que la 

órbita ita excepcional es un a-ciclo. Obtenemos: 
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a) A" + R¥ = 0 

	

' 	 si el cx-ciclo en j es excepcional (ni-multiplicidad   ) 

	

.1 	b)Aj+Bj-0 
si el cx-ciclo en j no es excepcional. 

	

1 	c) alai j = 0 y (iujaj = 0 para toda j. 

Una k-representación de K que satisface estas relaciones se llama 

Vade-Janusz-Kupisch representación de K. El álgebra de (K,J), k[K,J] se 

llama DJK-álgebra, Si le asociamos a cada DJK-representación V de 

K-C la representación W de C tal que W(j) = V(ee(j)) obtenemos el siguiera 

tP icmmnrficn,n 
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C^.F1 TULC V. 

RETICULA CE rloRFISiio IRREDUCI13L1.:S 

§ 1. RETICULA DE MORFISMOS IRREDUCIBLES. 

En este capítulo estudiaremos los morfisrnos de la categoría Mod k[Z] 

a los cuales daremos una interpretación geométrica que será de gran uti1i 

dad más adelante. Representarnos los k[Z] -módulos inescindibles 

V5,n1(decri tos en 51.3) por medio del par (s'YZ e ,n►) :. U./e 

Como 71/e 7l tiene como elementos los siguientes subconjuntos de 

7L : {s1r-eIr c 7L}, V s , 	tiene infinitos representan les (s+re,ni) en 71 }, Z -m 
que identificarnos con los puntos del plano de coordenadas s+re y m en el 

siguiente sistema sesgado de coordenadas. (e¥3 y h-8 en el 'aso part,icu- 

lar de la figura) . 
(o,h+l) 	 (-3,h+ 1) 

(1,1) 	(0,1) 	(-1,1) 	(-2,1) 
Así como representamos los módulos inescindibles por una serie de puntos, 

podencos representar las transformaciones por series de flechas. En el - 

dibujo la proyección Tr:V5,ni 	Vs,m-1 con ir(c0 )-eo está representada por 

la serie de flechas (s+re,ni) -¥ (s+re,m-1). Similarmente la inyección - 

i:Vs,nt -' V5-1,m+1 está representada por la serie de flechas 

(s+re,nm) - (s-l+re,nrr l). De esta manera obtenemos una retícula formada 

por vértices y flechas donde la serie de mallas. 
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LI 
	

(5-1i-re,rrl+1) 

	

.1 
	

(s+re,m) 	 (s-1+re,rl), 	r c 7L 

(s+-re ,m-1 ) 

representa el diagrama conmutativo 

m-+ 1 

1 	 1i 

Vs ,nl 	 vs- 1 ,111, 	1 <ni. h 

TT 

Vs , ni-1 

(V _ 1,11  signic.icí.1 V 	). e-1 ,nl 

Como k[Z ] es una álgebra uniserial es ficil ver que la sucesión 
Tr 

C _' V
s ,m —_..__i __ 	

Vs m1 + V511 	(1111 	¥rs-1,m __ .._, 0 casi se 

divide. 

Observemos primero que un k[Z ]-módulo X no es proyectivo si y sólo si - 

existe f:B -► X epimorfisino con 6 inescindible y tal que £a=1+ti'..X. 

Para demostrar que la sucesión casi se divide necesitarlos el siguiente le- 

ma. 

5.1 lema. Si A es inescindible y no proyectivo, B inescindible tales que 

£B=1+£A y f:B -r A epimorfismo entonces si h:X -¥ A epimorfismo propio, 

existe g:X - E3 tal que h=fg. 

1 	dem: sea f:B -► A

1 

epimorfismo 

sea f:X -> A epimorfismo propio, entonces £X > .2A = £(3-1, por lo tanto 



1 

1 
	

76 

¥l 

L7 

1] 

1 

UX>v6 

( M E. mod A I ideal de A =-> (M•1 c mod A /C 	-' It, = 0) 

Sea n=£X, entonces X,A y E3 son 	r -módulos con X un 

k[Zh] n r - rn6dulo proyectivo. Como f es epimorfismo, existe g:X -- D tal 

que h=fg. 

5.2 	 La sucesión 0 • V 	- -• Vs 	C+¥ V 	 -¥• V 	0 ,m-1 	s-1,nN+1 	 s-I,m 

casi se divide. 

Demostración. Claramente la sucesión es exacta. 

Copio Vs_1,r1r es inescindible y de longitud finita, End(V5-1) es lo- 

cal , por lo cual 'para demostrar que la sucesión casi se divide es suficien 

te demostrar que la sucesión es casi se divide derecha y esto es equivalen 

te a demostrar que si 6 es inescindible y q:Q 	Vs-1 	no es isomorfismo  

entonces existe h:B -> Vs,m_1 ®Vs-1,nr+1 tal que (i,n)h=g. 

Sea X un módulo inescindible y cJ:X 	Vs_1 	no isomorfismo. 

Primer caso. Si g no es epimorfismo, entonces ir:rg 	Vs-1,m • enton- 

ces imgc rad Vs-1,rn = Vs,m-1 (rad Vs_1,m 

e `s-1 	

es el único submódulo nraxirnal - 

¥' 	ya que V 	es uniserial). ,rn 	s-1,m 

Def. h:X -> V5,11-1 ®V+1 tal que h(x) _ (g(x),O). 	V a c X. 

por lo tanto (i,r)h(x) = (i,,r)(g(x),0) = ig(x) = g(x). 

Secundo caso. Si g es epimorfismo propio, por lema 1 existe 

Vs-1,m+1 tal que  

Def. h:X 	Vsni-1 	s-1,m+1 tal que h(x) _ (0,ji(x)) 	V x c. X. Por lo 

tanto (j ,)h(x) _ (i,r)(o(x) ) _ ,rp(x) _ cj(x). 

5.3. Lepra, Un morfismo entre inescindibles en Modh Zar es irreducible si y sólo 



1 
si es un isomorfo a alguna ir:Vs,m 	-' 	Vs,n_1 6 a 	alguna 	i:Vs,m -' Vs-1,m+l 

Demostración. 	Corno u es epi mor fisino y .^(V 	) 	_ 	?(V 	) 	+ 1

1 
Vs,m-1 	

no es proycctivo. 

Corno 	la 	sucesión 0 -► V 	-► 	V S'{ 1 ,ni- 1 Ell V 	—¥ s 	l ,ru -2 	S ,ni V s -► 0 ,m- 1 
casi 	se divide, 	i 	y ir 	son irreducibles. 

1 
Supongamos ahora que ;,:Vs,rrr 	y 	Vt,q es 	irreducible, 	por lo tanto en 

' la factorización canónica de 	r1. 

_ Vs 	u ¥rn — > Vt 
1 

,q 

p \ c7 

yyyini i 	, 6 ç1 es sección 	o es retracción. 

Por tanto p es mono 6 a es epi , por 1 m:. de Fitting p es isomorfismo 6 e 

es irIo,."iorfismo. 

Si o es isomorfismo, 1i es suryectiva y admite una factorización 

V 	, corro r, irreducible y ,r no es sección, T 

es retracción. Por lema Fittinn -r es isomorfismo, por lo que tir es isomor- 

fa a ,r. 

Si p es isomorfismo, p es inyectiva y admite una factorización 

i 
Vs ,n► 	Vs-1 ,m+1 -- 2> > V t ,q , como r es irreducible, 0 es retracción ,y 

por lo tanto isomorfismo. Y tenemos que ir es isomorfa a i. 

5.4. 	Dados dos inescindibles Vs,111 y Vt,q describirnos los morfisinos entre 

ellos de la siguiente manera. Empecemos con cualquier vértice (s+re,m) 

que represente a V rti y sombreemos el polígono convexo generado por los s , 
vértices (i, j) tales que i s+re y s+re+1 	i+j 	s+re+m. 

Sean (t+xe,q),(t+(x-1)e,q),...,(t+(x-Q•)e,g) los representantes de 

Vt,q en el polígono sombreado. 



morfi smo jr f :Vs ¥ rr► '-¥ Vt,c,. 	Corno k[Z1,1 ] es de tipo de representación finita 

gro , ... ,41Q forman una base de Hom(V5 ,m ' V t ,q ) sobre k 

(s+re+m- h-1,h+1 ) 	 (s-lo re,h+1) 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
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Para toda f c. CO,... ,£} todas las psibles combinaciones de i y ele ir-flechas 

que empiezan en (s-+-re,m) y terminan en (t+(x-f)e,q) representan el mismo 

Para describir Flom(VSi , Vt'q ) podemos también empezar con un representan 

te (t+xe,q) de Vt,q y sombrear el cpolíciono convexo formado por los vérti- 

ces (i,j) tales que t+xe 	i .< t+xe+q-1 y t+xe+q 	i+j, los morfisinos 

1►o ,..., uQ están representados por las composiciones de i- y 1r-flechas que 

terminan en (t+xe,q) y que empiezan en los vértices (s4re,m), 

(s+(r+1)e,m),...,(s+(r+.9)e,m) que están en el polígono sombreado y :fue re- 

presentan V s,m 
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(r+xe,q) 

(t+q-1+xe,1 ) 

5.5. Nuestra descripci,án geométrica de los or'fismos es apropiada también para 

la categoría estable MódkLe 

Cono en la categoría Modkze; los proyectivos inescindibles ►!s h+l de t'odkle 

se anulan, tenernos que suprimir de la retícula estable los vértices (i,h+1). 

Como los tipos (clase de isomorfía) de inescindibles de t¥iod4,7_1' corres- 

ponden biyectivamente con los tipos de inescindibles no proyectivos de 

t,odkZti 

Por lo tanto los tipos de inescindibles de ttódZti corresponden con los 

conjuntos (s+ Ze,rn) donde 1 	rn 	h. 

(0,1) 



Similarmente si empozamos con un representante (t+xe,q) de'VL,q,Vs,rr1 tiene 

representantes de la forma (s+re ,m) ,. • , (s4 (r4g)e ,ni) en el rectángulo for-

mado por los puntos (i,j) que satisfacen las desigualdades t+xe+q-1 i t+xe 

y t+xe+h3i+j;t+xe+q. Los representantes corresponden a los elementos de 

la base1_!o ,..., ¥q de Fioiri(Vsrp Vtq ). 

(t+xe ,q) 

(t+xe+q-1,1) 
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Las mallas 

h41 

V i,h .. 	 -  V i-1, h 

	

h-1 	de la parte superior de la retí- 

cula dan lugar a las relaciones 0-"i ..i 	V ,h ' Vi-1,h en f!o`ak¥e 
(¥r e T denotan las clases de n e i respectivamente). De estas relaciones 

obtenemos la siguiente descripción de los espacios ►Íc¥ri(V5,111, V t,q ) de mor- 

fismos en flBU zQ¥ . Empezamos con cualquier vértice (s+rr,m) represente a 

Vs, 	y sombreamos el polígono determinado por los puntos (i, j) tales que 

s+re :: i 	s+re+n!-h y s+re+m 	l+j ;: s re+l. Sean 

(t+-xe,q),(t+(x-1 )e,q),... ,(t.f.(x-q)e,q) representantes de Vt q en el polí- 

gono sombreado. 	Claramente si 	,...,t,, generan Hom(V5,rrr, V t'q ) entonces 

g 	s.. 	Las clases R!rjr 1 ,... , ¥! 	son 0, mientras que ti!o ,... , 	son 1 inea 

les i ndei¥endier.tes , forman una base de 11óri( V 	) . 5 m, t ,q 

1 
1 
1 
1 

1 

1 

1 
1 
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5.6. Observación 

a) La retícula que se obtiene de la retícula de(P.74) suprimiendo los pun-

tos (s,h+1) se llama retícula estable. El rectánculo formado por los pun- 

tos 	(i, j) que satisfacen las desigualdades s+re>i>s-+re+m-h y 

s+re+rn ,i+j;s+re+1 se llama rectánculo que empieza en (s+re,m) y que ter- 

mina en (s+r•e+m-h,h+l-m), 

b) Debe estar bien claro como se componen los morfismos l.,n definidos arri-

ba: Sea (t+(x-n)e,q) el representante de Vt,q que corresponde a ,n en el 

rectángulo que empieza en (s+re,m). 

Sean (l,+ye,p),(u+(y-1)e,p),...,(G,+(y-c!)e,p) representantes de algún 

V1r 	en el rectángulo que empieza en (t+(x-m)e,q) y sean P,o ,... 	los 
.P 

elementos de la base do lióm(Vt wq ¥V. ,p) . Entonces 1,'i 	n / 0 si y sólo 

si (p+(y-1)e,p) está én el rectánculo que empieza en (s+re,ni). Si esto 

sucede, 	i • 11n es un elemento de la base de lirm(Vs nYVt,,p). 
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CAPITULO VI. 	i 

ESTRUCTURA DE LAS ALGEBRAS ESTADLLh1E.NTE NAKAYNIA. 

Es nuestro .propósito probar en este capítulo el Teorema de Ch.Reidtmann 

(4.2.6), que caracteriza mediante carcajes y relaciones a las áljebras es- 

1 	tabl en►ente ila kayama . 

5 	1. Representantes de los _A-módulos simples. 

6.1.1. Definición. Una álgebra A sobre un campo k se llama álgebra est,-rblemi'nte 

Nakayama si A es de dimensión finita, A es inescindible y hay una equiva- 

lencia estable 	entre Piod A y Mod k zh¥ para alciuna e y alguna h. 

Sea l :1¥dd¥,'1_-. líod A equivalencia estable que se mantendrá fija 

en este capítulo: Claramente, r-Íód A hereda de ModkZ¥ la propiedad de que 

cada objeto es una suma directa de objetos de la formaL.V 	Esto irnpli- s 
ca en particular que A tiene solamente un número finito de tipos de incscin 

dibles (i,e. clases de isomorfía). Estos inescindibles son finitamente 

' 	generados y por un Teorema de Auslander [A-R,2] sabemos que todo A-módulo 

finitamente generado o no es suma directa de módulos inescindibles finita- 

mente generados. 

1 
Denotamos por mod A la categoria de los A-modulas finitamente genera 

' 	 dos, y por rnod k Zér la categoría de representaciones de ?_h de dimensión fi- 

nita. Entonces iiÍ A es una subcategoría de Mood A, cuyos objetos se pue-

den caracterizar hasta isomorfismo enf,oc¥ A como suma directa finita de 

módulos inescindibles. En consecuencia, podemos suponer sin pérdida de 

generalidad que L manda fmodkze en ñi5a A e induce una equivalencia estable e 
entre estas categorías. Esto implica que A es autoinyectiva (3.3.8). 

La equivalencia estable 1. induce una biyección entre los tipos de --

inescindibles no proyectivos de m..odkle y los de mod A. Decimos que un 
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A- módulo inescindible t1 es de l-tilo (s,ni) si ¡ 	--> L.V 	; equiva1enternen s ,m  

te, decimos que cada vértice (s+re,m) es un L-representante de M. 

El número ni es l a '[-altura de 11. 

6.1.2. L-re resentanLes de módulos simples: A es de • descomposición elemental y 

admite e tipos de módulos simples. Módulo 	e7L x 	7 hay un L-representan- 

te de un A-nódulo simple en cada diagonal 	hacia abajo y uno en cada diago- 

nal hacia arriba de la retículo estable. 	La L-altura .E de un A-módulo sim 

pie tiene que satisfacer al menos una de las siguientes condiciones 

1 	Y. < e 6 h-e+1 	s. h. 

Demostración. Consideremos la siguiente diagonal hacia abajo 

(s ,h) 	> (s,h-1) ...__—Y. 	_ _ 	(s,l). 

eir la «retícula estable. Si !•1 es un A-módulo inescindible no proyectivo 

sabemos por ( 5.5 ) que Hom(LV 	, fi) / 0 si y sólo si t•1 tiene algún s,h 	 - 

L-representante en la diagonal dada. (El rectánculo que empieza en (s,h) 

es sólo la diagonal). Sea P1 inescindible de '[-tipo (s,h). Supongamos que 

N/rad N = S 0 ... m Sr1  (N/rad ¡J es semisimple). Corro Fioin(tl1S1 ) / 0, en-

tonces S1  tiene algún '[-representante en la diagonal dada, es decir S1  es de 

L-tipo (s,1) para alguna t. Sabernos que si q 3 r entonces Hóm(V
s,q ' Vs,r )#y  

por lo que no puede haber más de un L-representante de un A-módulo simple 

en la diagonal dada (ya que se tendría Hom(Si,Sj) / 0 	i / j). 

Consideremos ahora la siguiente diagonal hacia arriba: 

(s,1) 	--- 	(s-1,2) ----y 	 > (s-h+1,h) 

Si fi es un A-módulo inescindible no proyectivo, entonces Hom(LV
5,I,fl)  / 0  

si y sólo si h1 tiene algún '[-representante en la diagonal dada. En parti-

cular si 11 es un A-nódulo simple que aparece en el socio de un A-módulo 
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11 

inescindible N de tipo (s,1), entonces t1 es de tipo (s-(j-1),j) para algu- 

na j 	c {1,...,h}. 	ComoTT VS-i ,i+l 	, Vs-.j, j•rl ) 	/ 	0 si 	i+l 	. j+1, 	no 

puede haber más que un l.-representante de un A-módulo simple en la 	diago- 

nal dada. 

Supongamos que (s !S,) l.-representa un A-módulo inescindible, entonces 

con la notación de (5,5) tenernos que 11omA (S,S) 	Hám(V 	V 	) 

= küo EE ... ® kp . Si S es simple, liáñiA(S,?) - Hom(S,S) es un anillo 

con división por tanto g=O. Por otro lado sabemos que g+1 es el número 

de L-representantes (s+re,'.) que hay en el rectángulo que empieza en (s,;). 

Este número es 1 	si y sólo si h-,1. <e 6 9.-1•.e, de donde 1¥>^., e 6 h-eFIh. 

Como A álgebra de dimensión finita, A/red A es semisimple [C-L.-SJ. 

Como liomA(S,S) es un campo para todo simple, por Wedder•bum Artin A/rad A 

es un producto de campos. Luego A es de descomposición elemental. 

El 

1 

1 
1 
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6.1.3. Observaciones. a) Obtenemos información más precisa de los L-represen-

tantes de los A-módulos simples S,7 si escribimos l¥om(S,f) = 0 = Hom(T,S). 

Esto significa que si (s,r,) es un l{-representante de un A-módulo simple, 

ningún otro vértice perteneciente al rectángulo que empieza en (s,z) o al 

que termina en (s,2,), L-representa a un módulo simple. 	Esta información 

nos será muy útil más adelante. 

b) Si un íl-módulo simple es de L-tipo (s,Z) el ancho del rectánculo 

que empieza en (s ,v) es menor que e. Por lo que ningún 11-m6dulo inescin-

dible puede tener dos L-representantes en este rectSnnulo. Esto implica 

por (5.5) que la multiplicidad de S en soc ti con 11 un A-nódulo inescindi - 

ble es 	1. El argumento dual prueba que la multiplicidad de S en el top 

de cualquier /1-módulo inescindible es - 1. 

Por ejemplo para e = 12 y h = 18 se tiene la siguiente configuración 

(entre otras). 

Fig. 17 

donde los puntos son los L-representantes de los simples. 

r-, 

1 



	

' 
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§ 2. Mal_las_proyecliyas. 

6.2.1. Proposición. Sea T un A-módulo simple de L-tipo (t,2.) con cubierta pro- 

	

' , 	yectiva P. Entonces rad P es de 1.-tipo (t+z,h 1-z) y P/soc P es de L-tipo 

• 
a) Si o-1, rad P/soc P es inescindible de [-tipo (t+1,h-1). I b) Si z=h, rad P/soc P es inescindible de L.-tipo (t+h-1,2). 

c) Si 1 < 2; < , rad P/soc P = P ® P donde Pa  P son inescindibles 

de L-tipo (t+Q,h-r) y (t+,z-1,h+2-9) respectivamente. 

Demostración. Sea hi un A-módulo de l-tipo (t+}-1,h+1-. ). Por (5.5) y (5.6) 

sabernos que el espacio vectorial floñ (h1, f) esta generado por un solo morfis 

U mo f y que cualquier morfismo cj:t7 	tt tal que 	es inescin::ible yi j 0 

es invertible. Como T simple, f es epimorfismo. Como P es proyectivo, 

	

1 	existe p:P -• 1.1 tal que el siguiente diagrama conmuta: 

I - 'P  

U i _L_ T _.--->   0 

Corno A es autoinyectiva, P es 	inyectivo. 	Entonces si 	p fuera 	inyectiva, p 

sería un isomorfismo, 	lo cual 	es imposible ya que M no es proyectivo. 	Por 

lo tanto soc P es simple tanto p no es 	inyectiva. Como P es inyectivo por 

1 y soc P 	ker p ya que el soclo es esencial. 	De donde existe g:P/soc P -► 

que factoriza a p. 	Corno fg ¢ 0, n es 	invertible. 
P 

Concluimos que 	/soc P 

U es de 1.-tipo (t+Q-1,  

1 	Examinaremos ahora rad p/soc P. Por (6.1.3,b) la multiplicidad de - 

U cada módulo simple en el top de rad P en 	1. Luego sumandos distintos 

en la descomposición de rad P/soc P no son isomorfos 

II 
Por' otro lado 



(t+1 ,h) 	(t,h) caso £=1 

rod P /soc P 

(tu 1, h-1) 

Pa 

malla proyectiva 

(t,h) 

Fig. 18 
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' (t+£-1, 	h+1-2.) 	_ 	(t,,) 	mod e . 	Por tanto P/soc P y T no son 	iso- 

morfos y X(P) 	> 2. 	Asi , 	podernos aplicar el 	dual 	del 	lema 	(3.2.5 	. Como 

' hay dos flechas que terminan en (t42.-1,h+1-2.), 	en 	el 	caso 	1 	< 	2. < h, hay 

dos tipos de inclusiones de sumandos directos de rad P/soc P en P/soc P. 

U Así, rad P/soc P = Pa U+ PU con Pa y P 	inescindibles del 	L-tipo deseado. 

Sirr¥ilarmente se 	tienen 	los 	casos 

	

9.=1, donde P1s 	se anula y el 	caso 	2.=h

' donde P 	se anula. 
a 

Sabemos por (3.2.5) que hay n►orfismos 	irreducibles 	rad 	P -► P 	y 

P 	P 	De donde 	P rad 	•► 	. 	 rad 	es de 	'l.-tipo 	(t+2.,h+1-2.). 

rad P 	 P/soc P 
Fig. 19 

ri 
i 



1 
1 

caso 1.<<h 

Fig. 20 

6.2.2. 	Observaciones. 	Aunque el 	A-módulo 	inescindible P no tiene L-repr•esen- ' tante, de la proposición anterior vemos que 	la 	retícula estable da 	una -- 

huella de P, es decir los L-representantes de rad P, Pü, 	P 	y P/soc P. ' Este conjunto se 	llama malla proyectiva de P. 	Claramente la posición de 

las mallas proyectivas depende de A y de L. 

' A continuación enunciamos el 	dual 	de la proposición anterior. 

1 6.2.3. 	Proposición. 	Sea 	S un A-módulo simple de L-tipo 	(s,i) 	con envolvente 

U
.  inyectiva Q. 	Entonces Q es proyectivo e inescindible. 	Una malla proyec- 

tiva de Q  está 	formada por los 'vértices 	(s±i-h, 	h+1-i 	s+i-h h-i 

(s+i-h-1 ,h4.2-i), 	y 	(s+i-h-1,h+l-i) 	que L-representan rad Q, 	QCi, QO  y 
Q/soc Q respectivamente. 	Como antes QCí  y QB  se pueden anular 	(si 	i=h 6 	i=1). 

1 
6.2.4. 	En el 	caso particular en que S es el 	socio de 	la cubierta proyectiva 

de T, de tipo 	(t,$), veamosquecoincide con Pya que 0 -► soc P -> P 	 Q 	 Q y 

la inclusión 0 -> soc P -> P son monomorfismos esenciales y dado que la en- 

volvente 	inyectiva es 	única, 	P=Q. 	De donde 	(s,i) 	_ 	(t+h,.2) 	para 	algún 

U 



1 
1 
1 
1 
1 

1 
1 
1 
1 

1 
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L-representante de (s,i) de S. Esto significa que la permutación de 

Nakay_ama T 	S de los tipos de A-módulos simples está asociada con la - 

traslación it de la retícula estable definida por n(t,2)==(t+h,Z). 	El 

conjunto de L-representantes de A-módulos simples es estable bajo 1r y man 

da mallas proyectivas en mallas proyectivas. 

Por otro lado, si (r,J) es un L--representante de un A-módulo inescin-

dible h1, sabemos que (r+e,g) también L-representa a M. Luego L-representan 

tes de A-módulos simples y las mallas proyectivas son también estables bajo 

la translación r. dada por t. (t,,) _ (tre,s¥). 	Podemos decir que h y f son 

"períodos" de la configuración formada por la retícula estable y E-represen 

tantes de módulos simples. Claramente, el máximo común divisor d = (h,e) 

es también un periodo. 

§ 3. La estructura de los A-módulos uniseriales. 

6.3.1. Para cada t c 71. denotamos por (t, t-t) al vértice de la diagonal ha-

cia abajo por (t,1) y que L-representa a un A-módulo simple T. Por- (6.2.3) 

el vértice (at, h41-cut, t) L-representa al radical de P, si P es la cubier 

ta proyectiva de T. Es decir, ct es la función inducida en las primeras 

coordenadas dada por la correspondencia T -¥ rad P. Como el vértices 

(t, at -t) L-representa un simple, entonces 1 	at-t , h y por tanto 

t+1 : a s h+t. Que el soclo de P sea de L-tipo (t+h,at-t), implica que -

el vértice (ati h,h+l-cct+t) L-representa al radical de Q, si Q es la cubier 

ta proyectiva del soclo de P. Por otro lado, como el soclo de P es sim-

ple y está en la diagonal hacia abajo de (t+h,1) lo representamos por -- 

(t+h,a(t+h)-(t+h)), por torito (a(t+h), tr+l-a(t,+h)+t+h) _ (a(t+h),2h+t+1- 

-a(t+h)) L-representa al radical de Cl. Luego at+h = a(t+h). 

6.3.2. Lema. Si at ¢ t+h, entonces el top de P es simple de L-tipo 

(at, a2t - at) y a`t 	t + h. 
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Demostración. 	Por 	(6.2.1) 	P 	es 	de 	L-tipo 	(cLt, 	h-cLt+t) 	Por 	(6.1.3,a) 

1 sabemos que ademas de 	(t,at-t) ningún vértice del 	rectángulo que termina 

en 	(t,at-t) 	L-representa 	un A-módulo simple. 	Por 	(5.5) 	todo simple del 

top P 	tiene un L-representante de 	la 	forma 	(cut, 	;) 	con 	a't-at 	(ya que 

' 

así L-representarnos 	los simples) y a? t-at 	h-at+t. 	Como 	la diagonal 	ha- 

cia abajo de 	(at,h-ccti-t) 	tiene solamente un L-representante de un nódulo 

U simple, luego 	top P 	es 	simple. 

0 

1 • _ ___ _ 	 _ 

' rad P 	P/soc P 

1 

P 	 ` a 	 ¥ 

Fig. 	21 

6.3.3. 	Lema. 	a es 	unaermuta 	ión p 	c 	de 

U demostración. Supongamos que at1 	= at2 con t1 > t2 	. 	Sean T1 y T2 simples 

de 'L-tipo 	(t1 , at1-t1 ) y 	(t2,at2-t2) 	respectivamente. 	Como 

ti+atl-t1 = at1 	= at2 	= t2 +at2 -t2 , 	(t1 ,at1 -t1 ) y 	(t2'at2 -t2 ) 	están en 	la 

' misma dianonal 	hacia arriba de la 	retícula estable. 	Concluimos que 

Hom(T1,T2) 	¢ 0 y T1 ,i T2 	lo cual es una contradicción. 	Luego a es inyec- 

tiva.  

Probaremos ahora que a es suryectiva . 	Sea et: 7L/h Z 	?L/h 7L 	la fun- 

ción inducida 	por a. 	De 	la inyectividad de a se obtiene que á es 	inyecti- 

' va: 	Supongamos que ettl = áC2 	, luego at
2 

_ at
1 

mod ti. 	De donde 	h divide 

a at2-at1 	Sea n tal 	que ctt2-at1 = nh. 	Como a(t+h)  

= nh+at 	= a(t +nh). 	Como 7i es inyectiva 	t 	= t +nh. 	De donde t 	_ t 1 	1 	 2 	1 	 1 	2 



1 
	 91 

mod h. 	a es inyectiva. 	Corno 7L/h Z es finito, ce es suryectiva. 	Sea 	t c 

como a es suryectiva, existe q 	Ec 71/h 71. tal 	que a(q) = E. 	De donde 

t 	a(q) mod h, 	luego existe n 	tal 	que t.-,L(q) = 	nil. Congo 	t 	= ca(q)+nh = ct(q+nh), 

a es suryectiva. 

L1 

6.3.4. Definición. Sea M un A-módulo no proyectivo simple, inescindible, de 

L-tipo (m,s,) y tal que top 1,1 y soc 11 son simples. Entonces decimos que M 

es de clase cc si y sólo si 2.>  C1111 — al y tl es de clase .  E si y sólo si 

A. <am-m. 

6.3.5. Proposición. Sea 11 un A-módulo inescindible de L-tipo (rn,2) y clase a. 

Sean am, a'm,... , ccnl los enteros de la cx-órbita de nl que son mayores 

que rn y menores que m+s".. Entonces M tiene una única serie de composición 

0 	= Ma 	P-1), -1c 	... C t11  C•  M0  = M . 

y el cociente univerial 'i/Mi+l  es de tipo [-tipo (xm,c:3+lm-a1m). En 

particular si i=0 y j=1-1. tenemos que  

Demostración. Se hará por inducción sobre \(M)=longitud de 1.1. Sup X(M)=2 

Como M es de clase a, el único L-representante de un 11-módulo simple en la 

diagonal hacia abajo por (m,2.) cae abajo de (m,$). Congo top 11 es simple, 

(nl,aun-m) es el único L-representante de un módulo simple en el rectángulo 

que empieza en (m,v.). (De haber otro tendría que estar contenido en top M). 

En particular el único L-representante (m+.2-g,g) de un módulo simple en la 

diagonal hacia arriba por (m,z) no puede estar más arriba que (m,2). Como 

soc M es simple, (m+2.-g,g) tiene que L-representar al socio de M. En el 

rectángulo que termina en (m,am-m) el lado contenido en la diagonal hacia abajo 

por (cvn-i,1) corta la diagonal hacia arriba por (111,2) en (can-1,z-cdn+m+1). 

Corlo soc M y Mirad  M son simples, la proyección soc FI -> M/p`ad M es cero. 

Por tanto g<2.-ojn+m. Queremos probar que el radical de M es de L-tipo 

(am,9-arn+rrl); sea 0 ¢ N subnlódulo de M. 

1 
E 
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I 

Como soc M es simple y N es inescindible, 	soc N es 	simple. 	Además 

soc M = soc N y N tiene un L- 	representante en el 	rectángulo que empieza 

' en 	(m+2.-g,g). 	Como 	la inclusión soc 	N - 	N -¥ h1 es diferente de 	cero en la 

categoría estable, se sigue que el 	único L- 	representante de N en el 	rec- 

' tángulo que empieza en (in+ -g,g) debe caer en la diagonal 	hacia arriba en 

tre 	(m+Z-g,g) 	y 	(rn,Z). En particular se tiene para el 	radical 	de 11. 	Ade 

más como la proyección rad M 	M/rad hi es cero, 	rad M es de L - 

1 (rn+-f,f) 	con g.fce-can+m. Falta probar que 	f-s-cnr+m. 	Sea R un A-módulo 

de L- 	tipo 	(wn,-cdn+m). 

■ Denotamos 	por ti.,:R - 	M a 	la función asociada a 	la composición de 	fle- 

chas 	(am,Q-am+m) 	(m,9.). 	Como la composición R --- _► M —> T es cero (donde 

T = 	top f•1) 	y R - ti) 	t•1 y M --:r T son di ferentes de cero , 	se sigue que 1i se 

' factor¡za a través del 	radical de ti. 	Por otro 	lado como rad ti, 	R y M es- 

tán en la misma diagonal 	hacia arriba y ft.Q-om+m m, existe rad 	Mi S> R tal 

1 que 	la 	inclusión rad M 	F1 es isomorfa a 	rad t•1 -S r R •-- 	M. 	El siguien- 

te diagrama es conmutativo. 

u rad M 

s 1 	rad 	t•1 

1 R --¥—¥- rad 1-1 	 donde 	ul 	es 	la 

restricción de 	p al 	rad 1.1. 	Se sigue que rad t•1 es un sumando de R. Como 

■ es 	= 	rad 	ti. vértice R 	inescindible, 	R Como rad fi es simple, por tanto el 

(am,a? m-am) 	L- 	representa al 	radical 	de fi. 	Luego 9-arn+m =a x m-am. Por 

tanto 	=az m-m. 	Esto prueba 	la proposición si 	la 	longitud de M es 2. 	Para 

' el caso general veamos que rad M es 	de tipo 	. 	El 	rectángulo que empieza 

en 	(am,Q-cxm+m) está contenido en la unión del 	rectángulo que empieza en 

I (m,1'), el 	rectángulo que termina en 	(m,am-m) y la diagonal 	hacia abajo por 

(am,Q-am+m). 	Como el 	único L- representante de un módulo simple en estos 

dos 	rectángulos es 	(m,am-m), 	el 	top de rad 1.1 es 	simple de L-tipo (am,i) 



(m+Z,1) 	(1Y 3r11+1) (a`iri,1) 	(cIm,1) 

Fi g. 22 

con i . 2. - am +. m (como top de rad t•1 simple, i = a'rn - am). Como soc M 

es simple, tgmbicn soc rad hI es simple y podemos aplicar la hipótesis de 

inducción a rad M. Como se tienen la proyección ti 	M/soc t,1 -► ti/rad ti y 

la inclusión rad h1/soc t -► h1/soc t-1, M/soc ti es de L- tipo (m,cclm-m). 

Además el socio y el top de rad f1 son simples así que también podemos --

aplicar la hipótesis de inducción a Fi/soc M. Aplicando la hipótesis de in 

ducción a rad Ni y a t1/soc t1 se obtiene el resultado. 

Ll 

6.3.6. Observaciones. La proposición anterior se tiene en el caso particular 

en que M es de L- tipo (m,h). Sea T el top de 11 y sea P la cubierta pro-' 

yectiva, de T. Como 0 	P¥ 	(P/soc P)/P 	T 	0 es exacta (es una e\ten 

Sión de T por Pa) M/radtll = T - [(P/soc P)/P3]/P _ [(P/soc P)/P]/rad M. 

como 	rad(P/soc P)/PB = rad M 

1' 	4 
(P/soc P)/P 	t•1 

0 -- 	top(P/soc P)/P¥ = T — 	> 0 

1 	 ¥ 
0 	 0 
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1 
H l 
1 

1 
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1 

1 
	entonces (P/soc P)/PQ = M•1. 	(si U]] = ni-il, P 	= 0. 	Y si am = rn+h, PCX = o) 

•1 
	

M es un 11-módulo maximal de clase a. Esto da una caracterización 

interna de los A-módulos que están L- representados por vértices del borde 

superior de la retícula estable. 

1 (m ,1r ) 

1 
(am,h►m-am) 

Pcx 

' 	(a'm,aN m-a3m) n Rt. n 	in-c.t`nl / 	 (ni CJll—nl) 

(nl,1) 

1 Fig. 	23 

Si 	P1 es maxirnal 	de clase o., 	como soc t4 es 	de 	L- 	tipo 	(cL 	111,a nr-a 	m) 

1 y soc Pt está en la diagonal 	hacia arriba por 	(m,h), m+h = c¥X-1m+axm-a¥ 1m=a)m. 

(En la figura ( 	) 	X.=4). 	Por tanto 	la longitud de ti es el 	número de pun- 

1 tos en la intersección de 	[rn,m+h] con la a-órbita de m. 	Observemos ademes 

que en.este caso Pa = rad t-1 por tanto top P 	es de 	L- tipo 	(am,a2m-can) y 

el soc Pes de L- 	tipo 	(s,s-s) donde s 	= a¥'-lrn = 	a-lm+h. a 

1 
6.3.7. 	Enunciamos a continuación los duales de los 	resultados anteriores ya que 

1 nos será de utilidad más adelante. 
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a) Sea 5 un 11-módulo simple de l.- tipo (s,ccs-s). Sea I la envolvente 

inyectiva de S. Si as / s + 1, el soc de Ip es simple de L- tipo 

(as-h-1 ,a(ccs-1)-crs+1) . 	Además a(as-h-1) >5+1. 

b) La función q: 7L -- I definida de la siguiente manera (s)=,ts-h-1 

es biyectiva. 

Si denotamos por 	a la función inversa, (3(as-h-1)=s. De donde 

a(as-h-1)=as. En otras palabras ctKX = x+h+1 = n(x)+1) para toda x :71 

c) See N un A-módulo inescindible de L- tipo (n-g) y clase P.. Sean 

los enteros de la -órbita de n mayores que n+g-h-1 

y menores que n. Entonces N tiene tina única serie de composición 

0 = NVc i-1 	 c N 	No = N 

-v+ y el cociente uniserial Ni/i;j41 es de j+1 	-•V+i+1 	-u +j+1 ¥- tipo (E3 	n,cx 	n- 	n). 

En particular, g = ctB- ¥r+ln-n. 

1 
1 
fl 

1 
1 

a 

1u fls111U  
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d 	) 	El resultado, anterior se aplica 	en 	particular si 	N es 	de 	L- 	tipo 

1 (n,1). 	Si S es el 	socio de 	N e 	1 su envolvente 	ineyctiva. 	Entonces C`i es 

isomorfo a la imanen inversa de I fi C 	I/S—en 	I. 	Los vértices 	':que están en 

la parte inferior de la retícula estable L- representan a 	los A-módulos 

maxirnales de clase .. 

' 	e) Si el nódulo N de c) es maximal de clase ;5, tenemos e-'n = n-h. 

El A-módulo maximal de clase , y L- tipo (n,1) tiene longitud el número de 

puntos en la intersección de ]n-h,n] con la r's'- órbita de n. 

f) Sea 1 la envolvente inyectiva de un A-módulo simple 'L- tipo 

(s,cts-s). 	El socio de IP es de L- tipo ( 	s,aE¥-is-f - 's); el top de I i3 

es de L- tipo (t,¥tt-t) con t = (3s-h  

§ 4 El carcaj de Brauer de un lgebra establemente Naka'ama. 

Por (6.3.1) y (6.3.7 ) tenemos que alr(x) = «(x+h) = ax+h = Tla(x) y 

aOir(x) = 1r(x)+h+1 = x+2h-+1 = a6(x)+h = a(r(x)+h) = arrE¥(x), es decir, las 

permutaciones de 72, a y 	conmutan con ,r:x 	x+h. Así inducen permutacio- 

nes a y 	de eh( Z) _ (exp(2in ) (x E:72Y  tales que ñ eh(x) = e+r (ax) y 

g eh(x) = efr (Px), para toda x c 71. Definimos un carcaj C con vértices el 

conjunto eh ( 7L) y flechas üp :c¥ ► rxp y 	p:p -► kp. 

6.4.1. Proposición. C es un carcaj de Brauer con la permutación cíclica 

d:p - exp (2izi/h)p. Y tiene como cubierta universal C el conjunto 7L con 

flechas ax :x -► ax y íix :x -► 3x. 

Demostración. Como 	eh(x)) 	cx eh(¥:,x) = eh(at"x) = eh(x+h+1) = eh(x+1) 

= 	es una permutación cíclica de los vértices de C. Para 

probar que C es un carcaj de Brauer es suficiente probar que la envolvente 



(y, ti) 	( ti, h) 	caso x+h<ay<y+h 

(y+h,1)(ay,1)(x4-h,1) 	(ctx,1) 	(y,1) 	(x,1) 

módulo h las flechas no se cortan. 

0 
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LI 
convexa de dos a- órbitas distintas no se intersectan. Sea y tal que 

x < y < cix, Sea S simple en la diagonal hacia arriba por (y,1)entonces S 

no está en el rectángulo que termina en (x,ax-x). Por lo que se tienen los 

siguientes dos casos. y < ccy < ax ó x+y < ay . y+h. Para terminar la demos 

tracion simplemente dibujamos figuras que representan los dos casos posibles. 

• § 5. La representación de carcaj asociada a un A-módulo. 

Sea J el radical de A. Recordemos que A es un álgebra establemente 

Nakayarna y supongamos además que A/J es una suma de campos. Por (6.1.2) 

k = HomA(S,S) para todo simple S, de donde A/J es de hecho de descomposi-

ción elemental. 

1 
J 
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1 
6.5.1. 

en 

Proposición. 	Sea 

idempotentes 	(r> 	= 

lA = n1 + n2 + 

ni), ortogonales 

... 	+ n 	una partición de 	la 	unidad 

(rlirnj 	= 0 	si 	i 	j) 	y 	primitivos 

I 

(si rt.i 	= 	f 4 	g 	con 	f y g idempotentes ortogonales, entonces 	f = 0 ó bien 

g = 

es 

0) con ni 	¢ 0 para 

una descomposición 

toda 	i 	c 	{ 1 , ... 

en 	inescindibles. 

,e } . 	Entonces 	A= Art ®A¥ D .. , 	+O A Ti 
1 	2 	e 

Demostración. Como lA =rol + n2 + ... + rIe , A = An p Art O...© A 
- 	-- 	 1 	2 	 e 

Como los idempotentes son ortogonales, la suma es directa. Corno cada ni 

es primitivo se tiene que cada sumando A 	es inescindible. 1 	 a 

1 6.5.2. 

1 

1 R 

1 

1 

Sea 1A = rrl + rt2 +, , .•+ rie una partición de la unidad en idempotentes, 

ortogonales y primitivos. De la proposición anterior se sigue que cada 

uno de los Ar, que aparece en la descomposición de A es un ¡nódulo proyec-

ivo inescindible. Además dado que A ,viene una única descomposición en su 

ma directa de un número finito de módulos inescindibles en mod A (por 

Krull-Schmidt) cualquier proyectivo inescindible P es isomorfo a algún 

An . 	Es decir {A,¥ , Art ,..., Art ) es una lista completa de representan- 
1 	2 	e 

tes de las clases de isomorfia de módulos proyectivos inescindibles. Vea- 

1 i 	 mos ahora que 

{A 	/rad 	A. 	, A. 	/rad A 	,..., 	A 	/rad A 	} 
ni 	T11 	r12 	r12 	rle ►le 

1 es una lista completa de representantes de las clases de isomorfía de los 

módulos simples en mod A: 

Primero probaremos que cada A. 	/rad A es simple: 	Como rad A es un 
rl i 	r¥ i 

1 ideal 	bilateral 	y A/  rad A 	es 	un A- ¡nódulo, entonces Airad A es un 
1 	1 1 	1 

A/rad A- módulo. 	Como rad 	(Ana /rad Are 	) 	= 0 se tiene que An /rad A 	es 
' i 	i t 

n 
t 

semisimple. 	Como A = Aü ©Ati O ... O Art 	se sigue que 

' 

1 	2 	e 

.+ ... (1) A/rad A = Anr n /rad A t 	+ An 	/rad A + An 	/ rad An 
1 	1 	2 	2 e 	 e 

1 
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si 	algún sumando de A/rad A en 	la descomposición anterior no fuera simple, 

' obtendríamos 	un sistema completo de idempotentes primitivos ortogonales de 

I 

A/rad A con más de e elementos. 	Como para cada idempotente x de Airad A 

existe un idempotente r7 en A tal 	que n = x se obtiene una contradicción. 

1 Probaremos ahora que 	todo A- módulo simple es isomorfo a algún A 	/rad A 	: nl 	n,. 

En la descomposición 	(1) aparecen todos 	los 	proyectivos 	inescindibles de 

A/rad A., pero A/rad A es semisimple, de donde todo A/rad A- Módulo es se- 

' misimple, por tanto 	los A/rad A- módulos proyectivos 	inescindibles coinci- 

den con los simples. 	Y estos son los A- módulos simples. 

1 
Corno A/r•ad A es de descomposición elemental podemos escribir 

A/rad A 	kr ¥ 	®k 	p ... Q kr¥ 
1 	2 	e 

con ni = ni+ J. 	Además podemos escoáer la numeración de tal manera que el 

1 vértices 	(;, al-i) 	.- 	represente al 	simple 	kni

1 	

. 

Para toda ti c 7 	definimos 	n 	:= n 	donde ñ c 	(1,2,...,e} es congruente 

1 
an módulo e. 

6.5.3. 	Afirmarnos que el 	top de radical 	Jni 	de Ani 	tiene la siguiente forma 

Jr]i /J 2 ni = (J/J` )ni - nai (J/J? 1ni +U n 31 (.l/J' )ni 

n ji (J/J') ni 	k ti(, 
	si 	al / i+h 

0 
	

si 	al = i+h 

k 
	

Si 	al Y i+l 

0 
	

Si 	al = i+1 
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Demostración. Corno J/J' = rad Al rad 2 A 	Q ni (rad A/rad`A)ni 
i ,j 

entonces (J/J 2 )ri. = ñ 	(J/J 2 )•rr. 	r¥ OE}. , . (J/J¥ )rr. 

Sea P¥:= Ari para toda j. Corno rad (rad Pi /soc Pi) = rad2Pi/ soc Pi, 
J 

se tiene que top (rad Pi/soc Pi ) = rad Pi/rad'Pi = J r-ii /J2 ni . Por otro 

Li 
1 

lado top (rad Pi/soc Pi ) = top ((P1 )a +O (P)) = top (P1 )a Q top (P1 ) 3 

Adernásr ai(J/J?)¥r.i = HornA (P i , J/J`rri ) = HomA (Pc,. i ,top(P)ct +Otop(P i ) C ) 

= HornA(Pai , top(Pi )a ) +O HomA(Pai' top(P ) a ) = riai top (Pi )u e nai `op(Pi ) , 

Si al 	i+h, entonces por (6.3.1) top (Pi )a es simple de L-tipo 

(a.i ,a'i-cui ). 	Por tanto riai top'(11i )a - k 
Si rad Pi/soc Pi es inescindible, entonces rad Pi /soc Pi - 

(P1 )cr 

si rad Pi /soc Pi se escinde. 	Por (6.2.1) (Pi)c¥ es de L- tipo 

(ni ,h-ai+i) y por (6.3 .1) top (P i ) u es de L-tipo (ai,a i-ai). 	Simi lar- 

mente (Pi)0 es de L- tipo (ai-1,IT+2+i-ai) y top(Pi )R es de L-tipo 

(ai-1,a(ai-1)-(cii-1)). 	Por tanto naitop(Pi)¥ = 0. Así 

Si al / i+h, ñQi (J/J' )ni ¥ k 

Supongamos ahora que al = i+h. Como top P es de 'L- tipo (i ,ai-i)=(i ,h) 

y top Pi es de L-tipo (cci ,ctli-coi ) _ (ai ,a(i+h) - (i+h))= (ai ,ai-i ) _ (ai ,h). 

Por (21) Pai/soc Pai es de L- tipo (ai+h-1,tr+1-h) = (i+2h-1,1) y rad Pi es 

de L- tipo (i+h,1). Ya que los triángulos por (i+2h-1,1) y por (i+h,1) 

son sólo las diagonales por esos puntos, entonces Ho,.i (Pai /soc Pcii ,rad Pi )f0 

si y sólo si i+2h-1 = i+h, es decir si h=1. Recordemos que sólo estamos 

considerando h 	2. Por tanto HomA(Pai /soc Prad Pi) = 0. 

Sea f c HomA (Pa¡ ,rad Pi /rad 2 P i ). Supongamos que f / 0. 

Como P 	es proyectivo, existe á:P i -¥ rad Pi tal que el siguiente diagra- 

ma conmuta 
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I

P. .n 
9 	/¥ 

' 

rad P. - F; 	r a d P i / r a d 2 P i ----------- 0 

donde p es la proyección canónica. Como f / 0 , entonces f / 0. Sean 

fi' f2 ,..., fr irreducibles tales que f = frio fn-1 ° ... 0 f1 . 	Por el 

dual de 432.5) f1 :Pai -► P 	/soc P 	es la proyección canónica. Se tiene 

la siguiente composición 

f Phi - 1 -- Psi /soc Pi ---- M 	... —o--->  h1n = rad 

que es diferente de cero. Por tanto la con-pcsición 

Pai 	/soc Psi - f 2_- 1•1z 	> ... ---------.>  mn 	rad Pi es diferente 

de cero. Esto es una contradicción, de don,ie f = 0. 

Similarmente se prueba la afirmación para ti i(J/3 )ñi 

Q 
Si al $ i+h escocernos al e riai Jrr i - J`; su clase üi = al +J' es entonces 

una base de 'ñai (J/J' )ñi . Similarmente, si al / i41 escoáemos un elemen-

to 0i e nQi Jili - J 2 ; su clase Gi = el + J 7 es una base de  

(Como se verá mas adelante, los elementos al y 	de A están relacionados 

con las flechas i -> al y i 	i que habíamos denotado al y Oi respecti- 

vamente. De ahí la notación que esperamos no cause confusiones). 

6.5.4. Teorema. Podemos identificar A con la k-álgebra con unidad definida por 

' 	 los generadores rr i , al ,ai sujeta á las si guientes relaciones donde 

1 	i,j.e: 



1 
1 

102 

a) 1¥ = hl + nz +...+ ne 	nlnj = O si i/j y ni = ni 

b) al 	naiaini y 0j = ní'jnj si ai¥i+h y cç71j±-1 

c) oaiai = 0 = 	 si al f i+h, a'i/ui+1, aj/j+1 y aíjYíij+h. 

d) a a al t -1 • 	.. 	alt a• + 	b i-1 Aí3 •.•E; Ei. = 0 para algún escalar i . . E¥i t 
al ¢ 0 si al 	i+l y al } i+h 

e) 
a al a coi-1 	... aaia

i = 0 si al = i+1 y 
a i a 

bj 	bj_l
j 

... r,13jj 	0 	si al = i+it 
R j Q  

En el enunciado del Teorema al y bi son tales que caat i = i+h y 
bj. b j = j+h (ver (p4) y (4.1.0)). Además, convenimos en que 

an:= a_ 	si 	an 	n+h yen queí3rt := E; 	si an / n+1, donde ñ c {1,2,... ,e} 
n  

congruente con n módulo e. 

Demostración. Las relaciones a) y b) se siguen directamente de las eleccio- 

nes hechas. 

c): Sea 0 ,< i , e tal que al / i+h, aá i / ni+1 y tal que E, .a. ¢ 0. 
al 1 

Sea N un sub►nódulo de Ani tal que t;ai a i ¡¥ N y tal que N es maximal con 

esta condición. Sea D1:= Ani/N. N está generado por n►:= ni + N. Además 

el top y el socio de ti son simples. La serie 

0 AP,.airar c Ja 	a i m 	A i m c Jm 	Am= Fi al 

muestra que Ni tiene al niertos los siguientes tres factores de Jordan-Kólder: 

top(M) = Am/Jm _ kñi , Aaim/Jaini = kslai y soc(t4) = AEiaiaim ¥ krtOai' 

Veamos la última igualdad. Como soc(61) es simple, soc(M) C A13aiaim 

Supongamos que AIIirn no es simple, entonces existe 0/N' 	AOaie(int c Arn = 

= ti = Ani /N. Sea X tal que N' = X/N. Como X/N / 0, N 5 . X c Ani . Por 

tqnto Raiel¡i X lo cual es una contradicción. De donde 
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soc M = AR
aiuim 	¥Rai 

Por definicjón (6,3,4) Mes 6 bien proyectivo o de clase a 6 de clase 

. Veamos que cada uno de estos casos nos lleva a una contradicción. 

Supongamos primero que M es proyectivo. Entonces kn . 	soc(N1) 

(6.2.3 ), por tanto eai _ i+h módulo e y ed(al) = ed(i) donde d = (h,e) 

máximo comm divisor de e y h. Entonces la t-órbita de ed(ai) encuentra 

a la a-órbita de ed(exi) en ed(cti) y en ed (i) = e(E=,ai ). 	Como Q  

es un carcaj de Bra uer (4.2.16), ed(t?ai) = ed(i) = ed(ai). Como al/i+ h y 

a2 i / al+1, entonces eh(i) / e fr(ni) ' e fr(Bcti ). 	La proyección ,5 
ti 

p:Q = e 11( Z) -► ed( Z) = Q restringida a las órbitas no excepcionales es 

biyectivó(4.2.16), de donde concluimos que ambas la a-órbita y la E:-órbita 

de ed(cxi) sor, excepcionales. Esto es una contradicción dado que sólo hay 

una órbita excepcional. 

Suponarr;os ahora que ri es uniserial de clase a. Entonces los facto- 

res de Jordan-Holder de ht son krii , knc¥i ,..., knaa 1 con i 	a < al  

lo cual implica que Rcti E c,ai módulo e, por tanto 	(k¥!ni) = d (aai) y la 

R-órbita de ed(ai) encuentra a la ex-órbita de ed(CLi) en e¥(ai) y en ed(aa i). 

De donde ed(ai) = %(t?ai) = ed(c i ). Por lo que concluimos que la a- y la 

R- órbita de ed(ai) son excepcionales lo cual es una contradicción. 

Por último s upongarnDs que M es uniserial de clase 3. Los factores de 

Jordan-HliI der de Nl son krli , knoi , ... , kn b con i . b < bi (6.3.7) . 	Esto 
Ri 

implica que al 	Ga i módulo e para 1 	e < b, por tanto ed (Rj ) = ed( Rc i) y 

además ed(ai) = ed(Rci) = ed(i). Como antes concluimos que la a- y la 

R- órbita por ed(ai) son excepcionales. Contradicción. 



FI 
	

104 

1 
	

Entonces ¥airxi = 0. Similarmente se prueba la relación aQj0j = 0 . 

EJ 

d): Sea P = Arri y denotemos por P' y por P a las im c nes inversas 

de P y PO C• P/soc P en P. 

Corno 0•> soc P ► P' 	P¥ ► 0 es exacta, a(P' ) = lf a(P k,). 	Como 

0 - P -► P-► P/PQ ► 0 es exacta, \(P/P¥) _ 	X(P) - 1(PQ) =  

Corno 0 -► soc P -► P' -► P' /soc P -► 0 es exacta , 	X(P) = 1+X (P' /soc P) . a 	cc 	 u 	a 
Por otro lado 0 -► soc P -► P •► P/soc P- 0 es exacta, por tanto X(P) _ 

1+?(P/soc P) . Y como 0 •► í- P/soc P -► P/soc P/P, -► 0 es exacta se si pie 

a(P/soc P) = a(Pr)+X(P/soc P/P). 

Entonces a(P/P¥) = ?(P) - 1 - X(P) = 1 + x (P/soc P) - 1 - >,(P) _ 

=a(P)+,X(P/soc P/Pc )-a(P.,,)=\(P/soc P/P). 	Corro también la sucesión 

0 •► P-► P/soc P/P¥-% top(P/soc P/P f¥) 	0 es exacta y top (P/soc P/P) es 

simple (6.3.6), por tanto X(P/soc P/P) = x(PCL)+1. 	Entonces ),(P'a) _ 

.(P1Isoc P)•+fi = X(Pa)+1 = a(P/soc P/P) _ \(P/P') = al (6.3.4). 	Claramen 

te Aaie Pá y A 	P' . Afirmamos que A. = P', y AQi = P'6 . Para lo 

crol probaremos que Aai + A 	= rad P. Sea x c rad P. Como 

rad P/rad2P = top (rad P/soc P) = top P ® top P = kái 0 k- i , se tiene 

que x = acci + ijUi . De donde x = \a + uCi + r•1 con r1 e rad 2 P. Suponga- 

mos que r1 = r1 r12 con r1 e rad P. (j = 1,2). Entonces podemos escribir 

rij - jai +u i P' i + r2j con r2j E rad 7 P (j=1,2). 

Por tanto x = aai + u6i + 7f (X.c̀ i +I'jei+r 2j ) ' 

Continuando de esta manera concluimos que x e Aa.i + AG i ya que el radical 

es ni l potente . Además AcLi + A;31 C rad P ya que al y (:i son ni l potentes . 

Por lo que concluimos que Aai+AP, = rad P. 

Corno P 1 ('\P' / soc P = Pa (\.P = 0 , soc P = P' (\P' J Ac . rl AB. j 

soc P. De donde P a /\ P= A  

1 
1 
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Ademúys Acti + Af>> - rP = PCL + P . De la si guiente sucesión exacta. 

0 — > Aai (\Aoi 	> Aai + A¥.i--- > Aai /soc P 9 Aíi /soc P —> 0 

se sigue que X(Aci1 )+X(A1i)-2 = X(rP)-1 = a(P ¥x ) + a(P'p, )-2 

Como Aai C P' 	y 	AG c_ P'13 	, 	\(Aa¥l) 	.(P' ) y X(A131 ) X(P'k3 ). 

De donde Act = P'a y Ani = 

Por otro lado el radical de P'x está dado de la sicruiente manera. 

JP i = JUi = Jrlai al = (Aa . + A13 .) al = Aaai al 

Similarmente 

J' P á = Acc'i c̀ ai °i 

Por inducción y dado que ),(P', ) = al se tiene 

soc 	P' a= soc P = Jai-1P'a = Aciüai-1i  

Sustituyendo a por 13 obtenemos de manera similar 

soc P = A60bi-1i  

De donde k a ai-1i "' aai ai 	kí3 -I i "' O Bi si , que es equivalen- 

te a la condición d). 

e): Sea P = A 	. La relación al = i+l implica FO = 0, entonces 

rad P = Aa. . Como antes soc P = 1 1a. = Aa
ci
ai-1i 

... aaiai 

La primera relación de e) se sicjue de que cc
ai soc P C J soc P = 0. ai  

Similarmente se sigue ;:i segunda relación. 

Sea 6 álgebra generada por los elementos n i ,ai ,13 i y supongamos que B 

satisface las relaciones a) - e). Sea -$':B -► A el homomorfismo que es 
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identidad en los generadores. Los elementos rn1 ,a. , i generan el ál cebra 

	

_ 	n 	_ 	n 
• A: Sea a c A, entonces a c A/J = p A/J n. _ ® An• /Jr¥. 	por tanto 

i=1 	1=1 	1 	1 

1 a = E (Xini + rli) con r
li e J. 

i=1 

Ahora r1i c J/J z = ® Jr1 /J: n = Ó al (J/J )r'i+ rr . (J/J` )n.] 

	

i=1 	> 	> 	i=1 	Gi 	i 

1 	
e 

Entonces r li = 1 S1 (u i jaj + t,¥ j Rj + r21 ) con r2i j e J 2 Sean r' zi j ,r"2i j e.

1 

 

tales que r2ijr'2ij . Podemos escribir r'2ij = f: vijaj + v'ijR j + r' con 

r 	e J 	y' r 2i j = s; v i jaj + v 	j R j + r 	con r" e J. De donde 

r r 2ij = r'21 r"2 	= F vijai1j + r con r e J y así similarmente hasta lle- 

gar 	
.J 

a la potencia en la que el radical se anula. Es claro que a se genera 

1 	en el álgebra A con sunas y productos de ;I. ,a
1 ,C-. . De donde qq es s uryec- 

	

1 	1 

tiva. De las relaciones a) - e) se sigue que los elementos 

a. r1i 	a .a. 	R 	.. 	,.F,.  a "' a> > 	y 	b .. 	¥,¥ ¥ 	con a 	al y b < bi generan Q como 

	

al 	r t 

e espacio vectorial. Asi tenemos que dimkQ -.. y (ai+bi). Como soc P=soc P'a 
i=1 

top P'a = top Pa son simples, P' es uniserial, P es uniserial. Por tanto 

dim P = X(Pa) _ A(P'a)-1 = al-1 y dim (P) = bi -1 por lo tanto 

1 	dim Ani = 2+dim rArii /soc Ani = 2+dirn (P +Q PR) = al+bi. Por tanto 

dim An
i 
= al+bi. Entonces dimkA = 	ai+bi 	dimk6. De donde qes inyec- 

tiva

1 	
9 

 

6.5.5. Lema. Los elementos al y Ri se pueden escoger de tal manera que 

c¿i-11 	
aaiai + 60 bi-1i 	R61i = 0 

si al ¢ i+l y ai¢i4-h

1 	 __ 
Demostracion. Para una i fija podemos sustituir el escalar \ de la 

' 	 relación d) (6.3.7) por 1 si sustituimos ya sea al o Ri por un m'ultiplo. 

El problema es que una mejora en i puede producir un desperfecto en al gu- 

' 	 na j. Con el fin de hacer las modificaciones de una manera coherente, 
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consideramos primero, el 	carcaj 	de frauer C = ed( 'll_) 	introducido en 	(4,2.16) 

1 donde d 	= 	(e,h). 	Si 	d 	¢ 	h, C contiene 	una órbita excepcional. 	Si 	d 	h, 

I 

escogemos 	una órbita arbitraria y la 	llamamos excepcional. 	Como C este 

asociado con 	un árbol 	de E3rauer 	(4.1.1), es 	posible proveer 	los ciclos de 

C con un orden total que satisfaga 	las siguientes 	condiciones: 

a) El 	ciclo excepcional 	es el 	cilco más 	chico. 

' b) Para todo ciclo no excepcional 	F de C existe exactamente 	un ciclo 

A < 1 	que tiene con I' 	un vértice en comün. 

' La elección de este orden determina nuestro proceso de modificación 

Procedemos por inducción: 

1 Supongamos que para al cjun ce-ciclo 1' todos 	los esca lares 	t.rles 	que 

pertenece a 	un ciclo E < 1' 	han sido reemplazadas por 1 en nuestro proceso. 

Sea 	U 	= 	{u e 	{1,... 	e}lX¢ 	1 	y 	e
d 

(u) u 	— 

1 
Corno 	la 	{i- órbita de cualquier ed(u) 	es 	no exceppcional. 

' Sabernos 	por 	(4.2.16) que 	las vértices ed (Cnu), donde 	u e. U 	y 	0 < n < bu, 

son todc.s distintos y no pertenecen a ciclos 	E < 1". 	En particular todos 

los elementos R 	c A son diferentes. 	Reemplazando 	or mulo 	los, podemos u 	 P 	P 	p  

1 sustituir al 	por 1 de 	una sola vez para todos 	los elementos 	u c U. 

Mas áun, nuestra modificación no afecta los coeficientes \ 	= 1, 	tales 

1 que 	(i) 	c E <1 

Se procede de manera similar cuando el 	primer ciclo 1' es 	un 	í-ciclo. 

a 
1 Podemos 	la descri 	de 	nerado- ahora simplificar 	ción 	Amedio de por P 	 ¥ 

res y relaciones con la siguiente convención: 	si al 	= 	i+h definimos 	un -- 

elemento a l 	e A por medio de 	la 	igualdad coi :_ -6 bi-1.  

1 
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simi larinente 	si 	coi 	= 	i+l 	= 	-a a i -1 . 	. 
' 	Ri '. 	• 	caic¥i a 	i Las 	relaciones de 

e) se reducen entonces 	a 	las siguientes: 	aR¥ Si 	= 0. si 	al 	i+1, y 	G3a a. 	= 0 
j J 

si al 	= 	i+h. 	Por lo que el 	Teorema 	(65.4) 	puede ser enunciado diciendo que 

' A se identifica 	la 	k- álcebra con 	definida por los generadores 	n1iai'Ri 

(i=1,... ,e) 	sujetos 	a 	las 	siguientes 	relaciones: 

a) 	1A =ti1 +... 	+rle 	y 	r)il►r l 	
= 	0 	si 	i 	f 	j y 	Ti¡ 

b). al 	= 	na .a.n 	y 	P,  
> 	> 	> 	J 	RJ 	J 	J 

c)Raiai 	= 0 = c̀ Bj R 

• d) 	a al-1 	
... 	aaiai 	+ 	R 

bi-1. 	
... 	

RRiRi 	
= 0 

a 	 R 
para 	toda 	i,j 	e 	{1,...,e}. 

' Sea t la cubierta 	universal 	del carcaj de Brauer asociado con A (54). 

Ahora es facil 	establecer la equivalencia estable entre Mod A y la catego- 

' ría 	resentaciones e de.lasre p 	periódicas de C: 	asociarnos a cada módulo hl 

una representación e periódica V de C de tal manera que 	V(i) 	= 	riif'1, 

V(a•)(x) 	= a.x 	y 	V(Ri)(x) 	_ 	f3•x) 	Obsérvese que t 	 ¥ 	( las 	a.del 	lado ¥ y 	Rt 
' izquierdo denotan flechas, mientras que en el 	lado derecho son elementos 

de A). 

1 
ti 

Si 	V es 	una representación e periódica de C, ponemos P¥1=V(1) +0...+0 V(e) 

y definimos en M una estructura de A- módulo de la si auiente manera 

rlix = x, aix = V(cci)(x) 	V(a1 ) C t¥1 y 

Rix = V(Ri)(x) 	V() C M 

si 	x e V(i)CM. Si x e V(j), j 
	

0 = rii x = a l x = 

Ejemplo. Supongamos que h1od k 7¥6 y Mod A son establemente equivalentes. 

De (6.1.2) se sigue que la siguiente es una configuración de la retícula 

estable. R.S.T son los 3 L- representantes de los A- módulos simples. 



¥ l0 

4 	 5 
La siguiente es la cubierta universal de C1 

-2 	.. . 

Por tanto Mod A es equivalente a Mod3K (C,I1 ) que a su vez es equiva- 

lente a Mod K[K1,J1 ). donde K1 es el siguiente carcaj. 
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e 

T 	 T 

Por (94 ) C. es el carcaj de Brauer asociado a A 

II 

11 

1 	
II 

11 
11 K1 

 
0 

C12 

1 
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5 	 5 	 5 

6 	4 	 2 	1 	0 	-1 	-2 
l 

¥ 	 r 

L'. 
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Obsérvese que en este caso obtenemos carcajes de Brauer ya que 3<6 

1 3 1 6. Obsérvese también que las cuatro conficuraciones anteriores son - 

' 	todas. Voltear la retícula ((t,á) -► (t,h+1 - z)) simplemente significa 

cambiar 0por a). 

Otro ejemplo se tiene si consideramos el carcaj con 12 vértices de - 

la fic.ura 12 que se obtuvo de la retícula de la figura ( 	). Entonces 

si ModkZ18 y Mod A son establemente equivalentes entonces Mod A es equiva- 
12^'ti  

lente a Mod k(C,I) que es equivalente a Modk(Q,J) donde Q es el carcaj de 

la figura 2. Obsérveseque entonces 	J admite 12.18 tiposderepresen- 

1 

	

	

(Q, ) 	represen 

' 	taciones no proyectivas). Obsérvese que el carcaj de la figura 2 no es de 

Eirauer•. 



116 

U 

CAPITULO VII. 

EL ALGERRA DE UN CARCAJ DE BRAUER CON RELACIONES ES ESTABLEMENTE 

NAKAYAMA. 

7.1. Sea C un carcaj de Brauer con h vértices q u2 se mantendr1n fijo. 

Sea W una representación de la cubierta universal ¥C de C. Para toda 

U S e Z asociamos a W espacios vectoriales (L1W1)(s) y transformaciones linea 

les (LW)(ú): (LW)(s-1) 	(LW)(s) descritos de la siguiente manera 

1 	 ` 
(LW)(s) _ 	+ W(t) 

t<,s<at 

y 6:= (LW)(6) manda una familia (wt ) en una familia (wwr' t ) tal que 

1 
1 y 

w't = wt 	si t Y S 

w'5 = ct(w _ 1 ) - 	t3" (v+ 	i ). 
as 	Li<bs 	k? s 

. 

donde a y p significa 4!(c¥a_ 15 ) y 4-(t3 _ 1 ) W(P _ 2 	... 	) respecti- 
5 	5 	J S 

vamente. 

Cómo s,<s<as, W(s) es sunando de (LW)(s) 

w' 	e W(s): n(w _
l5 

) = W(a 1 
5 

_ )(w15 ) 
S 	a 	a 	a  

W(s) 

como W 	e W(a-1 ), entonces W(ct 	)(w 1 ) e W(s). 
a S 	 a 5 cx 5 

Como S¥= w(S _ 1 ) w(a _2 ) ... W(a -1) 
Y W 

-i e W(c3 15). 
S 5 	Q 5 	 S 	 (3 S 
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por tanto o'(wR-i5) e. W(s). 	Entonces w's e W(s), 

Sea R # s y tal que .2ss<t;Q, por tanto £s-1<s<aZ. De donde si W(2) es un 

sunando de (I.W)(s) con 2 / s, entonces W(Q) es un sunando de (LW)(s-1). 

Así d=(LW)(d) está bien definida. 

ti ti 
7.2. Lema. Si W es una representación del carcaj con relaciones (C,I)(4.1.10) 

las transformaciones lineales d=(LW)(s) satisfacen las relaciones  

lo cual significa que LW es una representación del carcaj con relaciones 

ti 
Z h . 

Demostración. Denotamos por (t,w) la imagen canónica de w e 41(t) en 

(LW)(s) = 

	

	O+ W(t) . Tenemos que probar que b+l(t,w) = 0. Con esto en 
t, $ <a t 

mente, consideremos primero el caso s ¢ at-1 y examinemos la siguiente 

1 	
figura. 

1 
La S- órbita de cualquier U e[t,at[ este contenida en [t,at[. 	Por tanto 

la S- órbita de t esta contenida en [t,at[. Como t,s<at y 	s ¢ 	at-1, 

' existe 1,i<bt tal 	que s 1tss<t 	(Ver 	(1.5) y 	(1.6)). (obsérvese que 

al aplicar aC se recorren h+l vértices de C. Asi en la cubierta se tiene 

aR(at-1) 	= 	(at-1)+fr+-1 = at+h = aBbtt = CI 	0bt+1t de donde at-1=1•bt-1t 

También se tienen las siguientes 	relaciones 

a&t = aR(1i-lt) = ¥i-lt +(h+1). 	Y 	t+h = aatt, ). 



1 
	

116 

11 
1 
IT 

Se satisfacen las siguientes 

1.- d'R t 5( 
	)_Lt•¥r (2, t ,& w 

Supongamos que 1< i < bt. 

LW(s) 	— LW(s+1) -- 

II 	 11 

D 
2 s+1<az41(2) --- 

LW(&t) 

O 
R¥t<aCW(2.) 

1 

1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 
1 

Como (t,w) es la imagen canónica de w c W(t),W(t) es un sunando de 

LW(s), por tanto tes<at. Como &t s<P, t y s y t-1 = Rbt-1 t 

entonces t<Rit<a , por tanto W(t) es un situando de W(&t). Además dado 

que i>1, &t Y- t. De la definición de 	se sigue que w e W(t) —. LW(;1 t). 

Sea U e (s+1,...,3it-1 	, entonces como a-1() f t/ B(i) 

con j tal que 1¥j<b(;i)) se sigue que w _1 	0 	w _ 1 	. Como 
a (u) 	s (U) 

/ t (ya que i.<bt), también w  	= 0. Por üt1imo 
ci (R t) 

R-J(Rlt) = t si y sólo si j = 1, entonces 

E i R,(wR-j i 	) = R1(wR-i i 	) = 	R 1( wt) _ (&t, 'w) i j b(R t) 	(R t) 	(a t) 

y que da demostración de la relación 

i+l 
2.- 6R 	t-S(t,w) = (t,w) -(&t,í31 w )  

(Supongamos que &t Y ct-1, entonces 0i+lt = Hit = R(ctt-1) = 0btt = t+h 

y este caso lo consideramos aparte. 

60i+lt-s (tw) _ 0i+lt-Rit+Rlt-s(t) = Ri+lt-Rit[(tw)-(Rit,Rivr)] _ , 	- d 	 ,vr 	S 

d i+l = 13 
t-&t(t,w) +lt-Rit i i (R t,R w). 



1 
1 
1 
1 
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i+l 
Como Rit # at-1, bR 	t(t,w) = (t,w)-(Ri+lt,f',i+1vr) y 

dRl+lt-Rlt(R't,R1 w) _ ¥S(R't)-R¡t(6it,Rí w) _ (Rit,r'w)-(ai+l t, i+1 w) 

ya que oi t ; Ri t • < & +1t y &t 	a& t-1. (Supongamos que 31t = ct t-1 

entonces &t = a&'t-1 = Ei' -lt+h. Como G,'t < R'+lt, entonces 
Ri-lt+h < 0i lt. PeroRi+lt<at-1<tih<Ri-lt+h. De donde Rt y aa't-1) 

Entonces SRi+lt-s(t,w) = C(t.w)-(R' lt, '+1 )] - C(R' t,R'w)7 - (Ri+it,Ri+lw)] 

(t,w)- (R't,rS.¡). 

3.- Sat-1-s (t,`•r = (t,w) - Rt3w) 

bt-1 	dt-1-s 	R
bt-l

t-s Como at-1 = R 	t, entonces b 	(t,w) _ (¥ 	(t,w) 
- QRbt-1t-s 
	Rbt-1t. is-R's-s 	Rbt-lt-r't R't-s 

á
Rbt-lt_rit

[(t,w)-(R't,R'w)] = (t,w)-(R
bt-1

t,R
bt-1w) - 

C(R
it,Riw) _ Rbt-1t, obt-1w)] _ (t,w) - (f3it,riw). 

4. 	6at-s t,W = (at,aw) - (&t,R'w) Si at 	t+h 

óat-s
(t,w) = bat-1-s+1(t,w) _ 6(6at

-
l-s(t,w) 	(t,w) -  

LW(at-1) 	6 	L4!(at). 

Obsérvese que W(t) no es s upando de LWJ(at), por tanto 

6(t,w) = a(wa-l
at) 	1.j<b(at)RJ(wR-j(at)) _ (at,aw)-

lsj<b(at)R
¥(wR'J(at)) 

Corno ws-j (at) ¢ 0 si y sólo si R-3 (at) = t y R-3 (at) = t si y sólo si 

at = t+h y j = bt, se si gua que 

a 
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'
S(w _ j(at) ) = 0 ya que at ¥ t+h. De• donde ó(t,w) = (at, w). 

1J b( t) 

' Como B t at< 0¡-lt+h+1 = a&t, k'(&it) es sunando de 	LI•l(at). 	De donde 

(&t, &w) 	e 1, (&t) 	:> L4!(at). 	Como 	t 	i 	p,it, entonces wt 	0. 
a 	at 

Como E3-'cct ¢ t 	(con 	1¥j<b(at)) ya que 	t / 	t+h, se tiene que w 	= 0, 
' E3-3at 

por lo que a(w 	) 	- 	F. 	í 	(w _ j 	) 	= 0 	. Y resulta que 
'a at 	ivj<b(at) 	E 	at 

ó(Elit,&w) = 	(o t,0iw). 

1 
Con esto queda probada la relación. 

u. 
5.- 6 	t-s(t,w) .= [(at,aw) 	- 	(Bat,3ce,•r)a 	- 	(&t,&w) _ 	(at,aw) 	-  

Se sigue de que 6PAt-s t vr 	- „Ratat,at-s 

dBat-at[(ataw) - 	(oit,Biw)] = SRat-at(at,ctw)-5Pat-at(Oit4iw) _ 

[(at,aw) - 	(bat,Raw)] 	- 	(o t, 	w). 

u 
Y similarmente se satisfacen las siguientes relaciones 

6.- 
at+h-s(t,w) 

	_ 	(t+h, aatw) 	- [(í 	t.&w) 	- 	(t+h,íbtw)] 

_ 	(t+h, aatw+ 	E3btw) 	- 	(&t,E3iw) 	_ - 	(&t,B1w) 

1.- 	SRit-s(t,w) 	- - 	( 	31t, 	E31w) 

' 8.- 	6a(3 t_s(t,w) 	_ - 	(a(3't,a&'w) 	= 0 

1 Entonces 	6h+l(t,w) 	= ds-siltda3 t-s(t,w) = 0 

d 
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1 

E 

7.3. Definimos una representación Vsrn de Zh tal que V51(r) = kjr-sCs si 
ti 

s,r<s+m y Vs,n1(r) = 0 de lo contrario, donde rs denota un símbolo que 

juega el papel dé n generador de Vs ni (1mvh+1) y transformaciones linea- 
ti 	ti 	' 

les Vs,m(d): Vs,m(s) = krs --> Vs ¥nn (s+1) = kjt s donde V(5) es multi- 

plicación por 5. 

Vs ¥n¥ e inescindible: 

k6m-
1 5 	ks1-25 	

k54c,5 	k5 c5 k52¥4 	koc
s 
	

k 

s{in-1 	 s 

ti 	 ti 
Supongamos que Vsm = w1 +®w 	Entonces Vsm (s) = w.1 (s) +Ow2 (s) , 	 2 	 ,  

ti 
Como la dimensión de Vsn¥(s) = 1, podemos si)oner sin pérdida de generali.- 

ti 
dad que w1 (s) $ 0 y w2(s) = 0. Tenemos además 0 7 VSni(d) = w1 (5) O w2(d) 

de donde w2(ó) = 0 y w1(6) $ O. Como VS n¥(s+1) = w1(s+1) O w2(s+1) y 

ti 
w1(6) # 0, se sigue que w1 (s+1) ¢ 0. Copio dirn Vs (s+1) = 1, W2 (s+1)=0. 

V 
Continuando de esta manera cocluirmos que 	es inescindible. 

ti 
Cada representación de Zh es suma directa de inescindibles de este 

tipo (Comparar con (1.2)). 
ti 	 u 	 ti 
V5 ¥ nr es proyectivo en Mod k Z h si y sólo si m = h+l. : VS  h+i=Hong, (s,- ). 

zh 

Supon gamos que se tiene lo siguiente 

Homti (s,-) 

." Zh 

/ / 	W f 
W 	> V ---- ----y 0 
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ety Como E es epimorfismo, para toda t VJ(t) 	V(t) es epimorfismo. 

Por el lema de Yoneda 

1 Hom( 51 V) = 	Homo, 	(Hom, 	(s,1),V) - 	V(s) 
Zh 	Zh 

' Como es es e irnorfismo 	existe x c W s 	tal que c 	s 	= f 	. P 	¥ 	( 	) 	 s( 	) s(¥s) 

Definimos f:Hont 	(s,-) -- 	w tal 	qw 	fs (rs l 	= x c 4J(s). 	De donde 
Zh 

= es (x) 	= 	fs (,s ). 	Por tanto 	r: 	fs 	= 	fs 	. 	Esto es 	r<f = 	f. s  s s 	s 

1 Lo cual 	implica que 	es proyectivo. 

' 
¥ti 	 ti 	 ti 	 n r 	. 

Definimos 1T:Vs,fr+1 -- — 	Vs,n tal 	que Vs,h+1(r) 	> '51(r) 

' es la identidad si s,-r<s+m y 0 de lo contrario. 	Copio el 	siguiente cuadro 

es conmutativo ir es morfismo de representaciones. 

1 ti 	 ti nr Vs¥h+l(r) 	 s,m(r ) 

1 

1 

VS'h+l(r+1) 	nr+ 	s't(r+1) 
¥ . 

De la definición se sigma que 	n es suprayectiva. 	Si 	es proyec- 

tivo, entonces ir es 	isomorfismo. 	De donde ni = 	h+1. 

' 
ti ti 

7.4. 	Por otro lado, 	consideremos 	la representación Pt de 	(C,I) definida de 

la siguiente manera: 	Sea —r t e Pt (t) 	un 	generador libre 	(t e 	z). 

Definimos 



1 
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1 k 3 t 

Pt{r) = 	k i t 

0 

si t+h 	jt = r t 

si t+h 	it=r t 

de lo contrario, 

.Claramente Pt es inescindible . La función Hom(Pt ,w) -1 W(t) 

tal que f -► f (ir) es b iyectiva 	 f t ) 	y 	para toda ¥! 	¥iod k(C,I): Sea x c l.J(t). 

Definimos f tal que f t (nt ) = x y f r (aJ Trt )=W(rtJ)(f t (ut ))  

Por tanto f e Hom(Pt$w) y es tal que f(r t )=x. 

Supongamos ahora que f l (7r t ) = f 2 (7r t ). Sea r tal que t+h;ct3 t=r)t 

De la conmutatividad del siguiente diagrama. 

Pt(aa ) 
7rt e Pt (t) 	 , pt (r ) 

se sigue que f1 (a'nt ) = f¥ Pt (ad )(nt ) = W(ad )fi 
r 	 r 	 t 	 t 

= f 	P (aj) (7r ) = f 

t 	2r 

and 2 

	

r t 	t

1 	

) 

Similarmente i - _ si r es tal+ > ueth G t 	r: t . q 

Probaremos que Pt es proyectivo. Sea p:W 	Pt epimorfismo. Por 

	

' 	 tanto existe x e W(t) tal que P(x) = ut e Pt (t). Como 

Hom(Pt ,w) 	W(t), existe 	t '>»14¥ W tal que f(nt ) = x. Corno ptft(rrt)=pt(x)= t, 

y Prfr(adirt) = Pr W(ce) ft (nt) = Pr W(ad )(x) (ya que el diagrama conmuta" 
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P 
W(t) t__;. P(t) 

w(ai )I 	
jPt(cL) 

W(r) 	P(r) 
Pr 

Por tanto Prf r = id, lo cual 	implica 	pf = id de 	(C,I) es suzia directa 1 de copias de P 	para varias 	t. 

1 
' 

7.5. Lema. 	Para toda t, LP 	esta libremente generado por los elementos 

1 	1 1 
(LPt)(R 	t) 	1=0,1,... ,bt-1 En otras palabras, el morflsmo 

I: O 	v i --- 	LP t 
O i 	bt 	Rt,h+1 

1 tal 	que µ+Rit 	(ti) 	= (E¥t, 	&nt ) es 	un isomorfismo. 

Demostracii¥n. 	Brótese que es suficiente decir que se le asocia a 

' dado que se tiene el siguiente isomorfismo 
Rt 

1 ((B1 t, 	), 	LPt) ------- LPt(&t) 

R t 	t R 

(lema de Yoneda). 	Los espacios vectoriales LPt (s) de la representación 

1 	. 
LPt son como siawe: 

a) 	(LPt)(s) 	= JO 	k(°3t,f33nt ) 	si Rlt;s<inf(O¥ +lt,at} 	, donde 

1 i=0 
i=0,1,2,... ,bt-1 

1 



1 

E 

d) (LPt)(s) = 0 en cualquier otro caso. 

e) Sea 1 e (0,1,... ,bt-1} sea s tal que P,itcs<inf{&+l t,nt}. 

Por definición (LPt)(s) = 	Q Pt(%). Afirmamos que 
2 s <aº 

(LPt)(s) = Pt(t) o Pt(t) ® ... O Pt(c't) = k,Ít ® kP,r2 p .., 	k.aint 

Con el fin de obtener una contradicción supongamos que s<a&t. Si i=0 

ya sabemos que s<at. Para i e {1,2,...,bt-1}, p,i+lth+t. De donde 

i+l 	i-¥ 	i=1 S 	t. t+h<t+h+l: 	t4h+l =a6(B 	t) s, lo cual es imposible. Como 

ademas ts<at, concluimos que para toda i e {0,1,...,bt-1} o se tiene que 

0it-s<aP1t. Sea 2 tal que 2s< a2 y tal que t ¡l {t,Ct,...,&t},entonces 

t no pertenece ni a la a- ni a la S- órbita de t. Por definición de Pt 

esto implica que Pt(z) = 0. De- donde se sigue a). 

b) Sea i e {1,2,...,at}. Sea s tal que al tas<inf {ai+lt,t+h+1}. Como 

t e [t,at] , la 3- órbita de t está contenida en [t,at[. Además 

asit = 0¥ -1t+h+l,t+h+1=>s. De donde para toda j e{1,2,...,bt,1} 

Pt(ídt) = k6 t es un sunando de LPt(s). Como aI t s<ai_lt también 

Pt(a1 t) = ka1 irt es un s unando de LPt(s). Y como antes, estos son todos 

los sunandos de LPt(s). 
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bt-1 

b) (LPt)(s) = k(c t.'nt) O ( O k(ri t,a3 ,rt ) 
j=1 

si aits<inf{ai+lt,t+h+1} 	, donde i=1,2,...,at. 

j=bt 
c) (LPt)(s) _ 	(+0 	k(R3 t,&"rt) si Cu t+h<s,-.P, lt+h, donde i=O,1,...,bt-2 

j=1+2 
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J 

' 

	

	 c): Sea i e (0,1,... ,bt-2}, Sean s tal que F.'t+h<s G3i+lt+h 

Sea j c (2,... ,bt}, entonces i+1:;i+j-1. De donde 

1 	s.a¥+lt+l c¥i+lt+h+1 	 t+h}1 = a¥i(C'+j-1t) = C16i it . Por lo que t 
. 	 es signando de (LPt ) (s) . Los demás s unandos son cero. 

Sea i e (0,1,...,bt-1}. 	Como para toda j F (0,1,..,i-1} se tiene 

que b(¥¥t, ¥nt ) _ (¥t, ¥l7lt ) , y s(&t,c' t ) _ a(`''1 	i  a" (c t) 	i,7<bt 	a (S t) 

j=i=1 
- (t, 0 irt ), entonces 5(LPt Xt-1)= O 	k[(5J t,r>Jn t )-(G3¥t,C'7rt )] . 	De 

j=0 

donde (LPt)(!''t) _ ¿(LPt )(&t-1) n k(5it,e'nt). Sea s>a't. 

1 	Sea t = - R't+s. Como LPt(s) _ vS(LPt)(s-1) _...=  

1 	= SQ(LPt)((i't), entonces 5 es un epimorfisino. Copio ut(&t) es también 

un epimorfismo, se si,uc que ,,i t (s) es epinorfisir:o. 

ti• 	u(&t) 
G v i• 	(&t) — 	t 	-• LPt(s't) 

• O.i<bt G t,h+1 

aQ 	 a¥ 

ut(5) O 	V i 	(s) 	 --.> LPt(s) 
O,i<bt 0 t,h+1 

Para probar que jet es invertible, basta observar 

ti 
que E dim(LPt ) (s) _ (h+1) (bt+ = z. dim V i 

s 	 i,s 	S t , h+l 

0 

¥i 



u 	. 	 —. 
se sigue que RV(a) = Hom(La,V) 

' 	similarmente, RV(G) = Hom(LPI,V). 

' 	Sea u: Hom(LW,V)  1  >Hom(41,RV), tal que si f:LW — 	V entonces 

_ 	u(f):W ----o RV en el siguiente. Sea t e Z. Sea w e W(t). Definimos 
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7.6. Queremos probar q tE' L conmuta con limites, para lo cual basta probar que 

L preserva productos y conúcleos 	Sea (wi  )i c j  una familia, entonces' 

L,rw1 (s) = 	o 	w1 (t) _ 	( © 	w.(t)) _ ,r. 	Lw (s), 
1 	tZS<at 

1 	1eI t\S<at 1 	 le1 1 

por tanto L preserva productos. Que L preserve. conúcleos se sigue de que 

L preserva sucesiones que casi se dividen y L preserva estf tíltimas ya 

que si 0 •> A(s) -► B(s) -► C(s) -► 0 es una sucesión que casi se divide, 

■ entonces 0 — 	O A(t) > © 8(t) —. 6 C(t) =' 0 es una 
tés<at 
	

tss<at 	t. s<at ' secesión que casi 	se divide. 	Entonces L conmuta con límites directos, 

por tanto L admite ul adjunto derecho R:Modk
ti
Z h  

ti ti 

Modk(C,I) 	(Ver[N] 

que es el 	siguiente: Denotemos por ra:P
at 	

P 	y  t 
:p 	-► P 	los morfis- r,t 	t 

mos tales  que ñ(ir 	) = air 	n 
 y 	( 	;3t ) 	- 	Cnt 	Sea V c Modkth  y sea t e 	Z 

entonces 

1 	 RV(t) = HomA  (P ,RV) 	Hom(LP
t
,V). 

t  

LI 

Li 

> W tal que w'(irt) = w. De la conmutatividad del siguiente 
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' 	 Hom(LW,V) ----- --¥ Hom(W,RV) 

Hom(LW' ,V) 	ibom(1' ,RV) 

	

:, 	 Hom(LPt,V) 	 Horn(P t ,RV) = RV(t) 

se sigue q u u(f(w' ) = u(Hom(LW' ,V) = Hom(w' ,RV) u(f) = u(f)w' c Hom(Pt ,RV). . 

I 
Es decir fLw'= u(f)w', pensando en RV(t) se tiene que u(f)(w) _ 

u(f)w' 	

- 

(Trt ) 	fLw' . 

1 
De hecho el morfismo ¥¥t de (4.2) da 1 uc,ar a las siguientes identifica- 

	

1 	ciones.  
i=bt-1 

RV(h) = Hom(LPt ,V) 	,• Ho►n( D 	V i 	, V) 	> 	+Q 	V 
0 1 bt 	t,h+1 	 •i=0 

1  f 

	

' 	
. 	. 	i=bt-1 

En la coordenada i , f(i) = f(t t,p, irt ) e 	+O 	V(E3't) 

	

1 	
i=0 

7.7. Lema. (RV)(G); (RV)(t) 	--w (RV)(Bt) se identifica con la función 

+Q 	V(ai+lt) 
O. 1<bt 

1 0 	1 0 0 

' 
B= 0 	0 

0 	0 
1 

0 
0 

1 
h 	h+t- t _ h+t- 	t h+t- 	t 

1 

1 
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' 	Demostración. Consideremos el sigu-;ente crpdro 

	

1 	 f e Nom(LPt ,V) -----¥-----¥► F4om(LPRt 	y) 

	

' 	
J 	 j,U3t 
i 	 , 	_, 	i+ 1 O 	V(E; t) 	 p V(0 	t) 

1 
• Por definición, u¥t (G*f) _ ((E;*f)( ¥t3t, 	n{it)) _ (f(Lr`I+lt,¥i1T t)) 

	

' 	 _ (f(Qi+1t, al+llit)). La última componente de u t (ti*f) es f(t3bt t,Qbt¥ ) 

donde Rbt t = t+h y (tbtt, t5bt ) e (LPt )(t+h). 
bt 

	

Expresemos 	t, ti 
bt 
ut), en términos de la base

1 

 0¥ 

de LPt. 

1 Las 	siguientes 	relaciones 	se satisfacen en 	(LPt)(t+h): (Obsérvese que se 

reducen a la primera relación en el 	caso bt=1). 

h 
d 	(t,n 	) 	_ - 	((t.¥nt ): 	Si 	bt 	= 	1, 	entonces 	t 	= at-1. t  

De la demostración  del 	lema 	(4.1) 	se 	sigue que 

6h(t,lTt ) 	_ 	St+h-t(t,,nt) 	= 	(t+hh,aat rr t ) 	_ 	(St,Bnt ). 

Si 	bt ¢ 1, de 	las relaciones demostradas 	en 	(4.1) y como tJ°t,<t<Gt, 

' se 	tiene que 	S h(t,7Tt ) 	_ 	st+h-t(t,irt ) 	_ 	- 	(St,t3n 	)• 
t 

' dh+t-Rt(St,slrt) 	_ 	(Rt,Gtr t ) 	- 	(?Z t,í?' rt): 	Corno 	antes 	se sigue de 	las rela- 

ciones demostradas en (4.1) ya qm 

óh+t-Rt 	 abt-1(Gt) t 	irt 	= 	< 	 =  
(¥ 	) 	S 	(Ot'R7Tt) 	(Bt,t31Tt) (t¥trGtrt)-(I¥`

'tfúz Trt)• 

Similarmente. 

/ sft z t(R2t 2 lTt) = 1t3¥t,¥i`nt) - ((¥3 t, t31ft ). 

. 	. 	. 	. 	. 	. 	• 	. 	. 	• 	. 	. 	• 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	• 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 

dh+t-Obt-1(obt=1
t,(bt-11f )=(Obt-1t,¥bt-1l► 

)-(t3btt,Rb-1¥ 
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1 	Entonces por adición 

(sbtt.sbt,r t ) = -1 S h(t,,R t )-óh}t-ít (st,úir t ) - ... , 

' 	 y la última componente de uBt (¥3*f) es igual 

' 	 * f(Obtt, btlrt) 4 -Sh -Sh+t-Bt ... - Sh}t-fsbt-1t_) 	
f(t:nt) 

f (Rt.Trt ) 

1 
Como el siguiente cuadro conmuta 

f y S conmutan. En el producto * el factor de la izquierda es el último 

renglón de C, mientras que el factor de la derecha es u(f). Por tanto 

f Sbtt,f3bt¥ 	es también la última componente (f ( 	t) 	de But(f). . 	Como las ) 

1 	primeras componentes de But (f) y u,,t (e*f) claramente coinciden, concl ui- 

• mos que But 	u t j*. 

1 
7.8. Lema. (RV)(a): (RV)(t) -- > (RV)(at) se identifica con la función 

os©btv 't) 	> o,< bst v(a3at). 

u 
dada por la matriz 

at-t 

0 
• 

0 

dat-¥3t 	dat-G2t 

0 	 0 
... ................ 

0 	 0 	 0 
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Demostración. Consideremos el siguiente cuadro. 

f e Hom(LPt,V) —a 'Hom(La V) .¥ Hom(LPat,V) 

2 	 21 át 

o V(Rit) 	 A 	 >® v(¥i,ct) 

Por definición tenemos uLt(cL* f) 
 

_ (f(Lá(Rjat,(3j11at ))) 	(f(ut,ant)) _ (f(at,a11t),0,0,...). Donde 

(at,,azrt )e (LPt )(at). Expresaremos (at,a,r t ) en términos de la base 

(R1 t,R"r t)) de LPt usando las siguientes relaciones, que se satisfacen en 

(LPt)(at) si bt ¢ 1 } at: 

l a 	 (1) dat-t(t,nt) _ (at, airt ) - (t,Rir) (Por la relación (4) del lema (4.1)) 

1 

•t 
1 

dat- t (Rt.Rrt t ) = (Rt,º'r t) -  

se sigue de las relaciones demostradas en el lema (4.1). 

Similarmente. 

ó at-Rb
t-2

t bt-2 (R 	t,R bt-2 nt) bt-2 _ 	(t3 	t,R bt-2 	bt-1 	bt-1 zrt) 	- 	(R 	t,R 	Tit) 

a«t_Rbt-1t 
bt-1 

(R 	t,R 
bt-1 nt) bt-1 _ 	(R 	t,R bt-1 7rt) 

Sumando obtenemos 

at-t 	at-Rt 	at_Q
bt-lt 

bt-1 («t,aut)=d 	(t, nt)+ ó 	(Rt,sirt) t... + ó 	(R  

Si bt=1 está ecuación se reduce a (a.t,aut) = (t,.rrt ) que se sigue directa 

mente de la definición de 5. Finalmente, si at=1, entonces at=t+h y 

tenemos que sustituir la ecuación (1) por 5at-t(t,Irt)=_ (3t Rnt) (Ver rela- 

ción (6) de lema (4.1)), y la ec unción (2) por 
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oat-Ibt-1t(¥ibt-1t.t,bt-1Trt) - (Fbt-lt,úbt-1.n t)- (f;bt t.ObtTTt 
(obt-lt:Gbt-lir t) - (at,alr t ). 

Sumando otra vez se obtiene la ecuación (3). 

En todos los casos 

• f (at,c irt) 	[tttt , .. 	f (t 'nt ) 
f(í3t,Ont) 

y por lo tanto u¥¥t(a*f) = Aut(f). 

Li 
7.9. Si V=LtJ, denotamos por q, l•J:1WJ 	RLW el morfismo asociado con 1L ¥J . Similar- 

mente, si W-RV, escribimos (V:LRV 	V para la imagen inversa de 1RV 

r 7.10. Lema•. Sea S. la representación simple de (C,I) tal que S5(t) = 0 si tys 

y 5
S 
(s)= k. Entonces i S

S 
S
S 
-1 RLSs es sección y Coker ij Ss = 

+0 Pt t 
donde t es tal que cs<at>s>t. 

Demostración. Sea V;= LSs. Sea 0 ¢ r, c V(s). 

' 	 Supongamos que as>t;s, entonces V(t) = k t-s¥ 

V(s) = (LS5)(s) = 	4 S5(Z) 	= 	k¥ 
2.4<a1. 

V(S) ¥, 	 LS5(6) 

V(s+1)=(LS5)(s+l)= ® 	Ss(Q) 	= kd¥ 
2.. s+1 <a¥ 

V(S) 	 , LS5(S) 

V(t) = (LS5)(t) = + 	SS(Q) = kSt-sr 
2.<t<aQ 
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Y V(t) = 0 en los demás casos, 	Como en los morfismos LS5(u) 	es multipli- ' 

car por S se tiene de hec hn que V ¥ V 

Sea 11;= RV 	= RLSc y para toda t c 	Z 	sea W (t) := aw(ct 1 t)+uW(¥-1t)C W(t) 
' 

Por constricción se tiene que W(t) 	= RV(t) -= 	1 -©-1 
i=0 

V(&t) =0kó 3 
t-s¥ 

j 
donde j satisface 0 j':bt 	y 	sst33 t<as . 

Examinaremos W'(t) 	para 	varias 	t. 

a) Supongamos -lt que as-h>t¥• 	s-h. 

1 

— r 

I

De las propiedades geométricas de los carcajes de Brauer examinados en 

( 	) veamos que se tiene la condi ci 6n equivalente as>s>t . Como 

' 	 s<as<s+h, os-h,s. Como s-h,3t, s<s+1=a13(s-h).a(3(3 lt) = at. Por últi- 

mo dado que as-h>t, as>t+hat. 

1 

Sea a>0 el mínimo entero tal que r°ts, obtenemos que 

-1 	 - W(t) = 0k 
iif t-s ç 

U 	

con bt>i,>a, afirmamos que w(a , t) = 0: w(a t) _ 

i bat-1 
_ (RV)(ct t) _ © V(&a t). 

i=0 
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I Como o-1t<a-1t<t, 	la R-órbita de a-1t está contenida en ] R lt.t[. 

i 	- 	 -1 entonces 	R
-1 

t < P, a 1 
t < t < s 	con 0 	i 	< bu 	t-1. 	Por tanto la rela- 

' ción s s Ra-1t < as no se satisface para 0 	i 	ba-1t=1. 	Luecv 

W(a-1t) = 0. 	Probaremos ahora que 

-1 	= + O 	Rjt-s 	bt-1 W 	(t)-_ Rw(R 	t) 	k 	(S-UR 	ts) 	con bt _ 1 = j 	a: 

0 	 0 
i 	0 

Xi 	= R(SR t-s¥) 	- 	 dR¥t_s 
t
-R 

i t 	 ugar i+2: 
.. 	-dK4- 

I
luc!ar  bt 

l ugar  i +2 0 

• 0 

I
/ o 

• f¥¥ t-s ó 	r, 	1 ugar 	i+l 

•

= 0 

0 
-ó 	1R-1t-st, 	1 ugar bt. 

1 ̀ 1 	 1 	_ 	i1  
Como RV(O 	t) _ 	® 	kóR 	t s¥ _ 	*p 	

J 	t-s¥. = 	O 	kóR t-s{ 
a+1.i<bt 	a+1,i 	bt-1 	a:iibi-2 

bt-2 	bt-2 	i 
t-sr,-str¥ 	

1 
t ' entonces W'(t) 	= 	E kXi 	= 	F k(SR 

i=a 	i=a 	1im. 	indep. 

bt-21 	i_ 
k(S0 t-sc - S fNR-lt-s¥ ) 	= bt-2 k(SR¥t-s 	- SR

bt 1t-s¥ ). 
' i =a 	 i.=a 

1 
1 
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Nótese que as :•' at = 3-1t+h+1 >s (ya que si suponemos que t=a-lt' 

entonces R-it = G-la-lt' = d-1t' = t'-h-1 = at-h-1). Esto implica que 

n(dBat-s¥ ) = (RV)(«)(¿Rat-sr) = oat-sC 
y 0: 

áat-t 	aat-Rt 	sat- RZt 	... \ / 	' 

0 	0 	0 	... 

J"\
6Rat-s¥ 

	= 

0 	0 	0 	... : 

/ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . / 

aat-Rat+Rat-s 

) .-- 

1 	Sat-s 	--1 
= 

' 	 0 

alt-at 	áazt-(3at 	¥a2t-R'at 	5at-s¥ 	-- 1 

	

a2(,Bat-s¥ ) - 0 	0 	0  

	

0 	 0 	 0 

a2t-at+at-s 1 
	

a2t-5  
= 	0 	= 	0 	E W(a?t) = ba© -1kSRia'`t-s 

i=0 

0 	 0 

a3(dRat-s = 5a3t-a2t da3t-Ra2t 5a3t-32at 

0 	 0 	 0 
0 	 0 	 0 
:.................. 

a3t-s
1; 

e W(a3t) 

e W(at) = baE 1 kSat-s¥ 
i=0 
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1 ......................... 

aat a0at-s 	
= 	

aatt-s 	= 	5t+h-s 	0 r t+h-s¥ 

e W(t+h). 

  

Sea ¢t :Pt -- 	RV tal que Pt (t) ----=• RV(t) = W(t) 

es tal que ¢t (rt) = ó0at-sr 	Por lo tanto 
t 

a t 
atr  	at ( p,,a t-s !) = t+h-s¥ y 0 

Demostraremos que aatrt es el generador del socio de Pt, para lo 

cual veamos primero que P. es inyectivo: Dado W c Mod(C,Í) se le asocia 

We(r) _ 	E* W(r+ne). Por tanto I<e c. Mode(C,I). De donde 
n EZ 

Pt e Mode(C,I) 	Mod A. Como Pt es Mod(C,I) proyectivo se tiene que P es 

suna de proyectivos. De donde P es Mod A proyectivo y por tanto Pt es 

inyectivo. Luego Pt que es sunando de P es inyectivo. Lo cual implica 

que soc P es simple ctatrt 	DbtTT t 	Si 0 	N 	Pt. entonces existe r 

tal que N(r) ¢ 0. Sea ka3rt e N(r) tal que aj rt = r 

aa,rt e N(r)L 	 ¥. Pt (r) 

N(aat-j) 	
', 
	

'1' 

> Pt (t+h) 

Por tanto aatrrt e N(t+h). De donde soc Pt = kaatrt . 

Ipt es monomorrismo: Sea u 1 x e vt tal que ¢t(x) = 0. Por tanto 

0 t < x > C ker ¢. De donde soc Pc C ker ¢t lo c u©l es una contradic- 

ción. 
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b) Supongamos que t=s. Como en a) se tiene que W(s) = Q kaBis-s¥ con 

bt > i > 0, W(a-1t) = 0, 

	

' 	 i 	bs-1 
W'(s) = RW(Qs) _ + k(UC s-sC - ¿o 	¥) con bs-1 > j >0 

	

1 	y.finalnient& W(s) = W'(s) + k¥. 
Como t+h)a(s)>t = s, V(t+h) = 0 

0 	V(t+h) = k5t+hh-s¥ = kóhr., , por tanto &h¥ = 0 

1  

	

Y WJ t = 	k¥,0i 	k6p,°t

1 

-s 

(RV)()() _ 

0 

0 
0 

s h¥ 

Wat-t 	dat -Rt 	bat -02t 	t 	Wat-t¥ 

a(i) = 	0 	0 	0 	... 0 	0 

0 	0 	0 	.. 

................ 	0 	
o 

• De donde dat-s. = 0, así ac = 0. 

Definimos 4s,:S5 	W tal que 1 e k = S (s) lo manda en ¿. qs morfismo. 

os(t) 	S5(t) 	. W(t) 

II 

55(s)=k ----- .W(s) 

0 	1 	0 	. . . 

0 	0 	1 	. . . 	0 

. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 	. 

_ah 	 t+t 	 óh-C't+t 	0 
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1 
	

Y para toda Q ¢ s, (b(2) = 0. Consideremos el siguiente diagrama. 

5'S(t) W(t) 

S's(a)1, 	W(a) 
s (at ) 

SS(at) 	> W(at) 

Para t ¢ s el diagrama conmuta. Si t=s, as / s, W(a),i5(t)(1) = aS = 0. 

U Por lo cual el diagrama conmuta. 

Así ¢.S es un morfisir,o de representaciones. 

•  
c) Suponcamos que as>t>s. Sea b 0 el meyor entero tal que as>3bt. 

Como en a) W(t) _ +O k5 
t-s 
	con O i b. Además 

U aba-lt-1(a-1t) = Oba-ltP5-1a-1t 	-1t(t-h-1) 	Ob(t-h-1)(t-h-1) = t-1. 

(Como dt = f la lt = t-h-1, a lt y t-h-1 caen en la misma e- órbita). 

De donde t-1 S e W(a(lt)  

6t-a 1t 	6t-ec 1t 	6t-í 2a-1t 	 6 t-1-1¥ 

0 	 0 	 0 	 0 

0 	 0 	 0 	 0 

0 
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aw(a-lt) cae en la primera entrada de w(t) = k(St-sC . 

Por tanto aw(a-1 t) = k(St
-s¥ 

j 	 - 
Tenemos Rw(R-1t) _ +O k(d0 t-s

c. - 	
bt1 

ó¥ 	t-s¥ ) 

J 
j 

con O<j<bt-1. ó B w(E3-1 t) = ©k(SD t-sr) con Ocj,b 
j 

dependiendo de si b = bt - 1 ó b < bt - 1. 

Como en a) w(t) = t3w(G-1t) O kó t-s, = Cw(3 t) + Qw(a lt) - w' (t). 

d) Si t no satisface ninguna de las condiciones a),b), o e) enton- 

ces w'(t) 	w(t) = 0. 

Sea 	_ (q s ,•()) = Ss +O (Q Pt) --- w = RLSS 	donde 
t 

cts>at>s>t. Considerando a), b), y e) para toda n w(n) = w'(n) + Im (n). 

Como awe rad ¿ y íi c rad w, w' C rad w. Por el lerna de Nakayama 

w = Im . De donde +,p es epimorfismo. Será suficiente demostrar 

y S5(S5 ) = q(S5 ) = 4,5 (S5 ) ya que entonces Coker y Ss = O Pt 
t 

Como LS5(s) = k f 0 y 

v,: Hom(LSS, LSs ) 	3 (Ss, RLS5) 

1LS5 	> p, Ss 	es 

un isomorfismo, 0 	S5 : Ss 	--- 	> RLS5 = W. 	Corno 

dim Ss = 1, y S es isomorfismo. Por tanto S. 	p SS(S5) C W=RLSS 

Además 4)5 (S5 ) es la 't.rrica copia de S en W: 

a 



1 
1 Supongamos Ss 	SS ®( +® pt ) es otra copia. Por tanto 

P 
SS' 	O Pt . Luego existe t tal que S <----=¥ +Q p t — t 	p 

t 

Como Ss simple, S¥--¥- P. Por tanto soc Pt = SS . De donde aatTr t 
generador del soc Pt , tal que aat•n t E P t (t+h) . Por tanto 0 0 Ss (t+h) 

lo que implica que s=t+h, pero t+h at>s>t. Por lo cual t;s (S5 ) es la 

unica copia de Ss en w. 

ti 
Si V = Vs,1 el morfismo :'V: LRV ----> V es una retracción y 

ti 
ker 	V ¥ OO ;V6-1 , h + 1 

i 

donde 0 •: i < bs. 

' 	Demostración. Por (7.6), 7.8) RV admite la siguiente descripción 

k el 	si t = E3-1s con 0si< bs 

(RV)(t) _ 

0 	de lo contrario 

S=(RV)(B):(RV)(S) 	-► (RV)(BS) es tal que 

U 	 ( 0 	0 	 1 	 0 

U
Oeo = (RV)(E )Eo .........................    	0 	= 

-Sh 	-dh+t-Gt 	 -¥i2t.. 	p / \ 
0 

' 1 	 _ 0 
_ 0 

_dhEo 
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Supongamos que s = R 'ls, entonces s=R-d'ls. De donde -j-1=0, 

esto es j=-1. Por lo cual (RV)(Rs) = 0, y esto implica que Rc. = 0. 0 

Sea 1>0, entonces 0 = 	(RV)(R):(RV)(t) --> (RV)(Rt). Por tan- 

to existe 0 1 Ai 	tal 	que 
Rci Xiki-1 	, 	Xici-1 

es generador de 
 

Copio al e k, ? i tiene inverso y sin pérdida de generalidad podemos 

suponer que Rei 
	

t i-1 ' 

Queremos calcular ae i . Supongamos que t=&s sea j tal que R-js = 

= at.= aR-is = ci (R-i-ls) = R-i-ls + h + 1 

j no puede ser cero ya que si j = 0, entonces 3-i-ls+h+1 = s. Como i<bs, 

-i-1 , -bs y R-i-1s 	R-bss=s-h. 

Luego R- ¥ -l s+hFl ; s-h+h+1 = s+1 > S. Así que j > 0. Como 

a = (RV)(a):(RV)(t) ---3 (RV)(at) = kc estú dada por la matriz 

aat-t 	6at-Rt 	Sat-32t 	6at-Rbt-1t 

0 	0 	0 	0 

0 	0 	 •0 	 • 0 

aci = s'o e (RV)(at). Por lo cual c'o = 0. 

Sea u:= LRV. Por tanto 

u(t) = LRV(t) _ 	+O 	(RV)(.) 	© 	k(R-is, e.) 
9t< a£ 	9 <ai 

con 0,i<bs. 

Sea 	2. tal que 2..t< ó.2. , Q=R-is donde 0vi<bs. 

Como aR-1s = aRR-i-ls = R-'-ls+ h¥1, entonces 
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' a-i-ls+h = aCis-1 = a£-1 : t i £ = 

Y viceversa., si 	i 	es 	tal 	que 0 i<bs, 	aR- 's-1 = R- ¥ -1s+hits 

entonces 	£:= R 	s,t ctÍ3 s 	= a£. 

1 
Por tanto 

1 U(t) 	= ® h(t3's, 

' donde Ori<bs, 	r.D-1s-1 	= 	R-i s+h ; t 	r3-is 

Querernos aplicar d a 	(R- 's, 	el ), donde 

II d = 	(LRV)(d):(LRV)(t) 	> 	(LRV)(t+1) 	= ® 	RV(£) 
<+<c 

1 s, ci) — 	(w') (j denota la entrada 	R-3s) es 

tal 	que 	w 1 	= 	(R- 's, 	ei) 	si 	R-¥s 	# 	t+1 	como 	R 1sst+1<=aR-1s. 
R 	s 

I 

w't+l 	= a(ar _ 1 	- 	E 	Rr(w _r 	)• si 	3-3s 	= t+1. 
a 	(t+1) 	1sr<b(t+1) 	(t+1) 

1 W 	sólo es diferente de cero -t 	= a(t+l) 	si 	R 	s- -1 	+ 	-1 	-j a 	(t 	1) 	_ 

U De donde s 	s 	as 	a 	=RR 	s 	R 	s+11+1 > s 	lo cual es imposible 

ya que B 3s 	s. 	Así 	que wa-1 (t+1) 	= O. 

', w 	sólo es diferente de cero si 	R(t+1) = Rs. 	Por tanto 

'' S-1s 	= t+1 	= 	3r^•1 s. 	Lo que 	implica que 	-j=r-i. De donde r=i-j con 

1.r<b(t+1). 

1 Entonces tr ' 	_ _ 	R 	(R 	s, 	e 	_ ) 	- 	(J5, j Ej ). 	Y á act 	de 	la si- 

guiente manera 
4 
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(Q-'s. c¥) - (0-ds, c ) 
J 

0 

(0-'s, Ei) 

si t+l = g-is¥s 	(1) 

si t = aÇ1s-1 	(2) 

de lo contrario 	(3) 

Si t = a0-1s-1 , d(¥-is,ci) = 0 ya que si «-as = t+1, entonces 
t 

3s = cuf> 's. De donde s>,(3-3s = aR-1s = a3  's  

lo que es imposible. Corno t+1 = aR-'s, RV( -1 s) no es sumando de (LRV)(t+1). 

El tercer caso se tiene ya que t+1 Y «s y además ctS-is>t+13B- 's por 

lo que RV(¥;-1s) si es sunando de (LRV)(t•+-1). 

A continuación probaremos que el elemento ( is,r-_i) •e U(3s) satisface 

la siguiente relación 

6h(G-is,ci) _ - (R-i+ls, el-1) e U(O-'s+h) si 	i > 0. 

Supongamos que durante r-1 pasos aparece sólo él caso (3) con r >, 1. 

Esto significa que 

6r-1( -1s) _  

(R 	1s.Ei)c U(»-is) 6 3 U(S-'s+1 s > U(R-'s+2) - ... -a•> U(Q-'s+r-1) 

a > U(¥-ls+r) ... 
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1 
Supongamos que 

	

' 	 as is = Rs+r, De donde R-i-1s+hr11 = aRR-i-ls = c ¥s = f3 is+r 

	

' 	 y por tanto Rs = R-i-ls + h +1-r 

1 

	

1 	 - V'- 

1 
-1  Como b 	s= b s= b 	s r r 	 = R (R s) 	R 	s+ h< R s+ r. 

	

1 	De donde existe r' <r tal que l3¥+1s=R(R's) =R-¥s+ r', que ese*¡ 

caso (1) lo cual es una contradicción. 

1 
Como Rs = c(-s) 	Rs+h , S-i+1s = D-is+r, con r1 . h. 

Entonces aparece el caso (1) en el paso r1. Por tanto 

	

1 	 ' 
ar (s 	 c) = s(Rs, c1 ) _ (R-1 s,ci

) - (1+I 	
c11) 

	

E
i1)

1 	

' 

Comoantes debe aparecer primero el caso ( 1 ) para ( 1s ei. -1 ) 	Supon- 

gamos 	

on- 

gamos 

 

que aparece luego el r2 pasos, esto es R-1+2s = 6-1+1s + r2. De 
• -i+2 	-i 

donde R 	s = R s + (r1 + r2). Tampoco ha aparecido el caso (2) 

	

' 	 Así 	= 0 y el diagrama conmuta. 

También el •siguiente diagrama conmuta 



Sabemos que (R-3s,e ) e Im q). Luego (R- 's,ei ) e Im d + Im 'y 

Si t=a3-1 s, entonces (í-1 s,ci ) f U(t) _ 

R-is,<t<at'is 

k(R-Is, ei) 
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• 3s 	e VR i Sh} 1(B 	s) J U( 1  s) (R 	s.ei ) 

.1 
1 

• 

ti 
. 

 

VR-is¥ 	l(R'is+l) ' y U('1 s+l) 
6c 	-i X5(3 	s,ei) 

1  
soc V5-1 	Vs'1 	y soc V3-is,1 kd hr,R-is 

ti 
Pero VBis,hfl es proyectivo e inyectivo, por tanto 

ti 
el soc V5is,h+l es 

ti 
simple tal 	que S hc -is e soc VR-is,h+l 

h 	h 	-i con 	,(S h R-i) 	d 	(s 	s,ci ) 	_ 	(R -i+l s, E11) 	¢ O, 	Por lo que ip no anula 

' los socios. 

' Veamos que p es inyectiva. Si 	0 # x 	= 	(xs ¥l,¥x¥-i5 )) tal 	que .P(x)=0. 

Entonces 	si/ x 	0, ty 	1 s ,l 	(xs 	) 	= 0. 	De donde soc Vs ,1 C <xs ,l> C ker y . 

Esto es una contradicción. Similarmente si x p,-is # 0. 

También 	es suryectiva: Si (Rs,ei ) / Im 5, entonces t=R-is ó 

t =.as 1 s. La imagen de V' está generada por rl=(B_bt+1t, Ebt-1 ) y por 

( 1s, ci ) si R-1s = t. Sea B-1s,<t':ao-¥s. Supongamos que 

( 1s,ei ) / Im S. Si t=B-js, d(R-i s,ci ) _ (R' l s,ci ) - (0-Js,ej ) 
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0 

1 
	

Por tanto U(t) = Irn ú - Im y. 

Observemos que 65 U C rad U ya que como Im 	+ d U = U, entonces 

6 Im ty + d 2 U = ¿U. 

1 

	

(Im dq)= Im4)6CImy:). Sustituyendo Imp+dU= Imq,+d2 UcU. 

•1 
	

Corstinuar.do de esta manera concluimos que iy es epimorfismo. Por tanto w 

es un isomorfismo. 

Como antes IbVY0. t.V:U-►Ves suryectivaya que Ves simple y VY0. 

1 Se afirma que ker 	i-V  s,Fr+l). 

I kernel 

0‹i<bs 

de todo morfismo diferente de cero de 

1 ti ti ti 
Vs,l O (O i 	bs V S-i ) s, h1-1 >  Vs 1 

Sea O¢ f: 	Vs ¥ 1 +0( © 	V -i ) 0<i<bs 	(3 	s,h+.1  

Basta probar que el 

ti 
es 	+O V 

0<1<bs o-1 s,h+1 

1 	 ti 
si 	O V x ker f, entonces la composición 

0<i<bs G-1 s,fr+1 

O<i<bs 

ti 	 ti 	 ti 	 ti 
V 	 >v O( O V 	) ---> V C-1s,h+l 	 S '1 	0<i<bs 0-1 s,h+1 	 s '1 

Por tanto existe i tal que 

ti 	 ti 
V; V is,

h +
l 	 s,1 

ti 
Corno el top V _1s ,h+1 es simple, entonces 	1 
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ti 	 ti 	 ti 	 1 

	

top V 	= V. 	. Queremos ver que top V 	= V 
S '1 R-1s,h+l 	 3-1s,h+1 	R-is,1 

' 
Definimos 	p:V _15 	(R -1 s) 	> V _i 	(S-1 s) 	tal 	que  R 	1 	 R 	s,l 

p es suryectiva. 	Como el 	siguiente cuadro conmuta 

• 
ti 	 ti 
V (R 	lS) 	p 	V 	 s) ' -i 	 _i s ¥l( - ¥ 

R 	s , h+ i 	 G 

V 	i 5+1) 	p 	— 	• V 	(R-Is+l) 	= 0 • R 
R_is'h+i(R 

s,l 

1 p es morfismo de representaciones. 	De donde top V = V 
R-is ¥ l 	R 

1 Por tanto s=G-1s, 	lo que 	implica que i=0, que es 	una contradicción. 

1 LI 
7.12 	Teorema. 	Si 	las transformaciones V 	satisfacen las 1 _ ( 	) 	relaciones  

` 

I 

entonces 	(RV)((3) y 	(RV)(cL) 	satisfacen 	las 	relaciones del 	carcaj 	con 	rela- 

ciones 	(C,Í). 	El 	funtor R:ModkZh -• Modk(C,I) manda proyectivos en proyec- 

' tivos e induce la equivalencia estable 

ti 	^ 	ti 

ti 	titi Demostración. 	Ya sabemos que R:Modk Z t¥ -• Modk (C,I) es 	un funtor. 	Además 

si 	las transformaciones V(ó) 	satisfacen las relaciones V(S)h1 = 0, 

1 RV(C) y 	(RV)(a) 	satisfacen 	las 	relaciones de carcaj 	(C.Í). 	Por 	(7.3)  

L manda proyectivos en proyectivos, por lo cual 	L induce 	un funtor 

' Afirmamos que el 	funtor L es exacto. 

Supongamos que la sucesión 
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' 
 titi 

0 --> w1 f > w2 --> w3 —y 0 	es exacta en Modk(C,I). 

' Para probar que 0 —> LW Lf > LW2 -> LW3 	.► 0 es exacto es suficien- 

• te probarlo para cada punto s. 	Se tiene la sirte 

0 --- 	LW (s) = 	Q 	L41 (t) _¥¥¥¥ LW 	= 	Q 	tJ (t) 	e(tS LIJ 	= 	O 	W (t) - 0 
1 	 2 	2 	3 	3 tis<ctt 	 tes<c t 	 t<s<at 

' que es exacta. 

R lleva inyectivos e inyectivos: 	Sea V inyectivo supongamos  y 	 y 	 y 	yquete 

1 	• 

nemas 	la siguiente situación. 

0 

• g 
RV 

' u 
Como 	g c Hom(W1,RV) = Hom(L411,V) y V inyectivo, existe h:LWz —y V 

tal que el 	siguiente diagrama conmuta: 

0 	> L111 ___ Lf 	>,LW2 

u(g) 	 h 

V 

1 t 
u • Como 	h E Hom(L412 ,V) y Horn(LW2 ,V) 	Horn(WZ , RV) 	denotamos por h=U 1(h). 

Como el siguiente cuadro es conmutativo 



1 	 146 

' 	 -1 
Horra(LW2 ,rr!) 	u 	> Horra(4!2 ,RV} 

Hom(Lf,V) I 	1 Hom(f,RV) 

Hom(LW1 ,V) — 	_1 	̀• Hcm(411 ,2V) 

se sigue que g=-1p(g) = u-1 (hLf) = u-1Hom(Lf,V) = 

Hom(f,RV) 	1(h) = Hom(f,RV)() 	= hf. Por tanto 

0 	>w  

RV 	 conm uta . De donde 

Como los inyectivos coinciden con los proyectivos en ambas categorías P. 

induce también un funtor 

_ 	ti 	titi 
: hiíc k Zh  --- Modk (C,I) 

Por lema ( 	) sabemos que fW:W —. RLI-I es monomorfismo y tiene coker 

nel proyectivo si W es simple. o si W es semisimple. (Como también R es 

exacto, RL es exacto). También es valida la afirmación si W es una exten- 

1 	de dos módulos semisimples: Supongamos que la sucesión 

0 	W1 —. W —i..W2  -- - 0 es exacta con W1  y W2  semisimples. 
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¥y 	1 	= 	Ho 	(rll, 	Lf)(JW1) 	_ - RLFo W 	m 	R 	r, 

' = Hom(W1, 	RLF) 	p 	( 1LW1 ) 	_ jl Hom(LW1, Lf)( 1LW1 ) 	= M(Lf), entonces 

1 
Hom(LW,LW) > Hom(W,RLW) 

1 Hom(Lf,W)  Hom(f,RLW) 

1 Hom (LW 1 , L41) ---_---- Hom  

iWof=Hom(f,RLW)(q,W) 	= Hom(f,RLW) U 	(W1) 	= U 	Hom(Lf,11)(1W1) 	= 	tij(Lf). 

• Se si gu que el 	siguiente cuadro es conmutativo. 

0 	, wi 	f ¥W 
Viwl 	 ¥'YW 

0 --¥ RLW 1 	----> RLW. 

Similarmente el cuadro 

W - -- 	W 2 	>0 

¥W 1 	 , 	¥W2 

RLW - 	:> RLW 	> 0 	es conmutativo. 

Por el lema del cinco, p14 es mono. 

00 	0 y 

0 —¥ W  -----7 W--- W2 —> 0 

xjW1 

0 --  RLW1 	> RLW ---y RLW2 —> 0 

'1'  coker ¥yWl -¥ coker tpW —y coker ¥J:WZ 
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1 
	Por el lema de la serpiente 

0 ---  coker 	1 	;. coker pW ---7 coker ¥yW2 --a. 0 

es exacta. Como coker ipl42 es proyectivo, esta sucesión se iscenide. De 

modo coker y,W = coker tW2 ©coker tpWJ1 que es proyectivo. lías aCn veamos 

que W tiene la propiedad de que '4W es monomorfismo y coker +yW es proyec- 

tivo si,W admite una serie de s 1 representaciones 

Wo = w 	W1 	W27̀?. 	.... 	Wn+l = 0 

tal que 511/111+l es semisimple 

Como Wn .Y Wn-1/Wn son seinisimples y 

O 	
: 
f 	 ----- ¥ Wn 	Wn-1 ¥¥¥ Wn-1 /W n 	> 0  

es exacta, se sigue que Vin-1 tiene la propiedad . 

Copio 0 	> 14n 	0 es exacta, Wn-2 tiene 

la propiedad. Por inducción W tiene la propiedad. 

titi 
Probamos a continuación que si W e tlodk(C,I) entonces W tiene altura 

(longitud de Loewy) 	1. 
titi 

Sea W e Modk(C,I) inescindible, finitamente generado y proyectivo, 

entonces W ¥ Pt. Como Im Pt = h+l, entonces Pt tiene altura .< h+l. 

Si W es proyectivo y finitamente generado, entonces 
n 

W = ® Ptl . Como 
i=1 

n 
r 1W = Q rol Pt i = 0, tI tiene altura < h+1. 

i=1 

Afirmamos que si W e Modk (C,I) entonces W = +O 	Wi tal que 
id 

titi 
Wi. e Modk(C,I) es finitamente generado: Sea e tal que 

We(r) = 	® W(r+ne) e Mod(C.I.) 	hiod A. k  
n eZ 

a 
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e¥ Por un resultado de Auslander We = 	O IW1 con W. c Mod e(C,I

ti 
) inescin 1  

dible finitamente generado, es finitamente generado. 

Como W es sumando de W', por [A-Fa , existe 

I' 	I tal que W = 	Q W. 
id 

' 	 (Obsérvese que L es numerable) 

Supongamos que W es no proyectivo, finitamente generado e inescindible,' ' entonces W e ModE (
ti
C,I

ti
) 	Mod A. Sea P 	v 	W - 	> 0 cubierta proyecti- 

va de W (en Mod A existe). 

	

0 	0 

	

rP 	> vrP 	>0 

	

P 	> W ------> 0 

4, v ___ W/vrP P/rP 

es suprayectiva 	Como P/rP es semisimple, W/vrp es sernisimple. 

1 Pero el radical es el mínimo tal que W/rW es semisimple. 	De donde 

' rW c vrP, y en Mcd A vrP e rw. Por tanto vrP = rw. 	Similarmente 

0= vr
h+1
P = r 	1w. Y W tiene altura 	h+l. 

1 titi 
Si W e Modk (C.I) entonces W = 	Q 	W. 	. hf Como 	r 	1W = p r 	1Wi = 0. 

I
id 

W tiene altura <, 	h+1. Por lo que W admite 	uia serie de subrepresentacio- 

Wo 	W1 	W2 r ... 	= 0 
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U tal que Wi/Wi+l es semisimple. Por lo que tpW es monomorfismo y Ciker W 

es proyectivo. 

'

Por ultimo probaremos que p: 1 	> RL es un isomorfismo. Como la 

siguiente sucesión es exacta 

1 	0 ----> l! ---- 	RLW ------:= Co ke r pW -- > 0 

se sigue RLW = W 	coker ¥,1W1. ¥ — 9 	D 	¥ 	Como CoCoker .¥4J es proyectivo RLW - ld dual- 

mente LRV = V. 

7.13. Lema. Una representación e periódica W de CC,!) es proyectiva en 

• 
Modk(C,Í) si y sólo si W es proyectiva en Modk(C,I) 

titi 
Demostración. Sea W c Nodk (C,I) . Definirnos la subrepresentación WW!'de W 

tal que W' (t) = aw(a-I t)+f3W(3-1t) 	W(t) 

	

W'(t) _ «W(a"1 t)+uW(R-1 t) 	W(t) 

W'(a) 	 W(a) 

	

W'(at) = aw(t) + SW(?[Iat) 	W(at) 

Sea 	x = aw1 + Cw2 c W'(t), entonces w(a)(x) = W(a)W(a)(w1 ) + W(a)W(C)(w2) = 

= W(a)W(u)(w1 ) + 1!( )W( 	I )(w2). 

Como W(a)(w1 ) c W(t) y W'( 3-1ec3)(w2) e W(F-1a)(t) 

W(a)(x) c W(G)+ BW(C-lat). 
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' 	 Sea W1(t) un subespacio de W(t) tal que W(t) = W' (t) +Q L. (t) para 
1 

toda t. 

• A continuación damos una caracterización de las representaciones pro- 

• yectivas de 

ti n, 
Afirmación. 41 es Modk(C,I) proyectivo si y sólo si para toda 

' 	 ti 
U e Modk(

ti
C.I) y para cualquier familia (h(t):W1 (t) 	

> U(t))t e Z se ex- 

tiende de forma "unica a un morfismo W - --=- U. 

Demostración. 	Sea f:U —> W un morfismo srn•yectivo. 

Sea p:51 	> W1 la proyección canónica, sea 	g la siguiente composi- 

1 ción. 

g(t) ; U(t) _ f !) W(t) 	¥¥ 	¥ w1 (t) 

Como f v p son suryectivas, 	g es suryectiva. 	Sea 	h(t):;11(t) —• U(t)

1 

 

k- morfismo tal que 

p(t)f(t)h(t) 	= 	id
W(t) 	

. 	Por 	hipótesis existe 	un úiico morfismo .  
h:W --a U que extiende a h(t). 	Para probar que W es proyectivo será su- 

ficiente demostrar 	ue f(t)1(t) i q 	= id W(t) 	Observemos primero que si A y 

' B son representaciones entonces 	(A ®B'):= a(A ®B)(a-lt)+B(A Q B)(S-lt) 

= a(A(a-1t) (DB(a-1 )) 	+ L(A(3-1t) ®8( 1 t)) 	_ 

-1 	-1 	-1 	-1 _ 	;+ 	 _ aA a 	t 	BA ., 	t 	+ 	aB a 	+ 	_ ( 	) 	( 	( 	GB Q 	t 	A 	t 	Q 	t 

' Como 	A'(t)+B(t) 	' c A(t)®B(t 	Y A ( t )CA t / ) y 	B' (t ) C B(t). 	por tanto 

' A'(t)+B'(t) 	= A'(t) ®6 	(t 	). 	Asi 	si 	A(t) 	= A'(t) ©A,(t) y 	B(t) 	_ 

= B(t) 	f B,(t), entonces 	(A ©B), = Al ®B, 	De esta observación podemos 

stponer 	escogimso W finitamente que 	 generado. 

Sea to tal que W(to) 	¢ 0 y para toda t<to 	, W(t) 	= 0. 	Por tanto 

1 
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1 W(a 1(t 	)) 	= 0 = 	LuegoW't W(¥¥-I(t 	), 	( 	) 	0. 	De donde W 	W 	t 00 	= 	 t (o) 	= 	( I( 	o .) 

1 Sea 	x c W(to), 	entonces 	f(t) 	h(f)(x) 	= 	f(t)h(t)(x) 	= x 	c W(t). 
i 

ont C 	inuamos por inducción. 	Supongamos que t-to y que para toda 

' t' 	< t 	se 	tiene que 	f(t') h(t') 	_ !id ̀•J(t , ) 

' Sea x e W(t.) = W'(t) ®WI(t). 	Supongamos que x=y+x1 	con 

x e W1(t) Y 	Y=aya + IYO c W'(t) donde y 	e W(u-1 t), yQ e 

Entonces 	f(t)fi(t)(x) 	= 	f(t)Th(t)cya)+f(t)h(t)(Ny) 	+ 	f(t)h(t)(xl). 	De 	la 

1 conmutatividad de siguiente cuadro. 

. 	-1 	h 	 1 	t 	f W( 	(t)) --a— (t fl 	U(tc-1(t)) 	a 1 t _¥ W(u-I(t)) 

1 W(a) 	 (a)  _ 
W(t ) 	h) 	

). 
	U(t) 	

f ( t) > 	W(t) 

se sigue que 	f(t)h(t)(w(a)(y 	)) 	f(t)U(a) 	h(a 1 (t))(Ya) 	_ 

= W(a) f(a 	t(t)(Ya), por hipótesis de inducción 

1 W(¥ )f (a lt) h(c 	(t)) (ya) 	= W(a) (Ya) 	= ciya 	Similarmente 

fit)h(t)(BY0%. 	Por pie de 	inducción 	f(t)'h(t)(xl) 	= xl 

Por tanto f(t)h(t)(x) 	= aya + E3ya + xI = X. 

1 
ti ti 

Sea W e Mod(C,I) proyectivo. 	Por- la observación podemos suponer que 1 W es 	inescindible, 	por tanto 1.1=Pt. 	Sea U e Mod(C,I). 	Sea 

' (t): 	W,(t) 	U(t), 	T e 	1. 	El 	primer • punto x 	tal 	que P(x) 	0 es 

to, por tanto 14 (to ) 	= kut0 

1 
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'' Si to <t¥to+h tal que Pto(t) f 0, entonces existe j>0 tal 	que 	aet0 =t 

bOito =t. 
S upon ciamosue a3 t 	= t . 	Como W' at 	= aw 	+ 	-1 q 	o 	 ( 	o 	t) 	( o ) 	aw(¥ 	a(to)) 	 D 

' kcaro = W(at0 ) por tanto WJ1(at0) = O. 

' Como W' (a?t0) 	= aW(ato )+QW( 	1a2. (to)) 	ka=,r to = W(a=to) 

U 

por tanto 141 (a2 t0) 	= 0. 	Similarmente W1(t) 	= 0. 

1 
Tenemos dado solamente 	h(t0 ):Wi (to ) 	U 	(t0) 

Definimos 	h(ato);W(ato) 	= P(ato) 	> U 	(ato ) 

a¥t 	' U 	(a) 	h(to) 	(Ti 	t0) 

1 
Definimos 	h(,zt0)(a1u to ) 	= U(a1) 	h(to) 

Similarmente 	h(R3 t0)(B3urt0 )

1 

 

Como 	h(ai+lt0 ) 	W(a)(a1 71t 	) 	= 	h(ai+lto )(a1+lzr t ) 	= U(cc'+l)h(to )(w t0 ) 	_ 0  

1 (a) 	U 	(a1 ) 	h(t)(nto ) 	= 	U(a)h(a1 t0 )(a¥ +lt0 ). 

' Como el siguiente diagrama conmuta. 

h(c 	to) 	 rf W(a t0) 	U(a t0) 

I 
w(a 	

J 
)I 	U(a)  

W(ec 	to) 	
h(a 	t

¥¥-> U(ce 	(to)) 

h es un morfismo de representaciones y extiende a h(to). 	Supongamos que 

W es, 
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uia representación e periódica y W proyectivo en Modk(C,I). Como lJ es 

e periódica, W(t+e) = W(t) para toda t. Entonces W'(t+e) _ 

= aW(a-1(t+e)) + 	W(ú-1(t+e)) = a W(a-1 t+e)+ W(B-1t+e) _ 

= aW(a-1t)+SW(B-1t) = W'(t). Así que W también es e periódica. De 

W1(t+e) = W0(t). 

Sea U c F4odk(C,I). Se afirma que 

' 	 t=e 
Home(v) 	® Homk(w,(t),U(t)) 

1 	
t=1 

f 	> (f(t)IW (t)) 1 	l¥t<e 

es una biyección (Home(w,v) denota el espacio de los morfismos e periódicos). 

Se¿ f f :W t -----> U(t) k-morfismo con 1 zte. 

' 	 Definimos f(t+ne) = f(t), 	n 71 . 

Por la afirmación anterior existe una u ica h:W 	> U morfisrio tal que 

h(t) 	= f t . Bastaprobarque ti ese periódica. Definimos ( ),W1(t) 	( )  

h'(t) = h(t+e): W(t) -- 	> U(t) (W y U son e periódicas) 

1 	W(t+e) = J(t) h t ' ¥ u(t) = u(t+e) 

1 jW(ct) 	 ,U(a) 
' 	W 

	

W(a(t+e)=W(at) 	h 	a U(ctt) U(a(t+e) 

1 
1 	De donde h' morfismo tal que h'(t)IW (t) = h(t+e) IW (t) = f(t+e) = f(t). 

1 	 1 

De la unicidad de h se sigue que hl = h. 

I Por tanto h(t) = h(t+e) para toda t. 

1 

1 

conmuta 

h(a(t+e)) 
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Hom e(W) es exacto: 

Supongamos 0 ---=• U1 	> U2 	:► U3 es exacta. Entonces 

I 	0 	> U 	> 	es exacta. ) 	
U 2 t

( ) 	
> U 3 t( ) 	Pe o r W1(t) es k-proyectivo, 

por tanto Homk(51 1 (t),-) es exacto. Así 

0 --. Homk (W1 (t),U1 (t) --=' Homk (Wl(t),U2(t)) — Homk (W1 (t),u3 (t)) -=:- 0 

es exacta. De donde 

t=e 
0 --¥ + Homk(W1(t),U1(t) 	> 

t=1 
+ Homk (1.!1 (t),U2 (t) --->- + Homk (W1 (t),U2 (t)) 7 0 

ti ti 
• es exacta. Luego Home(w,-) es exacto, por lo que W es Mode (C,I) proyec- 

tivo. 

1 titi 	titi 

Sea Modk(C,I) 1 --. Modk (C,I) el f uitor inclusihn. Definimos 1 	1r:Plod (C,I) ----> f1ode (C,I) tal que TW(t) = u W(t+me). Corno rrW(t+e) _ k 	 k 	 nEZ 

+. Ir 	W(t+e+ne) _ vW(t+ne) = urW(t), n está bien definido,zr es un funtor exacto 
n E Z 

1 	 e 	ti 
Sea V e Modk(

ti
C,

ti
I), Sea W e Modk(C,

ti
I) 

' 	 V(t) 	f( t ) 

' 	 V(t+e) f(t+e)  
W(t+e) 	de la propiedad universal 

del producto se sigue que existe una lunica 

(t):V(t) ---> ir w(t+ne) _ ,nW(t) tal que el siguiente diagrama conmuta. 
• . 	 nFZ  
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1 Como f(t+e) hace conmutativo el diagrama, f(t+e) = f(t) para toda t, 

Afirmarnos que Homk (V,W) = Horne(V,uW) donde (f) = 

Claramente ( es inyectiva. 

Sea f e Homk(V,nW). Sea f(t) = p(t) f(t). Por tanto el siguiente 

siagranta conmuta 
V(t) 	f( t) 	,rw(t) _ ,r 	4!(t+ne) 

¥• 	 n c Z 

f(t) 	p(t) 

Por la unicidad de f(t), (t) = f. 

e ti^,  
Sea V e Modk(C,1) proyectivo. Queremos probar que V es Modk(C,1) 

proyectivo, para lo cual es suficiente probar que Hom(V,-) es exacto. 

	

Supongamos la sucesión 0 ---=> W 	> WS ---y WS ---- 0 exacto en 

Modk.(C,I). Como n es exacto, la sucesión 

0 -- . TTW1 	> nWZ ---_► -nW¥ 	---? 0 es exacto. 

Como Home(V,_) es exacta, la sucesión 

' 	 0 -- Ibmk(V,iiW1) --> Homk(V,nW2 ) --' Homk(V,irl ) —  0 es exacto 
k 	 iu 	.0 

' 	 0 --} Homk (V,W1) —> Homk (V,W2 ) 	> Homk (V,W3 ) —' 0 es exacto 

titi 
' 	por tanto Homk(V,-) es exacto, lo cual implica que •V es Mod (C,I) 

yectivo.  

1 	•0 

7.14. Lema. Una representación e periódica V de 7h es proyectiva en ModkZh si 

y sólo si es proyectivo en ModkZh 

pro- 

Demostración. Similar a la del lema anterior. 
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ti 	titi 
7.1.5. Teorema. 	El funto R:ModkZ h => Modk (C.I) induce el 	f wtor 

e ,̀ 	 etiti_ 
R¥ModkZh --a Modk(C,I) e induce una equivalencia estable 

titi 
Mod 

 
k[ZI > Mod 	(C,I) 

Demostración. 	Usaremos para R:Mod
k 
Z
h 	

-----> Mod 	(C,I) 	la descripción dada 
k 

la fórmula (RV(S) 	= 	p 	V(R's). 	Si V es 	una representación e perió- 
'

por 
0,<i<bs 

dita, 	(RV)(s+e) 	= 	O 	B(S'(s+e)) 	_ 	© 	V(Iis) 	_ 	(RV)(S). 	Por tanto R 

I 
Osi<bs 	1<i<bs 

induce el 	f Lntor 

1 Re: fodk Zh --=-

1 

	Modk(C,I). 
ti 

por el 	lema anterior V es Mod Zh proyectivo. 	Por (4.7) RV es proyectivo 

en flod(C.I.). 	Por 	lema 	(7.13, 	RV e Mode(C,I.) 	es proyectivo. 	Entonces 

1 Re induce 	funtor el 

•

e Re : hío 	Z h 	 Modk 
% ti 	ti 

Similarmente L:Modk (C, I) ---'> Mod 	Zh 	induce el f untor 

e 	etiti 	eti 
L 	: ModK(C.I) —> Mod 	Zh 	y este induce 

e ¥ 	¥ 	e ti 	 ¥ 
L. Modk (C,I) 	Mo k Z 	. 	Sea 	u:Hom(LW,V) 	y Hom(W,RV) el 	f tutor 

de 	( 	). 	Sea f:LW 	V, entonces 	f(s) 	= 	O 	W(t) --¥ V(s). 
t,<s <at 

1 

	

f(s) 	 f 	matriz renglón. .Sea 	o:W -.RV 	entonces 

	

) 	= ( 	( 	s 	 9 	 ., ¥ t ) 

' 
-1 ) matriz col 	na g(s) = W(s) —y 	O 	V(fs's). 	g(s) 	_ (gs 	 um 

O<i<bs 

1 
Sea W e W(s). 

Si 	g=p(f), 	•entonces i,(f)(s)(w): 	Lf's 	Lw'` LLl --f > V donde w' :P5 =y W 

es 	tal 	que w 	(Trt) 	= w. 	De donde u(f)(s)(w) 	c Hom(LPs,V)=Hom(Ps,RV)-RV(s) 

1 h 
	

> h(tts ) 
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' Y 	U(f)(w) 	_ 	(fLw')i 

' Como fLw' 	e Hom '(LPS,V) 

' En el 	punto P,¡s, 	(fLw' )bis = P5 (G','s) --¥ 	p 	i 	W(2) ----> V(C¡s) 
f3 s52<a3 s 

' 
1irs 	—=y W(31w) 	> f0isBis(&w) 

' 

W'(R¡s) 

Por tanto 	(FLW")i 	= 	f P's.t3 is( Cw) 	f G i s.E3i 	W(&.) 

1 
En particular si 	T(f) y 	S(g) 	son tales que T(f)(g) 	= f(s-e) y s(g)=g(s-e) 

' para toda f e Hom(LW,V). 	Si W, 	V. 	son e periódicos 	(iTf)s,¡ 

= Tf0is.Si5 • 	W(R-'), entonces 	(¥iTf)s,i(w) 	= TfBis, 	5¡S 	• 	W(&)(w) 	_ 

((Tf)(&s)•W(üi)(w)) 	bis 	= 	(f(P's-e)•w(E1-e)(►'i))&s-e 

- 1&s-e 	• 	& -e)(w))Qis-e - fG1s-e,E¥is-e 	•w(&-e)(w) 	_ 

(Uíf)s-e,i)(¥y) 	
= 	(U(f)(s-e)(w)Ris 	= 	(s(u 	f))(s)(w))¥is 	(sU(f))s,i(w)• 

Por tanto s(f) 	= u(Tf). 	Asi que p(f) es e peribdic 	si y sólo si 

f es periódica 	(f es periódica = p(f) 	si y sólo si 	U(f) es periódica). 

' Le. ke son adjuntos: 	Sean W,V representación e periódica 

Home (LW , V) 	Home (W , RV ) 

f if 	. U( 	) 

I 
'4* w --> RLW y 4IV:LRV —> V son e periódicas si V y W lo son: 

V 
Hom (LW,LW) 	- 	--¥ Hom(W,RLW) 

1LW 1--------¥ ww 

1 
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1 	1W e Hone(LW,W), por tanto i c Home(W.RLW) 

Como 

W(t) vi  t 	RLW(t) 	i Coker ty W(t) — 	0 
el 	 01 	 11 

W(t+e)  14)W(t+ea+  RLW(t+e) =- Coker 	W(t+e) 	> 0 

Coker W W(t) --a Coker 	W(t+e) es la igualdad . Por tanto Coker ip W 
tia, 	 e  titi 

es e periódico y es Mod(C,I) proyectivo, por lo que es Mod (C.I).  proyec 

tivo. Y similarmente ker 	es e proyectivo. 

■ 
ReLeW = RLW 	W J Coker ; W, donde Coker 'y W es e periódico y proyectivo. 

1 	De donde ROL-CW W. 

Entonces Re[ W = 1 

Mcde(C,Í) 

1 	7.16, Ejemplo 



Entonces h1odKZ12 

1 
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Como ya vimos ( 	) los periúdos de C son los múltiplos de 6. 

En particular si e=12 y (C2,I2) el carcaj con relaciones del ejemplo 

2 (páá 64). Entonces ModkZ12 es establemente equivalente a Modk(C2,I2). 

Obsérvese que entonces (C2,I2) admite 12.18 tipos de inescindibles no 

proyecti vas . 

Hl 
	

Consideremos el si guiente carcaj Q. 

• 12 también es un periódo de Q. Entonces si K es el sieuiente carcaj con 12 

vértices. 

1 	' 	' 
• \./ ,' • 
U

y con las relaciones a15 + Rz=O (que denotamos (K,J)). 

es establemente equivalente a Modk(K,J). 
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