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THTRODUCCION

Uno de Tos primeros problemas considemrades en la teoria de representacio-

nes fue el siquiente:

¢Para qué dlgebras de grupo kG can G un grupo finito y k un campo existen

s61o0 un nameyo finito de incescindiblesg?

Un resultado cldsico de Maschkd nos dice que kG es semisiple si y sélo si

carac k | |G].

Por su parte Higman demostrd (1954) que kG con carac k= p > 0 tal que
pl]G| es de tipo de representacidn finita si y sdlo si el p-grupo de Sylow es-

ciclico.

Después de este teorema resulta natural preguntarse por una descripcion -
exp]féita de las dlgebras kG de tipo de representacidon finita asi como de sus-
kKG-mbdulos. Esto fue resuelto parcialmente por I, Braver [Bal y D. Dade (Da]
y completado independientemente por J. Janusz [Jal y H. Jupisch [Ku) dichas de
mostraciones usaban Teorfa de Caracteres y para la descripcidn de las dlgebras

hacian uso de ciertas grificas conocidas como drboles de Brauer.

R. M. Peacock dio posteriormente una demostracidn que usaba Gnicamente re
presentaciones modulares principalmente la 1lamada "Correspondencia de Green",
dicha correspondencia es de hecho ina equivalencia estable en el sentido defi-

nido mias adelante y estd inducida por la extensidn y la restriccidn. 1

En el articulo de P. Gabriel y Ch. Riedtmann cn que estd basado este traba
Jo, ellos se dieron cuenta de que el hecho Tundanental es la existencia de una
equivalencia estable entre dos dlgebras una de ellas Nakayama autoinyectiva, -
por lo que utilizan métodos completamente diferentes a los de representaciones
de grupo para encontrar la estructwra de las dlgebras asi como sus representa-

ciones.




La importancia de dichos métodos consiste en que pueden gencralizarse, --

cono se muestra ea cste trabajo, a dlcebras de Nakayama autoinyectivas que no-
son dlgebras de ¢rupo, mis aln como mostrd Ch. Riedtmann en [Ri, 17y [Ri,1] -~
una variacidn de estos métodos permite cavacterizar todas las dlgebras auto --

inyectivas de tipo finito.
A continuacidn damos un resumen del contenido de cada uno de los capitulos

En ¢l capitulo 1 introducimos conceptos bdasicos de la Teoria de Represen-
taciones de Algebras y se ve que es equivalente ¢l estudio de A-mddulos con
A de dimensidn finita sobre un campo k, inescindible y bdsica, al estudio de -

representaciones de carcajes que satisfacen un ideal admisible.

En el capitulo 11 se introducen los concentos de dalgebras de Hakayama y -
algebras, autoinyectivas. tstudiaremos o1 caso parlicular del carcaj ciclico-
con e vértices y las e posibles relaciones en que la composicidn de h+l flechas
es cero. Denotamos esle carcaj por 72. Damos una descripcicn de las represen-
taciones inescindibles de este carcaj y por Gltimo veremos yue las k-dlgebras -
del carcaj con relaciones 22 representan a las dlgebras de Nakayama, autoinyec-

tivas, basicas, inescindibles, de descomposicion simple,

En el capitulo 111 estudiaremos las propiedades bdsicas de la equivalencia
estable. Para A de t,r,f nos interesa conocer la categoria de A-médulos finita
mente generados (mod A) ya que todo A-médulo es suma de A-médulos finitamente -
generados [A-R,Zj para describir los morfismos, serd suficiente describir los -
morfismos entre los mddulos inescindibles. Con este fin se introducen en este-
capitulo los morfismos irreducibles, pues se¢ sabe que todo morfismo no iverti-
ble entre médulos inescindibles es combinacidn lineal de composiciones de mor--
fismos irreducibles entre inescindibles.” Introducimos también las sucesiones
que casi se dividen que nos dardn informacién de los morfismos irreducibles y -
probaremos que si mod A y mod A' son establemente equivalentes con A autoinyec-

tiva, A' resulta también autoinyectiva.




Introducimos en el capitulo IV los carcajes de Brauer mediante los cuales
clasificarenos las dlgebras A de dimensidn finita para las que existe una equi

valencia estable entre mod A y mod

‘

establemente Hakayama). Con este fin en el capitulo V damos a 1os morfismos -

Lk . <
" /0 (NMamarcimos a estas dleebras, dlgebras

de mod k[Zg] una interpretacidn acométrica.

Como veremos en el capitulo VI, dada una equivalencia estable entre mod A
y mod k[Zz] ¢sta induce una cquivalencia estable entre mod Ay la catevoria de
representaciones de 22 de dimensidn finita. Ademds A resulta autoinvectiva,
Mediante la equivalencia estable podemos ahora estudiar la categoria mod 4y -
veremos que las dlgebras establemente Nakayama son dlacbras de un carcaj de --
Brauer. Por Gltimo en el capitule VII, se prucba que el dlgebra de un carcaj-

de Brauer es establemente MHakayama.

Una demostracion diferente de este altimo hecho asi como la descripcién -

de los inescindibles pucde encontrarse en el trabajo de H.0'Brien [0'13].




CAPITULO T, '

CARCAJES Y ALGEBRAS DE CARCAJ.

En este capitulo introducimos los conceptos y resultados bdsicos de la --
Teoria de Representaciones de Algebras que utilizarcmos eon este trabajo. Para

ver mas detalles, recomendamos [A-F] y [C-R].

1.1, Definicién Un carcaj C : (CO,C

w:C

1
nita orientada y conexa donde C0 = {vértices de C}, Cl= {f1echas de C},

1 Gy G:Cl - CO) es una ordafica fi-

ala) = inicio de a, g(a) ~ final de a. (Por conexa entendercmos que si nos
olvidamos de la orientacidon de las flechas se tiene un camino de un punto
a otro cualquiera).

Sun.ejemplos de carcajes los siquientes:
[ -

) . 3
(é“/ﬁ-/'—\\\o\.[‘ 4.%’.;{': o .2
§ 8 A\ w .
7 3 o ‘.
/ . e ‘C"—‘—‘;*—"-‘- - p—— e ot — _};
§ | ,
: ' 2 6 ) ’ ) /I ) 0
. Cl /\ \ l[, C2 ” 4
6 \ § ”v' III
e-3 . /' 1 / \\"\ Il Cagl ll
N t
. 7 6 d- - em - - D -l
ez o> 0 8 v~ 10

e-1
E1 carcaj de la figura 1 se 1lama carcaj ciclico £, con e vértices,

1.2. Definicidn. Un camino dirigido de i a j (i,j ¢ CO) en un carcaj C es una

sucesidn de vértices y flechas de C (jlue,ae_l,...,ulli) con e » 0,
i = a(al),ﬁ(am) = “(“mfl) para 1 <m e y G(ue) = j. Sie =0 exigimos ade-

mds que j = 1. De esta manera, asociamos a cada vértice su camino trivial

ziv=(i]]1).




(52}

1,3, Definicidn. Sea C un carcaj con un namero finito de vértices, Sea k(i,j)
el espacio vectorial libre con hase los caminos de i en j, entonces la - -
k-dlacbra kC asociada a € se define como sigue kC @, k(i,j). Definimos

. 1,J
la multiplicacidn para los basicos de la siauiente manera,

51 (mlgp‘np-l""‘R]'h)‘(jlan’unul""’mlli) son caminos dirinidos enton-
ces (m|Bp,ap_l,.",Rﬂrﬂ-(un,u“_l,...,ulli) vale cero si h = j y vale
(mlap,ﬁp_l....,Gl,u”,an_l,...,ulri) si h: i. Este producto se extiende-
de manoya dnica a kC, obteniendo asi una k-dleebra (o necesariamente de -
dimensidn finita). E1 uno de kC oo 3 7.

. |
HCO

1.4, Definicion Un ideal I de kC consiste de subespacios 1(i,J) de k(i,j) tales
que BI(i,J) < I(i,m) para toda £:J » me 1(i,3) v I(h,j) para toda

Y:h > 9. .

Denotaremos  por F el ideal izquicrdo do kG generado por los caminos de -
longitud 1(flechas) de C. De hecho F resulta ideal bilateval y como cspacio -

véctorial tiene por bhasc los caminos de longitud mayor o igual a 1.

1.5. Definicidn Un ideal bilateral I de kC sc 1lama admisible si I« F? y para

alguna n ¢ NN, e 1.

En el caso de carcaj 7.C denotamos por 22 al carcaj definido por Z0 y.las

e posibles relaciones yh+l = ( y denotamos por k[ZE] a la k-dlgebra asociada a

h
Ly

1.6. Definicidn Una k-representacion de C V= (V(i),V(«)) consta de una familia

de k-espacios vectoriales (V(i))irf y una familia de transformaciones 1i
:C,
neales V(a): V(i) » V(j), una por cada flecha a:i » j en Cl' La dimensidn
de V es por definicidn dim V1= nodim V(1)
jiC
0
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1.7, Definicion Un worfisme de representaciones oV o> V' es una familia do --
transformaciones lineales - (S(3):v(i):V(i) V.(i))i (C tal que si
)
i Jes una flecha ¢n C el siguiente diagrama conruta

V()
V(i) == V()

V(i) V'(]) (e, &(V(a) - V() (1)),

si V=(V(i),V(«)) es una representacidn de € y & =(j(a”....,al|1) es un ca

mino dirigido de longitud > 2, podemos cvaluar V en & como sigue:

V(§) - V(an)-V(an_l)'...-V(al): V(i) » V{j) donde i- (dcq) y j-—ﬁ(gl).

1

Si 6= 2 A podemos evoluar Vo en
del(h,g) ¢
long 332, ,\.a 70

§ y de la siguiente forma V( ) = 7 A V().

. N

peI(i,j) °
Decimos que VY satisface 1 si V(8)=0 para toda e F?. Si (65)
una familia de ceneradores de 1 es suficiente someter V a las relaciones-

V(s ) =0.

es --

seS

Denotamos por HodP(C,I) a la categoria cuyos objetos son las k-vepresenta-
ciones de C que satisfacen I y cuyos morfisimos sor los morfismos de repre

sentacién, con la composicién ey = (<,f>(1)-gu(i))]. cC -
o)




1.8, Proposicidn: las categorias Mod kC/T y Modr(c,l) son isoaorfas,

Demostracidn, Definimos FiMod kC/T - ModP(C,l) de la siquiente manera:
Sea M un kC/1-médulo. Si i es un vértice de C, v(if-‘ijm donde 71 es la

clase de Zi en kC/1,

ST a:i » j es una flecha en C, definimos V() :V(i) -» V(i) como la multi-
plicacién por o, es deciv, V(u)(x) = ax = 2jux. V(ee) es lineal ya que M
es un kC(1)-m6dulo, Entonces definimos F(M): - (V(i),V(x)) que es una re-
presentacion de €. Ahora vamos a definir G:Hodk(c;l) » lod KkC/1. Sea
V=;(V(i),V(u)) un ohjeto deldodk(c,l). Defininns G(V)::.CB V(i) como
1cC0
k-espacio vectorial y se prucba que G(V) tiene estructura de kC/I-wdduloe,
G y F son inversos. Para una demostracién mis detallada ver [C-L-S]).
[
La importancia de la proposicién anterior es que el estudio de médu-
Tos se reduce al estudio de representaciones de carcajes que satisfacen -

|
\
|
|
un ideal admisible,
|
|
|




CAPITULO 1T,

ALGEBRAS DE NAKAYAMA-AUTOINYLCTIVAS

En este capitulo estudiamos las dlgebras que son de Nakayama-autoinyecti-
vas, Veremos que en el caso de Zg obtenomos las L-dlucbras k 72 que represen
tan a Jas alogebras MNakayama-autoinycctivas y de descomposicion simple. (Una -
k-dlgebra bdsica inescindible A es de descomposicicn clemental si

m

- t »
A/rad A= b k).

§. Algebras Simétricas, Algebras de Frobenius vy Aluolras Autoinyectivas.
ALUECDYdS oINetricas, plgebras de rrosenius y Alucuras Autoinycctivas

2.1.1. Definicién Sea k un campo. Un &lgebra A de dimensién linita sobre k se

Tlama dlgebra simétrica si A admite una forma bilineal no-degenerada

f:A = A - k que es asociativa ( ,e,f(ab,c) f(a,bc) para toda a,b,c & A)

y simétrica (i,e,f(a,b)- f(b,a) para toda a.b ¢ A).

2.1.2. Observacidén un dlgebra A es simitrica si y sélo si existe una funcién
Tineal v:A > k tal que
1) Para todo 1 ideal izquicrdo {o derecho) si |1 ker v, entonces
1=0,

y 2) Para todo a,b ¢ A, ab-ba ¢ ker wv.

Demostracidn Supongamos que- A es un dlgebra simétrica.. Sea f:A = A » K
una forma bilineal no-degenerada asociativa y simétrica. Definimos

viA » k tal que v(x)="f(x,1). Entonces si vw(xA):=0, f(xA,1) = f(x,A).
Como f es no degenerada, x = 0. De donde xA = 0. Ahora si v(Ax) = 0,
entonces f(Ax, 1) = f(A,x) = 0. Como f es no-deagenerada, x = 0. De

donde Ax = 0.




Sea a,b e A, como v(ab) = f(ab,1) - f(a,b) - f(b,a) - f(ba,1) - v(ba),
v(ab) - vw(ba) - v(ab-ba) = 0 (ya ¢ v es Tineal).
Supongamos ahora que existe una funcidn 1ineal viA » k que satisface
1) y 2), Definimos f:A = A~ k tal que f(x,y) = vixy). Scan a,b,c e A,
entonces f{ab,c) = vw((ab)c) v(a(be))  f(a,bc) de donde f es asociati-
va, Como 0 = v(ab-ba) = v(ab)-v(ba) - fla,b)-f(b,a), {a,b) = f(b,a) --
por To que f es simétrica, Falta probar que [ es no-degencrada,
ST x e {xeA|f(x,y) = 0, para toda y} - {xeAlv(xy) = 0 para Ltoda y;i =
= {x e Alv(xA) = 0}, entonces vw(xA) - 0, como v satisface 1), xA = 0 de
donde » = 0,
||

2,1.3, Definicion. lﬂw dlgebra A de dimensidn finita sobre k sc 1lama dlgebra

de_Frobenius si y sé6lo si los A-médulos izquierdos AA y ('\/\)’l son isomor-

fismos (el dual con respecto al campo).

2,1.4. Definicidn. Un dlgebra A se 1lama Autoinvectiva (o casi Frobenius) si
y s6lo si A considerada como A-mddulo izquierdo es inyectivo, equivalen-

temente: si y sélo si todo A-mddulo izquierdo proyectivo es inyectivo.

Proposicion. Las clases de dlgebras de dimensidén finita sobre k --
estan contenidas de la siquiente wanera:
{Algebras de Grupo} {Algebras Simétricas} {Algebras de Frobenius}

{AMgebras Autoinyectivas}).

Demostracion. Sea G un grupo finito. Sea kG la dlgebra de grupo de G.
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Definimos vikG » k tal que v(g 2 Gmg'g) =y (donde 1 es la identidad de
G). Supongamos que existe ac kG tal que v(Aa) = 0. En particular se tie
ne que v(g*la) - 0 para toda g¢ G, Como g"lz,G. g"ls,kG de donde podemos
escribir g—] como la suma g'lr‘l-gkl, que tiene todos los coeficientes - -

excepto uno igual a cero, Como ac kG, a - ¥ d"h. Por la definicidn -
heG

del producto en kG se tiene que g"]a“ (l-g'l)( by cﬂvfﬁ = % ahg*lh = t.
G

I a.,*
heG he teG gt

Entonces 0-*v(g’]a):=v( % agL-L) T de donde v(g~1a) es el cocficien-
te G E ’

te de g en a, por lo tanto a = 0. Similarnente v(aA) - 0 jmplica que - -

a =0,
Sean a,b ¢ kG. Supongamos que a = 5 a g, b= % 8 oh
. . 4 ‘"~ h
e 6 he G
Entonces ab= %« thh y ba = h S'u gh, 0 sca que el coeficien-
g,he G { hoge G g

te de 1 enab es ¥ « B, y el coeficiente div 1 en ba es ﬁha Por -

ch=] a°h gh=1 9’

tanto v(ab-ba)=v(ab)-v(ba)= ¥ « B, - L B, =0
gh=1 9 gh=1 " 9
Probaremos ahora la segunda contencion. Sea A un dlgebra simétrica.
Sea f:A = A - k una forma bilincal no-degenerada y asociativa.
Definimos 6:AM - (Ppy
> AA » R
x » f(x,y), por 1o tanto 9 es isomorfismo, por lo que A

es algebra de Frobenius,

Resta probar la Gltima contencidn. Sea A dlgebra de Frobenjus. Sea

n
0:/\A - (AA)* el isomorfismo. Sea = @ Pi la descomposicion de AA en
i=l A
A mn
A mddulos derechos proyectivos e inescindibles y sea A" = @A § la

i=1
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descomposicion de AA en A-modulos izquicrdos proyectivos e inescindibles,
mo, A n n

Entonces se tiene que DA § = o (Aﬁ)* = (P, Y= (P, )*
i1 ‘ i=1 'A i-1 A

como la dualidad manda proyectivos en inyectivos,

n n
® (Pi =@ (Ali). Por el teorema de Krull-Schnidt m=n y existe una
=1 A i:1

—te

L . PR P, I
permutacion de indices o tal qua A" ¥ A

o(i),
§ 2, Algebras_de Nakayama
Sean k un campo algebraicamente cerrado, C un carvcaj, 1 un ideal --

admisible de kC. Denotamos por A a kC/1.

2.2.1, Befinicidn. Sea A un anillo arbibrario, un A-médulo M es uniserial si

M ticne una Gnica serie de composicidn,

2,2.2, Definicién, A es serial derecha si todo A -mddulo derecho proyectivo

e inescindible es universal. De manera andloga se define dlgebra serial

izquicrda,

2.2.3. Lema. Sea A un anillo artiniano izquierdo. Un A-médulo M es universal

. ~ . .. h . .
si y s6lo si MerMer?Me,...,>r'M > 0 es una seric de compasiciones de .

Demostracidén. Sea M universal, si

M>rli> r?Hs ..., > rW%» ,...,»rJW1>O (*)

. . s . . i i 4 -
no es una serie de composicidn, existe i con r M/r1 lM seniisimple pero --

no simple.

TPURR TS IR i
. = T, @ F ; : : .
O R P A A TS T

Ta se r/i (*) se refina de dos mancras diferentes

MZ M

M> M s> rid s > T

o> > M s, Wty s 50
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Por lo que M tiene dos series de comparacién distintas.

Supongamos (*) es una serie de composicion.

N s
»

Sea M> M, > H?/ ,..:'Mk >0 otra serie de composicidn de M.  Para cada Mi

1
existe j tal que, Miﬂ'whﬂ FH ¢ir341M, por tanto Mi - r1H. de lo contrario
Mi estd contenido en un  subnddulo maximo de rJH y r% ticne un dnico sub-

modulo maximo v i,

1

2.2.4. Lema. Sea A un anillo artiniano, y supongamos que para cada proyectivo

. , p a ) . . .
indeciable P, rad /rad’P es simple a cero, entonces A es serial izquierdo

Demostracion que para cada proyectivo P.

n N, +
Porp>r>ps>, .., »r P20, donde r‘l';O Yy " !

+1

P = 0 esuna seric de composicion
i i1, . .
Supongamos que r1P/r P osimple i =1,
. . . ~ T, 1+ . . .
Sea Q proyectivo indeciable con g/} - v /v lP, existe un epimorfismo

Q L r'p > 0 tal que f(rQ) = rf{Q) = +1Q, por lo tanto tenemos un epimor-

i+]

J N : > i+ 1+
fismo rQ - r " "P > 0 el cual reduce un isomor{ismo rQ/r*ch r! 1P/r‘ ZP.

F]P/ri+

Por 1o tanto r' 2p es simple a cero.

[l

2.2.5. Corolario. Si A/rad”A es serial izquierda entonces A es serial izquier-
da.
Demostracion
Los proyectivos P de A/rad”h son de la forma P = P/rad’P por lo que !
rP/r?P es rad P/rad’p de donde se sigue el corolario.
2.2.6. Proposicién. A es serial izquierda si y s6lo si para cada vértice i de
C hay a 1o mds una flecha que empiecza en i.

Demostracidn. Supongamos que A es serial izquierda. Sea i un vértice --

Li—i
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de C.  Suponuamos que existe a:i » j. Veawos que las flechas que salen de
i van a dar a j. Como el proyectivo Pi = Ac_;es uniscerial,

i
P1>rad>Pi>rad7P1>...>O es serie de composicidn, y entonces

S = radAei/rad7Aei es simple.  Como o o oJ.(radf»./md‘“A)e\j -

n

; . : he./ra ;'!.‘\ . . QaUie ., /1re ?,.\.% . ! yiste
HomA(AeJ, rad \e1/)ad 01).HomA(,LJ,r1d\c1/11d cj) 7 0. Entonces existe
f:Pi > Scon f# 0. Comu § simple, ker T es un submddulo maximal de Pj, -
por tanto ker [ = rad P<<Pj (ya que {(rad Pj)ggrad S = 0). 0De donde Pj es

la cubierta proyectiva de S.

Si hacemos la wmismo para la flecha «:i » §', obtendremos que Pj. es la
cubierta proyectiva de $. Por la unicidad de la cubierta proyectiva j es

el Gnico vértice al que 1legan flechas con vértice inicial i.

Ahora tomemos f,g «© Homh(PJ,S) con f #0+# qg. Como S simple, fyy
son epimorfismos. Ademis Pj es proyectivo, por tanto existe h:P - P tal
que gh = f. Dado que k campo algehraicomente cerrado End(Pj)/rad End(PJ)
es isomorfo a una suma de copias del campo, y como End(P) es local,

End(P.)/rad End(Pj) anillo con divisidn. Por tanto End(Pj)/rad End(Pj)=k.

P.

J
AsT que existen f ¢ rad End(Pj) y oot End(Pj) con d([a])=x ¢ k, o # 0 ta-
les que h = atp. Como rad End(P)es nilpotente, # es nilpotente, y enton-
ces # no es isomorfismo. De donde lm 5 € P. Asi Im £ < rad P = ker g.

o= = 4 = (7 y N A N 24 =
Como f = gh = g(atf) = ga, HomA(nej, :ad“ei/lad AOJ) 1.

Para probar que A es serial iquierda sera suficiente probar que
AMrad®h es scerial. Denotamos por [ a la imagen de F en kC/1 (donde F
ideal izguierdo de kC generado por los caminos de longitud 1). Entonces
A/rad’A=kC/I/rad7(kC/l)=kC/1/f"*kC)F" Sea P. un kC/F® -médulo izquierdo
proyectivo inescindible. Por tanto existe un vértice i de C tal que

Pi = (kC/F™) Zi.
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Primer cas2: no hay flechas con vértice inicial 1.
Como Pi(i) = ZikCZi/ZiF’Zi v ky Pi(j) =0 sij# i, esta representacion
corresponde a un simple, sequndo caso: hay un lazo en i,

Como Pi(i) = k@ ky Pi(j) =0 sij#fi, red Pi(i) S ZiFZi/ZiFQZi = ky
rad Pi(j) =0si j s i, entences rad Pi simple y se tiene Pyrad P>0,
Tercer caso: existen jJ # iy «w:i » j.

Entonces Pi(j) =k, Pi(h) =0 h#i, hi{iJ.

Pi(i) =k, (rad Pi)(i) = 0. rad Pi(j) = k. Y (rad Pi)(h) = (),

Todo kC/F7-médulo izquicrdo proyective inescindible tiene una serie de com
pos%cién. Por tanto kC/F7 es serial dzquierda, y asi A/rad’A es serial

izquierda,

Por argumentos duales se tiene la siguiente proposicidn:

2.2.7. Proposicion. A es serial derecha si y sdélo si para cada vértice i de C

hay a 1o mds una flecha de C que termina on i.

2.2.8. Definicion. Una k-dlgebra A es de Nekayama si es serial izquierda y se-

rial derecha.

2.2.9. Proposicidn. A k-dlgebra de Nakayama bdsica inescindible descomposicion ele
mental si y s6lo si en cada vértice de C empieza a lo mds una flecha y ter
mina a 1o mds una flecha.

La demostracidn sc sigue de la definicidn y las dos ltimas proposiciones.

2.2.10. QObservacidn. A es de Nokayama si y s6lo si C es uno de los siguientes
carcajes

C: 122> ...»e (e31)




. 2.2.11. Observacion.

Sea C el siquiente carcaj
’ 1

(si e=1, C=9))

Sea I un ideal admwisible de kC. Para este carcaj especial denotavemos por

6? al dnico camino de longitud & que empieza en el vértice i. Para cada -
_— . . . .0

vértice i, sea 9.(i):= min{? ¢ mloi co1).

(x‘? (C-] )
Ye-i

Per ser 1 admisible podemos es--

. (o
coger los caminos ég( )

90 v 0

Entances {62(0),...,6§ET_1)} es un sistema de generadores para |.

Demostracién. Sea r ¢ I, entonces existen Aoeresdg e Ky @) seee 0, Cami-

e
nos tal que r = % XA a . Si =y Atut+xhah=(xt+A

) o«

Hi

(donde t,h e {i,...,e}). Por lo cual podemos suponer r = X, 4 ...\«

171 ee
donde at#(uh sih #t.

Sea i ¢ Co’ como 1 jdeal entonces rZi ¢ I
Supongamos que rZi = xlalzi ¢ I. Camo alzi camino que empieza en i,

long alzi > laong ¢?(i). Por tanto existe g, tal que a12i=8 6%0>-r2i=A

1 19447
_ £(1) , . _
hxlsléi e I. Como el uno de kC es Eic Cozi .
. . 5 £(1)
rarel=r 5, L 2.5V, . rl.=n. Aif3, 8
1c.Co j 11,60 i 1s:CO 1171

-
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Si rl1 Ala]/ rA?u27 .. I con “lyi , uzzi caminos que empiezan en iy
alli 7 azzi . Sin pérdida de generalidad Tong ”1/i < long uzzi. Supon-

201 . :
gamos que long « 1"10ng 01(1), entonces existe £ camino tal que

¢

Ba221=6{( i) ¢ 1. Como ]9{’(\1u17 4\qu l )= (n / + ), R, 7. (1)

, S I Y .
1 A R B L T AP AR B
long galzi < long auzzi = long &{( )10 cual es uni contradiecion., Por tanto

7.78 62’(1)&: 1

. (i - . .
long o,Z. 3 long u.(]). Entonces existe £, camino tal que o7, =f
271 i Z 25 21

, : . L (i) . .
. =\ £ N . h > { . & :
Por 1o tanto Azuzli szi ; e I lo que implica que A11121i21. De donde

[d
long Ala17i > long é;( ). Entonces existe Fl camino tal que

i
) (1) _ . e o(i)
=R - 1S rEre]=g, = 50 . ¥
Alall1 )1£1101 y entonces r=pre] iec . / >1k C e ’ﬁ”161 . Hemos
2 (e- .
probado que {Gg(o),...,écfi 1} cs un sistema de generadores para .

2.2.12 Teorema. (MNakayama). R uniscrial (i.e. RR y Rp suma directa de unise-

riales). Entonces todo médulo finitamente acnerado es suma de uniseriales, .
p . n .
Demostracidn. Sea 0 7 Ii mGdulo finite: nte generado sca L1=lei descomposi-
n

cion del 1 en R con LR - idempotentes. Como N = ‘1 r , existe
5

S(:Uneilmei # 0} conjunto finito de generadores. Tomemos S='{m1,...,ms}

tal que

5
,jglz(mjﬂ) sea minima. Como {ml,...,ms} sistema de gencradores de

M, M= Tj 1mJR Sea a:{l,...,s} » {1,...,n} con mj=mjea(

i) para toda

o

J e {1,...,5}. Como ea(j)R es uniserial y ij es cociente de uniserial,

se sique que ij es uniserial. Probaremos ahora que la suma es directa.
Supongamos que x§=1ij no es directa, entonces existen Pyseeel € R tales

que 55 om.r. =0 con my r # 0. Ademads existe e (el,...,en} tal que

::133

mlrle # 0. Como Re es uniserial, los elementos de (Rrjelmjrjr 7 0} estdn

ordenados, asi que hay en este conjunto un elemento mdximo: ere. Si

mjrje # 0 tenemos que Rrje < ere de modo que existe rj € (rl,...,rs}

|
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tal que rie = r'jrle, Si mjrje = 0 Lomamos r'j = 0. Sin pardida de gene-
idad v, = e ,.\v.  Je {l,...,5}, mos elegir r'y = @ '
ralidad 1J DQ(J)'J Je {1 }y y podemos elegir r 17 (1) y

' =
T‘J- T‘J.Oa(l).

Reemplazando del conjunto de generadorves S el elemento m, por el siguiente

mo =
]

obtenemos el conjunto {mll’m2""’mr} que es Lambién un conjunto de gene-
5 ‘

radores donde m om loa(l)’ Ademids se Liene que Tong(m ]R) < 1ong(m1R).

Consideremos los siguicntes epimorfismos.

m,R

C0.(])

o m',R

2 Fini a s . 3 = r vip e m!
definidos de la siguiente nancra v(Lu(l)) my oy x(c“(l)) m'. Como

v(rle) = v(eu(l)rle)==mlr]e 70y

3 s 5
' =m',r, es =My F eIt e et omor.es (57 _morl)e = 0,
v (rlc) m' v esmriesmnr e ,J:del J']O'ﬁﬁ'lc szsztJe ( Jslmth)L 0

s¢ sigue que ker \\¢ﬁ ker v'.  Como et(l)R es uniserial, ker v' < ker v.
) A

La sucesion 0 » ker vw' » ea(l)RELwn'lR » 0 es exacta de donde
]ong(ea(l)R) = Jong(ker v )+‘1ong(m'1R). As

1ong(m'1R) = 1ong(ca(l)R) Tona(ker v').

[t

De manera andloga se obticne que

1ong(m]R)=1ong(ea(I)R)—long(ker v). Por tanto long(m',R) =

1
=1ong(eu(1)R)~1ong(ker v')<:10n9(e“(1)R)—long(ker v) = 1ong(m1R), y

esto contradice la minimalidad de L§:l1ong(ij). Por lo que concluimos

que la suma es directa.

L
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Observe que si R es uniserial, entonces por un resultado de Auslander

[A-R,2], todo mddulo es suma de univeriales.

En 1o que reste de la seccidn € serd el cavcaj ciclico 70. Pi el pro-
yectivo inescindible asociado a i, y oF la dnica flecha en C qgue va de

ia itl,

2.2.13. Lema. {&]& es camino de i a j de longitud menor que (i)} es base de

P.

i)Y de']j(i).

Demostracidn,  Como Pi(j) - ijCZi/ZjIZi, {T]é v ijczi y & ¢ 1} es base
para Pi(j). Como para toda & ¢ kCZi se¢ tiene que & £ 1 siy sdlo si

Tong 634(1), entonces {¥]s ¢ ijCZi y Tong & < (i)} es una base para

Pits)

0

2.2.14. Lema. E1 soclo de P, es el simple Sj donde j+1 - i+£(i) mode.

Demostracién. Para toda ¢ ¢ CO definimos ¢(£):Sj(n) - Pi(i) como sigue

¢(2) vale cero si 2 # 3J y (p(ﬁ):kzj > ijCZiIZjIZi es tal que
¢(£)(azj) = aG?KH)—f si £ =3. Como jz i+2(i)-1 mod n, Ff(])"ls 7.kCZ..
Por tanto ¢ (%) es transformacién lineal para toda ¢ e C0 .

Sea ¢ = (¢(£):Sj(ﬂ) > Pi(ﬂ)) Supongamos que Pi=(Pi(£),Pi(a)) y

ﬁ{tCO

veamos que ¢ es un morfismo de representaciones. Como

Pilog) 0 (3)Caz )by () (ast U ) Ty o g HTTTog g UF

). .
I 5 4 [ =0 en Pi(J+l),

tenemos el siguiente diagvama conmutativo
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4 (|) ) )
%5(3) "i(3)
.I ! p_i (U-.i )
0 = Sj(j+l) ------- > Pi(j+1) » por 1o que ¢ ¢ un morfismo de

representaciones.  Teneinos que ¢(Sj) es una sub-representacidon de Pi y

J 1
anica sub-representacion de Pi isomorfa a un simple.

que (b(Sj) = S,.  Para probar que soc P Sj basta ver que m(Si) es la

[N

Comp P. es uniserial, existe n ¢ N tal que
j q

(S

raani=soc P.=S, o & L. G)Snlf’ 5 @>SZCD.“6?Smilnrad”'Hﬁ.
pero soc Pi es semisimple, por tanto rad”+lpi = 0. De donde m=1 y conclui-
Mos que Soc Pi es, simple.
L

Damos a continuacion una descripeion del soclo de los médulos inyew-
tivos finitamente generados. Como todo m6dulo inyectivo finitomente gene
rado se escribe como suma directa de inyectivos inescindibles finitamente
generados, basta describiv el soclo de Tos inyectivos inescindibles fini-
tamente gencrados (f.g.). .

2.2.15. Lema. E1 soclo del inyectivo inescindible finitamente generado I, es

el simple Si'

Demostracion. Como A es artiniano, el soclo de Ii es simple. Probavenos
que Si es una sub-reoresentacién de 11. Sea Jj ¢ Co' Supongamos que

I. = (1.(3), Ii(u)) Yy que Si =~ (S,

j ; (3),S:(a)). Si j # i definimos

i i
¢j:51(j) > Ii(j) como cero.

Si j=i, Ii(i)=kZi(9 (ZiFZiIZiIZi) y Si(i) = kZi defininmos ¢j+Si(i)->li(1)
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. » l . . .
como la inclusidn en el primer sumando.  Veamos que Lo 74(3)) es un mor-

. N .
fismo de representaciones,  Sea j . ¢ en Cl‘

Si3j4 i, I].(rm)rlx. (3) - I].(u)o() =0 - $(2)0 = (25, ()

ST 7 i, L) (3)(i5) = L(a)(7,) -0 = <:.(.o,)s1.(<_L)('/f,i).

Por tanto Ii(u)q>(j) 2 ¢(R)Si(u). De donde ¢l soclo de Ii ¢S Si‘

[

es ¢] mds largo camino que

2.2.16. Loema, Pi es inyectivo siy 5610 s &§(1)~1

Mega a J y que no estd en 1 (donde j41 - i+e(d) mod n).

Demostracion. Los elementos de Co los escribicrmos como enteros médelo e,
asi quc escribivemos indistintusente © o met2.  Definimos F;’m = {&]& ca-
mino deg amy & ¢ 1}, Si €~ S) el resultado es trivial, asi que supon-
dremos que € tiene al menos dos vértices. Supon emos que Pi es inyectivo,

Como el soclo de Pi es Sj y el soclo de l,es 5. Py lj‘ Por tanto
N ! . |

y ii—l,j tienen

—e e

dim Pi(i—]) = dim ‘J(i~]), de donde los conjuntos [ R
?

la misma cardinalidad.

Veamos el caso en que J # i-1.  Sea o el camino que va de j a i-1 de longi

tid minima, Como j 7 i-1, long « > 1. Puesto que i # i-1, para toda

§ ¢ Fg j.q existe 9 ¢ r; j tal que 3 = od. Entonces la funcidn
b4 1)
f:Fi io1 r% j tal que f(as) = & es inyectiva. De donde long 8> long T(4)
’ »
£{3)- . .
para toda ¢ F% R Comma 61(]) ! es ¢l camino mds largo que empieza en

iy que no estd en 1, T no es supraycctiva. Entonces la cardinalidad de

! 1

. . “! ’ a ’ ar i ide : I‘. .
ii- , por lo tanto la cardinalidad de i-1,3 es

y €S menor que la de

LS

F! .. Que es menor a la de F! . . Otra vez tenemos que para

igual a la de i i3

5 € l‘l . oxi a ani §¢ l'] . ~opic e S=n0
toda © i-1,j existe unia Unica i3 con la propiedad de que ie1°
rl

ya que j # i-1. Tenemos entonces que la funcién 93r§_1 j > h ; donde

9(3ﬂ1-1) =3 es una funcidén inyectiva. Ademds g no es suprayectiva,




21

g.(1)-1 e(i)-3 . .
por lo que 61( ) Ui gt I. Por tanto mi(]) el mids Targo camino
que Tlega a j y que no estd en 1. Ln el caso on gur j=i-1, la cardinali-
. ] . ]
lidad de 1I') . s igual a la de 1. .
‘ i,{-1 05 Tgual a l¢ P-1,i-1
minimo que va de i a i-1, £(¢) » 1. Entonces la funcidu

. Seca 6 el camino de Tongitud-

g:F§_1 i-1? Vg jo1 tal que g(¢) = &0 es inyecliva, y por tanto es biyacti
R
va. Ademds long & < Tong g(&) para toda & Y%~l -1 Por tanto 6;(1) !

es el mds Taryo camino que 1lega a i-1 vy que no estd en 1.

Reciprocamente, definimos = {8 KCZ, |4 /1ty
£,m merL

Foom = {6l v

ara toda ¢,m . wr tanto T iene
} para toda o, Co’ por tanto 'n,m y 'Q,m tiencn la

£.m
misma cardinalidad., Denotamos por S al camino de longitud minima de : a
m, n, denotard una vuelta comenzando en ¢, y para s 3 0, ni denotard ¢ vuel
tas, comenzondo en ©. 0 §i C tiene mds de un vértice, esto implica en parti-
cular que i-1 # 1 y que j # j+1.

Primer caso. Seca # . CO qur 0 ¢ Tong &.. £ long &, ..

1k 1)

m, - .
= ! . N o7 1o Wy 0o & v . Tl
Sea m, = max{m L]Nlﬂﬂhii SRS (ndtese que sicupre byp @ 111) tenemns
m, =,..% M, =,.,=m, . NI, S AP A §
que m, n, n; Sea ms Sea fﬁ Pig Fos tal que
. (.5 - m-s . . X X e . . -
12(”£6i£) = Slj”ﬂ . Para ver que fQ es funcion, basta ver que
8 .nm eI, ., Ccomo nmé. {1 ]ong(nmﬁ. yee(i)-Tong (&, ), por tanto
238 Ly b2 : A B £J
m A m ‘ . .
. = A < AR ~le .- a é,.=
10ng(623n£) long 6&3 long Hy Tong 83 L(i)~Tona 845 long ip
= §(i)-long Sif s (i), Por tanto Swj”? ¢ 1, de donde
m . . . .
. I, . Es Mo QL 5 rectiva.  Par oque 25 suryectiv
GﬁJHL L IRJ Es claro que fﬁ es inyectiva. Para ver quc fR es suryectiva
observemos que si o « rpj‘ existe 0 ¢ L ¢ m tal que u==691n; .
Sea s:= m-1, entonces 0 { s « m, por tanto nsﬁ £ I y

£714, if
n-s

- S = = ) ] o 11 3\ -3
fn(”z”ii) ngnﬁ a . Podemos concluir que &’ es biyectiva.
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long &. « oS, . ,
g &4 ¢ Tong YiLi-1

Si d=j+l, i-1=j y sc¢ reduce al caso anterior. Supondreinos que i#j11, en-

e 850 sea f : 0 Sooag &
Segundo caso sea §. ¢ CO tal quo long Vi, S

tonces i-17j. Si o Vin' existe un {inico s ¢« I con la propiedad de que
a = nsﬁ. y» 0 & s <m, esto nos permite definir foets, - I'o. tal que
14 10 £J
S . m-5-1, - e - i g g
. = . Vo e are Y . o 0s ANCA( ASL¢ C :
AR B4 . 5,
fp(npd P) 1 Iy Para ver que f, ¢s funcidn basta verificar que

m-1, ) ) LIS _ 4 m me g .
Ny by ¢ lnj . Pero 1ong\nJ hyj)?/j Tony ' Tong 56 < 6(i). Pm

, _m-l ‘ ) ot . m=1 . . . - e iyt
tanto ”j dzj ¢ 1 y entonces 2 05 ¢ I, [s claro que Qg cs inyectiva,

Observemos que $1 f ¢ Vrj' existe un Gnico 0 & t ¢ m-1 con la propiedad

de que § = n'

jalj' Sea si=m-t~1, por tanto Og sgm-1 y entonces

Q= e I'n o Por loque f, es funcidon., En resumen, para ¢ ¢ Co ,
A

IS\R

KA TR T

definimes una biyeccidn fﬂzri? - Y?j v 1, induce una biyeccion 7
. As LN

FEETRSETY

Como Tj? y T',. son bases de Pi(ﬂ) y de Ij(ﬁ) respectivamente, T? induce

]}
h“:Pi(n) > Ij(n) isomorfismo de esprecios vectoriales. Como ol socle de
L8

Pi = Si' la envolvente inyectiva de Pi coincide con la de Sj’ como la en-

volvenle inyactiva de Sj es Ij, existe :Pi »Ii monorortismo.  Por tanto

i

es isomorfismo.
Daremos una caracterizacidn de las dlgebras de Nakayama autoinyecti-

vas usando carcajes y relaciones,

2.2.17. Proposicidn. £ es NHakayama-autoinycctiva si y sélo si C es de la forma

1
O. ,(f/‘\. o

/A

c—i ’
(e > 1)

y ¢l ddeal | = rh con h » 2.

0 Ces un punto y el ideal 1 = Q,
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Demostracion. Supongamos que A es Naka%ama—autoinyoctiva. Por tanto

C=1v2a..on{n~1)6¢C : “oe S

/

3 e-c
(e > 1).

Supongamos que C : 1 2+ ,,.>» ¢ (e>1). Entonces PC es proyectivo

y simple ya que Pe(e) = koy Pe(i) =0 sie .

Como A es autuvinyectiva, P es inyective inescindible
0 ’

7. kCZ
pero | - nn-l K
. n(n-1) 7 7
no'n-1
]J(") =0 s 37/ n

Por 1o cual C = 20. Resta probar aue 1 = Yh con alguna h » 2. Sabemos
que {6$(i)|0 ig¢e-1} es un sistema de generadores de 1. Sea

W= max {£{i)]170,i,...,e-11 . Como I admisible, h = 2 serd suficiente
probar que £(0) = 2(1) =...= 2(e-1) = h para tener que | = Fh. Supangame s
que hay un vértice i ¢ Co tal que o(i) < h. Sea i' ¢ Co tal que i+l = i
mod e, Como hay un vértice j tal que 2(j) = h, podemos suponer que

2(i') = h., Sea j ¢ CO tal que j+1  i+£(i) mod e. Como Pj es inyectivo.

6%(])_1 es el camino mds largo que 1lega a j y no estd en I. Como el ca-

2.(1)

mino 6%

s+(1)
1

. . . . 2(i)- .
también 1lega a J y es mds largo que fi(‘) 1, se tienc que
¢ 1. Por definicidén de 2(i'), concluinos que h=¢(i') g ¢(i) < h.

-

Como obtuvimos esta contradiccidn de suponer que habfa un vértice i ¢ Co
h t

(]

tal que 2(i) < h, concluimos que 1 = F

La hipétesis k es algebraicamente cerrado es indispensable.
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Liemplo.  Sea Q el anillo de los cuaternios reales.  E3 centro de Q
es ¢l campo de Tos nimeros rcales. Q es R-dlgebra de dim 4, Ademis Q
es basica, ya que si 0 7 x : atbitci+dk es idempolente,

9

X o= %= (a?—hz-c’~d?)r?jhj+?acj+2adk. Por tanto a # 0. Si
<

i

atbi+cj+dk
XER, bye o dF 0. Por tantoa = 'y ! -3 - b?-c?-d” <} 1o cual es impo-

sible. lucgo xe R, a =1, x = 1.

Q es un anillo con divisidgn. Si Q fuera R-dlgebra de carcaj, ten-
dria un vértice y tendria que tena nilpotentes.  Por lo que Q no es
R-algebra de carcaj.

Como Q es semisimple, Q es autoinycctiva.

5 3. DESCRIPCION DE 10S OBJEIIVOS IRCSCINDIBLES DE tod, 2!

h
o

bs facil describir los objetos inescindibles de Modkz

Como k[ZE] es un anillo uniserial, por el teorema de Hakayama (2.2.1:)
sabemos que todo wddulo ¢s suma de uniseriales, eon particular, s P rs un
médulo proyectivo e inescindible, entonces P es uniserial y como esta pro-
piedad se preserva en cocientes, los cocienirs de proyectivos inescindibles
son uniseriales y por tanto inescindibles. Ademds, si M es inoscindible,
por teorema de Nakayama, M es uniserial, de donde M es cociente de un pro-

yectivo inescindible. Asi que vamos primero a describir los proyectivos -

inescindibles y después los cocientes de estos, ya que éstos son todos los

h

objetivos inescindibles de r".od‘,'/.e \

Dado que tencmos que las categorias Modk[Zg] y Modkzg son isomorfas
(1.8), bastard traducir k[Zg]fg a una representacién PS=((PP)(1),PS(6))
que satisfaga las relaciones del ideal 1 = <s"1s. sq obtienc 1o siguien-

te
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. - SN zik[zejzs : ,
ps(]) = Ai li[/Q]lS '—'Z;w”im‘ng - kénstu kéhW(PCD...(U kém*ne

donde w es la longitud del camino mds corto de < 1,

N s 6 : Ly LRz - K7
Para cada flecha i —'» L de 7., V(&): -,' S 0 Eol BB
o A A

es tal que si x es un camino de s a 1, entonces V{(&)(x) - &X

. - ht
Si {mo,nl.....eh} es la base candnica de k' 1, entonces

p_(i) =@ kcj donde O0¢s, ige-1,03<h4ly st 3 - 1 mode .

-

-J
Definimos Vo y ()= Po(1).
Coma V(6)”kW’G)k6“’+e(D ...GDl%ﬁwne - kunwl G)kﬁmwru}GD..(Di%¢ﬁ¢+ne
(o e (o L 0)
'l e (0 Y0
gurne re—- 1 (0 0 . . . 6“+1+”C)

€5 4 Stagh - = h- ]
Por lo tanto V(5) . =

0 siht1-1=Hh,

Sea P un mdédulo proyectivo inescindible. Por tanto P tiene una anica se-
. ¢ e (¢ -
rie de composicidn: Prrad>P>rad®P>. . .»radiP = 0. 0 sea que 1os submddulos

de P son P, radQPj rad P,..., rad P = 0.

Mediante la equivalencia Mod k[Zg] SN Modng se describe

rad Ps = ((rad PS). , W(a)) de la siguiente mancra:

i
ZiFZs

(rad ps)i = T (donde F es ¢l ideal generado por los caminos de longi-
TS

gitud uno).

Sis# i, liFZS = Zik[ze]ss’ entonces (rad Ps)(i) = (p )(i)




7 .K[7,17, 7,F7,

- e LS = [ED L
7 Ty g T R @ iz,

$i s = i, notamos que (P )(g)
; s s 5

5

. -2 . e o . - dir - RETITr
(va que 1gF%), de donde dzmk(vad Ps)(s) d'”k(Ps)(s) 1 (climinamos el

camino Lrivial 7 ).
s )

i
(PS)( ) / (l(ld P
= por tanto
® |

kuj con Ocjol y s+j @ 1 mod e.

i N o y : ara cada flecha 3 -5 ¢
Definimos Vs,1(1)' (fs)(i)/(rwd Ps)(i)’ Como para cada flecha i t de

Ze se tiene que

‘V(&) si s # i

iv(ﬁ)l(rad Ps)(s)) si s = i

entonces en el cociente teneros transformaciones que denotawos por Vl(ﬁ)

tales que Vl(ﬁ)(ro) = 0. (&:1 » t). Asi Vs.l = (vs,l(i)‘vl(é)) resulta

una representacidn simple sujeta a las relacionoes 1.

£1 rad?PS se describe de la siguiente manera:
2p & oead(y = rad(rad LT72"T7 = (rad?tT7M V7 = B9 . antanes
rad PS = rad(rad PS) rad(rad L[ZOJZS A (rad L[ze])és F Z.5 entonces
B Z F? 7

(rad?P_),., = 7.F°7 = S
st(i) i s /.1.(mr)S

Z, i[? 17 5
Observemos que si s # i, (Ps)(i) =l e s ., 5 :%i~i flecha
2. 1 7
i S
2
k o+ ,Z.,Ll...._./_i___w__
o li(l(\F )ZS
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de donde dimk(m(!"}'s_)(i) - <.Iimk(l‘£_‘)(s)—l-r‘.'ximm‘o de flechas de

ziklz, )2, 72
S a i Ysis = i, (Pq)(]) SEPRE R L k2, v I ; k_ 4 S__ S
~ 71, g . 21 1)z
> flecha B S

" . . . and?nD
de donde dlmk(la(! [s)(

« .
Y \

- di ) e e e
) d]ml(ls)(:;)d namero de lazos de s en s,

® K i 8 f i
5 A

(‘)S)(i)/("i)(lrl)s)(.i) i
k., G)(r -—E?.y ku‘,) si s

Por tanto (PS)(i)/(rad"PS)(i) = @J-kt,j con 0 j<2 y s+i~ 1 mod e.

Definimos \’5,2(1):“ (Ps)(i )/(rad‘l’s)(i)

.
Como para cada flecha 1 - v £ se tiene que Hz((\) es la restriccién

de V(&) al subespacio (rad”P ), en ¢l cociente tencnos

4 ST dg? -7 =0

f ( e,o=
\2(S)LJ

Resulta que Vs 9 = (Vs ?(i), \'2(.;5)) es una representacidon sujeta a las re-

laciones 1.

Dado que 1 C Fh

se tiene lo andlogo para m ~ 2, de donde
G) '.—F"]—]
AUl

() (rad™p _ “"l_]-? o . . @ ‘é‘l} . . .
S (].)/ rac s)(i) = camino de s a i ven TS b i sis # 1
Tongitud (m-1) flecha

k2, co< o k\> @ ... ©/0 k"1

S &+ i (‘,H*l

flecha b
camino de i § = i
s a i de

longitud (m-1)
o
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de donde d1mk(rad'PSQ(i) : d1mk(PS)(S)—]~Numero de flechas de

2. k(7 17 ) 7. F"2_
sai. Ysis=i, (Ps)(i) SE R kz, v I- ; kooy sl s
i 71 17 2 v 2 (1 V)7
- flecha S

\ : e ]2,) - : '] - e 3 S FASL \
de donde d1mk()ac [s)(s) dlmk(ls)(s)_l nimero de larzos de s en s.

® . si s /i
S der

(P )(i)/(l‘ﬂ(’;'[)s)(]-)

5

kZS G)(' { kd) $i s -
i

S -

-t : )
Por tanto (IS)(,

. m O .. X e T
l)/(lad Is)(i) Q)jkaj con 05 j<2 y stjr imod e.

Definimos VS,Z(i):r (ps)(i)/(rad?Ps)(i)

£
Como para cada flecha i —-- t se tiene que H?(c) es la restriccidn
. Wl

de V(&) al subespacio (rad”P_), en el cociente tenciros

ep ST g2z =0

Z(6)57j =

Resulta que Vs 9 = (VS 2(1), vz(a)) es una representacion sujeta a las re-
’ »

laciones 1,

Dado que 1 C.Fh se tiene lo andlogo param ~ 2, de donde '
+ jee -1
gn-1 v @ ks
(Ps)(i)/(rades)(i) = camino de s a i E O I F U si s # i
Tongitud (m-1) flecha

S & i 6”'1
flecha

kZS GD(’ ® k“’.) @ ... /@ kg1

camino de
s a i de
Tongitud (m-1)

s
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L \ m - . ,
finie / s P , ad P o~ @ ke ; < J o«
Definicion \s,m(i)' (Is)(1)/("d Is)(1) a Jl e jeon 0« jo<my

stj T i mod e, (Obsérvese que 1 < m < htl),

2,3.1. Observacidn, Por el Teorema de Krull-Schidt k{?&} tiene una tnica des
composicion en mddulos proyectivos e inescindibles: kaz} = POG>PIG)...G)PC_1 .
Entonces

,h - h .
K[zgd 7 k[z,) = v y/raa b @0 /rad b @ L Puy/rad P

como Ps(i)/(rad Ps)(i)
k ZS si s < i, por tanto
k[ZQ] /rad k[zgj = kZo o .., Q)k2e~] s por Krull-Schmidt se tiene la si-

guiente descomposicidn cquivalonte:

kzh) /7 rad k[N - k@ .. ok,

. . . h

Concluimos que en ¢l caso del carcaj con relaciones Ze ob tenemos
- | . . P .
dlgebras k[Z;] que son de Nakayama autoinyectivas y bisicas de descompos i

cidon elemental.

2.3.2. Ejemplo: Considercmos el siguiente carcaj

1 s

>
61 | /gA'O

-8, con las relaciones 8 = 0,

~nNo

A continuacion calculamos todos los inescindibles los mddulos proyec-

tivos son:




v =P ke, - A . .
0.3 0 ]'. VJ,3 Pl k[-()‘ o V2,3 Pr kiﬂz'\‘
\ N\ ol N
/’Akf,:o y kf;z . ksf:l
e, "0 o e
JLZ .L,.l \CO
Los modulos inycctivos coinciden con los proyectivos,
Los médulos simples son;:
Vo,l: ()‘v Vl,l: ksz‘g V2,l: 0 .
N AN 0 0
k. )
4} 0 0
' /1 /6.‘ v /
0 0 o
Los demds médulos inescindibles son:
v0,2: kcl‘ \‘1’2: kt’io . V2,2 0‘\ 0
AN N AN
0 , kr;o 0 v _a kr:].
0 0 kt,l 0 keo
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CAPITULO I11.

EQUIVALEHCIA ESTABLE .

Sea A un @lgebra sobre un campo k.

En este capitulo estudiaremos las propiedaides bdasicas de la equivalencia
estable, Esta nocidn nos permitira asociar a un dlgebra de Lipo de represen-
tacidn finita otras algebras de representacion finita.  Introduciicmos l1os --
conceptos de morfismos irreducibles y de suceciones que casi se dividen, éstas
al1timas nos dardn informacidn acerca de la categoria de A -médulos finitamente
generados, (que denotamos por mod A). Por @1timo probarcmos en cste capitulo
que si mod Ay mod A' son equivalentes con A autoinyectiva y tal que la Tongi-
tud de cada proyectivo inescindible es mayor que 2, entonces A' es tanbién au

toinyectiva,

§ 1. Equivalencia Fstable
Sea Ay B ¢ moda. Definimos

P(A,B):="{ T ¢ Hom(A,B)|existe P ¢ modA proyectivo tal que A ~~f»> B

\,/

conmuta}l
P(A,B) es un subgrupo abeliano de Hom(A,B).

Sea Hom(A,B):= Hom(A,B)/P(A,B).

Es fdcil comprobar que obtenemos una categoria tomando como objetos
q !

los objetos de mod Ay morfismos los grupos Hom(A,B). A dicha categoria

Sea Fimod A » mod A el funtor tal que F(M) = M. Entonces

Fio tEnd(A) > End(A) es un epimorfismo de anillos. Como F es aditi-
|[End(A)

vo, F respeta la suma y por ser funtor respeta el producto.
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3.1.1, Lema. Si l:= ker I oentonces 1(A) erad End(A) si y s6lo si A no tiene
sumandos proyectivos,

Demostracion., Suponusinos que A no Liene sunandos proyectivos distintos

de cero. Sea h:A > A tal que h se facloriza por un proyectivo, es decir,

se tiene el siguiente diagrama commutativo.

Ai‘ww«—/u\

donde P es proyectivo. Sin pérdida de generalidad P es finitamente gene-
rado, de donde P = Gbi - ]Pi, con Pi proyectivo inescindible. Para toda
i ¢ 1 se tiene el siguiente diagrama conmutativo:

. h.
—~-1 A

\/

h. = h,

tal que Xjﬁ 1N

Como A no tiene sumandos nroyectivos, Si no es retracciéon.  Por

tanto para toda g:Pj + A tenemos que Sig ¢ rad End(Pi)i~& € End(Pi)lx'a

es casi regular para toda ) ¢ End(Pi)}. Por lo que S; € rad(A,Pi) =

= - T Pilpara toda g:P, » A, fg € rad End(Pi)}.

Asi que hi ¢ rad (A,A), y tencmos que h = Xhi e rad End(A). Enton-"
ces I(A) <rad End(A).
Supongamos ahora que A tiene sumandos proyectivos, es decir, supon-

gamos que A = N@® P con P proyectivo. Entonces el siguiente diagrama con

muta:
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A —Ly A

[T\M i

p

donde e es idempotente no cero, pero 1(A) € rad End(A). Como End(A) es
artiniano, su radical es niipotente. De donde ¢ es nilpotente, lo cual
es una contradiccidn y podemos concluir que A no tiene sumandos proyec-
tivos distintos de cero,

3.1.2. Lema, Si My N no tiencn sumandos proyectivos distintos de cero, en-

tonces f:M > M es isomnrfismo si y sédlo si f:M » It es isomorfismn.

Demos tracidn., Como la asociacion es funtorial, wmanda isomorfismos en iso

morfismos. Supongamos que T:M » RN es isomorfismo en wod A. Sca q:N > W

tal que gf = 1 . Entonces gf = 1
f

guicnte diagraita conmvta

T h, donde h:M » M es tal que el si-

R R 4
'p
con P proyectivo. Como M no tiene sumandos proyectivos, h ¢ 1(M) crad End(M).
De donde h es casi regular, 0 seca gue lM - h es invertible. Por tanto

f es monomorfismo. Similarmente fg es invertible, por lo que f es epimor
fismo.
[l
3.1.3. Observacién. Como rad End(M) = & e End(M)[x 3 es casi regular para to-
dad & End(M)}. Y como End(M) es local si y s6lo si x ¢ End(M) es inver-

tible 0 1-x lo es. Entonces End(M) es local si y sélo si

rad End(M) =" {x ¢ End(M)|x no es invertible}.
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3.1,4, Lewa, Sea M e modA no proyectivo, entonces End(M) es local si y sélo
si End(M) es local.
Demnstracion. Tenemos que End(M) es local si y sélo si para toda
f e End(1) se tiene que f os invertible o que 1-f es invertible, Esto
@ltimo se cumple si y s6lo si para toda f ¢ Lnd(M) se tiene que T es in-

vertible 6 1-1 es invertible. De donde podemos concluir que Ind(M) es

local,

3.1.5, QObservacidn. Si End(M) es local, entonces M es inescindible en mod A .
Por el Tema anterior y como M no es proyectivo, [nd(M) es local. Por
tanto M es inescindible en mod A . la categoria modA hereda de la cate-
goria mod A la propiedad de que ceda objeto se puede escribir como suma
finita de inescindibles con anillo de cendomorfiseo local. Las categorfias
M - 1 que induce una biyeccion entre las clases de isomorfia de los obje-
tivos no proyectivos ¢ inescindibles de mod A y los objetos inescindibles

de mod 4 .

3.1.6. Definicion. Las categorfas mod 4 y mod 4 ' son establemente equivalentes

si y s6lo si modA y mod A' son equivalentes. (También se dice que A y A

son establemente equivalentes).

§ 2. MORFISMOS JRREDUCIBLES.

3.2.1. Definicion. Sean My N ¢ mod A inescindibles. Un morfismo f:M > N se
1lama irreducible si y sélo si f no es invertible y para toda factoriza-
cion M —%— p mmﬂ~, Nde fenmodft, g es seccidn (i,e, existe r tal

que rog = (M) o h es retraccidn (i,e, existe S tal que heS = lM).
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3.2,2, Observacidn.Un monomorfismo f:M0 K es irreducible si y s6lo si f es mor-
fismo o f es epimorfismo,

Demos tracion, Tenemos la siguiente .actorizacién de f

X -E—.> X/ker 1 -- " dm T ~ 0

X b= xtler fo- o {(xtker ) -—» f(x)

Como f es irreducible, £ es scccidn 6 & es retraccién. Por tanto f es
monomorfismo o f es epimorfismo,

3.2.3. Lema. Supongamos que A no tiene sumendos proyectivos distintos de cero.
Sea T:A » B seccidn (retraccion). Entonces f:A » B es seccion (retrac-
cion).

Demostracién, Supongamos que T:A - B la seccion y que A no tiene suman-
dos proyectivos distintos de cero, entonces existe r:B -+ A tal que
Tof =1 .

A
Como 1A - rf c P(A,A), por lema (3.1.1),1A - rf ¢ rad End(A). Como A es
inescindible y de longitud finita, End(A) es local. Por lo que
rad End(A) = {x ¢ End(A)[x no es invertible}. De donde rf es invertible
Por tanto f es seccién. De manera andloga, si f es retraccién entonces

f es seccidn.

[

3.2.4. Lema. Sean My N A-mddulos no proyectivos., Suponganos que los anillos

End(1) y End(N) son locales. Entonces f ¢ Hom(M,N) es irreducible si y

s6lo si T ¢ Hom(M,H) es irreducible en moda .

Demostracion. Supongamos que { e Hom(M,R) es irreducible en modA, Por
| }

lTema (3.1.9) T no es seccién ni retraccién., Sea M -9— Q I una

factorizacion de f. Por tanto Rg - T lo cual implica que f-hg ¢ P(M,N).

‘Entonces existe P proyectivo, g:M > Py h]:P 2+ N tal que el siguiente




diagrama conmuta

ks decir, f-hg = hlgl‘ De donde = hlg + hg. Asi f tiene la siguiente
factorizacion

TN NN

(gfl’) \ (hyhy)

-NE

Como f es irreducible (g.) es5 seccidn o (hjhl) es velraccidn., Por tanto
Supongamos que T & Hom(M,N) es irreducible en mod A . Por lema
(3.1.9) f no es seccidn ni retraccidn., Sca M Ay L N una factori-
7acidn de f. Entonces hg = f. Camo f es irreducible, § es seccién o h

es retraccidn,  Si g es seccion, existe r tal que rg = Iy - Por tanto
rg ¢ Aut(M). Como lM - rg ¢ P(M,M), por Tema (3.1.1) IM-rg £ rad End(h)
(M es inescindible no proyectivo). Por tanto rg es invertible lo cual
implica que g es scccidn. Similasmente si suponemos que h es retraccion.

§

3.2.5. Lema. Sea A un anillo artiniano y autoinyectivo.
Sea P un A-médulo inescindible proyectivo de longitud » 2. Entonces
a) Un morfismo con codominio P es irreducible si y s6lo si es isomor
fa a la inclusidn rad P ~» P,
b) Un morfismo con dominio rad P es irreducible si y 5610 si es iso-

morfa a la inclusién rad P » P o a la proyeccidn de rad P en un sumando

directo inescindible de rad P/soc P,

es epimorfismo. Supongamos que f es epimorfismo. Como P es proyectivo,

existe s:P > M tal que




w
o

v
Meo—=>pP —-20 conmuta,

Por tanto M = SP ® ker T, pero M es inescindible, Entonces f no puede
ser un epimorfismo, asi que T es un mononorfismo, Y f se factoriza a
través de rad P:

[ ———— N L

M
g\ i

[w

rad P

Como 1 es irreducible, g es seccién, De donde existe r tal que rog = 1
g

M

Como rad P es inescindible, g es isomorfismo.
. . . . . [¢ .
Sea i:rad P - P la inclusidén. Sea rad p —9.. Q ~JLA> P una factori-
zacidn de i. Supongamos que h no es retraccién, por tanto h no es sur-
yectiva y h(Q) # P. Como rad P < h(Q), rad P = h{Q) (el rad P es maximal).

Luego ¢l siguiente diagrama es commutativo.

xﬂdf’-l~e-P

Q

De donde g es seccién. Por lo cual i es irreducible.

b) Sea f:rad P > N irreducible, entonces f es monomorfismo o f es

epimorfismo,

ler. caso f es monomorfismo. Como A es autoinyectiva y P es proyec
tivo inescindible, P es inyectivo.
Sea i:rad P » P la inclusidn, entonces existe g tal que el siguiente dia-

grama conmuta




AN
: g
i N

A Y
~
[N

0 - rad o .j::_-,. N .

Como i es irreducible, g cs retraccidn (como f es irreducible, f no es
seccibn),  Por tanto existe S:PP » N tal que goS = ]N .Y el siquiente
diagrama conmuta

rad P . > N N N

-1
Y P

Como f c¢s irreducible, § es retraccidn, Como { es monomorfismo, S es

monomorf{ismo. Dg donde S es isomorfismo, Y por tanto g es isowmorfismo.

2a. cago: f oes epimworfismo. Como  es un epimorfismn, admite la

siguiente factorizacién

rad P —~~j;v)l€

p 9
N

rad P/soc P 7, donde p es la proyeccidn.
candnica. Como f es irreducible, g es retraccion. Luego existe g tal
que oS = 1N . De donde rad P/soc P = SN ® C para alguna C, (SN = N).

Por tanto N es isomorfo a un sumando de rad P/soc P.

Sca Q sumando inescindible de rad P/soc P, Sea n:rad P/soc P » Q la
. x . . . f 9.
proyeccién. Demostrarenmos que mp es irreducible. Sea rad P ———>s M -~ (
una factorizacién de wp. Supongamos que M=l + N, donde 1 es una suma di-
recta de copias de P y N no contiene ninguna copia de P. Denotamos

f por (;;) y g por (91’92)' Supongamos que f no es seccidén. Veamos que

f2 no puede ser ineyctiva, para 1o cual supongamos que f2 es inyectiva.
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Entonces existe m tal que el siguiente diagrama conmuta

P
.
RN
] ~
f2 \\\
0 —>rad P —— N (donde i es la inclusion).

Como f2 no es seccion, la imagen de wm 7 rad P.  Por lo caul la imagen de
m =P, De donde m es epimorfismo. Como P es proyectivo, existe

L£:P > N tal que el siqguiente diagrama conmuta

4

i
Y

De donde N = SP @ L, 1o cual es imposible. Por lo tanto fz no es
inyectiva, fz es la siguiente composicidn: rad P T rad P/soc P —~§nw!4
y (925 - )p = g,y = p = g,f, - (glf1 i ngz) = glfl . Como flzrad Pl
se factorize a través de rad 1, entonces glfl y h:gzs—n se factorizan a

través de rad Q. Asi para la inclusidn o:Q » rad P/soc P se tiene

gyS0 = mo + ho = lQ + ho
de donde hs manda Q en rad Q. Por tapnto IQ 1 ho es invertible y g, es
retraccion.
L
Si My M sonA-médulos inescindibles, entonces un morfismo f:M - M’

es irreducible si y sélo si f e rad(M,M') y f ¢ rad®(M,M').

Obsérvese que rad(M,M' )= {f ¢ HomA(M,H')[para toda g ¢ HomA(M,M').
gf ¢ rad End(M)) ”'{fc:HomA (M,H!) |para toda g € How\U4WU.
fg € rad End(M')}.

Y rad®>(M,M') =" {f ¢ Hom , (M,M') existen M" ¢ mod A ,

f] e rad(M,m") vy f2 € rad(M",M') tales que f=f20f1} .
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§ 3, Sucesionas que casi se dividen

3.3.1. Definicidn. Una sucesidn exacta corla
o-nr-Lp-Jocao

se dice que se divide si g es retraccidn y f es seccidn.

Definicidn., Un morfismo f:M » N en mod A se dice que es casi se divide -
derecho si a) f no es retraccidn y b) si t:X » N no es retraccién, enton-

ces existe h:X » M tal que fh = t.

Dualmente, un morfismo g:L » # en mod A se dice que es casi se divide
izquierdo si a) g no es secci6n y b) si S:L -4 no es seccidn, entonces
existe j:M » v tal que jg = S,

A f

3.2.2.- Definicion., Una sucesion exacta 0~ A .87 C -~ Q0 enmod A con Ay C

inescindibles se dice que es una sucesidn que casi se divide si f es casi

se divide derecho y ¢ es casi se divide izquierda

Para estudiar las sucesiones que casi se dividen se necesitan las si-
guientes dualidades.

E1 funtor contravariante D:mod 4 -+ mof A% es 1a dualidad usual dada
por D(X) = HomA(X,I) donde 1 es 1a envolvente inyectiva de A/rad A.
Y el funtor contravariante Tr: wod A » mod A°F
es la dualidad usual entre moc¢ A mddulo proycctivos y mod A P mddulo es
la dualidad entre mod A médulo proyectivos y mod A P médulo proyectivos

dada por el transpuesto (Ver[A-R,111]7.

3.3.3. A continuacion enunciamos algunas propiedades bdsicas de las sucesiones

que casi se dividen,
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(1) Secan 0> A B »>»C->0 y 0 A »B' »C' » 0 dos sucesiones que ca-

si se dividen en wod A,

Enionces son equivalentes,
(i) Las sucesiones son isomorfas

(i1) A= A

vy

(iii) C = C'
(2) Para todo C ¢ mod A inescindible, no proyectivo existe una dnica (has-

ta isomorfismo) sucesidn que casi se divide 0> A > B + C > 0.

(3) Para todo A & mod & inescindit-le, no inyectivo existe una dnica (hasta
isomorfismo) sucesidn que casi se divide 0 » A+ B » C » 0.
(4) ST 0O+A=->8B»C»>0 es una sucesion que casi de divide, entonces

C=TrbDA y A = DTrC.

Si C e mod A es inescindible no proyectivo usualmente denotamos la
sucesidn que casi sc¢ divide por 0 > DTrC » | » C » 0.
Similarmente si A ¢ mod A es inescindible no inyectivo denotamos la suce-

sion que casi se divide por 0 » A~£» & 1rDA > 0.

. f . < . .
Supongamos que 0 - DTrC — £ » C - 0 es una sucesidn que casi se di-
n
vide entonces por [A-R,IV] si E = - Ei con Ei inescindible para toda i,
i=1 '

entonces g|5 :[1 > € es irreducible y fIEi:DTrC -+ £ es irreducible.
.i
- . N . § s -
Ademas si h:X - C es irreducible como 0 -+ A i»-E S TrDA - 0 sucesidn

que casi se divide, existe S$:X » E tal que el diagrama




R R R I R —————SS

11

conmuta. Como g no e¢s retraccion, S os seccidn.

De donde X es sunando de L.

(] s - . -
3.3.4, Lema. Seca 0 - Afap % co 0 sucesion que casi se divide con B pro-
yectivo. Entonces A es simple.
. \Y . .
Demostracidn. Sea P(C) ---» C-—- 0 la cubierta proyectiva de €. Como

B es proyectivo, existe h:B-=P(C) tal que ¢l sicuiente diagrama conmuta

B ooeeoem e €
h i I
PC) == Vs o cm o )

como v superfliuo y g suryectiva, entonces h es suryectiva, Como g es irre

~

ducible y v no es retraccidén, h es sccciGn., Por tanto h es isomorfismo.

Y Ta siguiente sucesidn es la sucesibn que casi se divide, .

)

0K < P(C) Y € omev 0

Como P(C) es proyectivo, existe S:P(C) -+ K/rK tal que el siguiente diugra

ma conmuta.

0 K-Jdup(C)-->C 0

,
s

t < S

[

~

K/rK
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ST vK # 0, t no se divide ya que £ es inescindible, por 1o que
K < rP(C), Entonces o # K/ri = t(K) - sj(K)= s{K) < s(rP(C))<rs(P(C))Cr(K/rK)=0
lo cual es imposjb]e. Luego rk = 0. Lo cual implica que ¥ es simple.

[]

3.3.5. Lema, F equivalencia estable. My > 1, irreducible entre inescindibles

no inyectivos entonces F(«) es irreducible.

Demostracién. Denotamos por H la equivalencia inversa. Veamos que

07 F(a): FM

1 FMZ no es invertible. Supongumos que existe R tal que

Ao Fla) = IFN , entonces GReq = 1H » 1o cual es imposible ya que « es
1 1

irreducible.

Supongamos que F(a) ¢ rad’(F(Hl), F(M?)). Sean By ¢ rad(X,F (X)) y

By € rad(XgF(Ml)) tales que F(a) = Bo5) , es decir

LM1~~w~—~~-»9 PMZ
G;\\\x Bl conmuta
X
De donde o = GBZnGB1 £ radz(Ml,Mz) lo cual es una contradiccidn.
[l

3.3.6. Lema. Sea F: wod A - mod A' equivalencia estable,

Sea H:mod A - mod A' la equivalencia inducida H = Dtr F Tr D.

Sea 0+ X3 F Ji-y + 0 una sucesién que casi se divide. Entonces

a) si X, E no son proyectivos. Entonces

0+ FX > FE®P -+ F(y) » 0 es una sucesion que casi se divide

con P . proyectivo.
b) Si Y,E no son inyectivos. Entonces

O+ HX=+ HE + T-»HY » 0 es una sucesién que casi se divide.

Demostracidn.

a): Fla), F(B) son irreducibles y F(R)F(«) = F(pa) = 0 médulc proyectivos.




)

Entonces (F(g8),5)
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La sucesion que casi se divide de I'(X) es

(%) (F()8))

0 — DIrF(y) --¥*% F(E) @ P - > Fly) = ~=0

Como (B)F(a) se factoriza a través de un proyectivo Q, el siguiente diagra

ma es conmutativo

el
(5) Fle).s)
0 —= DTeF(y) “SLF(E) @ P~ e F(y) —s 0

K -

'\ A S

h N Fa) \\ Sl

\ k() \ 4

\\ \\

F(X) —mme =2

)

(S0 [ Tl - sy )
292 T %297

Fla) - 19,

i}

F(B)F(n)~F(5)sljl—aszj2 =

"

FIB)F(c)-(F(R),3) (51)

Sp <

#

F(B)F(a)- (F(B)s +05,)3, =

¥
.
—
ke

ﬂ)F(ﬁ)“szl = 0,

Por tanto existe una funcién h:F(X) -+ DTrf(y) tal que

1 Ne 1 ‘
(gz) h = Fla) Slql y 61h = F(u)-sljl .




R R R R R R R

ah

Como F(u) es irreducible y sljl e rad?(F(X),riy ®ry, F(c.;)—sljl es tam-
bién irreducible. Como 61 es irreducible oconces b es un isomarfismo.

De donde F(X) = PTrF(y)(y como F(X) - FDTry, FDTry - DTrFy).

b) Por argumentos duales se sique b).
¢!

(]

3.3.7. Corolario. a) Sea P proyectivo no inyectivo no simple. Entonces HP
es proyectivo no inyectivo no simple.
b) Sea I inycctivo no proyectivo no simple. Entonces FI eos inyecti-

vo no proyectivo no simple,

Demostracidn. Sca C-»P» E-»y- 0 sucesion que casi se divide. £ no pro-
yectivo, .

Entonces 0 » DtrFy » Q' + FL' » Fy » 0 (*)  sucesién que casi se di-
vide. Como L no es proyectivo el término central de (*) no es proyectivo,
Supongamos que DTrfy no es proyectivo. Como la siquiente sucesién

0 Flomwey » rhQ v FEY) o Yo 0

es la sucesidn que casi se divide de y, entonces F"IDTrFY tiene que ser
proyectivo. De donde DTrFy es proyectivo,
Entonces

HP = DTrFTrDP es proyectivo.

Por argumentos duales se obtiene b).

[

De Yo anterior se tiene el siquiente ¢

3.3.8. Teorema. Sean A,A' dlgebras establemente equivalentes y suponoamos
que A(P) » 2 para todo proyectivo inescindible de A con A ' autoinyectiva,
Entonces A también es autoinyectiva.

Demostracidn. Supongamos que A no es autoinyectiva, sea P ¢ mod A proyec-

tivo, entonces HP es proyective no inyectivo lo cual es implosible porque




tivo no inycectivo, cntonces Hp es proyectivo no inyectivo lo cual es

imposible porque
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A' es autoincyctiva,

3.3.9. Ejemplo.

3.3.10. Definicion. Un dlgebra A es hereditaria si los submddulos de A-médulos

proyectivos son siempre proyectivos.

3.3.11. Proposicién. A = kC/I es hereditaria si y s6lo si C no tiene ciclos

divigidos e 1 =0,

3.3.12. La condicién A(P) > 2 en el Teorema es necesaria:

k O
Sea A = k[x]/(x") y A = < ) .
: k k

A es autoinyectiva y A' es hereditaria.

1/r 0
r 1/r

A' es isomorfa al dlgebra

La categoria de A' médulos es isomorfa a la categoria de triples
(M,N,¢) donde M, N son espacios vectoriales y #:M » N k-homomorfismo.

Sea F:modA -+ mod PV el funtar dqdo por
r Nr

F(M) = (Ml’ MZ’ 4). Ml = M/rit , M rH

2“_

por < MM > M es multiplicacidn.
A/r

£l funtor F induce una equivalencia estable ([A-R ])

-




46.

CAPITULO TV,

CARCAJES DE BRAUER,

Quercmos c]asifiqar Tas k-dlgebras A de dimension finita para las que exis
te una equivalencia estable entre mod Ay modk22 “v mod k[Zg]. para alguna e y
alguna h. Esta clasificacion se dard wediante el uso de los carcajes de Brauer

los cuales se estudiardn con este capitulo.

§ 1. CARCAJES DL BRAULR,

4.1.1. ngiﬂigigg. C es un carcaj de Brauer <i C es finite, conexo y se cumple
lo siguiente:
a) Ces la union de los ciclos contenidos en C.
b) Cada vérlice pertenece exactamente a dos ciclos.

c) Dos ciclos tienen a lo mds un vértices en comin,

Los siguientes son carcajes de Brauer.

-~ o -~

2

82 ’\3‘o;--—————(-‘-l---———-—-i:aU --') “1 “ "‘.‘ "["1° - - -91
2 1 P /ﬂ ‘
% o o o8l %o 3
- 3 N, 21 e . ' ‘

4 / -~

\.‘I. Cl J"\\l ‘\": * l / Ctl .\ \ GO |
% \\,I ¢ 1 / 84 -7 ‘
a 4| / a %
Fia. Fia. 43 / 5 |
, v/ ‘
¥y o ; 5% l

~.’ 4 N \_v
By ~ = '

By B

4.1.2. Definicidon. Una grdafica conexa y sin ciclos es un drbol.
A cada carcaj de Brauer le asociamos un drbol de T de la siguiente
manera: Los vértices de T corresponden biyectivamente a los ciclos de C,
y unimos dos vértices de T si los ciclos correspondientes tienen un vér-

tice en comin. OQObservemos que las aristas de T corresponden a los vérti-

ces de C y las aristas de T que convergen a un punto corresponden a - -
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vértices diferentes de algin ciclo en C, por tanto le podemos dar al drbol un
orden ciclico de tal forma que las aristas que convergen a un punto estén orde

nadas cn sentido contrario a las manccillas del reloj. Un drbol con este or-

______ Claramente, € determina T y viceversa,

4.1.3. Ljemplos. Los siguientes drboles son los drboles asociados a C,y G-

respectivamente,

° L J
L J
[ ]
2 ‘ 0
.__——.3a~ [ - 0 L] .—-————l—u———‘——vq.
4 4 6
5 ) o---.....:i._...___. . .
® [ ]
Fig. 5 Fig. 6

Observemos que hay un carcaj de Brauer con un vértice:
, le asociamos el &rbol

[ . ]
0

Hay un carcaj de Brauer con 2 vértices:

.’-\.‘-—_—m.“\\ Py 1 s O PS
‘\ " — \~. I‘ .]
1 C3 0 3
Hay 2 carcajes de Brauer con 3 vértices:
ros
!
\sul
®
&~ 1
'y L Y
\"’ .'—0'.-0.-.
2
" .,0 ¢ :
.. ~ i
Cq Ty
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1

7

0

l| O . _,__.__,?,-,. [ 1 e e 0 .

[y P AN

) N~ s

V)

v

Cy

Fio, 7.

Hay 3 con cuatro vértices, 6 con 5 vértices, 14 con 6 vértices, 33 con

7 vértices,...

Veamos cudles son los 6 carcajes de Brauer con 5 vértices y sus res-

.

pectivos drboles:

' A}
3 1
(\2 \ 7N
\ Ny 1
-Aat - - 2 0 /o
0 -
\\\"/
3 4
I/'u(‘ -.\,(._ .
\\ /'?\3 4 \‘\_’: )
C T
N
\A ‘,
e
. Q)
\
\ 7o 3 2 4 o
\\\ v/ C T ) ; * *
A r!
A 1!
W /7
i 1/ 1
W ty




©

2

(78]

\ N7 3

2

\ v e+ e

124
A

Fig. 8.
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4.1.1. Los ciclos de un carcaj de Brauer se pueden dividir en dos campos un o
y un R-campo de tal forwma que queden alternados,  Suponemos que uno de -
los campos ha sido denominado « y el otro R. Decimos que C estd orientado,
Para todo vértice i denotamos por «i y £i el punto final de las a- y
.

B-flechas que empiezan en i, Obtencmos las siguientes perimutaciones de -

los vértices de C: i » ol y R:i > Bi .

4.1.5. Afirmacidn. Sea C un carcaj de Brauer, si para todo vértice s, as=s 6

fs=s, entonces a=id 6 f=id,

Denostracidn. Supongamos que £7 id. Sca Co:{so""'sh-l} conjunto de vér-
tices de C. La demostracidn se hace por induccidn sobre ¢l nimero de vér-
tices. Si |Col=2 (i,e, ~i Ya cardinalidad de C0 es 2), C0 {so,sl}. Como
g#1id, hay uyn vértice t en C0 tal que At # t,

Podemos suponer que Gso =g

p- Como Ces un carcaj de Brawer y [C | =2,

le = S, Como para cada vértice s

Supongamos ahora que si ]C0]=h‘ entonces a=id. Sea C un carcaj de
Brauer con h+l vértices. Iqgual que antes podemos suponer que Bso=sl, en
el caso de que Bs]=s0 ya vimos que a=id. Si Gsl=t con tfso, por hipétesis

(YSI = Sl.




Definimos C' el carcaj con vértices ¢1 conjunto C'O = CO-{SI} y fle-
chas definidas de la siguiente manera: para toda

: . c [, ca el s .
w e {t.so,52,53,...,ah}, al =y para toda w e{t

1’32’53""’Sk}’GL - Bw ’

Para el vértice s_ definimos ! :s_ - t. Como |{C' -h, a=id en C' ,
o} S, © 0 0
Como as,=s, en C_, entonces a=id en C_ .

171 o] 0

Utilizaremos la contrapuesta de esta afirmacidn, es decir, si

afid#R, entonces hay un vértice s en C con la propiedad siquiente

aS¥sifis.,

4.1.6. Afirmacion. Sea C un carcaj de Brauver y T el drbol asociado a C. Enton

. S . . .
ces existe oo ﬁs arista de T tal que si T1 y T2 son los componen

tes de T-s con ag b T1 y GS t f2. y C) y C2 son los carcajes asociados a

(T-Tz)'U {(e} y (T-Tl) u {us) respectivamente entonces C =Zn 6 o=

1
(donde n es el nGmero de vértices de C, ym es el nimero de vértices de

1
C,).

Demostracién. Sea S={s]as7s#fis}. MHaremos induccién sobre |S|. Suponga-
mos que |S|=1. Sea s ¢ S. Sea Ty T2 los componenetes de T-s. Podemos
suponer que o ¢ T1 y SS c T2. Sean C1 y C2 los carcajes asociados a T1
y T2 respectivamente. Como |S|=1, entonces para toda t ¢ C1 se tienc que
at =t 6 ft = t. Por la afirmaci6n anterior a« = id 6 g = id en Cy .
Similarmente a = id 6 £ = id en C2. Supongamos valida la afirmacidn si
|S|=n. Sea S tal que |S|=n+l. Sea s « S. Supongamos que gt —* B, en
T. Sea C1 y C2 los carcajes asociados a (T—TZ)U{HS} y (T-Tl)U{us}.

Si C1=Zr 6 C2=Zq habremos terminado, si no sea W el arbol asociado a Cl .
Por hipdtesis de induccidn existe S, en C1 tal que si Hl y H2 son los com
ponentes de H-so y Q1 y Q2 los carcajes asociados a (N-HZ)U{BS }y a

o

(w-wl)U{as }, entonces Q1=?.r 6 02 = 7 (donde r es el nimero de vérti-

4
0
ces de Q1 y q ¢l nimero de vértices de Q?. Suponganos que Q1=2r. Como C

7 e e




w
~nN

es un carcaj de Brauer, Hl es una componente de T—so cuyo carcaj asocia-
do cs Q1 = Zr, por tanto se tiene la afirmacidn.
4.1.7. Lema. Sea C un carcaj de Brauer. Entonces &=« es una pevmutacidn

ciclica de los vértices de C.

Demostracion. Si R es la identidad, &= no deja puntos fijos.Si & no
fuera ciclico seria un producto de ciclos, por tanto C no seria conexo.
De donde & es una permutacidn ciclica. Simjlarmente si o« es la identi-
dad. Supongamos que ofid#5. Por la primera afivmacién hay un vértice s
en C tal que as#s#8s. Sea S={s! as#s# fs}. Haremos induccién sobre la

cardinalidad de S. Si |S[-1. : as .+ 5. Sea T el drbol asociado a C,

Supongamos o e--——-—+f . en T. T-s tiene exactamente dos componentes Ty T

2'

Sin perdida de gencralidad ag v T1 y Bt T2 . Scan C.1 y C? los carcajes asocia
dos a(T—T?)U{SS) y (T—T1)U{ns) respectivamente.  Sin pérdida d.. generali-
dad a=id en C1 y fB=id en C2 . Sean 6], 6? las permutaciones ciclicas de
los vértices de C] y C2 respectivamente, por tanto él=(s,ﬁs,...,BPs) =
=(s,Bs)(s,Bas)-...'(s,ﬁrs) y 62=(s,ﬂs,...,nts)=(s,05)(s,nas)...(S,ats).
Entonces 6=5162 L(S,Bs,...,ﬁrs,us,...,mts) ciclo. Supongamos que si
|S{=n el lema es vdlido. Sea S tal que [$|=nt]. Seca s ¢ S. Sean
T'TI’TZ’CI y C2 como antes. Sean “1’81 y a2,62 las permutaciones de los
vértices de Cl y C2 respectivamente. Por hipdtesis de induccidn
61:= “181 Yy 62:; u263 son permutaciones ciclicas de Cl y C2 respectiva-
mente. Supongamos que 51=(s,a1,...,ar) y 62=(s,b1,...,bt). Entonces
6=6162=(s,a1)...(s,ar)(s,bl)...(s,hL)=(s,a1,...,ar,bl,...,bi) que es un
ciclo.

i

Sea h um nGwero natural, h > 1. Sea gh(x):= exp(2imw ﬁ). Si

s = gh(x) yt = gh(y) con 0 < y - x < h conveninos cn que [s,t]=gh([x,y]),

[s,tl=e) (DeayD)s Is,t] = g (oyd), Js,tl = e, (Ix,y0).
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4.1.8, Proposicidn. Si C es un carcaj de Brauer oricntado con h vértices po-
demos identificar el conjunto de vértices con
e, (0), ¢, (1), . (h-1)) C $, C €. Veamos que esta identificacidn pue-
de hacerse de tal forma que agh(i)=gh(i4l), (donde $=u) y de tal forma
que si ws?s u L ¢ Js.as[ entonces Oa(t) C ls,as[ . Si asfs y t ¢ [s,0s]
entonces OB(t) C [s,as[ . An&logamente, si se permutan a y f se tiene que

si fs 7 sy te Js,ps[ entonces OV(L) CJls.,es[ . Sipsfsyte Js,Rs)

entoncns Ou(t) C Js.8s]. (Ou(t) y Op(t) significan la a-y la -érbita de t).

Demostracidn., Sea S=hs|asfs#is) . Induccidn sobre [S|. Si |S|=1.

Sea s € S. Sea T el arbol asociado a C. Supongamos que Qg -~--—was en

T. Entonces T-s tiene exactamentrs dos componentes T] y TZ' Sin perdida de g
neralidad ase:Tl'y ﬁsz T2 . Scan C1 y C2 los carcajes asociados a

(T-TZ)U(BS} y a (T-Tl)U{nS} respectivamente. Supongamos que C, tiene n

1
vértices y que C? tiene m vértices. Como |S{=1, a=id 6 f=id en C1 Yy

a=id 6 p=id en C?. Sin pérdida de generalidad u=id en C1 y f=id en C2 .
Por tanto podemos identificar los vértices de C1 con
{gh(o)i’gh(l)l""’Sh("'l)l} de tal forma que dgh(1)1=ﬁgh(i)1=gh(1+1)1,
y el conjunto de vértices de C, con {gh(O)?,...,gh(m-l)Z] de tal forma
que ée, (1), = agy (1), = e(i+l), .

Ademds podemos suponer que hemos identificado el vértice s con gh(O). en

C1 y con gh(b)2 en C2. Ahora identificamos el conjunto de vértices de C°

con (gh(o), gh(l),...,qh(h-l)} de la siguiente mancfa:

J—

S lo identificamos con g, (1).
gh(l)l con g,

gh(2)l con gh(Z)

gh(n-ih'con gh(n-l)
(n)
gh(?.)2 con gh(n+l)

ep(l)y con gy

_c;_h(m-l)2 con ¢, (h-1)




Como 6(gh(n—]))iuﬁ)gh(n-l))=uﬁgh(n—])1 - us = gh(n)l, se tiene que

égh(i) < gh(1+i) para todo vértice i.

Sea t € Js,us[ = ]gh(O),ph(n)[. entonces
t e {gjl)l,...,gh(nul)l}. Sea 1 ¢ {1,...,n-1} tal que t=gh(i).
Como «=id en C, at=ng, (i) - e(i). Por tanto 0 (t) C Js,usf .
Sea t ¢ [s,us[ = [gh(o), gh(n)[ , entonces t ¢ {gh(O)l,gh(])1,....ph(n-l)l}
Por tanto Oﬁ(t)={gh(0)l,9h(1)1,...,gh(n—l)]}c [s,asl=(e, (0),e, (n)[. Sca
w tal que wiaw y wfs. Supongamos que identificamos w con gh(j).

Como gh(j+1)=ﬁgh(j)rﬁﬁ9h(j):agh(j), entonces

]m,am[=]gh(j), gh(j+l)[ no contiene vértices de C. El dnico vértice que
contiene [g, (), g,,(j-l~l)[ es ¢ (J). Como se, (§)=e, (3),08(e, (3))Cle, (3),

gh(j+l)[. Similarmente si w es tal que fwfw y wfs.

Supongamos yue |$|=n+l .
Por 1a afirmacidn anterior sabemos que existe (g tmmm—mat B arista de T

tal que CI:Zr 6 CZ:ZH.

Sin pérdida de qrneralidad C1=Zr. Por hip6tesis de
induccién podemos identificar el conjunio de vértices de Cl y C2 con
{gh(O)l,...,eh(r~1)1} y con {gh(o)g,gh(ljz,...,gh(n—l)z} respectivamente
de tal manera que 6gh(i)1=gh(i+t), en C, ¥ égh(i)2 = gh(i+1)2 en C,. Si
a=id en Cl’ fs=s en C2. ldentificamos los vértices de C de la siguiente
manera:

identificamos s con gh(O), ﬁs=gy(1)1 con gh(l),...,Br"ls=gh(r—l), con
gﬁ(r-l)r as = _e_h(l)2 con gh(r), _eh(2)2 con gh(r+1)....,gh(n—1)2 con
gh(h—l). Como 6gh(r~l) = af gh(r—l)1=us=gh(1)2=gh(r), 6gh(i)=gh(i+l) para
todo vértice 1.

Sea t ¢ Js,us{, entonces t ¢ (gh(l)l,...,gh(r—l)}.
Por tanto at=t, de donde Oa(t) C Js,as[> Si t e [s,us{, entonces
t e {gh(O)l,gh(l)l,...,gh(r~1))={s,ﬂs,...,ﬁr’ls}, entonces
t e (gh(O)l,gh(l)l,...,gh(r—l)}=(s,ﬁs,...,ﬁr'ls}. De donde Oﬁ(t)g‘[s,as[.
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Similarmente si permutanos « y f.
i (1=1 ) TCOC ) \ SI ={c c r-1
Si p=id en C;, entonces (gh(O)],gh(l)l,...,gh(t yd=lesas, o, s )
ldentificaremos los vértices de C de la siquiente wanera: identificamos

s con gh(o)1 y con 9(0)2. Gs~gh(])2 con gh(l), e,

e, (2), con ¢, (2),...,e;(n-1),

- : r-1. _ .
con gh(n-l), (s = gh(l), con gh(n) A R gh(r-l) , con gh(h-l).

Por tanto para toda i, 6eh(i) = Qh(i+l).

Sea t ¢ Js,us[, entonces t « {gh(l)z,...,qh(m-l)z} por lo tanto

0 (t) C Js,as[. Sea t ¢ {s,as[, entonces O

« (£)C [s,as{. Similarmente si

f3
permutamos o y .

[

junto
n e
B E SLES

que denotaremos por EC(A).

A7l AL o 0, )(1. . A}

En la identificacitn cscogimos Jos vértices de C de tal manera que -
formavran un poligono regular. Representamos las u-flechas por lineas y -
las B-flechas por lincas punteadas. De las observaciones anteriores se -
tiene que las a-flechas que unen los vértices de una w-6rbita forman la
frontera de la envolvente convexa de esta a-6rbita. Mds aln siguiendo la
demostracidn de la proposicidén anterior, las envolventes convexas de -
dos a-6rbitas no se intersectan. 0 sea que la informacidn que se obtiene
de un carcaj de Brauer con h vértices es esencialmente equivalente a la
informacién de una relacidn de equivalencia en {gh(O),...,gh(h—l)} tal que
la envolvente convexa de dos clases de equivalencia diferentes no se in-
tersectan. Dada una relacidn defininos as como el primer punto equivalen
te a s después de s en el sentido contrario a las manecillas del reloj;

entonces definimos Qgh(i):= a—lgh(i+l).
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4.1,10. Definici6n. Sea C un carcaj de Brauer. La cubierta universal C de C

es un carcaj de Z como conjunto de vértices y, como en C, las flechas es-

tan asociadas con permutaciones de los vértices que 1lamamos tambidn
ay By son tales que leai-igh, gh(ai)f h(i), lepi-ich y gh(ﬁi)nﬁgh(i)
para toda i en Z

Las permutaciones a y £ de Z determinan flechas “1:i >y

ﬁi:i» Bi respectivamente.

A continuacion damos las cubiertas universales de Cl y CZ:

Ol
\
}
}
\
vy
)
Yi
I‘;

— - - 3 =37 -~
1 B"'Jv — . - _ - - ~ - - S~ -
”~ gl -~ ~
o, ¥ L op-3 ke ) . AN N
| ST S S S e TRt S Sy e
6 ag 5 o 4 ¢ 3w, 2 « 1« no,-1l > a o =3
| 4 3 2 ] 0 -1 -2 -3
"N B
-1 f3
: LT
%0 - -7 -~ -7 - /\ ~ = ~
- - B - ~ -—_R ~
B T R T
2 e L7 E“’"‘“g*b N, @ % .
- 3 ., J \\/ ._/__ o
6 (\__,/5(\4 3 X o 1 _2\—- 3
“5 9
@2
Fig. 9

De las propiedades de los carcajes de Brauer se tienen las siguientes

relaciones entre las permutaciones

shil h_ ch r

R b = Sy gs" = 6'

aygde Z: of = 5,

donde &(i) = i+1. Ademds si denotamos por ai y bi las cardinalidades
de las a- y f-6rbitas respectivamente, tenemos que aa](i)=i+h=ab1(1).

Le damos a la cubierta universal las siguientes relaciones;

Byjay =0 “piﬁi =0 para toda ie Z, y la relacion aa‘+ab' = 0,

i

donde o' es 1a composicion de ai flechas de tipo a tal que la primera




. . . - . bi -
empieza en 1 ¢ Z. Similarmente se define para ', Asi obtenemos un --

. . . 03 . rb ’\"
carcaj infinito con relaciones que denolamos por (C, I).

Si tenemos el siguiente carcaj:

. (" v
C - \‘,\0 - m——‘,/
rv.
_ 2~
r . /]
‘.‘ﬂ b
14 5
O ———— e T Y
A \ !
\ i N

. 3 ‘b 3 oA,
las relaciones L & L en (C,1

) quedan:

« + R = 0.

s deciy w, O a0 a0 ot i PR T
B decty wyy oy 0943%42% 41 7 O

. ong
Sea V una k-representacidn de (C,1), entonces las transformaciones

V(Bi): V(i) > V(i+6) cstdn determinadas de manera dnica por las transfor-
maciones V(ai); V(Bi) = V(a1+6“i+5“i+4“i+3“i+2“1+1)'

Las relaciones V(Sui)V(ai) =0 y V(uﬁi)v(ﬁi) = 0
se pueden interpretar en términos de V(mi) de la siguiente manera:
V(Bai)V(ﬂi)=V(ui+6)V(a1+5)V(ui+4)V(ui+3)V(mi+2)V(ai+l)V(ai)=0

para toda i« Z.

n
Si defininmos 26 como el siguiente carcaj.

8§ 6 & & e & .
s s s ¥ W 8 e e B & - e ¢ o v o —~ & LI Yoy L] PN
5 4 3 2 1 0 -1 -2 -3
con las relaciones &7 = 0, se tiene un isomorfismo:
d (C.1) 2 Hod . (2
MO k((a,l)“""‘ Mo k( 6).
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n,
N . . , 0 . i
Similarmente definimos el carcaj Zh con las relacioncs Gh 1. 0

para cualquier ndamero natural h,

Sea C un carcaj de Brauer orientado con h vértices, Contruimos un

'

n, Ny
funtor R:Modeh - Modk(C,I) de la siguiente manera: Si V es una k-repre-
Y]
sentaciéon de Zh‘ definimos

(RV)(t) = V() @ v(st) ® ..ov(ePt ) = @ (st

Osi<bt
Para cada t ¢ Z, la transformacidn
(RV)(g): @ V(p't) — @ v(pt)
0<i<bt O<Jsbt
esta daca por la matriz:
0 ) 1 0 0
0 0 1 0
B=1 o 0 0 1
) .-’J..- ._:vlf- 8 : “nipy

Y la transformacidn

(RV)(a): © V(g't) —= ®© vig'lat).
Ogi<bt 0sj<bet

estd dada para la matriz:

A= | O 0 0
0 0 0
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‘ _ i
Sea (vo,vl,...vbt_l)a (RVI(L) = ® v(pt)

0gi<bt
V((‘J)h h
Como V(L) ———> V(t+h), entonces V(&) (vo) e V(tth)
Como V(Rt) —-—=> V(pt+h-pttt) = V(h+t), entonces V(&)h-ﬁt+t(vl)(;V(t+h)
:_ bt-t,
Como V(Hbt"ls)-~—~€>v(t+h), entonces V(h)h's Lt Vbt-l)E V(tth),
Entonces Yo Vi
v Vy
B =
' : bt=]
§ -t A=
Vi1 —V(&)](v0)=V(6)h ft t(vl)...\’(c,)h B Lft(vbt_l
+ Jey - s
€ gejeptV(BT) = (RV)(At)

Y claramente

A . e (RV)(at)

Vbt-1

h”=0, entcnces

N
1

4.1.11 Teorema. Si las transformaciones V(s) satisfacen V(&)

Y
(RV)(R) y (RV)(a) satisfacen las relaciones del carcaj (C,1). E1 funtor

Y
R:Modkzh - Modk(%,Y) que hemos definido preserva proyectivos e induce

una equivalencia estable

e N n S n
R: MOdl’Zh —— MOdP(C,] ).

Probaremos mds adelante este teorema.
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§ 2. REPRESENTACIONES ¢ PERDIODICAS.

gh

Un ndmero natural e > 1 es un periodo en C si

(i))e,

(0), gh(l),....gh(h-l) e €

(qgh(i))gh(o) = ugh(i+e) y (93' (o) = ﬁgh(i+e) para toda ie Z.

! !

Es equivalente a ducir que las permutaciones inducidas de la cubier-
“
ta universal C satisfacen
alite) = a(i) + e y f(ite) = (i) + ¢ para toda i ¢ Z
Claramente h y cualquier madltiplo de h es un periodo de C., Puede haber
otros periodos. Damos a continuacidn alqunos ejemplos.
4.2.2. Ejemplos.
1.- El siguiente es un carcaj con 12 vértices, los periodos son los

miltiplos de 3.

i \
LU
- F R gh b .?;\\
o s
% N
_e_h(S) ./K// 3 eh(])
A
-~ - Q N
/\ :7. ~~«h(6) 3 gh(]()) i N
eh(7) Y{\\\ .///,," _gh(ll)
N < epl®) o
- “h >
ey(B)\\~) - e, (10)
—h { "
o/
Fig. 10




‘ e, (3)
17N h . -
(\ \ Ih(q) \Q“
e 0 \,\t
—O~h(6) 4 PN
|| _O_h(o)“\‘/
-
e (7) 72y ) Qg
=N \J'\ll
l epill: «n rig
0 pR
\y/
eh(8) ) 0'$13)
- e~h(9) L7
! Oh(]O) L .
) N ‘~/'0h(12)
‘ ' €y
\.. L(ll)
Q5 tiene h = 15 vértices. Los periodos son los miltiplos de
\/\\\ Eh 4) e (3)
PR s ‘\' = v ~=h
\ o .\// (l’\ ST e - . (2
P ep(s) IO e
e,(?)/.’— ’L‘h( ! \\\\'h
14 N \
/| N
e, (8) ¥ . \‘ f"—h(l)
""h | l' /\
- £~
N % &,(0) 5/
eh(ﬂ \W’Q' k
\' e, (17
—h )
. v Lz \
Oh(IO) \\ ’d
e, (11) ,
\, . " //// Eh(lG)
T e2) S
{ I‘\“ ’__&,__/,~, . P !\ ) ?_h(ls))
N - -—
gh(13) gh(ld)

h =18, los perfodos son los mdltiplos de 6.

5.

Fig. 12
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4.2,3, Definicién. Sea e un periodo de C. Una k-representacién e-periddica

LYEOV [AVERAV]
de (C,1) es una k-representacidn VW de (C,1) tal que

W(i) = W(i+e) W(ai) = W,

He) . Hgﬁl) ='H(ﬁi

+e) *

NN
Un morfismo e-periddico f:4 - W' es un morfismo e ModP(C,I) tal que

f(i) = f(ite) para toda ie Z.(M y W' son representaciones e-periddicas).

Las k-representaciones e-pericdicas y los morfimos e-periddicos for-

. n, o\ e [AVERAV]
man una subcategoria de Mod (C,1) que denotamos Modk(C.l).

Andlogemerte se definen k-representaciones e-periddicas del carcaj

N ) e P :
lh . La subcat.goria MDdP £y, de MOdP[h formada por las representaciones

, . e . ‘s h
y los morfismos e-periddicos se identifica con HOdPZC

4.2.4, Definicién. Una k-dlgebra es inescindible (como k-dlgebra) si no es suma

directa de dos k-dlgebras.
Nuestro propésito principal es probar los dos teoremas siguientes.

a, AVEAV)
4.2.5. Teorema. EI funtor R:Mod, I, - Mod, (C,1) induce al funtor

. NN,
R|: Modizh Modi(c,l) e induce una equivalencia estable

oy h n, PSS AV V)
Nod R[Ze] -~ od L (C,1)

4V
(Recordemos que tenemos la equivalencia Modﬁ Zh —me—— Miod k[Zg]).
4.2.6. Teorema. (Ch. Riedtmann). Sea A un dlgebra inescindible de dimensién
finita sobre k, para la que hay una equivalencia estable entre Mod Ay
Mod k[ZQ] con h » 2. Entonces hay un carcaj de Brauer con h vértices

n, v
tal que mod A es equivalente a Hodﬁ(c,l).
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n
I

n
- . e - .
4.2,7. Para todo h podemos 1nterpretarr43dp(c, ) como una categorfa de médu-

Tos sobre una k-dlgebra de dimensidn finita. Por ver esto definimos pri-
mero un carcaj con relaciones (K,J) de la siguicnte manera, los vértices
de (K,J) son

e.(0), e (1), ..., e (e-1)

Las permutaciones «wy B de Z inducen permutaciones « y £ de ge( Z) que

a su vez determinan flechas

aji J o= 90(1) > ge(u1) sad oy feiice (i) e

Los vértices j=gc(i) y las flechas o RJ determinan un carcaj K sujeto a

las relaciones siguientes: la composicidon de una c-flecha y una R-flecha

aj, . .bj . . . . aj
es cero y oY+ = 0 para cualquier J=ge(1); aqui como antes o?J es la

composicion de aj:= ai flechas de tipo o que empiezan en j. Para Bbj
se tiene la definicién andloga.
Las K-representacion del carcaj con relaciones (K,J) que se obtiene,
claramente las podemos identificar con las representaciones e-periédicas
e N

NN,
de (C,I1). Por tanto, Hody(C,l) es equivalente a la categoria de mddulos

Mod k[K,dJ]. El dlgebra k[K,J] es de dimensién finita sobre k.

4.2.8. Ejeriplos. 1) Si consideramos el carcaj de Brauer Qg definido antes y

si e = 10, el dlgebra k[K,J] es isomorfa al dlgebra del siquiente carcaj

con relaciones. 3-\' 2
; . \
/ Ik N
4 : B
- { . .:}t
/ /
/ !
/ /
/ !
/ / .
o ! / / 0
/ / .
/ A / Fig. 13
/ /
/
/ / N
\y s
6" <= / 9
~~{__ )
T~
! T




64

Las relaciones son las siguientes: f+a” = 0, empezando en 0,4,5 y 9.
R’+a”® - 0, empezando en 1 y 6. p+a® = 0, empezando en 2 y 7. Y g%+a’=0,
empezando en 3 y ‘8. Ademds la composicién de una a-flecha y una g8 flecha
es cero. En efecto, este carcaj se obtiene de (K,J) quitando las felchas
de K que corresponden a lazos en QS’ ya que éstas aparecen lincalmente en

las relaciones que generan J.

2) Otro ejemplo se tiene si consideramos e) carcaj Q6 y el periodo
e = 12. Entonces k[K,J] es isomorfa de-dlgebra de) carcaj C2 de la figura
2y las siguientes relaciones: a”+f = 0 empezando en 1=0,%,6,11. «°+£=0
empezardo en i=3,9. at+8’=0 empezando en i=2,8. o’+p3=0 empczando en
i=1,7 y a*+8%=0. empezando en j=4.10. Ademds la composicidn de una
a-flecha y una Bflecha es cero. Explicitamente las relaciones son las

siguientes: 0 = R A R R R Lo A

Al oy e gty TRy FRiag TByBaBoR) =8,88) 40
=a3a1009 = 0403010=a482 =B4a3 =a7a6a5ala0alla7a6a5al =
=(}6(150.100C111(‘1706(25&1(!0 = Cll1(!70605(11610\\11(17(‘16('(5 = (1784 =
Byog = B)Pyofighy = BghyfiaPy = aguges = aypugny = agfg =

FBro%g T M 0p%) 1005 % Xy T egtg gy B8 a8,
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’

=a9a4 t 68“7“4 : moallu}ubabuluoalluy + LIOGSBY = (qtty g +H2BIBIO =0

Este carcaj se obtienc de (K,J) quitando las flechas de K que corresponden

a los Tazos en QG'

4.2.9, Lema. Sea C un carcaj de Brauer. Entonces los periodos f y las relacio-
nes asociadas 6f no dependen de la orientacidn del carcaj.
Demostracidn.-  Sea f un periodo. Dada una orientacién de C, habiamos
definido §¢=af. Sea 9:= fa.  Queremos demostrar que 5f=af . Supongamos

que th(i) = g,(t). Por tanto

1
B’ (e, (1)) = Bey (i+) = (pe, (1))e, (1) = ¢ (e, (1)
= gh(t+f) = 6f(gh(t)) = dfmch(i). De donde &fﬁ = Bdf =

Blaf ...aB) = (RaPa ... Pa)f = afa':‘.. Entonces <‘f = e>f.

Sea f un periodo, sea d = (h,f) = miximo comin divisorde h y f. Entonces
existen q; ¥ 9 tales que d = qlh + qu. Per 1o que

(qgh(i))gh(d) = (nch(i))gh(qlh)gh(qu) = ugh(i+qlh+q2f) = ueh(i+d).

Similarmente (ge, (i))e, (d) = te, (1+d). Luego d es un periodo y claramente

los periodos de un carcaj de Brauer con h vértices son miltiplos de algln

periodo mds chico que divide a bh.

En la siguiente proposicidn examinamos los periodos que dividen a h

Ya que son de particular interés,

4.2.10 Proposicién. Sea C un carcaj de Brauer orientado con h vértice. Sea
d un periodo de C que divide a h y tal que d # h. Entonces hay exactamen

te una 6rbita excepcional en €. (i.e. hay una « o una B-6rbita estable

baja sd = (aB)d).




e

Las fi-Orbitas y las «-Grbitas que no son excepcionales ticnen m - h

transformadas bajo éd

Demostracidn, ldentificamos los vértices de C con e) conjunto

{gh(O), gh(]),..., gh(h-l)} de tal manera que 6gh(i) = gh(i+l,

al hacer esta identificacidn Jos vértices de C forman un poligono regular.
Probaremos primero que una Grbita 0 es estable si y s6lo si 0 ¢ EC(0).
Supongamos que O es estable bajo 4. Sea gh(i) e 0. Por tanto gh(i).
gh(i+d),...,gh(i+(m-l)d) ¢ 0. Como estos vértices forman un poligono re;
gular, 0 ¢ EC(0). Supongamos ahora que 0 ¢ EC(G). Supongamos aue O es
una a-6rbita. Sean gh(i), ugh(i),...,umgh(i) los vértices que forman la
a-6rbita 0. Entonces Tos vértices gh(i4d), ngh(in)....,qmgh(iid) forman
una «-6rbita ¢ f 0 & EC(0'). Como C es un carcaj de Brauer, las flechas

no se cortan. De donde gh(i+d) 0. AsT C es estable bajo éd. (Similar-

mente si O es una f-6rbita).

En conclusion hay a lo mds una drbita excepcional., Supongamos que
las B-Grbitas no son estables bajo &d. Sea &4 la unidn de las envolventes
convexas de las g-d6rbitas. Como las f-drbitas no son estables, 0 ¢ A.
Sea D = {Z ¢ €]]2] <1|}. Sea I la componente conexa del cero en D\A.
Por tanto rf\s' = ]gh(il-1),gh(1l)[ujgh(12—1),gh(lz)[U...U]gh(xn_l),gh(in)[.

i<y, <., <i «i.+h, ea i [P I ¢ carcaj d .
con 11 ]z“ ‘ ]n ] ! Se¢ L€ {11, ,ln} Como C es un rcaj de Brauer

»S-1

existe. s tal que Bs(it) = 1L' De donde ¢

(it) = it+l - 1. Por tanto

<

. _ . o oS-l
Tear = 800g4y - 1) = 087

a._e_§](12)=£l](\3):-.., U.gh('i ) = 9}

-1(11)' Como d divide a hy d # h,

n
h/d > 2. Ademds las flechas no se cortan asi que no es rosible que
a(it) > it + d. Por tanto el centro queda del mismo lado todo e) tiempo

y concluimos que la a-Orbita con vértices il’i?""’in contiene al 0. De

donde esta a-6rbita es estable.
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Sea 0 la w-Grbita estable, Si Qh(i) e U, entonces l<ai-izd,  Si
gh(1) ¢ O, entonces existe gh(j) ¢ 0 tal que qh(1) ' ]gh(J).agh(j)[.
Por tanto O := Oa(gh(l)) C 1gh(j), agh(j)[. Las transformadas:

d( 2d( (n-1)d

- . < . '5 . (|.: ) . \ . i 03
W6 (), (), .08 (2) son ajenas. T Oﬁ(gh(‘)f‘: [gh(J),agh(J)[.

- 2 n-1)d :
l.as transformadas R Gd(l). § (I)....,f( ) (T) son ajenas.
Daremos otra prueba de la proposicidn anterior, para lo cual necesi-
tamos lo siguiente.
4.2.11. Lema. Sca T drbol o un automorfismo de T. Entonces o deja fijo un vér-
tice o una arista de 1.

Demostracion. La prueba sc¢ hace por induccidn. Si T tiene un solo punto.

o lo deja fijo. Sca T un drbol con n vértices. Consideremos el subirbol
T' de T cuyos vértices son los de T wenos los vértices que corresponden a
lazos en Q y cuyas aristas son las de T si los extremos estdn en T'. Por
h%pdtesis de induccién o restringida a 7' deja fijo un vértice o una aris-
ta de T.
[
4.2.12 Lema. d es periodo si y s6lo si ¢9 es morfismo de carcajes.

Demostracidn. Consideremos la «-flecha gh(i) > qh(j). Queremos demostrar

que hay una flecha sqgh(i) - 6dgh(j).Como 6dgh(i) = gh(i+d) y
édgh(j) = gh(j+d), es suficiente demostrar que qgh(i+d)=ch(j+d). Como

ep(i) » enli), ae, (i) = e, {3). Por tanto qgh(i+d)=agh(i)gh(d)=gh(j)gh(d) =

= gh(j+d). Similarmente si la flecha es una 8-flecha.

d . . C e
Supongamos ahora que § morfismo de carcajes. Sea i vértice . Como

hay una o flecha i » ai, entonces hay una a-flecha gh(i)gh(d) = @ (i+d) =

=
(d). De donde d es periodo.

i

d . d . , .
= &g (i) » ¢ e lai) = e, (ai+d) = «e, (i)e,
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4.2.13, Demostracidn de la Proposician (4.2.10). Sea T drbol asociado a C.

Como d # h, id ¥ 6d. Como @d morfismo de carcajes induce un morfismo t
en T. Supongamos que t deja una arista fija en T. qu tanto 6d deja
fijo un punto en C 1o cual no es posible. De donde t deja fijo un vérti-
tice en Ty s6lo uno ya que si suponemso que deja dos vértices fijos en-
tonces fija el camino entre ellos lo cual implica que deja fija una aris-
ta.

(

Se tiene ademds el siguiente resultado.

4.2.14. Lema. o automorfismo de C que no deja puntos fijos. Entonces existe

d periodo tal que o=6d.

Demostracidn., Sca gh(i) un vértice de €. Consideremos la a-flecha
gh(i) > qgh(i). Cemo o es automorfismo hay que o-flecha oeh(i) > 9 ugh(i)

(i).

similarmente hay una g-flecha o, (i) -~ o fie,
Entonces dog, (1) = afogy (1) = cope, (1) = ousey (1).
Es decir So= 08. Sea t(i) tal que cgh(i) = 6t(i)gh(i).
Entonces i+l t(i+l) = ét(1+1)(eh(i+l)=ceh(5) = Saeh(i)=6t(i)+leh(i)=1+t(1)+1-
Por 1o tanto t(i+l)=t(i). Esto es t(i) es constante t. o(i) = 6t(1).
o=6l automorfismo.
Entonces t es periodo.
[

4.2.15. Observacidgn. Si eh(i) ¥ O entonces existe gh(j) c O tal que A

O (ep (1)) e Jey(3), aep (J), de donde « e (i) y e, (i) e Je (J),ae, (3)[,

\ Entonces en la cubierta universal lco;-i<d 6 h-d<c,-ich.  Similarmente,

para las p-6rbitas se tiene que 06(91(1)) £ [eh(j),aeh(j)[ de donde

eh(i) y Seh(i) € [eh(j),aeh(j)[. Entonces en la cubierta universal

1

1sBi—isd 0 h-d ai-ish.
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Sea C un carcaj de Brauer orientado con h vértices, d un periodo que
divida a h y d < h, Considrarcmos ademis de C el cociente € bajo la ac-
cion de Gd. Las permutaciones « y 8 de Cy C inducen permutaciones de
C:= gd( Z) que seguimos 1lamando « y £ y que a su vez determinan flechas
aj:j=gd(i) > ay = gd(ai)y Bj:j=9d(i) > 8J=:gd(ﬁi). Definimos p+C - C de
la siguiente manera p(gh(i)) = gd(i) = gh(mi).

Llamamos excepcional a la imagen bajo p de la érbita excepcional de
C, aunque en C ya no lo sca.
4.2.16.Proposicion. C es un carcaj de Brauer.
Demostracién. Sea O la 6rbita excepcional y supongamos que O es una
a-Orbita. Siguiendo la demostracién de la proposicidén (4,1.7) se ve que
es suficiente demostrar Ggue las envolventes convexas de las «-6rbitas de
gd( Z) son ajenas. Para lo cual tenemos que demostrar que para todo

ie Z y para todo j ¢ ]gd(i), agd(i)[ se tiene Oﬁ(j) c:]gd(i),ugd(i)[.

Primer caso: 1 < ai < d. Sea £ un representante de j en] i,ai[
Como]ghgﬁ) £ gh(i), agh(i)[ , I'i= Od(gh(i))C: ]gh(i). agh(i)[ .
Por tanto p(r) p(]gh(i), agh(i)[ ) =:]gd(i). ngd(i)[

(p(T) a-6rbita de j=p(gh(ﬂ)).

Segundo caso: h-d+1 ¢ «i - i < h. Tomemos i < ai-h tal que g (i) e o0

0
y tal que para toda j ¢ Jai-h, il gh(j) e 0. Sea £ un representante
de j en [io. io+d [. Supongamos que

gh(ﬁ) e[ agh(i), gh(i)] . Por tanto j=gd(ﬂ) = g1(m£) £

}
[pgh(mi), gh(mi)] =[ ugd(i). 9d(i)J y esto es una contradiccidn.

Entonces gh(i) £ [agh(i), gh(i)]
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Si je0O. Laa-drbita I' de g“(ﬁ)estﬁ contenida euB}h(io),gh(io+d)]
[agh(1), gh(1)] ; Por tanto p(r) [P( gh(1), gh(io+d)[\{ugh(i),gh(i)]) =
= P(f Eh(io)a ?1’1(104(1)[ \f’([ﬂgh(i). oh(]))] ] Qd(]>a “-Qd(1>[ ya que p
manda [gh(in), gh(i01d)] biyectivanente en C.

Si J e 0, I'es excepcional. Sea " F/\[gh(io).g“(io+d)].

Por tanto rlgg[gh(i), gh(iowd)[ \\D;gh(i),gh(i)]([qgn(i), gh(i)] no estd
en la arbita excpecional). Entonces P(Yl) = P(Y)c:]gd(i). ugd(i)[ =

= Plep (o) e Gigtd) I p Lag (1), ()] . Similarmente las envolventes -
convexas de las R-Orbitas de Cégd( Z) son ajenas, C es un carcaj de Brauer.

Ademds la «a-0rbita excepcional de C se pliega m veces en C, mientras

que cada drbita po excepcional de € es cubierta por m-6rbitas ajenas.

4.2.17. Observacidn.- Dade C podemos recuperer C si se conoce la multiplici-
h P . =
dad w = g Y la drbita excepcional en C.

Demostracion. Sea A la érbita excepcional de € y supongamos que A es una

a-Grbita. Si ugd(i) / gd(i) y:]gd(i), agd(i)[ no contiene a A. Defini-
mos agh(i) = Qh(j) donde gd(j) : mgd(i) y I+i ¢ j ¢ i+d. De lo contrario

definimos ag, (1) = gh(j) donde e,(J) = ag (1) y h+l-d+lgjci+h. Sea

gd(i) € A . Vamos a demostrar que el 0 estd en la envolvente convexa de

la 6rbita asociada a 4. Sea t minima tal que at(gd(i)) = gd(i) = gd(ifd).

t-1 . Y bt 3 X i
eq4(1). Por tanto agd(s) t eyls) y b¢ey(s),n ey(s)L.

Por definicidn ugh(s) = @

~h
=aq b1

Pefinimos e (s):= a
(J) donde s+lgjés+d y e4li)=aey(s) =

egli) = aley(i) = e (i) = g (itd).

De donde ugh(s) = gh(j) = gh(1+d). En conclusion el O estd en la envol-
vente convexa de la w-Grbita asociada a A. De la definicién se sigue que

C es un carcaj de Brauer,

L
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4.2.18, Dc la observacién anterior concluimos que la informacion que se obtic
ne de un carcaj de Brauer € con h vértices y con un periodo d diferente de
h y que divida a h es equivalente a la informacidn que se obtiene del car
caj € con d vértices, una 6rbita excepcional y una multiplicacidad
m=a->1.

4.2.19. lLas relaciones entre un carcaj C y su cociente € se ilustra en los si-
guientes ejemplos.
1.- Sea C = Q4 (fig. 10), d=3, m=4 y € ~ C_ (fig 7). La érbita excepcio-
nal de C es {0,1}.
2.- Sea C = Qg (fig12), d -6, m=3 y(C = ¢, (fig. 4). La drbita excep
cional de C es {0,1,5}.

E1 resultado anterior se puede aplicar en el caso general de un perio

do arbitrario e tomando d=(h,e) (i.c. d el mdximo comin divisor de h y c).

En este caso el carcaj K descrito antes se plicga -7 veces en C.

alm

ft

Ejemplos. 1.- Sea C=Q; y C=12, entonces d=(18,12) = 6. Por tanto

C = C, (fig. 4) y K es el siguiente carcaj.

3
4.,,-;5—-:‘_"’1‘
/’ "f‘ ~~~~~ '\2
/ l' - 0%
/ ;’ AN
5- 'f________l - " N
QQHT&' Ty — AN
/\ ~ l’ A
RN ! /
/ ~ ~ i /
6 ==L &M /
7" . i oL !
= S Irm el
/ S TooTEI=R
B AN /
/ I S~ s
/ ! s S
I S .
L\\ ..,.1' I?Q\\ F“ gc 14
AN N 70
!
oL H /
8 IR A >/
./V
o 10

K es pliega dos veces en T,

-
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2,- Sea C=Qg» C=36, entonces «=(18,36)=18. Por tanto Eﬁoﬁ y koes el

siguiente carcaj.

11 e '?“ » = 4.
12.[/ . ) 4 \\\6
) "
13 .4 , ' ™~ 5
14 40 : ! .
D) ~. | | . N
o ™o ' i -
15 ./ ~ | - \.3
'S ~ ‘ _-" rd
| - \
/’ l\ ~ - ¥ \
16 \// \ | \\ -7 ! \. 2
’.:\\\ ) ~ 7 i
\\ . ‘ _ -~ \
O I \
17 \ 7 ~ o
l A \\»\’\f-/,' > X o /'\\ |
. - -~ \I'.\ ™~ ! h ~ -7 - '
18& -7 S '//'\\ \ij\\)\\ -7 0
P . . \\~ /,ﬁ\
. e S | - /
19. -~ , ~ / \\.. .[// \\ \\ ]
\ ~ //’\*\' ™~ ~ 1 35
. ' T TSN IS /
" - ~ I \“ *
20 \ , // ~ ' \\ i 34
- /
,4 | .
/// ) I \} ’/
- | i N 7 "33
! ~ ‘
! } A ~ /"32
| | Y . ’
23\ ! | 31 Fig. 15
24 W : _/730
25 pn Ty 20
2 26 27

(faltan las flechas que corresponden a lazos en QG)'
K se pliega dos veces en C.

4.2.20. Estamos interesados en el caso donde e=d. En este caso K se identifi-
ca con C y se pueden describir directamente las relaciones del ideal J:

Denotamos por Aj:j -+ Jjy por Bj:j -+ J la composicidn de las flechas de
= C. Suponiendo que la

los a- y B-ciclos empezando en el vértice j ¢ K

Orbita excepcional es un a-ciclo. Obtenemos:
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n
a .+ B, =
) l\J BJ 0
si el a-ciclo en j es excepcional (m-multiplicidad )
b .+ B, =
) AJ BJ 0
si el a-ciclo en j no es excepcional,

B. = ) = 3 la 3.
c) GBJBJ 0y 6uJaJ 0 para toda j

Una k-representacion de K que satisface estas relaciones se 1lama
DadeJanuszKupisch representacidn de K, E1 dlgebra de (K,J), K[K,J] se
1lama DJK-1gebra, Si le asociamos a cada DIK-representacién V de
K=C la representacién ¥ de ¢ tal que W(j) = V(ge(j)) obtencmos el siguien

te isomorfismo.

N v
Mod k [K,J] -~ Modi (c, 1)




74

C/FITULC V.

RETICULA DE HORFISIO IRNEDUCIBLES

§ 1. RETICULA DE MORFISHMOS IRREDUCIBLES.

- . . . t
En este capitulo estudiaremos Yos morfismos de la catlegoria Mod k[Zé]
a los cuales daremos una interpretacion geométrica que serd de gran utili

dud mas adelante. Representamos 10s k[zh] -médulos inescindibles

VS m(des;critos en £.3) por medio del par (s47 ,m) c?]./cZ /A

Como Z/e7Z tiene como elementos los siguientes subconjuntos de
Z: {strejre Z}, Vs,m tiene infinitos representantes (s+re,m) enZ =2~
que identificamos con los puntos del plano de coordenadas s+re y men ¢l
siguiente sistema sesgado de coordenadas., (e=3 y h=8 en el <asn particu-

lar de la figura).
(0,h+1) (=3,1)

S N
N\

N

(1,1)  (0,1) (-1,1) (21
Asi como representamos los mddulos inescindibles por una serie de puntos,

podemos representar las transformaciones por series de flechas., En el -

dibujo la proyeccidn m:V -V

o) TE td representada por
S,m s,m-1 “O" n(e )=e, estd representada po

la serie de flechas (s+re,m) - (s+re,m-1). Similarmente la inyeccion -
i - ir ade erie de f a
i Vs,m vs-l,m+l estd representada por la serie de flechas
(s+re,m) » (s-1+re,m'1). De esta manera obtenemos una reticula formada

par vértices y flechas donde la serie de mallas.
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(s-14+re,m+l)

(s+re,m) (s-1+re,m), re %

(s+re,m-1)

representa el diagrama conmutativo

vs~~l, mt 1

n
3
Vs,m Vs-l.m, 1 <mgh
b ]
. -~
Vs, m-1
(V-l,m significa Ve—],m)'

Como k[Zz] es una dlgebra uniserial es fdcil ver que la sucesion
"

-i - _
0V — > v + o), v —- > 0 casi se
A

Vs ,m-1 Vs-l,m+l s-1,m
divide.
Observemos primero que un k[ZZ]-médu]o X no es proyectivo si y sélo si -

existe f:B » X epimorfisino con B inescindibtle y tal que 2LB=1+gX,

Para demostrar que la sucesién casi sc divide necesitamos el siguiente le-

ma.

5.1 Lema. Si A es inescindible y no proyectivo, B inescindible tales que
2B=1+gA y f:B » A epimorfismo entonces si h:X » A epimorfismo propio,
existe g:X - B tal que h=fg.
dem. sea f:B » A epimorfismo

sea f:X - A epimorfismo propio, entonces £X > 2A = £B-1, nor lo tanto




£X > B
(Memod AT ideal de & » (M ¢ mad A/C <IN = 0)
“[12]/ n
Sea n=2X, entonces X,A y B son r -modulos con X un
k[zz]/ n .
r - mddulo proyectivo. Como f es epimorfismwo, existe g:X » B tal
que h=fg,

(1)

5.2 Proposicién. La sucesién O - VS'm merle Vs,m_l G)Vs—l,m+1 L), Vs-l,m + 0
casi se divide.
Demostracidn. Claramente la sucesidn es exacta.
Como Vs-l,m es inescindible y de longitud finita, E"d(vs-l.m) es lo-

cal, por lo cual ‘para demostrar que la sucesién casi se divide es suficien
te demostrar que la sucesidn es casi se divide durecha y esto es equivalen

te a demostrar que si B es inescindible y o:B -~ V no es isomorfismo -

s-1,m

entonces existe h:B -+ V bV tal que (i,n)h=qg.

s,m-1 s-1,mt]

Sea X un médulo inescindible y g:X » V no isomorfismo.

s-1,m

Primer caso. Si g no es epimorfismo, entonces img & V » enton-

s-1,m

ces imge rad V = VS -1 (rad v es el Unico submddulo maximal -

s-1,m s-1,m

de V fsorial).
€ Vg_1,m Y2 Que Vs-l,m es uniserial)

Def. h:X » V +V tal que h(x) = (g(x),0). V¥ o e X.

s ,m-1 s-1,m+l

por lo tanto (i,m)h(x) = (i,u)(g(x),0) = ig(x) = g(x).
Segunda caso. Si g es epimorfismo propio, por lema 1 existe

X - v tal que

s~1,m+l g=“u ’

Def. h:X » Vv ®V tal que h(x) = (0,u{x)) V x e X. Por lo

s,m-1 s-1,m+l
tanto (i,n)h(x) = (1,11)(8()()) = mi{x) = ¢(x).

5.3. Lema. Un morfismo entre inescindibles en Mod,, 22 es irreducible si y sélo
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si es un isomorfo a alquna : v alguna i: - .
gun Vs,m Vs,n-l 6 a quna 1 Vs,m g Vs-l.m+1
Demostraciéon. Como u es epimorfismo y 2(V_ ) = 2(V ) + 1,
5,0 s ,m-1
Vs.m-l no es proyectivo.,
Como la sucesién 0 » V -V @Yy .leﬂl} v -+ 0
s+l ,m-1 s+l ,m-2 S M s,m-1

casi se divide, 1 y u son irreducibles.

Supongamos ahora que j:V v

s, t,q @ irreducible, por lo tanto en

la factorizacion canénica de .

e M
Vs,m - i Vt,q

P a

im oy , " ¢S seccion 6 o es retraccién.,

Por tanto p es mono 6 o es epi, por lema de Fitting p es isomorfismo 6 o
es isomorfismo.

Si o es isomorfismo, i es suryectiva y admite una factorizacidn

e ey

S, s,m-1 , cono u irreducible y = no es seccién, 1
’ ’

t,q
es retraccidén. Por lema Fittino 1 es isomcrfismo, por lo que p es isomor-

fa a .
Si p es isomorfismo, p es inyectiva y admite una factorizacidn

i
————p 0 . . : . =
vs,n\ Vs-l,m+1-»-9——> v , como p es irreducible, C es retraccion y

t,q
por 1o tanto isomorfismo. Y tenemos que y es isomorfa a i.

Dados dos inescindibles VS m Y Vt q describimos los morfismos entire
] b4

ellos de la siguiente manera. Empecemos con cualquier vértice (s+re,m)

que represente a VS a Y sombreemos el poligono convexo generado por los
9

vértices (i,j) tales que igstre y s+re+l g i+j < s+retn,
Sean (tt+xe,q),(t+{x-1)e,q),...,(t+(x-2)e,g) los representantes de

) en el poligono sombreado.

t,q




78

Para toda f ¢ {0,...,%} todas las psibles combinaciones de i y de n-flechas
que empiezan en (s+re,m) y terminan en (t+(x-f)e,q) representan el mismo
morfismo p.:V ~ V., . Como k[Zh] es de tipo de represcntacidn finita

' s,m t,q e

Mgs oo vallp forman una basc de Hom(V q) sobre k

s,m Vt.

(s+re+m-h-1,h+1) (s-htre,h+l)

AN \\<> NN
(s+re,m) <>\\ N . h

Para describir Hom(V , Vt q) podemos también empezar con un representan
’

S ,m
te (t+xe,q) de Vt q y sombrear el palfoono convexo formado por los vérti-
’

ces (i,j) tales que t+xe ¢ i <« t+xe+tq-1 y texetq ¢ i+j, los morfisnos

Y cr My estdn representados por las composiciones de i- y w-flechas que

0 '
terminan en (t+xe,q) y que empiezan en los vértices (s+re,m),

(st({r+l)e,m),...,(s+(r+2)e,m) que estdn en el poligono sombreado y zue re-

resentan .
p a Vs,m
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(t+q lixe, h+1 (t*xe,h+l)

W\\ XeH
(s+( N‘\

r+xe,q)

"(trq-1%e,1)

b.5. Nuestra descripcién geométrica de los morfismos es apropiada también para

la categoria estable Hod l
l . . C . h
f a categorfa b 1o royectivos ine ns VY » Med, Z
Como en la categoria .odkle s proyectivos inescindibles s, h+1 d¢ !.cdk e
se anulan, tenemos que suprimir de la reticula estable los vértices (i,h+l).
. . . . C . e N |
Como los tipos (clase de isomorfia) de inescindibles de Mod‘,Ze corres-
ponden biyectivamente con los tipos de inescindibles no proyectivos de

h
f.odee .
Por lo tanto los tipos de inescindibles de ﬁﬁﬁkzg corresponden con los

conjuntos (s+Ze,m) donde 1 <« m < h,

y NN\ NS




Las mallas

cula dan lugar a las relaciones O=jew=n+i : V

.

i,h i-1,h

(v e 7 denotan las clases de n e i respectivamente).

obtenemos la siguiente descripcidn de los espacios Flom(V

fismos en ﬁoﬂkzh
e

de la parte superior de la reti-
- -h
¥iod
en Mo kée .

De estas relaciones

V. ) de mor-

s,m, L,q
Empezamos con cualquier vértice (s+r,m) represente a

v y sombreamos el poligono determinado por los puntos (i,j) tales aue

S,

stre » i : stretm-h y s+retm > 1+4j » s re+l. Sean

(t+xe,q),(t+(x-1)e,q),...,(t+{x-g)e,a) representantes de v,

gono sombreado. Claramente si ;: «eaky generan ltom(V

0’

g < %. Las clases Eérl serws W, son O, mientras que Mg o

les independiertes, forman una base de naa(vs . Vt q).
ity ]

Similarmente si empezamos con un representante (t+xe,q) de
representantes de la forma (s+re,m),...,(s+{r+u)e,m) en el
mado por los puntos (i,j) que satisfacen las desicualdades
y ttxethzitjzttxetq.

la base Hg 1ees Mg de Hom(Vs‘m‘Vt’q).

s,m, t,q

'n el 19-
q en el poli

) entonces

+eve Mg SON linea
Vt,q,vs,m tiene

rectangulo for-

t+xetq-1zizt+xe

Los representantes corresponden a los elementos de

N t+xe,q)

(t+xe+q-1,1)




81

5.6. Observacién

a) La reticula que se obtiene de la reticula de (P.74) suprimiendo los pun-
tos (s,h+t1) se 1lama reticula estable. El rectdnculo formado por los pun-
tos (i,J) que satisfacen las desiqualdades s+resirs+retm-h Y

stretm :itjzstre+l se llama rectdnculo que empieza en (s+re,m) y que ter-

mina_en (st+re+m-h,h+l-m),

b) Debe estar bien claro como se componen los morfismos ﬁﬁ definidos arri-

ba: Sea (t+(x-n)e,q) el representante de'Vt q due corresponde a Un en el

rectangulo que empieza en (s+re,m).

Sean (ptye,p),(u+(y-1)e,p),...,(u+(y-d)e,p) representantes de aladn
Vﬁ en el rectdngulo que empicza en (t+(x-m)e,q) y sean EB .
oP

elementos de 1a base do ﬁBﬁ(Vt,q,Vu,p).

si (pt(y-1)e,p) estd én el rectdnculo que empieza en (s+re,m). Si esto

. 'u'('j los

Entonces 4"

Pt Y, # 0si y sélo

— - _ | ase de Tiom(V
sucede, W' + u es un elemento de la base de Hcm(VS’mV“’p)-




CAPITULO VI.

§ 1.

6.1.1.

ESTRUCTURA DE LAS ALGEBRAS ESTABLEMENTE HAKAYAMA.

Es nuestro prop6sito probar en este capitulo el Teorema de Ch.Reidtmann

(4.2.6), que caracteriza mediante carcajes y relaciones a las dlgebras es-

tablemente Nakayama.

Representantes de los A-mddulos simples.

Definicién. Una dloebra A sobre un campo k se 1lama algebra establemente

Nakayama si A es de dimensién finita, A es inescindible y hay una equiva-

lencia estable entre bod Ay Modkzg para alauna e y alguna h.

h
o]

Sea T:Mod, 7| —~- Tiod A equivalencia estable que se mantendrd fija

}

cada objeto es una suna directa de objetos de la forma EVS tsto impli-

S’
ca en particular que A tiene solamente un niwero finito de tipos de inescin
dibles (i,e. clases de isomorfia). Estos inescindibles son finitamente
generados y por un Teorema de Auslander [A-R,2] sabemos que todo A-mddulo

finitamente generado o no es suma directa de mGdulos inescindibles finita-

mente generados. -

Denotamos por mod A la categorfa de los A-mGdulos finitamente genera
dos, y por modkzg la categorfa de representaciones de 22 de dimensidn fi-
nita. Entonces fod A es una subcategoria de Mod A, cuyos objetos se pue-
den caracterizar hasta isomorfismo en Mod A como suma directa finita de
médulos inescindibles. En consecuencia, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que U manda msakzg en mad A e induce una equivalencia estable

entre estas categorfas, Esto implica que A es autoinyectiva (3.3.8).

La equivalencia estable T induce una biyeccién entre los tipos de --

inescindibles no proyectivos de modk22 y los de mod A, Decimos que un
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A-mddulo inescindible M es de T-tipo (s,m) si F ~%» LV, i equivalentemen

te, decimos que cada vértice (s+re,m) es un L-representante de M.

E1 ndmero m es la L-altura de M,

6.1.2. T-representantes de mddulos simples: A es de .descomposicion elemental y

admite e tipos de médulos simples. MGdulo €Z = Z hay un T-representan-
te de un A-médulo simple en cada diagona] hacia abajo y uno en cada diago-
nal hacia arriba de la retfculo estable. La T-altura & de un A-médulo sim
ple tiene que satisfacer al menos una de las siguientes condiciones

l<f<ce 6 h-e+l ¢ ¢ g h.

Demostracidn. Consideremos la siguiente diagonal hacia abajo

(syh) ——-> (s,h-1) -~—= | | | ——= (s5,1).
en la reticula estable. Si M es un A-mddulo inescindible no nroyectivo

sabemos por (5.5) que Hom(LVS o 1) # 0 si ys6lo si M tiene aladn
L-representante en la diagonal dada. (E) rectdnculo que empieza en (s,h)
es s6lo la diagonal). Sea N inescindible de U-tipo (s,h). Supongamos que

N/rad N = 5 D... Os, (H/rad N es semisimple). Como ﬁaﬁ(ﬁl§l) 7 0, en-

tonces S1 tiene algin C-representante en la diagonal dada, es decir S1 es de
L-tipo (s,2) para alguna . Sabemos que si q » r entonces ﬁEﬁ(Vg q° Vs Wi
y 1]

por lo que no puede haber mds de un [-representante de un A-mgdulo simple

en la diagonal dada (va que se tendria HOm(Si,Sj) £0 i+#3).

Considercmos ahora la siguiente diagonal hacia arriba;:

(sy1) ———> (5-1,2) ———=> ., . . > (s-h+1,h)

Si M es un A-médulo inescindible no proyectivo, entonces Hom(LVS l'ﬁ) £0
» y
si y s6lo si M tiene algin [-representante en la diagonal dada. En parti-

cular si M es un A-médulo simple que aparece en el soclo de un A-médulo
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inescindible N de tipo (s,1), entonces M es de tipo (s-(j-1),j) para algu-

na je {1,...,h}. Como Hom(V Vv 7 0si i+l ¢ j+1, no

5-3, 41
puede haber mds que un L-representante de un A-médulo simple en la diago-

S-1,i+1 °

nal dada.

Supongamos que (s,%) L-representa un A-m6dulo inescindible, entonces

con la potacidn de (5,5) tenemos que ﬁEﬁA(g.S) - Hom(VS,n . V;’Q) =

= kﬁb ® ... G)kug . Si S es simple, HbﬁA(?.ﬁ) = Hom(S,S) es un anillo

con division por tanto g=0. Por otro lado sabemos que g+l es ¢l ndmero

de [-representantes (s+re,%) que hay en el rectingulo que empicza en (s,:).

Este nlmero es 1 si y sdlo si h-%<e 6 i-1<e, de donde l¢fice § h-et+lgich.

Como A é]geﬁra de dimensidn finita, A/rad A es semisimple [C-L-9.
Como HomA(S,S) es un campo para todo simple, por Wedderbum Artin A/rad A

es un producto de campos. Luego A es de descomposicidn clemental.

[

_(s,h)
~ (s+2-h,9) (s-2+1,2)
\\ - - e
(5,00~
\\\‘
_ N ¢ 20 D) e
Fig. 16
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6.1.3. Observaciones. a) Obtenemos informacién mds precisa de los L-represen-
tantes de los A-mddulos simples S,T si escribimos Hom($,T) = 0 = Fom(T,S).
Esto significa que si (s,%) es un [-representante de un A-médulo simple,
ningin otro vértice pertencciente al rectdngulo que empieza en (s,2) o al

que termina en (s,%), L-representa a un nddulo simple. Esta informacién

nos serd muy util mdas adelante.

b) Si un A-m6dulo simple es de [-tipo (s,2) el ancho del rectdnculo
que empieza en (s,%) cs menor que ¢. Por lo que ningin A-m6dulo inescin-
dible puede tener dos L-representantes en este rectdnaulo. Esto implica
por (5.5) que la multiplicidad de S en soc N con I un A-médulo inescindi-
bie es ¢ 1. El argumento dual prucha que 1a multiplicidad de S en el top

de cualquier A-m@dulo inescindible es « 1.

Por ejemplo para e = 12 y h = 18 se tiene la siquiente configuracion

(entre otras).

Fig, 17

donde los puntos son los U-representantes de los simples.
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§ 2. Mallas proycctlivas.

6.2.1. Proposicidn. Sea T un A-m6dulo simple de t-tipo (t,%) con cubierta pro-

yectiva P. Entonces rad P es de L-tipo (t+i,h+1-2) y P/soc P es de L-tipo
(t+e-1,h+1-2),

a) Si 2=1, rad P/soc P es inescindible de L-tipo (t+l,h-1).
b) Si 2=h, rad P/soc P es inescindible de U-tipo (t+h-1,2).

c) Sil«<g <, rad P/soc P = QJCD p_ donde Pa y PB son inescindibles

B
de T-tipo (t+2,h-5) y (t+2-1,h+2-2) respectivamente.

Demostraci6n. Sea M un A-mddulo de {-tipo (t+2-1,h+1-%). Por (5.5) y (5.6)

sabemos que el espacio vectorial Hom(M,T) esta generado por un solo morfis
mo f y que cualquier morfismo g:H -~ ™ tal que N es inescinuible y Ta # 0
es invertible, Como T simple, f es epimorfismo. Como P es proyectivo,

existe p:P - 11 tal que el siguiente diagrama conmuta:

P
ye
s
ye
n - l
e
L
& f .

Moo > T > 0

Coro A es autoinyectiva, P es inyectivo. Entonces si p fuera inyectiva, »
serfa un isomorfismo, lo cual es imposible ya que M no es proyectivo. Por
tanto p no e§ inyectiva. Como P es inyectivo por lo tanto soc P es simple
y soc P < ker p ya que el soclo es esencial. De donde existe g:P/soc P+ M
que factoriza a p. Como fg # 0, g es invertible. Concluimos que P/soc P

es de [-tipo (t+2-1, h+l-g2),

Examinaremos ahora rad p/soc P. Por (6.1.3,b) la multiplicidad de -
cada médulo simple en el top de rad P en ¢ 1. Luego sumandos distintos

en la descomposicion de rad P/soc P no son isomorfos. Por otro lado
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(t+2-1, h+1-2) = (t,2) mod ¢ Z =x Z. Por tanto P/soc Py T no son iso-
morfos y A{(P) » 2. Asi, podemos aplicar el dual del lema $.25). Como

hay dos flechas que terminan en (t+2-1,h+1-2), en el caso 1 < 2 < h, hay
dos tipos de inclusiones de sumandos directos de rad P/soc P en P/soc P.

AsT, rad P/soc P =P + P, inescindibles del C-tipo deseado,

B B
Similarmente se tienen los casos 2=1, donde P

con Pa y P

8 se anula y el caso =h

donde Pa se anula.

Sabemos por (3.2.5) que hay morfismos irreducibles rad P - Pa y

rad P~ PP . De donde rad P es de L-tipo (t+2,h+1-2).

(t+1,h)  (t,h) caso =1 }
rod P /soc P
(t+1, h-1)
PQ

malla proyectiva

(t+h,1) (t,1)

Fig. 18

(t+h,h) ( (t,h)

malla proyectiva
(t+h-1,2)

(tth,1) (tth-1,1) caso 2=h
rad P P/soc P
Fig. 19

4
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caso 1«<f<h
T(tre-1,m2-2)
)
Po
(t+h,2 (t+2, h-2) (t,2)
S p T

o

malla proyectiva

Fig. 20

6.2.2. Observaciones. Aunque el A-médulo inescindible P no tiene L-represen-

tante, de la proposicidn anterior vemos que la reticula estable da una --
huella de P, es decir los L-representantes de rad P, P PB y P/soc P.
Este conjunto se 1lama malla proyectiva de P. Claramente la posicidn de

las mallas proyectivas depende de A y de L.
A continuacidn enunciamos el dual de la proposicién anterior.

6.2.3. Proposicién. Sea S un A-mGdulo simple de U-tipo (s,i) con envolvente
inyectiva Q. Entonces Q es proyectivo e inescindible. Una malla proyec-
tiva de Q estd formada por los vértices (s+i-h, h+1-i),(s+i-h,h-i),
(s+i-h-1,h+2-1), y (s+i-h-1,h+1-i) que L-representan rad Q, Q. QB y

Q/soc Q respectivamente. Como antes QG y QB se pueden anular (si i=h ¢ i=1),

6.2.4. En el caso particular en que S es el soclo de la cubierta proyectiva
de T, de tipo (t,2), veamos que Q coincide con P ya que 0 » soc P ~ Q y
1a inclusién 0 - soc P - P son monomorfismos esenciales y dado que la en-

volvente inyectiva es (nica, P=Q. De donde (s,i) = (t+h,8) para aladn
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L-representante de (s,i) de S. Esto significa que la permutacidn de

Nakayama T - S de los tipos de A-mSdulos simples estd asociada con la -
traslacidn n de la reticula estable definida por n(t,2)=(t+h,2). El
conjunto de L-representantes de A-mGdulos simples es estable bajo w y man

da mallas proyectivas en mallas proyectivas.

Por otro lado, si (r,g) es un L-representante de un A-médulo inescin-
dible M, sabemos que (r+e,g) también L-representa a M. Lueco L-representan
tes de A-médulos simples y las mallas proyectivas son también estables bajo
la translacion « dada por ¢(t,2) = (t+e,?). Podemos decir que h y € son
"periodos" de la configuracion formada por la reticula estable y L-represen
tantes de modulos simples. Claramente, el mdximo comin divisor d = (h.e)

es también un perfiodo.

§ 3. La estructura de los A-mddulos uniseriales.

6.3.1. Para cada t ¢ Z denotamos por (t, at-t) al vértice de la diagonal ha-
cia abajo por (t,1) y que L-representa a un A-médulo simple T. Por (6.2.3)
el vértice (at, h+l-at, t) L-representa al radical de P, si P es la cubijer
ta proyectiva de T. Es decir, a es la funcidn inducida en las primeras
coordenadas dada por la correspondencia T - rad P. Como el vértices
(t, at -t) C-representa un simple, entonces 1 ¢ at-t € h y por tanto
t+] € a < ht. Que el soclo de P sea de L-tipo (t+h,at-t), implica que -
el vertice (at+h,h+l-at+t) L-representa al radical de Q, si Q es la cuwier
ta proyectiva del soclo de P. Por otro lado, como el soclo de P es sim-
ple y esta en la diagonal hacia abajo de (t+h,1) lo representamos por --
(t+h,a(t+h)-(t+h)), por tanto (a(t+h), htl-a(t,+h)+t+h) = (a(t+h),2h+t+]-
~a(t+h)) T-representa al radical de'Q. Lwego at+h = a(t+h).

6.3.2. Lema, Si «t # t+h, entonces el top de Pa es simple de L-tipo

(at, a?t - at) y o®t < t + h.
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Demostracidn. Por (6.2.1) P_es de L-tipo (at, h-at+t) Por (6.1.3,a)
sabemos que ademds de (t,at-t) ningin vértice del rectdngulo que termina
en (t,at-t) L-representa un A-médulo simple. Por (5.5) todo simple del
top P_ tiene un t—representante de la forma (at, 2) con 2=a’t-at (ya que
asi L-representamos los simples) y a’t-at ¢ h-at+t. Como la diagonal ha-
cia abajo de (at,h-at+t) tiene solamente un T-representante de un médulo

simple, luego top PQ es simple,

i

rad F tat-t)
at-t
(at, hat+t) OT
P AN
o \\
((It,g,) o “m__\\‘(t-nl) o

Fig. 21

6.3.3. Llema. « es una permutacién de Z .

pemostracién. Suporgamos que atl = at2 con Ll > t2 . Sean T] y T2 simples
de T-tipo (t), ati-t,) y (tz,atz—tz) respectivamente. Como

t1+atl—tl = atl = at2 = t2+ut2-t2, (tl,ut1~tl) y (tz,utz—tz) estdn en la
misma diagonal hacia arriba de la reticula estable. Concluimos que
Hom(Tl,Té) FOy T, f T, 1o cual es una contradiccion. Luego a es inyec-

tiva. 1

Probaremos ahora que « es suryectiva. Sea a:Z/hZ - Z/hZ la fun-
cién inducida por a. De la inyectividad de « se obtiene que « es inyecti-

va: Supongamos que ETI = Efz y luego at2 z atl mod h., De donde h divide
a atz—atl . Sea n tal que atz-atl = nh, Como a(t+h) = a(t)+h,at

2

= nh+at1 = a(t1+nh). Como @ es inyectiva, t2 = t.+nh., De donde t

] -t

|-

2
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mod h. « es inyectiva. Como Z/hZ es finito, « es suryectiva. Sea t ¢ Z

como « es suryectiva, existe § £ Z/hZ tal que «(q) = £. De donde

t

in

a(q) mod h, Tuego existe n tal que L-:(q) = nh, Como t = a(q)+nh=a(q+nh),

o €S suryectiva.
i
6.3.4. Definicién. Sea M un A-mddulo no proyectivo simple, inescindible, de
T-tipo (m,2) y tal que top My soc M son simples. Entonces decimos que M
es de clase o si y sélo si ¢ > am - my Mes de clase 2 si y sGlo si

2 < om-m,

6.3.5. Proposicidn. Sea M un A-médulo inescindible de L-tipo (m,2) y clase a.
Sean am, a’m,..., «®"'m los enteros de la w-Grbita de m que son mayores

que m y menores que m+i. Entonces M tiene una dnica serie de composicién

0 =M & M & ... Ch SH =M,

M.

y el cociente univerial 1/!-1\].+1 es de tipo L-tipo (a]m,a3+1m-a1m). En

particular si i=0 y j=)-1 tenemos que Q=aAm-m.

Demostracidn. Se hard por induccién sobre A(M)=longitud de M. Sup A(M)=2
Como M es de clase a, el dnico L-representante de un A-m6dulo simple en la
diagonal hacia abajo por (m,%) cae abajo de (m,%). Como top I es simple,
(m,am-m) es el dnico T-representante de un médulo simple en el rectdngulo
que empieza en (m,e). (De haber otro tendria que estar contenido en top M),
En particular el dnico L-representante (m+2-g,g) de un médulo simple en la
diagonal hacia arriba por (m,%) no puede estar mds arriba que (mn,2). Como
soc M es simple, (m+L-g,g) tiene que L-representar al soclo de M. En el
rectdangulo que termina en (m,om-m) el lado contenido en la diagonal hacia abajo
~ + por (am-1,1) corta la diagonal hacia arriba por (m,2) en (am-1,8-cmim+l),
Como soc My M/rad M son simples, 1a proyeccion soc M -~ M/yad M es cero.
Por tanto g<t-am+m, Queremos probar que el radical de M es de L-tipo

(am,%-am+m): sea 0 # N submbdulo de M,
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Como soc M es simple y N es inescindible, soc N es simple. Ademds

soc M = soc N y N tiene un L- representante en el rectdngulo que empieza
en (m+2-g,g)., Como la inclusidén soc N » N - M es diferente de cero en la
categoria estable, se sigue que el Gnico L- representante de N en el rec-
tingulo que empieza en (m+ -g,g) debe caer en la diagonal hacia arriba en
tre (m+2-g,g) y (m,%). En particular se tiene para el radical de M. Ade
mds como la proyeccion rad M - M/rad M es cero, rad M es de T -

(m+e-f,f) con gefs-cmmtm, Falta probar que f=f-amtm. Sea R un A-médulo

de L- tipo (om,%-can+m).

Denotamos por u:R - M a la funcidn asociada a la composicién de fle-
chas {cm,%-amtm)» (m,2). Como la composicién R = M —> T es cero (donde
T=1topHM) yR “E? My M-—»T son diferentes de cero, se sigue que p se
factoriza a través del radical de M. Por otro lado como rad M, Ry M es-
tén en la misma diagonal hacie arriba y fet-amtmem, existe rad M ~2+ R tal
que l1a inclusién rad M -—» M es isomorfa a rad M 2o R MLOED siguien-

te diagrama es conmutativo.

rad M

5
1 rad M
\Y/

Z4RTH
R L_s rad M donde u, es la

restriccion de u al rad M. Se sigue que rad M es un sumando de R. Como

R es inescindible, R = rad M. Como rad M es simple, por tanto el vértice
(am,a’m-am) T- representa al radical de M. Luego &-am+m =a’*m-am, Por
tanto L=a’m-m. Esto prueba la proposicién si la longitud de M es 2. Para
el caso general veamos que rad M es de tipo . E1 rectdngulo que empieza
en (am,f-am+m) estd contenido en la unidén del rectdngulo que empieza en
(m,2), el rectdngulo que termina en (m,am-m) y la diagonal hacia abajo por
(am,2-am+m). Como el dnico [- representante de un médulo simple en estos

dos rectdngulos es (m,am-m), el top de rad M es simple de L[-tipo (am,i)

-
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(m,2)
M—MO
/F§
(c 1y 0-cuntm)
M1=rad M /h MO/M2
///, \\\\ m,cn-nm )
m+3~g,g) MZ/M3 MO/Ml
3
R /\ . ‘e 7 —
(m+2,1)  (amtl) (cmy1)  (am,1) (m,1)
Fig, 22

con i g 2 - om + ﬁ (como top de rad M simple, 1 = «'m - am). Como soc M
es simple, tgmbién soc rad M es simple y podemos aplicar la hipdtesis de
induccidn a rad M. Como se tienen la proyeccion M - M/soc M+ M/rad M y
1a inclusidn rad M/soc ti » M/soc M, M/soc M es de - tipo (m,ax"m-m).
Ademas el soclo y el tqp de rad M son simples as{ que también podemos --
aplicar la hipStesis de induccién a M/soc M. Aplicando la hipdtesis de in
duccién a rad M y a M/soc 1 se obtiene e) resultado.
il

6.3.6. Observaciones. La proposici6n anterior se tiene en el caso particular
en que M es QG C- tipo (m,h). Sea T el top de My sea P la cubierta pro-"
yectiva de T. Como 0 » P, (P/soc P)/PB » T+ 0 es exacta (es una exten
sidn de T por Pa) N/radM =T ~ [(P/soc P)/PB]/PQ = [(P/soc P)/PS]/rad M.
como rad(P/soc P)/PB rad M

J, l

(P/soc P)/PB

it

0 -——— top(P/soc P)/PG = T =30
0 0
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entonces (P/soc P)/P8 =M, (si am=m+l, P

M es un A-médulo maximal de clase «.
interna de los A-médulos que estdn L- repre

superior de la reticula estable.

(o*m,ya*m-a’m)

(a'm,1)

Py
®

/

=0, 0)

Y siam = mth, Pu =

£

Esto da una caracterizacion

sentados por vértices del borde

(am, him-am)

p
o

N

a ‘m‘,\cf M- M

/

— o ——— ey e a W

/

/

(mycm-m)

N N
AN s ~
’wax?nl-cgr)
N ._\Lf

Fig. 23

(m,1)

Si M es maximal de clase «, como soc M es de T- tipo (o’ *m,a’m-o™m)

y soc M estd en la diagonal hacia arriba po

(En la figura ( ) x=4). Por tanto la long

tos en la interseccién de [m,m+h] con la «-

que en.este caso P = rad M por tanto top P

el soc P es de L- tipo (s,as-s) donde s

A-
L

r (m,h), mth = QA"m+akm-ak 1m=a
itud de M es el nimero de pun-

orbita de m, Observemos ademds

o €8 de T- tipo (am,c’m-can) y

1 -
m = o ‘m+h.

6.3.7. Enunciamos a continuacién los duales de los resultados anteriores ya que

nos serd de utilidad mds adelante.

)‘m.
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a) Sea S un A-mddulo simple de [~ tipo (s,xs-s). Sea I la envolvente

inyectiva de S. Si as # s + 1, el soc de I, es simple de L- tipo

B
(as-h-1,a(as-1)-us+1). Ademds ofas-h-1) 3 s+1,

b) La funcién ¢:Z - Z definida de la siguiente manera ¢(s)=us-h-1
es biyectiva.
Si denotamos por B a la funcidn inversa, B(as-h-1)=s. De donde

aB(as-h-1)=as. En otras palabras a@x = x+h+l = n(x)+1) para toda x & Z

c) See N un A-médulo inescindible de L[- tipo (n-g) y clase B. Sean

-\

8 n,8"7n,...,8" " 'n los enteros de la g-drbita de n mayores que n+g-h-1

y menores que n. Entonces N tienc una tinica serie de composicidn

0= NS N < ... N aN =N
y el cociente uniserial Ni/r‘."jH es de [- tipo (g'v+j+ln,ag‘v+1+1n_5‘v+3+ln)-
En particular, g = ag” Y ln-n.
/'2 » N/N1
Ny 2
N
N
! -3 e
! (B- n)l)(B- nvl)(g nvl)(n*g‘h“lil)
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d ) E1 resultado-anterior se aplica en particular si N es de L- tipo
(n,1). Si Ses el soclo de N e I su envolvente ineyctiva. Entonces N es
isomorfo a la imagen inversa de If‘C: [/S en I, Los vértices ~ue estdn en

la parte inferior de la reticula estable [- representan a los A-médulos

maximales de clase p.

e) Si el m6culo N de ¢) es maximal de clase 3, tenemos 8V = n-h.
E1 A-mdulo maximal de clase ¢ y L- tipo (n,1) tiene longitud el ndmero de

puntos en la interseccidn de Jn-h,n] con la #- Grbita de n.

f) Sea 1 la envolvente inyectiva de un A-médulo simple U- tipo
(s,as-s). El soclo dchﬂ es de L- tipo (87 's,af"'s-g"!s); el top de IB
es de T- tipo (t,at-t) con t = Bs-h = 8(s-h).

§ 4 El carcaj de Brauer de un dlgebra establemente Nakayama.

Por (6.3.1) y (6.3.7 ) tenemos que an(x) = a(x+h) = ax+h = na(x) y
afu(x) = n(x)+h+l = x+2ht]l = aB(x)+th = a(B(x)+h) = ars{x), es decir, las
permutaciones deZ, a y £ conmutan con -1:x - x+h. As{ inducen permutacio-
nes ay p de g, (Z) = (exp(2in %)!xs;l}"tales que a gh(x) = g (ax) y

B,gh(x) = gh(ﬁx). para toda x eZ. Definimos un carcaj C con vértices el

conjunto ¢, (Z) y flechas @ :p »p y B _:p - Bp.
~=h P D

6.4.1. Proposicién. C es un carcaj de Brauer con la permutacidn ciclica
- '\J .
§:p » exp (2in/h)e. Y tiene como cubijerta universal C el conjunto Z con

flechas a ix @ ox y Bx:x -+ BX.

Demostracidn. Como afi(e, (x)) =« e (#x) = e (aBx) = g, (x+h+l) = eplx+l) =

= Sleh(x)), § = af es una permutacién ciclica de los vértices de C. Para

probar que C es un carcaj de Brauer es suficiente probar que la envolvente
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convexa de dos w- 6rbitas distintas no se intersectan. Sca y tal que

X <y <oux., Sea S simple en la diagonal hacia arriba por (y,l)entonces S
no estd en el regténgu1o que termina en (x,ax-x). Por lo que se tienen los
siguientes dos casos. y<ay<ax 6 x+y < ay ¢ yt+h, Para terminar la demos

tracion simplemente dibujamos figuras que representan los dos casos posibles.

(y,h) (h,h) caso x+h<ay<y+h

Sy,

/// X,ax=-X)

(y+h=-1)(uy,l)(x+?1.1) (uxi]) (yj) (x,1)
{y,h) (x%y) Cas0_y<ay<ax

N

Ny
/.(< y-y)

§ 5.

T8 DI CT N 28 x,1) I

médulo h las flechas no se cortan.

0

La representacién de carcaj asociada a un A-médulo.

Sea J el radical de A. Recordemos que A es un dlgebra establemente
Nakayama y supongamos ademds que A/J es una suma de campos. Por (6.1.2)

k = HomA(S,S) para todo simple S, de donde A/J es de hecho de descomposi-

cién elemental,
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6.5.1, Proposicién. Sca 1, = np ¥ n, + ... +n, una particién de la unidad
en idempotentes (ng = ”i)’ ortogonales (”1”j =0 si i # j)yprimitivos

(si Ny = f+q con f y ¢ idempotentes ortogonales, entonces f = 0 6 bien

g =0)conn, #0 para toda i ¢ {1,...,e}. Entonces A=A ®A + ,., +A

! UL e
es una descomposicidn en inescindibles,
Demostracidn. Como IA =yt ny oot A= Anl G)/\n2 G)..Q)Ane

Como los idempotentes son ortogonales, la suma es directa. Como cada n;
es primitivo se tiene que cada sumando A”i es inescindible. A
[

6.5.2. Sea 1A = + Ny +., .4 N una particién de la unidad en idempotentes,
ortogonales y primitivos. De la proposicidn anterior se sigue que cada
uno de los A”i que aparece en la descomposicién de A es un médulo proyec-
tivo inescindible. Ademds dado que A tiene una dnica descomposicidn en su
ma directa de un nimero finito de mddulos inescindibles en mod A (por
Krull-Schmidt) cualquier proyectivo inescindible P es isomorfo a algiin
An" Es decir {Aq , An Yo An } es una lista completa de representan-

i 1 2 e
tes de las clases de isomorfia de médulos proyectivos inescindibles. Vea-

mos ahora que

ey A” /rad A” }

{Anllrad A”l' Anzlrad An2 . .

es una lista completa de representantes de las clases de isomorfia de los

médulos simples en mod A:

Primero probaremos que cada Arl /rad An es simple: Como rad A es un

i i
ideal bilateral y /\n /rad An es un A-mddulo, entonces An /rad An es un
i i i i
A/rad A- mddulo, Como rad (An /rad An ) = 0 se tiene que An /rad An es
i i i i

semisimple. Como A = A ®A + ... + A se sigue que
N Mo Ng
= + SR
A/rad A Anl /rad A”l An2 /rad Anz Ane / rad Ane (1)
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si algdn sumando de A/rad A en la descomposicidn anterior no fuera simple,
obtendriamos un sistema completo de idempotentes primitivos ortogonales de
A/rad A con mds de e elementos. Como para cada idempotente x de A/rad A
existe un idempotente n en A tal que n = x se obtiene una contradiccidn.
Probaremos ahora que todo A- médulo simple es isomorfo a algin /\n /rad An :
i i
En la descomposicién (1) aparecen todos los proyectivos inescindibles de
A/rad A, pero A/rad A es semisimple, de donde todo A/rad A- M6dulo es se-
misimp]é. por tanto los A/rad A- médulos proyectivos inescindibles coinci-

den con los simples. Y estos son los A- mddulos simples.

Como A/rad A es de descomposicién elemental podemos escribir

A/rad A = k t ko4 L.,k
l]l {]2 r|e

con ﬁ} = ﬁ}+ J. Ademds podemos escoger la numeraci6n de tal manera que el

vértices (i, ai-1) L- represente al simple kn;.

Para toda n ¢ 2 definimos Ny ts N donde N ¢ {1,2,...,e} es congruente
n
a n médulo e.

6.5.3. Afirmamos que el top de radical Jn; de An; tiene la siguiente forma

2 - 2 ey 2y T S 12y
dn, /d n (J/4 )n, "ai(J/J ing ”Bi(J/J n;

— oy = = : o '
con nai(d/d ) n; = (k N si ai # i+h
0 si ai = it+h
nBi(J/J“) ng T K Naj si ai £ i+l
0 si ai = i+l
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Demostracidn, Como J/J° = rad A/ rad® A = ® n; (rad /\/rad"l\)n1
1,J
entonces (J/9%)ny = Mo (DM, | i (9700 )

Sea Pj’: An para toda j. Como rad (rad P./soc P.) = radQPi/soc Pi.
J

se tiene que top (rad Pi/soc Pi) = rad Pi/rad?P = Jr; /J° ny - Por otro

lado top (rad P, /soc P ) = top ((P.) + (pi)B) = top (pi)a + top (pi)B .
Ademas \ﬁ.§ ) HomA( i B)
(

, J/J° n; ) = HomA(P .,top(R) +-top( ])
o top(P ) )+ Homa (P oy top(P, dg) = ngq top(Py), On,; cop(P; )

HomA(P i

Si ai # it+h, entonces por (6.3.1) top (P].)Cl es simple de L-tipo

(ai,a?i-ai). Por tanto ”aitOp(pi)a vk ﬁai

Si rad Pi/soc Pi es inescindible, entonces rad Pi/soc Pi = (pi)a
si rad P%/soc Pi se escinde. Por (6.2.1) (Pi)a es de L- tipo
(ai,h-aifi) y por (6.3.1) top (P].)u es de L-tipo (ai,a?i-ai). Similar-
mente kPi)B es de L- tipo (ai-1,ht2+i-a1) y top(Pi)B es de L-tipo
(ai-1,a(ai-1)-(a«i-1)). Por tanto ”aitoP(Pi)B = 0. Asi
"si ai # i+h, n (J/J )n z Kk ﬁ;i

Supongamos ahora quwe «i = i+h. Como top P, es de L- tipo (i,ai-i)=(i,h)
y top pai es de L-tipo (ai,a?i-ai)= (ai,a(i+h) - (i+h))= (ai,ai-i)= (ai,h).

Por f21) Pai/soc Pai es de L- tipo (ai+h-1,h+1-h) = (i+2h-1,1) y rad Pi es

de U- tipo (i+h,1). Ya quw los trianculos por (i+2h-1,1) y por (i+h,1) --

son sblo las diagonales por esos puntos, entonces HomA(Pai /soc Pai,rad Pi)IO !

si y solo si i+2h-1 = i+h, es decir si h=1. Recordemos que sdlo estamos

considerando h > 2. Por tanto HomA(Pai /soc Pai,rad Pi) =

Sea f € HomA(Pai,rad P /radzPi). Supongamos que f # 0.

Como Pai es proyectivo, existe g:Pai -+ rad Pi tal que el siguiente diagra-

ma conmuta
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{a]
N\

rad Pi ————  rad Pi/raani-»-~i> 0

donde p es la proyeccidon canbnica. Como f # 0 , entonces T # 0. Sean

fl, f2""’ fn irreducibles tales que f = fno fn_1 °© ,.. © fl . Por el
dual de 32.5) flzpai > Pai /soc POLi es la proyeccion candnica. Se tiene
la siguiente composicion

P -—fl > P . /soc P 2 M > —1s M = rad ?

ai 7 Vi i T T n "

que es diferente de cero. Por tanto la compesicion

Cf
2 > . ..w......ﬂ_. = D i
Pai /soc Pai = rb > ... > Mn rad ‘i es diferente
de cero. Esto es una contradiccion, de donde f = 0.
Similarmente se prueba la afirmacion para ﬁai(d/d?)ﬁi

[

Si ai # i+h escowmos ai ¢ ”aid”i - J%; su clase ai = ai+d2 es entonces
una base de ‘ﬁm.(J/JZ)T]i . Similarmente, si ai # i+l escogemos un elemen-
0 B, Jn, - J%; s . =g, + J° de 7. ..

t 81 € na‘dq\ s su clase 61 B, es una base de nBI(J/J)n]
(Como se vera mas adelante, los elementos o5 ¥ Bi de A estan relacionados
con las flechas i » «i y i - Bi que habjamos denotado a; ¥y Bi respecti-

vamente. De ahi la notacidn que esperamos no cause confusiones),

6.5.4. Teorema. Podemos identificar A con la k-dlgebra con unidad definida por

los generadores Ny s ui,Bi sujeta a las siguientes relaciones donde

1<i,] €e:
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>

a) 1p =y +ny totng oy omyng = 0 sii4j y i = o,

b) (1]- = ﬂm-aiﬂi '.y BJ =nBJFJJnJ S Cli7]+h y ajtitl
“c) Baiai =0 = aBij s aifith, a’ifai+l, ojfjtl y aBj#gj+h.
d) a ' - -

Qm—li R L wBbi—li (%81.81. 0 para aldun escalar

Ai#OSicn'#Hl Yy ai #i+h.

. . N L TR i o= i+
e) o gi @ g, ai® =0 8T oai =il oy
a 1« 1

F’Bjﬁj = si i

i

B By ee i+h .
,sbJj gPI-1;

, . . ai, .
En el enunciado del Tecorema ai y bi son tales que « i = i+h y

N

B3 = j+h (ver (84) y (4.1.8)). Ademas, convenimos en que

@:=a_si an #nth yen que B o= B_ i ap, # ntl, donde n ¢ {1,2,...,e}

n n
congruente con n médulo e.

Demostracidn. Las relaciones a) y b) se siguen directamente de las eleccio-

nes hechas.

c): Sea 0 < i g 2 tal que ai # i+h, o®i # aitl y tal que By # 0.
Sea N un submbdulo de Ani tal que Bm‘“i £ Ny tal que N es maximal con
esta condicion. Sea M:= Ani/N. M est’al generado por m:= Ny + N. Ademas

el top y el soclo de 4 son simples. La serie

0% ABm-aim < chim < Auim Cdm G- Am o= M

muestra que M tiene al menos los siguientes tres factores de Jordan-Holder:

kn

0

top(M) = An/Jdm - kﬁi , Ac;.].m/daimz kﬁai y soc(M) = ABaiaim fai”

Veamos la @1tima igualdad. Como soc(M) es simple, soc(M)CABaiaim .
Supongamos que AGai“i'" no es simple, entonces existe 0N'G ABaic‘i'" < A o=
=M = Ar11-/N. Sea X tal que N' = X/N. Com_o X/N#0, N& )(c:;Ani . Por

tqnto Baiai/' X 1o cual es una contradiccion, De donde
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Soc M = Aaaiuim z neai
Por definicion (6,3,4) M es 6 bien proyectivo o de clase « 6 de clase

B. Veamos que cada uno de estos casos nos 1leva a una contradiccion,

Supongamos primero que M es proyectivo. Entonces kﬁéai = soc(M) = kﬁi+h
(6.2.3), por tanto fai = i+h modulo e y gd(ﬁui) = ¢q(i) donde d = (h,e) =
mdximo comin divisor de e y h. Entonces la p-6rbita de gd(mi) encucntra
a la a-6rbita de e,(ai) en eylai) y en eyli) = gd(aai). Como Q = ey Z)
es un carcaj de Brawer (4.2.16), gd(Bui) = gd(i) = gd(ai). Como aifi+h y
a?i # ai+l, entonces gh(i) 7 gh(ai) # gh(Bai). La proveccion
F:Q = gqx Z) ~ gd( Z) = B restringida a las dérbitas no excepcionales es
biyectiva(4.2.16x'de donde concluimos que ambas la a-6rbita y la B-6rbita
dg gd(ai) sorn excepcionales. Estc es una contradiccion dado que stlo hay

una Orbita excepcional,

Swongamos ahora que M es uniserial de clase . Entonces los facto-

res de Jordan-HGlder de M son k”i , knui s ey k”&’l con i ¢ a < ai (6.3.5,
lo cual implica que Bui = @1 modulo e, por tanto gd(Eai) = gd(a?i) y la
g-6rbita de gd(ui) encuentra a la a-6rbita de gd(ai) en gd(ui) y en gd(o?i).
De donde gd(ai) = gd(ﬂai) = gd(aai). Por 1o que concluimos que la o- y la

B- Orbita de gd(a1) son excepcionales lo cual es una contradiccion.

Por ultimo supongamds gue M es uniserial de clase B, Los factores de

Jordan-H81der de M son kn, » kn » kn . con i < b <bi (6.3.7). Esto

NIREE
g1

implica que ai = @1 modulo e para 1 < e < b, por tanto eylai) = gd(BCi) y

ademas gd(ai) = gd(BCi) = gd(i). Como antes concluimos que la «- y la

g- Orbita por gd(ui) son excepcionales. Contradiccion.
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Entonces Bo.i“i =0, Similarmente se prucba la relacion QBJBJ =0,

d): Sea P = Ar‘i y denotemos por P'Ol y por Pé a las imagenes inversas

BC P/soc P en P.

Como 0-» soc P-» PB - PB->O es exacta, A(P8 ) = 1+A(PB). Como

0~ PB > Pg," P/PB -+ 0 es exacta, '\(P/PB) = 2(P) - .\(PB) = A(P)-(IM(PS)).

Como O - soc F » P' » P' /soc P » 0 es exacta, A(P') = 1+X(P' /soc P).
Ct a4 Ct 6}

de PayP

Por otro lado 0 -» soc' P » P » P/soc P » O es exacta, por tanto A(P) =

1+A(P/soc P). Y como O - PE-» P/soc P » P/soc P/Pﬁ—» 0 es exacta se sioue -
A(P/soc P) = A(PB)+A(P/soc P/PB).
Entonces A(P/Pé) = A(P) - 1 - X(P

g g) =
=A(PB)+,\(P/soc PA’B)—/\(P,:)a\(P/soc P/f’(,). Como también la sucesiodn

=1+ A (P/soc P) -1 - A(P

0 %-» P/soc P/F{,} -+ top(P/soc P/PB) » 0 es exacta y top (P/soc P/PB) es
simple (6.3.6), por tanto \(P/soc P/PB) = A(Pc‘)4-1. Entonces A (P'a) =
A(P&Isoc PI+i = ,\(PQ)H = A(P/soc P/PB) = ,\(P/P'e) = ai (6.3.4). Claramen

< opoy c p 3 . = p! = p!
te Aai Fa y Aﬁi PG. Afirmamos que Aui PCl y A PB' Para lo

pi

cwal probaremos que Aai + APi = rad P. Sea x ¢ rad P. Como

rad P/rad®P = top (rad P/soc P) = top P, ® top PB = l-:EIi + kg‘. , se tiene
que X = *51 + uEi . De donde x = Aag + wf, +orpoconrg e rad’P. Suponga-
mos que ry = ru.rm con rlj e rad P. (j = 1,2). Entonces podemos escribir

ryy T )‘jai"'”ie’i + 1,5 con ra; € rad’P  (j=1,2).

J
Por tanto x N Acli + uSi +j21()\jui+uj6‘i+r2j).

Continuando de esta manera concluimos que X ¢ Aai + AB]. ya que el radical

es nilpotente. Ademas /\c;]- + AS\C rad P ya que a; ¥ {31. son nilpotentes.

Por 1o que conc]u‘imos que Aai+ABi = rad P.

Como P'mf\PB / soc P = Pa(\APG = 0, soc P = Paf\ P6 DAaif\ABi:)

] ] -
soc P, De donde Paf\ pt = Aon'/\AE:i

£
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Ademas Aai + AB% = yrP = le + Pé . De 1a siguiente suwcesidbn exacta.

se sigwe que M(Aa; )J¥A(AB;)-2 = A(rP)-1 = X(P} ) + A(P;)-2

> A .+ A
al

> 0

gi— > /\oz]. /s0c P&)Aﬁi/soc P

' ' P 1 - '
Como Ao, < P y ABiC;F)B , A(Aqi) < A(PCI) y A(AB].)\-,\(PB ).

= p = p!
De donde Aai P o« Y ABi P g

Por otro lado el radical de PL‘ esta dado de la siauiente manera.

. JP‘(l =g ., = \Jnm.czi = (Acxm. + ABc:i) ai = Aaa.ai

ai i

Similarmente

2p = .
J Pa qulaala]

Por induccion y dado que A(Pa ) = ai se tiene

' ai-1 ) . .
= s0¢c P = P = -1, ...a ..
soc P a S J o l\cxcla1 l] SPLY

Sustituyendo o por § obtenemos de manera similar

soc P = AB . ceo BLBL

De donde k aaai"li R bi-1, BgiB; + Que es equivalen-

B
te a la condicion d).

e): Sea P = Ani . La relacion ai = i+l implica F, = 0, entonces

g
ai-1 ,
= - 1 = .= -1, ... QL
rad P Am Como antes soc P =) aj Aana1 11 %3 %
La primera relacion de e) se sicue de que « ai. soc P<Jsoc P =0,
a i

Similarmente se sigue 1a segwnda relacion.

Sea B algebra generada por los elementos ni.ai,si y suponocamos que B

satisface las relaciones a) - e)., Sea ¢:B - A el homomorfismo que es
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identidad en los generadores. Los elementos ni,ai,Bi generan el aloebra

A: Sea a ¢ A, entonces o ¢ A/J =
i

H - =

A/J ﬁi = A”i /J”i , bor tanto

t
1 i=1

a =i§1(lini + rlj) con ry; e J.

e e

= 2 - i 2 = - AP J)n.
Ahora ¥, ¢ J/J i:1 dn; /97N, igi[ﬂa1(d/d Jngt ”81(J/] ;]

e
o= % 'LRL .. s B e,
Entonces o 1i1(u1303 + “1383 r21J) con ry. g € J* Sean r 2i5° " 245 € J
A ol " . : 13 ir '..=. » o (1 '.- .  t
tales que 'Zijr 293 * Podemos escribir r 21 b3 v13“3 + v 1383 + con
' ? " - % " . L ¢ " " 2

r'ed’ y r 21j LoV 3% + v 13“3 t r" con r" g J°. De donde

= ! ~ o . 13 % eimi e _
raij = " Zij' 213 izjv‘Ja‘BJ + rconr e d’y asi similarmente hasta 1le

gar a la potencia en la que el radical se anula. Es claro que a Se genera
en el d1gebra A con sumas y productos de ni,ai,ﬁi . De donde & es suryec-
tiva. De las relaciones a) - e) se sigue que los elementos

Nisl g oo0 @ cas Yy B
LR i Bb1

espacio vectorial. Asi tenemos que dim

- Rg;8;  cona ai y b < bi ceneran B como

e
Bx =

K (ai+bi). Como soc P=soc P'q,

i=1
top P'a = top Pa son simples, P& es uniseriatl, PCL es uniserial. Por tanto

T

dim Pd = A(P_ ) = x(P d)'l = ai-1 y dim (P

o = bi -1 por lo tanto

o)

dim Ani = 2+dim rAni /soc Ani = 2+dim (Pa + PB) = ai+bi. Por tanto

dim Ani = ai+bi. Entonces dimPA = ¥ ait+bhi 3 dika. De donde ¢ es inyec-
k ' i

tiva.

O

Lema. Los elementos oy 8i se pueden escoger de tal manera que

a . N N .. . BB, =0
091 li @i i Bb] 11 Ri™i

siai #i+l y aifi+h.

Demostracion. Para una i fija podemos sustituir el escalar Ai de la
relacion d) (6.3.7) por 1 si sustituimos ya sea a; 0 B, por un multiplo.
E1 problema es que wna mejora en i puede producir un desperfecto en algu-

na j. Con el fin de hacer las modificaciones de una manera coherente,

R REEEESE———r——wEECEbEEEEBEyE=S
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consideramos primero el carcaj de Brauer C = gd( Z) introducido en (4.2,16)
donde d = (e,h). Si d # h, C contiene una drbita excepcional, Si d = h,
esco¢emos una Grbita arbitraria y la 1lamanos excepcional, Como C esta
asociado con un arbol de Brauer (4.1.1), es posible proveer los ciclos de
C cor un orden total que satisfaca las siqguientes condiciones:

a) El ciclo excepcional es el cilco mas chico.

b) Para todo ciclo no excepcional I' de C existe exactamente w ciclo

A < T' que tiene con I' un vertice en comim.

" La eleccion de este orden determina nuestro proceso de modificacion
Procedemos por induccion:
Swongamos que para algun a-ciclo I' todos los escalares A tiales que gd(i)
pertenece a un ciclo E < I' han sido reemplazadas por 1 en nuestro proceso.

Sea U = (ue {l,...,e)lAu 1y gd(u) e '},

Como la B- 6rbita de cwlquier gd(u) es no excepcional.
Sabemos por (4.2.16) que los vertices gd(ﬁnu), donde ue U y 0<nc<bu,
son todcs distintos y no pertenecen a ciclos £ < ', En particular todos
los elementos Ru e A son diferentes. Reemplazando por multiplos, podemos
sustituir Ai por 1 de wa sola vez para' todos los elementos u e U.
Mas an, nuestra modificacion no afecta los coeficientes Ai =1, tales

que gd(i)ve E <r,

Se procede de manera similar cuando el primer ciclo I' es un g-ciclo.
Podemos ahora simplificar la descripcion de A por medio de generado-
res y relaciones con la siguiente convencion: si of = i+h definimos un --

elemento a; € A por medio de la igualdad = -8

. veo BB s
Bb1-1i Ri%i
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similarinente si oi = i+1, Bi:= -aaai-l]. vee Qo Las relaciones de
e) se reducen entonces a las siguientes: anBi = 0.51 ai=i+l, ¥y Baj“j
si ai = ith. Por lo que el Teorema (654) puede ser enunciado diciendo que

=0

A se identifica con la k- alaebra definida por los gpheradores ”i'ai'ﬁi

(i=1,...,e) sujetos a las siguientes relacianes;

a)lA=nl+...+n ynlnl=051'1’#j_yn;7=n.

€ i
b).ﬂi = N %514 y BJ- = ”eljﬁjnj
C)éalai =0 = C‘GjBJ.
d) aaai-l ooyt Bsbi'li - BaiB; = 0 para toda i,j ¢ {1,...,el.

Sea T la cubierta universal del carcaj de Brauer asociado con A (54).
Ahora es facil establecer la equivalencia estable entre Mod A y la catego-
ria de las representaciones e periddicas de ?: asociamos a cada modulo M
una representacion e periodica V de ?f de tal manera que V(i) = n]-M.
V(ai)(x) =aix Yy V(8i)(x) = Bix) (Obsérvese que las a; Yy By del 1ado'
izquierdo denotan flechas, mientras que en el lado derecho son elementos

de A).

\
Si V es wna representacion e periddica de C, ponemos M=V(1) +...+ V(e)

y definimos en M una estructura de A- modulo de la siguiente manera

X = X, X = V(ui)(x) V(C‘i) C My
Byx = V(B;)(x) € V(g )M
Si x e V(i) M, Sixe V(i), g #i, O=n1.x=a-x=8.x.

Ejemplo. Suwongamos que Modk'136 y Mod A son establemente equivalentes,
De (6.1.2) se sigw que la siguiente es wa configuacion de 1a reticula

estable. R.S.T son los 3 L- representantes de los A- mbdulos simples.
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| BN

Por (§4 ) C. es el carcaj de Brauer asociado a A

2 () rzrrmesl

/N .
3 AN A Cl IR RN
7\\/
0
4 5
La siguiente es la cuierta universal de C1 .
5"\:-".4% ' LS ~ - -2 .
N \\ - _ -
\\ \\ - //// ///
-~ —_— e

NNy
Por tanto Mod A es equivalente a Modi(C.Il) que a su vez es equiva-

lente a Mod K[Kl,dl). donde K, es el siquiente carcaj.
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\
|
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K
i1

‘
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1

~
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Obsérvese que en este caso obtenemos carcajes de Brauer ya que 3<6
y 3|6. Observese tambien que las cuatro configuraciones anteriores son -
todas. Voltear la reticula ((t,2) - (t,h+tl - 2)) simplemente significa
cambiar Bpora).

Otro ejemplo se tiene si consideramos el carcaj con 12 vértices de -

la ficura 12 que se obtuvo de la reticula de la figura ( ). Entonces
si Mode}g y Mod A son establemente equivalentes entonces Mod A es equiva-

nov
12(C,I) que es equivalente a Mod, (Q,J) donde Q es el carcaj de
k k

lente a Mod
la figura 2. (Obsérvese que entonces (Q,J) admite 12-18 tipos de represen-
taciones no proyectivas). Observese que el carcaj de la figura 2 no es de

Brauer.
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CAPITULO VII,

7'1.

EL _ALGEBRA DE UN CARCAJ DE BRAUER CON RELACIQHES ES ESTABLEMENTE

NAKAYAMA.

Sea C un carcaj de Brauer con h vertices qu: se mantendra fijo.

Sea W una representacion de la cubierta wiversal E de C. Para toda
S e Z asociamos a W espacios vectoriales (LW)(s) y transformaciones linea

Tes (LW)(S): (LW)(s-1) » (LW)(s) descritos de la siguiente manera

(LW)(s) =+ u(t)
tgs<at

y &:= (LW)(8) manda una familia (wt) en una familia (w't) tal que

' = 3
] t wt si t #s
y wio=alw ) -r 8lw ),
a 'S lgic<bs £ 'S

donde a« y @' significa W(a -1 )y W(8 -1 ) W(R 2 Yy ... W(B -1 ) respecti-
a s g s B s g s

vamerite.
Como sgs<as, W(s) es surando de (LW)(s)

Wi o€ W(s): a(wa_ls) = N(&a_ls)(wu_ls)

o ls) @ _s W(s)

como W € w(a‘l), entonces Wia ) (w ) & W(s).
-1 -1 -1
a S & S a S

Como 8' = W(B | JW(B , ) ... W(B | ) y W_. eW(Els).
B s B ~s
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por tanto B1(w8'is) € W(s)., Entonces w'S e W(s).
Sea £ # s y tal que f¢s<éq, por tanto fg¢s-1l<s<af. De donde si W(Z) es un
sunando de (LW)(s) con 2 # s, entonces W(2) es un sumando de (LW)(s-1).
Asi S=(LW)(8) esta bien definida.

n, N,

7.2. Lema. Si W es una representacidon del carcaj con relaciones (C,I)(4.1.10) ,
las transformaciones lineales &=(LW)(S) satisfacen las relaciones 6h+1=0.
To cual significa que LW es una representacion del carcaj con relaciones
n,
Zh .
Demostracion. Denotamos por (t,w) la imagen canbnica de w ¢ ¥(t) en

ht1

(LW)(s) = @ W(t) . Tenemos que probar que &

(t,w) = 0. Con esto en
<s<at

mente, consideremos primero el caso s 7 at-1 y examinemos la siguiente

figua.

La B- Orbita de cwlquier p e[t,at{ esta contenida en [t,at[. Por tanto

la B- Orbita de t estd contenida en [t,at[. Como tss<at y s # at-1,

1

existe lgi<bt tal que 8'~ tss<§1t (Ver (1.5) y (1.6)). (Obseérvese que

al aplicar of se recorren htl vertices de C. Asj en la cubierta se tiene

b bt+1

af(at-1) = (at-1)+h+l = ogt+h = «p tt = afB(B t), de donde at-1=sbt'1t.

Tambien se tienen las siguientes relaciones

Ol81t= i-1

aB(B "1ty =67 e +(h1). ¥ teh = o),
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Se satisfacen las siguientes

i
1'- 68 t“S(

t,w) = (t,w)-(Bit,Giw)

Supongamos que 1< 1i<bt.

LW(s) — LW(s+1) e . . ———— LW(8't)
" " H
+ ® .+
P <O&W(ﬁ) e us+1<a;a”<“ — e . —— f.sg‘tma”(“

Como (t,w) es la imagen candnica de w ¢ W(t),W(t) es un sunando de

i-1 bt-1

LW(s), por tanto t<s<at. Como £' ‘tes<g't ys#t-l=28 t,

entonces t<g't<a , por tanto W(t) es un suando de W(g't). Ademas dado

que i»l, Bit 7 t. De la definicion de se sigue que w e W(t)‘— LW(:'t).

Sea u ¢ {s+l,...,8't-1 , entonces como u'l(u) 7t 7830

con j tal que 1gj<b(yu)) se sigue que w -1 =0 =w

-1 Como
a (u) 8 " (u)

a'l(sit) #t (ya que i<bt), tambien w 0. Por utlimo

«1a't)
B7I(R't) = t si y sblo si j = 1, entonces
J _ gl i

i3 eein)” Meiggly) T8 Mgy, "

) = 8'w,) = (8't,
y que da demostracion de la relacion

i+l . .
2.- o8 t'S(t,w) = (t,w) - (B1t,81w)

bt

(Supongamos que B8't # at-1, enjonces B1+1t= 881t= Blat-1)=8 "t = t+h

y este caso lo consideramos aparte.

i+1 i+, 1,1 i+1, i i i
B Sy =B ETBIEBIt-s. Ly BB t{(tw)-(B't,8'w)] _

itl, i i+l, _i . .
=B t-B t(t,w)—68 t-R t(81t,61w).
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i+l .
§B : (tw)-(e et y

Como Bit # at-1, t(t.w) =

152 UUIPRS IR . i i C . . . .
B Bty ol - BB L)-8 tale,slw) = (eit.aiu)-(ai*le, i*lw)
*l (Supongamos que Sit = aBit-l ,

i+ 1 t, entonces

t y Bit 4 aBit—l

81-1
+1

ya que 8 t < B t'< 8

entonces 8 t = aB‘L-l =
i-1 i'l

8Hl
Entonces &

t+h., Como e t < B
De donde Bit # aBit-l)

G, B AN, BTLLRTIELAS W) I

B "t+h < B Pero 8 teat-1< t*hf t+h

i

S(tw) = [(tw)-(p" "1t

(t,w)-(BIt,G‘w).

u

(Sat-l"S(t'w) = (t,W) - (ﬁ]t>81w)

bt-1 bt-1

8 B

tw) =& t-s

Como at-1 =
bt~1

t, entonces 6dt'1’5(

bt-1

(t,w) =

o t—S(

iy i,
t,"‘) = OB tv—tl tGS t S

t

i j
t68 s-f s—s( 5

t,w) (tw) =

bt-1

s o
SRt w)- (Tt T bt-1,

=68

[(gt,8'W) - &

GCl.t“S (

bt-1

t, 8

bt-lw)]

= (t,\‘l)"(ﬁ

,Bbt-lw) -

= (tyw) - (8't,8M).

4. tw) = (at,aw) - (8't,80) si_ at # t+h
§%S (tow) = 6Ot IoSthg ) = st TS (kW) = s(tw) - s(sit,aTW).
LH(at-1) LW (at).
Observese que W(t) no es sunando de LW(at), por tanto
s(t,w) = a(wa_ at) - lsj<g(at)8j(we jlat)) = (at’QW)—1$j<§(at)Bj(w8-j(at))
Como w . # 0 si y solo si B—j(at) t y B8 -Jy vat) =t si y sdlo si
g-d(at)

at =

t+h y J = bt, se sigwe que
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L BJ(w ) =0 yaque at # t+h. De donde S(t,w) = (at, w).

1jb(t) gdlet)

Como 8'teat< ﬁ1_1t+h+1 = aB‘t. N(B’t) es sunando de LW(at). De donde

(8't, 8'w) ¢ W(g't) c— LW(at). Como t # £'t, entonces Wy T Wy . = 0,
a
Como B Yat 7 t (con 1gj<b(at)) ya que t # t+h, se tiene que w 4T 0,
: B Yat
por lo QUé aw -1 ) - ) Bdw . ) =0. Y resulta que

o tat igj<b(at) e dat
s(a't,8'w) = (8't,8'w).

Con esto queda probada la relaci6u.

.- oBat-s(y

.w)'= [(ct,ow) - (Rat,Baw)]) - (Bit.ﬁiw) = (ut,ow) - (Bit,ﬁiw).

Y

6&1t—s(t,w) Bmt-atSCtt—S(

"

Se sigwe de que t,w)

= Bt atr e aw) - (8Tt,8MW)) = PN (at qw)-sPet et (gl gTw) -

[(at,aw) - (Bat.gan)] - (8 t.5w).

Y similarmente se satisfacen las siguientes relaciones

6. sPMS(tw) = (t+h, o®W) - [(5't,8'w) - (ten, @MW) -

= (t+h, a?tws BbtW) - (Bit.Biw) = - (Bit,aiw)
lt-s i
7.- & (t,w) = - (B't, B'w)
alt-s i
g8.- & (tw) = - (aB't,aB'w) = 0
i-1 i
Entonces 6h+l(t,w) = GS'B ta“B t's(t,w) = 0

i
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L LN o N L res .
7.3. Definimos wa representacidn Vs,m de Zh tal que Vs'm(r) = Kkj ¢ Si
n,
sgres+m  y VS m(r) = 0 de lo contrario, donde Lo denota un simbolo que
’ v
juega el papel de wn generador de VS m (l<mehtl) y transformaciones linea-
’
n, n,
les Vs,m(é): Vs.m(s) = kcs ——n Vs.m(s+1) = chS donde Vs.m(é) es multi-
plicacion por 6.
{
A : indibl
Vs’m e inescindible;

m-1 m-2 4 2 )
k"l k" er ksle, kS ks, koo, keg
.t o3 § Gt v & <t &
s+m-1 S

. N "N
Supongamos que Vs,m =Wty Entonces Vs’m(s) = wl(s) + wz(s) .

> t\) (3 - » 13
Como la dimension de VS (s) = 1, podemos swoner sin pérdida de generali-

,m

N\
dad que wl(s) £0y wz(s) = 0. Tenemos ademds 0 # Ve m(é) = wl(é) + wg(é)

n,
de donde wz(é) =0 y wl(é) # 0. Como Vs.m(s+1) = wl(s+1) + w2(s+1) y

N\
wl(é) # 0, se sigue que wl(s+1) 7 0. Como dim V (s+1) =1, W

m 2(s+1)=0.

N,
Continuando de esta manera cocluinios que VS m &s inescindible.

n
Cada representacion de Zh es suma directa de inescindibles de este

tipo (Comparar con (1.2)).

'\J 3 t\) I3 - . '\J

Vs.m es proyectivo en MOdeh si y solo sim= h+l, : Vs’h+1=Hom} (s,- ).
h

Swongamos que se tiene lo siguiente

ﬂpm% {s,-)
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€ .
Como E es epimorfismo, para toda t W(t) ts V(t) es epimorfismo,

Por el lema de Yoneda

n .
Hom(V_ 1. V) = Homy (Hom, (s,1),V)= V(s)
1} ] Z z
h h
f— f(cg)
Como Es es epimorfismo, existe x ¢ W(s) tal que ss(s) = fs(gs)

Definimos f:Hom, (s,-) ——> w tal qu Tg(cs) = x £ W(s). De donde
z
h

(x) = f_ (. ). Por tanto = f_ =f_ . Estoes cf = f.

Es?s(cs) - € 5\0g s's s

S

é

Lo cual implica que vs,h+1 es proyectivo.
. :v v . v o
Definimos m: o] T Vs,n tal que Vs,h+1(r) —— Vs’m(r)

es la identidad si s<r<s+mn y O de lo contrario. Como el siguiente cuadro

es conmutativo n es morfismo de representaciones.

n Tr "\«
Vs,h+1(r) - - vs,m(r)

8 L - ’/o
n, "\
v (re1) —2rL o VT (re1)

s, h+l NIl
. 3 .- 13 3 [3 F\,
De la definicion se sige que m es suprayectiva. Si V5 o €S proyec-
tivo, entonces m es isomorfismo. De donde m = htl.
3 .- '\J F\’ . [
7.4. Por otro lado, consideremos la representacion Pt de (C,I) definida de

la siguiente manera: Sea Ty € Pt(t) m generador libre (t e Z).

Definimos
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kJt si tth Jt =y ¢
~ i . i, _

Pt(r) = k 'y si t+h t=r t

0 de lo contrario,
!
Claramente Pt es inescindible . La funcidn Hom(Pt,w) - W(t)
. ’ non,
tal que f - f (nt) es biyectiva para toda ¥ e Modk(C,I): Sea x ¢ l(t).

Definimos f tal que ft(nt) =Xy fr(aJnt)=w(uJ)(ft(vt)) = f(n t)=x.

Por tanto f ¢ Hom(Pt w) y es tal que f(n t)=x.

Supongamos ahora que fl(nt) = fz(nt). Sea r tal que t+hyedt=ryt.

De la conmmutatividad del siguiente diagrama.

Pt(aj)
m, € P (t) > Py (r)
fit fir
\ /
w(e) e o (i =1,2)
se stgw que f (an,) - fi Pele)(ng) - ety (ny) - )ty (ay) -
= Pela)n) = 1y (ony).

Similarmente si r es tal que t+h>g't = r>t.
Probaremos que Pt es proyectivo. Sea p:W - Pt epimorfismo. Por
tanto existe x € W(t) tal que Pt(x) =My e Pt(t). Como

Hom(Pt,w) = W(t), existe fiPy -+ W tal que f(nt) = x. Como ptft(nt)=pt(x)= £

y Prfr(ajnt) = Pr w(aj) ft(nt) = P. w(aj)(x) (ya que el diagrama conmuta™




, p
W(t) t . P.(t)
w(aj)l lPt(aJ)
Hir) = Pt(r)
PY‘

~n
I

Ny
Por tanto prfr = id, To cwal implica pf = id de (C,1) es suna directa

de copias de P, para varias t.

t

7.5, Lema. Para toda t, LPt esta libremente generado por los elementos

(81t;81nt) € (LPt)(B1t) , 1=0,1,...,bt-1 . En otras palabras, el morfismo

N
0ibt B¢t,h]

tal que u+ . (r,i,) = (S]t, 8 m ) es un isomorfismo.
1 gt t
't
Demostracitn. HNotese que es suficiente decir que se le asocia a

My & (Z,:,) dado que se tiene el siguiente isomorfismo
‘t81t gt

((8'ts ), Lpy) — LR, (8't)

Mty ()
Bt g't

(lema de Yoneda). Los espacios vectoriales LPt(s) de la representacion

LPt son como sigle: \

Jj=i . .
a) (LPy)(s) = + k(#t,pln) si 8
3=0

i=0,1,2,...,bt-1

ltss<inf{8i+lt,at} , donde




alefy g2~ T g 8T

bt-1 ; .
® k(B t,BJﬂ
j=1

b) (LP,)(s) = k(a't,a'n,) ® ( )

si altes<inf (o' tlt,t+h+l} |, donde i=1.2,....at.

jsbt . . . .
c) (LPy)(s) = ®, k(e't,8'7,) si 8 trhesce’tan, donde i=0,1,...,bt-2
j=1+

d) (LPt)(s) =0 en cwlquier otrc caso.

ottt
}) Lk ‘fl‘\{; {

\\

\___"_'

+1

e) Sea i £ {0,1,...,bt-1} sea s tal que ltescinfig! tyat}.

Por definicion (LPt)(s) = t P .(2). Afirmamos que
2<s<id

=P (¢t : ey = b v Low s al
(LPt)(s) = Pt(t) Gbpt(et) o, 4+ Pt(B t) kut 4 kﬁnz + ... @ kR Ty

Con el fin de obtener una contradicciton supongamos que s<af't. Si i=0 -

ya sabemos que s<at. Para i ¢ {1,2,...,bt-1}, Bi+lt§’h*t. De donde

B”lts t+h<t+h+1<£31-"t+h+1 =a6(8i'lt)>~s, lo cual es imposible. Como

ademas tgs<at, concluimos que para toda i ¢ {0,1,...,bt-1} 0 se tiene que

B'tss<ae1t. Sea £ tal que f2zs< af y tal que & {t,{-‘,t,....s't},entonces

£ no pertenece ni a la a- ni a la 8- drbita de t. Por definicion de Pe

esto implica que P (2) = 0. De donde se sioue a).

+1

b) Sea i ¢ {1,2,...,at}. Sea s tal que aitssm'nf {a' TP, t4m1).  Como

t e [tyat], la 8- 6rbita de t esta contenida en [t,at[. Ademas

agtt = giv!

t+htlzt+h+l>s. De donde para toda j €{1,2,...,bt,1} ,

P (BJt) = k't es un sunando de LP (s). Como a’tss<a]'1t tambien

t' . t

Pt(a1t) = k“1"t es un s umando de LPt(s). Y como antes, estos son todos ‘

los sumandos de LPt(s).
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c): Seai c (0,1,...,bt-2}, Sean s tal que p t+hess g *leen

Sea j e {(2,...,bt}, entonces i+lsi+j-1. De donde

i+l 1

s<B  ltenea™ ern1ca™ I tem1 = ap(e™97 1) = w8t L Por 1o que P, (87)

es sunando de (LPt)(s). Los demas sunandos son cero.

Sea i ¢ {0,1,...,bt-1}. Como para toda j e {0,1,..,i-1} se tiene

que 8(8'te0my) = (elt, sl Ly st sat L ) - B,
a “(B't)  dige<bt  BT(’'t)
i i, 7=l i, . i
- (B't, B "t)‘ entonces S(LPtXB t-1)= + k[(8"t,p nt)~(B t.8 "t)]' De
.

donde (LPt)(Bit) - 6(LPt)(ﬁit-l) D k(g't,sin Sea s=g't.

t)'

Sea & = - B'tes. Como LP,(s) = s(LP,)(s-1) =...= s (L) (s-2) =

= BR(LPt)(S1t), entonces &* es un epimorfismo. Como ut(81t) es tambien

un epimertismo, se sigquec que ut(s) &s epimorfismo,

i
n . (B t) _ .
o v, (6't) t - 1P (8't) —_ 0
Oci<bt B't,ht]
& s*
\ Hy (s) ,
® V. (s) LPy (s)
Osi<bt B't,htl

Para probar que My €S invertible, basta observar

N
que I dim(LPt)(s) = (h+l)(bt+ = Z dim V ; . ‘
s i,s Rt , hti
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Queremos probar que:L conmuta con limites, para 1o cw) basta probar que

L preserva productos y coniicleos: Sea (w].)]. ¢ [ una familia, entonces

Lk, (s) = @ W.(t) = | ( @ W.(t)) =w, ,LW.(s)
! gs<at Tel coeat | Te e
por tanto L preserva productos. Que L preserve conlcleos se sigue de que
L preserva swcesiones que casi se dividen y L preserva estailtimas ya

que si 0 -~ A(s) -~ B(s) ~ C(s) -~ 0 es una sucesidn que casi se divide,

entonces 0 —» + Aft) —> ® B(t) —> @ C(t) —> 0 es wa
t<s<at tss<at t<s<at

sucesion que casi se divide. Entonces L conmuta con limites directos,

N NN
por tanto L admite wn adjunto derecho R:Modkzh-»—- Modk(C,I) (Ver[Mi])
quz es el s1gmen-te: Denotemos por‘a:PQt - Pt y B:PBt - ff los morfis-
mos tales que “("at) =am Yy E("at) =gm . SeaVe MOdkzh yseate 2,
entonces

RV(t) = Hom,(P,,RV) = Hom(LP,,V).

1\( t’ L’

Sea '&:Pa, + Py, como el siguiente diagrama conmuta
%

Hom (LP, ,V) = = RV(t)
Hom(L5,V) = & *L Y
Hom(LP_ ,V) z RV (at)

se sigue que RV(a) = Hom{Lx,V)

similarmente, RV(B) = Hom(LE,V).

=

Sea u: Hom(LW,V)

> Hom(W,RV), tal que si f:L¥ ——> V entonces
u(f):¥ — RV en el siguiente. Sea te Z. Seaw e W(t). Definimos
w': Pt — W tal que w'(nt) =w. De la conmutatividad del siguiente

diagrama
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Hom(LW,V) ————s Hom(W,RV)
Hom (LW* ,V) l “Hom(k' ,RV)
“Hom(LP, V) —— Hom(P, ,RV) = RV(t)

se sigue que u(f(w') = u(hom(L¥',V) = Hom(w',RV) u(f) = u(f)w' ¢ Hom(Pt.RV).
Es decir flw' = u(f)w', pensando en RV(t) se tiene que u(f)(w) =

= U(f)W'(ﬂt) = flw',

De hecho el morfismo e de (4.2) da lugar a las siguientes identifica-

ciones. -

Hy . i=bt-1
RV(h) = Hom(LPt.V) —= Hom( ® v ; y V) —= o+ v ( i t)
01 bt t,htl i=0

f

-3 fut

. . j=ht-1 .
En la coordenada i, fut(gsit) = f(81t,61nt) e ® V(81t)
i=0
7.7. Lema. (RV)(8); (RV)(t) - ~——= (RV)(Bt) se identifica con la funcion

+ove't) ——— o+ oyt
O<i<bt Oci<bt

dada por la matriz

1

0 1 0 0
g=[ 0 0 1
0 0 0 1
h _ ht-t  ht- t het- ot
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»

Demostracion. Consideremos el siguiente cwdro

B*=Hom(Lg,V).

. fe Hom(LPt,V) v Hom(LPBt » V)
Y L 1, Yat
+V(p't) 8 > o+ (et

Por definicion, u, (6*f) = ((e*f)(s'at, 8'mst)) = (F(LBa" 1 e,pi"at)) -

= (f(81+lt, Bi+1ut)). La Ultima componente de uat(B*f) es f(Bbtt.Bbtnt)
. lu”' donde sbtt = t+h y (sbtt, sbtnt) £ (LPt)(t+h).

b bt

Expresemos B tt, R in

. i
"t)' en terminos de la base ((p't,B t))0<i<bt

de LPt.

Las siguientes relaciones se satisfacen en (LPt)(t+h): (Observese que se

reducen a la primera relacién en el caso bt=1).

Gh(t,nt) = - (ﬁt.eut): Si bt = 1, entonces t = at-1.
De la demostracidn del lema (4.1) se siguwe que
+h-
Gh(t,nt) = gtth t(t,nt) = (t‘.+h,aatnt) = (8t,8n,).

Si bt # 1, de las relaciones demostradas en (4.1) y como 2°tgt<gt,

se tiene que Gh(t,nt) = 6t+h't(t,nt) = - (Bt.Bnt).
htt-gat - 2 2. . y :
8 (Bt,Rrt) = (Bt,Bnt) - {R?*t,g%nt): Como antes se sigue de las rela-
ciones demostradas en (4.1) ya que
bt-1 8t -Bt
sME-Btigt gut) = B (Bt)(st,Bnt) =3 (Bt.gm,) = (Bt,6n,)-(57t,8%m ).

Similarmente.

- 2 el il -
5"" B t(B?'t,B“nt) = (B%t,B%nt) - (B3t, ant).

bt-1, bt

(87 "t m)=(BT t,B 'lut)-(eb

tt,Bb-ln

t)'
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Entonces por adicidn

(8%,6%%0,) = - 6"(t,m,)-s™ P gt emy) - Ll

y la Oltima componente de uBt(B*f) es igual

t)

bt-lt 'I Ff(t,ﬂ
B f(Bt“B"t)

* f(Bbtt,ebt"t) =[ -'Gh _éh*t-Bt ..._' - 6h*t"8

Como el siguiente cuadro conmuta

LP, (t) 5P (t41)

t
' fl L f
Rv(t) WLE)=S o py(t+1)

f y & conmutan. En el producto * el factor de la izquierda es el Ultimo
renglon de 8, mientras que el factor de la derecha es ut(f). Por tanto
f(Bbtt,Bbtnt) es también la Gltima componente de But(f). Como las

primeras componentes de But(f) y uﬁt(fs*f) claramente coinciden, conclui-

mos que By, = uBtB*.
[]

7.8. Lema. (RV)(a): (RV)(t) — (RV)(at) se identifica con la funcién

® i + j
dada por la matriz
t-t t 2 bt-1
st 6% -3t 6at~8 t . 6mt_g t
0
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Demostracidn. Consideremos el siguiente cuadro.

= -~
fe Hom(LPg.V) _ox=Hom( La,V) = Hom(LPat.V)
.k l, 2 Zl/ %ﬂ
+ v(e't) A o+ v(adat)

Por definicidn tenemos qat(a*f) = ((a*f)(aaat,aanat)) =
= (f(LE(Bjat.Bjnat))) = (f(Bjat,Bjaut)) = (f(at,ant),0,0....). Donde

(Gtwa"t)e (LPt)(at). Expresarenos (at.unt) en términos de la base

(B‘t.B]"t)) de LPt usando las siguientes relaciones, qw se satisfacen en

(LPt)(ut) si bt #1# at:
(1) Gat°t(t.nt) = (at: unt) - (Bt.Bnt) (Por la relacién (4) del lema (4.1))

st t(Bt.Sﬂt) = (Bt,8n,) - (8%t,2%n,)

se siguw de las relaciones demostradas en el lema (4.1).

Similarmente.

oooooooooooo

bt-2 4y o (ght-2y gbt-2 4y (gbt-1, cbt-1

bt-1 bt-lt bt-1

nt) = (B g nt) .

Sumando obtenemos

bt-1
(at.ant)=6“t‘t(t, )+ 5“t'8t(et,snt) bo.. 4 gOLTRTT Tt gbt-1

t t)°

Si bt=1 esta. ecuacién se reduce a (at,ant) = (t’"t) que se sigue directa
mente de la definicién de §. Finalmente, si at=1, entonces at=t+h y

tenemos que sustituir la ecuwcién (1) por Gat't(t.wt)=-(et,ent) (Ver rela-

cién (6) de lema (4.1)), y la ecwcidn (2) por
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bt—lt'

gl ¢)- (Bbtt.ﬁbtﬂt)

my) - (B

1
—~
©w

B nt) - (at,ant).

Sunando otra vez se obtienc la ecuacidn (3).
En todos los casos

_[—dﬁt—t(sat'ﬁt ”.] f(to“t)

f(at,ar,) =
f(Bt,pm, )

t)

y por lo tanto u, a*f) = Aut(f).

0

Si V=LW, denotamos por ¢ V:¥ -~ RLW el morfismo asociado con le. Similar-

o

mente, si W-RV, escribimos ¢V:LRV » V para la imagen inversa de IRV .

NN
Lema. Sea S_ la representacidn simple de (C,I1) tal que Ss(t) =0 si t§s

y Ss(s) = k. Entonces S¢:S¢ ~ RLS, es seccibn y Coker i S, =+ P

Pt
donde 't es tal que as<at»s>t,

Demostracion., Sea V= LSS. Sea D # ¢ ¢ V(s).

Suponcamos que as>tzs, entonces V(t) = kst'sq
V(s) = (LS )(s) = + s¢() = kg
. < < al
V(s) L l LS (8)
V(st1)=(LS.) (s+1)= ®© S (%) = kég
‘ 2¢ s+l <af
V(s) l i LS (8)

V(t) = (LS(t) = + s (2) = k'R
Let<ad ‘
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Y V(t) = 0 en Jos demds casos, Como en los morfismos LSS(G) es multipli-

n,

car por & se tiene de hechn que V = VS as-5

Sea W;= RV = RLS_ y para toda t ¢ Z sea W'(t):= ab(att)+en(e™ e} W(t)
1t

) N i= - i \j_
Por constriccion se tiene que W(t) = RV(t) = éD 1 v(g't) = + b to3s
=0 j
donde j satisface 0¢j<bt vy s<pIt<as.

Examinaremos W'(t) para varias t.

a) Supongamos que as~h>t>8'1

txs-h.

¢ ! —
i

- /
= — )t -
& ™ T~ 42
-
- =

[N

-k - \A _ e ,\ ~ (v o’
\‘/‘\ / - \\-":—/a"// 5

De las propiedades geométricas de los carcajes de Brauver examinados en

( ) veamos que se tiene la condicién equivalente as>s>t, Como

s<as<sth, as-hgs. Como s-hsB-lt, s<s+1=u8(s-h)<a6(8'1t) = at., Por uUlti-

mo dado que as-h>t, as>t+hzat.

Sea a>0 el minimo entero tal que R°trs, obtenemos que

W(t) =:q5k68]t'sg con bt>iza, afirmamos que.w(ajlt) = 0: w(a'lt) =
A

: bat-1 .
= (RV)(aMt) = @ vislalt),
]:
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Como B'lt<a'1t<t. la g-Grbita de o 't esta contenida en ]B'lt.t[.
entonces B'lt < B‘a'lt <t<s con0gic< ba"lt—l. Por tanto la rala-
1

cion s < g'a” 't < as no se satisface para 0 < i < ba lt=1. Lue co

N(a"lt) = 0. Probaremos ahora que

N'(t)=BW(B'1t) =+ k (Gﬁjt'sc-oﬁbt"lt—sg ) con bt-1>jza:

J
0 0
i 0 :
- Bt-s v _ i,
X; = B(& ) R N 0 sB t-s ugar i+2
LN e e L Bt 2 ; .
lugar bt
Tugar i+42 0
0
0
Bit—s
8 g Tugar i+l |
0
5™l s [ 1ugar bt.
i-1 i-1 j
Como RV(B™1t) = + ks tS, - 3 keP  tes, - +  ksPt-s,
a+lgi<bt atlgigbt-1 agigbi-2
i bt-2 bt-2 i 1
entonces W'(t) = I kx, = 1 k(6" ESgsMME tos,y
i=a i=a Tim. indep.

bt-2 i bt-1

'+ k(\SB t—SC - (56 t-Sc).
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Nétese que us > at = B'lt+h+1 >s (ya que si suponemos que t=a'lt'

entonces 8'1t = ﬁ"la'lt' =57l = gropey = at-h-1). Esto implica que

a a
al6P 50 = (RV)(a) (5% ¥5) = %tS. £ 0

/ 2
'Gat-t Gat-Bt LScxt- Bt :
a,
0 0 0 58 t-s a -
0 0 0
/
a,,.a
6at-8 t+pt-5 {+—1 6ut:-s ~—1
0 .
\ bat-1 i
) e Wiat) = @& ksP ut‘SC
i=0
24 24 Te_n2 - —
ga t-at 8& t-Rat ga t-8°at lSat SC 1
. a
278 t-s _ <
a(s z) = 0 0 0 =
2¢_ - 24_ .
e t-at+at SC 1 IC t-s baZte] i
- 0 _ 0 2 - ¢ B a’t-s
= = € W(a?t) ® ks
. i=0
0 0
a, 4.2 34 _pn~2 34 .2 24
a’(&s t Sr) = g t-a’t & t-fatt g4 t-BTatt ot S¢
0 0 0
0 0 0

oooooooooooooooo
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. LI ] . . . . L} . . ’ .

: L
2t 58 t-sc - a t-s - 6t+h—sc 4 0 Gt+h-sé

€ W(t+h).

Sea cpt:Pt — RV tal que Pt(t) - RV(t) = W(t)

gdt-s

es tal que by ("t) = § ¢ . Por lo tanto

t

i
t

-
\ . uat(éﬁ t-sq) - 6t+h—sc 40
Demostraremos que uatnt es el generador del soclo de Pt’ para lo
6.1

cual veamos primaro que P-t es inyectivo: Dado W e Mod( ) se le asocia

o
WE(r) = + W(r+ne). Por tanto W ¢ Mod®(C,1). De donde
nel

LVELV AV V}
Pi € Mode(C,I) = Mod A.  Como Pt es Mod(C,I) proyectivo se tiene que Pi es

suna de proyectivos. De donde Pi es Mod A proyectivo y por tanto Pi es

inyectivo. Luego Pt que es sumnando de Pi es inyectivo. Lo cual implica

que soc Pt es simple aatnt = Bbtnt . Si 0 #N Pt. entonces existe r

tal que N(r) # 0. Sea kujnt e N(r) tal que aj T

aant e N(r)e—m————— Pt(r)

N(o®tY) i l

N(t+h)ro— P, (t+h)

Por tanto aat"t e N(t+h). De donde soc Pt = kaatnt .

¢t es monomorfismo: Sea 0 # x ¢ Pt tal que ¢t(x) = 0. Por tanto

07 <x>C ker ¢t' De donde soc PCCZ. ker ¢t lo cwal es una contradic-

cion.
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b) Supongamos que t=s,

1

bt > i >0, Wa 't) =0, _

i
W (s) = ai(als) = + k(0P 575¢ - o

y finalmente W(s) = W'(s)
Como t+hza(s)>t = s,

<
Lo
cr
+
=
u

]'
Y u(t) =@®ksP S, C ek
i

(RV)(8)(g) =

)

8

a(z)

oooooo

De donde &S, =

Definimos ¢S;SS -+ W tal que 1 ¢ k

05(t) : S (1)

Ss(s)=k

Como en a) se tiene que W(s) = G)koB
i

bs-1
z) con bs-1 > j » 0

por tanto éh: =0

o

g+t h-BTt4t

[an’
o

ooooooo

= 55(5) 1o manda en .

- W(t)

—— W(s)

i

3°S, con

g morfismo.
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Y para toda 2 # s, ¢S(2) = 0. Consideremos el siouiente diagrama.

s W(t)
. |
S s(a)l, b (o) l' W(a)
SS(Olt) = W(ut)

Para t # s el diagrama conmuta. Si t=s, as # s, W(a)¢s(t)(1) = aqf = 0,
Por 1o cual el diagrama conmuta.

Asi ¢S es un morfismo de representaciones.

c) Suponcmos que as>t>s.  Sea b0 el meyor entero tal que as>8bt.

j
Como en a) ¥W(t) = @ ke t-s: con Ogigb. Ademas
i

-1 )
BbO. t‘l(a’lt) = 8

-1

-1
bO. tﬁ-la-lt - Bb(.l t(t"h"l) = Bb(t-h—l)(t"'h"l) = t"l.

1 -1 -1

(Como 71t = g7 la 1t = t-h-1, !

t y t-h-1 caen en la misma B- Orbita).

i-i
De donde 6°°! *¢ ¢ W(alt) =@ kP ¢ b3y
-$- ~o! -8~ g2y~ 1 t-1-1
t-s IC) - ot t st-Ba "t t-Blat s £ \eei
0 0 0 0
0 0 0 0
st-s
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)

aw(a'lt) cae en la primera entrada de w(t) = két"sc .
Por tanto aw(a-lt) = kdt"sg

) j bt-1
Tenemos Bw(8™'t) = + k(sB ts, o 6B tsy

J
. -1 ﬁjt-s .
con Ogj<bt-1. 0 Bw(f "t) = ®k(s" z) con Oc¢jgb
J
dependiendo de si b = bt -1 ©® b < bt -1,

Como en a) w(t) = Bw(S-lt) @ két'sc = Bw(B"]t) + aw(u'lt) = W' (t).

d) Si t no satisface ninguna de las condiciones a),b), o e) enton-

ces w'(t) = w(t) = 0.

+(©FP

Sea ¢ = ((2)5,.((2)t)): S .

—_— oy = RLSS donde

S t) g

as>at>s>t, Considerando a), b), y e) para toda n w(n) =w'(n) + Im &(n).
Como awe rad ¢ y fmcrad w, w'c rad w. Por el lema de Nakayama

w = Im ¢. De donde ¢ es epimorfismo. Sera suficiente demostrar

¥ SS(SS) = ¢(SS) = ¢S(SS) ya que entonces Coker y S = : Py
Como LSS(s) =k #0y
u: Hom(LS , LS ) ——"ie (S, RLS)
1LSS ——— ) Ss es
w isomorfismo, O fw,(;SS:SS — RLSs = W. Como

dim Ss =1, ¢ SS es isomorfismo. Por tanto SS =) SS(SS) C:'.w=RLSS .

Ademas ¢S(Ss) es la nica copia de Ss en W:




\ZR

Swongamos S ——=> W = S O ( + P,) es otra copia. Por tanto
P
Ssk———-4> + Pt' Luego existe t tal que SS(——~9 + Pt —t Pt
t

Como Ss simple, SSC————~> Pt' Por tanto soc Pt = Ss' De donde aatnt

generador del soc Py , tal que aatﬂt 3 Pt(t+h). Por tanto O # Ss(t*h)

lo que implica qwe s=t+h, pero t+hzat»s>t. Por lo cual ¢S(SS) es la
unica copia de S, en w.
. n
7.11. Lema. Si V = VS ) el morfismo ¢V: LRV —-> V es una retraccidn y
bV s+ h
ker ¢ V = ¥- 8-1S y 41

donde 0 < i < bs.

Demostracior. Por (7.6), 7.8) RV admite la siquiente descripcidn

k € si t = 8-15 con Osgi< bs
(RV)(t) =
0 de lo contrario
Por ( ) B=(RV)(8):(RV)(S) ———-= (RV)(BS) es tal que
1 0 .
0 1 8
BEO = (RV)(%)EO = 0 0 0 0
2
_gh sht-st  hrt-gt 0
0
0
S0
-éha




138

Supongamos que £s = 8 s, entonces s=8"9"1s. De donde -j-1=0,
esto es j=-1, Por lo cual (RV)(Bs) =0, y esto implica que Be, = 0.

Sea i>0, entonces 0 # P

(RV)(8):(RV)(t) —— (RV)(Bt). Por tan-
to existe 0 # Ai tal que Bei = Aiei-l , Aici-l es generador de kgi-l .

Como Ai e k, Ai tiene inverso y sin perdida de generalidad podemos
suponer que fe; = ey 4 .

Queremos calcular ey . Swpongmos que t=g's sea J tal que g7 =

at = aB'is = aB(B'i"ls) = B'i'ls + h+ 1,

Jj no puede ser cero ya que si j = 0, entonces 570" sehtl = 5. Como i<bs,

-i-1 3 -bs y 87" 1s 3 g7 PSgesn,

Luego 8'1'ls+h¥1 > s-hthtl = s+1 > s, Asi que j > 0. Como

a = (RV)(a):(RV)(t) — (BV)(at) = kcj esta dada por la matriz
sot-t sat-6t sat-git 6at-sbt‘1t

0

0 0 0 0

ag; = €' € (RV)(at). Por lo cual ¢ 0= 0.

Sea u:= LRV, Por tanto

ult) = LRV(t) =+ (RU(s) . ® k(8's, g)

fgte al L€ <ul

2=R""s
con Ogi<bs.
Sea 2 tal que fst<al , £=8"'s donde Ogi<bs.

Como aB‘ls = aBB'i"ls = 8_1-15+h+l, entonces




6-1-1

s+h = aB”s-l =al-1 2t 20 = 8-15-

Y viceversa, si i es tal que Ogi<bs, ap's-1 = 6'1'ls+h;t>8'1s

entonces ;= 8-154t<a815 = al.

Por tanto

U(t) = + h(g"'s, ;)
1

donde O<i<bs, R 's-1 = 8'1"15+h >tz B s,

-

Queremos aplicar § a (B 's, Ei)’ donde

§ = (LRV)(8): (LRV)(t) ———= (LRV)(t+1) = ® RV(%)
Lst+lcal

*

(w -3 ) = g7, ei) > (w'_j ) (j denota la entrada 8 Js) es
B s B vs

tal que w' . = (8 's, ;) si B 's # t+1 como B 'sct+l<ap s,

8™ 's

) - ) 8" (w ). si 8-js = t+],

w.
t o (t+1) ler<b(t+1) g7 (t+1)

41 ° alw

solo es diferente de cero si B'is = a'l(t+1) = a'IB-Js.

w
a l(t+1)

De donde 8Js = o' = aps s = B'i'ls+h+1 > s 1o cwl es imposible

yaque 8795 < 5. Asi que W1 = 0.

(t+1)

v o solo es diferente de cero si 87" (t+1) = g™'s. Por tanto
g (t+1) ‘

g7ds = t+] = Br'is. Lo que implica que -j=r-i. De donde r=i-j con

ler<b(t+1).

Entonces w'j = - 81'3(6'15, Ei) = - (B-Js. ej). Y § actla de la si-

guiente manera




(B"is. €.) - (B'js. c7) si t+l = R™Isgs (1)

867 "s e, = 0 St = ag lg-1 (2)

(B'is, Ei) de 1o contrarijo (3)

s-1, 6(8”1s,ai) = 0 ya que si 879s = t+l, entonces

Sit = aB'I

g s = as"!s. De donde s2879s = a8 's = ag g~ 'tlg = B'i+ls+h+1>s-h*h+l=s+1.

lo que es imposible. Como t+l = g™ 's, RV(R™'s) no es sumando da (LRV)(t+1).

El tercer caso se tiene ya que t+1 7 8 Js y ademds af 's>t+138 's por

1o que RV(B"is) si es sunando de (LRV)(t+l).

A continuacion probaremos que el elemento (S-IS,Ei) e U(B™'s) satisface

la siguiente relacién

-i+l

6h(s.is'gi) =- (8 s, e )€ U s+h) si 4> 0,

Supongamos que durante r-1 pasos aparece solo el caso {(3) conr 3 1.
Esto significa que

6r-1(8-15'51) = (B"IS.Ei).

(B'ls.si)e u(es) Ssu(giser 8> U(B'is+2) P N U(B'isfr‘l)
S (e tser) L.
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Swongamos que

at Vs = g Ts+r. De donde g1 oamt = agp s = apls = g iser
i, _ L-i-l
y por tanto 8 's =8 s + h+l-r
D ——a T T~ -
¢ i +
RN R e

-i-1 +1 i-1

Como bB-ls = bs = bB scr, g s = B(B'is) < BT hs+h < B'is*r.

+1

De donde existe r' < r tal que 's = 3(B"'s) =B 's + r', que es el

caso (1) lo cual es una contradiccion.

1 s = £ 's+r, con ry s h.

como 8™ ' Tl = B(B-ls) < 8 's+h 8’1*1

Entonces aparece el caso (1) en el pasb r- Por tanto

roq-1 = sfp-1 e (o e - -i+1
) (B S, Ei) = 6(8 S, Ci) - (8 S’hi) - (B S» Ei-l)'

1

Como antes debe aparecer primero el caso (1) para (8-1* S’Ei-l)' Supon-

142, g-itl

gamos que aparece luego el r, pasos, esto es B~ 8 s + ro De

donde B'i+25 =g s + (r1 + rz). Tampoco ha aparecido el caso (2)
Asi ¢ = 0 y el diagrama conmuta.

Tambien el-siguiente diagrama conmuta
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- f\' . —- ‘n > ~.
g lg ¢ VB-xs,h+1(8 Ys) ————> u(p™'s) (e 1s.ei)
Ve ls (e sn) — i)
IR > 6(8 's,e;)
V.. =V Vi = kel -
S0C Voo % Vg 1 ¥ 30C Voulo iy 8 tg71g

Pero VB s, htl es proyectivo e inyectivo, por tanto el soc V

h ; v
simple tal que § tg-ig € soC V6
con u(éhc8-1s) Mg s,c ) = (B

los soclos.

Veamos que ' es inyectiva.

Entonces si x. 1 0, v (x

s,l

Esto es una contradiccion.

Tambi®en ¢ es suryectiva: Si

= QB-i

t S.

(87'sy e;) si g87's Sea &

) = 0.

Similarmente si x 8

La imagen de } estd aenerada por n=(8

Tegteap's.

B s,h+l es

s, htl

-+l Por 1o que ¥ no anula

s, Fi_l) # 0,

Si 0#x = (xs’l.(xs—is)) tal que ¥(x)=0.

n,
De donde soc Vs.lC: <x5.1>C:Zker W

3

ig # 0.

-i .

(8 s,ci) ¢ Im &, entonces t= Js b

-bt+
lt, Ebt-l) y por

Supongamos que

(87's.e;) £.Im 6. Siot=67ds, s(87's,e0) = (87's,e,) - (5 9s,e)
Sabemos que (E'Js,ej) e Imy. Lueg (8'15,51) e Im & + Imy
Si t=af's, entonces (E"is.ci) ¢ U(t) = - © ) k(e'is, Ei)‘
8 sct<ap™'s
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>

Por tanto U(t) = Im & + Im y.

Observemos que § U< rad U ya que como Im W + & U

n

U, entonces

S Imyp + &%U

sU.

(Im & ¥

Imy §< Im ). Sustituyendo Im ¢ + 8U = Im ¢ + &2UeU,

Continuardo de esta manera concluimos que ¥ es epimorfismo. Por tanto ¢

es un isomorfismo.

Como antes &V # 0. V:U - V es suryectiva ya que V es simple y ¢V # 0.

N
Se afirma que ker ¢V = Y( ¢ Ve'is,h+1)' Basta probar que el

0<i«bs

kernel de todo morfismo diferente de cero de

N Y A, N
v L G ) >V es + Vo
S»1 O<i<bs 8 's, h+l 5,1 0<l<bs g 's,htl
Sea 0 7 f: V (® Vv ) v
ea : + . >V
S»1 O<i<bs £ 's,h+1 S»1
. N i
si o+ v - = ker f, entonces la composicidn
O<i<bs B 's,htl ‘
N 2] 2V} "]
QD Vv -3 C—3>y 1t ( v+ v - ) —>V 1
O<i<bs g7 's,h+l S» O<i<bs g™ 's,htl S»
es diferente de cero. Por tanto existe i tal que
n, [a¥}
Vo >V
B'1s,h+1 S,l
. 2V
es diferente de cero. Como el top V . es simple, entonces

g7 's, htl
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" N N ", v
top V_i = VS 1 Queremos ver que top V - =YV -i .
B 's,htl] ’ B 's,htl g 's,l
ini V - v -i iy -
Definimos p:V _, (R 's) >V ;5 (B7's) tal que p(ze 's)=z87's ,
g S)h+1 B 5.1

p es suryectiva. Como el siguiente cuadro conmuta

n _ 4"
V.. o (87Ts) = >V . (87s)
B 's,Mri B 's,l
§ é
A" -1 Ny 3
U (87"s+1) £ >V 5 (8 's+1) = 0
B 's,hti B8 's,l

V]
p es morfismo de representaciones. De donde top V i =V
) B 's,htl B 's,!

Por tanto s=8”'s, lo que implica que i=0, que es wa contradiccion.

i

Teorema. Si las transformaciones V(s) satisfacen las relaciones V(d)h*l=0,

entonces (RV)(B) y (RV)(a) satisfacen las relaciones del carcaj con rela-
noa v oA
ciones (C,I). E1 funtor R:Mod Z, - Modk(C,I) manda proyectivos en proyec-

tivos e induce la equivalencia estable

N on,

— Y s ~
R: Modeh > Modk (c,1)

"

Demostracidn. Ya sabemos que R:Mod, Z, - Mod

VIRV
kZh k(C.I) es wm funtor. Ademas

si las transformaciones V(&) satisfacen las relaciones V(S)h+1 = 0,

n N,
RV(F) y (RV)(a) satisfacen las relaciones de carcaj (C.I). Por (7.3)
L manda proye;tivos en proyectivos, por 1o cwl L induce un fuwuntor

Y VY, W - ~
L: Modk(C,I) —t szh.

Afirmamos que el funtor L es exacto.

Supongamos que la sucesion




f LAVERAV)
0 — Wy —> v, > g > 0 es exacta en Modk(C,I).

Lf > sz -—Lﬂ} Lw3 > 0 es-exacto es suficien-

Para probar que 0 > LW

te probarlo para cada punto s. Se tiene la suce

0—>Li(s) = ® Li(t) O f(t) Ly = © () QU] Ly =+ iy(t) >0
‘ t<s<at <s<nt t<s<at

que es exacta.
R 1leva inyectivos e inyectivos: Sea V inyectivo y supongamos que te

nemos la siguiente situwacion.

0 W f 5.
1
.
RV

VI
Como g ¢ Hom(wl,RV) = Hom(Lwl,V) y V inyectivo, existe h:Lw2 — ¥

tal que el siguiente diagrama conmuta:

Lf
0 L, ——=—> LW
1 Zo
//
u(g) l, Pd h
v

Como h ¢ Hom(sz,V) y Hom(sz,V) K Hom(wz, RV) denotamos por F=u'l(h).

Como el siguiente cuadro es conmutativo
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u-l
}meMZJU ‘Hme2£V)
Hom(Lf,V) l i, Hom{ f,RV)
‘ /
Hom(LHI,V) E—— )-HOm(WI.RV)

‘J

1 ™ Hom (LF,y) =

se sigw que g=p p(g) = u'l(th)

Hom(£,RV) 1" (h) = Hom(f,RV)(F) Hf. Por tanto

f o
0 > Nl //; w2
-7 o
g\L//_/ h
RV conmuta. De donde

RV es inyectivo.
Como los inyectivos coinciden con los proyectives en ambas catewrias R
induce tambigén un funtor

v

R: Mo kzh ——> Mod

Ly
[

4"
(G
Por lema ( ) sabemos que fW:W —s= RLY es monomorfismo y tiene coker
nel proyectivo si W es simple. o si W es semisimple. (Como tambien R es
exacto, RL es exacto). Tambien es valida la afirmacidn si W es una exten-

sion de dos mdbdulos semisimples: Suponcamos que 1a suesion

00— wl — | "“2 > (0 es exacta con Nl y N2 semisimples.

Como los siguientes cuadros conmutan

U 5
Hom(Lwl.Lwl) - > Hom(wl.RLwl)

Hom(LH |, Lf) l , l Hom (W) ,RL)

Hom(Lwl,LW) H Hom(Nl.KLw),
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RLFOllMl = Hom(wl.RLf)(le) =
= Hom(H,, RLF) (1Lw1) = Hom(Lil, Lf)(lel) = M(Lf), entonces

" "

u
Hom (LW ,LW) = > Hom (W ,RLW)
Hom (L ,W) l J Hom( £ ,RLY)
/ u ]
Hom (LW, ,LW) - > Hom (W, ,RLW)

yHlof=Hom (£ ,RLW) (i) = Hom(f,RLH) 1 (W) = u Hom(Lf.l'J)(lwl) = u(Lf).

Se sigwe que el siguiente cuwdro es conmutativo.

C0 fs
bW /w W
0> RLM,  —— RLW.

Similarmente el cuwadro

W — = Y 2 —_— 0
M J/ L M,
RLW ————» RLw2 —= 0 es conmutativo.

Por el lema del cinco, YW es mono.

‘ 0 0 0
v b ¥ .
0 —s W, > W > W, > 0
wwl ¥ YW , wwll

0> RLWl —— RN —s RL\\I2 —> 0

N v y
coker wwl — coker W —> coker \M\!z




Por el lema de la serpiente

0 —> coker wl >» coker YW ——» coker upwz - >0

es exacta. Como coker xpwz es proyectivo, esta sucesion se iscenide. De
modo coker yW = coker ‘pwz ® coker 1,')\-!1 que es proyectivo. Mas adn veamos
que W tiene la propiedad de que yi! es monomorfismo y coker y¥ es proyec-

tivo si W admite una serie de s brepresentaciones
No = W2 wl: w2; pwn” =0
tal que “1/”1*1 es semisimple

Como wn y Nn-l/wn son semisimples y

0 wn ¢ wn_l ——— wn_l/wn = 0
es exacta, se sigue que wn_l tiene la propiedad .
Como O > Wy > H o Wooo/Mp_y —> 0 es exacta, W,_p tiene

la propiedad. Por induccion W tiene la propiedad.

. VIV
Probamos a continuacion que si W ¢ Hodk(C,I) entonces W tiene altura

{(longitud de Loewy htl.

— A

)
N
Sea W e Modk(C, ) inescindible, finitamente generado y proyectivo,

entonces W = Pt‘ Como Im Pt = htl, entonces Pt tiene altura € ht+l.

Si W es proyectivo y finitamente generado, entonces

n
H= @® Pt;1 . Como

i=1
n
Pl = 4 v™D et < 0, 1 tiene altura ¢ .
i=1
n v
Afirmamos que si W € Modk(C,I) entonces W = + wi tal que
iel

e NN L. e
W, e Modk(C,I) es finitamente generado: Sea W~ tal que

VLV
WE(r) = @ M(r+ne) ¢ ModE(C.I.) bod A.
neZ
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, "o
Por wn resultado de Auslander W€ = w]. con w]. > ModE(C.I) inescin
iel '

dible finitamente generado, es finitamente generado.

Como W es sumando de W', por [A-F], existe

I I tal que W = @ wi
iel

(Observese que L es nunerable)

Supongamos que W es no proyectivo, finitamente generado e inescindible,
) VI
entonces W ¢ ModE(C,I) >~ Mod A. Sea P V> | -——> 0 cubierta proyecti=-

va de W (en Mod A existe).

, 0 0
rp —> urp >0
p—2 o | 0

Vv es suprayectiva. Como P/rP es semisimple, W/urp es senisimple,

Pero el radical es el minimo tal que W/rW es semisimple. De donde

i< urP, y en Mod A vrPC rw. Por tanto vrP = rw. Similarmente

0= \)rhﬂP = rhﬂw. Y W tiene altura & h+l,

LAVE4Y)
Si We Modk(C.I) entonces W = @ wi . Como rhﬂw =®thWi = 0,
iel
W tiene altura < htl. Por lo que W admite una serie de subrepresentacio-

nes.

b
W

o - =
= -
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tal que wi/wi+1 es semisimple. Por lo que YW es monomorfismo y Ciker uMW

es proyectivo.

Por ultimo probaremos que J: 1 —> RL es un isomorfismo. Como la

siguiente sucesitn es exacta

0 —> i —¥ 5 RLY ——3 Coker yi ——> 0

se sige RLW = 1) ® coker yil. Como Coker YV es proyectivo RLW = W dual-

mente TRV = V.
. . AV
. Lema. Una representacidon e periddica W de (C,I) es proyectiva
N . NN
Modﬁ(C.I) si y solo si W es proyectiva en Modk(C,I)

1]
3

LAV}
Demostracitn. Sea Y ¢ Hodk(c,l) . Definimos la subrepresentacion i'de W
1

1

tal que W'(t) = aw(a "t)+8W(RT't)  W(t) s

1

W) = alla t)ran(e ) wit)

W‘(a)l ) W(a)l
W'(at) = ow(t) + sw(s'lat) W(at)

Sea x = aWy + fw, € W'(t), entonces w(a)(x) = H(a)W(a)(wl) + w(a)w(e)(wz) =

W(a)W(a)(wl) + w(s)u(e"1 )(wz).

Como W(a)(w,)e H(t) vy w(B'lae)(wz) e W (L)

Wa)(x) ¢ W(g)+ aw(s lat).
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Sea wl(t) un subespacio de W(t) tal que W(t) = W'(t) + l.'l(t) para
toda t.
A continuacion damos una caracterizacion de las representaciones pro-

n
yectivas de (C,I).

N
Afirmacion. U es Modk(c,?) proyectivo si y solo si para toda

o o .
Ue Modk(C.I) y para cualquier familia (h(t).wl(t) —_— U(t))ts 7 se ex-

tiende de forma “wxica a un morfismo W —-+ U.

Demostracion. Sea f:U —> W un morfismo swyectivo.
Sea p:¥ —> wl la proyeccion canbnica, sea g la siguiente composi-
cion.

g(t): u(r) Ll ey Rty (1)

Como f v p son suryectivas, g es suryectiva. Sea ’n(t):'.‘.'l(t) — U(t)

k- morfismo tal que

p(t)f(t)h(t) = 1'dw (t) - Por hipotesis existe un Wnico morfismo
hiW ———) U que extiende a h(t). Para probar que W es proyectivo sera su-
ficiente demostrar que f(t)h(t) = 1dw(t) . Observemos primero que si Ay

B son representaciones entonces (A ©®B'):= a(A@B)(a'ltHB(A @B)(S'lt) =

n

a(Alelt) ©B(a™1)) + s(A(slt) + (e M) =

(uA(a-l)t):+ BA(ET ) + (aB(a7lt)+ eé(s'lt)) = A'(t)+B' (t).

Como A"(t)+8(t)c A(t) ®B(t) y A'(t)cA/t) y B'(t) CB(t). por tanto
A'(t)+B'(t) = A'(t) + B (t ). Asi si A(t) = A'(t) ®A,(t) y B(t) =

= B'(t) ©B5,(t), entonces (A ®B), = A + B, De esta observacion podemos

suponer que escogimso W finitamente generado.

Sea to tal que W(to) # 0 y para toda t<t H(t) = 0. Por tanto
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W t(t ) =0 = W(eTl (), Luego W'(ty) = 0. De donde W(t)) = (i)(t,),

(o]

Sea x € w(ﬁo), entonces f(t) Ti(f)(x) = F(t)h(t)(x) = x & W (t).
Continuamos por induccion. Supongamos que t>to Y que para toda

Sea x € W(t) = W'(t) @wl(t). Supongamos que X=y+x, con

x e W (t) y ysay, + 8y, e W' (t) donde y_ « Wia 1), ¥g € wia ().

Entonces f(t)h(t)(x) = f(t)%(t)aya)+f(t)ﬁ(t)(ay ) + f(t)%(t)(xl). De la

B
conmutatividad de siguiente cuadro.

= -1 -1
W TY(ey) e (t e (1)) ety ol e))
M) | ta) | W

Wy s yy fB) 5 (Y

se sigue que F(E)R(t) (w(a)(y,)) FIt)U(a) Fita™ () (y,) =

= W(a) f(a‘lt(t)(Ya). por hipdotesis de induccion
N(c&)f(a'lt)’ﬁ(a’i(t))(ya) = Wla)(ya) = ay . Similarmente
f(t)'ﬁ(t)(eye). Por pie de induccion f(t)F(t)(xl) = X

Por tanto f(t)h(t)(x) = ay * By, t x| = x.
o, 0y

Sea W € Mod(C,I) proyectivo. Por la observacidon podemos suponer que

Ny
W es inescindible, por tanto W=P_. Sea U e Mod(C,I). Sea

t
(): W,(t) —> U(t), T e Z. EI primer punto x tal que Pt(x) £ 0es

t,s por tanto Nl(to) = knt .
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y

Si t, <tst +h tal que Pto(t) 7 0, entonces existe j>0 tal que aqto=t

Supongamos que aJto = t. Como W'(ato) = uw(to) + Bw(s'la(to)) D

kawo = w(ato) por tanto Nl(ato) = 0,

1

2 N - 2 , 2 - 2
Como W' (a to) aW(ut0)+8N(B o (to)):D ke Teo = W(a to)

por tanto wl(azto) 0. Similarmente wl(t) = 0.

* Tenemos dado solamente h(to):wi(to) —_— (to)

Definimos h(ato);w(uto) = Pto(“to) > U (uto)

anto —=> U («) h(to) (n to)

Definimos h(a1t0)(u1ﬂto) = U(a') h(to) (nto).

. J J - J
Similarmente h(B to)(B nto) = (8 )h(to)(nto)

Como h(ai+1to) N(a)(ointo) = h(ai+lto)(ai+ln‘) = U(ai+1)h(t°)(n to) =

t
() U (o) h(t)(nyg) = Ule)nla’t ) (a'*le, ).
Como el siguiente diagrama conmuta.
. h(ujt ) .
i o/ i
W(a to) > U(o to)
wia)| 1u<a)
i+1 ,
; h(a1+ t A
W(a*lto) s (et )

h es un morfismo de represertaciones y extiende a h(to). Supongamos que

W es.
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VALV
wa representacion e periddica y W proyectivo en Modk(C.I). Como Y es

;]

periddica, W(t+e) = W(t) para toda t. Entonces W'(t+e) =

a(aY(t+e)) + 8 W(e M(tve)) =  W(a ttve)+ gN(g ltee) =

aw(a-lt)+6w(8'1t) = W'(t). Asi que V' tambien es e periddica. De
Nl(tfe) = Ho(t).

n, v
Sea U ¢ Mod®(C,I). Se afirma que

k
t=e
Hom® {w,v) ————> @ Hom, (W, (t),U(t))
t=1
f & —— (f(t)lb.'l(t))ldse

es una biyeccion (Hom®(w,v) denota el espacio de los morfismos e periodicos).

Se& f(f):wl(t) —— U(t) k-morfismo con lctce.
Definimos f(t+ne) = f(t), lstge., n e Z.
Por la afirmacion anterior existe una inica h:¥ ——> U morfismo tal que
h(t)!w (t) f(t). Basta probar que h es e periddica. OCefinimos
1 ‘

h(t) = h(t+e): W(t) ——> U(t) (W y U son e peridbdicas)

Witre) = H(t)  MCEL oyt = u(tee)

lﬂ(a) iy(aj

W(a(t+e)=W(at) __ﬂL%QEI_a U(dt) = U(a(t+e) conmuta
h(a(t+e)) i
De donde h' morfismo tal que h‘(t)lwl(t) = h(t+e)lwl(t) = f(t+e) = f(t).

De 12 unicidad de hse sigwe que h1 = h.

Por tanto h(t) = h(t+e) para toda t.




Hom e(wl-) es exacto:

Supongamos 0 —» U1 > U2 > U3 es exacta. Entonces

0 — Ul(t) ———>»U2(t) —> U3(t) es exacta. Pero wl(t) es k-proyectivo,
por tanto Homk(wl(t),-) es exacto. Asi

0— Homk(wl(t),Ul(t) — Homk(wl(t),pz(t)) — Homk(wl(t),u3(t)) —» 0
es exacta. De donde

t=e

0 — + Homk(wl(t),ul(t) —_ o+ Homk(wl(t),uz(t) _— 4 Homk(wl(t),Uz(t)) >0

t=1

NN
es exacta. Luego Hom®(w,-) es exacto, por lo qu W es Mode(C,I) proyec-
tivo.
e’\;'\& n Ny
Sea Modk(C,I)i—-> Modk(C,I) el fuwtor inclusidon. Definimos

oA e, '
n:Modk(C,I) — Modk(C,I) tal que 7W(t) = 7 W(t+me). Como W (t+e) =
ne Z

™ W(t+etne) = wW(t+ne) =nW(t), m esta bien definido,n es un funtor exacto

ne 2
e’\;’\a n, N,
Sea V ¢ Modk(C,I), Sea W ¢ Modk(C.I)

vit) — I uee

V(t+e) ft+e) . W(t+e) , de la propiedad universal

del producto se sigue que existe una nica

F(t):V(t) —> 7 w(t+ne) = 7h(t) ta) que el siguiente diagrama conmuta.
nel

vit) - -HE i s n u(tene) = 7 u(t)
nel
l p(t+ne)

W(t+ne)
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Como f(t+e) hace conmutativo el diagrama, f(t+e) = f(t) para toda t,

Afirmamos que Homk(V.w) 3 Home(V.nw) donde &(f) = T(t).

Claramente ¢ es inyectiva.

Sea f ¢ Homi(v.nu). Sea f(t) = p(t) f(t). Por tanto el siguiente

siagrama conmuta

T W(t+ne)
€

Por la unicidad de f(t), ¢(t) = ¥f.

VG N
Sea V ¢ ModE(C.I) proyectivo. Queremos probar que YV es Modk(C,I)

proyectivo, para lo cual es suficiente probar que Hom(V,-) es exacto.

Swongamos la sucesion 0 ' wl > N3 > NS ~ (0 exacto en

NNy
Modk(C,I). Como = es exacto, la sucesibn

0 —> nwl > nw2 >~ nw3 ~> 0 es exacto.

Como Hom®(V,-) es exacta, la sucesidn

0—> I’me(V,nwl) —_ Homi(v,nwz) — Honli(V,1rN3) - 0 es exacto
w 1 Ww

0 —4>~Homk(v,w1)-———> Homk(v,wz) > Homk(y,w3) —> 0 es exacto

\

LAY ;
por tanto Homk(v,-) es exacto, lo cual implica que V es Mod (C,I) pro-

yectivo,

C

ay
7.14. Lema. Una representacion e periddica V de Zh es proyectiva en ModiZh si

\
y solo si es proyectivo en MOdeh .

Demostracion. Similar a la del lema anterior,




157

NN

?.1.5. Teorema E1 funto R: Mod Zh—-—‘)Modk(C.I) induce el fuwtor

k
n ’\4'
lef'xodf(lh —_ ModE(C.I) e induce una equivalencia estable

n, 0y
Mod k[z:j —> Wodt (C,1)

"~ NN
Demostracidon. Usaremos para R:Modeh — r-’.odk(C,I) la descripcidon dada
por la formula (RV(S) = @ V(8's). Si V es una representacion e perib-
Ogi<bs

dica, (RV)(s+e) = @ B(Bi(s+e)) = © V‘(Bis) = (RV)(S). Por tanto R
0<i<bs l<i<bs

induce el funtor

NN
l

e, N e
")
por el lema anterior V es Mod Zh proyectivo. Por (4.7) RV es proyectivo
n oy
en Mod(C.I.). Por lema (7.13, RV ¢ Mode(C,I.) es proyectivo. Entonces
R® induce el funtor

R®: Wod®

A

2"}

zh———m\ Mod (©.1).
LAVERAW)

Similarmente L:Modk(C,I) —_— Modk .7.h induce el funtor

e e N, o e n, .
L™ Modk(C.I) e Modk Zh y este induce

n N \
L®: Mod, (C,1) —> Mod, Z, . Sea u:Hom(LW,V) - Hom(W,RV) el funtor
de ( ). Sea f:LW —— V, entonces f(s) = @ W(t) — V(s).
t<s<at
f(s) = (fS t) matriz renglon. . Sea g:¥ —> RV, entonces

@ V(Bis), g(s) = (gs-l) matriz colunna

W(s) ——> 0<i<bs

g(s)

Sea W € W(s).

Y(w): Lp_

Si g=p(f), -entonces u(f)(s U

> i —> v donde W' P~ W

es tal que w‘(vt) = w. De donde p(f)(s)(w) ¢ Hom(LPS.V)zHom(PS.RV)=RV(s)
hi—> h(ns)
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»

y ulf)g ;(w) = (flw'), .

Como flw' € Hom (LPS.V)

En el punto 2's, (fLw')BiS = PS(B's) —> ® W(2) —> V(Bis)
B's<R<aB s

Bins — W(Siw) —_> f i

i i (B'w
A glsgls (W)
W(g's)
Por tanto (FLK'); = f,. o o (W) = i . W(s')

En particular si T(f) y S(g) son tales que T(f)(g) = f(s-e) y s(g)=g(s-e)

‘para toda f ¢ Hom(LW,V). Si W, V. son e periddicos (ng)S i =

"

Tfaig gis’ W(g™'), entonces (qu)S'i(w) = Tfaig g W(R')(w) =

(TE) (1S ) (5" ) (w))

ig = (f(a's-e)w(e'-e)(w))

B B's-e

n

. i L, , ; )
false * B -e)W))gig o = faig o plg e (B -e)(W) =

(M(F)g_g 1) (W) = (u(F)(s-e)(w)ig = (Su'F))(s)(W))gTg = Tsu(F)) ().

S,

Por tanto si(f) = u(Tf). Asi que u(f) es e periddica si y solo si

f es periodica (f es periddica = p(f) si y solo si u(f) es periddica).

Le. k€ son adjuntos: Sean W,V representaci@n e peribdica

Hom® (LW, V) = Hom® (W,RV) -
f +—> u(f).

yw:wWw —> RLI y $V:LRV —— V son e peribdicas si VyMW1lo son:

o
Hom (LW,LW)  ——— —> Hom(W,RLW)

MW e M
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1W e Hom®(LW,H), por tanto uww e Hom® (W,RLW)
Como

W(t) wﬂisla-RLw(t) = Coker 1 W(t) ——> 0

> 0

W(t+e) &Hiﬁigi RLW(t+e) —> Coker y W(t+e)

Coker ¥ W(t) —> Coker ¢ W(t+e) es la igualdad . Por tanto Coker y W
[AVEaV] LAVENAV)
es e periddico y es Mod(C,I) proyectivo, por lo que es Mode(C.Ix proyec-

tivo. Y similarmente ker ¢ es e proyectivo.

RELEW = RLW = W ® Coker ¢ W, donde Coker W es e periddico y proyectivo.
De donde REL™€W = w.

Entonces R TW = 1
e’\:’\:
od=(C,1)

2.16. Ejemplo

Sea C el siguiente carcaj de Brauer con h vertices.

&0 .
re~ §\\
\)\/ R

o NN
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Como ya vimos ( ) los periddos de C son los multiplos de 6,

En particular si e=12 y (CZ'IZ) el carcaj con relaciones del ejemplo

2 (pag 64). Entonces Modkzig es establemente equivalente a Modk(cz.la).

Observese que entonces (CZ’IZ) admite 12.18 tipos de inescindibles no
proyectivas. !

Consideremos el siguiente carcaj Q.
,

7N ,.\
~ N4
S.\/ )

—_ 73
4 A~
~ 4 /

.e\‘
‘/ / \-_/
_’l
\,N. ,,—,’\D
' "r-;-.:
N/

12 tambien es un peridodo de Q. Entonces si K es el sicuiente carcaj con 12

vertices. . ( 0

o / ¥
e g/
\.W__':_;—:r"’)
y con las relaciones o'’ + 82=0 (que denotamos (K,J)). Entonces HodKZig

es establemente equivalente a Modk(K,J).
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[Ba]
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[C-R]

[Da]
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[Hi]

[Ja]

[Kd
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