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I N .T 

En la teoría del Estado S6lido, se manejan -

cosas corno la idea de que los átomos en ur. material s6lido P.s

tan en constante movjmiento vibracional, cuyas frecuencias y -

amplitudes se comprerden fácilmente sí pensamos en t•n model0 -

simplista de un s6li¿o que tenga las sigui~nt~s caracter(stl-

cas: a)Ninguno de lo! átomos del s6lido puede desplazarse des

de su posici6n de eqtilibrio una distancia más alla, de donne

se pueda aplicar la l 2y de llooke; b) El mov iJr1.i.ento áe 10s .!ito

rnos está limitado a tna dimensi6n. As:í. los átomos del s6lido -

se pueden tratar come si fueran pequeños osciladores arn6nic:os. 

De ésta manera la frc=uencia de vibraci6n estd dada por la [6r 

mula para un osciladcr armónico simple: 

V=-+-~ 
donde K es la constante de la fuerza de hooke y m lw masa del-

átomo. Para determinar la amplitud del movimiento vibra~ional

de los átomos del s6lido, se debe determinar la enet'qía del os 

cilador armónico corno la suma de su energía cinética más su e

nergía potencial en cualquier pu~to, ésto es: 

2 2 
E=~+~ 

2 2 

donde v es la velocidad del átomo, m su masa y x el. desplaza-

miento desde su posici6n de equilibrio. La amplitud máxima A -

en el movimiento vibracional de los átomos, se determina cuan

do la energia es sólo potencial, así 
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siendo Ep la energía total potencial. (lG) 

La energía interna de un s6lido radica preci

samente, en el movimiento vibracional de sus átomos. sí se ele 

va la temperatura del s6lido, su energía interna ca~bia y por

tante el movimiento vibracional de sus átomos, de modo que la

amplit:ud A de dicho Movimiento tiene que ver con la temperatu

ra del a6lido. En otras palbras, el calor específico de un s6-

lido depende del movimiento vibracional de sus átomos; De mane 

ra más rigurosa, se debía determinar la energía media de un o~ 

cilador arm6nico unidimensional en equilibrio t~rmico, tenien

do qd~ V8r aquí el factor de Boltzman con la energía E de tal

oscilador. La energía media se encuentra integrando sobre to-

das lus energí~s posibles: 

"' 
-~.t:.:=-E/kT dv dx 

e-E/kT dv dx 

de donde. se obtiene que E=l/2 KA2 = kT y finalmente·: 

· __ . ·.rru 
.A = .J -¡r--K-

donde k·es laconstante de Boltzman, T la temperatura y K la -

constante de la fuerza de Hooke. 

El calor espec!fico_de_un s6lido( 2 )en tres' di 

mensiones esta dado por: 

ou 
oT 

sienóo la energía interna U, la suma de las ~neigías de los os 

ciladores arm6nicos en cada uno de los ejes de coordenadas. ya 

que E=kT en cada eje, tenemos: 

y finalmente: 

U=3kT=3N
0

kT=3RT 

U=3RT c =3R"'-
.v 

- -- ,_,. ___ --:_- --
Para Ein~tein, el calor específico debe -

estar dado por la cuantizaci6n de la energía en un multiplo de 

hv, así que la energía media de un oscil2dor arm6nico está d~-
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da por: 

IW 

de manera que la ener¡ía interna es: 

3N hv 

e hV /l<T - 1 

y por lo tanto el.calor específico del s6lido es: 

( 
a u) ( h v )2 eh" /kT 

cv= '----¿;-:; v =3R ~ = (ehv /kT -1 )2 
Peter Debye consideró al s6lid0 como ~n

cuerpo elástico contiuuo y no como una serie de 5.tom')s vibran

do independientemente de sus vecinos, por lo aue la enrgía i~

terna de un s6lido se establececomo ondas elásticas con enrgía 

cuantizada, siendo un cuantum de energía vibracional en el s6-

lido, lo que se llama un "Fono11". 

Deby1 , establece que un fonon de gas tiene el 

mismo comportamiento < ue un fot6n de gas; así que la energía -

que contienen las ond; s en el s6lido, cuyo rango de rrecuen--

cias es v a v+av, estL dada por: 

n(v)Edv = E 

de aquí la energ!a tot.al inte.rna U en -un volumi:?n· V es·: 
V 

U = \J n (V) E dv 
o 

Debye supuso que el ndmero total de ondas establecid&s es 1---

gual a 3N0 grados de libertad de una mol de s6lido, así que: 

3N = vJri(v) dv o o 

y la energía interna es: 0 

definiendo' a'e ,como 'la temperatura de Debye, la expre--

si6n para el calor e~pecífico es: 



c = 
V 

4 

'J/T 

9R [ +~l 1 :~-~' - (+) 
Llamada fórmula de Debye para el calor específico. 

eo~T-1 ] 

La conductividad térmica en un s6lido se en-

tiende ~ácilmente, sí suponemos que el sólido contiene un gas

de fonones que están vibrando de manera normal, como sí fueran 

osciladores pequeños y armónicos, así se puede calcular la enr 

gía interna a partir de la energía de vibración de cada oscila 

dor. 

Por otro lado, un sólido se puede estudiar c~ 

~o un sistema de muchas partículas, organizadas éstas en una -

estructura cristalina, a la que se le h& llamado •c,¿atal pu~o· 

5Í toda• sus molénulas o átomos en su caso, son iJénticos y en 

caso contrario, "C~-l6tal de~ecúw6o ¡ c>,{6taf con impu~eza.~·. 

J~s efectos producidos por las impurezas o d~ 

fect0s en las fre~uencias de los modos r.ormales de vibración -

de ui·, sistema de partículas, se estudió tc6r icameute en 1890 -

por Lord Rayleigh, cuyo resultado fue haber encont.rado que al

gunos modos de vihraci611 tienen frecuencia fuera de la banda -

permitida, no obstante, este resultado no se observó experime~ 

talmente sino hasta 1958. En otras palabras, las impurezas en

un cristal son la causa del cambio en los modos vibracionales

del cristal puro, teniendo modos vibracionales con frecuencias 

por encima de la banda permitida, es decir, en la banda prohi

bida, a los que se les ha dado el nombre de "Modoa loeal-izado6" 

debido a que su enrgía es grande en la propia impureza y cae -

rápidamente en los vecinos cercanos, así que entre otras cosas 

l?. existencia de un modo localizado, debería modificar el ca-

lor específico del sólido. 

Hasta la actualidad se han detectado varios -

tipos de modos localizados, los de alta frecuencia cuya exis-

tencia se encuentra fuera de la banda permitida, es decir, en

la banda prohibida, los de baja frecuencia que se encuentran -

dentro de la banda permitida, incluso existen los modos llama

dos "resonantes", introducidos recientemente en la astrofísica 

para dar una explicación acerca del incre~ento en la emisivi-

dad en el lejano infrarojo de las concent=hciones intereF~0l2-
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res. En otros estudios, los modos localizados se emplean como

método de identificaci6n de impurezas en sólidos. 

No obstante que el trabajo en el estudio de -

los modos localizados, se ha intensificado en los últimos años 

hay mucho que haces en este campo ya que ésto nos daría la o-

portunidad de conocer con más detalle el comportamiento de la

rr.ateria. 

En particular, 

en los fen6menos que ocurren en 

desde el punto de vista te6rico 

del sólido como el último dtomo 

nosotros estamos 

la superficie de 

y pensamos coi la 

o los últimos de 

interesados -
los s6lidos -
superficie 

una cadena mo 

noat6mica semi-infinita con una o varias impurezas, o bien, co 

mo una cadena l,inP.al monoat.6mica semí.-L1fini tu, en nuestro ca

so con y sin impurez3s. 

Existen varios métodos para atacar estos pro

blemas, p0r ejemplo, el método de la onda reflejada, la matriz 

de dispersi6n, la función de Green cte. En particular ern méto

do de la matriz de dispersión fue introducido por primera vez, 

por Saxon y l!untncr(?)en 1949 para resolver el problGma de una 

red monoat6mica unidimcncional en relación con algun~s propie

dades electrónicas. En 1953, Slater trata el porblemu de los -

niveles de energía p~ra una impureza elcclr6nica usando las e

cuaciones de diferencia, también en 195) y 54, Melvin Lax y 

Smith(B) tratan el problema de perturbaciones localizadas, por 

medio de matrices. Los defectos y sus efectos, es el problema

que Montroll y Potts resuelven usando el método de la funci6n

de Gr.een, en 1955< 9 >. En 1957 se publica un artículo cuyos au

tores Ho~i y Asahi(lO) tratan las vibraciones desordenadas de

u~a red lineal con el método de la matriz de transferencia, 
• • d d h". h. k . (ll) . 1 ~ ~ste m~to o es usa o por Yos 11c i Fu uda ]Unto con e m~-

todo de la matriz de dispersión para resolver el problema de -

una red monoat6mica infinita con una impureza en el centro, d! 

muestra que ambos métodos son equivalentes. Nuevamente son es

tos autores, Hori y Asahi(l 2 )quienes, en 1964 publican un tra

bajo en el que usan la matriz de dispersión para resolver el -

problema de modos de superficie cuyos efectos son estudiados -

también por Wallis(l)) en 1964. P. Masri y L. Dobrzynski, pu--
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Llican un articulo en el afio 1973, en el que reportan el estu

dio de los modos localizados en la interfase entre dos crista

les distintos mediante un modelo en el que se suponen los cri~ 

tales como redes cGbicas semi-infinitas con el mismo parámetro 

de red '1a 11 y masa M ~ Ma obteniendo la interfase por el acopl~ 

miento entre las superficies libres, plano (001), con la cons

tante de la fuerza de interacción K'. Utilizando el m€todo ma

temático de la función de Green, obtienen que los modos de su

perficie de los dos cristales, se modifican debido a los modos 

localizados en la interfase, dentro de cierto rango de valores 

para la constante de interacci6n K' . 

En este trabajo se resuelve el problema de la 

interfase entre dos ci istales monoató~icos semi-infinitcs con -

interacción a nrimeroi vecinos, utilizando el método de la ~a-

triz de Dispersión "S' , obteniendo soluciones en forma anall~i

ca, encontrando las ccndiciones de existencia y la forma de los 

modos localizados. 
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C A P I T U L O I 

,--'. .-. '/ 

~:ooos vrn~~crbNALE:~·i()ci\LiZ/\bbd ;_r,J\ -rE:cN~rcA DE LA. MATRIZ "s" 
. ' :• >- ·. •<o . ·, . ; :; ;. ··'. . 

I-1;..,. LA MATRIZ "S" EN PROBLEMAS DE-VIBRACIONES. 

cuando los átomos de una red vibran alrededor 

de sus posiciones de equilibrio, realizando movimientos peri6dl 

cos alrededor de esas posiciones, siempre y cuando los desplaz~ 

mientes sean pequefios, se puede suponer que las fuerzas entre -

los átomos circunveci:·os estan dadas por la le~· de I!ooke y que 

las interacciones son entre los vecinos más cercanos, o prime-

ros vecinos, fig. 1, ~.Jr lo que la fuerza sobre el enesimo áto

mo de una cadena unidinensional infinita es, en aprox:imaci6n 

semiclásica: 

Fn = Y (Un+l + un-1 -2Un) (1) 

donde y es la constante de la ley de Hooke.y Un los desplaza--

mientes de los átomos desde su posici6n de equilibrio~ 

-oo - - - -- -

m 
a 2u~

dt~ ~ 

que es una ecilaci6!1 diferencial y de diferencias 

mos solucio~es pe~i6dicas debido precisamen~e; a que los movi--

mientes que realizan los átomos de la red son peri6dicos, asi -
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que se puede esperar que: 

U=Aei(<•>t-kna) (3) 
n 

en donde A es la ampJitud del movimiento de los átomos, w la -

frecuencia de vibraci6n, k el número de onda, n el número de á 

tomos y a la distancia interat6mica de la red, sea una soluci6n 

a la ec. (2). Diferenciando esta ec. dos veces respecto al ti

empo y sustituyendo tenemos: 

2 
-m ui y (Un+l+Un-1-2U) ( 4) 

la cual es ya una ec. de diferencias. Ahora las soluciones para 

Un+l y Un-l se pueden escribir como: 

- i( wt-k(n+l)a) 
U0 +1 -Ae 

U =Aei( wt-k(n-l)a) 
n-1 

sí cualquiera de estas ecs. que son soluciones de la ec. (2), 

la sustituimos en la ec.- (4) obtenemos la siguiente relaci6n: 

m w 2 2 y (1-cos ka) (5) 

donde "a" es la distancia interatómica o parámetro de la red. 

De aquí podemos obtener a w en terminas de k: 

w = J 4mY (sen i .. ka) ( 6) 

Ya que w debe ser siempre positiva, existen soluciones de on

da plana sin importar que la onda se propague hacia la derecha 

o hacia la izquierda a lo largo de la red, ~stas ondas son in

dependientes entre sí y la frecuencia '•l se relaciona con "k"

por la ec. (6). Esto quiere decir que se trata de un medio de 

dispersi6n, cuya relación de dispersión es precisamente ~sta -

ec. Su gráfica se representa en la fig. 2. 

w(k) 

Fig. 2. Se representa w(k) en una red monoa-
tómica 1 in ea 1. 
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llagcrnos un breve análisi~ de lo dicho hasta 

aquí. Sí tomamos valores de "k" mucho menores que 11 /a, w va-

ría en forma aproxirnacamente lineal con k, porque el sen!:íka:::,, 

1., ka, ésto es: 

w ::,,ka ¡:;/m 
de aquí podernos encontrar la velocidad de fase y la velocidad

de grupo, dadas por les ecs.: 

vg dcl~i = ª~-
Esto quiere decir que para valores de k pequefios, longitudes -

de onda ;\ grandes. E::tas velocidades son iguales, o bien que

la dispersi6n deja de tener intercs porque el medio se compor

ta corno un medio continuo, hornogeneo y elastico. 

Por :>tro lado, sí k se hace c¡rande, ;\ 5U hil

ce pequefia, entonces l~ velocidad de fase ya no es igual a la 

velocidad de grupo, éstas estan dadas por las ecs: 

V /k ¡::-1-1 sen ~~ ka 
f w =a ..J y rn ~ a 

vg a.~lcos ~kal 
o lo que es lo mismo, los efectos de dispersi6D se hacen má5 -

importantes al aumentar k, w ya no varía de ma~era lineal con 

ella. Naturalmente exL;te un valor límite máxiw.o para k, dado 

por ll /a, que correspo·•de al valor mínimo para \ dado por 2a, 

debido a que la red esta compuesta de áto~os en forma discretd. 

En otras palabras, par3 todos los valores de k permitidos en-

tre - -r /a y 11 /a, existe un valor de ;i. correspondiente y por 

lo tanto una frecuenci J. de vibraci6n tD , a la que llamamos mo

do normal de vibración de la cadena; No obstante, corno a la ca 

dena pertenecen muchisirnos átomos, digamos N átomos, y como la 

ec. (1) describe el movimiento vibracicnal de ellos, físicamen 

te todas las soluciones independientes que satisfagan las con

diciones de frontera, dan modos de vibración. Conviene decir -

aquí, que las condiciones de frontera físicas quienes limitan 

los valores de k, que a su vez permiten las soluciones a la e

cuaci6n diferencial del sistema, más aGn, la ec. (4) con las -

condiciones de fronter.1 nos da la frecuenci.a de 1 os mcr1 .~s nc)1--
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males de vibraci6n en funci6n de k, es decir, la relaci6n de -

dispersión del sistema, por lo que el problema de una cadena -

monoatómica unidimensional puede resolverse por el método de -

la Matriz de Dispersión. 

Cuando en una cadena rnonoat6mica infinita se 

destruye la regularidad perfecta y aparece una impureza, ento~ 

ces hay ~n centro dispersor diferente a todos los demás átomos 

de la red, fig. 3, por lo que las ondas vibracionales que via

jan a lo largo del cristal en direcciones opuestas antes y de~ 

pués de la impureza deben acoplarse, este aco~lamientu se ex-

presa por la Matriz "S". 

m m 
- 00 

vioraciónes 

m 10' 

vibración 
distinea 

m m m 
00 

normales 

7ig.3 Se muestra la destrucci6n de la regu-
iaridad de una cadena lineal infinita, por una irnpure=a de ma
sa m'. 

Se puede pensar en el centro dispersor como

un potencial que dispersa las ondas vibracionales que viajan -

en direcciones opuestas. Este centro dispersor o impureza debe 

tener una condición de frontera que afecta a las soluciones de 

la ecua~ión de diferencias de la LCd, por lo ~ue debemos espe

ra::- un comportamiento vibratorio diferente, así que debemos e~ 

co~trar la frecuen~ia w de vibración para el modo vibracional

que resulta por la impureza, a través del mdtodo de la Matriz

c.'l.e dispersión. 

I-2.- UNA APLICACION DE LA MATRIZ "S". 

Como un ejemplo de la aplicación de la Ma-

triz de dispersión, resolveremos el problema de una red lineal 

monoatómica infinita con una impureza en el centro, para lo 

cual proponemos el modelo mostrado en la fig.4. En este modelo 

los átomos de la red tienen una masa M, estan numerados de -~ 

a ~ y el átomo impureza se encuetra local~zado en el cern -·-
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teniendo una masa M'. En la fig. también se muestran las ondas 

que entran y las que salen de la impureza, por medio de las fle 

cas dibujadas a los lados de la misma. 

-2 -1 o ! 2 
-oo + 00 

M M 1 M' M M .. 
C>.¡ a2 

.... ----.. 
81 B2 

Fig.4 Modelo de una red monoat6mica unidimen
sional infinita .con una impureza en el centro. 

Las ecuaciones de movimiento para losátomos

y la i~pureza~e la red son respectivamente: 

'V' n=O (8) 

En las que Un es el desplazamiento del enesimo átomo, w la fre 

cuencia de vibración, y es la constante de la fuerza de Hook9-

entre los átomos y "a", el parámetro de la red supuesto igual a 

l. Siguiendo el trabajo de Fukuda {11), proponemos las siguien

tes soluciones: t ~eikn .+ B -ikn 
'V' nf o le 

(9) 
un -ikn B ikn 'V' n~ o °'le + 2e 

Si sustituimos cualquiera de las soluciones en la ecuaci6n (7i

se obtiene la relaci6n de dispersi6n para el cristal infinito: 

M w 2 = 2 y ( 1-cos k) (10) 

Ahora, en el átomo impureza debe haber continuidad en su máximo 

desplazamiento, por lo que tenemos: 

(11) 

Las ecuaciones 8 y 11 son las condiciones de frontera del pro-

blema. Resolviendo simultaneamente estas ecuaciones para encon

trar B 1 y B 2 en términos de los coeficier.les n 1 y a 2 sP nh--
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tiene: 

) 

Poniendo estos resultados en términos de matrices, tenernos: 

(::) = s (::) 
(t2) 

donde la matriz "S" e1t5 dada por: 

5= 13) 

-ik k y(e -e_,_.,) __ _ 

M' ,,/+2y (e k-1) 

Esta matriz contiene .a dinámica del problema.Sus elementos tie 

nen la particularidad de que: 

o lo que es lo mismo, esta matriz es simétrica, ésto es: 

de donde: 

S*5 = 1 

l = (Sh 
C:::* 
~21 

1 

512) =(l º) 
522 o 1 

lo que implica que existe una invarianza bajo reflexión, en o-

tras palabras, hubiera sido lo mismo sí hubiesemos considerado

que las ondas que salen fuesen las ondas que entran y viceversa 

Esto se mostraría en la figura 4, sí las flechas estubieran en

la dirección oµuesta. 

La matriz "5" nos relaciona los coeficientes

de las ondas entrantes con los coeficientes de las ondas que sa 
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len de la impureza, teniendo como orooiedades la de ser simétri 

ca y unitaria entre otras. Es evidente que la matriz "S" de nu

estro caso, tiene la propiedad de ser simétrica, demostraremos

que tiene algunas otras oropiedades de la matriz de dispersi6n. 

Aho< bien, por continuidad tenemos que: 

en ambos lados de la impureza, o bien, lo que entra P.S igual a

la que sale de dicha impureza, así que: 

lª1 1
2 

+ lª 2 l
2 

= [ª~
2 

+ lª2l2 

-

sí aplicamos ésto en nuestra ecuaci6n (12) teriemosL 

ca~ a~i(:~) = Ca~ a~) ST s (::) · (14l 

donde ( 13~ a~l, Cut a~) y S* son las transpuestascojugadas de

las matrices (::)(::)Y s respectivamente, o sea que para qua ex 

sista continuidad en el flujo se debe cum~lir que: 

(13b) 

osea que: 

o lo que es lo mismo, el producto S*s ríos da la·matriz iuenti-

dad, por lo tanto la ecuaci6n (14) se cumple. Así las condicio

nes (13a) y (13b) nos dicen que la matriz "S" tiene las siguie~ 

tes propiedades: es simétrica y su inversa es igual a su herrni

tiana conjugada ya que sus elementos estan sujetos a las condi

ciones: 
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recordemos también que, sí el producto de dos matrices conmuta

y es igual a la unidad, una matriz es inversa de la otra, la m~ 

triz "S" tiene todas estas características y oor lo tanto, como 

ya dijimos antes, contiene la dinánica del problema. 

I-3 LAS SINGULA:!lIDADES DE LA HATRIZ "S" 

y LOS rmoos LOCALIZADOS. 

La ecuación (12) representa aquí, una trans-

formación lineal, donde la P~triz "S" tiene toda la información 

sobre 31 centro.dispersor. Se puede encontrar la relación de 

dispersión, w en función del número de onda k, y con ello la 

frecuencia vibracional del átomo impurez~. Ahora bien, sí obser 

vamos los elementos de la matriz "S", notaremos que ésta puede

hacerse singular con sólo hacer el denominacnr ig~al a cero, és 

to es: 

M'w 2 + 2Y (eik. - 1) = O (15) 

Quiere decir ésto, que las amplitudes de las ondas salientes, -

8 1 ; 13 2 serían infinitas con respecto a las amplitudesa 1 , a 2 de 

las ondas entrantes a la impureza, lo cual es físicamente ina-

ceptable, de otro modo, para que se obtengan ondas salientes de 

amplitudes finitas, las amplitudes de las ondas entrantes d~bí 

an ser cero, más todavía, sí el número de onda k fuera real, -

querria decir que la impureza es una fuente emisora de ondas cu 

yas arr.plitudes son f3 1 y B 2 , lo que también físicamente no es a

ceptable por lo que k debe ser complejo y se describen así en-

das a~enuadas hacia los lados del átomo impureza colocado en el 

centro del cristal, figura 5. 

Sigamos ahora con el problema de la impureza. 

Hasta aquí tenemos dos ecuaciónes que relacionan a la frecuen-

cia w, La ecuación (10) y la ecuación (15); Resolviendo simult~ 

neamente éstas ecuaciones para eliminar a w, encontramos: 

M' 1 - "11(1 - cos k) (16) 

ahora bien, k debe ser complejo, así que k=µ+i8. Sustituyendo -
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el valor de k en la ecuación 16 y poniendo a X=e~, obtenemos la 

siguiente expresión: 

x 2+X(2- 2~ 1 ) 2H' + 1 = O ., - --M-, - (17) 

cuyas soluciones nos dan las frecuencias de los T:lodos localiza

dos debido a la impureza. Sus soluciones son: 

2M 
Xl = --M- - 1 

y 

x2 = -1 

la soluci6n x2 no da. modos localizados, porc'l.()cfl':1~-; en:: _este caso 

st5lo existe un modo localizado con frecuenciC'l' da(la pdr)ia solu

ción x
1

. 

entes en 
mismo. 

de es la· 

atenuadas sali
el centro del -

de existencia del modo localiza-

realidad e~ debe ser mayor que 1, o sea 

que la soluci6n x1 de la ecuaci6n (17), debe ser tambi~n mayor

que 1, ésto quiere decir que M'<M. Con todo lo dicho anterior-

mente podemos encontrar la frecuencia del modo localizado, esta 

frecuencia se encuentra en la banda nrohibida del cristal per-

fecto, es decir, que los modos de vibración con valor de su fr~ 

cuencia en la banda ~rohibida se llaman "Modoa local~zddoa", a

sí que podemos afirmar que hacer singular a la Matriz "S" impl:!:_ 

ca encontrar l~ ecuaci6n de los eigenvalores de la frecuencia y 

de ahí las condiciones de existencia para los modos localiza--
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dos. 

~ESmIBN.- En este capitulo hemos definido la

matriz "S" y mostrado algunas de sus oropiedades, tar:ibién cale~ 

lames esta r:iatriz en el caso de una imperfección localizada en

el centro de un crist ·1 infinito, la imperfección fue descrita

por un átomo que tien• masa diferente a los átonos del cristal

perfecto. Para encontrar los modos localizados que produce esta 

impureza se hizo singular la matriz "S" y de ahi se calcul6 la

ecuaci6n de eiqenvalores para la frecuencia. También se mostr6-

la condición de existencia para el modo localizado. El método -

de la Matriz de Dispersión "S", mostrado aqui, lo vamos a exte~ 

der para calcular los modos localizados asociados a la interfa

se entre dos cristaler. monoat6micos semi-infinitos, en el caPi= 

tulo siguiente. 
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C A P I T U L O II 

MODOS VIBRACIONALES LOCALIZADOS 

EN LA INTERFASE DE DOS CRISTALES. 

II-1 ANTECEDENTES. 

Después de que Fukuda 11 introdu~e el m~todo de 

la Matriz de dispersión para resolver el problema de una cadena 

lineal monoat6mica infinita con una impureza en el centro, l~ -

Matriz "S" fue usada p:>r Jun-ichi llori y Takashi Asahi 10para r~ 
solver problemas de superficie con y sin impurezas, este traba

jo contempla los siguiantes problemas: a) Una cadena unid1men-

sional con una o dos impurezas isotópicas en la superficie, b)

Una cadena diat6mica lineal con o sin impurezas en la superfj-

cie, c) Una cadena bidimensional que en uno de sus extremos es

ta compuesta de impurezas isot6picas de la misma fndole, y d) -

Una cadena bidimensional con una impureza isot6pica en la supe~ 

ficie. 

Para resolver el problema (a), Hori y Asahi -

proponen el modelo mostrado en la fig.6, establecen J.as ecuaci~ 

nes de movimiento para los átomos N-1 y N. Usando el método d~

la Matriz "S" encuentran que la relaci6n de dispersión esta da

da por la ecuaci6n: 

2 
w 

4k sen 2 B -M-

donde seg~n la notaci6n de Hori y Asahi, k es la constante de 

la fuerza de Hooke, M la masa de los átomos de la cadena y S 
el ndmero de onda. Suponiendo una soluci6n de la forma: 

U(n) ;,, .I exp(2iBn)f.Rexp(..:2113n) 

encuentran la ecuaci6n para la frecuencia de los modos de supe~ 

ficie, ésta es: 
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1+2Q coshE (coshc -senhE )=O 

en la que Q=M'/M-1, siendo M' la masa de la impureza. 

0--0--0-0 • 
M M M M M' 

· ·' Fig. 6 Modelo de una cadena lineal monoat6mica 
con una impiireza en la superficie. 

:Para el problema con dos impurezas en la su--

perficie encuentran- la ecuaci6n: 

-1-16M'M' •cosh 4 E /M2 +4M'coslf 

+ 4M' ,-cosh2 E /M -exp c-2 E ) =O 

que es la ecuaci6n de eigenfrecuencias para los modos 

ficie. 

+ 

'supeE_ 

Para resolver el problema (b), proponen el m~ 

delo de la fig.7, escriben las ecuaciones de movimiento para 

los átomos 2n, 2n-l, 2n-2 y por la Matriz "S" obtienen las con

diciones para la existencia de los modos de superficie dadas 

por: 

l-exp(-2il3)+4Q sen2 e -M1 w 2 (Ú2Q)/k;;,O 

donde Q , hacen 13 = n +i·E yobtieneri la ecuaci6n: 

M" 

Fig.7 Modelo de una red diat6mica con una im
pureza en la superficie. 
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Efectuán un análisis sobre las diferentes relaciones entre M
1 

y 

M2, obtienen así que los modos de superficie se encuentran en -

las bandas prohibidas. 

Los siguientes problemas (c) y (d) los resue~ 

ven también con el método de la Matriz "S" para corroborar sus

resultados obtenidos en un trabajo anterior. Debido a que usan

tambi€n el método de la Matriz de transferencia, hacen una dis 

cusi6n sobre la relaci6n existente entre éstos dos métodos. 

Todos los resultados de l!ori y Asahi estan de 

acuerdo con lo ya planteado por Saxon y llutner en 1949, sin em

bargo hasta la fecha, no ha sido resuelto el problema de la in

terfase, por el método de la Matriz •s•, de modo yue abordare-

mos ésto apartir del proximo inciso y durante todo el siguiente 

capitulo. 

II-2 DOS CRISTALES MONOATüMICOS SEMI-INFINITOS. 

~esolveremos ahora el problema de los modos -
de interfase entre dos Cristales Monoat6micos Unidimensionales

Semi-infinitos con Interacci6n a Primeros Vecinos, utilizando -

para ello la técnica de la Matriz de Dispersión •s•, tratando -

de alcanzar los objetivos siguientes: a) Obtener las condicio

nes de existencia de los modos localizados en la interfase. y -

b) Obtener la frecuencia de los modos 10calizados. Para ello ha 

remos las siguientes proposiciones: 

EL MODELO.- Proponemos dos cristales monoat6-

micos semi-infinitos, que esten tan cerca uno del otro, que 

exista una interacci6n entre ellos. Para comprender mejor a 

nuestro modelo, refirámonos a la fig. 8. Esquematicemos hacia -

la izquierda, a partir de la posici6n -1, a uno de los crista-

les, hacia la derecha a partir de la posici6n +l, el otro cris

tal. Aquí, todos los átomos tienen la misma masa "m". Los dos -

cristales tienen el mismo parámetro de red "a" y la misma cons

tante de interacción entre sus átomos •Y ", excepto en la ínter 

fase en donde la distancia entre los átomos -1 y 1 es de 2a; La 

interacci6n la caracterizamos por •y•• y la interacción a segu~ 

dos vecinos dentro del cristal por " Y" " 
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y" 

-oo - - +oo 
Y' y y 

1 2 3 4 

Fig.8 Dos cristales monoat6micos semi.::infitos 
con interfase entre los átomos -1 y l. 

Suponemos que la interacci6n a segundos veci

nos dentro de los cristales, es despreciable con respecto a la

interacci6n a primeros vecinos, por lo que las ecuaciones para 

el cristal infinito, de movimiento para los átomos -1 y l, de-

ben ser: 

mw 2 U(n) +y(U(n-1) + U(n+l) -2U(n)) =O "íf.ri:/- ±-110 (113) 

a la que llamamos ecuaci6n del cristal infinito. Par¡ :er:·átomo-
-1 la ecuaci6n es: : < ·. · ···"· . ' . ,· 

m w 2 u c-1> +y•( u c1> -u c-1> 1 ""+ ruc.::.ii ... ~<-2YJf:~o ( l!J) 

para el átomo 1: 

mw 2 U(l) +y(U(2) - U(l)) -y•( U(l) - U(-1)) =O (20) 

Como hemos definido a nuestro problema y refiriendonos a ~a fig 

9, en l~ región II, no e~iste elemento alguno, ex~ep~~ la inte

racci6n Y• , que está ya contenida en las ecuaciones de los áto 

mos -1 y l. 

ikn 
a 1 e 

R I 

-1 1 

Se propone la soiuci6n general como: 
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{ 
eikn + 

ª1 
-ikn para n < -1 Regi6n I 

ª1 e 

U(n)= {20a) 

ª2 
e-ikn +a eikn para n > 1 Regi6n III 2 -

Debemos decir aqu! que la ecuaci6n {18), es nuestra única eua-

ci6n de .diferencias, las ecuaciones {19) y (20) son las condici~ 

nes de frontera del problema. 

s! sustituimos cualquiera de las ecuaciones -

(20a) en la ecuaci6n (18) obtenemos: 

m w2 = 2 y(l - cos k) (20b) 

Por lo que expresamos anteriormente sobre ia regi6n II, no exis 

te ccuaci6n de continuidad en ella, as! que sustituyendo las s~ 

luciones (20a) en las ecuaciones (19) y (20) tenemos respectiv~ 

ment:e: 

Cm w2 -y' -y ) ( ª1 e -ik 

+ y( ªi~-2i~ ~ ale2ik) 

(m w2 

o (21) 

+ ª2t:!~k)+ y( J~2~-2ik+ a;e2ik)+ 

+ Y, e .... -ik s'é~úl .,,,,; 0 .}( ; ' >~ · < f2~) 
ª1e > + .1 .. '. ,·.· } ·• ·.•. ,; 

Agrupan?() ~io~·-!:~rm¡!i~s qú~~;#~~IÍ~~ri~ ar:c.ca2=•~ :aí-H-.a~\~r{~~las . e--

s =-1 

a 2 tenemos: 

l Úm w2-y - y')+ y~ik]J(m w2-y - y')+ 
cx 1 ---e ... 2,_,i .... k-:-[-( m.'---...2...__.....___...__._ ik ) 2 2 i }{ 1 

w -y - y')+ ye -e y 

{ 

• 2 2 2 
y -(m w. -y - y' )-2y 

-a 2 e2ik , 2 2ik [ ( y -e m 

2 (m w -y - y')cos·k 
2 - ik ] 2 w -y - y') +e y 

}-

(24) 
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la ecuaci6n (24) tiene ya desarrollados los numeradores mientras 

que la ecuaci6n (23) no; Sf los desarrollamos, observamos que -

hasta aquf tenemos S1 y S2 como funciones de a 1 y a2. Expresan

do éstos resultados en términos de matrices, se tiene que: 

donde "S" es la matriz formada por los coeficientes de a 1y a 2 -

escribir: 

s" (::: :::) 

por lo tanto podemos 

(25) 

donde loso,'eÍemen.tos áe la matriz "S" estan dados por: 

.e ;(mw 2 -y-y') +2y(mw 2 -y-y')cos k +y 2 -y' 2 

811=8 22=- 2J.k(( 2 ')+ ik }2 2ik ,2 e mw -y-y e y -e y 

2iyy'sen k 

Al escribir la matriz "S" nos damos cuenta inmediatamente que -

ésta es simétrica, además el denominador en todos sus elementos 

es el mismo, de modo que basta hacer a éste igual a cero, para

que la matriz se haga singular, o bien que la ecuaci6n de eige~ 

valores es: 

e2ik( (rnw2-y-y' )+eiky 12 -e2ik Y'2 = 0 126 ) 

y que podemos escribir como: 

(27) 

Existen dos posibilidades para la ecuaci6n 

(27), ya sea que seleccionemos el signo (+), o el signo (-). Si 

seleccionamos el signo (-), nos dá: 

1- ~ W
2 -eik = Q (28) 

En ésta ecuaci6n aparece s6lo la interacci6n entre los átomos -

del cristal "y", lo cual quiere decir que la ecuaci6n (28) no -

da respuesta al problema de la interfase, ya que describe un -

cristal, en otras palabras, la ecuaci6n (28) nos da los modos -

de superficie, una de las soluciones del problema. 

Si escogemos el signo (+) en la ecuaci6n (27) 

nos dice que: 



23 

1- (29) 

es la ecuaci6n que representa el caso general, es decir, contie

ne a la superficie y a la interfase, ~sta pues, resuelve nuestro 

problema de interfase. Sin embargo, desde el punto de vista mate 

rnático, la soluci6n más general debe contener al plano complejo, 

por lo que "k" debiera ser imaginario puro o complejo. Ahora, 

desde el punto de vista físico, si "k" es imaginario puro, las -

soluciones se expresarían como: 

{ 

ª1e-E;n + aleE;n 

U(n)= 
t;n -E;n 

ª2e + a2e \:'~,, 

para 

para 

que con k=i~ paran< -1 y eriel átomo:-1 

. uc,~r> =·n{~i {i-'éi~-(> 
en el átomo i;''.ienen\Ós: 

U(l)=a
2

eE; +a 2 e;..~ 

n~-1 

n> 1 

estas ecuaciones representan exponenciales que crecen o.decrecen 

corno se rnuest~a ·er;,~ la figura 10, y que dice lo mismo que· hacer -

la matriz "S"~singular, as! que "k" debe ser complejo. 

········~•Y' ;~ º~º·~~Q Q ..:.3 ' ' 2 -:U : ' ' 11 '' 2 ' 3 

·.(a) ...•. : ,' : (a) 

Fig .10. Las aes, muestran las exporieh6iales
que crecen hacia el interior del cristal, cuando "k"Cesirnagina
rio puro. Las bes, las exponenciales que decrecen hacia el inte
rior del cristal. ·,~~~.'.-~~~·:_''.:'-~': 

corno un complejo: 
Analicemos la. E!c\lac::i6n _ciaf, .k~_~.{~~d() a "k" -

k = µ + iE; 
.. }/···· 

conµ y ~reales, . la ~~u~~i6!1 ~e:>~ queda c@~;¿. . 

1-~2 :..eiµe-t;;,,, o< 
y 

Poniendo las expresiones con las exponenciales en términos de se 
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nos y cosenos y separando las partes real e imaginaria, tenemos 

Parte real: 1--~--ui2-cosP e-r, O (30} 
y 

Parte imaginaria: 

isenP e-r. = O (31} 

La dnica posibilidad de que se cumpla la ecuaci6n (31) es que -

el senµ=O, por lo tanto P=n~ siendo n=-00 
••••• O •... +"". Sustitu-

yendo el valor de µ en la ecuaci6n (30} obtenemos: 

m z n -E; 1-y- w - ( -1) e = O 

De aquf tenemos dos valores para la frecuenciaw cuando "n" sea

par e impar: 
-..1........ e -E; -..:L. O 

m m para.n impar· 
'- . __ - ... 

- -.. (Jla} 

+....Y_ e -E; _.:f._ = O 
- m- _ m paré.l 11 p'ar:; ;- · 

Por otro 

o para n impar 

-_ (3lb) 
2 Y E; -E; 2Y w +lil (e +e }---m~- = O para n par 

Resolviendo simultaneamente las ecuaciones (3la) y (3lb), para

n-impar y par n-par, se obtiene: et;=-1, et;=l respectivame~te. -

Finalmente w =O para ambos casos, por lo que se deduce que no e~is 

ten modos localizados de superficie. 

Analicemos ahora la ecuaci6n (29), con "k" c~ 
mo un complejo, combinandola con la ecuaci6n (16}, de ~~te modo 

se obtiene que: 

2(cosP cos iE:-senP sen if:)-(cosP+isenf:)e-E;+ 2my' -1=0 .. J32) 

Separandola en sus partes real e imaginaria: ~0 

2cosP coshf: -cosP e -E; + 2m 
1~ :~;':_º ' 52f3,3) 

: : :,-,,~2:: :.">: •'e,. ).·'- ., 

Otra vez, la dnica i:::~~~~:~:!+::E; ~ue ~a ecua'.c:¡~~; (f~~4; ~~{3 ::tis 
faga,es que el senP=O, de donde P=n1T ; n;,;,-00 •• :_.o._._~ . .:,;; ~-Sustitu 
yendo el valor de µ en la -ecuaci6n (34} ,: se_- ohti~lle: -• 

e t; 2Y' 
=-y- -1 para n impar (34a) 
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para n par ( 34a') 

2y' De aqu1 ~>O y -y- -1>1 por lo tanto y'>y ambas deben ser pos! 

tivas o negativas para n impar, o en caso de que n sea par la -
2v' 

ecuaci6n es 1-=y- >l por lo que y' y y deben ser una positiva -

y la otra negativa. Obtengamos ahora la frecuencia para n impar 

con la ayuda de las ecuaciones (3lb) · Hagamos lo mismo para n -

par, entonces tenemos· í • J 
•' ~+:l +1(' - +-) 

~Í_1 _l 
l +(+ - 2) J 

(35a) 

(35b) 

Estas dos ecuaciones dan la misma frecuencia en valor absoluto, 

es decir, sólo existe una frecuencia porque la ecuaci6n (35b) -

es menor que cero, por lo que dadas y yy' existe un modo local! 

zado con frecuencia w. Hagamos ahora una gráfica para las fre-

cuencias con yy y' dadas por las condiciones (34a) es decir, 

siempre que la relaci6n de ganuna prima entre gamma sea mayor 

que uno, existe la interfase, de ésta manera tendremos un modo

localizado que se debe a la interfase con una frecuencia dada

por la ecuaci6n (35a), además tendremos un solo modo paran im

par, ya que para n par la condici6n de existencia no se cumple, 

además porque hemos supuesto que el movimiento de los átomos es 

arm6nico simple,y y y' solo pueden ser positivas. 

calculemos la frecuencia de los modos locali

zados en tres casos diferentes: para cuando y/y' = ~. y/y' =1/3 

y/y' =1/4. En la figura 11 mostramos la frecuencia de los modos 

localizados para la interfase, en los casos mencionados y hemos 

puesto a wa=4y/m. En esta gráfica k es el número de onda, se re 

presenta la rama acústica y los puntos marcados con w!, w~, w~

son las frecuencias de los modos. 

En los casos analizados la frecuencia de los

modos localizados se encuentra siempre por arriba de la banda -

acústica, teniendo los valores siguientes: w~=4/3wa ; w~=9/Swa; 

w~=l6/7w~. Esto está de acuerdo con que la frecuencia de los mo 
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dos localizados se encuentre en la regi6n de frecuenciás prohi

bidas. 

k 

·· Fig;ll. se muestran las fretuerici~s d~ los 'llo 

dos localizados 'cuando se dan. y y y' • 

·como ya dijimos anteriormente, tenemos dos 

condiciones de existencia de modos localizados, a sal::er.: .. · 

e<;=l _ 2L_ para toda n par. 
y 

et;= ~ - 1 para toda n impar. 
y 

como hemos supuesto que los átomos vibran como osciladores armo 

nicos, . laº forma del potencial no permite más que y y X' .!'l~ªll (i!!!. 

bas positivas, por lo que s6lo existe modo localizado paran i!!!_ 

par, debido .. a .que., la condición para n par no se cumpl.e .•. c,La . .fre

cuencia de estos modos localizados esta dada por la ecuaé:i6n:; 



w' ~~( 7;~7 7)) 
Con todo ésto ya podemos encontrar la forma de ~os modos locali 

1 ' ' 

zados, por ejemplo para los casos en que y'/y =~, y'/y =3, y -

y'/y =4, a los que llamaremos casos 1, 2, 3 res~ectivamente, la 

forma de. los modos está dada por la ecuaci6n: ! 

~ n=-m •••••••• oo (36) 

Sin embargo hasta aqu!, las constantes A y B no han sido, deter

minadas, para ésto usaremos la ecuaci6n anterior con e~µ+it don 

de µ=nn de lo que resulta: 1 

{ 

Bent(-l)n V n~ -1 

11

¡'[ 

u (n) = · n 

Ae-nF,(-l) Vn~ 1 
1 

(37) 

ahora bien, usando la ecuaci6n de movimiento pata el átomo 1, -
1 

ecuaci6n (18), que es una condici6n de frontera¡del problema, y 

sustituyendo en ésta las ecuaciones (37), el vaior de w dado 

por la ecuaci6n (36) obtenemos: 

B --¡¡:- = -1 o bien B=-A 

ésto quiere decir que en el centro dispersor, 

amplitudes de las ondas entrantes son iguales 

l~ interfase, las 
¡ 

ep l'lagnitud pero-

de sentido contrario a las amplitudes de las onjlas salientes, -

podemos normalizar al valor A=l, por lo que las j ecuaciones (_27 l 

pueden escribirse como: 
1 

1 

f 

e-nt(-l)n V n~ 1 1 

(37a) U(n) ={ent(-l)n "V- n~-1 ! 

ya que n representa el nGrnero de átomos, tendrekos el valor del 

desplazamiento de cada átomo s! en las ecuacion~s (37a) susti-

tuimos el nGrnero de átomo y el valor obtenido p~ra et a partir-

del valor escogido para los parámetros Y y y'. 1 · 

Con objeto de mostrar las forras de los modos 
localizados, analizaremos los casos 1, 2, y 3 ~ar separado, asi 
tenemos: ·¡ -· 

Caso 1) Después de poner.el Jalar de et y el

valor para n en las ecuaciones (37a), obtenemo~ los desplaza--
mientos que sufren los átomos alrededor de su osici6n de equi-
librio mostrados en las tablas 1, y cuyas gráf · cas se muestran·-
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en la figura 12. En la gr5fica podernos ver que los modos local! 

zados estan en la región entre los átomos 1 y -1, que las ondas 

se amortigüan hacia adentro de los cristales y que aproximada--

mente en el átomo numero 6 se ha amortigüado totalmente. 

n U(n) -n U(n) 

1 0.33 1 -0.33 
2 -0.11 2 0.11 
3 0.037 3 -0.037 
4 -0.0123 4 0.0123 
5 0.0041 5 -0.0041 
6 -o. 0013 6 o. 0013 
7 o. 00045 7 -0.00045 
8 -0.00015 8 0.00015 
9 0.00005 9 -0.00005 

10 -0.000016 10 0.000016 

Tablas 1) Se muestran los valores de los des
plazamientos para los átomos del cristal derecho (n) y del cris 
tal izquierdo (-n). 

Case 2) Refiriendonos a la figura 11, onserv~ 

mos que la frecuencia del modo localizado es m~yor en este caso 

que en el caso anterior, pero ~sta es la Gnica diferencia, per

lo que las ecuaciones que nos dan las formas de los modos son -

las mismas, así tenemos que las ecuaciones (37a) con Y'/Y=3, 

que da eE=5, de donde encontramos la forma del modo localizado

que se muestra en la figura 13, cuyos valores de los desplaza-

mientes de los átomos alrededor de su posición de equilibrio, -

se encuentran en las tablas 2. 

n U ( n) -n U(n) 

1 0.2 1 -0.2 
2 -O. 04 2 o. 04 
3 0.008 3 -0.008 
4 -0.0016 4 0.0016 
5 0.0003 5 -0.0003 
6 -0.00006 G 0.00006 
7 0.000012 7 -0.000012 
8 -0.000002 8 0.000002 
9 0.0000005 9 -0.0000005 

10 -0.0000001 10 0.0000001 

Tablas 2) Se muestran los valores de los des-
plazamientos para los átomos del cristal derecho (n) y del cris 
tal izquierdo (-n). 

Nuevamente observamos, como en el caso ante-

rior, que el modo esta localizado entre los átomos -1 y 1, que

se amortigua hacia adentro de los cristales, pero ahora en el -
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á tomos alreded_or de .su posición' de- ecj:Uilibrio para el caso 3, y'/)·. 
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átomo nGmero 4, se ha amort~quado casi totalmente. 

Caso 3) ~ientras más grande sea la relación -

de y'/y, mayor será la frecuencia del modo localizado y ~or lo 

tanto debemos esperar que las ondas hacia adentro del cristal -

se amortigüen más ráoidamente, ésto lo corroboran los valores -

puestos.en las tablas 1, que ~ueron obtenidos con y'/y=4, que -

da eS=7. Podemos decir aquf, fiqur2 14, que en el átomo nGmero-

3 la onda está amortiguada casi totalmente. 

n 

1 

2 

3 

4 

5 

los átomos del 

los valores de 

zados para los 

U(n) -n U(n) 

0.14 1 -0.14 

-0.02 2 0.02 

0.0029 3 -0.0029 

-0.0004 4 0.0004 

0.00005 5 -0.00005 

Tablas 3) Se muestran los desplazamientos de-
cristal derecho (n) y del cristal izquierdo (-n) 

Refiramonos ahora a la 
2 2 2 w1 , w2 y w

3 
que corresponden 

fiqura 11. Teniendo -

a los modos locali 

casos analizados; obtenganos el valor del n~~ero 

de onda que corresponda a los valores de w. Para ésto usaremos

la relación de dispersión para el cristal infinito, e~uac16n -

(10) o bien la equación (6). Observemos que para encontrar la -

frecuencia del modo localizado hicimos a "k" comnleja, asf gue

la relación de dispersión nos queda como: 

m wf. 2Y 1-cos(µ+is) 

sustituyendo valores y resolviendo para cada caso, obtenemos: 

Caso 1) Se obtiene de la ecuación (34): 

a) µ=nn 

donde n es~irnpar ya que los modos localizados no existen para 

cuando n ·es' par. 
b) De la. relaci6n de dispersi~n tenemos: 

1.666 s = 1.1 

Caso 2) 

a) µ= nn 

b) coshs=2.6 l. 61 
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9) k =TI+ iel.61 TI + i 5 

Caso 3) 

a)µ = nn 

b) coshE; 3.571 E;.= 1.95 

c) k = 11 + ie1 · 95 =a+ {6.99 

En la gráfica de la figura 14 bis, se rntieitra a la frecuencia w 
como función del número de onda k. 

Fig. 14 bis. Se grafica la frecuericia w, como 
función del número de onda k. 

?.ESUI1E~. - En este capítulo nos hemos ocupado

del problema de la interfase entre dos cristales rnonoat6micos -

semi-infinitos, proooniendo un modelo particular y resolviendo

mediante la técnica de la matriz de dispersión "S", haciendo 

singular ésta matriz encontrarnos la ecuación de los eigenvalo-

res de la frecuencia y a partir de ésta, las condiciones de ex

sistencia de los modos localizados y la forma de dichos modos.

Escogimos tres casos particulares cara los cuales la relación -

de y'/Y tiene cierto valor, siendo representada la interfase -

con y'. En los tres casos analizados se encontró que la fre=ue~ 

cia de los modos localizados está en la región de las frecuen-

cias prohibidas, que los átomos vibran con la misma frecuencia

pero con amplitud diferente, siendo el movimiento de mayor am-

plitud en los átomos -1 y 1, alternandose los átomos en su moví 

miento y amortiguandose éste hacia el interior del cristal. Fi

nalmente se encontró el número de onda correspondiente para la

frecuencia w en cada caso. 



32 

MODOS Í.OCALIZADOS EN 

CON IMPUREZAS. 

III-1 IMPUREZAS ISOTOPICAS 

La informaci6n obtenida en el capitulo ante-

rior ül resolver el problema sencillo de la interfase nos di6 -

la oportunidad de decir cuantos modos localizados existen, cual -

es su frecuencia y que forma tienen. 51 complicamos nuestro mod~ 

lo, digamos que además de la interfase, existen impurezas en las 

orillas de los cristales, y para que siga siendo sencillo, laa -

impurezas sean iguales, ¿Cuáles serán las comolicaciones que te~ 

dremos para obtener una información semejante a la del problema

anterior?, 51 es sencillo alcanzar ésta información, ¿Será m~a -

amplia?, ¿Tendremos mejor comprenci6n de lo que sucede en los -

cristales?, ¿Será mejor éste modelo?. Contestar estas preguntas

de manera satisfactoria, nos llevaría a plantear que éste es un

buen camino para entender lo que sucede en los cristales reales. 

El nuevo modelo es muy parecido al anterior -

éste se diferencia esencialmente, en que las masas impurezas es

tán representadas por "M" y son precisamente los átomos coloca-

dos en -1 y 1, figura 15, todas las demás características de los 

cristales permanecen invariantes, por lo que el problema es seme 

jante al del capitulo anterior. Debemos tener en cuenta, que te

nemos la existencia de una nueva condici6n de frontera en los á

tomos -1 y 1, cosa ésta, que debe complicar la resoluci6n del 

problema y sobre la que debemos obtener información nueva. 
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m m y m y M y' M Y m m 
-oo - - - -+oo 

-4 -3 -2 -1 1 2 3 4 

Fig. 15. Dos cristales semi-infitos monoat6mi 
cos con impurezas en las orillas y con interfase entre los áto-~ 
mos -1 y l. 

Para resolver el problema, plantearemos las -
siguientes ecuaciones: 

mw 2U(n) +y [ U(n+l) + U(n-1) - 2U(nl] =O (38) 

ecuación del cristal infinito para toda n ~ de l~ Las ecuacio-

nes para los átomos -1 y 1 son: 

(Mw2 -y -Y')U(-l)+yu(-2)+Y'U(l)=O -~(39) 

(Mw2 -Y -Y')U(l)+YU(2)+Y'U(-l)=O (40) 

Otra vez existen tres_:t:egiones: RI a la izquierda dei:átomo -1,
R II entre los átomos -ly 1 y R III a la derechadel.átoiíló l •• 

Proponemos la soluci6n: 

{

-a eikn + 
.1 

U(n)= ·-·---· -•.•. _ _ (···-· •. _._--• >· _ ;,,,ikn + 8 eikn 
------f-- -~2E! •: - -- 2 - ---'V_ 

mos: 

+ 

(44) 
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Obtenemos: 

2 . -ik 2 ik -.(MW -Y -Y'+Ye ) (MW -Y -Y'+Ye ) 
e2ik [y•2 - (MW2 -Y -Y'+Yeik>2] } 

Poniendoéstos':fesultados en términos de matrices, tenemos: 

S=(·. :11 :12) 
. . 2 1 2 2 

, . · . •e- ''~.o-,_, 

cuyos elerii~ht:C>~ son: 

Y<2.· ·. ik .2 . • ··. "".ik··. •.··•· 2 
511

=
522

,=.· .• ·.•. :.:..: . ·(Mw .e-y -y'+ye ) (Mw .·-y -y'+ye )-y' 
. • . .··. •. .•. 2 ik [ 2 .. ik 2 . 2 J 

e ·· (Mw -y -y' +ye ) ·· - y' , 

.~~....,,..,,...;..--,,~-2_1~·x~x.._'~s-e_n __ k~___,.,....-.,,-~___,__,:'--.'___,_· 
[ (Mw2 -y -y'+yeik¡2 _ y'2] 

De aqu1 se.obtiene la ecuación de eigenvalores, dada por: 

2 ik 
Mw -y -y' + ye = ±y' (45) 

De manera semejante al problema anterior, analizaremos ésta ecua 

ción escogiendo primero el signo positivo y después el signo ne

gativo. En otras palabras, el signo positivo en la ecuación (45) 

nos da la posibilidad de analizar la interfase y y la impureza

de masa "M". La ecuación (45) con el signo negativo contiene só

lo los modos debidos a las impurezas. 

Seleccionemos el signo positivo, así la ecua

ción (45) nos queda como: 

2Y' 
y 

- 1 + M w2 + 
y 

ik 
~ o (4 6) 
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El caso mti.s general, es aquel en el que "k" es un número comple

jo, de modo que la ecuación (46) con k=ll+iF, tiene sus partes re

al e imaginaria dadas por: 

- _!i_ w2-
y 

COSIJ 

isenll e-E,;= O 

o ( 4 7) 

( 4 8) 

La parte imaginaria nos da el valor para u, como en el caso ante 

rior, ll=nrr donde n=- 00 
•••••••• ~, números enteros. Sustituyendo -

éste valor en la parte real y resolviendo para n par e impar te

nemos: 

~M 2 + -y:: w- -1 o para n impar 

M w2 --
1 o J __ - + para n par 

o bien: 

- y e~i=,: = Y- o --¡;¡- 11 

Y e-E,; - Y = O 
--¡;¡- r:t 

Por otro lado i_• de la ecuación para el cristal infinÍ.tcli- e'cuaci6n 

(38), con k complejo obtenemos que: i<:_ 

2 y ( E,; -E,;) w +ro- e ·+e -

2Y 
m 

2Y 
m 

=O 

=O 

~-, ''-: y_, 

para n 7illlp;ar 

para n par 

(51) 

(52) 

Resolvamos simultaneamente éstas ecuaciones para n par y n imJ;>ar 

pongamos e~= X, as! tenemos las ecuaciones siguientes: 

x
2

+x [ - ~ (1+ ~Y')+2 J - ~ +1=0 

·,·,.· . 

Definamos ahora, los parámetros P=~__'.._ , 11= ~ :- de mo,~Q'--cftie fas -

ecuaciones anteriores nos quedan como: 

x2
+x [-11 (1+2pl +2] -ri +1=0 

-

para n impar (53) 
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x 2+x [n (2p+l)-2 ]-n +l=O para n par (54) 

Las ra1ces de éstas ecuaciones nos dan las condiciones de exis-

tencia de los modos localizados, as1 que tendremos cuatro condi

ciones de existencia: dos para cuando n sea impar y dos para 

cuando n. sea par. La ecuación (53) representa ec, que como sabe

mos debe ser mayor que uno. En otras palabras, las ra1ces de la

ecuaci6n (53) con la condición de que deben ser mayores que uno

nos dan: 

n(l+p)>2 (55) 

[- n ( 1 + 2p ) + 2r-4nP<-4 (56) 

que son las condiciones de existencia de modos localizados, la -

condicion ~xpresada por la ecuación (55) se cumple cuando n o p 

o ambas son mayores que uno, o lo que es lo mismo, cuando la ma

sa "M" de la impureza es menor que la masa de los demás átomos -

de los cristales, cuando Y' es mayor que Y,o bien cuando ambas -

cosas estan presentes. El caso que estudiamos ahora, es cuando -

ambas cosas M <m y y '»y se presentan. La condición expresada por 

la ecuación (56) no se cumple, por lo que no existen modos loca

lizados para la ra1z de la ecuación (53) con el signo negativo;

Por otro lado, cuando n es par no existen modos localizados, as! 

que la ecuaci6n (54) no da condiciones de existencia de éstos mo 

dos localizados. 

Analicemos ahora varios casos; Notemos prime-

ro que si n=p=l, la condición de existencia de modos localizados 

ecuación (55), no se cumple y estar1amos en el caso de un cris-

tal infini~o. 

Caso a) Hagamos n=p=2, la condición si se cum 

ple por lo que el valor de eC dado por la ra1z de la ecuación 

(53) con el signo positivo nos da eC=a.12. De la ecuación para

las frecuencias, ecuación (51), tenemos w~ =10.24y/m. Este caso

tiene p=y '/y =2 como el caso 1, del capitulo anterior, as1 que -

debemos esperar que la forma del modo sea modificada de alguna -

manera por la masa "M" de las impurezas. 

Encontremos la forma del modo localizado para 

éste caso, como en el capitulo anterior, hasta aqu1 no hemos en

contrado el valor de las constantes A y B, para ésto usaremos la 
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ecuación de la solución general: 

U(n) = A eien + B e-i8n 
donde n= -00 ••••••• oo. Esta ecuación con k complejo k=µ+it; nos -

queda como: 

- - --{ B ent; (-1) n 
U(n) = ,. 

A e-n"(-l)n 
.(57)" 

la sustituimos sn la ecUación de movimientO para el átomo 1, ec. 

(40), junto con el valor de w2 obtenido por la sustitución de la 

raíz de la ecuación (53) en la ecaución (51) que en general está 

dada por: 

en la que hemos puésto_: 

2Y' + __ Y _._(.a
2

+2alb + b + 1 ) m -- m - - - a + lb · 
( 58) 

'n2 
b = n (nP-2) (l+p)+ 4 _: 

Después del proceso algebraico encontramos la relación entre A y 

Bcomo: 

x + X' 
y 

. ( 59) 

Sí se sustituye el-valor de los parámetros nY p en esta última

ecuación, obtenemos B/A =-1, o de otro modo, sí sustituimos el -

valor de w2 el ecuación de movimiento del átomo 1 con las solu-

ciones (57) obtenemos también B/A =-1, lo cual quiere decir, que 

las amplitudes de las ondas entrantes son iguales pero de senti

do contrario a las ondas que salen de la impureza. Normalicemos

la amplitud de las ondas a A=l, de manera que las ecuaciones nos 

quedan como: r ent; (-l)n v. n ~ -1 
U(n) -

-ent; 
(60) 

C-.l)n ~V. n ~ 1 
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con lo que ya podemos graficar la forma de los modos localizados 

para este caso, ésto se muestra en la figura 16a. 

Caso b) Con el valor para los parámetros ~=2 

P=3 la condici6n de existencia se cumple, as1, de la misma mane

ra que en el caso anterior e~=12.12 y wb =14.lBY/m, con éstos v~ 
lores obtenemos otra vez la relaci6n entre A y B como B/A =-1: -

De nuevo la forma de los modos la dan las ecuaciones (60) , figu
ra 16b. 

lJ (n) 

caso "a". 

el caso "b". 



39 

En las tablas la y 2b se muestran los valores 

de los desplazamientos de los átomos de los cristales para los -

casos a y b respectivamente. 

n-

1 

2 

3 

los átomos pa_ra 

n 

---1-•·--
2 

los átomos para él 

caso "c" ·--

rámetros _n,,;3 

laci6n entre 

U(n) 

o.123 

-0.015 

0.0018 

-0.00023 

. ' • ....:0.1.23·-· 

. O;OlS 

c'--O;OOÚl 

,0.00023 

Tablas la. Valores 'de·~Í~~ de'spl:azamientos de-

U(n) 

-0.082 

0.068 

-0.00056 

0.000046 

de-

átomos 

los p~ 

La re

que se puede grafi-
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car de la misma manera que en los casos anteriores. En la figu

ra 16c, se muetra la forma de éste modo localizado, mientras que 

en las tablas 3c se muestran los valores de los desplazamientos-

de los átomos de los cristales. 

n U(n) -n U(n) 

1 0.076 1 -0.076 
2 -0.0057 2 0.0057 

3 0.00043 3 -0.00043 

4 -0.000033 4 0.000033 

Tablas 3c) Se muestran los valores de los des 
plazamientos para los átomos en el caso "eº. 

Caso d) Aqu! el valor de los parámetros es -

n~p=3, con lo que se obtiene e~=l9.10 y wá=21.05Y/m, con ésto la 

relación B/A = -1. En la figura 17 hemos graficado los valores -

de w2 w2 w2 y wd2 • Se ve también que todos éstos valores para la-a' b' c 
frecuencia de los modos localizados estan por ~ncima de la banda 

acústica y se encuentran en la región de frecuencias prohibidas. 

En las tablas 4d se dan los valores de los desplazamientos de -

los átomos de los cristales alrededor de sus posiciones de equi

librio. Se puede observar que prácticamente en el ter~er átomo -

la onda se ha amortgüado casi totalmente. 

n U(n) -n U(n) 

1 0.052 1 -0.052 

2 -0.0027 2 0.0027 

3 0.00014 3 -0.00014 

4 -0.0000075 4, 0.0000075 

Tablas 4d) Se muestran los valores de los des 

plazamientos para los átomos en el caso "d". 

Debemos hacer notar aquf, que ·1a forma de los

modos localizados para todos los casos tratados en este capitulo 

tienen esencialmente las mismas características de los casos tra 

tados en el capitulo anterior, difieren sin embargo, en que !as

ondas s~ amortiguan más rápidamente. 
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w2 

;-:·:,;~».''<: ':_-: ~. . - . ·.'c·J,>.. , -

.. ~,. :· "'hc~~~F¡'~t.,~f~.'s~\~uestran ios valores a~"'!~~: fre--
cuencias para lOfÜiriodoª;;16calizados cen .los casos. w~: y _Jlf. ; 

- , ,. - -·;, (, .- .... , - -~ . . '"·' -· ·- ·- -- - . - - ' . 
·i, :·· 

.·Analizaremos ahora ia ecuaci.6n··•(4si 66n el 
• • ~ ·. :.· ' ,. l ·, -;, ' (_:, ; 

signo negativo, ésto es<': 
----e ·-2.~--- ik 

Mw -y + ye = O 

1 -- :.·:-,.::;· 

,_ _ _,_----"""--'"---.O.---.:-:--=--=-, -·~L'.;-:~,_~-,:_=.__-,,---'-
(61) 

nuevamente k debe ser un complejo dado como-"J<:;,,'µ+if;>de manera que 
haciendo una vez m§.s lo que hemos hecho. enlos _casos anteriores, 

obtenemos el valor de µ=n11 y con ~sto el valor para la frecuen
cia dado por w como: 

De la ecuaci6n para el éristal 
mos: 
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~1- + + ( ef; + e-E;) para n impar 

2~ - + ( ef; + .e27) para n par 

resolvie_ndo.simultaneamente paran impar obtenemos: 

x2 + X(2 - _!t_) m + 1 = o M - --¡;¡- (62) 

en donde hemos pu.esto X=ef;. Esta ecuación tiene dos ra!ces que -

con la condición de que ef;>l, nos da las condiciones de existen 

cia de los modos localizados. La ra!z con el signo positivo de-

lante del radical, nos da m/M > 2, que es condición de existen-

cia de modos localizados debidos a la impureza de masa "M". La -

ra!z con el negativo no da modos porque no se cump.Le la condi--

ción de> que ef;>t. Debido a que en este analisis no aparece y', 

la interacción relacionada con la interfase, los modos localiza

dos son únicamente por las impurezas, por lo que el signo positi 

vo en la ecuación (45) nos da la información más general. Con ob 

jeto de hacer comparaciones entre las formas de los modos locali 

zados, en los diferentes casos que hemos analizado, encontrare-

mas primero la relación existente entre las constantes A y B p~ 

ra éste caso. Seleccionemos el valor de m/M =2, asi de la ecua-

ción (60) tenemos que e~l, por lo que en éste caso no existen -

modos. Recordemos que en el problema de la interfase, el par.,~me

t~o y'/y =2 si da modo localizado. Demos ahora al parámetro m/M

el valor de 3, se cumple la condición de existencia y e~2, de -

donde wf=4. 5 y/m. 51 m/M=4 tenemos que e ~3 y u.S=5. 33 y/m. Los v~ 
lores obtenidos para la frecuencia de los modos localizados se -

mu~stran en la figura 18. 

Otra vez la forma de los modos está dada per

las ecuaciones (57), pero debemos encontrar la relación existen

te entre A y B. Nuevamente sustituimos las soluciones. ecuacio-

nes (57), en la ecuación de movimiento para el átomo 1, el valor 
2 ' 

encontrado para '°l' se obtiene B/A =1, lo cual quiere decir que-

entran a la impureza ondas iguales a las que salen de ella. ha-

ciendo la normalización A=l obtenemos las formas de los modos lo 

calizados para ambos casos, wr y u-S, éstas se muestran en las fi 
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guras 19a y 19b. Los des~lazamientos de los átomos alrededor -

de su posición de equilibrio, son de diferentes amnlitudes y -

sus valores se ponen en las tablas 5 y 6 respectivamente para

ambos casos. 

U(n) 

-7 

-6 

Fig ~ _19a. Se muestra la forma de los modos -
localizados para el caso de w~. 

2 0.25 

3 -0.125 

4 0.062 

5 -o .031 

6 0.015 

7 ~0.0078 

8 0.0039 

9 -o. 0019 

10 0·:00097 
-- -

2 

3 

4 

5 

6 

7 

a 
9 

:eo~--- -

U.(n) 

-0.5 

0.25 

-0.125 

0.062 

-0.031 

0.015 

..:o.oo?B 
0;0039 

-0.0019 
-- -

0.00097-

Tabl~s 5) Se muestran~los valores d~ los des 
plazamientos de los átomos en.el caso en que ¡,¡~.;;4;5 y/m. 



n 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 
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U(n) 

-0.33 

o .111 

-o. 037 

0.012 

-0.0041 

0.0013 

-0.00045 

0.00015 
-0.00005 

0.000016 

-n U(n) 

1 -0.33 

2 0.111 

·· .. 3 -0.037 

4 0.012 

5 -0.0041 

6 o. 0013 

7 -0.00045 

8 0.00015 
9 -0.00005 

10 0.000016 

Tablas 6) Se muestran los valores de los des
plazamientos de los átomos en el caso en que w~ = 5.33Y/m. 

Aqu1 tambi6n podemos osbservar que además de

que existe simetr!a en la forma de los modos localizados, en el 

átomo ntlmero 8 la onda se ha amortiguado casi totalmente en el

primer caso. En el segundo caso sucede lo mismo, solo que en el 

átomo nrtmero 5 la onda se ha amortiguado casi totalmente. 

U(n) 

-5 

Fig.19b. Forma de los modos localizados para
el caso en que w~ es la frecuencia de los modos. 
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Refiramonos a las figuras 17 y 18.0bservemos

que el valor de "k" para cada una de las frecuencias wa' wb, wc 

wd, de la figura 17 • wl, Y w2 de la figura 18, dado por la rela 

ción de disperci6n para el cristal infinito, ecuación (10) o -

bien la ecuación (6), es el número de onda Para cada coaso, no

obstante debemos tener en cuenta que: 

1) Los valores de la frecuencia mencionados,

pertenecen a los diferentes modos localizados, en la interfase

y en la superficie de los cristales con impurezas en las ori--

llas. 2) fueron obtenidos haciendo a "k" comnleia. 3) además, -

se obtubo el valor de ¡1 como p=nn donde n=-'0 
•• ,,.., , pero que -

los modos existen cuando n es imnar solamente. 

De lo anterior se obtiene que la parte real -

de k es µ=nrr siendo n impar. Los valores para E; y par3 k en 

cada uno de los casos se ponen en la tabla siguiente: 
r: = 2.1 k =7! + 8 .116i '•a a 
E; = 2.49 kb=TI + 12.097i b 

E, = 2.58 k c =71 + 13.154i c 

E.a= 2.94 kd=TI + 18.997i 

E, = 
1 

0.70 k 1=n + 2i 

E.2= 1.1 k2=7! + 2.99i 

Se puede hacer una gráfica d~ la frecuencia w contra el número-

de onda k, como lo muestra la figura 20, en donde se recuerda -

que se ha supuesto que el parámetro de la red es l. Además, só

lo cuando n es impar existen modos localizados. 

RESUMEN.- En este capítulo, hemos tratado de

complicar de la manera más sencilla, nuestro problema de inter

fase, poniendo en las orillas de los cristales una impureza is~ 

tópica; Se ha encontrado que oueden existir modos localizados -

debidos a la interfase modificados de cierta ~anera oor las im

purezas en los átomos -1 y 1, siendo ellos mismos los átomos -

que más se des~lazan desde su posición de equilibrio y en direc 

ciones oouestas. 

La forma de los modos localizados debidos s6-

lo a las impurezas, muestran que los átomos impurezas -1 y 1, -

tienen la misma dirección en su amplitud, amortiquandose el mo-
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vimiento vibracional de los átomos de los cristales conforme se 

alejan de las impurezas y de la interfase. 

w2 

da para el caso 

Finalmente se obtibierOn los valores para el

nBmero de onda para los 4 casos tratados •n la interfase con i~ 

purezas y en los dos casos tratados en la superficie de los dos 

cristales. 
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e o 

a) SOBRE EL MODELO. 

E 1 modelo propuesto, dos cadenas semi-infini 

tas monoat6micas con interfase sin impurezas y con impurezas,

es un buen modelo para entender los modos vibracionales locali 

zados en la interfase. Hist6ricamente las cadenas lineales han 

servido para tal fin. Además, dicho modelo es un recurso didác 

tico para la enseñanza de la Ffsica en la orilla de un cristal 

en cualquier curso de Estado S6lido en la literatura. 

b) SOBRE EL METODO. 

El método de la Matriz de Dispersi6n, es un -

m~todo sencillo y comprobado en muchos problemas de diferentes 

ramas de la Física, por lo que se puede confiar plenamente en

él, más todavía, la Matriz "S" encierra la dinámica del probl~ 

ma; Sin embargo, en nuestro caso podemos decir que sí, existen 

pocos parámetros, como en el caso de nuestro primer problema,

la solución es sencilla y analftica. A medida que existen más

parámetros, la solución sigue siendo analftica, pero se compli 

ca cuando ~stos aumentan, por ejemplo en el segundo problema.

Cuando los parámetros se aumentan más todavfa, corno en el últi 
mo problema tratado en nuestro caso, la complicaci6n se hace -

cada vez mayor hasta el caso en que se hace inmanejable alge-

bra!camente, caso éste en el que las impurezas sean distintas

y tengan interacciones también distintas con las demás masas -

de las cadenas. 

Creemos que el m~todo junto con el modelo son 
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lo suficientemente buenos y consistentes para obtener resulta

dos por los cuales se pueda comprender cualitativamente la Fí

sica del Estado S6lido y ser a su vez un buen m~todo didáctico. 

c) SOBRE LOS RESULTADOS. 

Los resultados obtenidos en los diferentes 

problemas de este trabajo estan de acuerdo con los demás auto

res, como por ejemplo, con saxon y llunter, en los que la fre-

cuencia de los modos localizados se encuentra en la regi6n de

la banda prohibida, para lo cual es necesario considera el pl~ 

no complejo, ~sto es, en otras palabras, que la interfase es -

un centro dispersor que rompe la regularidad de los cristales, 

en donde las onds de Block que viajan en direcciones opuestas

antes y después de la interfase, se deben acoplar, este acopl~ 

miento se expresa por medio de la Matriz de Dispersi6n y se i~ 

traducen nuevos niveles de energía debido a la interfase, és-

tos nuevos niveles de energía ocurren en las regiones de ener

gías prohibidas del cristal perfecto. Por otro lado, las ondas 

salientes de la interfase son ondas atenuadas hacia el inte--

rior de los cristales, es decir, que los átomos que estan en -

la regi6n de la interfase vibran con mayor amplitud que aque-

llos que estan alejados de la interfase o centro dispersor. 

Cuando existen además de la interfase, átomos impurezas, és-

tas modifican las energías de los modos localizados, haciendo

que aparezcan nuevos estados de enrgía y diferentes amplitudes 

en los átomos impurezas y en los átomos cercanos a éstos, loe~ 

lizando al modo vibracional y dependiendo de la masa de las i~ 

purezas, la interacción en la interfase y las interaciones con 

los demás átomos de los cristales. Los problemas tienen solu-

ci6n analítica, no obstante la complejidad en el álqebra. 

Los resultados obtenidos en este trabajo son

novedosos en tanto que el problema de la interfase con y sin -

impurezas en las orillas de los cristales, no ha sido resuelto 

hasta la fecha, con el método de la Matriz de Dispersi6n, re-

sultados éstos que son lo suficientemente confiables por lo -

comprobado del método empleado; Más aún, creemos que el probl~ 
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ma así como los resultados obtenidos, son un tratamiento nrig~ 

nal en la Física de Superficies. De la misma manera, estamos -

convensidos que el planteamiento de los problemas expuestos y

el tratamiento que de ellos se dá, es didáctico, pues se puede 

emplear como m~todo para la enseñanza de la Física de Superfi

cies, en forma cualitativa. 
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