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1 1i r x u v u e e I J 1~ 

Para explicar la estructura de la materia se han propu

esto desde la antigUe~ati distintas hip6tesis. 

Leucipo y Demócrito, antiguos filósofos griegos (400 '":

a.c.) profesaban la doctrina del atomismo, segGn la cual las partes 

más elementales de la materia eran átomos indivi.s.ibles e indes-_ 

tructibles. Sus argumentos se fundaban en la necesidad de estable

cer un limite a una hipotética división de la materia. 

El atonlismo. e lo in.divisible ) es sin lugar a dudas la 

especulación cicnttfica más ·fructí'fera y trascendente ile la Grecia 

antigua. 

Esta teoría desecnaba los fenómenos naturales·· cómo vol un-

,_ .tades de los dioses, en cambio, los explicaba de una manera más 

objetiva al proponer arr~glos y características especiales de los 

átomos para explicar los suCesos e1i el universo hasta entonces co-

nacido. 

En los años su.bsecuentes, que se pueden enmarcar en si

glos, 110 se ilizo ninguna ;especulac~ón s.obre lá estructura de la 
',., 

m::i.teria; sino nasta el siglo<xrx en que la vieja teoría atomista 

cobró nuevos ímpetus con el trabajo de Joseph Proust, qu·:üuico - - -

francés que formuló la ley de i~;~pfoporciot;e~ definidas; :i. e~: -

proponia l[Ue las átOlllOS de los. elementos estaban CoJistitüidoi fa. 

parti1· <le útomos de hidróg.cno, •debido a que sus pe~~; at61~\cos era 

mtíl ti1>los del hhirÓgeno que se sabía era el elemento 11111s sencillo 

Poco 111ás tarde se dcscuhrío que la le)' no era <le proporciones h iGu 

dcf.inidas ¡•ara los clcmc11tos mfis pesados con r<.!Spccto al hi<lró,~cno, 



- 2 -

lo que truncó la Jcy üc Proust. Sin embargo, se le atribuye' el 111.6-

rito de haber estimulado de nuevo Ja especulación sobre una posible 

subestructura de la matcría y haber promovido el estudio <le los pe 

-sos at6111icos de los elementos, de una manera 111fis exacta. 

John Dalton (a .mediados del" siglo XIX) trabajando en ~ 

la misma linea que Proust (teoría atómica), mostró que al combinnx 

sQ ciertos elementos quiínicos para formar compuestos, lo hacían si 

-empre en relaciones fijas en peso y considcr6 que tales proporcio 

-nes dependían de los pesos de los &tomos individuales de cada. ele 

-mento. Y supuso que, estudiando sus relaciones 

-tos se combinan se podrían determinar los. pesos 

átomos individuales de todos ellos. A partir 

-ntalcs sobre la composici6n gravimétrica <le los comp'ucstos y con 

base a suposiciones arbitrarias, construyó la primc~a tabla de p5ós 

at6micos que como es <le suponerse, resultef inexacta. 

Uno de los hechos que vino a fortalecer la teoría de ~~ 

?roust y Dalton fue la hipótesis de Amadeo Avogadro (1871), italia 

-no que fue el piimero en distinguir entre &tomos y mol6cula, al 

proµoner t¡ue los gases como el hidrógeno, ox Ígeno, nitrógeno y cloro 

clebián existir como moléculas diat6micas en constraste ·con lo que 

Dalton creia que existi&n como átomos sencillos. 
' . . - ' 

La hip6tesis de Avogadro concord6 cxtraordina1'ianí'cn,tc 

bien con los resultados experimentales de. Gay-Lusaa~(l~ós)', so.-. 

bre las combinaciones en volGmcnes de los ga~c~~ 
- ---oo_ -·,.-,,.- '-"-·-~ ., ,, ;-. :~'.~}~ -= 

2 volumenes de hidr6geno + 

de vapor de agua. 

volumen de oxig~f1.0='2 vol\Jm.enes 
·-«, --e -o'.-·--:~:~--~~~~-~~:~_·_ -,,,_,.o_-. - . - - ,t:.~~?- . .. ··;:~.-

<' ~.', 

cons idcrando la hi¡>ótesis de Avógadro.: se ;¡>l1._.;d·b ·(i~~.rip.Ír :'. > 
.- ' --;--.; 

2 moléculas <le hic.lr6geno + 1 JÍlolécuiU. de oxit~é:lí10=2 moléculas 

de vap~r de agua. 

La rnlaci6n antl~rior sigue cumpliendo con la inLlivisibilidad del á 

-f't>rnn rl1·· llalt.011. 
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En toe.lo lo anteriormente expuesto se manejó el átomo co 

mo uniJa<l fundamental de la materia, éste carente e.le estructura. 

Pero en 1895 lhlnem Roentgen <lescubrío .los rayos " X ", hecho que 

plant6b nuevas preguntas, sobre el fitomo y su estructµra, que ex

plicaran la naturaleza de la proc.lucci6n ele rayos "X". Thomson (189 

-8) demostró que los rayos catódicos, eran "corpúsculos" de ca;gu 

eléctrica negativa.y cuya masa era aproxima<l~mente una diez.milésima 

parte de la.masa de un &tomo <le hidr6gcno. Este hallazgo hizo pen

sara Thomson que el átomo no era la parte más fundamental de la ma 

-teria, como se creía. 

Sabiendo que el átomo es eléctricamente neutro, Thomsp~ 

supuso un modelo de ltomo drinde los electrones (rayos catódicos) _ 

estubiesen o.scilando en el campo de cargas positivas, la mayoría de 

la gente na bautizado a éste modelo como el pastel de pasas. Que 

aunque no trascendio tiene el mérito de ser el primer modelo sobre 

la estructura del átomo. 

Años más -tarde 11; Becque1·el dciscubrío otro tipo ae ra~ -

yos (emitidos porc Ún mater'ial- que con tenía uranio, ahora se conocen 
-'.'.>.' 

a,fLy y)~ pero fue E. Rutherford (1911) quien .al 
.· ... -- ,-, . ' . \· ; 

cOJ: el nombre de 

estudiar la emisi6n~del{í11~a'4io"~-determinó que consi~}:fad~ tres ti 

-pos diferentes, HÍiinándolé '' alfa (a)", 11 beta ("')" Y 
1

'K111111i1.i .. LY)" 
,·. ,>·.¡,-,,·: ": 

según el tipo de cafga. La radiaci6n "alfa" consiste de corpúsculos 

positivos' y como as§~il~s; se Cleinostr6 tienen la misma uiasa .c1he los 
,·,·::·;.<·~"·;:.' 

núcleos de helio. ),;qs ·rayos ''beta" son en particula~·. ld~nticas · e::i 
.,· (;>·:: ·'· 

carga r masa a 1os ~ióctr611es, 16s ·rayos •igánmia" ca reé:.eT1 Ae; carga 

pero poseen una cn'~ú~ia ·de pencitraci6h bástdht(J inaYor cÍüc-:10'~;: rüyos 
. '. - <·",;'..,;,•'-

" X " 'i -.~_-e,- :'~~-•• "':~~--·~ -~~ • ~···. -· ·,· :· .. <:' :.<', \::··''~ 

En 1909 los ayudantes de Ruthe~fc/r<l, 11iifi~Jf~Tl16r y nrncst 

Marsúen, bombardearon una lámina delgada ue oro conun haz de par 

-t:Cculas alfa. Este experim.:!nto motivado n raiz <le las nuevas pre.-
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guntas que sobre la cstructur;1 atómil'.a i111pJ icaba la :ipar.iciún Je la 

nueva radiaciún. Aún con la idea Jcl model u ¡\e Ti1omson se esperaba 

l(UC las particulas alfa sufrieran una clcsvj;¡cjún muy l'C:'LlWfía nl a-

travcsnr el blanco. en contraste los resultados no fueron los espc 

-rados, sino c.¡uc por el contrario; algunos pasaban con una deflexi 

-ón notable y otras prú.ct:.icatncnte. rebotaban como si golpearan algo 

impenetrable. llccno que vino a céhar por tierra el modelo de Thomson 

y dio paso al· motlelo.~d ,Rúthe1·fo~·d (Atomo nuclear) para la estruc -

tura atómica. 

Según Rutherford un átóíno se compone de un nuclco peque 

-iio positivo y.electrones negativtis que orbitan alrededor' de 6,i, -

existiendo entre ellos un gran espacio vacío, presentalld·c;. un:a.·:·com-

posición similar a la del sistema solar. 

Ya que éste modelo se determinó a través de· la disp~frsión 

nos· es permitido decir que el átomo se compone de un centro ele "--

fuerza· (núcleo) y un número "N" de electrones enlaz.ados• a· éste por 

medio de fuerz.as electrostáticas (Coulombianas) .. El efecto·· de.,los 

electrones es neutraliz.ar la carga positiva del núcloo. 

Aparece una dificultad debida a ~a carga y pl ~ovirnicnto 

de los electrones, ya que son cargas negativas y actúa úna.fuerza 

centripeta que 1os acelera, según J .c. i-laxweú; ·e1 eYd~I;rót'l'W~y;itcr:t 
energía por radiaci6n hasta caer en el núcleo, por .endc.s 

-m6 la catási:.rofc del 'col~pso. 

-- -r ·-~'· 

prcguntns plantca4as ·¡;:¡¡¡~efiormente, propuso. ún '111t;c1cit~~;lí~i±~"'&{ titomÓ 

en el l¡Ue los electrones cstiirian distribuidos cri\capn';;iv@J. llÍO':-

vicndosc alrude<lor del núcleo. Bohr sugiiÍo que los elect1·ones debe 

-rián, oxis~ir en ciertas 6rbitas estables las cuales no rndiahnn, 
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y solamente habrLt ratli:1ciún si el electrón pasase ci<J una 6rbi ta es 

-table a otra <le menor energía también estable, y la <l.iferencia de 

energía entre las dos órbitas será igual a la radiada por el átomo. 

El motlelo <le l!ohr explicó exitosamente el origen de los rayos " X " 

Si pensames en que un rayo catódico golp6a un electrón 

muy cercano al nucleo ylo saca, enton¿es irá a ocupar el lugar va 

-cío alguno de las capas superiores, la diferencia energética ell",.; 

tre las 6rbitas de los respectivos electrones será bastante alta y 

tenemos como resultado la emisi6n de luz muy penetrante (rayos X). 

Clásicamente las suposiciones de l~ohr son inconcebible~ 

por lo cual, surgio una nueva teoría llamada Mecánica Cu5ntica. 

Luis De Broglie propuso en 1924 una idea revolucionaria 

dentro de la física introduciendo propiedades ondulatorias, de las 

partl.tu las ma terá.ale~, asociadas con su movimiento. Dav idscjl, y Ge rme r , 
comprobaron experimentalmente la hipótesis de De Broglie ai. obscr 

-var que efectivamente un naz de electrones presentaba propiedades 

de difracción, como sucede con un haz de luz al pasar por una ren

dija .. Con la hi~ótesis de De Brcglie las órbitas electrónicas.en el 

átomo cambian a regiones donde cxiste-uiú:i<.tfoftél ¡.irobaoi1Tdad .de en 

contrar al electrón. 
' ·, . . ·' 

Con el desarrollo dé\~ Mecánica. Cuiintica es posible es 

-cribir una ecuación que gol>Í.~rl"la. el. 1~ovimientó de los electrones en 
·. ·.:- ·.·;'" .:··:: - , 

el átomo con car:t"cter probabÜfstico, tal cicuaci6n se le llama Ecu 

-ación. de Scbrodinger y~st_ 

donde .¡, es el potencial ql.le sienten los cle'ctl'~-rics debitlo a la prt) 

-scncia de 1 mfcleo, "m•E m~1~a ~tl~l ¿lect.1~~íi~ -)J~}:~-¡~crad~r Lapladano 
. ,,' :.· .. ;.· :· 

''5" la cncrgia tmtal del clcctron y V' la funci6n. de onda asociada 

al electr6ri 6.amplitutl de probabilidad. 

Entonces finalmente tenemos lo que se le po<lria llamar 
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Através lle todo este <lesarrol lo hist6rico se pasa del 

átomo <le los antigi.íos gr i.cgos, como una pcquc11a entidad in<livisi
ble a un~1 <le cara:Ctcr nebuloso y tlivj sjbJe. Esta imagen es la que 

actualmente se maneja y es bajo ésta concepción como se l~stu<lia 

la interacción entre iitolllos para formar moléculas ó agregados. 
Cuando dos átomos se encuentran relativamente cerca uno 

del otro, dada su constituci6n eléctrica, es de esperarse 1¡ue el 

tipo de "Comunicación" se lleve a cabo de manera electrostática, 

i .e. cargas opuestas se atraerán. y cargas del. mismo signo se re 
-pelarin. En ocacioncs puede establecerse un equilibrio entre car-
gas llevando al sistema a una configuraci6n estable, 

man moléculas. 
i.e. se for-

En general, dada la const~tuci6n multielectr6nica de los 

átomos (problema de muchos cuerpos), el tratamiento preciso, mate
m6ticrunente hablando,no admite soluci6n exacta y generalmente se ha 
recurrido a m6todos aproximados, que en la actualida<l han sido po 
-sibles gracias al advenimiento de las computa<loras rápidas. 

Entre los métodos aproximados mfis usual6s, para &tomos 
y moléculas, se encuentran 1 a teoría de ¡érturbaciones, el 1•! !!toclo 

Estadístico y el Modelo de Campo Central. En particular tales mé
todos nos facilitan el estudio de la interacción entre sistemas 
atómicos. Un ejemplo claro en el caso at6mico es la aproximecidn 
de camporentral esto es: cada lectr6n se mueve bajo la influencia 
del campo promedio producido por el resto de los electrones. La 
situaci~n real es bien distinta a la descrita arriba, ya que exis 
-ten interacciones entre los electrones 4ue se repelen mutuamente 

bajo fuerzas coulumbianas. Entonces, el electr6n i-6simo interac
tfia con el j-6s~no y viceversa darl<lo origen al término de intera

cción electrost5tica. 

) 

con r ij 1a distancia del L-ésimo al j -ósi.mo elc.ctrón. 
Ento1ices Ta exp1~csi6ri !fara· el .¡fotchdal ere la óctiación 

de Schrodingcr se ~scii~d~ ·.· .. • - r-.- ;-ti'; . . :7 .. -~ - - ·.. .. . -~- .·. 
c'~c;)·~~-~&j:,t~ ·.~.~~ T. ;~J.1 

La solución a la ecuaci6n de Schro<linger con el poten

cial anterior es un problema bastante complejo, el cufil se puede 

salvar someramente sólo por métodos aproximados (ver apendice 3). 



- 7 -

Uno e.le ellos puede ser el co11sider;1r la repulsi6n electrón. - elcc 
-trón corno una pcqucfia perturbación al t.:!rmino e.le potc11cii1l nuclear. 
El tratamiento Jliclrogenoitlc del átomo nos proporciona información 

cualitativa del sistema atómico; pero no es suficiente para expli

car la clistribuci6n clcctr6nica en el fitomo, los estac.los encrg6ticos 
posibles o el Jcsdoblamicnto de lineas csµcctrales. 

Un modelo muy útil en .el estudio de sistemas ele muchos 
electrones es el de Thomas-Fermi (5,6), modelo estaelistico del áto 

-mo el cual considera un gas de electrones confinados que rodea el 
átomo, y Gstos a su vez siguen la estaelistica de fcrmi-Dirac y el 

principio ele b:.clusión de Pauli: nin¡~ún par de elcct1·oncs en el --
átomo puede existir con el conjunto de sus cuatro nfoncros cuánticos 
iguales (n,l,m,s,), i.e. cada estado espacial n, 1, m estari ocupa 
-do por a~ más dos electrones con spln antiparalelo. 

Esta ley define la distribución energ6tica de los elcc~ 
tronos en el átomo y tambi6n su estructura electrónica. 
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U h J ~ T I V O Si 

El objetivo de ~sta tesis es presentar la utili

dad del modelo de Th~n1~s~Feriiti en el cálculo de potencial es 

interatómicos así como la. importancia de éstos en el estudio 

de colisiones a1.ómicas·.flara tal propósito es.te trabajo se 

ha <liviJido en tres partes. 

En el cdpÍtulo I. se presenta en forma monográ-
',·".,···" . . ' 

fica una revisión de los conceptos fundamentales de la teo-

ría de Thomas-Fcrilliy ias diferentes aproximaciones a la <lis..: 

tribuci6n electr6nica en el estudio de átomos e iones. 

En el capítulo II se hace un tratamiento sobre el 

uso del rnoaelo de Thomas -Fermi ¡-,ara el cálculo de potencia-

les interatómicos así como modificaciones al mismo introdu-

ciendo distribuciones electrónicas ~is realistas (densidades 

ele l!artree-Fock) .En este capítulo se propone un método alter

nativo ,original,para el cllculo de la interacci6n electros-

titica entre átomos. 

En el capítulo IIL se indica la utilidad e impor

tancia del potencial de interacéión (re[mlsivo) en el Cil

culo ele secci6n eficaz de. dispcr;i611. en .cOlisic>nes ·atómicas. 

Finalmente en el capítulo :c~nclusioncs del 

presente trabajo. 

Algunos ~~álculos detaÚadós !fon siclo remitidos a 

una sección uc apéndices .al fin~lc•d(}:.ia tesis. 
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e 1\ P r T u L u 

rluuc.LLI ó Tt-ÜJ I ST l Cu ut.L i\TJi'iLl 

¡{ t. s u i•l t ii 

En éste capitulo se analiza una de las tcorias sobre la 

estructura at6mica la cual es uno de los mEtodos aproximados para 

simplificar el problema~de muchos cuerpos. Se obtendrfin, entre 

otras cosas, la energla potencial, la distribución de densidad elec 

-tr6nica y la energia total del itomo dentro de éste modelo. 

Primero se re~ija el modelo (Thomas-Fermi) hasta la ob

tenci6n de la ecuación de Thomas-Fcnni, luego se menciona una jus

tificaci6n cuá11tica del modelo. A<lcmfis se obtiene la ecuación funda 

-mental del modelo mediante el principio variacional también se .

analizan algunas soluciones a Esta ccuaci6~ y finalmente se calcula 

la energia total del 5tomo usando la aproxima~i6n de Lenz-J~nscn 

para la distribuci6n radial de carga. 
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I.A EL MüDELO DE TllOMJ\S-FERMl. 

Thomas y Fermi(S,6) obtuvieron in<lc¡;cndicntemente 

un modelo estadistico simple del fitomo <le muchos electrones, 

considerados como un gas de electrones localmente libres a 

tciniieratura cero .Este mo<lclo considera la regi6n del poten-

cial donde la densidad de estados accesibles es mayor,de tal 

manera que un estado se encuentra muy cerca del otro.Esta con-

sidcración es fundamental ¡¡ara el modelo atómico de Thomas-

Fermi como veremos más adelante.Otra de las suposiciones impor-

tantes,es el considerar que el potencial vario muy poco de un 

estado a otro,cs decir,se supone una uniformidad del potencial 

en un volumen dado. y _l¡uc contiene un gran número de electrones. 

Estos se pueden considerar entonces como elementos de un gas 

degenerado (T=O) que obedecen a la cstadistica de Fermi-Dirac. 

t¡.. ¡j, \'") 
1 
1 
1 

f> } gas de electrones 

r 

i??~·r-=-
::='/ r =1·adio. a partir llcl cual es e _- - --- . -- -- ___ -

vfilida la tcoria <le Thomas-Fermi. 

figura 1 
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En la figura 1 se esquematiza el potencial en el cual 

se uncucntran los niveles clcctrGnicos,y se marca la regi6n de 

validez del modelo a partir de una distancia que llamaremos "re"• 

a partir de la cual no huy •rnriacioncs fuertes en el potencial. 

Para r<r hay pocos niveles elcctr6nicos y adcmfis el potencial e 
nom considera uniforme ya que 6n esta regi6n las variaciones 

son bastante significativas por su cercanía con el núcleo. 

En este modelo se consideran electrones libros, sin 

interacción entre ellos,pero sin embargo confinados, por un po

tencial 9(r).Entonces cada electrón esta en un campo esférica

mente simétrico debido a los efectos combinados del nGcleo y los 

otros elcctr6nes,i.e. est6n bajo la acción de un potencial pro

medio,consideración fundamental de la aproximación de Campo 

Central (ver apéndice 3) . 

C~nsiJGresc . la situación en el espacio fase y divida~ 

so en celdas unidad,de tal.manera que.cada una de ollas sea. 

ocupada <le acuerdo al Principio do Exclusión de Pauli,suponien

do también que la energía total de los electrones rio puede ser 

positiva.Lo anteri6r condiciona a que en cada celda tiriidad sola

mente podamos tener uos electrones con spín antiparalclo',To<las 

las consideraciones 11ec1ws ha.sta el momento tienen un carácter 

local con lo que se asegura la uniformidad del potencial. 

Pa~a conocer l~ distribuci6n espacial de.carga en.el 

espacio fase(111omcnt~J.),supo1~g~111os que tenemos un átomo. dc .. "N". 

electrones (fig. Z)cn ~1cstado base.Los estados o~~pado~ llenan 

una esfera de radio!;.[ c1i ~l espacio 11101110ntal ,domle E~= 11Lt2111 es 
la cnergíacb Fermi,y "m" es la masn <lel clcctr6n,Pf es el máximo 

momento que puede alcanzar un electrón (momento de Fcrmi). 
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Sea Vo=h3 el volumen <le la celda u11idad dentro de la 

esfera de radio Pf (ver fig. 2). 

Pz 

h= constante de Planck. 

figura 2 

El volumcrr de la esfera de fermi esta di~6 por 

4 3 
Vt=3nPf , 

por lo tanto el número de electrones por ul'd.'a~d 'de voiumcn (den-
,,:·.(:~:/'.~;·{\~··~·:}~;·>,,_ 

sidad) dentro de la esfera sera: 

este modelo. En efcct.o, ;e.a• <ji(rf·:.~f.•pot~;16f,{i 'il'rqm°~diC>'.en el áto

mo lo (¡ue implica. 4t1ºiº.l.~1~~tr61iY~·~·ng~ :u§a cricifgía potencial 

si tomamos Ef como l á. ·~ii~~·~~i~~i·~~fü¿;~~u:.~ ijticdL>~·l·~aí1zar un clcc -

t r6n, por el pr incipfo de 2~n~~rkac)i1{ ~& 0 e11~rg(h ~e<t;iS!lº J¿¡ . 
.. ·- --. . .. , . >·,'·:'··:.:."-,. 

n,- ~f-c~';,i ;> ;_; _ ----. :,I. zi siguiente relación 
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Como se trata ele electrones confina<los Ef puede llegar o lo mi!s al 

valor cero ,de mo<lo que dcspcj ando P f de (I. 2) )' sus ti tuycndo 

en e I. 1) 

propongamos Ef=-e<f>o (r) como ;~l C~ro, •do energía potencial; por lo 

tanto 

. ' j_¡ 

- - - - - - - - - ¡ ~·· ( 1. 3) 
~--., ~ -, 

La expresi6n (I.l) nos ~~la' relaci6n cnt~e la densidad e~cictró

nica y el potencial prom~dio del fitomo segun el modelo de 

Thornas~crmi,es vfilida para $o(r)< $(r) .Es de gran im~or~rincia 

mencionar que q,(r) es un potencial promedio tipo campo central 

lo que implica que en la rolaci6n (I.3) debe existir ~utcicon~ 

sistencia entre " qi(r)" y la de.•1sidad "' p" para alcanzar 

autoconsistencia se .i.nt_re>dllCe c1~~3) en la ,ecuación de Poisson; 

por lo tanto 
2 ... ·. ·. ~ ~, 

17 c~(Y)-p'otr)}:: -1irre L~\.f (~~e) 2 t.ócr)-¡lo<v-J);¡ .\ 

y sea 

se reduce a .. 
\f \fer) - . ' : ... .., .,.. - ~ - - - -_- -( I . 4) 

Intro<luscrnnos el 

-----------(! .5) 
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don<lc 'Zt-t.J hace el papel Je una función de a1;antnll amiento al 

·potencial nuclear y "x" es una variable reducida que se defi-

ne de la siguientv manera: 

x=J: 
a ' 

con alcvalor <le 11an se le conoce 

como radio de Thomas'."F ermi,y su .yalor n¡>roxima~o es 

a<=O. 88534Z .-
1

/ 3 tao) ~¡¡ es" ~l~~~~dio •'de la pr~imcra 6rb'ita de r: '. ••':·······:~º\' ··-··~r ... C,--· , ~-1,~·~ - -. ---
Bohr (radio de Bohr)":é:6J1>yalór · a 0 = 'Me.~ 

Sustituyendo (L ~.) ~nUcijY~ se tiene la siguiente ,ex'presi§n 
'"-, :,"'._-:,_' 

'. 

-------~---~---(1.6) 

considerando solrim~iith simetría esférica e11 el operador lapla-

ciano se tiene : 

í/"J.({tc<r)-fiÍatY)) ':". ~ <~: ... \" (fdtY)- f/o('YJ) ) 

sustituyendo en la expresi6n (I.5) 
"?; ~ L- ¡,. V1.\9'5n·)-,0olY-l) ::.- 7 ·<\y•A.lX) 

pero tenemos ademas que x=! ,por consiguiente 

~------(1.7) 

Sustituyendo en (I.4) y tomando en cuenta las expresiones ante

riores se obtiene finalmente la ecuaci6n (fo Thoinris-:P crini. 

~--------(1.8) 

Esta ecuación (1. 8) es la mUs importante en el presente capítulo. 
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La ecuación de Tllomas-Fenni es del tipo diferencial 

de segundo orden no lineal,cuya solución analitica es imposible 

SJlo se puede aproximar numéricamente.Las soluciones de la 

ecuaci6n de Thonws-F ermi tienen un carde ter universal ,i .e. la 

distribuci6n radial de carga para cualquier itomo tendrfi la mis-

ma forma.Tales soluciones deben satisfacer las condiciones a la 

frontera, de tal manera que cuando x-1-0, ( <j¡(r)- c;.Jr)):+- _z~ 

por lo tanto lí•>-tl .Cuando x+00 ,(<j>(r)-4io(r))-•O,entonces J:'cr..;)-~ O 

NÓteseq..ic la estructura de capas at6micano se considera dentro 

de este modelo.Tal caracteristica so.'.1.ola.poseen loa orbitales 

tipo IJartree-Fock. 

Antes de proseguir con' nuestro estudio,eé conveniente 

ana}izar alzunos aspectos delmodclo de Thomas~ crmi desde un 

punto de vista cuintico 4ue ser& lo que tratem~s en el parágra-

fo siguiente. 



- 16 -

l. B. JUSTIF lCALlOl-l CJ J\NTlCA J)EL 1110 U:Lü JE TIJO;Jl\S-FEJli•II. 

Comenzaremos por tratar un problema de primera impor

tancia refacionado con las consideraciones básica:; del modelo 

Je Tnomas~Ferm~,su soluci6n tiene aplicaciones en diversos con

textos.El pro~lcma de una partícula libre confinada en una 

caja rectangular de lados a,b,c;se hace también la consideraci6n 

de que las paredes de la caja son completamente impenetrables 

por la ~aticula (potencial infinito). 

La soluci6n a la ecuaci6n de Schrodinger para este 

caso es la misma que para la partícula 1ibre excepto por las 

condiciones a la frontera;Paia 1~.particula libre la ecuaci6n 

tte~chrodinger independiente del tiempo es: 

- tt. vtw- E l•) .. · .·o .. 
''IM •. . .•.. T '· .. · ·. -------------~~(I.91 

; ·' ' 

donde el potencial cji (r).=O y la'energia E= etc. 

La ecuación (I. 9) se· puede r.esolver por separación de variables, 

que sustituyendo en 

(I. 9) y dividiendo a su vez ~11Úc· la funci6n de onda total obte-

nemos 

---------,-(1.10) 

~;, - ' ,'~ ,~\ '¡' .. ·-· 

',¡: - ·--~':.: ~'..";;• 
done.le la constantc~•·K{C:s>igúal a \;\-:.~ ')~?< q .Ahora cada uno de 

los términos d~,i~l{~~1;1l;;fhilc1:10 )es función de v'ari:1blcs'inl1C¡ien-
- "---_'.\;:.-.co- ~.:..:_:_.; __ ';.,<'..___: - ·-· ~ '- ':>;c·'----=-'-~·-"--o'-ó_o~ ~.:.= 

dientes distintas,¡i~~', :tC>'.l¡llc cada uno lle be ser. igti:1l. :~ una ¿oustan te, 
.. _--~~~~,-~-:~~:,=-.---.-<:'., -.. --' --

) 
---------------(I.11) 
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--------------(1.12) 

--------------(1.13) 

donde las constantC)S ~d:ebrll•~¿mplir ln 

···;:~k1.:~··át 4_··~2 ···~ •.•. ~ :•· • 

siguiente relaci6n 

· .:}_'."·~}:p~~-.:~ ct.1 i1) 

Las sol~cl.Orie\f.·ti;~_~; ~i.s;~e.~Íl .:~m1fü6.s):.d ~()~j:·ci.~W) .:(1.12) 

y (I. 13) se dan e11 for1iia·;.expo¡{cJl.cfa•l,;cc)ifriheja ](J~qt·if~ JC);,\)rid'a·.·· 
.,~_·, '«· 

plana) y wn: 

-----·--------~(I.15) 

y .se deben satisfacer las· co.ndiciones a: la frotcra siguientes 

X \'X.\ -:: o 
i( lt~) -;:: D 

Y1.~Y '::: () 

y lt~)~ o 

6 (.~):::o 
. ~ lt3-) ~o' 

Co1110 ya at1tes se es-tablecío el potencial fuera de la 

caja será infinito (paredes imperictrablcs) y dentro d~ ella se con-
. ·,··,· .. •, -. :: . 

siuura c.onstante en todas partes,i:~·.$C~)=°',•Y.<l>(x)=:cte. res,;; 
,-,---'"'>-;;-···--·--,--.--• 

pcctivamcnte. Por la isotro11í.a del. problema las otras do's .cl:i.rei::eio-; 

ncs cumplen con éstas caractoi.:ísticas.~.· 

La solución general es, 

----------(1.16) 
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con fe el vector de propaga1.:iú11 Je la ontla 

k -=.. r;J~ !_ ..., ¡> ~ ~- JI l.\ 
~ las contliciones a la f rontcra y del requerimiento 

.sea continua en todo el espacio de valores de R 
los cuales se limitan a aquellos para los cuales cada una de los 

factores senoidales de (1.16) se anulan sobre las paredes res

¡;ectivas y entonces. toma la forma: 

\QllC1u,1't) =. \> ~<''"'" ~'lt .St" v.~ ~'~.Scvi vil: ,fi I - - - - - - - - - - - - ( I • F? 
con nx•"y•nz' enter~s. positivos,quc representan el número de 

nodos de la 011.da dinti·o\de la caja,por To que la longitud de 

onda es a/nx,b/ny,c/nz y como K~2u/X,cntonccs \ 

f-:-'>-ií[~t+'\~J+~ ~1 ----'."--------~(1.18) 
comparando con (I .17) se debe cumplir que las constantes ten ~an 

los sig,1ic11t:cs valores a= 2~ .~= 2 ~ .r= 2~ ,sustituyendo ~n 
i. 

(I.17) resulta finalmente 

l1lt( •)-\)<;;e"' ?i71i,.. X <;'"' ;i..r;~ 5(1, ~~U. 
Y-'' 1 '11" - -e;:-- - l? c. 

La normalizaci6n de (I.19) da 

\ 
---------~'."---~(1~19) 

\ 

como resultado , \ 

1FJ\BC=~2 donde V es el vofume1l. de l;:f c:-aja ;Por' coñsigüicn-
V .. \. 

te el resultado final para una partícula.en uni.1 caja de poten-

cial es 

\Vtx,~ 1~) = ~·1~· ex~ ti: tR•\-fl .. 
'l ·. . . . : • . . 

donde\ KI esta d oda P?{ k>~\~..;: y ccimpavanClo 
' .. ' ·. ·. . \ . 

re que la energía cstá·cuantizada. 
,-;---.--

Toíne.sc el caso particular 
3 . 

potcncial,csto es: V=a ,y entonces 

--------------(1.21) 

• 



- 1 y -

la expresión anterior es la energía pcr111itic.la para una parfí.-

cula en una caja cGbica Jo potencial. 

lbgrcsando al modelo de Thomas-fcrmi,consic.lercmos 

al átomo como una caja de potencial de tal manera que se cum

pla la uniformidad de éste y el confinamiento de los electrO-

nes,el cual nos representa los estados discretos de energia. 

La ecuación de onda para cada uno de los N ele.ctrones c:;ta dada 

por~ cxpresi6n (I.20),si tcid6s los estados elcctr6nicos estin 

ocupados en el espacio fase,la suma sobre todos ellos será el 

número total de electro1ics para un valor máximo de K;i.e. 

. 11 = s f. ';).. \ \p ~ \ ~ J G' . .. ; 
' t ... ~ r.( . . . . 

pero lafunción de onda está normalizada (I.20),por lo que lri 

integral del módulo al cuadrado sobre todo el espacip es uno. 

Y supongamos que en el espacio fase los est.ados están muy pro~ 

ximos mtre si y también que hay gran cantidad de celdas unidad 

para poder pasar de la suma a la integral haciendo la siguiente 

transformación 

\ 
\ 

adenias 

de manera si~ilar para 

------------(I.22) 
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.Esta relación nos in<lica el· valor del mfíximo momento de ¡: ermi 

en términos dc .. la densidad clectrónica.!d10ra bien ,la energía 

cinfitica total estfi <lada por el valor esperado del operador de 

energía cinGtica . 

¿;r):::> z ) y*(-* "C-) \V Ji~ 
donde ~es ia función <le onda (I.20) .De la 

cumple que; 

- - - -: ~ - ~ - - - ~ - (l •. 2 3) 

ecuaci6n' (1. 23) · se 

'j..:;: l1J .. (-jl)\J1
11J -=-zY... (k,il-i).+k~)· ------------(1.24) 

~ T /; ;; ,.,, 'f' f\ 'M '/ X ~ ~ . 

En efecto: 

\J 7 1.p,,.::. v·1/.,. \¡ \~i(k..itytlr~) de donde:se" tiene .• 
(( ~.~) 

\1"2.t.Vk.::. (-!.) v~fi(k/H~1 ;k/-) e · ··· .. · ¡ .. --
pero '-\)~::. v-1/'l. ¿l(k=·'t-) ,en concecucncia so tiene (L24). 

Para obt.cncr un promedio de la energía(estados conti

nuos) ,J1ay que pasar de la suma a la integral haciendo la trans

formacion antes descrita,se obtiene entonces 

<1)·::::: ~ t.Y_~) \k"r-/\.\lt' 
Vl\\J \ (' /1 )o 

y sustituyendo el elemento de volumen e integrando se obtiene 

como resultado final para la energía cin6ti¿a · 
\\"¡ ~ <.r):: loliil\'\ /fp ------------{I.2SJ 

La expresión anterior :;o considera como una densidad d.e encfr

g~a fi, ;pero l\F y f se relacionan por la ecuaci6n (I .22),susti~ 

tuyentlo en (I.25) entonces 

p (\ f%' ----- -- ~ ---::;;(! ;26) 1 /t ::. -l l-

<lens ida<l de energía cinética en función de la 'ilehsi<liia,(}f~·~t~o-
nica,con la const<l)~tc.omega igual a 

,, }~':'_ ~-'~··, '.,'.~ -

~ "..fe-:. ·r~~\ C1 ri1 t~ 
La ecuación (I . 26) es válida solo para regiones dd 

potencial uniforme,lo que nos restringe a distancias no muy 
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próximas al nGclco.La energía cin6ticn total Je los electro-

11cs en el fitomo ser5 la integral de (I.26) sobre todo el volu-

men de ocupación. 

- - - - - - - - - - - (I . 7. 8) 

es id6ntica a la que se obtiene en e1 tra

tamiento directo del modilo de Thornas-Fcrmi.En efecto: 

Sea P el momento del electr6n que se relaciona con K de la 

siguiente manera r"l=\i' /\,_ ,y sea .P la densidad electr6uica,dcntro 

lle! nodelo se cum¡;le que fo1.. ?'! y entonces ~..e. f~ ;por lo tanto 

1 ~ 
E:::~" f por otra parte ftt:: ~:'E .~ f 

donde f'i. la densidad de energía cinética y Pm es e'l máxjmo 

1a1orncnto que alcanza un electr6n. I:1tegran<lo se obtiene la relación 

entre momento y .la densidad de energia cin&tica 

!usti~uyendo P en t6tminos de la densidad, se llega final~cntc 

a la expresión f1t-=. JL f
!y, 

por lo tanto E"~ -=-·-~~~~~rXt_J,t -;;::-~_:~-;-. .:.,~0.?9)_ 
de dond~ se observa que (L Z8) '.,es.' iclént.i:ca a (L;29)-, 1() _qu6;Jus-

t if ica cufinticamcnte ei .. términc{de e11crgí~din~tic.i' cl~¡-~c;µ¿ ~ 

lo de T110111as-Fermi. 
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I • e. O!l'J'LNC lüi~ l.J; LA ECJ AC :.u;~ lb Tl IOMAS - FE l~'H MI: l.il.\NTE 

EL PH.ll~CIPIO V f\Hl ACIOi~AL. 

Ya que 110111os obtcllido. el té1·min() lle cnurgia cinéti-
; - » " , .• 1 .- • ·' •• - • • ~ ~ • • 

ca a partir de argumentos plausibles basados en la: mecánica 

cufintica,so obtcn<lrá J~ ior~a alternativa la ecuaci6n de 

Tno.1ias ·f crmi empléanuo el principio varincional, 6ste muy usado 

en mecánica clásica.Dicho principio establúcc 1¡ue 1~1 integral 
'. 

de acci6n t:s un extremó (mínimo o máximo). (1 2) 
1 \ 

La energía .total de ur1 átoi.10 (Thomas-F crmi) es· igual 
i 

a la suma de la energia potencial }' 1a enc1·gía cinética de los 

clectronos (I. 2-8) ,la ellerg ía ¡)Otcncial <le inteTacci6n núcleo-
·., 

clectr6n será: 

con ,:6":.- li el potencial nuclear y 
y 

la interacción e1cctr6n-e1cctrón es Eet::: ~ )<p rJb' , 
donde <p-::. _tJe;y-(1 -~t~l) 1 (11) y las expresiones anteriores ;11os 

dan el potencial que resulta do resoivur la ccuacióri dc~Po'~sson 

al exigir autoconsistcncia entre la densidad y el potci1cial de· 
.· . . . \ . 

interacci6n (ver apéndice 2) ~ \ 

.:,··_,' ' 

- ~ - '- -·..;- ~._);_(I .31) 

donde el valor tle -"- se <la en páginas untcrior~s cf.27). 
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Nótese 4uc en la ecuaci6n (1.30) se ha tollla<lo <.T)Jc la ccua

ci6i1 (I.·ZH) por Ek.Una vez aclara<la ln notación proseguimos. 

La densidad el~ctr6nica <lel fito~o debe satisfacer la condición 

Je normalización siguiente, 

)fdt" = N ~ - - ':" ~- -(I. 3 2) 

con N el número de electrones. 

Intro.<luzcumos un mul tipl icaJor 4e l.agr;_~11g'~- 'JlSo:=ctc. 
·/. trmando en cuenta - (l. 31), (I. 32) ·el -- priTl.civ'iC>''va:t-:i.i.l2~o11~i se 

·'·>· ,·, ,. 
"··>~- .. ~·~;:.'·,·/.,. _. ..-. ¡' -_· 

puede fo rm u 1 ar como _ ( l 3} : -_.·_-._ .• _-.-_;_;_._~.·---':"-.. ---·--_-.-·_·-
7··-----_--_ ..•. -_'_•_-_-_ •. -.. -.-.·.·_:_:_~_·_-_•·_j_._;(· -·-···I··.--•.• :.:_-_-

3
•---·_·_¡

3
:_-)\_·.-.•. ÓL Fr +Ne 0o ~f =O- ,0 ~; _ - __ • 

donde el tér111ino entre .. 1paréntesis se toma como uhá 'i:~1fcioni1 · 
de cnergía,i.e. 

lli acuerdo a (I.33) las variaciones ~e harfin sobre la 

densidad;por lo tanto explícitamente se tiene la variación en 

el t6rmino de energía cinética 

~ t. ..Q ) ~ ~ J ti' 3 ::: ~ ..Q J ¡1i s p J t' J 

para la interacción electrón-electr6n 

$1: ~ e)lf' f J{"' 1 ~ -f Jtp 'óf,lt;-; _ -- t 

y de manera si111ilar para la elcctrón-nGcleo 

b '[_- e S ?'~ f' di-~ -=-- - e j ~" Sf J & ) ~ 
finalmente s le ~o 1 {'e) t' 1 :: e 9Ío J s f' d ~ • 
Sumando de acuerdo a (1.33) y factorizando,sc tiene 

J ~f Li ..n. .r"'~- e $D.~ - ~ qi +e 9fo]dt'::: o 
como lus va riacioncs son - lineal.monte. ind~pel}di~Qtes, se cumt>lc 

que la i11t1.~gral es cero .solamente. si. su1.:cdc l.o siguiente, 
' ~ -_-O --- -,o= - " =-.-·: : - ' - .. , . - : . . · .. 

-- ~JL.I'.%..: e·-·y(~··.:.if!:..;;;r;¿-~º :::!¿) 
3 J ··• - :i .., .·.· -, .' ' 

- '. --- ,., __ 

i\ partir J.e :lL¡uí dcspcj amos la densid:iJ cuya expresión final se 

comparará con los rcsultntlos obtenidos en ln sccc. I.A. ecuación 

e 1 . 3) . 
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En (1.34) sea )Í-::. r., ~~ l{J ,de modo que sustituyendo y dc:;pcjando 

llegamos a -~si_ ¡l'/1 =e (~-;J,,) si sustituimos -lL cxplÍci tamcnte 

y iiacicndo álgebra se tiene finalmente la expresi6n para la den

sidad electr6nica en funci6n de un potencial promedio,i.e. 

----------(L35). 

La ecuaci6n (I.35) ci ici&ntica a (I.3) ,entonces para obtener 

la ecuación de Tnomas-f ermi se siguen los mismos pasos •¡ue en la 

secci6n (I.A.) .Y en concecuencia se tiene la ecuaci6n de Tnomas

F ermi derivada a través del principio variacional. 

--:-;;,. • .;.;.(I .. 36) 

Más adelante discutiremos algunas soluciones de (I.36) ihclu-

yendo en el análisis átomos e iones. 
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J. 1. NATJ ]{l\LEZA LE LAS SOi.Ji C 1.0NES IJLl LA EW i\C J.úN JJI~ 

Tllüí•IAS-F EHMI Y Al'HOXHIAClONES 1\NJ\LJTICAS J\ LA 

F UNCION IE APANTALLAMIENTO. 

I. D. 1 APROXIMACIONES A LA Fú NCION W APANTALLAMIENTO. 

Por ser i111posibl.e resolver analJ'ticament.e la ecuación lle Thomas

F ermi, en Ja literattJrú C·i 4~17) se han aplicado t6cnicas de 

integración nw;1érica µara obtener la funciéin de apantallamiento 

";tt')() ,ésta cori distintos grados de precisión según la nece

sidad y posibilidades. 

Para muchas aplicaciones de la teoria ostadistica del itomo es 

conveniente tener una expresión analítica que satisfaga la ecuaci

ón de ThOJ11as-Fermi con c.ierto grado de aproximación.Esta neseci-

dad se reduce con la extraordinaria capacidad de cfilculo de las 

computa<loras;pero sin embargo,cs conveniente mencionar las aproxi

maciones hasta ahora existc.:ntes para el átomo neutro.Se ha tra-

taJo el proL¡ema de dos maneras: 
' -

a). -Por l!ledio de expresiones en series asintótic.as <le funciones 
~·-------- ,.--......... __ ..._, ___ ,. -~····-·--· 

sir.1ples, tales como series de potencias o exponenciales. 

b).-Se expresa la ecuaci6n <le Thomus-Fcrmi Je tal manar~ 4tie. 

se pueda resolver analíticamente en forma aproximada (4). 
' . . . . . 

En el cnso (a) generalmente se adn1iten sÓ.luciones 

numéricas con sus respectivas limitacionés '· 

Por el aiío ele 1955 R. Úatter;·[fs) própüso un'.poterí.¿ial, at6mico 
: --~}_::_:';_.:;;..;.• • '_'._•!·.'..-=·::o,~~~=o' ~~:-",\0_.,:;._-'..;:c-_!;-". -~ ,' ---:--,·,-_,-·c~'-o-;;-;~~,,=, - ,-•-o ·~·-;·T·:C"·";"~ -- •• 

de1 tipo "TF'', •. ~f~·tr;~";~:c~Bi~\~1'.i ·. ~r ,.· ;:~sr:· 
~ l'r\ ~; :e . s i \- <.Y'~ 

Y' 

donde ra es el ratlio at6micv,pnra este caso la funci6n de 
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apantallamiento toma la forma analítica siguiente: 

í~\,.. \::. Li + o.(¡°;.. -:i '1:; y.Y,_+ 1. ')'-n x - o.''' 'i:'· x~/., .¡ o. :.i Jo:i. x 1 
r 

-1.. 
; o. oo.p.c¡s 'ts-,¡_ ~ o. oo Ge¡ ~l'I )(2 -~ • . 

Dentro de la rcprcscntaci6n en series de potcncias~cn 1930 

E.B. baker (19) pro¡iu~o una expansión para 1(c:)C') •válida sol.;.

mcnte para valores pcquel1os Je "x" (xi:;o.44),dondc la función 

de apantallamiento es 

con 

gen 

\ 
\ 

Cabe $Cfialar que l\ijnicrsc (14)calcul6 los valores de los cocfi-

cientes con ~=1,2;3, ,>, .,40 ,utilizó. un método más preciso 

\ 
y obtuvo un valor_ para ~ 2 :::1. 5~807102260. 

La aproximación de Som:ncrfol es(4): 

~tX):;.tt ~ (~f\~--
En la década de 19SO se .. nicie.ron aJguri.os ér(:Íina;ni<mtos a 

\ 
- \ -

\. 

\ -
esta 

cxpresión,modificando los valorés dci' .>. .L.Í.hdirnréi ct.~l. (20) 

siguientes funciones, . . _ .. 

. J!c.,:_ )_:: 1 .- -~. 
ütx~.J.~ 

propuso las 

~ Jf L>:•\-::. J.~~-~ - - ... -··· . 
que t iencn la caractcri. s tic a de, se J.· >nitfs '. s fo~pl(lS· que la de .. Sommcr-

'···· ',·" ·: 

fcl .Otra api·o~Íni::~~i6n es la tl~ Kef\~§:í:((Z.1}• -
. ,, ,., ... ·- . .-

con 'B=1 ;3S01. 

El ¡iarfimctro H fue aj ustndo tlcspucs por tI meda (22) al valor 

13=1.3679. 
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Lcntro <le las aproximaconc:; analíticas en términos ele exponen

ciales, esta por ejemplo la <le Molidrc (23) donde 

e-flX ~ 1 e-t.¡~y t- -~o 9X 
-;l\y)::. 7 p .¡- -1.? :lf' e 

con el valor de las constantes p~0.05 ; q=0~3. 

Tambien tenemos la exvresi6n de Csvinsky (24) que es la siguiente 
·~ 

:e-cid':. L.(i,. e-~'¡(+- ~ e-,s)( ~ 
con el v-.ilor de las constantes 

a=U.7218337 ; b=0.2781663 et=O,li825SQ ;f3:..i1 ~759339 

. Por último mencionaremos una. s_oÚ1d:9i~ "Jel:iÍaa 
--· -, ,_ .. •-; -· -···.,· .-... ~ ... 
.. '':-,.'<-; :.;o,'_::<_ 

( 25) ruya ex pres i6n es: • ,_ --: 0·· ;·:·v.·c'\'·.. º·' .• 

· .. . ~(k'X ·~l; 
Yty.\ ::..'1>< .e ;. , {:/ -:. _ 

donde A=317 y k=6.62 y,~U}'.() ;(lif~<Fclevaliclez 
Pero aplicando las condidci11~s i:i. la frontera 7.1v) -f> o 

contraste con ~10) -. L ,~¡¡{ e~1b~'rgo es válida ~;~~a un 

bastante amplio. 

\'/edcphol 

. :1\\\ 
ü l 
'\ 
.\ 

; en 

rango 

Con respecto al caso (b) al1t'es mencionado solamente tornarómos 

como ejemplo la última expresi6n (WcJcphol). 
\ 

I. D. 2 

\ -- --- ~,_ 

: e ~ O • 

NATJ rn\LEÚ DE LAS SOLUCIONES A .. LA ÚUJAC.ION lli · 

\ 
\ 

;,:'···.· ·- .· . 

.'fHOMAS-F E!t\IL 

soluci6n de la ecu~ci¿n de T~101n~s~,dmipa~X ~·t~lllos ~~u~l·os, 
iones positivos }' ncgativo.>,se 'encucntra ... c111a. r~ic~cn{ia (26). 

En adelante se menCionan .las dificultades cí1contl'adfis para 
. -.--· ~ - . :-: .-·.": , : --_: 

<lecrillir un iÓn ne~ativo;pol~ lo tanto esta mancr:i de• abordar 

la teoría de Tnomas-Fcrmino predice ionc.s rwgativos .()~tal>ies.•· 
! ' 

La ecuaci6n de Thomas ·F ermi es una ccuaci6n <liferen -

cial de segundo orden no lineal,sujcta a las condiciones de 
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frontera antes cstip11J ~•tk~:,. 

Torncrnos ahora la condición <le normalización para la densidad 

elcctr6nica que nos da informac.i.6n sobre el comportamiento ele 

:t"l\:'l en la frontera del átomo. En efecto, calculemos el nGmero 

de electrones comprehdidos entre r=O y r,que ~sta dado por: 

. /!tr)\ '"-Ir; [ f y"td'r- ¡ ----:-.,.."'..,.,---(L37) 

donde seconsi.d~ra que la densidad electró1üca es una· dfStribl.1-

ción esfed~~~:entc ~im6tdca. 
-· - ', '_·:· .. ·: .. _·. 

-

Por otro lado'.{~-~~ti.dlle de la ecuación (l. 3) 
.·;•:/::··.··· :· . ~· ~ 

'cf¡..,.\:: U t ~V><\~ (i lc!c'") -tef olY)j 2. 

y también·s~ .c.~i~JJle ~l~ ecuaéión de Poisson 

,después de sustituir 

la exprcsi6n explicita para la densidad electrónica resulta 

con f3 - ·p,71e ( '{}w., efi . ..... 3/2. 
íJ ( iác+Óo<tl) :::-p (J6Ct> -~ul'r}) 

- 3 i; 
Como se cstfi consi<leran<lo simetria radial en la densiclad,sola-

mente tomarewos la parte radial del operador laplaciano;por lo 

tanto 'Q'tv-) ~ ~,_ l_v7. *"!.o\-,_,._~~ 
y entonces "~e--)· J'!. +'l. A. ---------(I.38)_ 

V .- -: c!\'1 ~ u Y 

por lo que la ecuación de Poisson se escribirfi 

Í ~ -\- ~ ¿ 1 lf6c~\-{6,.trl) -:... ..... p (rJ<. ... )-fÍot-rJP ..: .. _..:--(I.39) l <.\Y,_ r c.\v \ \ 
Por otra parte se sabe que ~ !<l'cv\• ¡t.,1 .... 1):::: -"';~ 1:'uc> y sust.itu-

ycndo en(I .39) ,obtenemos [_~'l.'" '.h.~-¡ (rJc..-\-¡/.c ... J). =;~~ ~."X.l\'). 
cb · Y aY ) · .· i- uy'l.. 

despcj ando. 
' . -. :.__, Co'- ,~- -- -. --> - -U d' ."X' e x1 - 't n e f ....... ~ ~· 1 .. 

y ~ustituycndo~n {I i 37) 

y por consiguiente 

sea x=cr y 
~
v· ,t ... ).'.1l/ J 

J./ - ·¿ -·····-- .... y 
/VC ·,) - . c.\y'l. 

o 
utilizundo la regla de la ano ra caJcna finalmente se 

tiene /Vi..:\:: ------(1.40) 
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lntcgran<lo por µartes la ucuaci611 (I.40) ,se tiene 

N<t.)::. '1 lx .iz~,..._, - "Y. c><l) \: 
,ly 

considerando el hec110 de que 1!ro) ~ L, tenemos como cx1iresión 

f iaal ----,---(1.41) 

La expresión (I.41) es la ecuación ele una recta con ordenada 

al origen Z-N y pendiente negativa - J~i 
Z c1X 

Analicemos la ecuación (1.41) de manera cualitativa,por cjem-
N 

plo para x=O ,se tiene el punto B=-z· Segun (1.S) la concavidad 

de la curva Z()<) es siempre positiva.Ahora tomemos un punto 

"N" de x arbitraria en la curva y tracemos su tangente hasta 

ttue cruce el eje de ,2\)(). 

N 
z 

A 

N-Z -z-

o 

-- . --
X 

. . 

!.U miembro izquierdo de la ecuacióú (I ;41} HS eLgrado de ioni-
-~-'.-

zación del átomo en cuestión. Nótese de la}fig. ~;·t{uc"· conforme 

el grado t!c ionización aumenta x. se' nac'e más chíca,a tal ca11ti

dacl (x,.) se le llai:1a ol radio cf~ctivo del ión (27) .La recta i3i 

CtUC es ln ¡JCndicnto tic la curva en el punto M , rcprcsc11ta al 
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campo coulombiano en el exterior del ión (26) .Y debido a ljUe 

su pcndieute es negativa la energía tendrá el mismo signo E< O. 

La curva M1 de la figura 3 reprcsefltu la soluci6n para el fitomo 

neutro (Z=N) ,entonces de (I.41) se tiene para ~~te ca~o 

J Y.F·l Z<>·.1 E . . f' . .. . . -¡y -X. ·. ·sto .signi ica que la curva B1 es asintó-

tica · a una recta qlie pa~a por el origén 11011
, f.e. al eje de las 

"x" cuando x+ro, 

o 
Z-N -z--

'Xor) 

.-

Para unión positivo 

. \ 
l \ 

'' ! 1 '; \ 

: \ 
\ 
i\ 
:'\ 

ión positivo 

campo de CoulOmb ',\. · 

fig. 4 · .. \ 

se tiene Z-N/Z>O y por' lb', tanto de Z>N 

(I.41), ~'l<o J~tl;·> 1· J.:'"1ir,) >o ,dejando de un sO.lói.ado la 

derivada se tiene que d X~. < X~t .. ::.: ,:.· ' >~ 
Para e~; te caso sea ::<'i>-'.,\ = 13~ ,entonces comparando con··.'el ·caso ~·· 

x, - . . . . ·. ·,. ' ' •... ·' . ' .·. ,' . 
anterior (1íto1110 nuutro) ll 2> B1 _. nara>el. .. ión,¡;_~s,fri:\TCl .. f;:cc:)nío,se 

observa en la fii. 4 la curva B2 corta al <eje x ;'6~~¿E~.~';f6.·~·ual 
se tiene un radio efectivo finÚ~<i·por''~~·{· E<O indica que 

los electrones se encuentran confinados dentro do Xo. 

En el ¡>unto Xo,sc tiene quej~<>'u)::: O ;por lo tanto 

d 1'.'010) -:: ?~i._! (- ..!-.) < o ·. -ff i'.' Ko 
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lo cual confirma que la energía E<O. 

Analicemos la situación para un ion negativa N>Z, 

entonces N-Z/Z>O y esto implica que tengamos la siguiente 

situación /:c..-¡ 

sea 1:'('111_: B 
X - 3 

;por lo tanto B3<B1 en.· la. 

Ahora tomemos un punto x 1 de. la curva 13 3 ytrace111os la tangen

te ,ahí será positiva y presenta. el indon~bi1fonte de 4uc obtenc ~ 
.. . ' , ... ' 

mos una energía total positfva,i.c.' H::.;o,para.fos electrones del 

átomo por lo cual se escapará11 hacia. el inf:i.ni to. También si to -

mar.1os ¡untos muy próximos a x.1 la carga efectiva variará en for

ma considerable. Ademfis en el punto x 3 la curva se va a infini

to lo que indica una carga electrónica infinita. 

Entonces el método de Thomas -F ermi,presentado de 

ésta manera no permite la ex~stcncia de iones negativos estables. 

En el parigrafo siguiente presentaremos el cftlculo de 

la energía total del itomo introducicnd~ la aproximación de 

Lenz-Jensen para la densidad electrónica. lbnch; también se util i

za la funcional ele energía de Thomas ·F e1·mi. 



l.E. AP JUX JMi\ClON 11; LENZ -J E:~SLN Y CALCJ LO DE LA 

ENE IG IA TOTAL LE!. J\TOMO. 

Lenz-Jensen (28,29) proponen una expresi6n para la 

densidad clcctr6nica del fitomo tomando en cuenta los resulta

dos de la mecfinica cufintica para la par~c radial de la ecua

ci6n de Schrodinger. 

Para distancias pequeñas ,i .e.' cerca del núcleo, la 
-3/2 densidad va como r ,a distancias muy}ejanas.al núcleo el 

comportamiento va como e-no'~' .Ahóra se deben conectar las 

dos zonas extrcmale::> y tiene que cumplirse que para r-+O domi

ne r- 3 /z y para r+<» el mayor peso recaiga sobre e'{)..--¡;-? 

aquí efectivamente lo anterior· expuesto se cumplirá ya que la 

exponencial en el infinito mata ~ual4uier cosa. 

La elecci6n de la.·:función en la zona intermedia: se incli 11a 

• por un polinomio qu~ ~dmita desarrollo en serios. 

Con las características ant~riorcs que tiene la funci6n de onda 

radial (solución de la ce. de Schrodinger) l:.enz.-jenscn propu

sieron la siguiente relici6n para la densidad elcctr6nica . 

..:----~'"CL42) 
Ibro consideran. que existe una buena aproximación para 

i=l y Co•=l ;por lo t~1ifo 

"',>~:·~~,~~~>.'. '._ ..... 

üondc A es la constante de normalizuci6n y N el número de elec-

trones ~er ap~n<licc 1) ,el valor de la A os 

A --'li. 
1>:: 'ITT \'o ). 0 

--------(! .44) 
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y do11He 

sustituyendo (I.44) en (I.43) se tiene 
· ?/~ 1r .--:-'.\ x J~ 

f ·- //").º -· ~-~~ ¿w).,y e! 1-C1..(Aot")z 
J..·J (Y.) - '1 Ít ('l. f'C,J.)J '\ . 

el exponente cfibico se introduca debido-a la rela~i6n que guar-

dan el momento y la densidad ~. o1- f'/5. 

Para obtener la energía total de un átomo con 

número atómico Z ,se introduce la aproxiinación de .Lenz-Jensen 

en la funcional de energía de. Thoinas -Eermi. Entonces por con

servación de energiatenemos 

----~-(I.4:5) 
. ' . . . . 

en nuestro caso en particul¡r 110-se tó11úirán en cucnú los tér-

minos de intercambio y coii~lación los cuales irian anexados 

en la expresión (I.45);pero mlis adelante nos referiremos a 

ellos.lle la ecuación (I.45) el término f1~: ~ 
;¡V'\ 

,con m y 

P la masa y momento del electrón respectivamente;en el mismo 

sentido E;.t::. [;,"' "- f?e e , que son la energía de interacción 

núcleo-electrón y electrón-electrón de manera respectiva. 
. ·. '. 

LC el modelo de Thomas ..P ermi el momento y la den-

sidad e;:;tán relacionados .como: ~..t f"' y entonces fo(. p3 

por lo tanto,cn el término dcenérgía cinética se cumplirá 
. :y. 

que: /;'f~=-_f.;3 ., ..... , 
lbcordcmos que el modelo de Thomas ~F ermi considera a: los elec-

trones totalmente libres¡pero confinados.dentro .de un volumen, 

como en la teoría de los sól.id9s a temperatura. cero (T;=O); La den-~ 

sida<l ele energía cinética,qllc<se ¡lllo~e;él1t~~Jór.tn:i1lbién C:o1no 

la cnergio cinética promedio para un alcctr6n individual se re-

laciona con la densidad de carga "f" do la siguiente manera: 

~ ('._, 

f~::. )
0

F (tf 
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donde fil es igual a Ja densidad .le energía cinl':Li.ca,P el 111ome11-
111 

to mlíximo que puede alcanzar un electrón .Ahora expresando E 

y Jren función del mo111unto se tiene, 
,.,....., 

P_'€'n )n•1lo .Jit - ~, .- ~ \ 
. .,YA \ "° 

e integranqo finalmente obtenemos 

f '(ií nC - ~ ---------(I.46) 
1~-,01111r ·"' 

Para dar la den~i·hiLl de energía cinética en términos de la den-
- ' 

sidad electr6nica,tomemos en cuenta que ·~::.: (~)~ f/S 

sustituyendo en (I ;46) resulta f 'rt7 [ \., L ~ ~ \ 
k "::. ¡;;;.;¡,!. -;¡ t '11 )

3 f 3 
..J 

haciendo las simplificaciones algeb~aicns pertinentes se tiene 

f \.¡,-::: '3t} l Hi'J/, y% ;donde el coeficiente 'de. f~ 
'º""' . ·. . . . es el raismo que el de la ecuación (I.25) por lo que finalmente 

se tiene 

f 11 ~:..fl- ) r~3 l't' 
Pero para justificar.)• aclarár má~ nuestro desarrollo subse

cuente se hace necesario m~ncinar la funcfonal de energía 'de 
,_ • J 

Tnomas -F ermi en su forma integral, ecuación '( L31) 

fr = JL ) f~tS d r: - e J r/" f el~ +~·es~ i?Cli~ 
Sustituycnúo en la expresión anterior la densi.áitd de Lenz-

Jenscn,cltérmino de energía cinética estri datlci por: 

IP , . ·. ·. • ~ 
f R.-= Jl) l'Jf;__ y=-~;1. e-'ff.V'( 1. ~Ct.'Oar)'Jl-y ·~. 3

"1TiY 2)r 
'i i7 l::i re:·~~) . . .. . 

" 
para efectos UC CO!llOLlidaJ hag:tíl\OS e]. Clllllbió. ue Variable. 

----(I.47) 
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Lcsarrollando el bjnomio a la 4uinta potencia y factorizando: 

~/. ' 
donde 7::. ~:!_¿_~. ).~

[ l.f 7i P., '}-:13 

-- .. -"· -~·-.- .. :. '.~:;_ : .. ~~··;~ .e;··. 
: .;._:_:·;._:. 

, con\'. <lado anterio1"m~11 te~ 

Tenemos pu~s intcgraleé del tipo 
o:> 

( .u." ., 1 -•\-l 
Jº x" e " .i;c ::: "'. ~.P .. . · .... 

efectuando opcré'.iciones se tiene corno rc.súltndo final 

Fh:. 1: [~ t-~ riµ- 11- ioc; t .. ! >,µ· 1 +101l t1 !1~~'1 .¡ sc1" (4\);,-1 ... ~ ~~ ~· 

.\- e~ es !) __µ.- c. ~ 
La ecuaci6n (I .48) es la energía cinética .el~ctr6iiiCa eí1 furi._ 

-_ _.,,·::~.>' /,\::,~:/<~~:./:;::_.,;:. :- ' 
ci6n de la constante Ct .Sustituycm<lo la c;onstnnt(;}'C.)•\>c;-::.l r<"t~), 

lo anterior se puede expresar como: 

~/i ,.i 1 el V\ . . • 

fi -: ~!-2-~" (.L)( r,··;% ..< ('') 1 -lt-!c. '' •··. . . 
k (•¡ -)';-r no/:, lo ) 1 

e:::::.I ~ \t ~ L( . ; ( t\\ VP !> .. · " , r. ~::., y· . - J . • 
_· _(I .49) 

Proseguimos ahora con el cftlculo·~~ 

gía potencial que consta de las interacciones eiectr6n 

electrón y electrón-núcleo. En efecto: 

~"' -::: - J~., f1.-:x Jr: 
donde~, es el potencial nuclear.Sustituy-~n4ó .éstb;la:dei1sidad 

':::, :·:'.--. ·. 

de Lenz-Jcnsen y el elemento de volun1c11·,1a. éxú-t'esi611,a1Í.tcrior 

se transforma en: 

F,"' -=-e1 ;i~u \e-)((~iCt"><)3 <lx .;---(I.50) 

ue manera similar al término de energía ciúética ,se· dcsarro-

lla el cub<.> del binomio e .integrando se llena.a 

----(I.51) 
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La ccuacióu (I .!.il) es la cncr~ía potencial electrón-núcleo 

calculada en base a Tnomas~ crmi y la aproximación de Lcnz-

Jcnsen. Falta por calcular la energía de intcracci6n cloc-

trón-electrón dada por: 

F. ... :- ~ (fi.-:r ·ep. d't" 
ec .. ¿ J . · .. --~-~~----(I.52) 

do.ndc lj> es el potcn.cial qu<r resulta ele resolver la ecuaci6n 

de POisson para alcanzar autoconsistcncia (ver ap6ndicc 2), 

cxplititamentc dado por 
(\ 

... \\~l l \ >. ) ->t ..-:· ~ (jJ ::- - ~~(L-~tic) <..a.,.. 9cx):: e ¿ Qld( 
)(O! ,, .... 

---- (L).5~) 
\ ~ \ 

de Lcnz- \ ~ donde n es orden de aproximaci6n en la densidad 

Jcnscn,quc para nuestro caso en particular es igual a uno (ni.1) 
\ 

1:11' la ecuaci6n (I. 53) se ha llccno uso del cambio de variable \ 
¡ 

antes usado .llacicndo las sus ti tucioncs rcspccti vas en (I ;,52) se 
í 

tiene, ~ i 
F<' t. -:. 

111~?" L ( 1 -~e~)) é'-)( e l\- U!X f 3c~,-..t.¡. ·~h)(~}yx 
donde ~tx\-::.ll~~C\d~q.,'iC' 4 a,>.'J+a'fx.,, y as~·.·vez<l!l~ 

constantes ª 1 ·ªz·ª 3 se dan cxp1ícit~111~1~tº co11•º~~~c11:~~.11A~ :~t· 

bra 

a.,-=. o._~ l \ 
0.."'t-::...:!.. \:>H~+l!:(;of3Ct) \ r. 
ª1:: to l -:¡(~ ~ 3cn 

.,, ') 
a..,-:: o. c. ' . -

' - - .-

· .• ~_(I.54) 
" -'>.~·,-;· .. 

,,. >·, 

.·" llegamos a la cxprcsión-"fd.ri0.-1 .. ;.-:-··__ - · .. ,.::-.-·~.,=-->-·'· ~-~--:-}'~~--" 
- ,··.'· < 

f t ( ~ "i;~A., ~ \·J r1 <1!) ~ }c}< .. ~!/f.Q~Ü!.t;~ ~.<.~~Ji -..t.~~fc;~f Pt~º.:-L·)~ 

- (;!l.lF_ (~lJ-~ -~ T 
;¡ ?"' ~p j 

-·-·-(I.55) 

do1wc 1:1s co11sta11tcs A,B,C,ll,E,F ,G >' 11 (~stán tlac.las en la tabla !:··~· 
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A-:: o.., 

(3 ::. U 1. .1,. ~ C1 O. 0 

e = 0..4 1 "!. c._ o. , ~ 3 e; o. ., 
\) 1 ~ -::. o.., f U1..c1..:1..-t 3 e, O.~ \- C1. a 0 

E -- ... . . ":·. : "l. i o., ;\-)c1;.º'l'4·Jri ª.1.+ el a. 
F = J:~~~;<.;·t·;("L~3·~ et ~~ , 

~\ : 

3~2~~7Í~ ¿~ ~; 
:/:~' ,'.''>' .. :;· 

En teifl1ilien las expresiones .. . , (I . 5 l), ( I . SS) 

sepueden ccrihir'de i~ sig1licmte mancra·aiternativa: 

para la energia cin&tica; 

Fh :: N' ~11 J: ~,_~a;.c f 3i(:',~ > .. 
.. -- .- . .,,_, ;.."---~-(I.56) 

n=S ;}J.=5/3. 

El término <le intcracción·núcll'Ío-'elcctrónes: 

'• - - - - - - - - ( I. s 7) 

<lon<le PLcc~,:: i :t_i·{;~\~;:tu\3c~~~D:•~ .c~c.31.) 1· 
' : .,; 

Y laintcruc.ción elec:~rón;.eicctrón esta"dnda por;· 

------~(I.58) 

con 

*) • - nh e::> el ra<lio tic Hohr. 
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/\. continuaci6n se cxprcsarft la energía sola1.1cntc en funci6n 

de ~" y aplicando la conüici6n de minimizaci6n se obtiene 

el valor de ~o mínimo.Este se sustituye en la l~xprcsi6n para 

la energía total. y así se obtiene la energía total míniuw 

con respecto a lambda. 

En.efecto: 
/._, 

SabcJ;lOS de (I.45).quelá cw::rgfa total.es f"r.-::. ~h+·F¡.,r-. 

y por otra pa1i~~ {i ·.·Fr.,.; .. cb11s.ta. d~ dos términos que son, . 
. · .. - ,- ' ·' . "'-': ~>_:~-~- - ---

derecha por 

4ol.:·;~~~iy,:~S~t; ?~-~~.) -~ .-.•~,el.}• ····~ "l C tL) 

·<-'.:,'.:_, .. _:_, 
o• - ,-·•- ·,;"':~ .. :-~·";'·. 

--:. -.,-._. 

fr~t~ :t7~~~~J(.~\P\cct) + :i) et;\.(~),_ P~cc'-). 
,· .·::c·T~.-.· 

''~ > 

ahora factoriz~ri~b~ :Y'icicfiniendo la función siguiente 

h = ~ \\.u .. ) - l ~ )t P.:i e <1.) 

finalmente se obtietie. 

í 

\ 

.· 

---~o:s9) 
1 
\ 

\ 
Sabiendo que el tlirmino de energía cin6tica 

·; ' 

esta dado por 
\ 

nelllOS; 

la ecuación (I. 56) co1no 

.}2.f:~~ "AJYr-:e, ;.tfl al, P3< (s.) 

mul tiplic~ftab\:Q¡;,~ivl.aiendo esta ecuación por z2 · ob~e. 
. :·:'.';',''.': .-·,t··· 

_::.:";i'.:0·~lX . , .. 

e =z~~r::g~i-~;,tli~;;' :1 ~ ~- r, 

"\ ., 

entonces 

--~,--(! .60) 

donde 

Entonces (I.45) se escribe fi11almcntc como; 
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de Jonde notamos t¡ue la energía total ya no depende de las 

constantes c1 , sino solamente de ),, . 

Para minimizar la energia total se requiere que 

d F.-"'"-=- 0 u. 
por tanto de las ecuaciones (I.45),(I.59),.(I.60) se tiene~--, 

- .. ~ 

d ... ~-{rd _ ':l (.Z.!.)_ ).º 011 F. - ~i:e'tl=; _ O 
- -~ o - - i! 'l";I 'l. ~--

por lo tanto el valor de lambda mínimo es: 

Nótese que la __ ~1t~'.f~l;~~~~;~c:t#-<del átomo va como 

modelo de Thomas-Fernif,: 
•' ~ ·), .. 

z713 en t:l 

Jcnsen (29) en ·· l93i/d.ando -yalores a 
_-Ce--;;=~~ 

e, Y Ao (minimizada'), 

para -itomos neutto~e~iones,graficó lus valores de la cncr

gia VS las constantei'c1 . De donde para el caso de ltomos 

neutros obtuvo el valor mínimo de la energía para 

c 1=0.265 yAo=l0.91 (tabla!). 

- Tau la <le valores para C1 y :>.,para , ., 
· "r.·1.d· os -.-.de iouiznci6n. distintos º 

C11++ 
::-;,.+ 
R+ 
l\11 t + 

·m,+ 
("~~ 

ito111os ·11ut1tr 
,1·· 
Jlr-
CI" 

!i4 
:rn 
IS 

q=grado de ionización 

1:1,07 
1:.?,hi 
1 ~-<•t 
11,llll 
11.~7 

tabla 1 

(fig 6) 

\ 
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J\ilora para efectos de comparación so mucstr¡t11 g;.·:lficu s de la 

<lc•1~;idad Je car¡~a para distintos áto111os,co1110 so11:1\r,llg y Rb+. 

Estas gráficas muestran los rcsultndos obtcni<lus por varios 

tratamientos para la densidad de carga.Como se observa el 

método <le J!artrc;;e <JÍl la es.tructura <le capas 

electr6nica,en contraste con los otros modelos (Lenz-Jcnsen y 

Ti101trns -Fcrmi) que solo .dan un comportamiento promedio, 

rig. S.a. 
Nótese , .. la:-sobres timaci6n ·110 · (T;. ; ) 

_._ '-

gráridcs. 

\ 

\ 
a distancias' 

\ 
\ 

\ 
\ 

. Conforme el 
, . n(1mero atómico 
; au1ncnta el pro-

' medio es mejor. 
1 y·(L .• J) está 
1 bastante de acu

.·, erdo con llartrec 
para distuncias 
grandes. 
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Enlas figuras (5.a) y (S .b) se observa una subcst.imación de 

T11oa1as-.::ermi para distancias chicas y sobrcestimación para 

dista~cias grandes.Con respecto a Lcnz~Jcnscn el comporta-

miento es~milar al de (T.F) para distancias pcqucfins;pcro 

para las rcgióncs aleja<las'del núcleo los·rp~ultudos.sc 

acercan más a los Je Hartree. 

Por Gltimo las figuras (S .e) y (S.<l) muestran que para nú

meros atGmicos mayores los resultados se van pareciendo 

miÍs a un promedio con respecto a llartrce, en especial para , 
r Í 

distanciaspe'-{ueiías· (5.cJ.- ' \ ~ 1 

\ 

lin (S.d) se ve que paraátomo~pesados la teoría de (L.J.) 

sub~stiilla con respectó a Haitree para distancias grandes. 

x=c 1 ; y=cnergía. 

fig. 6 

mínimo de 
energía. 

Hg. S.c fi¡_¡. s. d 

\ 
\ 
\ 

' ' 
J' 
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CHPlTULLl 11 

Lt\LCULU iJt: PüTc1~CIJ\Lt.) !k l1ffc¡\f\CChM dtl.IL:11-fft: 

tL 1·1ü1JELU Dt "fHUrlJ\S-Ft1<i·II . 

' 
En el presente capítulo se estudia la interacción entre átomos 

con densidad de carga esf6ricamcnte sim!trica,utilizando la teoría 

de ThomHs~ermi. Para tal efecto tambi6n se hace ~so de la aproxi

mación para las densidad.es at6micas (traslape rígido) propuesta 

por Jensen (29). 
\ 

Se tratammbi6n el m6todo de Gordon-Kim(35) para el cllculo de la 

cncr¡;;ía de intcracc~6n at6mica. Iespuésse usa la aproximación de 

GÜnther (36) para calcular el tér111ino. de energía cinética. 
\ 

Como punto siguiente se propone un r.i.étodo. alternat,ivo para el 

cálculo de la interacción coulombiana entre átomós,el cual se 
'. ,.:\~·<~· <'~.:<---. <·~/_;. ~ ···.-: , ___ · __ ::" ... · 

compara coa los resultados .obtenido.s yo·r Gunther: "y algunos otros. 
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Il.A EL MO LELO JE GO hWi~- Klt·l. 

En el capítulo anterior revisamos la teoría de Thomas~ermi para 

el átomo.Ahora nos propondremos estudiar las interacciones entre 

átomos desde el punt() de vista <le ésta teor.í.a.La naturaleza de la 

ecuaci6n de 7homas-Fcrmi nos limita a estudiar situaciones en don-

de no sean importantes los efectos cuánticos o de ligadura. quí:nica. 

Como ·vcre1nos en el ca?ítulo III,el conocimiento del potencial de 

interacción m la regi6n repulsiva es sCimamcntc útil para el es tu~ -

dio de colisi6nes rii6~icas,por ello nos interesará estudiar prin-

cipalmente el potencial a la luz del modelo de Thoraas-Fcrmi. Por 

el momento nos ocuparemos de la intcracci6n entre itomos de capa 

cerrada cuya densidad clectr6nica se considera,por consiguiente, 

esféricamentc simétrica.La teoría esta<listica de Thomas-Fermi para 

el átomo es en general válida para distancias pequciías e intermc-

días ;pero no para una scparaci6n grande,::;in embargo más adelante 

veremos las correcciones necesarias para distancias mayores. 

Como vir.ios en el capítulo· I la energía· total para un 

átomo en el modelo de Thomas-F.ermi corisiste esencialmente de tres 

términos: 
••·· ... ··· ••< '; / ·.··. ' \ 

i). - La encrgl.a de rcpuis~6n. tolll{?~bi~i:l.~~ ~id:f~ •los eleÚJ;One'~, (Ee
0
). 

ii). - La energía clc ritr,ac·J{~,r;~o~l~·~~i~~~. ~¡{Jr~ el núcleo y. los 

electrones que lo r,od~c¡~;·¡ff;AYV}~·;:·:;·~: .i •. •<;,,:>). ")· >\>/, 
.. ;-·:.- .. ·--

iii). - La energía Ciúé\~c2~7~~~·~~c~,·:Wu~df~s"c!cri• los clÓctiC>hcs-(gás de: 

electrones). 

La energía total es 

------(II.1) 
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En cstl.! cap1tulo se tratará la energí:i 1 ·} interacciórL 0ntre dos 

•átomos que será la energía <lcl sistL.:a :':ormatlo por ellos a una 
. . 

. distancia "h.",rncnos la suma de sus energías cuando cstfin separa-

' <los por un~--J.istiliicT1í"._infinita,í;é~· 

¿1 f" ::. Fe 1~\ - F (oo) ------(11.2) 

donde 

En este cóntexto ·,para obtener la .energía total,se le debe sw:rnr 

un término extra a ia, c'cuaci6n (Ir~ 1) el ~hi~ representará lá in

teracción núcle o~nú~ieo ~ E~tonce s : n - _.L";r~.~~-~~~;~: . 
;--

E: FV\V\ + F~~ tf,;-"~·f,~S,) 
Ahora definamos fr como la dénsici~cl ¿le~tr6nica totiil 

.: ... ~¿:. -

potencial clectrost5tico. 

La energía a una distanda "R'.' ·.es: 

Fe. R)-:: ~. ?i et 1 ~ J f,. lfJe lt - J e~ ~.=f~~ )J' r d C"' 

+ ~) f:3 d t. .- - -- --.-en .4) 

dontle cada swnamlo corresponde a la i11ter.acCil5n núcleo-núcleo; 

elcctr6n-electr6n,electr6n-nú~leo y ~n~rjía ¿iri6tica respccti-

va;ncntc. eon e1 va1or de ia constli~tc-·c-A~-~-e,ali<3ri~J'% a1,:~~ ... 

el 

La situación descrita en la ecuación. (1~~4) corresponde ~ la figu-

ra siguiente. 

.~e 
~ ,;._~.· ·', 

' \ '<1. 

' .,· 
i11 ,,. ,,,, ' -~"' 
o<-~~~~~-.,-~-.,-~~-.,---<1 

1 •~--- R - ,-----'-' . .::..t! -¿-

En 1932,Hans Jcnscn (29) al plantearse el mismo pro-
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Q_lema aproximó la funcional <le energía total,suponicndo un<J super-

posición rígida ele las clcnsidndes electrónicas <le caua átomo,es 

decir, fr: f, tf-¡, donde f1.. es la <le ns ida u del átomo z1 y f,_ la del 

átomo z2 .Gráficamente~, l,ª figui:a · 7 mue.stra el arreglo para las 

densidades. 

fÍg. 7 

de modo que sustituyendo la densidad total Pr ·en ia écl1ación 

(II .4) , tenemos: . . .. · ..... ·•·.·. ··. ·• 

Fcrv.):: i.~,e\ k J < f'11-P,_) <le df;','- -JC ~; + ~)(f,.tf~)d~1. f:. 
+..ttj(f,.r1)51 JG:~ .. · .. L1~~:~. <~~?::~oI.s) 

Considerando las ecuaciones (Il. 2) y (Tr'.·s}~ia ilit~i-¿¡~'ción está 
,.,>,. ': ,<¡;::.:. 

dada por: . .. •• · '. ·. '. ·.... C .;; · 
IJF~ ~.~~e~ i- \)u, l'.ri) f~ l.f..i.· ~:Je~·:, r\t ?~ f,~)"l~~ i-

+ -h}[cfH ft)51- f,~.;./!Jclt.,_~~1· [/,lf'e.i-f,;lfeidt.·.. . 
. . · .. ·. ) . '· ~ it -'------(II.6J 
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En 1~J7;: l~. G. GorJ.on y Y. S. Kim (35) ,empleando la 

mi~ma aproximacldn describieron las densidades electr6nicas con 

funciones de on<la Hartrec-r: ock, hacic11do las siguientes considera-

e iones: 

i).- Se supone que no hay reacomodo o disto!'si@n dé las clensidades 

atór.iicas por separado, cuando los átomos se acercan entl"e. sí. La 

densidad electrónica total será la suma de las démsidádcs<.indivi-· 

duales, i. e. hay un traslape rígi'do entre ellas (a1n::6~. de Lenz-

Jensen). 
----- ,, ___ _ 

·~-:-;:'.'._ 

ii). - La interacción se debe evaluar to1hand¿~ ·Z ~'e f;t\'ii'J:iti-

vidad de las densidades electrónicas. 

iii). - Para la descripción de las <lensidiídes elccti'ónic~s ·~e es

cogen las funciones de onda de Hartrce-Foék-Slatcr. ' /; 

La expresión (II. 6) se puede resumir como la suma de de>~·;{¿rlUinqs 
,.•,•: ,_ ,-,, .. _ .. ·. 

i. e. la energía de interacción coulombiana y cinética f¿~1>~ct:i-

vamente 

donde explícitamente los té·cminos r,cspcctivos son:· 

'1& '"~( +-';.. ) u, •r,¡ % J~, - -i l u. 9',' r, if'e,) Jto, - Je~ f,+i~; r.) lt;-;, 
~ 

, , . : . . 

\[ r ~Is . f ~s d p-% 't 1 -µ fJ Ek::. A< ) , d. +f_~)_J~",L, -::'>~ .~ o'-\<. 
-', :.f·. '}~;~ (;· .. ~'.} ,': '.~.-, 

:~~;;;;_, ·-);~;,;~:/:~-.;~~:,-~o_~,'.:~:~·~:~;~!i-~-' _:_,' 
La interacción cr6¿<tJ-c)~tÍit:ica}1fri<acuenlo a Gordon-Klm se evalúa. co 

1110 sigue. con~.·~(f~i:~'.111]"1X~~~'Ik~~l;~~l(siaa.J(}5~§f~:éffi5~1tc.{.t/;'.~,~!i-~:fifüsric!~· 
mente s imé t r icai.sJij.ó¡i~'ef111g:s11;·~({1ci)~c\ticnc )a· s ¡·~~tic iélri:~:·a·fi(Ü,71>hi:/1 a 

figura 8 en donde hcmós C:(Jlnbiado el átórno 1 y 2 por A· f H rcspef. 

tivamentt,!,~Olamente para fnci:Jitar la notacHh subsecuente. El 111" 

·¡ 
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y "2" ahora se refieren a un clectr611 del áto1.10 f\ y B de manera res 

pcctiva.La figura ha sido tomada <le la referencia (39). 

Ahora tomemos Z de la figura 8 de la siguierite manera, 

fig. 9 

le la fi1!ur¡:i_~9=, 'sé :tienen fas ·~-lgu~:ci{~~~ e'X:)):l·csíoncs para el po

tencia 1 e lcc;,;,oiáf.iC:~'.: 
lfi( :: \ Tr .. h',y~,~JJ\'¡ 

I 
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de modoquc sustituyendo en el primer término de (II .7) se tic:Hc la 

expresión siguiente ,después de hacer las convenciones que a conti 

nuación se mencionnn: &t':Cc,... ¡ :;:, = .Zi. / f, := falr,) ¡ .f,.: Jlrv,) 

IJEc-=.. ~W' e'-"" ¡ J j H ... l,..,J t-fblv;)1 Ir.t.,..,1 + f1.ffil3 Jr,ll'(2 -}jj r.,.cy', 1 f~u»clr.clf, 
. Y.~ . ~~ 

por lo tanto,simplificando se tiene finalmente 

~ f" _ Ícd~ e1 ( \ fo.Ir¡) r1. l '<i) Jv-, J Y':i:. _ :C~ e r f¡,IY,) dr2 - l!°b e J fG_lr, \ d_v¡ 
t - ~- + j) Y.,. J 'l""~o.. J Y;"¡, 

por otro la<lo sabemos que para fitomos neutros la condición da 

normalización es: 

~ r.._ (Y,)JV'1 ::. 4-

\ f" ( v;,) J Y'~ -= ~ \> 

1 
l 

1 

\ 
í 

Como íHtimo paso, en Ú rcdu~ci6i/irifroduzcam6s ltis ~"oí\C!Í:,éftJne~~ an

teriores en la expresión para la interacción coulomh1K~~.t.'.on lo l 

cual hay cani::elación entre términos scpar~dos;pór J.~·1 ;l:'J'{if() en. 

la interacción se tiene un integrando coman. 

-----(11.8) 

La expresión (II.8) nos da la ~ncrgia de intcracci6ncoulombiana 

como función de las densidade~ olectr6nicas individuales de los 

átomos.Estas so dcriv3n de las funciones de onda en las cuales los 

orbi.talcs se expresan en forma analítica,<licho do otra manera: 
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serán ·;;:l módulo al cuac.J.rado cle orbitales tipo llartrcr:-Fock-Slatcr. 

re acuerclo a Clcmenti et.al. (38) Ü:;tos orbitales tienen la forma 

l4, I' = C¡ f oL, r R," l"r) y, r (. c::J 1 t.p) 
con p el número cuántico Y C. el factor de normalizacióú. 

l. . 

Considerando un potencial csf6ricamente sim6trico la expresión 

anterior es solamente funci6n de "r";por lo tanto: 

l.V(p::. el:€. °'··f R,·r l'y) 
que serfi la forma de los orbi--

d 
r . ·.: . .. . tales y e manera mas explicita 

~(r,~irl~~ o((r ·.y'l\-1. e-~r-· ·~· "-.....,... <:s.r-) 

Po~ colllodi.dad escribamos las integrales, (II.8) en coor

denadas esfériCás,~I1tonces: 

Para un par de átomos iguales (homonucleares) se pueden .113.C:er ·si!!!_ 

plificaciones en la ecuación (II.8) ,)'a que se. tiene la siguiente 
:· .. i <' \' .< 

entre integrales: 

\fo.tt',) fbíY¡} Jv¡ J1'1 = \ f1;l.;.\ r1,('Vt)-dY.J-~°' 
J '\\\, J ~(}.. 

equivalencia 

se : obtiene a raiz de la condición anterior que, 

( R·\ Yi~~- ~\,t-v;~ )= (1~-\\'¡;_1.-~'<i¡;t.). 
Ahora la integraci6u angular se puede llevar a'.cnbo,~riil!ticamcntc 

para obtener el promedio angular ~~ la ce. 
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Custituycn<lo en (II.!J) s~~ obtiene una cxprcsi.6n 111ás compacta,csto 

es 

dl O' 

<lfc-:: (~ií/ I J fo.lY,) r,ifri.. )f¡,Crt) v;-:. dr-2.. 
o . o 

----(II.10) 

que es la :interacci6n coulomtd.ana para dos átomós iguales. 

fu (II. 1 O) se infiero que es imprcscf11clible' c~Ícül~i los promedios 

corrcsponclientes a "I". 

Donde entonces para la separaci5n internucle~r 
,_ lí )9.n IT )ll 

<~-l')::: r!-;'Z. \tl<h clCf'l. (Sl\\V,tl9 1 ':>~.,,~Jvl. ( H-1) 
1.J 11 J0 o Jo u 

y ahora para la ¡.listancia clcctrón-:.úclco 

)
"L." J.•Ji . j" e' <'. r,l,L)-:::.-};- \. <1cp1 .tl(.,_ 5.,, 11,,Jt), ) 5t¡1lJiclú.:. (v-,¡:!.) 

~r I¡) l> C> o o 
como r 1b depende del i~dulo &t ,dc~cmos utilizar la ley de los 

cosenos (fig. 9) ;por lo tunto <' Y¡-\, l) :: ( ~- i. - ,) 
Y,~ ~ Rt- ~ \-;,. R l o_s 6'!. 

haciendo el cambio de variable sinujcnte y sustituyendo obtene-

mas finalmente el valor de la intcgral,quc es: 

< Yibt '>:: ~r.G.n D \~~~'~)', ... ~.(r., .. ~Rf 1::: 'J'r~c..R uv.o.+R \-\ \'íCA- R\l 
·\· ,,, .. <.'·"··:_:-, .. 

f.e la expresióri.arit.t~°il1'JF~~t~iJl\edcfnte\erfos cásosslguicntcs 
si r

1
ª) R se ti6n·~·; ·: '<,;Yi·bt'> :::. yi~ 

si r 1 a< R entonce~ ;<; }*,~~~..; ;: k· •·•·•··•··· .. 
y por lo tanto resum:Í.e~'db j()~!d.()~,¿~5(,5'·a.·n.t:oiiores en una sola ex¡i-

mi6n te:•:::, ji,_)~_t':•:R.;~l.:~~~~,.\ CL •. l ... 
? \ - ., •·~ >'r,~.~R 

-c.-·-~·-: . 

Para cal cu lar <'1;t),.se ~l'óccid~ -~(! ;,\~~eih siínlia~-·~- el r6sultn do 

es: 
Y;b) R 
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E1 promedio <.._ '<,~l) tic la distancia entre los electrones es igu-, 

al a una funci6n F ( R 1 r.o.. I ~ L) 
(35),entonces: 

::: f( \~¡Vi"- ¡Y:iL) 

::: .,.,......,.__.;...·;;..,· ~""--;__-._..;... 
~ .\. Y-1"- .¡. \r?-Yi ~1 

-· - y,\,-

Por d~rns.iguiente: 

y 

para el caso de &tomos iguales. 

Por lo tanto ,la interacci6n coulonibiana queda fina11nel1te 

{II.11) 

· .. · . ' 

para dos átomos separados por una -distahC:fa · R ségún Gordon-Kim. 

Para &tomos diferentes {hetóro~utlcarcs) se tiene,despQ 

es de tom;ir en cuenta. los .pronedi()S;.aritesc cál~ulados. 

Gordon y Kim bajo el mismo procedimiento calcularon 

tmbién la illteracción entre un ¡;.ar de iones.En efecto: 

) \'\tv) J..,,. -::. ~\,+-!... 
y~ cxprcsi6n final es: 

(ion positivo) 

(ion negativo) 
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De acuerdo a Gordon-Kim los cálculos tanto de la e.cuac.i6n (II .13) 
1 ; /.:: '·': 

como la (II .12) y (II .11) se hacen numúricámerite usandó uná cua-

dratura de Gauss-Laguerrc de 24x24 puntos~ 

Es conveniente aclarar que los cálculos hechos .en .(1f<i11}1~(II, 13) 

se .llevaron a cabo suponiendo simetría esfériCá,f~~L ~~i:6~()s de 

capa cerrada. 

Si queiell\os óbtcmer la energía de interacd.ón· de cual::-. 

quier sistema en particúlár de los arriba m:mcionados,dcbcmos con

siderar 1a ecuación (H.7) con /Jfc. dado en (II.11),(11.12) o (II.13) 

}.E .. 1\····· .... ·' S,4 5'3 %1 
~ t.:. t~: 4~jlS~•+-.h) "' - lt - f1 ..) d t1"1. 

Si ahora:quercmos agregar el término de intercambio en 

la expresi6n {lr.é~)r'dado por(35), 

Entonces la energía total de interacci6n es: 

------(II.14) 

Pero hagamos una discusión sobre el significado 

el t6rmino de intercrunbio. 

El t6rmino de intercambio. cs"un e.fc
0

ctoi-netai~c}fitc;;1l\ccariÓ-C1iáüt·ico 

que no tiene cquivalen~ia ~Íif~.á~< y~t-~~uüt;>-'¡\'cJ"1arz ;~f~'1~~~iitJt_clf)io 
de Exclus i6n <le Pauli y <le la indist in~uibilidu<l de los electrones. 

Este principio asegura ·\uc la función de onda de los elcctr.s1~cs 
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es antisim6trica (40).n~ efecto: 

Usanclo los resultaclos del tratamiento <le un gas de electr6ncs 

y eJ de la 11artícula en una cuja de potencial, la energía de in ter-

cwnbio se puede escribir (10)~ 

donde I{=r 1 -r.2 .. Las variables r 1 ·y <:I'i:;·:~~; .ré~~plazan por R y r 2 
respectivamcnte.Sumantlo sobre k y k; )' ~~~jfa~(j <lci)a.suma a la 

integral se tiene: •. L .. >:!? .. .. ;., .. ; .... · .. · · ¡\ 
f~vc1,:::.. - r. :"?.. rr~ ) ~J t',,R~t.\')~.i.c'_·•.·~.'.{e.--.'.·-.~.}.--.8.~~·.~ .. ;);).· .. !.3.~,éi'~¡/~·~. t 

\ ·" J L __ _ -... ·. . > .... L. . \ ,1 

dond2 para integrar lo::: términ.os ~!\tf# .~.i.i-~ht':e;i·~~ se usan coorde • 
i -

nadas polares . re lo ant cr ior , se •otlt.iciile ,~na"' del'.isidad de energía 
\ 

de intercambio que al integrar el ~spacio nos di la 

energía de intercambio. 
\ 
'\ 

\ 

: \ 
ene:rgía cinética f,~ como. la den-

. \ 
N6tese que tanto la densidad de 

sidad de energía de intercambio -fe · son parte de una expansión en 
~ 1 

potencias de f de la energía de un gas de electrones. p'ara unn - - ---y .. 

discusi6n más amplia sobre cist~ aspecto ver (37) apéndice 22. 

\·· 
Los potenciales de interacci6n entre un riGrnero d~ 

átomos de cnpa cerrada se han. calculado por el proccdili1icnto des-

crito a11tes,dondc las densidades electrónicas han ~ido.calcula-
das ele forma anul1ti~a por medio 

Fock-Slater dadas por Cle~eriti~ (3S): 

,.. :.·- : .. · 

. de 011d.a. Jlartree -
- -~°C"~.·,.d~;~:_~"··.-~~~~o!.-¡.j,'' . < ::· 

'.".~:::;-····. 

Los rcsul tau os obtenidos se compa1·án con r(!slllt1adó_S,'.''cú::pct:íl:\cnt'.afes. 
•. -~ _-_,· -_-)._·, - - -~-

El acuerdo entre te JI ía y cxperi1.tuni:6 e~ e~cefo1it~ corno lo mucstl'Lll! 

lus figuras que a contjnuaci6n se ~3iL~n. 
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fig .. 1 o 
Potencial He-He : 
--).-cálculos de Gordon-Kim. 
xx ) . - re f. ( 4 1) 
++ ) • - ref. (42) 
00 

) • - ref. (43) 
... ).- ref. (44) 
M ) . - ref. (i~S) 

·1 • ~, 

.. -·· ·-··tig: 11 
Potencial Ne-Ne : 
--).- cálculos de Gordon-Kim 
..• ) . - ref. ( 4 4) 
- • - ) • - rcf. ( 4 6) 
XX ) , - r•.:f. ( 4 7) 
ooo').- ref. (48) 
Mü).- ref. (49) 

En la figuralO se nota un desacuerdo basta~te notorio entre la 

teoría (G-K) y los resultados experimentales.Tist6 se debe a que 

la teoría estadística (Thomas-Fermi) es menos precisa para átomos 

con pocos electrones como es el caso dé~ Ú~.N6iese que para el Ne 

ya se tienen resultados aceptables fig; ~1f;E)í ·esta figura la pro-
--::·.·.:.', '.<= ' . -:> . " · ... 

fundidad del potencial mínimo esta en li§e~ _acuc~do con. los expe-

riment0s .A distancias más ~randes que e~ .. mt11iino\fo potencial la 

curva tcúrica tiende más rápido a ccro:quelos_ experimentos. 
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En la figura 1 Z se i1ota un mínimo ya más pronunciado, ademas confor-
- - ' . - .. - . . . . . -- ~. . .. \_ .. --

me el número at6mico aumenta ,su profundidad va, siendo mfi~ p~quefta 
1 

con respecto a los cxperimentos.Tambi6n se tiene una.convc~gencia a 

cer·o más rápida • \ 
. ' 

Si ·examinamos las figuras (1 O), (11) y (1 Z) observamos qué lá dis-

crepancia es pequefia, exccipto pará el He •. . · , ,. __ . ,_,.,, . ·' ' . 

Una ventaja del método de)Gordon~Kim e~ que l_os clilculos ·se hacen 

en• un tiempo tle cóm¡;ut6~b~~-~1:ca~t.~ t(>rt.6.Y- 'ri~ 11a.·)' complicación ex

tra para sistemas con muchos c'rccfrorics ~ •. 



- 56 -

I I. ll APWXMACION m GilNTllER l'J\l·:!\ EL CALCULO IBL 

TEHMINO lli ENERGIA CINETICA. 

La cvaluaci6n analitica del t6rmino de energía cinética de (11.5) 
iy. 

nos presenta la dificu1tatl de integrar el térlllino C.. f, +f :a.) ;. . 

Günther ~6) en J964 ide6 un método de aproximaci6n pira el.cálcu

lo de la energía cin6tica,el cual según mostraremos p9sterior111en

te es bastante bueno.En efecto: 

Consideremos la f igul'.a (7) y él 

.4 .. é):j~;J. :J;fc:'r~~~·~~t~~)~t;¡,·~--;Íi~~c'·· 
.· , :n~:~·2·.t/~-' :' ~\·t"t[~ .;·;~e:' .. ;; { ·.··· ···.. .. 

~o:::d::·;:; . ~:tilf t~ihe;~f ~~¿~';7'tirFdO f' <'f' t~Lq~~ 
<<:!. 

,.(i~,;~i.•.;.'.q~f~# f~(X~xl% ~?~·~ __ : __ en .16) 
.-,-- . -'·-.. ·,:::::;:..,:::··-- "("' ;' ~ - . - .. -., -. ~--

Como x <.l 1 ·. dcrsii:é<>il.61

1\tos· en. Sc~ie'. de Taylor-~~~r.~'tlcdor del cero 

al término entre. p~r~·~tesis de . ci1 .16). aprixiina~cii hasta el te1·-

cer orden , entonces:' ·- • __ ~ . --~ ... . . . · ... 

( f 1 t" f 1-t/} :: f.~;3 [1 +·~ 'pf h /? ( 1t) ~- :~' ( 1,J-J 
si se toma en cuenta que f.¡ ~f, entonces f'.i¡f, -::::- { 
haciendo simplificaciones se llega finalmente a que el integra

ndo de (II.15) es igual a: 

- -e,-,•-- •,-, _i\4;~~·- c.=,=F- ;_;_s_,_,,:::o-~ ---~;•:-;._ •~ 

La expresión (ll.17~·.~ hsL1ri~" •. rip'r:o~ini~.~'.i6n' <l~~q~ri~he"l':~í;-~;~\~I tér-

mino de encr¡!ía cinética.Los val~rcs <le iascon~t~11¿.s son: 

'. 
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/ 

!onde l·JS valores Ag ,Bg son los obtenidos por Güntncr y A,, Bo 

son los que se obtienen en el cilculo reci6n descrito.Mas adelan-

te se mostra~i que esta diferencia entre las constantes no es 

significativa en los cAlculos. 

Es muy importante recalcar que se ha considerado por lo 
. - . . 

que la integración de (1r .• 15) se lleva a cabo solamente sobre la 
\ 1 

r \ \ \ 
. . 

mitad del espáCio;i .. ~. ; 
·~- . \~ \ 

A r: "" ~ ~ li.'.[~r.Z(~. JAr % , e r. · '1• ¡; ' 1 · -¡- el,~ :.' • i 
•L ~:;} .s_;:~'-,~Xb~- " ,:&:, ' . - ! J. \ -- , \_' 

Para f, ~ rl. (regi611 fl Ug.· ]);se hace la misma aproxim1ld6n y se 

ti:·: ¿::e~? ) it'~~~~t<·i.t kri~~Eir 27!NJ•. ·. \11. \ i 
Por lo tanto,..la e~ei;ia ~~tal ésfo ~~da por> 1• ':xpresi6n \iguicu-

L\ F,;:: ·¡j··F:t~21-;1~·:·~:cÚ L.··. 

~::~ 
1
:::. .. ~:

1 

;:::~:s su~~e~ "Ü~ .iBf.Í~ ~ .•.•..• _;,· .• : .. ·.·~.•.-~.:_1_-~_¿r_ ... ··;···········.··~.····· .. _-.·~---_n·.·,;; __ O,~-~-·.;. 
,6 [ 1~::. :;. L1 Ek. ·_;.aonde·cs<.(J,t:ic.it(!/q\.Í~~::;:: LJ "' , 

,. ,."·:· •.>> -. <· · .. -.-,,-... ·, .·: '. ·.e:·,~~ ·:.:· :::_·_:: 
,.,.. ,.. . . " ... >:;: ... ::·.~D·.·::':' -_-·. /~·.' ... ·, ,~~,- ·~·: '", .' .. ·-,,: ;'·:.··.-~::-.::;::: ,,.>"-.. , ; 
:< .,!,' ·\:.L\/~, ;·;:·;~ " ,.,,. . . -;.. ·:-~.,;~~~ .. -... ·., :t·.:'.·. , :··/·: ·- -..... 

tos.º'' ""ª c:·::u~:twf ;;~~i!itf r~f~·i~~"i;~t1~~~,~~tt;~r"·::n:·~~:~:: . 
Ji~ C¡ ~'.~-~-~----;~.:f_:_~c-,,,::;~.r~-::t§..;e:"tí .. •. ctfr~ls 

constantes c 1 y c 2 ticncrÍ el valor Ct-:. ~. )., y C - -2~)\3-
____________ .,___ __.,. .• li' ¡¡ ").. - ;- 1í 

te, 
- -· ·~- -

de 

.... ' ·. 
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donde A :: •V , con )J un factor <le escala da<lo de tal manera 

l{UC se satisfaga el lcorc111a del vir:ial, i.e. 

La funci6n de onda escalada se obtiene a raiz del modelo de part! 

cula independiente, entonces los orbitales_ ~'ti): e' '} 31.,_ e-V'<c' 

describen al i-ésimo electr6n. w tal manera t¡uc la densidad estará 

dada por: ~~e-< t) \ 1:: é·'- -y"• e- .J Y'(\ V 4r' al .comp!!_ 

rar·con GÜnther. 
.· .· - -_ 

Para el llclio se tiene que V :i.6q ~·/~~,, (9};por lo tanto 

(a.u), que es justamente ~rv111~/·cl~ Günthcr. (\ 

Las éxpr.esiones 1rnra la dqns,ici#ct .. s:~· ~(.}b~n sustituir 
-,,.¡-l. 

en 

la ecuaci6n para la energía cinética.total;pcropor comodidhd pr,h 
. ,- ~ \ '¡ 

mero calcularemos (II .18) y· lUego 0IJ.-19);. y después sumamos- ,en-
.. ¡- - ; -\' 1 

tone es : . . .·• .. · .• ..•... ·_· . r . : ; . . . .•·. .. \ .. \ 
4 E~ " j¡ [i c~c. j ~· ~ t~J?t·~~~~~!E't.01'i}'y~crx~j1\ e'''" t·'·] 

para efectos de claridad .~e~tlq¿~tcl1~6·~ i~~ ·integrales de la sigui 

ente manera ; e< , I' )'. J{C; •a,¿~de:· • • . . . . . . \ 
o(:: \db e-:s>''.°''é}.,~ .. - ;..;.._~;..cri.20) 

j \ 
o { ,1" ~~~)..~'(2. \ / = )"u c... __ ;.._--~(II.21) 

~ \ 

~ -::. ) Ji)' é'~ ).1Y¡ é)).o¡. y-,_ ---'.'.(II.'22) 

+t 

Para efectuar lg'-i;~f*g~~~~rt:;. ::;,./ · Y 
nada!' de dos ;~º"~':·, ,,,.,,_ ,, ~ <. . 

.J·i~·;. ~f ;;10.;k,; fo do Yiiiui, en •. •J(-'¿'~tt•; ,,;)J \ J '\ • 

coCl'l'de~. 

Y tomemos en considcraci.6n que se está integrando sobre la mitad 
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del espacio. I:cbi<lo a t¡uc el cs1iacio se ha <livi<litlo en <los regio-

nes los lí.mit.és tlc i11tcgrución cambi:.in de .la zona l a la 11 (fig.7). 

En la zona I donde sucede que f''). < P1 ; los lími ~es son: 
l: 

LlF1~ • 

Para la otra zona (TI) tenemos los 1 ímitcs: 
·.' --~·:-'.,,· ."<· _, _:· . 

;' o~~·~ t para· 

l:bspej ando '1 y V",_ ele. la definici6n de coorclenaJas de dos centros 

se tiene: ·~·•·::··. L~ ( s;. "') y'l.:: 

Por lo tanto 
' :·>' . ·•. '\ . } 

1/( ecuación (LL. 20) resulta dcispués de ordenar lo~ 

términos · · · . · . . . . . . . . ... ·. . .·. · ....... ; ... ·. · 
7i ~ J · · .. '.·· ·.· -. (t)., ~ k)\)Rf - {1, ),. 1 ~··1iAi)~"\l .. · ..... ·> rx. ~ ,'fR C<,ol-V¡\JJ)J"' L.e .. . e ... . .·. 'J 

en la ecuaci6n anterior definamos las siguientes constantes 

Enseguida se calcula el término UI.ll) 

integrando se obtiene finalmente: 

R - . 7T.t'~3 r_<?-~~L ( l~fi,_\ \ 
, ... - .· Y L _..lli.. ., > 

Ahora P!'()Seguimos con el cálculo de·(II.22) que es 

~\-=- 7T~~ ~t~}~'"r·e-(-1;~,~>- ... )'~r ect~,+~1)"~ JSd~ 
y sean lo tan 

to. 
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intugr:llltlo,la cxprcsió11 f·inal es: 

{ 

- t"I\ -t~. -Í:1t. 
;i1 - iI!l:: L- +. 7) e ·¿ 1- 2s:_ -

- 'f w,.._ t,... w,..._ 't,... w,l. i-,~ 

.., - (;,« -((.{... -Z.:-'<·h .. ) 
+ ... e + 2--~-

UJ,~ t, .... 'G'; '- u;,;_ 
Sustituyendo los valores <le o<. , en la expresión para 

- /,, \·'.-~' . < ·: ''..!.:: • .. 

1 

1 

~ -c; .. _w,.,_~ 
?"'--'e----=-.• .,.... l w' ,3 
'\:>1-i 12.J 

·'~·'·- '._;~·~i~·:·.i ·~L_.· 

Cou las constantcs:Uciúiitlas.po!D: 

(~\\·~·-~··.~·. ~~).r:t 

(- -k );. -1 ).. ') ~ I 

c;,~:::{~'>\,;.-!)..)'¡I~ j ,,u,: ~~·R 
w: 'l. -=. \ -t ). ,_ -~ >-l \ ~ . . 
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Entonces la cncrgia total cstfi dada por la suma <le (Il.23) y 

(Il.24).Para fitornos distintos. 

En el cas~dc 5tomos igualcs,cl tGrmino de cnergia 
. T :t 

cinética .es: Ó F1i::. ~ÁF1( .Y pan1 ser.más explicitos 

tomemos en cuenta las siguientes dc.fi~icf~ii~~:;;)\ 
>..-.. ~ l 

e:. .... ri 

'!;', ' ':: .S. ). I~ 
(. 

eo • .._ :. :l ..'IR 
·" b .1.V. 

12.':'~f'I( 

j, . ..: :::t·>-R 
.)A, =j.1~-:..-~?\R . 

-- - -- ---- 6 

t;(-i:-w,,_~ ~;\R 

€.1-i:-Su :: - :\ R 

Sustituyendo en (II.23) y haciendo \JJ-::.),~,después de algunas 

manipulaciones algebraicas se obtiene finalmente: 

6 E;::. 2.. )~ e 5-1 ll.. J e-f \() rr~:. -S.(,l' d'l.:~~ - rI:..<L)~ ~ 
s '>..} \ ~·'.!'" ·!~ :i.·.¡.5'l 3·:¡~ \JJ 

+ (-~ + &JL\ A.4~ )+("'·t.+ ~.,-1-2:.12.)lV \ + e-\&JI \-..L 1 s-<.'f) &, + 
3'- 3.1;.;¡ 3·>"2 5 ª'º -;i.32 'j L ~H~ 3:-(II.25) 

t (-..S:.. •. s.<.3\]. -1- e)\J}"(- B·C.~ +B·C.",.)L i-1-B.<.? t ~.)1_1 
3-i. ?.._._) . r. 3· :¡.!; 2 3.-??> \V \ J·<;'·i ~·7'2 .) ) 

qucm el término de encrgia cin6tica total. para ltmno~~igual~s. 
_,_ -·-· - _-_ - - • < .- ---···· -:-- < -

Si sustituimos A y B de GUnther en .(IL2S).,obtcncmos 

{j E,;=- 1- ./.\' ~% :z.{1- c.90. n'lo4'1 +.:i?.niH t ~.?~1b 5~;VJ) ¿.i;_. U)+ __ · s X' l w . . - - .·_ ' . . --

+ ('~-<!~ .... 9t.) e-w_lo.s:i~~1.~ o.?s5c.n)el\IJ~ --cu.26) 
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Este término es justamente el reportado en (36) para la energía 

cinética. 

Si sustituimos los valores Ao y Bo,ya antes estip~lados ,lA 

energía cinética es . 

6 r;,; = J.g./e ?-'Í ~~+(._t;qo .5~qi 

..• -- _¡-"" :·::,k'.;:':~-;~ .. / ·:·';· ~~~<--:->.; 
. ·-:-··;:_:.:~~ •"""' ·:, ,';;'~'·] ; .. _-,,- -~·-···;. 

Nótese 4ue al com1,arar las t!x¡n·esiol}cs (ii;;-~'~i·"-;!:'tr'1:21) no hay 

diferencias apreciables ,por lo que podcmÓs tfsar }u~lquiera de 

ellas alternativamente. 

Cabe sefialar que las expresiones anteriores son válidas para 

cualquier par de i•omos iguales, solamente basta sustitui~ la ~ 

adecuada. 

La ventaja de haber desarrollado las integrales mediante 

la aproximación de GUnther, es que no solamente podemos obtener 

el término de energía cinética para átomos igualcs;.sino que 

también para átomos distintos. En contraste con el trabajo de 

GÜnther que solo lo hizo par~ átomos iguálcs :- ~fás ádeTa.nte ten"' 

drcmos oportunidad de comparar la aproximación de. Gündier con 

cálculos más exactos (cálculos a la Gordon:-Kim utilizando los 

orbitales de Hartree-f·ock) y así tendreínos i~e~ de 'la c~nfiabili-
.. 

dad de ésta. 
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I.:mplcando el método de Gordon-l~:i.m para calcular la c.mcrgía ciné

tica, se debe construir la dcnsidac.l olectrúuicu como (?-::. \j)A'-l}' 

·donde las funciones de onda ~ d stfin dadas cn(38),tcnemos 

cntonce&.despµ6i de sustituir.las.coordenadas de dos ~entras 

que la :c'ufi~i6~:Ci1.1s) queda oscrita<como: 

. . 
. > . ·-qj_ t ·.· . 

~E k-=- -Í< (;;~~)JJ s J~lf,tJ..f-s-r,~.:-~:-~ ~( ~ ~- ~~) cL "\ -"'(II.28) 

Ahora ,como Gordcin~Kim suponen simetria esf6rica, 

debemos promediar sobre los arm6nicos esféricos de las funciones 

de onda para tener una dependencia puramente radial de las densi

dades ,efectuando el promedio resulta un factor de Uta . 1.bndc se 

ha tomado en cuenta la ortonormalizoci6n de los arm6nicos csf6-

ricos. 

La expresión para la densidad es : 

f-=-. J.. é W.· ¿ /( yYr~~'l. -~~t~ \"' 
<m 1' \ I'¡~ rq. . : e< ·.. ·. ---(II.29) 

donde se han hecho las siguientesf~e~in~cione~para las constan-
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Entonces sustituyendo i:•. suma de densi<ladc!; (II.31) ,la dcnSi<lad 

individual respectiva (II.30),y elevando a la 5/3 respectivamente 

en (II.28) se tiene una integral doble que se evaluó numéricamen

te una integración de Gauss-Lagucrre y Gauss-Legendre con 15 y 

20 puntos de 'manera respectiva(ver apéndice 4). 

A continuaci6n se presentan tablas de valores de la 

energía cinética total para los sistemas: He-11 , H-H 'I He-lle. 

Estas tablas tienen como finalidad principal,comparar los cil~u

los hechos con la aproximación de Günther con los efectuados por 

un método mfis exacto,~omo el de Gordon-Kim. 
. . . 

En la tabla dos se comparan los términos de. e11ergía cindiica res-

pectivos pa-::a el sistema lle-H. En la tres para H~H y erí.i~['C:~~~ro 
tenemos el He-He. En ambas tablas se ve u11 °attl¿fdó entre 

Güntl1er y Gordon-Kim. 

rna {S?) para las funciones de Clementi(38). 

Con .01 propósito de indicar el efecto del tamaiio •dé2·t~}~~~~~~~-Ómpl!:; 
. ·.~< -_'>: ·~ . ~>;;C.:;:·.:::-.<.: >i ~-:>~ -,, · 

ada se muestra la tabla cinco , en la que se dan los; Sra\~f,.~ . .S para 

la energía cinética del sistema lle-He, calculados •. ~~ di,\;'~~ci (SZ) - ,'_,';> ,'• 

y (.BC) , donde a la última se le denomina base ccnnplctÍl..Aqhf. se 
, ".,. 

ve un decaimiento más pronunciado para la .(S~) q~-~"·pará (~C), 

entonce;hs de esperarse que si .comparamo~.l()~·:c:aiC::~J.6~.:cfectua
dos con la base completa. y. los el~ GÜ~tl;~r.~·;>'~¿·.~J~é;-;J¡ih< ~iferencia 

·> . ,:,· 

apreciable. . "'- ,. '.':')_-·~ 

En la ecuaci6n (II .14) para la· ~.ne·rgt,a';t~-t¿ti·'1'se'~:i.~t~ocÍuce un tér

mino de intercambio electrónico.Est~ 'úit.i.\1ió ;tlls~tti.do apo;tcriori. 

Con el fin tlc indicar la corrección ill':olucrada al término de 
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-energía cinética, se presenta la tabla seis t¡uc muestra los resul-

tados obtenidos para el He.- lle con ta baifo. mínirria .(SZ) .Al usar 

6sta podemos tener una idea de ia m~i~f~ucL·para ·li:Í: corrección 

necesaria en el cálculo cie GÜn'th(ll"•ªl introducir intercambio. 
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I l. C METOOO ALTEHNATIVO PIOPUESTO PARA EL CALCULO 

lE LA ENE JGIA COULOMBIANA. 

Con lo que respecta al término de interacción coúlom

biana de la ecurición (Il. ;) ¡Gilnther (38) ~lo calcula por un meto-
. :." '. .'..' :. ~ 

do anfilíti~o bastarit~ corn~lcjo,con el cual sci obtiene el resultado 

siguiente: 

¡¡¡;;. · _ r'c"l.JJ \-.·-.!r. w.--l.. u;t-..l. .w3} ¿w 
e - ~ l:.'" · lb. ~E' 

donde el parámetro UJ está dado por UJ-;:). R , con 

,\ 
'\ 

----(II.32) 
¡ \ 

~~~ l \ 
A definida 

en la sección de discusi6n del término de intercambio y R es 

la separación internuclear. 

En referencia al m&todo de Gordon-Kim se le pueden 

atribuir algunas desventajas como es el suponer siempre una 

simetría esférica de la densidad elcctr6nica.Scgún los cálculos ~ 

efectuados en la secci6n (I.A} tiene otra desvcntaja,y es que 
\ 

se tiene que divic1ir el intervalo de intetración.Carcce de Úna 
\ 

expresión analítica para calcular la :i.ntcracciói1,f'6sta se -elche 
\ 

. . . .. ·. . \ 
descrita.proponemos un 

efectuar numéricamente. 

Considerando la cuestión anteriormente 
. . . 

método al tcrnativo para el cálculo de. la interacción coulombiana 

entre dos átomos cualesquier~.Porelm~m~nt~'supondremos simetría 

esférica de la densidad electrónica con.la•ventaja de poder 
-

obtener una expresión a·nn-i.i-tTi·ca::_~~,-:.-.- ··--.-. -~-:-
. ,•, ' ... '.' ' ;, . :.~-'· 

Dicho método, parte dclsui~t.lesto'dc~lte11'er<itlos:dcns'ic.1~<.le s de carga 

a una cierta distai1cia'.:~~ ~-d~:~aci.~1~'.éMi;'pti&~.:~~~ül~ntct; la ecua-
. . . ,_ ' . . ' '. . . . : ., .· . ; .. -. . . . . : . ' ; :: ~ ". ··._ :.: /; ... · . 

ci6n de interacción comun )' C:orricintd en elecfrostática;i.c. en 

funci6n de la densidad elcctr6nica,cl potencial que siente 6sta 
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debido a la presencia. de la otra <li.stribución e integramos solirc: 

todo el espacio.Se opera introduciendo la función delta de Dirac, 

la transformada de F ouricr y la transformada inversa para el po -

tcncial y la densidad. clectró~ica,ademfis se pide autoconsistencia 

entre fistas dos cantidades por medio de la ecuació11 de Poisson.Ob-

teniéndose así una expresión que es función solamente de la tlensi-

dad electrónica. 

fufirÍendonos n la ecuación (II.7) descrita a principios de éste 

capítulo,seprocede a obtener la interacción coulumbiana total . .En 
l \ 

contraste con el método de Gordon-Kim en el que~ay que~~iluar 

término por término. 

La electrostática esuil fenómeno qüe envuelve distribu

ciones de carga ~campos independientes del tiempo,históricamen

tc se desarrolló como una ciencia de los fenómenos macroscópicos. 

Las idealizaciones de cargas puntunles y de campos eléctricos en 

un punto se deben ver como concepciones matemfiticas que permiten 

una descripción del fenómeno a nivel nwcroscópico.Cualitativamcn
\ 

te la ley de Coulom~:conciernc fuerzas entre cuerpos carg~dos~en 

:::o ::c:0 :a r:: :::::c:6:•::u~::b::n'.0~~tr;~ , dci~d~ ]~ .. · 
W es la energía de i1Ítcracción electrostática dnt:tc ,dos distr.!_ 

buciones de carga "1" )' "2" (fig. 13). Esta d~bc 1ke:1J'i~:1a ·in 

teracción clectrón.,-núcleo y la efoct~<in-e1~.:'t~6n .. · ' 

Entonces: 

donde Y/(/Rtril) es el potencial que siente la distribución "2" de-

bido a la "1". 
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-· --, 
--. -- / .-~ 

/ ~-..... ~.¡-'("> • --r;¡.· - ' ~' --· ~--- " ( \-·-· 1 -(o. " -- - } 

\ :t. (!. J R , 7!:: e 1 - / ~, . / .....__ __,, _ __, 

figura 13 

· Introduciendo· la 'furicioJ1 de'lta de Dirác en (II. 33) se 

tiene: 
- _: ~ , ' -", __ . - " -

w:: jJ\;, ~ J1 f2 f(~.L> <P:cr~r) ,~rcii.-1 Y-rY:,) 

pero la función delta se puede escribir también como 

~ ( R t-Y,~'r\) -=\~Fil J c\l) h ~(k~CW1·~,~Y.,) 
entonces sustituyendo en (II.3J) 

- ~ ~ ._--_--... _._/. . .. .--~:':·;:_-;_:_::\_·r~--~_-·_,:.L .. ( ~ ik·i\J .·· ... -Lk·f. fo,···<~· "ech•Ya. 
W-:.lJ¡¡p l,k e ~)~1 tfOY.1le ·. 1rr;./;l~.:.:.:<'.)' ----~(II.34) 

~--·.· ,,. .. "~;;-. ,. ·,--¡,: ·,··-., 

Si se pide autoconsistencia entre ia..(J.·(!~S}.dll.~,:Y ~1 potencial. 

de hemos tomar en cuenta la ecu~~i6~.·Jh.~;~i~'sói1.~scri ta en el. es-
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~/ 

(">iif:. 

-t"k·Y, 
fr?,) e 

y sustituyendo én la ecuación (II .34) 

d~.~J. .. ' ' .·. ;¡: - J . .e'{;·~ 
'l lí · --' . · • - - - e n-• Y'1 · ~ - -W= -==-~., )t k e '.!>. · J111 fcr,1 e . (.).' ¡-;_ flr,.) e .· · 
~, ,, ) "l. le '' ' . 

---(II.35) 

En seguida debemos calcular las integrales correspondientes 

a r 1 y r 2 .:.eILcoord.enadas esféricas, cuyos valores sori:. 

~J~r, \>l~) e-<'k~;;, .==-;y; ~rY, f'fy¡) y¡ snr/nj 

) 
3- ... - <tff \ce 

~ ~ .... re r,.) - -:-r¡ Jt ~ ff'Í) \'"¿ ~~\~\;..:J.. . 

-, ~; .. ~. - ' . 

sutituyendo eit la.expresión (II .35) 

i' R<oS~s'<fr!;\ Y,'"'!'" ll'•t') ,-,,,.h\';. 
·. . O. •- . ,,. . -;, ··,·.· . 

. :~-~~~'~_::;_~~:__=-~~-~c_:2:_~ ~~ ' _ó,----'·.:-·_. __ .____.:o ·,_:__:~~o::-~!..o·_::--'- .e--'--·'- ·--;;--~.o o~·--:-, 
:: .::. :· ·, . ·,¡ ~ ' .- .·: ~ 

'.\~ 

Integrando y simplifi.cando obtene~ó~'finallll~"rif'~\i~~irni':g~riéfión 
coulombiana entre dos·. d~n~idrides de fa~i!a ;;c~1*0 ~"tth~Í~~\d~ ellas . 

. ·, •,_' ~ "' ;·, '. < - .' ; .. '·-~ ~: :: -· , .. ~: ._- \.':.. •: ·~~- ... _,., .... ':;~;:·. ,, -
;«·>·:<- .~¡",·; ,. :::~'>-~:·. :'.·'.·'>·<·" ',.' 

.,..- .. ,,-{-,· :. .-.,: ;.:_{':;':~· ; 

-~ -(11. 36) 

Antes <le ro ns idcr ar densid:~d$:~;;~'~:~~~~},~i~l5~'~Uf~,11~r~l~s :C>'"º- tipo 

l!n. rt rce -F ock, pro bcmos que. ia',;ri~i;~c~i6ri} (1Ú:~; 36) ;io s' con~ll.lcc 
' . • ' ' • ' ..• -;- :·. ~ ·.' ... '·"·-.; ;:~ '··'" _ _.,, ... , -~ ,-', ., - . o 

a resultados acor<lcs con la ·1úcrritura como es el caso de dos 

átomos con tlcnsidatles electrónicas tipo Gunther. 



Es decir 
->.·r 

fer¡·) :: r.i e J J 

densidad total del fitomo es: 
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~T" e r,·) ~ ~·e tí 1~·) - f ( 'r";') 
donde ~·e ó e l'J;) es la densidad de carga nuclear y fer¡·) es 

la densidad electr6nica. 

integrando 

. '\· 
\ \ 

¡-li:Z.-.e4 [] -'.().,IH;, ..;),l?J· 
3 . < '\?. \.. .,. 

h 1 · _..Al ,, \ \ 

\ 
--(II.37) 

donde r:fJ 

·-.S (>,,¡A>. 1 RY-= ~~tt-~<;~~~\;~:1.().7-¡.~\~ )2 
... o 

\ 
\ 

Le la ecuaci6n (II ~37),debcinos distiguir dos casos: \ 
' \ 

a)- Atomos iguales \ 

b) - A tomos diferentes·.· ?. , -:/:A 2.. 
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Sustituyendo en lo expresi6n para \\' ,tomnnc.lo en cuenta que 
::n1 

e::. 'i'iT y simplificando 
31 .... r)R 

W-:: i'.~l.z. li-~D.\l)-1... (/.Rf--};-,. (f\R) ..)E' 
(..?. l c, I !. . . . 

y haciendo la sustituci6n acostumbrada 1.J:::~R tenemos· finalmente 
··:·:· .. ::, ... ·' 

la intcr~cc:i.611 para átomos iguules en funci6n dé Ta 'C.'ónstal1tc ? 
;.·\.· ... ·:.'\·,-··:e·-' 

La exprcsi6nanterior es la obtenida por Gürither (3f.) ;ilor 
'• ... . . . .· .. . . . \ \ 

un método d:. cálculo mü}• distinto al empleado aquí. 1 , 
l - \ 

Una vez que hemos comprobado la validez del método 

para átomos iguale:; ,podemos calcular con confi:mza la inter·a

cci6n entre átomos distintos,para el mismo tipo <le densidad 

usada en el cálculo anterior. 

sustituyendo en (ll. 37) y haciendo una serie ele simplificaciones 

obtenemos: 
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Y factorizando se obtiene finalmente la expresión para la inter

acción electrot5tica entre &tomos distintes. 

W-:. ;?, ?1 e \~l. R i·l.) e- l R+ , A Q \-1.) e-;\·~ ~:>,I,_ (,.:\, ..12 - ;\, d:z..!ll4~ e t.~ ~ f. c. y,_ v l R • ' '' -) ~.:ld( 
~ • ' 

1 + ( ).l -Ai }3 

---(II.39) 
: 
¡ 

' 

Se debe recalcnlcar que para lo.~ c_álculós de (ll .38) y (II .39) 

se usan densidades construidas en base.a funciones hidrogcnoides. 

Jlnseguida procederemos a calcular .1a: intcracci6n coulombiana de 

una manera más general introduciendo los orbitales de llartree-

F ock-Slater (38) para la función~i de densidad. 

Ahora tratemos el caso general de dos fitomos cualesqui~ 

ra. Entonces definamos la densidad de carga total, 

. \ .... t, 11 J ... 
J " 1 / 

-.:-(II.40) 

En (II.40) los W~ indican la poblaci6n electr6n.fca. por orbital 

y Pc· ( ~-) es la dcnsfdad por orbital. 

Como estamos tratando el caso general~-ª -~(('rj·) cst~rá dada por 

el módulo al cuadrado lle los orbitales Hartrce-Fock-Slater (38). 
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Por lo tanto: 

.f<'h/) ':.:. j lf l t ----(II.,11) 

· donde \¡J"h" l-f-\::: f IJp Cp r"'r-t é?!Jrr x~··((;,•.fl) 
con c 171 1'11' 

1 
~P parámetros variacionalcs y 

f, 1 ~ C. \lr~-J.. 1 d ~ Np:::: l(.?'llr)tj-:. (~..-r) ;;>.. a constante e normalizacion. 

Los orbitales recien introducidos tienen dependencia 

angular¡pero si exigimos simetria esférica en la densidad electr~ 

nica,debemos promediar sobre los armónicos esféricos, 

;i-¡¡ )Ln_ 't ... <&,rp) t'H~&, l/') =- -}¡¡7 ya que estos son. funcfones 

normalizadas. 

Definamos a 

Por lo tanto sustÜÚ}i~ri~~ l~s-dcnsidadesrcspccf.iva~.en·1a exprc-

si6n general se· tic~~: · ~::, ;·__ -" oo· 

\V-:: ·3~} r~ I~ $_~,_( ~ )1•• r; C Y,) \'¡ S;" )>r, )~, r/#,\~.;,;._ ln·i 
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entonces ~ 

W-=. El! ¡~'!< ~~ \ lt, [c,f~tr,l-f1rr,)}¡-;->1.1h·1 
R jo h Jo 

m 
)~f._U'.,r~r.~)-f1<r,)J,Y:i '.'<-"11.,r-, 

despu6s de sustituir cxplicitamcntc las densidades elcctr6nicas 

uno y dos y ademas considerando que 

\o<>bfrJ'r>'l rtt.\.-ll~r:: lL J 'líT 

efectuando el álgebra resulta: 

W- 3 2 iT ·.r··.z, 7; ... ? J~ k S°tVI )? R - ?1 e. Jr''-' $(¡/ ~ /1 T ( r~).·.;;_ 
- ~ · .··· 1...'til)z. ' ¡~ '117 o K( :.. . · o . .. 

_ ;:, ~ 1~h s,,,
1
r r. 1 •l. Fh ~1r r. lkl J:,.c1-> ~, -'--(II .43) 

cenve1liente hacer notar que 1ás l_ii.tCi{r-aJ"e~ .fiú_il c.·I"J.ck) 
son ldénticas,sustituyendo en ellas la.~xprdsi.6i1.c;ixplÍ¿ita para 

fc.· (. '}') respectiva, tenemos: 

t- 1"'" ~"',;- t k,~ J~~, rc~~-Í~;i·~~r8~¡~s;,._, 
Entonces las integrales son clei\i~·~>~i~ü.~á~_fd" . 

jG' x .. ~. e-n~.¿~•1.~-d>e>~{2tf?~:~~/J:to~+lJ-) 
i) ·. .. .·.··· . > ·:~1."\ . >'" < d,<>. : . ·. 

~ ' - ~.' ' .- ' '"' -

por lo tanto· -.- _ ,, ~i, ·:;~o~=i~~--,-?:'='.~--- :--,~~ '-;_~~--~'.-~~_'~~~'~:;:~:,_~:·;_' 7;_-;~;.~-:;/-=/;_'_:__~~~;_:c· - -o-=-.. o--- - - -

. • . . ' .· . ' .'.'-- _'. ~,~----e,_ ·. :~ ·: ' 

~~·' ~ tr~ ~-L. r~r¡~t 
.· 111 .. t 

Sustituyendo en l~ expresi6n 

\te S°f'11 (O.X) ch 

Jo X' ( ~"l+x"I) 

(I L 43) aparecen integr~lCs del tipo 
; ., "·· .·.-. ··' ' 

:o ,) ; ( l- ["-P) ;. R, f'~~I <>->o 
,. 

y después de efectuar las operaciones peitinénfos. 5g obt.feilci: 



Todavía queda una integral por rcsolver,la cual ataca

mos por ia t~cnica de fracciones parciales para reducirla ~ una 

forma conocida .Obteniéndose como rcsul tado ···. · ¡ \ 
~ ú - ~ -lrL\ \ J.·(· ·'-l't\\ )r(\¡\.~:T Hi S~11 Qf< ::: __!!_ ce tr_l\ 1-'!- f 1- e .. ~ ~ \. 
·C> P.l"l~snn(.t\~1~l?.1) l'-\ .. s-v\-0 ·J ~ ..l.~'\rc • '~r~) 

la cual sustituimos 

W- E!! r~_'f.?c"l (u:)-
- f? l l¿I ¡¡-)l :.> 

derivada de orden cero ,debido a que existen constantes;Y es así 
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donde ~-=Í!r1-iJY hasta aquí\ se Jla 1-~-~~~·~~- en el tratamiento de la 

interacción entre dos fitomos cualesquiera.La dificultad so encuen 

tra en obtener una expresi6n operacional para el Oltimo t&rmino 

de (11.46) en la doble derivada. 

Para átomos iguales la ~tiÍiculta<l estriba en c¡ucI..:>- '}t>'.1 7 í~~<vi\;I.: .}7-'-!1 1 1 .}-.: _\ L.}y ~ J)-' ~ 

existe otro camino a_ltcrirntivo para éste caso, se debe hacer el 

cálculo numérico de JO' '> 1.uklJ.. 
b ~ 

antes de intcgrar;pero 

ésta es una función que oscila muy fuertem.ente y se tiene pro-

blema con la precisión ya que se ¡;anejan· núnicros muy l!TanJes. 

La soluci6n del problema por el momento no es posiblc,pero se 

seguirá trabajando en esta direcci6n hasta llegar a su soluci6n. 

Y aún w6s se introducirá el formKlismo para tratar &tomos de 

capas abiertas.Esto es:considcrando la dependencia angular de 

la densidad electrónica. 
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Enseguida se discute el potencial. de interacción 11-ll,lle-llc y 

lle-11 como ejemplo ele cálculo ele interacción. 

Eri las· tablas 7, y 8 se muestran los valores de la 
- ~.... . ' .. ·-:~~ 

energía cinéúca,<l~ int~rcatnhi~,Y coul.o:nbiana. Esta última de 

acuerdo alresul tado de GUnther que como ya se most1·6 antes 

coincide cou el desarrollado en el 'prcscutc traoa;i o. 

Tambi6n se dAn los valores para la energía tot~l ele los sistemas 

H-H y He-He respcctivaincnte. -. f \ 
:.-f',·r",, 

En el apéndice 4 se exiben los programas-de cálculo, 

así como sus diagramas de flujo rcspectivos,pura cada uno 
\ .. '. 

de lós 

términos wcncionados en el párrafo anterior. ·f \' t . 
A continuación se presentan en la tabla .g los valores 

para la energía total de interacci6n de lle-ll. 

R (a.u.) Et=Ek+Eexch+Ecoul (a.u.) 

0.5 1 . úO 1 3 D~oo 

1 . o 3.5953 D-01 
1 . 5 1.3093 D-01 

.. 2. o 5.5089 D-02 
2.5 2.3105 ))- 02 

3.0 9.1961 n-o3 

3.5 3.3896 D-03 :fabla 

4.0 1.11 25 D-03 

4. 5 3.3870 lJ-04 

5.0 2.8830 D-05 

5.5 -3.4169 D-OS 

6.0 -3.61\38 D~05 

6.5 -2.550b li-05 

7. o -1 .5285 ))- os 

7.5 -!L4 2ól D-Oú 

8.U -4.4019 ll- Uti 

S.5 -2.2139 D-06 

9 

, . 
"·(· 

1 

\ 

\ 

\ 
\ 
\ 
\ 
\ 
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En la figura 14 se grafican los valores corrcs~ondicntcs a la 

tabla 9 ,donde el mínimo Je 1lotcncial se encuentra a seis(a.u) 

Además es novedoso encontrar una región atractiva(configuraci6n de 

e4uilibrio) mediante el m6todo <le Thomas~ ermi. 

¡ 'º~2 

~ 

~ 
~ 
~ 
::i 

'o:•. 

1 lL-s 
o 

·1 

• -2 

"' • o 

·•. 

fig. 14 

·. ~·········· ; . !i::/<~ 

... i -!- / ·.·•· :'.' . 

·1 2· 
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D-o'!., 
(>.o:::,• 

\>·O'/ 
\).o 'I 
i). o'/ 

D-6'1 
\J.o'I 

• • ~ ••. 1 

_ Talla __ ~--- Potenc~al. dc...111 tcraccion ... ..: .. .Jlc.~.Hc ···¡·-···--·--····· -.. ·---i 
, ,- H ·¡ H C.:;'111,,. 1 

~ ¡_.:>.-u):_1:_1, .. {a~~,-~ _f.:~~-----R·JI)_ _f..¿•.".I__ __ .. <"_·1l) J;_r_;f~•F!.,••f"t~,¡ i 
o.s O;;;l<¡,>,</ ~hOl',-13.!IH" ll10010.1~Jl'l o~ut; l).?.").e!(, Ú+O!I 
~.o o.no~:\- <:>1-ot -O·?~'li;4 l;Hotil o. 1Jo'1' lhCCi o. '1r.,-;•1•1 (h.001 
!.~ o."IHO.l Oico-o./ol!O º'ººl-o.k31ss o.o!.: =>·'19tG \)-cdi 
;:;,.O o. 1s3.i:¡ lhool-o.v'lliJ'f D·ol. -º· ~nlY 0.01 V•Obtir D-oi' 
"J•S O.'Y~i''1..3 P-01.:-0. l'.l'1H l>-01. -o. :n~:..'l 0-o'l :l. • .!.~ 1! \).02! 

3.o 0·15?.-13 \).oi-o.'loS~l. D-o.l ·ú.t~~% D.01' (,.3l~Y l:>-01! 
3•S O.<tSí.1:;' ~l.ol-O·'H~O'I {).oJ.-O.Y1Hl l)..o.3; l.'YóSO D.o.3! 
y.o O·Ho'ii. D.01¡-tl.'1'{1&-7 D-w -0.1o~'H D.o!..! :i.o~~t. O~orl 
"1·5 o.;,~r..:iS' 1l.c1.i!-¡-o •. %oóY D.o?>!-o.:i•doí• ~-ov; - ~-'tHt l).o5; 

r:..o 0·9~5'1'1 O·o'f¡· o.1~s·rn 0-o3j-o.s~?!;b .l.l.osl - "'· <IH(; \).os¡ 
s-.s o.:i(.</31 n.ov -º·'ti;'H 'i>.~Yl-o.11c.s~ \).o!>! - :i. OC>3'1 D-uL' 
1.-0 o.<.~'fft.!. 0.o,!;-t•·l'..'119 ti.i.v!-o.H~,;.¡ C.ot-l _q,o~<t<I \>-01, 

t·S 0.1:¡.:¡1[ b-o~-o.!:.~'ID Q.05!_.o.ssh<; t't-o~! -5'.t.H.J D-ot. 
:¡.o o.•i'f J·1q \>.CJb -0.1\~·H \>.oc:·-0.!!.<.<1'/ \>.n¡ - l·.~9.n D.vt;, 
-1·5 o.!~ 101 1Lo<• · o.c.!•tv9 l\.ol,,-O.''•!>.i'l t).f.i.llÍ - -:..05vt t).o.¡ 
f.,Q D· iH,q;i_ 0-CJ4! -O·'O 11~ O \).c•li. -O· r.0•1<1!'.'J i).,:,s-¡ - J.~:¡(.! 0.¡,~ 
~-& O.(.;:~/l l:>.c·~ -o.Ut'IY. O.c.~.-0.11>•1c•'I u.ovj -c..C>Ho \).t\\' 

'1·0 O. fl,<f&~ l}.c>~·i -o.:i;i1s·t D.u~'-o.~l.>.t-<f D.1o' -·;.o<;.5.!; D.ofi 

'1-5 .. 0.1.~ ... '1_! ll-Dq;_.o.~;,.,i 0.o.V.:-_u.'Dr,oú f).!~- -c...A·.11!:> D.o'f 
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··::;1. 

Potcnciul de 111Lcrucci61L 11·11 (SZ) 

:· :~~ ;:·.~~:i: 
. , .. ~ ... ·---¡-· .. ~! t 

'··1 

. 4. 

' . . . --·---·---.. -----·--
fig. 15 
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1~ota:E11 este trabajo solo se toma en cuenta el :.ingu.lctc 

por comp;1r:1ciú11 can lf.íg.lS) 

1.0 

1 0 
.1--1,..1-~-...;;r,;,;.,cr!u~-1"ñ ·1,,·t"c/nl!~!~Q,- ( O~U.l 

1.0 ).0 

1 . 
1 j 
1 
1 
I· 

1 

u 

t'-:. 

·~ 
I~ w 

•l.O 

fig. 16. 

El potencial ll-h (fig .1 S) lo comparamos con las curvas 
·~ 

obtenidas por cftlculos mfis exactos como son los ah initio(4U). 
l 

l..01Hle entiendase por ab initio como el trutamiento mecano-cuántico 

de la estructura electrónica. 

El i6r1uino ab initio es lo opuesto aL sciniempírico, esto .im11lica 

que no nay aproximacioúes y se usaff funciolles~ Je; i:inu¡t <lcf~~mina<las 
por la 111i11irniwción de la encrgia. tothl. ' 

Nltcsc el grall clcsacudrdo l¡uc Cx.istl'. entre los ¿álculos 

más exactos hasta ahora conocidos (ab iriltio)¡rcprescntados en ln 

figura 16 con los efcctun<los por el niéto<lo de' Thon1as-F erm:C en e"l 

1ircscntc trabajo.La exi>ÜcaciÓn a est.a •discrepa~'cia cs¡rib¡¡, en quc 

el m6toJo esta<lístito"
0

úó C~s mu)' bueno para siiitema~~,cbrno'~.cl ll-U 
··.·, .. · > > . i' '/~ > ' . .. \ 

con un solo el cctrón.U 11 rcsUltn o ilovcdos_o c(fil~L:l?)gs.cl .<le encon-

trar una configur:Í.:i.ón (fo Cl¡uil: lirio (zoú:t :1~\·ac2f1vafg:¡1i~';curva 
<le potencial mediante el méto<lo <le Thornas-F crmi. 
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lcJtcncj:al Je Jt1tcra.:...:j(111 Jlc·lic 

_ ·-· _ '1 ,.. ,~ttatJ1,~r 

--.. -Ol•-l'h i l l l¡;son 

<>)• • ,\J:nlu r .. Cth:~ i nt:hJl-1 

-- •I·- ~\:u~stru 

,. ...... , 

1. 

i 

;··::., - - ::·. i·. 
' ~ .. ·-- ... 

.. !. 

.... ,, 

(!;!) 

"j ••• '. 

·- -·¡ • 
'\' 

:··· ¡• 
- - -1 • 

. ' --·-¡I · :. : .¡ . 
··- M 1 '.; ... _ -. 

' 
, ··---'' 
r:~j: 

.:··-:-:.-]¡~: 
.. 
~. ~ -~ - ' 

... L._-1 . 

. -·. -·~· 
.:·:.:..·.~:..~~: 

··-.~-..,. 

·¡---¡· ¡ 
i ·~]' 1 

. .. ¡::~j-·: 1 
.. : "·:. . 
:--:·:.::-- ! 

:~ .:.:::::-3· ; ···--··-. 
, ... -··-·- \ 

,, .: ·--' 

3. - . . & '. ",.· ,:_~,7 .•... , .. 8 .. -···· ll' 

;, _ _¡_·_· ____ j__ j 11. cn:u:) 
-~---- ··--- -· 

fig. 17 
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[ iit - 1~.Q 

En la ff:i.guru 18. se com¡Hir:ai1:.ioS. resultados outcniuos ,por Wilson y 
. .. . '"" ··t . ". " .. -. ' ' : ' .... ·- .• 

Bissou (l>4) ,lineas s6i'ii[~~.~-o;/"i;$'"~J~ otros trabii)t}i~~~:.xos~cualcs 
los prirncros cinco ci\{J'..~~11; c~peí·<l.mcntalcs y 16~- úif;l~1Ós ji-.~es son 

·:'>.·.;;,/';< 
teóricos (T). Se pre~c11tri' lii siguicn te notacióú:I 

JFS.- En el térmillo~:d~)ih.trii·cámbio se incluyelo. 4J~-~11;(64) 
. -.. ·,.,·,. 

--~ f~· :~;:._:~>~· 

llF S'' ·-Término de int_~-i~:i1~~2-,0: üe__ Ji~,h1l~~hri11i iJicluyc_11uo;. ·L··_~xtrcmo. 
i,;··~-0>.;.·i , ;-~ /'}~;, ,, . · ~XC llÍ}-~!Úlo' ' 1~ • 

11 .i, ' l!FS.- 11 

Si 

ti 

a110 r~'.,;_~'gí1¡'Ii~':~~§~.g~I,~~f'i:.'.~~-·}·~~l #fr~ó1i ')a -· cur_\f ~=:~ ~\;-~~ fírn~·- ;en 

el presente trabajo (fi~:>1('),firti·a ésta a· uistancias i'C•ltt61'ins _c1i 

la rct:ión de potencial repulsivo se subestima la i!1tcracciótlí¡>cro 

para distancias grandes es m:is bien un prome1lio entre las cotas 
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'1 
dadas ¡;or (fig.18),cntouccs 1u:s SllhcsUma y llFS sobrc~;tirnn con 

rcs¡Jccto al cálculo ltccuo aquí. S.i.n embargo nuestros rcsul ta<los tic 

la figura I '/ están de acucruo con los prusc.mta<los ¡.ior J\mtlar y 

Mason en la figura 18.Los resultados tic Wilson y Bisson compara

dos con los J.e GC111thcr y Phillipson (:S6) ..:cciinci<len de manera acc1,

tal>lc. 

Los potenciales <le interacci6n entre un ndmcro de fitomos 

de capa cerraJa se ha calculado por los procedimientos antes des-: 
' , 

/'1 \ \ 

critos .Las funciones <le densidad electrónicas en el modelo de 
\i \ 

Gordon-Kim,se calculan por medio de las funciones <le ond~ de 

Hartree -Fock-Slater dadas por Clcmenti (38). \ '.. 
\ 

Los resultados se presentan en las figuras 15~18 )unto 
\ 

con sus respectivas tablas de valores,Obtenemos resultad6s razona-
\ ; 

blemcntc precisos comparados con los experimentJles .Exc.ep\ ... to '·. 

para el 1-i-H. 

Debido a ru si1nplicidad nuestro cálculo toma un tiempo de c\ómpu

to rnuy cc>tto. 

\ 

\ 
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C H p T tl L u 1 lI 

friPutff A1~c l/\Jjc.L> POTt1lC Il\L 11ff d~\T lM I Cu 
t:1~ CULI S l01~tS ATU1'il CA~. 

RESUMEN 

En este capítulo se hace una revisión monográfica sobre la impor

tancia do los potenciales iriterat6mico~.Plantcandose el concepto 

de frenarniento nuclear y frenamiento clcctrónico,rcvisando tam-

bién los ~1spcctos afines a tales fenómenos. Se recalca la impor

tancin que tiene el uso Je potenciales realistas a bajas energías 

fundamentalmente.En base a la tcori~ <le Firsov,se trato ei frcna

micnto electrónico exclusivamente. 
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l I I .A CONC:fü>Tü !E SECCI0N I!F ICJ\Z 

Supongamos que tenemos un haz de proyectiles que inci

den sobre los átomos de un blanco .. determinado, donde se supon<lrft 

que ·solo ocurren colisiones bfnai·ii~,i.•e'. :~81i estadísticamente in 

dependientes .Una fracci6n del haz su·¿·i.f~. ·\1~h.'dispers.ión por 
-.. • 

unidad de tiempo dentro de un elemento. de sólido en un 

cierto sistema de referencia. 

Enel S't'S°te1m:r del centro de masa, sea .1.'b''el parámetro de impacto º!l 
- . --

trc un proyectil y el bla1tco, s'i ·suponemos· un· potencial isotr6pico 

el nGmero de particulªs que inciden y atraviezan el elemento de 

superficie Ó'b .= ?-it\,Jt; será dispersado entre un ángulo 

.Por lo ta~to el nGmero de partículas incidentes 

entre 'u 'j ~ + n. es igüal al n!imero de partículas dispersadas 

entre (91..,_ ~ ©tW.+~'"&cw\4•Es: 

Esquemáticamente tenemos la-situación siguiente, 

------1' 
----t 

~ 

----+ 
---P 

figura 1 9 

donde :efr es el flujo <le partículas que inciden y ÜtO • ...,) es ln 

sccci6n eficaz diferencial de <lispcrsi6n elfistica. 
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fuspcj anclo () <le 1 a cxprcs.i.ún ruci6ll cscró. t~1, tenemos: 

----(III.l) 

La ecuación (III.1) es vliiida solo si tenernos un potencial dis

persor monotónico~La sección total de dispersión elástica es 

entonces: 

---(Ill.2) 

La sección eficaz se µ.iede interpretar como una medida de la pro .... 

habilidad de que unc;i.erto tipodccvento ocurra.En nuestro caso 

dicho evento se refiere a que el proyectil pierda'una cierta 

cantidad de cnergia en la colisión y que sea deflcctado a un 

cierto fingulo con respecto a la dirección de incidencia. 

Corno ya se mencionó antes en este concepto es de gran importan-

cia la forrua del potencial ~e interacción. 

Lentro de un proceso de dispersión, el proyectil puede sufrir 

una colisión elástica o inel&stica segun sba el estado final de 

6stc y el blanco~la p&rdida de energia se puede da~ e~dó~

proccsos diferentes según el tipo de interacción delas partes 

colisiones:elástica e inelistica. 

~:s 1 ::

1 

:: ~:: 5 t:~:s::c::é:::t~:: ~t~~1:~:!~~~~~~1~~~f~fi~Il::::: 
raleza. En una colisión ••.clásd!c¡r'_"~·1·;~.~-*~,f61i\i~tfü~#Óy~-~i,i.1/-:~:t·41~J~)~··- .. 

se mantiene .. con .. ·su1nis111a _enci-~l.a:;iJi(JQi:1.~.~aWte~:,j~I~ciiJii~·~.·~<ae1. 
evcn~º. r s implement:ü sb •¡11-t<;iit' sü·,:,f~{*\r~·r~~ tib~i~Ii.c~Wi~:::\ . ···~··· · 
En la~; colisiones inclf1sticas,la situación es diferente.En este 

tipo dcwl!nto ambos (proyectil y blanco) pueden exper.imcntar 
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cambios en su cnergín interna despí1es cic la colisión. 

El concepto de sección eficaz diferencial permite 

calcular la probabilidad de que u11a fracción do particulas in-

cidentes sobre un blanco fijo (53),sufra una deflexión(colisión 

elástica) entre un ángulo ~ ..... '~ 0rw, 1- el ble""' • Es evidente que 

e~ ·cada colisión el proyectil cede una parte de su energia cin6ti

ca de incidencia,csto es¡conforme penetra en el blanco se va fre-

nando. 

El interés aquíes calcular. la pérdida de energía por unidad de 

d6 camino recorrido,. i.e. ···::.-- que se .. llama poder de frenamiento. 
clR 

Para dispersión elástica existe una relación directa entre. ángu-

lo de dispersión y ~la energía transferi<la,de lo anterior la 1\ 

sección transversal diferencial para la pérdida de energía será: 

0-t F ,T):::: e) O- \l T 
. di 

---(lll.3) 

donde E es la energía cinética inicial del proi~ctll j T .la 

energía transferida en la colisión. 
· .. 

La sección transver.Sa1-de. frenamiento ~ci"="'db°fi11é c_omo · 

.. - ~- ( lI I . 4) 
'--· : .. :.y.,·· ',': 

donde 'Y es el número élc átomos por unidad dqy~l~nlcn y d R se 
, ,, >·· ··:.:~:::.·.'.". ·;._/· 
• >.r ", ·::, -.~. ;·"~';;::,'l., refiere al grosor del mat~rf~L. 

- .. -·. :;- ,.,-

El signo menos de (III ;4} aparece ~~IJ·~~~~~l\r .. ~.'?~:~f~Sfüi~I·!~K;t~s .. ~ 
minuye conforme H aumenta::-, · ·· ·<J.:. .:.\' · "/°h:; :;·:<. ''·'' 

~:ª::: :,:º::: :: :ó: ::.::r:~~~1,~~~~~!~~t~i~~g~~~~~~~1t1~:-
g cncr al 111cn te corresponde a la usnc\.i":¡>bi~:,ei •. i)~óy6~~irr.[i'~l~;~·C:tiinbiar 
el estado de movimiento de los átomos blanco.como un todo.En 
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este caso se habla de poder <le frenamlcnto nuclear.Por el contra-

rio,pura colisiones donde la estructuro clectr6nica cstfi invo-

lucra<la,la energía se transfiere a los clcctro11es y la p6rtlida 

de ésta será inclá.stica.Entonces hablamos del poder de frcna

miento electrónico. 

' ' ,, 

III .B . ·r RBNAMI~NTo N1 ci.nA n •. · 

Las colisiones elásticas.nucleares se tienen como fuen~ 

te dominante de la pérdida de energía;Esto es:conforme decrece la 

velocidad del proycctil,~ste tiende a ser neutralizado y la inter 

acci6n coulombíana tiende al mínimo.En esta situaci6n el proyectil 

será elásticamente dispersado siguiendo una trayectoria regida por 

el potencial de interacción con los átomos del blanco,hasta que 

éste sea termalizado o atrapado en el medio.Entonces el i6n se 
!L 

habrá frenado. 

Ahora nos preguntamos cú~i es la fl1ncié5n· e importancia 

del potencial inter.atómico en el caso-de·fl'enámiento nuclear. 

En una colisión binaria (dos cúerpos)cl ¡froyectil incide sobre Ull 
.· . . :_ ' -· . 

blanco que actlia como centro dispersor, esta situación obedece a 

una ecuación de trayectoria, como .en· Jiiecánica clásica, que depende 

de ciertos parámetros como son:eL p~rámetro de impacto, ia masa 

de proyectil y blanco, la energíf :Y la distar1cia de máxima .aproxi 

mación del proyectil fc··. "/ ' · ··· · · 
l~ teoría cHisica de coiisMJie,Jll'_~c ·;abe ,cq~9·~9;+sj:e 

entre el úng~~i<~~;~4;~~;c~1t~~x~.~1{f,'~1:q~afáp,~e/~~i u~C}1n¡)~c:to. 

J:\ · \: ·. ···~ · [, 11 ·. Vl rr~·.·. 'Je.. -~ -c111. s) 
L~c ....... ::- 71- "J 'b ) ,_ - - - - --

fe f Ye'\. Fn/ 

directa 
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Col' 1:" J _ \ {v\p (;\, '//L. ' J:..,..c _ ;.- --· vu e~ 1~ <listnncin de mfiximu aproxima-
é,J- /.\pd·'· 

ciGn <leda por Ja solucl6n <le lo ecunci6n 

. fe f.'t\~1 .. Z:; 5i -'~::,] v~ 
;·,_._,,;_-_. ---· •,' ,· 

Se tiene tambi.Ó
0

; q~~>ia ~l1erg.\"a transfcridn en una colisi6n 
;'>.'<·, :' 

elástica es: 

T(&cw.)·-= 'll'.1e/.fr.._fo s~.,..-¿ (<9'""") 
· • \Mrt /,\,.) ;. . 

(;rll.6) 

donde MP y Mr son las masas del proyectil y blanco rcspe,c.tfvumente 

Eu la energía cin6ticn inicial del proyectil. 
, _,. ''• 

Si tomnmos en cuenta que la ecuación (111.4)5() pücdc escribir 

como: 

...L 
)} (III. 7) 

entonces utilizando (IIL6}. y la formo ~)(plícitn del potencial en 

(II J. S), es posible cva1\l~11: i°a'.s6i~2fgn transversal diferencial de 
. . . 

dispcrsi6n elástica. Y entonces de.acuerdo a (III.7) la sección 

transversal de frennmiento ~uclcar 

' . ', 

Es de esperarse qu,c la ccunci6n (III.S) nci tenr.asolllcioncs 

nnnlít:icas eriTa múyoría de los c~1sos por lo c¡uq\e.-d~hr-1~C'solvcr 

m1111éric~1mcn te. 



Una dcscripL·ión m!ís rc;l,) is ta de la sccci6n trnn~;vcrsal de 

frcnamicnto nuclear, estará dada por el uso de un poLcnci(ll mús 

realista como: los cfilculos ab initi?. poro potenciales repulsi

vos los~u~les sugieren q11e una descripción adecuada la tenemos 

tn t6rminoi~~ la Born-Nayer más un t6rmino de Coulomb opnntnll~ 

do; esto <es.: 

(III.9) 

_._ - : ' -·~ ;, 

donde o<., f3 }' A son caiú:idntlcsc·c¡tiésc 'ob-tiCncn de los resultados 

ab ini tio. Y ªº clr~~io. de Bol~r. 
Al iguol que la ex¡frcsi6n anterior existen otras aproximaci9_ 

nes al potencial como son los de: Lindhard, Schnrff and Schidtt 

(61) y mús recientemente l\'ilson· et. al (54) introdujeron un form~ 

lisrno rn5s realista cuyo cxprcsi6n para lo sccci6n de frcnnmiento 

nuclear es, 

con ~"'=O. S l-.V\(\.'.\-.Q)(.;t+o.10=11s é•~Hqvf~ donde ~ se define como 
.· •· >'. .. . . . 1 ·. .;. i. 

· . ·· '- · · /tf ~ r.,, · · ( .:i1:.. ?/3)~ 1 . · /A- 3:¡.53 re:- .e·r i'rO'J.,,tMr). ~P~ +.Z,.. · j 

.· -1 s .• 2 
En este caso .sn está dado en unidades de 10 c.v. cm /átomo 

)' E es la energía 

Ilf .C · F~g_NJ~~llUNTO ELECTRONICO 

La gran mayoría de procesos de colisión en la natur;ilcz.n invo-

lucra· transferencia de energía del prorcctil ::i los clcctronc~ 
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del bla11co (colbión incJ;isUca). 

Dentro del rango <le altas encrgias existen varias tcorfns 

para tratar el frcnmnicnto electrónico, como son los de Bohr y 

Bcthe,. s.in embargo en ellas se supone siem¡nc trnyectorü1 recti_ 

linea; i.c. el potencial no importa. Pero pa~n mfis bajs energfas 

se esperri que el potencial tengn aienn efecto. 

Existen experimentos (57) donde se muestra que cuando un i6n 

incide sobre un fitomo y es dispersado por fiste último, el estado 

de carga del proyéctif generalmente cambia. El estado final, p:1ra 

un cierto ángulo de dispersión, tiene una fuerte dcpendcncin <le 

la energía .con iaCC'qüe incide y fo illformncióh e~pcrimcntal (62,57) 

indicá que hay n1ás i>ro?abilidad de captura que de pérdida electro-

nes. ·.yr .·. ···. '· ······.·.··.······· 
Ulla eX:!üicaci6n cuali tat.ivá a· dicho fenómeno puede obtenerse 

si pensamos que el crimpo el6ctrico del i6n inc~dente es lo sufi

cientemente intenso como para captura al electrón. Aún cuando en 

una sucesión de col is iones el electrón sea, éapturado y dcvulcto 

a otro átomo blanco, finalmente el i.6n irá per.dicndo energía <le 
- - - -- -- - - --- -- -~-=--·~~:..-~:_,_·~--

mnnera que el tiempo de colisión riun1cntn con el consiguiente nu 

mcncit de la probabilidad de _cicc1:r6n q\1pda atra 

pado por ~l campo del i6n. 

Lo anterjor indica que un proéd~~.· dci c:'9l{si_~;1,· 'ri'{Ó~1:0;·,~ctl l 
puede in tornee i onn r fuer t~nlcntc ~8n -1()~ c1cc1:r,6;;ei'i;'.cl~y·,.t)Jl1í1c:o' 
dnndo lugar al frcnmnicnt~ clcc~f611i~o.:I!~t,c~rrp¿'~~k:,,~~-;;:t~1\'~ura 

/".':_:· .-: 

nicndo u11:l c:ngn cfc.>ctiva en ln i.nt:craccicSn cléctrónlc:1, l:n cual 
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clccrcccrá muy rá1iiúo.dd.Jido a la transfen·11cia ve morncnt•) del 

1>royectil al hlaac:.o. 

De acuerdo a BoJú·, la tr:1nsfcrcncin tic energía en la colisión 

para los electrones li~rcs, se dcb~a.que el tiempo de interacción 

es mucho más pequefio qlle el periodo 01~hitnl del movimiento de los 

electrones. Sea v y v~ la velocid;1d del proyectil y del electr6i1 de 

las Gltimas c~vas respectivamente. Entonces se debe cumplir la si 

quien te situación v >}V<>, si V/..( Vo el tiempo de colisión cs. largo 

y permite ~L rca~omod~ ele los electrones en su movimiento orbital 

y por consiglliente absorben mucho menos energía en la colisión . 

.- .tlohr también propone un modelo semi-mec.:ínico del átomo, 

para efectos de explicar el fren6meno de frenamiento electrónico, 

el cual considera al 5tomo como un ensemble de osciladores armó-

nicos cargados exitados por el campo uniforme del proyectil i.e. 

considero los efectos de enlace en los electrones. Bajo éstas i-

deas Dohr obtuvo ~inalmentc uria expresión para la sección transvcr 

sal de frenamicnto electr6nico, dada por: 

(lII.10) 

donde la frecuencia característica promedio <..w'>es una media geo-

m6trica definida como: 

con e. la magnitud de oscilaci6n de 1111 grüpo 
l j 

Z f" - 2r 1· J -

electrones; ta 1 que 
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Este fue el prjmcr trntnn¡j en to teórico sohrc la col isi6n de 

una partícula rápida cargaclu y un iÍtomo hl:111co, dn1Hk la tr:111!}í~ 

rencia de cnergfa se debe n la exitnci6n de los grados internos 

de libertad del átomo. Fl modelo e~. ¡mrnmcnte clásjco ya que se 
~ :· ~ -,- - : - ·• : -_; 

desarrolló antes del .advenimiento~ de ra· mecfinica .cuántica' alrc-
... 

de<lor de 1915. · · · .·· ·· · · ·· · 

Consiueranc16 iÓs '.~fect~s c~ántijo·s~', d~scred~'aéi6n de· 1a ener

gía, indetermiria~1Í6~·~~~la localizaci6l1 y el momento de lOs olee-. . . . . . ·' .. 
~' . : -, ... ,-. - .;·. ~-··· ¡ - - -. . 

tronos, se trat6 dci~~roclucirlos en el tratamiento del problema 

y fue Bethe qui6n ~i6 sbluci6n al problema (1930) al determinar 

la solución cuántica al aplicar la primera nprox:imaci6n de Bohr. 

Bcthe considera ln transferencia de momento como un efecto 

dinámico, en contraste con la teoría de Bohr la cual tiene depc~ 

dcncia clel parámetro de impacto con la transferencia de energía 

i.e. distingue entre una colisión cercana y leja~a. 

Se propone el hamiltoniano para el sistema completo como la 

suma de tres t6rminos q~ci son: 61 hamiltoninno para part[cula li

bre (proyectil), para eLátomo li~reyé}n inte_r~c_c~6n entre pro

yectil y blanco. Do~~e Est~ dltimo se trutu como unn pcqucfin per

turbación al sistema proyectil-fitomo. Siguiendo con el tratamiento 
. . . . ' -

usado en teoría de perturbaciones se. tiene. finalmente la expresi6n 

pnrn la sección transversal de dispcrsi6Í1 parn el fren:1miento e1cc 

tr6nico en fa ·{~orí.a de 

.:: __ · ~'-'";_ .. ; 

~e ~ - ~' i~E'; ~:~ftt;~~fib~ d~··· .d A 
y. dW ··;".'~~~"J.tcé;;'-'.?t:; ci-~ 

donde l:i suma se hncc soln•c todos los cst:1tlos atómicos 

(.III.11) 

y Q'"\'\ e~ l a 
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sección transversal total .incl:i.st.ica, Eo es la energí:1 del estado 

hase y 1~1 cnergín <lcl estado n, es el número lle titomos por unj<l:1d 

de volumen. 

trónico es: 

clcctr6-

nico es: 

(III .13) 

donde <r> se define como una meclin logaritm.icn de ln energía de 

cxitaci6n. 

~"'v.. -=- ~ \\1c (L)·. ( G.: _ ~~)· d.~··t;{,,I~•~ .. f <i~~> 1•7l .. 
~r·.3 ·. ''• ,\•;,?j.JCJ•.··< 

Y""'º -= .'E°d-·(g~: · 
Nótese en el tratnm.ient~ 1iccJ16 J1:{st~ nhorn, la ausencia del 

potencial, com6 sti menciona nl ~rin¿ipio pnrri tcorins n nltns 

energía (Bohr y BétllCf. 
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IMPORTANC JA nm. POTENC IJ\L f:N COl.l SI ONES ¡\ l1AJAS 

ENERGJ/\S 

Los pote ne ialcs intcrnt6micos bns~1dos en el modelo cstndís

tico del át9mo de Thoma.s-PCrmt tiC:1tcn una nplic<lbJ.ridn1.r üilivcrsal 
' ·· . . : ' .;. ( ' . .' '· ' :·.- .· ,,, -.,'-'''··· .. 

y han sido. empfoados ampiid1~e~tc en los tr<lt:~111i~ntq'~--~16{poclcr de 
'· -~- : _-'?:-~·: ~'.~~-:-~; - , - : < ~~-:-:::.~.---~,~: ~:<:Fó ;,·. --

f re n ami c n to nuclear. · ··· ·•· ·····. , ·.féf; '> · 

Estos potenciales· genernl'.~'e;~tc ticl1en.iá fol:mh~ Cl~:t1ri término 
.. ·-: :~ ~-·· - -~---.- - ·. : 

Coulombiano multiplicado por una funci6n de apantallamiento el ce-
• .. 

tr6nico' l.üs más notables de ellas SOJ\: la ap1-'o:dniíÍd6nllc Sommcr-
': ) 

feld, la de Moliere y el potencia 1 de Boltr .. De ésta manera ln inte 

racci6n se puede aplicar de una manera universal si la funci6n de 

apantallamiento se conoce. Este formalismo tiene tanto ventajas 

como desventajas, las primeras son: la universalidad sencillo~. 

cte. en referencia a las segundas podemos mencionar la poca prc

cisi6n del m6todo. 

El método m5s pre¿iso es el de Hnrtr6c~Foc~y algunas cxtcn

s iones ele él además podemos cubri1~ todo el. rango de separaciones 
--'--·--_-::-;·:~.:.e~-~-~-;~-~;:-· _ _--0 -o-o-" 

intcrat6micas, en col1trnste·can el Thc:ím~s-Fcrmi que scvn.a cero 

para di!>tnncias grandes; pero existe .una dificultad computn¿iona 1 

al cfccttial cálculos con ellos, de tal manera que se vt1clvcn inu

clccuados para sistemas con muchos 6lcctroncs. 
· .. _; :_: ' 

La región repulsiva da bajas cilcrgÍn~/dcl. potcnciul intern-

t6mico es la mfis importante paraclo~·-~•c~lcth~~-dQ i~cnmnicnt() .írn-

clcar. Se emplea el método de elcc;t~·()1Í-lil;re p~r ser compupcio-
ó.., °""=-~.--=-==.' . ..'.'. ~ -·c=,·.;-.o.·;.C 

nalmentc simple y rflpido r t.lá;bu~nos rcsu1't:1dos com¡;ar:úlos. con 

el nivel tic prcsici6n de los.11i~~ollos 1Jartr0c-Pock. 
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Las dcnsi.d:1<lc:; clcctr6nicns se cnlcu1nn li~'ando ln ap1·oxi.mación 

de elcctr6n-librc, introlluci.cnclo correcc:ioncs rnccnno-cutí11ticns en 

la región <le trnslepc para la energía cin6ticn y de intercambio, 

Gorclon y Kim tonmn tnmbi6n un t6rmino de corrclnci6n. 

Los resul tndos experimentales muestran que el usó de :potc11ci!!_ 
. '.-,. .-·. 

les cstndísticos en el ciilculo del poder de frcitnmiento iú1clca~ 

cst{in en un error de ,hasta más del 1 OO'b; pero que sii:i cmbm·go se 

pueden reducir has~a 'un JCl\ con el uso <le potcncinics iniis l·eal is-
_, .:_ '.'.'. "' "~: ~-- -

___ ,._.-... · ._ ._ 

tas. 
. ~-'' ~ :: : -:~.· ~-" ·r.:. -

Por ejemplo f6mes~ el ,potencial 

\ 
(III.1'1) 

donde R es la ~eparaci6n intcrat6mica, e la cargo del electrón, y 

z1 ,z 2 son los números atómicos de los elementos, La funci6n szl'CJq. 

es la función d~ apantallamiento dada por: 

\ 
\ 
\ 

'5 

~ (\ (III.15) 
<'-:::. \ 

con O::: O. '(~53 o.. 0 /(~(2.1~i{2J3 el radio de apun tnllnmie11to. 

Los cocficie~tes se drt una serie cle Jnfoi·os pnYíi~:Tos' coefi ci 

en tes C i, b i defé1'lllfi~Hdos ·por mínimo~.····cundf~~€~Y11al,·a:.cdt~rit!t1n_n 'de 1 as 

interacciom~s indicadas se co1npa1·a11:c~n:é'\c);',-c~~-:y~5~~11,;rf§¡~f~;~ parn 

la función tle Mol icre y con un valor p/6;ncdio ,·<;tic'~(};~1'.cs11ondn a 
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todas las interacciones de los fito111os neutros. Se consideran 0s 

tos valores promedio de los pnriímctros para 1·cprcscnt:1r u1rn fu~ 

ción ele apnntallnmiento realista en Jos cfi1culos univcrs:1les <lcl 

poder de frcnamicnto nuclear. 

el Cz 
e 1 

b] __ b_3 _ _.-::3 __ 

o 
lle-Be o .02:1829 0.827418 0.1117752 0.103251 o. 7•191 

o 

h --1--.:.:..4 __ _ 

27 2.90535~ 

lle-~fü o. 289907 0.429335 0.280758 0.322526 o. 7700 95 2.432938 

Kr-C o. 190945 0.473674 0.335381 o. 2785·1·1 0.6371 7·1 1.9192·1!l 
He-Al+++ o. 142110 0.661703 o. 196187 0.(101562 0.6015 3.4609D6, 

1 

Promedio 0.006905 o. 166929 0.826165 0.131825 

1 

0.3078 

Molic~rc 0.35 O. SS 0.10 0.3 1. 2 

0.91(1760 ,. 

6.0 

5(1 

Ahora para el cálculo del poder de frennmicnto nuclear tornemos 

en cuanta las ecuaciones (III.S) y (III.1) que nos repres~nta~·la 
. . 

ecuaci6n ele la trayectoria y la sección transversal. cÍifercncin l de 

dispersi6n respectivamente. 

El poder de frenamicnot nuclear obtícne de 

,. ,' ' 

•-""•c:::c·:_·c·:_2c_•;;_.'i_;:~~ .e _ >.-e ,· ___ _ 

Jd~ ~ « i:~"~t~~:# ~ (lll.1(1) 

donde T es la energía transferida. ri1)-}i,t(')!nc>'..hl~nco, T'=HE se"'~ ~ 
Y J\-::: J./ Mi M2 /CM 1 + M~)"'J. ') ~t;"t§ ) \.e·~ la .. sccc i6n tr:rnsVL'l' 

sal de energía transferida, Tme~ in'·;riá:xi1?:~:~nergÍ.n trnasfcrid~1 
T",= ~E) N es la densidad atÓ~icá~J~{ blnrico. La sección tl":ms 

vcr~al de transferencia de cnerg¿ ~s 

(fe 0) 
(III.17) 
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donde 1a Cllcrg:í.a reducida es: 

y 

€. - o. M,_ E/-?,;..,_ e"I. (,11.t! -+IJz.) 

e:=~ 

(III.19) 

con "a" el radio de .apantallamiento. Cuando se convierte 111 ener

gía "E" en la energía rcd11ci<la para ambos lados de la ccuac16n 

(III .16) se debe rcdud.1· también el parámetro R asociado a f 
Entonces: 

(lIL 20) 

Por integración numérica de la ecuación (III.16) el. poder.de frc

namiento nuclear reducido 5
11 

(E), se ha determinado por los poten-

ciales Thomas-Fermi (Som111crfcld),Molicrc•y Bohr. 
¡·--~¡~--------- ··--- ... --- ·:··::. -·;. ··--:---· Lss . 
1

. · · : . . . Kr< . -::;::=::::==~~.~-._._¿ 

,:_ - T~·:~io•s·Ferm;· :;?~~\'~-. -----<~ 
!!e . ·· -~-;:' · ·/l,ru111cd 10 """ 
"' º:::>··- • .· ~ ~"" •' - Kr-SI . . • 

·; --p~.r:.:.liere. Y,:_;·. · _,, · -.:' _.: :·_:" ' · r -. 
.. 7 . . . 

-~·--.:;~i~_omcd ".ó !':~-

~. . . 
!?': 

fig '. 2-0 

fig. 21 

!· 

¡, . 
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En la Cigura 20 ~e muestra Sn( é.) V'::'> é pnra 1os poten-

cialcs Thomas-Fcrmi l.Sommcrfcll1), r,!Q1icrc y Bohr. También se 

in e 1 u y en dos r es u l t n dos p n r :i. l n n pro xi nw e i ó n el e e 1 e e t rones 1 i 

bres de Kr-Si, los potenciales promedio, y los resultados n 

proximados de Lindhnrd et. nl (~1). 

Nótese que el potencial Thoma~-fermi (Sommerfeld) predice 

un alto.poder de frenamiento. Lo mismo que .Bohr dá una Subesti

mación del poder ele frenmniento. Los resul tac.los de f\lol ierc se 

encuentran entre los dos extremos anteriores y un poco m(ts n

rriba. de .. fos l:"esultados para el potcncü1l realista de Kr·C·y 

Kr-Si. Estos dos últimos dan resultados muy ;;emej antes. 

Los resultados de I.inhard et. al no se aplican a bajas cncr 

gías, pero se usan aquí por prop6sito de comparación p:ira é:.~O·OtJl.. 

El poder de frenamiento clnculado del potencial promedio tarnbi~n 

se muestro que est(J de acuerdo con los resultados p:ira Kr-C Kr-Si. 

Los efectos del estado de carga en el poder de frennmicnto a 

bajas energías es bastante signigicntivo (fig. 21 ) nótese por 
• o o +++ +++ .. 

ejemplo los sistemas AL-AL y Al -J\l , ,en_tonccs el po~ler de 

frennmiento decrece y para''z'' grandes .aumcntp.. . \ 
. ,. 

Se ha demostrado entonces que los potqncinles int:ernt6micos 

calculados de primeros principios. enln ni>rqxirnac:i.611 de cfCi.:non

libre son suficientemente precisos para t>.rede~i1· los; 1·angos.d.C' b~~ 

ja energía de.átomos en sólidos .. -Sehn demostrado ade1u(is.c¡trn. es 
. . 

tos rn!lgos soi1 bastante scnshi\;os con respecto al -potencia·L- es-

cogido )' c¡üc la a¡~roximaci6n ele ·~!Oliere se cncuentr:1 bnst:.nntc 

cerca a -la -cu i;\ra te61;icn dcsa l;i'ol 1 ada. 
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El rango de vnlick;'. para 1\1 L'ncq~ía reduci<la en este métullO es: 

0.03~E:.~0.3 

III.E. IMPORTANCIA DEL POTENCIAL EN COLISIONES DONDE . . 
EL FRIJNAMIENTO ELECTRONlCO ES DOMINANTE 

El modelo de Firsov pnrn el c51culo de la perdida d~ energía 

inelástica (frcnnmienot electrónico) se basn en que en cada choque 

entre el ha~ de iones incidentes con los 5tomos blanco, h~y una 

desaceleración de las pnrtículns incidentes debido ala fuórza de 

arrastre producida por el intercambio <le momento entre proyectil y 

blanco. Esto sucede cunndo proyectil y blnnco se acercan y sus den 

sida<lcs electrónicas se trnslapan y puede haber intercambio 
1
de elec 

tronoes con una cierta cantidad de movimiento indivichwl. 

En este modelo la. fuerz~ de nrraster se calcule en t6rminos del 

flujo de momento debido a los electrones del sistema (proycctil-bla!_l. 

co}. .• :¿·y· \ 
\ 
\ 

El flujo todJ'tifis"~ciecti'oncs áh•nvés de un. elemento de aren 

el/\ es: 

clonce .,,nd es ln densidad <le Thomas.:Fenni y Z.V> velocidad p1•0111c<lio 

de los electrones. 

La transfcrencin de energía inelristica (t:) e~1 función del 

par5mctro <le ill\pacto (.h) es: 
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(JII.21) 

-con m y V ln masa y velocidad relativa del clcctr6n, R es el vec 

tor de posici6n relativa. 

· .. ~;~~:, ~; .. ~/:.L{·Li: _ ... ~~ __ ::_~,; ·, 
La seccicSn> tllns~or,s~'l _dcfÚonamiento cléct.r6nico se <lcfinc 

e {.: .~:,;:s~::> :!··.-. 

. . ,:::'.~· :::-_;r·;· · .. ··.~ 

(HI. 22) :Ji~~;¡ $~.{',?,'k 
donde el ir,;,:I~ i~/·_:_~r_ •.• _;_~i-~o~r sé tol1w pai:a una é:onc1 ici6;1 experimenta 1 

en partículá:r-~,~-; · 
-.-

Firsov d'cit'i~6- un plrino perpciri<licular a· la linc-a que une al n~ 
cleo (fijo) y al proyectil en la rcgi6n en donde los electrones 

sienten el mínimo de potencial. 

Para evaluar (III.21), tenemos la rclaci6n siguiente 

~ ¡;- _ _¿(. ( 1- Ve R)/t::;.ci) J I(_ 
•( r - U- l/mJ/E',,, - h'l./R~~~1 
en el sistema de laboratorio, Erel'ia.Ine1·gín l'el;ti\/a ci6[inida por 

potenc~:·' ,:,~;~~ico~ b ·:, 
01,Ü·z2:~~'12;;1fa~2x~,;8r:j el 

,y_,·· ... ·:·~:::~·.. ~:--.· .. ·• .. -"-.'··, .-···· ~~·· :;·~:-;::_ 
'.,;;_,.,. - "'·,:~, .;'.->: ,:_·.}:>·';_.··>-'-~-.··· 

MP masa del porycctil <~lb 111a~d;\~~ú;1)bf~Hck.y;p~r dfü)nbir:.; es 

la energfo inicial del proycéti1 en cf· ~j·~~~;~:a clc·l~boratbrio. 

, con_).1
0 

la velocidad del proyectil 

. . ' . - - . . - . ' 

La pérdida de_ cncrgfa inel(t'itica de un/'.orbi tal ~ con pobla

ci6n elcctr6nica UJÁ\6s; 

(IIL 23) 
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c.on Ilo la distancia de m[1x.i111a ;1proxi111ac.i611 <¡uo es solución Je, 

i- VlRl __ i" =O 
f

11
¡ R' . 

La expresión (1 lI. 23) contiene una singul.'.iridnd, la cual 

debemos remover para poder intcgrarla,scgGn Lntta y Scanlon (63) 

si adoptamos la variable 

e int1·oduciendo los orbitales llartrce-Fock-Slater y por último 

integrando sobre el plano de F irsov, se tiene por resu.1tado: 

E). I;. \o 1 Fo) = .L W.'V., ~! VJ). (V;.'> X .,. \, 
. ' 

l \ 
1 ·'. ~ . l 

--- :- . ~1-t\Í) ¡;-.,..ll (\- 1\ d ,, i.:("V, I\ et) )
ti V(~ )~-1 :i.-i '. .. ·-~(IIl.24) 

't. · /"t 1x?.. ( ..ea_ )\Y. º, ~- \ + ~ Ve t?u) -V( 1 ~1¡-... ) .) ~ 
; " 1-<I 

(.o "' 

\ .. ¿-. ti' ) ~I 0-'-1)! l"' l?~ 1~\,;>•V'\I'.'<\~ 
l-l"i"\lol)= C:::. CpC¡.. exp f- ~~ <:::. e 1 1-/<;~) . 

t> <:f. \ 1- k ~ =v ~ • 

donde las constantes "\ y ).) se definen como~ \\::.. ~rt-!}. ¡ Y=~r~\'\~ 
el parámetro .oe .·indica la posición del plano de F irsov. 

Uótesc que la ecuación (III .24)depende de la clase de 
. \ 

potencial interatómico usado, así como también de lá posición del 
-- -- ----- --- ~ 

plano de F irsov. 

Evidentemente 1ri ~antidad de i~portancia central en 

cualquier cálculo de trayectorias.es el potencial de.interacción. 

Anterion11cnte se usaron (y aún se usan) los potenciales Thomas-F E_ 

r:ermi· y alguna versión modificada ele ellos y tambi6n los del tipo 

Bohr, wnde por lo antes tratado sabemos que los primeros sobrce.sti-

manla intcrncci6~ y ios s6gundos la subestiman. Reci~ntémentc se . . . . 

han utilizaUo potcncial(!S repulsivos mií S rcaÚ s.fas como SOllc lÓs 

ab i11itio, 6 alguna aproximación a través de la funcional Je dt!nsi 

dad como son los orl>itnlcs IF S. 
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C k P I T u L U IV 

Para tratar un sistema con un gran nGmbro de partlculas se aplican 

frecuentemente los métodos estadísticos.Este tratamiento para los 

itomos ha conducido a distribuciones elcctr6nicas que son.aunque 

sorprenJa,bastante buenas en vista del pequeno nUmero de electro-

nes 4uc intervienen. 

En este contexto el método de Thoinas-Fermi no muestra· las· caractc-

rísticas nús finas, talc.s como la· distribución de los electrones en 

cavas ¡que es m resultado ~e~:j_()~ ,J:rataniüütos _mús ref!nados .• como_ 

el ele llartree-Fock. 

Til métoüO ele Thornas.f ermi nos dá una distribución promedio donde 

solamente se muestra. la máxima concentración electrónica. 
,, -· . 

Se requiere un dctalladp conocimiento de los potenciales 

en un amplio intervalo <le separaciones intcrat6micas.La precisión 

los cálculos está limitada por la_ aproximación usada para<letcr

minarlos. Los resultados se pueden aplicar a i11vestigacio1~es tc_óri'

cas de los gases inertes en cristillcs ¡ i .e.· el cstullio de defectos· 

cri$talinos. 

Ta111hié,1 .::!S Je gr;m importancia el conoc.il.dcnto del potcnciaJ. para 
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calcular ul po,ior de fre11a111.i.c111:0 nuclear y clcctrónic<J,como se 

¡nuestra en el cap1 tu lo I 11. 

El uso de potenciales mfis realistas como los cfilculos 

ab initio nos da.los resultados mfis precisos l1asta ahoru conocidos 

para el potencialipero son de~asiaJo costosos y no tienen la carac

terística de universalidad,como es el caso para los Thmnas-Fermi. 

Es dccir:los cilculos se hacen para cada pareja de ltomos. 

El.método de Gordon-Kim presenta una manera alternativa 

para el cilculo tlcl potencial entre fitomos de capa ccrra<la,usa11-

do la aproximaci6J1 de Lenz-Jensen ¡¡ara la densidad electrónica. 

El método G-K es una manera barata y util para el c6lculo de poten-

ciales más precisos que los obtenidos por Thomas-Fcrmi simplemente. 

El término ele ener¡iía cinética ,GUnther lo calcula para 

átomos iguales usando densidades electrónicas simples )' resulta 

una excelente aproximaci6n corapara<la co11 los cfilculos mfis exactos; 

como son:el uso de las densidades electrónicas calculadas en base 

a las funciones de onda de Clementi. 

En este trabajo la aproximaci6n Je GUnther ha sido 

extendida para poJcr iratar &tomos diferentes. 

El método propuesto para el cálculo de la. e.nr~ía. 

coulombiana,.¡ue es la ~ontribución original a esú(t;ulj~fo,se ha 

probado 4ue funciona iJara densidades clcCtr6nica5: sin{ihJ~j ul ob-

tener los mismos resultados que LiUnthcr. , >· ·.· Y .. \'. 
Este tratamiento permite potcncialrnente t;rat~r •s.istcinas'f()i1 ;'é:apas 

,,: . - ' ' -;c=='--·~--==-.,,~;',.:c.=_- --"-.:.,'7:-,..,__o.;___cc.o:__-_.,;·_ 

abiertas (sin simetría. esférica),)' a¿tÚallUCllt'c ~e'\rñbaja ~I;. esta 

dirección. 
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La primera parte de esta tesis tiene la tcnLkncia <le servir como 

material <li<liictlco al lcctor,ya que se hace un extenso y <lctall:i-

<lo anftlisis del modelo de Thoma!i-Fcrmi. 

El capítulo Il trata como tema centra1;~~bre )a energía 

<le interacci6n entre dos (1tomos, lo cual ;~ t:6n1~ dci'.iÍió/icma de 
,- :_'.'.;:~ ··'" > ~- :,', ·-~ ~i 

~(~~·- ,.: ·,, 
investigación. . ., '.é • · 

Con respecto al capítulo III s.e refic.f~· Ú11-¡~~~6·1~tc a 

las aplicaciones del potencial intetat6mico. 

Entonces, en resumen, el presente trabajo tiene las tres 

facetas: 

a). - Didáctico. 

b). -lnvesti.i!ación. 

e) .-Aplicaciones, 
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J\PENJJ.ICE 

Cl\LC!JLO DE LA CONSTA!n'E JE NO lNALIZACIUN J>i\IU\ 

LA DENSIDAD DE LENZ-JENSEN. 

,·". ·'. 
i -· . . ''· - ··.- 3 

Se tiene \¡J:~.::{.fi.-1\v) ·-;: ·~. r-X ¿ 'frY\ ( ~ c.; ( h-tt} . donde 

explícitmnenteÚos Úrminos. del polinomio al cubo son: 

donde 

(~c,:(;\<J~)~-:= G" i <t liw)~+-(~ (~w}r··~':j~ > 

Co=1,.Si·tomamos en cuenta _queLenz~Jep.sen~c:oJ1;idcra-
-·- .. -

ron lmcma aproxi111aci6n hasta i=1 .Entonces 

cz:c,,(-;..yll.f-= et +et. <>.v-)'{r 
'· y por lo tanto 

fkl (y) :: Á Y:~· e'~(! T~f. (>.v/iY 
con N el número total de electrone.s y A la constante de nor-

malización. 

Se debe cumplir la sigui.ente relación 

IJ-=- ) ri.-1 Cy) Jt :::_xJ.~--?4 éW'CL-\-(1.(7'Yr7.r_<~·T"",)lr ----c1
. n 

ya yue consideramos dependencia radia 1 en la densidad. 

lesarrollando el tfirmlno al cubo y dividiendo µor N la 

ecuaci6n (1.1),se tiene 

i ~ ~77 fr-~ e'~ (i*:'1.(:\r)'i.+3C~t;\r)H~C;\r~) 'r?Jy ---(1 .2) 

haciendo el CUhll>io de Varinl.Jlc _ ~{)."':iJ~•,f: C integrando obtc-

nemos entonces , 

~ - ,, /r 4 . • t~~'.r~~r·¡ :+:tÚ~ctr~ 6,C:bY~ J. 

- -¡;:·~ ;, ,, 

)' sea \'u,)~l:i.~-ir¿'",~'\l'~V~_'(~~i{·~ef de donde rina1mente 

el \r.1lor lle la constanÚi de 1~01;Í11nlizaci611 es: 
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APEN bl CE 2 

Süill CION DE LA ECUJ\CION LE POISSOil PA M LJ\ 

lliNS 1 J.JAD l<I'-\ 1Jl1\L m CJ\ rGA DE LENZ -JENSEN. 

La ecuación dePoisson ----(2.1) 

con cp l") el potencial; é,qrrcspqhtlicnte a unn distribución dada 

de car~a,y flY)ia dehdic1~c1, 
Lcl operador laplaciano toHiaremos únicamente la ¡'iarte radial ya 

que ta~to cP tv) corno fcY.) tienen solamente dependencia .radial 

(por naberlo supuesto asi),sustituycndo en (2.1) resulta 

~u~y:\'r'l Ó ';)) ~ -'-(rTe) (y-) ----(2.2) 

si multiplicamos (Z.Z} por r 2 e intcgrnmos,cntonces 

,Y'· .;_ d c.Pt ... ) ..; e. J if e > J. ·· ,_ A 
.•. · '·~ --'ITí y . y .· .. Y:.,·· .. ··.-r;·.· .•. 1 ---~(2;3) 

Ahura :;sustituyamos ,la den:sidud de Lenz-Jense~ explícitamente 

en (2.3) ,p0r lo cual 

~~ ó-~~ : ~~n:C~JJ r'IL e~m ( t \C~ (
1

~ytt);_cl~- !~~~\H u 

·.· ·.· -Z .... ·. .··· 
con la constante de 11ormulizaci6n igual a ·Ao-==:'fil.")./'ZlJ. ~ce..,)) 

. . . •. . 1/ 
que al sustituirla y haciendo el cambio de variable X::l~o\')Zse 

obtiene la expresi6n siguiente 

. . 

L ~ r.Pt)() ::- 1Je lx~e-~(inC-nc~3ccx-i.+ct)(3JJx+Al.. ----:-(ZA) 
? >.' J )<. \'.k~) J ·' .. ' .. ,· .. · ,·· < ' ., .··. 

dontlc aparecen iútcgrrilcs de ne fo1·ina;(30): •: ' 

: . 
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Efectuando las integrales y hacica<lo al~unos pasos algc-

braicos como son las sumas y simµlificacioncs ,orJunamos 

los tér.1tinos en 1;otencias de X para obtener 

y> 
:,-~., 

se tiene 
'"!'. 

-·~¡·:'.e",-

... - .... 

J r/J{X) - ~· e-)l \_ ___ '.°l -\- ~)~)f{ , 
di< - t>t<..\ X1 L.: ·9~_.)(,3 .. :);;,.. . 

Integrando la ccuaci6n (2 .:6) ~~ c_)b'fJ~¿1_éI _1C?éj_1&llipnt:.cJd,~~PSi«?S. de 

nac1::r varias simplificaciones~.· /:t:<·· 

e/Je~> ::.-20 rve e-~ tpcc._) :¡. P(r~>x~}'.t,)_(t y~ x3 \·:tchc"'J~- ,, ~'- -t /+4 -
)< 2 \)Cri) C. . . -------(2.7) 

• • d O\AM 

/3:: d-(~r?J.t-clr 'j. .t<=.J.(.l, ci+1srl'i-ac¡) 
Aplicando las .co.ndicioncs de frontera en la expresión ·cz. 7), 

las cuales son: 

i) . -

ii). -

cuando 

cuando 

En el caso de que la_ X ti~nd~ a cero se tiene para la cxpo
<- :.:"-' 

nencia l 4uc e">': 7"> k I¡- X)\ < y por lo tanto, 

a 1 sus t i tui r .. ~.1~'.~~t~:t;~'.íi¡~~~l;_·~_-:)-~far.~_ ···.·~·. 
11acicnJo sim¡;i1~j'.¿iitig1i?~r? .~Ób1;é · 1a óxp~csi<fo ri;1~b1·i~i; i·csu1ta: 

~\~·~º~~:-_;:: ~!;~-~- r/L; :-'-o'~-~7:_'..~·--:-··;~_: ;"-!:~ :~-, , :: ---/;.>,,_·, =-; - --~-.- ·.:>~-., _::. ·: - , 

dt: - i \ :_ ;~ti¡.i)¡ +A, 
\>Cti) ) . )(1 "-



--~-- ... J.1 2 ___ ---

Pero J\ 2 de lo última cxprcsl6n es igual a cero.En efecto, 

si oplicamos la primará condici6n de fr_ontcra pn (2. 7) implica 

que A2 =O. Por lo tanto: < · __ · •---.. _-_-.- · .,;. _ --e._~.-+ Ji --~ l -) --;..__- ~ e.li.L _ YJ t 'I) ~ - :>.~Ne __ -_ -_ [L -_-._.-- Prrtl · · - __ --- .X1. 

donde los términos sin x2 11.~·son 'iignificati\•os para cuando 

la X es muy pcqucña,cntonces tenemos: 

9f Ct-) ::: _>.o 'N ·e.:.x\'1 ii-.x ~---~-- x t+ L )l.
9 -t· ~P1:i- xvJ~ 

l - . l....: -- - · · _-_ P(r1) PCr,) t 
X . ··- ._ 

lacxpresi6n anterior séreduce finalmciltc a 

donde los coeficientes de S{x)_ cstan de _acuerdo con lo~ obtenidos 

en la rcf.(11} PV· 
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APEN J.lt:E 3 

METOWJE CAMPO iiJTO-CUNSISTENTE lE llt\l\l'Hl.rn. 

En el estudio de la estructura do un 5t6mo complejo,<lc una molé

cula o de un cristal,se tiene generalmente un hamiltoniano bas

tante complicado domlc figuran y entran en juego las coordena

das de to<las las part1culas,n(1cleo y clcctrones,quc constituyen 

el sistema. 

En átomos pesados (aquellos í.{UC tienen muchos electrones) se pre 

senta_ un problema dc.cifftoraccioncs en el cual toman parte un 

gran 11úmcro de eJ.ectroiles;estos electrones interactuán e;ntre 

si de acuerdo con la ley uc Coulomb, por lo que para dar solu-

ci6n ol problema se debe plantear el harniltoniano total que 

involucra la interacción de muchos cuerpos.En el tratamiento de 

dici10 l.Jroblema se han desarrollado distintas técnicas de. aproxi-

maci61i que conducen a buenos resulta<los,sin embargo estos mode

los suelen ser bastante complicados en su formulación teórica,y 

es por eso, que generalmente se opta por undnétodo merios r igu-

roso matemáticamente hablanclo;pcro que sin embargo permita 

predecir propiedades importantes de los át~nos. 

Como primera opción e.le ser ibiremo s el r.lé todo de Campo -Auto con -

sistc1n:e de 1lartrcc,el cual es esencialmente un procedimiento 

UC a¡Jl"OXilll~ICiÓ1l que permite efectuar CiÍlCUlOS prácticos Sobre 

la estrucctura·atlsmiéa,g~n~rallnente tiene un •. margcm pcr¡;.1el10 

de error con respecto a r~csuLtados cx1>crimentatcs (3JJ. 
·_. . - -,··, '. ··:_:··_· -- - -~ ... _. __ '~ -. --. -- :_<:<·_::: _ ._ ._· •, -·. < -

Enlos trabajos 1ia~;ta aJ106i éxistci1tcs v1C ln litcrat:lircac só J)Ú 

logrado <lemostrar que el único problema at':01:1ico exactamente 
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soluble (resolver la ecuaclún <le Scllrouingcr) e~; el fito1110 de 

11iclrógcno,y en una buena aproximación los fitomo~: tic lwlio y 

1 i t io (.S 1 ) • 

Se discuiir~;en~lascpfigin~s siguientes la aproximación a la 

ecuación CJ~·.s2~{~~il1ier:para átomos con más lle.dos elcctro

ncs,y se Utiii.ka .el modelo de partícula independiente ó 
:·- .;,." · .. , ' ' 

campo ce1~'tirrd1,y ·que además sistemáticamente tomará en cuenta 

la repulSióil'entr.:i los electrones. Hl haniil toniano monoclcctr6-

nico tiene la .. for1;li.1 
.A . ·t1. '?. 

J-1· --.!:L- \J. ?e i 
. . .l - .;J W\ e - l'é 
l~encrgia cin6tica y potencial del i-&simo 

clectrón,de tafmancra que .el namil toniano para un átomo mul ti

clectr6nico tiene la estructura siguiente: 

----,-(3 •. 1) 

donde el~Qlii~~ t6rmino representa la energía <le repulsión 

clectr6n-clectr6n.Y justamente es el responsable de que la 

ecuación de Schrodingcr no sea separable en'un hamil.~oniano 

que actúe indepcntlientcmcntc sobre cada una de l.as. pal":tículas. 

Sin embargo con el obj cto de dar solución al prob,lémél (32) se 

introduce un ~otcncial ~Eectivo 
•,. 

• ..... :·.:.~~~.#.·:j~:.::\~~~1(.l;i;iJ(:~c{IJ~}ct)")'· .. ·.·. 
t¡ue &! 11ucdc intcÍ-1>fe,1i:ar C.Ó,i110~61'1H)f.cJ1~].¡i.l-,: c1~:i1:iJ:ct_élccl.fü1 clási-

, .: .::;·,·: 

co º n ti-e 1 a ·N-§.~ l1r1~~-~s]6i; ~. ····~ ái-s !1~~1 i y ia~ .~;;·caI_ ~I.,lit:f .±~f i i • 
es un potoncini·· débicloa••111dist'ribtlcí6n~prolÍ1cd~o:·cie1i:ís.i.\.~.·. ele 

( -: . ·:~ ... ·.t< .· . ·•"' :·. . ,. ",; .. : 

Cll'OllCS )' el N-ésiu:o electrón en un cu111po i;ro1li.1cl.<lbi>()r'cl ai"re

t!.lO de los N-1 restantes.de manera que en lo:::; átomos cuya Últih1a 

cu¡.i:1 es ccrrad;t se tic11(' un potencial q11c es csfériarnn(·ntc si1116-
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trico.La función de on<la para N clcctr011cs,cn )¡1 apro::imación de 

ca111po ccntral,sc ptwue expresar como el i>roducto do N orbitales 

sintples, y}t·c1"), 
¡J 

\.\)y,~.s,--~f'J}::: 
1
?[ rJi"rt') 

cxce¡1to que ios. or.bitales · ¡(te"¡ 
--------~(3.~) 

no son del .tipo hidrOgcnoide 

y están todavía indefinidos.Nuestro problema ahora os encontrar 

lafonna de éstos orbitales. 

l<...::cmplazautlo el término repulsivo en (3. 1) por la ecuaci6n. (3. 2) 

y aplicando los orbitales ¡j(N) 

lt. ~¡ + fS~.<~i.cjl/~H~·cJ))j ~<·11')=4· rl,•ti'J?:~~1~/;:_-~.c:.;·A) 
La ecuaci6n antericfr>descrihe el comport:amien~o.pa¡:n et.i~~Simo 

-._ . .,:;;~5:~~' -:· ·_ -~~-- -~--~-- _:'.~~~i~~-~=;:L;_·.~·:·:---~:' " : .-.; _ _c.};>-·:-

: :::::.:~ anora eio~ér~•or dé Coulm•b ta~~;~'.9¡{Í,ij~I~:\~·(;)') 
y sustituyendo en (3/2) la siguiente cxpr'csi6n tcmcino's ··por:16 tan 

· , ,: . . .. ¡J . . · .. :: .· :· ··:•; ·· .. i!: ¡·· r 

-to: tf;:: Z :S- · < t) . ..:->; 
: . . ·L j' ; .. -.:: 1 J 

- IJ ,A ¡V -'\ ·:-· . . . 

L ~ H,· t-:?;. j. C¡) .1 rf, '(.1') .E.l· i.J. ··. t'< :·) ;.~·;.·~ (3. 5) 
h 1 J )e : \ J j. "Pe r 

El uso del potencial V,: .1":!r111ite que la ecuáci6n (3. S) sea separa 

-ble en términos de ias Eocfrilc11adns Ulóctrónicas -individúálcs.A 

1 a ex pres i6n e:~. 5) se le cohoce co111unmcnte como ecuaci6n de 

~artrcc,es impbrtantc recalc¡r que es del tipo integroJifcrcncial, 
A ~ 

debido u l{UC J./~ y 3j < i) es un 

o¡icru<lor 

Purla.-. cons se pt1odé consiLlc 

-ra1· qtic 

----~---~(3.6) 

donde las funciones y, t '' • ) (,,.1; 1. v,· <¡·,· son los armónicos es fé r i· -
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cos y Re-<.-) la parte nuljal de cuJa orbital .Por s;.1poncr el poten-

cial (1n·omc<lio) con süietr.í.:i esférica ,sobre los armónicos csféri-

cos solnrncntc se nace un promedio que dú una constanto,por lo que 

. si logrrudos <letcnuinnr la parte radial de los orbitales conocere~ 

mas éstos y por consiguiente el potencial Cj¡ 
Se pu~<le demostrar que por medio de un método iterativo y por apro 

-ximaciones sucesivas se obtienen los orbit:l.les le· e 1·1 . 

En efecto ,escojamos un conjunto de orbitales aproximados_.) ~j~ú .~ 
u orbitales de prueba,que scgQi e~ contexto podr.í.un representar 

t ~ 
<listr ibuciones de ca1\¡á. · ' \ 

Al introducir un or'bita L de pl'Leba (aproximaci6n cero) en la ecua-
'-:_:---.-- . -;_ 

ci6n (3. 2) obtene~1ó~ >> 
·\ 

---~-(3.7) 

definiendo la ~proximaci6n de' orden uno al inroducir el iesultado 

(3.7) en la expres~6n (3.S},es decir 

~ ·-,-..... 

si se rest1elve laect'.iaci6n\siguiente 

.· ([~,; 1frirL·· . . 
.. ._,.,,. 

de orbitales 

por lo que 

1iara el nuevo ¡¡amil ton.i;1110. 

• _. ·,¡ 

------(3.8) 
"". 

\ 
\ 

se t,i ene un nuevo conjunto 
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de c.lonJe resulta un nuevo conjunto de orbit;i] e!; }. 0.-''~.i ~ 

El proceso se repite hasta que: 

, 
•.o ------------(3.10) 

r.l.rn l ,../.clifll ,../.101 
Y--í· ul ":!:.- W¡ <iJ·::: Pe· lt') 

En este punto los orbitales t/.c·ro son tales que las distribucio

nes de carga resultantes de ellos reproducen el campo de potencial; 

y por lo tanto el conjunto { ~-'"I (< J ¡ no dá el conjunto 

.Entonces se dice que los electrones se mueven 

en un ::ampo Auto-Consistente.En la literatura se le encuentra 

también como campo Auto-Consistl!nte e.le llartree ó (SCF) y al conjun 

-to r {J(rc') ? se le conoce como orbitales atÓlnicos de cam-

po Auto-Consistente ó (SCT-.AO). 

Entonces como conclusi6n podeillos decir ~uc c1 m6todo de campo 

Auto-Consistent.e de Hartree t~s bás icamentc: 

~r una función de prueba (AO) aproximada,lueg6 sustituirla en 

(3. 7),al resultado de esta sustituci6n introdUcirlo en (3 ;8) para 

resolver (3. 9) y así sucesivamente en. -fornla cíctic-á 0 hastac o-btencr 

las condicioaes (3,10); 
. - ·' •,.,- . 

Cabe scíwlar que hemos pa~ado p.or aÚo un hechoiqastántrsigni-

ficativo ,t¡ue es el deencontrar la sC>luci6n.d~>itiec~1tción 
(3. 9) que por ser integrodiforendal es nmy• difi~Ú· de resolvcr; 

por lo que se deben utilizar métodos de integraci6n numérica. 
-·~:-~L: 

}.cbi<lo a lo antel'ior Se, dice l!Ue c:S:9) CS ;_;¡la CC~ÍaciGil <le SCtÍc.fo-

eigcnvalores (9). 
. . 

ne mo<lo que una vez LJ.Uc se han <lcterminndo los .(AO) se, ~ti~ti turen 
'\-·' 

en (3.3) para obtener la función de onda pnr:t los ~ clcctrocs 

del 1it01:10. 



L11 conclusión ;el método de campo Auto-Consistente de llartree 

(SCF) reemplaza la interacción de un electrón y el resto que se 

encuentran en el átomo (interacción de muchos cucrpos),por la 

que resulta ~e üna carga esp~cial promediada considerando adicio

nalmente que es asféricumcnte si:uétrica.I.:sto último resulta ser 

una hipótesis físicamente razonable,ya que,la contribución nu-

clear al potencial es del orden de Z veces la fluctuación de-

bida a dos electrones que se aproximan entre sí;de tla manera que 

para Atomos mis pesados (Z grande) tien0 mayor validez la hip6tc-
' sis de campo central. \, 

Nótese que la función~ onda monoelectr6nica no cumple los reque

rimientos cuánticos ele antisi1netT1a (33,34) ,esto implica.que la 

función de onda completa tampoco es antisim~trica,r el principio 

de exclusión de Pauli'no se satisface. 

En el procedimiento de Hartree se relacina lo siguiente via 

la o:uaci6n de Scnrodinger: 

i) .- La funci6n Je onda p2rn un fitomo de N elctroncs. 

ii). - La hipótesis de campo central ó modelo de partícula inde-
--\ 

\ 
pen<l icntc. 

iii). - La densidad ele carga electrónica. \ 
\ 
\ 

El prOble111~ ·es llegar a tener la expresión para la dcns.!. 

-dad de carga >(~f·i>()~cllc;ial promedio~don<le ambos serán. auto-con

sistentes •lle lllari.~:fri'~Ge ~;~fisfagan la ecuación de Schro<linger para 
. . .•• -·,--· -? :i -::•.'''! >-··.,_,;,' - -

I.:s importante: e'.~'~(?~cir::. ti]la ):.~nci61l. <le· ¡1ruciba con bue1rn apr:ox imac ión 

ª la auto~=~"ºE~ff\~1r!~".{11'5'f~:~~mc;;~·c-csa 1utlúcra ci 111·occso 110 atúo
cons is tcn~ia C:.~nv6rj él rfiF:i.(l~1n~l1tc .· 
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Al'EN DIC12 4 

En este ap6ndice se din los programas y diagramas de flujo para 

el cálculo de los potenciules y la energía cinética, 

El programa I calcula el potenc'ial de i11teracci6n para átomos 

iguales. El 1I hace el caso J.c átomos diferentes .Y por til timo 

el programa III calcula la ener-gía cinética a la Gordon.:.Kim. 
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