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- I N. T R o D u e e I o N • 

Ambicit'n de teda f1sico es la de· conocer, describir y pre-

decir a la r. :uraleza, y el lenguaje adecua:lo para CU11plir con tal pr~-

sito es el lenguaje de las matem&ticas. 

En particular cm respecto a las ecuaciones diferenciales 

se puede afinnar que casi tedas los fundamentos de la P1sica y. grill\ parte 

de las fonnulacicncs de la F1sica Teórica avanzada, estcin fonnuladas en -

ténninos de éstas y nuy frecuenterrcnte en términos de ecuacicnes en deri-

vadas parciales. 

Cono ejenplo de lo ant~rior se pueden irencionar la ecua 
' • 1 • .,, 

cit'n de cnda V 111 - k 'P= O , la ecuación de difusifu ~-'l'= ~ t t la ecuación de 

Laplace v11
l1 =O, la ecuacitn de Poisscn V''l' =-f , la ecuación de Schro­

º 1i , . ;:•11 
dinger - - V 'I'+ V 'l' = 1,h --- etc, etc. 

2m ot 

Una de las caracter:ísticas fundarrentales de éstas ecuaci.o-

nes es el hecho de ser lineales, sin embargo es bifn sabido que en la de~ 

cripcifu de algunos fenáncnos, al linealizar las ecuaciones que los rrode-

lan, se pierden algunas caracter1sticas inportantes de los misrros. Por e~ 

ta razt'n se hace necesario el estudio de ciertas fonnas no lineales de 

ecuaci01es clc!tsicas de la F1sica Materatica. 

'. En este ccntexto es propósito de este trabajode.Tésis ha-" 

cer un estudio de la ecuacifu de onda en fonna sanilineal el"I una a:ken 

sito, es decir de la ecuación cuya fonna es: 
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(0.1) utt - Ux.J' r F ex, U) = o 

ccn ccndicioo.es de frootera 

(o.2) U(o,t)= U( n ,t)=o 

El :interés est& o=ntrado sobre tcx:lo en la existencia de so­

lucioo.es que sean perit':dicas en t. 

Siguiendo la terminolo;¡ia usada en las ecuaciones diferen -

ciales ordinarias, se lla:nartl "vibración libre" a cualquier solucil'.:n no 

trivial y periédica en t. Una de las dificultcrles de los problemas de vi -

bracicnes libres es que el periodo en t no se ccnoce a priori, y el re&il­

tado principal coosiste en mostrar que bajo cierta8 condiciones de F, y ~ 

ra cualquier pcria:lo que sea mt'.iltipl,o racicnal de 1T , el problana tiene u­

na vibración libre cl5sica ccn dicho periodo. 

No se ha escrito mucho sobre soluciones periL Jicas de tales 

ecuacicnes de onda. Se-ha hecho cierto trabajo para el caso de vibraciones 

forzadas can F reemplazada por cg (x,t, u) para e nn.iy pequeño (ve<\se .,rqf, 

l). Para el caso de vibraciones libres se han dado soluciones de la ecua -

ci6n. 

(o.3) utt - u¡(X+i:g(XU,U.x,Utl: o 

ccn ciertas ccndiciones de frcntera y periOdicidcrl (ve~se ref.2). M&s re -

cienterrente Fink, Hall y Itausrath (ref. 3) y Stedry y Vejvr...da (re f. 2) obt~ 

viercn resultados para ecuacicnes de la foDna (0.3) con g de las formas 

<1- u~ > u t , <1- u'i u t y <1- u'> u . 
· Todos ellos obtienen soluciooes débiles continuas por pedazos para la ecu~ 

ci6n (o.3). r::e cualquier .forma parece que no hay r.ingún trabajo riguroso -
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aparte de el de Rabinowitz para la ecuación (0.1) para problemas que no -

sean de perturbación (vetise ref. 5). 

El trabajo de ésta Tésis se basa fundanentalrnente en el ar-

ticulo de Rabinowitz sobre vibraciones libres para la ecuación de ooda se-

milineal. Sin anbargo para la cabal canprensión del Tena se hace necesario 

cubrir ciertos antece:lentes, lo cual se hace a lo largo de los capitules -

I y II que constituyen un bn .. >Ve res(rnen de los temas; 

Espacios FuncionalesY:·l6tcdos variacionalcs respectivamente. 

Fn los caitulos III y N se plantea y resuelve el problema 

(o.1) (o.2) que es objeto principal de este trabajo. El ataque al problema. 

es via al cfilculo de variaciones. 

(o.4) 

donde 

Fn concreto si f depe,'1de solo de u considérese 

<I>(u) = ~r ~(U~ u!) - Flu >]dxdt 

T= (o,íi] X [o,'1) y F( Z) = ¡zf(s)ds 
o 

El integrando de (o.4) es el Langragiano del problema. FoE_ 

mal.mente los ¡:untos criticos ¡zS definidos en una adecuada clase de funcio 

nes t-peri6clicas son soluciones de (o. l) (o. 2). No se sabe cano obtener --

puntos criticos de 95 de una fonna directa, 'pero para ciertas condiciones 

de F se P-Jeden obtener puntos criticas Un restringidos a subespacios Eii 

de funciones a::1misibles de di.rrensión finita. Olando se intenta que sucesi~ 

nes de funciones Un convergan a la solución de (o. l) (o.2) se presentan al-

gunas dificultades que conducen al estudio de un Langragiano modif ic<rlo y 

consecuentanente el problena (o.l) (o.2) tanbi~ se modifica. 



4 

ID anterior se hace en el inciso B) del capitulo III. Algu­

nas estimaciaies que se hacen en el misro inciso ccnducen a la solución del 

probl-ana modificado. I.a existencia de las soluciones débiles del probl011a -

(o.1) (o.2) se danuestra en el inciso A) del capitulo IV y finalmente en el 

inciso B) del mi= se demuestra la regularidad de estas soluciones. 
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I. ESPACIOS FUNCIONALES 

A) ESPACIOS DE BANACHY DE. HILBERT 

En este y·en los próximos capítulos, cuando se 

hab~e de un espaci" vectori.al se quiere decir un espació vect2 

rial de dimensión finita o infinita sobre elcampo•de l.:is núme 
--- -

ros reales, a menos -qúe sei especifique ló contrarie::>. 

Defiriid.6r1' fi;!~Xíf ;~.-unaY~orma :en un espacio vecto 

rial es un mape" 11 11 : E!';.'.;.~f:·~~f'.~n<. eL conjunto 3l de lus rea 

- -/-: .. : ' 
_.,. ···•' 

-,. - .~~-=- .. · -

(I 

(IÍ 

> .. 11·"11 :~·o· . ;'_:::.'"' ,· ·;. __ -
Pélra todo .Y e E 

11:~1rF-º .· _. _si Y 

< r~~>- l1:t~1r'·~-· 1 .iT Uxll 
sólo. si. ;X= ·a 

para toda 

para todo escalar .A 

x e E y 

;-"_r;>~i;a ~iiaiq~ier -
.-_''{;;-

(IV ) 11 X + Y 11 ~ 

-~.:-_.'_·:-=-->- .,·.~ 
·;-.· .... , 

. .· . - ; - -. ·. ~ . ' ' -:·· . ¡ . 

Un espacio.en norma def.Ínida se 

Es fácil ver que si Y - 11Y11 es una norma del es..: 

Pacio E entonces d( x. y)= 11 x Y 11 es una distancia en E 
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es decir, E es un espacio métrico. 

Def in.i.C:\p.~'/ (i;A:~j> •:;~: .. En·. \ln espacio'. métrico 

:n: :•:::::: :: ::::~ '~ii:;I~f ~i~~J!~~~f il~~~¡,;;~&~l~:.'.: ... t.~~(~~:d<a• 
, -· ·:,~: ·· , .... -, '·~- ·· ~---~ ,. T·~~·~-·--~';;_:z:~=:·~~:{>, 1 .. -._.~.~~"~it~~H>·~· J--;~:'"-2., -: ... ' ·: ,--·:::··_·- - ·\, ,;:;, _ .. _: , 

'"-..~- ;-:-;~/ ;')~f:-··. ,,..,,· :;¡::.":. : :r .. ",' ::;~\~~~ , ·>:•«.~:;\,~·/-:'::.:y 
':-::>·;·:;>; '"-·; - ~¡ - ·>'.:>~ .>:·:~Li}~'.~:~~~~:~::· :."~St•(\;:· -_-''. _:·:::- -..... ,\~ _ ~> ... :~;;!;,·- ~· · .. , 

'.- - ,_-:'•;!" ,':'.,~::;_:: : -~-;>:-~-:- ~?-_:.:__~:;:_ ~ • . ,. ,"·;-,_~ __ :.::::_.;_:-,;:~.·,~::·-~~, -~::._,~;~:.:-<~~:~;¡-}~~-~ -~~ , :-~~+:-:-,~~:-~~~-C.:./:-:::<--~ -· ~ 

De fin ic N~iffi~·~;~3ff] 'u_ri.~~spa(:_i-¡)- 1n0J.Z:.i;~~·,2~'.si'~§rn.p1e - ·· 

to si toda sucesión de ·dau61i/eh . E·. Conve~ge --á ~~"-~~~f~ ~~\ E·.· 

Definición (l.A.4) Un espacio·ae Banach es un 

espacio normado que adem6s es completo.· 

Definición (1.A.S) Una forma Hermitiana en un 

espacio vectorial E es un maped de E X E en e . usualmente 

denotada por F(x,yl= <x,y> con las siguientes pi;opiedades: 

(I <x+x:v> = <X• y > + < x· • y> 

(II < x, Y+Y'> = <X ,y > + <X ~y'> 

• (III) < Jx ,Y> . .A<x,v > 

(IV ) < )< . JY> = ::t < x. y > 

(V < X .Y > = .;y:-;:-> 

Una forma Hermitiana < > sabre un espacio E 

es definida positiva si<y, y> ~ o para toda ye E y es no degen~ 

rada si y* O implica <Y, Y>* O 
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Un espacio prehilbertiano E es un espacio vecto-

rial con una forma definida positiva y no degenerada. Al 

valor <X,>;> se le llama el producto escalar de )( y'( A -

un espacio prehilbertiano siempre se le considera como norma-

do con la norma 11 Y 11 =-
ti 2 

<y' y> 

Def inición'.U .A •. 6) .Un~spacio de Hilbert es un 
.. 

'' - ·'.,:)~.-~~;;~-::~-----
\. _. ~ 

Definicion ·{l~A:;7) Sean· -B., B, espacios de Ba -
~ ~- -' .. - ·- '• - . ' ' . " 

.nach. Se dice que A e~\in°operador si. a todv 

le asocia algún g e B2,. denotándvse como Af = 9 

llama el dominio de A y· se denota por O" 

El operador A recib• 

B,es un subconjunto de C 

Un operador A es 

vectvrial y si A ( e, f, + c,f,) :::: . c,Af¡ .+ ;'czA(' 
y todo número e¡ 

t i: a; e B, 

s; se le 

funcivnal si 

subespaciv -

para toda f ¡e DA 

Un operador se c]eno~ina .• c~nÜritio e.n f e D,._ si 

toda suces'ión { f"} de el~~entos• d~: •oAq~e ~un~e~~e en la nor­

ma de B, hacia f es transformada~ .. en<la ~uce~ión{Áta} que:. en 

la norma de B 2 converge hacia A (. 
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Al operador A se le llama contínuo en DA si es -

contínuo en toda fe DA 

Al operador 'A; se l.e llama. acotado si iexiste una 

constante .e> o tal·~¿~·úXrll ~ e 11·<í 11 para toda re D" 
··· . Bi . a, 

Una relación entre los conceptos de continuidad 

y acotación que es fácilmente demostrable se enuncia a conti-

nuación. 

Teorema (LA. 8) Si el operador A es acotado en-

tonces es contínuo, 

otro r~sültac'lo qllé es. úd .. l y se usará posterior-
' ' . ' . . . 

mente se enuncia y demuestra a ~ontinu~ción. 

Teorema (l.A.9) (Teorema de Representación de 

Riesz). Sea F:H~R una funcional lineal acotada en el esp~ -

cio de Hilbert H , entonces ~xiste un Único y e H tal que 

(l.A.9) F (X) = <X,Y> toda 
''·"< .· 

X E H y además 

(l.A.10). 11 Fii -· llxll 

Demostración. Es claro que N = núcleo de F es un 

subespacio de H . 
_, 

N = F (O) y {O f es un -

conjunto cerrado en R por la continuidad de F se sigue que -

N es cerrado. Sea N .l el complemento or tagona 1 de N, es decir. 
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para toda x e H existen elementos únicos z e N y Y e N.1. tales -

que x = z +Y y a~e111~s <Z 1 Y>_=O 

Si F nJ~fas.":idéhti~amente O , existe un ?< e H tal 

que F (X) ::¡:. O , pero;X se ~u~de eser ibir como X. = z + y con 

:z ·e N y y e N.1. , luego F ( X ) = F ( z ) + F (Y) = F( Y ). 

si F no es cero existe 

de aquí que dim·NJ. ~ 1 

J. 
y e N ta_l que F (y)~ O ~-

Esto es 

Se sigue -

. '-·~~'. ~ ·.:··; ·:,,\ .-"~~>- . ,. ,. ·.(0:~: ~ ~} 

de me:\ . .) que (·LYi~;· ... {.i~)·;~_. -~i~m~. ~§{~o'}/· Lo ante 
. a .. ·'·"º··· •.•. 

rior significa qu.:! v,,-Y70,."so.n ll~ealmente ~~.p~n~.i,erif~~·, luego·--

.. ·.-·. e··· . 
Sea Y0 e NJ. tal que 11 Yoll = 1 y Vi·§~):'== a * O 

haciendo ahora Y1 = 

' , . ., 

= a 2 = 11Y,11' Esta Y', sat:isface la coriclusi.6n del teorema. 
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B) ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS Y DE FUNCIONES CONTINUA-

MENTE DIFERENCIALES 

. ~ 

En el inciso anterior se introdujeron los concep-. 

tos de espacios de Banach y de Hilbert; 'Estos conceptos es-

tán basados en ciertas correlaciones ent~e sus elementos, es 

decir es suficiente definir la~ operaciones de sumas entre 

sus elementos que satisfagan ciertos axiomas y de multiplica­

ción de dichos elementos por un número y una distancia induci 

da, ya sea por una norma o por un producto escalar. La natu 

raleza de los elemtnos de estos espacios es independiente de 

las afirmaciones generales que ahí se enuncian. Sin embarg.::> 

las propiedades generales a que se alude no son suficientes -

para el desarrollo de la teoria de las ecuaciones diferencia-

les. Al estudiar las ecuaciones diferenciales resulta natu-

ral examinar los así llamados espacios funcionales, es decir, 

espacios cuyos elementos son funciones de variables reales 

en el caso que estudiamvs. 

En este inciso se introducen varios espacios fun-

cionales y se obtienen algunas afirmaciones acerca de las re-

laciones mutuas entre ellos. 

Bl) Espacios Normados C ( O 1 y C ( Q ) 

Sea C ( Q 1 el conjunto de todas las funciones con 
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tínuas en n ( n es un dominio abierto acotado de Rn ) • 

. Ante todo se debe indicar que C ( D l es un espacio Banach ya -

que: 

lro. La funcional s u R 1 f( X ll definida en C ( ñ l -
)(.E: ñ 

constituye una norma, como puede verificarse trivialmente. 

Es decir 

11 f 11.: 
Clnl 

s u P Ju>< 11 
.)(en· 

(1) 

2do. En el espacio ~Cñ> c~n la norma (ll toda 

sucesión de Cauchy orbitaria de funciones
0

converge uniforme -

mente hacia cierta función de ctfil. 

. -
Sea ahora CIO) el conjunto compuesto por todas 

las funciones que se reducen a cero en an (la frontera den). 

Se puede demostrar fácilmente que CIÚI es un subespacio de 

CI .0 l. 

Examinenos ahora en Cl!"i l k -los subconjuntos e ( n ) 

k = 1,2, . .'., compuestos de todas las funciones que e.n el dom.:!:_ 

nio D tienen todas las derivadas parciales de un orden hasta 

k inclusive y es tas derivadas s.on con tínuas en -fi. C~ O l 

es un espacio vectorial. Por otro lado en 
k­

CID l 

introducir la siguiente norma 

11 f 11 = 
c'<t ñ ) 

L suplcfflxll 
lll'l-$k XEO 

se -puede -

( 2) 
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La convergencia según esta norma es uniforme 

en n para las funciones y para todas sus derivadas hasta el 

k-,simo orden inclusive~ se puede demostrar que el espacio 

k -C ( n I (con la norma 2) es úll espacio de Banach. 

•, 

, ·- - - '~;;_:. "----

B 2 l Fórmulas de Integración por( partes , 

._,_ -:'.":~ -->:·: ·- ·.· - ... ~. . "' ~ - . - -
-_,;,-". ·· --.- ·" , .. : : ~~r~~-~~~i",2~;~~~~;.:;~~:~-~- -

Supong~s;~ cfÓ~: ~i\)c'~if~'()trl~~:i'o:'.Ot;,:. (é}¿ con torno (}{2 E C1
) , 

está dado el vector · A(:~r'.::;;;;J\;(.xJ:f;.~ ... +An(~I cuyas coorde 

nadas A ¡( X ) € C ( ii ) , n C11 t2 ) 

· d' A )A•+ Se sabe que si 1 v :: -
' ~ ~. 

+ ~A .. • • • ~es con-
o ;t" 

tínua en n entonces se cumple el tevrema de la divergencia 

{di v A 1 ><Id)( =/_A (X) • n ( )C )dS 
n , cu 

donde n ( )( ) es un veC::foi ,uni. t:ario normal al con torno ii n 
... ':~ ·: : ·.:: ·: <' ~. . , : ' - ·, . -·. ' y 

exterior con relació~ <Ú ·'.~o~inio. n. 

s •• "1x 1• ~~;n~i;'1~1, J~tS\1;~0i~Úi~t,\'M~l'," 1•u1 
integrable en n .------Puesto •q1i~; •, 'o'<:v~T~'vuí. ~.;;.: ;v.v~/~:~v.v.u + 

," ;·J~,~---~'_: ~~'·:~,:o;!,~~~,~'.'~·J \'.~ ·>'·~~·';.'<.''···.'•, : • .' ~~·~ _:._. -" -;~·-i;-,_,;c:o-~;._.,.;- - '-·~-'-
:-.~-;~.o='.':c-:, ::=-'-o;, -;,,:···"- '' '·'"" 

entorices, ápi.iC:arid~ el '.tebr~~ª' dE! ;la -+ 
2. 

V V U 
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divergencia a A (Xl=vVu .resulta que 

... 

1 (v vt 
n 

Resultado 

funciones 

lugar 

s vv 

la cual es la 2da.identidad d~ Gie~n. 

B3) Equicontinuidad 

( 4) 

( 5) 

) • n (X ) dS ( 6 ) 

Un conjunto [F de funciones de !2 e Rp a Rq es equicon­

tínuo sobre n si para cada f >O existe ¡,(E J>O tal que si X y Y 

pertenecen a ii y 11. :l(. - Y 11..: 8 'entonces 11 f( >< 1 - f( Y 111 < ti 

para todo 
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~n resultado que se usa posteriormente es el del 

- p 
siguiente teorema {Teorema de Arzalá-Ascoli). Sea De. R 

y sea:Funa colecci6n de funciones continuas en flcon valores -

en Rq. Las siguientes propiedades son equivalentes: 

i) La familia :Fes acotada y uniformemente ec¡uico_!l 

tínüa e-n Ü. 

ii) cualquier sucesi6n de Stiene una subsucesión 

que es uniformemente convergente en fi . 

Demostración. - Se demuestra primero que si la condición i) es 

falsa entonces la condición ii) también lo.es. Si :F no es -

acotada, entonces existe una sucesión·'{ fn·> en :F tal que 

11 f n 11 :;: n para cada ne N Pe~6 entonces n~nguna ~;bsu-

cesión de { fn ) puede ser uniformemente convergente. Tam 

bién si el conjunto Sno es uniformemente equicontínuo, enton-

ces para alguna c0 existe una sucesión ( f n ) en 5'" y su­

cesiones { xnl y (Yn l en_ ii con .11 X 0 - Yn 11 <1 /n pero tales -

que 11 fnl')(.nl- fn(Ynlll > c0 • Pero entonces ninguna subsucesión 

.. de { f n l puede ser uniformemente•-convergente en Q 

Ahora se demuestra_ que ~T .'f'sátisface i), entonces 
.. 

. cualquier sucesión Cfnl err:F t~ene una subsucesi6n que converge 

uniformemente en n Para esto nótese que para cualquier 

subconjunto contable Ce ti tal que si Y E: ii y E>O entonces existe 

un elemento X en e tal que 11 X - y 11 <E. Si = 1 x,, x., ... len-
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tonces la sucesión ( f 0 1 x.1) es.tá acotada en Rq y por el teo-

rema de Balzano-Wererstrass exsite una ~ubsucesión 
-· ' . 

(t:( )(,1 ,:f~1.x,§<,<t~1:.~.1.'.,trif~~1>;, •• J 
de (t 0 1 x.1) 

(ti« ><2)) 

que es conv~i~,~~te •• , /E,hseg;ida• nóú~s·e que :c,omo 
,:.· 

, k € N es acOtada entonces tiene un~• il1l:>sti~e~ión 

( f~ ( X1I 't!l><il ~ t!<~1I.,. f~(X.)¡ .' .·.;.) . 

que es convergen te. De nuevo · ( f~( )(:J) , n <= N 

y tiene por tanto una subsucesión. 

(t:(><1I ) ti( X'3I' • • • )f~(K~).' • .; .;,}• 

que es convergente. procediendo de esta forma ,Y '.~;·;~·~.i'éndo 
g

0 
= f~ es claro por la construcción que la s~~~sÍ:ón 19n l co.!l . 

verge en cada punto de e 

Se demuestra ahora que la ( g n ) converge 

en cualquier punto de a y que la convergencia ~s ~niforme. 

' ,, 

Sea e ~o y s (.E. ).,.Q ~n' el sentido de .fa d~finición. 

sea C,={Y., •.. y~} un s'u.~c,or,ij~r:ito•fir,i~t4·.·~~ c''.~al .. 9ue cual 

de algún 

punto en e,. 

-- - - - - -- -

convergen, existe un número natural M tal .<;JUe .. si rn, n ~ M en ton-

ces 
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Dado X d'.i, existe una Y¡ e C 1 ·,tal que 11 X - Yj ll<al t. ). 

-... ',;.·, 

; ~: ~-i'.·~~~·~\-:::·:·:··: '.;: 

De aquí ~·ue~P.~5· la' ~q~fc~:n~,Í,~~i~~d, .se tiene que 

. é<.•• ~:)t 

. En particular esta 

desigualdad vale para n ~M. -por: eso-se tierie que 

+ 11 9 ly ·) -9 (X ) 11 <: t.+t. +. < ~ '3f. m J m - -

siempre que m, n ?- M. Esto demuestra que 

"il m,,n?-M 

así la convergencia uniforme de la sucesión_ (9n) en ñ se si­

gue del criterio de Cauchy para la convergencia uniforme. 

Así queda dem0strado el teorema. 
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1 1. 1 ) 
C) ESPACIOS L( n) L( a ) ' Llo~ ÍJ 

2. 
L1 (a l 

oc 
Cl) Espacios L

1
( n) C( n ) 

considerando el conjunto de funciones a·e valores -

complejos son integrables en !2 • Es.evidente que esteesun 

espacio vectorial y además la fu.ncional )
0

1f(')()1 d X satis 

face todos los axiomas de la norma. Designemos con L' (.U.) 

a este espacio vectorial con la· norma 

e i > 

Se designa·con ~ (!2) al conjunto de funciones -

de .fL en ([ en las que el cuadrado del módulo es integrable 

en J2 Se demuestra a continuación que ~(n) es un espE_ -

cio vectorial. Sean C, y Ci. números arbi. trar ios y f, (x) y 

f2 (x) ciertas funciones arbitrarias de L-i(.fl) . Ya que una 

función medible c,f, (')() + c2.F.:z(x) satisface la desigualdad 

lc.f,(x)t-c'2f2(x)l 2 ~ 2lc.d 2 lf,(i;)j
2 + 2lc1l 2 jf2 (x)li 

entonces la funcior. 1 e, F, (x) + C:z F,_ (x) l
2

es integrable -

e, F, ('k.) t- C1 F2 (x) ~ L2 (.íl.). o sea 

necen a 

nes 

La función f,(1') f1C~)en la que f,[}()y F,(X)pert!:, 

e (fl)es integrable por ser medible y 1 ·:. f, ('I:) ti,( )C). 1. 
( 1 f'. (x) I~ + 1 fl (x) 1

1). Por ello a un par de funcio 

y ·f 2 se le puede asignar el número. 

(f, J (" -
V t.: Cn.) 

( 2) 

• 
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Es fácil demostrar que la expresión (2) define 

una forma hermi tí.ana en .·. L1 (..OJ . Una.norma engendrada por -

(3) 

. ·-· ·" . 

Como .\Fl~TFl·f~ \ (1Fl~+1).er~?r1.ces.si la -

función f' pertenece a L1 (.D.) también pertenec~n l~(n). Es -

decir para un dominio acotado.O., L1(.a)cL1 (m .. · Es además 

evidente que e (D.) e t (fl) e L' (.Q) .• ., 

ma (1); 

lar (2). 

TEOREMA; 

l:(D) es un 

1.- Sea l tl\)una sucesión de cauchy de funcione& 

pertenecientes a L'(.n.)es decir para todo é,.Oexiste N (e) tal -

que 11 F'« - rWI lll:(~ e si RJ W'I )' NV:L Tómen:-e> 2-"'aonde h. es 

f'1 ( 2- ~). algún número entero y desígnese como tJh. al número 

Entonces para 'tYI ?- N ~ 

11 
e - F 11 <. 2- tt 

TrJii ~ ~(.!l) .· 

y en particular 

( 4) 
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( 4 1 ) 

00 

por eso la serie L ( ftJ.,,H - f/IJJcon~erge hacia cierta función 
l\.1-1 

de L(U)y consecuentemente la sucesión· f:"'" / h.:.1,2. ···converge 

casi donde quiera en J'f cÍtal\do. R _., oo, hacia cierta función 

F E L'. (12). 

cuando 

Efectivamente de (4) se sigúe que para m>,.N.,..y ~> ... Y"-

Pasando en esta desigualdad al límite cuando h -> o.o 

y usando además el lema de Fatou * se llega a que tM - t ~(ll.) 
C") 1 -1\ 

~ -<.... ·,des±"gualdad estcrque-vale--para toda m ~"'"· -P.:ir 

tanto si ~ es suficientemente grande se puede escoger ~ lo suf i 

e ien temen te gr ande y por el lo 11 f'i,, - r 11 e!. (ñj o cuando \"(\ -> 00 

Con esto queda demostrado que L (.Q) es completa. 

2. - Supóngase.atíºr~a :qu_e· tf~1~~ ~11-ª .. Sl~.C:-~~.i'5n funda 

mental de funciones en J~(n,Y.2: se e~contrafá ~na sucesión nu-
--_ --~·-_·:_:·'_0· -~-'.·_ -- '.e 

N.-~ N1 ~ ••• ,Nl\~J~ 0.tal Cjue. mérica 

( 5) 
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1 

para toda tn'lN'n.y en particular 

De la esigualdad de Bumakovski ** se deduce que -

llrNn· - rN~ 11 Lt(n.1 ~ 11 Fw,.1 - fÑI\ 11 ccn.{ ~ 2- lt y 

por eso existe tal función ~(x) f. ~(D) que es tal que f ~ (\:) ... 
-':! f (:r:) cuan do k-;.o0e~ casi t.:>do punto den • Por la -

tanto, también' - para en casi tado punto de 

Ademá 

llf Nn 11 L'(ll) ~ 11 ~ "n - r w, fl L~(n) 
por eso según el lema de Fatou 

+ 11~ "' :11 \.:cA) 
f (x.) E 

Par:•~:•::• :r~ ::~:::~:~{i~~~~~~~~~~11f :J:::::d 
que se deducede e¡>· ·-·c::·~:·--,~;~',:·:Y'·-hx-;-' 5 :· ;:· 

llf~ - r.p:~~~t 1'.~Ml:m~~: 11~~~1~~,~~:;;t;:~~~f:~zrc. lema 
de Fatvu se obtie~1e de nuevo la desigualda::l ;:-·7;·, 

que vale cuando ~1? IJ-,. • Corro I(' puede t.:>marse tan :~t;:J~~L- como -

se desee si se to1~ª lam suficientemente 

llf.., - Fil_,, O c,uJ.,do ,..,,,-il' <JO. 

grande se-obúel'le que 

~~~~~~~~---l -.-.--,-~...-~~~~ 
* Lema de Fatou Si \f.<-l!es una sucesión de funciones no negati 

vas e integrablles en c.t.p. que converge en c,t.p. a f(i:)y 
~ r .. cx)ch. ~A -v R¡ entonces f(x.) ea integrable y rf.(J'.)d): ~A. 

**Desigualdad de ¡soniakovski (o de Schuarz). 

1 

1 
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Se designe por l LJJ1) al conjunto de funciones in­

tegrables en cada subdominio n' estrictamente interior al domi 

nio .Q , n' ce: _{)_ . 

Se designe por l~0tCl) al conjunto de funciones m~ 

dibles en ll en las cuales el cuadrado del módulo es integr~ -

ble en cada subdominio _{l1 
estrictamente interior 11, o sea ..fL1 e 

e lL 

Se demuestra trivialmente que los espacios L' (Jl ). 
LO ( 

Y l 1,0 c (D.) son espacios vectoriales. .Además L' (Il) e L'Lc~n) 
y L1 (..n) e L1,0~ (n) La funci6°n "j /( 1- 1 t:l r: por ejemplo pe.E_ 

tenece a L\-c (1\1.I < l) y al L\cc ( 111. I < 1) para todoMy al mis­

mo tiempo pertenece a L' (lid <.1 ) sólo cuando m <. \, y al 

L~ ( 1 ~¡ < 1) sólo cuand.:> 1 
t'tt<~ 
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D) DERIVADAS GENERALIZADAS 

Si f°('li:) Gé2C'(1l)entonces para. cualquier 3 (.,:) E é 1 (1'2) 

se cumple la 

Sr '<Ji:, l}'. .. : - , Lrl:, ~ d ~ 
:.A: . 

( 1) 

A partir de la igualdad (1) se puede dar una defi­

nición a1 terna ti va de la derivada f,.; de la funcion Fes aecir 

se puede demostrar que para la función continua )(x) existe 

una función '1.-(Y..) tal que con toda g(;a:,) <S C'(.a) se cumple la 

igualdad 

(2) 

entonces la función ~(.,:) tiene en .f2 la derivada f i: y además 

para toda Xt:..U se tiene que ~Xi = \i.¡ {ic). 

. . . 

Si en la igualdad (2). se prescil:úi~de la c.:>ntinui-

dad de las funciones f (1) y \,i ( ic), y en lugar de ello se pide 

que sean integrable y entendi~nd.:> las integrales en ei sentido 

de Lebesq~e, se amplía la clase de funciones para las cuales -

se puede "definir" la noción de derivada; a la función '1: ()::) 
se le denomina derivada ·generalizada de la· función-f respect.:> 

a L¡ en el dominio l1. . 
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Sea el;::. ( 611 1 ••• 10.:.,) un vector con componen tes enteros 

no negativos. Una funci6n f"'cx.)i: L..(?) se llama la o(. -t!!sima 

derivada generalizada en el dominio . .O.. de la función 

f(x) f. L~º" '(.Q.) si para cualquier funci6n g(x) €. C'"'<ñ> 
se cumple la igualdad. 

( " 1:1.I [ ., ).n H1-) D <j( .• \:JcLt ~(-1) _ ~t.CY.) CJC-.:)dx .<3> 

se demuestra a continu.aci6Il. que :,ia~.::fun~ioil. fcx) 
puede tener solamente una derivada• geri~rali~acl~ fe< (x). 

Sean ro"' y f: dos derivadas generalizadas de f(xl 

En vista de la expresión (3) para un subdominio cualqu~era 

,íl.'c:dl y una función arbitraria ':J ()'..)E C 1 

.. 

1 
(U) se tiene 

la igualdad 

pero rott _ r '" r 
• .t 1 t l. e:-

En lo sucesivo se designa a la derivada g'enerali­

zada ~· mediante el sl.mbolo oª f. Y para las derivadas gen~ 

ralizadas de ll!. y 211. orden se emplearán tarnbi6n las notacio 

nes 

F.r:1.i: 1 , ••• J 
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'ctoll ~ 
Como para las funciones suaves 

\. ... ' "" o~ •... JJ:'._ 
no depende del orden de la 

9 6') la det-ivada 

derivación, la deri 

vada generalizada tampoco depende dei ordende la derivación, -

lo cual es una consecuencia directa de la unicidad de la deri-

vada generalizada. 

De la definición se deduce también inmediatamente 

que si las funciones t¡ e~), L • t, 2 admiten derivadas generali­

zadas D°' f¿ entonces la función c. t, +- C¡ f?. (siendo e, y C2 

constantes arbitrarias) tiene derivada generalizada y 

D °' ( · r f ) e, Dot r, Do< f e, r, ~ e 2 -:z -= r "" c. i 2 • 



E) 

El) 

25 

ESPACIOS H k( !J ) 

k' k 
Espacios H

1 
( O ) y espacio de Hilbert H (O) 

oc 

Al conjunto de funciones de L\0 < (.U) que admiten -

todas las derivadas generalizadas hasta el orden ~ inclusive -

será designado mediante el símbolo H~o< (n). Se desgina ade­

más con H{n) al subconjunto de 1-1:,Cn) tal que sus elementos -

además de aceptar derivadas generalizadas hata el orden R in -

clusive, pertenecen a L'l (n) . 

Por H :., ( íl) y H "(n) vamos a en tender 

\2(.n) respectivamente. 

h. . . lf .··. •.. . 
Es obvio que HLoc (.n) y. l-\. (.íl}son espacios vectoria 

les. Se demuestra ahora que Hh(..O.)es un.espacio (·a Hilbert -

provisto de un producto escalar. 

L \ Dol ~ DO(~ 
, .. ,~~ ..n. 

(1) 

Para comprobar que Hn(.n.) es de Hilbert basta en to~ 
ces comprobar que es completo en la norma engrandrada por este 

producto escalar, es decir 

(2) 
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Sea l f,.. J J m:. IJ ••• , una sucesión de Cttuchy eo la 

norma (2 \de elementos de H 'Yn. ), en ton ces 

\\ f !> ~ 1" 11 
11 

= l._ ( \DO( rs - D"" f. ... \?Jx: -) O cuando 
H (n) 1c1 l "- h. \.J"l. 

\'n,S _.,o<> es decir para cualquier o(, tal que \OC\ 5. R y M, S _., oo 

resulta que 

) \ D"' f ~ - 0 « f.., \ d X ~. O 

A 

( 3) 

En particular si al:: O 

\ 1 ~!> - r ... ¡ t J x ~ o 
:a 

( 4) 

Como L"l(il) es completo, de ( 4) se deduce que existe 

una función f (:; l 1
(1l)hacia la cual c.:inverge la sucesi.Sn l f ... ). -

Y de (3) se deduce la e~i5tencia para cualquier ~Jl~l~Rde una -

función f °'c.: C(n.) hacia la cual converge la sucesión [ D"" f...J . •"': 1, ••• 

Pues to que cada función f,.. (y:) \t\ -:: \, 21 ••• ad mi te 

todas las derivadas generalizadas hasta el.k-ésim.:> ·orden inclu-
',_,; ',, 

sive, pertenecientes a l 1 (n).para cualquier ~.·\ol\~"\~ se tiene 

quE> 

r • º-~- ( •icn-). cualquiera que sea la funcion J • _ Pasando en esta úl-

tima igualdad al límite cuando Ir\-::> o0, obtenemos que la función 

f ~es la ol-ésima derivada generalizada de lafunción f. De 

este modo cuando 
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• • 

lt 
H (.o) es completo. 

Se indican a~~optinu~ción algu~as propiedades de -

los espacios H""(O.); 
' ·-:·,:';~;>:·~./· .· .'· :·. + "'·' 

-~_'.¿}~: ";' 
' - - • •• j ~>.-

1. - Si e;~,'.'?~·~~:gcf~ ~t__Q_y/~ ~. \.\h(.n)enfonces 

, en'tonces la fun 

. cion h'f E. l~tt(h)~n este caso cualquier deriva 

da generalizada D.,¡(o..f), \tii\~ R., ~e calcula se-

g~n las reglas habituales de derivaci6n de un 

producto. En particular 

C Q f \... = a x: f + a Fr .. c. ~ I 1 • - "J ~t 

3. - Si F i: Hn(n.) y F11 ( ~) es una función media para 

la función , entonces para cualquier dominio 

n_' 
J Sl.'c:cn.; \\~ ... - ÍI llH"(~)Ocuando ~ tien­

de a cero. Y si además la función f es ter-

mina en Jl resulta que \ \ f" 
n-., o. 

4. - Si la función f é l-\"'(n)es terminal enJl , una -

función igual a f en .O. y nula .fuera de .O.. pe!. 

11b.("' .r.1 r.'-.r. tenecérá a ri ..:..4 J cualquiera que sea ~L./ ..1., -'..l'-

Estas propiedades se demuestran directamente de la 

definición de los espacios 1-1 h.(n. J y de las propiedades de las -

derivadas generalizadas. 

• 



28 

Para terminar esta sección se va a demostrar la -

llamada desigualdad de Poincare de particular importancia pa-

ra el ulterior desarrollo de este trabajo. An.tes algunas 

definiciones. 

Definición.;.. . Si f es una función 
. : ·. ·,º .. 

definada enSl. , se define~'el· s~porte de f como 

soporte de -= \~lfC~)-:1:0) 

Definición. - s~ dice que F tiene sopar te compacto 

en..Cl. si soporte f e e ll . 

Definición.- ti(n) es el conjunto de las funciones 

clase ( ~y de soporte campacto en 

Teorema.- (Desigualdad de Poincare). Sea.O.. una re 
p 

gión acotada de IR , entonces existe e" IR. tal que para toda 

t{ ~ 1l 1(.n) 
~ [Z ( ~v./'0 -r.~)' (J:) d X 

:.n 
Demostración.- Como.U es .acotada se puede enco~ -

trar a">O tal que n e A= [-Q, el] X t.-c:i, OJ x •• • x[-<t,ci) • Si t{E I~ ·,.t.( 

es de soporte compacto y de clase C'en .íl. y se puede extender 

a todo A haciendo 'U(l') ~Os i l:' 6 A-.Q . Es claro que t.{ es cla-

se C 1 
en A . Sea (1'1 1... x:,.) é Á , se tiene que 
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<U'(t. .•••• ) = ( ce ';,u/~ t.) ( ~, x., ... "·) Jt) 
1. 

~ 2 o, t.c(~u/O t.)' ( t, t,, ... '•) J ~ 

en consecuencia 

\ tt'J•, .... d·~ {,. 2" H[ci.u/~~.)'( t, i., ... ")J,)11 .. Ji. 

A 

corno \"(~Ll.h u .Y ( t, t, · ·· x .. ) J t es independiente de la var i~ 
-~ 

ble X, resulta que 

( l 1 J x ... ~ ,(/ q~ (A e~ ti../':J r..) (t, 'l1, -• - r .. ) d t it, • • • r/,r., 
)" ii. "t. J. _ L 

. 
En forma análoga se demuestra que 

\u' !o ifo.') ('ou./..,t.)'J:,---lt. 

para toda ~ :: 11 • ~., I'\. • Por tan to sumando las n desigualdades 

resulta que 

~ f L c~uh ~ ,¡ J•. : .. di. 
A 

y queda el teorema demostrado con 
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II. METODOS VARIACIONALES 

A) INTRODUCCION 

En casi todas las ramas de la ciencia, Física, -

Ingeniería, Biología, etc., aparecen problemas que pueden re­

ducirse al estudio de la ecuación. 

(2.A.l) 

Siendo ~una función, en general no lineal, defi 

nida en un cierto subconjunto de un espacio de funciones y con 

valores en algún otro espacio funcional. El. estudio de la 

ecuación (2.A.l)constituyc la téoría conocida como análisis fun 

cional no lineal. 

Sea H un espacio de Hilbert real y sea J ·. \-\ _., lR 

una función de clase (
1 

; es decir para cada 1.{ €- H existe una 

funcional lineal contínua L(u) '. 1-1 -=>IR tal que 

(2.A.2) Lm. 
h-o 

J (u1rk") - j (u) 

l.\ 
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Se denota mediante \7J(1.1.)(gradiente de J ) al 

único elemento de H que satisface:' 

C.2.A.3Í·· ~ V EH 

donde < , ) es el producto escalar (forma Hermi tiana) de H · 

Por lo tanto'\¡ J es un~ ·fún~ió~ c.~n dorniniÓ en H y vafores en 

H, <* > 

Por lo 

y valores en H . 
d.:>minio en \-\ 

El cálculo variaciona~en Análisis funcional no -

lineal trata del estudio de la ecuacidri(2.~.l) en el caso part! 

cular que r tome la forma \7 J Así pues, encontrar las so-

luciones de (2.A.i)se reduce a encontrar los puntos críticos de 

J . El fundamento del cálculo variacional para resolver la 

ecuación (2.A.l) se basa en el estudio de J antes que el de V J = ( 

(*) La existencia de \/ j(1.1.)se sigue del teorema de represent~ 
ción de Riesz. 
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B) PROBLEMAS ABORDABLES MEDIANTE METODOS VARIACIONALES 

Bl) Soluciones débiles par,a un problema d~ Dirichlet 
. '·' 

En Cª(n)·~e' éiefi_~~, ia fo~~a· bf~·1A~a1 · 
- ,'~ ... ':":,. 

·:'~.· r't{•V +t.<~,) ( Vi,)l Jt. L ,., 
Jt 

para todo eº, r.n) 
'l,(

1 
V C: \.: 

Sea ':f ~ .D. 'J( fR -:;. IR./ (Y.~ t) --"'lPj (:t, ¿)una función m~ 

dible en X e:.n para cada t fijo y continua en t para cada K fi 

jo. 

El problema d~ Dirichl•t que se va a considerar -

consiste en hallar una función 1.{:.Ü.-')\f>...taJ que: 

En la ecuación anterior . --
y d .0.. e S . la frontera de..(l • El problema (2.B.2) aparece 

en estudios de electorstática, calor, dinámica de fluidos, 

etc. 



33 

Se dice que 
"l ) 

tl€ H {i2 es una solución débil de 

(2.B.2) si para todo Vé li. {.n) se cumple que 

donde ( ) ) denota al pr.:iducto 

._,· .. ,:,· 
int~.t'l'li;';Ü~ti'~1 de· IRI\ y 

'Vv.~) '::e~ ~ ... ~u). 
~v., .J ~)'..?; i ':'.\')( .. 

Usando el te\lrema de Stokes se 

ve que si es una solución de (2.B.2)·entonces es una sol~ -

ción débil de (2.B.2). Bajo ciertas condiciones en ~y en 

'óll. . por ejemplo ~ d if erenc iable y \ ~ (ic:, t.1.) \ f: A \U.\ \. 6, -

(A, ei c:IR.) y 'd.Q de clase C 1 
se demuestra que toda solución 

débil de (2.B.2) es solución. 

la expresión 

Sea J ~ l~ '(n)..:;, IR el funcional definido mediante 

<2 .B.4l J «,,.) ~ \ L (17'-', Vt.<)/2 - G (t,u(,)3 J X 

.::n. 

donde G(¡e)u)::: ~\c~,~)Js. Si <:J satisface una condición de 

crecimiento de la ;orma \ ~ ()t, l.(.)\ ~ 4 \'L\ \ \ 5 (A, 6 e tR)i:¡e demue~ 
-_ .. ,, . 

tra usando el teorema de la convergencia domil'lada 'd~ L~beiijue 
:--~ _-;; ":. - ... º---- --;.--,__. 

que: 

( l . .J::...;(~u.:..;~_;;'t_v~) ,.....· ~....;~;;...{-.··~ .... ) : 2.B.5) ,...., -
t 
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para todo Luego J es una 

funcional vemos 

que 'L{ es una solución \! j ( .... )::0, 

nes débiles con 

B2) Un problema de Neumann 

t 
Sean .Q., '.:\Q / V y ~como en el- proble'ma de ·oir_ichlet 

ya enunciado. El problema de Neumann cOn~Íst~ :en h~ila~ una -

función 'U :li-"JIK tal que '\;'_ ><,- .> 

-._,.;;~··.;~-~- : .. ·_::'._--.~~'.'.._\, :·!:·:-·,, 
- •,'' .. ; - - '.,'.:;:•~=== .:· •' 

__ ,,_.o•:.;,~--: o=o~ __ .... ·-- ·cc·~,,_~::-.o:=';"'''O~--·o-;·"'=c';..,_-'~.---;-:;o·-=----=o--.---

( 2, B, 6) \/~e~)+ ~c~.t<) . .>()'_ -~~Ji~:\~·~'};~-~ 6~n 

donde ~~ es la derivada en la dirección normal a ~..Q., es ilncir ~ 
<le nuevo como en el problema de Dirichlet se introduce la no -

ción de solución débil de. ( 2.B.6 l. Para tal -~fecto es necesario 

introducir el ;spacio 1-1
1 

(.n)cveáse capítu~ :.i I párrafo E ) . 

El producto interior definido para este es?acio está dado por 

la igualdad 

c2 .B. 7) «-<, v>" ~ (U• v +t. ( 0u/»:) (wh t.)) J-' 
..s1. . 
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Se dice que t{ E H '(..a) es una solución débil de -

(2.B.6) si para todo V f H'(Jl). 

:O 

se puede vérif1carqU~ tod¿¡ ~<>iucÍ.Sn .eª -una. sol.!!_ 

ción débil de ( 2 .B. 6) ·(Para el estudio de la regularidad de -

las s.:>luciones de (2.B.6); es decir para saber cuando las s.:>­

luciones de (2.B.8) se r~comienda la referencia no.~~ ), 

Definiendo .. J H~.IR, a través de 

(2.s.9' JM - ~t(;~~;H0/2 G (i,u)] d X 

G("!',u)-::: \;(t:,~)ds, se. ve que VJ(\.\.)-:Osi y solamente 
" 

donde 

si 't(. es solución de (2.B.8). Así pues, hallar soluciones -

débiles de (2.B.6) es equivalente a resolver(2.J..1) con ~-= 'l j 

y j dado por (2.B.9). (Lo mismo ocurre en el caso del probl~ 

ma de Dirichlet). 
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C) CONDICIONES PARA PUNTOS CRITICOS (PRINCIPIOS DE MINIMAX) 

En este inciso se dem::>strarán tres teoremas sobre la exis-

tencia de puntos críticos de minimax, pero antes se hace necesario enu!!_ -

ciar el llamado "Lema de deformación" debido a D. Clark. Para una d~ -

mostración del mi.srro véase la referencia 17. 

' 
Definición (2.C.l). Se dice que f satisface la condición 

de Palais - Smale, o simplemente P-S, si toda sucesión l ~"} tal que 
1 - ·-

está acotada y f (t.1.)->0tiene una subsucesión convergente 

En lo si<JUiente se denota por I<= l 1- t: E \ ((11): O} , 

por l<-,=t-r:r:EI r'(i:)=-o,tC1=>=c}ypor fc.-·t~(:;E \H1l~c} 

Teorema (2.C.2) {Lema de Deformación de Clark). Supónga-

se que f= satisface (P-S). Sea e E~ y tJ una vecindad de . Kc ·, . entonces _­

existe do tal que si d.;> d , > d 7 O existe una función continua· 

que satisface 

a) para toda x.. 6 E ~- (o;x.);,, Z 

b) para toda t 
1 

~ ( t 
1 

)::) .,. ~ si l f (-,:) - C. \ 7 d 1 

c > para tooa t, r (t, .e) es un hemeomorfisrro ae E sobre E . 
d) F(~(t,J:.))f. FCic) para todo (t,):.) é [o,11XE. 

el ~ (~(1,i))~c-dsi f(~)~<:.tti y r.fj. U. 
f) Si K e = r/> _se puede torr.ar U -= rf y 
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g) Si f es i.rrpar , ~ es par en X. • 

C-1) Principios de Nínirriax 

... , . ' 

Teoréma '(2.c}J) Sea E un espacio de Banach y r: E -""[R_, 

una función de cl~e C'~~ '~atisface (P-S). Si existen r.., 1-, ~ E / V;;> O 
,. '>:::: ·: 

tales que: 

entonces ~ tiene un punto crítico de minimax 

Demostración.- Sea 2:= {v: to, t]-:>E \ -q"es contínua y 
~(o)= X.o Y 'J"'(1) :: ~ 1 J . Corro para cada '<:j- E L V ([o 1 11) 
es un conjunto conpacto, f toma un valor má.ximo en '1'" ([o, O) . 

Sea (:: lrtf WICO~. t (r(t)) 
'1"" e 1 t' '"' [.o, 1) 

de i) y ii) se tiene que c. ? 6 > Fe~.) 

.. 
t . 

( 1) 

(2) 

Se asegura que existe -¡.€:E tal que f (ii:) : e y ((Jt) =o. 

En caso contrario por el lema de deformación se pueden hallar números 

d,-;. d ";;>O y una función ~: [o,JxE"-E tales que: 
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•"' '" ( ( b _ H;:o))/ 2 1 ( b - ~ (:t:,) I 2 ) J d, ~ .. 

~{o,~)~ XJ y(iJ f,~o)c·.·.·F~-d, J si ~6 f-,-.J, · 

]);? c.1) ve~~·~qiie~'s~· puede h~!1~ V-i:Zt:aLque ma z { 

{ ~(~(e)) I t 6 (o, 11}:<C:.+ d .. ¡)() {2) ~ las propiedcrles de d, tc-

nerros ~('T(o))= f(x: 0 )<.(-d,y ~(V(1))::.{6;)<c-d,luego ~(t,i:.,)-=Xo 

y I[ (t1 ti)-:¡., para todo t <: [o, 1') • 

lX? (3) se infiere que si "r~ lo,ij;..,E,está dadaP:>r V' (t)­

= ? ( 1 I 'f l t)) en tonc0s ;: é L . Co!TO 'T ( e o' 1] ) e r e .. d J 

f (<i (~)) -:.. F (y ( 1, V(t))) ~ ( _ d , la cual contradice (1). Esta 

c:_on traaicción compru0_ba que existe x. .: E tal que _ f' a ) " e J f '(x) :: o . 

y el teorema queda derrostrado. 

En el siguiente teorema se usa la siguiente notación: )( ~ "/' 

son subespacios cerrados de E. tales que X e y = E I d 1 l"1 X' < oO ) 6 i '(") 
{.t6Xl11r.11<,,} 'J 5y(..-): {~~YI 11~11<'<") ... 

Teorema ( 2 .C. 4) Sea ~ ·. 1: _., ~ una función de clase C 1 

que satisface (P-S). Si existen '<",>O y'<•., O tales que 

i) Q.,: 

ii) 

t11f [ f<v) \ 1r::Y, ll'i\\-=V'i~?''u,:: 
P~f' t f C't) 1 ~(::XI ll ¡;\\ ~ '<, J ~ 

/,)Uf [ r C-t) \ K. '° x ' 11 ~ i1 = Y-,) < 'e¿ '=­

t tt f l ~(Y) 1 ~~ B:;1 (\'"1)} 
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entonces ~ tiene un punto crítico de minimax • 

.. ·. ". -····. '• :· 

DenostraCióni ; ~é~X~ /= f ~ : B ~ (~·) ~. 7 J ,; -> (V hl, 
'•.:, ' ,,,_;. :_-:,.<·~-··.·, ~: 

.~~ (i)) <: X © 0 a) ~es contínua y .b) ~~B; :Sº~~Í.9\l~·:1,»t,~•".~~~·,~-~x:~tF•) -'> . E -

- \..~E: y \ ll ~ \\: '<"2} 
tal que \¡ ( t 1 t.)= X sí 

ClaramenteLes una familia···•n6'~~i,~:( .· 
. , ... ·. '·~ : • /_ i ·. ' 

~ Obsérvese primero que.sL#~"Eentonces existe ):. o 6 B ;.<. ( <.) 

tal que v-Ct~) ~Y y 11 •Túo)lll. <1.. En ~fecto, sea \i.: to, i1 >< B" (~.) _..., t 

que satisface b). Considérese la función h, to, 111( si(('<.)...., X'( 1R'r 

definida rrediante: ...... ·.·· , ...... . 

h,(t
1
y.) = ( P(hlt.~)JJ \lQ (h(t,~))\IJ 

donde P denota la proyección sobre X a lo largo de '/ y Q denota la -

proyección sobn~ "..1 a lo largo de X De la definición de h veros que 

h, toma valores en X X IR\- -f (o,,-.)J. Corro h.l restrinqido a S = 
(B.<(..-.)>< [o, 1J) V ({x:<'xlu-r.1\:<~~c·)actmíte una extensión B.(('<".) i. t._o, 1] 
en X )( IR~ - l (o,<.) J se tiene que restringido es homotópicamente tri-

vial, lo cual sería irrposible si ( h, ( 5;. (<,)X ( 1'J))n fo JxC~ !°'» =Lte-

go debe e.xistir Z o G l) ... ('<,) tal que ~ (Xo) <: Y J 1( •r<.~a) \) ¿ 'fi. 



40 

Considérese 

e~ 111¡. ltfQ"/{ r ('f(ic)J 
"f' t: L I 2: 6 6r ( "°') 

De la observación del párrafo anterior se sigue. que para -

cada Tl: I max f ~ (•Cv)) 1 ,:. é- B.<(.-.))? hz, luego C ~ ~ 2 > -e.o~••' De la -

definición de b, concluj rros que q. , b 1 ;.,.. e ~ ~i .';J;.. oO. 

supónc¡asc que C no fuera un valor crítico. Sea J.,.Ocorro 

en el enunciado del lema de deformación, sea o,J<.d1<Óttal que ª'"' \o.~d 

y Q 2 i-d <bz, y sea '{: \.o,•1>eE_,,E corro en el lema de deformación. Por 

la definición de e existe '?"o~ I tal que max [ F('~-.(,))1 X.6 t>.i"'·)}.::c~d se 

verá que si: 

entonces 'f, <: L . Si 11 l 11 : Y', tenerros r (f) ~ C\ i. < <: - d < C - d 1 lue-

go, por la parte b) del Lell\3 de deformación ~(t, t): ~para to:la C t: 

Co, • 1 Obsérvese que ~ ((o, IJ X B.(<1)) e E - \. '.H: YI \\ 'j~ :\"',J. Si -

para alCJUna pareja (r,x), 1( (t, •(~>) t:: Y y 11 ~(e, x) 11: '<""t entonces de 

i) se tiene que ~ (? ( t 1 'Tú ij) ) ( -t d 1 Luego por la parte d) del Lema -

de deformación, \-(•¡(o, >úl))-:: f (-rC,:>):;.od1o Esto Últirro contradice -

que max l ~(•(,¡) \ l:' E- (3x'(<,) J <e\ d , lo que conduce a que T1 4 L . Corro 

-r(B.. (<.))e ~~~J se tiene que T,(B.(r.)):? ( \ J <;f"" (~i1(Y1))) e t,.d• lo 

cual contradice a la definición de e Esta contradicción implica que -

C es un valor crítico y con esto el teorema queda derrostrado. 
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Teorema (2.C.5) Sea E un espacio de Banach real y separa-

ble, y sea F : E ..... (R una función clase e. que .Satisface (P-S) • 

acotada inferiorrrente entonces t tiene un punto de minino. 

Derrostración: Sea e.:: l'lf [ f('I) I '/ E E] 

Si·f.está 

Si .no -

existe y é< E tal que f-(y)~ e por el Lema de deformación existirá ~ : 

(o,\] X E-'> E. contínua y d-:>Otales que 7 (1 1 f"¿)f ~e+ pero -

esto es una contradicción a la definición de C ya que ~c. .. d :j: O y 

r,_,¡ :;: o , y con ello el teorema queda derrostrado. 

El siguiente teorana lo utilizaré:nos en la solución de nucs 

tro problena central, para obtener p.mtos críticos de cierto funcional gue 

·-aparece en el capítulo 3, y se p.1ede considerar cono una generalización 

del Lena del paso de montaña: 

Se usarti. la siguiente notación: 

Bf'= { :t::<:- IR"' 1 \ :1: 1 ¿_ P} / IRJ,, { r-= (i:,, •... ,.1:-) 1 

( IRl )\ l ): {: IR'"' \ t, " c.•/ ! ~ i ~ "\ } 

J E ( 
1 (tR1o1, 1R) .tal que TEOREMA (2.C. 6) Sea J (~) ~ o 

I<. 
V ~ <,; JI\ (K < m) • Si existen constantes R > r ) o tales que J (X) '7 o :s.¡.. X 6 

(Br\ {o J)f'l (1R ");mientras que J ~ O en IT(' BI\., eni.:c::~s J tiene un -

p.mto crítico en ~X <: IR"' 1 J (x) > o J y un valor crítico correspan 

diente, caracterizado por 

C= inf 00x J(h (x)) '7 o 
1<.+I -

h E r x é 1R n 13 R 

donde r:. [~E- ( (1rt·~ 5"
1 

tR-.)
1 
~(")::~si J(r)f o} 

Cbservacianes: 
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i) Dado que en particular J es continuo, ( Ú11,\ lo\) () (IR'<) i. 
está contenido propiamente en l x: E:. IR"' 1 J ( x) > o J :: D+ ( J) 

ii) Las hipótesis del teorana ll'nplican en particular que O es un -

p.mto critico de J (de minimax) , y que J tiene un ~irro -

positivo con su correspondiente p.mto critico en D+ (J) • En g~ 

neral .ese punto critico no coincide con el que nos da el toore 

ma. 

iii) Una versión mucho mtis fuerte de este teorana se encuentra en -

(ref 5, teorema 1.10) , junto con su demostración, que utiliza 

el lana de defonnación de Clark y y un resultado de top:>lo:_¡1a 

diferencial (tcoria de intersección) danasiado abstracto y 

fuera de nuestro alcance. Cano quiera la versión que aqu1 pre-

sentamos basta para nuestros prop5sitos. 

iv) Eh lugar de dar una danostración rigurosa nos concretanos a -

dar una idea de lo que está pasando: 

Las hip6tesis del teorema dicen -

que nuestro funcional J es ~ O 

en la "recta h::>rizontal 11 \R. k y 

= : ? O robre la parte de "recta ver-

1" ~ _ - tical 11 ( R K ¡.l canprendida dentro 
:_..=:_..='-f.-~-+-~~--lO--~~-+~-t~ 

k 
2 -IR 'de la bola de rcrlio r, con re 

- - g ió sanbreada con la sola excep 

- - - ción del O, donde lXlr fuerza (con-

- tinuidad) J=O. Ningw~a otra hir,:6-

tesis se hace sobre el interior de 

la bola de radio R, (región marca-
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da con? en la figura)pero fuera de dicha bola, J ~o (re -

gión sanbreada con - ). 

Ahora bién, el que el va?-or critico <!. esté caracterizado de la manera 

que afinna el teorema obedece alo siguiente: 

r est:fl formado por ta:las las funciones 
101 - Q\01. 

cont1nuas de IR. n 61\ e "' Ir'- que 

dejan fijos a los p.mtos dorde J ~O. En 

particular un h E: r' debe dejar fijo a 
1( 

todo rR y a tooo p.mto de i311. \ P.> 11. :: S ci 
(la cáscara de B ) . 

Todo que da e.-.:plicado arora: tanense o 
.... 

y cualquier ¡:unto t de 

Si aplic<Jrnos el 1 crna de paro de montaf¡a 

a estos dos p.mtos obtcndr1a:ros u."1 p.rnto 

critico minmax, pero no sabanas si "hay montafias que cruzar". De modo que­

par eso debemos tonar r cano lo hic:imos (para que haya montañas), y esco­

ger el máximo ¡:ositivo sobre los caminos posibles de O a X. Esto está muy 

bién, pero los elenentos de r no ron caminos de o a X o:tnO en el lema de 

l" l<'' - i'>"' paso de montaña, pues cada h I':' va de IR (\ BR a 11'\. , y no de \:.o, i1 a 

lR"' • El misterio se desentraña ahora notando que los cmlinos de O a X ron 

.i!Wgenes bajo elenentos ii (; Í del S€gíllento rectilineo de O a X, t X, 
e 0 I'\ t E-~", 1] • Entonces cada "camino" de O a 'X se puede dar cano h: [o, l} 

~ íR~ k ( t)-:: h (t:, x) y "1 t: r . De esta fo.i:ma, vanos que nues--

tro t~rana no es mt'ls que tanar el lena de paro ee montaña para cada punto 
"- n1<.~I (' /'> K+i (' 
')( E: ¡., /\ ,) 1\ y despues el rnttximo sobre todos los X G IR. A ol 1\ • 
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D) UN EJEMPLO 

En esta sección se verá un ejerrplo de la aplicación de uno 

de los principios de minimax (2.C.S) a la deJTOStración de un teorema de -

existencia de la solución de un caso particular del problema (2.B.2). 

A continuación se enuncian dos Lemas que,seráiiusadosen -

la derrostración antes dicha. 

Lema (2.D.l) Sea IJ('l:,q) •,..Qd{-ti\.una función medible en~ 

para 'lt fijo, y contínua en t{ para 'X. fija. Si existen números reales Q 

y h tales que 1 e_\(;, u) l ~ Q ('U\'°' 1 b entonces la funcion U(¡t)_,,~(x. 1 -

'U(,:) ) es una función contínua con dominio t' (n) y rango L 'f (.U) . 

Demostración. Véase (ref.c 14).~ 

Lema (2.D.2) (Lema de Rellich) La inclusión (. •. l~'(.0.)->L\n) 
es un operador corrpacto. En particular, la inci\J~ión de I~ '(n.)en L-i (Jl) 

es un operador corrpacto (Teorema de SoboleV) • si 2. s 11-· ~ 211/(1\·2) entorr 

ces H'(.U)c Lq(í2) y el operador de inclusión es ccínpacto y contínuo • 

.. 
Demostración: Véase (Ref.·15) 

En lo que sigue se usarán las s_iguientes 

Notaciones (2.D.3) 11 1 
o 1 

1 1 denotará la norma en H dada por 
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denotará la norma usual en L1(.0.). ·En donde no se especif,i -
11 

que la región de integración será sobre .il C IR • Claram;?nte la norma -

·ll ¡\ 1 proviene del producto interno <U, V) -: \ (V $.{ J '\J V) 

Se repite aquí pÓr córroc:lidad'.el problema (2.B.2} 
' ''·. -~: ;',~' ~· .: .' 

, , 

x 6 J2 J t({t)= o r é JJ2 

Si en particular se cunple que: 

i) ~ ('JC,'U.) -:: ~(u.) + ?(i:) 

ii} 

iii} 

L ,;,., ,, Uf 
1~1-')ot> 

(F<"')/~) < ).., 

ll L\ 1 1\ ~ -3-- 2 ' 11 t.\\\ : 

Se tiene entonces el siguiente teorema: 

Teorema (2.D.5). S~ las hipót~sis i), ii) y. iii) son váli­

das, y para h 7/2 existen números reales C.1 b';l ') tales que 1 ~ S (. ~:~y 

llf(v.)l\!:Qj1..1.\\b entonces (2.B.2) tiene por lo menos una solución débil. 

Derrostración: Primero se denuestra que J es una funcional 

el 
de clase Recuérde:sP que 

J (.'U) '= ), ( (:;¡ t.l 1 7 u)/ i 
11 

G(.t:,l.\))d>'. do~Je G(;~,t0-=f;c~.~)dS 
.-> 

en el caso que estarros considerando, s (1.,ü) = r ("-') 1- p(ic), de rrodo que 
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corro (2.D.6) 
~ 0\ \ 

donde f('A) es el único elerrento de \-1 (..Q.Jtal que (2.D.7) 
o\ ) 

~, ..¡ C:- \-\ (..Q 

"' De (2.T).6) se observa que es suficiente comprobar que f -
es un operador continuo. Sup:Snqase que 'ti;,,-> tl en ~'(.Q), entonces por 

el Lema de Rellich 'Un-""-l en L~ (n.). Luego por el Lema (2.D.l) 
2 "/<· •'l) G ) 

~(tt .. ) -) ~(u) en L ..fl • De (2 .D.7) . se tiene por la desigua.!_ 

dad de HOlder que 

(2.D.8) 

-:.: .· '..; ~ <, :. 
. l· ·~ . •:A. 

Por lo tanto J es de clase ( ·. y, en pai:ÚciJlar fes conti_ 

nua. Corro el Lema de Rellich tarrbién dice que la ~fü~i.cí~ .ele ··.· A '(.O.) 

en é(n) es compacta, una pequeña adaptación del ~t~ ~·terior delll.le.2_ ,,... 
tra que res además un operador compacto. 

En segundo lugar se demuestra que J está acotado inferio.E_ -

rrente. Corro l 1""" " "'(> ( t-( u.) / ~ J :: 'f 4•existe f.h O tal que si l 'U \ ~ M 
11..1\-'J O/:) 

(H\4)/ii) ~(;. 1 ~'i)/2 En consecuencia para 't/7,-0resulta que 

f (u) ~ 

luego entonces 

F('l.4) = C'r (s)Js 
o 

. í}c.iJ• + [r<•JJ,,; {rNJs+ 
( l~ 'r) st [ f. ~)(s) Js_ :. ••• :. 
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... - o .. .¡\'4)-tt? - (~) A-11 

- "' '/ 

(.2.0.~) 

:= ( il. , -1 '<' J 'Ll.
1 

/ 4 {. K ' 

En forma análcga se obtiene una expresión para U~ O • -

Resumiendo estas dos expresiones obtenerros la existencia de !<.e: IR. tal -

que: 

u€ IR 
(2.D.10) 

Luex;¡o entonces , · 

J («) ~ ll ("'t~l -1:ft.Jls- 1.1pC.l1 Jt ~ t~~· .. -~i 1>) 1,)Jt-

y por tanto t 

) 
{\u. 111 

j(~ ~ -r - \_.C U·;il .,· + K) J t 

= ¡~l - \<. lri«d1d4 (n.) -
2. 

).Jt « p (¡.:) d " 

_ Uu.llo \l rl\º -=-

De la desigualdérl Última y de la hipótesis iii) se sigue -

. que 

(2.D.ll) 
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La relación (2.D.11) denuestra que~ está acotado inferior-

mmte. 

Se derruestra ahora que J satisface (P-S). Sea {'U,.\ 
o, ) \ 

C. H (n. tal que {~(u.)jestá acotado y 'J ~(.u.)-')o. De(2.D.ll) se ti~ 
"' ne que {u.) es acotada. Corre f es conpacta existe una subsucesión { tl., 1 \ -

ta.l que l F(u~)Jconvergc. !\hora bien, corro de (2.D. 7) se tiene que 

"\ ) ,... Í A 'r,....\, 'J~(u .. ~)-=t/ 111 t t(tl .. J -l\l-)Pdonde<'P,v)-:¡rv·para todo\/~\-\ VLJ en 

toncesttJ"jconverc¡e. Luego J satisface (P-S), corro además J es de clasr-, 

( 1 • J y esta acotada inferiorrrento el teorema (2.C.5) in-plica que tiene 

un punto crítico. Luego (2.B.2) tiene por lo rrenos una solución débil, -

con lo cual el teorema (2.D.5), queda domostra:3o. 
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III.- SOLUCION PARA UNA ECUACION DE ONDA SEMILINEAL 

A) INTRODUCCION 

El propósito de este capítulo es el de determina .la exisJ:e.!l 

cia y regularidad de las soluciones períodicas en i: (vibraciones libres) 

de una ecuación de -0ndasemilineal a saber: 

( 3.A. l) .té(o,ii) tt:fR. 
I 

con las condiciones de frontera dada por 

(3.A.2) .'l.{ (o¡ t) ~ u e rr, t:) -:: o 

El ataque al problema es vía el cálculo de variaciones. 

En conreto si ~ depende sólo de t{ considérese 

(3.A.3) t (u.) : í ~ i ( '!.(.' • u.') - FC«))}• J t 
,. 

(3.A.4) 

'" 
F (•) ~ J.rcsld5 

donde 

El integrando de ( 3 .A. 3¡ r.s el l~rangiano del problema. 

Formalmente los puntos críticos de cp definidos en una adecuada clase de 

funciones t-periódicas son soluciones de (3.A.1)(3.A.2).No se sabe corro 

obtener puntos críticos de ~ de una forma directa, pero para ciertas condi 



ciones de f se pueden obtener puntos críticos 'U .. restringidos a subcsp!!_ 

cios de {unciones admisibles E 1-\ de dimensión finita. Al intentarse 

que sucesiones de funciones { ~"J converg·an a la solución de (3.A.l) 

(3.A.2) se presentan ciertas dificultades que conducen al estudio de un 

Lagrangiano rrcdificado y consecunetemente el problema (3.A.l) (3.A.2) tam-

bién se modifica. 

Lo anterior se hace en el indso'n ) ! · Algunas estimacig_ 

nes que se hacen en el inciso B ) conducen á la solución del problema rrodi-

ficooo. La existencia de soluciones débiles del problema (3.A.l) (3.A.2) 

se denuestra en el capítulo r.v y finalmente en el inciso B del mismo se 

estudia la regularidad de estas soluciones. 
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B) EL PROfil..EMA mDT.FICAOO Y ALGUNAS ESTIMACIONES 

Se comienza el estudio del problema (3.A~l) (3.A.2) con el 

problema. 

(3.B.2) 

que es técnicamente más sencillo que (3.A.l) (3.A~2}. Se asume que 

currple con las siguientes condiciones 

t ~ ~ e; ( ' (IR , IR) J ~ (o) -.: o 

t;) ~ es rronotona creciente estricta, es decir '.l, .,,. 1,,_ :';) 

f (~.) > ~ Cez) 

t.J f es super lineal en o y 'en 'oo o sea 

~- . I . ((l) 
e11. "-o t.e <11Y1 -- =O 

. J ,, 1-0 ~ 
i) 

ii) Existen constantes 2 y B 6 [ 0,, 1/z.) tales que 

F (•) , ~ '¡: (,) d s fo B z fo) 
o 

Por r.) ~ Í(z) >o si ':<-¡: o y por e f,) ( ii) I si 1 z 1 ".? y 
F'(~) 

& z ~ . F ( z) , expresión esta última que se puede integrar y expresar -
l/9 

exponencialmente y resulta que l 'l 1 ~O( F(c) para 1 z.I > ~· , con oC ::>O ;-
. 1/9 -1 

De aquí resulta usando de nuevo ( ~)) ( ii) que 1 1 \ ~ ól e ! F (") \ siem-
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pre que Lo anterior justifica al término superlineal 

en ( f>) (iil, es decir super lineal significa crecierrlo más rápido que el 

Lineal en las condiciones establecidas. 

- ";) 't 01 
Sea CJ = - - - . Un papel nuy irrportante en el es-

~ t t ~ '){1 

tudio de (3.B.ll (3.B.2), lo juega N (o) , el espacio nulo de O . 

Es fácil ver que la cerradura en L2 
de rv ( p) es: 

(3.B.3) N:. l p(}::+t)- P(-~+-t) 1 p ~ L
2

(S')} 

SI IR2.' Donde denota la esfera unitaria en 
.L N denota 

al CO!!pl~ento orto'.)onal de N en t: Si 'U. es una solución clásica -

de (3.B.l) (3.B.2), entonces 

Se puede establecer ahora el resultado principal al que se . 

quiere llegar. 

Teorema (3.B.6). 

Entonces existe 

Sea ~ que satisface (f.) a ( f>) y 

u.=.vi-w t:- (e~ N) $ (c~H{\ N.l) 
tal que ~ es una solución no trivial de (3.B.l) (3.B.2). 

La derrostración de este teorema se realiza en el capítulo -

IV como consecuencia de los resultados que se obtie~en en las secciones 

El , C) y D) de este capítulo 
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El hecho de que ~ no tiene cota para su crecimiento confo.E., 

l "11 _,a.o crea algunos obstáchllos quecsón salvados definiendo una · 

"truncación" 

.. -~ (~) ,, \a\~\< 

(3.B. 7) 
f ('1') + r·c~) (z-!<!) + f' (1() (l- •,d' :r.· ] ., K. 

donde p (") se esc<XJerá en forma adecuada posteriorrrente. 

Se resolverá el problema (3.B.l), (3.B.2) con ayuda del 

problema rrodificado que se define a continuación: 

( 3,B,8) 

Donde (3 J I< ::> O • El propósito ahora es resolver (3.B.8) 

para cualquiera ¡J
1 

f(:> O y entonces obtener la solución de (3.B.l). 

(3.B.2) esccqiendo K tan grande corro sea necesaria y haciendo tender F> -
a cero. 
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Sea 

donde F;, ("') " \ Í:. ( > ) J S y l ( '-') queda definido para toda 

o 

o ' u. (: \i 

Se puede verificar que cualquier punto crítico de (3.B.9) 

es una solución débil de (3.B.B). No sabe[IY.)s córro obtener puntos críti­

cos de 1 ('1.1.) directamente, sin embargo, restringiendo 1 a subespacios -

r Li.(1"'') de dimensión finita ~~ de ~ se pueden obtener, 3sí,puntos -

críticos 'U"' de l f t:... • Se puede derrostrar que una subsucesión de 

l u .. 1 converge a una solución no trivial de (3.B.8). 

El siguiente tearema juega un papel fundarrental en la ob­

tención de los puntos críticos de (3.B.9). 

Notación: Br =- ( i t:: IR .... 

~~'~,~~"~ 
.J 

\ 1 x. 1 .::: p) ) IR i = l t t:: IR"'\ "f.~ -= o) 

(1Rl)~ ti(: ITT."'\ y.,= o,, 1 ~U j J 

Teorema ( 3.B.10). Sean J E: e 1 (1R.~ U~y 1 : IR"'--? IR 
donde j(¡c) ~ 1 (1') para toda X t: tt(', y I & ) ~ o para toda }'.'. E IR~ h. <. m 

Si existen constantes R >'<">O tal que j? O en (e, ... \\ o~ )n (1R~;ien-
tras J ~ () en 

crítico en { t ~!KM \ 
rizado por 

/R"" '\ 511. , entonces J tiene un punto -

j (')() / O) y un correspondiente va 1 o-r crítico caract~ 
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(3.B.11) 
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C : Plf 

\i.(:r 

M4.l. J ( ~(x)) ;;> 0 

x 6 1R"'~~ 6" 

, ---·- ---

la demostración de este teorana se ~eilCll~tra en (re;L S) 

y se canenta ampliamente en el .inciso (2.é.6). 

Sean ahora 

(3.B.12) E\o\ -:: Espacio generado ¡:or [ _,,...n :J.L ,,i;,, 1( t'; 
. ·' A{!-'ljr. co:Jh.'t l c.: j, li.-!:11~ 

Ya que drrn Er1 = 2~2 ,..Yl: VYl pcxl5ros identificar E.., con•?..-:' 

Sean adan.ás 

y 

Sea J -= 1 a:mo esta. definido en (3.B.9) y consi.dfu"ese -

1\ e,..;J:X'r (F.) y (3.B.7), 1~C'(t.~,tR)y¡:or (h) Y. (3.B.7) l~o en 

IR
11 
~ (IJ<ri,IV-)ri ~,,. · Adenás por (3.B. 7) si u E L-i. y Ü ·u(~= 1 , I~u)--t -oo 

cuamo 1 .l l ~ °" . ¡:or tanto existe una R.::. R C n) .. _tai .que I ( ~) ~o 
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si U.f Eii. y \l'l(. \\Li .,.,, R • Finalrrente obsérvese que para Y= -

= Y(\'\) suf icienterrente pequeña, por (f 3) ( i), I ;, o en e í3,.. \ ~ o \ ) (\ 

n (IR 1t Y° donde ( tR 1t }1°-=- N -t-n f' ... 

. I\~ 1 n. f . .} 
Sea r'R = IR ttlgenerado por l 4el'f 1-;J AM u·. . Por el -

teorema (3.B,10) se tiene el siguiente 

Lema (3.B.13) I \ t:"' posee un· valor crítico · C.,,:.; ( ... (p, K) 
caracterizado por 

(3.B.14) 

donde 

Nuestro propósito ahora es derrostrar que si u .. es un pun­

to crítico de 1 \,;"entonces una subsucesión de [tt~j converge a una sol.!;!. 

ción 'U~'4.(f.>, 1() de (3.B.8). Para hacer lo anterior se requiere 

hacer algunas estimaciones para las funciones u~. 

Los prirreros pasos para obtener cotas adc:c:11adas están cont~ 

nidas en el siguiente 

Lema (3.B.15) Existen const<tntes positivas A, .~\ 1 ind~ -

pendientes de 11 J p y 1( tales que: 

il c .... !: A, 

ii > 1\ ~ ~ ( uJ ti .. \\ l'.. f M , 
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Para la derrostración de este Lema· véase el anexo A. 

' 

r 
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C) SOLUCIONES DEL PROBLEMA !-ODIFIC/\00 

A partir de las cotas obtenidas para ~d~.), se obtendrán 

estimaciones de V.,, en normas más fuertes, que bastan para derrostrar que 

una subsucesión de l ti..,) converge a una solución clásica U."" t{ ([!>, 1<) del 

problema rrodificado. 

El anterior programa se desarrollará através de una serie 

de Lemas que se enuncian a continuación y cuyas derrostracioncs se ericuen-

tran en el anexo A . 

Lema ( 3.c .1). Si U., es un punto crítico de 

I (ti .. }= C ... existen constantes M1, M.,? O tales que 

y 

•li 
11 v .. \1 ~ c-i.1rr; u v"~ n L~ ~ rA3 /(-> (3.C.2) 

donde M~ es independiente de •1, ~~Ky fi~depende sólo de R .. 

Lema (3.C.4). Existe una constante .1 3 dependiente de k y (3 

pero independiente de V1 tal que 

(3.C.5). 
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de (!i tal que: 

soluciones de 
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\u(") - t\(--JÜ 

1 % - "j \ l/t. 

Lema (3.C.6) Existe una constante At'que depende de!( y 

(3.C, 7) 

O"-;-

(3.C.8) 
tJw.~ 3·. O<.l:~ÍT .J té/R 

w(o,t)~ ~(~,t:~~ o .J w(tJ tHil") = w(t,c) 

Lema (3.C.9) Si <;l<:-(l ~ W-1 (H 1
fl ~·), J 7.r O , existe -

C.l'' l( l•' º' ~ un único v.J G o r'1 1-l 1\ HnLl...que satisface (3.C.B) y el mapeo de ~ -'>W 

es continuo entre estos espacios. Además si 
ií t'· )( ·q: 

l3.c.1oi ( 'h) (<. t) " -¡ l L.} (r' r) J-.- h -f-

-f- ~ "/ í" ncu) Je J., 
o o 

para el caso (
l 
, entonces W tiene la representación 

(3.C.ll) 
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donde 
p ('t:+ t) p (-X-+ t) 

y 

que es el 

Los .. l&na~;~~~id;~~ .i)ermi ten enunciar 
>. i:.:;~,,.:,::.:~·. . -t' 

resul tadó ~i-i~~¡~~j}~cÍ~·· ~~f~ secbión. 
_ _,__" '=0·\.·: ,':.,...:~,~-·"·-·ce-':_~, 

_-_ -,- .. ,'.''"··>"¿-;":_'..-

ahora el teorema -

. . . 
Teorema (3.c.:12) La·eciiaéión nmificada (3.13.af pásee una 

solución clásica no trivial. 

Detrostración. El Lema (3.C.6) junto al bien conocido Teo-

rema de Bolzano - Wr- i e;trass inplica que para la sucesión 
.. 

subsucesión de las u" tales que v ... converge en ( " tv a 
, 1 .¡. 

y w.,. converge en h t1 l.J a W.,, W 

l U"Jexiste una 

V-:. v (¡-.. 1<) 

( /3, k'.) G H 1¡, N 

Ahora bien corro por el Lema (3.B.13) f(u,) C{>:: () par;i toda o/r: E., poderros 

pasar al Límite para concluir que para u-:: V~ w 

(3.C.13) 

Esto inplica que U. satisface. (3.B;B). Además ya que 

f \l. (u) ~ ( y w E ( 
1 

y asumiendo por el rrorren tcl que V f: (~se concluye que t( 

es una solución clásica de la ecuación trodificada. 

Para verificar que v~(l, sea V• f(~tt-)- p(·1'+t)con l_p]=O 

(b.P 1 es una normalización definida como [ P] :_ ril"C> (s) J <;, ) 
., 
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De (3.C.9) se sigue que: 

13 .c.14l . \ \:P ( p" (<><) - P "(· <> •) • f. c~}("l:U«)-1° (·•«))J, J t • 
T 

para tcx:la C:- G Ll(S'). Denotando a la expr~sión entre paréntesis rectan­

gulares por "fJ (Y:, t)y usando la periodicidad. dé G""en t se tiene que: 

(3.C.15) ((;(,,t) '{t;t)J,Jt ' r f ';{t, t) ?:{tH),/,!t ~ 
.. 6 ¡r ,::- o > 

'::) ~ "f (t,~-7!) ~(s)J1ds 
y 

· n id ~ • ~ 21t 

(3.c.16> )J "f(t,drC-,:+c)hdt= f J }t(l,s-r)r<sJhds 

o b o o 

por lo tanto 

(3.C.17) 

para tcx:la C"" 6 L1(S ')es decir 

(3.C.18) 

il' 

} ( 1f> (1-J s-x) -"?(.,:, s·n)) J :t:-=- O 
o 

Sustituyendo 1 de (3.C.10) y sinplificando se obtiene 

- °'- -,----:---:_e ___ •_ ~ ii . • • 

l3.c.19L •"fi"~,pi'c.J~ J. [t. (u{<,•·+ f. ( u(r, ""l)}• 

( 1 "¿, 

ya que w ~ y Vt: e I (3.C.15) inplica que p''.' es continua en ~ y por 

e:!.. ello es clase 
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Finalmente para que la prueba sea conpleta todavía se debe 

demostrar que v.i O es decir que 'U es una solución no trivial de el pro-

blema irodificado (3.B.8). Esto es una consecuencia del siguiente Lema: 

Lema (3.C.20). Para cada ~; I< 'º• existe una constante -

'f-=- ~ (P, t<)? O independiente de n tal que 

(3.C.21) 

Dem::>straÚón: De las desigualdades (3.C.2) y (A. 18) 

se tiene que: 

(3.C.22) 

Por (f1) ( i) , para fuda ~ ., O existe una constante A f: '= _ 

: /1 17 (i<) ") () tal que: 

(3.C.23) 

para toda ? G /R. • Usando (3.C~l9)· en (3.C.18) se observa que 

(3.C.24) 
f 

donde Ll.i.= //v., JI,' //w,.I{ Por (3.C.3) y (3.C.19) se obtiene 

(3.C.25) 
\\ llJllc. =-ol~ l\-13V"c-t +P.,~\( c~ .. )\\L.~ 2ol:JI f¡,_(u~) \\t..t~ 

!:- 61.11 (t Ll., 4- AE .b:.3....). 
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Sumando (3.C.20) y (3.C.21) resulta que 

(3.C.26) 

Ya que las constantes ol, y ~'f son independientes de I'\ , 

si se hace ~ (.x, [:>-'+ 2 ..<") ~ l resulta que 

(3.C.27) 

-1/i 
.c1 .. ~(:z.x5") =:Y' 

Con esto quedan demostra:los el Lema y el Teorema. 
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IV. SOLUCION DEL PROBLEMA ORIGINAL 

En este capítulo, las soluciones U-= tt(ll,k) de (3.B.8) 

se usarán para obtener una solución débil del problema original (3.r:.· 1) 

(3.B.2). El pro:::edimiento consiste prirrero, en obtener una cota superior 

para 11 u(~, K) llindependiente de f" j 1( • Lo anterior permite escogeY l.( 

tan grande que r,, ( ~),,. r(4 )para tl-:. ~ (Íl • .<). Con la I<. ya esco;¡ido se 

de!ll.lestra entonces que {u(~. ;.:) J es equicontinua en ( ( T) , de lo cual 

se sigue fácilmente que (3.B.l) (3.B.2) tiene una solución débil. Pos-

teriorrrente se dc!ll.lestra que la solución es no-trivial. 

El anterior programa se comienza con. el siguiente: 

' ·,; ,. '.-·.'' 

Lena (4.A.l). · Sea V~y(t~:;,1()~~.J.~'.f~trices•~, Miotal y coro -

en la expresión (A. 16) en el anexo .;,A~:·se\ti~~ ~e 
,>'.··~ .. -··:'"· ';.~> :'."'; .. ,. - t 

·-,/_::"_"_:'":.;;; 

Deoostración: Corro V (X, t) s p ( t " t:) - p (.. ~-. t-) se tiene -

de la expresión (3.C.15). 

( 4 .A. 3) ~rrf' lí p"<,)!Js 
o . 

~ n ~ r.(" (" ·-·)) l ·Ir .. tttc,,, .. l)I J, 
C1 O 
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Invirtiendo ahora los pasos que conducen de la expresión -

( 3. e • 14) a la ( 3 • e". 1 9 r.n .el anexo A se obtiene que 

(4.A.4) 

de la cual se obtiene ( 4 .A~ 2) · via (A·: · .¡ 6 ) 

Corolario Ms independiente 

de {J y \<.. tal que 

(4.A.6) 1\ W ((3, l<J 11( {;: tA5 

. . 
Detrostración: El teorema de representación ( 3. e. 9) irrpli-

ca que 

y de aquí el resultado se obtiene directamente usando (4.A.2) y (A.16) 

El siguiente paso consiste en obtener una cota para \\ v lle 

independiente de /3 ~ K. 

Lema 4 .A. 7. Existe una constante As tal que, para tooa 

f3.1 K ? O 

(4.A.R) \\ v (~, 1<) 1\/:: As 



Derrostración: Véase en el anexo B 

Corolario (4.A. 9). .Existe una constante Vi, independiente 

de (3 tal que 

(4.A.10) 

·y·~<, : -·~·~.; ,. 

0eirostraá;ióT1;'.;:P~f';~~~•·_<~r~; 9)•• 
·--· .·. · .. ~:.,-:·,,-,~~-~;¿;~~,fjii.J{:¡;¿.~,;;~';i{~ ··~; -,-- . -~. :c,:o ~ 

t•.A. m: ·:N~l\~~;J~~~i(:f ~\l., • f (u) 11 < 
";,;;~:-,.~:~ :: '.·:~ ~ ·.~.--;·~ .• ·--;_: ;{.:_:>_ l 

-··"· ~·.', '• 

Usando ah6rá; d.c ~ 15) se obt;iene · 

(4.A.12) 

De aquí resulta que usando directamente (4.A.11) (4.A.12), 

(4.A.6) y (4.A.8) se obtiene (4.A.10). 

El Úl tirro paso preliminar a la obtención. de un.a solución -

débil de (3.B.l) (3.B.2) es el 

>:' ·; ··.. . 

Lema < 4. A. 13 l Las funciones · forman una familia 

equicontínua en C n N . 

Derrostración (Véase en el anexo - '.s) 
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Ahora el resultado principal de esta sección 

Teorema (4.A.14}. ·Si'~ satls:f:~6~,(·ftj. a ( ~.,) entonces 

(3.B.1)(3.B.2) posee una solución débil ~ot±:Í.~i;l ·· '
1

·1..{.;V-' W E ( · 

(e" t>J) <!) (e 1 " ~ 4) que satisface 

(4.A.15) ~ (tt.{OC{)-\- t(~))Jl'.:Jt-=0 
"I' 

Derrostración: Sea tl (~) ~V(~) \\11 (p) una familia de solu­

ciones de (3.B.8) para fo ?O Por el corolario (4.A.9), las funciones -

W(~)están acotadas en ( 1
(\ tJl. y [X)r los Lemas (4.A. 7) y (4.A.13) las 

fun~iones V((?>) son unifonnemente acotadas y 

aquí que cuando ¡3-'10 en alguna subsuccsión, 

equicontínuas en e(\ tV • De 

~ tt(f\)J __.., V+W f: (Cll ~)© (C•1 N.i.) 

De aquí q..¡e escribiendo ( 3.B. 8) en su forma débil y pasando al límite se 

obtiene (4.A.15), 

1 .l 
Para derrostrar que w '" e" N es suficiente con irostrar 

que W satisface O'. e. 11) con S = - ~ ('t.L) Por (4.A.8) y (4.A.12) 

y una desigualdad de inter¡:xJlación (véase ref. 11 J resulta (4.A.16) 
•12 'h. 

(31\v-c1: (r:-)l\i..'~.X,f311'1n (~)lle.'" l\V(~)\\¿1tE. ""•(3 (% F(~:;f.M;)) A-:; 

conforme f2' :...:> o . Y ya que (!> 11 VT.t 11 ~ - O , se puede pasar al lími­

te en (3. e .11Para w(~) y así obtener( 3. e .l l;)iara w . 
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Falta sólo demostrar que 'U. es una solución no trivial de -

(3.B.l), (3.B.2), lo cual se hacen el el siguiente 

Lema (4.A.17). Existe una 't ? O tal que 1\ IJ./ ( {!>) l( e 7/ 'I' 

para toda ~ cerca de cero. 

Derrostración: Véase el anexo B. 

Con la derrostración de este Lem."I queda derrostrado el teor~ 

ma (4.A.14) que es el resultado funda'Tlental de esta sección y se puEde 

pasar ahora el problema de la regularidad de las.soluciones. 

t 
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B) REGULARIDAD DE LA SOLUCION DEBIL 

Se ha demostrado que (3,B.l) (3.B.2) (X>See una solución 

débil '\(-:V >rW con V <= ( n tJ y W ~ ( 1
fl tJJ. • En esta sección se probará -

. e, . ' e 't • ,-1. • . • que de hecho V (: n "' y w E: n N • Esto no es todav1a una solucion -

clásica de (3.B.l) (3.B.2) y a que'\/ sólo es clase C' No obstante -

asumiendo que r- tiene más derivadas se dell'Ostrará que U. tiene una mayor -

regularidad. 

Lo anterior se hace fundamentalmente através del 

Teorema (4.B.l) Si ,.satisface (F.) a (f,)y tt•~v~v./ 

es una solución débil no trivial de (3.B.l) (3.B.2) con 1/ & ( n r..J J 
w e: ( 1 

ri N.t , entonces 1/ a: C 
1 
ri N J w ~ (in f\JJ... 

Demostración: 
1 

Primero se derruestra que V 6 C Una 

vez que esta ha sido establecido se sigue del Lc>..rna ( 3.C. 9) que W 6. ( '-

Se consideran dos casos: 

Caso l. Supóngase que existe una S (:: L0 , '.t ii] tal que 

~(x.,,s-:z:.):cx, una constante para tocla Z6-[o,,írj. Entonces ol=O via 

las condiciones de frontera. Escribi~ndo V(~,t) = P(i.+-c)- p(-i::-tt) 

con ('P]: O y haciendo t: S - X para 5.,. S , se tiene que: 

(4.B.2) 
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El lado derecho de (4.B.2) es continuamente diferenciable -

con respecto a X. y por ello el lado izquierdo también lo es. es decir 

p · y v son continuarrente diferenciables. 

o 

( 4.B.3) 

Caso 2. Supóngase que no existe S 6 lo, 1 n) tal que 

t{ (X., E - ~) para teda X.(.· (o, tr] . Entonces (Fi) inplica que existe 

'f >O tal que: 

(4 .• B.4) 

;¡ . 

~ ~\{(-u(xJs-;1')).b:9't 
o : 

para toda S t. to, 2 n] . Ya que t¿ (P) ~ ll en ( cuando jJ-<> o en alguna 

subsucesión, se tiene que para toda (3 pequP.ña 

(4.B.5) )\ ( 'U.(~)(x., s-><)) dx ~ i 't >o 
o 

para toda S E: l.01 1 ii] . Diferenciando ahora (3.C.19) con respecto a s 

se obtiene 

(4.B.6) 

"" ,, 
~ilp p"1(s) + P'ls) )0 .... (~(~,s-z))~P'(~)- P'(-;.-·p:)+ 

t ~w(Y, s-1- f, (u(<: 5' <)) [•'<sml -P'<sl + t,w(t," *J 
donde no se ha hecho explícito la dependencia de P y 'U. en (3 Esta -
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ecuaci6n puede reescribirse como 

(4.B.7) 
• 'I' P""l+ •'C•l \\<.(u(•,,.,.)) , f, (u(<, s n) )]Jx • 

- o o ---

= rcF .. (~(x, s-i:))(P' (S7,2 i) - \-sw(X; s-x)) .¡. 

º + tu(u(:r.;S~;>!))~P'(s~,i)~ t~ w(r.., s~<.~J)]d~ 

(4.B.B) 

Integrando ahora las.expresiones (4.B.8) y usando(~.) 
y las condiciones de frontera de 'U , se encuentra que: 

~· r. (u<x.•· "i') p'c• .,,i J ,, I f f. (tl('- , .. l) f" w«, , .. ) J, 
o 

(4.B.9) 

) '¡, (~ (',s+z)) ?'(s m)J•' ·i rf. (tt(t,' u)) ~. w(t.s») J; 
o ~ 

Sustituyendo (4.B.9) en (4.B.7) se obtiene 

-1"~ p"'(•l + P'C•) 1·~.(u(,_,,.,.)) + 1, (u(<," xl)]d, , 
o 

(4.B.10) 

º Hf• ( u(x, s-x)) t 1 ~< w(<, s-<) - ;, "'(<,S· "~ + 
0 

))Í.' ~W('l-,sn)tLw(;i:,sn)l1d;x. 
+ r .. (-u(-r./H '): L.,_ :)'tt ~s j J 
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Así q?(<;) .: t=>
1(s) satisface una ecuación de la forma: 

C4.B.n> - 'l 'ir(h <p ''(s) + Q.(s) cp (s):: h (s) 

donde y está acotada independienterrente defJ. Memás -

Q(s) ~ i '1' • Ya que P\ debe anularse en algún punto de (o, 1itj 

y P'/ O , cp tiene un máximo positivo y un rnínitro negativo. De 

(4.B.11) se concluye entonces que 

y 

(4.B.13) 

Se sigue que J>(~)= 11~ ¡>(~)(s)está en H'(~'J 

Multiplicando (4.B.10) por 'JÍ'~ L2(S') ,
0

intcgra:-:do sobre [0J2-5] y 

haciendo tender f3 a cero, se observa que (4.B.10) '.'ale en un arrplio sent,i 

do con f.J: O • Por lo tanto (4.B.4) y \/'"- ( , W(: (
1 

irrplican 
1 

p'<:: ( (s') es decir V~ ( y el teorema está derrostrado. 

Corolario (4.B.14). Si t es ~·veces contínué!IT'ente difere.!l 

L e" e"_ ... ciable, ~ ~ 1 , entonces v ~ J W·E: 
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Derrostración: La prueba es por inducción en k Ya 

ha sido establecido para n: Asúmase para \i::. ~- \ - Para -

obtener el resultado para R: él ' nótese prirrero que V <': (3 inplica 
• 

que w E: 
e~ .... , 

de nuevo via el Lema (3.C.9). Para deducir 
) 

que V<: (l .d, consi erense los dos casos del teorema (4.B.l). En el caso l. 

(4.B.2) puede diferenciarse "j veces ya que w E:-(~ esto da el resultado. 

En el caso 2, consid~rensc (4.B.10} con (3 -:. O • Dividiendo por 

~· (f~(u(<,s-x)) + f.('U(<,s.-))) d;< 
o 

el lado derecho resultante es 1 - \ veces contínua~nte diferenciable 

·via (4.B.4) y la hipótesis de inducción. ( '\•\ V"- (1. Por lo tanto p' E: "J <::: 

Con este úl tirro Lema ha quedado derros trado el teorema 

(3.B.6) que es el resultado principal de este trabajo. 

t 
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e o N e L u s I o N . 

Elp~op6~ito central de este trabajo consistió 

en hacer un estúcl¡:o de la ecuación de onda sernilineal 

(3. A. 1) (3. Á. 2) y; demostrar la existencia de soluciones -

peri6dic'as no tri_viale~ de la misma y esto se hace en el 

siguiente teorema·y su corolario. 

. . 
nes 

Sea f que satisface las condicio­

( f1) a (fj), ent~nces, para cualquier Jym "~el pro--

blema 

(5. 2) 
u u. - v... + f (u) = o 

v(o,t)::. v(it 1 t) =O 

posee una solución no trivial 
- - -_-;.·-,·:---

que tiene el periodo (j/m)ÍÍ; ,.·en t~ 

. .. . .. , ·-:_..·;.,;_;,. 

DemostraCi6n. Es . sufi.ciE!nte p.r'Cl~~i:;'~t·~~s~lt~do 
para j=l. haciendo solo pequeñas modif'Í.~ac:Í.ories en .. los ca 

p1tulos III y IV, las principales de ~llas indicad~s a 

continuación conducir1an al resultado.· Se reemplaza T por 

Trn= \ (.t:, t) €: [o, ii] XLº, lí/m]} .. 
Los espacios L2 , ck, etc. se toman· ahora respecto a 'l'm·en 

lugar ?e T. N es reemplazada por 

t r« +t) - p c-~«l\-P~/(~l"'ú· ;, ~ • '" Y ,)j:c.iJ ,,_~ j 
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y En por el espacio generado por l"'"" j 2. .01n 21r1 /el J ;:>111 j ~ (o.l (
191 l<t \ 

of.:\,h~n} 
. . :·-· 

De esta manera los resultados d.e":1.6S 'capitules 
(-,.--" 

y asi se obtendr1a el teorema (5.1). 

Corolario (5. 3). Bajo 1as hlp6t~~:hi,~á~l.ftéÓre-

rna (5.1) posee una infinidad de sol.ucrt>n~~;no,~riv¡ales 
que son peri6dicas en -t. 

Demostraci6n. Por el teorema (5.1) para cada -

Y\ E,, 1\..1 , ( 5. 2) tiene una soluci6n no tri vial con per1odo­

íi /n en t. . De aqui que deban existir una infin'"idad de so 

luciones distintas. 

Aunque todav1a podr1an buscarse extensiones pa-

ra este trabajo tanto en el aspecto puramente matern~tico 

corno en el de aplicaciones a la F1sica 6stos serian mate 

rial para otro trabajo. 

\ 



76 

ANEXO A. 

LEMA (3.B.15) Existen constantes positivas A1 , M1 , 

dientes de N, B y K tales que 

indepen-

En. 

i) 

ii) 

Demostraci6n: 

ya que h(U) 

(A. l) 

Sea Vn = ( 

-~V.a ln• por 

Cn _::. max I(U) 

NGN - s~ntrQ. .tó { sen x sen 2t} ln @ 

(1.14) se tiene 

< max I (U) 

t{6V"' 

El lado derecho de (A.l) es finito por (3.B.7) y por la foE._ 

ma de I. 

puede 

<pcx, t) 
1 ! 

Supongase que el máximo ocurre en U=~ • Cada . 'U. <: Vn -

escribirse en la forma 

donde 

U =r (O.sen t; sen x sen 2t+cos t; 

Sen x sen 2t 11 = a- 1 , (D (NC>N-) "En,ll<f'll~l t; (e-,2rr), y 
~i. 1 .. J 

r=i 1 t.{! !~Escogiendo 'U. =lln con norma lt, r=r (n), y observando_ 

de (3.B.14) que I<~n)>O se encuentra que 

(A.
2

) + r 2 Cos 2 t;~ljx-tf'f) dtdt~By-2Cos 2 f, f V .. :d;t.dt + 

T T 

+ ~/k (t.{,.) d:Ldt ~ ~ r 2 Sen 2 E; Donde U~ V" + W .,_E N(i:N L.. 

Ya que todas las integrales son no negativas, se concl~ye que 

(A.3) 

(A.4) 

Fk(Ü.n> d~dt < 
3 

r 2 Sen 2 t; -~ 

( F ) y ( f 3) impl.ican que para 1 Z' 1 ~ K 
2 

Fk ( Z ) = F ( Z). ~ex 1 J Z j 1 - a 2 

Donde'a 1 y a 2 son independientes de K. Para Z > K y -

usando (3.B.7) resulta 

(A.5) (K) (Z-K) + ~F 1 (K) (Z-Kf ~ (K) cz.-:K) .. 
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En particular, para Ze: [K,2K] 
•l:z. 

::_a1 K 

mientras que para 2K < Z : Y' K, \'4 ::_ 2 re tiene que 

F (Z) .::_ i p<K) (Z-K)" .::_ t ('a' -1)" K" =te•;~" Z"::_ ~: 

siempre y cuando p (K) ::_ 1, lo cual escogemos de aqut en adelante 

(v~ase 3. B. 7). 

Para 2<0 se pueden hacer estimaciones similares, es decir 

para toda Z e: R se cumple 

(A. 6) 

Donde s = min (4 I o-'> > 2 y las constantes a 31 a., son 

independientes de K. 

usando (A. 3), ( A. 6 

serva que 

y la desigualdad de Holder se ob--

(A. 7) 

Ya que ~ ~ 2 (A. 7) proporciona una cota superior para 

(A. B) 
r ~-:~· 

Donde ? es independiente de n,B o K. Regresando a (A.1) 

y usando la forma de I se obtiene 

e < I cu .. ) < ~ r 2 Sen2 ~ < 3 ~2 A 
n -2 -2 - ' 

Lo cual demuestra el inciso i). 
f 

Para demostrar ii) obs~rvese que 

(A.10) Cn - x e u.> - ~ [~ (u," -u~. -1311,; )- F.( u· TI ;,J r 
T 
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Y: como U ... es un punto critico de I/E~ 

(A.11) 

I 'e U" ) e{' =O= r. ('U "e <P r: - U" 1 <f..: - f3 V "r: lf r - t14 (ú .. ) <p) di d t. 
T .L 

para toda cp e: E.,. , donde 'f = ~ +y.. -.pe: N, X;e:N Escogie_!2 

do ahora 'f = L(,.. en (A.11) y restando 2: (A.11) de (A.10) re 
sulta 2 

Cn = f. (~ fk ( U" ) U"' - Fk ( t.l.J ) d ~ dt T . 

(A.12) 

Un c~lculo sencillo· demuestra que con U= 'U." 

), ( ·~ f (U.) U - Fk (1J..) ' ~ .. -· d :t dt = 

• \,'.,~ f(u )U - ·F ¡;:iJ} \í, dt + Ck~ F (kl-

- _ ~ !(.(u-\() r 1(~) + ~ p ( ~) K (u- K)\ ~ p(l~)(u-1<)Jd1Jt 

t \ ~~ ~(-K){-k)-F(-\(). ~(-u~~)fC-1')-~1<(u~1<) f'(1<) -

T~(1.1.) 3 )'-' J ' 
-~p(\()(u-\1<) -1--,tp().d(l-l-\.~ dx:dt. 

Donde T1 = {(x,t)e: T l uCx,t) ~ K}, T
2
(u.)= {(x,t)e: T 1 

(x, t)> K } y T 3 (ti ) = T j (T 
1 

(u.) v T 
2 

('U ) ) • Usando ( F 
3 

) 

(i.i) __ -se puede verificar que existe una constante '( 1 >O - e inde-­
pendiente de K tal que: 

r 

~ ( ~ ~ k ( V. ) U. - F k ('U. ) ) d X d t ~ 
~ -'<.+.cj-o> Í f'c~>-u.a")!'dt + 

T. (1-l) 
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t ) \_(~ -•)fC••)(••)<~p(•l K(u-•l\i rC•l (u-•)'}•JH 
Ti(u) .····• ,. .. ,,· .. , , . 

+ ) Ce~ -e) fe-• le-• l • ~ "Mf-j>'(J';_i,>\ 1 r <··l e" .. r' 1 J, ,. 
~~) . . 

Siempre que f (K) .?., 4 C f- (K) ) ,. + ~ (-K) ,. ) Lo cual es una 

elecci6n que se puede hacer. Finalmente, existe una constante 

);'2 > O e independiente de K tal que: 

(A.15) ( ~Ir. ( 'U. ) u d)'.dt ~ y~+ ( ~ ( \.(.) tt d -X: dt + 
\T j T;("-) 

+ flj:(K)K+f(K)K{'U.-K) 3 +~f(K)(U-K)'* dXdt + 

)T1(u) 

+ ~ l-K ~ (-K) + f (K) (-K) (U +K) 3 4 f (K)('l{ +K) '*dxdt. 

"i1 (\C.) • 

Siempre que f (K) > ~ (K) "+ f' (K) 2 + K,. f' (K) "+ F (-k)" + 

t' (-K} 2 + K'* F 1 (-K)" Lo cual se asume de aqu! en adelante. 

-- .. - -- ·Combinando ya por Ciltimo (A.12), (A.14) y (A.15 se obtiene. 

(A.16) en + '~\ ~ '('{ r ~"e 'Lt.,) ti " dr dt 

T 
Para constantes '-(\ , ~'( independien tes·-de N, p y K. De 

aqu!. se obtiene ii) y el lema queda probado. 
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LEMA (3.C.l) Si u .... es un punto critico de 1 1;:" y I (u~)= (,. , 

existen constantes M ¡ , M ~ ') O tales que 

)

\/¡ 

(3.C.2) 11 v .... ll<. ~. (~/il' . 11 \/.,t\\1.1 ~ ~ .. h /f.> 

y (3.C.3) 

Donde M3 es independiente de N, p y K y M~ depende solo 

de K. 

DEMOSTRAC ION Por el lema (3.B.13) resulta que 

(A.17) l' (u .. ) <p-: o 

Para toda~ E; E .. Escogiendo cp= v ... =. v ... " - v .. - P .. (t+t) - P .. ~nt) 

resulta que 

(A.lB) 13 ll v,, (. = L~• (ú,) v, Jx Jt ~ \l v, 11, U f. (u,)ij e' 

~ ~\\V~ \\~ \\ ~"(u .. )\\._• 

Ya que \\v .. "~ 1.-= \\ V~1<.usando ahora la normalizaci6n \_\' .. ] = O 

también resulta que 

(A.19) 

Combinando (A.19) con (A.18) y usando las propiedades de _ 

la normalización [PJ~(3.C.2). Para obtener (3.C.6) sea cp.~ 
f se ob tutt'\d 

V11 t:.- ¡;.,.en (A.18) entonces. 
ce 
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Como la definici6n de f.., ( ~) implica ~a existencia de 

una constante Q ( K tal que 

\ f"' e~)\ ~ u (K) ( H czf') 
Entonces es fácil ver que (A.20) implica (3.C.3) y el 

lema queda demostrado. 

LEMA (3 .C. 4) Existe .una constante A~ dependiente de K y 

~ pero ind~pendiente de YI tal que 

(3.C. 5) l\·w .. 11 c.''" ~ A3 

DEM:OSTRACION La ecuaci6n ( A.17) implica que 

(A. 21) 

Donde P ... denota el proyector ortogonal de Lz. e T > en E .... 

Aplicando ahora el lema (3.C.1) junto con (A.21) resulta que 

para toda ol. G (O, 1) 

(A.22) 

Para hacer una mejor estimaci6n del lado derecho de (A.22) 

sea XC"")" r r··"]:-(¡;-, r)b./;E 
)( 1:"~ J:- f 

Entonces por la desigualdad de Schwarz resulta que 

(A.23) 
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y en forma similar ( )\'1 ( ( )1

/t 

(A.24). \ X c~+h,t\-h)' XCY,t-)\ ~ \;?Jf )"ttJr J~ ~ 

~o{, (\h\1lti\)'/i11 (,'" 11 LZ(T) 

Donde Á denota la región de integración para la diferencia 

entre los dos valores de X . Debido a que 

algebra de Banach se tiene. 

(A .25} 

Para toda CP. X E e°' Tomando ahora oí 

con (A.21) y (A.25) se tiene: 

(A.26) 

Usando (3.C.3) se concluye que 

(ot e T > es un 

• Q: y combinando 

(A.27) llwk ll,•11 { tX'I (1+ 11u .. "l\IL1) 

Donde """ depende de K. 

Para mejorar (A.27) y así obtener (3.C.5) se usará una desi-

gualdad de interpolación y algunas observaciones sencillas. 

UsandQ {3.B.15) ii) y (3.C.2) se tiene 
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Usando la desigualdad de Holder (3.B.15) ii) y (3.C.2) 

de nuevo resulta 

(A. 29) 

Donde r:l.s depende de J3 y K. 

Por una desigualdad de interpolaci6r. 

(A. 30) 

Donde I 1101rcp11< 
11 cp 11 lv- '::: lrl-:. p 

z ~" (Dv-C(J) 
\il: p 

para - « < 

(A- l) / ( 11 • .Z) 
11 q ~ l.''" 

4• el= o 
"!>•: s <o 

""' et;> o 

Si P es el mayor entero en - 1 y - e< = P + :&. Es 
5 ~ 

cogiendo ,{ :: - ±¡ se observa que 1\ cp 1\ 1." :: 1-1.,i ( q>) Ademiis haci.endo 

J):.~ y/(= O en (A.30) se obtiene. 

(A.31) 11 epi),~'(, c~.,l(C('))'
11

11 cr(: s Y. ll f? ll~~'t \\ce(: 

Combinando ahora (A.27) (A.29) (A.31) resulta 

(A. 32) 

y de aqu! resulta el Lema. 
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LEMA (3.C.6) Existe una constante A~ dependiente de K y ~· 

tal que 

(3.C.7) 

DEMOSTRACieN: Por el Lema (3.C.9) con J = 1, (3.C.2) · 

(3.C.3) y (3.C.5) se tiene que. 

Por ( A.17) con 'f '= V"r", se obtiene 

(A. 34 ) /2 11 v .. t.11:t ~ \ f r r: (t(~) u.,t v .. tl Jr: d.f. \ 

Lo que junto con (3.C.2) (3.C.5) (A.3.3) y la desigualdad 

de Schwarz resulta que. 

(A. 35) 

y es fácil veri-

ficar que todas las derivadas de orden R de V tienen la mi~ 

l 1.. ma norma 

Lo anterior junco con (A.35) y (3.C.2) (3.C.3) impiica 

que. 

(A. 36) 

Finalmente el Lema (3.C.9) de nuevo con 1 = 1 y por -

las anteriores estimaciones resulta que. 

(A. 37) 

Y de aquí se obtiene la expresi6n (3.C.7) • 
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ANEXO B 

LEMA (4.A.7) Existe una constante A 5 tal que para toda 

f3J K > O 

(4 .A. 8) \\v(f3,kJ\\ !:: As 
( 

DEMOSTRACION: 

trivialmente acotada. 

Si V :: O para algunas /3 , f<, esta -

Se asume por ello en lo que sigue que 

V "f. O; de la expresión (3.C.14) se tiene 

(B. l) ~ (- ¡3 Vu 1" FI( e u)) cp J ;l d é = o 
l 

Para toda 
1 

CfJt: V. Asumiendo además que f<:: H entonces (B.l) puede 

reescribirse como 

(B. 2) ~' \._13 V, <¡l, • (u V><") - \, ( w ))'r} ,J t = 

: \t.Cw) lf J tdt 

Se obtendrá (4 .A. 8) escogiendo a ~ como una adecuada 

funci6n no lineal de V • Definase la funci6n \f.·, rR -i> IR. tal que 

<?t (s) -:. O si \S\~MJ ~(s)=s-Msi s / tv\ y <f.(';)):: 
::. ~ + Mr si <;,.:: -w\ Además como V: P (x + t:) - p (- ;;+ t:) 

y+ - V - ~Pl :0) ,~:: 'l(v·•\ ':f=~(..,·}y q:> -:: - con escogase 

= ~+ - ~-
• 
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cp E- N . Considérese 

\ L "!' (v•) (v:,)'- <+' (v•) v;v; -
"f 

_ q.'(v·)v~ v..+ 1-'l
1

(v)(v·t)JJ..cJt. 

Entonces por construcci6n 

(B.3) \ ..;, 'fr J,, Jt 0 

'T 

Ya que t V! J = O entonces por la definici6n de [PJ los 

dos términos centrales del integrando de la derecha en (B.3) -

se anulan. Los térmirestantes son no-negativos ya que q..' ~ O 

De aqu1 que (B.4) implica 

\(t. (v "'') - t.<w)) ( '+'- '+-) J < J~ <. 

~ ~ \\\.Cwl\I, )(1~·\•\q·\)A,Jt 
Sean para cualquier ~ ~ o J T,, ':. { e~, e) (:. "'f.T \ \\ V (t, e) \I ~ s 5 

T,\':. t\~1 t)E:l"\ v(~,t):;>S) Y,\; :::.l"ó\\~ Por (f=i) 

(B. 5) 

e1 integrando del lado izquierdo de (B.5) es no negativo. Por -

el.lo. 

(B. 6) \ ( (, (v•w) - (. (w)) ( ~·- 'f) J, Jt "?-
, 

q \ c~.(v•w)- f.(w>)(~+.'()JxJt 
Ts .. 

Se define ahora 

min ~" (:r +?J -\"(e) si -~ 7/ o 

(e..1) ~(t.) -:: 
\1"\~ Ms-

K. 

max \:,~ ( z ·\- 7;) - r.~(c} si ~<O 

\ ~ 1 ~ MS" 

Con la 1.1\:> de (4.A.6). Por ( ~.t ) , "'/-',« ~ ) es monotona 



87 

creciente estricta y por (3 .B. 7) "/iK ( :Z ). -..;. ::!:" 00 cuando 

(B. 8) 

debido a que 

(B. 9) 

Similarmente se encuentra que 

(o.•o) ),,Cf,(v•w)- r,(w))(~' . .¡)J,Jt7 -ii'~~?< vc~<:,·)JvJt 
Sea ahora /(11.. ( Z ) = min ( "/1< ( X. ) , - Y,J< (- .Z}) para 

:t ~ O • Entonces fi" ( Z, ) es monotona creciente estric 

ta y ./''< ( Z ) -;. o0 cuando 1' --;, oo 

tiene que. 

(B.11) 

f 

Por (B.8)y(B.10) se_ 

La última desigualdad se sigue de la definici6n de 

y del hecho que (V 1 J = O • 

La definici6n de i ( S ) implica que s <;f. ( S ) 'l tv'\ \ q (s) \ . 
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De aquí que por medio de (B.5) (B.6) y (B.11) se tiene 

que. 

(B.12) 

Escogiendo cualquier ~ ~ \\V~ U (.r el término integral es 

positivo y se puede dividir por el para obtener. 

(B .13) 

\lvl\c. ~ 21\v 1 l\c. (B.13) inplica que 
J 

I\ V t 11 L - ~ /Íic ( cS) s 1\ ~ >( ( w) \\c. 
~ 11 v 1 ll, 

(B .14) 

Escogiendo ahora S = ~ \\ \/ ! \\ < se tiene que:. 

(B.15} 
fil< ( J /1 V :t !/<.) ~ '! JI F'( (>V) 11, 

Ahora por (4.A.6) el lado derecho de (B.15) est~ acotado 

independientemente de (3 y k y por ( f)) (ii) y(l.7} dada 

cualquier ó ~ o existe 1'0 e 6. > tal que \ F~ ( x) 1 ? ..6, para 

toda ':t ? Z- 0 y para toda K. Usando ahora la definici6n de 

fi1< 1 (4 .A. 8) se obtiene de estas consideraciones. 

Con esto queda demostrado el lema (4.A.7) • 
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LEMA (4.A.13) Las funciones V= V (p.) forman una familia equ.f_ 

continua en ( ri N . 

DEMOSTRACION: La demostraci6n es semejante a la del Lema 

(4.A.7) por lo que se enunciará en la forma más breve posible. 

Sea 'U. = V .i. vJ una solución de (3 .B. 8) y ~ E. IR . Haciendo 

" ) " "' " V(x.,-t)=v(X.,t11t)
1 

w(;c.,é): w(x, tfh .1 u::- v -+w,1 

\¡./::w-w~ U :V\.W. De (3.C.14) se tiene que. 

· (B.16) )
1 

(¡iv .. d (i))- íM)Cf d< Jt,·O 

para toda Cf E N. Esto se puede reescribir como 

(B.l?) );v.~,J,Jt+ t(H"•"') -H~l)cpd.Ji~ r(fcü)-f(O•w»~J 
Escogiendo ahora f '::'f. e V\) - '1-( v·) = Q"". o-donde VT-: V "t - V .. 

j 

etc., se obtiene el analogo de (B.5) 

es ·1•> í ( f(V• u) - t C~ ))(o C Q )J • J d 11 ten)· t0 '"' )íl, ),(\O'\.! o· 9J 
De (4.A.6) (4.A.8) y (4.A.10) se sigue ahora que: 

(B.19) 

Sean ahora 1f ( ~ ) , /- ( Z ) tal y corno en el lema (4 .A. 7) 

donde se ha cancelado el sub1ndice /( y reemplazado M :r por M > ¡.. 
r 

f l.! s. tal y corno en ( 4 .A. 7) se encuentra que. 

<ª· 20
> ) 1 ¡ ( V>u). í(•))(Q'-o·) J,Jt :¡. ,tt(S) (M- s'§(\0"\ i\ O"Ú ,hJ, 

\ 11 Vt. )T 
'T 



y (B. 21) 

o bien: 

(B. 22) 

90 

mo.:i: '\Pes..,~)~ p(s)\ ~u.,µ·'("~· 1-1, lkl) 
se. S' 

Donde como se sabe V(~, t.)"" P(Jl \ t) - P (-t. +t). Asi 

(B.22) proporciona un modulo de continuidad para V inde 

pendiente de f3 y con ello quJ>e1 lema probado. 

'" 
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LEMA (4 .A.17) Existe una Y 7 O tal que \\ vJ (~)\\e/ 't 
para valores de (3 cercanos a cero. 

DEMOSTRACION: De (3.C.23) se ve que~ 

(B.23) F. (x') f: .LE -xi-\._!.. A, z"' 
" 2 )/ 

Para toda Z i:; IR. Por l.o tanto. 

(B.24)- . ( J 
l(-u) = .\ (,..):) ~ ~ (u; -u! -f' v: -e"'')-~ ll, "J d xdt 

"1' 

se tiene 

se afirma que bn es un valor crítico de J \~~ ya que para 

U (. N +" E" ::. ( iK") l se cumple 

(B.26) ~ )Tc-L(~ _u: )J, Jt ;> _t Í, 'l.J.' J t J t 

Ahora bien, ya que para t.{ E E""' / l\ 'U lf ~L" =O (11 u(~ en t{ =o 

entonces haciendo e<..~ se ve que existe una Y-: '<' (1"1, 1() tal. que 

. J(u) )'O para ~E (B~\ l0 1 f\ (1r-"Y) Se verifica facilrnente 

que J satisface el resto de las hipotesis del Teorema 

(3.B.10) y por lo tanto b..,_ es un valor crítico de JlE' .. con 
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b"' 7 o. De (B. 25) se tiene~ 

(B. 27) e"::. ~J ~ f .. (-u .. )~ ... r>( (t.< .. TIJ.r:Jt 9- 61\ = ~ A, 

donde <2..( 11 C (!i 
1 

1<. ) es un punto cr!tico de J \E ... correspo~ 
diente al valor b " • 

Ya que J satisface las hip6tesis del Teorema (3.B.10) 
.J 

y e z +.A#.~ satisface ( f, ) ,,, ( ~-¡) y ( ~:.> (ii). se s·igue de 

todas las estimaciones de las secciones III.B y III.C que 

una subsucesi6n 

u ( (3, l< ) 

(B. 28) 

de~ 

'U."' ( (!, t< ) converge a una soluci6n clásica 

- - A 0 Ü - f3 Vn. t- é U. lo 1. 

U(ojt),= U(tt',-t)-= O 

-l 
U.:: O 

ü (x,t:o~) = Ü (t/t) 

Además de (B.27) se-tiene. 

ca.29¡ ~li r_(u(p.•))- F, (u (p)~d~Jt ?' ~A, f ü (P.~) v J t Jt 

Para demostrar que Ü. es una soluci6n no trivial de 

(B.28) se requiere una ligera modificaci6n a la prueba del 

Lema (B.29), ya que. 

(B. 30) 

se encuentra que 

CB.n> (3 ~ v .. tll~ 1-t l\v .. íl~z ~A" ~v~Kc L \ ü .. \~d,.J-t 
Substituyendo (B.31) en (3.C.22) se tiene: 

CB.32> f.' Kv~ll,~~,A,ll'U}I\,~ O(,Af: 11\ 
con ÍJ. .. ""' = tlv' ... llc 1- !\w.l\'-combinando ahora (B.32) Y (3.C.25). 
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cs.33) (!> 6." !::oc. A,., IS. .... + ot."(3 (c.1J. .... ~ A.,. ..1:) 
- 1 

Donde °'"es independiente de €¡ n J (J ~ K. Escogiendo e<: (ict"') 
- 111 -

1
1-:. r \ 1

1z \ ) \\ se obtiene ..0.,. "?-' (3 A, \.rX1 ¡. ol") De aquí que \ i:l (~. K <. sati~ 

face la misma desigualdad. 

Ahora para obtener una cota inferior para 1\ VJ ( f3) \\c. su 

p6ngase por el contrario que W (13 )-') O para alguna subsucesi6n. 

De (B.15) se concluye que lo mismo sucede con V ( (3 ) y por 

lo tanto con 'i..t ( f3 ) • Entonces por (B. 29) , \1 Ü (<3 \ \\ -} o cuan 
) l.'< -

do p-':>O Aplicando (4.A.4) para U y (3.C.11) se observa que: 

(B.34) 

Cuando (3 -~ O. Ahora, empleando (B. 2) con c{J :: V se obtie 

ne: 
(B. 35) 

Una aplicaci6n de la desigualdad de Holder implica que: 

(B. 36) 

Ya que V=-v-t-- V~ con (_v 1 ] =O y usando la definici6n d<! \.f>1. 
(B.37) Í v"d)d-t = r (co+)\,(v+Y(v-)\ (v-f) Jx.Jt 

T \T 
se tiene que: 

<B.¡a> )T( (v\.)'1 
i- (v-)")dxdt f. t17 \\\;j\\"1.." 

Regresando a (B. 2) con <f :::- ~ (v°' )- 't ( v-)~ 't~·fy haciendo 

algunas estimaciones gruesas se obtiene: 
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<B.39> \v~(rt-~-i)üJt.)/ \~(v~)1 <++~ (v·)"!>i--(vt)")f-(v·Y~~J.dt 
)T ~ 

Desarrollando la integral de la izquierda y usando de -

nuevo ( 2.2) se obtiene 

(B.40) 

Donde se han quitado dos términos no negativos del lado 

derecho. Usando la definici6n de [rj , (B.28) y la desi<jua~ 

dad de Holder para estimar los Gltimos términos de (B.40) se 

llega a. l ) \ J 
ca.41> rv\3 \(\~+\+\~- JiJt ~ ~(v+)3~t'" (v·"'/f dr:dt < 

~ T 

~ Oc's(l\"J.tl\~~uwa~)llwll, \,.(1c+t)+\'(')d.tdt 

(Ya que S'l ~(s) ~ M'l \ ~(s) \).Siguiendo el mismo razonamie!!_ 

to que en el caso del Lema (4.A.7) se concluye qu.e: 

(B. 42) 

Regresando a (B.34) usando (B.42) se obtiene: 

ca.43> \\w({})l/r. { ~i?\x.-[t:Ci-t.x'{) Aw(!l)ll, \-l.!€ (r+xq}1'1\ w(,a)lr:J 

N6tese que las constantes (1(5.1 {!("'JA~ son independientes de 

(3 y que bt,"joc1 son independientes de é • Además (B.43) es -

válida para toda o<€. < min ( 31 (zo< ..,r') Asi escogiendo e < €.. ~ 
~ l~u10('.'J" (1.¡..Xq) ]-' se observa que \\ w (~)ne. 'l ( -zí'¡ l¡,(s Ac (1;..xS rh 

Lo cual es contrario a (B.34~. Con esta contradici6n que­

da demostrado el Lema. 
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