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INTRODUCCION.

Anmbicitn -de todo fisico es la‘ de'cdnooer, describir y pre-—
decir a la'r;‘fa~:u:aieza, y el lenguaje'adewado para cumplir con tal propd-—

-

sito es éi Jengﬁaje de las mateméticas.,

" En particular con respecto a las ecuaciones diferenciales

se puede afirmar que casi todos los fundamentos de la Fisica y grén parte . .

de las formulacimmes de la Fisica Tebrica avanzada, estan. formuladas en -
términos de éstas y muy frecuentemente en términos de ecuaciones en deri-
vadas parciales.

Cano ejemplo de lo anterior se pueden mencicnar la ecua --

citn de anda V?‘I'—k‘l’=0, la ecuacitn de difusitn V“'}'::1 ‘—'-l-}i la ecuacidn de

a (;t
Laplace vV =0 , la ecuacifn de Poisson vy =-—£ , la ecuacitn de Schro—-
. A 241 -1
- 2 +VvV Yy — jHL .
dinger ,2mV '+ Vv oy 'ﬁét etc, etc

Una de las caracteristicas fundamentales de &stas ecuacio-
nes es el hecho de ser lineales, sin embargo es bién sabido que.en la des
cripcitn de algunos fentmenos, al linealizar las ecuaciones que los mode-—
lan, se pierden algunas caracteristicas inmportantes de los mismos. Por es
ta raz@n se hace necesario el estudio de ciertas formas no lineales de -

ecuacianes clasicas de la Fisica Matemitica.

.. En este contexto es propSsito de es,t?e,_‘f-?a??‘?j,?d? ég;s ‘ha="

cer wn estudio de la ecuacién de onda en forma semilineal’en:una J.men -

sitn, es decir de la ecuacitn cuya forma es:




(0.1) Uy = Uxx+Fix, ul = o

con candiciones de frontera

©.2) . Ulo,b)= U(n,t)=o

El interés esta centrado sobre todo en:la éxistencia de so-

lucines que sean perifdicas en t.

Siguiendo la terminologia usada en las ecuaciones diferen -
ciales ordinarias, se llamard "“vihracion libre" a cualquier solucitn no -~
trivial y peritdica en t. Una de las dificultades de los problemas de vi -
braciones libres es cque el peri.odo en t no se concce a priori, y el resul-
tado principal cansiste en mostrar que bajo ciertas condiciones de F, y pa
ra cualquier pericdo que sea mﬁltipl'o racicnal de 7 , el problema tiene u-

na vibracifn libre clasica con dicho periodo.

No se ha escrito mucho sobre solucicnes peric licas de tales
ecuacimes de onda. Se ha hecho cierto trabajo para el caso de vibraciones
forzadas con F reemplazada por g (x,t,u) para ¢ my pequeno (ve&se rcf,
1) . Para el caso de vibraciones libres se han dado soluciones de la ecua —‘
citn.

(0.3) Uy = U T eglX UUgUd =0
- con ciertas condiciones de fraontera'y perlodlc::.dad (Qéése ref.2). Mis re -
cientemente Fink, Hall y. Itausrath (ref.3) y Sf.edry y Vejvoda (ref 2) obtu
vieran resultados para ecuaciones de la fomma (0.3) con g de las formas. -
(1-U{)U, G=UY Uy y @-U)U.

- Todos ellos obtienen soluciones débiles continuas par pedazos para la ecua

citn (0.3). Pe cualquier forma parece que no hay ringln trabajo riguroso -



aparte de el de Rabinowitz para la ecuacitn (0.1) para' prqbl,emas que no —

sean de perturbacitn (vedse ref. 5).

El trabajo de &sta Tésis se basa fundanenta.‘lme.nte en el ar-
ticulo de Rabinowitz sobre vibracicnes libres para la ecuaci6n de onda se-
milineal. Sin embargo para la cabal camprensitn del Tema se hace necesario
cubrir ciertos antecedentes, lo cual se hace a lorlargo de los capitulos -

I y II cque canstituyen un breve restmen de los temas:
Espacios FuncicnalesyMétodos variacionales respectivamente.

En los caitulos III y IV se plantea y resuelve el ‘problema
(0.1) (0.2) que es objeto principal de este trabajo. El ata;queyf‘al problema |
es via al cilculo de variaciones. 7 -

En concreto si f depende solo deucons:dérese
(0.4) @u) = “%( ul - u;) _:_‘“F’(u)]didt
dande T= [o,ﬁ]x[o,'ﬁ_] y F(z) :[zf(s)ds

| El integrando de (o0.4) es el Lgngragiano del problema. For

malmente los puntos criticos @ definidos en una adecuada clase de funcio
nes t—peritdicas son solucicnes de (o0.l1) (0.2). No se‘sabe cano cohtener -—-
puntos criticos de ¢ de una foma directa, pero para ciertas condiciones
de F se pueden obtener puntos criticos Un restringidos a subespacios In -~
de funciones admisibles de dimensién finita. Cuandc se intenta que sucesio
nes de funciones Un_convergan a la solucitn de (o.1) (0.2) se presentan al-

gunas dificultades que conducen al estudio de un Langragiano modificado y

consecuentemente el problema (o.1) (0.2) tambifn se modifica.



Lo anterior se hace en el inciso B) del capitulo III. Algu-
nas estimacicnes que se hacen en el mismo inciso conducen a la solucifn del
problama modificado. La existencia de lés solucicnes débiles del problema -
(0.1) (0.2) se demuestra en el inc:isoi A) : del éapitulo IV y finalmente en el

inciso B) del mismo se danuestra la regularidad de estas soluciones.



I. ESPACIOS FUNCIONALES

A) ESPACIOS DE BANACH.

En este y en los prox1mos capltulos Cuando se -

hable de un espacio.vectorlal se quxere dec1r un espac1o vecto,

rial de dlmen51on flnlta o inflnlta sobre el campo de los nime .

ros reales, a menos q ,>e‘espec1f1q, Xe) contrarlo.f

a:en un espacio vecto

E 'en el conjunto R de los rea

para"todo xe E

para todo escalar AH

'(IV ) llx + yll IxH ‘+l

Un espacio’ 1 qgue hay una norma definida se . -
llamard ESPACIO NORMA
Es facil ver que si ) — [[7ll'es una norma del es-

’

Pacio E entonces di{ x ,y)'ZJLx =3 || es una aistancia en E. ,~




es decir, E es un espacio métrico.

una sucesidn de Cau ! toda

€ >0 existe un-ent

“Defini

to si toda sucesidn de'C iit;h

Definicidn (1.A.4) Un espaCio"de"Bah"ach;”éﬂs'.un -

espacio normado que ademds es -completo.:

Definicidén (1.A.5). . Una forma Hermitiana en un -
espacio vectorial E es un mapeo:  -deE x E en C ,usualmente -

denotada por Fix,y)= <x,y,:>'7'congrlas -siguientes propiedades:

(1) <xemys = <x,y > 4 <x.y»

(II ) <X y+Y's = <X,y >+ <X y>

-(I11) ‘br"<'"v/lx'y> = A<x,y >
(Iv) <xA¥> = J<x,y>
V) ex Ly s = X
Una forrﬁa Hermitiana < , > scbre un espacio E -

es definida positiva Si<y,y> 2 0 Ppara todz yeE v es no degene

rada si y# Q implica <y y># O,



Un espacio prehilbertianc E es un espacio vecto-
rial con una forma deflnlda p051t1va y: no degenerada.;yrnl -
valor <x,y > se le llama el producto escalar de X yY .;i,‘A‘_
un espacio prehllbertlano 51empre se le consmdera como nérma—

SR
do con la norma ”Y]L‘ -<Y Y >,t

7Un2es§aci9vde Hilbert es un
s completo, -
seéh!

Definicidén B., B, espacivs de Ba -

.nach. Se dice quefA S un: operador si. a todo f € B, ¢ B,
le asocia algin g é é;,L enqtandose como Af=; . B; se le

llama el dominio de A y se denota por Dy .

El operador A recibe

1 ‘nombre de’ funcional si

B,es un subconjunto de C ...

Un operador A es llne‘

vectorial y si A (cf +c,f; ) cAf

y todo ndmero C¢

Un operador se_den

la norma de B, converge hacia



Al operador A se le llama continuo en D, si es -~

continuo en toda feDj,

x1ste una

constante .C > Otal que“Af" para toda f € D

Una relac1on entre los conceptos de contlnuldad
y acotacidn que es. fac1lmente demostrable se enunc1a ‘a cont1~

nuacidn.

Teorémé: (1A, 8,’) Si el ‘operador A :"es,Ay.facoi:Vado en-

tonces es continuo.

Otro resultado que e tllry'se usara posterlor-

mente se enuncia y demuestra a contlnuac1on.
Teorema (1.A.9) (Teorema de Representacidn de -
Riesz). Sea F!H—R una funcional lineal acotada en el espa -

.cio de Hilbert H , entonces existe un dnico Yy €H tal gue

“para;f:'t;,o'daﬁ x€ H. 'y adends

!
Demostracién;"Es'élaro que N = micleo de F es un
-t
subespacio de H . Mas alin dado que N= F(0) y|{O}es un -
conjunto cerrado en R , por la continuidad de F se sigue que -

Nescerrado. Sea N* el complemento ortagonal de N, es decir



para toda x € H existen elementos uUnicos z2eN y Y e N' tales -

gue x = z+Y y ademas <z y>=0.

: ;i;a;;nek‘nvte 0 ,'riex’is‘te“ rr.m‘ X'€ H tal
que F({x) =z O, ber X se pedei'ééc:‘:ibir como X ;2 + Y con -
zeNy yeN, l,uevg; F(X) =F (z) + Fly)=Fvy) Esto es

si F no es cero exis:tef y-€ .th;a:quure ;F(‘Y"):‘,&ZOV}, -’Se:‘sigue -

de aqui que dim N* 21

Sean Y, € N
Fly)=a v Fl{l=by

F(lvi-L1wn) =

dim N'= 1.

Sea Y, e Nl fta‘lj;:dgg:

haciendo ahora ¥, = a Y,se tienc
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B) ESPACIOS DE FUNCIONES CONTINUAS . Y DE _FUNCIONES CONTINUA-

MENTE DIFERENCIALES

En el inciso anterior se introdujeron los concep- -

tos de espacios de Banach'y de Hilbert: Estbsycdnceptos es--

tdn basados en ciertas correlaciones'éﬁlgé?éﬁ§1elementos, es
decir es suficiente definir las- operaciones de sumas entre =
sus elementos que satisfagan ciertos'ax;OMas y‘de'muitiplica—'

cidn de dichos elementos por un nimero y una distancia induci
da, ya sea por una norma o por un producto escalar. La natu
raleza de los elemtnos de estos espacios es independiénté de

las afirmaciones generales que ahi se enuncian. Sin embargo
las propiedades generales a que se alude no son suficientes -
para el desarrollo de la teoria de las ecuaciones diferencia-
les. Al estudiar las ecuaciones diferenciales resulta natu-
ral examinar los asi llamados espacios funcionales, es decir,
espacios cuyos elementos son funciones de variables reales

en el caso gue estudiamos.

En este inciso se introducen varios espacios fun-
cionales y se obtienen algunas afirmaciones acerca de las re-
laciones mutuas entre ellos,

¢

Bl) Espacios Normados C | 5~)y(§(ﬁ)nr

Sea Cl2) el conjunto de todas las funciones con
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- n
tinuas en 2 (2 es un dominio abierto acotado de R ). -
_Ante todo se debe indicar que C(Q) es un espacio - Banach.ya -

que:
¥

lro. La funcional Sllplf(X)l definida en Cl:§1 )~
Xe .

constituye una norma, como puede verlflcarse tr1v1almente. -

Es decir

It II = _If(x)l | (1)
CiQ) .

up
x el

2do. En el espacio C(11) con la norma (1) toda
sucesidn de Cauchy orbitaria de funciones'converge uniforme -

mente hacia cierta funcidn de C(ﬁ},",

Sea ahora Cifl) el conjunto compuesto por todas

!

las funciones que se reducen a cero.en 20 (la frontera de Q).

Se puede demostrar facilmente que C{) es un subespacio de -

ca).

Examinenos ahora en C{Q2) los subconjuntOs(#(ﬁ)
k =1,2,..., compuestos de todas las funciones que en el domi
nio  tienen todas las derivadas parciales de ‘un orden hasta
k 1nclu51Ve y estas derivadas sen contlnuas ‘en’ Q éﬁn ) -
es un espacio vectorial. Por” otro lado enr éﬁn ) sefpuede -

introducir la siguiente norma

Nof ol up o fFex)] (2)
0
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La convergencia segun esta norma es uniforme -
en para las funciones y para todas sus derlvadas hasta el

k-ésimo orden inclusive. Se puede demostrar que el espac.lo

Ck( 5 )(con la norma 2) s acio de Banach

B2) Fdérmulas

supéngas e contorno #f2e C'): -
estd dado el vecto : lrr‘r(gf)‘ cuyas coorde
nadas Aix) e CU@) aCly
BA‘ + éAh

él. v dXn
tinua en 2 entonces se cumple el teorema de la divergencia

Se sabe que si div A

es con-

donde n(x )es un: ve

exterior con relac:.on
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divergencia a A (x)=vVu resulta que

funciones Vu’:

lugar

|

[o.

la cual es la 2da. ide‘nyt’:‘vida"dad‘elGfr'e”eh." o

B3) Equicontinuidad 7 -

- P .
Un conjunto F de funciones de 2c R 3 Rq es equicon-

tinuo sobre Q si para cada ¢>0 existe &(€}>0 tal que ‘si X'y V¥

pertenecen a {? ¥ . x -V H\ 8 ‘entonces “ flx) —f(Y)“ < €

para todo fe F.
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n resultado gue se usa posteriormente es. el del -
s:.gulente teorema ('I‘eorema de Arzala—Ascoll). : Sea Q € R

y sea Funa colecc:.on de func1ones contlnuas en Q con valores

en R . Las 51gu1entes propledades son equlvalentes-

i) La famllla J' es acotada -y unlformemente equ:.con

iﬂir)'.,Cualqurler sucesidn de J'txene una subsuceSJ.on -

que es L}niformemente- cpnvergente en ﬁ .

Demostracidén.~- Se demuestra pr:.mero que 51 la cond:.c:.on J.) es

SlJ' noes-

acotada, entonces ex:Lste una’ suces:wn , 2). éh>, ‘T!"ftal,que -
" fn " 2 n para cada ne N B Pero entonces nlnguna s bsu-
cesion de (f ) puede ser uniformemente convergente. Tam -

bién si el cénjunto F no es unif'c'rinemén'te equicontinuo, enton-
ces para alguna €o existe una suces.wn (f,) en F Y Su-
cesiones ( x.) y (¥, ) en 3 con X0~ M I <1/n pero tales -
que I falX = fn(‘/n)” > €0 o "Perq en‘toinces ninguna subsucesidn

~de ( f, ) puede ser uniformement,e»c,om?er'gen:te en Q .

Ahora se demuesﬁra que- ‘s satlsfacé i), entonces
.cualquier suces:LQn (fn) en Ftiene una- subsuce51on gue converge
uniformemente en Q . Para esto nétese' gue para cualé;uier -
subconjunto contable CC {1 tal que siY e Y eSO entonces existe

un elemento xen Ctal que || x- ¥ lee. Si = {x‘l Xi,... } €N~
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tonces la sucesidn (fn(x.)) es’té acotada en Rq y por el teo-

rema de Balzano—llererstrass exsite una subsucesn.onr

(Frexa) ke Nié,s"

(f (xl)

fz( <, 1 sm AR .7.1..%; ‘

que es convergente. '_ De nuevo ( f (X;’)

y tiene por tanto una subsuc951on."
(fl(xs) ’ fi( Xy e ':A)f,n(’ﬁ); 3:\--,’-"’ '

que es convergente, procediendo de est’a forma

n o
gn=fn es claro por la construcczon que la . sucesidn: gn\con

verge en cada punto de C |

Se demuestra ahora que la sucesxon (gn) converge‘

en cualquier punto de !‘ Y que 1a convergenc:.ae ﬂunlfo;:me.r

la.definicidn.

punto en C,;. Ya qué

convergen, existe un nimero natural M.t n> M enton-

ces

llSny-9ntya |l < € (=1,
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Dado X ¢ {1, existe una yje Cy

“tal que ",)('— Y lleste 1"

Deé. aqi;\'i d, se tiene que
En particular esta

.de51gualdad vale para n;M T POE @80 | 8t J.eneque

Nogxi-g il € llagxi-gwp Il + [la(y, oYt Il *
i i E
) = &
+ 1 gpdy;? gm(,x)"'
siempre que m,n» M.  Esto demﬁésgfa qyéf

19, = 8 ll 5

asi la convergencia uniforme de la sucesién (9 ) ‘en. Q se.si-
gue del criterio de Cauchy para la convergenc1a unlforme.h‘ -

Asi queda demostrado el teorema.
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! 1 W, 2 ‘
c) Espactos L() L 92) shke) oL fe)
Cl) Espacios LI( Q) , t{an)

Considerando. el conjunto de funciones de valores -

complejos son integrabies en Q ".‘A o~ Es evidente que esteesun
espacio vectorial y ademds la ,fu‘nc,:ivqna“L = g !f(X), dx satis
face todos los axiomas Vde la norma. Designemos con L( -

a este espacio vectorial con 'la:norma-

, f”‘(x)[ dx (1)
R Y]

Se designa'cor; L:(-Q) al conjunto de funci;bnes -
de .Q en Q: en las gue el cuadrado del médulo es integrable -~
en ﬂ . Se demuestra a continuacidn que LQ(Q)es un espa -
cio vectorial. Sean C y C nﬁmeros arbitra'rios Y f\(x)y

f, (x) ciertas funciones arbitrarias de Lq(ﬂ) . Ya que una
funcidén medible ¢,F,(x) + C;_Fz(x) satisface la desigualdad -
| Fo) il £ 21?6 2+ 2]al® [ fea |

2
entonces la funcion I Ch Fx (K) + Cq Fz (X)| es integrable -

o sea ¢, L) v ¢y Fa(x) € LZ(Q).

La funcidn £ Fr.(l) en la que hoady F(x) perte

necen a Lz(n)es integrable por ser medible y l 2 B (x) £,0). I
{ 2 :

< 2 (I f, (X)I + | f. 00 !2) Por ello a un par de funcio

nes F. Yy ’fz se le puede asignar el numero.

&, f> = (\:‘('f)ﬂ_(;) dx (2

c@) Ia
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Es facil demostrar que la expresidn (2) define -

una forma hermitiana en. ‘Una.norma engendrada por -

este producto.e

evidente que C( (Q) < (ﬂ) C L (-Q)

TEOREMA. L:
ma (1); E(ﬂ) es un espac1 it
lar (2). L

l.- Sea {Fn}una sucesidn de Cauchy de funciones
1)
pertenecientes a L(-Q)es decir para todo ¢ »Oexiste N(f)tal -

que H Fh - Fm ”L‘(Q) € si h m > N, Tomense deonde k es

-fa
algun numero entero y designese como Nh al nimero N ('2 ) -

Entonces para ‘™M 2 NR

S “‘.F".,'"’:r F"‘";; X “”

y en particular

-k

| e Foenl €2

L)



19

-k
<9 L4
(413

” FNuu-l

oo
por eso la serie Z (FNM\ FN )converge hacla c1erta funcidn
et

de L(Q)y consecuentemente la suces:.on Eyu ) -h, 1,Q--'- converge - -

casi donde qu1era en. _Q cuar\do

Fe ().

h-—a o0, hacia cierta funcidn -

se demuest ‘ahoraque iy W v 7as cuando

m-—> oo, Efectlvamente de (4) se sxgue que

[ £~ Foall LS J6m - R

W

Qx-v-

L.(ﬂ ” FN., Fﬂn

Pasando en esta desigualdad al limite cuando kR — oo

v usando ademds el lema de Fatou* se llega a que fo = € L)
£ '2.‘_k -, destyualdad estague—vale-para toda M= Nv., -Por
tanto si M es suficientemente grande Se puede: escoger Y lo sufi

cientemente grande vy por ello ”Fm “' “ L'(-ﬂ) O cuando m —> ©

Con esto queda demostrado que L(-Q) es- completa. :

2.- Supé__ngas' : sidn ‘funda

mental de func1ones en uceéién nu-

mérica N.,'€ Ny §. ..\NK

[ oo @
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para toda h'\?,Nn,y en particular “FN.H - FNR“' ’(ﬁf) ‘2'
3 |5

De la desigualdad de Bumakovski ** ge deduce'Que -
3G
- '3 S - § :
“F’Ju' Y’Vﬂ. " @) \Ql “ FV-.H F'Jn. “ L:C-Q§< \O\ 2 el Y
por eso existe tal funcién §(¥) & U(Q)que es tal que ﬂgyifl
— §(x) cuando R->w en casi todo punto de Q & Por 1o =

tanto, también’ - para en casi~todo"puntqfdex';.

Adema

||§ ve | ray S “ un |~ F “ va@

por eso segun el lema de Fatou ,_"’

Se demuestﬁé*éhcféque
N - o0, Para M3 Nvy Ry s

que se deducede (%).

ey ; BN I
Pasando al limite: cuandoh wybasando 1 lema
de Fatou se obtiene de nuevo la.déksi_guyald'a‘d

que vale cuando w = Mr . Como ¢ puede tomarse t’aﬁ

se desee si se toma lawm suficientemente grande.s

btiene que
”(:m - 9“-’ O cuando m - w, ’

L4

* Lema de Fatou Si{hﬁﬂes Una sucesién de funciones no negati -
vas e integrables en c.t.p. que converge en Ct.p, a Fa)y -
Sﬁ(,)dl <A ¥ Rl entonces f(1) es integrable y gl:(-,:\dx < A.

**Desigualdad de |[Boniakovski (o de Schuarz).
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C2) espacios L (Q) Yy L Q)

Se designe por L,_‘ﬂ) al conjunto de funciones in-

tegrables en cada subdominio ') estrlctamente interior al domi

nioc, Q' cc L. R T ’

Se de51gne por ' \.o(L‘O') al conJunto de func1ones me
dibles en ) en 1las cuales el cuadrado del ‘médulo es 1ntegra -
ble en cada subdomlnlo,ﬂ Vest;rr;__c_:_t;amen,te interior _Q, o sea Q'c

c Q.

Se demuestra tr:.v:.almente que los espacios L'L (ﬂ )

y LW (@) son espacios vectorlales., Ademis L' (Q) < L (_O)
y Lz(_Q) - L‘M(D)  La func'on 1/(|~IL))' por ejemplo per
tenece a L‘((‘\L( <1 ) y al LL“ (lxl <l) para todomy al mis-
mo tiempo pertenece a L' (l"l <'|~)~solo cuando m< |, y al -

L2 (121 <€) 5810 cuando M < LQ .
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D) DERIVADAS GENERALIZADAS

LCL"(ﬂ‘*)"fféhtgnce;siAp"r‘;,rva,j é_uaiqﬁier J¢x) € C'@)

(1)

A partir dé la igualdad ‘(‘l’) se puede dar una defi-
nicidn alternativa de la derivada F;; de la funcion Fes ‘decir
se puede demostrar gue para la fuﬁcién continua $(x) existe -
una funcidn h:(l’o) tal que con toda 3(}’-) G é‘(ﬂ) se cumple la -
igualdad »

Bt g, 45 - CCEEY

(2)

entonces la funcidn F(’F\ tiene en f) 1la derivada F:.y ademas

para toda Xe¢f) se tiene que cx.' = hw(’f)

Si en la igualdad (2)-se presc.lnd de n
dad de las funciones §(¥) y h;()f),v y enlugardeello se pide
que sean integrable y entendiendo-las inbtecygyra‘lles en el sentido
de Lebesque, se amplia la clase de funciones para las cuales -
se puede "definir" la nocidn de derivada:; a la funcidn "l; (x)
se le denomina derivada ‘deneralizada de la- funcién~§ respecto

a Li en el dominio L.



(23)

Sea ™= (ol.,...,oc.\)un vector con componentes enteros
no negativos.  Una funcibn F“(x,)e\;@)se llama la o -&sima
derivada generalizada en el dominio. L de 1a funcién
£(x) ¢ L%oc ‘(L) si para cualquier funcidn g(x) ¢ C'u (1)
se cumple la igualdad.

(¢ D5 [Fon s wdy ®

*® ® )
Sean F y f, dos derivadas generalizadas de f(x)
En vista de la expresibn (3) para un subdominio cué.lqu;iera

(Q) se tiene

et

Q'ceQ y una funcidn arbitraria J(x) e C

la igualdad
(¢7- &) 3¢)dx =0

“ 3 &%
pere ‘.{‘:’“‘ (:‘ I [ Lz(Q) Y por ‘o Tante F’n = ?z

T

En lo sucesivo se designa a la derivada generali-
o
. zada (3 mediante el simbolio DEf. Y para las derivadas gene

ralizadas de 12 y 22 orden se emplearin también las notacio

nes

BF 5(: ETC.

€l{/ Fllls,te-l-—'——' N . )~

BZ;I dx: 3%y
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}“‘ Como para las funciones suaves 90‘) la dei'ivada -

N depende del orden de la derivacién, la deri
TR X . , |

vada generalizada tampocddépende del ordende tlé ‘derivacién, -

lo cual es una consecuencia.directa de la.unicidad de 1la deri-

vada generalizada.

De la definicidn se deduce también inmediatamente

gue si las funciones F{ (X)J t=1,2 admiten derivadas generali-

ol . " -
zadas D f¢ entonces la funcidn C‘F\ » C2 f2 (siendo </ y C; -~

constantes arbitrarias) tiene derivada generalizada y

D (Cf s o fa) = c D% 4 e D*F, | |
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E) ESPACIOS Hk( Q)
, K- :
El) Espac1osr1 (()) Y. espac1o de Hilbert H (ﬂ)

» . . 2 Iy
Al conjunto de funciones de Lw((ﬂ) que admiten -
todas las derivadas generalizadas hasta el orden Rk inclusive -
’ “ »
serd designado mediante el simbolo F‘mg(n). Se desgina ade-

Y ]
mis con F‘Cﬂ) al subconjunto de l4‘“(ﬂ)tal que sus elementos -

ademds de aceptar derivadas generalizadas hata el orden R in -

1
clusive, pertenecen a L (12).

Por HW_(Q) Yy H (Q) rvamo .

(ﬂ) respectivamente.

tender L?(

L8

Q),y -

) : i
Es obvio gue H Y (-Q) Y H (-Q) son' espaclos vectorla

les. Se demuestra ahora que H Cﬂdes un espac1o <a Hllbert -

provisto de un producto escalar.

D™ -D"— d
(€, 9= Hz‘mx ¢ D dx (1)

s

r
Para comprobar que H ai>es de Hilbert basta enton

ces comprobar gque es completo en la norma engrandrada por este

producto escalar, es decir

A}

giD“F!sz (2)

H() it g
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{Ymk |,..., una sucesién de Cauchy en la -
norma {2Yde elementos de H (Q\) entonces k

2 .
“Fs - gm “ o g\D £s - D" f \ l"'7 O cuando
H (‘Q) fis g S .
m,§ — o es decir para cualguier &, tal que : \DC\_. h y m,5-~>o00

resulta que : Lo ‘ ‘

S\D_Fs" DFM\AJC——-)O - (3)

K8

En pa;ticular si ol:O;:
|6, - fu| 42 — 0 ()

2 B
Como L(-Q) es completo, de (4) se deduce que existe
una funcidén £ ¢ L’(ﬁ)hacia la cual converge la sucesidn {(:m} -
Y de (3) se deduce la existencia para cualquier ¥, lxl¢ Rde una -

o 2 , ol
funcidn F ¢ \_CR\ hacia la cual converge la sucesidn {D G-...} et e

Puesto gue cada funcién Fm (I) M‘-'\. 2,--.admite -

todas las derivadas generallzadas basta elfk kes1mo orden inclu-

sive, pertenecientes a L (ﬂ) para cualquler oL, vva{\é_kgse tiene

que

. 4 . g ;N ,
cualquiera gue sea la funcion 'fjc— C (Q).‘ Pasando en esta ul-
tima igualdad al limite cuando M- e85, obtenemos que la funcidn

ok
F es la d-~ésima derivada generalizada de lafuncidn F De -

este modo f & H (Q) y “ Fm F“

cuando M — =0

N()
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ft
H (ﬂ) es completo.

Se indican ‘a continuacién algunas propiedades de -

®
los espacios H (Q'\

, ‘ H Cﬂ)entonces F ¢ H (ﬂ‘)

Q('z) é C h (ﬂ) ,entonces la fun

n
I (ﬂ\ “En estc caso cualquier deriva

cidn Q Fé
Vfda generallzada D~ (aF) \wliek, ée calcula se-’
.gun las reglas habltuales de derivacidn de un
p;oducto. En particular
('aF)z‘_:a,;F+ a f;. (slyony B
3,-s5i fF¢ anﬂ)y F,,('K) es una funcidn media para
la funcidn :

, - entonces para cualquier dominio

‘Q"l Qe Cﬂ‘) | €= € uH:Z:,)O cuando h tien-

‘de a cero. ¥ si ademds la funcidén ( es ter-
mina en {) resulta que “(:h - € u Ocuando
"\ —5 o .

4.- 8i la funcidn 96 H Cﬂ)es terminal en(} , una -~
funcidn igual- a’. F en o y nula fuera de,Q. per

tenecérd a H (.QB cualqu:;grra_'_gu‘e Sea’ ,;ﬂ/ D'-p

Estas propiedades se demuestran directamente de la
p , k
definicidon de los espacios H (R) y de las propiedades de las -

derivadas generalizadas.
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Para terminar esta seccidn se va a demostrar la -~
llamada desigualdad de P01ncare de partlcular 1mportanc1a pa-

ra el ulter1or desarrollo de este trabajo

ﬁ:Anteb algunas -

definiciones.

Definicidn

definada enf) se;défii

soporte de "

Definicidn.- Se dlce que Ftlene soporte compacto

enfl si soporte F C C ﬂ

Def1n1c1on. !lsz‘es el conjunto de las funciones

clase C y de soporte compacto en Sl

Teorema.~ {(Desigualdad de Poincare). Seafl una re

, P
gidn acotada de R , entonces existe ceReal que para toda -

& /7'(0)
¢ g‘w(z) d & fZ(YU/BIs)z (x) dx
)

(208

Demostracidn.- Como Q) es acotada se puede encon -
trar Q>0 tal que SL © A= T-a, 0] X t‘q:‘qr"-»axﬂut‘ﬂ Si uéli‘.u
es de soporte compacto y de clase C en Il 12 se puede extender
a todo A haciendo UX=:0si xeA-fL. Es claro que Y es cla-

] ) N
se C en A, Sea (Xi... x<)e A, se tiene que
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X

PR DK g '<5u/5z.\) (f, X, ..-.x..) dt

gg;gig/§id?(£;z;;;kh> ‘t

£ 2a [

en consecuencia

i _ '1: ,:?: fl:” o «7:“ éﬁ o 5
g,uz o dxe & 24 S ( g (w/. s (¢ 2o ¥ Jt) 3 dxe
A ; , :7 PARS ’,T -  ’

4 2 e ,
Como g (b“/bub (t,x“,.z.)Jt es independiente de la varia

~a
ble Z, resulta que

g wtdy, ... dxw & A y (hu/hz) (¢ 2., .-»r.> d¢ de,... ok,
n
(2}

B

En forma andloga se demuestra que
1 3 \? 4
u é 1/0, (EL’;IBZ‘) ,’c‘tc IO § %
para toda | = Leoo, Por tanto 5umandd la$j\desigualdades

Su*,é da fz (hu/s‘yi"u.‘j._ax,
A A :

C = ¥a?
n

resulta que

y gueda el teorema demostrado con
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II. METODOS VARIACIONALES

A) INTRODUCCION

En casi todas las ramas de la ciencia, Fisica, -
Ingenieria, Biologia, etc., aparecen problemas gue pueden re-

ducirse al estudio de la ecuacidn.” .~

(2.A.1)

Siendo § una fﬁncién}'en‘ggpétélfﬁp;iineal,.defi
nida en un cierto subconjunto de unbéspaéisldé fﬁhciones Yy con
valores en algun otro espacio funcional. . Elfestudio de la -
ecuacidn (2,A,1)constituye la tdoria conocida como andlisis fun

cional no lineal.

Sea F‘un espacio de Hilbert real y sea J B V\"’G{
, | . .
una funcidn de clase C ; es decir para cada 116‘4 existe una

funcional lineal continua L(u)i‘4'4’ﬁl tal que

(2.8.2) | ,m J(u*‘wa - 30 LWV

h—=o0

¢

VveH,.
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Se denota mediante VJ()(gradiente de J ) a1 -

dnico elemento de H que satisface:

na“fu

Por lo tanto eres«,tlx

H, (%)

y valores en | .

El cdlculo var’iaci’.onéil"ﬂ'eiﬁ; Avnéliiski-s funcional no -
lineal trata del estudio de 1 3' e‘c:ﬁ‘aic’:iéh (2'.?.1) en el caso parti
cular que Ftome la forma VJ '.:',;,,AI‘\si pues, encontrar las so-
luciones de (2.A.1) se reduce a encontrar los puntos criticos de
J . El fundamento del célculdvariaé:ional para resovlver la

ecuacidn (2.A.1) se basa en el estudio de J antes que el de VAEF

(*) La existencia de VJ(u)se sigue del teorema de representa
cién de Riesz.



32

B)  PROBLEMAS ABORDABLES MEDIANTE METODOS VARIACIONALES

Bl) Soluciones débi‘_l',e‘s p

para todo U,V e C ('Q)

sea 1 QxR - R, O"Jf) —=5(x, t)una funcién me
dible en X &Ll para cada t fijo y continua en t para cada ¥ fi

jo.

El problema de Dirichlet que se va a considerar -

consiste en hallar una funcidn ,u.~:ﬂf"lR£éJ' E;ue:

(2.8.2) VUu) + 9 (r,um) =0zl q)=o0

2
25)—— *-—-'

En la ecuacién anterior V
y 3 Q es . 1a frontera de . . El problema (2.B.2) aparece -
en estudios de electorstdtica, calor, dindmica de fluidos, -

‘etc.

§Z|l ) 61.’“
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Se dice que U e H ((2) es una solucidn débil de

(2.B.2) si para todo V €. /;CQ) se. cumple que ,‘;

orema"d'e Stokes se

Vulk) = %I \5"1-1 ies ‘3“';1'). Usand
ve que si es una soluc1on de (2 B 21)~ entonces es una solu -
cidn débil de (2.B.2). Bajo ciertas condiciones en 9y en
MO . por eje.mplo § diferenciable vy \ Ak, W \ S A\ VB

(A, 1} C—R) Yy B_Q de clase Cs se demuestra que toda solucidén -

débil de {2.B.2) es solucidn.

o 1
sea JtH C.Q)—’Rel funcional definido mediante

la expresidn .
(2.8.4) Ju) = [(VuJVu)/Q - G(x,u(x))} d x
an

< e
donde GC:‘)U\)= g ‘SC“ )JS Si ﬂ satisface una cond1c1on de‘

crecimiento de la formd ‘ %(x,u)\ < A lu\& 6 (A,B R)

tra usando el teorema __c'_l__e_._'l.a_ _c_:_on_v_e__x_'g_e_q_c:_.a ‘dominad

que: ¢

(2.‘13.5)(.';;.\
: 430

‘ Y_@u,v u) . 3(z,u)v J; -

«Q
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para todo U € Y{In)y todo V& tiz¥2>,,~ﬂ: LuegdLJ;eg‘una

(2fBQ3)‘vemos

Asi estd vi

nes débiles de (Z.B{Z

€=9.

B2) Un problema de Neumann

2 R
Sean D‘/ EQ,V vy 9 como en

ya enunciado. El problema de Neumann consiste

. ey 0
funcidn U L DK ¢ay que

donde %}_’;\L es la derivada en la direccidn norn‘lal,ahﬂ, es %’ncirl
de nuevo como en el problema de Dirichlet se ‘introduce la no -
cidn de solucidn débil de (2,86), Para tal 2fecto es necesario
. . . p[‘(q) . AR .

introducir el espacio *J{vedse capituls I parrafo E ). -
El producto interior definido para este espacio estd dado por

la igualdad

.(2.3.7) Lu,v> = Euwu,i(@u/n;)(sw/bz‘))clx

1R
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Se dice que Y e H' (-Q) es una solucidn debJ.l de -
(2.B.6) si para todo v e H cﬂ)

Se puede verlflcar que todawsoluc:.én ‘e‘s -una solu

cidén dépil de (2.B.6): (Para el estudio de la regularidad de -
las soluciones de (2.B. 6) es decu‘ para saber cuando las so-—

luciones de (2.B. 8) se recomlenda la referenc:.a no 2 R TR I

(2.8.9) § !
donde ()()t,u): g § ’)45 , se ve que YV JI(w=0si y solamente
si U es solucidén de (2.B.8).  'Asi pues, hallar soluciones -
débiles de (2.B.6) es equivalén_éé«"a resolver(2.A.1) con €= v

y j dado por (2.B.9). (Lo mismo ocurre en el caso del proble

ma de Dirichlet).
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C) CONDICIONES PARA PUNTOS CRITICOS (PRINCIPIOS DE MINIMAX)

En este inciso se demostrarédn tres teoremas sobre la exis-
tencia de puntos criticos de minimax, pero antes se hace necesario enun -

ciar el llamado "Lema de deformacidén” debide a D. Clark. - Para una de -

mostracién del mismo véase la referencia 17,

Definicidn (2.C.1). Se dice que f satisface la condicién
de Palais - Smale, o simplemente P-S, si toda sucesidn {1-1-\} tal que -

{ F(u..)} estd acotada y ?l(-u_)—: Ortiérne ur;é ‘subsucesidn convergente -

{_‘Un.} . -

.En lo siqguiente se denota por K:Y )f.eE\ F‘(v)z O}, -
por Kczire E‘ Fle) .—.O,F(x):C}y por f, = {zeE ‘ e e C} :

Teorema (2.C.2) (Lema de Deformacidn dé Clark). ' -Supdnga-
se que F satisface (P-S). Sea ¢e® y ¥ una vecindad de ‘Ké; 5 entonces -
existe do tal que si d.»d.>»d>0 existe una funcién continua -

Yi [e,{1xE — E  qué satisface -

a) para toda zeEg ! :
b) para toda ¢, ?(C,x)ﬂ‘—:ri';
c) para toda €, (¢,z)es un hemecmorfismo de Esobre E .
a F(UED) ¢ Flx) para toao (£, 2) & To, (I XE.
ey f ('{(l, 1))‘-(—&51 fx)ecerd v x € U.

£) si Ke*f se puede tomar U=¢y
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qg) Si?esimpa‘r,pZesparen/t.

C1) Principios de Minimax . .

Teorema :‘:é'E'"un espacio de Banach y fo B —=R-

una funcién de clase C'.que ‘satisface (P-S). Si existen X, %, €&, Y>O

tales que:

entonces S: tiene un punto critico de minimax

-

Demostracidn.- Sea Z"‘ {V: [o,l]—oE‘ Jes continuay -
T (0)= Loy v‘(,)zz,}. Como para cada < € Z V"(Co, ﬂy

es un conjunto compacto, F toma un valor maximo en (C.O, f_\) ..

Sea C = ing max F(r) m
Tel telad S

(2)

de i) y ii) se tiene que =~ C 2 b > F (I..) e ;

v

' : .
Se asequra que existe Z¢E tal que F(E)=C vy £ (x)=0.
En caso contrario por el lema de deformacidén se pueden hallar nimeros -

d.‘> d » O v una funcién 7: [e, ) XE—E tales que:
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((b CC"KJ)/Z (b GC"‘)/Z)J

A‘ £ Mn

i rdj peeR) =k i nebea

’Z(OIZ) = x‘

y ?(t, %) =X, para’ todo te. EO, t]

" De (3) se inf‘iere‘e' q;le si..:?‘_f. (_o,n., Eesvtz;awc;e’)da:i' por ¥ (t)_
?(I,T(.t)) entonces w¢ /. Como W ([o,1]) c Feed ,
f(3¢) = F(v{(«,v(c))) <& ¢-d . lacual contradice (1). Esta
contradiceidn comprucha que existe ZéEt;gl- que FGi=¢ q Fr‘(i) =0.

y el teorema queda demostrado.

En el siquiente teorema se usa la‘siguiente notacriénrz X q Y
son subespacios cerrados deE tales que X @)Y = E ) dim X ¢ o0 ) Bx(\’)

= {zeXluznev} o Bo): {yey | wanery

- . : 1
Teorema (2.C.4) Sea f.£ - @® una funcién de clase ‘C

que satisface (P-S). Si existen Y. 70 y Y >0 ‘tales que

i) Q= c,n‘:{?(")\‘icy “‘S“ ‘(S ‘O— .
oup {FCx)‘ ye X, Wrll& \ﬂ'j .

i) Q23 /.wp{ F(i)\ xeX “xl\:y‘}< b, =

cns { ()| 9e B, ()
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entonces s: tiene un punto critico de minimax .

(v)) e X® Y a) Tes 'continubal yb
ige\/ \ l\"&ﬂ-‘(‘z} g
tal que h (t i-) Xsi Ml rlli= ('} hCO

ClaramenteZes una famlli

«ehﬁoﬁces existe X, & B (el
“En fecto, sea Wi Lo, A X B ()=
que satisface b). Considérese la funcion h Lo} x |5} ("\) - X X \R

Obsérvese primero que. siui

tal que V(X) eY y it TC:‘o)“L(pi

definida mediante:

ho(t,2) = ( P(h (e, z)) QR (e, z)) \i)

donde P denota 1a proveccidén socbre % a lo largo de Y y RQdenota la -
proyeccidn sobre YJa lo largo de X . De la definicidn de W vemos cue
[q, toma valores en X X R*- {(°, n)}_ Como h, restringido a S =
(B;(“t) X [°x \]) ({z‘eX[lm\-" A(S) admite una extensidn Bx (."~) x Lo, 1]
en X 3 \p\ {(0 (1)} se tiene que restringido es homotdpicamente trl—

vial, lo cual seria imposible si ( hy ( S « ("\) X {'3})>n x(s {)> “Lue-

go debe existir 2o, & Dy (‘ﬂ) tal que Y CXa) (S 3 “ T ey
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Considérese

'= lll/ m‘“( c (T(x))
» 'q'e?. ze B (n)

De la observacidén del pérrafo anterior se s:Lgue que para -
cada Tez-max {F(ﬂv)}l rLe 6 (")‘J bz luego C% t:z

definicién de b, concluimos que a,>b,> C 2 L.)147,- °° A

Supdngase que € no fuera un valor critico. 7 Sea d.>Ocomo
en el enunciado del lema de deformacidn, sea 043 <di¢d tal que a.2 b d
y a;+d<b, , v sea \Z: Lo, {xE -E como en el lema de deformacién. Por
la definicidn de ¢ existe T, & 7 tal que max { F(T.(ﬂ)[ re E)‘(r.)}c cid se

vera que si:

TP (1Tm) | ve B

entonces Y, ¢ 7 . Si HZU=Y, tenemos §C)¢az<c-d<cc-d, 1ye-
go, por la pgrte b) del Lema de deformacidn W (¢,¥): ¥ para toda T & -
Cotl . obsérvese que 1 ( Ta1 % Ble))c € -(uevusian], s
para alguna pareja (¢, x), 5Z(c, T(z)) eV vl ?(t, x) Il = ¥ entonces de
i) se tiene que S:(V (t,v(sﬁ) > (-+c{‘ . Luego por la parte d) del Lema
de deformacién, = ( y (o rm)) = F(v¢)>crd.  Esto dltimo contradice
que max {?(1(:))\ Ye Bs(({) j’<<§d lo que conduce a que T & z Cono
(B () Ferg 5o tiene aue WG = 9 (V, T @) ) fgr 10 -

cual contradice a la definicién de C . Esta contradiccidn implica que

C es un valor critico v con esto el teorema queda demostrado.
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Teorema (2.C.5) Sea £ un espacio de Banach real y separa-
ble, y sea f:E-R una funcidén clase C'que satisface (P'-S).":i‘ Si;F,‘.{e’sté

acotada inferiormente entonces f tiene un punto de minimo,. i

Demostracidn: Sea C 2 €1f [F(Y) / Ye E}A . ) :“Sri’»,no‘

existe Y¢E tal que §(v)sC por-el Lema de deformacidn existird )2 to-

v

fo,1] xE — E  continua'y d>0tales que 7(!, Ferva)e €.y, pero
esto es una contradiccidn a la definicidn de C ya que F‘,,d + 0 v

F_J ¥+ O , y con ello el teorema queda demostrado.

El siguiente teorema lo utilizar@mos en la solucién de nucs
tro problema central, para obtener puntos criticos de cierto funcicnal que
“aparece enA el capitulo 3, y se puede censiderar camo una generalizacién —
del Iema del paso de montana:
Se usard la sigquiente notacifn:
Bp= {zc— R™ ] lxle p} , R'= { z:(z,,._-.,z..){ k:z0, t+l ’-iim}
(:?JY: { e R™| iz o, 1eis x}
TEOREMA (2.C.6) sea J e C' (R™, IR) talque Jx) ¢ O
Yy elRK(K<m). Si existen constantes Rer yo tales que J(X)> 0 ¥ X &
(Br\{o })q (1R"),L mientras que J& O en ﬂ(‘\ Bo s entonces J tiene un -
punto critico en {X e {RMI J(x) > o} y un valor critico correspen -
diente, caracterizado por
C= inf max Jth(x)) > 0
. X J—
he ™ xe¢ IR A B,
donde r= {nec (R°A Ba, R™) hed= x si J()

Cbservaciones:

{18
o
|
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ii)
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iv)
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Dado que en particular J es continuo, ( B\ {°13_) n (RK)L

est4 contenido propiamente en { re R" ‘l (i;) >o 1J D, (J)

Las hipGtesis del teorema implican en particularque O es un -
punto critico de J (de minimax), y que J ’ti'e‘ne un méximo -
positivo con su correspeondiente puhto criﬁicd en D4(J). En ge
neral ese punto critico ne coincide con el que nos da el teore

ma.

Una versién mucho més fuerte de este tecrema se encuentra en -
(ref 5, teorema 1.10), junto con su damostracidn, que utiliza
el lena de deformacién de Clark y y un resultado de topologia
diferencial (teoria de interseccidn) danasiado abstracto v -
fuera de nuestro alcance. Cano quiera la versibn que aqui pre-

sentamos basta para nuestros propbsitos.

BEn lugar de dar una dan’ost_racién rigurosa nos concretamos a -
dar una idea de lo que estd pasando:

. (;Q‘)L las hipStesis del teorema dicen -

— 'j que nuestro funciocnal J es & 0

en la "recta torizontal" |RK vy

¢

— ~ 70 sobre la parte de “recta ver-

~
-

oy

R T tical" ( {%)t canprendida dentro

(V3

R HA

3
e A

o 36

| _ T~ T T - tinaidad) J=0. Ninguna otra hipé-
tesis se hace sobre el interior de

la bola de radio R, (regi6n marca- ’
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da con? en la figura)pero fuera de dicha bola, J 40 (re —
gifn scnbreada con ---). e

Ahora bién, el que el valor cr‘itico 0. esté ca.racte:cizado de 1a manera
que afirma el teorema obedece a lo s:.gu:.e.nte

r \" est& formado por tadas las funcicnes

conttruas de IR0 Ba en R e
dejan fijos a los puntos donde J £0., En
particular un h ¢ " debe dejar fijo a
todo IR“ y a todo punto de Bg \ PBa=3a

A\ 4

(la céscara de B ).

Todo que da evplicado ahora: tamense O
y cualquier punto ;de \R'“((\.JR :
Si aplicamos el lema de paso de wontafia
@ (mx )‘n By :a estos dos puntos obtendriamos un punto
critico minmax, pero no sabemos si "hay montanas que cruzar'. De modo que-
por eso debemos temar 1 cano lo hicimos (para que haya mortanas), y esco-
ger el mixino positivo sobre los caminos posibles de O a X. Esto est& muy
bién, pero los eleamentos de T no son caminos de 0 a ¥ como en el lema de
paso de montana, pues cada helva de IRK.I\‘ER a R ,ynode Ye,Vla
R™ . El misterio se desentrana ahora notando que los caminos de O a g son
im&genes bajo elementos h € T gel segmento rectilineo de O a ;(\, t ;J
con tele V). Entonces cada "camino" de O a® se puede dar camo “hs {o,1]
-aﬁlwz | T (t): h (¢, )?) y he T | De esta forma, venos que nues—-
tro teorema no es mas que tomar el lema de paso de montafla para.cada punto

KH . ~ K+ S.
% e IR a v despues el maximo sobre todos los X ¢ R A dn .
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D) UN EJEMPLO

En esta seccidn se verd un ejemplo de la aplicacidn de. uno
de los principios de minimax (2.C.5) a la demostracién de un teorema de -

existencia de la solucién de un caso particular del problema (2.B.2)."

A continuacidn:se-enuncian dos Lemas que:serdn-usados-en -

la demostracidén antes dicha.

Lema {(2.D.1) Sea 3(\‘,“) '._Qxl'iz-'ﬁ\una funcidén medible en ¥
para Y fijo, y continua en Y para % £ija. Si existen nimeros reales a
I erq 3
y b tales que la¢.w){< alul " { b entonces 1a funcion ux)—9{x, -
wr) ) es una funcién continua con dominio \f(n)y rango Lq (.9-) .

Demostracidn. Véase (ref..14)

retusién ¢ HQ)-10)

es un operador compacto. En particular, la“f'inc_lus.iﬁéhvde ﬁ (.Q)en L (—Q)

Lema (2.D.2) (Lema de Rellich)

es un operador compacto (Teorema de SoboléY)_‘; o S:. 2¢ % <2 n/qn-2) enton

ces H (—Q)C LQ(Q) y el operador de inclusidn es compacto y continuo.

, Demostracidn: Véasefi(l}ef»_“ 15)

En lo que sigue se usaran las siguientes

° 1
Notaciones (2.D.3) i ”. denotara la norma en M dada por
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2
denotara la norma usual en L (Q) . “En donde no se especifi -

: Wi
gue la regidn de integracidn sera scbre ﬂ'C‘(R‘ . Claramente la norma -

<uvy = {(vu,90) .

N “‘ proviene del producto‘inte‘x?né‘rr

Se repite aqui por: Cdn‘odidadte‘l,probl’ema (2.B.2)

u("))=0 x sﬂJ Ylx): o zesﬂ

Sien f:afticdlar se cumple que:

i) (3 (15/‘\4.) - F Cu) A P(r) F:. IR“? lR)_?e‘C 3 PC-LZC..Q)
i) Lim avp (fea/u) < & '

ful— o

1) iz 2, iyl

Se tiene entonces el siguiente tecrema:

Teorema (2.D.5). Si las hipdtesis i), ii) vy iii) son vali-
das, y para h»2 existen numeros reales &, 5.33 tales que 1&£§¢ %—"_—-2 y -
lIfedllea (uﬁb entonces (2.B.2) tiene por lo menos una solucidn débil.

¢

Demostracidn: Primero se demuestra que J es una funcional
-

de clase C' . Recuérdese que w
Jw = g(@u,ﬂu)/z - G(ﬁ:“))cl" donde GCx,u):ySQ(,s)JS
o ‘o

en el caso que estamos considerando, 3()(,(4) = ;(u) \-PCx), de modo que
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<VJO">/ V>‘ = Y, V>l + <€(“); V>A + \PV YRV G\‘(ﬂ)

como (2.D.6)
dorde ?(u\ es el unico elemente de ‘3“(-0:) tal que (2.D.7) :
P, v, = - S?(u) v u,ve ‘?\‘(.Q)

De (2.D.6) se observa que es suficiente comprobar que ((-: -
es un operador continuo. Supdngase que Un—HU en ﬁ\(ﬂ) , entonces por
el Lema de Rellich Ur—U en L° (Q-) Luego por el Lema (2.D.1) -
Flun) — F(u) en Lz."/(n " C—Q) . De (2.D.7) -se tiene por la desi;jualj'
dad de Holder que

(2.D.8)

Por lo tanto \) es de cl’ase‘ ( g y

nua. Como el Lema de Rellich tamblen dlce que larmclu

en L(Q) es compacta, una pequefia adaptacidn del argwrento anterlor dem.xes

tra que F es ademds un operador compacto.

En segundo lugar se demuestra que J esta acotado inferior -

mente. Como l\“‘\‘ ":fo’o(gc‘q /u ) zYehiexiste M7 0 tal que si lulz M

(C(v.)/u) < (1,4‘(‘) /2 . En consecuencia para Uz O resulta que
Flw < L*_E.Lz-iﬂ pava LUl z M

luego entonces

- e 3 V
o g o : L M
F = SJ = F < JS " s J <SF()JS+! S(ll"*) ‘E -

(2.4Y) st
YR

M
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@09) _ (av’ (U_.LEM? . SM;(S)JS

« s °

(R.*Y)Mz/q + Ky

{

il

En forma analoga se obtiene una expresién para Ut O, -
Resumiendo estas dos expresiones obtenemos la existencia de K e R tal -

que:

(2.0.100 F(u) & (rl.‘ +Y) q’/q + K ué iR

) Luego entonces : k S 1 " ,
) ot C(nanty, nﬂ&) .
3 (u) - g {(Vuﬂ,.qu) X FCs)JS o up(-r)}éx = g_;fd o= &g s., dy
-Q N

- S u P dy
Q N
y por tanto

J) 7 (

(it g<£_l_:2£.)u+ €) dx - fud e,
2

= u.t_”_ll - K ncé\Jr«C—R) - 7“;\“ g'u ~\iel, ftull,

" 2

De la desiqualdad ultlmaydela h:ipo'tesis iii) se sigue -~

. que

21

el
- \< muq sz) o d Tl AT

futf?
(2.D.11) A(M) 7/ (\- w> _“{
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La relacidn (2.D.11) demuestra que .X estd acotado inferior-

mente.

Se demuestra ahora que Jsatisface (P-S). Sea {bl..]s -

- ﬁ‘(Q> tal que {.\(U-)} estd acotado y Y Y (u)-»0- Del(2.D.11) se tie
ne que {u’} es acotada. Como ?\es compacta existe una suhsucesidn {Ll.“s -
tal que {?(‘u“ﬁconveme. Ahora bien, como de (2.D.7) se tiene que -
N l(un&) = U.,1 ¥ ?(tlaﬂ#?’—apdonde <?‘3,v7—-gev para todo V & ﬁ ‘(,Q) , en
toncesitln‘&converge. Luego J satisface (P-S), como ademis J es de clase
C.. y estd acotada inferiormente el teorema (2.C.5) implica que J tiene -~
un punto critico. Luego (2.B.2) tiene por lo menos una solucidn débil, -

con lo cual el teorema (2.D.5), queda demostrado.
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III.~ SOLUCION PARA UNA ECUACION DE ONDA SEMILINEAL

A) INTRODUCCION

.

El propésito de este capitulo es el de detertru.na la exlsxen

cia y regularidad de las soluciones perlodlcas en 't (v1brac1ones llbres) -

de una ecuacién de ondasemilineal a saber:

AL Uee ~Uns HFEW20  xe(o,m), eeR

con las condiciones de frontera.dada por

(3.A.2) Yo e)= ulme)=0

El ataque al problema es via el calculo de variaciones. -

En conreto si F depende sdlo de Y considérese

(3.2.3) 4)(@) = K%(Uf -Uf)-F‘(u)) ch!t

donde

<3.A.§> T= [o,v]) x Lo, 1] g Y ()= Sf(s)cls

* El integrando de (3.A.3es el lagrangiano del problema. -
Formalmente los puntos criticos de 4) definidos en una adecuada clase de -
funciones t-periddicas son soluciones de (3.A.1)(3.A.2). No se sabe como -

obtener puntos criticos de(f) de una forma directa, pero para ciertas condi
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ciones de F se pueden obtener puntos criticos ﬂn restringidos a subespa -
cios de funciones admisibles Ew de dimensidn finita. Al intentarse -
que sucesiones de funciones {(l-\} convergan a la solucidén de (3.A.1) -
(3.A.2) se presentan ciertas dificultades que conducen al estudio de un -
Lagrangiano modificado y consecunetemente el problema (3.A.1) (3.A.2) tam~

bién se modifica.

Lo anterior se hace en el incisop ). . Algunas estimacio -

nes que se hacen en el incisoB) conducen b_'a";,iia' sé_']r.ucié'n del problema modi-
ficado. La existencia de solucib'ngésndébiiés del problema (3.A.1) (3.A.2)
se demuestra en el capitulo IV y finalmente en el inciso B del mismo se -

estudia la regularidad de estas soluciones.



51

B) EL PROBLEMA MODIFICADO Y ALGUNAS ESTIMACIONES

Se cqmiehia él‘.eﬁtud;ip_‘:»delti ptoblerné“i(.'?'.A‘,l) (3.A.2) con el

problema.

(3B)
(3.8.2)

que es técnicamente mis sencillo que (3.A.1): (3A2).

cumple con las siquientes condiciones : ) -
f,) Fc. C‘(R‘lR) «3 (‘(o):Q e

fz) { es monotona creciente estricta, es Qecir 2,7 2%, =2

FG) > F(z)

f_p) { es superlineal en O yenooosea .
ok 5 '. . (
i) cCZ)‘-‘o(lx\) en z:o/ Le){;,,:) FZZ‘):O

ii) Existen constantes Z y & 6&[c, 1) tales que

F() = SEF(S)JS ¢ 91 f)

©

" Por i) 2% F(x)>0si ¥€# 0 y por (Fa) (ii), si lzl> 2
1 < F()
ez = F(e2)
eXponencialmente y resulta que l Z ’

, expresién esta uUltima que se puede integrar y expresar -
Ve -
é.o(F(E)para 12|> 3, con x>0 ;-

Y4 Q‘F(e)‘ siem-

-
[aY

. /5 =
De aqui resulta usando de nuevo ((:3) (ii) que | Z| <
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pre que 2l > Z . Lo anterior justifica al término superlineal
en ( f,) (ii), es decir superlineal significa creciendo mis -répido que el

Lineal en las condiciones establecidas.

k3 ? ‘
Sea [ = %—t‘ - E——". Un papel muy importante en el es-
¥
tudio de (3.B.1) (3.B.2), lo juega N(D) , @l espacioc nulo de [ .

Es ficil ver que la cerradura en * qe N(m) es:
v < L7 (sY)
(3.8.3) N={ p(x+¢t) - P(~x+t)lp G

! : 2 4
Donde S denota la esfera unitaria en R™, N denocta

al complemento ortogonal de N en 13 . Si Y es una solucidn cldsica -

de (3.B.1) (3.B.2), entonces MU =V+W, ve N N we N

Se puede establecer vavho‘fva el resultado principal al que se
quiere 1legar. e

Teorema (3.B.6), Sea F que satisface (F.) a (F)) y -
F Ch : (Cb‘ N ket gl
€L ,R»2 . Entonces existe U= ViIW & a & (C n
tal que Y es una solucién no trivial de (3.B.1) (3.B.2).-
f
La demostracidén de este teorema se realiza en el capitulo -
IV como consecuencia de los resultados que se obtienen en las secciones -

B}, C) y D) de este capitulo
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El hecho de que § no tiene coté‘p;ira su crecimiento confor

me 17l —> e crea algunos obstécu que- definiendo una -

“truncacién" Fx  de F quees 1a

sy lZ\ék

F'e) (2-1) + p (x) G- K) s 27K

F(x)+

(3.13’.7)' ‘FK(E) =

¢ (-\<)+ (') 2 ex) 4p (k) (24 K)3 5] 24-X

donde P(k) se escogerd en forma adecuada posteriormente.

Se resolvera el problema (3.B.l1}, (3.B.2) con ayuda del -

problema modificado que se define a continuacidn:

Du- vce+ﬁ(u)=o oexs ve R
(3.B.8) P

Y(o,t) = u(v,t)=0, U, er2w) = ulx,€)

Donde p) K>0. El propdsito ahora es resolver (3.B.8)
para cualaquiera /5/ I&> O ¥ entonces obtener la.solucidn de '(3.8.1) . -

(3.B.2) escogiende K tan grande como sea necesaria y haciendo tender /5 -

a cero.
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Sea 2 | 2 2
T () = [—‘i(U;-Q;_—ﬁ»\/c),—&(“&)]c‘xq"f
4 8 B : e . RS ot
donde Fu (u) = SR(S)JS 1% 1(u\queda defihido‘para teda U & H . -
A ‘
Se puede verificar que cualquier punto critico de (3.B.9)
es una solucidén débil de (3.B.8). No sabemos cdémo obtener puntos criti-

cos de l(u} directamente, sin embargo, restringiendo 1 a subespacios -
r3 s’ 2 ] 1 8 i -

de dimensidn finita E-« de L (H se pueden obtener, asi puntos -

criticos Un de 1 / Ew . Se puede demostrar que una subsucesidén de

{u.‘} converge a una solucidn no trivial de (3.B.8).

.

El siguiente teorema juega un papel fundamental en la ob-

tencidn de los puntos criticos de (3.B.9).

Notacidn: BF={zéﬂ{M \ ‘l‘CPSJ R5={16|RM\ Li:o)
- 3*1465»\?]) ((R’)_L_-_ {xe l‘R"\ Li=o, fel ¢ j}

‘ Teorema (3.B.10). Sean Je C‘<lR-‘l lﬁ)y 1: R™— R
donde J() ¢ J(x) para toda xe R™, y 1(x) ¢ O para toda x e (Rh, R<m
Si e:lcisten constantes R >Y >0 tal que J>0en (%r\{°13)n (an):ien-
tras 1 & O en R™ \ fba , entonces l tiene un punto -

I'd . M ’
critico en {Xé ® \ ) » o-j y un correspondiente valorcritico caracte

rizado por
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(3.8.11) C = inf mazx .](‘\(x))>o
hér Y6 (R":'\ 6«

R A L i

La demostracién de este teorena se’ encuentra en (re; 5)

y se camenta ampliamente en el :mciso (2 C 6) .

Sean ahora
(3.B.12) E. = Espacio generado por {/unjl. seakT
g AN A coaRT |og 4, kﬁn}

Ya que dim En = 2'}24-"'1 2 M podemos identificar

gl ReLadl
LA oonis,
Sean ademas

. N*: generado por {”“’”J" onIt kf, oznﬂl e'alztk\hi'&}

N-: generado por {aen:‘l aanfiz‘j ﬂfﬁj,? Coa ‘ht‘j7 h}

Sea 3 ] camo est@ definido en (3.B.9) Y considérese -

Hb.‘ por (F) y 3.8.7), 1 C'(E.R Ry por (F) y 3.5.7) ILO en -
IR =(M®N)ntn.' Ademds por (3.B.7) si ueL N \lu 1.z ’ I(g‘u)—'-w

cuando | efl—es. por tanto existe una Rz R'(h). ;tal.que It o
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si UeEn v “’ll“,_z %R . Finalmente: observese que para Y= -
(B \i Va

= ‘((n) suf icientemente pequena por (Fa) (1) I7 O en"k
(\R ) donde ((Rh") N n Ea.

sea R = R ®generado por {r.wn z, ‘40"2@}.' Por el -

teorema (3.B.10) se tiene el siguiente

Lema (3.8.13) L|,  posee un valor critico Cn scn(p )

caracterizado por

ng wax Iy ("‘(“))70

Kel we iRh Be

aoe . {he C(‘ﬂ"\“‘n B"u Eﬂ)} h(w= U I(w) éo}

(3.B.14) Cn‘

Nuestro propdsito ahora es demostrar que si U« es un pun-
to critico de I\E.\ entonces una subsucesidn de [Lh} converge a una solu -
cidn UT’L(((), 8 ‘) de (3.B.8). Para hacer lo anterior se requiere -

hacer algunas estimaciones para las funciones ..

Los primeros pasos para obtener cotas adecvadas estdn conte

nidas en el siguiente
Lema (3.B.15) Existen constan'tesr‘ posifiyéé A‘ ,M, indg -
pendientes de ,p vy K tales que:

i) c. ¢ A
ii) N6 (u) Un W, ¢
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Para la demostracidn de este Lema véase el anexo A.
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C) SOLUCIONES DEL PROBLEMA MODIFICADO

A partir de las cotas obtenidas para R(u.), se obtendrdn
estimaciones de Un en normas mis fuertes, que bastan para demostrar que .
una subsucesidn de {u.\hﬁ converge a una solucidn clisica U= l((p, K)del -

problema modificado.

El anterior programa se desarrollara através de una serie
de Lemas que se enuncian a continuacidn y cuyas denmostraciones se ericuen~

tran en el anexoA.

Lema (3.C.1). Si Ua esunpuntocrltlcode I‘E ‘j
T(‘J) Cn existen constantes M;, Mq>0tales que -

ez 1vall € @0 ([ Va, 1, € Ma/p
y G.c.d) gl Vng lla & I RcCudll € My (re Ha2h,)
donde M; es independiente de H, ﬂjKY M4depende sdlo de K.

Lema (3.C.4). Existe una constante A jdependiente de K yp

.pero independiente de ntal que
f

(3.0.5) : \ Wv\ “ €A,
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\u(x)-tdﬂ)\

+ /’Uﬁ 7

donde “W““c"‘ = ”W"“CCR) x4q Hx=- 9l

Lema (3.C.v6): : Exi t"e"f.'unvav constante Ac{que depende de K y

de(.& tal que:

El sigﬁignﬁte

soluciones de

oe x¢ , te iR

; ) w(x, t42ir) = wly,c)

: i e ’.L’ ;X L :
Lema (3.c.9) si e C nN‘.(H nu")‘ J» O , existe -
1l o

3y 1
un tnico We( AN (H anuﬁque satisface (3.C.8) y el mapeo de § > w

es continuo entre estos espacios. Ademds si
T ,C-¥+E

(3.C.10) ’(\P%)(x't) -3 S I ! (g,7)d= dg +

¥ Jtax~F

- o g f'tg(gjc) dcdy

) e
para el caso C , entonces W tiene la representacidn

(3'.c.11)' W C"zyc) = (kV 3) (x, t')" ZQ (H)%) (x e)}
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wie (Zp) @A) PG pExd)

Teorema *(3.C.12)

solucidn clasica no trivial, Fo=o %

Demostracién. E1 Lema (3.C.6) junto al bien cor;locido Teo-
rema de Bolzano - Weiestrass implica que para la sucesidn {u.gexiste una
subsucesién de las Un tales que Vw converge en C’n Na V=V ((5. %)

€ H3n N y W. converge en Hlf\ NYa w=w (ﬂ‘ "‘) ¢ Han
Ahora bien como por el Lema (3.B.13) l\(u\) (P = O para toda §e Ew podemos

pasar al Limite para concluir que para U= VW

ey lwP=o0 v P ( E.

neN

Esto implica que U satisface (3.B.B). Ademds ya que
fulu)e C y we C y asumiendo por el momento que vé (se concluye que {

.
es una solucidn cldsica de la ecuacidn modificada.

: 3
Para verificar que ve C , sea V= F(!*f)— P("“‘t)con Y_P]‘-’o

INs
(EP] es una normalizacién definida como [e] = S ) ds )

©
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De (3.C.9) se sigue que:

(3.C.14) : g E(B( P\\ “*c) B p\'(.if t‘) &Fu.(u‘)](ZO!*t)_Z'(ﬂH t))Ju&t:
para toda Z-C- L’(S|). Denotando. a Ia_ exéi;ésién entre paréntcsis rectan-

gulares por '\V(Y,t)y usando la per:iodicidad(' de Cen t se tiene que:

(3.€.15) (’f':}b(m) C(zee)drdt [ [ Vi) T(xre)dide =
: = STS‘ (z,:.-r) T(s)drds
7  (3<‘: ls)h»{jz;b Gie) Z';-tf.t) Jr Jt= rj I; (s-v) TG deds

por lo tanto
(3.C.17) g ZCS)K; 8“(35(7!, s-2) - ¥ (x, s+7£)>4 a ds=0
_ para toda Ce L‘(S') es decir

B :
(3.c.18) S ("¢ (;, s-z) ~Y(x, snc)) dz=0

Sustituyendo ’}bde (3.c. 10) y smpl:.flcando se obtiene

o (frte £

o L
(3.c.19) 2T

| 2 A S
vaque weC y ve (", (3.c.15) implica que P"'  es continua en Sy por

3
ello es clase C .
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Finalmente para que la prueba sea completa todavia se debe
demostrar que ‘U#O es decir que U es una solucidn no trivial de el pro-

blema modificado (3.B.8). Esto es una consecuencia del siguiente Lema:

Lema (3.C.20). Para cada (3,K?>0, existe una constante -

Y=Y (P, K) 2 Oindependiehté ‘,c'ie ‘n.tal que

(3.c.21)

Demostracién: De las desigualdades (3.C.2) y (A. 18)

se tiene que:

(3.c.22) (3“\/.\\! & o €l

Por (F;) (c) , para toda € >0 existe una constante Ae .
= Ae (K) 7 O tal que:

(3.c.23) 2 h@) ¢ elz]® Ae12V°

para toda 2 /. Us.arﬁé'i':(3‘c-"l9)“ en (3.C.18) se observa que

(3.c.24)
4 R

donde A_,,: I v //c 4 //Wn//<. Por (3.C.3) y (3.C.19) se obtiene

e €8s - Vaey + P S )l & 2 W Cud 1S

(3.c.25) 3
Saty (€ Ant AcAY)
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Sumando (3.C.20)“y (3.C.21) resulta que

N
(.c.26)  An & (B/P
Ya que las constantes ¢y 3/, son independientes de N ,

si se hace € (x. (5"4. 2_;(,.,)5 % resulta que.. ... .aaie

S sz
) o ) -
(3.¢.27) “i‘ An (: O(S'A“ . O Au 7/ (Q‘Mf) = \{\

Con esto quedan demostrados el Iema y el Teorema.
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Iv. SOLUCION DEL PROBLEMA ORIGINAL

En este capitulo, ‘las soluciones U= Q((S,M) de (3.B.8) -
se usaran para obtener una solucidn débil del problema original (3.13.".1)
(3.5.2). El procedimiento consiste primero, en obtener una cota superior
para |( ’Ll((b, K)H(independiente de (3 y K . Lo anterior permite escogev K
tan grande que c..(u): C(u)para Y- u(o,x). Con la I ya escogido se -
demuestra entonces gue {u(p. 'Z)S es equicontinua en C (T) , de lo cual - .

se sique fécilmente que (3.B.1l) (3.B.2) tiene una solucidén débil. Pos-

teriormente se demuestra que la solucién es no-trivial.
El anterior programa se comienza con elrv'siguiente:‘

Lema (4.A.1). - Sea V.

en la ekﬁresio’n (A. 16)en el an

 {4.A.2)

Demostracidn: Como v (x', )2 plrat) - p (g t-) se tiene -
de la expresién (3.C.15). ' '

o R

(4.A.'3)‘ Qﬁp' ':(P“('sv)l.Js S {Fu(a(z,s-v))\+‘F‘<(tl(r15*f))‘4¥-

\

¢

'] ‘ ©
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Invirtiendo ahora los pasos que conducen de la expresidn -

(3.c.14)a‘la (3c 19pn ;e;'anexo A se obtiene que
(4'.5;’4)\..: "pll I N I £ () “F—‘ T
Ge la cual se obtiene (4.A.2) via (Az 16)

Corolario (4. “fu’na}"cbh’st'énte M;s independiente

de '13 y X tal que ..
(4.2.6) llw(pu) “c‘- Ms

Demostracidén: El teorema de representacidn (3,c¢.9) impli-

ca que

Nwil, € o -pVee + FL GO

y de aqui el resultado se obtiene directamente usando (4.A.2) y (A.16)

El siguiente paso consiste en obtener una cota para “ v llC

independiente de ﬂ y K.

‘Lema 4.A.7. Existe una constante As tal que, para toda -~
B K20

(4.2.8) “ v (e, K)“cé Ag



Demostracion: Véase en el anexo B

Corolario (41\9) ,EXiste una constante M"i independiente

de @ tal que

v

(5

"(4‘.3‘.":12)”'- » F’ vl sQ_'"\\F(u)' \,

De aqui resulta cue usando directamente (4.A.11) (4.A.12),

(4.A.6) y (4.A.8) se obtiene (4.A.10).

El

CaN.

equicontinua en

Denostracidn (Véase eh'e'l-pané}eo' oty D
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Ahora el resultado principal de esta seccién

Teorema (4.A.14). = : ""v‘("F.‘.)V entonces
(3.B.1)(3.B.2) posee una solucién aébil"n' ivial AL V«tW € (

(_C N N) ® (C AN ) que satisface . ‘
(4.A.15) g (MD({H- F(u)><lr. Jt‘ 0 :
‘para toda (P G E“(T)

Demostracién: Sea u(p) =v(p)r w (o )una £amilia de solu-
ciones de (3.B.8) para /3, >0 . Por el corolario (4.A.9), las funciones -
W(p\estén acotadas en C‘n Vi y por los Lemas (4.A.7) y (4.A.13) las ~
funéiones \/((8\ son uniformemente acotadas y equicontinuas en CaN . De
aqui que cuando ﬁ-—;O en alguna subsucesion, {u(p)} —n V+W e (C{\ N)@ (c,., N*)
De aqui que escribiendo (3.B.8) en su forma débil v pasando al limite se

cbtiene (4.A.15), .

Para dermostrar que w ¢ C‘n Nl es suficiente con mostrar -
que W satisface (3ic.11) con § = - €Cu) .  Por (4.A.8) y {4.A.12)
Yy una desigualdad de interpolacidn (vease ref. 11} resulta (4.A.16) y
@Mt (Y, €xip Wee (@D v Ml € 8 (& F (a5 1ui)) A5
conforme 4 S50 . Yvyadque @ I V“”u"" O ., se puede pasar al limi-

te en(3.c.llpara W(ﬁ) y asi obtener¢ 3.c.lldara W .
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Falta sdlo demostrar que U es una solucidn no trivial de —

(3.B.1), (3.B.2), lo cual se hacen el el siguiente

Lema (4.A.17). Existe una ¥ >0 tal que M \U((L)“CWY'

para toda p cerca de cero.

Demostracidn: Véase el anexo B,

Con la demostracidén de este Lema queda demostrado el teore
ma (4.A.14) que es el resultado fundamental de esta seccién y se puede -

pasar ahora el problema de la regularidad de las.soluciones.




B) REGULARIDAD DE LA SOLUCION DEBIL

Se.haidéﬁ'\c;'st-fsdéfquié ".(3'3-1) (3.13.?;) posee una solucién -
débil U =V*W con v ¢ CM\/ yweCa NJ"‘.T‘ Eﬁ esta seccidn se probard -
cue de hecho V & ¢'aN y wWe kctn Ul'. : Esto no es todavia una 'solucién -
cldsica de (3.B.1) {3.B.2) y a'queV sélo es clase c . No obstante -

asumiendo que F tiene mds derivadas se demostrard que W tiene una mayor -

regularidad.

Lo anterior se hace fundamentalmente através del
Teorema (4.B.1) Si § satisface (f) a ()Y Us=viwW -
es una solucidn débil no trivial de (3.B.1) (3.B.2Y con ve& Cn N Y

1
wec'n N | entonces V& Can we Cin N*

\
Demostracién: Primero se demuestra cue V & C . Una
‘vez que esta ha sido establecido se sique del Lema (3.C.9) cque W & C_?’

Se consideran dos casos:

Caso 1. Supdngase que existe una S ¢ t°, 211] tal que -
1-((1-, S- z.)_’:' o/ , una constante para toda X ¢ to) Tr] - Entonces &= Q via
las condiciones de frontera. Escribiendo v{x,t) = oz +'€) - PCx+ t)
con [P]:o y. haciendo t= §5-% para 5=85 , se tiene que:

¢

(4.8.2)  P(3-22)= P(3)= w(x, §-x)  xele]
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El lado derecho de (4.B.2) es continuamente diferenciable -
con respecto a £ y por ello el lado izquierdo tamb:.en lo ,eyrsi,‘ es decir -

p vV son continuamente diferenciables.

Adends I} ol

cls o

|) & “W“C‘ i
(amn  Nulgelwlhy

Caso 2. Supdngase que no existe 3 eVo,20) tal que -
U (x, 's;—r) para toda xe¢ [0, W] .  Entonces (F2) implica que existe

Y70 tal que:

-~

o { fu(wCus)srs ¥

para toda S & Lo,20] | “va que Q(p)-—vu en C cuandOﬁ—oo en alguna

subsu;:esién, se tiene que para toda{g pequena
s .
(4.8.5) S fu (u(e) (2, 5"‘)) dx 2 3 ¥>0

para toda § ¢ Lo,)2%] .| Diferenciande ahora (3.C.19) con respecto a &

se obtiene

avp PU(s) + P'(s) S'(&(u (K,s-z))[p'(.s) - P(5-20)+
f%?w(t, S~)§- c‘( (‘u (x, S\x)) [p‘(5\20 - o'(s) +3§5w(i,sn§ 4

(4.B.6)

donde no se ha hecho ekplicito la dependencia de P y U en @ . Esta -~
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ecuacibn puede reescribirse como

(4.B.7)

zupp "es) + p(s} K &Cu(u(z 5- x)) + Fq (u(x, S+t))]e1x =

(4.B.8)

j‘; F(UC1/S+Z)) = Fu('u-(;(_l S+t l)) (2 p‘(s+2x)+ 3—1_(1’ Six))

Integrando ahora las expresiones (4.B.8) Yy usando (9-)
Y las condiciones de frontera de U , se encuentra que:

g f (u(x,s- X)) p'(s-1x) dx= 'z 5 fu (u(z, S-Y))%:x\u(l, s-x) dx

o

(4.B.Y)

Siﬁ(w,vﬂ)f*cw)dn-a F (e, 5 40) L wles )

[}

]

" Sustituyendo (4.B.9) en (4.B.7) se obtiene

-17p PU(3) + PUs) S.Q‘-u(u(l,s’x)) t Qu (‘u(l‘ st zJ)}C‘ b A

-~

(4.B.10) g CN v w 1}5-1)]+
= w (uoc,s-x)){-z 3o =30
o

+lu
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Asi (p('i) = P'(s) satisface una ccuacidén de la forma: ’
(1..11) - 2T P'(s) +a(s) P(s)= his)

donde h & C ( Si) y estd acotada irdependientemente degd. MAMemds -~
Q(s)?%? .  Ya que P' debe anularse en algin punto de Lo, 2 )
v P‘;.," o |, (P tiene un maximo positivo y un minimo negativo. De -

(4.B.11) se concluye entonces que

(4.8.12) H ‘{’ “ (2/“) “ "\“

C.(s

(4}.5.13) \ () “C(s‘)& '(2/")“' I W(fb)“c,é (/%) M,

Se sigue que P() = Lim P(p) (s) estd en H' CS‘) . -
© Multiplicando (4.B.10) por P e L3(S') , integrarvio sobre Lo,2%]y -
haciendo tender lG a cero, se cbserva que (4.B.10)} wale en un amplio senti
do con p=0 . Por lo tanto (4.B.4) y V& C , WE c' implican -

]
Pe C(s") es decir V¢ C y el teorema estd demostrado.

¢ Corolario (4.B.14). 5if es R veces continuamente diferen

R el
ciable, k’}", entonces - V-€ C . we C
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Denostracién: La prueba es por induccidn en kR . Ya -
ha sido establecido para R= 1 .  Asimase para kRzj-t . Para -

obtener el resultado para Rz §, ndtese primero que V & Ci implica

'

ek R X .
que W & C ) de nuevo via el Lema {(3.C.9). Para deducir
que V& CI considérense los dos casos del teorema (4.B.1). En el caso l.
(4.B.2) puede diferenciarse ¢ veces ya que wé& Csy esto da el resultado.

En el caso 2, considérense (4.B.10) con {3 =. O . Dividiendo por

N ' _
. .
el lado derecho resultante es 4 -« | veces continuamente diferenciable -

\
ve(?

B!

“via (4.B.4) y la hipdtesis de induccidn. Por lo tanto p'e C“'

Con este Gltimo Lema ha quedado demostrado el teorema -

{3.B.6) que es el resultado principal de este trabajo.
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CONCLUSTION.

: El pr09651to central de este trabajo con51st16

en hacer un

studio de: la ecuacxén de onda semlllneal -

(3. A 1)(3 A 2) emostrar la ex1stenc1a de soluc10nes -

perlédicas no terlales de la mxsma y esto se hace en el

siguiente teorem”‘ su’ corolarlo.

Teéiemé;jS}lﬂiééé'fyqdéréatisféce'las condicio-
nes (f1) a (fj)ﬂiéntbﬁCQS)fpara cualquier JymeMN el pro--

blema

Uel - Us +F(U) O<x<¢ir, teR

(5.2)

u(ot)

U("I t)‘ o

para j=1.

pitulos III y IV, las principales.de ellas indlcadas‘a -=
continuacién conducirian al resultado. Se reemplaza T por

Tm= &(ﬁ ) ¢ [o, o] x o, “/m}}

Los espacios L2, ck, etc. se toman ahoraarespecto a Tm en

lugar de T. N es reemplazada por

{(’.("":?) - p'(":H"
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Yy En por el espacio generado por {nzn_jz henzmkiv o;njrcao?mhf
‘ c¢d, R gr1}- :

De esta manera 105'fe5ultadd§

III y IV se obtendrian solo con modificacior

y asi se obtendria el teoremar(SQIf;

Corolario (5.3). Bajo las hip6

ma (5.1) posee una infinid'é-d-a'é ', ‘s:olucyibnk‘ehs no.triviales

que son peritbdicas en-t.

Demostracibtn. Por el teorema- (5.1) para cada -
V\&.N ; (5.2) tiene una solucibn no trivial con periodo-
W/n ent. De aqui que deban existir una infinidad de so

luciones distintas.

Aunque todavia podrian buscarse exte nsiones pa-
ra este trabajo tanto en el aspecto puramente matemdtico
como en el de aplicaciones a la Fisica éstos serian mate

rial para otro trabajo.
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ANEXO A.

LEMA (3.B.15)

dientes de N, By K tales que

i) Cn < A,

1) | Fc ) Ul (S M

Existen constantes positivas

Ay, My, indepan-

Demostracién: Sea V, = ('NoN @ genera.&é{ sen x sen 2t} )n

E,. ya que h(U) = -jUé::\"n’," por (1.14) se tiene
(a.1) Ch < max I(U) < max I(U)
U&VnanLn) uévn
El lado derecho de (A.l) es finito por (3.B.7) y por la for
ma de I.

Supongase que el miaximo ocurxe en
puede escribirse en la forma U =r (Q sen
P(x,t) )

|| Sen x sen 2t H{—'a-
-

donde
1

r={|u | |,Escogiendo U =1, con norma
de (3.B.14) que I(fy,)>0

(A.2) 1
2

2

+ Fl (Q.) dxdt _<_%-rz Sen? ¢

. T
Ya que todas las integrales

U=4, . cada WU e Vy -
& sen x sen 2t+cos &

' CP(NoN')nEn,N‘P": LIE [6,2m), vy

Ll, r=r(n), y observando_

se encuentra que

r? Cos zﬁf(tpzx" q’é ) dxdt-%a VCos ?§ g"\?‘idxdt +
T

Donde U,,= \7,‘ + VT,\E NgN L

son no negativas, se concluye que
(a.3) Fi (Un) dxdt < 3 r® Sen? &
(F,) y (fs) implican que para |[Z |<K
(a.4) F (2 ) =F( 2) >x,|z]* - a,
Donde ‘@, y o, son independientes de K. Para 2 >K y -
usando (3.B.7) «resulta
(a.5) F (2) = F(K)+ (K) (2-K) + 3F'(K) (z-K}f +%  (K) (2=K) *
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En particular, para 2e [K,2K]

Fi (zZ) > F(K) >a: K - a,

mientras que para 2K < 2 = YK, ¥ > 2se tiene que
i - L] 1 - 4 v _ 1 r“l" 4 72"
siempre y cuando r (K} > 1, lo cual escogemos de aqui en adelante
(véase 3.B.7),
Para 2<0 se pueden hacer estimaciones similares, es decir
para toda 2 eR se cumple

ponde $= min (4, o'l) > 2 y las constantes a, a, son

independientes de K.

Usando (A.3),(A.6 ) y la desigualdad de Holder se ob=-
serva que

8
@a.7y 4 -, —2 2
FTr? > a, gluﬂ[dx dt -~ a, > ag ( U, dvdt -
A

T
_ s
. - a; = agf <~ ag
Ya que 3 >2 (A.7) propbrciona una cota superior para .
(2.8) r ¢

Donde T es independiente de n,B o K. Regresando a (A.l)
y usando la forma de I se obtiene

. 3 2 2 3 ez
C, < I(U) ¢ 3r*sen?t ¢ 588 2A,

Lo cua}l demuestra el inciso i).

Para demostrar ii) obs&rvese que

@100 cn=reum = ([(uk-ub-pul)- Rlud]ide
T
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Y como Ua es un punto crfitico de I/En

(A.11) R ) @ =0= ((un:% - Un, P, - pVae ¥, - F (w1 ‘P) drde.
\ ;

para toda (P € Ew, donde CP= ¥+ %, Ve N, XENL .
do ahora (P = Un en (A.1ll1)
sulta

Escogien

Y restando l (A.11) de (A.10) re
2 -

(A.12)

c, = L(% fx (un) Ua - FQud ) dax at

Un cilculo sencillo: demuestra que con U = Un

To(w) R T.(w)

TS W) £ W) vy e(W)x (w-%) 4, P09 (U-K);_]:lxdt

% \ (4 FEIE)-FER) - § ) FE¥) - fieluvid) €106) -
b -3 p (0 (s Py p0) (ur k) [ dxdt.

Donde T3 = {(x,tle T | ulx/t) < K}, T,(u)={(x,t)e T |

(k,£)> K}y T,(U)=T [(T,(u)y T,(u) ).  Usando ( £, )

- (1i)- -se puede verificar que existe una constante ¥, >0 - e inde--
pendiente de X tal que:

f

g(%Fk(u)u -Fk(u)) dx dt >
.

2 =X+t (F-8) £ (w)u davae +
To(uw)
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SRLICEOMS @45 e (9 s () () Jadt s

t(.'“) :

[} ; : oy
v S [(12 _9) FERYG) + 5 pC (u+ ) iy () (uax) ] drdt
Ty(n) - E et
Siempre que[J(K) >4 FED + f (-K)*) Lo cual es una -
eleccifn que se puede hacer. Finalmente, existe una constante
\6‘2 > 0 e independiente de K tal que:

(a.15) x Clwrw drat < Yy+ f f(wyuaxar +
T T (u)

+ XB(K)K"' (-’(K)K( U -K)?* + %P(K) (W-K)" dxdt +
Tu(w)

+ S {\-K £ (=K)+ P (K) (=K) (U+K) s 135 p (K) (w +K) “axdt.
Tt(v.) )
Siempre que P (K) > € (K)*+ (*(K)* + R* (' (K)*+ [ (-k)" +

CY(-K)?* + K* (' (-K)* Lo cual se asume de aqui en adelante.

~-Combinando ya por Gltimo (A.12), {(A.14) y (A.1l5 se obtiene.

(A.16) cL vy 2 Ny g&(w)u.\ dx dt ,

Para constantes Y; R ¥y independientes de N, By K. De
aquf se obtiene 1ii) y el lema queda probado.
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LEMA (3.C.1) Ssi U. es un punto critico de ] lE“ v I(u-)= Ca,

existen constantes M, M,>20 tales que

(27r) Iy

3

(3.c.2) Hvallo ¢

roGed gl Ue €1 @I E Hy (4 1ud )

-

Donde M, es independiente de N, p Yy K.y M, depende solo. .
de K.,

DEMOSTRACION Por el lema (3.B.13) resulta que

(A.17) 1" (u) P=0

Para toda QP ¢ ©. Escogiendo CP= V= V- Ul = P (!;ﬁ—t) - P»(-nt)

resulta que

(a.18) g Vol = S G Ve dxdt ¢ g | INCOIR
T ; N

< v e Nl

Ya que Yvir\{ = V-{ Usando ahora la normalizacién ‘_?_] =0

tambi&n resulta que

\/1
@.19) v, =) P"ic(s\)é GaY NPL gy

Combinando (A.19) con (A.18) y usando las propisdades de _
la normalizacién [PJ;(3.C.2). Para obtener (3.C.6) sea CP.:

5@ obligne

¢
v,,“e Ew en (A.18) entonces.

a.200 g || vﬂ“\\l‘} = - S €, (ua) Vu, drdt & || £ (u) o v, M e
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comeo la definicifn de Fu(’!) implica la existencia de

-

una constante QA (K ) tal que o
- >
2
L6 )¢ ale) (W )
Entonces es f&cil ver que (A.ZO) implica (3.C.3) y el
lema queda demostrado.

LEMA (3.C.4) Existe un "‘6:7fi’sta'nte ‘A, dependiente de K y

B pero independiente de V\

(3.c.s) Wwall e & Ay
DEMOSTRACION La ecuacién ( A.l17) implica que

(a.21) D wa=8 Va, = Pafe () = L.

Donde F. denota el proyector ortogonal de L2*(T) en E..

Aplicando ahora el lema (3.C.l1) junto con (A.21) resulta que

para toda o & (0, 1)

(A.22) Nwall o € % W z.lle=

Para hacer una mejor estimacibn del lado derecho de (A.22)

sea Z(l,c): 5“ g““f;_(}?l ’C')Q/Z'Q/}’E

p 4 tdl-r

Entoncés por la desigualdad de Schwarz resulta que

(A.23) ‘7((1&){ «sZwltl,
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y en forma similar

v i
(a.24) \ X(y»,h,nh)- %Cy,t-)\/__ (gjr-clﬁ) (gﬁtlclr J;)l <

¢ « (\nls m)"’ 7l ey

ponde A denota la regibén de integracién para la diferencia
entre los dos valores de X . Debido a que Cu( T ) es un

algebra de Banach se tiene.

(A.25) “ CP X”C; ¢ K, u (‘P"C‘ “ X ”C«.

Para toda 90, Z & Cd Tomando ahora & =

con (A.21) y (A.25) se tiene:

‘I y combinando

(8-26) H Wha “C"‘ & oly “P Va,, = Pu €ulun) “ L2 £ oy (A | Vueo o+ 16 Cu")“t})

Usando (3.C.3) se concluye que

(a.27) hwall e € % (14 \\ug\\g\)

Donde &, depende de K.

Para mejorar (A.27) y asi obtener (3.C.5) se usard una desi-

gualdad de interpolacifn y algunas observaciones sencillas.

Usando (3.B.15) 4ii) y (3.C.2) se tiene

(a.28) [[u? nLﬁ (\\vu\(w\w.u\lﬁ ., ¢ (M, /o + W\ wdh)Af
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Usando la desigualdad de Holder (3.B.15) ii) y (3.c.2)

de nuevo resulta

(A.29) It wa i u = “‘un“VJ « 5 Ls I.

Donde & depende de B YK,

Por una desigualdad de interpolaciﬁn,,,, S para - &<

As’s v y P Cm(T> R
(/‘)/(V ))

-2)/(v-2)
@30 QU Y PN ey
onde z " DT(P “c a o= O L
vone "(P”L" = Ivi=p ' ‘s;f”Sco

GO

\wi= ¢

Si P es el mayor entero en—% y -k = P"‘,%— . Es

cogiendo A =-—}I se observa que llfP\\d = H s (<p) Adem&s haciendo

y;}i Y /l =0 en (A.30) se obtiene.
Y2 vy va e
@30 [ @l < ¥, (we (@) NQls v o) el

Combinando ahora (A.27) (A.29) (A.31) resulta

(A.32)

¢ ” W ”C‘I" 4 Yz (‘-&- “ Wn"clfq, >

Y de agqui resulta el ILama.
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(3.C.6) Existe una constante Ay dependiente de K y P,

LEMA
tal que
(3.Cc.7) Il Va nn’ + " wWh “q! & Aq
DEMOSTRACION:  Por el Lema (3.C.9) con 4= 1, (3.C.2)"

se tiene que.

(3.C.3) ¥y (3.C.5)

@330 fwally £ 6N v, = Po B udlla €22
Por (A.17) con Cf = Vaev, se ohtiené’
(A.34 ) B 1 Va s Il:l ¢ | LF; (Ua) Uag Viys dx d2 \

Lo que junto con (3.C.2)(3.C.5)(A.3.3) vy la desigualdad

de Schwarz resulta que.

(a.35) [va o N2 € o

Para Ve Nn CV"/ h’/?l dv-= o y es ficil veri-

ficar que todas las derivadas de orden R de V tienen la mis

2
ma norma L .

Lo anterior junco con (A.35) y (3.C.2)(3.C.3) dimplica

que.
(A.36) hvall,; &y

Finalmente el Lema (3.C.9) de nuevo con <= 1.y por -
resulta que.

las anteriores estimaciones

@31 Wl € o

Y de aqui se obtiene la expresibn (3.C.7) .
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ANEXO B
LEMA (4.A.7) Existe una constante A tal que para toda -
pJ K>0
(4.A.8) \\V(@,K)“(SAS
DEMOSTRACION:

Si V= O para algunas ﬁ + K, esta -
trivialmente acotada. Se asume por ello en lo que sigue que
V # 0 de la expresién (3.C.14)

se tiene

S(.pvﬂrﬂ W) P dxdt=o

[}
Para toda (Pe N, Asumiendo ademis que ‘Fe H entonces (B.1) puede
reescribirse como

(B.1)

(B.2) '

T

&pvt e+ (. () - £, (w))ﬂn Jt=

=\ fe) Y ddt

1

Se obtendrd (4.A.8) escogiendo a (P como una adecuada -

funcibn no lineal de V . Definase la funcidén ¢-MR->R tal que

4()=0 sitsleM
= S*Mr si
= V-V

= 9. 7,

°4($\=5-Msi S > M % q_(s):
S¢ - M

. Ademis como V= pP(xz +t)_ P (-x+t)

, Cf&: q(\/»\-)) 9{: 3(‘)}! escogase (? -
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Entonces por construccibn (P € N Considérese

(6.3 &Vtcptéxdt . g@@)@) Y (V) v we -

- ') vi g (v)(v.)]JlJt

Ya que ‘_\/!]= 0 entonces por la definicibn de [_P] los
dos términos centrales del integrando de la derecha en (B.3) -
se anulan. Los t&rmirestantes son no-negativos ya gque q_‘ Z O

De aqui que (B.4) implica

(B.5) \(QKQ\,,W) (:(“’)><3 ‘?(-)J de ¢
A IAO] S(W\ ‘i'\ dedt

Sean para cualquier 87/0 ) Tz.: { ¥, ¢) (__T\ \\/(z,d p 2 ‘k
To=leeTlveossyy Ti=T\7 - rer )
el integrando del lado izquierdc; de (B.5) es no negativo. Por -
ello.

(8.6) % (fevew) - & (w)) (v 3‘) dr dt 7
1 4 &((— (vw') F.‘CW)) (’1 Q)chlt

Se define ahora , ‘
min Q (? +Z) Q (C> 'si X220
{7le M5 " ‘

COBRAAE

max Y\‘ (’Z * t) Fu (C> Si: z 40
Vo) e Mo :

Con la My de (4.A.6). Por ( f2), Y, (2 ) es monotona
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creciente estricta y por (3.B.7) "#K( >4 ) —» ¥ o0 cuando

Z-— ¥ o0 . Por (3.14).

(B.8) g ((:“ (V+\u\ F(w)) q_ 3):’ dt =
K '%(") (- 9)dxde 5 %@ | v(ama)drde
N i Vl’c
debido a que Vv (g'- %’) 2 O , Observando ahora que para < < O .,

(B.9) /'q)k (Z)'é - Min €K (Z)- E‘ (74 C)

11 & Mg

-~
\

»

similarmente se encuentra que

(s-10) S(h(vw) o)) (5> "e)&&p-w ngqwf

Ts-

Sea ahora /L(,(( Z ) = min { 'Y;'( (2), - VK( X)) para
Z % O . Entonces A ( 4Z.,) es monotona creciente estric

ta y /d,(( 2 ) —> e cuando 2 —» <© Por (B.8)y(B.10) se_

tiene que.
&(;K(\mﬁ - &(w)) (¢: 9{'—>J;4£ a(.}%&)) gv(‘i'-"c')hclt'
-XS (v=v) (- %)éth- V(1) dxde "/‘(S) ¥
(B.11) ~ 1/75
7 /‘(A’(S) X.i(Vqu‘*_v—i)JIJ{ - S g (\%‘\{-\%-“Jrlf:[
flv i .

La Gltima desigualdad se sigue de la definicién de [ P]

y del hecho que [V !]= 0.
La definici6n de F (5 ) implica que §9(s)Z> M \QCS)\_
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De aqui que por medio de (B.5) (B.6) y (B.11l) se tiene

@120 |G MH{ |9+ 19) Jfo Md_@ g( ERRER) I

que.

Escogiendo cualquier M & || Vj,“(, el término integral es

‘positivo Y se puede dividir por el para obtener.

(B.13) H—-ﬂx(s) < u € (w)nc
¢

Ya que la expresi6n (B.13) vale para todo Ml v2 “c se

puede pasar al limite, haciendo WM = \v® “c . Ademis  motando

que “v‘\( D R\RVE “c , (B.13) implica que
(B.14) Nvili, - § 3) ¢ |} €. w)l
20N, Ae(3) )l
Escogiendo ahora 8 = l \\ v “ se tiene que.

(B.15) //K l "V”/) {/} F(W)

Ahora por (4.A.6) el lado derecho de (B.15) esti acotado
independientemente de By K y por ( f3) (ii) y(1.7) dada -
cualquier 4 ? O existe Z,

para
toda ¥ 2 %, Y para toda K. Usando ahora la definicién de

/4/,</ {(4.A.8) se obtiene de estas consideraciones.

Con esto queda demostrado el lema (4.5.7) .
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LEMA (4.A.13) Las funciones V= \/((5) forman una familia equi
continua en C N N |

DEMOSTRACION: La demostracifn es semejante a la del Léma

(4.A.7) por lo que se enunciard en la forma m&s breve posible.
Sea U = V+W una solucién de (3.B.8) y he IR . Haciendo _

C{x,t):v(x_,tmj/ wz,e)= w(x, tfh)/ &.-Gu?,/ V:Q-V/

WEWw-w 4 U:=V+W .  De (3.C.14) se tiene gque.

(B“G) g (—F\/m*F(QB'F(“))(PAXJC;O
1
para tocda (Pe N Esto se puede reescribir como
(B.17) SPM)‘ dedt ¢ g<g(o.w) ) ?(u))<P<lz dt= {(;ca)-f(o w))w

» Escogiendo ahora ({)= ‘i.(\/ ") - ci'-(\.") Ej Q+- Q’donde VAS \7 ‘. V'}

etc., se obtiene el analogo de (B.S5)
B.18 -
( ) g(((\/u& *F(“)>(Q+-Q)J"Jtél
De (4.A.6)(4.A.8) v (4.A.10) se sigue ahora que:

@29 @) - Gl e Tl ¢ i)

F@)- fG ), g(\ Q'l *IQ@J

Sean ahora 'llb (2. /é( (Z) tal y como en el lema (4.A.7)
donde se ha cancelado el subfindice K Yy reemplazado M{ por M; t

P
+ /]s. tal y como en (4.A.7) se encuentra que,

(B.20) g(F(v+u}~§(u)>(Q‘-Q'>Jth>/ ;la*\(/«}) (M_g) (\Q'l«\Q'D&r&

T



20

y (B.21) Yy (Ezl' I/\/t//() £ 4Y¥ M

o bien .

(B. 225 m”‘.l{i" : (5*“)"9 .‘CS)\ < f‘}'/}“.l (qy, Mc “‘l)
SeS

Donde como se sabe V{(x,e)=P(xs+t) - P(-x+t), Asi

(B.22) proporciona un modulo de continuidad para Vv inde

pendiente de /3 y con elloc quéé}el. lema probado.
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LEMA (4.A.17) Existe una ¥ 7 O tal que | w (p) \\c > ¥
para valores de F} cercanos a cero.

DEMOSTRACION: De (3.C.23) se ve que:
(B.23) ) < e'z +-A z*

Para toda % ¢ R. Por lo tanto.

(B.24)- .
Ty = jo= \li(u: pv,ffu) ‘u]det
Para toda U¢ u\‘NE»\ , Recordando que
R(r)+ :
I = freC @aon 0 ) [ heew o 1]
se tiene
(B.25) (C, =inf max I(k(u)) = (nf max J(k(,&)g Bu

hel e B helo, ueBaiR™'

se afirma que !3,., es un valor crfitico de J \Fn ya que para

Ue N'aEw = (R")l se cumple
(B.26) S(rut U;)JLJt S’u dz Jt
T

Ahora bien, ya que para U el—..‘/ I\full"c 20(“‘U$|:1>en y=0
entonces haciendo €<% se ve que existe una Y‘:Y‘(V\, k) tal que
J(W)> 0 para ye (B‘\{Oi n (|R")L> Se verifica facilmente _
que J Satisface el resto de las hipotesis del Teorema
(3.B.10) y por lo tanto bﬂ es un valor critico de Jle.‘ con
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b.70. De (B.25) se tiene.

(B.27) . g[LQ £, (L) Un - Fi (un)]dziw L_,,,=}, A, Kﬁf-cluft

donde 61“ (ﬁ; ¥ ) es un punto critico de J\Eq correspon
diente al valor _b»\.

Ya que J satisface las hip6tesis del Teorema (3.B.10)
y €7+ A satisface (F), ( o) y €y) (1i). se sigue de

todas las estimaciones de las secciones III.B y III.C que

una subsucesién U, ((3,K) converge a una soluci6n cldsica
U (p,K) der !
(B.28) Ejﬂ-‘avgti-Eﬁ&-A‘u:o
TW(o,t) = U(W,¢) =0 W (x,te2?) = T (K1)

Ademis de (B.27) se .tiene.
(B.29) SK» &(u(p x)) Fe (u(p, K)]cj dty ~\,;/ fl—l(@ K)"JKJ'(‘

Para demostrar gque ll es una solucifn no trivial de -
{(B.28) se requiere una ligera modificacifn a la prueba del -

Lema (B.29), ya gque.
1Y — ——
(B.30) ) (un‘) Vu =20

se encuentra que

—_ 2 — a2 — 3
(8.31) (3"\/,.,“&1-6\\\/‘[\,_: ¢ A Nud, g\u,\A;J’t
h s
Substituyendo (B.31) en (3.C.22) se tiene:
- — N
@.32) a1l ¢« A ol ¢ o Ae Oy

con ‘Z§Q = [IVill, + Huh“LCOmbinando ahora (B.32) Y (3.C.25).
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(8.33) 3 An sot A, En * Myp (ezk‘ A ji)

Donde ({, es independiente de €, nlﬁ 4 K., Escogiendo ¢ < (20(4,)

se obtiene Z,.W/};”’A.évz (0(| t Mq)dlz De aéui que l\ a4 (@, K) \\Csati_s_
face la misma desigualdad.

Ahora para obtener una cota inferior para n w (@)“C s—g
péngase por el contrario que W ((3)-—-) O para alguna subsucesi®n,
De (B.15) se concluye que lo mismo sucede con Vv ( <] ) vy por
lo tanto con U ( p ). Entonces por (B.29), ll a ((3\\\6‘-9 0 cuan

do p-—>o Aplicando (4.A.4) para"z-:( y (3.C.11) se observa que:
©.30) (WMt Nea(e)r AcT (YN, — o

Cuandoﬂ -» O, Ahora, empleando (B.2) con (P =V se obtie

ne: .
(B.35) :
S (Vﬁ 3IVw +3?/2J/2> dxdt ‘.—.S g widrdt
T

T

Una aplicacién de la desigualdad de Holder implica que:

(B.36) \ V(p)ud Lol W W ()

Ya que V2V~ V" con [ V!]=Oy usando la definicién d¢ el

(8.37) g Vdpdt = gT((v*)”w(v V() (7)) drdt

se tiene que:
(B.38)
¢

S (s (3) ) dxdt ¢ ¢ \\'w W

Regresando a (B.2) con ‘-P: 9 (v*)- g('v‘)i 1-*‘3} haciendo

algunas estimaciones gruesas se obtiene:




T

(B.39) %vs (4-9)dxd e “(Cn)’ 4@V (75~ (v-)’q]adt

Desarrollando la integral de la izquierda y usando de -

nuevo ( 2.2) se obtiene
(8402 g 0(5-9 )drde 7 SUV*)’%’ P ()T (009 () dede
t T .

Donde se han quitado dos t&rminos no negativos del lado
derecho. Usando la definicién de [P) , (B.28) y la desidual
dad de Holder para estimar los Gltimos t&rminos de (B.40) se_

llega a.

(B.41) M g(\‘-'r‘h\i'l)éxét ¢ g L(o*)eh (v-)’?']Ath <
1 T

¢ wy (Nl 1@ 1)1 Tl ( (187 197)) dude
. T

(Ya. que s* 9(s) J/M’ O \). Siguiendo el mismo razonamien

to que en el caso del Lema (4.A.7) se concluye que:

(B.42) T YN, € o h W (e) i,

Regresando a (B.34) usando (B.42) se obtiene:

(B.43) \\W(P)”‘;é?“’%s'[{((-ia(q) AW (e )l + Ae ((+xq)3\\w(p)"3<]

N6tese que las constantes «j, qu/Je son independientes de
/3, Yy gque 15(;,.‘1&.1 son independientes de ¢ . Adem8s (B.43) es -
vilida para toda 0<€& < min (3, szﬂ)-‘) Asi escogiendo o <« &<
- -1/
! - 2 ?
& Y_‘In'&o{:(”xq)‘] se observa que “W(9>n<>/ (21\ s Az(l’rd{’q)})

Lo cual es contrario a (B.34). Con esta contradicidn que-~

da demostrado el Lenma.
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