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INTRODUCCION 

El presente es un intento de formular a la Mecánica Ana 
lítica dentro de un esquema 1Óeicamente consistente, con
tendenciae a u.na formulación axiomática. 
Esta no es, sin embargo, una presentación matemática de la 
Física o algo por el estilo. Hemos tratado en lo posible 
de enmarcar la formulación dentro de un contexto físico con 
una amplia discución al respecto. Así por ejemplo, en la 
sección 1.1 hacemos un breve resumen (una miniformulación) 
de la Mecánica de Newton, poco usual en los textos de Fí
sica. (Las ideas de esta sección con algunas modificaciones 
se deben enteramente al Profesor Mario Hosrtles y aún cuando 
hemos estado en desacuerdo en pequenos detalles, esta seo 
ción merece una atención especial). -

Un aspecto importante de esta tesis es la notación uti
lizada. Nuestra convicción es que a grandes males grandes 
remedios; y dada la frecuencia con que nos hemos enfrenta 
-do a descifrar ga1imatías tanto de la literatura para lo°ii' 
f{sic'>s co:no para loa mn.ternáticoa, la notación introduci
da posee l.a virtud de no dejar ningunn. duda al respecto 
de au significado. Creemos que R este nivel es neceoario 
tener la mayor precisión posible de lo que se está· dicien 
do a fin de· evitar las ambigüedades tan frecuentes. Con -
el objeto de aligerar el trabajo al lector hernos hecho una 
breve expl.icación de la notación utilizada. 

La formulación que hemos adoptado ee remota a Poincaré 
y D. Birkhoff. Siendo Poincaré el primero en reconocer la 
idea del espacio de estados como un ente geométrico esen
cial en la descripción de los sistemas mecánicos. La for
mulación intrínseca o abstracta de las variedades se debe 
a E. Cartan y en foram primitiva a1 pedante de Gauss. rirás 
recientemente Mackey ha conribuÍr1o en gran parte a este 
aspecto de la formulación de la wecánica Analítica y de la 
Mecánica Cuántica.A Últimas fechas, J. u. Soriau ha pro
puesto un cambio cualitativo en la forma de ver a un sis
tema mecánico en base a la geometría aimpléctica. 

Basados en el trabajo de estos grandes señores hemos es 
cogido esta formulación diferenciable de la i.!ecánica Ana= 
lítica. Cabe aclarar que este es tan solo un aspecto de la 
Mecánica y seguramente hemos dejado de lado aspectos más 
prácticoss pero antes de eso era necesario rea.firmar las 
bases teóricas de la Mecpnica Ana.líti9a. 



La. tesis está dividida en tres capítulos. En el primer 
capítulo planteamos dentr) de un esquema for~al, el ob
jetivo central de la !Aecánica Analítica. Ello requiere 
primeramente introducir primeramente la noción de varie
dad diferenciable y en particular las va.riedRdes involucra 
das en la formulación, los haces tnngente y cotangente, c7> 
rno una herramienta. previa. En seguida pasamos a delimitar
con bastante precisión nuestro objeto de estudio y hacemos 
una clasificación de los sistemas mecánicos. En el resto 
de los capítulos se estudiará una clase particular de sis 
temas mecá nicos, los así llamados estacionarios o indepeñ 
diente del tiempo. -
E1 capítulo II es una introducción propiamente dicho a lo 
que comunmente se conoce como 1.lecánica Analítica- aunque 
nosotros proponemos una visión más runplia de ella -. 
AquÍ desarrollamos primeramente la r.1ecánica de Ha.mil ton y 
en seguida de la Mecánica de Lagrange eu el contexto de 
la geometría sirnpléctica. Al final hacemos una diecución 
acerca de la relación entre las formulaciones anteriores 
y de Newton. 
En el capítuloIII se empieza por hacer l.Ula breve introduc 
ción a l.o que hemos llamado "estado natural de movimient-; 
de un sistema mecánico" y he:nos propuesto una definición 
precisa tentativa enunciando tres conjeturas en relación 
a el.lo. En el resto del capÍtul.o se tratan al.gunos eje~pl.os 
cl.ásicos y algunos nuevos que ilustran las consecuencias 
del concepto de estado naturla de movimiento. 
Al final hemos puesto algunos apéndices sobre algÚn resu,l 
tado específico. Creemos que esta es unn parte muy impor
tante del trabajo, desde el punto de vista matemático, ya 
que algunos resultados son realmente nuevos. 

En todo esto, uno de los méritos de esta tesis, si acaso 
·lo tiene, radica en que nuestros resulta.dos son válidos en 
el caso de variedades de dimensión infinita o sea para sis 
temas con una infinidad de "grados de libertad". -

F.inalmente escribo de "nosotros" porque la infraestruc
tura necesaria para l.levar a cabo este trabajo requirió 
de la paciencia de loe profesores M. Rosales, A. Aldama·y 
F. Uribe sintetizado en sus notas y resultados • 

• 
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1.1 ESPACIO DE COUFIGURACION. ESPACIO DE ESTADOS. 

La diferencia fundamental entre la Física y la Matemática radica en 
el tipo de objetos con loo que cada disciplina trata. Aún cuando esta 
observación resulta por derná; obvia, los planteamientos usualea de las 
diversas ~~orías Físicas que ae p:reaentan en los textos resultan gene
ralmente obscuros por el descuido de esta observación. 

En la rama de la Física- ~!atemática, se hace necesario ante todo, h!:_ 
cer una distinción clara entre los objetos de la realidad que cada TeE_ 
ría Física describe y la estructura formal que se plantea como descrl.!2.. 
tora de dicha realidad. En segundo t6rmino, ea necesario establecer el 
vínculo entre los objetos de la realidad y los objetos de la estructu
ra formal, con el objeto de que las predicciones o resultados de la 
teoría aea.n suceptibles de interpretare e en la real idnd. Esto trae co!!_ 
sigo un estrecho vínculo realidad - formalismo presente en toia Teoría 
Física, y que de hacer caoo omioo de éote, se preaenta la poaibilidad 

de confundir objetos descritos con objetos descriptores, planteándose 
un panorama pobre pura el entendimiento claro de los conceptos f!sicos 
y su disposición dentro de la Teoría Física. 

Dado el desarrollo de la Matemática moderna, se baoo necesario re
plantear este vínculo realidad - formalismo a la luz de los nuevos 
conceptea matemáticos, con el propósito de exhibir un desarollo lógio~ 
mente consistente de cada Teoría Fíaica. Esto trae como consecuencia, 
casi inevitablemente, ln omisión de los aopectoa históricos de la evo
lución do los conceptos tanto físicos como formales. 

Cada Teoría Física trae conoigo cierto formalismo en su pllll1teamiento 
y ésto en parte determina la riqueza o limitnci6n de la realidad que 
describe ( por otra parte las limitaciones propiaa que onda teoría im
pone sobre loa objetos ae su interés delimitan esta descripción). Esta 
clase de objetos o sistemas en la realidad, capacea de ser descritos 
por determinada teoría es lo que convenimos en llamar la "realidad 
accesible" a ln teoría. 1\aí pues, los objetos de la realidad accesi
ble a cada Teoría Física hdmiten una descripción en términos de un fo,;: 
malismo eapeoifico, adoptado implícita o expl!citamente en su formula
oi6n. 
A\bi cuando la realidad accesible a dos teorías posean objetos comunes, 

no es inmediato plantear la incompatibilidad o consistencia de ambas 
teorías en términos de esta realidad común, debido a que las descrip
ciones formales ( y por tanto eu interpretación física) son en general 
di:f'erentes. 

E n las siguientes secciones daremos un planteamiento de la ~ecánica 
Analítica , en el que se intenta hacer ver la importancia de los pun-tos 
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que hemos señalado oon anterioridad. El planteamiento formal que dare
mos de esta teoría.será en el marco de las variedades diferenciables, 
y la raz6n de ello radica en que nos brinda una estructura suficiente
mente rica para describir una gran vnriednd de :fen6menos de su realidad 
accesible. Esta estructura matemática incluso supera el c~mpo de la K~ 
cánica Analítica, pues el mismo tratamiento sistem~tico ea aplicable en 
otras ramas. Aún cuando eato parece tentador, lo hemos omitido por es
tar fuera de los propóoitos de ln precente tesla. 

En nuestro planteamiento de la Mecánica Analítica el concepto de va
riedad diferenciable es de fundamental importancia pues en el ee apoya 
su formalismo. Ya que habremos de hacer Jeferenoia a esta noción, es 
conveniente dar una definición preoisa( 1 • 

1.1 DEFillICIOll. Sean M un conjunto, V un espacio vectorial normado so-· 
bre R, y n ( z+v\O! • 

Si existe f ( P(M):i: y F 1: ~ Vf(i) ,siendo 1 nleún conjunto de indices, 
A' "J. tales que1 

e.) U i'(i) • M 
.\c. 1. ,. 

b) (F(i})(f(j) (\ f'(i)) ~ 'lv 
y e,)~ !. 

o} F(i) es inyectiva ~ i €. I 

id 
d) F(i)oF(j)-1 ~ cJl(F(j)(f(j)nf(i)) 

'-4 i,jtl. 

decimos que F es un atlas de M de clase en en V y a los términos de la 
:tnmilia l F(i) / i t.1 \ ~e les llama cartao de F. 

Considerando al oon~w1to de todos los atlas de ?>! de clase en en V, al 
cual denotamos por 6J,;'t'11,11J , se define una relaci<Sn R~i.1, v) en 

¡~~~.-.\ 'l. P.M1'. .. ,v) 1 haciendo 

(F,G) ~ R~t-1,v) si 
,, 

1) F(i)(f(i) (\ g(j)} €. T", '.f i '° Ip , '<t j "° I 0 

2) F(i)oG{j)-1 O(j)o F(ir
1 son de clase en 'V i ~ lF 

\f j ~ IG 

l"' 
la cual resulta ser una relación de equivalencia en Jli l..t-1, vi ____ , __ _ 
(i) Véase (13) PªBS• 58-62. 
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a. n >e'~' / n A 1 adop+.ar una clase de equivalencia (M,>JI E "'\",,1 R u••"' , decimos 
que (M, o.nl ... ,v1) es una vnrieda.d di:f'erenciable{i) de olaee en en V y 
en tal caso diremos, abusando do la notación , que M es una variedad 
di:f'erencinble de clase en modelada sobre v. 

Con el propósito de mantener un carácter general da la teor!a que 
aquí ee desarrolla y la posibilidad de e~tender este tratamiento formal 
a otras Teor!ao Físicas {como l·lecánica de Flu!doe o Eleotroma('Iletiemo}, 
todos nuestros resultados se basan en la oonsideraci6n de varicdadnn 
diferencinblee modeladas eobre espacioa vectoriales normadoa aobre 1R. 
de dimensión arbitraria(ii) , y solo en casos específicos habremos de 
suponer que loa espacios son de dimensi6n ~inita. 

Empezaremos por establecer el vínculo entre el formalismo de la Ue
cdnica Analítica y su realidad accesible. 

·Cuando un observador coneidera un siotema f!oico en la realidad, cu
ya posición pretende deacribir en el tiempo{iii), deberá ante todo adon 
tar un procedimiento experimental que determine la posición (con:figu- -
ración) del sistema respecto a su sistema de referencia. Para ello re
quiere de la elecci6n de un conjunto, digamos M, que represente loe v~ 
lores poaiblee que obtendría (direota o indirectamente) como consecue!!. 
cia de ejecutar el procedimiento eXperimental adoptado para determinar 
su poai ci6n. 
Pueato que el oistema físico en considcraci6n ea en principio arbitra
rio, no. existe un método canónico de hacer éo1;o{iv) 1 entonces, depen
diendo del observador, ~ate eliee un procedimiento e:xpcrimenthl ~ al 
conjunto M que considere suficiente para deocribir la poaici6n del si,! 
tema :físico respecto a su sistema de referencia en todo instante. 

En la presentación que aquí adoptamoo, auponemoo que el conjunto M 
siempre admite una eatruotura de variedad diferencieble de clase c2 

(la justificación aparecerá más adelante) y ae le denomina espacio de 
configuración. 

En base a lo anterior, el espoio de conficuraci6n es una descripción 
de la región de la realidad accesible al oiatema físico de interés, y 
hacemos énfasis en que esta representación involucra un procedi~iento 
específico de deacripoi6n. 

----------
(i) En general el término diferenciable se aplica cuando n-.~1. 
(ii) En ocasiones será necesario suponer que el espacio de modelaoión 
ea un espacio de Banach. Cuando esta condición se~ requerida, la haremos 
eXpl!cita. 
(iii) Esto deli~ita en p~rte los sistemas físicos de interés para la 
Mecánica a aquéllos en los que se requiere describir su posición. 
(iv) En el capítulo III veremos ~lgunos ejemplos. 
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Otr~ eupoeicicSn básic2.' de la Mecñica Analítica consiste en que dado 
un espacio de oonfigurrición Z.I asociado a un eietema f!eico, el ha:i: co
tangente del espacio de configuración, T(M)~ contiene toda la informa
ción mecánicamente relevante del sistema, razón por la cual se le lla
ma espacio do estados. 

La justificación de eetn última suposición fundamental que se pre
senta en los tcxtoo(i), de ninguna manera ee clara, y en la mayoría de 
los caeos ee o~ite. 
En términos matemáticos, cuando el espacio de configuración ee una va
riedad de clase en con n 71 2, obtenemos que T(M)• beredn una estructura 
de variedad diferencinble de claoe cn-1, y en tal caso podemos dotar a 
T(Mf de una eatructurn eimpléctica en una forma canónica, lo cual es 
fundamental en la. Y.ecánica de Hamilton.{i1) 

Como un ejemplo de las dificultades que exioten para justificar la 
suposición mencionada respecto al espacio de cotadoo,exbiLiremos brev!!_ 
mente la situación de la Mecánica de Neloiton. Para ello, en primer lurrnr 
mostraremos por qué ciertos conceptos son loa mecánicamente relevantes 

, para la deeoripción de la realidad ccccsiblo a la Y.ecánica de Newton. 
Hecho ésto, habremos de ver que, formalmente, cata presentación ee CO!!, 

sistente con la presentaci6n más general de la Mecánica Analítica.li.ii) 
Cabe hacer énfasis en que todas lne dificultades que se presenten para 
justificar al haz cotangente como el espacio de estados de loe eiete
mns físicos de interés para la V.ecánica de Newton, habri1n de presenta_!: 
ee en los oiotemo.a físicos de interés para la i!eci1.nica /,nal!tica. 

Conoientee de las dificultades que existen para dar un planteamiento 
consistente de la J.:e clini c:i. de ?lewton - a pesar de lo~ e1t'!fuerzos que 
aparecen ocasionalmente para resolver esta eituaci6n(ivJ daremos una 
presentación que oreemos suficientemente coherente como para tratar loe 
problemas antes mencionados con cierta claridad. 

En la Mecánica de Newton tenemos una fuerte limitaci6n1 Los sistemas 
f!aiÓos de inter~s oonsioten fundamentalmente de un finito de cuerpos 
que pueden ser oalificadoacomqpart!culna; donde, desde luego, ésto de-· 
pende del juifio del observador, de la escala adoptada, la precisión 
deseada, etc. v) 

(i) Véanse (8) paga 509-511; (\ü) pago 1-2. 
(ii) Esto será tratado en las secciones 1 y 2 del capitulo II. 
(iii) En la eeco. 7 del cap. II veremos que ante sistemas f!sicos muy 
particulares, el planteamiento de la Mecánica Analítica resulta oompa
~ible con el Newtoniano. 
(iv) Véase por ejemplo la referencia (5). 
(v) Esto ejemplifica por qué la realidad accesible a cada Teor!a F!sioa 
no está perfectamente delimitada. 
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Ante esta situación, es claro que para_cualquier elección de sistema de 
referencia, es suficiente tomar a JI~ Rn, como espacio de conf'icuración 
(por comodidad cormideraremoe el caso de una partícula, de modo que M; R°'! J 

Veamos como oe plantean los con~pton "mecánicamente relevantes" 
para este tipo particular de sistemas físicos. 

Consideremos tres aistemi1a de referencia s, S'y S''con miamos patro
nea de longitud y tiemp{l)relojes sincronizados, ejes perpendiculares 
e igualmente orientadoo • Loa aiatemaa S, S'y S" son tnlee que 108 

orígenes de s• y S" coinciden en todo momento; loe ejeB de S y S" se 
mantienen siempre paralelos; los e jea de S y $" se rotulan de tal forma 
que el eje i-ésimo de s sea paralelo al eje i-ésimo de 5" (véase fig. 1) 

l">) G n> 
s ,:' l2.) ~-~.:.~} 5. 

1--l 
1-1 U) I 

/ 0 

~ 
, ~ s" ...... 

. (~) l2.I 

~1) 
1 h) 

;=' c.. 1 

Si adoptamos en cada uno de loe sistemas el método cartesiano para 
describir puntos de la realidad, obtenemos que las funciones de posición 
de una partícula, desde cada uno de los sisÜlmas están relacionadas 
segW:i. la expresión(ii) 

r 

donde As H corespondé al intervalo de tiempo en el que se describe la 
funci6n de posición de la partícula. 

r dn1)A corresponde a la funói6n de posioi6n de la partícula deede 
el sistema s. 

A 
ro~(R1) corresponde a la función de poaici6n del origen de S'desde 

el sistema. s. 
r'"e (n1)A corresponde a la fun oi6n de posici6n de la partícula desde 

el sistema s: 
R E Hom(n'3,R'3)A noe brinda para cada t E. A, la descripción de puntos des 
de S 11 a partir de su descripción desde S'( de hecho R(t) es una rotaoió~ 
para cada t E. A) • 

~~----~-----------
(i) Podríamos orientarlos m~dinnte la regla de la mano derecha dado 
que los sistemas están cn\Q realidad. 
(ii) Véase re:f. (15). 



- 6 -

Si el modelo de lna funciones de poo1ci6n r, r 0 , r' son tnles que 
per~iten la existencia de sus segundos derivadas y el movimiento del 
sistema S" respecto a S" es tal que D2R existe, obtenemos de (1.1) 
que(:i) 

Dr0 + R o.nr· + DR" r' 

n2r + 2DRADr' + D2Ro..r· + HAD2r· o 

(1. 2) 

(1.3) 

La e:rpresi6n (1.2) nos brinda la relación entre las descripciones de 
la velocidad de lB partícula descrita desde S y s·, la e:rpresi6n (1.3) 
nos da la relaoi6n entre lao aceleraciones, y es claro que incremen
tando el orden de derivación de la expresión (1.3), cuando es posible, 
se complica la relación entre las derivadas del correspondiente orien 
de las funciones de posición. 

Para obtener unu relación sencilla entre las derivadas de las :fun
cioneu d9 posición con un movimiento no trivial de los sistemas de re-

\UJ & ferenoia, basta hacer Dr0 • k y DR = O, Esto es, el origen del 
sistema S" ee mueve con velocidad constante respecto a S y S" no rota 
respecto a S". 

Con este movimiento entre loa sistemas, In e:rpreeión (1.3) oe reduce 
finalmente a(iii) 

n2 r • R AD2 r' • R(t)oD 2r· con te: A ••• (1-4) 

En otras palabras; ln aceleración de una partícula resulta invarian
te (hasta una rotación) ante doa sietcmae de I'i!terencia que satisfacen1 

1) Los 
2) Los 
3) Los 
4) La 
5) La 
6) El 

al 

patrones de longitud y tiempo utilizados son iguales. 
relojes eetdn sincronizadoe. 
ejes son perpendiculares en cada sistema. 

orientación de loe ejes es la misma. 
descripción se bace mediante el método cartesiano. 
origen de un sistema se mueve con velocidad constante respecto 
segundo 

----------------------------(i) Las condiciones para la existencia de las derivadas de las expre
siones (1.1) y (1.2) puede verse en ln reí (13) pag. 211 
(ii) El movimiento mas trivial sería el reposo relativo, 
(iii) Ante estas condiciones, claramente podríamos orientar los ejes de 
S y S", de ta1· suerte que los ejes respectivos coincid.ieranr 
R(t) • I 110 .,<i•,t1~IJ obteniendo entonces que n2r .. n2r: En tal caso la elr 
presión (1.1) se reduce a1 r I,

1
,_Dr0 ( t) + r', que se conoce como 

la transformación de Galileo. 
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7) La rotao16n de los eietemaa no cambia oon el tiempo. 

De entre todos los sistemas de referencia, lae propiedo.dea (l) a (7) 
caracterizan a diversas clases de eiatemae de referencia, y para cada 
claee, la aceleraoi6n de una partícula resulta invariante haata una rota 
ci6n en cada sistema de referencia dentro de dicha clase. En otros térmt 
nos, para describir la aceleración de una partícula, todos loe eistemaa
de referencia dentro de una clase son equivalentes, lo cual renulta rel!!. 
vante para la dencripci6n de au movimiento. 

Si tomamos un sistema de referencia eepec!fico desde el cual el ool 
mantenga un movimiento uniforme (velocidad constnnte) y cuyos ejes man
t~ngan cierta orientaci6n reopecto a laa estrellas, generamos con las 
propiedades (1) a (7) a una claee de sistemas de referencia que se con
viane en denominar "sistemas de referencia inercia.lee" (i). Dende esta 
clase de aiatcmaa decimos que el "estad.o natural de movimiento" de las 
partículas es el que cor1~eponde a un movimiento uniforme. 

Puesto que movimiento uniforme y aceleraoi6n nula aon conceptos equiv_!! 
lentes, se sigue por lo antca expuesto, que eata noci6n de estado natural 
de movimiento es la mioma para todos los eistemao de referencin inerciales. 

En la prescntaoi6n que aquí adoptamos, un sistema de referencia inercial 
no tiene un carácter especulativo sino bien conoreto,a diferencia de la 
concepoi6n Newtoniana de aietema de referencia inercial (aunque no en 
esta terminología) que se apoya en la noc16n de un espacio y tiempo 
absolutos ••• 

La afirmaci6n de que el movimiento natural de una part!ouladeade un 
sistema de referencia inercial es el movimiento uniforme, no es un resu!_ 
tado experimental sino más bien unn definici6n. 
Esta nfirmacidn no es una ley física pues si lo fuera, sostendría como 
válida e:xperimentalmente una correlaoi6n eopec!fica entre conceptos pre
viamente definidos (il); oin embargo, en e~\~ caso no se tienen noci~ 
nea independientes de movimiento natural y movimiento uniforme. 

Claramente podr!an adoptaroc otras definiciones de movimiento natural, 
y en cualquier oaso, el afirmar que tal movimiento ce el natural, sugie
re que si el movimiento de unn partícula no es ése. existe al{\"Unn razón 
por la cual su estado de movimiento no es el que "debería". As! puco, la. 
afirmaoi6n de que el estado natural de movimiento ee el m~ 
vimiento uniforme, en realidad corresponde a una noción particular de lo 
que ea natural o no; en e!ntesio. se trata de una posición filoe6~ica. 

(i) Eeta definición de eist. inercial no es 11n1ca. Véase P• ej. (Z~) png.5 
(ii) Existen corrientes que di:fd.eren francamente de esta ooncepoi6n 
de 1ey física. Vdase (23) pag. 71. 
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La no naturalidad del movimiento de una partícula se considera como cqu.!_ 
valente a la existencia de aleuna causa que provoca que su movimiento no 
sea uniforme, ea decir acelerado. P~r lo anterior, la nceleraci6n de una 
partícula es el efecto que registramos como ind~clo de la presencia de 
alguna causa y a esta causa es a lo que ee conviene en denominar fuerza 
que act~a sobre la yartícula. 

Esta definici6n cunlitativa de fuerza que ee apoya en: 1) nuestra poei 
cidn "causalietn", 2) en la consideraci6n de l.oa sistemas de referencia 
inerciales y 3) en la definici6n de lo que para nosotros es movimiento 
natural, puede enunciarse parcialmente en el sieuiente enunciado que ee 
conoce 001110 la pr,1.mera ley de lfowton o ley de inercia~ 

" Todo cuerpo contin~a en su estado de reposo, o de movimiento uniforme 
en linea recta a menos de que sea obligado a cacbiar ese estado por 
fuerzas i.mpresas en él " 

Del planteamiento que hemos dado parte toda la !·'.ecttnica de Newton, 
pues de la observación del movimiento de una partícula (aceleración) po
demos concluir si su catado de movimiento ee el natural o no, y en caeo 
neeativo proceder a la búsqueda de las causas {f'uerzaa) que provocan di
cho efecto. 
Ahora bien, observamos que ante medios ambientes distintos, una partícula 

ee comporta en general distinto y aún ante un medio ambiente eepec!fioo, 
dos part!oulas se comportan de modo diferente. 
De la primera observación concluimos que el oriE;en de las causas es el 
medio ambiente en el que la partícula eetrt inmersa_¡ la ee~da observa.
cidn sugiere que existe aleuna propiedad intr!neeca a onda partícula que 
determina su respuesta ante un medio ambiente especifico. Por tanto, debe
mos ante todo cuantificar dicha respuesta antes de buocar una definición 
cuantitativa de lao causas. 

Para ello, elijamos un sistema de referencia inercial s, una partícula 
patrón y un experimento patrón (i.e un medio ambiente específico) tal, 
que dos partículas cualesquiera cujetaa a tal procedimiento experimental 
con las mismas condiciones iniciales de poeici6n y velocidad tenrran ace
leraciones paralelas, del mismo sentido y cuyo cociente de las ma[:nitudee 
sea constante. Entonces, defini~oe la maea inercial de cualquier partícula 
como 

- 11 \\. n2ru 
m :: 1\ \\ o"n2r 

donde rp y r son las :funciones de poeici6n de la partícula patr6n y de 
la partícula en cuesti6n con las mismas condiciones iniciales. 

Observemos que la masa inercial asocii.ada a cualquier partícula depende 
n~ solo de loe patronee utilizados, sino también del sistema de referencia 
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Utitiz~~n ~RrR ctU ñefiniciñn. Si deseamos' cierta invariancia. 
de la masa inercial, al menos nara la clase de los sistemas 
de referencia inerciales, es necesario requerir que el disno 
sitivo exneriroental esté en movimiento uniforme(i) desde el
sistema de referencia en consideraci6n. De esta forma la masa 
inercial, ~ue se ha defi~ido en términos de la aceleraci6n 9 

resulta invariante en todos los sistemas de referencia inercia 
les. 

La.. masa de una partícula es u.na característica cuantitativa 
de su respuesta ante un medio ambiente esnecífico: A mayor 
masa menor aceleración (menor efecto mecánico); a menor masa, 
mayor aceleraci6n (mayor efecto mecánico). Es decir, la masa 
nos ~ermite relacionar cuantitativamente el efecto mecánico 
sobre una Tiartícula con resnecto a un medio ambiente esnecí
fico. Esta es ls raz6n nor la cual ~lgunoa autores a~irman 
~ue la masa ea una medida de la inercia de la partícula. 

La re1evancia de la masa como concepto mecánico estriba en 
que mediante ésta es posible disting~ir e1 comportamiento di
námico (i.e. ante la presencia de causas) de dos nartículas; 
además, la masa de una nartícula nos permite definir cuantita 
tivamente la fuerza (interacci6n) sobre ésta: -

Si r es la función de nosici6n de una partícula de masa iner 
cial m desde un sistema de referencia inercial, la fuerza so= 
bre la ~articula se define como 

fuerza :a m D~ 
Claramente esta definici6n cuantitativa de fuerza es compa
tible con su de~inici6n cualitativa dada con anterioridad,e 
i~p1Ícitamente define las causas que nrovocan la alteraci6n 
del estado natural de movimiento de una r>artícula. Naturalmen 
te la forma .exulícita de la fuerza' dependerá de las causas -
espeéíficas a las que la partícula esté sujeta.En particular 

(i) Podría suceder aue la esnecificaci6n del exnerimento re
quiriese oue el dispositivo exnerimental estuviese en reposo 
desde el sistema de referencia en cuestión. En tal caso, si 
adopta.moa el mismo procedimiento en otro sistema inercial que 
no esté en reposo relativo, necesariamente los experimentos 
son distintos (corres~onden a eventos distintos). Sin embargo 
cuando se esnecifica que el dispositivo esté en movimiento uti.i-

forme, es nosible defimir la masa en ambos sistemas mediante 
el mismo exi:ierimento. 
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ei dos p~rtículas aon sujetas al procedimiento eJCl>erimental 
adoptado, con las mismas condiciones iniciales de posici6n y 
velocidad, se tiene que 

(:l.I l:l.I 
m1 D r\ = ru D r~ 

(2) ltl UJ U) 
dado que m1 D r1 = D rr y wp rL = D rP , donde rr es la¡. funci6n 
de posici6n de la partícula natr6n con las mismas condiciones 
iniciales. En esta· situaci6n la fuerza sobre cualquier part:!
cula es la misma. 

En la mayoría de los casos, la forma general de la interacci6n 
sobre una partícula es del tino 

fuerza = Fo( e!;.\ ci:!( r >< Dr )) 
I . ns¡ • A 

con s,~ IR., Si.:. tll\;) , .F f~)••( y r ')(. Dr f:o tll{')') es el producto 
cartesiano de la fl.Ulción de posición y la velocidad. .Entonces 
para determinar la funci6n de posición de la partícula es ne
cesario resolver la ecuación diferencial 

lZ.) 
mD r = Fo( e, + 9,•( r x Dr) ) 

con ciertas condiciones iniciales dadae.(i) 

En la Mecánica de Newton, las causas ~ue afectan el estado 
natural de movimiento de unn partícula, la fuerza~ puede detel: 
minarse, al menos en principio, a partir de la observación de 
la funci6n de posición de la partícula(ii) mediante un proceso 
de derivaci6n y viceversa; conocidas las causas, es posible CE, 
nocer la función de nosición (y por tanto la velocidad de la 
partícula) si ee conocen las condiciones inicial~a de posici6n 
y velocidad. Esta última observación , muestra la naturaleza 
relevante de la uosici6n y la velocidad de una 'Partícula, ad! 
más de su masa ( que es lo que distingue en la Mecánica a una 
~articula de otra). 

En reswnen: Si elegimos un sistema de referencia inercial, po 
demos definir en forma única el estado de movimiento -
de una part:!cula si especificamos su masa, su posición y su 
velocidad a un instante· dado. Esta informaci6n resulta suficien 
te ( y necesaria) para describir la evolución del sistema en -
el tiemno, si además conocemos las causas que alteran su estado 
natural de movimiento. Por tanto -uodemos tomar a S ~lR">)'i como 
el esnacio de estados, donde cada ~ES corresnonde al estado 
de movimiento de la Tlartícula cuy::i. nosici6n es -<C•l y su velocidad ------------------------( i) Las condiciones suficientes para la existencia y unicidad 
de las soluciones puede verse en la ref. B pag. 271. 
(ii) & realidad, a partir de la observaci\Sn de un "ensamble" 
de sistemas. 
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ea ~~-¡) (conocida la masa de la partícula). 

En el caso que nos ocupa de una partícala podemos mostrar la 
compatibilidad con el planteamiento de la Mecánica Analítica 
que ya hemos mencionado,como sigue: 
Considerando a M; 1R3 como el espacio de configuraci6n, pode
mos dotar a M de una. estructura diferenciable (de clase C"") 
mediante ln clase de equivalencia de loa atlas en a.t"'>(~ 1 12s) 
que contiene al atlas F -a ~l 1 , r,~'i) J cuya única carta es IR"i • 

Entonces el haz cotan~ente T{M)~ hereda una estructura canónica 
de variedad diferenciable de clase ~~1 (i)_modelgda sobre ~~4 
con V,:- R'l y V'l.::\.1~if • Da.do que]~< y1..1~;lr son espacios vecto
riales isomorfos, poáemos considerar otra estructura diferen
ciable en T(M)'l , llevándola a ser una variedad de clase e"° 
modelada sobre lrR')i • Eoto nos lleva a• noder utilizar indistin
tamente a T(M)t o a !JR'iJ 2 como es't'acio de estado e, lo -cual nos 
muestra que sunoner a T(M)* co:no el est'lacio de estados es com
natible con el nlanteamiento de la Mecánica de Newton. (ii) 

La clase de sistem~s físicos en conslderaci6n -~articulas~ es 
lo oue nos ha permitido dar un~ justificación narcial de tomgr 
el haz cotangente CO!UO el espacio de estados. Da.da la genera
lidad de los sistemas físicos de interés para la Mecánica Ana 
lítica, es difícil oe<i.-~oé to11c.e~"ros resultan mecánicamente rele= 
vantes para_ cualquiera de ellos, y con ésto mostrar si el haz 
cotangente del esnacio de configuraci6n ea capaz de contener 
esta informaci6n. 

En nuestro planteamiento de- la Mecánica Anal ítica admi ti
remos esta su~osición como un nrimer· nostulado fundamental qt.e 
delimita ~arcialmente la realidad accesible a ésta teoría, es 
decir nos brinda características necesarias nara adrritir un 
sistema físico como mecánico. 

M.A.l Para todo sistema mecá..~ico es posible encontrar un esp.§!: 
cio de configuraci6n M que admite una estructura de va

riedad diferencia ble de clase ck con k .,,,. 2 y el esnacio de esta 
dos viene dado por el haz cotangente T(M)«(con la estructuruc
tura usual de variedad de clase ck-1 ). 

(i) .l::n. este caso puede mostrarse la existencia de un atlas cm 
única carta. Véase sección 1.2. 
(ii) Más adelante(secc.2.8 ) veremos que la compatibilidad 
ea más ampl ia cuando el esnacio de configuraci6n es una va-
riedad Riemanniana. 
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t.~. HAZ' TANGENTE Y HAZ COTANGENTE A UNA VA:RIEDAD. 

Dada la relevancia que presentan el haz tangente y el haz co
tangenta óel espacio de configuración en nuestro plantewniento 
de la Mecánica;. Analítica, resulta conveniente resumir breve.
me'n\e. sus pro11iedades. No nretendemos ser exhaustivos en el 
tema eino tan solo tener al alcance los antecedentes necesa
rios para las secciones posteriores. El lector familiarizado 
con las variedades diferenciables, haces· vectoriales, etc., 
puede omitir esta sección, aunque cabe not~r que la nresenta
ci6n que aqu:C ~doptamoe difiere ligeramente de la presentación 
usual en la literatura. 

Empezaremos por definir el e..spacl.o tangente a un :punto de 
una: variedad diferenciable. Euscando cierta generalidad opta
mog por su definición en términos de clases de equivalencia de 
curvas (esta definici6n es anlicable a varidades de. dimensión 
arbitraria y clase de diferenciabilidad finita (i) ). 

donside:remos una variedad diferencia ble (M, d(~,vJ ) con n>,¡, y 
cualquier p ~ M. Haciendo 

0-p~ {e~ Mv/ U<)(o; c(o) = TJ; c diferenciable en U-=:IR f 
definimos una relación de equivalencia. en Cp,haciendo 

~-= \ (c,d) e. c'P ~e~ / 
(~\ 

donde FE a.\tt,v) y p t f<.il, la cual resulta· independiente del 
atlas elegido en d'"~ 11 ,"¡ • (i) 

Las clases de eQUivalencia generadas TJOr a; , Cp / R~, se 
denominan vectores tan~entes a M en ~· Es decir, un vector 
tangente a M en p es un conjunto de curvas, tales que la de
rivada de. Ft-<) a J.o largo de cualquiera de ellas es la misma en 
el punto p. 

• M 
Podemos hacer que Cp / Hp sea un espacio vectorial normado 

considerando un atlas cualquiera Pe: a~~'"' y algún i E IF tal. 
que 'P ~ f<.il • 
En efecto, definiendo ~ Cr/~~ 

r., 'l't~\ I -i: l V :._lt')-;.\ls, "l>l'°<.i)oC.)lo))E. Cr/P.~)C.V' CE<;t~ <:: 

'"''°'º' es fácil ver que ~lr>es una biyµuci6n, donde para cada clase 
de curvas~ E CP/R~ ,\.~w1t5) ea. precisamente.. el valor oomún de 
------------------------( i) Véase (13) paga. 66- 72. 
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1>l'F1•> 0 c.) to> para. todas· las curva:s e~ 5 .. La: estructura· de· espa
cio vectorial normado de Cp/R~ (i) es la única que hace a 
';"'t~, un isomorfismo isométrico; es decir 

...... !'C:l 

..::. lr> E: LlCr/Rj' V) 

de: lo cual resulta que ._, ~c .. ·1 ( ,.. 
~ H> E. \\o"' Cr/Rr, ir). 

Puede· demostrarse (i) que la estructura de espacio vectorial 
dada: a; Cp/ nr no deuende de la carta, ni del atlas: elegido 

,..c .. 1 1 1 en v..t,.,1,1\ y a estructura de espacio norma.do rosu ta la misma 
hastai normas· equivalente e (en otra;.s palabras·, la estructura 
de espacio vectorial touol6gico resulta independiente del 
atlas y la carta elegida ). 

Al conjunto Cr/ R~ con esta estructura de espacio vectorial? 
(topol6gico) se denota por TtM) y se denomina espacio tangente 
a M en p. 

Para. cada· 'PE: M definimos l!l ESl'¡>.C\O COTANGENTE EN p como 

~ h.-.ea.I 

con la estructura usual de esTiacio vectorial(tonol6gico). 
Obsérvese gue una condici6n necesaria y suficiente para qUl 

z (:- \\o ... \1,lt<tl,$1.) ,es que para algun.a. normn. en T rCM) dada en térm.!: 
nos de una carta, digamos \\ \\~''u .. i , z satisfaga la cond.! 
ci6n de Lipschitz: r 

~1•1 

\ \ o e !: k \\ \\ Trt,..., 

lo cual es sencillo de demostrar dada-. la· equivalencia de las 
~n normas l 1\ ll"T~ 1,.. 1 1 r ~ ~1.u \ • En el caso en que M sea' de dimensi6n 

.finita, puede.• demostrarse que si z "- 1R •rlM) y es lineal, ento.n 
ces z eS' continua, por lo que· 

\-\ º""' l irl.-i), IR) -:. \..~ T \'\!"\), \\\) 

Una vez construidos el espacio tangente y el espacio cotaagaa 
te: en cad&punto de la variedad, podemos proceder a la, cons
trucci6n de las va~iedades apropiadas par~ la descripci6n de 
los sistemas· mecánicos. 

Considerando a T(M)::. UTp(l'"'I ; o sea, el conjunto de todos 
-----------------------r~M (1) Op. Cit. 



- 14 -

los vectores taneentes a la variedad en todos loa puntos de 
ésta, podemos dar a ~(M) una estructura da variedad diferen
ciable en forma· can6n:ica., da la.. siguiente. manera: 

Si definimos: a la:. nroyecci6n can6nica· en T(M): 

. a\.., -podemos: construir una cubierta de• T(M) mediante al eu" F ( l.M.111' 
s • .. J l í.~ hac1evido Tf -s 1 t ... , ~··l~~;.1)) 4t !.;:JE: i't"Hl"n 

El que T(M) = U u..:i se sigue de la su-prayecti vi dad de. f y de 
que .M = u ~t•1 "'1 ! 

Hl~ 

Ahora, -para cada. i ' ¡f- podemos definir a 
.. i ..,i ( l .... 'l'l•l ) 

THU -:;, TUl ~ G, o H4lo ~ -\ 0& 0 t. ~ f) A 1:1lt•I 

• T(<&I 
E: \'1'•) 

l .... , i 
obteniendo que TF = T es un . atlas de clase C en V ,como 
~uede verificarse de las igualdqdes (i) 

-• e r ..... n.:i ) _, .., ¡ ) ., "i Tl1) -: '\\l.,~• ~ o .. ,,) o E'1 • la, 

l""'' 
Si a.~1t .. >,11i) denota a la c:basa de eqtü valencia. del atlas as! 
construido (ii), ( T(M), a.~~~~> . ..,, 1 ) resulta. ser una variedad 
diferenciable de el.ase c1""'

1 modelada sobre v=a. a la cual llamamos 
HAZ TANGENTE A LA VARIEDAD M (iii). 

El haz cotan1?e11.te a 1a varierlad TI'. se· construye de· una maner'l 
aná1oga. Haciendo T(M)• =. u "º"'(110-41,1~) 1 basta considerar algún 
F a.I"' d f. . 'H M 

E. lM,"I Y e iniendo a 
s .. ) l !"¡: + ~ = l.u., n·· e ~l•>) /JE= h ~ E: fe 1111\)•) 

donde Tr ea l~ proyecci6n can6aica el'l T(M): 

'tt ~ \Lt;,c¡) "''1lt•\)·l0.M I i;(: lhf'\\Tq\111),~)~ E 

y haciendo '.\\~• ti'!~ . t-tf'<'\ ) h1•> 
t-r \.i.):. TW 'a e~tl o l't•>• lT -t e~U· o \I,\~· @\~-~ ... ~ 1

) oit) (: \~"') 

para todo i 1:' Ii- , con V,~ V y v.,_ ~ .. "'e"• 1R). 

----------------------------------
( i) La diferenciabilidad de orden su-perior de 1'<...:Jo\l1i

1 puede 
verse en la ref. 16. 
(ii) Puede demostrarse que la clase es independiente del atlas. 
('iii} La nomenclatura proviene de que T(.M) es,u.n ejemplo de 
lo que ae conoce como un haz vectorial. 
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Pu.ede verse que T(.M)' = .V -T~t1 > 
j\ 1.1=-

de clase Cl"·» en 11 "' • Esto 
1.E i 

y que Í'.F es un atlas para T(Mt° 
Último se sigue de las observa 

cionee (i) 

~'!; !\~... '\1~; i•'!.• 1 l'\'I.'. e:11 
• v-c..:)o l'ln·'o !',úi -1: e:'i., ( l\."€>lttc1\ot<4l" 1J 1>fl1)o'ic.i'.?1.i<i )) 

" .. ,~E I ¡: 

Entonces, si consideramos a ln cl~se de e~uivalencia (ii) 
d""''<.11,.,¡,., n.:i•) qu.e contiene al atlus 1.i!F qu.e hemos constru.ído, 

•h resulta ser una varieuad diferenciable de clase 
et•·•> modelada sobre n "'..: a la cual denominamos Haz cotangente liiiJ . ,,:,¡ 
a. la varl.edadi M. 

Caso de dimensi6n finita .- Cuando Mes un~variedad de di
mensi6n finita, supondremos que el espacio de modelaci6n es 
~~ a menos de aue esnecifiquemos lo contrario. En tal caso, 

("'\ . 
si E' ~ a t1-1, 111.") tenemos oue . 

"'" -t~' .,_;. 
Fl-'\ -:: L... ~t•)" Ó te" 'I ;.·f.: l~ / óo'<'c:l.t ~t41a..:. P.,, 0 ''<4) 

C.fr~ 

'Jl't• 
""' . .. , o 

'i A~ 1 F , donde 

E:- ir 11, ... 1,,1,..l, llt\ = Tll"l• 
~1~1 

,t((d 

y para cada. q ~ fl~\' '?>~
1 

l'l) / r.~m1 y t a f!•l .. ('\) 1 ~E;m ~ generan bases 
de los espacios tangente y cotangente a M en q respectivamente. 

Puesto que 1t;; l ~R."').,. son isomorfos, podemos alternativamente 
dotar a T(M1de una estructura de variedad diferenciable mode 
lada sobre (!~;;: >z mediante -

" " 11~;;.¡i ( ., - , -;~,.., ) \1.~;;¡)f ( ~ lo"iC~I ) ¿ \"'~ ) 
I+c-'> =.J.<•>::.. e-, º \'- t<•l" •q .. , -1 er. º \ l-_ lr;~•... ... ,,ll \ 6 1 .. 1 

. "';;. o.E:""' 

(±) Lar di:t'erenciabilidad de orden su.perior de tu1of1i1-' puede 
v.erse en la referencia (16) 
(ii) Esta clase result~ indeuendiente del atlas elegido. 
(iii) Este es otro ejemulo de\ haz vectorial. 
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V .Ol Ir y tomando la clase de equivalencia del atlas .lF (bajo 
1 l . ó l•~' . ) a re a.ci n R: bi ... i•, 1..i12."l'2.) • 

Dado que T(M) Y' T(M) • son variedades de dimensi6n finitai, es 
posible modelar estos haces vectoriales sobre IR:z."' con la 
consideración de los atlas· T'F y T'F definidos como 
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l. 3 EVOLUCION DE LOS· SISTEMAS MECANICOS. CLASIFICACION. 

Hemos visto que una vez ~lanteado el esuacio de configu
raci6n de un sistema mecánico - hasta el momento el único 
criterio que tenemos nara clasificar a un 8istem~ físico co
mo mecánico, es el nostula.do M. A:. l - , su eel>acio de e·stados 
viene dado por e1 haz cotan~ente, y como natural~ente nos in 
teresa 1a descri~ci6n de l~ evolución de1 sistema con el tiem 
po, esta descripci6n deberú hacerse en términos dol haz cot~ 
gente del espacio de.. configura.ci6n. Aci_u( s.e plantea. la. si
guiente su~osici6n funda.mental: Dado un sistema mecánico, su 
evoluci6n a nartir de un instante· dado (que podemos 11aroar 
instante, inicial) está unívocamente determinada nor ca.da es
tado de1 sistema en dicho instante (los cuales uueden llamar 
se estados iniciales): es decir, nara un sistema mecánico da 
do. suuonemos que conocido su esta.do a un inst~nte inicial,
esta información es suficiente ~ara determinar en forma única 
cualr.uier estado posterior. Esto significa que para cada sis
tema mecánico es posible plantear u.na función de evolución 
del estado del sistema 

E. c.º"' 

donde cada t c. í>o..,!f corresponde a un posible instante de tiem 
po a partir del cua1 se inicia la descriTici6n del sistema y 
(H'<t.1llt1J) 1,.o(.) corresuonde al estado del sistema al instante t:r. 
cuando su estado al instante t 1 es o1... • 

De acuerdo a ásto, la función ~ nos permite describir tan 
solo el estado futuro del sistema una vez conocido su estado 
inicial, y el que 'J>o,.. !fto" tt, .o) nós dice que es noeible de_!! 
cribir toda su evolución ~utura a partir de un instante cual 
quiera t. Esta sunosición nuede parecer muy restrictiva para 
describir loe sistemas mecánicos reales; sin embargo resulta 
útil, si tomamos en cuenta oue '!' es un modelo, i.e. una 
aproximación del comnortamiento rea1 del sistema. 

Existen características adicion~lee de los sistemas mecáni 
coa que podemos plantear en base a 1a función de evolución -
que los describe. La forma de expresar estas. características 
son sugeridas: por el siguiente argumento heurístico: 

.Consideremos tres instantes sucesivos de tiempo t,<. t 1 <. t 3 • 

Supongamos que el estado del sistema a1 instante t, es ~ ; 
entonces los estados en los instantes posteriores t~ y t3 
son H'l'tt1>)(t'1.ll(f(.) y ElCflt.,))ll~flt~) re·anectivamente, de acuerdo a la. 
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inte'rt>retaci6n que hemos dado de ~ • Si la descripci6n em
pezara.: al instante t:l , el estado del sistema sería entonce.a 
U<eti,l]thl)ld..) ; Y lllfu.1)lhl)([(Cf'lt.))l{,)~C"') sería el estado al inst~ 
te t~. Si la ovoluci6n del sistema no denende del instante 
en el que se inicia la descripci6n, debe tenerse que 

Obsérvese que esta propiedad de la funci6n de evoluci6n es 
adicional, es decir; no se: sigue da· que un estado inicial de 
termine en forma única a todo estado posterior, ya que aún -
cuando los estados i:(!pet.iltt~l)\otl y [[<Pct.¡Jtl,)}lll~tt,l)tt.))(•0) son 
únicos-, dado que <p es funci6n, ne son necesariamente iguales. 

Esta pro'Piedad (i) resulta de fundamental importancia en 
el planteamiento que damos de la Mecánica Analítica y nosotas 
la adoptaremos como nuestro segundo nostulado fundamental: 

M.A.2 .- Para todo sistema mecánico existe una funci6n de 
evoluci6n 'f {; tlT tss¡l\,.o) donde ·s es el espacio de es

•1R 
tados con las siguientes propiedades: 

1) (¡14 I,2 -::. i$ 

2) lj'(1..,)® i.C(llt.l)lt.1.l -= 'l'll,)u iu.:i,.o) 'Q t,(;U?,~\.~1: tt.,,..o¡ 

La propiedad (1) es consistente con la~interPretaci6n que he 
moa dado a ~ , uues si al instante t el estado del siste;a 
es cJ.. , entonces \.ll.{lttl1lt1)tot) os ol estado del sistema ql ins
tante t, es decir ~ ; lue~o ((({llll)to1\c1l =Lrl(l ... 1.tiJltl)ld.l =fl'i:. ltt)]loc..l 

'I t ~1a., \l~ts, que es la propiedad (1). La propiedad (2) ya 
ha sido mencionada con anterioridad. Observemos que l'í'lt,fltti.) 
hace corres'J)onder a cada estado inicial o<.. al instante t1 , 
el estado que debe· tomarse como inicial en el instante t~ ~~ 
ra determinar cualquier estado posterior del sistema; ésto 
puede apreciarse en la forma en que hemos escrito la propie
dad (2). 

El postulado M.A.2 junto con el postulado M.A. 1 , delimitan 
parcialmente la realidad accesible de la Mecánica Analítica 
y de hecho caracterizan a los sistemas ~íaicos que se conside 
ra n en esta '.l.'eoría. .6'ormal.mente, los sistemas .mecánicos -
~oseen un espacio da configuraci6n del cual el haz cotangente 
-----------------------------( i) Algunos autores afirman que esta uropiedad refleja el ca-
Tácter determinista de: la teoría. Véase (1) pag. 61, (2) ~ag. 
1-4. 
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ª'ª el es¡:iacio de-- estados (nostulado M.A. 1) y lao: evolución 
del sistema. viene-· descrita; por una función de evolución da: 
la forma esnecificad'a en el postulado M.A. 2. 

Las propiedades que hemos imnuesto a la función de evolu
ción de un sistema mecánico son puramente alg~braicaa. Natll 
ralmente son necesarias ciertas condiciones de diferenciab,i 
lidad sobre ella para que sea de trascendencia en el contexto 
de las variedades que babremos de_ manejar. (i). ~atas condici~ 
nea serán analizadas detalladamente en la siguiente sección 
y la razón de éstas serán más clarashasta entonces. 

Dada la ~eneralidad de los sistemas mecánicos, resulta con
veniente clasificarlos de acuerdo a nroniedades adicionales 
de las funciones de evolución que los describen. La clasifi
cación aue pro~onemos resulta adecuada a nuestrospronósitos. 

l. SISTELíAS REVERSIBLES. Para este tipo de sistemas se tiene 
que [ !/'tt.i)t<.,) (. s S es biyecti va, 'lf -t. 1 e 1R • 'I t). ~ l.l1, '""> 

II. SISTEMAS IRREVERSIBLES. Existen t, e 1R , t. E. C.t.1, "") tales 
que·l!/'tt,1)llw no es biyectiva (i.e. un sistema no rever
sible). 

Nuestro inter6s se centra en los sistemas mecánicos rever
sibles y la pronied~d que los define ea sencilla de interpr~ 
tar físicamente: Puesto que ltpll1l1U1} es bi:vectiva "J t 1 {1Ry 

\1 t~ e l-t.1,.0) se tiene que para todo ~ E S existe un U'.nico 
"'- ~ S tal que (i = (((/(!,)) l\i11ld..} ; todo posiole estado al instante t.%. 

po!.-\-eY"ÍOY" a t 1 , '¡JUeda- ser aJ.céillza<lo por w1 Jnico estado in.!_ 
cial al instante t, • 

Para los sistemas irreversibles, sucede que nara algunos 
instantes de ti emno sucesivos t, < t~ , existe un estado que 
al instante t~ no nuede ser alcanzado por estado alguno al 
instante t 1 , o bien que pued'e ser alcanzado nor más de un 
estado a ése instante t 1 • 

La interpretación que 'Podemos dar a l!l'tt.iltt,\-
1 

, cuando exista. 
solo es posible darla en términos de la interpretación que 
hemos dado a (~ct 1lJtt,) • En la il'.iecánic¡:i, iulalítica, el tiem-
po es.un parámetro que transcurre inevitablemente, por lo 
que la definición que a veces se encuentra de sistema rever
sible, como aquél en el que a partir de su observación no es 
po.sible' deducir el "transcurso del tiempo" queda totalmente 
fuera de nuestro planteamiento. 

El si,iiuiente teorema nos da una car9cterizaci6n muy útil 
(i) De clase mayor o i~al a l. 
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de los sistemas reversibles. Lq demostración puede verse en 
el aTiéndice A.l.. 

. '" 1T '>)(t,.o) 3 .1 ~~· Sea TE t~•R 1.s la funci6n de evoluci6n de un 
sistema mecánico. ~l sistema ee reversiole si y solo si 

existe una funci6n 

con las siguientes nroniedades: 

2) 

3) 

.:. 

Este teorema nos ~ermita definir una relación de equivalencia 
Z 1i en el espacio de eventos \P. x S • , baciel'ldo 

2~ s 1 t l\.•, ~\ t-1.-i, ~') ( ~\h5)ic. ~1h~) ¡ e~ H<e<:t.,\'\tti>1t"") \ 

cuya i~ternretaci6n física os sencilla: 1) Para t,~t 2 tenemos 
que ttt .. ,o(), l,1, (>)~ t Z'lt , si con un estado inicial /1._ a.l instante 
t 1 , el estado del sistema al instélnte t 2 es ~ y, 2) Para 
t~< t, , tenemos queltt, 1c1.\,(.-l.t,¡n) '- l.'l , si al instante. t,, J... 
es· un estado que el sistema• nuede alcanzar a partir de un ea 
te.do inicial (?. a.l i!lstante t~ • 
Es sencillo demostrar que en efecto Z~ es una relaci6n de 
equivalencia, con lo cual ~eneramos una nartición en el esua 
cio de eventos \í\. x $ • Para cada evento ( t, ol..) '- 1R .,, 5 , . :_: 
su clRse de e~uivqlenci~ renresenta los eventos nosteriores 
que el sistem'.1 pued.;: alcanzar a nartlr del. estR.do ()(,. a.l. ins
tante t, y a los eventos anteriores al esia~o presente o<. 
Convenimos en denominar a una de estas clases ll.Il~ 6rbita del 
sistema en el espacio de eventos. 

Cadá uno de loe gruuos de sistemas mecánicos a los que hemos 
hecho referencia (reversibles e irreversib1es) pueden a su 
.vez clasificarse en: 
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A.. SlSTEMaS l!:::l'.l:A~J.UNi~rt.1.0;:;. Para éste tipo de sistemas existe 

lCf ts'=')ll\'ul•l que satisface J.a propiedad(i) 

!{':: xet1n11--i111) 

donde in,":: l ( t t i l <., "') ) / t f. \R \ . E'. 
..,.,.. . tt. ,!) \ 

\\ 11\ 

B. SISTEMAS NO ESTACIONAR~. 

El calificativo de estacionario proviende de que la evolución 
del estado de este tipo de sis~emas no depende del instante 
en el que se fijen 1as condiciones iniciales. En efecto, si 
t, y- t 2 cor1•esnonden a dos· instantes cualesquiera y e:<. s, 
'i'L-t.,¡ .... ;¡ describe la evoluci6n de1 estado a. pa~ti r del estado 
inicial r1... al instante t 1 , r:nientt"as que \'lh) .. ;¡: describe su 
evoluci6n a nartir del estado inicial o1.. al instnnte t2. • 
Desnués de un tiemno At 9 el estado del sistem~ en cada caso 
es [l(ft-1.,11Lt,44{\1(~) y [.l~t{21)l-ti,4A.+.\J to(.) , que de acuerdo a la l)ro
piedad enunciada son igu~les: 

\.(.<pt{,)1l-t1" b.'\*"º = (X<t..t\l Leo<.):: .Lll{ll-t~l1l'\~.\ A."-)1lo(J 

Para los sistemas mecánicos reversibles, llOdemos caracteri
zar de una forma más sencilla a los sistemas estacionarios. 
Esto se muestra en el siguiente corolario: 

. M -rr )li,.,,) • 3.2 COROLARIO. Sea TE. .¡;,Q.ls'> le. funci6n de evoluc16n de un 
sistema mecánico. El sistema es reversible y estacionar:io 

si y solo si existe 1 ( 1..s~)'R con l.'ls siguientes proniedades(ii): 

3 ) Y\ o i 11>.' ú \<> ~ -:=. !f lü o l t .¡ J: 1v..• u\•\ ) 

La demostraci6n es inmediata del teorema 1.1 y de la defini
ción de sistema est~cionario. 

La relación de equivalencia z? que es posible generar en t.tn 
sistema reversiole, ind•.lce ua.1.1 relaci6u de equivalencia l. Y\ 

cuando el sistema es además estacionario. Tal relación viene 
..!. ~ .:. 

(i) Lo cual es equivalente a ~ -= 'P El <..1,e. ~ "I11L) 
( ii) De ésto se si1ZUe que 'l¡6

(1R.) es un gru-no abeliano bajo la 
compÓsici6n, raz6n ~ar la cual se dice en ocasiones que 
es un gruno de un ~arámetro. 
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dada nor (i) 

z, ,.. \ t~. C>) ~ $" s ! ~ t l 'K. ') ~ :: ~~tü\to1.\ ~ s s x. s 

Teniéndose que para cada... "" E. S, su clase de. e qui va.l.encia. es 
el conjunto de todos los estados que el sistema puede alcan
zar a ~artir de ~ ,-así como el conjunto de estados a par
tir de los cuales se lleP.a al estado ~ • 
Cada clase de equivalencia os lo quo so conoce como una ór
bita del sistema en el esnacio de estados y claramente la 
imagen de una órbita bajo la uroyecci6n canónica en S = T(M)• 
corresponde a una trayectoria del sistema en el espacio de 
configurnci6n: i.e. la im~gcn de la función de posición. 

En la mayor parte de este traoajo consideraiuos sistemas me
cánicos reversibles y estacionarios. Cuando los resultados 
sean aplicables a sistemas no estacionarios haremos menci6n 
e::q>lÍcita de ello. En la presente tesis quedan excluídos los 
sistemas mecánicos irreversibles, así como la mayor ~arte de 
los no estacionarios. 

El siguiente cuadro resume nuestra clasificaci6n nronuesta. 

SISTEMAS 

MEOANICOS 

~ lp (: 1f l~s)l~,a1>) 
htll . 

REVERSIBLES 
3 1f ~ \t_S'!>)'it)l2 '7 

'\'((\ • ltt ,.o) : <i' (~) 

IRREVBRSIBLES 

a 'f E 1ílC:.S)ti,.a\ 

Hlll 

----------------------------

ESTACIONARIOS 
3 '\ " t,,ss}'lt "> 

'\ : lilü ol ~-\ I11t) 

NO ESTACIONARIOS 

~ '\' " \_(.s"'>'11. ) 
IR. 

ESTACIONARIOS 
~ X ( ts S)m_iu\o\ ") 

:t :: 'PW 0 { :t ~ .I 11t• .. t•l) 

NO ESTAC!ONARlOS 

°3 'e (; \f l'!> S)t~1 tb) 

{Hit 

( i} Puede verificarse que z, = P º Zy p-', con P : ~1:, is>,('>) ! e: t 111. .. s} lC 5 
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1. 4 CA~l!POS VECTORI/\LES,; FLUJOS. CURTAS INTEGRALES. 

El objetivo fundamental de la Mec~nica Analítica consiste 
en determinar la función de evolución de un sistema mecánico. 
Aún cuando hemos po8tUlado su existencia, en la guneraliuad 
de los e.asos de.aconocemos su forma· exnlíci ta, aunque es fac
tible suponer· <}.lle, en analogía con la. Mecánica· de Newton, po
damos determinarla si conocemos la forma. de' las "interacciones" 
a las que el sistema está sujeto. 

En esta sección haremos énfasis en las condicionea·adicio
nales de difeTenciabilidad oue habremos de imnoner a la fun
ci6n de evoluci6n de un sistem~ mecánico reversible nara in
troducir la noción do camno vectorial, que resulta ser el ob 
jeto formal apropiado para l.:i descripci611 de las "interacciones". 
cuesti6n que haremos plausible en la siguiente sección. 

Adicionalmente veremos la relaci6n que existe entre los 
eamnos vectoriales y :flujos, siendo el concento de· flujo el 
más adecuado nara la función de evoluci6n. Finalmente- demos
traremos el teorema fundamental de uaicidad del flujo aso
ciado a un camno vectorial (teo. 4.6), el cual nos 'tlermitirá 
concluir que resulta equivalente la dcscrinción de un siste
ma mecánico mediante la es~ocificqci6n de la función de evo
lución que lo describe o bien medi~nte el cRmno vectorial 
asociado. intonces, si un campo vectorial pueác describir las 
11 interacciones11 a lua que el t:Übtem~ ost~ sujeto, pod.emos 
plantear en términos formales el problema fundamental de la 
Mecánica Analítica: Conocido un camno vectorial que descri
be las causas, determinar el com'tlortamiento del sistema es
pecificando su función de evolución. 

Como señalamos al final de la secci6n anterior, considera
remos tan solo sistemas mecánicos reversibles ~ara los cuales 
es Posible plantear una i'unción de evolución )'i;~t5~yi)IR.con 
las- propiedades ~ue ya hemos mencionado (veáse tao. 3.1). 

Haciendo S ~ 1t S· , con s.~ IR , S:i. o.S ~ T(M)'' (al cual podría-... ,~ ' .. 
mos llamar espacio de eventos ) y con a e S , nodemos consid~ 
rar a 

la cual' nos describe l~. evolución (nasada y futura) del estado 
del sistema a p~rtir de un estado al~) al instante all.) • En 
términos de lR relación de enuiv~lencia Z \! oue define ~, 
(véase secc. l. 3), L ~lo.l•ll• a;11}'d LIR) es la órbita en el espacio . 
de eventos que coni;iene al e.vento a.. ::>i suponemos que. 'llo.~111 ... o:ti1 
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es dif'erenciable en 1.1na vecindad de 011) E. 11\ , \'fcac11) .. <1.;u)ola..~11-1 I111.,) 

e.a; una c1.1rva en S q1.1e es. dif'erenciao.le en wia vecindad de O E. tR. 
y además 

[\~l<ltnl"' O:Üi )ot11.~•H l oalJ<.o) : ll~la.111\1lcw111lC..ltl) -::. <1..li. > 

d'ado que \l .. :i:,11. -= Is • 
Por lo tanto, si "'itu.rnJ.,.af-u 
de Ell1\ ~ IR. , para cualquier 

eE· diferenciable en una vecindad 
a E. S , podemos definir a (i) 

X'!¡!;. S\o., \'lf.ta.111\ .. a.~~1)•lCli•1~1121/n..s ) /aEsl t '11T4111 ~5)S"il."'ls l cm.l j <1..1:i. 

Da su dofinici6n, X'.l!to.\ es un vec.tor tangente a la variedad S 
en el punto au.1, que describe localmente la razón de cambio 
d1el estado del sistema· cuando inicialmente éste es anJ al 
instante au\ • (ii). 

En pa~ticular, nara un sistema estacionario tenemos que 
lflo.ll1\"> a:tí1 es dif'erenciable en una vecinóad· de a1'\ V a E. S 

si '1"ª es diferenciabl~ en. unn ve~indad de Ot.olf{ 'V o<.sS; 
dado que (corolario 3.2) ~ = y ©t llil.\ 'l11t) , luego 
l._'l4i..)ot'I111.-Ú "~H¡._i 'Jt (;IR)V c(E S. 
Entonces, de ac1ierao a lo <:Ulterior, pu.ra un sistema estacio
nario tenemos que si "l A-;;. es. dif'crenciablo en una vecindad 
de o ~IR para cualquier e<. (;; s ,. podemos definir a x1.t ~ -rr_: .. rn~> 
con la propiedad de que ª~~ 

y en este caso uodemoe generar un camnc vectorial en S, 
haciendo(iii) . 

)('\ ;_ Y.\'. o l ~ i:: ! $) 

----------------------------(i) Véase secc. 1.2 para la definici6n del espacio tangente. 
(ii) Algunos autores ((19) paga. 27, 41, 46; (19) pags. 8, 9) 
consideran que las funciones & ~ 11ts diferenciables correspoQ 
den a "observables" o "variables. dinámicas" del sistema mecá 
nico. De acuerdo a esta conceuci6n. X~~J es un vector tangeñte 
a la variedad S en a1·u nue describe la r-'lz6n de cambio en el 
tiem~o {precisamente la derivada) de cualnuier observable a 
lq largo de la curva de evolución del sistema ''ll<1.l\l\A 11.;1, en 
el instante al•) .meciiante ll><&o l 1l!lol••l1>..fü1)otllT.1 ... :iu1]101 =\.l>lO•l..1ilt1•1> .. iliiJJto.111, 
donde\1.1'1~l.i1,.fü1lot¡-i¡,+:x: 111eE:1·una curva en la clase X'.flCl..I • 
( iii) Puede definirse a X'\ directamente, haciendo 
"Xr¡,.\lot, i¡ ... ii.yl{~)/ cHS }- • Ambas definiciones son equivalentes. 
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Por razones obvias, a X~ 
no estacionario, y a X~ 

se. le denomina un campo vecto · al 
se.le denomina campo vectorial est~ 

cionario. 
Aún cuando X~ no ee· estrictamente un campo vectorial, po

demos modificar ligeramente las cosas con el objeto de poder 
construir un camuo vectorial en una nueva variedad. En efecto, 
a -partir de 'Y'. definimos a il" t- ~ s \. )11!. , haciendo ( i) 

con lo que. ~ aatiaface las mismas. propiedades de grupc que '\ 

1) · i! \o\ -:. l: s 

2) 

Luego en ambos casos (estacionario o simnlemente no estacio
nario) nodemos definir a los cnmnos vectoriales asocia· os a 
los sistemas, haciendo 

nues llevamos a ser a S una variedad diferenciable en forma 
can6nica (ii). 

Observemos que en cu<üq_uier caso, las funciones "\ v 'ii 
que describen (directamente o indirectamente) la evolu 
estado del sistema, es~án relacionadas con los cwnpos 

ión 
ec-· 

t eriales X"\ y X ;¡¡ en la forma. 

donde (iii) 

. , 
\.~ .. ~) 

- . ' -:{'tl .. ¡) 

{~)-~~-~~~~;~--:¡-=-:-i::-1,i:) ® \(.\ 'llo~1-¡)E>li19. -1 vh )© -P..s) 

del 

{ii) Véase (1) pag 3bo. 
{íii) En general, si M es una variedad diferenciable 
es diferenciable en l, donde I ~.Ka , defiaimoa a 

e i.ffi :r 

c.º-;; \lt, <.ol~~l1t)/R~o) / ii.¡) t \\Tu.,~~\~ \~t-\)"t 
J t~"l 
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>./ 1: ' 1R. 

lo cual resulta inmediato de su definición. Dada la im~or
tancia de este comnortamiento, es conveniente introducir al
gunos conqentos nuevos. 

4.1 DEFIJll'ICIOn. Sea !IT una variedad diferenciabl.e, X un 
c=im-po vectorial en M. Si e e;, r,~:i: es diferencia.ble en I, con 

I " Xo y satisface 

}(oc.-:. c.f 

se dice que e ea una curv:i intep.:ral del camno X, y ea tal caso 
a ce~~ M se le denomina condición inicial. 

De acuerdo a éstq, definición, podemos re:forrnul9.r lo dicho 
con anterioridad, diciendo que 'l"- ~ es una curva inteP.ral 
de X:, para toda condición inici'll ~ t s, y a..-.C.lo~a.""e..,;e po.ns. i!. 

4.2 D~.Fli'IJ.CJ.01~ • .:iea iil tina varidad diferencia.ole , ~E lM")'I. con 
I u.na vecindad abierta de O E 1R • Si ~ satisface: 

es diferenciable, donde i<\ = 'J!;'' 
t-11 ~ :i: ' ""'!. = "' 

se dice que éi! es un :flujo en M. 

Obsérvese que las fu.nciones ~ y ~ , que describen la evolu
ción de los sistemas mecánicos, resultan ser flujos en S y S 
respectiva.mente cuando satisfacen adicionalmente la condición 
(1) de la de~inición anterior. 

Naturalmente un flujo da origen a un camno vectorial en 
forma análo~a a ~ y l , nues de la condición (1) se sigue 
la diferenciabilidad de c}i..~-= l..l~oi',;;;) ... 1\"' )Otir "~) en I, 
V ':}" M. Luep.:o 'l)Odemoa construir un camno vectorial en M, 

haciendo 



a.l cu11l convenimos en llamar "generador infinitesimal" del 
flujo. 
Así pues, todo flujo tiene asociado un generador iufinitesi
ma1(i) y resulta natural preguntarse si la a:firmaci6n rec.í
proca es cierta; éato es, si <lado cualquier cam-oo vcc·torial, 
existe un flujo cuyo generador infiniteRimal coincida con el 
cam~o. La resnuesta en eencral es no, y las· condiciones su
ficientes nara ello nos las brinda el siguiente teorema, 
cuy11 demostración nuede verse en la referencia (9) pag. 86. 

4. 3 TEOREMA. Sea M una varidad de clase ct1<:l con k?,. 2, mode
lada sobre un esn~cio de Banach. Si X es un campo vectorial 
de clase C~(·•l ( : • lc-1 "'l-1), entonces existe un flujo de clase 
e t11.-•) cuyo gen.arador infini tesima.l ea x. 

Conviene mencionar que aunque este teorema nos bri~da las 
condiciones suficientes uar~ la existencia de un flujo aso
ciado a un camtlo vectorial, no esnecifica una forma CX'PlÍ
cita de calcularlo nues su demostración se· basa en el teorema 
de existencia de soluciones de' ecuaciones diferenciales .. 

En ocasiones ea suficiente encontrar curvas integrales 
para condiciones iniciales dadas, lo cual se reduce ante la 
elección de un atlas, a encontrar la. soluci6n de cierta ecu.ü. 
ci6n diferencial. · -
En efecto, si q es la condición inicial requerida y F{i) una 
carta con dominio f(i) que contenga .. a q; la condición 

'/.o c. o i c."lr,\i1) 
e.o• t" 

c."l\t\1) e.o"' 

es equivalente a resolver la ecuación diferencial 

'Hi1oc. \o\-::. i=l\I \.'I) 

fli 1 \;¡;i1W•1l 
donde X E: \f e.s la representación local del campo X 
(V es el estlacio de modelación de la variedad). 
------------------------(:Í.) Puede demostrarse que si ~&~,,-;.)o.l'i¡;. es dos veces diferen
ciable (en cuyo caso M debe ser al menos de clase cu.1), enton
ces X' resulta ser un camno vectorial diferencia.ble (véase(1~1 v~'·'~ 
Más áun , puede demostrarse aue si M es de clase e"' con le~ 2 y 
~ un flujo de clase e~-~ entonces XJ! es de clase e •H. (op .. cit.} 
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Una vez conocidas las condiciones suficientes que dan lugar 
a la. existencia de. flujos, podemos pregu...ritarnos acerca de la 
unicidad de éste. Para ello son necesarias ciertas condiciones 
topo1Ógicas en la variedad, las cuales so tienen en la clase 
de variedades que hemos considerado. 

( 
(K) 

La topología que so le ha dado a una 'lcmec\oó M, a. lM,v) 
es la definida por 

) 

'!.",.... ~ \ v " G'lHl / l;:,;11\ ~liln v} ~ 1 11 v u, h \ 

donde FE d"'(M, V•1 , y est;:i. to-pología result~ indenendiente 
del atlas elegido dentro de la clase ( véase (13) pag. 58 ). 
Obsérvese que ante esta topología, 1''(i) ea continu.a '<I •" l.~ 

4.4 PROPOSICION. Sea (M, J~\1,V)) una variedad diferenciabla' 
modelada sobro un es~acio vectorial normado (i). E.~tonces la 
to~ología can6nica en M , T~ , es una tonología de Hausdor:ff. 

Demostraci6n. Probaremos riue ''- es Fréchet y regular (ii). 
(o<J • ( ) Sean qr, lll, l'cQ(M·,V) , l. c..Ip ;i q E f i. 

Como V e.a Préchet 9 lFroi\·~lh)): \(fli1J'-,1j e.s cerrado 4 \~~ ea 
cerrado en -r'"" :. M. ea .Fréchet. 

Tomemos A " Xr :. ::,\ U 1:. "t°H ;i q E:- U s A. 
Como U E 1:"1-1 , frlii1l\lilll tr) 1:.\v,.Y además 

lFlT>llc¡) f \;=llll\.~liioli) e:. (Hillt~tirnA) 

luego trl11lt\\l)(lf\) ~ xl'lil!'\) • Como V es regu1ar, ; NE x~ü>\,) 
cerrado, tal <{Ue N s. lV1i1 \t~li.i(li\) • 

Por tanto · 
't E rn~i1¡¡l N\ e: \'Ftill" t C'Flil v·d \ ~ li l n A)) = A (\ .\li) e:: (>. 

donde trnil¡;INJ E Xo.. y ea. cerratto de la. continuidad de .F(i). 
:. M ea regular. 

Ahora podemos avanza~ en la cuesti6n de unicidad de curvas 
integrales: 

4.5 LEMA'. Sea ( M,a\1e.~ 1 v1 ) una variedad dif"erenciable (k>,.~) 
X un camno vectorial en M de clase cll(-•l • Si -r~ Ms , p M" 
son dos curvas integrales de X , con l, J E.Xo abiertos y 
conexos (intervalos abiertos) y satisfacen 1a condición ini
cial ítol: ~Col = q entonces 

(i) De acuerdo a nuestra demostración, aparentemente no es 
suficiente que V sea de Rausdorff. 
(ii) Fréchet y regular implica Hausdorff, (-.e\.'1 pas.s1). 
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Una vez conocidas l~s condiciones suficientes que dan lugar 
a la existencia de. flujos, podemos preeLL~tarnos acerca de la 
unicidad de éste. Para ello son necesarias ciertas condiciones 
topo16gicas en la variedad, las cuales se tienen en la clasa 
de variedndes que hemos considerado. 

( 
(11:) ) La. to11ología que se le ha dado a una 'IC1.t1eóoó M, a.~"'•"> 

es la definida por 

't"M:; 1 V¡, Ci'U-\) I lrli1l\~li)(l v) ~ 'Tv ..J ""l."\ 
donde F t a.l .. '(M, V:), , y esta topología resulta. inder>endiente 
del atlas elegido dentro do la clase ( véase (13) pag. 58 ). 
Obsérvese que ante esta topología, b'(J.J es. continua '<l i" 1.'F 

l'J' 4.4 PROPOSICION. Sea (M, A\L1,V)) una variedad diferencia.ble~ 
modelada sobre un esuacio vectorial normado (i). Entonces la 
topología canónica en M , TM , ea una tonología. de Hausdorff. 

Demostración. Probaremos r¡ue ~~ es Fréchet y regular (ii). 
Sean q'- M, F~~(M·,V) , i r.IF ~ q ~ f(i). . 

Como V es Fréchet :;. (rr11l'
1
lh)h ~(Hi1)1.,1~ es cerrado ~ h~ es 

cerrado en 'rt'\ :. M es Fréchet. 
Tomemos A \ó X r :. :,\ U E:. t''"' ~ q e, U o: A. 

Como U € -c 11 , (t=lilllr,mn tr) i,;Tv>-V además 

l_;:.lhll<t) e: \;:rn1\..\l1in Cr) s (t=lHll~lil" t\) 

luego t~l1l\\ ~mn A) ( J( ~iill'll • Como V es regUlar, ~ N '-X rli,l'I) 

cerrado, tal ttue N e:. lV(il\l~li\flA) • 
Por tanto 

'tE {Tl;.ll¡¡lN\ S \'flill¡;t l.fli\l.a·~(\li\C\A)): AC\ ~li) S (>. 

donde rrlilli.:\ Nl E Xq y ea. oerraao de lti. continuidad de F(i). 
• • M es; regular. 

Ahora podemos avanza~ en la cuestión de unicidad de curvas 
integrales: 

4.5 LEMA'. Sea ( M, a f~," 1 ) una variedad diferenciable (k ~ ... :!?) 
X un camno vectorial en M de clase cl11·•) • Si )'~ M.r , (l M" 
son dos curvas integrales de X , con I, J f.Xo abiertos y 
conexos (intervalos abiertos) y satisfacen la condici6n ini
cial rtol:. ~101 "' q entonces 

(i) De acuerdo a nuestra demostración, aparentemente no es 
suficiente que V sea de Hausdorff. 
(ii) Fréchet y regular implica Hausdorff, \"e\.G p11.'l.s1). 
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Demostración. 

Sea E'. :: t t .. I "J / 'í<tl -= (lCtl} 

Mostraremos oue E es cerrado y ab:Lerto on l íl J • Como M ea 
Hauadorf:f, s~ sígllell1c;ue E es cerrado en 1 f\ J. Para ver q11e 
.t; es abierto, sea. a€ .!::. Hagamos 

· Ys : -r 0 l i 4 i,;, 1.1••ci.1) 

. u . .. 
donde <~~ i,11.) ll> , < 5 -1. "I\(1-)"('l) E:. .1<0 son intervaloe abiertol!f. 
A'demás 

'Y:-= "t'oti"" 1li11, .. 1"1.>-1) = Y,..)'oti~ lt?.n ... i"tll) = 'Xol'~ 

~: .. ~º•(~ ~ :i(.5~ 11111¡,¡lJ)) :: 'Xo ~·l~~ l(.~~Iia);;\J\):: K o~.) 

y ~s lo) -: ~s lo)• 

o Hll 1:>t'f'lilol's) Pero Xol's="l'• ~ "'I< oT-t1\oY.s -: 

'Y. o ~.5" r; ~ 'Xn;, o ~ti) o ~s -= l>l ;:'li)o ('s) 

donde 
\'<I 

f(i). FE: AtM,V) "!{ Ys (o\ = ~slol € 

Luego F(i)o~s y F(i)o~s son soluciones de la misma ecu~ 
ci6n diferencial con la misma condici6n-inicial. Do la unic! 
dad de las soluciones se sigue que 

"\=C:i)o 1'5 o I ~¡;(~li\) : i=l'i) o rs 0 l-i~~ l.\'lil) 

donde 
por lo que 

"t"_l'5-'1tiii"">::\1 ,).i,._ = ~5 .1.,=~.s·i~:: ~.,\.:;~ it~-t.i,11.>;;t31 ) 0 i¡1.. 

Entonces, . si hacemos \.13) 

w ;o. q 5\-T (. i ~ 'l.1~>" t1. C\3)) (\ f>.. 

(i) Véase el.ejercicio 1.lB ~ag 17 de la r~ferencia (1) 
( ii) Si A, :B e:;.\~ : A + B :. \ a + b / a E- A y b ' B f 
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W E J(~ y W s E ; e.e decir, ª' t. int (E) E es. abierto. 

Como In J es· conexo y E" es un subconjunto cerrado y abie-r 
to d&. I o J, se' sigue que E = rJ o E = 1 í\ J. Pero E :/ ~ ya..-
qu~ Ot. In J , por lo tanto E= Ií'\ J • • 

La generalizaci6n de este lema es inmediata: 
1 

4.6 !_EOREMA. Sean M, V como en el lema 4.5 • Si ~.<: ~!'\"") , 
ép~t (M.,,)'l con J., J E Xo abiertos y conexos, 

son dos flujos cuyo generador infinitesimal es X, entonces 

Cf?o l3 = ~·ii 

Demostración. Sea q E M; como lf!, ... ;i y cl?t.•~ son dos curvaa 
integrales de X con la misma condici6n inici~l, del lema an
terior se sigue que 

\q?, ... ~ )oij -:: \ép ..... ci)ol1 

-
El teorema (4.6) nos uermite concluir lo siguiente: Si 

i~~s)~ es la funci6n de evolución do un sistema mec&nico 
(estacionario) - cuya existencia postulamos - y X es. el campo 
vectorial asociado al siatema(i) entonces su flujo asociado, 
en caso de satisfacer las condiciones del teo. 4.6, ea preci
sa.mente '1•i 1 donde I es el dominio del flujo. En otras pal~ 
bras, la de:-scrit1ci6n del sistema ya sea medüinte la.~º"'"'º'" 
de evoluci6n o bien mediante eu campo vectorial asociado, es 
e~uivalente; en el sentido de que uno es especificado de man~ 
ra única ~or el otro. 

Finalmente tenemos los antecedentes matemáticos necesarios 
para mostrar que es factiole daacribir las. interacciones 
medianta· campos vectoriales, con la consecaente interpreta
ci6n física do ellos. 

~--------------------(i) Es decir X ea, el generado mediante 1 . Véase ~ag. Q?. 
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1.5 lNTERPRETACION DEL CAMPO. INTERPRETACION DEL FLUJO. 

En la secci6n anterior vimos una forma alternativa ( y eqlii 
valente-· desde un -punto de vist11 formal)· de den,,ri bir la evo-
luci6n del estado de un sistema mecánico mediante su campo 
vec.toria.l asociado. Es natural entonces. cuestionarse. sobre 
el. significado físico del ca.ropo; y al. res.pecto veremos que 
en cierta. medida ea factible renresentar a lan "interaccio
nes" sobre? el sistema:-. mediantrr- camnos vectoriales. Para ello 
retomamos el ~lanteamiento que hemos dado de la Mecánica de 
Newton. 

Consideremos una Partícula de masa m descrita desde un sis 
tema de referencin inercial. La forma general do la interac~ 

·ci6n sobre una ~artícula (en el caso estacionario) viene dada 
por un campo de fuerzas de la forma 

- )\ \)R'?.) 'i..) 
F "- ~?.'?> 

para el cual tenemos que 

1. 
m D r = Fo{ G,•r + e .... nr ) donde 

\llt~) 'i.. 

e,¡= e~ 

Y r ea la función de Poaic16n de la partícula. 
En términos del momento, 

p-::. m. Dr ••• (5 .l.) 

tendríamos . 
( 5.2) ..... 

donde> obviamente 

- 2 Como ya hemos hecho ver, -podemos considerar a \.111.,) una es-
tructura suficiente para contener la información mecánica
mente rel.evante del sistema; es decir, podem~s considerarl.o 
como un espacio de estados, donde. cada d ( (1~\)-z. corresponde 
a un estado de posición .,¡111 y velocidad <(121 (sobreentendida 
la masa ) • O alternativamente; -posici6n c(l•l y momento ~l'LI • 

Claramente ambas interpretaciones son factibles y equivalentes 
para la descripción del. estado del sistema considerado. 

Pro-pongamos esta última internretaci6n de ~IR~)i • A 'Partir de 
los ~rincinios generales ya enunciados, tenemos: 
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De acuerdo al postulado M.A.l, la evolución del estado viene 
descrita por llOa función a.e ev~lu.ci6n r¡ ( \11l"}11 t'"'1 ) 1~ donde M es 
u.n espacio de conf'iguraci6n (<JI\')) en este caso) y T(Mt° el es
pacio de estados, con la estructura usual de variedad modela-
da sobre lT_ V;, con V1 ; 11{~ y V .2.: ~11t?.)' 

. hi. 

Podemos dar una interT'retaci6n física a T(M)~ en base a la in 
terpretaci6n oue hemos dado a \,.11t'i)t , nues si tomamos la estrüc 
tura diferenciable en M dada nor el atlas con carta única -

~11, 1 111.\} j , la estrucbtr9. canónica en T(rll)' viene dada t>Or 

una carta única \,lt,·hu) ·~E: a.ll~lt1l•, ny;) , donde 
:ti"' J\~; ·~~ i-.llll 

-tu\ ::: e:•' º TI * e~·º ~ 1.,l .. 1• 6l ~"'l A :::. ) • ") 

Alternativamente nodemos modelar a 
caso también ea ~osible mostrar la 
única \(1;fo.1) ~ E a.i,,1<;}t, n_w): <.i) 

T(M)" sobre IJ2.1)i y en este 
ex I~ tenciai de una carta 

\)lo lt1 -

i<11 ::: G~ º 1\ -t e~\}t º ~ L_ \ l,\ ... l' 
". '! 

véase fig. l. 

11 

Fig. l .. 
Dado que l(i) resulta se.r una biyecci6n podemos considerar qie 
T(M)~ y l,.11t"'i)"i renresentan las· mismas cé\llt.idadea físicas del sjs 
tema, es decir ~ada ~ET(M)~corrcsnonde a un estado de la par.=
t!cula cuya posici6n es· tl(1)1o1J)t1) y momento ú111w>ll~l (ij). 

Ahora, si X~ es el cam~o asociado al sistema, 

(~)~~:¡;;;;-;~~-j{~)-:-*"T(l) .donde 4> ·= s-:~1>~ ¡>~Vi+ e~'>~~"~\?:¡ .. ~~:,) cl~!,) 
con cf':· e;'"o i'~.11.\> + e~"'o l~~ tP~11. o ~">i) r~~;¡) , luego cf> t:. l\o ... l;l\"' , 1,11t\)~) 
(ii) Dado que dos es~acios vectoriales isomorfos son indistin
guibles en cuanto a su estructura, podemos internretar a \f¡1ll ... 1Jl1l 
como nosici6n y a'(.1u1c.11)l~l como momento, aunque con otra nomen
clatura. 
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de lo cual se sigue que 

)(:~1'1 0 lfh\o('ll\;,,)= \:>lf11l<>l1J .. ~>) 

o en términos da sus componentes, 
n"; n'l: it'' • .: '!'\'ti: "'"' lt'' • ,:, e, o!', 0 ")/;, ,.;t~o{, .. ol.) + e.,, o j''I. • i(~ o Tl•l• l"\6. e<) -:: 

• 11~· ,,. ll'H 1111; • ..: ) 
e~' º \>~ r, ~ ~t•h\"\ .. .c.>l + e... º D\. r.,, • Tl''·l'1 • ... , 

t\'1\ .;.,,, ~ .:. = 
?, • ")('\ o "T\1\0 l'I ... o(,) 

'?i'tl"i o '11:~1''. i-111 .. l 'I !'";.;) = 

lo cual os equi val.ente a (i) , 11 
,,,-,)'i i111 • • .... 1 OIJR I. I \ ~ ) ?;" 0 ::.<.'\ 0 ¡(\lo(.i¡ .. ;i.l." .., \. r 1 o 1 <> ll¡ ... -4) 

1¡11,;)i • \Jtl)i : .: 
f.,, º x;11'o illl º <." ... ;..> =u U\ 0 'J.11i .. l ~p .... >) 

.. "' En efecto, hagamos A': I(i.l B.,,_ T(l) ; luego 

A ,_, #.. ) -'. 1 
1{'\('"):. ~~ A 'l. O 1' ,, ... ) 

= 

... 

... 
(5.)) 

(5.4) 

••• (5.3)' 

••• (.S.4)' 

A= r/>•B '! 

••• (5.5) 

.l!Qi)e • 1111; • 
y como T"í º~"l'l ... ~l= ?, º ª"lt¡ ... =t.\ , se sigue que (5.3) y 
(5.3)'son equivalentes. 
----------------------( i) Puesto que l1¡¡iJi y ·~ V¡ son 15ovY1orto5 1 el. de:fin:lici6n del 
espacio tangente a un nunto de la variedad es indetiendien·te 

· del espacio de modelrtci6n utilizado,. luego las· representaciE, 
'nes locales ")(~'1 y "l<.,\1

1 se refieren al mismo campo vectorial 
(el generado por 1. en forma canónica) 
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De igual forma, a partir de (5.4)' y (5.5) tenemos que 
lJl?i} 'i. 6 1 • i.ti)i • 

Pt o e¡>" X, o~·" ~ol~,.;<.)~ t>li\ "c¡>oC>ol'l ... ;q) 

Aná::t.ogamente! podemos verificar que! de (5.4) y (5.5) se. sigue. 
(5.4): Con lo cual hemos: mostrado la equivalencia de las• 
ecuaciones {5.3), (5.4) y (5.3j, (5.4): 

Las ecuaciones (5.3)' y (5.4)'tienen una intertiretaci6n 
física de acuerdo a la internretaci6n física de ~~~>i : 

P~,ei)~ A o{ ..... ;,.) 1: r.r¿'3.) IR. 
' ~ es la funci6n de posici6n de la partícula, 

f'~t;J~ A o l "J • ;i l 1: Uii~JR- es su momento, 

a partir de un estado inicial ~ • Entonces, podemos decir qae: 
. -. " ~t,)1 o~ 'I o 1'. o l '1 L ~) 

es la velocidad de la partícula y 
~111}i A .: 

P-i º 1{ '1º 1\ o t 'I "-~) es la fuerza neta sobre ésta, a partir de 

un estado inicial (>(. .• 

Dada la equivalencia de laa ecuaciones (5.3), \~.4) y (5.3): 
( 5. 4) ,. es factible Proponer inte·rpre.tacionea; análogas para 
la~ componentes del campo asociado a un sistema mecánico en 
el caso más, general, aunque• cabe acla:rar que tal interpre
taci6n se reduce a una. analogía e.-on e1. caso conocido de: la 
Mec~nica. de? Newton. En muchos casos nuede· suced·e!l" quei alguno.s· 
conceptos~ que tienen sentido nara la deecrinci6n de una pa~ 
tícula no lo tengan en el problema específico. 

Debido a la interpretaci6n que ea, posible dar al campo x, 
en el caso d~ dimensión finita., convenimos en denominar al 
generador infinitesimal de! "el campo de! interacciones". L3: 

nomenclatura resulta en parte· adecuada pues la ecuaci6n ( 5 • .q )' 
nos, brinda una -pauta; para la.t definición implícita de las 
c!~~~~-l~l~-~~-~~~~~~fa con la.t Me~ánica de partículas. 

Ul En realidad es un abuso habl9.r de "causas" -pues no hemos d'ado 
una defin:i.ci6n de "esta.do natural de movimiento". 
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Aparentemente, la ecuación (5.3} describe el aspecto cinemá
tico del sistema; vgr., la relación entre el .momento y •,•.la 
velocidad de la paTtícula. Esto se ve más evidente si reescr,! 
bimos la ecuaci6n (5.3) en la forma sugestiva 

nv' v • "' iN: l\V"~ • p,' '• "'l<~t''o te:••·. ~."'. f1~ .. \v¡ .. -;.. > -\. e't .. í''2 o .1\1.i .. l'l .. ;i.) -::::: 

ll'I: • ..• ) 
""j) l "' ~ ·n11 •\."\ .. ol.) 

.. 
donde (omitiendo superíndices), '\\ o1l11. \'la.-'- l corresnonde a la 
posición de la partícula, 1\ .. -n,1 .. t'1 • ;4) a su momento y 
~v,11·~fo1 •t'1 .. ~1) a su velocidad. Luego, la expresión anterior. 
es una relación implícita entre eatas,magnitudea. 

Ln segunda internretaci6n física que nos concierne dentro de . 
nuestro planteamiento es 1~ referente al flujo asociado a un 
csmno vectorial que describa la "inteTacci6n" sobre el sistema. 
Para ello ea necesario adontar ciertas· condiciones adiciona.
lea sobre l~ funci6n de evolución que lo describe, y que de 
hecho ya hemos manejado imnlícitamonte sl hablar de su campo 
asociado. Nosotros la haremos explícita incluyendola dentro 
del postulado fundamental M.A.2 (recuérdese que estamos con
siderando sistemas mecánicos reversibles) 

La func16n de evoluci6n de un sistema mecánico reversible 
":!!fo (tc;S)1l)1i. satisface la condici6n: ~to<\ .. ¡ i: s •R. 

es diferencia.ble en una vecindad de t E IR. 

"I t E \t. y 'I ol. C: s·. --

En el caso estacionario nos ~lanteamos el siguiente proble
ma: Si X ea un campo vectorial que describa. la interacci6n 
sobre el sistema, ¿ qué relaci6n existe entre su flujo asoci~ 
do, bajo las condiciones apropiadas aa diferenciaoilidad, y 
la funci6n de evoluci6n que lo describe? Los antecedentes 
necesarios para solucionar el nroblema ya se han visto en la 
secci6n anterior y·podemos razonar de la siguiente manera: 

Sunongamos que X describe la interacci6n sobre el siatems; 
en tal craso X = X"\ , y si i1' ~ (ss)v es el flujo asociado a X, 
donde U es un intervalo abierto que contcnp:a a O E IR • Como 
la funci6n de evolución 1 ~ tsS) 11?. satisface ser un flujo en U 
entonces '1•1.,,, ti? , de acuerdo al tcoroma (4.6). Ea decir, el 
:flujo asociado al campo de interacciones es precisamente la 
f'unci6n d~ evolución del sistema. 

Así 'J)Ucs, el "Problema :fundamental de la. Mecánica Analítica 
- determinar la evolución del sistema a partir del conoci-
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de las interacciones a las que está mijeto- tiene soluci6n 
satisfactoria al menos en el planteamiento formal. En el 
capítulo siguiente haremos resaltar loa asnectos relevantes 
que distinguen la estructura del es"Pacio de estados de un 
sistema mecánico, lo cual nos permitirá plantear la soluci6n 
para un tipo muy específico da interacciones. 

Para finalizar esta secci6n haremos una obscrvaci6n que nos 
parece interesante en su a8necrto· conceptual. Resulta de una 
anlicaci6n directa del teorema (4.6): 

Supongamos que habiendo postulado la existencia de la fun
ci6n de evoluci6n con las proniedades de flujo, -prononemos 
a cierto cemoo vectori"ll como la descri:'Pci6n de las inter
acciones; si fuera 'POOiblc de.terminar su flujo y lan predic
ciones del modelo resultaran incompatibles con ciertas obser
vaciones experimenta~es de la funci6n do ovoluci6n, existen 
dos ~osibles razones para ello: L~ primera sería que el campo 
vectorial admite dos flujos distintos; la scgund~, que el 
modelo propuesto de interacciones es incorrecto. De acuerdo 
al teorema (4 •. .§) la primera "Posibilidad no puede da.rae, luego 
el modelo ea incorrecto a fortiori. 

Este razonamiento nos· brinda una secuela 16eicamcnte con
sistente en la búsqueda de las leyes de movimiento •••• 
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2.1 VA'RIEDADES' SIMPLECTICA:S 

El postular al baz cotangente del espacio de ccnfiguraci6n 
d~ un sistema mecánico como el espacio de estados, trae con
sigo que el esoacio da estados ~osea canónicamente una es
tructura• simnl:éctica, l.o cual es• un resultado importante. 
Su trascendencia se debe a que permite considcTar a cierta 
clase de campos vectoriales en T(rn)• , conocidos como caarpos 
Hamiltoninnoc, lo cual es fundgmentnl en 1~ rnrnu de la Meci
nica Analític!l llamada Mecánic!l de Hnmilton. 

,~. Posteriormente veremos ~ue cu~ndo es posible situar 
al sistema dentro de la Mecánica de liamilton, i.e. cuando el 
campo de. interacciones. sati st'ace ser un Ci..1!Ilpo füunil.toniano, 
podemos generar ciertas. ecuaciones diferenciales parciales 
(ecuaciones de Hamilton) cuya soluci6n nos permite obtener 
curvas, integrales, lo cual constituye e~encialmente· la solu
oi6n a nuestro problcm~ fundamental. 

La generalidad del tratamiento Hamiltoniano do la Mecánica 
permite dar planteamientos análogos ~n otras ramas de la Fí
sica, como Mecánica Cuántica y Teorías de Camno, incluso al 
gunos autores (i) proponen que los sistemas mecánicos sean 

ca.'<ac+em:.a.c!os por la propiedad de que su espacio de es:tadoa 
constituya una variedad simpléctica, lo cual. no deja de ser 
interesante desde un punto de vista formal pero difícil de 
e oncebir en la 'Mecánica. ••• 

Esta concepción de sistema mecánico conduce a dos ideas 
realmente· relevantes: 

a) Describir a un sistema mecánico por una clase de varie
dades simnléctic~s difeomorfas, tales oue bajo estos di 
feomorfismos la estructura simpléctica se preserve. -

Más adelante veremos qua los planteawientos de Hamilton y 
Lagrange son consistentes con esta concepción. 

b) Dado un sistema mecánico, alterar la forma simpléctica 
de tal modo que> e1 nroblema.0

• original seru equivalente B.'. 

uno cuya solución sea conocida • 
Este punto de vista es relativamente nuevo y resul'l;e. bastante 
atractivo "Para su i".lvestii?:ación. Desrr,raciadamente queda fuera· 
de nuestros -oronositos debido a su comul'ejidad sobre todo en 
el aspectos de sus fundamentos. 
---------------( i) i/éase p. ej •. el artículo de Sternberg. (19) 
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En esta sección mostraremos que efectivamente el haz cotan 
gente a una variedad dada posee una estructura simpléctica 
canónica. Veremos además algunos resultados referentes a di
feomorfismos entre variedades que preservan la si:~plecticidad. 
Los resultados desarollados en la sección presente serán bá
sicos, y haremos referencia a ellos con frecuencia. 

Así pues, empezaremos por deí'inir lo que habremos de enten
der por una variedad simpléctica en el contexto más general. 

l.l DEE'INICIOJl. Sea (P,0.1'l>e.'J)) una variedad diferenciable (i) 
con n -;.,. 2. w " /\:1_\f') • ::3i w satisface 

l) dloJ = o 

2) w es débilmente no degenerada {ii), 

decimos que w es una forma débilmente simpléctica en P. 

La no degeneración débil o fuerte de w es trascendente en 
las variedades de dimensión infinita: La siguiente definición 
hace énfasis en esta di~tinción. 

1.1' DEFINICIOH. Sea (P, ct~,vl ) una variedad diferenciab1e con 
n;.;. 2. w r::. /\2.l ! ) • Si w satisface -

l) dw = O 

2) w es fuertemente no degenerada (iii) 

decimos que w es una forma fuertemente simpléctica en P. o 
simplemente una forma simpléctica. 

Cuando en la variedad J:> adoptarnos una forma débilrnente(fuerte 
mente) simpléctica, hablamos de una variedad débilmente (fue; 
temente) simpléctica. Es importante hacer notar que una varie 
dad diferencia.ble puede tener más de una estructura simnléc-
tica, y en general la simplecticidad fuerte o débil dep~ndera 
en gran medida del espacio de modelación de la variedad. 

(i) Para la existencia de una forma diferenciable es necesario 
que n ?,. 2. _ _ 

( •• ) " . -·- •Tp~i'>' .._irlrl' 
~~. Es decir w~r1©l e, -t ~z. ) ~ \.\o .... \•,m, \-\o ... lT,iPJ,itl) es inyectiva 'tfp~ P 

(J.J.l.) Es decir i'.üüol®( e, .... e .. ) .. "º"'l"t,lf) "º"'l1r\~),I~)) es biyectiva 
'Vf~t. Si V es de Banach, '\.w~~)<!>(e, -1 g._)r'f: ilo""'U-to"'t'rll!),1~l,irlf)). 
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Por el momento, el caso de interés para nosotros es el espa
cio de estados de un sistema mecánico, 'l' (iJ)"- , donde l.i es el 
espacio de configuración. 
Como ya hemos visto (secc.1.2), '.l.'(JJ.)" posee una estructura 
canónica de variedad diferenciable modelada sobre ![¡''• ,con 
V, ~ V y v~" \-\o"'lv, 1R) , siendo V el espacio de modelación de 
M. Si M es una variedad de cluse C'"1 

, T(1.1)• resulta ser una 
variedad de clase ct"- 11

• En lo aue sigue su-pondremos oue J;I es 
de clase Cl"'1 con n 'l 3, de modo que T (11·1) • es de clase C'".''(n-17/ 2). 

La estructura simpléctica aue 
ticu1ar.

1
Se construye en base a 

lT é l>'I ,l,.l • Definiendo primero 
el haz cotangente: - ":)\\) e a T i1.Ml" © \lT), €l i , 

• .. l·n~r)1 
con ~;·1 

:. \lit,?, ) /c1.1: ;c .. 1• \ 

Tenemos que 

eh11 = 

podemos dar a T ( 1.1)* es muy par 
la proyección natural en T(M), 
la l-forma fundamental (i) en 

n .A":' ti:nl ... 1"1) 
""t 1(1<)' 

-tt•1 ("") " pudiéndose verificar que e ~ VitI¡: ,y dado que T(ii:!) es de 
clase c1~·11, g 1: A:·•l m1-1>' > • Ahora podemos considerar a su derivada 
exterior (ii) 

E. lT .Áo.,.t(T.i.t11""l')) 
o\~1U'l' 

y de su representación local en base a una carta T(i): 
.. ,.;c;1 ¡ ... "-•: .:.1,. iW• )2 • il~· ..:... \. tw· ii - n-.· .,_ ~11~¡¡i · ll i 
.._,.., ::: \ \ ?,.:ti@¡ 'i'i IU )@( P, ,,,· © Pi;,¡' )- l Pi it1'~ P, '1 )®l ?.~~·@) P.l .• l•>)). i ·foilt'<i>) 

<. ft•>l fo1> 
E:. \ Á~ lTI.'i;)) 

10 l"·t) 

se sigue (iii) que 1.1}'\1 (.(t .. > 'li0f ; luego U.> t /\t. (.íl>-11") 

De su definición tenernos que dw= O , es decir w es cerrada, 
y la no degeneración débil dew puede verse en el auéndice 3, 

(i) e" i:..,t ... i• ®1r.; (, '1i \\ .... t•..J.11"">, IR) es el campo covectorial. básico. 
- .(\1tM.1• 

(ii) Véase la referencia (1.7) para la definición de la de-
rivada exterior. 

(iii) Debido a que su representación local es constante. 
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por lo que W es débilmente simpléctica. En el apéndice mencio 
nado se hace ver que para tener J.a simplecticidad fuerte de 
w es necesario que el espacio de modelaciÓn de Jli sea un es 

pacio reflexivo; i.e. V~l1a""t110 ... 1v,1c\.1R) , lo cual sucede por 
ejemplo cuando V es de dimensión finita o cuando V es un es
pacio de Hilbert. De hecho, la condición de que V sea reflexi 
vo es equivalente a la no degeneración fuerte de w (véase -
el teo. A. 3. 4). 

En el caso de dimensión finita, la 1-forma canonica en T(Iat° 
adquiere una expresión particularmente simple en términos de 

)!; \'\·•I 
un atlas ·.1.· 1 F E ((\.,., .. ,., •Rr;;, l pues en este caso 

""" +'n-.1.,_ /\ d t f'n-.>o.) ES·i.t.t•1 :: L -
Q~;:; 

V <: I ~ 

Cu.ando una variedad simpléctica es de dimensión finita, es 
natural preguntarse si es posible encontrar un atlas dentro 
de la clase adoptada, en t~rminos del cual la forma simpl,c
tica tenga una expresión particularmente simple. La respuesta 
es afirmativa (teorema de Darboux) y en particular puede de
mostrarse que la dimensión del espacio de modelación es de 
dimensión par, co::io consecuencia de la no degeneración de la 
forma simpléctica (ii). 

TEOREfü\. DE DARBOUX. Sean, (P, o..~;~.,.¡ ) una variedad diferen-
ciable con n7,. 2 y w t flz.ll') una forma 

simpléctica en P. si P es de dimensión finita, digamos m, 
entonces la dimensión de P es par y además existe F (: a.\l'~,v > 
tal que 

A las cartas de F se les denomina cartas simplécticas, o bien, 
se dice que F es una atlas sitnpléctico. En el caso de T(M)"", 
obtenemos que T'F es un atlas si~pléctico para todo atlas F 

("' en a. lM,11) 
Existe un método particularmente sencillo 

riedades si~plécticas a partir de una dada: 

(i) Véase la sección 1.2. 
(ii) Véase la ref.(l) pags. 165 - 175. 

de generar va-
sl.. (P ,.t"' , .... t 2,'<) 
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es una variedad simpléctica, 
renciable (n, r 7, 2), y f (; pN 
entonces 

( 
(~l 

H, 0..\ ..,,w) una variedad dife 
un difeomorfismo de clase ctt) (i), 

es un isomorfismo 'J q t. N , y podemos considerar a ~ •cw' ~ f\i.~~) , 

donde w es la forma (débilmente) simpléctica en P. No es di 
fÍcil ver que ''tw l es cerrada y (débilmente) no degenerada, -
luego ''lw) es una forma (débilmente) si:noléctica. 
Dadas dos variedades (débilmente siml)lé~ticas (l',~~~ . .,,,w) y 
(N ,&~~•""·"') y f E. pN un difeomorfisrno de clase ct·u tal que 

.l;¡\wl ~ ol se dice que f es W1 mapeo simpléctico o bien una 
'transformación canónica. En el caso oue manejamos anterior
mente, la estructura simuléctica dada a N es la que hace al 
el'!.~ difeomorfisrno un map~o simpléctico. 

Una clase importante de mapeos simplécticos entre dos haces 
cotangentes T(Mt y T(Q)• (con las estructuras simplécticas ca
nónicas) son generadas a partir de difeomorfismos entre las 
variedades iil y Q , que de tratarse de espacios de configura
ción de un sistema mecánico, pueden interpretarse como un 
"cambio en la descripción". La forma de construir estos mapeos 

.es la siguiente: 
Sean (M, o,,l~~.EI) , (Q, Ck.\~.")) variedades diferenciables con n~3 

y h ~ QM un difeomorfismo de clase el~'; entonces 

Tlh\ =. -r "\(!'\. ~ \ ~"''). ·"' • lí ~t .. r) "- • \Q.)º 

'1\ !'.)' 

es el levantamiento (ii) de h sobre los haces cotangentes. 
Dado que T(hoh) = T(h). T(n') , se sigue oue el levantamiento 
de h es una biyección. Si G l o\--;.. E) y H " a(~. 'Y) ' la represe!! , . . 
tacion local de T(h) es 

6 • • ·' "tl'i'i ·' :t!í' 
Tl-\(l)1>"f(\.i) o"íC.ll\ = ~,i.í o \H.lloho C.\j\., ?, • + 'TI-· 

TIV\ "\\': , t 1 .. 1 ,,¡"'}) Bi'' 0 \ \'i" 1$~\.C..li\»\\olHl\)o\lll\<>h•úl)\0~1 

( i) Si w t fli.(1') y fe. C tt.I ::::,. t "c1»l 1: /\z tt-J) 

(ii) Algunos autores definen a T(h) como T(h-'). 
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' de lo cual puede verse oue •r(h) E Cl .. ·•
1 

• 

Pode1nos verificar que ( i) 

"" , - ..... 
(Tlnl) ( 9c..) = (:>._. 

donde eQ '1 e,_., son las 1-formas fundamentales en T(Q)• y 
T(lll)"" respectivamente. :Para ésto basta ver q~e 

\.ºh>11)' Ulc.) ~ G K 

donde ahora (T(h) )• denota el retroversor de campos covectoria 
les (ii). En efecto, 

• De este resultado se sigue que T(h) es un mapeo simpléctico 
pues de" -:: d l\.h\\1)• (~().)) = \f l\\\)" t el Qo.) 

donde w,.._de,. :y W11.:. dGQ. son las formas (débilmente) sim-
plécticas en T(Mf y T(Q)°"', luego 

T t 11 l•·•I 
(i) Si "(h) E> Cl .. "'1y GG. ~ f\~· t11011) -:?>Q°C\\\J(QG)t At tf¡rif)oue es consistente con 
(ii) :En inglés. : "pull-back" A.I \.""l\ 

G11 E: Al. t Tlt<).,) 
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Las transformaciones canónicas aue se generan de esta forma 
se conocen cor:io transformaciones canónicas de punto en los 
textos clásicos de Mecánica, y la razón del nombre proviene 
de que los eler::entos de un espacio de configuración se pien
san como "puntos en la realidad". Cuando una transformación 
canónica entre haces cotangentes preserva las 1-forrnas f'unda 
mentales, en particular es-una transformación canónica y se
dice que es homogénea. Así pues, T(h) es una transformación 
canónica de punto .homogénea. 
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2.2 CAMPOS HAMILTONIANOS. 

Nos avocaremos ahora a estudiar con cierto detalle la clase 
de campos vectoriales (Hamiltonianos) aue la estructura sim
pléctica de una variedad nos permite considerar. ou importa~ 
cia puede ejemplificarse por el hecho de que generalmente en 
la Física se concibe a la ; .. ecánicu Analítica como la .1.ecánica 
de ha'Tlilton, sin nacer distinción alguna. Es conveniente em
pezar con la definición más genera:L a.e campos Ha.mil i;onianos 
debido a que en ocasiones habremos de considerar otras varie 
dades simplécticas además del haz cotan~ente de un espacio -
de configuración de una sistema mecánico. 

Los resulta.dos de esta sección to.narán una í'orma r.u~s familiar 
para el lector cuando el espacio ele configuración sea de di
mensión finita. Este caso será tratado en la siguiente sección. 

('11 

2.1 DEFIHICION'. Sean (P, a.º"·"1 una variedad diferencia.ble 
con n .,, 2 , y w t ,:-~·'\? > una forma (débilmente) 

simpléctica. Si para X ~:>.:.'"''l11existe H·E ~M\r) ·tal que (i) 

decimos que X es un campo Hamiltoniano en P y a H se J.e llama 
Hamil toniano de X .. 

Dado que en ocasiones no es importante que un campo sea glo
balmente Hamiltoniano, es decir en toda. la variedad, es conve 
niente introducir la definición de campo localr~ente Hamilto-
niano. 

2.1' DEFINICION. Sean P, X como en la definición 2.1. Si 
para cada p "- P existen U vecindad abierta 

de p y H "~"'"'\-uJ tales que 

\.X ...1 w)" iu :: - e\\.\ 

decimos que X es un campo localmente Hamiltoniano. 

(i) Obsérvese oue dH e. ~7"'\ l') ele acuerdo a la ref. ( 13). Si 
t.•·1.' l"' .. \) ""'"'l 

X~ X l?) y e.u 1; /\,_ <.~) entonces x .1w E. A, l~) , por lo que la 
definición es consistente. En otras palabras, el Hamiltoniano 
de un campo de clase c(ft-11es de clase e~"-\) • 
(ii) 'X .1 w es el producto interior de X con w 

"¡( ..l. W -:: W @ (. @:>~<I ¿_ )(. + ~~I (!>) r,lll ) 
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Antes de ver las consecuencias de las definiciones anterio
res, analicemos las condiciones su:ficientes para que un campo 
sea localmente Hanlil toniano. Para ésto, tomemos p ( P y algu.:. 
na carta .h,(i) tal que p <=. :f(i) con P E.. Q~\'.v> 
Como 

'l'ti1l~rn) 

donde w'í{'1 
E lÁ~(vl) es la representación local de w y 

XFtt> e yftilt~n•> es la representación local de X , obtenemos aue 
Q(...iw>'(\' ( tA,~(vi)H••<\rnl es de clase cP''" 2>. Luego, del lema de 
Poicaré (i), se sigue que si n 'l 3 y x. .i w . es una 1-forrna 
cerrada, entonces -para cada p t P existen U vecindad abierta 
de p y H "' A."-~('U) tales que 

t-x J w) • j v = - J \\ 

es decir, X es localmente Hamiltoniano. 

Veamos ahora las consecuencias· de las ·dcí'iniciones anteriores. 
De la definición 2.1 se sigue que si H es UL Hamiltoniano de 
X y g una O-forma cerrada, entonces H + g es un Hamiltoniano 
de X, luego el Hruniltoniano de un campo está determinado hasta 
una O-forma (:función) cerrada (ii). Sin embargo al contrario 
la situación es diferente pues una vez dada He A_•·1 

( 1') Hamil
toniano de un campo, entonces, como consecuencia de la no de 
generación débil de w , dicho campo es Único. 

Cuando w es fuertemente no degenerada y el espacio de mo 
delación de P es un espacio ue Banach, podemos afirmar que 
toda función H E /{""'\ 1' > es el iíamil toniano de un único campo 
vectorial X <- ~,.,.., l ~¡ • hn ef'ecto, la forma simpléctica 
induce una función 

T . = e;; f!i> ( e:'IJ ~ ~~~ ) e. 

(..OY\ e. 

TI Ho"' l>rU'l, 1\o"' tTr\l~), lfO) 
rt f 

11 Ho"' \\lo,. lip~ ~), 1R), T rU')) 
f'' I' 

Puede demostrarse ( iii) que si (;J e< A""'\f) entonces -:r E. e ~""'1 e 
'""" :C e. et"·'>. Por tanto, si H ~ .A""'\s:>J, J. H es un campo co
vectorial. de clase c\"·1y el campo vectorial asociado a 

(i) Véanse p. ej. (l) pag. 118; (9) pag. 124. 
(ii) En particular si P es conexo, g es una función constante. 
(iii) Véase el apéndice A.L. 
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, 

seria 

cuya representación local es 

'Fl\) 1'\i) o ,,,, 
- X -::. ( '"\j .. L") ,,. \0.11) 

'f\il T°(Í) 

y dado que X , ~ 'º""' 1'.) f. U
1
"·\ (.&,11) E 

X "FU> C1"'-i.1 • Además 

- ){.1 w -

:¡:_ \(~@(.@~u;- Éi>~"))"' X..)~?~') 

;: ( T A. \\,I'\~ A 1: ) lo. ~I\)) @) !.''.') 

'!: < ( -r ©{1Y1v .. "C)) "' & 11) © r~'' 

A \\ \'!> 1'~~ -:: cH\ 

:. x.~ IJ.) =- Ó\.\ 

C
( ... ·2) • 

se sigue que 

(11\•t.l 
Lo cual nos dice que X~~ C?), puesto oue la variedad es de 
clase 0 1

"
1 con n ,./ 2. 

Denotaremos a los camuos Harnil tonianos de clase e t .. ·~1 en P uor 
%1"·~· ( i>) y a las fun~iones en A'"'\P) que resulten ser Hamil

tonianos de campos en ~t"'1 t?> las denotaremos por 1lc .... >l~l 
El campo asociado a un Hamil toniano H e: tp1•·•\p¡ lo denotn.remos 
por X11 , y al Hamil.toniano de un campo X E ~1""'tPJ (hablando con 
propiedad, algÚn Hamiltoniano) por Hx • 

Es conveniente citar algunos otros resultados concernientes 
a los campos Hamil tonanos que en ciertos· casos nos permitirán 
analizar su comportamiento desde un punto de vista algebraico. 

Dados X, Y e: /6l"-uCP) con n "r 3 , la derivada de Lie de Y res 
pecto a X es un campo vectorial en P, cuya representación 1~ 
cal es (i) 

E. 

(•·ll 
de lo cual !JUede verse que [X,Y1 ~ ~ Cl') y podemos cuestiona!:_ 
~~~-~:!:_!.~.?.!]_~~-~-~ampo Hamil toniano. Denotando con D x. la 

(i) \J é~sc. l1~~ I' a. ~·80. 
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derivada de Lie (respecto a X) de formas (i), tenernos ~uc 

\)<,'i°"\ .l UJ = 1l-,c. l 'i.l lll) - 'i .l 1:>,.. UJ 0\) 

-:. í::>-x. t- el H '1) 

= _ a\.Di<.111.) 

pues \l~W-::. o ya aue x .lw = - .11-1 y 
1>,,.\-6\\") = - c\\.t>"\\y) y co:no X E. :it~"'·'\?) y 

que i),.. \\'I E. Ñ~-" U~) , es decir i),._l\'I 
Si definimos para f, e t S'(\'\·•I 

llamado paréntesis de Poison de f y g, tenemos que \~·g\ E. Yl""''l? 

En particulnr, si P es de clase C''°> y· está modelada sobre un 
espacio de Banach, e.o E (\-0) es simplécticn y considerarnos a 
16U»: >t""1

Cf), ?m:: '5'14
\f) ; ~6(?) y ?lí~) · resultan ser 

álgebras de Lie (con las operaciones .definidas por l,1 y 
. t , \ ·, y las operaciones usuales de espacio vectorial 
real) donde la función 

1(\\,X") t "S'mxXt'l!l / )(.lw-=.-c.\\\ ~ 

es un monomorfismo de.álgebras cie Lie. 

Consideremos ahora un cumpo Ha:nil toniano X e d{,t"·~?l. Pode
mos preguntarnos la relación que guardan las curvas integra
les de X y su Hamil toniano H. Si c E Pt·E, u es una curva inte
gral de X, tenemos 

"D\ \\o c.) :: ~\\•c.) A. c.º 
: lc9. \\A.~) o c. 

= -l. 'l. ..) o. \\) o c. 

= _<,,X.\\.~ .l lll>) o (. = o 

debido a la antisimetría de w • Luego, Ho c es constante. 
E!~!~_E!~E~.:~~~-~_::_!~~ campos Hamiltonianos es un resultado 

(i) 1'x lo -:::: e:\ U . .l w) -\- ><. ..\ ow 
(in \/ea.Se f· e~. t\) ~o.<!, 1tl 
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general, que se basa Únicamente en el hecho de nue P sea una 
varieclad simpléctica y X un CP.mpo Ha:nil toniano •. No depende,. 
por ejemplo, de que P sen un haz vectori'3.l, por lo que podrÍ 
amos decir que es una propidad "geométrica". En !~ecá."1.ica,. el 
Ha:nil tonümo de una campo puede identificarse frecuentemente 
con la ener~!a mec~nica del sistema y el resultado anterior 
se conoce como la "Ley de conservación de la energía", 

Notemos que la constancia de H <t. lo J.nrgo ele curvas integr~ 
les de X p11ede cled1wirse d~ la rele.ción 

pues D H = O ~ 
integr~ de X,. 

DXH = O 

él.Ht>X O, luego sic E PI 

( ». H."" X ) oc = ( a H oc ) i:. c g 

= D( H o c) = O 

es una curva 

La generalización de este tipo de "constantes de movimiento" 
como el Haniltoniano resulta inmedinta y la idea resulta int~. 
resante. Esta generalización puede apreciarse en la siguiente 
definición. 

DEFINICION" 
(lo\l 

Sean ( P, a.tM,v) ) una variedad difercnciable con 
n?,. 3 y X E: x"'-(p). Si .,.,_ E. X';;'\~1 satisface 

D cie. =O 
X 

decimos que ~ es una k- forma invariante respecto a X. 

La razón de esta nomenclaturR proviene del siguiente resuJ.t~
do (ih T 

Si ~"' (.Pe) es el flujo asociado a X (con V un espacio de B~ 
nach), entonces 

Hemos visto ya un. caso particular de esta condición cuando 
consideramos un CAlllPC Hamil toniano X"- :t•·t>(P) en la variedad 
(débil:nente) simpléctica P : DXW = O , donde tu es la forma 
simpléctica en P. 
El'l' particuJ.ar, si V es Banach y ~E: (JI:) 

1 
el flujo asociado a 

X, tenamos del resultado antes mencionado oue 

lo cual resulta relevante,. ya que de este modo obtenemos que 
{ v¡ll:l / 1: é 1 j es un grupo de transformaciones canónicas en. P. 

La imnortancia de considerar formas invariantes resnecto a 
,S_~E~:!-.'.:::2~~;:,:_~~~ndo consideramos sistemas mecánicos. (lUe 

(i) Su demostración nuede verse en la ref. (1) pag. 90. 



49 

presentan cierta simetrín, en cuyo caso podemos obtener infor 
mación cualitativa del sistema sin necesiclad de determinar ex 
plÍcitamente el flujo dnJ c:=imno vectorial aue J.o describe. (i 
Además las formas invari.r-·ntes resnecto a un c2mpo sntisfn.cen 
ciertas nroniedades ali?;cbrFJ.icas que nos permiten deterrninnr 
nuevas formas invariBntcn respecto al cRmpo. Estas proniedades 
las resumimos en la siguiente nronosición (ii) 

· (ni 
2. 3 PROPOSICION Sean (P ,. 0..lM,IJ) ) con n ~ 3 , 

Si«~ /\(;_-'1 lP> y t'~~~·•\y) 
riantes respecto a X, entonces: 

l) 
2) 
3) 

Vi•·» 
XJ rJ.. E. /\~ •• tV 

E: /\<;;~· l i'.) 

E A< n·•l l. i') 
1\ l<l.S 

son formas invariantes resnecto a X. 

X E :x_l""~p). 
son formas inva-

4) Si ademá.s Y txt~-<J(p) satisface \.X,Y] = O , entonces 
rJ. y (?> son formas invnrinntes resuecto a Y. En narticular 

Y Jo(. t- dtit y u.A(3 son formas invariantes resnecto a Y. 

Como una aplicación inmediata de la nronosición 2.3 , consi-
deremos una varidad (débilmente) simolécticr-1. (P, (tl('1-1 >Jl ) 

~~~ . 1 
con n 'l 3. Si X t. rt> (P) , entonces como ya hemos visto la 
forma simpléctica (débil) w es invariante resuecto n X y 
de acuerdo al inciso 1) se sigue aue dH = - X .l w es 
una forma invariante resnecto a X, lo cual nuede considernrse 
como la versión de oue H es constante a lo larn;o de curvns i!!, 
tegrales de X • Bn particular, si P es de dimensión finita 
{digamos m con m n. !'1.r) 

l'WI. .. \\ --/\ w E. /\ l~) C.01/\ w ... :: w ';j o.(: ... ,, o. = a.E: Ñ/t o. W\ 

es un.volumen en P (iii) y de acuerdo al inciso 3) , . .!l.. es 
invariante r~snecto a X; luef5o ,. si ~ € lrí' f 1 es el flujo asoci!! 
do a X,. v¡tt> es un difeomorfismo (!Ue nreserva la orientación 
~ '=E: I , lo cual resulta relevante en teoría de inteP.;Ta 

ciÓn en varieJ"cles. - -
De acuerdo al inciso 4) , br-ista verificar oue si X es Hnmi1_ 

toniano y lx,.Y' 1 = O , entonces Y es localmente Hamil toniano 
pues de D w = D se si~e o_ue D W = O , es decir, Y es lo 

J y -
calmente If'ámiltoniano. 

(i) Véase p. ej. (11) pagSi 149 - 163. 
(ii) Véase (1) pag. 202 Para SU demostración. 
(iii) Esto significa oue .O. es una m- forma en la \111'1'1edac! • P 

{ de dimensión m ) au.e es no nula en ningil.n punto. 
Equivalentemente p es orientable. véase (1) pAg. 123. 
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Concretemos ahora los resul tR.dos oue hemos expuesto cu~mdo 
P es la vRriedad T(r.n• donde M es el esnacio de confi~r::o.
ción, lm lo oue süp.ie sunondremos oue III es unn vnriedHd de 

n - ir 
Clase C cln n "'í 3 , de tal forma nue T( 11!) srrn. una vAriedad 
de clase Cn- y n-l~ 2 ( en realidR.d no es necesnrio oue n .,.,. 4 
para lo oue sigue, como uodría ncnsArse se~n 2.3 ). Los es
pacios de modelaciÓn de r,t y T(lll)"' los clfmotarcmos nor V y .11"}• 

\ ''"" donde V,:.'\/ y Va~\\oml~o1R) ,. como lo hemos hecho usual.Mente. 
Suuondremos también ouc V es un esnacio de Banach. 

El hecho de tener esnecÍí'icamente a 'l'lM)ll" como la variedad 
simpléctica nos -permite considerar a cierta clase de campos 
Hamiltonianos en el haz cot::mgente rme son generados a nartir 
de campos vectoriales en el espacio de configuración. Este 
tino de camnos resultan adecuRdos nara describir nroniedades 
geométric8s.del sistema mecúnicot y el procedimiento es el 
siguiente: 

Si YtX'~··> (M) es un caf!lpo vectorial en !.1 ,. podernos cons
truir el levA.ntamiento de Y al haz cotan~ente T{i.1)1' t ha-
ciendo u'li 'll:C• n11; illl• • 

ft'i_)•Ít\lil ': c_.,..,v,. ~hw) Al e•l'i <> -:(li~ ~\l'l - e:lio \ ft @(\'1H\1), o?,~¿\¡'))) 

y puede demostrarse aue en efectot la exuresión ~nterior de
fine un camno T(Y) E l.l'"'L)liltil'), Zs fácil ver que T(Y) es un 
campo Hamil toniano ciiyo Hamil toniano es 11recisnmente 

o bien 

puesto que 

\\ Tl'1) ::. -h 'i u e 

= 
I"\ll>"\I A\lr~ 4Tl'1\) 

I \ \W' A \. 'i o \1 ) 

'{o\I, 

. Y " -y(.11·~(,u) En general, dado un campo vectorial en Mt. digamos '" ...:. ... 
se define la funció~ momento asociada a Y como 

IR.
¡l,.,..l" 

?<. 'i.\ ~ "I:,l ... l' o,~'{ C> i\) E: 

• 
En estos términos ve~os que P(Y) es el Hamiltonimlo de T(Y) 

La consideración de las funciones momento nos brinda la no 
sibilidad de deterrninar otras constantes de movimiento ade~é:s 
del Hamiltoniano del siste~a f1x cuando el sistema ~resenta 
cierta simetría. Ve1'J.?nos como se uresentA. esta relación. 
Sabemos que si Y E A:'~·'\¡.-1.) y X E ~~":"<11 .. 1') s_atisfacen \"_'.r(Y), X1 =0 
ento~ces se sigue ~ue 8x es constante a lo largo de lr:i.s cur
vas integrales de T(Y} · y aue P(Y) es constante a lo largo 
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de las curvas integrales de x. Esto Úl.timo nos dice que P(Y) 
es una constante de movimiento del sistema (i). 
La relación ['f(Y), x1 = o refleja cierta simetr:Cn. del sis-
tema como node:nos ver: 

* Si lJ' € \1tt111111'i') :i:e s el flujo asociado a T(Y) entonces \11) .. 
~ 1: U(t) X = X 'V ~ 

donde el dif'eomorfisrno U(t) TJUede interriretarse como un CA.m 
( 

.. JC \.'in·'' -
bio de coordf!nAnAs ~n T :lf) • F.:n f!fecto, si 1rF t a.ll'l"-'~ \l':li) 

- l"""\ • 
1 

\t.l 
entonces G =. 'tt=® Vltl €a.m ... •'·,~~;) y para cualou1er i E. IF 

(Ulkl"X)úlll = \~l 'E.«ll~ \Jtt\' )~ (°Cflti')") 4 Y..)º \.r lt) º Gli~-· 
• • ., ~Tili) ) . G.l\l-· = (.(U c..m º trn\' 0 T ·rnf') º Tf'ln ) ® ~ ) A 1.. º \nn º 

.:. ¡....., hlil " 1 .,. (. Ilt,lí r.. t-;: 1.. 10) • THl\-
'~i 

" . Resumiendo: De U(t) X = X se siBUe que 

XG ( i) = x T"'f'tl): 'f \ \: 'I ;: 

en otras palabras,. la descripción de la.interacción es la misma 
en términos de los atlas TF y TF ~ U(t). 
Más adelante veremos algunos ejemnlos concre·tos de sistemas 
mecánicos en lofl nue se nresentA. 1Fl si tunción oue heMoS ex
puesto anteriormente y su relevnncia en la descri~ción del 
sistema. 

lll Co.l:.e \.u.C.e'I" n11h.Y" c¡1.1e \os c.c:r."'rº~ \111.""1 \+º"''°"\'\o!. -Tt'i\ 'I X 11e.r<ew"1 u11 c.a:r~c.-loe.Y" 
. C!.evic.1a.IMl!W\\e citH11'\h d.e.s4e U\'\ l'""'tº de \J\!>to. Vt:.1co, pue.!> fl'l.\ de&'t1'oe 

"c.\tC.101\es ~e.om~hlt~5 11 S o~Y"e e\ M!.\e.W\tx. , toVll• "ni{ci.c.101'\e.!> 1V1\-tl\1 \e.i.1m11.\e!. 11 • '~Y"W>-
\u.c.1ovies '"'-~•V11.\-c.s1n1~\es ''_, e-1-c., >"lle"" hLLS ,.,e X de.~c.nlo 4'! '"'-loe.y-e1.cc.1c. 111 e& 
solo re el s,li> +e.WIQ.· 

lii) Véanse las refs. (8) nag. 107 y (1) -pag. 99, ej. 2.2.G. 
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2.3 ECUACION2S D~ HAMILTON 

Con~ideremos concrP.tamente la variedad (débilmente) si":l-
, ( ( )" a:("''"" ) VI\ plectica ~· JI! J t1\i-1', Í\.'li) donde i.1 es de clFtse C con n ?r 3 

l'r't. , 

Analicemos la reuresentncion local de un CF!mpo Ha!"!'lilto:-iiano 
~(>1.'))l ) . /?l~-1\ X t 1b Tt~}' con Hamil tonüino H E \l l1\f'.\c) ; es decir, satis-

face la relación 

X J tu = - dH ••• (3.1) 

La renresentaciÓn local de la 2 - forma canónica . A 

en térmi.nos de una_ cart:;i. T( i) ;-.!'J, ( i )_ l\'ll .:. lil'lqí .:. 11,; 
• - lWI .::.. (ll'li)>- ( - \l'li ..:.\.'ll'l•¡t. lº \\l o"-ti ) lº "i 

wn11 := ~ f'._••f 0 ~. ,.¡ )@ \ f',•" ID f'a.";. ) - 'i. ® •i. ~ '• ® 

-'\rm l +\m) 
( 1 o..l. ( 11 ~;\ ) 

f:· \/\..:¡_ \\Ü 

las representaciones locales de X y dH son 
'l\~Í ·hll '\' e.¿-• .. y.. '-x·hn = 'll'h 

e ••t 1 o 

donde 

.:. \\'li .::. n\'11) ' 
-\- (\\o ~l\\·')~ © E' t ut ) ~ ~,'<ti. 

..._ 11'<1 4flll\t~<.11) 
• ...). 1 • • "')' " • • '" ) donde (\\<>Tlll j ~ \.\.\ 0Tl1\ ® "'~'' 1;- · \.\ ........ l'Jjt 11'-

es la diferencial narcial j-ésima ~ jE 2 . (1i) 

De la condición (3.1) se sigue oue 
-:: _ l t\\\)fti) 

donde , luego 

..:. n"' ... ..:. ii'i1 ""'-""')i .:. 11~< ... 1._v."n' .:.11~1 ...- tt11) 
Q< • .iwjTti\-= l ('._•ti '1!> ")<'"T\ll)©l~,·tl© f',"' )-lf:t"¡l!l r,·u )l;)lr.•ll @""-

:: <- (?1."11"' >~t~11) @l r,"f:t@) -r;~:i.I)')-\ r-~~~i® ~:~.t¡>')~~ ~.~1 .:~~'''> 

::. 

(i) Véase secc. 2.1 pag. 39. 
(ii) VéRse ref. (8) ~ag. 153. 
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..:. "';" 

con' (i) r. "=.. ~ \IO""W11'1) €> !.,,¡ 

De la expresión 

>-o 

!: 

••• (3.2) 

y en el caso en que V sea reflexivo, lAs ex1Jresiones a.nteriz
res son equivalentes a 

. ·h1¡ • 
xl = x- o ( HoT(if' )~ 

xil~ = - < Ho•rur'>' } ... (3.2), 

2 . _, l 
En este caso, la existencia de /\ nos permite identificR.r a 
Hom(Hom(V,tR ) , IR.. ) con V y como 

t. +col\ iwil 
(Ho'r{i) >; t. Ho:n(Ho'!l(V,.\I?,. h IR) 

>.-' en algunos autores nrefieren omitir el 
eXl;Jresiones (3.2)' y reescribirlas 

Xfl11 = (Ho'f(i))' 
1 2 

xn•>= - (H.•Í'(i))' 
2 1 

isomorfismo las 
simolemente como 

aunque nosotros preferimos escribir explícitamente el iso
morfismo. 

Las ecuaciones de Hamilton se siguen de la exnresiÓn i3.2) 
-pues si e (.1\14l•:r.con I tXo es una curva integral de X y 'l'(i} 
una carta en T(M) tal oue Cl'I) C\ -f\~1H~, obtenemos de la con
dición de curva integral 

x .. c = c1 

la ecuación diferenCial 

XT(i)o 1•(i) 0 0 = l\l 
D(T(i)oC) ~·· (3.3) 

Ahora, dado que 
\\'111 '\1111 

)(hn º fti) ºe (;) •ti )t.flll ·fo1 o c. e .ti ~ftl\ M 

= 1 o 1 o ~ 2. .. a o ni) • C. 

'Q\J" '\\'lll e 

\) l -i-t1\ º e) 
Q \tt' "Dl ft\)l o e) \- 0-i"i 0 l:>l TlH2 o C) 

:: 1 • 

(i) Véase definición 3.1 del anéndice A.3 
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se sigue que x {ti> • e 
1 

0 T(l)o 1 ::: "D t f li) \o é) 

--1-lll ~. ,... 
X:t o Tlllo '-<:: \) l Ttili o C) 

y de (3,3) obtenemos finn1~ente 

(HoT(if>~o'r(i)o C=A•D(T(i)i C) l 
-(Ho'P(i)°

1
)'01P(i)oC = D(T(i)

2
°C) ) 

... (H) 

1 ~ 
siempre nue C ~ 1("'l .. T sea un:=i. curva integral de X y T(i) una 
carta tal oue C.tll o-T.\ti\ :\"!f> • Las exoresiones (H) son las 
ecuaciones de HA.mil ton en su formfl. mns generP.l ( en el son
tido de oue son válidas en una variedad de áimensiÓn infinita 
inclusive) • 
nótese que hasta el mo:nento estas ecunciones sÓla"llente es

tablecen una condición necesaria -para r:ue una curva diferen
ciable sea una curva integral del cnmno Ha'Tlil toniano X; 
veamos ahora que ta'Tlbién es posible plantenr una condición 
suficiente. I 

Sunongnmos oue C '- T( 111)l satisface la.a ecuaciones de Hamil ton 
para· toda carta 1'( i) tal oue ~ll.) í\ f\lil * 4> • Suponiendo que I 
es un intervalo abierto (i.e. conexo y abierto ), ha~nmos 

E:\ t~I/ lXoCl(t) = Cp(t)} ~ I 

Naturalmente E es cerrado en I ya aue T( i.n.. es Hausdorff. 
Para ver que también es abierto, sea t ~E y T(i) 

3 
C(t)E f~(i) • 

Por hipótesis 

donde Hes el Hamiltoniano de 

=~>D(T(i)o C) 

= D(T(i)2 C) 

X,. por tanto 
... ., 

.(HoT(i})' = XT(i) 
2 1 

y 
.., _, 

- (H<>T(i)){ = XT(i) 
2 

4 
es decir XT(i\ T(i )o e = D(T( i )° C) 

por tanto ,_fui ) 
1 

.. ) 
r:. ·hu) ) í ·ho ) __ 1 r '"\l .. ~ ) o C """D\.itilo ~l (.\1'<\l!A ~ o é "'\X ofc.i10 e '\ 

o bien XoC 0 "ich·lt\ii\):: eº o i c.¡;{f~rn) 

es decir Cii (-\lÚ)) ~ E y claramente éi (T.~(i)) ( Xt lo cual 
nos dice que E es abierto. Debido a la conexidad de I,. 
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tenemos finalmente que 

X•C C1 

Formalmente, lo oue hemos hecho ha sido demostrar la equi
valencia del sistema de ecuaciones diferenciales "ordinarüis" 
(3.3) y el sistema de ecuaciones diferencir-1.J.es uarciales (H) •. 
Esto demuestra la importancia de las ecuaciones de Hamilton 
dentro de nuestro plante¡::¡miento, pues a partir de su solución 
podemos encontrar curvas integrélles con condiciones inicia.les 
arbitrarias y eventualmen-t;e el ±"lujo del CA.:nno, lo CUA.l se 
traduce en resolver nuestro problema original. 

Cuando ~es de dimensión finita, di~amos m. podemos ver la 
forma oue toman las ecuaciones de HamÍlton en términos del 
atlas ~ediante el cual nodemos modelar a T(r.¡)ll- mAdiante 

-v, • l'll·•I 
TF = .P €1 •r F € 0. litl-'l•, 1~ª"') 

con 

y 

·Así. pues 

')' (\\of l\\ 1 

• -•\' ...!. 1'"' "'- l't\<> \li\ } ® ~. ,,¡ 

:: \t \-\O ·fof')
1 

O <\'"1o <\>) ~ ~-I @> 4i 

:. W,\. \-\"" f u1·'>
1 º ~-·) "~-' © q; ® 

• J!.• ')' ~IV.;;.) :: l L. - \ ""~. ( i\" " (¡)> \ "- o 4:> 

luego 

o.E:"" 

:: 

" ,,, "·1 e ~\\oí l\1" ) 1 o "Tt1 o 

Análogamente tenemos oue 

@) 
...:..."11111 
B, •ti 

. ""' "éi•l[ ) o 

I • • 'll'Ji J... 
lHof'Hf')~-:. l~\\oT'(I\') ~$ ® e2.''' ) 0 

'I' 

q 
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= 
.~ )\'o ( Ho ftn-•) =- .L:. ( Hofhf') b ~:l 

a.e:"' 

Por otro lado ta~bién podemos obtener que 

-¡.,. ~ f'll) • e!) 
.V .. ~ ... 

y de las ecuaciones de Hamilton • 

,._ r -l'N • e!~ z _ 't>o.. \.\\o -i-'t1\
1
) o f ti) o C 

V\ ,.., .... 

que es su ex~resión m'ás familiar al lector. 
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2.4 DJfüIVADA PIBHADA. VAHIEDADES !UE!-;1ANNIANAS. 

En esta sección introduGimos algunos conceyitos fundamentales 
para nuestro tratamiento de la r,:ecánica LRgrangürna. La nocion 
de derivada fibrflde !10S permitirá considerar ciertos di:feonor 
fismos entre 11(!.lf ~ '.l.'(i:I) de tal forma ente nodni:ios cooiar l~ 
estructura simplécticn de 1'( í·.1)"" n T(,,n • l!..n rmrticuln.r, cun.ndo 
l'! sea una variedad Hicm<inni?..nR. podemos definir a ln. energía 
cirn~tica, un e1 <>•·1ento en 1R. 1t1-1.l , lR. cn::>.1 induce un d ifeo-,rn• 
fismo entre dichos hnces, vía la deriva~n fibrada,nue se en: 
noce co:no una transformación de Lerrendre. La estructura sim
pl,ctica ~enerada en T(~) nos ner~itir~ mostrar hnstn ~u' 
imnto se da J :::i comnR.ti.bi.l i.dad- en el conte-xto de lns varierln
des simpJ.écticas- entre los ulante¡:¡mientos de Har:iilton v LFL-
grange •. (i) . ~ 

La imuortancia de considerar variedades Riemannianas (vn~a 
mente hablando son anuéllas en las oue se tiene una noción de 
"elemento de longitud") se ver<Í más aclel::mte. Por lo uronto 
podríamos decir que en la mayoría de lon siste'11''f1 me cRnicos, 
es posi1Jle dar a su esnacio de configÜrrrniÓn una eot:rnct.l! 
ra Riemanniana, y es factible describir el "estado natural 
de movimiento" del sistema mediante las geodésicas asociadas 
a la métrica, de Riemann. Natural "!lente habría que precisar la 
noción de "estado natural de moví miento" de un sistema meen 
nico y en au' medida es nosible describirlo mediante las ge~ 
désicas as~ciadRs a la m~trica. Este resulta ser un problem~ 
realmente nuevo y no es nuestro objetivo resolverlo, mmque 
aportaremos uleunas ideas al res11ecto en las secciones si
guientes. 

·La noción de derivada fibrada nuede plantearse en un con
texto ~ás general que el que aquí introducimos (ii), pero p~ 
ra nuestros propósitos éste es suficiente. 

Sea (i.1, o..t~,,ll ) una variedad cli.ferenciable con n ::>,. 2, r 
co'"'.sideremos los haces P.sociados (T(H), O.\~~~'• 11 \\), lw.1'11, 0.~~;~'.1\N) 

. ::ii L € l ... '\n1-11), pode""ll"\S restringir L a una f_i 
bra sobre algÚn q J:!; i. e. 

L...<>i·~~ ... \ r: 

~~~-~g.Q:.Q __ !~~~~-~structura de espacio normado (iii). podemos 

(i) Vé~se secc. 2.7 
(ii) Véase ref. (1) pag. 218 
(iii) Cmüquier norma 1111•~:~"'1 definida en términos de una 

carta .f!'( i) ~ q E:. f ( i) es :factible, dado que todA.s el.las 
son equivalentes. 
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interrogRrnos acerca de J.a diferenciabilidr-id de L•!lo\~I .Para 
, . o.t"'l ( ) ' ( esto consideremos a F { tM,vl y una carta. F i tal oue q t. f i) 
luego T"l(M') e Tf(i) y _, 

LoiT'\l~I= L 0 'l'l<'(i)oTF(i) o lT'\\~\ 

con ~·F(i) = ". 'i. - • " "i (' r"""' t'lil \ ..,. ) 
"'' .. rt>\ 0 

{ t Eh o\\ '\:. o r1 A. .1.1\t'I 
entonces __!.-

- ~;¡ ....,'fl\l ) 
LoiT\l"'':: LolHl\-

1

0 ~ ett\Hi)\l'!l)+ 6:t .. ~ (,l 

de lo cual se siQ.rn la diferenciabilidad de la restricción de 
L a cualouier fibra. 

tY\I ("·'' 
4.1 DEFiiHCION. Sean (M, 0..tl'l 1v) ) con n -,, 2 , L E A (Wo11). La 

derivada fibrada de L se define como 

De su definición se sigue que FL(fi) • HOJ.t(í'\l"') , R ) si 
S ~ T'\ {;.1) • Es decir FL l 1\141" l\t.i.J y l\ o FL = ~ (l?L pre-

serva las fibras) 

De la expresión (4.1) se sigue que 

FL(S) = t L.o •'fl1\·')
1 

( ti. \trt1\\ e ~t ill) t e:¿ ~G:Yvr~111{ ~))) 0 ~ 0 ~"tt>e(~\ > 

lo que podemos reescribir como 
)

, l'::''l"lll 
FLo':i - ~(loTHlf' ;¡•íflil)~\~ ofJ 

t~\il - (4.2) 

Con ésto podemos encontrar l~ representación locRl de FL en 
base a las cartas TF(i) y TI?(i) en T(;,1) ·y T(M)°": 

ftt.1)0 F \.o Tftlf' :: ff'U\ o t t lo T~m·')',_ é)~ ~ T'tl~"fl\\· 1 0 \>,""}) 

:pues 

Ahora, como 't1'l\ . 
e,'llo ~l\)01\ 

obtenemos que 

f:nl\o ~Lo \'f{\f
1 = 

~:!:~~!:~.:=:_1:!:2.!._~;!:_n~2 se tiene que FL 6 c1
• .... tl si L <:: t{"º'\t\t-1.I) • 

( i) Es suficiente analizar la diferenciabilidad de hh1 o íLoTrn\' 

V ¡ ~ l to 
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Para proseP,Uir en nuestro desarrollo debemos sunoner nue 
n ~4, "Pues en tal C?..so u:Jde:nos considerRr n. ú.lt. ·= I•'L"'w 
donde w t ~~-\W·'l") es la 2- forma cAnÓnica en T(f.H* • AdemÁ.s 
obtenemos que WL es unn í'orrqa cerrnda, riue!'l PI, es al menos 
de clase e'- y W es di..ferencif,ble ( i); >ni..entr:is oue lA.s 
características de no dep;ener11ción denenden de L. 

Para determinnr las condiciones suficientes nara la no 
degeneración (débil) de C.UL, consideremos un S(~'(M). 

Dado ouc eTfLltillll·')•)i T1t·w~1)i 
WLL~)::. ú.>lfll~\)o(T:_ K 0 \fL) .. l~)o L ) 

kt:l.. ~ 

se sigue aue _ _ 
-·- l"'stn ... 1" ..:. 1tciu ... 1:i. 
WLl~) ® ~1 t 0:i.. ) = 

- --: ..,... l •)2. wtflln) <!:l ( 9
1 

•rur) W'l 

luego Wt.. es débilmente simnléctica (débilmente no deisen~ 
radR.) si (FL),.l\;) es inyectiva ll- fE. '.L'(r.!). Si Lu es fu.e.E, 
temente no degenerada, es necesario ?Jiadir eme (.FL).t~) sea 
ademRs sobre '.J S E. T( f.1), pA.ra tener la no de~eneración 
fuerte de WL 

Se acostumbra ln siguiente no~enclatura pura L de acuerdo 
a las propiedades anteriores. 

\1'\•\) 

4.2 DEFINICION Si 1 C:. A (w.11) y n"l 4 , se dice que L es: 

Débilmente ref$Ular si (FL)~\.~) es inyectiva \J S e: T(r.1) 

Fuertemente re111J.1R.r SI (FL). l'\) es biyectiva 'i "S E. T(T.!). 

Nótese que si V es de Banach (p. ej. si V es reflexivo (ii)) 
y L fuerte~ente reE;,Ular se siJ!Ue oue FL es un difeomorfis~o 
local. En ocasiones nos interesará considerar e J. caso en 
QUe FL sea lUl difeornorf'ismo ~lobal; en tal ci:i.so decimos que 
L es hinP.rreP'lJ.LRr. 

Ahora bien, el ciue (.i!'L).('!) sea inyectiva (biyectiva) es 
equivalente a la inyectividnd (biyectividad) de 

(Tftilof'Lo"lF<.t\"')'\..\Tfli>ll~)) con f E.T~li\ '-puesto one (i) 

1--;hm -' _ ·•\' ) ,......,mil 
\\='L),l~);;;: ::: (f'Ll~l) o\ffll)o'FloTi-t\\ J (Lf~Wll'S} o ~(.~) 

Analicemos entonces la exnresiÓn t)ara \ f'f'Oo ~Lo '{ftll''}
1 
n1ntlllf)) 

De acuerdo a (4.3) tenemos que 

(i) Véase ref. 12. 
(ii) Véase ref. 6 pag. 221. 
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I 

lTfCilorLoiFtll"') :::-

donde hemos hecho 
_, l'tl 

(LoTF(i) ).:1¡ 1 
-· 1 1 _ ((LoTF(i) ).\ ) 1 

( L 0 Tl!, (ir' ) .t~~ ((L 0 TF(if' ); ): 

Luego, \J ·.¡ E: \f!il(J.\lil) se tiene 
ltl 

... 1' 
(. 1fl\) o '.f\..O "ífti)"1

J l>J\ :: e,o'?,-\- e~ol(L.oíHi\-').:lll\~lof1 
l~I l 

-t (lo1W\"'l.:i.;.:i l:tl<> !'<¡. j 
_, 

y es clRro aue (TFli)oFLoTF(i) )'(v) inyectiva 
é?} (Lo'l'F'(if' ~~Minyectivn. (biyectiva). Hemos 
do así la siguient'~ prouosición. 

4. 3 PROPOSICION Si L E: ~"'~'ott-111 y n "11 4. , entonces 

••• (~."t) 

(biyectiva) 
demostra. 

Les débilmente reP,;Ular(-.l'I 
ltl 

(Lo'l'P( ir')~¡~\'!\ es inyectiva 
'\/ V t íflll \'\"~l!I) 'ti~ I l= 

( T( ·r'>lll .. L es fuertemente regular¿:::.) Lo 1" l. ;¡¡:tM es bJ.yectJ.va 

'I 'l e:' -irm \. Wil) '-t \ ~ "lY:. 

De esta. proposición y de lo discutido P.nterior:aente se 
sigue la siguiente 

4.4 PROPOSICION yn:.}4 entonces 

W L es débilmente no degenerada si L es débil~ente regular. 
Lu L es fuerternente no deP:enerad~ si L es fuerte'!lente 

regular y w es fuertemente no degenerada. 

Cuando úJ es fuerte111ente no de~erierada y L fuertemente 
regular !lodeijios a!Jlicar los resultados del an.éndice A. 2, 
teniéndose la sip;uiP.nte nrouosición. 

l."' 4. 5 PROPOSICION Sea (M, 0.. L!-1 1\Jl ) y n 71 4 y V reflexivo. 
Para L E: ~,..' 1 (ill-'I) hacemos 

'.:!'L. ::: ~ ¡. \@ l @,ni 'T @~11 ) E. 1í \-\oM \Ts t·m11), "~""' lTs \.1L~1), I~)) 
s t1ll'-I 
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.f. L - \ L t: o ~) l. "I ilt>-\ 

donde @~?) ;ó i { '5, a7'j l;,í(Hl)Z) } !; t \\..1-1\ ~ 

Si L es fuertemente regular, entonces 1. L es un difeomor
fismo de clase e l>\-1.) • 

Esta ::oroposiciÓn nos permite garantizar que toda función 
E 1: At.,-~1 

l"Tll·H) es el Ha:nil tonieno - en la estructura simnléc· 
tica (T(;1), W L ) - no u:i Úni.co Cf'.·:-:p::> vectorial en 'l'(:;i); -

P _, n """t"·~l t . , . , 
VfrX'. J.L ,, oc.. 1:. En lTt,...1), o en la no ·ucion de la secc:i.on ant~ 
rior: l"·'Z-lll\.1\1) -:. /\,,_.,..1)\.Hf-'.l) 

Aplicaremos ahora los resultados rmteriores nJ. caso en que 
tengamos un::i variedad pseucloT Hiemannirma ( i), pero antes 
necesita~os definir lo oue entende~os ::oor ello. 

l") . ir ...6."~ tr \l\l) 
4 ,6 DEFINICIC1N Sean (M, d.. (M , 11 1 ) con n 7, 2 y g t":: ,t 1-1 2. ~ 

un campo tensorial simétrico de clase c.<. .. ·•l 

Si 

es inyectiva (biyectiva) 'f q t: r.~. decimos que g es una 
pseudo-mé·trica de Hiemann débilmente (f'uertemente) no 
degene·rada. Si g( ~) es definido positivo 'f q t M , 
decimos aue g es una métrica de Riemann en i\! (en este 
caso se ~igue la no degeneración débil de g). Así cuando 
hemos doto.do a f.i de una (pseudo-) métrica de Riemann, habla 
mos de una variedad (pseudo-)RiemanniP.na. 

Si i1I es de clase en con n 'l 4 , una pseudo:n/:tricP. de Rie-
mann nos define uria función K E. IR. 1lM.l , haciendo 

K : i l f'o f) /:... \<§>~\.\o~) A. l"'l"O'\ -+ l©~'o?) A. '11lKI) • • • l'\•S) 

to"' Gil~ s ~ (Q e -r1tt .. qz:) J q € M .. i 
J 1 1' ¡ J í\t-\) 

en parti.rular si g es una métrica, K ~ ~\.iio)) y se le 
acostumbra llamar la energía cinétic8. asociqda a. la métrica. 
La derivada fibrada a.e K es 

- u - ..::.. "í~tt'.ll:. )' 
f "l") _ • I & ([' 1 A. 1 -;:_ i'0-') '2. :r. o. "T ) l ~ ) " ~ - ;¿1.. l>" \ 0 1 A. í~lt') ..\- 02 A -"i~ll'I 

:: ¡t tcq> .. (e, -1et.1 >' <s> 
-::.. ~(.q)o\e,v~l+ e2) '3 'S~\\t'-\ I (C>V\ l'lS\-:"¡ 

(:i.) La teoría de la relatividad puede enmarcarse en el con 
texto de las variedades pseudoriemannianas. 
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~ºO®l\.®~u,·~)A3.,1,.., t @~'').~) t..1..n...,1 

-::: (.l t @ ~ -@~ti .\ @~'1 )) 0 p \ 4 1.-r\l'I 

En este caso a Í t' se le conoce como una transformación 
de r.~_r:encb:'P.. 

En particular tenemos que 

'V'!, t. T( i.!) 

es decir l~K A 1:1v~1 == 2K • • • ( 4. 6) 
un resulta.do nue serÁ. import::mte más adelante. 

Con esto Último finnli~rnr¡¡os 111. sección habiendo desarrolla 
do los antecedentes necesarios nRra abordar el trnt~~iento 
de la Mecánica de Lap;range. Los resultarlos mostrados en lP. 
sección no son exhaustivos, y el leotor interesado en unA. 
discusión más profunda puede consultar las referencias (1), 
(11) y (12) .. 
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2.·5. CAil!POS LAGRANGIANOS 

Eit nuestro planteamiento de la Mecánica Analítica, la 
evolución de un sistema mecánico se describo en base aJ. 
haz cotangente de su eopacio de configuración, lo cual. 
nos ha conducido a estudiar a la clase de campos Hamil
touianos en T(lll) 'flt • Esta ea la idea principal de la 
mecánica de Hamilton. En el planteamiento alternativo de 
LaGrn.nge, el haz tangente es la arena do evolución de los 
sistemas mecánicos, y al estudio de este plantemiento es 
lo que se le denomina Mecánica de Lagrnnge. 

Una justificación a este punto de vista nuevo nos Íle
vnría al. ptmto original de tratar de justificar al haz 
cotangente como el espacio de estados. Por las mismas 
razones que antes, una justificación puede ser factible 
ante un problema concreto. 

Si el postulado A.l ea aceptado, podríamos decir que, 
formalmente hablando, la descripción del estado de un 
sistema mediante T(l.1} O T(l.t)~ es '!iable, siempre y cuando 
exista una regla de correspondencia entra estos hnces, 
y naturalmente la equivalencia de las descripciones depen 
derá de la correspondencia. -

El estudio del nuevo plantemiento resultará provechoso 
(y es la razón de introducirlo) si aporta más ideas para 
la comprensión del plantemiento original.. A1 respecto 
podemos adelantar que en ln mecánica de Lagrange es pos! 
ble introducir cierta noción acorde u nuestra concepción 
de "estado natural de movimiento", cosa que no es posible 
en principio dentro de lu mecánica de Hamilton. Eventua! 
mente, aunque no lo haremos, ae puede mostrar la compa
tibilidad de la mecánica Lagrangiana con los así llamados 
"principios variacionales". 

Veamos algunos resultados desarrollados en la sección 
anterior: 
Si (M, cr"'~M, V)) es una variedad diferencinble con n 'l4 y 
L ~ /\l"·1l till-\ll, la derivada fibrada de L es una función 

FL T(MrT(!!) de clase e n-2 

Definimos: 

La acción de L: ~ = FL A IT(M) 
e:. K ........ 1 tT~t--\) 

energía de L: 
l'r\·~) 

La EL = ~- L ~ ~ ~TUv\.)) 
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El orden de diferenciabilidad de A¡, y EL ee sigue de que 
1a representación local. de 1 ea 

(~)T(i) = (FL "I,I'(M) )oT(i)-l 

= (FLoT(i)-l)A.T(j_)-l 

1 , , 1 ,_.n;i , ":;.)) Ct ,.....-m _, 'li) -1t) 
=\~Lol("->,, ©\'\::. oftif.,'\'1 '-\\~\f\iA:!, )o'1°l\\o?, A.?1 

2 
= (LoT(i)-l)~"' p

2 
V ••. (5.1) 

Luego . L E ~"·t;lM)) ~ (L oT(i )-l ); z.. p~"- E. Cn-2 ~ (A¡,) T(i) c. é""11 ~ ¡ ü~ . 
y puesto que la. variedad T{M) es de clase C.._ . ., entonces . 
AL 

"" c\"·1.l y L " c\ .. •1.\ ..,.,..,_ E L E ~\\·?.) "' -.. -,, ~= 'L- ·L ~ c. que es lo que 
se afirmaba. 

Ahora, si L es débilmente regular WL. = FL"" ( w ) es 
débilmente eirnpléctica. ( donde to t /\l~11 li\t-u") es la 2-formn 
canónica en T(t!) ... ) , y pode:noa hablnr do campos Harnilto
nianoa en esta estructura simpléctica. 

"l"·'' 5.1 DEFINICIOH.- Sea L ~ .n. tl\M\) débilmente regular, 
-- W1,_ :: PLf ( w) siendo <.&.> (: "l~·n l>\!'-\) 

la 2-forma canónica en TO.i). Si existe Yt, ~ xt"·~~ll"'') tal 
que 

= - dE L 
deci~os que Y

1 
es un campo Lagrangiano para L. 

En. general., no es posible asegurar la existencia de un 
campo Lagrnngiano para. cua1quier L a menos que w sea 
fuertemente no degenerada y L regular. En caso de existir 
Yr ( :x<."4l (T\1-'l) que satisfaga la condición enunciada en la 
~ definición, dicho campo es único debido a la no degene 

ración débil de lll1.. (véase la. proposición 4.2). -
Supongamos pues que Y es un campo Lagrangiano para L, 
T \"l·•l F e;. a. (1\1-11, va.) , entonces 

(Y ..l ll.ll.. )T(i) = -(dEL)T(i) 

El desarrollo expuesto en el apéndice A.6 muestra que la 
expresión anterior toma la foru1a 
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'l1.I ~.~i ) r,,.. -;-11(, n - f "')U.l .:. 'it ) v,1\il 
fllo1lif),, ~ 'I"" = \\Lo1l\\. te) f'~ @l. = ,, ~.1 .t, :i. 

De lo cual se sigue que(dobleboleando con 
sucesivamente) 

ltl 7 l ltl 1~z: 
(. Lo1lir')~¡i !(!) 'i.; ll = (lo1lil"')tit@. t 

( ')(¿) 1li) l\. ,\'f')l~ 'j1lll l ')<.ti "' ... 1',ll) 
lo1l\f :¿¡\ A. 'i. 1 -\-

0 1 ~;\ "'- :z. - lo1\\f .\il ie> 

••• \.5.<) 

••• t..S.3) 

•.• t s."\ J 

y de la expresión (5,3) se tiene que 
de la no degeneración débil. de w L 

igualdad a (5.4) obtenemos 

T(i) "i . 
yl = P2 o ltr11!'\lT,\\\I) 

• l2.) "' 111) f . _, )ltl '>! 1l\) l \.o íl\f )~¡i, A. .l.1 -\ \,.lo il1) ~¡~ .... .12. 

, l'\ 'i, \ 

• Llevando esta 

Ahora, si O E. T(M)I es una curva integral de Y y C(O) E. í~lil 
1lil ' 

'i.1. º il•l º e = nt ili )1. º e: ) 
1\ll 

':i.;¿ o il i} • e: -::. °1) l 1lil;¿ o é) 
-·· ts.'-) 

y de acuerdo a (5.5) 
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\ 
que podemos reescribir como 

1>t t1..01m·'J~ º (e~ i.0 11,.\)i. G "' e~ r:. ·Hill. º e) = l \..o 1\:.f' )', 0 1\n º G. l 
'PPm, .. q = i\\l,toG ) 

•• • lL) 

o sea 
\ ••• lC) 

eeta es la forma más general de las ecuaciones de Lagrange. 

Obsérvese que en el transcurso del desarrollo demostramos 
que ln hipótesis de regularidad débil de L implica 
'i"'\\il _ f"\ 'V 1~1." o en términos globales 

.1. - z. 1 \."lll11lí\W) 

• • • (.s."":\) 

lo cual. no es difícil de demostrar. Un campo vectorial. en 
T(M) que satisfaga la condición (5.7) ee conoce como una 
ecuación de segundo orden y la razón del nombre os que sus 
curvas integrales dan or!gen a una ecuación diferenci3l. 
de segundo orden para la función de posición del sistema. 
Esto sucede en el caso de las ecuaciones de Lagrange, por 
ejemplo, ya que si L es reguJ.ar y V un espacio de Banach 
la. expresión (L) es equiva.l.ente a 

D~(Tm,_ o e:) -:: \. 1}.Jq- o\ \..o\\\f')~:2 o 1Ll.) " e 1 A (( L.o1\\\'}
1
i_ o '1\~)" ¿ -

(\Lti1\ir' )~~1. o1U)º C) "'- 'Dli\ll,o e} 

donde (i) 
C.\.{'11 "'"""'~.,,,~) 

INV ( Gtl\\a...,,l'J, 1~) 1 \1) es el "inversor" 
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INV(f) :: f-l .., r 1 )) '> < \ ) / ( l "\ ~ C..1...l'I, \.\1>""'~11'l "?. 11 ~ \\o"' 'l;\\•"'l\11\Ql 1 es '"'~'rh\o\e ~ 

Veamos ahora el caso en que g ea una pseudoTmétrica de 
Riemann en M, de clase c''''"'1 

• Entonces la ºenergía 
cinética" es (i) 

su acción = 2K 
, 

y su energia 
~=-~-K=IC 

La representación local de EK en términos de una carta 
TF(i) = T(i) es entonces 

E\(oitlr' = ¡ L l~( ~"f(l)o ~l¡>)@( e~\) '2'il':a r~" + e:i~ '3""~ ~~)) ·r) A 

r ltl r <ti ) )l - 1 

\ ~ 6), • f) .r.1.11 ... 1 -t \ ®· • i' ... l.,11') l o 1\\\ 

dado que 
n'f!ll ( f lU ""1~11 .:.\l'i: Ul . .:...,i ) -1 
J "'\3@\@1 ~(,.,....,.r. :! ) IP¡f1 + G}&.@{\-..t.~'1\\1)@.?i,.) o'f(U 

':! como TF(i)-l = T(i)-l. =\(\'"'1<> ~-tttl)o"flH·'., r~i),.,. ?~;_) 

~o T(i )-1 = i: [ \ ~1t\)o 'itll"'} ..... ( ~~i""' ( t~:;u~ e) A '1,,,., ~ e~i ... (J'E.t"~ e\ A. 1,lt"I))) .. inr' 

- ) \l i: ( H ~\\ • 1 \li ( I( H \1(1 •1 'll°i) f"i>) =.~l~"'mo'f.ti\"' ... (e,º\~\!!. ofli\of1 ) ... ,,, .... \JA.~ }1>f11\0~1 A. z. 

- 't\'""''{tll _, ..,1.) \t \-1~hl ' "' ,i>J) ei-i.<>\ !! o'fl•I 0?1 "\'"""'::! )o~t\fot\ ~1..fi_ 

en el apéndice A.5 se muestra que las expresiones para 

. (~ T(i)-1 ) , (~ T(i)-l) y (EK T(i)-1 ) son: 

(i) Véanse las expresiones (4.5) y (4.6), sección 2.4 
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ll.l •• • ls.o;¡.} 
( tK. o 1\I\"') .:¿¡ 1 

y de acuerdo a la expresión (5.5) 
•• • .,.t'l :.: - 7- 'i ,U) 

(\ ~w>'. P~t)@ t e~i + e~i o (':'i.)) "'lt-
1 

-t ( \~'m .. ~~'i)@t e~l.-t B1\J ))A. li 

Donde Y ea un campo Lagrangiano para K. Simplificando, 

t V!>'ºl'o \>~'i) 4 f ~i:) ® { ~~¡ -t e;¡: ?~¡ ) -t ( ~·111. ?~"i }® t ~~i -t ~~"i :1.~l\I) 

.l. t c:1.lll) t o..¡'i)ll!> 1 e"t:" \>.... ~.¡l. - \''C'i) 
!l'"' º'' \ ¡C>z."' -z.º 'Z. (c.)' 

Ahora, si e T(M)I es una curva integral de Y y C(O) (: ·~m 

'i~li\ o "Tti\ o ~ ::: "Dl itll j. o C.) 

'í~ll) o 1til o e: :o 1Hitil~., C) 

y de 1a expresión anterior tenemos el sistema de ecuaciones 
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1) l°Tlil,1." c.) :: l\il ,_o c. 

En e1 caso en que la pseudo-métrica no dependa de la 
posición t<;'!)•t1~.,:: o (ésto sucede en los espncios de cur
vatura nula) , las ecuaciones se reducen a 

\c:'.>~u1.,-w1 1 o c. )@C~~i:" + e~i"" v~111~. c.) 

'\)\\l\l ~o C.) -::: llil~ o c. 

como ges no degenerada (débilmente nJ. menos), se sigue 
que 

1H-rlll;.o e):. 1l\l 2 u t 

En la siguiente sección veremos la forma que to~an las 
ecuaciones (L) y (G) en el caso de dimensión finita. En las 
primeras habrán de reconocerse las ecuaciones de Lagrange 
y también se verá que las ecuaciones (G) son las ecuaciones 
de geodésicas segÚn la pseudo-métrica g; el caso que noa 
condujo o. concluir "D-it11•1 1., e\=. o es el cuso oxtre.no de la 
generalización de la le¡ de Inercia. 
El aná.J.isis en dimensión finita nos permitirá ver la trasce~ 
dencia del concepto de estado natural de movimiento. 

(G} 
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2.6 ECUACIONES DE LAGRAHGE 

En.esta sección veremos la expresión de las ecuaciones (L) 
y (G) cuando la variedad 111 es de dimensión finita, diga..'!los m. 
En este caso podernos comparar nuestros resultados con las 
expresiones mús conocidad do las ecuaciones de Lagrange y 
de las geodésicas que aparecen on loo textos clásicos de 
Mecánica. 

Supondremos que M 
modelada sobre IR~ 
terística de T(M} ea 

es una vnriedud nl monos de clase c4 

• Si FE 0.1"'tM,1R.;;.), una carta cara_g, 

~;..)i lit"'> i 11 ' '\"'
1 

) Trli~ !!. illl :: E}~ o "fC\h (> -t e?. o \ r. _l( aflil<l ·~).'l. "11\t<lJ o le¡) 
"e; ... 

Eventualmente nos interesará modelar a T(hl) sobre R~~ 
y mediante el isomorfismo canónico entre \111.'"') :z. y IR"'"" 

cti ";: L_ e:-7."'o p¿R\ p~li.;;)? "t 2: e~~ o ro.."';;. o rf-"'l~ E- ~ll'M u lit;;;}~) IR.:¡,...) 
~~~ ~~~ 

<t>-' = e~;oi\ \ I. e~'\ P,.~~ ) -\ 
~~-... 

obtenemos un atlas (i) T'F ( 

En tal caso se acostumbra hacer las siguientes convenciones 

'\o. :. ~(\\Q, o ~ <:: 
~ i\Ul 

0 
"T'no 
q !! 

í'f<l) 
ºCli'M -

~ o. -
:a. 
'<>'l .. -
2 
'1>~4 -

2_\.~1 E 
~'l .. 

\&f"li\ 11 o~) A °!..1\1'\\ E: 

\-4"1~ ~\.t"'l 
\ \V\'11 L !:! lll ) 4. ( (\-) 

i-.i'n11 b(il ... , 
''"'" Q t. ) .'l. lO.-t"'\I 

f) ()1rn -

(i) Véase Sección 1.2 pag. 16 

Ri~ll\ 

'" 
1T T"S l i\'-')) 

"g t 1~UI 

'1T 1-g (Tl 1'1)) '--
~ ~,~(!\ 
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Sea L E: f\. {T(Ml) 'b. 1 y -...l11-~l de ilment~~ regu ar, ·E: "" <.ii""1) un campo 
L y e E: 1\K\ :t una curva integral de Y con Lagrangiano para 

C(O) (: 1M • De aCU(~rclo a las ecuaciones (:L) 

íli)o c. I 
•. • \L) 

Para obtener su expresión en dimensión finita, notemos que 

)
, ( , _, J..\ - ' 

.( l..o il\)-\ : \\..O l (1) O T 1 

= \\1.o1'Ü)·')
1
ocf>)<l!l i 

~l.o'TM"') 1~:: (l.o11il"')'®G~1l;:.)i = L\{i>._,l..o"T't1f'))o4')PC4~;-. 
Cl ,;; 

También podemos hacer TU> o e = q.·' o T'(il o e 

= L. 

í \\lit o c. 
p(lll.;;)i: ¡'(\) o c. = 'Z. " 

L. 
\!l.;, 12-;,;. 1 

c. :::: €lo. oPM,.. o\l\l• 

o.~;;. 

L 
IRW\ 

1 '\I) O.'I' ...... c. 
-:: e11. " 

"~~ 
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Entonces, 
• (111.;.)'i: 

(loílll"').t 0\61 o1ül,,_ 0 C. 
1 12.;:;.\i ) 

e~ • 11;1:1. º c. = 

y además 
lLoíllr')\ o1\\\" C. = 

i)\1\\110 C.) = 
"') 111.;;. r 

't>\•lllao c.I = L_ E> .. º í l\)M"' • C. 
o. C:"" 

Finalmente, de acuerdo a la expresión (L), tenemos para 
cada b ~ ñi 

que aon las ecuaciones de Lagrange en dimensión finita. 
Podemos reescribir ias ecuaciones (L.D~.) en una forma 

más sugestiva si observamos que 

Entonces, 

"D~ :~ (l • i,~l\J .. c.) 
b . 

\>l ch,• e) -::. 

~ LL• i 't\lll) 
"1>'!,. 

~ { \..• i.-.\\ll) 
71'1 .. 
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Cuando tenemos una paeudométrica de Riemann en ~ de clase 
O<"-'' podemos proceder de la siguiente manera: 
Para cualquier _i IF , 

. - L: ~ \lll ¿ r © ¿ ~.., 
<?> 01 .w1 - _ a.i. 

~.b"-""' 

donde a 'l'I\\ ::: 
;:JCl'o -

de clase c\"'"1
' 

~11) 
I~ 

son funciones 

Recordemos la expreai6n (G)' de un campo Lagrangiano para 
la energía cinética: 

(l ~Hll),o t>,"i) A. f.'/i )@i t ~~i + .!e~'Z ~ \;;:¡ ) + ( c;,'t1110 ;-~')~\ ~~.:¡: 1 ~i: ~ ;ico) 
= ~ \t '3Hll)\ P, .. 1 )~(e~\~, ·;;;1 ~ ~~¡~ fi,..i) (G\' 

El cálculo directo muestra que loa términos que aparecen 
en la expresión anterior toman la forma 

~~~~~~,,,---~ 

t tl ~n·1 1, º E-~1 l41, .. 1 )® \ a, .., ~ 1 ~ 11 
l -:. L.. \<.t'.:\:~· • ~11:··>' 0 \'~) ... ~~), ~\'.;;¡ )t y~"ei Y1"'i' ) 

""'t>(';. • 

.l. L (' "l.' .. ~'\ ;"uf')\?,) 1 ~'~lt~ yJ( ;:\ ~) itti:.m1l'o{>,)@Ce. e ~1.+ ei.~-Yi.) =- ~ .. ,..,,,.. \ ..i.. \ ~ ~ 

L. ( ~~~\ o ~llÍ 1 o~I )\ ~!" )( f~I'."® ;:\)) 

,1\\ "' .. 
'i 1 = '"2. • 

1trt1>1t1~<11 l 

Equivalentemente, para cada d f iñ tenemos 
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Si e E; T(M)I es una curva integral con C(O) e::. TI¡ll> 

"\"" Íl ~U\ • ·I )' ) ) rt'- • ") ( ~U) - • .1 . )1 ~ • 
L.._ \ l 'J&b o H1\ 01:lll1 o C. A 1\\lt o C. \ 1'.i. o ,Ul¡• c.)"\" L gil.._ o Tll\ 0 il1l 1oC. \ Í'}i o 'l>\11i~oC.) 
\,(:\M \,E;" 

j ...... ,,, '"" - ,,, ..t.111 .. )' 1r- • 
:- :l. ¿,_ -" 11. ~""'o HIÍ f o iU)10 () \l) G d \ \><. 0 "tli}~o C.) 

C\1\>t.M 

( 
,e,>. • 

f'ü "1u>2 º e) 

sustituyendo , llega.moa a 

.1. L.\ l.\( t>~\3ahofll\"1Úo'1.li\ 1ot )\P\P1<>11\l1o())\ Olf.,,•\l\),o c.)) J 
- ~ ¡,,;.. ~,;;. 

_ i 2:_ \ L._l\l>ol'3a,_.•fl\,-'}))o1li)¡oC.)\D(l\,o'"\11) 1 oc~ltil\>>o\11il 10 c.))) ~ 
I>~"" \.,~W\ 
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_ L. (U>~ ( ~ ~~ º ·:;-,•f'))" 'ílil 1o e)\ i>~ í'~., ili),.,, c. 1 
~E,,';. 

_ L ((t>i.(5 0..., .. vm_,)) .. 1li)1oc.)l.tHl\., .. ·rn>
1
o,)) }"bll'i. .. ,Cil 1oc) 

\.\(:--;:. 

1Q.-;.. ,~1;; 

b ?- o .. l .• >, o c. = \'h o 1
1
(1) o c. = 't, o e o servemos que - • ~ 

"Tll) \ "'-

Por tanto(i) 

._t>-¿(~'"..d = L._i\ !. \ ~"'"..vm-'.-ru> 0 c.){'l>ol5 11't> 0 ~11i1 ))o·rn) 1 o C. 
"• ... ""' el<;;.. 

podemos reescribir la ecuaci6n anterior como 

Que ee·conoce como la ecuaci6n de la.a geodésicas. 

~~---------~ ~4 ~(l) 
(i)Las funciones ~;ia ~ IR son las únicas funciones de clase 

C l'V\•I) que Satisfacen '°" 1<4 4'UI ~ oJ 
L- 5~\ll~'tl 9,l'o l'll = OC"H"'l " , f íli) 

oc;Y:. 
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2. 7 HELACION Ei!'J.'RE LAS DESCRIPCIOI:ES DE HA.'.!ILTOH, 
LAGHANGE Y NEHTON. 

Resumamos nuestro planteamiento de la Mecánica Ana.lítica 
hasta ahora: Hemos partido de dos postulados fundamentales 
LlA.1 y M.A.2. Suponiendo que el campo de interacciones de 
un sistema mecánico reversible y esta~ionario satisfaga 
ser un campo Hamiltoniano (aquí hemos explotado la estruc 
tura aimpléctica del espacio de estados) obtuvimos las -
ecuaciones de Ha.milton como una posible solución - al menoo 
formal - al problema de determinar la función de evolución 
del sistema. Esto lo hemos desarrollndo en las secciones 
2.1 a 2.3. El suponer que. el campo de interacciones es un 
campo Hamiltoniano es una característica o propiedad adi
cional que en caso de darse nos lleva a catalogar al sis
tema dentro de la mecánica de Hamilton; de aquí que no se 
vea la necesidad de introducir esta propiedad como un pos 
tulado más en la teoría. -

Las secciones 2.4 a 2.6 nos presentan el desarrollo fo~ 
mal de la mecánica de Lagrange, aunque no hemos mostrado 
su relación con nuestro planteamiento original. Esta difi 
cul~ad la podemos plantear en el contexto de la geometría 
simpléctica do la siguiente forma: 

Dado un campo Hamiltoniano en el haz cotangente XH' 
determinar un Lagran~ia.no L,tal que FL sea una transfor
mación canónica (i) y podamos asociar a XH un campo La-
grangiano para L en forma natural. En estas condi-
ciones, mostrar qué relación hay entre las curvas inte
graJ.es de los campos y en consecuenctA de sus flujos. 
Recíprocamente, dado un Lagrangiano L y un campo Lagran
giano para L, ¿ es posible asociarle un ca:npo HruniltonianO? 
¿ es único? En otras palabras: ¿ Hasta qué punto son 
equivalentes los plnnteamientoe de Hrunilton y Lagrange? 

Empezaremos por abordar esta cuestión para posteriormente 
comparar estoa plantearnient~s con el de la mecánica de 
Newton. Podemos hacerlo con cierto detalle dado que hemos 
desarrollado los antecedentes necesarios para ello. 

Si {M, a.l~~ !-\,..,¡ ) ea el espacio de configuración de un sis
tema mecánico con n ~ 3 y V es un espacio reflexivo, en
tonces (T(M)~ a_ln·•' l11~1•, 11_~; ) es fuertemente simpléctica. 
--------------- \lii 't. 

(i) Véase eecci6n 2.5, def. 5.1 pag. 64 pe.i'a la definición 
de J.a forma wL = FL• (w). Esto significa que FL es una trana 
formación canónica. Véase también secc. 2.1 pag. 41 -



T1 

Si el campo de interacciones XH es Hamiltoniano, 
podemos construir (i) l.a derivada fibrada de H 

FH T(H}T(!&) -11 

cuya representación local ea 
\'(I\ ..¡"i. i\\l_i 'li: _, ( -" _, >' 

\Ftt) = e, o ~'i llt t e1. o >' o \-\o T'f(f) :¡, 

_ tfrm1~f~u1) 
t \\l l.> 

l"l 
con F "O.li.-. 1"\ y >-. "- \\ov<1l-J1 \lo""\\\o"'l"1•ll>11R>) el isomorfismo 
canónico (X' E 'r\on1\tto"l\.\\•-l11,11t1,111.> 1>1) pues V es reflexivo) 

VI-\ 
Ahora, si FH es un C - difeomorfisino gl.obal., podemos 
construir a 

y definir el Lagrangiano 

L = A - E 

Mostraremos que FL = FH-1 • Basta demostrarlo en cartas. 

7.1 PROPOSICION.- Sea (l!, a.t"lr-w) ) modelada sobre un es
pacio reflexivo V, H E N""'\ut>.1•) tal. que 

FH ea un difeomorfiemo • Haciendo. 

L = ( XH .l e )oPH-l - H"FiC1 

entonces FL ( 1\l"l'l\~l" ea un difeomorfismo y además FL = FH-1 

Demostración.-

Sea F ~ al"\t-\,\1) , i ( IF • Mostraremos que 

" -1) I ( L.• 'H\ o 1 'f\11 

'l~I 
- ) T r " 1.-\ll'!'U\ ) ,,.. ~-1 ""

1 \\AFl\1-1) .,.~ ••• l1·l) 
:. \Lo~\\oTflli1 ~ = \ll.oi~l\f1 )~" \T ~" ""\ v' "'" 

(i) Véase apéndice A.4 



- 78 -

Por otro lado 
\ .. 1 . • •') 1 r )ttll L o'f'\\o'ftlCI .. = \ Ao1'f"\\\ _E o1ft•I "\T'\\ 

= ( )(..la) o ~hui'- "o+nn-' 

donde(i) 
Luego 

"111/ i 

-:: \.>- "°XÍ-~11) A. f2.''r 

" 1 - i\lli " ~ -: 1W • "' ')' 
t ')' ('o -x''"1'

1 )@ r~•l\ ..L 1" o ...,•;111 ) t::"\ "'. •ti
1 

- (\.o,olitl( (lo 'tl\O f(l\• = f\ .. ,- '" ,._ ... '<>' 'o. 

pero H ea el Hamiltoniano de X (ii) , luego 
...., iftll , 

:>.. or- 1. = \\\of'f'm·').i 

{ 
... _, )' r • , 1 )' .!. 1\\11 -:- iW i 

Lc:.'F\\ oT'f'tl\ .. :::- \ll\\o\f(IÍ >a @) (:).,1•1) t:>. r~••f r ) 
... ' 'C:I ' •• • ,-:i.:i 

Igualando (7.1) con (7.2) tenemos 

( 
l:ZI .::.. 1\11¡ \'ll .:.. 1\lli .!. 1WJ 'T' "l\Vi 

\ ( l\ofi\W1
) .til@ ?, IH + \ \.\oTf(li') ~¡~ ® rl. lll ) ® 0:. 'h ) ~ t"2 ·~i 

• \:ZI 

(\l...0Ht11"')~ o(Ft1)'111 ) © ~' ®l \\o-Trni'J.t;~ 

., l"ll .,,... 11V i . 1 ') , 

9 (. \\o"'t" Vtl\ .. ')~j ;¡ @ r2. lét :: ( ll.. c:.·mn·•J~ o(.f \\)t(I ) \!) t' ~ (\\o Tflif' )~l::t 

Pero FH difeo:norfismo -=,, { t= "l " 111 difeomorfimno ~ 

invertible 

Entonces 

( 
., -• )t:zl - r , 1 / r ftll , • , ltl 

\\o lfll\ ;¡¡:i t-..i 1 A. wt:tl -: , Lo "Hllf ¡~ \ l f\\) (1<11):. 'f: o \.\\o T f\\l }~: 2 l'+l} 

(i) véase aecc. 2.2 pag. 39 
(ii) Secc. 2.3 pag. 54 
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~> -r ,,. ... 1• 1 = 1\.. ... .,. ,-')' r rr )n11 , .._-1 
.l. - 4 \ • \ Tl\ ;!. \ \T\\ (. ... \J .. f' 

\'io,..l\\0W1l'l1\Rl1 IR.) 

•• - <-1."3) 

..... 
I \lo.,.. 11\0,,..l.'11\ll', lfl.) @ T \\o....,\.'1¡\(\I 

Ho-l\\o .... l\11\n), \-\ow.\\-\o-l\\owi.\11 11nl,IR), ll~ )) 

Notemos que como V es reflexivo, 

. - . 
At> )\' ~ I ko\'\l\11\!l.I = ( ~ ~ I \\•...,\~ 1m>) 

Luego podemos reescribir (7.3) como 

1 ' - ) '_, 1 '), ( itl1 - ' 
\ " "' 'ol\:il • ,,.. =- 'l C> i'fl\ f .:¡ \ Jt'\\) l .... 1) .. >-

Por lo tanto tenemos 'f V E. V 

l).. ... .;¡¡¡ l \'1} = 

. . . 

Finalmente 
ftil 

\flo Fttl : \FL)lf\l~(fl\)ftil: 
T1V I - TI~\ 

( ",111 0 o 11
'l. o.ll'i l L -1 ,.. 1)-'J') ( )fl\I 

\ Q ¡el + V2. O 0 T( ,:t O f" 
IWi 

é 1H = 1 • 

Es decir FLoFH = IT(Mf• 
Ahora, puesto que FH es un difeomorfismo, 

FL = FL 0 (FH•FrC
1

) 

= ( fLoFH }oFH-l 

= FH-l 
es decir, FL = FH-1 • En particular, FL es un difeomorfismo. 
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De esta forma, cuando el espacio de modelación de M es 
un ·espacio reflexivo, a cada\-\ t At""¿~,...1·) tal que FH es un 
difeo""°rf'ismo, podemos asocinrl o un Lngrungiano L e. 8""'\-w~» 
y entonces L resulta oer un difoomorfismo; siendo FL el 
inverso de FH. 

Veamos el caso contrario en el que partimos de un La
grangiano L <:. A1''"~tw·1l) fuortemento regular - FL ea un difeo
morfismo - • Podemos entonces definir el Ha'!liltoniano 

H = EL" FL-l 

donde E es la energía de L. Para poder considerar a PH 
es nece~ario suponer que M está modelada sobre un espacio 
reflexivo; supongamos que ésto so da. La relación entre 
FL y FH se especifica en la siguiente proposición 

. {\'\\ 
PROPOSICION Sea. (Ji!, a. t,...·,-.¡J 
sobre un espacio reflexivo 
regular. Haciendo 

H = E oFL-l 
L 

) una variedad modelada 
V, L !:- ~,,,.,, \Tll-'l) fuertemente 

~~ 1 
entonces FH <:. \lM) es un difeomorfismo y además FH = FL- • 

Demostración: La linea de la demostráción es análoga a 
la proposición 1.1. 

- ' " -• ;u 1 • -• '\\~ \ ~ :¡ ~-' • 
\\ofLo Tl'"ll) :: \\oTttll o ('fL) : \\oifll\ ol0 1

1t oÍ\ -t (lt.\ 1 •lL.o1fUi\).l.) 

• • • 
( - , 
\\\o f L o T Ftll 1

) :¡, : 

Por otro lado 

l-\orl.~Tfll\- 1 -: ~1...oíft<f 1 

••• (7.3) 
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y de acuerdo a la expresión para 
el apéndice A.5 ) 

(E 0 T(i)-l)' {véase 
L 

1 l'2.I .::.~i' T" i' l:tl .:.. >¡of "T -ti: 
li:.:_1>íflif')-: l\Loi~lll'h;~ ®\'-z. )®P2.~ -t- llL1>1Hlf 1),_illí!> \> 1 )@Y~ 

\\..o ,n1r') ~ ~ ?,"'i 

. -. 
Igualando las expresiones (7.3) y (7.4) llegamos a 

\2.\ -;- 'li: / ~('\ ) l~I 
\\..oífllf')~i:t@ \>;i. -::. \l\\ofrnr').t o lt'L) ' ® lLolH1í').2¡ .1. 

pero FL dif eomorfismo -::i!:J (FL)F(i) difeomorfis~o ~ 
l21 

( \.<1 "'(tl\\"' ) "¡" \.\1\ invertible 'l v E: \1"1111l1~m) , luego 

- ~ r2."i: ) .. i = 
\ T \\-\\J¡\lt\ \TH1\l~1\ll\) 

1 • l:ll '"11) 
'- \\" .-n11"'h;2 o \ f L), 

que podemos reescribir como 
r • ~ ')"", º \"" \..) ~ li > ''no -r~tlf .2i2. .-

Finalmente 
fl\I 

\H\o H} 

Es decir FHoFL = IT(M) 
Ahora, como FL ea un difeomorfismo 

FH = FHo(FLoFL-l) 

= (FH oFL) oFL-l 
= FL-1. 

es decir FH = FL-l 

Cuando el espacio de modelación de M es reflexivo, la 
forma de construir Hamiltonianos a partir de La.grangianos 
y viceversa - cuando las derivadas fibradas correspondientes 
resulten ser difeomorfismos - es en cierta forma canónica 
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' , - fl.l'PH' Veamos por que: Dada. L { " (111-111 podemos construir el 
Hamil toniano HE. i\ln-•

1
t1\l"l 1

) y a. partir de este construir un 
nuevo Lagrangiano L'. Lo que se afirma es que en este 
procedimiento ni se gana ni se pierde información. En efecto, 
el Hamiltoniano asociado a L es 

para cal cu.lar 

H = E ° FL-l 
L l. 

= ( ~ - L )oFL-

= A ° FL -l - LoFL-l 
L 

••• (7.5) 

A¡,º FL _, • tomamos un campo Hamil tonia.no para H, XH (cuya 
existencia podemos garantizar dada la no degeneración 
fuerte de úJ ) • · 

(X" .l ~) oF\.. -:. rL" l XI\) .J f'L•( e) 
= fL'lel A. n .. lX11l 

= ((0.-fL)G>lfLJ,) 11. FL .. (X11) 

.::{nI'l\lll" ®il.,)o'fl)©\F.!.)v) .. fL.(X11) 

=. \fl ~ln.w .. FL)tHFL)i,) t>.. fL~lX11) 

= f'L.,. ~ i'• t.. fL"'C Y.ttl) ••. l1.tJ 

eo una ecuación de segundo orden, tenemos que 
~~ 4 n•tirit\ = '! ,\1'"') ' luego 

t:x.11 je) .. 'tL = FL.i.. 1-n ..... 1 -:: AL 

. . , 
Entonces, sustituyendo en la expresión (7.5), 

H = XH .l e LoFL-l 

Ahora, si a partir'de H construimos el nuevo Lagrangiano 
asociado L ': 

L'-:= tX"..1 e)"\'.""-'- \\o 'F\\-
1 

o;: \\oF"-'-+ Lo 'FL'o l=tt-' - \.\o~\\-' 

Pero hemos visto que PL = FH-1 • Por tanto L = L: 
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En el desarrollo anterior tuvimos que hacer la suposición 
de que FL~(XH) fuese una ecuación de segundo orden. Esto 
se deduce de · un resultado más eeneral: FL~(XH) es un 
campo Lagrangiano para H°FL , lo cual es inmbdiato pues 

'l<.1t.1 tu-=- el.\\ -:::?;:> FL"lX11\~ tui..= - cH\\oH.) 

-1 
donde HoFL = ELt> FL º FL = EL 

• • FL"tX\t) .1 tu L. = - J. "E.1.-

es decir FL.(XH) es un campo Lograngiano para H°FL • 
Y como FL es un difeomorfismo, en ptrrticula.r L 
es débilmente regu.lar lo cual implica que FL .. (XH) ea 
una ecuación de segundo orden. 

Podemos proceder de idéntica manera en el proceso in
verso. Supongamos dada H E. /\~.,...'1 (llt-'l~) y construyamos el 
Lagrangiano asociado 

L ::: ( XH J e )oFH-l - Ht>FH-l 

A partir de L construimos un nuevo Hamiltoniano H' 

H'= E °FL-l 
L (. -1 

= ~ - L)oFL 

= ( FL A. IT(r.!) - (XH Je )°FH-l + HoFH-
1 )oFL-l. 

donde FL = FH-l de acuerdo a la proposición (7.1),luego 

H'= (FL />. IT(M) )o F~-l - (XH .le ) + H 

= IT(l'!)•.o.. FH XH J e + H • • ·l1· (:.} 

Mostraremos que IT(!J)f' FH = XH J e = IT(z.t)-K 1.. ( 11:~ A ~) 
y para ello es suficiente mostrar que 
Si TP(i) = T(i) , ~F(i) = f(i) son 

FH = 'U 11 .o.. XH. 
cartas en 

T(M) y T(M)~ "(~l>ee.c.·h.iu.me"'\e, 

( ..... ;." 1) '""'Tell ) ) " - ' 
ili\ o( n,. .... X\\)O fi.,-' = \(\) o {11. €: ('""'" ~ @) ~ 4. X11 o "Tli\ 

H ~111 ) e -ful 
-:: íll\ o \~t 'IT• ~l '""""' ~ ) o 1111·1 

) ,. X 11 
1 ., " _, Ítll 

= 1 111 o \ltU'°"""' '2~" 1 )on) ® lb1110Ttt1i-t1i'}ollll})t>\ll\ ).8.. X11 ) 

. '11"' ~ 1111; -1m 
r '""'""') o: ·r' ? •• , ) •H) x -"Tl\\O\~ll\\o\11"~ •I' O\ @)f'I t.. \t - . 

'l\~1 '1\~I "Tlil) 
to-< 'fUI ) •l ~ lt\ ) l f 11.i V 

-::. "tll\ o ll\1\\\1.t.. ~ oTHI o> 1\ 11. 1 C> I' \\ 
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da.do que H es el Hnmiltoniano de XH. En conclusión : 
\li)olTC.,.A. Xtt)o'tur': \ll\o f\\oT\11-

1 'ti "I F \YI.\ "'Fcon E 0.\t-\,'ll) 

luego n,'" XH = FH 

De lo cual se sigue que H = H' segÚn (7.6). 

La forma de asociar un Hamiltoniano ·a un Lagrangiano dado 
es en cierto modo obvia, no así la asociación contraria. 
La razón do hacer tal construcción es que entonces la re
lación entre campos Lagrangianos y H~~iltonianos corres
pondientes se toroa bastante sencilla, en particular eus 
curvas integrales. 

t.,.,, 
7. 2 PROPOSICION .- Sea L E: /'l. lilt-'\) un Lagrangiano hiper-

regular; Y
1 

u.n campo Lagrangiano para L, 
H el Hamiltoniano asociado a L y XH un campo con 
Hamil toniano H.. Entonces 

= 

~-~ Como XH es Hamiltoniano 

= - dH 

y dado que FL es un difeomorfismo 

FL'* (XH) ...\ FL ... lú.>) = d(HoPL) 

o bien 
FL{ XH) ..! (JJ L = - dEL • Puesto que 

ea débilmente no degenerada (véase prop. 4.2 seco. 
FL-11(XH) = YL. 
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7-3 PROPOSICIOH .- Sea H E. /{""'\ i\M\•) un Hamil toniano 
hiperreeular (i}, XH au campo H~~iltonia 

no, L €: 1t,..
1 

l1lt11ll el Lagrangiano asociado a H y Y un 
campo Lagrangiano para L; entonces L ,. 

XH = FH (YL) 

~·- Como YL es Lagrangiano 

YL..} ú.JL = -dE 
L 

y dado que FH es un difeomorfismo 

FH'f (Y
1

} ..l FH" (FLv ( w } ) = - d(ELº FH} 

pero FL = FH-l • FH"' (FL~ ( W ) } = w y además 
E

1
o FH = H , de la definición de L . 

• . . 
Lo cual muestra 
Hamiltoniano H, 
FL 11 (YL) = XH. 

FL °"(yL} J W = dH 

que FL~(Y1 ) es un campo Hamiltoniano con 
y debido a la no degeneración débil de w. 

Notemos que la condición de que V sea reflexivo ha sido 
crucia1 en todo el desarrollo anterior y partiendo de esta 
suposición hemos mostrado que la correspondencia entre 
Hamiltonie.noa y Lagrnngianon - para los que sus derivadas 
PL,- FH son difeomorfismos , o sea L y H hiperregula.res
es canónica. La equivalencia se da pues cuando considera 
moa Hamiltonianos y Lagrangianos hiperregulares. -

Si V no es reflexivo, la correspondencia La¿;ranginno 
hiperregular ~-~. Hamiltoniano sigue siendo posible, 
aún cuando no es posible mostrar que la asociación es 
canónica (o sea 1-1) ya que~~elprocedimiento contrario no 
es posible hablar de Hamiltonianos hiperregulares debido 
a que no es posible definir su derivada fibrada. 

La conclusión a·la que noo conducen las observaciones 
anteriores es la siguiente: Si de alguna manera es posible 
asegurar que un Lagrangiano dado describe al sistema, i.e. 
las curvas integrales del campo Lagrangiano se proyectan 
a funciones de posición del sistema ( en particular es 
suficiente T(M) pura especificar su estado); entonces si 
L es hiperregular, podemos asegurar que T(M) basta para 
~f~~~!!~::E-~!-~stado del sistema y el campo de interacciones 

(i) H es hiperregular si FH (véase A. 4) es un difeomorfismo. 
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vieno dado por el campo Lagra.ngiano trasladado a T(M)~ 
v!a FL: X= FL°'(Y1 ). En otro caso, el que el campo de 
interacciflnes sea Hamiltoniano, no garantiza la posi
bilidad de su tleocripción en T(M). 

En er_;te sentido podrÍm11os decir que la descripción de 
Homil ton es miio e;enerul que la descripción Lagrangia.na, 
porque comprende sistemas mecánicos más generales. 

Analicemos un poco mán la relación entre las curvas in
tegrales de los ca:npos YL y XI·I' SuponBarnos por el momento 
que L describe al sistema. 
Como Y1 es una ecuación de segundo orden, toda curva in
tegral satisface la condición 

' \\'~t> -= e 
o?'' \tJ11v) si en la clase de equivalencia 

con c~ta única \Cl,F(l))\ , tenemos que 
y ademas 1-1 t"ci• , 

"Dt H1l~ ~ºc.) = \2_ o ~oc_) .... \ ~o el 

1-< ~" = \E o ~ ,, C.) • ... (_ 

existe un atlas 
J: 

"1.1.).> ~ 1) (. ~ "V 

donde podemos identificar n tHHtl~ ~" t) con la velocidad 
del sistema dado qua ;:m• ~" e corresponde a la función de 
posición y F(l) es una carta Única. 
La carta Única F(l) induce una carta Única en T(M) dada por 

. "\"lil -: e~i o FUh f -t 0~'io l\ ~ nu. f ) .. I,11'1 ) 

y podemos resumir lo anterior, notando que 
~'i ,¡'i 1 ! 1-1f{lJ ' 

llilo C-::. 1:) 1 o \FUJofo C.) + 8 2 o\\ !:1 o ~oe_) o. C. J 

ea decir, la representación local de C en términos de una 
carta única tiene dos componentes, siendo lu primera la 
representación local de la función de posición y la segunda, 

_lo que podríamos lla'Dar la velocidad del sistema. 
# En este punto cabe hacer una observación: Dada la existen 

cia de una carta Única F(l) en bl, tanto m: como (fli\l(t·ü ::. V 
son conjuntos suficientea para describir la posición del 
sistema en todo instante. Además, podemos generar un método 
específico de descripción de puntos de la realidad mediante 
(fl:U) U") en base e.l método de descripción adopta.do im-
plícitamente en ¡,r, cuando lo hemos calificado como "espacio 
de configuración". En otras palabras, l-tt!1lll"\) es otro posible 
espacio de configuración del sistema, y en el caso que 
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nos ocupa es viable denominur "función de posición" ya 
sea a ~o (. o bien a 'fll-l~ r.., ( , según el formalismo 
adÓptado. Sin embargo cuando considerarnos a la velocidad, 
surge la interrogante de lo que entende~os por ello: Es en 
este momento en el que la estructura del espacio de con
figuración trasciende, pues los contrado:ninios de fo c. . ,, , ,, . 
y tli\~ eo c. son de distinta categoria. En el primer 
caso, podemos considerar a \r•<-l co:no la definición 
ml~s adecuada de la velocidad, mientras que en el segundo 
caso lo natural sería definir a la velocidad como 
1>l'fC1.l• y.e.) • El hecho de tener una carta única F(1) 
nos permite identificar e. \So l)o y \HHi.l• to c.) mediante le. 
relación 

... l 1. l) 

es decir, hay una forma canónica de relacionar ambos con
ceptos posibles de velocidad # 

Si e ( T(M)I es una curva integral: de YL ~ FLo e { T(1.ir I 
ea una curva. integral. de x

8 
¡ además n.fL• c.= fDC., es 

decir las funciones de posición son las mismas. Sin em
bargo la. relación entre la. función de posición -no c. y 
la curva integral I~LoC ya no es tan simple. De hecho 
fL olll:•fL•C.le ::Ho e o bien FL.(n•)'le = r para. cualquier curva 
integral. de XH. Así, para pasar de la función de posici6n 
del sistema q a una curva integral del ca~po Lagrangiano 
basta tomar e ; y de hecho podemos to:nnr esta propiedad corno 

necesaria para que un ca:npo en T(M) describa en efecto al 
sistema y por tanto también L. A partir de ésto, el paso ' 
de la función de posición a una curva inteeraJ. del campo 
de interacciones se hace mediante FL a través de la 
"velocidad". 

En. loa párrafos anteriores hemos admitido la posibilidad 
de describir a un sistema mediante un ca~po Lagrangiano. 
Esto no resulta contradictorio y en las siguientes líneas 
abordaremos el por qué de esta posibilidad. Ello amerita 
introducir la noción de estado natural de movimiento de un 
sistema mecánico general., concepto motivado en la mecánica 
de Newton. 

Supongamos que una partícula de masa m es descrita desde 
un sistema de referencia inercial. En ausencia de interacción 
sabemos que su función de posición viene dada por 

r "' v :r 11'1. T v-. t. \1R 'l) \R. 
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donde v y r corresponden a la velocidad y ~osición ini 
o ' -ciales de la particula. Este resultado puede deducirse en 

el contexto de las variedades de la sieuiente forma: 
Tomemos a J\i = 1R"!. corao el espacio de configurución, con 
la adopción del método cartesiano, con la clase de equiv~ 
lencia. del atlas a.1""\p.,1n.~) que contiene nJ. atlas con carta 
única ~ \1, 1.r¿~) \ con_sidere~'llos la_ métri.?a de _Ricmaz:n 

( 
1'l~ 1U~ 1n 12 ~ \2~ lt~ 

g = m dp
1 

® dp
1 

-t· dp
2 

~ dp
2 

: ap
3 

® dp
3

) 

cuya representación local es ~ '.Iii.' -:: vn Z::'l , siendo 
< , ) el producto escalar usual en 1Q.'!. • Con ésto, 

\.t'l,;r.>)' = O , y de acuerdo a lo dicho en la Última parte de 
la sección 2. 5 , si C E. l\l"} 1 es una curva inter;ral del campo 
Lagrnneiano para la energía cinética seeún g, tenemos que 

í:>~"l\ili>-,. C) =o 

cuya solución general ea 

c. .,.. Po(.:: ,U.\,• :: ... ,~¡,º ' (.OV\ 

que correspónde a la función de posición de una ~artícula 
con velocidad inicial v y posición inicial r • Naturalmente 
i\il~" C! :í:>l"t\11, • el corresponde a la velocidad ae la partícula 
como ya habíamos visto (expresión 7.7); en este caso, 

\)-::. 1>~11~\ º~º ~) 

:: ili.l;to ~ 

O en otras palabras; toda curva 
campo Lagrangiano asociado a la 
métrica de Riemann(i) 

I integral e ~ TC,!) del 
energía cinética segÚn la 

g = m(dp
1

@ dp
1 

+ dp2 © dp2 + dp2 © dp
3
), 

satisface las siguientes propiedades: 

1) La proyección de e al espacio de configuración M co
rresponde a la función de posición de una partícula en 
estado natural de movimiento, y ea precisamente 

-------------------( i) Nótese que en el razonamiento no se utilizó el que la 
partícula tuviese masa m sino tan solo que fuese constante; 
luego el argumento es válido para cualquier partícula, de afro 
modo: Hay una indeterminación hasta una constante positiva 
de la métrica de Riemann con las propiedades que se enuncian. 
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T(l)iC , la primera componente de su representación local. 

2) La segunda componente de la representación local de 9, 
T(1)2C , e~ una constante igual a la velocidad de la 

particula. De tal forma que se tiene 
l.ia\J"i l (!'l~) t ) 

1ti.1 ° C = 5, o I 1R)~ foL) t e, 0 \ 'DlI 111) o~º t) 

Col/\ 
-

I 1~\o ~o<'.= \1 Im.~ "• 
-
" 

Lo que so puede concluir de este par de observaciones, es 
que es posible describir el estado natural de movimiento 
de una partícula mediante el campo Lagrangiano de la ener 
gÍa cinética segÚu una métrica de Hiemann específica - de 
terminada hasta una constante positiva y a la cual podría 
mos llamar euclídea - • El movimiento de la partícula co= 
rresponde entonces a geodésicas en esta métrica. 

En realidad el movimiento por geodésicas es el más na
tural que podríamos esperar en un sistema mecánico general, 
dado que este movimiento está deter~tlnado únicnmente por 
las características geométricas del espacio de confi~tración. 
Podemos admitir pues, que si en un sistema mecánico tiene 
sentido hablar de estado natural de movimiento, éste vie-
ne descrito por una (pseudo)métrica do Riemann. En la 
ecuación de las eeodésicas (G) puede verse que la pseudo
métrica está indeterminada haota una constante multipli
cativa no nula. 

A la energía cinética K ::r ilt0 n1>.\t<9~d·f)t.1.,1..,1""~':·~)6..Im") <:1R
11

"'1 

asociada a una pseudométrica g , le corresponde un Hamil
tonian~ dado por 

T = K°FK-l 

(siempre que g sea fuertemente no degenerada). 
Este Hamiltoniano describe efectivamente la evolución 
natural del sistema, en vista de su relación con el campo 
Lagrangiano Y,. y podríamos llamarlo el Hamil.toniano natural. 
En dimensión finita podemos dar una forma explícita del 
Hamiltoniano Natural como sigue: 

Supongamos que la energía cinética es 

Koii~tll = i L (5:~10 f)t( &~mo.º~)i.."I.111<1 )l{&fm..,.eh 1;~141) 
q,'oC;i=;i 

entonces L l~=~'·~) ({htilc¡•~}r.I,\l,1 ) l&~Hh.., 0 ~) 
~,'ol.v;. 
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Luego \-\o if{u1 -:: k 2_ \ '3~~•1ºil) \ "111~' "-l o~~'o1t)) \ I,,~4 1>\a'l~ º 11.)) 

"'·"''"' ·En muchos caaos, cuando consideremos un sistema mecánico 
específico, es posible dar una métrica de Hiemann que des 
criba el estado no.tu.ral de movimiento del sistema - que BJ. 
iguo.1. que en la :necánica de J~ewton, está íntimamente ligado 
a nuestra concepción de "naturalidad" - • Si el esta.do na
tural viene descrito por un campo Lagraneiano para. la ener 
gÍa cinética, cabe esperar que el sistema. sujeto a inter-
acción pueda ser descrito en muchos canon por un campo La 
grangiano (naturalmento, la interacción deberá ser sufi-
cientemente "suave"t. 

Si K € IR 'l\M) es lfl. energín cinética y L ea el. Laeran
giano que describe al sistema ante un~ interacción dada, 
definimos a la " energía potencial" como 

UEK-L E:. 

Si K describe el estado natural de 
tema y L al sistema en interacción, 
comportamiento del siAtema relativo 
Veátnos esto con más detalle: 

ll\ i\1-\I 

movi·aiento del sis
entonces U describe el 

a. dicho estado nntural. 

Supongamos que YK es un campo 
cinética, de tal forma que 
geodésicas segÚn la métrica. YL 
para L, entonces 

Laerangiano para la. energla 
sus curvas integrales son 
es un cn:npo Lat3I'a.ngiano 

Consideremos una clase de sistemas 
aquéllos en que existe Ü ~ IR. t"\ 

u= ü o~ 

\ ... ( 1.1) 

mecánicos particular, 
tal que 

Estos son loe sistemas mecánicos si~ples para los cuales 
la energía potencial. "depende solo de la posición" • 
En tal caso es fácil ver que 
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FL = FK 

AL = ~ 

y por tanto EL = EK + U= K +U 

Luego, de acuerdo a (7.7) (1) 

= 

= 

• • = - dU = d (Ü o ~ ) ••• ( 7. 8) 

Esta Última expresión es consistente con la afirmación que 
habíáinos hecho anterior:nente referente a que U describe el 
comportamiento del sistema relativo a cierto estado natu 
ral de movimiento; en efecto, supo11gamos que Ü es una fu'ti: 
ción constante. Entonces dU = O y de la no degeneración -
débil de W1< tenemos que 

En particular, las curvas integrales de YL son las cur
vas integrales de YK , i.e. geodésicas segÚn la métrica g. 

La descripción de sistemas ante una interncciÓ:i puede 
traducirse al formalismo de Harnil ton de manera análoga. Un 
sistema en estado 'natural de movimiento vendría descrito 
por un Hruailtoniano natural T = KoFK-1 , siempre que la 
métrica sea no degenerada fu~rtemente. 
Si XH t ';( (ilt»l+) es el campo de interacciones del sistema, 

podemos definir la energía potencial en T(M) 
como 

V::: H - T 

Ahora, independientemente de si ee trata de un sistema me
cánico simple, V describe el comportamiento relativo al 
estado natural de movimiento ya que si 

(i) ObsérvGse la importancia de tratarse de un sistema mecá 
nico simple pues entonces FL = FK • ••. w):.. = tu L • Si el -
sitema no es simple parece haber cierta indeterminación del 
estado natural de movimiento. 
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= -dH y = - dT 

entonces 
= - d(H - T) = - dV 

y cuando V ea una función constante, dV = O 

= 
y las curvas integrales de XH son las que corresponden al 
sistema en estado natural de movimiento. 

Bajo estos supuestos, un sitem~ mecánico puede especi
ficarse en la formulación de Lagrange una vez dada su 
energía cin~tica (pseudo~étrica) y eu energía potencial. 
El sistema podrÚ especifica.rae de esta manera en la for
mulación Hamil toniana siempre que la pseudo:nétricn sen 
fuertemente no degenerada. 
Tratándose de siste~as mecánicos simples en los que la 
energía potencial sólo depende de la configuración del 
sistema - y no de su estado de movimiento- aparece intim~ 
mente ligado el concepto de campo de fuerza. Este es el 
campo covectoria1 definido como p•= - a v o bien la 
1-forma F'= dV • Correspondiendo a F está el campo 
vectorial en !i! 

F = F.IC~ F ... 

es decir 

Por otro 1ndo tenemos que. haciendo XI = XH- XT• 

X¡ J Lu = - a'l = - ~ 8.\í o.\\)® l1."' © X'~\) 

luego 

( + \. Tl\~11 J \I.,ltl ( "1-z) ).,.. :: w l~I \ €hl~1\t1)-\- 0t l':t.;.)) 
''\l.t>-\ 

que relaciona el ·campo F (geométrico) con el campo XI 
(dinámico). 

Mostraremos ahora de qué manera aparece la formulación 
Newtoniana de la Mecánica dentro del formalismo de las 
variedades diferenciables. 

Consideremos una partícula de masa m descrita desde un 
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sistema inercial. Vamos a hacer explícitas las hipótesis 
de las que habremos de partir. 

1) El espacio de configuración es M = 1R~ con la estruct,E; 
ra usual de variedad diferenciable. 

2) El estado natural de movimiento viene descrito por la 
métrica euclídea, que en términos de la carta Única 
F(l) = I1n'& se expresa como 

g = m( dx~ dx + dy® dy + dz© dz ) 

Notación; x ~ P(l)
1

; y = F(1) 2 ; z E F(l)
3 

'.!!..= -o"lll ,- ~ ..,._ C>!f.11 . .2..,_ 'O'fll) a.;:<11 __ • 
'!>lit - 1 "b'I ~ , 'a"l- = ¡s; j ~"'"''"'e.es -_, 'to'\(.,~ 

3) T(M) y T(M).¡r. tienen las estructuras diferencia.bles 
modeladas sobre 1Rí. siendo TF(l.) = T

1

(1), TF(l) = T(l) 
cartas globales en T(üi) y T(M)Jr. 

Notación: 
X :: Xo f :: i 1

(:1.) e.~(· 
J x = -r' \1\ 1. ctt.

' 
x ::-. xon: f•1111ett.. l 0 ) ¿ Fic :: I,\~c 4 - <) 1l = l'lU i , t-tc. • 

~lt 

4) El campo de interacciones es Hamiltoniano de clase cf3' 
n ~ 1 • 

5) Se trata de un sistema mecánico simple. 

La función energía cinética asociada a la métrica 
euclídea es 

K =.fm (\\axoy)¿,_1.11~) 2+ \la,'1°~\i.. "I.11141)'2.+ ((&'loUAl.-\\1.\1\2.) . 
1 ( .2 = - m X 2 

.2 + y + 
.2 z ) 

La derivada fibrada de K es 

~ \ l'i<·l ;X 1>\\) i ?,,·\ ~ on) ;- P:¿•l.:~ o1l)) 

Obsérvese nue el paso de ,. ,, 
componentes de momento /1 

se lleva a cabo mediante 

,, ,, 
las componentes de velocidad a 

c.x,'f, "i:) --"'>(<>,., P"· ri!> 
FK ! 

las 
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?x o fl<. -:- m x 'i. o F.\':.."' ·-= ...l. r~ 

W\ 

P'I., FK-= 'l\'I" 'i '(et\ eto to.1'1 '"~e -1 o FIC . ."'-: ..L r.,. 
W\ 

l';! o FK-:: mi 
i. ~\~ . .-': ...L h W\ 

La energía cinética en T(M)~ es entonces 

T:: Ka FK-'-::: 

H = T + -v - TC con -v "- "'""' ( ... ) El Hamil toniano es entonces - ... ' ' ..... 
Las ecuaciones de Ha.mil ton para una curva integral C ~ T(M)} 
con A ~ 1~ nos dan 

1>Cfiotl-: -t'b'3ltl'11)'-nºc 

Dlf~.,. c.\: -t;-. l_\J1) a11o e 

1>l fe o ~): - \~~ [\J1) o \\o C. 

- 'O -
Donde hemos denota.do a la derivada de Lie, \)t_ot~11 1 ~ -= 'b~ \\11 • '"· 
Haciendo r = ~ o~ 6'~,1 t 'i • e &~~; ~ ~ º ~ ó \~~) la función de 
posición de la partícula; podemos reescribir las ecuaciones 
de Hamilton como (i) 

M r:?·'{ :: - \ '\) 1~ o'< Órn + 1>:z.V oY Ól:z.H 1:>3'l° o'C E,\~)) 

ea decir 

que es la expresión de Newton para un campo de fuerzas 
conservativo, el cual puede identificarse con el campo 
(covectorial) de fuerzas F'= - ~V • El carapo vectorial 
en r.r correspondiente a1 campo covectoria.l de fuerzas p• 

·es _ _ _ 

- ~ _, ~ " - F 1<:1 o \- &. v) = - \>, '\! ~ - \>'l." ~ - \)~" 1-
~ - "' o - 'M ~ }(. W\ 'b'< ""' ~t 

Las componentes de F corresponden entonces a las comnonen 
tes de la función aceleración de acuerdo a la expresión -

t)"Z.'{ :: - '\l\i oY 

------- V"' 

(i) Recuérdese que ~('\f) o~bi':· L>,\\J O~\\Í 1) 
~)(. 

= 1>1 'J 

, etc. 
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3.1 SOBRB EL ES'fADU H'ATURAL Di!: i·50VIr.HE!·;TO. 

Los ejemnlos nue se muestrRn en esta sección tienen como 
objetivo justificnr ciertas conjeturns relativas a la no
ción de estado natural de movi~iento. Estas conjeturas nue 
den calificarse corno "emuíricR.s", li'.s cuPles enriouecen los 
fundarne?'ltos de ntrnstro planteamiento de la :I"!cánica Analí
tica. La rclevanciR de est~s cnnjetu~•s pod~~ ~u~garse en· 
cuanto A. su consi.stenc:!.a dentrn de nuestro esouemn formal 
de la ffocánica. . 

La noción de "estado natural. de movimiento" de la que 
aquí hablamos es.en ciertri mnnera restringida. Por ello 
entendemos cierta evolución del sistema en el tiemno n11e 
para un observador esnecÍfico le remll ta naturel c¿,mo 'con 
secuencia de lA concención mis11a del sistemA. rnecánico, !'::s
decir, a fe.lta de evolución del sistPP'IR de acuerdo a cierto 
comportAmiento cHli.fica.do como naturril, l:>.s desvi8cionBs 
de tal comportamiento se internretnn co::Jo existencia de cau 
sas cuyo efecto es tAl desvinción. -

Hasta ahora hemos considerA.do s:i.E·temA.s mecánicos reversi 
bles y estacionarios, característicA.s ciue están dadas en -
base al esor~cio de confümrnción ouc le asocia un observr-t 
dar. No sabe"'o1> si la n;ciÓn de ~istcmA reversible derrn;da 
del observador, aunoue es fnctible sunoner nue ésto no 

· ocurre en los siste'Tlas :nec:~nicos, Ln característica de es 
tacion::irio claramente denende del observP.dor. ARÍ, cuA.nd-;; 
nos referimos a un sü1tP."1Ja <ist;:i,cionrtri.o (reversible) nos 
estr-i.rel"los refiriendo a P.lrun obsP.rV<'dor nsnP.cÍfico en lo 
oue ésto se da, 

La nrimera conjet.urA oue enuncin.rrios define 1::1 noción de 
estA.do · natur.nl de movimiento para Jos sistemas '!lecÁ.nicos 
en el formnlismo de lPS v~riedndes diferenciPbles. 

C.l COHJ1'~'i1UHA .- Para todo sistemR. 'llecRnico estA.cion;:i.ri.o y 
reversible existe unR. métricR. de RiemAnn 

en el esnncio de confi;Tt1r2ción pronuesi;o 1 de 'llodo e>ue las 
geodésicas asociadRs a ln :nétrica dP.scriben el estado na
tur;:i,l de movimiento del sistema. 

ImplÍci tamente estarnos A.cent~rndo oue en todo sistema mecáni 
co es nosible hablar de un estado m:itur::il de movimiento y 
que tai estado de movimiento puede ser descrito por unR 
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métrica en el esnRcio de confitrt.U'Ación.. El enunciado es
pecífico de ":nétricA en el esnncio de confi.~urAciÓn" es 
imnortante y el debilitar estas condiciones nodría incluir 
sistemRs no mec~nicos, uor ejemnlo si el estRdo nRtural 
fuese descrito nor 1mR. nseudon1P.tricn; o bien a sistemas 
mecÁnicos no estacionarios, como l)or e~ emnlo con nw=• niétri 
ca de RiemAnn no en el esnacio de config·uración sino en -
M X \\\ ••• 

LR noci6n de estRdo nnturRl de movimiento tiene sentido 
. si existe ciertR universRlidrid nl menos pnrn. cicrtR cl::ise 
de observadores de i1n sistema e<>-\C1c.1ov11nio y reversible- es 
decir, oue de Rc1,erdo a sus resnectivos esnncins de con-
f . . , ] . t lt t . . . b ~· 1 l.P,Uracion e. sis ,ema _rosu. e ser efl ncinnnrJ.o v reversi 1 <'!-

lo menos nue nademos esnernr es r111e lns clnscrinctones de 11'1 · 
nosiciÓn del ~istema resulten ser enuivn].cntes. En otras 
palabras, oue los resnectivos esnRcios ne confim.trnción 
reAulten ser VRriertades difeomorfRs. Dicha enuivRlenciR en 
la descrinción de ]_i:1. prir-iición trRe consL,,.o una enuivnlencia 
en las nociones de estRdo naturnl de movimiento; de RhÍ 
nuestrn si~tiente conjeturn. 
C. 2 GONJE'l'UHA Si !-.1 es un esnncio de conf:i.ip1rnción de un 

sistemA mec~nico, g lR m5tricA del estado 
natural de movimiento y 'IJ' 4" M.N un difeomorfisrr¡o de ln 
VR.riedad N al espacio de confi~~r?..ción i.1, ento11ces N es 
otro posible esuAcio d~ confiM1rnciÓn en el oue el estndo 
natur~l de movi~iento viene d~scrito nor "l! .. (e) y lH co
rrespondenci.A ~ nosiciones del si.ste:nr-t ~------+ n se hR.Ce 
medümte el CR'"rlbio de dencrinción que defi~e 1i'. 

~ 
'('•, 

posición 

descripción descri.pciÓn 

esnA.ci.o de .con
fi~ración r.r 

/ 
< 

nuevo eRnacio de 
configuración 

O sea f!Ue n EN corresnonde A. uni:i nosición o del sistemA. 
si 'llt~) corresnnnde R una nosición o del .sistemR de ammr 
do al m'todo de descripción ndoptndo ~n M. 

Puede verse que la función enerP.'ÍR cinética 
el nuevo esnacio fAse T(N) satisface 

K' = K•T( ~) 

~~~~!:-~§.-~~~~-!::~-:!:.~_!unción eneri:;Ía Cinética en T(M') 

en 

(i) Esto restringe en parte la universalidad de los obser-
vadores. 
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y 

La sir;uiente conjetura se refiere A. sjstemns constreñidos 
y a ln descrinción de su estRdo nnturi'll rle movimiento ante 
la constricción impuestn. 

c.3 COJJ.TETURA.- Suuoni<::imos nue M es el esnacio ae confi~ll.r?.. 

ciÓn de un sisteria rnecÓ.nico y g la métrica_ 
de Riemann Asociada al estado nnturnl de movimiento en M. 
Si el sistemn es cnnstre~ido a ~overse Rn una subvariedRd 
N ~ M entonces el estado natural de movimiento en U viene 
descrito -por la restricción de ln métrica n N: i 4 (G) 
donde i E: .K w es la inclusión. 

La proposici0n nnterior se utili•/.a con inu.chr-. :f:recuencia 
aurioue sin hacer :nención exnlÍcit'J. de ella. En nocas nala
bra~ nos dice ClUe todri. noci6n de crntado natural· de '.110.;,imi.en 
to trae consi~~ una noción bien definida de estado natural 
de movi~iento ante unn restricción. 

# El tino de restricciones a lns nue· nnuí aludi11os podrían 
llemars~ tseométricas u holonómicas. Pa~a otro tino de res
tricciones no es tan directa nnR noción de estndo nntural 
de movimiento rel;:i,tivo , aunnue de ncuerdo a la conjetura 
C.l debe tenerse alguna noción intrínsecF! a la concención 
misma del sistema# 

La función eneraía cinética en el "l'ledio ambiente" !;! 

K E. ¡p."TM) induce ;na función enP.rP.'Ía cinéticR en el "sub
ambiente" H. S j\f. K' E. IR.'1"'l • En tér~'i.noA l.nvRria.ntes tcmPmos 
que 

K' = ~·T(i) es l::J inclusión 
y 

T( i) = ( i t o ~ ) A "í 1~») 

No es difícil co:nnrobA.r eme estA función energía cinéticA. K' 
es la asociad9 a ia métrica inducirla en N, i'(g) • 

F>npecemos TJOr estudiar nl.gun<rn ejeTTtnlos sencilJ.os ~ue C,2 
rroboran lo acertado de la conjetura C.l referente n la 
descri1Jci.Ón d1'!1 estr>do n::i.tural de '."'IOVi:niento rnedie.nte una 
métrica de Riemr-mn. 

EJRMJ-'f,O J..- Consideremos un sistema de referencia inercüil 
y dos.;~tículRs de rnrts:=i.s m, y m, • hn este cAso --;:;Q"r t:r~ 
tarse de un sistema de ref'erencü1. inerci:ü existe un8. no
ción de estedo nat,l:rRl de movimiento, el movimiento unifor
me , como ya se~alAmos al nrinci.nio de estR tesis. 

Si omitimos la descriución de los chooues de las nartí
cula.s, podemos tomar como espP,cio de confif,1lración a 
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M::.!R¡; '1x e1R¡; / x(l) = x(4), x(2) = x(5), x{3) = x(6) \ 

Dado un -punto x E l.1 , las nrimerns tres cornnonentes x(l), 
x(2), x(3) corr~soonden R lRs coordenRdRs CRrtesiPnRs de 
la ~artícule 1 y las co~nonentes restAntPs x(4), x(5), x(6) 
corresnonden a las coordenn~as CArtesiRnas de lA nRrt{cula 
2. As{ '!1ues, si C E. M" cnn .4 s 1R es 111. función de nn 
siciÓ:-1 del sistemP._, ln.s funciones de nosición ( cFtrtP.sian~°S") 
de lns nArtÍc11lns l v ?. son 

<!m r~> r1>l rlll \•1 'i-°1 
r C O + (' O ( + C Óll) V l" - C Olll + c

5
6t.v + C. QU) 1 = l. ll) '2 ~ 3 .. 2 - 4 ó 

" IS IR. e IR¡ C 
= u o 

R . a donde son las componentes de e 
M es un abierto de tRí. 
0 1

"') modelad11 sobre ¡p,,í. 

denotaremos como sigue: 

y por tnnto unr-i. vr-iriedañ ne clase 
• LRs CRrtas en M y en T(M) lns 

en M 
f.Í. • 

qR = Paºl. 

·• )H 
donde i E llR' es la 
cartR. inclusión. 

En M proponemos a lA. 

\j ae6 
rnétrica de 

.o..Fl. = 
qa = 

Rierr11mn 

en T(M) 
c. 

!J:oT'(i) = qaº~ 
IR¡ o 'I' ' ( · ) 

!l6+a 1 

g = ml ( dql ® dql + dq2©dq2 + dq3© nn3 ) + 

m2 ( dq4 ® df!4 + dq5 ® ªº5 + ªº6® dt-~6 ) 

como lR descrintora del. estado nAtural de movimiento. LR 
función enereía cinéticR RSocütda A. e; es 

K 1 ( .2 .2 .2) l ,.2 .2 .2) = i ml "1 + ~2 + ~3 + i m2 q4 + ~5 + q6 

11 El nombre de "enerl!'Ín cinéticR" nroviene de oue al con 
siderar la comnosición de K con una. trHyectoria. del 

sistema y~ T(r;Ü ""' tenemos que 

(
• 2 
o • y ) 

a + 

+ 

1 
? m2 

l. m;:;> 2 = ; m1 'L, (D(qi:t C) )? 
... ,~ 11.l 3 

2 (D(ooC)) -a. 

donde e = fo y es la función de nosición del sistema 
en la descrinci.Ón cartesi1ma.., o se::i. nue K 0 Y es en efecto 
la energía cinética del sistemR. # 

Una curva integral A Y ( T(L!) ., con A s l<Z, del CAmpo 
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La.gra.n~iano para l?. enerrrí.n cinética se nroyectn a rt.. como 
Ui1Ft geodésica se~ín la 11ét:ri.ca e. Corno los coeficientes 
g, : no dependen de la posición, la curva inte¡i;r;oü snti.:! 
f?icle 

D(q •1 a 

D( Ó •)' ) - O ·a 
o sea, n2

(ñ .y) = n2
( 

la función de ·n posición 
a º C) = O , donde e = \'•Y es 
ª del sistema. Bsto im~lica 

que 
y 

ambas partícnlRS se mueven nniforme'!lente, lo cu.::il es ncorde 
con nuestra noción de estado na.turnl de movirüento. 
En lns fisrs. 1 y 2 se mllP.strn. unn iinngen nictórica de J.ns 
soluciones en M ::: l.~3 x 111.i >' '!. w_'l y T( rÜ :::::: -\IR¡ .... A.) x IR.¡; e ovi 

A.11\x!o IR'°/ X<d:: xtql,'Htl: 'll:t&l, 1(.(1\: Xl~>i 
1
Ri 

FIG.1 Trayectorias en el esnacio de 
confi~uraciÓn para el estado natural 
de movimiento. 

------¡.--i---;..._-------, \P,. ¡; ' A 

- - -

FIG.2 TrnyectoriAs en el espacio fase 
T{M) • Estas son curvas intelp'ales del 
campo Lagran.g-iano parn. la energía cinéticA .• 
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En ln fig. l nuede observarse nue la función de nosición 
deJ. siste:ria en iseneraJ. no está definid~ en todo l.R • Esto 
significa nue pRra ciertas condiciones iniciales de nosi
ción y velocidRd el sistema tiende a sRlirse del esnacio 
de confie;urAción. Lr-ts pRrtíc1ü:rn tienden R. chocn.r. 

E,TT<:hU'I,O 2 Vamos a !11::inte,ci..r un nuevo esnncio de confi~racion 
nara el sistemA. de dos partículas. Hagmnos 

H ;:. IR t" -.. \ X ( !Rt / X ( 4) = X ( 5) ., X ( 6) = 0 1 
QuisieraMos ahora describir nl sistema ya no medümte las 
coordenadA.s cartesir-tnas de cada uartícul a sino mediante las 
coordenadas cartesiAnRs del centro de mnsa y de la senara
ción entre las oartíc1.tlas (i). J';ste ejeriinlo ilustra el nor 
oué de la conjetura C.2. DefinRmos el cambio de descrin-
ción h E. !'o\ N. nor 

¡; IR¡; • \Rt • p"'<>h = 'Pa .. iN - t P3+a" 1 N• a 
:Plltt .. h n11:'•i + 

tR¡ = ªP3+a0 iN 3+a - a N 

m2 
donde s _ t - --------------

+ 

Entonces h es un difeomorfismo y además 

111.t -1 IRt • 
t 

IR¡; • 
p oh = s p a' 1 M + p3+i:t.º 1M a 

1!(i: h-1 ~i. . 11!.t • 
n º = p3+A 0 1 M !\,1. • l.M . 3+~ 

Si x E: M corresnonde A. una nosición de coordenfl.dfls c:;i.rte 
sianas ( x(i), x(2), x(3)) y ( x(4), x(5), x(6)) de cada 
partícula entonces 

hJ.(x) = m
1 

x(l) 
t---------- + 

m
2 

x(4) 

-----------) 
ml + m2 ml + m2 

m' x(2) m
2 

x(5) ¡,, ml x( 3) m2 x(::>) t'1 
l l------------ ---------) Óu.1 \----------- -------) & l3) + + + 

ml + m2 ml + m2 ml + m2 ml + rn2 

(x(4) l'l 
(x(S) 

(\1 ó(~l + - x(l)) &vo + - X ( 2) ) Óu.> + (x(6) - x(3)) ((.) 

(i) Las tres áltimas coordenadRs (x(4),x{5),x(6)) nos dAn 
la separación entre las partículas de ahÍ que ésta nunca es 
cero. Es por ésto la eleccidn de N 
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Las primeras tres comnonentes de h-1 (x) corresnonden· R 1~ 
posición del centro de ma.sn de las partículas y.las trP.s 
Últimas corresnonden a la diferencia en 1.as nosiciones de 
l::ts nartícmlns~ Véase fig. 3. . 

V\11 _ - rf\, - - -
l~l 

1 l:Z.) 
k\1.) 1 )CG') 

/ .. , 
, - -¡ - _ _:, 

1 I 

- - - - - - - .J' . 

111 

(~) 

~ Y.IJ) ~ ~ '"" 1..) 
... ¡ .. "\.._ ..... ,. ...... - - -

(!.) 

'f \ 1.1- 3 

""' • 

1 I 
j/ 

/ 
) 

cu 

~ lCl'l) ... ~ 'tls) 

""'"'"''" ""•\""" 



Denotemos las cHrtA.s globales en N y T(N) corrio siP;Ue 

en N en T(N) 
0 :: tjR\ i 
·a - - a N' 

donde iN l IA¡; l N" es la 
carta inclusión. 

, .. i 
p o T(i ) = Q D f 

l?l. N a 

u"'-¡; º T(i ) 
· a+6 . N 

El difeomorfismo h Duede escribirse entonces como 

o • h = Qa + t Qa.+3 ·a 

a 
3

o h = Qa - s Qa+3 ·a+ 

. • Q o T(h) = o - t 0a+3 ·a ·a 
• . q 0

3 
T(h) = o s Qa+3 a+ ·a '4 a< 3 

Entonces la función energía cinética en T(N) asociada a la 
métrica h~(g) es 

K'= KoT(h) 

l .. 
= 2 ml ((Ql 

l . . . 2 
((¡ 2oT(h))

2 (q
3
oT(h)) 2 

= 2 m
1 

((C¡
1

oT(h)) + + 

1 ((q
4
oT(h)) 2 + (q50'.r(h))2 + (o oT(h)) 2 

= 2 m 2 ·6 

+ t6.4>2 + (Q2 + tó )2+ ·5 (Q3 + tQ6)2 ) + 

+ (Q2 -

·2 •2 
+ Q2 + Q3 

) + 

) 

Que es lo que esDeraríamos de la función energía cinética 
en el nuevo espacio fase T(N) : La energía cinética de las 
:partículas es la suma de la energía cinética del centro de 
masa y de la.energía cinética de la masa reducida del sis
tema. 

Veamos el movimiento natural oue describe la métric~ 
hv(g). Dada 1ma curva intef!I'al T'-~ 'r(N)" con Ac;.111..,del 
campo Lagrangiano para la energía cinética K; tenemos que 

D(Q ,[' = D(Q º~ºr) =O 0 I' 
a a ·a 'da~ 3 

D(Q oí' ) = O 
a ··,. .. 

) 



o bien, 

que son 
y de 18 

haciendo 

R Q1. ~. r = c.m 

Hl.,.2 = Q4 ºf .. r 

1.BS funciones 

- 10?1 -

~lll 
\\I 

6l'll 
\11 

de 

lll 
+ Q

2
ofor Óu1 

\ll 
+ Q5 • f º r ¿ ,0 

posjcióc ctel centro de masa R 
se!J~1.~Rc:! r)~ entr'":! °1'.f' p::i.r..,í(!u1.ns R

1
_

2 
~ c.m 

2 
=O= D.R,_2 

Esto significa aue el centro de '."lrtS8 se mueve con vn.:!ocid¡:¡d 
constante y la ~eparaciÓn entre lns !JRrtículas crece(o dis
minuye) uniformemente (en magnitud y dirección) c0ri el 
tiempo. ClA.ramente ambas descripciones r'lel estado nR.t1.iral 
de movimiento del siste~R de pRrtículas son enuivalentee, 

Veamos Rhora un ejemplo que 'llUestrr-i ~Ft util i<'lArl de l<>. con
jetura C.J. 

EJEMPT,O :'f 3 Va'.los a imponer ahora UJ'lr-1. restricción r:>l sis
tema que hemos estudiado rinterior!llente. Las partículns son 
obligarlas a me.nte:i.er su distanciP. constante, di~Rmos a. 
En este caso es conveniente introducir coordenadAS nuroniR:
das en el espacio de confiv1raci~n N para introducir.la -
constricción de manera sencilla. 

Defin::i"los unr-i CP.rta P.n N cn..,o si~ue 

y u -::. 1P ... j X (o ' 1í ) X (o , ~ 1\ ) ')<. ~ 1) I oO) 

Las primeras tres componentes de G-1 (y) son 

l "' l'l ('1 G- (y) = y(l) ~111 + y(2) 6 cu + y(3) S l3) + ••• 

y corresnonden a lRs coordenadRs cartesiRnRs del centro de 
masa. El resto de l?..s coordenadas son 
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-1 G (y)= ••• + y(6):sen x(4)· cos x(5) 
( (LI 
o l'll + 

(' \LI 
y(6)·sen x(4)' sen x(5) OlS> + 

~(~I 
y(6) COB x(4) Ol'l 

-1 luego parr-i la.s tres ltl tim11.s CO'llnonentes de G (~r), y('\ ) , 
y(5), y(G) son coordenPdas esféri.cHs clP.l se~ento di.riei.no 
que une a lAs !l"'rtícul::is. Vé::ise fi.e. 4. 

Fig. 4. Coordenarlns e~férican del 
segmento J.2. 

La subvariedf1d sobre 1~ (l_Ue el sisternn es oblü~ndo a mo
verse tiene una exnrP.si.Ón simnle en l.a cr-irtA. G: Los puntos 
de esta subvariedad satisfRcen 

y V t;. N 

Esto eA,. l?. distancin entre lns nartículas es consti:i.nte. 
Inclusive tenemos unP. cArtA. natura.l en V: 

-1 - . (l."? l6> ~s- rl61 •F.' ~, 
9 - :P1 óu .. \ + P 2 Ot:u + !l3 Óm + 

(61 ~l~» 
R.( senop4·cos~!l5 Óc~) + sen.p4·senop5 0\5) 

G ~VE con· E c.tR.s, n s.n 1R
1 'ta~S 

·a ·a 
E -::. 11t'l i< (O, 1í ) X (O, 21f ) 

\!SI 
+ COSo!J

4 
bll,> 

y 

Denotemos las comnonentes de la carta G co~o sigue 

X 
I!.~ 

n °G -1 
IR¡ e 

y - P2ºg 

z n•ll~ G p 
- 3 

y análogamente en T(V) 
La energín cinética 

es K' = Ko'l'(iV) 

-
= 

r9.s 
'O • 9 

4 

n'-5., 9 .. 5 

x, Y:, z, x, r, z,&.~,&,i. 
inducida en la subvariedad T(V) 
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donde 

OoT(i) 
. Q

2
oT(iV) y q

3
oT(iV) z = X = 1 V 

Q
4

o T{ iv) a( coso e· coso p5 • e - seno e •Reno¡)• p ) 

Q
5
oT(iv) = a( cosoq• seno p5 e + seno~ .cosop p ) 

Q6"'r{iv) = -a seno e·~ 

Luee;o 

K'= ~(mJ.+"!12) L (qaoT(iv))2 + t m1:m2· L (e\ T(iv)) 
dE;°'j ml m2 'ot. ?; .... 'i 

1 °'· 1 1 ml .m2 a 2 { &2 
+ 152 sen2.,e ) = -2(ml+ m2)( X+ y+ 31) + 2(rn

1
+ m

2
) 

Veamos como se ve el estado natural de movi•11iento en la 
métrica de Riemann induci.dA. en V. Primerrimente, 

D(Xot') = 

D(Yof') = 

D(Z º r) -

. 
X o f' 

y o f' 

z.r 

D(Xor =0 

D(Y • r' ) = o 
D( Z o 'i' ) = O 

o seA., D 2 (Xo~or) = D'? (Yo~•r) = 1/ (z.,.r) =o. Esto 
significa. f!U.e el centro de mAsn se muevo con velocidad 
const::inte (recuérdese oue X, Y, Z son lAs coorden?.das car 
tesiAnAs del centro de masA). -

:Para eJ. resto de las coordenadns anli.cnmos las ecnAciones 
de fa1grange ctvmdo el Lai:rr::1n.csi.<>no es lA energía cinéticfl. K: 
D(~or) = 
D(p o r) = 

D( :o. tK '1.n = ()~ [K']• r ... (1) 

D( :. [.K'J.\') = ~ [K'J•r' •••. (2) 
"!1 111 ~P m m a ·1•mn 2 1 2 n ? 

tK '] r. -o [K' - r..~. -; = + a e ; Ú J= m + A. p Renoo 
00 ml m2 l m2 cosoe 

donde 

mlm2 
2(K'J = 

()4> ml + m2 

Luego en (1) y (2) tenemos 

D(p o r ) = "" o{' 

2 
seno e 

• •. U.) 
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SimplificAndo 1 tenemos 

n2
(;;' of') = (p oP )

2 seno~or CMlDAot' 

D(f.{ • t' ) sen~~. í' e: cte. 

senofior 
cos.é. r 

Si inici:!lme~te D('?< • t' ) (O) 2= O , m1t"n~0s el v~l.nr de la 
constn.nte P.s cero. Como seno e o r nuncR es cero 1 ésto obli 
ga a que D(p o r) = o y l::i.s ecunciones se simplificAn a-

n2 (e o\' ) = O 

D(p o!"') :::: O 

. 
eol' = :n IIR+ b 

por'= 'P>. 

La trayectoria. del segmento dirie:ido nue une A. lns na.r
tículas se realizA. sobre un meridinno con urn:i. velocic1A.d 
angular constnnte. Véase fig. 5n. 

\~) 

~ s'J 

(2.l 

Fig. 5 TrpyectoriRs ~eodésicns de lAS nArtím1las. Se h~ 
sunuestn nue el centro de rrJPSR c.m. eRt~ en reuoso desde 
S, ··así que ll'ls nartículas P::iran uniformemente Alrededor 
del centro de mR.sa. El sistema inerciAl S 'mantiene su 
orígen en el centro de masa. 

Podemos interyiretAr directamente lA. ecnAciÓn (1) como 
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si~te: 

Como 

entonces 

~ m
1 

(at)
2 

D(p o r ) sen~e 1 2 2 
+ 2 m2 (as) D(po \"') senoe = cte. 

Si considerAmos un siste~a inercial s'con orí~en en el 
centro de mAsa, tAl como se muest~~ en ln fie. 5b, 
entonces cadu término es la com~onP-nte del momento angu
lar a lo largo del eje 3 de este sistema. 
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CÁ.i"i1PO CENTRAL 

Consideremos el ~roble~a de una partículn de m8sa m 
sujeta a un8 fuerzn central; por ejemplo un planeta Atra
ído por el sol, un objeto sujeto ~la acción de un re~orte 

o una partícn:t :1. car{pda en un cnmvo eléctrico. 1!.'!1. cualquü~r 
caso SU:!)ondremos que el modelo nos permite c0nsiderar a_ue 
el objeto de atracción o re:::i1llsión está si tundo en el 
oríe;en de ale:ún sistemn. de referenciR. in8rcial. 

Bn r:tlgunos case es preferible omitir lfl (1escri1Jci.Ón del 
oríeen de coordenadas ~or no estr:tr definirla la interacción 
en ése punto (ésto sucede nor ejemnlo en el c;::iso de la 
fuerza gravi taciona.l). Podemos torn~r entonces a H: IR'i~{o\ 
co~o 1m es~acio de contiv1raciÓn nnroniRdo. Con ln es
tructura us1.1A.J. de M coTIJo vnrierlnd d iferencir-tble sobre 1~"i 
podemos 1riodelr-1r a '11 (1.1) y '11 (M)"" sobre IR<; • Lns cArtA.s 
corresnondientea se denot::irán cnrno sip;ue: 

En J;!: 
(l..;,, Ri 

i 1-\ X - pi'1!~ '1 f:1, o -
nll:~'j.'' ( i ) 

¡ • 

En T(M): x = y = t)Ro'l''(i ) 
· 4 M -5 M 

• tt.t,~, (. e.t. , ( ) En T(M): n = PA_'.i: iM)' TJ = ')15'1' i.M' ' TJ -x "Y' . z 

w,l • 
%. ::: f) • 1"' 

it¡; z = t>6T'(iM) 
,_t .. 
pGT'(\~) 

y les coorden::idRs x, y, z como funciones en T(M) y T(M)~ 
las denotaremos ~or x = x •f , :x = x º 'lf , etc. 

Como el siste!"lR. dP. re:ferencia es inerci?1, ln métric::i. 
eur.lÍd")n, c'l'?s~ribi:> 131 est"'!dn ;iptq.,..1:1]_ rlP. ~o•.ri.·ri~.<>Y!.tn ~"' !.P 
pRrtículR. 

e = ni(dx ® rlx + dy ® dy + az © d7.) 

( © den,ota el producto tensorin.l) 
\\!\) 

Conviene exnresar a la e11erP.:ÍA. cinéticR K (. IV.. asocii:>da 
a gen tér~inos ae·lR CArta ~e coordenRdRs esf~ricas 
R ~ i. 1~1¡11 nonde U se obtiene dfl ¡~1 a.l orniti'.?" eJ eje (3) 
y el rayo formndo por el se:'lieje (1) positivo. Vé'"se :fi~. 1 

l;) 

f\¡\. i. V 'llO c.0V1·\\~l/\e o.. 

\Q. l'o.'1'.\C 5oM'o\'eo.c\a.. 
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E viene da.da por: 

r - pi E 

p - n°E = . 2 

e p3E 
-1 p"l, 

cos o(---------------) i r:.2- 2- 2, o u 
V P1 + P2 + P3 

Con pi - ~ i t 3 

En la carta T(E) tenemos la expresión para la energÍ?. 
cinétic::i. 

1 ( • 2 -2 ?...., ~1 
KoiT(U) = 2 m r + r sen•e P 

.... ?. • 2 ) 
+ re E. 

'\"\V) 
IR 

El CJ3.nrpo de fuer?:RS es un cPmno en M, que por ser central, 
pode.moa escribir como 

l•'oi = R ~ 
u "" 

para. alr;i.mA función R real ne cl::ise en en U, n ,,.. 2 y riue 
solo aenende de lA coordenncla r; i.e. D

2
(Ro};-') = O = 

D
3 

(Ro E-'), o eouivAlfmtemerite -o~(R1 = O ·= ;. (Hl: lufl'!O 
·nOdemos uoner R = for nara Ali:;i1ni:i f'uncio"1 f "- IR(o, ... > de 
cJ.ase cl"l ( i) 
,'1:firrinr-i·1s ".lle e1 cnmno de f1ier7.RS es cónservntivo. PP.rP. 
verificarlo necesi tqr~os ver oue lR 1 - for:nn correR:ion-
diente · a.J. camno de fuerzas es cerrflrlr-i. -¡¡, ti\ 

Bl cam!lo covectorial corresnondiente sería F" = FKoF ~ ~~ 
donde 

FK = m( r Aroy + r2sen~6 ~ » ¡{.~ + r2e & <;l .. ~) 
i 1 =mR &r 

~ la 1- forrna corres~ondiente es 

1: = mR dr 

d 1 = rn 2 (R1 dr /\ dr = O 

------------------ ~~ 
(i)En el caso del campo gravitaci0nal, :f = 

R 
Gjifl 

resorte de = - _"'"'_? __ 
t pRrA. un 

r 
f k 

. 2 
R = - J. IRf 

GM -:--2----
11l., Hooke, 

-k 
2 

= r . 
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Del teorema de Stokes, si d 't = O ,. la. inte~rA.l de línea 
es indenendiente de l? travectoria (i). La i.ntePT1=tl de r 
a lo largo de una curva y t · M C0111 es ~ 

1 1 

~ 1: -::. ~ (T•">').a.1'0 :. "" 
~ lR•Y) 1)\ T •'Y) 

"( o o 

' 
=. "" h~ o l°•')')°P\ To)') 

o 

En el formalismo vectorial de la :l!ecánica, el CP:npo de 
:fuerzas sería 

F '= m f o\l n. -----
1t' \\ 1111.; 

y la integral de F' sobre Y renresenta el trabn.jo re
alizado por el Cl'Ull!'O de fuer~rn.s. Por def'i.ni.ctón 

~ F' ;: r(F'•Y , ny) 
'Y o 

si.endo <. • ) el !lroc'lucto esc8.lar u_sual en 

= m for.¡'D(r.Y 

Entonces podemos intP.rnretR.r a ln inteP,r::il de lÍneR de 1: 
sobre ')' corno el trabPjo reaJ.i?.::i.do por el ca:nno de :fuerzRs 
a lo largo de Y • 

El lema de Poincaré nos aseeura la existenci:<:!. local de 
una función V tal que 1: = - dV • :i!:n nl{l'.1mos casos impo.!: 
tantes podemos

0 
exhibir a V CO'TlO una. función elobal en todo 

M. Por ejem"910 en el caso gravitacioml.l podemos definir 
a V con:io sigue: Si {f. Hl-.o, 01 es una curva del "infinito" 
a un nunto p de coordena.das r , p , e ; éRto es nue 
lim r •1' = ot> y E(; ( 1) ) = r Ó<•I ~ f5 ° St~> 0 

+ q ~IJ¡. Defina'llos 
-.o o Q o ~ 

V(p) = - ~ t = - ( m:for•)' D(r.y ) = - f'mf =) ~~~~---
"'( _.., _.., -o 

Gr.rm 

En otras -palHbri:rn -1 
VoE = m.rm --------r 

= - --------r 
o 

La definición de V nudo darse sin recurrir al arr1mento 
a.nterior, aunoue éste estÁ. rnñs de Pcuerdo con la ide~. 
intuittva de definir el yiotenci.Rl corno el trnbnjo reali7.Rdo 

(i) N::ituralmente se trata de tr;::iyectoriHs contintlA.mente 
diferencinbles nor tramos. Nótese la imnortr:incia de oue 
nueda inteITT'Rrs~ sobre unR. subvRried<id de dil"llensión 2 11ue 
ño conteng~ :=i.1 orí~en. Esto es imT_Josibl e en M t. 1Ri' ~oJ • 



-111-

contra el camno ( cte nhÍ el signo ), nflra mover unn. prir-
t:fcula desde muy lejos. En el cnso de un resorte de Hooke 

. . ' d , se prefiere tom::tr la nosJ.cion e renoso como ln de no-
tencial cero. Por nn nr¡pl1ne11to si.rnil::.r, si r ~ H t"11 es 
una curva del oríp:en a un '()Unto '!' nn coordeni:tdirn r 

0
, p 

0 
.~ 

0 { lim r.y = O , 0 {l) = p), entonces 
o~ Yo 

V{p) = ~ k iw.~ 
o 

l 2 = -kr 2 o 
o sea 

En los casos de interés hemos podido definir a V global
mente. Siendo éste e1 CRSO nademos noner V = Q•r para 
alguna función Q E. \11\~o,.o) de Clase C~M;), 
El. Lagrangia.no es entonces 

LoiT(U) = ~m(r2 + r2 sen~e p2 
+ r 2e?.) - (Qor)o~ 

y la energía de L 

ELiT(U) = ~m(r2 + r2 sen?:~ p?. + r~02 ) + (Oor)·~ 
como ~uede verificn.rse, 

• • 

l pi& . él = -( n ( ~ º l\ ) + ---------( .,;- .. n )' + m - r ª" _ 2 2_ e¡> r senoe 

2 
p 

e 
+ ---

2 -2 mr 
+ Qor 

Las ecuA.ciones de movimiento de Ha"1i 1 ton nos dnn, °!)ara 
una tráyectoria e E. ,lt\). l~,t~} del sistema 

p ºe r D(ro C) = 
m D(n•C) = mf., ro C ·r (i) 

D(poC) = 
e 

( i) En realidRd 1 D( po C) = -( 'b~ lV011.1) a C 
mforo'lt C = mforoC, r TAmbién:" l)(noC) 

·r 
- DQ•r•~aC = - DQoroC; i.e - DQ = m 

= 
= 



con 
2 

n o C. 
.:...L__ 
2m + 

- HZ-

2 
PpºC 

------------ + _? 2_ e 
?.mr •C sen .. e • 

+ Qor 
. ..,. 

= e 

De la ecuación D(p~oC) = O , tenemos ~ue 

_2 2_ (~e) ~-mroC sen•&•C D Pº = k 

La magnitud P °C puede inter"9retarse cono el momento 
angular de lap5partícula respecto al eje (3) y mantiene un 
valor constante le. Véi:tse fig. 2 

\~) 

r------">') (S.l 

~(r\ ... s e..,.,-r füe1 

Fig. 1 Posición de ll'\ partÍc•tla 
fl.l instflnte t, C(t) = p 

0 
ilU) 

En realidad P <: '" es la función ,,,omento asociRdA. 
al cam-po vectgrial ?JC>~ en U (véase secc. 2.2), pues 
Po< = IT(M)• "-( '!>~, .. -n:). Así la conservl'\ción del momento an
gúlA.r es. éonseCUAnCifl. de la simetrÍfl del !-'i.ste"Tla en rel,!! 
ción al Cflmpo bº'i , vgr [X,. <'>!1 = O o equiVPlente-
mente c::on los HB.Pliltonü•nos H y !Js' : \H, n 15 i =O • 

Si inicialmente e(C(t
1

)) = O, entonces' el valor 
constante del momento angulRr k es cero y se !)resentan 
dos posibilidades : 1) -eoC = O en (t

1
,. t

2
). La :gartícula 

se mueve entonces sobre el eje (3); 2) eoC ~ O en 
( t

1
, t

2
) • Entonce·s dado oue - 2

0 
2_ C ..L 

0 
entonces 

· ro sen•e 0 r 
D(poC) = O • Esto significa que el movimiento se realiza 
en un plano que pasa ~or el eje (3) y no hay pérdida de 
generalidad si suponemos que el plano es el pl~no (1)-(3). 
Esto incluye los Cf!sos (1) y ( 2) qne menciona:n.os antes. 

Bajo esta suposición las ecuaciones de H~~ilton ~uedan 



D(r·C) = 

D(eoC) = 

con 

2 
p oC _r_ 

2m + 

Pr ºe 
m 

p•C 
-e 

~;~~-

2 oC Tl - -e 
_2 

2mroC 

-1.13-

D(p•C) = m foroC 
r 

D(poC) = O 
e 

. 
+ QoroC = e 

La segunda ecuación nos dn. de in:nodiato oue poC = cte 9 
2 ..!.. \l) . - e 

mroC D(e°C) = poC = A • Al sustituir este valor en la 
expresión de la co~servu.ción de la energía tenemos que 

2 
p oC A2 ~ 

__..!:___ + + QoroC = e 2 m -
2
-:2-
mroC 

y derivando tenemos 

(p o C)D(p o C) 
r r 

m 
."

2
D(roC} 
. -3,. m rov 

•.• (1.1) 

o bien dado que D(QoroC) = (DQoroC) D(roC) = -(mforoC)D(roC) 

. 2D(- r.) 
D(roC)D(poC) = ~---~~~ + (m f.roC) D(r•C) 

r -30 . mro . 
r 

() 

si D(roC) = O en (t , t
2

) tendrÍ8.mos oue roC = r y 
la partícula se mov1ría· en un círculo de radioº 
sobre el plano 1-3 , si D(roC) 1 O , entonces 
D(roC) f = en (a,b) S (t

1
,t

2
) Y 

A2 
m D(roC) = + m foroC -::re __ _ 

mr .. 

Puede obs~rvarse que esta ecuación es lr1 que corresnonde
rÍ::t a la de una partícula. de masa m moviéndose en una 
dirección y sujeta a un8 fuerza A2/ -3 0 · d e f · , d . . , mro + m fo r oC , sien o r su uncion e posicion. 
Debido a ésto se conviene en deaominar a 

m \..a 

o.\ c.º""'º \'ue.ae. 

c:.o'(<41:S \'º"el. e a\ ""º""e"'\º 
"e.'(~e -e"' '"' ~'~·i· 
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p == Q + 
A2 

------2 
2 maili:.+ 

el potenci.al centrífue;o, aunque para ser consistentes 
d2bÍa liu:iarse energía potencial centrífuga. En realidad 
A/ mroC es la í'uerza centrífue;a sobre la nartícula 
desde un sistema de referencia que gira alrededor del eje 
(2) con um1 velocid8d angulr-..r D(eoC) de tal forma C'IUe 
desde este sistema la uartícula se mneve en una dirección 
Véase í'ig. 3 . 

,( "',, ~ '?> l 

' ' 
' ?1 ' 

/ 

" ,, 
" 

' 
/ ' 

' 
111. 

\ 

' ' ' ' ( b.) 

Fig. 3 a) Aspecto del movimiento desde el sistema 
inercial. b) Desde el sistema ~ue eira. 

Con esto podemos reescribir la conservnción de la ener
gía como 

2 
p oC 

r 
2m + PoroC = e • • • (J.. 2) 

Form1'1lmentP., eJ. süitomR rnec8nico orie:in::i.l P.S errnivRlente 
Rl de unF!. pRrt{cula cuyo estRdn n!'lturAl de "'l!DViTT>iento es 
e J. r.ectil {neo im:iforrne en nnR dir~cción dAdA. c1m enerPÍa. 
potencinl P y energía mecánica e • VéAse fi.e. 4 ~ 

l 'o) 

0>----:J)....----~)----'~~·----),,._--~>>---

"" 
O>----)'J"--7~~~~~~~,~·~~..,_~=-;.,.,..~-~>--

WI 

Fie;. 4. Esquema del sistemA. rnecRnico eoui valen te 
a) I!.'n estado natural de movimiento. b) ante una 
función de enere{A ~otenciA.l P. 



- 11.5 -

De (1.2) tenemos 

y de aq_uÍ se ve o_ue si la p::irtículR esi;Á. en lA. re~íón 
S: { n. E. r:r / P(r(q))} e entonces D(roC) "> o ó D(roC)< o 

Hagarr¡os un ané.lisis cualitativo de lA. sitn~ción. L::is 
posibilidades nue se muestrAn nnra lR ro"i~n accesible 
S , físicamente, se muestran esnuemfÍ.ticamcnte así: 

i': ~ 
e . 

e. 

e 
(a) 

e e. l. C.) 

En 
a) 
b) 

r-, t b) f1 1 d) '{.z. 

cada caso la 1rnrtícula se comnorte. como sie;ue : 
poC = O y la "!)A.rtículR se mueve en un círculo. 
LJi partícula oscila entre los círculos de r::idios r y 
r

2 
alrededor del círculo de e~i.liJ.ibrio P.At::i.ble de1 

radio r , siendo r el radio de m{nimR enerR ... ÍR . . o o 
!JOtP.nc:i.~l. 

c) Rl movimiento se real.i:>:A. fuera de \m círculo de rA.dio , . 
r

1
• ·El ori.t:,en se comnorta como nn rfrnulsor, 

d) La :.oartícuJ.a está "AtRda" al orÍ1T,en, dentro de un cír
culo di?. radio r

2
• El orÍP,"en se comporto. como un a.tractor. 

e) El movimiento es indiferente. F.l sistem8. es tonolÓ;-;ica
mente eouivA.lente a un sistema con potenciAl centrí
fugo constante; i.e. c0n un c::>mno de fuerza nulo. 

Como es bien sabido, a uesa.r de oue li=ts ecuAciones no 
tienen una. solución explÍciti:i en ¡reneral, ~uede obtenerse 
información c\rnli tr:iti.v::i de la.s Órbi t:::i.s en el esnacio de 
confiP,;uración,. como nor ej em-plo el período de o;cilación 
de l:::is Órbitas en el CARO b o incluso la form:::i de l::is 
Órbitas. Por ejem11lo, en el c~so del campo eravitRtorio 
la f()rmA. del 11otenciRl centríful!O es :iiá.s o menos de la 
forma que se muestr"'. abFi jo 



y dependiendq de la energía de la nartícula se nresentan 
los casos (b) o (e) rme hemos sefü=tlHc'io y puene dP.mostra.rse 
que lns trs:i.yect.orias son cÓnicAs. 

to\e.\'\C..IQ.\ C.e\'\h\~~o f0.1"0. e\ 

c.a..Vi\{'o 9vu.."1.\a.c.1ona.. \ • 
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En este ejemnlo cornsider8mos un siste'1'JA. l'!ecánico en el 
oue su esnA.cio. de confj_m..ir<'>ci.nn es ne di111P.nsión infinit::i. 
Se Fl.costu;,,brA. dAcir er, C"'f'OS cnnio P.stP. ~n.e el sistem::i tie 
ne un<>. infinidncl de ~::idos de libert?.d. En nue?tro ejem!llo, 
el sistP.'TIA. tiene unR infinidFld no nu'"!lerable de erRdos de 
libertnd, 

. ConsiderP."lOS 11nA. cu"!rclA. con densid~ui de !'lasi:i Cf" - m::Ís 
adelante veremos la for~g explÍci.ta de ~ -. El Rncho de 
la cuerda se ~qnone neoueño en relRciÓn A. f'lll lon~i.trn:l ti') 
tal, de t:=i.l suerte oue <J es lA. densidnd liner'll dP. lR 
cuerda (e/cTTI). 

Tomemos un sistema de referenci.n inP.rci"'J. como se mue_!! 
trA. en lR fig. 1 

(~) 

~ 
1 
1 
1 
1 

Ve.l'Jlos a f'lunoner nue Jo!> evtre~os de lP mrnrc'li::t sP. dP.sli7.qn 
sobre un "!J!'l.r de VA.rillA.s verti.c1'\les situA.dRs en fl y b. Por 
ejemnlo,, 'Podría "('.lensA.rse f!Ue los eYtre"'!os dP. 1a cuerd~ ª!! 
tan sujetos R ltrn VRrill::i.s medümte finillos o bi.en CJ.lle 
estA.7Tl()S observfl.ndo una parte de lR c1Jerdi:i. Vénnse figs. 
2.a y 2.b. 

(~) (:2) 

c. 
. Fig. 2.a 

li) o. 
Fi~. 2.b • b l 1) 
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Podemos escoger la P.sc::iJ.a en los ejes del sistP.'l'IA. de tal 
formR que a = O y b = l; Jue~o bRstA es!1eci.ficRr lR formR 
de la cuerda nera determinar su nosición resnecto Rl sis
tema de referencia. Una elecci6n 8nroniRda nRrR el esnRcio 
de configur::iciÓn es to:nRr a M-s ctr.0,11 , lri~ fDnciones 
continua'!lente diferenciA.bles hrist::i. orden dos en (0,11 
LA. convención eme adontnrP.mos n<>ra ln r'l escrinción de la 
posición es la ·na·turnl: Si oe. e.. i.~, entonces lns coordena
dP.s CP.rtP.sirlnA.s a P. los n1111tris flp lA c1iP,...nn snn 

\ (x, or.(x)) / xtto,11 \ 
En otras nal?..br:is, las uosiciones de la cuerda vienen 
dfrnCri tn.s yi0r !.:1'°(,:fj CR8 d P. :f1mci.ones en Cl? [011.J 

Al tomar A. M l!C.'2.to,q cri"lo P.1. e!'ln<>ci.o de crinfi!-:l>r::ición 
estRrnos su.noniéndo ünn1 í.ci. t""lPnte nue lR cnernR no ti.ene 

"ni.cos" e incluso oue J i:>s c0ncR.vidRrles <'le l"' c11.P.rda F1on 
~ontinu::is. Por P.jemi:iln, un<> confi..~":HrRción comn se muestrP. 
en 1A. figurA. 3 no eF>tqría nermi tidr-i.. 

el.::: o 
Fig. 3. 

Si modelamos A hi ~ C.it.0111 
V ~ C.2 t.º.•\1 normA.do -con 

"= ' Configuración ~rohibida. 

sobre el es:nRcio vectorial 

5\Jf \etlt.\\ + 
h(o1\1 

511 f \ ~c\lU \ -t sv E" \ v\utl \ 
t." to1ll t..t h,11 

entonces en lA tnnoJo~{A rlPdR A hl, dos curvRs estAr~n 
corcanF"s !'li. el, <>s y s1u:; nena ientes, e incluso s•rn crincA
vidHdes estRn unifor·neme!'lte cerc::mi:rn ( i). AhoTR vere:nos 
oue sentido tiene 1i:i noción de "estr>do nAturA.J rle mov;_"lie,., 
to" en nuestro nrobl.emq ~Prtic11l.ar, rinte ci.ertns hiyiÓ- -
tesis concretr-i.s. 

HIPOTESIS I.- LA ñensi.dRd rle lP m1erdA es indenendi.ente 
de lH confi..t;ur8ción, si bi.en P.s VAriA.ble a ln 1.<>re:o ne l."' 
c1,P.rrl"'. 
(i) Eve11t;uA1.rrie11te necesi.tPremris de los es!J<>ci Ml K~ Cºto11) :r 
S;C.1 (0111 • T,;:is nor"l::>R !'lle htibrP.mas de uti1.i7.::ir son 

( n s.crt ) \\ ~ \\lºl: Sut' l,\m\ '1 Mlll\l~ ll~\11~l +\\ i>S \\1•1 reR!Je cti. Vr=>l'Jente. 
• • '-" • -lt t'o1\l 



Si en dos confi.~nrr-ici.ones 1 a lon::>;i.tild de lR. cuerd:=t en li:i. 
prirnerR P.R menor nue en l::i see;undn, ril. no denenoer ln den 
sidRd de ln cnnfi~irRci6n, necesRri mente ln maea totAl -
de lA cuerda CRmbie. Como veremos ~~s RdelPnte, estn hin~ 
tesis en ocRsi.ones es rR.7'0nable y veremos alet\n caso típico. 

Una métrica de Riemann "nntural" en l'.1 es la definida por 
el producto escalar en V: 

\ 

('U , \J =- ~ <i· ~·" 
o 

y cr es la densidad de la cuerdA. {G"' '= V). 
Este es un producto escal~r acota.do ya que 

y débilmente no degenerado ya que si c1, <: V y 

~ 'a-·'t.\"~ = o "1 " " V ~ u-:- o 
o . 

lf Sin embargo , ) no es fuertemente no degenerado ya. 
que (V, \l 11l1> ) ni) es un espRcio de Hilbert - puesto oue 
la norma \\ \\lt) no nuede definirse rnedümte algÚn nro
ducto escalar -, Esto nos nreviene de hablar de la ener
gía en T(JI)~ 'r = Ko(FKr' - donde K' ir,.,lto1l es lP.. eneri;Ú" 
cinétic? en T(M), ya nue la definició~ de FK-' involucra 
la no dejjeneración fuerte de la r:'létrica de Hie'.'!lann~f 

Vea.rnos el si~ificado de J"' enerp;ÍA cinética en 'l'(J.~). 
PA.r?. P.sto consideremos unr-i trP~'P.CtCH"i"' fl_Pl ~ü1te"'!i>. 
e e: "\\lA),. con A ~IR. • Rntonces \' :. '"" .. º 1\1,.}. G es lA. 
fun~ión de posicjÓn de la cverda y Dl' :'i'it"io1\1,l• C. • 
La energía cinética de lH cuerda R. un inst~>.nte t E. A, seria 

KoC(t) 
, 

= ~ ( T(I) 2C(t), T(I)?C(t) ) 

=~ ( Dti(t), nr(t)) 
1 \ ? = 2) <r·(!Ji'(t))" 

o 

F:n realidad D r (t) V es la distribución ne velocidades 
~-!~-~~E~!2_de la cuerda ya que 18. velocidad del punto de 

(i) (cont.) Con ésto logr8mos que el 11roducto ñe ftinciones 
en K, S y V sea cimtinuo ~' tr-i.'."lbién las inclusiones ni:iturAles 
V~ S~ K. 
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11'1. cuerda de abscisa x es precifH•"'lente D r' (t) (:v:). 
COT!)O una apro:xim8ción R 18. integrr>l tendrÍe.'.'.los 

1/2 lí (X ) ( D ~ ( t) (X ) ) 2. /;),,. 
n n X 

n 

para una pa.rtición x
0 
= O, x

1
, 

l O, lJ y donde 
. ·• . ' X = 1 n 

del intervalo 

tr(x )o.~· ..... n n ..... 
Y xn. 

Df' (t)(x ) 
n 

velocidad del segmento de cuerda. 

En este sentido es que la métric?. de Rie~:o>nn f!Ue he'!los de 
finido es "naturn.l". 

Como la métrica de Riemann no depende de ln configuri=tción 
- al ser definido vía un nroducto escalar en el esnacio 
de modelación -, l8s curv;.s inte~riües del CP..:nno L~ijr<1n
giano para la enP.r~í~ cinética se proyectPn a M co'.'!lo 
"geodésicas rectA.s" en la carta identidad IV 

IR 
dona e r = 'L' ( I) jC y r, "1ltl} Un'1 cnrvi:i 
inteeriü del cFi'.Tl!lO Lo!!"°'"' ~'o."º ¡>aYa. ~··\.Í) 

La solución general a lR ecui:iciÓn Rnter.ior es 

r <t> = t u + ~ donde 'l{,~ f V son "cnnst.,,ntes" 

LAs constP..ntos u y ~ son func1.ones en C\0111 
cadR X·E: lü, 1) 

f 11,, ~ -::. 'Iw.. .~l:it) + ~l~) 

es lR función de noRiciÓn del uunto rle lR cnP.rdP. ne i:obsci 
sa x. LA sol uci.Ó'l'l P'P.nP.rAl noR a i.ce nneA l"l11e cpñA nnntn rl-; 
lA. cuerda SP. 'T111eve -crm nn:::i vel ncid<>d (verticr:il) uni.for"'le 

V. (x) A. !JRrti r dP. 11nq noi:.ic;_ón inic:i Rl ('l...:.> , r::i Pnr1o Y ]1'1 

AbRCÍ..RA (j"!l ')'llll'JToO, d,!"{ ]O!'t Tl1ll"\tl'J!'1 e:>1 lOf' nue ~ (v) e1;1 

gr<inde Re "!Ueven mPA i:'~!li.c'la~emtP., l"' cuerd<> AP. '!'>::-ce ..,~s 
c6ncA.va en esoA nuntoA R~ trRnsmlrrir el ti.P~!lº· N~tese 
un -punto interes,mte: Ln contintlidP.d de 1.4 ~' (:> Psei.:ilr"l. 
oue la cuerdA. no :=ie rortJl,'le e incluso RRei:nr<>n el C<l"'lbio 
9ontinuo de lR nenrliente y lA conc<>vi<lRd R lo lRr~o de lA 
cuerda. 

lO ho-\e.se rtue es ~oóilalc 
e"4\. ·hch l'R. 
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La diferencia de con~iderar al. conjunto C~(o,11 como es 
pacio vectorial y variedad diferenciable, radica en que 
desde el punto de vista de la segunda estructura no hay 
un el.amento distinguido como orÍgen de coordenadas (el 
cero en la estructura vectorial). De este modo, dada una 
curva geodésica. r ~ M1R siempre es posible encontrar una 
carta F E. 0.l'°(i.,\, 'V) tal que r tenga la expresión local. 

(F o r ) (t) = t u . 
(F • f' )(O) ::: O 

con u e:. V una constan 
te ~ t E:. \R. -

Obviamente, si í' (O) = ~ , F = IV - P 
La estructura diferencia.ble os más rica aún ya que si 
u(x) ¡, O 'I x E: l0,11 podemos encontrar una carta en 
T{.M) , U E. a.'"'h1w, ~i) ta1 que la expreaión 1oca1 de C E. Tlt..\} IR.. . 

º2ºº = ~ 
uº e =o 1 • • 

De hecho, supóngase que T(IV)
1

o G (O) = o y T(Iv)i_C (o) ... ü 
entonces si hacemos 

l.uego 

"VE.V 

Veamos las ecuaciones de movimiento de Lagrange. Para 
ello ca1culamos 

. -l. , . 
(Kc.U >1 (W)( V ) = 

(K u-1 )~(w)(v) ,,. 

Luego 

º· 
~ (j !{.{gJ_~ 

C> u 

\lw~v2 •"'"'"" 
\f W V

2 ,'J V ~ V 
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\ 1 o- <u2c>Ct) V \'a- (U2o :)(O) V )' ~. = V 
= u u 

o C> 
I> 

ya que (U
2
o C)(O) = ! T(I ) o C (o) = !! = l u V 2 u 

' • • ~Ir ( U°C 2 
(t) 

! ) w O,'/ w ~ V, '1 t '= \R "" 
.U u o . 

-:7 u2ºº (t) = l 

Para ilustrar la observación que hemos hecho pensemos 
que inicialmente la cuerda yace sobre el eje horizontal, 
de modo que ~ = O , y que inicial.mente se tiene una 
distribución de velocidades u com~ ee muestra en la fig. 
Comparamos las descripciones de la misma curva integral 
del campo Lagrangiano para K segÚn la.a cartas T(IV) y U. 

o.) ; li--------v- \i.:: 
- t-::. 1 

-----~----------~~ 

V 

(-""\ 

C:fllk V 
-1::3 :~,I Se!). 

\>) . 1.\ 
~ )> 

j. """ 

Fig. 4. En las gráficas de la izquierda se muestra la 
descripción del estado natural de movimiento segÚn la 
carta T(IV). Inicialmente se tiene una distribución de 
velocidades u como se muestra en la fig. b. En la fig. a 
la curva TlIV")lo C en V se muestra a tiempos sucesivos. 
A la derecha se tienen las gráficas correspondientes 
con la carta U. Nótese que la gráfica a) puede identifi
carse con el movimiento mismo de la cuerda dado el método 
de descripción adoptado, no as{ la gráfica c). 

4b 
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Esta noci6n de estado natural de movimiento ea razonable 
en algunos caeos. Por ejemplo, eupon~amos que la densidad 
de la cuerda es constante a lo largo de ella (un número) 
y que estamos en el caso de la fig. 2b), en el aue el in 
tervalo to,11 (8.='0, b = 1) marca sobre nuestro .sistema
de referencia la parte de la cuerda quo estamos observando. 
En realidad puede entrar o salir cuerda en la bando. de
terminada por las varillas y no debe extrañar que la masa 
total de la cuerda varíe. Este es el caso pues, de una 
cuerda "libre" y totalmente extensible. 

Esta noción de estado natural de movimiento no ee sin 
embargo la única posible, pues en ocasiones no ea tan 
"natural." sostener la hipótesis 1 on la que se supone que 
la masa total de la cuerda no es constante. 
Antes de proseguir necesitamos el siguiente lema técnico 
aunque el lector presuroso puede omitir éste detalle. 

LEMA TECNICO .- Sea G f: IR fi. de clase Ck con k 'l l y A un 
abierto en IR • Entc1nces 

l) E :. \ f ~ cºr0i11/ ftto,\1) S A j ea un abierto en CºC•111 . 
KA Z) Y(G)::. G@>IK E. es cli:fe:ren.ciable y aa:emás . 

Y(G) '(f) :: llG•f © ~ (¡) 

J) Y(G) es de clase ck si G es de clase ck • 

Dem. l) Sea t ~ E; 
• 

m = inf \f(t)\, .M = sup. \ :f'(t)\ 
-t.t (o 1\l -t.«:- t•u> 

• • lm, L!J c. A. 

Como A es abierto 
. (•I 

• • • \\ g - f\\ <. r ~ 

:1 r,o'J(m-r, M+r"\c..A 

\f t(:f,0,11 m-r~ f(t)-r~f(t)!: f(t) 

g (0,11c(m-r, ili+r1<A ;:¡ g <:. E. ··- M+r 

o 
Dem. 2) Sean f~ E , s)o '· tE:(0,11 y h ~ K 7 ~ h\\<r • 

• • f + h t E y G0 (f+h) - G•f - (DG•f}·h ~ K. 

+r ~ ·-· 

Como G es derivable en f ~l0,11) , l~ ~ \1 - f'(t)\<: \ h(t)\ y 

G( f(t)+h(t)) - G(f(t)) = DG(~). 
De la continuidad uniforlle de DG en lm-r,14+r1 3 d ">O'} 

t, t'E.\"_m-r, r.i+r)~:\h(t')\<&..?J\~- f(t'J\d~ \DG(~) - DG(f(t))\<s 

li\ -~~ -F~G.~E.- ~%~,1~.,E-. - ;CDú. tl<.l 'S. nx1 · G.l-,cl 'f "E: f 
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•• Uh\r'<min(r,&>~ ~ ttfo,11 \G(.f(t)+h(t))-G(F(t)) _ 
DG(f(t)) h(t)\ 

= \DG(~) - DG(f(t))\\ h(t)\< s\h(t)\ 
Ct' l<>l 

:::} \\ Go(f+h) - Gof - (DG•f) · h\\ <. r \\h.\\ • 

Dem. 3) Basta ver que podemos reescribir a Y(G)'como 

. Y(G)' = ciK @ Í:K)oY(DG) 

donde (ÍK@)ÍK) ~ Hom(K, Hom(K,K)). En particular se tiene 
que 

Y(G)''(f) (h) (g) = (D
2
Go.f)·h·g. 

Pasamos ahora a analizar otra posible noción de estado 
·natural de movimiento. Esta se basa en la siguiente 
hipótesis. 

HIPOTESIS 2.- Original.mente se tiene una densidad de la 
cuerda. <ro E. C'lto111 • La densidad en otra configuración ca.11bia 
de suerte que local~ente la masa es constante. 

El. eigQiente argu.11ento aclara la hipótesis anterior: 

~AX <•J 
Fig. 5. En la configuración original O(,, se tiene 
una densidad de la cuerda G'"o E. C:Zro,11 • En la configur~ 
ción et , la densidad es ()(<1.) E c1 (o

1 
,, • 

Originalmente la cuerda yace sobre el eje (1) y tiene una 
densidad tro • Pru.•a un punto de la cuerda de abscisa x, 
la masa comprendida en el segmento ÁX es aproxi~ada
mente G'0 (x)-A x. En la configuración ~ ; ésta es la 
masa total. dentro del segmento A z, hipótesis 2, cuya lon 
gitud es aproximadamente -

2 2 !. ~ 
AZ = ( (b.x) + (A.x Do1.(x)) )2 =A.x(l +{J>Cl((:x:))'t.) ~ 
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luego la densiüad en el punto x es 

{Í 
crD (x)· h.. x (ot ){x) = _ ___,_........_._ ----

A X \J. + (D Cll.. (x))
11
'-

i.e. <r (ol) :::: 

La métrica de Riemann con este modelo de densidad tendría 
por representación local,en la carta identidad Iv· 

gl..l(tl...) (W) = i )~(o<)·W(l)•W(2) 'l•H V, W E. y"i 
o 

en este caso g ya no está definida por ~ producto 
ea.calar en eJ. espacio de modeJ.ación. 

Si C ( T(M)A es una trayectoria d~1 sistema y 'f' = T(I )°C 
J.a función de posición, la energía cinética de la cuerda V 1 
a un instante t es 

' 
KoO(t) = t ~ <5'(t' (t))(D ~ (t)) 2 

o 

Aquí G' ( r ( t)) es J.a densidad de la cuerda cuando su con
figuración es f' ( t) y D r ( t) t et (0,11 es la distribución 
de velocidades de los puntos de la cuerda, así que esen
cialmente la energía cinética es el total de las contri
buciones de cada segmento de la cuerda las cuales depen 
den del punto y de1 estiramiento local. -

Para la energ!a cinética se tiene que <tl 

Koi(l~)-l(W)_ = t )1

t> (W(l.)) W(2)
2 

D 

l(' - 2 ' = 2 )ºl CfoPi~(Y(I )!Jp~J 
o 

y del lema técnico 

.Nótese que 

.\'.·~ oe.no\o. e\ \''ºóH\o óe ''"''t\oll\e!> 
\,_:¡:" 0 (.,)(!>)'- \t<;)·C.l&\ \1 SE:-t· 
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es la densidad de momento a lo largo de la cuerda, 
tr(W(l))• \'1(2), promediada con la función CX. , cuando BU 

conf"iguración es W(l) y su distribución de velocidades W(2). 
Veamos las ecuaciones de movimientoi 

D((KoT(IV)-l)~oT(IV)oC)(t) = 

(({KoT(IV)-l)~)~( T(IV)°C(t)))(D(T(IV)oC)(t)) 

= S' ®t l..O-~í',) @t'i.U\ oYi.\~ 
. . 

1 

((KoT(IV)-1 );)(w)(v) = ~o (J"
1 l\l.ll•'ll.,..1t\)el..;;:;til0I .. ) 

o 
1 • • 

4 i <rt~1\l1 et~ 01~) 
D 

~. -= 
T1 -

.. ~ 
?·, • 

de las ecuaciones de Lagrange tenemos que para una curva 
integral. e E:. 1l~) Ir con A 5: 112. <..n 

D(T(Iv)iC) = T(Iv>2c 

D( (K~T(IV)-l);oT(IV)oC)(t) = (KoT(IV)-l){oT(IV)oC (t) 

Ponga'llOS I"' :. T{IV)l C ~ MA 11; función de posición 
cuerda. En la se~n da ecuacion se tiene 

( 0"
1

( ("Ht,)1o C)Hl) t "t>l 1\!.,.)10C:W:1). Tl!.-. l.iº C: Hl • ol. + 

de la 

o <' . (' i } u(tilt,),•<!lH1) _'l:>\1~,.l2 0CH-H·ol -=.. ) ~'(tíU,l,.CH\\)(c<.l .\1ll,.\1 i.C)H·> 

o o 

o sustituyendo T(Iv) 1°C (t) 

~ \tr'(l'l-\\H tllll). PHl + ~lflltl). Pl·O 1 ·"- = 
o J' . t '5

1 
(11 H\\ lol.l • NH '/ 

-------- o 
liJ t.\.\o'ru. 'iQ. V\o e.s p11s1\>\e 90.to.Vl\\?1.1.y 

(l. V\ -\ocl1> \R,.. 

= í' (t) .• T(Iv>2c (t) =··· . 
···D(T(IV)1C)(t) = f1 (t) 

ol. ( C. tro 111 . 

\o. e 11.·,-:.-\e 'l\t;o. d.e \o.~ Sb\..> Ú11V1U 
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Hasta aquí podemos llegar, sin requerir la forma explícita 
de · <r • Argumentemos un poco al respecto. 
Nuestro modelo de densidad es 

(jo 

()l~)-: ----
l\t \..\>aOt.)'lz 

Nótese que si (>(.. = cte. cr (u.) = O" o ; la densidad de la 
cuerda es 1.a que tenía originalmente. 
Haciendo un desarrollo de Taylor alrededor de~ = cte.
que podemos tomar como ~ = O - , se obtiene 

(f(~) = Go( 1- ~ (Do!.)
2 

+ t ~Dci..) 4 - ••• ) 

Si tomamos el primer término en el desarrollo de Taylor, 
la densidad no depende de 1.a configuración el. y tiene un 
valor "constante" <fo E: C.-z.t.,i). Este es precisamente el caso 
que acabamos de considerar de acuerdo a la Hipótesis 1). 
Tomando el segundo término en el deB"arrollo, 

• . . 
Ci (tA) = (f.,{l - ~(D~ )2) 

<r'(Ol){V =-<>o Dol.• D(S 

y las ecuaciones de Lagrange toman la forma 

\' \-6""o1>\l'ltl).'t>\PH:l). Í'H) .i,. (5A\-~1>ll'M?). tit·H~. ol. 

o 1 

) <ío ~U't-ol. "D i:t. T H>? 
o 

integrando por partes en ei segundo miembro: 

' \ \ 
- ~ (f\\ "t>lr'l·U). i).c:(. ti lH? = - Úo 1>\í'Hl). rH\t_ e>(\+ ~ "Dlcro \)\i1m) PHlt.). c::l 

o ~ o 

1. 
Si consideramos todas las cH ( (o,O tales que ol (1.) = d.. (O) = O 
e.e sigue que (i) 

(i) Ref. (1) pag. 249~ 
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podemos simp.1ificar, si vemos que en el primer miembro 
tonemos a la. derivada respecto "al tiempo") de la den
sidad de momento 

... \i.) 

---v-----
'C'O.l~'\ cH t o."""->io c:\c lo. dt~Su1tid. 
&e "Mu""'e111\-o '('e:.tec.\o a.l .\ \t""t'º• 

o.\ \~!>.\O. YI te t . 

En el segundo miembro aparece la derivada de la cantidad 
<ro ~\i1H1l. fitH t • Ln razón de cambio de la densidad de 

momento a un instante es cero, solo.si <To i>lt't-t1\. PHI'?. 

ea constante a lo largo de la cuerda. Esta cantidad v~ 
ría si la densidad original <ro no es constante a lo 1~ 
go de la cuerda. o si D( \"' ( t)) no eB constante a lo lar 
go de ella, en cuyo caso la cuerda no está recta, o bieñ 
si la distribQción de velocidades do loa puntos de la cu 
erda en ése instante no es uniforme. -
Reescribamos la ecuación anterior en una forma ligera
mente distinta. Definamos la ºfunción de onda" 

\'l.i' ti'i: 
'!':.\fo~, )O.. f>z. 

donde A ea isomorfo a A~(O,l] ; la primera componente 
de a ~ A se asocia al tiempo y la segunda a la abscisa 
de los puntos de la cuerda. Entonces la ecuación queda 

]1 ~\0oo~)•'D,'li,) -::. "t>;t\úo"D11>1'tt •\.1),~)2.) 
,. (fo 

donde irls)-:. l\T S't)'li. \f s ~R .• 
Esta es una ecuación diferencial parcial cuya soluc1Ón 
no intentaremos dar dada la dificultad técnica que presenta. 

Nótese que la energía cinética ee invariante ante.la 
acción dei grupo de dif eomorfismos . 

f(t) = I"" + t 
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Esto representa una simetría del sistema ante traslaci~ 
nea verticales de la cuerda, lo cual es obvio. Veamos 
la versión infinitesimal de est~ simetría: El campo en M 
inducido por ei grupo de difeomo_;fismoa \ f ( t) ) ea: 

X(ot) = <>1.+112./R~ 

o en su representación local 
111 • 

X (11)= l€.\l 

el levantamiento de X a T(~) tiene la representación 1.2, 
cal (i) . 

{v) = 1 
• 

(v) ::: O V V E. V 

Calculemos el paréntesis de Poisson del Hamiltoniano del 
campo T(X}, P, y del campo Lagrangi~o para K, El{ : 

T(X} J YK .1 e.o~ = - 'l'(X) J d~ = Í P,~ 'i · 
localmente, 

"f\L.i l 
donde l\:(V) 

~(V.)(W) 

1u:.1 
• • ~(V)(T(X} (V)) = 

. 1(1.1) • 

( T(X) (V) (1) = I 
T(X)1U,,l{V)(2) = O ) 

1 

~ ( cr0 l>\'H11\.'})\"i.)'-'I<\\ 

) 0 (H l>Nl\l\t)~l:t 

• • tP•~5 = O 

~~~~2-~~-~~-~onstante de movimiento del sistema. 

(i) Véase la ref. (8) pag. 514. Aún cuando el levantamie_!l 
to de X se definió en T (M}~ seco. 2.2 pag. 50,las propia 
dadas de T{X) son aná:Iiogas. 
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Veamos el Hruniltoniano de T(X) segÚn la forma simpléctica 
WK. • La representación local de Cu¡<. ea (véase apéndice 

A 6) 1\L~\ - i -)?: 
• W1<. ( 'J) ( tJ~~il ('->H ei\li l"Z.l) = 

w ~ ( ( (v. .. 1t1~r'J;tit (\l)~\¡J\11)(Zt11) + ('t<o,ll111"')~¡z.('ll \ \IJl:tl) z111) 

\~l . l)l~I ( ¡, ) 
- l\<.,1u~r')~. (~) (wi\ \v.Jlll) - l"º ill.Jf .;i¡:i.\\I) Zl.21) ,\1Jl1\ 

... ,1 
11I..il 

Luego sustituyendo W por ~(X) , ésto.es poniendo en la 
expresión anterior W(1) = I , W(2) = O tenemos 

11.1.1\ 10..\ 1 (t.\ • 1 hJ ..:. 
l\TlX) ...l C.,,K. )('1) (-Z) = (~oil'Lli'}~¡ 1 (\l)ll)l'Z.(11) - l1.!o1ll~i ).{ji (1Jll'l.l1l)( 1} 

- ( 1to•ll.ií') ~~~ t"\l Z.l2lHT) _ 
,, - )\jt 

pero (véase pag. ) ((!'o iU..if1l;i.) (; \\oV"ll '11¡ l\b"l\11,11.l ee 
1 1 

{(11:01u.ir'll)"(v)l\1Jlt~l:: J u\.¡(11\ (wt11) • 'lli)• ~ + J.Cil\ll11)· v.iu.). (!> 
o ó 

• e.ti UI \11: 
• • (l<<>"H:S.¡r'};¡¡¡ 1 (~o1ll.if

1 );t¡2, f \\o~\IJ, \\ow.\ll1N.l) 
1 

son 

l~I r )' 19 ) r ,() - ( 6" 1l\ll11)•\cX.) ·'IU.l• ~ 
( \<oil~r').til (-iltc!>l~1:::. ((kc.1u.ir1l.2. l11l \ 1\oll \1· - ~ 

o) \ 

11) ( •\) 1 )\ ( ) 1 I••\) 1 ) ( G'~'-HI\) • fJ. • (> 
(.\Co1u.~r1 )~¡:i. l\l)\1.1ll~\= \\~ .. 1~.I.i) z ~ 'ªt' .. ,,, )<> 

~;¡, 
ha de ser exacta. existe - P i:: IR. ta1 que 
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P{(V)(Z(l)) Y. 

Entonces 
e ~1l~):t. 

. 
• • 

luego 

P(V) = 

P es constante a lo largo de las trayectorias 
del sistema. Si hacemos í' ~ 1\'l-~)1.0 e . 
~ c. :: 1) c. = ,\l....i1:i. o e. 

1 

( O'o ¿l~) 

Jo l 1 \~lt\ll )?.)'1z. 
= constante YtE-I 

La cantidad ~º ¿~¡ puede interpretarse como ia 
densidad de - ("' v(~t~n-tl'':z. - momento a lo largo de la 
cuerda, por lo que la integral de arriba representa el 
momento total de la cuerda. 

1.e. 

es también una constante de 

1 

_ ~ O'c. 'f.>I~). 'Z\11 
lf \, \~ ~\\l lll) l.) z. 

1) 



\ e.te. E- -'\f ) 

Lo cual es consistente puea nos dice que si inicialmente 
la cuerda está horizontal., siempre estará horizontal y 
moviéndose uniformc::Jenta en. ln dirección vertical. 

Si por ejemplo C (O)(x) = sen 21i X 

l + D(C(t)) 2 = 1 + 
2 

211 coa 211 x 

D(C(t)) = {21f' cos 2T1 x 

C(t) = f2iT' t COG 2TI X + sen 2n x 

'''Z. .r=-i 
= (21T t2 + l.) ( 'l~n t ooo 2 x + een2 x) 

~n-l-z-\. 1 ::tn\lt 1 

= A(t) coa(2TI x - ~ (t)) 

donde , coa ~<t> = m+ 
~n.\:1 + 1 
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Veamos ahora el efecto de un potencial sobre el sistema 
en relación a su estado natural de movimiento. La forma 
explícita del potencial se basa en la siguiente hipótesis: 

HIPOTES~.- La energía potencial de 1a cuerda depende 
de la longitud de la cuerda re1ativa a cierta posición 
natural. 

Ea la práctica una poeición natural es el repoao, por 
ejemplo cuando la cuorda yace sobre el eje (1). Dado que 
la energía potencial solo depende de la longitud de la 
cuerda y por tanto solo de la configuración, proponemos 
una energía potencial en M, V " 11'. t'l y además 

- .... V = P 0 L 

donde F ~ lR1R , y L e. IR!"l ea la función de 1ongi tud: 

S
. 2 ,, 

L( "'-) = (1 + (Do(. ) • ) ~ 
o 

2 Si F ea al menos de clase C , podemos ~proximnr a V 
por su desarrollo de Tay1or alrededor de la posición 
horizontal ot. 0 .,,. t , así 

v< "' > ~ ve ... .> + v' («.)(o<.> + ~ v( ~. > co1. )(ot > 

= P(O) + (FoL)'(o\a)(cl.) + ~ (FoL)''(o1o)(<lC.)(o<.) 

Desarrollando: 

. 
(FoL)''(qo)(oi.} = F'(L(o<o)}•L'(~o)@L'(oto) + F'(L{ol.o))@ L"(oto) 

Notemos que L = f 0 'He.) 0 1> 
por tanto L {Dio) = O 0 

1 . 

.2 'li 
donde G = (~+IV); 
y del lema tecnico: 

L' (c<o)° = ~ 0 Del.o 0 D = O ya que D c!o = O 
entonces podemos simplificar a 

V(c<.) = V{o) + ~ p'(O)(L"(cl.o)(ot..) (ol) ) 

= V(c) + t DF(O) L"(oe.}(<>l) (ol) 

de nuevo del lema técnico y la regla de la cadena, 
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\ . 
L"(oeo)(o<.) e~>= ~ (D

2
G•D<>{o )·Do\.· Do<. 

o 

(' \. 1 - 1 \. \t>ot)2. 

= l
0 

lt1-\- l t>~olt)'1' ( \ t- (t><'l 0 )?.J
31

Z 1 
= \' (Do<. )2 

" 
y dado que V(O) es una constante, podemos considerar que 
1a energía potencial viene dada por 

1 1 

V(o<.) = ~ ~ (Do()
2 = ( ~~º Y(I

2
)oD )(ot_) 

o o 
donde E ~ DF(o) · puede interpretarse como el módulo de Young. 

\ll-\) 
El Lagrangiano L ( 1R tiene 

1 

Loi~1~) 1 
('lf):: i ~ <í('lf111) .vw2. -

o 

por representación loca1 a 
1 

; J Dl)ro1)' 
1) 

Recuérdese que V(l) oe asocia a la configuración y V (2) 
a 1a velocidad(densidad de velocidad)-

Aquí. lf (V(l)) depende de la nocióu de estado natural de 
movimiento. Primero supondremoa que e;- no depende de la 
configuración, aunque va.ría a lo largo de la cuerdaLde 
tal. suerte que ü (V(l)) = 11

0 
t. V "'/ V E V 2 · 

• • • 

Cal.cu1amos: . 

o 
1 

\Lo., l!.\lf')', \ VH ") -;: - t ) \)~Vlll} ."Dv 

" 
En las ecuaciones de Lagrange 

l>\Tl1") 1 o C) ::: \ lI.v\:¡ o C. 



necesitamos calcul.ar 1a derivada del "momento de la 
cu~rda" ( \.olt1 ... r' )~o lll~). e ; para cualquier instante t. 

1 

\)\~\...oill..i)"')~olTl~)oC)l-l}(q)::: ~ero "D\lll~l:¡oC). ~ \1 c1 < v 
• 

Entonces, haciendo 'í'"El\l..il!• C I'.: V f\. 
de 1a cuerda, obtenemos que 

la función de posición 

1 1 )oº ~\)-¿rHt). u.. = - 'E~ \)\Tl-t1)·1'ot 
' o o 

• •• (1) 

1 1 

:::- t t ~\r1·u).o( \ - \ 'D?.( rt-u). e{ l \f cH: V. 
C> o J 

y al. ig11al que antes podemos concluir que 

Esta ea 1a ecuación de onda en una notación ligeramente 
distinta. Definamos l.a "función de onda" 

'lf ::_ {. \ 0 ?,1R"i),,. ?~R._ E. \R ~ 

donde A c. IRi es homeomorfo a A l< f O ,11 , la primera 
componente de a E A ee asocia al tiempo, la segunda a 
1a abscisa de los puntos de la cuerda. 
Entonces 

y podemos reescribir la ecuación de onda como 

\)~ ~ ::: l t>~ y 
Óo 

en notación clásica: C>'l.1.i' 'E ª'1.~ 
-::. o·a 07-"I. cH~ 
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Si cambiamos el modelo de densidad independiente de la 
configuración al de densidad dependiente de la con.figu
ración tendríamos el Lagrangiano 

1 1 

Lol"~l..vf1 
lw) = ~ ~ O"l~l11)·\l.l\2)'Z. - f-\ 1>~\l.ll11l'Z. 

1> b 

Dejamos al lector verificar los siguientes cál.culos: 

1 1 

( LD1ti.~r·)~l~) lc<l::. ¡ ~ l6"1l~t1111 lo1,). \N\¿)z - t. ~ 'Dt~lu). o e{ 

I> 

1 . 

(Lo 1 ll~f') ~ l \'I) l") -:. ~ (\"l\'J(ll) ·V 
o 

. 1 

l °D~tl...olu~r'}~ 0 1'll~)·é)l-ll1 t-<.) :: ~ ( cr'(l1\l..il,• C:Jtul)l 'D~1ll,.),o C)Hl) .\i\I~ltoC:Hf)·ol 
o 1 

-t } 6" {l1~1~l,• C:lli\1. 'D \ "TU.il2 o e;)({;) • o(. 

I> 

o sustituyendo 

1 \ 

i ~ ll'crt-uHc1.) . t"Drhn'- 'E ~ ü\í'ltl)· l>ot 
o 

• • • (2) 
o 

Compárense en las ecuaciones (1) y (2) J.os términos adi
cionales qu~ aparecen 

~ 
1 

<r'cr¡-u\ ( 't>T'lt.\) -l\>t')ltl. ol y 
1 2. 

1 ~ <> ' ( f'l.1¡1) lcA) • l i>l')Hl 

o o 

El primero involucra a <í'lrlt)l(D\"l-t.l):í>\6 .. l')«i la rapidez con 
que cambia la densidad de la cuerda y 

\ 

) IJ
1l t'lt.ll l 'D\'t-ll). ol... 

o 

puede considerarse como el promedio, .a lo J.argo de J.a cu 
erda, do la rapidez con que cambia la densidad de ésta iJ. 
instante t, reJ.ativo (O· promediado) a 1.a :función ~ • 
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El segundo término es más difiÍcil de interpretar pero 
puede pensarse así: Dada la configuración ~(t) al ins
tante t, ~ crt'l't-t.ll. t'IH'llu:t os la densidad de energÍo. cinética 
de la cuerda. Si esta sufre un pequeño deaplaza.'lliento 
(una variación infinitesimal dirían.los físicos), la 
energÍa aumenta (o diominuye) debido tan solo a ese des-
plazamiento en la cantidad ~~G"'l~l'l>) lv.l .~'D\')lt)2... 

En la aproximación que hemoa manejado, o- tiene la 
expresión 

• • • 
Entonces en el segundo miembro de la igualdad (2) tenemos 

\ 

-1- c. \ 'P \ I' Hl} • 1> ..(] -

" 

1 -l ~ \·<i~'P\l"'H)).D"-·\S>l'JH}· 
i) 

\ 
\ 

r .! <> 11 'Dll'l\l). l\)r)tu ~ q \ - i 
l .:l o 

~ 1>lCio "D(l11:tlt 0 lt>NH1~) ·e< ~ 
I> \ 

1 

t. . ...{ 'D t l'l·\\) \ 
o 

y podemos concluir entonces 

- E L D"'"(fHI)- <'1..1 

que 

u lt<H.l) · l'P,,t')lk) = 

o bien, si reconocemos en el miembro izquierdo a la deri 
vada en t de la densidad de momento: 

o en la notación de la función de onda, 

1)i L ( ~ o'tj!) .1:>,_'tf J -::" ~ ~\ <J0 • 1)'2. ~ • l \)i 1f )i. J -\- '\:. 1>~ '! ; 

Podríamos enfocar el problema desde otro punto de vista 
dada la dificultad que presenta resolver la ecuación 
diferencial. parcial que hemos obtenido. Por ejemplo, 
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el Lagrangiano 
t ' 

L º ··ni.-i r' l '1 \ ::: ~ \ u< >-1 11) • f\ '-< l 1-_ 1;_ ~ "D l Mu) 2.. 
o o 

Go 
con e1 modelo de densidad Cí(M11) :: >'' sigue siendo 
invariante ante traslaciones li+ '.i'l"ui)"l t (otro modo de 
decir lo mismo es que el potencial no rompió la simetría 
de traslación del cisterna). Además por tratarse de un sis 
tema. mecánico simple WK= tui. , luego tenemos un par de 
constantes de movimiento: El momento total de la cuerda 
y la forma simpléctica ú.li. ; en particular, la solución 
geodésica. que obtuvimos anteriormente pa.ra el sistema li 
brc sigue siendo una solución del sistema sujeto al poten 
cial propuesto. -
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"3.1. CADENA INFINITA DE OSCILADORES. 

En este ejemplo estudiamos una serie "infinita" de partí
culas sujetas a interactuar entre ellas mediante resortes. 
Primeramente veremos cómo la definición de la energÍa ciné 
tica para el sistema infinito de partículas - que se basa
obviamente en la definición para un finito de partículas -
determina el estado natural de movimiento del sistema. En 
ente punto nos enfrcntriremos n lo "inflnito" del sistema, 
y cuáles son los parlÍ.metros suficientes para definir la 
configuración del sistema. En la fig. 1 se muestra la die 
posición de nuestro sistema a estudiar -/rcr:t l I l 

)( 1 X::t. IC~ ;:q • • • s 
Fig. l. Descripción del sistema. 

Se tiene uu gre.n número de partículas de tal suerte que 
el modelo nos permite hacer la suposici6n de que tenemos 
un numerable de partículas. Estas se numeran a partir de 
una que marca el extremo de la cadena. Las partículas 
cuelgan de hilos inextensibles de longitud 1 1 las posi
ciones 'de equilibrio son x

1
, x 2 , ~te. y sus m~sas ~· m2 , ••• 

Las distancias x. 
1

- x. no tienen por que ser 
iguales en prin-1 + 1 cipio aunque más adelante haremos 
algunas suposiciones adicionales. 

Comenzaremos por·motivar ls definición del espacio de 
conf'iguración del sistema: 

Si 1i¡ es el desplazamiento de la i-ésimo partícula 
respecto a su posición de equilibrio, será suficiente co
nocer todos los desplazamientos 1!,., !!'~, 1'3 , .• · , para con.2_ 
cer la posición de cada partícula y por tanto la "con:fi
guraciÓn" del sistema. Si evitamos la descri.pciÓn de J.os 
choques de las partículas, debemos exigir que 

'd i I": IN • 
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Las condiciones anteriores no son sin embargo suficientes 
ya que los desplazamientos ~¡ deben ser en cierto sen
tido "pequeños". Qué tan pequeños, puede argumentarse como 
sigue: Si V e IR 11V es el espacio de modelnción del espacio 
de co_nfiguro.ción M, entonce_s '.!.' (M) es local!nente di:feomorfo 
a \1 :z. • hntonces si u .: \J 4 es la representación ante una 
carta, de algÚn elemento de T{l.1), u(l) se asociu a la con 
figur~ción y u(2) a la"velocidad" del sistema. Esta pareja 
u € V 2 , puede considerarse como una cc·ndición inicial con 
u(l)(i) la posición inicial de la i-ésimn partícula y 
u(2)(i) su velocidad inicial. En la mayor parte de los 
casos prácticos, cuando fijamos una condición inicial, 
solo un finito de estos nú~eros son distintos de cero y la 
energía cinética del sistema al instante inicial debe ser 

...!. L m¡ Ul~Hil~ 
~ i f:I 

donde I el~ indica a las partículas con velocidad no nula, 
I siendo finito. 
La elección de las partículas a las que se les imparte una 
velocidad inicial. no nula es en principio arbitraria en 
tanto que hemos podido formular el modelo de una infinidad 
de partícUlas; luego para una condición inicial dnda u €. \12. 
I c. IN es en principio arbitrario con lo que f ;fi VI\¡ tU::llli)i 

debe tener sentido. Esto puede loerarse si solo conside
ramos las condiciones iniciales po.ra las cuales .:::2: 'Ol¡ 1.1.t:tllll:t 

IE llJ 
converge. Por ejemplo podríamos suooner que :5:.ttu1111a. con-

~ 1 1 '- IU 

verge y que los valores de las masas estan acotados, diga 
mos m. ~ M Vítl~ • Con esta hinótesis acerca de les masas
podreffios simplificar nuestro tratamiento. 

Resumiendo: Vemos que el espacio de configuración viene 
dado por ~ 

M-s~'ij(olR. 1fJ J ;;;'l¡lm2 
coV\veflle -.¡ l(¡i''11il<XH 1 i'1¡1(i-t1l lliEW J 

al que podríamos modelar sobre (i) 
ol) 

V'=-\~E: IR.ltJ J i~Vlll~ c.ovwer~eJ 

Bajo la hipótesis razonable de que para que U sea una va
riedad, debe ser un abierto de V, nos preguntamos Qué con 
diciones son suficientes. Que M sea abierto no siempre seda 
~a que podría tenerse el caso que se muestra en la fig. 2 
---------------- ~ 
(i) V es un espacio de Hilbert, donde <v,w>=- I YliJwlil es el 

producto escalar. '"'' 
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cr, 0-:¡_ G"'?> cr,, 
1--? ,,___:..-¡ ~ <-1 ..- ... 

x, l{ :2. >(~ lC<¡ X::1··· 

Fig, 2. Caso en que M no es abierto. 

Aquí xi+l- xi --7 O cuadráticamonte, i.e. · (x. 1-xi)
2~ o 

y ~<.."V satisface ln condición i.+ i ~oa 
xi 1 +nH1l1' x. + q-{i) • Puede de:nostrarse que siempre ea 

+ 1 posible definir una sucesi6n 
tan cercana a a- como se quiera pero cou x. + )'(117, x. 

1 
-l )'Ch11 

para al raenoa un i E. ll-1 • Esto mostraría qu~ M i+ 

no es un abierto. 
La situación de nuestro interés so tiene cuando xi+l-xi = d 
es constante• en cuyo caso fd resulta ser un abierto 
de V. 

Como los valores de las masas son acotadas, vamos a defi
nir un nuevo producto escalar en V - 1uego un nuevo espacio 
de Hilbert - haciendo "° 

< "• VJ') ;: 2.. WI¡ ~ti) wm 'V "• w l \f 
í::. 

al que seguiremos denotando por V. M es entonces una va
riedad C"° modelada sobre V, con las correspondientes 
cartas únicas en M. Y, T(M), iM , T(irll). 

En este caso es equivalente trabajar en T(M) o 
que V es ref1exivo y por comodidad lo hnremos en 
tangente. 

11 
T(M.) ya 
el haz 

La :función energía cinética en T(I.i) asociada. al producto 
escalar en V, tiene por re9resentaciÓn local 

00 

-Koili"'( (11)-= .!..<t11~1.u1:u) -:: .L L:_mi tu~.ll\\:\ 
.t ;¡_ j::1 

Ya que u(2) se asocia a la velocidad del sistema, u(2)(i) 
se asocia a la velocidad de la i-ésima partícula, así 
que podríamos decir que T(;,t) son las configuraciones y 
velocidades de energía cinética finita. 

El estado natural de movimiento viene descrito por las 
geodésicas asociadas a la métrica, y dado que KoT (ira)-' 
no depende de la configuración, pues (Ko'.r(i;,/>{ = O , 
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las trayectorias del sistema 11' E. ME E c.1R , eon de la 
forma 

'l¡l¡t) = 'J t + w e.o"' ,,,'l'lf: V , \:1 .\(:E. 

o bien en términos de la función de posición de la i-ésima 
partícula, 

"J -u. t 

lo cual significa que ésta se mueve con velocidad constante 
v(i) a partir de un desplazamiento w(i) respecto de su P.2. 
sición de equilibrio xi~ 

TopolÓgicamente hablando, M es una variedRd conexa ya que 
dados cr y 'I i; M: podemos unir continuamente a Ir con -Y 
mediante la homotopía 

'U.t :;:' t Q' -\ ll· -\;l~ 

(en realidad M es un eubconjunto convexo de V) 

Las geodésicas tienden a salirse de la variedad co~o es 
natural, pues en ausencia de interacción las partículas 
tienden a chocar. Véase la fig. 3. 

.M. 

-?

º 

--:;, 

<
º 

'1 ,,,. 
..... --co -o J------+-------t------t---

Fig. 3. Comportamiento cualitativo de las 
geodésicas en M. 

N'Ótese también que J..a condición de que 1i'tt> E. V , se satis 
fa.ce en todo instante t (E. Esto significa que si inicial 
mente las partículas tienen condiciones iniciales peque-
ñas,, entonces en todo momento son pequeñas. En particular, 
como las velocidades de las na.rtículas deben decrecer cua 
dráticamente a lo largo de l~ cadena, necesariamente se -
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producen choques a menos de que inicialmente todas las ve 
locidades sean nulas. 

Consideremos ahora al sistema. en interacción. Si supo
nemos que los hilos que sujetan a las partículas son su
ficientemente largos y los resortes que unen a las par
tículas son lineales (resortes blandos), proponemos un 
potencial simple 'I :: \¡o ~ E. \Ril") con 

- . _, ~ ~ w _!.. 6"l\\2 
\I <>\lit\\ ~o ':: .l. L K; \\l'"(\\\\ - 6(11) + 1 l 

;l. i ::1 

siempre y cuando la expresión tenga sentido. 

La constante del resorte que une a la partícula i e i+l 
es k , g es la aceleración de la gravedad y 1 la lon
gi tu! de los hilos. En la sumatoria aparecen términos 
de la forma i~i(lfli~11-<rt11)~. iru"'''- tílil no es otra cosa que 
el alarga.miento del i-ésimo resorte 'J' .l k\ lll~ln\-G"lll);i ea 
su energía potencial. Véase f'ig. 4. . ~ 

<íli l 
~ 

Fig. 4. Interacciones sobre el 
sistema. 

El otro término mi (g/l} G""(.i\2 se refiere a 1.a energía 
potencial en relac iÓn a la posición de equilibrio, debido 
a la acción restauradora del péndulo. En la fig. 5 se ilus , , -tra como se deduce este termino • 

Fig. 5 

.. 
ro¡ G"¡ :: ~~ ~q_~EI lo!:>e 

= ~ J~V\\) (.c.~0 
l. 

- ~ 11¡ e.eso.-:.. ~ llr 
- 1 Q l ' 
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Vamos a reescribir el potencial de una~manera más conve
niente. Definamos a w~-:: ~\ ~i(llJ y e.u; ::.1 . Estas son 
las frecuencias propias de los resortes y de cada uno de 
los péndulos. Entonces 

En general, dnda una oucesión de núrneros reales w e: IR
1
N 

acotada y para lí~ V podemos .definir el producto 

w · v E. IR l)J como w•V (il O. lulil· 'H\I 'i- i E;I~ 

Como w es acotada, 
l\w·'Jl\ = LVl'liWlil

1
'1lil1 ~le. 2:m;vco1 = K\\ 11 \\v v 

entonces si w es fija, cu· 1.v 'J tu.1.,.~'ll::w.\I E. Hom(V, V) 
~ es diferenciable. También podemos definir el desplaza
miento unitario a la derecha U E. Horn(V,V):J\.Hlr):: O-•lÍ~1.,..,) 
o sea U( <r) (i) = ()" (i+l) '</' i e; 11J • C.on esto, el potencial 
puede reescribirse como la composición de funciones dife
renciabl.es 

T .1 \\ \\o(w·l")o\\J-1..i) . :t 

donde w es la sucesión w (i) = w . y w
0 
(i) = to 

El Lagrangiano puede escribirse entonces1 como 0 

~ ' ('ll) 
l o1li 1.S' = il\ 1\7 ~ "t -~ \\ \\ iº (1.u, 1~),.. (\.1-1.~) o í\"l - f \\ \\to (LO,•l .¡),. ?1

111 
f: IR. 

O sea · 
-1 l 

LoT(iM) (u) -- ~ (u(2) ,u(2)) - 2\ w • (U(u(l) )-u(l)), w• (U(u(l )-u(l))) 

- ~ <w0 • u(l), w0 • u(l)') 

Por tanto 

{\_ollll-\f')~\1.ll\O"):: <1A1:1.l 1 tr? 

( lo1lifl,\"1 )~l'4\ ta-\ -= -< W• (V(4l11)- ta.lll) 1 w·l°Vlttlll\-1/.hl)) - <<»·· 'Ulil, lUo' 1Alll') 
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N6tese que ~ 

(lolli 11S')~ (tJ.H<fl = <tJ.tll1<r) = 2:: w.¡ w~m <rCiJ 
j-:.1 

es precisamente el mo1aento total del sistema promediado con 
la sucesión Cí • Por ejemplo, tomando a <ri corno 

. {º li:i (J''(j\ = • 
... l = i 

1 
(lo'lli,.i'}:¡(lll\O-i) = mi u(2) (i) :: momento de lo. i-ésima partícula. 

En cuanto a ( Lo1ll..,r' )~ 

(~o1liµf'\'1 t~H <rl: _ L l"lli OJ{t (~\1\l\~1\- ~l1ll11Huli\\\-ll"lil\ - 2:_ M¡ w: !tlilli> O-lil 

Ea la fuerza total sobre el sistema promediada con ~ 
De nuevo, tomando a rri vemos que 

(1...01\111-f'}~l'kHtri)-:: 11'\¡wt(\\1\lM-'L\lilllll- l'i'\¡_,w¡~, ('lüU\il-'tll,.Hi-1\} 

- 11'\jtu} 'IA.\l.\li) 

es la fuerza neta sobre la i-ésima partícula. 
Considerando una curva integra1 C ~ 1uq E , tenemos 

1)\ llo1l11-1.~')~ o1ll1-1.\º C) :. (l...o1llµY')~ o 1\it'.,) •C. 

"\)(1li ... \tº C.) -:: IU\-\\2. 0 C. 

con "DUlo1\1 ... r1l~ o 1t1.._\ • C) l-tH<rl -= < 'Dlilh .. 11 o c.) lO, G") 
y haciendo V= 1li.-.11 o e E vé la función do posición del 
sistema, tenemos que 

<'D~'l¡JH\,ü) = -<w·(l.J(1¡.\{t\-'\¡'H1), lu•lUla-)-U")) - {Coo·1fl·ll, Oio·a-) 

o bien desarrollando ~ 

i. m¡ D'l"l¡I¡ Hl, O-ll\ = _ L ll'li !oT { 1¡11110)- '\¡l¡H1)lG"Hi1\- 6'lil) 
i~• 

~ '° "1' li>;!- '1¡1¡H)· am 
-L' ' 

i ::1 
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donde hemos hecho 1i'i "- VA Í t. 1R E , . la .función de po-
eiciÓn de la i-ésima partícula. Tomando Cf 

1 para 
i = 1,2, etc. llegamos al sistema de ecuaciones 

((\,i>-i\¡',: Yl'l¡W~\'t\';i,-Vd -l'l\ 1 w}'[¡I, 

""
2 

D11¡1:t :: l'll:z w1 \ ~ _ 1¡J.a.) - V'l\1 w} ~ 1¡1~ - 1.¡1, I - Yl\i lu J 1\1, 

. . 
"' .. 't)1 '11' .... ':: m Yl-1 w,,:, 1¡>,H - l V'I\ n-1 W~-t .p .... ,, l (¡¡:-t tv~ l) '\¡l., ... Yt\n lu~ '41--~ 1 . 

: 

Hemos llegado así a un sistema infinito de ecuaciones di
ferenciales acopladas cuya solución no es fácil. Intenta
remos dar al menos una descripción cuaJ.itativa de las so
luciones del sistema en vista de las dificu.J.atades técnicas 
para determinar la solución eeneral. 

Para simplificar, supongamos que todas las masas tienen 
un mismo valor al igual que las constantes de los resortes, 
en cuyo caso el sistema se reduce a 

u' 't¡\ = - t w..;1 -t lJJ'Z) 'l\'1 -T w 'l. tv, 

o<11!:t = ~t 1¡1, - (1ut>,-t ~1.ui) 4',, + tu-Z'\¡13 

Obviamente 'l\'n:: o \fVI~ llJ es una solución tri vial en la que 
todas las partículas están en reposo. Analicemos una so
luciom "formal," no trivial.: 

Tomemos Va. :: Vtt:: '!¡I¡,-= • • -· -= o 
entonces '!v,' "'~· 't¡l5 - -. . , satisfacen 

.,,.-i"'s = - '°'·,.t.~ wt)'l¡ls ·, 'l¡I,:- ~s; ••• 
D t ti'1 := - l\Jlot~ wt) 1¡11 ; 'Ch-=- - '1\1, ; V 'f' 
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En estas condiciones, las partículas pares no 
las impares admiten las soluciones 

se mueven y 

'h 'll 

·'!Yi(tl::. 1\\ (o5\.lw0
1-t(l)'-)l)-t ~\ 5q_.,...tl11.io"t-l\1l)-\.) 

'1¡11> :: - 'lt1 
. \lt ''t 

fl-& C.o"> t Lw~~1..;t H) "'< Bs ~e"" l\ \>lo\1wt)-\:) 

'l\'1 = - '\¡15 e-te.. 

Las partículas l y 3 oscilan con u.na :frecuencia lwo"tt wt) 
'lt. 

desfasadas 180° mientras que la partícula intermedia per
manece en reposo. El siguiente bloqu~ formado por las 
partículas 5,6 y 7 se mueven en forma parecida aunque la 
f'recuencia de la oscilación es mayor: ( c.o0~~ ::i 1.ut.)'h. 

La solución que hemos encontrado no ea una solución fÍsi 
camente aceptable; ni siquiera en el sentido formal estricto 
ya que f.1(.,1o1'2:: "Í:. A:i.~11 no ~eceaariamente converge. 
Debido - •=• w:o - a esto, solo 1as soluciones con 
1as condic~ones iniciales ~ ~2.t1+1/vH11-1 ~ que satisfagan 

L A=t~•• <. o0 son aceptables. En particular A~v.H-" o con n~ co 
y por tanto las amplitudes de las oscilaciones deben tender 
a cero a lo largo de la cadena. En ln fig. 6 se muestra la 
solución particular. · 

"F\ t {,. 5 o\u c.\JI/\ '°lt> 

.\'(l\llCÜ ~e.\ 1>\~'eWl!l.· 
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Veamos si es posible la existencia de un "modo normal" de 
viQraciÓn en el que todas las pnrtículns excepto la primera 
(dada su asimetría) oscilan con frecuencia ..n_ • 

Pongamos 'l¡J,.. l·H -= /\"' e i .Q.t ~ V\ 7 , :t. ( i) 

llegamos entonces a.l sistema de ecuaciones algebraicas 

_ 11..,, ...n. .... :: w"L t\"'~' - ( wl-t ~v.it.) f\~ -t tut t>-.-.-1 

Si no se tiene nineún nodo, es decir si An .¡. O se sigue que 

-st1. = ú.J.,_ ~ - (w;t ~vA "' wl. An-1 
"Y\ -¡:;-;; 

- <.u' l 11~11 .\ ~ ) - t1.u;-1- :i.v...t) 
- f\n An 

Esto sugiere que las runplitudcs y fases consecutivas deben 
mantener una relación específica. Pongamos 

o bien 

'1 

wJ--t :tlu?- _n.:2. = co:.\-i?cl.. c.o:,~O. '\" i Se.VI\\\>~. ~e.Y\ Rcl. 
:l.w"L 

en el miembro izquierdo tenemos un número real por lo que 

~e\\\-1\>0.. '5eV\\l.O ::: o 

lo cual es cierto siempre que pd = O o Ud = O, 'ii' 
Ahora bien, pd = O es imposible ya que entonces 

A,,.. = A\ ~Pa. €.¡e.¿)\"-t) :::?> fi..V\= p. elln-tl ~tl 

, ... 

y las amplitudes no decrecerían en magnitud como debe ser 
ya que ¿"Utwi < oD r~ás aún , ya cou Rd = o, l\ , ••• 
la condición asintótica para las soluciones 
exige que p < O , luego 

(i) Se sobree:Utiende que las soluciones rea1es se obtienen 
tomando combinaciones apropiadas de las soluionea comp1ejas. 



't¡/~1,Hl -= el'c.\ ~ 
'l¡l,ttH 
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?-::: ? IV\\~) '.:( 
u '\1"!-\1 

Con ésto tenemos que 

'l\'"\1HI 
o<. <.\ 

V.,t-1-1 

e.os Pe:\ 

oegÚn sea Hd = O, <lf , L!1T 
na = n r3 n , s íí 

Despejando a ..n.'l : 
ei.,;--1 "ili.>t.(os\'\l Pd 

;¡_ 

Esta es la llamada relación de dispersión. 

, 
, ••• o 
•••• 

Las so1uciones para las partícul~s 2·en ndelante vienen· 
dadas por 

1 n t Pd "1 nt ~pi\ i..Q.t l~d 1.lli. % ltl -= ,,.. e -· , '{¡1310 -:. />.e • {! _, , \lqHI-=. A. e • e , o/sl;fl:: f'I e • e 1 • •• 

~ 1*'21~>:. />. ei.!l.{ , {¡!Jkl = ->ie"~ -ei.q{, \lc¡IO:: ~ e~Pd, ~\-'!\ , ~l4\:: - t>re3r4• ei.ii~ •.. 

dependiendo de si Rd = O, :<íi , • • • o Rd =TI" , '?> 1í , ••• 
pero si Rd = ii , 311 , ••• , la condición o< ~ se 
vioJ.a, luee;o Rñ = O;íl..lT ,... 1¡.1"HI 
En el ú.nico caso, podemos expresar 1as soluciones como 

(l\·tl Pd 
~ lH -:: e (A Cos ..ít-l +- & s (!Yl...Q,-1: ) ~7/ ;:¡ i ,.. ,'& (o\'\~-lll"I.\~~-

para n = 2 , tenemos 
'l¡I~ l-11-::. A Co~..Q\ + S ~4'<\.$1.'\;: 

La ecuación diferencial para la partícula 1 es entonces 

1)'1.1¡11 -t ( w01 ~ 1.ut.) '1¡11 ::. tu 'l. ( ~ c.o-.. .. Q .. .-~ + ~ Se"' ..11.-T) 

1a ecuaci6n de un oscilador armónico forzado a una frecuencia 
..íL , y la solución general es 

'l\{l~l-= A1 (o~lltu~'-teut.)'11 -1:) -1-S,f.q'l\((wJ.\t1d11 -t) + CJJo.,,~~t .. ..si,t (fl. cos . ..tH+ S:)-tVl..n.-1:) 
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Resumiendo; una solución (particular) del sistema viene da 
da por !..)?. 

l¡l,u\-::: I" co~\t\Jl.}tt.lt\''1t)t ?>, se.,,(\1uJ-1!.ltl11'tl + Coo1-1-1ut _ _n,r. ~fl. Co~Sl~-\- 'B&~-~u 

'\p;:i.l-U -:. ¡., Co!>.Sl.:l t- 'e> SA'l\..51.~ 

'%.tn = e?º ( 1\ ü.-:.SH: + '2>~".Q.·U 

) ~-H:.-

en la que dispone:nos de 4 constantes ti'• 13 1 ' A- 'I "C; 
y además la relación entre las fases de las pa.rt!cnlna 
consecutivas, de la 2 en adelante, determina la relación 
de dispersión, Por ejemplo, si inic~almente prepara.moa 
al sistema de modo que lns partículas 2,3,4,5,,,. estén 
desplazadas tQdas a la izquierda, en reposo y con las 
amplitudes consecutivas satisfaciendo ~ .. nt•1 N .,,,. ~ 
la relación de dispersión es ~ ::; e • ' 

_Q'2. ::; 1Po1 -t 4wl (o~\\1 Pf 
y las soluciones quedan 

En la fig. 7 se muestra la relación de dispersión y la fo~ 
ma de las soluciones para el único caso. 
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La partícula. 1 describe un movimiento peculiar. Por ejem
plo, la amplitud del segundo término de la solución para 
no puede ser arbitrariamente grande variando ..o_ (i.e. 
variando la rel.ación v.,.,1•1/1;1,,¡01 ) ya que \ lJ.>'2. \ 
en cambio podríamos reescribir la. llJ~l;wt-..n1 < \~"Z. 
solución como 

Como las frecuencias en cada uno de los factores es com
parable, el movimiento consiste en una oscilación de fre
cuencia "rápida" i [Cc..~~w')"z_ ..n.. j modulada con una amplitud 
"lenta" de: frecuencia i [ci..01~wt1'114.si1 • Detrás del movimiento 
aparentemente caótico de la partícula hay un cierto orden ••• 

Fig. ·a. 1.lovimiento de la. partícula l. 



APENDICE A.l 

) t~ .... , A.1.1 TEOREIM.- Sea 'f E 11" ls5 la función de evolución 
de un siotema l~~ mecánico. Para que el 
sistema aca revereible es necesario y suficiente 

que exista una función ~ ~ ~ts~)~)" con las siguientes 
.Propiedades: 

1) ~" "!.1c¡_ "' "Is 

2) '\it-t.z} ~ '\Ht1)~1:t.> '=" 1flt.) 'V °"'• l1 E:- IR. 

3) ~W • i Lto"°> -:: <{'H.> 'f ~ (;-IR. 

Demostración .- Las propiedades (1) a (3) obviamente i~ 
plican la reversibilidad del sistema. Por el contrario, 
supongamos que el. sistema. es reveroible; luego lfllt>HI 
es biyecti va \:J r E. IR. y '1 t E. ( r, <() ) • Definamos a 

~: \t'<1\tt, '!'lt>lt)) IH (.T,,,:I))! u\t....,, <fl,,..\lf\-
1

)1Yt\ <: t-.t>1<)j) ln:1R1 

sir !:. t . \ (f (r)(t) 'lf (r)(t) = 
1 ~ (t) (r)-

es decir, 

si t <. r 

\J r C:IR. IR 
Entonces es claro que '!!! ~ Hs5 ) ~ ) 
Las propiedades (l) y (3) son inmediatas; 
moa a demostrar la propiedad (2). 
Sean to.' t 1 , t 2 t y consideremos los 

1) t ~ tl ~ t2 iv) tl ~ t2 ~ o 

ii) t G. tl-: to v) 2 - tl ~ t ~ o 
iii) t ~ t2 ~ tl o vi) t ~ t ~ 

2 o 
Caso (i): 

así pues, pas~ 

casos: 

t o 

t2 

tl 

'\' (t1 )(t2•)o'lt (t
0
)(t

1
) = ~ (t1 )(t2 ) o{f (t

0
)(t

1
) 

= 'P (to)(t2) =1i(to)(t2). 
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Caso (ii): 
_, -1 

'ti?. (t
1
){t2 ).'lj! (t

0
)(t

1
) ., te (t

2
)(t

1
)o\j> (t

1
)(t

0
) 

=l ~ (tl)(to)º~ (t2)(tl)) 
- 1 

-\ 

= Cf (t2)(to) = '\!(to)(t2). 

Caso (iii): 

. . -1 
1.l'.(t

0
)(t

1
) = lf (t

0
)(t

1
); 't! Ct

1
Ht

2
) = lp (t

2
)(t

1
) ; 

~ (t
0
)(t2 ) = ~ (t

0
)(t2 ); ({> (t

0
)(t

1
) = l¡' (t

2
)(t

1
)o C(J (t

0
)(t

2
) 

-· ~ te (t
2

) (t
1 

)o Cf1 (t
0

) (t
1

) a \(' (t
0

) (t
2

) 

~ ~ ( tl )( t 2) • 'lt (to)( tl) = '!t. (to)( t 2) • 

Caso (iv): . -· 
'\e (t

0
)(t

1
) = ({> (t

1
)(t

0
) ; 'lt. (t

1
)(t

2
) = lf (t

1
) (t

2
) ; 

-· 1!Ct
0
)(t2 ) = \f Ct2 )(t

0
) ; 111 (t

1
)(t

0
) = ~ (t

2
)(t

0
)o(p(t

1
)(t

2
) 

_, -· -· ~ lf (t1 )(t
0

) = lf (t
1
)(t

2
)c.<t1 Ct

2
)(t

0
) 

. . _, _, 
~ \f (t

1 
)(t2 )o ~ (t

1
) (t 

0
) = !(' {t

2
)(t 

0
) 

~ ~ (tl) (t2>º.~ (to) (tl) = '1:e (to) (t2) • 

Caso (v): 
_, 

~ (t
0
}(t

1
) =· ~(t1 )(t0 ) ; 1t (t

1
)(t

2
) = tp (t

1
)(t

2
) 

~ (t
0
)(t2 ) = !p (t

0
)(t

2
) ; !p (t

1
) (t

2
) = lf (t

0
) (t

2
)o !p (t

1
) (1;

0
) _, 

~ Cf .ét1 >Ct2 )1> lP Ct
1
)(t

0
) = lp(t

0
Ht

2
) 

~ ~ (t1 )(t2 )o ~ (t
0
)(t

1
) = ~ (t

0
)(t

2
) • 



Caso (vi): 
_\ 

'tI (to)(tl) = lp. (to)(tl) '\!'_ (tl) (t2) = cp (t2)(tl) ; 
-\ 

~ (to)(t2) = ~ (t2) (to) ; 

lp (t2)(tl) = lp (to)(tl) º~ {t2)(to) 
~' _, -1 

~ (t
2
)(tl.) = qJ (t

2
) (t

0
) o lp(t

0
)(t

1
) 

-' 1 ~(t2 )(t1 )o{(J(t0 )(t1 ) = \{!Ct
2
)(t

0
)-

-F> ~ (tl)(t2).'l,e (to)(tJ.) = '!!! (to)(t2>• 1 

-... __ : 
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APENDICE A.2 

Si w E. \\ t~ Cr,l1d) es un campo tensorial de orden dos en M, 
se ,~~ inducen funciones 

"f 1 - ÚJ (@( e,tz.I -1 e~·J E. 1r l\1:1 ..... lTi{l-\L \\0To1(i41(\o\l,1~>) 
Hl-1 

t2 w ®>(®~ti •. l 
) €: Ir \\oM ( \~lt'.J / \-\ º"' 1.1\ ( l>\l / !'~.)) - "' 

9ti 
2 

~º' 

l~l S Tq\l-'lli } 
(.OV\ @j ~ 1 ~ '! > G j \ 'J (: h\ } 

Cuando 1'.:, (q) y '!2 (q) son inyectivas 'V q ~ M , decimos 
que w es débilmente no degenerada y de ser biyectiva.s 
- en cuyo caso diremos que úJ ea fuertemente no dege
nerada - podemos considerar a 

'"'~"'~' E '1r Ll\.\o ... l"t,t,.._l,IR), \'11.~l) 
'\E:M 

\\'\V" 'Y~ f: 1\ l( """"(T,(lo\) 11\1) 1 "T'\l.M-)) 
J.. q E: t« 

donde '""" =-1l~1 'q, ~-') I f € \\i.w.(i\\1.\) 1 \\~ ..... (1\M 1U\.)) \Mn\1'o\e } ) \ 't H''l 

La cuestión es determinar bajo qué condiciones las fun
ciones inducidas en los haces sobre M, . 

t· J 

"lll'-\) &. 

t r _ t h"~4'f1) ºte) .... :rill'llir €. 11.. "") 

resultan ser diferenciables. 
La respuesta viene dada por el teorema A.2.4 , y pa.ra 

su demostración requerimos de algunas definiciones pre-
1iminares. 

Consideremos la variedad diferenciab1e 
con n )¡. o. Definirnos las repreiaentacionee 
e '"v .. l: como ( i) 

---------- --

(.Y\\ 

(r!, a 1,1-11", ) 

locales de 'L 

lli\ (~(11) 

~ \\owi\ \J 1 ~0.,..{\J1 lllll 

(i) Suponemos que "'C se refiere a alguna de las dos fun
ciones T, o "'C;¡, • En caso de que w sea simétrico -i:,~'f:z. ; 
en caso de ser antisimétrico ;r1 ~-"í':i. 
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Aún cuando tiene sentido ana1i~ar 
de la representación local de '"f 
la representación local de '"" "" "í 
dominio no es un esnacio normado. 
un espacio do Banach, T (M) es un 
lo cual se sigue que q 

la diferenciabilidad 

Si 

ea decir 

luego 

, no sucede ns! con 
debido a que su contra 

Sin embargo, si V es -
espacio de Banach, de 

es biyectiva 

(; lr \.\o .... l\.\o~l'T'llt.\\J~, 1,\1-\I) 
'\E:I" 

f't11\1rn) 
\\ º""" l \o\1>""'l" ,11t) 1") 

La trascendencia de estas definiciones 
en que medionto ellas podemos escribir 
ciones local.ea de !. y !...- ' en el 

"ad-hoo", radica 
las repreeenta
aent ido usual de 

variedadea(ii ) 
l\~I ",,¡ 

tt, o 

En efecto, mostremos l~ anterior, 

~'ftl\ o J... o iHll-' 

desarrollando ! 

WH -
".'.' "Ol D't~ 
- "'' •• ' -t 

Í., o TT<I)-' -:: (l 1: o t),. "I1\l'\\) o l~I\\_, 

\ ~ _, ~:;:) r \':-4~"') ·' ,.-:¡-) º"'i) 
L O tll\ o l'1 ~ \ lt \'I\~ o. ~ o 'fll\ o \"1 " T t. 

({ 'V' f 1-t~lll)) •I ... ) o"i : .!.@>\'"~·::!. o Hilo?, .i..r'2. 

-- - ---- --- --

\-tnn1t f.(m) 
l~=i) 

(i) Se sigue del teorema del mapeo abierto, véase ref.(18) p. 

(ii) Como 1r. l:: f 
taciones locales 
TF(i) y TF(i) 

/ 48 - 49. 
y t• !:'-= lt basta analizar las represen 

de t. y ;J.· 1 en términos de las c~taa -
V i. e- IF. 
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Aún cuando tiene sentido analizar 
de la representación local de 'L 
la representación local de '"'" .. "í 
dominio no es un espacio normado. 
un espacio de Banach, T (M) ea un 
lo cual se sigue que q 

Si 

la dif erenciabilidad 
, no sucede as! con 

debido a que su contra 
Sin embareo, si V es -
espacio de Banaoh, de 

es biyectiva 

(1. ) .... (q)-1 \ ) ..,.. ) entonces L E: '°'º"" \\ov..\1c¡ \t'\ 111t , 1 c¡\t-\l 'V q ~ M, 

es decir ,.,...,, .. 'f E: \í 1-\o"" ( \-\~"" lí,tMI J l)l.\ 1 T,\ MI) 
'\~!-\ 

luego ~lll Flll(.\til) 
\'"'v.· 'Y) E \\ º""' l \\t>.,....l 'I, \!t), \f ) 

La trascendencia de estas definiciones 
en que mediante ellas podemos escribir 
cionea locales de t. y t.,-' en el 
variedadea(ii ) 

desarrollando~ 

'"'' --- ,... 1tt º ..... 
O\ o T\ -t 

"ad-hoc", radica 
las repreeenta
sentido usual de 

- \'V" ·• ~'i:) f i-\"CO) .1 ,.1) o"i) 
L O ftl\ o ~\ J.. \ l (\'\\~a. t!, t> 'fll\ o 'f'1 ,_ 1 2. 

(i) Se sigue del teorema del mapeo abierto, véase ref.(16) p. 
/ 48 - 49. 

(ii) Como tr• 'l: f 
taciones locales 
TF(i) y TF(i) 

y ,. !."'-= Tt basta analizar las represen 
de t. y ;/. - ' en términos de las cartas -

'I i e: IF. 
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Si E y P son espacios de Banach, sabemos que (i) 

GL{E,F) = l~ e. \\o..-lt:,t=) I ~ 1 .,..11 et~1'ol<!J 

es un abierto en la topoloeía usual de Hom(E,F). Más aún, 

es un difeomorfisrno de clase c<,.t>). 

Del teorema del m~peo abierto, si f ~ GL(E,F) entonces 
r-' €. GL{F,E). Claramente IN\T es inyectiva, y la supra
yectividad se sigue de que INV(r-') = f con f 1

E:. GL{F,E). 
La diferenciabilidad de INV puede verse en la referencia 
(1) pag. 27. 

Con estos antecedentes podemos proceder a la demostración 
de loe siguientes resultados. .... 
A.2.1. ~.- Sea , H = l1.~'tvl ® ~ l~ 1 + ~;.:) C:. \\o .... w, """"lv,lltl) \...~ \\1) 

entonces H C:. l\o""'l 1-';'."lvl, Ho ... w, \\o""'\.i,111.l)) 

ticula.r H es C '° • 

~· Claramente H E:. \\a ..... l \...~<\.il, \\o .... \'11 \\o""\V'11?.l l) 

H sea continua se sigue de la observación 

j H(e<. )(v}(w) \ ~ k I\<{ \I Le~\"> 11 v\lv U w 11 Y 
para alguna k t. R"' , 'V"-(: l~\.,,1, \1 "• w ~ V 

• En par-

• El que 

(1'11 
A.2.2 ~·- Sea (M, 0. \1-1,v1 

con n 'l O, w e;, ir L"{\Tqt1'41) 

) una variedad diferenciable 
un campo tensorial. 

Entonces 
,~ .... 

~.: 

(1) véase ref. (1) pag. 26 



Si E y F son espacios de Banach, sabemos que (i) 

GL(E,F) = tt" \\1>'<"\1',r) / { 1v,ver·h'ole} 

es un abierto en la topología usual de Hom(E,F). Más aún, 

es un difeomorfisrno de clase e~"'). 
Del teorema del mapoo abierto, si f ~ GL(E,F) entonces 
r-· E. GL{F.E). Gla.rarnente INV es inyectiva, y la supra
yectividad se sigue de que IHV(:r-') = f con;{'~ GL(F,E). 
La diferenciabilidacl de INV puede verse en la referencia 
(l) pag. 27. 

Con estos antecedentes podemos proceder a la demostración 
de los siguientes resultados. 

..~ 

'-~ (\1) 

A.2.1. LEMA.- Sea E:. \\v;.;\11, \\o"'\v,~\) 

entonces H e::. \\o""l l.';\"1, \\0 .... \11, \\0...,\11,Utll) 

ticular H es C "° 

Dem. Claramente H E:. \\<>"" \. 1..~'\111, \\o..,.\\11 \\o .... t11 1 uu l) 

H sea continua se sigue de 1a observación 

1 H(o1.)(v)(w) \ ~ 

• En par-

• El que 

, { (~I 

A.2.2 ~·- Sea J.!, a\"'•"' 
con n 'l O , e.o '- "U L": {Tq\ "'') 

) una variedad diferenciable 
un campo tensorial. 

Entonces 
'llH 

r -:- ""'' r.~ul • ,...,a;1) """"~'') l • -•'flll )) -• ~ " w ""','O>, @> t''"" ~ "' ez. ® 1 .. ~ .. ::!. º 'flll 

= \ t:; e> e G>~t' ®t 1 ~,, .. ~ ~lll) + e~l) ~ ~ '"'"" ~ •111
) l) º \:t\,- • 

(i) Véase ref. (1) pag. 26 
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T no (" ftll (..:. i -n11 1.i .:. ~¡ ... ~·· u1 )) &\ ( ttl i-. fo1 ,., faJ)) , := \\ú.J 0Ht1)@> e,v ®:::. e~. -t e. ® =. lll ?, ~ <S>, ®(1 ..... : ) • (ii}c <!'l(1-.••':: } o 1rn-

= ( ((uft••:rui )@ \ ~1.i@ ~ 'º'@ ;
1
1tJ ~ ~:i~ ;ri~ 1) pt.tv) ~(G)~u ® (., ... :·~f<;) + 

e~\)®( ...... ~~ nn))) • fu1-• 

-n- "":"" -::-

= ((i,.,'ílil••\'"tll) <M e~i ® lv + i3 .. vi. @> ~v )j º f'cil-' 

= 

( 
A (..,1 ) 

A.2.3 ,&_~.- Sea M, u.. lr-t,vl 
modelada sobre un espacio 

w t ir \.°";(TqlHI) es no degenerado, 
'lfH 

~.: 
(YI\ 

Sean F E a tl..\ 1 \1) , i 

una variedad diferenciable 
de Banach, con n 'l O; si 

fCll ( t-ftll ...!.. • 

~''"'"''í) ':: \.::. ~ (,..., .... "X)® \I 11o ... lv,uii ® ~nu)) º 'l'"ui- • 

--=---
::((, .... Al""º· sr1")) <!> \1"• .:r) @I t 1"" ... \ 1clt-1• G (1.,,~: 'E 1°'"}J)) • v-111-

1 

donde y puede verificarse que 
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luego 
l1'11~ .. J:)~ 111 = It<\í o \~1¡\k' ~\1-.~: '2~11 )) ~11!>l1-.u'E_~'1 )) • 'fl\)- 1 

1 

A.2.3 PROPOSICION.- Sen (:.1, Ql~.~l una variedad di-
ferenciable modelada sobre un espacio de Banach V 

con n 7r 2. w un campo tensorial de orden 2 no dege-
nerado, de clase C \"-" • Entonces 

\ru11\,c11) w1 0n-l 
l1>1v•::() E: \\of'\{l'icl"'tv,i~l, ..¡) es de clase 

~.: Del lema A.2.2 tenemos que 1:fn
1
:.\\oli.>TI11 donde HE c.t"°>, 

del lema A. 2 .1 , y wtti• e Cl"-1' 1:fl" '= é.,.,, 
Del lema A.2.2 

( ... ) 
con INV E C. . . 
A.2.4 TEOREiilA.- Sea (M, a.l"(µ,~¡ una variedad diferencia 

ble modelada sobre un espacio de Banach V, con n ~, 2. 
tu un campo tensorial de orden 2 (fuertemente) débil-

mente no degenerado de el.ase cY"-'1 • Entonces 
1 L:l1:0~).ti."I11 .. 1E:1lN~ll~Jes(un difeomorfismo)de clase en-. 

Dem.; Se sigue w1 o ,e-·~ ·hn-1 

\."' con F E a \tA,vl , 
con el resultudo 

de las expresiones para Ta10 L •Tw-• y 
en térmj.nos de i:.~111 e ( 1 ... .._T)f"<il 

Ql""'' .. l ... ,, ) 
TF E l1l .. 1,11'iJ ,TF E O.lilw•, 1Dll ju.nto 
de la referencia (16). ~· 



APE!IDI CE A. 3 

La demostración de la no degeneración débil de la 2-forma 
canónica en T(!A)~ se basa en las siguientes consideraciones. 

A.3.1 DEFINICIO~I.- Sea V un espacio vectorial. norrnado sobre 
11\. • Hacemos 

si A es suprayectiva, decimos que V es un espacio reflexivo. 

A.3.2 ~·- es inyectiva. 
ii -· 

lli!.!!l • : Sea w E: V -\o} • hacemos L = ~ ... ·l t>, o l \l1, .... 1~) 
11tí 

w 
. donde L{,1,..,1! = w·pl. E: Hom( IR¡ , V) es inyectiva, luego 

( ,, \lt ) 
,.,, 

L <; Hom tw'IJ (Ut) , donde tw.:ilf.1 \1~) es un aubespacio w vectorial de V y además 

luego del teorema de 
11 f 11 "!: 1 y f 

~ w 11 .... \111~\J w 

.., \\ L,.. U •4. 
\lo ... \\-....111.) l!PJ, I~) 

Hahn-Bnnnch tenemos que 3 
(w) =U ~·ll • 

= 1 

f..., Hom(V, \~ ) 

Esto es posible para todo w E: 
ti) , 

V, asi pues hagamos 

· Í\ W "S \ ~ (: \l.o""-l'l1t~l { 

Entonces 

y dado que 

ea decir 
Ahora es 
9 \\ w\I 

1 \\ > uwu 
t >.\.~l 11Q ... \.110 ... \~ 1 11l,IRI / 

sencillo ver que >-. 
=·o ~ w = o. 

I\~ l\ 11, ... \111\Rl = • l ~l..i\:. l\wn \ 

'V .,.,~ '1. 

es inyectiva. pues A. (w) = O 

A.3.3 TEOREMA.- La 2-forma canónica. en T(M) 
no degenerada 

es débilmente 



~-: Sea - '"'' . TF E Q. l"llt''• ilJI) ., '\lt • Localmente tenemos que (i) 

\ti "i cuw-1
2 

) I } 
con ?¡ '<; \t'i., t.,~ ~ <.1, ... 1"' J 

Entonces debemos demoztrar que (ii) 

-v-l""' =- L: .• , Gil r -e. 
1
i't.l11...i•1 ~ ~~ •tl11t<1•1i: ) , ) 

l."'"' ""''~ \ ~ "~ E \\oWI, i.?tlll'l•J,\ToW1li,l1lt'l1) ,IR) 

.. 
es inyectiva '1 z J:. T(;,1) • Pero l: (z) inyectiva. (=/ 

~ ....... ;.tl.i1 .. ,) ,~Tthl-\ . 
..i;('l.\ ~ l 'i<~i •::. l~t ® \ ::! lt1 J f. \lo""\"~' J \\o""l n~: i1ll) es inyectiva 

\ll •\:i-
Podemos verificar que (iii) 

a ~ Ulll .!. "\lVI ;.. ll~i ....- ¡w¡ 
,.tt) ~ E'z •tt 0 f', .u _ 1\ •tí @> P, ui 

En efecto (omotiendo los superÍndices ~~¡ y ~l'"lll 

® l¡tl111-'l'I ) 

@) ~itl."llt<l'l) 
~, ...!... • ;_ 

= \P ... © ~l21 ~ '2tai' ) ~ \ t ~ ~l~' 0 ~lu-') 
• - ..-!... .. -=- -=-

-ti> ... ®'Sce1(!)Slú')@\~.~ 'Sci1 t!!> 'Et~t·) . - . . . .. . 
-= l? ... (2) "ÍiT_:¡1) ~t"P.~:rll".)-t;; ... C!>:¡n~¡)®\P; © i"fül) 

\f;¡ \~i \lt. \U 

Ahora, si ~ (z)(w) = O :?) 

::::> Jll z)l-..il" e 1 ':: \1Jl2.\ =. o 

Además, ~ (z) (w) = O ~ ,tltHwlo 67. = 'I11o,..\v,1D.) ~ ~I =o 
-%) )-.\'l>Jl\\\ ~o :) w~I\ = e> 

(i) Véase la ref. (16) para la definipiÓn de la derivada 
(ii) Compárese con la def. de 'Y a1 princi- /exterior. 

pio del apéndice A.3. 
(ii.i) ~e~: h~I!.; t<b~-= i::"v.¡ 1,c;:i i =t.@)~ 



donde .A er:tó. definidR. en A.?. .l 
se sigue de la inyectividad de A 

7 el que w(l) = O 
(lema A.2.2) 

A.3.4 ~~~· La 2-forma canónica en T(M)"' es fuer-
tement;e no dceer.cra.da <;=."> V es reflexivo. 

~.; Supongamos V reflexivo. Uostraremoe que J (z) es 
suprnyectiva,. de lo cual se sigue la supra.yectividad 

de T (z). 

Sea h ~ Hom( ~~' 
entonces 

,Q,ltll\11 = 

::. "'o b,1 t'i 't 

=\'l.othO \'¡'t 

?._,,.tx' (n .. thl) 

)..( >-"° 1 (\\o ~ti) A ?'t. 

"" " t>t .. f 1. = \.\ 
. . ~ (z) E \\o...,\11Y•, \\o .... ( 'ti'~;, 1ll.)} ea biyectiva. ,u •h 

Supongamos w no degen~radn. Debemos mostrar que A 
es supra.yectiva. Sea. h ... ~ Hom(Hom(V.tl!. ), IR.) y hagamos 

+ t\11\ 
h=hop{i E Hom("\'Hi ,IR}. 

como 'Y. (z) es sobre -i> J. (z) es sobre 3 cr. " if,Yi 7 Hl 

J.(z)(l() =h, i.e. 

. . 
que 

h + = - I \\01'1\V11ll) A c{l11 = >.. (-o(, (1)) 

- el.. ( l ) E. V ~ h + = >.... ( - ot. ( l ) ) , lo cual 
es supra.yectiva. luego V es reflexivo. 

significa 

# Cuando V es un espacio reflexivo, V es un espacio de 
Banach dado que V es normado; por tanto ~z~; es un 
espacio de Ba.nach. Del teorema del rna.peo ab~~rto, ~ ( zf' 
~ \\ow.l\\~"'Llll'I '"'' :rr..\J 1 ) • Equivalentemente 1'l{l t \\• .... \\\ .... \\\1ll'l'l,11t), 1tlll""l')) 

\ ·~· •"- • En :particular, si ~J es de clase 
C l~ con n ..,, 3 , T(lrl) • es de clase Cl"-11 con n-1?,. 2 y de 
acuerdo al. teorema A.2.4 

P \"./" n \ -r- C:: IVH"'-1")~ 
.l.i <.o : .i. " \1crl""'°' i•l1t ... 1•> 

es un difeomorfismo de C1a.se CCn-:z) , En tal CRSO podemos 
establecer una corres1iondencia biunívoca entre campo 
vectoriales er1 '11 (111)-v y 1-formas en T(.M)+' de clase C t"'·'L) 



En ef'ecto, si 
@, 

entonces 

~ \\\•ll 

€) e f\I l1\V.\f) Y e~ e® (6)~'1 
con 

'!. \l 'l., e,,ttw-i•J\ ) f et "HIAI -e ~ 

1ll-'l"' 
~ í: 1\ 11.J'.l"-~ .e y "i1 il"ll"l')• o e" 1. "llv.l 4 ; es decir 

~ es un campo covectoria.1 en T (¡.¡)" • Luego 
~ ,~ I 

'.')t ; J...., o 0 €. 1l1l,.I'} '1 e ílnt<>' ) 0 "'!... = ,\"'\" 
..,,,. ll\·l.) 

es decir X E """ • En estos térmi:uoa 
) 

\ ! 
•I .._ \,._ll íC t ... -i tt\P-l") = w !> ~ 1 e=- ~e í':'' ('. /\' l i1w•¡ 
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APENDICE A.4 

Eventualmente nos interesará definir la derivada fibra
da. de una función H € 112.

11
..i• cuando se vea la relación en 

tre las descripciones de Lagrange y Hamilton. Desgraciada 
mente la construcción de la derivada fibrada para este ti 
po de funciones adolece del rieor necesario en los textos 
"serios" que la tratan o bien consideran el caso do dimen 
sión finita (véanDe p. ej. laD rcfs. (1) pag. 218 -223 ,
(11) pag. ·536 ) • Las dificul t11des que se encuentran para 
entender con precisión lo que los autores entienden por 
FH - que perecen infranqueables - nos ha motivado para 
hacer un desarrollo ad-hoc pero consistente. La presenta
ción del tema se hace en seguida. 

l"'l 
Sea (r.t, O. lk,"l ) una variedad di.ferenciable con n 7 , 3 , 
'modelada sobre un espacio reflexivo ( en particular T(i..f)., 
es una variedad fuertemente simpléctica con la estructura 
usual ) • H (. ~"'"'1 t11""l• l . Queremos de:finir a la derivada f"i~ 
brada de H como una función 

FH 

Notemos que para cada o1. E: T(I.1) 1' 

H • E R "º""l T,\.,\1-'l,IR.) 
º 1 \\•,,.~Tn,~• \t.o.l 1 \i¿ l 1 

y no ea difícil ver que es diferenciable. Podríamos definir 
....., • 1 

FH (,,¿) a l \.lo l.11.-.\'l...,ll'J, ll.I) (el) E: "'º""' t "º""''ll4• \t\l, lit) I 1{{) 
con lo cual tendrÍarnos 

FH E: ir \\oW\l\l.""\i"ttWlt\l 1 1i), IR.) 
o1n1...i• 

cuya estructura es muy complicada. Dado que V es reflexivo, 
'nw\k) es reflexivo y podría intentarse redefinir a FH 

como 

donde A.11, .. 1 
Sin embargo 
:finir a FH 
una carta 

es algÚn isomorfisrro entre Tn""\""l y \l .... t11 • .,\"T~1\1<l,12), IR) 
puede apreciarse la dificulatad para poder de 
· globa~mente pues en general A 1llol.l depende de-
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(podría elegirse por ej~mplo 
\ Hflll -') .,_,~ti\ -1 
"'n1A> ~ \'A 0 :::. t'll!A.• ® '.:. lriofJl 

donde 

A.4.1 DEFIIUCIOH.- Sea I~ E al't..,..,11\ , i E: IF • Hacemos 

~ll\ 111: il'~\ "i ,_, ( • -1)' _· 1h1111\f ~111) 
\f~) ~ €;) 1 ot\1u-\ E'lt. º"-º\\\•Tlll ~E- \\1 1 ) 

Si demostramos que 
{l\) • -1 f'(K) 4' .., -\ 

(f\\) o 1,w = "Tll) o"Tl1'\ <> \ t'c\) o \\lt) • Tll\ 
\.Tfl;i)l\{o•) 

"llt>->"' 
podemos definir a FH 1; llMl haciendo 

( ) r _, ~111 .. _,, 
FH c1, = l il\\ o~~\I) "Tl\\ ~lo<.) 

A.4.2 ~·-

~·_,. l~Ótemos las siguientes igualdades 

-' e11i ·I 0 ~i \ll (Ir •l)'"'it) ?."i) íl\\11 -m.\ = 1 o tllloHKI o r, -t ~1. o \ \\flih flkl o'• A t. 

. 'tl'i• ''11'.r\ 
T\k\I> Tltf1 

:: e,'º o 'Hll• 'fl'ci'o l\Hi ~ 

Ahora( se sobreentienden los superíndices) 
.. ' l • ... .. 1 ..:. 'l\lli l \\o·n~i') !l "' \.\•Tlli1o'Tll1.-\lci1) ® t:¡1.•lt 

( t _l( 1 .. • - 1 ) l .1'. • ) 1 .,_ '11~ ¡' : \ \\oo(íf 1
} 1>illlo i\tl © Tl\l•Tlt\"1 ~t)'I.'' 

"' _, , ..:.. .,,. , ..:.. .. .. _, "' .., 1 -.:.. 
'::: \l(l\o'Tlll ) 1 ll>f, ~ \\\•'Tl1f1 1 <!>? .. )o-rm•Tlll )©l...ilihll1<f1 )C§> e>i:. 
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donde 
Cfm,, hici1)

1
:: e1 C!l>( ('tnl otl.l<f1)

1
c.1'1) €> ~ ;. 

e't ® [ fz. ©\\{"ti~) t>n1r 1f11
a fl\)af\•1.\'•r,) ~ \\flllo'F\~1° 1 ) 1ot\)©?.1 t 

ª"<!!>(t. ~ltft~l•fl11-•}'c.vrn.f1"r1 c.r, )l 

por tanto 

Luego 

l "A11<i"') ~ o ilTlllltÍ'twl = l ( \\a-Ttii'l
1
1 ® \ ~ \\O"'l"''ª' 10 \tfl~I ott.ti' o ~.) ) ) 1>Tt11 • TlY.l ' 1 

'I 

Loe siguientes lemas nos serán de utilidud. 

A.4.3 ~·- _, 
\1 110.,.1~ 112¡ (!) (\f1~l•f;1i' )\-11)) : ! "'"''"•11t) <:!> lttult> mr')' \ (;1v.11> fm"'1M)) 

~·- Regla de la cadena. 

A.4.4 LEi.tA.- Sea. w ~ \.f¡¡\\t'Í'\11l 11-1~\,jl) entonces 

~·- Del lema anterior 
• 
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~ l. ll•""'\",ia.\ ... l ttflll •flk\
1

) 
1
( r.n~.rur'1(.,,.111)) o l fl~lo Hii')'\...,111) 1 l X'l t\\• ~ l n·• ~~l..,) ) ) ) . 

: -¡ \\b"'\",utJ /;>. X' lt \\o4m"')'2. t-.il) -= ). \.X'\. l\\1:>t11f'l'zl..~l )) 

":. ~.1¡,.ft1f 1 )~ l\ll) ' 
A.4.5 COROLARIO.- Sea w 

~·- Podemos reescribir el resultado del lema A.4.4 como 

Luego 

l tn1\ • \=ti<r'}' t t fti:l º ~tll°' J ll.tlhl) )1 l(lflll º fllr'l 1 lwt11l1 \ .>\1 
\ (\\b 1-ui')~ \"") ) ) ) :: 

• 

Ahora con loa resu1tados anteriores podernos proceder a de 
mostrax:- la igualdad 

En el se~do término tenernos 

X'~ l \\e "'t lt-f1
)

1
i o -hv.i .. Tl\f 1 = X:' o \.l \\•f llf 1

) 'l. ~ l ~ 11t. ... t~,l(!J ~ t ~Hi:la f<ll~1 ) 1 
b ?1 ) ) ) 

de acuerdo al lema A.4.2. 

Por tanto, 
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Htl " ~ -1 
i(i\ o 1\1:\ o tf~\ " T\t) b Tl\\ ::. 

-1 f ) [ 1 ::> (~1<>Vli)t>°f\lC.)o {' 1 -\- f:!l¡,.\lftlloHtf'); E'1)i..\'i,) b 'el, oH'(\o\:\ll'o\\-\-

~1.<>X1<>l~\\1>:\-llf'J'i ©(~lll""lV,lll) ~\tHv.loHl\') 1 t>Í\) ))1 

y del corolario A.4.5 tenemos que 
---..-----

X'ol~\\b'Tm')11. G!) l~\\ .... \~,al ~ l\f\~l 0 f~il 1 ) 1 o~,) ))) = 
-1 .. r - . 
~ " l \\-<> Tlll') 1. D l \llll)t f \til 11 'f \ljl) 

Finalmente 

t -f\~I "' 4 1 
'T (lh 1\11.) o \ f\\l o T~~lo \(11° ::: 

r f\\l -
' fttl ' 1 \fllll lT\u> n t ~,;,) 
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APENDICE A.5 

En este anéndice desarrollamos los pasos 
• l 1 

obtener ·las expresiones parr-t (El-':."1ur•)~~ 1 
l'E1<o\\if')~~1 a :partir de la expresión 

necesarios para. 
( ')lU , Eic··rnr ~¡ 1 Y 

C\r-0 'Tllf
1 

"' ti. l e~'" o í'~· ) Al e,..¡ to í''t..¡t t e~\ í'J.'j\) 

Desarrollnmos una reela relo.tivamente nueva de diferenci~ 
ción para ln expresión anterior. 

a.( ( Hacemos x
1 

: L2 V) ; X2 ~ x
3 

: V • 

Entonces C"-º'lli'-:: V\ 0 l donde 
(por tanto diferenciable) y 1 

\'TWlt 1 \lll) 
t t '\i_>'..\) 

1l ~ 

h ea trilineal y acotada 
es difcrenciablo. 

La diferencial de h ea (omitiendo el superÍndi.ce 1iJ<.1 ) •• (i) 
\~~ 

.. .. ..: 
h'= h G:> < e,11>f,'\ ei" f.1. + e~ ~~ ) + . - . .. .:.. ....... 

h ® ( ~I ~ Í'1 ~ ~'l. e f,, t ~> e i',. ) + 

~' (1,1) ~. \ '\) .. ~ P,, 
..,:,.... .:.. 

h~ ( i l'>:i. lD i'3 ) 

y de acuerdo a la referencia (3) 
l?.l .:.. • .. '7 •• 

h <w> ·= h ® <e,©°f, -t ~ .. ~ \\.-t~!>\~\ll) 
. . ... . -

) + h !;) ( ~I ~f1 i t\i.\\>l\t\} .. ;~°' (i) fl ) 
+ h ~ e -e. J, + ~7. ~ i...-1 ~·l~\l\ i > 
+ h ('§) ( ~ 1!>?1 + ~~~ ... \l\) + ~~ ~ ?:-. ) 

+ ·h (!> < ~~l•\) ... -eJ.C!'> t .... ~ et>?~ > 
+ h. G) < Gi~:,,,1 ... ez.© 1 ... t ~3~ ?3 > 

De 1a definición de 1 tenemos 

1': ~,@\(.€,l"ll1)'o t'~~ ® ~~·-\ t@t~i'\" ~~l!H'i\lt 

t'' :. :e. ~ \ ( ( gfi~)('l.~ e~t) €> t•i:) @ r,\lt 

1 
~~!:~.?.-E~~-~!:-lcuJ..ar t l:~o11.1f'} vernos que 

(i) En analogía con la diferencial de una función bi1ineal. 
Véase (8) pag. 156. 



- 111.-

t r~ ""'lllf') ':: l. \'\1 
0 .1) e i' 

h' , 1 y l' : 
y sustituyendo las ex~resiones para 

• ( ~ 0 T ( i t' } ' = 
• • .. • .. ..,. .. "':'9" 

[ e it @) e e. ~ °fd e'Z. @l :i \ e;i. ~ r3 
~ • ..,. ·--:..-=-
h© ( ~ (il ~I "e ~Q>\'i ~ ~ ~¡>;!. 

t~ (e-, (i)1¡J, -et.~ ~i. "< ~3 ~ t 

} + 

} + 

) ) o 

( ,... P"lll o"'i 1>\lt o\l'i )1"" "''º"' .. u + et"lt t e¡,o '1 j"'-' 

( t @> \t Cfl")' º ¡>,·•i) ll!:> ~/i -\- ~~i<!> ~1 ""l"" e~ e ~zo,¡i J 
• • 1 - .:_ - • T -

~ ~ p'Z.-ti (~o T(i )"')' e: h ® (G, !i!>\U>~\11¡.,\'~2 )®f\~1-t ~~ r1" .. -t 

h (2) ( ~ Ea)\. 8R1li> ?,'i ) ~ .!. 'l;: ..:.. ... -
+ '\:la. !!> 1'z -t ~3 !?> 1~ ... 

h® e e, <!!> \ gflll., \'~·) ~ -:- i .:... ?'2.~¡; i 0i.(!) '?~ ... (;)~ ~ 

Sustituyendo tenemos 

. . 
~·\_ gM: ?~t) © (.~111i. ~ "f1-.i:+ ~i l!l p?.~i ) ; 

.¡ <. gnno p~1) ©<.e."~ ~i"i" -T ~i ® ~?. .. ;:,) 

) 

) 

) 

(~ 0T(1r')' = i \\( i~ll')'o ~;o1i )~ ~:i) ~ \ ~,~¡; ~ ~ii-\ ~i: ~ '?,'li°)-\. 

' &~1.10 v~t) @> \ ~_,¡;© ~z."i + e;';:® i>,"r) 

Para las segundas diferenciales parciales vemos que 

u:..:o1lt'i')\llMl -::. LVl<>H\\ ..... ) = \'fl\t)llt1o>l}o l1 t1»))~ 11~\ú\-\- ~\1\ ... )) I!> 1\1\...,, 

donde 

+ 

+ 



(-e.~<.~,0 ~. ~ e .. t e:,~ l~l>l\l~l)) 4-

t~te, {01~ ... ll•I·) .d;'L .¡. e3<!>13)) oJ:(...,¡ .. 
=\:.@(e\® \ll:.~11 ) 1 1 .... 1•\)o?~'i.-\ e~1.+ e~l-w~1)) .\-

y sustituyendo 

)ill -'-'ljr r n111 11'i) r-"--ii' ..a'llr -r"r) {r~o"TU\"' l"'I © eL :. 1i_ \ ( f; ) {1»l1\) o p, Gl\ f). -t E)z_ 0 p~ 

+ i g 1'lll l wHÜ ~( e/í T S~t G> p'2"~) 

Resumiendo: 
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APElillICE A.6 

En este apéndice se presenta el desarrollo de 1a expresión 
(5.2) a parttr de 1a condición 'i.1 W1... -::.-0.1:1... de la defi
nición (5.1). Para su obtención necesitamos las expresi.2_ 
nea para 

( tL" 1l\Y') 1 -::: \ f>.L<> iH\"')
1 

_ \1... .. ·n¡r') 
1 

S . .• (. ') 1 o ,.,'i iendo AL<>"\l\\ ::. l.<>"Hif , ... •z , tenr~mos (omitiendo suoer 
Índices) •• ci )-

= (lo1llf 1ji. €)Pi.+ (\U .. o"'ltl\" 1)~)~®?. )© ?'Z. 
1 .:. -:-

-t \\.llt>\llf') 1
l.)Z ®~'l.) © Pi. 

r - lz.I ...:. 7 ltl .:. -:-
= lL .. ,ur')z. ®Pi -t tCLc.1ur·J~, 1 ~ \>, )~ r:. -t t\L.,•tll"'>~;:i ~ ?2) e Pi. 

Además, 

Luego 

{ l:Loiu1·')
1

:: (1...,1rn·')~ ®;;t.~ lu .. ,ur')~~l ~ fi J® ~i. + 

(lLo\lll"')~~12 ©"fi.)'(!:) ?i. - tL0'1lll"')
1
, ~~, - \\..t>ili\" 1 1~ ~ ?i. 

( 
l'll ..: ':' tz,I .:. -: = ll<> ,ti\"')~¡ 1 ©~.) ® Pt. + ((Lo,lll"')-l;:t e>?.,_) ® ?1. 

1 -
_ (L.oitií'l 1 ~ P, 

Para determinar la representación 1oca1 de 'i .i W1.. 

citamos calcular (ii) 
.(~·)¡ • -

11-t\ :tm ., r e::- -.i.ü' · ... 1 - \.,11; l t 
W1... :(.w oT(llo fLo1lil"

1
) C!>\ "'-- 0J © l1'lil•\"l.1>"T(l\"1

) © ?J 
H'i. 

(i) Recuérdese que \~ ... ~)'-::: \® -:i' +.Ir'®~ 

, nec!!, 

(ii) La. representación local de w lu ~lll puede verse en 
1a pag.:. 9. 
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\ .:. 11"1 :. l'\\\li)i :. iWI :. (1\ll:)'i) l.:.°""; ..::_ (11"; )i • '\\"I .:.. ( .,. '::t_ 
eu~' =~l"~··• ©í\"i )®l\\";. @d'-z.''" - ?1.••i ©\'._ .. -. )~(.~··' ©t\ !1' 1 ))3> 

(. ~l"\l'!;:'>i ~ t-ft1i.H.111~'} 1 
0> ~~;>\ bi\~:)i€:>l-'tt\laít.b"ttif')' ~ ?°._l11:;,ii) 

.!.. l"\\'111) / ..:. - r ..:. 'n~ i ~ r -) i 
( f2 '"°,, ©lTl1hFL01l1)"') ~ ~,W•\ )@) ( ? 1 •(i © lTlll o rle>ll1Y') 1® \'._'"~ ) 

donde (i) 

..:. '"'' ... . . 1 .... ~:;: 
~. •t;: © l Tm o flo "tll\.') = ?, 

...:. 11~¡ • ( ( lil ..!. "i ll.I .!.. i'" 
f'2.. 1n 1i!> l Tl\).:> rLo 1\iS') : l.oit1r').tjl ~ Í'1 t ll.o'ltn•'),,_¡~ @> ?'1." 

Luego 

w~'' = (KL•,tn··\~~\ E> °?~i -i (lo"ttn'')~;~ ® ~;i )<!> ?1\\líli°) €> ( ~1 -.i ©> ~-i. l~:¡>t') 

l ,, "')l:t.I .!..,¡ l21 ..:..,;) !.l,,.i)i:) (.!."i" ..!.\:(i)Í:) 
• \\Lo 'tl\I ~¡1 ~ t', t tL .. 111r'} ~¡:i@) í'l. (!?) í'l. © ?, (§) 'P, 

Finalmente, 

(i) Véase la expresión (q •. 'l) pag. 60 
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EPILOGO 

Las ideas que hernos preseutndo son el resultado de dos 
ru1os de acurnular información e intercambiar ideas. Es na
tural que esto se haya. reflejado en la tesis misma y nsí 
quisieramos consignarlo, reafirmando implícitamente que 
el "trabajo científico" es el resultado de un proceso so
cial (;itaterialismo experimental). 

En cuanto al trabajo en sí, específicamente quisiera r~ 
saltar tres aspectos que considero que han surgido motiv~ 
dos por esta tesis. 
Primeramente, la noción de estado natural de movimiento, 
quizá la más reciente y por tunto la menos acabada, ea 
extremadamente rica desde un punto de vista conceptual y 
es de aquí de donde debe partir una formulación mns de
purada que ésta de la Mecánica Aria.lítica (incluyendo a los 
sistemas no estacionarios) e inclusive, me ntrcvo a a.fir
mar, en todf!. la rmna de la física cuyo objeto de deocripción 
sea la posición de un nisterna físico. 
En segundo lugar, la herramienta disponible para proceder 
o.1 estudio de sintcmns con una infinidad de grados de li
bertad, especialmente campos, está desnrrollndo en gran 
medida. El paso es natural hacia el estudio del electro
magnetismo y de la Mecánica Cuántica. 
Lo Último y quizá lo mfi.e productivo sería estudiar siste
mas con muchos erados de libertad desde un punto de vista. 
topológico y diferencj.able. En concreto cuestiones de 
hidrodiná~icu y estabilidad. 
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