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INTRODUCCTION

Recientemente de han deswvigllado thabajos en el estudio de Las propie
dades §isicas de parnticulas metdlficas pequerias (102\), denominadas cominmente Pog
vos Metdlicos. EL Lnternés proviene esencialmente de su aplicacifn en La Tecnolo
gia como sustancias catalizadonas; es por ello que se desarroflan diferentes tra
bajos encaninados a evaluan sus propledades §isicas.

En el capfiulo 1 del presente trabajo se nealiza un resumen de Los es-
tud{os mds nefevantes encaminados a mosiran Las propiedades fésicas de Estas parn
tieuwlas, observdndose que Esias propiedades difienen grandemente de £as def s0&d
do {aviego infinito). Dado que La finalidad def presente trabajo es evaluar Las
propiedades tenmodindmicas de esios po€vos, en espeeial ef calor especifico a vo
Lumen constante, Cv(T), se hace necesanio conocer £a funcién de parnticién Z y --
con ello necesanio conocer el espectro de enengdas. Para conocen of espectro de
energias se propone un modelo en el cufl nuestro sistema (pofvos metdficos) esid
deserito pon La aproximacién de amane fuente Capitufo 11. La evaluacidn de &as
propiedades termodindmicas se realdiza a iravés de un método de simulacibn numéri
ca, denominada Método de Cdfcufo Combinatorial (PXCC) el cual perunite determinan-
Los estados accesibles de nuestro sistema y pon Tanto £a funcibn de particibn 2-
y con eflo el calor especifico. En el Capitulo 171 se discute dicho método, en-
el cudl aparnecen dos tipos de algoritmos utlizados para La gencracibn de Los es-
Zados accesibles.

En el capfiulo TV se discuten Los nesultados de utilizar dicho m€todo-
MCC), esto es, se analizan Las propiedades termodindmicas de estos polvos para-
distintos onbitales, a saber: S, p y d. Asl Zambien se discuten Las propiedades
estadisticas como son La densidad de estados y La funcidn de distrnibucibn de es~
paciamientos; para cada uno de £Los onbitafes anteriormente menclonados. Se rea-
Liza también una discusién de La contrnibucitn al calor Especidico Cv(Td comunmen
te denominada Anomalia Schoitky, Lo cudl por analogia permite explicarn ef compor
taniento de £as cwwas obtenidas através del (MCC).
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CAPITULO T.- CARACTERISTICAS GENERALES DE . LOS POLVOS METALICOS.

1.1) .~ INTRODUCCION:

EL problema de deducin Las propiedades §isicas de particulas metdlicas
pequenias (awreglos §initos), denominadas también "Poluos Metdlicos", tiene un 4in
tenés tebnico neclente pues data esenciafmente de 1962 (1). EL .intenés Tebrnico-
y Tecnolbgico ha servido de motdivacién al desarrollo de diversos Modefos encaming
dos a £a evaluacibn de sus propledades fisicas.

Cientamente £as propiedades §isicas de un ensamble de parnticulas peque
fias difiene de aquellas deducidas para el s6fido {aweglo infindito). EL presen-
te estudio estd encaminado a evaluar a bajas temperaturnas £as propiedades Termo-
dinMcM de £os polvos metdbicos. Las primenas Lfeorias encaminadas a tales es-
tudios difienen entre 3L, esencialmente en que a cada una de effas Le conrespon-
de fienentes distrnibuciones de espaclamiento para Los niveles de energia de un -
electndn. Los primeros thabajos fueron elabonados por Fablich (2), Kubo (1), --
Gon'Kov y ELiashberng (3); Estudios necientes sendn descrnitos en (1.3d) v (1.3e).
En éste capliulo se discuten Las caracteristicas particularnes de £os principales
modefos que hasta ahora han servido de base en ef estudio de Las propiedades Ter
modindmicas en polvos metdlficos.

1.2).~ PROPIEDADES DE UN POLVO METALICO:

En un polvo metdlico el problema mubticelectrbnico se neduce al de N --
cuasielectrones independientes, ademds Los niveles de enengia del anneglo §inito
que condtituyen a dicho 86Lido estdn cuantizados, EL propdsito del presente es-
tudio es anabizar algunos efectos §isicos que aparecen debido a esta cuantiza- -
cifn, fa cual no ocuwvie con el espectro de Las cuasdiparticulas de un &6€ido - --
{aneglo infinito), en donde el espectro forma un cuasicontinuo semefante al de-
panticulas Libres en una caja de grandes dimensiones, cstableciéndose en tal ca-
40 La existencia de bandas de enengia.

_ Las propiedades del s6Lido son independientes de Las condiciones de --
“frontera s6Lo unicamente panra particulas en arreglo inginito. Porn Lo tanto en -



el caso de £os Polvos debido af arnreglo ginito de Las particulas aparecen dos --
efectos:

4) Los Efectos de Superficie, debidos a La aplicacién de Las condicio-
nes de frontera sobre La funcidén de onda efectrbnica.

. L) Los Efectos producidos por el caracten discreto del espectno debd-
do a La Finitud del awreglo; esto es Las propiedades efectnbnicas-
del Polvo, en contraste con £as bandas delf s6€ido {arreglo ingini-~
zo). '

‘ En el presente trabafo discutinemos nicamente el segundo efecto, en -
panticularn en nelacibn con el cdleulo de propiedades fermodindmicas tales como -
el calon especifdco. Un hecho caracterdsiico que se presente en todo polvo metd
Lico es. que el espaciamiento entre Los niveles enengéticos ya no es muy pequesio-
en comparacién con otras energlas, tal como La téamica "ReT", fLa Energla de Zee-
man Efectrbnica "Ae¥, La Enengia de Zeeman Nuclean "HeW", etc.. Segln Kubo (1)
el espaciamiento de Energia promedio "5" de Los niveles electrbnicos es del on--
den de $/N, donde 8 es el potencial de Fermi y N ef nimero fotal de particulas.-
De &ésta manera para una particula consistente de 10° &tomos  senla del onden de
1074 ev., £0 cual comnesponde a fa enengfa téumia de 1°K. Debido a tales nesul-
tados Las propledades tewmodindmicas de un Pofvo Metd€ico deben modificarse con-
sidenablemente, produciéndose asi una terwmodindmica anémala. Esto ocwuvre cuando
el espaciamiento de niveles es mayon que KaT .

B 5> ReT (1-1)

. Pana el estudio de Las propiedades termodindmicas se requiere def cono
eimiento de La funcibn de particién Z. Nuestno propbsito, es pues, caleular La-
funcibn de particibn z de un sistema formado por un nilmero constante de fermio--
nes y determinar asi Las propiedades fewmodindmicas como ef calon especifico a -
volimen constante Cv. De tal fornma que una vez especificado el sistema y el en-
samble. estadistico se procede a caleular el espectro de energias y La degenera--
cibn (84 existe) comnespondiente a cada nivel de enengfa; asi es posible obtenen
el facton de bolitzman de Los estados accesibfes def sistema. Parna particubas de
“aneglo §inito "povlos metdlicos”, La funcibn de parnticidn involucra entonces £a
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distrnibucibn de espaciamientos de £Los niveles efectrnbnicos; por £o que a continua.
cibn presentamos algunocs modelos encaminados a tales chleulos. -

1.3).- MODELOS TEORICOS DE POLVOS METALICOS:

1.3a).- MODELO DE FROLICH:

Los primeros thabajos tesnicos encaminados a La determinacibn de Las ~
propiedades termodindmicas de Los polvos metfilicos se deben a Fablich {2). Cabe
- mencionan antes de enthan en mids detalle, que para deducir una expresidn de La -
distribucién de espaciamientos de Los niveles de energia, se hace necesario con-
Zar con una densidad de estados constante. FrBEich supone en su modelo que Los-
niveles electrdneios de cada pofvo se encuenthan Lgualmente espaciades, de tal -
fonma que La densidad de estados permanece consiante, y obtiene asf un comporia-
~miento exponencial de calon especlfico a voldmen consfante Cv con respecto a fa-
Zempenatuna. =

g 0, e""/k“r paro.  E>> g T
donde % conrnesponde al espaciamiento promedio. (1f2)

1.3b).~ MODELO DE KUBO:

Aflos mds tande (1962) Kubo (1) supone en su modelo que Las particulas-
no son homogéneas ni en gornma ni en tamaio. Esto puede Lnterpretarse como 84 eb
sistema siguiese una Ley de probabilidad estocdstica en cuanto a La distrnibucién
‘de £os niveles, debido a La existencia de antegfos de tamaiio y forma diferente.
En su modelo Kubo supone una distribucién de Poisson estocdsiica para Los nive--
Les de enengfa del electrén (Fig. 1.1).

K@ da =z exp (-1 dx s

donde 223/5 con un espaciamiento "S" entre "K' niveles sucesdvos Y un espacia- -
‘miento promedio "3", donde 3 cumple con La condicién dada pon La nelacibn (1-1),
Y estd definida ponr: ‘
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Sz 1/Da (%) (1-4)

)

— _’z

‘F‘ég. 1.1). - Gradica de La §uncidn de distribucibn en el
modelo de Kubo. La f§{gura corresponde a una dis-
trnibueibn tipo Poisson en La cudl hay cerno niveles
intermedios entre aquellos cuya distribucifn se -
calcuba.

: :dqnde Dy (%s)es £a densidad de estados, sin La contribucibn del espin, evaluada--
“en el nivel de Feumi $,. Si¢ el modelo def efectrdn Libre es adoptado y conside-
rando un electnén Libre pon Gtomo; La densidad de estados sin ef peso del espin-
uv.td dada pon .

=3 Ry, 3/
e pla=gne /5 (1-5)
- esto es, :

D(3.) = % w/So

: ‘ de zal {onma_ que 2a densidad de estados es proponcional a "N' ef ndmeno total de

. dtomos de La partieuta. Combinando Las ecuaciones (1-4) y {1-5) obtenemos

<%
s”: —r—"
N (1-6)

(1
(11}
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Este nesultado es vdlido parna efectroncs Eibnes en metales alealinos; para e,t 50
dio por ejemplo Sees atrededon de 3. leV y La distancia interatémica de 3. 72A de
modo que un cubo con un extremo de 100A de Larngo contiene alrededon de 2. 5X10 -

dtomos y el espaciamiento promedio serd def onden de 1.5 X 10 “ov..

La suposicién de tomarn una Ley de distrnibucibn tipo Poisson {1-3) ne--
quiere de una discusibn mds detallada. Para hacer tal suposicibn es necesarnio -
consideran una gonma Lidealizada de Las particulas. En una particula esférica Los
niveles energéticos se encuentran altamente degenerados y tal degeneracién es de
bida al nimeno cudntico magéntico. Kubo supone que pequerad Lnregularidades en-
Ra fomma de Las panticulas nemueven tal degenenacién. Su angumento es ef si- -
guiente, ya que en un polvo metflico a Lodos Los esiados electrbnicos alrededon-
del de Fermdi Les comnesponden nlmernos cudnticos muy-ghandes, y dado de que di- -
chos estados son muy sensibles a Las perturbaciones sobre La supengécie del pol-
vo, Las cudles no pueden ser controladas en Los procesos de preparacibn de Las -
patticulas, este caracter aleatonio de Ea supergdicie permite suponenr como vdlida
a tak tipo de distrnibucidn (1-3).

Kubo caleula explicitamente La guncibn de particifn Z y obtiene una de
pendencia Lineal de Cv con nespecto a "T" a bajas temperaturas, no obstantie ef -
coeficiente de T es menor que ef correspondiente para un s6Lide {anreglo indini-
Z0); Tal coeficiente difiene segin que el nmeno "N" de efectrones dea pan 6 im-
par, de manera que

Cv (par) = 5,024 R TS

Cy(mpar) = 3290 k*T 57! a-n
ASL GR calon especifico por panticula es:
Gy (part) =72 (Culpar) + Cy Uimpar))

= 4.5% BT Dyt8o) ‘(1-7a)

1.3c).- MODELO DE GOR'KOV 'Y ELTASHBERG:

 Por otna pante, Gon'Kov u ELiashberg [3) consdideran a Las enengias como
eigenvalones de un Hamiltoniano §ijo y, usando £os mismos argumentos cualitati--
vos que Kubo, suponen que Las {wegulanidades en La supenficie son del onden de-



dimensiones atémicas, Lo cual conduce a un tratamiento del problema en t6uminos-
de una matriz Hamiltondiana con efementos al azan, cuando se expresa en fa base -
de La teonia de un electrnbén. ELLos consideran Las ideas de La teoria de matrices
estocdsticas (TME) desarnrnolladas pon Wignen (4), Dyson (5), Mehta (6), Ponten --
(7) y algunos otros [8). La justificacion de tales suposiciones de acuendo a --
Mehta [6) senian Las sigudlentes: Las enengias electnbnicad necesarnias para el --
cdleulo de La funcibn de particibn Z se consideran como eigenvalones de un Hamil
toniano §ifo pero con condiciones de frontera que varnian af azarn, fas cuales pue
den sen consdideradas dentho de una matrniz estocdstica a thavés de potenciales --
ficticios.

De acuendo a Las condiciones especificas del polvo, aparnecen diferen--
Zes ensamblfes en La Leornia de matrnices esfocdsiicas, de tal fowma que se presen-
Xa La posibilidad de estudian Los tres tipos sigulentes de ensambles: EL ensam--
ble ontogonal, el simpléctico y el unitario, Zodos propuestos por Duson {5}. EL
ensamble ontfogonal descnibe sistemas que son Lnvariantes ante Lnversiones del --
tiempo, pudiendo. serfo ante notaciones. Este ensamble es aplicablfe {gualmente -
84 eL nimeno de electrones es par 6 impan, siendo La intenaccibn debido a Las -~
Luegulanidades de La superfiele no-invariantes bajo notaciones. EE ensamble --
simpléctico nepresenta a sistemas que son Lnvarniantes grente a una Lnversibn en-
el tiempo y es no-invarniante ante notaciones; Goa''Kovcy ELiashberg Lo aplican a-
un sistema con un nfmero {mpar de electrones y en ausencia de campo magbéniico. -
AL existin un campo magnético H, ef Hamiltoniano ya no es Lnvariante anie Lnver-
sdones y el ensamble de £a teonia de matrices estocdsidicas que nepresente al pof
vo metdlico debe de sen del tipo unitario 8LL4HDIS, siendo Y el momento magnéti-
co. Cada uno de estos ensambfes sugiere una funcibn de distribucidn para el es-
paciamiento de £0s nivelfes electrbnicos (A=%F) e independiewtmnuttg de cual de-
Los ensambles sean usados, se presenta ef genomenc conocido como "repulsidn de ~
niveles" intrnoducido pon Wigren (9), esto es,()> o cuando X->0 Wigner propuso-
que Los espaciamientos de niveles adyacentes del mismo espin y paridad estdn dis
inibuidos con rnespecto al espaciamiento promedio de acuerdo a fa g6rnmula (ver --

§ig. 1-2). :

mx?
Mo (2 A = TX exe- g ) doat U-8)



donde A= s/

La caracternistica de tal distrnibucibn (1-8) es La existencia de una --
baja probabifidad de encontrar espaciamientos pequeiios (i=—§-«1 ), &iendo nuba La
probabilidad de encontran un espaciamiento cero, tal efecto es conocido como re-
pulsibn de niveles.

Las funciones de distribucibn para el espacianiento de Los niveles - -
electrbnicos sugeridos por Los diferentes ensambles estdn dadas pon:

2
k(i) = ‘lrf exp (~ 113_‘:. ) ontogonal

2 32X exp (- 42XY)
00 m2 5 unitario {1-9)

18y4 2
_oatx . &lxe
o0 = 2612 er( qn ) simpeéetico

b 4

" Fig. 1-2).- Funcidn de Distribucisn de Wignen By (X).
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A partin de tales distribuciones se encuentra que £a dependencia del ca
Lon especifico electnbnico con respectos a La temperatuna es:

CALOR ESPECTFICO ENSAMBLE
cv (T
Cv ot 72 Ontogonal
cv o T3 Unitario (1-10)
cveeT? SimpLEtico

Existen divernsos modelos en Los cudles La distribucién de espaciamien-
Zos se encuentra comprendida enthe aqueflas familias que corresponden a £as ecua
ciones (1-3) y [1-8). En tales casos, wia medicidn apropiada de La repulsibn de
niveles se encuentna dada pon el pandmetno W {10), el cual se obtiene a ftrhavés -
de un ajuste de minimos cuadrados del histograma de espaciamientos sobre fa fun-
cibn

wt
B0 = axngp (-bxX" ) (-11)

donde a y b son constantes, de tal forwma que se nowmaliza a | e Lguaténdose al
valon promedio de A igual a 1. Las ecuaciones (L-3) y [1-8) se obtienen respec~
Livamente hac @ndo w=0 y w=1.

1.3d) .- MODELQ DEL ELECTRON LIBRE:

En 1976 Barojas, Blaisten, Cota, FLores y Mello refutan Las ideas de--
Gon'Kov y ERiashbeng anterionmente mencionadas {11). Déchos autores demueddran-
‘que fa teonia de Matnices Estocdsticas no es aplicable al probfema de pantlculas
metdlicas pequenas bajo el modelo def electrbn Libre, al menos cuando Las condi-
ciones de Dindichlet son usadas. En el modelo del electndén £ibre consideran a ca
da efectrbn encerado en una negibn R' con panedes {mpenetrnables §'. La ecua- -
cibn de Schalidingen a resolven es:

(724 REYPm =0 (1-12)

“con kas condiciones a ka frontera

Pwls)=0 (3213)
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A continuacdidn reproducimos el andlisis presentado en £a referencia --
(11). Se supone conocido el problema de Las elgefunciones ¢,,,, Las cufiles obede
cen Las condiciones dadas sobre La frontera S' de R'. EL probfema por resofver-
es el siguiente: una negidén R esid contenida dentro de R' (fig. 1-3) La cuzl es-
" obtenida perturbando La §rontera S' teniendo que determinan fLas nuevas eigefuwn--
ciones y Los nuevos elgenvalones, Los cuales satisfacen Las mismas condiciones -
de fronterna de 46,,‘ pero sobre La supenficie S que es La grontera de R.

Fig. 1.3).- Problema de £a panticula Libre con
§rnontera perturbada.

la fonma de pasar def problema viejo al nuevo, es adadir a La ecua- —-
d&n (1-12) un potencial V(F)-el cual es cero en todo Lugar, a excepeibn de La -
) )Legﬁn entne S y S' donde toma ef valon Vo.

(v V() tRw ) Pwm=0 (1-14)

con Vo part, YeR' pero rdr

VE = ) 4 para  YER
(1-15)
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y tal que
Pu@)s6 , Yres’
(1-16)

Dadas Ras condiciones anterdiones, al aumentar Vo, 'ﬂ’.‘dec)r.ece exponen~-
clakmente en La negibn entre S y S'. la funcibn Yeqsend cero sobre S (nicamente
cuando Vo290, Pon Lo tanto debido a que ¥y obedece Las condiciones de Dirichfet-
sobne 5, Los efementos de La matrhiz de V con nespecto a Las funciones de onda --
peaturbada %umden a Ln§inito; es decin que La formublacidn matrnicial def pro-
blema de Dirnichiet con fronteras perturbadas no es posible. Hay que notar que -
estos angumentos no son necesariamente vdlidos para un problema con condiciones-
de grontena de Newman. A continuacibn trascanibimos un ejemplo en ef cudl se - -
usthan Las ideas anteriones y el cudl ha sido discutido en (11).

EL propbsito es el de nesolver La ecuacibn matrnicial que deteumina fLos
eigenvatones ¥y .

&2 %Pm | k2 V=0 (1-17)
d x?
En 6ste caso unidimensional el problema estd definido en ef intervalo €02 4] con-
eigenvalones W y eigefunciones b, y ot problema perturbado sobre el intervalo-
Lo, 4-6), €20 con eigenvalornes ke u eigenfunciones tales que

P le) = Hy (-6) =0 (-18)

En téuminos de Las eigefunciones Q‘, se satisface La ecuacion diferencial

é_:\_é_"‘_? +lm Pm=o (1-19)
%

con condiciones a La grontera

By (@) = $m(1) =0

{1-20)
Las soluciones de '1".440»1 a Vi ar
(' -'-_-6) Sen -—'_——2- oL N&l-¢€
- : 1-21
Yu0) e

o g-6<24d
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1m'l.
con p,::«-?-z‘—.-é—‘—{ ; mientras que Las @y, estdn dadas pon

H sen (wu
Pm= VA (L) (1-22)
Los elementos de matrniz con respecto aq(,, yds son entonces

- qu
<Ly ldo- 'ije'““tv”('-‘n sen LWs (16)] Z Dm®-(1-¢)*2] [m (1-3 5% {1-23)

donde 1 y 1-€ se suponen inconmensurables, pon conveniencia. A meddda que el in
dice mudo "m" tiende a infinito, cada t&umino de esta sernie de aproxima a una --

consdante y La senie es no convergente. Pon Lo Lanto se concluye que Los angumen
. Zos de Gor'Kov y ELiashbeng no justifican La aplicacibn de La teorfa de matnices

estoclisticas para nepredentarn un endamble de particulas con paredes (impenetrha- -

bles.

Debido a fas dificultades anteriornes en €a referencia (11) se analiza-
el problema desde un punto de vista diferente. Considerando un modelo simple pa
na encontran La distrnibucidn de espaciamientos. EL modefo consiste en N platele
tas (nectdngulos), donde La plateleta "ot con{x;zne N opoctrones £ibres; el --
nectdngulo "w" tiene Las dimensiones 1 y 1- € . En particularn e‘ ) puede. sen-
una variable estocdstica, sin embargo, esto no ¢s def todo necesaric. Bajo esia
definicibn y satisfaciendo Las condiciones de Dinichlet, ef espectro de un elec-
thbn para ka plateleta "«" es

2 2
« _ _fhw? m, 4+ M? ]
ETMWI a_me (,_é"))z ) z

(1-24)

EL pépectno de §luctuaciones de este modelo puede sen estudiado de dos
diferentes maneras; La primera considerando §ifo a E“) y analizando La distni-
bucibn de espaciamientos entre Los vecinos cercanos de un (nico espectro; en La-
segunda se analiza La distrnibucibn de estados a Lo Largo del enmsambfe, para La -
difernencia de enengias entrne el ndvel de Fermi y el superior a 6E. En ambos ca-
508 La distrnibucibn nesubtante es mds o menos La misma, observdndose que La dis-
tnibucibn no es consistente con La ecuacibn (1-8), aino que se aproxima mds a --

una distribucién tipo Poisson (1-3) puesto que no aparece una repulsibn de nive-
Les. La distrnibucién de Poisson es obtenida en (11} a través del valon estadis-
tico de W, por medio de un ajuste de minimos cuadrados de La nelaci6n (1-11); pa
ha el primer caso W=0.0289t0.081 y para ef siguiente W=z=e.o3to.035 , fo cual -
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indica que al in analizando el ensamble, el edpectro debido a La perturbacibn---
tiende a una disinibucibn tipo Poisson (1-3), produciéndose asi una distribucién
completamente esiocdstica. Dado que “PX) es aproximadamente La misma a Lo Lar-
go de un espectno en particular y a thavés del ensamble, se dice que el modelo -
es engddico con nespecto a La distnibucibn de espaciamientos de £0s Vecinos cer-
canos. Suponiendo una distribucién del ipo Poisson para un ensamble de N espec
2ros, en el trabajo antes mencionada (11) se caleula numéricamente el calon espe
cifico a volumen constante Cv(T). Los cdleulos muesinan que Los resultados obie
nidos pon Kubo son comrectos para ReT/$<0.025 donde 5 es el upacmmeru:o prome.
déo y Ry es £a constante de Boltzman.

I1.3e).- MODELO DE AMARRE FUERTE:

A diferencia del modelo anterior Rojas y Barnera (12} consideran £
aproximacidn de amarnre fuernte en La descripedibn del estado del electrbn dentro -~
del polvo metdlico. La aproximacibn de amarnre fuernte es vdlida cuando ef movi--
miento de Los efectrones de valencia es Lnfluenciado en mayor proporcién por el-
potencial de Coulomb generado pon su propio ibn, que por Los Lones vecdnos(*). -
obteniendo por medio de £a aproximacibn de amarne fuerte La expresibn para Las -
enehgias en (12}, se genenb a través de métodos computacionales un conjunto sufil
cientemente grande de Estas particulas, haclendo variar sus dimensiones y se cal
cul§ para. cada una de Las particulas generadas, ef espaciamiento entre niveles -
adyacentes alrededon def de Fermi. En 6ste trabajo se nonmalizaron Los espacia-
mientos a thavés del confunto de panticulas, deduciéndose de esta manera La dis-
tribucibn de espaciamientos de niveles electrdnicos alrededon del nivel de Feamd.

AL intrnoducin el pozencial {onico en La ned, se observa un efdecto Lmpor
tan/te en La distrnibucibn de espaciamientos electrbnicos. A diferencia def mode-
Lo anternior, en el thabajo considenado apanece el fenbmeno de La "repulsidn de -
néveles". Lla degeneracibn causa efectos imporntantes en el espaciamiento de nive
Les dando Lugan a espaciamientos grandes con nrespecto al espaciamiento promedio,
estos espaciamientos forman un grupo completanmente separado del nesto de La dis-
ribucibn. Este grupo se elimina del ensamble pon obedeces otro tipo de distrni-
bucidn estadistica, trhabaféndose con placas bidimensionales cuyo nivel de Feumi-
no tiene degeneracién mdxima. Rojo y Bawrera (12} discuten La posiblidad de en-
contrarn el onigen de dicha nepulsién debido al alto grado de degeneracifn en es-
tudio. En este trabafo no se calewla directamente el calor especifico, s4n0 que
se analizan Los argunentos de Kubo proponiendo que se considere el caso de una -

(*} Una discusibn mds detallada de €ste modefo send encontrada en La neferencia-
(72} u en ok cavitulo 11 de 6ste trabaio.
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ned cuadrada con una hifera de {ones caracterizados pon una integral de intercam -
bio J' en general diferente a La de £a ned, y al hacer varnias J' ak azar es posd
bLe determinar el efecto de esta varniacibn en La disinibucibn de cspaciamientos-
alrededon del de Fermi; determindndose asi £a validez de Los argumentos de Kubo.

1.4).- CONCLUSTONES:

En este capitulo se han presentado diversos modelos encaminados a eva-
2uan Las propiedades termodindmicas de Los polvos me,t&ué.ozs, cada uno de estos -
modelos dependend def metal en estudio, y mientnas que el modefo de efectrones -
Libres es aplicable pana metales alcalinos, c€ modefo de amanne fuerte comrespon
dend mis bien a Los metales de transicifn. Es preclsamente el estudio de Las --
.propiedades de tenmodindmicas de polvos metdlicos de transicibn en el cual esta-
mos- {nteresados en el presente trabajo. Por elfo en el siguiente capftulo (11}-
se estudiand el espectro de enenglas proplo de estos metales, con fa ginabidad -
de evaluan posterdionmente el calon especlfico a volimen constante Cv(T) a bajas-
- temperaturas (eap. 111 y IV).
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CAPITULO 'I1.- TEORIA DE BANDAS.

11.7).- INTRODUCCION:

Tanto un 86&ido como un polvo metdlico constan de un gran nimero de --
panticulas interaccionando entre 84; consecuentemente ef problema de caleular --
Las funciones de onda electrnbnica y £os niveles de encrgla es exiremadamente com
plicado., EL problema es solubfe Gnicamente por medio de aproximaciones sucesivas,
Las cuales son discutidas brevemente en Las sigulentes secciones de este capitulo,
en donde se hace uso def método LCAO (Combinacibn Lineal de Onbitales Atémicod)-
para enconthar La funcibn de onda aproximada de un electrén. Easta aproximacién-
de LCAO para un estado atémico se discute con La ayuda de La aproximacibn de ama
me fuente; obteniéndosde Las formulas para Los niveles de energia cornrespondien-
tes a Los onbitales: S,p, S-p Y d.

11.2).- ECUACION DE SCHR801NGER PARA UN CRISTAL Y SOLUCTION EN LA APROXIMACION --
ADTABATICA.

Para La determinacién de Los estados estacionarios y del espectw de e--
nenglas de un 86Lido o de particulas pequeias, es necesario resobver La ecuacibn--
de Schaldingen para el cristal

Hivo= EVE (2-1)

sdendo E fa enengla del crnistal,® ta funcibn de onda propia del operadon Hamilto
néano.f, 2a cudl depende de £as coondenadas de todos Los electrones ¥¢ y de Los-
nicleos atémicos Re.

-~

’\t:. Y(;‘.,...,Fﬂ )ﬁ.l,....,ﬁu) (2-2)

u: operadon Hamiltondiano estd neprnesentado pon La exphesidn sdigulente:

2 by ¢l - . .
a"‘i"}%‘q;“*z'%hv“*"’i S_Z_ qr&sw,"‘ No (€138 ) + UE, iR, RE) (7-3)
i & t ,

‘donde Los operadones que constituyen el Hamilioniano representan nespectivamen--
te: :
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“\z 2 AL operadon de enengla cinética de £Los electrones
a) Z_— Twe Vi fes La constante de Planck, dividéida por 2 y Me
t La masa del electrhbn
LS v
b). ):_(" AMe T AL openadon de energia cinética.de Los nlcleos --

siendo My La masa de cada ndcleo.

o2 Es La enengla poilencial de interaccibn entre pa--
o) & T2 Je,0i; nes de clectrones, donde € es La permitividad del
1 _enistal y €o fa constante dieléctrica def vacio.

d) Ve(R, ,...,Ru) La enengla potencial de interaccidn entre pares -
de ndeleos.
e) U(ﬁ,...) FujRoseenBa) La energfa potencial de interaccibn de Los Lectro

nes con Los ndeleos.

Como se puede apreciar, el nimero de variables independientes en La e-
cuacidn (2-1) es muy grande. Este nfmero de variables depende def ntimero total-
de particulas que consiituyen al sistema, 1023 parnticulas para un s6Lide y 105 -
para un polvo metdlico. La nesolucibn de £a ecuacibn (2-1) presenta pon Lo tan-
Lo senias dificultades matemdticas siendo soluble ef problema Gnicamente por - -
aproximaciones sucesdlvas. \

SL compandsemos Las masas de Los constituyentes de nuesitro sistema - -
{masa electndnica y nuclear) observariamos que se podréa separan el sistema de -
particulas en: Livianas {electnones) y pesadas {ndcleos atémicos}. En un estado
de equilibnio, ef valor promedio de fa enengla cinbitica de unas y oiras particu-
Las es del mismo onden y dado que £a masa def ndcleo es mayon que £a masa del --
~electnbn, Las velocidades de movimiento de Los electrones superan en mucho a Las
velocidades def nicfeo. AL modificarse £a posicibn de Los nlicleos atémicos prac
ticamente se establece una distribucibn espacial de Los electrones de acuerdo a-

- fa nueva posdicién de Los nlicfeos, eblo nos <induce a considerar en primera insian

cia que el movimiento de Los electrones se desarrolla en un campo de potfencial -
de nfickeos §<jos (7). Tal aproximacibn es conocida como aproximacibn adiabdiica
o de Bon-Oppenheimen. ' :
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AL suponer que Los nlcleos esidn en reposo, Las coordenadas de Los nd- -
cleos R,, , Rw, dejan de sen variables; tenemos entonces que fa enerngia cinti
ca de £os n&cﬁaab puede despreciarnse y que La enengfa de intercambio Vo toma un-
valon constante, sLendo frecuente efegin Vo Ligual a cero. Debido a tales aproxd
maciones La ecuacibn de eigenvalones (2-1) se simplifica, descnibiendo entonces-
el movimiento de Los electrones en el campo de Los nicfeod en reposo. La enengda
de Los electrones E y su funcién de onda e dependen entonces en forma paramétrni
ca de La posicibn de Los nicleos Rep(x=1,...,N); donde Rep denota a Las coordena
" das de Ros sitios de La nred cristalina que ocupan Los nidcleos. La Ecuacibn de -

SemiBdingen para Los electrones se neduce a

;_ z‘- (_%;eq{-).;. _%.x%'_g_ 4—-‘_';50""11“ U(f’.,..,i",,;ﬂ.o,..,ﬂxo)} 1) zEV¥%), (2-4)

S{ 8¢ quiene simplificar mds el nimero de variables que aparecen en ~--
(2-4) e hace uso de La "aproximacién de valencda". En esia aproximicibn de su-
pone que, salvo £0s electrones de vafencia, todos Los demds clectnones def dtomo
fornman un nesiduo atémico §ifo (i6n) junto con el ndcleo. En fal caso La ecua-
eibn (2-4) se esonibe (dnicamente pana Los efectrones de valencia £os cuales se -
" mueven en un campe de potencial de {ones §ifos. A pesar de Las simplificaciones
realizadas, La ecuacién (2-4) no puede resofverse en fouma general, ya que al -~
{gual que antes en La ecuacibn {2-1), estamos tratanto con un problema de muchas
pariticulas, sin solucibn directa. )

11.3).~ TEORIA DE UN ELECTRON:

EZ método de aproximacibn mfs <{mpontante para hesolver La ecuacibn de-
SchnBdingern (2-4) para sistemas de muchos electnones, es el método de campo auto
condistente que due propuesto en forma intuitiva por D.R. Hantree (1928) y deni-
vado independientemente pon V.A. Fock (1930). La idea bdsica de €ste mEtodo se-
* heduce a consi{derar que cada electrbn se mueve en un campo promedio producido --
pon el nesto de £Los electrones y el nleleo y que a su vez este electrdn contribu
ya a crean el campo efectivo para el nesto de Los electrones (2). La introduc~-
"~ edén del campo au,tgcomatmtte permite sustituin La doble sumatordia que aparece~
en (2- 4)%-_2_5_ ‘iﬂ’éé = P La suma Y.J?.(?)donde S2%) es La enengla potencial
del £'esimo electrndn en este campo. Como se podrd observan, cada téumino depen-
de £as coordenadas de un 8680 electrén. Andlogamente La enengla polencial de in
tenaceibn de Los electnones con Los nidcleos se puede nepresentar como
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U(F, R0 2 ZUKEY
¢ (2-5)

siendo T(F) La energla potencinl de L'Esimo efectnén en el campo de todos Los
n@eleos. Por Lo tanto La ecuacibn (2-4) se neduce a

%_2‘,[‘1‘%\75‘4.(1;(?;3-; VARYTINE> = ELYD. (2-6]

La introduceibn del campo autoconsisiente neduce el phroblema muliielec
tnénico al problema de un 8620 electnsn; esto es, La ccuacidn de .Lgenvalores de~
Schubldingen (2-6) contiene tnicamente Las coordenadas de un electnbn. EL estado
.de un dtomo se Lintenpreta como una coleccidn de estados de un 86Lo electrnén (2)=
Esta aproximacibn se basa en el uso de fwiciones de onda un s6Lo electrbn, y da-
do que fa funcién de onda no puede ser representada exactamente, podemos deducin
de ello que el método de campo autoconsistente toma Gnicamente encuenta La parte
prinedipal de interaccién entrne Los electrones y no al campo totaf. La ecuacién-
de Schrbdinger se puede entonces escnibin en La foama

{__5_‘5% 7%+ \}(?—)} PR = ENVYED . (2-7)

Para La nesolucidn de La ecuacién (2-7} dentro de La aproximacién de--
un electrbn, haremos uso de La aproximacibn de amwvue fduerte fa cual diseutimos—
a continuacibni

11-4).- APROXIMACTON DE AMARRE FUERTE:

: En esta aproximacién se parte de La funcidn de onda para un electrén -
~ en un dtomo Libre y entonces se construye un onbital del cristal, esto es, una -
funcitn de Bloch, La cual describe af electrndén en el campo perfodico del cristal
como un todo. En este caso el método usual para encontran fa funcién de onda --
aproximada de un electrnén en moféeulas y crnistales es ef LLamade LCAQ (Combina--
eibn Lineal de Onbitafes At6micos). Este método consisie en toman combinaciones
Lineakes de orbitates atémicos sobre Los diferentes dtomos variando Los coefi- -
cientes de Laf fonma que se minimice el valor prnomedio de algin operadorn del Ha-
miftoniano de un electrbn., En el problema de La estructura electrdnica de un me
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tal nonmalmente estamos intenesados en ap€icar condiciones de perniodicidad s0---
bre Las funciones de onda def cristal, de zal fomma que estas funciones sean ef-
gefunciones de clentos operadonres fundamentales de traslacién. En nuestro pro--
bLema de un polvo metdlicc es Lmportante tomar en cuenta Ra existencia de super-
§icies Libres. ELLo significa que £a parte de £a simetria traslacional se ha --
perdido.  Sin embargo dicha complicacibn no es dmportante para ef desarroflo fon
mal de La teoria, ya que dentro de cierta aproxdmacién podemos aeguir usando el-
mismo confunto de onbitales sobrne Los dtomos def cristal, aidn cuando sean o no -
aplicadas Las condiciones de perdodicidad {2,4).

En La aproximacitn del electnfn Libre en un potencial perfodico, La --
enengia potencial del electrdn se supone pequefia en comparacibn con su energia -
total, Esto conduce a un planteamiento aproximado (Modelo de Kronning-Penney {5))
en el que se encuentran bandas de energia prohibida y penmitida, de manera que -
La anchura de Las bandat prohibidas es pequeria en comparacién con La de £as ban-
das permitidas.

La aproximacion de amarre fuerte parte de wn punto de vista contrario, -
pues La enengla potencial del electnbn representa casi toda su enengfa; en é€ste-
caso La banda de enengia permitida es mds angosia en comparacibn con La banda --
prohibida. En el modelo de Kronning-Pemney se supone a Los dtomos del cristal -
tan cenrca uno de otro, de tal forma que Las funciones de onda de Los dtomos vecl
nos se thaslapan fueriemente, Pon Lo tanto existe wna gran {nleraccifn entre --
dtomos vecinos y Los estados peunitidos del crisital se parceen muy poco a £os ob
tenddos con funciones de onda de Los dtomos Lndividuales que comprenden al cris-
tak. Por otno Lado en La aproximacibn de amawre fuerte La suposicién de que £os
Gtomos del crnistal estdn muy separados implica que Las @nc,éoneé de onda de Los-
electrones asociados con dtomos vecinos e supenponen $6Lo0 en menor grado (6). -
La interaccidn entne dtomos vecinos es en éste caso muy débif, y pon tanto Las -
funciones de onda y Los niveles de enenrgia permitidos de Zodo el cristal se en--
cuentran {ntimamente nelacionados con £as funciones de onda y Los niveles de ener
gia de Los dtomos aislados.

Como se ha indicado antenionmente, La aproximacién de amawvie fuerte es
vdlida cuando el movimiento de Los electrones de valencia es influenciado en ma-
yoir proporeilbn por el potencial de Coulomb de su propic fon. Esto sucede cuando
Los iones de La ned pueden ser considerados suficientemente separados o cuando -



- 21 -

Los electrones de valencia estdn suficientemente inmerso en su Lon. En todos---
Los caso0s, se observa que existen negiones de enengia penmitida y prohibida para
PLos electrones de valencia. A continuacibn consideramos La aprnoximacifn de ama-
e fuerte para £as bandas S,p,S-p y d.

a).- BANDASS:

Considenemos un electnén moviéndose en 2 campo de un dtomo aisfado en
el cual el potencial es VIF). La ecuacibn de Schnlidinger en este caso se reduce
a: ’

1@ AL [e-v@ 1> =0, (2-9)
' _£ienda Y, (F) £a funcién de onda de un electrbn en el campo de cristal como un -
todo. Denotemos pon ¥y La posicién de algln dtomo; entonces dado que £a Anfluen
cia de un dtomo scbre otno es pequeiia, La funcibn de onda en £a vecdindad del dio
Cmo en Y send aproximadamente P(¥-Tr), La cudl es precisamente La funcidn de on
o da no pertunbada de un dtomo con centro en ¥y . Dentro def esquema de LCAO expre
" samos a _‘}P; como: ‘

Vs> = ;CL \drm)> , (2-10)

‘ por Lo tanto el cdleulo del espectro de niveles de un electnsn en el polvo se de
Lomina de La siguiente fonma

<R P ED
PR\ R(FY>

donde B es b operador Hamiftoniano def sistema y

E=

(2-11)

LR IVEFY> =§_ CJ'Cm S (2-12)
m .

o ;séertdo 'sg,m’:SgS"(ﬁF;)d(F.\"m\ d? ta.integrat de trastape y d7el elemenio de -
. vokumen, ademds £a expresifn del Hamiltoniano de un electrbn en el cristal esid-
dada pon:

0= -5 v2iur) |
2wm ’ N . {2-13)



- 29 --

~
En (2-13) podemos separar a H en dos t&uminos: una parte comresponde- -
al Hamiltoniano de un dtomo Libre en el punto v=%,.

2 - —
By = - g V24 Vo (7-7)

awm {2-14)
y otna connesponde al término del podencial, es decin:
A - - - ) -
“‘ = V(FY-Vo(r-1To) . . {2-15)

: - las funciones Potenciafes V(F)y Vo (F-T) se {Bustran en Ra fig. -
I 2 '

V) v

Fig. (11-1).- Grafica de La funcibn potencial V
del dtomo Libne
del dtomo en Ra ned------——-=
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Pon Lo tanto <'1=‘lr“)m;l’4{_?')7 s¢ neduce a:
2N AVREIZ = (Fy | Rel Ry + <y L Q‘\Q(F»/

(2-16)
donde
<Y (F) | B VRGPS = Eo Z_ 0¥ Hzm :
{M (2"’7)
dado que fy, es ef Hamiltoniano def dtomo Libre. Adends S
LB(F) \Q‘l’)}e(?)>, :1:.. Ql*cw\ HJMJ A {2-18) |
w . .

,bulendo . |
W =<0l 1 19w> = @pcrm) Ty-ve) E(A-Fud A7
1: de“ia eéuaaon [2-4) tenemos, sustituyendo (2-12), (2-17) y (2-18) 7

FE‘E‘“QI*QW\ ghm - E'ﬂg_m C.L*OM Se,m - %‘efem Biam:a | | (2—19)..
Haciendo uso de La téenica del método variacional (1) tenemos que

S04 5 EStum— Eo Stm —/Qﬂa w}=0 12-20)

' 4L toﬁamoA el ondigen en ;m de cada téumino y escnibimos ﬁ H] (a-ﬁ,\) obtenemos:
Wiw = S¢*(F’ﬁ}_){vcﬁ)~"°<€>? gy do (2-21)

" por. LaA condcuoneé de amanre fuente (uto es Las nubes de carga de Los LOVI.?A Ae '

o szs!;apan muy poco) obtenemos:

al  Stiwm = SQ,‘n : IR .
o % LEm .
donde  Sg,m = o qzezn)
i1 sid=wm SR
b . .
’ Bey =-ot
Heym = ~TSLwm
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siendo & La integral de coulomb y J La conocida integral de intercambio. Estas- -
condiciones {2-22) expresan en esie caso que el traslape de sus funciones de on-
da es muy pequeiio y que Gndcamente hay interacceibn entre veeinos cercanos. Por-
Lo tanto La ecuacibn para Las energias se reduce a:

z
Es=Co-x -3 30 (2-23)

donde
fg¥cr) [ ViR -Vo(®) BFrrdr=-«

| (2—23ai
[ GRF-Fp) { VP - Vo ()} B dVY=-3

Es evddente que para funciones de simetrla esférica (funciones de onda

S), La integral de Lnterncambio J es La misma para todos Los vecinos y dado que -
{v-Vo} es negativo, ot y J son positivas. En gencral ambas cantidades son def or v
- den de algunos efectron-volis.

Dado que Los coeficientes Cl_‘ deben de estan nonmalizados a La unidad,- -
g suponiendo vdlido el teorema de Bloch(®), esto es, que ¥s sea una funcion pe--
nlodica
# i)
e

Ce

{2-24)

]

La enengin (2-23) puede caleulanse facilmente para Los sdiguientes casos:

L) Red cdbica simple (SC) £a cudl tiene -seis vecinos, tal que
: Fo =(*a0,00) ; (0,%00,0) ; (0,0, L00) (2-25)
y por Lo tanto La relacibn (2-23) se nreduce a

Es = (Eol-ﬂt)— 23{ Cos KxQo t s Byao + (o3 ’E}Go} (2-25a)
(*) Pana un avreglo finito existen Limitaciones sobre La validez del teorema de-

k Bloch, aunque poi aproximacibn evitaremos tal probLema. En La referencia (4)
se analizan criticamente L0s efectos de superfdicele.



- 25 -

Aplicando Las condiciones de grontera, Las cuales establecen que --
se anule en La frontera del polvo, La cuantizacibn de Los niveles de energia apa -
rece como
mk:ﬂ:i’l—r

(on Yl”-‘h"}-’- 4,..., ”h’.‘g,az
Ney3 Qo '

R’f-‘é-% = (2-26)

con a, el parndmetro de La red.
AL} Red Cdbica centrada en el cuerpo (BCC), con 8 vecinos en donde

Fo =2(2m00, t/a e, * %h00)
de -modo que

- RxQ eslo 24 Q:
Es = (26-)— 837 {cos B0 co5 2300 Cos _1&_@} (2-256)
con kx.5,3 expresadas en (2-26)

iiL) Red cabica centrada en £as caras {FCC) con

o =/lo, ta, +a0) ¢ '/:L(‘.'Iac,'o,‘ﬁao\ 7] (_:aa,tag,o)
2 I ’ 4

Y B (ehe)- 43 tos S (8T (o180 (1 e o oo el T

con k"’ﬂ-’b expresada porn (2-26).

La banda s estd descrita por un téumino de energla constante (Eo'-¢)
©f un téaméno que depende def vecton de onda del electrén fg. Para una red clbica
© sdmple (SC) se tiene una banda de energfa de ancho 127 eV ; centrada abrededon -
de £a enengfaled—d), ademds Es<Es . Para Los otnos dos casos La anchuwa de £a --
banda se indica en La §igq. (11-2).

La aproximacién de amavre fuerte es vdlida para valores pequeiios de J;
. dado -que £as bandas de energia son muy estrechas. EL nesultado obtenido (2-25a,
2-25b, 2-25c) asegura que para cada esiado de un efectrdn en el dlomo Libre exis
Ze una banda de enengia en el cristal. EL ancho de banda pana Los orbitales in-
tennos del diomo de un cristal send entonces muy pequeiio; din embango para Los -
electrones de valencia J es mayorn y ef ancho de banda consecuentemente es mas --
ghande de tal forma que £a separacién entre Los Lones es pequeda comparada con -
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La Rongitud de onda de De Broglie (6), es decin, que

|eao\ 4«1 | - (2-27)
£/ -
\ - // /
\ . '
7
v = — (&)
| Tev /7 2
, e 1 Tev / | ‘
24 Jev :
(sc) LBCO) (Fee)

Fig. (11-2) Bandas de enengia: parwa una red cilbica simple {SC)
el ancho de banda es de 123(eV); para (BBC) es de-
163(eV) ; para {FCC) 247(ev).
“usando La aproximacibn (2-27) obtenemos que
| st ~ 41 2 P T
Cos*Rx o 2 1- L (kxao) (2-28)
y sustituyendo (2-28) en (2-25a),
’ Twpinl : o :
Es- Es —63 + T2  (2-29)
donde  REz (RRteF+¥F)
La enengia cerca def fondo de La banda es pon Lo tanto independiente de =

La direccibn def movimiento, tal como acontece para £o0s electrones Libnes. Haga
mos un andlisis de Lo que sucede con La masa efectiva en este caso
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Yﬂ* = 142 QE-E;
o r* {2-30)
por Lo Zanto,
m¥ - W Javad :

para una banda estrecha; esto es, para valonres de La integral de intercambio J--
pequerios, Los electroned se comportan como 8L fuCsen extremadamente pesados Lo -
cual es compatible con La aproximacibn de amarre fuerte.

Como {Rustracifn para una ned cdbica sémple (SC), La Fig. (T1-3) mues-

tha el connespondiente diagrama de contorno pera Las enchgias en el plano
{ver neferencia (7).

%4

N
N

AFLg. {I1-3).- Curvas equienengéiicas para una ned clibica
simple (SC) (tomada de La neferencia (7}}.
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'b) .- ESTADOS p:

EL estado atbmico p es tuiplemente degenerado y Los thes estados estdn
caracterizades pon Las funciones de onda

@ (F) = A £(7)
CAGERTIG

{2-31}
@stFy = 2 F(F)

para una red clbica simple (SC) La posicibn de un &tomo estd dada pon ef vector

Ta= W Qo (2-32)

donde r"n-.-.(mr, my, m3) con my, m, Y mg enteros. Parna £a red cdbica simple Las gfun

clones de onda é,dz\j @3 se combinan de tal forma que el conjunto de funcio--
nes de onda en ef campo de todo el cristal (2); estd descrlto ponr:

- LOo (Y;NE)
":P\m.ic = Z e

Dwm (F-Qom) (2-33)
Ty ™3

La expresidn para el espectro. sigue siendo La misma que en (2-23); 46-

Lo que ahomﬁ:doﬁ. Pon otra pante debido a que Las funciones d(r‘-) no tienen -

ya simetnia esférica Las integhales sobre vecinos cercanos no son ya Lguales; --
pon Lo tanto: '

505._'1?) L v-Vol cp’cF)d?‘ -

§@¥xtao,9,3) Lv-vod Foxn)dr=7,

. (2-34)
| 5¢'(x.9tae,z) [ v-Vol d(x,s.z)d-r, s

y k S ¢*(¥. y+o,2) [V—V03¢“l‘iﬂ)d7,°j ¢&(&|‘503 ¥@o) LV—VO] ﬁ(xl ?.?HT'
"Los signos y ondenes de magnitud de Estas integnales son de interés:

4) Ya que’ [V-Vd) es negativo, o) nesulta sen positivo.
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48) En el integnando para obtener J,, cuando el traslape es mayon Las funciones-
de'andarl, (xXtGo) vy d,(x) tienen signos opuesto y porn Lo Lanto J, es posdi-

Livo.
L) En ek integrando pana J) Ros onbitales @(4£aeY y 1Y) tienen el mis-.

mo signo de Zal forma que J; es negativo, Ademds d,ls) y ﬁ,{gtao\ desapa~
recen a Lo Lango del plano que pasa a través de ambos Atomos, de modo tal que

[ A WP (2-35)

La expresibn {2-23) para una red clbica simple se nreduce entonces a:

Ep = LE/-20) ¥ 2145 kxito +23 (cosleyGo+Coolea o) (2-36)

: La enengia en La banda p se mucstra en La f4ig. {11-4 a y b), La §ig. ~
(11-4a) muestra La energia en funcibn de Px, y La §ig. (I1-4b) en funcibn de'ey;

La §ig. (11-5) es un diaghama de conzorno Xal como ef mostrado en La referencia-

(7) para el ornbital S, mostndndose Las energlas en ef plano (Rx,R4) ; La energéa
mAximos es de Ei-43’ u de £os puntos marcados co-

de Los puntos marcados co
mo minimos €7-93F) ex T
a)
R
-4
’

{11-4).- Enengias como funcifn de go para La banda p
a) en funcibn de Rx
b} en funcibn de IZ:

- Fig.
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Una seccibn para el plano (Rx,R3) es exactamente similan af mostrado
en La §ig. (11-5), neemplazando ef eje Ry por kg. Para el cubo compfeto acota

do pon Los planos Rx=%tN/ae , hy= tay ¢ ly:z *fa, existen cuatho méximos-
y dos minimos. EL minimo de La banda aparece para Rx = 1 Wlae

e
J

l \\\ > £ mirimo
/D S

™ Gmo

owmimimo

Fig. (11-5).- lineas de enengia constante para 2a
banda P. (tomada de £a referencia -
“{2]).

" ¢).- ESTADOS S-p:

. Anterionmente hemos investigado La fonma del espectno de enenglas para
‘Lo estados S y p en (I11-4 a y b). Ahora estamos interesados en investigar una -
combinacién de estados S y p. Denotemos pon ¢°(F) a La funcidn de onda que -~
‘descnibe ab estado "S" del dtomo y como H(F) , FalF) u @y (F) a tas gunciones
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de onda c omrespondientes para Los estados p. Lla gonma de La funcibn de onda pa
na Los estados S-p el entonces

fue=3 €
Wy Wy
EL conjunto de funciones de onda para un electrdén en todo el cristal -

es entonces

‘a (wn-ie) - -
- alF-a0M) con M=ot H3 (2-37)

*v\ (E;F)=Z avnh\ (G) Ywn (F)

(2-38)

Cuando multiplicamos £a ecuacibn CH-E) V¥aD20pon cada una de fas fun
ciones ‘}_‘..i , e fntegnamos sobre fodo el volumen, eliminando Los coeficientes --
Qum (&) obtenemos (6):

(2-39)

¥ 0 An A
donde - Hwvwwm = S'\l’“ HQ“AT/ nEMm {2-39a}
con Aa' = S "Pu* sz.d T {2-39b)

La ecuacibn {2-39) es La ecuacidn seculan usual de La Meclnica Cudntica.
Los elementos de La diagonal (n=m) han sido anterionmente evaluados (2-25a) Y -
(2-36). Los eLementos que no aparecen en La diagonal son pequeiios debido a nues
ha aproximacién; 8L consideramos que £as funciones son ortogonales An2=Am2=N -
(nGmeno de dtomos) de tal forma que

Ham=0" 44 n6m no son cerod

Howm = —:—\l— 2 el'ﬂa o -m)jyf"iu?-aaﬁ)[ﬁ—at'] ¢n (F-aom’y 4P (2-40)

Dub&eu’ando La intenaccibn a vecinos mis alefjados que £0s préximod vecinos .y --
sustituyendo H-He obitenemos

§ g3 (a9, Ev-Vel fixey AT = -JgF ey DTV G iy dy

Y 5¢ 1# (X*‘A.‘J.’l) ﬁv.\lo-,\ ¢n ‘.Yi ‘I.’ll d?-: o " # 4 </(2-4‘”\

—

"

de tak forma que, Peww RiT Sen Ryy,2 Qo (nz1,2,3)
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donde J = S¢f (x+a ,4,2) Lv-Yo2 ¢:U<:3R.\ d7

La ecuacibn secular (2-39) para £as energias se reduce a:

HolE€) ~ E 2iT Sm Reldo  2iTSwmkylo 2:T5k;00
-2iT Swm bty i) -5 o)

-2iTSenkylo o Heli)-E o

~2i ten Bao o o o (- &

Esta ecuacibn (2-47) de unma funcidn de orden cuarnto para E cuya so0lu--
eibn da una enengia en La banda S y tres en La p.

Considenemos Las enengins para Los estados sobre el efe kx(",:o =les)
La ecuacibn (2-42) se neduce a:

=L L(Ho 30 E{ Tro t H1)2 & 16T Sen™ kxao ] (2-43)

donde Ho y H; son £as energias conrespondientes a £as gunciones de onda S y p --
nespectivamente; mosiramos estas funciones en Lay §4g. {I1-6a} y (IT-6b}. Con -
Aineas continuas mostramos a Las funciones sin interacelén dando un vafor adecua
do de J pon ejemplo de 1.5ev y lev . Dos casos aparecen: En wio £as funciones-
no Leegan a cruzanse (11-éa), en tal caso notamos una pérdida en La simetrla de-
Las funciones, en este caso Las funciones se asemefan mds a Las funciones que --
aparecen en La feonia del electrdn Libre, mienthas que en el segundo caso Los es
‘zados mis altos de La banda mfs baja comresponden a estados p, en esite caso Las-
~ funciones Blegan a cruzarse.

d) .~ ESTADOS d:

AL estado atémico d Le cowresponde una degencraci6n de onrden cinco, —--
Los estados estdn canactenizados por Lad ﬁunu‘,oneé'de onda
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gz X5 Fs Pz 5
t— -
ds (7= BT L(7) (2-44)

a1z () ga() = BELD gy

donde §{%) es La funcibn radial nonmalizada def dtomo aisfado. Las funciones de
onda (2-44) se combinan de tal forma que el conjunto de funciones de onda en el-
_campo de todo el cristal, estd descrhito pon

t(F-asm)
the=) € Ba (F-QoF) watis” e
hial

donde ke denota ab Lgual que antes el vector de onda y Qo w La posicibn de atgln-
dtomo en ef crnistal, En este caso La funcién de onda a orden cerno para un elec~
tnon en el cnistal se supondid descrita pon una combinacibn &ineal de Las funcio
nes {2-45)

Pul;7) 5 ) Guw () uie (F)

(2-46)

cuando multiplicamos RLa ecuacdi6n (e %k>=o por cada una de Las funciones-
. Q’n‘e integramos sobre Zodo ef volumen y consdideramos que Las funciones ‘Y'.m son
ortogonales con hedpecto a n, esto es:

10e TR-UR-MOYC L ¥, - -

) Z‘ze ‘ ¢“ (r—aom' ) ¢m(r—-adw) AT =0 - '(2_47)
wiw' Aftwm

nesulta que La enengia E debe de satisfacer La ecuacibn seculan

\\-\mm- ESum \z= o0 2-48)
dqnde Huwm= S’g'v\#l'tg '\l‘m\zd'l" ,Qn AVV'
y o ax = JUE Pue 4T

" por otna pante se puede demositran que

AY:=N S exp Ciami) F (ram) GuF)dran (g
™
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- donde N es el ndmero Zotal de dtomos en ef cristal y ademds hemos Supuesto que fa

contrnibucién a (2-49{ de Los otnos dtomos (W 4 o) es despreclable comparada con-
La del dtomo centrnal (i = o). Finalmente podemos cxpredan a Ham en La §orma

Hum = Eot 4 ) @Xp(-iam-ie) Séf (F-aw) CV-Vol S (VAT (2-50).
w0

por Lo tanto La ecuacibn secular se neduce a

Hu-& Wiz B3 pg s

Hz, H2r-6 wey  -H24 Hz2s (2-51)
W3y HWaz W3- W34 Hssg

Hq Wy  Waz  Heq.g Has =0

Hsy hs2 Hey  Ws<4  \sg-8

cay X3 :

Fig. (1I-6) Bandas de energla para estados S-p. . Las Lineas
‘ punteadas corresponden a funciones de onda sin-
interacedldn.
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Dado que estamos interesados en analizan Las propiedades termodinfmicas
para metales de transicibn, y debido a que Loa dtomos Libnes de Estos metales --
tienen La capa d {ncompleta en su estado base 6 catados excitados de muy baja -~
enengfa como ef Pakadic (8) y debido al hecho de que £a estructura de estos meta
Les es una estructura de cuenpo centrado en £as caras (FCC) Zenemos

Hy == 4T Cos 1 RxGo Co3 L RyQo ¥ 475 (eos % Ryao ol Y00+ cos le;to €0 § e tto)

Moz =471 €033 leyGo o } 3 Q0_+137 (tos Llejio Coty RyQo + Cos % lerao Cos 4 kyao)

Hag =-47 coii 30 (ot % Qo +932 (Lol Weqo cop % leyllo T 01§ Wy o Cos d ie3a)

Heq = 439 cos § kxllo (03 % Rylio —9 Jg (0t £ leyao Los h k3o 003 & I3 (o 03 4 Hxato)
__Nss 2-75(3q+935) o 4 kxdolon § ¥ylo s (279-Tp)(tos & iyao ot e M3ao bas Ve Xyto ot b, et ) |
ﬂn, » Hay 2 =473 Sen 'y, kyac Som V2 kRxa,

Wy = Byj= —49Ja sEn//y kl’ao 5‘““/2"3&0 [2-52)

Whiqs Hq1 =0

s = Hsy = (843 ) T senakydo Sen e k00
Wezs B3z ~4Jy Sen st BxQe Sen /e ¥ydo

“z.q = .qu; ~-4J¢ 2N ' kyaa Sanlfz Py o

\'-\34 = Hq3= 47¢ 'sm//z\e}ao sentfz kv o

Hzs

\\

BRs2= () Jesen ik feydo senife Raa,

" Has

Wez = (9)G) Te senira Pyae senity keva,

Hqs = Wsq: (415 Y (T4 35) (03 72 Jeyto (o3 12 X3t - @5 1z P3do Loy km,)
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donde
T = —Sd#(g-lh_ Go , Y140 ;) LV-VoI & (X Ys¢) 47
Te §4% (x,y-nao, v-hao) LV-VOI & (x4 dP
3. J 43 (x-'hte by , 2R 0) Cv-vol do(xy VAW

" (x4, ¥d
Tas JOF (xtede, vite, @) Ly-veT ytray, 0T

Ts, -J 3 (x,y-1mao, E-tza0) T VoI da tx 92 dr (2-53)

Tt o Jgt o y-nb0) TR Lv-Ved #4 (ny 27

Los estados excitados mfs bajos de Los metales de transdeibn correspon-
den a combinaciones de estados d y S, en este caso se considera (nicamente esta-
dos d} porn efemplo para el niquel Los estados mds bafos conresponden a Los esta-
dos 3d%, 4s%, 3d% 45’ 4 3d’?. Para hacer un andlisis detalfado de Los metabes -
'de transicién La funcibn de onda atémica deberd de cornesponder a una combina- -
cidn Lineal de esfas funciones de onda., Sin embargo en este trabajo se utibiza-
nbn funciones de onda cgmupondientea al estado 3d10 def dtomo de niquef (8).

Las Aupobiv.éonu implicitas en el anterion atamiento sendn ahona con
sddenadas brevemente.

4).- Lla suposicibn gundamental de amarre fuerte, es que Los dtomos en el cristal
" estdn sugicientemente sepanados de tal fomma que La {nteraccidn entre eflos
es pequena. Es esta interaccidn La que causa que Los niveles discnetos de-
enengia de Los dtomos aislados se extiendan dentno de bandas de energia per
mitida para el crnistal, Las cuales fouman un cuasicontinuo para un arreglo-
infinito, y una disinibucibn discreta para awvieglos §initos |particulos me-
tdlicas pequeras). Tak suposicibn puede justigicarse unicamente 8L Los an-

chos obtenidos para 6stas bandas son comparativamente pequeiios.

i) .~ La no-ontagonalidad de Las funciones de onda Yue con nespecto a n es des-
preciada, estfo es La siguiente aprnoximacdién se considera como vélida;
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Y S_explinli-w’) -%e) Sdlcraim ) du(am) A7 =

YT TEE R (2-54)

Esta aproximacifn estd Ligada al hecho de que Anzx N. Ademds en La obfen
cibn de Las nelaciones (2-48) y (2-50) se desprecia La no-ortogonalidad, {gual -l ol
puede sen expresada como:

_S‘l’ Ymg&?‘<<"-‘—‘nn '!'n‘ldl (w tw)

— e\ = .- 2-55
S 2 exp Cialm-im) -2 ) S¢'=C"'W’) G 7 -am Ddp (223
- - . e
explia -k -2) S ¢a (F-am')du (F-atn)dp
<< T2,
12 T3 exp (laa(ﬁ—vi')-ﬁ\_s¢n‘(t"—am/) I m(F—timn LT
v Fw'
2« 3, Terpliadh-R k) §dt7amy d , (Fai)d? 4 N
V= W

{2-56)

Las integhales incluldas obviamente sendn mucho mayores para vecinos cerca-
nod que para oinos pares de dtomos, considerands veedinos cercanos (nicamente Los
casos con n=1 y m=2.

ALY .- Se ha supuesto ademis al obtener (2-50) que

FEE () Tu-el (‘m(FJUT : Cdam (2-57)

' Daclo que (V-Vo) es una funcibn unpa/t de ¥,4,%;X-{, 6 ¥tY4 y dada La &4-
metria de La red, £a paridad de d, ¢“1 con nespecto a estas variables,-
puede demostrarnse queS(A:(rllv-Voj¢m (FYd7 =6 (A 7). Por otno La
do {v-Vo) debe de sen simétnica en ¥,y ,2 de tal forma que JPh (7 Lv-Vol

- G (P)LT Zendnd Los mismos valores para n=1,2 y 3. -
“Ademds Los valores absolutos de Estas integrales para n=4 y n=5 son Ligeramente-

| menores que Las asociadas a n=1, Z y 3, como se espera debido a que d,,dzy 43

©tienen antinodos en Las direcciones de Los vecinos cercanos, mientras que abq y
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é. §  tienen antinodos en Las dinecciones de Los segundos veedlnos cereanos.

x_u) - La supesdicibn usual de que £a mayor contribucién a Ham aparece debido a --
L0s vecinos cencanocsd fué considerada; todo dtomo en una red cdbica centra-
da en Las carnas tiene doce primeros vecinos cercanos dados pon

v = Ct ‘/Lao,i’/Ldo, o) (.”/lan 0, ae) , (o,* '/laO, rhGo)

y seis segundos vecines dades por

v = Lt00,0,0); (0,2a0,0), (©10,a0)

I1-5).- CONCLUSTONES:

En 6ste capitulo hemos discutido con detalle La obtencibn del espectro
" de enengias via La aproximacibn de amawie fuerte para Los onbitaes; S,p, S-p y-
d. Estos c&leulos senvindn para La obtencibn de La funcibn de parnticibn Z de --
Xal forma que mediante una sLmulacibn numérica def sistema fisico (polvo meldli-
co) se podrd obtener el calor especifico a volunen constante Cv(T) Lo cual des--
enibinemos en e prbximo capltulo, dejando para ol cap€tubo 1V La discusibn de -
 Ros nesultados.
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CAPITULO 111.- METODO DE CALCULO DE LAS PROPIEDADES TERMODINAMICAS.

111.1}.- INTRODUCCION:

En este capitulo se discuten Las {deas principafes dedf modefo de La --

simubacibn numénica, determindndose de esta manctra La funcibn de panticién 1 - -
- (111-2) dek sistema, y por Lo tanto fas propiedades termodindmicas de £Los pofuos
metdlicos a bajas temperaturas, todo eflo en base a un Método de CA€culo Combina
tornial (1171-3). La propiedad termodindmica que en este caso es de <internds co- -
anesponde al calon especifico cuyo cdlculo numénico se¢ discute en ef capitulo TU.

111.2).- FUNCION DE PARTICTON SEGUN EL CRITERIQ DE LA BANDA DE EXCITACION:

A diferencia de La tenmodindmica, fLa Mecdnica Estad&stica establece --
principios generales, de foama consistente con Las propiedades microscbpicas de-
Las panticulas del sistema y con Las Leyes que deterwninan su conportamiento (7-3).

Pana La descnipedibn de alguna 3ituacién desde un punte de vista esta--
distico es necesario condiderar una colecei6n {0 confjunio) constifuldo por un nid
meno muy ghande de TV de sistemas preparados simifanmente. De esta manera el con
junto represcntativo se construye de tal forma que todos Los sistemas del mismo-
satisfagan determinadas condiciones que sewt consistentes con £a Lnfornmacibn que
se tenga del sistema.

En La mecdnica estadistica cudntica La suposicifn bdsica es que el va-
Lon de alguna propiedad macnoscépica de un sistema de elementos esitd dada por el
promedio de La propiedad sobre cada estado cudntice del sistema. A cada estado-
“eudntico no degenerado se Le asdigna La misma probabilidad a prioni. EL punto de
visia adoptado pon Gibbs en 1902 es el de comsiderar un ensamble o confjunto re--
presentative de un gran nimeno de s.istemas, de taf forma que el ndmero de sLste-
mas con energia entre E y E + 8E es proporelonal a Q-.E/@, siendo ®un pardmetno
ccaractenistico del ensambfe. Tal conjunto representative es conocido como "en--
samble canbnico”. Gibbs supone que Las propiedades de Los cuerpos machoscbplicos
p&eden sen obtenddas a trhavés de Las propledades del ensamble canbnico.

Una vez esitablecido ef conjurto representative el procedimiento para -
el cdleulo de Las propiedades macrosdcbpicas es directo. S{ el sistema en consi-
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deracdibn se encuentra a wia temperatura T dada y en contacto Léumico con algiin--
otro sistema {foco calorifico o bafo ténmico) a dicha temperatura, entonces nece
sLtamos unicamente caleulan La funcién de panticibn Z. Magnitudes §isicas como-
el promedio de La enengla E, el calorn especffico a volidmen constante Cu e Lnclu-
50 dispersiones como (EC_:;)lqudcn obtenerse a partin de La funcién de parti--
cibn Z, el caso es similan aln 8.0 el sistema no se encuentra en contacto con un-
foco téumico, dado que ain cuando el sistema esté aisfado y tenga una energin £
ja Los valones promedios de Los pardmetros macaocsclpicos ain se encuentran rela-
clonados con La temperatura T de fgual fonma que 84 edtuvdiese en contacto con un
foco t&umice a esa temperatura.

Er La presente seceddn discutinemos un procedimiento de simubacdbn nu-
ménica a tnavés del cual es posible evaluar Las propiedades termodindmicas de --
208 polvos metdlicos. Dado que uno de nuestros prinedipales propésitos es caleu~
Lan Ra funcién de panticién 2 para un nfmero constante de feamiones (4), debemos
por tanto de especifican en principlo el sistema y el ensamble estadistico proce
diendo de esta manera a caleular el especiro de energlas y La degencracion co---
rrespondiente.  EL siguiente procedimiento numérico se basa en un método de cdl-
culo combinatonial (MCC) a través del cudl podemos evaluar a bajas temperatwras-
Las propiedades termodindmicas de sistemas cudnticos pequeios. Exdisten divernsos
métodos numénicos que apanrecen en el estudio de sistemas a través de £a mecdndica
estadistica numbnica (MEN), of mas conocido es el métedo de Monte Canlos (5] el-
cual es un método numbrico que permite resoluer probfemas matemfticos mediante -
La simubacibn de varniables aleatonias. Con aguda de €ste método numérico se pue
den estudian distintos sistemas §Lsicos como pon efemplo:

L) Andlisis del paso de neutnones a trhavés de placas (5)
iL) Andlisdis de un sistema ferromagnéiico (6)
LiL) Andlisds de un sdstema de senvicios (5)

iv) AnaRisis de calidad y seguridad de piezas (5).

EL sistema pon analizarn es un modelo bidimensional de un pofvo metdli-
co. Parna el cdlculo del espectro se hace uso de £a aproximacifn de amarnre fuerte
(cap. T1). Suponiendo a wr dtomo constituyente del pofvo metdlico en contacto -
con un bafio ténmico (sistena gomado por Los dtomos vecinos) el ensamble apropia
do send el candnico. La simulacién numbrica consiste pon Lo tanto en La genera-
cibn de un nimero suficientemente grande de estados accesibles (4). A diferen--
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cia del método de Monte Carlo en el cual sc generan Las configquraciones @l azar
y def método de dindmica molecular en el cudl sc estudia La evoluclbn temporal -
del sistema; nuestrno método se basa en ef andlisis combinatornial, genendndose de
esta manera Los estados accesibles def sistema. Dado que el sistema es un siste
ma cudntico y no cldsico, Las configuraciones accesibles del sistema tienen que-
satisfacern el principio de indetenminacidn de Heilsenberg u el princdplo de exclu .
446n de Pauli. En Lo que sigue transcribimos el procedimiento descrito en La re
ferencia (4].

Dado que el (intenls del presente trabafo nadica en el cdleulo de fas -
propiedades termodindmicas, tal como ef cafor especifico a voldmen constante Cv
4e hace necesario el cdleulo de La funcibn de parnticidn del sistema. En el en--
samble canbnico Zenemos que .

2= ¥, R

‘con Ju La_ funcidn de particibn del polvo "~" que se expresa en £a fonma

£ ku
-k (3-2)

P = L %hu e
Ra

donde Qo nepresenta a La degeneracidn de espin de cada configuracién Rox. y --
Apet = 2¥* donde R« es el nimero de niveles con poblacibn wno; Epn ©568a - -
enengia conrespondiente, mientrnasd que @>-=//koT con ‘Qg £a constante de Bolitzman
'y T £a Temperatura. En este caso tenemos Ke electnones £os cudles pueden dis--
Mibuinse en cualesquiena de Los niveles de enengia Eex . A L0s nimenos de ocu-
pacién de cada nivel Los denotaremos por My, sefalando que Estos s68o pueden to
mar Los valones ceno, uno y dos pon tratanse de un sistema de fenmiones. Dado -
que e conserva constante el nimero de electrones de cada elemento "of' del siste
ma

> My = Ke (3-3)
Ko

La Enengia correspondiente a cada estado accesible E: dependend de -
de £a configuracibn, La cual se encuentra caracterizada pon el conjunto {'Mn.(}y
Las energias cornespondientes a cada nivel Epx, de tal forma que

o .
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n Lo cufl (3-2) se neduce a
pe ,.(5 thz: Erew
R«

Jx = g View c , (3-5)

Denotemos pon ES fa energia del estado base (para temperatuna nuba) La cudl po
demos .caleulan a thavés de La refacibn
Ne-t
o
e =23 B+ e Ene (3-6)

En 6stas condiciones, cuando no exdiste degeneraciin M= 2para todos-

Los niveles por debajo del nivel de Fermi, y Yy corresponde a £a problacién -
def nivel de Fermd,es dos o uno dependimtdo 3L el nidmeno de electrones es pan o-
Ampan, nespectivamente y Wi=g para £0s niveles wuiba del de Fenmi. Esta mis-
ma expresibn [3-6) sdigue siendo Lgualmente vélida para cuando exista degeneracibn
de niveles, para €ste caso se esiablece una neenumeracibn de Los niveles comnres-
pondientes de Lal fonma que se obZiene el primen téamine de £a derecha en 2a rela
cibn (3-6), para este caso 84 Ke e5 el ndmeno total de particulas del polvo " "
La poblacibn conrespondiente al Mueﬁ de Fenm{ send

-

Wl“; = ot - ; Wie {3-7)
F )

De esta manena, La relacibn (3-6) sigue siendo igualmente vdlida exisia o no dege
neracibn de Los niveles de energia. Si La temperatura T aumenta observamos que-
alrededor del nivel de Fenmi se establecerd un confjunto de niveles cuyo nimero -
de ocupacibn cambiand pon el efecto de Las excitaciones, 4in embargo dentro de -
clonta precisibn numénica podremos establecern una cota inferion K =% abajo de -
La cdfl ningdn electrbn se excitand y a su vez una cota superiorn K=S auniba de
La cual ningdn electrnbn se excitard. EL crniternio de banda asl establecido en La
hefernencia (4) es el siguiente: 84 A representa La semianchuna del intervalo de-
excitacibn, y § es La midxima precisién con La cudl se desea caleuwlar Los facto--
nes de Boltzman, entonces se nrequiene que
) _'pA‘ e_‘s (Es-EFL . p(EF—Ex)
$=€" = = (3-8)

Lo aaterion implica que en ef intervalo AS= Es-Efl Aentrandn "Wg"---
“niveles awiba del de Fenmi y en el intervalo AXx= Eg-Ex £ A enthan "My niveles-
abajo def de Fermi. Es obuio que tanto Mg como M1 dependerdn del tipo de espa

- cdamiento S=Ews - EBw existente entre niveles pr6ximos comprendidos en La banda-
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de excitacibn, 845 es el espaciamiento promedio a Lo Largo def espectro enton--
ces Mo AS/§ y Nexs AL/S | .

Por Los angumentos anterlores, ienemos que para un efemento , del 848
tema La enengia de una configunacibn puede esenibinse como

I4
EL ,_._i\mne,m._.a_z Eygo t i\“\vﬁnn = Bepnt Elew (3-9)
vy k=t =3

donde Ecp, hepresenta fa encngla de Los clectrones que a esa femperatura no alte
nan su estado y por ello esta enengia recibe el nombre de enengia congelada; € de
fine Las energias de excitacifn de cualesquiera de Las configuraciones caractert
zadas por La coleccibn de N=Ws T4 e niveles en Los cudles se distribuyen -

de distinta manera p electrones., De tal forma que para ef cdleulo de £a energia

de una configuracibn se hace necesario nesofver el problema combinatoniol condis
Zente en distribuir p electrones en n niveles, tal que se conserwe - © . cond
tante el nGmeno de electrones y se satisfaga el principio de exclusibn. Este --

problema combinatorial puede abordarse de distintas formas, ellas sendn discuti-

das en La seccibn siguiente (111-4) y ha sido nesuelto en La citada ne{mencia -

(4).

De acuerdo con Lo anterior al sustituin (3-9) en (3-5) La funcibén de -
" particibn pon elemento puede escribinse como:

3 e_(g,t-.‘clex Z_%z _(5 Erewx
x = o
e’(jem“ z.gna exp (-6 {:mn‘( Eilex

{3-10}

Para cada efemento def sistema podemos utilizarn como origen a £a energia del es-

- Zado base E g definida por La nefacibn (3-6) de tal forma que (3-1) se reduce a

-@(Ecra+ Eorn)

Z%mz exp {-6 I-E‘“‘;‘led]} (3-11)

pwm el caleulo del calor upeuiéicu a volimen constante tenemos que

e ()= L \ (3-12)

3x=€

con E La enengia promedio definida como
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g — 39\'12
o¢
Haciendo el cambio de variable apropiado obtenemos
\ imz

&M= T @

(3-13)

{3-14)

donde 2= Tl 3 pon £0 tanto I 2= InTia 3= ZImdde tak forma que ta nebacitn-

(3-14) se neduce a La siguiente expresdiln.

|
Cv(T) = a2 Cva

k=
2%m B
1;(3‘2
'S¢ Llamamos a Aq (@)= e X P (-@L T+ Eowad)

" donde Cvy =

y . » Trw = gkx~aonx

La nelacibn (3-13) se neduce a
— S
E = Z(Eonz« +Ecex) T >__ So «

anﬁogamente !.a expresdibn para el calonr e,spec,(.guza (3-15) toma La 6oma

Sox =S
Cul = los @2y SaxSex-Sia

Sow

i donde:

St = z_gfﬂ( (E.M\Lekp(-@ En&» itz 4,2

{3-15a)

(3-15b)

(3-16)

(3-17)

{3-18)

de esta manera para poder evaluan £as propiedades teamodindmicas (3-16) y (3-77)
se nequiene determinan La pobRacifn §Mecl neferente a cada estado accesible, -

Lo cudk se Lndica a continuacidn.

©:1171.3) .= 'DESCRIPCION DEL METODO DE CALCULO COMBINATORIAL Y ALGORITMOS NUMERICOS.

_ para determinan £a enengla de una configuracién de un elemento del s4s
- Zema 86Lc se necesdiia caleulan Eyq, €0 cual a su vez {mplica resolver el proble
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ma combinatornial consistente en distnibuir p electnrones en n niveles de tal for-
ma que se conserve constante el nimero de feamiones y se satisfaga el prineipio-
de exclusién de Pauli. EL problema por Lo tanto 4e 4educe a generar fLas disitin-
fas configuraciones [(estados accesibles) Lo cual puede efectuarnse en dos fonmas-
diferentes.

Se analizand primeramente el algorditmo general y como parte integral--
de éste Los dos algoritmos utilizados parna La generacibn de Los distintos esita--
dos accesibles, Los cuales conforman el algornitmo base def método de cdfeulo com
binatonial (MCC). La fdig. [111-1) muestra el diagnama de §lujo utilizado en ef- .
chleulo de Las propiedades termodindmicas de £Los pofvos metdlicos, a continua- -
clibn especificamos cada uno de Los pasos {Lusirados en ef diagrama de §Lujo.

la.- Dado que se trabaja con arreglos bidimensionales, se Leen Los va~
Lones def ndmerno de electrones a £o Lango del eje X Nx, y a £o --
Largo del efe ¥ Ny de un archivo de datos.

1b.- Se e¢labora ef ciclo para el cdlculo del espectro de enengias don-
de Las expresdiones estdn dadas pon Las relaciones: (2-25), [(2-36)
y (2-51).

1c.~ Se ordenan Los valonres del espectro de energias poblando cada uno
de £os niveles mds bajos de acuerdo con el principio de exclusibn
de Pauli; hasta que el ntmero de particulas p sea p= Nx X Ny. De
esta fornma se detewmina La degeneracidn de nivel (NG (1)}, su po
blacibn (p (1)), el nivel de Fewni Nwp y su energia conrespondien
- Ze Eqp.

1d.- Se caleula el espaciamients adyacente entre nivefes D(I) y el es-
paciamienta promedio S, almacendndose en un archivo de datos.

2a.~ Se dan Los valores de La precisibn (3-8), necesarios para el cni-
terndo de banda establecido &= Q'GAE’\ , donde &= 10°%, con p La-
precisibn cornespondiente, determindndose el ndmero fotal de nive
Les del espectro Ny, el cudl satisface La nelacibn Nt (Mxrky)2,

2b.- Se prepana ef ciclo para fa variacibn de La Temperatura T, en es-



2¢.-

2d. -

2e.~

3a.-
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te caso T representa a La temperatura escaladalr= B8T/E) |

Se determina La temperatura reducida ® (@=3V/mg con m un entero-
y J Ra integral de intercambio; tanto m como J dependen def tipo-
de oabital Jlta tomperatura absoluta T, ef valor de DEwmolx que -
conresponde al mdximo espaciamiento que se puede fener, a tavés-
del cuakl, segin el criterio de banda se puede determinar el nime-
rho de niveles de energla N y de particulas p que corresponden a -
£a banda de excitacidn.

Se prepana el ciclo para comparar el valorn de AEmax con £0s va-
Lones de D4 =94 +D (Nt = Iy) (Iyz0,...k)que corresponde a La su
ma de espaciamientos de £os niveles de energia superiones al ni--
vel de Fermd -Ng - que entrnan dentro del eriterio de banda.

S{ DL& Abwex oL ciclo continfa, caso contranio (P >BEwmdx)
4e concluye.

Se prepana el ciclo para compam el valon de BDEwmdy con Los va-
Lones de D2=D24D(Nnp-T4) LT424,...,5e) £ cual conresponde a-
La suna de Los espaciamientos de niveles de energla inferiones al
nivel de Fermi. Tomando en cuenta La degeneracibn de nivel (NG(I)D
se detemina el nlmero total de pantleulas ¥, (Ho= NG (Nay-19)x2)

y el ndmeno toiaf de niveles inferiores al de Fermi — Ny— que ent
trnan dentrno del criterio de banda.

SL D2< AEwndr e£ ciclo continfa, case contharnio se §inaliza con-
el ciclo.

Se determina el ndmero total de niveles y de particulas p perte-
necientes a La banda de excitacifn (vizMNgivrd & (Mup) N Y =Po +

B4R , <

Se detevmina La energia congelada E¢p,x Y £a energla del estado -
base del polvo Egyy -

Se determina ef calon especifico a volumen constante en funcién -
de £a zemperatunra escalda Cu(T); una vez que se han caleulado pre
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viamente £as Asumas Sief (3-8), almacendndose tales cdleufos en un
archivo de datos.

Para el cdlewbo de Las configuraciones del s.istema se creanon dos 1ipos
de algonitmos (44ig. (111-2a y T11-2b)) de £os cudles el segundo de efLos nresulto

sen mis eficiente. A continuacidn descaibimos ambos algoritmos.

a).~ ALGORITMO DE RECURRENCIA:

Existen dos fonmas diferentes en principio de abordan el probLema de -
cdleulo combinatonial (MCC). Este problema ha sido nesuelto (nef. (4)) cons.ide-
nando que no se conoce una férmula cerrada que resuclva ial problema. ELLos pro
ponen una §6mmula mediante La cual el problema se neduce a calculan cuantas y --
cudles son Las configuraciones tipo que conresponden a Las panejas de nlimerosny-

p.

Sea C(v,p) e nimero de maneras de distribuir p Bmﬁcuzab indiszingul
bles en vy niveles difernentes, de manera que Mus 0,4y 2 Z:"‘Mg.-p . Considere-
mos segiin {4) que &ste nfimero total de configuraciones es Lgual a una suma detén
minos @ donde @, indica cuantas configuraciones tienen kro doses, @4 Las -
configurnaciones con un dos y asl sucesivamente. Para calewlar @y conviene to-
man en cuenta que ef nlmeno de maneras de cofocar h doses en n niveles es ‘

'Tv'\l';?');'fﬁ quedando pon distribuwin p -2 particulas en  (wn-R)Y niveles, re--
sultando que -@“- es igual a su producto y entonces

8 8
!
Cln,p) = ;_Ag’e = Z_—A (n-p 43! (P-21)! (3-19)

- Los nameros minimos (N=A) y mdximo (k=B) de doses se determinan como sigue: para
n niveles ef ndmeno méximo de doses es B=(p/Z) lel paréntesis indica ef mayor en
teno de p/2); &4 p€n el ndmerno mindmo de doses es cero (A=0) mientras que 84 --
p>n, ééte. nimeno send A=p-n. Una vez conocddas cudntas configuraciones ¢,¢ hay
 de cada tipo W , segln el ndmeno de doses que éstas contenga, se determina su-
composdiedibn, colocando puros doses en Los primenos niveles, Luego unos en Los 8&
gulentes q niveles hasta completan Las p particulas y después ceros hasta LLenan
Los n niveles; es decir, que La configuracibn L£ipo Mp« sc caracteriza pon La -
poblacién

e = § MMe o WY Wge L Mg WGt L Mg ] (3-20)
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2 WS IWMGHEMAIZE T Mt al 0 Wyget =, = Mnz 0

ademds i‘“‘n & 'é_::mk—.-_\o ; después dnicamente se hequiere generan distintos esta
dos accesibles; a diferencia de La heferencia (4) en este caso se generaron Las-
configunaciones (o estados accesibles) atrnavés de generar distintas permutacdo--
-nes mediante un algonitmo de cdlculo combinatorial de timpo recunslivo., En base-
a tales angumentos el algornitmo que apanrece en La fLg. (111-2a) indica Lo &4~ -

gulente:

4a.-

4b.-

4ec. -

4d.-

4e.-~

Una vez determinado ef ndmero de niveles n y de particulas p que-
entrnan bajo el criterdo de banda se deteruminan Las configuracio=-
nes tipo, y cufntas de estas aparecen (3-19 y 3-20), con su nes--
pectiva degeneracitn de espin.

Se prepana el clelo pana el niimero de configuraclones tipo {Ng )~
4 el nimerno total de configuraciones (L) asociadas a cada una de-
e/uaA. .:’

A diferencia de La nefencncia (4) en este caso se generan fas con
§4guraciones bajo un enlternio de necurrencia el cudl consiste en-
Lo siguienter Pana generar fas subsdiguientes configuraciones a -~

“partin de La configuracibn tipo, se compara £a poblaciln comnes--

pondiente entne niveles; si tal poblacién conresponde a La misma-
configuracién, no se efectda La permutacibn de poblacibn entre ni
veles. Por el contranio si La configuracidn es diferente esta --
nueva configuracibn es aceptada una vez que se han permutado Las-
poblaciones de Los niveles respectivos. Se parte de esta nueva -
configuracibn y se compara nuevamente La configuracién entre o- -
s niveles; 84 La pobLacidn es La misma no se efectia £a permu-
tacibn; 84 pon el contrarnio son diferentes se acepta £a nueva con
f<guracibn, cerciondndose de no haberse aceptado anteriommente.

Una vez aceplada £a configuracibn se caleulan Los elementos Siq -
{3-18).

S{ ef ntmeno de configuraciones acepiadas comrespondiente a una -
configuracifn tipo han sido determinados, se comienza el ciclo pa
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na otrha configurnacién tipo; y asi hasta cubrinse ef nidmeno total-
de configuwuaciones (estados accesibles del sistema),

b}.- ALGORITMO BASE TRES:

Un algonitmo diferente al anterion consiste en aprovechar Los hesulta-
dos oblenidos al aplicarse ef principio de exclusifn de Pauli; por fo cudl se --
Lendnd a Lo mds en un nivel de energfa dos electrones, Lo cual sugiere utilizan-
para el chdlecubo de Las conflguraciones un algoriimo de base tres. La Importan--
cia de esie tipo de algoritmo descansa en su contenido §isico, y en el hecho de-
que no es necesania f6unula alguna para La deteminacién de Las configuraciones .
Dado que tenemos n niveles y p particulas, La configuracibn de que partiremos se
18 La que satisfaga Las sigulentes consideraciones,

Wae = Lomume, i, ma

donde Wy a... =WMpl; my'tisd o Oy WMpzo-..2Wns0 cesto es, La congiguracidn ba-
se send aquela en fa cual existaan n= [p/2) (el paréntesis indica entero) nive
Les ocupadod con poblacibn dos, el siguiente nivel si p es impar serd de uno; -~
pon el contrnarnio 84 p es par serd ceno {0 84 pe 2). Los subsiguientes niveles-
que entran dentro del criterio de banda tendndn pobLacibn cero. Se generan Las-
subsiguientes configunaciones que sean menonesd que €sta aceptdndose aqueilfas que
satisfagan La condicion de que el nlmero de parnticufas sea constante, finalizdn-
dose con La configuracibn

Yypz= oo SVAMZ2 cvgpzd 6 0 Yy WMare=Wyzo

se observa que Las subsiguientes configuraciones no satisfacen Las condiciones--
impuestas sobre el modelo. EL procedimiento es el . quiente:

5a.- Se determina £a configuracién base (inicial) y La final.

5b.- Se Leen el nimerno total de configuraciones exisientes de un archi
vo de datos previamente elaborado.

5c.- Se detenwninan Los elementos S iy .
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5d.- .84 el nimeno fotal de configuraciones ha sido cubiento vamos a --
© {4a); pon el contranio se siguen Leyendo Las condiguraciones del-
archivo de datos y calewléndose Los elementod S ¢q -

ba.- Se determina La configuracibn inicial.

éb.- Se prepara el cicfo para detewninar £as subsiguientes configura-~
ciones.

6c.~ A La poblacibn del GLtimo nivel (nivel mds energético) se Le de--
crece en una unidad, témandose esia nueva condiguracibn siempre y
cuando se cumplan Los nequisitos nequernidos.

éd.~ SL a La nueva poblacibn del nivel en andlisis al comparan con La-
pobLacibn mdxima (de dos), es menon que cero a Este nivel se fe ~
asigna un a pobLacidn de dos ¢ se compana La poblacitn del nivel~
precedente (de menon energia) bajo el critenio anterionmente esia
blecido, v asi hasta encontranse con La nueva configuracibn.

be.~- SL La poblacidn cornespondiente a esta nueva configuracién no es-
Agual al ntmero de parnticulas p se desecha y se neghesa a {é6b); -
por el contrarnio se caleula La degeneracibn correspondiente, fa -
cudl se guanda en un archive de datos junto con La nueva configu~
racion.

111.5) .~ CONCLUSTONES:

Hemos observado que de acuerdo a La mecdnica estadistica nlmerica el -
método de chleulo combinatorial (MCC) (I11-3) nos permite evaluar a bajas Zempe-
© natwras Las 'pfwm'edadu townodindmicas de Los polvos metdlicos; dado que através
©del [MCC) se puede evaluar Erw y por consiguiente el calor especifico a vokd--
men constante Cu(T) y La energia promedio E. Todo 6sto 84 se puede detenminar -
fa enengia s , L0 cual comresponde a conocer el espectro. En el capiiulo an-
tenion hemos estudiado La forma de obtenen Los espectros para distintos onbita--
Les atrhavés de La aproximacifn de amanre fuernte. 0De tal forma que mediante el -
(MCC) y utilizando La aproximacifn de amarre fuerte podemos evaluan Las propie--
dades termodindmicas a bajas temperaturas de Los poLdos metdlicos, siguiendo al-
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guno de £os algonitmos de cfleulo antes descrito. En el apéndice T se incluye un
_Léé.tado del programa correspondiente al algoritmo de base tres.
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CAPITULO TV.- DISCUSION DE RESULTADOS NUMERICOS.

1V.1).- INTRODUCCION:

A través del métodu de Cdlculo Combinatonial (MCC) es posible determi--
nar el comportamiento del calon especifico a volimen constante Cv(T),en funcibn -
de £a temperatura. Las propiedades tewmodindmicas de Los poluos metdlicos se eva
Lhan a trhavés de difenentes algonitmes, considerades en el capitufo precedente y-
en La neferencia (2}, pon medio de Los cuales cs posible conocer Los estados acce
. 44bles del sistema y porn tanto sus propledades termodindmicas. Antes de discutin
Los nesultados se analiza el compontamiento Limite de Las curvas de cafon especi-
fico para un conjunto de dos y trnes niveles de energla con distinta degeneracién-
(IV.2), esta contribucidn al calon ecspeclfico es conocida en La Literatuna como -
anomalia Schotthy., En La Seceibn (1V.3) se discuten Los nesultados obtenidos a --
Lravés del método de simubacidn numbrica para partlculas rectdngulanres con y sin-
degeneracibn; asil tambien como para amreglos cuadrades donde La degenernacién pne—b
sente es mixima. La seceldn {IV.4) presenta Las principales conclusiones asi co-
mo una breve discusién de posibles extensiones del presente taabajo.

1V.2).- ANALISTS DEL COMPORTAMIENTO LIMITE DEL CALOR ESPECIFICO:

En un 468ido Las contribuciones usuafes al calon cspecifico Cv se deben
a £a vibracibn de La ned y a Los clectrones de conduccién. En ¢l presente traba-
jo estamos internesados en analizar el comportamiente de Cv a bajas temperaturas;-
“en este caso La contribucidn al calon especifico Cv debide a La ned es desprecia-
ble en comparacién a La contribucibn efectrénica. Este contribucdién conresponde-
a La variacibn del espaciamiento y Ra degeneracién de Los nivefes de enengia. --
Una discusifn amplia de este tipo de contribuciones, conoeida como anomalla Scho-
tthy, aparece en La neferencia (1).

EL primen tipc de anomalias descritas pon Schoithy se presenta cuando -
wn ghupo pequeiio de niveles de energia estd separado del nesto del espectro de ' ni
veles,  EL sistema mds simple es aquel en el cual aparnecen dos nivefes; La 6un- -
edbn de particibn para tal tipo de sistemas estd expresada pon '

2= Woexp(-g &)+ Wi 2xp (-3 &) (4-1
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donde @=’/‘%T , con k’g La constante de Boltzman y T £a Zemperatura. Ep U E,-—
corresponden a Las energlas del nivel inferion y superior nrespectivamente. Los-
dactones de peso Woe y Wi indican La degencracibn de cada nivel. Si dedinimos -
una temperatuna caracternistica como 6 =AE/Re | con AEZ Et-Go el calon cspeci-

fico se neduce a -8/
C/R = 5 e’ _C = '
VIRT T We gy (wv) @ 97 ]2 (4-2)

La constante R=NRy es La constante de Los gases y toma cf valon de §.314 - ---
J °K mo!.e". EL calon especifico de este tipo de sistemas chrece ndpidamente al-
inerementanse La tempernatuna, en La medida en que Lo niveles por encima del es-
Zado base empiecen a pobLarse. A partin de esta temperatura en que La curva al-
canza su vafor mdximo, decae gradualmente a cero una vez que a altas temperaturad
ftodos Los niveles tienen La misma probabilidad de estan poblades. En este caso-
La posicibn del méximo depende de £a nazén entre Los factones de paso A=, /Wy -
Para encontrhan Los valones de fLa temperatura conrnespondiente al mdxdmo del calon
especifico denivamos su expresin con respecto a fLa temperatuna e Lgualamos a ce
no; nealizando €sto GLtimo encontrames La siguiente ecuacibn

Yea (1+A8 € 7)z0  (4-3)

donde Y= ©/T. Las naices de £a ecuacifn (4-3) Las encontramos en Las intersec--
ciones de fa necta 7=Y y La cuwa z =20# A ¢ ) {gig. (I¥-1). A pastin de £a -
helacibn (4-3) observamos que el mdximo cuando W, =, {A=1) es alcanzado en - - -
T/ = 0.420 y cosvtesponde a Cu/R=0.442; 84 w,)wo, el mdxdno es aleanzado a tempe
nafunas inferiones y adquiere un valor mayon. Mientras que para W, LW, el méxL-
mo es menor y se aleanza a temperatunas mds grandes. En La grdfdca de La §ig. -
(¥-2) se muestran Las curvas del calon especifico Cu(T/&) para diferentes valo- |
hes de A.

; A bajas temperaturas se observa que el calor especlfico a volumen cons-’
tante tiene el comportamiento Limite
: g 2 - O/r o
/Q_:\/m C"/R v (Wywo) le/sr) e (4-4)
20 .

» Este comportamiento Lomite no es exclusivo de un sisiema de dos nive--
Les sino que Lo satisface todo sistema de particulas independientes cuantizadas.



3,“' c:u .
\&)
kst :
\l t=q(1taeY)
& : | o
NN Fig(@-1).~ Grdgrea de laokuntiond
RS =Yy 2s20irAeY)
- coyad mhr.cmdanu 303
lay valces de luvreludou
4y-3) =
h z 6 3 4 : ¢ .




- 59 -

SimiLarmente, a muy altas z‘mnpma,tmm el calon especifico de toda curva - -----
Schotthy varia como (1/T) pero Los coefdclentes de esta funcién dependen del --
siptema panticulan en consdideracidn, para el caso de dos niveles s¢ obtiene que

Mt CfRe (8)% [ —pRidWo ] o5

T (14 W /we)2

Para sistemas de mids de dos niveles Los coeficientes de (1/7)2 son durelones del
espaciamiento nelativo entre Los niveles y de sus degeneraciones.

S4 se afiade un tercer nivel al sistema, La situccibn se vuelve mucho -
mds complicada dado que ademds de variarn £€a degeneracién de Los nivefes, puede -
cambian el espaciamiento nelativo enine ellos. En este caso La funcibn de parti
cibn puede expresarse como

2= Woexp (-@Eo) + W PXP (~BE) { Wz €XP (-BE2) (4.4

Denotemos pon AE La diferencia entre Los valores extremos de nuesiro sisiema - -
(AE = E, - Eo) y condidenemos aAE como constante. La posicién del nivel inten-
. medio puede variar de fornma tal que ef pardmetro x exprese £a posdicibn nefaiiva-
de & te nivet (E;) resultando

7(_, (E’_-Eo)/(fz"ao)

{4-7)

La Zemperatwia neducida en este caso £a definimos como AE/ 4’3:,/. En La 44g.-.
(3-3) se desonibe esquemdticamente esta situacién fisica.

En 6ste caso La expresibn para el calon e,apeciﬁ&'co viene expresada ---

_¢x/r 2 -BixX)T
A 2 (A +BL—7¢)2€ T
R =T Ltae™ 3 e?77*

- ponr

Aéndé A%’WL/’IUO y B= We/wp
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Fig. (@-3).- Disposicibn de Los niveles de energla
' parna el caso de un sistema constituido
por thes niveles de energia.

Esta nelacibn {4-8) se neduce a (4-2) en el Limite en que x tiende a -
“cerno {A0), Lo cual cornesponde a La expresdldn {4-2) del calor especlfico para-
un sistema de dos niveLes de enengfa. En £a 4ig. (@-4) se muestra el compoata--
miento del calon especifico Cu/R (4-§) para el caso A=B=1. En este caso el com-
. porndamiento Bimite a bajas temperatunas viene expnesado pon La relacidn (4-4) y-
el Limite a altas temperatunas resulta sen

. x2+B #A8 (1-%)?
%wcv/ﬂg(ﬁﬁ)at : C1+A+B )2 ] 4-9)
=2

. Lo antenion vernifdica que a muy alfas temperatunas el calor especifico de toda --.
Jewwa Schottky vania como (I/T)z pero Los coedicientes de esta ecuacidn {4-9) --
.s0n obviamente difenentes a Los que aparecen en La nelacién (4-5). En La misma-
§4g. 14-4) se puede observan que para valones de X<£0.3 Las curvas del calon es-
© pecdfdlco Cv muestran dos m(fximob, La presencia de Los cuales se debe uénu’aﬁmm}_
Le a La existencia de una brecha en el espectro (fig. (4-3)). Mientras que para
valores de XD 0.3 £as curvas obienidas son similares a las curvas Schotthy para-.
un sLstema compuesto de dos niveles. Esto se debe prineipalmente a que La .bre--
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cha es muy ghande, confundi€ndose de esta mancra Los dos niveles mds energéticod.

Es cvdidente que el comportamicnto de Cv send diferente cuando se Zomen
valones diferentes de fa degeneracdn; &in embarge se puescrvard ef comportamien
to Limite a altas y bajas temperaturas. A alias temperaturas fa fonma de La cur
va dependend de Los coefdedentes A y B y delf cspaciamiento relativo X entrne nive
Les. Las gndficas que aparecen en fas figs. {{@-6) - (1-8) muestran el comportamien
to del calon especifico Cv para valonres distintos de Los coeficiwrtes A y B.

En el caso AY B Lustrado en La §ig. (TV-6), el compontamiento de Cu -
es similan al desenite anterndommente cuando A = B, con La salvedad de que ef se-
gundo méximo es apenas percepiible aiin para valornes de X = 0.1, desapareciendo -
para valones mavones a esta X. Eszo se debe esencialmente a que La degeneracién
-~ del primer nivel de energla es menor que La de Los subsiguientes niveles; un efem
plo de este tipo de distribucién de niveles aparece en La §ig. (IV-5a y IV-5b). .

= 1
—_— gx  wes

& Wz 3

LX) w31

E» Wez A

Fig. W-5).- Distnibucibn de Los niveles de energia,

. para el caso AY B8 cuando La degenera- -
cibn del nivel intewmedio es el doble -
{a) y cuando es trhiple (b).
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EL efecto contrarnio se puede aprecinr en La ghdfica que aparece en La-

§£g. WE-8) donde el segundo mdximo en La curva del calor especifico Cv es muy --

ghande. Esto se debe al hecho de que ef efecto de La brecha se hace muy eviden-

te en 6ste caro. Tan apreciable es tal cfecto gque atin para vabores mayores de -

X = 0.3 el pimen mdximo desaparece; un efemplo de &ste Lipo de anrreglos en Los-
“niveles de enengia se muestra en La f4g. ({-7).

Fig. (IV-7).- Distnibucisn de Los niveles de
energia, para el caso By A

~ EL andlisdis previo de La contribucibn a Cv en La anomalia Schotthy con
duce a Los nesultados siguientes:

L) EL compontamiento delf calor especifico para un conjunto mayorn de -
dos niveles y con diversas degeneraciones serd similan al corrnes--
pondiente al de dos niveles, varniando fLa posicibn, intensidad y ng
meno de mdx<mos .

. 4L) Los casos Linites siguen ef comportamiento del calor especifico pa
na altas y bajas temperaturas cuando se tlenen s68c dos niveles
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i Qfr x> (&)™ e~ 9/r

T=o ‘ {4-10a)

ﬂvf’ﬂ CV//{Q: (d/f)z [{de(‘ic/an‘{eS?

oo (4-70b)

donde Los coeficientes en ef Linite de altas Lempernatunas dependen
del espaciamiento relativo entae Los nivefes y sus degenenraciones.
Porn Lo tanto, en el estudio def calon cspeclfico que haremos a --
continuacién usande coemo espectres Los caleufados en La dccedbn -
(11-4), esperamos win comportamiento similar al que aparece en fa -
anomalia Schotthy.

1V-3).- ESTUDIQ DEL COMPORTAMIENTO‘UEL 'CALOR ESPECIFICO PARA LOS DIFERENTES TI--
POS DE ORBITALES.

En La secedln (T11.3) se ha descrifo a grandes nasqos ef algoritme uli- .
Lizado en el {MCC) para ef cdleulo de Las propiedades termodindmicas y en La sec
edbn antenior se ha estudiado el comportamiento Linite del calon especifico a vo
Lumen constante, pana un sistema con un ndmeno pequesio de niveles ¥ con degeneaa
ciones diversas. En Las sigulentes secclones se muestran Los nesultades nimerdi-
cos para Los diferentes onbitales esiudiados bajo La aproximacién de amarre fuer
Ze {11-4).

Dado el enitenio de banda de excitaciln estabfecido en La seccibn - --
(111-3), se establece que La probabilidad de que £0s electrones puedan enconthan
se en otros estados diferentes al estado base v.iene dada porn La exphesidn

S- gt (4-11)

. ‘dpmvie 5=15’° con p La precisibn nequerida en nuesthos chleulos;de=(Eg)i-(Eesi)
'y E=2ITr  slendo J La integral de intercambio. De €sia manera, La rekacibn -
. precedente (4-11) se neduce a

AE=©xpxinto (4-12)

© donde ‘o= k_T/JJ . 04 La temperatura neducida, Nétese que La expresidn para €y -
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depende del tipo de onbital en estudio. A continuacién nealizamos un esiudio de
cunvas del calon especifico Cv parna Los difercntes tipes de onbitales eafudiados
anteniommente, siende mis detallado el estudio para el caso def onbital S cuya re
Lativa simplicidad nos permite una mejon LLustracidn del método de cdbeulo asi -
como una mejon deserdpeién de diferentes compontamientos y dependesrcias def ca--
Lon especifico.

‘a).- ORBITALES S

Pana el caso del onbital S {simetnia csfbrical fa expresdidn para el o5
pectro de energias viene dada porn La relacién {2-25a); .para una hed cdbica s4m-~
ple bidimensional como £a de La §ig. (1V-9), al hacer coincidin el ornigen de enes
afas con et vaforn (E -} La relacibn (2-25a) se neduce a:

E=23Eg= — 2T (03Rvao +C0>Wy0a)

{4-13a)
. ' n . C
donde Rx,‘{:-—-—-—‘—-i eonn My,g= 4,0, Nx,y {4-13b)
: Nx.‘; Go .

cona, el pardmetro de La hed.

En ef (MCC) (2) y usando el criterdio de £a banda de exeltacifn estable

cddo por Ea condicibn (4-12), s¢ varia Ra temperatura y se obitienen Los estados-

accesibles del sistema y pon Lo tanto sus propledades termodindmicas como el ca-

Lor especifico a volidmen constante Cvu, en funcifn de fa Zemperaturnaescalada 'P.

A continuacidn descnibimos alguwios aspectos caractendisticos del mEtode y de Los-
nesultados: '

L) .~ TLUSTRACION DE LA VARIACION CON LA TEMPERATURA DE L4S DISTINTAS -
VARTABLES QUE INTERVTENEN EN EL CALCULO DEL CALOR ESPECIFICO.
En La fabla 1 se muestran Los valones obtenidos def calon especi-
fco Cu(T} para un arreglo de 13X22=286 particulas, indic@indose -
La temperatuna absofuta T, La temperatuna reducida @ y La tempe~
hatuna escalada T dedindida como

T= k,T/g (4-14)

siendo S el espaciamiento promedio entre Los niveles del espectro genmerado pon -
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(4-13a). Asimismo se muestra el ndmerw de niveles superiones Ns e inferiones Ny
al de Femi y pon taw*o ef rimero total de niveles N=NpiMat Nwe (con Nwp -
el nimerno de niveles correspondientes a La enengia de Fermd) excitables denthro-
de Za banda de nivefes considerades para el cdleulo de Cv para Ra precisién p -
escogida. AEPH y AEgy nrepresentan ef espaciamiente de Los niveles Lnme--
diatos ak de Fowni; AEy" (B Be ¥ OEp.® | Ee - Epaltn La 25, (10-10) se --
muestra el comportamiento delf calon especifico en funcibn dc La tempenatura es-
catada Cu(T)/R con R = NRg para ef mismo.

| o
O.

Fig. (IV-9).- Anreglo bidimensional de un Poluo Metdlico.
' ~deN=NxXNypa)¢,t4.cwEaA.
» En este caso se tomé a ka integrak de intercambio J como'I = 1.5eV y a
. Aa precision P = 81" s puede observar a partin de £a tabla 1 que el valor mix{ =& = -
“mo aculM)/R = 1.318 y Las tempenatunas respectivas = 0.070, TC%K) = 11.299K-

‘ ’ {*) Este valon de La precisién se encontro sen el adecuado/ta explicacibn nefe--
nente a esto aparece en La referencia (1),
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y 9= 32x1o"5. EL espaciamiento promedio a Lo fLargo de todo el espectro es de
§ = 0.0139,

) En £a §ig. (1V-10) ademds de La cwrva Cv{M) se afiade el espectro de -
enengfas alrededor del nivel de Fermi, mostndndose Lo espaciamientos adyacentes.
Observamos que el compontamiento del cafon especifico a volumen constunte - ----
cv(M™ /R se asemefa a una curva Schtthy. Por Lo tanto el compontamiento Limite
a muy bajas temperatunas serd el descrito por La nelacién (4-10a) y salvo el coe
ficiente a muy altas temperatunas el compontamiento send como en {4-10b).

£4) .~ DEPENDENCIA DE [A FORMA DEL ARREGLO BIDIMENSIONAL.

En el anflisis del comportamiento def calor especifico Cv/R a --
R AR tavés de La aproximacidn de amavie fuente £a forma de particu--
o Las metdlicas es esoncial. Para nuestro modelo, se pueden tenmen
Los sigulentes casos.

1) Panticulas rectdngulanes sin degeneracién.
2) Parnticulas nectdngulares con degeneraciln.

3} Particulas de forma cuadrada donde La degeneracidn piumte 24
maxima.

Para el caso de particulas nectdngulanres sin degeneracibn N Y Ny son--
nimenos primos entre 8L, no sucediendo asf para Las particulas rectdngulares don
de aparece £a degeneracibn. Pa{.w_ el caso de parntlowlas cuadradas N, = N, La de-
" generacibn presente es mdxima ™7, i

En £a §<g. (IV-1f) aparecen tres curvasd del calor especifico a volumén -
constante Cv en funcibn de fa temperatuwra escalada ™. Como puede observarse se

escoglenon tnes tipos de sistemas donde el espaciamiento pnomedi,o a thavés del -
" espectro comrespondiente a cada volve es similar; en este caso S = 0.0109. Llas- =

particulas que presentan este tipo de comportamiento, mositrado por La 54.9 -
{IV- 1) tienen €as caracteristicas sigulentes:

(*) Un andlisis detallado del estudéo de Las familias de polvos metdlicos, neﬂe- f
hente a La degeneracibn apajtece en La n.e,{e/cenuam . ’
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""POLVOS METALICOS

1).- Avreglo hectdngulan - sin degeneracébn
N =13 N =28 p = 368

£a energla de Fermi E g= 0.09821
y Los espaciomientos alrededor de La energia de Fermd

AEg = 0.000817
8€ea= ©-00°87%4)

- -2) .~ Anvneglo nectdngulan - con degeneracifn
N, = 14 Ny =26 p = 364

La enengia de Fermi € p= 0.089471

y-£0s espaciamientos vecinos al de Fewmi

DEey = 0.00226%

- NOTA: Existe degeneracidn en el especino pero esta no se observa en es
e caso en el primen conjunto de niveles que aparecen en £a banda
de excitacifn esto es, en Los nivelesd vecinos a La energia de Fen
mi que contribuyen a Cv para Las temperaturas calculadas. Sin --

" embango La aparicién de esiados degenerados aunque sea en niveles
muy alejados del de Fermi &L modifica sustancialmente Los edpacia
méentos de £Los niveles comprendidos en Le banda de excitaci6n.

3}.- Aureglo cuadrnado - degeneracibn mfxima

N2 N =27 p=T29

La enengia de Fermd Eg = 0.058144
y Los espaciamientos alrededon def de Fermi
" AEeqn = O- 0602268
AE;-]:: 0.0IOQBO

NOTA: La degeneracin es de onden de dos en Los niveles de enengia en--
£a regibn de La banda de excitaci6n préxima a La energia de Fenmi.
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Uno de Los primenos nesultados que pueden extraense de £as curvas pre-
cedentes es que el comportamiento cualitativo de Cu(R ) a bajas temperaturas no-
depende del nimero total de elementos (efectrones) que consiituyen al sistema --
{polvo metdlico). Esto puede verse al analizarn Los dos arwreglos rectdngulanes;-
44 bien el ndmeno de elementos que constituyen al polvo es ef mismo p = 364 y Las
dos curvas de Cu(T) crecen exponencialmente a bajas temperatunas, £a curva para
el amreglo nectdngulan sin degeneracibn crece mds rdpidamente y en una regibn de
Zemperatunas menor que para--el-aneqlo rectdngular con degeneracién, aleanzando-
esta cuwrwva un valor miximo sensiblemente {gual al del arreglo &in degeneracion,-
pero para temperaturas mucho mayores. La neaidn en donde se observa ef comporta
miento exponencial de Cv se ha Lndicado en La f£ig. (IV-11) mediante el simbolo -
(>}, mientras que ef mdximo de Cv comresponde a una §Lecha (¥}, EL componta-
miento anterion se debe a que el espaciamiento entre el nivel de Fermi y su in--
mediato superdion es mayon en aquelfas particulas donde hay degeneracidn. No obs
dante Las cuwrvas nectangulares s<in degeneraci6n se saturan a mds bajas temperatu
ghas, mientras que {as panticulas cuadradas se satwian a temperaturas mayonres.

LLL) COMPORTAMIENTO DE LA DENSIDAD DE ESTADOS Y DE LA FUNCION DE DIS--
TRIBUCION DE ESPACTAMIENTOS.

En Las §iguras (TV-12) y (IV-13) se muestra La densidad de esta--
dos PC&1)  pana Las parnticulas antericwmente mencionadas; obsern-
vamos ‘que en cada una de elfas existe una singularnidad en La den-
s4idad de estados alrededor del nivef de Fermi. Si& bien el compon
Lamiento de La densidad de cstados para cada uno de ellas es simi
Lar; esta singularidad es mis notable en Los anreglos cuadrados -~
§ig. (TV-13). Las giquras [IV-14) y (TV-15) muestran La funcibn-
de distnibucién de espaciamientos entre niveles pl(x) a 2o Largo -
del espectro para particulas rectdngubarnes (IV-14a) gy (TV-14b) y-
arneglos cuadrados (TW-15). La variable %= (Eini-Ei) /§ mide Los
espaciamientos entre niveles pnbximos vecinos, nowmalizados por -
el valon promedio de dichos espaciamientos .

Los histogramas de La distribucibn de espaciamientos son desenitos polf.
una funcibn de distribucibn del tipo

Al w)= AxYexp(-8 x™ ') (1v-15)

P ¥ IR W)
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‘@ thavés de un ajuste adecuado (3,4), donde A y B estdn expresadas pon

wi ’

w2
83(‘1( Wt \\ (4-17)

Determinados valones del pandmetro w neproducen distintas disirnibucio-
nes; porn efemplo, pana w=o0 obtenemos La distrnibucibn de Polsson (rnepuls.ibn cero-
entrne niveles), para w=1 Zenemos La distribucién de Wigner. Para Los arneglos -
en estudio se nealizé un ajuste de Los histogramas de Los diferentes arreglos ~--
 {4iguras (IV-14a}, (1V-24b) y (IV-15)), considerando que w=0; de §orma tal que -
La nelacibn {4-15) se reduce a:

-
pordr =oe dx (4-18)

en este caso "a" nepresenta wn factor de nonmalizaci6n (*); fa prueba de La bon-
dad de tal ajuste (4-18) se edectus pon medio de La distribucidn %= (*); mos-
Dnfindose Los nesultados en £a tabla 11.

-

n] o | %t |2
o} yyryy 1Y, 12p b%
%

meyo | Js.26¢ bo &,

1 1Hya3 | 22.008 0-I'%,

TABLA T11.- Prueba de £a tondad cde La bondad del ajfuste.
n = Ndmero de grados de Libentad.
a = Facton de Nowmalizaci6n.
X% Distribucibn.x®
' P(f)= Funcibn de peso de %

: (‘) Una discusibn detallada en cuanto a La evaluacibn del pa/c&.mmo "a' y La bon-
' dad del ajuste aparece en el apéndice (I1).
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Por medio de La tabla 11 observamos que Las particulas nectdngufares--
estdn desonditas pon una funciin de distnibucitn de espaciamientos tipo Poisson -
(4-18) Ra cual aparece en Las figuras (IV-14a) y (1IV-14b}; mientras que ef ajus-
te connespondiente para anieglos cuadrados fue bastante malo, Lo cual viene a --
_ mostrar fa clara existencia de nepuladidn de niveles, esto es w# o £€o cual {mpli
ea que pix) tiende a cero cuando x tieme a cens.

Av} .- EFECTO DE LA DISTRIBUCION DE TAMANOS DE PARTICULAS,

Dado que contamos con un conjunto determinado de partfculas de--

diferente tamaiio y cada uno con su cornrespondiente curva de ca--

Lon especifico, es necesarnio encontran una funcidn de peso w; pa

ra poder caleulan ef calor especidico de un ensamble de estas par
Licubas. 7De esta manera el calon especifico cornespondiente al-

ensambfe de este con;unto de parntilculas se calecula como

Q (M = }'_’w Cui (M) (4-19)

con ™M= 38 para Los arneglos cuadrados, dade que escogimos arre-
afos de (713X13) hasta (50X50].

£8 entonces necesanio encontrarn una funeidn de disirnibucibn de tamano-
de £as particulas, La cual seria La funcitn de peso w; nequerida para La determd
nacidn del calon especifico CulM) cornrespondiente al ensamble. Easte tipo de --
estudios han sido exhaustivamente neaflizados, en este caso se fomo como referen-
cia el articulo elaborado pon C.G. Granguist, Buhmwman, Loyw y Sievers (5], en --
donde se discute La tEenica de produccibn y de medicibn de £as particulas asi co
mo el ipo de curva que mefor ajusta La distrnibucidn de tamaios. No obstante --
que Las parnticulas tienen una forma muy variada generalmente de pirdmide trunca-
da, se £Les adigna una forma esférica cuyo diametro es denoiado pon X. En £a re-
ferencia (5) se comparnd un histograma experimental del tamaiio de Las particulas -
- con una funcidn de distrnibucién Log.~nommal, donde ef ndmero de particulas --
pon ek dntervako del Loganitmo del diametro B(2n x) es Awz §,(X) Aldux) . Es-"
decin que La funcidn de peso w, conmesponde e La distrnibucidn

: ’ ) Q’V\ ("‘/XH\
‘ gu\(\t,)s ﬁ?gﬂx‘% expl-"a( \ ]

{4-20)
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donde X denota el promedio estadistico def difmetro y 03 ta desviacibn geomé--
nica estandar. En este anticulo (4) se-muestrna que La funcibn de distnibucién-
propuesta esid en muy buena cornrespondencia con Los datos experimentales, adn --
cuando exisie discrepancia en fa Literatuna nespecto a 84 tal dependencia anali-
Lica es La mds adecuada para todo tipo de tamaiios y s<istemas.

En La §ig. (IV-16) ase muestra el calor especifico para ensambles cuyas
Panticulas son nrectéingulares y cuadradas; haciéndose uso de La funcibn de peso --
w, = fun (4-20). Se han aplicado dos critenios para deginin et diametro prome-
dio; primerno %= W y segundo a La media arniimética f:ﬁfa—’—“ ; Las cudles
coinelden para Ros anreglos cuadrados (Nx = Ny) . EE€ comportamiento del calon eb
pecifico Cv(M) /R es similar al de Las curvas anterormente analizadas. Obser--
vindose nuevamente que el calor especifico enece mds napidamente y a mis bajas -
Lemperaturas para Los arreglos nrectdngulares que para Los arreglos cuadrnados. -
Es entonces necesario La funcidn de disinibucién de Los espaciamientos alrededon
del nivel de Feumi cornrespondiente al ensamble para arreglos cuadrados y rectdn-
gulares.
: = _ Ezn-Er i
Tomando a ¥ = ] como el espaciamiento entre ef nivel de Fer-
mi ¥ su {nmediato superior, normalizado con nespecto al espaciamiento promedio -
a Lo Largo de todo el ensamble, y utilizando el criterio de £a 'Xz (apéndice 11);
obsenrvamos que para Los arreglos nectdngulares ef ajusie de una funcién de dis--
ribucibn de Poisson (4-18) al histograma contespondiente, es basiante nepresen-
Zative; ya que p(xz) es del onden del 75%. Mientrnas que para Los anreglos cua--
" drados p(xz) es del onden def 10%; 84 bien ef nivel de significecibn para acep--
tarn o nechazan una hipdtesis es del 1% 6 5%3; en este caso no podemos rechazan La
hépbtesis de La existencia de nepulsifn de niveles, esto es, que Los arneglos --
cuadrados esten negidos pon una déistribucibn de espaciamientos del tipo (4-15) -
con wyo. Debido a que en este caso La estadistica fue muy pobre, d decin 38 es -
paclamientos; se espera que en cuanto se mejon p(xz) decnrezea.

v) .~ DEPENDENCIA DE LA ESTRUCTURA DE LA RED.

A continuacibn elaboramos un andlisis del comporntamiento def calor es-

pecifico Cv{M) y de Las propiedades estadisiicas para polvos metdli--

; c0s, con estructuras diferentes a La ned cibica simple (SC} EL caso -
i © " de £a estwuctura de un cuerpo centrado en el cubo (BCC) y de un cube -
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centrado en Las caras [FCC) son de cspecial interés. Para unccubo cen
thado en el cuerpo (8CC) La relacibn para La energia {2-25b) se reduce
pana azmeg!;o,s bidimensionales a La expresdidn

- —QJ‘ ‘Os Eﬁgo Cas _-u-ﬂ-a—°

(4-21)

com Myy=1,..., Nxy (4-22)

Nuevamente med,um/to_ u’. método de cdfculo combinatornial (MCC) &c¢ elabo-
ranon Los esiados accesibfes y se evalub ef calor especifico cu{®}, el cual se-
muestra en £a dig. (4-17) para Los avceglos:

heotfngulares: N, = 13 N, = 28

Nx=14 Ny=26

cuadrnado : N, = Ny = 27

EL compontamiento de Cv{™) es s.imilarn al que aparece en el andlisdis--
ded-calor especifico CviM) pamra una ned cabicasimple dig. (TV-171). Esto es, --
Lo04 angumentos anteriormente vertidos en el caso de wwa ked cibica simple son --
Lguakmente vdlidos parna La esthucturna (BCC}. Para mefon comparacibn en fa §ig.-
ATIV-17) se muestean Las correspondientes curvas para £a ned cdbica dimple 4 el -
cubo centrado en el cuerpo, parna arnneglos {dénticos. Se nealiz6 nuevamente el -
estudio de Las propiedades estadisticas de Los pofvos metdlficos y de La funcidn-
de déstribucién de espaciamientos a Lo Lange del espectro.

En fos histoghamas que muestran el comportamiento de La densdidad de --

Los estados {IV-18) v (1V-19) se observa que existe una singularnidad en La densi
dad de estados, a enenglas mawones a £a energia de Fenmi, a diferencia de fa red
eﬁbi.ca simple donde La s.ingularidad aparece precisamente en ef nivel de Fermi. -
Se observa {gualmente que La sdmetrnia que apanece en £a densidad de estados para
La ned clbica simple se pierde totalmente para Ra ned cibica centrada en el cuer
po; &in embango el pico es mds pronunciado para Bos anneglos cuadrados, tal como
ducede para una red chbica anp?.e {SC). Como en el caso anternior La difernencin-
o entre fLos arneglos necténgubares estudiados e despreciable y ponr eso en €a {4ig.
 (1V-18) 5600 se ifusira uno de dichos casos. EL comportamiento de La funcibn de
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déstnibucibn de espaciamientos a Lo Largo del espectro para una red cdbica cen--
trada en el cuerpo presenta Las mismas caracternisticas que aparecen en £a red cd
bica simple {ver Zabla TI1); es decin, La funcidn de distribucifn de espaciamien
2o ipo Poisson (4-18) describe a nedes rectdngulares; mientras que a £os avie--

glod cuadrados Les comnnesponde una funcibn de distribucitn del tipo {4-15) con -
" w20. En La tabla 111 apanecen £as caracteristicas de estas funciones de distnd
bucién,

n a xt | bexvy

D} M 1usgq | 132314 | 554 .

WL qansc| s192] %z

c] a 039 15030 | Lsq

TABLA I111.- Prueba de £a bondad du ajuste
a} ameglo nectdngular {13X28)
b) anmreglo nectdngqubar (14X28)
¢) arreglfo rectdnaulan (27X27)

0tra esthuctuna de intern€s corresponde a La 4red chbica centrada en Las
‘earas {FCC) cuyo espectro de enenglas se obtiene a través de La relacidn (2-25¢),
eata ecuacidn se reduce para anieglos bidimensionales a La expresldn:

_ Ryxde ky0s 7
= =-aJ ECOS N teay “a i (DJ_L:Q Cos ‘5.'!5-;.5’] (4-23)
con Wxy dada pon £a expresibn (4-22).

Usando nuevamente ef mismo método anterionmente descrito y aplicado --
{McC), se obtuvo ef caloa especifico Cu en funcifn de La temperatura escalada .
La"ﬂig. {1V-20) muestra el calorn especifico para tales anreglos; en este caso no
aparece £a curva correspondiente al arreglo recténculan [13X28), para el interva
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Lo de temperaturas analizado. Sin embargo es precisamente este avregfo el cual-
a muy bajas temperdturas, iiene una mayon contribucibn que con Los amreglos - --
(14X26) u (27X27). Esto puede interpretarse en téaminos de Las propiedades esta
disticas de estos polvos metdlicos.

Las figuwras (IV-21) y (IV-22) muestran fa {uncibn de densidad de esta-
dos pana Los anreglos anterniormente mencionadosd de una red cdbica centrada en Las
canas (FCC); Las curvas que apdrecen en tales figuras muesinan un comportamiento
en ghan pante constante de La densddad de estados a Lo lango de Zodo el espectro,
siendo mds pronunciade tal comportamiento para Los awrealos cuadrados §4ig. (TV-22) -
Este hecho difenrencia totafmente a esta estrwuctura {FCC) de Las anteriones (B8c)

y {g¢); &4 bien en tste caso aparece una sinaufaridad en La densidad de estados,
esta se encuentra muy afefada del nivel de Fermi nespectivo atf espectro, y poco-
perceptible.

v Ot/m'd,éﬁmencia sustancial aparece en el compontumdiento de £a funcibn-
de distribucibn de espaciamientos a Lo Large del espectro; £La fabla 1V muestra -
£as caracteristicas particulanes para tales anreglos.

vl o XK= )
! 11| 1q43.3¢ 13.2% 75 %
9] 1q4s.20 900 1%
(&) 1] 14640 1-4¢ [0%
W 19022 535 <0-17,
Wl il 5.6 $-32 %

TABLA 1V.- Caracteristicas de Las funciones de distribucibn
para Los arreglos:

a} rectdngularn (13X28) con n= 17 y n = 24 clases
6 arados de Libenrtad.

b) nectdngular (14X26) conn= 12 ynz 22

¢} cuadrado [27X27) con n = 12
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A partin de La tabfa TV se percibe que Los arnneglos cuadnados estdn --
descrnitos pon una funcibn de distrnibucidn tipo Poisson (4-18), dado que Pa prue-
ba de bordad def ajuste results bastante satisfactoria. Mientras que Los aure--
glones nectdngublanes((a) y (b)) muestran diche comportamiento {4-18) pero idnica-
mente cuando se resiringen ef ndmero de clases en estudio; esto es presentan una
funcidn de distribucibn fipo Polsson anbmalo; La §ig. (4-23) muestra dicho com-- '
portamiento.

b).- ORBITAL p:

Para el caso del orbital p La expresibn del espectro de energlas viene
dada pon Ra relacibn (2-36) para un arreglo bidimensdional cortrespondiente a una-
ned chbica sdmple, ab hecer coincidin el onigen de enenglas con el valon (Ej -¥)
La nelacibn {2-38) se neduce a:

+ T cosRalo + T/ COS kyae ]
Eoad L™l “1 (¢-24a)

‘ o/
con 31T Yy ' <0 (4-24b)

Se observa una notable diferencia entre La expresidn def espectro-de -
enenglas (4-24a) u el conrespondiente al onbital S {4-13a); Los argumentos de 84
metnia anterionmente presentes se plerden totafmente, ¢llo se debe esencialmente
a que ¢f onbital p es tiplemente degenerado. :

£) .- COMPARACION CON LOS RESULTADOS PARA EL ORBITAL S.

las curvas para Los anreglos nectdngulanes {(13X24) (14X26) y cua~
drado (27X27) dek calon espectfico cv(®) para 3%/3 = 0.8 se - -
muestran en fa fig. [IV-24), estas curvas se comparan con Bas ob-
- tenidds para el ontibal S de una ned cdbica s.impfe. QObservamos a
thavés de La fig. (1V-24) del calor espectdico para Los orbitales
p no son similares a Las obfenidas para ef onbital S; efLlo nos --
econduce a analizarn el comportamiento estadistico parna estos pol--
vos,

Los histoghamas conredpondientes a La densidad de esdtados aparecen en-
Las 6£gwm {IV-25) y (1V-26), en este caso mepontamos dndicamente el histoqrama-
para el arreglo (13X8} ({fig. (TV-25)) ya que el correapondiente al awregfo - --
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(14X26) es totalmente 'anﬂogo, y el def arnreglo cuadrado {fig. (1V-26)). En es-
te caso se observa un compontamiento mds suave en fa densidad de Los estados, es
Lo es, no aparece una discontinuidad en La densidad de estados, tal como se mani
§iesta para Los orbitales S {fig. (¥ -V2)), y nuevamente La diferencia entre Los-
anieglos cuadnados es minima. Se analizd dgualmente £€a funcibn de distrhibucibn-
de espaciamientos a Lo Largo de todo el espectro, fLa Zabla V muesina Las caracte
nistica del afusie de €ste histogrnama, con La funcidn de disiribucidn de Polsson
{4-18).

v e x* M (x?)

@] 1t 149.940 1621 A
‘ u) 15 9s.2¢ q9.19¢ pso,
» ml 19 29.9% J1-35% s

TABLA V.- Caracterniaticas del ajuste de £os Histogramas de
La funcibén de distribucibn para arreglos:
a} nectdngulanes {13X28)
bl rectdngulares (14X26)
¢} cuadrados (27X27]

A través de £a tabla V observamos que 2z bondad del ajuste de £a fun-- =

cibn de distribucibn (4:18) nesulté sen bastante adecuada para ef anreglo nectfin

gular (14X26) y el anreglo cuadrado (27X27), no asi para el anrealo nectdngubar- -

(13X28) f4g. (IV-27) en La cual el ajuste no nresulta tan satisfactonio, ial como
_sucede para Los arneglos cuadnados (27X27) en el onbital S. De Esta mwnera se -
puede explicar porqué Las curvas del calon especifico para el arreglo reetdngu--
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Lan (13%28) del onbital p y del wueglo cuadiade (27X27) son tan parecidas [ver-

§ig. 1Iv-24)).

A4) .- EFECTO DE LA VARIACION .TQ/J,

c).~ ORBITAL d:

EL compontamiento del calor especifice Cv() para distintos va-
Lones de 3§/3,, se mucstra en Las giquias (1V-26) y (1V-29). La
§4g. {1V-28) muestra ol comportamiente de CvlT) para Los arne--
glos neetdngulates (13X28) panra J',/J, en el intervale [0.9, - -
-0.1] , as{ como una negibn del espectro de energias atrededon -
del nivel de Feami. Para el {ntervalo de temperaturnas y de €a -
nazdn eatre Los integrales de inteacambio J ;/J_, estudiados no --
apanecd§ contrnibucién alguna cornnespondiente al avieglo [T4X26);
en Los aweglos cuadrados aparece ef comportamiente de quip) en-
La fiq. (IV-29). Estas cunvas fig. {1V-2§) ¢ {TV-29) no mues- -
rant un comportamiento s{stemdtico ante La variaciin de J,/J,; -
esdo puede observarse en ambas fiquras. En el range de tempera-
turas estudiado unicamente contribuyeren al calon especifico - -
Ccu{M) Los espectros para Los valonres de J;/J7 Lgqual a: -0.8, --
-0.9 y -0.5 siendo edte dltimo el de mayen contribucidn mlientras
que para Los arneglos cuadrades wiicamente contaibupe al calor -
chpecifico el copectro especificado pon J,/J1=~0.5 §ia, (TV-29).

En el caso de onbitales d, aparece una degeneracién de orden cinco, ~-
esto se debe a que el nimero cudntico £ ¢d fgual a dos. La rnelacifn para el es-
peetro de energlas puede extraense de La ecuacibn secular (7-51); para k7=0 - --
(2-51) se neduce a: ‘
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Pan (13X28) del onbizal p y del arncglo cuadrado (27X27) son tan pcu:.eudtu {ver-
§4g. (1V-24)).

LL).- EFECTO DE LA VARTACTON J‘/J,

EL compentamiento ded calon especifico CulP) para distintos va-
Lores de J;/J,, se muestra en Las fLgunas (TU-28) y {TV-29). La
§4g. (1V-28) muestra el comportamiento de Cu{T) para Los arre--
glos nectdngulares (13X28) para J',/J, en ¢€ inteavalo §0.9, - -
-0.1] , asd como uwna negibn del cspectro de energfas alrededor -
del nived de Feamé. Pana ef (tervalo de temperaturas o de La -
nazdn entre Los inteanales de intercambio J'T/JT estudiados no --
aparecds contribucion alguna correspondiente al arnveale [14X26);
en Los arreglos cuadrades aparcce ¢l comporntamiento de Cuip) en-
La fig. (IV-29). Estas curvas §4g. (TV-28) y {1V-29) ne mues- -
Lran un comportamients sdstemftico ante La vardacidn de J ,/J,; -
esto puede observarse en ambas figuras. En el rango de tempera-.
turas estudiade unicamente centraibuyenon all caloer especifico - -
culm) Los espectrnos para Les valores de J;/J1 Lguak a; -0.8, --
-0.9 y ~0.5 sdiendo este abtime el de mayon contribucidn mientras
que para Los arneglos cuadrados unicamente cc»dﬁ,ébiu_m al calforn -
especifico ef esppectno cspecidicado por J',/J,=-o.s £4q. (TU-29}).

c).~ ORBITAL d:

En el caso de onbitales d, apanece wia degencracién de onden cineo, --
esto se debe a que ef nimere cudntico £ es Lguakl a dos. La nelacibn para el es-
pectro de enenglas puede extraecnse de £a ecuacdibn scculan {2-51); para k7 0 - -~
{2-51) se reduce a:
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Hyg = 4 [=Ti G Levuo + T2 (s vietto tosy beyae FCo14ga0)]

Hyy = 4 [Tq ot} kedo @ Lityas - Js (we)leyQot L * xae) ] |
. . (4‘28) e .
Heg ==4 Ty Sen L Ryl o Sen iryao :

Hyg =4 (Tq4Ts) (013 legaa - @3t Vexaa)

donde 12:,, - jﬂl‘— Nyy=dy.. ) Wy (4-29)
leg Qo :

sdiends a, et pardmetro de fa red. Te acuerdo a £a xeferencia (6) Las dnteghales
de intercambio toman Los valores ‘ '

Jy = 0.1928 Eqp»

u

0.0572 Ege

‘JZ

35 % 0.0776 E,,

Jy = 0.1348 €,
Jg = 0.0247 E,
J, < 0.0862 E,
con E, = 4 (11 + Jz) = 1.349 ev. {4-31)

Los histognamas comrespondientes a La dendidad de estados son simifa--

“aes a £0& mostrados en Las figuras {IV-25) y (TV-26); esto no sucede con £a fun-
cibn de distribucidn de espaciamientos a Lo lango de todo el espectro. La tabla

I[ muestra Las conactenisticas del ajuste de Los histogramas, a través de una re

o _l;au'ﬁn tipo Poisson (4-18) para un valor de Jj/J; = -0.5.
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Hu-& O o O 0
o Haz—-8 Hza Q (o)
o) o 0 Heq  Wss-€
Tenemos cinco valores de La energla; es decin
£=He | C (426a)
€, 3ée extraen del determinante
Hzz~© Haz , .
= 0 ‘ o
\ s Hai-€ \ ‘ {4-24b)
¥ E4’5 se extraen des: 7
| Weq-E Bas \_,: o S (4-26c)
Hsq Hes-E s

Las cinco rafces de £a ecuacibn secularn {4-25) se nreducen al conjunto-
"de ecuaciones (4-26), nesultando Los sdauiestes valores

Ey = Hy
1 ‘
Cird H22) : Q CHppi i )taq (Hatdsz-He)? ‘ st
’ 2 R T
E3 ‘ (Hyy 1 Hss) s \,(Mﬂiﬂrs)z—‘i (H«!“n-ﬂqr)z
. .

Q

Hyy * 4 =310 flexuotosd bylle+ T2 (e Lleyto ¥ Co A nte)

Hyp * 4 [-Ji o1 4 Y380 T2 (co) 4 lexa o 4 €y kryao (o3 § lerao)



- 103 -

| nili_ o x A7 (x2)
] 14 23552 24. 59 e,
(5, 14 2% .4 ¢ 1%.2 5.8 ‘t

. TABLAEI’ - Caractenisticas de La bondad del ajusie a
) : una {uncidn de distribucibn tipe Poisson-

para J3/3; = =0.5

a) anneglo neetdngulan (13X28)

b} arnreglo cuadnado {27x27)

( En este caso La bondad def ajuste results tan satisfactonia, hacdéndo-
4e presente una cienta repulsidn de niveles; esto es La funcifn de distrnibucidn-
es del tipo {4-15] con w2 o0.)

Las curvas del calor especifico Cu{') para Ros arneglos [13XZ8), - --
(14X26) y [27X27) se muestnan en La fig. {1V-30) al comparar estas cunvas con --
Las obtenidas para el orbital S §ig. {IV-11) se nota una diferencia pana £0s - -
avreglos cuadnados; pues en Los onbitales S se observa un compontamiento exponen
elal para un intervalo de temperatunas (0.06~0.10) mientras que para £0s onbl
2ales d se obsenva tal compontamiento a {ntervalos de Lemperatura menghes - === °
{0.02-0.03) , &4in Rleganse a saturar tal como sucede para el caso de orbitales
S, Asimismo observamos que en el caso de Los arreglos cuadrados ef cafor espect
géco Cu('P) crece mds rdpidamente que en Los arreglos rectdngulares, a dijeren--
céa del onbital S, donde sucede Lo contrarnio.
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» Las curvas del calonr especifico Cu{T) pana Los arreglos {13X28), ----
(14X26) y (27X27) se muestran en La §ig. (IV-30) al comparar estas curvas cont -~
Las obtenidas para el onbital S dig. (IV-11) se nota una diferencia para £Los - -
arreglos cuadrados; pues en Los onbitafes S se obserwva un compontamiento exponen
cial para un intervalo de temperaturnas (0.06-0.10) mienthras que pana _804 onbL
- Zales d se observa tal comportamiento a intervalos de tempernatura menones ------
{0.02-0.03) , sin Llegause a saturar tal como sucede para el caso de onbitales
' S. Asimismo observamos que en el caso de Los arregfos cuadrados ef calor especl
fLeo Cvl ) erece mds rdpidamente que en £08 wrreglos nectfngulares, a diferencia
del onbital s, donde sucede Lo contrario.

Estas diferencias tan marcadas pueden interpretarnse wia vez mds a par-
‘tin de Las propiedades estadisticas de Los poluvos; en este caso a thavés de £a -
densidad de estados y £a funcibn de distnibucitn de espaciamientos a Lo Lango --
del espectno. Los awealos de £a densidad de estados connespondientes al oibi--
tal  aparecen en £a £Lg. (IV-31) moatndndose Guicamente af annregfo (13X28) dado
que para el arneglo (14X26) es muy simibar, o en £a fia. (IV-32) se muestra La -
corespondiente al arteglo curdrado (27X27). Los histogramas de La densidad de-
estados para Los anneglos anteriones comnespondientes al onbital d muestran un -
miximo muy moncado alrededon def nivel de Feami, esto es mds notabfe para el - -
owreglo cuadrnado f4ig. (IV-32); s4in embango fa curva no muestna wia simetria con-
nespecto a La enengfa de Feami Ep {al como aparece en £os onbitales S. Llas fiau
nas {1V-33) u (TV-34) muestran el compontamiento de La funcidn de distribucidn -
de espaciamientos de enengla; en todos Los casos analizados se nota fa ausencia-
de nepulsiln de niveles (x> o entonces pix)-> o).

Nuevamente se efectud un afuste de Los histogramas mediante La funcién
de déstribucidn tipo Poisson {4-18), mostrdndose £as caracteristicas de La bon--
dad del ajuste a través de £a tabla 1.
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| a xt L xt)
G| ws-59 sp.S13 . 214
U) 20 323 .84 34.0P <19,
7 +$1.7L 68.5¢ PXA

TABLA Y% - Prueba de £a bondad def ajusite para anreglos
a) rectfngular (13X28)
b) nrectdngulan (14X26)
e) nectdngular (27X17)

_ €4 evidente a partin de La tabla Ufque tal ajuste es aparentemente ma-
Lo; en este caso no podemos suponer como en Los casos anterdiores que £a funcibn-
de diatribucibn que se ajusta es def tipo {(4-15) conw = 9. Sin embargo dicho -
ajuste mejona &4 el intervalo de espaciamiento AX para Pos histoghamas comnes-- ‘
pondienies se hace mis §ine, de fonma tal que aumente el ndmeno de clases n; mos -
Lrlndose que Ba funcibn adecuada es La de Polsson (4-18).




R § §

1V.5).- CONCLUSIONES:

De Los anflisis anterionmente neallzados sobre £as propledades estadisti
cas y del cdleulo del calon especlfico Cu(T) se desprenden Los resultados sigulen
_ tes. :

£) .- A muy bajas temperaturas ef comportamiento Limite del calon espe-
- elfico es el-correspondiente a £a de una cuava Schoithy.

Lo YR = (8e) ()@

Moo

£L) .- EL compontamiento del calorn especifico CuCT) depende de £as pro--
pledades estadfsticas de Los polvos metdlicos. E& decin de Lo --
densidad de estados y La funcibn de distribucién de espaciamien--
2os. ‘ :

{did)} .- Las propiedades estadfsticas, son diferentes para cada Lipo de on
bital; no presentdndose siempre wa funcidén ausente de repulsidn-
de nivefes.

Es euidente que en &ste trabajo se han nealizado simplificaciones, como:
a) Consideran arneglos cuadrados,

_ b) Despreciar Loa arneglos de supenficie.

o4 pon ello necesario extenden el (MCC) a tres dimensiones, y considerar Los - -
efectos de supenficie taf y como se propone en £a rederencéa {4}. No obstante -
se seguind satisfaciendo el Timite a muy bajas Lemperaturns (L); aunque Las pre-
pledades estadisticas y porn Lo tante La fonma de Cu(T) serdn amplismente afecta-
das.

Existe una gran dificultad en La determinaciln experimental def calor et
peclfico; &sta dificultad no radica en el aleance de temperatunas pequeiiad; sino
mds bien en La prepanacidn de dichas particulas (polvos metdlicos). Creemos que
el modelo tebnico que hemos propucsto podnd sen contrndtado en un momento dado -
con Los caleulos experimentales, &L se toman en cuenta £os efectos de supernfi- -
cles; de fomma tal que Las integhales de intercambio sobre La superficie se con-
sidenen como variables aleatornias, tratando de observar 44 se obtiene ahora una-

nepubs L6n de nivefes, dado que se modificard grnandemente La negibn abrededon def
nivel de Feami.
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" "APENDICE 11

PRUEBA DE LA BONDAD DEL AJUSTE:

Pona Los histogramas que describen a La funcifn de disinibucién de es-
| paciamientos {{ig. (IV-14), se comsidera que el ajuste adecuado cortesponde o La
funcidn de distrnibucibn de Poisson {4-18).

e s

p(x)dx = ae *dx ) {n

en este caso "a" nepresenta un factor de nonmalizacién cuwo valon estd expresado
" ons

2., Al bx
G-Oa_ c-&i

a= [2).
Siendo pix,) La grecuencia conrespondiente a £a clase n, en el caso def awreglo-
nectdngulan (13X26) el nimero de clases fue de 16; Axn comnesponde al intervalo
de espaciamiento en que se dividi6 a £as cBases, en este caso fue constante y de
0.4, @y Y @ XA X, . Los valones connespondientes, a tales parndmetros se mues
Lran en Ra tabla T a manera de ejemplo.

La pregunta a responder wia vez nealizado of ajuste, e que tan repre-
Ssentative nesulta; para ello efectuamos una prucha de £a bondad del ajuste utifi
zando £a prucba de fLa xz; de tal forma, que se puede juzgar 34 cualesquiera dife
Arencias entre fas frecuencias observadas y Las espernadas, son neales o debidas -
al azan.

. Para efectuan ﬁa phueba, se caleula La cantidad

2 .  (Fe(1) — Faspli) )2 |
X = Feli) (31

=1

darnde_' F. (&) = Frecuencia esperada (6 teorica)

Fup(d = Frecuencéa o‘ba ervada

_ Y el peso asdgnado a cada valor de x.2 apanece en La tabla 11.
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En este caso tomamos a tas {recuencins esperadas y observadas, come --
Las fneas bajo La curwa (del ajustel y del histograma, de fomnma tal que:

’

»8an
Feln) =ace” eI

ng) = plx,) &x
xz ) é' (hlm-fnﬂnl)?'

nLé !’t ‘“)
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" Tabla Vil
T,

Distribucion x?

libertad ° X i
v 099 0,95 090 0,80 0,70 0,50 0,30 0,20 0,10 0,05 0,01 0,001
1 0,000157 0,00393 0,018 0,0642 0,148 0455 | - 1,074 1,642 2,706 | 3,841 6,635 10,827
2 0,0201 0,103 0,211 0,446 0,713 1,386 2,408 3,219 4,608 5,991 9,210 13,815
3 0,115 0,352 0,584 1,008 1,424 '2,366 3,665 4,642 6,254 7,818 11,348 16,268
4 0297 0,711 1,064 1,649 | 2,098 3,357 4878 5,969 7,179 9,488 13217 18,465
s, 0,554 1,148 1,610 2,343 3,000 4,351 6,064 7,269 9,236 11,070 15,086 20,517
6 0,72 1,635 2,204 3,070 3,828 5,348 7,231 8,558 10,645 12,592 16,812 22,457
7 1,239 2,167 2833 3,822 467 6,346 8,303 9,503 12,017 14,067 18478 2432
8 1,646 2,733 3,490 4,594 5,521 1,344 9,524 11,030 13,362 15,507 20,090 26,128
‘9 2,088 3,325 4,168 5,380 6,393 8,343 10,657 12,242 14,654 16,919 21,666 27,817
10 2,558 3,940 4865 6,179 1,267 9,342 11,781 13,442 15,967 18,307 23,209 329,388
7] 3,053 4,575 5,578 6,989 8,148 10,341 12,899 14,631 17,275 19,675 24275 31,264
12 351 5,226 6,304 7,807, 9,034, | 11,340 14,001 15,812 18,549 21,026 26,217 32,909
13 4,107 5,892 2,042 8,634 9,926 12,340 15,119 16,945 19,812 22,362 27,688 34528
14 4,600 6,571 2,790 9,467 10,821 13,339 16,222 18,181 21,064 23,685 29,141 36,113
15 5,229 7,261 8,547 10,307 11,721 14,339 17,322 19,11 22,307 24 996 30,578 37,697
16 5,812 7,962 " 9,312 11,152 12,624 15,338 18,418 20,465 23,542 26,296 32,000 39,252
17 6,408 8,672 10,085 12,002 13,531 16,338 19,511 21,615 24,769 27,587 | 33,409 40,790
18 7,015 9,390 10,865 12,857 14,440 17,338 20,601 22,760 25,949 28,869 34,805 42,312
19 7,633 10,117 11,651 13,716 15,352 18,338 21,689 23,900 27,204 30,144 36,191 43,820
20 8,260 10,851 12,443 14,878 16,266 19,377 22,115 25,038 28,412 31,410 37,566
21 8,897 11,501 13,240 15,445 17,182 20,377 23,458 26,171 29,615 32,6M 38,932 45,797
22 9,542 12,338 14,041 16,314 18,101 21,337 24919 27,301 30,813 33,924 40,289 48,268
23 10,196 13,091 14448 17,187 19,021 22337 26,018 28,429 1007 35,172 41,638 49,728
24 10,856 13,848 15,659 18,062 19,943 23,337 27,096 29,553 33,196 36,418 42,940 $1,179
25 11,524 14611 16,473 18,940 20,867 24337 24,172 30,675 34,382 37,652 44,314 52,620
26 12,198 15379 17,292 19,820 21,792 25,336 29,246 31,795 35,563 | 38,88s 45642 $4,052
27 12,879 16,151 18,014 20,703 22,719 26,336 30,319 32912 36,741 40,113 46,963 55,476
28 | 13,565 16,928 18939 21,548 21,647 21,336 31,191 34,027 32,916 41,337 | 48,278 56,893
29 14,256 17,708 19,768 22,475 24,577 24,336 32,461 35,139 39,087 42,557 49,588 58,302
30 14,953 18,493 20,599 23,364 25,508 29,336 33,530 36,250 40,256 43,113 50,892 59,1203
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