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Introducción 

La. flexotorsión difiere de loe problemas elementales de resis-

tencia de materiales en más de un aspecto. Ello obedece principal--

mente a que los efectos de alabeo, que usualmente son despreciables, 

en ocasiones cobran importancia fundamental. Pm consecuencia los mo-

mentos torsionantes producen esfuerzos y desplazamientos que no son 

abordables por la teoría elemental de torsión. Un procedimiento que 

ha suministrado resultados aceptables consiste en descomponer la -- 

torsión total en torsión propiamente dicha (sin esfuerzos normales 

'longitudinales) y flexotorsión. Aun tal procedimiento exige un es- 

tudio de compatibilidad de las deformaciones, lo que sigue colocen 

do al problema fuera del campo usual de la resistencia de materia-

les. 

TA problema de la flexotorsión ha sido tratado por diversos --

autores desde puntos de vista diferentes. Sin embargo, no se han --

obtenido resultados de fácil aplicación. Trl general se llega a ecua 

ciones diferenciales cuya solución está dada poi funciones hiperbó-

-licao. El ingeniero proyectista no puede aplicar estas soluciones, 

ya que requieren por un lado conocimientos mntemáticos superiores - 

a los usuales, y por otro, tiempo del que no se dispone en la elbbo 

ración de los proyectos estructurales. En vista de talo, con frecuen 

oia se dan soluciones artificiosas al problema que conducen al des-

conocimiento del comportamiento de la. estructura. 

En años recientes el problema se ha acentuado. Se ha hecho --

más frecuente en edificios el empleo de muros rieldizantes para to 

mar carga lateral; se ha recurrido con mayor frecuencia a cimento.- 

ciones de cajón, y se ha acrecentado la construcción de puentes ou 

yas superestructuras poseen secciones cerrados de paredes delgadas. 



El presente trabajo describe las teorías de torsión y Plexo-

torsión debidas a Weber y a Goodier anlioandolas al estudio de la 

influencia de la fcirma de la sección en.  Ya. magnitud de los esfuer 

zos normales; y desarrolla una solución aproximada de flexotorsión 

•n secciones C y L. 

Al referirnos a flexotorsién se entenderé el estado de 'afuera. 

mos producidos por un momento Lorsionanle cuando éste es en parte 

resistido por estuermos normales longitudinales del miembro. 



CAPITULO I 
GEURALIDADES 

El estudio de flexión para efectos de cargas excéntricas ha --

sido desarrollado en forma general por diversos autores tales como 

Prandtl (1), Michell (2), Timoshenko (3)quienes consideran el efeo- . 

to de flexión y el efecto de torsión por separado. Wagner (4)  y - - 

Kappus (5) han obtenido expresiones en nue, tomando en cuenta la no 

uniformidad de la torsión, combinan 'esta con los efectos de flexión. 

Para el caso de secciones abiertas cualesouiera de paredes del 

gadas se pueden citar los estudir's realizados v'or Weber (6) y por - 

Goodier (7), 

El análisis de Weber es válido para barras cuyos extremos es-

tén actuados por pares tórsionantes. 

Si una barra prislútice se sujeta a pares nue produzcan tor-

sión pural este barra tenderá a acortarse debido a que las fibras «Ni 

exteriores paralelas al eje longitudinal forman hélices después 

de torsionaree,originando tensión en estas fibras y compresión en 

las centrales, alabeándose a su vez las distintas secciones trans-

vereal;s. 

Considérese una barra de longitud l y de sección transversal 

constante en nue el lado menor. t es muy nequeo comnarado con el 

mayor b. 
Si la barra se tuerce como se -

muestra en la fig. 1, la fibra 

recta AK, formará una hélice. 

Llamado r a la distancia del - 

puntoigial eje z y é al ángulo 

de giro, la longitud de la hélice será 
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aumentando ]s, longitud de le br,rra en 

-1,111 r 4.39V`,-/ 	(r dfAtit-r 	r`pir2 
por lo que el esfuerzo en la fibra debido a este alargamiento será 

	

Et- a mo s/211 	 3 

Sin embargo, ocurrirá un acortamiento ffe en la barra debido a. la -

deformación de la misma apareciendo ',TI esfuerzo 

0-4-t  • - 	o:  g. 
por lo que el esfuerzo longitudinal en la fibra, sert',  

e Cra¡ E (r? Ve - es) 	 5 
pero.come 	QdA= O a ya que la barra está sujeta exclusivamente a 

A 

pares torsionantes se tendrá que 

0 £1(/' 	1.4  - 	411  

Despejando e c, se tiene 

/r a Pla  
.IE .11 4 / - 	2  zi  

Integrando se tiene 

#1.1 0 4 	 41 )4  e e? 

Sustituyendo este valor en la ec. 5 se tiene 

A .44 	eil4  ¿I) 
2-74  (rj  - 57 / 

pero como t es muy penuelo comparado con b, se puede escribir nue 

(is 	41  Cr., 	(1 	za. 	 7 
2 ft 

expresión que permite conocer los esfuerzos longitudinales en una 

barra ideal sujeta Snicamente a pares torsienantes en sus extremos. 

Para el caso de secciones estructurales bastará considerar — 

°setas como secciones cm-mientes por placas rectangulares de este - 

tipo. 

Goodier resuelve el problema de flexotorsión en secciones abier 

tes cualesquiera de paredes delgadas. en la siguiente forma 



Sea una barra de sección hueca como ?a indicada en las figs. 

2a y 2b sometida a los siguientes efectos: un par flexionante Mi  

que causa flexión en el plano xz , un par flexionante M2  que cau-

sa flexión en el plano yz , un par torsionante M. que produce un -

giro en torno al eje longitudinal z y una carga P aplicada en el - 

centro de gravedad y que produce únicamente compresión en la ba- - 

rra. Los ejes )(y son paralelos a los ejes centroidales y princi--

palee con origen en el centro de cortantes 

Debido a la deformación de la barra,el centro de cortantes -

3 se desplazará al runto S ; (Ver fig. 2c) las componentes de --

desplazamiento paralelas a los ejes xy serón uv respectivamente 

y el giro se medirá por el ángulo 9 . 

A partir de estas deformaciones se podrán determinar los es-

fuerzos normales r tomando en cuenta las curvaturas. Sean (x,y)-

las coordenadas dd un punto cualquiera de la sección transversal 

el alabeo de la sección, 

Los esfuerzos normales serán 

mi 1 
r« • E- 	77, 

r°11 	(y-i•) 74.-S4 
y análogamente 

di t0 
ro•-1(Á•#4,•) -2-1-3 
Además, se tendrá un esfuerzo normal debido a la fuerza P 

aplicada en el centroide de la sección. 

finalmente el esfuerzo lonritudinal estará dado por 

4,  posteriormente se tratará el alabeo con todo detalle. 



En todos los casos la fuerza P puede tratarse por separado 

mientras no se trr.te de un problema de flambeo y sum; ',r efectos. 

La condición 8 define el caso general de flexotorsión; den 

tro de este caer, se podrán censiderar do& variantes extremes. 

a) Flexión pura. Se tendrá M3  a P 	O por lo nue a- - 

(No se cansidera.efecto de flambeo) 

b) Torsión pura (Caso estudiado por Weber). 3e tiene - 

Mis 	P a O por lo que 	a-sq-,3. 

Para calcular los esfuerzos normales será, necesario deter- 

minar los desplazamientos u, v y el giro d . 

Consideraciones sobre el centro de cortantes, centro de' - 

giro y centro de fuerzas. 

De acuerdo con le teoría que se expuso anteriormente pueden 

valuares los esfuerzos y fuerzas que actúen en una viga de sec-

ción hueca sujeta e flexotorsión, sin embargo sar6 necesario ceno 

cer el centro de cortantes y diferenciarlo con el centro de giro 

y centro de fuerzas. 

Si se observa que la dirección de la resultante de loe es- - 

fuerzos cortantes depende únicamente de los ejes neutros se c(11-

cluye que ejes neutros de diferentes direcciones darán diferentes 

direcciones de las resultantes de'esfuerzos cortantes; sin embargo 

todas estas resultantes concurrirór a un punto al que se lima 	-

"centro de cortantes de la sección transversal". 

Basado en esta observación Osaood (8) define al centro de cor 

tantee como el punto (xpi yp) de una sección tronsversal por el - 

cual al actuar una fuerza P ellalouisra no oroduzce torsión alguna 

a lo largo de la línea itaXi y: yp; definición que se puede escri 

a bir como 
	

X. 1+ ki reya X- j'itzy) J Á 	 9 
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donde/parta>. son las componentes de esfuerzo cortante en la -

sección transversal, definidas con la convención usual y X P -

la absisa del centro de cortantes. F fuerza cualquiera paralela 

al eje y que prrduce los esfuerzos lot.4 y CIL/. 

Para el caso de secciones simétricas con respecto a ambos 

ejes, el centro de cortantes coincide con el centro de gravedad 

(origen del sistema). Si Yes secciones no son simétricas, el --

.valor de yF se podrá obtener aplicando una fuerza cortante pa-

ralela al eje: ytrabajando en forma semejante a la obtención - 

.de X, será posible determinar Ye. 
Una vez localizado el centro de cortantes en una sección -

será fácil determinar el momento torsionante para una cierta --

fuerza con linea de acción conocida. 

Si la resultante de las fuerzas cortantes no pasa por el -

centre de cortantes la viga estará sujeta. a una. flexotorsión y 

--• girará en torno a un eje que se llamará eje de giro, para 

secciones asimétricas, el eje de. giros no coincidirá con el eje 

de cortantes como sucede en las secciones objeto de este estudio. 

El centro de giro para una sección dada, será aquel en que -

la energía potencial del sistema sea mínima. 

Para determinar la posición del centro de giro basta con --

observar que la energía potencial del sistema es debida unicamen 

te a las deformaciones producidas por los esfuerzos de torsión y. 

por el acortamiento. 

Para que la energía rotencial sea mínima en el punto (h.k.) 

se deberá tener que 

av_ au 
Clh 474. ° 	 /0 

axpresién que permite obtener la posición del centro de 

BIBLIOTECA DE LA 
DIVISION DEL DOCTORADO 

• •• 



en una sección C. 
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giro. A continuación se ilusbrará mediante un ejemplo 

Ejemplo.- Determinación del centro de cortantes y cenuro de giro 

•1'3.5 

Haciendo pasar la fuerza P por el punto XF se tendrá nue 

XF 	
-;,(4 	1e/.4 

pero 
/t- z 	./.4 ycld 

por lo nue 

Xf /
411:;:firr4eld 4//1: 

Integrando queda finalmente 

1,:  4 
4*.li e 	

// 

que es la simio* del centro de cortantes de una sección C. 

Para la determinación del centro de giro, bastará observar 

que debe hallarse en el eje X por tratarse de una seccitm Bimé-

tric¿ basta:44m determinar el valor de b.k . 

. k I. • 4) 	 En la figuro 4 ss aprecia que pira 4 

tramo 0 A , 

rjs hilfa  

para el tramo A 13, 

a  4. ha 
Sustituyendo estos valores en la ec. 3, 

se tiene a  

2(41c9.: 	(4( IP t 4 fa s  — qt 

0 

▪ /• 1( 
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L
/  in)t 	 • h' 2 49.1 .20 JA 7  Tir k 4 	3 

La energía de deformación será 
uzih  t/kAAII  t  2  / é  e(9:44s) ¿41,  

-* 	tE 	«I. tE 
Sustituyendo valores se tiene: 

£004.1  Li 
••••••••••••••••••1 	 41' d 	 •• 

pero como para que la energía de 

tener que 

Jr t 21 1-0.1h) 4  —1214) 4-4a,.24 
deformación sea mínima se debe 

ji/ 	O V 
571 di 41  

y además por simetría y o Por consiguiente 

se tendrá. que 

ást J4 / 4:4 114 a-P64.4- 414A-* 
por lo que 	

4'4.504 fi4; 

     

/2 
2i6 (<4 r. 6) 

las coordenadas dei centro de giro serán ( 9,k ). 
111 forma semejante se tendrá loare la sección 

el centro de cortante tiene por coordenadas (0,0) 

de loe ejes coincide con el vértice del ángulo y el 

giro será (11 	) ',donde 

A 

en ángulo «yuc—

al el origen - 

centro de 

h = ( 414. - a b -/ 4197! 
	 /3 

Á: (16 = -44 # 45/8 
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UAPITULO II 

RANGOS EN QUE E3 DESPRECIABLE EL 1021CTO DE TOilSION 

De acuerdo con les teorías expuestas en el capítulo anterior, 

los esfuerzos normales que se presentan en una sección cualquiera 

de una barra podrtIn ser debidos a flexión, a torsión pura o a 

flexotorsión. 

El problema de flexotorsión se podrá considerar como una su- 

1 	Ir 

f k5  5 

de los cuales el efecto indicado en la etapa I será debido a - - 

flexión pura, el de la etapa III será debido a torsión pura y los 

de las etapas II y IV debida efectos secundarios. W. Lansing - 

(9) demuestra que los esfuerzos producidos por la etapa III son - 

despreciables,recomendando para el estudio de flexotorsión el aná-

lisis de las trla primeras etrTas únicamente. 

etapas recomendadas, la segunda proviene de la -

par ideal producido por dos fuerzas F iguales a 

,-= Prf 
 4S/0/4 
4!* 

en que el efecto -11.!U es despreci. ble ya que el ángulo # (o) 

es normalmente muy pequef1o, restando únicamente el efecto de-151  t 

el cual produce esfuerzos menor<-.s al 7% de los esfuerzos debidos a 

torsión. como lo demutievra W. losnolng. 

perposición de los siguientes 

, e : 

efectos mostrados en la t'ir. 5. 
Mt 

F  

De las tres 

aplicación de un 

##  
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En el empotramiento se tendrán es-

fuerzos longitudinales T- que res-- , 

tringirán las deformaciones E,Jét. 

Para la aplicación de la expresión 

debida a Weber será necesario deter-

minar rt. De la figura se tendrá 

que para el patín r`r-x 4 4. 41/oy para 

el alma 	r"..,ja+bk.'' por lo nue 

1 	
é • 

	

¿i 	—7:II (4 L‘dr, 941, • / 
• la (Z/ on/ 	- 

Integrando se tendrá 

ELE 	
liatá 	

14 (4 4.A:1,4h) , 4(,4& 	1- 9} /t 

Teniendo finalmente que 

0-' 
A-  91   r ir hm • ¡V o.  44)0,  ( 1- 4' 6 	bi)} /4-  - 
2 l a 	 06 .% 

Expresión que se podrá simplificar en la siguiente forme 
z  

(1--  	 r 
2 

Como el ángulo (+dependerá del momento torsionante /4ft será nece-

sario definir el momento torsionante en función de P  , se tendrá 

que El momento torsionante es igual a 

/VI 	/4!v- ' /If a- 

donde el momento torsionante equilibrante debido a los esfuerzos 

cortantes será /tIry el momento torsionante equilibrante debido - 

a la proyección de los esfuerzos longitudinales en un plano per-- 

pendicular al eje de torsión será/Vr. 

El valor de 14r será: 

1.2¿¿4.114  hi94101  
.3 



A fin de conocer en forma aproximada la influencia de la 

-7or7,'Ión en la magnitud de los esfuerzos normales, se podrá des- 

el efecto.deoido a la etapa II y considerar entonces 

válido el priucipio de superposición de causas y efectos. 

raro la determinación de los esfuerzos normales no será 

necesario examinar las teorías nue permiten obtener los esfuer 

normales debidos a flexión pura por ser plenamente conoci-

dos (Ver iig. 6a) por lo que bastará hacer el estudio de los es 

iuerzos torsionantes unicamente. 

Deuiao a que la teoría de Weber expuesta en el capitulo 0111•111. 

anterior ea aplicable a piezas sometidas a torsión pura por unla 

partey ha sido comparada con resultados experimentales por otra 

será la quo se empleará en la determinación de los esfuerzos 

normales debidos a torsión. 

supóngase una viga en voladizo de sección C a la cual se le 

aplica en su extremo libre un par torsionantettit. 

Como consecuencia de le aplicación del citado par torelonaa» 

te se presentarán fuerzas normales al plano normal al eje de --

torsión, fuerzas que tendrán componentes paralelas a las fibras 

lengiLudinales produciendo en consecuencia esfuerzos longitudi-

nales y dependiendo la magnitud de éstos del ángulo de giro. 

En el extremo empotrado la sección transversal permanecerá 

plana. Loe esfuerzos cortanteky el momento torsionante tenderán 

a producir el alabeo de esta sección el cual será contrarestado 

por esfuerzos normales y cortantes secundarios que se pueden -

apreciar en las figs. 7a y 7b. 

# 1L 
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Para la determinación de /Yr será necesario analizar por 

separado los patines del alma. pare: los patines se tendrá que 

fr t cd < 	r 4 

Sustituyendo el valor de Ir se ti"no 

1,46.,  Ve é Í1-) 3  e S) (r ¿-- j . g. ) rd,r 

pero como 	 y ci i% 	t. '14.1 se tiene 

2Af,s (1/3,(44)/1744.é41-., 'Ex` 

Integrando se tiene 	-Á  

Ni" 	(/)4 sL blt#41-.1  1. 1,7 1/!«4 1-444 éZh9 é 

Oik e-/Zi gilo 341(W- 15'5/114 (4 3- 14 h 0/44  oaV7y4 I 
Análogamente para el alma se tendrá que 

.1 	) 
dHata74 (7‘).5  -a(7Z" . -1(f h

a
il d f 

Integrrndo 
/Ya' XI I (#/(11 1 Á t4 (-4.4  .‘ a 13%)  9  

finalmente se tendrá que el momento torsionante debido a la pro- 

pero fq.:14é4IL  por lo quedy 

yección de los esfuerzos longitudinales será 

/tira 	pía& 	, Ázpz 	 1,P4,4 ‘- /-:v.  .0] ,* 34`( _ 
(7.1. 11 94.1-4*(4 ,...,5 41•- 2.4.¿,-49 YtAt 	•-,A L L a i é 3  miz 	1? 

A partir de estas expresiones será posible determinar los es-

fuerzos longitudinales debidos a horbión pura y comonrarlos con ... 

los esfuerzos debidos a flexión. 

La influencio de la forma de lo sección en la magnitud de los 

esfuerzos se muestre en la siguiente teblo en nue se comparrrn --

cuatro distintas secciones anlicAndole un momento torsionante - 

nta 100 000 Kg cn,  y obteniendo los esfuerzas normales que se indi 

can'pcsteriormente se determinaron los momentos flexionantes nece 

Barios para obtener los mismos esfuerzos. 

Y 4 y 

fria 	d y Mi"? 
o sea 

d/114 7g E l( 	(ra-i9r,
dy 



ir 	ni 

Mt. 

tq 

• 
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l• .131 /< < e ' 0  or "..0 .34' 3G, t,q, 34l-o( J ., % o o. o*,  ,,,Wrsol• 

La fig. 8 es la representación gráfica de la antedicha tabla. 

Conocida la inflhencia de la forma de la sección en ja inten-

sidad de los esfuerzos normales, conviene considerar ahora le in-- 

fluencie que ejerce la longitud de la viga pana ello 	Lensing — 

experimentó con una sección C sujeta a flexotorsión obteniendo los 

resultados nue se muestran en la gráfica de la fiu. 9 y en que to-

me como punto de comparación el esfuerzo q-, 2320 Kg/cm2 correspon 

diente al punto de fluencia de] acero y en nue res ol esfuerzo --

normal debido al momento flexionante únicamente. 

La carga se aplicada en todos los casos hasta obtener el es-- 

fuerzo G 	2320 Kg/cm . Del diagrama se puede observar que el va 

lor de 4.2  es menor nue el de t'e 2320 Kg/cm2 como consecuencia -

de la.esimetria nue existe en le sección. 

Para el caso en que existan oontravientos intermedios se hiele 

ron pruebas experimentales en la TTniversidad dc Cernell, concluyen-

do que Setos evimpn los desplazamientos ficticios de le etapa II en 

los puntos de contrayente° convirtiendo una viga de un claro en una 

viga continua por lo que respecta al efecto de lre fuerzas horizon-

tales F. 

Además de que le distorsión nue sufren las socolores C y L de 

su forma original dependen del ancho y esneser de los patines así 

como del peralte del miembro, esta distorsión nun'qle prácticamente 

despreciable afecta la distriwIción de los esfuerzos longitudinales. 

11» Vista que le determinación de los esfuerzos longitudinales 

debidos a flexctorsión resulta muy complicada por el métcdo - 
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descrito en esta capítulo conviene estudiar otro mAtodo más son-

cilloeaunque aproximadooque será el motivo del siguiente capitulo. 

De todo el estudio anIerior se puede observnr que el valor de los 

esfuerzos normalus provocados por torsión en las secciones estudia• 

das son de poca influencia (véase ejemplo numérico). 

• 



CAPITULO III 

1301243I011 APxOXIMADA t#iL PROBLIDIA COXBIDERMEDO LAS IlLACA8 COMO 

OMS MIMADAS. 

Una forma de resolver el problema que nos ocupa ea la que a - 

continuación se expone, la nue es exacta si se aceptan las hipóte-

sis que para el efecto se establecen previamente; pero que resulta 

aproximado ya que dichos hipótesis no se satisfacen rigurosamente. 

Se estudiará el problema referido a. una vira cualquiera que - 

por comodidad se supone en voladizo y cargada eerpendieuUrmente al 

eje longitudinal. La sección transversal de dicha viga puede ser en 

L o en e, o en otras formas semejantes compuestas por placas delga- 

das. 

Basándose en lo anterior, se establecen las siguientes hipóte- 

sis. 

1.- La longitud de la viga formada por las placas deberá ser -

mayor que las ditansiones de su sección transversal. La influencia 

de la longitud o claro de la vigwya se ha estudiado en el capitulo 

anterior. 

2.- Las rigideces laterales de las placas, serán despreciables 

comparadas con les rigideces en su plano, por tratarse de placas --. 

delgadas las que forman la viga. 

3.- Be despreciarán las deformaciones debidas a los esfuerzos 

cortantes en las superficies medias, suponiendo alojada la sección 

en la linea media de ésta. 

4.- La proyección horizontal de una sección de la viga des* - 

pués de la'deformeción será la misma que antes de desplazarse. 

BISLIOTECA DE L4 
DIVISION DEL ODP.T-NrIs90 
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Fsto es licitó suponerlo si existen dinfragmes o atiestadoree 

que impidan deformecionp 	locales 

5.- Las cargas externos al despinzaree sus puntea de aplica— 

ción, permanecerán paralelas a su dirección original, despreciando 
e 

el efecto de flexión adicional. 

6.- Como primer paso conviene encontrar la crndición que liga 

las placas. Bleich (10) establece la condición de lipa y que resu- 

me como se indico la euntlimación 

Sea E, la deformación unitaria longitudinal del muro 1/ 4/4 2,1 

la curva del mismo muro (Ver fig. 10). 

En las fronteras de los muros 1-2 y 2-3 se podrán establecer 

las siguientes expresiones 

d a 

4 11 ."4 	• g  
M(dr ia 

Si se define a 6 como la deformación longitudinal media de 

toda la sección y a &como la diferencia entre Cc y 	se tiene - 

que 

A 	/4 4. 
1..1 

Sustituyendo, 

6 4• 14. 	 ii‘«liza: Ey 0.  I- as 

por lo que 

fis`Q.1 	441 	t 11 - 	41( d /1"/e;(  41' a  

Análogamente se puede escribir 

e 4.1  
Además. 

Wci: a 	 4-° 41 ¿gil/1" L  
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ya que 	Á e 	Á 4  E 

La ec. h.k. se puede escribir 

r4E- 
	 ZZ 

Las expresiones 20 y 21 permiten conocer tanto las deformacio-

nes longitudinales como las curvaturas de los muros. 

Para la determinación de las deformaciones <4 y V y el giro 13  

será necesario plantear un sistr.ma de ecuaciones que permitan su -

obtención. 

Si x y son las ejes de un sistema de ejes coordenadas cual-

quiera; 5 y 1 los ejes correspondientes a los anteriores despuós 

de la traslación y giro de la sección transversal o yu,r y (3 las 

traslaciones y giro referidas al sistema ,f,.?, 2, se establece la -

siguiente relación. 

57 

A una distancia dlt2i el valor de #7 se incrementará en ijiVelt 

correspondiendo en consecuencia a E un incremento 1Frual a d€ /ds 

Como por hipótesis no existen deformaciones por eiruerzo cor 

tante (Ver fig. 14) se puede escribir que 

v 	.0/ e/ 	D
.2 3 

/cI¿ 	ict/ S  

por lo que 

-y
s
_5i f. 
caí 

llevando el valor de 	a esta última expresión se tiene 
5 	 3 

c175  E- u,/,  sc„,15 	c,  • y' 4121  

integrando 
u 	tr  ? 	 c 

( C = constante de integración). 

ft.4 DiviSioN rct Docropolge 
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Admitiendo que se verifica la Ley de Hooke 

E t.' 

	

por lo que 	

l441 	q- 	c') 
	

e.4 

Teniendo en cuenta que no existe fuerza, normal por un lado 
• 
	 Y 

considerando la expresión 22 

° 	¿i;(71 	 ra/A,  L d _s/4  Á 0/4 v• =XI  

pero cano 
f do Q 

fd z oí4<Qx 

j e/ 

queda finalmente 

c? 	- E Q r 4L 	Y V"  - 	 * 

Expresión que se puede escribir en la forma 

Y V- _ 	 J""*- 	‘. "1  z 	 2 

f 	• 0# 1.+% 
/ 

1 /7  Cm / 

	

// ,« 'lo , 
	Ixzl‘izs 

...i.,  
/ 

Para satisfacer el equilibrio en la 11(7. Yo. 12 se deberá tener que 

Cigt .2 o 

y como 	17x ' 	z> 

ee podrá escribir que 

G‘  s4/ s 

Sustituyendo la ec. 23 en esta último expresión 

,'( ,'3 

que es una ecuación de compa-

tibilidad. 

Las otras ecuaciones se podrán 

obtener basándonos en el equili-

brio de los elementos de la viga. 



Sustituyendo el valor de tzt se tiene 

1(-Zogf- ¿".- 0. • f 	/*Á Al 0•El'4) dJ 
e integrando por portes 

en que wx y wy son distriyuciones uniformes de carga 

El momento torsiononte se podrf' definir como 

/9e,  /'Crr r 

pero %,40:- por lo que 
j , 

J 
fidiz id 	 • 
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Integrando 

- 	i:Phf  
pero 	

3 
V 'I ;-g, •)/5; 

por lo que 

Yr 	‘f 4** # f 	(1 - .efb"ik•• El el — 

í/ - 	s 
o sea que 

-Vf : N7 - El x y a  - 17)4, 	..•Z":( ".‘tr  ÁC "  

Dado que Y o o se tiene 

	

Ejit y 	í 
mé 
 	e zr 3"" ,‘ 	e "1  

Análogamente  que puede escribir 

- <Vos - 	14  él 	é 191 1°-  al- 
ty 

 td 
0,  Le- ec o/ 

• 

1 

t7 

/VI 	«. 41'4145' 	 P4. 014  Y .- it.::1-4711:4(‘1:1 
/ 

Llamando 9  

t., a pif  
epftif 
rfi ,ffizi I 

se tiene 

-* - E,?,  u " 1-fx 	E_Tr  Y"' .gfr44 

r 
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expresión que se puede escribir 

M;'411 	Zo f de *1-Ed ii 	E,7 	 hi C 	18 

Con esta última expresión se tiene un sistema de cuatro ecua- 

	

ciones con cuatro incógnitas,O, 	3 y C, les cuales resuelven el 

problemas 
t/j. 	E ‘if 	- 	 AIL "..? v 	 -Z 

:%ay 	 4,"'"' 4 .E 	3' 41 /5 	 .Z 
de"" 4 .E.19,  4P."« 4 £4 1 "e  lob 	 wr 	27 

lg7  90 dr"' 4 #17 ro ér "11  4 .E.„75› 	" E 	4vg.. 	. .78 

La solución obtenida por estas expresiones permite el análisis 

de elementos estructurales de secciones transversales huecas de pa-

redes delgadas. Dichas expresiones concuerdan con las obtenidas por 

otros autores como Niles y Newell (11) los gue reducen el sistema a 

uno de tres ecuaciones como consecuencia de introducir un término ya 

conocido que llaman "esfuerzo normal unitario promedio", También - - 

Bleich por su parte plantea un sistema de cuatro ecuaciones con cua-

tro incógnitas ( 0,0;r d ). Las expresiones anui obtenidas son 

análogas a las inuicadas por Bleich con la diferencia de que dicho 

autor no plantea la ecuación de compatibilidad aquí estudiada. Goodie? 

(12) llega a expresiones que omitiendo el término correspondiente a 

la deformación longitudinal. 
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La definición aquí dada de alabeo .es la misma que considera 

Lundgren en su Método de la Viga para la resolución del problema 

de flexotorsión. Sin embargo es conveniente introducir una co- - 

rrección debido a que el alabeo no es una propiedad geométrica -

de la sección sino que depende de las condiciones de frontera y 

restricciones a que está sujeta la pieza. A fin de determinar di 

cha corrección conviene hazér las siguientes observaciones. 

Sea una sección abierta como la mostrada en la figura 13 con 

un sistema de ejes eoordenados II, y con origen en el centroide, 

Sea S un sistema de coordenadas auxiliar que permita definir pun- 

A'toe en la curva. 

Si 	r es la distancia del origen 

a Cua]quier punto de la ourvziw esta -

distancia. se podrá descomponer en r„ 

y rt . El sentido de t definirá 

el sentido posiLivo. 

Si la sección gira libremente en -

torno al eje Z, esta estart. exenta 

?Ir 3 	 h'SK de todo alabeo o sea que todos los - 

puntos de la viga a la disancia gi-

rarán el mismo ángulo e  • 

44. 13 
	 por lo que 	141 C 

Considérese ahora un elemento de, d como el mostrado en la 

fig. 14 a ,perteneciente a una viga que se encuentra impedida de - 
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girar libremente y en que por hipó-

tesis no existe deformación por es-

fuerzo cortante. Al producirse la - 

rotsción de una asoció:1.a una disten 

ola 4, , el elemento ed0.411- 

rotar& como se muestra en la fig. 14b. 

Si 	es el alabeo o movimiento de un punto en IN dirección Zw  

será válida la expresión 23 variando linealmente con el momento tor 

sionanteffit y el ángulo unitario de giro OV/ , Si jlic es el alabeo 

correspondiente al giro 	9/¿ 	- 1 
unitario' 

Se tendrá que 	é:. - A,4 1C 

Sustituyendo este valor y el de la ec. 29 en lo ec. 23 

Se tendrá. que 

) • Ács 	L 4 01h 

en que ¿ces el alrbeo unitario en el punto elegido como ori-

gen del sistema 5# 

Como generalmente el centro de giro no coincide con el centroi-

de conviene corregir el alabeo cambiando el sistema de ejes X. re 

con origen en el centroide a otro sistema, ‹,/ con origen en el cen-

tro de giro y teniendo una. expresión general para el alabeo 

4Z.  Á 	 OIS 

en que 	(. 	 -7 d ""1.• 

• 	 • 

(i31e • 

Con lo cual se podrá calcular 

el alabeo referido al punto 

( x,y 



Nomenclatura 

A 	= Aren de la sección trnnsvereal 

a 	semiperalte 

b 	dimensión de la sección trnnversal 

Cg 	= centro de gravedad 

crrstante de integración 

E 	= módulo de elasticidad 

e 	» distancia del centro de torsión al eje del alma 

Fuerza cortarte cualquiera 

Módulo de rigidez 

dimensión transversal 

Ix,Iy . Momento de inercia respecto a los ejes x y y respectivamente 

Ixy 	producto de inercia. 

Ip 	= j Á' 41 /, 

j 
	

a curstante 

K 	
' 4  

longitud de la viga 

M 	= momento flexionante total 

Mv 	. momento torsionante 

MT 	. momento torsionante 

Ma 	. momento torsionante absorbido por el alma. 

MP 	= momento torsionante absorbido por los prtines 

Mt 	= momento torsionante 

mt 	. crrga de torsión 

O = origen 

P 	. fuerza axial 

Qx Y V. momentos estrticos respecto a x y 

Rx 	= f i4 &<1 



✓ • distancia de O' a la longitud o la sección 

	

S 	sistema de coordenadas. 

• longitud de la hélice 

▪ energía potencial 

	

u 	= desplazamiento paralelo. a x 

	

.v 	• desplazamiento paralelo a y 

Vx y Vy . fuerza cortante paralela a los ejes x y y respectivamente 

wx wy . cargas uniformemente reprrtidae paralelas al eje x y y - 

respectivamente 

	

( h k ) 	coordisnados del centro de torsión 

X, Y 	= sistema de ejes coordenados cualesquiera 

(XF, YP) mi coordenadas al centro de cortantes. 

ángulo de giro 

éo, : deformación longitudinal unitaria en el centroide 

• deformación longitudinal unitaria media 

6 t 

ángulo entre el eje x y el sector r 

A ét alabeo 

Á. t alabeo unitario en el oriren 

Yi Zis . esfuerzos cortantes parelelqs a los ejes y x respecti- 

vamente 

sistema de ejes correspondientes a loe x, y después - 

de le deformeción 

	

7" 	esfuerzo longitudinal 

	

1- 	is esfuerzo longitudinal debido a flexión pura 

	

Vi. 	„, esfuerzos longitudinales debidos a la. deformaciones - 

u y v respectivamente 

\)* • esfuerzo longitudinal debido a la deformación 

qi.oge esfuerzo longitudinal debido a la carga P 
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Aplicación 

A continuación se diseIerá el tronco de un tramr,olin como el --

indicado en la figula 16. El análisis se hará suponiendo un peso de-

bido al concreto reforzado de.2400 Kg/m3; se supondrá una carga viva 

de 200 Kg/m2 y un coeficiente sísmico en la ba de 0.11con una va-

riación lineal. 

El análisis se hará considerando primertimente el efecto de flexión 

pura debido a cargas verticales determinando los esfuerzos normales y 

cortantes y posteriormente se analizará por efecto sísmico, tomando en 

cuenta el efecto de flexotorsión. 

a) Elementos geométricos. 

A fin de aprovechar en lo posible las ventajas de ser una sección 

simétrica con resnecto al eje x, se consideraré, el sistema de eles --

principales y centroidales como el sistema base del estudio. 

El alabeo en la sección del empotramiento se considerará nulo --

como consecuencia de tener un empotramiento perfecto. 

La posición del centro de gravedad y centro de torsión se indi--

can en le fig. 16 así como el alabeo de la sección. Los demás cone 

tantee se encuentran tabulados en la siguiente tabla: 

Area 	 A y 0.44 M2 

Momento estático respecto a x 	qx y O 

f. 

Momento estático respecto a y 	Qy - 0 

Producto de inercia 	 Ixy : O 

Momento de inercia respecto a x 	Ix a 0.203 m4. 

Momento de inercia respecto a y 	Iy : - 0.19 m4. 

Alabeo 	 Á : . O 

Constante de Alabeo K 	 k e O 

Constante de Alabeo Rx 	 IX : 0.327 m5  

biBLIOTECA DE LA 
DIvISI9N DEL DOCTORASA 9 
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Constante de Alabeo Ry 	 Ry = O 

Constante de Alabeo Ip (respecto a C.0.)Ip g 0.615 m6 

b) Elementos mecánicos 

Elementos mecánicos debidos a cargas verticales 

Sección Carga axial P * Mx 
Momento fl 

*
e  xionante Momento flaxionante 

My * 

A 18.2 Ton 42.5 Ton m. .0 

B 31.9 Ton 56.7 Ton m. 10.2 Ton m. 

C 45.7 Ton 91.0 Ton m. O 

D 51.1 Ton 135.2 Ton m. O 

Elementos mecánicos,debidos e cargas horizontales 

Sección Carga horizontellm* Momento flexiononte Momento torsionente My 

A 2.92 Ton O ' 1.87 Ton m. 

B 4.21 Ton 14.60 Ton m. 2.35 Ton m. 

C 4.85 Ton 85.65 Ton m. 3.48 Ton m. 

D 4.85 Ton 59.90 Ton m. 3.48 Ton m. 

* La determinación de cargas, momentos flwxionantes y momentos tor- 

'tonante no se describe por ser de sobra conocido. 

o) Esfuerzos debidos a cargas verticoles 

Se obtienen aplicando la fórmula de le eecuadria para los puntos 

lo  2, 3 y 4 mostrados en la fig. 16. 

cr' 
	

y MX . .- * 	+ 11 
• Ix 

Los esfuerzos notmales que se obtienen son: 

para la sección A. 



Sustituyendo valores se llena: 

1(0.203 v"' - 0.327 p , 
 
II 

.12.921 
4.21 
4.85 

3 18.2  + 42.8 0 . 73  . 0.44 	0.19 - 905 Ton/m2 -2 20.5 Kg/m2 

114 is 18
0
. 

42.5x0.19 
1.27 

1 244 Ton/m2 	 Kg/m2 .4
2  

4  

análogamente se obtiene. 

pera la sección B 

II = - 34.5 Kg/m2 

1.2 m 4 25.3 Kg/m2 

(-3 - 4  32.3 Kg/m2 

6-4 . - 26.9 Kg/m2 

para la sección C 

1 y q-4 ▪ 	50.6 Kg/m2. 

1  2 y it-3 = + 45.4 Kg/m2 

pare la sección D 

y 14 ▪  - 78.9 Kg/m2 

'2 y 	* + 63.6 Kg/m2 

Esfuerzos debidos al efecto sísmico 

Las scuciones ar se simplificarán en la siguiente forma 

Ac" a O 

- El x 	- 1-Rx 	"' 	Vy 
- 	EI y u"' 	Vx 

- EH x y"' - 	EI p 9"' 	MT 

+ 	0.19 E u"' O 
r(-0.327 v"' + 	0.615 3 ",) a t1.871 

2.35 
3.48 



Resolviendo el sistema se tiene 

E y'  ' AB 

v" BC ■ 

'CD .1: 

68 ton/m2  AT3 a ton/m2 

104 ton/m2 .3.;(7 ■ 51.8 ton/m2 

100 ton/m2 11. 1CD 51.0 ton/m2 

Conocido 3 -stos valores seré posible sustituirlos en la expresión 

de los esfuerzos normoles. 

Et( 	— 4,4  k4 
	J• 1 1 

expresión que será necesario integrer p'arl,  obtener %-- 

como 	<r» z (3-7 (X. /, 	.9 

,947' y haciendo ---. c 
á 

Se tendrá que 

" (4 	eyz: tal t. t d. X 	#4. ) X VI 

pero determinPr p se tendrá que si 

,r_s I 
	

(extremo libre ) 

( p cortante de inteRreol6n) 

por lo que 	t - PtL 

quedando 

14  bt 	Pf. 1. 8‘12-1) -  

Ahora el Zihdej (tramo intermedio) 

Zj.+ p • • 

despejando p se tiene 

r 

finalmente para todo el trismo i -(1-0 se tiene 

crz 	t ♦ Ti; - J zi 
haciendo operaciones queda finnlmente. 



expresión que permite obtener los esfuerzos normales para el 

tramo que se desee. 

Sustituyendo valores se tendrá que 

1-1  AB 

BC 

`'CD 

0.08 

0.08 

0.08 

( 68 y + 33 Á ) a 

(104 y + 	51.8Á) 

.11 (100 y + 	51.0k) 	
• 

5.4 

8.3 

8.0 Y 

Y + 	2.63 i 

Y + 	4.14 1  

	

4.1 	1 

quedando finalmente 

tramo • AB 

U 1 	+ 0.261 Kg/m2 

Ir 2 a 
	 .13 Kp/m2 

1.3 

tramo BC 

.133 Kr/m2 

0.261 Kp/m2 

i1 0.26 + 0.65 	Kg/m2.  

2 = 1.3 - 0.23: - 0.363 Kg/m2 

= + 	1.33 +0.23: + 0.363 Kg/m2 

k./ 	4 	= 

tramo CD 

4.-1 . 

0.26 

+ 	0.135 

- 0.391 - 

+ 	0.38:+ 

0.65 	Kg/m2 

4.03 Kg/m2 

5 	2. - 	0.36 - 0.24 7. - 0.6 	Kg/m2 

(r3 = + 	0,36 + 0.24 k 	+ 0.6 	Kg/m2 

T 4 = 0.65 - 0.38% - 1.03 Kg/m2 

Los esfuerzos normales totnles serán 

Sección A 

u .1. - 24.4 Kg/m2 j '2 =+ 20.5 Kg/m2 ) 541+20.6 Kg/m2 4-24.66 Kg/m1' 

Sección B 

'1= - 
	 3 

33.85 Kg/m2 q 	+24.94 Kg/m2 	 4 
Kg/m2 Vi. -27.55 Kg/m2 



44.8 Kg/m2 :. 46.0 4a- 51.63 

63.0 1 -?,=4 64.2 í' - - 77.87 
4 - 

49.57 Kg/m2 	• 

Sección D 

V1 a - 77.87 Kg/m2G2 2 4. 

TA  • 1/2 246 x 1.10 x 0.08 

TE  1/2 275 x 1.17 x 0.08 

T0 1/2  516 x 1.08 x 0.08 

TD ■ 1/2 778 x 1.12 x 0.08 

esfuerzos longitudinales normales. 

=10.8 

.12.9 

-422.3 

a35.0 

LE". zona de compresión también se reforzará por temperatura 

Ast = 0.003 x 330 x 8 a 8 cm2  

El refuerzo por corstonte no se nectiitará ya que el concreto - 

tomará 

ton As = 1(.11..12 7  2  8.5 cm2  (3 Vs # 8) 

ton As = 1147 .11.0 cm2  (3 Ve # 8 ) 

ton As = 242.37 -1645 cm2  (6 Ve # 8) 

ton As = 35.0 _27.8 cm2  (6 Ve q 6) 
1.27 

Sección C 

El diseño se hará considerando un concreto de resistencia a la 

ruptura Ve r 150 Kg/cm2 y acero de fs a 1265 Kg/cm2. 

* m o bien en le amase  considerará que el concroto no toma - 

ve e 150 x 0.03 . 4.5 Kg/m2 

La fuerza cortante máxima que se tiene es de 4.9 ton 

por lo que 

It 4 
A 
4900 

 50é 
	4.1 Kg/cm2. 1 

y debido al momento torsionante 

VT = Kt 	 3.480 x .24 e 1.38 ton/m2 .0.14 KI/m2 
Ip 	 ft 

teniendo nue rol'orzar exclusivamente por ecntraool6n y 

Ast tis 0.003 x 100 xo.ob L. 2.4 cm2 	0 1/20,  

4 0 LI JI E.:UA DE LA 
OIVI Si ON DEC. DOCTORAOS 

• 


	Portada
	Introducción
	Capítulo I. Generalidades
	Capítulo II. Rangos en que es Despreciable el Efecto de Torsión
	Capítulo III. Solución Aproximada del Problema Considerando las Placas Como Vigas Delgadas
	Nomenclatura
	Referencias
	Aplicación

