[)//y/ﬁ O4Yyx
Z&

Facultad de Ingenieria u. N.A,M

BIBLIOTECA DEEAS DIVISIONES
DI INVESTHG TN Y Pt DOCTO.
RADO DE INGENIERIA,

ESTABILIDAD DE MARCOS DE EDIFICIOS

TESIS CON

FALLA i ORIGEN

TESIS QUE PARA OBTENER EL GRADO DE MAESTRO

I'N INGENIERIA CON ESPECIALIDAD EN ESTRUCTURAS

PRESENTA

SERGIO [CO

MEXICO, D. F.

UBIAS ORTIZ
1966



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



A WIS PADRES



DI1CE.

CAPITIIO 1
Introduccién.

Obvjeto
Organisacién
Notacién
Agradecimiento

C4PTTULO 11

1.-

Conceptos Fundamentales.

a.- Estabilidad

b.,- Cargas idealizadas

c.~- Rigideces y factores de transporte de piezas prismdticas
sujetas a carga exial

d.~ Bcuscién de los cuatro momentos

e,- Principio de miltiples

2,- Efectos de los momentos flexionsntes primarios y de cargas
horizontales en le capacidad al pandec elédstico e ineldstico
de marcos en portal.

a,- Generalidades

b.- Investigacién de Chwalla

c.- Mérodos de Masur, Chang y Donnell
d.- Investigacién de Lu

e.- Investigacién de Chu

f.- Investigacién de Moses

g.- Investigacién de Yura y Galambog

3.- Especificaciones AISC referentes al pandeo eldstico de marcos.
Nomogramas. Influencia en la inestabilidad eldstica de marcos
de restricciones parciales en la base de las columnas.

CAPITULO 111

Pandeo eldstico de marcos restringidoa lateralmente y de marcos

del tipo de dos sguas.

l,~ Generalidades

2.~ Métodos de cdlculo
a.- Métodos aproximados
b.- Métodos exactos (métodos de Goldberg y Bleich)

3.- Célculo del contraventeo diagonal (método de Galambos)

4.~ Pandeo eldstico de marcos de doe aguas
a.~ Marcos restringidos lateralmente
b.- Marcos sin reatricciones laterales

5.= Modelo de Chilver

CAPTTULO IV

Inestabilidad eléstica de marcos rigidos libres de desplazarse

lateraiments.

1.~ Clasificacién de Métodos

o«wbuuu"

[ JEC R |

s

16

18
18
19
26
30
32
40
45

47

52
52

55

63
63

69

3



3=

Se=

Métodos Analfticos

a.- Método de Timoshenko

b.- Método de Bleich

c.- Método de Goldberg

d.- Método de Merchant (ejemplos de aplicacién)
e.- Simplificaciones de Bolton

f.- Método de Kirste

g.= Método de Mc Minn

h.- Métodos de Stevens y Schmidt

i.- Método de Dayaratnam

Métodos Energéticos.
a.~ Método de Jonhson
b.~ Método de Hartz

Métodos de distribucién de momentos y relajaciones

a.,- Método de Merchant
b.- Métodos eimplificados de Bolton

c.=- Método de B, L, Su
d,- Métodos de Hansbo
e.- Métodos de Rosenblueth

Pandeo eldstico de marcos en el espacio
a.~ Métodos de Goldberg

b,- Método de Herrején

c.- Métodos de Rosenblueth

d,- Método de Renton

CAPITULO V

Inestabilidad lateral de marcos rigidos parcialmente plastificados

l.=-
2.~
3.-
4.~
5.-

6.-
T.-

Genlrnlidadoa

Método de Ojalvo y Lu (para marcos en portal)
Férmulas empiricas de Lu y Merchant

El concepto de la estructura deteriorada (Wood)

Método de la dltima articulacién pléstica

a,~ Método de Reyman para el cdlculo de deflexiones

b.~ Método de Lind para el célculo de deflexiones

c.,- Método Iterativo de Lind para el cdlculo del factor de carga

Método de Holmes y Gandhi

Efectos del endurecimiento por deformacién

» CAPITULO VI

Investigaciones experimentales aobre la inestabilidad de marcos rigidos

l.-
2.-
3=
4.-
5.-
6.-

Gensralidades

Procedimientos de Chandler

Resultados de Low

Investigaoién de Vaswani

Pruebas de Yen, Lu y Dricoll

Resultados de Renton (marcos espaciales)

CONCLUSIONES
REFERENCIAS
APENDICE

.
74
5

81

89
92
95

102
10%
106
109
110
121
123
125
133
136
136
140
148
149

150
150
150
158
163

165
166
173
180

185
193

195

195
195
196
199
201
204
206
210
214



CAPITUIO I.-

DNTEODUCCION.
Objeto.-

En estructuras de acero sujetas a desplassmientos lateralee especialmen
te on marcos de edificios de varios pisos, se encuentra wnalftica y experimental-
mente, que pusde presentarse la falla por inestabilided de conjunto,antes de que
se llegue a formar un némero suficiente de articulaciones pléaticas para que se -
presente un mecanisao de colapso lateral.

Este fenémeno es consecusncia directa de la deterioracifn de la rigidez
de loa miembros estructurales, especialmente de las columnas y se ve favorecido -
por el incresento del momento de volteo producido por la excentricidad de las car
gns axiales splicedas en las columnas, al deformarse lateralmente la estructura.

El incremento del momento de volteo de que se habla en el pirrafo ante-
rior, siempre se presenta cuando la estructura se somete a la accifn de cargas lg
terales y verticales simulténeas, o cuando no es perfectamente simétrica; general
mente no se toma en cuenta en los métodos de anflisis convencionales.

Es esta inestabilidad de estructuras parcialmente plastificadas, la 1li-
mitacién nés importante de la aplicacién del andlisis plfstico a estructuras de -
acerc de tres o cuatro pisos en adelante, ya que los principios fundamentales de
este anflisis, contenidos en los teoremas del l{mite inferior y superior, se apo-
yan en ls hipStesis de que Do se presenta ninguna clase de inestabilidad en la eg
tructurs, antss de que se alcance la carga de colapeo o carga fltima.

En general, cxi'nn tres posibles tipos diferentes de inestabilidad en
una estructurs de acero:

l.- La inestabilidad local, fenfmeno que evita que la seccién transver-
sal de un elemento estructural, soporte el momento pléstico durante el tiempo eu-
ficiente pars que se forsen en algunas otras secciones las articulaciones plésti-
cas.

2.- La inestabilidad de los elementos estructurales individuales 8sujo—
tos a la acoién de fuersas de compresién aplicadas axial o excéntricamente y

3.- La inestabilidad general de la estructura o pandeo de conjunto en -
direccién lateral, fenémeno que se presenta cuando la estructurs no esta suficien
temsnte contraventeada o arriostrada y no tiens rigides lateral propia suficiente.

En este trabajo no se consideran los dos primeroa tipos de inestabili-—-
dad y sélo se pretende exponer un pancrama general del estado de conocimiento ac-
tual relscionsdo con el Wltimo problema. Con este objeto, se describen varios mé
todos propuestos para determinar la carga de pandeo de diferentes tipos de estrug
tures, los principios en que se basan y los resultados de las invsstigaciones que
han conducido a la simplificaciones generalmente adoptadas en ellos. La razén de
desoribir tales métodos, se debe al hecho de que algunos de ellos presentan venta
Jas que otros no tienen. Se incluyen sdemés los resultados obtenidos experimen-—-
talmente mediante pruebas sobre modelos s escala que se efectuaron para verificar
algunos de los métodos descritos y ls valides de expresiones emp{ricas que permi-
ten estimar en forma aproximada la carge de pandeo de estructuras con desplaza--—
sientos laterales no restringidos. Finalmente,se resumen las soluciones de pro--
blemas de pandec de algunas estructuras que pueden ser de utilidad préctica.



Organizacién.-

En el Capftulo 1 se indica el objeto y la organizacién adoptada en es-
te resumen as{ como la notacién que se utiliza.

El Capitulo II, se ha dividido en tres partes; en la primera de ellas,
se enuncian algunas definiciones de conceptos que se aplican en el desarrollo —
del trabajo, se incluye la determinacién de la rigidez y el factor de transporte
de miembroe prismfticos sujetos a carga axial con distintes condiciones de apoyo,
se deduce la ecuacién de los cuatro momentos de Bleich que después se utilizs -
y se establece el principio de adltiples.

En la segunda parte,se resumen los resultados de investigacionss rela-
cionadas con el efecto de los momentos flexionantes y de la carga horizontal en
la capacidad al pandeo eléstico e ineldstico de marcoa,yen la tercera parte, se
reproducen las especificacionea AISC referidas al tipo de inestabilidad que aguf
se considera.

Debido s que son pocos los marcos de edificios restringidos lateralmen
te al grado de que el desplaszamiento lateral pusda ignorarse, se ha concentrado
la mayor atencién al caso de marcos sin tales restrisciones. No obstante y pues
to que existen trabajos interesantes sobre estructuras contraventeadas, en la —-
primers parte del Cap{tulo 1II, se describe su comportamiento estructural, algu-
nos métodos para calcular su carga de pandeo y las soluciones propuestas pars el
cdlculo del contrsventeo, En la segunda parte de este miswo Capftulo se inclu—
yen algunos resultados derivados de) anflisis de marcoa del tipo de dos aguas y
la iofluencia de algunas variablea.

El Capftulo IV, ea concarniente con los métodos propuestos para deter-
mingr la cargs critica eléstica ae estructuras., Estos métodos han sido agrupa—
dos de acuerdo con ls siguients clasificacién establecida por Bleich:

l.- Métodos anslfticos. Son métodos que proporcionan una sclucién di-
recta obtenida del planteamiento de un eistema de ecuaciones lineales homogéness.

2,- Métodos energéticos. Son métodos basados en la condicién de que -
(U /783%%) =0 donde U,representa la energfa potencial total y ¥,un estado
dado de desplasamiento de ls estructura

3.~ Métodos de distribucién de momentos o de convergencia y de relaja-
ciones. Son procedimientos iterativos o de aproximaciones sucesivas que general
sente utilizan el criterio de Lundquist para definir e) valor de la carga criti-
ca. Estos métodos presentan la caracteristica de converger cuando el marco es -
estable y divergir cuando es inestable. Los tres grupos de métodos descritos, -
8¢ resumen en las tres primeras partes de este Capitulo y en el mismo drden enu-
merado; en la cuarta parte, se trats el pandeo eldstico de marcos espaciales.

En todos los métodos tratados en 8) Cspitulo IV, se han supuesto es——-
tructures formadas de material infinitamente eldstico-lineal; sin embargo, aun—-
que esto representa sélo una idealizacién del comportamiento de lss estructuras,
las soluciones propuestas para determinar el factor de carga real de marcos par-
cialmente vlastificsdos, estan estrechamente relacionados con los anteriores, co
mo se indics en el Capftulo V. En este Capitulo, se incluyen también otros méto
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doz que no involucran la determinacién del factor de carga critica eldstica, as{
como una breve descripcidn del efecto del endurecimiento por deformacién en la -
capacidad de carga de las estructuras,

En el Cap{tulo VI, se han resumido los resultados de algunocs trabajos
experimentales sobre inestabilidad de marcoe.

Las conclusiones y referencias se enumeran al final y en el npe'ndioe
8o resumen los resultados de algunos problemas précticos de pandeo eldatico.

Deflexiones transversalee del eje de una barra

Deaplasamiento relativo de un extremo de una berra respecto al otro
Rotacién de la barra

Incremento del desplazamiento lateral

Incremento infinitesimal de la deflexién transversal

y+ 0

Energia potencial total

Eatado dado de deformacién de una estructura.

Notacién.~
A,B = Coeficientes indeterminados
E = Médulo de elasticidad
1l = Momento de inercia
L,h = Longitudes
k = EI/L Rigider flexional
e = Factor de rigidex modificado por la carga axial
Ka = ks = Rigidez total angular del extremo I de la pieza 1-2
cw = Factor de transporte angular del extremo 1 al extremo 2
K = ks (1 +c) rigidez lineal
M, = Momento flexionante en el extremo 1 de la pieza 1-2
@ = Rotacidn
v, = Cortante
P = Carga
EL = Llongitud efectiva
Pg = M EI/(KL)® = Carga de Buler
P = P[P
Per = Carga critica elfatica -
4P = Incremento de carga
B = Reaccién horizontal
V = Reaccién vertical
v = Carga uniforse
Q = Fuersa generalizada
Py = A Ty = Carga de fluencie
Pg = Carga de pandeo inelfstico
Ay = Pactor de cargs real
Ay = Pactor de cerga a la primera fluencia
Aer = Pactor de carga critica eldstica
Ap = Factor de carga rigido-pldstica
T = Eafuerzo normal
T = Esfuerzo cortante
S = N&dulo de seccién
Z = Médulo de seccién pléstice
¢ = ("VF/2) = (W/2) (VF/EI)
x,% = Distancias longitudinsles
-
-
-
=
-
=
=
-
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CAPTTULO Il.-

1.~ Conceptos fundamentales.
o)
a).~ Estabilidad,

Desde un punto de vista préctico, una configuracién de un sistewa
se dice ser estable si una perturbacién, fuerza o desplazamiento generalizado, -
es decir, si una fuerza accidental, momento, vibracién, excentricidad, imperfec-
cién, o bien, un desplagamiento lineal, giro, grupo de configuraciones de despla
2amiento o cualquier otra irregularidad no causa que el sistema se aparte excesi
va o desastrosamente de la configuracién. En sentido matemftico, la estabilidad
de una configuracién de un sistema se define como aquel estado de equilibrio pa-
ra el cual una perturbacién infinitesimsl aélo provoca una desviacién infinitesi
mal de la configuracién original,

En términos de la segunda derivads de la energfa potencial total

U, con respecto a las coordenadas generalizadas, entendiendo por ectas, al con--
Jjunto no redundante de coordenadas suficientes para deacribir totalmente la con-
figuracin de un sistema, la definicién de equilibrio estable que se dié ante——-
riormente, equivale a decir que todas las segundas derivadas mencionadas sean po
aitivas, o 1o que es lo mismo, a que la energfa potencial sea m{nima; =i al me—-
nos una de dichas derivadas es negativa, el estado de equilibrio es inestable y
la energia potencia) ea mfxima y si ninguna de las segundas derivadas es negati-
va y al penos una de ellas es nula, al estado de equilibrio correspondisnte se -
le llama indiferente o neutro. Puesto que los tres estados descritos son de —-
equilibrio, las primeras derivadas de la energfa potencial total U del sistema -
respecto a todas las ooordenadas generalizedas, deben ser nulas,

El comportamiento de los estados de equilibrio mencionados ae com

prende facilmente observando el de una esafera rigida que descansa sobre tres di-
ferentes superficies; concava, plana y convexa, tal como se muestra en la fig. 1

(@).- Equilibrio estable. (b).- E{u.‘l-‘brio Neutro. (c).- Equilibric \nestable.

En el primer caso, si se le impone a la esfera un desplazamiento
infinitesimal mediante la aplicacién de una fuerza generalizada y se retira di--
cha fuerza, la esfera regresa a su posicién de equilibrio porque se encuentra en
estado de equilibrio estable; en el segundo caso, si se aparta la esfera de su -
posicibn de equilibrio permenecerd en la posicién desplazada (equilibrio neutro)
y finalmente, ¢l tercer caso, corresponde al equilibrio ineetable ya que al des-
plazar la esfera infinitesimalmente se alejard de su posicién desplazada.

El comportamiento descrito arriba, constituye la base de un crite
rio frecuentemente adoptado al resolver problemas de pandeo de marcos, segin el
cual se aup:ao- que & una estructura dada sujeta a un sistema de cargas P, se le
aplica una fuerza generalizada perturbadora Q, tal que involucre el primer modo
de pandeo y se relaciona la perturbacién con el desplazamiento generalizado, W,
representativo del modo de pandeo mediante 1s rigidez de la estructura K, esto -
e8, Q = K W,para definir de esta relacién, la carga critica como aquel valor de
P para el cual X = O, lo que aignifica que la estructura a perdido toda su capa-
cidad para soportar mds carga. T

Py Hhs N LY
b
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b).~ Cargas idealizadan. »

Puesto que generalmente se supone que las cargas que obran sobre
upa estructurs guardan una relacién constante, en lugar de definir la intensi—
dad de los tres tipos de cargas idealizadas més importantes, es decir, l» carga
de fluencis Py la carga critica eléstica Per y la carga de colapso rigido-plésti
ca Pp , se definen los siguientes factores de carga:

1).- E1 factor de carga s la primers fluencia Ay, es el parémetro por
el que multiplicado el valor del sistema de cargas de trabajo se cbtiens el sis
tema de cargas al que las fibra mfs esforzada alcansza el esfuerzo de fluencis Oy
y la correspondiente deformacién unitaris 8y representads en la fig. 2.

2).- El factor de carga critica elhtic.b- el parfmetro por el que -
multiplicado el valor del sistema de cargas de trabajo se obtiene ol sistema ue
cargas pars el que se cusple ls siguiente condicibn:(3°V / @R ® ) = 0,siendo
U,la energis potencial total,y ¥,un estado dado de desplasamientos. En este ca
80 se supone upa relacién esfuerzo~deformacién infinitamente eldstico-lineal, o
médulo de elasticidad E infinitamente caonstante, como se intenta representar en
ls fig. 3.

3).- El factor de carga de colapso rigido-pléstico Ap, es el pardme-
tro por el que multiplicado el sistema de cargas de trsbajo se obtiene el siste
ma de cargus que provoca el colapso de una estructura segin la tecrfa pléstica
lhplc, la cual supone una relscién de esfuerzo-deformacién rigido-pldstica fig.

V_.J// —

& [
®ig.2. Big-® Fig. &
Cemperte miante Compertamisnie Compartamiante
slagie - pidetas sivedime - linant. rigide - pldarac,

c):- Rigideasy factorwde tranaporte.de piezas prisafticas sujstas a
cargs axial.

1).- Considerese la piesa rects y prisaftica 1-2 de longitud L y righ
des flexional constante k = KI/L, empotrada en 2 y com un apoyc eléatico en 1,
tal como se muestrs en la fig. 5

o
¥iq.6.- :V {V-

Si la pieza se somete s ls accién de una carga axial P y un momento -
My que produce una rotacién O.en el misso extremso, el momento M, que se indy
00 en el otro extremo, extremo 2, vale:

Ny = ¢y Ky (1) baciendo K = ks :
My = Ky 8, (2) de donde:
Ny = ¢y K o, (1)
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y por equilibrio:
V'. - ¥ + Wy o sea V. = K (1+ca) Bu (3)
L L

Estsbleciendo entonces la ecuacién diferencial de la elfstica, para
cualquier distancia x del extremo 1, se tiene:

d.y
B—L w = M+ V 2-Py (4)
ax

y subatituyendo (2) y (3) en esta ecuacién:

4% L . - kes XBre) a4 (5)
ax* L

donde se han eliminado los subindices 1 y 2.

La eolucién de la ecuacidén diferencial que antecede, es:

KO K(1+¢)bz P [P
yre—p S A Sen 5t x + B Cos i (6)

Los pardmetros A y B que aparecen en la ecuacién anterior, son constap
tes de integracifn cuyos valores se determinan a partir de las condiciones de —
frontera.

Introduciendo el valor de la carga de Euler:

)
P, _n_lm (7) y el parémetro: B (8)
L Pg

1] ]
P P 4 n

y substituyendo en (6) : ==y = @7 se llega & .a ecuacién:
R A S

Ko nx mx /
y-——ﬁ-(L-(lm)x) + AB'H-L—' f«rBCOl L f (9)
Remplazando aqu{ las condiciones de frontera: x = 0, y = 0, se obtie-
ne: K¢
Bu—— (10 . .
7 ’ .

y substituyendo este resultado en (9) y las condiciones de frontera en el otro -
extreno: x = L, y = 0, se deduce:

A--K—P.(cconc n\/Fi-cot l”/F) \ (11)
hlcicndoé-% ,-::T -/;"?"— (32)

¥ substituyendo (10) y (11) y (14) en (9) :
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y ,_.L’- 1_(1¢¢)%+(c cosec 2[& cot?f)Sen 2:‘-00:%?—‘—](13)

de aguf{ se determinan ¢ y s a partir de las siguientee condiciones de frontera:

(2¢ - sen 2¢)
(Sen 2y - 2p Cos 2})

pnnx-L,-%xL-O de donde: ¢ = (14)

y para encontrar s, se hace x = 0, y —% = @, obteniendose:

.- #(1-2¢ cot 20) (15)

(tan §-¢)
Cuando la carga axial es de tensién, s y ¢ estah dadas por las siguien—
tes expresiones:

$(1-2¢ coth2&) (28 ~sen h2¢&)
(tanh p- p) (sen 2y = 2§Coa b 2p)

Los valores de s y c dados por las férmulas anteriores, aparecen grnfica
dos en la fig. 6 y han eido tabulados por Livesley y Chandler en funcién de F

(16) ¢ =

(17)

En la fig. 6. 10. subindicss t, se refieren al caso en que la cargs a—
xial es de tensidén y los ¢, cuando es de compresidn.

Los valores de s y ¢ se pusden valuar también utilizando las siguientes
férmulas aproximadas:

. __(%U‘_ (18) ec=—2— (19

[ “2 ¢ ! le
/ .| L1 .'J

- SRS, “f
!4 L] N '.03
Y=
d 1 '< S \‘9:
SN T
] 2 R ]
it . : IHENCAENEN
i..
§ A A “!
. «

. d
i, =i
;.. Faeterug oo ~yoel \ / \ ‘ g
w’ e piasen con exivy \ <,

-0 mep (Gyénes ::-ﬁ"- Le

vy Voskuttbnl B [t
°’e Y] Lo "o e (Y] [ 1] (K] P/ Py

Fig. 8.~ Velaras da 8ycC.
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2).~ Cuando el extremo 2 de la barra 1-2 (fig. 7) estd articulado, el

momento M . vale:
M, = ks'''6, (20) siendo a''' ma(l - ct) (21)
y el giro en 2 se determina de la expresién: 6, = ~c 6, (22)
Los valores de s''' también se han graficado en la fig. 6 y tabulado
en las tablas mencionadas. Voo M
t '
P\
R vt P
b —T
Fi'.7.-

3).~ Considerese ahora la misma pleza del caso anterior sujeta & la -~
accién de las fuerzas P y V, a un desplazamiento & de un extremo respecto al -
otro y restringidos estos totalmente contra rotaciones, como se musstra en la —
fig. 8. En este caso se tiene que lom momentos en los extremos son facilmente -
derivados de la superposicién de los tres casos wostrados en la fig. 8-b.

Por equilibrio de la columna mostrade en la fig. 8B-c, se tiene:

My+M,, +VL+Pa =0 (23)
y substituyendo: - 2 ks (l+c) Y+VL+Pa =0
3
P T EI P 2
oul.?h(lﬂ)W-VL+—E 3 stx,+’gnup
y despejando:
Y - VL — (24)
2k [3(1«:) - —i—f’]
ahora bies, puesto que: M, = Ny, = - ks (1+4¢) Yy (25)
substituyendo (24) en (25), ae obtiene:
- VL

(26)

M =M =-ks(lc)y =

"I
2|1 - L
s \l+¢c) Pg




haciendo |
as= . (21)
w
[1 "2 z1+c; P]
la ecuscién(26) queds: M, = R, = - n-‘z'—’“— (28)

La expresién (27), es ol 1llamado factor de smplificacién de Merchant,
puede observarse que cuando la carga axial P ee desprecis, ¢l valor de .a resulta
ser la unidad.

4).- Dos funciones de estabilidad aparecen con la misms frecuencia que
el factor m en calculos de inestabilidad. Estas funciones corresponden sl caso
particular en que se combinen el desplazamiento 4 de la columns, con la rota—
cién de los extremos, de tal forma que se anule el cortante V en la columna.

big. 9.~

Can referencia a la fig, 9, se tiene:
de (a) + V' == im (1+e)/L (29)
yde(b) : V' =2 kn (14c)¥ /b -PyYL/L (30)
sumando ambas expresionss e iguslando a oero el cortante, se obtiene:

Vieviaoe-ke[(1e)/L] 42k Q) W/L-Py  (31)

de donde despejando: 1 n

Y= = - (32)
2 [1 -Z:ilMS]
de modo que! a
ln-k[.-l(h-c)-z—]-kn (33)
l..-k[lc-l(lﬂ)%]--b (34)
|

1 1
cuando f-O n-tT y o--T o sea: l“
Los valores de m, n y o, aparecen graficados en la fig. 10 en funcién -
del pu-hotrof. En ests figura los subindices t y c tienen el mismo eignificado -

que en la fig. 6.

- -i;—-- 1 como es bien sabido,
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5).- De acuerdo entonces con las definiciones de las funciones de esty
bilidad n y o dadas arriba, si a los nudos de un marco en portal como el mostra-
do en la fig. ll-a, s¢ lea sujeta a giros unitarios en el mismo sentido y se per
mite un desplasamiento del cabesal tal que el cortante de entrepiso se anule, se
obtiene, segin puede deducirse de las figures ll-a a d, el modelo de momentos

‘f:« se muestra en la fig. ll-e denominado por Bolton, modelo ue no-cortante.
L L}

|

|

En forma aimilar, en marcos de una crujf{a y varioe pisos, combinando —
imomentos provocados por rotaciones iguales de los nudos de un mismo nivel, —
) los momentos ocasionados por desplazamientos horisontales de los dos entrepi-
pe inmediatoa a los nudos considerados de manera de eliminar el cortante en —-—
ar 08 entrepisos, se obtiene un modelo de momentoe como el de la fig. 12.
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d).- Ecuscifn de los cuatro mosentos.'™

Considerese una pieza prismftica sujeta s dos momentos en ~-
sus extremos como se muestra en la fig. 13, la ecuacién diferencial que gobier-
na el pandec es : at

M, (1-;‘—)411‘-'— + By (%)

L
cuya soluoién es:

y -%H[Son 23 -—;—)]%[s-n 2?” - h_;_}*%._[_u z:.i“ | 08

& partir de esta expresidn se deduce la ecuacién de los cuatro momentos como sf
gue: Con referencia a la fig. 14,se tienen las siguientes relaciones:

Bim Yo + B, ¥ Wi, + 8, = Bis

Estas rotacicnes son iguales por continuidad, es decir:
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Wit 0 =Wia + 8, (37)

siendo W;y Yiw como se mueatra en la fig, 14, las rotaciones de las piezas -
(4/L) y o,y 8, , los giros provocados por la rotacién eldstica del nudo i,

Por tanto:
9‘-_dy_ y O -i
dx dx 1 =0
xal

derivando entonces (36) y substituyendo las expresiones que anteceden, se obtie
nen las siguientes scuaciones:

"k-l( 2 ri. ) LR (
6 =71 “SenZfi +1) + Rl 2 focot 2 b -1) (38)
LI ( * ) Min 2"&.- ) ( )
e "s——(-2cot2 +1) + —_—1 39
i P(..Litl [T P;..th Sen 2 ri'l
bactendor L\ = ——Li, L =-—1,,
IL 1\'.0\
1 24 1
s = (—<£—-1) (40) o' = ;
[ . .
ot sen 2 . g (L-2pcot2¢) (41)
las ecusciones (38) y (39) adoptan la siguiente forma:
1 ¢ L
6, = --_EI_ ( M, L'l- I" + H( L.L c';) (42)
1 « \
ohu = El (H‘ Lh-\ Cle * th L'L-ol ..(-o-a ) (43)

remplasando estas ecuaciones en la igualdad (37) se obtiene la ecuacién de los
cuatro momentos:

.| i ‘
MLy oy + M LY ey e ML et M Ly e - BT (Y -Y) =0 (44)
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Cuando H: = H? , la scuacifn (44) se convierte en la de los tree -
moaentos:

WL Loty M (L et wLie )+ M L e = B (g -dy) =0 (45)

En el caso de piesas sujetas a tensién, las ecuaciones (40) y (41) se
convierten en las siguientes:
et -2 ) () 't =2 (2p coth 24 -1) (47)
4 pt Senh 2} 4p
y cuando la cargs P es cero: s''' -—2- y ¢'''= %—

i = = ' = '1- =
yeil =ao, ﬁ“ 0y L, I““"" 0, que es el caso representado en la

fig. 15, queds  la ecuacién (45) como sigue:

Ly e e WLy o) - B p =0 (48)
Las funciones (40), (41), (46) y (47) aparecen tabuladas en la refe——
rencia ( 6 ).

i

[ Fig. 18.-

a7
e).~ Principio de miltiples.-

Este principio establece la posibilidad de poder mubdividir un -
marco estructural de varias crujfas, en tantos marcos de una sols crujfa, como
crujfas tenga el original, pars que analizando 8élo uno de estos marcos, se pus
desdsterainar directamente los desplasamientosy rotaciones,y de estos, los ele-
mentos mecénicos correspandisntes al marco original.

Ests subdivisién requiere que las rigideces y el sistema de car-
gas en cade marco resultante de la subdivisién, conserven una proporcién direc-
ta.

Considerese por ejeuplo el marco mostrado en la fig. 16-a donde
se indican los valores de k = EI/L de cada piesa, En este caso, el anflisis -
de cualquiera de los marcos (b) o (c), conduce directaments al anflisis de) may
co original, de aquf que generslizando, cuslquier merco de variss crujias pusde
subdividirse en &, B, Oy B, etc., modelos o marcos de una crujfa, de acuerdo —
con los valores k, sisndo o,, @a, otc., constantes para cada marco resultacte
de la subdivisién; la carga total W aplicada a la estructura, deberd dividirse
también en Wa:/ ¥ @ componentes, de manera qus cada marco este cargado propor
cionalmente a su correspondiente cosficiente de rigidez O ,
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Si los claros del marco sn cuestifn no son iguales, entonces la ocarga

vertical y las fuersas cortantes sn cada crujfa, tasbién deberdn varisrse en —
proporcidn inversa s dichos claros.

é et [} [ | e 3
13 [} [ 1 U ) .

i ] ' ) 3 | [ [}
3 1t 9 = [} 1 <+ 9 9

T} 2 [ 3 2 A [
Py 13 1 4 4 13 1 ]

(a) th) (e)
Fig.18.~

El principio anterior es equivalents a considerar ea lugar del marco
original, un marco de uns sola cruj{s con vigas de rigides igual a la suma de -
las rigideoes de todas las vigas de un mismo nivel del marco original y con co-
lumnas de rigides igual a la semisums de las rigideces de todas las columnas de
un sismo entrepiso; de maners que pars determinar la cargs critica elfstica del

marco original se debe suponer para el marco equivaleate, el valor medio de P/F,
de todas las columnas de un mismo entrepiso, esto es:

P - P, + Py + .. ves + Py

P

Cuando no sxiste la proporcionalidad requerida entre las cargas y los

. valores de k, el principio antsrior, aunque ya no es del todo vélido, proporcig

na en muchos oascse, una busna aproximacidn de los valores de los desplasamien—

tos de loe pisos, loe cusles pusden servir pars refinar los resultados obteni—
dos, analisando pars esto el marco original.

4 sste respecto, bmhm‘.,oxpliu o0 su libro como remplasar pars
fines de andlisis, marcos de wvarias crujfas por sarcos equivalentes de una sola
crujia, marcos de varios pisos, por equivalentes de un solo piso, como combinar
varios marcos de estadilidad uniforme, para forsar un s0lo marco compuesto de -
igual estabjilidad, ocomo substituir cierto aistems de cargas, por otro equivalep
ts asf{ como la forma em que pueden compararse 1os factores de cargs critica de
estructuraa sujetas a una combimecién de cargas, cousiderando por separsdo las
componsutes del sistems de cargas.

{49)

Pg,+ P“o oee cs ¥ By,
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2).- Efectos de los momentos flexionantes primarios y de cargas hori-
zontales.en la capacided al pandeo elfstico e ineldstico de mar—
cos en portal.

a).- Generalidades.-

El cdlcvlo de las cargus criticas de estructuras sujetas a momen
tos flexionantes primarios ( o momentos producidos por las cargss que obran so-
bre las vigas ) es bastante laborioso si se le compara con el trabajo ndmerico
necesario para determinar los momentos flexionantes, rotaciones, desplagzamien--
tos o deflexiones de una sstructura cualquiera, analizada por los wétodos con--
vencionales. Por esta razén, se han propuesto algunas simplificaciones que pa-
recen estar justificadas en algunos casos.

Entre estas simplificaciones estd la de substituir las cargas --
realss por un sistems de "cargas equivalentes" que se supone actuan directamen-
te sobre las columnas.

El sistema de cargas equivalente de que se habla, no siempre es
facil de determinar en algunas eetructuras; un marco de dos aguas, €8 un ejem--
plo tipico de estas estructuras. En este caso, existe la incertidumbre en la -
eleccién del sistema de cargas representativo del real; as{ por ejemplo, la car
ga P sobre el marco (a) de la fig. 17, no estaria bien representada por el sis-
tema ilustrado en (b) ni en (c), puesto que la deformacién de la estructura cem
biaria conasiderablemente el valor de las cargas axiales en las piezas.

Los estudios realizados con el objeto de determinar el efecto de
los momentos primarioe en la capacidad al pandeo de estructuras, estan restrin-
gidos casi totalmente a marcos de una crujfa y un piso cargados simeétricamente.
Esta eleccién de estructura y carga obedecen a rasones de simplicidad, no obs--
tante, de estos estudios se ha obtenido muy valiosa informacién.

En general, en marcos en portal sujetos a cargas verticales pue-
den presentarse dos tipos distintos de falla por inestabilidad. Uno de ellos -
puede acontecer cuando el marco sujeto a un cierto valor de la carga, pass de =
una configuracién de deformacién estable eimétrica a otra inestable antisimétri
ca, casos (1) y (2) de la fig. 18, en el inastante de bifurcacién de la posicién
de equilibrio, la estructura a perdido su resistencia a cualquier fuerza late--

ral que se le jmponga.

En principio, a partir del punto de bifurcacién, puede existir -
cuslquiera de las ccnfiguraciones de equilibrio,

El segundc tipo de falla, se presents cuando el marco se sujeta
a la accibn combinada de cargas horizontal y vertical; en este caso, caso (3) -
de la fig. 18, el comportamiento puede llegar a ser parecido al de una columna
cargada excentriocasente, es decir, la deformacién del marco se inicia deade que
P& 0 y se‘incrementa constantemente hasta que se alcanza la carga de pandeo y
no tiene lugar ninguna bifurcacidn de la posicién de equilibrio.
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P
[
% 5
(a) L b)
Fig-1T.-
[
Y P
{ 1 v
PUNTO O INESTARBILIDAD , Per
Pcv
1
) } DESPLATAMIENTO-A DEL CABRIAL
l » ' Fig- .-

DESPLAZAMIENTO A
FlG15.- DESPLAZANMIENTO HORIZONTAL DLL CABIZAL-CAREA

b).- cuun.‘"mmu.o la inestabilidad eléstica de dos marcos rigidos
seme jantes en geometria y cargas al mostrado en el caso (2) de la fig. 18, cuya
grifica carga~deflexién cambiando de escala puede representarse como en la fig.
19. En esta figura, la curva (b), representa el comportamiento de la estructura
cuando se pandea laterslmente y la curva (a) corresponde al maroo cuyo movimien~
to lateral estd impedido; su punto més alto (A), representa la carga de pandeo -
del marco.

La bifurcacién de la posicién de equilibrio queda determinada por el -
punto (B), correspondiendo por consiguiente a la carga de pandeo del marco no -~
restringido.
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Chwalla consideré la condicién bajo la cual el marco en estado deforma
do estd en equilibrio en la misma forma que se hace en el caso de una columna —
cargada axialmente cuando se quiere determinar la carga de Buler, de modc que pa
ra checar el equilibrio estable del marco, fig. 20-a, aplicé a la configuracién
deforsada mostrads en la fig. 20-b, una deformacién antisisétrica infinitamente
pequefia, asociada a un desplazamiento lateral & de los nudos C y D, como se ilus
tra en la fig. 20-c, resultando finalmente la configuracién mostrada en la fig.
20~d.,

En esta forsa,las reacciones del marco pars la condicién (a) resultan

asri
P, =P, P, - P
VA, HPlO—n—— V.. =P'-'n_
(=3P +p)
(50)

By =—
S aETRS
] 3

y para la condicién mostrada en la fig. 20-d :

Al

L

siendo entonces los momentos en C y D:

avé

Vo sV, - (P, +P,) »PJ—rm=rmmJ+aﬂwn

<V, =V, ¢+ (P,
M =H h-V, (8+8) y B =B -h+V (4a+5) (52)
Las deformaciones correspondientes a este dltimo estado son:

"J:Y)_-t&’) yay +éy Vo Vo 4 &V (53)

A partir de las fig. 21, se plantean las siguientes cinco ecuaciones -
diferenciales que gobiernan el equilibrio de la configurscién deformada:

Nl #om canpinumacidn
| x."'-ﬁln Coaame ren -
' PA AL zame an Que-
Pl 1elely )

Eiq.20.-



F:g.ll.-
d'n 3
Bl—D + V0 +B, 5 = 0
a¥
d'y
Bl,——— +H,-y, +V¥ 1, -H =0
dx,
L
L DU Pz -2)-m =0 (54)
'dx' " O .
3
1
d Yy
E.‘[l d,' + B, y.+v.'-xl-l{°= (4]
1
atv
Hige TRy J

Pars determinar las doce incégnitas, & , d H y diez constantes adicig
nales que aparecen en las soluciones de sste asistema de ecuaciones, ase utiliza—
ron las doce condiciones de frontera y continuidad siguientes:

["],.;" , ["]’

Jor ol
) pee dx, d§ .
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e .

el |
01,, M,.:“‘
e

|

dx, d9¢ g-h

-1 ] d_"'.-d_“’_‘
3 L} u.-— dl. dx, -‘_L;_l
IC Xy Lok

En esta forms, ol sistema de ecuacionés (54) se redujo a dos ecuacio-

nes expresadas en funcién de 4, & y & H como sigue:

HY 3
2 (- phcann)-EL

_3*_6{‘1’*‘!’ Yt o ?-hvn-c,éﬂ}.@sqz-m‘f-_t

V, Va.-Va. | H.
_~<}, . S A - cot @)
Ho [Tt 2can gt | W Va Ve,

R~ ' Cos Q.L_(P.-V.. P P )q)l. SMQ‘}

A, VQ. n V.. n

h ZSmI“L M, 2 2 YA
_8H Va lur c». Q.L_fg'_-(z_h .S (L-E)
T Cos Do- +/\ T n] «a@(z-5] > 55)
2P L L ! R~ Va,
-v—c'q)n(-;——n-)-i- T y -n,+
A Cn‘l‘?.—z- RAe




LS
H

h H

Va.

2 He San @,

§+ '__L [——-P"V.'+R-P' )Q’L Cas L ___.—-p'-P' Scng‘-‘l] -l-l
- zs‘ﬂ’.; V.. l‘\VA. n n

L8 {W*Q'hv"' cot DL | V=Va @i }cos‘_%_l-_

‘ﬂ'&.lznh&h"’A San E_E(L L)SMCP:(.‘Z L)_r (56)

Ho 124, z

2 2

_2h C“‘P-(E--L-“

Va, n

+¢_‘£Cno?__'L_ s

z2n n 4

P ’VL .
EL,

dendes

% _3{([-Q,hcot@,h)cm‘p;_L+Casc£'__L_

A.
- P cosv, (."_
Va. 2

P.-Va, - (]
\ _ [ a nz +P R <_z+
su‘Ql‘z‘ Vn.

2 n m

?;: V—.'— » (Pg- —H—
\j €I, NR T

cor Bl sen BL _ sen &)”

2

_E.).J. f"_h_H:. Sen q_j’_L_
n Va. z

]_\U'_q:nhcdcp,h_y_‘ﬂ._".( He ®7h"

I+ %

H, L VA: "2 San'®, h -
S LR
Va. s 2
w‘cp'h:_af%h_v“'lrva‘ i(]+”'. Py b’ -
H L Vaa 23ean*®.h
LSRN L ‘P.h)
Vo V. 2
He @l hL He
= | — - @h <ot P h 2
el 7.5(4 ) e
r--&——L—(l @.h cgtq,‘h) PrhLHe
' Va Va, Vs, 4 Va,

_/\_ Sl E._;'.:_(n-q,h cot cph)_ D hH
Ps

e 2 z

@’ P, L
= Co
Vo —— e

n.ﬁ_"‘3¢nu+
YT oan n

2

Vae

-L“_’_-_;E hn%‘—'— SCJ‘I(%L-—?'_L;SQBQ_'.E )

2 n

Pl ot Lp_;-l_- Cos DL 4 Pl coa Uil

-—
a n 2 h

J

r (57)

23
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Las ecuaciones (55) y (56) pueden expresarse eu forma simplificada co-

80 sigus:
Vao Avd DL r oL &8 Va,
T(I)' " (11) Coa-;——un % TE A (111) = 0
(s8)
Va, A4 Pl EB V,
T(IVM . (v) Cos 5= §T . (vi) = ©

cuando §H =0 y &= 0, las ecuscionss (58) que anteceden, se transforman en:

v ‘ @l L
—;4(1) - —:7 (11) Cos —;— un'li—— -0
L (59)

\/
(1) e (V) Cos = 0

Ahora bien,puesto que las ecuaciones (58) y (59) deben satisfacerse =i
multaneamente cusndo la oarga adquisre un valor critico P,, , resplasando (59) -
en (58) me obtienen las ecusciones siguientes:

1 QL 6 Va,

--‘%(n)cu ’31' wl S . SR () . 0

ol &E (60)
7w D =0

+ —:— (V) Cos

y finalmente, igualando a cero sl determinante del sistems anterior ese llegs & -
la ecuacifn:

(11) (V1) m‘%"— + (V) ()= o (61)

Con esta ecuacibn y con las ecuaciones (59) se determinan la carga orf
tica P.. y la reaccifn horisontal correspondients.

Cuando el marco es simftrico en geometris y cargas,esto es, cusndo —
I,=I yP, =P, , la configuracién deformada del marco antes ds que se presep
te ¢l pandeo, es como se ilustrs en la fig. 20-a. En estas condicionss resulta:

[ ™ Q‘.v- ,-Pu— y 9’- /HE—

¥ las releciones (57) se simplifican modificando las ecuaciones (58) las cuales
se conviertsn en las siguisntes:

—:‘—-(m) - & (v111) Gos aL m'—"&;,ﬁ - %':——i?: (Ix) = 0

(62)

_;._ (v1) + - (V111) Cos L;'- - sﬂ'i —2%.- (1x) = 0



donde:
bP L
(v11) » % . (viz1) = Y + %n, Cot ‘p;

®,L @L
(1x) = 2T Cos -;-+ A&n—;—-ﬁ(; -é‘) Sen @, (5 - :';)' 2 Cos qa'(; -é‘)

Si en las ecuacionss (62) se hacen §H = 0 y &= 0, en forma similar
8 como #¢ hizo en el caso anterior, se deducen:

P (63) E. ¢,L @,L

= (VI1) = 0, siendo: (Vil) = LT (1 - ¢n-Cot ¢h) Cos 7+ Cos ——
@, b8 L

.cg.q>‘(g-%')+_r.nn —-2—-0 (64)

La expresidn (63) debe satisfacerse juntaments con las (62) cuando la
cargs alcanza su valor critico, de aquf que reaplasando (63) en (62), ests sistg
Ba Be convierte en el siguiente:

& f,L 2 Q'L 48 P
T(VIII) Cos -—2—' tan — - —i—.— E(Ix) =0
oL SE F (5)

. ‘ .
'T(vm)co. T TR &L (1) = 0

El determinante de este sistema de ecuaciones de compatibilidad, igue-
lado e cero, conduce a la siguiente scuacidn:

2| ¢L @l| Bp fr

$h Cot@h =g |1 = 5 Cot o | + 57— 2-9uca9h-m =0  (66)
Ests {ltima ecuacién junto con la (63), permiten determinar la cargs -

critica P_, y la reaccién horisontal correspondiente.

Chwalls aplicé las ecuaciones (63) y (66) a dos marcos en los que supu
50 un momento de inercia constante en todas las piesas (I =1, =1,=1,)y car
gae igusles P, splicadas en los tercios de la piesa horizontal, varisndo tan so-
1o la relacién i/h, la que se higo igual a 1 an el primer ejemplo y & 3 en el ag
sundo.

Las cargas oriticas obtenidas resultaron ser:

P, = 1L.T15 E_ y P, =1.058 i respectivamente.
n* nt

Nientras qus, pars 108 mismos marcos sujetos a cargas concentradas directamente
sobre las columnas, las cargas oriticas respectivas estdn dadas por los valores:
P oel86 5 5y P =109

b '
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Estos valores difieren sélo 2.3 % y 3 més que lus anteriores respecti
vamente, indicando con esto, que los momentos flexionantes primarios inducen una
disminucién muy pequefia, practicamente despreciable, en la capacidad al pandeo -
del tipo de marcos investigado.

10

¢).- Masur, Chang y Donnell( c)onfinuron los resultados encontrados por
Chwalla, derivendo una expresién identica a la (66), mediante un método analfti-
co basado en las ecuaciones de pendiente-deformacifn, Aplicaron a la vez a un
marco como el mostrado en la fig, 22, un procedimiento de aproximaciones sucesi-
vas, extensién de los métodos cldsicos que no toman en cuenta el efecto de los -
momentos flexionantes en el cflculo de la carga de pandeo; los valores derivados
a partir de este §ltimo método, concuerdan también con los de Chwalla.

Amboe métodos, el analftico y el de aproximaciones sucesivas, consis--
ten también en considerar las condiciones de equilibrio de la estructura un ins-
tante antes del pandec y cuando la estructura adopta una configuracién ligeramen
te pandeadas,

Segin el wétodo analftico, con referencia al marco deformado simétrica
mente que se muestra en la fig., 22-a y a partir de las condiciones de equilibrio

en los nudos C y D, as{ como por equilibrioc de cortante de la columna izquierda,
se deducen las siguientes expresiones:

[L(x-c")o R, (1-¢,) ]ec ¢+ M =0

(67)
K = X (1-c')e, = Hn

<A <

En estas ecuaciones, el subindice (1), indica que el término se refie-
re a la columns y el (2), a la viga.

Eliminando 6, de (67) y aprovechando la simetris de la configuracién
deformada de la sstructura,se obtuvo la ecuacién:

H, L
?(1-?h(:otq7h)0u3i-+0m¢‘2 -~ Cos CP.L(x-l-l‘)+
2
hiH L
?‘P sen CP'?_ = 0 (68)

aquf tasbfen vy P siguen teniendo el mismo significado, es decir:

TP * o H.
- w y fE

tal como se higo para definir la ecuacidn (63), en eate caso, haciendo @, = 0
lo cual puede suponerse as{ ya que H resulta ser muy pequefia, la ecuacién (68)
peruite expresar H, como funcién explicita de P, de la siguiente manera:
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%é(l-é)- i, z:xx'.oé(l-yh(:otoh)] (69)

Para la segunda condicién ds equilibrio posible, o ses, cuando el map
co esta ligeramente pandeado, 81 procedimiento adoptado consiste en los eiguien
tes pasos.

1).- 8¢ introduce un dosplasamiento lateral infinitesimal & , en el -
extremo superior de las oolumnas, como se ve en la fig. 22-b, provocando con eg
to, cambios en la rotacién de las juntas C y D, ee decir, a6,y a6, , las ---
cuales resultan iguales entre af en la configuracién antisimftrica. Se supone

6H =0,

Yoo ta) Yoo

Fig. 22.~

2).~ Se determina el cambio de laa reacciones verticales oV, y aVB,
on términos de §.

3).~ Se obtienen -las expresiones que definen los cambios de momentos
oxtremos de las columnas CA y DB, esto s, a M., ¥y AN Y on la viga, o ses,
AN,y AN,

Para los dos primeros casoe, cuando las columnas estan articuladas en
las bases como en este sjemplo, los cambios resultan ser:

AN =k {a(l ~c" ) a0, - o)+ | As(l-e”) - 28c Ac](O. -'P)} (70)
asquf, $¥=0 y A= S/L. 4 ¥ results sesejante.
Para las viges, el incremento de momento estf dado por:

Al“-k[l [Ao.+er. + 4068, -(l+c)ay -Ac cp]’
+ As [9‘¢6°-(1¢c)t{)]}+Al.“ (mn)

dondet. Y= AY = 0
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Siendo A c el incremento del factor de transporte provocado por el -
deeplazamiento &6 y A M, es ol momento de empotramiento en el extremo C de
<l
la viga CD. °

4).- Se deducen cuatro ecuaciones de equilibrio,dos correspondientes

al equilibrio de los nudos C y D y las otraa dos al de las columnas; para el --
marco en estudio, gracias a la simetr{a, el sistema de cuatro ecuaciones se re-
duce 8 otro de doa solamente.

5).~ Se substituyen en las dos ecuaciones de equilibrio anteriores, -
las expresiones de los cambios de momentos encontradas en (3) para obtener dos
ecuaciones lineales homogéneas con dos incédgnitas A ©, y & , de manera que
igualando a cero el determinante de los coeficientes de las incégnitas, se en—
cuentra la expresién correspondiente al estado deequilibrio indiferente.

Dicha expresién resulté ser identioca a la (66). Resolviendo simulta-
neamente las ecuaciones (66) y (68) se determinan los valores de H y de la car-
g critica P,

El procedimiento de aproximaciones sucesivas, consiste en determinar
la cargs crftica suponiendo sucesivamente velores de la carga con un cierto cri
terio que acelere la convergencis. El procedimiento aprovecha la técnica de --
dietribucién de momentos y se pueds reaumir en los siguientes pasos;

1).~ Se supone un valor de la carga P y se encuentran todos los facto
res de rigidez y los momentos flsxionantes aplicando cualquiers de loa métodos
convencionales,

2).- Se introduce un desplaszamiento de magnitud arbitraria § = 1 en
cuyo caso, tanto K como c varian ligeramente; este desplazsmiento equivale a —
splicar s las columnas en cada nudo un momento de empotramiento dado por las —
ecuacionssi o

A!b -l(AGichOJ')-#AHU (72)

. of
siendo 4 N ; el incremento del momento de empotramiento en las columnae debido
al efecto del desplazamiento &, y esté dado por la expresién:

)4
B

(14 + ] ' ’
Al‘j <t 2P (; o'y c

= - g + n.(s - & (13)

l-¢ lec

donds: el signo positivo corresponde a la columna derecha y el negativo a la iz
quisrda y k' = dK/dP o sea, es la variacién de ls rigides con reepecto a la —
cargs axial y esta’ dada por la expresién:

cobo-ed, onda [iaok ] B

Cuando las colusnas estan articuladas en sus apoyos como es el caso -
considerado, la ecuacién (72) se convierte en la siguiente:

. o
Alqnl(l-c')de‘-thl‘j (74)



donde: b = < ot
(15) amy =2 p (e s-T 6y agm0 (76)

aientras que, si las coluanas #¢ eapotran:
ot o+
‘l:j'l‘ok’ ‘.ij (77)-10ndox Altj-:TZP
Estas ecuaciones se ban deducido tomando en cuenta que:

Oj-m{'e—;)'(li:»-c!:i) Al:;’- .%(.eH;Aei)

a®k. X
A!-j sK(86;+ca®;)+06,aK+8; alck) - Es

Estas expresiones se dedujeron considerando la modificacién que sufrem
los valores de 6, K y ¢ por efecto del desplasamiento virtual é.

3).~ Los momentos de demequilibrioc que se caloularon en el paso ante—
rior se distribuyen de acuerdo con las rigideces de las piegzas comcurrentes, mo-
dificadas por efecto de la carga axial y se determinan los momentos flexiounantes
finales & M on las colussas.

4).- Se calculan las cortantes adicionales en las columnas s partir de
la siguiente expresiéa.

baB, = oM+ oM +P6 (79)

5).- Se detsrmina ai la fuerza horizontal AF, dads por la expresifn:
8F=-358 (80)

ss positiva, negativa o cero lo que corresponde respectivemente a las condicio—
nes ds sstabilidad, inestabilidad y squilibrio indiferente.

El siguiente ejemplo aclara la aplicacién del método.

Considerese el marco mostrsdo en la fig. 22-a y supongase Ph = 1.33
1o que equivale a suponer que P = 1.769 El/h* ;
81%-; Yy L =h como en sl primero de 1os marcos estudiados por —

Chwalla, sntonces los momentos de smpotramisnto valen:

-M, =~ 0.22PLe-0.395 El/n

puesto que, con el valor de @ h supuesto, K (l-c *) = 2.630 El/h, se obtienen -
por sisetrfa los siguientes momentos flsxionantes:

£
L R~ '—275;5.765%_@_ N, = 0.223 EI/n

y de las ecuaciones (74) y (75): a M _ = oM = [ (0.)00)(0.223)-2.630J % &
b
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y por asimetria de la deformecién del marco:

6.000 EI
ARy = 2Mon = 500 + 2,630 ° Meeam - 1784 5 6
'y finalmente, utilizando la expresibn (79):
EI s El &
A8 = aB =(-1.784— +P)— =2-0.015 — —
b b n' ok

de donde se deduce de la expresién (80) que & F es positiva, lo cual significa
que la estructura es estable bajo la carga supuesta.

Para efectuar otro tanteo se puede suponer que A F = 0 y despejar P
de las ecuaciones (79) y (80). As{ se encuentra que P = 1.784 El/h* si se in-
troducen las expresiones que proporcionan los incrementos de momentos que se --
dieron arriba.

El critario anterior proporcions siempre un valor de la carga, supe—-
rior al de la carga critica, luego, para efectuar otro tanteo, la cargs que de-
berd suponerse debe estar comprendida entre los l{mitea:

1769 26 b, %1784 2L
b b

)
d).~ De las ecuaciones (66) y (68), Lu dedujo para la condicién de --
carga sostrada en la fig. 23, las dos siguientes ecuaciones:

%(I-PhCottph)*Q,Ltm?ﬁL-'—L(-l— m&--l-)=o (81)
P 2 B 9L 2 2

ecuacién correspondiente al pandeo simétrico.

Hh 1 h'l

Ph PL
I Hp - -
@hCot gh-5T (2 - p,L Cot : ) + PL (2 - ph Cot pn Sen "o T

) =0

(82)
Haciendo:

H ' .
d, = [ (@), O=a, i by y a,= .L_ (e) (83)
P 1 n'

la ecuacién (81) se convierts en la siguiente;

o, (1- gh Cot ph)+ q)ha,:m?ha'- 2‘ tan P19, ‘1 .o
z P b o, A (1) 2 al(14N)
(84)
esta ecuacién cuando L = 3h, adopta la asiguiente forma:
0}(1-ph Cotpn)s Phatan JPEX 2 g Jebx, 1,
2 3ph X,(14N) 2 o (14N)

(85)
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De esta ecuacién (85) y de las relaciones:

=(ew’ (&) ygr=(gp) () J (86)

n' n*

se construyeron las curvas de la fig. 24.
r [ P

I

Pa (on) '-"r':

L] a Pu .(:ih) Sge- M
wf () v..-l —F
':.un%.‘(i.- 0.94¢)
" Ren.op b .
. . b0
Leth H st -
Nua /Mi0 ) o3y
(¥ ]
4
L u
[]
N P wi 4
| €75 Y z, I, I
o.4f z j 4
| RV P (%
01 F-(lw)fil:
Bty nRY
A p."(—iT‘i
™) o 1.0 0 4.0 o .‘; QAQ LYY o8
W/BS/h® /o7 k" .
Fig. S4-a. Corqas -.:m{.-. { Fandes Bimetnzo) Pig. 245, c.':.-.".,.-m.- (Randas wnbisiouinia)

'En forma similar, substituyendo los parémetroa (83) en ls ecuacién (82),
se obtiens:

pl hl
Sen'ph

q,d”x Cot@h - (2 - ph a‘c°;°_';12’£)+ a.‘a,(?.-q»h Cot @h - ) =0 (87)

ecuacién representada por la curva (d) dibujada con l{nea discontinua en la fig.
24-b sn donde ee han reproducido las curvas de la fig. 24-a. Las intersecciones
ds estas ourvas con la punteada, representan las cargas de pandeo respectivas y
el punto de interseccién de la linea punteada con el eje vertical, corresponde a
la carga critica de un marco cargado directamente eobrs las columnas, Este va—
lor se indica en lus mismas figuras por F:.. . En la tabla ] se resusen los re—-
sultados obtenidos.

El coeficiente N es un intento en la representacién de marcos de un ma
yor némero de piacs.
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TABLA I.- CARGAS DE PANDEO ASIMETRICO.

(1) (2) (3) (4) (s) (6) (1)
N=0 | B=x1 |[K=2 | P carga|(4)-(1) |(4)=(2) |(4)-(3)
Cargs so- sobre las 4 4 4
bre la vi columnas
ga sola— solamente
mente.,
3 Reducciones en %
Bl | 1787 | 1.810| 1.813| 1.82 1.9 | 0.6 0.4
L =h I
)3 2.35 2.34 2.33 2.32
Rl
L =2 |EI | 1.39% 1.400 1.408 1.422 2.2 1.5 1.0
b
| 2466 2.65 2.64 2,63
P_
L =3 Bl | 1.082 1,120 1.132 1,160 6.7 3.4 2.3
b
k 3.02 2.97 2.9 2.9

fh = longitud efectiva de las columnas.

Interpretando los resultados consignados en la tabla I, se observa -
que, cuando N = 0 y L = 3h, la carga de pandeo lateral es sélo 6.7 % menor -
que la carga crftica F,. comlpondiobtg, mientras que para el caao simétrico,
la cargs de pandeo es 17.2 % menor que la '15_,. como se muestra en la fig. 24-b;
esta reduccién evidentemente ya no resulta despreciable como pudiera euponerse
la reduccién correspondiente al primer caso.

En los dos casos asimétrico y simétrico,las reducciones anteriores -
disminuysn al sumentar N, mientras que la carga critica aumenta. Esta dltima
observacién se explica considerando que dicho aumento de N va acompafizdo de —
una disminucién del valor de H, lo cual equivale s un aumento de la rigidez de
la viga y consecuentemente de la capacidad del marco al pandeo.

Debe tenerse en cuenta que en los casos hasts aquf tratados, se ha -
supuesto que sl material ds que eetan formados los marcoe es homogéneo isdtro-
po o infinitamente eldstico-lineal y &8lo se han considerado cargas verticales

w
8).- Chu investigé la influencia de los momentos flexionantes prima-
rios en la capacidad al pandeo eldstico e ineléstico del marco mostrado en la
fig. 25, cuando se le sujeta s la carga horirontal H.
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El anflisis sléstico del marco lo efectud aplicando la ecuacifn de =
pendisate-dsformacién la cual, referida a la fig. 26 adopta la siguiente formsa:

l‘]-k[oo;«oeooi-l(lfc) —;—] (e8)

|
4L
1

Fi,.u‘_

En esta ecuacién 9 y ¢ son respectivaments, ls rigides y el factor de
transporte modificados por efecto de la carga axial y estdn dados por las expre
siones (14), (15), (16) y (17) las cusles se han aproximado por las siguientss
eories:

. ¢ un@ee) ‘

-1 = - W - (a)
c.8, ' By )

7— =1+ 55 Y 5500 + ... (b)

. ’ (89)

. ¢ u@r)

"1 % " 000 + ... (e)
ce f 13(2 ¥ )‘
T vl Tmee e W

donde los subindices c ae refieren s cargas de compresién y los t, a los casos
en que las cargas sean de tensién.

Pusde notarse que, emdol’-o(j--;\/g—)z

8, &% Q&N &
s" 2 "2 "%
Remplasando entoncss en las ecuaciones de equilibrio correspondientes

a la configuracién deformada de la estructura (fig. 25), las scuaciones de pen-

diente~deformacién de cada pissa, se obtuvieron los siguientes resultados:

=]

om X4 W 6= X F O sepy @ (90)
v‘ = P ..L;'*—x‘)(e‘_:_e_ﬁ (91) B, = i (K:' ;:)(9, - :) _E (92)
. L h S» B h
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En estas ecuaciones:

Ia )C;_ _ S kl. 7(.1
(=) ('*?.'T:)( .=")
= I:’ 32 2 2 (93)
(H.__‘._ail)@ 5 il)_ (.
At q‘ S» ‘!l: Q.‘-'.,
2o (25N (|, S 2 e}
. ';.(L‘..‘ I) (H s, ;.')(*") o4
WEIE L e-ER A
58! > S3) 5.5
D 1B (s,+ 200 Y+ X)) L (95)
2 EI, EI
siendo: E(s, ) I, B(s ) 1, E(s ) 1,
5 = B a), S,.= L b), =7 c)
(96)
E(s_c.) 1, E(ec ), 1, E(sccc)sls
Hm (1), w=—g— (&), = —— (1)

Las expresiones 90-c, 91 y 92, no proporcionan explicitamente los va-
lores de a, P, y H. respectivamente, puesto que depende de los valores Ss y
24 los cuales a su vez son funciones de las cargas axiales en las piezas, por
tanto, se procedid por aproximaciones sucesivas suponiendo valores de & y Hg,
para deducir H, , Vo, ¥ Vo de las siguientes ecuaciones de equilibrio:

Bh _ 2a Hh  2a
By=H -8By (97) V, =P-g—-—"P (98) Vy =Pep—s— P (99)

con eatos valores se determinan A y B, de las ecuaciones (90-c) y (92); en ge-
neral,los valores de A y K, calculados no coinciden con los supuestos y por --
consiguiente debe procederse por tanteos hasta que coincidan. Algo semejante -
debe hacerse con iy V.. para encontrar sus valores correctos.

La fig. 27 resume los resultados del andlisis (formado por piezas de
seccifn B¥31) del marco cuyas propiedades son las siguientes:

h =)80", L = 120", h = 1.5L, M,, = momento nominal de fluencia, E = 1.9 -I- N
L

h
EI, EI El, El -
- —= — " —— — = prs ) I i
K" T= T ' K= T ¢ B o.2(h) 2 Kips.

La curva (1) de la fig. 27, representa la carga sobre la columna iz--
quierda. Puede observarse que esta carga disminuye respecto a P {curva (4)) s
medida que la deformacién & se incrementa; ldgicamente sucede lo contrario con
la columna derecha {curva (3)).

La curva (2), corresponde a la remccién Hy ; la répida disminucién de
su valor a medida que se incrementa A , ase debe a que la rigidez de la columna
derecha disminuye mds rapidamente que la de la izquierda.
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Para un valor de H # O, en la fig. 27, para un valor de H = O.Z(T) R

la curva (4) se aprozisa asintdticamente a la linea horizontal (5) a la cual
P = 0.203 Py , valor de la cargs critica elfstica del marco cuando H = 0.

(X S ¥ ] 04
]
LX)
Releid Rslecidn

PP Wg L
e My

1A

1.8

[] 202 0.04 [N 1Y 0.00 0.10 wu

Fig.32- Relanidn a/h.

Para investigar el comportamiento ineléstico del marco, se utilizaron
las relaciones carga axial-momento-curvatura (P-M-¢) de lus piezas que lo com-
ponen. Dicha relacién se expresa en funcién del momento flexionante, la carga
axial, la curva esfuerzo-deformacién y la eeccién transversal de cada pieza y -
no resulta tan facil de expresar como en el caso eléstico para el que estd dada
por la igualdad siguiente: X
$ =5 (101)
por tanto, se aprovecharon las graficas momento-curvatura correspondientes a un
perfil 8% 31 sujeto a flexién alrededor de su eje mayor, con un esfuerzo de ---
fluencia 0y = 33 Kips/plg. , una distribucién de esfuerzoe reeiduales como la
mostrada en la fig, 28-a y un diagrama esfuerzo-deformacién idealmente elasto--
pldstico.(#iq. 28¢c).

En la fig. 28-b :

Ny=Ty S, é=MN/E, Py=a, i (102)

. . _[ bets ] T
En la fig. 2B-a : O, [Tty tJd -2ty re
Las propiedades del perfil 8 31 son las siguientes:
r.=3.47plg, Q,=0.3C, B=30x10" Kips/plg’, P,= 301 Kips

!.’ = 904 Kips/plg, M, = 1000 Kips-plg, G _= 0.3 CTy(valor supuesto).
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e Fafoamos wsiduaias en iea a
o »,.,,‘.. q',.
'Y
; A 4 tf’ — b,—-t -
; ///_:‘ """ "'-""-g .“' isheracs
4 o= residusiles
]:/ .. , e o alme.
§ /| H
i &
o ] llh ﬂ Tre
Tz 08 G,
== () & .
Relncron ‘I‘, ¢
(ay F(q 18- (e)

El mgrco se analizé recurriendc a un procedimiento de integracién nu-
mérica similar al que se describe en el articulo siguiente.

Para esto se dividié el marco en tres vigas-columnas como la mostrada
en la fig. 29 en donde My, A y 6, eastan dados por las siguientes expresiones:

M =M -HL,-Pa (103), a=rf (M , 6., P, B)(104),0, = g (M,0.,P,H)(105)

Mo u
~F
-

L el

Fig. 30.-

El procedimiento se eimplifica cuando se conocen algunos valores ex—
tremos como sucede en un voladizo donde My=0 y 6 = O sl ests extremo 1 se
supons empotrado. En este caso el problema se resolvié suponiendo valores arbi
trarios de P y de H como se indica a continuacién.

Be supuso M; y por integracién numérica se determind M, las veces ne-
cesarias para lograr qus este iltimo momento resultara cero (ya que se trata de
un sxtreso articulsdo). Conocido asf M;, A se dedujo por equilibrio.

Los valores de B se fueron variando para cada valor de la carga P y -
los resultados obtenidos se fueron graficando como se muestra en la fig. 30.
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Los puntos a,y a, corresponden a dos posicionea de equilibrio del vo-
ladizo sujeto a una carga transversal igual a H, y Hy respectivamente. Puede —
observarse que al aumentar B de B, a H, , ¢l momento M, también debe aumentar pa
ra mantensr el equilibrio; esto se satisface hasta que B. alcanza un valor limi-
te al llegar a ser tangente al eje horizontal en el punto a,, s partir de ests -

punto pars disminuciones de la ca¥ga H, el momento M ( aumenta lo cual representa
una condicién de inestabilidad.

Con el valor de H as{ calculado, para una carga P especificada, se dg
dujo & & partir del valor conocido M; y se procedid a comstruir laa curvas B- A
Yy P - 54 mostradas ep las figuras J1 y 32 respectivamente.
P

Tlt)uldoﬁc., Pour 1P, \Hao -
Hee R,
LU . ()i —_—
/_\K L‘QM‘..T»}L B
» -
' /h‘ LW \ ﬂ.- //4uv)-h"ﬁu, Hu M,
N E/\ . . 4 Ror, inald Btica
::" < : ] / A H,
S| Pem Pag>p de, yL 4
{ g ‘ <
0 r
x H
} H
s desplezeamisre lataral A
Fig. Bi.- F.".'SZ.- wespmramieante |atermal A

La eeleccién del marco ae hizo con el propdsito de que apareciera pri-
mero la fluencia en los extremos de las columnas antes de que €l marco fdllase =
por inestabilidad y aplicar luego el criterio anteriormente descrito como sigue:

Por equilibrio, segin se deduce de lac figuras 33:

W

O TITITTT

He M 0y Ho
V. [ Vo |7 M,
P P

T
c [+
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B,=8 -8, (106)
wL Hh A

vl'(P+2_)-'T-(2P"L)T (107)

v-..(P+-;l‘)'H—:f'(2P¢vL)% (108)

6, ._ér(zn‘-n,+'—:‘) (109)

e.-%(z M, - M, - l:‘— (110)

Respecto a las columnas:
Ag=f, (M, V,, B, 6,) (111) M aM -V A, -H,h=0 (112)
A= f,(My, Vg, Bg 8,)  (113) M =N -VgA  -Hah=0 (114)

Por compatibilided debe tenerse que & = A,=Ag . Puesto que no fue
posible deducir explicitamente los valores de todas las incdégnitas,se adopté -
el piguiente procedimiento:

1).~ Se supusc un valor de Hyy se calculd Hpde la ecuacién (106).

2).~ Se supuso un valor de A y se calcularon V, y Vg de las ecuacio-
nes (107) y (108) respsctivamente.

3).- Se supuso My
4).- Se supuso ¥.y se calculé 6, de la ecuacién (109).

5).- Se determiné Apde la ecuacién (111) utilizando un procedimiento
de integracién numérica y se encontré M, de la ecuacién (112).

6).- Cuando M, # O se supuso un nuevo valor de M. y se repitieron los
pasos 4 y 5 hasta lograr que M, se anulara.

7).- Se calculé 6, de la ecuacidén (110) utilizando un nuevo vaior de
M.

8).- Se dedujo oy de la ecuacién (113) utilizando nuevamente el procg
dimjento de integracién numérica y se¢ determind Mgde la ecuacién (114).

9).= Cuando M aresulté igual a cero,se repitieron los pasos J a 8 hag
ta lograr que N' &e anulara.

10) .- Se repitié todo el procedimiento hasta lograr que A,, 84 y el
supuesto A resultaran iguales.

Para seleccionar nuevos valores de H, , se recomiendan las siguientes
reglas:

a).- Si Ag»>4, , reduzcase Hy i la columna 3 cuando se considers
sola, esta en posicién estable o incrementese H‘ sl estd en posicién inestable.
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b).- 51 Ag<A 5 hagase lo contrario.

Siguiendo el lineamiento descrito se construyeron las graficas mostra-
das en las figuras 34 y 35; en la primera de las cuales, se supuso el marco suje
to a la accién de una carga vertical: P = (P + wL/2) = 0.4 P, correspondiendo &
las curvas (a) y (b) un valor de w = 0 y w = 0.2 P/L respectivamente.

La fig. 34 indica que la carga critica horizontal se alcanzs en unc y
otro camo cuando el cociente Hb/ZH., resulta igual a 0.234 y 0.207 o sea, la car
g de pandeo lateral del marco, bajo la accién de una carga uniformemente repar-
tida igual al 106 de la carga total, resulta ser 11.5% mds baja que la del mismo
marco cuando se supone la totalidad de la carga concentrada directamente sobre -
las columnas.

En la fig. 35 se ha supuesto un valor de H = 0.2 (2My /h) para trazar
las curvas (a) y (b) correspondientes a valores de w iguales respectivamente a
cero y 0.2 $/L o sea,al 10¥ de la carge vertical total.

En este dltimo caso, por efecto de la carga uniforme, la carga critica

vertical es 8610 un 4% menor que la del marcc en el rango ineldstico sujeto a —-
cargas concentradas directaments sobre las columnas.

Esto significa que el efecto de la carga uniforme sobre la viga influ-
ye mads en la carga de pandeo horizontal que en la vertical.

Pars un valor de H = 0 y w = 0 el comportamiento eldstico e ineldstico
del marco queda representado por la linea (a) y por la curva (b) de la fig. 36 -
respectivamente,Cuando la carga horizontal vale H = 0.4 My/h y la carga uniforme
se mantiens igual a w = 0, dichos comportamientos estan representados por las -
curvas (c) (asintética a la 1{nea (a)) y la curva (d) de la misma figura 36.
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Ceorges eriticas horizentales.
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De las curvas anteriores, se advierte que la carges horizontal B provo-
ca una disminucién muy importante en la carga critica ineldstica, la cual, cuan-
doH = 0.4 My/h y w = 0, resulta ser tan s0lo del drden del 65% de la cargs --
critica correapondiente al caso en que H o O; en cambio, esta fitima carga criti
ca a6lo se reduce un & respecto a la correspondiente carga crftica elfstica.

o.a . , 870
Farns 0.04)
L) afids:
P ....P“ﬂ._-_ N FivncernrBlacsesl
a8 L &
o0 oso
(W) slijphiea
A e 428 Py
el . 40
P/Py Pe r/P,
d 9
L5 o bo
-oh o0
-».0) LN
L] -
e e.0ug 000 ey eomse

Fig.08.- Wra/h

El procedimiento anterior como lo indican las expresiones (109) y(110),
se apoya en la hipétesis de que la vige permanece eldstica para cualquier condi—
cién de cargs; tal suposicién es aceptable cuando no existe la carga w sobre la
vigs, ¢ cuando dicha carga es pequefia, sin embargo, cuando la carga w es aprecia-
ble, la influencia que puede tener la fluenciam gradual de la vigs en la capacidad
al pandeo ineléstico del marco, puede mer importante. Adams y Yurs "descriven el
nétodo a seguir en reciente investigscién que se estd llevando a cabo para deter-
pinar dicha influencia. '

f).- Honamd’etornind la carga de pandeo ineléstico de una serie de mar-
cos en portal sujetos a los sistemas de carga mostradoa en 1a fig. 37. Dichas --
cargas de pandeo las obtuvo determinando el puntc mfs alto de las curvas carga---
desplazamiento & del cabezal (fig.25) de cada marco las cusles construy$ supo-—
piendo diferentes valores de & y determinando la carga correspondiente.

Los marcos investigadoa difieren en geometria, carga vertical, horizon-
tal y seccién transversal de las piezas que los constituyen. Estas secciones -—
transversales se supusieron constantes para un mismo marco y se considerd en unos
casos secciones rectangulares (R) y en otros, la de un perfil 8F 3],

Cads marco se analizé descomponiendolo en 3 vigas-columnas como la mos-
trada en la fig., 38 y para conocer el estado de eafuerzos y deformacionee a lo —
largo de cada pieza,se aplicé un procedimiento de integracién numérica por dife—-
rencias finitas, para lc cual, en los casos de perfilea 8% 31, se substituyé la -
relacién momento-curvatura por tres lineas rectas similares a las mostradas en la
fig. 39. ( a ente respecto oo las discusiones del art{culo se ha sugerido utili-~
zar una mejor aproximacién). .
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En los casos de secciones rectangulares se dedujeron expreaiones ana-
1{ticas que proporcionan la relacién momento-curvatura.

El procedimiento utilizado es el aiguiente: ‘conocida la flecha en i,
Yyi » 8¢ determiné el momento en esa misma seccidn aplicando la siguiente expre-
8ién referida a la fig. 38 :

N=M, +V, xoPy-Jq(x')(x-x')dx' (115)

donde x' representa la varisble de integraciln correspondiente a la distancia -
medids a lo largo de la viga.

Con los valores as{ obtenidos,se determinf la curvatura correspondien

te a partir de las expresiones deducidas para las secciomes uctumu s 08~
partir de las ecuaciones correspondientes a los perfiles 8F 31 (fig. ;rs'

En seguida, de la sxpresién:

d'y] _’ioo kR (IR I (116)

dx t

i

donde t representa la longitud del intervalo considerado. Haciendo correspon—
der entonces el valor de y{ a una condiocién de frontera, se deduce y;,, Yy se -

vuelve a aplicar el procedimiento a lo largo de cada piesa.



Para duterminar la carga correspondiente a un desplazamlentc o dado, -
fig. 25, se supuso un valor de P y wse determinaron lus rotaciones del nude O oo
rrespondientes a diferentes valores de H que se supusiercun tantas veces como se
requiri$ para satisfacer las condiciones de frontera, es decir, hasta que la de-
flexién Lransversal de la columna izquierda en el punto C tuviera el valor cupe-
cificadc 4 siendo en A cero, Con el valor de 6, calculado y con la condicién -
de que purs que la viga-columna del cabezal y, es cero, se determinf la defle-—
xién del punto D y cuando este valor no resultd ser cero como debe ser, se supu-
80 un nuevo valor H basta lograr satiafacer tal condiciéu. Hecho esto, se deter
miné el giro 6, y se procedi a calcular la rotacién del mismo nudo D analizando
la cplunnn BD, cuando los dos valores de (-.'D no coilncidleron, 8€ SUPUBO WD NUeVO
valor de la carga P hasta que coincidieran.

As{ se calcularon las cargas oorrespondientes & diferentes valores de
A para construir las curvas carga-desplszamiento o queé se muestran en las 'ig.
40 y 41. Kstas curves junto con la tabla II constituyen los reasultados del ana-

lisis de Moses.

En la tabla Il y en las figuras mencionadas se ha adoptado la siguien-
te notacifn:

Ty = eafuerzo de fluencia.

P, = carga de pandec ineldatico sujeto a la accién de la carga verti-
cal y la carga H.

Pe, = carga critica aldatica del marco.

P, = carga de colapso pldstico del marco sujeto a la accién simulta--
nea de la carga vertical y horizontal.

P, = reaccién vertical de las columnas cuando se presenta el pandeo -
lateral ineldstico del marco, sin la aplicacién ae la cargas huri

. zontal.
3 L3
.P,h R ] P, K - ):
PL"Er P B T ET = VE

Los resultedos que se cousignan en los primeros dog reglones de la ta-
bla II fueron obtenidos suponiendo un comportamiento infiultamente eldstico-li--
neal y aplicundo ¢l procedimiento descrito a low dos marcos previamentv analiza-
dos por Chwalla. La cargs critica eléstics del marco pera el cusl (L/h) = 1, re
sulté ser la misma que la que dedujo Chwalla (1.779 E1/h?) y la correspondiente
al marco en que \i./h) = 3, resultd ser 1.063 EL/h® contra ol valor exscto ——-——--
1.058 EI/h" segin Chualla.

Se observa tamblén de los resultados obtenidos de esta investigacién -
(tabla II), que para low sistcuas de carga (a) y (b) fig. 37, cuando la carga —
horizontal R es cero o es pequefia (h' = 0.05) y la relacién de esbeltex de las -
columnas no ee muy grande (h/r<174), la carga de colapsc pléstico (deducida de --
acuerdo con la teorfa pldstica simple), es una uproximacién razonable de la car-
@ de pandeo ineldstico de los marcos y por consigulente, en estos cagos no se -
requiere un anélisis nés elaborado que el que proporciona la teoria pléstice sim
ple. En cambio, cuando 1a condicién de cargs es la mostrada en ls fig. 37-c, la
carga de pandeo ineldstico es Lastante inferior a la carga de colapso plédstico -
porque la carga vertical que obra directamente sobre las columnss contribuye nc~
tablemente a la inestabilidad lsateral.



TABLA II.- CARGAS DE PANDEO DE MARCOS EN PORTAL
cargn
lateral

seccifn relaciba

caso '.x-nm-‘-q de
versal. esbeltesz
h/r
(1) (2) (3)
1 E -
2 E -
3 R 348.0
4 R 261.0
5 R 174.0
6 R 139.0
7 R 348.0
8 R 348.0
9 R 348.0
10 R 261,0
11 R 261.0
12 B 261.0
12 R 261.0
14 B 209.0
15 B 174.0
16 R 139.0
17 R 261.0
18 R 261,0
19 R 261.0
20 R 139.0
21 R 104.0
22 R 70.0
23 B 104.0
24 R 104.0
25 B 104.0
26 1 4 92.0
27 ¥ 46.0
28 ¥ 23.0
29 ¥ 18.4
30 ¥ 92.0
P ¥ 46.0
32 | 3 23.0
33 ¥ 17.3
34 R 174.0
35 R 174.0
36 B 696.0
n R 609.0
38 R §522.0
39 R 435.0
40 R 348.0
41 R 522.0
42 B 522,0
43 R 522.0

w)- B = eldstico,

R = rectangular,

b/L
(4)

1.0

1/3
1.0
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(5)

.001

.001

.001

.001
.001
.001
001
001
.00133
.00133
.00133
.00133
.002
.0015
.001
.001
.001
.001
.001
.001
.001
001

W = wide flange.
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Algo aimiiar sucede cuands se increments la intensidac de In cargn —
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1.~ Se supusu un comportusiento l.ult(h{l‘.'l'.]..] dé lw ¥ign, © sea, —
upe relaclén womento-rotacifn come le que pe Llustra en la fig, 44, seyfn la —
cual; Bl

H_‘ b kB, (117) elendo k = = para M, L] LI

.- He considers que mmbas rescclones horlzootales son lywusles s Bf2,
anemas, pe BUpUBO que B << Py eq v ndn capo R 0,04 Fyg. & este reswclo se
hace potar que luw curvan de intersceifn I-F no se modifican signilicsl.veseeate
Eunque ls cargs F sea pequefin, es decir, aungue la cargs axisl en uns dv lae —
columisn se incremente considerablemente por efecto de 1 cearge horlzootal 8 —
en une cantidad igual P = Bh/L | mientras que en la otra rolumna, wu carge -
Grial dlsminuye ep igus! proporetdn. Eete sclaracifn se apove en el hecho de -
4ue la cargs de pandec del mareo depende de la sums de las cepacidedes nixviaas
a ls fiexifn Mp, do las dos columnas, las cusles, comc se juede apreciar en las
curvas de interaceifin (¢/Fy] - (Mp, /Mp) qus se incluyen mdelsnte, won aproxims
dasente funciones linseles de Is cargs saxial y por consiguiente, la dleminucifm
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de) valer 4e) momento Xy, de una de las columnas por efecto de la carga axial, -
80 solpiass sen ol incresento del M,  de la otra columna.

Dasandese on estas bipStesis determinarcn una relacién analftica entre
is aarge § y ¢l desplasamiento horizontal 4 del cabezal,de manera de satisfacer
sisultansanents ol equilibrio y la compatibilidad de la estructura deformada y ~
peder dodueir ol valor mfzizo de B igualando a cero la derivada (dE/d & ) en la
fores que »¢ indica a continuscién.

De la fig. 45, por geometria, se dedujo la rotacién en C:

“ws 2 -0 (118)
y 40l oquilidbrio,de la misma figura,se obtuvo: M = E pira (119)
© see, on forwa adisensional: X B N 2
I [5 ' ?] (120)
depds: ?

b d
Ce F";' 5 My = 5Ty , d=peralte de la seccidn,

r = radie de giro y S = médulo de seccibn.

Estableciendo entonces la ecuacién correspondiente al equilibrio del -
uude My o Mg (121) y eubstituyendola junto con las expresiones (117) a —
(119) en la ecuacién de compatibilidad del mismo nudo C: O, = 6, (122), se -
llegé a la siguiente ecuacifénm:

(R . . [P_su.]
T-ZF’T]C'T'O' L (123)

#a la eual se substituye @' por una funcién de M, que segin se ve en la fig.46,
repreaenta con exactitud,entre los limites indicados,ls relacién momento-rota——
cién (correspondiente a una seccién ¥ con la distribucién de esfuerzos residua-
les mostreda on la fig. 28) obtenida por integracién nusérica. Remplasando en:
@' w» £ (Ma), M, por su valor dado en (120), la ecuacién (123) qusdé como aigue:

A H i)

.
L I S N N - (124)
KTF ) h 2P' n

[ [ 3 d r I, h
siondo N y A lap varigbles y K : K m woor 8 ——— w=c-e-.-"e-

*» 2l oy ;w11
o »sea, 84 B = 29000 Kips/plg, Oy = 73 Kips/plg , b/r = 40 y (d/r) = 2.30
(valer aproximedo en seccicnes ¥ )

ka2 10 B o222
la L G

Derivando entonces la ecuaciénm (124) respecto a & e iguslando a cero -
disha derivada, se determins el valor méximo de E en términos del pardmetro K.

Los resultados del anilisis se resumen en 1la fig. 47 donde se represen
tan las resistencies dltimas de un ndsero infinito de marcos para los que h/r=40
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De maners que para un marco dado y una carga axial P determinada, el

punto de interseccién de las correspondientes curvas P/P., y K en dicha fig. 47,
define el valor méximo de H/P, y el correspondiente valor A4 /h. En forma si--
milar se puede determinar el valor mfximo de P para una carga H dada. Por tan-
to, puesto que se ha supuesto que las vigas permanecen eldasticas para construir
la fig., 47, la carga méxima derivada de dicha figura, debe compararse con la --
carga de colapso pléstico correspondiente al mecanismo que se forma al plestifi
carse los extremos de las vigas.

Los puntos que no quedan comprendidos dentro de la gréfica, fig. 47,
por ejemplo, pars el punto localizado en la interseccién de un valor de:
H/P,'- 0.025 y de P/P.,- 0.4, u otros puntos similares, representan casos en -
los que las columnas no pueden tranemitir el sistema de carga especificado.

En la fig. 48 s8 han graficado las curvas de interaccién:

(P/P, ) - (H,./lp) donde: M, = momento pléstico de las columnas y
My, = momento pléstico resistente de las columnas incluyendo el efecto de la —-
cargs axial. Estas curvas de interaccidn correeponden a dos valores de G :
G=0 y G=3, En esta misma fig. 48, se indica la contribucién al momento en
C debida a la fuerza H (liness llenas) y la debida al efecto de la excentriai--
dad (P - &) (lineas punteadas).

bl oz (8 Y o4
#i9. 46.- @ (radianen)

°8

v




47
3).- Especificaciones AISC referentes al pandeo eldstico de marcos.”'®’

El método mds rdpido para estimar la carga critica eldstica de un mar
co, consiste en deducirls por interpolacién entre los valores de las cargas de
pandeo correapondientes por una parte,al caso en que se suponga que todas las -
columnas de un mismo entrepiso se pandean simultaneamente como si estuvieran do
blemente articuladas en sus extremos,y por otra parte, al caso en que las tra—
bes se supongan tan rigidas que las columnas pusdan considerarse empotradas en
sus extremos; de esta manera, la carga critica queda comprendida entre los 1l{mi
tes siguiontes:

n® Bl 4 n?E]
— er < ——
v’ n* (125)

Esta forma de estimar la carga critica es bastante imprecisa si no se
reduce el intervalo de variacién de la cargs.

Otro método consiste en utilizar gréficas, tablas o férmulas aproxima
das, derivadas de un andlisie exscto de cierto tipo de estructuras para deducir
la longitud efectiva (kb) de las columnas del marco en el instante del pandeo y
de ellas, aplicando la férmula de Euler (P, = w*El/(kh)'), determinar la car-
gs critica del marco. En las figuras 49a y b se muestran los nomogramas que —
las especificaciones AISC recomiendan utiliear con este ob‘jeto.‘"’

El primero de estos nomogramas corresponde al caso en que se impide -
el deaplazamiento lateral de la estructura en cuestién y ha sido construido to-
mando como base la ecuacién siguiente:''V

GaGe v Ga + Gs m/k 2 tan (W /2k)
RS AR e Ay ey Ry D)

donde A y B se refieren a los nudos de los dos extremos dé la columna que se -
considere y G, se define;

la
G = " he (127}
L
he
donde X la./h. representa la suma de los cocientes que resultan de dividir el
momento de inercia de cada una de las columnas que concurren sl nudo considera-

do entre su altura, en el plano de pandeo y el denominador tiens el mismo signi
ficado para las trabes.

Uniendo con una linea recta los valores de G correspondientes a los -
extremos de las columnas, se determina el factor que define la longitud efecti-
va de dichas columnas.

La ecuacidén (126) fué obtenida estableciendo las siguientes hipétesis:
l.- Todas las columnas de la estruct.ra alcanzan su carga critica si-
multaneamente.

2.= Al iniciarse el pandeo, la rotacién del extremo lejano de las tra
bes es igual s la del extremo adyacente a 1ls columna en cuestién pero de senti-
do contrario.
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El nomograms de la fig. 49-b correaponde al caso de marcos no restrin-
gidoa lateralmente y se obtuvo a partir de la siguiente ecuacién:

G.Gq(m/k)" - 36 w /k
6 (G, + Gg) “ tan (m/x)

Esta ecuacién se dedujo estableciendo las misamas hipdtesis que en el -
caso anterior, excepto que en este caso, la rotacién del extremo lejano de las -

trsbes se supuso del mismo asntido que la del extremo adyacente a la columna en
estudio,

(128)

En los comentarios de las especificaciones AISC“:,G eetablece que, a me
nos que un apoyo este realmente disefado como una articulacién sin friccién ( en
cuyo caso G tedricamente ea oo ), el valor de G puede suponerse igual a 10 en di
sefios prdcticos de columnas apoyadas en cimentaciones pero no unidas rigidamente
a ellas y ol el extremo de la columna esta ligado rigidamente a una zapata dise-
m? ndem)udnnenu. G puede considerarse igual a 1.0 en lugar de su valor tedri-
co (G =0),

Estas recomendacionea se han basado en los resultados de inveatigacio-
nes relacionadas con la influencia de restriccionea parciales de la base de las
columnas en la inestabilidad eldstica ds marcos fendmeno que estudio Galambo
firiendose a marcos de 1 y 2 pisos considerando para tomar en cuenta tal influen
oia,una barra unids rigidamente a las columnas en los apoyos (de momento de imer
cia Ig) como ss muestra en las figuras 50a 52. En estas figuras y en las figu--
ras 53 a 55, se han graficado los resultados obtenidos de aplicar un método de -
anflisis basado en las ecuaciones de pendiente-deformacién. Los pardmetiros que
aparecen on las figuras es han dsfinido como sigue:

54_\ po Go Ga X de
00 7Y ﬂ. Ny Sae o0
10.0 Tae [ o E oo
e 4 | M &0 a0 b & - Ime
30 F’ X ja:a%e% - 40 - se0
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le 3 Y
.0 +0 re B
“: E s o F ®
a3 -
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s +a7 [ ae 40~ Y - 40
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En marcos sin restriccifn lateral, la diferencia entre la capacidad al
pandeo eldstioo, segin se ve en las figuras 53 y 54, cuando el marco ests’ arti—
culado en sus spoyos, es notablemente inferior a la del mismo marco si dichos —

apoyos se empotran.

Beta disminucién se acemtua mis a medida que @) valor de G se incremen
ta; sin embargo, como puede observarse en las figuras 51 y 52, es suficiente im-
poner una pequefia restriccién elfstica en los apoyos de lss columnss, baciendo -
por ejesplo C = 1 (valor recomendado por el AISC), pars lograr uns reducciéa cop
siderables en la longitud efectiva de laas columnas.

En marcos restringidos lateralmente, como pusde apreciarse en la fig.
55, las restricciones elfstices influyen mucho menos que en aquallos que bo lo -
estdn,

Evidedtamente, si las caracteristicas del marco satisfacen las hipdte-
sis establecidas para construir los nomogramas, el valor de la carga critica —
elfstica que e obtenga a partir de elloe serd exscto, pero ei dichas hipétesis
no se satisfacen, el valor que se obtiens es adlo aproximado y puede resultar —
conveniente utilisar alguno de los métodos que se describen en los dos cepitulos
siguientes.

Las especificaciones AISC también consideran la posibilidad del pandeo
ineléstico de marcos de uno y dos pisoa sujetos a desplasmmiento lateral;esto se
ve en el capftulo V.
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CAPITULO III.-

Pandeo eléstico de marcos restringidos lateralmente y de marcos del ti
po de dos aguas.

1).- Generalidades.

Un marco restringido lateralmente o contr.ventudo‘,"’eu una estructura
en la cual se impide su inestabilidad lateral ya sea por diagonales de contraven
100, muroe de cortante, conexidén a una estructurs adyacente de estabilidad late-
ral adecuada, o por loesae aseguradas horizontalmente por muros o sistemas de con
iraventeo paralelos al plano del marco. Por el contrario, la estabilidad late—
ral de los marcos no contraventesdos, depende sélo de la rigide:z de sus elemen—
tos y de sus conexiones.

Es evidents que el modo de pandeo de marcos reetringidoe depends, ade~
wds de las condiciones geométricaa, de slasticidad y de carga sobre ls estructu-
ra,del grado de restriccién lateral que se les imponga. Asf{, si sl contraventeo
ea ¢l adecuado y el marco no es lo suficientemente alto como para pandearse como
columna, la falla puede o ‘1‘5: por inestabilidad de las columnas continuas, co~-
mo se ilustrs en la fig. 50. =mste tipo de falla pueds presentarse cuando las —
traves son suficientemente rigidas y el marco trabajando en conjunto, es inoapas
de syudar a las columnas s resistir los momentos adicionales debidos a las car—
gas de gravedad transmitidas a través ds las vigas como momentos de empotramien-

to y fusrzas normales actuando excentricamente por efecto de la curvstura de las
columnas como se indica en la fig. 56.

En cambio, si las columnas son bastante rigidas, la carga puede incre-

mentarse hasta que se forme el mecanismo pléstico de las vigas, wntes de que B0 ifre
presente la inestabilidad de ls estructura, tal como se muestrs en la fig. 57. '

P 56 Fig.57
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Este segundo modo de falla, fig. 57, es de hecho la uase del criterio
mia frescuente que se adopta &l disefiur este tipo de estructuras, segin el cual,
las vigas me disefian pldsticamente y las columnas de acuerdo con el criterio —
conveacional eléstioo, reduciendnse el problema s determinar su longitud efecti
va.

El anflisis requiere considerar las diferentes distribuciones de car-
g2 que Be puedan presentar para digeilar cada columna bsjo la peor de las condi-
ciones. Aunque depende de la intensidad de las cargas viva v, y muerta v, , —
una distribucién de cargss como la mostrada sn la fig. 58, podria representar -
para la columna AB, la condicidén de carge buscada, ya qus en este caso, la co—
lumna se deforma del modo mds desfavorable, es decir, en simple curvatura y —
ademds, la carga axisl en ella no diaminuye apreciablomente.

Para determinar entonces la longitud efectiva y los momentos que ———
obran en los extremos de cada culumna, se aisla esta juntamente con las piezas
que concurren & ella, representando para csto mediante resortes, en la forma --
que se ilustra en la fig. 59, el efecto del resto de la estructura.(logicamente
que esto debe hacerse también en sentido oriogonal para diseflar las columnas —
aplicando las férmulas de interaccidn eapecificadss pur el ALSC).

Uns vez gue las restricciones o rigldecea de tales resortes se han eg

timado,se determinan los momentos huscados aplicando un procedimiento de diatri
bucién de momentos o cualquier otro método. RExiaten varias formas de valuar la
rigidez de los resortes; por brevedad, & continuacién sélo ae describe una de -
ellas y la forma en que puede calcularse la carga de pandeo correspondiente.
Se describe también sélo un ndmero reducido de métodos para determinar la carga
de pandeo eléstico de marcos contraventeados ya que la mayorfa de los métoaos -
que ge utilizan con este fin, son también aplicables a marcos no contraventea—
dos y se describen en el capitulo siguiente.
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2_).- Métodos de célculo.

5).— El procedimiento que se describe en seguida,consiste sen acotar -
el valor de la carga critica eléstica de cada una de las columnas en cuyos ex—-
tremos se supone que existen resortes con rigideces K,y K, que idealizan la de
las vigas que inciden a cada uno de los nudos considerados, por ejempic, la co-
lumna AB del sistsma reticular mostrado en la fig. 60, se representa por la mog

trada en la fig. 61. it

Para determinar el limite inferior de la carga critica de cada colum-
na, pe supone que todas las columnas se pandean simultaneamente como se mueatra
en la fig. 62, por tanto, la rigidez de cada resorte en estas condicionee, esta
dada por la expresién:

P A e (2L—“‘.;J (129)

El ¥ de la expresién que antecede se debe a que la rigider del resor-
te contribuye a restringir las columnas de dos entrepisos consecutivos y el ---
2 El/L, corresponde a la rigides de una viga deformada simétricamente.

El 1fmite superior de la carga critica eléstica, se deduce suponiendo
smpotrados todos lbs extremos lejancs de las piezae que concurren a los extre—-
208 0 nudos de la columna en cuestién, en este caso, la rigidez del resorte que
da dada por la expresién:

Ke=a (D) 4 D, +4 @y, (130)

Una ver determinadas las rigideces Ko correspondientes a ambos extre-
mos de la columna que se considera la carga critica de la miama se determina --
aplicando la siguiente expresién:

m El

P_,-[l+0.2 (n, +n,) (131)
P n'
paran, +n, <1 '
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Si con un factor de cargs igual o mayor que el correspondicate al I{mj
te inferior, las columnas vecinas a la columna en cuestién (es decir, si las co-
lumnas 4, - B, , B, -C, , B-C, A, - By B, - Cp siendo A-B la columna en ss-
tudio) no se pandean al asignaries una longitud efectiva igual a la sltura de —
entrepiso, se puede modificar el l{mite inferior supouiendo que todss las vigas
que concurren al nudo de la columna que se estudia, estan articuladas en los ex-
tremoe lejanos & dicho nudo, lo cual representa una condicidn més desfavorable -
en lo que respecta a la rigidez, que la que realmente tengan esatas piezas. De -
esta manera la rigidez K de la expresién (129)‘ se substituye por la siguiente:

EI El
Ka= 3 (g0 003 (0 0a g (152)

b).- Métodos exactos.

De los muchos planteamientos que se han propuesto para andlizar ol pan
deo lateral de marcos rigidos, aplicables también & marcos rentringmuu:"uélu se
presentan a continuacién tres de ellos pars eviiar repeticiones al tratarlos en
el cap{tulo siguiente.

118)
El primero que se considera aquf, es el que Goldoerg dessrrolle’ a par-
tir de las ecuaciones de pendiente-deformacién. Estas ecuaciones referidas a la
fig. 63, adoptanla siguiente forma:

A‘l
M, =k, eq [6A +¢,6 = (l+c,.) Y ] (133)
M, = kg8, [9. v+, 0 - (l+c,) “';—] (134)

toda la terminologfa anterior, ha sido ys definida (ecuaciones 14 a 17).

En marcos restringidos lateralmente, los términos donde uparece Aa, se
ln\lllll;. sin embargo, para poder hacer referencia posteriormente a las expresio--
nes que aquf se presentan,se considera en seguida el caso general. De modo que
por equilibrio de la columna deformada,se obtiene:

Vauw-2(M, +K, +Fa,) (135)
' hi
P p
c o L 1]
‘ (
\ /
\\ //
N/
A
/N
/ \\
/ \
o :
»” yrr b d
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Conviniendo en substituir la restriccidn eldstica del extremo 1, por -
un resorte de rigidez K, , el momento en dicho nudo estd dado por la expresién:

M, =K, 8, (136)

igualando con la ecuacién (133), despejando ©, y substituyendo este valor en —-
(134) y (135), se obtiu'w respectivamente:
A ]

LI 8, Cue A
I L rvrrs 7w U TR LN P e vy Ve (CEL
L} ‘:. By Cu Ot 8%y A A
Vo os-—(s, + 8,0, - ) e, (2- T )5 =P (138)
h 8, +— B gt —
Ky ky

Cuando los apoyos satan articulados, estas sxpresiones adoptan las si-
guientes formas:

M= k,e,(1-c})e, - i:—) (139)
R R (140)

y cuando estan empotrados:

M=k, [og0, - 0, (14 ca) 20 J (141)
b
kl
v”.-.h—'- ..(1+c,,)(e,-2-‘—:)-P—‘f (142)

Pars aplicarlas considerese por ejemplo el marco reatringido lateral-—
mente que se muestra en la fig. 64. En este caso, 4,0y 6, =- 0, . Apli—
cando entonces la ecuacifn (141), se tiene: M = k_a, 6. . (143)
nisntras que si se desprecia el sfecto de ls carga axial en la vigs, se tiene:

M=k, (406, +206,) =2k 06, (144)
¥ por equilibrio del mudo C, se deduoe: (k e +2k_ )8 =0 (145)
de donde: 8., = - 2 keo/Kog : (146)

Pars determinar la carga critica, se recurre a un procedimiento de tap
teos; se supons un valor de la carga P y se détermina s, (utilizando la expro—
sién (15), la fig. 6, o las tablas de Livesley). S5i el valor de s .. as{ calcula
do, coincide con sl obtenido de (146), se habrd encontrado la cargs de pandeo, -

~ si no ss as{, deberd repetirse ol procedimiento.

Cuando el marco estd compuesto de varias crujfss como se muestrs en la
fig. 65, sl procedimiento es igualmente aplicable; en efecto, utilizando nueva—-

ments ls scuacién (141), ve tiene: M =k 2,6, (147)

Mpg ™ K,y 8,q 6 (148)
ypars las vigas: M =k (4.0, +26,)(249) M, =k _(40, + 26,) (150)
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Por simetrfa: M, =k, (40, + 20,) =2k @, (151)
Remplasando estas ecuaciones en las de equilibrio de los nudos:
N +M,=0 {(152) 5y M +N+ R =0 (193)

s obtienen las siguientes ecuaciomes:

(K Beat 4,00, + 2,0, =0 y 2k 0 + (4k,, +k 8 _+2k )6, =0 (15%)
Resolviendo simultanesmente laa ecuaciones anteriores, se llegs a la -
expresién: 2
(K ot 4kgg) {4k oy + Kyg 8an * 2k,,) - 4k =0 (154)

AN .
haga' \X/
7 N
4 N
N
[ Y (3 P «,
Leoe Le BO'
mig. &8 - .9 00~

Esta relacifn representa la condicién de equilibrio indiferente y s —
partir de ella se puede determinar la cargs de pandeo estableciendo la relacifn
que exista entre las cargas Py, y Pug , reduciendose el problems a un caso sismi-
lar al anterior.

Pusde también suponerse un momento virtual N, aplicado en uno de los -
nudos del marco, por ejemplo en el nudo E; en este caso, la ecuacifa (152) se —
iguals s + N, , i este momento se aplica en el mismo sentido de la rotacifn del
nudo, esto sa:

(kg ogu+4ky) @, +2k,6 =N, (155)

Despejando 8, de la ecuaciln (153-a), una ves hecha la rotacifn €, =l
y resplasando la ecuacién (155), se determina el valor de Ne. 5i sete valor re-
sulta positivo, significa que la estructura es estable, si es negativo, ineste—
ble y finalments, si es cero querrd decir que se ha alcansado la condicibn de —
equilibrio indiferents pudiendose deducir de esta situacifn la cargs de pamdeo.

Como ejemplo de aplicacién supongase el marco mostrado en la fig. 66,
sujeto s las cargas mostradas y con las aiguientes carscteristicas:

Vigas: Perfiles 8 ¥ 3l o sea de: Area = 9.¥ pl"y 1 = 109.7 p.l“ .
Columnas: Perfiles N}A.zx Area = 10 plg, I = 35.1 pl;‘y una rigi—
des en los apoyos K e 10 lbs - plg por radian.

Bn este caso se tiene lo signiente:
B 0210135,
&

=125,303 1bs. k=2 210 Td 5656 5 10" 1be-plg.
h 24 x 12

P =
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8
30 x 10° 1 109.7 . K, 10
_m__m__;__- S PO R —— Y ]
K= . 9.142 x 10 1lbs-plg. y C.TEe T 108 1.35

puesto que A =0y 6, =0, aplicando las ecuaciones (137) y (147), se obtiene:

M, =k (4) 0, (156) y (KpuBoa * 4 Kog) € = O (157)

Para un valor de rn 3, 8=~503 c=712 y 8§ ,=-7.30

Efectuando varios tanteos més y remplazando en (157) hasta que se sa-
tisfaga ls ecuacién, se llega a un valor de P= 3.142 de donde se deduce la si-
guiehte cargs orftica eldstica: P, = 3.142 Py = 393,70C 1bs.

(&

El siguiente método que aquf se considera, es el que Bleicn na utili-
zado para determinar la carga de pandeo de los marcos que se analizan en segui-
da. :

En el primer caso figura 67, si loe pardmetros s' y c, se refieren a
la viga y 8] y ¢; a las columnas, por equilibrio,se tiene:

I.L h E

|=_
T, 'Y e

e t
’ = E ¥y

Me(elh' +¢'L') + N 8 L' =0 donde: L' =
E, = médulo tangente. Introduciendo G = I,L /I,h  en la ecuacidn anterior:

ey + G (e +8!) =0 (158). Considerando entonces que cuando la carga axial
en la viga es cero, 8! = 1/6 y c! = 1/3, la ecuacién (158) se reduce a la si-
guients: ¢} + (6/2) = 0 (159).

En la tabla III, se consignan las raices de (2§ =L P/El ) dedu-
cidas de la ecuacién (159) para varios valores de G as{ como los correspondien
tes fsctores Kk que definen la longitud efectiva de las columnas; se puede obser
var que estos valores son siempre inferiores a la unidsd porque la viga reatrin
g la rotacién de los extremos de las columnmas.

TABLA IIl.- Factores k' de marcos en portal restringidos lateralmente y arti-
culados en su baee,

G=1,LE/1,h 0 0.1 0.2 0.5 1.0 5.0
2p/w 1.430 1.366  1.315 1,219  1.143  1.0%8 1.000
£ 0.700 0.733 0,761  0.814  0.875  0.96% 1,000

Para el mismo marco con bases empotradas como se muestra en las fig.68,
se obtienen las siguientes ecuaciones:

Mgcih' +M_ e h' =0, M.8 h' +M_(e)h' +c)L')-M.8 L' =0 (160)

lguslando a cero el determinante de los coeficientes de estas ecuacio
nes se deduce la condicién de inestabilidad siguiente:

el (c; + 9 ) - u;l =0 (161)
2
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A partir de esta expresidén se dedujeron los valores que se consignan ~
en la Tabla IV.

TAKLA IV.- Factores k de marcos en portal restringidos lateralmente y empotra
dos en eu bass

G=I,LE/1,h 0 0.1 0.2 0.5 1.0 5.0 bl
sp/w 2.000 1.908 1,833 1.696 1.597  1.470  1.4%
k 0.500  0.524  0.545  0.590 0,626  0.680 0,700

Para el tercer caso, Fig.69, considerese de nuevo la barra de la fig.l3
En ests caso, de acuerdo con las scs.42 y 43:
8 = (L/EI)(c'M, +8'M,) 'y 0, =- (L/EI)(a'M, + c'M,)
ds donde: M= (L/ED)(c'M, + 8'M,) + @, = (L/EI)(s'M, + c'N,) + ¢

De entas dos dltimas ecuaciones se deducen:

M = (B1/L(¢" -‘))(c'e, +8'8,-¢ (c' + a')),MI-R%}-ES—,-’-(S'G.*C'e‘-?(c'*'s'))

de modo que haciendo: 3= a'/(c“- ',‘),(162_.)’ T c'/(c'.- ‘,‘)' (162-p),
los momentos en 1 y 2 de la barra, Fig.l3, quedan dadog por las aiguientes expre
cioness
Bl 4. .- {162-c) El -, .~ . n
M, = 7% (o6 + 80 -y (cHd)), K, =-T5(8'0, + 06, - P(Ca)),(162-d)
Por tanto, se tiene (Fig.69):
Mo=kd 0, M) =-k3' 6, Mak(c'0+80),H,=~k(d &+8 o)

Boapt(@e-a10) =8 o, Ketl (3 05 6) =B g, k, a it
y de las ecuaciones de equilibrio en los nudos:
KPon' oW, =0 (163-a)Fig.69-b. Mp-F w0  (163-b)Pig.69-c.
se obtienen las ecuaciones de estabilidad siguisntes:
e, (26;+%)+3:e‘-o. 3"e‘+(‘é;+§)e‘.o (164)
de las cuales a su vez se deduce la condicién de inestabilidad siguisnte:
(28 +§)(a- +§)-s;‘.o (165)

La tabla V proporoiona los valores de } y ¥ derivados de la ecua—-
cién (165).

TABLA V.- Factores k de marcos de dos pisos restringidos lateralmente.

¢=L,LE/I,h O 0.1 0.2 0.5 1.0 2.0 oo
sp/ v 2,000 1.648 1.497 1.452 1.330 1,945 1.138
17 0.500 0.507 0.668 0.689 0.753 0.803 0.879



El tipo de marcos considerado, puede analizarse aprovechando la fig.
6, As{ por ejemplo, para el mismo marco de la fig. 64 suponiendo que h = L,
ol momento en C, deducido de la ecuacién (145) es: M¢ = (8., + 2) k O = 0, de
donde: (l“+ 2) =0, o sea: 840 = - 2. Entrando con este valor en la fig. 6
se determina un valor de [ 2.551, de donde se deduce la siguiente cargm cri-
tica:

{ 3
2.550 =% f‘ - 2.2 2
L L

Si la carga se aplica totalmente al centro de la viga, en lugar de -
aplicarse directamente sobre las columnas, la cargas critica se puede determi—
nar como sigue: Moq = 8¢y 8¢ , M,ae = Bgy Cea 8¢ de donde el cortante en la
colusna AC resulta ser:

(!“ + Maa ) (1 + C‘) 0¢ v“

Vea = L = B, L ;t-P

[

Por otra parte, puesto que el momento de smpotramiento M:. puede ea-
cribirse como - [ 2PL, por equilibrio de C se obtiene:

SeatBepll-ceg) € -p2PL =0 (166)

En esta ecuacifn, see (1 ~ Cqp) @8 la rigides modificada de una viga
con rotaciones en sus extremos iguales y de signo contrario; esta relacién de-
pende de la carge normal sobre la viga, es decir, del valor de t. La tabla VI

proporciona los valores de P : P y el valor de la rigidez del nudo C, s, pa-
ra varios valores de t.

TABLA V1.~ Valores de f§ N AY

t 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.3

[ 0.125 0.1304 0.1%64 0.1431 0.1506 0.1591 0.1743
P 0 0.680 1.092 1,294 1,338 1.301 1.118
8, 6.000 4.673 3.593 2,800 2.795 1.387 1.447

De la tabla anterior se deduce la cargs de inestabilidad del marco -
(p =1.34). Pusde observarse que la cargs critioa disminuye considerablemen-

te por efecto de los momentos primarios como lo indican los resultados de LY

En marcos restringidos lateralmente con un mayor ndmero de pisos, se
pusde utilisar alguno de los métodos que se describen en el siguiente capitulo.

3).~ Célculo del contraventeo diagonal.

. Bn forma entersmente anfloga al caso de una colusna, enh un marco, —
teoricamente s6lo se requiere una fuersa infinitesimal para que al slcanzarse
la cargs de pandeo asimftrico del mismo, el marco permanesca en su condicién -
simétrica y no se pandee sino hasta que se alcance su carga de pandeo simétri-
(118

El requisito tedrico anterior no ese cumple eu la realidad puesto que
siempre existen imperfecciones iniciales que hacen que la estructura se defor-
B¢ laterslments antes de que ss alcance la carga de pandeo; de manera que el -
contraventso que se ha estado considerando que existe en los marcos tratados, -
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eupieza a trabajar a medida que me incrementa la deformacién del marco la cual a
su ves estd ligada sl incremento de la oarga vertical. Con el proposito de pro-
porciosar un mftodo racional para proysctar dicho contraventeo, se han lug'ridc‘"'
varios prooedimientos muy parecidos entre si, aqui sélo se describe uno de ellos.

El aftodo esta basado en las siguientes hipStesis:

1.~ 3¢ desprecia la participacién de las columnas en la resistencis 13
teral,

2.= Las columnas se consideran como si estuvieran articuladas em sus -
dos extremcs.

3.~ Se supone que el contraventeo actus como si fusse un resorte inde-
pendiente que resists el desplazamiento latersl em los cnr-o: de las columnas

como u'mnn en la fig. 70 . N )
= g - . L
Mo |e 4 = =
Sl K P [
(b) € ° ®
Mo I, L i
0 Ae he !
M, A ala ™y
@ X . 7 Vo
AT Vs Wy !
Kig.%0.-

Atendiendcasstas suposiciones,el disefio resulta ser conservador pues -
siempre ls rigides del marco que se desprecia contribuye s la estabilidad late—

De la fig. 70~b donde se representa la configuracifn deformada del mer
co,se deduoen por equilibrio las siguientes ecuaciones:

‘2Ps  Kiha - _2Pa _ Kpbe
V. -P-T+—.r—(m7) " -P+—'L— -—-‘r' (168)

In estas ecuacionss, K, es la rigidez de un resorte imaginario que re-
preseuta la del contrsventseo.

Por equilibrio,se tiens:
EN =V, & =B, b =0 (169) ZMy=Vgs -Hghs O (170)

De las cuatro eouaciones anteriores se deduoen:
Vad Voo

Bao—p— M) vy Bge—p— (172)

ComoHy+H -k, & =0 (173)

substituyendo (167), (168), (171) y (172) en (i73), resulta la siguiente ecua—-

ciéa de pandeor ,
-h—(zr-n:)-o (174)

Ahora bien, como la condicién de pandeo exige que A # 0, la cargs cri
tica de pandeo lateral es: Kb
Per =5~ (175)
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lgualando ests carga con la carga crftica de una columns doblemenie -

articulada: n'El, (276)
P, = 176
“ n® 2 n"El,
Be determina el valor dptimo de K: K, = - (177)
h

y puesto qus: Pg,. = P x F.5. (178), asiendo P la carga axial de trabajo en las
columnas y P.S. el factor de seguridad, la K,_, Jeducida de (175) y (178) estd
dada por la expresidn: 5p

K, ; == (F.8.) (179)

mn h

y 8i'F.5. =2 ; K= 4 P/h (180).

El mismo razonamiento se sigue en marcos de muchas crujfas como se --
muestra en la fig. 71.

P, P ¢ L Pn
reat
M4
I, 1, 1y Ina 1a
h A, a f An.. A
K, ] H Hau Hn
-4 —¢ —'ﬂr — -
v v\ Vs Vaa Va
Fig.71.~

En este caso, para cada columna individual se tiene: H = V A /h (181)
por tanto, dado que la condicién de pendeo para este sistema es:

B+ Hpt ..o +B -Kh =038 ‘)-:[v,+v,~ +v,,]=P,+ Pyt oot Py =3 P

y como &/h g 0, resulta que: XK, = F(P/h) (182)

Si X P de la ecuscién anterior es la suma de las cargas de disefio y

el factor de seguridad es 2: 2% P/
I

(183)

Con ayuda dc esta dltima expresién se deduce el drea de contraventeo
referida como sigue. Considerese la forma defcrmada del marco como se muesira

en la fig. 72. F Ta At s

Fig. 72.-
En este caso, la elongacién de la diagonal en tensidén puede expresar-
86 cowo Bigue:

0 .
‘gfh'+(L+A) -/L‘+h' (184)
y &i el valor de A es pequeflo comparado con L y h,la expresién anterior puede -
simplificarse escribiendose como sigue: A = LA/ nf + | (185)
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Por otra parte, la fuerss en la diagonal ¥ puede expresarse de la si-
guiente manera:
= F Py

Fs - + L _L¢EA

Cos & L Jnt e b

siendo Ay = frea transversal de la diagonal,

(186)

Substituyendo entonces en (186) el valor A dado en (185) y simplifi-
cando, resulta: _ AELa
7 e r—
(a® + 1H™® (187)
como ademés ¥ = K, A (188), despejando K, de la expresién que reaulta de igua-
lar (187) con (188), se obtiene: AgB L (155)
K, s e——— 189
! (hl + L. )M
igualando ests fltima ecuacién con la (183) y despejando A4 se deduce para un
P.8S, = 2, lo siguiente: "t

A 15 . 2(1+(]§)‘) Ir
X B

A (190)

Rl drea del contraventeo calculada mediante la expresién anterior, es
del orden de la sexta parte de la de una columna del marco, de manera que no pa
rece justificarse um célculo mfs refinsdo para obtener un ahorro en el acero —
del oontraventeo,

El procedimiento descrito puede generalizarse fucilments para compren
der el andlisis del contraventeo de marcoa de varios pisos. !

4).~- Pandeo eladtico de marcos de dos aguas.
a).- Marcos restringidcs lateralmente.

En estructuraa ds este tipo, conectadas rigidamente y restringidas lg
teralmente como se ilustra en la fig. 73, ee ba investigado la influencia de —
las siguientes varisbles en su cargs de pandeo eldstico; ¢

1,- El ndmero de crujfas.

2.~ La relacioff claro a altura de columnas.

3.= Bl afgulo de inclinacioff de las vigas.

4,- la relaciofl entre el momento de inercia de las columnas y el de -
las vigas.

5.~ las condiciones de apoyo de las columnas interiores. A este res—
pecto se oonsideraron dos alternativas: Columnas articuladas en -
ambos extremos y columnas unidas rigidamente en los nudos superig
res y empotradas en los inferioree.

Pars esto se utilieé el criterio de Lundquist, es decir, se trazaron
curvas carga-rigides (P=K). En todos los casoa se conaideré como sistema per—
turbador una carga horigontal Q aplicada en”la forma que se indica en la Fig.7>
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Los resultados se presentan en grdficas que incluyen dos variables a la vez; de
dichas grdficas se han deducido las siguientes conclusiones:

1.- La cargs cr{fica eldstica se reduce a medida que aumenta el nimero
de crujids. Bay un limite inferior de esta carga en marcos continuos, pero en -
parcos con columnas interiores articuladas, este limite inferior ee cerc.

2.- La carga critica eldstica se reduce cuando el valor de L/h sumen=-
ta; la reduccich es MAYOr en BArcos con columnas interiores articuladas.

3.~ En marcos de seccifn transversal constante,la carga critica eldsti
ca sumenta cuando la pendiente de las vigas es de 22\}' aproximadamente en marcos
con columnas interiores articuladas y de 30° cuando estas columnas estsh empotrs
das.

4.~ En marcos con valores grandes de L/h puede obtenerse un incremen-
to importante de la cargs critica eldstica aumentando el momento de inercia de -
las vigas, mientras que para relaciones pequefas de L/n , también se incrementa
la carga critica eldstica aumentando el momento de inercia de las columas.

5.- La cargs critica de marcos continuos empotradoe en su base es con-
siderablemente superior a la correspondiente a marcos con columnas interiores ar
ticuladas.

b).- Marcos sin restricciones laterales.

El estudio de la inestsbilidad de marcos en portal, fig.25, ha sido —
ain duda mfs sxaustivo que el de marcos del tipo de dos aguas, fig. 74. La ra—
26n ss debe a que al estudiar el primer tipo de estructuras se intenta represen-
tar, en general, marcos de varios pisos en los cuales el fendémeno de inestabili-

‘ dad de conjunto es més importante que en estructuras de un solo pizo como lo son
generalmente las de dos aguas. De hecho se ha podido comprobar experimentalmen-
te en modelos probados inclusive a escals natural, que la carga de falla es apro
ximsdamente igual s la carga de colapso calculads de scuerdo con la teorfa plés-
tica eimpls. 8in smbargo, esto no excluye la posibilidad de que la inestabili—
dad de conjuntc en este tipo de estructuras pueda adquirir importancia especial-
mente en marcos esbeltoa.

El trasbajo que se resume a conz,’iununcidu es concerniente con la inesta-
bilided eldstica de esta clase de marcos  FPig. 74, sujetos al sistema de cargas
que se ilustra en ls misma figurs.

El método adoptado se aplicd para determinar las cargas correspondien—
tes a los tres siguientes modos de pandeo:

l.- Pandeo lateral.

2.~ Pandeo vertical o eimétrico.

Be= P;ndoo en srco (Este modo de pandeo se debe a la rotacidd dsl nudo
c).

Pars estudiar el primer modo de pandeo se considerd como fuersa pertur
badora una cerga horizontal Q en la cumbrera dsl marco. Los momentos que ocasig
na dichs cargs se consignan en la siguiente tabla:



TABLA VIl.- Neomestos. Pandeo laterel,

a [ ] < [ 4 [ 3
Rotacife By D|emsd (R N “q.i-.“ QF‘ an.nt
Rotacids C los Se ~\\| Nal, “\J

et [t see e e
° 4

Pig.20.-

Do esta tabla se obtave por equilidwio del smieo C, la siguieuts ecwn-
2 0,kg0, + 2 0,8,k 0, v 0 do donde: 9, = - ¢, 0, Ga)

y oo igeal forws, éel equilibrio del mudo B:

cida;

(8.5, ¢ 8,ks) 8, + con ks .L(..‘;.‘_'lf::- () (ag2)
¢ manere que substituyesdo @, , es. (191), e (192);
{(ak + 82(-e) KOJo =0, (200,) & (193)
haciendo: 8,'' = 8, (1=¢3), Re -E (190)
y despajende 6, do la ecwacida (193), se obtuvo:
'Y -.l'.(l.’!‘.).-:‘ (195)
. sl

Despejende V ée la eoveciln (28) (l.-nzl)-u.jodw-
on la colwma AD del maroe:

v o 28(w)ka _ _s(lee ke, (296)
an’ b
substitupendo 8, :
v <28 (v )xa s.(lee,)k -.(ln.&, s.(3v0,)8af 2 '-(‘“-)}

nd® a s, + &R a l.. s+ a3l
de donde oo deduce la siguients comdioila critiss de inestabilided (Vg = 0) :

{3-'_'(1&1}-0, oses: m,3,(l4s,)-29,=2e12 (197)
a s+l
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es decir, la carga que satisface esta relacién es la cargs critics eldstica late
ral de la eatructura.

Cuando se trata de un marco doblemente articulado en sus apoyos, la --
ecuacién (197) se convierte en la siguiente: 8" (m‘: -1) = 8y X

Para el segundo modo de pandeo, el modo vertical, los momentos que oca
siona un sistema de cargas perturbador simétrico, son los consignados en seguida:

TABLA VIII.- Momentos. Pandeo vertical.

A B ¢
Rotacién c,8,k,8, 8,k 0 8,k CoB,k 0
Desplazasiento (14¢.)k,a  8,(14c, )ka = 8:(l4ca)kus - 8 (l4ea)k A
h h n, n,

Axu'lopnonte al caso anterior, por equilibrio del nudo B :
I‘(l'ﬂ'.‘l)k'l - BI(IM:)kl } a =0
h h

('lk."' ‘1‘[) [ i

(198)

o seat (I+Ra)9={"(l+c‘)i - "(“c')}A

h h
Determinando entonces el cortante en la vigs BC e igualandolo a cero,--

condicién que se debe cumplir cuando se alcanza la carga critica, se obtuvo la sj
guiente ecuacidn:

{l;(lﬂh)ﬁ . 8,(1+c,) } 0= 2 {l,(l-fc.,)i R s, (1+c,) } A

- (199)
h, h

m.h, m,h"

dividiendo ests ecuacién entre ls (198) se dedujo la siguiente ecuacién correspon
diente a la condicidn de pandeo vertical:

4 . 2
A, = 5 dy+ F 8,(1+c,) 8,(1+e,) + R e A, +Apn =0 (200)
sen*a&  sen'd sen &
donde: A -'—(ltc)—
o

Finalmerte, para estudiar el modo de pandeo en aroo, se splica en C un
momento perturbador y se restringe el deaplazamiento lateral para que el pandeo -
ocurra cuando la rigidez del nudo C ae anule, En eate caso los momentos que apa-
recen en las piezas son los indicados en la tabla IX.

TABLA IX.- Momentos. Pandeo en arco.

A c
Rotacién ¢ ¢, 8, K6, 8,k,6, 8.k, 6,
Botaciones iguales c8,k8, 8.ko |eks®

X0, c,s.k,90, c, 8,k,6,
en By D,




67

Del equilibrio del mudo B se dedujo el valor de @, :

o =-S®R o (201)
s, ¢+,
7 pessto qes N =2 {.,k.o, + c.-,k‘o,} (202)
sehatitugeado (201) en (202) se dedujo la condicién critica siguiente:
l.-zn,n.o,{x-i"L - Qo de donde:
s, ¢+ 8, %
e B
1284 =0 obien: o, +83% =0 (203)
s+ R

Kl método requisre que se conosca el valor de la carga axial en cada
wa és las pieses eu ¢l imstants del pandeo. Dicha carga en el caso de las cg
lasms es fabil ds determinar,puse sisspre es un medio de la carga vertical tg
tal miestres la deformacida de la estructura sea simétrica, pero en el caso de
las viges o suosds lo mismo porque no existe una relacidn lineal eatre la car

sxial y la exterior, a no ser que se desprecie la disminucién de la rigides
carga axial. Bl sétodo adoptado pars tomar -
en emnts ests sodificacifa de la rigides y la consecusnte variacién de la car
@ axial en las viges, consiste em caloular la reeocién boriscntal B sin consj
desur el ofecte &8 la imestabilidad; purs esto se dedujo de comdiociones de —

ge
'
l
:
]

4 (14E) (Es-1)Pema

(.i.. 4(|+i)(—.§—:+ s--)—a(i.‘.s..u)( ::-—l)

Cemocida H, se obtiens proyectando, la carga axial en las viges —
(P on & 0lmnsyhuu.hﬂ¢usydtntorhtmpompnnuub‘,
titairlas eu la ecuacién (197) en caso de que se trate del pandso latersl. Si
esta eovecifn no se satisface, se vuslve a efectuar otro tanteo con un nusvo -

valor do la carga P.

Para tomar en cueanta el efecto de inestabilidad, se establscen las -
esussionss que definem el cortante en la viga IC y en la coluana BA, las cua--
lag seferidas a la tabla VIII adopten la siguiente forma:

r-a-l—a-"ux‘&(%-o) (204)
l,-M(o.%:_ (208)
. 1

Rliminando © de las ecuaciones (198) y (205), se obtiene:



A - B
s (l+c, )k 8 (1+c,)
s, (l+c,)k,| 2 b, )
B ah T s, vs, %

y substituyendo esta expresién en la ec.(204), se obtiene la siguiente relacién

entre P y H;
s,(1+c,) Swna b

_ X “(|+C-\i_ x
m, . + 9y x

PRI &
Peata=H || 4 - ~ e

S.(14c) Senta S, 04C) X o i)

-+ e
{ m, 5,43, %
§

Esta expresién debe satisfacerse simultaneamente con la ecuacién de -

pandeo correspondiente.

En la fig. 75 se han graficsdo las curvas {(Per/Py) - (ka/k,)) corres
pondientes a cada uno de los tres modos de pandeo considerados y en ls fig. 76,
las curvas correspondientes al primer modo para los tres siguientes valores del
dngulo de inclinacién de las vigas o= 0', 221}. y 30° (lee diferencias entre -
eatas curvas se deben a las diferencias en el valor de la carga axial en las —
vigas).

En la misma fig. 76 se incluye la curva correspondiente a marcos arti
culados en sus apoyos. Puede observarse que la carga de pandeo de tales -murcos
es del érden de 1/3 de la de los mismos marcqs empotrados,

El autor afirsa que la carga critica eldstica de un marco de dos —-
aguas puede predecirse con una aproximacién de un 5%, determinando la carga cri
tica slistics de un marco en portal con columnas de rigidez (k,) Yy uns viga de
rigides (k..) sujeta a uns carga axial igual a la de las vigas del marco de dos
s R/R,

[ *a 3a 4= ¥e & 1 B9

as ap o4 aof o8 .7 0¥

[ 14

lordee atuml (3w wapidarer averiedan
da W por efeste de la incrtubilided)

ldea | admml ( consldemnde oiaha voriamba )

ea “al o4 69 84 aTsBatfia 2= [ 4 3 & vew

mu Fi9 75 - w, /%,




/R

Chl [ 33 .3 o4 as oo .7 49 i .- 3 a S ¢ vV g3

ark windes

--.lr
o P o) ¢4 o5 a8 OTEAN! 3 » 4 5 S ye9w
/R, e/t

oy Fig.7e.-
5).~ Modelo de Chilver.

Chilver investigd la inestabilidad eléstica del modelo mostrado en la
fig. T7. Supuso obrando sobre el unicamente dos cargas verticales P aplicadas
s una distancia o L de los nudoe C y E los cualee considerd rigidos, es decir,
como si el marco se deformara como cuerpo rigido. El pardmetro e lo considerd
variable deede 0 hasta 1 y la rigidez K de los resortes en By F la supuso —
constante; de manera que ls Unics resistencia al pandeo son dichos resortes.

Aunque el modelo representa el prototipo de una estructura que no se
presenta con frecuencia en la prictica, son de interés los resultados obtenidos
as{ como la forms em que san presentados y ademfs, el procedimiento que utilisd
pusde aprovecharse para determinar la cargs de pandso eléstico de otroa modelos
modificadoa que representen marcos més précticos.

(o) (k) «) T
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La cargs de pandeo siméirico se determind relaclooando la reaccidn -
horizontal H y ls rigidez de los resortes con les cargus veriicales P oume ui-
gue!

Por simetria:

cosd +sen $ =1+ sen 6 (207) 2-%=(cos¢—sen¢)+coa@
(208)
Yy por equilibrios: - _
- P(l=(1-a)coae) (209)
2. Y
L
K(@+¢)=~PLaeno+HLCo® (210)

Introduciendo B, ec.(209), en (210) y subatituyendo en la ecuacién -
que resulta, ei cociente VY/L deapejado de (208), dedujo la aiguiente expre--
sién:

(0+¢)KePL |sones (1 = (1 -ar) cos ) cos 6

cos © + (cos & - sen &)

(211)

Dando entoncee diferentes valores a &, desde 0.) hasta 1.0, y a ¢,
®e determiné: © de la ecuacién (207), Vv /L de la ec.(208) y PL/K de la ec. —
(211) pars construir las curves de la fig. 78b{1lineas llenas) en las cuales me
pusde apreciar la influencia que tiene en la capacidad del marco al pandeo la
posicién de las cargas P, Pusde observarse en dichas curvas que cuando OL =1,
© sea, cuando las cargas P se aplican en la articulacién D, la carga de pandeo
o3 nfnima y 8élo 0.87 PL/K, o sea, 43.5 % de la carga de pandeo del modelo —-
cuando &= 0 (Pg,= 2 PL/KS.

En la fig. 79 se iiustran la variacidn de la cargs de pandeo con reg
pecto al pardmetro ol .

Para determinar la cargs de pandeo lateral del modelo supuso un pe--
quefio desplasamiento lateral w en la articulacién D, como se indica en la fig.
T7-c y obtuvo las siguientes ecuaciones de compatibilidad geomdtrica:

2 -% = (cos ¢,- sen¢) + cos @, 2 -% = (cos &,- sen $,) + cor €, (212)
1 +% = (cos &, + send) - sen 6,, 1 -%- (cos & - sen &,) - aen 6, (213)

y por equilibrio de la estructura deformada se obtuvieron las siguientes ecua-
ciones:

vV =P |1 --% +¥% (1 -o)(cos ¢, - coa()] Ve P[l +%- ${(1~ &) (con §~ coab.)]
(214)

| (2-%)= vA(1+1‘E)- P(1- &) cose, , B (2 - -vl:)= Ve (1= E-L)- P(1- o)cos g, (215)
K (6 +%)=V, Laen +HLcos®, K(6+4)sVyLsen6+HLcos®d, (216)
Suponiendo luego un deuplu.amient’o infinitesimal de la posicién de -

equilibrio, se obtuvo de acuerdo con las ecuaciomes (212) y (214), la siguien-
tes relaciones entre dos incrementos infinitesimsles de los desplazamientos;
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&
L
$5 . (con d,+ end, )éd,+ sen 6, 6 6,

De manera que como en el instants del pandeo, il = O, es decir,
6 =0, =0y é= ¢ = ¢, las ecuaciones (217) condujeron a las siguientes:

= (cosq+ sen @, )&@, +aene, b0,
(2a17)

(com ¢ +0en® )(6b - 5¢) + gen o (50, - 86,) = 0

(218)
(con # - sand )($4,- &&) - cos 6 (56, - 66,) = 257
de donde: 281 o
(84,-84y) L cos (69;")105011 (e + &)
280 cos & + sen & (219)

(d8,-6q) "TTL Ce(6+&) +een (6 +9)

Por otra parte, restandc una de las ecuaciones de equilibrio (216) a
la otra, se obtuvo:

K(6,- 0,)+ XK (#,+4,)= L [v. sen 6, - Vg sen e_] + BL [coa 6, - cos e,] (270)
de donde se dedujo la siguiente relacién:
K (86, - 86,)+ K(84,- S0« L(8V,0n 6, + V,con 6,56, - bVg sen 6,- V con §,86,)+
+ $8-L( oos 6,- cos @,) - B L (sen 0,6 0, - sen 9,86 6,) (221)
Baciendo entonces & = O, es decir, 6, = 6, = 0, $= g, b y Vo= VgaP
L219) -

en las ecuaciones (213), (214) y (220),se obtuvo de ellas y de la ec
la siguiente condicién de equilibrio indiferente;

x. [coo ] -:%—g(l - (1-c)con ¢ ) ](cos é+raend) +

PL
-1
+m6[oﬂ(ao#)+un(6+¢')}+(1-d)nn'eaen§ (222)
Le .-.' ‘.\-]' LrﬂL
' 1 A I
oo ..F S lo 1.0 & — \ | lIr
"o, // o2 —4‘
* —_—
]
° o9 1 2 § 2
v/
(o)

Fiq. 78
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Tanto esta ecuacién como la (210) deben matisfacerse para los mismos
valorea de 6 y ¢ cuando se alcanza la carga de pandeo lateral. En la fig.78 -
se indican (con linea punteads) los valores de esta carga y la correspondiente
deflexién y en la fig. 79,8e repressnta la variacién de la cargs de pandeo con
respecto al pardmetro o . Puede observarse en esta fig. 79 que la disminu—
cién de la cargas de @0 se incrementa a medida que aumenta oA hasta un va-
lor 1{mite (0.38 K/L) cuando O\ = 1. Ksta reduccién ya no puede despreciarse
como en el caso de marcos continuos.

h st |0 :
AR
L

Fig.79.-



CAPITULO 1IV.-

Inestabilidad eldéstica de marcos rigidos libres de desplasarse lateral
mente.

1).- El estudio de la inestabilidad eldstica de este tipo de marcos mse
ha concentrado casi en su totalidad al de marcos sujetos al sistema de cargas —
ideslizado que comsiste en suponer las cargas actuando solo directamente sobre -
las columnas, Esto se debe como ee hizo ver en el Capitulo II,a ls dificultad -
que representa el determinar la carga critica de marcos rigidos sujetos a mowen-
tos flexionantes primarios, as{ como a la poco influencia que tiemen dichos mo—
mentos en el valor de la carga de pandeo lateral, correspondiente al primer modo.

Aunque algunos de los métodos propuestos pera determinar la carga de -
pandeo, no son faciles de clasificar, en principio, pertenscen a uno de los tres
siguientes grupos establecidos por Bleich.(®

a).- M&todos analiticos directos. Son aquellos derividos de un plan-
teamiento de ecuaciones (diferenciales) bo-oga'nup que relacionando las fuersas’
axiales en los elementos eatructurales, con los momentos flexionsntess, rotacio—
nes y desplasamisntos de los nudos; conducen a un determinsnts que gobisrma el -
modo fundamental, cuando se iguale a cero.

b).- Métodos energéticos. A esta categoria pertenecen todos aquellos
pétodos basados en criterios de energfa que también llevan a un sistesa de ecua
ciones lineales tal que el determinante derivado del sistema, igualsdo a cero, -
represants la condicién de equilibrio indiferente. Este grupo de mftodos no ﬁi-—
fiere del anterior sino en la forma en gque se obtienen las ecuaciones.

c).- Métodos de distribucién de momentos. y relajaciones. Son tdcni—
cas modificades de los procedimisntos de iteracién, cominmente utilizsdos ea la
solucién de estructuras hiperestdticas, que aprovechan la caracteristica de di—
vergir cuando me alcanza la carga critica o cuando se anula la rigidez. Estos -
métodos utilizan generalmente al critsrio de eetabilidad introducido por Lund——
quist, requiriendo por tanto, una distribucién de momentos complets pars cada vg
lor tentativo de le carga.

Los criterios de estabilidad de los tree grupos de métodos, consideran
que bajo la condicidén de carga critica pueden existir dos configuraciones de ——
equilibrio, una de ellas, la originalmente recta o no deformada y la otra, la —
caracterizada por la aparicién de momentos flexionantes en los elementos estruc—
turales. De esta Wltima configuracién se deriva el sistema de ecuaciones homogé
neas en el primer grupo de métodos, las ecuaciones lineales del segundo y les —

_téonicas de distribucién de momentos del tercerv.

La aplicaaién de estos métodos se ilustra en los ejemplos que se tra—
tan adelante.

2).- Métodos analfticos.
Algunos de los métodos descritos anteriorments, pertenscen s este grupoy

aqu{ se vuslven a tratar aplicados a marcos rigidos libres de desplazarse late—
ralsente..
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(3%
a).~ Para analizar el marco de la figura 8, Tamoshenke parte de la -
ecuacién diferencial dul eje flexionado de la columna AC, la cuml quede expres
da, de acuerdo con los ejes coordenados seleccionados, por la ecuacibn:

I=

d'y
d.X‘

EI ==Py (223)

cuya solucién para las condicionos de frontera dadas es:

yehsen2 I (224) (;-g /-E—I')
h
Considerando que:
6 EI. dy
M =K 0, =P(y) = T),.h (225)

substituyendo en esta ecuacién la solucién (224) y efectuando, se llega a la ox

presién: o . P L sen 2F
n o8 2¢ ¢ El, (226)
. 6 1. h .
equivalente a la siguiente; 2 tan 2§ = ———— (227)
1.L

Para el caso en que las columnas eaten empotradas, fig. 81, la ecua--
cién (223) se convierte en la siguiente:

| ]
B2Y . p(a-y) -n, (228)
dx x x M
cuya solucién es: y = A cos 24 Bt Bsen 2} Bt a - F-' (229)

Determinadas lus constantes A y B a partir de las condiciones de fron
tera en los apoyos, la ecuacién (229) puede eacribirse:

Me
y-(A-?)(l—cos2*§) (230)

HaO
-
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Ademés, de las condiciones de frontera en los extremos superiores:

dy - M, L
n=s @0y () =0
y de la ecuscifm (230). se deducen las dos ecuaciones siguientes:

(231-v)

Acos 2p +2 (1-caw2p) =0 (232-a)
-‘Eqm 2} -—:-‘ (2—: sen 2} + :x;“) =0 (232-b)

igualando a cero el determinante de los coeficientes del sistema anterior se ob
tiene la eiguiente scuaciém correspondiente al equilibrio indiferente: 4

20 e,
tas 7p LI,

De esta ecuacién se obtiensn las cargms criticas correspondientes a -
los dos casos extremos, es decir: para I, =co , 2f=srmr y P__ = n" EI, /n(234)
ypara I, =0, p=x/2 y P, =nEl /4n" (235)

(233)

Timoshenko también considers en este ejemplo el efecto del cambio de
longitud de las columnas en la capacidad sl pandeo del marco. Para esto toma -
en cusuta que el incremento de carga en las columnas, ocasionado por la apari--
cién de los momentos M, y M, , seta dado por el cociente 2, /L y consecuente~
monte,el cambio de longitud en las mismas, e 2 h/AEL resultando una rotacién
oen la viga igual & AN b/AEL , de modo que la condicién de frontera (231-b), se -
convierte en sste caso en la eiguisnte:

(.:_i) oMb, b (236)
681,  AEL
y 1a ecuacibn (233) se transforma en:
2¢ 6k I, 1
(231)

tan 27 LI, 1+24hI/ALY

(e
b).~ La expresién (227) la obtuvo también Bleich :pllclndo la ecua—
cifn de los trea momentos, ec.(45), como eigue: Con referencim a ls fig. 80, -
ae tiena:
N, (c'h+e L) -M_e,L' -EI,9 =0 (C=qp/1) (238)

en esta scuacifn, c} y o', tienen el significado dado por las expresiones (40) y
(41). Los indices (1; y (2) que aparecen sn las funciones de estabilidad, se -
refieren respectivamente s las columnas y a la viga.

Introduciendo entonces en la ec.(238) la siguientes M_s Phy  (239)
derivada del equilibric de la columns, ee obtiens:

v [P b(cih+cil -afl')~ BI.] = 0 de donde se deduce la cop
dicién de estabilidad siguiente:

L} -
c:#(c;-n;)% -%’; = 0 (240)
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substituyendo s;, ¢;, L’ ¥y G por sus respectivas expresiones, la 6c.(240) se -
convierte en la siguiente:

cot 2¥ G -
= =0 (241)

expresién identica & la obtenida por Timoshenko y que ha servido de base para —
formar la tabla X donde ee proporcionanvalores de & y del factor do longitud —
efectiva de las columnas k para varios valores del pardmetro G.

TABLA X.- Pandeo asimétrico.

G = LI, /nl, 0 0.1 0.2 0.5 1.0 5.0
L/ 0.500 0.492 0.483 0.461 0.430 0.29
£ 2,00 2,03 2.07 2.17 2.33 3.38

Para el marco de 1la fig.6l, aplicando nuevamente la eouacién de los —
tres momentos,se obtuvo:

M) bh'+ M sh+ Bl ¢ =0. (Weh/C;tag/E)

, (242)
LI M(c! b+ c, L') -M el L' -Ely =0
Como por equilibric: Mg = Ma+ P B Y  (hasciande Beit) (243)

despejando Y de esta ecuacién y substituyendole en las ecuaciones (242), se dedu-
Jjeron las siguientes:

Mool he M 8! h +-§§-(n_-n,) =0 (244-a)
Ms' h+M(c'h VL) - M_ st L' m(n o) =0 ( )
L6 ey bovoely - M sy T o= Mo = 244~b

Estes ecusciones simplificadas adoptan la siguiente forma:

. 1 1
H‘(C,-m—j)+!c(l,‘072——)l)=0
. 1 1 G
Mlsl ooy M Lol e D) =0
El determinante del sistems igualado a cero, conduce & la condicién de

equilibrio siguiente: 1 1 G 1 "
Serihn o i SRR ) TR
la cual se convierte remplasando s' y c' por sus expresiones (40) y (41), en:

(24) son (2§) cos (2;)(2&_&2—{_’_- ¢)as (247)

(245)

Efectuando las transformaciones trigonométricas debidas, de esta ecua-
cién se llsga a la (233).

_ La tabis XI proporciona pars varios valores de G, los valores de f y
k que resultan tomando como base la ec.(247).
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TAELA XI.~ Pandeo asimétrico fig.B8l

G = LL/hl, O 0.1 0.2 0.5 1.0 5.0
2/ 1,000  0.984 0.970 0.924 0,865 0.666 0.500
K 1.000  1.016 1.030 1.082 1156 1.5 2,000

El tercer ejemplo que Bleich analiza, es el caso del marco de dos pi——
808 mostrado en la fig. 62 cuya configuracidén deformsda se representa en la fig.
82-byen este caso, aplicando la ecuacién de los tres momentos & las piegas del -
marco,se obtienen los siguientes nonnv.o- en los onremoa de eatas: si M, = EIl,/h
para la columna 1-2 : (& s —I."';. - o ) (Fdemeles 162)

M= 1,[3,- 6, - w(& + .‘:)] My=-R,[E Q- w.(c, + .,-)] (248)
Para la columna 2-3 :

n.‘- X, [e,- 6+ 8 0- (e + i‘,')] u: = - R, [i: 6,+ & 0~ ¢, (& + l:)] (249)

Yy para las vigas:

-?—‘- (& o+ 8y 0) W =T2(g 6,+ 8 o) (250)
L

Puesto que 3" =4 y 8 =2 yaque estos elementos no estan sujetos a
cargs axial, las ecuacicnes (250) se reducen a las siguientes:

Roe 22 o (250-a) y By 2Bl o (2500)
L L

ai ahora se hace : U «@8I,/L;

substituyendo las ecuaciones (248) a (251) en laa ecuaciones de equilibrio de ==
loa nudos 2 y ) respectivamente;
»

n.-nf-i.-o (252) y My -¥, =0 (253)

y en las de equilibrio de las columnas:

t
M=M, +Phy, (254) 'y My=M +Phy, (255)
se obtienen las siguientes ecuaciones: »
3 p 2
M, 1,
% s
L]
Ml
b 1,
My
1
+ b L 2
MY
n L I,
3 -




E,' 6, + &' e, - (3 + 8') ¢, + Eay/r, =0 ]
(& + &) 6, = 2 (&5 + 6w + Phu/R, =0 (256)
(8 +8')(8, +8) -2 (8 +8)¢¥,+Phy/Re =0

De las dos (ltimas ecuaciones (256) se determinan ¢ y Y. las cuales
resultan ser respectivamente:

1
Y, = 8, (257), g, = (&, +8&,) (258)510ndonk=_m_—r——] = - tan}
2—:———-&,_5.‘ 2&"
Remplazando las ece.1257) y (258) en las dos primeras ecs.(256) se ob
tienen las siguientea expresiones:

=0

(28 - 2M(& +8))+hsL) @ + (B) - w(2! + &
) (259)

)) &,
(8! -we (8 +8!)) 6, + (B -m (& + 8 )+8/m) 8, =0
resolviendo el sistema y subatituyendo 1 por g , e llega a la condicidén de -
estabilidad: R,

. (260)

(28 = 2> (8 +8!) +2) (&) -m(8 + &) +g ) - (8 -%(& +8')) =0

Qron

En forma similar a los casos anteriores, en la tabla X1l se consig--
nan los valores de [ y k derivados de la ec.(260).

TABLA XII.- Pandeo asimetrico. fig. 82

¢ =Ll1,/hI, © 0,1 0.2 0.5 1.0 2.0
abp/m 1,000 0.968 0.938 0.862 0.7 0.660 0,250
k 1.000 1.033 1.065 1.160 1.310 1.515 4.000

El dltimo ejemplo que presenta Bleich, es el caso del marco de n pi--
808 mostrado en la fig. 83,

El anélisis estd limitado por las siguientes hipétesia:

1).= El nimero de crujfas es grande, de manera que se desprecia la in
fluencia de las crujlas extremas en el comportamiento de las interiores.,

2).- La carga arial en todas las columnas la rigidez de las mismas y
la de las vigas son identicas.

Estas restricciones permiten estudiar el marco considerando tan solo
el sistema simplificado que se muestra en la fig.04.

Aplicando entonces la ecuacién de los tres momentos a las columnas:
(r): (R.«EI’h)

(r.- 1). -
=R(3 @ +8 8, -9 (348)), M, = -R(E'8,_ + €0, - (+3)) (261)

[
M

=)
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y(r)-(r+1):

N ar(3 6 +8 6, ~W.(c+3))

M e e (@0, + 5 6 yaE + 67) (262)
Y a las vigast r-r' y r-r":

BIl 6 EI,
¥, - (40 +29,) = 6. = 0 (263)

Yy substituyendolas en las ecuaciones de equilibrio del nudo r y de lae columnas
(r=1)-r y(r) -(r+1l): ’

H -— i L ]
Wo-M -2W, =0, M -M  -Phy=0, K

i

-M. -Phy,, =0 (264)

[ 4 [ 4 P [ 4 r
n |
ha
re:
r
L (a)
re/
h,

.J"" J' mr Y 'JW
3 : . L
ey

£
S I Y
T
h
ML
., R
aal
M, M, M
L Y
b
wt
K R ~
r~
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se obtienen las siguientes expresiones:

6., +8, e, +6,,
Pr = o 1 ‘“‘(0.-.. + 6,), VNFT—T— =K (6, + 9.4,.) (265)
LR T T twEa

introduciendo estas ecuaciones en (261) y (262) y substituyendolas en la ecua--
cién (264-a) conducen a la siguiente relacifn entre las rotaciones de los nudos
de los tres niveles consecutivoa:

e - (&'+8') + 6/G

= 0 (266), donde: pu = =~ T 5

= (267)

o, + Q/A 6, +0__,

Por tanto, puesto que en igual forma ee pueden plantear (n - 1) ecua-
ciones semejantes a la (266), es posible completar un total de (n + 1) ecuacio-
nes necesarias para determinar las (n + 1) rotaciones de los nudos, aprovechan-
do lae condiciones de frontera, esto ee, en la base: 6, = O si ee empotrada y -
en el piso superior, la ecuacidn:

- 3 +8') 4+
6, +p6,=0 siendo: Jrar T Ec (5?3,3.;2/‘;

Resolviendo 1a ecuacién (266) por diferencias finites y considerando
que para n > 3, w' -'/L , la solucién del problems estd dsda por la expresién:

'~ H(E +8) + 6/6 n
YOS DA = - 008 —— (268)
Las grdficas de la fig.85 proporcionan los valores del factor k para

valores den iguales & 2, 3 y 10 y pars valores de G comprendidos entre 0 y 5
Las curvas n = 3_y n = 10, han sido construidas utilizando la ec.(268).

e 2 <]
g

1.9 /,
Y //,/ ol

“,\0 0 //
/.8 / ,/ PP P
P

/

(B} /
Lo . res Y . 6n LLE/ hIp

to g
Fig 85.-
c).~ En marcos de un pisc resulta de fécil aplicacién utilizar las ex
presiones generales (137) y (138) que Goldberg derivé s partir de las ecuacio--
nes de pendiente—deformacién.'’”

Considerando nuevamente ¢l marco de la fig., 81 las expresiones referi
das & la columna isquierda adoptan la siguiente forma:

PO ¥

Bea Cen B.a Cca Bca
R o ol LMLV P ol

8L+ — B, +—

Kea ke



k [ JR ]
ca CA "cA Aea
V“--h—.u(loc“) e——g 18 - =P
LIV o
(1)

eiendo K, las restricciones elésticas que pusden presentarse en los apoyos y —
las funciones s y c, las definidas por las expresiones (14) y (15).

De la condicidén de equilibrio del mudo C y del equilibrio horisontal
de la vigai - (Voo + Voo ) = E = 0, 0 nea, - Ve, = £/2 = 0 oo deriva el sisty
ma de ecuaciones siguieats:

1.

L] ¢ L) <
ca & o fa | A
Bl %= [* 2 ¥ | O™ K% Qe gt -—5 |5 =0
] * — [ ] P —
.
kh
s _¢
s Ae
"T“‘.“(u Cae) 1"—_“4 o -
L +
kﬂ

Pars resolver este sistema se proocede por tantece, suponiendo valo—
res de la carga y calculando las funciones s y ¢ tantas veces como @9 requiers
pare satisfacer dicho sistema; es decir,suponiendo unitario el desplasamiento
Aea on la ecuacién (269-s) y despejando de ah{ 6, , pars substituirla en la -
ec.(269-b), se puede determinar si sl valor de H es positivo, negativo o ocero
lo cual corresponde respectivaments a que sl marco sea establs, inestabls o es
te en estado de squilibrio neutro.

En marcos de més crujias,el procedimiento se aplica en forma similar,
o8 decir, se establece un sistema de tantas ecuaciones semejantes a la (269-a)
como nudos tenga la estructura, correspondiendo cada ecuscidn, sl equilibrio -
de cada uno de los nudos y ademds, se forsula otra scuacién derivandola de la
condicién de equilibrio horisontal de las vigas. En estos casos, el proocedi—
miento también requiere que se calculen las funciones de sstabilidad pera cads
valor de la carga repitiendo el procedimiento hasta lograr qus H se anule.

El proocedimisnto aplicado al marco de dos crujias de la fig. 6B, sin
considerar restricciones laterales, condujo a un valor de la carga critica:
Per = X Pouginnje = (0.83)(125, 303) = 104,000 lbs. valor aproxisadamente igual a
+ dsl que ae obtuvo euponisndo pandeo simétrico.

d).- La carga critica de marcos de mds pisos pusde detsrminarse apro
vechando las funciones de estabilidad n y O, fig. 10.

El procedimiento que se describe en seguida utiliza estas funciones
refiriendoss al caso de marcos de una sola crujfa, simétricos en geometria y -
cargas con posibles variecionas en la altura de cada entrepiso y en la rigidez
de columnas y trabes de cada piso, pero ain diferencias entre las de columnas
de un mismo entrepiso. (miteds <a Marchant )

Puesto que la carga critica del merco #e alcanza cuandc la cargas ad-
quiere un valor tal que, al aplicar una ligera perturbacién al marco, ya wea -
una carga, un momento, un desplazemiento, etc. dejn de ser estable; los momen-
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tos en los nudos deducidos a partir de modeloas de momentos similares al de la -~
fig. 12,deben ser cero. De manera que sl pe supone couwc usistema perturbador, un
par de momentos M aplicados en los nudos superiores del marco, la carga critics
pe determina resolviendo el sistema de acuaciones que reeulta al plantear para -
cada nivel del marco,excepto el dltimo, una ecuacién simiiar s la siguiente:

- (0 k), 8y +[(n kg + 6k o+ (nk) ] 6, - (0k)y 6 =0 (270)

y pare el dltimo nivel, una ecuacién igualada al momento M.

De manera que, en forma andloga a lo que acontece con el valor de H, -
en 8l procedimiento de Goldberg, el valor del momento M, define si el marco ea -
estable, ineatable o esta en estado de equilibrio neutro segin resulte positivo,
negativo ¢ cero.

Si por ejemplo, se supone que el marco este compuesto de un nimero n -
de pisos, el aiatema de scuaciones adopta la siguiente forma:
[(ak), + 6k, +(ak),]e - (oK), 6 <0
-(ox), 6, + [(n k), +6kg+(n k)"] o, - (0 k), 6, =0

= (0 k), 0 @uy+ [(0X),
-(ok),, , 0.+ [(nK)

6 k.q,,_,»f'(n k)__'_,,] 8 -(ok)_ 8 =0
+6x,] 6. =M

4,

ﬂ-l,"

De todas estas ecuaciones, menos la dltima, se determinan sucesivamen~
te, relaciones entre 6, y 6,, 8y y 6, etc., mientras que la Ultima ecuacién se -
relaciona la rotacién 6, con el momento M, para poder expresar cualquier rota---
cién 0, en funcidén del momento M.

Definiendo entonces la matriz de rigideces K, como el arreglo formado
por los coeficientes del sistema de ecuaciones anterior, el sistema puede expre-

sarse: M=Xeo, (272)

La matriz K esta formada por coeficientes constantes para cada valor -
de la carga P puesto que las funciones n y o, adquieren valores constantes cuan-
do se define la cargs. Por tanto, la determinacién de la carga crftica se redu-
ce & encontrar el valor de la carga més pequefia que haga que la matriz X se anu-
le.

En el caso particular de un marco con vigas iguales entre si de rigi--
dez ko y columnas de seccién constante y de igual altura y rigidez k, el valor -
del pardretro P = P/P, y consecuentemente el de las funciones n y o, es el mig-
2o para todas las columnas,de manera que el sistema de ecuaciones (271) puede Y]
cribirge como sigue:

(2nk,+6k,)0 -o0ko, =0
-0k6 +(2nk, +6k,;) 6 ~0k6, =0
----------------------------------- (273)
-ok8 +(2nk +6ky) 6, -(ok,)e, =0

-0k, +(nk, +6Kk,)86, =

L 2V

——n
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Todas estas ecuaciones excepto la dltima pueden resumirse en una eola

como sigue: (210 + 6 ke/k,)
-Ye,_ +0,=0 (274) dondet ¥ =+ —m8 ——— (215)

a=t o

Puesto gue la 0c.(274) se satisface cuando Oy = x". eubstituyendo en
ella @, por X", se tiene:

D SRS 'S S y dividiendo eeta ecuacién entre X" ", queda:

1-Yx+x"=0 (276)
Como las raiocee de esta ecuacidn eon:
(S, A) =4 (xtSx7-3) (277)

La eolucién completa de la ecuacibn (274) ee1 @ = c X+ c, & (278)
y como para el marco en eetudio: 6,= 0, O, =6, , substituyendo en la ecuacién
(278),.0%1000:0-0 tcy , 9 mcR+opmc, (X-R)

Procediendo en forma u-uu- se obtiene: @, = 8, [(V-AMAR-5)] (279)
que ee la solucién,a no ser que: X =i, en cuyo ouo:f =2yla ocuncidn (215) -
rans{. i
e t orsa en ln siguiente: (0" <0,,) = (6n, - Bua)
6 -9, =(8 -0 0,220, (6,-8)=(6-9):.9 =36....
e @, =n8, (260)

Puseto que la carga orftica se obtiene igualando a cero el momento M
de la fltima ecuacién del sistema (273), eeto ee:

0 seal

o, +(-X+2)6,=0 (281)
substituyendo aqui @, ec.(279), se obtiens la eiguiente ecuacién general (para
e ﬂ.): n ‘Xﬂ-l_ ;‘.n-t

N el (282)
[ O f—*'“

De esta ecuacién dando valores a n, se deducen las eiguientes expre--
sionee} n

n=1 X-- =0 (a)

)

D=2 (-2 -1 (b)

s oo m (283)
a=3 X -1E-7) =X (o) ’
=4 S0 SR OIS S G )

y as{ sucesivamente.

tir de estas ecuaciones junto con la (2’75) Be Lrazaron las cur--
vas ((P/P ) - (ke/k,)) gorrespondientes a marcos de 1, 2, 4 e oo nimero de pi--
803 repreaentadas en la fig. 87,

La curva correspondiente a un ndmero infinito de pisos se construyf -
considerando que lay raices A y & son imaginarias; como aigue:

Puesto que A s+, sepin la ec.(277): 2=e y /D- .o (284)
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I = lw _(w / .
yagque: M phl=e € = (coswt . senw){cosw- i senw) = + 1

Por otra parte, como:

;+p=~}[i+/i'-4]+1}[X-/2'-4J=coaw+iaenw+cosw-1senw
© aoai cosw-é y semw =% /4-3%° (285)

De las ecs.(283),(284) y (285) se deduce la siguiente:

(n-1)lw ) iw
- e

n asen (n-)w aen w
2 can-a = = = cos Ww - ————— de donde:
- maw/
e™M™ L™ 8en nw tan nw
n sen W /
- = CO8 W t ——— (286)
o tan nw

La solucién de esta ecuacién cuando el ndmero de pisos tiende a infini-
to, se obtiene para un valor de W= 0, es decir, de acuerdo con la ec.(285) cuan-
do X = 2. Con este dltimo valor, utilizando la ec.(275), se construyé la curva -
correepondiente a n-eo fig.B87.

Cusndo se trata de marcos con un nimero teoricamente infinito de cruji-
as,el procedimiento anterior también es aplicable si se subetituye el valor de la
rigidez k, de las vigas, por la suma de las rigideces de las dos vigas que concu-
rren a cada nudo, En marcos con un nimero finito de crujfas la carga critica tige
ne un valor intermedio entre las correspondientes a los doe casos extremos mencio
nados,

Los ejemplos que a continuacién se tratan,ilustran la aplicacién del mé
todo anterior desarrollado por Merchant.®

El primer ejemplo es el maroo de la fig.81; en este caso,si se ‘supone
Leh y I, =1,=1, los momentos flexionantes en el nudo C, tomando en cuenta
el desplazamiento lateral, son loe siguisntes:

H“_GEI 6. y '“__D__Ei_e_' Lo
[-] P r e -
MR M =Py -
[ 8 ®, 0. @ //42/
A /
- . /// /
R V4 Ny
] nimere deo|pives | L /
" . / /|
C R A e / -
K v AT ?
e 74 "
. LY —
R /
Fig. 86.- ’,, 1 4 s .a e 2 P e @ (0

Rig.87. - R,/ ®,
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Por equilibrio del mudo C, se tieme:

¢Hc--(n+6)% 9:= ¢}
o sea, la condicién de estabilidad est n = - 6 este valor corresponde a un va

lor de p = 0.748, por tanto la cargs critica eléstica es:

P, =0 mE_ o738 B
2 L‘

Cuando se trata de un marco como el de la fig.82, si se hace h= L' y
L=2l, Ipg=2l, yl1, =1,0l pétodo se aplica de la siguiente manera:
Para las columnas:

Mg =D 8 (%) -0 .9‘(?,-), LI n-el(ff—) -0: e,(f—f—), Mg, =1 e,(%f—)

y para las vigas: M u= 6 (2 EI/2L') -6, , M9 = 6 (2 EI/2L') . 0,
substituyendo estas expresiones en las ecuaciones de los nudos 2 y 3:

(ne, -0:0; +66,) k=0 .  (n+6) 8 -06 =0

(2n6, -0-6, +686) ka0 ~0-6 +(2n+6) 8, =0

de donde se deduce igualando a cero el determinante del sistema, la condicién -
de equilibrio, es decir:
(n +6) -0 .
-0 (2n+6)] =0

Eate determinante se resuelve dando valores al pardmetro P y calcu-
lando las funciones n y o, hasta Que se determine el valor de P que verifi—
que la igualdad.

Fara este ejemplo,el valor de [4 determinado por interpolaciém, resul
té ser - 0,523,

En marcos de verias cruj{es es conveniente utilizar el principio de -
adltiples. Por ejemplo, en el caso del marco de la fig.88,se tienew:substitu—
yendo la carga uniforme a la que se supone sujeta la estructura por un sistems
idealizado de cargas concentradas sobre las columnas,y adoptando las simplificg
ciones que involucra el principio de miltiples, los resultados consignados en -
la fig, 69. En esta figurs se proporcionan dentro de los parentesis rectahgu—
lares, los valores de I/L divididos entre el correspondisnte s lss dos columnas
superiores en el caso de las columnas y en el caso de las vigas,los mismos va—
lores multiplicados por 6, por tratarse de piesas asimetricamente deformadas y
no afectadss por la carga axial.

Los valores de P que también se consignan en la misma figura, han si-
do determinados suponiendo un factor de cargs igual a 10, de modo qus, por ejem
plo, para las columnas del segundo entrepiao, P [T ]

f:-mxso:on/(; x 1638 ton) = 0.244
de aqui que para el mismo factor de cargs, las funciones n y o, correspondien

tes s las columnas de los tres entrepisos, tomadas de las tablas Livesley y --—
Chandler o bien, de la fig.10, resultan ser los siguientes:

&



Nivel 3 Nivel 2 Nivel 1
n + 0.7169 + 0.0293 - 2,6561
o + 1.1475 + 1.5522 + 3.5837

substituyendo estos valores en las ecuaciones de equilibrio de los nudos 4, 3 y 2
se obtienen respectivamente las siguientes ecuaciones:

+(0.7169+5.19) €, - 1.1475 9, =0
- 1475 e, + (0.7169+12.70+0.0293) 8, - 1.522 6, =0
- 1.522 8, + (0.0293+12.70- 2 2.6561) 6, =0

El determinante de este sistema de ecuaciones resultd igual a + 807, de
manera que se efectué un nuevo tanteo para obtener por interpolacién lineal un --
factor de carga igual a 14.86
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L:|esoo
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R X - narce qoiv-l.n&l.
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b L -t 20! - = :l' A A A
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e).- Bolton(:dgiere simplificar el problema suponiendo las columnas de un en
trepiso dado, més flexibies que las del resto ds la estructura de modo que el mo-
do de pandec que g6 presente, consists de un gran desplazamiento lateral del en--
trepiso flexible con pequefios desplazamientos laterales de los dos entrepisos ad-
yacentes y con desplazamientos despreciables en los entrepisos restantes para po-
der estudiar solamente un bloque de tres pisoa, £ig.90.

Para esto,supone que los giros en todos los nudos del bloque son igua--
les y se combinan con los desplazamientos laterales de los entrepisos del bloque
de manera de lograr que el cortante en ellos se anule,

El procedimiento que propone consiste en caloular los momentos en las -
columnas provocados por diferentes sistemas de carga miltiplos de la carga de tra
bajo, adoptandc como criterio de estabilidad, el que la suma de los momentos de -
los nudos del bloque, resulte positiva, negativa o cero lo cual equivale respecti
vamente a que la estructura sea estable o inestable.
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El procedimiento debe aplicarse considerando que el entrepiso nds fle

xible debe quedar al centro del bloque, de manera que cuando no se puede deter-
minar "a priori® dicho entrepiso, el procedimiento tiens que aplicarse a todos

loe entrepisos del marco.

Como ejemplo de aplicacién,Bolton analizé el marco de la fig.91 forma
do por las piezas cuyas caracter{sticae se resumen en la tabla XIII,en este ca-
80, los nudos K, L, M, N, O y P definen el entrepiao mfs flexible, as{ es que,
se calcularon para dos niveles de carga iguales a 7 y 6 vecee la carga de tra--
bajo, las funciones de estabilidad n y o de las columnas de los tree niveles
inferiores.

TABLA XIII,- Funciones de estabilidad. Fig.9l

Columnas 7 x (carga de trabajo) 8 x (carga de trabajo)
Peviny n o PePify n o
GK JM 0.455 = 1.29 0.520 =« 1.89
HL 0.651 = 3.65 0.744 - 5.88
KN MP 0.536 = 2,05 3.08 0,612 - 3.00 3.87
LO 0,751 -~ 6.11 6.69 0.858 =12.36 12.69
Q PS 0.714 - 5.01 0.816 =~ 9,06
OR 0.762 = 6.50 0.870 -13.66
R« oL Substituyendo los valores respecti--
vos de la tabla XIII, la suma de loe momentos
precasy en los nudos K, L, M, N, O y P cuando la cargs
Rs 0946 es 7 veces la de trabajo, resulté ser:
neo7e 8x6x4.39+ 2x1.53x (~1.29) +
2,14 x (= 3.65) + 2 x 1,82 x (- 2.05) +
p oo eree 2,60 x (= 6.11) +2x 1.79 x (= 5,01) +
LERR 4 R 3.3 x(-6.50) -2x 2x1.8 x 3.08 -
2 x 2,60 x 6,69 = 78.9
p = oo708 mientras que para una carga igual a 8 veces la
A® 2.000 carga de trabajo, el momsnto total en los mis-
R-878 mos nudoe resulté igual a:
fooem Bx6x4.39+2x1.53x( =1.89) +
R 5.n0 2.14 x (- 5.88) + 2 x 1,82 x (- 3,01) +
R=e78 2,60 x (-12.36) + 2 x 1.79 x (- 9.06) +
3,34 x (~13.66) = 2 x 2 x 1.82 x 3.87 -
f= ©.i03% 2 x 2,60 x 12.69 = - 22,7
R B 4so ""("‘:?I‘:)“‘;"”"’ L" de aquf que interpolando linealmente entre es-
A d

’ tos dos valores,se obtuvo una carga critica --
Fig-%1-tb). igual a 7.78 veces la carga de trabajo.

Bolton eugiers ademés otra simplificacién menos refinada que la ante-
rior, pero que conduce también a resultados satisfactorios. Dicha simplifica--
cién consiste en considerar tan solo la rotacién de los nudoe de un solo nivel,
oo decir,con referencia al ejemplo anterior, estos nudos serian N, O y P.

En este caso,la suma total de los momentos en loe tres nudos, cuando
la cargs es 7 veces la de trabajo,vale:
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4x6x4.39+2x1.8x (-2.05) +2.60 x (~6.11) +2x 1,79 x (- 5.01) +
3,34 x (- 6.48) = + 42,6

y cuando ls curga os 8 veces la de trasbajo:

4x6x4.39+2x 1.8 x (-3.01) + 2,60 x (- 12.36) + 2 x1.79 x (- 9.06) +
3.34 x (- 13.66) = - 16.0

Interpolando linsalmente sntre estos dos valores, como se higo en el
caso anterior, se obtuvo una carga critica igual a 7.72 veces la carga de traba-
Jo. Estos valores (7.72 y 7.78) no distan mucho del valor obtenido por Merchant
aplicando eu método de relsjaciones que me trata mfs adelante, segin el cual,ls
carga critica vale 7.30 veces la carga de trabajo.

Para estimar la carga de pandeo de marcos simétricos de una sola cru-
Jja, empotrados en sus bases y de cualquier nimero de pismos, Bolton sugiere uti
lizar las siguientes sproximaciones referidas a modelos de no-cortante, fig. 12

1.~ Considerar que o1 pandeo de tales marcos se presenta cuando los -
somentos en los nudos superiores de las columnas més flexibles valen ceroj por
ejemplo, en el caso del marco de la fig.92p,ai A0 y A'0' son las columnas més -
flexibles, de acuerdo con esta aproximacién,el pandec ocurre cuando se verifica
ls siguiente expreeién:

nk,+n,k, +6k, =0 (287)
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Esta expresién conduce de hecho a la solucién exacté cuando se trata de marcos -
de un piso.

2.~ Suponer que la inestabilidad de los marcos se alcanzs cuando se
satisface la siguiente ecuacién:

\ 3
M=nk+nk+6k = (o ku) onbmlmdox!-s-ﬁlk—'-L-O (288)
P AT voB K Dk 6k, (o

Esta ecuacidn ha sido obtenida de la siguiente manera: Supuesta una ro
tacién unitaria en A, ol momento B vale: =~ O, k., de manera que la rotacién en

B es igual a:
O.k‘
B .k, +ngkyg+ 6k,

y por consiguiente, transportando al nudo A, el momento en este es el dado por -
1a expresifn (288). Evidentemente esta ecuacién es exacta si se aplica a marvos
de dos pisos.

3.~ Utilisar en lugar de la ec.(286), la siguients:

k) (o kp)"

Esta ecuacién se deduce en igual forma que la ec.(288) y aunque sélo -
oo sxacta cuando se aplica a marcos de tres pisos, es muy aproximada sn el caso
de marcos de més pisos.

4.= Deducir la carga de pandec a partir de la ecuacifni

5y- 0y -0,k =0 (290)

Esta ecuacién se obtiene considerando unitariss todas las rotaciones -
de los mismos. los dos Ultimos términos que en ella aparecen representan el mo-
mento de transporte de los extremos opuestos a B.

Para ol nudo A, esta scuacién se reduce a la siguiente Sa- o k.= 0

Para ilustrar la aplicabilidad de las ecs.(289) y (290),se ha ansliza-
do sl marco de la fig.92¢,obteniendose los eiguientes resultados:

Aproximaoién 3: Sy =8, =5, =6+ 2n, o,k= 0ky= ogky= 0

]
(6+2m) |, __20 0 . -
ot {6 +2n)" » o
Dando valores a ¢ se obtuvo la siguiente . ¢
carga orftioa: P/Py = 0.45 .
[y L)
Por otra parts, utilizando la ec.(290) -
se encontré;6 + 2 n -2 0 = O de donde: P = 0.4 Py sl N eta.

(37)
£).- Kirste dedujo la expresién (291) para determinar la rigidez en —
los extremos de las oolumnas de marcos de una crujfa simétricos en geometrfa y -
carga y poder definir por tanteos su carga de pandeo.
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donde: k, es la rigidez de la pieza adyacente al otro extremo, k, = 3 EI/h

(291)

Para aplicar esta expresién al marco de la fig.93,Kirste utilizé la -
simplificacién de Grinter, segin la cual, el anélisis del marco se redujo al de

la fig.,93~b, obteniendo los siguientes resultados:

Para un factor de carga igual a 3:

3 x 56 x (470)
().~ 2100 x 3830

3 x 35 x (470)

= 2,15; (zp)= 0 = 36

= 1,70;

3 x 12.8 x (470)
Ak = —105 1 1520

= 1,63

subatituyendo estos valores en la ec.(291) y dividisndo los resultados entre 3E

para obtener la relacién entre las rigideces, se calcularon:
Lo (- 0.469) - 8.15 x (0.514)

k= i kg +10.50 = + 6.68
—S?T - 0,469
.1
. 6.62 ;8(0.074) =815 x (0.32) | 150 . 4 6.3
- - 0.074
8.15
by . 6.32 ;3(0.032) - 3.24 x (0.295) | 7.80 = +7.20
. - 0.032
3.24
n.et
.
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Como la condicién crftica se presenta cuando k, se anula, se efectud
un nuevo tanteo con un factor de cargs igual a 3.5 y se obtuvieron los sigulep
tes resultados:

p.w 2,32, 1f,m 184, 2fy= 1,76, k, w0, k = 4.65, k = 0.90y k&0

El mismo factor de carga se obtuvo efectusndo el calculo a partir -—-
del nivel superior, en este caso, se supuso un valor inicial de k, = 7.80 re--
sultando las siguientss rigideces transmitidas: *

k“-9.62 ’ k.‘- 5.84 y k.‘-o
Con estos reaultados se determiné la configuracién de pandeo resol--
viendo la ecuacién diferencial que resulta del equilibrio de cada columna pan-
deada, por ejemplo, pars la columna BC, el moaento M, en una seccién dada, es-
ta dado por la expresién:
2

Mo=-M +Pym-E12Y (292)
d.x'
adeads:
Y EI
H.+l‘-k.vp+k‘}-(ln-.—- (293)
ha
Para sstas ecuaciones se obtuvo la siguiente solucién senoidal:
.’.-unﬂ“_(qu}r LILE (294)
a [ )
h 2h
de donde se dedujeron las pendientee en los extremos B y C:
3p® (2t
A sen ¥ L L. 4 sen 3¢
F= TR Y I k- hIf+ 3 r, tan (295)
substituyendo en las ecs.(295) los valores: 2 = 1.84, r, = 4—‘1:’%

9.62 . 4 3 2
Y Temges L18: pe0.860 T, = 0.542 .

Por otra parte, a partir de las condiciones de fronteras

dy 2)x 2k
4 =0 ¥ tan Jh_'--jT..-l'ms

se dedujeron: E'- -0.822 owsea: x =-209cm. y x,=+592 co.

Estos resultados remplazados en la ec.(294) condujeron a los siguien
tes valores:
y, »-0.208 yo=+ 1074

Considerando entonces que, por continuidad, la pendiente en lcs ex--
tremos de las columnas que concurren a un mismo nudo, son iguales, se obtuvo -
para la columns AB:i2}= 2,32, rg = (5.85/8.15) = 0,718, = 1.01 &/h y para
la columna CD: 2= 1.76, r = (0.90/3.24) = 0.278, F = 1.10 a/h, Obtenien--
dose finalmente la siguiente relacidn entre los desplazamientos correspondien-
tes a ocada nivel; 4,: 4s; Ayw= 1 : 1,157 1 0,578 estos valores definen la con
figuraoién de pandeo buscada.
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g) .~ Planteando en forma matricial el problema de la ineatabilidad de
un marco, es decir, como sigue:

M, = K, 6, (296)

siendo: M, la matriz columna que representa el sistema de cargas y/o mo—
mentos perturbador.
Ky la matriz de rigideces
6, la matris columna de los desplazamientos o rotaciones de los -
puntos Ge aplicacién de las fuerzas generalizadas perturbado——
ras.

Por inspeccién de la matriz Kg, puede evitarse el temer que calcu-
lar su determinante para cada valor de la carga de prueba si se toma en cuenta
lo siguiente:

Cuando cada elemento de la dimgonal principal es nuwéricamente mayor
que la suma de los valores numéricos del resto de los elementos del mismo ren—
glon o columna, el determinants no puede ser cero y oonsecusntemente la estruc-

tura ez eatable. En cambio,cuando un elemento de la diagonal principal es cero
0 negativo, la estructura es inestable.

Ahora bien,si se hace: K, = B + D (297)
siendo D una matriz diagonal formada por los elementos de la diagonal princi-
pal de la matriz Key B , otra matriz formada por el resto de los elementos
con su diagonal principal igual a’'cero y se premultiplica por D'y D ambos la—
dos de la oc.(?”), de manera que la igualdad no se altera y se tranaforsa en -
la siguiente:

K, =(BD' +1I)D (298)
se deduce que la matriz (B D'+ I) tiene que ser singulsr cuando K g lo sea,.
pues D es no-singular,ya que si cualquiera de loz elementos de la diagonal —
principal fuera cero,el marco seria inestable., Esto significa que la mas gran-
de de las raices negativas de la matriz B D™' es i = - l,ya que si el valor de
la suma mayor de los elementos de una columna es por ejemplo, a, entonces todas
las raioes de la matriz se encuentran comprendidas entre a y - a.

Utilizando la matriz aliada:
Q=BD' -1 (299)

ee logra una rfpida convergencia a la raiz correspondiente al modo fundamental
de pandeo.

, 48}
En esto consiste el método de Mc Hinn(,' es decir, por inspeccién de la
matriz K,, define un intervalo de la carga que coaprende a la carga de pandeo y
en seguida afins el valor de dicha carga utilizando la matriz aliada. -

La aplicabilidad del método se ilustra en el ejemplo que se incluye a
continuacién. Ea el caso del marco de la fig. 91-a cuyas propiedades se oonsig
nan en la misma figura y en la tabla XIV,
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En este andlisis we utilisé el principio de miltiples y as{ se redujo
ol mareo de la fig. 91-a al equivalents de la fig. 91-b, para esto se adoptd -
ls siguiente notacién:

’

k= 4 ouma de los valores de I/L de todas las columnas del entrepiso ij
k;, = suss de los valores de 1/L de todas las vigas del nivel \'

P, = cargm sebre la columna N del entrepiso ij

P.- = carga de Euler de la misma columna N
f’ - P, + Py ¢ P (300)
;c. + FI."' Fl..
f’ = factor de cargs que »e emplea para determinar las funcionse m, n y o co—
rrespondientes al marco equivalents. (Fiq. 91-p)

Los resultados consignados em la fig. 91-b me obtuvieron como sigue:
Fers la vigs superior: k = Z(I/L) = 1.76 + 1.76 = 3.52 plg?
y pera las vigas restantes: k = ¥ (I/L) = 4.39 + 4.39 = 8,78 plg
pars las columsas superiorest k = § Z(I/L) = 3 (0.63 + 0.63 + 0.63) = 0.95 pu?
pars 1as colummas del entrepiso 4:k = 3 X(I/L)wy (1.10 + 1,17 + 1.10) = 1,69 pie®
en igual forma se calculan las restantes.

El cociente IP/ZP, , pars las columnas del piso superior, resulté -

1P - 14.6 + 29,3 + 14.6
+ v

seri
= 0,0443
-

y ol deo las oolusnas del piso inmediato:

2P - 43.4 + 86.8 + 43.4
A + + 745

on igual forma se calculan los correspondientes a las columnas reatantes.
TABLA XIV.- Propiedades del marco de la fig. 91. )

Niesbro-s P- i-‘;'l " (1’.‘..41.) Ja (P/R,): 1“’ (1:,.'/}.) Ry (P/Ry,)
ADy CF 4.6 115 183 0.63 440 0.03%0 19.5 0.1065 74.5 0.197

Dy W 43.4 208 18 1.10 745 0.0583 40.2 0.213 144 0,302
Ky 72.2 21 17T 1.53 110 0.065 93.5 0,528 381 0.189

= 0.0763

Dy WP 1009 322 177  1.82 1320 0.0765 114.5 0.647 467 0,216

RyPs 129.6 322 160 1.79 1275 0.102 114.5 0,636 452 0,267
B 29,3 115 185 0,65 440 0.067 19,5 0.1065 74.5 0.394
B 866 22 189 117 793 0.1093 72,5 0.384 260 0,33
KL 1443 378 1T7 2.4 1550 0,093 135.0 0.763 552  0.262
L0 201.8 460 177 2.60 1880 0.107 2%.8 1.33 960  0.210
OB 29,3 602 180 3.34 2380 0.109 307.8 1.71 1215 0.214

AByE - 4% 219 1.76

vigas - 1226 219 4.39

restantes



Para determinar las rigideces de loe nudos se utilizé la siguiente -
ecuacidn:
k,=Z (k) +6k {301)

y sdends se hizo : k,, = - (0 k) (302)

U}
donde: 1j se refiere a las columnas arriba y abajo de: y (., a las vigas que
concurren al nudo i.

Multiplicando entonces las cargas de trabajo por un factor de carga -
A y determinando © de la ec.(300), se calcularon los valores de n, o, nk y ok
de las columneas del marco para plantear la matriz de rigideces K . Se selecclo
naron los sigulentes factores de carga: 5, 8, 7, 7.5 y 7.7 y se observaron los
elementos de la diagonal principal de la matriz de rigideces para concluir si -
la estructura era o no estable. As{ por ejemplo,para el factor de cargs ;
A = 7.7, se obtuvieron los valores consignados en la tabla XV,

TABLA XV.~ PFunciones de estabilidad. Pactor de carga A = 7.7

Columna k P n ] nk ok
aD 0.9 0.3411 -0.4961 1,9007 - 0.4713 1.8057
DG 1.69 0.5875 -2.6719  3.5970 - 4.5155 6.0789
GK 2,60 0.5906 =-2.7129  3.6317 - 7.0535 9.4424
KN 3.12 0.6876 -4.3814 5.0975 -13.6700  15.9042
L 3.46 0.8100 -8.7019  9.1498  -30.1086  31.6583

Con estos valores, utilizando les ecs.(301) y (302) se obtuvo lu ma--
triz K

20,6487 - 1.8057 o 0 0
- 1.8057 47.6932 - 6.0789 0 o
Ko = 0 - 6.0789 41,110 - 9.4424 )
0 0 -~ 9.4424 31.9565 - 15.9042
0 0 0 - 15.9042 8.9014
y de esta mutriz, aplicando 1s ec.(299), se obtuvo la matriz aliada Q .
-1 - 0.0379 0 0 9
- 0.,0874 - 1 - 0.1479 0 0
0 - 0.1275 -1 - 0.2955 0
¢ 0 - 0.2297 -1 - 1.7667
[¢] 0 0 - 0.4977 - 1

La raiz de esta matriz es: 4L = - 1,979 y su eigenfuncién:
x = | oo o.0866 0.3079 0.5083 }

De estos resultados se dedujo que el factor de carge es aproximadamen
te este ( ) = 7.7) valor que difiere poco del que obtuvo Merchant { A = 7.30).

Para determinar el valor carscteristico A& de la matriz aliada (299),
se sugiere el siguiente procedimientog ’suponiendo que los elementos de la mu---
triz A, ec.(303) son los sigulentes:

Ax = hex (303)
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Se supone un vector columna por el que se multiplica la matriz ante--
rior. Por conveniencia se ordenan los elementos de este vector horizontalmente
S' se efectuan las operaciones respectivas, ee decir, sl los elementos de este -
vector columna son todos unitarioss

1 1 1 1
se tiene: (1)(1) + (1)(3) + (1)(2) + (1)(0) = 6

.................. etc, y ordenando horizontal-
mente:

6 9 9 5 y normalizando estos valores
se tiene: 1 1.5 1.5 0.8 = 4.8

Este vector columna debe servir de partida para una nueva aproxima---
cién, El procedimiento debe repetirse hasta que la sums de los valores de los
elenentos del vector en dos aproximaciones sucesivas, sea la misma, tal como se
indica a continuacién siguiendo con el mismo ejemplo:

1 1 1 1

6

1 1.5 1.5 0.8 4.8
8.5

1 1.39 133 0.58 4.29
7.83

1 1,38 1.31  0.53 4.2
7.76

1 1,37 130 0,50 4.18
7.7

1 137 1.30 0.51 4.18

De donde se concluye que el valor caracter{stico es; )\ = 7,71
y la eigenfuncién: x, = {1 1,37 1,30 0.51}

(89}

h).~ Stevens y Schmidt proponen dos métodos para determinar la cargs
critica eldstica de marcos rigidos. Ambos se basan en las ecuaciones de pen——-
diente-deformacién modificadas para tomar en cuenta los efectos de la carga =--
axial y de las imperfecciones iniciales; en los dos se recurre al diagrama de -
Southwell, el cual, permite imcluir condiciones de carga superiores a la or{ti-
‘ca.

Uno de estcs métodos, llamado por sus autores, método de revisién de
cargs, es un procedimiento que consiste en irse aproximando a le carge critica
por tanteos, segin este método, se supone que existe en el marco un estado dado
de imperfecciones iniciales que contiene desplazamientos representativos del --
primer modo de pandeo. Los desplazamientos resultantes de la accién de un sis-
tema de cargas estimado, se utilizan para construir un diagrama de Southwell, -
del cual se obtiene una estimacién mds aproximada de la cargs crf{tica, misma --
que a su vei se emplea pura efectuar un nuevo tanteo,
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El otro método, llamado método de revisién de las imperfecciones ini
ciales, consiste en wejorar, para un valor inicialmente estimado de la carga -
de pardeo, la forma supuesta de las imperfecciones iniciales, hasts hacerla —
coincidir con la correspondiente al primer modo de pandeo.

As{ por ejemplo en una viga-coclumna como la mostrada en la fig.94 3
ai se supone‘gre las imperfecciones iniciales estdn representadas por la serie

de Fourier;* o nws

donde: a. son coeficientes de influencia y x una distancia cualquiers a lo
largo del eje de la pieza.

Entonces, las deflexiones adicionales bajo oargs estdn dadas por:
oo a, Bsen hud
yoy = 2 *Pi (305)
g ptE o)
P
10 cual se deduce oocnsiderando que las imperfecciones iniciales y la configura
cibn del primer modo de pandeo tienen la misma forma.

, Remplazando (304) en (305), se deduce que el desplazamiento total 'y"
esta dado por la expresién:

anx L2 2 x 3 x
a,sen 3= a, sen —— a sen T & een—T
y = E = + + + ...(306)
l - 1 -_P__ 1 -_P_ 1 _1_
n*P, P, 4 By 9P,

Puesto que el valor de P/P. es sjempre menor gque 1 y se aproxima a -
la unidad ouando P -+ B, el primer término de la derecha de la expresidn ante--
rior predomina sobre los demas. Si ademds, los términoe &, excepto a,, tien~-
den a cero, el valor de la deflexién total "y" puede aproximarse por la expre-
8ién; —

a, seny=
y s ——p (307)
1 -—}T
si en esta expresién se hace x = L/2,reaulta: y -—W" (308)
6P ' e *
y puede escribirse: § - ¥ = a, (309)
»

que es la ecuscién de la recta de la fig.94bo diagrama de Southwell. De este
diagrama se determina la carga critica.

4
e -J
H '
+
X
v
i ; b4
| [ @,
"'L—'i . <~).'Da.,'.,.. da Seuthwall.

Fig 94 -
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Este método se aplicé al marco de la fig.95 analizado previamente por
Merchant por el método de relejaciones, Se introdujo entonces una deformacién
inicial en cada nudo del marco correspondiente a la forma de pandeo estimada, -
suponiendo que los miembros permanecen rectos entre los nudos; esta estimacién
aparece representads por la recta (1) de la fig.95b.-

R, s q. ..Am-lo‘(b-’h.
LIV

R=o9
D

0
.dt.-r-um.o“ normaiinedes.
3 .

'
(o) Fig.98.-

En seguida, aprovechando la condicién de antisimetris de la estructy
tura deformads, se establecié un sistema de 17 ecuaciones semejantes a las dos
siguientes, correspondientes al equilibrio de momentos en el nudo, % y al desply
ramiento del entrepiso EFGH respectivamente:

x'tl &a
O (K2 Kogr Ky + 00 (0 K)oy + 0g(c Rlygm e(7) +T (K g~ Kog) +

! x" 1y ' ' '
"(!i“) .- 5“(L—') + ‘—L'- (Kpg - K'gq) + ol,(—';-) (310)
2 e * 6P (Se-de) =0 (311)
de donde:
e.+e.-s.(§-%)+6.(§-%‘i-. .- %(s"-sg... (312)

en estas ecuaciones: L = Lo, K-sk-o%.l(-ak(l+c)

e y c, funciones de estabilidad, ecs.(14) y (15).

En el lado derecho de estas igualdades (312), #6lo se ordenan los —-
téroinos dadoce en funcién de las deformaciones iniciales:
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Eligiendo entonces un valor tentativo de la carga F = 200 Kips, se -
determinsron todos los coeficientes del sictems de ecunciones y se resolvid el
sistema y una vez calculados los deeplazamientos correspondientes, se normali-
zaron dividiendo el desplazamiento de cada nivel entre el correspondiente al -
nivel superior.

Los resultados se resumen en la tabla XVI y aparecen representados -
por la curva 2 de la fig.95b-

En la tabla:

&i = desplazamientos iniciales

& = desplazamientos totales
= desplazamientos normalizados
= 8- &
= 1- (P/Ra) (313)

TABLA XVI,- Deflexiones.

Nivel R P N L J G E ¢ A
i 0 0.192 0.308 0.423 0.539 0.654 0.770 0.885 1,000
4 [ 0.391 0.615 0.813 0.9%2 1,152  1.302 1.442 1.580
du 0 0.248 0.389 0.515 0.6217 0,729 0.825 0.915 1,000
a 0 0.056 0.081 0.092 0,088 0.075 0.055 0.030 0
" - 0.490 0.501 0.520 0.543 0.567 0.591 0.613 0.633

Los valores de & consignados en la tabla,indican que le diferencia -

entre deeplazamientos es importante; por tanto, se efectuc un nuevo tanteo in-
crementando los desplazamientos normalizadoe, en una cantidad dada por la ex—

presién empirica:
{ S 8 } (314)
& L-g)
As{ me construyé la curva 4 de la fig.95by finalmente sc obtuvo la -
curve normalizada 5.

Despejando entonces P, de la ec.(313) se dedujo la s.guiente carga
critica despuds de 4 estimaciones de la forms deformada del marco:

P - P _ 200

ar 1 -y ~T1-0517

Este valor es aproximadamente iguel & loes que obtuvieron Livesley y
Merchant (410 y 411 Kips respectivamente).

= 414 Kipse.

i).- La determinacién de la carga critica eldstica de marcos rigidos
se simplifica considerablemente, si se supone que estos marcos se comportan co
mo edificios de cortante, en los cuales, se considera que las trabes ce mantie
nen indeformables y #6lo las columnse sufren toda le deformacién, tal como se
ilustra en la fig.96 donde se re(‘p.r,eaenta el modo de pandeo supuesto, Este es
el caso que investiga Dayuntnm{'por lo tanto,el método que presents esté su-
jeto a las limitaciones que fijan las siguientes hipdtesis:

l.= Todas las losas son rigidas.

2.~ Todas las columnas son inextehsibles.
3.~ Las masas del edificio se encuentran concentradas en cada piso.

4.~ El efecto de la carga axial en la rigidez flexional de las colum
nas se desprecia.
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Adicionalmente se considera para simplificar aun-més el problema, que
la carga de cada piso, esta’ distribuida por igual en todas las columnas de -
cada entrepiso. Esta limitacién forza a que los claros sean de igual longitud
y permite suponer que todas las columnas de un mismo entrepiso sean de iguales
dimensiones. '

La carga critica obtenida aplicando este método, debido a las hipéte-
sis establecidas,ea superior a la que se obtiene utilizando cualquiera de los -
métodos descritos anteriormente en este capftulo.

El método en cuestién es, en principio,un método de flexibilidades, -
segdn el cual se determina por cualquiera de las técnicas de iteracidn usuales,
el primer modo de pandeo, el eigenvalor o valor caracter{stico correspondiente
y de este, la carga critica.

El desarrollo del método se ha llevado a cabo idealizando la rigidez
de los entrepisos por un sistema de resortes como se muestra en la fig.97.

n\
X, h,
LJ -
*S
.‘I
-
I. h.
4 -
" [
. .y h,
hg
| L
/ “
Yier ::‘ W
LY
K, T
-1 h'
Fig.’.»- vy i = b
Fig. 97. -

Designando las rigideces de los resortes por K; , dadas por la expre-
8ién (315): K; = 6 E1;/L; (315)

donde: { puede variar de 1 a n, las ecuaciones de equilibrio correspondientes -
deducidas a partir de la £ig.96, quedan representadas como sigue:

PAL®, + L0, + .ov + L8 ) + (L0 + LB+ ...t L;§)+...+ pLi6=

= K0, - K,,,0,, (316)

donde p; representa lu carga transmitida por el iésimo piso a la iésima columna,
¥y ¥i, la rotacidn de esta columna,
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En forme matricial, el sistems de ecuaciones correspondientes & lcs -
n~pisos de un marco dado, derivadas de la ec,(316), puede cscribirse como sigue:

P,
PPt P,
PP *PRP*R* P

GG

(-2
el
6,

PP, + PP, * Pyt Pyee-

y &i se hace:

P*R

P(=B P

+ Pyt «or + RI{L 6

L',=X'|L,

entonces,la ec.(317) puede escribirse:

[+][=]fe] - [x]le]

dondes [l] es la matriz triangular:

B,
B3+ By

[4]-

(w2, + mm+m+m

B+ RE,+ D+ By

ot Bt ... B

BB, + 0B+ B+ Dgooy B+ Bt Byt ... B,

K=Kk

K- K, 8,
K- K, 8
K- K, 6,

C- - - |(317)
K- K || -
K| ¢

(318)

(319)

[n] la matris diagonal:

(320)

-
[K] , es la natriz diagonal doble: [Kk] la inversa de[k]y [e] vector columna.

11
k&,
1.1
k, &k,
lkl=| - --
1.1
ki Ehi
i
kn

de manera que, si se fo-m la matriz; [K"HH] [ RJ

.

[x]-

KKK, . K.l K

Kk k oo k.o

[e] -

|

e, |

- {47

cuyoe elementos sstdn dados consecuentemente por las expresionssi
1=
i<}

a _[(n =i+ )mrmrmt s tmg) Kkoxy
ij

(n=i+1)(m+mq+ n,+ .

La ec.{319) conduce a la siguiente: [A][e] = [o]

J
st m) kg

para
para

(321)

(322)

} (323)

(324) .

La ecuacién matricisl que antecede, se aplicéd a marcos de 2, 3, 4, 5
y 10 pisos, suponiendo en todoe los casos:

B, =

k"= l“=1
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As{, para un marco de 2 pisos (n = 2):

HEIHEH

cuyo eigenvector es: [GT_]- [ 1.00 0.71] ¥: M=K/plL = 3.42 de donde:

Pp= 1-753 ;ni—
L

Considerando que la altura total del marco es L=nt y ol peso —
total sobre el mismo, P=np: P = 14,024 EI/L*

Para un marco de 3 pisos, la ec.(324) resulté ser:

HER|HEH

de dondes [o] [100 0.8 o0.54], pulIBE  , 26K

Lt ‘¥ e

Bz los otros tres casos se encontraron los siguientes resultados:

ned [0]=[1.00 0.94 0.69 0.43], p= 0.38: B, 24.62 x
L L

p=5 [¢]=[1.0 097 0.86 0.67 0.39], p =0.26 EKIA*
n = 10:[6"] = [1.00 0.995 0.976 0.943 0.885 0.802 0.692 0.550 0.364 0.196 ]

p = 0.0353 BI/L*
oon estos resultados se construyé la fig.98.

LT y—— pisee
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3).- Métodos energéticos.

Este tipo de métodoe se derivan a partir del principio del trabajo --
virtual, el cual establece que la suma de los trabajos de las fuerzas exterio--
res 'dé un sistema de fuerzas ficticio en equilibrio, al obrar sobre los despla~
zamientos de sus puntos de aplicacién correspondientes a la deformacién del ---
cuerpo, s igual s la suma de los trabajos de las fuerzas interiores equivalen-
tes del primer sistema, ocasionadas por los deasplazamientos correspondientes al
segundo. Esta definicién establece pues como criterio de equilibrio, la igual-
dad entre el trabajo deearrollado por las cargas exteriores At y la energfs ~
absorbids por flexidén de la estructurs pandeads & U.

En forms matemftica el principio equivale a la igualdad:
Zgjag~ 2Q, A v =0 (325)

En esta ecuacién, Q; repreaenta cualquier sistema de cargas externas
en equilibrio con loa esfuersos internos J; y A w, representa cualquier siste-
ma de deaplacamientos compatibles con las deformacionea unitarias at

La relacién (325) es aplicable tanto a estructuras no-conservativas -
como a las que si lo son, es decir, tanto a estructuras no-eldsticas como a laa
eldsticas. En estas Ultimas, el principio establece que la energia potencial -
total U, o sea, la sums de la energf{a potencial de las cargas exteriores U,, —
ués la energia de deformacién eldstica U, de la estructura, es estacionaris o -
afnima con respecto a una pequefia desviacién del estado de equilibrio.

51 se representa entoncee cada estado de deformacién de una estructura
eldstica cualquiera y su factor de carga correspondiente, en una gréfica carga-
deformacién, la curva adopta la forma mostrada en la fig. 99 y cada punto de la
cual, representa un estado de equilibrio entre las fuerzas exteriores y las in-
teriores, es decir: 23U/dW =0 (326)

Bn el tramo OAC de la misma figura (99), la energ{a potencial es esta
cionaris y por tamto: 2'U/3d%'>0 (327
Esta es la condicién de equilibrio estable.

En el tramo dascendente CB, la desigualdad ‘B' U/ai'< 0, correeponde
s uns estructura inestable y la condicién 2'U/d W = 0 define la oerga cri~
tica eldstica.

Las tres asituaciones anteriores se representan en las figuras 100.

faster sa 1
cmrga.-

@
‘-
'C
v
(]
s
-
|2
-
~
]

Y]
!
L
!

— & w *
defermaaien (a) (5) te)

F.q.99.- Fig.100.-
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a).- Basdndose en 1?‘1 principios anteriores, Jonhson desarrollé el mé
todo que se describe edelante.

Suponiendo que el pandeo se presente en el rango eléstico y que las -
deforeaciones son pequelias, de manera que no haya cambios de longitud aprecia—
bles en laa piesas sujetas s fuersas normales, consider$ una forma deformada de
la eatructura, compatible con sus restricciones.

El método parte de considerar que la eldstica de cada pieza se puede rg
presentar en forsa polinominal por la siguiente expresidn referida a la Fig.l0l

y () = (448 (x/L) + ¢ (/1) + D (z/1)°) (328)

®iq 10:- P
P [ e
ro = = T — poeiaidn inisial.

Los coeficientes de esta expresién se determinan de las condiciones -
de fronterat:
pars x m+Ll: v (x) = v, ysise haoe: yb-ll‘:‘l,y(x)-yb.ig'&l)-:e,
para x = - Ls y(x)-o.{fm- -9, (329)

Por otra yu-toz puesto que el momento an la piesa estd dado por la =
expresidas -

() -m =g . ) (3%0)
y la energia abeorbida es: U = 2—%&— J (n (x)) dx (331)

baciendos N (x) -q’!‘-:- a(x) (3%2), Oeg=(33), p= (334)

LN
LTS
donde I. y L. son respectivamente un momento de insrcia y una longitud de refe-
rencia arbitrariamente escogidos. Los momentos en los extremos de las piesas -
de acuerdo con las ecuaciones (330) y (332) son; para las columnass

Me= G0 -6y, 420, M = E®EN20, -6y, 448) (339
y pers las vigas:

Moe- e, e20),  ma-dEdiee vae) (336)
aplieando entonces las ecs.(331) y (333), se dedujo:

T2 s20lv6yiv20,0,-60,5,-66,y,) (337)
y .z.pnnmnm.ﬁ - (%1)(%) C. W, (338)
stendo G o —L 22 _ (339) (0spuco)

6 (P +1)
AMends, como el trabajo de las cargas exteriores "t", esté dado por -
]
ol podstol piemp 4] (6 () (340)
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haciendo: T = t/L,F, , donde P, es una carga axial de referencia arbitrariamente
escogida, se llegs a la expresién: Pl N
TGN G ) (341)

donde: . [2(6a/ye) 4 2(8/ys) + 18 ~(8a/ys)(6n/ya)- 3(6u/va)= 3(&n/y.) | (342)
0

Este pardmetro as{ como el C, se han graficado en las figuras 102 y —
103. El procedimiento consiste en los siguientes pasos:

1.~ Se escoge convenientemsnte una serie de desplazamientos laterales
arbitrarios LS S DR

2.~ Se calculan los momentos flexionantes introducidos en cada columna
por los desplasamientos anteriores, ees decir, se calculan los valores:

+6 (%‘-)(i—_)(f) (343)

3.~ Se distribuyen estos momentos de acuerdo con las rigideces de las
piezas de la estructura y con los momentos as! calculados, se determinan los gi-
ros en los nudos por medio de la sxpresién: -

Toy [ (Ma) - (M)
G | =

6, =6, + (E (344)

sbtenida de las ecs.(335).

Con loe valores de 6 calculadoe segin el paso anterior, me checa el -~
equilibrio de los nudos calculando los momentos en las vigms a partir de las —
scs.(336). Estos momentos dsben resultar iguales a los obtenidos de la distribu
cién.

5.- Se calcula £ =i Ma/MJ para cada piezs, 8,/y. y ©./y. para cada
columna y utilisando las grificas que proporcionan los valores de C, y C, , se -
calowlan T y U para ceda piesa.

[ i »
Vaiores se (g4 7Yr) ain. \ " o
1 8 Y 4 S 8 7 @y e [“ _T— A 11, tl.
i \ 1= B
} o _""z e L |le al. Ly
. [ HH e
\. . \\ \ ® ey
’ 2
e - u B e e
‘ 4 A K.Y n g
Y ™ “ !
;,.\ b, \‘.“.u g e . 1
8. . AL
> . "':. e D
Veiores ae C, e 4 8 8 Lo Isie T <+ . m: L er
“
Fig.l02.- vaterss de f p.;\-: Fig.104.-

Fiq. 108, -
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6.~ 8¢ calculan 22U, 2T y el coeficiente de pandeo :
30 R.L.

| ) 2 B 1 (45)
Ble 2 U
de dande se deduoe el valor de la carga: F, =—jr37— (346)

Kl procedimiento se ilustra aplicandolo al marco de la fig.104, siguien
do la secuela de cdlculo anterior.

1.- 88 supusieroni(v,/L.) = 8 y (v, /L.) = 10 y baciendo: k -—ﬁ"
onoleuodolunolunuy:t.% i'i.mclcnodophlumicull , »e
L]
obtuvieron los valores consignados en la tabla XVII.
TABLA XVI].-
Pissa /1. LJ/L K ¥Ek
Nudo A:
AD 3/4 2 6/2 9/2 0.818
AB 1 1 1 2/2 0.182
g = 11/2
Nudo B:
1 7Y 1 1 1 2/2 0.13%
BE 3/4 2 6/2 9/2 0.6000
B 1 2 1 4/2 0.2700
2k = 15/2

2.~ Se calcularon los momentos ds empotramisato a partir de ls ec.(343):
By »Ngo6x1x200+460, Hyeulegubé6x2x8=4+06 y oo ofectud la

distribucién de momentos aprovechando ls simplificacidn de Grinter, es decir, cop
siderando 1s mitad de una crujfa del marco en cusetién. Los resultados se consig
nao en la fig. 109.

3.= 8¢ calcularon los giros sn los nudos A y B suponiendo conocido el -
€iro en el apoyo C, pare esto se utilisé la sc.(344)1
0, =0+ ¥} (75.9-55.6) =5.07, 0,=5.07+7 (5.3~ 40.8) = 2.3

4.= 5o checaron los momentos sn las vigas de acuerdo con las ecs.(336)
encontrandose:
X -(-2713)—(2)(6) 5.07 = 91.2 va. 90.9, (de ls distribucida de momentos).

n -753)-(2)(6) 2.32 = 41.7 va. 40.8

5.~ Se calcularon las centidades 20 y ZT construyendo para esto las
tables XVIII y XIX.

6.~ Aplicando las ecs. (345) y (346), se obtuvierom, sl coeficiente —
de pandeo K y el valor de la carga critica: K = 7.09, P, = 7.10 KL./L,

Pars los casos en que #¢ hiso: y, = 6, Yo=10 ¥ y =10= Yo,

El coeficiente K resulté igual a 7.17 y la carga P, #6l0 varié 1 %.
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TABLA  XVIIl,.-

T

Mieabro My p=m./n.\ c, Mo ./l L/L. & U
BC 55.6 0.866 0.147 3,09 ¥ 1 1 221
AB 40.8 1.365 0.237 1,665 1 1 1 394
BE 90.9 1.000 0.166 ~ 8,235 ¥ 2/3 T ® 229
AD 40.8 1,000 0.166 1,665 ¥ 2/3 @ 46
U = 896

®significa que sélo se considera la energia de la mitad de la barra.
TABLA  XIX.-

Miembro 'y, 6a 6 /Yy, O/ye Cs vyt PP WLe T
BC 8 0 5.07 0 0.633 0.562 64 2 1 71.8
AB 10 5.07 2.32 0.507 0.232 0.545 100 1 1

T = 126.3

(4%
b).- Método de Hartz. En el andlisis convencional de estructuras por
el método de las rigideces, las deformaciones generalizadas "y" se expresan co-

mo siguer %mq-. =3¢ q (347)

donde: ¢ es una matriz renglén formada por funciones de desplazamientos y q; ,
son las coordenadas generalisadas.

Las ecuaciones de equilibrio toman la siguiente forma:
[Q] =[ x][4q] (348)

[Q] ez la matris de fuerzas externas generalizadas asociadas con q

donde:

[K] la matris de rigideces cuyos elementos pueden calcularse de:
w? "
K= fLm " ¢ ax (349)

donde: x es la coordenads a lo largo de las barras, las primas denotan doble di
ferenciacién y la T significa que se trata de una matriz transpuesta.

La matriz [K] se obtiene de las matrices de rigidez de las barras k,
sediante una matriz de transformacién, a, que relaciona las coordenadas indivi-
duales de cada barra con las generalizadas del marco q., esto u:[q,,]- a q(350)
de eata manera, la matriz K se obtiene de: K=a'k a (351

Cuando se trata de una barra aislada con las coordenadas generaliza—
das mostradas en la fig.105, la ec.(349) pusde valuarse uplicip‘memo tomando
como funcionea ¢, las soluciones de la ecuacién diferencial y" = O, Estas -

funciones son las siguientest .

(1+2%8 ) (1-%)

t (1-%)
-2‘)
-5)

¢ —g‘ ( i (352)
§ (

—
— W

donde: ¥ = x/L.

Substituyendo estas funciones en la ec.(349), se obtiene la matriz de
rigideces k, de una barra:
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12 -6 - 12 -6
El -6 4 6 2
"«'[ a] .12 6 12 6 (353)
L -6 2 6 4

Fisicamente estas son las fuerzas generalizadas en las direcciones q,
resultantes de un desplazamiento generalizado unitario de cada una de las coor-
denadas. Como se indica en la Fig.105, las rotaciones se han multiplicado por
la longitud L de la barra y los momentos se han dividido entre L, para expresar
los desplasamisntos y fuerzas generalizados.

El método de Harts consiste en plantear en la forma que sv ha indica-
do, la matrig de rigideces y tomar en cuenta los efectos de las cargas axiales
por separado, calculando una "matriz de coeficientes de estabilidad" que debe -
sumarse poateriormente a la de rigideces como se indica adelante.

Substituyendo en la siguiente expresidén de la energfa de deformacién
U,, de una piesa sujeta a compresidn :

U -*I [, 0 - 00 ] @ (354)
la 00.(347) queds 1 Up=+a, [ J‘EI,,tb"de - LP,‘ ¢ ¢ d.l] q (355)
baoiendo entonoes: k, = f KI, 9" 9"dx (356), k!, = -[r,, &7 & (357)
1a 00.(355) puede escribirse: U w¥q k +k' g (358)

siendo k', la llemada matrig de coeficisntea de estabilidad de la piesa.
Las ecuaciones de equilibric pueden esoribirse entonces como sigus:
Qu = [k. + k'.] q, (359) y para toda la estructura: Q -[K + K'] q (360)

siendo X', de acuerdo con la ec.(351): k' = a' k' a (361)
donde k' es una matriz diagonal de las matrices k', .
% rﬁ. @y
SO AU S NN
mg. |08~

Oonocidas las funciones ¢ , ec.(352), k' puede caloularse de la ec.

(357). Aaf se obtiens: (363)
N | -
v - Q- - . -1/10  2/15  1/10 - 1/%0
1163 (- w) (362) k), = '[El_ -6/5 110 6/5 1/10
L 4 (2-13%) -1/10 - 1/% 1/10 2/15

las fusrzas generalisadas representadas por la matriz k'y, se mues—
tran en la fig.106. . L- s
/oL

P

-2p /1L P/ooL
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Las matrices de rigidez y de coeficientes de estabilidad, incluyen —
coordenadas de translacién y rotacién. Estas Ultimas es conveniente eliminar——
las cuando no se aplican momentos a la eatructura. Rearreglando entonces las -
matrices de rigideces y coeficientes de estabilidad y designando por k*a 1a ma
triz K + k', se puede escribir:

. .
Qy - Ky Ko [ q'}
{0.} e ol . )
donde: T denota translacién y R rotaciéno.
Baciendo luego : Q, = O, se deduce Q_= K:‘, q, (365)
-
otendo: X% =K%, - K%, K. Tu (366)

En lugar de esta oc.(366), Rartz sugiere considerar que las fuersas -
gonerslizadas Q, derivadas de ambas partes de la e0.(360), K y k', son cero in-
dependientemente, es decir:

- ) ) [ O f L]
Koy oKy = Ky Ko Ky Koo Kl = Ko KoKy Ko = Ky + Koy (367)
-

esto involucra quot Gq = - Kog Kay 9y O =~ Kpe Koy 4 (368)

El método es aproximado y al mplicarlo a los ejemplos estudiados -
(columnas flsxionadas simétrica y asimétricamente y marcos como ¢l de la fig.
107) condujo m resultados muy aproximados en alguncs casos. Sin embargo, sun-
que presenta la ventaja de uns rfpida formulacién del problema de pandec al —
permitir plantear la matriz de rigideces independientemente del efecto de la -
ocarga axial, lo cual significa no tener que caloularla paras cada valor de la -
carga de prueba, tiens el inconvenients de no poder probar la exactitud de los
resultados.

(La carga critica eldstica calculads por este méiodo resulta en gens
rel mayor que la exacta porque las ecuaciones diferenciales de equilibrio de -
las piezas ( y""+ X y" =0 ) mo se_satisfacen por haber supuesto funciones
¢ oc.(352) que satisfacen la ec. y* = 0.)

El marco de la fig.107 fué anslizado aplicango este método. La ma—
triz de rigideces y la de coeficientes de estabilidad se obtuvieron aplicando
las ecs.(353) y (363) respectivamente, considsrando los 5 grados de libsrtad -
mostrados. Estas matrices resultaron ser las siguientes:

24 -6 -6 -6 -6 12/5 -1/10 -1/10 -1/10 -1/10

-6 4 2 0 O P -1/10 2/15 -1/%0 © 0
X .-ﬁ- % 2 8 2 O X w- g |-/10-1/30 215 O 0

-6 0 2 8 2 -1/10 0 0 2/15 -1/%

% 0 0 2 4 -1/10 0 0 -1/30 2/15

Suponiendo un modo asimétrico de pandeo, esto es, haciendo q = ¥
9,= 45 s las matrioes anteriores quedan como sigue:

4 -2 -2 p 12/5 -1/5 -1/5
k=¥ (-1 8 4 K= '[!: ] -1/5  4/15 -1/15
-12 4 20 -1/5 1/15 4/15

susando eetas matrices ¢ igualando a cero el determinante del sistema, despuds
de hacer A = PLYEI :
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=12+ (1/5) » 8 - (4/15) \ 4+ (1/25) (369)

4= (12/5)% -12+Q/5)>  -1224+(1/5)N
=0
-12 + ( 1/5) A 4 + (1/15) » 20 - (4/15) »
De donde se obtuve: N = 1.8% (en lugar del valor exacto A = 1.32)“‘0
sea; P, = 1.83 BI/L'

Pare ol misso marco, pero ahors supuesto empotrado, 3,74~ 0, las -
matrices K y k' resultaron ser:

g2 -6 -6 P 12/5  -1/10 -1/10
K =7 -6 8 2 K''= - L =1/10 2/15 ©
% 2 8 -1/10 0 2/1%

De manere que, haciendo Gy = Qe , Sumando las matricss anteriores ¢ —-
igualando a cerc el determimante, se obtuvo: » = 7.43 (en lugar del valor exacto
A = 1.38), P, = 7.43 BI/1"

Bl mftodo se aplicéd a una ocolumna con diferentes ocondiciones de apoyo
suponiendols ocompuesta de dos segaemtos ea la forma que se musetrs en la fig.l08
Los resultados imdiocan que la sxactitud del método sumenta con sl nimero de gra-
dos de libertad. lo miemo sucede en ol caso Ge 1os marcos; por tanto, si sl wé-
todo me aplica o marcos eupetTados y restringidos latersimsnte, pusde ser nscesg
ric introducir grados de litertad esdisiomales ussndo per ejemplo dos segmentos ~
POr columma.

\'V(‘: Ay

Tob L

A\ X [ X% d&"‘“

Rig oy -

4).- Mftodos de distribueide ds momentos y relajacionss.

Bete grupo do mftodos pressuta en gensral sobre los mftodos analftioccs
y easrgfticos, la ventajs de reducir la complejided de las ezpresiones que invo-
lucran estos dltimos, no requiriemdo resclver los sistemas do ecuaciones que en
allos resultan y peraitiendo ademdls, sutomatisar las opsruciones qus deben efeo-
tuarse iterativamente sin que por eats motivo dissinuya su precisién la cual de-
pende evidentemsnte, de las hipétesis en qus s apoyan.

Los primeros mftodos qus aparecisron de este teyover grupo, fueron de—
sarrollados pare aplicarse mds biem s estructures trisaguladas, espe te a
arsaduras y estén dasados e 10 gemeral, en la idea original que J puso,
la cusl consiste en modifioar el método de Cross, pars tomar em cusnta el sfecto
de 1a carga azial; tel es ol caso del método de Lundquist y del de Hoff''”
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En ambus se establece como criterio de estabilidad el que la magnitud
de la rotacién €, en cada uno de los nudos, la cual es igual al cociente que re
sulta de dividir el momento en cads nudo, entre la rigidez correspondiente, ten
ga siempre un valor finito. Es claro que el cociente as{ calculado ae va modi-
ficando a medida que se incrementa la carga axial.

Cuando no existe momento externo, como es el caso mds frecuente en ar

maduras, de acuerdo con el criterio de Lundquist, se supone uno unitario y des-
pués de distribuir y transportar momentos sucesivamente, se obtiene la rotacién

del nudo en cuestién, la cual esta dada por la serie:

6=(1+t+t*+...)/ Rigidez del nudo (370)

Siendo "t" el momento de desequilibrio en la megunda iteracién;de la
ec.(370) se concluye entonces,que 8i t <1, la rotacibén 6 es finita, mientras
que, 8f t &1, el valor de © se incrementa indefinidamente y consecuentemente —
la estructura se pandea.

El criterio de Hoff, por otra parte, establece que para un valor dedo
de la cargs, si la distribucién de momentos converge,la estructurs ¢s estable y
viceversa.

De estos dos criterios se derivan algunos métodos de distriducién la
mayorfa de los cuales scn mAs bien aplicables s armaduragf‘éomo es el caso del
método de substitucién sucesiva que propone Allen’y el de otros métodos; squf -
sélo se tratan métodos relacionados con marcos rigidos sin restricciones latera
les. (o

a).- Método de relajaciones. Merchant expone este método refiriendo-
se al marco de la {ig.953 Para anslizarlo seleccioné como sistema perturbador
una carga unitaria horizontal splicada en el nivel superior del marcc en luger
de los momentos en los nudos superiores que considerd en el caso de la fig. 86
ecs.(271).

hunque el método puede presentar variantes, en principio, no consiste
8ino en suponer uns configuracién deformada arbitraria de la estructura, la ---
cual se va corrigiendo mediante movimientos ya sean rotaciones angulares de los
nudos o desplagamientos relativos entre pisos consecutivos, tendientes a redu--
cir los posibles momentos de aesequilibrio que existan en los nudos, as{ como -
los cortantes desequilibrados en los entre-pisos. Normalmente, para acelerar -

el método Be recurre a8 dar movimientos en grupo, de manera de liquidar los mo--
mentos de desequilibrio en ios nudos de un nivel dado sin alterar ¢l equilibrio
horizontal.

El método se aplicé para varios niveles de carga, y se construy$ una
grafica rigioez-carga, de acuerdo con el principio de Lundquist, para obtener -
de ella definiendo la interseccién con el eje ds las cargas, la csrga critica.

Para no restarle claridad al método, aquf se reproducen ibs andlisis
correspondientes & los siguientes tres niveles de carga:

l.,- Carga axial nula,

2.~ Un valor intermedio de la carga (100 Kips) mostrando com esto, la
modificacidn que sufre la técnica de relsjaciones.

3.- Un valor alto de la carga vertical que provoca la divergencia del
método.
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Para la primera condicién de cargs, la fig. !l0c proporciona los mode-
los de momentos correspondientes a rotaciones iguales en los nudos A y B, C y D
otc. y la fig. 1@ % muestra los modelos de momentos no-cortantes, obtenidos de
combinaciones de los modelos de momentos anteriores, con los ocasionados por —
desplasanientos relativos de los nivelss superior s inferior al nivel de cads -
par de nudos, sstos Yltimos modelos son semsjantes al de la fig. 04 multiplics
dos por un oierto factor conveniente.

[ A%
-~
u: og .n‘r . -~
Sl B Floe L
'Te |00 i e
[ » [ 8 =
-ttt - S8 -..'.'|{
400 -4 8 g ’/ |
Y ) s |~'|
4 K . --.}I:.sr\-‘\"'f‘, i
)} .|; |“: ..\\, ). l{
ME Tl - el HH i
e =, i/ w4
-na |ae -way g
s | ? ,
a _l-: t ¥ ) ,|.; ! .: e
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En la fig. 110q sparecen consignados en la parte izquierda del marco,
los tactores de distribuciédn correspondientes a los modelos ae no-cortante.
Estos factores se obtienen reauciendo proporcionalments los momentos dados en -
la fig. 1106 de manera de lograr que su suma sea igual a la unided. En la parte

derecha de la misma fig.!/Oq se suministran los factores de transporte corres—
pondientes & cada nudo, expresados como una fraccién de un momento unitario &—

plicado en cada nudo.

Los resultados que se resumen en la fig.tl0b., se deducen combinando -
los momentos dados en la fig.ll0« con los producidos por desplazamientos latera-
les semejantes al de la fig.!l0d ,por ejemplo, para ios nudos Ay B, multiplican
do por 0.9 los momentos de la fig. NOclse obtienen los piguientes resultados -
(fig.nos),

En igual forma se obtuvieron los momentos en los nudos C y D combinan
do los modelos correspondientes (fig./I0¢).

De acuerdo con la fig,wof(«), el factor de distribucién de la columna
Ci por ejemplo, esta’ dado por la relacién:

0.30 )
03 80+085 - 0%

valor que se consigna en la fig, )l0s.

Los factores de transporte se obtienen dividiendo el momento en el ex
tremoc lejano de cada columna que concurre a un nudo dado, entre¢ ls suma de mO-——
mentos en dicho nudo; por ejemplo, el factor de transporte correspondiente s la
columna HK, del nudo B al K, eubstituyendo los valores respectivos dados en la
fig.0® ,resulta ser:

- 1.70
1.3+ 6.0+ 1.7

valor consignado en la fig./ied.

= - 0.189

Loes modelos ss{ construidos no alteran el cortante en cada entrepiso
y las relajaciones pueden ejecutarse como se indica en la tabla XX, en la cual
se tiene, en el primer renglén, los momentos de desequilibrio que se presentan
en los nudos por sfecto de los desplarzamientos laterales de los entrepisos, sin
considerar rotaciones en dichos nudos; as{ se obtuvo por ejemplo, para el nudo
G, como se indica en la tabla, un momento de desequilibrio igual a - 5, ya que
el cortante provooado por la carge unitaria apliceda en ls cima del marco, indy
ce un momento en cada entrepiso igual al cortante por la altura correapondiente,
es decir, para todos loe entrepisos de altura igual a 10', este momento es i—=-
gual a: 1 x 10 = 10 y se distribuye por igual entre los cuatro extremos de las
columnae, as{ es quer Mg, = M = LIl 2.5 unisadas.

Similarmente, Mgy = - 2.5, por tanto: Y= - 5. En igual forma se de-
duce el resto de los momentos del renglén 1,

Aplicando entonces el modelo de la fig.1i08 al sistema de momentos de
desequilibrio, se construyd la tabla XX, balanceando los nudos en orden sistemd
tico para evitar posibles confusiones.
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As{ se obtuvieron los momentos de desequilibric en cade nudo {dltimo -

renglén de la tabla).

Ds estos momentos se deducen los momentos en vigas y co—-

lumnas multiplicando por los correspondientes factores de distributién dados en
la fig. 11O & .Por ejemplo,para ls viga GR, en el extremo G, puesto que no existen
momentoe de transporte en las vigas, se tiene: M_ = 7.49 x 0,67 = 5.01 y en la
columna GJ, Mg, vale:

momento inicisl

momento balancaado = + 7.49 x 0.19
Momento transportado del nudo J = - 8,16 x 0,174

En forma similar se calcularon los momentos que se

Hia.
TABLA IX.~

R

Momentoe iniciales -4.17

Balanceo de 4
” c
" E
etc.

Momentos totales
balanceados

b3 L
B2

-0.16
+0,34
~0,01

-0.01

+0.02
+6.17

P
-6.67

=1.73
+8.40
-0.91
+0.91
-0.68

-0.16
+0.84
-0.05
+0.05
-0.06

~0.01
+0.07

+10.17

=1.53
+6.53
~2.30

-0.25
+2.55
-0.49

=0.10
+0.59
=0.23

=0.01

+0.24
-0.04

-0.01
+0.05

+9.98

-1.31
+6.31
~1.45

=0.57
+2.02
-0.33

=1.11
+6.11
=1.24

~0.03
.28

b8
2

-0.04
+0.12
-0.01

+0.01

+8,16

+7.49

indican en la fig.

E [ A

=5.0 =5.0 2.5
=0.12 +2.5

-0.58 +5.,12 =0.21

+5.58 =0.55

=0.85

-0.19

+1.04 =0.10

=0.07 +0.65 -0.03
=0.01 +0.24
+0.01

+0.07 -0.01

=0.03 +0.01

=0.01

+0.04

+6.73 +5.79 +2.74
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Loa desplazamientcs lateralee del marco se encontraron:

a).- Calculando loe desplazsmientos ocasionados por la traelacibn de —-
los nivelea exclugivaments, es decir, cumo 81 las vigae fueran infinitemente rigi
das.

b).- Determinanao el incremento en los desplazamientos provocado por la
aplicacién de lae operaciones de relajacién.

a).- Los desplazamientos por translacién se obtuvieron & partir de la -
dsfinicién de rigidez lineal remplazando los valores del primer renglén de la ta-
bla XX, esto es; A
W=2ak (- 50 (311)

siendo: k = EI/L de las viges, o mea, 6.014 x 10 lb-pie.
Ol = factor de rigides relativa para cada columna en particular
4y = daeplazamiento lateral de cads nivel reapecto al inmediato
h = altura del entrepiso.

Despe jando Aa de la sc.(371) y sumando los desplazamientos de todoa --

los pisos,se obtuvo: (372)
M 250 (1,1 1 1 1 1 1, 4.1756.67 1
24a-2- fak "t O3 ETIAIATT i xS 8

Considerando que las rotaciones en los nudos no causan desplazamientos
laterales en el marco, los desplasamientoe laterales que se introdujeron para eli
ainar los cortantes provocadoe por las rotaciones, se calcularon aplicando tam-—
bién la ec.37l.

Los momentos correspondientea a estos desplazamientos (b), para el §lti
mo y peniltimo pimo, eon iguales a - 0.9y =~ 2.4 respectivamente, como se indi-
ca en la fig.109, as{ ee que, como e} momento en la viga CD es igual a :
(0,85)(5.79) = 4.92, se concluye que el A,correspondiente vale:

Mh 4.92 0.9 x 10 2.4 x 10 . 1
A a 8. -
*" 6ok ek(axo.}" sxo.a) 8201;

Haciendo lo mismo con el resto de los pisos, excepto el jinferior y su--
mando, se obtuvo: 1
2o 6111 ; (313)
Pars el primer piso, puestc que la rotacién 6 del extremo R, por defi--
nicién de rigidez, ee igual a:

9 = Ju y ademds ¢ = g , el desplaza——-
e(3k) i
miento lateral vale:
0.8 6.1 16.6
ERLLALIHES SIS N (374)

Sumando entonces (372), (373) y (374), se obtiene el desplazemiento la-
teral total en el marco:

A,=34.88 1 + 67.77 L + 3.60 : = 102.65 = pies (315)
° k k k k
Para la segunda condicidn de carga se ha supuesto un valor de 100 Kips

aplicado sovre los nudos de cada nivel. Los valores de F/P‘, 86 resumen en la --
fig.112.
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En la tabla XXI se consignan los valores de las funciones m, s{l+c), n
y o obtenidas de ls tabla de Livesley.

TABLA XXI.-

Piso P/Py s TOReRLes.. a(l+c) n 0 o n ~0
AC  .056 1.045 -10 -2.61 5.946 0.809 1.09 0.3 0.243 =0.330
CE .042 1.036 -2.,99 5.958 0.858 1.073 0.8 0.686 -0.858
EG .039 1.033 ~-2.58 5.961 0.869 1,067 1.3 1,130 -1.%87
GJ .0395 1.034 -2,58 5.960 0.867 1.068 1.7 1.478 -~1.816
JL  .040 1.0%4 -2.58 5.960 0.865 1,069 2.1 1.816 -2.245
LN .0385 1.033 -2,58 5.961 0.871 1,066 2,6 2.265 =~2.772
NP .03B 1.032 ~-2.58 5.962 0.873 1.065 3.1 2,706 <3.301
PR .1005 1.091 -4.53 5,900 0.647 1,186 2,22  1.436 -2.633

El analisis on este caso 86lo difiere del anterior en que se tienen —
que modificar los momentos iniciales y los modelos de no-cortante por efecto de
la carga axial. Los momwentos iniciales se consignan en la tabla XXI, y en el —
primer renglén de la tabla XXII de relajaciones. Los factores de distribucidan -
y de transporte de los modelos no-cortants, se resumen en las fig.113 y 114,

La determinacién de los momentos flexionantes en las vigas y columnas,
esto es, del diagrema de momentos del marco, fig.llljse obtiens en la forma que
se indicé pare el caso anterior,es decir,calculando los desplassmientos (a) y su
mandoles los (b). Para calcular loe primsros, se considera que el valor de ¢ ,
fig. 115 es: X
o=-2__ (M) y 8 a=¢h,

s(1+c)k

substituyendo entonces el correspondiente valor de M, fig.lllp y el de a{1+c) da
do en la tabla XXI e introduciendo el factor ds rigidez, fig.llllse encuentra :

Man h
2.59 x 10 1
o Tc)ak " G.8x0.8% - 4%

haciendo 1o mismo con el resto de los pisos y sumando,se obtuvo:

Fag = 3«3.5;0-)&l (317)

Para determinar los desplazamientos (b) se calcularon los momentos mo—
dificados por la carga axial que se conaignan en la dltima columna de la tabla -
XXII.

Fig. g~

Maddie de momerdvs fe-asrtarde. -
Fig. 16~



117

TABLA XKII.-
R P N L J ¢ E ¢ A

Momentos niciales , cq 5 1) 5 16 -5.16 -5.16 -5.16 -5.17 =5.20 -2.61

Bulanceo de & ~0.14 +2,61

~0.66 +5.34 -0.26
-1.04 +5.83 -0.64
-1.31 +6.20 -1.00
-1.57 +6.47 -1.26
-1,85 +6.73 ~1.50
-2.10 +7.00 =1.77
-2.40 49,22 +3.00
+6.93 -1.36
-0.35 +1.36 =0.44
-1.03 +3.44 -0.817
-0.73 +2,64 =0.59
-0.51 +2.09 -0.41
-0.35 +1.67 =-0.27
-0.23 +1.27 -0.14

-0.10 +0.78 -0.04

~0.16 +0.30

-0.02 +0.16 =0.01

-0.02 +0.12 -0.01 +0.01

-0.05 +0.25 -0.04
-0,10 +0.40 -0.08
-0.17 +0.61 -0.14
-0.27 +0.90 -0.23
-0.34 +1.30 <~0.42
+0.69 -0.14
-0.04 +0.14 -0.05
-0.14 +0.47 -0.12
-0.10 +0.35 -0.08
-0.05 +0.22 -=0.04
=0.03 +0.12 -0.02
-0.01 +0,06 ~0.01 +0.02
-0.04 +0.14 =0.05
+0.08 -0.02
-0.05 +0.15 -0.04
=0.02 40,07 -=0.02

+0.02 -0.02 +0.09 =-0.02
-0.01 +0.04 =0,01
+0,01 -0.01 +0.05 -0.01
Momentoe totales +0.02 +0.02
balanceados +7.72 412,14 +12,01 +10.44 +9.23 +8.26 +7.28 +6.30 +42.92

Analizando la viga CD para ls condicién de carga considerada, supues—-—
tos los nudoe C y D sujetos a momentos iguales a 6 unidsdes, loe momentos en los
extremos de las columnas, que resultan de sumar los del modelo de la fig.116 con
los debidoe & rotaciones, es decir, cou O 8y osc, son:

-oa - ase, =-0.30-03s8c, ,n0 -8, =0.243-038, (378)

como para P/P._ = 0uwvo, 8, =3.926 y sc, = 2,019, los momentos snteriores
resultaron iguales a: - 0.936 unidades.
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Procediendo en forma andloga con el piso inmedistu inferior al nivel -
CD, los momentos resultan ser: = 0.686 - 0.8 sc., = - 0.8958 « 0.8 sc = = 2.469
unidades. (Si se substituyen los valores de sc correspondientes a P/P_ = 0.C42.)

Multiplicando entonces el momento de desequilibrio del nudo C, esto es,
el 6.3 dado en la tabla XXIII, por el factor de distribucidn 0.87 tomado de la -
fig. 114, se obtiene para el extremo de la vigs, un momenio igual a:

6.3 x 0.87 = 5.48 unidades, de donde:

Aw Has . 548 0.936 x 10 _2.469 x 10
" B(1+c) ok 6 k 5.946 x 0.5 5.958 x 0.8

1
) =9.51 ¢
Calculando los valores & correspondientes a cada nivel y sumandolos,
se obtiene: 1
T A= 8606 ¢ (379)

valor que sumado al de la ec.(378) da el valor del desplazamiento total.

Para la tercera condicién de carga se supuso un valor de P = 400 Kips,
se doterminaron también los valores de n y o que aparecen en la tabla XXIII,
el modelo de momentos y los factores de distribucién y de transporte de las fig.
117 y 118.

En virtud de que el procedimiento de relajaciones resulta lentamente ~
convergente para esta condicién de carga, se recurrié a resolver un sistema de -
ecuaciones simultaneas que resultan de considerar que los momentos de desequili-
brio llamados M., M,,... etc., son numéricamente iguales a la suma de los momen~
tos iniciales (producidos por el desplazamiento lateral de cada rivel consideran
do las vigas infinitamente rigidas) més la suma de los momentos transportados --
por los nudos inmediatos superiores e inferiores, esto es:

M = 6.46 + 0.90) Mp:. M =2 1.1098 My - 7.16981

My = 9.33 + 0.484 M+ 0.426 M~ M= 1.3175 Mo~ 34.7364
y as{ sucesivamente pars los nudos restantes hasts llegar a:
M,y=3.09 + 0,071 M. = 3.09 + 9.3976 M, - 1364.27

de donde substituyendo M, y M_ cadas en funcién de H._Limcameme, y despejando -
Ma8¢ dedujo el siguiente valor: Mg = 145.2289 remplazando este vaior en el --
resto de las igualdades se encuentran sucesivamente: M, , M. ,..., My M,

Con estos valores se calculan en forma andloga a los otros dos casos,
los momentos en vigas y columnas que se indican en el diagrama de momentos de la
fig.119. El desplazamiento lateral se consigna en el siguiente resumen deé resul
tados.

Caso Para’metro de carga Desplazamiento de A é Desplazamientos A
1 0 = 102.65 & 10
2 100 Kips = 122,96 0.835
- 200 " 157,13 0.650
- 300 " 235,78 0.43%5
3 400 " 1233.70 0.083

Estos resultados se representan gréficamente en la fig.120, de donde =~
se dedujo un valor de la cargu de pandeo igual a 410 Kips.



Livesley obtuvo este mismo resultado con syuda de una computadora elec
trénica y encontré unm cargs P = 386 Kips ocuando considerd el efecto de lus aefor
maciones axiales.

La carga P = 410 Kips se comprobd calculando también el desplazamiento
del punto P, el cual result$ ser, cuando la carga axial es cero:
M b N h M h

4.17 x 16.67 _ 5.39x16.67 _ 5.16x16.67 1
JNp— - 3 = 1632 %
P= Gox T ek T Zek “6x2.22k 1k T Bxm ey
y para la carge P = 100 Kips:
4.53 x 16,67 _ 7.16(1.091 )16.67 _ 6.86 x 1.09] x 16,67 1
A - 1
5022k 7% ¥ 17K 21.80 ¢

igualmente se calcularon los demds valores que se indican en la fig.120 unidos --
por la linea punteada.

TABLA XXIII.-

00 momentos
Piso P/P m iniciales s(lwc) n 0 k nk -0k
AC 224 1.237 -3.09 5.715 0.125 1.492 0.3 0.0375 -0.448
CE .168 1.166 -2.92 5.832 0.374 1,341 0.8 0.299 -1.072
BG .15 1,151 -2,88 5,846 0.424 1.311 1.3 0.551 =1.70%
W .158  1.154 ~2.89 5.842 0.416 1.316 1.7 0.707 <=2.24
JL  .160 1.156 -2,89 5.840 0.408 1.321 2.1 0.858 =-2.775
N .154 1,149 ~2.87 5.846 0.433 1,306 2.6 1.130 -3.40
NP .192 1,147 -2.87 5.848 0.441 1,301 3.1 1,368 -4.03
PR .402 1,550 -6.46 5.891 -0.893 2,183 2.22 -1.98 -4,35
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(8a.81)

Merchent resolvié también el marco de la fig.91 cuyas propiedades se -
resumen en dicha figura y en la tabla XIV, en la cual, las cargas P, se refieren
a las cargas de trabsjo. En este caso el problems consistid en valuar el paréme
tro de carga por el que multiplicadas las cargas de trabajo, producen la inesta-
bilidad de la estructura.

El marco se analizé utilizando doa procedimientos, uno aproximado y el
otro, el de relajaciones descrito anteriormente. Al aplicar el primero, se ha -
supuesto que las columnas extremas del marco, actuan como lo harian las de un —
marco de una sola crujfa, mientras que, la columna interior, como si se tratase
de columnas interiores de un marco de muchas crujlas. Para esto utilizé el mim-
mo planteamiento que adopté pars analizar el marco de la fig.86, solo que en ea-
te caso, considerd una carga horizontal F aplicada en la cima del marco en lugar
de los momentoa M aplicadoa en los nudos superiores; de esta manera las ecs. 271
se transformaron en las siguisntes:

N o 3P (Bl+mly) +(Dket 6hutnky) 6, -0ky8 =0

K: - FP (L, BLgg) -0k 8, + (0 kgt 6k, %Dk 8= 0 kgbg= 0
G: -3 P (mL +mly) - 0keO +(n Kyt 6Ket nKg) 8g= 0keg8,=0
D:-3F (L, Ly ~0KeOg+ (D Kggt 6 Kppt 1 ko) 09 - 0 k6= 0
A: =3P (nLga) -0 kpale + (n kyput 6 kpo) 04 = 0

Los resultados se graficaron adimensionalmente en la fig.121; en el —
eje de las ordenadas se representan multiplos de F y en el eje de las .abscimas -
el valor de los pardmetros de carga. Kstos pardmstros resultaron iguales a 8.1
psra lss columnas exteriores y 7.1 para la interior, de manera yue el parfmetro
de carga del marco se encuentra comprendido entre estos dos valores. Para defi-
nir mejor este pardmetro, se supuso el marco formado por dos BArcos extremos ar-
ticulados a otro interior de manera que los desplszamientos de los pisos superio
res fuesen iguales, comprobandose ademfs que la carga hprizontal total en dicho
nivel fuese igual & F. El resultado obtenido de esta suposicién, confirmé que -
el parémetro de carga esta comprendido entre los lf{mites establecidos, fig.l2l.

La aplicacién del método de relajaciones se hizo en forma analoga al -
ejemplo pasado. Loa resultados se consignan en la Fig.122 de donde se concluye
que el procedimiento aproximado conduce a una solucién aceptable en este caso —
particular,

! ! .
( NC “ =
{.. AN Vand .Q‘.-
H N . = !
30 3 R Gdier 3 £ N
" v N o N
4 N £ s *

3 X

{4 @ridne i. 1.
a . 1 8 & o : B 4 » 6 ™M
3a MU P wale: same e dRbas.  mitiples da b ameye du bndep
P 2 Piqi20.- Wiy 1L iq. qut.
¢ c e 300 bas des Pew Kips

El comportamiento del marco fue’ también investigmdo experimentalmente
probando un modelo de acero; la curva de rigidez que se obtuvo resultd semejante
a la teorica, pero el parémetrc de carga estimado por extrapolacién,result§ —
igual a 9.1 en lugar del teérico 7.30. Esta diferencia se atribuye por una par-
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.=, 8 la dificultad de reproducir la condicidén de carga tebrics y por otra, a la&
de conatruir conexiones representativas de las reales as{ como seleccionar ios -
miembrus que con rigideces proporcionnles & los de le estructura, sean mds esbel
toz psra evitar la fluencis antes de la inestabilided.

b).~ La determinacién de la cargs critica puede ucelerarae tomando en
cuenta una observacidn que hace Bolton al respecto, segin la cual, la carga de -
pandeo de la estructura, puede aproximarse determinando el valor correspondiente
al momento de transporie, es decir,s& pertir de loe momentos definidos por la fun
c16n de estabilidad - o. Si estos womentos resultan menores del 50 ¥ de los de
deasquilibrio de los nudos del piso correspondiente, indican que el marco es es~
table y viceversa. En los casos en que unoe de estos momentos resulten mayores
y otros mencres del 50 %, bastard efectuar unos cuantos ciclos para cerciorarse
8i el marco es o0 no estable.

Para aclarar lo anterior se ha analizado el marco de la fig.123. En -
este caso se han supuesto El y h constantes en todos los miembros del marco y se
consideraron valores de p = P/Pl , lguales a; 0.38, 0.42, 0.44 y 0.50.

Para el primero de estoes nivel'es de carga se encontraron factores de -
transporte igusles a 0.39 y 0.46 como s¢ indica en la fig. 124. Estos valores -
son suficientes para concluir que el marcoc ee estable, sin embargo, para confir-
marlo, se ha efectuado un primer ciclo de relejaciones suponiendo inicialmente -
como momentos debidos 86lc a desplazamientos, los que se inaican en la tabla ——
XXIV. Se observa que los momentos resultantes de este primer ciclo san menores
que los originalea y por tanto los momentos convergen & un valor determinado lo
que significa que la estructura es estable.

Para el siguients nivel de cargm, los factores de transporte resulte——
ron ser 0.46 y 0.58. En este caso se requirié efectuar un par de ciclos para —
concluir que el marco bajo esta carga aun es estable. (jabla XXIV)

Cuando p = O.44,l08 factores de transporte tienen un valor de 0.5 y -
0.66. Una serie de 9 iteraciones permitié asegurar que la estructura es inesta-
ble. (tabla XXv)

Para p = 0.50, con mayor razén se dedujo la inestabilided del marco -
(tabla XXVI).

1 P
>
N . P/Py @0
3 (3 144 198
[ » ~e74 ¢ | teoy _5. e -~q.04) &<
h
L2107 387 -0. 9 & & |[-a2s -0 F6.D% -aid 132 8z |-8t
c < - 0.7 - o4l -0 16
[
- -g.ay (AL .
b o'
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TABLA XXIV.- P/P, = 0.38
E D 4 S B = ——-y
E B c D ¢ B c B A B A it
Fache e so dist] O.16 1.32 -0.16[=0.16 1.32 -0,16|~0.16 1.32 -0.16 -0.14 1.l4 ’/';:"'
me mo “': -10 10 -10 | -10 -10 ~10 -10 | -10
-undeap
bulancen. 0F3,2 26.4 -3.2 [-3.2 26.4 -3,2 |-3.2 6.4 -3.2 |-1l.4 11.4 70.0
trenspade. 129,23 0 -9.2 |-9.2 -9.2 |-9.2 =39 | ~9.2 49.9
P/Py = 0.42 n=-1,02 o=2.28 factores de transporte:
para los nudos superiores: ?:l‘% = 0.46 y para el resto: —6——;20—4-— = 0.58
meen =10 -20 -20 -20 -10 ,
oy 0 20 20 20 10|70
¢rasperit 1] .6 | O -11,6|-11.6 -11,61-11,6 -4.6 (~11.6
Dalenase 0 11.6 23.2 16.2 11.6
tmmperh| 6.2 | 0 -13.4 -9.4|-15.4 5.3 9.4
Volanche. 0 13.4 15.6 18.7 9.4 | 57.1
TABLA XXV,- P/P, = 0,44 n =-1.17 o =2.39 factores de transporte:
2.39 ) 2.%9
para los nudos superiores: S G 0.50 y para el resto: W: 0.66
—pter | =10 -20 -20 -20 -10
dirimibueidg 0 20 20 20 10 70.0
tremapei_13.2 | 0 -13.2|-13.2 -13.,2|~13.,7 -5.0]-13.2
dist. 13.2 26.4 26.4 13.2 71.0
tommp | 5,7 |0 -17.4|- 8.7 -12.0(-17.4 -6.6]-12.0
dint. 0 17.4 20.7 24.0 12.0 74.1
beorep 121150 -13.7(-11.9 -15.8(-13.7 -6.0[-15.8
aist. 0 13.7 1.5 19.7 15.8 T6.9
tmap. | =9,0| 0O =ls.0|- 9.0 -1%.0[-14.0 -7.9[-13.0
it 0 18.0 22.0 25.9 ’ 15.0 78.9
fronep: (L11,9 | O -14.5(=11.9 -17.1(-14.5 ~6.5]=17.1
st 0 14.9 29.0 21.0 17.1 8l1.6
ep | -G6 (0 -i9.2|~ 9.6 -18.9(-19.2 -8.5|-13.9
aisk 0 19.2 23.5 27.17 13.9 84.%
eetp (L32.7 | O ~i%.5]=1d.7 -18.3|-15.5 =7.0/-18.3
it o] S5 31.0 22.5 18.3 87.3
temmp. [-10.5 0 -20.5(=10.9 -14.8|-20.% -9.1/-14.8
TABLA XXVI.- P/ig =0.5¢ n= - 1.69 o=2.,79 factores de transportie:
. .13 . 2,79
para los nudos superiores: .69 ° 0.65 y para el resto: = 1.06
::‘;.:" =10 =20 =20 =20 =10
“ist. 0 20 20 20 10 70.0
tom (221,210 -21.2|=21.2 -21.2|=21.2 -6.5|-21.2
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¢).- Otra posibilidad para determinar ls carga ceritics oo @iroos rigl-
dos aprovechando las funciones de ea'.ubiligad consiste en aplicar ¢l mélodo ge -
la amplificacibén de momentos que H. L. Su desurrollé introduciendo Jus cunceplos
adicionales al método de Cross. Bstos conceptos llamados, factor de circulacidn
y factor de amplificacién, son de hecho utilizados por Hoff en su mwétodo ypara en
contrar la carga critica de armaduras., Se entenderd por tanto, de acuerdo con -
el sutor como:

l.- Momento transl‘eridho, al momento de desequilibrio ¥, en el nudo fi
jo §, inducido por un momento M; aplicado al nudc 1 formado por los miembros ij,
ik, ... etc.

2,~ Factor de transporte tl) , al cociente ti; = Mﬂ /M. , donde My My
son los momentos definidos arriba.

t 3.- Factor de circulacién Q; , & lo siguiente: Q :— B E e

en donde M | es el momento de desequilibrio iniciaimente aplicado al nudo i, M'
en el momento aplicado en 1, después del primer ciclo de transferencia completo,
M es el mismo momento después del segundo ciclo, etc,

4,- Factor de amplificacién G., a la relacién del valor finsl del mo--
mento de desequilibrio, al valor inicial del mismo. Para aclarar el método se -
ha analizado el caso de una viga continua, fig.125, aplicando Unicamente en el -
nudo C, un momento de desequilibrio M. ; de modo que:

D= Qe (380)

continuando entonces el procedimiento de transferencia,el momento final queda de
terminado por la expresién:

Wakl (1+Qer@e +Qce®+.ay) (381)

Mo (tot g+t

ec " c8 IK"‘U)

esta serie es convergente cuando !Q} < 1 y equivale a la siguiente expresién:

¥ 1 » »
W o= M =M (382)

donde G es el mencionado factor de amplificacién.

Puede observarse de la expresién anterior que cuando 6l valor de Q —--
llegs a ser cb¥d, el factor de amplificacién tiende a infinito, lo cual corres—-
ponde a la condicién de inestabilidad de la estructura. La ec.(382) juntamente
con la férmula de interaccién lineal (383), constituyen la base del método.

M
f. s e (383)
P M

En este ecuacidn, p* y M" son respectivamente, la carga axial permisi-
ble y el momento flexionante psrmisible de una pieza sujeta sélo a compresién o
flexién exclusivamente.

La splicacién dc estas dos dltimas ecuaciones se aprecia en 1os si-——-
guientes dos ejemplos.

El primer ejemplo es el marco en portal de la fig.126, en este cuso, -
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para inducir una rotacién unitaria en B, supuesto el nudo C empotrado, se ha apli
cado un momento igual a: 8 k, + 4 k, en el nudo B, el cual a su vez transfiere a
A un momento igusl a (- o k, ) y a C, otro igual a 2k,, de aquf que, 81 k, = K,
resulte:

4

2 4 n
T ST T w s G O

Por tanto, aplicanao la ecuncién (382) e igualando a 1, Q, esto es:

Q =T4—4+—ny,— = 1 resultan para o las raices -2 y -6, de donde se en—
cuentra para el primero de estos valores una carga critica P = 0,531 Pg.
Haciendo entonces —;—. = 0,20, resulta: P = 0.8 P‘ = 0.8 x 0.531 P._:

0.425 P, cargs para la que corresponde uns n = 1.06, Q = 0,462 y G = 1.86.

k1 segundo ejemplo es el caso del marco de la fig.f27. La tabla XXIII -
resume los valores de las funciones de estabilidad correspondientes & una carga -
de 400 Kips, aplicados sobre cada uno de los nudos del marco. En la fig.127, se
congignan los factores de distribucién y de transporte para la intensidad de car-
ga mencionada. bentro de los paréntesiswse proporcionan los valores de las rela-
ciones entre los momentos de inercia.

Considerando el nudo de menor rigidez, en este caso el nudo P,y substi-
tuyendo el valor correspondiente P/P, tomado de la tabla XXIII,en la ec.(383), se
deduce M : "
0.402 + 75 = 1 de donde: M = 0.5%8 7

Como el modulo de seccién de la columna en cuestién es de 214 plg. y el
esfuerzo de fluencia, de 35000 lba/plg’ , el momento M® resulta de:
7470 x 10® 1b-plg y la capacidad & la flexién: 4560 x jO® lb-plg.

Por otra parte para esta misma intensidad de cargs, los factores de cir
culacidén y de amplificacién para el pismo nudo P son respectivamente:

Q = 0.484x0.90140.749x0.475(140,40x0.426(1+0.347x0.367) )= 0.860 y G = 7.15

De manera que, de acuerdo con este método,si se supone una cargs de ——-—
viento de 10 lb/pie' actuando sobre 10' de ancho a todo lo alto del marco, puesto
que el cortante al nivel NO resulta de 6.5 x 10 1bs, el momento correspondiente,
igual a 780 x 10" lb-plg ¥y el momento de entrepiso al nivel PQ, igual a:

7.83 x 16.7 x 12 = 1566 x 10% 1bs-plg, el momento flexionante en la viga Pu resul
ta igual a: (1.566 + 7680)(1115 x 7.15) = 18700 x 10® lbe-plg, siendo 1.115 el fac
tor de distribucién, fig. 127.

El momento calculado arriba es muy superior al correspondiente a la ca=
pacidad de la viga, (2020 x 10" 1b-plg), la cargs de viento méxims que puede so—
portar el marco es de: (2020/18700/10) = 1,08 ib/pie’

Considerendo como sistema perturbador a esta carga de viento, es facil
determinar la carga critics del marco incrementando la carga vertical y efectuan-
do las operaciones anteriores hssta que la carga de viento adicional a la verti—
cal que pueda soportar el marcos ses cero. Asl se obtuvo cuando Q = 0,91 y =~
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G = 1l.1 , el valor de la carga critica del marco, 410 Kips resultado obtenido —
previamente por otros investigadores, prmp R
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El misno sutor considera un refinamiento adicional segin el cual, la —
carga real de pandeo puede calcularse aproximadamente si se supone qus,sstando la
carga uniformemente distribuida,los momentos en los extremos de las vigas resul--
tan de 600 x 10° lba-plg, tal como se indica en la fig.128, pudiendoss entonces -
calcular la carga P que provoca la aparicién de una articulacién pléstica en el -
centro del claro, de la siguiente manera;

"Tf'. 22" - ZP';O'H=2620 de donde: P = 87.3 3 10° lb.

Este valor es una eetimacién aceptable de 13 ocarga de pandeo real de la
eatructura, pussto que, al formarss en todos los pisos las srticulaciones pldsti-
cas centralea, la rigides del marco se reduce notablements asemejandose a la de -
dos voladizos verticales cuye rigides es extremadamente reducida.

(5%,

d).- Hansbo h)n propuesto doe métodos de convergencia pars determinar la
carga critica. Bl primero de ellos esta basado en el principio de distribucidn -
de momentos del método de Morris y el otro, ss una solucién matricial de la dis--
tribucién de somentos sucesiva. Los métodos se describen en seguida.

El método de Morris, consiste en suponer que inicialmente, los nudos no
giran y se ls impone a ls estructura un desplazamiento lateral calculando los mo-
mentos en las columnas producidos por dicho desplazamiento y distribuyendolos, —
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permitiendo la rotacién de todos los nudos que se suponen fijos linealmente., Co-
mo esta operacién desequilibra los momentos de entrepiso, se permiten nuevamente
desplazamientos horizontales adicionales a los anteriores que equilibren horizon-
talmente la estructura, El procedimiento se repite as{ hasta satisfacer simulta-
neamente el equilibrio de los nudos y el horizontal.

La modificacién que le hace Hansbo a este método para tomar en cuenta -
el efecto de la cargs axial, es en las expresiones que han de utilizarse para llg
var a cabo las iteracxor‘es. Estas expresiones se deducen a partir de las ecs,’85
obtenidas por Timoshenko para valuar las rotaciones extremas de una pieza sujeta

a la accién simultanea de una carga axial P y dos momentos en sus extremos.

Gomgmr V(B vl d(8), o =By (0) B e (y) (385)
En estas ecuaciones, cuando la carga P es de compresién:
1 3 1 1 =
#’(r) son 2‘_ ET), 'V(a')=2—‘,(§—‘;-mz—*) (386)

siendo A's 5 ,/ Mo
et 2

P

Fig.128.-

S{ se llama & , al desplazamiento lateral de una piso respecto al inme
diato, A, a un desplazamiento lateral adicional que haga cero la diferencia R en
tre el cortante real y el causado por la carga axial y los momentos extremos des-
pués de una etapa dada de distribucin, fig.129;substituyendo en las ecs.(385), se
encuentran los momentos corregidos produckdoe por A, aato esg

_ & Myl Mh
£ LBl o) - AL G (p) <Mk v (d) - Bk e (g) (387)
de donde los momentos correctivos My Mj. resultan:
6 Bl 1 .
' e M. = o —=
) Jr L 2.{,(‘.5 _@(,5 k}Bﬁ)
y por equilibrio de ia oolumna: R, L = - (H'~ + N )-pa (389)

Remplazanuo en esta acuacién los momentos Mq y M i Por sus valores da-
dos en (388), se encuentra: 4'= (25 - 1) B, L/P (390)

donde: 2= un &/F (391) ei la pieza osm empotrada en el extremo opuesto.
P

A4+A

Re A0 2

Ms'\
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Cuando la columna estd articulada, las ecs.(387),(389) y (390) se trans
forman en las siguientes:

& ML.L , g \
'T'?‘ﬁ W (¥)(392), R,Lae=-N, -P&(393), &= (2,-1) R L/P (394)
siendos Z, = tan 2§ /2} (395)

En las ecuaciones anteriores interviene el pardmetro R, el cual, es una
incognita adicional; sin embargo, X R, en cada pimo, puede determinarse de la ec.

ReZR, =P +2(M; +¥;, )/L,+2 P 8/L, (396)
Combinando entonces las ece.(388) a (390), me puede escribir:

=Nl = a /
H'tj LI Zﬂ‘b“L,. /2 (pars las columnas empotradas) / (397-0)

Wj==2, b,Ll, &  (para oolumnas articuladas) / (397-v)
obtenida de las ecs.(390) a (393).

Bubstituyendo 4 por su valor, ecs.(390) y (394), las e0s.(397) adoptan
la siguiente forma:

CIMERLTLLESS T MG O TR T LAy Ty (397-4)
22,0, 2,0,

stendo b= P /L, (2,-1), a&,:R/ta, & D

Como eJjemplo de aplicacién del método, Hansbo considera el marco de la
fig.131. Este marco fue analizado previamente mediante un método analftico, re--
sultando una carga crftica igual a: P_.= 1,57 ton; de modo que para evitar varios
tanteos se supuso una carga P = 1,55 ton. y se construydé la siguiente tabla:

TABLA XXVII.-
Rigidez C Factor
Miembro 2J angular de trans. Z a=P /L b Za 3b -Zbl/2
AC 2,15 3.34 0.625 1.72 0,517 0.718 - 1.85
B 205 3.34 0.6 172 00517 ome 10 1436 g
[4)] 0 2,00 0.500
AB 0 4,00 0.500

) Aprovechando la simetria del marco, se aplicaron a la vez momentos vir-
tuales en C y D, ambos en el mismo sentidc, para efectusr as{ \inicamente las ite-
racionea correspondientes s la mitad del marco. La distribucién de momentos se =
resume en las tablas XXVIII y XXIX en las cuales; d, representan los factores de -
distribucién, M ;, los momentos distribuidos por efecto de los giros, en la etapa
iy R, e momenta correctivo producido por el desplazamiento latersl del mar
co después de efectuar la etepa i,

En la tabla XXIX, se observa que el desplazamiento A necesario para co
rregir el cortante que aparece en las columnas por efecto de los giros en los nu-
dos, va oonvirgiendo de ciclo en ciclo. Esto indica que la carga F = 1,55 ton es
menor que la critica.
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TABLA XXVIII.-
M " M . M o Me, Mgy /' Mer
d = (factor de dist.) 0.455  0.545 Zem st 0.625  0.37 _:;‘;"{_,r‘:'b:
c=C d 0.408 0.273 0.297 0.188 -n .-
+6.25 +3.75 +10

M1 T -6.25 =3.75

- 4.08 -1.88

- 4.08 - 4,08 -1.88 -~ 1.88
M1 + 3,50 +3.50

= 0.58 - 0.58 +3.50 -1.68 + 1.62
M2 +0.26 + 0,32 -1.01 ~0.61

- 0.66 + 0.16 +0.17 ~0.30

20.98  + 0,48 - 0.50 +2.66 -2.79 - 0.13
M2 +1.08 +1.08

+0.10 + 0.48 + 0.58 +3.74 -2.19 + 0.9
M3 - 0.26 - 0.32 -0.59 ~0.36

-0.39 - 0.16 -0.17 ~0.18
~ - 0.55 - 0.55 +2.98 -3.33 - 0.35
M3 + 1.21 +1.21

+ 0.66 + 0.66 +4.19 =3.33 + 1.86
K4 -0.30 - 0.36 -0.54 -0.32

-0.35 -0.18 -0.20 ~0.16
N +0.01 - 0.54 - 0.54  +3.45 -3.81 - 0.3
M4 +1.20 +1,20

+1.21 - 0.54 + 0,67  +4.65 -3.81 . + 0.84
M5 -0.31  -0.3 -0.52 ~0.32

- 0,34 -0,18 =020 0,16
_ +0.56 - 1.08 - 0.52  +3.93 -4.29 - 0.3
s +1.19 +1.19

+1.75 - 1.08 + 0.67 +5.12 -4.29 + 0.83
M6 -0.31 - 0.3 -0.52 -0.31

- 0.34 - 0.18 -0.20 -0.16

+1,10 - 1.62 - 0.52  +4.40 -4.76 - 0.36
TABLA XXIX.-

columna  AsF+ Z(HU + My )a/La 4 a N

M1 - 2,72 0 - 1.89 +3.50
me +1.12 - 1.89 - 0.59 + 1.08
N3 +1.62 - 2.48 - 0.65° +1.21
Pa cp +2.30 -3.13 - 0.65 ®1.20
fs +2.99 - 3.78 - 0.64 +1.19
M6 + 3.67 - 4.42 - 0.63

Se supuso un nuevo valor de la carga, P = 1.60 ton. y se repitieron los
cilculoe en forma similar y por interpolacién se dedujo el valor de la carga crf-
tica del marco P = 1.57 ton.

Método matricial.- Con referencia a la fig.132, si se eupone el marco
restringido lateralmente y se aplica en i un momento de desequilibrio M, = 1, se
inducen en todas las piezas los momentos que ae indican en la fig.132, an donde,

DR

d son los factores de distribucién y ¢ = C d. Siendo C, el factor de transporte.
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Los momentos que se requieren entonces pars lograr el equilibrio hori-
zontal son, para cada piso de la estructura iguales respectivamente a:
R L= = (d(y¢ €)) y Rola= = (dy+ey)

Si en seguida se permite el desplasamiento lateral y se restrings la -~
rotacién de los nudos, aparecen los momentos que se indicam en la fig.l33.

ele sv-n_‘.
(ET), = V¢
(BN, 2¢-wd
Ay P » 4 - — 4
© i ‘, :
hs
Ky
< L]
e )
€
Lalm. : :: ‘u -
Fig. 134.- Mg \88.- Pl 0.

Bstos momentos se caloulsn a partir de las ecs.(397), de acwerdo oom -
las cualest

Zoyd Zagb
Ny = =" R L=k R PRS- N

l‘j

22, 2Z 40
Por sfecto de eate desplasamianto aparece un nuevo momsuto de deesqui-
1ibrio en el mudo 4 : Nym k' + K = k; (998)

Una iterecidn nés ocasiona em i otro momento Ny = ki y esf swcesive-
mente, de m0do que procediendo en forms anilogs hasta lograr el equilibrio ée i,
se deduce el momento totsl distribuido em i:

1
n -1‘—k& =qy (399)
Si en lugar de hacer unitario el momento M, , ®e le dé algin valor;

[
La distribucién de momentos en i, induce eu el resto de los nudos mo—
mentos de desequilibrio; por ejemplo, eam el audo j:
M -k‘j‘ -cj‘- r. yenelys N -L.r-
Ij -1__' 'E' I l, 1l - k‘ b O

.
Equilibrando luego el nudo j en la misma forus se obtiene:
LY
My -1—_;1- Gy Meogs Mo = mghy o Ny =Ty N
Y una ver efectusdas las distribuciones de todos los nudos, los nuevos
momentos de desequilibrio, provocados por el trsusports, se resumsn matricialmepn
te de la siguiente manera:
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M, =[M, | =]0 | M, | =T K,
M, r,, O | PR M.,
My T, Ty 0 Mo,

El prooedimiento repetido iterativamente n veces permite expresar los
momentos distribuidos por medio de la serie:

My=q (Mg +r M +r"M + ..o +1r"M,) =q8(r)H, (401)
donde1
q=1(9, O N
0 q,, 0 ...
Y 0 Que

De manera que la rotacién del nudo i esta’ dada por la expresién:

e =M, /2K (402)

donder X K, es la suma de las rigideces angulares de todas las barras que con
curren a i.

Como la inestabilidad del marco se presenta cuando la carga alcanza un
valor que hace tender a infinito la rotacifn 6, , el momento M, dado por la ec.
(401), tiende igualmente a infinito; de manera que despejando ds la ec.(401), M.,
esto est M, = (I - r) q”' M, (403), se concluye que ¥, tiende a infinito cuando:
11 = r |~ 0,10 cual ocurre sélo en el caso de que el valor caracteristico A
de la matriz r, obtenido de /A1 - r/ = 0, tienda a 1.

Otra posibilidad para determinar el valor caracteristico, consiste en
aplicar el tecrema de Sylverster, segin el cual, la relacién (E./E,.) entre los
elementos correspondientes a las matrices r y r' , tienden al eigen-valor bus-
cado a medida que n se incrementa, es decir, (Es/Ea.)~A (404)

Los marcos de las figuras (135 y 136) han sido resueltos aplicando es-
te procedimiento.

P P Mg,w |
('Q
c SEI -} ' SEI 1 [ XX {0 NEE I o]
®,, " 080
dm. AEX 4EX 461 & 079
“e gt
A peRVEL (g . s
A v v b 8
5m. (@)
Gyt DS CouTH
[T iy, 54T oyt 660 ) M=
3 -] d,,3. 458 e 194
4|m. |AFL 401
2&erm2 T8
A a €, n. %
bl —rpvey e J

Fi,. 134 .-
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Rn el primer ejemplo, se trata el ceso de un marco en portal empotrado
en un extremo y articulado en el otro, Conocida la eolucién correspondiente al
siemo marco empotrado y articulado en ambos extremos, se supuso un valor interme
dio entre los dos, iguel a 2 ) = 2,10 y se construyé la tabla XXX.

TABLA XKX.- rigides

Mismbro 24  angular c b Zb -Zb/ Zb
v 2.10 3.38 0.643 1.660  0.01047 0.00666 =~ 2.60
) 2.10 1.98 0 - 0.8 - 0,00381 - 0,465
cD 0 4,00 0.50

Unidades 1 1 El/s’ BI/a® 1

Los elementos de la matris se deducen de la fig.135 como sigue:
De ls fig.1%5-ct r,, = 0.079/(1 - 0.978) = 3.60

y do la fig.1%5-4:1 ry = 0.095/(1 - 0.154) = 0.112

de dondes r=| O 3.60
0.112 0 cuyo valor caracteristico es:

A =V 3.60 x 0,112 = 0,64, este valor es inferior al correspondiente a la —
cargs de ivestsbilidad (1), por tanto, be supuso una carga tal que 2 § = 2,11 —
coacluyendoss que la oarga orftica del marco se encuentra comprendida entres los
dos velores amteriores. (2§, = 2.10)

Pars el marco de tree niveles, fig. 136, el prooedimiento ee ha apliog
do en forma sisilar,es decir, si se calculan los valores de la tabla XXXI y los
de las 7ig.)% la matris r quedas

TARLA XXXI.-
Mieabro h(zﬁ‘ﬁ:) ¢ 2 - 25/2%b
12,5 1.24 0.558 122 - 0,305
23,61 0.63 0.705 2,14 - 0.53
34,70 0.87 0.614 1.49 - 0.373
"F...u doyr.4e¥
L"LH 4 Cor=.tis
v,
S d e
Gyt
dpt o ‘.“““u, dra s 048
dyoams| guseicy (4 .09 ~Cap ¥, R e bqu
C-c L) N i¥ ‘K"s:',“ "I
[2) 4,000
Cop®'0 170
o %Il
! dow.000 .‘- .‘-‘-c duyn. tto M=t + Kphser
‘.g'..::'l Coan1T6s Cog [dggs 402 Lo, sy +hesrese (0 A
Qn..‘ . Ceg * DY R 0t 800 .Rl..“ Y3
Goan 0871 Sy = 947 i ~cge-118 _':',t‘_’;"f‘ +.188
ﬁ dnt 94, AR (..“a- $Raitite e R e htee
) Keave (M) + 07 )

.’.A-L Fig. {38.-
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1
1 rs 0
2 -.103
3 0
4 0
5 .009
6 300
7 0
8 0

2 3 4 5

- .069 0 0 009
0 .095 0 300
.078 0 ~-.007 0
[ -.007 0 0
347 0 0 0 -
392 .413 0 -.103
338 .430 .389 0
0 .376 .017 0

6

.347

392

.338
0

.069
4]

078
0

-.007

Si las momentos virtuales se aplican por pares, se decir, si M= Ny
H..- !.., etc. la matriz anterior se reduce a la siguiente:

r' M, =

.009
.197

0
0

2’ 0 0 M.,
382,508 0 Ne.
416 430 .82 (| M,

0 369 .07 || Mo,

Para obtener el eigen-valor me calcularon las siguientes dos matrices:

a0l .09
066 .32
068 .33
026 .129

de donde me obtuvo:
) /

E'q (El mismo elemento de r®)

117
.408
425
.163

"
.046 r' = | .016

.162 .054
«169 057
.065 .022

077
267
278
107

E' (Un elemento cualquiers de r''*)

097 038
2339 W35
353 «140
.136 054

= 0,98 = 1.0C

por tanto, se concluye que P = 0,23 EI es la carga critica del marco.

‘K‘.- FRT™
~Chpr =844
-, aas

L

Rl'-“‘r

-Cegm- 170
+ gy 420
Ly

4-\“- +. 280
—Cgg1 - Te8
.08

+n,,~ 20

Meg !

.
+ \"- 4. e K‘.'
R pge +. 210 ~Cpyr - 0F
“Cpu-.Tem +Raet 4.3

. ~-F
Y YRl Y

+ .06

* Ry 2W

()]

Fiq 136~

(a)



¢,.~ BEl factor ue la carga de pandeo de marcos rigidos puede estimarse
en {orma aproxxmauu. pero bastante més rdplda, utilizando el piguiente métode de
; 7)
Hosennl ')P!.h.

El método presupone que laa rigideces de enirepiso ai corte, son inde-
pendientes de la distribucién de fuerzas cortantes a lo largo del marco y consl-
dera gue dichas rigideces, estan dadas por la expresién K = V/A,, en dondo, V,
representa la fuerza cortante y 4., la deflexién relativa entre el nivel infe-
rior y el superior del entrepiso eén cuestién., Llamando entonces Ap , &l in
cremento de la deflexidén ocssionado por las cargas verticeles y A & la sums

a,+4p , el momento de entrepiso queds definido por le expresidn:

M=Vh+Pa (405)

en donde h, es la altura del entrepiso y P, la sume de las cargas verticales des
de el nivel superior hasta el entrepiso en cuestidn, cemo se indica en la fig. -
137. .

Suponiendo Juego que los diagramas de momentos en las columnas que oca
slonan lse cargas verticales, son proporcicnales & los que provocan las cargas ~
laterales, lo cual equivale & suponer que las columnas se deforman como lineas -
rectas, y no segin el eje deformado de la pieza, es decir, como si las vigas fue
ran muy flexibles, el momento de entrepiso puede igualarse a: Vh =KA&n/ (406

y despejarse & , esto es: v |

As .
K_—ﬁh— (407)
remplazando este valor en la ec.(405) queda: M = %) (408)

en cdonde, el segundo sumendo del pareéntesis representa el efecto de esbeltez.

En el caso opuesto, o sea cuando Be consideran las vigee infinitamente
rigidas, las flechas de las columnas cuando se sujetan a la accién de V, estan -
definidas por:, A

2‘7 24 EI

en esta ecuacién, § y estan referidas como se ve en la fig.137, al sistema -
de ejes que pasa por el punto de inflexién, de modo que, al aplicar una carga P
pequefia, el momento flexionante se incrementa en P g y el deaplazm.\onto relati
vo entre los extremos, también aumenta en una cantidad igual a: P n* ’/10 EI, de
ducida de ls fig. 138 aplicando el segundo teorema de Mohr.

(30" - az2) (409)

Por tanto,el desplazamiento total del entrepiso es:

= 8y LB
4= (8ys Bp) 0 (410)

ecuacién que se transforma remplazando K por 12 lEI/h‘ en la siguiente:

A ( LA &, )l—Z—P— (411)

X Kn

v

j 4 -

despejando ds aqui 4p results: 4, = ——— 7 (412)
_ P/h

substituyendo este valor en (405), se obtiene: M = V h (1 + To12T h) (413)
Fare el s tn que la cargs axial de las columnas se aproxime a la —-

g

carga critica (P, = -."II/h"), la eldstica de la columns adopts la forma de una
senoide independieniemente de la magnitud de V, de modo que el factor 1.2 de las
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ecuaciones anterivres, se convierte en (12/m") = 1,22. Eas decir, las ecuaciones
(412) y (413) pueden escribirse de la siguiente manera:

v
A= ey (414)

v r- Ay A ~

o también, si se hace: c=g ‘=1-ah/ch TV “1-1/\(415)
y "'“‘(‘*xf:.ph) (416), o bien: K =V h (1 +y /c) (417)

El valor de o que aparece en estas ecuaciones, se encuentra comprendi
do entre 1,20 y 1,22, recomendandose como criterio préctico un valor de ad= 1,1
o bien, o =1.2 - 0.2 P/§ , dondey es la menor de las rotaciones de los extre
mos superior e inferior para el entrepiso que se considera.

La condicién critica de estabilidad se deduce de la ecuaciér (414) i--
gualando a cero el denominador, as{ se obtiene : P__ =K h/ & (418)
y el factor de cargs critica: Kh
o P

A= (419)

Rosenblueth propone un segundo método més refinado que el anterior; es
una extensién del método de Holzer para calcular vibraciones de marcos planos en
estado estacionario; esta basado en la suposicién de que todos los giros de los
nudos de un mismo piso, son iguales entre si y considera sélo deformaciones pro~
vocadas por flexién.

El método consiste en la aplicacién sucesiva de las ecs.(420) y (421)
obtenidas a partir de las ecuacionee de pendiente-deformacién.

b} €

(1430,) 2i) @, = 122k, +(134,) T +3k'), |- Zh'0 &, - % B, You,h, /2 (420)
6 3k (&, dp.y)

AT T (421)
en donde: A, -—P";h"— (422)

122k -oP, h,

n t es 8l indice que se refiere al enésimo piso.
XXk'y: es la suma de rigideces de todas las columnas del enésimo entrepiso.
2k’ es la suma de rigideces de todas las vigas del enésimo piso.

&, 1 es la rotacidn de los nudos del enésimo piso.

Se supone entances un valor inicial del factor de carga A,y de las ro
taciones ¢, del nivel superior; con eetos valores, aplicando las ecs.(420)y(4217
sucesivaments, se determinan los valores de & y ¢ para todos los entrepisos has-
ta llegar al inferior en donde deberéd satisfacerse la condicién de frontera, ya
sea ¢ = 0, 81 me trata de un apoyc empotrado, o bien, que 6l momento en el apoyo
sea cero, 8i este ee articulado. Cuando la condicién de frontera correspondien~
te, no we satisface, el procedimiento se repite con un nuevo valor tentativo del
factor de carga A .

Un tercer método consiste en convinar el anterior con el procedimientc
iterativo de Stodola-Vianello-Newmark; en este caso, se utilizan las ecuaciones:

XA Mn Po + $o.,

Y, = v P + ] (423), M= R Py Pohn (424)
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Lue ecuaciones que anteceden ae aplican de la sigulente maners,

1).- Se elige un conjunto arbitrario de desplazamientos relativos de en
trepiso y se calculan los correspondientes momentus de entrepiso aplicando la ec.
(424), estos momentos estan expresados en funcidn del factor de carga critico A«
ain desconocido.

2).- Se divide en dos partes cada momento de entrepiso M,, ung de ellas
M, A, representa la sume de los momentos del extremo superior de las columnas --
del entrepiso en cuestién y la otra Ma.,., la de loa del extremo inferior. Se re-
comienda suponer que M . =M., ., = Ma/2.

3).- Se calculan las rotaciones de nudo utilizando la expresién:

Mojuer * ¥ nes
T Zx,

4).- Se aplica la ec.(423) para obtener nuevos valores de \y a los que -

se les designa Y' los cuales, también resultan expresados en funcién de N ,

(425)

5).- Se despeja A a partir de la lgualdad que se establezca entredy), y
Wny =i resulta el mismo para todos los entrepiscs, las iteraciones habrén termi-
nado,pero si difieren entre si, el proceso habré de repetirse utilizando los valo
res mejorados Yh.

6).- Se despeja &, de la ecuacién:

S 34, 2B IR <2l ) by ZhSD,,, - Mot How) (426)

y se alternan ciclos mediante esla ecuacién, para afinar los valores de las rota-
clones de nudo, con ciclos que comprendan los 5 pasos anteriores.

Pr 48+en
4 1 *5'-'.
£ <% .08
: "
P: §% Tan
h %xla
.E. %ul-!’l
- PrG2 7-n_.
T -~
=25 .
£lx T * ey
w Tere
"
Pu7g Tan. . o n
. - 3o lo0 ‘r-/r,,,
L= ] T8
s 1;-58 .
3h ¥ ¥
537
¥ 3 ™Y b d
Fig. 08.- +— Em. lr
P Fig. 139
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Este dltimo procedimiento se aplicé al marco de la fig.139 suponiendo
para empesar, el siguiente conjunto de valores § :

Y, = 1,00, ®p= 1,72, = 1,86, @,=1,20

y despuée de 7 iteraciones se encontraron los valores:

Yo=1.00, $,= 4.14, y,= 7.00, ¢,= 4.04
resultando los siguientes momentos de entrepiso:
H. = 144007 t-m, M = 159400 t-m, M, = 422000X t-m,
M, = 394000 A t-a.

Suponiendo luego los puntos de inflexién localisadoe al centro de las
columnas en los tres pisos superiores y a 2/3 de la altura, a partir de la plan
ta baja, en el primer entrepiso, se dedujeron los momentos que se indican en la
fig.140,

Stee En seguida, con estos momentos, se cal-

—eses cularon las rotaciones en loa nudos, resultando -
ser: sy = 472X , a &= 9470 A
ay, =3750 ) , s &, = 9935 X
~Flee | %o cea y los desplazamientos relativos se obtuvieron a -
~ @4 780 partir de la ec.(423):
s Ey, /) «2l1lM00 ;41“°° + 2111 = 27T
T4 | se3 780 e E¢s/x ._li.;gm + 6610 = 11490
— Lan eme
) . 22000
eBg, /n 2R 9645 - 1933
-tisess 357 goe aBy, /a .ﬂ_#oﬂ+ 4967 = 10967
~ 144 0o
Para finalizar, igualando los desplaza-~
mientos supuestos y los calculados se obtuvieron
los factores de cargm t
Yy = B : A= 3.6l
—— . W= Wy A= 3.60
Fig,140.- $o= W  rm 362
Y= W i x=3.68

Es decir, 3.60«< A < 3,68 Un ciclo sdicional condujo s un valor de
A = 3,63, resultado que concwerda con el obtenido aplicando el método de Mer—
chant.

5).- Pandeo eléstico de marcos en el espacio.

Resulta de interés practico el caso de maroos planos interconectados
POr un sistema de contraventeo apoyado & eu vez en sus extremos, sobre muroe de
cortante o marcos contraventeados en su plano,

Este problema ha lid% Feuolt.o por Goldberg refiriendose a la estruc-
. (a, 08
tura mostrada en la fig.l4l.
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Es logico esperar que en este caso, la carga de pandeo de un marco,sea
superior & la del wismo marco si estuviese aisladoj de modo que,cuando se ha exce
dido la cargs de pandeo del marco j aislado por ejemplo, el mistoma de contraven-
teo queda sujeto a una fuerza F; si dicho marco experiments un desplazamiento y;
en el cabezal del mismo, Conviniendo en llamar H a esta fuerza, cuando el despla
zamiento del marco as unitario, se tiene que: PJ- = Hjy;, introduciendo entonces
coeficientes de influencia a; que definamn el deaplazamiento en i provocado por
una carges unitaria en Jj, y; se puede expresar por la suma:

r

vi=E N o8y (1 =1,2,...7) (a27)
o sear y; = ?."5 By, (428)

y =i ademés se supone que i es el factor por el que ha de multiplicarse la rigi—
dez del sistema de contraventeo para evitar el pandeo, la ec.(427) se convierte -
ens r

j%';lﬂ Bjy, = ¥ (429)
6 obien, en: r
f’lij HJ yj =,-J- yi (430)

de modo que, en el caso particular de que todos los marcos interiores sean igua—
les y estén igualmente cargados, de la expresién anterior se deduce:

- A
AU e R (431)

Batas dos Ultimas ecs.(430 y 431), constituyen la base del procedimien-
to de Goldberg que se aplica como sigue:

1.~ Se supone un sistema de valores normalizado y.' Yy se substituyen en
les oce.(430 y 431). Llas y, as{ obtenidas, son valores mejorados que habran de -
utilizarse en un nuevo ciclo, hasta que converjan,

2= Una ves lograda la converjencia, se calcula el faoctor A de la relg
ciéni .ﬂ.'m ~r
i~ (w2) 6 4 - U (439)
L
en estas expreaiones: y"‘ ; representan los valorea substituidos a la izquierda
. de la igualdad (430).
yl." ; @8 el wvalor que resulta a la derecha.

Entonces para determinar la carga crftica de un sistema de marcos iddn-
ticos sujetos a igual carga, se supone un valor de B = 1 y de la ec.(433) se in
vestiga si: n
s Ji (434)

yL.N

El valor de & es el que Goldberg sugiere adoptar como criterio de estg
bilidad, esto es, para A € 1, la eetructura resulta establs y pars s> 1, ines-
table.

Un sistema de cuastro marcos con las caracteristicas del de la fig.65, -
sin arriostramiento en su plano y unidoe por el eistema de contraventeo ilustrado
en la fig.142, se ha analizado aplicando este procedimiento.

Los valores correspondientes a los coeficientes de influsncia a; se —
consignan en ls tabla XAXII (emtos coeficientes se obtiensn aplicando una cerga -
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horizontal unitaria en cada uno de los marcos fig.l42).

TABLA XXXII.- Coeficientes de influencia a; . (unidades: 10°%1b por plg.)

Posicién de la - Posicién de la carga unitaria, J
deflexién i
Marce - 1 2 3 4
1 127.266 98,200 67.279 46,180
2 98,200 194.440 135.584 67.279
3 67.279 135.584 197.415 117.885
4 46.180 67.279 117.885 127,885

Estos valores substituidos en la ec.(43l) condujeron al siguiente siste

127.266 y, + 98.200 y, + 67.279 y, + 46.180 y, = 10° & y /M
98,200 y, + 194.440 y, + 135.584 y, + 67.279 y, = 10° & y,/H
67,279 y, +135.584 y, + 197.415 y, + 117.885 y, = 10* & y/R
46,180 y, + 67.279y, + 117.885 y, +127.885 y = 10° & y /B
Resolviendo itermtivamente este sistema se obtuvieron los siguientes re
sultados:
Valores normalizados Y, Y. Y Yo
4gciclo 0.602 0.954 1.000 0.662
Stciclo 0.602 0.95¢4 1.000 0.662
Y Vs 445.3 445.2 445.2 445,5

Aplicando entonces la ec.(434), se obtuvo: 10°8 = 1/445.3, de donde:
H = 2246 1bs.

La carga de pandeo es aquella que aplicada sobre cada una de las colum-
nas del sistema de murcos produce una fuerza horizontal H = 2246 lba, Esta fuer-
za se puede determinar aplicando el método de Goldberg deacrito en este cap{tulo.

La oarga de pandeo resulté ser P = 2,2 P, = 2.2 (125,303) = 275,667 ivs
en lugar de P = 0.83 P, = 104,000 1bs. valor de la carga de pandeo que 8e obtuvo
paAra un BArco identico pero ain contraventeo en su plano ni en el cabezal.

Goldberg tampbién sugiere un procedimiento para encontrar la carga de ~-
pandeo de estructuras tridimensionales constituidas por losas y muros de cortante
que funcionan, como diafragmas defomableof“'ﬂn astos casos, donde han de tomarse
en cuenta las deformaciones por cortante, las ecuaciones de pendiente-deformacién
adoptan la siguiente forma:

i‘j=2%[(2-i)en(1-i)ej-(3-2'\?)‘—"—‘—;—“—‘] (435)

donde: X (436)

—_—
"2+ LY El
squf, A representa el desplazamiento tranaversal relativo de la loss provocado -
por una fuerza cortante unitaria y su valor puede estimarse suponiendo la distri-
buciém parabélica de esfuerzos cortuntes dérivada de la resistencia de materiales
por medio de la expresién:
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b
1.2 L L v o\ L
YL : == LA L .
P (437), deducida de: a : o( IL) todx (438)

Ea : €8 el médulo cortante del material
b : el ancho total

t : el espesor

V : la fuerza cortante

L : la distancia entre marcos

MU
4 ,Fig.143.-
hiTe
g 4°w 4% L‘ (dree- 31 94 “'l),
1afe
]
varillag da Ve (dual oi1as bl
e’
L] L4 Vo' 3o [
5

Fig. 168~ Sigtarne de santren ventse.

En principio, el procedimiento parte también de considerar que cuando

se alcanga la carga critica, la matriz de rigideces se anula. Por tanto, plan—
teando un sistema de ecuaciones deducido del equilibrio de las intersecciones ep
tre las losas y los marcos o entre las losas y los muros de cortante, como se —
muestra en la fig.143. Para este Ultimo caso se deducen, despreciandc los momen
tos toraionantes, las siguientes ecuaciones:
e a0 (439), M ¢ M= 0 (440), VT - VS e B) - B = 0(44)
en las cusles, el primer indice superior indica el nivel o extremo de un piso da
do y el siguiente, el otro extremo del mismo piso, mientras que, el indice infe-
rior representa el marco de que se trata., Una interpretacién similar tienen los
momentos que actlian en el plano de la losa,

Los cortantes V que aparecen en la ec.(441), producidos por desplaza--
mientos Je los muros de cortante respectivos, estan dados por una expresién ana-
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L

1 la siguiente: VS = 1 [M*t 4 x PP (b -ut™) (442)
Oogs & la sigulente; i=F‘ J J - J /"J-o“J

Cuando la interseccifn es entre marco y losa, el equilibrio horizontal
se establece considerando que el cortante en la columna n del piso i del marco j
esta’ dado por:
Y 1 Lim [T i i i
v, = E\[ L FARY M -)a"')] (443)
de modo que en dicha interseccién, el equilibrio de cada piso puede expresarse -
CORO sigue:

[Z"(v“'w'_v: )] +a;‘| -n"j =0 (444)

hAlgo similar se hace en la interseccién muro-losa.

El sistema de ecuaciones consiste entonces de tres ecuaciones seme jan-
tes s las ecs.{439),(440) y (441) por cada interseccién muro-losa y como las eca
(440) y (444) por cada interseccién marco-losa y ademfs, por tantas ecuacionee -
deequilibrio, como nudoe tenge el marco.

Todas estas ecuaciones agrupadas matricialmente, se escriben de acuer-
do con el autor, de la siguiente manera:

AV st ectxtT =0 (445)
aonde: A', B y C', representan matrices de rigidez modificadas y Xm ' X‘y X\-'.
=on matrices columnas que representan los desplazamientos de los niveles indica-
dos.

Aplicando entonces la oc.(445), a cada piso del marco, a partir del ni
vel superior y expresando los desplazamientos de cada nivel, en funcién de los -
del inmediato inferior, se reduce el sistema de ecuaciones matriciales a la ecus
cién correspondiente al primer nivel encontrandose finalmente, como orfterio de
estaoilidad para el caso de columnas empotradas en su base, la siguiente condi--
ciéni B'' X' = 0 y por tanto, el determinante de los coeficientes de la matriz
de rigideces B' que resulta, debe ser cero. | B'} = 0 (446)

Cuando la base consiste de apoyos elésticos, la matriz de rigideces se
modifica reduciendo en este caso el sistems de ecuaciones matricialees, 8 la ecua
ciof cocrrespondiente al piso muperior t, de modo que: |B"‘}= 0 (447
define el criterio de estabilidad,

El procedimiento es iterativo, se supone una carga y se determina el -
valor del determinante B' 6 B"' y si la condicién de equilibrio (446) & (447)
se satisface, se procede a determinar la configuracién deformada de la estructu-
ra, calculando las matrices X y si no se satisface, se supone un nuevo valor de
la carga y se procede a efectuar los mismos célculos.

El autor reconoce lo laborioso de su procedimiento, el cual sélo resul
ta aplicable, si se cuenta con ls ayuda de una computadors electrénica.

b) .~ Harnjétg')'\)a sstudiado la inestabilidad eldstica de la estructurs
mostrada en la fig., 144. Dicha estructurs se supone simétrica en geometria y —
cargas respecto a los planos XOZ y YOZ y contraventeada en el plano de las vigas,
considerando despreciables las restricciones al giro de los nudos. Como se indi
oa en la fig, 145, la estructura tiene tres gradoe de libertad, dos de transla—
cibn y otro de rotacién alrededor del eje Z y a cada uno de ellos corresponde un
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201 de pandeo; es ubvio que estos modos de pandeo corresponden & la vez a las -
cargas critices menores. P v r
P P ’
y r
4
1 | e g .
I
' x /
x L 3 L
i 1 i

n m

L

Fig M5, - Gredes wa libartad § redes du pantss
-y F.E_MJ

las cargas criticas que provocun 10s modos deé pandeo de translacién -—
son igueles entre si,debido a la simetr{a supuesta y pueden determinarse utili—
zanac ls fig. 87, o cumlquiers de los métodus descritos anteriorwente. Aplican-
do las ecs.(275) y (283-a) que Merchant aeccujo pars estos casos, se llegs a la -
siguiente candiciép de equilibrio crftico:

Ky n

K, 773 (448)

Para analizar el caso de torsién se desprecié la rigides torsional de
las barras,ya Que representa un porcentaje muy reducico de ls rigidez angular a
1s flexidn (1 % en el ceso de vigas 1 y 6 % aproximadamente en secciones en ca——
J6n con caracter{sticas similares a las de la {ig. 146) y por consiguiente, el —
error gue pe comete &l aceptar esta simplificacién en el cdlculo de la carga de
pandeo,es muy pequefo.

Para llevar & cabo el andlisis se adoptd ls miguiente notacién, referi
da & la fig, 147 ;

K.' * &5k, = rigidez angular a la flexién de las colummas alrededor de ejes pa-
ralelos al X o Y (s asts dada por s ec.(15)).
E.I- 4 k, = rigidez angular a ls flexidn de las trabes.

Kag=s 4 ky= " " "o " .- " alrededor de Z.
Ry, = (6 J /L) =" . * " torsién de las columnas.
Ky = (G dm/L) =" =t " " " " irabes. -bi-r
siendo : G = wédulo de rigidez torsional. ba s jrr
Jg= momento de inercis modificado. e Sy 3 b,
L = longitud de ia barra. B ' .

€, = gro de los nudos alrededor de e)es paralelos al X o,Y, e
¢, = giro de los nudos slrededor de ejes paralelos &i Z.

4 = desplazamientc perpsndicular & las diagonales i-2 y 2-4.

Q = cargas perturbadoras.

De acuerdo entonces con la fig. 147, ias traves se deforman con giros
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por flexién igumles en amhos extremos y giros por torsifn igusles pero de nontil
do contrario., Por tanto; por equilibrio de momentos alrededor de ejes parsle—
los al X o Y en cualquiera de los nudos,y teniendo en cuenta qué no existe nin-
gin momento exterior aplicado a ellos, se tiene:

3 . a
8, (K“4§K5'+21\g_)-—5 (1+c) k'J—? = 0 (149)

Por otrs parte, del equilibrio de momentos alrededor de ejes parale—~
los al Z, ee obtiene:

L2
- _—_— = &s0)
6“ (3 Ka.+ Kt‘ ) 2x2x \/—2' 2L Kal 0 (4, /

Por dltimo, analizando el equilibrio del conjw:lo de las trabes en el
plano de las cargas Q, se obtiene que:
Por torsién, cada columna contribuye con un momento igual a8 - 6, K:'

Por fuerza cortante, debido & los giros 6,, cada coiumna contribuye -
con una fuerza en direccidén del eje X y otra en la del Y, igual a :

LYY
3 h( ) g,
y debido al desplazamiento, despejandc V de las ecs.(26 y 28):
2ka8 (lwc)W 2k 8 (l+c) A

V= =
oL o L* V2
Tomando entonces momentos respecto al eje Z, se deduce la siguiente -
ecuacién de equilibrio:

Eub-ae_x‘l+4[”(+°)

2 8(l+c) k, &
k8, - —m— L=0 1
S an T 1)
Esta ecuacién juntc con las eca.(449 y 450) constituyen un sictema de
ecuaciones lineales homoginess cuyo determinante lgualado a cero conduce a la -
condicién de equilibrio critico buscada, esto es:

3 K (lxc)

KB.*E“B,*" K‘x Q - =
o (3 Koy + He,) - 6Kay/ VZL =0 (457)
{.+c) 8 L Ka, (1+c)

LK o P T

-
T
N
<
>
>
fo——nr

Fig 147 -

(o)
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earrollar el determinante,se ovtiene:

1 |
- 2Kyl  (dve) Ha+4 L Ky (ee)(Ka +T) N+ W ub® Ko+ T) 20 (457)

y suponiendo: Ky = K, =0 ;¥ =0, Ts % K, v la er.(453) se convierte en la

Biguiente; .
4K, L (1+e) K (Kg +T -3k, (19c) n) =0

como: Kldo, L&oO, H'-}K.'-O
se concluye que: K, + ; Ky,- 3K, (e m=0

. m(1+c) 3 o [m(1+c) bk,
0 Bea: K‘.[—z—- 1]—51(.‘,“ donde: a[—?——l e = - nec, 3

0 sea, se obtiene el mismo resultado que el correspondiente al caso de transia--
cibn ec.(448).

Como este resultado significa que la cargs critica fundamental psra —-
cualquiera de los tres grados de liberiad de esta estructura em particular, es -
ls mizma si se desprecia la rigide:z torsitnal de las .tarras, es posiblc que en -
casoe de estructuras de edificios con cubos de elevadores que constituyen nu-—-
cleca sumamente rigidos, se restrinja el pandeo por translacibn y la cargs crfti
ca senor corresponda al pandeo por torsifn. En estos casos se reguiere entcnces
un andlisie tridimensionsl.

Berre jén presenta otro procedimiento para analizar la estebilidad elds
tica de estructuras eespaciaies. En dicho procedimiento intervienen tree matri—
ces de rigideces angulares, una por cada uno de loa tres ejes rectangulares de -
un sistema cartesiano. Estes watrices son del siguiente tipo:

oMy ... M

n-[nij]-[r\‘n“...n‘ (454)

siendo M,; los momentos que hay que aplicar en los n nudos para producir un giro
unitario en el nudo r.

Adends, se recurre a una matriz:

"[f'.,'] m Ty fop oee fam (455)

donde loe vectores: f, = [r,, v frys «evy fra] tienen por elementos las fuerzas
que aplicadas en 108 m grados de libertad de la estructura originan un desplaza-
aiento unitario del grado r.
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Por tanto, si 4. es el vector de los desplazamientos en todos low gra
dos, el vector de las fuerzas aplicadas en los grados que lo originan, es:

Fo= 4,1, (456)

Las matrices [H;,] y [fq) son cuadrades y de orden n x n y mi1m
respectivamente y por el teorema de Marwell-Betti, simétricas, es decir:

Miy =M y 1) =15

El método se ha aplicado a un marco semejante al de la fig. 144, sélo
que en este caso, se ha modificado la rigidez de una de laa columnas, fig.148,de
maners que siendo la estructura simetrica respecto a un plano a 45', los graaos
de libertad se han considerado en la forma que se indica en las¥isdlalSly se ha -
formado la matriz siguiente:

f, 0 o
F= [f.]] =] 0 Lga fas (457)
o T3 fas

de donde, igualendo & cero el determinante:
Foef, (fy, 5 =1, 0,,) =0
o sea: f, = 0 (458) es decir, el grado 1 es un modo de pandeo.

£, £y - fonfay (459)

Designando entonces por 6 al vector cuyos elemsntoe son los giros to—
tales en los nudos y premultiplicandolo por la matriz de rigideces M, se obtiene
el vector m cuyos elementos son loe momentos totales en los nudos, esto es:

Mo=zm (460)

de donde, pos-multiplicando por M ™' (matriz de flexibilidades):
6=M nm (461)

De acuerdo con la ecuacién gue antecede, se requiere determinar las ma
tricee de flexibilidades ¥ ' y el vector m correspondiente & los ejes coordena--
doe X y Y, esto se hizo invirtiendo las matrices M, y M, las cuaies se han forma
do despreciando les rigideces torsionaies K., K¢, , K'-; de todas las barras. No
se requirié obtener M',' , Y& que no existen momentos exteriores alrededor de -—
e@jes paralelos al Z aplicadoe en los nudos, ni momentos de desequilibrio debidos
al deaplazamiento relativo de las trabes o a ls &ccibn torsional de las columnas
sobre las trabes, puesto que existe contraventeo y se desprecian rigideces tor--
sionales.

Las matrices My, Mx, M, y M;' son las siguientes;

A B 0 0] &, =1 C-BC -BC+B 0 ¢
Wl C 0 0] 6 =1 o 1] -BC+B AC -AB 0 0
*“lo o ¢ B[ e, =1 " 1M1 0 O  AC - B C -ABC+B

0 0 B C| €u =1l 0 o‘ -ABC + B Ac(;23§
siendo; 4 w Kg +Kg , Buf K, , C=k, +x__,n4.|=(c‘-B Jac - B%)

Kg= 8 k = rigidoz angular a la flexién de las columnas 22', 33', 44' res
pecto a ejes paralelos al X o Y.
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Ka = 8,k,= rigidez anguler a la flexién de la columna 11' respecto a -

e)es puraleios al X o Y.

6.n= giro del nudo n alredador de ejes paralelos al X.

A 0 0 B] &, =1 6, 6y, 64, 6y,
N R
0 0cle= Gus S3ar Bam O
T

.(494) . (465)
¢- B'C 0 0 -BC*+ B

NI AC-B'C -aBC+B" 0

bOSTEIl o waBC+b® ach B 0 (466)
-B c*+ B2 0 ¢ AC*-ad

Para determinar los eiementos del vector my Be considera un desplaza--

mlento unitario del conjunto de las trabes como cuerpo rigido en la direccién —
del eje X, o mea, del grado I de la fig. 145. En ests forma, de acuerdo con las
ecs.(25 y 28), aparecen los momentos y las tuerzas de desequilibrio indicades en
la fig.loz y por consiguiente el vector oy resulta ser:

8 (l+c ) k, & /n, My

a "s(lfc)kA/h ¥, A =1 (467)
. (1+c) Xk a/n M,
B (l+c) k A /n My

Pre-multiplicando luego lu matriz H;' por my, 86 cbtienen los giros en

los nudos:
6y, M., 6y + H,G,I.¢ My 6," + MyBy,,
Ouila | Moy Bups + Mybg v My 6y + MOy, (468)
9.,’ Mug Oy, + MyOy  + My B, v My0y,,
6y, Muy By, + MyByt My Oy, + Kybyg,

Para equilibrar el efecto ae eslos giros se requieren las fuerzas que

se indican en la fi1g.153.

as{ es que las fuerzas que deben aplicarse para produ

cir un desplazamiento unitario del msrco de ias trabes en la direccién del eje X

son las indicadas en la fig.154.

)

ouigx (0.,4-‘0.‘) .

P
el I
]

,/ r v’ 4500:):'—:-‘
s J /
4 :.-uu)ﬁ‘; o
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\ . E K Gnl.(lu.);: Y + ﬂ__)h [ f
n K [»
K, N .
h-J_ W | KT Fig.15A-
x 4 Oy ""lv}
| Fes(¥el | = —7—
Y Rigose. ' [~7 h
¢, Fig,l‘.,-
)
frs
2
Re s((uc.)n“[;'—;l- F!T'
2 by
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Si en lugar de los grados de libertad inaicaios en la fig.145, se selec
cionan los de las figsi#.si, las fuerzas que deben aplicarse para producir deupleza-
mientos unitarios en las direcciones respectivas de los grados de litertad, son -
las que se indican en las figuras 155, 156 y 157.

LAY
(XY . E e Fenfi e
B AR o TN TR, A
o T A h " 2 FNT
(x) T T T '
ALl =
a2 ’.
A"?.’ :}‘ w v d LN} L
’, (X714 ()
G Eiﬂ Rea T PN\ AT , (m G dew
Fig.185.— T Sur
Por tanto,la matriz F (455) queda: Fiy.186- ay '-lf'li Fiq.157
Fo+ R
- 0
F= 0 F, F (473)
0 F, -F
F. + Ty
De maners que, de la ec.(458): —5——=0 (474)

Designando luego por & a la matriz vector cuyoe elementos son los des-
plazamientos totales en los grados de libertad, se obtiene pre-multiplicando &
por F, 8l vector f cuyos elementos son las fuerzae totales en los grados, esto et:

FA =1 (475}
3-F"r (476)

Efectuando el producto indicado en la 00.(475), se obtiene el sistema -
de souaciones lineales homogeueas aiguiente:

F +F

de donde, pre-multiplicando por F~

A, =L

F, by +F 8y =0 (477)
Fos -F o, =0

De modo ue de la ec.(474) y de las ecuaciones que anteceden,se deduce
lo siguiente:

0x 8, =0 &~ & =0 (47), (e

- F, Fa - F,
B A= (BEot) A= 0 (479)
de donde:s A= 4y =0 (480)

De la ec.(460) ee tiene: - F, F, = F_ F, , es decir: F, F; = 0, o 8se&:

F, =0 obien, F, =0 (481)
En caso que: F, = 0, resulta: -2?—' A =0 y F( 8,+ &) =0, esto es,
puesto que:Fe # 0 ; 4, =0 Aa -4, (482)

En caso que: P, = 0, siendo F,_ £ O results:t 4,=0 Amby (483)

Los modos de pandeo son entonces de acuerdo con las eca.(478, 480, 482
y 483) los que en planta se indican en la fig.158.
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be las acs.(478 y 481), se concluye que le carga critica de 18 estrue-
turs se presenta cuando la rigidez de alguno de loe dos tipos de marcos existen-
tes o el promedio de estas, correspondiente a un marco virtual, se anulan; de mg
nera que para analizar la estabilidad eldstics de la estructura es guficiente de
terminar la carga critica por translacién de los dos tipgs de marcos siendo la -
menor de ellxs la carga critica fundamental de la estructura.

Analizando entonces el marco simétrico de la fig.159, se tiene, de -—-
acuerdo con la fig,154, para la condicién critica:

F=0=a(l+c)k[4 -3!:1]_'&] (484)

. )

'Y
Qg n by

4, wo
Ag = 4y3O

de les ec.(466 y 468)

k r ot 3
6y, = Oy = allve) o (ACT - BC - A BC+ B )T gTy =

k 1
=8 () ¢ (485)
valoreas que substituidos en (484), conducen & la ecuacién siguiente:
4 k 1
—_— - - “Q
8 (I*C) k (mh‘ 28 (1"‘0) he (C + B “372”(.‘ " Xl.) ) (486)
ds donde se deduce la sigulente solucién: -
k
-—4|- - 28 (1+c) —‘——l— = 0 de donde: ke oD expresién idéntica a -
zh hvd k, 3
5 K.‘+ Ka,

la (448).

Procediendo en forma similsr se llegé a la misma ecuacidén en el caso -
del marco de la {ig.160 por lo que se concluye que para analizar una estructura
como la de la fig,l48, basta analizar el marco simétrico, fig.159.

P P P P
rn + =
L [ 3
h % b x,
o - —svyprer ~rryv
Fig.1%3.- 'JL e F.g 160 .-
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¢).- La aplicacién del procedimiento anterior a estructuras de varios
pisos y varias cruj{as es muy laborioso y por consiguiente, conviene recurrir a
un método més prdctico aunque conduzca a resultados sp ximados, Un método de
este tipo es el primero de los métodos de Rosenblusth deacritos anteriormente.-
El método se generalizp definiendo la rigidez de entrepiso al cortante del war-

co en la direccién X como sigue: Ky = 2 Ky (487)
y en la direccién Y : K, = ZRy (488)
la rigidez torsional de entrepiso como: K = % Ky Y:' + { K,KX: (489)

donde: Xa y Y; son las distancias del centro de gravedad 0 al k-ésimo marco pa-
ralelo al plano YZ y al i-ésimo marco paralelo al XI respectivamente.

Adends, de acuerdo con el método, se establecen las siguientes ecus—
ciones:
M, =Vih +Px

My =Vyh + Py
T =T,+6 jP/h
a -t
siendo: JP-Z"P,.,(X'*? ) = 2“?‘7(‘# EPKX

en eetas expresiones: x y y, representan los desplazamientos relativos del pun-
to 0, del piso superior, respscto al inferior del entrepiso considersdo, X y ¥,
lae coordenadas del centro de torsidn o punto de interseccifn de lasa lineas de

accibn de Ky y Ky, May My, los momentos con respecto a 1os ejes x y Y respeg
tivamente, T, el momento torsionante respecto & 0, V,, V, y Ty, las fuerzas la~
terales, 6, ls rotacién del piso superior respecto al inferior, fig.l6l y % P
la carga total que obra sobre las columnas del marco en cuestién.

Introduciendo entonces los factores : Olx, Ay y Gip,(anflogas al fac
tor o que aparece en la 0c.(414)) se deduce el siguiente sistema de ecuaciones:

(h Kp/ Oty = Po )x -(hY/Om)e=0
(b Ky/aly ~Per )y =-(hX/cty) @m0
(hKY /3 og)x - (BKX/jehyy +(bK/joy - Par) =0

Igualando a cero el determinante de los cosficientes de este sistema,
se determina la carge crftica, Esto debe hacerse ¢n ocada uno de los entrepisos
y deben compararase los correspondientes factores de carga criticos A y si di--
chos factorss difieren entre sf, debe repetirse nuevamente el procedimiento.

ey
P @ B

Fig.t01.- | +‘l+
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dj.- Rentoxg,:l)k desarrollado un procedimiento para determinar analiticaments
la carga de pandeoc eldstica de estructuras espuciales; se¢ basa esencialmente en
el mismo criterio que los anteriores, es decir,consiste en formar a partir de la
condicién de equilibrio que debe satisfacerse en cada uno de los nudos, un sistg
ms de ecuaciones simultaneas cuyo determinante igualado a cero, corresponde a la
condicién cr{tica de estabilidad.

El procedimiento difiere de los anteriores en que consideran la posibi
lidad de que ee tengan elementos rigidizantes en los extremos de los miembros e
tructurales, los cuales a su vez, pueden ser de cualquier tipo de seccién trans-
versal ya que, la eléstica de cada miembro, se define a partir de las siguientes
ecuaciones generales Eulerianas:

EI, md" + P (a4 y,0") =0
Bl V'm +P (Vc“* X.e") =0 (490)
GJ 6" - E K-oun - P (y.)‘: - l.'\‘"" r.I 9") a0

En estas ecuaciones: _ase y Ve , representan los desplazamientos de —-
las secciones del centro de cortante en la direccién de los ejes principales x y
¥y, €, es la rotacién angular alrededor del eje Z, GJ, la rigidez torsional pura,
EK., la rigidez de mlabeo, Xo ¥ Ye . las coordenadas del centro de oortantes --
respecto al centroide de la seccidn, r,, es el radio de giro polar respecto al -
centro de cortante y P, la carga axial de compresién.

A partir de las oca.(490). se determinan los elementos mecénicos en —
los miembros respectivos, excepto la fuerza normal, la cual se define de la ley
de Hooke. Expresando estos elementos mecénicos en funcién de las deformaciones
y giros respectivoe en forma matricisl, mediante una translacién de ejes, cuando
se trata de miembros con elementos rigidizantes,se deducen las ecuaciones matri-
ciales definitivas.

El problema se resuelve iterativamente, suponiendo primero un pardme-—
tro de carga A , el cual se va incrementando y para cada increr-=nto, se va cal-
culando la matriz de rigideces K.J, hasts lograr que ee satisfaga la ec.(491).

K, &, =P (1 =1, 2,..., n) (a92)

dondes K, representa la natriz de rigideces, 4; , el vector columna de des—
plazcmientos en el nude j y P;, el vector columna de las cargus exteriores en el
nudo de un marco de n nudos.

Los nuevos pardmetros de carga ) se estiman de la relacidn:

)-rIKq" +A|K;j|+t (492)

donde, los coeficientes r, s y t, se determinan de tres ciclos consecutivos de -
cdlculo de manera que una vez conocidoe estos coeficientes y supuestc un nuevo -
parémetrc de carga, se determina JKjl y de (492), la nueva A , la cual, vuel-
ve a utilizaree en el odiculo de 1K;;| hasta que la diferencia de esta A en ~-
dos ciclos consecutivos, resulte menor que un cierto porcentaje dado.

El procedimiento se aplicd a ls estructura cuyas caracteristicas se --
describen en la pdgina 194 aprovechando pars esto un programa Livesley. Los re-
sultados, se consignan en la tabls
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CAPITULO V.-
Inestabilidad lateral de marcos rigidos parcialmente plastificados.

1).- Generalidades.- El fendmeno de la inestabilidad lateral de mar--
cos parcialmente plastificados, es todavia més complejo que el del pandeo de mar
cos en el rango eldstico.

Es un hecho que en la gran mayor{a de los marcos que se presentan en -
la prdctica, la cargs de pandeo eldstioo lateral, calculada por cualquiers de —
los métodos descritos en el capftulo anterior, resulta varias veces superior a -
la carga que ocasiona la primera articulacién pléstica, ya que en realidad, las
cargas que obran sobre una estruotura dada, no se aplican precisamente en los nu
dos de la misma como por simplicidad se supone, sino més bien, dichas cargas ---
obran eobre las trabes ocasionando desplazamientos laterales que inducen a la —
ver momentos en toda la estructura y consecuentemente posibles articulaciones --
plésticas, las cuales disminuyen notablemente la rigidez de la estructurs. Esto
se verifica con mayor razén en marcos sujetos & carges lateralea,

Generalmente, antes de que se llegue a formar el nimero de articulacio
nes pldsticas necesario para que un marco dado ee convierta en un mecanismo, el
marco falls por inestabilidad laterai; as{ es que, para determinar con exactitud
la carga de pandeo real del marco, ees requiere seguir paso a paso la historia ~-
completa de su deformacién y la secuencia de aparicién de las articulaciones ---
plésticas que ee van presentando a medida que se inorementa progresivamente la -
carga. Esto resulta sumamente laborioso y es la razén principal que ha limitado
la aplicacién del anflisis pléstico a marcos de no mds de tres pisos.

En este cap{tulo se resumen los resultados de algunas investigaciones
referentse al pandeo ineldstico de marcos y ee presentan algunos métodos y sim--
plificaciones que se han propuesto para estimar ls oarga de pandeo de dichos mar
cos, ademfs, se incluye una breve descripcién del efectc del endurecimiento por
deformacién en la inestabilidad de marces.

2).~ Ojalvo y Ltf\nl:an investigado el comportamiento ineldstico de mar--
cos sn portal eujetos a la accién de un sistema de cargas como el mostrado en la
fig.162. De acuerdo con el método que utilizan, se toma en cuenta la influencia
vy o &L _sorye uitima, _Pieny plestie) simpis
5 °
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de una distribucidn de esfuerzos residuales como ls mostrada en la [lg. o~-b, se
considera el efecto de la carga axial en las columnas y en la viga, este efecto
se desprecia, Se considera edemds que las deformaciones de las plezas son debji
das eélo a flexidn y que el efecto de la fluencia debido a la fuerza cortante -
que se presente en cualquier seccién del marco es despreciable. Finalmente, se
supone que no hay deformaciones reversibles del material esforzado més alld de
au limite eléstico y que las piezas que forman la estructura eon prisméticas.

Las soluciones obtenidas las presentan en forma de curvas que ilustran
la relacién entre la altura h de las columnas y la carga de pandeo de la estruc-
tura, como se puede ver en la fig., 162, Para construir estas curvas, 8¢ ha con-
siderado un claro constante L = 80 r, y la altura de las columnas se ha supuesto
variable,

La linea (a) de la misma fig.162, representa la capacidad de marcos de
cualquier altura segin la teorfa pléstica simple, la cual supone una falla sime-
trica por flexién e ignora cualquier reduccién de la capacidad del marco por --—-
efecto de inestabilidad.

La curva (b), corresponde al pandeo eldstico de marcos liores de des--
plazarse lateralmente.

La curva (c), define la carga de inestabilidad inelfstica de marcos --
adecuadamente contraventeados. Los puntos de esta curva se obtienen tomando en
cuenta la reduccién del momento pléstico debida a la carga axial.

Por Wltimo, la curva (d), proporciona la carga de pandeo ineldstico de
marcos no oontraventeados.

La curva de pandeo de marcos en portal no contraventeados consiste en-
tonces esencialmente de dos tramos: El tramo AB que define el rango eldstico y
el BD que corresponde sl ineldstico. El puntoc B sefiala la transicién entre el -
pandeo eldstico y el ineléstico y representa la altura de las columnas a la cual
la fluencia de ls seccién mfs esforzada y el pandeo del marco ocurren simultanea
pente. La altura de oolumnas que corresponde al punto C, es la altura méxima —
del marco cuya capacidad no se ve afectada por inestabilidad lateral.

Para definir un punto de la curva DG, el procedimiento que se sigue —
consiate en graficar la relacién momento-rotacién de uno de los nudos C o D de =
ls estructura, para poder deducir de ella la cargs de falla, la cual corresponde
sl momento méximo que puede transmitir el nudo, o sea, al punto mds alto de la -
curva M-@. Para obtener un punto de ests curva, se supone un valor de la carga
y se determina la interseccién de las curvas momento-rotacién de la viga y de ls
columna sprovechando para construirlas el método de integracién nimerica de la -
Universidad de Lehigh que se describe adelam.e.(

El método se basa en las siguientes hipétesis fundamentales:

1.~ La barra falla por exceso de flexién en el plano de los momentos,
el oual es el plano del alma de sus secciones transversales.

2.- El pandeo lateral por flexidn y torsién estd impedido.

3.~ El paterial es acero estructural dulce, tal como el A7 o el A36, -
8e suponeé que posee el diagrama esfuerzo-deformacién idealizado, fig.28-c y ade-
més se considera una distribuciér de esfuerzos residuales fig.28-l.
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4.~ Las barras son originalmente rectas y de seccién trensversal cons-
tante en toda su longitud.

5.~ Las secciones trsnsversales planss antes de la flexién permanecen
planas después de éata.

6.- El comportamiento de las columnas que forman parte de una estructu
ra s ¢l mismo que ¢l de las barras aisladas, sometidas s la accién de una fuer—
12 axiel y de momentos aplicadoa en sue extremos.

Los pasos que hay que dar para determinar cads una de las curvas de in
tersccién son los aiguientes:

1.- Supéngase un momento extremo M, mayor que el que, en combinacién -
con 1a carga axial sxistente, ocasiona la iniciacién del flujo pléstico,

2.- Suplnganse una posible configuraciln de la eléstica (una buena supo
sicién es la aléatica correspondiente a la vigs con los momentos extremos y sin
carge axial pero cualquier curva rasonable es aceptable).

3.- Calodlense los valores de los momentos en variaes secciones trans—
versales de la barra (8 por ejemplo), iguales a loe debidos a M, més los debidos
8 PA y obténganse las deflexiones correspondientes por integracién nuaérica —
utilizando las curves de la fig, 28-9.

4.- Corrijanse las deflexiones supuestes, baséndose en los resultados
de la integracién numérica y repitase el paso 3.

5.- Rep{tase el paso 4 hasta que se conorca la eléstica con la preci—
sién deseada (en dos pasos sucesivos, loe valores de las # deben reeultar igua
les, dentro del grado de exactitud buscado).

6.~ Deterninese la rotacién en sl extremo de la cclumna para los valo-
res finales de las deflexiones. Suponiendo que la eldéstioca de la barra puede re
presantarse con una parébola, en sus tres segmentos extremos, la pendiente buscs

da vale:
5. - !.é w By

siendo 4, y 4; las flechas en la primers y segunda secciones respectivasente, a
partir del extremo en que esta aplicado el momento y * la separacién, constante,
eotre las seociones.

7.~ Supénganse valores mayores del momento extremc M. y repitase el —
mismo procedimiento (si se supone un M, mayor o igual que Mee., @1 proceso de in
tagracién mumérica resulta divergente).

8.~ Trécese la curvs M, - & oon los valores obtenidos en el paso 7 y
detersinese el valor méximo de N,, @1 cual ‘da un punto partiocular de una cur
va de intsracoién, oorrespondiente al valor de L/r_ supuesto; la determinacién -
de un némero suficiente de puntos permite traszar la curva.

En la tabla XXXIII se iluatra la aplicacién de los pasos 1 a 6 a una -
viga 831, pars un valor ds la oarga axial P = 0.6 Py = 180.5 y un momento:
Nyw 0.4 My = 362 XKips-in. y en la fig. 163 se muestra el resultado de este ané-
lisis para varios velores de L/r,.
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Integracién numérica pera una barra flexocomprimida.
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El punto de interseccién de las curvas momento-rotacifn de la viga y —-
de la columna corresponde a una configurmcién de equilibrio del marco; por tanto
suponiendo varios valores de la carga, se puede determinar en igual forma un ni—
mero suficiente de puntos que unidos formen la curva M-8 del nudo. En la fig. --
164 se ilustra la aplicacién del procedimiento al marco mostrado en la misma fig.
Para la construccién de las curvas se seleccionaron lae siguientes cargas w =1,14
1.19 y 2.28 Kips/pie lus cuales equivalen a los siguientes valoree de P: 0.12, --
0,20 y 0,24 Py.

La carga de falla obtenida aplicando este método resultd ser w = 2.38
Klpe/pio, o sea, 9,8 ¥ menor gue la carga de colapso segin la teorfa pldstica 8im
ple (W= 2.64 Kips/pie). En el marco de la fig.165 la diferencia en el valor de
las cargas resultd ain mayor que en el caso anterior (v“ = 4,11 Kipa/pie contra

e = 4.98 Kips/pie, o sea, 16.8 % menor). - Vingwen
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Para determinar un punto de la curva CB de la fig.162, se sigue el pro-
cedimiento de Lu que se describe a continuacién:'®

l.,- Se efectia el andlisis elasto-pléstico del marco de acuerdo con el
método anterior, es decir, se supone que nc existe inestabilidad lateral y que el
marco adopta una configurscién perfectamente simétrics.

2.~ Se selecciona un valor de la cargs W, y se obtienen los momentos en
los nudos.

J.= Se determina la rigidez K, de la viga, el factor de transporte C,de
la misma y la rigidez de la columna K;, tomando en cuenta en los tres casos, el -
efecto de la fluencia parcial en la forma que se indics en seguida.

Para obtener Ky,: con los valoree de los momentos en los extremos deduci
dos del paso 2, se construye el disgrama de momentos flexionantes de la viga fig.
166 y aprovechando su relacién momento-curvatura fig.167, se determina la rigidez
flexional efectiva (E!,).' de secciones en las cuales se ha iniciado la plastifica
cién.

Con ayuda de la grdfica de la fig. 168 donde se muestrs la variacién de
la rigider flexional con respecto al momento flexionante en una seccién dada, se
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determina la variacién de la rigidez flexional a lo largo de la viga, fig.l169, -
de manera que dando al nudo C una rotacién unitaria y aplicando el wétodo de la
columna andloga (fig.170), se obtiene el momento flexionante en C o sea, la riga

d d iga: (L/ ) (1/ )
ex K, de la viga ] 1 1 (L/2 2
K o=n_==+
v € A I..
donde A es el drea de la columna anfloga y I,, €l momento de inercia alrededor -
del eje GG (£1g.170).

El factor de transporte se obtiene simplemente dividiendo el momento -
en D (m, = ((1/a) - 1-(1/2)(1/2)/ 1.) entre m..

Para determinar K., se utilizan curvas momonto-rotacién como la mostrs
da en la fig.17l. Estas curvas se construyen para varios valores de la carga -
axial y diferentes relacionee de esveltez.
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4.- Se le dd a la estructura un desplazamiento lateral induciendo as{ mo--
mentos en las columnas proporcionales a sus rigideces. Estos momentoe se distri
buyen tomando en cuenta las rigideces calculadas en el paso anterior.

5= De los momentoe reeultantes de la distribucién, se determina 8i se re~
quiere un trabajo positivo para deformar el marco lsino'tricmeme, es decir, se
determina si la suma de las fuerzas cortantes en las columnas es positiva, nega-
tiva o cero, lo que equivale respectivamente a que la carga w supuesta, gea me-—
nor, mayor o igual a la cargas de pandeo.

6.- Se repiten los pasos 2 a 5 suponiendo varios valoree de la carga wy -
graficando los valores del cortante total en las columnas XV contra las cargas
v, como se muestra en la £ig.172, ee determina la carga de pandeo w del marco en

la interseccién de la curva con el eje de las cargas w. ‘% .
M e.r‘c.
memente & Y
deawerys v
| [} 4
Ml &
\ [] Ll K}
Ke
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[ | 1309 &
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Para determinar las rigideces de los miembros se aceptaron las siguien
tes hipétesis adiciomsles referentes a la descarga de las zonas plastificadas:

l.= No se supuso que se presentara deformaciones reversibles en las x0
nas plésticas de la viga en el instante del pandeo,

2.~ En los casos en que se forma la primera articulacién pléstica al -
centro de la viga, no se conaiderd ninguna descarga en las columnas como usual—
mente ocurre en marcos altos o en marcos con columnas esbeltas.

3.~ Cuando no se forss en la viga ninguna artioculacién pléstica, se —
consideré en la columma descargada el valor Ki correspondiente al rango elfstico
como se indica en la fig.l71.

Basandose en estas hipStesis,.se aplicé el procedimiento descrito arri-
ba al marco de la fig.162, cuyos miembros tisnen las siglientes propiedades:

A = 38,26 plc.‘, r, = radio de giro respecto al eje fuerte = 13.26 plg.,
I, = 6,699 plg!, L = 80r, = 88.2 piea., B = 30 x 10" Kips/plg.,
Oy = 33 Kips/plg., Py = 1.263 Kips., My = 1,113 Kipe-pie, M,=1.262 Kipe-pie,
y siguiendo los pasos del método:
- En la ig.165 se resume el anflisis elasto-pléstico del marco.

2y 3.- Se selecciond un valor h = 60 r, y suponiendo una carga v, = 2,20
Kips/pie, o sea uns cargs P = (3/2)(2. 20)(88.2) = 291 Kips, me determiné el mo—
mento en el nudo C, Mg = 0.87 Ny como se indica en la fig.164. Con el valor del
cociente P/P, = 291/1263 = 0.230 y el de la relacién de esbeltex h/r, = 60, en—
trando a ln grificas de la fig.173, se dedujeron las siguientes rigideces de —
las columnas: K'c = 24.0 M, (columna cargada), K'c = 48.9 N, (columna descargada)
y se dotorls.nnron los ulorn de K,y C, como se explicé nnt.orionmu: eatos va
lores reaultaron ser; K, = 46.6 My, C, = 0,7125.

Demostrando luego por estdétiocs que para la carga supuesta, no se forma
articulacién pléstica al centro, se considsré que en la columna izquierda hay —
descargs ai el marco se desplaza bhacia la derechs, de acuerdo cc.. la hipétesis 3

4.~ Se le dié entonoes al marco un desplasamiento hacia la derecha de
manera de inducir en la columna izquierda un momento de + 100 Kips-pie y por con
siguiente un somentor Mg = ((K'q= 24.0 K)(100)/(K' = 48.9 W,)) = 49.0 Kipa-pie
en la columna derecha. tos momentos se dietribuyeron en la forma que se indi~
ca en la fig.174.

5. Utilisando para determinar la fuersa cortante en las columnas, las
expresiones derivadas por Winter, ee dedujo pare la columns isquierda,la siguiep
te fusrsa cortante:;

Vi =g [!' -——(l..) h] [55 10 -m%ﬁ(m)(%.z)]- ALL

y pars la columna derecha:

1 L 1 291 7.92
‘ = E [. - '& (ll‘) h]- 5 [‘5025 - (24.0)(1115) (49)(“.2)] =_r

o sea, XV -ﬁ;;‘L»o



157

6.- Suponiendo un nuevo valor de la carga (w,= 2.28 Kips/pie), se ob-
tuvo ¥V = 0.6l/h y graficando estos resultados, fig, 172, se encontré la cargas
de pandeo en la interseccién con el eje de las cargms (w = 2.283 Kips/pie, 0 sea
P = 302 Kips, de donde P/PJ = 0.865). Esta carga corresponde al punto T fig.162

k1l punto H de le misma figura correspondiente al casoc en que h = 80 r,,
se obtuvo en forma similar, encontrandose como carga de pandeo w = 2.05 Kips/pie
o sea, P/P, = 271/349 = 0.776.
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El procedimiento se aplicé a tres marcos que se probaron pars verifi—
car experimentalmente los resultados tedricos. La discrepancia media entre las
respectivas cargas de pandeo fué de 36 %; esto significa que existe una correla-
cién satisfactoria entre los resultadoa y por comsiguients, se pusds afirmar que
el método de Lu permite predecir la cargs de pandeo ineléastica de marcos con bag
tante exactitud.

3).- Es evidente que sl méfodo de Lu no es adecuado para fines précti-
cos, por esta razén, las eepecificaciones AISC limitan la relacién de esbeltez y
la intensidad de la carga axial en las columnas a valores que garanticen la estg
bilidad lateral de la estructura, o sea, a valores tales que la reduccién de su
capacidad de cu? por efecto del pandeo lateral sean tan pequefias que puedan —
desprocilrse!"" )

La limitacién consiete en disefiar las columnas de manera de satisfacer
la siguiente relacién: P h

2P

Py 70 r,
donde: F es la carga axial sobre la columna cuando el marco soporta su carga mé-
xima, P, es el producto del esfuerzo de fluencia Uy por el drea de la columna y

h/r, es la relacién de eabeltez de la columna.

= 1,0 (493)

Esta férmula es splicable a columnas cuyo desplazamiento lateral no es
ta’ impedido por:
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1,~ Diagonalee de contraventeo.

2.~ Sujecién del marco a uns eetructurs adyacente que poeea estabilidad
adecuada.

3.~ Por losas de piso o techo aseguradas horizontalmente por muros o --
sistemas de contraventeo paralelos al plano del marco.

El método de Lu se aplicé a dos grupos de marcos para verificar la vali
dee de la férmula empfrica (493). En cada marco se supuso la misma ssccién en la
viga y las coiumnas, euponiendo en los marcos del primer grupo L = 70 pies y una
sltura de columnas variable desde 0.2L hasta 1.2L.

Los perfiles considerados para el anflisis fueron los coneignados en la
fig. 175 (33 w130, 27 ¥102, 21 ¥ 73 y 181 54.7) la l{nea llena representa la —
féroula del AISC,

En los marcos dal segundo grupo, se supuso L = 90' y las secciones ---—
transversales que se indican en ls fig.179. El pardmetro de carge N (fig.l62), -
88 supuso en todoe loe casoe igual a 2, para representar as{ la condicién de car-
& de la columna inferior de un marco de tres pisoa.

En la fig, 176 se muestira la comparacibn entre los resultados experimen
talee y la férmula (493). En las dos figuras (175 y 176), las cargas de pandeo -
se han expressdo en por ciento de la carga Ultima P, de cada maroo, es decir, en
por ciento de la carga de pandeo del mismo marce restringido lateralmente.

La férmula del AISC representa entonces el l{mite al cual la carga de -
pandeo lsteral es igual al cien por ciento de la cargm dltima Pu.

Puede deducirse de las fig.{175 y 176), que la férmula (493) resulta en
general coneervadora para el rango de F/P, y h/r, conaidersdo, ya que la carga -
de pandeo en ciertos casge, es mayor del 95 % de ls carga Ultima derivada de la -
férmula, Esto quiere decir que se requiere una modificacién a tal limitacién.

Se han probade diferentes modeloa de marcos pars obtener relaciones que
se puedan utilizar en disefios prdcticoa oomo la propuesta por Lu cuya comparacién
con loa resultados consignados en la fig.175 ee muestra en la {ig.177. En esta -
dltinma figura:

(F.,)..es la carga de pandeo eldstico

(E..), es la carga de pandeo inelstico

Pu es la carge de pandeo ineldstico del marco reetringido late
ralwente (o ssa, es ls carga que ee obtisne aplicando el método de Ojalvo, y es -
menor que la carga de oolspso derivads de la tsoria préctica simple).

Con referencia entonces a la fig.177 se observa la siguiente:;

1.~ Para marcos en los que (., /Pu,)<0.4, la carga F,,, puede suponer-
se igual a F y por consiguiente, no se requiere conaiderar pandeo latersl en el
disefio de talee marcos.

2.~ Para marcos con (Per, /Fu ) € 0.8, P = Py y de squf que el dise
fio de eetoe marcos deba estar basado en la teor{s de esfuerzos permisiblee.

J.~ Pars los marcoa comprendidos entre los dos limites anteriores, ee—

gin se ve en la fig.l’!z. la carge Far; e”puede gaducir de la ecuacién de la recta
que une los puntos G, {0.4, 1.0} y G, (1.0, 0.8), esto es, de la ecuacién:
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——— + 3 ——— = 3,4 de donde: o= £ (494
T v =2 i o B ) O #
siendo P la carga sobre cualquiera de las columnas disefiadas de acuerdo con el
AISC (disefio pléstico) para sovortar los elementos mecénicos derivados de un ani
lisis basado en la teorfs pléstica simple.

En los casos reportados em la fig. 177 no se consideraron cargas hori-
zontales, por consiguiente, las expresiones anteriores son aplicables al disefo
de columnas de marcos cargados verticalmente.

Merchant ha sugerido estimar el factor de carga resl 2, utilizando una
relacién entre el factor de carga de colapso rigido-pldstico Mp de la estructu-
ra, el factor de carga critica eléstica.&y dicho factor A. . Dicha relacién, em-
pirica, es la siguiente generalizacién de la férmula de Rankine y es conocida co
mo férmula de Merchant:‘®®

1 1 1
+

Y VR

(495)

Esta relacién satisface las condiciones extremas, es decir, cuando la
estructura se considera infinitamente elésticas, Ap tiende & infinito y consecuen
temente A, = A\, mientras que, cuando A\, —ao , A, &)X

La férmuls ademds de proporcionar una solucién muy razonable en el ca-
80 de marcos de tres pisos o menos, puesto que en estos casos se encuentra gene-
ralgente un valor de A, muy grande comparado con N y POr tanto h, £ A, , €8
conaervadora con respecto a numerosos resultados tedricos y experimentales, como
se ilustra en las figuras 178, 179 y 180 donde se consignan respectivamente:;

1.~ Los resultados teéricos de una serie de marcos de uno y dos pisos
que Salem obtuvo considerando una relacién momento-curvatura elasto-pléstica y -
suponiendo la totalidad de la fluencia pléstica concentrada en las articulacio--
nes pl(aticu.‘

2,- Los resultados de Moses, derivedos del andlisis de marcos de un pi
80 y una crujfa reportados en la tabla 1.t

3.- lLos resultados experimentales que Low obtuvo de una investigacién
sobre marcos de tseu, cinco y siete pisos cuyas caracteri{sticas se consignan en
la tabla.IL11 )

En los tres casos se han graficado los resultados poniendo como ordena
das los valores de las relaciones Ap/hp y como absoisas, 1os d8 Am /Ne . De
manera que la linea AB que aparece en las figuras, representa la férmula (495),

Es interesante observar de los resultados anteriores, espeoialmente de
los de Salem, que la dispersién de los puntos respecto a la férmula de Merchant,
aumenta a medida que la relacién A, /X' se hace mayor de 0.3. Por otra parte,
de loa valores tedricos de Moses, se observa que en los marcos sujetos a un eis-
tema de carga como el indicado en la fig.2%, loe cuales se consideran representa
tivos del primer piso de un marco de varios pisos,ls carga real de falla disminu
ye respecto a la de mocanismo mds que en el resto de los marcos investigadoe, lo
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que confirma que &l aumentar el nimero de pisos de un marco, su carges de falla -

real va decrecienao. No obstante, en ias tres graficas se puede apreclar que la

férmula (495) efectivamente resuita conservadora en todos 108 casos tratados.
(88y68) R .

Horne ad une explicacién del significado de la férmula de Merchant. En
su discusidn se refiere al caso del marco en portal sujeto al sistema de carga -
mostrado en la fig.l168l-a, el cual produce en todas las piezas de la estructurs -
las mismas fuerzas normales que produce un sistema de cargas idsalizado como el
de la fig.181-b, de manera que el estado de deformacién & del marco, si se deg
precia ei efecto de las fuerzas axiales, es decir, si se le afade al sistema de
cargas de la fig.18l-a, un sistema ficticio igual al ae la fig.l5l-b pero de sig
no contrario, corresponde al optenido de un andlisis lineal ce la estructura pu-
aiendo defimrse en funcidén ae los modos ae pandeo, por la expresidn:

a=){a, y, + By ¥+ By¥g+ «vo) (496)

donde: a,, a,, a5, ... 80On constantes numéricas y ¥, , k. Y3» -+- 8€ refieren —
respectivamente al primer modo de pandeo, al segundo, al tercero, etc., fig. 18l

Si posteriormente ee elimina el sistema ficticio, la deformacién del -
marco se incrementa de tal manera que el estado de deformacién del miemo puede -
escribirse como:

PR gy T 8 as
{l-h/x- TSR T x/x.y‘*"'} {45)

Estas dos series (496 y 497), corresponden en una grafica carga-defor-
macién como .a de ls fig.182, & la linea recta Oh y a la curva OFKC respectivamen
te. Esta curva puede obtenerse a partir de la recta OA considerando que cuando
A\ se aproxims &: factor de carga », (en este caso Ae), €l primer término del -
laao aerecho de la expresién (497), es mds significativo que los restantes y por
consiguiente basta multiplicar las deformaciones dadas por la linea OA por la re
lacién: 1/(1 - XN /X, )™

Algo similar se pusde hacer en cago de que haya plastificacién trazan-
doee para eeto las curvas ODE y OFG, las cuales representan cualitativamente, el
comportamiento elasto-pldstico del marco cuando se considera la carga axial y —
cuando no, respectivamente, El punto més alto de esta Yltims curva, define el -
factor de carga real de falla Mgx.

Horne ha sugerido construir la curva cargs real-defiexién en la forma
cue se indica ep las {igel83 y 164 y que Be explica en seguida, Es obvio que --
una vez trazada la curva OFG de las figsl87 y 184, la determinacién de hees in-
mediata,

Pars construir la curva debe determinarse previamente, la deflexién —
eldstico~lineal &, , correspondiente al factor de cargs critico eldstica A, , -
as{ como también la curva carga~deflexién elasto-plédstica para carga axial cero;
esto puede lograrse aplicando el métoco de Heyman que méds adelante se deacribe,

Entonces, 8l a partir de un punto H sobre el eje horizontal, situado a
una distencia igual a — 4¢ del eje vertical, se trazan lineas rectas como la HL
de ia fig.l183, de manera que corten la curva ODE que representa el comportamien-
to elasto-pléstico de ls estructura, en el que se hus despreciado la fuerza axial,
la curve OFG podré obtenerse uniendo 1os puntos de 1nterseccidén de dos rectas, -
une horizontal MN y la otra vertical LM, trazadas a partir de los puntos M y L -
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donde la recta BL intersecta a2l eje de las cargas y a la curva ODE resiectivamen
te.

De acuerdo con esta construccién, el factor MAs corresponde 8 la tan—-
gente HJ a la curva ODL trazada desde H.

La curva ODE de la fig.l83, idealizada por otra perfectamente elasto—
pléstica como la ODE de la fig.184, conduce por geometrf{a a la siguiente rela-—-

cién: Aw Ac
E Y {498)
Yy puesto que: A " Ae (499)
Ac re N N
substituyendo (499) en (498) se llega finalmente &: ; + ; = | (500)
[3 c
que o8 la féruwula de Merchant.
Pagde -as 98
S - | T A
ASel/8) bt (g —
I A= - C A 1
e |
] [
f |
M -
1 M
1),
T '. A
. atofiquane s. | '|*“.“m
Figq. 102 -ac Ao Fig. 188.-

4).- Para estimar el fuctor de carga real Agdel marco en forma més ri
gurosa, Merchant sugiere determinsr un factor de carge A mediante la intersec-
cibn de dos curvas trezedus ce la siguiente manera:;

La curva M-N, fig.185, llsmada "curva de mecanismo) representa los va-
lores que adquiere la cargs derivada de la teor{a rigido-pléstica simple, Esta
curve se counstruye imponiendo previamente a la estructura un cierto estado de dg
formacién rigido-pldstico. La otra curva, OQ, representa la relacién carga-de--
flexién de un punto dado de la estructura, supuestamente construida de material
infinitamente eldstico lineal.
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Fig.184 - Fig. 185~
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Fara construir la curva (~-Q, conviene utilizar azlguno de los métodos --
ae convergencia descritos en el capitulo anterior.

La curva OHFJ de la fig.l&5, representa la relacién real entre la car-
ge y la deflexién del punto dado; de modo que, A, , corresponde & la carga real -
de falla del marco;este factor de carga es inferior a Ag y por esta razdn se re
comiends afectar el valor de Ag por un factor de reauccién igual a 0.80.

-ooéwn’a introducido el concepto de la carga cr{tica deteriorada”expli-
cando as{ el comportamiento real de marcos afectados por el fendmeno de inestaby
lidad elasto-pldstica. E. procedimiento que propone consiste en calcular la car
ga critica eldstica de cada uno de los marcos deteriorados que resultan de subs—
tituir las zonae donde han de formarse articulaciones plésticas, por articulacio
nea reales. As{ se analizaron los dos casos mostrados en las f{ig.186-a-190.

El primero de estos casos c¢s el de un marco formado por perfiles I fle
xionados alredecor de su eje fuerte y sujeto al sistems de cargas de trabajo que
se indica en la fig.l86~-a el cual, se ha idealizado por los mostrados en las ~——
fig.186-b y c, para determinar los factores de cargs critica eldstica Aey de co
lapso rigido pléetico ), respectivamente. La {ig.l186-d, representa el estado —
teérico de la estructure elasto-pléstice en el instante del pandeo. La carga --
critica real de esta estructura resulté ser 11.5 % menor que la correspondiente
a la del mecanismo de colapso,
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Los marcos de la fig.187 representan las estructuras deteriorades y las
Myet s los factores de carga critico eldsticas correspondientes que Wood determiné
considerando una distribucién de cargas similar a la de la fig.186-b.

Puede observarse que ninguno de los velores de los factores de carga de
estas estructuras deterioradas, corresponde exactamente al factor de carga X,=1.9
obtenido de un anélisis riguroso. Sin embargo, este factor de carga XA, , de -—-
acuerdo con el procedimiento de Wood, puede determinarse considerando el comporta
miento de estructuras deterioradas tal como se ilustra en la fig.188.

En esta figura, la curva OGH anéloga a la OQ de la fig.185, representa
el comportemiento eléstico de la estructura original, de modo que,A, €8 el factor
de carga crftica aldstica de dicho marco. El punto A, corresponde al factor de -
carga Ay, al cual se forma la primera articulacidén pléstica y por tanto, a partir
de dicho factor, el comportasmiento del marco 1deslmente eldstico, sigue la curva
AWK asintética a la linea X =), , donde A, representa el factor de carga de —
pandeo eléstico de la eatructure deteriorada. Cuando se forma la segunda articu-
lacibén pléstica, lo cual se supone que sucede en B, la estructura se comporta de
acuerdo con la curva BCL hasta que se forma la siguiente articulacién. Siguiendo
en forms similar este razonamiento, la curva que resulta al unir los puntos que -
representan la formacién de las articulaciones plésticas, alcanza un méximo Ag y
comienza a disminuir hssta que corta a la curva de mecanismo, 51 es que se llega
a formar un mecanismo de colapsc, o bien, permanece sin cortarla, si el marco fa-
1lla antes por inestabilidad.

Esto Wltimo es precisamente lo que acontece en el caso del marco ante-—
rior donde lae articulaciones se¢ van formando en el orden indicado en la fig.186d
pues antes de que se forme la quinta srticulacién pléstica de las diez que se re-
quieren pura formar el mecanismo de colapso, el marco falla por inestabilidad.

Es interesante notar que bastan tan s0ld dos articulaciones para que la carga cri
tica eléstica disminuys a menos de la mitad.

El segundo caso, es el de una estructura formads por una serias de mar—
cos iguales separados entre si una distancia de 30' como se indica en la fig.l89,
el disefio de esta estructura se hizo de tal manera, que la inestabilidad ocurrie-
ra en el plano de los marcos (a) y la flexién de sus miembros aconteciera alrede-
dor de los ejes débiles de las secciones transversales correspondientes cuyas ca-
racteristicas junto con el sistema de cargas de trebajo supuesto aparecen consig-
padas en la fig.169.
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La distribucién estructural y de cargas consideradas, redujeron el andli
sis de la estructura al de un solo marco de una crujfa, Fig.l89%-a, cuyo modo de co
lapeo rigido-pléstico y su correspondiente factor de carga, ee indican en la Fig.
189-¢, eiendo el factor de cargs orftica eldstica A = 3.47, como se comnsigna en -
la £ig.190 juntamente con los valorea de los factores de carga critico eldsticas
deterioradas correspondientes a los diferentes marcos que se muestran en la misma
figurse.

Un andlisis detallado del marco condujo a un factor de carga real

Ap= 1.73 y para un valor de A = 1.70, s la forma deformada de la estructura que
se muestra amplificada 50 veces en la fig.19l.
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5).- En marcos de cuatro pisos o menoe, donde la disminucién del factor
de carga por efecto de la inestabilidad de conjunto no es muy importants, puede -
obtenerse un valor conservador y aproximado del factor de carga real A\, aplican-
do el método de"la Ultima articulacién". Este método consiste en determinar pri-
mero el estado deformado de la estructurs en el instants en que se forma la dlti-
me de lae articulaciones plésticas que se requieren para convertir la estructura
en un mecanisso y después, en obtener el factor de carga correspondiente a dicho
estado (.J de la curva carge-deflexién del marco, ig.192).
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El procedimiento no es aplicable a marcos donde el efecto de la 1nesta-
bilidad sea muy importante,pues en tales casos, la curva OFJ, ig.193, corta a la
MJ cuando el factor de carga A, , €8 muy pequefio,

Puesto que primero debe determinarse el estado deformado de la estructy
ra para obtener A, , se requiere conocér previamente la posicién de la \dltima ar-
ticulacién pléstica, Para esto se selecciéna alguna de las articulaciones pldsti
cas del mecanismo de colapso como la \dltime y se supone continua la estructura en
dicha seccién. En seguida, se calculan las rotaciones de las demés articulacio--
nes pldeticas y si dichas rotaciones son del mismo signo que las del mecanismo de
colapeo, la articulacién seleccionada como la ltima en formarse resulta realmen-
te serlo, pero si alguna o algunas de las rotaciones son de signo contrario, la -
dltima articulacién serd la que tengs el menor valor algebraico. En este caso, -
los deeplazanientos laterales de la eatructura y las rotaciones de las articuls--
ciones en el instante en que se forms la Wltima articulacién, se obtienen superpo
niendo al eatado deformado de la estructura, un sistema de desplazamientos y rota
ciones producido por un movimiento del mecaniemo de colapso, de manera de elimi--
nar justemente las rotaciones de signo contrario a las del sistema superpuesto.

El criterio adoptado en el método anterior es la base de los dos'aue 8e
describen a continuacidn; el primero de los cuales, es el método que Heymn
rrollé basandose en el principio del trabajo virtual, y el segundo, propuesto por
Lind, consiste en insertar articulaciones en los extremos de todas las barras y -
en los puntos bajo cargae concentrasdas y reconstituir la continuidad de los nudos
del mecanismo de colapso donde no se forman articulaciones plésticas,

En ambos métodos se considera que de acuerdo con la teorfa pldstica —-
simple, las articulaciones pléstioas se concentran en un punto, lo cual equivale
a suponer que los factores de forma de las secciones transversales de los miem--~
bros del marco son unitarios.

Método de Heyman'™™

Conviniendo sn llamar por "marco regular" a aquel gque teniendo R redun-
dantes requiere (R + 1) articulaciones pléaticas para convertirse en un mecanis--
mo de colapso, se deduce que, basta que se formen R articulaciones para poder de-
terminar a partir sélo de las ecuaciones de equilibrio, el equilibrio general de
la estructura y consecuentemente la distribucién de momentos flexionantes, ya —--
que en estas condiciones el marco resulta estdticamente determinado aunque el va-

A ]
1
h
N L
’l‘_- L
(@)
My b — - +
AL - r— — J
° (c) td)

dellevionen

rig. 193.- Fig 94 -
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lor de la carga critica rigido pléstica sblo pueda determinarse cuando se haya -
formado la Yltima articulacién pldstica.

El procedimiento de Heyman no es tan solo aplicable al caso anterior,
8ino también a casos en que los marcos posean un nipero mayor de redundantes que
el de las articulaoiones que se requieran para convertirse en meoanismos, cono -
en el ejemplo del marco de cuatro piaos que se trata mds adelante.

En marcos regulares, la aplicacién del prinmcipio del trabajo virtual -
da lugar a un sistema de R ecuaciones que involucran (R + 1) incégnitas. Este -
sistema puede exnresarse por la siguiente ecuacién:

A-2.0+[-L ds=0 (501)
El
donde; m, representa un sistema de momentos ficticios en equilibrio con una car
g dada, M/EI, la curvatura elfstica y @, las rotaciones de las articulaciones -
plésticas. El simbolo X , indica que los productos mé comprenden los de todas
las articulaciones plésticas y la integral, que se extiende a lo largo de todos
los miembroa elfsticos.

En virtud de que as{ sélo se tiene R ecuaciones de las (R + 1) que se
requieren, se¢ recurre a hacer un valor de @ igual a cero. Este razonamiento es
equivalente a determinar las rotaciones de todas las articulaciones plédsticas —
del mecanismo, menos la dltima.

Por otra parts, el desplasamiento A del punto del marco cuya ourva —
carga~deflexién se dessa conocer, se determina aplicando una oarga unitaria en -
dicho punto en la direccién que interesa y se determina la distribucién de mo—
mentos flexionantes correspondiente a esa carga unitaria y ademés, las de las Y
dundantes del marco que en este caso son los momentos en los nudos y la reaccién
horizontal del marco., Recurriendo emtoncee de nuevo al prinoipio del trabajo —
virtual, se determina el valor de &, eato es:

M

™
‘-znef[l'ﬁdl (502)

La aplicacién de esta ecuacién junto com la (501), resuslven el proble

na. Aqu{ se incluyen dos ejemplos partioulares que el autor analizé para -

aclarar eu método. El primero, es el caso del maroo en portal de M, conatante,
sujeto a ls accién de dos cargas:P y H,tal como se muestrs en la £ig.194; el se-
gundo, es un marco de cuatro pisos de una crujfa.

Conociendo que las integrales de las souaciones (501 y 502) cuando las
distribuciones de momentos son las mostradas en la fig.196, sstdn dadas por la -
integral: ..

Mdx L

[n a1 [2 M o+ M m)+ (M om H.m,\)]

al utilisar respectivamente las distribuciones m,, m, y my del primer marco moe-

tradas en la fig.195b-d y la distribucién correspondiente al primer modo de pan~
deo mostrada en la fig.195-a, ee obtienen las siguientes ecuaciones:

-6 +y6, + 23 (a-1)]=0 (503)

Yo -0+ 2 [3(0-1))=0 (504)
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b

—9,¢0‘-9.02'B[A¢b-4]-0 (505)

susando (504) y (505) y restandole (503), se obtiene: a + b a1 (506)
adends, como: H h = (b = a) X, (507)
se obtiene: n-i-*—nn—h| b-v}o\}-ﬂ—nl (5n8)

4 P
remplazando estas ecuaciones en las ecs.(503 a 505), se llegm a las siguientes:
Hh
6 =286, +“1[3(1 )], 8 = '+6l-.1[3 ] (509)
\ /p' ! |J
m, m, my
4 "
() (a) td)
Fig.198.-
-& -8
4 L R . R :
L
“‘-F \l ::I I\_ Te “
%iq. 197.-
Fiq 198.- Puesto que los giros debsn tener el

aismo sentido que los del mecanismo
ot de colapso, es decir, deben ser po-
sitivos, se hace cero el valor del
giro més pequefio algebraicamente
(en este caso 6,) ya que es el co—
rrespondiente a la ltima articula-
- cién pléstica.
Bl 9.~

Dos casos fusran investigados; en el primero, cuando PL = Hl yhhsHM
£ig.197-a, haciendo @ = O en las ecs. (509) Yy aprovechando los datos de ln tabla
XXXIV obtenidos de considsrar respectivamente las distribuciones de momentoz oca-
sionadas por las cargas unitarias que se indican en la fig.198, se dedujeron de ~
mouerdo con ls ec.(502), los siguientss resultados:

Lt 38 () Bh _ X - % Bb
(R ICRE ) PN JERTRNRE. L™ (510)
y para el segundo ceso, cusndos P L=8M, y M,®€Hh < 2N, fig,197-b, proce—
diendo =n forsa similar, se llegl a las siguientes ocuacionu.

e,-o.e,-%(e-ﬂﬁ) e,-%(s%ﬂp-e), 6, = 7ot (2 -2 (511)
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T AR A0 )T WO Y (CX- I (512)

Estas ecuaciones han sido graficadas en las figse.199 & y b.
Para el modo mostrado en la fig,194-c, dondes

Hb+}PL=6N, uPTL-a. sa Bhuo (513)
[ ] »
se encontraron las siguientes expresionea:
Bh 5 + 24 b/L _Mp' . Bh
245, ‘2[5«,1 1.]' 4= 5 57
H’L
8, = 55 [(5 _) +6 E (4 - 1-;)] (514)
5 v 24 E§L a h Mol
2(5’12 )‘ HP‘4' ‘v'rﬁ W)
(515)
. Jteb’ EELLRER L
R 3 ull e AR S A i) ,
Por d1timo, para el tercer modo, fig.19%4-d, donde:
(B n/M,) = 4, (P L/M,) €4 (516)
se obtuvieron las siguientes expresiones:
v;'—l"(PL) “ m—l’BL(B 8)] (517)
TABLA XXXIV.-
Distribucién Figurs Claro 1 (b) Claro 2(5) Claro 3(5) Claro 4 (n)
M/Np 195~s s -1 -1 1 1 -1 -1 b
n, 195-b 1 1 1 i ¥ 0 0 0
n, 195-c 0 0 0 ¥ 1 1 1
n, 195-d 0 1 11 1 1 1 0
% 196~a 0 0 0 L4 L4 o 0 0
nt 198-b 0 0 0 0 0 0 0 b
Rotaciones (1) 197-a -6, N -9
Rotaciones (2) 197-b -9, 9, - 8, R

oy Aw
(Mlé)(lvth) (i) %.:7: _.L::

(a) X
LITALL X
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En el caso del marco de la fig.200, sujeto & la accién del sistema de
cargas que se indica en la fig.20l, puesto que se requieren diez articulaciones
pldsticas para que se forme un mecanismc de colapso como el de la fig.202, mien
tras que el marco tiene doce redundantes, se requiere determinar tres incogni--
tas, M,, M, y M; que resultan de un anélisis pldstico del cual se obtuvieron —
los momentos indicados en la fig,203.

[ TRIRIER YT N ]

I @90 *‘
enTg US B i Mpseae 7
. . Myr1se 1 L "yl 250
1+ 990 wig. .
8' w7 us s (e e e
v
i ol T Mps 266 1 My 266
I« 904 pla’ !
o[ @7} oB Ko i lad T L}
- [} n,-u‘ Mprate Moz fe
IR T e 1 r
] et us. 80 ] i
J My 196 My t-56
S o ww e
Fig 201~
Fiq. 00 e g_,.’.z <o fonio?
Mp 8n lu-pn,.--e?
LeeY P g L5
- :.: de
.48 M, M,
T \."7 FERY .'.'f.-
L
N . o Y an-m,
D.H-M.r~’ L ‘.“'-r:ﬂ‘
Me-orp ‘1".". :l: Mo g ge-My
1T- Mg o1 PR ]
LTS chiadb 4 1o d.30-M,
- 8.56 L 3]
£ <
Npes.v0
N, fog . - . ROl .~
n-m.n?.. an b plg. lto.
g 150
o4 4
Al ."“
e.0n "2.28
FRE T P NE g
- &) s (X )
e i ] P
T Tave
2.68 .68
A b
Fiqg 204 . - Fig.s08.~

mementes an w-ﬁ.-lo‘.
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Los momentos M,, Mg y M, se determinan considerando que de acflerdo con
el teorema del lfmite inferior del anélisis pldstico, estos momentos en el marco
no deben exceder del momento pldatico de las piezas., As{ 8s obtuvo que para un
factor de carga igual a 2,23, la condicién anterior se satisface si:

1.26 M, €256, 1.64 €M w 2,56, 1.64¢M ¢2,5 (518)

valores dados en lb-plg. x 1"

Combinando las distribuciones de momentos ficticios que se¢ muestran en
las figs.206, con la de momentos de la fig.205, correspondientes al mecanismo de
ls fig.202,8e obtuvieron 12 ecuaciones (en donde deben despreciarse los parénte-
sis que contienen a 9, ):

je -6, ‘783)(2n,+2n +2M,=-8.72) =0

Y6 -6 +0,_(- o.)o(””)(zn,ozu,+2n,-u.55)-o

) 2K, -1.54) =0

1
6 -9 + (= 5

4.78 E

‘}o,-o,+(‘,1,—“)(n,+2n,ozn,-5.9s)-o

e, -6 +0, (-0, )o(‘782)(n,+2u.¢2n,-9.40)-o
0.*(‘.“”)(§l. + g M- 1.89) = 0
Yo, -6, +(”“)(n,*2u.-3.a4).o

Yo, -0,+0, (-0, )+ (=—==—)m, +2M,-5.49) =0

4785

O -9, (-0, )+ ( ) & 3¢ 3n-1se)-o

1
4.6 B
e - 7”)( -1.99) =0

ie,-o.w_o(”sg)(n,-lz«;)-o

& - 0 + (m%)(g My - 1.49) = 0

L (a) — — oy —4 (¢) -4
Fi’ 1208.~
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Combinando de tres en tres las ecuaciones que anteceden, se obtuvieron
las cuatro siguientes:

-9y 48, (-e,,)+(1—) (ﬂn,un.»uq,—la.'nho

4.78 E 3
-6, +86, (-9.)+(ﬁ)(§H.o%gl.44!.-13.49)=0
(520)
-9, + 8, 4(7%—‘;)( ;H;*;OH.-7-95)'0
1 2
-8g+ 8, ‘(i._wﬁ)( BH.-1.79)=0

Eliminando (0, - 0,0 ), de eamtas ecuacionee, se deducen tres ecuacionea
de donde despejando se cbtienen los aiguientes valorea:

0
¥, = 1,68 x 10. lb=-plg., R,=1.15x 10. ob-plg., M, = 2.02 x 10 1lb-plg.,

Puesto que Ny = 1.15 no puede presentarse sin forzar a que se exceda -
el momento pléstico en alguna parte de ia columna correspondiente, se forma una
articulacién pléstica adicional (0.,) a las del mecanismo considerado, en el pun
to A, f1‘.204.

En cstas condiciones, los momentos M, , M, y N;, se convierten respecti
vamente en los siguientes:

O )
M, = 1,64 x 10. 1b-plg., Mg = 1,56 x 10 1b-plg., My=1.90 x 10 1lb-plg.,
y la distribucién de momentos flexiondntes es la mostrada en la fig, 205.

Efectuando de nuevo los mismos pasos que se siguieron anteriormente, -
pero ahora tomando en cuenta las rotaciones (e. ), 8e obtuvieron las mimmas ecs.
(519 y 520) incrementadas en los paréntesis que contienen a 6. . A partir enton
ces de las ecs.(519), se encontraron los siguientes giros dados todos en funcién
de 84 :

6, = 26, - 2.9 (1/4.768), ©, = 26, - 3.46 (1/4.76E), @, = 28, - 5.32(1/4.76E)
8, = 20, - 4.04 (1/4.768), O, = 26, - 3.20 (1/4.78), ©q = 204 - 2.27(1/4.76E)
©, = 20, + 0.18 (1/4.78E), @y = 204 + 1.22 (1/4.78E), 04 = @,

O.= ©4+0.52 (1/4.788), @, = 1.14 (1/4.78E)..... (521)

Haciendo cero el giro mas pequefio (6y), las ecs.(521) quedan;

€ = 2.3 (1/4.78 E), e, = 1.86 (1/4.78 E), 6, = 0, (Wien erdicdasen),
6, = 1.28 (1/4.78 E), 6 = 2.12 (1/4.78 E), 04 = 3.05 (1/4.78 B),
6, = 5.50 (1/4.78 E), 64 = 6.54 (1/4.78 E), 0, = 2.66 (1/4.78 E),
6, = 3.18 (1/4.78 E), e, = 1.4 (1/4.78 E), ..... (522)

Con estos valores y los de los momentos dados en ls fig.205, se deter-
minaron los desplazamientos de la estructura. Para esto, se obtuvo la distribu-
cién de momentos correspondiente s una carga unitaria aplicade en el punto y en
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la direccién del desplasamiento buscado recurriendo a la ec.(511). Por ejemplo,
para obtener el desplazamiento horizontal del punto 4 del marco, fig.208, se ---
aplicé una carga unitaria en dicho punto, fig.207 y se obtuvieron los momentos -
indicados en la misma figurs, de donde se dedujo el siguiente valor del desplazs
mientot:

(44/144)= - 28, + 4 84+ (===} (2 M, + 4 M, + 6 M - 20,36) = 43,16

4, '78 E 4.76E
s [
ysi: Ea30x10 1lb/plg; 4=11.2 plg.
nee® 2.00° 2
+
t
e
14a" .
e g
L & .
: 1.4
144"
--.. 8ad® 4 s.08" .
T s RS
1as”
-
e o . a9
___‘ 400 o
heiss” []
sre
e -
Fi,_ 2097. -
° [
Fiq. 208 -

(mm)
b).- Método de Lind.
Este método consiste en los siguientea pasos:

l.= Relajar las restricoiones de compatibilidad impuestas a todas las ~
barras por sus conexiones rigidas, insertando para esto articulaciones en los dos
extremos de cada barra. A la estructura que resulta se le denomina "mecanismo de
andlisis”, o "mecanismo completamente articulado”.

2.- Calcular las rotaciones de los extremos de cada barra del "mecanise-
mo de andlisis” sin cansiderar el efecto de la carga axial. Esto no presenta di-
ficultad cuando el xecanismo de andlisie es estdticamente determinado, pero cuan-
do es indeterminado, dsbe satisfacerse la compatibilided de las deformaciones, lo
cual en sistemas alasticos, se resuelve expresando todas las deformaciones en tér
minos de pardmetros indetsrminados que se conservan a travée del andlisis de de—
flexiones y se ocalculan al final.
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La determinacién de las rotaciones en los extremos de cada barre se 10
gra aplicando las siguientes ecuacionest

$=2m, -0,+ dan y b=2m, -0+ P (523)
donde, para expresar los momentos adimensionalmente, se ha hecho:
P -
m= et E M (524)

siendo, como se indica en la fig.209, ¥ _ y M, (positivos en la direccién de las
nanecillas del reloj), los momentos en los extremos de las barras, ®u y Dy,
las rotaciones en los respectivos extremos y QPeny Pos las rotaciones libres -
de los mismos extremos, debidas a las cargas traneversales sobre las vigas sin -
considerar los momentos extremos.

3.~ Reataurar la continuidad de loe nudos de la estructura que permane
cen elésticos al formarse el mecanismo de colapso as{ como también, la de le ar-
ticulacién que se supone es ls Yltima en formarse, FPara esto, se desplazan latg
ralmente las cclumnas y verticalmente las vigas. (aeg\in el mecanismo ce las vi--
a).

Si la articulacién selsccionade como la ltima, realmente lo es, las ~
rotaciones de las demds articulaciones pldsticas tendrdn el mismo signo que las
del mecanismo de colapso, pero &i no es as{, alguna o algunas de las rotaciones
de las articulaciones plésticas, tendrén signo contrario. En este casc se debe
entonces superponer un movimiento del mecaniamo de colapso para anular la menor
(algebraicamente) de las rotacionss, la cual es precisamente la ltima en formar
se.

Los siguientes ejemplos aclaran el método.

El primer caso es sl del marco mostrado en la fig,210. La determina--
cién de su estado deformado se ha llevado a cabo en la forma que se presenta en
la tabla XXXV y en las figuras (210-c a d), donde e indican los pasos que se &i
guieron,

En el renglén 2 de la tabla y en la fig.210-b, se consignan los momen-
tos en el marco, derivados de un endlisis pldstico (segin la teorfa pléstica sim
ple). Por formarse una articulacién pldstica en 3, la viga 2-4 se ha considera-
do compuesta por 2 barras, 2-3 y 3~4, de manera que todae las cargas se aplican
en las juntas y por consiguiente todas las rotaciones ¢, son cero. Aplicando en
tonces la ec.(523)(renglones 3 y 4) y sumando, se obtuvieron las rotaciones en -
los extremos de las barras (renglén 5, fig.210-c) del mecanismo de anflisis.

En seguida se procedié a reconstituir la continuidad de la estructura como sigue:
obaervando que las rotaciones en 2 difieren en 1,548 unidades, para igualarlas,
se desplazd el marco hacia la izquierda (renglén 6, £ig.210-d), obteniendose las
rotaciones ©,, (renglén 7).
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Para esto se adopté la siguiente regla de signos: La contribucién de -
la rotacién de una barra a la rotacién de una articulacién pléstice es positiva
(negativa) cuando la rotacién, ¢ , y el mowento, m, en la barra,tienen signos -
opuestos (iguales).

En el renglén 9 de la tabla se consignan las rotaciones relatives de -
las articulacionee plésticas ; como puede observarse, la articulacién 4 es la --
{ltima en formarse ya que es la rotacién algebraicamente mds pequefia; por tanto,
como en el instante en que me forma esta articulacién, su rotacién debe vsler ce
ro, mediante un movimientoc del mecanismo de colapso pléstico, la rotacién en 4 -
puede anularse. Esta operacién se realiza en el renglén 10 de la tabla. Las ro
taciones finales, ¢ , en el instante del colapso se consignan en el renglén 11
y en la fig.210-e y los deeplazamientos de los nudos debidos a las operaciones -
registradas en los renglonss 6 y 10, se reportan en el renglén 14.

TABLA XXXV.- Anflisis de deflexiones. Pig. 210.

1 Miembro l1-2 2-3 3-4 4 -
2 Momentos, M O +0.637 0,637 -1.000 +1.000 +1,000 «1,000
3 2my 0 +1.274 -1.274 -2.000 +2.000 +2.000 =2,000

5 Factor
0 Mp
0 Ml

12 EI
-, 0.637 0O +1.000 +0.637 =1.000 =1.000 0 +1.000
'Y ~0.637 +1,274 =0.2T4 =1.363 +1.000 +1,000 =2,000 +1.000
Desp.Latsral -1.548 -1.548 ~1.548 -1.548
' =2.185 -0.274 -0.274 —1.363 +1.000 +1.000 -3,548 -0.548
- &, aigno(M) -1,363 ~1.000 =1.000 =3.548

[ ~2.363 -4.548

10 Desplobevign. 42,274 +2.274 +2.274 +2.274 -2.274 -2.274 +2.274 +2.274
1 ¢ +0,089 42,000 +2.000 +0,911 ~-1,274 -1.274 -1,274 +1.726
12 Oumspluhbobel. 10,726
13 Dol ivlyl g2 lovian

(VoI R - W B

+2,274
14 Deflexiones +0,726 —» +2.274 | +0.726 —» MpL®
— ’L—E-

15 Pupto 2 b 4

M - L
(b) (a) mesenismo de andh /.

(e) (a)

opr-
[ ]
[ ]

wm selr
]
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El siguiente ejemplo es el del marco de la fig.200, El mecanismo de -
colapso de este marco como se indicé anteriormente, es estdticamente indetermina
do de tercer grado; los momentos se consignan en la fig.,203 en términos de tres
constantes sarbitrarias, M,, M, y M,. Estas constantes deben conocerse antes de
calcular las deflexiones. El andlisis se ha dividido en dos partes, el de los -
momentos, para determinar M,, M, y My y el de las deflexicnes.

Para efectuar el anfélisis de momentos pe considerd que la eldstica de
ambas columnas es continua a lo largo de los cuatro pisos y designendo por i a -
la columna izquierda y por d a la derecha, se expresaron las deflexiorea como ai
gue: y = C,(x), y = C.(x), y tomando en cuenta que leas vigas son inextensibles
y = C (x) mCi(x) - C (x) (525)

Esta curva corresponde s otra de momentos: M (x) = M;(x) - ¥ (x) (526)

Las condiciones de continuidad que debe satisfacsr la eldstica de la -
columna, ec.(525), en los tres nudos, permite deducir las tres redundantes. Es—
tas redundantos pripero ee suponen iguales & cero y se calculan les rotacionees -
correspondientes; después se restaurs la continuidad de la estructura en los nu-
dos, introduciendo momentos en los soportes intermedios o nudos, fig.200-b. Cong
cidas las rotaciones an los extremos, los momentos en el marco se calculan apli-
cando las ecusciones de pendisnte-deformacién,

Los resultadoe indicaron que para lograr ls continuidad de la estructu
ra en los nudos, el momento en A, columna derecha fig.20l, debe valer 3,060 Kips
-plg. La formacién de esta artioulacién, slimina la continuidad de C (x), en 4,
reduciendose el procedimiento a variar solamente M, y M,. As{ se obtuvieron loa
siguientes valores de las redundantee M,, M,y My 1 1.89, 1.64 y 1.56 respectiva-
mente.

Andlisis de deflexiones. Conocidos los momentos en todo el marco, ee
determinan los desplazamientos laterales de todos los niveles del mecanismo com-
pletamente articulado reconstituyendo la continuidad de todos loe nudos donde no
aparecen articulaciones pléaticas as{ como también.en la que se suponen es la Wl
tima en formarse, Estos cdlculos se consignan en la fig.2l1, en donde el primer
valor consignado en los extremos de cada miembro es el de la rotacién ¢ (real—
mente £ 9 x 10 "1ba/plg.). Estas rotaciones se obtuvieron aplicando las ecuacio
nes (523). Arbitrariamente se ha escogido la artioulacién pldstica de la base -
de la columna izquierda como la Yltima en formarse y por tantc se hizo cero, —
desplazando lateralmente la astructura de manera de provocar una rotacién igual
a + 0.306 H unidades en cada extremo y por consiguiente, la rotacién en el extre
mo superior de la columna izquierda del primer piso, vale + 0.382 unidades,

Para restaurar entoncee la continuidad en el nudo 3, se le dié al se—
gundo piso un desplagsmientc lateral que ocasiond una rotacién de 0.251 H unida-
des y en les viga ft) del primer piso, una rotacién de 0.222 V unidades. Proce--
diendo en esta forma en tode la estructura, se obtuvieron los valores de las ro-
taciones relativas que se consignan dentro de los rectangulos, fig.2ll.

De estos valores se dedujo que la Witima articulacién pldstica en for-
marse es la del centro de la viga del tercer piso (mencs 1.117 unidades) y por -
consiguiente para hacer este valor igual a cero,ee le dié al mecanismo de colap-
s0 un movimiento de manera de provocar una rotacién en cada columna igual &
¥ (1.117) = 0.558 unidades.

El desplazamiento horizontal de cada nivel se obtuvo entonces sumando
las rotaciones ocasionadas por desplazamientos laterales de la estructurs multi-
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plicadas por la altura del piso. Estos valores se han consignado a la izjulerda
de la fig.21|, De esta menera se obtuvo para el.nlvel superior, una rotacién ue
+ 2.34) unidades, las cuales divididas entre 100 E = 30 lb/plg’ .y multiplica--
das por la altura del piso, 144 plg,equivalen a un valor del desplazamiento la—
teral igual a 11.25 plg.

Para determinar los momentos indeterminados del mecanismo de colapso,

Lind propone también otro método mds general. Consiste en suponer que hay n ar-
ticulaciones plésticas pasivas ( o sea, adicionales a las del mecanismo de colap
80 ), si el mecanismo es estdticamente indeterminado de grado n. La localiza---
cién de estas articulacionee es arbitraria, pero se deben satisfacer las condi--
ciones de equilibrio, wmecanismo y plasticidad, Esto implica que se requie-
ran determinar, el estado deformado de la estructura y las rotaciones de todas -
las articulacionea plésticas, incluso las de las pasivas, para lo cual se puede
utilizar el procedimiento de reconstitucién anteriormente tratado.

3i todas estas rotaciones, son positivas, son compatibles con los mo--
mentoe supuestoe y los desplazamientos obtenidos serén los correctos; pero ei la
rotacién de alguna o algunas de ias articulaciones pasivas son negativas, son in
compatibles con los momentos y violan la condicién de plasticidad debiendose por
tanto igualarse a cero.

Para aclarar el método se analizd el marco de la fig.212. En esta fi-
gura ee indican con puntos () las articulaciones plésticas que convierten la es
tructura en el mecanismo de colapso. Dicho mecanismo es indeterminado de cuarto
grado, siendo My, My, M,y Mg las redundantes seleccionadas; de manera que por -
equilibrio, debe satisfacerse la siguiente condicién:

M, + Mg+ Mg+ M+ Mg+ 185.6 = O Kipa-pie. (527)

Suponiendo entonces que los valores de los cuatro momentos redundantes
son iguales a sus respectivos momentos plésticos (M tp = M4p= 60 Kips-pie, M,, =
My = 40 Kips-pie), es decir, que en 2, 3, 4 y 5 se forman articulaciones plésti
cas pasivas, de la ec.(527), ¥, = 14.4 Kips~pie y lae rotaciones en los extremos
1l a 5 de las barras que forman el mecanismo completamente srticulado, calculadas
aplicando la ec.(523), son las consignadas en el renglén 6 de la tabla XXXVI.

En seguida, se desplazé lateralmente la estructura (de acuerdo con el
renglén 1 de la tabla) para lograr cstablecer la continuidad en l; esta opera---
cién se registra en el rengldn 7. Las rotaciones relativas de las articulacio--
nss consignadas en este renglén, resultaron ser negativas, indicando con esto -=
que el modelo de articulaciones pldsticas pasivas supueato es incorrecto y por -
consiguiente mse debe reducir la magnitud de una o més de las redundantes sin de-
Jar de satisfacer la ec.(527). Las cuatro operaciones posibles se han indicado
en los renglones 2 a 5 de la tabla XXXVI. Por ejemplo, haciendd - M, = + M =+ 1
yMyguhy=Mg=0, se tiene la distribucién de momentos mostrada en la fig.213.

Entonces, puesto que M, ee menor que el momento pldstico, &, debe per-
manecer igual a cero en esta operacién, requiriendose por tanto superponer un --
desplazamiento lateral a las rotaciones correspondientes, Las rotaciones relati
vas resultantes son dedas en el renglén 2 de la tabla XXXVI,

~ Del renglbn 8 81 11 se indican los pasos que conducen al mecanismo de
colapso. As{, en el renglén 8 se ha reducido el momento en 3. Siendo luego Mg
eldstico, la rotacién en 3 debe valer cero., Substrayendo 7.2 veces los valores
del renglén 3 a los del renglén 7, se obtuvieron los consignados en el renglén 8
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Puede observarse que esta operacién ee insuficiente para hacer que to-
das las rotaciones de las articulacionee sean no-negativas, por tanto, en el ren
glén 9 se ha eliminado la rotacidn negativa en 5 y en los renglones 10 y 11 se ~
han ajustado los valores de M,y My, haciendo 8, y 8, iguales a cero.

El mecanismo de colapso se wuestra en la fig.2)4. Los valores de los
momentos se consignan en el primer renglén de los extremos de cada miembro. a -
estos valorea se les substrajo 4 del momento del extremo opuesto dividiendose en
tre los respectivos factores de los momentos de inercia pare obtener asf{, de ---
acuerdo con la ec.(523), lae rotaciones en los extremos de las barras que forman
el mecanismo completamente articulado, Estos valores son seflalados con un punto
(,). En la fig.214, restaurando la continuidad mediante movimientos del mecanij
mo, se han obtenido las deformacionea, indicandose dentro de los peréntesis rec-
tangularea las rotaciones relativas de cada articulacién pléstica.

TABLA XXXVI.- Cdlculo de las redundantes del marco de la fig. 213,

Articulacién No. 1 2 3 4 5
1 Desplazamiento lateral +1 -1 -1 -1 ~1
2 M, =M, =+ 1, + Desp.lateral 0 +1.5 +1 +0.75 +1
3 M, = +My=+1, +Desp.lateral 0 +1 +2 +1 +0.5
4 M, m+Mym+), + " ® 0 #0.75 4 +1.5 +1
5 K, -+H.-+1, + " " 0 +1 +0.5 +1,12 +2.25
6 +5.6 =15 -20 =14,25 <21.12
7 Desplazamiento lateral - 5.6 0 =-9.4 -14.4 - 8.65 =15.52
8 My=+17.2 0 =2.2 0 - 1,45 =11,92
9 My=+5.5 0 +3.3 +2.75 + 4,71  + 0.45
10 My =-1.4 0 +1.9 -0.05 +3.31 -0,
11 Mg =+ 0.1 0 +2,0 0 +3.42 - 0,02
M, =14,4-7.2=-55+1.4-01=+ 3,0
My = = - 60.0
My=-40+7,2-1.4 =~ 34,2
My= = - 60.0
My= - 40 + 5.5 + 0.1 = - 34.4
L § 4
=)

(b)
Fig. 218.~
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ci- Lind propone un método iterativo para determinar el sistema de cargaa
correspondiente a un cierto estado de¢ deformacién de las estructuras que se pre
senta en el instante en que se forms la dltima articulacién pléstica. Si el ~
sistema de cargas que se obtiene aplicando el método, es proporcional al siste-
ma de cargas de trabajo, el factor de carga A, habrdé sido obtenido, pero si no
es as{, debe repetirse nuevamente el procedimiento. Dicho procedimiento consis
te entonces en determinar el sistema de cargas correspondiente a una secuencia
de configuraciones de colapso en forma iterativa hasta obtener el mecanismo de
colapso correspondiente al sistema de cargas proporcional al de trabajo.

El mértodo toma en cuenta los siguientes tres efectos de la carga —
axial en la estabilidad de las estructuras:

l.- La interaccién del momento flexionante y de la fuerza normal en -
la seccién transversal de cada miembro., Pars esto se determinan el momento ——-
pléstico reducido de las columnas (donde sélo es notable esta correccién) utili
zando graficas simileres a la de la fig.163, o bien, las correspondientes expre
siones proporcionadas por las especificaciones AISC referentes al disefio pldsti

co. 2.~ El incremento de la flexibilidad de las columnas. Este efecto lo

considera aplioando”férmulas correctivas" en lus cuales los desplazamientos y -
las rotaciones son invariantes.

3.~ Las excentricidades de las cargms axiales en las columnas, debi—
das a la deformacién lateral de la estructura; esto se considera determinando -
los momentos secundarios provocados por los desplazamientos,

La deduccién de las férmulas correctivas se incluye a continuascién y
en seguida, se aplica el método &l marco de 4 pisos de la f1g.200; en donde me
puede apreciar la importancia de los tres efectos. Puede apreciarse en el ejem
plo tratado que la flexibilidad adicional que provoca la cargs axial, es prdc-
ticamente despreciable, (renglén$).

(d)

F(g.!ls.-
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Deduccién de las fdérmulas correctivas.

1,~ Se supuso la viga NF de la fig.215-a sujeta a la accibén de los mo-
mentos M: y M: , f1g.215-b, originando en los extremos, los cualss se supusieron
libres de girar, las rotaciones $x y ¢, dadas por la ecuacibn matricial:

e, 1 2 -1 W (528)
TR o[ a0

2.~ Se aplicé en seguida & la misma viga NF, la carge axial P de modo
que la ec,(528) se transformé en la siguiente:

o 2y -o] [ ny
)
NI | ¥ (529)

donde K y ’ gon las siguientes funcionee determinadas por Timoshenko:
32 2k, peb B
¢'}(g¢n2g' )\‘ﬂ»(zg'zm&-)’a‘ 2VEr
3.~ Aplicando los momentos H: y M: se forzé a que las rotaciones de —

los extremos de la viga columna NF, fueran nuevasmente los iniciales @, y ¢, de
la fig.,216~a. Entonces, los momentos en los extremos estan dadoe por:

1
=t

RN REY
=gt . (530)
HU !F H.

4.~ Eliminando las rotaciones ¢, y 9, de las ecs.(528 y 529), los mo-—-
mentos correctivos My y M; se despejaron expresandose luego en funcién de los -

momentos M y M, como sigue:
9
'™ (k) r(¥) ]
--p . (pr k. (531)
LM r(¥) n(p)| | M)},
donde: [ 3 ) 3 3
-¢ - n -
n(p) T UA 4R o)y TER-28) gy
40 (ax'- @) aplax*- ¢°)
5.~ Tabulando las dos Ultimas funciones, para los valores de J indica-
dos en la tabla XXXVII, se obtuvieron los siguientes resultados:
TABLA  XXXVII.-
Argumentos coeficientes Errores Relativos 1
¢ ? n(p) r () pl(g)-4] ;t:(a-)h;]
0.1 0.0040 0.493 - 0.332 - 28 1 10 4 x 10
1.0 0.4053 0.527 - 0.357 12x10 -121x10
1.5 0.9119 0.579 - 0,402 0.08 - 0.07

p[h (J‘) - ‘}] y p‘.r Q‘) + %-X, representan respectivamente los errores rela-
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tivos de los momentos correctivos M, y M§ respecto a los momentos M.y Mo, que -
se cometen introduciendo en el c&lculo en lugar de las funcicnes h (}) yr (})

las constantes ¥ y - 1/3 respectivaments.

Estos errores relativos como se& puede apreciar en la table XXXVII, cuan

do la carga axial no excede de 0.4 Py, es menor del 1% y para cargas P = (.9 P,

estos mismos errores no pasan de 10%, por tanto, las exoresiones simétricas en N
yF

I I T e 9 L

Me=- p (B M-S, ) (533, Ko=-p (b, -3

proporcionan una buena aproximacién de los momentos correctivos.

n,) (934)

Para el caso moatrado en le fig.215-d, donde sélo se reduce el giro del
extremo C, al valor inicial ¢_, el momento correativo resulta dado por .u expre-
sibn: ~ .

e, 2.9 2.9 2
M“=-P(3n_-3n,> {535)
Estas 3 dltimes ecuaciones, representan el efecto de la variacién de la
rigidez de las barrae de la estructura ocasionads por la carga axial.

Las tables XXXVIII y XXXIX resumen la aplicacién del métodc al marco de
la fig.20C, Para esto se han supuesto conocidas las deflexiones consignadus en -

ls fig.208.

Las iteraciones se inician suponiendo como momentos ¥, llamados "momen
tos generalizados”, los momentos de la fig,205 que proporciona la teorfs pléstica
simple. As{ pues, efectuando por separado los cédlculos correspondientes & la co-
lumna izquierda, de los de la derecha, se consignan los momentos M¥en el renglén
4 de la tabla XXXVIII y se determinan los momentos correctivos correspondientes,
utilizando para esto lss ecs.(5%3 y 534) (renglén 5) estos momentos son muy pe---
queflos y por cor:lcaiguiente pueden despreciarse considerando en lugar de la suma de
momentos M “+ M "= M, sblo los momentos proporcionados por la teor{a pldstica ---
simple (M® = M) (renglén 6). En seguida, se determinan los productos P.& (ren--
glén 8), las diferencius M - F.A (renglén 9), los cortantes respectivos en ambas
columnas y su suma (renglones 10, 11, 12 y 1%) para obtener finalmente en el ren-
glén 14, las cargas horizontales correspondientes al sistema de cargas (L!) que -
provoce el estado deformado considerado de la estructura,

Los factores de carga correspondientes & cada nivel que se reportan en
el renglén 15 de la misma tabla, indican que hay una disminucién del factor de -~
carga calculado inicialmente, desde 2.23 8 un valor comprendido entre 1.74 y 2,08,

El procedimiento debe aplicarse nuevamente para afinar los valores de -
los factores de carga obtenidos, repitiendo la misma secuela pero proporcionandn
en cada nueve iteracidn, el sistema de cargas horizontales, de acuerdo con el sig
tema obtenido en el ciclo anterior, Se requiere entonces efectuar de nuevo un --
anflisis pldstico del marco semejante al anterior, considerando en este caso, co-
mo momentos plésticos en las columnas los momentos plésticos reducidos por efecto
de la cargs axial; para esto se recurre a una grédfica de interaccién momento-car-
@ axial como la de la fig.163 y se determina el estado deformado de la estructu-
ra, aplicando el método de Heyman o el de Lind (pdg.173).

Considerando entonces la reduccién del momento pldstico de las columnas
por efecto de la carga axial, el factor de carga correspondiente al mecanismo de
colapso de la fig.204, es igual 8 2,14. Pero el mecanismo no es eetdticemente --
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admisible para el nuevo sistema de cargus porque no satiafsce el equilibrio late-
ral en el segundo piso sin violar la condicién de plasticidad; por tunio, se ha -
considerado el mecanismo de colapso mostrado en la fig.2l6-a, estética y cinemati
camente admisible para un factor de carga A = 2,11.

Este mecaniemo es 7 veces estéticamente indeterminado,

En la tabla XXXIX @e consignan los resultados de varios ciclos de endlji
8is y en la fig.216-b, se mueatra el sistema de cargas, el factor de carga ( A =
2,07) y el mecanismo de colapso finales.

TABLA  XXXVIII.- Marco de 4 pisoca.

Columnas [Factor comin
Barlovento

1 Columna 0=-1 1 -2 2 -3 3 -4

2 Carga axial | 96.5 76.2 55.9 31.5 Kips

3 = Pp/pP L. | 0-0202 0.0161 0.0118 0.0066 -
(P = 4740")

4 Mom, Gen. M [-2,56 -0,74 | +0.18 =1,51 | 40.95 =0.53 | +1.10 +1.86 | 10 Kips-plg.
5 Mom. Corr.M - «0,02|~0,01 +0,01 [ -0.01 +0.01 | 0.00 0.00 "
6 Momentos M |-2,56 -0.74 | +0,18 -1.51 | +0.95 -0.53 [ +1.10 +1.86 "

7 Desp, Fig208 -4.15 3.89 2.03 1,18
8 Mom. Sec. P | =-0.401 -0.297 -0.114 -0.037 10 Kips-plg.
9 Mom. M - P =0,.34 =1.21 -0.42 +1.90
10 Cortante ~-2.90 -1.03 +0.53 +3.00
11 Cortante en =-4.15 -3.98 -3.74 -4.08
cols. de So~
tavento.
12 Cort.Total -7.05 -5.01 -%.21 -1,08 10 /1 Kips
13 Cort.Total 48.8 34.8 22,3 7.5 Kips
14 Cargas hori | 14.0 12.5 14.8 7.5 "
zontales,
15 Factor de 1.94 1.74 2.06 2,08 -
carga

X K
80«24 1833 |.'“. g.e7x SLIK

s8exzns 88" J

x "
BeBwza7 e/ GR

29 13 ez,
Sienzun " J & *
™ 719 w g7 " 16.04
3.3k [ ] P .
Qlonrnsi7zE" l N .1'_".‘,7' 1942 l
! (S L P “
X Znzi9.0
Foxdu 9,78 x2.07= 2048 1
{ L 3
ve - .
(a) i v (b) b

Figura 216.,- Mecanismos de colapso y cargas generalizadas en los
ciclos 1 y 4.
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TABLA

Ciclo

XXXIX.- Resultados del andlisis del marco de 4 pisos (Fig.200)

Cargas generalizadas.

Cargas
Cargas

Factor

verticales

de viento: 4o. Piso
Jer. Piso
20. Piao
ler. Piso
Total

de carga f

Desplazamientos laterales: 4o,

Cargas
Cargas
Cargas

Cargas
Cargas

Cargas

Jer.
2o.
ler,

Total

reales,

verticales,

de viento: 4o0. Piso
3er. Piso
20. Piso
ler. Piso
Total

relativas.

de viento generalizadas.
40.
Jer.
20.
ler.

de viento reales. 40.
Zer,
20,
ler,

Piso
Pimo
Pieo
Piso

Piso
Piso
Piso
Piso

Piso
Piso
Piso
Pimo

0
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6).- En los métodos anteriores se trata de determinar el factor de car
ga correspondiente a una estructura previamente disefiada, Holmes y Gandn{” propo~
nen un método de disefio pléstico basado en la teorfa plédstica simple, y mediante
la introduccién de un faotor de amplificacién A, toman en cuenta el fendmeno de
la inestabilidad. Dicho factor de amplificacién A, estd expresado en funcién de
la relacién entre las rigideces de los miembros que componen la estructura y de
las funciones de estabilidad m, n, y o, ecs.(27, 33 y 34). El factor se.ha gra-
ficado pars diferentes valores de los parémetroe de los que depende.

El método se presenta refiriendose a marcos de q pisos y r crujfas de
claros L iguales, articulados en su base (fig.217,) como sigue.

Segin la Teorfa Pléstica Simple:

l.- Para el marco de la Pig. 217-a, sujeto a una carga vertical unifor
memente distribuida w en cada piso, si se conviene en llemar, My, al momento ——
pléstioo de las vigas, H:, al de las columnas exteriores y Mg, al de las inte-—
riores, se tiene:

moe B s36),  mia Broom), mieo (s3)

2.= Para el marco de la fig.217-b, sujeto a carges vertioales y hori—
zontules, si ™z es el factor de cargs correspcndiente (siendo Xg < X\, ) y si se
supone que los puntos de inflexién en las columnas s2 encuentran localizados al
centro de las mismas, segin se puede deducir del mecanismo de colapso mostrado -
en le fig.218-a1
BHh

.
Mem it o B (539), wZa e (540), M w0 ER S (sa)

3.- Para el marco de la fig,217-c, sujeto también a un sietema de car-
gas combinado, carges verticales mds horizontales, suponiendo los puntos de in—
flexién en las columnas, al centro, se tiene (segin le £ig.218-b):

M, o nERmm (s2), MG e e (se3), ALex, R (543)

sisndo H h, la fuersza cortante en un piso multiplicada por la alturs del miamo y
dividida entre el ndmero de crujfas, y (E h)prem, o1 promedio de los valores ds
B h correspondientes a los pisos inmediatos superior e inferior a la viga en —
cuestidn.

Las ocs.(537, 540 y 543) se aplican & todos los pisos intermedios —
sxcepto sl superior, donde : H: an, (544)

El valor péximo de M, correspondiente al mecanismo de colapso er{tico
(£1g.217), se detersina entonces de la ecuacién:

(5%6) cuandot O (%—'ﬁ % pecanismo 1 (carga horizontal H pequefia)

(539) cuando: 1‘2“—(1‘]_—.}\1)‘;—'6 i mecanismo Il (valor de H intermedio)

(542) cuandot %5 +  wecaniemo 1I1 (valor grande de R)
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Las eca.(536) a (543) modificadas mediante la introduccién de los fac-
tores de amplificacién A (para las vigas) y Ac(para las columnas), para tomar en
cuenta el fenémeno de la inestabilidad, adoptan la siguiente forma:

Mecanismo I.- Cuando: 0< %M P —1_6
L . .
Ky = x.ll'-g— (545), n: a ; (546), M. = X, AmH h (547)
Mecanismo II.-  Cuando; 1_6 < % €
A m
M, = \,!fg[i + M‘ (548), n:e? (549), Ml = anq Agm Hh (550)
Mecanismo III,- Cuando: A(Ef—L};—)—’:' >3
N .
PR L LRI JFN Meal (552), M = ARAE (553)

19
A RN NY A%
H
PRt Nrf
L Arf =3 -
b AgrHy &= Agr My
]

: |; E I’ ," ‘: ‘I ! /

S1g e S o B o5
L L
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te) te)
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(ha Mo~ Mu/0) Aikhy N M,

“-H‘-M./h.) AHy Ny
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Al determinar los factores A y A . se han considerade los siguientes —
efectos;

a).- Bfecto de los momentos secundarios P:A (sin considerar las rota—
ciones de las juntas).

Para esto se dedujo por equilibrio de una columna deformada, como se -
muestra en la fig.219, la siguiente ecuacidn:

M, +M,=Bh +Pd=cnBEh (siendo m la funcién graficada en la fig,
10, ec.27).

b).- Efectos de:

i,- La reduccién de la rigidez de las columnas debida a la car
ge axial.
1i,- Los desplazamientos laterales y consecuentes momentos adi-
cionales debidos a las rotaciones de los nudos.
iii.- La modificacién de la posicién del punto de inflexidn en -
las columnas,
iiii.~ La reduccién de la rigidez efectiva de las vigas debida a
la formacién de articulaciones plésticas,

Para considerar estos efectos se han determinado las rigideces de los
miembros relacionando las rotaciones reales de los extremos de los mismos, en lu
gar de oonsiderar las rigideces correspondientes a condiciones supuestas de apo-
yo en los extremos lejanos (por ejemplo, 4EI/L en caso de un miembro empotrado).
Calculando entonoes loe factores de distribucién reales, el proceso de distribu~-
cién de momentos se reduce a efectuar un sélo ciclo; es decir, puesto que no hay
momentos de tranaporte, basta distribuir los momentos de desequilibrio en cada -
nudo una sola vez.

Los efectos i, ii y iii, se toman en cuenta utilizando las rigideces -
reales de un miembro sujeto a cargs axial, momentos en sus extremos y libre de -
fuersa oortante (fig.220):

r_ M
bl :

K ..’gi.. (n = o/Ry) P (554), of,=4ta (n - Ryo) 2 (555)

dondes R, = 8,/6, y en el caso de las vigas (fig.220), donde la carga axial y sl
desplazamiento lateral son despreciables:

-;,-%:— = {4+ 2/11.)5—I (s57), s’,,=:—:= (4+2 n.)% (55¢)

El efecto i1iii, se toma en cuenta determinando la modificacién de la -
rigidez de las barras al formarse una articulacién pldstica bajo cierto ostado =
de carga (como se indica méds adelante).

En la determinacién de los factores de amplificacidn A y A., se consi-
dera que la carga vertical ee aplica con toda su intensidad y posteriorments, se
va incrementando la carga horizontal desde cero hasta su valor méximo. Este pro
ceeo de carga, en general, es mis Bevero que suponer que las cargas verticales y
horizontales se aplican simultanesmente en forme proporcional,

Analizando entonces los mecanismos de colapso se odbtuvo lo siguiente!



188

A(B B h)eam. 1 ).

Mecanismo I fig.217-a : (0« ) %

El disefio de las columnas interiores en esic caso, estd basado .también
en el modo de colapso de la fig.217-b, de manera que loa factores A y A estan ~
dados por las mismas expresiones del mecanismo II-A que se deauce adelante.

. 1 A(m B h)prom.
- — < .
Mecanismo II (16 s 1)

En este caso les vigas del marco bajo la accién de las cargas vertica-
les exclusivemente, pueden permenecer eldsticas, o bien, plastificarse en sus ex
tremos.

S5i se forman articulaciones plésticas en los extremos de las vigas, ba
Jo cargs vertical solamente, entonces:

bl 2
2L, oy (vl (mnn)....,.)' donde; A » A(m B 1) prom,

LTS %o A3 T

De donde se deduce que las condicionee de carga correspondientes al me
canismo I1, se pueden dividir en dos:

1 _A(mH bz 1 1. A(mHD)rom
- = €= - —_——
8 T W1 12 T v L =t

Mecanismo II-a 1 ( i, A(m H 1 )prem. e ).

6 w1 12 Considerando los dos -

pisos consecutivos mostrados en la fig.221, bajo ls accidén de las carges vertica
les exclusivamente, se forman srticulaciones plésticas en 2 y 2'. Al aplicar --
las cargss horizontales, el momento en 2 disminuyen pero la articulacién plésti-
ca en 2', se mantiene.

Utilizando entonces las ecs.(545 y 546), las rigideces reales de los -
miembros pueden escribirse como sigue:
a;'z (n- Rpo,) k, 8= (n, -0o/RJ k,, 87, 3 k, (art. pléstica en 2').
Si el factor de distribucién se denomina "&", con un indice p para in-
dicar que se considera uns articulacién pléstica en 2', se tiene:

r_ By . (0. - Rgou) Keq
B Z8 (n-o0/R.) k. + (nr- R‘ol) kc,’ 3 Ky, (559)
v By (n, - o./R.) k. v B 3 Ky
.'lz z,!: = B. (560), &“l?'.— =—z—a$‘— (561)

siendo entonces el momento de desequilibrio en 2 :

. mg-.h. Ay - In%ﬂnh; M= = (8 H D) preem. M2

el momento en ol extremo 2 de la columna 2-3, vale:

BaHah, r maH3hy P AR H D)oden. moHgh
Mpm === Nt o, (BE h)pgm )y = - [1 -2 e vl e e W

donde: A = [1 -2 a"“(_:'gn':_)."_"‘_J (562)
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Para simplificar la ec.(559), se sugiere suponer que los puntos de in-—
flexién en las columnas se forman al centro, lo cusl equivale a considerar:
B,= Ry= 1, en este caso se tiene:

(na= 0da) Keu
“s Tn - 0,7 k+ (nym 04) ke 3 ey (563)

una mejor estimacién de n:_,, se obtiene utilizando la siguiente expresién:

Ld (n" (1 + 1/9) 0-) Keo
n” (n,- ol) k:‘ +A\n,- Ol) k:. +3 kv.

[ (564)
cuando s8¢ trata de las columnas q + 1 de un marco (flg.22l).

En forma similar, el momento en el extremo 2 de la viga estd dado por -
la expresién :

Mu==-M, +an(m B B)prem Ao (£ig.222)

donder A = &by (ei R,= Ry= 1) (565)

Kve
Tn,- o) &, + (np- on) key + 3 X,
1 _ A(m H h)wrem.
~b. D ik LB LY athuati )
Mecanismo 1I-b. (I, 1 1)

En este caso, para cualquier intensided de la carge vertical, las viges
permanecen eldsticas, inclusive, bajo cargas horizontales, cuando su correspon—
diente factor de carga tenga un valor X intermedio. Para determinag un valor -
conservador de eete factor X, se supone A = 1, Con referencia a la fig.221 se
tiene un momento en el extremo 2' de la viga, igual a :

A L , (0B h)prem

M,y Sv R ” _igualando entonces este momento al momen
to pléstico de la vige, ec.(556), (A = 1), se obtiene: .
D L
A=y '[1 T2 (o B h)pmam/¥ L'] (566)

Cuando el factor de carga horizontal sea superior a & , la rigidez de
la vigs s’ vale 6 kv, puesto que la viga se {lexiona en doble curvatura. Para el
resto de las condiciones de carga, cuando el faotor de carga es ( Ag = A ), la -
rigidez de la viga sg.vale, 3 ky , debido a la presencia de la articulacién pléde-
tica én 2'. 1sf es que para una cargs horizontal de O a &H, ,Jos factores de dis
tribucién (sefialados por un indice X para indicar que se encuentran dentro del -
rango eléstico) estén dados por las ecs.(564 y 565) ei me substituye 3 k,por 12 k,,
(6 k., por cada una de las 2 vigas que concurren a un nudo), esto est

- (na- (1 +1/q) 04) kea
S "0, " e, ) K.+ (ny 05) Eo+ 12 Xy, (567)
- 12 Kuy
ey = (n,= 0,7 k., + (n- o'}k¢‘+ 7 kv., (568)

Para cargas horizontales de a R a (A = o) H, los factores de distribu
cién son los mismos que los correspondientes al mecanismo II-a, ecs.(564 y 565),
ya que las ecuaciones que definen A y A; en el caso del mecanismo II-b son simila
res a las ecs.(562 y 565), esto,.es:
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Ao - ) ,.
Ao = :‘ 124 (0t h)""‘]+ e [1 ce ot ARBD el (5eg)
L ]

© . a5 m H hy N 23 mHahy
* = A - ’
Ve Al ks (570)

En el caso del mecaniemo de colapso III (fig.217-c) (ﬁ%&?)* )

las vigas se comportan eldsticamente bajo cuslquier intensidad de la carga verti
cal y para un cierto factor de la carga horizontal!™), se presenta una articula-
cién pléstice en el extremo 2 de la viga (fig.221). Siguiendo entonces un proce
dimiento similar al del mecanismo II-b i

2
Mopm Nk o it bl (571)

igualando este momento con el dado por la ec.(551), se deauce:

)
d‘*-[l' 6 (@ H N )pewn/w L7 ] (572)

Las expresiones que definen A y A,, en este caso son las mismas que -~
las del mecanismo 11-b, ecs.(569 y 570).

Los factores de amplificacién A, de marcos de una crujfa son los mis—-
mos que los obtenidos anteriormente, pero los factores A se modifican.

En la fig.223, se representa un piso de un marco de una crujfa sujeto
a carga vertical solamente y en la fig,223-b, el mismo piso sujeto a una carga -
horizontal H (B/2 por columna). En este caso, adoptando las aproximaciones —
que se hicieron para valuer R,y R4 en marcos de muchas cruj{as se obtuvieron =
los siguientes resultados:

Mecanismo 1 (caso a, fig.217-a) : o<—_A(:‘ tlh)"“'g%z.

6 Kva
(om0 Fe s (ne o0) Kot 6k,

donde; A = gy s (573)

Kecanismo 1 (caso b, fig.217-a) : L,

Alm H h)r-..el
Y vl

X A vA= 0.7

Mecanismo II (Fig.217-b): i—() <"("+'HL“)1__""‘¢ 3, A= FAs =0.7

Mecanismo III (Fig.217-c)t f‘i‘“—'ﬁ{{—)’“**, o =iy [1 -5 ; — L‘]

. o El factor A en los tres casos estd dado por la expresién (570) donde:
a ¥ a,, estdn dadas por las ecs.(565 y 573).

Para el nivel inferior, fig.224, si se trata de columnas empotradas en
la base: 6, = 0, o sea, R,= (8/84) = 0, R& 1, substituyendo entonces en la —-
ec.(570), se obtiene i

“p - Nakes
© zn,- o,) ke, + n_k‘_+ 3 k,‘

; 4
En caso de columnas articuladass a,,

_ Ny Key
=0 )k, + 0y Keyg +3 Ky,
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Los factores a:.y u:,- que intervienen en la ec..570), pueden mscribirse
de la siguiente manera:

6 r —
a%y e ol n“.-._x._f.z_ , donde: x =k, [(r\- 0,) K + (ng- 0,_)]

siendo: K = ke, /k,(Fig.225), ke = ko /ky, e=p/h

En las fige.226 y 227, se muestra la variacién hiperbélica de estos fag
tores a", y a%. en funcién de los pardmetros K, k, y P . Se observa de estas —-
curvas, que para valores altos de ku{vigas flexibles), la amplificacién se incre
menta rapidemente mientras que para valores bajos de k, (vigas rigidas), se mejo-
ra la estabilidad de la estructura.

El procedimiento de diseflo se inicia del piso superior hacia abajo y --
consiste en los siguientes pasosi

l.~ Se suponen A = A_ = m = 1, 0 sea, se desprecia el efecto de la ines
tabilidad y se determinan loe momentos plésticos My, M y M. de las ecs.(545 a —
553).

2,- Se seleccionan las secciones transversales de los miembros teniendo
on cuenta la reduccién del momento pléstico en las columnas por efecto de la car-
ga axial,

3.- Conocidas las propiedades geométricas de las secciones transversa—
les de los miembros, se determinan los factores A, A,y m, utilizando las Fig.226
y 227.

4.- Aplicando nuevamente las ecs.{545 a 553), se determinan los momen—
tos plésticos de los miembros. Si los perfiles seleccionados son los mismos que
los del paso 2, el disefio habrd terminado, si no, se deberdn repetir los pasos 3
y 4.

o * N
—
=
“n, ()
mig 28—
. (411
[l Kvy
lymy
= (n VR, ke, | P
™ e, S
LN¢ ke Ky
[C] (w) (a) .. ()]
h Ry
= () v
ain 2 Key| Fr
%r,
q(l‘) 1
(§ie)
Fig. 224~ Fig. 228~
!

- (l‘“)p.-. (L1} SO Ay
M A
\ PP
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7.- Efectos del endurecimiento por deformacién en la capacidad al pan-
deo de estructuras.

Se ha establecido anteriormente que el efecto de la inestabilidad en -
las eatructuras es reducir su factor de carga de colapso rigido-pléstico; sin —
embargo, en los métodos descritos, para valuar dicha reduccién, no se ha conside
rado el efecto de) endurecimiento por deformacién, propiedad de los aceros dul—
ces que favorece la capacidad de carga de las estructuras,.

El fenémeno de enaurecimiento por deformacidn consiste en un incremen-
to de esfuerzo del material cuando este se deforma mds alld de un limite dado €
tal como se muestra en la fig,228. BEsta propiedad es una condicién bdsica para
el andlisis pldstico, pues si Be supone (como en el caso de columnas y placas de
acero estructural comprimidas mds allé del limite de elasticidad del material) -
que el pandeo se presenta invariablemente al alcanzar el eafuerzo el valor co---
rrespondiente al l{mite de fluencia Oy , se invalidarfa una de las hipdtesie b4-

sicas ae la teorfa pldstica simple (referente a las propiedades de una articula-
cién pléstioa) y por consiguiente, aerfa inaplicable al disefio estructural, Es-
to sucede en el caso de aleaciones de aluminio de alta resistencia segdn 1o ha -
confirmado experimentalmente Hrenniko!‘r,' nvestigando el comportamiento de una -
serie de vigas de seccibn I-6" y H-4" de aleaciones de aluminio (6061-T6); en —
cambio, e€n el caso del acero estructural, se ha demostrado experimentalmente que

piezas pequeflas y robustas, debido 8l endurecimiento por deformacién, pueden so-
meterse a deformaciones mayores que &y (Fig.229) sin que se pandeen.

Debido entonces al endurecimiento por deformacién, el momento flexio—
nante en una seocién transversal de una pieza deformada dentro de este rango, es
mayor que ¢l momento pldstico de la seccidén y trae como consecuencia un desparra
mamiento de la zona pldstica, El1 fenémeno ocasiona un incremento en la capaci—
dad de carga de las estructuras; este efecto puede apreciarse fdcilmente en el -
caso de la viga mostrada en la Fig,229.

Segin la Teorfa Pldstica Simple, puesto que se oconsiders que una arti-
culacién pléstica se concentra en un punto (Fig.229-b), la carga méxima que pue-
de soportar la pieza, valer P, =4 M,/L,

En cambio, por efecto del endurecimiento por deformacién, si se llama

"a" a la longitud de la zona pldstica desparramada, la carga de falla de la viga
vale:

.

Py= (4 M/(L - a)) >w,

Experimentaldente se ha comprobado el incremento de capacided de una -
viga I debido a este fenémeno. En la fig,230 se muestran los resultados de la -
prueba. Puede observarse en esta figura que la capacidad de ls pieza es supe-—
rior a la predicha por la teorfa pldstica simple (292 T-plg.).

re)

Rodsrich( investigé teérica y experimentalmente el efecto del endureci-
miento por deformacién en el comportamiento de dos marcos de acero sujetos a las
cargas que se indican en las figs.23l-a y b. Para el anélisis teérico, tomé co-
mo datos loe resultedos de pruebas realizadas con probetas extraidas del mismo -
material de que fueron construidos los marcos.

En el caso del marco articulado, se observé que el colapso (el cual se
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presentd bajo una carga des P = 5.55 Ton. en lugur de 5.66 Ton. segin la Teor{a
Pldstica Simple) se debid al efecto de la inestabilidad del marco. En el caso -
del marco empotrado, se encontrd tedrica y experimentalmente un efecto predomi--
nante del endurecimiento por deformacién que permitié al marco soportar més car-
g (6.55 Ton.) que la supuesta, segin la Teor{a Pl&stica Simple (5.65 Ton.),

En la tabla XL se consignan los valores de los momentos en diferentes
secciones a la intensidad de las cargas indicadas.

Para tomar &g, cuenta el endurecimiento por deformacién en el andlisis
de estructuras, Sanko sugiere utilizar el principio del trabajo virtual suponien
do que el momento pléstico en una artioulacién pléstica, es una funcién lineal -
de la rotacién; de manera que el momento flexionante M sn la articulacién plésti
ca, pueda expresarse de la siguients manera: M =M_+ OL O (§iq 20i-¢),

En esta expresién, M, es al momento pldstico de la pieza, ©, la rota—
cién de la artioulacién y of un factor que depende del endurecimiento por defor-
macibn; este factor se debe determinar para cada viga, construyendo una curva mo
mento-deflexién, similar a la mostrada en la fig.231.d.-

El trabajo realizado al incrementarse la rotacién de una articulacién
pléstica (£ig.232-a), un éngulo d$ , siendo ¢ la rotacién inicial, vale: M d
de manera que 6l trabajo total desarrollado por la rotacién total de la articula
cién ess

Md¢ =N 6 ; es decir, segin la Tsorfa Pléstica Simple (M =M, ), el
trabajo t6€al desarrollado es: Mp 6.

En cambio, al considerar el efecto del endurecimisnto por deformacién,
haciendo X = M+ o @, gicho trabajo vales

L
[n ¢ = [(H,ux.) d = (m+ 3t @) @ (574)

La splicacién del principio del trabajo virtual utilizando esta ecua—
cién (574), pueds apreciarase en el sjemplo de la viga continua mostrada en la —-
£1g,233 para la cual se obtiene:

Pda (Mg + 3 Olx4®) x40 +(H°“}O\16¢)13,-7H.¢+17a¢'

de donde, substituyendo: b= 44 /3 L y dividiendo entre A , se obtiene:

28 M. 272 o N

YRS L Yo

. procedimiento requiere que se adopten las deflexiones como criterio
de disefio; de manera que especificado un valor de & y determinado el factor &
medisnte la calibracién de la vigs, se deduce de la ec.(575) la carga de colapso.

TAEA XL.-
Narcos en Carga P s Valores téericos de momentos flexionantes (Tonvplg)
Portal Ton. (pig.) M, = 271 Ton-plg.
Na e N, M. M,
Articulado 5.55 9.46 0 Fep) 246 313 0
(15-5""!)
Bepotrado  5.65 3.36 289 230 241 291

293
(“'Hp)
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CAPITULO  VI.-
Investigaciones experimentales sobre la inestabilidad de marcos rigidos

1.~ Generalidades.

Existen en la actualidad un nimero reducido de trabajos experimentales
relacionados con la inestabilidad de marcos rigidos, si se les compara con las --
contribuciones tedéricas sobre el problema.

En gran parte de los experimentos llevados a cabo por métodos directos,
fabricando modelos de marcos prototipos, construidos principalmente de acero dul-
ce y algunos de material pléstico "Plexiglass", que se reportan en las publicacig
nes consultadas, se encontré concordancia con los resultados teéricos obtenidos -
por alguno de los métodos descritos, como se verd en las comparacicnes que sc es-
tablecen en los trabajos que se describen & continuacién en orden cronolégico.

2.- En 1955, CHnndle;’B;eaenté dos procedimientoe éxperimentales para -
estimar la carga critica de marcos rigidos aplicandolos a loe tres marcos mostra-
dos en la fig. 234 . Estos marcos estaban formadoa por barras de acero ddctil de
3" de ancho por 1/16" de espesor con conexiones soldadas y provistas de dispositi
vos sencilloa fig, 235 (drilled cylindical clentu), pare poder aplicar la carga -
directamente sobre las columnas las cuales se soldaron en su parte inferior a una
zapata,

L? lp " L [ L4
. 1-
! w
-:_ u'——}-_ 1 Fig. 235
[ 9.
Pig. 234 _L L _L
FaSpt )

Ambos procedimientos, utilizan el principio de Lundquist para determi--
nar la carga critica, es decir, se construyd para cada modelo experimental, la --
gr‘fica rigidez-carga (repreeentando sobre el eje horizontal la magnitud de la --
carga vertical y sobre el vertical, el desplazamiento adimensional A que provoca
una fuerza perturbadora Q, como medida de la rigidez). La forma en que se deter-
miné la rigidez es la que da lugar a la diferencia entre los dos procedimientos,

El primero de estos procedimientos, llamado de rigidez estdtica,consis-
te en aplicar la fuerza perturbadora Q en la parte superior de los modelos, en la
forma que se ilustra en la fig. 236 . La razén de aplicar Q en la parte superior
es la de evitar que tenga un valor grande como sucederfa si se aplicara en un ni-
vel inferior ya que esto modificarfa la carga sxial en las barras y consecuente--
mente la rigidez del! modelo, provocando que la relacién entre Q y & deje de ser
lineal., El efecto que ocasiona la posicién_de Q en el comportamiento del modelo,
puede apreciarse en la fig. 237 de donde se concluye que la carga critica puede -
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predecirse con més exactitud por extrapolacién de (C) que por la de las curvas —
(A) y (B). si 10os modelos no se prusban hasta la destrucciéa,

X, l l o

) [T} =)

Rig.gax.
>~

A Curgn ¢ LY . [N [
'6,. 2“ "' m
El segundo prooedimiento consiste en calcular la rigides del modelo por
anflisis de vibracién. Pars esto ss ha supuesto que ol movimiento de las cargas
sobre el marco es arménico simple, determinando luego la ecuacién de movimiento -
siguiente:

L 3
2—:? X+Kexm 0 cuya solucién es: K‘,--E;“—t:—

en estas oxpﬂ's_iomu x es la distancia de las cargas a la posicidn de equilibrio
original, 2 P x/g, es la fuerza de inercia, K¢, la resiatencia del modelo a la
deformaoién y t, e) perfodo de oscilacién del modelo bajo la carga 2 P,

Como comprobacién se aplicé también el método de Southwell, segin el —
cual, la carga cr{tica se encuentra de una grifica oomo la mostrada em la fig.23A

derivada de la expresifn: a

T

Los resultadoe obtenidos ss resumen en la tabla XLI comparandose a la
ves con los tedricos obtenidos aplicando el wétodo de Merchant,.

TARlA XMl.- Cargas or{tices en libras.
Modelo Tebricas Southwell Vibracional
Marco de 1 piso 16.74 16.7 16.80
L 11.54 11.70 11.66
. 5 " 10.14 10.00 10,20
a/t
*—-—-- rA
a,

J
¥
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3.~ La contribucién experimental mlés completa sobre inestabilidad de —
marcos rigidos es la que Low publicéd en 1959. Es una investigacién de una serie
de 34 modelos construidos de acerc dulce de }* de ancho y de 0.198 a 0.250 plg de
espesor. Los modelos probados todos en su plano y libres de desplazarse lsteral-
mente, representaban marcos de 3, 5 y 7 pisos de una sola crujfa, como aparece en
la fig. 239 en donde se muestra el sistema de carga vertical a que ae aujetaron.
S6lo en algunos de estos modelos se aplicaron cargas horizontales al nivel de loa
Fisos y en todos los casoa, la reiacién alture a claro en cada piso, se mantuvo -
constante e igual a 2, variandose unicamente, el nimero de pisos y la relacién de
rigidez viga a columna la cual se hizo iguel e 0.5, 0.75 y 1.00 variando el peral
te de lae columnas en todos los cason excepto en las pruebas 8 y 9 donde la rela-
cién de rigideces igual a 1,0, se obtuvo aperaltando las vigas para observar el -
afecto del cembio de la relacién de esbeltez, para un valor constante de la rela-
cién de rigidez viga-columna (Las relaciones de esbeltez de las tres secciocnes de
columnus utilizadas en el entrepiso inferior, considerando una longitud efective
de 0.89 L, fueron: 88, 101 y 112) procurando en todoa los cesos que la flexidn --
ocurriera alrededor del eje menor de las barras.

S

+ L 4 -
v
'- L - I-I- l
R T N I U O | Iy
A I e Y |
W o D
i .s
”.u. _L — "1 L - ..L
M' " 74 e’ e T e

735.239

S8lo en los dos primeros marcos probados, las conexiones se hicieron —
soldando las piezaa, en loe demds, para evitar loms efectos del calentamiento de ~
una extensa zona producidos por la soldadura, se utilizé una conexién (simple ved
ged joint) formada por placas, las cuales fusron probedas pars dar rigidez seme—
Jante a la que proporciona la soldadura.

BEn la tabla XLII aparecen las propiedades de las secciones de las ba—

rras, la carga de falla experimental de los modelos }".' la carge critica eldatica
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P. ¥y la carga de colapso rigido-pldstica P, obtenida sin tomar en cuenta la redug
cién del momento pléstico de las columnas por efecto de la carga exial.

TABLA  XLII.-

Marco Carga late- Dimensiones de las barras P P, P
ral total Columnas Vigas
1b. 1b. 1b. 1b.
h b h b

Marcos de 3 pisos:

4 - 0.2507 0.2381 0.2503 0.2387 495.8 519.5 1,865
5 10.7 0.2506 0.2376 0.2496 0,2374 448.8 515.0 1,857
6 7.5 0.2500 0.2406 0.2498 0.2401 428.9 467.5 1,870
7 7.5 0.2502 0.,2409 0.2500 0.2393 442,5 469.5 1,880
8 10.0 0.2500 0.2410 0.3151 0.2422 645.5 698.5 2,620
9 - 0.2486 0,2373 0.314%3 0.2410 657.1 681.5 2,455
10 5.0 0.2501 0.2570 0.2504 0.2567 530.8 570.5 2,000
11 10.0 0.2503 0.2569 0.2502  0.2567 505.7 57545 2,004
12 12,5 0.2505 0.2504 0.2502 0.2568 492.4 568.5 2,005
13 5.0 0.1992 0,2555 0.2501  0.2560 458,6 537.0 1,460
14 10.0 0.1986 0,2563 0,2500 0.2565 423.8 537.0 1,449
15 12,5 0.1989 0.2571 0.2500 0.2568 434,2 548.0 1,458
16 5.0 0,2179  0,2565 0.2500 0,2558 481.7 551.5 1,633
17 - 0.2177 0.2557 0.,2500 0.2568 534.1 550.5 1,624
18 7.5 2,2179  0.,2569 0.2501 0.2548 489.8 567.5 1,637
19 10.0 0.2178 0.2570 0.2499 0.2562 458,6 549.5 1,634
20 12,57 0.1274 0.,2562 0,2499 0,2568 434.7 550.0 1,622
26 - 0.1982  0.2573 0.2494  0.2567 523.3 537.5 1,447
27 - 0.2179 0.2574 0.2496 0,2560 539.8 550.0 1,638
Marcos de 5 pisos:
21 - 0.1980 0.,2548 0.2500 0.2569 768.6 947.5 1,272
22 - 0.1981 0,251 0.2497 0.2564 672.2 923.0 1,272
23 9.0 . 0,1981 10,2560 0.2497 0.2564 57T1.7 934.0 1,273
24 13.5 0.1982  0.2561 0.2498 0.2565 530.1 884.5 1,278
25 6.75 0.1979 0.2563 0.2496 0.2564 599.7 937.0 1,273
28 - 0.2179  0.2575 0.2491 0.2576 756.4 919.5 1,463
29 9.0 0.2181 0.2575 0.2488 0.2569 609.0 950,0 1,473
30 - 0.2506 0.2574 0.2490 0.2573 781.1 953.0 2,197
31 9.0 0.2507  0.2567 0.2492 0.2570 666.2 967.0 2,195
Marcos de 7 pisost
32 - 0.2469 0.2537 0.2468 0.2539 799.4 1,131.0 1,501
33 - 0.2163 0.2514 0.2488 0,2502 776.9 1,232.5 1,312
34 - 0.1974 0.2540 0.2494 0.251l 730.5 1,110.0 1,177
35 - 0,1970 0.2539 0.2493  0.2508 707.5 1,107.5 1,168
36 - 0,2162 0.2535 0.2489 0.2510 &1.5 1,208.0 1,320
b1 9.75 0.2466 0.2520 0.2486 0,2507 680.2 1,234.0 1,484

Los resultados anteriores se representan en la fig,!80 adimensionalmen
te. En esta figura, la lines recta representa la férmula de Merchant, de manera
que cualquier punto abajo de esta linea, corresponde a un caso en que la férmula
es insegura,
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Se observé durante la investigacién, que de loe 32 marcos (todos excapto
el 24 y el 27) disefiadoe por la teorfa pléstica simple pars fallar ver colupso de
las vigas, todoe fallaron lateralmente exhibiendo 1% de ellos un mercade fenémeno
de inestabilidad.

Se observé ademés que los resultados de las pruebas pueden repetirse con
mucha exactitud, como lo indican los correspondientes resultados de los marcos 5,
11 y 17, 27 as{ como también, los pares de marcos de 7 pisos 34, 35 y 33, 36, en -
los cuales, la discrepancia entre los valores de las carges a la falla fueron de -
2% y menos de 1,26 respectivamente. Ademds, estos resultadoe confirman como se --
obeserva en la fig, 180, que la férmula de Merchant es conservadors.

Por otra parte, puesto que lae carges laterales aplicadas representan el
24 % de 1ls carga vertical en el msroo 24 y el 14 % en los otros dos marcos 31 y 37
mientras que la carga de viento es mayor de 3% generalmente, puede esperarse que -
en circunstanciae ligeramente menos propicias, la carga de falla resulte inferior
a la predicha por la férmula de Merchant, sin embargo, debe tomarse en cuenta que
en el anélisis no se considera el efecto rigidizante de las losas el cual incremen
ta la capacidad a la falla, ni tampoco se considera el incremento de la capacidad
a la falla debido al endurecimiento por deformacién y ademés que loe marcos proba-
dos son mds esbeltos que los que se utilizan en la préctica,

Finalmente, se concluye que en marcos de 3 pisos donde las cargas Pp ¥y
Penp resultan de un érden de magnitud parecido y por consiguiente basta efectuar un
andlisis pléstico simple para determinar P, .

4.- Vuumf'rmmdujo una innovacién en este campo utilizando un mate---
rial pléstico llsmado Plexiglass pars determinar la carga critica eldstica por un
método experimental directo, Pareos ser éste el Unico experimento de este tipo --
que se haya realizado con Plexiglass. Este material presents las ventajas de po--
der pegarse, cortarse, magquinarse con facilidad as{ como la de poseer un bsjo médu
lo de eldsticidad y capacidad pars resistir deformaciénes relativamente grandes, -
carecterfsticas que hacen que el material sea especialmente adecuado para experi--
mentos sobre pandeo de estructuras,

K]l alto coeficients de expan®ién que puede presentar el Plexiglass se —-
hace despreciable bajo condiciones normales y constantes de laboratorio y el inevi
table efecto del fenémeno de Creep o de las deformacionea diferidas en el tranecur
80 del tiempo, ruede reducirse teniendo la precaucién de tomsr las lecturas corres
pondientes a le cargs aplicada unos 5 minutos despude de la aplicacién de esta, --
tiempo 8 partir del cual, la variacién del médulo de elasticidad E, no es répida,
como se indica en la fig. 240
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El valor de la cargs de pandeo se determina utilizando también el cri-
terio de Lundquist, para 1o cual se aplica una carga constante pequefia Q en el -
cabezal del modelo fig. 236, en esta figura se representan un modelo y su monta-
je. Dichos modelos estan provistos de zapatas con las perforaciones adecuadas -
para representar marcos articulados o empotrados, BEn la fig., 241 se ilustra el
arreglo para lograr el pandeo del modelo en su plano y evitar la friccién tam——
bien me muestira el dispositivo (7) para lograr que la linea de carga siga el mo-
vimiento del modelo.

El desplazaniento 4 eata dado por el movimiento del indicador (11) res
pecto al perno (12) y para medir estoe desplazamientos se utilizé un microacopio
La escala del modelo (M) se relacioné con la del prototipo (P) de manera gue:

Longitud L,= n, L
Médulo de rigides E,= n,E_
Momento de inercia Ip= ngI,,
Carga arxial Pp= n, P,
Carga transversal Qe= ngQ,

y n,eng= n.n./n‘I de squi que A = n,Aam relacién que requiere tan solo —
que la rigidez flexional en todas las secciones del modelo sean similares a las
correspondientes al prototipo.

Los reaultados y caracteristicas de los ejsmplos investigados expari-—-
mentalmente por este procedimiento se resumen en la tabla XLIII haciendo referen
cia a las correspondientes £ig.242 a y b.

TABLA  KLIII.-

Marco Condicién Curva de Espesor - Carga per Carga cri Csrga cri Diferen—
de spoyo rigidex del Plexi turbsdora tica expe tica ted- cia entre

en columnas glase en Q en Kg. rimental rica en - el valor
[ B en Kg. Kg. tedrico y
el exp.
Fig.242
1 fig.a Empotradas fig. . 16.6 17.7 Sieid 7 %

2 fig.a Articuladas fig.

3 fig.a Una emp. y fig.
Otra art,

4 fig.b Articuladas fig.

4 fig.b [Empotredas fig.

05
05 4.25 4,420 4 %
.05 10,0 10,6 fansbe g &
05
05

il
ol oo
.

6 6.1 Veawesg %
12,8 13.7 vewns T %

N N
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En la fig.241 :

1.- Balines SKF de & = 5 m.

2.~ Placas de Plexiglass

3.~ Modelo

4.- Paja do latén

5.~ Viga de cargs

6.~ Cuerda de pimno

T.~ Apoyo de borde mdévil descanzando en rodillos sobre una placa de la
téo

8.= Polea

9.- Cuerda de piano
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10.~ Polea
1l.~ Indicador
12,~ Pasador
g
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Fig. 241 (o

El método de Vaswani es particularmente adecusdo en estructuras de un -
piso y una crujfa con miembros de rigidez variable ya que ofrece una solucién sip
ple de exactitud ragonable (con un error menor del 10 %). Sin embargo, en marcos
de varios pisos aunque no exista evidencia experimental ee de esperarse que esa -
diferencia sea mayor.

(o)

5.~ Yeu, Lu y Dricoll efectuaron una serie de investigaciones experimen
tales sobre tres pares de marcos rectangulares de acero ductil con conexiones —
soldadas como se indioa en la fig. 243. Los marcos se probaron en parejas unidaes
por un sistems de contraventeo como se ilustra en la fig. 244; la razén de esto -
fué evitar poeibles fuerzas de friccién que existirian entre el modelo y lag —
guiss de soporte lateral que tendr{an que colocarse en ceso de probar un solo mar
co.

Se disefié entoncee un dispositivo especial para lograr que los apoyos -
de las columnas se comportaran en lo posible como articulaciones perfectas.

Las dimensiones de los mercos probados y las propiedadee geométricas de
las secciones transversales de los miembroa se consignan en las tables XLI y XLII

Las caracter{sticas meczhicas del material de que estan hechoe los mar-
cos y la localizacién de los lugares de donde han sido extraidoe los especimenes
ee eepecifican en la tabla XLIII.



202

TABLA XLIV.- Dimensiones de los marcos probados.
Marco Claro L en plg. Altura de colum r.en plg. n/r,
nas h en plg.

V-l 87 19/32 43 13/16 1.095 40
W2 87 19/32 65 11/16 1.095 60
¥-3 87 19/32 87 19/3%2 1.095 80
TABLA KLV.- Propiedades de las secciones.

Area A Peralte Ancho Espesor Eapesor I, S, re Zn Factor

plg.' d, plg. b,plg t, plg. w, plg. plgf plg.. plg. plglde forma
Nominal 1,085 2,625 1.840 0.201 0.156 1.23%6 0.942 1,062 1.086 1.16
Medidas 1,043 2,625 1,813 0.207 0.156 1,251 0.95% 1.095 1.067 1.12

TABLA XLVI.- Resumen de los resultados de las pruebas de especimenes,

a, Tom. €y €q.0. L

: 1 A

Kips/plg.  Kips/plg.  plg./plg.  plg./plg.  Kipe/plg:

Patin 42.11 54.1 0.00134 0,01336 32,047
Patin 43.27 54.57 0.00125 0.01403 31,592
Alma 48.28 60.35 0.00167 0.01066 30,483
donde: dy =. Esfuerzo de fluencia estdtico

Q.= Resistencia ultima a la teneidn
§&4= Deformacién inicial de fluencia
&= Deformacién uniteria al iniciarse el endurecimiento por defor-
macién
B = pNbdulo de elasticidad

El sistema de cargas a que se sometisrun es el mostrado en la fig. 243,

Las cargas P sobre cuca columna representan las cargas de posibles pi=—-
sos superiores de acuerdo con el coeficiente O fig. 243

En los dos primercs marcos X = 2 y en el tercero (W -3) & = 1.8 este
valor se selecciond as{ para lograr que se presentara el pandec desnués de la ~--
fluencia;las cargas se ajlicaron en forma de pequefios incrementos por medio de un
sistema de palancas comu el mostrado en las figs. 244a y b,

O.apsnitive
P - R . " R [ ’ ::"‘- '(W,::r
J qa [}
-+
v i
3 3
1 LT {
) Pacea A ‘g
< x=t $
z )
-5
g . F
v lYE —t

Fig. 244

F-", 243
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Las configuraciones deformadas de loes marcos W - 1, y W - 2 para las cargas
especificadas se muestran en las figs. 245 y 246 y los resultados de las pruebas
se consignan en la Tabla XLVII.

TABLA XLVII.- Resumen de las pruebas y comparacién con los valores teéricos.

Marco Pardmetro Carga de Carga de Carga ex Rw Carge de F__ Pexp.
de carga. colapso ineatabi perimen- ;, pandeo. P %
Teor{a - lidad. tal. P caliviada r e
Plastica P Kips. Poukipe. F. Kips.
aimple.
Py Kips.
V-1 2.0 12.43 11,53 11.17 0.928 10.65 0.857 1.049
V-2 2.0 12,43 11.47 10,14 0.923 10.18 0.819 0.996
V-3 1.8 11.43 10.44 9.16 0.913 8.61 0.753 1,064

promedio = 1,036

En la fig.247 se presenta la comparacién entre los valores tedricos —-
obtenidos por el método de Lu (curva A) y los resultados experimentales anterio=-
res, as{ como estoa mismos resultados y loas derivadoa de la férmula de AISC (493)

De las comparciones anteriores se concluye lo siguiente:

l.- La cargs de pandso calculada es inferior a la carga de pandeo expe-
rimental en 8010 4 % en los marcos W - 1 y W - 2.

2.- La cargs Sltima experimental Pes ¢a del drden del 80 a 90 % de la -
carga de colapso derivada por la teorfa pléstica simple,

3,- La férmula del AISC (493) que garantizes la inestabilidad de marcos
diseflados plasticamente, resulta muy conservadors en caso de marcos eabeltos -——-

(% - 3).
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6.~ El pandeo de narcas espaciales tambien ha sido objeto de investiga
ciones experimentales. Renton efectuo una serie de pruebas sobre el modelo de -
warco mostrado en la fig. 248.

Este modelo fué construido utilizando dngulos de piernas iguales a 1",
fabricados de ldmina de acero ductil # 24, La longitud de las barras verticales
y horizontales Be escogié igual a 24", pars asegurar as{, que cuando el marco se
cncontrara en estado deformado, las barras del mismo permanecieran elédsticas ba-
jo cargas axisles igualee a la de Euler pars condiciones rigidas en sue extremos
Las propiedades eldsticas de las barras se determinaron directamente de pruebas
a flexién y torsién obteniendose una variacién entre + 16.5y - 13.8% de los
valores promedios.

Las conexiones fueron construidas de l4mina de acero ddctil # 16, las
cuales, para fines de anflisis se consideraron rigidas. Las cargas horizontales
ese aplicaron mediante alambres apoyados sobre montantes que transmitian la carge
vertical, la que a su ver se aplicé a través de una viga que descansaba en bali-
nes de apoyo sobre dos columnas opuestas diagonalmente.

La medicién de las rotacionee horigontales y verticales en las juntas
durente todo el proceso de cargs, se llevé a cabo instalando dos espejos en dos
juntas apropiadas. Cada prueba se repitié 8 veces, determinandose la carga crf{-
tica a partir del diagrama de Southwell, los resultados aparecen en la tablallylli
y corresponden a los valores calculados analiticamente considerando la presencia
de elementos rigidizantes en los extremos de las barrss.

Las propiedades de las mecciones transversales de las barras resulta—
ron ser las siguientes:

A = 0,0128 plgt Elw = 3,184 lb-plg'
x, = 0.125 plg. Ely = 1,915 lb-plg’
rd = 0.0158 plg.t GJ] = 34.61 1lb-plg:

En las dos primeras pruebas, la falla se caracterizé por une gran de—
formacién de las barras verticales del entrepiso superior cargadas directamente
por el sistema de cargas P, en las 3 y 4, el pandeo se confiné al de las diagona
les coplanares con las cargas; pudiendose concluir que en este caso particular,
las cargas verticales tuvieron un efecto despreciable en la estabilidad del mar-
co y por $ltimo, en la prueba 5, las barras verticales sujetas directamente a —
las cargas P, de ambos pimos as{ como las diagonales del piso superior conecta—
das a laa columnas mencionadas, definieron la cargs de peandeo.



TABLA XIVIII.=

Cargas criticas en libras

el marco espacial probado fig. 248
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Cargas criticas exp. argas criticas teoricas (Renton)
Carga de prusba Mi{nima Méxima |promediol Considerando elemeyp |Sin considerar ele
tos rigidizantes. ntos rigidizan—
tes.
®e
70.0| 88.5 | T77.5 T4.4 7.1
~EARQ40
» L4
T.5| T19.0 | 176.3 4.4 5.0
(g
4 35.6| 49.4 | 42.7 41,5 40.1
36.0| 44.7 | 39.5 40.8 39.5
26.9| 32.6 | 28.9 9.5 29.4
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CONCLUSIONES

La inestabilidad de un marco es mds que una disminucién de su resiaten
cia, una deterioracidén de su rigidez. Su efecto en marcos adecuadamente contra-
venteados practicamente es despreciable, pero en marcos libres de desplazarse la
teralmente y especialmente en marcos altos (4 pigos o més), el fenémeno de ines-
tabilidad puede provocar una disminucidn considerable del factor real de cargai{res
pecto al factor de carga rigido-pldstico A, ) que debe tomerse en cuenta.

Puesto que el comportamiento de una estructura sujeta a un sistema de
cargas cuya intensidad se incrementa desde cero hasta su capacidad méxima es —
inelédstico, el valor exacto de su factor de carga sélo puede determinarse si--—-
guiendo paso a paso la historia completa de su deformacidn. La complejidad de -
este andlisis es formidable y por esto sblo se ha aplicado & marcoa de 1 y 2 pi-
808 y una crujfa y a los dos marcos de 4 pisos que presenta Wood en su trabajo.
Los resultados obtenidos son de gran interés no sélo porque proporcionan el va--
lor exacto del factor de carga A,y su disminucién respecto a Ay debido a la -—
inestabilidad, sino tmbiéﬁ, poryue pueden servir de comparacién a los resulta—
dos derivados de un método que tome en cuenta el fendmenoc y que a la vez sea lo

-suficientemente simple para aplicarlo en disefios de rutina.

Se han becho algunos intentos para proporcionar tal método, sin embar-
g0, la aplicacién de los métodos hasta ahora propuestos dista todavia de ser ~—-
préctica. Por ejemplo, el concepto de la estructura deteriorads que introdujo -
Wood al analizar los 2 marcos de 4 pisos, conduce prdcticamente al valor exacto
del factor de carga ds la estructura y permite ademds aprecisr el efecto de la -
incatabilidad en la estructura, pero su aplicacién es muy laboriosa,

Es posible tembién obtener resultados muy satisfactorios utilizando el
procedimiento propuesto por Merchant eegin el cual deben construirse la curva de
mecanismo MN (Fig., 185) y la curva OQ carga-deformacién correspondiente a un com
portamiento eldstico de la estructura, modificado por efecto de la carga axial,
para obtener en la interseccién de dichas curvas un factor Ag de donde se deduce
el factor real de carga A, ((Ap=08)g ). Sin embargo, la construccidén de -——
ambas curvas implica u. andlisis numérico laborioso. Algo similar puede decirse
del procedimiento grdfico jue Horue (Fig. 18%) propone para construir la curva -
carga-deformacién OFG ce la estructura, pues en este caso se requiere determinar
varios puntos de la curva OF que representa el comportamiunto elasto-pléstico de
la eastructura cuando ia cargu axrial en los miembros que la componen se supone —-
igual a cero. Cuando se trata de msrcos de pocos pisos (4 pisos o menos), pucde
obtenerse con menor dificultad un valor conservador del factor de carga A ,upli-
cando el método de la ltima articulacién pléstica, ya que el factor de carga
que se obtiene aplicando cute método es el correspondiente al punto J de la Fig.
192, No obatante, y aunque es relativamente sencillo determinar la posicidn de
la dltima articulacidén pléstica que se requiere formar para convertir la estruc-
tura en un mecanismo de colapso, as{ como el eatado de deformacién de la estruc-
tura (rotaciones de las articulaciones plésticas y desplazamientos laterales de
los niveles de la estructura) un instante antes que se forme la dltima articula-
cidn pldstica, los mecanismos de colapso que de acuerde con el método de Lind de
ben estudiarse para obtener la solucién final, teniendo en cuenta que el andli--
8is mencionado tiene que efectuarse para cada uno de los mecanismos, hacen im---
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préctico el procedimiento., Deede este punto de vista parece ser mds adecuado -
utilisar el método de Holmes y Ganhdi. El inconveniente que presenta dicho mé-
todo es qus las gréficas que proporcionan los factores de amplificaciém que in-
troducen los autores en el método, corresponden s marcos de crujfas de igual —
claro y sélo un nimero reducido de valores de algunos de los pardmetros que in-
terviemsn en las expresiones que definen tales factores. El célculo de estos -
factores es tambidn laborioso.

Para aplicar cuslquiers de los métodos discutidos arribe se requiere
disefiar previaments la estructura, por consiguiente si se desea quegquna estruc-
turs dada corresponda un cierto factor de carga, debe en general redisefiarse.
Bo existe todavis us proocedimiento que como el sftodo de distribucida pléstics
de momentos de la teoria pléatica simple, presente la ventaja de proporcionar -
los elementos mecénicos en los mismbros de la estructura, sin tensr que conocer
los momentos plésticos de dichos miembros ni tan pooo una relacién entre ellos.
ks evidente que un procedimiento de este tipo, que tome en cuenta el efecto de
la imsstabilidad, por ejemplo, incrementando la intensidad de les cargas hori--
sontales en una cierts proporoidn que ser{s funoidén de la carga vertical y de -
1a alture de las colummas de la estructurs, serfia realments un procedimiento de
féeil aplicecidm.

89 ba demostredo tedrica y experimsntalmente que la expresidan eampiri-
os 495 que las especifiosciones AISC recomismdan utilizar pars tomar en cuenta
ol fenlmeno de inestabilidad en marcos de uno o dos pisocs, es siempre conserva-
dore y en la mayoria de 10s casos desasiado conservadora. A este respecto pue-
de decirse que la férmula que lu (Ec.494) sugiere utilizer, proporcions una me-
Jor aproximecién cuando se splica a marcos de un piso formados por miembros de
seccidn WP, sujetos a un sistema de cargas como el mostrado en la Fig. 165, Sin
esbargo, introduciendo los resultados de Moses (Tabla II, Fig. 179) en la Pig.
177 (expresidn de lu), se puede apreciar que la sxpresién de lu resulta del la-
do de la ineeguridad especialmente en 10s casos en que se incrementa la cargs -
horigontal. En cambio, como lo indican las FPigs. 1768 a 180, los resultados —-
tedricos y experimentales tienden a confirmar que ls forsula de Merchant, ec. -
500, sumges conduce también s una estimacién conservadora de la capacidad de —
carga de marcos altos, las oolummas que ¢ digpeflan aplicando dicha férmula no -
resultan tan robustes como si se dissfiaren pare satisfacer la ec.493.

La férsula ds Nerchant ha aido objeto de controversiss respecto a su
futura aplicaciés en marcos de edifiocios altos, pues también resulta muy conseg
vedora en 08806 en que la carga axial sobre las columnas es spreciable, y ade—
nfs, porque no existe una relacidu racional entre los tres factores de cargs —
qu em ella interviensn. La dificultad que repressnta la determinacidn de la -
carga critica eldstioa as{ como la correcta substitucidn del eistems de cargas
por otro que sea equivalente, en algunos casos son otros factores que hacen ing
propiada la aplicacién de la férwmula de Nerchant.

Puede afirmarse que la mayor parte de la literatura sobre inestabili-
dad do marcos ss refiere al cflculo del factor de carga critica eldstica. En -
el Capftulo III se¢ han incluido algunos de los métodos propuestos pars esto. To
dos estos mefodos se presenten refirishdose a marcos ds una sola crujfs o a map
cos d8 varias crujias cuya aimetria permite analizarlos camo si fueran de una -
sola, por facilidad en algunos casos, y en otros, posiblements, porque segin de
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wostro Merchant al analizar un marco de 5 pisos y dos crujius, el factor de car
ga A, puede estimarse con suficiente aproximacién, utilizando el principio de -
miltiples para reducir la estructura a otra de una crujf{a. Ademds, en todos —
loa casos se ha considerado que las cargas actian sélo directamente sobre las -
columnas ya que la influencia de los momentos secundarios producidos por las —
cargas aplicadas sobre las vigas, en el valor de ls carga critica eldstica, no
disminuye su valor més de 7 % aproximadamente, segin demostré Lu (pag. 30) en -
los casos que consideré y en cambio, si se considera dicha influencia, el andli
=18 de la estructura resulta excesivamente lsborioso.

Para aplicar los métodos de Timoshenko, de Belluzi, de Bleich, de —
Kirste, de Stevens y Schimidt y de Jonhson que se incluyen en el Capftulo III,
salvo en casos muy sencillos, requieren un conocimiento matemdtico avanzado (ec.
dif., célculo integral, etc.) y por consiguiente son mds bien de caracter scadé
mico. Sin embargo, los resultados que de ellos se derivan (valores exactos de
Ae¢ ) son de utilidad porque sirven de comparacién a otros resultados obtenidos
de métodos mds mencilloe propuestos posteriormente.

El método de relajaciones de Merchant, el método de Su, el de distri-
bucidén de momentos de Hansbo asf como el método matricial del mismo autor, pre-
sentan la ventajo de que las expresiones que deben utilizarse pars aplicarlos -
son sencillas, pero, como deben efectusarse varias iteraciones completas para ca
da valor de la carga, y ademéds, puesto que al deducir los valores correspondien
tes de las funciones de estabilidad se tiene que interpolar entre los valores ~
que proporcionan las Tablas de Livesley y Chandler para cada valor de la carga,
los wétodos resultan muy laboriosos. Deade este punto de vista es conveniente
utilizer el método de Mc Minn puea por inspeccién de la metriz de rigideces K,
y de la matriz aliada, se puede evitar gran parte del trabajo numérico aunque -
el cdlculo de las funciones de estabilidad es inevitable. Esta siama degventa-
ja la presentan también los métodos de Goldberg y de Bolton.

Todos los métodos mencionsdos proporcionan un valor exacto de A

Los dos dltimos métodos que propone Rosenblueth superan a los ante—
riorea porgue no requieren el cdlculo de las funciones de estabilidad y los re-
sultados que se obtienen aplicandolos, son aproximadamente los mismos que los -
derivados por cualquiera de los métodos anteriores. Sin embargo, cuando se tra
ta de marcos con columnas varias veces més r{gidas que las vigas, los procedi-
mientos convergen lentamente a la solucién. Puede entonces ser mds conveniente
on estos casos, si se desea una estimacién mds rdpida del factor de carga )\,
utilizar las simplificaciones que Bolton sugiere. Los factores de carga que se
obtienen aplicando estas simplificaciones son en general mayores que el que se
obtenga aplicando un método exacto pero son razonablemente aproximadoa. Lo sis
B0 puede decirse si se splican los métodos de Dayaratman y de Harts, sélo que -
en estos casos, los factores de carga que se obtienen pueden resultar suy supe-
riores al valor exacto de A.

Se ha aplicado el criterio que propone el AISC pars determinar la lon
gitud efectiva de las columnas que componen algunoe de los marcos analizados --
por métodos exactos (entre ellos los marcos de Bleich, de Merchant y los de —-
Wood), es decir, se utilizé el nomograms de la Fig. 49-b correspondiente a sar-
coe libres de desplagarse lateralmente, para determinar la longitud efectiva —-
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(K1) de las columnas de cada marco. Conocidas dichas longitudes efectivas se
derivaron las cargas de pandeo de las columnas, encontrahidose una aproximacién
Buy ragonable de la carga de pandec de las estructuras (apesar de no satisfa—
cer en la mayor{a de los ossos, las hipStesis que se establecieron pars cons--
truir el nomograma) suponiendo que la menor de las cargas de pandeo de las co-
lumnas de una estructurs, es también la de la misma estructura.

Puede concluirse entonces que a falta de un procedimiento que tome -
en cuenta el efecto de la inestabilidad y sea a la vez de fécil aplicacién en
disefios de rutina, es posible obtener una sproximacién ragonable y en general
conservadora dsl factor de cargs X, utilizando la férmula de Merchant, en la
cual, el factor de carga A, se pusde derivar utilizando el nomograsa de la -—-
FPig. 49-b.

Finalmente, debe tomarse en cuenta que el fendmeno de la inestabili~
dad de marcos no debe comsiderarse como una limitacién exclusiva del andlisis
plaético de marcos de edificios altos, ya que tembién dicho fsnémeno puede pre
sentarse en marcos disefiados elésticamente y en algunos casos, como puede suce
der en mArcos Compuestos por vigas de alma abierta (armaduras), el factor de -
cargs de tales sstructuras puede ser inferior al correspondisnte a una sstruc-
tura disefiada plésticaments.
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