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CAPITULO 1.- 

INTRODUCCION. 

Objeto.- 

En estructuras de acero sujetan: a desplazamientos laterales especialmen 
te en marcos de edificios de varios pisos, se encuentra analítica y experimental-
mente, que puede presentarse la falla por inestabilidad de conjunto,antes de que 
se llegue a formar un número suficiente de articulaciones plásticas para que se -
presente un mecanismo de colapso lateral. 

Este fenómeno es consecuencia directa de la deterioración de la rigidez 
de los miembros estructurales, especialmente de las columnas y se ve favorecido - 
por el incremento del momento de volteo producido por la excentricidad de las car 
gas axiales aplicadas en las columnas, al deformarse lateralmente la estructura. 

El incremento del momento de volteo de que se habla en el párrafo ante-
rior, siempre se presenta cuando la estructura se somete a la acción de cargue la 
tamice y verticales simultáneas, o cuando no es perfectamente simétrica; general 
mente no se toma en cuenta en los métodos de análisis convencionales. 

Es esta inestabilidad de estructuras parcialmente plastificadas, la li-

mitación más importante de la aplicación del análisis plástico a estructuras de -
acero de tres o cuatro pisos en adelante, ya que loe principios fundamentales de 
este análisis, contenidos en los teoremas del límite inferior y superior, se apo-
yan en la hipótesis de que no se presenta ninguna clase de inestabilidad en la es 
tructura, antes de que se alcance la carga de colapso o carga dltima. 

En general, existen tres posibles tipos diferentes de inestabilidad en 
una estructura de acero:°)  

1.- La inestabilidad local, fenómeno que evita que la sección transver-
sal de un elemento estructural, soporte el aumento plástico durante el tiempo su-
ficiente para que se formen en algunas otras secciones las articulaciones plásti-
cas. 

2.- La inestabilidad de los elementos estructurales individuales suje—
tos a la acción de fuerzan de compresión aplicadas axial o excéntricaaente y 

3.- La inestabilidad general de la estructure o pandeo de conjunto en -
dirección lateral, fenómeno que se presenta cuando la estructura no esta suficien 
temente contraventeaua o arriostrada y no tiene rigidez lateral propia suficiente. 

En ente trabajo no se consideran los dos primeros tipos de inestabili—
dad y sólo se pretende exponer un panorama general del estado de conocimiento ac-
tual relacionado con el último problema. Con este objeto, se describen varios mé 
todos propuestos para determinar la carga de pandeo de diferentes tipos de estruc 
tura», los principios en que se basan y loe resultados de las investigaciones que 
han conducido a la simplificaciones generalmente adoptadas en ellos. La razón de 
describir tales métodos, se debe al hecho de que algunos de ellos presentan venta 
je» que otros no tienen. Se incluyen ademáis los resultados obtenidos experimen—
talmente mediante prueban sobre modelos a escala que se efectuaron para verificar 
algunos de loe métodos descritos y la validez de expresiones empíricas que permi-
ten estimar en forma aproximada la carga de pandeo de estructuras con desplaza—
mientos laterales no restringidos. Finalmente,se resumen las soluciones de pro—
blema» de pandeo de algunas estructuras que pueden ser de utilidad práctica. 



Orgun zacIón.- 

En el Capítulo 1 se Indica el objeto y la organización adoptada en es-

te resumen aaf como la notación que se utiliza. 

El Capítulo II, se ha aividido en tres partes; en la primera de ellas, 
se enuncian algunas definiciones de conceptos que se aplican en el desarrollo --
del trabajo, se incluye la determinación de la rigidez y el factor de transporte 
de miembros prismáticos sujetos a carga axial. con distintas condiciones de apoyo, 
se deduce la ecuación de los cuatro momentos de Bleich que después se utiliza -
y se establece el principio de múltiples. 

En la segunda parte,ee resumen los resultados de investigaciones rela-
cionadas con el efecto de los momentos flexionantes y de la carga horizontal en 
la capacidad al pandeo elástico e inelfstico de marcoMen la tercera parte, se 

reproducen lea especificaciones LlSC referidas al tipo de inestabilidad que aquí 

se considera. 

Debido a que son pocos los marcos de edificios restringidos lateralmen 
te al grado de que el desplazamiento lateral pueda ignorarse, se ha concentrado 
le mayor atención al caso de marcos sin tales restricciones. No obstante y puco 
to que existen trabajos interesantes sobre estructuras contraventeadas, en la --

primera parte del Capitulo III, se describe su comportamiento estructural, algu-
nos métouos para calcular su carga de pandee y las soluciones propuestas para el 
cálculo del contraventeo. En la segunda parte de este mismo Capítulo se inclu—
yen algunos resultados derivados del análisis de marcos del tipo de dos aguda, y 
la influencia de algunas variables. 

El Capítulo IV, es concerniente con los métodos propuestos para deter-
minar la carga critica elástica ue estructuras. Estos métodos han sido agrupa--
dos de acuerdo con la siguiente clasificación establecida por Bleich: 

1.- Métodos analíticos. Son métodos que proporcionan una solución di-
recta obtenida del planteamiento de un sistema de ecuaciones lineales homogéneas. 

2.- Métodos energéticos. Son métodos basados en le condición de que -
( as u / a ai*) . o donde U,repreaenta la energía potencial total y 71,un estado 
dado de desplazamiento de la estructura 

3.- Métodos de distribución de momentos o de convergencia y de relaja-
ciones. Son procedimientos iterativos o de aproximaciones sucesivas que general 
mente utilizan el criterio de Lundquist para definir el valor de la carga críti-
ca. Estos métodos presentan la caracteristica de converger cuando el marco es -
estable y divergir cuando es inestable. 1.0b tres grupos de métodos descritos, -
se resumen en las tres primeras partes de este Capítulo y en el mismo órden enu-
merado; en l■ cuarta parte, se trata el pandeo elástico de marcos espaciales. 

En todos los métodos tratados en el Capítulo IV, se han supuesto es---
tructuras formadas de material infinitamente elástico-lineal; sin embargo, aun--
que esto representa sólo una idealización del comportamiento de las estructuras, 
las soluciones propuestas para determinar el factor de carga real de marcos par-
cialmente plastificados, están estrechamente relacionados con los anteriores, co 
mo se indica en el Capítulo V. hal este Capítulo, se incuyen también otros Mdt0 
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nos lue no involucran le determinación del factor de carga crítica elástica, aisf 
como una breve deecripción del efecto del endurecimiento por deformación en la -
capacidad de carga de las estructuras. 

En el Capítulo VI, se han resumido loa resultadoa de algunos trabajos 
experimentales sobre inestabilidad de marcos. 

Las conclualones y referencias se enumeran al final y en el apéndice 
re resumen los resultados de algunos problemas prácticos de pandeo elástico. 

Notación.- 

a,b = Coeficientes indeterminados 
E = M6aulo de elasticidad 
1 = Momento de inercia 

L,n . Longitudes 
k • EI/L Rigidez flexional 
e . Factor de rigidez modificado por la carga axial 

K. = ice = Rigidez total angular del extremo 1 de la pieza 1-2 
c. . Factor de transporte angular del extremo 1 al extremo 2 

= ka (1 + c) rigidez lineal 
M,. = Momento flexionante en el extremo 1 de la pieza 1-2 

= Rotación 
v,. = Cortante 
P = Carga 

= Longitud efectiva 
Pa  = s'El/41j' . Carga de Euler 
• P/Pi 
= Carga critica elástica 

A p = Incremento re carga 
E = Reacción horizontal 
V = Reacción vertical 
a = Carga uniforme 
• = Fuerza generalizada 
P. . A 0; ---- Carga de fluencia 
Pp . Carga de pandeo inellatico 
• = Factor de carga real 
A. . Factor de carga a la primera fluencia 
A„ = Factor de carga critica elástica 
II 	= Factor de carga rigido -plástica 
fff = Esfuerzo normal 
t = Esluerzo cortante 
S = Módulo de sección 
Z = Módulo de sección plástica 
k = (re ,1-17/¿) = (LP) ( fT7;i) 

11,1 = Distancian longitudinales 
y,+),9 = Deflezionee transversales del eje de una barra 

á = Desplazamiento relativo de un extremo de una barra respecto al otro 
9. dl/L = Rotación de la barra 
• = Incremento del desplazamiento lateral 

411.1"há,)  = Incremento infinitesimai de la deflexión tranaveroal 
• = 

U = Energia potencial total 
7 = Estado dado de deformación de una estructura. 
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CÁPITUL.0 11.- 

1.- Conceptos fundamentales. 

a).- Estabilidad:» 

Desde un punto de vista práctico, una configuración de un sistema 

,L dice ser entable si una perturbación, fuerza o desplazamiento generalizado, -
es decir, al una fuerza accidental, momento, vibración, excentricidad, imperfec-

ión, o bien, un desplazamiento lineal, giro, grupo de configuraciones de desplome, 
zamiento o cualquier otra irregularidad no causa que el sistema se aparte cincel 
va o desastrosamente de le configuración. En sentido matemático, la estabilidad 
de una configuración de un sistema se define como aquel estado de equilibrio pa-
ra el cual una perturbación infinitesimal sólo provoca una desviación infiniteak 
mal de la configuración original. 

En términos de la segunda derivada de la energía potencial total 

U, con respecto e las coordenadas generalizadas, entendiendo por cetas, al con—

junto no redundante de coordenadas suficientes para describir totalmente la con-

figuración de un sistema, la definición de equilibrio estable que se did ante—

riormente, equivale e decir que todas las /segundas derivadas mencionadas sean po 

sitivas, o lo que es lo mismo, a que la energía potencial sea mínima; si al me-

nos una de dichas derivadas es negativa, el estado de equilibrio es inestable y 
la energía potencial es máxima y si ninguna de lea segundas derivadas ea negati-

va y al menos una de ellas es nula, al estado de equilibrio correspondiente se -

le llama indiferente o neutro. Puesto que los tres estados descritos son de --
equilibrio, las primeras derivadas de la energía potencial total U del sistema -

respecto a todas las coordenadas generalizadas, deben ser nulas. 

El comportamiento de loa estados de equilibrio mencionados se com 

prende facilmente observando el de una esfera rigida que descansa sobre tres di-
ferentes superficies; coccava, plana y convexa, tal como se muestra en la fig. 1 

Fi 	.2) 	, cuL 

(«L).-equilibna eaflobis. 	(Id), Equilibrio Neutro. 	(c1.-Nuilibrica Inizatobta. 

1:n el primer caso, si se le impone a la esfera un desplazamiento 
infinitesimal mediante la aplicación de una fuerza generalizada y se retira di--
cha fuerza, la esfera regresa a su posición de equilibrio porque se encuentra en 
estado de equilibrio estable; en el segundo caso, si se aparta la esfera de su -
posición de equiiibrio permanecerá en la posición desplazada (equilibrio neutro) 
y finalmente, el tercer caso, corresponde al equilibrio inestable ya que al des-

plazar la esfera infinitesimalmente se alejará de su posición desplazada. 

El comportamiento descrito arriba, constituye la base de un crite 
rio frecuentemente adoptado al resolver problemas de pandeo de marcos, según el 
cual se supone que a una estructura dada sujeta a un sistema de cargas P, se le 

aplica una fUerza generalizada perturbadora Q, tal que involucre el primer modo 
de pandeo y se relaciona la perturbación con el desplazamiento generalizado, w, 

representativo del modo de pandeo mediante la rigidez de la estructura K, esto -
es, Q = K ,11,para definir de esta relación, la carga crítica como aquel valor de 

P para el cual K O, lo que significa que la estructura a perdido toda su capa-
cidad para soportar máa carga. 
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b).- Cargas idealizadas 1.5)  

Puesto que generalmente se supone que las cargas que obran sobre 
una estructura guardan una relación constante, en lugar de definir la intensi—
dad de los tres tipos de cargas idealizadas más nmportantea, as decir, le carga 
de fluencia Py la carga crítica elástica Po, y la carga de colapso rigido-plánti 
ca Pp , se definen los siguientes factores de carga: 

1).- El factor de carga a la primera fluencia Ay, en el parámetro por 
el que multiplicado el valor del sistema de cargan de trabajo se obtiene el sis 
tema de carpa al que la fibra más esforzada alcanza el esfuerzo de fluencia ay 
y la correspondiente deformación unitaria 14 representada en la fig. 2. 

2).- El factor de carga crítica elástica4s el parámetro por el que -
multiplicado el valor del sistema de cargas de trabajo se obtiene el sistema 
cargas para el que se cumple la siguiente condición,(OU 	¿1 ,774 a  ) = 0, vendo 
U,la energía potencial total,y 71,un estado dado de desplazamientos. En este ca 
so se supone una relación esfuerzo-deformación infinitamente elástico-lineal, o 
módulo de elasticidad E infinitamente constante, como se intenta representar en 
le fig. 3. 

3).- El factor de carga de colapso rigido-plástico Ap, es el paráme-
tro por el que multiplicado el sistema de cargas de trabajo se obtiene el siete 
ma de cargas que provoca el colapso de una estructura segdn la teoría plástica 
simple, la cual supone una relación de esfuerzo-deformación rigido-plástica fig. 
4. 

• 

i e.=. aie.I 	 F11.41 
C • on emr +fe pp. nie 	CID e, pe r--1.• 	n+es 
duo 	- P4.194...• 	amilwhism h mvs I . 

c).- Rigidmasy factonede tranaporte.de piezas prismáticas sujetas e 
carga 

1).- Considerase la pieza recta y prismática 1-2 de longitud L y rigi 
dei flexional constante k El/L, empotrada en 2 y con un apoyo elástico en 1, 
tal como se muestra en la fig. 5 

Si la pieza se somete a la acción de una carga axial P y un momento - 
M,, que produce una rotación 0,. en el mismo extremo, el momento M ,, que ee indu 
oe en el otro extremo, extremo 	vale: 

C 

11  es 	= 1,1 e,• 
Mu 	c,. x,. 8,, 

(1) haciendo E . ka : 
(2) de donde: 
(1' ) 

¿I 

 

cr 

  

e 

  

    

    

#4111 
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y por equilibrios 

. 	 + M  	o sea 	 . 11,.. (1 + 	) 	sa 	(3)
L 	 L 

s 

Estableciendo entones la ecuación diferencial de la elástica, para 
cualquier distancia x del extremo 1, se tiene: 

d y 
a 

- —e +Y ala x-P. y 	 (4) 

y substituyendo (2) y (3) en esta ecuación: 

d a y 	py 	- 	e  4  £(1 + c) 	e  . 
SI (5) d.. 

donde se han eliminado loe subindices 1 y 2. 

La solución de la ecuación diferencial que antecede, es: 

E
P 	

1(1 
PL  
+ c)ex  + A  _ 

men 
	.1 + B Ces \/117-ex 	(6) Y 

Loe parámetros A y B que aparecen en la ecuación anterior, son conste, 
tes de integración cuyos valores se determinan a partir de las condiciones de -.-
frontera. 

Introduciendo el valor de la carga de Euler: 

t 
TT El  (e) Pe . 	(7) y el parámetro: o . E-- 
L 

a 	 r 	Pe  
a 

P 	P 	Ir 	n ' 

	

y substituyendo en (6) : la  . :. -Ti- - r  Ti 	se llega ala ecuación: 

. --11(L - (14b) x) + ♦ Sen 21:1" /I * 3  "411  7 PL 

Remplazando aquí las condiciones de frontera: z O, y a O, se obtie-
ne: 

B .111- 	(lo) 

y substituyendo este resultado en (9) y les condiciones de frontera en el otro - 
extremo: 	L, y . O, ee deduce: 

, A • - ice k c cose° 17 sTr."  + cot R 	) 	 (11) 

sf," 
b
haciendo

, 	
Ti—  " slri.  2 	 (12) 

y substituyendo (10) y (11) y (14) en (9) : 

dz 

L 

tfr' 
	

(9) 



1 
(18) (19) o - 21-1 

ea 

u 

3 0 

thi 
e 

e 

11/ 

é 

$4 1 
• 
4 

Cii 

1e 

10 

y - --1-11- [1 - (1+0)-3- + (o cosec 21 	cot 2 t ) Sen 21x  Cal:21121(13) 

de aquí se determinancysapartir da las siguientes condiciones de frontera: 

21  
para z ■ L, 	O de donde: c 

(Sen
(2 
2
/ 
 - 2 
-  Sen 

/ Con
) 
 2 1) 	 (14) 

y para encontrar a, se hace x 0, y -dyai- - e, obteniendoes: 

ét  (1 - 2 I cot 21) 
(z) 

 

(tan - 1 ) 

Cuando la carga axial es de tensión, a y c estil dadas por la. alguien--
tes expresiones: 

(1-2 41  cot h 21?  (16) 	c 	{2/ - Sen h 2 é )  
(tan h - 	 Son 2 / - 2/Cos h 2 ) 

Los valores de a y c dados por las fórmulas anteriores, aparecen gratia 
do. en la fig. 6 y han sido tabulados por Liveeley y Chandler en función de p."11  

(41 
En la fig. 6, los subindicss t, se refieren al caso en que la carga a--- 

xial es de tensión y los e, cuando es de compresión. 

Loa valores de a y c se pueden valuar también utilizando lao siguientes 
témales aproximadaa: 

c, 
a, 

í1 

le 

t p—• 
..r I. 1 . 11.• ti Le i 	lb 

• 
e 

• 

I 
• 

oillu•Osnam eh wrosar. 
eh eheasee ~e • • A., 
#s.. isviss, ~pe . 
*Aida. ,411, ~4.4W.. 
«a 4? 

' es 
II 

1 
1  tp 

be 	are 	al 	ea 	II (as IV% 
*i. G. - Ve obras ea SI C. 

(17) 

(1 - 2 ) >  
e 	1 -/ 

e 

e.. 



Mis 

2).- Cuando el extremo 2 de la narra 1-2 U'ig. 7) está articulado, el 

momento M., vale: 

M i, ka'"e, (20) siendo s"' s(1 	) 	(21) 

y el giro en 2 se determina de la expresi6n: ea 	c e, 	(22) 

Los valores de s"' taabidn se han graficado en la fig. 6 y tabulado 

en lata tablea mencionadas. 	V. 

1. 

(m) la) 

11 

Vy p P 

Fil.7.- 

3).- Considerese ahora la misma pieza del caso anterior sujeta a la --
acción de las fuerzas P y V, a un desplazamiento A de un extremo respecto al -
otro y restringidos estos totalmente contra rotaciones, como se muestra en la --
fig. 8. En este caso se tiene que los momentos en los extremos son facilmente -
derivados de la superposición de los tres casos mostrados en la fig. 8-b. 

Por equilibrio de la columna 

M is + M a, + VL + P A 

y substituyendo: - 2 ks (l+c) 

o sea: 	2 ka (l+c) 	VL + 
Pa 

y despejando: 
. 

mostrada 

-0 

+ VL + P A = O 

111 

en 

YL 

la fig. 8-c, se tiene: 

(23)  

+0 t'a le y 

(24)  

(25)  

(26)  

L 

VL 

2 k 

ahora bien, puesto que: 	M,i . 

substituyendo (24) en (25),se obtiene: 

Mis -M s¥ .- loeli+c) y - VL 
 

\ 	fria 
[e(l+ci - 711 

MI, 	- km (1.1c 

2 [1 
rr a 

- 	 pe, 
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Oa:iendo 
(27) 

(28) 

= 

la ecuación(26) 

rr a. 

r  

g a. 	_ m 
VL  

[1— 
2 e (l+c) 

queda: 	M 

La expresi6n (27), ea el llamado factor de amplificaci6n de Merchant, 
puede observarme que cuando la carga axial P se desprecia, el valor de m resulta 
ser la unidad. 

4).- Dos funciones de estabilidad aparecen con la misma frecuencia que 
el factor a en calculo& de inestabilidad. Platea funciones corresponden al caso 
particular en que se combinen el desplazamiento d de la columna, con la rota---
ci6n de lus extremos, de tal forma que se anule el cortante V en la columna. 

 

Fil 9.- 

Com referencia a la fig. 9,ee tiene: 
de (a) : Y' 	- ka (l+c)/L (29) 

y de (b) : V" . 2 ka (1+c), 	- P w 4/1,  (30) 

sumando cobea expresiones e igualando a cero el cortante, se obtiene: 

V , 	+ V' ,  - o 	- ka[(1+e)/L] 

de donde despejando: 

* 2 ka (l+c) y /1 - P141 (31)  

(32)  

de modo que: 

2 [1 - 2 ers(f+c)  

M ea  = k I 	e - a (l+c)-!-] 
¿ 

= kn (33)  
Mal

= 	[ ec - e (1+c)°-]= - ¡LO (34)  

1 	 1 	M
ti o 

cuando 	0 .0 	n= + -4-1 y 	o= 	offee:71--- = - 1 como ea bien sabido. 
41i 

Loe valores de a, n y o, &parecen graficados en la fig. 10 en función -
del perímetro?. En esta figura loe subindicee t y c tienen el alealo sisa/f./cado -
que en la fig. 6. 
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5).- De acuerdo entonces con las definiciones de lea funciones de esta 
bilidad n y o dadas arriba, si a loe nudos de un marco en portal como el mostra-
do en la fig. 11-a, se les sujeta a giros unitarios en el mismo sentido y se per 
aite un desplazamiento del cabezal tal que el cortante de entrepiso se anule, se 
obtiene, segOn puede deducirse de las figuras 11-a a d, el nodelo de momentos 
ya se muestra en la fig. 11-e denominado por Bolton, modelo ue no-cortante. 

kin forma similar, en marcos de una crujía y varios pisos, combinando —
lar momentos provocados por rotaciones iguales de los nudos de un mismo nivel, --
esa los momentos ocasionados por desplazamientos horizontales de loa dos entrepi-
sos inmediatos a loe nudos considerados de manera de eliminar el cortante en ----
az os entrepisos, se obtiene un modelo de momentos como el de la fig. 12. 

13 

• 11 

•7 

44 

4S 

+4 

• 

41 

41 

-1 

4 

5 

-e 

1 

4 
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d).- Scuecide de los cuatro momentos (N 

Consideres. una pieza prismática sujeta a dos momentos en --
sus entremos como se muestra en le fig. 13, la scuacidn diferencial que gobier-
na el pandeo es : 

El d 
	

+ M I  (12- + 	+ Py 	(35) 
L 

cuya solucidn es: 

y .114.15en 21 (1 --1)11Sen 245] / - 1+11r1+111[11211 	-+ (36) •

San 2, 

a partir de esta emprende se deduce la ecuación de los cuatro momentos como 
ole: Con referencia a la fig. 14,se tienen las siguientes relaciones: 

pi• tpa + BL  if 4i  I., + ei+i 	1;4'1  
Estas rotaciones son iguales por continuidad, es decir: 
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W1 + e l  - tb., + e i., 	(37) 

siendo 11;y 4144 oteo se muestra en la fig. 14, las rotaciones de las piezas — 
(d/L) y filt  y 0„„ loe giros provocados por la rotación elástica del nudo i. 
Por tanto: { 	

x . O 

dy 	 . [ dy i el  . ____ 	y o 

	

dx 	 clic ] 
x . L 

derivando entonces (36) y substituyendo las expresiones que anteceden, se obtil 
nen las siguientes ecuaciones: 

e i 	. ____ 	 

	

)1„, 	2 r  1 	 i  
(_ 	+ 3.) + — ( 2 b cot 2 1, - 1 ) 

	

P L 	gen 2 r; PAL1 	
(38) 

	

NI 	 E(*: 	2 +'l+, 
, 	(- 2 cot 2 /1..  + 1) + 	 1) 

1/ :.:«1 	p 	 Pi., L „, ( San 2 11., 	 (39) 
lh.1.14 

I 	 1--- haciendo: L'L 	I 
. ---L:, 	L' 	. 	- L 

I 1,, 	1+1  

	

1  	2 4, 	 1 	 • 
IV • --i- ( 	1) (40) C' - 

--r-  (1 - 2 t cot 2 d' ) 

	

4d' 	Sen 240 	 4 k 

lag ecuaciones (36) y (39) adoptan la siguiente forma: 	

(41) 

SI • - 1 
ái 

( M L  • L'i 	+ M l L'.h  c'.•  ) (42) 

	

1 	
c • 	c'L+1 	 ) 

	
(43) 

remplazando estas ecuaciones en la igualdad (37) se obtiene la scusci6n de los 
cuatro momentos: 

P1 ▪ 	el 	L', 	+ 	 - 	(4i 	- o (44) 

4•1 
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Cuando M' = M 	, la ecuación (44) se convierte en la de los tres - 
momentos. 

M i, 	s'l 	+ X L 	c'l  + 	 - El ( kyi  - 111,) = 0 (45) 

En el ceso de piezas sujetas a tensión, las ecuaciones (40) y (41) se 
convierten en las siguientes: 

a" = --!--(1 	2 	) 	(46) 	e" . -1  (21 cot h 20 -1) 	(47) 
4 	Sen h 21 	 4 hit  

1 
y cuando la carga P es cero: 	 y c"' 

6 	 3 

y si 1,47 ao , 	0 y 	 O , que es el caso representado en le 
4 

fig. 15, quedz 	le ecuación (45) como sigue: 

+ 	 - El pl. o 	 (48) 

Las funciones (40), (41), (46) y (47) aparecen tabuladas en la rete- - 
refleja ( 6 ). 

e).- Principio de milltiples.41"  

Este principio establece la posibilidad de poder ,,nbdividir un -
marco estructural de varias crujías, en tantos marcos de una B014 crujía, como 
crujías tenga el original, para que analizando odio uno de estos marcos, se pue 
dasdeterminar directamente los desplazamientosy rotacionea,y de estos, los ele-
mentos mecánicos correspondientes al marco original. 

Lata subdivial6n requiere que las rigideces y el sistema de car-
ga' en cada marco resultante de la subdivisión, conserven una proporción direc-
ta. 

Considerese por ejemplo el marco mostrado en la fig. 16-e donde 
se indican los valores de k El/L de cada pieza. En este caso, el análisis -
de cualquiera de loe marcos (b) o (e), conduce directamente al análisis del mar 
co original, de aquí que generalizando, cualquier marco de varias crujías puede 
subdividirse en ol,h, 01,6, etc., modelos o marcos de una crujía, de acuerdo --
con los valores k, siendo ce., n44, etc., constantes para cada marco resultante 
de le subdivisión; la carga total W aplicada a la estructura, deberá dividirse 
también en W01:11 01  componentes, de manera que ceda mareo esté cargado propor 
cionalaente a su correspondiente coeficiente de rigidez 01 . 
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Si los claros del marco en cuestión no son iguales, entonces la carga 
vertical y las fuerzas cortantes en cada crujía, también deberén variare. en --
proporción inversa • dichos claros. 

4 

3 

11  

• 

a 

9 	la 

it 

le 

a 

a 

El principio anterior es equivalente a considerar en lugar del marco 

original, un marco de una sola crujía con vigas de rigidez igual a la suma de -
las rigideces de todas las vigas de un sismo nivel del sanco original y con co-
lumnas de rigidez igual a la samisuma de las rigideces de todas las columnas de 
un sieso entrepiso; de manera que para determinar la carpa crítica elástica del 
*arco original se debe suponer pare el marco equivalente, el valor medio de P/Pa  
ce todas las columnas de un mismo entrepiso, esto es: 

P, + Pa  * 	 + P. .  	 (49) 
Pe 	Pe  + Pa  a* 	. 

Cuando no existe la proporcionalidau requerida entre las cargas y los 
valores de k, el principio anterior, aunque ya no es del todo válido, properclo 
na en auchoa nabos, una buena aproximación de los valores de loe aesplasamien 
tos de loe pisos, los cuales pueden servir para refinar los resultados obteni—
dos, analizando para esto el marco original. 

(5) 
este respecto, lornouldiov explica en su libro como remplazar para 

fines de análisia, marcos de varias crujías por marcos equivalentes de una sola 
crujía, marcos de varios pisos, por equivalentes de un solo piso, coso combinar 
varios marcos de estabilidad uniforme, para formar un solo marco compuesto de -
igual estabilidad, como substituir cierto sistema de cargas, por otro equivalen 
te así como la forma en que pueden compararse los factores de carga crítica de 
estructuras sujetas e una combinación de cargas, considerando por separado las 
componentes del sistema de cargas. 
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2).- Efectoe de loe momentos flexionantes primarios y de cargue hori-

zontales.en la capacidad al pandeo elástico e inelástico de mar-
cos en portal. 

a).- Generalidades.- 

El cálculo de las cargas críticas de estructuras sujetas a sumen 

tos flexionantes primarios ( u momentos producidos por las cargas que obran so-
bre las vigas ) es bastante laborioso si se le compara con el trabajo ndmerico 

necesario para determinar los momentos flexionantes, rotaciones, desplazamien—

tos o deflexiones de una estructura cualquiera, analizada por los métodos con—

vencionales. Por esta razón, se han propuesto algunas simplificaciones que pa-
recen estar justificadas en algunos casos. 

Entre estas simplificaciones está la de substituir las cargas --
reales por un sistema de "cargas equivalentes" que se supone actúan directamen-
te sobre las columnas. 

El sistema de cargas equivalente de que se habla, no siempre es 

fácil de determinar en algunas estructuras; tun marco de dos aguas, es un ejem—

plo típico de estas estructuras. En este caso, existe la incertidumbre en la -

elección del sistema de cargas representativo del real; así por ejemplo, la car 

ga P sobre el marco (a) de la fig. 17, no estaría bien representada por el sis-

tema ilustrado en (b) ni en (c), puesto que la deformación de la estructura cama 

biaría considerablemente el valor de lee cargue axiales en las piezas. 

Los estudios realizados con el objeto de determinar el efecto de 

los momentos primarios en la capacidad al pandeo de estructuras, están restrin-

gidos casi totalmente a marcos de una crujía y un piso cargados simétricamente. 

Esta elección de estructura y carga obedecen a razones de eimplicidau, no obs—

tante, de estos estudios se ha obtenido muy valiosa información. 

En general, en marcos en portal *sujetos a cargas verticales pue-

den presentarse dos tipos distintos de falla por inestabilidad. Uno de ellos -

puede acontecer cuando el marco sujeto a un cierto valor de la carga, pasa de -
una configuración de deformación estable simétrica a otra inestable antisimátri 

ca, casos (1) y 	de la fig. 18, en el instante de bifurcación de la posición 

de equilibrio, la estructura a perdido su resistencia a cualquier fuerza late— 

ral que se le imponga. 

En principio, a partir del punto de bifurcación, puede existir -

cualquiera de lee configuraciones de equilibrio. 

El segundo tipo de falla, se presenta cuando el marco se sujeta 

a la acción combinada de cargas horizontal y vertical; en este caso, caso (3) -

de la fig. 18, el comportamiento puede llegar a ser parecido al de una columna 

cargada excentricsmente, ea decir, la deformación del marco se inicia desde que 
P 	O y se incrementa constantemente hasta que se alcanza le carga de pandeo y 

no tiene lugar ninguna bifurcación de la posición de equilibrio. 
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b).- Chwaililljinvestigó la inestabilidad elástica de dos marcos rIguius 
semejantes en geometría y cargas al mostrado en el caso 	de la fig. 18, cuya 
gráfica carga-deflexidn cambiando de escala puede representarse como en la fig. 
19. III esta figura, la curva (b), representa el comportamiento de la estructura 
cuando se pandea lateralmente y la curva (a) corresponde al marco cuyo movimien - 

e 	to lateral esta impedido; su punto más alto (Á), representa le carga de pandeo -
del marco. 

Ls bifurcación de la posición de equilibrio queda determinada por el -
punto (b), correspondiendo por consiguiente a la carga de pandeo del marco no --
restringido. 
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Chilena consideró le condición bajo la cual el marco en estado deforma 
do está en equilibrio en la misma forma que se hace en el caso de una columna —
cargada axialmente cuando se quiere determinar la carga de Euler, de modo que pa 
ra checar el equilibrio estable del marco, fig. 20-a, aplicó a la configuración 
deformada mostrada en la fig. 20-b, una deformación antisim4trica infinitamente 
pequefta, asociada a un desplazamiento lateral 6 de los nudos C y D, como se ilue 
tra en la fig. 20-c, resultando finalmente la configuración mostrada en la fig. 

En esta forma,laa reacciones del marco para la condición (e) resultan 

	

P. - P, 	 P. - P, V A.  

	

n 	
VA.  . P, - -------- 

n 

 

	

3L 	(1 - :1) ( P, +P, ) 
n
- 

	

H. = 	 (50) 

y para le condición mostrada en la fig. 20-d 

A4 á 
,L 	

41+

L 

 á 
V a 	V 	- (P, 	Pj—

L
---  • V A 	V. 4 (P, 	 )-- H = f(P. ,P.) + 6 H 

siendo entonces los momentos en C y U: 

M. = E, • h - 	( 	+ 	) 	y 	11. = 1. b+ Ya 	• + 	) 

Lea deformaciones correspondientes a este dltImo estado son: 

r). + ') 	y=y+ 6  Y 	 + & 

A partir de lea fig. 21, se plantean lita siguientes cinco ecuaciones -
diferenciales que gobiernan el equilibrio de la configuración deformada: 

ser: 

h 	í I. I. j 
2nh 

31  T. 

(51)  

(52)  

(55) 
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d'7 
El,----- 

d 

d y, 
El

3 	
+ , • y, + 1/4  • z, - 	O 

di,' 

d a  ya  
El:  —+ E, • y)  + 1,A. • 13  - P, 

els; 

d %  ya  
EIa 	2 

+ E,• ya  + Ve  • x 1- M e - O 
di, 

a 
El— + 3/5 • + E, • / O 

1 
d

a 

Para determinar las doce inc6gnitee, ó ,daydies constantes adickg 
nal.. que aparecen en las moluciones de este sistema de ecuaciones, se utiliza—
ron las doce condiciones de frontera y continuidad siguientes: 

[ 9 	° 'e 
[ 	- ( • + 4) 

t• h 

[ 	I " 
as,•9 

+ V • 	E, • 	O 

1 \ 
n  O (54) 
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este forme, el sietes& de ecuacionís (54) se redujo a dos enuncio- 
nem expresadas en función de h , 6 y 6 FI coso sigue: 

a 
V,,,,{el% 4. 	Va. - Va. 	14,, 
	 -1- —(1 9,11 Cut CP. h 

N. 	Ti,a 	2G., 91  1 	V. 	VA.  VA.  

- 	-.1(:  (1  - 9. h CCR 9. 11) -Ilir-1.C" 	 

	

911 	/ 1-.  ( 1±-144.. 1.ri 	911 5"1 12" 

	

V:. 	 VA. 

{ 

	

*1+4 	Y + 41, 1 , r  _ , i o L  cilh V. 	, cp,L 	<I) L ta  a 51_. ,.. 	.it.f 	N.  c... ....i. . cosi_ n 

	

h 	2 s.' 5.-. 	 z 
2 

	

_ !.±4. 	z r, 	+ A 5"121 93L 	5" 93(1.41) z 	2 	1-1 2. V 2  

	

H. 	 a, 

o, - VA. 

	

/ L 	L I 	1 

	

911i. -7)4' 	L 	• n,4_ 
G•s 9,-2 

1- 	[fl, gp L _ 	so,„ 51.1 .4.. an  	 cp.L.  _ c., cp,L  
V . 	n 	2 n 	n 	4 	2 	n 	n 

+(ra-r: 
	L 

	

VA. 41 	, 	L 
4 	/ 	2  

a Pf

Vti 

coa 

(55) 



9t.(+ 4. 
H 	i-; ZS«""Pit [t VA..  n vo. ) i 	n 	V. 	n 

Í P- Vi 1.  P.-  R I)  L cm, 4). L _ PI - P. San 9,,,L 

j 

 4. 

.4.  o•c- é i li ii, 	
14 	 ON 

r4. 95  h VA. c.t  ta,L i_ V.- V4.  4),h 	1 e„ cp, L ___ 

h 	 2 7-  H. 	Sam L 	2 

_d14 Va. 1 2  f:' coa  <pi  L , A San  q),L p,L(L I- ) san fiD3( :̀ _ L ) 
14.. ii4. 	 2 I. i li-it 	--- -2--- -2-  - 71 	2 	ri 

:yz 	n /1 	San CP. 1- 	v { 	ol. 	1 t — VA. 	ti  
— 2 il C a i 0 CP s (1-  — 12  4- 	' 	

P, - Vcc.  r-1  , fl_ R ( nz. , 
, , 	4  1 	— 1.  

Coa 4ta  I. 	oh L. 1), L 	t  ch L 5 	crii L 	5«n  cP . 9] 
2n 	n 	4 	.2.--- 'ir)  n 	

r,  _ 

a....., e : 

i .. --le   I - cp, h cot 9::,,h ) col, 9,L ..L.  cos  <PA L 

	

4E-A VA. 	 a 	Z 

_ _ j:1  ces cr 1  f 
L - 

L 1 , 9, h H. 5.,  cps L  

	

VA. 	t 7. ril '" 	v.. 	z , 

	

y : pi  h cot cp, h _ VA. + VD. h (  	H. 'A  2  hL  
Li„ 	L \' + V. i son'p, h 

	

$41 	N. ci>,11 

h  Vas.  

	

„pi  h_ VA. .1-  V$. h 	 ciDia 
H 	L 	• z sa.n ‘cp. h 
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(56) 

	

,1
70: 	

1 

	

E1, 	 Er, 

( 51) 

V  « .9111 „s  95, L 	piL San 

	

L - q.)m , /. 	o L 4- San • 
‘i 1' • z n 	n 	4 	a 	nZ 

no.  I: 5„ L 	 cat L - ces  cp, L 	l 	t. ces cP. 

n 	n 4 	z n a n 

4-1:*: 
— —r  4_ 14 	_ cp cot 	. h 

V.. V,ht  1 	 • 

---rM: cp, h cot h) 	L H. 

	

Vi. 	 4 VA. 

cp..h oot h) 	Whi.  H. 
a 	VA. 	V*. V.. 	 4 VA. 

A _ cP,L cp,L 

	

--I— 	 - h cot g4 h) 	h 
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Las ecuaciones (55) y (56) pueden expresarse en forma eLmplificada co-
so sigue: 

A* l (1)11" " (1) - 	Coa 2 	tan 
2 - 

H. 	(III) = O 

(56) 
V, 	A + S 	cpiL 	6 E V, 

* ---í-  (V) Cos 	- -í:- 	- (VI) . O 

cuando 611.0 y á . O, loa ecuaciones (58) que 

IP'', 	2 9P2L  V,. 
(I) - 	(II) Cos 2  ten 2 	

. 0 

th

2 

 
• , , 	, 
(IV) +- 

b 
(V) Co. 	O 

anteceden, me transforman en: 

(59)  

Ahora bien,puesto que las ecuaciones (58', y (59) deben satisfacerse si 
multaneamente cuando la carga adquiere un valor crítico P.„ remplazando (59) -
en (58) se obtienen las ecuaciones siguientes: 

- 	(II) Co. 4)4  tan 2 	- R. 
6E V.. 

(III) = O 
2E. 

(60)  
L 	¿ E V„.  

, + 	kv, Co. 	 (VI) 	O 
2 E 2E 

y finalmente, igualando a cero el determinante del sistema anterior se llega a - 
la ecuación: 

(II) (III) taril-;L + (Y) (III) = o 
	

(61) 

Con este ecuación y con las *muelan.. (59) me detenainan la carga crÍ 
tica P., y la reacción horizontal correspondiente. 

Cuando el marco es simótrico en geometria y cargas.esto ea, cuando -- 
1 	1, y P, = Pfl  , la configuración deformada del marco antes de que se presea 
te el pandeo, es como se ilustra en la fig. 20-a. U: estas condiciones resulta: 

- 	- 4)= JÉI y 	- El 

y las relaciones (57) se simpltfican modificando las ecuaciones (58) las cuales 
se convierten en las siguientes: 

ten' 9al 	6 	P 
(II) (VII) - -iT (VIII) Co. 4"  

H. 	 2 	2  

(62) 

(VII) +-21-(VIII) Cae " 	613 	P_ (1X). O 
Hb 	 2 	11,,, 



donde: 

(VII) . 	, 
hP 	dps  L 

(VIII) 	1/ Cot 	 
H. 	2 
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IR, L 	-2L 
	L 	L 	 L\ 

2 r"Cos 	+ e Sen 	- 01/(p - 	Sen opi  (5  - i)- 2 cos T1 k2  - i) 

Si en las- ecuaciones (62) se hacen 6 H = 0 y ¿ = 0, en forma similar 
• como se hizo en el caso anterior, se deducen: 

: (63) 	 H. 	 973L 	q,L 

-• 	(VII) 	0, siendo: (VII) m 
4 

e Y, (1 - 	Is.Cot 45 In) Cos 	Cog7 

L  
4), 	 9, L , 

- Cos 19, (1 - 1) 	 sen --r- =0 	 (64) 

La expresión (63) debe satisfacerse juntamente con las (62) cuando la 
carga alcanza su valor crítico, de aquí que remplazando (63) en (62), este siata 
me ee convierte en el siguiente: 

L 	93 L 	6 	P 
1 (VIII) Cos 	tan 2 H. - 2H, 

(IX) = O 

6 	 9,1, 	d H 	P 	 (65) 
— (VIII) Coa

2  
----- 	 (II) = 0 

El determinante de este sistema de ecuaciones de compatibilidad, ligue--
lado e cero, conduce e la siguiente ecuucidn: 

2Ph 	19. 	H. h 	 'II hl  
Cot h -1:É  1 - z Cot 	+ PL  2 -11h Cot cph seh,  h J  = o 	(66) 

Eata dltiaa ecuación junto con la (63), permiten determinar la carga - 
critica 	y le reacción horizontal correspondiente. 

Chwalla aplicó las ecuaciones (63) y (66) a dos marcos en los que supo 
so un comento de inercia constante en tocas las piezas (I .1,.I,.I,)y car 

gas iguales Y, aplicadas en loe tercios de la pieza horizontal, variando tan so-
lo la relación L/h, la que se hizo igual a 1 en el primer ejemplo y a 3 en el se 
gundo. 

Las cargas críticas obtenidas resultaron ser: 

P., . 1.775 
£1 

h 
Y P«,  1.0513 11  

h 
respectivamente. 

Mientras que, para loe atamos marcos sujetos a cargas concentradas directamente 
sobre las columnas, las cargas críticas respectiva* están dadas por loe valores: 

P' 	
El 

1.616 	y 	
El 

1.090 -___ 
11. 	

be 

(u) = 
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Estos valores difieren sólo 2.3 % y y% más que los anteriores respecti 
vamente, indicando con esto, que loa momentos flexionantes primarios inducen una 

disminución muy pequeña, prácticamente despreciable, en la capacidad al pandeo -

del tipo de marcos investigado. 

('01 
e).- Masur, Chang y Donnell confirmaron los resultados encontrados por 

Chwalla, derivando una expresión idéntica a la (66), mediante un método analíti-
co basado en loa ecuaciones de pendiente-deformación. Aplicaron a la vez a un 

marco como el mostrado en la fig. 22, un procedimiento de aproximaciones sucesi-

vas, extensión de los métodos clásicos que no toman en cuenta el efecto de los -

momentos flexionantes en el cálculo de le carga de pandeo; los valores derivados 

a partir de este Sitien) método, concuerdan también con los de Chwalla. 

Ambos métodos, el analítico y el de aproximaciones sucesivas, consie--

ten también en considerar las condiciones de equilibrio de la estructura un ins-
tante antes del pandeo y cuando la estructura adopta una configuración ligeramen 
te pandeada. 

Según el método analítico, con referencia al marco deformado simétrica 

mente que se muestra en la fig. 22-a y a partir de las condiciones de equilibrio 
en los nudos C y D, así como por equilibrio de cortante de la columna izquierda, 

se deducen las siguientes expresiones: 

1( 	(1  - c: ) + K (1 - c,) 1 Oc 	M 1,.  = O 

. E, (1 - 	) 0 	- Hh 

En estas ecuaciones, el subindice (1), indica que el término se refie-

re a la columna y el (2), a la viga. 

Eliminando E+. de (67) y aprovechando la simetria de la configuración 

deformada de la estructura,ae obtuvo la ecuación: 

qD L 

( 1 - 	h Cot 	h 	Cos 	+ Coa a
2 	

- Cos 	- 	4 

2 

p6 H 	1›,,L 
	 sen O 

2 
(66)  

aquí tambfen T) y p,  siguen teniendo el mismo significado, es decir: 

(i)  " El Y 
1 	H. 

1)1  " El 

tal como se hizo para definir la ecuación (63), en este caso, haciendo 19, = 0 
lo cual puede suponerse así ya que H resulta ser muy pequeña, la ecuación (60) 
permite expresar H. como función explícita de P, de la siguiente manera: 

(67)  
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PLI 	(3. 	7.1) 	11. [  	p
l (1 - val Cot 	) 	 (69) 

Para la segunda condición do equilibrio posible, o sea, cuando el mal: 
co asta ligeramente pandeado, el procedimiento adoptado consiste en los alguien 

tes pasos. 

I).- Se introduce un desplazamiento lateral infinitesimal 6 , en el -
extremo superior de las columnas, como se ve en la fig. 22-b, provocando con es 
to, cambios en la rotación de las juntas C y ll, es decir, A 8. y o. 80  , las ---
cuales resultan iguales entre al en la configuración antisimitrica. Se supone 
6 H 	O. 

2).- Se determina el cambio de las reacciones verticales n V. y JB, 
en tiranos de 6. 

3).- Se obtienen las expresiones que definen los cambios de momentos 
extremos de las columnas CÁ y DB, esto es, á /I,. y c. M.. y en la viga, o sea, 
Mil,. y á M... 

Para los dos primeros canos, cuando las coluanas está] articuladas en 
las bases como en este ejemplo, los cambios resultan ser: 

AN,..1c is (1- c' )( 6e, - h‘e) + 	As(1-6') - 2sc 	c j (O.  -'+)] (70) 

aquí, y. o y 	by. 6/L. 	A 14,. resulta semejante. 

Para las vigas, el incremento de momento esti dado por: 

+ c .5 Be  + e c 8, - (1+ c) 	- G e 41+ 

+ c)p / + á 
Maco 

(71) 

• M... 

+ 

donde: 

k 

[O, 

47 e 

í  a 	1, h 6, 

+ 	- (1 

át.v 	= c 
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Siendo .n c el incremento del factor de transporte provocado por el - 
desplazamiento 6 y o M i 	es el momento de empotramiento en el extremo C de ,  

la viga CD. 

4).- Se deducen cuatro ecuaciones de equilibrio,dos correspondientes 
al equilibrio de los nudoeCyDy las otras dos al de las columnas; para el --
marco en estudio, gracias a la eimetrra, el sistema de cuatro ecuaciones se re-
duce a otro de dos solamente. 

5).- Se substituyen en las dos ecuaciones de equilibrio anteriores, -
las expresiones de loe cambios de momentos encontradas en (3) para obtener dos 
ecuaciones lineales homogéneas con doe incógnitas A e, y ó , de manera que 

igualando a cero el determinante de los coeficientes de las incógnitas, se en-
cuentra la expresión correspondiente al estado de equilibrio indiferente. 

Dicha expresión resultó ser idéntica e la (66). Resolviendo aimulta-
neamente las ecuaciones (66) y (68) se determinan los valores de H y de la car-
ga crítica P, 

El procedimiento de aproximaciones sucesivas, consiste en determinar 
la carga crftica suponiendo sucesivamente valores de la carga con un cierto cri 
terio que acelere Da convergencia. El procedimiento aprovecha la técnica de --
distribución de momentos y se puede resumir en los siguientes pasos: 

I).- Se supone un valor de la carga P y se encuentran todos loa facto 
res de rigidez y loe momentos flexionantes aplicando cualquiera de loe métodos 
convencionales. 

2).- Se introduce un desplazamiento de magnitud arbitraria 8 . 1 en 
cuyo caso, tanto K como c varian ligeramente; este desplazamiento equivale a --
aplicar a las columnas en cada nudo un momento de empotramiento dado por las —
ecuaciones: 

oM 	K ( 	0, 	C A 4)., ) 	. M l 
	 (72) 

siendo A 14,, el incremento del momento de empotramiento en les columnas debido 
al efecto del desplazamiento 6 , y está dado por le expresión: 

AM A '  
`J 	L 	K 	 a 

e 	 - ) 	 yq + 	 6  - + 2P 1,I(' cc', 

1-C 	1-C 
	 ( 7 5 ) 

donde: el signo positivo corresponde a la columna derecha y el negativo a la iz 
quierda y K' s dK/dP o sea, es la variación de la rigidez con respecto a la --
carga axial y está dada por la expresión: 

X 	KL 
X' . -5- (1 - c -il) , c' 	

dc 	
-5- 1 - cK (1 -c)4- , K K(l+c) 

Cuando lea columnas están articuladas en sus apoyos como es el caso -
considerado, la ecuación (72) se convierte en la siguiente: 

M '  = K (1-c ) 	9 + á?! 1 	 (74) 
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dondl" 	«4 	.1  1 	.1...3c 	, EL, _. _ 	E(l-c' )  
(75) ,oN,i  e _ r  ( ic  + c a) .,, 6 	

h 	
67 4 Ir O 	(76) 

alcatraz que, si las columnas se empotran: 

.4 	 4  + 2  
á M ,. 3  = E e 0, + A N 	(77) siendo: a 14 . - T,

1' 
 E  t4 ,i 5 - E 1 6 	(78) 

latas ecuaciones se han deducido tomando en cuenta que: 

e, 	x(1-c ) 	̀.1 
- cm 	)  

WIM 

14 
4E1 

( a e, + I  e  0 i  ) 

K M 	e  N  (e 0, + c A 9, ) + 0, 	 E  + 0, a(c K) - 	6 

Estas expresiones se dedujeron considerando la modificación que sufren 
loe valores de 1, K y c por efecto del desplazamiento virtual t. 

3).- LOB momentos de desequilibrio que se calcularon en el paso ante—
rior se distribuyen de acuerdo con las rigidecex de lao piezas concurrentes, mo-
dificadas por efecto de la carga axial y se determinan los momentos flexionantes 
finales á M 	en las columnas. 

4).- Se calculan ies cortantes adicionales en las columnas a partir de 
la siguiente expresión. 

h aB:3  = d M'o 	 P6 	 (79) 

5).- Se determina si la fuerza horizontal élF, dada por la expresión: 

er.-15_11HZ-3 	 (80) 

es positiva, negativa o cero lo que corresponde respectivamente a las condicio—
nes de estabilidad, inestabilidad y equilibrio indiferente. 

£1 siguiente ejemplo aclara la aplicación del método. 

Considerese el marco mostrado en la fig. 22-a y supongase 9ph = 1.55 
lo que equivale a suponer que P . 1.769 El/h' ; 

1 1 
Si -

n 
 = - yL=6 como en el primero de los marcos estudiados por --- 

Chacina, entonces loe momentos de empotramiento valen: 

N 	- 	- 0.222 PL - 0.393 Ella 

puesto que, con el valor de q h supuesto, K (1-c 1 ) . 2.630 El/h, se obtienen -
por simetría los siguientes momentos flexionentes: 

;>.t30 
/4  e.' - 	2.630 T.000—  c. =0.223 El/11 

y de las ecuaciones (74) Y (75): á NI,„ = e M ee = (0.300)(0.223)-2.630] ! 6 
h' 
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y por asimetría de la deformación del marco: 

6. 	 EI 
"" 	Allps 	6.000 ++2.630 4  141'.* -  1.784 	z 

 h• - 

y finalmente, utilizando la expresión (79): 

AH... o. 	
El (- 1.784-- + P)— 

6 	
- 0.015 

El 6 

de donde se deduce de la expresión (80) que n P es positiva, lo cual significa 
que le estructura es estable bajo la carga supuesta. 

Para efectuar otro tanteo se puede suponer queAP.0 y despejar P 
de las ecuaciones (79) y (80). Así se encuentra que P . 1.784 El/h' si se in-
troducen las expresiones que proporcionan loe incrementos de momentos que se --
dieron arriba. 

El criterio anterior proporciona siempre un valor de la carga, supe--
rior al de la carga crítica, luego, para efectuar otro tanteo, la carga que de-
berá suponerse debe estar comprendida entre loe límites: 

1.769 - &I  --- * P.,a 1.784 Ea 
 

h 	 h 

I  d).- De las ecuaciones (66) y (68), Lkli dedujo para la condicidn de — 
carga mostrada en la fig. 23, las dos siguientes ecuaciones: 

º (1 - p h Cot q  h) + 55,1 tan 111, 
	L ( 1 tan  4+ L 	1 ) a o 	(81) 

P 
	

2 	H CL 	2 2 

ecuación correspondiente al pandeo simétrico. 

h 	 IP , Ah 
PL  , 
	 t , 

qp h Cot qp h 	k 2 - opi l Cot —t-, + 	k2 - 1) h Cot lp h 	senh .1,h,  . 0 

( 82 ) 
Haciendo: 

al, .[Fil(a), 	0‹, 	I  (b) y 	tX3.: (83) 

la ecuación (81) se convierte en la siguiente: 

cli(1- 911 Cot 9 h)+ 1) h (x,tan '111111 	2 	
tan 

Chas 
 + 	

1 
	- 0 

2 	f h a5ce(1.+N) 	2 	cif.1 (1+N) 
(84)  

esta ecuación cuando L - 3b, adopta la siguiente forma: 

. p:(1-1ph Cot9h)+ Th <LUID 3111 h oí, - 	2 	 3111.1* tan 	+ 1 	- 0 

2 	3 iph eX1(1+N) 	2 	41+N) 
(85)  
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'91.11 .11111111111 	1111111111 1111. 

se construyeron las curvas de la fig. 24. 

$$$$$$$$ . 

el 11 44 ( • ,1  4  

Pe (i.$) P. 
A 	P. ták) a 

P é 	  
(1) 

1.4) 

b 

• 

ir 

l0 	30 	40 

14/erin' a4..,. c".• er/.1.0•1111 . 1 134..414. 	. ore.4 o e41) 

O.4Ot 	O • 

/•1/1,.  
1.1 a. h 	...hl. • 4.40. (14.0•••• 

le) 

De esta ecuación (85) y de lea relaciones: 

El 	

E 
(I) h)* 	(a) y -ti; = ( ID,b) 	(b) 

En forma similar,substituyendo los parámetros (o5) en la ecuación (82), 
se obtiene: 

a yh, 	4 , 	 ti.\  0,0110) Cot 	- 	- tph 	 ci,k 2- <1) h Cot 	- 	(% 
2 	 Sen'aph 

ecuación repreaentada por la curva (d) dibujada con línea discontinua en la fig. 
¿4-b en donde se nan reproducido lea curvee de la fig. 24-a. Las intersecciones 

de estas curvas con la punteada, representan las cargas de pandeo respectivas y 

el punto de intersección de la línea punteada con el eje vertical, corresponde a 

le carga crítica de un marco cargado directamente sobre las columnas. Este va—

lor se indica en las mismas figuran por is,r, . En la tabla 1 se resumen los re—
sultados obtenidos. 

El coeficiente N es un intento en la representación de marcos de un ma 
yor número de pisos. 
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(ab) 



(2) 

N = 1N 

(3) 

= 2 

(4) 
P 	carga 

(5) 

(4)-(1) 

6) 

(4)-(2) 
(7) 

(4)-(3) 
sobre las 
columnas 
solamente 

(4) (4) 

Reducciones en % 

1.810 1.813 1.821 1.9 0.6 	C».4 

2.34 2.33 2.32 

1.400 1.408 1.422 2.2 1.5 1.0 

2.65 2.64 2.63 

1.120 1.132 1.160 6.7 	3.4 2.3 

2.97 2.95 2.92 

(1) 

N = O 
Carga so-
bre la vi 
ga sola--
mente. 

L = h 

L = 2h 

L = 36 

P 
El 	1.787 

f 	2.35 

1.390 

f 	2.66 

El 1.082 
h 
í 	3.02 
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TABLA 1.- CARGAS DE PANDEO ASIMETRICO. 

fh = longitud efectiva de lea columnas. 

Interpretando los resultados consignados en la tabla 1, se observa -
que, cuando N . O y L = 3h, la carga de pandeo lateral es sólo 6.7 % menor -
que la carga crítica Pd correspondiente, mientras que para el caso siaátrico, 
la carga de pandeo es 17.2 % menor que la /j›, como se muestra en la fig. 24-b; 
esta reducción evidentemente ya no resulta despreciable como pudiera suponerse 
la reducción correspondiente al primer caso. 

En los dos ~Os asimétrico y simétrico.las reducciones anteriores -
disminuyen al aumentar N, mientras que la carga crítica aumenta. Esta última 
observación se explica considerando que dicho aumento de N ve acompahado de --
una disminución del valor de H, lo cual equivale a un aumento de le rigidez de 
la viga y consecuentemente de la capacidad del marco al pandeo. 

Debe tenerse en cuenta que en los casos hasta aquí tratados, ae ha -
supuesto que el material de que están formados los marcos es homogéneo isótro-
po e infinitamente elástico-lineal y sólo se han considerado cargas verticales 

e).- Chnnvestigó la influencia de los momentos flexionantes prima-
rios en la capacidad al pandeo elástico e inelastico del mareo mostrado en la 
fig. 25, cuando se le sujeta a la carga horizontal H. 



F.9  2p 

mi, 

(b) 
2E1 3D 

E h 
(o) 
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£1 andlisia eliatico del marco lo efectuó aplicando la ecuación de --
pendiente-deformación la cual, referida a la fig. 26 adopta la siguiente forma: 

R 	=k I s 	+ e s fa, - 	(1 + c) 	La  I 
	

(es) 

u 

I 

En esta ecuación s y c son respectivamente, la rigidez y el factor de 
transporte modificados por efecto de la carga axial y están dados por laa expre 
alones (14), (15), (16) y (17) las cuales se han aproximado por lea siguientes 
series: 

11 ( 2 ,r )4  

30 	- --ZOOG 	 la)  

C,15‘ 	 114 	13 (2 y )4  
2 	' 1 	60 	 + 25000 	* 	(b)  

* 
11  

30 

14 

60 * 

11 (2 k" 	)4  
+ (o) 

(.) 

25000 

13 (2 Ir 	)4  

25000 .1  

donde los subindlces c se refieren • cargas de compresión y los t, a los caros 
en que las cargas sean de tenal6n. 

, 	L 

	

Puede notare* que, cuando P = O ( = I 	Ir): 

s c.°. c44 • 
4 	2 	2 	4 " 1  
Remplazando entonces en las ecuaciones de equilibrio correspondientes 

a la configuración deformada de la estructura (fig. 25), las ecuaciones de pen-
diente-deformación de cada pieza, se obtuvieron los siguientes resultados: 

e, . 11 	(a) 	e. - 

V 	p 	(S.+ w,)(e. e.) 
e' 	(9.l) He, = i  (/s- '53„ 	 V.. á 

L 	 h 	 h 	h 

st  

4 

C 5 

(89) 

(90) 

(92) 
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En estas ecuaciones: 

-?-c2(

11+  
	 )4)(-21)( S' 'SI 	 55 "5, 5. 

( 4 	z.:)( 5n.,  

`-i)-(14-11: )11")(jci- I ) SI 5.  X • 

siendo: 

D.1 11 (n,+ xi)( y + y) - 
Ph' 

2 raa 	 EI, 

i(•) I, 1, 	 E(15,)Ia 	

h 

E(s, )3  I, 
S1 - 

 h< 
	(a), S,- 	1. 	(b), 	. 	— (c) 

E(s c.) I 	 E(s,cj I. 	 E(s c.) I, 
(d), 	

L 	
(e), "Xs= 	 (f) 

(95)  

(96)  

Las expresiones 90-e, 91 y 92, no proporcionan explícitamente los va-
lores den, P, y H, respectivamente, puesto que depende de los valores 5. y 
>c. loe cuales a su vez son funciones de las cargas axiales en las piezas, por 

tanto, se procedió por aproximaciones sucesivas suponiendo valores de A y H m  
pare deducir H A  , V„yVe., de las siguientes ecuaciones de equilibrio: 

Hh 2a 	 Hh 2h 
H 	. H -E5 	(") V.. P - 1:-- - __ p (98) v,. P +17--+ -1:- P 	(99) 

con estos valores se determinan A y H e  de las ecuaciones (90-c) y (92); en ge-
neral,los valores de A y 11, calculados no coinciden con los supuesto. y por --
consiguiente debe procederes por tanteos hasta que coincidan. Algo semejante -
debe hacerse con ': 01  y V,. para encontrar sus valores correctos. 

La fig. ¿7 resume los resultados del análisis (formado por piezas de 
sección 8W31) de marco cuyas propiedades son las siguientes: 

h 	180", L = 120", h = 1.5L, M,3 	 1 	1 
momento nominal de fluencia, - . 1.5 - 

	

EI, El 	 El, El 
2M 

k
,qa 	L 	L 

= — 	
‘ 	h 	h 	

H = 0.2 ( --I) = 2 Kips. 
' 

La curva (1) de la fig. 27, representa la carga sobre la columna iz-

quierda. Puede observarse que esta carga disminuye respecto a P (curva (4)) a 
medida que la deformación e se incrementa; lógicamente sucede lo contrario con 

la columna derecha (curva (3)). 

La curva (2), corresponde a la reacción Ha  ; la rápida disminución de 
su valor a medida que se incrementa a , se debe a que la rigidez de la columna 

derecha disminuye más rápidamente que la de la izquierda. 

(93) 

( 9 4) 
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2M
1, 

Para un valor de H 0 0, en la fig. 27, para un valor de H = 	-) 

la curva (4) se aproxima asintóticaaente a la linea horizontal (5) a la cual 

P = 0.203 P. , valor de la carga critica elástica del marco cuando H = 0. 

0 • 

c4 
it 

-o1 Mg 

L 

O 	O 
0 	41.00 	0.04 	loe 	004 	0. 0 	

I.4 

Fig.ar- 	 a./1, 

Para investigar el comportamiento inelástico del marco, se utilizaron 
las relaciones carga axial-momento-curvatura (P-M-11) de las piezas que lo com-
ponen. Dicha relación se expresa en función del momento flexionante, la carga 

axial, la curva esfuerzo-deformación y la cocción transversal de cada pieza y -

no resulta tan fácil de expresar como en el caso elástico para el que está dada 

por la igualdad siguiente: 

= 
El 	

(101) 

por tanto, se aprcvecharun las gr¿ficas momento-curvatura correspondientes a un 

perfil hf 31 sujeto a flexión alrededor de su eje mayor, con un esfuerzo de ---
fluencia Cry . Y Kips/plg. , una distribución de esfuerzos residuales como la 
mostrada en le 11é;. ,.d-a y .1n diagrama esfuerzo-deformación idealmente elasto--
plástic0.1sia. zac). 

Di la fic. 

M y  . CF1  S , 	 , PI  = Cry  A 	(102) 

En la 1tg, 	
bfts  

41-4 : Crr* 	b,ts+ 	- 2 14) 

Las propiedades del perfil OSP31 son las siguientes: 

r.. 3.47 plg, Sr.= 0.3 a7,,, E . 30 x 101  Kips/plgz, P . 301 Kips 

/11,3  - 904 Kips/plg, M, - 1000 Kips-plg, 	oldr,. 0.3 CrOalor supuesto). 

44 

0,4 

IrO 
0.4 

,_ '--------.----L45. 
(S) 

Po o LOS P 	" " 

(4) 

1.1 

aw. 
w,Si. 

L 

(4) 
• 

- 	h  
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1a4.101...1«ui en 1s 

ellilb 
Q,. 

cr 

111,01.5 

e lb) 

lio tifr 
ty 

le) 

a o 

a" 
.4a 

C 
'o 

5 ; 
c 

1 
O 

cr, 

4=1*, 

Mis. SO.- 

Ei marco se analizó recurriendo a un procedimiento de integración nu-
mérica simular al que se lescribe en el artículo siguiente. 

Para esto se dividió el marco en tres vigas-columnas como la moetrada 
en la fig. 29 en donde M d, 41 y ed  esta:, dados por las siguientes expresiones. 

M d - M i  - IlL.- Pa (103), A 	f  ( 01 , , H  , P, 11)(104),(9,- g thi„o„P,B)(10,9  

El procedlaiento se simplifica cuando se conocen algunos valores ex—
tremos cuino sucede en un voladizo donde Md = O y di = O si cele extremo 1 se 
supone empotrado. En este caso el problema se resolvió suponiendo valores arbi 
trarios de P y de H como se indica a continuación. 

Se supuso Mi, y ;,r integración numérica se deterain6 M d  las veces ne-
cesarias para lograr que este dltimo momento resultara cero (ya que se trata de 
un extremo articulado). Conocido así M i , a se dedujo por equilibrio. 

Los valores de H se fueron variando para cada valor de la carga Y y -
los resultados obtenidos se fueron graficando como se muestra en la fig. 30. 
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Loa puntos a,y a, corresponden a dos posiciones de equilibrio del vo-
ladizo sujeto a una carga transversal igual a h, y Ht respectivamente. Puede --
observarse que al aumentar H de H, a H, , el momento X L también debe aumentar pa 

re mantener el equilibrio; esto se satisface )asta que H m alcanza un valor lími-
te al llegar a ser tangente al eje horizontal en el punto as, a partir de este -
punto para disminuciones de la carga H, el momento M i.aumenta lo cual representa 
una condición de inestabilidad. 

Con el valor de H así calculado, para una carga P especificada, se de 
dujodá a partir del valor conocido Mi y ce procedió a construir las curvas 13-C, 
y P - o mostradas en las figuras 31 y 32 respectivamente. 

- 	------- 
ioL)alía¥f¥a,, f¡, •Par N.o 

La selección del marco se hizo con el propósito de que apareciera pri-

mero la fluencia en los extremos de las columnas antes de que el marco fallase 
por inestabilidad y aplicar luego el criterio anteriormente descrito como sigue: 

Por equilibriossegún ve deduce de la: figuras 53: 

[I(IIIII IIIIIIIIIIIII 
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H. = H - H a 	 (106) 

v, 	. ( P + 1,11.  ) ... "L  - (2 P + y L)  T.: 	(107) 

v. 	(p + 	) + . 	-11-111-', 	 • 	(loa) + (2 P + e L) 17  • 

L 	 wL G. 	 M, 	 (109) 

L 	 wL e, a -a-i- (2 14, - n, - --i-) (110) 

Respecto a las columnas: 

 

Li.. f,1M., V, , H., 9, ) 	111113 	111,=M,- V A  th,-H.h 	O 	(112) 

Aue 	 , He, 	) 	 MeaVa  dei s - 	= 0 	(114) 

Por compatibilidad debe tenerse que A = CIA  = he . bienio que no fué 
posible deducir explícitamente loe valores de todas las incógnitas,se adoptó -
el siguiente procedimiento: 

1).- Se supuso un valor de H, y se calculó H a  de la ecuación (106). 

2).- Se supuso un valor de A y se calcularon VA  y Va  de las ecuacio-
nes (107) y (108) reepectivamente. 

3).- Se supuso M, 

4).- Se supuso M, y be calculó 9. de la ecuación (109). 

5).- Se ueterminó A,,ue la ecuación (111) utilizando un procedimientu 
de integración numérica y se encontró Ma  de la ecuación (112). 

6) .- Cuando M A  0 O se supuso un nuevo valor de M. y Ni repitieron los 
pesos 4 y 5 hasta lograr que 14, ee anulara. 

7).- Se calculó e, de la ecuación (110) utilizando un nuevo valor de 

8).- Se dedujo n„ de la ecuación (113) utilizando nuevamente el proce 
disiento de integración numérica y se determinó M e  de le ecuación (114). 

9).- Cuando M „resultó igual a cero,se repitieron loa pasos 3 a 8 has 
ta lograr que M. se anulara. 

lu).- Se repitió todo el procedimiento hasta lograr que A A , ha y el 
supuesto A resultaron iguales. 

Pare seleccionar nuevob valores de H s, se recumlenclan las Siguiente„ 
reglan 

a).- Si ¿Sh > A 	, resuzcase N a  al la columna 3 cuanuo se CUnalllerb 
sola, esti en posición estable e inerementeue 	:›1 está en posición ineatalle. 
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o).- Si bili< A A hagas@ lo contrario. 

Siguiendo el lineamiento descrito se construyeron las gráficas mostra-
das en lila figuras 34 y 35; en la primera de loa cuales, se supuso el marco suje 

to a le acción de una carga vertical: 1 = (P + el./2) = 0.4 P y  correspondiendo a 

las curvan (a) y (6) un valor de w = O y e . 0.2 P/L respectivamente. 

La fig. 34 indica que la carga crítica horizontal Be alcanza en uno y 
otro caso cuando el cociente Hh/21My resulta igual a 0.234 y 0.207 o sea, la car 

az de pandeo lateral del marco, bajo la acción de una carga uniformemente repar-
tida l'oral al 10% de la carga total, resulta ser 11.5% más baja que la del mismo 
marco cuando se supone la totalidad de la carga concentrada directamente sobre -

las columnas. 

L'a la fig. 35 se ha supuesto un valor de H = 0.2 (2My/h) para trazar 

las curvas (a) y (b) correspondientes a valores de e iguales respectivamente a 
cero y 0.2 .1/L o sea,a1 10% de la carga vertical total. 

En este último caso, por efecto de la carga uniforme, la carga crítica 
vertical ea aólo un 4% menor que la del marco en el rango inelaatico sujeto a --
cargas concentradas directamente sobre las columnas. 

Esto significa que el efecto de la carga uniforme sobre ia viga influ-

ye más en la carga de pandeo horizontal que en la vertical. 

Para un valor deH=Oye. C' el comportamiento elásticoeinelástico 

del marco queda representado por la linea (a) y por la curva (b) de la fig. 36 - 

respectivamente.Cuando la carga horizontal vale H = 3.4 Ms/h y la carga uniforme 

se mantiene igual a e . u, dichos comportamientos eatall representados por las -
curvas (c) (asintótica a la línea (a)) y la curva (d) de la misma figura 36. 
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De las curvas anteriores, ee advierte que la carga horizontal H provo-

ca una disminución muy importante en le carga critica inelástica, la cual, cuan-
do H = 0.4 My/h y r = 0, resulta ser tan solo del órden del 69. de la carga --

crítica correspondiente al caso en que H e 0; en cambio, esta última carga críti 
ca sólo se reduce un 0% respecto a la correspondiente carga critica elástica. 

o ...es 411•10 0.015 .41•• 
P13 .5111 	.4/ k  

El procedimiento anterior como lo indican las expresiones (109) y(110), 

Ce apoya en la hipótesis de que la viga permanece elástica para cualquier condi—
ción de carga; tal suposición es aceptable cuando no existe la carga a sobre la 

viga, o cuando dicha carga es pequen*, sin embargo, cuando la carga r ee aprecia-

ble, la influencia que puede tener la fluencia gradual de la viga en la capacidad 

al pandeo inelástico del mareo, puede ser importante. Ademe y YorEl"deseriben el 

método a seguir en reciente investigación que se está llevando a cabo para deter-
minar dicha influencia. 

f).- Moses°11étermin6 la carga de pandeo inelástico de una serie de mar-

cos en portal sujetos a loa sistemas de carga mostrados en la fig. 37. Dichaa --
cargas de pandeo las obtuvo determinando el punto más alto de las curvas carga---
desplazamiento A del cabezal (fIg.25) de cada marco las cuales construyó supo—

niendo diferentes valores de o y determinando la carga correspondiente. 

Los marcos investigados difieren en geometria, carga vertical, horizon-
tal y sección transversal de las piezas que loa constituyen. Estas secciones ---
transversales se supusieron constantes para un mismo marco y se consideró en unos 
caeos secciones rectangulares (h) y en otros, la de un perfil 9.1F31. 

Cada marco se analizó descomponiendolo en 3 vigas-columnas como la mos-
trada en la fig. 3d y para conocer el estado de esfuerzos y deformaciones e lo --
largo de cada pieze,se aplicó un procedimiento de integración numérica por dife—
rencias finitas, para lo cual, en los casos de perfiles 8W31, se substituyó la -

relación momento-curvatura por tres lineas rectas similares a las mostradas en le 
fig. 39. ( a este respecto en las discusiones del artículo se ha sugerido utili—
zar una mejor aproximación). 
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Eir) los casos de secciones rectangulares se dedujeron expreaioues ene-
líticas que proporcionan la relación momento-curvatura. 

El procedimiento utilizado es el siguiente: Conocida la flecha en x, 
y 1  , se determinó el momento en esa misma sección aplicando la siguiente expre-
sión referida a la fig. 3b : 

M = M, + V, s•Py-j q(s.) (1 - s.) ds. 	 (115) 
• 

conde 	representa la variable de integración correspondiente a la distancia -
medida a lo largo de la viga. 

Con loe valores así obtenidos,se determinó la curvatura correspondiera 
te a partir de las expresiones deducidas para las secciones rectangulares o • -
partir de las ecuacionee correspondientes a loe perfiles 91f 31 (fig. 39). 

En seguida,.de la expresión: 

d'y 	y:+. - 2 	* 
a 

(116) 

donde t representa la longitud del intervalo considerado. Haciendo correspon— 
der entonces el valor de yz a una condición de frontera, se deduce 	y se - 

vuelve a aplicar el procedimiento a lo largo de cada pieza. 

a 
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Para determinar la carga correspondiente a un desplazamiento a dado,--
fig. 25, se /supino un valor de P y se determinaron las totacionee del nudo C co-
rrespondientes a diferentes valores de II que se supusieron tantee veces como se 
requirió para satisfacer las condiciones de frontera, es decir, hasta que la de-
flexión transversal de la columna izquierda en el punto C tuviera el valor espe-
cificado á siendo en A cero. Con el valor de e. calculado y con la condición -
de que para que la viga-columna del canezal y,, es cero, se determinó la defle---
1160 del punto D y cuando este valor no resultó ser cero como debe ser, se supu-
so un nuevo valor H hazte lograr satisfacer tal condición. Hecho esto, se deteL 
minó el giro Os  y se procedió a calcular la rotación del mismo nudo D analizando 
la columna BD, cuando los dos valores de he  no coincidieron, ee supuso un nuevo 
valor de la carga P hasta que coincidieran. 

Así se calcularon las cargas correspondientes a diferentes valoreu de 
A. para conetruir las curvas carga-desplazamiento a que se muestran en las fig. 
41,  y 41. tetas curvas junto con la tabla II constituyen loe resultados del aná-
lisis de Moses. 

Eln le tabla 11 y en las figuras mencionada, se ha adoptado la siguien-
te notación: 

crq = esfuerzo de fluencia. 
P, . carga de pandeo inelistico sujeto a la acción de la carga verti- 

cal y la carga H. 
Pc, = carga crítica elástica del marco. 
Pm  . carga de colapso plástico del marco sujeto a le acción simulta-- 

nea de la carga vertical y horizontal. 
P = reacción vertical de las columnas cuando se presenta el pandeo - 

lateral inelástico del marco, sin la aplicación ue la carga hori 
zontal. 

P, he 	P.11' 	 P ha  

14' ; le ' 	 Pe.' 	 = ' 

Los resultados que oe consignan en los primeros dus regiones de la ta-
bla II fueron obtenidos suponiendo un comportamiento infinitamente eldatico-11--
neal y aplicando al procedimiento descrito a los dos marcos previamente analiza-
dos por Chsalls. Le carga crítica elástica del narco para el cual (L/b) . 1, re 
multó ser la gima que la que dedujo Chitan* (1.775 za/h1) y la correspondiente 
al marco en que (L/b) . 3, resultó ser 1.063 ZI/hs  contra el valor exacto 	 
1.05b El/ha  segén Chwalla. 

Se observa también de los resultados obtenidos de esta investigación -
(tabla 11), que para los sistemas de carvi (a) y (b) fig. 37, cuando la carga --
horizontal H ee cero o es pequeha (h' = 0.05) y la relación de esbeltez de lita -
columnas no es muy grande (kOr...174),  la carga de colapso plástico (deducida de --
acuerdo con la teoría plástica simple), es una aproximación razonable de la car-
ga de pandeo inelástico de los marcos y por consiguiente, en estos casos no se -
requiere un análisis más elaborado que el que proporciona la teoría plástica .11  
píe. In cambio, cuando la condición de carga es la mostrada en la fig. 37-c, la 
carga de pandeo inelástico es bastante inferior a la carga de colapso plástico -
porque le carga vertical que obra directamente sobre lee columnas contribuye nt,-
tazlemente e la inestabilidad lateral. 



TALA II.- CARGAS DE PANDEO DE MARCOS EY PORTAL 
sección relación 	 cara 

caso tras-t- de 	 lateral ...) versal. esbeltez 
h/r h/L Cre/E h' 

(1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (P87 

1 E 1.0 a; 0.0 1.775 
2 E - 1/3 - a; 0.0 1.058 - 
3 R 348.0 1.0 .001 a; 0.0 1.50 1.80 
4 R 261.0 1.0 .001 a; 0.0 1.19 1.80 
5 E 174.0 1.0 .001 a; 0.0 0.83 1.80 
6 E 139.0 1.0 .001 a; 0.0 0.68 1.80 
7 E 348.0 1.0 .001 a; 0.05 1.25 1.80 
8 R 348.0 1.0 .001 a; 0.10 1.08 1.80 
9 E 348.0 1.0 .001 a; 0.20 0.84 1.80 

10 a 261.0 1.0 .001 a; 0.05 1.00 1.80 
11 E 261.0 1.0 .001 a; 0.10 0.86 1.80 
12 E 261.0 1.0 .001 a; 0.20 0.61 1.80 
13 E 261.0 1.0 .001 b; 0.0 1.54 1.82 
14 E 209.0 1.0 .001 b; 0.0 1.28 1.82 
15 E 174.0 1.0 .001 b; 0.0 1.05 1.82 
16 E 139.0 1.0 .001 b; 0.0 0.89 1.82 
17 E 261.0 1.0 .001 b; 0.05 1.22 1.82 
18 E 261.0 1.0 .001 b; 0.10 1.01 1.82 
19 a 261.0 1.0 .001 b; 0.20 0.70 1.82 
20 E 139.0 1.0 .001 c; 0.0 1.67 1.83 
21 E 104.0 1.0 .001 c; 0.0 1.35 1.83 
22 I 70.0 1.0 .001 c; 0.0 1.22 1.83 
23 E 104.0 1.0 .001 b; 0.0 0.69 1.82 
24 R 104.0 1.0 .001 b; 0.05 0.52 1.82 
25 I( 104.0 1.0 .001 b; 0.10 0.37 1.82 
26 if 92.0 1.0 .001 b; 0.0 0.662 1.82 
27 IF 46.0 1.0 .001 b; 0.0 0.330 1.82 
28 IF 23.0 1.0 .001 b; 0.0 0.156 1.82 
29 IF 18.4 1.0 .001 b; 0.0 0.120 1.82 
30 VF 92.0 1.0 .00133 b; 0.0 0.80 1.82 
31 YF 46.0 1.0 .00133 b; 0.0 0.435 1.82 
32 iF 23.0 1.0 .00133 b; 0.0 0.206 1.82 
33 1F 17.3 1.0 .00133 b; 0.0 0.147 1.82 
34 E 174.0 1.0 .002 a; 0.0 1.49 1.80 
35 1 174.0 1.0 .0015 a; 0.0 1.19 1.80 
36 E 696.0 1/3 .001 b; 0.0 1.01 1.10 
37 1 609.0 1/3 .001 b; 0.0 0.94 1.10 
38 R 522.0 1/3 .001 b; 0.0 0.85 1.10 
39 1 435.0 1/3 .001 b; 0.0 0.75 1.10 
40 E 348.0 1/3 .001 b; 0.0 0.63 1.10 
41 E 522.0 1/3 .001 0; 0.05 0.74 1.10 
42 E 522.0 1/3 .001 b; 0.10 0.66 1.10 
43 1 522.0 1/3 .001 b; 0.20 0.54 1.10 

(04- E • elástico, E rectangular, Idg' . vide flange. 
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-
1.80 
1.35 
0.90 
0.72 
1.70 
1.60 
1.40 
1.25 
1.15 
0.95 
1.80 
1.44 
1.20 
0.96 
1.65 
1.50 
1.20 
4.32 
3.24 
2.16 
0.72 
0.57 
0.42 
0.69 
0.34 
0.161 
0.122 
0.919 
0.449 
0.210 
0.151 
1.80 
1.35 
1.60 
1.40 
1.20 
1.00 
0.80 
1.15 
1.10 
1.00 
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Algo similar sucede cuando me incrementa le intenaidad de la carga .-- 

n,yrizontai; la rápido disminución de le 	de pandeo provocada por dicha *oge 

ga 	 sc muestra claramente en le fig. 4..7, 
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g).- Yure y (alamborZetruyeron curvee completas ne interacclém mas 
tre la carga vertical P y la carga horizontal mgliaa que puede soportar el mar-
co que se muestra en la fig. 43. Para este ,stablecieron las siguientes hilo"! 
ele. 

1.- Se supuso un comportamiento e;asto-plástico de Id viga, G seea  
une relación momento-rotacIón cAlo la que se ilustra en le fig. 44, segón la — 
cual: 	 Hi 

	

k 8 	(117) siendo k a 	para Ms. < M 

Se consideró que moda reacciones horizontales son iguales a ap. 
~mía, me aupuso que H a. P y en y:,11141) caso fi> C.05 P 1 . A cate reelecto me 
hace notar que las curvee de intereceib 14 no me modifican significativeammte 
aunque le carga F mea pequen'', es decir, aunque la carga axial en una de La --
columnas ee incremente considerablemente por efecto de la carga horizontal A --
en una cantidad igual e P, A  Hh/L , mientras que en la otra columna, su cama -
axial diminuya en igual proporción. Este aclaración se apoya en el hecho As 
que la carga de pandeo del marco depende de la suma de las cupaeldrelem mídase 
a le flexión Mp, de la* dos columnas, las cuales, como ea puede apreciar ea las 
curvas de interacción lP/Py ) 	(Mpt /Mp) que se incluyen adelante, non apreetiqi 
demente funciones lineales de le carga axial y por consiguiente, le diminuta. 
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del valor del momento 34,„ de una de las columnas por efecto de la carga axial, -
se coapensa Con el incremento del Mp.,, de la otra columna. 

Asseadose en estas hipótesis determinaron una relación analítica entre 
la carga I y el desplazamiento horizontal A del cabezal,de manera de satisfacer 
slaultanemente el equilibrio y la compatibilidad de la estructura deformada y -

peder deducir el valor máximo de E igualando a cero la derivada (dE/d a  ) en la 
forma que a* indica a continuación. 

Do la fig. 45, por geometria, se dedujo la rotación en C: 

. •- 	 (118) 

y del equilibrio, da la mima figurar se obtuvo: 
	

h+Pa 
	

(119) 

o sea, en forma adiaansional: m, 	 A 
	2 

C 
	

(120) 
'1« 

donde: 	P h d 
C 
• 
 F,' ; • n- MI.. S Cry  , d 	peralte de la sección, 

r . radio de giro 
	

Y 
	

5 = módulo de sección. 

Estableciendo entonces la ecuación correspondiente al equilibrio del - 
nudo M. • Ks 	(121) y aubstituyendola junto con las expresiones (117) a -- 
(119) en la ecuación de compatibilidad del mismo nudo C: 	0„ = e. (122), se - 
llegó a la siguiente ecuación: 

K 

Ti - 
W' , 

6 El. 

P (123) 

 

en la cual se substituye W' por una función de >I, que según se ve en la fig.46, 
representa con exactitud,entre los limites indicados,la relación momento-rota---
oído (correspondiente a una sección 1F con la distribución de esfuerzos residua-
l*. mostrada en le fig. 28) obtenida por integración numérica. hemplazando en: 
W' • f (Me), 11, por su valor dado en (120), lb ecuación (123) quedó como sigue: 

1 E A 	 A 

E  
(.1.17 + j1-) C 	

F ' h n 	
f ( 	) 

3E d r 1, h 
siendo E y tilas variables y E :

• 
M y. 2,421." 

r h la  L 
o sea, si 	29000 Kips/plg, ey . 33 Eips/plg , h/r . 40 y (d/r) • 2.30 
(valor aproximado en secciones YF ) 

	

le  b 	152 

	

K . 152 —..-- 	— 
la L 

Derivando entonces le ecuación (124) respecto a a e igualando a cero -
dicha derivada, se determinó el valor máximo de E en términos del parámetro E. 

Los resultados del analisis se resumen en la fig. 47 donde se represen 
tan 140 resistencias últimas de un cubero infinito de marcos para loe que h/r=40 

(124) 
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De manera que para un marco dado y una carga axial P determinada, el 
punto de intersección de las correspondientes curvas P/Py y K en dicha fig. 47, 
define el valor máximo de H/Py y el correspondiente valor 41. /h. En forma si—
milar 44 puede determinar el valor máximo de P para una carga H dada. Por tan-
to, puesto que se ha supuesto que las vigas permanecen elásticas para construir 
la fig. 47, la carga máxima derivada de dicha figura, debe compararse con la --
carga de colapso plástico correspondiente al mecanismo que se forma al plastifi 
caree los extremos de las vigaa. 

Loa puntos que no quedan comprendidos dentro de la gráfica, fig. 47, 
por ejemplo, para el punto localizado en la intersección de un valor de: 
H/Py, = 0.025 y de P/Py= 0.4, u otros puntos similares, representan casos en -
los que las columnas no pueden transmitir el sistema de carga especificado. 

En la fig. 4b se han graneado las curvas deinteracción: 

(P/Py ) - (Mp./Mp) donde; My,. momento plástico de lea columnas y 
= momento plástico resistente de las columnas incluyendo el efecto de la --

carga axial. Estas curvas de interacción correaponcien a doe valores de G 
G = O y G = 3. En esta misma fig. 48, se indica la contribución al momento en 
C debida a la fuerza H (lineas llenas) y la debida al efecto de la excentrici- 
dad (P - 	) (lineas punteadas). 
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3).- Lapecificaciones áll3C referentes al pandeo elástico de marcol:;""  

El método más rápido pare estimar la carga crítica elástica de un mar 

co, consiste en deducirla por Interpolación entre los valores de las cargas de 
pandeo correspondientes por una parte,a1 caso en que se suponga que todas las -

columnas de un mismo entrepiso se pandean simultaneamente como si estuvieran do 

blemente articuladas en sus extremos,y por otra parte, al caso en que las tra—

bes se supongan tan rigidez que las columnas puedan considerarse empotradas en 
sus extremos; de esta manera, la carga crítica queda comprendida entre los lími 
tes siguientes: 

n n  El 
Par ' 	

4 n2  E1  

h l 	 h 	 (125) 

Esta forza de estimar la carga crítica ea bastante imprecisa si no se 
reduce el intervalo de variación de la carga. 

Otro método consiste en utilizar gráficas, tablas o fórmulas aproxima 
das,derivadas de un análisis exacto de cierto tipo de estructuras para deducir 
la longitud efectiva (íh) ce las columnas del marco en el instante del pandeo y 
de ellas, aplicando la fórmula de Euler (P. = er *EI/(kh)t), determinar la car-
ga crítica del marco. En las figuras 49a y b se muestran los nomogramas que --
las especificaciones AISC recomiendan utilizar con este objeto'"")  

El primero de catos nomogramas corresponde al caso en que se impide -
el desplazamiento lateral de la estructura en cuestión y ha sido construido to-
mando como base la ecuación siguiente:"9)  

1t- 
G = 	h. 	 (127) 

1, 
/7_ 

ht  

donde UE 1. /h. representa la cuma de los cocientes que resultan de dividir el 

momento de inercia de cada una de lea columnas que concurren al nudo considera-
do entre su altura, en el plano de pandeo y el denominador tiene el mismo eigni 
ficado para lea trabes. 

Uniendo con una linea recta los valores de G correspondientes a los -

extremos de las columnas, se determina el factor que define la longitud efecti-

va de dichas columnas. 

La ecuación (126) fuá obtenida estableciendo las siguientes hipótesis: 

1.- Todas las columnas de la eatruct4ra alcanzan su carga crítica si-
multanmemente. 

2.- Al iniciarse el pandeo, la rotación del extremo lejano de las tra 
bes se igual a la del extremo adyacente a la columna en cuestión pero de senti-
do contrario. 

	

fi /k 	) 	2 tan ( yr /2k) 	1  
2(ó) 91"( 

e 
 ).. + ( 	" * ") (1 - 	 

4 	k 	 2 	 tan (-1777)-' -I. 	m/k 

donde A y 11 se refieren a los nudos de los dos extremos de la columna que se -- 

considere y G, se define; 
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El nomogreme de la fig. 49-b corresponde al caso de marcos no restrin-
gidos lateralmente y se obtuvo a partir de la siguiente ecuación: 

G 	G, (rr /k)a.  - 36 	 /k 

6 (G.+ Ge) 	tan (e/k) 
	 (12o) 

Esta ecuación se dedujo estableciendo las mismas hipótesis que en el - 
caso anterior, excepto que en este caso, la rotación del ext remo

e 
 lejano de las - 

trabes se supuso del mismo sentfuo que la del extremo adyacente a la columna n 
estudio,  

En los comentarios de las especificaciones 11SC se establece que, a se 
nos que un apoyo esté realmente diseñado como una articulación sin fricción 1  en 
cuyo caso G teóricamente es oo ), el valor de G puede suponerse igual a 10 en di 
serios prácticos de columnas apoyadas en cimentaciones pero no unidas rigidamente 
a ellas y si el extremo de la columna esta ligado rigidamente a una zapata dise-

roatemdamente, G puede considerarse igual a 1.0 en lugar de su valor teori- 

datas recomendaciones se han (asado en los resultados de investigacio-
nes relacionadas con la influencia de restricciones parciales de la base de las 
columnas en la inestabilidad elástica de marcos fenómeno que estudio Galambokille 
firiendose a marcos de 1 y 2 pisos considerando para tomar en cuenta tal influen 
cia,una barra unida rigidamente a las columnas en los apoyos (de momento de iner 
cle 1.) como se muestra en las figuras 50a 52. En estas figuras y en las figu—
res 53 a 55, se han (ranciado los resultados obtenidos de aplicar un método de -
análisis basado en las ecuaciones de pendiente-deformación. Los parámetros que 
aparecen en las figuras se han definido como sigue: 
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51O marcos sin restricción lateral, la diferencia entre la capacidad al 
pandeo elástico, según se ve en las figuras 53 y 54, cuando el merco esta/ arti—
culado en sus apoyos, es notablemente inferior a la del mismo marco si dichos --
apoyos se empotran. 

Zeta diminución se acentua sia e medida que el valor de G me incremen 
ta; sin embargo, como puede observarse en las figuran 51 y 52, es (suficiente le 
poner una pequeña restricción elástica en los apoyos de les columuas, haciendo -
por ejemplo G - 1 (valor recomendado por el AISC), para lograr una reducción cure 
siderable en la longitud efectiva de las columnas. 

In marcos restringidos lateralmente, como pueda apreciaras en la fig. 
55, las restricciones elásticas influyen mucho asnos que en aquellos que no lo -
están. 

Evidentemente, si las características del marco satisfacen las hipóte - 
1.1s establecidas pare construir loe nomograma, el valor de la carga crítica ---
elát.tica que se obtenga a partir de ellos será exacto, pero al dichas hipótesis 
no se satisfacen, el valor que se obtiene es 5610 aproximado y puede resultar --
conveniente utilizar alguno de loe métodos que se describen en lea dos capítulos 
siguientes. 

las especificaciones AISC teabién consideran le posibilidad del pandeo 
inelástico de marcos de uno y dos pisos sujetos a desplazamiento latera4esto se 
ve en el capítulo V. 
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CAPITULC III.- 

Pandeo elástico de marcos restringidos lateralmente y de marcos del ti 

po de dos aguas. 

I).- Generalidades. 

Un marco restringido lateralmente o contraventeadorle una estructura 

en la cual se impide su inestabilidad lateral ya sea por diagonales de contraven 

teo, muros de cortante, conexión • una estructura adyacente de estabilidad late-

ral adecuada, o por losas aseguradas horizontalmente por muros o sistemas de con 

traventeo paralelos al plano del marco. Por el contrario, la estabilidad late—

ral de los marcos no cootraventeacoe, depende sólo de la rigidez de sus clamen--

10e y de sus conexiones. 

Es evidente que el modo de pandeo de marcos restringidos depende, ade-

más de las condiciones geométricas, de elasticidad y de carga sobre la estructu-

ra,del grado de restricción lateral que se les imponga. Así, si el contraventeo 

es el adecuado y el marco no es lo suficientemente alto coso para pandearse como 

columna, la falla puede ocuriál por inestabilidad de las columnas continuas, co-

mo se ilustra en la fig. 567 mate tipo de fa.le puede presentarse cuanao las --

trabes son suficientemente rigida* y el marco trabajando en conjunto, es incapaz 

de ayudar a las columnas a resistir los momentos adicionales debidos a las car—
gas de gravedad transmitidas a través de las vigas como momentos de empotramien-

to y fuerzas normales actuando excentricamente por efecto de la curvatura de las 

columnas como se indica en la fig. 56. 

hn cambio, si las columnas son bastarte rigidae, la carga puede inane- 

mentarse hasta que me forme el mecanismo plástico de lee vigas, rntes de que se 	. 

presente la Inestabilidad ae la estructura, tal como se muestra en la fig. 57,""  

Fs9 56 
	

Ft9 57 
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Bate segundo modo de falla, fig. 57, es de hecho la base del criterio 
mas frecuente que se adopta al diseñar este tipo de estructuras, según el cual, 
las vigas se diseñan plásticamente y las columnas de acuerdo con el criterio --
convencional elástico, reduciendoce el problema a determinar su longitud efectj 
va. 

El análisis requiere coneicerar las diferentes distribuciones de car-
ga que se puedan presentar para diaei,ar cada columna bajo la peor de las condi-
ciones. Áunque depende de la intens,ded de las cargas viva r, y muerta v„„ --
una distribución de cargas como la mostrada en la fig. 5b, podría representar -
para la columna AB, la condición de carie macada, ya que en este caso, la co—
lumna se deforma del modo mía desfavorable, es decir, en simple curvatura y ---
adelia,la carga axial en ella no disminuye apreciablemente. 

Para deterainar entonces la longitud efectiva y los mosentos que ---
obren en los extremos de cada columna, ee aisla esta juntamente con las piezas 
que concurren a ella, representando para esto mediante resortes, en la forma --
que se ilustre en le fig. 59, el efecto del resto de le estmictura.(141camente 
que esto debe hacerse también en sentido ortogonal para diseñar las culumnas --
aplicando las fórmulas de interacción especificadas por el AISC). 

Una vez que libe restricciones o rigideces de tales resortes se han es 
timado,se deterainan loe momentos buscados aplicando un procedimiento de diatri 
bución de momentos o cualquier otro método. Existan varias formas de valuar la 
rigidez de ion resortes; por brevedad, • continuación sólo se describe una de -
ellas y la forza en que puede calcularse la carga de pandeo correspondiente. 
Se describe también sólo un número reducido de métodos para determinar la carga 
de pandeo elástico de marcos contraventeadoe ya que la amorfa de loe métodos -
que se utilizan con este fin, son también aplicables a marcos no contrayentes--
dos y se describen en el capítulo siguiente. 
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2).- Métodos de cálculo. 

m).- El procedimiento que se describe en seguida,consiste en acotar -

el valor de la carga crítica elástica de cada una de las columnas en cuyos ex--

tremus se supone que existen resortes con rigideces K. y K G  que idealizan la le 

las vigas que inciden a cada uno de loa nudos considerados, por ejemplo, la co-

lumna al& del sistema reticular mostrado en la fig. 60, se representa por la mos 

tralla en la fig. 61.1")  

Para determinar el límite inferior de la carga crítica de cada C0111111-

na, pe supone que todas las columnas ee pandean simultaneamente como se muestra 

en la fig. 62, por tanto, la rigidez de cada resorte en estas condiciones, esta 

dada por la expresión: 

xs. 	
(1-11) 	+ (2  11)11 
L 	 L e 

El # de la expresión que antecede se debe a que la rigidez del resor-

te contribuye a restringir las columnas de des entrepisos consecutivos y el ---

2 El/L, corresponde a la rigidez de una viga deformada simétricamente. 

El límite superior de la carga crítica elástica, se deduce suponiendo 

empotrados todos los extremos lejanos de las piezas que concurren a los extre-
mos o nudos de la columna en cuestión, en este cano, la rigidez del resorte que 

da dada por la expresión: 

,E, 	,EI 	El, 
K e ee 	+ 4 k--) 	+ 4 v.--) 

L 	sem 	h e.. 	a - Sa 

Una vez determinadas las rigideces Es  correspondientes a ambos extre-

mos de la columna que se coneidera.la carga crítica de la misma se determina --

aplicando la siguiente expresión: 

P., e  [ 1 4 0.2 (n, +n, ) j rr'El  

para n. 	n, < 1 

(1?9) 

(130) 

h 

   

   

   

e 

  

 

Gi - 

1.41. GO.- 

   



55 

Si con un factor de carga igual o mayor que el correspondiente al lími 
te inferior, las columnas vecinas a la columna en cuestión (es decir, si las co-
lumna á, - A„ A, - C, , A - C, A l  Bt  y Bi  - Ce siendo A-13 la columna en es-
tudio) no se pandean al asignarles una longitud efectiva igual a la altura de --
entrepiso, se puede modificar el límite inferior suponiendo que todas lee vigas 
que concurren al nudo de la columna que se estudia, estin articuladas en los ex-
tremos lejanos a dicho nudo, lo cual representa una condición mía desfavorable -
en lo que respecta a la rigidez, que la que realmente tengo'',  estas piezas. De -
esta manera la rigidez K a de la expresión (129),se substituye por la siguiente: 

El 	 El 
K _̀ 3 + 3 (----- ) L oh" 	L 	 (132) 

b).- Métodos exactos. 

De los mucho* planteamientos que se han propuesto para anllizar el pea 
deo lateral de Mareos rígidos, aplicables también a marcos restringidoellólo se 
presentan a continuación tres de ellos para evitar repeticiones al tratarlos en 
el capítulo siguiente. 

El primero que se considera aquí, es el que Goldberg desarrollo a par-
tir de lee ecuaciones de pendiente-deformación. Estas ecuaciones referidas a la 
fig. 63, adoptasla siguiente forma: 

Mi. • k,t  e.z [e. 	0.0 - (1+C.t ) —14  I 	 (133) 

M a. = k,, a,„ {11,, + c,a  e - 	) a.h  1 	 (134) 

toda la terminología anterior, ha sido ya definida (ecuaciones 14 a 17). 

En marcos restringidos lateralmente, los términos donde aparece A, se 
anulan; sin embargo, para poder hacer referencia posteriormente a las expresio--
nes que aquí se presentant se considera en seguida el caao general. De modo que 
por equilibrio de la columna deformada,se obtiene: 

V. 	- 1  ( M.. + M., + p 	 (135) 
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Conviniendo en substituir la restricción elástica del extremo 1, por -
un resorte de rigidez Y, , el somanta en dicho nudo está dado por la expresión: 

M. . X, e, 	 (136) 

igualando con la eouacidn (133), despejando e, y substituyendo este valor en --- 
(134) y (135), se obtiene respectivamente: 

sn cl 
c 

'a 	4  

54  

5. C 
137) 

(138)  

 ) 	+ kai  f (s m  N. + (K/k, ) 	4 	m  
)(I - s .+ (X/k,.) 

.4. 5. C. 	A..  
) 

‘) 

- P 

h 

Iba k. 
(e,„.  + 	) 

e. C 4  
(2 (1 - 

K,
) ea- - 

Cuando los 
guientes forma: 

it z 	:1 . k m ,8,U 

Ya  

y cuando están empotrados: 

H.. k m  

a 	+ 
u. k. 

apoyos están articulados, 

c: )(e. - 	isha  

a 	
)(0,, (1 	 ) 

k e  

estas expresiones adoptan las si- 

(139)  

- P 	 (140) 

(141)  

- P —4"1  (142)  

an 	- 	- 	--h-- 

4•11. [siz e.- s m (1 + ea  ) 

(1 + c,, )(0, - 2 II ) 
h 

Para aplicarlas considereae por ejemplo el marco restringido lateral--
mente que me muestra en la fig. 64. la este caso, alm . O y e, ■ - 0. . ápli 
cundo entonces la ~acida (141), se tiene: A... 	 (10 
mientras que si se desprecia el efecto de le carga axial en la viga, me tiene: 

k..(4 e. 	2 e. )•2 k..e. (144)  

y por equilibrio del nudo C, se deduce: (k..s..+ 2 k..) O. . 0 (145)  

de donde: • 	- 2 k../k.. (146)  

Para determinar la carga critica, se recurre a un procedimiento de tma 
tem; es supone un valor de la carga P y se determina s.. (utilizando la expre--
aián (15), la fig. 6, o las tablea de Livealey). Si el valor de e.masf calcula 
do, coincide con el obtenido de (146), se habrá encontrado la caree de pandeo, -
si no es así, deberá repetirse el procedimiento. 

Cuando el marco esta' compuesto de varias crujías como as maestra en la 
fig. 65, el procedimiento es igualmente aplicable; en efecto, utilizando nueva-- 
mente la ecuacián (141), se tiene: 	11.. . ka, a.. 0. (147)  

XP5 ' km. ',mg. (148)  

y para las Tices: May  = k.(4 e. + 2 e,,)(149) 	14,.. km(48, + 24.) (150) 
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Por simetrfa: M 	k,. (40, 26. ) . 7 k,. U, (151) 

Remplazando estas ecuaclones en las de equilibrio de loa nudos: 

M.„+ M., 	0 	(152) 	y 	M „„ 

se obtienen las siguientes ecuaciones: 

* 	. O (153)  

(k.....* 4k.,)0. + 2k5,0, = 0 	y 	2k.. 04  + (4k., + k.s  s..* 2k,.)0, . 0 (153a) 

Resolviendo simultanesmenta las ecuaciones anteriores, se llega a la - 
ezpresión: 	 a 

(11..e..* 4k pe )(4k 	k es  E. 	 - 4k... O 

Este relación representa la condición de equilibrio indiferente y • --
partir de ella se puede determinar la carga de pandeo estableciendo la relación 
que exista entre las cargas P., y P,a  , reduciendose el problema a un caso simi-
lar al anterior. 

Puede también suponerse un momento virtual M. aplicado en uno de loe -
nudos del marco, por ejemplo en el nudo E; en este caso, la ecuación (152) se --
iguala a + M„ , el este momento se aplica en el sismo sentido de la rotación del 
nudo, sato es: 

	

(k..s..+ 4 k,) (155)  0. 	2 

Despejando 6. de la ecuación (153-a), una vez hecha la rotación 0. .1 
y rmaplazando la ecuación (155), se determina el valor de a.. Si este valor re-
sulta positivo, significa que la estructura es estable, si es negativo, inesta-
ble y finalasnte, si es cero querrá decir que se ha alcanzado la condición de --
equilibrio indiferente pudiendoee deducir de esta situación la carga de pandeo. 

Como ejemplo de aplicación supongase el marco mostrado en la fig. 66, 
sujeto e lea caraba mostradas y con las siguientes caracteriaticaa: 

Vigas: Perfiles El W31 o sea de: Área . 9.12 041  y 1 = 109.7 plg4  . 
Columnas: Perfiles 8W34.3 : Área . 10 plgl, 1 = 35.1 plgly una rigi—
dez en los apoyos k - 10*  lbs - plg por radian. 

kin mote caso se tiene lo siguiente: 
e 

fr El 
P. = 	. 125,303 lbs. 	k 	

30 1 10 z 35.1 
	 . 3.656 z lb lbe-pl

l 	
g. 

h 	 24 12 

(154)  
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= k 
30 x 106  x 109.7 

= 9.142 x 10
e 
lbs-plg. y 

es 	 . - 27.35 30 x 12 	 -Ir.' 3.656 x 10  

puesto que a = O y 1. . 0, aplicando lea ecuaciones (137) y (147), se obtiene: 

11, = k 0.(4) O, 	(156) 	y 	(k.o.. + 4 k) 8. = O 	 (157) 

Pare un valor de r. 3, e - 5.03, c . 7.12 y 	- 7.30 

Efectuando varios tanteos más y reaplasando en (157) haata que ee sa-
tisface la ecuación, se llega a un valor de p= 3.142 de donde se deduce la si-
guiehte carie crítica eliatica: 1, 3.142 P. = 393,700 lbs. 

El siguiente método que aquí se considera, es el que Bleicna utili-
zado para determinar la carga de pandeo de loa marcos que se analizan en segui-
da. 

In el primer caso figura 67, si los paráletros a', y c% se refieren a 
la visa y gil y e:, a las columnas, por equilibrio,se tiene: 

E. 
M e  (c' h' + c: L') + N, e: L' = O 	donde: L' 	h' = L , E = 	y 

Be  = módulo tangente. Introduciendo G = lel /1,8 en la ecuación anterior: 

+ G (c: + e;) = 0 (158). Considerando entonces que cuando la carga axial 
en la viga es cero, s: = 1/6 y c: . 1/3, la ecuación (158) se reduce a la si-
guiente: ci + (G/2) . 0 (159). 

En la tabla III, se consignan las raices de (ak = L /17E' ) dedu-
cidas de la ecuacidn (159) para varios valores de G así como loe correspondiera 
tes factores í qua definen la longitud efectiva de las columnas; se puede obaer 
ver que estos valores son siempre inferiores a la unidad porque la viga reatrin 
do la rotacién de los extremos de lea columnas. 

TABLA III.- Factores 7 de marcos en portal restringidos lateralmente y arti- 
culados en su base. 

G. Ie LE/I,h 0 0.1 0.2 0.5 1.0 5.0 

2thr 1.430 1.366 1.315 1.219 1.143 1.038 1.000 

í 0.700 0.733 0.761 0.814 0.875 0.963 1.000 

Para el mismo marco con bases empotradas como se muestra en la fig.68;  
se obtienen las siguientes ecuaciones: 

14, 	h' + M = si h' = 0 , 	h' +11, 	h' + c: L') - M e  a: L' = O (160) 

Igualando a cero el determinante de los coeficientes de estas ecuacio 
nes se deduce la condición de inestabilidad siguiente: 

cl (c; + 2 ) - .1= =  c  
2 

K, 	10e 

(161) 
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Á partir de esta expresión se dedujeron los valores que se conalgman -

en la Tabla IV. 

TABLA 	IV.- Factores k de marcos en portal restringidos lateralmente y empotri 
dos en su base. 

o . isLe/Is h 	0 	0.1 	0.2 	0.5 	1.0 	5.0 	me 

'Myr 	2.000 1.908 1.833 1.696 1.597 1.470 1.430 
F 	 0.500 	0.524 	0.545 	0.590 	0.626 	0.680 	0.700 

Pare el tercer caso,Fig.69, considérese de nuevo la barra de la fig.13 
Ea este caso, de acuerdo con las eos.42 y 43: 

e, . (IiiI)(om, + 091,) 	Y 	9, 	- (L/E/)(sql, + c'M,) 

de donde: 	01. (L/EI)(c'N, + s'M,) + sp , 	(L/EI)(..m, 	csma) + sp 

De setas dos Intimas ecuaciones se deducen: 

M,. (EI/L(el- s'*))(c'e, + s'Os- 1y (c' + cg),112.1711177(e'e,+C'ea-ky(C l +C.)) 

de modo que haciendo: s'/(c."- :,),(162 -a), C' 	c'/(c's- 97), (162-b), 

loe momentos en 1 y 2 de la barra, Fig.13, quedan dadop por las siguientes expre 
ciones: 	 (162-c) 

Mi 
■ 
	(143' 	l'e,  "té (a'44' )). Ma - 	(j'e. 	"i- 4-1(5'4.)),( 162-d) 

Por tanto, se tiene (Fig.69): 

e,, 	Me, 	- 	e, , 	k (e' O + e' O ), M: 	(a: e, + 	e,) 
. 	ea. e - 	e,N.-11- e, , R 	(a. e - 	k L 	" 	L 	a L 	' a ' Si 	L 	' " h 

y de las ecuaciones de equilibrio en los nudos: 

11 	O 	(163-e)Fig.69-b. 	M: - /15  . O 	(163-b)Fig.69-c. 

es obtienen lasecuaciones de estabilidad siguientes: 

e, (2 	+ '11) + 	e. . o, 	1: e 	(t: 	1.) ea  . 0 	 (164) 

de les cuales a su vez se deduce la condición de inestabilidad siguiente: 

( 2 É: 	) 	+ 	-i;` -0 	 (165) 

La tabla V proporciona los valores de ir y i derivados de la ecua—
ción (165). 

Talla Y.- Factores í de marcos de dos pisos restringidos lateralmente. 

h 0 0.1 0.2 0.5 1.0 2.0 ceo 

IV 2.000 1.648 1.497 1.452 1.330 1.945 1.138 

ti 0.500 0.507 0.668 0.689 0.753 0.803 0.879 
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El tipo de marcos considerado, puede analizarse aprovechando la fig. 
6. Así por ejemplo, para el mismo marco de la fig. 64 suponiendo que h • L, 
el momento en 0, deducido de la ecuación (145) es: M. . (a.. + 2) k es  . O, de 
donde: (5.4+ 2) = 0, o mea: s.. = - 2. Entrando con este valor en la fig. 6 
se determina un valor de p 2.551, de donde se deduce la siguiente carga Cri- 
tica:

(4) 
	 rea  

	

2.551 	
a 

25.2 El 
Li  

Si la carga se aplica totalmente al centro de la viga, en lugar de - 
eplicarse directamente sobre las columnas, la carga crítica se puede determi— 
nar como sigue: M.o  = s.. O. , 	M = s.. cc. 8l  de donde el cortante en la 
columna AC resulta ser: 

(1 + c..) ea 	Vas, V., - (My + My ) 

L 	BLS 

Por otra parte, puesto que el momento de empotraaiento MI, puede es-
cribirse como - é2PL, por equilibrio de C se obtiene; 

s.. + es, (1 - c.. ) O, - 	2PL , 0 	 (166) 

En esta ecuación, e.. (1 - c ) es la rigidez modificada de una viga 
con rotaciones en sus extremos iguales y de signo contrario; ceta relación de-
pende de la carga normal sobre la viga, ea decir, del valor de t. La tabla VI 
proporciona loe valoree de é , p y el valor de la rigidez del nudo C, s., pa-
ra varios valores de t. 

TABLA VI.- Valores de M ,f y s.. 

	

0 	0.2 	0.4 	0.6 	0.8 	1.0 	1.3 
0.125 0.1304 0.1364 0.1431 0.1506 0.1591 0.1743 

	

0 	0.680 	1.092 	1.294 	1.338 	1.301 	1.118 
s. 	6.000 4.673 3.593 2.800 2.795 1.887 1.447 

De la tabla anterior se deduce la carga de inestabilidad del marco -
(P. 1.34). Puede observarse que la carga crítica disminuye considerablemen-
te por efecto de loe momentos primarios como lo indican loe resultados de 1.d.")  

En marcos restringidos lateralmente con un mayor número de pisos, se 
puede utilizar alguno de loa métodos que se describen en el siguiente capítulo. 

3).- Cálculo del  contraventeo diagonal. 

En forma enteramente análoga al cabo de una columna, en un marco, --
teóricamente sólo se requiere una fuerza infinitesimal para que al alcanzares 
la carga de pandeo asimétrico del mismo, el marco permanezca en su condición -
simétrica y no se pandee sino hasta que se alcance su carga de pandeo simétri- 
co. 

El requisito teórico anterior no se cumple en la realidad puesto que 
siempre existen imperfecciones iniciales que hacen que la estructura se defor-
me lateralmente antes de que se alcance la carga de pandeo; de manera que el -
contraventeo que se ha estado considerando que oliste en los marcos tratados,- 



3.- Se supone que el contrayente° actua como si fuese un resorte inde-
pendiente que resiste el desplazamiento lateral en los extremos de las columnas 
coso se muestre en la fig. 70 

P 	 • 

e 	(uy 
_ 	 F.g.wo - 
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empieza a trabajar a medida que se incrementa la deformación del narco la cual a 

su vez está ligada al incremento de la carga vertical. Con el propósito de pro-

porcionar use método racional pare proyectar dicho contrayente°, se han sugerido 
varios prooediaientos muy parecidos entre al, aquí sólo se describe uno de ellor 

Al método esta basado en las siguientes hipótesis: 

1.- Se desprecia la participación de las columnas en la resistencia la 
teral. 

Las columnas se consideran como si estuvieran articuladas en gua -
dos extremos. 

Atendlenuodestas suposiciones,e1 disefto resulta ser conservador pues -
siempre la rigidez del marco que se desprecia contribuye a la estabilidad late-- 

he la fig. 70-b donde se representa la configuración deformada del mal 
co,se deducen por equilibrio la. siguientes ecuaciones: 

2 P• 	K,h• 	 2 PA 	K h • 
Va  y P - 	 (167) 	V 	= P + 	+

L 	
, 	 J17-- 

En estas ecuaciones, A, es la rigidez de un resorte imaginario que re-
presenta la del contraventeo. 

Por equilibrio... tiene: 

y V. • -Ha n y O (169) 1N- Ve • H. b 	° 

De las cuatro ecuaciones anteriores se deducen: 
V A • V•• 

H A .--r- (171) y Hs. b 	 (172) 

Caso H A + 	— 	O 	 (173) 

subetrtuyendo (167), (168), (171) y (172) en (173), resulta 
ción de pandeo: A  

	

(2 P - K h) . 0 	 (174) 

Ahora bien, como la condición de pandeo exige que A O O, la carga cri 
tics de pandeo lateral es: 	K,b 

'cr 	2 
	 (175) 

( 16e ) 

(17o) 

la siguiente ecua--- 
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Igualando esta carga con la carga crítica de una columna doblemente - 

articulada: 	es  E1., 
(176) 

2 trEl, 
se determina el valor óptimo de I: K, 	 (177) 

y puesto que: P., • P x F.S. (178), siendo P la carga axial de trabajo en lea 
columna» y F.S. el factor de seguridad, la K," seducida de (175) y (178) este 
dada por la expresión: 

2 P 
(F.S.) 	 (179) 

y si' F.S. . 2 ; Ks.m. 4 P/h (180). 

El mismo razonamiento se sigue en marcos de muchas crujías como se --
maestre en la fig. 71. 

P. vw  
- y 

m- N 

,`,1 

1,, 
A. 

ve 

I, 

A. 

% —II
Io,  

It 

As 

vt  

I§ 

a, 

Vi 

— 

1.... 

A., 

v44 

14, ---„, 
Fi9,71.- 

En este caso, para cada columna individual se tiene: H = V A /h (181) 
por tanto, dado que la condición de pandeo para este sistema ea: 

H.+ 	+ H. - K h = 0 6 ti [V, + Vg+ 	+ V„,]. P,+ Pg+ ...+ 	P 

y como ¿/6 0, resulta que: K, Z(P/h) 
	

(mu) 

Si I P de la ecuación anterior es la suma de las carga» de diseño y 
el factor de seguridad es 2: 

2 I P/ 
(183) 

Con ayuda de esta dltima expresión se deduce el área de contraventeo 
referida como sigue. Considerase la forma deformada del marco como se muestra 
en la fig. 72. 	F 

Pi1172.— 

En este caso, la elongación de la diagonal en tensión puede expresar-
se como sigue: 

A 	ha  + (L + A )
a 
-1/777 	 (184) 

y si el valor de A es pequeño comparado con L y / h,la expresión anterior puede 
simplificarme escribiendose como sigue: 	mLAh + L 	 (185) 

Gr 	a 

h 

M. 



F 	Y174711 	Ad E e  
(186) 

Cos a L 	 ha  1-77.1  

(he  + Le  )14  
(185) y despejando A, Be 

(hL) 111 
2 (1 + 	) Z  r 

(h-) E 

con la 
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Por otra parte, la fuerza en la diagonal r puede expresarse de la si-
guiente manera: 

siendo A d  . área transversal de la diagonal. 

Substituyendo entonces en (186) el valor 0 dado en (185) y simplifi- 
cendo, resulta: 	AwE La  a 

(h a  La)
1' 
2 	 (187) 

como además Y . K, A (188), despejando E, de la expresión que 
lar (187) con (188), se obtiene: 	it„,E L a  

igualando esta ánima ecuación 
F.S. 	2, lo siguiente: 

A 	
Ilos 

2 Ib a + L-. 	IP 
I = 	  

h Le  E 

resulta de igua- 

(189)  

deduce para un 

(190)  

El área del contraventeo calculada mediante la expresión anterior, es 
del orden de la sexta parte de la de una columna del marco, de manera que no pa 
rece justificarse un cálculo más refinado para obtener un ahorro en el acero --
del contraventeo. 

El procedimiento descrito puede generalizarse fácilmente para compren, 
der el análisis del contraventeo de marcos de varios pisos."'" 

4).- Pandeo ideático de marcos de dos aguas. 

a).- Marcos restringidos lateralmente. 

En estructuras de este tipo, conectadas rigidamente y restringidas la 
teralmente como se ilustra en la fig. 73, se ha investigado  le influencia de --
las siguientes variables en su carga de pandeo eláatico: (") 

1.- Li número de crujías. 
2.- La relacioó claro a altura de columnas. 
3.- El adgulo de inclinacioó de las vigas. 
4.- 1.4 relacioó entre el momento de inercia de las columnas y el de -

las vigas. 
5.- Las condicione, de apoyo de las columnas interiores. A este res--

pacto se consideraron dos alternativas: Columnas articuladas en -
ambos extremos y columnas unidas rigidamente en loa nudos superto 
res y empotradas en los inferiores. 

Para esto se utilizó el criterio de Lundquist, es decir, se trazaron 
curvas carga-rigidez (P-K). En todos loe casos se consideró como sistema per—
turbador una carga horizontal 4  aplicada en le forma fue se indica en la Fig.73 
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Los resultados se presentan en gráficas que incluyen doe variables a La vez; de 
dichas gráficas se han deducido las sigu,entes conclusiones: 

1.- La carga critica elástica se reduce a medida que aumenta el ndmero 
de crujida. Hay un limite inferior de esta carga en marcos continuos, pero en -

marcos con columnas interiores articuladas, este limite inferior es cero. 

2.- La carga crítica eláatica se reduce cuando el valor de L/h aumen-
ta; la reducción es mayor en marcos con columnas interiores articuladas. 

3.- in marcos de sección transversal conetanteila carga crítica elásbi 

ca aumenta cuando la pendiente de las vigas es de 22i.  aproximadamente en marcos 
con columnas interiores articuladas y de 30.  cuando estas columnas están empotra 

das. 
4.- En marcos con valores grandes de L/h puede obtenerse un Incremen-

to Importante de la carga critica elástica aumentando el momento de inercia de - 

ias vigas, mientras que para relaciones pequeñas de 1,/h , también se incrementa 
la carga critica elástica aumentando el momento de inercia de las columnas. 

5.- La carga critica de marcos continuos empotrados en su base es con-
sigerahlemente superior a la correspondiente a marcos con columnas interiores ar 

ticuladas. 
b).- Marcos sin restricciones laterales. 

El estudio de la inestabilidad de marcos en portal, fig.25, ha sido --
sin duda mis exaustivo que el de marcos del tipo de dos aguas, fig. 74. La ra—
zón se debe a que al estudiar el primer tipo de estructuras se intenta represen-
tar, en general, marcos de varios pisos en los cuales el fenómeno de inestabili-
dad de conjunto es más importante que en estructuras de un solo piso como lo son 
generalmente las de dos aguas. De hecho se ha podido comprobar experimentalmen-
te en modelos probados inclusive a escala natural, que la carga de falla es apro 

ximadamente igual a la carga de colapso calculada de acuerdo con la teoría piáa-
tica simple. Sin embargo, esto no excluye la posibilidad de qu( la inestabili—
dad de conjunto en este tipo de estructuras pueda adquirir importancia especial-

mente en marcos esbeltos. 

El trabajo que se resume a continuación es concerniente con la inesta-
bilidad elástica de esta clame de marcos'su fig. 74, sujetos al sistema de cargas 
que se ilustra en la misma figura. 

El método adoptado se aplicó para determinar las cargas correspondien-
tes a los tres siguientes modos de pandeo: 

1.- Pandeo lateral. 
2.- Pandeo vertical o simétrico. 
3.- Pandeo en arco (Este modo de pandeo se debe a la rotacii2 del nudo 

C). 

Para estudiar el primer modo de pandeo se consideró como fuerza pertur 
badora una carga horizontal Q en la cumbrera del marco. Los momentos que UChtillj 
as dicha carga se consignan en le siguiente tabla: 
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Tiail4 VII.- Norato.. Pandeo lateral. 
4. . c ) . 

Rotaciée 	1 y D 444.4. 44a c4e.hi cokel %MI^ 	4ó4•10%.*•14  .... sha 

ti:nacida 	C ......e. %AA Nig" 	-"ami 

Deeplanaatento 254'4" 	 24.14.11141  h .'"!!E«..52—)"k! h 4 h 

• • 

sis.» - 

De este tabla se obtem por equilibrio del aedo C, la elanieete eme. 
cidra: 

2 eaked. 4. 2 c.a.k.4, 0 de donde: O, . - c.9, 

y en ifaal forma, del equilibrio del nudo I: 

(.,k, .,k,$) e, 4. ous kj. L (1+03141. 0  

de genere que ceabetiCepeudo e. , ec. (191), en (192): 

1(11.11. * s • (1-c) b.)14 	e,(1+co) t1-11 	 (195) 

Luciendo: 	. e. (1-¿:), 	E. -1-k: 	 (194) 

y despejando O, de la ecuación (195), se obtuvo: 

•.(14c, O . 	 (195) 
✓ , .:111  

Despejado Y de le eauscióci (28) (D... • mg 44014» .1 cortante - 
ea la coba Ah del narcos 

2 e 	" 41 (1.c ) k 	e (1. ) ejl. V . 	 (194) AS mba  
eubstitapeedo 0, : 

2 	 4.(14c.)k.  41,(1•Ibt 	e.(140,)kii 2 	e,(1+c,) 
14 ha 	b 	a, 4. iCK 	ha 	 1411  

de donde se deduce la sianlente acodicié, crítica de inestabilidad (4,5  . 0) : 
( 2 	61,(1+a,) / 	o  , o mea: 	 - 2 e, . 2 e: ft 	(197) 

a, 	e, + 

(191)  

(192)  



66 

es decir, la carga que satisface esta relación es la carga critica elástica late 
ral de la estructura. 

Cuando se trata de un marco doblemente articulado en sus apoyos, la --
ecuación (197) se convierte en la siguiente: s: (al - 1) = el IE 

Para el segundo modo de pandeo, el modo vertical, los momentos que oca 
siona un sistema de cargas perturbador simétrico, son los consignados en seguida: 

TABLA VIII.- Momentos. Pandeo vertical. 

A 	 B 	 C 
Rotación 	c,s,k,O, 	 e,k,0 	s.ki9 	 oge,k,9 

Desplasemiento s,(1+c,)k,a 
	s,(1+cik,a 	- e.(1+c.)k.A 	- es(l+c.)k„ds 

h, 	 h, 

Análogamente al caso anterior, por equilibrio del nudo B : 

(s,k,+ %Es) G 
1 e,(1+c.)kz 	s.(1+o,)k.  . 0 

o  sea: 
(e 
	It az) e 	si(l+c,)£ 	s,(1+c.)  

11 	n 	h J 

Determinando entonces el cortante en la viga Be e igualandolo a cero, - - 
condición que se debe cumplir cuando se alcanza la carga critica, se obtuvo la si 
guiente ecuación: 

1  s.(1+c«)2a 	e.(1+c,) 1 e  - 2  í s,(1 +c.)5E + s,(1+0.)  } 
4 	 (199) 

h, 	 h 	 1 	ivvil 	 m, h1.  

dividiendo esta ecuación entre la (196) se dedujo la siguiente ecuación correspon 
diente a la condición de pandeo vertical: 

e, A, +  31
'  s,(1+e.)  111(1+0.) 	le s, A , + A,n, = 0  

men*" sena 	 seno( 

donde: 	A .  •  (l+c)  
a 

Finalmente, para estudiar el modo de pandeo en arco, se aplica en C un 
momento perturbador y se restringe el desplazaaiento lateral para que el pandeo -
ocurra cuando la rigidez del nudo C se anule. En este caso loe momentos que apa-
recen en las piezas son los indicados en la tabla IX. 

TABLA IX.- Momentos. Pandeo en arco. 

(19b) 

(200) 

A 	
csa.k.9, 	eir k,.6,

C  
ask„e, 

c,a,k,en 	e ,k,EI, 	•,,E.6„ 	c. s. k .6. 	c,, o . kaik 
1  

Rotación C 

Rotaciones iguales 
en B y D. 



Del equilibrio del nudo H se dedujo el valor d.,  e, 

e c.aa se, 	o.  

s, + siiI 

y peseta mem 	I. 2 asks0, + otea:cte.' 

mahatitamemio (201) ea (202) ae dedujo la condición crítica siguiente: 

	

2 m.k.4, 1 1 - 	 ír.0, 	de donde: 
s,+ 

a 
Ceba -X 

1 - 	 . 0 	o bien: s, + al 1L . 0 
s,+ s.11 

11 método requiere que se conozca el valor de la carga axial en cada 
eme de las pásame ee el instante del pandeo. Dicha carga en el cano de lea co 
lames as fibil de determiner,pmes siempre es un medio de la carga vertical to 
tal miamtraa la deformación de la estructura asa slmétrica, pero en el cazo de 
J. 	vigas mo ~cede lo mina* porque no existe una relación lineal entre la car 

ga axial y la exterior, a no ser que se desprecie la disminución de la rigidez 
del maree prezrocada por la mimas carga axial. Y1 método adoptado para tomar -
ea ammata meta modifioacida de la rigidez y la consecuente variación de la car 

ga axial ea la vigas, comiste ea calcular la reacción horizontal H sin canal 
dorar el afecte de la inestabilidad; para esto se dedujo de condiciones de --- 
equilibrio la a/maleaba ecuación: 

4 ( 141) 	 - I ) P Coa Ol 
iban ak 

Ihs 

4(1+ -27c) ( s 	50..t)- 3 ( 	S...04)( 

Comocida 11 es obtiene proyectando, la carga axial en las vigas ----
(P mema: + H coa ad y de estala rigidez y el factor de transporta para subg 
titaárlem em la ecuación (197) en caso de que se trate del pandeo lateral. Si 
esta ecuación no me satisface, se vuelve a efectuar otro tanteo con un nuevo -
valor de la carga P. 

Pare tomar en cuenta el efecto de inestabilidad, se establecen lea - 
emsesicasee que definen el cortante en la viga DC y en la columna lié, las cua - - 
lee :referidas a la tabla VIII adoptan la siguiente forma: 

P ose R - I sama 

44(14c.)k: 	( 

. 

+ 

s i(1+c.)k 
(

2 á 
 - e) (204)  

(205)  2A  ) 

--t- 
12 

h 
mb 

Eliminando 9 de las ecuaciones (136) y (205), as obtiene: 
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('u5) 

3,a." 



S. (14. Ci) 

5, (14C.) manaw s,(i+c.)X 
11441." 

— -S- 
ra, 	 saK 

pc.e«.14 (206) 

S.(i+c,) 

S, (  +e, ) 

5.(i+calic 	fr 

s + 371  
e, 

1  

-4" 
•.4 •-.11 144  

— 41 44 .4.144.1:4 a. • 4 f 4 Y • T 

IP 
• e 

4.4 
pmodoL. I meedel Len •corma • ehe 

imegioul ( ••~Wee.".• la 	n 
$ pee,  .fase. ele. t• ...44~«saaa ) 

.1 
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E  . 	
ms(1+6.)k s,(1+0.) 

s,(14-6,)k,f  2 
h 	m,h 	a, + s s$8 

y substituyendo esta expresión en Im ec.(204), se obtiene la siguiente relación 
entre P y E: 

Esta expresida debe satisfacerse eimultinsamente con la ecuación de -
pandeo correspondiente. 

En la fig. 75 se han gratinado las curvas ((P.../PT) - (ka/k.)) correl 
pondientes a cada uno de los tres modo* de pandeo considerados y en la fig. 76, 
las curvas correspondientes al primer modo para los tres siguientes valores del 
ángulo de inclinación de las vigas cie O., 22i.  y 30*  (las diferencias entre -
estas curvas se deben a las diferencias en el valor de la carga axial en las --
vigas). 

En la mima fig. 76 se incluye la curva correspondiente a marcos arti 

colados en sus apoyos. Puede observarse que la carga de pandeo de tales-marcos 
es del órden de 1/3 de la de los atamos aarcqs empotrados. 

El autor afirma que la carga crítica elástica de un marco de dos ----
aguas puede predecir.* con una aproximación de un 5%, determinando la carga crí 
tics elástica de un marco en portal con columnas de rigidez (k,) y una viga de 
rigidez (kv) sujeta a una carga axial igual • la de las vigas del marco de dos 
aguas. 	 kiels 

F, 9 7 5 - 
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5).- Modelo de Chilver "  

Chilver investigó la inestabiliden elástica del modelo mostrado en la 
fig. 77. Supuso obrando sobre el unicamente dos cargas verticales P aplicadas 
a una distancie 	L de loe nudos C y E los cuales consideró rigidoe, es decir, 
como si e: narco se deformara como cuerpo rígido. 61 parámetro me lo consideró 
variable aesde 0 hasta 1 y la rigidez la de loe resortes en b y Y la supuso ---
constante; de manera que la única resistencia al pandeo son dichos resortes. 

Aunque el aodelo representa el prototipo de una estructura que no se 
presenta con frecuencia en le práctica, son de interés loe resultados obtenidos 
'uf coso la forma en que son presentados y además, el procedimiento que utilizó 
puede aprovecharse para deterainar la carga de pandeo elástico de otros modelos 
modificados que representen marcos más prácticos. 
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La carga de pandeo simétrico se determinó relacionando la reacción • 
horizontal H y la rigidez de los resortes con las cargas verticales P como si-
gue: 

Por simetría: 

cos ♦ + sen 	. 1 + sen 9 	(207) 	2 --vr,  = (cos 4 - sen 4 )+ cos 

(208) 

y por equilibrio:P (1 - (1 - al) cos 4 ) 
E = 	 (209) 

2 - 

10C(1 + e ) P L sen + R L coso 	 (210) 

Introduciendo R, ec.(209), en (210) y substituyendo en la ecuación -
que resulta, el cociente '/L despejado de (208), dedujo la siguiente expre- 
sión: 	

[ 

(e + e) K = P 
L sen 9 + (1 - (1 - cir) cos le ) coa O 
	

(211) 
cos 9 + (cos 41,  - sen 4 ) 

 

Dando entonces diferentes valores a ct, desde 0.1 hasta 1.0, y a 0, 
se determinó: 9 de la ecuación (207), v /L de la ec.(208) y PL/K de la ec. --
(211) para construir las curvas de la fig. 78b(liness llenas) en las cuales se 
puede apreciar la influencia que tiene en la capacidad del marco al pandeo la 
posición de las cargas P. Puede observarse en dichas curva» que cuando 01. =1, 
o sea, cuando las cargas P se aplican en la articulación D, la carga de pandeo 
es mínima y sólo 0.87 PL/K, o sea, 43.5 % de la carga de pandeo del modelo ---
cuando 41‘. 0 (P.,. 2 PL/K). 

En la fig. 79 se ilustran la variación de la carga de pandeo con rol 
pacto al parámetro cl.. 

Pare determinar la carga de pandeo lateral del modelo supuso un pe--
quia° desplasemiento lateral u en la articulación D, como se indica en la fig. 
77-c y obtuvo las siguientes ecuaciones de compatibilidad geométrica: 

2 - V 
	

(cos 4,- san ¢) + cos 41,, 1 -1 - (sea 	sen 4.) + cos 8. 	(212) 

1 +— 
G. 

	

e (cos i, + sen 4,) - sen e, , 1 - i = (coa 	sen 41/4 ) - asa 8, 	(213) 

y por equilibrio de la estructura deformada se obtuvieron las siguientes ecua-
ciones: 

y 	P fl 	+ 	(1 - cx)(co• 0,- cos41)J V . Pfl + 	44)(cos 4,- cosee,)1 

(214) 

• (24). Vo,  (14)- P(1- cot ) cos e„ H (2 - 	(1-1)- P(1- cv)cos 
	

(215) 

I( (O, +4.)* VA L sen g  + E L coa e, , 	Y (0.+41). V.L *en e.+ H L cos e, (216) 

Suponiendo luego un desplazamiento infinitesimal de la posición de -
equilibrio, se obtuvo de acuerdo con las ecuaciones (212) y (214), la siguien-
tes relaciones entre dos incrementos infinitesimales de los desplazamientos: 
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(e) 

• .6 

‘41 	(cos 4+ men*, )6* + son e. 6  e, , 

II" -  (coa es+ 4•14.)44,v+ sen e. i e. 
De esmera que coso en el instante del pandeo, a = O, es decir, 

4 . 	y + = 4, 	las ecuaciones (217) condujeron a las siguientes: 

(coa +seo )(a4,- 454.) + sen e (b9, - 6e.) 	o 

(cm • - ami* )( 	*54.) - CO• e ( se. - 94) = 2 lizz: 

	 (21b) 

de donde: ( 	64)  2417 	sen  
L cos (0 + ) + sen (9 + 4) 

(219) (4 	‘41) 	2&4 	cos 4 + son  - L cos (9 + 4)+ sen (O + 4 ) 
Por otra parte, reatando una de las ecuaciones de equilibrio (216) • 

la otra, as obtuvo: 

K(0,- 9.,)+ ( 4, +4.). L [V. san A - 	son 9.] + HL 	[coa A - coa 021 	(220) 

de donde se dedujo la siguiente relación: 

(&e, -6e,)+ r(44,-•91.1. L(bviohin A + Vanos 9, & O, - &ye  sen 	Vscos 0.40„)+ 

+ ell-L( oos O,- coa 	- H L (sen 9, & 9, - sen 0.6 8,,) 	 (221) 

Haciendo entonces 	0, se decir, 9, • O.. 9, 	4 y 1(• Ve.P 
en las lunaciones (213), (214) y (220),ae obtuvo 	de ellas y de la ec.(219) - 
la siguiente condición de equilibrio indiferente: 

PL
n (i 

N— • (cos O - 	— T—  (1 - (1-44 )cos ) 1( cos + sen ) 	 + 
2- 

+ asn e [co. (e + ♦) + sen (e + 	+ (1-1x) un*  9 sen 4 	 (222) 

71 

(217) 
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Tanto esta ecuación como la (21u) deben satisfacerse para los mismos 
vai,res de 6 y ♦ cuando se alcanza la carga de pandeo lateral. En la fig.78 -
se indican (con linea punteada) loa valores de esta carga y la correspondiente 
deflezt6c y en le fig. 79.se representa la variación de la carga de pandeo con 
respecto al parámetro Ot . Puede observarse en esta fig. 79 que la disminu---
c16n de la carga de pandeo se incrementa a medida que aumenta 04( hasta un va-
i.r límite (0.3m Kil.) cuando ak . 1. Uta reducción ya no puede despreciarse 
COMO en el caso de marcos continuos. 

o s 
ot 

79 - 
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CAPITULA IV.- 

Inestabilidad elástica de marcos rigidoe libres de desplazarse lateral 
mente. 

1).- El estudio de la inestabilidad elástica de este tipo de marcos se 
ha concentrado casi en su totalidad al de marcos sujetos al sistema de carga» --
idealizado que consiste en suponer las cargas actuando solo directamente sobre -
las columnas. Esto se debe come se hizo ver en el Capítulo 11,a la dificultad -
que representa el determinar la carga crítica de marcos rigidez edictos a momen-
tos flesionantes primarios, así come a la puco influencia que tienen dichos so—
mentos en el valor de la carga de pandeo lateral, correspondiente al primer modo. 

Aunque algunos de los métodos propuestos para determinar la carga de -
pandeo, no son faciles de clasificar, en principio, pertenecen a uno de los tres 
siguientes grupos establecidos por Bleich.""  

a).- Métodos analíticos directos. 	Son aquellos derivados de un plan- 
teamiento de ecuaciones 1/4 diferenciales) howsjileaa que relacionando las fuerzas 
anales en los elementos estructurales, con los momentos flexionantes, rotacio—
nes y desplazamientos dr los nudos; conducen a un determinante que gobierna el -
mudo funnamentai, cuando se iguale a cero. 

b).- Métodos energéticos. A esta categoría pertenecen todos aquellos 
métodos basados en criterios de energía que también llevan a un siete,. de ecua 

nones linealee tal que el determinante derivado del sistema, igualado a cero, -
representa la condición de equilibrio indiferente. Este grupo de métodos no di-
fiere del anterior sino en la forma eh que se obtienen las ecuaciones. 

c).- Métodos de distribución de momentos. y relajaciones. Son técni-
cas modificadas ne los procedimientos de iteración, comadnmente utilizados en la 

solución de estructuras hiperestáticas, que aprovechan la característica de di--
vera-Ir cuando se alcanza la carga crítica u cuando se anula la rigidez. Estos -
métodos utilizan generalmente el criterio de estabilidad introducida por lund---
quist, requiriendo por tanto, una distribución de momentos completa para cada va 
lor tentativo de la carga. 

Los criterios de estabilidad de los tres grupos de métodos, consideran 
que bajo la condición de carga crítica pueden existir dos configuraciones de ---
equilibrio, una de ellas, la originalmente recta o no deformada y la otra, la —
caracterizada por le aparición de aumentos flexionantes en los elementos estruc-
turales. De esta áltima configuración se deriva el sistema de ecuaciones homogl 
neas en el primer grupo de métodos, las ecuaciones lineales del segundo y las --
técnicas de distribución de momentos del tercero. 

La aplicación de estos métodos se Ilustra en los ejemplos que se trs--
tan adelante. 

2).- Métodos analíticos. 

Algunos de los métodos descritos anteriormente, pertenecen a este grupo; 
aquí se vuelven a tratar aplicados • marcos rígidos libres de deeplazaree late—
ralmente. 
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a).- Para analizar el marco de la figura 80, Timoshenkjliarte de la - 
ecuación diferencial del eje flezionado de la columna AC, la cual queda expreal 
da, de acuerdo con loe ejes coordenadoe seleccionados, por la ecuación: 

'y d 
El 	P y 	 (223) 

dz a  

cuya solución para las condiciono» de frontera uudae es: 

y . 	san 2 	! 	(224) 
	

=, 	
El 

) 

Considerando que: 

I  dy N  
M. 	Y. 	P (y)x•h 	

6 El» 
- ------- k  —z:—/ 	 (225) 

substituyendo en esta ecuación la solución (224) y efectuando, se 1111,4 a le 11 
presión: 2  P 1,  *en  2 

ooa 2¿* e 6 EI, 	 (226) 

equivalente a la siguiente: 2 . tan 2i.  . 6 la h 	
(227) 

1, L 

Para el caso en que las columna» estén empotradas, fig. b1,1a ecua-- 
cién (223) se convierte en la siguiente: 

d'y 
■ P 	- Y) - 

dx' 
cuya solución es: y .Acoe 2/ 1 +Ellen 2/ .2+ 

Detersinadaa las constantes A y H a partir de las condiciones de frou 
tira en los apoyos, la ecuación (229) puede escribirse: 

y • ( 	- 4-1,`) ( 1 - coi 2 k h) 
	

(23o) 

00. - 
	 Fil. SIL - 
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además, de las condicione» de frontera en loa extremos superiores: 

m á 
	(231-a) y ( 

dy ) 	L 	
(231-t) 

dx  '" 6 El. 
y de la ecuación (230), se deducen las dos ecuaciones siguientes: 

A coe 2/ + 	(1 - coa 	) 
	

(232-a) 

2t 
san - 	sen 	* P L ) 	0 	 (232-b) 

bEIm  

igualando a cero el deterainante de los coeficientes del sistema anterior se ob 
tiene la siguiente ecuación correspondiente al equilibrio indiferente: (14)  

2 t 	 6111 1  

L I, 

De esta ecuación se obtienen las cargas críticas correspondientes a - 
loa dos casos extreaos, es decir: para I, . Cr, , 	n 	y P., = ft.  £1,/t(¿34) 
y para i 1  . 0, 1 = e /2 y P., . 	 (1'35) 

Timoehento también considera en elite ejemplo el electo del cambio de 
longitud de las columnas en la capacidad al pandeo del marco. Para esto toma -
en cuenta que el incremento de carga en lea columnas, ocasionado por la apari--
cién de los momentos M. y M. , está dado por el cociente 2M./L y consecuente - 
mente,e1 cambio de longitud en las aimmaa, es 2M.h/III resultando una rotación 
en la viga igual a 4X.h/AEL ,de modo que la condición de frontera (231 -b), se -
convierte en este caso en la siguiente: 

(dy) 	L  M.L 	4M.h  
(236) 15-1 

6E1, 	AEL 
y la ecuación (233) se transforma en: 

2 I 	 6h It 	1 

tan d 	L I, 	1 + 24 h 

IN 
b).- La expresión (227) la obtuvo también bleicfaplicando la ecua-

ción de loe tres momentos, ec.(45), como sigue: Con referencia a la fig. de, - 
me tiene: 

M. 	h * ci L') - M, s'a  L' - E1 , 	. 0 	(C. 	) 	(238) 

en esta ecuación, cl y 	tienen el significado dado por las expresiones (40)  y 
(41). Loe indices (1) y (2) que aparecen en las funciones de eatanilldad, se -
refieren respectivamente a las columnas y a la viga. 

introduciendo entonces en la ec.(238) la siguiente: M..= HIT 	(239) 
derivada del equilibrio de la columna, se obtiene: 

W [P h (cl h 	L' - 	L') - EI, 	= O de donde se deduce la coa 
dición de estabilidad siguiente: 

c: + (e; - 
L' 	El. 

a Ph 	 (240) 

(233) 

(x'37) 
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substituyendo 	c:, L' y G por sus respectivas expresiones, la ec.(240) se - 
convierte en la siguiente: 

cot 2tG 
2/ - 
	= 0 	 (241) 

expresión idéntica • la obtenida por Timoshenko y que ha servido de base pare --
formar la tabla 1 donde se proporcionaevalores de J y del factor do longitud --
efectiva de las columnas k para varios valores del parámetro G. 

TABLA 1.- Pandeo asimétrico. 

G .. L1, /hI. 0 0.1 0.2 0.5 1.0 5.0 
2.JY:y 0.500 0.492 0.483 0.461 0.430 0.296 
F 2.00 2.03 2.07 2.17 2.33 3.38 

Para el marco de la fig.81, aplicando nuevamente la ecuación de los --
tres momento., se obtuvo: 

Mac: b + M. s'14'+ El 	= 0. 	(W.h/r:11 . z,te) 	
(242) 

MA  e: h'+ M.(c: h.  + cf. L') - M. aá L' - El 	= 0 

Como por equilibrio: M. = MA+ P b 141 	 14.t) 	 (243) 
despejando W de esta ecuación y aubatituyendole en las ecuaciones (242),se dedu-
jeron las siguientes: 

Pb4. a: h + }-1-1  ( M.- M.) = 	 (244-a) 

EI 
Mas: 	+14.(c: h + c'L L') - 14 s al L' - -Ft; (M.- 	 (244-b) 

Estas ecuaciones simplificadas adoptan la siguiente forme: 

-775')*Mc ( +17 ")) 
1 

(245) 

Mk(s:  + (2 r  )/) 	Pl̀  	cl 	T51.1  G  ) 6 

El determinante del sistema igualado a cero, conduce a la condición de 
equilibrio siguiente: 

(c: -(177, )(d: - 712 -4  

	

+ 	) - (s: +-)z - 0 (246) 

la cual se convierte remplazando s' y e' por sus expresiones (40) y (41), en: 

(2 ?) son (2 ?) da* (2 ?) ("t(2(12  ) 	b) • 1 
	

(247) 

Efectuando las transformaciones trigonométricas debidas, de esta ecua-
ción se llega a la (233). 

La tabla II proporciona pare varios valores de G, los valores de t y 
i que resultan tomando caso base la sc.(247). 



se obtienen las siguientes ecuaciones: 
• 

P 
M I. 

TABLA II.- 	Pandeo asimétrico fig.81 

G 0 	0.1 	0.2 0.5 1.0 5.0 
=i/,r 1.000 	0.984 	0.970 0.924 0.865 0.666 

1.000 	1.016 	1.030 1.082 1.156 1.501 

£1 tercer ejemplo que Bleich analiza, es el caso del marco de dos pi--
los mostrado en la fig. 82 cuya configuración deformada se representa en la fig. 
82-bi,en este caso, aplicando la ecuación de loa tres momentos a las piezas del - 
marco,se obtienen los siguientes momentos en los extremos de gotea: si n,= hui /ti 
para la columna 1-2 : 	( I: • pys1--- • 	a', 	 (rvimules iza) 

9. - op,(e; + 	M:. - K. {e; ei— W. ("e' + 	)1 	 (248) 

Para la columna 2-3 : 

i; k,{1. 	+ 	lysee: + 	- 	[:: ea+ a: al- 	+ 	)1 	(249) 

y p ara lea vigas: 

-1.11 (S; 	1),,) 	 6.«,« 	ei) 	 (250) 

Puesto que 5;1 - 4 y 4 . 2 ya que *atoe elementos no están sujetos • 
carga axial, las ecuaciones (250) se reducen a las siguiente*: 

Mi . 6 X 1. e. 	(251-a) y Mj E¥I Oa (251 -b) 

al ahora se hace : 

substituyendo las ecuaciones (248) a (251) en las ecuaciones de equilibrio de --
los nudos 2 y 3 respectivamente; 

M. - Mt - I, 0 	(252) y 	Ms -IS - o 	 (253) 3  

77 

0.500 
2.000 

y en las de equilibrio de las columnas: 

M= -x + P h 
	

(254) 	y 	m aj -mì+Phtf. (255) 



2  a: e, 	e, - (6'  + 1:)( Y.- Ya) + i 0a/k. • o 

e, + 8: e, - (8: + 	9.+ wsik, . 0 

(a: 	) 6, - 2 (a: + 	+ Ptigpik,  - o 

(a? + 	)(e, + 	- 2 (8: + 	) W, + 	44/ 

De las doe últimas ecuaciones (256) se determinan y, y 9„ las cuales 
resultan ser respectivamente: 

y, - * bi  (257), T, =>K (c.„ + e,) (258)siendo0h=
2  „ 
	= 21 tan / 

k. e-1: 
Remplezando las ece.‘257) y (258) en les doe primeras eco.(256) se ob 

tienen las siguientes expresiones: 

(1: -)11(¿: + i:)) t, 4 (c!-).«,  (e: + k).+Ir/k) e, . o (259) 
 

resolm 	 6 iendo el sistema y substituyendo — por x , es llega e la condición de 
estabilidad: 	 t. 	" 

a  (260) 
- 2 >l< ( e: +a!)+ ) (a: -*Ce: + 	)-(i; -*(e: +1')) - o 

En forma similar a loe cazos anteriores, en la tabla XII se comí,—
nan los valores de r y i derivados de la ec.(260). 

TABLA 	XII.- Pandeo asimétrico. fig. b2 

G = LI,/hI, 0 	0.1 	0.2 	0.5 1.0 2.0 
://1+ 1.000 	( , .9bd 	0.938 	0.862 0.771 0.660 0.250 
E 1.000 	i.033 	1.065 	1.160 1.310 1.515 4.000 

El intimo ejemplo que presenta bleich, es el caso del marco de n pi--
808 mostrado en la fig. 83. 

El análisis está limitado por las siguientes hipótesis: 

1).- El número de crujías es grande, de manera que se desprecia la In 
fluencia de luz crujías extremas en el comportamiento de las interiores. 

2).- La carga axial en todas las columnas la rigidez de las mismas y 
la de las vigas son idénticas. 

Estas restricciones permiten estudiar el marco considerando tan solo 
el sistema simplificado que se muestre en la fig.b4. 

Aplicando entonces la ecuación de los tres mosentos a las colUmaaat 

	

(r - 1) - (r): 	Erik) 

	

ec.. 	e,. - y,(1'6')), m: 	+ l'e, - 14.(a.+ V)) (261) r-i 

(256) 

(2 	- 2 >14(1: * 	)+ h/L) 	+ (a: -*(a; + 	e, - o 



r., 
A11.,5  

F, el.- r#, 
-r 

h 

I.) F,, H4 - 
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(262)  

(263)  

y eubetituyendolail en lea ecuaciones de equilibrio del nudo r y de lea columnas 
(r - 1) - r y (r) - (r + 

- 	- 2 TI 	O , 11: - 	- P 	O, 	 - P h 	= O 	(264) 

Y (r) - (r + 1) : 

11,.a,(8. e,. + 	e„, 	+ ;4 )) 

11:+‘ • " 	+ 	 I.» 
y a lea vigas: r-r' y r-r" 

XII 	 6 £1. 
-7  (4  e, +2 0,) .7-- S, 	O 

4- 4 	 .1  4 4,  4 1  
I  4-  

• 	e • • 
1 

/VI 

14, 	 l.) 

a 

7r1.  IN» 1111 
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se obtienen las siguientes expresiones: 

	

+ 0, 	 6, 4-  e,+, 
y,. 	  Ph 	1 	 ph  	s.* (e. + 	(265) 

2 yyrirr  
2  - 	7717  

introduciendo estas ecuaciones en (261) y (262) y substituyendolas en la ecua--
ci6n (264-a) conducen a la siguiente relación entre las rotaciones de loa nudos 
de los tres niveles consecutivos: 

2,1=8, +41„ 	
8' - (8'+ i') + 6 G 

.. 0 (266), donde: 	. 	 (267) 
A' - 	(c,+ i')

i 
 

Por tanto, puesto que en igual forma se pueden plantear (n - 1) ecua-
ciones semejantes a la (266), es posible completar un total de (n + 1) ecuacio-
nes necesarias para determinar las (n + 1) rotaciones de los nudos, aprovechan-
do las condiciones de frontera, esto es, en la base: O. . 0 si es empotrada y -
en el piso superior, la ecuación: 

S' - 	(Z. + 	+ 12/6  
/4.L 	A' - 	(8' + 

Resolviendo la ecuación (266) por diferencias finitas y considerando 
que pera n a 3, /m.'.94, la solución del problema está dada por la expresión: 

= O 	siendo: 

S' ->1(c' + 	+ 6/6 
-)44(t' + cos 

2 n 
(268) 

Las gráficas de la fig.85 proporcionan los valores del factor F para 
valores de n iguales a 2, 3 y 10 y para valores de G comprendidos entre O y 5 
Las curvas n = 3 y n . 10, han sido construidas utilizando la ec.(268). 

5,5 

t.* 

a/ 

4.t 

Le 	 • .1.,t/hl,, 
• " 1.1111.-°• 	4.. • 

c).- In marcos de un piso resulta de fácil aplicación utilizar las ex 
presiones generales (137) y (138) que Goldberg derivó a partir de las ecuacio- 
nes de pendiente-deformación."1/1  

Considerando nuevamente el marco de la fig. 81 las expreeiones referí 
das a la columna izquierda adoptan la siguiente forma: 

í 	

1 
sea c=

1.  
a 	 sea ce= 	A.cal 

14" ' 11.54 'ca  717 } 491' - It• (1  + ccw) 1  - K, 	h 
%oh+  — 	 a,. + 

k CA 	 k«, 

,•' 

ZI  :: ------' 
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V . 	(1 + c )11 1 	2 

+— 
k, 	

h - P 

• 

aca 	, 	 acr. Cc* 	 •u+ /cae.. 

cm k.. 

siendo E, las restricciones elásticas que pueden presentarse en loa apoyos y — 
las funciones s y c, las definidas por las expresiones (14) y (15). 

ka, 
h 

+ — 
k
sc 	

e. 
k ec 

Para resolver este sistema se procede por tanteos, suponiendo valo—
res de la cargo y calculando las funciones e y c tantas veces como se requiere 
para satisfacer dicho militemos; es decir,suponlendo unitario el desplazamiento 
G .. en la ecuación (269-e) y despejando de ahf O, , para substituirla en la - 
ec.(269-b), se puede determinar si el valor de H es positivo, negativo o cero 
lo cual corresponde respectivamente a que el marco sea estable, inestable o es 
te en estado de equilibrio neutro. 

En marcos de más crujias,e1 procedimiento se aplica en forma similar, 
ee decir, se establece un sistema de tantas ecuaciones semejantes a la (269-e) 
como nudos tenga la estructura, correspondiendo cada ecuación, al equilibrio -
de cada uno de los nudos y ademé:3, se formula otra ecuación derivandola de la 
condición de equilibrio horizontal de lea vigas. En setos casos, el procedi—
miento también requiere que se calculen las funciones de estabilidad para cada 
valor de la carga repitiendo el procedimiento hasta lograr que H se anule. 

El procedimiento aplicado al marco de dos crujías de la fig. 66, sin 
considerar restricciones laterales, condujo a un valor de la carga crítica: 
P., . 	 (0.83)(125, 303) = 104,(KW lbs. valor aproximadamente igual e 

del que se obtuvo suponiendo pandeo simétrico. 

d).- La carga crítica de marcos de más pisos puede determinarse apre 
anchando las funciones de estabilidad n y 0, fig. 10. 

c. 	h 	cm 

El procedimiento que me describe en seguida utiliza entes funciones 
refiriendese al cazo de marcos de una sola crujía, simétricos en geometría y -
cargas con posibles variaciones en la altura de cada entrelace y en le rigidez 
de columnas y trabes de cada piso, pero sin diferencias entre lee de celuanas 
de un mismo entrepiso. (==Lbr+ d. ma..h...+ )") 

Puesto que la carga crítica del marco se alcanza cuando la carga ad-
quiere un valor tal que, al aplicar una ligera perturbacidn al marco, ya MPII -
una carga, un momento, un desplazamiento, etc, deja de ser estable; los momea- 

De la condición de equilibrio del nudo C y del equilibrio horizontal 
de la viga: - (11,4  + V.h. ) = H = O, o sea, - V.*  = H/2 = O se deriva el siete 
me. de ecuaciones siguiente: 

[a 	[a . _ a:a eszm 1  
.. 	---,—i + 2 k c,- 	.. H. - 

.... + 
k ... 

Ki B. - Í 
4. •-•••• 

lea„ ea. 
s..(1+ c..) 1 - 

54. 

!r o ,c  e.. 

k.. 
h  aa. (1+ c..) 

) 1 --,--c--"---‘  -1'-'-'.. 
, 	h 

- P  

0(269)  

Aa. 	II  
"1-1-' r°  

E 
eac f  

k. 

sik(l+c4c)  2- K • 
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tos en loe nudos deducidos a partir de modelos de momentos similares al de la --
fig. 12,deben ser cero. De manera que si se supone come histema perturbador, un 
par de momentos M aplicados en loe nudos superiores del marco, la carga critica 
se determina resolviendo el sistema de ecuaciones que resulta al plantear para -
cada nivel del marco,excepto el dltimo, una ecuación similar a la siguiente: 
- (o k)411 	 ,1  + [(n k)1 	+ 6 k inl,+ (n k)s.] es  - (o k)s, 0„ = 0 	 (270) 

y para el dltimo nivel, una ecuación igualada al momento M. 

De manera que, en forma análoga e lo que acontece con el valor de H, -
en el procedimiento de Goldberg, el valor del momento M, define si el marco es -
estable, inestable o esta en estado de equilibrio neutro según resulte positivo, 
negativo e cero. 

Si por ejemplo, se supone que el marco esta compuesto de un misero n -
de pisos, el siatema de ecuaciones adopta la siguiente forma: 

[(n k)., + 6 k„ + ( k) 	e, - (o k). e, 	 = o 

- (o k),,, O, + [(n 	+ 6 k.„ + (n k)„,] A, - (o 1c).3  e, 	. 0 

(271) 

- (o k)„.„.„,0...+ [(n 	6 	 k)„] 	 . O 

- (o 	 [(n 	6 k„ ,j O. 	 .14 

De todas estas ecuaciones, menos la dltima, se determinan :sucesivamen-
te, relaciones entre O, y 0„ O, y O, etc., mientras que la dltima ecuación se -
relaciona la rotación O, con el momento M, para poder expresar cualquier rota—
ción O, en función del momento M. 

Definiendo entonces la matriz de rigideces K, como el arreglo formado 
por los coeficientes del sistema de ecuaciones anterior, el sistema puede expre- 
sarse:  

= K O. 	 (272) 

Le matriz K esta formada por coeficientes constantes para cada valor -
de la carga P puesto que las funcionee n y o, adquieren valores constantes cuan-
do se define la carga. Por tanto, la determinación de la carga critica se redu-
ce a encontrar el valor de la carga más pequen& que haga que la matriz K se anu-
le. 

En el caso particular de un marco con vigas iguales entre si de rigí--
des k, y columnas de sección constante y de igual altura y rigidez k, el valor -
del parámetro p = P/P, y consecuentemente el de las funciones n y o, es el mis-
mo para todas las co]umnas,de manera que el sistema de ecuaciones (271) puede es 
cribirse coso sigue: 

( 2 n k, + 6 k„) O, - o k,O, 	 .0 

- o lc,O, + (2 a k, + 6 k,) O, - o k,O, 	 . O 
(273) 

- o k,O.,.+ (2 n k, + 6 k i) 	(o k,) O, 	 = O 

- o 	+ (n k, + 6 ka) 	 M 

1 
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como sigue: 

Todas estas ecuaciones excepto la dltima pueden resumirse en una(s2:15: 

(2 n + 6 kjk,) 

e._, + 4)„ = 0 (274) donde: 	. 	  
o 

Puesto que la ec.(274) se satisface cuando 8. = X', substituyendo en 

ella e.por I", se tiene: 

I a  - I X 	+I
n 	

O y dividiendo esta ecuación entre X"-s, queda: 

1 - 	+ x g = o 	 (276) 

Como las micos de esta ecuación son: 

( 	 ( x 	 ) 	 (277) 

La solución completa de la ecuación (274) es: e . 	 (278) 

y coso para el marco en estudio: 	0, O, - e, 	substituyendo en la ecuación 
(278), se tiene: e = c, + c, 	, 9, . ciI + 	c , ( 	- )1  ) 

Procediendo en forma similar es obtiene: 6 = 8,11V-7.)/113,-)1)] (279) 
que es la solución,a no ser quelI .,11,en cayo caso:= 2 y la ecuación (275) - 
se transforma en la siguiente: ". 

.n-i 	 — 

o sea: 11‘ 	. (e,  _ o) , 	2 e,  , (es  

O fl = n e, 	(280) 

Puesto que la carga crítica se obtiene igualando a cero el momento M 
de la dltima ecuación del sistema (273), esto es: 

es, + ( - 	+ 	) 	o 	 (281) 

substituyendo aquí e. ec.(279), se obtiene la siguiente ecuación general (para 

): 	FA,): 	31/4 /11_ )74/N-4 

(282) 
o 5,n_ izo" 

De este ecuación dando 
alones: 

n 

n 
	

(Y' -1)(1- :2)) =X 	(c) 

	 (283) 

n e 4 	 I_ 2)(Ñ 	-11 _ 1 	(d) 

y uf sucesivamente. 

A partir de estas ecuacionee junto con la (275), se trazaron las cur—
vas ((p/Pa) - (k,/k,)) correspondientes a marcos de 1, 2, 4 e mo :lanero de pi—
sos representadas en la fig. 87. 

La curva correspondiente a un número infinito de pisos se construyó - 
1,ranco que las raíces X y 	son imaginarias; coso sigue: 

Puesto que X µ = + 1, según la ec.(277): 	 e"  (284) 

valores a n, se deducen las siguientes expre-- 

í - 2 = 0 	 (a) 
o 

X a - 2)  . 1 	 (i) 

cun. 
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Ye que: a  ;11.= e: ." é 	kcoew+ . senui)tcosw- i senw) + 1 

Por otra parte, como: 

[i + jra  - 4 + [ - 	 co.=w + son.= + cosw - men w 

coa w . 1 y san w . i /4 - II  

De las ecs.(283),(284) y (285) se deduce la siguiente: 

n é- e
-~11. 

	

len Cm.) w 	 sen •••• 2 coa vi - - . 	  . 	 . cos w 	 o e .w.. - e .... 

	

nen ft*. 	 tan n w 

n sen soi 	 / 
= cos sw + 

o tan no' 

La solución de esta ecuación cuando el camero de pisos tiende a infini-
to, se obtiene para un valor de W. O, es decir, de acuerdo con la ec.(285) cuan-
do S = 2. Con este óltimo valor, utilizando la ec.(275), se construyó la curve - 
correspondiente a 	fig.87. 

Cuando se trata de marcos con un ndmere teóricamente infinito de crují- 
ea,e1 procedimiento anterior taabidn ea aplicable si se substituye el valor de la 
rigidez k, de las vigas, por la suma de las rigideces de las dos vigas que concu-
rren a cada nudo. tn marcos con un nómero finito de crujías la carga crítica tit 
ne un valor intermedio entre lea correspondientes a los dos casos extremos mencio 
nodos. 

Los ejemplos que a continuación se tratan,ilustran la aplicación del mé 
todo anterior desarrollado por Merchant:41  

• 
LI primer ejemplo es el marco de la fig.611; en este caso,si ee supone 

L • b y 1, * l a  1, loe momentos flezionantea en el nudo C, tomando en cuenta 
el desplazamiento lateral, son los siguientes: 

6 22 	 n 2J O. 
ca L  e. m COI  

O mea: 
(285) 

de donde: 

(266) 

L 	' ° 
r,. PM', 

O e 

* Ah  

t 401www,mbriems 

• 

e 

p. e. 

_...,''''''- 

.i 	.1 	.41 	.s 	All 	"1 	1 	 áL 	a 	a 	ill 

9 87. - 
	

kti 



Por equilibrio del nudo C, se tiene: 

M, 	Mc. + 	= (n +6)
LI 
 6< = k 

o sea, 'la condicidn de estabilidad ea: n = - t este valor corresponde a tu, va 
lor de r  . 0.748, por tanto la carga crítica elástica es: 

Ps, = 0.748 rr' El 	7.5t, El 

Lt 	L x  

Cuando se trata de un marco como el de la fig.82, si se hace h = L' y 

L = 	1.«  = 21, y 1, = 1, el método se aplica de le siguiente manera: 

Para laa columnas: 

III 	 EIk 	 EI k 	El k 	 EIk 
M 5, = n El, (r) - o • (s.(r), Mii. n•Eit(r) - o • 6,(7), Ma, = n 0.( ,7-) 

y para las vigas: 1..,,,,. 6 (2 EI/21,' ) • O, , tí,,,, ,. 6 (2 El/2L')-6a  
substituyendo estas expresiones en las ecuaciones de loe nudos 2 y 3: 

(n 6, - 	+ 6 6,) k = o 	 (n + 6) 9, 	o.6. =0 
u sea: 

	

n e, - 0.9 + 6 6,.) k = 0 	 - o• 6s 	(Z n + 6) e.. 

de donde se deduce igualando a cero el determinante del sistema, la condición 

de equilibrio, es decir: 

- o 

(2 n + 6) 	= 

Este determinante se resuelt,e dando valores al parámetro p y calcu-
lando las funciones n y o, hasta que se determine el valor de e que verifi--
que la igualdad. 

Para este ejemplool valor de p determinado por interpolación, resul 
t6 ser f, . 0.523. 

En marcos de varias crujías es conveniente utilizar el principio de -

múltiples. for ejemplo, en el caso del marco de Ir fig.88,se tienes:substitu—

yendo la carga uniforme a la que se supone sujeta la estructura por un sistema 

idealizado de cargas concentradas sobre las columnas,y adoptando las simplifica 

ciones que involucra el principio de múltiples, los resultados consignados en -
la fig. 89. En esta figura se proporcionan dentro de los paréntesis rectangu—
lares, los valores de 1/1 divididos entre el correspondiente a las dos columnas 

superiores en el caso de las columnas y en el caso de las vigas,los mismos va--

lores multiplicados por 6, por tratarse de piezas aalmetricamente deformadas y 

no afectadas por la carga axial. 

Los valores de p que también se consignan en la misma figura, han si-
do determinados suponiendo un factor de carga igual a 10, de modo que, por ejem 
pío, para las columnas del segundo entrepiso, e  es: 

e = 10 	 3 
60 ton / ( n  x 1638 ton) = 0.244 

de aquí que para el sismo factor de carga, las funciones n y o, correepondien 

tes e las columnas de los tres entrepisos, tomadas de las tablas Livesley y ---

Chandler o bien, de la fig.10, resultan ser los sigulenten: 

(n + 6) 
- 0  
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Nivel 3 Nivel 2 Nivel 1 

o + 0.7169 + 0.0293 - 2.6561 

o + 1.1475 + 1.5522 + 3.5837 

substituyendo estos valores en las ecuaciones de equilibrio de los nudos 4, 3 y 2 
se obtienen respectivamente las siguientes ecuaciones: 

+(0.7169+5.19) 

- 1.1475 • 

64  - 1.1475 	9, 

+ (0.7169+12.70+0.0293) 

- 1.522 ea  

= 0 

- 1.522 	es 	 = O 

+ (0.0293+12.70- 5 7 2.6561) e. = o o 
El determinante de este sistema de ecuaciones resultó igual a + 807,de 

manera que se efectuó un nuevo tanteo para obtener por interpolación lineal un --
factor de carga igual a 14.bb 

(YO 
e).- Bolton sugiere simplificar el problema suponiendo las columnas de un en 

trepiso dado, más flexibles que las del resto de le estructura de modo que el mo-
do de pandee que se presente, consista de un gran desplazamiento lateral del en—
trepiso flexible con pequeUs desplazamientos laterales de loe dos entrepisos ad-
yacentes y con desplazamientos despreciables en los entrepisos restantes para po-
der estudiar solamente un bloque de tres pisos, fig.90. 

Para estoompone que los giros en todos los nudos del bloque son igua--
les y se combinan con los desplazamientos laterales de los entrepisos del bloque 

de manera de lograr que el cortante en ellos se anule. 

El procedimiento que propone consiste en calcular loe momentos en las -

columnas provocados por diferentes sistemas de carga mdltiplos de la carga de tra 
bajo, adoptando como criterio de estabilidad, el que la suma de los momentos de -

los nudos del bloque, resulte positiva, negativa o cero lo cual equivale respecti 
vamente a que la estructura sea estable o inestable. 
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El procedimiento debe aplicaras considerando que el entrepiso más fle 
xible debe quedar al centro del bloque, de manera que cuando no se puede deter-
minas "a priori" dicho entrepiso, el procedimiento tiene que aplicarse a todos 
loe entrepisos del marco. 

Como ejemplo de aplicación,Bolton analizó el marco de la fig.91 forma 

do por las piezas cuyas características se resumen en le tabla X1II,en este ca-
so, los nudos K, L, M, N, o y P definen el entrepiso más flexible, así es que, 

se calcularon para dos niveles de carga iguales a 7 y 8 veces la carga de tra--

bajo, las funciones de estabilidad n y o de las columnas de loe tres niveles 

inferiores. 

TABLA 	XIII.- 

Columnas 

Funciones de estabilidad. Fig.91 

7 x (carga de trabajo) 	8 x (carga de trabajo) 
e .P/1% 	n 	o 	 p. Plfh 	n 	o 

GK 	JM 0.455 - 1.29 0.520 - 1.89 
H L 0.651 - 3.65 0.744 - 5.88 

KN 	MP 0.536 - 2.05 3.08 0.612 - 3.01 3.87 
L O 0.751 - 6.11 b.69 0.858 .12.36 12.69 

N t1 	P S 0.714 - 5.01 0.816 - 9.06 
R 0.762 - 6.50 0.870 -13.66 

Lex 

p • n e445 

pv o 14s 

p. o ovil. 
64.5 

p 	o ollia 

I\ • 2.4boo 

f.o 
5.0.o 

en M3S 

N.5.44o  TOM-16. Wilwawal6n+l 

,m, 	 l•frry 

Ft, 91 -(6) 

Substituyendo los valores respecti-
vos de la tabla XIII, la suma de los momentos 
en los nudos K, L, M, N, 0 y P cuando la carga 
es 7 veces la de trabajo, resultó ser: 
8 x 6 x 4.39 + 2 x 1.53 x (- 1.29) + 
2.14 x (- 3.65) 4 2 x 1.82 	2.05) + 
2.60 x (- 6.11) + 2 x 1.79 x (- 5.01) + 
3.34 x (- 6.50) - 2 x 2 x 1.82 x 3.08 - 
2 x 2.60 x 6.69 	 - 78.9 

mientras que para una carga igual a 8 veces la 
carga de trabajo, el momento total en los mis-
mos nudos resultó igual a: 
8 x 	x 4.39 + 2 	1.53 x ( - 1.89) + 
2.14 x (- 5.88) + 2 x 1.82 x (- 3.01) + 
2.60 x (-12.36) + 2 x 1.79 x (- 9.06) 4 
3.34 x (-13.66) - 2 x 2 x 1.82 x 3.87 - 
2 x 2.60 x 12.69 	 = - 22.7 

de aquí que interpolando linealmente entre es-
tos dos valores, se obtuvo una carga crítica --
igual a 7.78 veces la carga de trabajo. 

Bolton sugiere además otra simplificación menos refinada que la ante-
rior, pero que conduce tamtién a resultados satisfactorios. Dicha simplifica--
ci6n consiste en considerar tan solo la rotación de los nudos de un solo nivel, 
es decir,con referencia al ejemplo anterior, estos nudos serian N, 0 y P. 

En este caso,la suma total de los momentos en los tres nudos, cuando 
la carga es 7 veces la de traUsjo,vele: 
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(a) 

Pi, 91- 

4 z 6 z 4.39 + 2 x 1.82 	(- 2.05) + 2.60 z (- 6.11) .1 2 x 1.79 x (- 5.01) + 

3.34 z (- 6.4d) = + 42.6 

y cuando la carga ea 8 veces la de trabajo: 

4 z 6 x 4.39 + 2 z 1.82 z (- 3.01) 	+ 2.60 x (- 12.36) + 2 x 1.79 x (- 9.06) 	+ 

3.34 z (- 13.66) 	- 16.0 

Interpolando linealmente entre estos dos valores, como se hizo en el 
caso anterior, ce obtuvo una carga crítica igual a 7.72 veces la carga de traba-
jo. Lutos valores (7.72 y 7.78) no distan mucho del valor obtenido por Merchant 
aplicando su método de relajaciones que se trata más adelante, BC0111 el cual,la 
carga crftica vale 7.30 veces le carga de trabajo. 

Para estimar le carga de pandeo de marcos simétricos de una sola en.-
;da, empotrados en sus bases y de cualquier número de pisos, bolton sugiere uti 
limar las siguientes aproximaciones referidas a modelos de nu-cortante, fig. 12 

1.- Considerar que el pandeo de tales marcos se presenta cuando los -
momentos en los nudos superiores de las columnas mée flexibles valen cero; por 
ejemplo, en el caso del merco de la flg.92-1,s1 AU y A'0.  son las columnas aés -
flexibles, de acuerdo con esta aproximación,e1 pandeo ocurre cuando se verifica 
la siguiente expresión: 

n, k, 	111,,,  =U 	 (..'157) 

A 

N 

a 
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leta expreeión conduce de hecho a la solución exacta cuando se trata de &arcos -

de un pifie. 

2.- Suponer que la ineetahilidad de los marcos se alcanza cuando se 
satisface la siguiente ecuación: 

(0.  k.) 	 (oskj 
M = n,k i e n,k.+ 6 	- 	nk, u 	abreviando: Ma- S., 	se• - 0 (286) s i   

Esta ecuación ha sido obtenida de la siguiente manera: Supuesta una ro 
tación unitaria en Á, el momento 6 vale: - 	, de manera que la rotación en 
8 es igual a: 

o, k. 
n. k. + 	ks 	6 k,‘  

y por consiguiente, transportando al nudo i, el momento en este es el dado por -
la expresión (288). Evidentemente esta ecuación es exacta si se aplica a mar,,os 
de dos pisos. 

3.- Utilizar en lugar de la ec.(2do,), le siguiente: 

Se Se Sc 	(oaks) 	(os X2)21. o  - 	 (289) 
o.a..os k, 	S. Ss 	S, S, 

Esta ecuación se deduce en igual forma que la ec.(28b) y aunque sólo -
es exacta cuando se aplica a marcos de tres pisos, es muy aproximada en el caso 
de marcos de más pisos. 

4.- Deducir la carga de pandeo a partir de la ecuación: 

	

Ss  - o, k, - os  k s  =0 	 (290) 

Esta ecuación se obtiene considerando unitarias todas las rotaciones - 
de los mismos. Los dos últimos términos que en ella aparecen representan el mo- 
mento de transporte de los extremos opuestos a h. 

Para el nudo A, esta ecuación se reduce a le siguiente S.- oikt. O 

Para ilustrar la aplicabilidad de las ece.(289) y (290),se ha analiza- 
do el marco de la fig.92.0,obteniendose los siguientes resultados: 

Aproximación 3* S, = S. = S. . 6 + 2 n, o,k.= o.k.. osks. 0 
3 

(6 + 2 o) 1 
1 o' 	

2 ot  

(6 + 2 n)1 	
O 

,---- D. 

	 o' 

Dando valores a f se obtuvo la siguiente 
carga crftica: P/Ps  e 0.45 

Por otra parte, utilizando la ec.(290) - 
se encontró:6 e 2 n - 2e.0 de donde:P. 0.4 Ps 	L 	-Yc,1  esa 

dix) 
f).- Kirete dedujo la expresión (291) para determinar la rigidez en -- 

los extremos de las columnas de marcos de una crujía simétricos en geometría y - 
carga y poder definir por tanteos su carga de pandeo. 

• 	a' 
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- 6.33 x (0.032) - 3.24 x (0.295)  
6.33 

0.032 
3.24 

0 
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a 

A 
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+ 7.80 = + 7.20 
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tk 	(zy)a  
	 k --- 

	

k 2  . k'',  3 tan ti 	' 9  

K  1 	:r 

a...1  3 tan zr 
[I•trix.  (291) 

donde; k, es la rigidez de la pieza adyacente al otro extremo, k. = 3 EI/h 

Para aplicar esta expresión al marco de la fig.93,Eirate utilizó la -
simplificación de Grinter, aegén la cual, el análisis del marco se redujo al de 
la fig.93-6, obteniendo los siguientes resultados: 

Para un factor de carga igual a 3: 

(4'1- 3 a 56 x (470)  
2.15; 

2100 x 3830  (lío'
„ 	3 a 35 a (470) 

2100 a 3830 
= 1.70; 

3 x 12.8 x (470)  
(11/1 . 	216a x 1520 	

= 1.63 

substituyendo estos valores en la ec.(291) y dividiendo loa resultados entre 3E 
para obtener la relación entre las rigideces, se calcularon: 

mm (- 0.469) - 8.15 x (0.514)  ka 	k m = 	 + 10.50 = + 6.68 

8.1 	
0.469 

k. - 6.68 a (0.074) - 8.15 x (0.321)  
6.68 

0.074 
8.15 

+ 10.50 = + 6.33 
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Como le condición crítica se presenta cuando k. se anula, se efectuó 
un nuevo tanteo con un factor de carga igual a 3.5 y se obtuvieron los eigulen 

tes resultados: 

21,. 2.32, 2rs = 1.84,  ths 1,76, k ii ueo, ic.b = 4.65, k.= 0.90 y ko = 0 

El mismo factor de carga se obtuvo efectuando el calculo a partir --
del nivel superior, en este caso, se supuso un valor inicial de k. = 7.80 
soltando las siguientes rigideces tranamitidaa: 

k.,  . 9.62 , 	ke = 5.84 	y 	Ic h  = O n 	 % 

Con estos resultados se determinó la configuración de pandeo resol--
viendo la ecuación diferencial que resulta del equilibrio de cada columna pan-
deada, por ejemplo, para la columna EIC, el momento M„ en una sección dada, es-
ta dado por la expresión: 

' M. 	- Mb  + P y . - El dY 	 (292) 
dx' 

además: 

Mb  + 	= ki•fl + k.,j" =(1,1)-/;  

b 
	 (293) 

Para estas ecuaciones se obtuvo la siguiente solución eenoidal: 

Y 	u/1 x = se 	( z ' + 3 r tan !III- ) 	 (294) 
A 	h 	 e 	2 h 

de donde se dedujeron las pendientes en los extremos b y C: 
Ilkla 	 (/1)1  

e 	een ze 7. 	A 	sen ¿/  
1s -  . 	• h 	zJ + 3 re  tan .4. 	' 	r 	h 111,.. 3 r, tan j, 	 (295) 

4.65 substituyendo en las ecs.(295) loe valores: 4... 1.84, re - 8.15 
9.62 	 á 	- 

y 	r. . 8.15  - 1.18 : p = 0.860 -1,7 , 	= 0.542 

Por otra parte, a partir de las condiciones de frontera: 

= - 1.075 
dy = 
	 1_1_1 „ -  z C' y tan 

—di 	 831.5  
, x 

se dedujeron: E  = - 0.822 	o sea: x, = - 209 cm. y x 1= + 592 cm. 

Estos resultados remplazados en la ec.(294) condujeron a loe alguien 
tes valores: 

Y = - 0.20 á 	yl  = + 1.07 a 

Considerando entonces que, por continuidad, la pendiente en los ex—
tremos de las columnas que concurren a un mismo nudo, son iguales, se obtuvo -
para la columna AB; 2t,= 2.32, r, = (5.85/8.15) = 0.718, p = 1.01 tL/h y para 
la columna CD:iki= 1.76, r. = (0.90/3.24) = 0.278, 	. 1.10 4/n. Obtenien-- 
dose finalmente la siguiente relación entre los desplazamientos correspondien- 
tes • cada nivel: A,: As: 21b = 1 : 1.157 	0.578 estos valores definen la con 
figuración de pandeo buscada. 
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g).- Planteando en forma matrIcial el problema de la inestabilidad de 

un marco, es decir, como sigue: 

	

Me = K e e. 	 (x'96) 

siendo: 	M. la matriz columna que representa el sistema de cargas y/o mo— 
mentos perturbador. 

K, la matriz de rigideces 

N a 	la matriz columna de los desplazamientos o rotaciones de loe - 

puntos ce aplicación de las fuerzas generalizadas perturbado--

rae. 

Por inspección de le matriz K., puede evitarse el tener que calcu-
lar su determinante para cada valor de la carga de prueba si se toma en cuenta 
lo siguiente: 

Cuenco Cid& elemento de la diagonal principal es numéricamente mayor 

que la suma de los valoren numéricos del resto de los elementos del mismo ren—
glón o columna, el determinante no puede ser cero y consecuentemente la estruc-
tura es estable. En cambio,cuando un elemento de la diagonal principal ea cero 
o negativo, la estructura es inestable. 

ahora oien,si se hace: 	K. = 	B 	+ 	D 
	

(197) 

siendo D una matriz diagonal formada por los elementos de le diagonal princi-
pal de la matriz K. y B , otra matriz formada por el resto de los elementos 
con su diagonal principal igual a cero y se premultiplica por D'y 1) ambos la—
dos de la ec.(291), de manera que la igualdad no se altera y se transforma en - 
la siguiente: 

K a 	( b D-' + I) D 	 (798) 

se deduce que la matriz (B 	+ 1) tiene que ser singular cuando K a  lo sea, 
pues D es no-singular,ya que si cualquiera de los elementos de la diagonal --
principal fuera cero,el marco sería inestable. Esto significa que la mea gran-
de de las raices negativas de la matriz 11 Ir' es A. = - 1,ya que mi el valor de 
la suma mayor de los elementos de una columna es por ejemplo, a, entonces todas 
las raices de le matriz se encuentran comprendidas entre a y - a. 

Utilizando la matriz aliada: 

= B D-' -1 
	

(..99) 

se logra una rápida convergencia a la raiz correspondiente al modo fundamental 
de pandeo. 

En esto consiste el método de Mc Minn, es decir, por inspección de le 
matriz K., define un intervalo de la carga que comprende a la carga de pandeo y 
en seguida afina el valor de dicha carga utilizando la matriz aliada. 

La aplicabilidad del método se ilustre en el ejemplo que se incluye a 
continuación. Es el cazo del marco de la fig. 91-a cuyas propiedades se consig 
nan en ta misma figura y en la tabla XIV. 
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En este anAlisia me utilizó el principio de múltiples y así se redujo 
el marco de la fig. 91-A al equivalente de la fig. 91 -b, para esto se adoptó -
la siguiente natación: 

k 	suma de loe valores de I/O de todas las columnas del entrepiso 

suma de los valores de VI de todas las vigas del nivel 

P. . carga sobre la columna N del entrepiso q 

Pt.  . carga ds Luler de la misma. columna N 

P 11121--th. - 
Fk + Pa.+ P55 
	 (300) 

. factor de carga que se emplea para determinar las funciones e, n y o co-
rrespondientes al marco equivalente. (F,e 91-bl 

Los resultados consignados en la fig. 91-b se obtuvieron como sigue: 
Para la viga superior: 	k 25(1/L) . 1.76 + 1.7o = 5.52 plg! 
Y Para las vigas restantes: k = 7,(I/L) . 4.59 + 4.39 = b.78 olg 
pare las columnas superiores: k = 1(1/0) = 7 (0.63 + U.63 + 0.63) = U.95 10,3  
para las columnas del entrepiso 4:1 . 71(1/1).7 (1.10 + 1.17 + 1.10) a 1.69 N7 
en igual forma se calculan las restantes. 

El cociente 21P/ZP. , para las coiumnas del piso superior, resultó - 

«TY,BO + 440 + 440 
IP 	14.6 + 29.3 * 14.6 	 . 0.0443 

y el de las columnas del piso inmediato: 

Z P 	43.4 + 86.6 + 43.4 	
0.0763 -l'y' 745 + 793 + 745 

en igual forma se calculen los correspondientes a las columnas restantes. 

TABLA XIV.- Propiedades del marco de la fig. 91 
Miembro-s P 

11.» 
1., L (1,../L) 

pe% 
Pe ., (P/PaL 1„ (1.„/L) 

pm,  
Pass  
T." 

(P/Pa.,) 

AD y CF 14.6 115 183 0.63 440 0.0330 19.5 0.1065 74.5 0.197 
DG y PJ 43.4 206 189 1.10 745 0.0583 40.2 0.213 144 0.302 
GE y Jlf 72.2 271 177 1.53 1110 0.065 93.5 0.526 381 0.189 
IX y NP 100.9 322 177 , 1.82 1320 0.0765 114.5 0.647 467 0.216 
ht y PS 129.6 322 180 1.79 1275 0.102 114.5 0.636 452 0.287 
8 29.3 115 183 0.63 440 0.067 19.5 0.1065 74.5 0.394 
BE 86.8 221 189 1.17 793 0.1093 72.5 0.384 260 0.334 
HL 144.3 378 177 2.14 1550 0.093 135.0 0.763 552 0.262 
LO 201.8 460 177 2.60 1880 0.107 235.8 1.33 960 0.210 
OR 259.3 602 180 3.34 2380 0.109 307.8 1.71 1215 0.214 

AB y BC 492 279 1.76 
vigas 
restantes 

- 1226 279 4.39 

ser: 
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Para detersiosn las rigideces de los nudos se utilizó la siguiento 

ecuación: 

	

k„ = Z (n k),)  + 6 it„. 	 (301) 

	

y Masía se piso : k,j 	- (o k)tj 	 (302) 

donde: ij se refiere • las columnas arriba y abajo de y íi , a las vigas que 
concurren al nudo i. 

Multiplicando entonces las cargas de trabajo por un factor de carga -
A y determinando p de la ec.(300),se calcularon los valores de n, o, nk y ok 
de las columnas del marco para plantear la matriz de rigideces K . Se seleccip 
naron los siguientes factores de carga: 5, 8, 7, 7.5 y 7.7 y se observaron loa 
elementos de la diagonal principal de la matriz de rigideces para concluir si - 
la estructura era o no estable. 	Así por ejemplo,para el factor de carga : 

7.7, se obtuvieron los valores consignados en la tabla XV. 

TABLA XV.- Funciones de estabilidad. 	Factor de carga A 7.7 

Columna 	k 	 P 	n 	 o 	nk 	ok 
AD 	0.95 	0.3411 -0.4961 	1.9007 	- 0.4713 	1.8057 
DC 	1.69 	0.5875 -2.6719 	3.5970 	- 4.5155 	6.0789 
CK 	2.60 	0.5906 -2.7129 	3.6317 	- 7.0535 	9.4424 
KN 	3.12 	0.6876 -4.3414 5.0975 	-13.6700 15.9042 
n 	3.46 	0.8100 -8.7019 9.1498 	-30.1086 31.6583 

Cun estos valores, utilizando las ecs.(301) y (302) se obtuvo la me-- 
triz K : 

	

20.6487 - 1.8057 	o 	 o 	o 
- 1.6057 	47.6932 - 6.0789 	o 	o 

	

C 	- 6.0789 	41.1110 	- 9.4424 	o 

	

0 	 o 	- 9.4424 	31.9565 - 15.9042 

	

0 	 o 	o 	- 15.9042 	8.9014 

y de esta matriz, aplicando la ec.(299), se obtuvo la matriz aliada q 	: 

0.0379 

	

1 	 o 	o 	1 

	

0.08741 	- 0.1479 0 	0 

	

0 	 0.1275 - 1 	- 0.2955 	0 

	

0 	 0 	- 0.2297 	- 1 	1.7867 

	

0 	 0 	 0 	- 0.4977 	1 

La raiz de esto matriz es: ,. = - 1.979 y su eigenfunci6n: 

a t 0.0018 0.0466 0.3079 0.5083 

De estos resultados se dedujo que el factor de carga es aproximadamer 
te este ( 	7.7) valor que difiere poco del que obtuvo Merchant ( 	. 7.30). 

Para determinar el valor car,cterístico/X de la matriz aijada (29()), 
se sugiere el si/dente procedimient4aluponiendo que loe elementos de la mes---
triz A, ec.(303) son los siguientes: 

	

A•x 	• x 



1 3 0 

2 4 2 1 

3 0 5 1 

1 1 0 3 

Se supone un vector columna por el que se multiplica la matriz ante--

rior. Por conveniencia se ordenan loe elementos de este vector horizontalmente 

y se efectuan las operaciones respectivas, es decir, si los elementos de este -

vector columna son todos unitarios: 

1 1 1 1 

ce tiene: (1)(1) t 	(1)(3) + 	(1)(2) + 	(1)(0) = 6 

(1)(2) + (1)(4) + 	(1)(2) + 	(1)(1) = 9 
etc. y ordenando horizontal- 

mente: 
6 9 9 5 y normalizando estos valores 

se tiene: 1 1.5 1.5 0.8 = 4.8 

Este vector columna debe servir de partida para una nueva aproxima--

cidn. El procedimiento debe repetirme hasta que la sume de los valores de los 
elementos del vector en dos aproximaciones sucesivas, sea la misma, tal como se 

indica a continuación siguiendo con el mismo ejemplo: 

1 1 1 1 

6 

1 1.5 1.5 0.8 4.8 

8.5 

1 1.39 1.33 0.58 4.29 

7.83 
1 1.38 1.31 0.53 4.21 

7.76 

1 1.37 1.30 0.51 4.18 

7.71 

1 1.37 1.30 0.51 4.18 

De donde se concluye que el valor característico es: X = 7.71 

y la eigenfuncidn: x, w { 1 1.37 1.30 0.51) 

(49) 
Stevens y Schmidt proponen dos métodos para determinar la carga 

crítica elástica de marcos rígidos. Ambos se basan en las ecuaciones de pen-

diente-deformación modificadas para tomar en cuenta los efectos de la carga ---

axial y de lea imperfecciones iniciales; en los dos se recurre al diagrama de -
Southwell, el cual, permite incluir condicionea de carga superiores a la crfti- 
Ca. 

Uno de estos métodos, llamado por sus autores, método de revisión de 
carga, es un procedimiento que consiste en irse aproximando a la carga crítica 
por tanteos, según este método, se supone que existe en el marco un estado dado 

de imperfecciones iniciales que contiene desplazamientos representativos del --

primer modo de pandeo. Los desplazamientos resultantes de la acción de un sis-
tema de cargas estimado, se utilizan para construir un diagrama de Southwell, -

del cual se obtiene una estimación más aproximada de la carga crítica, misma --

que a su vez se emplea pera efectuar un nuevu tanteo. 



...(306) 

Remplazando (304) en (305), se deduce que el desplazamiento total'r 
está dado por la expresión: 

•rix. 	 x 	 3 x sen 	 a sen 	a sen----- 

= 

seni4L-t- a, 

Puesto que el valor de P/P, es siempre menor que 1 y se aproxima a 
le unidad cuando P-el, el primer término de la derecha de la expresión ante--
rior predomina sobre los demas. Si además, los términos a, excepto a„ ¡len--
den a cero, el valor de la deflexión total "y" puede aproximarme por la expre-
sión: 

a 
17é: 

1  -Ti 
si en seta expresión se hace x = L/2,resulta: 

y puede: escribirse: 	ó - 
6 P 

Pe 
lue es la ecuación de la recta de la figi946o diagrama de Southwall. 
diagrama se determina la carga crítica. 

- 	
1  — 	

— 
4 P. 

y - (307) 

(300) 

(309) 

De nate 

2 
P. 

• (e) . 	 •It 9ehw#11...éell 

F•g  91 - 

1•>4 
a, 
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El otro método, llamado método de revial6n de las imperfecciones ini 

oleica, consiste en mejorar, para un valor inicialmente estimado de la carga -
de pandeo, la forma supuesta de las imperfecciones iniciales, hasta hacerla --
coincidir con la correspondiente al primer modo de pandeo. 

Así por ejemplo en una viga-columna como la mostrada en la fig.94ab-

si se supone] ue las imperfecciones iniciales están representaaae por la serie 
de Fourier:('") 	

niwx 

	

2. a, sen 	 (304) 
n. 

donde: a. son coeficientes de influencia y x una distancia cualquiera a lo 
largo del eje de la pieza. 

Entonces, las deflexiones adicionales bajo carga estén dadas por: 

Se. a„ sen n x  

Y - Y. = G 	pa 	 (305) 
11.1 

lo cual se deduce considerando que las imperfecciones iniciales y la configura 
ción del primer modo de pandeo tienen la misma forma. 
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Este método se aplicó al marco de la fig.95 analizado previamente por 
Merchant por el método de relajaciones, Se introdujo entonces una deformación 
inicial en cada nudo del marco correspondiente a la forma de pandeo estimada, -
suponiendo que los miembros permanecen rectos entre los nudos; cata estimación 

aparece representada por la recta (1) de le fig.9511, 

En seguida, aprovechando la condición de antieimetria de la estructe 
tura deformada, se estableció un sistema de 17 ecuaciones semejante, a las dos 
siguientemorrespondientes al equilibrio de momentos en el nudo y al deeplg 
semiento del entrepiso EFUN respectivamente: 

1.  
a, (II,e+ /Ceo + Kis.) + 0. (c Klea  + 0.(c K).0.- 4).(1:2) 44a(les.- Kis) + 

K' 	K  les 	01.: 	 K e. 
) ... 	 (310) és  ( -M.) .. .. 44.  ( -7) + -73  (Km'  - ie..) + irb‘e( -- 

L 

iPcolumna. + 6 P ( éa - 45* ) • 0 

de donde: 

ea  + e - 	(2  - 	+ 4(1 	- 	2 
E  ( 	... • xas  

11111 

EI , 
en estas ecuaciones: Le L a. , Keskes--- ,aesk(1 + c) 

s y c, funciones de estabilidad, ecs.(14) y (15). 

En el lado derecho de estas igualdades (312), sólo se ordenan los 
términos dados en función de las deformaciones iniciales: 

(311)  

(312)  



Eligiendo entonces un valor tentativo de la carga P = 200 Kips, se -
determinaron todos los coeficientes del sistema de ecuaciones y se resolvió el 

sistema y una vez calculados los desplazamientos correspondientes, se normali-
zaron dividiendo el desplazamiento de cada nivel entre el correspondiente al -
nivel superior. 

Loe resultados se resumen en la tabla XVI y aparecen representados -
por la curva 2 de la fig.95b 

En la tabla: 

	

4. = 	desplazamientos 

	

= 	desplazamientos 

	

= 	desplazamientos 
á =6. - ái 

- (P/p.) 

iniciales 
totales 
normalizados 

(313) 

TABLA XV1.- Deflexiones. 

Nivel E P N L J 0 E 
J. 0 0.192 0.306 0.423 0.539 0.654 0.770 0.885 1.000 

0 0.391 0.615 0.813 0.992 1.152 1.302 1.442 1.580 
4. 0 0.248 0.389 0.515 0.627 0.729 0.825 0.915 1.000 
á 0 0.056 0.081 0.092 0.088 0.075 0.055 0.030 0 

0.490 0.501 0.520 0.543 0.567 0.591 0.613 0.633 

Loe valores de D consignados en la tabla,indican que la diferencia -
entre desplazamientos es importante; por tanto, se efectuó un nuevo tanteo in-
crementando los desplazamientos normalizados, en una cantidad dada por la ex-
presión empírica: 

1 ,s, 	0-,y1 
A 
	

(314) 

Así se construyó la curva 4 de la fig.95by  finalmente e. obtuvo la -

curva normalizada 5. 

Despejando entonces F„ de la ec.(313) se dedujo la L guiente carga 
critica despuda de 4 estimaciones de la forma deformada del marzo: 

200 
F 	

P 
1,1 	1 - 0.517 	

414 Kips. 

Este valor es aproximadamente igual a loe que obtuvieron Livesley y 
Merchant (410 y 41i Kipe respectivamente). 

i).- La determinación de la carga crítica elástica de marcos rigidos 
se simplifica considerablemente, si se supone que estos marcos se comportan co 
mo edificios de cortante, en los cuales, se considera que las trabes se mantie 
nen inaeformables y sólo lea columnas sufren toda la deformación, tal como se 
ilustra en la fig.96 donde ae representa el modo de pandeo supuesto. Este es 
el caso que investiga bayaratna¿rpor lo tanto ,el método que presenta está su-
jeto a las limitaciones que fijan las siguientes hipótesis: 

1.- Todas las losas son rigidaa. 

2.- Todas las columnas son inextelsibles. 
3.- Las mazas del edificio se encuentran concentradas en cada piso. 

4.- El efecto de la carga axial en la rigidez flexional de las cobija 

nas se desprecia. 
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Adicionalmente se considera para simplificar aún•más el problema, que 

la carga de cada piso, 	esta'distribuida por igual en todas las columnas de - 

cada entrepiso. Esta limitación forza a que loa claros sean de igual longitud 

y permite suponer que todas las columnas de un mismo entrepiso sean de iguales 

dimensiones. 

La carga crítica obtenida aplicando este método, debido a las hipóte-

sis establecidas,es superior a la que se obtiene utilizando cualquiera de los -

métodos descritos anteriormente en este capítulo. 

El método en cuestión es, en principio,un método de flexibilidades, - 

segón el cual se determina por cualquiera de las técnicas de iteración usuales, 

el primer modo de pandeo, el eigenvalor o valor característico correspondiente 

y de este, la carga crítica. 

El desarrollo del método se ha llevado a cabo idealizando la rigidez 

de los entrepisos por un sistema de resortes como se muestra en la fig.97. 

  

s. 

1,4  

Ks 

fi«, 97. - 

 

Designando las rigideces de los resortes por K, , dadas por la expre- 

sión (315): 	. 6 Eli/L., 	 (315) 

donde: i puede variar de 1 a n, las ecuaciones de equilibrio correspondientes -

deducidas a partir de la fig.96, quedan representadas como sigue: 

P,(L,e, + 1,91  + 	+ L 	+ pt(LLEli  + Laei+ ...+ Li e,)+...+ 

K.4.:et+1 
	 (316) 

donde pi representa la carga transmitida por el iésimo piso a la iésims columna, 

y yi, la rotación de esta columna, 



1 
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de manera que, si se 
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En forma matricial, el sistema de ecuaciones correspondientes a los 
n-pisos de un marco dado, derivadas de la ec.(316), puede escribirse como sigue:  

P, 
P, P, + Ps  

L 8.1 
L 

K.- X, 
K.- Ka  

e, 

P, P, 	P,P,+ P, + L 6, K, Ka  
• • - - 

e, 

KL- 

P, P, + P.P, + P.+ pi,• • • A+ Pa  + Pa+ • • • 111, L 9, 

y si se hace: 	pL mm i p , Li.r, L, K 	kir, 	 (318) 

entoncea,la ec.(317) puede escribirse: 

[m][n][e] 	[K][ si 
	

(319) 

donde: [N] es la matriz triangular: 	 [I] la matriz diagonal: 

a, 
a, a, + Za  

11. 	111 	+ Ola+ Z a 

m,m,+ 111.11, 	a,+ 	,+ 111,+ ea+ • • • Mi,  

xo,a,+ 	+ 	m,+ a„,+ 
-: 

[K] 	es la matriz diagonal doble: IKI la inversa d'I(K), la vector columna. 

(317) 

M . 
r. 

[a] 
	a 	

(320) 

k,k,k,k,... k,... k, 

k.k.k.... k.... k• 

ki... 

e, 

[e] 
	

(321) 

0,, 
• 

[K-11[14] Í R J 	k  
cuyos elementos estén dados consecuentemente por las expresiones: 

{(n - i + 1)(a,+ m it me+ 	+ a f) ki rj 	para 	i 

La ecuación matricial que antecede, se aplicó a marcos de 2, 3, 4, 5 
y 10 pisos, suponiendo en todos los casos: 

• k; s ri  . 1 

(n - i + 1)(m,* a.+ 	+ ) k ri 	para 	j 

La ec.(319) conduce a la siguiente: [ A] [e) 	[o] 	(324) 

forma la matriz: (322)  

(323)  
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Lef, para un marco de 	plsoe (n = 2): 

2 [2 

	2] íO 

	[e] 1 

cuyo eigenvector es: [8' J = [ 1.00 0.71] y: X. X/pL . 3.42 de donde: 

El 
e 

L 

Considerando que la altura total del marco se L = n L 	y el peso -- 
total sobre el sismo, P = n p : 	P = 14.024 EI/L%  

Para un narco de 3 pisos, la ec.(324) resultó ser: 

32 44  33 [: = I 
1 2 3 9 e 

p = 1.753 

de donde: [Oil ■ [ 1.00 0.88 0.54] P 0.743 Li 
P = 

20.0621 

L a  La 

loa otros tres casos se encontraron loe siguientes resultados: 

n . 4: [eme] . [1.00 0.94 	0.69 0.43 ] , 	p = 
0.384 El P 24.68 21 

Le  
, 

L e  

n . 5: [Ei'] 	[1.00 0.97 	0.E6 0.67 0.39] p = 0.216 L1/L` 

n 	10derl . [1.00 0.995 0.976 0.943 0.885 0.80e 0.692 0.550 0.384 0.196] 

p = 0.0353 SI/L` 

con estos reaultadoe se construyó la 04.98. 

se 

e e ms. Pit 91 
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3).- Métodos energéticos. 

Este tipo de métodos se derivan a partir del principio del trabajo --

virtual, el cual establece que la suma de los trabajos de las fuerzas exterio—

res de un sistema de fuerzas ficticio en equilibrio, al obrar sobre los despla-

zamientos de sus puntos de aplicación correspondientes a la deformación del ---

cuerpo, es igual a la suma de los trabajos de lea fuerzas interiores equivalen-
tes del primer sistema, ocasionadas por los desplazamientos correspondientes al 
segundo. Esta definición establece pues como criterio de equilibrio, la igual-

dad entre el trabajo desarrollado por las cargas exteriores A t y la energía -
absorbida por flexión de la estructura pandeada á U. 

En forma matemática el principio equivale a la igualdad: 

Zcrj  &si - 111, 	id¿ ' o 

En esta ecuación, QL representa cualquier sistema de cargas externas 

en equilibrio con los esfuerzos internos Cr) y A tu, representa cualquier siste-

ma de desplazamientos compatibles con las deformaciones unitarias AE 

La relación (325) es aplicable tanto a estructuras no-conservativas -

como a lea que si lo son, es decir, tanto a estructuras no-elásticas como a las 

elásticas. En estas últimas, el principio establece que la energía potencial -

total U, o sea, la suma de la energía potencial de las cargas exteriores U., —

mía la energía de deformación elástica U, de la estructura, es estacionaria o -

mínima con respecto a una pequeña desviación del estaco de equilibrio. 

Si se representa entonces cada estado de deformación de una estructura 

elástica cualquiera y su factor de carga correspondiente, en una gráfica carga-

deformación, la curva adopta la forma mostrada en la fig. 99 y cada punto de la 
cual, representa un estado de equilibrio entre las fuerzas exteriores y las in- 

teriores, es decir: 	a u/azz = 0 	 (326) 

En el tramo 01,C de la misma figura (99), la energía potencial es esta 

cionaria y por tanto: a' u/ 	o 	 (277 

Esta es la condición de equilibrio estable. 

En el tramo descendente Cb, la desigualdad a' u/a.-4.‹ 0, corresponde 
a una estructura inestable y la condición a'u/ a1,741= o define la cena crí-

tica elástica. 

Las tres ,,ituacic,nes anteriores se representan en las figuras 100. 

tal 
	 te) 

F 	99 - 	 F.9 100 - 
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a).- Basándose en los principios anteriores, Jutuisun desarrolló el mé 
todo que se describe adelante:44  

Suponiendo que el pandeo se presente ea el ranga,  elástico y que las -
deformaciones son pequehas, de manera que no haya cambios de longitud aprecia—
bles en las piezas sujetas a fuerzas normales, consideró una forma deformada de 
la estructura, compatible con sus restricciones. 

£1 método parte de considerar que la elástica de cada pieza se puede re 
presentar en forma polinominal por la siguiente expresión referida a la Pig.101 

y (x) . (A + B (x/L) + e (1/L)1  + D (a/L)s) 	 (328) 

a- a 4 	
jc-b. 

Los coeficientes de esta expresión se determinan de las condiciones - 
de frontera: 

11.1. para x = + L: 	e (x) = e. y si se hace: Y. ' L 	Y (a) = ye, 1dx21  = e, 
de(x)  para x 	 dx  L: 	Y (a) = 0 , 	= O. 

Por otra parte, puesto que el momento en la pieza está dado por la --
expresión: a (a)  . si  d'w(x)  

dx 2 	 (330) 

y la energ1a absorbida es: U 	71i-  J.  (a (x))*dx 	 (331) 

UL 
haciendo: M (x) 

L. 
a(x) (332), 	u . 	(333), ra. :: 	(334) 

donde I. y L. son respectivamente un momento de inercia y una longitud de rafe-
rancia arbitrariamente escogidos. Los momentos en los extremos de las piezas 
de acuerdo con las ecuaciones (330)  y  (332)  son; para lee columnas: 

(L-)(F)(4 e.- 6 yb  + 2 e,), n b . (12-4-)(2 e, - 6 y. + 4 e,) 	(335) 

y para las vigas: 

M
a  . (-)(f)(4 e.* 2 e,), 	M 	- (t1)(1:)(2  O. + 4 0..) 

	

)(1.7)(2 O: + 2 9: * 6 y: +0.0. - 6 O. y. - 6 0.y . ) 	 (337) 

(336) 

aplicando entonces las ece.(331) y (333),  se dedujo: 

111   

y simplificando: fi . (t1)() C, O: 	 (338) 
a 

siendo C, 	
p + 1 	(339) 	(0 e p 

6 ( 	* I ) 

Además, como el trabajo de lea cargas exteriores "t", está dado por 
el producto: 

P • e = P 1, E(e (a))'  da 	 (340) 

e 

(329) 
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haciendo: T t/L.P. , donde P. ea una carga axial de referencia arbitrariamente 
escogida, se llega a la expresión: 

T = 

donde: c, 	12(b./y.)1 + 2(0./y.) + 18 

Este parámetro mal como el 0, se han graficado en las figuras 102 y -- 
103. 	El procediaiento consiste en loa siguientes pasos: 

1.- Se escoge convenientemente una serie de desplazamientos laterales 
arbitrarios 	, w.., w.,... 

2.- Se calculan los momentos flezionantes introducidos en cada columna 
por los desplazamientos anteriores, es decir, se calculan los valores: 

* 6  (t.1-)(17.)(11-9 	
(343) 

2 	 (344) 

,btenida de las ece.(335). 

Con los valores de b calculados ueérdn el paso anterior, se checa el --
equilibrio de los nudos calculando los momentos en las vigas a partir de lea ---
eca.(336). Estos momentos deben resultar iguales a los obtenidos de la distribu 
cidn. 

5.- Se calcula 	 para cada pieza, 8./y, y 0./y. para cada 

	

columna y utilizando las gráficas que proporcionan los valores de C, y C, 	se - 
calculan T y U para cada pieza. 

e 	1P 

P. 	L (T)(7,-.) C. (Y.) (341)  

-(9./y.)(8./y.)- 3(8./Y.)- 3(8./Y.)]  (342)  
30 

3.- Se distribuyen estos momentos de acuerdo con las rigideces de las 
piezas de le estructura y con los momentos así calculados, se determinan los gi-
ros en loe nudos por medio de la expresión: - 

e, . e. 	(I.L )(II.) 	(m.) - (m.)  



6.- Se calculan 20, 1T y el coeficiente de pandeo : 

y I U 
= T = EI. 

XI. 210  
de donde se dedos» el valor de la carga: P. .

L: T (343)  
lE  

El procedimiento se ilustre aplicandolo al marco de la fig.104, aiguien 
do la secuela de cálculo anterior. 

IL. 
1.- Se supusieron:(w.IL.) . 6 y (v,../L.) . 10 y haciendo: k 

en el caso de las columnas y:k = - 3 
L 
L. 

I
I 
.

en el caso de piezas articuladas, se 
4  

obtuvieron los valores consignados en le tabla XVII. 

TABLA XVII.- 

Pies. 
Nudo A: 

1/1.. L./1 k 1/ i k 

AD 3/4 2 6/2 9/2 0.818 
AB 1 1 1 2/2 0.182 

11/2 
Nudo 8: 

1 1 1 2/2 0.1335 
SE 3/4 2 6/2 9/2 0.6000 
NC 1 2 1 4/2 0.2700 

211 = 15/2  

2.- Se calcularon los momentos de espotramiento a partir de la ec.(343): 

Ñ a. 	M as  = 6 z 1 x 10 . + 60 , 	 6 z 2 x 8 	96 y se efectuó la 

distribución de momentos aprovechando la simplificación de Crinter, es decir, cog 
aiderando la mitad de una crujía del marco en cuestión. Loe resultados ae consig 
nan en la fig. 109. 

3.- Se calcularon loa giro. en los nudos á y 13 suponiendo conocido el -
giro en el apoyo C, para esto ce utilizó la ec.(344): 

e. - o + i i (75.9 - 55.6) = 5.01, 435  . 5.07 	i (35.3 - 40.6) . 2.32 

4.- Se checaron los momentos en lee vigas de acuerdo con lea .m(330 
encontrandoee: 

M 	(2/3) 	(2)(6) 5.07 = 91.2 va. 90.9, (de la distribución de momento.). 

(
2/3) 
I 	(2)(6) 2.32 . 41.7 vs. 40.8 

5.- Se calcularon las cantidades 2U y .11T construyendo para esto las 
tablas XVIII y XIX. 

6.- Aplicando lea ecs. (345) y (346), se obtuvieron, el coeficiente 
de pandeo X y el valor de la carga critica: B = 7.09, P. = 7.10 Ha./b. 

Para los casos en que se hizo: 	b, y... 10 y y.. 10 = 

El coeficiente 1( resultó igual a 7.17 y le carga P. sólo varió 1 %. 

105 

(345)  
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TABLA XVIII. - 

Miembro M t, p .114./14.1 C, m: I./I L/L. a u 

BC 55.6 0.866 0.147 3,090 i 1 1 227 
AB 40.8 1.365 0.237 1,665 1 1 394 
Bi 90.9 1.000 0.166 8,235 1 2/3 +Mb 229 
AD 40.8 1.000 0.166 1,665 -1 2/3 i • 46 

ZU . 896 

&significa que sólo se considera la energía de la mitad de la barra. 

TABLA XIX. - 

Miembro y, ea e. es/Y, ev/Ym Ce Y: P/P. L/L. T 
BC 8 0 5.07 0 0.633 0.562 64 2 1 71.8 
AB 10 5.07 2.32 0.507 0.232 0.545 100 1 1 54.5 

T = 126.3 
(4N 

b).«. Método de Hertz. En el anális 
el método de las rigideces, las deformaciones 
so sigue: 

Y . 	 q 

donde: 4, es una matriz renglón formada por 

is convencional de estructuras por 
generalizadas "y" se expresan co - 

(347)  

funciones de desplazamientos y qi , 
son las coordenadas generalizadas. 

Las ecuaciones de equilibrio toman la siguiente forma: 

donde: 
(348)  

[Q] es la matriz de fuerzas externas generalizadas asociadas con q 

[K] la matriz de rigideces cuyos elementos pueden calcularse de: 

K .1 El 	ct: dx (349) 

donde: x es la coordenada a lo largo de las barras, las primas denotan doble di 
ferenciacién y la T significa que se trata de una matriz transpuesta. 

La matriz [K] se obtiene de las matrices de rigidez de lag barras k. 
mediante una matriz de transformación, a, que relaciona las coordenadas indivi-
duales de cada barra con las generalizadas del marco q., esto esdq.1. a q(350) 

	

de esta manera, la matriz K se obtiene de: K 	k a 

Cuando se trata de una barra aislada con las coordenadas generaliza—
das

) 
 sostradu en la fig.105, la ec.(349) puede valuare* explícitamente tomando 

como funciones op, las soluciones de la ecuación diferencial y"" 0. Estas --
funciones son las siguientes: 

	

(1 + 2t ) (1 - 	)5} 
- 	(1 - 	)" 

	

I" (1 - 	) 
donde: '1 - x/L. 

Substituyendo estas funciones en la ec.(349), se obtiene la matriz de 
rigideces k. de una barra: 

(352) 



<4' 1, 

14,4„L 	Q.• 

11 - 6 - 12 - 6 

El - 	o 4 6 2 
a n  

- 1. 6 12 6 
555) 

L
3 

[ 

- 	6 r 6 4 

Físicamente estas son las fuerzas generalizadas en lee direcciones q, 

resultantes de un desplazamiento generalizado unitario de cada una de las coor-

denada». Como se indica en la Fig.lOS, las rotaciones ae han multiplicado por 
la longitud L de la barra y los momentos ce han dividido entre L, para expresar 
loe desplazamientos y fuerzas generalizados. 

El método de Hartz consiste en plantear en la forma que a, ha indica-

do, la matriz de rigideces y tomar en cuenta los efectos de las cargas axiales 

por separado, calculando una "matriz de coeficientes de estabilidad" que debe -
sumarse posteriormente a la de rigideces como se indica adelante. 

Substituyendo en la siguiente expresión de la energía de deformación 
U., de una pieza sujeta a compresión : 

(354)  

(355)  

(357) 

la sc.(355) puede escribirse: U .4- q 	k + k' 	q 	 (358) 

siendo k'n  la llamada matriz de coeficientes de estabilidad de la pieza. 

Las ecuaciones de equilibrio pueden escribirse entonces como sigue: 

1„ 	[ k, + 	q„ (359) y para toda la estructura: 4 	+ E'] q 	(360) 
siendo X', de acuerdo con la ec.(351): E.  . aT  k' a 	 (361) 

donde k' es una matriz diagonal de las matrices k',. 

El. , 	 e,, 

(357). AaI se obtiene: 
Conocidas lea funciones 4b , ec.(352), W„ puede calcularse de la ec. 

{ 	
- 61 0 -it ) 

41..,  i 	: (1 - 3 1 )( 1 - t ) 
t 61(1 - * ) 

1(2 - 311) 
Las fuerzas generalizadaa representadas por la matriz k',„ se auca --- 

tren en la fig.106. 	 a  •P/I11. 	 - 
liP/91 

Pl:ot_ 

P/oL 

	 _ 
o/soL 	 44.1 

F, 	106 - 

U. [ 	. (Y»)1  - P (Y')* 	dx 

JL 
la ec.(347) queda : 	U,, q„r  [ El,,crcti dx - P. 4).  (V 	dx] q 

haciendo entonces: k"_ EI 	orT  dx 	(356), - P„ Ctlir  4) 	di 

(363) 

6/5  - 1/10 - 6/5  - 1/10 

-Vio - 1/30 	

1/10 - 1/30 
6/5 	1/10 
1/10 2/15 

(362) a,,,,. 411. í : 
1/6)1 21//1150 

... 110,1PG 

• tp •
_ 	  P 

PhoL 

-PPoL 



12/5 -1/10 
-1/10 2/15 
-1/10 -1/30 
-1/10 	o 
-1/10 0 

-1/10 -1/10 -1/10- 
-1/30 0 0 
2/15 0 0 
o 2/15 -1/30 
0 -1/30 2/15 

I ir 

24 -6 -6 -6 -6 
-6 4 2 0 0 
-6 	2 8 2 0 K' = - 
-6 0 26 2 
-6 0 0 2 4 

P 
L 
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Las matrices de rigidez y de coeficientes de estabilidad, incluyen --
coordenadas de translación y rotación. Estas dltimaa es conveniente eliminar—

matrices de rigideces y coeficientes de estabilidad y designando por K*a la ma 
las cuando no se aplican momentos a la estructura. Rearreglando entonces las -

triz E + E', se puede escribir: 

{
Q, 	 K, 	ql 
Q m. } 	K:, 	 q. 
	 (364) 

donde: T denote translación y 11 rotación. 

Haciendo luego : Q5= 0, se deduce Q,. KT.• q, 	 (365) 

* = KT, • - K
• 
 „ K 

En lugar de esta ec.(366), Hertz sugiere considerar que laa fuer2:6)- 

siendo: 	K.,„ 

generalizadas. Q a  derivadas de ambas partes de la ec.(360), E y K', son cero in- 
dependientemente, es decir: 

E„. e E,,  - K,. 	K r.= 
	 • 	

(367) 

esto involucra que: ■ - xaa  E 	q,. , q',, = - E.. K„ 	 (368) 

El método es aproximado y al aplicarlo a los ejemplos estudiados —
(columnas flexionadas simétrica y asimétricamente y marcos como el de la fig. 
107) condujo a resultados muy aproximadoe en algunos casos. Sin embargo, aun-
que presenta la ventaja de una rápida formulación del problema de pandeo al --
permitir plantear la matriz de rigideces independientemente del efecto de la -
carga axial, lo cual significa no tener que calcularla para cada valor de la -
carga de prueba, tiene el inconveniente de no poder probar la exactitud de los 
resultados. 

(La carga critica elástica calculada por este método resulta en gene 
ral mayor que la exacta porque las ecuaciones diferenciales de equilibrio de - 
las piezas ( y"" 	y" = 0 ) no se satisfacen por haber supuesto funciones 

ec.(352) que satisfacen la ec. y"' = 0.) 

El marco de la fig.107 fuá analizado aplicando este método. La ma—
triz de rigideces y la de coeficientes de estabilidad se obtuvieron aplicando 
las eco.(353) Y (363) respectivamente, considerando los 5 grados de libertad -
mostrados. Estas matrices resultaron ser las siguientes: 

Suponiendo un modo asimétrico de pandeo, esto ea, haciendo 
q 4  = q, las matrices anteriores quedan como sigue: 

	

24 -12 -12 	 12/5 -1/5 -1/5 El E 	-12 	8 	4 	 -' 	-1/5 	4/15 -1/15 

	

-12 4 20 	 -1/5 1/15 4/15 

q s 	q, 

1 

sumando estas matrices e igualando a cero el determinante del sistema, después 
de hacer )% = PL./E1 : 



5. 

N.. 

Lil 

e 

1,1 	 5/.1 a LIS 

5. 

{

24 - (12/5) X 
-12 + ( 1/5) > 
-12 + ( 1/5) x 

- 12 + (1/5 ))' 
8 - (4/15) X 
4 + (1/15) X 

- 12 4 (1/5 )>, 

4 * (1/15) )\ 	• 0 
20 - (4/15) x 

109 

(389) 

ke0 
De donde se obtuvo: >. 1.83 (en lugar del valor exacto 	1.b') 

sea: 	. 1.83 II/L` 

Para el mismo marco, pero ahora supuesto empotrado, 1:1 2  = q s  . 0, lee 
matrices I y IV resultaron ser: 

24 -á -6 
SI 

K  .T.1" [-6 8 2 
-6 2 8 

 

1,12/5 -1/10 -1/10] 
-1/10 2/15 

2/15 0 	2/15 
1", 

  

De manera que, haciendo 
igualando a cero el determinante, 

. 7.38), P., . 7.43 SI/Le. 

q gs • n. sumando las matrices anteriores e -- 
se obtuvo: >. . 7.43 (en lugar del valor exacto 

S1 método se aplicó • una columna con diferentes condiciones de apoyo 
suponisedola compuesta de dos memmentos en la forma que se muestre en la flg.108 
Los resultados indican que la exactitud del método aumenta con el número de gra-
dos de libertad. Lo mismo sucede en el caso de los mareos; por tanto, si el mé-
todo me aplica a 4~0, empotrados y restringidos lateralmente, puede ser necees 
río introducir grados de libertad Misia:bales usando por ejemplo dos segmentos -
por colmase. 

cb. ej. 
111 e e  107 - 

4).- Métodos de diatribuelém de momentos y relajaciones. 

liste grupo de métodos presenta en general sobre loe métodos analíticos 
y eaergéticos, la ventaja de reducir la complejidad de las expresiones que invo-
lucran estos dltimos, no requiriendo resolver loe sistemas de ecuaciones que en 
ellos resultan y peraitiendo además, automatizar las operaciones que deben efec-
tuarse iterativamente sin que por este motivo disminuya su precisión le cual de-
pende evidentemente, de lea hipótesis en que se apoyan. 

Los primeros métodos que aparecieron de cata tercer grupo, fueron de--
surrolladoa pare aplicarse más bien a estructuras triangaladas, especialaente a 
armaduras y están besados en lo /amoral, en le idee original que Jemes propuso, 
la cual consiste en modificar el método de Cross, para tomar en cuenta el efecto 
de la carga axial; tal es el caso del método de Lundquíst y del de Hoff'."' 
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En ambos se establece como criterio de estabilidad el que la magnitud 
de la rotación C, en cada uno de los nudos, la cual es igual al cociente que re 
culta de dividir el momento en cada nudo, entre la rigidez correspondiente, ten 
ge siempre un valor finito. Ea claro que el cociente así calculado se va modi-
ficando a medida que se incrementa la carga axial. 

Cuando no existe momento externo, como es el caso máa frecuente en sL 
maduras, de acuerdo con el criterio de Lundquist, se supone uno unitario y des-
pués de distribuir y transportar momentos sucesivamente, se obtiene la rotación 
del nudo en cuestión, le cual está dada por la serie: 

O . (1 + t + tt  + ...) / Rigidez del nudo 	 (370) 

Siendo "t" el momento de desequilibrio en la segunda iteración;de la 

ec.(370) se concluye entonces,que si t < 1, la rotación 8 es finita, mientras 
que, si t s 1, el valor de e se incrementa indefinidamente y consecuentemente -
la estructura se pandea. 

El criterio de Hoff, por otra parte, establece que para un valor dado 
de la carga, si la distribución de momentos converee,la estructura es estable y 
Viceversa. 

De estos dos criterios se derivan algunos método lle distribución la 
mayoría de los cuales son más bien aplicables a aumdurast, como es el caso del 
método de substitución sucesiva que propone állenl  y el de otros métodos; aquí -
sólo ae tratan métodos relacionados con marcos rigidos sin restricciones latera 
les. 

a).- Método de relajaciones. Merchant"Ilpone este método refiriendo-
se al marco de la fig.95.6.Para analizarlo seleccionó como sistema perturbador 
una carga unitaria horizontal aplicada en el nivel superior del marco en lugar 
de los momentos en los nudos superiores que consideró en el caso de la fig. 86 
eca.(271). 

Aunque el método puede presentar variantes, en principio, no consiste 

sino en suponer una configuración deformada arbitraria de la estructura, la ---
cual se va corrigiendo mediante movimientos ya sean rotaciones angulares de los 
nudos o desplazamientos relativos entre pisos consecutivos, tendientes a redu-
cir los posibles momentos de desequilibrio que existan en los nudos, así como -
los cortantes desequilibrados en los entre-pisos. Normalmente, para acelerar -
el método se recurre a dar movimientos en grupo, de manera de liquidar los mo—
mentos de desequilibrio en loe nudos de un nivel dado sin alterar el equilibrio 
horizontal. 

El método se aplicó para varios niveles de carga, y se construyó una 
gráfica rigidez-carga, de acuerdo con el principio de Lundquist, para obtener -

de ella definiendo la intersección con el eje de las cargas, la carga crítica. 

Para no restarle claridad al método, aquí se reproducen .,be análisis 
correspondientes a los siguientes tres noveles de carga; 

1.- Carga axial nula. 
2.- Un valor intermedio de la carga (100 Kips) mostrando con esto, la 

modificación que sufre la técnica de relajaciones. 
3.- Un valor alto de la carga vertical que provoca la divergencia del 

método. 
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Para la primera condición de carga, la fig. noc proporciona 100 mode-
los de momentos correspondientes • rotaciones Iguales en los nudos A y 13, C y 1: 
etc. y la fig. nOk muestra loe modelos de momentos no-cortantes, obtenidos de 
combinaciones de loe modelos de momentos anteriores, con los ocasionados por --
desplasaeuentos relativos de los niveles superior e inferior al nivel de cada -
par de nudos, estos Sltimos aodelos son semejantes al de la fig.1104 multiplicg 
dos por un cierto factor conveniente. 
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En la fig. 110a aparecen consignados en la parte izquierda del marco, 

los factores de distribución correspondientes • loa modelos de no-cortante. 
Estos factores se obtienen reduciendo proporcionalmente los momentos dados en -
la fig. liado manera de lograr que su suma mea igual a la unidad. En la parte 
derecha de la misma fig.Ighn se suministran los factores de transporte corres—
pondientes e cada nudo, expresados como una fracción de un momento unitario a—
plicado en cada nudo. 

Los resultados que se resumen en la fig.:10b. se deducen combinando -
los momentos dados en la fig.80e con los producidos por desplazamientos latera-
les semejantes al de la fig.110.1 ,por ejemplo, para los nudos A y B, multiplica& 

	

do 	mrlil.  los momentos de la fig.lipt,ee obtienen los siguientes resultados -- 

	

1 	

En igual forma se obtuvieron los momentos en los nudos C y D combinan 

do loe modelos correspondientes (fig. 110f). 

De acuerdo con le fig.:4:04, el factor de distribución de la columna 
CA por ejemplo, estaidado por la relación: 

 

0.30 
0.04 

 

0.3 + 6.0 + 0.8 

valor que se consigna en la fig.110a. 

 

Los factores de transporte se obtienen dividiendo el momento en el el 
tremo lejano de cada columna que concurre a un nudo dado, entre la suma de mo—
mentos en dicho nudo; por ejemplo, el factor de transporte correspondiente a la 
columna HK, del nudo H al K, substituyendo los valores respectivos dados en la 
fig,lieb,resulta ser: 

 

- 1.70 . 0.189 

 

1.3 + 6.0 + 1.7 

valor consignado en la fig.8441 

 

Los modelos asf construidos no alteran el cortante en cada entrepiso 
y las relajaciones pueden ejecutarse como se indica en la tabla XX, en la cual 
se tiene, en el primer renglón, los momentos de desequilibrio que se presentan 
en los nudos por efecto de los desplazamientos laterales de loe entrepisos, sin 
considerar rotaciones en dichos nudos; as/ se obtuvo por ejemplo, para el nudo 
G, como se indica en la tabla, un momento de desequilibrio igual a - 5, ya que 
el cortante provocado por la carga unitaria aplicada en la cima del marco, ind2 
ce un momento en cada entrepiso igual al cortante por la altura correspondiente, 
es decir, para todos los entrepisos de altura igual a 10', este momento es i-
gual a: 1 A 10 ■ 10 y se distribuye por igual entre los cuatro extremos de las 
columnas, así es que: H.« . 	M 	N o.* 2.5 ...e.. as. 

Similarmente, Mes . - 2.5, por tanto: Me. - 5. En igual forma se de-
duce e, reato de loe momentos del renglón 1. 

Aplicando entonces el modelo de la fig.1101bal sistema de momentos de 
desequilibrio, se construyó la tabla XX, balanceando loe nudos en orden sietes 
tico para evitar posibles confusiones. 
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Sal ee obtuvieron loe momentos de desequilibrio en cada nudo (dltimo - 
rengldn de la tabla). De estos momentos se deducen los momentos en vigas y co-
lumnas multiplicando por los correspondientes factores de distribucidn dados en 
la fig. 1/01: .Por ejemplo,para la viga GR, en el extremo G, puesto que no existen 
momentos de transporte en las vigas, me tiene: M e«  . 7.49 x 0.67 . 5.01 y en la 
columna GJ, M G, vale: 

momento inicial 	 = - 2.50 umdmalsa 
momento balanceado . + 7.49 x 0.19 	 = + 1.42 
Momento transportado del nudo J - 8.16 0.174 . - 1.42 

- 2.50 

In forma similar se calcularon los aumentos que se indican en la fig. 
fila. 

TALL& U.- 
R 	P 	L 	J 	G 	E 

Momentos iniciales -4.17 -6.67 -5.0 -5.0 -5.0 -5.0 -5.0 -5.0 -2.5 
Balanceo de A 	 -0.12 +2.5 

-0.58 +5.12 -0.21 
• E 	 -0.89 +5.58 -0.55 

etc. 	 -1.11 +5.89 -0.85 
-1.31 +6.11 -1.06 

-1.53 +6.31 -1.24 
-1.73 +6.53 -1.45 

-1.64 +8.40 -2.30 
+5.81 -0.91 
-0.18 +0.91 -0.25 

-0.68 +2.55 -0.57 
-0.49 +2.02 -0.40 

-0.33 +1.64 -0.28 
-0.25 +1.34 -0.19 

-0.17 +1.04 -0.10 
-0.07 +0.65 -0.03 

-0.01 +0.24 
+0.01 

-0.01 +0.07 -0.01 
-0.03 +0.18 -0.03 +0.01 

-0.06 +0.28 -0.05 
-0.10 +0.41 -0.08 

-0.16 +0.59 -0.13 
-0.16 +0.84 -0.23 
+0.34 -0.05 
-0.01 +0.05 -0.01 

-0.06 +0.24 -0.05 
-0.04 +0.18 -0.04 

-0.03 +0.12 -0.02 
-0.01 +0.07 -0.01 

-0.01 +0.04 
+0.01 +0.01 

-0.01 +0.03 
-0.01 +0.05 

-0.01 +0.07 
Momento* totales +0.02 
balanceados 	+6.17 +10.17 +9.98 +8.96 +8.16 +7.49 +6.73 +5.79 +2.74 



Los desplazamientos laterales del marco se encontraron: 

a).- Calculando loe desplazamientos ocasionados por la traslación de --
los niveles exclusivamente, es decir, como si las vigas fueran infinitamente 
das. 

b).- Determinando el incremento en los desplazamientos provocado por la 
aplicación de las operaciones de relajación. 

a).- Los desplazamientos por tremolad& se obtuvieron a partir de la -
definición de rigidez lineal remplazando los valores del primer renglón de la ta-
bla XX, eato es; 

M e 2 el k (- 	 (371) 

siendo: k EI/L de lea vigas, o sea, 6.014 x 10 lb-pie. 
01  . factor de rigidez relativa para cada columna en particular 
zjih. desplazamiento lateral de cada nivel respecto al inmediato 
h . altura del entrepiso. 

Despejando 45m de la ec.(371) y sumando los desplazamientos de todos -- 
los pisos,se obtuvo: 

(372)  
2.5x10 ( 1 	1 +1 4.  1 	1 	1 	1 ),  4.17x16.b7 	

1 

6eCk 	6 k 	0.3 a 1.3 1.7
„ 
 in

„ 
 27;

„ 
 3.1 6x2.22 k 

zA.   
34.88 x 

Considerando que las rotaciones en los nudos no causan desplazamientos 
laterales en el marco, los desplazamientos laterales que se introdujeron para eli 
Minar los cortantes provocados por las rotaciones, re calcularon aplicando tam---
bien la ec.371. 

Los momentos correspondientes a estos desplazamientos (b), para el dlti 
mo y pendltimo piso, son iguales a - 0.9 y - 2.4 respectivamente, como se indi-
ca en la fig.109, así es que, como el momento en la viga CD ea igual a : 
(0.85)(5.79) . 4.92, se concluye que el .05correspondiente vale: 

h4.92 (0.9 x 10  2.4 x 10  
• dczk * 6k 	6 x 0.3 	6 x 0.8) 
	b.20 

Haciendo lo mismo con el resto de loe pisos, excepto el inferior y su-- 
mando, se obtuvo: 

lleiw. 67.77 1 	 (373) 

Para el primer piso, puesto que la rotación 8 del extremo R, por defi-- 

	

nioión de rigidez, ea igual a: 	m„, 

	

e •----- 	y ademán t. , el desplaza-- 
s(3k) 

d. 
0.85 x 6.17 x 16.67 . 3.60  1 

8 x 3k 

Sumando entonces (372), (373) Y (374), se obtiene el desplazamiento la-
teral total en el marco: 

4 	
1 	1 

; 	
1 	1 

; . 34.88 ; s 67.77 	+ 3.60 ; 	102.65 	pies 	 (375) 

Para la segunda condición de carga se ha supuesto un valor de 10C. Kipe 
aplicado sobre los nudos de cada nivel. Los valores de P/P,, se resumen en la -- 
fig.112. 

miento lateral vale: 

(374) 
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En la tabla XXI se consignan los valores de las funciones m, a(1+c), n 
y o obtenidas de la tabla de Liveoley. 

Tala 

Piso 

XII.-

P/P, m inictatea. s(l+c) n o CIL  o -o 

MC .056 1.045 -10 -2.61 5.946 0.809 1.099 0.3 0.243 -0.330 
CE .042 1.036 -2.59 5.958 0.858 1.073 0.8 0.686 -0.858 
EG .039 1.033 -2.58 5.961 0.869 1.067 1.3 1.130 -1.387 
0.1 .0395 1.034 -2.58 5.9b0 0.867 1.068 1.7 1.478 -1.816 
JL .040 1.034 -2.58 5.960 0.865 1.069 2.1 1.e16 -2.245 
LN .0385 1.033 -2.56 5.961 0.871 1.066 2.6 2.265 -2.772 
NP .038 1.032 -2.58 5.962 0.873 1.065 3.1 2.706 -3.301 
PR .1005 1.091 -4.53 5.900 0.1,47 1.186 2.22 1.436 -2.633 

El análisis en evite caso sólo difiere del anterior en que se tienen --
que modificar loe momentos iniciales y los modelos de no-cortante por efecto de 
la carga axial. Los momentos Iniciales se consignan en la tabla XXI, y en el --
primer renglón de la tabla XXII de relajaciones. Los factores de distribución -

y de transporte de loa modelos no-cortante, se resumen en las fig.113 y 114. 

La determinación de los momentos fletionantee en les vigas y columnaa, 
esto se, del diagrama de momentos del marco, fig.:111'10e obtiene en le forma que 
se indicó para el caso anterior„es decir,calculando los deeplazamientoe (a) y mg. 
~doler loe (b). Para calcular los priamroa, se considera que el valor de 4,  , 
fig. 115 es: 

Mea 	
(376) 	Y 	A = 4 h, 

e(l+c)k 

substituyendo entonces el correspondiente valor de M, figalle y el de s(l+c) da 
do en le tabla XII e introduciendo el factor de rigidez, fig.111isse encuentra : 

Masb 	2.59 i 10 	1 

131-tej.x1( 	5.958 x 0.8 k 	
5.43  

haciendo lo mismo con el resto de loe piso. y aumando,se obtuvo: 

na  = 36.80 • 
	

(377) 

Para determinar loe desplazamientos (b) se calcularon los momentos mo-
dificados por la carga axial que ce consignan en la dltiaa columna de la tabla -
XXII. 

a 
	 

o« 

4º O Oye 

u5- E 
..11110 da mon.trimlem n.-...rhanrha - 

FI, 114 - 
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Tall XLII.- 

Momentos iniciales -4.53 -7.11 -5.16 -5.16 -5.16 -5.16 -5.17 -5.20 -2.61 
Balanceo de á 	 -0.14 +2.61 

-0.66 +5.34 -0.26 
-1.04 +5.83 -0.64 

-1.31 +6.20 -1.00 
-1.57 +6.47 -1.26 

-1.85 +6.73 -1.50 
-2.10 +7.01 -1.77 

-2.40 +9.22 -3.00 
+6.93 -1.36 
-0.35 +1.36 -0.44 

-1.03 +3.44 -0.87 
-0.73 +2.64 -0.59 

-0.51 +2.09 -0.41 
-0.35 +1.67 -0.27 

-0.23 +1.27 -0.14 
-0.10 +0.78 -0.04 

-0.16 +0.30 
-0.02 +0.16 -0.01 

-0.02 +0.12 -0.01 +0.01 
-0.05 +0.25 -0.04 

-0.10 +0.40 -0.08 
-0.17 +0.61 -0.14 

-0.27 +0.90 -0.23 
-0.34 +1.30 -0.42 
+0.69 -0.14 
-0.04 +0.14 -0.05 

-0.14 +0.47 -0.12 
-0.10 +0.35 -0.08 

-0.05 +0.22 -0.04 
-0.03 +0.12 -0.02 

-0.01 +0.06 -0.01 +0.02 
-0.04 +0.14 -0.05 
+0.08 -0.02 

-0.05 +0.15 -0.04 
-0.02 +0.07 -0.02 
+0.02 	-0.02 +0.09 -0.02 

-0.01 +0.04 -0.01 
+0.01 	-0.01 +0.05 -0.01 

Momentos totales 	 +0.02 	+0.02 
balanceados 	+7.72 +12.14 +12.01 +10.44 +9.23 +8.26 +7.28 +6.30 +2.92 

Analizando la viga CD para la condición de carga considerada, supuse--
tos loe nudos C y D sujetos a momento' iguales a 6 unidades, los momentos en los 
extremos de las columnas, que resultan de sumar loe del modelo de la fig.116 con 
los debidos a rotaciones, es decir, con c( s y aso, son: 

- o a - ase.. *- 0.330 - 0.3 scsk  , mea - a em. . 0.243 - 0.3 	 (376) 

como para P/P. • 0.,9e, e.. * 3.926 y scx, . 2.019, los momentos anteriores 
resultaron iguales a: - 0.936 unidades. 
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Procediendo en forma análoga con el piso inmediato inferior al nivel -
CD, los momentos resultan ser: . 0.686 - 0.8 »cm  - 0.858 - 0.8 sec.= - 2.469 
unidades. (Si se substituyen los valores de se correspondiente) a P/P, = 0.042.) 

Multiplicando entonces el momento de desequilibrio del nudo C, esto es. 
el 6.3 dado en la tabla XXIII, por el factor de distribución 0.87 tomado de la -
fig. 114, se obtiene para el extremo de la viga, un momento igual a: 
6.3 z 0.87 = 5.48 unidades, de donde: 

Nao 5.48 (4.  0.936 z 10 	2.469 z 10  ) 	9.51  1 
Ab" s( l+c)csk 	T - i 	5.946 x 0.3 	5.958 x 0.8 ' 

Calculando los valores Ab correspondientes a cada nivel y sumandolos, 
se obtiene: 

 
A b= 86.16 

valor que sumado al de la ec.(378) dalel valor del desplazamiento total. 

Pasa la tercera condición de carga se supuso un valor de P . 400 Kips, 
se determinaron también loe valores de o y o que aparecen en la tabla XXIII, 
el modelo ce momentos y los factores de distribución y de transporte de las fig. 
117 y 118. 

En virtud de que el procedimiento de relajaciones resulta lentamente -
convergente para esta condición de carga, se recurrid a resolver un sistema de -
ecuaciones simultáneas que resultan de considerar que lob momentos de desequili-
brio llamados M5, Mp,... etc., son numéricamente iguales a le suma de loe momen-
tos iniciales (producidos por el desplazamiento lateral de cada nivel coneideran 
do las vigas infinitamente rigidas) más le suma de los momentos transportados 
por los nudos inmediatos superiores e inferiores, esto es: 

Me. 6.46 + 0.901 M e:. M p. 1.1098 Me - 7.16981 

r p  . 4.33 + 0.484 11,,+ 0.426 M.„., 	1.3175 M,,,- 34.7364 

y así sucesivamente para loe nudos restantes hasta llegar a: 

N a o 3.09 0.071 M, . 3.09 9.3978 	1364.27 

de donde substituyendo M. y M, dadas en función de Mi x  únicamente, y despejando - 
M.4ee dedujo el siguiente valor: hl R = 145.2289 remplazando este valor en el -- 
resto de las igualdades se encuentran sucesivamente: M. , M, 	ht. y MP  

Con estos valores se calculan en forma análoga a los otros dos casos, 
los momentos en vigas y columnas que se Indican en el diagrama de momentos de la 
fig.119. El desplazamiento lateral se consigna en el siguiente resumen de resul 
tados. 	

1 
Caso 	Parámetro de carga ilesplasamiento de A - Desplazamientos A 

n 
1 	 0 	 . 102.65 	 81 1.0 A 
2 	 100 Kips 	. 122.96 	 0.835 
- 200 " 	 157.13 	 0.650 
- 300 " 	 235.78 	 0.435 
3 	 400 " 	1233.70 	 0.083 

Estos resultados se representan gráficamente en la fig.120, de donde -
se dedujo un valor de la carga de pandeo igual a 410 Kips. 

(379) 
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Livesley obtuvo este m1amo resultado con ayuda de una computadora elec-
trónica y encontró,  una carga P 386 Kips cuando conaiderd el efecto de las,  defor 
s'aciones axiales. 

La carga P 410 Kips se comprobó calculando también el desplazamiento 
del punto P, el cual resultó ser, cuando la carga axial es cero: 

6 
Mb

+ 
 Mh

+ 
 Mh 4.17 x 16.67 	5.39x16.67 	5.18x16.67 	1 

6 Qk 	2sk 	2mic 	6 x 2.22 k 	12k 	8 x 31c 	16.32 

y para la carga P 100 Kip': 

	

.  4.53 x 16.67 	7.16(1.091 m)16.67 	6.86 x 1.091 x 16.67 1 
► 12 k 	 8 x 3 k 	- 21.8C í  5.90 	2.22 k 

igualmente se calcularon loe demás valores que se indican en la fig.120 unidos --
por la linea punteada. 

TABLA 

Piso P/P m 

Ac .224 1.237 
CE .168 1.166 
go .156 1.151 
QJ .158 1.154 
JL .160 1.156 
LN .154 1.149 
NP .152 1.147 
PR .402 1.550 

momentos 
iniciales e(1+c) n o k n k -0 k 

-3.09 5.775 0.125 1.492 0.3 0.0375 -0.448 
-2.92 5.832 0.374 1.341 0.8 0.299 -1.072 
-2.88 5.846 0.424 1.311 1.3 0.551 -1.705 
-2.89 5.842 0.416 1.316 1.7 0.707 -2.24 
-2.89 5.840 0.408 1.321 2.1 0.858 -2.775 
-2.87 5.846 0.433 1.306 2.6 1.130 -3.40 
-2.87 5.848 0.441 1.301 3.1 1.368 -4.03 
-6.46 5.891 -0.893 2.183 2.22 -1.98 -4.35 

y 	1, p. 
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tem) 
Merchant resolvió también el marco de la fig.91 cuyas propiedades se - 

resumen en dicha figura y en la tabla XIV, en la cual, las cargas P, se refieren 
e las cargas de trabajo. En este caso el problema consistió en valuar el paréete 
tro de carga por el que multiplicadas las cargas de trabajo, producen la Inesta- 
bilidad de la estructura. 

El marco se analizó utilizando d00 procedimientos, uno aproximado y el 
otro, el de relajaciones descrito anteriormente. Al aplicar el primero, se ha - 
supuesto que las columnas extremas ael marco, actúan como lo harian las de un --
marco de una sola crujía, mientras que, la columna interior, como si se tratase 
de columnas interiores de un marco de muchas crujía». Para esto utilizó el mis-
mo planteamiento que adoptó para analizar el marco de la fig.86, solo que en es- 
te caso, consideró una carga horizontal F aplicada en la cima del marco en lugar 
de los momentos M aplicados en los nudos superiores; de esta manera las eco. 271 
se transformaron en las siguientes: 

N : -}F (m 1..+ m L..) + (n k..+ 6 k..+ n k..) G. - o k..6. . O 

K : - F (a L..* m L.„) - o ka.E1. + (n k m+ 6 k.«.+ n k..) eK  - o ((N.O.. 0 

	

G: - Y (a L..* m 	) - o 	+ (n 	 n k„) G. - o 	o 

D : - F (m 	m 	- o 	+ (n k,„,+ 6 ki.,+ n k..) e. - o ki.e.= O 

• : - Y (m 1.) - o k.„(3. + (n k..+ 6 k..) 6.=U 

Loe resultados se graficaron adimensionalmente en la fig.121; en el --
eje de lave ordenadas me representan múltiplos de F y en el eje de laadaeCiella - 
el valor de los parámetros de carga. Estos parámetros resultaron iguales a 5.1 
para las columnas exteriores y 7.1 para le interior, de manera que el parámetro 
de carga dei marco se encuentra comprendido entre estos dos valores. Para defi- 
nir mejor este parámetro, se supuso el marco formado por dos marcos extremos ar-
ticulados a otro interior de manera que ios desplazamientos de loe pisos superio 
res fuesen iguales, comprobándose ademán que la carga horizontal total en dicho 
nivel fuese igual a F. El resultado obtenido de esta suposición, confirmó que -
el parámetro de carga esta'comprendido entre los límites establecidos, fig.121. 

La aplicación del método de relajaciones se hizo en forma análoga al - 
ejemplo pasado. Los resultados se consiguan en la Fig.122 de donde se concluye 
que el procedimiento aproximado conduce a una solución aceptable en este caso --
particular. 

e 

• • 
44 
E-.  

. 11 44 
r6.4 

	  F.9150.- 	 t1.1•^ 

▪ 10+ 1..• ver ~a No "Cid,» 
El comportamiento del marco fue' también Investigado experimentalmente 

probando un modelo de acero; la curve de rigidez que se obtuvo resultó semejante 
a la teórica, pero el parámetro de carga estimado por extrepulación,resultó ---
igual a 9.1 en lugar del teórico 7.30. Esta diferencia se atribuye por una par- 
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e, e la dificultad de reproducir la condición de carga teórica y por otra, e la 
as construir conexiones representativas de las reales ami como seleccionar los -
siembro, que con rigideces proporcionales a los de la estructura, sean más esbel 
ton para evitar la fluencia antes de la inestabilidad. 

b).- La determinación de la carga critica puede acelerarse tomando en 
cuenta une observación que hace Boltotill respecto, segón la cual, la carga de -
pandeo de la estructura, puede aproximarse determinando el valor correspondiente 
al momento de transporte, es decir,a partir de loe momentos definidos por la fui 
ción de estabilidad - o. Si estos momentos resultan 'menores del 50 % de loe de 
desequilibrio de los nudos del piso correspondiente, indican que el marco es es-
table y viceversa. In los casos en que unos de estos momentos resulten mayores 
y otros menores del 50 %, bastará efectuar unos cuantos ciclos para cerciorarme 
si el marco es o no estable. 

Para aclarar lo anterior se ha analizado el marco de la fig.123. En -
este caso se han supuesto El y b constantes en todos los miembros del marco y se 
consideraron valores de p 	P/P, , iguales a: 0.38, 0.42, 0.44 y 0.50. 

Para el primero de estos niveles de carga se encontraron factores GC - 
transporte iguales a 0.39 y G.46 como es indica en la fig. 124. Estos valores - 
aon suficientes para concluir que el marco es estable, sin embargo, para coLfir-
marlo, se he efectuado un primer ciclo de relajaciones suponiendo inicialmente -
como momentos debidos sólo • desplazamientos, los que se indican en la tabla --
XXIV. Se observa que los momentos resultantes de este primer ciclo son menores 
que loa originales y por tanto los momentos convergen a un valor determinado lo 
que significa que la estructura es estable. 

Par* el siguiente nivel de carga, los factores de transporte resulta—
ron ser 0.46 y 0.58. En este caso se requirió efectuar un par de ciclos para --
concluir que el SUCO bajo asta carga aun es estable. (tabla XXIV) 

Cuando p 0.44,1os factores de transporte tienen un valor de 0.5 y -
0.66. Una serie de 9 iteraciones permitió asegurar que la estructura eh inesta-
ble. (tabla XXV) 

Para p . 0.50, con mayor razón se dedujo la inestabilidad del marco -
(tabla UVI). 
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TiBLÁ XXIV.- P/P, . 0.38 

/..1..'..44*  

»••••• ...z. 
Z:7,....•.». 
.1...r..1.- 

-10 
0 

-9.2 

-0.16 
-10 
-3.2 

0 

1.32 

26.4 

-0.16 
-10 
-3.2 
-9.2 

EBCDCBCB 
-0.16 -10 
-3.2 
-9.2 

1.32 

26.4 

-0.16 
-10 
-3.2 
-9.2 

-0.16 
-10 
-3.2 
-9.2 

1.32 

26.4 

AB 
-0.16 
-10 
-3.2 
-3.9 

-0.14 
-10 
-1.4 
-9.2 

--- 

1.14 

11.4 

S'à  N ...em.' 

11...0"" 4.....1 

70.0 
49.9 

P/P, • 0.42 n • - 1.02 o 2.28 factores de transporte: 
2.26 para los nudos superiores6-1.02 • 0.46 y para el reato: 2.28 

6-2.04 
• 0.58 

....:::m -10 -20 -20 -20 -10 
0 20 20 20 10 70 

*****.~.-11.6 0 -11.6 -11.6 -11.6 -11.6 -4.6 -11.6 
-• 0 11.6 23.2 16.2 11.6 

m...m.A. -6.2 0 -13.4 -9.4 -13.4 -5.3 -9.4 
:mi.... 0 13.4 15.6 18.7 9.4 57.1 

TABLA XXV.- 	P/P. a 0.44 n • - 1.17 o ■ 2.39 factores de transporte: 
2 .39 	 .  para los nudos superioress-r---e- * 0.50 y para el reato: 82439.39  • 0.66 o-1.11 

---.7 
.......i.-J. 
*--m''-13.2 
.1".1 

4***m 
dm. 

-10 
0 

-8.7 
0 

0 

0 

-20 
20 

13.2 

17.4 

-13.2 

-17.4 

-13.2 

- 8.7 

-20 
20 

26.4 

20.7 

-13.2 

-12.0 

-13.2 

-17.4 

-20 
20 

26.4 

24.0 

-5.0 

-6.6 

-13.2 

-12.0 

-10 
10 

13.2 

12.0 

70.0 

71.0 

74.1 
4.--,' -11.5 0 -13.7 -11.5 -15.8 -13.7 -6.0 -15.8 
M.O. 0 13.7 27.3 19.7 15.8 76.5 

4,....4p. -9.0 0 -18.0 - 9.0 -13.0 -18.0 -7.9 -13.0 
...1:.1 0 18.0 22.0 25.9 ' 13.0 78.9 
4."."'r -11.9 0 -14.5 -11.9 -17.1 -14.5 -6.5 -17.1 
41.0- O 14.5 29.0 21.0 17.1 81.6 
'-r -9.6 0 -19.2 - 9.6 -18.9 -19.2 -8.5 -13.9 
•h•+  0 19.2 23.5 27.7 13.9 84.3 
f*-fl'l -12.7 0 -15.5 -12.7 -18.3 -15.5 -7.0 -18.3 
..,.i O .5.5 31.0 22.5 18.3 87.3 
4....m.p -10.5 0  -20.5 -10.5 -14.8 -20.5 -9.1 -14.8 

TABLA XXVI.- 	P/i, ■ 0.50 n a - 1.69 o 2.79 factores de transporte: 
2.79 7 

para 106 nudos superiores: 	0.65 y para el resto: 623.38 
 - 1.06 

-20 
20 

0 	-21.2 

-20 
20 

-21.2 	-21.2 

-20 
20 

-21.2 	-6.5 

-10 
10 

-21.2 

-10 
•1 
	 o 

+.mo.• 	-21.2 
70.0 
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c).- Otra posibilidad para determinar la carga crítica ce marcos rigt-

dos aprovechando las funciones de estabilidad consiste en aplicar el método de -
la amplificación de momentos que H. L. SI desarrolló introduciendo dos conceptos 
adicionales al método de Cross. latos conceptos llamados, factor de circulación 
y factor de amplificación, son de hecho utilizados por Hoff en su método para • 
contrar la carga crítica de armaduras. Se entenderá por tanto, de acuerdo con -

el autor como: 

1.- Momento transferido, el momento de desequilibrio Mji en el nudo fi. 
jo j, inducido por un momento 11¥ aplicado al nudo i formado por los miembros ij, 
ik, ... etc. 

2.- Factor de transporte tia , al cociente tia e Mil/Mi , donde M1 y M; 

son los momentos definidos arriba. 

I 3.- Factor de circulación Qi , a lo siguiente: Ct = 	
M • • • 

en donde Mies el momento de desequilibrio inicialmente aplicado al nudo i, 
es el momento aplicado en i, después del primer ciclo de transferencia completo, 
MI. es el mismo momento después del segundo ciclo, etc. 

4.- Factor de amplificación GL, a la relación del valor final del mo-
mento de desequilibrio, al valor inicial del mismo. Para aclarar el método se -
ha analizado el caso de una viga continua, fig.125, aplicando únicamente en el -
nudo C, un momento de desequilibrio Mt ; de modo que: 

MI, e (twt„ + 	 - Qs Ms 	 (380) 

continuando entonces el procedimiento de tranaferencia,e1 momento final queda dg 
terminado por la expresión: 

f r 
M e X. (1 +Qc+Qcs + Q cs + 	 (381) 

esta serie es convergente cuando G/ < 1 y equivale a la siguiente expresión: 

1 	
= G M 
	

(382 ) 

donde G es el mencionado factor de amplificación. 

Puede obaervarse de la expresión anterior que cuando el valor de L1 ---
llega a ser M'O, el factor de amplificación tiende a infinito, lo cual corres-
ponde a la condición de inestabilidad de la estructura. La ec.(382) juntamente 
con la fórmula de interacción lineal (383), constituyen la base del método. 

+ 	. 1 	 (383) 
Pi 	Ma 

En esta ecuación, Ps y Ms son respectivamente, la carga axial permisi-
ble y el momento flexionante permisible de una pieza sujeta sólo a compresión o 
flexión exclusivamente. 

La aplicación de estas dos últimas ecuaciones se aprecie en los si----
guientes dos ejemplos. 

El primer ejemplo es el marco en portal de la fig.126, en este caso, - 
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para inducir una rotación unitaria en B, supuesto el nudo C empotrado, se ha aplj 
cado un momento igual a: s k, + 4 k, en el nudo B, el cual a au vez transfiere e 
A un momento igual a (- o k, ) y a C, otro igual a 2ks, de aquí que, si k, = ki, 
resulte: 

2 	 4 
t 	-577-7 ' 	Q *17715' ras'  (4 

4  
+ n) ' rM  5473

s (364) 

Por tanto, aplicando la ecuación (382) e igualando a 1, Q, esto es: 

Q 	
4 	

= 1 resultan pare n las ralees -2 y -6, de donde se en -- 
(4 4-  n)e  

cuentra para el primero de estos valores una carga crítica P ■ 0.531 Pa. 

haciendo entonces -M
a  
 = 0.20, resulta: P = 0.8 P 	0.8 x 0.531 Pa= 

0.425 P. carga para la que corresponde una a . 1.06, Q . 0.462 y G = 1.d6. 

El segundo ejemplo ea el cazo del marco de la fig.l21. Le tabla XXIII -
resume los valores de lea funciones de estabilidad correspondientes a una carga -
de 400 Kips, aplicados sobre cada uno de los nudos del marco. En la fig.127, me 
consignan los factores de distribución y de transporte para la intensidad de car-
ga mencionada. Dentro de los paréntesianse proporcionan los valores de las rela-
ciones entre los momentos de inercia. 

Considerando el nudo de menor rigidez, en este caso el nudo f,y substi-
tuyendo el valor correspondiente P/P, tomado de la tabla XXIII,en la ao.(363), se 
deduce M 

0.402 +--ü * 1 de donde: M . 0.598 N.  

Como el modulo de sección de la columna en cuestión se de 214 plga  y el 
esfuerzo de fluencia, de 35000 lbs/ple , el momento 1.14  resulta de: 
7470 z 104  lb-plg y la capacidad a la flexión: 4560 x j0 lb-plg. 

Por otra parte para esta misma intensidad de carga, los factores de cir 
culacidn y de amplificación para el mismo nudo P son respectivamente: 

Q 	0.4844.901+0.749x0.475(1+0.40:0.426(1+0.347:0.367))* 0.860 y G = 7.15 

De manera que, de acuerdo con este método.ei se supone una carga de ---
viento de 10 16/pies  actuando sobre 10' de ancho a todo lo alto del marco, puesto 
que el cortante al nivel NO resulta de 6.5 x 10 lbs, el momento correspondiente, 
igual a 780 x 10 lb-plg y el momento de entrepiso al nivel PQ, igual a: 
7.63 z 16.7 z 12 - 1566 z 104  lbs-plg, el momento flexionante en la viga Pul 
ta igual a: (1.566 + 780)(1115 x 7.15) = 18700 x lo a  lbs-plg, siendo 1.115 el faz 
tor de distribución, fig. 127. 

El momento calculado arriba es muy superior al correspondiente a la ca-
pacidad de la visa, (2020 a 10 a  lb-plg), la carga de viento máxima que puede BU--
portar el marco es de: (2020/18700/10) = 1.08 lb/pie'. 

Considerando como sistema perturbador a esta carga de viento, es fácil 
determinar la carga crítica del marco incrementando le carga vertical y efectuan-
do lea operaciones anteriores hasta que la carga de viento soicional e le verti—
cal que pueda soportar el marco,. sea cero. Así se obtuvo cuando 4 = 0.91 y ----- 
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El mismo autor considera un refinamiento adicional segUn el cual, la --
carga real ce pandeo puede calcularse aproximadamente si se supone queolstando le 
carga uniformemente distribuida,los momentos en loe extremos de las vigas resul—
tan de 604 x 103  lbs-plg, tal como se indica en la fig.128, pudiendo.. entonces -
calcular la carga P que provoca la aparición de una articulación plástica en el -
centro del claro, de la siguiente manera: 

wL 	2PL 	2P11011 12  
262C' de donde: P 	87.3 z 10*  - • 	8 	

8 	
lb. 

Este valor es una estimación aceptable de '1 carga de pandeo real de la 
estructura, puesto que, al formarse en todos los pisos las articulaciones plásti-
ca» centrales, la rigidez del marco se reduce notablemente asemejandose a la de -
dos voladizos verticales ruya rigidez es extremadamente reducida. 

(SS) 
d).- henebo ha propuesto dos métodos de convergencia para determinar la 

carga crítica. Ei primero de ellos esta basado en el principio de distribución -
de momentos del método de Morris y el otro, es una solución matricial de la dis—
tribución de momentos sucesiva. Los métodos se describen en seguida. 

El método dk Morris, consiste en suponer que inicialmente, loa nudos no 
giran y se le impone a la estructura un desplazamiento lateral calculando loe mo-
mentos en las columnas producidos por dicho deellazamiento y distribuyendolos, 



126 

permitiendo la rotación de todos loe nudos que se suponen fijos linealmente. rJo-
mo esta operación desequilibra loe momentos de entrepiso, se permiten nuevamente 
desplazamientos horizontales adicionales a loe anteriores que equilibren horizon-
talmente le estructura. El procedimiento ee repite así hasta satisfacer simultá-
neamente el equilibrio de los nudos y el horizontal. 

La modificación que le hace Hanabo a este método para tomar en cuenta -
el efecto de la carga axial, es en las expresiones que han de utilizarse para Ile 
var • cabo lea itereciovs. Estas expresiones se deducen a partir de las ecs.385 
obtenidas por Timoshenkoliara valuar las rotaciones extremas de una pieza sujeta 
a la acción simultanea de una carga axial P y dos momentos en sus extremos. 

. 
"° = 3E1 ( 	+ 6E1  'II 	( 	e 	)11- 	( 1) 	4,  ( 1 ) 3gi 	6E1  (385) 

En estas ecuaciones, cuando la carga P es de compresión: 

9  "
1. \ 3 	1 	1 	) 

' * -5-P 2 tt,  - tan 21. ' 

siendo k - 1 rvir 	 m. ma 
P (4.A 	 ''.1 	., 

' S ar....., 11' 

Fil. 11.1- 

Si se llama O , al desplazamiento lateral de una piso respecto al inme 
disto, 41 , a un desplazamiento lateral adicional que haga cero la diferencia R en 
tre el cortante real y el causado por la carga axial y loa momentos extremos des-
pude de une etapa dada de distribución, fig.129;subetituyendo en las ecs.(385)181, 
encuentran los momentos corregidos producidos por 1, esto es: 

- 	. 	$41( 51 _ 	( h.) . 	p (1 1 	Indli. 4> ( á.) L 	3E1 	'' 	6 El 	3E1 	' 	6 El 
de donde los momentos correctivos M:j  y >1), resultan: 

me_ 	m. 	6 EI-  2 
W(t) -4,(/) 

y por equilibrio de 	columna: R. L = - 	+ W ) - P o , 	 (389) 
Remplazando en esta ecuación los momentos ni  y ?Vi, por sus valores da- 

dos en (388), se encuentra: e'= (Zf - 1) H. L/P 	 (390) 
donde: Z f  . tan ¿*/ k (391) si la pieza este. empotrada en el extremo opuesto. 

4+1' R. 

F¡ 	I So •- 

(386) 

(387)  

(388)  

1 

AS .1 
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Cuando la columna esté articulada, las ece.(387),(389) y (390) se trena 
forman en las siguientes: 

-1: 	5111 
L 	

(r) (392), R. L - M. - P 	(393), :1 (Z.- 1) R.L/P 	(394) 

siendo: Z. - tan 24./2k 	 (395) 

En las ecuaciones anteriores interviene el parámetro R n  el cual, es una 
incógnita adicional; sin embargo,2 R., en cada piso, puede determinarse de la ec. 

R 	;R.. y + 	+ MI. ) /L, + 1nPn  11/L 	 (396) 

Combinando entonces las ece.(368) a (390), se puede escribir: 

Mi, - 	- 	.41  /2 	(para las columnas empotradas) ' 	
(397-a) 

- Zn.  b. Ln  i< 	(para columnas articuladas) 	 (397 -b) 

obtenida de las ecs.(390) a (393). 

Substituyendo k: por su valor, ecs.(390) Y (394), las ecs.(397) adoptan 
la siguiente forma: 

M'y 	1111- R, L n  (397-c), M1,1  . 	141)" R. L. 
2 2, b., 	 Zhb,, 

	 (397-d) 

siendo bn. P. /L,, (Z.- 1), a.: R. /l., 

Como ejemplo de aplicación del método, Bansbo considera el marco de la 
fig.131. Este marco fuá analizado previamente mediante un método analítico, re—
sultando una carga crítica igual a: P.,. 1.57 ton; de modo que para evitar varios 
tanteos se supuso una carga P 1.55 ton. y se construyó la siguiente tabla: 

TABLA XXVII.- 
Rigidez C Factor 

Miembro 	2t angular de trena. Z 	a. P, /L, b 	2La 	Z b -ZbL/2 

AC 
BD 
CD 
Al 

2.15 
2.15 
0 
0 

3.34 
3.34 
2.00 
4.00 

0.625 
0.625 
0.500 
0.500 

1.72 
1.72 

0.517 
0.517 

0.718 
0.718 

1.034 1.436 
- 1.85 
- 1.85 

Aprovechando la simetría del marco, se aplicaron a la vez momentos vir-
tuales en C y D, ambos en el mismo sentido, para efectuar así únicamente las ite-
raciones correspondientes a la mitad del marco. La distribución de momentos se -
resume en las tablas XXVIII y XXIX en las cuales; d, representan los factores de -
distribución, M ¿ , los momentos distribuidos por efecto de los giros, en la etapa 
i y Ok, al momento correctivo 	producido por el desplazamiento lateral del met 
co después do efectuar la etapa i. 

En la tabla XXIX, se observa que el desplazamiento D necesario para co 
rregir el cortante que aparece en las columnas por efecto de los giros en los nu-
dos, va convirgiendo de ciclo en ciclo. tito indica que la carga F . 1.55 ton es 
menor que la crítica. 
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TABLA 	XXVIII.- 

d L (factor de dist.) 
c 	C 	d 

M I 

M n  
0.455 
0.406 

- 4.08 

0.545 
0.273 

11  01 da% 
Ibilihrles. I 

14. 
0.625 
0.297 
+6.25 
-6.25 

Mas 
0.375 
0.188 
+3.75 
-3.75 
-1.88 

)1•1 
""""*"4.4" 
%1Z.C.1^.  
+ 10 

- 4.08 - 4.08 -1.88 - 	1.88 
+ 3.50 +3.50 
- 0.58 - 0.58 +3.50 -1.88 + 	1.62 

M 2 + 0.26 + 0.32 -1.01 -0.61 
- 0.66 + 0.16 +0.17 -0.30 
- 0.98 + 0.48 - 0.50 +2.66 -2.79 - 	0.13 

M2 + 1.08 +1.08 
+ 0.10 0.48 + 0.58 +3.74 -2.79 + 	0.95 

M 3 0.26 - 0.32 -0.59 -0.36 
0.39 - 0.16 -0.17 -0.18 
0.55 0.55 +2.96 -3.33 - 	0.35 

M 3 + 1.21 +1.21 
+ 0.66 + 0.66 +4.19 -3.33 + 	1.86 

M 4 0.30 - 0.36 -0.54 -0.32 
0.35 - 0.18 -0.20 -0.16 

+ 0.01 - 0.54 0.54 +3.45 -3.81 0.36 
M4 + 1.20 +1.20 

+ 1.21 - 0.54 + 0.67 +4.65 -3.81 	. + 	0.84 
M 5 0.31 - 0.36 -0.52 -0.32 

0.34 - 0.18 -0.20 -0.16 
+ 01:11  1.08 - 0.52 -4.29 - 	0.36 

5 
- :31:9139  

+ 1.75 - 1.08 + 0.67 +5.12 -4.29 + 	0.83 
M 6 0.31 - 0.36 -0.52 -0.31 

0.34 - 0.18 -0.20 -0.16 
+ 1.10 - 1.62 - 0.52 +4.40 -4.76 - 	0.36 

TABLA XXIX.- 

columna 	M/Y+ Z(Mij  + Mit )n/L. 
P1 - 2.72 0 - 1.89 + 3.50 
P 2 + 1.12 - 1.89 - 0.59 + 1.08 
Ñ 3 
P 4 CD 

+ 1.62 
.+ 2.30 

- 2.48 
- 3.13 

- 0.65.  
- 0.65 

+ 1.21 
4/ 1.20 

Pf 5 + 2.99 - 3.78 - 0.64 + 1.19 
6 + 3.67 - 4.42 - 0.63 

Se supuso un nuevo valor de la carga, P m 1.60 ton. y se repitieron los 
cálculos en forma similar y por interpolación me dedujo el valor de la carga crí-
tica del 1114=0 P - 1.57 ton. 

Método aatricial.- Con referencia a la fig.132, si se *supone el marco 
restringido lateralmente y me aplica en i un momento de desequilibrio M i  - 1, se 
inducen en todas las pienas loe momentos que se indican en la fig.132, en donde, 
"d"son loe factor', de distribución y 	C d. Siendo C, el factor de transporte. 
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Loe momentos que se requieren entonces pare lograr el equilibrio hor 

zontal son, para cada piso de la estructura iguales respectivamente a: 

c ki) 
	

Y 	R.L. 	- (d,j + 

Si en seguida se permite el desplazamiento lateral y se restringe le - 
rotacAn de los nudos, aparecen los momentos que se indican en la fig.133. 

el. 5 +-..
a  
. 

.t-.17  
tit ir, • II...! 

F15. Ist.- 

Eatoe momentos se calculan e partir de las ees.(397), de acesenio con - 
las cuales: 

Zeub. b, 

	

, 	By. 	Zvl 
, 	 R. L. 

2 21.be, 	 1 	21E.b. 

Por efecto de este desplazamiento aparece un nuevo 

	

librio en el nudo i : R.,e k't, 	k 

Una iteracién mis ocasiona em i otro momento II., = 
modo que procediendo en forma a:biloca hasta lograr 
el momento total distribuido en i: 

1 
M - 

Si en luaar de hacer unitario el momento R., , me le di algún valor; 

)1 .. 
	 (400) 

u, 

mente, de 
se deduce 

momento de deeequi- 

(398) 

kt y así sucesiva-
el equilibrio de 

( >99) 

Pi 

La distribución de momento« en i, induoe en el resto de los 
mentos de desequilibrio; por ejemplo, en el nudo j: 

l-  J, 	 k' e 	k, 	rr.  y en el y: 	R 4, • 	 r,, 

Equilibrando luego el nudo j en la misma forma,se obtiene: 

nudos co-- 

M., 
Mi, = 	q 111 , 

J 	 1  
m.i  , 	 M.,j 

Y una ves efectuadas las distribuciones de todos 108 nudos, los nuevos 
momentos de desequilibrio, provocados por el transporte, es resumen metricialleep 
te de le siguiente manera: 



- •,„•-,ST/ 
• . Sis 
..71 

O 45g 

	

4.,, 41X 	sez 

	

z 	t.tht 

Fil. 	- F9  les - 

(a) 

JOS ase ..G4 

s- 

Sal 	o 

4as 	+al 

4,1,* 

A  ir IfFer. a 

saz 

5E1 

tal 

21,..cto 

• 

O r, r, 
O 	r„ 

rs, 	r.. 	O 	... 

El procedimiento repetido iterativamente n veces permite expresar los 
momentos distribuidos por medio de la serie: 

M b  = q (M. + r /IE.+ r a  M. + 	+ r" M.) = q a (r) M. 	 (401) 

donde: 

De manera que la rotación del nudo i este'dada por la expresión: 

M„ /2 E 	 (402) 

donde: :E Kg , es la suma de las rigideces angulares de todas las barras que con 
curren a i. 

Como la inestabilidad del marco se presenta cuando la carga alcanza un 
valor que hace tender a infinito la rotación 9 , el momento Mb dado por la ec. 
(401), tiende igualmente a infinito; de manera que despejando de la ec.(401), M., 
esto es: M. = (I - r) q-' 	(403), se concluye que M b  tiende a infinito cuando: 
II - r 1 	0,10 cual ocurre sólo en el caso de que el valor característico X 
de la matriz r, obtenido de IX I - rl . 0, tienda a 1. 

Otra posibilidad para determinar el valor característico, consiste en 
aplicar el teorema de Sylverster, segón el cual, la relación (E./E,) entre loe 
elemento, correspondientes a las matrices r" y r u'-' , tienden al eigen-valor bus- 
cado a medida que n se incrementa, es decir, (E./E...,)-'› 	 (404) 

Los marcos de las figuras (135 y 136) han sido resueltos aplicando es-
te procedimiento. 
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En el primer ejemplo, se trata el ceso de un marco en portal empotrado 
en un extremo y articulado en el otro. Conocida la solución correspondiente al 
mismo marco empotrado y articulado en ambos extremos, se supuso un valor interme 
dio entra los dos, igual a 211... 2.10 y se construyó la tabla XXX. 

TABLA 	XXI.- 
rigidez 

Miembro 2,1 angular C Z b Z b -Zb/1.6 
AC 2.10 3.38 0.643 1.660 0.01047 0.00666 - 2.60 
BD 2.10 1.98 0 - 0.84 - 0.00381 - 0.465 
CD 0 4.00 0.50 
Unidades 1 1 El/m' EI/ma  1 

Loe elementos de la matriz se deducen de 
De la fig.135-c: r.. . 0.079/(1 - 0.978) = 3.60 

y de la fig.135-d: rt, = 0.095/(1 - 0.154) - 0.112 

de donde: 	r [ 0 	3.601 
0.112 0 I cuyo valor característico ea: 

1 = 	3.60 x 0.112 = 	0.64 .eete valor ea inferior al correspondiente a la -- 
carga de inestabilidad (1), por tanto, se supuso una carga tal que 2 4'  . 2.11 --
comcluyendoee que la carga crítica del marco se encuentra comprendida entre loe 
dos valores anteriores. (240... 2.10) 

Para el marco de tres niveles, fig. 136, el procedimiento se ha apliqg 
do en forma similar,es decir, si se calculan loe valores de la tabla XXXI y loe 
de las fig.136 la matriz r queda: 

TABLA XXII.- 

Miembro 	 2 k. 	1 ( rigidez)
grangular 

12,56 
	

1.44 
	

1.24 
23,67 
	

2.40 
	

0.63 
34,78 
	

1.92 
	

0.87 

la fig.135 como sigue: 

C 1 - Zb/2 	b 

0.558 1.22 - 0.305 
0.705 2.14 - 0.535 
0.614 1.49 - 0.373 
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1 2 3 4 5 6 7 8 
1 r 0 - .069 0 0 .009 .347 0 0 
2 -.103 0 .095 0 .300 .392 .413 0 
3 0 .078 0 -.007 0 .338 .430 .389 
4 O O -.007 0 0 0 .376 .017 
5 .009 .347 0 0 0 -.069 0 O 
6 .300 .392 .413 0 -.103 0 .095 0 
7 O .338 .430 .389 0 .078 0 -.007 
e 0 0 .376 .017 0 0 -.007 0 

Si loe momento' virtual., as aplican por paree, ea decir, si 14,.. me, 
Me . N. , etc. la matriz anterior se reduce a le siguiente: 

r' X. ., 	.009 	.278 	0 	00 

  	1., I  

	

.197 	.392 	.508 
O .416 	.430 	.382 	11... 
O 0 .369 .017 M.e  

Para obtener el oigan-valor se calcularon las siguientes dos matrices: 

. 0.96 1.00 

r'e  . 	.019 	.092 	.117 	.046 	r'~• 	.016 	.077 	.097 	.038 

	

.066 .322 .408 .162 	.054 .267 .339 .135 

	

.068 .335 .425 .169 	.057 .278 .353 .140 

	

.026 .129 .163 .065 	.022 .107 .136 .054 

de donde se obtuvo: 
ie  (Un elemento cualquiera de r'" (V 	 )  v   

E' ▪  (1 mismo elemento de r' e  ) 
por tanto, se concluye que P • 0.23 E2 se la carga crítica del marco. 

( a) 
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41e.- El factor de la carga de pandeo de marcos rigidos puede estimarse 

en forma aproximada, pero bastante mía rápida, utilizando el siguiente método de 

Rosenbluethr 

El método presupone que las rigideces de entrepiso al corte, son inde-

pendientes de la distribución de fuerzas cortantes a lo largo del marco y consi-

dera que dichas rigideces, están dadas por la expresión K * V/41., , en donde, V, 

representa la fuerza cortante y 4. , la deflexión relativa entre el nivel infe— 

rior y el superior del entrepiso en cuestión. Llamando entonces 	£p. , al in 

cremento de le °anexión ocasionado por las cargas verticales y 4 a la suma 
Ap , el momento de entrepiso queda definido por la expresión: 

M =V h + Pa 	 (405) 

en donde h, es la altura del entrepiso y P, la suma de las cargas verticales del 

de el nivel superior nasta el entrepiso en cuestión, como se indica en la fig. -

137. 

Suponiendo luego que los diagramas de momentos en las columnas que ni 

giman las cargas verticales, son proporcionales a los que provocan las cargas -

laterales, lo cual equivale a suponer que las columnas se deforman como lineas -

rectas, y no pegón el eje deformado de la pieza, es decir, como si las viola NI 
ran muy flexibles, el momento de entrepiso puede igualarse a: Vh = K h (406) 
y despojarse 4 , esto es: 	

V 
(407) 

•K 7  171  

remplazando este valor en la ec.(405) queda: M = Vh (1 + K  P%h  ) 	(408) 

en conde, el segundo sumando del paréntesis representa el efecto de esbeltez. 

En el caso opuesto, o sea cuando se consioeran las vigas infinitamente 

rigidas, las flechas de las columnas cuando se sujetan a la acción de V, están -

definida!, por:, 

a  *5" 	) FlOklEI 
(410) 

ecuación que se transforma remplazando K por 12 7.K1/ha  en la siguiente: 

V 	

1.h h  

P 2 

	

,A0.= 	- + °r )  	 (411) 

V  
despejando de aqui cr  reeulta: 	 1.2 p/t. 	 (412) 

substituyendo este valor en 1405), se obtiene: M 
V 
 n (1 
	

P/n 

K - 1.2 P/h) 	
(413) 

	

Para el 	ni que la carga axial de lee columnas se aproxime a le -- 
carga crítica (P., 	•.'.-1/h*), la elástica de la columna aciol,ta la forma de una 
ser 	independientemente de la magnitud ae V, de modo que el factor 1.2 de las 

24 E
r (3h*  - 4 rZ ) 	 (409) 

en esta ecuación, ,5 y X1/4  están referidas como se ve en le fig.137, al sistema -
de ejes que pasa por el punto de inflexión, de modo que, al aplicar una carga P 

pequeña, e; momento flexionante se incrementa en P 	y el desplazamiento relati 

vo entre los extremos, también aumenta en una cantidad igual a: P h`15/10 EI, de 

aucida de la fig. 138 aplicando el segundo teorema de Mohr. 

Por tanto,el desplazamiento total del entrepiso es: 
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ecuaciones anteriores, se convierte en (12/n') = 1.22. Es decir, las ecuaciones 

(412) y  (413)  pueden escribirse de la siguiente manera: 

V 
	

(414) 

o también, si se hace: c = Vp 
e„ 	 á., 	a,, 

1 -a7MT 7:7 	1-7777, (415) 

y 	M = V h (1 4-1121-7--) 	(416), o bien: E . V h (1 + W /c) 	 (417) 
K - °IP b 

El valor de ot que aparece en estad: ecuaciones, se encuentra comprendí 
do entre 1.20 y 1.22, recomendando.* como criterio práctico un valor de d = l.1 
o bien, di = 1.2 - 0.2 P/WI , donde W ea la menor de las rotaciones de los cutre 
aos superior • inferior para el entrepiso que se considera. 

La condición crítica de estabilidad se deduce de la ecuación (414) i- 
gualando a cero el denoainador, así se obtiene : P., = K h/cX 
y el factor de carga crítica: 

a= K 
e( P

(419) 

Rosenblusth propone un segundo método más refinado que el anterior; es 
una extensión del método de Holzer para calcular vibraciones de marcos planos en 
estado estacionario; está basado en la suposición de que todos los giros de loe 
nudos de un mismo piso, son iguales entre ni y considera sólo deformaciones pro-
vocadas por flexión. 

El método consiste en la aplicación sucesiva de las ecs.(420) y (421) 
obtenidas a partir de las ecuaciones de pendiente-deformación. 

(1+34) 1  k 	„_,= [12 ik'n1  +(1-34,) 21c1: + 	(4d„-210,:„A.,- >. P,,,,W.„,h.../2 (420) 

6 	( 4„+4..,) 
14111 

 

(421) 
12 2 k':- d,P, h„ 

en donde: A = 	
P,  

. 

	

	 (422) 
12 2110,r - cd.P„ h, 

n 	es el indice que se refiere al enésiao piso. 
2.1V.:: es la suma de rigideces de todas las columnas del enésimo entrepiso. 
1110:: es la suma de rigideces de todas las vigas del enésimo piso. 

: es la rotación de los nudos del enésimo piso. 

Se supone entonces un valor inicial del factor de carga >,,,y de las ro 
tacionesdh, del nivel superior; con estos valores, aplicando las ecs.(420)y(421j 
sucesivamente, se determinan los valores de 41 y Wi para todos los entrepisos has-
ta llegar al inferior en donde deberá satisfacerse la condición de frontera, ya 
sea <h. 0, si se trata de un apoyo empotrado, o bien, que el momento en el apoyo 
sea cero, si este es articulado. Cuando la condición de frontera correspondien-
te, no se satisface, el procedimiento se repite con un nuevo valor tentativo del 
factor de carga A . 

Un tercer método consiste en convinar el anterior con el procedimiento 
iterativo de Stodola-Vienello-Nermark; en este caso, se utilizan las ecuaciones: 

ot,,M, 	4. + 
D-rozr 	(423), N, A P, 43,h, 	 (424) 
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Las ecuaciones que anteceden se aplican de la siguiente tunera: 

1).- Se elige un conjunto arbitrario de desplazamientoe relativos de en 
trepleo y se calculan loe correspondientes momentos de entrepiso aplicando la ec. 

l424), estos momentos estad expresados en función del factor de carga crítico X. 
aún desconocido. 

2).- Se divide en dos partes cada momento de entrepiso M., una de ellas 
representa la suma de los momentos del extremo superior de las columnas --

del entrepiso en cuestión y la otra M"., la de los del extremo inferior. Se re- 
comienda suponer que M,„, = 	* 

3).- Se calculan las rotaciones de nudo utilizando la expresión: 

12 "ICk'.' 
	

(425) 

4).- Se aplica le ec.(423) para obtener nuevos valores de VI a loa que -

se les designa 1.13' loe cuales, también resultan expresados en función de X . 

5).- Se despeja 1 a partir de la igualdad que se establezca entreWe  y 
ky„ y si resulta el mismo para todos los entrepisos, las iteraciones habrán termi-
nado,pero si difieren entre si, el proceso habrá de repetirse utilizando los valo 
rea mejorados 4),. 

6).- Se despeja ép,,de la ecuación: 

-11k1c0,„+(12:E4+:Ek.: +111c':4, ) 	2102.,4=f,' (In  ; 	 (426) 

y se alternan ciclos mediante esta ecuación, para afinar los valores de las rota-
ciones de nudo, con ciclos que comprendan los 5 pasos anteriores. 

S O W) 

Z OCA 4111/r0 
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Rste ditimo procedimiento se aplicó al marco de la lig.139 suponiendo 
para empezar, el siguiente conjunto de valores W : 

tp,.. 1.72, 	4..1.86, 	lb= 1.20 
y después de 7 iteraciones se encontraron los valores: 

= 1.00, 	4.. 4.14, 	41,= 7.00, 	y,. 4.04 
resultando loe siguientes momentos de entrepiso: 

M 4  . 1.4400Á 	M 5 = 159400) t-m, M 	422~0X t-m, 

M, = 394000 X t-m. 

Suponiendo luego los puntos de inflexión localizados el centro de las 
columnas en los tres pisos superiores y a 2/3 de la altura, a partir de la plan 
te baja, en el primer entrepiso, se dedujeron los momentos que se indican en la 
fig.140. 

Sao- 
	 En seguida, con estos momentos, se cal- 

cularon las rotaciones en los nudos, resultando - 
ser: a 4,4  = 472 X , 

a 4,n  =3750 	, 
a'4.= 9470a 
e 	= 9935 X 

So oro 	 y los desplazamientos relativos se obtuvieron a 
partir de la ec.(423): 

al E 4J.1 //), 

a e I 3 790 

-11arror 

-itere. 

_,44 lira 
Para finalizar, igualando los desplaza- 

&lentos supuestos y los calculados se obtuvieron 
los factores de carga : 

+4 = 4. 	: 	>, = 3.61 
A, 	 9s . 4A 	= 3.60 

F9,140- 	 W. 
: 	: 	.53 .66 

Es decir, 3.b0= X <- 3.66 Un ciclo adicional condujo a un valor de 
X = 3.63, resultado que concmroa con el obtenido aplicando el método de Mer-- 
chant. 

5).- Pandeo elástico de marcos en el espacio. 

Resulta de interés pré1ctleo el 
por un sistema de contraventeo apoyado a 
cortante c marcos contraventeauos en su 

caso de marcos planos interconectados 
su vez en sus extremos, sobre muros de 
plano. 

Este problema ha Bid% resuelto 
tura mostrada en la fig.141. 5  

por Goldberg refiroendose a la estruc- 

- yero 

- Se Iro 

- 74 reo 

3C7 loor 

a E 1411's /X 

a E y' /X 

a E 	= 

1.1  x 14400  
24 

1.1 x 159400  
36 

1.1 x 422000 
48 

1.1 x 394000  
72 

+ 2111 = 2771 

+ 6610 = 11490 

+ 9645 = 19335 

+ 4967 = 10967 
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La lógico esperar que en este caso, la carga de pandeo de un marco,sea 

superior a la del mismo marco si estuviese aislado; de modo eue,cuando se ha exce 
dido la carga de pandeo del marco j aislado por ejemplo, el sistema de contrayen- 
te° queda sujeto a una fuerza 	si dicho marco experimenta un desplazamiento yj 
en el cabezal del mismo. Conviniendo en llamar H a esta fuerza, cuando el despla 
semiento del marco ee unitario, se tiene que: 10.i = Hlyl, introduciendo entonces 
coeficientes de influencia &u que definen el desplazamiento en i provocado por 
Una carga unitaria en j, y; se puede expresar por la suma: 

yi 	Fj  a ij  (i = 1,2,...r) 	 (427) 
J1L,  

o sea: 	Y. - 7./ 	i• Hj Yj 	 (428) 
jzt 

y 	además se supone que,ii es el factor por el que ha de multiplicarse la rigd--
dev del sistema de contraventeo para evitar el pandeo, la ec.(427) se eoavierte - 
en: 	, a  

H, Y•J  = 

Lr a.1 	1 . H. y. 	. 	yi 	 X4.50) 

dO modo que, en el caso particular de que todos los marcos interiores 1~ igua— 
les y están igualmente cargados, de la expresión anterior se deduce: 

2 a• y )1 Y. 

Estas dos áltimee ecs.(430 y 431), constituyen la base del procedimien- 
to

l 

  . —  

de Goldberg que se aplica como sigue: 

1.- Se supone un sistema de valores normalizado y: y se substituyen en 
las ece.(430 y 431). Las y¡ así obtenidas, son valores mejorados que habrán de -
utilizarse en un nuevo ciclo, hasta que converjan. 

2.- Una vez lograda la converjencia, se calcula el factor j.. de la rela 
MI 

Yi 
Y:" 	 (432) 6 	 (33) H 	y: 

en estas expresiones: y," ; representan loe valores substituidos a la izquierda 
de la igualdad (430). 
es el valor que resulta a la derecha. 

Entonces para determinar la carga crítica de un sistema de marcos idén-
ticos sujetos a igual carga, se supone un valor de in . 1 y de la ec.(433) se in 
vestiga si: 

Y H e 	l 	 (434) 

El valor de A es el que Goldberg sugiere adoptar como criterio de este 
bilidad, esto es, para )1 e 1, la estructura resulta estable y para ea > 1, ines-
table.  

Un sistema de cuatro marcos con las caracteristices del de la fig.b5, -
sin arriostramiento en su plano y unidos por el sistema de contraventeo ilustrado 
en la fig.142, se ha analizado aplicando este procedimiento. 

Los valores correspondientes a los coeficientes de influencia aij  se -- 
consignan en la tabla 	(estos coeficientes se obtienen aplicando una carga - 

je 
[len, en: 

ción: 

n•I 
Y, 
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horizontal unitaria en cada uno de loe marcos fig.142). 

TABLA XXXII.- Coeficientes de influencia a.,)  . (unidades: 10 416 por plg.) 

Posición de la - 
defienda 	i 

Posición de la carga unitaria, j 

Maree ' 1 2 3 4 

1 127.266 98.200 67.279 46.180 
2 98.200 194.440 135.584 67.279 

3 67.279 135.584 197.415 117.885 

4 46.180 67.279 117.885 127.885 

Batos valores substituidos en la ec.(431) condujeron al siguiente siete 

ma: 
127.266 y, 98.200 y, + 	67.279 y, + 	46.180 y4  . 104  Al y, /H 

98.200 y, + 194.440 y, + 135.584 y, + 	67.279 Y, = 104  y, /H 

67.279 y, + 135.584 ya  + 197.415 y. + 117.885 y, = 10' yi/H 

46.180 y, + 	67.279 y, + 117.885 y, + 127.885 y, . 10' XL 4/H 

Resolviendo iterativamente este sistema se obtuvieron loa siguientes re 
multados: 

Valores normalizados 

4éciclo 

Ytnhcao 

y, 

0.602 
0.602 

445.3 

5éciclo 0.662 

Y, 
0.954 
0.954 

445.2 

ya 

1.000 
1.000 

445.2 

ya 

0.662 

445.5 

Aplicando entono.* la •e.(434), se obtuvo: 10 48 = 1/445.3, de donde: 
H . 2246 lbs. 

La carga de pandeo es aquella que aplicada sobre cada una de las colum-
na* del sistema de marcos produce una fuerza horizontal H = 2246 lbs. Esta fuer-
za se puede determinar aplicando el método de Goldberg descrito en este capítulo. 

La carga de pandeo reauitó ser P . 2.2 Pa  . 2.2 (125,303) = 275,667 lbs 
en lugar de P * 0.83 Pa  = 104,000 lbs. valor de la carga de pandeo que se obtuvo 
para un marco idéntico pero sin contraventeo en su plano ni en el cabezal. 

Goldberg también sugiere un procedimiento para encontrar la carga de --
pandeo de estruct,,res tridimensionales constituidas por losas y muros de cortante 
que funcionan, como diafragmas deformables1441En estos caeos, donde han de tomarse 
en cuenta las deformaciones por cortante, las ecuaciones de pendiente-deformación 
adoptan la siguiente forma: 

. 2 ti [(2 - r) e, + (1 - ;) si  - (3 - 2 k) ÌI  7,4" 	(435) 

donde: 	; (436) 
2 + La/6  El 

aquf, al representa el desplazamiento transversal relativo de la losa provocado -
por una fuerza cortante unitaria y su valor puede estimarse suponiendo la distri-
bución parabólica de esfuerzos cortantes djrivada de la resistencia de materiales 
por medio de la expresión: 
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A a  E1.2 
t   
L 	

4, (437), deducida de: 	 (24 t d X 	(436) 
• b  

donde: 	: ea el módulo cortante del material 
: el ancho total 

t : el espesor 
V : la fuerza cortante 
L 	la uistancia entre marcos 

)43 

btsri 

...___ 1 

., 44 	1411' 	<,,e1 ,..... 

do• 

.,...",  

1 

Y 

i 

11 1 , 141 - 	411an.. d oarrs4-..... whwrIme . 

En principio, el procedimiento parte también de considerar que cuando 
se alcanza la carga crítica, la matriz de rigideces se anula. Por tanto, plan--
teando un sistema de ecuaciones deducido del equilibrio de las intersecciones en 
tre las lomea y los marcos o entre las losas y loa muros de cortante, como se --
muestra en le 14/.143. Para este (atino caso se deducen, despreciando los momen 
tos torsionantes, las siguientes ecuaciones: 

1. l+1 	 , 	1 
M 	+ Mi 	= 0 (439), M, + 	= 0 (440), 	- V, + 	Hl  . 0(441) 

1 

en las cuales, el primer indice superior indica el nivel o extremo de un piso da 
do y el siguiente, el otro extremo del mismo piso, mientras que, el indice infe-
rior representa el marco de que se trata. Una interpretación similar tienen los 
momentos que actúan en el plano de la losa. 

Los cortantes V que aparecen en la ec.(441), producidos por desplaza—
mientos de los muros de cortarte respectivos, están dados por una expresión and- 

O 
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loga a la siguiente: Vi."  a 1 
	 .% + t 	

(442) 

Cuando la intersección es entre marco y losa, el equilibrio horizontal 
se establece considerando que el cortante en le columna n del piso i del marco j 
esta'dado por: 

(Y., )8
ht 
	 + 	- 	( 	- 	

-1 
 ).1 

	

1 
	

(443) 

de modo que en dicha intersección, el equilibrio de cada piso puede expresarse - 
como sigue: 	

11 
etr,,14' - 	H 	- 	= o 	 (444) 

Algo simi-ar se hace en la intersección muro-losa. 

£1 sistema de ecuaciones consiste entonces de tres ecuaciones semejan-
tes a las soe.(439).(440) y (441) por cada intersección muro-losa y como las sea 
(440) y (444) por cada intersección marco-losa y además, por tantas ecuaciones - 
deoquilibrio, como nudos tenga el marco. 

Todas estas ecuaciones agrupadas matricialmente, se escriben de acuer-
do con el autor, de la siguiente manera: 

A' X14' 	 0' X -̀' . 0 
	

(445) 

donde: A', B` y C', representan matrices de rigidez modificadas y 1'+", X'y 
son matrices columnas que representan los desplazamientos de los niveles indica-
dos. 

Aplicando entonces la ec.(445), a cada piso del mareo, a partir del ni 
vel superior y expresando los desplazamientos de cada nivel, en función de los -
del inmediato inferior, se reduce el sistema de ecuaciones matriciales a la ecua 
ción correspondiente al primer nivel encontrandose finalmente, como criterio de 
estabilidad para el caso de columnas empotradas en su base, la siguiente condi—
ción: B'' X' = O y por tanto, el determinante de los coeficientes de la matriz 
de rigideces 	que resulta, debe ser cero. 1 	= 0 	 (446) 

Cuando la base consiste de apoyos elásticos, la matriz de rigideces se 
modifica reduciendo en este caso el sistema de ecuaciones matriciales, a la emir 
ciod correspondiente al piso superior t, de modo que: IB"). O 	 (447T 
define el criterio de estabilidad. 

El procedimiento es iterativo, se supone una carga y se determine el -
valor del determinante B.' 6 13" y si la condición de equilibrio (446) 6 (447) 
se satisface, se procede a determinar la configuración deformada de la estructu-
ra, calculando las matrices X y si no se satisface, se supone un nuevo valor de 
la carga y se procede a efectuar los mismos cálculos. 

El autor reconoce lo laborioso de su procedimiento, el cual sólo resul 
ta aplicable, si se cuenta con la ayuda de una computadora electrónica. 

b).- Herrejón% estudiado la inestabilidad elástica de la estructura 
mostrada en la fig. 144. Dicha estructure se supone simétrica en geometria y --
cargas respecto a los planos XOZ y Y0Z y contraventeada en el plano de las vigas, 
considerando despreciables las restricciones al giro de los nudos. Como se indi 
ca en la fig. 145, la estructura tiene tres grados de libertad, dos de transla—
ción y otro de rotación alrededor del eje Z y a cada uno de ellos corresponde un 
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moi ,  de pandeo; es obvio que estos modos de pandeo correeponden a le vez a las -
cargas críticas ~OMS. 

1,9  '44 
	 144444444,41. *1~0 ab  I...".  

Las cargas crítica* que provocan los modos de pandeo de translación --
son iguales entre sí, debido a la simetría supuesta y pueden determinarse utili—
zando la fig. 87, o cualquiera de los métodos descritos anteriormente. aplican-
do las ece.(275) y (283-a) que Merchant dedujo para estos casos, se llegó a la -
siguiente condición de equilibrio crítico: 

S. 	n 	
(448) 

Para analizar el caso de torsión se despreció la rigidez torsional de 
las barras,ya que representa un porcentaje muy reducido de la rigidez angular a 
la flexión (1 % en el caso de vigas I y 6 % aproximadamente en secciones en ca--
jén con características similares • las de la fig. 146) y por consiguiente, el -
error que ae comete al aceptar esta simplificación en el calculo de la carga de 
pandeo,es muy pequelo. 

Para llevar a cabo el análisis se adoptó la siguiente notación, referi 
da a la fig. 147 ; 

K. e a,k, rigidez angular • la flexión de las columnas alrededor de ejes 
ralelos al X o I (s está dada por la ec.(15)). 
	 Pa- 

Esa. 4 ka  = rigidez angular a la flexión de las trabes. 

Es,. 4 kv» 	" 

Xt  = (G 	. " 

ta• ( G 	" 
	

W 
	

trabes. 

siendo : G módulo de rigidez torsional. 

A.. momento de inercia modificado. 
	

Saa0 I. • - 3 

te L = longitud de la barra. 

8, . giro de loa nudos alrededor de ejes paralelos al X o,/, 

ba  . giro de los nudos alrededor de ejes paralelos al Z. 
A . desplazamiento perpendicular a las diagonales 1-' y 2-4. 

Q 	cargas perturbadoras. 

De acuerdo entonces con la fig. 147, las traces se deforman con giros 

alrededor de Z. 

" torsión de las columnas. 
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por flexión iguales en ambos extremos y giros por torsión iguales pero de sentí 
do contrario. Por tanto; por equilibrio de momentos alrededor de ejes parale-
los al X o Y en cualquiera de loe nudos teniendo en cuenta que no existe nin-
gún momento exterior aplicado a ellos, se tiene: 

ev  (K a.  + K 15+ 2 Kts) - o (l+c) k, 	- 0 	 (449) 

Por otra parte, del equilibrio de momentos alrededor de ejes parale - - 
10s al 1, se obtiene: 

A L 
ea  (3 Les + K ti  ) - 2 x 2 x 7,  • K 	O 2L as  
Por dltimo, analizando el equilibrio del conjunto de las trabes en el 

plano de las cargas 4, se obtiene que: 

Por torsión, cada columna contribuye con un momento igual a - O. K., 

Por fuerza cortante, debido a los giros 6., cada columna contribuye 
con una fuerza en dirección del eje X y otra en la del Y, igual a : 

e x. (i+c) 	0
h 

 

y debido al desplazamiento, despejando V de las sca.(26 y 28): 

2 k e (l+c)  4 	2 k e (14-c) 	á 
V 

L 	 mLa 	nr.  

Tomando entonces momentos respecto al eje Z, se deduce la siguiente 
ecuación de equilibrio: 

e(l+c) 	2 s(l+c) k, 2 (¿ le- 4 6. Kt + 4 	h 	k,8, 	 — jiriL O 

teta ecuación junto con las ece.(449 y 450) constituyen un sistema de 
ecuaciones lineales homogéneas cuyo determinante igualado a cero conduce a la -
condición de equilibrio critico buscada, esto es; 

1

i
(l +c)  K., +; K at + 2 K t5 	o 	----2 

K 

o 	 (3  X" * kki) - 6 Kay/ ,,i7L 

‘'+c) 
	 8 L Km,(1+c)  4 L hi----5.-- 	4 K t. 	- 

NIT m-h% 

O 	(452) 

 

(450)  

(451)  
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Haciendo: N . 3 	T 	$ 1C,.+ 2 k t, , W - 12 	 para de- 

sarrollar el deterainante,seelootiene: 

- 2 ilaoli e  (l+c)a  N m + 4 La  X., (1+0)(X a, + T) X + M s ba  (XL* T) ' 0 	(453) 

y suponiendo: Y a  = I ts  . O ; 	. 3 1 0, T 	 y la ec.(453) se convierte en la 

siguiente: 
4 K„,. L a  (1+e) X (C eb e? - 	1,4 (1+c m) = 

como: 	K a,0 O, L i 0, 	3 1,11  4. O 

3 
se concluye que: II,. + 2  .1  - e&  (1+c) ■ = o 

in14c) 	 m(l+c ) 	6 k, 
o sea; K ah,r 	2 
	11 

3 
= 	K.s , de donde: 	 1 	= k,  = - n ec. 33 

o sea, se obtiene el memo resultado que el correspondiente al caso de tranala--
ci6n ec.(44b). 

Como este resultado significa que la carga critica fundamental para --
cualquiera de loe tres grados de libertad de esta estructure en particular, es -
le misma si se desprecia le rigidez torsional de las l'arrea, es posible que en - 
CaltiOt3 de estructuras de edificios con cubos de elevadores que constituyen nu----
cleus suaamente rugidos, se restrinja el pandeo por tranalacidn y la carga crfu.  
ca menor corresponde al pandeo por torsión. En estos casos se requiere entonces 
un análisis tridimensional. 

Herrejón presenta otro prosodia/sato para analizar la estabilidad elás 
tia' de estructuras eapacia.es. En dicho procedimiento intervienen tres matri—
ces de rigideces angulares, una por cada uno de los tres ejes rectangulares de -
un sistema cartesiano. Estas matrices son del siguiente tipo: 

1: 11'  ::: 14 
	

(454) 

M. M,,, .•• Ir 

siendo K.; los momentos que hay que aplicar en los n nudos para producir un giro 
unitario en el nudo r. 

Áderláll, se recurre a une matriz: 

   

Y 	f q  1 
f. f,,, ... fe, 
I . fin' 

f., f,., ... f,,„, 

(455) 

   

donde las vectores: f, .1f,, , f,,, 	 tienen por elementos lee fuerzas 
que aplicadas en los M grados de libertad de la estructura originan un desplaza-
miento unitario del grado r. 

m 
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Yo:-  tanto, si d, es el vector de lot, desplazamientos en todos loe gra 
dos, el vector de las fuerzas aplicadas en loe grados que lo originan, es: 

F,.= a, f„ 

Las matrices 	y [f,,) son cuadradas y de orden n x n y • (456) 1 
respectivamente y por el teorema de Maiwell-betti, simétricas, ee decir: 

1,1  = M,, Y 	110 

El método se ha aplicado a un marco semejante al de la fig. 144, sólo 
que en este caso, se ha modificado le rigidez de una de las columnas, fig.1411,de 
manera que siendo le estructura simojtrica respecto a un plano a 454, loe grados 
de libertad se han considerado en la forma que se Indice en lasfalliffikEly se ha -
formado la matriz siguiente: 

I . [f 11  , j . 	o 	f., 	fa. 
I 

f„ 	o 	o 

o fu 	f.,j  

de donde, igualando a cero el determinante: 

F 	r„ (faa 	— f,. f.. ) 
o sea: 	f, . 0 (458) ea decir, el grado I ea un modo de pandeo. 

fa, tes - restes 
	

(459) 

Designando entonces por 6 al vector cuyos elementos son los giros to—
tales en los nudos y premultiplicandolo por la matriz de rigideces M, se obtiene 
el vector m cuyos elementos son los momentos totales en los nudos, esto ea: 

M P = m 
	

(460) 

de donas, pos-multiplicando por M 	(matriz de flexibilidades): 

C = M m 	 (461) 

De acuerdo con la ecuación que antecede, se requiere determinar lea ma 
trices de flexibilidades M -1  y el vector a correspondiente e los ejes coordena--
dos X y Y, esto se hizo invirtiendo las matrices M. y My  lea cuales se han forma 
do despreciando las rigideces torsionales Kt, At, 	de todas las barras. No 
se requirió obtener M",¿ , ya que no existen momentos exteriores alrededor de ---
ejes paralelos al Z aplicados en los nudos, ni momentos de desequilibrio debidos 
al desplazamiento relativo de las trabes o a la acción torsional de las columnas 
sobre las trabes, puesto que existe contraventeo y se desprecian rigideces tor--
sionales. 

Las matrices M., Mi;  My  y 11;' son las siguientes: 

ABOCO., •1 	 C - B C -B C + B 	o 	o 
C 	o 	o en. . 	 -b C + b 	C 	o 	o ms  .1 ! 	M 

o 0 	0 B O. . 1 	' * IM.I 	O 	O 	AC - B C -ÁBC+B 
O O 

C 	e*:  * 1(462) 	0 	0 -ABC + B AC -b C 

siendo: A . Ku  Eue  , B 	, C 	+ 	(04.11 )(AC - o") 	(40) 

Ke• s k • rigidez angular a la flexión de las columnas 22', 33', 44' res 
pesto a ejes paralelos al X o Y. 

(457) 
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e son las indicadas en la fig.154. 

4,e 
y 211ea. (e.y411.1) 

114.1.1.t. 

r".)4s

,4•)k 1-  11 

Fie.isa- 

, 4 evy+isy 
11( ,+•,..11( 

rey. III.- 

fi" 
f, 

4. 5 (14-c) k 	- 

049 Ifi 04.,b 
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K... a, 	rigidez angular a la flexión de la columna 11' respecto a - 

ejea paralelos al X o Y. 

6.na giro del nudo n alrededor de ejes paralelos al X. 

M 	. 

z 	O 	0 	B 
0 	C 	B 	0 1 
CBCO 

	

O 	O 	C 

e, 

1 

es. . 
6,.. 

= 1 

1 	
e, 

1
(464) 

Ca- B3C 

0 

o 
-B 0*-1 B3  

0 

A Ce- 

B C 

O 

/9. 

9,51 /14. 

810 

+ B 2  

t'ye' 	eh. 
99., 	el.' 
el 	ezs, 
63:: 	el.. 

0 

-A B 	+ /11  

A C`- B`C 

'he. 
el.. 

su. 
-B 04+ 

O 

A C."- A 

Bs 

 (465)  

(466)   

Para determinar los elementos del vector m y  se considera un desplaza—
miento unitario del conjunto de las trabes como cuerpo rigido en la dirección --
del eje X, o sea, del grado I de la fig. 145. En esta forma, de acuerdo con las 
scs.(25 y 28), aparecen los momentos y lea tuerzas de desequilibrio indicadas en 

la fig.152 y por consiguiente el vector mi  resulta ser: 

▪ (l+c ) k 	/ti, 

▪ (l+c) k Ck /h 

▪ (i+c) k o /b. 

e (l+c) k 4 /11 

Pre-multiplicando luego la matriz 14 y' por my, se obtienen loa giros en 
loe nudos: 

	

-e,. 	14 .4 el. 	/11€111. + 	 14,81,4 
M 	+ m„e„.,+ m„ e„,.+ Ney.. 	

(468) 

	

e, 	
9,,, + My eyst+ M y  gyss+ M yeys, 

	

e, 	M ,y  814, + M y6.4.+ M y  6,.,+ M y6„.. 

Para equilibrar el efecto de estos giros se requieren las fuerzas que 
se indican en la fig.153. así es que las fuerzas que deben aplicarse para prockl 
cir un desplazamiento unitario del marco de las trabes en la dirección del eje X 

m 

1 
	

(467) 

My 
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Si en lugar de los grados de libertad indicados en la fig.14S, se seise 

cionan los de lasfigsw0151,1as fuerzas que deben aílicarse para producir desplaza-

mientos unitarios en las direcciones respectivas de los grados de libertad, son -
lee que se indican en las figuras 155, 156 y 157. 

I • 4 

g.- g 	
F. • 

`• 

F.- 

z Ji 

I. +1 N41%. F,m 

Al
---  

	

`7 	a a ri 

	

1 	11 
KML-10 pir 

% + / 
il 	1.7:1  I4 	--11 

	

Fís.155 - 	n't 
os  

Por tanto, la matriz Y (455) queda: 

1 F, + F. 	
O 	U 

2 

Y . 	O F. 	F, 

O  Y. 

De manera que, de la ec.(45d): 

F,9  157 

(473) 

- 0 	 (474) 
F, +F. 

2 

Designando luego por s a la matriz vector cuyos elementos son los des- 

plazamientos totales en los grados de libertad, se obtiene pre-multiplicando 
por F, el vector f cuyos elementos son las fuerzas totales en los grados, esto es: 

F d 	f 	 (475) 

de donde, pre-multiplicando por F 1  : 	m F-'  f 	 (476) 

Efectuando el producto indicado en la ec.(475), se obtiene el sistema -

de ecuaciones lineales homugeoeas siguiente: 

F +F. 
—y-- A, 

F. A. =0 	 (477)  

F,41. - F, 	=(i 

De modo ase de la ec.(474) y de las ecuaciones que antecedeme deduce:  

lo siguiente: 

0 	11, = O 	á, = 	(478), (4  ; 	) aa (51 	) as= 0 

de donde: I.= hg = O 
	

(415o) 

De la ec.(4b0) se tiene: - Fa  F, 	ri 	es decir: F, 	O, o sea: 

F, 	O o bien, F. = 0 	 (481) 

En caso que: F, = 0, resulta: 12 	. O y 
puesto que:Ft  o O ; 	4, = O 	

2 
F.( h.+ ha) = 0, esto es, 

(482) 

En caso que: Fi  = 0, siendo 1", 11,0 resulta: 	41,.. O 	"...415 	(483) 

Los modos de pandeo son entonces de acuerdo con las ecs.(478, 480, 482 
y 483) Loa que en planta se indican en la fig.158. 
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De las ecs.(476 y 481), ee concluye que le carga crítica de la estruc-
tura se presenta cuando le rigidez de alguno de los dos tipoe de marcos existen-
tes o el promedio de estas, correspondiente a un marco virtual, se anulan; de ma 
nera que para analizar le estabilidad elástica de la estructura es suficiente de 
terminar la carga crítica por translación de loe dos tipa de marcos siendo la -
menor de elle la carga crítica fundamental de la estructura. 

Analizando entonces el marco simétrico de la fig.159, se tiene, de ---
acuerdo con la fig.154, para la condición crítica: 

+ 
F .0=e (l+c) k l

a
- 

e. 	Ni 
h.  (464) 

"la 
• La 

6, ea 
AL  ths 

de las •c.(466 y 466) : 

4119.  - e1s . 4(1+0)1 (A C a  - B'C - A B C + B') 
(C -̀ «**. a".)(A c -  

N k 
s (l+c) E 	c 

1 1 	 (485) 

valores que substituidos en (484), conducen a la ecuación siguiente: 

4 	 ( k 	1  
e (1.1c) k kíri - 2 s (l+c) 	 ) ° 	(486) (C + B *i3/21K 

de donde se deduce la siguiente solución: 

4 	 ( 
k1 3 	

1 	 k 	n 
ia 

	

- 2 s (1+e) - 	 . O de donde: 	
, 

 11  
.5  K1,4- K,, 

expresión idéntica a - 

la (448). 
Procediendo en forma similar ee llegó a la misma ecuación en el caso -

del marco de la fig.160 por lo que se concluye que para analizar una estructura 
como la de la fig.14e, basta analizar el marco simétrico, fig.159. 

e. a 

-.mor 

Fig. i97 - 
F.43 160.- 
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La aplicación del procedimiento anterior a estructuras de varios 

picos y vanas crujías es muy laborioso y por consiguiente, conviene recurrir h 

un método más práctico aunque conduzca a resultados allsoximados. Un método de 
este tipo e b el primero de los métodos de Rosenblusth Zescritos anteriormente.-
El método se generaliza definiendo la rigidez de entrepiso al cortante del mar- 
co en la dirección X como sigue: K,L  • 	 (487) 

y en la dirección Y : K y  = Z Kv, 	 (488) 

la rigidez toreional de entrepiso como: K‘, 	 + Z K v  X< 	(489) 

donde: Xik  y Yl son las distancias del centro de gravedad (1 al k-ésimo marco pa-
ralelo al pleno YZ y al i-ésiso marco paralelo al XZ respectivamente. 

Ademó., de acuerdo con el método, se establecen las siguientes ecua—
ojones: 

14„ 	+ P 

M y  • Vyh + P y 

T = T,,+ e j P/h 

siendo: 	j P = Z P„,(1°  Vt ) 	2. P • 'e+ 	PCX'  * 
en estas ezpreeionea: x y y, representan los desplasaaientoe relativos del pun-
to O, del piso superior, respecto al inferior del entrepiso considerado, X y Y, 
las coordenadas del centro de torsión o punto de intersección de las lineas de 
acción de 	y E, , M„y My, los momentos con respecto • los ejes x y Y respes, 
tivamente, T, el momento torsionante respecto a O, V„, V, y T., las fuerzas la- 
terales, 0, la rotación del piso superior respecto al inferior, fig.161 y 	P,,, 
la carga total que obra sobre las columnas del marco en cuestión. 

Introduciendo entonces loe factores : 	ca. y 1:111( análogas al fec 
tor oi que aparece en la ec.(414),/ se deduce el siguiente sistema de ecuaciones: 

u-, l(„/ 	- P. )x 	 - (hY/ cis ) e. o 
(h 	- 	)), 	- (h x / cx, ) b . o 

(h K Y /j C1,)1 	- (n E X/j c*t)y 
	

(11 K /j 	- 	) e= 0  

Igualando a cero el determinante de los coeficientes de este sistema, 
se determina la carga crítica. Esto debe hacerse en cada uno de los entrepisos 
y deben compararse los correspondientes factores de carga críticos a y si di—
chos factores difieren entre sí, debe repetirse nuevamente el procedimiento. 

ya 
x 

›, 

,C 

F9 - 
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040 
d).- Renton ha desarrollado un procedimiento para determinar analíticamente 

la carga de pandeo elástica de estructuras espialee; se basa esencialmente en 

el mismo criterio que loa anteriores, es decir,consiste en formar a partir de le 

condición de equilibrio que debe satisfacerse en cada uno de los nudos, un siete 

Mi de ecuaciones simultaneas cuyo determinante igualado a cero, corresponde a la 
condición crítica de estabilidad. 

El procedimiento difiere de los anteriores en que consideran la posibi 

ligad de que se tengan elementos rigidizantea en los extremos de los miembros ee 

tructurales, los cuales a su vez, pueden ser de cualquier tipo de sección trans-

versal ya que, la elástica de cada miembro, se define a partir de las siguientes 

ecuaciones generales bulerianas: 

El y  >Ir * p 	+ y. 6") = O 

El. "tre" *F (l4"+ x.9") = O 	 (490) 

GJ 	- E K.9"" - P (y. jy - x. mr: 4 A: e") •= 

En estas ecuaciones: 	y 14 , representan los desplazamientos de -- 
las secciones del centro de cortante en la dirección de los ejes principales x y 

b, es la rotación angular alrededor del eje Z, GJ, la rigidez toraional pura, 

EK,, la rigidez de alabeo, a. y y. , las coordenadas del centro de cortantes --

respecto al centroide de la sección, r., es el radio de giro polar respecto al - 

centro de cortante y P, la carga axial de compresión. 

A partir de las ecs.(490), se determinan los elementos mecánicos en --

los miembros respectivos, excepto la fuerza normal, la cual se define de la ley 

de Hooke. Expresando estos elementos mecánicos en función de las deformaciones 

y giros respectivos en forma matricial, mediante una translación de ejes, cuando 

se trata de miembros con elementos rigidizantes,se deducen las ecuaciones matri-

cialea definitivas. 

El problema se resuelve iterativamente, suponiendo primero un paráme--

tro de carga A , el cual se va incrementando y para cada increr,nto, se va cal-

culando la matriz de rigideces Kii , hasta lograr que se satisfaga la ec.(491). 

K ii  45i  . Pi 	(i = 1, 2,..., n; 

donde: Kg , representa la matriz de rigideces, al , el vector columna de de:1) - 

plaza:siento» en el nudo j y P¿, el vector columna de las cargas exteriores en el 

nudo de un marco de n nudos. 

Los nuevos parámetros de carga ), se estiman de la relación: 

r 11.1 	+ e 1Kij 1 	+ t 

donde, los coeficientes r, e y t, se determinan de tres ciclos consecutivos de- 

cálculo de manera que una vez conocidos estos coeficientes y supuesto un nuevo - 

parámetro de carga, se determina IK(J I y de (492), la nueva 	, la cual, vuel- 

ve a utilizarse en el cálculo de IK,il hasta que la diferencia de esta A en --

dos ciclos consecutivos, reaulte menor que un cierto porcentaje dado. 

El procedim,snto se aplicó • la estructura cuyas caracterleticas se --

describen en la página 194 aprovechando para esto un programa Liveeley. Los re-

sultados, se consignan en le tabla 
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CAPITULO Y.- 

Inestabilidad lateral de marcos rigidos parcialmente plastificados. 

1).- Generalidades.- El fenómeno de la inestabilidad lateral de mar—

cos parcialmente plastificados, es todavía más complejo que el del pandeo de mar 

coa en el rango elástico. 

Ee un hecho que en la gran mayoría do los marcos que se presentan en -

la practica, la carga de pandeo elástico lateral, calculada por cualquiera de --

los mátodos descritos en el capítulo anterior, resulta varias veces superior a -

la carga que ocasiona la primera articulación plástica, ya que en realidad, lee 

cargas que obran sobre una estructura dada, no se aplican precisamente en los nu 

dos de la misma como por simplicidad se supone, mino más bien, dichas cargas ---

obran sobre las trabes ocasionando desplazamientos laterales que inducen a la --

vez momentos en toda la estructura y consecuentemente posibles articulaciones --

plásticas, las cuales disminuyen notablemente la rigidez de la estructure. Esto 

se verifica con mayor razón en marcos sujetos a cargas laterales. 

Generalmente, antes de que se llegue a formar el ndmero de articulacio 

nes plásticas necesario para que un marco dado se convierta en un mecanismo, el 
marco falla por inestabilidad lateral; así es que, para determinar con exactitud 

la carga de pandeo real del marco, se requiere seguir paso a paso la historia --

completa de su deformación y la secuencia de aparición de las articulaciones ---

plásticas que se van presentando a medida que se incrementa progresivamente la -

carga. Esto resulta sumamente laborioso y es la razón principal que ha limitado 

la aplicación del análisis plástico a marcos de no mía de tres pisos. 

En este capítulo se resumen los resultados de algunas investigaciones 

referentes al pandeo inelástico de marcos y se presentan algunos mátodos y sim—

plificaciones que se han propuesto para estimar la carga de pandeo de dichos ma/ 

cos, además, se incluye una breve descripción del efecto del endurecimiento por 

deformación en la inestabilidad de marcos. 

2).- Ojalvo y Lu han investigado el comportamiento inelástico de mar—

cos en portal sujetos e le acción de un sistema de cargas como el mostrado en la 

fig.162. De acuerdo con el método que utilizan, se toma en cuenta la influencia 

reloc ,cin 4a abl.s14-at cá• las c_.1..4.11.4 sin. 

F,9  IGZ - 
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de una distribución de esfuerzos reaiduales como la mostrada en la fig.28-h, se 

considera el efecto de la carga axial en las columnas y en la viga, este efecto 

se desprecia. Se considera además que las deformaciones de lee piezas son debite  

das sólo a flexión y que el efecto de la fluencia debido a la fuerza cortante -
que se presente en cualquier sección del marco es despreciable. Finalmente, se 

supone que no hay deformaciones reversibles del material esforzado más allá de 
su limite elástico y que las piezas que forman la estructura son prismáticas. 

Las soluciones obtenidas las presentan en forma de curvas que ilustran 
la relación entre la altura h de las columnas y le carga de pandeo de la estruc-
tura, como se puede ver en la fig. 162. Para construir estas curvas, se ha con-

side"rado un clero constante L 80 r, y la altura de las columnas se ha supuesto 

variable. 

La linea (e) de la misma fig.162, representa la capacidad de marcos de 

cualquier altura según la teoría plástica simple, la cual supone una falla sime'-
trica por flexión e ignora cualquier reducción de la capacidad del marco por ---

efecto de inestaoilidad. 

La curva (b), corresponde al pandeo elástico de marcos libres de des-

plazarse lateralmente. 

La curva (c), define le carga de inestabilidad inelktica de marcos --
adecuadamente contraventeados. Los puntos de esta curva se obtienen tomando en 

cuenta la reducción del momento plástico debida a la carga axial. 

Por Intimo, la curva (d), proporciona la carga de pandeo inelástico de 

marcos no contraventeadoa. 

La curva de pandeo de marcos en portal no contraventeados consiste en-

tonces esencialmente de dos tramos; El tramo AB que define el rango elástico y 

el EID que corresponde al inelástico. El punto ti señala la transición entre el -

pandeo elástico y el inelástico y representa la altura de las columnas a la cual 
la fluencia de la sección máa esforzada y el pandeo del marco ocurren aimultanea 
mente. La altura de columnas que corresponde al punto 0, es la altura máxima --
del merco cuya capacidad no se ve afectada por inestabilidad lateral. 

Para definir un punto de le curva DG, el procedimiento que se sigue --
consiste en graficar la relación momento-rotación de uno de los nudos C o D de -

la estructura, para poder deducir de ella la carga de falla, la cual corresponde 
al momento máximo que puede transmitir el nudo, o sea, al punto más alto de la - 
curva M-8. 	Para obtener un punto de esta curva, se supone un valor de la carga 
y se determina la intersección de las curvas momento-rotación de la viga y de la 
columna aprovechando para construirlas el método de integración ndmerica de la -

Universidad de Lehigh que se describe adelante.14°)  

El método se basa en las siguientes hipótesis fundamentales: 

1.- La barra falla por exceso de flexión en el plano de lob momentos, 
el cual ea el plano del alma de sus secciones transversales. 

2.- El pandeo lateral por flexión y torsión está impedido. 

3.- El material es acero estructural dulce, tal como el A7 o el A36, -

se supone que posee el diagrama esfuerzo-deformación idealizado, fig.2b-c y ade-
más se considera una distribución de esfuerzos residuales 
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4.- las barras son originalmente rectas y de sección transversal cons-
tante en toda su longitud. 

5.- Lea secciones transversales planas antes de la flexión permanecen 
planee después de ésta. 

6.- El comportamiento de las columnas que forman parte de una estructu 
re es el mismo que el de las barras aisladas, sometidas a la acción de una fuer-
za axial y ae momentos aplicados en sus extremos. 

Los pasos que hay que dar para determinar cada una de las curvas de In 
teraccidn son los siguientes: 

1.- Supóngase un momento extremo M. mayor que el que, en combinación -
con la carga axial existente, ocasiona la iniciación del flujo plástico. 

2.- Supóngase una posible configuración de le elástica (una buena aupo 
alción es la elástica correspondiente a la viga con los momentos extremos y sin 
carga axial pero cualquier curva razonable es aceptable). 

3.- Calcúlense los valores de loe momentos en varias secciones trans—
versales de la barra (8 por ejemplo), iguales a loe debidos a M. eón loe debidos 
sPa y obténganse las deflexiones correspondientes por integración numérica --
utilizando las curvas de le fig. 28-11. 

4.- Corrijanee las deflaciones supuestas, basándose en los resultados 
de la integración numérica y repitane el paso 3. 

5.- Repítase el paso 4 hasta que se conozca la elástica con la preci—
sión deseada (en dos pasos sucesivos, loe valores de las • deben resultar igua 
les, dentro del grado de exactitud buscado). 

6.- Determínese la rotación en el extremo de la columna pare loe valo-
res finales de las deflexiones. Suponiendo que la elástica de la barra puede re 
presentarse con una parábola, en sus tres segmentos extremos, la pendiente busca 
da vale: 

7.- Supónganse valores mayores del momento extremo M. y repítase el — 
mismo procediaiento (si se supone un M. mayor o igual que 	el proceso de in 
Legración numérica resulta divergente). 

8.- Trácese la curva M. - 	con los Valores obtenidos en el paso 7 y 
determinese el valor máximo de M., el cual 	4a un punto particular de una cur 
va de interacción, correspondiente al valor de I,/r, supuesto; la determinación -
de un amero suficiente de puntos peralte trazar la curva. 

En la tabla III111 se ilustra la aplicación de los pasos 1 e b a une -
viga 8dr3l, para un valor de le carga axial P 0.6 E, . 180.5 y un momento: 
M. e 0.4 M y  - 362 Kipe-in. y en la fig. 163 se muestra el resultado de este aná-
lisis para varios valores de L/r.. 

4 •a. - •A. 
= 

2 1 

siendo A, y A. las flechas en la primera y segunda secciones respectivamente, a 
partir del extremo en que está aplicado el momento y "K la separación, constante, 
entre las secciones. 
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El punto de intersección de las curvas momento-rotación de la viga y --
de la columna corresponde a una configuración de equilibrio dei marco; por tanto 

suponiendo varios valores de la carga, se puede determinar en igual forma un ad—

mero suficiente de puntos que unidos forman la curva M-411 del nudo. Ein la fig. --

164 se ilustra la aplicación del procedimiento al marco mostrado en la misma fig. 

Para la construcción de lea curvas se seleccionaron las siguientes cargas w .1.14 

1.19 y 2.28 Kipe/pie las cuales equivalen a los siguientes valores de P: 0.1?, --
0.20 y 0.24 Py. 

La carga de falla obtenida aplicando este mdtodo resultó ser r = 2.38 

Kips/pie, o sea, 9.8 % menor que la carga de colapso según la teoría platica sida 
pie (w p = 2.64 Kips/pie). En el marco de la fig.165 la diferencia en el valor de 

las cargas resultó aún mayor que en el caso anterior (va  = 4.11 Kips/pie contra 

v e = 4.96 kiwi/pie, o sea, 16.8 % menor). 	 - T/0Zeom 
•.te 

\ 	 ,---- 0.8.4 e 	 e 

Para determinar un punto de la curva CB de la fig.162, se sigue el pro-

cedimiento de Lu que se describe a continuación "1 

1.- Se efectúa el análisis slaato-plástico del marco de aoueruo con el 
»diodo anterior, es decir, se supone que no existe inestabilidad lateral y que el 

marco adopta una configuración perfectamente simétrica. 

Se selecciona un valor de la carga w, y se obtienen los momentos en 

loa nudos. 

3.— Se determina la rigidez K. de la viga, el factor de transporte C,de 
le misma y la rigidez de la columna K1, tomando en cuenta en los tres casos, el -

efecto de la fluencia parcial en la forma que se indice en seguida. 

Para obtener Kv: con los valores de los momentos en loe extremos deduci 

dos del paso 2, se construye el diagrama de momentos flexionentes de la viga fig. 

166 y aprovechando eu relact6n momento-curvatura fig.167, se determina la rigidez 

flexional efectiva (EI.),4  de secciones en las cuales se he iniciado la plastifica 
ci6n. 

Con ayuda de la gráfica de la fig,. 166 donde se muestra la variación de 
la rigidez flexional con respecto al momento flexionante en una sección dada, se 
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determina la variación de la rigidez flexional e lo largo de la viga, fig.169, -
de manera que dando al nudo C una rotecidn unitaria y aplicando el método de la 
columna análoga (fig.170), se obtiene el momento flexionante en C o sea, la riel.  

dei K, de la viga: 	
1 	1 (L/2) (L/2)  

K 	a. w. 

donde A es el área de la columna análoga y I.•  el momento de inercia alrededor -

del eje GG (fig.170). 

El factor de transporte se obtiene simplemente dividiendo el momento - 
en 1:1,(s,. ((1/A) - 1.(L/2)(L/2)/ 	entre mt. 

Para determinar K1, se utilizan curvas momento-rotación como la moetra 
da en la fig.171. Estas curvas se construyen para varios valores de la carga --
axial y diferente, relaciones de esbeltez. 

11 
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4.- Se le da'a la estructura un desplazamiento lateral induciendo as/ Ro--
mentos en las columnas proporcionales a sus rigideces. Estos momentos se dietri 
buyen tomando en cuenta las rigideces calculadas en el paso anterior. 

5.- De loe momentos resultantes de la distribución, se determina si se re-
quiere un trabajo positivo para deformar el mar«) asimliricsmente, e. decir, se 
determina si la suma de las fuerzas cortantes en las columnas es positiva, nega-
tiva o cero, lo que equivale respectivamente a que la carga w supuesta, sea me—
nor, mayor o igual a la carga de pandeo. 

6.- Se repiten los pasos 2 a 5 suponiendo varios valores de la carga w y - 
graficando los valores del cortante total en las columnas IV contra las cargas 
v, como se muestre en la fig.172, se determina la carga de pandeo w del marco en 
la intersección de la curva con el eje de las cargas w. u 

deamions• 

o 
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Para determinar las rigideces de loe miembros se aceptaron las alguien 
tes hipótesis adicionales referentee a la descarga de las zonas plastificadas: 

1.- No me supuso que se presentara deformaciones reversibles en las zas 
nas plásticas de la viga en el instante del pandeo. 

2.- tIn loe cazos en que se forma le primera articulación plástica al -
centro de la vise, no se conaider6 ninguna descarga en las columnas como usual--
mente ocurre en marcos altos o en marcos con columnas esbeltas. 

3.- Cuando no se forma en la viga ninguna articulación plástica, se --
consideré en la columna descargada el valor K1 correspondiente al rango elástico 
coso se indica en la fig.171. 

Basándose en estas hipótesia.se aplicó el procedimiento descrito arri-
ba al marco de la fig.162, cuyos miembros tienen las eibientes propiedades: 

• 	. 38.26 plg,, 	r. . radio de giro respecto al eje fuerte . 13.76 plg., 
♦ 

1. . 6,699 	L 80 r. 88.2 pies., 	= 30 x 101  Kips/plg., 

• = 33 Kips/plg., PI  = 1.263 Kips., M y  = 1.113 Kips-pie, Mp=1.282 Kips-pie, 

y siguiendo los pasos del método: 

1.- gn la fig.165 se resume el análisis olí:Jato-plástico del marco. 

2 y 3.- Se seleccionó un valor h = 60 r, y suponiendo una carga r, . 2.20 
Kips/pie, o sea una carga P = (3/2)(2.20)(86.2) . 291 Lipa, se determinó el ao__ 
mento en el nudo C, M. = 0.83 Mi  como se indica en la fig.164. Con el valor del 
cociente P/P, = 291/1263 = 0.230 y el de la relación de esbeltez h/r. = 60, en—
trando a las grificas de la fig.173, se dedujeron las siguientes rigideces de -- 
las columnas: 	24.0 M ,(columna cargada), K'. ,-- 48.9 M ,(coluana descargada) 
y se determinaron los valores de K, y C v  coso se explicó anteriormente; estos va 
lores resultaron ser: K v  . 46.6 M,, C. = 0.7125. 

Demostrando luego por estática que para la carga supuesta, no se forma 
articulación plástica al centro, se consideró que en la columna izquierda hay --

descarga si el marco se desplaza hacia la derecha, de acuerdo cc. la hipótesis 3 

4.- Se le dió entonces al marco un desplazamiento hacia la derecha de 
manera de inducir en la columna izquierda un momento de t 100 Kips-pie y por con 
siguiente un momento: As  = 	24.0 MI1(100)/(K'.. 48.9 M.7)) = 49.0 Kipo-pie 
en la columna derecha. tatos momentos se distribuyeron en la forma que se indi-
ca en la lig.174. 

5.- Utilizando para determinar la fuerza cortante en las columnas, las 
expresiones derivadas por Winter, se dedujo para la columna izquierda,la alguien 
te fuerza cortante: 

291  Y¡  . 	---T(Ke ) 6] = 	1_53.10 (46.9)(1113) (loo)(6t.2)] 	ILL 

y  para la columna derecha: 

291 
N1 V(49)(66.2 	

7o9? 
- 1 	 ) 8] 1  143.25 - 
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o sea, 2V25.62 > 0 
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6.- Suponiendo un nuevo valor de la carga (y,. 2.28 Kips/pie), se ob-
tuvo .Y . 0.61/h y graficando estos resultados, fig. 172, se encontró la carga 
de pandeo en la intersección con el eje de las cargosa (s m 2.283 Kips/pie, o sea 
P = 302 Kips, de donde P/P, . 0.865). Esta carga corresponde al punto fig.162 

El punto H de la misma figura correspondiente al caso en que h . 80 
se obtuvo en forma similar, encontrando** como carga de pandeo r • 2.05 Kips/pie 
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El procedimiento se aplicó a tres marcos que se probaron para verifi 
car experimentalmente los resultados teóricos. La discrepancia media entre las 
respectivas cargas de pandeo fue de 3p %; esto significa que existe una correla-
ción satisfactoria entre los resultados y por consiguiente, se puede afirmar que 
el método de Lu permite predecir la carga de pandeo inelástics de marcos con bes 
tante exactitud. 

3).- Es evidente que el méíodo de Lu no es adecuado para fines prácti-
cos, por esta razón, las especificaciones A1SC limitan la relación de esbeltez y 
la intensidad de la carga axial en las columnas e valores que garanticen la esta 
bilidad lateral de le estructura, o sea, a valores tales que la reducción de su 
capacidad de carlm por efecto del pandeo lateral sean tan pequeñas que puedan --
despreciarse!" 

La limitación consiste en diseñar las columnas de manera de satisfacer 
la siguiente relación: 	

2 
Py 	70 r, 

donde: P es la carga axial sobre la columna cuando el marco soporta su carga má-
xima, }, es el producto del esfuerzo de fluencia VIS por el área de la columna y 
h/r,, es la relación de esbeltez de la columna. 

Esta fórmula es aplicable a columnas cuyo desplazamiento lateral no ea 
ta impedido por: 

= 1 . 0 	 (493) 
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1.- Diagonales de contraventeo. 

2.- Sujeción del marco a une estructura adyacente que posea e81.81111,1hd 

adecuada. 

3.- Por losas de piso o techo aseguradas horizontalmente por muros o --

sistemas de contraventeo paralelos al plano del marco. 

El método de Lu se aplicó a dos grupos de marcos para verificar le valí 

dez de la fórmula empírica (493). En cada marco se supuso la 'libada sección en le 

viga y las columnas, suponiendo en los marcos del primer grupo L = 7C pies y una 

altura de columnas variable desde 0.2L hasta 1.21.. 

Los perfiles considerados para el análisis fueron los consignados en la 

fig. 175 (33 M'130, 27 #J02, 21 M,73 y 161 54.7) la línea llena representa la --

fórmula del A1SC. 

En los marcos del segundo grupo, se supuso L 90' y las secciones ----

transversales que se indican en la fig.175. El parámetro de carga N (fig.162), -

se supuso en todos los casos igual a 2, para representar así la condición de car-

ga de la columna inferior de un marco de tres pisos. 

En la fig. 176 se muestra la comparación entre los resultados expertas 

tales y le fórmula (493). En las dos figuras (175 y 176), las cargas de pandeo -

se han expresado en por ciento de ls carga dltima L. de cada marco, ea iecir, en 

por ciento de la carga de pandeo del mismo marco restringido lateralmente. 

La fórmula del AISC representa entonces el límite al cual la carga de -

pandeo lateral es igual al cien por ciento de la carga dltima 

Puede deducirse de las fig.1175 y 17b), que la fórmula (493) resulta en 

general conservadora para el rango de TYP, y h/r, considerado, ya que la carga -

de pandeo en ciertos casos, es mayor del 95 % de la carga dltima derivada de la -
fórmula. Esto quiere decir que se requiere una modificación a tal limitación. 

Se han probado diferentes modelos de marcos para obtener relaciones que 

se puedan utilizar en disehos prácticos como la propuesta por Lu cuya comparación 

con loe resultados consignados en le fig.175 se muestra en la fig.171. En esta -

dltima figura:444  
(15.,),,es la carga de pandeo elástico 

(f....); es la carga de pandeo inelástico 

15 ,„ es la carga de pandeo ineléstico del marco restringido late 

relmente (o sea, ea la carga que se obtiene aplicando el método de Calvo, y es -

menor que la carga de colapso derivada de la teoría práctica simple). 

Con referencia entonces a le fig.177 se observa la siguiente: 

1.- Para marcos en los que (15., i/P.,.)40.4, la carga Y,,,, puede suponer- 

me igual • P y por consiguiente, no se requiere considerar pandeo lateral en el 

diseno de tales marcos. 

2.- Para marcos con (F.,/1. ) f 0.8, p..... P. y de aquí que el dise 

So de estos marcos deba estar basado en la teoría de esfuerzos permisibles. 

5.- Para los marcos comprendidos entre los dos límites anteriores, se--

gón se ve en la fig.177, la carga r.., ve -puede deducir de la ecuación de le recta 
que une loe puntos C, 4.4, 1.0) y C. (1.0, 0.8), esto es, de la ecuación: 
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J.4  
1:77.7 + 3 	(p.) 	3.4 de donde: 	.  4.  3 	 (494) 

siendo P la carga *obre cualquiera de las columnas diseñadas de acuerdo con el 

AISC (diseno plástico) para soportar loe elementos mecánicos derivados de un an4 

lisie basado en la teoría plástica simple. 

En los casos reportados en la fig. 177 no se consideraron cargas hori-

zontales, por consiguiente, las expresiones anteriores sun aplicables al diseño 

de columnas de marcos cargados verticalmente. 

Merchant ha sugerido estimar el factor de carga real ),,utilizando una 

relación entre el factor de carga de colapso rígido-plástico Xp de la estructu-

ra, el factor de carga crítica elástica4y dicho factor ña  . Dicha relación, em-

pírica, es la siguiente generalización de la fórmula de Rankine y es conocida co 
mo fórmula de Merchant:145)  

1 	1 	1 
j.. (495) 

Esta relación satisface las condiciones extremas, es decir, cuando la 

estructura se considera infinitamente elástica, Ir  tiende a infinito y conaecuen 

temente X„ - X, mientras que, cuando 1„-. ces , X„ 5,p 

La fórmula además de proporcionar una solución muy razonable en el ca-

co de marcos de tres pisos o menos, puesto que en estos casos se encuentra gene-

ralmente un valor de X. muy grande comparado con ›.. y por tanto 1, i X. , es 

conservadora con respecto a numerosos resultados teóricos y experimentales, como 

se ilustra en las figuras 178, 179 y 180 donde se consignan respectivamente: 

1.- Los resultados teóricos de una serie de marcos de uno y dos pisos 

que Salem obtuvo considerando una relación momento-curvatura elasto-plástica y -

suponiendo la tpalidad de la fluencia plástica concentrada en las articulacio-

nes plásticas. 99 

2.- Loe resultados de Moses, derivados del análisis de marcos de un pi 

so y una crujía reportados en la tabla II.(14)  

3.- Loe resultados experimentales que Low obtuvo de una investigación 

sobre marcos de tres, cinco y siete pisos cuyas características BEI consignan en 
la tabla.XL1I (44)  

En los tres casos se han graficado los resultados poniendo como ordena 
das los valores de las relaciones X,./1, y como abscisas, los de X,. / X. . De 

manera que la linea Ab que aparece en las figuras, representa la fórmula (495). 

Es interesante observar de los resultauos anteriores, especialmente de 
los de Salem, que la dispersión de los puntos respecto a le fórmula de Merchant, 
aumenta a medida que la relación 1, />11. se hace mayor de 0.3. Por otra parte, 

de los valores teóricos de Moses, se observa que en los marcos sujetos a un sis-

tema de carga como el indicado en la fig.23, loe cuales se consideran representa 

tivos del primer piso de un marco de varios pisos,la carga real de falla dismina 

ye respecto a la de MdC412161110 más que en el' resto de los marcos investigados, lo 
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que confirma que al aumentar el número de pisos de un marco, su carga de falla -
real va decreciendo. No obstante, en las tres grificea se puede apreciar que la 
fórmula (495) efectivamente resurta conservadora en todos los casos tratados. 

abile0 
Borne cuí una explicación del significado de la fórmula de Merchant. En 

su discusión se refiere al caso del marco en portal sujeto al sistema de carga -
mostrado en la fig.181-a, el cual produce en todas las piezas de la estructura -
las mismas fuerzas normales que produce un sistema de cargas idealizado como el 
de la fig.181-b, de manera que el estado de deformación a. del marco, si se del 
precia el efecto ae las fuerzas axiales, es decir, si se le añade al sistema de 
cargas de la fig.181-e, un sistema ficticio igual al de la fig.181-b pero de sig 
no contrario, corresponde al ootenido de un análisis lineal as la estructura pu-
aiendo definirse en función ae los modos ae pandeo, por le expresión: 

4 = > (a, Y, + a, y, + as Ya 	...) 
	

(496; 

donde: a„ a,, as, ... son constantes numéricas y y, , 1,, y,, ... se refieren --
respectivamente al primer modo de pandeo, al segundo, al tercero, etc., fig. 181 

Si posteriormente se elimina el sistema ficticio, la deformación del -
marco se incremente de tal manera que el estado de deformación del mismo puede -
escribirse como: 

d = y  4. 	a  4 	 a 
1 	/1 	, 	1 	/1.  y. + 	 yi + 	1 (497) 

Estas dos serien (496 y 497), corresponden en una gráfica carga-defor-
macAn como ,a ae la fig.182, a la linea recta OÁ y a la curva OBC respectivamen 
te. Esta curva puede obtenerse a paryir de la recta OA considerando que cuando 
X se aproxima a. factor de carga X, (en este caso t,), el primer término del - 

lea° aerecho de la expresión (497), es más significativo que loe restantes y por 
consiguiente basta multiplicar las deformaciones dadas por la linea OA por la re 
lacidn: 1/(1 - ). / 

Algo similar se puede hacer en caso de qua haya plastificación trazan-
done para esto las curvas ODE y OFG, las cuales representan cualitativamente, el 
comportamiento elaato-plástico del marco cuando se considera le carga axial y --
cuando no, reepectivamente. El punto más alto de esta última curva, define el -
factor de carga real de falla Xp. 

Borne ha sugerido construir le curva caria real-deflexión en le forma 
que se indica en las figa183 y 184 y que se explica en seguida. Es obvio que --
una vez trazada la curva OFG de las figa183 y 184, la determinación de Xees in-
mediata. 

Para construir la curva debe determinarse previamente, la deflexión --
elástico-lineal a. , correspondiente al factor de carga crítico elástica A. , -
así como también la curve carga-deflexión °basto-plástica para carga axial cero; 
esto puede lograrse aplicando el método de Heyman que más adelante se describe. 

Entonces, si a partir de un punto H sobre el eje horizontal, situado a 
una distancia igual a - de del eje vertical, se trazan linees rectas como la HL 
de le fig.183, de manera que corten la curva ODE que representa el comportamien-
to elasto-plástico de le estructura, en el que se ha despreciado la fuerza axial, 
la curva OFG podrá obtenerse uniendo los puntos ae intersección de dos rectas, -
una horizontal ME y la otra vertical LM, trazadas a partir de los puntos M y L - 
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donde la recta AL intersecta al eje de las cargas y a la curva ODE respectivamen 

te. 

De acuerdo con esta construcción, el factor 	corresponde a la tan-- 

gente HJ a la curva ODL trazada desde H. 

Le curva ODE de la fig.163, idealizada por otra perfectamente elaato--

plástica como la OLE de la flg.ltse, conduce por geometría a la siguiente rela--- 

ción: 	 te 	a, 

y puesto que: 	•p 	p 

4c 

substituyendo (499) en (496) se llega finalmente a: 

que es la fórmula de Merchant. 

4- -----
, 	

- I 

(498)  

(499)  

(500)  
)4 	 A c  

4).- Para estimar el factor de carga real hp del marco en forma más ri 

gurosa, Merchant sugiere determinar un factor de carga Á mediante la Intersec-

ción de dos curvas trazadas ce la siguiente manera: 

La curva M-N, fig.185, llamada "curva de mecanismo': representa los va-

lores que adquiere la carga derivada de la teoría rígido-plIstica simple. Esta 

curva se construye imponiendo previamente a la estructura un cierto estado de de 

formación rigido-plástico. La otra curva, 01, representa la relación carga-de--

flexión de un punto dado de la estructura, supuestamente construida de material 

infinitamente elástico lineal. 
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Para construir la curva 0-Q, conviene utilizar alguno de los métodos - 
de convergencia descritos en el capítulo anterior. 

La curva OlIFJ de la fig.185, representa la relación real entre la car-
ga y la deflezión del punto dado; de modo que,X„, corresponde e la carga real -
de falla del marco;este factor de carga es inferior a ke  y por seta razón se re 
comiende afectar el valor de X. por an factor de reauccidn igual a 0.80. 

ce,,) 
.00a na Introducido el concepto de la- carga crítica deteriorada"expli- 

dando así el comportamiento real de marcos afectados por el fenómeno de inestahi 
lidad elasto-plástica. 6. procedimiento que propone consiste en calcular la car 
ga critica elástica de cada uno de loe marcos deteriorados que resultan de subs-
tituir las zonas donde han de formarse articulaciones plásticas, por articulacio 
nea reales. Así se analizaron los °os casos mostrados en las fig.186-a-190. 

primero de estos casos es el de un marco formado por perfiles I fíe 
xionados alrededor de su eje fuerte y sujeto al sistema de cargas de trabajo que 
se indica en la fig.166-a el cual, se ha idealizado por los mostrados en las ---
fig.1816-b y c, para determinar los factores de carga crítica elástica X. y de co 
lapso rígido plástico 1, respectivamente. La fig.186-d, representa el estado --
teórico de la estructura elasto-pláatica en el instante del pandeo. La carga --
crítica real ne esta estructura resultó ser 11.5 % menor que la correspondiente 
a la del mecanismo de colapso. 
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Los marcos de la fig.187 representan las estructuras deterioradas y las 
Am, los factores de carga critico elásticas correspondientes que Wood determin6 
considerando una distribución de cargas similar a la de la fig.186-b. 

Puede observarse que ninguno de loe valores de los factores de carga de 
estas estructuras deterioradas, corresponde exactamente al factor de carga 1,=1.9 
obtenido de un análisis riguroso. Sin embargo, este factor de carga I,. , de ---
acuerdo con el procedimiento de Wood, puede determinarse considerando el comporta 
miento de estructuras deterioradas tal como se ilustra en la fig.186. 

En esta figura, la curva 0GB análoga a la OQ de la fig.165, representa 
el comportamiento elástico de le estructura original, de modo que,A. es el factor 
de carga critica elástica de dicho marco. El punto A, corresponde al factor de -
carga A, al cual se forma la primera articulaci6n plástica y por tanto, a partir 
de dicho factor, el comportamiento del marco idealmente elástico, sigue la curva 
ABJK asintótica a la linea I = A., , donde AL  representa el factor de carga de 
pandeo elástico de la estructura deteriorada. Cuando se forma la segunda articu-
lación plástica, lo cual se supone que sucede en B, la estructura se comporta de 
acuerdo con la curva BCL hasta que se forma la siguiente articulación. Siguiendo 
en forma sigilar este razonamiento, la curva que resulta al unir los puntos que -
representan la formación de las articulaciones plásticas, alcanza un máximo I. y 
comienza a disminuir hasta que corta a la curva de mecanismo, si es que se llega 
a formar un mecanismo de colapso, o bien, permanece sin cortarla, si el marco fa-
lla antee por inestabilidad. 

Esto tiltimo es precisamente lo que acontece en el caso del marco ante—
rior donde lea articulaciones se van formando en el orden indicado en la flg.166d 
pues antes de que se forme la quinta articulación plástica de las diez que se re-
quieren para formar el mecanismo de colapso, el marco falla por inestabilidad. 
Es interesante notar que basten tan soló dos articulaciones para que la carga crf 
tic' elástica disminuya a menos de la mitad. 

El segundo caso, es el de una estructura formada por una serie de mar—
cos iguales separados entre si una distancia de 30' coso se indica en la fig.189, 
el diserto de esta estructura se hizo de tal manera, que la inestabilidad ocurrie-
ra en el plano de los marcos (a) y la fleuión de sus miembros aconteciera alrede-
dor de los ejes débiles de las secciones transversales correspondientes cuyas ca-
racterísticas junto con el sistema de cargas de trabajo supuesto aparecen consig-
nadas en la fig.189. 

.,'.les. — 
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La distribución estructural y ue cargas consideradas, redujeron el análi 

sir de la estructura al de un solo marco de una crujía, Fig.l89-a, cuyo modo do co 

lapso rigido-plástico y su correspondiente factor de carga, se indican en la Fig. 

189-c, siendo el factor de carga crítica elástica X,= 3.47, como se consigna en -

la fig.1900 juntamente con loe valores de los factores de carga crítico elásticas 

deterioradas correspondientes a los diferentes marcos que se muestran en la misma 
figura. 

Un análisis detallado del marco condujo a un factor de carga real 

= 1.73 y para un valor de A = 1.70, a la forma deformada de la estructura que 

se muestra amplificada 50 veces en la fig.191. 
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5).- En marcos de ',atro pisos o menos, donde la disminución del factor 

de carga por efecto de la inestabilidad de conjunto no es muy importante, puede -
obtenerse un valor conservador y aproximado del factor de carga real X, aplican- 

do el método de"la última articulación". Este método consiste en determinar pri-
mero el estado deformado de la estructura en el instante en que se forma la álti- 

ma ce las articulaciones plásticas que se requieren para convertir la estructura 

en un mecanismo y después, en obtener el factor de carga correspondiente a dicho 

estado (.J de la curva carga-deflexión del marco, fig.192). 
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El procedimiento no es aplicable a marcos donde el efecto de la inesta-
bilidad sea muy importante.pues en tales casos, la curva OPJ, fig.193, corta a la 
MJ cuando el factor de carga A. , es muy pequeflo. 

Puesto que primero debe determinarse el estado deformado de la estructu 
re para obtener X., se requiere conocer previamente la posición de la última ar-
ticulación plástica. Para esto se selecciona alguna de lee articulaciones plásti 

cae del mecanismo de colapso como le última y se supone continua la estructura en 
dicha sección. En seguida, se calculan las rotaciones de lea demás articulacio—
nes plásticas y si dichas rotaciones son del mismo signo que las del mecanismo de 
colapso, la articulación seleccionada como la Intima en formarse reeuita realmen-
te serlo, pero so alguna o algunas de las rotaciones son de signo contrario, la -
última articulación será la que tenga el menor valor algebraico. En este caso, -
los desplazamientos laterales de la estructura y las rotaciones de las articula-
ciones en el instante en que se forma la última articulación, se obtienen euperpo 
niendo al estado deformado de la estructura, un sistema de desplazamientos y rota 
clones producido por un movimiento del mecanismo de colapso, de manera de elimi—
nar justamente las rotaciones de signo contrario a las del sistema superpuesto. 

El criterio adoptado en el método anterior es la base de los dosjue se 
describen a continuación; el primero de los cuales, es el método que Heymán nsa-
rrolló basandese en el principio del trabajo virtual, y el segundo, propuesto por 
Lind, consiste en insertar articulaciones en los extremos de todas las barras y -
en los puntos bajo cargas concentradas y reconstituir la continuidad de los nudos 
del mecanismo de colapso donde no se forman articulaciones plásticas. 

En ambos métodos se considera que de acuerdo con la teoría plástica --
simple, las articulaciones plásticas se concentran en un punto, lo cual equivale 
a suponer que loe factores de forme de lee secciones transversales de los miem---
bros del marco son unitarios. 

Método de Heymanr 

Conviniendo en llamar por "marco regular" a aquel que teniendo R redun-
dantes requiere (R + 1) articulaciones plásticas para convertirse en un mecanis—
mo de colapso, ea deduce que, basta que se formen R articulaciones para poder de-
terminar a partir sólo de las ecuaciones de equilibrio, el equilibrio general de 
la estructura y consecuentemente la distribución de momentos flexionantes, ya ---
que en estas condiciones el marco resulta estáticamente determinado aunque el va- 



ma. 
Aquí se incluyen dos ejamploa particulares que el autor analizó para - 

aclarar su método. El primero, ee el caso del marco en portal de M p  constante, 
sujeto e le acción de dos cargas:P y H,tal como se muestra en la fig.194; el se-
gundo, es un marco de cuatro pisos de una crujía. 

Conociendo que las integrales de lee ecuaciones (501 y 502) cuando las 

distribuciones de momentos son las mostrada,» en la fig.196, catan dadas por la -

integral: IL 
m  1211 b El [2 (Ma  m a + M a ma) + (Ma  la  + M m  m.1 EI  
• 

al utilizar respectivamente las distribuciones m„ m i  y my del primer marco mos-

tradas en la fig.195b-d y la distribución correspondiente al primer modo de pan-
dee mostrada en la fig.195-a, se obtienen las siguientes ecuaciones: 

- 	e, +114 5 (e - I)] 	 (503) 

1 	- e, + 16111- [3 (b - 1)] . 0 	 (504,) 
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lor de le carga crítica rigido plástica sólo pueda determinarse cuando se naya -

formado le última articulación plástica. 

El procedimiento de Heyman no es tan solo aplicable al caso anterior, 

sino también a casos en que los marcos posean un nómero mayor de redundantes que 

el de las articulaciones que se requieran para convertirse en mecanismos, cono -

en el ejemplo del marco de cuatro pisos que ee trata más adelante. 

En marcos regulares, la aplicación del principio del trabajo virtual -

da lugar a un sistema de R ecuaciones que involucran (R 1) incógnitas. Este -

sistema puede eznreearse por la siguiente ecuación: 

a. l a +1041-1 d e= 0 	 (501) 

donde: m, represente un sistema de momentos ficticios en equilibrio con una car 

ge dada, M/EI, la curvatura elástica y id, las rotaciones de las articulaciones - 
plásticas. El símbolo Z , indica que los productos mt comprenden loe de todas 
las articulaciones plásticas y la integral, que se extiende a lo largo de todos 
los miembros elásticos. 

En virtud de que así sólo se tiene R ecuaciones de las (11 + 1) que se 

requieren, se recurre a hacer un valor de Q igual a cero. Este razonamiento es 

equivalente a determinar las rotaciones de todas las articulaciones plásticas --

del mecanismo, menos la dltima. 

Por otra parte, el desplazamiento • del punto del marco cuya curva --

carga-deflexión se desea conooer, se determina aplicando una carga unitaria en -
dicho punto en la dirección que interesa y se determina la distribución de mo—
mentos flezionantes correspondiente a esa carga unitaria y además, las de las re 

dundantee del marco que en este caso son loe momentos en loe nudos y la reacción 

horizontal del marco. Recurriendo entonces de nuevo al principio del trabajo --

virtual, se determina el valor de 4k, veto es: 

♦ - 	f ms 
El 

d 

La aplicación de esta ecuación junto con la (501), resuelven el proble 
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- e, + e, - ea  + 16-41- lat + b - 4 	 (505) 

sumando (504) y (505) y restandole (503), se obtiene: 
	

150t) 

además, como: H h = (b - a) Mp 	 (507) 

(5'11) 

remplazando estas ecuaciones en las eca.(503 • 505), se llega a las siguientes: 

e, 	2 e, 4% [3 (1 +-7,")] , e, (4. 	6 PhEl 
	

H  ] 
	

(509) 

se obtiene: b 
Mp 

(110 

- h 

/r"

(b)  

117._ 

Puesto que los giros deben tener el 

mismo sentido que loe del mecanismo 

de colapso, es decir, deben ser po-
sitivos, se hace cero el valor del 
giro más pequen° algebraicamente 
(en este caso d,) ya que es el co—
rrespondiente a la última articula-
ción plástica. 

	.I 

Dos casos fueron investigados; en el primero, cuando PL 8M, y Hh a Mi, 
fig.197-a, haciendo e . C en las ecs.(509) y aprovechando los datos de la tabla 
XXXIV obtenidos de considerar respectivamente lea distribuciones de momentos oca-
sionadas por las cargas unitarias que se indican en la fig.198, se dedujeron de -
acuerdo con la ec.(502), los siguientes resultados: 

O 	[1 + II. (1 41_12) 

	

= 	(2 h b-h). 	 (510) 
24 El 	L 	M 	' 	" 6E1 	

611-tia(Y) 

y para el segundo caso, cuando: P L = 8 Mp  y Mip la H h 1 2 M p  fig.197-b, proce--
diendo en forma similar, se llegó a las siguientes ecuaciones: 

Mell Hh 	Mph Hh 	 Mph Hh 
e = o, e, .--m- (6 ,--5--), e, . rzi- (5 — - 2), h. . .-111- (2 -Fl_ - 2) 

P 	 M p 	 P 
(511) 
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se encontraron las siguientes expresiones: 

4 a  —1111 
Mh 
 2 
 

Hh+i- PL. 6 M,, (513) 
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•
Y 	24E1 
ILe 	h 

E 
(6.14.111)) 

' 

Estas ecuaciones han sido gratinadas en las fige.199 a y b. 

Pare el modo mostrado en la fig.194 -e, donde: 

H h 	[  5+24h/L1  • 2 é •••••• d 2 	 L M h e 	R h . --- (5 _ — 
Mp 	5 + 12 h/L ' 	6E1 	Mp

) 
 

A 	11.1, r(5  _ 2Rh) 4.  6  12 (4  
L 

5 + 24 1L 	1121.4 	
4  :" ( 44)  2  ( 	+ 12 L )6  M p " 

- 	((2 11!) -7) 	1 (214 - 2)] 

Por dltimo, pare el tercer modo, fig.194-d, donde: 

(B h/Mp) . 4 , 	(P L/M,) * 4 

se obtuvieron las siguientes expr[esiones: 	
11 . M 	( pL 	

MpH 	nr " 2 l '
1.11..‘ 	. M h 	, 1 . 

s 
L 	P L 

N, 
, 

Ta " 
TABLA XXXIV.- 

,L\ 	I ‘ Distribución 	Figura 	Claro 1 (h) Claro 2k
2
, Claro 3y )  Claro 4 (h) 

(514)  

(515)  

(516)  

(517)  

M/Mp 
a. 
a. 
•5 
a: 
a''' 

Rotaciones (1) 
Rotaciones (2) 

195-a a 1 
1 1 

19951)5- O 0 
195-d O 1 
198-e 0 O 
198-b O O 
197-. 
197 -b 

	

- 1 	1 	1 - 1 	- 1 	b 
0 	0 

	

01 	 o  t 	3- 	1 	1 	1 

	

1 	1 	1 	1 	1 	O 
O W4 L/4 0 0 0 
0000 O h 

- e, 	e, 	- e, 
- 9, 	e. 	- e, 	04  

1111 M, 

• .1) (11413 
It•In 

Ft • • by 

as 

lb) 	 at 

et•em, 
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Mi„,. 144 

bl,Sa 

7 	 

a1p• 7SC 

f, seri - 
c...,.• 	fle • 101 
Mr en lb- lb, e...! 

3.4 	 
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n el caso del marco de la fig.200, sujeto a la acción del sistema de 

cargas que se Indica en le fig.201, puesto que se requieren diez articulaciones 

plásticas para que se forme un mecanismo de colapso como el de la fig.202, mien 

tras que el marco tiene doce redundantes, se requiere determinar tres incógni—

tas, M„ M, y M a  que resultan de un análisis plástico del cual se obtuvieron --
los momentos indicados en la fig.203. 

F1.5  204 - 

ea 
44- a«, 

f7 S J  a e« 

e« -M, 

o 4.s• 
(

"'"«h 

•••:-119.44 	" 4.1a 	
1  44  1«: -1"1: 

1-5a 
-•••••«. 

X, 1/1 

ee 	lb.. >S. 1.104  

F,9  Joe.- 
n•nlentee 	- 

rhy.10f 
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Los momentos 8,, Nay Na  se determinan considerando que de acehrdo con 
el teorema del lfaite inferior del análisis plástico, estos momentos en el marco 
no deben exceder del momento plástico de les piezas. Asf se obtuvo que para un 
factor de carga igual a 2.23, la condición anterior se satisface si: 

1.26 * M, • 2.56 , 	1.64 * N. vi 2.56 , 	1.64 e 11,. 2.56 	 (518) 

valores dados en lb-plg. a ld! 

Combinando las distribuciones de momentos ficticios que se muestran en 
las figs.206, con la de momentos de la fig.205, correspondientes al mecanismo de 
la fig.202.se obtuvieron 12 ecuaciones (en donde deben despreciarse loe parénte-
sis que contienen a e. ): 

t }e, - 0, + (imi-E)(2 N, + 2 Mi, + 2 N a  - 8.72) -0 

A -ea 	, ( 7
1 	)(2 	+ 2 Na  + 2 N3  11.55) . 0 -- 71n 

1 	2 
e. - ea  + (z51)( 3 m, - 1.54) = 0 

/ 	‘, e, - 	+ virs1,04, + 2 N a  + 2 N.- 5.98) -0 

5, 
+ 	eie  ) + (4.78 1)(M, + 2 m.4. 2 N a  - 9.40) 	0 

e, - e, + (4.76 1)(m, + m,- 1.e9) . o 

- 5.49) 

1.38) = 0 

ee  - 	+ tlg-i)(m,+ 

¡ es  _ es  + e 

so  - es  (- e, 

2 N, - 3.84) -0 

(_ 	) + (dri)(m,+ 2 N 

1 	4 	2 ) (17711)( + 	3  ms  + 	3  

i 41 - 6e  + 	4.78 	1.99) - o 

ir 	- es  + 	+ (1-4-8-1)(4, - 1.29) o 

	

( 	)4 
1.49) 0 

611 .1  '4.78 1'( 
N1 e - 

O 

      

     

     

     

     

     

     

 

(a) 	111.0.1.1. 

  

   

z o e. - 



• 471.  941  (- el  ) * (41 E)  ( 

- 0, + 

- Os  + 

( 1 N  
4.78 E' 

1 ,
4.78  

, 
( 

2 3  M5 + 

4 M s - 13.49 ) = O 

10 
3 

M
• 

- 7.95 ) o 

M s  - 1.79 ) =0 

(520) 
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Combinando de tres en tres las ecuaciones que anteceden, se obtuvieron 
las cuatro siguientes: 

e.. (- e.,) + 4.78 	(.f-M, + 4 M, + 4 M• - 18.73 ) = O 

Eliminando (e, - e.„), de estas ecuaciones, se deducen tres ecuaciones 
de donde despejando se obtienen los siguientes valores: 

M, = 1.68 x 10
• 
 lb-plg., 	MI, = 1.15 x 10'  ob-plg., 	M, . 2.02 x 10•  lb-plg., 

Puesto que M s = 1.15 no puede presentarse sin forzar a que se exceda -
el momento plástico en alguna parte de la columna correspondiente, se forma una 
articulación plástica adicional (0„ ) a las del mecanismo considerado, en el pga 
to A, fig.204. 

En esta» condiciones, loe momentos M„ 14, y Ms, se convierten respecti 
vamente en los siguientes: 

• • 
M, . 1.64 x 10 lb-plg., 	Ns. 1.56 x 10 lb-plg., 	M, = 1.90 x 10 lb-plg., 

y la distribución de momentos flezionéntes es la mostrada en la fig. 205. 

Efectuando de nuevo los mismos pasos que se siguieron anteriormente, -
pero ahora tomando en cuenta las rotaciones (S.,), se obtuvieron las mismas ecs. 
(519 y 520) incrementadas en los paréntesis que contienen a S. . A partir entoa 
ces de las eca.(519), se encontraron los siguientes giros dados todos en función 
de e,: 

O, - 201  - 2.96 (1/4.78E), SI  = 201  - 3.46 (1/4.78E), e, - 28, - 5.32(1/4.786) 

Os  . 28, - 4.04 (1/4.78E). Os  . 20, - 3.20 (1/4.78E), O s  - 20,- 2.27(1/4.78E) 

O, = 201  + 0.18 (1/4.78E), 0s  . 28, + 1.22 (1/4.78E), e, - e, 
e, + 0.52 (1/4.786), eft  - 	1.14 (1/4.78E) 	 (521)  

Haciendo cero el giro más pequefto (e.), las ecs.(521) quedan: 

O, 	2.36 (1/4.78 E), e, - 1.86 (1/4.78 E), Ss  

94  . 1.28 (1/4.78 E), Os  - 2.12 (1/4.78 E), . 3.05 (1/4.78 E), 

0, - 5.50 (1/4.78 E), Os  - 6.54 (1/4.78 E), e, - 2.66 (1/4.78 E), 

9,s - 3.18 (1/4.78 s), e, . 1.14 (1/4.78 E), 	 (522)  

Con estos valores y loe de los momentos dados en la fig.205, se deter-
minaron los desplazamientos de la estructura. Para esto, se obtuvo la distribu-
ción de 'comentos correspondiente a una carga unitaria aplicada en el punto y en 
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la dirección del desplazamiento buscado recurriendo a la se.(511). Por ejemplo, 

para ohtener el desplazamiento horizontal del punto 4 del marco, fig.206, se ---

aplicó una carga unitaria en dicho punto, fig.207 y se obtuvieron loe momentos - 

inoicados en la misma figura, de donde se dedujo el siguiente valor del desplaza 

miento: 
.16 

(ba/144)- - 2 e+ 4 e,.+ (4. -;1.73--s-)(2 M + 4 M a  • 6 M il- 20.36) = 4
1
382  

y el : E = 30 x 10 lb/plg ; A.= 11.2 plg. 

Fi y 	- 

(s.) 
b).- Método de Lind. 

Este método consiste en los siguientes pasos: 

1.- Relajar las restricciones de compatibilidad impuestas a todas lea -

barras por sus conexiones rígidas, insertando para esto articulaciones en loa dos 

extremos de cada barra. A la estructura que resulta se le denomina "mecanismo do 

análisis", o "mecanismo completamente articulado". 

2.- Calcular las rotaciones de loe extremos de cada barra del "mecanis-

mo de análisis" sin considerar el efecto de le carga axial. Esto no presenta di-

ficultad cuando el tocanismo de análisis es estéticamente determinado, pero cuan-

do es indeterminado, debe satisfacerse la compatibilidad de las deformaciones, lo 

cual en sistemas ,lesticos, se resuelve expresando todas las deformaciones en tér 

minos de parámetros indeterminados que se conservan a través del análisis de de--

flexiones y se calculan al final. 
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La determinación de las rotaciones en loe extremos de cada barra se lo 

gra aplicando lee siguientes ecuaciones: 

41.= 2  51.- 2, 	
y 	4)•

. 2 m, - 	ch., 	(523) 

donde, para expresar loe momentos adimensionalmente, se ha hecho: 

1 	L 
m  

6 El M 
	 (524) 

siendo, como se indica en le fig.209, M. y M, (positivos en la dirección de las 
manecillas del reloj), los momentos en los extremos de las barras, Oa y 4. 

las rotaciones en loe respectivos extremos y olPe,.y 	las rotaciones libres - 

de los mismos extremos, decidas a las cargas transversales sobre las vigas sin -

considerar los momentos extremos. 
3.- Restaurar la continuidad de los nudos de la estructura que permane 

cen elásticos al formarse el mecanismo de colapso asf como también, la de la ar-
ticulación que se supone es la dltima en formarse. Para esto, se desplazan late 

:eximente las columnas y verticalmente las vigas. (eeeln el mecanismo de las vi--

gas). 
Si la articulación seleccionada como la intima, realmente lo es, las -

rotaciones de las demás articulaciones plásticas tendrán el mismo signo que las 

del mecanismo de colapso, pero ci no es así, alguna o algunas de las rotaciones 

de las articulaciones plásticas, tendrán signo contrario. En este caso se debe 

entonces superponer un movimiento del mecanismo de colapso para anular la menor 

(algebraicamente) de las rotaciones, la cual es precisamente la dltima en formar. 

se. 
Los siguientes ejemplos aclaran el método. 

El primer caso es el del marco mostrado en la fig.I10. La determina—

ción de su estado deformado se ha llevado a cabo en la forma que se presenta en 

la tabla XXXV y en las figuras (210-c e d), donde se indican los pasos que se si 

guiaron. 

En el renglón 2 de la tabla y en la fig.210-b, se consignan los momen-
tos en el marco, derivados de un análisis plástico (segdn la teoría plástica sim 
pie). Por formaree una articulación plástica en 3, la vise 2-4 se ha considera-

do compuesta por 2 barra*, 2..3 y 3-4, de manera que todas las cargas se aplican 

en las juntas y por consiguiente todas las rotaciones 14, son cero. Aplicando en 

toncee la ec.(523)(renglones 3 y 4) y sumando, se obtuvieron las rotaciones en -

los extremos de las barras (renglón 5, fig.210-c) del mecanismo de análisis. 

En seguida se procedió a reconstituir la continuidad de la estructura como sigue: 
observando que las ro t aciones en 2 difieren en 1.548 unidades, para igualarlas, 

se desplazó el marco hacia la izquierda (renglón 6, fig.210-d), obteniendoee las 

rotaciones aka, (renglón 7). 
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Para esto se adoptó la siguiente regla de signos: La contribución de -
la rotación de una barra a la rotación de una articulación plástica es positiva 
(negativa) cuando la rotación, 0 , y el momento, a, en la barra,tienen signos -
opuestos (iguales). 

En el renglón 9 de la tabla se consignan las rotaciones relativas de -
las articulaciones plásticas ; como puede observarse, la articulación 4 es la --
última en formarse ya que es la rotación algebraicamente oda pequeña; por tanto, 
como en el instante en que se forma esta articulación, su rotación debe valer ce 
ro, mediante un movimiento del mecanismo de colapso plástico, la rotación en 4 -
puede anularse. Esta operación se realiza en el renglón 10 de la tabla. Las ro 

tacionea finales, 4  , en el instante del colapso se consignan en el renglón 11 
y en la fig.210-e y loe deeplazamientos de los nudos debidos a las operaciones 
registradas en los renglones 6 y 10, se reportan en el renglón 14. 

TABLA 	XLIV.- Análisis de deflexiones. 	Fig. 210. 

1 Miembro 1- 2 2- 3 	5- 4 	4- 5 Factor 
2 Momentos, M O +0.637 -0.637 -1.000 41.000 +1.000 -1.000 0 Mp 
3 2 a, 0 +1.274 -1.274 -2.000 +2.000 +2.000 -2.000 0 

12 El 

4 - mp -0.637 0 +1.000 +0.637 -1.000 -1.000 	0 +1.000 

5 4, -0.637 +1.274 -0.274 -1.363 +1.000 +1.000 -2.000 +1.000 
6 Desp.Lateral -1.548 -1.548 -1.548 -1.548 
7 -va  -2.185 -0.274 -0.274 -1.363 +1.000 +1.000 -3.548 -0.548 
8 -,isigno(M) -1.363 -1.000 -1.000 -3.548 

9 O -2.363 -4.548 
10 Wlivl.vlp•  +2.274+2.274 +2.274 +2.274-2.274-2.274+2.274+2.274 
11 ♦ +0.089 +2.000 +2.000 +0.911 -1.274 -1.274 -1.274 +1.726 

12 Desp.M#4141  +0.726 
13 	ile4•4IN es hvi,v, +2,274 
14 Deflexiones +0.726-+ +2.274 , +0.726-9 ....... MAL'_ 

24 
15 Punto 3 4 

F15• 110. - 

  

 

 

(a) 
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El siguiente ejemplo es, el del. marco de la fig.200. El mecanismo de -

colapso de este marco como se indicó anteriormente, ea estáticamente indetermina 

do de tercer grado; los momentos se consignan en la fig.203 en términos de tres 

constantes arbitrarias, M„ M, y Mi. Estas constantes deben conocerse antes de 

calcular las- deflexionee. El análisis se ha dividido en dos partes, el de los -

momentos, para determinar M„ M, y M3  y el de las deflexionee. 

Para efectuar el análisis de momentos se consideró que la elástica de 

ambas columnas ea continua a lo largo de loe cuatro pisos y designando por i a -
la columna izquierda y por d a la derecha, se expresaron las deflexioree como si 

gue: y = Ci(x), y = Ca(x), y tomando en cuenta que 153 vigas son inextensiblea 

y = C (x) = c;(x) - Ca(x) 	 (525) 

Esta curva corresponde a otra de momentos: M (x) = M i(x) - Ma(x) 	 (526) 

Las condiciones de continuidad que debe satisfacer la elástica de la -

columna, ec.(525), en los tres nudos, permite deducir las tres redundantes. Ea--

tes redundantes primero se suponen iguales a cero y se calculan les rotaciones -

correspondientes; después se restaura la continuidad de la estructura en loa nu-

dos, introduciendo momentos en los soportes intermedios o nudos, fig.200-b. Cono 

cides las rotaciones en loe extremos, los momentos en el marco se calculan apli-

cando las ecuaciones de pendiente-deformación. 

Los resultados indicaron que para lograr le continuidad de la estructu 

ra en los nudos, el momento en A, columna derecha fig.201, debe valer 3,060 Kips 

-plg. La formación de esta articulación, elimina la continuidad de C (x), en A, 

reduciendose el procedimiento a variar solamente M, y Ma. Así se obtuvieron los 

siguientes valores de las redundantes M„ M1y M3 : 1.89, 1.64 y 1.56 respectiva-

mente. 

Análisis de deflexiones. Conocidos loe momentos en todo el marco, se 

determinan los desplazamientos laterales de todos los niveles del mecanismo com-

pletamente articulado reconstituyendo la continuidad de todos los nudos donde no 

aparecen articulaciones plásticas así como tembién.en la que se suponen es la dl 
tima en formarse. Estos cálculos se consignan en la fig.211, en donde el primer 

valor consignado en loe extremos de cada miembro es el de la rotación I: (real—

mente E el x 10-41ba/plg.). Estas rotaciones se obtuvieron aplicando las ecuacio 

nea (523).  Arbitrariamente se ha escogido la articulación plástica de la base -

de la columna izquierda como la dltima en formarse y por tanto se hizo cero, --
desplazando lateralmente la estructura de manera de provocar una rotación igual 

a + 0.306 H unidades en cada extremo y por consiguiente, la rotación en el extra 

mo superior de la columna izquierda del primer piso, vale + 0.382 unidades. 

Para restaurar entonces la continuidad en el nudo 3, se le dió al se--

gundo piso un desplazamiento lateral que ocasionó una rotación de 0.251 unida-

des y en la viga (V) del primer piso, una rotación de 0.222 V unidades. Proce—

diendo en esta forma en toda la estructura, se obtuvieron los valores de las ro-
taciones relativas, que se consignan dentro de loe rectángulos, fig.211. 

De estos valoree se dedujo que la dltIma articulación plástica en for-

marse es le dei centro de la viga del tercer piso (menos 1.117 unidades) y por -

consiguiente para hacer este valor igual a cero,se le dió al mecanismo de colap-

so un movimiento de manera de provocar una rotación en cada columna igual a 

i (1.117) = 0.55b unidades, 

El desplazamiento horizontal de cada nivel se obtuvo entonces sumando 

las rotaciones ocasionadas por desplazamientos laterales de la estructura multi- 
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plisadas por la altura del piso. batos valores se han consignado a la izquierda 

de la fig.21I. De esta manera se obtuvo para el nivel superior, una rotación de 

+ 2.341 unidades, las cuales divididas entre 10*E = 30 lb/ple . y multiplica--

das por la altura del piso, 144 plg,equivalen a un valor del desplazamiento la-

teral igual a 11.25 plg. 

Para determinar los momentos indeterminadoe del mecanismo de colapso, 

Liad propone también otro método más general. Consiste en suponer que hay n ar-

ticulaciones plásticas pasivas ( o sea, adicionales a las del mecanismo de colar.  

so ), el el mecanismo es estáticamente indeterminado de grado n. La localiza—

ción de estas articulaciones es arbitraria, pero se deben satisfacer las condi-.- 

eiones de equilibrio, 	mecanismo 	y plasticidad. Esto implica que se requie- 

ran determinar, el estado deformado de la estructura y las rotaciones de todas -

las articulaciones plásticas, incluso las de las pasivas, para lo cual se puede 

utilizar el procedimiento ce reconstitución anteriormente tratado. 

Si todas estas rotaciones, son positivas, son compatibles con loa mo-

mentos supuestos y los desplazamientos obtenidos serán los correctos; pero si la 

rotación de alguna o algunas de 4as articulaciones pasivas son negativas, son 1n 
compatibles con los momentos y violan la condición de plasticidad debiendose por 

tanto igualarse a cero. 

Para aclarar el método se analizó el marco de la fig.212. &i esta fi-

gura se indican con puntos (.) las articulaciones plásticas que convierten la el 

tructura en el mecanismo de colapso. Dicho mecanismo se indeterminado de cuarto 

grado, siendo M., Ms, M4  y Ms  las redundantes seleccionadas; de manera que por -
equilibrio, debe satisfacerse la siguiente condición: 

+ M i  + M s  + M 4 	+ 185.6 • O Kips-pie. 	 (527) 

Suponiendo entonces que los valores de los cuatro momentos redundantes 
son iguales a sus respectivos momentos plásticos (Mit. . Me.. 60  KiP0-pie, Es. = 
M I»  = 4L Hipe-pie), eh decir, que en 2, 3, 4 y 5 se forman articulaciones plásti 
cae pasivas, de la ec.(527), M, = 14.4 Kips-pie y las rotaciones en los extremos 
1 a 5 de las barras que forman el mecanismo completamente articulado, calculadas 
aplicando la .c.(523), son las consignadas en el renglón 6 de la tabla XXXVI. 

En seguida, se desplazó lateralmente la estructura (de acuerdo con el 
renglón 1 de le tabla) para lograr establecer la continuidad en 1; esta opera—

ción me registra en el renglón 7. Lae rotaciones relativas de las articulacio—
nes consignadas en este renglón, resultaron ser negativas, indicando con esto --
que el modelo de articulaciones plásticas pasivas supuesto es incorrecto y por - 
coneiguiente Be debe reducir la magnitud de una o más de las redundantes sin de-
jar de satisfacer la ec.(527). Las cuatro operaciones posibles se han indicado 
en los renglones 2 a 5 de la tabla XXXVI. Por ejemplo, haciendto - M, 	?ie.+ 1 
y M I. M 4  m M e  = O, se tiene la distribución de momentos mostrada en la fig.213. 

Entonces, puesto que M, es menor que el momento plástico, 9, debe per-
manecer igual a cero en esta operación, requiriendose por tanto superponer un --
desplazamiento lateral a las rotaciones correspondientes. Las rotaciones relati 
vas resultantes son dadas en el renglón 2 de la tebla XXXVI. 

Del renglón 8 al 11 se indican los pasos que conducen al mecanismo de 
colapso. Así, en el renglón 8 se ha reducido el momento en 3. Siendo luego Ms  
elástico, le rotación en 3 debe valer cero.. Substrayendo 7.2 veces loe valores 
del renglón 3 a los del renglón 7, se obtuvieron los consignados en el renglón 
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Puede observarse que esta operación es insuficiente para hacer que to-
das lea rotaciones de las articulaciones sean no-negativas, por tanto, en el In 
glón 9 se ha eliminado la rotación negativa en 5 y en los renglones 10 y 11 se -
han ajustado los valores de M, y Mg, haciendo O, y O, iguales a cero. 

El mecanismo de colapso se muestra en la fig.214. Los valores de loe 
momentos se consignan en el primer renglón de los extremos de cada miembro. A -
estos valores se les substrajo i del momento del extremo opuesto dividiendose en 
tre los respectivos factores de los momentos de inercia para obtener asf, de ---
acuerdo con la ec.(523), las rotaciones en los extremos de las barras que forman 
el mecanismo completamente articulado. Estos valores son analados con un punto 
(.). En la fig.214, restaurando la continuidad mediante movimientos del mecanill 
mo, se han obtenido las deformaciones, indlcandose dentro de los paréntesis rec•• 
tangulares las rotaciones relativas de cada articulación plástica. 

TABLá XXXVI.- Cálculo de las redundantes del merco de la fig. 213. 

Articulación No. 1 2 

1 Desplazamiento lateral +1 -1 
2 M, = M, = + 1, 	4 Desp.lateral 0 +1.5 
3 M, - + M, = + 1, • Desp.lateral 0 +1 
4 M, . + M 4  . + 1, + 	" 	" 0 +0.75 
5 M, = + M. . + 1, + 	" 	» 0 +1 
6 +5.6 -15 
7 Desplazamiento lateral - 5.6 0 -9.4 
8 M, - + 7.2 0 -2.2 
9 M„ . + 5.5 0 +3.3 

10 Mi  = - 1.4 0 +1.9 
11 M, = + 0.1 0 +2.0 

3 4 5 

-1 -1 -1 
+1 +0.75 +1  
+2 +1 +0.5 
+1  +1.5 +1 
+0.5 +1.12 +2.25 
-20 -14.25 -21.12 
-14.4 - 8.65 -15.52 
0 - 1.45 -11.92 

+2.75 + 4.71 + 0.45 
-0.05 + 3.31 - 0.25 

O + 3.42 - 0.02 

M, . 14.4 - 7.2 - 5.5 + 1.4 - 0.1 
M • i 

14,. - 40 + 7.2 - 1.4 
M4 3. 

Mg . - 40 + 5.5 + 0.1 

= + 3.0 
. ... 60.0 
' - 34.2 
= - 60.0 
= - 34.4 
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(n) 
cl- Lind propone un método iterativo para determinar el sistema de cargas 

correspondiente a un cierto estado de deformación de las estructuras que se pre 
secta en el instante en que se forma la dltima articulación plástica. Si el --
sistema de cargas que se obtiene aplicando el método, es proporcional al siste-
ma de cargas de trabajo, el factor de carga A, habrá sido obtenido, pero si no 
es así, debe repetirse nuevamente el procedimiento. Dicho procedimiento consis 
te entonces en determinar el sistema de cargas correspondiente a una secuencia 
de configuraciones de colapso en forma iterativa hasta obtener el mecanismo de 
colapso correspondiente al sistema (W cargas proporcional al de trabajo. 

El método toma en cuenta los siguientes tres efectos de la carga 
axial en la estabilidad de las estructuras: 

1.- La interacción del momento flexionante y de la fuerza normal en -
la sección transversal de cada miembro. Para esto se determinan el momento ---
plástico reducido de las columnas (donde sólo es notable esta corrección) utili 
zando gráficas similares a la de la fig.163, o bien, las correspondientes expre 
abones proporcionadas por las especificaciones AISC referentes al diseflo plésti 
co. 

2.- El incremento de la flexibilidad de las columnas. Este efecto lo 
considera aplicando"fórmulaa correctivas" en las cuales los desplazamientos y -
las rotaciones son invarientes. 

3.- Las excentricidades de las cargas axiales en las columnas, debi—
das a le deformación lateral de la estructura; esto se considera determinando -
los momentos secundarios provocados por los desplazamientos. 

La deducción de las fórmulas correctiva» se incluye a continuación y 
en seguida, se aplica el método al marco de 4 pisos de le fig.200; en donde se 
puede apreciar la importancia de los tres efectos. Puede apreciarse en el ejem 
plo tratado que la flexibilidad adicional que provoca la carga axial, es prác-
ticamente despreciable, (renglón S). 
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Deducción de las fórmulas correctivas. 
1.- Se supuso la viga NT de la fig.215-a sujeta a la acción de los mo-

mentos M: y M: , fig.215-b, originando en loe extremos, loe cuales se supusieron 
libres de girar, las rotaciones 4. y 4. dadas por la ecuación matricial: 

[*1 	1 { 2  ni -1  (528) 

2.- Se aplicó en seguida a la mima viga NT, la carga axial P de modo 
que la ec.(528) se transformó en la siguiente: 

1. 41'  

	

41 
 ' 6 EI L‘ 2 	ii: 

1 	
2sis  - s1. 	N:1 

donde )S y ifo son las siguientes funciones determinadas por Timoshenko: 

(..a' 2, --Yr), 
3.- Aplicando los momentos N: y 	se fors6 a que las rotaciones de -- 

los extremos de la viga columna N?, fueran nuevamente los iniciales", y *, de 
la fig.216-a. Entonces, los momentos en loe extremos catan dados por: 

N: 	1.Mx;„ 	1117 1 	: m   

4.- Eliminando las rotaciones 4. y V.  de las ece.(528 y 529), los mo—
mento. correctivos N: y Ne. se despejaron expresando.. luego en función de los - 
momentos N, y M,

I  como sigue: 

h  (1) IT I(4X1-*1- 4X +0)  
4d.s(411._ os) 	

r (1) 	na_(271 - 2 *) 

415(4 ni"- *a  ) 

5.- Tabulando las dos Sitiase funcione., para los valores de /indica-
dos en la tabla XXXVII, se obtuvieron loe siguientes resultado.: 

TABLA XXXVII. - 

Argumentos 	 coeficientes, 	Erroires *ilativo. 
11 

h(j) 	r (/) Ipin(41)-+J fir(j)+ 3 ,1 

0.1 0.0040 0.493 - 0.332 - 28 x 10 4 x 10 
1.0 0.4053 0.527 - 0.357 12 x 10 - 12 x 10 
1.5 0.9119 0.579 - 0.402 0.08 - 	0.07 

p 	(a') - 	y p 	) 	, representan respectivamente los errores rels- 

(529)  

(530)  

NI 	( 	r(r) 1.  Pis  
- 

	

r ( 	b(r) 	N: , 
r 	(531) 

donde: 
(532) 



182 

tivos de los momentos correctivos M: y MI': respecto a loe momentos 14,,,y M,. , que -

se cometen introduciendo en el cálculo en lugar de las funciones h ( ¡) y r ( 1) 

lee constantes y - 1/3 respectivamente. 

Estos errores relativos como se puede apreciar en la tabla XXXVII, cuan 

do le carga axial nc excede de 0.4 Pa, es menor del 1% y para cargas P = 0.9 Pa  , 

estos mismos errores no pasan de 10%, por tanto, las expresiones simétricas en N 
y E: 

m e = - 	1 - M. ) 	(533), 	m e, = - r 	m: _ 3 MIN  ) (534) 

proporcionan una buena aproximación de los momentos correctivos. 

 

Fara el caso mostrado en la fig.215-d, donde sólo se reduce el giro del 
extremo C, al valor inicial 	el momento correctivo resulta dado por la expre- 
sión: 

II' 	_ 2. 7,11  _1 
3  m

g ) 	 (535) 3 "  
Estas 3 últimas ecuaciones, representan el efecto de la variación de la 

rigidez de las barras de la estructura ocasionada por la carga axial. 

Las tablas XXXVIII y XXXIX resumen la aplicación del método al marco de 
la fig.20C. Para esto se han supuesto conocidas las deflaxionee consignadas en -

la fig.?08. 

Lae iteraciones se inician suponiendo como momentos MI, llamados "momea: 
tos generalizados", los momentos de la fig.205 que proporciona la teoría plástica 
simple. Así pues, efectuando por separado los cálculos correspondientes a la co-
lumna izquierda, de los de la derecha, se consignan loe momentos M/  en el renglón 
4 de la tabla XXXVIII y se determinan los momentos correctivos correspondientes, 
utilizando para seto las ece.(533 y 534) (renglón 5) estos momentos son muy pe--
guanos y por consiguiente pueden despreciaras considerando en lugar de la suma de 
momentos M /+ M e a M, sólo loe momentos proporcionados por la teoría plástica ---
simple (M/  M) (renglón 6). En seguida, se determinan loe productos P.IS (ren-- 
glón 8), las diferencias M - 	(renglón 9), loe cortantes respectivos en ambas 

columnas y su suma (renglones 10, 11, 12 y 13) para obtener finalmente en el ren-
glón 14, lee carpa horizontales correspondientes al sistema de cargas (11) que -
provoca el estado deformado considerado de la estructura. 

Los factores de carga correspondientes a cada nivel que ee reportan en 
el renglón 15 de la misma tabla, indican que hay una disminución del factor de --
carga calculado inicialmente, desde 2.23 a un valor comprendido entre 1.74 y 2.08. 

El procedimiento debe aplicarse nuevamente para afinar los valores de -
los factores de carga obtenidos, repitiendo la misma secuela pero proporcionando 
en cada nueva iteración, el sistema de cargas horizontales, de acuerdo con el sis 
tema obtenido en el ciclo anterior. Se requiere entonces efectuar de nuevo un --

análisis plástico del marco semejante al anterior, considerando en este caso, co-
mo momentos plásticos en lee columnas los momentos plásticos reducidos por efecto 
de la carga axial; para esto se recurre a una gráfica de interacción momento-car-

ga axial como la de la fig.163 y se determina el estado deformado de la estructu-
ra, aplicando el método de Heyman o el de Lind (pág.173). 

Considerando entonces la reducción del momento plástico de las columnas 
por efecto de la carga axial, el factor de Carga correspondiente al mecanismo de 
colapso de la fig.204, es igual a 	Pero el mecanismo no es estáticamente -- 
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admisible para el nuevo :listes* de cargas porque no satisface el equilibrio late-
ral en el segundo piso sin violar la condición de plasticidad; por tanto, se ha -
considerado el mecanismo de colapso mostrado en la fig.216-a, estática y cine:141 
mente admisible para un factor de carga A . 2.11. 

Este mecanismo es 7 veces estáticamente indeterminado, 

En la tabla XXXIX se consignan los resultados de varios ciclos de análl 
sis y en la fig.216-b, se muestra el sistema dn cargas, el factor de carga ( i. = 
2.07) y el mecanismo de colapso finales. 

TABLA XXXVIII.- Marco de 4 pisos. 
Columnas 
Barlovento 

1 Columna 0 - 1 1 - 2 2 - 3 3 - 4 

Factor común 

2 Carga axial 96.5 76.2 55.9 31.5 Kips 
3 	m P/P 	, 

(P = 4740-) 
0.0202 0.0161 0.0118 0.0066 - 

4 Mom. Gen. 8 -2.56 -0.74 +0.18 -1.51 +0.95 -0.53 +1.10 +1.86 10 Kips-plg. 
5 Mom. Corr.M - 	-0.02 -0.01 +0.01 '-0.01 +0.01 0.00 	0.00 
6 Momentos 	M -2.56 -0.74 +0.18 -1.51 +0.95 -0.53 +1.10 +1.86 .. 

7 Deep. 	Fig206 	4.15 3.89 2.03 1.18 
8 Mom. Sec. P -0.401 -0.297 -0.114 -0.037 10 Kipe-plg. 
9 Mom. M - P -0.34 -1.21 -0.42 +1.90 

10 Cortante -2.90 -1.03 +0.53 +3.00 
11 Cortante en 

cola. de So-
tavento. 

-4.15 -3.98 -3.74 -4.08 

12 Cort.Total -7.05 -5.01 -3.21 -1.08 10 /1 Kips 
13 Cort.Total 48.8 34.8 22.3 7.5 Kips 
14 Carpa hori 

zontalee. 
14.0 12.5 14.8 7.5 

15 'actor de 
caria 

1.94 1.74 2.06 2.08 - 

S0'• 231 sil.el  
Se • z. 07 • 	I. pc.  

S.114111*.d • 8 IS 

(a) 

Figura 216.- Mecanismos de c,.iaoso y cargas generalizadas en los 
ciclos 1 y 4. 
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TABLA XXXIX.- Resultados del análiais del mareo de 4 pisos (Fig.200) 

Ciclo 
Cargas generalizadas. 
Cargas verticales 
Cargas de viento: 4o. Piso 

3er. Piso 
2o. 	Piso 
ler. Piso 
Total 

0 

30.0 
3.60 
7.20 
7.20 
7.20 

25.20 

1 

30.0 
3.86 

'8.14 
8.18 
9.00 

29.18 

2 

30.0 
3.71 
7.92 
9.60 
9.82 

31.05 

3 

30.0 
3.68 
7.75 
9.00 

10.10 
30.53 

4 

30.0 
3.68 
7.75 
9.23 
9.73 

30.39 

P.C. 

Kipe 

Factor de carga f 2.23 2.11 2.04 2.07 2.07 

Desplazamientos laterales: 4o. 	Piso 1.18 0.57 0.41 0.42 0.42 plg. 
3er. Piso 2.03 2.00 1.28 1.50 1.50 " 
2o. 	Piso 3.89 5.12 4.10 4.42 4.40 " 
ler. Piso 4.15 6.99 6.11 6.48 6.37 " 
Total 11.25 14.68 11.74 12.82 12.69 " 

Cargas reales. 
Cargas verticales. 30.0 30.0 30.0 30.0 30.0 Vips 
Cargas de viento: 40. 	Piso 

3er. Piso 
3.36 
6.63 

3.74 
7.41 

3.63 
7.45 

3.59 
7.20 

3.59 
7.20 e 

2o. 	Piso 5.60 5.81 7.57 6.85 7.08 " 

ler. Piso 6.28 6.60 7.28 7.45 7.08 ■ 

Total 21.77 23.56 26.09 25.09 24.95 s 

Cargas relativa». 
Cargas de viento generalizadas. 

4o. 	Piso 1.00 1.07 1.03 1.02 1.02 
3er. Piso 1.00 1.13 1.10 1.06 1.08 
2o. 	Piso 1.00 1.14 1.33 1.25 1.28 
ler. Piso 1.00 1.25 1.37 1.40 1.35 

Cargas dt viento reales. 	40. 	Piso 0.93 1.04 1.01 1.00 1.00 
3er. Piso 0.92 1.03 1.03 1.00 1.00 
2o. 	Piso 0.76 0.81 1.05 0.95 0.99 
ler. Piso 0.87 0.92 1.0e 1.03 0.99 
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6).- In loe métodos anteriores se trata de determinar el factor de car 

gu correspondiente a una estructura previamente disertada, Holmee y Gandhipropo-

nen un método de diseho plástico basado en la teoría plástica simple, y mediante 

la introducción de un factor de amplificación A, toman en cuenta el fenómeno de 

la inestabilidad. Dicho factor de amplificación A, está expresado en función de 

la relación entre lea rigideces de loe miembros que componen la estructura y de 

las funciones de estabilidad m, n, y o, ecs.(27, 33 y 34). El factor se-ha gra-

(loado para diferentes valores de los parámetros de loe que depende. 

El método se presenta refiriendose a marcos de q pisos y r crujías de 

claros L iguales, articulados en su base (fig.217,) como sigue. 

Según le Teoría Plástica Simple: 

1.- Para el marco de la Fig. 	sujeto a una carga vertical unifor 
memente distribuida r en cada piso, si se conviene en llamar, M., el momento ---

plástico de lee vigas, M:, al de las, columnas exteriores y M:, al de las inte—
riores, se tiene: 

e 	y.  
= 	(538) Mv X.2±1  (5%), 	 (5r)„ 

2.- Para el marco de la fig.217-b, sujeto a cargas verticales y hori—
zontales, si ),.ee el factor de carga correspondiente (siendo X. < )., ) y si se 

supone que los 'untos de inflexión en las columnas e. encuentran localizados al 
centro de las misma», según se puede deducir del mecanismo de colapso mostrado -

en la fig.218-a: 

Mi.. Xe 16 
	4 

L 	
le

H—h 	
(539), M 	M.  (540), M. 	 (541) 

H

2

h 

3.- Para el marco de la fig.217-c, sujeto también a un sistema de car-
gas combinado, cargas verticales más horizontales, suponiendo loe puntos de in—

flexión en lea columna», al centro, se tiene (según la fig.218-b): 

. 
(542), 	M. a M -7-- (543), 	Mi.= X.

H
,
h 

(543)  

siendo H h, la fuerza cortante en un piso multiplicada por la altura del mismo y 

dividida entre el ndmero de crujías, y (E h)e.e.,, el promedio de los valores de 

H h correspondientes a los pisos inmediatos superior e inferior e le viga en ---
cuestión. 

Las ecs.(537, 540 y 543) se aplican e todos los pisos intermedios ----
excepto al superior, donde : me am,,  

(544)  

El valor máxime de M, correspondiente al mecanismo de colapso crítico 
(fig. 17), se determina entonces de la ecuación: 

(53 	
o  '' (H 7 

6) cuando: 	 mecanismo I (carga horizontal H pequefla) 
b.--  --, — 1 

1  

16  

(559) cuando: 	
1 . 	

L2 	4  

(H h)e...e  . 
16  

mecanismo II (valor de H intermedio) 

(542) cuando: 	(H 11)~- 
L 	

, 1 	mecanismo III (valor grande de FI) 
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Las ecs.(536) a (543) modificadaa mediante la introducción de los fac-
tores de amplificación A (para las vigas) y A,(para las columnas), para tomar en 
cuenta el fenómeno de la inestabilidad, adoptan la siguiente forma: 

m  H 	1 Mecanismo I.- Cuando: 0 <  Al 	 — 
w 1,1 	16 

My= 	X. 11 	(549) 	M: 22— (546), 	ht", 	
a. 

Ajo 
2

H h  
16 	 2  

Mecanismo II.- 	Cuando: 	< A(11 h)"""s i 

	

16 	w L 

L + 	
4 	(548), M:k M2v  (549), Me 	/kg 

	

A(m H h 	> Mecanismo III.- Cuando. w L 

>kaA(Q)  My .  	, 	t 	552). 	m' _ 
2 	k551) M c • 2 M  ( 	

" 
A,M h 

2 

(547) 

Aym H h (550)  
2 

(555) 
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Al determinar los factores h y A se han considerado los siguientes — 

efectos: 

a).- Efecto de los momentos secundarios P.e (sin conaiderar Las rota--

cienes de las juntas). 

Pare esto se dedujo por equilibrio de una columna deformada, como se 

muestra en la fig.219, la siguiente ecuación: 

M, 	M1= H b + P.A. m H h (siendo m la función graficada en la fig. 

10, ec.27). 

b).- Efectos de: 

i.- La reducción de la rigidez de las columnas debida a le car 

ge axial. 

1.1.- Los desplazamientos laterales y consecuentes momentos adi-
cionales debidos a las rotaciones de los nudos. 

1/1.- La modificación de la posición del punto de inflexión en -
las column.is. 

111.1.- La reducción de la rigidez efectiva de las vigas debida a 
la formación de articulaciones plásticas. 

Pera considerar estos efectos se han determinado las rigideces de los 
miembros relacionando las rotaciones reales de los extremos de loa mismos, en lu 

gar de considerar las rigideces correspondientes a condiciones supuestas de apo-

yo en loe extremos lejanos (por ejemplo, 4EI/L en caso de un miembro empotrado). 

Calculando entonces los factores de distribución reales, el proceso de distribu-
ción de momentos se reduce a efectuar un sólo ciclo; es decir, puesto que no hay 

momentos de transporte, basta distribuir los momentos de desequilibrio en cada -

nudo una sola vez. 

Los efectos i, ii y iii, se toman en cuenta utilizando las rigideces -
reales de un miembro sujeto a carga axial, momentos en sus extremos y libre de -

fuerza cortante (fig.220): 

, M, 	, 	• k EI , 	, 	, 	M, 	, El 
su= -45;= U: - 0/H3)— 1554/, 

h 	
833=-'17= (n - Reo) 7 	 (555) 

donde: Rs  = 9,/e, y en el caso de lee vigas (fig.220), donde la carga axial y el 
desplazamiento lateral son despreciables: 

	

M3 
	
El 	 , 	pu,.. 
	
El 

a • . 	, (4 4  ?Me) 
	

B ....-- (557), .......".  (4 + 2 fi 3)"......-  

	

BB 93 	 L 	 Is e. L 	
(550) 

El efecto iiii, se toma en cuenta determinando la modificación de la -

rigidez de las barras al formarse una articulación plástica bajo cierto estado -

de carga (como se indica más adelante). 

En la determinación de los factores de amplificación A y Ac, se consi-

dera que la carga vertical ee aplica con toda su intensidad y posteriormente, Be 

va incrementando la carga horizontal desde cero hasta su valor máximo. Este pro 

ceso de carga, en general, ee más severo que suponer que las cargas verticales y 

horizontales se aplican simultaneamente en forma proporcional. 

Analizando entonces los mecanismos de colapso se obtuvo lo siguiente": 



(n.- Rao.) 

(n,- 0,/R.) k5 + (n.- R1o,) k 5 + 3 (559) 
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Mecanismo I fig.217-a (0' —r---"B".". 1  e
16 ). 

El diseno de las columnas interiores en est9 caso, este' basado.también 
en el modo de colapso de la fig.217-b, de manera que loe factores A y A. están -
dados por las mismas expresiones del mecanismo II-A que se deduce adelante. 

Mecanismo II (1- < 	k(11 B h.)".".‘ 	)• 16 	w L- 

En este caso las vigas del marco bajo la acción de las cargas vertica-
les exclusivamente, pueden permanecer elásticas, o bien, plastificarse en sus ex 
iremos. 

Si se forman articulaciones plásticas en los extremos de las vigas, ba 
jo carga vertical solamente, entonces: 

),1 -UL 	 A 	 j, donde: 1->  A(a H • 
12 	16 	4 	 12 	w 1" 

De donde se deduce que las. condiciones de carga correspondientea al me 
cenismo II, se pueden dividir en dos: 

a- 	1 . 
 A(m H 	4 I . —c. 

16 	w L 	12 
A(m H h)  P~Owe  

12 	w 

á(111 H h)~1~1. 	1 s Mecanismo II-e 	
16 

( 	v 	
w L 	

, 
12 
 . 
) Considerando los dos - 

pisos consecutivos mostrados en le fig.221, bajo la acción de las cargas vertica 
lee exclusivamente, se forman articulaciones plásticas en 2 y 2'. Al aplicar --
las cargas horizontales, el momento en 2 disminuyen pero la articulación plásti-
ca en 2', se mantiene. 

Utilizando entonces las ece.(545 y 546), las rigideces reales de loe -
miembros pueden escribirse como sigue: 

(o, - o,/R.) k a 	s'in,. 3 k,1/4(art. plástica en 2'). 

Si el factor de distribución se denomina "a", con un indice p para in-
dicar que se considera una articulación plástica en 2', se tiene: 

" 
e  vi 'i; 

r 	al, 	(n.- oJR.) k.,  

	

(560) 	as' .---ºrJ1-_ . 3  k'. as.' 2, al 	:F. s: 	' 	a. zas 	.. .-ii: 
siendo entonces el momento de desequilibrio en 2 : 

= 	ainvhv >, s -24211 I. 	(a H h),......5'v 2  

el momento en el extremo 2 de la columna 2-3, vale: 

Mas 	2 
1E1191 

 x v ave 	H 
m) 	)1.  . mAlAhlb  2 Ir 	H h 	A 

L-7--  
a..Hsh., 

AL 

donde: A.. [1 2 	mimarla  

	

I. 	H h) p"ro 

(561) 

(562) 
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Para simplificar la ec.(559), se sugiere suponer que los puntos de in— 
flexión en las columnas se forman al centro, lo cual equivale a considerar: 

ft bm 1, en este caso se tiene: 

• (n.- o.) k..  
a s* 	(n,- o,) 	(ne• o.) 14- 3 

una mejor estimación de a:, se obtiene utilizando la siguiente 

• (n.- (1 + 1/q) o.) k..  
(n,- o,)  k,, + 	o.) k.. 4  3 kv. 

cuando se trata de lea columnas q + 1 de un marco (fig.221). 

En forma similar, el momento en el extremo 2 de la viga está dado por -
la expresión : 

11d 	 H 	 (fig.222) 

v. 
donde: 	A - a:, . 	

3 k 	(si R,. R. 1) 	(565) 
a 	(n,- g) k.+ (n.7  o.) 	+ 3 kv. 	

. 
 

Mecanismo II-D. 	("1 	A(M h)."""'d 
12 	w L 

En este caso, para cualquier intensidad de la carga vertical, las vigas 
permanecen elásticas, inclusive, bajo cargas horizontales, cuando su correspon—
diente factor de carga tenga un valor 0( intermedio. Para determina= un valor -
conservador de este factor O( , se supone A . 1. Con referencia a la fig.221 se 
tiene un momento en el extremo 2' de la viga, igual a : 

a 
/ L 	o((m H 

Mar 
— ka 

12 
+ 	,gualando entonces este momento al momea 

to pláetico de la viga, ec.(558), (A . 1), se obtiene: . 

15" 	XI  {1  - 	12 (a H hl) 	Ir 1,1 

Cuando el factor de carga horizontal sea superior a CA , la rigidez de 
le viga ale vale 6 k..puesto que la viga se flexiona en doble curvatura. Para el 
resto de las condiciones de carga, cuando el factor de carga es ( 	- eh ), la -
rigidez de la viga s;vvale, 3 k.., debido a la presencia de la articulación plás-
tica en 2'. 181 es que para una carga horizontal de O a csib.los factores de dig 
tribución (señalados por un indice OC para indicar que se .encuentran dentro del -
rango elástico) están dados por las ecs.(564 y 565) si se substituye 3 k,por 12 k„. 
(6 k„.por cada una de las 2 vigas que concurren a un nudo), esto es: 

(o.- (1 + 1/q) o.) k..  
a s4 	(n,- e,) k.,+ (n.7  o.) k..+ 12 k v. 

• 12 
a". 	(n,- o, ) k.,+ (n.7  o.) k..+ 12 k v. 

Para cargas horizontales de a H a (X.- .4) H, los factores de distribl 
ción son los mismos que los correspondientes al mecanismo II-a, ece.(564 y 565). 
ya que las ecuaciones que definen A y A. en el caso del mecanismo II-b son 
res a las eca.(562 y 565), esto.es: 

(563)  

expresión: 

(564)  

(566) 

(567)  

(568)  



	

a
1 - 2 	(n1 	h)""" j• 	[1 - 2 al (r--1-1-1--1 	(569) 1 

	

ase msEsh. 	Xs 	 1s m.Ashs 

X. - a P 
at 	 (570) A = —a ,+ 	 

NA(m H h )p.. 
1-  I En el caso del mecanismo de colapso III (fig.217-c) 

/ 	
> 

las vigas se comportan elásticamente bajo cualquier intensidad de la carga vertL 
cal y para un cierto factor de la carga horisontal(Cx), se presenta una articula-
ción plástica en el extremo 2 de la viga (fig.221). Siguiendo entonces un proce 

dimiento similar al del mecanismo II-b 

w L
2 

.1 
0( (le H h)r~  

M25" A. 12 	 2 

igualando este momento con el dado por la ec.(551), se deduce: 

a = X, [1  

	

6 km A h 	LI  I 	
157?) 

Las expresiones que definen A y A., en este caso son las mismas :1111 --

las del mecanismo I1-b, eca.(569 y 570). 

Los factores de amplificación A. de marcos de una crujía son los mis--
mos que los obtenidos anteriormente, pero los factores A se modifican. 

En la fig.223, se representa un piso de un marco de una crujía sujeto 
a carga vertical solamente y en la fig.223-b, el mismo piso sujeto a una carga -
horizontal H (11/2 por columna). En este caso, acoptando las aproximaciones --
que se hicieron para valuar R .y R, en marcos de muchas crujías se obtuvieron --
los siguientes resultados: 

Mecanismo 1 (caso a, fig.217-a) 	< 
A(m 

 
w 1," 	32 

b k..  
(573) donde; 

A 	(n,- o,) 	(ns- o.) k.,,s+ 6 kv. 

Mecanismo 1 (caso b, fig.217-a) t 1 	
F 

< 	• 	
1 	

e" -21' 0.7  32 	w L- 	16  

Mecanismo 11 (Fig.217-6): 
16 	L k:(m.H0.11:m,w L  

Mecanismo Ill (Fig.217-c): A(lia
wL

h  ) 	
1  

El factor A en los tres casos está dado por la expresión (570) donde: 
a st,y al

o.  
, están dadas por las ece.(565 y 573). 

Para el nivel inferior, fig.224, si se trata de columnas empotradas en 
la base: es  r= 0, o sea, Rs= (e./0.) = 0, Ril 1, substituyendo entonces en la -- 
ec.(570), se obtiene : 

n. k..  
a 	- (11,- o, )

3 

	

P 	
os ks. En caso de columnas articuladas: "a,.„ - 	0,) 	n, ksa + 3 kv, 
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A,. 

(571) 
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Los factores a:wy asa  que intervienen en la ec.(570), pueden escribirse 
de le siguiente manera: 

142. 	x
6 
 6 ' 	a$t 	3, donde: x 	ks [(0.-  o, )1T + (nt- at)] 

siendo: Y . k•,/k,41Pig.225) : 	ica " k.,/k1We 	f5 ... A /Pi  

En las figs.226 y 227, se muestra la variación hiperbólica de estos fa, 
toree a ;a  y 	en función de los parámetros K, k. y 	. Se observa de estas -- 
curvas, que para valores altos de 11.(vigas flexibles), la amplificación se incre 
menta rapidamente mientras que para valores bajos de kg  (vigas rígidas), se mejo-
ra la estabilidad de la estructura. 

El procedimiento de diseno se inicia del piso superior hacia abajo y --
consiste en los siguientes pasos: 

1.- Se suponen A . 	m = 1, o esa, se desprecia el efecto de la inu 
Labilidad y se determinan los momentos plásticos MV, E: y M, de las ece.(545 a --
553). 

2.- Se seleccionan las secciones transversales de loe miembros teniendo 
en cumuta la reducción del momento plástico en las columnas por efecto de la car-
go axial. 

3.- Conocidas las propiedades geométricas de las secciones transversa—
les de los miembros, se determinan los factores A, A. y m, utilizando las Fig.226 
y 227. 

4.- Aplicando nuevamente las eca.(545 a 553), se determinan los momen—
tos plásticos de los miembros. Si los perfiles seleccionados son los mismos que 
los del paso 2, el diseno habrá terminado, si no, se deberán repetir los pasos 3 
y 4. 

1 - 4:1" " 1)02•1.1 *0 
-14  a) 	 (19 

    

(e" 
I4. 

(i.1114",„ (m101), 
< 2 	t 

(e) 
-e. 

^K b  

 

sail.- 
(el 

 

     

     

e hl  sea- 

(a,) 
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7.- Efectos del endurecimiento por deformación en la capacidad al pan-

deo de estructuras. 

Se ha establecido anteriormente que el efecto de la inestabilidad en -
las estructuras es reducir su factor de carga de colapso rígido-plástico; sin --
embargo, en los métodos descritos, para valuar dicha reducción, no se ha conside 

rado el efecto del endurecimiento por deformación, propiedad de los aceros dul—
ces que favorece la capacidad de carga de las estructuras. 

El fenómeno de endurecimiento por deformación consiste en un incremen-
to de esfuerzo del material cuando este se deforma más allá de un límite dado e, 
tal como se muestra en la fig.228. Esta propiedad es una condición básica para 
el análisis plástico, pues si se supone (como en el caso de columnas y placas de 
acero estructural comprimidas más allá del límite de elasticidad del material) -
que el pandeo se presenta invariablemente al alcanzar el esfuerzo el valor co—
rrespondiente al límite de fluencia cry , se invalidaría una de las hipótesis bá-

sicas de la teoría plástica simple (referente a las propiedades de una articula-
ción plástica) y por consiguiente, sería inaplicable al diseño estructural. Es-
to sucede en el caso de aleaciones de aluminio de alta resistencia eegdn lo ha -

confirmado experimentalmente Hrennikoffnnvestigando el comportamiento de una -
serie de vigas de sección 1-6" y H-4" de aleaciones de aluminio (606146); en --
cambio, en el caso del acero estructural, se ha demostrado experimentalmente que 
piezas pequeñas y robustas, debido al endurecimiento por deformación, pueden so-
meterse a deformaciones mayores que my  (Fig.229) sin que se pandeen. 

Debido entonces al endurecimiento por deformación, el momento. flexio—

nante en una sección transversal de una pieza deformada dentro de este rango, es 

mayor que el momento plástico de la sección y trae como consecuencia un deeparra 

mamiento de la zona plástica. El fenómeno ocasiona un incremento en la capaci—
dad de carga de las estructuras; este efecto puede apreciarse fácilmente en el -
caso de la viga mostrada en la Fig.229.(441  

Según la Teoría Plástica Simple, puesto que se considera que una arti-
culación plástica se concentra en un punto (Fig.229-b), la carga máxima que pue- 
de soportar le pieza, vale: 	P. m 4 Me/L. 

En cambio, por efecto del endurecimiento por deformación, si se llama 
"a" a la longitud de la zona plástica desparramada, la carga de falla de la viga 
vale• 

P s= (4 Mp/(L - a)) > wa  

Experimentalffiente se ha comprobado el incremento de capacidad de una -
viga I debido a este fenómeno. En la fig.230 se muestran los resultados de le -
prueba. Puede observarse en esta figura que le capacidad de la pieza es supe—
rior a la predicha por la teoría plástica simple (292 T-plg.). 

Roderich investigó teórica y experimentalmente el efecto del endureci-
miento por deformación en el comportamiento de dos marcos de acero sujetos a las 
cargas que se indican en las figs.231-a y b. Para el análisis teórico, tomó co-
mo datos los resultedoe de pruebas realizadas con probetas extraídas del mismo -
material de que fueron construidos los marcos. 

En el caso del marco articulado, se observó que el colapso (el cual se 
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presentó bajo una carga de: P = 5.55 Ton. en lugar de 5.66 Ton. según la Teoría 

Plástica Simple) ee debió al efecto de la inestabilidad del marco. En el caso -
del marco empotrado, se encontró teórica y experimentalmente un efecto predomi—
nante del endurecimiento por deformación que permitió al marco soportar más car-

ga (6.55 Ton.) que le supuesta, segón le Teoría Plástica Simple (5.65 Ton.). 

En la tabla XL Be consignan los valores de loe momentos en diferentes 
secciones a la intensidad de las cargan indicadas. 

Para tomar 	cuenta el endurecimiento por deformación en el análisis 
de estructuras, Saniió eligiere utilizar el principio del trabajo virtual euponiaa 
do que el momento plástico en una articulación plástica, es una función lineal -
de le rotación; de manera que el momento flexionante M en la articulación plámti 
ca, pueda expresarse de la siguiente manera: 	M 	M.  + ce e (4,1  lib..), 

En esta expresión, M. es el momento plástico de la pieza, C, la rota—
ción de la articulación y o( un factor que depende del endurecimiento por defor-
mación; este factor se debe determinar para cada viga, construyendo una curva mg 
mento-deflexión, similar • le m(strada en la fig.231-.d.- 

El trabajo realizado al incrementarse la 
plástica (fig.232-a), un ángulo dcl , siendo 4 la 
de manera que el trabajo total desarrollado por le 
cidn es: jr•  

M d* M e; es decir, según la Teoría 
trabajo toral desarrollado ee: Mir 0. 

En cambio, al considerar el efecto del endurecimiento por deformación, 
haciendo M = M.+ d  e,

( 
 dicho trabajo vale: 
e 

d 4 	f 	a 4) 	(k+ cal e) e (574) 

La aplicación del principio del trabajo virtual utilizando esta ecua-
ción (574), puede apreciaree en el ejemplo de la viga continua mostrada en le --
fig.233 para la cual ee obtiene: 

P-2,. (N. + 	Ce 	95 ) 	4 	+ (M0 + •1 oi 	6 	) 	3* = 7 Mí+ 17"" z  

de donde, substituyendo: 	4 A j3 L y dividiendo entre A , se obtiene: 

28 	M. 	272 e? w 
3 	L 	9 I: 

El procedimiento requiere que se adopten lee deflexionee como criterio ler 
de dieeflo; de manera que especificado un valor de á y determinado el factor CA 
mediante la calibración de la viga, Be deduce de la ec.(575) la carga de colapso. 

TABLA 	XL. - 

Marcos en Carga P • Valores tóericos de momentos flexionantes (Ton.plg) 
Portal Ton. (P1«.) M p = 271 Ton -plg. 

Mn 	M. 	M t 	M. 	M. 
Articulado 5.55 9.46 0 	273 	246 	313 	0 

(15.5%>m,) 
Bmpotrado 5.65 3.36 289 	2.30 	241 	291 	293 

rotación de una articulación 
rotación inicial, vale: M di) 
rotación total de la articula 

Pláetica Simple (M = m. e ), el 
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CAPITULO VI.- 

Investigaciones experimentales sobre la inestabilidad de marcos rigidos 

1.- Generalidades. 

Existen en la actualidad un número reducido de trabajos experimentales 
relacionados con la inestabilidad de marcos rigidos, si se les compara con las --
contribuciones teóricas sobre el problema. 

En gran parte de los experimentos llevados a cabo por métodos directos, 
fabricando modelos de marcos prototipos, construidos principalmente de acero dul-
ce y algunos de material plástico "Plexiglass", que se reportan en las publicaci2 
nes consultadas, se encontró concordancia con los resultados teóricos obtenidos -
por alguno de los métodos descritos, como se verá en las comparaciones que se es-
tablecen en los trabajos que se describen a continuación en orden cronológico. 

(7) 
2.- En 1955, CHandler

7 
 presentó dos procedimientos experimentales para -

estimar la carga crftica de marcos rigidos aplicanoolos a loe tres marcos mostra-
dos en la fig. 234 . Estoa marcos estaban formados por barras de acero dúctil de 
i" de ancho por 1/16" de espesor con conexiones soldadas y provistas de dispositi 
vos sencillos fig. 235 (drilled cylindical cleate), para poder aplicar la carga -
directamente sobre las columnas lea cuales se soldaron en su parte inferior a una 

zapata. 

         

        

     

p 

  

     

	a 

 

      

      

        

       

ir 

 

10-T 

pl  234 

     

      

      

14 235 

  

.111M11. 	••••••.• 

  

          

Ambos procedimientos, utilizan el principio de Lundquist para determi—
nar la carga crítica, es decir, se construyó para cada modelo experimental, la --
gráfica rigidez-carga (representando sobre el eje horizontal la magnitud de la --
carga vertical y sobre el vertical, el desplazamiento adimensional a que provoca 
una fuerza perturbadora Q, como medida de la rigidez). Le forma en que se deter-
miné la rigidez es la que da lugar a la diferencia entre loe dos procedimientos. 

El primero de estos procedimientos, llamado de rigidez eetática,consis-
te en aplicar la fuerza perturbadora Q en la parte superior de los modelos, en la 
forma que se ilustra en la fig. 236 . La razón de aplicar Q en la parte superior 
es la de evitar que tenga un valor grande como sucedería si se aplicara en un ni-
vel inferior ya que esto modificarla la carga axial en las barras y consecuente--
mente la rigidez del modelo, provocando que la relación entre Q y 8. deje de ser 
lineal. El efecto que ocasiona la posición.de Q en el comportamiento del modelo, 
puede apreciarse en la fig. 237 de donde se concluye que la carga crítica puede - 



do. 	 

1 
1 te 

.... 

aY 	/14 

1% 

predecirse con más exactitud por extrapolación de (C) que por la de las curvas --

(A) y (B), mi los modelos no se prueban hasta la destrucción. 

F.,.236 	 "'". 237 

El segundo procedimiento consiste en calcular la rigidez del modelo por 
análisis de vinración. Para esto se ha supuesto lue el movimiento de lea cargas 
sobre el marco es armónico simple, determinando luego la ecuación de movimiento -
siguiente: 

2 ` P 	” 
	

96 t' 
x + 	O cuya solución es: E 	

g tl 

en esta, expresiones: x es la distancia de lee cargas a la posición de equilibrio 
original, 2 P 	es la fuerza de inercia, K.,x, la resistencia del modelo • la 
deformación y t, el período de oscilación del modelo bajo le carga 2 P. 

Como comprobación se aplicó también el método de Southeell, segdn el --
cual, le carga crítica se encuentre de una gráfica como le mostrada en la fig.23M 
derivada de la expresión: 

a. 
• . 	  

Los resultados obtenidos se resumen en la tabla Ild comparandose a le 
vez con los teóricos obtenidos aplicando el método de Merchant. 

TABLA III. - 	Cargas crfticas en libras. 

Modelo 
	

Teóricas 
	

Southeell 	 Vibraciona1 

Marco de 1 piso 16.74 16.71 16.80 
" 	" 	2 	" 11.54 11.70 11.66 

" 	3 	" 10.14 10.00 10.20 
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3.- La contribución experimental m4s completa sobre inestabilidad de --

marcos rigida' es la que Low publicó en 1954,4)1s una investigación de una serie 

de 34 modelos construidos de acero dulce de -" de ancho y de 0.198 a 0.250 plg de 

espesor. Los modelos probados todos en su plano y libres de desplazarse lateral-

mente, representaban marcos de 3, 5 y 7 pisos de una sola crujía, como aparece en 

la fig. 239 en donde se muestra el sistema de carga vertical a que se sujetaron. 

Sólo en algunos de estos modelos se aplicaron cargas horizontales al nivel de loe 

pisos y en todos los casos, le relación altura a claro en cada piso, se mantuvo -

constante e igual a 2, variandose unicamente, el número de pisos y la relación de 
rigidez viga a columna la cual se hizo igual a 0.5, 0.75 y 1.00 variando el peral 
te de lee columnas en todos los casos excepto en las pruebas h y 9 donde la rela-

ción de rigideces igual a 1.0, se obtuvo eperaltando las vigas para observar el - 
efecto del cambio de la relación de esbeltez, para un valor constante de la rela-

ción de rigidez viga-columna (Las relaciones de esbeltez de las tres secciones de 

columnas utilisadee en el entrepiso inferior, considerando una longitud efectiva 
de 0.85 L, fueron: 88, 101 y 112) procurando en todos los casos que la flexión --
ocurriera alrededor del eje mor de las barras. 
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Sólo en los dos primeros marcos probados, lea conexiones se hicieron --

soldando lee piezas, en los demás, para evitar los efectos del calentamiento de -
una extensa zona producidos por la soloaddre, se utilizó una conexión (simple sed 

ged joint) formada por placas, las cuales fueron probadas para dar rigidez seme—

jante e la que proporciona la soldadura. 

En la tauls XLII aparecen lee propiedades de las secciones de iea ba— 
rree, le carga oe falla experimente] ue los modelos, F 	le carga crítica elástica 
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P, y la carga de colapso rigido-plástica P. obtenida ein tomar en cuenta la redus, 
ojón del momento plástico de lea columnaa por efecto de la carga axial. 

TABLA 	XLII.- 

Marco Carga late- 
rai total 
lb. 

Marcos de 3 piso*: 

Diaeneionee de las barras 
Columna, 	Vigaa 

lb. 

Pe  

lb. 

P. 

lb. 

4 0.2507 0.2381 0.2503 0.2387 495.8 519.5 1,865 
5 10.7 0.2506 0.2376 0.2496 0.2374 448.8 515.0 1,857 
6 7.5 0.2500 0.2406 0.2498 0.2401 428.9 467.5 1,870 
7 7.5 0.2502 0.2409 0.2500 0.2393 442.5 469.5 1,880 
8 10.0 0.2500 0.2410 0.3151 0.2422 645.5 698.5 2,620 
9 0.2486 0.2373 0.3143 0.2410 657.1 681.5 2,455 
10 5.0 0.2501 0.2570 0.2504 0.2567 530.8 570.5 2,000 
11 10.0 0.2503 0.2569 0.2502 0.2567 505.7 575.5 2,004 
12 12.5 0.2505 0.2564 0.2502 0.2568 492.4 568.5 2,005 
13 5.0 0.1992 0.2555 0.2501 0.2560 458.6 537.0 1,460 
14 10.0 0.1986 0.2563 0.2500 0.2565 423.8 537.0 1,449 
15 12.5 0.1989 0.2571 0.2500 0.2568 434.2 548.0 1,458 
16 5.0 0.2179 0.2565 0.2500 0.2558 487.7 551.5 1,633 
17 0.2177 0.2557 0.2500 0.2568 534.1 550.5 1,624 
18 7.5 2.2179 0.2569 0.2501 0.2548 489.8 567.5 1,637 
19 10.0 0.2178 0.2570 0.2499 0.2562 458.6 549.5 1,634 
20 12.57 0.1274 0.2562 0.2499 0.2568 434.7 550.0 1,622 
26 0.1982 0.2573 0.2494 0.2567 523.3 537.5 1,447 
27 0.2179 0.2574 0.2496 0.2560 539.8 550.0 1,638 

Marcos de 5 piaos: 
21 0.1980 0.2548 0.2500 0.2569 768.6 947.5 1,272 
22 0.1981 0.2551 0.2497 0.2564 672.2 923.0 1,272 
23 9.0 0.1981 0.2560 0.2497 0.2564 577.7 934.0 1,273 
24 13.5 0.1982 0.2561 0.2498 0.2565 530.1 884.5 1,278 
25 6.75 0.1979 0.2563 0.2496 0.2564 599.7 937.0 1,273 
28 0.2179 0.2575 0.2491 0.2576 756.4 919.5 1,463 
29 9.0 0.2181 0.2575 0.2488 0.2569 609.0 950.0 1,473 
30 0.2506 0.2574 0.2490 0.2573 781.1 953.0 2,197 
31 9.0 0.2507 0.2567 0.2492 0.2570 666.2 967.0 2,195 

Mareos de 7 pisos: 

32 0.2469 0.2537 0.2468 0.2539 799.4 1,131.0 1,501 
33 0.2163 0.2514 0.2488 0.2502 778.9 1,232.5 1,312 
34 0.1974 0.2540 0.2494 0.2511 730.5 1,110.0 1,177 
35 0.1970 0.2539 0.2493 0.2508 707.5 1,107.5 1,168 
36 0.2162 0.2535 0.2489 0.2510 821.5 1,208.0 1,320 
37 9.75 0.2466 0.2520 0.2486 0.2507 680.2 1,234.0 1,484 

Los resultados anteriores se representan en la fig.I80 adimensionalmen 
te. En esta figura, la linee recta representa la fórmula de Merchant, de manera 
que cualquier punto abalu de esta linea, corresponde a un caso en que la fórmula 
es insegura. 
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Se observó durante la investigación, que de los 32 marcos (todos excepto 
el 4 y eJ 27) diseñados por la teoría plástica simple pare fallar por colapso de 
lee vigas, todos fallaron lateralmente exhibiendo 13 de ellos un marcado fenómeno 
de inestabilidad. 

Se observó además que los resultados de las pruebas pueden repetirse con 
mucha exaciltud, como lo Indican los correspondientes resultados de los marcos 5, 
11 y 17, 	así como también, los paree de marcos de 7 pisos 34, 35 Y 33, 36, en - 
loe cuales, la discrepancia entre los valores de las carees a la falla fueron de -
1y6 y menos de 1.2% respectivamente. Además, estos resultados confirman como se --
observa en la fig. leo, que la fórmula de Merchant ee conservadora. 

Por otra parte, puesto que las cargas laterales aplicadas representan el 
2 % de la carga vertical en el marco 24 y el li % en los otros dos marcos 31 y 37 
mientras que la carga de viento es mayor de 3% generalmente, puede esperarse que -
en circunstancias ligeramente menos propicias, la carga de falla resulte inferior 
a la predicha por la fórmula de Merchant, sin embargo, debe tomarse en cuenta que 
en el análisis no se considera el efecto rigidisante de las losas el cual incremea 
ta la capacidad e la falla, ni tampoco se considera el incremento de la capacidad 
a la falla debido al endurecimiento por deformación y además que los marcos proba-
dos son más esbeltos que los que se utilizan en la práctica. 

Finalmente, se concluye que en marcoe de 3 pisos donde las cargas P. y 
P.mpresultan de un órden de magnitud parecido y por consiguiente basta efectuar un 
análisis plástico simple para determinar P, . 

h el 
4.- Vaswani introdujo una imn,:vación en este campo utilizanuo un mate - - - 

rial plástico llamado Plexiglaes para determinar la carga crítica elástica por un 
método experimental directo. Parece ser éste el dnico experimento de este tipo --
que se haya realizado con Plexiglaes. Este material presenta las ventajas de po-
der pegarse, cortarse, maquinarse con facilidad allí como la de poseer un bajo módu 
lo de elitaticidad y capacidad pare resistir deformaciónes relativamente grandes, -
características .,ue hacen que el material sea especialmente adecuado para experi - - 
mentos sobre pandeo de estructuras. 

El alto coeficiente ue expansión que puede presentar el Plexiglase se --
hace despreciable bajo condiciones normales y constantes de laboratorio y el inevi 
table efecto del fenómeno de Creep o de las deformaciones diferidas en el transcur 
so del tiempo, ¡urde reducirse teniendo la precaución de tomar las lecturas corres 
pondienteu a la caree aplicada unos 5 minutos después de le epiicari6n de esta, --
tiempo a partir del cual, la variación del módulo de elasticidad E, no es ralida, 
como se indica en la fig. 40 
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Ei valor de la cargo de pandeo se determina utilizando también el cri-

terio de Lunaquist, para lo cual se aplica una carga constante pequeta Q en el -

cabezal del modelo fig. 236, en esta figura me representan un modelo y su monta-
je. Bichos modelos matan provistos de zapatas con las perforaciones adecuadas -

para representar marcos articulados o empotrados. En la fig. 241 se ilustra el 

arreglo para lograr el pandeo del modelo en su plano y evitar la fricción tea—

bien se muestra el dispositivo (7) para lograr que la linea de carga siga el mo-

vimiento del modelo. 

El desplazamiento • está dado por el movimiento del indicador (11) res 

pecto al perno 112) y para medir estos desplazamientos ee utilizó un microscopio. 

La escala del modelo (M) se relacioné con la del prototipo (P) de manera 

Longitud 	 n 

Módulo de rigidez 	 E.. n, E„, 
Momento de inercia 	 1, = 

Carga axial 	 = n, P M  
Carga transversal 	 Qp. ng Q M  

y r.4 = n, = nini/ns 	de aquf que elp- 	relación que requiere tan molo -- 

que la rigidez flexional en todas las secciones del modelo sean similares a las 

correenondientea al prototipo. 

Los resultados y características de los ejemplos investigados experi—

mentalmente por este procedimiento se resumen en la tabla XLIII haciendo referen 

cia e las correspondientes fig.240 a y b. 

TABLA XLIII.- 

Marco 	Condición Curva de Espesor - Carga per Carga crf Carga crf Diferen— 

de apoyo 	rigidez del Plexi turbadora tina expe tica teó- cid entre 

en columnas 	 gleba en 11 en Kg. rimental rica en - el valor 

en Kg. 	Kg. 	teórico y 

el exp. 

Fig.242 

1 fig.a Empotradas fig. 	3 	0.05 	16.6 	17.7 1~ 7 %  

2 fig.a Articuladas fig. 	3 	0.05 	4.25 	4.42104.44 % 
3 fig.« 	Una esp. y fig. 	3 	0.05 	10.0 6 % 10.8a 

Otra art. 	

Mwm•  

11  4 fig.b 	Articuladas fig. 	3 	0.05 	5.6 	6.1 ..........9 %  

4 fig.b Empotradas fig. 	3 	0.05 	12.8 	13.7%......7 % 

En le fig.241 

1.- Balines SE! de ♦ . 5 mm. 
2.- Placas de Plexiglams 

3.- Modelo 

4.- Faja de latón 

5.- Vipa de carga 

6.- Cuerda de piano 
7.- Apoyo oe borde móvil descansando en rodillos sobre u1, placa le la 

tón 

6.- Polea 

9.- Cuerda de piano 



• 

	 1 	 

:01 

le.- Polea 

11.- Indicador 

12.- Pasador 

(a) 

as,. 241 

El método de Vaswani es particularmente adecuhdo en estructuras de un -

piso y una crujía con miembros de rigidez variable ya que ofrece una solución sim 

ple de exactitud razonable (con un error menor del 10 96). Sin embargo, en marcos 

de varios pisos aunque no exista evidencia experimental es de esperarse que esa -

diferencia sea mayor. 

en) 
5.- Yeu, Lu y Dricoll efectuaron una serie de investigaciones experimen 

tales sobre tres pares de marcos rectangulares de acero dúctil con conexiones ---

soldadas como se indica en is fig. 243. Los marcos se probaron en parejas unidas 

por un sistema de contraventeo como se ilustre en la fig. 244; la razón de esto - 

fué evitar posibles fuerzas de fricción que exiatirian entre el modelo y las ----

guies de soporte lateral que tendrían que colocarse en cazo de probar un solo mar 

CO. 
Se diseñó entonces un dispositivo especial para lograr que los apoyos -

de las columnas se comportaran en lo posible como articulaciones perfectas. 

Las dimensiones de loe marcos probados y las propiedades geométricas de 

las secciones transversales de los miembros Be consignan en las tablea XLI y XLII 

Las características mecánicas del material de que están hechos los mar-

cos y la localización de loe lugares de donde han sido extraídos los especinenea 

se especifican en la tabla XLIII. 



87 19/32 43  13/16 1.095 
87 19/32 65 11/16 1.095 
87 19/32 87 19/32 1.095 

40 
60 
80 

1.085 2.625 1.840 0.201 0.156 1.236 
1.043 2.625 1.813 0.207 0.156 1.251 

0.942 1.062 1.086 1.16 
0.953 1.095 1.067 1.12 

Kips/plga. Kips/pir. 

42.11 54.71 
43.27 54.57 
48.28 60.35 

SI 

plg./plg. 	plg•/plg• 
	Kipe/plfil 

0.00134 	0.01336 	32,047 
0.00125 	0.01403 	31,592 
0.00167 	0.01086 	30,483 

Patin 
Patin 
Alma 

Fig. 244 F.9  ‘'43 

0. aros. 1.1. 
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TABLA XLIV.- 	Dimensiones de loe marcos probados. 

Marco 	 Claro L en plg. Altura de colma raen plg. 	 h/rti  
nu h en plg. 

W - 1 
W - 2 
W - 3 

TABLA XLV.- 	Propiedades de las secciones. 

Área A Peralte Ancho Espesor Eapssor I. 	S. 	r. 	Z. Factor 
d, plg. b,plg t, plg. a, plg. plgt plg. 	plg. 	plg!de forma 

Nominal 
Medidas 

TABLA XLVI.- 	Resumen de los resultados de las pruebes de especimenes. 

donde: 	tra = Esfuerzo de fluencia lunático 
Resistencia última a la tensión 

= Deformación inicial de fluencia 
Deformación unitaria al iniciarse el endurecimiento por defor- 
mación 
Nódulo de elasticidad 

El sistema de cargas a que se sometieron es el mostrado en la fig. 143. 

Las cargas P sobre ceda columna representan las cargas le posibles Fi—
aos superiores de acuerdo con el coeficiente 01 fig. 243 

En los dos primeros marcos a . 2 y en el tercero (W -3) él = 1.8 este 
valor se eeleccion6 así para lograr que se presentara el pandeo des2ués de la ---
fluenciallas cargas se aplicaron en forma de pequeños incrementos por medio de un 
sistema de palancas como el mostrado en las fige. 244a y b. 
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Las configuraciones deformadas de loe marcos W - 1, y W - 2 para las cargas 
especificadas se muestran en las figa. '45 y 246 y loe resultados de las pruebas 

DO consignan en la Tabla XLVII. 

TABLA XLVII.- Resumen de las pruebas y comparación con loe valores teóricos. 

Marco 	Parámetro Carga de Caro de Carga ex P 

de carga. colapso ineetabi perimen- Pp 
41 	Teoría - lidad. 	tal. 

Plástica IUKips. 
simple. 
Pp  Kips. 

Carga de 
pandeo. 
ea.1••• 1.4" 

P. Kips. 

re'.. 
PP 	Pe  

- 1 2.0 12.43 11.53 11.17 0.928 10.65 0.857 1.049 
- 2 2.0 12.43 11.47 10.14 0.923 10.18 0.819 0.996 

- 3 1.8 11.43 10.44 9.16 0.913 8.61 0.753 1.064 
promedio -.In 

En la fig.247 se presenta la comparación entre los valores teórico. --
obtenidos por el método de Lu (curva A) y los resultados experimentales anterio--
res, así como estos mismos resultados y los derivados de la fórmula de AISC (493) 

De las comparciones anteriores se concluye lo siguiente: 

1.- La carga de pandeo calculada es inferior a la carga de pandeo expe-
rimental en solo 4 % en los marcos W - 1 y 1 - 2. 

2.- Le carga Sitia& experimental Pe4 es del órden del 80 a 90 % de le -
carga de colapso derivada por la teoría plástica simple. 

3.- La fórmula del AISC (495) que garantiza la inestabilidad de marcos 
diseñados plasticamente, resulta muy coneerva:ora en caso de marcos esbeltos ----

(1 - 3). 

• .• 	flo 4.4 
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6.- El pandeo de marcos espaciales tambien ha sido objeto de investiga 
cienes experimentales. Rentonfectuo une serie de pruebas sobre el modelo de -
marco mostrado en la fig. 248. 

Este modelo fué construido utilizando ángulos de piernas iguales a i", 
fabricados de lámina de acero ductil # 24. La longitud de las barras verticales 
y horizontales se escogió igual a 24", para asegurar así, que cuando el marco se 
encontrare en estado deformado, las barras del mismo permanecieran elásticas be-
jc cargas axiales iguales a le de ;uler pare condiciones rigidan en sus extremos 
Las propiedades elásticas de las barras se determinaron directamente de pruebas 
a flexión y torsión obteniendose una variación entre + 16.5 y - 13.8 % de los 
valores promedios. 

Las conexiones fueron construidas de lámina de acero dúctil # 16, las 

cuales, para fines de análisis es consideraron rigidae. Las cargas horizontales 
se aplicaron mediante alambres apoyados sobre montantes que transmitiera la carga 
vertical, la que a su vez se aplicó a través de una viga que descansaba en bali-
nes de apoyo sobre dos columnas opuestas diagonalmente. 

La medición de las rotaciones horizontales y verticales en las juntas 
durante todo el proceso de carga, se llevó a cabo inetalando dos espejos en doe 
juntas apropiadas. Cada prueba se repitió 8 veces, determinandose le carga crí-
tica a partir del diagrama de Southwell, loe resultados aparecen en la tabla» 
y corresponden e los valores calculados analitic:ámente considerando la presencia 
de elementos rigidizantes en loe extremos de las barree. 

Las propiedades de las secciones transversales de las barras resulta-- 
ron ser las siguientes: 

A = 0.0128 sag.*  El. = 3,184 lb-ple 

x. 
r: 

= 
= 

0.125 	plg. 
0.0158 plg .a  

£1, 
GJ 

a 
= 

1,915 
34.61 

lb-plg.` 
lb-plg! 

En las dos primeras pruebas, la falla se caracterizó por una gran de—
formación de las barras verticales del entrepiso superior cargadas directamente 
por el sistema de cargas P, en lea 3 y 4, el pandeo se confinó al de las diagona 
lee coplanarea con las cargas; pudiendoee concluir que en este caso particular, 
las cargas verticales tuvieron un efecto despreciable en la estabilidad del mar-
co y por dltimo, en la prueba 5, las barras verticales sujetas directamente a --
las cargas P, de ambos pisos así como las diagonales del piso superior conecta•—
dee a las columnas mencionadas, definieron le caras de pandeo. 
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PARLA XLVIII.— Cargas críticas en libras el marco especial probado fig. 248 

Carga de prueba 
Cargas 
Mínima 

críticas 
Máxima 

exp. 
promedio 

..:argas crítica» teorices 
Considerando elemeu 
tos rigidisantes. 

(Renton) 
Sin conaiderar ele 
mentos rigidizan-- 
tes. 

• 

11
AMI  
1111r 70.0 88.5 77.5 74.4 75.1 

Fit.248 

73.5 79.0 76.3 74.4 75.0 

35.6 49.4 42.7 41.5 40.1 

. 	I 	o 
36.0 44.7 39.5 40.8 39.5 

e 	y  

26.9 32.6 28-9 29.5 29.4 
I 
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CONCLUSIONES 

Le inestabilidad de un marco ea más que una disminución de su resisten 
cia, una deterioración de su rigidez. Su efecto en marcos adecuadamente contra-

venteados practicamente ea despreciable, pero en marcos libres de desplazarse la 

teralmente y especialmente en marcos altos (4 pisos e más), el fenómeno de ines-

tabilidad puede provocar una dierninucidn considerable del factor real de con:0,1(m 
pecto al factor de carga rígido-plástico kp) que debe toserse en cuenta. 	I'  

Puesto que el comportamiento de una estructura sujeta a un sistema de 
cargas cuya intensidad se incrementa desde cero hasta su capacidad máxima es --
inelástico, el valor exacto de su factor de carga sólo puede determinarse zi----

guiendo paso a paso la historia completa de su deformación. La complejidad de -
este análisis es formidable y por esto sólo se ha aplicado a marcos de 1 y 2 pi-
sos y una crujía y a los dos marcos de 4 pisos que presenta Mood en su trabajo. 
Los resultados obtenidos son de gran interés no sólo porque proporcionan el va—
lor exacto del factor de carga a,.y su disminución respecto a X, debido a la ---

inestabilidad, sino también, porque pueden servir de comparación a loe resulta--
dos derivados de un método que tome en cuenta el fenómeno y que a la vez sea lo 
suficientemente simple para aplicarlo en dia.:dos de rutina. 

Se han hecho algunos intentos para proporcionar tal método, sin embar-
go, la aplicación de loe métodos hasta ahora propuestos dieta todavía de ser ---
práctica. Por ejemplo, el concepto de la estructura deteriorada que introdujo - 
Wood al analizar los 2 marcos de 4 pisos, conduce prácticamente al valor exacto 
del factor de carga de la estructura y permite además apreciar el efecto de la -
inestabilidad en la estructura, pero su aplicación es muy laboriosa. 

Es posible también obtener resultados muy satisfactorios utilizando el 
procedimiento propuesto por Merchant según el cual deben construirme la curva de 
mecanismo MN (Fig. 185) y la curva 041 carga-deformación correspondiente a un com 
portemiento eidatico de la estructura, modificado por efecto de le carga axial, 
para obtener en la intersección de dichas curvas un factorike  de donde se deduce 
el factor real de carga A v ( X, a 0.8 )..). Sin embargo, la construcción de ---
Wbfia curvas implica w. análisis numérico laborioso. Algo similar puede decirse 

del procedimiento gráfico que Borne (Fig. 183) propone para construir la curva -
carga-deformación OFG de la estructura, pues en este caso se requiere determinar 
varios puntos de la curva OE que representa el comportamiento elasto-plástico de 
la estructura cuando la carga axial en los miembros que le componen se supone --
igual a cero. Cuando se trata de marcos de pocos pisos (4 pisos o menos), puede 
obtenerse con menor dificultad un valor conservador del factor de carga X p apli-
cande el método de la última articulación plástica, ya que el factor de carga 
que se obtiene aplicando este método es el correspondiente al punto J de la Fig. 
192. No obstante, y aunque es relativamente sencillo determinar la posición de 
le última articulación plástica que se requiere formar para convertir la estruc-
tura en un mecanismo de colapso, así como el estado de deformación de la estruc-
tura (rotaciones de las articulaciones plásticas y desplazamientos laterales de 
loa niveles de la estructura) un instante antes que se forme la última articula-
ción plástica, los mecanismos de colapso que de acuerdo con el método de Lind de 
ben estudiarse para obtener la solución final, teniendo en cuenta que el análi—
sis mencionado tiene que efectuarse para cada uno de los mecanismos, hacen la--- 



práctico el procedimiento. Desde este punto de vista parece ser Lía adecua=do -
utilizar el método de Rolase y Genhdi. El inconveniente que presenta dicho mé-
todo es que las gráficas que proporcionan loe factores de amplificación que in-
troducen los autores en el método, corresponden a marcos de crujías de igual --
claro y sólo un número reducido de valone de algunos de los parámetros que In-
tervienen en las expresiones que definen tales factores. El cálculo de estos -
factores es también laborioso. 

Para aplicar cualquiera de los métodos discutidos arriba se requiere 
disehar previamente le estructura, por consiguiente si se desea quetuna estruc-
tura dada corresponda un cierto factor de carga, debe en general rediseñaree. 
No existe todavía un procedimiento que como el método de distribución plástica 
de mementos de la teoría plástica simple, presente la ventaja de proporcionar -
los elementos mecánicos en los miembros de la estructura, sin tener que conocer 
los momentos plásticos de dichos miembros ni tan poco una relación entre ellos. 
le evidente que un procedimiento de este tipo, que tome en cuenta el efecto de 
la inestabilidad, por ejemplo, incrementando la intensidad de las cargas hori 
aontales en una cierta proporción que sería función de la carga vertical y de -
la altura de las colinetas de la estructure, sería realmente un procedimiento de 
fácil aplicación. 

Se ha demostrado teórica y experimentalmente que la expresión empíri-
ca 493 que las saponificaciones £ISC recomiendan utilizar para tomar en cuenta 
el fenómeno de inestabilidad en marcos de uno o dos pisos, es siempre conserva-
dora y en la mayoría de los caeos desmatado conservadora. A este respecto pue-
de decirme que la fórmula que Lu (ic.494) sugiere utilizar, proporciona una me-
jor aproximación cuando se aplica a marca' de un piso formados por miembros de 
sección VF, sujetos a un sistema de cargas como el mostrado en la Fig. 165. Sin 
embargo, introduciendo los resultados de Moses (Tabla II, Fig. 179) en la Fig. 
177 (expresión de Lu), se puede apreciar que la expresión de Lu resulta del la-
do de la inseguridad especialmente en los casos en que se incrementa l■ carga -
horizontal. In cambio, como lo indican las Figs. 178 a 180, los resultados ---
teóricos y experimentales tienden a confinar que la formula de Merchant, ec. 
500, aunque conduce también a una estimación conservadora de la capacidad de --
cargm de marcos altos, las columnas que se diseftan aplicando dicha fórmula no -
resultan tan robustas como si se diseñaran para satisfacer la ec.493. 

La fórmula de Merchant ha sido objeto de controversias respecto a su 
futura aplicación en marcos de edificios altos, pues también resulta muy conser 
'adora en casos en que la carga axial sobre las columnas es apreciable, y ade--
más, porque no existe una relación racional entre loe tres factores de carga --
que es ella intervienen. La dificultad que representa la determinación de la -
carea crítica elástica así como la correcta substitución del sistema de carga' 
por otro que sea equivalente, en algunos casos son otros factores qué hacen ina, 
propia" la aplicación de la fórmula de Merchant. 

Puede afirmarme que la mayor parte de la literatura sobre inestabili-
dad de marcos se refiere al cálculo del factor de carga crítica elástica. En -
el Capítulo III se han incluido algunos de loe métodos propuestos pare esto. To 
dos estos metodos se presentan refiriéndose • marcos de una sola crujía o a mar 
cos de varias crujías cuya simetría peralte analizarlos como si fueran de una -
sola, por facilidad en algunos caeos, y en otros, posiblemente, porque según de 
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mostró Merchant al analizar un marco de 5 pisos y dos crujías, el factor de ces 

ga A. puede estimarse con suficiente aproximación, utilizando el principio de - 

alltiplet para reducir la estructura a otra de una crujía. Ademán, en todos --

los casos se ha considerado que las cargas actúan sólo directamente sobre las -

columnas ya que la influencia de loe momentos secundarios producidos por las —

cargas aplicadas sobre las vigas, en el valor de la carga crítica elástica, no 

disminuye su valor más de 7 % aproximadamente, segán demostró Lu (pag. 30) en -

los casos que consideró y en cambio, si se considera dicha influencia, el análi 

sis de la estructura resulta excesivamente laborioso. 

Para aplicar loe métodos de Timoshenko, de Belluzi, de Bleich, de ---

Eirste, de Stevens y Schimidt y de Jonhson que se incluyen en el Capítulo III, 

salvo en casos muy sencillos, requieren un conocimiento matemático avanzado (ec. 

cálculo integral, etc.) y por consiguiente son más bien de °erector acedé 

mico. Sin embargo, los resultados que de ellos se derivan (valores exactos de 

) son de utilidad porque sirven de comparación a otros resultados obteniaos 

de métodos ida sencillos propuestos posteriormente. 

El método de relajaciones de Merchant, el método de Su, el de distri-
bución de momentos de Hanabo así como el método mstricial del mismo autor, pre-
sentan la ventaja de que las expresiones que deben utilizarse para aplicarlos -

son sencillas, pero, como deben efectuarse varias iteraciones completan para ce 

da valor de la carga, y además, puesto que al deducir los valores correspondien 

tea de las funciones de estabilidad se tiene que interpolar entre los valores -

que proporcionan las Tablas de Livesley y Chandler para cada valor de la carga, 
los métodos resultan muy laboriosos. Desde este punto de vista es conveniente 

utilizar el método de Mc Minn pues por inspección de la matriz de rigideces Be  

y de la matriz aliada, se puede evitar gran parte del trabajo numérico aunque -

el cálculo de las funciones de estabilidad es inevitable. Esta misma desventa-

ja la presentan también loe métodos de Goldberg y de Bolton. 

Todos loe métodos mencionados proporcionan un valor exacto de X. 

Los dos áltimoe métodos que propone Rosenblueth superan a loa ante—

riores porque no requieren el cálculo de las funciones de estabilidad y loa re-

sultaaos que se obtienen aplicandolos, son aproximadamente los /lijamos que los -

derivados por cualquiera de los métodos anteriores. Sin embargo, cuando se tra 

ta de marcos con columnas varias vetee más rígidas que las vigas, los procedi—

mientos convergen lentamente a la solución. Puede entonces ser más conveniente 

en estos casos, si se desea una estimación más rápida del factor de carga,  X, , 

utilizar lae simplificaciones que Bolton sugiere. Los factores de carga que se 

obtienen aplicando estas simplificaciones son en general mayores que el que se 

obtenga aplicando un método exacto pero son razonablemente aproximados. Lo mis 

mo puede decirse si se aplican loo métodos de Dayaratman y de Harte, sólo que -

en estos casos, loa factores de carga que se obtienen pueden resultar muy supe-

riores al valor exacto de >,. 

Se ha aplicado el criterio que propone el AISC para determinar la lon 
gitud efectiva de las columnas que componen algunos de los marcos analizados --

por métodos exactos (entre ellos los marcos de Bleich, de Merchant y los de --

Wood), es decir, se util,zO el nomograma de la Fig. 49-o correspondiente • mar-

cos ilbres de desplazarse lateralmente, para determinar la longitud efectiva -- 
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,Kll de lea columnas de cada marco. Conocida• dichas longitudes efectivas se 
u(rIvaron ias cargas de pandeo de las columnas, encontrahdose una aproximación 
muy razonable de la carga de pandeo de las estructuras (apelar de no satisfa—
cer en la mayoría de loe casos, las hipótesis que se establecieron para cona--
truir el nomograaa) suponiendo que la menor de las cargas de pandeo de las co-
lumnas de una estructura, es también la de l■ misma estructura. 

Puede concluirse entonces que • falta de un procedimiento que tome -
en cuenta el efecto de la inestabilidad y *ea a la vez de fácil aplicación en 
diseños de rutina, es posible obtener una aproximación razonable y en general 
conservadora del factor de carga y e  utilizando la fórmula de Merchant, en la 
cual, el factor de carga) se puede derivar utilizando el nomograma de la ---
fig. 49-b. 

Finalmente, debe tomarse en cuenta que el fenómeno de la inestabili-
dad de marcos no debe conaideraree como una limitación exclusiva del análisis 
plaático de marcos de edificios altos, ya que también dicho fenómeno puede prt 
sentarse en marcos diseñados elásticamente y en algunos casos, como puede suce 
der en marcos compuestos por vigas de alma abierta (armaduras), el factor de -
carga de tales estructuras puede ser inferior al correspondiente a una estruc-
tura diseñada plásticamente. 
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