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En todo ser vivo se halla de manera natural la necesidad de optimizar,
por ejemplo, las abejas construyen su panal de forma tal que la cantidad de
cera empleada sea minima y tenga gran resistencia; otro ejemplo es el de
las aves migratorias que, en su viaje hacia los santuarios de reproduccién,
siguen el recorrido més corto tomando en cuenta los elementos favorables y
peligrosos en su camino.

El hombre no escapa a esta regla de necesidad, desde tiempo inmemorial
optimiza, aiin antes de existir los niimeros o las matemdticas, Por ejemplo,
cuando requiere de agua, sigue el recorrido mds corto desde el punto donde
estd, hacia el lugar donde se encuentra el agua; sin embargo, pueden existir
restricciones para obtenerla, como el hecho de que el camino més corto sea
intransitable por la presencia de animales salvajes u otros peligros, y se tenga
qgue seleccionar una ruts mis larga pero més segura y que, al final, resultard
la ruta mds corta bajo las condiciones de seguridad que él considera conve-
nientes.

Problemas como los anteriores son estudiados por diversas disciplinas
cientificas y tecnolégicas, las cuales recurren a las mateméticas para su repre-
sentacién y resolucién. Es aqui donde entra la Investigacién de Operaciones,
la cual empieza a trabajarse de manera coherente y profesional, durante los
primeros anos de la Segunda Guerra Mundial y, a partir de entonces, ha
sido objeto de estudio para la ciencia. Aunque en un principio fue concebida
para responder a una necesidad militar, su campo de actividades se ha ido
extendiendo durante los casi 60 afios de existencia.

Originalmente, los cientificos colaboraban con oficiales para resolver pro-
blemas dle operaciones militares y; aungue muchas veces los andlisis cientificos



eran ignorados y vistos sdlo como instrumento de consulta, otras tantas
fueron de gran utilidad, tal como se puede observar en la siguiente nota
escrita por Sir Hugh Dowding a la Seccidn de Investigacion de Operaciones
en Gran Bretaiia: "Gracias. Esta guerra serd ganada por la ciencia aplicada
a las necesidades en operaciones. H.D.",

A pesar de tener sus inicios en la guerra, la Investigacién de Operaciones
ha ido abarcando campos como la Ingenierfa, los negocios, las comunica-
ciones y la industria. Este crecimiento del campo de uso de la Investigacién
de Operaciones, ha trafdo consigo el desarrollo y diferenciacién de técnicas
para la solucidn de problemas; entre otras, se pueden identificar a la Teoria
de Juegos, Teorfa de Colas, Simulacién Digital, Procesos Estocdsticos y Op-
timizacion,

La tabla 1 muestra de manera esquematizada la idea anterior, ademds,
debido a su relacién con el presente trabajo, se disgrega el médulo de Opti-
mizacion.

Los modelos mateméticos utilizados para la solucién de problemas de
optimizacidn, se pueden dividir de forma natural en dos categorias, los que
tienen variables continuas y los que tienen las variables discretas (aunque
puede haber mixtos).

En los problemas de variables continuas se busca, generalmente, una
solucién en un conjunto continuo de posibles soluciones de niimeros reales;
en cambio, en los problemas de variables discretas ( o de optimizacién com-
binatoria), se busca una solucidn en un conjunto finito o infinito numerable
de posibles soluciones (mimeros enteros, gréificas, etc.). Un tipo de problema
que juega un papel iinico en la teorfa de la optimizacién es la programacién
lineal; el cual, es un problema de optimizacién continua pero también, por
los resultados fundamentales de su teorfa, es considerado un problema de
optimizacién combinatoria.

Los problemas de optimizacién continua se estudian bdsicamente por el
Céleulo y el Andlisis Matemético, no asf los de optimizacién combinatoria,
donde el estudio de las Mateméticas Discretas y la construccidn de algorit-
mos juegan un papel muy importante,

Uno de los enfoques méds generales para la solucién de problemas de varia-
bles discretus, es el de Ramificacién y Acotamiento (R-A), o, en palabras de
Bertier y Roy (6], "separacién y evaluacién progresiva”.
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Al igual que la Programacién Dindmica, |a Ramificacidn y Acotamiento es
una biisqueda estructurada e inteligente de todas las soluciones factibles; mds
especificamente: el espacio de soluciones factibles es dividido repetidamente
en subconjuntos cada vez mds pequefios, a la vez que una cota es calculada.
para cada subconjunto; después de cada divisién o particién, aquellos subcon-
juntos que excedan (en caso de estar minimizando) el valor de una solucidén
factible conocida, son excluidos de particiones posteriores; finalmente, la par-
ticién contimia hasta que se encuentra una solucién factible cuyo valor no
sea mayor que la cota de cnalquier subconjunto, Estas ideas bdsicas de Ra-
mificacién y Acotamiento son formalizadas a lo largo del capitulo 1 de este
trabajo.

El objetivo principal de la presente tesis, es mostrar como los métodos de
Ramificacidn y Acotamiento pueden ser utilizados en la resolucién de proble-
mas no combinatorios (de variables continuas); lo cual se pretende conseguir
con la presentacién de un algoritmo, tipo R-A, que resuelve problemas de
minimizacién de funciones no convexas, y en donde, las cotas son calculadas
resolviendo problemas cuya funcién objetivo sf es convexa.

Otro objetivo perseguido durante la elaboracién de este trabajo, es el de
lograr que aiin las personas poco familiarizadas con los temas aquf involu-
crados, entiendan la filosoffa de la Ramificacién y Acotamiento; para lograr
lo anterior, se incluye un drbol de Wisqueda (definido en el capitulo 1) para
cada iteracién de los algoritmos.

El contenido del trabajo se resume como sigue: en el capftulo 1, se ex-
plican de manera general los métodos de Ramificacién y Acotamiento; en el
capitulo 2 se enuncian y ejemplifican dos algoritmos tipo R-A; en el capitulo
3 se presentan conceptos y resultados en convexidad de conjuntos y funciones
y; en el capitulo 4 se enuncia el algoritmo principal de la tesis, Se incluye
dentro del capitulo 4, un ejemplo de cémo se aplica el algoritmo y, ademas, se
enuncian lns conclusiones. Finalmente, cabe mencionar que al final se da un
apéndice de resultados de Andlisis Matemético, los cuales son utilizados para
Ia comprensidn, la construccién y la prueba de convergencia del algoritmo.



Capitulo 1

RAMIFICACION Y
ACOTAMIENTO

Una gran variedad de algoritmos de ramificacién y acotamiento, han sido des-
critos a lo largo de la historia de la Optimizacién. En el presente capitulo se
proporciona imna descripeién general de estos, teniendo, como objetivo princi-
pal, mostrar su gran aplicacién en la resolucién de problemas combinatorios;
ademds, se da una explicacidén de dos problemas combinatorios cldsicos: el
problema de la mochila, y el del agente viajero.

1.1 PROBLEMAS COMBINATORIOS

Un problema combinatorio puede ser definido de la siguiente manera: dada
imna asignacién de valores numéricos a un conjunto finito de variables X ,
optimizar (maximizar o minimizar) alguna funcién objetivo Z(X), la cual
esta sujeta a que las variables satisfagan un conjunto de restricciones.

La caracteristica e los problemnas de optimizacién combinatoria, de tener
un conjunto finito de soluciones, hace que la obtencién de la mejor solucién
sea i problema que podria presentar poco interés matemdtico (dado que la
biisqueda exhaustiva permitiria resolver el problema); sin embargo, es fre-
cuente que problemas de este tipo, cuyo tamafio es n, tenga n/ soluciones
factibles; msf, si una computadora pudiera ser programada para examinar y
comparar soluciones a razon de mil millones de soluciones por segundo, la
computadora podria terminar su tarea, para n = 20, en alrededor de 800
afios; para n. = 21, en alrededor cle 16,800 afios, y as{ sucesivamente. ; No

7



8 1. RAMIFICACION Y ACOTAMIENTO

tiene sentido resolver de esa forma un problema, si al interesado no le al-
canza su vida para ver la respuesta |

En un problema combinatorio se tiene amplia flexibilidad, tanto en el
conjunto de restricciones, como en la funcidn objetivo, a la enal, se le pide
sdlamente que esté determinada de manera 1inica dado un conjunto de valores
de X.

Existen muchos problemas, tratados con Ramificacién y Acotamiento, en
los que Z (X) toma sélo los valores 0 6 oo; indicando asi, si una solucién es
factible o no,

La posibilidad de resolver problemas combinatorios, con funciones obje-
tivo no lineales, discontinuas , e incluso no mateméticas, es sin lugar a dudas,
una de las grandes ventajas de los métodos de Ramificacién y Acotamiento
(esta misma flexibilidad existe también en las restricciones).

Como ya se habfa mencionado, se han seleccionado como ejemplos, el
problema de la mochila y el problema del agente viajero; los cuales, aungue
no son representativos de la gran gama de posibles problemas combinato-
rios, sf son un buen indicativo de cémo se pueden emplear los métodos de
ramificacién y acotamiento en la resolucidn de éstos.

1.1.1 El Problema de la Mochila

Un montaiista (o excursionista) se dispone a realizar una de sus tantas sali-
das, obviamente, no puede llevar consigo todo lo que quisiera ( como por
ejemplo, televisidn, lavadora, secadora de pelo, el cuadro con la foto de su
novia, sn pata de conejo, su libro de Investigacién de Operaciones, o hasta
sus pantufias de dinosaurio); es entonces que él debe asignar un valor de
importancia a cada uno de los articulos deseados y necesitados, y decidir
cudles llevar, Asf, é podria asignar mayor importancia a uina soga y un
teléfono celular, que o una secadora de pelo y una televisién.

El problema de este montaiiista se conoce como el problema de la mochila,
en el cual, se trata de determinar que articulos incluir en la seleccién, de
forma que se optimice lo deseado (peso, dinero, seguridad, ete.) sin exceder
la capacidad de la mochila.

Muchos problemas industriales se pueden plantear como problemas tipo
mochila, como por ejemplo la seleccién de proyectos y el control de pre-
supunestos .
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Existen muchas versiones del problema, pero en este caso, se trabajard con
la versidn mds popular, el problema de la mochila 0-1; el cual contiene una
sola restriccidn lineal (que es la asociada a los costos de incluir un art{culo),
y cuyo planteamiento es el signiente:

Mazimizar

[
Zwim,- 5 W N

i=1

z; € {0,1} para i=1,..,n;

y en donde, p; es la ganancia de inclufr al articulo i; w; es el costo de incluir al
artfculo 4; W es la capacidad de la mochila y; la variable z; toma el valor 0 si
el artfoulo no se incluye, y 1 en otro caso, Ademds, p; 20, wy 20 yW 2 0.

Aunque se trabajard el problema de la mochila tipo 0-1, cabe mencionar
otros: a) el problema de la mochila acotado, en el que se permite a z; ser
un entero no mayor que una cota dada (0 < z; < b; , z; € Z); con esta res-
triccién se plantea la posibilidad de inclufr varios artfeulos del mismo tipo; y
b) el problema de la mochila no acotado, en el que se acepta by = co .

Algo que es importante observar, es que un problema lineal entero se
puede transformar en un problema tipo mochila; para ejemplificar esto,
tomese el siguiente problema:

Mazimizar
211 -3229
sujeto a
B+ <6 (1) (P)
2 20, 2220 +-+(2)
E[,.’i’lgEz "*{3}.

De (1), (2) ¥ (3), se deduce que tanto x; como zz pueden tomar los valores
0,1,2,3,4,5 o 6; se podrian definir entonces, las nuevas variables: z;, 2, 9,
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T3, T21, T2 T2 € {0, 1} : de forma tal que

Ty + 2}?:.2 + 41‘1”3 =)
Tg) + 2Tgq + dTz3 = Tg

y nsi, se replantea (P) como un problema tipo mochila 0-1 de la siguiente
MAnera:

Magimizar :
2z ) + 4z 2 + 82y 3 — 329y — Bzpp — 12293

sujeto a (P')
{1') Iy + 22[; + 4E1.3 + Izl N 232,2 + 4:122'3 5 G
(2') =i, € {0,1}.

(Si se diesea conocer mds acerca de como replantear problemas lineales en
problemas tipo mochila, o se interesa en el tema en general, puede consultarse
11}, [12] y [15)

La observacién anterior hace que el problema de la mochila, en cualquiera
de sus presentaciones, tenga un campo ain mas amplio de problemas reales
ant los cuales puede aplicarse la teorfa desarrollada.

1.1.2 El Problema del Agente Viajero

Imaginese que una persona desea visitar n ciudades, de cada una de las cuales
se puede trasladar a cualquier otra; es natural que el costo (tiempo, dinero,
distancia, etc.) de viajar de la ciudad 7 hacia otras sea distinto, més que eso,
podria ser que viajar de A a B sea mds costoso que hacerlo de B a A.

El problema es entonces: empezar en alguna ciudad, visitar cada una de
lag otras ciudades una sola vez, y retornar a la ciudad original; lo anterior
buscando que el recorrido sea de costo minimo. Si se asocia un costo ¢;; por
viajar de i a j, y X = {zi;} es un conjunto de variables 0 6 1 que , tienen
asociado el mimero 0 si no se viajade i a j , ¥ 1 en otro caso, la funcién
objetivo que se intenta minimizar es

200 = S ¥ ey

que representa el costo total del recorrido.
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El problema del agente viajero es un problema clisico de optimizacion
combinatoria, que cuenta con gran mimero de aplicaciones; por ejemplo:
problemas de distribucidn, donde se tiene que un almacén central de cierta
compaiiia desen distribuir productos a cada una de sus sucursales a un costo
minimo; otro ejemplo es el de los cartercs, jcdmo debe un cartero recorrer la
cindad, para repartir la correspondencia utilizando el menor tiempo posible?;
o considere la signiente situacién: una fabrica produce n articulos, pero se
debe cambiar de montaje de maquinaria siempre que se cambia el articulo
que se estd produciendo; conociendo el costo (dinero, tiempo, personal, ete.)
de montaje entre los articulos, se desea encontrar una secuencia dptima de
produceion.

AP PSS ———.

pree

Figura 1.1 . Una grdfica completa para n=6 .

En términos de la Teoria de Redes, el problema consiste en encontrar en
una gréfica completa, con n nodos, un circuito de peso mfnimo cuya longitud
sea n. (Una grdfica completa es aquella en la cual entre cualquier par de
nodos existe un arco que los une.) Considere, por ejemplo, un problema con
6 cindades como se muestra en la Agura 1.1, y cuya matriz de costos es

A B CDEF
A = 27 43 16 30 26
B 7T - 16 1 30 25
C 20 13 - 3 5 0
D 21 16 26 —- 18 18
E 12 46 27 28 - 5
F 23 5 6 9 O -
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El peso del eircnito, o costo de la ruta
A—rﬂ—-C-—:D-—rE—aF-—;A

es de 124; mientras que el circuito de peso minimo es
A—=D—-sC—=E—-F—-B—A,

ciiyo peso es G3.

Figurn 1.2 . Grdfica no completa .

Algunas veces la grifica no es completa, esto es, existen parejas de nodos
que no estdn directamente conectados por un arco; en tal caso, pueden no
existir circuitos de longitud n (n es el niimero de nodos, y la longitud de un
circnito es el niimero de arcos del circuita).

Regresando al contexto del problemn del agente viajero, lo que significa
que ln grifica no sea completa, es que pueden existir cindades no comuni-
cadas directamente por viajes (si se desea tener mayor informacidn sobre el
problema del agente viajero, puede consultarse [13] y [15]). Para ejemplificar
lo anterior, vénse |la figurae 1.2, en la cunl no existen circuitos de longitud 5,
y por lo tanto, el problema del agente viajero no tiene solucidn.
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Figura 1.8 . Grdfica con un tnico circuito de longitud 5 .

Se podrd notar un cambio muy drdstico, si al resolver este problema, se
permite la visita a los nodos més de una vez; por ejemplo, en la figura 1.3 la
unica solucidn posible es

l1=2—=3—=24=5-1

con costo de 140; mientras que permitiendo la visita mds de una vez a los
nodos, la ruta éptima es

l=2—=3—=d—=5—=3—1
(que no es un cirenito) con costo de G0,

Una forma de resolver el problema del agente viajero es, sin duda, encon-
trar todas las posibles mitas que se pueden seguir, evaluar su costo, y tomar
la de valor minimo. El inconveniente de este método es el siguiente: una vez
fijada la primer cindad, tenemos n — 1 posibilidades para la segunda ciudad
por visitar; una vez fijada la segunda cindad, tenemos n — 2 posibilidades
para la tercera; y asi sucesivamente. De esta manera, podemos concluir que
el total de posibles recorridos es

m=1)x(n-2x-..x2x1=(n-1)L
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Asi, si se quiere resolver el problema de agente viajero para 21 nodos,
tendrian que analizarse 20! posibles rutas (20/>10'%) , lo mds probable es
. que después de analizar todas, ya no se desee vigjar,

1.2 ALGORITMOS DE RAMIFICACION Y
ACOTAMIENTO

Con el propésito de describir los algoritmos de ramificacién y acotamiento,
la presente seccién inicia con algunas definiciones y con un poco de notacidn,
que permitirdn un mejor manejo de los algoritmos particulares presentados
en este trabajo.

1.2.1 Definiciones

RESTRICCIONES IMPLICITAS. Las restricciones implicitas son aquellas
que deben de cumplirse por la forma en que el algoritmo se construye, por
ejemplo, que las variables empiecen con valores enteros.

RESTRICCIONES EXPLICITAS. Las restricciones que necesitan ser verifi-
cadas como parte integral, durante todo el algoritmo, se denominan explicitas;
por ejemplo, ecuaciones que restringen los valores que las variables pueden
fomar.

SoLucidn., Una solucién es una asignacién de valores numéricos a las
variables X, y las cuales satisfacen todas las restricciones implicitas,

SOLUCION FACTIBLE. Es una solucién que satisface también las restric-
clones explicitas,

5. Se denota por s, a una asignacién particular de valores numeéricos de
X, que rdemads satisfacen todas las restricciones implicitas; es decir, 5 es una
solucién al problema combinatorio.

f1. Se utiliza el sfmbolo £ para representar al conjunto de soluciones de
un problema combinatorio, esto es, {2 = {s| s es solucién}.
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. Con el simbolo & se hace relerencia a cualquier subconjunto de 1.

PARTICION. Una particién de © es una divisién. exhaustiva de £ en un
niimero finito de subconjuntos &,, Gy, - - -, Gy; mds formalmente, una par-
ticién de € es una coleccién finita 6, S,, + -+, &, de subconjuntos de £, que
satisfacen:

(1). UG U - UG, =1)
(2). 6iNG; =0 > i#] .

RAMIFICACION.  La ramificacion es el proceso de particionamiento de
un subconjunto & de {1, en subconjuntos disjuntos &; . Este proceso de par-
ticiones sucesivas puede visualizarse mejor a través de un ARBOL, el cual se
construye de la signiente manera: el nodo inicial representa a 2, las ramas
se crean con el proceso de ramificacidn, y los nodos del Arbol representan a
los subconjuntos de ; esto es, cada nodo N estd asociado a algiin conjunto
de soluciones G. Para dejar claras estas ideas véase la figura 1.4 | en este
ejemplo se utiliza k = 2, es decir, cada subconjunto se particiona en dos
subconjuntos disjuntos; ademds, N = 1 representa a {0, y en los nodos 3, 4,
y 5. atin no se ha realizado la particién o ramificacidn.

La relacién entre subconjuntos de £ y la creacién de un érbol , se puede
formalizar con las siguientes definiciones.

G (N). Denota al subconjunto & de §2, que es representado por el nodo
N. (En la figura 1.4, por ejemplo, & (5) = G, .)

Nopo INTERMEDIO. Un nodo intermedio, N, es aquel en el cual no se
ha realizado ramificacion alguna. (En la figura 1.4, 3, 4, y 5 son intermedios.)

Nlﬂnc BUSQUEDA. Es aquel nodo sobre el cual se ramificard, y al cual
se le denota por i,

Nopo FINAL. Un nodo final es un nodo intermedio para el cual & (V)
consiste de unn inica solucién al problema, 5.

NoDO ANTECESOR. El nodo antecesor de N, denotado por N?, es el
nodo inmediato superior en el drbol proporcionado por el algoritmo (a este
firbol se le conoce como ARpoL DE BUSQUEDA); en la figura 1.4, 5° =2 .
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E“ ﬂ ﬁtl L .@'

L Gy U 8, = G,

Figura 1.4 . Arbol de bisqueda

CoTA. Una cota para el nodo N, y a la cual designaremos como B (N),
es un valor que acota (por arriba o por abajo, dependiendo si el problema es
de maximizacién o de minimizacion) el valor de la funcién objetivo de todas
las soluciones asociadas al nodo N; es decir, B (N) es un mimero fijo con
In propiedad de que, cualquier solucién factible s € & (N) tiene valor (en la
funcién objetivo) no mejor que B (N); mds formalmente,

s €G(N)=+1LZ(s)2B(N) (en caso de minimizacién)

SEG(N)=>Z(s) <B(N) (en caso de maximizacién).

Nétese que durante el proceso de ramificacidn, B (N) garantiza que la
biisqueda de soluciones en el nodo N, proporcionaré soluciones con a lo mds,
tan buen valor como B (N); lo anterior da lugar a una forma de decidir
sobre qué ramu se debe continuar ramificando, "la de mejor cota”(donde
mejor quiere cecir menor en caso de minimizacién, o mayor en caso de maxi-
mizacién); en otras palabras, B (N) proporciona a i*.
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1.2.2 Estructura General de los Algoritmos Tipo Rami-
ficacién y Acotamiento

Usando las definiciones y la notacién de la subseccién anterior, se puede
definir de manera general a un algoritmo de ramificacién y acotamiento:

Un algoritmo de ramificacidn y acotamiento es un conjunto de reglas
para:
a. Ramificar desde nodos existenies a nodos nuevos,
b. Determinar cotas para los nuevos nodos.
¢. Decidir sobre que nodo ramificar (seleccionar i* ).
d. Reconocer cudndo un nodo contiene soluciones no factibles
o cudndo contiene soluciones no dptimas.
e. Reconocer cudndo un nodo final contiene una solucidn dptima.

1.2.3 Caracteristicas de los Algoritmos R-A

Los algoritmos de ramificacién y acotamiento, aplicados a problemas combi-
natorios, tienen dos caracteristicas; la primera garantiza convergencia, mien-
tras que la segunda admite la posibilidad de no realizar una enumeracién
completa de las posibles soluciones; a r:nntmua.mrin se explican con mayor
detalle estas caracterfsticas.

Convergencia. Dado que { es finito, el proceso de ramificacién propor-
ciona (& menos que se haya detenido antes) sélo nodos finales s ; esto es, el
algoritmo proporciona una particién tal que &; = {s;}, por lo tanto, todas
las soluciones posibles son generadas y, la solucién dptima (en caso de existir)
ha sido encontrada,; el algoritmo converge en un nimero finito de pasos a la
solucidn.

Obsérvese que, de la definicién de particién, debe pasar que todo &; es no
vacio; asf, la caracterfstica de ramificacién nos garantiza que después de un
niimero finito de pasos, se habrfan examinado "todas” las posibles soluciones;
entonces, Jqué ventaja hay sobre la enumeracién completa?, La siguiente ca-
racteristica de los algoritmos de ramificacién y acotamiento nos da la ventaja.

Acotamiento. La creacidn de cotas en cada nodo permite reconocer
una solucidn dptima antes de hacer una enumeracidn completa.
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Para probar lo anterior, supéngase que se estd minimizando Z (X) , y con-
sidérese un nodo final N* para el cual & (N*) = {s°}. 5i Z(s*) < B(N)
para cada nodo intermedio NN, entonces s* es 6ptimo para el problema y no
se debe seguir ramificando; esto dltimo dado que, por definicién,

Z{s'}EB{NJEMt‘?}{E{s]}i-'.z(a} Vse G (N), YN;
sed(N
o en palabras: para cualquier N y para cualquier s € G(N), Z(s) es a lo

més tan pequeio como B(N), pero B (V) es mds grande (por hipétesis) que
Z(s"), por lo tanto Z (s*) es el minimo de los Z (s), es decir, s* es el éptimo,



Capitulo 2

DOS ALGORITMOS TIPO
R-A

Para ejemplificar el uso de los métodos de ramificacién y acotamiento, en
la solucién de problemas combinatorios, se presentan en este capftulo dos
algoritmos particulares: el primero es el de Kolesar para el problema de la
mochila; ¥ el segundo, el de Little-Murty para el problema del agente viajero.
Ademds, con el fin de dar mayor claridad a los algoritmos, se desarrolla un
ejemplo para cada uno de ellos.

2.1 RESOLVIENDO "LA MOCHILA”

Recordemos que en el problema de la mochila 0-1, lo que se debe resolver es
(P):
Mazimizar
Z [X] = Z PiZi
i=1
sujeto a
n
Sowmi < W
=]

z; € {0,1} , parai=1,..,n;

19
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Con:

p; = ganancia o valor por incluir el artfeulo 1 ;
w; = peso o costo en el que se incurre al inclufr al articulo 1 ;
W = capacidad de la mochila .

Una vez definido el problema, se da paso al algoritmo de Ramificacién y
Acotamiento que lo resuelve; el de Kolesar.

2.1.1 EIl Algoritmo

PASO 0, VERIFICACION DE NO TRIVIALIDAD

0.1. Verificar si existe no-factibilidad trivial ; estoes, comprobar
que en la mochila quepa al menos un articulo . Més formalmente |
comprobar si: 3i € {1,..,n} t.q. w; <W. Siel problema es no
factible, parar, en caso contrario ir a 0.2 .

0.2, Verificar si existe factibilidad trivial; esto es , confirmar si en
la mochila coben todos los artfculos . Més formalmente, observar si:
T w; < W. En caso afirmativo parar, en caso contrario ir al paso 1.

PASO 1. INICIO
1,1. Reordenar los articulos de manera decreciente con respecto
al valor o ganancia por unidad de peso (£). De aqui en ade-
lante se supondrd que los articulos estdn ordenados de esta forma .
Iral.2
1,2, Crear el nodo N = 1, el cual representa a todas las posibles solu-
clones del problema. Ir al paso 2.

PASO 2. ACOTAMIENTO
2.1. Para cada nodo N, sin acotar, crear la corrrespondiente co-

ta B (N) de la siguiente forma:

2,1.1. Incluir en la mochila los articulos fijados (para ese
subproblema) con z; = 1, y borrarlos de la lista hecha
en 1.1, Luego ira 2.1.2.

2.1.2. Borrar de la lista los artfeulos fijados con.z; = 0, luego
pasar a 2.1.3.

2.1.3. Introducir en la mochila los articulos restantes de la
lista (siguiendo el orden ya fijado) hasta agotar la capaci-
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dad de la mochila, o hasta acabar con la lista; en caso
de ser necesario tomar una fraccién del iltimo articu-
lo incluido; por ejemplo, si al agregar articulos llega un mo-
mento en que la capacidad es de 2, y el siguiente articulo, j,
ocupa 3, tomar z; = £ . Ira2.1.4.

2.1.4. Calcular e] valor de la mochila obtenida ( i.e.,Z(X) ),
la cota para ese nodo o subproblema es B (N) = Z(X) (se
puede probar que como problema de programacién lineal se
ha llegado a un dptimo).

PASO 3. BUSQUEDA
3.1. Comparar las cotas de los nodos existentes. Sea N el de
cota mayor o igual a todas, (si hay empate, rémpase arbitraria-
mente). Ir a 3.2,
3.2. Si X, el 6ptimo del problema representado en N, es entero,
parar, X es 6ptimo para P. En caso contrario, hacer i* =N
e ir al paso 4.

PASO 4. RAMIFICACION

4.1. Crear 2 ramas, con sus respectivos nodos, saliendo de i*.
Uno de los nueveos nodos representa al subproblema (del
dado en i*) que fija z; = 0, mientras que el otro al subpro-
blema que fija z; = 1; y en donde z; es la variable no entera
en i*.

4.2. Si el problema representado por un nuevo nodo es no fac-
tible, cortar la rama haciendo B (N) = —oo; en caso con-
trario ir a 2.1,

2.1.2 Un Ejemplo Numérico

Ejemplo 1 Aplicar el algoritmo de Kolesar para resolver el problema tipo
mochila 0-1 :

Mazimizar

12I| -} 1223 -+ 923 + 15z4 + gﬂEE + 26zg + 11227
sujeto a

EPI; + 4$3 + 3:!73 + 31‘4 + lﬁm;. + 13I[| + 15277 E 35
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z; € {0,1}, para §i=1,..,7.

SOLUCION

Iteracidn 1

Paso 0. Dado quew;, = 3 < 35, y w,+wy +wy+wy +ws+wg 4wy = 57 > 35,
el problema es no trivial.

Paso 1. Reordenando los articulos, se tiene:

i de objeto Peso (p;) Valor (v) 2
7 16 112 T
5 15 90 6
4 3 15 5
1 3 12 4
3 3 9 3 .
2 4 12 3
G 13 26 2

y el érbol inicia como en la figura 2.1 .

Figura 2.1. El inicial drbol de bisqueda .

—_—

Figura 2.2, Arbol de bisqueda al final de la primer iteracidn .
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Paso 2. Seasignazy=l,z5=1, 54y =1, 2, = % ; ademds, B (1) =221 .
Paso 3. Se verifica que la solucién en N = 1 no es entera, por lo que se hace
i"=1ysepasand

Paso 4. Al ramificar sobre z;, (que es la variable no entera en la solucién de
N = 1) el drbol resultante es el de la figura 2.2 . Como ambos subproblemas
son factibles, se regresa a 2,

AHEI ma( 1)= 221

B(2)= 220 B(3)=219

TaaiTh

aere S

Figura 2.4 . Arbol de bisqueda al final de la tercera iteracidn.,
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Segunda iteracion
Paso 2. Para N = 2setienes; =0, zy =1, z5=1, 24 = 1,23 =1 ; con
B(2) =220. Para N =3 setienexy =1, z7=1, 55 =1, 24 = g;mn
B (3) =219 .
Paso 3. Se verifica que las soluciones en N = 2y N = 3 no son soluciones
enteras. Se decide ramificar por i* = 2 (pues B (2) > B(3)).
Paso 4. Se obtiene el drbol de la figura 2.3 . Una vez més, los nuevos sub-
problemas son factibles, por lo que se vuelve a 2.

Iteracién 3
PaanE Para N =4seobtienez; =0, z3 =0, sy =1, 25 =1, 34y = 1,
Ig = 4 ; con 53{4] =1220. Paraﬁﬂﬁseahtimmm, =0, z3=1, mf-l
zs=1,24 = § ;con B (5) =216
Paso 3. En N 4 y N = § no se tienen soluciones enteras. Se ramifica por
i* =4 (i.e, la variable a ramificar es x; ).
Paso 4. Se obtiene el drbol que se muestra en la figura 2.4 , en el que los
niievos subproblemas son factibles; asf, se regresa a 2.

B(1)=221

B(2)=220 o B(3)=219

B(5)=216

B(6)=219 B(7)=214

Figura 2.5 . Arbol de bisqueda al final de la iteracidn § .
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;31 Y B(1)=221

B[2)=220

S e LT R PR PP PR+

Figura 2.6. Arbol de bisqueda al final de la iteracion § .

Iteracién 4
Paso 2. Para N =6: o1 =0, ma =0,y =0, zy =1, 55 =1, 34 = 1,
mg=TL}'EB{ﬁ}=219. Para N=7:z21=0,23=0,z3=1,2y =1, 25 = 1,
yB(7) =214.
Paso 3. En N = 6 no se tiene una solucién entera, mientras queen N =7
sf. La mejor cota se encuentraen N =3y N = 6. Se escoge arbitrariamente
=3,
Paso 4. Se llega a el drbol mostrado en la figura 2,5 . Los nuevos nodos
representan problemas factibles, por lo que se regresa a 2.

Iteracién 5
Paso 2. EnN:EI:.1.'1==1.1:4=U,.'I.'-|r==11z;=l,:z:3=:-:jri3[3]=212?.
EnN=9:z=1ln=15n=1z=3yB()=27.
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Paso 3. Como los nuevos nodos no tienen soluciones dptimas enteras, se
comparan las cotas y se toma i* = G.

Paso 4. El drbol resultante es el de la figura 2.6 . Los nuevos subproblemas
son factibles y se regresa a 2,

ke

B(1)=221

B(2)=220 (3)=219

B(4)=220
s

W(8)=217 B(9)=217

B0)=217  BY=174
dotima

........

Figura 2.7, Arbol final de biisqueda .

Iteracién 6
Paso 2. EnN=10:2=0,23=0,20=0, 53 =0,z =1, z5 =1, 24 =1
yB(10)=217. EnN=11:2=0,23 =0,z =0,z =1, 27 =1, z3y = £
yB(11) =174 .
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Paso 3. Al comparar las cotas, se tiene un empate en los nodos 8, 9, y 10;
pero en N = 10 se tiene una solucidn entera, por lo que el algoritmo termina.
La solucién éptimaes : 7y =0,y =0, 29 =0,z =0, 2y =1, 75 = 1,
zq=1;con Z(X)=217.

Para terminar con este ejemplo, se muestra el drbol de bisqueda final

(figura 2.7); no sin antes mencionar que, gracias al algoritmo, no se tuvieron
que evaluar todas las pesibles soluciones del problema, que son 27 = 128 .

2.2 RESOLVIENDO ”EL AGENTE VIAJERO”

El problema del agente viajero puede ser enunciado, més formalmente, de la
sigitiente manera:

Minimizar
n on
Z E CijTi,j
i=l j=1

sujetoa

i
Yoz =1 para j=1,..,n; ...(1)
i=l1

k]
Emuzl oty O 0 RO (R (. i

j=1
z5 € {0,1} Wi, Vy; |
X ruta; <o (4)

donde
¢;; = Costo por ir de laciudad i ala j .
z; ; = Variable que indica si se hace el viajedeia j.
(1), (2) » (3) restricciones que aseguran la visita a cada ciudad
una \inica vez.
(4) : Restriccién que obliga a seguir un circuito de longitud n .
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El algoritmo presentacdo en esta seccidén se basa en en la construccidn de
una ruta (también conocida como circnito hamiltoniano) mediante el uso de
la matriz reducida, la cual se construye de manera general en la signiente
gitbseceid.

2.2.1 Obtencién de la Matriz Reducida y la Cota Aso-
ciada a un Problema

Sea K la matriz de costos asociada al problema tratado en el nodo N. La
matriz reducida del problema, asi como la cota asociada al nodo, se caleulan
de la forma signiente;
a. A cada renglén i de K, se le resta el minimo de sus elementos (al cual
se le denota por h;); esto es, para cada 1 , renglén de K, hacer:
1. -IL; = ﬂffri'ﬂ Ki.;‘ !
E

2. ‘I{I'.J‘ = -'r':i._f - h-,' ;
b. A cada columna j de K, se le resta el minimo de sus elementos
(denotado por h’); mds formalmente, para cada j, columna de K, hacer:
1. W = Min -lr':i,j .

2, Jr{.il_,' = I{,‘I_,' s h-" .

c. La matriz obtenida de a y b es conocida como la matriz reducida v,
la cota para el problema es definida por: B (N) =T i+ T h + B (N?) .

Ejemplo 2 5i se tiene lo mnatriz de costos para el subproblema dado en N

A B C
A oo 4 2
B 4 oo 6
C 2 06 oo

yB(N")=0. Enlonees hy =2, hy =4 y he = 2; por lo que después del
puso a, o matriz seria

A B C
A oo 200
B 0 oo 2
C 0 4 oo
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Al realizar el puso b se tiene b = 0, h® = 2, h© = 0; obteniendo la
matriz reducida '

A DB C
A eca 0 0
B 0 oo 2
C0 2 o
Ademds, la cota para el problema es

B(N)=SHi+Thi+B(N°)=8+2+6=16.

Obsérvese que, ciertamente, la cota obtenida es cota para el problema;
esto es facil de observar dado que, si en el ejemplo anterior, se tiene que salir
forzosamente de la cindad A, se incwire a lo menos en un costo de 2; asi, se
puede restar 2 a todo el renglén A y trabajar con un problema equivalente,
Lo mismo ocurre con las coliununas, por ejemplo, como se quiere visitar B, se
debe incurrir en un costo minimo de 2.

Una vez que se entiende el concepto de la matriz reducida, el algoritmo
de Little-Murty serd de facil comprension.

2.2,2 El Algoritmo :

PASO 1. INICIO '
1.1. Crear el nodo N =1, que representa todas las posibles so- '
luciones del problema.
1.2. Hacer B(1%) =0, e ir al paso 2.

PASO 2. ACOTAMIENTO
2.1. Para cada nodo N, sin acotar, calcular B (V) y crear la ma-
triz reducida del problema; luego ir al paso 3.

PASO 3. BUSQUEDA
3.1. Comparar las cotas de los nodos existentes. Sea N el de co-
ta menor o igual(en caso de empate, rémpase arbitrariamen-
te).
3.2, 8iG(N) consta de una tnica solucién, parar, se ha encon-
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trado el 6ptimo; en otro caso, hacer i* = N, e ir al paso 4.

PASO 4. RAMIFICACION

4.1.

4.2.

4.3.

2-2-3

Para cada ¢;; = 0 de i*, calcular:
a. o = min Gy

15

b. 8; = min Ci;
ki

C. Hn',j =+ ,BJ

(b ; representa el costo por no ir de i a j, consecuencia de la mane-
ra en que se construye la matriz reducida.) N

Sea 0, p el miximo de los #;; calculados (en caso de empa-
te, rémpase arbitrariamente).

En el arbol de biisqueda crear dos ramas saliendo de *, ca-
dauna consu respectivo nodo. El primer nodo representa
el subproblema (del representado eni') que fija 245 =0, y,
para el cual, se construye una nueva matriz de costos,C ,
cambiando ( a la matriz reducida de i*) cq 5 por oo ; lo cual
evite ir de A o B, El segundo nodo representa el subproblema
que fija 2,5 =1, y para el cual , se calcula la nueva matriz
de costos cancelando (a la matriz reducida en ¢*) la columna
Ay el renglén B; ademads de hacer ¢;; = co en aquellos (i, j)

necesarios para evitar recorridosde tamafo menor que n .
Por gjemplo, 5si zpp=1y zpc=1y n>3, hacer zo4 =0,

Luego regresar al paso 2.

El Ejemplo Numérico

Pora terminer con ln presente seceidn y con el capitulo 1, se presenta un
gjemplo en el que se utiliza el nlgoritmo de Little-Murty.

Ejemplo 3 Aplicar el algoritmo de Little-Murly para encontrar el recorrido
del agente vinjero si, se desca visitar 5 ciudades, y la matriz de costos es:
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A B C D E
co 11 15 17 19
5 oo I6 9 8
3 7 oo 12 10
9 4 18 oo @
8 11 G oo

HoOm =

10

SOLUCION

Iteracién 1
Paso 1. Se crea el nodo N =1y el drbol de biisqueda es el de la figura 2.8 .

ar e

Figura 2.8. Bl drbol inicial de bisqueda .

Paso 2, La matriz reducida para N = 1 es

conB(l)=Thi+ T +B(1°)=20+6+0=235.

Paso 3. Dado que el nodo & = 1 representa a un problema con més de una
solucién, se hace i* =1,

Paso 4. Se caleula 6, ; para N = 1, obteniéndose:

Edlﬂﬂﬂd-‘j‘ﬂﬂzﬂ'-fﬂﬂﬂ. ng“&ﬁ'l‘.gﬂ:ﬂ'i'l‘—_l,
Opa=ag+fa=140=1, fgp=ac+fa=4+0=4,
bpp=ap+Pa=04+0=0, fpp=ap+Pfe=0+1=1y
Hglﬂ=ﬂ3+,ﬁuzl+d=ﬁ.

Asi, dado que el mdximo es fgp = 5, se toma como variable a ramificar a
#g.p . Se obtiene el drbol de la fignra 2.9, con matrices de costo
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4 B O D E ABCE

A oo 0 0 6 6
Ao 0 0 6

B 0 0o 7T 4 1
3 B 0 o 7 1

O 0 4 o 9 5
O 0 4 oo 5
D 65 0 10 co O D5 0 10 oo

E 4 2 1 oo oo

para N =2 y N =13 respectivamente. Ndtese que en N = J3, se le asigna
costo infinito al viaje de D a E, esto para evitar formar el circnito de longi-
tnid2: BE—= D~ E

et e b ki

|

CrTT AT as ey e ey rm TR R e

Figurn 2.9. Arbol de isqueda al final de la primer iteracidn .

R R TR a Ak B W R P P A

e e e

TR R i e o e P S R o

F:gum 2.10. Arbol de bisqueda al final de la sequnda iteracidn .

Iteracidn 2.
Paso 2. Las matrices reducidas para N =2 y N = 3 quedan de la siguiente

forma:
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c D

A B E
A B C E
Ao 0 0 2 6 i
A oo 0 0 5

B 0 oo T 0 |1
B 0 =« 7 0

C 0 4 co 5 5 :

. C'0 4 oo 4
D5 0 1 oo 0 D5 0 10 oo

E 3 1 0 oo oo

con; B(2)=5+B(2")=0+B({1)=4d0 y B(I) =1+B(I)=1+B(1)=
36.

Paso 3, Como B(3) < B(2),yen N =3 no se representa una iinica
solucién, se toma i* = 3 .

Paso 4. Al realizar el cdlenlo de los 8;; , en la matriz asociadaa N =3,
se tiene yue el miximo es #4 ¢ = 7; por lo cual, se ramifica en z4¢ . Se
obtiene el drbol de la figura 2.10, con matrices de costo, para N =4 y
N=35:

n c
© A B E
A oo 0 o0 §
B 0 o 0
B 0 0o T 0
C oo 4 4
C 0 4 oo 4 DB e
D6 0 10 oo

DR R R Y R A T e R R R R R S R T W R WU MR MR e e

- e A W R L S

Figura 2.11, Avbol de bisqueda of final de la iteracidn 3 .

Iteracidn 3
Paso 2, Las matrices reducidas ppa N =4 y N=135 son
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A B E
g A B E
Ao 0 o0 5
B 0 o 0
B 0 oo 0 0
C oo 0 O
C 0 4 o0 i D 6 0 oo
D5 0 3 o

ydonde: B{d)=7+B(3) =43 yB(5) =4+ B(3)=40.

Paso 3. Dado gue existe un empate en las cotas de N=2 y de N=5 , se
escoge de manern arbitraria @ = 2,

Paso 4. El maximo de los 0;; en N =12, es g, = 4; asi, se ramifica

et Ty . Se obtiene el drbol de In figura 2.11, con matrices de costo para
N=06yN=T

B
A C D E B CDE
A oo 0 0 2 6

A 0 oo 2 6
B 0 o 7 0 1

B oo 7T 0 1
C oo 4 o0 5 5§

D 0 10 oo O
D5 0 10 o 0 B 1 0 es oo
E 3 1 0 oo

Iteracion 4
Paso 2, Las matrices reducidas para N=6 y N=7 quedan como

C D E

A B
Ao 0 0 2 6 B CDE
A D oo 2 6
B 0 s 7 0 1
B oo 7 0 1
C o 0 0o 1 1 D 0 10 0
D5 0 10 co 0 Elﬂ‘”
E 3 t 0 o oo 00 g

y conde: B(6) =4+ B(2) =44, B(T)=0+B(2)=40.

Paso 3. De mwneva vnenta existe un empate, ahoraen N =5 y N =T,
Ningimo de los dos nodos representa una tiuica solucion, asi, se toma de
forma arbitravia i* =5 .

Paso 4. Bl miximode los O, en N =5,0e80p4 =0 yblpp =25, se
toma gy 4 para ramificar. El drbol de biisqueda es el de la fgnra 2.12, con
matrices de costopwn N=8 y N=90:
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A B F
0 oo oo U B E
C oo O
C oo 0O 0 D 0 oo
D 5 0 oo

Nétese que se dié costo infinito a ir de C o B, esto para evitar el circuito
delongitud 3: A=C—=8B—= 4.

Iteracidn 5
Paso 2. Las matrives reducidas pira N=8 y N=0 son

b e ot et S A AR N A L BT AT | AL A T L A AR A S A 1 b

Figura 2.12. Arbol de bisqueda al final de la iteracidn § .

donde: B(8) =5+ (5)=45,B(9)=0+B(5) =40.

Paso 3. Nuevamente existe un eipate en las cotas, en este casopara N =7
y N = 9; sin embargo, en N =9 se tiene una tinica solucion factible (ir
de C a E yde D o B); por lotanto, se ha encontrado el dptimo, en el cual:
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tep=1,2pp=1l,2pa=1,24c=1,2pp=1.
Un recorvido dptimo vs
A=-C—=E-D—-B—A
con costo 40 .
El drbol de bisqueda final, proporcionado por el algoritmo, es el de |a

fignra 2.13, Finalmente, nétese que no se evaluaron las 4! posibles soluciones
del problemna .

B e R e I ]

8 (1)=35

-

B(2)=40_—<

}
i
I
i
i
]
i
!
i
i
i
|
I
1
I
i
i

i i o o i S R

et s 00§ R 8RS . TR R B U8 A1 58 SRR £S5 PSSR TR B 4 AR L 15 B R A g R S e, S

Figura 2.18. Arbol final de bisqueda,



Capitulo 3

CONJUNTOS Y FUNCIONES
CONVEXAS

Intuitivamente, un conjunto es convexo cuando para cualquier par de puntos
en él, se puede ir de uno a otro en linea recta "sin salirse del conjunto”.
Aunque el concepto de convexidad se puede definir en cualquier espacio vec-
torial, para los fines del presente trabajo se trabajard, casi siempre, en un
espacio vectorial particular: R2,

El objetivo de este capitulo es proporcionar la herramienta necesaria para
la comprensién del algoritmo principal de la tesis.

3.1 CONCEPTOS Y RESULTADOS

Para dejar claros los siguientes conceptos, considerense los ejemplos presen-
tados en la figura 3.1.

Definicién 4 Dados @ y y en R?, se define el segmento que une a x
con y como el conjunto [x.y] ={ax+(l1-a)y |0<a<1}.

Definicién 5 Un conjunto S en R? se dice convexo si: dados cualesquiera
dos puntos en S, el segmento que los une esta totalmente contenido en S,
esto es: ¥x,y €5, [x.y]C 5.

Una vez entendido el concepto de conjunto convexo, se puede definir lo
que es una funcién convexa.

37
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Definicién 6 Unu funcidn f: Dy = R, con Dy C R, se dice conveza
(concava ) si¥a,y € Dy & YA € (0,1 se cumple:

f e+ (L= A)y) S ME+1-27@) -

Geométricamente, nna funcién es convexa (céncava) si los segmentos que
mnen a (a, f () con (y, f(y)), siempre estin por encima (debajo) de la
grifica de f (ver figura 3.2) .

L o T I T e N Y L L

A

i
i
|
|
|
|
i
i
}
!

B o e

A m A e W m me e AR W R B W R B M AR IR W B W A o W R RAY RATA R A W R -

Figura 3.1, A. Conjuntos converns |

ey B W B R R W R R R W R Sk W B AR m ki eR e AT W e R m kel Bk R R m ar BA R R ra R m omm W E

T —

O L AR A A A B T R AR WA W R T L LR I B A s e i A o

Figura 8.1.B. Confuntos no convezos .
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La relacién entre los conjuntos convexos y las funciones convexas es la
siguiente: une funcion f: Dy =R (D; C R) es conveza 5i el conjunto de
puntos que estdn por encima de su grifica es convezo. A este conjunto se
le conoce como EPIGRAFO vy, dado que no es relevante para el desarrollo
" dle este trabajo, no se inclnye sn demostracidn; sin embargo, para mayores
detalles puede consultarse [18] y [22] .

A N R Y A R A R A Y R AR Lo B A PR W e R A W

P A S R R A e R R L R R TR T e P A e

Figura 3.2.A. Funcidn conveza f:[0,1] = R .

s
| N\
:
i

c

Figura 8.2.B. Funcidn cdncava f:[0,1] = R .

Nétese que una funcién convexa no tiene porque ser continua en su do-
minio (véase nuevamente la figura 3.2), menos aiin diferenciable. Dado lo
anterior, se presents aliorn un resnltado de gran utilidad ( si no se manejan
del todo bien los conceptos involucrados en el enunciado o en su demostracién,
se puede referir al apéndice [44), [46] y [47] ).
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Proposicion 7 Si f : [a,b] — R es convezn, entonces, [ es conlinua en
(a,b) .

DEMOSTRACION

Sean a <z <o <23 <z4 <b. Definanse a y 8 como

ﬁ'tw-—ﬂi:'

'H == Ta=T)
rp—x; T3=I)

Nétese que aa >0, >0 y a+ =1 (porlo tanto A =1 — « ); ademds,

ﬂ'I‘l + ,H.'E:] = Fj=I3 z,_t + :E:—Ej ma - IITp—I3% iia::—-z‘l.‘t: - Iz!:ﬂ—: i - EE :

Ty-X| =T =¥ 1—T)

Entonces

Jlzn)—[lza) _ fl=al=fley) _ (ra=2n){f(=za)-fzal)=(za—-2a)([{z2})=flz1}) _

£33 =) Ty—x3}{Tg=T)

( "'I—¥"|l

By =y

23—E]

(328 ) Uteal=rtean- (822 ) Utea)-se)

off{za~xy)

glflea)=flzgli—al flzs)~flz )} _ ﬂ.l"{=:J+ﬁf{l=ql-'_1ﬂ+gl.!{2ﬂ -
aff(ry—11) nf{za=zi)

af(z)4(l—a)f{za)=f{az,+023) .
aB(za-+1) 20i

(donde la designaldad se signe de que f es convexa). Por lo tanto,

[(za}=T{z1] < flza)=fiza) |

Iy=I}| - T3 T2 !
¥ (IE IRNEr HEII!Ejm]F.E,

[lea)=Jlza) o~ flzg)=[{za) )

n-32 Ii—=1)
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Lo anterior asegura que, los covientes (pendientes) de la funcién convexa,
formacdos por intervalos ajenos, son crecientes, Se deduce entonces que, da-
dos a <y <y < b, oowre

flegh=[lz1) <= Mza)—f{zg] < ﬂ"!t'ﬂ“l

rg—ry = Ty—it — Fy=I1
asi, tomando

flza)=fles)

TI=1

M = Maz {

flza)=[{za) l}

! I4—=I3

(donde z,, z4 son fijos, y sdlo se pide que a < z) <z < a3 <74 < b ); 80
concluye que: dado £ > (0 arbitrario,

s = ol < 57 = |f (wa) = F22)] € Mas — 22| <.

Estailtima implicacién asegura que f es uniformemente continua en (a, b)

F

El resultacdo anterior se puede geueralizar para funciones de R™ en R,
sin embargo, para los fines perseguidos, es suficiente tener en mente que se
cumple para funciones de R en R. En seguida se emncia otro resultado
iimportunte de convexidud de lnciones.

¥, por lo tanto, f es continua en (a,b) .

Proposicién 8 Sean D), Dy CR; ysean f,: Dy =R y fo: Dy — R, 8i
N v Ja son converus, entonees la funcion f: Dy x Dy — R, definida por
Sz, 32) = fi(z1) + fa(z2) es convera .

DEMOSTRACION

Sean x =(zy,22), ¥ = (41, 42) € Dy x Dy, ysea A € [0,1]. Entonces, por
definicion de f, y dado que tauto f) como fy son convexas, se sigie que

FOx+ (L= N y) = f (Aen o) + (1= 2) (. 3) =

FlAer+(L=A)y, Aat+(L=A)pn) =
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HAz+(1=Np)+ f(dza+ (1= Nyg) £
Afi() + (L= M) fi () + Afa () + (1= A) fa (1) =
AU @)+ fo () + (L= A) (fi () + fa () =

Af(wwa) + (1= A) [ (pome) = AF(x)+(1=A) fy).

Con lo enal gueda danostrado gue f os convexa | ’ g

Una generalizacidn inmediata al resultado anterior es la siguiente,

Corolario 9 Dadus n funciones convezas f; : Dy — R (con D; C R), la
funcidn [ : ] D; = R definida por f{zy,...,2.) = L fi (i) es conveza. ;F

3.2 CUBIERTAS CONVEXAS

De manern povo [ormal, lo cabierie convezo de une funcidn [, es lu mds
grande funcidn convexa por debajo de f ) y precisamente, del hecho gqne sea
mna funcion por debajo de [, se desprende rdpidamente una forma de acotar
el minimo de f: con el minimo de lu cnbierta convexa ., Este tiltimo hecho
serd utilizaclo mis adelnnte para obtener las cotas en el algoritmo presentado
en el capitulo 4,

Antes e definir formalinente cublerta convexa, se necesita el signiente
resultado,

Proposicién 10 Sca DCR" ¢y F={yi: D —-R|iel & g es convera}.
Entonees lo. funecion f: D — B definida por [ (x) = Sup g; (x), es convera.
iel

DEMOSTRACION

Sennx,y € Dyy A € (0, 1) . Toémese £ > 0. Por definicidn de [, existe
i € F bl que

JlAx+(L=A)y)—e<gi(Ax+(1=A)y);
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y, dado que g; es convexa
gi(Ax+ (L= A)y) < Agi(x) + (1= A)gi(y) .
Nuevamnente por definicion de f y g, tmnbién ocurre que
Agi (x) + (1= N)gi(y) < M (x)+ (1 =) f(¥).
Por lo tanto, para ¢ = (0 arbitraria, se tiene
fOx+(1=Ny)—eS A (x)+(1=2)f(¥).
Asi, se concluye que
FOX+(1=2y) A (x)+(1=2) fy),

y por lo tanto, f es convexa. f

43

Con el resultado anterior, es posible definir ahora la cubierta convexa de

nna funcidn.

A\

p/‘f(w)

\ W)

Figura 8.9.A. Cubierta conveza de f(z)=z%— = en|-1,1] .

e R L L -.-*--MM-.!-\.-*M-'HMMM-M*MVA'-&[

Beof A TELE S e R R A RA R SRR S - R TR TR A A P o BRaA W RO A Tl e R e ey R R

|

J
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biman mepmmrasms o b sy mo ey g e b ek m e G B S R Ry W TR

Figura §.9,B. Cubiertn conveza de una funcidn cdncava .

L L R R R B R e A - T Trr e ———

A E
i

b F@)=V@) |

: > E

W IR R Y BRSO W AR R VR A R IO W W TA Y TR SR VR W AR W R TR R R T A LA R R

Figura &.8,C, Cubierta conveza de une funcidn convesa

Definicién 11 Duda uno funcidn f: D = R (D € R"), se define su
cubterta conveza, ¥, como "lo mds grande funcidn convezn por debajo de
[ " Mds formalinente, sea

Fr={9:D=R |goevconveze & YyeD ,g(y)Sf(y)},

edonees i D = R s defing como ) (x) = Sup g (x) .
Gy



3.2. CUBIERTAS CONVEXAS 45

En las figuras 3.3 se muestra la cublerta convexa de tres funciones de
variable real.

De la proposicién 10, es claro que 1 es convexa; ademds, dado que el
supremo de un conjunto es menor que cuelquier cota del conjunto, entonces
Y(z) € f(z) Yz € D ; esto es: como para toda g € § 4 , y[m} < fz),
entonces Supg(z) < f {m]

gel s

Es obvio que, la cubierta convexa de una funcién convexa es la misma
funecion (ver figura 3.3.C); y, para funciones de R en R, la cubierta convexa
de una funcién concava es la recta que une sus puntos extremos (ver figura
3.3.8).

Utilizando la proposicién 8 , es facil demostrar que dada una funcién
f:D—=R (con DCR"), lacual satisface: f(z1,...,2a) = L fi(z:) ... (%),
(con f;: D; — R), debe cumplir que su cubierta convexa es la suma de las
cubiertas convexas de las f; (a wna funcion que satisface (+) se le denomina
separable). Esta tiltima afirmacién es consecnencia del siguiente resultado.

Proposicién 12 Sex f : D — R (D € R?) unu funcidn separable, con
[ lzm) = fi(z) + fa(a) ; entonces, ¥ = ¢ + yu (donde ¢ es la cubierta
convera de f , y ¢ ©s lu cubierta convesa de f;).

DEMOSTRACION
Por definicién, tanto ¥, como 1 son convexas y satisfacen que
Wi (@) € fim) y va(m) < fale)
asi, V(z,z2),
flzuza) = filz) + falza) 2 % (@) + Y2 (22);

con lo cual, por la proposicién 8, 4 + 4 es una funcién convexa por debajo
de f ; ¥ entonces

(1) 2 th + s
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Por otra parte, dada € > 0 arbitrtaria, se cumple que, ¥ (z,, z;)
P () + e (2) + e =
Pifa) +E+ule)+52
Silm) + fa(w) = f(zy,22) 2 ¥ (21,22)
Por lo tanto, Ve > 0,
¥ (1) + o (e2) + € 2 Y (z1,32) ,
y en consecuencin, ¥ (z,, xq)
¥y (1) + ¥ (z2) 2 ¥ (z1,22)
esto es:
(2)..d+a 2y,
Finalmente, de (1) y (2) se signe que ¢ +yp =1 :f

El resultaco de estn 1iltima proposicién también se puede generalizar,
gracias al corolario 8, para funciones f de R" en R de la signiente manera.

Corolario 13 Dada f: R" — R separable como f(zy,...,2s) = & fi(zi) ,
st enmple que @ =Y 4y, f

Antes do omnmneiar el resultado principal do cste capltulo, es necesario
hineor v (lthimes obsorviclones, Pars imnyor compronsién do los concoptos
Involueracos on L stgnfonte niinmackén, ver ol apdudice [43]

Proposlelén 14 Sen [ [0,8) = R wna funcidn semicontinua por
debago, cutonces | (su eubierta convern) aleenza un mindmo en (o, b |
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DEMOSTRACION

Por el resultado de la proposicion 7, ¢ es continua en (a,b) ; por lo que,
Ya > 0, ¥ es continua en a + e, b ~ af ; y ahora, por la proposicién (48] del
apéndice, ¥ aleanza su minimo en cada intervalo de esta forma, Debido a
lo anterior, la inica posibilidad de que ¢ no alcance su minimo en [a, 4] es que

Lim i (x) <y (a) ... (%) & LLTi,b(mj < (b) .. (%%)

=t

Supéngase que pasa () (para un mejor entendimiento del signiente argu-
mento, véase la figurn 3.4), entonces sea £ = 1 (a) — Lim 9 (z) . Por ser
f semicontinua por debajo, 36; >0 tal que

lr—a| <6 => f(z) > fa) - §;
¥, por lo tanto, por definicién de

[e=al <8 = f(2) > f(a) —§ 2(a)- 5.

T AR e R A R A A R e B e R R R T A RASR R o R A R R ST LR A e e L A o SR A W

¥
N\ N\
via)d o PR fe) "
¥l 5{ ,, i

[
P limw(z)
E=20 e

V

F e e

i3 > Ea—.s—i

b, e vy e M e B B RN R PWOAR N W P R CE  W A TA  ER  E AL e AR G W R T A T A T e e

Figura 3.4. Construccion de g .

Por otra parte, por definicidn de limite, 3 8; > 0 tal que
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O<fr—a| <éy=|¢(z)=Limy(z)| < 5.
Sea & = Min {6;,6,}, definase la funcidn g, de la siguiente forma;

(i) gla) =14 (a).

(#) En (a,a+ 8] como la recta que pasa por (ﬂ,:,b (a) - §)
y por (a+6,¢(a+4)).

(iti) Bt (a+8,8] , g () = (2).

Nétese que por construecién, ¢ es convexa; ademés:

(i)° Ena,g(a)=1(a) < f(a).
(i) En (a,a+68),¢(z) <glz) < f(z).
(i)" En [a +6,b] , g (z) =4 (z) = f(2) .

Por lo tanto, g < [ , 9 2% ¥y g # 1. Esto contradice (por (ii)*) la
definicién de ¢ . La contradiccién viene de suponer (), por lo que (*) es
imposible. De manera andloga se prueba que (#+) no es posible, por lo que

se conchiye que i alecanza su minimo, f

Se finaliza con un resultado que serd utilizado para caleular cotas en el
algoritmo tipo ramificacién y acotamiento presentado en el signiente capftulo,

Teorema 15 Sea f: D — R separable (donde D = [a),b)] % ... % [ay, by]
v fi tlai b)) = R ). Entonces, si cada f; es semicontinua por debajo, 1
alcanza su minimo en D.

DEMOSTRACION

Por el corolario 13, ¥ = T 45 ; ahora, por el resultado de la proposicién
14, cada 1 aleanza sn minimo en [a;, b;] . Asi, dado que

Min(x) = Min (i'ﬁ'}g{:ﬂ;}) = Z (Min ¥ (z))

well i€ i) =l iml xgEfag,ly)

W aleanza su mfino. f



Capitulo 4

R-A EN UN PROBLEMA NO
COMBINATORIO

En el presente capitulo se considera un algoritmo que resuelve el problema
de encontrar X = (X, ..., X,) , tal que minimice

(X)) =3 wi(Xi)
i=1
sujeto a
Xed & [<X<L;

donde G es cerrado y cada ; es semicontinua por debajo en el intervalo
[li, L;]. Bajo estos riltimos supuestos, se asegura que @ tiene un mfnimo en
GNC,donde C = {X |l <X £ L}. (Obviamente, también se asume que
G NC es no vacfo pies, de lo contrario, el problema serfn no factible.)

El algoritmo propuesto es del tipo de ramificacién y acotamiento, y en
él, en cada nodo se resuelve un problema cuya funcién objetivo es convexa.
Cada uno de estos problemas restringe a la variable X; a pertenecer a un
subintervalo de [l;, L;| y remplaza a ¢; con su cubierta convexa sobre el
sttbintervalo.

El algoritmo e bastante similar a un método sugerido por Lawler y Wood
[1] en su estudio de métodos de ramificacién y acotamiento y, a diferencia
del dado por Jones y Soland [7] y del procedimiento esbozado por Beale [8],
es aplicable a nna clase mds amplia de problemas.

Otra gran diferencia del presente algoritmo es la siguiente: en la mayoria

49
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de los algoritinos de rmmnificacién y acotamiento, la convergencia a la solucién
optima es parantizada por la existencia de un mimero finito de soluciones
factibles; micntras que la convergencia del algoritmo presentado aqui, no
es obvia, por lo que se prueba bajo diferentes supnestos (en general, el
algoritmo no converge en un nimero finito de pasos).

4.1 EL ALGORITMO

Se resolveri:
Minimizar
H(X) = 3 i(X)
sujeto a (P)

Xed
l<X<PL,

donde se supone que G es cerrado y que @ es semicontinua por debajo en
C={X |l <X < L}. Conestoiltimo, como ya se habia mencionado antes,
se asegura que P tiene solucién si CNG £ 0 .

El algoritmo es de nnturaleza iterativa, y en él, se produce una sucesion
de puntos {}["}. Estos puntos se determinan de forma tal que, cada X* es

solucién a un problema P* que trata la minimizacién de una funcién convexa
a trozos sobre C NG . El problema P¥! es obtenido a partir del P* por
ramificacién y acotamiento, u través de un refinamiento de C en rectdngulos
cada vez s pequeios.

El probleina P! tiene la forma:
Minimizar
W (X) = ¥(X) = ¥ u(X)

i=]

sujeto a (PY)
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Xed
l«X <L,

donde ¥ es la cubierta convexa de @ (ver corolario 13),

Si X! es solucién de P! y ¥ (X!') = ¢ (X!'), es claro que X! resuelve a
P (dadoqueen CNG, ¥'(X!) < ¥(X) < ¢ (X)).

En caso contravio (si @' (X') < & (X') ), se determina una particién
de C en dos o mis snbeonjuntos rectdangulares; la cubierta convexa de ® es
entonces minimizada en cada uno de estos conjuntos, guarddndose los respec-
tivos minimos. El proceso contimia particionando aquel subconjunto de C
que corresponde al inenor de los minimos existentes y, de nueva cnenta, mini-
mizando la cubierta convexa de @ sobre cada uno de los conjuntos resultantes,

La estructura general del algoritmo es la que se enuncia a continuacién:

PASO 1. INICIO
1.1. Crear el nodo N = 1, éste representa todas las posibles so-
luciones X e CNG . Ir al paso 2.
PASO 2, ACOTAMIENTO
Para cada nodo sin acotar, N, hacer:
2.1, SiG (N)=¢,B(N) =00, en otro caso ir a 2.2.
2.2, Crear la cubierta convexa de ¢ en & (N); sea ésta ¥, Ira
23.
2.3. Calcular el minimo de ¥ en & (N), éste es una cota para ¢
en G (N). (ie, B(N)=Min¥ en &(N) ). Ir al paso 3.
PASO 3. BUSQUEDA
3.1, Comparar las cotas existentes. Sea V el de cota cota menor
o igual (en caso de empate, rompase arbitrariamente). Sea
también X° quien minimiza a ¥ en G(N). Ir a 3.2.
3.2. Si ¢ (X°) = ¥ (X°) entonces X° es el 6ptimo, en caso contra-
rio, hacer i* = N . Ir al paso 4.
PASO 4. RAMIFICACION
4.1. Particionar & (V) siguiendo cualquiera de las dns reglas des-
critas posteriormente . Ir a 4.2,
4.2, En el 4rbol de biisqueda crear tantas ramas (y nodos) como
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elementos de la particion. Regresar al paso 2.

De manern general, al final de la k-ésima etapa del algoritmo, el con-
juuto C ha sido particionado en pe subconjuntos C*, ..., C*. Dendtese esta
particién por * - :

k= {C’*‘. ...,C"J'k}.

e T R

)
L3
3
4

1
W
*
’

/|
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Figura 4.1. Una particidn de C en R %

Cada C*% o descrito por dos vectores, los cunles representan las cotas su-
perior ¢ inferior de In variables X € C% (ver figura 4.1). El punto X% € C%
es determinaco de manern qne minimiza la cubierta convexa W% de & sobre
C% N G esto os, X* s solucidn del problema

Min ¥* (X)
5.4,
Xeq@
M <X<h,

El mimero pb = [k (K”r} representa una cota inferior para @ sobre
C%NG. 81 C% NG es vacio, se toma p* = 0o, El menor de los u*'s es
entonces nn cota inferior para ¢ sobre CNG.

Sean

it = Miﬂ{lu"! lj= 1,.,.,p;¢}

Xk = Xk
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de forma tal que
Ik {}(’"ﬁu) = Iu.k p

Nétese que puede existir mds de un Xk eleg1hle para ser X*, en este caso
se elige uno de manera arbitraria.

En el caso de que ¢ (J{“) = u*, X¥ resnelve a P ; dado que es factible
y pF < ¥ (X) < & (X) paratodo X € CH NG,y toda j =1, ..., pr.

Por otro lado, si @ (X"’) > ¥ | debe refinarse 7% para obtener un nuevo
punto X*+!,

Para ilustrar el procedimiento ce refinacién de #* | se introduce algo de
notacién adicional,

La "completacidn " de 7* | denotada por #*, es obtenida extendiendo
todas las particiones de los C* ‘s sobre el total de C (ver fignra 4.2).

E-u----u-.-——-- A i B it i e 53 8 5 B S i - i P T

i

ﬂ." -*

ot R R S B e e SR R R TS LR RE A R

L A R W S R P 8 8 - AT s 0 ol

Figura 4.2, Una purticion y su completacidn.

Sen 7t = {D'“ D"'*t} T" la cnbierta convexa de & sobre D% |
Dado que #* es nn refinnmiento completo, es posible expresar la coleccién de
funciones T (5 = L,..., &) como unn finica fneion separable

T(X) =TS9 (X)) :
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donde Ef es lu [uucion convera a pedazos definida en [l;, Li], y enya repre-
sentacion entre dos puntos adyacentes de la subdivision, =}, zf, estd dada por
I cnubierta convexa de o, sobre [zf, 23]

No e necesurio caleular enteramente ¥ en el paso k, pero el punto X*
debe ser determinado de forma que minimice T* sobre N G; es decir, se
asime de manern explfcita qué Ch e 7%,

Es claro, dado que #* es ln completacién de n*, que T (X) = ¥ (X)
para todn X €C% y para cnalquier j = 1,..., pr. Ademés, la construccién de
Ty T*J gewantiza que si C% € 7* entonces T (X) = ¥ (X) para toda
XeCh.

Resumiendo, en la etapa k se tiene

a, Unn particion of = {{:"‘l, - Chn.} .
b, Una colegeidn de funciones {1{:*:1 .y ann} donde cada ¥ o3 la cn-

bicrta convexs de & sobre G, .
i k : i n
¢, Una volewvién de puntos {K"J} e donde X* es solucién del pro-
J=F

blema P .
d. Un punto X* = X* que satisface Tk (X"-‘t ) < Pk (I"l ) V=

Ly ey iy ¥ tm donde CH g 7%,
Asf entonees, X* os solucidn del problema

Min B* (X) = S BF (X,)
s, X eCNG.

A fin de pusir de la etapa k o la k + 1, se debe dividir el conjunto
Chis = {X | Ik < X < L% } en dos o mds subconjuntos rectdngulares de
acnerdo a una de las siguientes reglas;

Regla de 1':;_ﬂnumiant.u débil, Escoger nna i que maximice la diferen-
i g (}[f) -y (Xf) (i=1,..,n), y dividir el correspondiente intervalo
[!:‘ ‘*,L:‘“’] on los intervalos [I:‘j‘.XF] y [XF,L:"‘] o

Regla de refinamiento fuerte. Parn cada 1 que satisfaga ; (X:*) o
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1

[I"hj{ﬂ y [:z:f,L"’k] .

Obsérvese que la segunda regla puede dividir C*+ hasta en 2" subconjun-
tos rectdngulares, mientras que la primera proporciona sélo dos subeonjuntos.
Cada subdivisidn de C*ir representa un refinamiento de la particién 7* (y
por lo tanto de 7). El refinamiento de 7* se define como #*+!. La funcién

7! so define du_n;;ulm'u seinejaite o ﬁk, y el punto X*+! es obtenido de 1a
. v ' 1
minimizacién de T sobre CNG .

W™ (X) > 0 dividir el correspondiente intervalo [+, L¥] en los intervalos

Para que esto 1iltimo quede s claro, supéngase que C*ie = Chex; des-
puiés de ln aplicacién de una de los reglas de refinamiento, se pueden numerar
los miembros de la particién resultante de la signiente forma:

Gl | OkFlan-l ok
donde

CHW =Cq parnj=1,..0 —1;

UCHW = Ch  para j = pi, .oy i

Los problemas P*+' (j = 1, .., px — 1) ya se resolvieron en la etapa
anterior y, entonces, ya se tienen a la mano sus cotas inferiores p*+!J, Se
resuelven despuds los problemas P*+1 (§ = py, ..., t;) para obtener sus res-
pectivas cotas.

Si

et o Mi-n.{;:"’*"'-f §= 1,...,&} y L € {pk, .-t}
hacer
xk-i-l = Y+l

(ya que C*+4 g #+1), Sin emibargo, puede pasar que ! € {1,.,px = 1} (¥
por lo tanto C¥H1 g #+1) en tul caso se debe subdividir C*+' en dos o mds
sibconjuntos (niiadiendo hiperplanos ue partirdn a C**' en subconjuntos
mds pequeiios). Al lacer lo anterior se forman nuevos subproblemas y, por
lo tanto, deben culenlarse las nmievas cotas. (Nétese que en general no es
necesario tomar todos los elementos de 7%+ J)
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Es hasta el momento en que X*+! € C*¥+ g #*+! que se encuentra una
solicién parn P**! (en los teoremas de convergencia de la siguiente seccién,
esto es necesario para nsegurar que el algoritmo converge a un dptimo). La
particién m**! es el tiltimo refinamiento necesario para encontrar X**1,

El método de determinacién de X**! puede ser ilustrado con nn ejemplo
en R? . Véase la fignra 4.3, en ésta, el mimero en cada rectingulo corres-
ponde a la vota inferior asociada con el rectingulo; ademds obsérvese que la
regla de refinmniento fuerte es nsada para dividir el conjunto con la cota mds
pequein. Los refinamientos adicionales son obtenidos afiadiendo las lineas

apropiadas de 7%+,
5 s
| 4 4
K 8|3 |=>|6|7]8]|3
i
i o XK g | 6
|
| / !
i I£
4
| 4 7 o 7 7
Ll 67| 8 -)* 6 7] 8
; 10 10
| 8| 6 8 | 6 =
! :ﬂ-kﬂ

S

o e g rr i g A P e T SRS S e -

Pigura 4.3, Determinacidn de X ¥1,
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4.2 TEOREMAS DE CONVERGENCIA

El propdsito de esta seecion os deinostrar que el algoritmo presentado y
explicado en la seccién anterior, converge a un 6ptimo; para esto obsérvese
que el proceso de determinacion del elemento de 7+ en el que X**! se
encuentra, es un provedimmiento linito (dado que existe un mimero finito de
elementos en ®*!); sin @inbargo, la sucesién de puntos jx*} puede ser
infinita; en tal caso, del hecho que C NG sea compacto, se deduce que tiene
al menos un punto de acumulacion X* ( ver apéndice [33] ) .

Por lo anterior son necesarios los teoremas de convergencia citados mds
adelante, en los cuales se probard que, bajo determinadas hipétesis, X* es
solucién de P . Antes de ennnciar estos teoremas y de dar su demostracién,
ndtese que:

"8 la sucesidn {X"} ex finita , su ltimo punto X* debe ser solucidn del

n

problema P, pues, el alyoritmo se detiene sélo cuando V* (X") =& (x") R

Se pasa ahora a la prucba de la convergencia del algoritmo, en estas
pruebas se hara uso de resultacos vistos en el capftulo 3, asf como resultados
de Andlisis Matemitivo, los cuales son citados en el apéndice,

Sea 7 la subsucesién convergente de {X"} (apéndice [40]), y sea T el co-
rrespondiente conjimto de fudices (T € N); asi,

X* = lim X*
keT

También por el resultado del apéndice [40], X* € C N G, lo que significa
que “X" es factible”.

Las sucesiones 7; = {X:‘ | k€ T } son sucesiones de reales que convergen
a X respectivamente (apéndice [36] ) . Por comodidad (extrayendo subsuce-
siones si es necesario) se puede suponer que cada 7; es monétona; no sélo eso,
sin perdida de generalicud se pnede snponer que son mondtonas decrecientes;
esto es, que las sucesiones 7, satisfacen:

kecl=Xz2X.

Otro liecho que debe resaltarse, es que las funciones ﬁl‘rk, definidas en la

seceidn anterior, fornan una sucesion de funciones crecientes y acotadas por
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P por lo tanto, {T"} vonverge puntualmente a alguna funcién ¥ (apéndice
[42] ); esto o5, 3T t.q. VX € C se cumple:

© Lim B (X) = T (X).

k—oa

Una vez hechas las definiciones y observaciones anteriores, se pasa a la
parte densa del trabajo.

Lema 16 ¥X € C, T (X) < ¢ (X)
DEMOSTRACION
T (X)<d(X) VXeC;
por lo tanto VX € C

T(X)=Lim T (X) < ®(X).

k—oa

s

Lema 17 Lim ¥* (X*) = T (X")

KET
DEMOSTRACION

Dado que 7 = {ﬁk (K"')} e3 una sucesion mondtona no decreciente y
aeotada por & (X°) (donde X°es el dptimo de P), esta sucesion tiene limite;
lo qite se pretende probar es que este limite coincide con ¥ (X*) .

Como pun k € T | pusa que T < ¥ ; y ademds o es mondtona no

decreciente, se tiene que

T (XY < T (X) < T (X).

Asi pues,
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Lim T* (X*) < T(X") .
keT

Para demostrar la designaldad opuesta, témese £ > 0, arbitraria. Por
definicion de ¥, existe k; tal gue

k> k=T (X*)>T(X")-¢.
Definase
A={XxeC [T"(X)>TF(X")-¢},
Por el resultado de la proposicién 7, T es continua (es una funcién con-
vexa), ademds, dado que X* € 4, A es no vacio y ablerto con respecto a C
(ver apéndice [24]). Por otra parte, 7 converge a X*. De estas dos iltimas
observaciones se concluye que existe kg > &y tal que
k>ky & keT=X"€A;
es devir,
kzk & keT=T(X")-T"(X)<e.
Ahora, dado que para k& > Ky pusu gue
¥ (x> T (x)
se fiene:
k2ky & keT=0<T(X)-T(X¥)<e.
Por lo tanto, se ha probaclo que para g > 0 arbitraria,
T (X 2T (X)) -,

¥ con esto,
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Lim " (K"') > (X") -«
kET

de lo cnnl se dedaee:
Lim T (X*) 2 T (X")
keT

con lo gue se concluye la demostracidn,

F

Lema 18 X' mininuza ¥ sobre CNG
DEMOSTRACION
Paratoda X € CNGonwrre que, si k€ T
v (XF) < T (X) < T (X),
por lo que
Lim T (X*) £ ¥(X) ,
keT
y por o oo 17
T(X)<W(X) .

3

Lema 19 S T (X') = ¢ (XY) con X° € CNG, entonces X° es solucidn de
P.

DEMOSTRACION
Por ol lown 16, para toda X € O

T (X) < (X);
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y por el lema 18, también para toda X € C,

T (X") < F(X).
Por lo tanto, para toda X € C

¥ (X7) < 2(X),

pero
W (X) = ¢ (X);

y asi, para toda X € C
B (X°) < B (X),

y como por hipétesis X" e € NG, XY es solucién de P.

-4

Teorema 20 Cualquier punto de sewmnulacidn de {X"'} es solucidn de P si
se cumplen los condiciones:

o. D es sémicontinua por lu izquierda,

b, G es cerrado, y

e. se usa lo regle de refinamiento fuerte para generar {X"} .

DEMOSTRACION

Como cada tp; es semicontinua por debajo en X (véase apéndice [43]),
dada £ > 0 existe § tal que, paracada i = 1,...,n

IXi = Xi| <8 == @i (X)) 2 i (X) - £
Paor otra parte, {K’“ | ke ']I'} converge & X*, por lo que existe k; tal que

b2 k= [XE - X[ <6



62 4. R-A EN UN PROBLEMA NO COMBINATORIO

[
W }
OX7) -
L p(xD-5 <3
' 9
|
| 5 >

Figurn 4.4. Definicidn de »; .

Construyanse las flunciones 1; de la siguiente manera (véase la figura 4.4):
entre l; y X} — &, 7 (X;) es constante con valor

M:'n[;bf:'n{:p,- (Xi) | & 5' Xi £ Xi=6}, wu(X}) - ;}

(esta definicién es valida ain para X! — §). Ademds, entre X! —§ y L;,
i (X;) es lineal y pasa por los mintos

(X: =8, m(X; -8)), (X5, @i (X)-£).
Es claro que existe ky = &y tal que para toda X; € [K;.J{f]
k2 k= (X)) = mi(Xs)

(reenérdese que X¥ es mondtona decreciente y converge a X asi, para k
sificientemente grande, X¥ estd tan ceren de X! que se puede asegurar la
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desigualdad).

Se tiene entonees gue PE (X;) estd definida sobre el intervalo [E;. K’f]
con PFH (L) = @i (L) y OFH (Xf) = (Xf) (esto iltimo dado que se esté
nsando la regla de refinamiento fuerte); y, dado gue 7; es convexa sobre ese
intervalo y y; (Xi) 2 n(Xi) ,esclaroquepara k> ky y X; € [K;, }{f]
(con i = 1,...,n), ocurre que

P (XD 2 m (X 2 (X)) - 5
por lo que
X)X -5, (&)
y entonces
Lim i (X) 2 @i (X]) - £,
y asi,
e (X 2 (X)) - 2
Por lo tanto pasa que
F(X) 2 T (X) = SO (X)) 2 2 (0 (X)) - 8) =@ (X) -
Se ha demostrado entonces que, dada € > 0 arbitraria
T(X)2d(X)—¢,
por lo cual se concluye que
T (X)) 2@ (X

¥, por lo tanto, ya que ¢ es cota superior para [
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T(X*) = (XY).

Finalmente, del lemn 19 se coneluye gque X* es solucidn de P.

F

Teorema 21 Cualquier punto de acumulacidn de {K"} es solucidn de P si
se cumplen:

a. © es continua,

b. G es cerrado, y

e. se usa la regla de refinamiento débil par generar X* .

DEMOSTRACION

Tdmese una sucesidn T como en la demostracidn del teorema 20, si ésta
es finita, nada hay que probar; en otro caso, 3 m € {1,...,n} tal que, para

t=1,...,n, pasa
om (XB) — 0 (X5) 2 (XE) - (XE) . ... (@)

Definiendo nhora sobre (L, Ly 1o funeidu vy, (comeo ou ls demostracidn del
teorema 20), se llega a una desigualdad parecida a (@), pero sélo vilida
[

w:::-l txnl] 2 Pm [:x:”} = ﬁ P o [ﬁil}

para toda X, € [X;, X!, k> k y keT.
Ffjuse cntonces k = ky € T con kg = k. Dado que {ﬂ,,} es monétona
no decreciente, (@) implica que, paua l > kg, [ET y Xin € [K_,'. K:‘“]

ﬂn {xﬂ‘l:] E ‘Fm {x:n} - i '

En particulnr

B (X) 2 pu(Xp) -5, ... (@)
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Ahora, como (@,) es vilida para k = [, se puede sumar con (@) para obtener
que, paratoda l > kg y l€ T

P (xi,.) = Pm {x:“} +1E;E (KE) :_:". @y (Xi) E i ’
De lo anterior se signe que
n [ (Xh) = o (X3)] + T (XT) 2 @ (X) -,

y, tomando el limite cuando [ — oo con | € T (dado que % es continua y,
gracias al lema 17), se tiene

T(X) = (X)) -¢

con £ > 0 , arbitraria, Por lo tanto
T(X) = ¢ (XY).

Se concluye entonces que
¥ (X')= ¢ (X")

y, por el lema 19, X* es un dptimo del problema P.

F

Teorema 22 {K"} es finita y termina en una solucidn de P si se cumplen:
a. ¢ es concava (a lo mds discontinua a lo largo de la frontera de C),
b. G es un polihedro lineal,
¢. se usa la regla de refinamiento débil para generar {}["]

DEMOSTRACION

- , :
Cada 9, es lineal a pedazos y véncava, por lo que cada X* debe encon-
trarse en un vértice de CNG; pero, como existe un niimero finito de vértices,
el algoritmo termina en wn mimero finito de pasos; y por lo tanto, como ya
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se habia mencionado antes, el algoritmo termina en una solucién de P.

;3

4.3 EL EJEMPLO
Sea G el poligono convexo definido por
=X, +3X; €5
2X, ~X; <5
=2X, + X; < 0
X=X <0
El conjunto C estd definido como

0<X, <0
0< X3 <04

(3 N C so muestrn en |a la grdfica de la figura 4.6, (Para este efemplo, el
teorema 22 garnntiza convergencia finita, )

B e e e R R T R A e e R

(0.5)

A A A R N R W R e R M WA L A

Figura 4.6, Regidn foctible (GNC).
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La funcién objetivo es la siguiente:

¢ (X) = @1 (X)) +¢2(Xa) ,
con

x)={° si X;=0
PAMI=N -X244X, 42 8 0<X, <6

2 si Xp=0
w(xﬂ—{ ~X242X, 44 s 0<X, <5

SoLucion

Iteracién 1 (k=1)

Paso 1. Se crea el nodo N = 1, el cual representa a todas las posibles solu-
ciones del problema. El drbol de biisqueda es el mostrado en la figura 4.6.

Figura 4.6. Inicial drbol de bisqueda.

Paso 2. G(N) # ¢ pues GNC es no vacio; asi, se calcula la cubierta convexa
de @ , que no es otra cosa que la suma de las cubiertas convexas de ¢, y
2. Estas cubiertas se muestran en la figura 4.7, y cstdn dadas por:

¥ (X)) = —5X,
P (Xy) = —FXa+2.
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- 0.2)

(0,0)

Figura 4.7.A. Culierta conveza de @, en la primer iteracidn.
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(1,5)

(0,4)

(0,0)

g e i 438 L i s e T S e

Figuru 4.7.8. Cubierta conveza de g en la primer iteracidn.
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Se resnelve entonces el problema

Min = 3X, — X, +2

_sujetoa
-X1 +3X; <5
2X; -X; €56
-2X;+X; <0
X, -3dX; 20
0<X; <0
0<X; <5,

el cual es un cldsico problema de programacion lineal, y que tiene como
solucidn: X, =4, Xy =3, con valor —12.47 .

Figura 4.8. Arbol de bilsquedn al final de lo primer iteracidn.

Paso 3. Dado que existe 1 tinico nodo, N = 1, se buscard en él al dptimo.
Después, como & (X*) = 3> 1247 =¥ (X*), se hace i* = 1.
Asi, para k =1 so tiene;

Xk = (4,3) ,
ukb =B (1) = -12.47,
@(X’“) =3,

Paso 4. Sc utiliza la regla de refinamiento débil, por lo gque se caleulan las
diferenvins

o1 (X4) = (X}) =2 - (-0.60) = 8.60,
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#a (X3) = 2 (X§) =1-(-588)=68.

Dado que 8.66 > 6.8, se ramifica por X,, partiendo [0,6] en [0,4], [4,6];
y se regresa a 2. El drbol de bisqueda obtenido es el que se muestra en la
figura 4.8,

Iteracidn 2 (k = 2)

Paso 2. En ninguno de los dos casos G(N) es vacio por lo que se pasa a 2.3
en cada nodo.
Para N = 2 se tiene

¥ (X)) = 31X
¥ (Xo) = —§Xp 42,

(La nueva ¥f se muestra en la figura 4.9.)
Se resuelve el problema

Min X, - 8X;+2

sujetoa
~X,+3X, <5
22X, -X3 <5
-2X; + X3 20
X, -3X,<0
0<X; <4
0=Xy <5,

obteniéndose el valor dptimo ~3.8 para X = (4, 3).
Por otra parte, para N = 3 se tiene

P (X)) = —6X; +26
P3(Xq) = —FXo+2.

Se resnelve el problema

Min —6X, — BX; +28
swjcto o
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Figura 4.9. Cubierta conveza de y, en lo segunda iteracidn.
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X +3X: <5
22X —-Xa 50
-2X; +X2 50
X, =3 <0
4<X; 26
02X, 25,

que arroja el valor éptimo —3.8 para X = (4,3)
Asi, se tienen las cotas

B(2) =-3.8,
B(3) =-38.

B(3)=-25 3

P e B S R e R RS R R

e e =

Figura 4.10. Arbol de bisqueda al final de lo segqunda iteracidn.

Paso 3. Como existe un empate, se decide (arbitrariamente) tomar N = 2,
por lo que, en resumen, para k = 2 se tiene

X* = (4,3) ,
p* =B (2) = -338,
b (X+) =3,

Dado que '1!(}{"'] =3>-38=1" (}["), se hace i* =2,
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Paso 4. Se tiene que

o (X5) -w (Xf) =2-(0) =2,
2 (X5) - ¥ (XE) =1-(-588)=68;

por lo que se decide ramificar por X , partiéndose [0, 5] en [0,3], [3,5] .
El drbol de biisqueda es el que se muestra en la figura 4.10.

Iteracién 3 (k = 3)

Paso 2. En ninguno de los dos casos G(N) es vacio por lo que se pasa a 2.3
en cada nodo,
Para N =4 se tiene

(X)) = 31X
Yi (Xg) = —3Xp+2.

(La nueva 4§ se mnestra en la figura 4.11.)
Se resuelve el problema

Min 3X; - 31X, +2

sujelo o
X +3X <5
2X, - X, <5h
=2X,+X: <0
X —-3X,; <0
0<X, <4
0<Xy<3;

obteniéndose el valor 6ptimo 1.83 para X = (1,2).
Por otra parte, para N = § se tiene

HX)= X
U4 (Xa) = —6Xz+19 .
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AL TR A Ay I TR R AR A i 5 g e S8R o MR B S —
¥

(1,5)

(0,4)

N ———

e e R W . L B A B R i e 24 6 = = o i L R LR R PSR A 1 S ST Y W o L B

Figum 4.11. Cubierte convera de y en la iteracidn 3.
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Min  3X, - 6X,+19
st jfeto o
X 4+3X, <5h
E3 O CR ]
-2X;+ X2 <0
X =3X, <0
N X, <4
3< X, <5,

que arroja el valor dptimo 3 para X = (4,3)
Asi, se tienen las cotas

B (4) = 1.83,
B (5) = 3.

Paso 3. El de cota menor o ignal es N = 3, por lo que para k = 3 se tiene

Xk =(4,3) ,
pk =118 (3)=-38,
b (X*) =3.

Dado que ¢ (xk) =3>-38=1"0 (x"‘). se hace i* =3 .
Paso 4. Se tiene que

o1 (XE) - (Xb) =2-(2) =0
w2 (X5) -2 (X§) =1-(-588) =638;

por lo que se decide ramificar por X, , partiéndose [0,5] en [0,3], [3,5] .
El drbol de bisqueda es el que se muestra en la figura 4,12,

Iteracion 4 (k = 4)

Paso 2. Eu ninguno de los dos casos S(N) es vacio por lo que se pasa a 2.3
en cada nodo,
Para N = G se tiene
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P(X,) = —-6X,+26
¥ (Xy)= -1Xy+2.

Se resuelve el problema

Min -6X, —§X;+23

sujetoa
~X;+3X; €50
K, -Xp£H
-2X;+ X3 <0
X;-3X; 20
4<X, <6
0<X, 53

obteniéndose el valor éptimo 3 para X = (4, 3).

..........................................................................................................

B(2)=-38

Figura 4.18. Arbol de bisqueda al final de la iteracién 3.

Por otra parte, pura NV = 7 se tiene

1(X)) = —6X;+26
Yo (X)) = -06Xg+19.
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Se resuelve el problema

Min —06X; —06X;+45

sujeto a
-X1+3X; 5
X, —-X;<5
-2X;+X;<0
X -3X:20
4<X; <6
J=X:<5;

que arroja el valor éptimo 3 para X = (4,3).
Asl, se tienen las cotas

B(6)=3,
B (7) =3,

Figura 4,18, Arbol de bisqueda al final de la iteracidn 4.
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Paso 3. El de cota menor o igual es N =4 , por lo que para k = 4 se tiene

)
}

(2]

(

Dado que & (x* =9>1.83 = ¥ (X*), se hace i* =4,
Paso 4. Se tiene que

1%

(

]I

)
)=

o1 (XE) = ¥1 (X3) = 5- (0.5) =45
2 (X5) — 9 (XE) =4~ (1.33) = 2.66;

por lo que se decide ramificar por X, , partiéndose [0,4] en [0,1], [1,4] .
El drbol de hiisqueda es el que se muestra en la figura 4.13.

Iteracidén 5 (k= 5)

Paso 2. En ninguno de los dos casos G(N) es vacio por lo que se pasa a 2.3
en cada nodo.
Para N = 8 se tiene

P (X)) = 58X,
Y5 (Xa) = —§Xa+2,

(La nneva ¥} se muestra en la figura 4.14.)

Se resuelve el problema

Th TESIS WO DEBE

Min 5X) - 1Xz +2 Saln BE LA BIBLIOTECA
sujetoa

-X;+3Xy<5h

29X, - Xs <5

-2X; +X; <0 a

X; — 3X; <0 b

0<X, <1

0<X,<3;
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o T B R T LT B e B m ) R e e J

Figurn 4.14. Cubierta convera de @) en la iteracion &.
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obteniéndose el valor 6ptimo 2 para X = (0,0).
Por otra parte, para N = 9 se tiene

B(X)= -X+6
3 (Xy) = —31Xp+2.

Se resuelve el problema

Min - XI_'%XE“F'B

sujelo a
~X;+3X2 €5
oXi — Xy <5
2%, +Xz <0
X, -3 <0
1<X, €4
0=X;£3;

que arroja‘el valor éptimo 3 para X = (4,3)
Asi, se tienen las cotas

B(8) =0,
B (9) = 3.

Paso 3. El de cota menor o ignal es N =8 | por lo que para k = 5 se tiene

xk b {{]ru} 1
=38 =2,
¢ (X+) =2.

Dado que & (X"’) =2=1 ('.'{“), se ha aleanzado el dptimo.
El arbol final de biisqueda es el que se ilustra en la figura 4.15.
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)98 (1)=-12.47

Optimo

Figuta 4.15. Arbol final de bisqueda.

R s
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El algoritmo también puede ser resumido con la siguiente tabla:

k Xk pk =w(XE)  e(x*)
1 (4,3) -—-1247 3
2 (4,3) -3.8 3
3 (4,3) -3.8 3
4 (1,2) 1.83 9
5 (0,0) 2 2

B3
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Capitulo 5
CONCLUSIONES

La ramificacién y acotamiento es yina herramienta gque no ha sido aplicada,
‘atin, en toda su capacidad, ya que ésta también es aplicable a problemas no
combinatorios; sin embargop, existe una gran desventaja al resolver proble-
mas que poseen un nimero infinito de soluciones con un algoritmo tipo R-A:
la convergencia del algoritmo no es intuitiva (a diferencia de los problemas
combinatorios); aunque para el caso del algoritmo presentado aqud, los resul-
_ tados de Andlisis Mateméatico y de Conjuntos Convexos, ayudan a esclarecer
su funcionamiento.

La posibilidad de aplicar a una gran variedad de problemas, hacen muy
atractivo el uso del algoritino desarrollado en este trabajo. Por ejemplo, en
problemas en los que la funcién objetivo no es continua. Para ilustrar esto,
tdmese una cldsica funcién definida por:

a, =0
flz)=4 z+1, 0<z<l
{ 43, 1<z<2
Una funcién como esta es ficil de encontrar en problemas de minimizacién
de costos; y en donde, el costo "es menor” conforme z crece.

El algoritmo presentado se puede modificar para resolver problemas en-
teros; por ejemplo, si se quiere resolver

Min T CX;
sujeto a

X, el

80
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donde cada C; es una constante real; se construye la cubierta convexa de
C:X;, la cual, es muy fécil de reconocer, es simplemente C;X; con X; va-
riable real. (Esta tltima afirmacién se relaciona con un algoritmo entero
mixto propuesto por Beale y Small en [10].)
Otra ficil observacién, es que la construccién de cubiertas convexas no
es un procedimiento sencillo; sin embargo, para funciones suficientemente
"suaves”, el procedimiento de particionar C, hace que las cubiertas de-
generen en rectas o en trozos de la misma funcién (utilizando el hecho de
que la cubierta convexa de una funcién céneava es la recta que une sus pun-
tos extremos, y la de una funcién convexa, es ella misma). Gracias a este
tiltimo hecho, el algoritmo podria ser modificado para iniciar siempre con
problemas en los que ya se conocen las cubiertas convexas. Por ejemplo,
para la cubierta convexa de z* — x en [—1, 1], se puede partir el dominio en
[-1,0] ¥ [0,1] y, dado que en el primero la funcién es cSncava, la cubiera
convexa es la recta y = 0; mientras que en [0, 1] la funcién es convexa y, por
lo tanto, coincide con su cubierta (véase la figura 5.1).

Aunque en un principio podria parecer que el algoritmo tiene una gran
desventaja en el hecho de que no se puede iterar un niimero infinito de veces,
es claro que al menos se podrian tener soluciones tan cercanas al ptimo como
se desee; esto es, se puede dar un criterio de paro del algoritmo pidiendo que
si ocurre ”J[*'“ - X* ” < &, no se itere més. .

Una pregunta que puede surgir es la siguiente, jqué pasa si en el teorema
22 sdlo se pide que G sea cerrado?. La respuesta es que, ailin aceptando
convergencia infinita, el teorema no se cumple. Para observar lo anterior, se
toma el siguiente ejernplo.

Min ¢ (X;) + 2 (X2) +3 (Xa)
sujeloa
Xj<4X, } G
l= {Dluv_'gjr &L= “'E'Pl}

donde
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(o0 si X, <0
‘F'fxi}‘{4-x1 si X350
2 (Xa) = -X,
ps (Xa) = X3 .

Si se usa la regla de refinamiento débil, todas las ramificaciones se hacen
en X; , llegando al punto limite (0,0, 0); sin embargo, la solucion es (0,0,1).

Finalmente, considero que la incorporacién de algoritmos como el presen-
tado aquf, a los cursos impartidos en la maestria de Investigacién de Opera-
ciones, en la Divisién de Estudios de Posgrado de la Facultad de Ingenieria
(UNAM), impulsarian el desarrollo de la ramificacion y acotamiento en pro-
blemas no combinatorios.

Figura 5.1. Cubierta conveza "a trozos”.
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Apéndice

Definicién 23 A C RF es abierto en'RP (o simplemente abierto) si: para
cada punto X en A existe un nidmero real € > 0 tal que V. (X) C A.

Definicidn 24 Dados A y B subconjuntos de RP, se dice que B es abierto
relativo a A si: 3C abierto en R? tal que B= ANC.

Definicién 256 F CRP es cerrado si F* es abierto.

Definicidn 26 X €RP es punto de acumulacidn de A si: para coda £ >

0, ‘L?, (X) N A s 0. Se denota a los puntos de acumulacidn de un conjunto
A por A,

Teorema 27 F es cerrado <= F C F .
Definicién 28 A C R* es acotado si IM tal que Viy [D} 2 A

Definicion 29 Se dice que un conjunto K es compacto si siempre que estd
contenido en la unidn de una coleccidn ® = {G.} de conjuntos abiertos,
también estd contenido en la unidn de algin nimero finito de conjuntos de
@,

Teorema 30 K C RP es compacio < K es cerrado vy acofade.
Proposicion 31 [, i3 compactos = K1 = K2 compacto.

]

Corolario 32 Dados n intervalos cerrados {[a:, &)}, , [1[a:, bi] es com-
pacta.

39
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Teorema 33 AC I tales que A es infinito y K es compacto => 3X € A’
tal que X € K.

Definicién 34 Una sucesidn en RP es una funcidn cuyo dominio es M y
cuyo rango estd contenido en RP. A una sucesidn T : § — RP también se
le denota por T = {X"}, .y , donde X" = 7 (n).

Definicién 35 Sea v = {X"} una sucesidn en RP. Se dice que un elemento
X de RP es limite de 7 si, para cada vecindad V de X hay un ndmero
natural K tal que para toda n > I, X" pertenece a V. 51 X es limite de 7
también se dice que T converge a X. 51 una sucesidn tiene limite se dice
que la sucesidn es convergente. Si una sucesion no tiene limite se dice que
es divergente. Lo anterior se suele denotar por Lim X" =X,

Teorema 36 Unu sucesion {x“ = (x;', o x;)} en R® converge a un ele-

mento X = (X, ..., X,) <= las p sucesiones {X]'} convergen a X; respecti-
vamente.

Definicidn 37 Sea D C R? , supdngase gque para cada nimero natural n
hay una funcidn f* con dominio D y rango en R?; se dice que {f™} es una
sucesidon de funciones en D. Se debe comprender que para cualquier
punto X en D, dicha sucesidn de funciones da una sucesidn de puntos en
RY; especificamente, la sucesidn { f™ (X)} que se obtiene calculando cada una
de las funciones en X,

Definicién 38 Ses {f"} , con f*: D — RY, una sucesidn de funciones
(DCRP); ysea f: D — R, Se dice que la sucesidn {f™} convergea [ si
para cada X en Dy , {f" (X)} converge a f (X). En este caso, a la funcidn
[ se le llama el limite de la sucesion. Cuando existe dicha funcidn f se
dice que la sucesidn {f"} converge a f, o simplemente, que la sucesidn
es convergente. Lo anterior se suele denotar por Lim f" = f .

Definicién 39 Sit = {X"} es una sucesidnen RP ysiry <mp <. <1, <
+ o g8 ung sucesidn de mimeros naturales estriclamente creciente, entonces
la sucesidn T en RP dada por T = {X"} se llama una subsucesion de T .

Teorema 40 7 = {X"} C I{ C R? & K es compacto = T tiene una
subsucesidn convergente a un punto en K .
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Corolario 41 7= {X"} CR? & X" € 7' (i.e. es un punto de acumulacidn)
= 3T subsucesidn de T tal que Lim X" = X",

Teorema 42 {f"} sucesidn de funciones crecientes y acotedns = 3 f* tal
que Lim "= f*,

Definicién 43 Dada f : D — R , eon D C R, se dice que es semi-
continua por debajo en Xy 51 f(Xp) < oo & Ve >0, 36 > 0 tal que
X = Xol < 6=/ (X) > f (Xa) —¢ .

Definicion 44 Dada [ : D — R" , con D CRP, 3¢ dice que es continua
en Xg si: Ve > 0, 36 >0 tal que || X - Xg|| <8 = ||f(X) - f(XK)|| e

Proposicion 45 f : D — R, con D C R, entonces: [ continua en
Xog = [ semicontinua por debajo en X;.

Definicion 46 Dada f : D — R7, con D C RP |, se dice que es uni-
formemente continua en D si: Ye >0, 36 > 0 tal que [|X; - X3| <
b= ||f (Xi) = f(Xa)]| €.

Proposicién 47 f: D — RY, con D C R? | entonces: [ uniformemente
continua = [ continua en todo Xy € D,

Teorema 48 f: K — R y K compacto, con K C RP |, entonces [ aleanza
un minimo en I y un mdzimo en K.
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