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En todo ser vivo se halla de manera natural la necesidad de optimizar, 
por ejemplo, las abejas construyen su panal de forma tal que la cantidad de 
cera empleada sea mínima y tenga gran resistencia; otro ejemplo es el de 
las aves migratorias que, en su viaje hacia los santuarios de reproducción, 
siguen el recorrido más corto tomando en cuenta los elementos favorables y 
peligrosos en su camino. 

El hombre no escapa a esta regla de necesidad, desde tiempo inmemorial 
optimiza, aún antes de existir los números o las matemáticas. Por ejemplo, 
cuando requiere de agua., sigue el recorrido más corto desde el punto donde 
está, hacia el lugar donde se encuentra el agua; sin embargo, pueden existir 
restricciones para obtenerla, como el hecho de que el camino más corto sea 
intransitable por la presencia de animales salvajes u otros peligros, y se tenga 
que seleccionar una ruta más larga pero más segura y que, al final, resultará 
la ruta más corta bajo las condiciones de seguridad que él considera conve-
nientes. 

Problemas como los anteriores son estudiados por diversas disciplinas 
científicas y tecnológicas, las cuales recurren a las matemáticas para su repre-
sentación y resolución. Es aquí donde entra la Investigación de Operaciones, 
la cual empieza a trabajarse de manera coherente y profesional, durante los 
primeros años de la Segunda Guerra Mundial y, a partir de entonces, ha 
sido objeto de estudio para la ciencia. Aunque en un principio fue concebida 
para responder a una necesidad militar, su campo de actividades se ha ido 
extendiendo durante los casi 60 años de existencia. 

Originalmente, los científicos colaboraban con oficiales para resolver pro-
blemas de operaciones militares y; aunque muchas veces los análisis científicos 
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eran ignorados y vistos sólo como instrumento de consulta, otras tantas 
fueron de gran utilidad, tal como se puede observar en la siguiente nota 
escrita por Sir Hugh Dowding a la Sección de Investigación de Operaciones 
en Gran Bretaña: "Gracias. Esta guerra será ganada por la ciencia aplicada 
a las necesidades en operaciones. H.D.". 

A pesar de tener sus inicios en la guerra, la Investigación de Operaciones 
ha ido abarcando campos como la Ingeniería, los negocios, las comunica-
ciones y la industria. Este crecimiento del campo de uso de la Investigación 
de Operaciones, ha traído consigo el desarrollo y diferenciación de técnicas 
para la soluCión de problemas; entre otras, se pueden identificar a la Teoría 
de Juegos, Teoría de Colas, Simulación Digital, Procesos Estocásticos y Op-
timización. 

La tabla 1 muestra de manera esquematizada la idea anterior, además, 
debido a su relación con el presente trabajo, se disgrega el módulo de Opti-
mización. 

Los modelos matemáticos utilizados para la solución de problemas de 
optimización, se pueden dividir de forma natural en dos categorías, los que 
tienen variables continuas y los que tienen las variables discretas (aunque 
puede haber mixtos). 

En los problemas de variables continuas se busca, generalmente, una 
solución en un conjunto continuo de posibles soluciones de números reales; 
en cambio, en los problemas de variables discretas ( o de optimización com-
binatoria), se busca una solución en un conjunto finito o infinito numerable 
de posibles soluciones (números enteros, gráficas, etc.). Un tipo de problema 
que juega un papel único en la teoría de la optimización es la programación 
lineal; el cual, es un problema de optimización continua pero también, por 
los resultados fundamentales de su teoría, es considerado un problema de 
optimización combinatoria. 

Los problemas de optimización continua se estudian básicamente por el 
Cálculo y el Análisis Matemático, no así los de optimización combinatoria, 
donde el estudio de las Matemáticas Discretas y la construcción de algorit-
mos juegan un papel muy importante. 

Uno de los enfoques más generales para la solución de problemas de varia-
bles discretas, es el de Ramificación y Acotamiento '(R-A), o, en palabras de 
Bertier y Roy [6], "separación y evaluación progresiva". 



OPTIMIZACIÓN 
NO RESTRINGIDA 

OPTIMIZACIÓN, 
RESTRINGIDA 

MÉTODOS: 
*SIMPLEX 
* DUAL SIMPLEX 

ALGORITMOS DE 
FLUJO EN REDES 

* D ANTZING Y 
WOLFE 

*SENDERS 

TÉCNICAS DE: 

*DIRECCIONES 

*MULTIPLICADORES 

GRADIENTE 

*PROGRAMACIÓN 
DE L AGRANGE 

SEPARABLE 
DESCOMPOSICIÓN DE: 

FACTIBLES 

REDUCIDO 

(INVESTIGACIÓN DE 
OPERACIONES 

TABLA 1 

TEORÍA DE 
INVENTARIOS 

TEORÍA DE 
JUEGOS 

TEORÍA DE 
DECISIONES 

TEORÍA DE 
LA ESPERA OPTIMIZACIÓN 

SIMULACIÓN 
DE SISTEMAS 

1 

PROGRAMACIÓN 
DISCRETA 

MODELOS DE 
PROGRAMACIÓN 

DISCRETA 

MODELOS DE 
PROGRAMACIÓN 

LINEAL 

	1 

PROGRAMACIÓN 
No 	

DE 
PROGRAMACIÓN 

NO LINEAL 
	 d 

MÉTODOS DE: 
* PLANOS DE CORTE * RAMIFICACIÓN V 

ACOTAMIENTO 
* PROGRAMACIÓN 

DINÁMICA 
PARTICIÓN DE 

BENDERS 

MÉTODOS CLÁSICOS; 
* CALCULO 
* CALCULO DE 

VARIACIONES 
* PROGRAMACIÓN 

O EOMÉTRICA • • • 

5 



6 

Al igual que la Programación Dinámica, la Ramificación y Acotamiento es 
una búsqueda estructurada e inteligente de todas las soluciones factibles; más 
específicamente: el espacio de soluciones factibles es dividido repetidamente 
en subconjuntos cada vez más pequeños, a la vez que una cota es calculada 
para cada subconjunto; después de cada división o partición, aquellos subcon-
juntos que excedan (en caso de estar minimizando) el valor de una solución 
factible conocida, son excluídos de particiones posteriores; finalmente, la par-
tición continúa hasta que se encuentra una solución factible cuyo valor no 
sea mayor que la cota de cualquier subconjunto. Estas ideas básicas de Ra-
mificación y Acotamiento son formalizadas a lo largo del capítulo 1 de este 
trabajo. 

El objetivo principal de la presente tesis, es mostrar como los métodos de 
Ramificación y Acotamiento pueden ser utilizados en la resolución de proble-
mas no combinatorios (de variables continuas); lo cual se pretende conseguir 
con la presentación de un algoritmo, tipo R-A, que resuelve problemas de 
minimización de funciones no convexas, y en donde, las cotas son calculadas 
resolviendo problemas cuya función objetivo sí es convexa. 

Otro objetivo perseguido durante la elaboración de este trabajo, es el de 
lograr que aún las personas poco familiarizadas con los temas aquí involu-
crados, entiendan la filosofía de la Ramificación y Acotamiento; para lograr 
lo anterior, se incluye un árbol de búsqueda (definido en el capítulo 1) para 
cada iteración de los algoritmos. 

El contenido del trabajo se resume como sigue: en el capítulo 1, se ex-
plican de manera general los métodos de Ramificación y Acotamiento; en el 
capítulo 2 se enuncian y ejemplifican dos algoritmos tipo R-A; en el capítulo 
3 se presentan conceptos y resultados en convexidad de conjuntos y funciones 
y; en el capítulo 4 se enuncia el algoritmo principal de la tesis. Se incluye 
dentro del capítulo 4, un ejemplo de cómo se aplica el algoritmo y, además, se 
enuncian las conclusiones. Finalmente, cabe mencionar que al final se da un 
apéndice de resultados de Análisis Matemático, los cuales son utilizados para 
la comprensión, la construcción y la prueba de convergencia del algoritmo. 



Capítulo 1 

RAMIFICACIÓN Y 
ACOTAMIENTO 

Una gran variedad de algoritmos de ramificación y acotamiento, han sido des-
critos a lo largo de la historia de la Optimización. En el presente capítulo se 
proporciona una descripción general de estos, teniendo, como objetivo princi-
pal, mostrar su gran aplicación en la resolución de problemas combinatorios; 
además, se da una explicación de dos problemas combinatorios clásicos: el 
problema de la mochila, y el del agente viajero. 

1.1 PROBLEMAS COMBINATORIOS 

Un problema combinatorio puede ser definido de la siguiente manera: dada 
una asignación de valores numéricos a un conjunto finito de variables X , 
optimizar (maximizar o minimizar) alguna función objetivo Z (X), la cual 
esta sujeta a que las variables satisfagan un conjunto de restricciones. 

La característica de los problemas de optimización combinatoria, de tener 
un conjunto finito de soluciones, hace que la obtención de la mejor solución 
sea un problema que podría presentar poco interés matemático (dado que la 
búsqueda exhaustiva permitiría resolver el problema); sin embargo, 'es fre-
cuente que problemas de este tipo, cuyo tamaño es n, tenga n! soluciones 
factibles; así, si tina computadora pudiera ser programada para examinar y 
comparar soluciones a razón de mil millones de soluciones por segundo, la 
computadora podría terminar su tarea, para 71 = 20, en alrededor de 800 
años; para n = 21, en alrededor de 16, 800 años, y así sucesivamente. ¡ No 

7 
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tiene sentido resolver de esa forma un problema, si al interesado no le al-
canza su vida para ver la respuesta !. 

En un problema combinatorio se tiene amplia flexibilidad, tanto en el 
conjunto de restricciones, como en la función objetivo, a la cual, se le pide 
sólamente que esté determinada de manera única dado un conjunto de valores 
de X. 

Existen muchos problemas, tratados con Ramificación y Acotamiento, en 
los que Z (X) toma sólo los valores O ó oo; indicando así, si una solución es 
factible o no. 

La posibilidad de resolver problemas combinatorios, con funciones obje-
tivo no lineales, discontinuas , e incluso no matemáticas, es sin lugar a dudas, 
una de las grandes ventajas de los métodos de Ramificación y Acotamiento 
(esta misma flexibilidad existe también en las restricciones). 

Como ya se había mencionado, se han seleccionado como ejemplos, el 
problema de la mochila y el problema del agente viajero; los cuales, aunque 
no son representativos de la gran gama de posibles problemas combinato-
rios, sí son un buen indicativo de cómo se pueden emplear los métodos de 
ramificación y acotamiento en la resolución de éstos. 

1.1.1 El Problema de la Mochila 

Un montaiiista (o excursionista) se dispone a realizar una de sus tantas sali-
das, obviamente, no puede llevar consigo todo lo que quisiera ( como por 
ejemplo, televisión, lavadora, secadora de pelo, el cuadro con la foto de su 
novia, su pata de conejo, su libro de Investigación de Operaciones, o hasta 
sus pantuflas de dinosaurio); es entonces que él debe asignar un valor de 
importancia a cada uno de los artículos deseados y necesitados, y decidir 
cuáles llevar. Así, él podría asignar mayor importancia a una soga y un 
teléfono celular, que a una secadora de pelo y una televisión. 

El problema de este montafiista se conoce como el problema de la mochila, 
en el cual, se trata de determinar que artículos incluir en la selección, de 
forma que se optimice lo deseado (peso, dinero, seguridad, etc.) sin exceder 
la capacidad de la mochila. 

Muchos problemas industriales se pueden plantear como problemas tipo 
mochila, como por ejemplo la selección de proyectos y el control de pre-
supuestos . 
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Existen muchas versiones del problema, pero en este caso, se trabajará con 
la versión más popular, el problema de la mochila 0-1; el cual contiene una 
sola restricción lineal (que es la asociada a los costos de incluir un artículo), 
y cuyo planteamiento es el siguiente: 

Maximizar 

E pixi 
i=1 

sujeto a 

E wisi  < W , 
i=i 

xi E {0,1} para i = 1, ...,n ; 

y en donde, pi  es la ganancia de incluir al artículo i; wi  es el costo de incluir al 
artículo i; W es la capacidad de la mochila y; la variable xi  toma el valor O si 
el artículo no se incluye, y 1 en otro caso. Además, pi  > 0, wi > O y W > 0 . 

Aunque se trabajará el problema de la mochila tipo 0-1, cabe mencionar 
otros: a) el problema de la mochila acotado, en el que se permite a xi  ser 
un entero no mayor que una cota dada (0 < xi < bi  , xi  E Z); con esta res-
tricción se plantea la posibilidad á incluír varios artículos del mismo tipo; y 
b) el problema de la mochila no acotado, en el que se acepta tyi = co 

Algo que es importante observar, es que un problema lineal entero se 
puede transformar en un problema tipo mochila; para ejemplificar esto, 
tómese el siguiente problema: 

Maximizar 
2x1  — 3x2 

sujeto a 
si + x2 < 6 	.(1) 
	

(1') 
xi  > O, x2  > O 	.(2) 
xi,x2 E Z 	-(3). 

De (1), (2) y (3), se deduce que tanto x1  como x2  pueden tomar los valores 
0, 1, 2, 3, 4, 5 o 6; se podrían definir entonces, las nuevas variables; xi,i, x1,21 
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X1,3, x2,1, x2,2, x2,3 E {0, 1} ; de forma tal que 

X1,1 	2x1,2 	4X1,3 = X1 
X211 	2x2,2  4. 4x2,3 = x2 

y así, se replantea (P) como un problema tipo mochila 04 de la siguiente 
manera: 

Maximizar 
2x1,1  + 4x1,2 + 8x1,3  — 3s2,1 — 6x2,2 	12x2,3 

sujeto a 
	

(P') 
(1') x1,1  +251, 2  + 4x1,3  + x2,1 	2x2,2 4X2,3 < 6 
(2') xiá  E {0, 1} . 

(Si se desea conocer más acerca de como replantear problemas lineales en 
problemas tipo mochila, o se interesa en el tema en general, puede consultarse 
[ni, [121 y [151.) 

La observación anterior hace que el problema de la mochila, en cualquiera 
de sus presentaciones, tenga un campo aún más amplio de problemas reales 
en los cuales puede aplicarse la teoría desarrollada. 

1.1.2 El Problema del Agente Viajero 

Imagínese que una persona desea visitar v. ciudadeá, de cada una de las cuales 
se puede trasladar a cualquier otra; es natural que el costo (tiempo, dinero, 
distancia, etc.) de viajar de la ciudad i hacia otras sea distinto, más que eso, 
podría ser que viajar de A a B sea más costoso que hacerlo de B a A. 

El problema es entonces: empezar en alguna ciudad, visitar cada una de 
las otras ciudades una sola vez, y retornar a la ciudad original; lo anterior 
buscando que el recorrido sea de costo mínimo. Si se asocia un costo cid  por 
viajar de i a j, y X ,---- {xid} es un conjunto de variables 0 ó 1 que , tienen 
asociado el número Ó si no se viaja de i a j , y 1 en otro caso, la función 
objetivo que se intenta minimizar es 

Z (X) = EE Cid% 
i 

que representa el costo total del recorrido. 
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El problema del agente viajero es un problema clásico de optimización 
combinatoria, que cuenta con gran número de aplicaciones; por ejemplo: 
problemas de distribución, donde se tiene que un almacén central de cierta 
compañía desea distribuir productos a cada una de sus sucursales a un costo 
mínimo; otro ejemplo es el de los carteros, ¿cómo debe un cartero recorrer la 
ciudad, para repartir la correspondencia utilizando el menor tiempo posible?; 
o considere la siguiente situación: una fábrica produce n artículos, pero se 
debe cambiar de montaje de maquinaria siempre que se cambia el artículo 
que se está produciendo; conociendo el costo (dinero, tiempo, personal, etc.) 
de montaje entre los artículos, se desea encontrar una secuencia óptima de 
producción. 

5 f. 

Figura 1.1 . Una gráfica completa para n=6 . 

En términos de la Teoría de Redes, el problema consiste en encontrar en 
una gráfica completa, con n nodos, un circuito de peso mínimo cuya longitud 
sea n. (Una gráfica completa es aquella en la cual entre cualquier par de 
nodos existe un arco que los une.) Considere, por ejemplo, un problema con 
6 ciudades como se muestra en la figura 1.1, y cuya matriz de costos es 

• ABCDEF 
A — 27 43 16 30 26 
13 7 — 16 1 30 25 
C .20 13 — 35 5 0 
D 21 16 25 — 18 18 
E 12 46 27 28 — 5 
F 23 5 5 9 5 — 
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El peso del circuito, o costo de la ruta 

A-413-->C->D->E-4F-> A 

es de 124; mientras que el circuito de peso mínimo es 

A -4D-->C-4E-4F--+B-, A, 

cuyo peso es 63. 

Figura 1.2 . Gráfica no completa . 

Algunas veces la gráfica no es completa, esto es, existen parejas de nodos 
que no están directamente conectados por un arco; en tal caso, pueden no 
existir circuitos de longitud n (n es el número de nodos, y la longitud de un 
circuito es el número de arcos del circuito). 

Regresando al contexto del problema del agente viajero, lo que significa 
que la gráfica no sea completa, es que pueden existir ciudades no comuni-
cadas directamente por viajes (si se desea tener mayor información sobre el 
problema del agente viajero, puede consultarse [13] y [15]). Para ejemplificar 
lo anterior, véase la figura 1.2, en la cual no existen circuitos de longitud 5, 
y por lo tanto, el problema del agente viajero no tiene solución. 
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Figura 1.3 . Gráfica con un único circuito de longitud 5 . 

Se podrá notar un cambio muy drástico, si al resolver este problema, se 
permite la visita a los nodos más de una vez; por ejemplo, en la figura 1.3 la 
unica solución posible es 

1 --›2—> 3 —›4—> 5 —› 1 

con costo de 140; mientras que permitiendo la visita más de una vez a los 
nodos, la ruta óptima es 

1 ---> 2-4 3 	4—+ 5 	3 -->1. 

(que no es un circuito) con costo de GO. 

Una forma de resolver el problema del agente viajero es, sin duda, encon-
trar todas las posibles rutas que se pueden seguir, evaluar su costo, y tomar 
la de valor mínimo. El inconveniente de este método es el siguiente: una vez 
fijada la primer ciudad, tenemos n, — 1 posibilidades para la segunda ciudad 
por visitar; una vez fijada la segunda ciudad, tenemos n — 2 posibilidades 
para la tercera; y así sucesivamente. De esta manera, podemos concluir que 
el total de posibles recorridos es 

(n— 1) x (n — 2) x • • • x 2 x 1 = (n 1)1. 
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Así, si se quiere resolver el problema de agente viajero para 21 nodos, 
tendrían que analizarse 20! posibles rutas (201>1018) , lo más probable es 
que después de analizar todas, ya no se desee viajar. 

1.2 ALGORITMOS DE RAMIFICACIÓN Y 
ACOTAMIENTO 

Con el propósito de describir los algoritmos de ramificación y acotamiento, 
la presente sección inicia con algunas definiciones y con un poco de notación, 
que permitirán un mejor manejo de los algoritmos particulares presentados 
en este trabajo. 

1.2.1 Definiciones 

RESTRICCIONES IMPLÍCITAS. Las restricciones implícitas son aquellas 
que deben de cumplirse por la forma en que el algoritmo se construye, por 
ejemplo, que las variables empiecen con valores enteros. 

RESTRICCIONES EXPLÍCITAS. Las restricciones que necesitan ser verifi-
cadas como parte integral, durante todo el algoritmo, se denominan explícitas; 
por ejemplo, ecuaciones que restringen los valores que las variables pueden 
tomar. 

SOLUCIÓN. Una solución es una asignación de valores numéricos a las 
variables X, y las cuales satisfacen todas las restricciones implícitas. 

SOLUCIÓN FACTIBLE. Es una solución que satisface también las restric-
ciones explícitas. 

s. Se denota por s , a una asignación partícular de valores numéricos de 
X, que además satisfacen todas las restricciones implícitas; es decir, s es una 
solución al problema combinatorio. 

S/. Se utiliza el símbolo 12 para representar al conjunto de soluciones de 
un problema combinatorio, esto es, 2 = 	s es solución}. 



1.2. ALGORITMOS DE RAMIFICACIÓN Y ACOTAMIENTO 	15 

6. Con el símbolo 6 se hace referencia a cualquier subconjunto de 9. 

PARTICIÓN. Una partición de 5-2 es una división. exhaustiva de sz en un 
número finito de subconjuntos 61, 62, • • Coi:; más formalmente, una par-
tición de S2 es una colección finita 61 , 62, • • ek  de subconjuntos de I?, que 
satisfacen: 

(1) . ei U 62 U • • • U ek = 
(2) . ei  n e;  = O 	i 

RAMIFICACIÓN. 	La ramificación es el proCeso de particionamiento de 
un subconjunto 6 de S-/, en subconjuntos disjuntos 6i  . Este proceso de par-
ticiones sucesivas puede visualizarse mejor a través de un ÁRBOL, el cual se 
construye de la siguiente manera: el nodo inicial representa a SI las ramas 
se crean con el proceso de ramificación, y los nodos del árbol representan a 
los subconjuntos de 11; esto es, cada nodo N está asociado a algún conjunto 
de soluciones 6. Para dejar claras estas ideas véase la figura 1.4 ; en este 
ejemplo se utiliza k = 2, es decir, cada subconjunto se particiona en dos 
subconjuntos disjuntos; además, N = 1 representa a O, y en los nodos 3, 4, 
y 5. aún no se ha realizado la partición o ramificación. 

La relación entre subconjuntos de 12 y la creación de un árbol , se puede 
formalizar con las siguientes definiciones. 

6 (N). Denota al subconjunto 6 de 2, que es representado por el nodo 
N. (En la figura 1.4, por ejemplo, 6 (5) = 61,2.) 

NODO INTERMEDIO. Un nodo intermedio, N, es aquel en el cual no se 
ha realizado ramificación alguna. (En la figura 1.4, 3, 4, y 5 son intermedios.) 

NODO BÚSQUEDA. Es aquel nodo sobre el cual se ramificará, y al cual 
se le denota por i*. 

NODO FINAL. Un nodo final es un nodo intermedio para el cual 6 (N) 
consiste de una única solución al problema, s. 

NODO ANTECESOR. El nodo antecesor de N, denotado por Na, es el 
nodo inmediato superior en el árbol proporcionado por el algoritmo (a este 
árbol se le conoce como ÁRBOL DE BÚSQUEDA); en la figura 1.4, 5' = 2 . 



n 61.2  = 0 
u e31,2  = 

J 
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Figura 1.4 . Árbol de búsqueda . 

COTA. Una cota para el nodo N, y a la cual designaremos como 93 (N), 
es un valor que acota (por arriba o por abajo, dependiendo si el problema es 
de maximización o de miriimización) el valor de la función objetivo de todas 
las soluciones asociadas al nodo N; es decir, 93 (N) es un número fijo con 
la propiedad de que, cualquier solución factible s E 6 (N) tiene valor (en la 
función objetivo) no mejor que 93 (N); más formalmente, 

a E 6 (N) = Z (e) .? 93 (N) 	(en caso de minimización) 

o 

a E 6 (N) = Z (a) 5 93 (N) 	(en caso de maximización). 

Nótese que durante el proceso de ramificación, 93 (N) garantiza que la 
búsqueda de soluciones en el nodo N, proporcionará soluciones con a lo más, 
tan buen valor corno 93 (N); lo anterior da lugar a una forma de decidir 

,sobre qué rama se debe continuar ramificando, "la de mejor cota" (donde 
mejor quiere decir menor en caso de minimización, o mayor en caso de maxi-
mización); en otras palabras, 93 (N) proporciona a 
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1.2.2 Estructura General de los Algoritmos Tipo Rami- 
• ficación y Acotamiento 

Usando las definiciones y la notación de la subsección anterior, se puede 
definir de manera general a un algoritmo de ramificación y acotamiento: 

Un algoritmo de ramificación y acotamiento es un conjunto de reglas 
para: 

a. Ramificar desde nodos existentes a nodos nuevos. 
b. Determinar cotas para los nuevos nodos. 
c. Decidir sobre que nodo ramificar (seleccionar i* ). 
d. Reconocer cuándo un nodo contiene soluciones no factibles 

o cuándo contiene soluciones no óptimas. 
e. Reconocer cuándo un nodo final contiene una solución óptima. 

1.2.3 Características de los Algoritmos R-A 

Los algoritmos de ramificación y acotamiento, aplicados a problemas combi-
natorios, tienen dos características; la primera garantiza convergencia, mien-
tras que la segunda admite la posibilidad de no realizar una enumeración 
completa de las posibles soluciones; a continuación se explican con mayor 
detalle estas características. 

Convergencia. Dado que 12 es finito, el proceso de ramificación propor-
ciona (a menos que se haya detenido antes) sólo nodos finales s ; esto es, el 
algoritmo proporciona una partición tal que el  = {si}, por lo tanto, todas 
las soluciones posibles son generadas y, la solución óptima (en caso de existir) 
ha sido encontrada; el algoritmo converge en un número finito de pasos a la 
solución. 

Obsérvese que, de la definición de partición, debe pasar que todo ei  es no 
vacío; así, la característica de ramificación nos garantiza que después de un 
número finito de pasos, se habrían examinado "todas" las posibles soluciones; 
entonces, ¿qué ventaja hay sobre la enumeración completa?. La siguiente ca-
racterística de los algoritmos de ramificación y acotamiento nos da la ventaja. 

Acotamiento. La creación de cotas en cada nodo permite reconocer 
una solución óptima antes de hacer una enumeración completa. 
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Para probar lo anterior, supóngase que se está minimizando Z (X) , y con-
sidérese un nodo final N* para el cual e (Ns) = {s'}. Si Z (5') < 93 (N) 
para cada nodo intermedio N, entonces O es óptimo para el problema y no 
se debe seguir ramificando; esto último dado que, por definición, 

Z (5') < 93 (N) 5 Min {Z (5)} 5. Z (s) 	Vs E e (N), VN ; 
sEe3 (N) 

o en palabras: para cualquier N y para cualquier 5 E 6(N), Z(s) es a lo 
más tan pequeño como 93(N), pero 93 (N) es más grande (por hipótesis) que 
Z (5`), por lo tanto Z (s*) es el mínimo de los Z (s), es decir, s' es el óptimo. 



Capitulo 2 

DOS ALGORITMOS TIPO 
R-A 

Para ejemplificar el uso de los métodos de ramificación y acotamiento, en 
la solución de problemas combinatorios, se presentan en este capítulo dos 
algoritmos particulares: el primero es el de Kolesar para el problema de la 
mochila; y el segundo, el de Little-Murty para el problema del agente viajero. 
Además, con el fin de dar mayor claridad a los algoritmos, se desarrolla un 
ejemplo para cada uno de ellos. 

2.1 RESOLVIENDO "LA MOCHILA" 

Recordemos que en el problema de la mochila 0-1, lo que se debe resolver es 
(P):  

Maximizar 

Z (X) = pixi  

sujeto a 

. 	wixi  < w 
i=i 
xi E {0,1} , para i = 1, n ; 

19 
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con: 

pi  = ganancia o valor por incluir el artículo i ; 
wi = peso o costo en el que se incurre al incluir al artículo i ; 
W = capacidad de la mochila . 

Una vez definido el problema, se da paso al algoritmo de Ramificación y 
Acotamiento que lo resuelve: el de Kolesar. 

2.1.1 El Algoritmo 

PASO 0. VERIFICACIÓN DE NO TRIVIALIDAD 
0.1. Verificar si existe no-factibilidad trivial ; esto es , comprobar 

que en la mochila quepa al menos un artículo . Más formalmente , 
comprobar si: 3 i E {1, ...,n} t.q. wi < W . Si el problema es no 
factible, parar, en caso contrario ir a 0.2 . 

0.2. Verificar si existe factibilidad trivial; esto es , confirmar si en 
la mochila caben todos los artículos . Más formalmente, observar si: 
E wi  < W . En caso afirmativo parar, en caso contrario ir al paso 1. 

PASO 1. INICIO 
1.1. Reordenar los artículos de manera decreciente con respecto 

al valor o ganancia por unidad de peso (11). De aquí en ade-
lante se supondrá que los artículos están ordenados de esta forma . 
Ir a 1.2. 

1.2. Crear el nodo N = 1, el cual representa a todas las posibles solu-
ciones del problema. Ir al paso 2. 

PASO 2. ACOTAMIENTO 
2.1. Para cada nodo N, sin acotar, crear la corrrespondiente co-

ta 93 (N) de la siguiente forma: 
2.1.1. Incluir en la mochila los artículos fijados (para ese 

subproblema) con xi = 1, y borrarlos de la lista hecha 
en 1.1. Luego ir a 2.1.2. 

2.1.2. Borrar de la lista los artículos fijados con ei = 0, luego 
pasar a 2.1,3. 

2.1.3. Introducir en la mochila los artículos restantes de la 
lista (siguiendo el orden ya fijado) hasta agotar la capaci- 



2.1. RESOLVIENDO "LA MOCHILA" 	 21 

dad de la mochila, o hasta acabar con la lista; en caso 
de ser necesario tomar una fracción del último artícu-
lo incluido; por ejemplo, si al agregar artículos llega un mo-
mento en que la capacidad es de 2, y el siguiente artículo, j, 
ocupa 3, tomar xi  = 3 . Ir a 2.1.4. 

2.1.4. Calcular el valor de la mochila obtenida ( i.e.,Z (X) ) , 
la cota para ese nodo o subproblema es B (N) = Z (X) (se 
puede probar que como problema de programación lineal se 
ha llegado a un óptimo). 

PASO 3. BÚSQUEDA 
3.1. Comparar las cotas de los nodos existentes. Sea N el de 

cota mayor o igual a todas, (si hay empate, rómpase arbitraria-
mente). Ir a 3.2. 

3.2. Si X, el óptimo del problema representado en N, es entero, 
parar, X es óptimo para P. En caso contrario, hacer i' = N 
e ir al paso 4. 

PASO 4. RAMIFICACIÓN 
4.1. Crear 2 ramas, con sus respectivos nodos, saliendo de 

Uno de los nuevos nodos representa al subproblema (del 
dado en i') que fija xi = 9, mientras que el otro al subpro-
blema que fija xi = 1; y en donde xi  es la variable no entera 
en i'. 

4.2. Si el problema representado por un nuevo nodo es no fac-
tible, cortar la rama haciendo B (N) = —oo; en caso con-
trario ir a 2.1. 

2.1.2 Un Ejemplo Numérico 

Ejemplo 1 Aplicar el algoritmo de Kolesar para resolver el problema tipo 
mochila 0-1 : 

Maximizar 
12x1  + 12x2 + 9x3  + 15x4  + 90x5  + 26x6  + 112x7  

sujeto a 
3x1  + 4x2 + 3x3  + 3x4  + 15x5  + 13x6  + 16x7  < 35 
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xi E {0,1} , 	 para 	i = 1,...,7 . 

SOLUCIÓN 

Iteración 1 
Paso 0. Dado que w1  = 3 < 35 , y wi+w2+w3+w4+11i5-1-ws+w7 
el problema es no trivial. 
Paso 1. Reordenando los artículos, se tiene: 

q de objeto 	Peso (pi ) 
7 	16 

Valor (vi ) 
112 

EL 

5 15 90 6 
4 3 15 5 
1 3 12 4 
3 3 9 3 
2 4 12 3 
6 13 26 2 

y el árbol inicia como en la figura 2.1 . 

= 57 > 35, 

Figura 2.1. El inicial árbol de búsqueda . 

Figura 2.2 Árbol de búsqueda al final de la primer iteración . 



M(3)=219 93(2)=220 

M(1)=221 
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Paso 2. Se asigna x7  = 1, x5  = 1, x4  = 1, x1  = s ; además, 93 (1) = 221 
Paso 3. Se verifica que la solución en N = 1 no es entera, por lo que se hace 
i* = 1 y se pasa a 4. 
Paso 4. Al ramificar sobre x1, (que es la variable no entera en la solución de 
N = 1) el árbol resultante es el de la figura 2.2 . Como ambos subproblemas 
son factibles, se regresa a 2. 

Figura 2.3. Árbol de búsqueda al final de la segunda iteración. 

Figura 2.4 . Árbol de búsqueda al final de la tercera iteración. 



M(6)=219 	M(7)=214 
/OH 
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Segunda iteración 
Paso 2. Para N = 2 se tiene x1  = 0, x7  = 1, x5  = 1, x4  = 1, x3  = i ; con 
93 (2) = 220 . Para N = 3 se tiene xi = 1, x7  = 1, x5  = 1, x4  = 3 ; con 
93 (3) = 219 . 
Paso 3. Se verifica que las soluciones en N = 2 y N = 3 no son soluciones 
enteras. Se decide ramificar por is = 2 (pues B (2) > B (3)). 
Paso 4. Se obtiene el árbol de la figura 2.3 . Una vez más, los nuevos sub-
problemas son factibles, por lo que se vuelve a 2. 

Iteración 3 
Paso 2. Para N = 4 se obtiene xi = 0, x3  = 0, x7  = 1, x5  = 1, x4  = 1, 
x2  = 4; con 93 (4) = 220. Para N = 5 se obtiene xi = 0, x3  = 1, x7  = 1, 
xs  = 1, x4  = ; con 93 (5) = 216 . 	 • 
Paso 3. En N = 4 y N = 5 no se tienen soluciones enteras. Se ramifica por 
i* = 4 (i.e., la variable a ramificar es x2 ). 
Paso 4. Se obtiene el árbol que se muestra en la figura 2.4 , en el que los 
nuevos subproblemas son factibles; así, se regresa a 2. 

Figura 2,5 , Árbol de búsqueda al final de la iteración 4 , 



93(1)=221 

93(2)=220 	 B(3)=219 

93(4)=220 

M(5)=216 93(8)=217 B(9)=217 
M(6)=219 

M(7 )=214 
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Figura 2.6. Árbol de búsqueda al final de la iteracion 5 . 

Iteración 4 
Paso 2. Para N = 6 : xi = O, x3  = O, x2  = O, x7  = 1, x6  = 1, x4  = 1, 
x6  = h y 93 (6) = 219. Para N = 7 : x1 = 0, x3  = 0, x2  = 1, x7  = 1, x6  = 1, 
y 93 (7) = 214 . 
Paso 3. En N = 6 no se tiene una solución entera, mientras que en N = 
sí. La mejor cota se encuentra en N = 3 y N = 6 . Se escoge arbitrariamente 

= 3 . 
Paso 4. Se llega a el árbol mostrado en la figura 2.5 . Los nuevos nodos 
representan problemas factibles, por lo que se regresa a 2. 

Iteración 5 
Paso 2. En N = 8 : x1  = 1, x4  = O, x7  = 1, x6  = 1, x3  = y 93 (8) = 217. 
En N = 9 : si = 1, x4  = 1, x7  = 1, x6  = fi y 93 (9) = 217 . 



93( 1)= 221 

93(10)=217 

óptimo 

93(11)=174 

93(2)=220 	 M(3)=219 

93(4 )= 220 

M(5)=216 	M(8)=217 M(9)=217 

M(7)=214 

93(6)=219 
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Paso 3. Como los nuevos nodos no tienen soluciones óptimas enteras, se 
comparan las cotas y se toma i' = 6. 
Paso 4. El árbol resultante es el de la figura 2.6 . Los nuevos subproblemas 
son factibles y se regresa a 2. 

Figura 2.7. Árbol final de búsqueda . 

Iteración 6 
Paso 2. En N = 10 : 	= O, x3  = O, x2  = O, x6  = O, x7  = 1, x6  = 1, x4  = 1 
y 93 (10) = 217. En N = 11 : s i  = 0, x3  = 0, x2 = 0, x6  = 1, x7  =1, x5  = 
y 93 (11) = 174 . 
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Paso 3. Al comparar las cotas, se tiene un empate en los nodos 8, 9, y 10; 
pero en N = 10 se tiene una solución entera, por lo que el algoritmo termina. 
La solución óptima es : si  = 0, x3  = 0, x2  = 0, x6  = 0, x7  = 1, x5  = 1, 
x4 = 1; con Z (X) = 217 . 

Para terminar con este ejemplo, se muestra el árbol de búsqueda final 
(figura 2.7); no sin antes mencionar que, gracias al algoritnio, no se tuvieron 
que evaluar todas las posibles soluciones del problema, que son 27  = 128 . 

2.2 RESOLVIENDO "EL AGENTE VIAJERO" 

El problema del agente viajero puede ser enunciado, más formalmente, de la 
siguiente manera: 

Minimizar 

n n 

E E ciáxid 
i=1 j=1 

sujeto a 

E = 1 	para j = 1, ..., n; . . . (1) 
i=i 

Xid = 1 	para i = 1, ...,n; . . . (2) 
j=i 

xid E {0,1} Vi,Vj; 	 • • • (3) 

X ruta; 	 . . . (4) 
donde 

cid  = Costo por ir de la ciudad i a la j . 
xid  = Variable que indica si se hace el viaje de i a j . 
(1), (2) y (3) restricciones que aseguran la visita a cada ciudad 

una única vez. 
(4) : Restricción que obliga a seguir un circuito de longitud n . 
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El algoritmo presentado en esta sección se basa en en la construcción de 
una ruta (también conocida como circuito hamiltoniano) mediante el uso de 
la matriz reducida, la cual se construye de manera general en la siguiente 
subseeción. 

2.2.1 Obtención de la Matriz Reducida y la Cota Aso-
ciada a un Problema 

Sea K la matriz de costos asociada al problema tratado en el nodo N. La 
matriz reducida del problema, así como la cota asociada al nodo, se calculan 
de la forma siguiente: 

a. A cada renglón i de K, se le resta el mínimo de sus elementos (al cual 
se le denota por hi); esto es, para cada i , renglón de K, hacer: 

1. hi  E Mili 

2. K; ,i 	— hi  . 
b. A cada columna j de K, se le resta el mínimo de sus elementos 

(denotado por h1); más formalmente, para cada j, columna de K, hacer: 
1. hi Mili Kid . 

2. Kid Kid — hi . 
C. La matriz obtenida de a y b es conocida como la matriz reducida y, 

la cota para el problema es definida por: 93 (N) = E hi E hi + 93 (No) . 

Ejemplo 2 Si se tiene la matriz de costos para el subproblema dado en N 

A B C 
A oo 4 2 
B 4 co 
C 2 G oo 

y 93 (N") = 6 . Entonces h, = 2, /43  = 4 y hc  = 2; por lo que después del 
paso a, la matriz sería 

A B C 
A co 2 0 
B 0 oo 2 
C 0 4 co 
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Al realizar el paso b se tiene hA = O, h8  = 2, hc = O; obteniendo la 
matriz reducida 

A B C 
A co O O 
B O oo 2 
C O 2 oo 

Además, la cota para el problema es 

93 (N) = E + E + (Ara) = 8 + 2 + = 16 . 

Obsérvese que, ciertamente, la cota obtenida es cota para el problema; 
esto es fácil de observar dado que, si en el ejemplo anterior, se tiene que salir 
forzosamente de la ciudad A, se incurre a lo menos en un costo de 2; así, se 
puede restar 2 a todo el renglón A y trabajar con un problema equivalente. 
Lo mismo ocurre con las columnas, por ejemplo, como se quiere visitar B, se 
debe incurrir en un costo mínimo de 2. 

Una vez que se entiende el concepto de la matriz reducida, el algoritmo 
de Little-Murty será de fácil comprensión. 

2.2.2 El Algoritmo 

PASO 1. INICIO 
1.1. Crear el nodo N = 1, que representa todas las posibles so- 

luciones del problema. 
1.2. Hacer 93 (1") = O, e ir al paso 2. 

PASO 2. ACOTAMIENTO 
2.1. Para cada nodo N, sin acotar, calcular 23 (N) y crear la ma- 

triz reducida del problema; luego ir al paso 3. 

PASO 3. BÚSQUEDA 
3.1. Comparar las cotas de los nodos existentes. Sea N el de co- 

ta menor o igualen caso de empate, rómpase arbitrariamen- 
te). 

3.2. Si e (N) consta de una única solución, parar, se ha encon- 
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trado el óptimo; en otro caso, hacer i* = N, e ir al paso 4. 

PASO 4. RAMIFICACIÓN 
4.1.. Para cada cid = O de i*, calcular: 

a. ai = min 
1¥i 

b. fij = m.in• Cká 

C. Oiá = 	[3.1 
(0i i representa el costo por no ir de i a j, consecuencia de la mane-
ra en que se construye la matriz reducida.) 

4.2. Sea 04,8 el máximo de los Bid calculados (en caso de empa-
te, rómpase arbitrariamente). 

4.3. En el árbol de búsqueda crear dos ramas saliendo de i*, ca-
da una con su respectivo nodo. El primer nodo representa 
el subproblema (del representado en i') que fija x4,8 = 0 , y, 
para el cual , se construye una nueva matriz de costos , C , 
cambiando ( a la matriz reducida de i*) CA,B por oo ; lo cual 
evita ir de A a B. El segundo nodo representa el subproblema 
que fija s4.8 = 1 , y para el cual , se calcula la nueva matriz 
de costos cancelando (a la matriz reducida en i*) la columna 
A y el renglón B; además de hacer cid = oo en aquellos (i, j) 
necesarios para evitar recorridos de tamaño menor que 77. . 

Por ejemplo, si x4 ,8 = 1 y XB,C = 1 y n > 3 , hacer Xc,A = 0. 
Luego regresar al paso 2. 

2.2.3 El Ejemplo Numérico 

Para terminar con la presente sección y con el capítulo 1, se presenta un 
ejemplo en el que se utiliza el algoritmo de Little-Murty. 

Ejemplo 3 Aplicar el algoritmo de Little-Murty para encontrar el recorrido 
del agente viajero si, se desea visitar 5 ciudades, y la matriz de costos es: 
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ABC DE 
A oo 11 15 17 19 
B 5 00 16 9 8 
C 3 7 co 12 10 
D 9 4 18 00 6 
E 10 8 11 6 oo 

SOLUCIÓN 

Iteración 1 
Paso 1. Se crea el nodo N = 1 y el árbol de búsqueda es el de la figura 2.8 . 

Figura 2.8. El árbol inicial de búsqueda . 

Paso 2. La matriz reducida para N = 1 es 

A B 
A oo O 
B O oo 
C O 4 
D 5 O 
E 4 2  

C D E 
0 6 6 
7 4 1 
oo 9 5 
10 co O 
1 O oo 

con 93(1) = E hi + E hi + 93 (la) = 29 + 6 + O = 35 . 
Paso 3. Dado que el nodo N = 1 representa a un problema con más de una 
solución, se hace i* = 1 . 
Paso 4. Se calcula ()id  para N = 1, obteniéndose: 

0A,B CVA + 13[3 =0+0 =0 , 
0D,A CYB + fin =1+0 = 1 , 
01),B=CVD+f3B=0+0=0, 
0E,D CkE OD =1+4 =5 . 

0A,C aA fiC =0 +1=1 , 
OC,A= CYC + PA =4+0=4, 
OD,E=ap+N=0+1 =1 y 

Así, dacio que el máximo es OB, D  = 5 , se toma como variable a ramificar a 
x E,D  . Se obtiene el árbol de la figura 2.9, con matrices de costo 
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ABC DE 
A oo 0 0 6 6 
B O co 7 4 1 
C O 4 co 9 5 
D 5 0 10 00 O 
E 4 2 1 oo oo 

ABCE 
A oo O 0 6 
B O oo 7 1 
C O 4 co 5 
D 5 0 10 00 

para N = 2 y N = 3 respectivamente. Nótese que en N = 3, se le asigna 
costo infinito al viaje de D a E, esto para evitar formar el circuito de longi-
tud 2 : 

Figura 2.9. Árbol de búsqueda al final de la primer iteración . 

Figura 2.10. Árbol de búsqueda al final de la segunda iteración . 

Iteración 2. 
Paso 2. Las matrices reducidas para N = 2 y N = 3 quedan de la siguiente 
forma: 
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ABCDE 
A oo 0 0 2 6 
B O 00 7 0 1 
C O 4 co 5 5 
D 5 0 10 00 0 
E 3 1 O oo co 

ABCE 
A oo O 0 5 
B O oo 7 O 
C.  O 4 oo 4 
D 5 0 10 00 

con: 93 (2) = 5+93 (2") = 5+93 (1) = 40 y 93 (3) = 1+93 (31 = 1+93 (1) = 
36. 
Paso 3. Corno 93 (3) < 93 (2) , y en N = 3 no se representa una única 
solución, se toma i* = 3 . 
Paso 4. Al realizar el cálculo de los Bid  , en la matriz asociada a N = 3, 
se tiene que el máximo es 0A,c = 7; por lo cual, se ramifica en xA,c . Se 
obtiene el árbol de la figura 2.10, con matrices de costo, para N = 4 y 
N = 5 : 

ABCE 
A oo O oo 5 
B O co 7 O 
C 0 4 oo 4 
D 5 0 10 00 

A B E 
B O oo O 
C co 4 4 
D 5 O oo 

Figura 2.11. Árbol de búsqueda al final de la iteración 3 . 

Iteración 3 
Paso 2, Las matrices reducidas para N = 4 y N = 5 son 
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ABCE 
A oo 0 00 5 
B Ooo0 O 
C 0 4 co 
D 5 0. 3 co 

A B E 
B O oo O 
C oo O O 
D 5 O oo 

y donde: 93 (4) = 7 + 93 (3) = 43 y 93 (5) = 4 + 93 (3) = 40 . 

Paso 3. Dado que existe un empate en las cotas de N=2 y de N=5 , se 
escoge de manera arbitraria i* = 2 . 

Paso 4. El máximo de los Oiá ,en N = 2 , es OCA  = 4; así, se ramifica 
en sc,A  . Se obtiene el árbol de la figura 2.11, con matrices de costo para 
N = 6 y N = 7 

ABCDE 
A oo 0 0 2 6 
B O oo 7 0 1 
C oo 4 oo 5 5 
D 5 0 10 oo O 
E 3 1 O co oo 

BCDE 
A 0 oo 2 6 
B oo 7 O 1 
D 0 10 oo O 
E 1 O oo oo 

Iteración 4 
Paso 2. Las matrices reducidas para N=6 y N=7 quedan como 

ABCDE 
A oo 0 0 2 6 
B O oo 7 O 1 
C oo O co 1 1 
D 5 0 10 oo 
E 3 1 O oo oo 

BCDE 
A O oo 2 6 
B oo 7 O 1 
D 0 10 oo O 
E 1 	O oo • oo 

y donde: 93 (6) = 4 + 23 (2) = 44 , 93 (7) = O + 93 (2) = 40 . 

Paso 3. De nueva cuenta existe un empate, ahora en N = 5 y N = 7. 
Ninguno de los dos nodos representa una única solución, así, se toma de 
forma arbitraria i* = 5 . 

Paso 4. El máximo de los Oi j , en N = 5 , es O B , A  = 5 y °D,B  = 5; se 
toma 3: 13 ,,i  para ramificar. El árbol de búsqueda es el de la figura 2.12, con 
matrices de costo para N=8 y N=9: 
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A B E 
I3 o0 00 O 
C o0 O O 
D 5 O oo 

Nótese que se dió costo infinito a ir de C a B , esto para evitar el circuito 
de longitud 3 :A—*C—>13—>A. 

Iteración 5 
Paso 2. Las matrices reducidas para N = 8 y N = 9 son 

A B E 
B co co O 
C oo O 0 
D O O oo 

B E 
C o0 O 
D O co 

B E 
C co O 
D O oo 

"W• 	W 	/•• 	 N. 	 • V. 

91(2). 40 

93(6)=44 	93(7)=40 93(4)=43 

Figura 2.12. Árbol de búsqueda al final de la iteración 4 . 

donde: 93 (8) = 5 + 93 (5) = 45 , 93 (9) = 0 + 93 (5) = 40 .  
Paso 3. Nuevamente existe un empate en las cotas, en este caso para N = 7 
y N = 9 ; sin embargo, en N = 9 se tiene una única solución factible (ir 
de Ca E y de D a B ); por lo tanto, se ha encontrado el óptimo, en el cual: 



3(2)= 40 
93(3)=36 

Q3(5)=40 

S 

f 

18(6 )= 44 93(7)=40 93(4)=43 

93(1)=35 

93(8)=45 93 
Optimo 

= 40 
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Xc,E =1 , XD,B 	XB,A = 1, XA,D = 1, XE,D =1. 

Un recorrido óptimo es 

A —4C-->E-->D-->B—+A 

con costo 40 . 

El árbol de búsqueda final, proporcionado.  por el algoritmo, es el de la 
figura 2.13. Finalmente, nótese que no se evaluaron las 4! posibles soluciones 
del problema . 

Figura 2.13. Árbol final de búsqueda. 



Capítulo 3 

CONJUNTOS Y FUNCIONES 
CONVEXAS 

Intuitivamente, un conjunto es convexo cuando para cualquier par de puntos 
en él, se puede ir de uno a otro en linea recta "sin salirse del conjunto". 
Aunque el concepto de convexidad se puede definir en cualquier espacio vec-
torial, para los fines del presente trabajo se trabajará, casi siempre, en un 
espacio vectorial particular: R2. 

El objetivo de este capítulo es proporcionar la herramienta necesaria para 
la comprensión del algoritmo principal de la tesis. 

3.1 CONCEPTOS Y RESULTADOS 
Para dejar claros los siguientes conceptos, consiclerense los ejemplos presen-
tados en la figura 3.1. 

Definición 4 Dados x y y en R2, se define el segmento que une a x 
con y como el conjunto [x_yj = {ax + (1 — a) y O < a < 1} . 

Definición 5 Un conjunto S en R2  se dice convexo si: dados cualesquiera 
dos puntos en S, el segmento que los une esta totalmente contenido en S; 
esto es: Vx,y E S, [x_y] C S . 

Una vez entendido el concepto de conjunto convexo, se puede definir lo 
que es una función convexa. 

37 
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Definición 6 Una función f : D f 	, con D f  C , se dice convexa 
(concava ) si Vx, y E Df & VA E [0, 11 se cumple: 

f (Az + (1 — My) 5_ Af (x) + (1 — A) f (y) . 
(?) 

Geométricamente, una función es convexa (cóncava) si los segmentos que 
unen a (a:, f (x)) con (y, f (y)), siempre están por encima (debajo) de la 
gráfica de f (ver figura 3.2) . 

Figura 3.1,A. Conjuntos convexos . 

A 

 

  

	> 

   

    

Figura 3.1.B. Conjuntos no convexos . 
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La relación entre los conjuntos convexos y las funciones convexas es la 
siguiente: una funcion f : D f 	R (Dj C IR) es convexa si el conjunto de 
puntos que están por encima de su gráfica es convexo. A este conjunto se 
le conoce como EPÍGRAFO y, dado que no es relevante para el desarrollo 
de este trabajo, no se incluye su demostración; sin embargo, para mayores 
detalles puede consultarse [18] y [22] . 

n'y 	 ••••, 	111. •••• • •••• Yr.. 'O* 	•••• *NY w.••• 

A 

I...., '•••• ... ',I.. ••••• We..IV W. /Ir /4 ...V. .• Md M1V. •Vr W• esN,  • I••• rAN •Iry,  I. IIV .e. 091 oe. .... 

Figura 3.2.A. Función convexa f:[0,1] --I IR . 

Figura 3.2.13. Función cóncava f:[0,1] --> IR . 

Nótese que una función convexa no tiene porque ser continua en su do-
minio (véase nuevamente la figura 3,2), menos aún diferenciable. Dado lo 
anterior, se presenta ahora un resultado de gran utilidad ( si no se manejan 
del todo bien los conceptos involucrados en el enunciado o en su demostración, 
se puede referir al apéndice [44], [46] y [471 ). 
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Proposición 7 Si f : [a, b] --> IR es convexa, entonces, f es continua en 
. 

DEMOSTRACIÓN 

Sean a < x1  < x2  < x3  < x4  < . Defínanse a y/3 como 

a  _ 
73-x1 
	 = 

113 -*I • 

Nótese cine a > 0 , Q > O y a+fl= 1 (por lo tanto fi= 1 — a ); además, 

Cal + fix,3 = 	 = z371-x2s14-x273-sixa 	72(x3-xl) 
113_zi 1 113-xl 3 	113-xi 	 113-xi 

Entonces 

— S2 . 

f(x3) --  f (x2) 	f(s2) --.1(xi)  = (x2-111)(f( 113)-.1(x2))-(x3-r2)(Ri2)-  f( 21))  
x3- x2 	2:2 	 (x3-72)(72-x))  

(22-21)(f(X3)- f (3

(

2))-(X3-X2 )(f(X3)-f (XI))  = 

Gi)11)(1. x i )2e 3 

 

(-.5:" )(.1.(11:1)-  (x2))-  

	

1 	 (L'i- )(1(:r2)- f(11)) 

	

.3 -. 	 x3 -x 
afi(ra-xi) 

13(f(x3)-f(s2 ))--n(f(x2)-f(x1 ))  = af(x4)+01(x3)-(a+0)/(x2)  = 

	

críi(x3-xI) 	 ct0(x3-113) 

nf (x1)+(I -n),f(x3)-1(clx1+0x3)  > O ; 
afi(x3-111) 

(donde la desigualdad se sigue de que f es convexa). Por lo tanto, 

1(z2)-,Rxi)  < f(73)-/(12)  
112-111 	73_x2 

y, de manera semejante, 

f(113)-fi112)  < AS4)-A13)  
2:3 	- 	X4 
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Lo anterior asegura que, los cocientes (pendientes) de la función convexa, 
formados por intervalos ajenos, son crecientes. Se deduce entonces que, da-
dos a < x2  < x3  < b , ocurre 

f(X2)- f (SI)  < f(x 3 )- f (x2)  < f(X4)- f(X3)  

	

X2-X1 	X3-X2 	- 	X4 -X3 

así, tomando 

• M = Max {11(x2)-1(''' ) 1 1M4)- f(x3) 1} x2-zi 

(donde x1, x4  son fijos, y sólo se pide que a < x1  < x2  < x3  < x4  < b ); se 
concluye que: dacio e > o arbitrario, 

	

lx3  — x21 < 	if (x3) f (x2)I 	kils3  — x21 < e . 

Esta última implicación asegura que f es uniformemente continua en (a, b) 

y, por lo tanto, f es continua en (a, b) . 

El resultado anterior se puede generalizar para funciones de ir en R, 
sin embargo, para los fines perseguidos, es suficiente tener en mente que se 
cumple para funciones de R en R. En seguida se enuncia otro resultado 
importante de convexidad de funciones. 

Proposición 8 Sean Di , D2 C IR; y sean fi : Di --> IR y f2 : D2 -+ R. Si 
fu y f2 son convexas, entonces la función f : D1  x D2 --+ IR , definida por 
f (x1, x2) = f i  (x1 ) + f 2  (x2) es convexa . 

DEMOSTRACIÓN 

Sean x = 	S2), y = (yi, y2) E DI x D2, y sea A E [0, 	Entonces, por 
definición de f , y dado que tanto fi  como f2  son convexas, se sigue que 

	

(Ax + ( 1  — 	Y) = f 	(3:1, 2:2) + 	by IJ2)) 

	

f (A3:, + (1 - )5) 	, Ax2 + (1 — A) y2 ) = 
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fi (Alti + (1 — )5) yi) + f2 (Ax2 + (1 — 	y2) 5_ 

Af i  (x1) + (1 — A) fi (Yi) + )'fi (x2) + (1 — A) f2 (Y2) = 

A (fi (xt) + f2 (3:2)) +(1  — A) (fi Oh) + f2 (Y2)) = 

(3:1, 3:2)+ (1  — A) f (Y1, Y2) = )f (x) + (1—  A) f (y) 
Con lo cual queda demostrado que f es convexa . 

Una generalización inmediata al resultado anterior es la siguiente. 

Corolario 9 Dadas a funciones convexas fi : 	IR (con Di  C 	la 

función f n Di --> IR definida por f (x 1 , ...,x„) = E fi (xi) es convexa. 

3.2 CUBIERTAS CONVEXAS 
De manera poco formal, la cubierta convexa de una función f , es la más 
grande función convexa por debajo de f ; y precisamente, del hecho que sea 
una función por debajo de f , se desprende rápidamente una forma de acotar 
el mínimo de f : con el mínimo de la cubierta convexa . Este último hecho 
será utilizado más adelante para obtener las cotas en el algoritmo presentado 
en el capítulo 4. 

Antes de definir formalmente cubierta convexa, se necesita el siguiente 
resul tado. 

Proposición 10 Sea D C Ir y 1.1 = {gi  D 	RliEI & gi  es convexa} . 
Entonces la función f D ---> 1R definida por f (x) = Sup gi  (x) , es convexa. 

iE1 

DEMOSTRACIÓN 

Sean x, y E D; y A E (0, . Tómese e > O . Por definición de f, existe 
gi E t1 tal que 

(Ax 	(1 — A) y) — 5_ g, (Ax + (1 — Á) y) ; 
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y, dado que gi  es convexa 

gi  (Ax + (1 — Á) y) 5 	(x) + (1 — A)gi  (y) . 

Nuevamente por definición de f y gi , también ocurre que 

Agi  (x) + (1 — A)gi  (y) 5 A f (x) + (1 — A) f (y). 

Por lo tanto, para E > O arbitraria, se tiene 

f (Ax+ (1 — Á) y) — E 5 Af (x) + (1 — f (y) . 

Así, se concluye que 

f (Ax+ (1— A) y) 5 f (x) + (1 — Á) f (y) , 

y por lo tanto, f es convexa. y 

Con el resultado anterior, es posible definir ahora la cubierta convexa de 
una función. 

f (x) 

Figura 3.3. A. Cubierta conve.xa de f(2)=x s - :1; en [ -1,11 . 
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A 

f (x) 

xy(x) 
I 	 

Figura 3.3.B. Cubierta convexa de una función cóncava • 
1. V. VI' OIN 	W m w, A% M rw . 	 !A AA M M M W .4 

A 

     

 

f (x) = (() 

	> 

 

    

    

     

	

AV V. 4V . 	 M VA AV M V 4,  V.. VA M 	M .VA AV VA Av M AS 	 W 	AV V. 

Figura 3.3.C. Cubierta convexa de una función convexa 

Definición 11 Dada una función f D -4 R (D C a"), se define su 
cubierta convexa, lb, como "la más grande función convexa por debajo de 
f ". Más formalmente, sea 

	

f 	(y D 	y es convexa & Vy E D , g (y) f (y)} , 

	

entonces 11) 	D 	IR se define como ip (x) Sup y (x) 
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En las figuras 3.3 se muestra la cubierta convexa de tres funciones de 
variable real. 

De la proposición 10, es claro que es convexa; además, dado que el 
supremo de un conjunto es menor que cualquier cota del conjunto, entonces 

(x) < f (x) Vx E D ; esto es: como para toda gEI f  g (x) < f (x), 
entonces Sup g (x) < f (x) . 

gEWI 

Es obvio que, la cubierta convexa de una función convexa es la misma 
función (ver figura 3.3.C); y, para funciones de IR en IR, la cubierta convexa 
de una función cóncava es la recta que une sus puntos extremos (ver figura 
3.3.B) . 

Utilizando la proposición 8 , es fácil demostrar que dada una función 
f : D 	IR (con D C IR"), la cual satisface: f (x1, 	= E fi  (xi) . . . (*), 
(con A : Di  —f IR), debe cumplir que su cubierta convexa es la suma de las 
cubiertas convexas de las h (a una función que satisface (*) se le denomina 
separable). Esta última afirmación es consecuencia del siguiente resultado. 

Proposición 12 Sea f D ---> IR (D C 1112) una función separable, con 
f (x 1 , x2) = f i  (x1 ) + t2  (x2) ; entonces, 11) = 01 + 02  (donde i,b es la cubierta 
convexa de f , y 	es la cubierta convexa de fi). 

DEMOSTRACIÓN 

Por definición, tanto 01  como 1/)2  son convexas y satisfacen que 

(xl) < fl (xl) y 02 (X2) 5 h (x2) ; 

así, V (xl , x2) , 

f (xi, s2) = fl (xi) + f2 (2;2) 	(xi) + 	(x2); 

con lo cual, por la proposición 8,1/4 + 02  es una función convexa por debajo 
de f ; y entonces 

(1) 	•P1+ 2  
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Por otra parte, dada E > O arbitrtaria, se cumple que, V (x1, x2) , 

(x j) + 02  (x2) + e = 

(si ) + 5 + (x2) + 

fi (x1) + f2 (x2) = f (xi, x2) ?- (x1, x2) 

Por lo tanto, VE > O, 

01 (xl ) + X11 (x2) + E > (x1, x2) , 

y en consecuencia, V (x1, x2) , 

•Ibi (si) + '02 (s2) 	(si, s2) 

esto es: 

(2) ... 	+ 02 ?_ 	. 

Finalmente, de (1) y (2) se sigue que 01  + 	= 

El resultado de esta última proposición también se puede generalizar, 
gracias al corolario 9, para funciones f de Rn en IR de la siguiente manera. 

Corolario 13 Dada f : IR" 	IR separable como f 
	

= E fi (si) , 
se cumple que o = E , 

Antes de enunciar el resultado principal de esto capítulo, es necesario 
hacer unas Mimas observaciones, Para mayor comprensión de los conceptos 
involucrados en la siguiente afirmación, ver el apóndice (43) , 

PV013051e1611 14 Sea f (a,b) 	IR una foncidn 8emicontinua por 
debajo, entonces .11 Ni cubierta convexa) alcanza un mínimo en (a, b) 
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DEMOSTRACIÓN 

Por el resultado de la proposición 7, es continua en (a, b) ; por lo que, 
Va > O, i es continua en [a + c , b — cv] ; y ahora, por la proposición [48] del 
apéndice, IP alcanza su mínimo en cada intervalo de esta forma. Debido a 
lo anterior, la única posibilidad de que no alcance su mínimo en [a, b] es que 

Lim b  (x) < 0(a) 	(*) 	ó 	Lim (x) < riP (b) 	(**) 

Supóngase que pasa (*) (para un mejor entendimiento del siguiente argu-
mento, véase la figura 3.4), entonces sea e = 7P (a) — Lim 0(x) . Por ser 
f semicontinua por debajo, 3 6i  > O tal que 

Ir—al <61 	f (x) > (a) — 

y, por lo tanto, por definición de 

ix — al < 	f (x) > f (a) — ?.. IP (a) — 

• 

 

  

   

Figura 3.4. Construcción de y . 

Por otra parte, por definición de limite, 3 82  > O tal que 
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0 < ix—aI <S2 	171) (x) — Lim 11) (x)I < á . 

Sea ó = ll9in {.51 , (52 } , defínase la función g, de la siguiente forma: 

(i) g (a) = (a) 
(ii) En (a, a + como la recta que pasa por (a, ip (a) — 

y por (a+5,(a + 5)) 
(iii) En (a + 6,11 , g(x) = 11) (x) . 

Nótese que por construcción, g es convexa; además: 

(i)` En a, g (a) = ip (a) 5 f (a) . 
(ii)' En (a, a + 5) , 1P(x) < g (x) < f (x) . 
(iii)' En [a + 6,6] , g (x) = (s) = f (x) . 

Por lo tanto, g < f 	y y # 0. Esto contradice (por (ii)*) la 
definición de . La contradicción viene de suponer (*), por lo que (*) es 
imposible. De manera análoga se prueba que (**) no es posible, por lo que 

se concluye que alcanza su mínimo. 

Se finaliza con un resultado que será utilizado para calcular cotas en el 
algoritmo tipo ramificación y acotamiento presentado en el siguiente capítulo. 

Teorema 15 Sea f : D --> 111 separable (donde D = 	bi) x 	x [a„,1,] 

y fi : 	/41 —› 	). Entonces, si cada fi  es semicontinua por debajo, IP 
alcanza su mínimo en D. 

DEMOSTRACIÓN 

Por el corolario 13, = E 	; ahora, por el resultado de la proposición 
14, cada alcanza su mínimo en [as, . Así, dado que 

Min 11) (x) = 	 (xi)) = E (Min i  (xi)) 
a:E D 	 i=1 	 i=1 siEtad,bil 

alcanza su mínimo. 1. 



Capítulo 4 

R-A EN UN PROBLEMA NO 
COMBINATORIO 

En el presente capítulo se considera un algoritmo que resuelve el problema 
de encontrar X = (X1, X„) , tal que minimice 

(I)(X) = 	(Xi) 

sujeto a 
XEG & 1<X<L; 

donde G es cerrado y cada etoi  es semicontinua por debajo en el intervalo 
Li]. Bajo estos últimos supuestos, se asegura que (I) tiene un mínimo en 

G n C, donde C = {X I l <X< L}. (Obviamente, también se asume que 
G n C es no vacío pues, de lo contrario, el problema sería no factible.) 

El algoritmo propuesto es del tipo de ramificación y acotamiento, y en 
él, en cada nodo se resuelve un problema cuya función objetivo es convexa. 
Cada uno de estos problemas restringe a la variable X,:  a pertenecer a un 
subintervalo de {/i, Li] y remplaza a (pi  con su cubierta convexa sobre el 
subintervalo. 

El algoritmo es bastante similar a un método sugerido por Lawler y Wood 
PI en su estudio de métodos de ramificación y acotamiento y, a diferencia 
del dado por Jones y Soland [7] y del procedimiento esbozado por Beale [81, 
es aplicable a una clase más amplia de problemas. 

Otra gran diferencia del presente algoritmo es la siguiente: en la mayoría 

49 
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de los algoritmos de ramificación y acotamiento, la convergencia a la solución 
óptima es garantizada por la existencia de un número finito de soluciones 
factibles; mientras que la convergencia del algoritmo presentado aquí, no 
es obvia, por lo que se prueba bajo diferentes supuestos (en general, el 
algoritmo no converge en un número finito de pasos), 

4.1 EL ALGORITMO 

Se resolverá: 

IVIinintizar 

(I)(X) = 	(Xi ) 
i=1 

sujeto a (7)) 

X E G 
1 < X < L , 

donde se supone que G es cerrado y que (I) es semicontinua por debajo en 
C = {X 1 1 < X < L }. Con esto último, como ya se había mencionado antes, 
se asegura que P tiene solución si CnGO. 

El algoritmo es cle naturaleza iterativa, y en él, se produce una sucesión 
de puntos {Xk  }. Estos puntos se determinan de forma tal que, cada Xk es 

solución II un problema Pk  que trata la minimización de una función convexa 
a trozos sobre C n G . El problema Pk+1  es obtenido a partir del Pk por 
ramificación y acotamiento, a través de un refinamiento de C en rectángulos 
cada vez u nís pequeños. 

El problema P1  tiene la forma: 

Minimizar 

Ti (X) = vii(X) = 
i.1 

sujeto a (21) 
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X E G 
1 < X < 1, , 

donde W es la cubierta convexa de 4) (ver corolario 13). 

Si XI es solución cle PI y Ti (XI) = (I) (X1) , es claro que XI resuelve a 
P ( dado que en CnG, 1  (X1 ) < W (X) < (I) (X) ). 

En caso contrario (si TI (XI) < (I) (X') ), se determina una partición 
de C en dos o más subconjuntos rectángulares; la cubierta convexa de 4) es 
entonces minimizada en cada uno de estos conjuntos, guardándose los respec-
tivos mínimos. El proceso continúa particionando aquel subconjunto de C 
que corresponde al menor de los mínimos existentes y, de nueva cuenta, mini-
mizando la cubierta convexa de 4) sobre cada uno de los conjuntos resultantes. 

La estructura general del algoritmo es la que se enuncia a continuación: 

PASO 1. INICIO 
1.1. Crear el nodo N = 1, éste representa todaá las posibles so- 

luciones X E C fl G . Ir al paso 2. 
PASO 2. ACOTAMIENTO 

Para cada nodo sin acotar, N, hacer; 
2.1. Si 6 (N) = , 93 (N) = co; en otro caso ir a 2.2. 
2.2. Crear la cubierta convexa de (I) en C (N); sea ésta 	Ir a 

2.3. 
2.3. Calcular el mínimo de 4,  en C (N), éste es una cota para (I) 

en C (N). (i.e., 93 (N) = IIIin. tIf en C (N) ) . Ir al paso 3. 
PASO 3. BÚSQUEDA 

3.1. Comparar las cotas existentes. Sea N el de cota cota menor 
o igual (en caso de empate, rómpase arbitrariamente). Sea 
también X° quien minimiza a W en C(N). Ir a 3.2. 

3.2. Si (I) (X°) = (X°) entonces X° es el óptimo, en caso contra-
rio, hacer i* = N . Ir al paso 4. 

PASO 4. RAMIFICACIÓN 
4.1. Particionar C (N) siguiendo cualquiera de las dos reglas des-

critas posteriormente . Ir a 4.2. 
4.2. En el árbol de búsqueda crear tantas ramas (y nodos) como 
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elementos cle la partición. Regresar al paso 2. 

De manera general, al final de la k,'-ésima etapa del algoritmo, el con- 
junto C ha sido particionado en p k  subconjuntos Ckl, 	CkPk. Denótese esta 
partición por 7rk : 

71.k = 

Figura 4.1. Una partición de C en IR 2. 

Cada Cki es descrito por dos vectores, los cuales representan las cotas su-
perior e inferior de la variables X E Gki (ver figura 4.1). El punto XkJ  E Cki 
es determinado de manera que minimiza la cubierta convexa Tki de (1) sobre 
Cki fl G; esto es, Xkj es solución del problema 

xI,k9 (X) 
s,a. 

X E G 
119  <X < Lki , 

El número 11,k;  = wki (Xki) representa una cota inferior para (1) sobre 

Cki fl G. Si Cki fl G es vacío, se toma pki = OO. El menor de los pki's es 
entonces una cota inferior para (I) sobre C fl G. 

Sean 
µk  = 111  in {liki  1 = 1, ...,Pk} 

Y 
Xk = Xkik 
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de forma tal que 

wk j, (xkik ) ttk 

Nótese que puede existir más de un Xki elegible para ser Xk, en este caso 
se elige uno de manera arbitraria. 

En el caso de cine (1) (Xk) 	pk, Xk resuelve a 'P ; dado que es factible 
y p.  k Tic;  (x) (I) (X) para todo X E Cki n G , y toda j = 1, ...,pk. 

Por otro lado, si (I) (Xk) > yak  , debe refinarse irk  para obtener un nuevo 

punto Xk-14 . 

Para ilustrar el procedimiento ele refinación de 7rk  
notación adicional. 

La "completación " de irk  , denotada por frk, es 
todas las particiones de los Cki 's sobre el total de C  

, se introduce algo de 

obtenida extendiendo 
(ver figura 4.2). 

Ir* 

Figura .4.2. Una partición y su completación. 

	

Sea ff k  = 	Dku } y 	la cubierta convexa de (I) sobre Dk)  . 

Dado que 71k es un refinamiento completo, es posible expresar la colección de 

	

funciones giki 	= 1, -, qk) como una única función separable 

wik (X) = E (X,) 
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donde Viik  es la función convexa a pedazos definida en [4,4, y cuya repre-
sentación entre dos puntos adyacentes de la subdivisión, 44, está dada por 
la cubierta convexa. de (pi  sobre [x!, x1], 

No es necesario calcular enteramente Wk  en el paso k, pero el punto Xk 
debe ser determinado de forma que minimice Wk  sobre C n G; es decir, se 
asume de manera explícita que: Ckjk E Vfk . 

Es claro, ciado que frk es la completación de 7rk, que k (X) > Wki (X) 
para toda X ECki y para cualquier j = 1, ...,pk . Además, la construcción de 
kk 

y WkJ  garantiza que si Cki ETrk entonces 	(X) = 1fik1  (X) para toda 
X E Ckj . 

Resumiendo, en la etapa k se tiene: 

a. Una partición 7rk = {Ck , , „.,Ckyk 

b, Una colección de funciones {Wki, , „, TkPk } donde cada Wki  es la en- 

bierta convexa de (I) sobre Cki. 
e. Una colección de puntos {Xki }Pk 

 
, donde Xkj es solución del pro- 

blema Pki . 
d. Un punto Xk = Xkik cine satisface XkJk (xkj, ) W ki  (xkj  vj  = 

1, „„ pk; y en donde Ckik E Trk , 

Así entonces, Xk es solución del problema 

Alin Wk  (X) = E 7P ik  (Xi) 
Nai,XECCIG. 

A fin de pasar de la etar k la k + 1, se debe dividir el conjunto 
Cl9k = {X ikik < X < Lkik en dos o más subconjuntos rectángulares de 
acuerdo a una de las siguientes reglas; 

Regla de refinamiento débil, Escoger una i que maximice la diferen-
cia 

 
cpi  (XI) — 	(XI) (i = 1, .,., 'n), y dividir el correspondiente intervalo 

í

k • 	k. 	 k • 
I 	441 (111 los intervalos 	, XI y [Xik 	. 

Regla de refinamiento fuerte, Para cada i que satisfaga (pi (XI) — 
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(X) > O dividir el correspondiente intervalo Pkik, Lkik} en los intervalos 

P kik , X11 y [x l, Lkjk . 

Obsérvese que la segunda regla puede dividir Ckik hasta en 2" subconjun-
tos rectángulares, mientras que la primera proporciona sólo dos subconjuntos. 

Cada subdivisión de Ckik representa un refinamiento de la partición rk  (y 
por lo tanto de 77rk). Cl refinamiento de irk se define como 71.1'4'1. La función 
—k4-1 	 —k 

se define de manera semejante a 	, y el punto Xk+I es obtenido de la 

minimización de Wk+1  sobre C n G . 

Para que esto último quede más claro, supóngase que Ckik = CkPk ; des-
pués de la aplicación de una cle las reglas de refinamiento, se pueden numerar 
los miembros de la partición resultante cle la siguiente forma: 

ck+1,1)...,  ck+1,pk -1 	; 

donde 

ck+1,j = Cki para j = 1, ..., pk — 1; 

Y 
U  ck+1,j = Ckyk  para j = pk, • • • tk • 

Los problemas Pk÷1,j (j = 1, ..., pk  — 1) ya se resolvieron en la etapa 
anterior y, entonces, ya se tienen a la mano sus cotas inferiores Il k+11. . Se 
resuelven después los problemas Pk+13  (j = pk, ..., t k ) para obtener sus res-
pectivas cotas. 

Si 
pk+1,1 = min  {1ak+1,i 

./ = 	tk } y / E {Pk,...,tk}) 
hacer 

xk+1 = xk+1,/ 

(ya que Ck+1'1 E  frk+:). Sin embargo, puede pasar que 1 E {1, ..., pk  — 1} ( y 
por lo tanto Ck+1,1 	ir- k+1‘ ) en tal caso se debe subdividir Ck+1.1  en dos o más 
subconjuntos (añadiendo hiperplanos que partirán a Ck+1,1  en subconjuntos 
más pequeños). Al hacer lo anterior se forman nuevos subproblemas y, por 
lo tanto, deben calcularse las nuevas cotas. (Nótese que en general no es 
necesario tomar todos los elementos de frk+1  ) 
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Es hasta el momento en que Xk+1  E Ck+1,I  E *4+1  que se encuentra una 
solución para Pk+1  (en los teoremas de convergencia de la siguiente sección, 
esto es necesario para asegurar que el algoritmo converge a un óptimo). La 
partición rk+1  es el último refinamiento necesario para encontrar Xk+1. 

El método de determinación de Xk+1  puede ser ilustrado con un ejemplo 
en R2  . Véase la figura 4.3, en ésta, el número en cada rectángulo corres-
ponde a la cota inferior asociada con el rectángulo; además obsérvese que la 
regla de refinamiento fuerte es usada para dividir el conjunto con la cota más 
pequeña. Los refinamientos adicionales son obtenidos añadiendo las lineas 
apropiadas de frk+1. 

•••••••• 

k 

-› 
4 

2 8 3 

• Xk  

4 

6 7 8 3 

8 6 

4 7 

6 ¡7 8 

10 

8 6 

4 
k+1k+i •X  

7 7 

7 8 
10 

8 6 

k+1 

Figura 43, Determinación de X "1, 
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4.2 TEOREMAS DE CONVERGENCIA 
El propósito de esta sección es demostrar que el algoritmo presentado y 
explicado en la sección anterior, converge a un óptimo; para esto obsérvese 
que el proceso de determinación del elemento de Trk+1  en el que Xk+1  se 
encuentra, es un procedimiento finito (dado que existe un número finito de 
elementos en frk+1); sin embargo, la sucesión de puntos Xk} puede ser 
infinita; en tal caso, del hecho que C fl G sea compacto, se educe que tiene 
al menos un punto de acumulación X* ( ver apéndice [33] ) . 

Por lo anterior son necesarios los teoremas de convergencia citados más 
adelante, en los cuales se probará que, bajo determinadas hipótesis, X* es 
solución de 7 . Antes de enunciar estos teoremas y de dar su demostración, 
nótese que: 

"Si la sucesión {XI} es finita , su líltimo punto Xk debe ser solución del 

problema 1), pues, el algoritmo se detiene sólo cuando tlik  (Xk) (13 (Xk) ." 

Se pasa ahora a la prueba de la convergencia del algoritmo, en estas 
pruebas se hará uso de resultados vistos en el capítulo 3, así como resultados 
de Análisis Matemático, los cuales son citados en el apéndice. 

Sea T la subsucesión convergente de {Xk} (apéndice [40]), y sea T el co-
rrespondiente conjunto de índices (T C N); así, • 

X" = lim Xk  
kET 

También por el resultado del apéndice [40], X* E C fl G, lo que significa 
que "X' es factible". 

Las sucesiones Ti  = {X 1 k E T } son sucesiones de reales que convergen 
a X? respectivamente (apéndice [36] ) . Por comodidad (extrayendo subsuce-
siones si es necesario) se puede suponer que cada Ti  es monótona; no sólo eso, 
sin perdida ele generalidad se puede suponer que son monótonas decrecientes; 
esto es, que las sucesiones Tá satisfacen: 

k<1 >X . 
Otro hecho que debe resaltarse, es que las funciones Wk, definidas en la 

sección anterior, forman una sucesión de funciones crecientes y acotadas por 
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(I); por lo tanto, {Wk} converge puntualmente a alguna función IP (apéndice 

[42] ); esto es, 3t11 t.q. VX E C se cumple: 

' Lim tlf k  (X) = Tri (X). 
k—.00 

Una vez hechas las definiciones y observaciones anteriores, se pasa a la 
parte densa del trabajo. 

Lema 16 VX E C, x-17  (X) < (I) (X) 

DEtvIOSTRACIÓN 

xl; (X) 5 (I) (X) 
	

VX C ; 

por lo tanto VX E C 

-17  (X) = Lin-iWk  (X) 5 (I) (X) . 

Lema 17 Lim k (Xk) = 1.17  (X') 
kET 

DEMOSTRACIÓN 

Dado que a = 	(X1')} es una sucesión monótona no decreciente y 
acotada por (I) (X°) (donde X°es el óptimo de 7), esta sucesión tiene limite; 
lo que se pretende probar es que este limite coincide con W (X*) . 

Como para k E T , pasa que Ti' < 	; y además a es monótona no 
decreciente, se tiene que 

cok 
(XL) < ‘171  (X*) 5 (X') . 

Así pues, 
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Lim 	(X') 5 Ti (X) . 
kET 

Para demostrar la desigualdad opuesta, tómese E > O , arbitraria. Por 
definición de', existe k1  tal que 

k > k1 	Zrik  (X*) > Tri (X*) — e . 

Defínase 

A = {X E C k 1  (X) > Ti7  (x*) — e} . 

Por el resultado de la proposición 7 , kliki  es continua (es una función con-
vexa), además, dado que X* E A, A es no vacío y abierto con respecto a C 
(ver apéndice [24]). Por otra parte, T converge a X. De estas dos últimas 
observaciones se concluye que existe k2  > k1  tal que 

k > k2  & k T Xk  E A ; 

es decir, 

k > k2  & k ET 	(X') — Viik` (Xk) 5. E . 

Ahora, dado que para k > k2  pasa que 

(Xk) ? Wk1  (Xk) 

se tiene: 

k > k2  & k E T 	«(X')—   k (Xk)< e. 

Por lo tanto, se ha probado cine para E > O arbitraria, 

117k  (Xk) > 7 (X') - , 

y con esto, 
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Lin), tkk  (Xk ) > ‘11 (X*) — 
kET 

de lo cual se deduce: 

Lira --íg (xk) ?_ (X*) 
kET 

con lo que se concluye la demostración. 

Lema 18 X* minimiza sobre C n G 

DEMOSTRACIÓN 

Para toda X E CnC ocurre que, si k E T 

qf (X9 < 4-7k  (X) 517  (X) , 

por lo que 

Lin/. 117
k, 

(x") 	71.1 (X) , 
kET 

y por el lema 17 

(x.) < <L7 (x) . 

Lema 19 Si (x.) = (x°) con x°  E c n G, entonces X° es solución de 
1)  

D 	OSTRAC ICS N 

Por el lema 16, pum toda X E C 

`I' (X) < (I) (X) ; 
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y por el lema 18, también para toda X E C, 

(X*) < 17 (X) . 

Por lo tanto, para toda X E C 

--‘17  (X') 5 4)(X) , 

pero 

(X') = (I) (X9 ; 

y así, para toda X E C 

(I) (X°) 	(I) (X) , 

y como por hipótesis X° E C n G, X° es solución de 2. 

Teorema 20 Cualquier punto de acumulación de {Xk } es solución de P si 
se cumplen las condiciones: 

a. <11 es semicontinua por la izquierda, 
b. G es cerrado, y 
c. se usa la regla de refinamiento fuerte para generar {Xk} . 

DEMOSTRACIÓN 

Como cada wi  es semicontinua por debajo en X: (véase apéndice [43]), 
dada e > O existe 6 tal que, para cada i = 1, ..., n 

IX¿ — 	<b 	(pi  (Xi) ?. (pi  (X:) — 	. 

Por otra parte, {Xk 1 k E T} converge a X', por lo que existe k1  tal que 

k 	k1 	— X:I < 6 . 

61 
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x L • 

Figura 4.4. Definición de ni  . 

   

Construyanse las funciones ni  de la siguiente manera (véase la figura 4.4): 
entre /i y X: — 6, rji  (Xi ) es constante con valor 

III in { Min { (pi  (Xi) 1 1i  Xi 	— 6} , 	(X7) — 

(esta definición es válida aún para X: — 6). Además, entre X; — 6 y 
qi (Xi ) es lineal y pasa por los puntos 

(X7 — 6, Th (Xi -  6)) , 	(10  (Xi) — 

Es claro que existe k2  > k1  tal que para toda Xi  E [X; , XI] 

k > k2 	(Xi ) > 71;  (Xi ) 

(recuérdese que X!' es monótona decreciente y converge a X:; así, para k 
suficientemente grande, X!' está tan cerca de X: que se puede asegurar la 
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desigualdad). 

Se tiene entonces que Ir' (Xi) está definida sobre el intervalo [4,3(11 

con R+I  (4) = (pi (1i) Y 11+1  (XI) = 49i (XI) (esto último dado que se está • 
usando la regla de refinamiento fuerte); y, dado que ni  es convexa sobre ese 

y Xi E [X; , X11 
(con i = 1, n), ocurre que 

jel  (Xi) 	(Xi) ?_ (pi  (Xn — , 

por lo que 

17i4.1  (Xi) ?- (Pi (X7) 	• • • (01) 

y entonces 

Lin/. iPic+1  (Xi) ?, (pi  (X7) — , 

y así, 

ir (x1) ?. ¿Pi 	) - • 

Por lo tanto pasa que 

(X') >tr+1  (X') = E ?i +1  (Xi) ?. E (10i (Xi) - 	= 4)  (X* ) — e • 

Se ha demostrado entonces que, dada e > O arbitraria 

TI (X') 4> (X') — e , 

por lo cual se concluye que 

Ti (X") > (I) (X') ; 

y, por lo tanto, ya que (I) es cota superior para tlf, 

intervalo y (pi (Xi) > ni  (Xi) , es claro que para k > k2 
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-Y17  (X*) = (I) (X') . 

Finalmente, del lema 19 se concluye que X* es solución de P. 

Teorema 21 Cualquier punto de acumulación de {Xk} es solución de P si 
se cumplen: 

a. (1) es continua, 
b. G es cerrado, y 
c. se usa la regla de refinamiento débil para generar Xk . 

DEMOSTRACIÓN 

Tómese una sucesión T como en la demostración del teorema 20, si ésta 
es finita, nada hay que probar; en otro caso, 3 m E {1, n} tal que, para 

= 1, n, pasa 

so. (xl,) — 	(x 1) ?_ (x)— (x) ...(02) 

Definiendo ahora sobre [1,„,1,„,] la función Tba  (como en la demostración del 
teorema 20), se llega a una desigualdad parecida a (O1 ), pero sólo válida 
para In 

1;;;:" (C/n) 	Som (X2 — 

para toda X„, E [X:, 	k > k2  y k E Ir 

Fíjese entonces k = ko  E T con ko > k2  Dado que {ig,} es monótona 

no decreciente, (ft3) implica que, para 1 > ko, l E T y xn, E {xt, xl°1 

11, (Xm) 	(Pm (X; ,1) 

En particular 

1g„ (x1„il ) 	tPm (X2 — 
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Ahora, como (02) es válida para k = 1, se puede sumar con (04) para obtener 
que, para toda 1 > ko  y 1 E T 

cp„, (XL) — yon,(X;„) + (XI) 	(X0 — ñ  . 

De lo anterior se sigue que 

77, [pm  (XL) — 95,„, (X„)1 + 17` (xi) ?_ (1) (XI) — E , 

y, tomando el limite cuando 1 —› oo con 1 E T (dado que cb es continua y, 
gracias al lema 17), se tiene 

	

V(X*) 	(I) (X') — e 

con e > O , arbitraria. Por lo tanto 

	

(X`) 	(I) (X*) 

Se concluye entonces que 

(X*) = (1) (x*) 

y, por el lema 19, X* es un óptimo del problema P. 

Teorema 22 {Xk} es finita y termina en una solución de P si se cumplen: 
a. (1) es cóncava (a lo más discontinua a lo largo de la frontera de C), 
b. G es un polihedro lineal, y 
c. se usa la regla de refinamiento débil para generar {Xk} 

DEMOSTRACIÓN 

	

Cada 	es 	lineal a pedazos y cóncava, por lo que cada Xk debe encon- 
trarse en un vértice de CnG; pero, como existe un número finito de vértices, 
el álgoritmo termina en un número finito de pasos; y por lo tanto, como ya 
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se había mencionado antes, el algoritmo termina en una solución de P. 

4.3 EL EJEMPLO 
Sea G el polígono convexo definido por 

—X1  + 3X2  < 5 
2X1  — X2 < 5 
—2X1  + X2  < O 
X1  — 3X2  < O 

El conjunto C está definido COITIO 

0<X1 <6 
O < X2  < 5 ; 

G fl C so muestra en la la gráfica do la figura 4,5. (Para este ejemplo, el 
teorema 22 garantiza convergencia finita, ) 

Figura 4.5. Región factible (G fl C). 
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La función objetivo es la siguiente: 

con 
(x) = 991 (x1) -Fw2 (c2) , 

si 	= O 
(P1 (X1)  = 	4X1  + 2 	si 0<Xi <6 

si X2 = O 
IP2 (X2)  = 2—X1 + 2X2  + 4 	si O < X2  < 5 

SOLUCIÓN 

Iteración 1 (k = 1) 

Paso 1. Se crea el nodo N = 1, el cual represerita a todas las posibles solu-
ciones del problema. El árbol de búsqueda es el mostrado en la figura 4.6. 

Figura 4.6. Inicial árbol de búsqueda. 

Paso 2. e (N) (/) pues G nC es no vacío; asi, se calcula la cubierta convexa 
de 	, que no es otra cosa que la suma de las cubiertas convexas de (pi  y 

902. Estas cubiertas se muestran en la figura 4.7. y están dadas por: 

/4 (X1 ) = —1X1  
lpj (X2 ) = —VX2  + 2 . 
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Figura 4. 7.A. Cubierta convexa de (pi  en la primer iteración. 



Figura 4.7.B. Cubierta convexa de (p2  en la primer iteración. 
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(1,5) 

(0,4 

(0,0 

5,-11) 
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Se resuelve entonces el problema • 

Mire. —3X1-11X2  + 2 
. sujeto a 

+ 3X2  < 5 
2X1  — X2 < 5  
—2X1  + X2  < O 
X1  — 3X2  < O 
O < XI  < 6 
O < X2  < 5 ; 

el cual es un clásico problema de programación lineal, y que tiene como 
solución: X1  = 4, X2  = 3 , con valor —12.47 . 

Figura 4.8. Árbol de búsqueda al final de la primer iteración. 

Paso 3. Dado que existe un único nodo, N = 1, se buscará en él al óptimo. 
Después, como (I) (Xk) = 3 > —12.47 = i (Xk) , se hace i* = 1. 

Así, para k = 1 se tiene: 

Xk = (4,3) , 
= 9.3 (1) = —12.47 , 

(Xk) = 3 . 

Paso 4. Se utiliza la regla de refinamiento débil, por lo que se calculan las 
diferencias 

(p t  (XI) — 	(Xh1) = 2 — (-6,66) = 8.66 , 
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(P2 (XI) —1;b2 (XI) = 1 — (-5.88) = 6.8 . 

Dacio que 8.66 > 6.8, se ramifica por X1 , partiendo [0,6] en [0,4] , [4,6]; 
y se regresa a 2. El árbol de búsqueda obtenido es el que se muestra en la 
figura 4.8. 

Iteración 2 (k = 2) 

Paso 2. En ninguno de los dos casos e (N) es vacío por lo que se pasa a 2.3 
en cada nodo. 

Para N = 2 se tiene 

O? (XI) = 1)(1 
tg (X2) = —152)(2  + 2 

(La nuevai se muestra en la figura 4.9.) 
Se resuelve el problema 

Min 1X1  — 5X2  + 2 
sujeto a 

—Xi 3X2  < 5 
2X1  — X2 < 5 
—2X1  + X2 < O 
X1 - 3X2 < O 
O < X1 < 4 
O < X2 < 5 ; 

obteniéndose el valor óptimo —3.8 para X = (4,3). 
Por otra parte, para N = 3 se tiene 

O? (X1 ) = —6X1  + 26 
4'1 (X2) = —5X2 + 2 . 

Se resuelve el problema 

Min. — 6)(1  — 5X2  + 28 
sujeto a 
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i 4 

Figura .4.9. Cubierta convexa de (pi en la segunda iteración. 
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—XI  + 3X2  < 5 
2X1  — X2  < 5 
—2X1  + X2  < O 

— 3X2  < O 
4<— X1 < 

< X2  < 5 ; 

que arroja el valor óptimo —3.8 para X = (4,3) 
Así, se tienen las cotas 

B (2) = —3.8 , 
93 (3) = —3.8 . 

Figura 4.10. Árbol de búsqueda al final de la segunda iteración. 

Paso 3. Como existe un empate, se decide (arbitrariamente) tomar N = 2, 
por lo que, en resumen, para k = 2 se tiene 

Xk  = (4,3) , 
ttk  = 23 (2) = —3.8 , 

(X/c) = 3 . 

Dado que (I) (Xk) = 3 > —3,8 = II (Xk), se hace i' = 2 

ti 
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Paso 4. Se tiene que 

1  (XI) — 1  (XI) = 2 — (0) = 2 , 

92 (XI) — '4b2 (XII) = 1 — (-5.88) = 6.8 ; 

por lo que se decide ramificar por X2  , partiéndose [0, 5] en [0,3] , [3, 5] . 
El árbol de búsqueda es el que se muestra en la figura 4.10. 

Iteración 3 (k = 3) 

Paso 2. En ninguno de los dos casos e(N) es vacío por lo que se pasa a 2.3 
en cada nodo. 

Para N = 4 se tiene 

(xi) = Pc1 
01 (x2) = —1x2  + 2 

(La nueva 01 se muestra en la figura 4.11.) 
Se resuelve el problema 

Min 1X 1  — 1X2  + 2 
sujeto a 

—X1  + 3X2  < 5 
2X1  — X2 < 5 
—2X1  + X2  < O 

— 3X2  < O 
0<X1 < 4 
O < X2 < 3  ; 

obteniéndose el valor óptimo 1.83 para X = (1,2) . 
Por otra parte, para N = 5 se tiene 

/a (X1) = 1X1 
02 (X2) = —6X2 + 10 
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Figura 4,11. Cubierta earwexa de cp2  en la iteración 3. 
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Alin PC1  — 0(2  + 19 
sujeto u 

—Xi  + 3X2  < 5 
2X1  — X2 < 5 
—2X1  + X2  < O 
Xi  — 3X2  < O 
O < X1  <4 
3 < X2  < 5 ; 

que arroja el valor óptimo 3 para X = (4, 3) 
Así, se tienen las cotas 

93 (4) = 1.83 , 
93 (5) = 3. 

•Paso 3. El de cota menor o igual es N = 3 , por lo que para k = 3 se tiene 

Xk  = (4,3) , 
Ítk  = 93 (3) = —3.8 , 
(I) (Xk) = 3 . 

Dado que (I) (Xk) = 3 > —3.8 = (Xk), se hace i' = 3 . 
Paso 4. Se tiene que 

yoi (XI) — 1 (XI) = 2 — (2) = O 

502 (xl) — 2 (XI) = 1 — (-5,88) = 6.8 ; 

por lo que se decide ramificar por X2  , partiéndose [0, 5] en [0, 3] , [3, 5] 
El árbol de búsqueda es el que se muestra en la figura 4.12. 

Iteración 4 (k = 4) 

Paso 2. En ninguno de los dos casos 6(N) es vacío por lo que se pasa a 2.3 
en cada nodo. 

Para N = 6 se tiene 



4.3. EL EJEMPLO 
	

77 

1/11 (Xi) = —6X1 + 26 
(c2) = —13(2 + 2 . 

Se resuelve el problema 

/1/fin — 6X1  —1X2  + 28 
sujeto a 

—X 1  + 3X2  < 5 
2X1  — X2 < 5 
-2X1 + X2 < O 
X1 - 3X2 < O 
4 < X1  <6 
O < X2 < 3 ; 

obteniéndose el valor óptimo 3 para X = (4,3). 

(4)= 1.83 
	

93 (5)= 3 

Figura .4.1.2. Árbol de búsqueda al final de la iteración 3. 

Por otra parte, para N = 7 se tiene 

01(X1 ) = —6X1  + 26 
(X2) = —6X2 + 19 . 



Figura 4.13. Árbol de búsqueda al final de la iteración 4. 
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Se resuelve el problema 

Min. — 6X1  — 6X2  + 45 
sujeto a 

—Xi + 3X 2  < 5 
2X1  — X2  < 5 
—2X1  + X2  < O 
XI  — 3X2  < O 
4 < X1  < 6 
3 < X2 < 5 ; 

que arroja el valor óptimo 3 para X = (4,3) . 
Así, se tienen las cotas 

93 (6) = 3 , 
93 (7) = 3 . 
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Paso 3. El de cota menor o igual es N = 4 , por lo que para k = 4 se tiene 

Xk  = (1,2) , 
/1k  = B (4) = 1.83 , 
(I) (Xk) = 9 . 

Dado que (I) (Xk) = 9 > 1.83 = (Xk), se hace i' = 4 . 
Paso 4. Se tiene que 

(pi 	— 1 (XI) = 5 — (0.5) = 4.5 

(P2 (x) — 	(X/1) = 4 — (1.33) = 2.66; 

por lo que se decide ramificar por X1  , partiéndose [0,41 en [0,1] , [1,4] 
El árbol de búsqueda es el que se muestra en la figura 4.13. 

Iteración 5 (k = 5) 

Paso 2. En ninguno de los dos casos e(N) es vacío por lo que se pasa a 2.3 
en cada nodo. 

Para N = 8 se tiene 

g (X1) = 5X1 
1/4 (X2) = —3X2  + 2 . 

(La nuevai se muestra en la figura 4.14.) 

Se resuelve el problema 

5X1  — 3X2 + 2 
sujeto a 

—X1  + 3X2  < 5 
2X1  — X2  < 5 
—2X1  + X2  < O 
X1  — 3X2  < O 
O < XI  < 1 
O < X2 < 3 ; 

ESTA TESIS NO DEBE 
SALID DE LA BIBLIOTECA 
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(2,6) 
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Figura 4.14. Cubierta convexa de ciol  en la iteración 5. 
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obteniéndose el valor óptimo 2 para X = (0,0). 
Por otra parte, para N = 9 se tiene 

(X1) = — X1 + 6 
'01 (Xz) = —1X2 + 2 . 

Se resuelve el problema 

Min — X1  — 1X2  + 8 
sujeto a 

—X I  3X 2  <5 
2X1  — X2 < 5 
—2X1  + X2 < 
X1 - 3X2 < O 
1 < X1 < 4 
O < X2 < 3 ; 

que arroja`el valor óptimo 3 para X = (4, 3) 
Así, se tienen las cotas 

93 (8) = O , 
03 (9) = 3. 

Paso 3. El de cota menor o igual es N = 8 , por lo que para k = 5 se tiene 

Xk  = (0,0) , 
µk = 93  (8) = 2  
(I) (Xk ) = 2 . 

Dado que (I) (Xk) = 2 = (Xk ), se ha alcanzado el óptimo. 
El árbol final de biísqueda es el que se ilustra en la figura 4.15. 
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93 (8)= O 	93 (9)= 3 

Óptimo 

Figura 4.15. Árbol final de búsqueda. 
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El algoritmo también puede ser resumido con la siguiente tabla: 

k xk 1(xk) 

1 (4,3) —12.47 3 
2 (4,3) —3.8 3 
3 (4,3) —3.8 3 
4 (1,2) 1.83 9 
5 (0,0) 2 2 
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Capítulo 5 

CONCLUSIONES 

La ramificación y acotamiento es una herramienta que no ha sido aplicada, 
.aún, en toda su capacidad, ya que ésta también es aplicable a problemas no 
combinatorios; sin embargo, existe una gran desventaja al resolver proble-
mas que poseen un número infinito de soluciones con un algoritmo tipo R-A: 
la convergencia del algoritmo no es intuitiva (a diferencia de los problemas 
combinatorios); aunque para el caso del algoritmo presentado aquí, los resul-
tados de Análisis Matemático y de Conjuntos Convexos, ayudan a esclarecer 
su funcionamiento. 

La posibilidad de aplicar a una gran variedad de problemas, hacen muy 
atractivo el uso del algoritmo desarrollado en este trabajo. Por ejemplo, en 
problemas en los que la función objetivo no es continua. Para ilustrar- esto, 
tómese una clásica función definida por: 

O, 	x = O 
f (x) = x+1, O < x < 1 

x+2, < x < 2 
Una función como esta es fácil de encontrar en problemas de minimización 

de costos; y en donde, el costo "es menor" conforme x crece. 

El algoritmo presentado se puede modificar para resolver problemas en-
teros; por ejemplo, si se quiere resolver 

Mis. ECiXi  
sujeto a 

Xi E Z 
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<X;  < Li  

donde cada Ci es una constante real; se construye la cubierta convexa de 
CiXi, la cual, es muy fácil de reconocer, es simplemente CiXi con Xi va-
riable real. (Esta última afirmación se relaciona con un algoritmo entero 
mixto propuesto por Beale y Small en [10] .) 

Otra fácil observación, es que la construcción de cubiertas convexas no 
es un procedimiento sencillo; sin embargo, para funciones suficientemente 
"suaves", el procedimiento de particionar C, hace que las cubiertas de-

generen en rectas o en trozos de la misma función (utilizando el hecho de 
que la cubierta convexa de una función cóncava es la recta que une sus pun-
tos extremos, y la de una función convexa, es ella misma). Gracias a este 
último hecho, el algoritmo podría ser modificado para iniciar siempre con 
problemas en los que ya se conocen las cubiertas convexas. Por ejemplo, 
para la cubierta convexa de x3  — x en [-1, 1], se puede partir el dominio en 
[-1, 0] y [0, 1] y, dado que en el primero la función es cóncava, la cubiera 
convexa es la recta y = 0; mientras que en [0, 1] la función es convexa y, por 
lo tanto, coincide con su cubierta (véase la figura 5.1). 

Aunque en un principio podría parecer que el algoritmo tiene una gran 
'desventaja en el hecho de que no se puede iterar un número infinito de veces, 
es claro que al menos se podrían tener soluciones tan cercanas al óptimo como 
se desee; esto es, se puede dar un criterio de paro del algoritmo pidiendo que 
si ocurre 1130+1  — Xk II < e , no se itere más. 

Una pregunta que puede surgir es la siguiente, ¿qué pasa si en el teorema 
22 sólo se pide que G sea cerrado?. La respuesta es que, aún aceptando 
convergencia infinita, el teorema no se cumple. Para observar lo anterior, se 
toma el siguiente ejemplo. 

Min (pi  (Xi) + (p2  (X2) + (p3  (X3) 
sujeto a 

< 4X1 	:G 

1 = (0,0, —2) , & L = (1,2,1) 

donde 
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si 	X1  < O 
(P1  (X1) = 4 — Xl 	si 	X1  > O 

(P2 (X2) = 
93 (X3) = 	. 

Si se usa la regla de refinamiento débil, todas las ramificaciones se hacen 
en X1  , llegando al punto limite (0,0,0); sin embargo, la solución es (0,0,1). 

Finalmente, considero que la incorporación de algoritmos como el presen-
tado aquí, a los cursos impartidos en la maestría de Investigación de Opera-
ciones, en la División de Estudios de Posgrado de la Facultad de Ingenieria 
(UNAM), impulsarían el desarrollo de la ramificación y acotamiento en pro-
blemas no combinatorios. 

~••••••••••••••••••••••••••,,............/...••••• 

Figura 5.1. Cubierta convexa "a trozos". 
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Apéndice .  

Definición 23 A CRP es abierto en'RP (o simplemente abierto) si: para 
cada punto X en A existe un número real e > O tal que Ve  (X) C A. 

Definición 24 Dados A y B subconjuntos de RP, se dice que B es abierto 
relativo a A si: aC abierto en RP tal que B = A fl C. 

Definición 25 F C IR" es cerrado si Fc es abierto. 

Definición 26 X EIR" es punto de acumulación de A si: para cada E> 
O, VE  (X) fl A # O. Se denota a los puntos de acumulación de un conjunto 
A por A'. 

Teorema 27 F es cerrado .t.›. 	C F . 

Definición 28 A C IRP es acotado si 3M tal que VM (0) D A. 

Definición 29 Se dice que un conjunto K es compacto si siempre que está 
contenido en la unión de una colección 	= {G a} de conjuntos abiertos, 
también está contenido en la unión de algún número finito de conjuntos de 

Teorema 30 K C IR" es compacto •1=> K es cerrado y acotado. 

Proposición 31 K1 , K2  compactos 	K1 x K2 compacto. 

Corolario 32 Dados n intervalos cerrados {[ai,bi i}:1_, , 	bd es com- 
pacto. 
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Teorema 33 A C K tales que A es infinito y K es compacto = 3X E A' 
tal que X E K. 

Definición 34 Una sucesión en IRP es una función cuyo dominio es N y 
cuyo rango está contenido en Ir . A una sucesión r : N 	IRP también se 
le denota por r = {X"}nEN  , donde X8  = r (n) 

Definición 35 Sea r = {X8} una sucesión en IRP. Se dice que un elemento 
X de IRP es límite de r si, para cada vecindad V de X hay un número 
natural K tal que para toda n > K, X" pertenece a V. Si X es límite de r 
también se dice que r converge a X. Si una sucesión tiene límite se dice 
que la sucesión es convergente. Si una sucesión no tiene límite se dice que 
es divergente. Lo anterior se suele denotar por Lim 	= X. 

Teorema 36 Una sucesión {X8  = (xy,...,x)} en IR" converge a un ele-
mento X = (X1 , ...,X p ) «1= las p sucesiones {Xr} convergen a Xi respecti-
vamente. 

Definición 37 Sea D C 	, supóngase que para cada número natural n 
hay una función fn  con dominio D y rango en Rq; se dice que {f 8} es una 
sucesión de funciones en D. Se debe comprender que para cualquier 
punto X en D, dicha sucesión de funciones da una sucesión de puntos en 

específicamente, la sucesión {fn (X)} que se obtiene calculando cada una 
de las funciones en X. 

Definición 38 Sea { fn} , con f n  : D --> Rq, una sucesión de funciones 
(D C IRP); y sea f : D —› Rq. Se dice que la sucesión {fn} converge a f si 
para cada X en Do , {fn (X)} converge a f (X). En este caso, a la función 
f se le llama el límite de la sucesión. Cuando existe dicha función f se 
dice que la sucesión {P} converge a f, o simplemente, que la sucesión 
es convergente. Lo anterior se suele denotar por Lim fn = f . 

Definición 39 Si r = {X"} es una sucesión en 	 y si r1  < r 2  < • • • < r„ < 
• • • es una sucesión de números naturales estrictamente creciente, entonces 
la sucesión T-  en IRP dada por 7-1-* = {Xra} se llama una subsucesión de r 

Teorema 40 r = {X"} C IC C IRP & K es compacto = r tiene una 
subsucesión convergente a un punto en K . 
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Corolario 41 r = {X"} C RP & X* E r' (i.e. es un punto de acumulación) 
377--  subsucesión de T tal que Lim X" = X. 

Teorema 42 {f"} sucesión de funciones crecientes y acotadas 	3 f* tal 
que Lim f" = f*. 

Definición 43 Dada f D ---> 11 , con D C IR , se dice que es semi-
continua por debajo en X0  si f (X0) < oo & Ve > 0, 36 > O tal que 
IX — Xol < 6 	(x) > f (x0) - e 

Definición 44 Dada f : D 	, con D C RP , se dice que es continua 
en Xo  si: Ve > 0, 36 > 0 tal que IIX — Xoli < 6  = Ilf (x) - f (Xo)I1 5 e • 

Proposición 45 f : D —+ 111 , con D C II8 , entonces: f continua en 
Xo  = f semicontinua por debajo en Xo. 

Definición 46 Dada f D --> lag , con D C IR , se dice que es uni-
formemente continua en D si: Ve > 0, 36, > O tal que IIX1  X2Il < 
6 	Ilf (xi) - f (X2)II 5 ' 

Proposición 47 f : D --> R' , con D C RP , entonces: f uniformemente 
continua = f continua en todo Xo E D. 

Teorema 48 f:K-->lit y K compacto, con K C IR" , entonces f alcanza 
un mínimo en K y un máximo en K. 
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