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OPERACIO4 	 E.IE*LO DE PROCESO 
UNITARIA 	ALIMENTARIO 

Evaporación Elab.de Leche Condensada 

Secado Elab.de Leche en polvo 

Refrigeración Conservación de vegetales 

Congelación Conservación de carnes 

Destilación Elaboración de Whisky 

Lialviación Producción de aceites 

vegetales 

INTRODUCCION 

Para el Ingeniero en Alimentos son de gran importancia los 

problemas relacionados con los fenómenos de transporte, ya que 

prácticamente en cualquier proceso alimentarlo la transferencia 

de calor, masa y movimiento están presentes. (ver tabla 1). En 

este trabajo se hace uso de una técnica numérica, la del 

"Elemento Finito", para la resolución de dichos problemas de 

ingenieria. 

TABLA 1 
PRINCIPALES OPERACIONES UNITARIAS DE LA INDUSTRIA ALIMENTARIA 

QUE INVOLUCRAN LOS FENOMENOS DE TRANSFERENCIA DE CALOR Y MASA 

0 

La utilización de técnicas numéricas en ingeniería no es 

nuevo, ya que datan de los años 30. Sin embargo en estos últimos 

tiempos se les ha venido dando mayor Importancia debido al gran 

auge de las computadoras, lo cual facilita el manejo de dichas 

técnicas, haciendo a este tipo de resolución el más utilizado en 

las últimas épocas. Los métodos empirlcos, por ejemplo, sólo 

solucionan problemas particulares, para mostrarlo citaremos un 

caso: si se desarrolla un experimento para determinar el perfil 

de temperaturas de cierto alimento los resultado, serán de 

utilidad únicamente para ese alimento, en cambio si utilizaramos 

un método numéricn que resuelva una ecuación diferencial 



o 

determinada esto representa un modelo matemático por medio del 

cual se obtienen perfiles de temperaturas de cualquier alimento. 

Es necesario mencionar que para hacer uso de la técnica 

numérica del Elemento Finito es casi indispensable el contar con 

un programa de computo, ya que el trabajo matemático, que es 

necesario efectuar resulta tedioso. 

En este trabajo se ha desarrollado un programa de computo que 

puede usarse para resolver toda una familia de problemas: Aquellos 

que se describen por una ecuación diferencial parabólica 

unidimensional. 

Para verificar la exactitud de la técnica numérica del 

Elemento Finito el trabajo presenta comparación de los resultados 

obtenidos mediante el programa de computo desarrollado y otros 

métodos de resolución como: analítico, gráfico y diferencias 

finitas. 

Posteriormente se aplica el método del Elemento Finito para 

la determinación de un perfil de temperaturas de un alimento 

sometido a un proceso de refrigeración y para conocer la 

distribución de la concentración de urea en una placa de gel 

agar. 

Trabajos semejantes han sido realizados por Lomauro,C.J. y 

Balshi,A.S.(1955), en cuanto a la transferencia de cantidad de 

agua en alimentos almacenados. 

En lo que se refiere a perfil de temperaturas obtenido 

mediante la técnica del Elemento Finito existen antecedentes de 

haber sido utilizados para el diseño óptimo y el control del 

proceso de congelación de helado. De Cindio,B.,lorio,G, y 

Romano,', (1955). 

El contenido del capitulo uno se enfoca a la explicación 

de cada uno de los fenómenos de transporte, con la finalidad de 

comprender o recordar algunos términos y ecuaciones que serán de 

utilidad en capitulo; posteriores. 



a 

Elemento Finito y el programa de computo. 
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• OBJETIVO GENERAL 

ESTUDIO Y APLICACION DE LA TECNICA NUMERICA DEL ELEMENTO FINITO EN 
PROBLEMAS DE TRANSFERENCIA DE CALOR Y MASA. 

OBJETIVOS PARTICULARES. 

- DESARROLLAR UN PROGRAMA DE COMPUTO PARA LA RESOLUCION DE 
ECUACIONES DIFERENCIALES PARABOLICAS UNIDIMENSIONALES DE 
TRANSFERENCIA DE CALOR Y MASA MEDIANTE LA TECNICA DEL ELEMENTO 
FINITO, 

EJEMPLIFICAR LA INFLUENCIA DEL NUMERO DE ELEMENTOS Y EL ORDEN DE 
INTERPOLACION EN EL GRADO DE EXACTITUD DE LA TECNICA DEL ELEMENTO 
FINITO. 

' PROPORCIONAR LM METODO DE CALCULO MAS PRECISO QUE EL GRAFICI Y 
MENOS COMPLEJO QUE EL ÁNALITICO PARA LA SOLUCION REPETITIV/, DE 
PROBLEMAS DE TRANSFERENCIA DE CALOR Y MASA EN INGENIERIA DE 
ALIMENTOS. 

- APLICAR LA TECNICA NUMERICA DEL ELEMENTO FINITO A LA SOLUCION DE 
PROBLEMAS RELACIONADOS CON LA INGENIERIA DE ALIMENTOS. 





1.1, ECUACIONES QUE DESCRIBEN LOS FENOMENOS DE TRANSFERENCIA DE 
CALOR Y MASA 

1,1,1. TRANSFERENCIA DE CALOR 

El fenómeno de transferencia de calor se describe por una 

parte de la ecuación general de energía, por lo que en esta 

sección del capitulo. se  empieza por explicar los términos que 

Integran dicha ecuación, A continuación se mencionan las distintas 

formas de transmisión del calor: conducción, convección y 

radiación. 

EC1JC.1(kl DE lENíEFGlA 

La ecuación de balance de energía esta constituida por las 

siguientes formas de energía: mecánica, electromagnética y 

• ca)orifica. Generalmente la ecuación de energía no es utilizada 

• íntegramente, ya que resulta inconveniente operar con todos los 

términos que la constituyen, por lo que para la mayor parte de las 

aplicaciones en ingeniería, y para los fines de este trabajo, se 

utiliza solamente la parte correspondiente a la energía 

• caloriflea, la cual se muestra a continuación para un fluido con 

una energía Interna por unidad de masa del fluido (U), una 

• velocidad local (v) y un calor de conducción (q). 

pDU/Dt a -(V- q) - p(V- vi - (t:Cv) ..........(1.1) 
• t2 	 3 	4 

• Está ecuación establece que la energía interna de un 

elemento varia debido a: la conducción de calor, efectos de 

expansión y calentamiento viscoso.121 

Con la finalidad de comprender cada uno de los términos que 

• eantituyen a la ecuación (1.1) a continuación se menciona lo que 

representa cada uno: 

1) Representa la velocidad de ganancia de energía interna por 

unidad de volumen. La energía interna corresponde a la energía 

relacionada con los movimientos fortuitos de translación e 

• internas de las moléculas más la energía de interacción entre las 



moléculas; es decir, que la energía interna esta relacionada con 

la temperatura local y la densidad de( (luido. 

2) Es la velocidad de entrada de energía interna por unidad 

de volumen debido a la conducción. La explicación del fenómeno de 

conducción se explica con más detalle en páginas posteriores. 

3) Representa la velocidad de aumento de energía interna por 

unidad de volumen debido a la compresión. 

4) Es la velocidad de aumento de energía Interna por unidad 

de volumen debido a la disipación viscosa. 

Para la utilización de la ecuación de energía en Ingeniería 

es más conveniente expresarla en función de la temperatura y 

del calor especifico del fluido en lugar de tenerla en función de 

la energía Interna, De esta forma la ecuación de energía se 

expresa como se muestra a cnntinuación:(21 

pC DT/Dt = kC ZT = T(8p/8T)p (V- v) 	 (1.2) 

Por lo tanto, puede decirse que la ecuación (1.2) describe 

una clase muy amplia de fenómenos relacionados con la 

transferencia de calor. Con objeto de estudiar un solo proceso, de 

los Innumerables que abarca, y dar su descripción matemática, es 

necesaria completar la ecuación diferencial con las expresiones 

matemáticas de todas las propiedades peculiares del proceso en 

cuestión. Estas características, que junto con la ecuación 

diferencia( proporcionan una descripción inteligible del proceso 

estudiado se enlistan a cont(nuacian.171 

a) Condiciones geométricas características de la forma y 

tamaño del cuerpo en el que tiene lugar el proceso, 

b) Propiedades físicas del medio, 

e) Condiciones iniciales que describen la distribución de 

temperatura en el estado inicial. 

a 



d) Condiciones de contorno que describen las interacciones 

del cuerpo con su medio. 

TRAk55iREiCld DE EN[ GIA C..0 IFICA PDR C»cXICCIQV 
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El flujo de calor por unidad de área es directamente 

proporcional al gradiente de temperatura con la distancia x; y 

esto es afectado directamente por el parimetro de proporcionalidad 

• k que es la conductividad calorifica del material de la placa, y 

• que es especifico para cada material. 

La ecuación que representa este fenómeno se muestra a 

continuación: 

• Q/A = k AT/óx 	..........(1.3) 

Esta ecuación sólo representa la transferencia de calor por 

conducción en sólidos, líquidos y gases. 

Expresada en forma diferencial: 

q' -k dT/dx 	.......... (1.4) 

Donde q es el flujo local de calor por unidad de área en 

dirección x, exist.ieedo una ecuación análoga para las direcciones 

y y z. A dicha ecuación si le llama Ley de Fourier de la 

coi tucclon 4c7 c :cr-  en forma unidimensional. 

El vector de flujo local de calor (q) es normal a la 

superficie isoterma y está dirigido en el sentido de las 

temperaturas decrecientes, puesto que el calor fluye siempre desde 

las superficies calientes a las frias. En consecuancia los 

vectores q y gradiente de temperaturas tienen la misma dirección 

pero sentidas opuestos, lo que explica el signo 'menos en el 

segundo miembro de la ecuación (1.4). 4) 
{ 

} 	 Como se puede observar la ecuación denominada Ley de Fourier 

(1.4) es un caso particular de la ecuación de Pnergia (1.2) y se 

le conoce como la ley básica de la conducción de calor, que se 

formula de la siguiente manera: la densidad de flujo de calor es 

preporcionil s1 gradiente de temperatura. 

Cuando las temperaturas varian con el tiempo y de un punto a 

otro ya no estamos hablando de un estado estacionario sino de un 

campo de temperaturas transitorio, por lo que la ecuación (1.4) se 



modifica para representar el fenómeno transitorio, el cual es el 

que se presenta con Irás frecuencia: 

dT/dt = - k dT/dx ..........(1.5) 

Para calcular la cantidad de calor que pasa a través de 

cualquier superficie de un cuerpo, es necesario conocer el campo 

de temperaturas establecido en su Interior y es precisamente este 

campo de temperaturas, el que constituye cl principal objeto de 

estudio de, la teoría analítica de la conducción de calor, 

TItAbSFE6tENCIA DE EIIERGIA CAtGRIFICA Pt COtVECCION 

Para la comprensión del fenómeno de convección se muestra 

continuación un material sólido de coordenadas esféricas e 

contacto con aire caliente. 

• ,, , 	• • 	~ 	

: " ' ''".

. • 	• 	• ' , 

I~It 	TO 

Tt •> ltr 

Figura 1.2 

Esfera en Contacto con Aire Caliente. 

El mecanismo de convección siempre está presente en 

fenómenos en donde existe un fluido con libertad de movimiento, 

que en su desplazamiento transporta energía; en la mayoría de 

los rasos se encuentran juntas la transferncia conductiva y 

convectira. 

• 



Dentro de1 mecanismo convectivo existen dos tipos de 

convección la llamada natural donde el movimiento del fluido se 

debe a variaciones de densidad en el medio, figura (1.2) y la 

convección forzada en la cual el movimiento del fluido se debe a 

fuerzas externas, la cual se ejemplifica en la figura (1.3). 

Como se puede observar (fig. 1.2) la transferencia de calor 



Donde: h :es el coeficiente convectivo de transferencia de 

calor. 

A :es el área. 

T :es la temperatura promedio del fluido. 

T.: es la temperatura de la pared en contacto con el 

fluido. 

q ces la velocidad de transferencia de calor. 

A la ecuación (1.6) se le conoce como Ley de Newton sobre el 

Enfriamiento. 141 

El proceso de transmisión de calor entre un sólido y un 

medio fluido, y viceversa, es muy complejo y el coeficiente 

convectivo o de transmisión superficial depende de muchos 

factores, En el caso más general h depende de la forma y 

dimensiones del sólido, de las condiciones de flujo, de la 

temperatura, velocidad y propiedades físicas del fluido y de 

otros parámetros. 

TRAl4SF11ENCIA DE ENERGIA CALMIFICA PC R RAIJIACION 

El mecanismo de transporte de energía por radiación no es, 

estrictamente hablando, objeto de estudio de los fenómenos de 

transporte; ya que éste es un mecanismo electromagnético, en el 

que la energía se transporta con la velocidad de la luz, y que no 

requiere un medio material para hacerlo. 

Al no ser el objetivo de este trabajo el resolver los 

problemas de Ingeniería que involucran el mecanismo de radiación 

solo se mencionará que la ecuación que describe el fenómeno de 

radiación es la ecuación de Stefan-Boltzman, y como un ejemplo de 

la presencia de dicho mecanismo de transferencia de energía 

calorífica en la Ingeniería de Alimentos mencionaremos el proceso 

de horneado. 

o 



1.1.2. TRANSFERENCIA DE MASA 
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De esta forma la difusión siempre se lleva a cabo cuando 

existe un gradiente de concentraciones, siendo la dirección de la 
	 e 

transferencia de masa, siempre de mayor a menor concentración. La 

ecuación que representa este fenómeno es la siguiente: 

J = -Dha dc/dx 	.... 

Donde: 

J 	se 	define 	como 	la 	cantidad 	d 

Área 	por unidad de tiempo. 

x 	es 	la 	coordenada 	a 	lo 	lar 

diferencia de concentraciones, 

c es la concentración de la sub subo 

de masa entre unidad de volume 

D es 	el 	coeficiente 	de 	difusió 

unidad de área sobre unidad de 

Esta ecuación que recibe el nom 

análoga a la de FWRIER para la con 

que 	ella 	es 	utilizada 	para 	siste 

significa 	que 	la 	concentración 	n 

tiempo. (4) 

Cuando la concentración o presió 

cambia con respecto al 	tiempo, 	o se 

tiempo o sistemas en estado transient 
puede ser utilizada por 	lo que es 
ecuación que a continuación se explic 

Refirlendonos a 	la flg (1.5) 	, 	1 
dirección 	"x" _ en 	un 	cubo 'canstlt 
dimensiones son M, óy, y dz. 

1S 

......(1.7) 

e substancia por unidad de 

go de la cual existe la 

en unidades de longitud. 

 difundida, en unidad 

n. 
n , el cual se expresa en 

tiempo. 

bre de PRIMERA LEY DE FICK es 

ducción de calor, y al igual 

mas estacionarios, lo cual 

o cambia con respecto al 

n parcial en cualqu4 r punto 

a sistemas dependientes del 

e la PRIMERA LEY DE FICK no 

necesario hacer uso de otra 

a. 

a masa se difunde en una sola 

uido por un sólido, cuyas 



e~~tr ada 	 ,r 

Figura 1.5 

Difusion de Masa en Direcclon X en un Cubo 

Haciendo un balance de materia: 

Velocidad de Entrada 

Velocidad de Salida •r' Velocidad de Acumulación 

Ronde 

Velocidad de Entrada = -D'e (8cAi8X)~ 

Velocidad de Salida a -Dee (8cA/BX~ x~Ax 

Velocidad de Acumulación 	(AxAyA:)dcvidt 

Sustituyendo las ec, en el balance de materia y dividiendo 

entre AxayA2, 

- Ac~~BX jx.Ax)/Aa 	Ac&r8t ..........(1.8) 

si Ax t..ende a cero: 

ºti 	 8c*~9t 	ASA 82 caed.? .... 	.... (1.9 ) 

Conoci.ta como la SE JNAA LEY A£ FICK, que es el análogo de 

la ecuacin, (1,5) de este mismo capitulo. (4) 

La similitud existente entre las ecuaciones (1.4) de 

transferencia de cale,. y ',1.7) de transferencia de masa, para el  
estado estacionarla y et,!te la ecuación (1.5) de transferencia de 

calor y (l,9) de transferencia de masa, para el estado transiente, 



se aprovecha en este trabajo para resolver indistintamente, 

mediante el programa de cómputo desarrollado en el capitulo 2, 



1.2. ECUACIONES QUE DESCRIBEN OTROS FENOMENOS DE TRANSPORTE 

1.2.1. TRANSFERENCIA DE ENERCIA ELECTRICA 

A la transmisión de corriente eléctrica también se le 

considera un fenómeno de transporte, por contener los tres 

elementos centrales que constituyen fundamentalmente a este tipo 

de fenómenos: 1) una fuerza originada por la desigualdad en el 

potencial eléctrico, 2) un movimimento, en este caso de 

electrones, por unidad de tiempo y 3) una resistencia que ofrece 

el medio para que los electrones se muevan. 

Este fenómeno de transporte es representado por la ley de 

Ohm: 

V 	1 R 	(1.10) 

1 	23  

Con la finalidad de hacer notar la similitud entre las 

ecuaciones que representan la transferencia de calor y masa y la 

ecuación (1.10), se hacen los siguientes cambios a la Ley de Ohm; 

1) la diferencia de potencial eléctrico se expresa de manera que 

la diferencia este en función de la dirección del movimiento de  

los electrones (Av/A.x). 2) El movimiento de electrones por unidad 

de tiempo se ve afectado por la unidad de área que se denota como 

Q. 3) Por último la resistencia que opone el medio al movimiento 

j 	 de los electrones se representa por su inversa, la conductividad 

k. 
 

s 	 r 

Qe 	-ke hv/Ax ..........(1.11) 

De esta forma la ecuación (1.11) es similar a las ecuaciones 

(1.4) y (1,7) de transferencia de calor y masa respectivamente. 

• Por lo que zualquler algoritmo para resolver las ecuaciones de 

transferencia de calor y masa, puede ser utilizado para resolver 

problemas de transferencia de energia eléctrica que sean  

representados por la ecuación (1.11). 

it 

0 

1 



1.2.2. TRANSFERENCIA DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO 

El otro fenómeno de transporte es el de cantidad de 

movimiento, que aunque no esta Incluido en el objetivo de este 

trabajo, al igual que el anterior, se mencionará a grandes 

rasgos. 

El transporte de cantidad de movimiento o flujo de fluidos 

(liquidas y gases), se explica mediante el siguiente ejemplo. Se 

considera un fluido que fluye de modo estacionario entre dos 

láminas grandes, planas y paralelas (figura 1.6). 

X L 	___ 

Figura 1.6 

Fluido que Fluye Entre dos Laminas Paralelas 

La experiencia muestra que la velocidad vy del flujo del 

fluido en cualquier punto depende de la distancia de ese punto a 

una de las láminas. La velocidad es máxima en el punto medio de 

las das láminas y desciende hasta cero en cada lámina. Las flechas 

en la figura Indican la magnitud de vy en función de la coordenada 

vertical (x). Las capas horizontales adyacentes de fluido fluyen a 

diferentes velocidades y "se deslizan" unas sobre otras. Cuando 

dos capas adyacentes se deslizan una yunto a otra, cada una ejerce 

sobre la otra una fuerza de fricción que opone resistencia, y es 

esta fricción interna del fluido lo que da origen a la viscosidad. 

Se considera en la misma figura (1.6) una superficie 

0 



Imaginaria de área A trazada entro las láminas y paralela a ellas. 

El fluido que está en un lado de esta superficie ejerce una fuerza 

en la dirección (x) sobre el fluido que está en el otro lado; esta 

fuerza tiene la magnitud PA, 	siendo P la presión local. 	Además, 	a 

causa del cambio en la rapidez de flujo por el cambio de 	(x), 	se 

encuentra 	que 	el 	fluido 	ejerce 	una 	fuerza 	de 	fricción 	en 	la  

dirección 	(y) 	sobre el 	fluido del 	lado opuesto. 	Sea Fy 	la 	fuerza 

de fricción ejercida por el fluido de movimiento más lento situado 

a 	un 	lado 	de 	la 	superficie 	sobre 	el 	fluido 	de 	movimiento 	más 

rápido. 	Los experimentos sobre flujo de fluidos muestran que Fy, 

es proporcional 	al área de superficie de contacto y al gradiente 

dvy/d. de velocidad de flujo. 	la constante de proporcionalidad es 

la viscosidad 	del fluido. 

Fy 	-li A dvy/dx 	..........(1.12) 

Donde: 	Fy es 	la 	fuerza 	de 	fricción 	ejercida 	por 	el 	fluido en 

movimiento. 

N es la vlscoaidad del fluido. 

A representa el área de superficie de contacto. 
dvy/dx es el gradiente de velocidad de flujo. 

El signo menos muestra que la fuerza de viscosidad sobre el 

fluido que se mueve más rápido está en dirección opuesta a su 

movimiento. 

La ecuación (1.12) es la Ley de Newton de la viscosidad. 	La 

experiencia 	muestra que se ajustan bien a ella 	los gases y 	la 

mayoria de los liquides. 

Cuando tenemos un flujo laminar se aplica la ecuación (1.12), 

o con velocidades de flujo no demasiado altas. 	A velocidades de 
flujo altas, 	la ecuación (1.12) no es válida, 	y el flujo se llama 

turbulento. 	Otra restricción de la ecuación (1.12) es que ciertos 

tipos de fluidos no obedecen dicha ecuación a cualquier velocidad 

de flujo y se les llama fluidos no Nertonianos. Para un fluido no 

newtoniano, 	la viscosidad, 	es definida como: 

N s - Fy A t  (dvyldx ) t 	.......... (1.13 ) 
1S 
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1.3. DISTINTOS METODOS DE RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE 
TRANSPORTE 

1.3.1. ESTADO ESTACIONARIO Y TRANSIENTE 

1ETDtO ANALITICO 

La solución analítica de las ecuaciones diferenciales que 

representan a los fenómenos de transferencia de calor y masa puede 

hacerse por distintos métodos, uno de los más comunes y el 

utilizado en este trabajo es el de separación de variables. El 

cual consiste en suponer que la solución depende de las variables 

x y t de manera Independiente, esto es como un producto de dos 

funciones de una sola variable. La sustitución de este producto 

dentro de la ecuación diferencial da como resultado ecuaciones 

diferenciales ordinarias. Estas ecuaciones son integradas y con 

ayuda de las condiciones limite correspondientes a cada tipo de 

problema se encuentra la solución. 

La resolución de problemas en estado estacionario 

analíticamente es relativamente fácil, aunque no deja de ser 

tedioso el repetir los cálculos matemáticos cuando se requiere 

hacer un cambio en las condiciones limite. 

En cuanto a la resolución de problemas en estado transiente, 

la obtención de la solución se complica al tener que considerar 

las condiciones de frontera en su forma completa. 

ICT000 GRAFI O 

El método gráfico surge con la finalidad de evitarse la 

serie de cálculos matemáticos que Implica el resolver un problema 

de transferencia de calor o masa, mediante el método analítico. 

Este método es una de las formas de resolución más práctica, 

por que cuando se tiene bien definido el problema a resolver se 

busca la gráfica adecuada y se obtiene el resultado, aunque no 

por ser práctico es exacto ya que siempre que se obtiene un valor 



lectura. Otra de las desventajas de este método se presenta 





2.1. TECNICA DEL ELEMENTO FINITO 

2.1.1. DESCRIPCICN DEL MET000 

El elemento finito es una técnica numérica, para resolver  

ecuaciones diferenciales. Su principio consiste en convertir la 

ecuación diferencial en un sistema de ecuaciones algebraicas lo 

cual se logra mediante la aproximación de una función continua 

que se define en todos los puntos dentro de la región de solución 

de la ecuación. Existen distintas formas para lograrlo por lo que 

a continuación se hace referencia a algunos de los métodos más 

utilizados para la obtención de las ecuaciones del Elemento 

Finito. 

1) Principio de Variación. 

2) Medidas Residuales. 

2.1) Método de Galerkin. 

2.2) Método de Mínimos Cuadrados. 

1) Principio de Variación. Consiste en determinar los 

valores de los puntos definidos en la función continua mediante 

la minimizaclón dei valor de una función relacionada al proceso 

físico en consideración. Lo que hace que las ecuaciones locales o 

de cada elemento se transformen en un conjunto de ecuaciones 

algebraicas que pueden ser resueltas crin relativa facilidad. Esto 

trae como consecuencia que cualquier función que se minimiza 

(principio de variación) satisface la ecuación diferencial por 

resolver, con sus respectivas condiciones limite. Este es el 

método utilizado en este trabajo y uno de los métodos más 

poderosos utilizados en ingenieria. 

2) Medidas Residuales. El método de medidas residuales se 

basa en obtener la solución aproximada de la ecuación diferencial, 

que minimiza la diferencia entre la aproximación y la solución 

i Y 	 exacta de la ecuación diferencial. Para lograrlo, el error, o 

diferencia correspondiente, puede ser multiplicado por una función 

de medida o peso. Existen diferentes formas para escoger las 
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funciones de peso: el método de Galerkln, el método de mínimos 

cuadrados. el método de momento y por último el método de 

colocación. De estos métodos mencionados, los más utilizados son 

los dos primeros por lo que solamente se explicaran el principio 

del método de Galerkin y el de Mínimos Cuadrados a grandes rasgos. 

2.1) Método de Galerkin. El método de Galerkin minimiza la 

proyección ortogonal de la función solución sobre un espacio 

generado por una serie de funciones linealmente Independientes 

(funciones de aproximación). Es necesario mencionar que en 

aquellos problemas de Ingeniería en que no es fácil encontrar un 

principio varlacional, la integración de Galerkin es una 

alternativa que proporciona resultados Idénticos a los obtenidos 

para el método de variación. Sin embargo, la determinación por el 

método de Galerkin, de la función de aproximación es difícil de 

encontrar para geometrías y condiciones límite complicadas. 

2.2) Mínimos Cuadrados. De Igual fortna que para el método de 

Galerkin no se necesita el principio de variación, en el de 

mínimos cuadrados tampoco es utilizado ya que basa su principio 

en minimizar la suma de los errores al cuadrado. Las ecuaciones 

resultantes de este método son muy parecidas a las obtenidas por 

• el método de Galerkin, siendo la única diferencia el que la 

función de peso es sustituida por un término que Involucra la 

• derivada del error con respecto a un parámetro. De esta forma el 

método de mínimos cuadrados involucra derivadas más grandes que 

las utilizadas en el método de Galerkin, por lo tanto requiere de 

una función de peso de mayor orden. Para profundizar más sobre 

este tema comparativo puede verse la referencia 131. 

Con la finalidad de comprender mejor la técnica dei Elemento 

Finito a continuación se mencionan los pasos a seguir para la 

aplicación de la técnica numérica. 
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2.1.2. PASOS DE LA TECNICA DEL ELEMENTO FINITO 

A) Formulación de la ecuación diferencial que represente el 

problema a resolver. (Este punto no es exclusivo de la 

técnica del Elemento Finito, ya que tamblen es necesario para  

cada uno de los distinto métodos de resolución mencionados 

anteriormente). 

B) División del dominio en elementos finitos. 

C) Selección de las funciones de interpolación. 

D) Obtención de las ecuaciones locales. 

E) Obtención de las ecuaciones globales a partir de 

ecuaciones locales. 

F) Modificación del sistema de ecuaciones debido a las 

condiciones limite. 

G) Solución del sistema algebrálco formado por las 

ecuaciones globales. 

A) FORMI1LACI0d1 DE LA ECUACICN DIFERENCIAL OUE REPRESENTE EL 

PROBLEMA A RESOLVER 

En este punto se define el problema a resolver y se expresa 

mediante una ecuación diferencial, por lo que los problemas que 

sean representados por el mismo tipo de ecuación diferencial 

pueden resolverse con el mismo algoritmo y solo diferirá en 

cuanto a las condiciones límite. Por lo tanto en este punto queda 

definido el tipo de problema a resolver, las dimensiones en las  

cuales se trabajará y, en el caso de ser problemas de 

transferencia, si se trata de estado transiente o estacionarlo. 

Las ecuaciones diferenciales que representan los problemas 

estudiados en este trabajo son: 

d2O/dx2  = 0 	ESTADO ESTACIONANtl.....(2.1) 

	

d,/dt = a d2  /dx2 	ESTADO TNANSIENTE.......(2.2) 
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para transferencia de calor O=T y para las ecuaciones de 

transferencia de masa ¢=C, siendo T la temperatura y C la  

concentración. Las ecuaciones del Elemento Finito, desarrolladas 

en este trabajo, pueden utilizarse para cualquier problema de 

transferencia de calor y masa, que se vea representado por dichas 

ecuaciones, o que se reducen a ellas. 

D) DIVISION*1 DEL DOMINIO EN ELE$B410S FINITOS 

Para la comprensión de este paso se explican a continuación 

aleunos conceptos básicos. 

tt0,1 oonalc n. Ilmlte 
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2 	 3 	 4 	 5 

1 	 II 	111 	IV 	y 	 VI 

Figura 2.2 

Division del Dominio en 5 Elementos o Subdominto con sus 

Respectivos Puntos de Corte Llamados "NODOS Marcados con Numeres 

Romanos 

C) SEL<ECCIOI DE LAS FIRCIOIES DE IPIFERPOLACION 

En este punto se detalla uno de los conceptos fundamentales 

del método, ya que aclara el porque de las funciones de 

interpolación, y se establece que cualquier parámetro continuo, 

como temperatura, concentración, presión, etc, pueden ser 

aproximados mediante un modelo constituido por una serie de 

funciones continuas (funciones de interpolación) definidas sobre 

un número finito de subdominios (elementos finitos). 

Este paso puede decirse que es el primero de los puntos 

criticos de la técnica numérica, ya que si no se utilizan las 

funciones de interpolación adecuadas no se encuentra un 

resultado 	que converja a la solución de la ecuación diferencial  

a resolver. Por la importancia de las funciones de interpolación, 

abriremos un. paréntesis para explicarlas más detenidamente 

mediante el siguiente ejemplo: se tiene un sistema unidimensional 

con un elemento delimitado por dos nodos (ver figura 2.3). 
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De esta forma las ecuaciones que se encuentran entre 

corchetes son las funciones de Interpolación lineales, que para 

facilitar su manejo siempre que se haga referencia a ellas las 

denotaremos como N, las cuales son multiplicadas por su 

respectiva variable •.I11 

En general se puede decir que, las funciones de 

interpolación son polinomios que satisfacen las condiciones 

limite globales. Pueden existir varios tipos de polinomios de 

interpolación: lineales, cuadráticos, cúbicos o de orden 

superior. Los dos primeros son los más utilizados y los que 

utilizaremos en el presente trabajo. En el caso de la 



. 	t 	. 	XX 

Figura 2.5 

• Dominio Dividido en Dos Elementos (Denotados con Numeros Romanos) 

y 5 Nodos (Denotados por Numeras Arabigos) Utilizando la 

tnterpolaclon Cuadratica. 

Los gráficas de las figuras (2.4) y (2.5) corresponden al 

caso unidimensional, aunque esto no quiere decir que en dos y tres 

dimensiones no se apliquen las funciones de interpolación lineales 

y cuadráticas. En las tabla (2.1) se representa la dimensión del 

dominio dependiendo de la geometría del elemento y en la tabla 

(2.2) las funciones de interpolación lineales y cuadráticas. 

TABLA 2.1 

DIMENSIOM DEL 110MINlO DEPENDIENDO DE LA GEOMETRIA DEL ELEMENTO 

D1ME)ISIllN 	GEtk1ETRIA 
DEL ELEl1ENTD 

Unidimensional 	Linea recta 

Bidtmensional 	Triangular 

Rectangular 

Cuadrangular 

Tridimensional 	Tetraedros 

Hexaedros regulares 

Hexaedros irregulares. 

Por último, podemos decir, que las funciones de 

interpalacion se escogen con base en la geometría del dominio y 

el grado de exactitud requerido, ya que aunque el problema pueda 

resolverse, por sus características, con ecuaciones de 
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interpll.ici)n lineales el resultado será generalmente más preciso 

si se utilizaran las funciones de Interpolación cuadráticas, Para 

reforzar esto diremos que ha sido comprobado que la relación 

de _,,nrergencia es del orden de h 	, donde k denota el orden del 

polinomio, Asl que el error disminuye como hZ y h' para las 

ecuaciones de interpolación lineal y cuadrática, respectivamente. 

ll1. 

TABLA 2.2 

FUNCIONES DE INTERPOLACION LINEALES Y CUADRÁTICAS 

Ft~NC14VES DE INTERPOLACIDN LINEAL 

Nt■l-x/L 
N2 = x/L 

F WIW-5 DE INTERPOLACION CUADRATICAS 

Ni - 1 - 3x/L ♦ 2(x2/L2) 

Na - 41x/L - (x2r22) 1 

N3 - 2(x2/L2) - x/L 

Donde Nn representa la funcion de Interpolacion de cada nodo, x es 

cualquier punto del dominio y L es la distancia que existe entre 

Lis modcts. 

Dl OBTEEC I NN DE LAS ECUACIONES LOCALES 

Es en este punto donde se decide el método de integración 

que se utilizará En el presente trabajo se utiliza el Principio 

de rarlacian, que como ya se menciono anteriormente, es uno de 

)as mátalos más utilizados en ingenieria. 

La. obtención de las ecuaciones locales se logra mediante la 

minimi;ación del principio de variación o de la función continua 

que represente a la ecuacion diferencial que describa al problema 

a resolver, con sus respectivas condiciones limite. Con la 

l 	 finalidad de que este punto sea comprendido se explica mediante la 
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utilización de un ejemplo en la página (34). 

E) 0º3TE31CIOPI DE LA ECU.ACI 	GLO®AL A P RTITIIR DE ECUACIO'I2S LOCALES 

La técnica de¡ elemento finito consiste en aproximar la 

función solución de la ecuación diferencial dentro de cada 

elemento y unir después estas aproximaciones llamadas "locales" 

para obtener una aproximación "global". 

La Integración de las funciones de Interpolación a funciones 

globales representa la unión de las funciones locales del problema 

a resolver, obtenlendose con ello valores numéricos para cada 

nodo, existiendo as( una sola función que representa a cada 

elemento con sus respectivos nodos, cuando se trate de una unión 

de elementos los valores nodales son sumados, en la Interpolación 

cuadrática el nodo central no requiere ser sumado con los nodos 

anterior y posterior, ya que no está marcando la división entre 

elementos. Los valores numéricos obtenidos definen un conjunto de 

funciones continuas dando como resultado una aproximación de los 

parámetros desconocidos, Por lo que para cada tipo de problema 

contaremos con ecuaciones globales distintas. 

La forma general que se utiliza para representar el conjunto 

de ecuaciones globales tiene la siguiente forma: 

t►1tP1(F) ..........(2.11) 

Donde: 1k) representa la matriz de conducción de calor o 

difusión de masa. 

(F) es el vector de fuerzas o de términos 

independientes. 

t+) es la variable T (temperatura) para transferencia 

de calor y C (concentración) para transferencia de masa. 

Para la mejor comprensión de este punto se utiliza un 

ejemplo ilustrativo que se presenta después de la explicación de 

los puntos if) y (g). 

32 

o 



e 
E) ?ItX) I F I CtC I GN DEL SISTEMA DE ECUACIONES DEBIDO A LAS COPO I C I ONES 

LIMITE 

El sistema de ecuaciones caracterizado por la ecuación 

anterior (2.11), obtenido de la globalización, debe de ser 

modificado cuando cualquiera de los términos 0 es conocido, ya que 

la mayoría de los problemas planteados en ingeniería tienen 

valores conocidos en la frontera. Esta modificación del sistema 

consiste en: 

Hacer cero todos los coeficientes del renglón de donde es 

conocido algún valor de 0 y también los valores de la respectiva 

columna, menos el valor que se encuentra en la diagonal, citaremos 

un ejemplo para cuando se conoce $, por lo que las 1 y j de la 

matriz Ikl que contengan 5 son todos cero, menos el que tiene los 

valores de 1 y j Igual a 5. 

En cuanto a las correcciones que se hacen al vector (F), 

consisten en reemplazar el valor de la Fs, por el producto Kssms. 

Las ecuaciones restantes del vector (F1) se les resta el producto 

K1.4a, donde j es diferente de 5. 

G) SOLUC I ON DEL SISTEMA ALCEEIRA I CO FC) IADO POR LAS ECUAC I (MES 

GLOBALES 

El sistema de ecuaciones lineal se resulve mediante cualquier 

método numérico como: Gauss-lardan o Gauss-Seidel entre otros. 

aunque es necesario mencionar, que en un principio el sistema de 

ecuaciones era resuelto mediante la inversión de matrices, lo cual 

se hacia sin el uso de la computadora. En el presente trabajo el 

método numérico utilizado fue Gauss-Jordan, y solo se analizan 

sistema de ecuaciones lineales. 

Como puede observarse el uso de la técnica del Elemento 

Finito, implica resolver una gran cantidad de operaciones 

matem áticas; por lo que llega a resultar impráctico trabajarlo 

manualmente cuando el dominio se divide en un número de elementos 
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Distribución de temperaturas en una aleta para una dir 

considerable, por ello es conveniente desarrollar un programa de 

computo para solucionar los ejemplos presentados en este trabajo. 

El programa de computo, escrito en un lenguaje de alto nivel, fue 
	 4 

desarrollado en una computadora IBM PS-30 equipada con un 

coprocesador matemático. La eficacia del mismo se verifica 

mediante la comparación de resultados obtenidos con el programa y 

de los obtenidos con otros métodos de resolución entre ellos el 

analitico. 

Para concluir la ex licación de la técnica del Elemento p 

Finito, a continuación se resuelve el siguiente ejemplo: 

EJE?M'LO 



La ecuación diferencial que describe el fenómeno tiene, la 

siguiente forma: 

d2T/dx2  = 0 ..........(2.12) 
ír 

Las condiciones limite de este ejemplo son: 

k. dT/dx + q a 0 cuando x-0 ...(2.13) 

• y kx dT/dx + h(T-Ta) = 0 cuando x-L ...(2.14) 

Dando k es la conductividad de( material T es la 

temperatura, x es un punto a lo largo de la placa, q es el calor 

cedido por el material al medio, h es el coeficiente convectivo, 

• Ta es la temperatura del medio y L es la longitud total de la 

• placa. 

Para encontrar las ecuaciones de la técnica del Elemento 

Finito es necesario conocer el principio de variación equivalente 

a la ecuación (2.12), el cual se muestra a continuación: 

1 	J k■/2 (dT/dx)Z  dV + .f(qT + 1/2h(T-Ta)Z I dS ...(2.15) 

Para profundizar sobre el método para la obtención del 

principio de variación equivalente a un operador diferencial 

lineal cualquiera puede verse la referencia 111. 

Cualquier distribución de temperaturas que satisfaga el 

mínimo de la ecuación (2.15) también satisface la ecuación (2.12) 

y sus condiciones limite. Para nuestro ejemplo existen dos 

elementos con tres nodos (interpolación lineal). Es necesario que 

la función minimizada se cumpla en todo el dominio, de esta forma 

podemos conocer el valor de la variable en los nodos o en 

cualquier otro punto del dominio. 

Las ecuaciones de temperatura correspondientes a cada 

elemento son: 
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Tut= Ni Ti + N,Ta ...(2.16) 
TrzÇ Nz 2 T2 + N3tztT3 ...(2.17) 

Donde N con subíndice uno, dos y tres son las funciones de 

Interpolación para la interpolación lineal, lo cual fue explicado 

en el punto "c" en páginas anteriores. 

Para evaluar la Integral de la ecuación (2.15) se separan los 

términos de superficie ya que para nuestro ejemplo en un extremo 

se cumple solo una condición limite. 

1 _ ¡i ,'z k,cfdT(x)/dxlz  dV + .f 1gT(x) dS + l 2h/21T(x)-Ta12  dS 

(2.18) 

Donde sl,s2 son las áreas. El valor de 1 se obtiene mediante 

la sustitución de T(x) de las ecuaciones (2.16) y (2.17) y 

evaluando la Integral: 

S.tgT(x)dS 	qTt j.tdS = gTtAt ...(2.19) 

.F 	h/2IT(x)-Tal2  dS = h/2(Ta-Ta)2 !*2  dS= lhA3(T3-Ta)21/2...(2.20) 

La integral de volumen de la ecuación (2.15) se separa en dos 

por que dT/dx puede tener diferentes valores en cada uno de los 

elementos, y se evalua a continuación. 

.i ks/2(dT/dx)2dV 
kxtttA l /2LIu(-Ti+Tz)2  + k.iztA(zt/2L(2)(-T2-T3)z  

(2.21) 

El separar la integral de volumen en la suma de integrales, 

correspondientes a cada elemento, produce uno de los principales 

beneficios de la técnica dei Elemento Finito, ya que permite 

cambiar las propiedades del material de un elemento a otro. 
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determina su valor tomando en cuenta los dos nodos 

correspondientes a cada uno de los elementos, por lo que en donde 

existe la unión de los elementos los valores limite de cada uno 

de ellos es sumado, por último la temperatura tres se conoce 

haciendo referencia a los nodo^ dos y tres del segundo elemento. 

A la obtención de este conjunto de ecuaciones es a lo que se 

le llama globalizar las ecuaciones locales, para la interpolación 

lineal. En el caso de tratarse de una interpolación cuadrática, la 

diferencia radica en que la temperatura uno sería determinada por 

tres valores nodales perteneciente al primer elemento, la 

temperatura dos seria determinada mediante los valores nodales de 

los dos elementos y se sumarían en la unión y por último la 

temperatura tres que se conocería su valor mediante los tres nodos 

que constituyen el segundo elemento. De esta forma el nodo 

adicional de la interpolación cuadrltica, que casi siempre esta en 

el centro, se toma en cuenta para constituir una ecuación local, 

pero cuando se globaliza no se suma, ya que su presencia no 

representa la división o límite de un elemento sino que forma 

parte de este. Cato se verá con más claridad en los ejemplos que a 

lo largo del trabajo se muestran. 

Para facilitar el manejo de la ecuación (2.26) se expresa a 

continuación en forma general: 

(kl {O) 	(F) ...........(2.27) 

Donde ¡kl es la matriz de conducción cuando se trata de un 

problema de transferencia de calor, (•) es la temperatura en cada 

nodo o la variable por determinar y IF) es el vector global de 

• fuerzas. De esta forma se ha globalizado el problema ejemplo 

haciendo uso de las funciones locales. 
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2.2. ASPECTOS COMPUTACIONALES.  

2.2.1. DESCRIPCION DEL PROGRAMA 

Para la mejor comprensión de la explicación del programa 

puede verse simultaneamente la figura (2.7). 

El programa cuenta con la opción de hacer una demostración en 

la cual se hace una comparación de la obtención del perfil de 

temperaturas en estado estacionario y su respectiva solución 

analítica, para la cual no es necesario introducir las variables 

de los tres primeros Incisos que se mencionan a continuación. 

El programa requiere que se le introduzcan algunos 

parámetros los cuales se enlistan a continuación: 

a) Las propiedades físicas del cuerpo como; longitud, perímetro 

• y área. 

b) El tipo de problema; ya sea de transferencia de calor o de 

masa. De tal forma que si se decide resolver un problema de 

transferencia de calor se introduzca la conductividad térmica, 

cuando se presente transferencia de calor por convección, flujo 

de calor superficial o calor generado internamente, se introducen 

los términos correspondientes. Si se trata de un problema de 

transferencia de masa el parámetro solicitado por el programa 

será la difusividad y el coeficiente de convección. 

• c) Las condiciones de frontera, incluyendo las condiciones del 

medio, ya sean temperaturas o concentraciones. 

d) El número de elementos, y el tipo de interpelación (lineal o 

• cuadrática), ya que el cálculo de la matriz (k) se hace de 

diferente forma, dependiendo del tipo de interpoiaei6Ñ elegida. 

el Condiciones de frontera, si existen el programa cuenta con una 

subrutina que hace una corrección en el sistema de ecuaciones. 

• 
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f) Estado estacionario o transiente, cuando se trata del estado 

• transiente es necesario indicar el perfil de temperaturas o de 

concentraciones Inicial, el tiempo total y el ¿t, para el caso de 

• transferencia de calor se pedirán la densidad y el calor 

especifico del cuerpo por analizar, con esta información y la 

matriz Ikl se calcula la matriz (CI. La matriz (C) es multiplicada 

por la variable (temperatura o concentración) y a continuación se 

soluciona el sistema de ecuaciones, Este último paso se repite 

hasta que se llega al tiempo total. 

Cuando se trata de un problema en estado estacionarlo no es 

necesario Introducir nuevas variables, por lo que el programa 

imprime el resultado inmediatamente. 

En este punto es necesario aclarar que las unidades en las 

que se introduce el tiempo, lo cual lo aclara el programa en 

pantalla, son minutos por lo que es necesario tener cuidado para 

Introducir todas las variables en unidades homogéneas. 

Otra de las opciones con la que cuenta el programa es la 

resolución del problema mediante el método analítico. 

Al ser introducidos todas estos parámetros el programa 

imprime los resultados en pantalla, los cuales a su vez pueden 

imprimirse en papel. 

DIA(IRMIA DE GLOOUES 

A continuación se expone el diagrama de bloques del programa de  

cómputo que se desarrolló para la resolución de problemas de 

• transferencia de calor y masa mediante la técnica numérica del 

Elemento Finito, 

t ' 	 s 
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2.3. INFLUENCIA DEL NMRO DE ELEMENTOS Y ORDEN DE INTERPOLACION 

EN L.A TECNICA DEL ELEMENTO FINITO 
	

0 

Con la finalidad de ejemplificar la utilidad de la técnica 

del Elemento Finito y verificar la exactitud del programa de 

cómputo elaborado, se resuelve un problema de transferencia de 

calor en una dimensión y en estado estacionario. El mismo problema 

• es resuelto utilizando, en primer lugar, la Interpolación lineal y 

posteriormente mediante la interpolación cuadrática, variando el 

número de elementos para cada interpolación. Esto se realiza con 

el objeto de analizar la influencia del tipo de interpolación y el 

número de elementos en el resultado final del problema. Los 

resultados obtenidos con el programa desarrollado se comparan con 

su respectiva solución analítica. 



Las propiedades físicas de la aleta del estaño se mencionan 

a cnntinuacinn: 

k- 59 watts/m °K 	 Arca= 0.0004 mea 

h= 10 watts/m2.K 	 Perimetro= 0.04 m n 

Ti- 373°K 	 longitud total= 0.15 m. 

Te- 29f1( 

2.3.1, INTERPOLACION LINEAL 

La aleta es dividida en 4 elementos como se muestra en la 

figura (2.81. por lo que cada elemento tiene una longitud (L)= 

0.0]75 m. 

Considerando el tipo de ecuación que se mencionó en el 

inciso (a) para transferencia de calor en estado estable y 

haciendo uso de las funciones de interpolacion lineal para un 

segmento con longitud total L. presentaremos las matrices 

correspondientes para la solución por Elemento Finito, respetando 

las siguientes condiciones limite: 

kdT/dx . 	0 cuando x0 	(2.28) 

kdT/dx + h(T-Ta) = 0 cuando x-L ....(2..29) 

Donde k es la conductividad térmica del material, q es el 

flujo de calor, h se refiere al coeficiente convectivo, x. es un 

punto de la longitud total L de la aleta analizada, T es la 

temperatura en el punto x y Te es la temperatura del medio. 

51 existe calor cedido o ganado en los limites debido a la 

conveccien, h(T-Tal, o por un flujo de calor, entonces: 

k(aT/dx) + A(T-Ta) + q - 0 ...(2.30) 

El siguiente paso es minimizar mediante el principio de 

variación, el valor de la integral que para esta ecuación es 111: 

1 = j V,2(dT,'dx)'dv + .f 1gTal/2i(T-Ta))ds._(2.31) 
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demoati.r la globalización de las funciones de Interpolación, por 



• término despues de Integrar es: 

• h(N)TIN)dS a hPL/6 I t 21 	. (2.43) 

Sust(tuyendo las ecuaciones (12.41) y (2.43) en la ecuación 

(2,32)• 

ikul(= Ak■/l. [ i 	i] • Phl/6 
L
i 	.....(2.44) 

Por último se evalua la integral de) vector (f) 

(f' l) _ - (QAL-4PL.hTaPL/2){~} .....(245) 





-.6265 	0 	0 	0 	0 	TI 	2.1975 

.ntnp 	L:nAb 	-.a:aA 	n 	o 	o 	Tz 	&a9s 

-.e eR 	1.2e01, 	•.6211 	0 	0 	T3 	4.395 	 f  

0 	0 	-.6244 1.:bee -.6260 0 	T4 4.395 

0 	0 -.6210 1.2686 -.6260 15 4.395 

0 	0 	0 -.6268 1.2686 T6 3.3695 

Para este ejemplo se conoce la temperatura inicial del nodo 1 

iT1-3730K) por lo que es necesario corregir la matriz (k) y el 

vector If1 como se explico en cl inciso (F), obtenlendose el 

siguiente sistema de ecuaciones: 

0 	0 	0 	0 	0 	TI 	236.594 

0 	1.26116 	-.6260 	0 	0 	0 	12 	234.191 

0 	-.62tA ¡.2666 -.6260 0 	0 	T3 4.395 
a 

0 	0 	-,6260 1.2666 -.6266 0 	T4 4.395 

0 	0 	0 -.6260 1.2626 -.6265 T5 4.795 

L 0 	0 	0 	0 	-.6266 1.7696 	16 	3.3695 

Como ya se explicó anteriormente el sistema de ecuaciones es 

resuelto mediante el método de Causs-Jordan, aunque es necesario 

mencionar que existe una modificación al método de Gauss el cual 

surgio con la finalidad de resolver sistemas de ecuaciones que 

forman una matriz banda como la resultante en este ejemplo, y que 

consiste en almacenar sólo los valores numéricos diferentes de 

cero y de esta forma se hace más eficiente la resolución del 

sistema de ecuaciones con estas características, para profundizar 

sobre este método resolutivo puede consultarse la referencia 

I11.Lns resultados obtenidos para este problema se muestran en la 

tabla (2.3). junto con los resultados comparativos entre la 

solución analitica del problema propuesto y la solución obtenida 

mediante la técnica del elemento finito, esta última obtenida para 

los elementos: 2, 3, 4. 5 y para la interpolación lineal y 

:uadratica, 



2.3.2. INTERPOLACION CUADRATICA 

La 	metodologia 	para 	resolver 	un 	problema 	mediante 	la 

interpolación 	cuadrática 	no 	difiere 	de 	la 	forma 	de 	resolución 

utilizando 	la 	interpolación 	lineal. 	Sin embargo 	existen cambios 

en 	cuanto 	a 	las 	ecuaciones 	locales, 	por 	lo 	que 	sólo 	se 	hará 

referencia a esta diferencia en este punto. 

La 	ecuación 	(2.44) 	que 	se desarrolló 	para 	la 	interpolación 

lineal, 	toma la siguiente forma para la Interpolación cuadrática: 

• 
v 	-a 	t a 	z 	t 

1k1i1 ) 	Ak■/3L [-a 	ta 	-a + 	PhL/30 [s 	ts 	zl 

t 	-a 	vJ 	t 	t 	4J 

• (2.48) 

La ecuación (2.45) tambión se modifica para la interpolación 

cuadrática, y se muestra a continuación: 

(ft•!) = - (QAL - qPL ♦ hTaP1✓6) 

{} .....
(2.49) 1J 

En 	cuanto 	a 	las 	modificaciones que 	se 	hacen debido 	a 	las 

condiciones 	límite 	las ecuaciones 	(2.46) 	y 	(2.47) 	se 	expresan 	a 

continuación, para la interpolación cuadrática. 

Mf O 

J h(N)T[NIdS = h wl [Nf Ni NkldS = h o lo o ildS~ 

a 	o 	oi 1 	h o 

0 	0 

dS 	..........(2.50) ¡ Jooij 

(0l 	 I 

• S (N) ThTa dS 	hTa_4 lC) (2.51)  
lt J 

Para 2 elementos 	(interpolación cuadrática) 	y haciendo uso 

de las mismas condiciones que para el ejemplo anterior, la matriz 
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(kl se muestra a continuación: 

	

0.7382 	-0.8371 	0.1039 

	

(k1 a- 0.8371 	1.6942 	-0.8371 

	

[0,1039 	-0.8771 	0.7382, 

El vector de términos Independientes, de igual forma que 

para el ejemplo anterior, se ve afectado por las mismas condiciones 

limite, por lo que ya globalizado es: 

F>_{
165 

6~5} 
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TABLA 2.3 
INTERPOLACION LINEAL 

# NUMERO DE ELEMEBIT05 

2 3 	4 5 	SOL.ANALITICA 

0 373 373 	373 373 373 
.03 - - 367.8849 368.1686 
.0375 - - 	366.7811 - 367.1426 
.05 - 365.1007 	- - 365.5893 
.06 - - 	- 363.915 364.4853 
.075 362.2825 - 	362.3339 - 363.0559 
.09 - - 361.0297 361.8938 
.1 - 360.2782. 	- - 361.2653 
.9125 - - 	359.5427 360.6423 
.12 - - 359.1817 360.3516 	_  
.15 351,2777 358,3268 	358.3439 351.364 359.8111 

TABLA 2.3A 

PORCIElITO DE ERROR, 	INTERPOLACION LINEAL 

~j 

 

MERO DE ELEmEmoS 

2 3 	 4 5 

,C93 - .. 0.0771 
.0375 - - 	0.0976 - +- 
.05 - 0.1361 	- -. J, 
.06 - - 0. 1565  

s 	- .075 0,2129 - 	0.1959 - i. 
.09 - -. 	- 0.2388  
.1 - 0.2732 
,1125 - 

- 	
0.3049 -. f 

.12 - - 	- 0.3266 
15 0.4353 0.4216 	0.1169 0.4147  
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jf PAAIERO IDE ELEMENTOS 

 

2 7 4 5 	SCL.AMALITICA 

L(.) 

0 373 373 373 373 373 
.015 - - - 370.2965 370.4366 
,01875 - - 369.6684 - 369.8123 
.025 - 368.66 - - 368. 8923 
.03 - - 367.8879 368.1686 	 - 	- 
.0375 366.7936 - 366.7936 - 367.1426 
.065 - - -- 365..7652 366.1873 
.05 - 365.1223 - - 365.5893 
.05625 - - 364.3593 - 366.885 
.06 - - - 363.9202 364.4853  
.075 362.3504 362.3493 362.3503 362.346 363.0559 
,09 - - - 361.0363 361.8938 
.09375 - 360.7537 - 361.6645 
.1 - 360.3118 - 	- - 361.2653 
105 - - - 359.9863 360.99.45 

.1125 359.5627 - 359.5631 - 360.6423 	- 	- 	- 
12 - - - 359.1921 360.3546 

.125 - 358.988 - - 360.1986 	Il 

.13125 - 358.7682 - 360.0433  
.135 - - - 358.6506 359.9716  
.15 359.3653. 358.3654 358.3654 358.3595 359.884* 

4 ~ 

5Z 
} 
¡ 



L(.) 

o o 
,015 	- . .01675 	- 
,025 	- 
.03 	- 
.0375 	0.0951 
,065 	- 
.05 	- 

- 	 .05625 	- .. 	
.06 	- 
.075 	0.19432 
.09 	- 

. 	 ,09375 	- 
.1 
.105 	- 
,1125 	0.2993 

12 	 - 
125 	- 

.13125 	- 
135 	- 

.15 	0,4109 

o 

0,0629 

0.1277 

0.1946 

0.2639 

0.3360 

0.4113 

TABLA 2.4A 
PORCENTAJE DE ERROR. INTERPOLACION CUADRATICA 

# DE ELEMENTOS 

2 	 3 	 4 	5 

o 0 - 0.0379 
0,047 - 
- 0.0762 

0.0950 -  - 0.1153 

0.1441 - - 0,1550 
0.1963 0.1955 	-  - 0.2369 
0.2460. 

- 

- 0.2792  
0.2992 - - 0.3226  

0.3561 - - 0.367 
0.4109 0.4126 

Con la finalidad de visualizar las diferencias entre el orden 

de interpolación (lineal y cuadrática) y el número de elementos, 

se elaboraron una serie de gráficas las cuales se muestran a 

continuación. 

De la gráfica 2.1 a 2.12 se muestran los perfiles de  

temperaturas para los elementos 2, 3, 4 y 5 calculados con la 

Interpolación lineal y cuadráticas y a continuación se muestra la 

gráfica comparativa entre las interpolaciones y la solución 

analítica para cada diferente número de elementos. 

Por otro lado las gráficas 2.13 y 2.14 muestran la influencia 

del número de elementos para cada una de las interpolaciones 

(lineal y cuadrática). 
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2.4 TECNICA DEL ELEMENTO FINITO EN ESTADO TRANSIENTE 

En esta sección del capitulo se explica la metodología para 

resolver un problema de transferencia de calor en estado 

transiente y en una dimensión por medio de la técnica del Elemento 

Finito. 

NETDDOEO3BA DL ELE 1i TO FINITO EN ESTADO T).NSIEClTE 

Para la obtención de las ecuaciones locales del ejemplo 

anterior se utilizó la ecuación (2. 18) que es útil solamente para 

la transferencia de calor en estado estacionario. Por lo que para 

el estado transiente es necesario incluir en la función el término 

que especifique la dependencia con el tiempo, lo cual es 

representado por el término 2 de la función que se muestra a 

continuación. 

I 	J~ 1/2 
111 
1 Kx 1 

111 	l
á~2) 	+ Kv Idy2) 	+ Kz ( 	

l 
á~2) - 2 IQ-ad1) J dV 

	

111 	1 	/   

+ 1sr g0dS + f5 /2 [ mz - 2 • oa + 025 ] dS ..... (2.52) 

Donde: X es el producto resultante de multiplicar la 

densidad (p) y el calor especifico a presión constante (Cp). 

Debido a las características del problema que se resolverá en 

la siguiente sección, se eliminan de esta ecuación, el término (3) 

de flujo de calor y el (4) de convección, por lo que solamente se 

considera el término de transferencia de calor por conducción para 

el eje de las x: 

1Z 	¡ 
l 	= 

J
~ 1/2 I 

r 
Kx I 

¡ 
	) - 2 IQ-X ) 1 dV ... (2,53) 



El proceso completo de minlml:ación nos permite conocer el 

siguiente sistema de ecuaciones: 
	 r. 

(C) d_ í1) + (K! {~) + (F) = 0 ...(2.54) 

.i t" 



a) Diferencias finitas (central,hacia adelante,hacia atrás) 

b) Elemento finito 
u 

La 	técnica 	utilizada 	en 	este 	trabajo, 	para 	la 	parte 	de 

dependencia 	con 	el 	tiempo, 	es 	la 	de 	diferencias 	finitas 	central, 

por 	ser 	la 	que 	tiene 	la 	condición 	de 	estabilidad 	incondicional, 	en 

comparación 	con 	las 	otras 	dos 	técnicas 	de 	diferencias 	finitas. 	La 

técnica 	del 	Elemento 	Finito 	fue 	descartada 	debido 	a 	que 	requiere 

una mayor capacidad computacional. 

A 	continuación 	se 	explica 	la 	incorporación 	de 	la 	técnica 	de 

diferencia 	finita 	central, 	para 	la 	parte 	temporal, 	en 	la 	técnica 

del elemento finito. 

Como 	ya 	se 	explicó 	anteriormente, 	cada 	elemento 	está 

constituido 	por 	dos 	nodos, 	y 	a 	cada 	uno 	le 	corresponde 	una 

temperatura 	(@o,@t), 	la 	aproximación 	para 	obtener 	la 	derivada 	de 

la 	temperatura 	con 	respecto 	al 	tiempo 	en 	el 	punto 	central, 

utilizando 	la 	técnica 	de 	diferencias 	finitas, 	es: 

d 	 !_:i 	 (2.60) 
dt 	At 

La 	ecuación 	(2.60) 	puede 	expresarse 	tambien 	de 	la 	siguiente 

forma: 

d(@) 	z 	1_ 	((@)i 	- 	(@)o) 	...(2.61) 
dt 	At 

Al referirnos 	ahora a un 	punto central 	para el 	intervalo de 
tiempo, 	es 	necesario 	evaluar 	(4) 	y 	( F) 	de 	la 	ecuación 	(2.61), 

también en el punto central. 

= 	1/2 ((@)t 	+ (@)o) 	...(2.62) 

(F) 	= 	1/2 ((F)i + 1F)o) 	...(2.63) 

Sustituyendo 	las 	ecuaciones 	(2.61), 	(2.62) 	y 	(2.63) 	en 	la 
ecuación (2.54). 

it 



I_ ICI(•)i -_1 ICI($)o r1_(KI4 )t ._i_(Kl(m)o * (F) = 0 
pt 	Di 	2 	2 

o IIK) +2 (CI (0)& 	2 (Cl - (KII(O>o - 2(F) ...2.64) 
At 	At  

Sustituyendo el valor de (•) de la ecuación (2.62) en la 

ecuación (2.64): 

(Kl +2 Id (E 	2 (C)(E)o - (F)~ ........(2.65) 
At 	At 



Ll 







n 
Considerando que la longitud de cada elemento (Ax), la 

conductvidad (K■) y el área (A) de la mantequilla son constantes a 

través del tiempo, se evalua la integral, obteniendose de esta 

forma la matriz (K) del ejemplo. 

(Kla[
:

§ 

Para calcular la matriz [C1 ;e utiliza la ecuación (2.59), al 

sustituir los valores correspor lentes, la matriz se muestra a 

continuación. 

(C) a 2/ót(~ ~~ 	i5 ~ 	}Iblil, 	~1 







3.1.2 COMPARACION DE LA TECNICA DEL ELEMENTO FINITO CON OTROS 
MET000S RESOLUTIVOS 

El problema de enfriamiento de mantequilla que se resolvio 

por la Técnica del Elemento Finito en la sección anterior se 

resulve a continuación por otros métodos: 

a) Solución analítica. 

b) Gráfico. 

c) Diferencias Finitas. 

a) SOdt)C10N ANALITICA 

Retomando la ecuación (3.1) que se utilizó para obtener la 

solución mediante la Técnica de Elemento Finito, y sus respectivas 

condiciones límite. 

dT/dt = a dTT/dx2  .....(3.1) 

Cuando x = 0,0.0462 entonces 8 = 1 

Cuando x s 0,0.0462 entonces 8 = 0 

La experiencia Indica que es conveniente los siguientes 

números adimensionales, ya que la ecuación (3.1) con sus 

respectivas condiciones limite toman formas más sencillas, lo cual 

se muestra a coontinuación: 

d8  d8 ...(3.3) 

dt dn: 

C.L.ly2 	 paran= gi l 8=0 
C.1 	 para t=0 	8=1 

Donde: O = Tt-T/TrTo; temperatura adimensional. 

n = a/b; b = 1i2 L; longitud adimensional. 

z = at/b; tiempo adimensional. 

La solución analitica se hace utilizando el método de 

separacion de variables que por lo general tiene la forma del 

) 
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c) DIFERENCIAS FINITAS 

Uno de los métodos numéricos más utilizado para la resolución 

de problemas de 	Ingeniería es el de diferencias finitas y es por 

ello que se eligió para hacer la comparación con los demás métodos 

de resolución. 

El principio básico del método de las diferencias finitas es 

el 	de 	reemplazar 	el 	operador 	diferencial 	de 	la 	ecuación 

diferencial que representa el problema a resolver por un operador 

de diferencia, 	posteriormente estas ecuaciones de diferencia son 

1 	- las 	que 	se 	transforman 	a 	las 	ecuaciones 	algebráicas 

correspondientes y son resueltas mediante un método iterartivo.• 

La ecuación representativa de nuestro ejemplo comparativo se 

muestra a continuación: 

dT/dt■ e d2T/dr2 	...(3.1) 

Las condiciones de frontera son las mismas que se plantearon 

para las resoluciones anteriores. 

Las 	formas 	de 	representar 	los 	problemas 	dependientes 	del 

tiempo para poder ser resueltos por medio de diferencias finitas 

son dos el 	primero es el método explícito y el 	segundo 	es el 

método 	lmplicito. 	El 	primero 	de 	ellos 	requiere 	cumplir 	con 

ciertas condiciones de estabilidad que hacen de los cálculos un 

proceso 	muy 	largo 	para 	poder 	obtener 	un 	resultado 	con 	cierta 

exactitud. 	En el caso del segundo método su solución no es tan 

fácil como para el caso del método explícito pero la condición de 

estabilidad no es 	tan restringida como para el primer método y 

iA  de esta forma se puede obtener sin mucha dificultad un resultado 

exacto. 

Para la resolución del problema comparativo utilizaremos el 

Método explícito. 

Como ya se menciona anteriormente el método se basa en la 

3i 

0 



separación del dominio en pequeños intervalos AX La temperatura 

en un punto del dominio es representado por Tn y es la 

• temperatura por conocer lo cual se logra haciendo referencia a un 

punto antes (Tn-I) y otro despues (Tn+l). 

• De esta forma la ecuación original de transporte de energía 

se representa asl: 

d2T/dx2  = Tá-i + Tñ+f - 2Tñ / (A,c)2  ...(3.22a) 

dT/dt = T."' - Tñ / At ...(3.22b) 

Por lo que la representación de la ecuación de conducción de 

• calor dependiente del tiempo en términos de diferencias finitas 

• se expresa de la siguiente forma: 

Tp' Tñ/At 	e Tñ!3 + Tñ+1 - 2T''/(Ax)2  ...(3.23a) 

Tñ*t4 r Tñ-, + (I-2r)Té + rTL.i 	...(3.23b) 

Donde L-nGx y L es la longitud total de la barra de 

mantequilla. 

n es el número de separaciones a lo largo de la barra. 

Ax es el incremento de cada Intervalo. 

• Por otro lado se tiene t=idt. Donde i=0,1,2,3..... 

Y por último r=adtl(Ax)Z  y es aquí donde entra la condición' 

de estabilidad: O<r<I/2, ya que si el valor de r es mayor a 12 

el coeficiente 1-2r de Tñ es negativo y esto termodinámicamente 

no es posible. 

Ya que se expresó, la ecuación que representa el problema a 

resolver en forma de diferencias finitas, en este caso la 

• ecuación de transferencia de calor por conducción, el siguiente 

• paso es expresar las condiciones de frontera también en forma de 

diferencias finitas. 

GL.1 y 2 	To=Ti en x=0,0.03ó2 cuando t=O 

• Sy 



Las condiciones limite expresan que el perfil inicial de 

temperaturas en la placa cuando t=0 , es uniforme y se expresa 

como T-To. Cuando el tiempo t=0, la temperatura ambiente varia  

repentinamente a Ti , y se mantiene constante a ese valor. Puesto 

que no hay resistencia convectiva, la temperatura de la 

superficie de la barra de mantequilla se mantiene invariable. 

Para la resolución de nuestro ejemplo se enlistan a 

continuación los parámetros del mismo. 

L=.0462 m 	T1=277.6 °K 	 Ax=.0462/4=.01155 m 

k-0.197 w/m°K 	 To=297.1 °K 	at..S(.01155)2/8.SSe-8 

a=8,58 e-S m/s 	 ¿t777. 4038 s. 

Haciendo uso de la ecuación (3.23b) y de las condiciones 

limite se obtienen los resultados que se muestran en la tabla 

(3.2). En la misma tabla y en la gráfica (3.2) que se muestra a 

continuación se exponen los resultados obtenidos mediante los 

otros métodos expuestos en esta sección para un tiempo total de 

una hora. 

TABLA 3.2 
CONPARACION DE LA TEOIICA DEL ELEMENTO FINITO CON OTROS NET000S 

RESOLUTIVOS 

LONGIFIA (M) 	S.A. 	GRAFICA 	D.F. 	E.F. 

0 	 277.6 	 277.6 	277.6 	277,6 

	

0.01155 	281.8087 	294.175 	280.0375 	281.7265 

	

0,0231 - 287.5519 	295,15 	282.475 283.4385 

0.03665 281.8087 296.175 280.0375 281.7265  

--, 	 0.0662 	277.6 	 277,6 	277.6 	277.6 

Como se puede observar en las tablas (3.2) y (3.3) y en la 
gráfica correspondiente, el método con el que se obtiene un 

porcentaje de error mínimo con respecto al método analítico es el 

de la tbcnica del elemento finito. Por lo que se puede concluir 

que esta técnica numérica es confiable y que en cuanto se cuenta 

con un programa de computo la solución a distintos tipos de 

Ri 





problemas puede ser obtenida rápidamente. 

TABLA 3.3 
PORCENTAJE DE DIFERENCIA ENTRE LA SOLUCION ANALITICA Y LOS 

NETODO RESOLUTIVOS 

LONCITLU (Ni 	CGAFICA 	D.F. 	E.F. 
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TABLA 3.4 

PERFILES DE TENPERAIVRA PARA LA 	CONDUCCION 	NO 	ESTACIONARIA 	DE 

CALOR DE UNA BARRA DE MANTEQUILLA. 

N/BILONGITUD ADIMENSIONAL) 	0(TEMP.ADIMENSI0NAL) 	aVb2  

t=1800 	SEG.  

.. 0 	 0.615 	0,2894 

0.S 	 0.4347 	0,2891 

1.0 	 0.0 	0.2894 

tv3600 SEG.  

0 	 0.2994 	0.5788 

0.5 	 0.2116 	0.5788 

1.0 	 0.0 	0.5788  

t10000 SEG. 

0 	 0.0168 	1.7365 

0.5 	 0.0119 	1.7365 

1.0 	 0.0 	1.7365 

t-18000 SEG. 

0 	 9.38469-4 	2.8942 

0.5 	 6.6666e-4 	2.8942 

1.0 	 0.0 	2.8942 

1 Las aplicaciones de este programa en cuanto a la resolución 

} de problemas relacionados con la primera y segunda Ley de Fourier, 

nos permite hacer algunas aplicaciones en ingeniería en alimentos 

las euales se mencionan a continuación: 

t Conocer 	el 	perfil 	de 	temperaturas 	inicial 	de 	cualquier 

alimento en estado estacionario. 	Esto se utiliza para conocer las 

condiciones 	iniciales 	del 	alimento 	antes 	de 	someterse 	a 	algún 

proceso. 

El 	perfil 	de 	temperaturas 	también 	puede 	ser 	conocido 	en 

estado 	translente, 	y 	ser 	utilizado 	para 	monitorear 	cualquier 

proceso 	que 	involucre 	cualquier 	operación 	de 	enfriamiento 	o 

calentamiento 	como: 	preenfriamiento, 	refrigeración, 	escaldado, 

{ etc. 
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3.2) TRANSFERENCIA DE MASA 
En la transferencia de masa el programa de cómputo 

desarrollado resuelve la primera y segunda ley de Fick cuando el 

coeficiente de difusión es constante. Las principales aplicaciones 

se muestran a continuación para el estado estacionario y 

trans Lente: 

ESTADO ESTACIONARIO 

a) La concentración superficial es constante y se desea conocer el 

perfil de concentraciones. Utilidad en Ingeniería en Alimentos 

para estudiar la permeabilidad de Oxigeno en empaques. 

b) La concentración superficial desconocida y se desea conocer el 

perfil de concentraciones. Utilidad e Ingeniería en Alimentos: 

determinación de la distribución de moléculas de agua, o de 

cualquier otro componenete, sin conocer la concentración inicial. 

Esto es de gran utilidad, ya que es importante conocer la 

distribución de concentraciones de ciertos componentes ante de 

someter al alimento a cualquier tipo de operación o 

transformación. 

ESTADO TRANSIENT( 

a) Concentración de la superficie constante, conociendo el perfil 

de concentraciones. Utilidad: Conocimiento del comportamiento de 

un alimento que es sometido a una operación en la cual el 

coeficiente superficial es infinito y se conoce su distribución de 

concentraciones Inicial. Ejemplo de ello es un alimento que ha sido 

presecado, por lo que se conoce el perfil de concentraciones 
inicial, y es sometido a un proceso de secado con un coeficiente 

de superficie Infinito. 

b) Distribución de concentraciones homogénea, incluyendo la 

superficial. Utilidad: en procesos donde el coeficiente 

superficial es pequeño y la difusión se considera molecular. 

Ejemplo de ello es cuando algún alimento, sin haberse sometido a 

ningún pretratamiento y se requiere conocer su comportamiento al 

ser sometido .a un periodo de cuarentena o de almacenamiento. 
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TABLA 3.6 







REFERENCIAS BIBLIOGRÁFICAS 

L 1 Oros 

1) "Applled Finite Element Analysis". 

Segerlind,L.J. 

John Wiley and Sons, New York.1976, 



9) De Cindio,B.,Torio,G. y Romano,V.1985. 

Thermal Analysis of the Freezing of Ice Cream Brickettes by 

the Finito Element Method. 

• Journal of food Science, Vo1.50, pág. 1463. 

• 10) Douglas 1. and Dupont T.1970. 

Galerkin methods for parabolic equations. 

SIAM Journal for Numerical Analysis, 7, 4, 575-626. 


	Portada
	Índice
	Introducción
	Objetivo General
	Capítulo 1. Aspectos Generales de los Fenómenos de Transporte
	Capítulo 2. Técnica del Elemento Finito
	Capítulo 3. Aplicación de la Técnica del Elemento Finito en la Ingeniería en Alimentos
	Conclusiones Generales
	Referencias Bibliográficas

