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INTRODUCCION

Para el Ingeniero en Alimentos son de gran importancia los
problemas relaclonados con los fenémenos de transporte, ya que
practicamente en cualquier proceso alimentario la transferencla
de calor, masa y movimiento estin presentes. (ver tabla 1). En
este trabajo se hace uso de una técnica numérica, 1la del
“Elemento Finfto", para la resolucién de dichos problemas de

ingenieria.

TaBLA 1

PRINCIPALES OPERACIONES UNITARIAS DE LA INDUSTRIA ALIMENTARIA
QUE INVOLUCRAN LOS FENOMENOS DE TRANSFERENCIA DE CALOR Y MASA

FENOMINO DE OPERACION EJEMPLO DE PROCESO
TRANSPORTE UNITARIA ALIMENTAREO
Transferencia Evaporacién Elah.de Leche Condensada
de
Calor Secado Elab.de Leche en polvo
Refrigeracién Conservacién de vegetales
Congelacién Conservacién de carnes
Transferencia Destilacién Elaboraciéon de Whisky
de
Masa Lixtviacion Produccion de aceites

vegetales

La utilfzacién de técnicas numéricas en ihgenieria no es
nuevo, ya que datan de los afios 30. Sin embargo en estos ultimos
tiempos se les ha venido dando mayor importancia debido al gran
auge de las compuladoras, lo cual facilita el manejo de dichas
tecnicas, haclerdo 3 este tipo de resoluclén el mas utilizado en
las ultimas épocas. los métodos empiricos, por ejemplo, sélo
solucionan problemas particulares, para mostrario citaremos un
casa: s se desarrolla un experimento para determinar el perfil
de temperaturas de cierte alimento o5 resultados seran de
ut!ligad unicamente para ese alimento, en camblo si utilizaramos

un  metodo numérics Qque resuelva una  ecuaclén diferencial
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determinada esto representa un modelo matematico por medio del
cual se obtienen perfiles de temperaturas de cualquier alimento.
'
Es necesario mencionar que para hacer use de la técnica
numérica del Elemento Finito es casi Indispensable el contar con
un programa de computo, ya que el trabajo matematico, que es

necesario efectuar resulta tedioso,

En este trabajo se ha desarrollado un programa de computo que
puede usarse para resolver toda una familia de problemas: Aquelios
que se deseriben por una ecuacidn diferencial parabblica

unidimensional.

Para verificar la exactitud de la técnica numérica del
Elemento Finito el trabajo presenta comparacion de los resultados
obtenidos mediante el programa de computo desarrollado y otros
métodos de resolucidn como: analitico, grafico y diferencias

rinitas.

Posterjormente se aplica el método del Elemento Finito para
la determinacion de un bperfil de temperaturas de un alimento
sometido a un proceso de refrigeracion y para conocer la
distribucién de la concentracién de urea en una placa de gel

agar.

Trabajos semejantes han sido realizados por Lomauro,C.J. y
Bakshi,A.S.(1985), en cuanto a la transferencia de cantidad de

agua en alimentos almacenados.

En o que se refiere a perfii de temperaturas obtenido
mediante la técnica del Elemento Finito existen antecedentes de
haber sido utilizades para el disefio optimo y ei control del
procesd de congelacidn  de helado, De Cindio,B.,lorio,G. ¥
Romano, V. [1385)

El contenido del capltule uno se enfoca a la explicacién
d2 cada uno de los fendmenes de transporte, con la finalidad de
comprendar o recordar algunos términos ¥ ecuaciones que seran de

utilidad en capltulos posteriores.




Fn el capitulo dos se describe la téenica numérica del

Elemento Finito y el programa de computo.

En el capitulo tres se hace referencia a la aplicacion de la

técnica numérica del Elemento Finito en Ingenierfa en Alimentos.



OBJETIVO GENERAL

ESTUDIO Y APLICACION DE LA TECNICA NUMERICA DEL ELEMENTOFINITO EN
PROBLEMAS DE TRANSFERENCIA DE CALOR Y MASA.

OBJETIVOS PARTICULARES.

- DESARROLLAR UN PROGRAMA DE COMPUTO PARA LA RESOLUCION DE
Ecuaciones DIFERENCIALES PARABOLICAS  UNIDIMENSIONALES  DE
TRANSFERENCIA DE CALOR Y MASA MEDIANTE LA TECNICA DEL ELEMENTO
FiNTo,

- EJEMPLIFICAR LA INFLUENCIA DEL NUMERO DE ELEMENTOS Y EL ORDEN DE
INTERPOLACION EN EL GRADO DE EXACTITUD DE LA TECNICA DEL ELEMENTO
FINITD.

~ PROPDRCIONAR UN METODO DE CALCULO MAS PRECISO QUE EL GRAFICD Y
Menos CoMPLEJO QUE Ei. ANALITICO PARA LA SOLUCION REPETITIVA DE
PROBLEMAS ‘DE TRANSFERENCIA DE CALOR Y MASA EN INGENIERIA [E
ALIMENTOS,

- APLICAR LA TECNICA NUMERICA DEL ELEMENTO FINITO A LA SOLUCIONDE
PROBLEMAS RELACIDNADOS CON LA INGENIERIA DE ALIMENTOS.
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ASPECTOS GENERALES DE LOS
FENOMENOS DE TRANSPORTE



1.1, ECUACIONES QUE DESCRIBEN LOS FENOMENOS DE TRANSFERENCIA DE
CALOR Y MASA

1.1,1, TRANSFERENCIA DE CALOR

El fensmeno de transferencia de calor se describe por una
parte de la ccuacion general de cnergla, por lo que en esta
seccidn del capliulo, se empieza por explicar los términos que
Iintegran dicha ecuacion, A continuacién se menclonan las distinlas
formas de transmisién del calor: conduccién, conveccién y

radiacion,
ECUACION DE ENERGIA

La ecuacién de balance de energia esta constituida por las
siguientes formas de energfa: mecanica, electromagnética y
calorifica, Generalmente la ecuacidén de energfa no es utilizada
integramente, ya que resuita inconveniente operar con todos los
1érminos que la constituyen, por lo-que para la mayor parte de las
a;{licacioncs en ingenieria, y para los fines de este trabajo, se
utiliza solamente la  parte corrcs;;onditnte a la energla
calorifica, la cual se muestra a continuaclén para un fluldo con
una energla interpa por unidad de masa del fluido (U), wunma

veloridad {ocal (v) y un calor de conduccidn (q).

pDUDL = ~(V- q) = p(V-¥) =~ (T:WV) ...l (L1
) 2 3 4

Esta ecuacidn establece que la energla interna de un
eiementa  varla debido a: la conduccidn de calor, efectos de

expansidn y calentamiento viscoso.l2}

Con la finalidad de comprender cada uno de los términos que
contituyen a la eccuacldn (L1) a continuacién se menclona lo que

representn tada uno;

1) Representa la velocidad de ganancia de energia interna por
unidad -de volumen. La energia interna corresponde a la energia
relacionada  con  los  movimientos fortuitos de  translacion e

mlernds de las moléculas mas la energla de interaccidn entre las
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moiéculas; es declr, que la energla Interna esta relacionada con

la temperatura local y la densidad del (luido.

2) Es la velocidad de entrada de energia interna por unidad
de volumen debldo a la conduccién. La expllcacién del fenémeno de

conducclsn se explica con mas detalle en paginas posteriores.

1) Representa la velocldad de aumento de energfa interna por

unldnd de volumen debido a la compresién.

4) Es ia velocidad de aumento de energla interna por unidad

de vojumen debldo a la disipacion viscosa.

Para la utilizaclan de ja ecuacién de energia en -ingenleria
es mas conveniente expresaria en funcién de la temperatura y
del calor especifica del flutdo en lugar de tenerla en funclén de
la energla Interna, De esta farma la ecuacién de energla se

expresa como se muestra a continuacion:{2]

pCDT/DL = KV*T = T(8p/8T)p (V= ¥) # p oerrenn(12)

Por lo tanto, puede decirse que la ecuaclén (1.2) describe
una clase muy ampiia de fendmenos relacionados con  la
transferencla de calor, Con objeto de estudiar un solo proceso, de
los innumerables que abarca, y dar su descripcion matematica, es
necesario compictar la ecuacién diferencial con las expresiones
matematicas de todas las propiedades peculiares del proceso en
cuestién,  Estas - caracteristicas, que junto can la ecuacién
diferencial  proporclonan  una descripelén  inteligible del  proceso

estudiado se enlistan a continuacion.[?)

a} Condiciones geométricas caracteristicas de la faorma y

tamafio del cuerpo en el que tiene lugar ei proceso,
b) Prapiedades fisicas del medio,

©) Condiciones iniciales que describen la distribucion de

temperatura en el estado inicial.

JE—



4) Condiciones de contorno que describen las  interacciones

del cuerpo con su medio.
TRANSFERENCEA DE ENERGIA CALORIFICA POR CONDUCCION

LCUACION DE FIRRIER

lLa ecuacién de  Fourier solamente se  refiere a la
transferencia de calor por medio del mecanismo de conduccitn, el

cual se explica a contlnuacion.

Cansideramos una placa de material soélido, la cual se muestra

en la Figura {1L.1).

Donde THDTO y se denota la diferencia de Tl y TO por AT
{AT=T}~TQ), Esta diferencia se mantiens constante ya que existe un
flujo de calor Q, esto suceds cuando se alcanzan condiciones
estacionarias lo cual se refiere a que se establece un flujo de
calor de forma que la temperatura de cada punto sea constante en

el tiempo.

Figura 1.1
Maca de Material Sdlido a T1 en los extremos y To en el resto de

la placa.
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El flujo de calor por unidad de drea es directamente
proporcional al gradiente de temperatura con la distancla x; y
esto es afectado directamente por el parimetro de proporclionalldad
k que e5 la conductlividad calorifica del material de la placa, y

que es especliflco para cada material.

La ecuacién que representa esle fendémeno se muestra a

conlinuacién:
Q/h = k AT/Z78% ... . oivt (1.3)

Esta ecuacién sélo representa la transferencia de calor por
conduccidn en sélidos, liquidos y gases.

Expresada en forma diferencial:
q 7~k dTzdx ... L1

Donile qx es el flujo local de calor por unidad de irea en
direccidn x, existlerdo una ecuacidn andloga para las direcclones
y y 2. A dicha ecurridn sv le llama Ley de Fourier de la

conduccion dal £ilor en forma unidimensional.

El vector de flujo local de calor (ql es normal a la
superficle isoterma y esta dirigido en el sentide de las
temparaturas decrecientes, puesto que el calor fluye sliempre desde
las superflcies calientes a las frias. En consecuancia los
vectores q y gradiente de temperaturas tienen la misma direcclén
pero senlidos opuestos, lo que explica el signo menos en el

segundo mlembro de la ecuacién (1,4).[{4)

Comc se puede observar la ecuacion denominada Ley de Fourier
{1.4) es un caso particular de la ecuaclon de Energia (1.2) y se
le condce como la ley baslica de la conducclén de calor, que se
formula de la sigulente manera: Ja densidad de ‘flujo de caler es

proﬁurcjonal al gradiente de temperatura.

Cuando las temperaturas varian con el tlempo y de un punto a
otro ya no estamos hablando de un estado estacionario sino de un

carpo de temperaturas transitorio, por lo que la ecuacidn {1.3) se

s




modifica para representar el fenémeno transitorio, el cual es el

que sé presenta con mas frecuencia:
dT/dt - - k dT/dx  .oooreenos (1.5)

Para calcular la cantidad de calor que pasa a través de
cualquier superficie de un cuerpo, es necesario conocer el campo
de temperaturas establecldo en sy interlor y es precisamente este
campo de temperaturas, ei que constituye cl principal objeta de

estudio de ia teoria analitica de la conduccion de calor.
TRAKSFERENCIA DE ENERGIA CALORIFICA FOR CONVECCION

Para ia comprenslon del fenémeno de conveccién se muestra a
continuacidon  wn  material solido de coordenadas esféricas en

contacto con alre caliente,

o et I.|I| ' u.nu'u- ) ' . .
L | . LI . .

... : L] . ' ¢ T )I . . " . ] [] \d
R . " [ Q@ p : :'i v .
[ TR B ) ‘e . [

3 ) . . , = —'F':’-l.. ‘: .l ] . . . .
1> T
Figura 1.2

Esfera en Contacto con Aire Caliente.

El  mecanismo de conveccion siempre estd presente en
fenomenos #n donde existe un fluldo. con libertad de movimiento,
que en su desplazamiento {ransporta energia; en la mayoria de
ios  casos se encuentran juntas la transferncia conductiva )

convectiva,



Dentro  del  mecanismo  convectivo existen dos tipos de
conveccion 1a llamada natural donde el movimiento del fluido se
detbe a varlaclones de densidad en el medio, flgura (1.2) y la
conveccion forzada en la cual el movimiento del fluido se debe a

fuerzas externas, la cual se ejemplifica en la flgura (1.3).

Como se puede observar (fig. 1.2) la transferencla de calor
muy cerca de la pared del materlal sélldo se da por conduccion
dabldo a la resistencia ofrecida por la misma pared al movimlento
del alre, lo cual Impide que se efecte una transferencia
convectiva natural, Sln embargo el fendmeno de convercion se hace
evldents cutndo las mediciones de temparatura se toman a una
distancla tal que el efecto de ja pared ya no impide la

transferencia por medio del movimiento natural del fluido.

{
i

h

J

B e e
e et
P~
————————

L

Figura 1.3

Esfera en Contacto con Aire Forzado.

La ecuacién que representa el fendmeno de transferencia
convectiva es la siguiente:

q = h A(T-Tw) o o 118)




Donde; h :es el coeflciente convectivo de transferencla de
calor.
A .es el drea.
T :es la temperatura promedio del fluido.
Tw: es la temperatura de la pared en contacto con el
fluldo.

q :es la velocldad de transferencia de calor.

A la ecuaclén (1.6) se le conoce como Ley de Newton sobre el

Enfriamiento. {4)

El proceso de transmisién de calor entre un sélldo y un
medlo flulde, y vlceversa, es muy complejo y el coeficiente
convectivo o de transmisidn superficial depende de muchos
factores, En el caso mis general h depende de la forma y
dimensiones del sdlldo, de las condiclones de flujo, de la
temperatura, veloclidad y propledades flsicas del fluldo y de

otros pardmetros.
TRANSFERENCIA DE ENERGIA CALORIFICA POR RADIACION

El mecanismo de transporte de energia por radliacién no es,
estrictamente hablando, objeto de estudlo de los fendmencs de
transporte; ya que éste es un mecanismo electromagnétlico, en el
que la energia se transporta con la velocidad de la fuz, y que no

requlere un medio materlial para hacerlo.

Al no ser el obletivo de este trabajo el resolver los
problemas de ingenieria que Involucran el mecanismo de radiacién
solo se mencionard que la ecuacién que describe el fendmeno de
radlacién es la ecuaclén de Stefan-Bolizman, y como un ejemplo de
la presencia de dicho mecanismo de transferencia de energia
calorifica en la Ingenieria de Alimentos mencionaremos el proceso

de harneado.

11
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1.1.2. TRANSFERENCIA DE MASA
ECUACTONES DY DIFUSION

Con ei fin de hacer comprensible la definicidn del fenémeno
de difusién se ejemplificard un problema de transferencla de masa,
las ecuaclones definidas seran para el caso monodimensional ya que

son las que se utllizaran en el presente trabajo.

En la figura 1.4 se muestran dos fluldos separados por una
barrera de material impermeable. El sistema se encuentra a

temperatura y presién constantzs.

-y
-y

Figura 1.4
Dos Fluidos en un recipiente con Barrera de Naterial Impermeable a

Temperatura y Presion Constantes.

La parte A del sistema tlene una concentracién diferente de
la parte R,

Al qgultar la barrera #] movimiento molecular de las
diferentes soluciones eliminara la diferencla de concentraciones
que  exlstia entre ellas. A este proceso de igualacldn de
concentraclanes se le 1lama DIFUSION.



De esta forma la difusién slempre se lleva a cabo cuando
existe un gradiente de concentraciones, siendo la direccion de la
transferencia de masa, siempre de mayor a menor concentracién. La

ecuacidn gque representa este fendmeno es la sigulente:
J - -am de/dx vaviienans (1.7)

Donde:

J se define como la cantidad de substancia por unidad de
Area por unidad de tiempo.

x e5 la coordenada a lo largo de la cual existe la
diferencia de concentraciones, en unidades de longitud.

c es la concentracién de la substancia difundida, en unidad
de masa entre unidad de volumen,

D es el coeficlente de difusién , el cual se expresa en

unidad de Adrea sobre unidad de tlempo.

Esta ecuacién que recibe el nombre de PRINERA LEY DE FICK es
aniloga & la de FOURIER para la conduccién de calor, y al lgual
que ella es utiltzads para slistemas estaclonaries, 1o cual
significa que la concentracidén no cambia con respecto al
tlempo'ldl

Cuando la concentracidn o preslén parcial en cualquler punto
cambia con respecto al tiempo, o sea sistemas dependientes del
tiempo o sistemas en estado translente la PRINERA LEY DE FICK no
puede ser utllizada por lo que es necesario hacer uso de otra

ecuacién que a continuaclén se explica.

Refirlendonos a la fig (1.5) , la masa se difunde en una sola
direccién 'X* en un cubo constituldo por un sélide, cuyas
dimenslones son Ax, Ay, y Az.




— .
L i velo:.:.jxdad
Y e
velocidad — Salida
de
antrads —~
$————————— X+ A
Figura 1.5

Difusion de Masa en Direcclon X en un Cubo
Haclendo un balance de materia:

Velocidad de Entrada =
Velocidad de Salida + Velocldad de Acumulacidn

Donde
Velocidad de Entrada = -Das (Ecut‘ix)l,r
Velocidad de Salida = -Das (Bcuax]x.h
Velocldad de Acumulacion = (AxdyAz)dcasdt

Sustituyendo las ec. en el balance de materia y dividiendo

sntre AxtyAz.
—Dm[ﬂcuax]x - ﬂéA/Bx]k'A']/Ax = BoABt L.l (1.8)
sl Ax tiende a cero:
Bohedy = Dan 85 ewdd Ll {1.9)

Conoclda como la SER/INDA LEY DE FICK, gque es el analogo de
la ecuacida (1.5) de este mismo capitula. {4)

la similitud existente entre las ecuaclones (1.4) de
transierencla de calow y 1.7) de transferencia de masa, para e}
estado estacionaris y en'te la ecuacidn {1.5) de transferencia de

calor y {1.9) de transferencia de masa, para e) estado transiente,

13



se aprovecha en este trabajo para resolver indistintamente,
mediante el programa de computo desarrollado en el capitulo 2,

problemas de transferencia de calor y masa,




1.2. ECUACIONES QUE DESCRIBEN OTROS FENOMENOS DE TRANSPORTE

1.2.1. TRANSFERENCIA DE ENERGIA ELECTRICA

A la transmislén de corrlente eléctrica también se le
considera un fendmeno de transporte, por contener los tres
elementos cenltrales que constltuyen fundamentalmente a este tipo
de fendmenos: 1) una fuerza originada por la desigualdad en el
potencial eléctrico, 2) un movimimento, cn este caso de
elacirones, por unidad de tiempo y 3) una reslistencla que ofrece

el medio para que los electrones se muevan.

Eate fendmeno de transporte es representado por la ley de

Ohm:

(1.10)

v=1R ...
1 23

Con ia finalldad de hacer notar la similitud entre las
ecuaciones ‘que representan la transferancia de calor y mosa y la
ecuacidn (1.10), se hacen los sigulentes camblos a la lLey de Ohnm;
1)} la diferencia de potenclal eléctrico se expresa de manera que
la diferencia este en funclén de la direccldn del movimiento de
fos electrones (Av/Ax). 2) El movimiente de electrones por unldad
de tlempo se ve afectado por la unidad de irea que se denota como
Q. 3) Por uUltimo la reslistencia que opone 21 medio al movimiento
de los electrones se representa por su inversa, la conductividad

K.

Qe = ~Ke AV/AX  .......... {1.11)
2 3 1

De esta forma la ecuaclén (1.1)) es similar a las ecuaclones
(1.4) y {1.7) de transferencia de calor y masa respectivamente
Por 1o que ~ualquier algoritmo para resolver las ecuaclones de
transferenclia de calor y masa, puede ser utlllzado para resolver
prohlemas de transferencla de energla eléctrica que sean

representados por la ecuacisn (1. 11).
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1.2.2. TRANSFERENCIA DE CANTIDAD DE MOVIMIENTO

£l otro fendmeno de transporte es el de cantidad de
movimiento, que aunque no esta Incluide en el objetivo de este
trabajo, al igual que el anterior, se mencionara a grandes

raggos.

El transporte de cantidad de movimlento o flujo de fluidos
(11quidos y gases), se explica mediante el sigulente ejemplo. Se
considera un fluido que fluye de moda estacionario entre dos

l4minas grandes, planas y paralelas (figura 1.6).

Figura 1.6

Fluide que Fluye Entre dos Laminas Paralelas

La experliencia muestra que la velocidad vy del flujo del
fluldo en cualquier punto depende de la distancia de ese punto a
una de las lamlnas. la velocldad es mixima en el punto medio de
las dos laminas y desciende hasta cero en cada lamlna. Las flechas
en la flgura indican la magnltud de vy en funcidn de la coordenada
vertlcal (x). Las capas horizontales adyacentes de fluido fluyen a
diferentes veloclidades y “se deslizan” unas sobre otras. Cuando
dos capas adyacentes se deslizan una Junto a otra, cada uma ejerce
sobre la otra una fuerza de friccién que opone resistencla, y es

esta fricclén interna de) fluido lo que da origen a la viscosidad.
Se considera en la misma figura (1.8) wuna superficie
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tmaginaria de drea A trazada entre las lamlnas y paralela a ellas,
El fluldo que estd en un lado de esta superficle ejerce una fuerza
en la direcclén (x) sobre el fluido que estd en el otro lado; esta
fuerza tiene la magnitud PA, siendo P la presién local. Ademis, a
causa del camblo en la rapidez de flulo por el cambjo de (x), se
encuentra que el fluldo ejerce una fuerza de fricclién en la
direceidn (y) sobrc el fluido del lado opuesto. Sea Fy la fuerza
de friccién ejercida por el fluido de movimlento mis lento situado
a un lado de ia superficle sobre el fluldo de movimiento mas
rapido. Los experlmentos sobre flujo de fluidos muestran que Fy,
es proporcional al area de superficie de contacto y al gradiente
dvy/dx de velocldad de flujo. La constante de proporclonalidad es
1a viscosidad p del fiuldo.

Fy = =p A dvy/dx  ..ooovenel (1012)

Donde: Fy es la fuerza de friccién ejercida por el fluldo en
movimiento,

p es la viscosldad del flulda.

A representa el 4drea de superficie de contacto

dvy/dx es el gradiente de velocidad de flujo,

El signo menos muestra que la fuerza de viscosldad sobre el
fluido que se mueve mas rapido estid en direccién opuesta a su

movimiento,

La ecuacidn (1.12) es la Ley de Newton de la viscosidad. lLa
experlencia muestra que se ajustan blen a ella los gases y la

mayorli de los liquides

Cuando tenemos un flujo laminar se aplica la ecuacién (1.12),
o con velocidades de flujo no demasiado altas. A velocidades de
flujo altas, la ecuaclén (1.12) no es vallda, y el flujo se llama
turbulento. Otra restriccidn de la ecuacién (1.12) es que clertos
tlpos de fluldos no obedecen dicha ecuaclén a cualquier velocidad
de . flu)o y se les llama fluidos no Newtonlanas. Para un fluido no
newtoniano, la viscoslidad, es definida como:

B = = Fy A (dvyrax)™
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# cambia cuando cambia dvy/dx para fluidos no newtonianos,
en cambio para fluidos newtonianos p es independiente del
gradiente de velocidad de flujo. La mayoria de los aiimentos son

considerados como fiuidos no newtonianos.

Como hemos visto las leyes que describen el flujo de
fluidos, la conduccién eléctrica, la conduccion térmica y la
difusidn tienen todas la misma forma matemdtica, ya que la
velocidad de transporte es proporcional ‘a la derivada espacial
(gradiente) de alguna propiedad.



1.3. DISTINTOS METODOS DE RESOLUCION DE LAS ECUACIONES DE
TRANSPORTE

1.3.1. ESTADO ESTACIONARIO Y TRANSIENTE
METODO ANALITICO

La solucién analitica de las ecuaclones diferenclales que
representan a los fenémenos de transferencia de calor y masa puede
hacerse por distintos métodos, uno de los mds comunes y el
utilizado en este trabajo es el de separacién de varlables. El
cual consiste en suponer que la soluclén depende de las variables
x y t de manera Independiente, esto es como un producto. de dos
funciones de una sola variable. La sustitucién de este producto
dentro de la ecuacién diferenclal da como resultado ecuacliones
diferenclales ordinarias, Estas ecuacliones son integradas y con
ayuda de las condiclones limite correspondientes a cada tipo de

problema se encuentra la solucién,

La resolucién de problemas en estado estacionartio
analiticamente es relativamente f4dcll, aunque no deja de ser
tedloso el repetir los cidlculos matemdticos cuando se requiere

hacer un cambio en las condiciones limite,

En cuanto a la resolucién de problemas en estado transiente,
la obtencién de la solucién se complica al tener que considerar

las condicliones de frontera en su forma completa.
METODC GRAFICO

El wmétodo grafico surge con la finalldad de evitarse 1la
serle de cdlculos matemiticos que lmplica el resolver un problema

de transferencia de calor o masa, mediante el método analitico.

Este método es una de ‘las formas de resolucion mis practica,
por que cuando se tliene blen definido el problema a resolver se
busca la grdfica adecuada y se obtiene el resultado, aunque no

por ser practico es exacto ya que slempre que se obtiene un valor
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lectura. Otra de las desventajas de este método se presenta
cuando por las caracterlstleas de algunos problamas en cuanto a
propledades termofisicas o por el At, no se cuente con una
grafica en la que pueda uno ublcarse y con ello encontrar la

sojucidn a problemas peculiares.

La elsccldn de fa grafica adecuada depende de la geometrfa
del cuerpo dande se lleva a cabo la transferencla y de las

condiclones de frontera.
METODO COMPUTACJONAL

Al hablar de técnicas o métodos computacionales en realldad
estamos habdblando de técnlcas numeéricas; las cuales se utillzan
para resolver ecuaclones difereaciales, y para ello requieren de
trabajo matematico que no es trivial y que en ahos reclentes ha
sido  desarrollado por  las  computadoras, es por .ello que
uitimamente las técnicas numéricas son uno de los métodos

resolutivos mAs populares ya que nosmas s: consideran exactos.

En ¢! presente trabajo se utiliza la técnica numérica del
Elemento Finito para resolver problemas de transferencla de calor
y masa. Los resuitados obtenldos mediante asta  técnica se

comparan con su respectiva soluclon analitlca.




TECNICA DEL ELEMENTO FINITO



2.1. TECNICA DEL ELEMENTO FINITO

2.1.1. DESCRIPCION DEL METODO

El elemento finito es una técnica numérica, para resolver
ecuaciones diferenciales. Su principlo consiste en convertir la
ecuacion diferencial en un sistema de ecuaciones algebrdicas lo
cual se logra mediante la aproximacion de una funcién continua
que se define en todos los puntos dentro de la reglén de solucién
de la ecuacién. Existen distintas formas para iograrlo per lo que
a continuacién se hate referencia a algunos de los métodos més
utilizados para la obtencién de las ecuaciones del Elemento

Finito.

1} Principlo de Variacion.
21 Medidas Residuales.
2.1) Método de Galerkin.
2.2) Método de Minimos Cuadrados.

1) Principio de Variacién, Consiste en determinar los
valores de los puntos deflnidos en la funclén continua mediante
la minimizacidn del valor de una funcién relacionada al proceso
fisico en consideracidn. Lo que hace que {as ecuaciones locales o
de canda elemento se transformen en un conjunto de ecuacloncé
algebraicas que pueden ser resueltas con relativa facilidad. Esto
trae como consecuencia que cuaiquier funcidn que se minimiza
(principio de variacién) satisface la ecuacion diferencial por
resofver, con sus respectivas condiciones iimite. Este es el
método utilizado en este trabajo y uno de los métodos més

poderosos utilizados en ingenierla.

2) Medidas Residuales. El método de medidas residuaies se
basa en obtener la solucién aproximada de ja ecuacién diferencial
que minimiza la diferencia entre la aproximacién y la solucién
exacta de la ecuacién diferencial. Para lograrlo, el error, o
diferencia correspondiente, puede ser multiplicado por una funcién

de medida o peso. Existen diferentes formas para escoger las




funciones de peso: el método de Galerkin, el método de minimos
cuadrados. el método de momento y por ultimo el método de
colocaclén. De estos métodos mencionados, los mas utilizados son
los dos primeros por lo que solamente se expiicaran el principlo

del método de Galerkin y el de Minimos Cuadrados a grandes rasgos.

2.1) Método de Galerkin. El método de Galerkin minimiza la
proyeccién ortogonal de la funclén soluclén sobre un espacio
generado por una serle de funciones linealmente independientes
(funciones de aproximacién). Es necesarlo mencionar que en
nquellos problemas de Ingenierla en que no es facil encontrar un
principlo  variacional, 1a Integraclén de Galerkin es una
alternatlva que proporciona resultados ldéntlcos a los .ob\enldos
para el método de variaclon. Sln embargo, la determinacién por el
método de Galerkin, de la funci6n de aproximacion es diffcil de

encontrar para geometrias y condiciones limite complicadas.

2.2) Minimos Cuadrados. De igual forma que para el método de
Galerkin no se necesita el princlplo de variacién, en el de
minimos cuadrados tampoco es utllizado ya que basa su principio
en minimizar la suma de fos errores al cuadrado, Las ecuaciones
resultantes de este método son muy parecidas a las obtenidas por
el meétodo de Galerkin, slendo la unica diferencia el que la
funcién de peso es sustitulda por un término que involucra la
derivada del error con respecto a un pardmetro. De esta forma el
método de minlmos cuadrados involucra derivadas mas grandes que
las utilizadas en el método de Galerkin, por lo tanto requiere de
una funcién de peso de mayor orden, Para profundizar mas sobre

este tema comparativo puede verse la refersncia [3).
Con la finalidad de comprender mejor la técnica del Elemento

Finito a continuacién se mencionan los pasos a seguir para la

aplicacion de fa técnlca numérica.
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2.1.2. PAsoS DE LA TECNICA DEL ELEMENTO FiNiTO

A) Formulaclén de la ecuacién diferencial que represente el
problema a resolver. (Este punto no es excluslvo de Ila
técnica del Elemento Finito, ya que tambien es necesario para
cada uno de los distinto métodos de resolucién menclonados
anterlormente).

B) Divisién del dominio en elementos finltos.

C) Seleccién de las funciones de Interpolacién.

D) Obtencidn de las ecuaciones locales.

E) Obtencién de las ecuaclones globales a partir de
ecuaclones {ocales.

F) Modiflcacién del sistema de ecuaclones debido a las
condiclones limite.

G) Solucién del sistema algebralco formade por las

ecuaciones globales.

A) FORMULACION DE LA ECUACION DIFERENCIAL OUE REPRESUNTE EL
PROBLEMA A RESOLVER

En este punto se define el problema a resolver y se expresa
medlante una ecuacién diferencial, por lo que los problemas que
sean representados por el mismo tipo de ecuaclén diferencial
pueden resolverse con el mismo algoritmo y solo diferirda en
cuanto a las condiciones limite. Por lo tanto en este punto queda
definido el tipo de problema a resolver, las dimensiones en las
cuales se trabajard y, en el caso de ser problemas de

transferencia, si se trata de estado transiente o estaclonarlo.-

Las ecuaciones diferenclales que representan los problemas

estudlados en este trabajo som:
2 2
d¢/dx" = 0O ESTADO ESTACIONARI®.....[2.1)

de/dt = « (12¢/dx2 ESTADO TRANSIEXTE....... (2.2)



para transferencla de calor ¢=T y para las ecuaciones de
transferencia de masa ¢=C, siendo T ia temperatura y C la
concentracién. Las ecuaciones del Elemento Finito, desarrolladas
en este trabajo, pueden utilizarse para cualquier problema de
transferencia de calor y masa, que se vea representado por dichas

ecuaclones, o que se reducen a ellas.
B) DIVISION DEL DOMINIO EN ELEMENTOS FINITOS

Para .la comprensién de este paso se explican a contlnvacién

algunos conceptos basicos.

El “dominio" del problema es lo que se encuentra delimitado
por las condiclones limite, y se ejemplifica para el caso

unldimensional en fa figura (2.1).

Por otro lado los "elementos finitos”, se puede decir que son
subdominios del domlinio global, y también se les conoce como
"elementos locales”, por lo que la suma de elementos locales con
sus respectlvas condiclones limite dan el dominio global del
problema en cuestidn. En este paso es importante decidir el nomero
de elementos o tamafio de los intervalos locales, aumentando por lo
general - la exactitud de la resolucién al aumentar el numero de

divisiones,

<1

Figura 2.1

Dominio en Estudio y Condiciones Limite Globales
Caso Unidimensional

Donde: Q es el dominlo en estudlio

Ti0,1)  condlclones limlte
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Flgura 2.2
Division del Dominlo en 5 FElementos o Subdominlo con sus
Respectivos Puntos de Corte Llamados "NODOS" Marcados con Numeros

Romanos

C) SELECCION DE LAS FUNCIONES DE INTERPOLACION

En este punto se detalla uno de los conceptos fundamentales
de! método, ya que aclara el porque de las funciones de
interpolacién, y se establece que cualquier pardmetro continuo,
como temperatura, concentracién, presiéon, etc. pueden ser
aproximados mediante un modelo constituido por una serie de
funciones continuas (funciones de interpolacién) definidas sobre

un namero finito de subdominios (elementos finitos).

Este paso puede decirse que es el primero de los puntos
eriticos de fa técnica numérica, ya que si no se utillzan las
funciones de interpolacién adecuadas no se encuentra un
resultado que converja a la solucién de la ecuaclén diferencial
a resolver. Por la Importancia de las funciones de interpolacién,
abriremos un paréntesis para explicarlas mas detenidamente
mediante el siguiente ejemplo: se tiene un sistema unidimensional
con un elemento delimitado por dos nodos {ver figura 2.3).
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1 J x

]—
| * l

Flgura 2.3
Sistema Unidimensional sobre el eje de las "x" con nodos 1,).

x |

La varlable ¢ es aproximada medlante la sigulente funcién

lineal:
$ = al + QX eenninn (2.3)
Con las sigulentes condlciones lmite:

$=& cuando x = XxL.{2.4)
=8¢ cuando x = x)..(2.5)

De esta forma al sustitulr las ecuaciones (2.4) y (2.5) en la

ecuacion {2.3), obtenemos las sigulentes ecuaciones nodales:

$i=a) + a2X1

a1 ¢+ azX)

Mediante las dos ecuaciones anteriores :se conocen los

valores de a1 y a2

at = (0IX] - X1/(X) -X1)  .(2.8)
az = (03 = &)Xy - X1} ...{2.9)

Los valores de a1 y az se sustituyen en la ecuacién (2.3),

obteniendose la siguiente ecuacién:

¢ = 1X) - xIZAXy - X00J8r + {{x - X0/2(Xy - X019y, ...(2.10)
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De esta forma las ecuaciones que se encuentran entre
corchetes son las funciones de interpolacion lineales, que para
facilitar su manejo siempre que se haga referencla a eclias las
denotaremos como N, las cuales son multipiicadas por su

respectiva variable 4.[1]

En general se puede decir que, las (unclones de
interpolaclén  son polinomios que satisfacen las condiciones
limite globales. Pueden existir varios tipos de polinomlos de
Interpalacién: lineales, cuadraticos, cibicos o de orden
superlor. Los dos primeros son los mas utllizados y los que
utilizaremos en el presente trabajo. En el caso de la
interpolacién  lineal la  divisién del dominlo en elementos
requiere de dos nodos en cada elemento, los cuales son unidos por
una linea recta; en camblo en la Interpolacién cuadritica los
elementos requieren de un tercer nodo para que pueda definirse
una funcién cuadrdtica. La unidon de dichos puntos forma una

pardbola (ver fig.2.4 y 2.5).

Figura 2.4
Dominio Dividido en Cuatro Elementos (Denotados por Numeros
Romanos) y 5 Nodos (Denotados por Numeros Arabigos) Utilizando la

Interpolacion Lineal.
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1 2 3 4 5
. ‘ [ Ix L]
Filgura 2.5

Pominlo Divldido en Dos Elementos (Denotados con Numeros Romanos)
y 5 Nodos (Denotados por Numeros Arabigos) Utllizando la
Interpolacion Cuadratica,

Los graficas de las flguras (2.4) y (2.5) corresponden al
caso unidimensional, aunque esto no quiere decir que en dos y tres
dimensiones no se apliquen las funclones de Interpolacién lineales
y cuadrdticas. En las tabla (2.1) se representa la dimensién del
dominio dependlendo de la geometria de! eslemento ¥y en la tabla

(2.2) las funclones de Interpolacién lineales y cuadraticas.

TasLa 2.1
DIMENSION DEL DOMINIO DEPENDIENDO DE LA GEOMETRIA DEL ELEMENTO

DIMENS1ON GEOMEVRIA
DEL ELEMENTO
Unidimensional Linea recta
Bidimenslional Triangular
Rectangular
Cuadrangular
Tridimenslonai Telraedros

Hexaedros regulares

Hexaedros irregulares

Por Wltimo, podemos decir, que las funclones de
interpolacidn se escogen con base en la geomelria del dominlo y
el grado de exactitud requerido, ya que aunque el problema pueda

resalverse, por sus  caracteristicas, con ecuaciones de
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interpalacion lineales el resullado serd generalmente mas preciso
si se utilizaran las funciones de interpolacion cuadraticas, Para
reforzar esto diremos que ha sido comprobado que la relacion
Jde convergencia es del orden de h3* , donde k denota el orden del
polinomio, As! que el error disminuye como % y ht para las
ecuaciones de interpolacion lineal y cuadratica, respectivamente.

1l

TaBLA 2.2
FUNCIONES DE INTERPOLACION LINEALES Y CUADRATICAS

FUNCIONES DE INTERPOLACION LINEAL
Nia ] - x/1L
N2 = x/L
FUNCIONES DE INTERPOLACION CUADRATICAS
Ni = |- 3xL ¢ 20
Nz = 4xL - (X2 )
Na = 20*Y - x4

Donde Nn representa la funcion de interpoiacion de cada nodo, X es
cuaiquier punto del dominio ¥y L es la distancia que existe entre

s nodas,

D) OETENCION DE LAS ECUACIONES LOCALES

Es en este punto donde se decide el método de integracion
que se utilizard. En el presente trabajo se utiliza e Principio
de variacion, que como ya se menciono anteriormente, es uno de

1os métodos mas utilizados en ingenierla.

La obtencidn de las ecuaciones Iocales st logra mediante la
minimizazidn del principio de variacién o de la funcidn continua
que represente a la ecuacion diferencial que describa al problema
a resolver, con  sus  respectivas  candiciones limite. Con la

finaiidad de que este punto sea comprendido sz explica mediante Ja




utilizocién de un ejemplo en la pagina {34).
E) OBTENCION DE LA ECUACION GLOBAL A PARTIR DE ECUACIONES LOCALES

{.a técnica del elemento finito cansiste en aproximar la
funcion  solucién de ia  ecuacion  diferencial  dentro de cada
elemento y unir después estas aproxlmaciones llamadas "locales”

para obtener una aproximacion "glabal™.

La Integracién de las funciones de interpolacién a funciones
globales representa la unién de las funciones locales del problema
a resolver, obteniendose con ello valores numéricos para cada
nodo, existiendo asl una sola funclén que representa a cada
elemento con sus respectivas nodas, cuando se trate de una union
de eclementos los valores nodales son sumados, en la interpolacién
cuadratica el nodo central no requiere ser sumado con los nodos
anterior y posterior, ya que na estd marcando la divisién entre
elementos. Los valores numéricos obtenidos definen un conjunto de
funciones continuas dando como resuitado una aproximacion de los
parametros desconocldos. Por lo que para cada tipo de problema

contaremos con ecuaciones globales distintas.

La forma general que se utiliza para representar el conjunto

de ecuaciones globaies tiene la siguiente forma:
(kN¢)=(F) ........(21)

Donde: (k] representa la matriz de conduccidn de calor o
difusién de masa.
{F} es el vector de fuerzas o de términos
independientes.
{#} es la variable T (temperatura) para transferencia

de calor y C (concentracidn) para transferencia de masa.

Para la mejor comprensidn de este punto se utiliza un
ejemplo ilustrativo que se presenta después de la explicacion de

los puntos (f1 y (g).



F) MODTFICACION DEL SISTEMA DE ECUACIORES DEBIDO A LAS CONDICIONES
LIMITE

El' sistema de ecuaciones caracterizado por la ecuacién
anterior (2.11), obtenido de 1a globalizacién, debe de ser
modificado cuando cualquiera de los términos ¢ es conocido, ya que
ia mayorla de los problemas planteados en ingenieria tienen
valores conocidos en la frontera. Esta modificacién del sistema

consiste en:

Hacer cero todos los coeficientes del renglon de donde es
conocido algun valor de ¢ y también los valores de la respectiva
columna, menos e} valor que se encuentra en ja diagonal, citaremos
un ejemplo para cuando se conoce ¢5, por lo que las | y j de la
matriz [k] que contengan S son todos cero, menos el que tiene los

valores de 1 y j igual a 5.

En cuanto a las correcciones que se hacen al vector (F),
consisten en reemplazar el valor de la Fs, por e} producto Kss¢s.
Las ecuaciones restantes del vector (F)) se les resta el producto
Kis¢s, donde j es diferpnte de 5.

G) SOLUCION DEL SISTEMA ALGEBRAICO FORMADO POR LAS ECUACIONES
CLOBALES

El sisterma de ecuaciones lineal se resulve mediante cualquier
método numérico como: Gauss-lordan o Gauss-Seidel entre otros.
Aunque ‘es necesario menclonar, que en un principio el sistema de
ecuaciones era resuelto mediante la inversion de matrices, lo cual
se hacta sin e} uso de la computadora. En el presente trabajo el
método numerico utilizado fue Gauss-Jordan, y solo se analizan

sistemna de ecuaciones lineales.

Como puede observarse el uso de la técnica del Elemento
Finito, Implica resoiver wuna gran cantidad de operaciones
matematicas; por lo que llega a resultar impractico trabajarlo

manualmente cuando el dominio se divide en un numero de elementos



considerable, por ello ¢s conveniente desarrollar un programa de
computo para solucionar los ejemplos presentados en este trabajo.
El programa de computo, escrito en un lenguaje de alto nivel, fue
desarroliado en una computadora IBM PS-30 equipada con un
coprocesador matematico. La eficacia del mismo se verifica
mediante la comparacién de resultados obtenidos con el programa y
de los obtenidos con otros métodos de resolucidn entre ellos el

analftico.

Para conclulr la explicaclén de Ia téenlca del Elemento

Finlto, a continuacién se resuelve el siguiente ejemplo:
FEMPLD
Distribuclén de temperaturas en una aleta para una dimensién

en estado estaclonario, dividida en dos elementos, (ver flgura

2.6).
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figura 2.6

Aleta de Estafio
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La ecuacidn diferencial que describe el fendmeno tiene, la

siguiente forma:
d/ax? = 0 een(2.12)
Las condiciones limite de este ejemplo son:

kx dT/dx + q = 0 cuando x=0 ...(2.13}
y kx dT/dx + h(T-Ta) = O cuando x=L ...(2.14)

Donde kx es la conductividad del material, T es la
temperatura, X es un punto a lo largo de la placa, q es el calor
cedldo por e! materlal al medlo, h es el coeficiente convectivo,
Ta es la temperatura de! medio y L es la tongitud total de la

placa.

Para encontrar las ecuaciones de la técnlca del Elemento
Finito es necesarlo conocer e! principio de variaciéon equivalente

a la ecuacisdn {2.12), el cual se muestra a continuacidn:
U=, ke/2 (6T/dx)° @V + [ 1T + 1/20(T-Ta)'] dS ...(2.15)

Para profundizar sobre el método para la obtencisn del
principio de variacion equivalente a un operador diferencial

linea! cualquiera puede verse la referencia [1}.

Cualquier distribucidn de temperaturas que satisfaga el
minimo de la ecuacién (2.15) también satisface la ecuvacién (2.12)
¥ sus condiciones Illmite. Para nuestro éjemplo existen dos
elementos con tres nodos ({interpolacién lineall. Es necesario que
la funcidn minimizada se cumpla en todo el dominio, de esta forma
podemos  conocer ei valor de Ja variabie en los nodos o en

cualquier otro punto del dominio.

Las ecuaciones de temperatura correspondientes a cada

elemento son:




T(l)

{2)
T

= N e N2

= NPTz + N3

T2 ...(2.16})
By (2

Donde N con subindice uno, dos y tres son las funciones de
interpolacién para la interpolacién lineal, lo cual fue explicado

en el punto "c" en paginas anteriores.

Para evaluar la integral de la ecuaclén (2.15) se separan los
términos de superflcle ya que para nuestro ejemplo en un extremo

se cumple solo una condicién limite.,
L= fan kx[dT(x)/dx]? dV + I, QT(x) ds + Iuh/ZIT(x)-Talz ds
{2.18)

Donde sl,s2 son las Aareas. El valor de 1 sz obtiene madiante
la sustltucién de T(x) de las ecuaclones (2.16) y (2.17) ¥

evaluando la Integral:
IﬂqT(x)dS = qT1 IudS = qTiA1 ...(2.19)
I RIT00-Tal dS = b/2(Ta-Ta) [ dS = [hAa(Ta-Ta)’}/2...(2.20)

La Integral de volumen de la ecuacidon (2.15) se separa en dos
por: que dT/dx puede tener diferentes valores en cada uno de los

elementos, y se evalua a continuacién,

Ivh/Z(dT/dx)de =

MU

WAL 1)

2

(-TieT2)? « ka2

r21 (-T2-Ta)*

El separar la integral de volumen en la suma de integrales,
correspondientes a cada elemento, produce uno de los principales
beneficios de la técnica del Elemento Finito, ya que permite

cambiar las propiedades del material de un elemento a otro.
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L.a suma de fas ecuaciones de superficie y la de volumen dan
como resultade una ecuacién que estd en funclén de las

temperaturas de cada nodo:

1A M AT 2T T ¢ AT 272 Tae )
+ qAIT: + hA3/2(T2%-2TaTasTo®)
(2.22)

Los valores correctos de las temperaturas correspondientes a

cada nodo son las que hacen de 1 un valor minimo, por lo que:

(1) w

a7aTe = A AT - (A" A YTz ¢ gAr = 0.(2.23)

Tz = AT AP AP
- A% AT o

(2.24)

2|
1,

417473 = -IAP P72 ¢ VAR« haaiTa
- hAaTa = O
(2.25)

A este conjunto de ecuaciones se les liama “ecuaciones
jocales”. Fara. convertirlas en "globales” es necesario sumarias
cuando- exista unién de elementos y despues asociar en forma

matricial el conjunto de ecuaciones de ia siguiente forma:

Vg nipghi g It
. abig g [] 1, .,
-l i wivg 'y sitlg My -altig i ) =4
» ey iiam atig ity e 1, »,lc
{2.26)

Como se puede observar ia temperatura uno se determina en
base a ios nodos uno y dos del primer elemento, (lo cual se

indica mediante el subindice 1), ia temperatura dos en cambio se
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determina su  valor tomands en cuenta los dos nodos
correspondientes a cada uno de los elementos, por lo que en donde
existe la unién de los elementos los valores limlte de cada uno
de ellos es sumado, por UGltime la temperatura tres se conoce

haciendo referencla a los nodos dos y tres del segundo elemento.

A la obtenclén de este conjunto de ecuaciones es a lo que se
le ilama globalizar las ecuaclones locales, para la interpolacién
{Incal. En el caso de tratarse de una interpolaclén cuadratica, la
diferencia radica en que la temperatura uno serla determinada por
tres valores nodales pertenesciente al primer elemento, la
temperatura dos seria determlnada mediante los valores nodales de
jos dos elementos y se sumarfan en {a unién y por oitimo la
temperatura tres que se conocerfa su valor medlante los tres nodos
que constituyen el segundo elemento, De esta forma el nodo
adicional de ia interpolacién cuadratica, que cas! slempre esta en
el centro, se toma en cuenta para constitulr una ecuacién local,
pero cuando se globallza no se suma, ya que su presencia no
representa la divisién o limlte de un elemento sino que forma
parte de este. Esto se vera con mas claridad en los ejemplos que a

lo largo del trabajo se muestran,

Para facilitar ‘el manejo de la ecuacién (2.26) se expresa a

continuacién en forma general:
k) {8 = {F} .......22D)

Donde {k] es‘la matriz de conducelén cuando se trata de un
problema de transferencia de calor, {#) es la temperatura en cada
nodo o la varlable por determinar' y {F} es el vector giobal de
fuerzas. De esta forma se ha globalizado el problema ejemplo

haclendo uso de las funciones locales.



2.2. ASPECTOS COMPUTACIONALES.

2.2.1. DESCRIPCION DEL PROGRAMA

Para la mejor comprension de la explicacién del programa

puede verse simultaneamente la figura (2.7),

El programa cuenta con la opclén de hacer una demostracion en
la cual se hace una comparaclon de la obtencion del perfil de
temperaturas en estado estaclonarioc y su respectiva solucion
analitica, para la cual no es necesario introducir las variables

de los tres primeros incisos que se mencionan a continuacién.

El' programa requiere que se le introduzcan algunos

parametros los cuales se enlistan a continuacién:

a) Las propiedades fisicas del cuerpo como; longitud, perimetro

y area.

b} El tipo de probiema; ya sea de transferencia de calor o de
masa, De tal forma que si se decide resoiver un probiema de
transferencia de calor se introduzca la conductividad térmica,
cuando se presente transferencla de calor por conveccitn, flujo
de calor superficial o calor generado Internamente, se introducen
los términos correspondientes. Si se trata de un problema de
transferencia de masa el parametro solicitado por el programa

serd la difusividad y el coeficiente de conveccién.

¢) Las condiciones de rfomera. incluyendo las condiciones del

medio, ya sean temperaturas o concentraciones.

d) El nimero de elementos, y el’ tipo de interpolacién (lineal o
cuadratica), ya que el calculo de la matriz {k] se hace de
diferente Torma, dependiendo dei tipo de interpolacitn elegida.

el Condiciones de frontera, si existen el programa cuenta con una

subrutina que hace una correccién en el sistema de ecuaciones.
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f) Estado estacionarlo o transiente, cuando se trata del estado
transiente es necesarlo indicar el perfil de temperaturas o de
concentraciones inicial, el tiempo total y el 4%, para el caso de
transferencia de calor se pedirdn la densidad y el calor
especifico del cuerpo por analizar, con esta informacién y Ila
matriz [k] se calcula la matriz {C]. La matriz (C] es multlplicada
por la variable (temperatura o concentracién) y a continuacién se
soluciona ei sistema de ecuaciones, Este uditimo paso se repite

hasta que se llega al tlempo total,

Cuando se trata de un problema en estado estacionario no es
necesario Introducir nuevas variables, por lo que el programa

imprime el resultado inmediatamente.

En este punto es necesario aclarar que las unidades en las
que se Introduce el tiempo, lo cual lo aclara el programa en
pantalla, son minutos por lo que es necesario tener cuidado para

introducir todas las variables en unidades homogéneas,

Otra de las opciones con la que cuenta el programa es la

resolucién del problema mediante el método analltico.

Al ser introducidos todas estos pardmetros el programa
imprime los resultados en pantalla, los cuales a su vez pueden

imprimirse en papel.
OIAGRAMA DE BLODKS

A continuacidn se expone el diagrama de bloques del programa de
computo que se desarrollé para la resolucion de problemas de

transferencia de calor y masa mediante la técnica numérica del

Elemento Finito.
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LIAGRAMA DE BLOQUES DEL PROCGRAMA
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| solucion del sistema
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2.3. INFLUENCIA DEL. NUMERO DE ELEMENTOS Y ORDEN DE INTERPOLACION
EN LA TECNICA DEL ELEMENTO FINITO

Con la finalidad de ejemplificar la utilidad de la técnica
del Elemento Finito y verificar la exactitud del programa de
cémputo elaborado, se resuelve un problema de transferencia de
calor en una dimensidn y en estado estacionario, El mismo problema
es resuelto utilizando, en primer lugar, la interpolacion lineal y
posteriormente mediante la  interpolacidn cuadratica, varjando el
namero de elementos para cada interpolacién. Esto se realiza con
el objeto de analizar la infivencia del tipo de interpolacion y el
namero de elementos en el resultado flnal del problema. Los
resultados obtenldos con &l programa desarrollado se comparan con

su respectlva solucién analitjca.

Un problema comin en ingenieria es la ﬁerdida de calor de
una aleta gue por uno de sus extremos estd conectada a una
fuznte de calor, y la pérdida de calor se lleva a cabo por el
perimelm ¥y ¢} otro extremo de la aleta. figura (2.8).




Las propiedades fisicas de la aleta del estaho se mencionan

a continuacion:

ke 59 watts/m °K Area= 0.0004 mzu

h= 10 watts/m>°K Perimetro= 0.04 m n
Ti= 373°K longitud total= 0.15 m.
Taw 292°K

2.3.1, INTERPOLACION LINEAL

La aleta es dividida en 4 elementos como se muestra en la
figura (2.8), por lo que cada elemento tlene una jongitud {(L)=
0.0375 m,

Conslderando et tipo de ecuacldn que se menciond en el
inciso (a} para transferencla de calor en estado estabie y
haciendo uso de las funciones de interpolacion lineal para un
segmento  con  longltud total L, presentaremos las matrices
correspondientes para la solucién por Elemento Finito, respetando

las siguientes condiclones limite:

kdT/dx + @ = 0 cuando x=0 .......... (2.28)
kdT/Zdx ¢ h(T-Ta) = O cuando x=L ....(2.29)

Donde k es la conductividad térmica del material, q es el
flujo de calor, h se refiere al coeficiente convectivo, x. es un
punto de la longitud total L de la =aleta analizada, T es la

temperatura en el punto x y Ta es la temperatura del medio.

Si existe calor cedido o ganado en ios limites debide a la

conveecion, hiT-Tal, o por un flujo de calor, entonces:
k(dT/dx) ¢ h(T-Ta) + q = 0 ..(2.30)

El siguiente paso es minimizar mediante el principio de

variacidn, el valor de la integral que para esta ecuacién es N1}

1- f‘vkﬂz(dT”dx)zdv + I‘[qu/Zh(T-Ta)ld&"(z.Jl)
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£1 resultado del  paso anterior, el cual fue explicado
detalladamente en el ejemplo de la pagina (34), permite conocer
la matriz de conduccion de calor,

(9) (o), T 18}, (0} (e}, T, fe)) o
= !”w I'IDTHBRTL QY . !.zl?w 1IN T1dS...(2.32)

La matrlz IN™'} se refiere a las funciones de interpolacion
y, como ya s& menclond anteriormente, para el caso de
transferencia de calor satisface:

{e}

™% INKTY (2,30

{
La matria lD"l corresponde  a los valores de la

conductividad térmica (k)

kx o [}
w*als ko n{2.34)
1] o kx
{e}

Mientras que {B] se obtiene mediante la diferencia entre
le) aon respecto a4 X, ¥, Yy 2y se representa de la siguiente

forma:

4T/ax

© = {ave} = BYNTY L ..42.35)
47782

Otre térming resultade de minimizar {1) es el vector de
1arminas  indepandientes 7'*h, el cual recibe ese nombre debido

a gque 1odas sus t4rminos son pardmetros conocidos.

s}

= - RLi (LIS S {e)yT -
TG INTeay o g IN®eds - IN) Tahas

{2,368}
Coma se pusde observar las scuaciones anteriormente deducidas

para &) ejemplo de la aleta d2 estaho tienen exactamente la misma

esirudtura Que  Jas  utiliadas en 8! ejemplo  expuesto para
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demostiar 1a globalizacion de las funciones de Interpolacién, por
lo que en los siguientes ejemplos solo nos referiremos a la

siguiente ecuacidn general:
(K}@h=(F} .onvninn (2.3

Al utilizarse las funciones de Interpolacién lineales los

valores de [N} son:
IN} = INi Ngbo= [(=x/L) x/L) e (2.381

Al sustltulr los valores de las funciones de interpolacién
en la ecuacién (2.35) se obtlene:

{g} = dT/dx = -(I/LITy + (VLIT) = [-1/1. 1) [I;] ...(2.39)

Por 1o que el valor de [B}] es:
IB] = |-1/L. 11} ...(2.40)

A continuacion se evalua la integral de volumen de
ecuacidn (2,32).

=1/

5 11IDNIBIV = [ ] Il =11 1/LJAdR

1L

=akA} [' "] dx = Akx/L[‘ "]
~1 1 -1 1

{2.41)
asgmlenda Qque el adrea es constante.

Para el segundo término de la ecuacisn (2.32).

£ HINITINNGS = WP I [‘:;‘;L’t’]m-m A% ....42.42)

Donde: dS=Pax vy P es e perimetro. De esta forma el segundo



término despues de integrar es:
T 21
MNITINIGS = hPL/6 [l 2] ..... (2.43)

Sustituyendo las ecuaciones [2.41) y (2.43) en la ecuacitn
(2.32):

') = AkeAL [‘: ‘:] + PRL/G [: ;] ..... (2.44)

Por dlitimo se evalua la integral del vector (f}
" = - (QAL-qPLothPL/Z){:} ..... {2.45)

Para nuestro ejemplo el extremo izquierdo {nodo ) de la
aleta se encuentra a una \cmperalui‘a iniclal de 373°K. el calor
es cedida al medio por el perimetro y el extremo derecho {nodo j)
por conveccidn, por lo que es necesario evaluar la integral de
superficle de la ecuacién {2.32) para el nodo j.

T N\ [) o 0
J'.MN) IN)dS = J.h [ﬂ]lNl NjlS = th [l] lo 1)dS = Lh [o l]dS

{2.46)

La ecuacién (2.46) se debe de sumar a la ecuacidn (2.44) para
satisfacer las condiclones del problema en cuanto a la pérdida por
conveccion por el extremo derecho de la aleta. En cuanto a ja
pérdida de calor por el perimetro la correccidn debe de hacerse en

(s}

la integral de superficic para {f )} de la siguiente forma:

.f'lNl'hTa 45 = hTaA {‘:} e (2.47)

A continuacidn se sustituyen los valores de las constantes y
condiciones del problema en las ecuvaciones obtenidas para nuestro
ejempio.



La matriz IK‘”] para ei primer elemento es:

()

0.005 0.0025
[T T

~0.6293 0.6292 W{0.0025 0.008

[ 5.6290  -0.6293 ]

Como el fendmeno de conduccién se presanta para los 4
elementos du lgual manera, las matrices locales [k] son todas
iguales a ja | en cada uno de los otros cuatro nodos. Con la
finalidad de que se cumpla fa condicién limite del extremo donde
se pierde el calor es necesario sumarie a la matriz del elemento
5 eif término de hA=0.004n, lo cual se explicd con detalle en

parrafos anterlores dando como resultado la ecuaclén (2.43).

) 0,634 -0.8264
[ " Jan |-0.62e8 0.8383

En lo que se refiere al vector de términos Independientes,
ecuacion (2.42), no existe generacién Interna de cajor siendo el
anico Intercambio el debido a la conveccién, por lo tanto los

términos de Q y q son cero por lo que el vector se reduce a:

i 2.1975
)= x {z.ms}

Por las mismas razones que la matriz (k) del elemento 5 fue

5|
ll)

corregida, es necesario  corregir ef vector ({f sumandole el

término de hATa=l172x.
(8) 21478
e = x {a.aws}

Se yplobalizan las matrices [k] y los vectores (f) locales

obteniendose 1a matriz [k] y el vector {f) globales,
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r‘,b.](] 8268 [ [} 1] ] T 21975
ina.‘,bﬁ 2n88 bR 0 [} [] T2 4.39%
f & - a2nf 1.268h  «.h208 o ] LE] R 4.395
0 a 6208 1 JbBn HJ68 o T4 ) 4.39%
¢ 0 ] -~ 6268 1.2688  -.0268 15 4.295
a [ o [] ~6268 1.2686 To 3.2495

Para este ejemplo se conoce la temperatura inicial del nodo 1
{T1=373°K) por lo que es necesario corregir fa matriz {k] y el
vector {f} como se explico en el inclso (F), obtenlendose el

sigulente sistema de ecuaciones:

RIR) [ o 4 0 [ Ti 236.594
4 1.2686 -.6268 ] [ o T2 238,19
[] -.6208 1.2688  ~.6260 o [] T3 4,395
<] o ~b6268 1.2686 ~.6268 4] T4 = 4.395
[] o [] -.6268 1.2686  -.6268 T5 4.395
L [} 4] [] ] ~.6268 17686 Té 3.3695

Como ya se explico anterlormente el sistema de ccuaciones es
resuelto mediante el método de Gauss-Jordan, aunque es necesario
mencionar que existe upa modificacién al método de Gauss el cual
surgid con la finalidad de resolver sistemas de ecuaciones que
forman una matriz banda como la resultante en este ejemplo, y que
consiste en almacenar salo los valores numéricos diferentes de
cero y de esta forma se hace mas eficiente la resolucion del
sistema de ecuaclones con estas caracteristicas, para profundizar
sobre este método resolutivo puede consultarse la referencla
I1l.Les resultados obtenidos para este problema se muestran en la
tabla (2.3), Junto con los resultados comparativos entre la
solucién analitica del. problema propuesto y ja solucién obtenida
mediante la técnica del elemento finito, esta ultima obtenida para
los  elementos: 2, 3, 4, 5 y para la interpolacidn lineal y
suadratica.




2.3.2. INTERPOLACION CUADRATICA

La nmetodologia para resolver un problema nediante la
interpolacién cuadrdtica no diflere de la forma de resolucién
utilizando la interpolacién lineai. Sin embargo existen cambios
en cuanto a Jas ecuaciones locales, por lo que sbélo se hari

referencia a esta diferencia en este punto.

La ecuacién (2.44) que se desarrolld para la interpolacién

1ineai, toma la sigulente forma para la interpolacién cuadratica:

(o) kg -8 1 4 e -1
(') = A3l |-8 18 -a| +« PHL/30 |2 16 2
1 -8 k4 -1 2 4

(2. 48)

La ecuaclén (2.45) tanmbién se modifica para la interpolacién

cuadritica, y se muestra a contlnuaclon:

1
{r'*) = - (QAL - qPL + hTaPi/6) {‘} ..... (2. 49)
1

En cuanto a las modificaclones que se hacen debido a las
condiclones limite las ecuaclones (2.46) y (2.47) se expresan a

continuacidn, para la interpolacién cuadratica.

N o
Ilh(N]'[N]dS = Jh [u IN1 Nj NildS = Jh H lo 0 1lds
[y Nk [ 1

00 o]
= | Ko o of d5 ..........(2.50)

o 0 1

\]
I'lm’nra dS = hTed {} {2.51)
1

Para 2 elementos {interpolaclén cuadratica) y haciendo uso

de las mismas condiciones que para el ejemplo anterior, la matriz
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(k] se muestra a continuacién:

0.73182  -~0.817% 0.1039
[k] & - lo.san 1.6942 -0.8371
60,1039  -0.837% 0.7382
El vector de términos Independlentes, de lgual forma que

para el ejemplo anterior, se ve afectado por las mismas condiclones

1imite, por io que ya globallzado es:

o - i)

Por uUltimo se corrige el sistema de eccuaciones, de lgual
forma que para el ejlemplo anterior, debido a las condiclones
limite,

7382 o o o o 1\ {-275.3560
0 Le2  -.am o ° 12| {-ms02
D <8I 1.4TEC -.BIT1 L1039 1al.f 358208
o 6 -7t t.see2  -.8an] tTel| ]-s.es
i 0 1038 -.837) .'uzﬂ 15 |-2.63

Como se puede obsarvar, la unidn de los dos elementos se hace
e¢n el nodo tres, por lo que es en ese punlo donde se sumah los

nodos de cada elemento.

Los resultados de este ejemplo se muestran en la tabla (2.3),
para la interpolacion llneal y en la (2.4) para la interpolaclién
cuadratlca. En las tablas (2.3a y 2.4a) se enlista el porcentaje

de error para cada una de las interpolaciones.

S0




TasLa 2.3
INTERPOLACION LINEAL

# MMERO DE ELEMENTOS

2 3 4 5 SOL.. ANALITICA
L(m)
0 a7a 273 372 173 373
.02 - - - 267.8849 68,1686
L0375 - - I66.7841 - 267.1426
.08 - 365.1007 - - 365.5803
.08 - - 363.915 3644853
L0758  362.2828 - 382.22329 - 362. 05859
.09 - - - 261.02%7 361,8938
\ - 360,2782 - - 361,2653
L1128 - 359.5427 260. 6422
12 - - - 359.1847 360.3546
V15 58,2777 258,3268 3158.343% 358.264 59,8441

TABLA 2.3A
PORCIENTO DE ERROR., INTERPOLACION LINEAL
# MMERD DE ELEMENTOS

2 3 4 s
L(m)
0 (4 0 0 0
, 03 - - - 0.0771
L0278 - - 0.0976 -
. 08 - 0.13264 - R
08 - - - 0.1586%
078 0,2129 - 0.198%
.08 - - - 0.2388
1 0,2722 - -
L1128 - - 0.2049
<12 - - 0.3246
J18 0,423583 D. 4218 0.416% 0. 4147
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TasLa 2.4
INTERPOLACION CUADRATICA

# MUMERO DE ELEMINTOS

2 3 4 5 SDL. ANALITICA
L(m)
0 a7a 273 373 373 173
L 015 - - - 370.2965 370,4366
,01875 - - 169.6684 - 369.8423
.02§ - 168.66 - - 368.8923
.02 - - 267.8879 368,1686
L0278 266,796 266,7936 - 367.1426
(048 - - - 365.7652 366.1873
.05 - 165, 1221 - - 265.5893
,05625 - - 264, 3593 - 364,885
.06 - - - 363,9202 3644853
.078 362, 3504 262, 3493 162.3503  362.346  363.0559
.09 - - - 361.0363  361.8918
.09375 - - 360, 7547 - 261.6445
B - 360.23118 - - 361, 2653
L1058 - - 159.9864 360,99.45
(1128 3§9.5627 - 359.5531 - 360.6423
13 - - - 3§9.1921  360.3546
L1258 - ase.988 - - 260.1984
L13128 - 3158.7682 - 360,0433
.138 - - 358, 6506 359.9716
18 3§8,3653 358.3664 358,3654  358.3595 359.8441
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TABLA 2.4A
PORCENTAJE DE ERROR. INTERPOLACION CUADRATICA

# DE ELEMENTOS

2 3 4 S
L{a)
° 0 o 0 o
.015 - - - 0.0378
.01875 - 0.047 -
.025 0.0629 - -
.03 - - - 0.0782
.0375 0,0951 - 0.0950 -
.045 - - - 0.1153
.05 0.1277 - -
05625 - - o.1441 -
.06 - - - 0,1550
.05 0.19432 0.1946 0.1942 0.1955
.69 - - 0.2369
. 09375 - 0.2460 -
1 - 0.263% - -
10§ - - - 0.2792
L1125 0.2993 - 0.2992 -
2 - - 0.3226
.125 - 0.3360 -
L13128 - - 0.as4 -
.135 - - - 0.367
RY a.4109 0.4113 0.4109 0.4126

Con la finalidad de visuallzar las dlferenclas entre el orden
de. Interpolacién (lineal y cuadritica) y el numero de elementos
se elaboraron una serle de grAflcas las cuales se muestran a
continuacién.

De la grafica 2.1 a 2.12 se muestran los perfiles de
temperaturas para los elementos 2, 3, 4 y 5 calculados con 1la
interpolacién lineal y cuadraticas y a continuaclén se muestra la
grafica comparativa entre las Interpolaclones y ta solucién

analitica para cada diferente numero de elementos,
Por otro lado las graficas 2.13 y 2.14 muestran la influencla

del nimero de elementos para cada una de las Interpolaclones
(iineal y cuadridtlca).

S3
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Como se puede observar, en. la serle de grificas mostradas
anteriormente, la interpolaclén lineal requiere un mayor nimero de
elementos que la interpolacién cuadridtica para representar el
perfil obtenido mediante la soluclén analitica. Por lo que es mis
practlco utiiizar la interpolacién cuadratica.



2.4 TECNICA DEL ELEMENTGC FINITG EN ESTADO TRANSIENTE

En esta seccién del capitulo se explica la metodologia para
resolver un problema de transferenciz de calor en estado
transiente y en una dimensién por medio de la técnica del Elemento

Finito.
METODOLOGEA DEL ELEMINTO FINITO EN ESTADO TRANSIENTE

Para la obtencién de las ecuaclones locales del ejemplo
anterior se utilizé la ecuacion (2.18) que es Gtil solamente para
la transferencia de calor en estado cstaclonario. Por lo que para
el estado transliente es necesario incluir en la funclén el término
que especifique la dependencia con el tiempo, lo cual es
representado por el término 2 de la funcién que se muestra a

continuacién.

1= .[v 172 [Kx [332] + Ky [gf] + Xz [gf] -2 [Q-Agf]¢] av
1

2

R J‘s‘ qpas + [ w2 [¢2 EYYE &] ds ... (2.52)
e ] 4

Donde: A es el producto resultante de multipllicar 1la

densidad (p} y el calor especifico a presién constante (Cp).

Debldo a las caracteristicas del problema que se resolvera en
la sigulente seccion, se ellminan de esta ecuaclén, el término (3}
de flujo de calor y el (4) de convecclion, por lo que solamente se
considera el término de transferencia de calor por conducclién para

el ejJe de las x:

1= L 12 [Lx [gg ]z- 2 [Q-Ag%]¢] &V . .(2.53)



El proceso completo de minimizacién nos permite conocer el

sjguiente sistema de ecuacienes:

(€14 31 ¢ [KI ) ¢ (F) -0 ... (2:50)
Jt
Donde:
el s [ mT ey (2.55)
= [ et onenav e [oon T as (2.56)

(e} T T T
(e - —Iv Q INT av J'_‘ q T as - I-z h da INIT dS...(2.57)

Como se puede observar la matriz [C] o de capacitancia es e}
término que hace la diferencla entre un problema en estado
estacionario y otro que si considere la dependencla con el tiempo.
De esta forma la Unleca diferencia de la ecuacion (2.37) con
respecto a la ecuacion (2.54) es la matriz {€), que a continuaclén

se ovaluas
et = Iv AINITIND av Ll (2.58)

Considerando que [N] es la funcion de interpolacién lineal
expresada en la ecuacién (2.38) y dV = Adx, se evalua la integral

de la ecuacidn {2.58).

(€' = aa J‘o [‘;fﬂ {(1-x1) =} dx

21
AAL/6 [‘ 2] ..... (2.59)

Existen diferentes métodos para resolver el sistema de
ecuaciones que representan el {fendmeno de dependencia con el

tiempa; a continuacién se mencionan algunos de los mis utlllzadoes:

e



a) Diferencias finitas (central,hacia adelante,hacia atras)

b) Elemento finito

La técnica utilizada en este trabajo, para la parte de
dependencia con el tliempo, es la de diferenclas finitas central,
por ser la que tiene la condicién de estabilidad incondicional, en
comparacién con las otras dos técnicas de diferencias finitas. La
técnica del Elemento Finlto fue descartada debldo a que requiere

una mayor capacidad computacional.

A contlpuacién se expilca la incorporacién de la técnica de
diferencia finita centrai, para la parte temporal, en la técnica

dei efemento finito.

Como ya 'se explicé anteriormente, cada elemento esta
constituido por .dos nodos, y a cada uno le corresponde una
temperatura (&o,$1), la aproximacién para obtener la derivada de
la temperatura con respecto al tiempo en el punto central,
utilizando la técnica de diferencias finitas, es:

d¢ _ &1 - ¢o ...(2.60)

La' ecuacidn (2,60) pucde expresarse tambien de la siguiente

forma:

1o en - (o) ...d2.6D)
Bt

Al referirnos ahora a un punto central para el intervalo de
tiempo, es necesario evaluar {3) y (F) de la ecuacion (2.61),
también en el punto central.

(¥) 172 ({dh + {&)o) ...(2.62)

n

R = 172 UFh « (Flo) ...(2.63)

"

Sustituyendo las ecuaciones (2.61), (2.62) y (2.63) en la
ecuacion (2.54).




L [CHON ~_1_ (CHedo +_1_[KI®h +_1_[Kii@do + (F) = 0
at at 2 2

o [kl s 2. tcifien = | 2_ tc1 - iftero - 2R ...c2.69)
At At

L ]
Sustituyendo el valor de (8} de la ecuacldn (2.62) en la
ecuaclén [2.64):

Kl +2_ (|0 = 2 (Cldlo - (F) ........(2.65)
At At

Donde: (0)' es el valor de la varlable & después de un
Intervalo de tlempo At y {(#lo es el valor Inicial de {a variable,

que para este cjemplo se trata de una temperatura.

Ya que tenemos la ecuacién que representa el problema de
transferencla de calor en estado translente, es posible
soluclonar problemas de transferencla de calor y masa que sean
regldos por las ecuaclones 2.1 y 2.2. En el slguiente capltulo se

resuelve un problema para el estado translente.



CAPITULO 3

APLICACION DE LA TECNICA DEL ELEMENTO FINITC
EN LA INGENIERIA EN ALIMENTOS




3.1) TRANSFERENCIA DE CALOR.

El programa desarrollado sirve para procesos de transferencia
de calor en estado estacionario y en estado (transiente, en
problemas de una dimensién y que la conductividad térmica sea
constante a lo largo del andlisis. Por tener estas caracteristicas
pueden resolverse problemas de refrigeraclén y calentamiento.

Por lo que en esta seccién se resuelve un problema de
enfriamiento de mantequllla en estado translente haciendo uso de!
programa de computo y se hace una comparacién con fos otros
métodos de resofucién; analitico, grafico, y diferencias finitas.

3.1 PROBLEMA DE REFRIGERACION

La mantequilla se encuentra inicialmente a 291.1% (To) y se
coloca en un refrigerador que tiene una temperatura de 271.6°K.
{Ti). Con el objeto de verificar la fiexibilidad def programa
desarrollado, en lo que se refiere a cambios en fas condiciones
limite, se desprecia la transferencia de calor por conveccidn,
considerandose que ‘la transferencia de calor se lleva a cabo
solamente por conduccién. Por lo tanto se. considera a la barra de
mantequilla como una placa finita con conduccién verticai
(direccldn  x), que adquiere en los extremos la temperatura del

medio {T1) en un tiempo iguai a cero.

.P’.’f “_.P'-
- ,,,-1-- A
- Ty~
l' l Ppe hol
L I Y
T
8 = T1-T/Ti-To
Figura (3.1

Barra de Mantequilla

Donde Q es Ja temperatura adimensjonal.

"




A continuacién se enlistan ias propiedades termofisicas de
la mantequilia {4].

k = 0.197 w/mK

p = 998 Kg/m’

Cp = 2306 J/Kg°K

a =858 ¢ miss

L = 0.0462 m.

La ecuacién diferencial que representa el enfriamiento de la
mantequilla a través del tlempo y sus respectivas condiciones
Injcial y limlte se muestran a continuacion.

dT/dt = & dT/dx® ...(3.1)

Cuando X = 0,0.0462 entonces 8 =]
Cuando x » 0,0.0462 entonces 8 = O

Con la finalidad de mostrar las ecuvaclones locales que
constituyen i ejemplo, la mantequilla se separa en 4 elementos
utilizando las funciones de interpolacién lineal (ver figura
3.2)

T T2 T3 T4 5
. - . .
0 L0118 .021 L 03445 . 0462
1 n m 144
Figura (3.2)

Division de la Mantequilla en 4 Elementos (Interpolacion Lineal)

Comenzaremos por evaluar la matriz {K| de ia ecuacién (2.53);

las ecuaciones correspondlentes para cada nodo se muestran a
continuacién.

H LTI ) .
J’, ) [‘—;{] Qv = B2 Tt B8 (et

.03} !
%;-& (Ta-Tar™ ";x'l (T4-T5)..(3.2)



Conslderando que la longitud de cada elemento (&x), la
conductvidad (Kx) y el &rea (A) de la mantequllla son constantes a
través del tlempo, se evalua la Integral, obteniendose de esta

forma la matriz [K] del ejemplo.
- 18818 TAoRle
K] = [ gs “'h§§° -§§§%§ "

Para calcular la matriz [C) se utiliza {a ecuacién (2.59), al
sustituir los valores correspondientes, la matriz se muestra a

() = z/At[gggmg ﬂ’glm ﬁgmi’ i%ﬁiii# Eggmg]

Para este ejemplo el vector de términos independlentes es
cero y el perfil iniciai de temperaturas es conocido, por lo que
solo nos resta escoger ei At, y la ecuacién (2.59) puede ser
resuelta, La influencla del.At en el grado de exactitud de la

técnica numérlca se muestran en la tabla (3.1).
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TaBLA 3.1

Comparacién de la Técnica del Elemento Finito a diferentes At
para un tiempo de 30 minutos, 2 elementos interpolacién
cuadritica.

LONGITUD (M)

] +01188 .0221
solucion analitica 2717.6 206,2082 209. 7429
AL (min.)
0.8 277.6 285.9964 289.4762
2 277.6 286.0764 289.5925
. 2717, 6 2B5.6616 289.0081
12 2717.6 284.8396 288.0649

Como se puede observar ¢l la tabla anterlor y en la gréfica
correspondlente, el resultade obtenido medlante la utilizacidn de
1a técnica del Elemento Finlto con el At de 2 minutos, es el que
se aproxima al resultado obtenldo mediante la solucidén analitica.
Sin embargo, el resultado semejante a la soluclién analitica no es
proporcionado por el At mis pequefic (0.8 minutos). Esto se
atribuye a que existe "ruldo numérico” al aumentar el niumero de
iteraclones, Vérse grafica 3.1,
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3.1.2 COMPARACION DE LA TECNICA DEL ELEMENTO FINITO CON OTROS
MeToDos RESOLUTIVOS

El problema de enfriamiento de mantequilla que se resolvio
por la Técnica del Elemento Finito en la seccién anterior se

resulve a continuacion por otros métodos:

a) Solucién anmalitica.
b) Graflco.

c) Diferenclas Finitas.
a) SOLUCION ANALITICA

Retomando la ecuacion (3.1) que se utilizé para obtener la
solucién mediante la Técnica de Elemento Finito, y sus respectivas

condiciones limite,
dT/dt = a dT/zdx ..(3.0)

Cuando x = 0,0.0462 entonces B =1
Cuando x # 0,0.0462 entonces 8 =0

La experiencia Indica que es conveniente ilos siguicntes
nimeros  adimensionales, ya que la ecuacion (3.1) con sus
respectivas condiciones iimite toman formas mas sencillas, io cual

se muestra a continuacidn:

d8 _d8  .(3.3)
dr dnpt

CLly?2 paran=31 8=0
C.l parat -0 8=1

Donde: 8 = Ti-T/T1-To; temperatura adimensjonal.

xrb; b o= 142 L longitud adimensionai.

=
1

u
T = at/b’; tiempo adimensional.

La solucién analitica’ se hace utilizande el método de

srparacidn de variables que por 1o general tiene ja forma del
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siguiente productoe:

a(n,t) = flmglt) ...(3.4)
Sustituyendo la ecuaclén (3.4) en la ecuacién (3.3) y
dividiendo por fg, se obtiene:
1_dg _ 1 d¥f ...(3.5)
P DU . V- 3 {
g dr f dn’

La ecuaclén (3.5) se reduce a la resolucién de las sigulentes
vinculadas por la constante

ecuaclones diferenciales ordinarlas;

de separaclén ¢,

dg . - ... (3.6)
dr

2
&L . -2 37
dn

A contlnuacién se integran las funclones (3.6) y (3.7) para

... (3.8)
.. (3.9)

obtener:
g = A exp (-cr)

f = B sency+ C cos cy

Donde: A,B y C son constantes.

Se observa que, deblde a la simetria del problema 8, y por
tienen que ser lgual a cero. Utlllzando una de las dos

tanto f,
de las condlciones limite sc obtiene:

Ccosc=0 .. (3.10)

Como puede observarse C no puede ser igual a cero, ya que
conduciria a una soluclan fisicamente lnadmisible, por lo que ¢

toma el siguiente valor:

¢ = (n+ 2 n=o0, 11,

Tenlendo en cuenta las ecuaciones (3.10) y (3.11), se llega a

"9



la sigulente ecuacién:

2.2
Bn = AnCne ™32 T Teos(n + 1720 ... (3.12)

Los subindices n sirven para indicar que A y C pueden ser
diferentes para cada valor de n. La solucién general se obtiene
sumande las soluclones obtenidas a partir de la ecuacién (3.12),

para todos los valores de n (n=0 hasta n=+a).

“ - 0!/2)21(21'
8 =] Dne " cos(n +«1/2)xm ... (3.13)
ns0
Donde: Dn= AnCn + A C ... (3.139)

~{nel) ~-ine1)

Los valores de Dn se determinan haclendo uso de ia condicién
inicial.

a
1 = ¥ Dncos(n ¢+ 1/72)nn ...(3.15)

nx0

Multiplicando por cos(m + 1/2)xn dn e lntegrando de n = -1

hasta n = +1 se obtlene:

13

Ja

c 0"
cos(m + 172)ap dn = § Dn I_‘ cos(m ¢ 1/72)nn cos(n +1/2}nn dn
n=0
(3.16)

Efectuando las integrales, se llega a la siguiente ecuacién:

sen(me_1/2)xy ™!

- Do |20 n172mn ¢ 1ztene o 1/2izwn| T
(m ¢+ 1/72)x 7=t

(m ¢ 1/2)M N=-1

(3.17)
Debldo a la propledad de ortogonalidad todas las lntegrales

de la sumatorla del segundo mlembro son lguales a cero,

exceptuando el término en el que n=n.

SO




Introducliendo los limites y despejando D se obtiene:

De = 2(-1)" {3.18)

(m+1/2)n

Sustituyendo la eccuacién (3.18) en la ecuacion (3.13) y
expresando la ecuacién final en funcién de las wvarlables

originales se obtlene:

2
n=l_, E =)™ cos{n+l/2)mx ... (3.19)
T1-To ns0 (nel/2)n b
b) GRAFICO

Para la solucién del ejemplo mediante el método grifico se
recurre a la figura (3.2).

Como se puede observar es necesario utllizar las propiedades
termofisicas de la mantequilla para calcular X, ademids de
calcular los pardmetros m y n, los cuales se muestran a

continuacién:

m=k_ ... (3.20)
no=x_ ... (3.21)
L

Al obtenerse los valores de X, n y . m se encuentra en la
figura (3.2) los wvalores de la temperatura adlmensional; vy

despe Jando se conoce ficilmente el valor de la temperatura (T).
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Ficuaa 4.3-8, Conduccién de calor de cstado incstable en una placa plana gran.
de. {Tomado de 11, P. Gurney v J. Lurie, Ind. Eng. Chem., 15, 1170 (1923).]

Figura (3.2)
Grafica de Gurnei-Lurle (coordenadas rectangulares).



c) DIFERENCIAS FINITAS

Uno de los métodos numéricos mis utilizado para la resolucién
de prablemas de ingenleria es el de diferencias finitas y es por
ello que se eliglé para hacer la comparacién con los demds métodos

de resoluclén,

El principlo basico del método de ias diferencias finitas es
el de reemplazar e} operador diferencial de la ecuaclén
diferenclal que representa el problema a resolver por un operador
de diferencla, posteriormente estas ecuaclones de diferencia son
las que se transforman a {as ecuaclones algebralcas

correspondientas y son resueltas mediante un método iterartivo. .

La ecuacién representativa de nuestro ejemplo comparatlvo se

muestra a contlnuacién:
2 2
dT/dt= a d°T7dx" ...(3.1)

Las condiclones de frontera son las mismas que se plantearon

para las resoluclones anterlores.

Las formas de representar los problemas dependientes del
tiempo para poder ser resueltos por medio de diferenclas finitas
son dos el primero es el método explicito y el segundo es el
método Iimplicito. El primero de ellos requlere cumplir con
clertas condiclones de establilidad que hacen de los calculos un
proceso muy largo para poder obtener un resultado con clerta
exactitud. En el caso del segundo método su solucidn no es tan
facll como para el caso del método explicito pefo la condlclén de
establlidad no es tan restringlda como para el primer método y
de esta forﬁé se puede obtener sin mucha dlflcultad un resultado

exacto,

Para la resolucién del problesa comparativo utilizaremos el

mitodo explicito.

Comd ya se menciono anteriormente el método se basa en la

83




separacion del dominio en pequefios intervalos AX . La temperatura
en un punto del dominio es representado por Tn y es Ila
temperatura por conocer lo cual se logra haciendo referencia a un

punto antes (Tn-1) y otro despues (Tn+l).

De esta forma la ecuacién origlnal de transporte de energia

se representa asi:

d’Tsdx® = Th=1 ¢ Thn - 2Th 7 (ax)7 ...(3.22a)
drzat = Ta'' - TR / At ...(3.22b)

Por lo que la representacién de la ecuacidn de conduccién de

calor dependlente del tiempo en términos de diferencias finitas

se expresa de la siguiente forma:

To''L Td/at = @ Tatl ¢ TR - 2T Ak (3,232
Tl © Thet « (1-20)Th + rTaa ...{3.23b)
Donde L=nAx y L es la longitud total de la barra de

mantequilla.

n es el nimero de separaciones a o largo de la barra.

Ax es el incremento de cada intervalo.
Por otro lado se tiena t=jAt. Donde i=0,1,2,3.....

Y por uitimo r=adt/ (A} y es aqui donde entra la condicion’
de estabilidad: OKr<1/2, ya que sl| ei valor de r es mayor a 172
el coeficiénte -2r de Ta es negativo y esto termodinamicamente

no es pasible.

Ya que se expresd la ecuacidn que representa el problema a
resolver en forma de diferencias finitas, en este caso la
ecuacién de transferencia de calor por conduccibn, ‘el siguiente
paso es expreéar jas condiciones de frontera también en forma de

diferencias finitas.

CLly?2 To=Ti en x=0,0.0462 cvando t=0

i
res




Las condiciones limite expresan que el perfil iniclal de
temperaturas en la placa cuando t=0 , es uniforme y se expresa
como T=To. Cuando el tiempo t=0, la temperatura amblente varia
repentinamente a Ty . y se mantlene constante a ese valor. Puesto
que no hay resistencia convectiva, la temperatura de 1la

superficle de la barra de mantequilla se mantiene invarlable.

Para la resolucién de nuestro ejemplo se enlistan a

continuacién los pardmelros del mismo.

L=. 0462 n Ti=277.6 %K Ax=.0462/43. 01155 m
k=0.197 w/a'X To=297.1 % Ate,5(.01155)%/8. 58¢-8
a=8,58 e-8 n'/s Lt=T7T7.4038 s,

Haciendo uso de la ecuaclén (3.23b) y de las condiclones
limite se obtienen los resultados que se muestran en la tabla
(3.2). En la misma tabla y en la griafica (3.2) que se muestra a
continuacién se exponen los resultados obtenidos medlante “los

otros métodos expuestos en esta secclén para un tlempo total de

una hora.
TaBLa 3.2

COMPARACION DE LA TECNICA DEL ELENENTO FINITO CON OTROS NETODOS
RESOLUTIVOS

LONGITLD (M) S. A GRAFICA D.F. EF.

[ 211.6 277.6 277.6 277.6
0.01155 281. 8087 294,175 280.0375  281.726§
0.0231 282.5519 295,15 282.47s 281.4385
0.03465 261.8087 294,175 280.0375  281,7268
0.0462 277.6 277.8 277.6 277.6

Coma se puede observar en las tablas {3.2) y (3.3) y en la
srifica correspondiente, el método con el que se obtlene un
porcentalje de error minimo con respecto al método analitico es el
‘de la técnica de! elemento finito. Por lo que se puede conclulr
que esta técnlca numérica es conflable Y que en cuanto Se cuenta

con un programa de computo la solucion a distintos tipos de
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problemas puede ser obtenlda rapldamente.

TasLa 3.3
PORCENTAJE DE DIFERENCIA ENTRE LA SOLUCION ANALITICA Y LOS
METODO RESOLUTIVOS

LONGITUD (M) GRAFI1CA D.F. £F.

0 ] 0 0
0.01155 -4.3882 0.6285 0.02917
0.06231 ~4.0903 0.3798 0,03999
0.02465 -4.3882 0.6285 0.02917
0.0462 ] 0 o

Una opcién que tlene el programa es proporclonar la
facilidad de construir graflcas para cualquler tipo de allmento y
con cualquier tipo de condicliones limite para la obtencién de
tiempos de enfriamiento o de coccldén y perfliles de temperaturas.
Para demostrar estas caracteristicas se retoma el ejemplo de
enfriamiento de mantequilla y con los datos obtentdos, los cuales

se muestran en la tabla (3.4), se construye la grafica (3.4).
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N 180@ SEG
{} 1e80aM SEG.

A 36008 SEG.
§ 18068 SEG.
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GRAFICA 3.4
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TABLA 3.4
PERFILES DE TEMPERATURA PARA LA CONDUCCION NO ESTACIONARIA DE

CALOR DE UNA BARRA DE MANTEQUILLA.

X/B(LONGITUD ADIMENSIONAL) O(TENP.ADINENSIONAL) al/bz
t=1800 SEG.
] 0,615 0.2894
0.8 0.4347 0,2894
1.0 0.0 0.2894
t=3600 SEG.
o 0.2994 0.57088
0.5 0.2116 0.5788
1.0 ¢.0 0.5788
t=10800 SEG.
[} c.0168 1.736S
.5 0.0119 1.736S§
1.0 c.0 1.7365
t=18000 SEG,
[+] 9.3846a~4 2.8942
0.5 6.6666a~4 2.8942
1.0 0.0 2.08942

Las aplicaciones de este programa en cuanto a la resolucién
de problemas relaclonados con la primera y segunda Ley de Fourler,
nos permite hacer algunas apllcaciones en Ingenieria en allmentos

las euales se menclonan a continuacién

Conocer el perfll de temperaturas tiniclal de cualquler
alimento en estado estaclonario., Esto se utlliza para conocer las
condiclones Inicitales del alimento antes de someterse a algun
proceso.

El perfil de temperaturas también puede ser conocido en
estado transiente, y ser utilizado para monitorear cualquler
proceso que involucre cualquier operacién de enfriamiento o

calentamiento como: preenfriamiento, refrigeracién, escaldado,
etc.
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3.2) TRANSFERENCIA DE MASA

En la transferencia de masa el programa de computo
desarrollado resuelve la primera y segunda ley de Fick cuando el
coeficiente de difusién es constante. Las principales aplicaciones
se muestran a contlnuaclén para el estado estaclonario vy

transliente:
ESTADO ESTACIONARID

a) La concentracién superficlal es constante y se desea conacer el
perfil de concentraclones. Utilidad en Ingenieria en Allmentos

para estudlar la permeabllidad de Oxigeno en empaques.

b) La concentracldn superflclal desconoclda y se desea conocer el
perf{l de concentraclones. Utllidad e Ingenieria en Alimentos:
determinacién de la distribucién de moléculas de agua, o de
cualquier otro componenete, sin conocer ia concentracién inicial,
Esto es de gran utilidad, ya que es importante conocer la
distribuclén de concentraclones de clertos componentes ante de
someter al alimento a cualquler tipo de operacién o

transformacioén.
ESTADO TRANSIENTE

a) Concentracién de Ia superflcie constante, conocliendo el perfil

de concentraciones, Utllidad: Conocimiento del comportamlento de

un slimento que es sometido a una operacién en la cual el

coeficlente superficlal es Infinlto y se conoce su distribucién de

concentraclones Inictal. Ejemplo de ello es un alimento que ha sido
presecado, por lo que se conoce el perfil de concentraclones

Iniclal, y es sometido a un proceso de secado con un coeficiente

de superflcie infinito.

b) Distrlbuclén de concentraciones homogénea, Incluyendo la
superficlal. Utllidad: en procesos donde el coeficiente
superfictal es pequefio y la difusién se considera molecular.
EJemplo de ello es cuando algin alimento, sln haberse sometido a
ningln pretratamlento y se requlere conocer su comportamiento al

ser sometido a un perlodo de cuarentena o de almacenamlento.
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c) Distribucién de concentraciones homogénea, con concentracién
superficial variable, Utilldad: Generalmente todos los alimentos
sino han sido sometidos a ajgun proceso, tlenen una distribuclén
homogénea de sus componenetes, por lo que se conoce Su
distribuclén Inicial y posteriormente es sometido a un proceso que
no cuente con un coeficlente superficial grande. Ejemplo de ello

es e} almacenamliento de allmentos en atmésferas controladas.

Para transferencia de masa tamblén es posible construir
griaflcas para obtener dlstribuclén de concentraclones, para
cualquier tipo de alimento que sea sometido a un proceso que sea

representado por la primera y segunda lLey de Flck.

EJEMPLO

A continuacidn, como ejemplo, se elabora una grafica para
conocer la distribucién de concentraciones de urea en una placa de
gel de agar, que es sumergida en agua pura, la cual se encuentra
en régimen turbulento {ver figura 3.3). Las propiedades del gel de

agar se muestran a continuacién (4],

L = 0.01016 n.

D = 4.72 e-10 n¥/s,

A = 2,58 e-S n’.

Conc.de urea en el agua = 0 mol Kg/n{

Conc. de urea en e} gel = 0.1 mol Kg/n{

Los resultados obtenidos se muestran an la tabla {3.5) y
{3.6) y en las graficas correspondientes.
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Figura (3.3)

Difusion de Urea en una placa de gel agar

TABLA 3.5
COMPARACION DE LA TECNICA DEL ELEMENTO FINITO CON LA SOLUCION
ANALITICA PARA UN PROBLIMA DE DIFUSION

tiseg.) x/Bllong.adim. ELENENTO FINITO SOL.ANALITICA

T200 1] ©0.0907 0.0897
0.5 0.0645 0.0666
1 0.0 0.0

14400 [+} 0.0656 0.0664
0.5 0.0464 0.04712
1 0.0 0.0

21600 Q 0.0473 0.0480
0.8 0.0324 0.013%
1 0.0 0.0

28800 [«] 0.0341 Q.0347
0.5 Q.0241 0.024%
1 0.0 0.0

o
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TABLA 3.5a
PORCENTAJE DE DIFERENCIA ENTRE LA SOLUCION ANALITICA Y LA TECNICA
DEL ELEMENTO FINITO

Lineg,) x/Bilong.adin.) DIFERENCIA (X)
7200 0 ~1.0810
0.8 3.15831
1 0.0
14400 ] 1.2048
0.8 1.4862
1 0.0
21800 a 1.4583
0.8 1.4709
1 a.0
] 1.7291
0.§ 1.6328




DIFUSTON DE WUREA EN UNA PLACA DE GEL AGAR
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T A 7200 SEG (Elemento Finito) A 72008 seg, (Sol,Analitica)
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GRAFICA 3.5a
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CONIENIRACIOM DE URER
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DIFUSION DE UREA EN UNA PLACA DE GEL ARCAR

T S 21600 sey. (Klemento Finito)d A 21608 sey. (Sol.fnalitica)d
i It 20800 sey. (Elerenta Tinito) B 28800 sey. (Sol.Analitical
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GRAFICA 3.5b
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TABLA 3.6

PERFIL DE CONCENTRACIONES PARA LA DIFUSION DE UREA EN UNA PLACA DE

GEL DE AGAR EN ESTADO TRANSIENTE.

t=7200 SEG.

X/B {LONGITUD ADIMENSIONAL)

Q
0.5
1.0
1=14400 SEG.
0
0.8
1.0
t=2)600 S£G,
[}
0.8
1.0
1228800 SEG.
Q
0.5
0

1n3I6000 SEG.

0.8
1.0

X (CONCENTRACION ADIMENSIONAL)

0.%97
0.645

0.0

0.6563
0.483%

0.0

0473

6.3044

0.24076
0.2408

0.0

0.2458
04737

0.0

30



» (Concentracjion Adimensionsl)

PERFIL. DE CONCENTRACIONES DE UREA EN AGAR

L e e — -

& 7200 seg. A 14400 seq.
b L L1600 sew. 8§ 28800 sey. l
@ TI600_seg, ;
\\.A

%/h (Longitud Adimwensional)

GRAFICA 3.6



CONCLUSIONES GENERALES

l.a técnica numérica del Eiemento Finito resulta ser un método
eficaz para la resolucién de eccuaclones diferenciales del tipo
parabélico; con aplicacién en transferencia de calor y masa en
ingenierfa en alimentos, Entre las ventajas que presenta ei
utllizar la técnica numérica del Eiemento Finito podemos decir
que:

Evita el trabajo de calculo rutinario que implica el método
analftico. Nos brinda soiuciones confiables, sin necesidad de

hacer uso de un arduo trabajo matematico.

Dismlnuye a nuestro arbitrio el error cometido, lo que no
sucede cuando se usa el método graflco. No se encuentran

restricclones en cuanto a rango de valores.

La modificaclén en las condiciones de frontera no son una
dificultad cuando se trabaja con la técnica numérica lo cual

permite resolver un mayor nimero de problemas con la misma técnica.

Nos permite conocer cualquier valor del parametro por conocer

que se encuentre dentro del domlinio, y no solamente en los nodos.

€©o
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