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1 ,- INTRODUCCION 

La historia de las ecuaciones diferenciales comenz6 en el 
siglo XVII cuando Newton, Leibniz y los Bernoulli resolvieron 
algunas ecuaciones ~iferenciales sencillas de primero y segundo 
orden que se presentaron en prob1emas de Geometría y .Mecánica. 
Estos primeros conocimientos, iniciados alrededor de 1690, 
hicieron creer que les soluciones de todas las ecuaciones 
diferenciales originadas en problemas· geométricos y fÍsiccis 
podrían expresarse por medio de funciones elementales del 
cálculo. Por ello gran parte de los primeros esfuerzos fueron 
orientados al desarrollo de técnicas ingeniosas para resolver 
ecuaciones diferenciales por medio de recursos sencillos como 
son la adici6n, sustracci6n, multiplicación, divisi6n,composici6n 
e integraci6n, aplicadas tan s6lo un número finito de veces 
a las funciones ordinarias del cálculo. 

Los métodos especiales, tales como la separaci6n de variables 
y el empleo de factores integrantes, fueron ideados de manera 
más o menos casual antes de fines del siglo XVII. Durante el 
siglo XVIII, fueron desarrollaüos procedimientos más sistemáticos, 
principalmente por Euler, Lagrange y Laplace, Pronto se v:ió que 
relat'ivamente pocas ecuaciones diferenciales podían resolyerse 
con recursos elementales, Poco a poco, los matemáticos fueron 
dándose cuenta que era vano empeño el intentar descubrir 
métodos para resolver todas las ecuaciones diferenciales. Bn 
lugar de ello, encontraron más provechoso averiguar si una 
ecuación diferencial dada tenía o no soluci6n a partir de la 
misma ecuación diferencial. Con ello, los matemáticos empezaron 
a considerar las ecuaciones diferenciales como fuentes de nuevas 
funciones. 
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A principios del siglo .~J.1'.. se desarr116 una fase :.::lpc.rtante 
de esa teoría, siguiendo una tendencia pa:r·alela a la de 
conseguir un desarrollo :nás riguroso del cálculo, En 1320, 
Cauchy obtuvo el primer 11 Teorema de existencia 11 para las 
ecuaciones diferenciales. Demostr6 ~ue toua ecusci6n ce 
primer orden de la forma y 1 =f( x, y) tiene lloluci6n·, sie1:::¡::re 
que el segundo miembro, f(x,y) s<it:i.sfaga ciertas condiciones 
generales, Un ejemplo im1)ortante es la ecuaci6n ci.e Ricatti, 
y'=P(x)y2+Q(x)y+R(x) , en la que·P,Q y R son funciones íladas. 
El t:L·aba jo de Cauchy implica la existencia de una solu.ci6n 
de la ecuaci6n de Ricatti en cualquier intervalo abie:do (-r,r: 
en torno al origen, con tal que P,~ y Ii admitan dasarro!los 
de serie de potencias en (-r,r). En 1841 José LiouvilJ.e 
(1809-1882) demostr6 que en algunos casos esa soluci6n no 
puede obtenerse con medios elementales. 

La experiencia ha puesto de manifiesto que as difícil 
obtener resultados de tipo general relativos a las soluciones 
de la.s ecuaciones diferenciales, salvo para unos pocoi;~ tipos. 

Fara la resoluci6n de las ecuaciohes diferenciales 
lineales ordinarias con coeficientes variables y de orden 
superior al :¡:;rimer orden, probablemente el método más efectivo 
es el ~ue se basa en el uso de las series de potencias. 

Este trabajo trata de mostrar un nuevo método de solución 
para las ecuaciones diferpnciales lin~ales ordinarias con 
coeficientes variables de segundo orden, donde los conficientes 
variable::; cw!!plen con ciertos requisitos. Este método se 
fundamenta en la teoría ele los profü¡ctos infinitos. 

En el siguiente capítulo daré los conceptos básicos que 
he considerado necesarios, con el objeto que la tesis s~a 
"autosuficiente 11

1 y para evitar incompatibilidad con 
definiciones de otros au.tores. 
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La tesis e8ta basada en .;n proyecto pro:~uesto por J:{ob~rt 
G. Bartle en su libro 11 '.L'he ;;;lements of Real Analysis". El 
proyecto original que trata sobre el tema de los productos 
infinitos, lo be desarrollado con la intenci6n de presentarlo 
como una aplicaci6n, para la resoluci6n de ecuaciones 
diferenciales ordinarias con.coeficientes variables de se~':Wldo 

orden de la forma y 11 +f(x)y=O • 

Así mismo en el capítulo seis a¡ializarernos W1 ejemplo de 
ecuaci6n diferencial lineal ordinaria con coeficientes 
variables, la ecuación de Bessel, de la forma 

x2y 11 +xy'+(x2-p2)y=O 
donde p es una constante no negativa. Esta ecuaci6n se e!'lJilea 
en problemas relativos a vibraciones de membranas, flujo de 
calor en cilindros, y propagaci6n de corrientes eléctricas 
en conductores cilíndricos. 

Solo me queda agradecer por su labor docente y el haberr:ie 
inculcado, con el mejor de los prop6sitos y disposici6n, el 
buen gusto por las matemáticas a los señores profesores: 

Iric;eniero Rogelio Gil Mendez, ;raestro en cienclas, a los 
matemáticos JaYier G6mez Pelayo, Rafael G11tiérrez Cornojo 
y Guillermo Uribe, y muy especialmente al ingeniero Ed·J.arno 
M. Ojeda Peña, '.l'laestro en ciencias y asesor principal :le esta 
tesis, por quien, gracias a su orientaci6n y valiosos consejos, 
se hizo posible el present.e trabajo. 



2. CONCEPTOS BASICOS 

2.1 Def'lnici6n de número complejo, 
Si e y b son números reales, el par (a,b) se llama 

n~~ero complejc, si la igualdad, la adici6n y la multiplicaci6n 

de pares se definen del modo siguiente: 

a) Igualdad: (a,b)=(c,d)<i: ~ a=c y b=d 
b) Suma: (a,b)+(c,d)=(a+c,b+d) 
c) Vlulti1üicaci6n: (a,b)(c,d)=(ac-bd,ad+bc) 

1'n las sigu:i.entes definiciones se utilizar-·á la representaci6n 
del complejo z=( a, b) en la forma de binomio a+bj. donde el 
mtnero i=ª Ó, en su forma de par ordenado, i=( O, 1) 

2.2 Representación geométrica 

Definici6n: Si z es un número t~ple~o de la forma z=x+iy 
entonces z=r(cose+isene) donde r= +y2 =lx+iy/ se llama 

módulo o valor absoluto y B=arc tan (z) si Y,;/;0 Ó 9= 'fl' +n'il"' 
si x=O, se llama argument.o de x+iy; xsi~~9'-1T, lo 2 

llamaremos areumento principal. 

2.3 ExFonencial compleja 
Definición: Si Z=X+iy 1 definimos ez como el número 

comple,jo dado por la ecuaci6n 

ez = ex ( c os y + i sen y ) 

2 .4 l:orma uniforme 
Definici6n: Si n=RP 

siem.[lre que exista M>O 

. a 
y f: D~R- , se dice que es acotada 

tal que llt(x)lk M para todo xEl:'. 
Entonces se deduce que el mbero llf 11 D definido por medio 

xED 1 de 
llf 11 D = Sup existe en R 

Definicj 6n: di Df.RP , entonces la colección de todae: las 
funciones acotadas en Da P.q se designa por medio de B (D). 

llq 
Este resulta ser- un espacio vectorial cuando se definer. la 
suma vectorj.al y la multiplicación de escalares (reales) por 
vectores corno sigue: 

(f+g)(x)=f(x)+g(x) (cf)(x)=c f(x) 



5 

2.5 Funci6n Entera 

Definici6n: Una funci6n F(z) es entera cuando es 
diferenciable sobre todo el ~~ano (z). Si F(z) es una fu.nci6n 
entera lo es también Q(z)=é> y ésta es una funci6n que no 
se anula. 

2.6 Sucesiones 
Definici6n: Si Sc.RP es cualquier conjunt.o, una sucesi6n 

en Ses una funci6n con dominio en·e1 conjunto N= \1 1 2,3, ••• J 
de nú~eros naturales y cuyo contradominio está en s. Donde 
su notaci6n funcional está dada por: 

X: N _____., Sc.RP 1 
otras notaciones para sucesiones serían X=(Xn) o bien \xn 
sus elementos están representados por X(n)=Xn 

Definici6n: Sea X=(Xn) una sucesi6n en RP , se dice que 
un elemento x de RP es un límite de X si para cada vecindad 
V de x hay un número natural K , tal que para todo n~Kv 1 . V 
Xn pertenece a V. Si una sucesi6n tiene límite se dice que 
la sucesi6n es convergente. Si ur.a sucesión no tiene lí·'lite 
se dice que es divergente. 

La notaci6n Kv se nsa para indicar q,ue la elecci6n de K 
dependerá de la vecindaa V. 

Teorema: Sea X=(Xn) una sucesi6n en RP. Un elero.ento x de 
Rp es Lm lÍmi te de X si y sólo si para caaa ~,. O bay un 
númer·o natural K(e) tal que para todo n)K(e), llx -xll f C • . n 

La demostraci6n de este teorema se encuentra en el libro 
de Robert G, Bartle titulado '!The elements of Real Analysis". 

Definici6n: Sea ~fn) una sucesi6n de ftmciones en :OSRP 
a Rq , sea D

0 
11n subconjunto de D y sea f una funci6n con nn 

dominio que contiene a D
0 

y contradominio en P.q , Se dice 
q~e la sucesi6n (fn) converge en D

0 
a f ~i , i;ara cada x en 

D0 la sucesión (fn(x)} converge en Rq a f(x). En este ca30 a 
la función f se le llama el límite en D de la sucesión ~f ). o n 
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Definici6n: Una suces::.~::-: ( f ) de funciones en Ds.E.!' a Rq n 
converge uniformemente en un subconjunto D

0 
de D a una 

función f cuando para cada e >0 hay un núr:i.ero natural K(!) 

(depende solo de e no de xED ) tal que para todo n~K(c) y 
xt=D , llf (x)-f(x)ll<. E: en ° este caso se dice que la sucesi6n o n 
es uniformemente convertiente en D

0 
• 

Criterio de Cauchy para convergencia un.iforme. 

Sea (fn) una sucesión de funcióne3 en Bpq(D). Entonces, 

hay una funci6n f&Bpq(D) a 19 cual (fn) converge unifor:ner1ente 
en D si y s6lo si para cada C') O hay un número natural ~!(t') 

tal que para todos m,nJ:1!(t) 1 llfm-fnll D ft 

2.7 Series 
Definici6n: Si X=(~) es una sucesi6n en RP, entonces la 

serie infinita que genera X es la sucesi6n S=( :31,) definida 

por S1=X1, S2=s 1+X2=X1+x2 , ••• ,Sk=Sk_1+XJr=X1+x2+x
3

+, •• +JSc 1 ••• 

El número Sk es la su..~a parcial k-ésima de la serie y 

~ es el término k-ésimo de la serie. Se dice que la serie 

es convergente o divergente según qu~ {~} sea convergente 
o divergente res~ectivamente. 

Para designar la serie infinita se usan los siguientes 
símbolos: 

00 

X1+X2+ ••• +X.. + ••• , :I:x.. -li: 01:1--k 

Definici6n: 

a) La serie Í,x.. se dice· que converge a la .. suma S si Lím S =S 

t. -K ~- n 
donde S = X.. • En este caso escr·ibi:nos ::EX =S n ,-K ... , n 

b) I,a serie ~X. se dice que diverge, si Lím S no existe; 
f¡;-K - ""...,.. n 

en este caso escribimos l:Xk no existe. 
WCI 

Criterio de Cauchy para series. 

La serie ~Xn en RP converge si y sólo si pa1·a c1:1da número 
<)O hay un número natural M(l') tal que si m.)n~M(e) 1 Eintonces 

llsm-snll = llxn+1+Xn+2+Xn+3+ ... +xm\l .t..c 



Definici6n: Sea X=(X ) ;¡r.a sucesi6n en aP, Se dice q_ue 
- n lR serie ~X es absolutamante conve:ri:;ente si la serie 

96"' """ t l'.! Ll\X l\es convergente en R. Se dice 'lue una serie es .... , n 
condicionalmente conver5ente si e:; convergente pero no 
abJolutamente converGente, 

Lefinici6n: Si (fn) es una sucesi6n lle funciones de:::'inidas 
en un subconjunto D de aP con valores en Rq, la sucesi6n de 
sumas parciales (Sn) de la serie infinita i:fn está definida 

Tl•I 

para x en D por medio de 

para n=1,2,3, ••• 

En caso de que la sucesi6n (S ) converja en D a una funci6n 
n .. 

f, se dice que la serie infinita de funciones ~f converge 
~. n 

a f en D. 

Criterio de Cauchy para series infinitas de funciories. 
Sea (fzJ, una sucesi6n de funciones de D~RP a Rq, la serie 

infinita ~fn es uniformemente convergente en D si y sólo 
si para todo G )0 existe un !11(.r) tal que si ~n~l\l(c) entonces 
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· 3 • :PliO:OUC TOS l!IFE l:L'OS 

3.1 Concepto. Sea u1,u2, ••• una sucesi6n de números complejos, 
entonces se entenderá por p¡pducto 'infinito una expresi6n 

de la forma u1 .u2.u3 ••• = a uk ".YI 

La expresi6n P , definida por :r = 11 Uk= u1 .u2 ••• un n n ic:1 
para n=1,2, ••• es llamado n-ésimo producto ~arcial asociado 
al producto infinito. 

3.2 Convergencia. -Definici6n: Se dice que el producto infinito !J, Uk converge 
a un valor no cero P si la sucesi6n (Pn) converge al valor 
P#O y decimos que P es el valor del producto. De otra manera 
se dice que el producto diverge o es divergente. 

A continuaci6n se dará una condici6n necesaria para la 
convergencia de un producto infinito. 

Teorema: Si fT Un=P con~erge entonces Lím Un=1 
"11•1 ..,_ 

Demostraci6n: Si el rroducto converge a P~O entonces 

1=P= .k±.et.,.,Pn = L!m ( Fn ~= Lím[~ ~k~= Lím U F Lim P .., .. _ -r- .,, .. _ · "11- n 
"-- n-1 n-1 k 

kw1 

El teorema anterior puede reacomodarse como sigue, .si 
'ft(1+an) converge entonces 1Ím a =O 
..,,, . . """"- n 
El teorema anterior mostr6 una condici6n necesaria más 

no suficiente; como lo deinuestra el siguiente ejemplo: -El producto 11 (1 +!) diverge, pues 
'Y1&1~ n 

Pn= 1) ~ + 1) = fr fm)= Wi•• = ~(kl = n+1 
IC 1 k 1(::.\ \k. ( k ) (k) 

•I IC:1 

y Lím Pn= Lím n+1= no existe. 
'""' ... "° ... - ... '° 
Ho obstante, fT (1 + !)= 1T~ + a \ 

'l!al \ n "ft:I~ n} 

y Lím ªn = Lím 1 =0 .... ......., .,. .. _ n 



A continuaci6n se most · ,., ;·á una condici6n necesari~ .. 

suficiente para la convergencia de productos i.nfini te:; y 

la de serie infinita. 
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Teorema: El producto f1 '1 +a ) con factores cero eliminados ,,:,\' n .. 
converge si y s6lo si la serie 2°_Log 11 +a ) converge. . ,, .. , \ n _, 

Demostraci6n: Se supone que el producto 11 '1 +a ) con .,,., l n 
factores cero eliminados converge al valor.P:f.O , entonces 
el n-ésimo producto parcial 

)1 

Pn= 1J (1+ak) satisface ~!,i;:_ Pn=P/:O y Pn:#O n=1,2, ••• 

Esto implica que Lím\P \ = \P\ )0 y Lím Arg P = Arg P 
•~ n -- n 

además se sabe que Arg Pn = Arg ( Ü ~ +ak~ = t,Arg (1 +ak) +2it'un 

donde Un es un entero apropiadamente encogido y n=1,2,~1,.,. 

puesto que Arg Pn --'>Arg P , entonces existe un entero N ')O 

tal que IArg Pn+1- Arg Pnl°'ff 1 '/ n)N (criterio de Cauchy 
para sucesiones) 

Pero IArg Pn+1- Arg Pnl = \~~g 0+ak)- t.Arg ~+aiJ +í!iT(Un+1-Un)l 

= 1 Arg ~+ªn+1) + 2(l'(Un+1-Un)l 

~ 211 rn+1-un\ - \A~g ~+ªn+1)I 
(por desigualdad triángular) 

\Arg Fn+1- .Arg Pn\ >..., 2'tT\un+1-un \ -'iT :rmés (Are z \~'il' 

Ahora 

puestc que los Un son enteros esto implica que Un= U 
cor,stante \J n')Ii, así U __.,u .,, n 

entonces ...,~ f::
1
Arg (1+ak) = ... ~f!a lArg (Pn} - 2'1lUn1 

= Lím Arg Pn - 2íúiím U 
"' .. "" .,,_ n 

= Arg l' - 2fTll 

= V 

donde V es constante 



puesto .J.Ue o¿\:pn\-)lrl>o por continuidad de Lo~ z, 
sobre el eje real (positivo) tenemos que 

logjPnl ~LogjPI 

pero Log Pn = Log lfl~+a~j 
= Log Ü \~+aJ\ = 't. Log \ 1 +ak 1 

11:1 

así se tiene las siguientes sucesiones de números reales. 

W = f Log l 1 +akl 
n IC!I 

y 
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conver~en en los lír.'d tes respectivamente VI y V por consi.:;uiente 
la sucesión Sn = Wn + i Vn por· lo tanto converge al lÍmi "l;e 

S= W + iV , pero 

'f:. Log 11 +ak\ 
"I\ 

s = + i ~Arg ~+aiJ n .... 
= ~.(Log j1+ak\ + i Arg ~+ak)) 

... = t.Log .(1 +ak) n=1,2,3, ••• 
.Así la serie tLog (1+ak) converge 

(~) Ahora se supone que ~Log ~+an) ~nverge, di0a~s al 
valor .:i. ::sto implica que las series ~Log l1+a \ y ~Arg (1+an) fu, n ~ .. 
conver~en, digamos a los límites reales W y V respectivanente, 
dado que 

W = f Log \1+akl Vn= fArg O+ak) 

Así 

n !COI 

w ___,, w 
n 

Sn= Wr. + iVn 

y vn _.....,v 

11:1 

~Leg (1+ak) n=1, 2, 3, ••• 

sn ___... S= w + i v 

Wn= Log llJ,6+ak)I = Logf:.'\.J n=1,2,3, ••• donde Pn=Íf6+a1J 
también Vn= a~g fr ~ +uk} : ~fl'on = Arg Pn + 21Tun para un entero 
Un escogido apropiadamente n=1,2,3, ••• por continuid~d de 
la funci6n exponencial, tenemos 

e5 = exp S= exp( Lím S ) = Lí:m exp S 
"'- n ,.., ... ..., n = Lím exp (W + i Vn) 

·"'- n 



es= Lím r exp rLog IP ~ ...... ll [i are } + ;~1l'i u ] 1 
..,....,... l l.:! nlJ n :'! J 

· = .J~ [\Pnl exp (i Arg Fn)1 = ~,~~ Pn 

pu en to que ex11 z ;o Vz E fl entone es ex::r1 S i-0 
dejando que P= exp ~ , tenemos que Lím F = P fÜ así el ¡flY .,,__ n 
producto 1 r ~ +an) converge, el teorema queda establecido. 

'Yl•I 

3.3 Convergencia absoluta. '° . 

11 

Definición: El producto infinito 

absolutamente conver6ente si y sólo 

es arsolutamente convergente. 

r\6+a~se dice q_ue es 
si la serie ~Log ~+a ) .,,., n 

-~'eorema i El producto infinito rr 6 +a \ con factores cero .,,., nt 
e,liminsdos es absolutamente convergente si y sólo si le. serie 

~(a } es absolutamente convergente • ..,., n 

Demostración: Sir. pérdida de ceneralizaci6n IiOd().nos suyo:r,e1· 

que lo:;; factores iguales a uno han sido también eli::linados 
del producto. 

La convergencia absoluta del producto impliC'J su cor·verc;encia 

lo cuol ir:rplica ªn ->O • De la misma manera la converger.cia 
absolvtfl de la serie implica su convergencia lo cual irr.rJ.ica 

ªn->0 
Para 

lanl<i 
N suficientemente granoe, decimos que para todo n?N 
por lo tanto para cada n>N tenemos 

ccnsecuentementeVn>N veremos que 

\

Log {1+aJ 

ªn 
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consec~entemcnte 

lJOr consiguiente 

~lªnl < \Log ~+an)I ( trlªnl 
Ahora se supone que el producto jj 6 +a1~ es absoluta::icmte 

conver6ente entonces por la ~finici6n de conver.~encia ab3oluta 

de es tP capítulo, la serj e Z,Log t+an) es absol '..1ta:.:entr:: 

conver¿;ente, aC.e::iás llan\<~og ~+<:1n)\ '-'n>N 

- 2 entor.cen la serj.e "5'" 1a es absolutamente conver5ente rior lo 
f¡;, '2' n 

tanto la serie ~a también lo es. 
,,., n 

{<;:::) Inversamente, sup6ngase que la serie es absolutai.:ent0 

converGente. · 

oo Ader..ás ILo¿ 6 +an)I ( ¡janl y esto implica que la serie 
Llo¡;· (1 +a ) es absolutamente convergente ffr l3 definici6n 
11:1 n . /.. 
antes mencionada por lo tanto el producto u +an) tambiér. 

ll=I 
lo es. 

Así el teorema queda eGtablecido. 

3.4 Productos infinitos de funciones. 
Definici6n: Sea (F \una sucesi6n de fur;ciones definid:;¡ en 

n . -
un dominio DS t. El producto infinito '.!J,6 +Fn) se dice r~1¡e 
converge ur¡j formemente a la funci6n F en D si la ÁucesilSn 

(Pn) de productos parciales definidos por Pn(z)==~l,{+Fki.zl) 
cor.verge uniformemente a la funci6n F en D. 

Teorema: Suponiendo que (Fn) es una suce~6n de funciones 

analíticas en un dominio DS ~, y la serie ~1Log 6 +Fn) es 
ur.iformemente converg,2_nte en cada conjunto compacto Re D, 
entonces el producto 11 t. +F \ converge uniformemente a \.·.m ""$' \! ni 
funci6n F, donde F es analítica y F( z) ¡.o "z E R, para ca(~a 
conjunto compacto ·RC D. 
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Pr·ueba: Dados Gn(z)= L.7·o[ (1+Fk(z)) 
11•1 

13 

Fn(z)= ~ ~+Fi~(z)) 
se han de!'inido en al¿,rún conjunto compacto Re D • 

h'ntonces G ( z)___,G( z) \Jz E R y por el segundo teore;:1a 

de converger.efe de este capítulo{Fn(z))conver¡:;e (puntual::iente) 

a algún F(z) en R • 
.ÍQ'l la prue·oa del teorema antes mencione.do se vi6 que 

· G( z) 
F(z)= Lírr: F (z)=- exp ( Lím G (z)] =e 

""-- n -n ........ n 
por lo tanto F es analítica en R, "si G es analítica en P., 
ahora la sucesión (Gn) conver~e al menos uniformemente a la 

;función G en D • 
En particular { G ) converge (puntuab1onte) a G en D, do 

n ) . 
esta manera Log (1+Fn(z) ~O ~z ED; esto i;nplica Fn(z)~O 
'iz e D, así, dado t)O existe un entero positivo l'T >O tal q_ne 

jFn(z)J.:e 'ln')1'; , z ED , esto im1;lica fR[Fn<zm<-.r por lo t!mto 

{1 + ;t [Fn(z~} ')1-e 'ln-,.N, zeD 
consecuentemente, para un e suficientemente peq_uei'ío, t L1 , 

tenemos {1 + R [Fn(zi} >O 'ln>N ' z rD 

por consiguiente (1+Fn) no asume valo.res reales no positivos 
\In') N 1 z E D • 

Además, por la convergencia de Gn en R, Fn(z)l-1 \fa' 1i 

n=1, 2, 31 ••• y por la hilJ6tesis ~·n es una sucesión de funciones 
analíticas en D, entonces Log [1+F

11
] es analítica en R 'in>N 

Entonces se puede concluir que G es analítica en R. A¿¡Í 

F es analí.tica en R, como. se había anticipado. Además 

eG(z) 
F( z)= 'l z E R 

lo que muestra que F( z )40 "z e R 

Resta probar que (Fn) converGe a F uniformen:ente en it. 

Definamos r.!=~~\ f \F( z) 1 >O J , y sea dado un e , tal t1rn 

0<.€<Iri, por la convergencia uniforme en ;t de 1.a sucesi1Sn (Gn) 
existe un entero positivo N

1
=Nie) tal que 

'

f1og ~ + ~(z~f < e < 1 'In >1'1 , z e:i 
l(.:'111\ ~ 2 



= e .2 = € \In ')H , z E R 
T 

:'ue::;to que N es independiente de z t R, la sucesi6n (Fn) 
convcl'ge uniformemente a F en el conjunto compacto R. Puesto 
que R e.:; un subconjunto compacto arbitrario de D, el teorerr.a 
q_ueaa establecido. 

Con los teor·emas anteriores se ha venido preparando la 
base para el si~uiente teorema el cual nos pcrmitir6 hallar 
re1;1 e:;~1. t::iciones infinitas de producto de funciones arbi tr::?r¿_as 
con iniinidaó de ceros(conocidos). 

Teorema ( Wl!;!Bi1STRASS) 

Sea,M-un entero no neeativo y (~u:.1a sucesi6n no acotaca 
tal que l~I es una sv.cesi6n no decreciente de números posi t::.vos. 
b'ntonces existe una funci6n (F )entera con un cero en z=O de 

orden# y ceros en z='\i 1 n=1 1 2,3, ••• (posiblemente de order. 
múl ti:ple). Si 

Pn(z)=f zk n=1,2,J, ••• 
~=• k (An)~ 

define una sucesi6n (Pn) de funciones polino.:iiales, entonces 

el producto oo p ( ) 

1( z):: zµ..ff ~ - __§__)e n z 
'11:1 An 

e::: una funci6n entera que satisface los requeriraien-tos de 
arriba. 



Demostraci6n. 
de considera la eucesi6n Fn definida por 

~ P (z) 
Fn(z)= z .... TT ~ - _z_) e k n=1,2,3, ••• 

K•\ Ak 

Claraw.ente cada :E'n es una funci6n entera; aún má:.i , tiene 
un cero z=O de ordenf"-Y ceros en los puntan z=A1 k=1 1 2, ••• 

(:r;osiblernente de multiplicidad mayor que ceró). 

Primero se mostrará que la sucesion(FJes uniformemente 
convercente en cada subconjunto compacto de ([, 

Sea ¡,1 )O , entonces puesto que jAnj es una sucesi6n no 
acotada, no decreciente de números positivos, existe un 
entero positivo N=N(M) tal que 

1An1>2M \Jn")N entonces si n')N y lzl<M 
~ p (z) 

Fn(z)= FN(z)"j ¡ /1- ¿_\ e k 
IC:~\. ;\ 1 

• FN(z) oxpLt~og (1- ~)+ Pk(z~} 
Podemos expender cada término logarítmico en una serie 1e · 

potenoias 
ya que 

Llamemos 

k=N+1 1N+2,,,. 

00 . 

Log(1 - +)= -¿ ~)J 
k :i~1 J 

k=N+1,N+2 1 .,, 

Usando la de1'inici6n de Pk(z) , vemos que si fzl~!II 

t~ 
.)&I J 
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por lo tanto 

Ak •"ti J 
\Log ~ - _L) + P)z)I ~~-.1$Jj 

< (t) j = ( t)k !r=N+1,i·i+2, ••• . ..,., 
se sigue que para z M , n=N+1,N+2, ••• 

f \1og ~ 
11.sM+I 

Pk(z)I <[!Loe A - .....L) + Pk(z)I 
tc:Ntl \ Ak ' 

c::f. (tlk= ud: <. 1 
t.Mtl 

Así 1;or la prueba r.! de Vfcierstrass para series 

Ja sucesión (sn(z,N)) c.1efinida por 

de funciones, 

Sn( z,r)= f Í1og '1 - ¿__) + Pk( z) 
IC:Ntlt \ Ak ') 

Gonvcr¿;e unj.fori:lernente en el disco Di.!: 1 zl<~.: y consccuent•):.1ente 

en todo subconjw.1to de 11.! a la función 

S( z,i':l= f f;,o¡; '1 - -L} +
0 

Pk( z] 
K~w.t[ ~ A,. 

1:01· 11.. tanto la sucesión (sn ( z ,N)) converce tA.niform ... :.tente 
a .:l ( z , l\ ) en D. , • 

Al: ora Éºg ... (: - ~J + Pk ( z ~ 
er D .. , .:¡;ara k=! .. ;+1,N+2, ••• 

''· 
donde (zkM<(Akf, así. (1- ~-) 

Aic 
no 1<i.ede ser un número real no ne[_!;ativo, entonces S(z,N) 

eu analítica en D, • Como la función ex~onencial es enter~ , 

i>e si¿;ue que e':p f s( z,N~ en analítica en 11.~ • Ad ver.ios 'J.Ue 

?(z)= :Lím F (z)= FN(z)·exp (s(z,N)] es analítica en D .•• ,,_,,.., n _,.1. 

T·uesto qu.e M es arbitraria, permi tienc1.o que :! sea aurr.entada 
sin Lí:nHe ( esto es m_...-) la sucesión (Fn) se ve que e:i 
ur,iformemente convergente a F en cada subconjunto compacto 
de fl:. Puesto que F es analítica en fl, esto es , entera co·; 
los propios ceros como se requiere la ldpótesis. Esto establece 
el teorema. 
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4. ECUACIONES ::JIF EREJiCIALES LINEALES DE O'.':JEN D03 

Este trabajo se enfoca exclusi·rai:iente al estudio de lan 
ecuaciones diferenciales lineales de orden dos, con coe~iciente8 
variables. A continu3ción se estudiarán dos resultados 
extraordinariamente valiosos que describen el comportamiento 
de los ceros de soluciones de ecuaciones diferenciales lineales 

homogéneas de segundo orden. 

Teorema de separaci6n de Stur:~. 
Si Y1 y Y2 clOn soluciones linealmente independientes de 

la ecuaci6n homogénea de segundo orden 
a2(x) Y" + a1 (x) Y' +a

0 
( x) .Y =0 

en un intervalo I en que a2 no se anula, entonces J.os ceros 

de y1 y Y2 se alternan en I. 

Demostración: 

Sean a y b f I (a <:b) tales que Y2(a)=Y2(b)=O , y Yi#O 
para a < x < b , deber,10s démos trar que existe exactamente ~n 

11:-<nto c entre a y b tal que Y1 (e )=0 como se ilustra en la 
siguiente figta·a: 

Coiao Y
1 

y Y2 son soluciones linealmente. indcpenC.ien~;e;:;, 

su wror.s1ciano nunca se anula en 1. Lue;•·o la cor.stnnte on 1.n 

fÓr;nula de Abel ( ·,·¡ [Y
1 
(x), Y

2
(x)) =Ke~) es diutinta do ce:r·o, 

J' .'/ (Y1(x),Y2 (x)1 = Y1(x) Y~(x) - Y2(x) Y~(x) tiene el 
mismo si.:.,no a2,:;ebraico en toüos los l:tmtos de I. "'cle:;:ás .! ns 

v~.lores del wronskiano en x=a y x=b son respecti v:;:::1ente 

. Y1(a) Y~(a) y Y1(t) Y~(b) por lo tanto Y 1 (a),Y;(a),·y1 ;h),Y~(l 
son todos difer·entes de cero. Pero como a y b son o eros 

sucesivos de Y2 , la derivada de Y
2 

deoe tener signos opJ.c3tO: 
en a y b • 



Luego Y
1

(a) y Y
1

(b) tier.cn signos opuesto~ y de ello se 
sigue que Y

1
(c)=O para cuando menos un punto c entre a y b • 

Para terminar la demostraci6n invertimos los papeles de 
Y

1 
y Y

2 
en el anterior razonamiento y concluimos que Y2 

tiene al menos un cero entre cada par ceros sucesivos de Y1 
en I. 

A continuaci6n trataremos con un resultaao importante 
para determinar el número de ceros ~e una soluci6n. 

Teorema de comparaci6n de Sturm. 
Sean Y

1 
y Y2 1 respectivamente soluciones no triviales 

de las ecuaciones diferenciales 
Y"+ P

1
(x) Y =0 y Y"+ P2(x) Y =0 

en un intervalo I, y supongamos que P
1

(x) >P2(x) en todos 
los puntos de I. Entonces, entre dos ceros cualesquiera de 
Y2 hay al menos un cero de Y1 • 

Demostraci6n: 
Sean a y b ceros adyacentes de Y

2 1 con a< b 1 y sup6ngase 
que Y1 no se anula en el intervalo (a,b) 1 como los ceros 
de una funci6n Y son los mismos que los de -Y, Se puede 
suponer que Y1 y Y2 son ambas positivas en todo (a,b). 
Haciendo el razonamiento como el de la prueba pasada se 
tiene 

W(a)=Y
1

(a) Yl2(a) ~O , W(b)= Y
1

(b) Y;(b)~ O 

pero ()w ( Y1 (x), Y2(x~ =~:(Y1 (x)Y~(x)-Y2 (x)Y;(x~ 
a~ = Y1(x) Y~(x) - Y2(x) Y;(x) 

=-Y1(x) P2(x) Y2(x) +Y2(x) P1(x) Y
1

(x) 

= Y
1 

(x)· Y2 (x) [ P
1 

(x) - P2(xl> O 

Se concluye de que· el wronskiano de Y1 y Y2 es una función 
creciente en (a,b] • Esto, contradice la suposici6n de qu~ 
Y1 no se anula en el intervalo (a,b) • 

A continuaci6n de darán algunos resultados que son consecuencj ~. 
de los teoremas de·Sturm. 
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Ejercicio 1: Demostrar que Sen K1x tiene al menos un 

cero entre dos ceros cualesquiera de Sen K2x , siempre que 

K1).l\2')0 

Demostraci6n: 
Si K

1 
)K

2
) O entonces K

1 
2> K 2 

2 entonces las ecuaciones 

diferer,ciales 
Y"+ K

1
2 Y =0 y Y11 + K 2

2 Y ~O 
tienen como soluciones a Sen K1x y Sen K2x respectivamente. 

Si tomamos K1
2= P1(x) y K2

2=P2(x) en la hip6tesis del 

teorema de comparaci6n de Sturm, entonce3 se cumple lo que 

pide el ejercicio. 

Ejercicio 2: Toda soluci6n de la ecuaci6n Y"+ xY =0. 

tiene infinidad de ceros en (o,.a) 
Demostraci6n: Sin pérdida de e;eneralidad tomaremos un 

valor J.'.')O arbitrariamente pequeño de tal manera que x ')M 

para todo x(;- [j.1 1 oo) , construyamos la ecuaci6n diferencial 

Y"+MY=O donde se sabe que su solución Sen'IM' x tiene un 

nú:nero infinito de ceros. 

Ahor·a se aplica el teorema de compáración a las ecuaciones 

Y" +x Y =O y Y11 + M ~ =O 
to1:1ando P

1 
(x)=x , P2(x)=IVI por lo tanto se concluye t;.ue la 

soluci6n S(x) de Y" +xY =0 tiene al menos un cero entre 

dos ceros cualesquiera de Sen'6i' x 1 esto deduce que S(x) 

tiene l'n n{ur.ero infinito de¡ eeros en el intervalo {~.1, oo). 

Aho!'a demostraremos otro ejercicio un poco más general 

que el anterior. 

Ejercicio 3: Sea f con-:1nua en ( O,oa) , y supongamos que 

f(x)~€)0 para todo x) O . Entonces toda soluci6n de 

Y" + f(x) Y =0 
tiene infinidad de. ceros en (o,oo) 
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. Demostraci6n: 
Tenemos la ecuación Y"+ e Y =O que tiene como soluci6n 

a la función Sen'l?x ,que tiene infinidad de ceras para todo 
x e(0 1 o0) 1 ahora se construirá una partición infinita 
r1 U I 2 U ••• U In U ••• ::(O,o0) de tal manera que Sen'ft'x 
se anule dos veces. 

Utilizando la hip6tesis de que f(x)">,,~ c?n F
1

(x)==f(x) y 
P2(x)== C para cada intervalo In y el teorema de comparación 
de Sturm deducimos que entre dos ceros de Senft'x 1 hay al 
menos un cera da Y(x) 1 pero como San'ft'x tiene un número 
infinito de ceros en (0 1 !)0), concluimos que Y(x) tiene un 
número infinito de ceros en (O,o.o). 

Como consecuencia inmediata del ejercicio anterior, se 
enunciará el siguiente resultado como un lema. 

Lema 1: Sea f continua en (- oo 1 oe) , supong!'lmos que f( x) >O 
para todo x e ft entonces toda soluci6n de 

Y11 + f(x) Y ==0 
tiene infinidad de ceros· en (:- oo 1 oo). 

Demostración: Construiremos una partición de (- oo ,.....,) como 
en el ejercicio anterior de tal manera que para todo intervalo 
In se cumpla el teorema de comparación de Sturm. 

Lema 2: Sea a
0

(x) continua en (O,...,) y supongamos que 
existen números positivos ~,B tales que b2 ~ a

0
(x) ~:s2 para 

todo x>O 1 entonces toda solución no trivial de 

Y11 + a (x) Y::O o 
tiene infinidad de ceros en (O,ao), y la distancia"a''entre 
ceros sucesivos puede estimarse como 
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Demostraci6n: 
Por el Lema 1 la aoluci6n tiene infinidad de ceros en 

(0 1ao) , faltaría por demostrar la eatimaci6n de la distancia 
entre los ceros sucesivos. 

I parte 
Se supone que d > 'i1 :) d= 11' +e e">o 

b b 

por lo tanto la distancia di entre loa ceros sucesivos 
Si y Si+1 de la soluci6n de la ecuaci6n Y11 + a 0 (x)Y=O , se 
puede representar di= 'i1' + Ct i=1 1 21 3, ••• donde i¡>O 

b 
ader.iás los ceros Si , i=2 1 31 4, ••. pueden representarse ¡;or 

" s d "i= i-1 + i 

S1=S1 

52:::81 + d1::: S1 

S3=S2 + d2= S2 

de tal manera que 

+1f-+c. 
r.-:' 

+ _f_I +el' 
b 

Sn=S 1 +(n-1) 'ir+ l: + f~ + ••• + E''ll-• 
b 

este ,,rocedirr.ier.to se seguiría hasta encontrar un n=N 
suficientemente grande para concluir que s1+e, +~+ ••• ~,)~ 

así tenclriamos que SN=(N-1-) !J.-+ s1+e, + l'a+• •• ~,) N!' 

pero él cero SN debe pertenecer a ~' N'IT) , esto 
quiere decir que entre dos ceros de b la b ecuaci6n 
Y"+ b2 Y=O no habría ningún cero de la soluci6n de la ecuaci6n 
Y"+ a

0
(x)Y=O , lo cual contradice el teorema de comparaci6n 

de Stv.rm, por lo tanto d1Í 1t 
b 

II parte 

Ahora se supone que fí '> d :) 1J - t = d 
T 



d. entre los ceros sucesivos 
J. 

de la ecuaci6n Y" + a0(x)Y=O , 
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por lo tanto la distanciu 
S. y S. 

1 
de la soluci611 

J. J.+ 
se puede representar corno d.= 1l - Ei i=1 , 2, ~ • • a.onde e¡ ')O 

i T 

además los ceros Si rara i=2,3, ••• 

por Si=Si-1 + di 

S1=S1 

s2=s
1

+d1 
33=S2+d2 

• 

puedGn represenoarse 

s =S + (n-1) 'iT - e, - e,_ - • • • - e.,_, 
n 1 :B 

si continuamos este proc~dimiento se encontrará un n=N lo 
suffoientemente ¿-rande tal que 

s1 - e, - t'I. - • • • -t.,<º 
y. S:¡ <. (Nj21 )'ir 1 pero la 30luci6n SN debe 11erten<:Jcer e 

f (N-1 )'iT , N 1r ) , esto quiere decir que ent:·0 dos ce·L·os 
\ :B .l:J 
de la solución de la ecuaci6n Y11 + :n 2 Y=O no hahría ni:i.,.::'.in 

cero de la soluci6n de la ·ecuacj6n Y 11 + a
0

(x)Y=0 , lo cual 
contradice el teore:r.a de comparaci6n de Sturm 1 por 16 tanto 

"'~d. --r 
Así queda establecido el Lema 2 • 
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En este teorema se establece que las soluciones de 
ecuaciones diferenciales de la forma Y11 + P(x)'Y=O pueden 
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ser repx•esentadas como productos infinitos además proporcionará 
una manera de como aproximar los ceros de las soluciones 
antes mencionadas. 

Teorema Z: Sea P(x) continua en (.o, oo) y supongamos que 
existen números :positivos 'b 1B tales que b2 ' P(x) 6 :s2 para 
todo x>O entonces la soluci6n de la ecuaci6n diferencial 
Y"·+ P(x) Y=O :puede ser representada por el producto 
infinito 

xe(O,.o) 

· donae p (x)= f xk 
n ~ .. ,~ 

n=1, 2, 3,. ·• 

y A1,A2,A
3

, •.• es una sucesión no acotada de ceros de la 
soluci6n además la distancia entre ellos se puede e&timar 
de la siguiente manera 

Denoutraci611: La prueba de este teorema ya se ha desarrollado 
en partes en los capítulos anteriores. 

Por el Lema 2 del capítulo anterior se deduce que la 
soluci6n tiene un número infinito de cer·os A1 ,A2,A

3
; ••• 

en (O,oa) y que la distancia entre ellos se estima por 

Los ceros A1,A2,A3,••• forma una sucesión no decreciente 
de n{une:::·os positivos de aquí por el teorema de WEI.ERSTP.ASS 
para productos infinitos se cumple el resto del teorema. 
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6. ANALISIS DE LA ECUACIOE Dt EESSEL 

En este capítulo se analizará el comportamiento de los 
ceros de la soluci6n de la ecuaci6n diferencial de Bessel 
de la forma x2Y11 +xY'+(x2-P2)Y=O donde P es número real no 
negativo, oe conoce como la ecuación de Bessel re orden P. 
Es una de las ecuaciones diferenciales más importantes de 
la física matemática, y se estudia con alg(Ul detalle en 
este cai-Ítulo. 

Se empezará por ehminar el término en que aparece Y1 • 

Esto puede hacerse con el cambio de variable Y=u/'fX' , . que 
transforma 

u"+ F(x)u=O donde 

sin perturl>ar los ceros d<.:1 su soluci6n. 

en 

F(x)= t + 1-4P
2

) · 
4x2 

Se verá algunos casos par.a el valor de P , que si&nifica 
la rnul ti¡·licidad del cero de la solución en x=O • 

Caso I P=O entonces F(x)= (1. + _1_) que es 
4x2 

continua en (O,oe) y además F(x) es acotada de tal manera 
que exic.ten cantirladcs b,B tal que b2 ~F(x)~ B2 xf[t',..,) e')O 

Con las consideraciones a~teriores podemos aplicar el 
teorema Z y deduci!'los c¡_ue la soluciór.. tiene infinidad dé 
ceros A1, A2, • • • corno P=O en !;\.mees ,µ.-=O y además la soluci6n 
puede ser representada por 

x e (o,-") 

Se observa que F(x) es decreciente.· 
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Si se conoce corno valor inicial a A1 y ubicando la 
hip6tesis del teorema•z"para el intervalo (A1,ao) y tambi~n 

el hecho de que F(x) ___.,1 cuando x__., oo, entonces se 
toma b2=1 y B2= 1 + 1 , de tal manera que 

4-A2 

b 2 ~ F(x) ~ B2 

1 ~ F( X) ~ 1 + 1 
4-A2 

1 

1 

:XE (A.,"") 

Ahora estimaremos la distancia entre A1 y el A2 de la 
siguiente manera. 

De está manera se podr' estimar A2 a partir de A1 

El procedimiento anterior se puede generalizar para 
~ Y An+1 entonces obtenemos 

XE [J\i, oo) 

' 00) 



Caso P=1 , entonces la ecuaci6n resulta de la forma 

u 11 + Í1 - ~) u =0 
\ 4-x 

Se obsrva que existe un x=x0 ~0 tal que 

F(x) = (1- ..]___)>O 
4x2 
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También se deduce que F(x) es cont.inua,creciente y además 

acotada en [.x , eo) pues F(x) ~1 cuando x--ir.a • o 
Como F(x) es creciente y F(x) <= 1 para (x

0
,oo) entonces 

existen b
2= '1- ....L...:) y B

2
=1 tal que 

\ 4x2 
o 

0-~} ~F(x) ~ 
4x0 

De igual manera que para el caso anterior se cui1ple con 
la hip6tesis del teorema•z •, por lo tanto la soluci6n a la 

ecuaci6n diferencial u 11 + (1 - ~)u :¡:O tiene la forma 
4x -ff t1 -_X) epWI 

'n=I \ ~ 

fr 11 -_x) e~ 
'Y\:01 \ ~ 

con ceros A1,A2,A
3

, ••• 

como p=1 entonces 

donde Pn(x)= ~ ....,...x,..,k_ 
L fA.KJ. 
IC•I --n 

Ahora se estir.iará la distancia entre los ceros sucesivos 

A1 y A2 • Se tiene que :B 2=1 =;>B=1 ~ 1 =1 , también 
B 

b2= ~ - ~) = 
2 ~4Af ' o.-~ b= -J t = 2A1 

4A2 2A1 V4Af -3' 1 1 

Entonces de di'\. 'iT ( i + t) se tiene que 
"'2 

d" 1T ~ 
+ v!!f-3') 

A2=A1 + ·.Il.. ( 1 + 2A ~ ""2 2 ~4A~-3\ 
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Generalizando para An y An+1 se tiene 

~+1 = 1\-i + .íL (1 + 2J\i ,) 
2 ~4A2-3 

n 

Por ejemplo: Si se conoce ~1 =3.8 entonces 

A2= 3.8 + 4L (1 + 2 ,8 ) 
\ 4(3.8) -3 

A2= 6.900255908 

Caso I'?'1 los resultados que se obtendrán son similares 
a los obtenidos para P=1, por lo tanto la funci6n 

F( x )= 0 + 1¡!.¡2) es creciente 

Además existe un valor x
0 

tal que F(x)~O xE ~0,c0) 
y existen valores b,E ')Q tal que b 2 4:-F(x) ~J32 dichos 
valores se tomarán de la siguiente manera 

y 

entonces d -1}- (1 + 2x0 \ 

~ ~4x~ +1-4P2'J 
Los ceros de la soluci6n u de la ecuaci6n diferencial p . 

u 11 + F(x)u=O , se pueden aproximar con la relaci6n siguiente 

A. = A + lf'r t + 2An . -11+1 n ' 
- 2- ~4~+1-4P¿\ 

donde la soluci6n de la ec~cci6n diferencial es de la forma 
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7. CONCLUSIONES 

La técnica más usada para resolver las ecuaciones 
diferenciales de la forma Y~+ P(x)Y=O con coeficientes 
variables es la utilizaci6n de las series de potencias. En 
este trabajo se desarroll6 una manera diferente de representar 
las soluciones de las ecuaciones antes mencionadas. Se plante6 
la problemática de que si una funci6n con unº número infinito 
de ceros, se podía representar como ·un producto infinito. 
Después resolviendo la ecuaci6n diferencial Y"+P(x)Y=O se 
obtuvo la informaci6n necesaria de las soluciones acerca del 
comportruniento de sus ceros en 1ll1 intervalo determinado. 

De la combinaci6n temática de los productos infinitos, 
teorema de WEI!ERSTRASS , con la de la resoluci6n de ecuaciones 
diferenciales de la forma Y"+P(x)Y=O, se obtuvo un r·esul tado 
que se plante6 en forma de teorema al ci;_al se le denomin6 
como el teorema "Z" • Para dar una aplicaci6n de este teorema, 
se analiz6 la ecuaci6n diferencial de EESSEL x2Y~+xY'+(x2-F2 )Y=O 
de orden P • 

Con el apoyo y uso de los equi~os electr6nicos modernos 
será posible obtener buenas ai;iroximaciones a las soluciones 
de las ecuaciones diferenciales. lineales ordinarias con 
coeficientes variables de segundo orden. 
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