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PROLOGO 

Hiet6rica.mente hablando, loa principios fundamentales de la

reaistencia de material.ea se desarrol1an casi totalmente des--

pude de las leyes de la estática, 6sta considera loa efectos e~ 

ternos de una fuerza sobre un cuerpo (cambiando su estado de m~ 

vimiento). Mientras que la resL~tencia de materiales trata de -

los efectos internos. es decir. loa estados de esfuerzo y defo~ 

maci6n producidos dentro de los límites del cuerpo. 

A1 elaborar ~ata tesis ae penso en la importancia que tiene-

4eta materia como base para el diaefio en.ingeniería. Una buena

parte del trabajo se prepar6 con notas tomadas de clase y de -

las prácticas de laboratorio correspondientes al curso de Mecá

nica de Materiales I. Por esta razdn- se ha escrito teniendo en 

cuenta principalmente ei punto de vista del estudiante. Como se 

proporciona suficiente material y ejercicios, e1 texto puede -

servir para es~imular a los alumnos a que continuen sus inv~etJ:_· 

gacionea en esta ~rea de la ingeniería. Ta..mbián se espera que -

pueda servir como libro de consu1ta o de referencia. 

El capítulo I relaciona los conceptos básicos más importan--



tes del curso. El estudiante debe de comprender a fondo la ter

minolog!a empleada y analizar las formulas que daran por resu1-

tado los va1ores requeridos. Pero mlÍe importante es "visuali--

zar• el comportamiento de loa cuerpos sujetos a cargas. Loa e-

jercicios numéricos en este cap!tuio se colocan hasta el final.• 

con el objeto de que primero conozcan los conceptos expuestos.~ 

Esta disposicidn no se continda en los siguientes capítulos. d.!!_ 

bido a que la mayoría de los lectores habrán pasado las dificu~ 

tades iniciales con el nuevo vocabu1ario. técnicas básicas de -

investigación y objetivos del curso. 

En la reaiización de esta tesis influyeron los profesores de 

esta asignatura de la E.N.E.P. Aragdn. los compañeros de la es

cuela y el trabajo (Subdirección de Laboratorios de la D.G.s.T. 

de la SCT)• as! como loe libros consultados y reseñados en la 

bibliografía. En particular expreso mi gratitud al Xng. Pablo 

Garc!a San Ma.rt!n• por su apoyo en la seleocidn de gráficas y -

figuras• y en la revisión del original. 
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CAP. I. INTRODUCCION Y CONCEPTOS BASICOS 

I-l. OBJETIVO DE LOS CURSOS DB hlECANICA DB UATERIALES 

El objetivo de estos curaos es proporcionar al estudiante de 

ingeniería, 1os conocimientos que 1e permitan investigar las -

relaciones que existen entre las fuerzas exteriores (cargae), -

aplicadae a 1.Ula eetructura de ingeniería, con la naturaleza de

las fuerzas internas (esfuerzos) y las deformaciones resultan-

tea. 

Be práctica común denominar a la resistencia de materiales -

como "Mecánica de los sólidos deformablesº y considerarla como

una rama de la mecánica teórica, debido a que se basa en las 1~ 

yes de la estática, sin conoci~iento de 1~s cuales el estudio -

de la resistencia de materiales sería imposible. Sin embarga, -

no debe preocuparnoe mucho el título de esta materia o 1a forina 

en que se expongan los conceptos~ lo importante es comprender -

loa métodos analíticos que nos permitan determinar la resisten

cia, la rigidez y la estabi1idad+ de los diversos elementos que 

+ Estabilidad, Es la propiedad del sistema de mantener su esta

do de equilibrio durante las acciones exteriores. 

l 
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soportan carga.a. 

Como podemos inferir fácilmente, todos los s6lidos, en cier

ta medida, tienen las propiedades de resistencia y rigidez, es

to quiere decir que, dentro de ciertos l.!mites son capacee, sin 

sufrir ~andes variaciones en sus dimensiones Seom~tricas y sin 

llegar a la rotura, de soportar car~as. 

Por otro lado tenemos que, la resistencia y la rigj_dez de -

una pieza estructural dependen de sus dimensiones, de su forma

y tambi6n de ciertas propiedades físicas de1 materia1 de que e~ 

tá constituida. Estas propiedades de loa materiales están gene

ral.mente determinadas por e1 estudio experimental de su compor

tamiento en una máquina de ensaye. E1 estudio de 1a resiatencia 

de materiales tiene por objeto predecir precisamente de qué mo

do inf1uirán estas propiedades geom~tricas y físicas de 1a es-

tructura en su comportamiento en las condiciones de servicio. 

En resumen, en este curso se estudian las ce.racterísticas -

de1 comportamiento mecá.n:i.oo de los material.es y 1os conceptos -

básicos para el dimensionamiento de elementos estructurales. -

Además, se incluyen numerosos ejercicios que nos permiten cono

cer e1 diseño de miembros sujetos a carga axia1, f1exi6n, tor-

ei6n, etc., empleando cualquiera de los materiales comunes en -

construcci6n. 

I-2. EL PROCESO DEL DISEÑO ESTRUCTURAL. SOLICITACIONES. RESPIJE§. 

TAS. 
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En este trabajo, ei t~rmino ESTRUCTURA se usa en ei sentido

de que nos permite representar edificios, puentes, máquinas y -

rea1mente cualquier cosa que se disefte para soportar cargas a-

plicadas. Todas las estructuras de ingeniería, se construyen e~ 

samblando diversas partes, generalmente 11.amadaa MIE!r.BROS, para 

formar el producto terminado. 

La resistencia de materiaies no es un curso de diseño estru.!l_ 

turai (o de diseño de máquinas), pero proporciona ias bases pa

ra un dimensionamiento científico en estos cursos. B1 objetivo

del dieeño consiste en determinar las dimensiones y caracterís

ticas de loa elementos de una estructura para que ~eta cumpla -

cierta función con un grado de seguridad razonable, Debido a e!!_ 

to ea preciso conocer las relaciones que existen entre las ca-

racter!eticas de una estructura (refuerzo, tamaflo, etc.), las -

solicitaciones que debe soportar y 1os efectos que 9roducen en

ésta. En otras palabras, es necesario conocer las característi

cas ACCION-RESPUBSTA de 1a estructura. 

Las principa1ee so1ic1taciones o acciones exteriores son: e1 

peso propio, las cargas vivas, 1as presiones por viento, las a

ce1eracionee por sismo y 1o·a asentamientos. la respuesta de una 

estructura o de un e1emento. es su comportamiento bajo una ac-

ci6n determinada. Puede expresarse como deformación, ae:z·ieta--

miento, durabi1idad, vibración. Desde 1uego ia respuesta es fll!!. 

ción de ias caracteristicas de ia estructura o dei eiemento es

tructural considerado. 
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En los prodedimientos de disef'lo, el dimensionamiento se lle

va a cabo a partir de las acciones interiorea, ca1culadas por 

medio de un a.nalisia de la estructura. Debe notarse que, para 

diseñar satisfactoriamente no siempre es necesario obtener 1ae

acciones interiores inducidas por las eo1ic~tac1onee esterioree. 

Muchos diseñaB han sido desarrollados directamente a partir del 

estudio de modelos estructurales. 

En general en este campo de estudio el ingeni~ro se enfrenta 

con dos tipos de problemas, DIIJ:ENSIONAK.Il!NTO y REVISION. Loe -

probl.emas de din~ensionamiento son aque1loa en l.os que es neces!!:_ 

rio determinar, de la manera más económica. e1 material, forma

y tamaf'lo que debera tener un cuerpo para reeistir la aooi6n de

las fuerzas externae. En loe probelmas de revisión los datos -

que se conocen son el tipo de material, la forma y tamaño del -

cuerpo, así corno l.as cargas que este debe resistir y el. pro -

yectista tiene que cal.cular la magnitud de las fuerzas internas 

_(esfuerzos} que se originan en dicho cuerpo, para decidir si su 

tamaño es suficiente o no. 

I-3. RELACIONES CAllGA-lIBl'OllltACION. 11.ATERIAIES DUCTILES Y FRAGI

LES. COl\lPORTAlf.IENTO ELÁSTICO (LINEAL Y NO LINEAL) l> IlffiLA!i!_ 

TICO. 

Carga. (P). Se dice que existe una carga, cuando se tiene una 

fuerza ap1icada a una estructura de ingeniería. 

Deformación total. (AL ó u). Es l.a alteración o variación de

la forma, en este estudio nos referimos al incremento l.ongitud;h 
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nal, siempre y cuando no este referenciado a la unidad de long!_ 

tud. 

L 
1 AL' 

Fig. I-1. Croquis de una probeta sometida a la carga (P) y -

su deformación total (t..L). 

La barra de la figura I-1, se alarga ligeramente debido a la 

aplicación de la carga. En resistencia de materiales, ~stos e~ 

bios de longitud tambi~n se conocen corno elongaciones, contrac

ciones o bien, deformaciones totales. 

Los laboratorios de ensaye de materiales están equipados con 

máquinas apropiadas que producen ciertas deformaciones t!picae

de las probetas o muestras de ensaye, tales como las de tena~6n, 

compresión, torsión y flexión. 

De todos los ensayes mecánicos de loe .materiales de construg, 

ci6n, los que más amplia~ente se utilizan son los de tensión. -

Para permitir una comparación de los resultados de los ensayes

sobre un materia1, con loa obtenidos a partir de ensayes sobre

otro material, los procedimientos y las proporciones para las -

probetas (dependiendo dei material que se este muestreando),·-

han sido normalizados. 
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Re1aciones carga-deformación. Ordinariamente las máquinas de 

ensaye a tensión, eatan provistas de un diepoeitivo que traza -

automáticamete, a cierta esca1~ e1 DIAGRAMA DE ENSAYE represen

tando 1a re1aci6n entre 1a carga (P) y 1a extensión (AL) de 1a

mueatra. 
p 

A 

~( 
?' 

B I 

l 
1 

I 

I 

' ---_ __!,¡_____ !d 
º\-----+-~ 

ALrea ALe1áe 

e 

D 

AL, u 

Pig, I-2. Diagrama carga-deformación tota1 para e1 acero a1-

carbono. 

En 1a Fig. I-2, está representado e1 diagrama carga-deforma

ción tota1 típico para e1 acero a1 carbono, veamos a1gunae part~ 

cu1aridadee esencia1es de este tipo de diagramas: 

La zona de e1asticidad (OA), Traba~ando en esta zona, e1 ma

t8ria1 recobrará su forma original una vez retirada la carga, -

es decir que, se comporta según 1a 1ey de Hooke, 

La. zona de f1uencia genera1 (AB). Aquí tiene 1ugar un aumen

to coneiderab1e de, 1a 1ongitud de 1a probeta, sin e1 aumento --
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apreciable de la carga. La. existencia del eacal6n de fluencia -

(tramo AB del diagrama) no es característico de todos los meta

les. 

La zona de endurecimiento (Be). En eeta zot1a el alargamiento 

da la probeta va acompañado del correspondiente aumento de la -

carga, pero de manera mucho más lenta (cientos de veces) que en 

el tramo elástico. En la etapa de endurecimiento en la probeta

ee vislumbra el lugar de la futura rotura y comienza a formarse 

lo que generalmente se denomina CUELLO, estrechamiento local de 

la probeta (Pig. r-3). Si se observa cuidadoeamente la probeta

durante el experimento, se notará que mientras el eep~cimen se

oetá alargando, su diámetro también se va reduciendo. 

(a) 

p~~~p 
(b) 

Fig. I-3. Antes (a) y después (b) de la carga. 

Le. zona de fluencia local (CD). Aquí el alargamiento de la -

probeta transcurre simultáneamente a la disminución de .la fuer

za, a pesar de que el esfuerzo (promedio) en la sección trans-

vereal del cuello aumenta. El alargamiento de la probeta tiene, 

en este caso, un caracter local. 

El punto (D) corresponde n la rotura de l:i probeta:. En el c~ 
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so de muchos materiales la rotura ocurre sin la apreciable apa

rición de1 cue1lo, 

Si e1 espécimen sujeto a tensión se carga dentro de loe 1ím!_ 

tes correspondientesa la zona elástica y deepuáe se descarga, -

1oe puntos trazados en el diagrama durante 1a descarga. quedaráñ 

sobre 1a recta original (OA). Sin embargo, si e1 espécimen se 

carga por encima de esta zona, corno es e1 caso del punto (K), 

en la Fig. I-2, entonces durante el proceso de descarga, la de

pendencia entre 1a fuerza (P) y 1a extensión (óL) se represent~ 

rá por la recta XL. El ensayo demuestra que esta recta ea para

lela a OA. Al descargar el espdcimen no desaparece completamen

te ei aiargamiento, sino que disminuye só1o en una magnitud i-

gua1 a 1a parte elástica del a1argamiento (segmento LM). B1 se.e; 

mento OL repreeenta e1 alargamiento residua1 y se denomina ALI\!!. 

GA.li.IBNTO PIASTICO. As! pues, 

Old ALelú.s + ALz.ee 

Al cargar1a de nuevo, e1 diagrama de tensión irá por la rec

ta IK y después según 1a curva KCD (Fi~. I-2), como si no exis

tiera descarga intermedia a1guna. 

Para dar una va1oración cuantitativa de ias propiedades de1-

material, construimos de nuevo el diagrama de tensión, pero en

el sistema de coordenadas 'il' y e. Para ello, ~ividimos entre -

ºA" ].as ordenadas y entre 11 Lnlas abscieas, siendo A y L, reepe~ 

tivamentc, el área de la sección transversal y la longitud de -
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trabajo de la probeta antes de ser cargada. Puesto que estas 

magnitudee eon constantes, el diaBTama tT= "f' (e) de la Fig,I-4 

tendrá el mismo aspecto que el diagrama de tensión P = f(¿L) de 

l.a Fig. 

T 
Zona 

elástica 

l_ 
o 

-rzona 
____i_:ástica 

Pig. I-4. Diagrama esfuerzo-deformación unitaria para el ac.!_ 

ro al carbono. 

ldateriales dúctiles y frágiles. Loe materiales metálicos us~ 

dos en la ingeniería se c1aeifican generalmente en dúctiles y -

:f'rágiles. 

Un material os dúctil y maleable si puede soportar gra.ndee -

deformaciones plásticas (res.idualea) antas de la rotura. La dú,g 

tilidad está asociada con los est'uerzoe de tensión (por ejemplo, 

un material puede ser estirado en alambres); la maleabilidad e~ 

t4 asociada con los esfuerzos de cornpresidn (por ejemplo, un m~ 

terial puede ser laminado en hojas delgadas). La mayoría de loe 

materiales que son dúctiles trunbián son maleables. 
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Ia frágilidad es la propiedad opuesta a la ductilidad, y co!!. 

siete en la capacidad del material de destruirse sin deformaci~ 

nea residuales apreciables. Entonces un material fráeil (o me-

jor dicho, quebradizo) se fracturará a deformaciones relativa-

mente bajas. En estos materiales el ALARGAMIENTO A LA ROTURA+ -

( á) no supera el 2 - 5"' y, en toda una serie de casos, ea del

orden de centásimoa de por ciento. 

Ia ductilidad y la fragilidad pueden ilustrarse fácilmente 

mediante diagramssesfuerzo-deformación unitaria, tales como los 

de la figura I-5. 

rr 
(a) mat. frágil 

(b) mat. dt1ctil 

R 

Pig. I-5. Diagramas esfuerzo-deformación unitaria para mate

rial frágil (a·) y material dt1ctil (b). 

La. gráfica (a) muestra el diagrama esfuerzo-deformación uni

taria para un material frágil o quebradizo. Puede verse que la

e1ongacídn tota1 antes de la rotura ea considerablemente menor

que la del material dúctil, representado por la gráfica (b). 

+ Véase la sec. I-4, donde se define el alargamiento a la rotura. 
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La diviai6n de los materiales en dúctilee y frágiles es con

vencional y no so1amente porque entre unoa y otros no existe un 

l:!mi te bien definido del. alargamiento a J.a rotura ( d). Según -

sean laa condiciones del ensayo, muchos materiales frágiles son 

capacea de comportarse como dúctiles y viceversa. Frecuentemen

te se toma como linea dioiaoria entre las dos el.asea de materi~ 

les un alargamiento arbitrario (deformaci6n unitaria) de 0.05 

cm/cm; es decir, si un material se fractura a \.U'la deformacidn 

unitaria de 5 ~ o menos,. se considera como quebradi20. 

EJ.astioidad. Ea la propiedad qua tienen los material.es para

recobrar su tamafto y forma original.es, cuando se retiran las -

fuerzas a que han estado sometidos. Esta propiedad es muy vari~ 

ble entre loe diferentes materiales, ya que algunos no recupe-

ran sus dimensiones originales, más al.lá de cierto esfuerzo~ 

Comportamiento eláatíco. En este caeo nos referimos al com-

portarniento de loa materiales que están sometidos a un cierto -

nivel de carga y/o eafuerz·a, que unicamente J.es producen defor

maciones elásticas (deformaciones no permanentes). El material

trabajado en este rango elástico, es capaz de recuperar por co~ 

pleto eus dimensiones inicia1es, después que se han retirado -

las fuerzas deformadoras. 

+ Este esfuerzo se conoce como Límite de elasticidad y se estu

dia detall.adamante en la seocidn I-4, en 11 Diagramaa esfuerzo-d!. 

farmacidn unitaria" 
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Comporte.miento elástico lineal. Es el comportamiento de loe

"?ila.teria1.ee e1ásticos" (materia1es que presentan un rango e1ás

tico amplio, en comparación con su rango plástico), cuyo diagr~ 

ma esfuerzo-deformaci6n unitaria e5tá representado por una 1!~

nea recta (Fig. I-6(a)), esto quiere decir, que entre la carga-;-. 

aplicada y la deformación que se produce, existe une relación -

directamente proporcional. 

rr 
Carga 

& e 
(a) ( b) 

Fig. I-6. Comportamiento de los materiales en el rango elás

tico: (a) lineal, (b) no lineal, 

Comportamiento elástico no lineal. Es el comportamiento de -

1oe "MateriQ1ee e1lsticoa 1t quo presentan una curva en su diagr~ 

ma esfuerzo-deformación unitaria (Pig. I-6(b)), esto quiere de

cir,que, la relación existente entre la carga aplicada y la de

formacidn que se presenta, no es directamente proporcional, ~u

diendo ser parabólica o exponencial. 
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P1aaticidad. Ea 1a propiedad opuesta a 1a e1asticidad. Un -

"l\Ia:terial. perf'ectamente p1áetico" es e1 que no recupera sus di

mensiones origina1es una vez q11tt se retiran l.as cargas que ca.u

saron esta deformación. Probab1emente no exista ningi1n materia1 

perfectamente p1áatico, Ejemp1oa de eatoa materia1es aon e1 ba

rro y ei pl.omo. 

Se considera como medida de 1a p1asticidad e1 a1argamiento -

en e1 momento de 1a rotura ( Ó ) • Cuanto mayor sea o tanto más

p1ásticoserá e1 materia1, 

Comportamiento ine1ástico (p1áatico). En este caso nos refe

rimos a1 comparta.miento de 1os "I.iaterialee Pl.ásticoe", es de-

e ir, material.es que cuando se les apl.ican carga responden con 

una deformación ine1áatica (también conocida como deformación 

plástica o permanente). Por lo tanto, hay que tomar en cuenta 

que trabajando e1 materia1 en esta zona p1ástica subsistirán d.!!,. 

formaciones permanentes en e1 e1emento (o 1a estr\ictura ) a1 

descargar1o. Véase 1a Fig. I-4. 

I-4. ESFUERZO NORMAL Y DEFORV.ACION UNITARIA. LlOUULO DE ELASTIC!_ 

DAD. 

Tratándose de prob1emae p1anares 1a notación y representa--

ci6n esquemática de 1as componentes de fuerza y momento que se

emp1ean en este texto, se indican en l.a Fig. I-7. 
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y 

7 

6 p 

Fig. I-7. Definición de componentes de magnitudes relaciona

das con fuerzas y momentos, .en la sección transve~ 

sal de un cuerpo. 

Por tanto observamos que. en la sección transversal ñe una -

viga pueden ser necesarios tres elementos de un sistema de fue~ 

zas para mantener el segmento en equi1ibrio. Tales elementos -

son una fuerza axial {P 6 Fn)' una fuerza cortante (V 6 Pv) y -

un momento flexionante {M). 

Esfuerzo~ Bl esfuerzo e~ una función de la fuerza interior

en un cuerpo, que a au vez se produce por 1a aplicac16n de fue!:_ 

zas exteriores. 

Para entender la composici6n y distribuci6n de las fuerzas -

+ En algunos textos se utiliza el término TENSION en lugar del

de ESFUERZO. 
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interiores, consideremos una barra simple sujeta a una carga -

axial (P) en cada extremo, como se representa en la Fig. I-8. 

p 
p 

• p 

Figo I-8. Carga axial e intensidad de la fuerza en una barra 

simp1e. 

La fuerza interior total en la barra es la resultante de to

das 1asf'uerzae en 1as fibras y es igua1 a (P). Sin embargo, no

es común hablar de ·1a fuerza total en la barra. sino más bien 

de ·1a intensidad de 1a fuerza en 1as fibras. Esta "intensidad 

de 1a fuerza" se 11ama ESFUERZO o ESFUERZO UNITARIO, y se defi

ne como la fuerza por unidad de drea. En tárminos algebraicos, 

Esfuerzo L 
A 

(Fza./Long~) ( I.1 ) 
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S~ separamos de un cuerpo sometido a cargas exteriores, un -

cubo de dimensiones infinitesimales, figura I-8'. Todos los es

fuerzos que actdan en él se pueden identificar perfectamente. 

z 

,,l ,'j:xy 
, '"t +--r -¡ ry i Q"x 

~~ 'txz 
(1" )_ _____ z_x_ -------·------X 

z ,' .,,. 
,,,,.,,,,.' ... _,...,, 

... 
<;y 

Fig. I-8'. Estado más general de esfuerzo que ·puede actuar -

en un el.amento. 

El primer sub indice de loe esfuerzos cortan tea ( 'C ) , loe re

laciona con un plano perpondicu1ar a un eje dado; el segundo dJ!.. 

signa ~a direocidn de1 esfuerzo. Sobra iae caras cercanas de1 -

cubo, o sea, sobre las caras más alejadas del origen, los sent.!, 

dos de J.os esfuerzos se consideran positivos si coi~ciden con -

loa sentidos positivos de los ejes •. Sobre las caras proxi..a.s al. 

origen y a partir del concepto de equilibrio entre acción y 

reacción; l.oe esfuerzos positivos acwan en senti.do cont:rario a 

J.os positivos de loa ejes. En el caso de loa esfuerzos normal.ea 

ea suficiente un stSJ.o eub:lndice en V' para definir, sin ambigUJ!.. 

dad, este valor. 
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Los esfuerzos normales se definen y se investigan en esta ªe.E 

ci6n, mientras que e1 concepto de esfuerzo cortante se proporc!o 

na en J.a sección siguiente ( I-5 ) • 

Si aisl.amos un cubo inf'initeaima.1, a partil" de una barra so

metida unicamente a care;a axial (carga aplicada ~ J.o largo de 

su e je), como se muestra en 1a figura I-8 1• º La un~.ca el.ase de 

esfuorzoa que aparecen en este cubo son los esfuerzos norma1es

de tensión sobre dos caras del cubo. Tal. estado de es'fuerzo en

un elemento se denomina ESFUERZO UNIAXIAL. En J.a prác·~ica. rara

vez se emplean vistas isometricas del cubo; más bien se utilil-

zan diagrama.e simplificados como los de la figura I-B"(b). No -

obstante, es importante que no se pierda de vista el aspecto -

tridimensional del prob1ema. 

Q" 

~ 
fT 11·, , q ,, 

cr fJ' 

(a) (b) 

.Fig. 8'"'. Estado de esfuerm uniaxial. Bn este caso se repre-

aentan 0afuerzos de tensión. 
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Esfuerzo normal (U-). Partiendo de la definici6n de esfuerzo 

que acabamos de dar, tenemos que el esfuerzo normal, o el es--

fuerzo que actúa perpendicular a la secci6n, ea: 

U"= 

donde 

F 
_.!!.. 

A 
(Pza./Long~) 

F - ea la :f"uerza normal en la seccidn transversal 
n 

( I.2) 

A - es el área sobre la que actúa la fuerza normal. 

Dependiendo del sentido que tenga 1a fuerza normal, en el 

área de la aeccidn transversal, el esfuerzo normal puede ser de 

tenei6n+ (positivo) o de compresi6n (negativo), como se indica

en l~ figura I-9. 

(+) Tenei6n (-) Compresi6n 

Pig. I-9. Signos convencionales para el esrtierzo normal. 

+ Tambi6n se utiliza el t6rmino TRACCIO!i en lugar de uili:lizar -

el de TBNSION. 
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De:formaci6n unitaria o simplemente de:1'orrr.aci6n ( E: } • Para -

obtener la de:formaci6n unitaria, se mide el al.argamiento total.

AL ( .l"ig. I-1), en la. l.ongitud inicial. L de la probeta, para

cua1quíer incremento predeterminado de carga; y ha11amoe a par

tir .de estos val.~res el. alargamiento por unidad de longitud. 

(Long./Long.} { I.3 } 

Esta expresión nos permite calcular la "Intensidad de de:for

maci6n~ o de:formación unitaria. Es importante hacer notar que -

esta cantidad ea adimeneionaJ.. 

Ahora bien, consideremos que un c~erpo ae deforma en direc-

cionee perpendicu1area, como se muestra en e1 plano xy de la -

figura I-10. 

y,v 

av 
v+adY 
~.-------, : :E 1 ' u= : ____ =i d~ 

.~ au. 
U '-U i- a,( dx 

x, u 
dx 

Pig. I~lO. Eleménto deformado en su posición inicial y :final.. 
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En estos caeos tenemos que utilizar eub!ndices en la defo~ 

ci6n unitaria E , pera indicar las direcciones de éstas. Por -

la misma razón es necesario cambiar las derivadas ordinarias -

por las correspondientes parciales. Por consiguiente, si en wi

punto de un cuerpo u, v y w son las tres componentes de desp1!_ 

zamiento que ocurren, respectivamente, en lns direcciones x, y

y z de los ejes coordenados, las de:finiciones básicas de DEFOJ!. 

MACION UNITARIA se convierten en, 

( I.4 ) 

Diagramas esfuerzo de:formaci6n unitaria. Como se indic6 en -

la secci6n anterior, al conetuir esta gráfica, localizamos loe

valoree del es:fuerzo (P/A) como las ordenadas y los valores 

correspondientes a la de:formaci6n unitaria (AL/L) como las ab.!!, 

cisae. El diagrama V'=f(e) tiene el mismo aspecto que el dia--

grama de tensión P f(AL), pero caracterizará ya no las propi.!!. 

dadas de la probeta, sino las del material. 

Une ventaja de este tipo.de representación, es el hecho de -

que_nos permite comparar 1as propiedades de un matéria1 -~on 1as 

de otro, si reducimos 1oa valores observados a unos puntos de -

referencia comunes. 

La figura I-11, muestra una gráfica esfuerzo-de:formaci6n un!. 

taria típica para el acero de estructuras. 
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e 

Fig. I-11. Diagrama esfuerzo-deformaci6n unitaria típico del 

acero dulce. 

Un análisis cuidadoso de esta curva ilustra varias definici~ 

nes y propiedades importantes que debemos conocer cuando estu-

diamos resistencia de ruat~rialea. 

L!mi te de proporcionalidad ( ITP ) • Es el esfuerzo máximo has

ta el cual el material sigue la ley de Hooke. Normalmente eate

límite est.l situado, entre 2100 y 2 600 Kgf/cm2 para el acero

du1ce o de bajo contenido de carbono. 

La longitud del límite de proporcionalidad depende de la --

exactitud con que el tramo original del diagrama se pueda cona! 

derar recto. El Congreso Ínternacional para Ensaye de Materia-

lee reunido en Bruselas (1906) definió el límite de proporcion~ 
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1idad como el esfuerzo (de tensión) en el que la deformación es 

de 0.001·,:J,. 

Límite de elaeticidad (~el• Es el esfuerzo máximo hestg el-

cual el. material no recibe deform8cionee perm~.nentee ~ reaidua-

les), es decir, las propiedades elásticas del material se man-~ 

tienen hasta dicho esfuerzo. 

Genera1mente, la deformación residual. correspondiente al li

mite de el.asticidRd se considera aproximadnmente de entre ll a-

5)X10-5, ea decir, o.001% a 0.005~. 

El límite de proporcionalidad y el límite de elasticidad son 

muy difíciles da obtener y cambian bruscamente loa valores se-

gdn l.a tolerancia convencional. Por eso, las magaitudee de V"P y 

tr'0 no figuran en los manuales donde están dadas las propiedades 

de loa materiales. 

Límite de fluencia (Vyl• Tambi~n conocido como límite apareu 

te de elasticidad o punto cedente, este valor se obtiene fácil

mente y constituye una de las características mecánicas funda-

mentales del material. 

Se entiende por limite de fluencia, el esfuerzo bajo el cual 

tiene l.ugar un aumento de lRs defonnaciones sin un· apreciable 

aumento de la carga. Un punto de fluencia aguda~ente definido 

es unR· cara.cteristica no s6lo del A.cero estructur:=tl sino tam--
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bián de otros mateTia1ee tales como e1 bronce y el latón. .En -

cambio, otros materiales (como por ejemplo el concreto) no tie

nen un punto de fluencia pronunciado (Fig. I-12). 

fT 

Límite de 
de fluencia 

para una 

deformación unitaria 

de 0.2 ;( 

Desplaza.miento de 0.002 e 

Fig. I-12. Método del desplazamiento po.ra de·terminar el pun

to de fluencia de un material. 

Cuando en el diagrama no aparece bien definido el esca16n·de 

fluencia, se entienda por limite de fluencia, convencionalmen~e, 

el esfuerzo para el cual la deformación residual es: E: =0.002 -

ó O, 2 % • Hay que tener presente que el punto de fluencia de fin!_ 

do de esta manera no representa una característica física ~el -

material, sino que depende de la deformación permanente arbitrJ:!; 

riamente elegida. En algunos casos se establece como límite el

·valor de e_ = o.5 % • 

Si es necesario distinguir el límite de fluencia a la ten--

si6n- del límite correspondiente a la compresión, en la ·notación 

ee introduce el Subíndice 171upl.ementario "t" 6 "eº 1 según eeE'.l

el caso. 
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Límite de rotura ( ITr). También conocido como es~uerzo úJ.ti

mo; es la raz6n entre la fuerza máxima que es capaz de resistir 

la probeta y el área inicial de la sección transversal de ésta, 

y se denota por O""rt para ensayes a tenai6n (en el caso de com-

presión por lrrc), 

Es importante advertir que Q"rt (punto C del diagrama conven

cional.) no coincide con el. esfüerzo que surge en el momento de

la rotura (punto D del mismo diagrama) de la probeta. Si se re

fiere la fuerza de tensión no al área original de la sección -

transversal. del espCS:cimen, sino a la secci~·.-::.'. mínima en el momea. 

to dado, entonces se podr~ observar que el. ~sfuerzo promedio+ -

en la sección más estrecha, instantes antes de la rotura (punto 

D' del diagrama real), es mucho mayor que <rrt • A.sí pues, el e.!!. 

fuerzo úJ.timo o LIMITE DE ROTURA es también·una magnitud conve!l 

cional, pero que debido a la sencillez de su determinación se -

introdujo sólidamente en la práctica como la característica fil!! 

damental. relativa de las propiedades de resistencia del mate--

rial. 

Alargamiento de rotura ( Ó i' ) • Es el valor medio de la defor

mación residual. que se deaarro1a en el. momento de la rotura· y -

que se mide sobre una longitud 0 estandarº d6 1a probeta. Antes

de1 ensaye. en la superficie de la probeta se hacen wia seria -

de marcas que dividen a la longitud de tabajo en partes igua1es. 

Una vez ensayada y rota la probeta, se juntan las dos partes C.Q. 

mo se muestra en 1a figura I-13. 
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--~~ ;·I¡ . - 1 1 '//, 

,:.s::::;:mr4 .... ~r= ______ ,,, ... _._.--~¡ .. ~---.--™ 

Fig,I-1), Fotografía de una probeta de varilla ensayada y r.e_ 

ta por esfuerzos de tensi6n. 

A continuaci6n, par medio de las marcas hechas se determina

el alargamiento medio correspondiente a la longitud "estalidar ... 

La determinación de ( á-" ) se lleva a cabo mediante la cxpresión

siguiente: 

ó~ = ~ ¡;: 100 
L 

(cm/ cm) ( I.5) 

Para otros materiales diferentes al acero Uulce, pueden tra

zarse diagramas eafuerzo-deformacidn unitaria de manera semeja~ 

te a la ya descrita. La f'igura I- 14 muestra la forma típica de 

los diagramas esfuerzo-deformación tUli taria para diversos ma·te

ri.i.lea usua.les. N'um~ricamente hablando, cada material. tiene au-
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propia gráfica, que represent~ sus propiedades peculiares; 1as

curvas mostradas en la Fig. I-14 difieren considerablemente de

ia correspondiente a1 acero, mostrada en 13 figura 1-11. 

Acero de n1ta resistencia 

o 

Fig. I-14. Dia¡¡ramas esfuerzo-deformac16n unitaria típicos -

para diferentes materiales. 

Tambidn se pueden obtener loe diagraro~a esfuerzo-deformaci6n 

unitaria para ensayes a compresión axia1, de loe diversos mate

riales y así mismo se pueden determinar sus esfuerzos caracte-

r!sticoa, tales como el limite de proporcionalidad, el límite -

aparente de elasticidad (límite de fluencia) 7 el esfuerzo de -

rotura. En el caso de1 acero se encuentra que, las característ,i 

cae a compreaidn tienen aproximadamente loe mismos va1oree que

ª tensi6n, váase el diagrama simétrico de la figura I-15. 

Los ensayes a 1a compreeidn de materia1ee tales como e1 con

creto, la roca y el hierro colado indican que estos materiales

tienen un limite de proporciona1idad muy bajo. Rebasando este 

limite, la deformación aumente más rapidamente que la carga y 
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Fig. I-15. Gráficas IJ- 8 (en tensión y en compresión) para

el acero de estructuras. 

el diagrama de ensayo a la compresi6n tiene la forma represent~ 

da en la figura I-16. 
lj 

E 

Fig. I-16. Diagrama. esfuerzo-deformaci6n unitaria para el -

concreto. 
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Diagramas V- e idealizados. Para un estudio analítico del -

comportamiento de un material, ea conveniente idealizar los di~ 

gramas esfuerzo-deformaci6n determinados experimentalmente. A -

continuaci6n se muestra un grupo de diagramas ampliamente util~ 

zadoe para el estado uniaxial de esfuerzo. 

En la Fig. I-17, se representa de nuevo la relaci6n para un

material linealmente elástico. Como se puede observar ásta es 

la base de 1a ley de Hooke. Muy pocos materiales se comportan 

de esta manera hasta eu resistencia dltima. Sin embargo, para 

casi todo material esta relaci6n se ver~fica tratándose de de-

formaciones pequeffaa. 

Pig. I-17. l·laterial linealmenteeláetico. 

Una deformaci6n.ilimitada o fluencia a esfuerzo constante d.!_ 

fine· un material ideal o perfectamete plástico. Un material quo 

presenta una respuesta linealmente elástica seguida por una per 

fectamente plástica se indica en la figura I-18. Si el interva

lo elástico es despreoiable en comparaci6n con el intervalo 

pl4stico, se emplea la idealizac16n de un material rígido per-

fectamente plástico, figura r-19. 



I 
~ 

I 
I 

I ~ 

Fig, I-18. Material elástico y perfectamente plástico, 

o 

Fig. I-19. Material rígido y períectamnte plástico. 
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Para muchos materiales los diagramas esíuerzo-deíormaci6n 

pueden ser idealizados por diagramasbilineales como el de la !.!_ 

gura I-20, En tales idealizaciónee es coll!Ún llamar a la primera 

etapa intervalocELASTICO, y a la segunda, intervalo de ENDUREC.!. 

MIENTO POR DEFORll!AOION.o por ESFUERZO. En el diagrama ae utili

za el t~rmino oás general de ENDURECIMIENTO LINEAL. 
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e: 
Figo I-20, Material elástico con endurecimiento lineal, 

MódUlo de elaetioidad ( B ), Bl diagrama esfuerzo-deformación 

unitaria indica tambián la rigidez de un material. Considerando 

la porción recta de la curva (Fig. I-11), ee encuentra que la -

pendiente de dicha recta ea igual a la variación en el esfuerzo 

unitario dividido por la variaci6n en la deformaoi~n unitaria.

La expreei6n para 1a pendiente puede oacribirse como: 

tan e variaci6n de esfuerzo 

variación en deformación 

Esto ea tambián la definición de m6dulo de Young+ o módulo -

de e1aaticidad, 

+ Se llama módulo de Young en honor a Thomae Young, un cient!1',!. 

co ingláe, Sue artículos publicados en 1807, contienen una def,!. 

ción del m6dulo de elasticidad, 
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E= (Fza./ Long~) ( I.6 ) 

Este m6du1o elástico es una constante física del material, -

obtenido experimentalmente y se mide en las mismas unidades que 

el esfuerzo, es decir, Kgt'/cm~ 

Una indicación del módUl.o de elasticidad (o rigidez relati-

va) del material puede obtenere:e observando la pendiente de 1a

porci6n inicial de la curva (Fig. I-21). Entre mayor es la pen

diente de la curve, mayor es la rigidez relativa (o módulo de -

elasticidad) del material. 

(a) mayor rigidez relativa 

(b) menor rigidez relativa 

Fig. I-21. Diagrama esfuerzo-deformaci6n; (a) mayor pendien

te mayor rigidez, (b) menor pendiente menor rigi

dez re1ativa. 

Por definición, e1 módulo de elasticidad, E, representa e1 -

es:ruerzo que produciría un a1argameinto de tensión e = 1 • 6 --
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eea el esfuerzo de tensión ( V't ) bajo el cual una barra eería

extendida hasta el doble de su longitud inicial si el material

permaneciera perfectamente elástico durante el proceso de tal -

deforcaci6n excesiva ( véaee la :figura I-17 ). 

Si hacemos que, E 1 

Entonces, E 'iT 

Como se desprende de esta observación, el módulo de elastié! 

dad es una cantidad muy grande para la mayoría de los materia;,.

les. A continuación se da el módulo de elasticidad para los ma

teriales de mayor uso, en Kg!/cm2
¡ 

Acero 

Cobre 

Latón 

E 

E 

E 

AlW!rlinio y sus aleaciones con magnecio E 

!.ladera (a lo largo de las :fibras) ••• E 

(2.0 á 2.1) .106 

(l.2) 0 10
6 

(l.O a 1.2) .106 

(0.7 a 0.8)•10
6 

co.oa a 0.12).106 

Como ya se indicó, el módulo de elasticidad es la.pendiente

del tramo recto del diagrama esfuerzo deformación-unitaria. Sin 

embargo. existen materiales como el concreto, que no presentan

una porción recta inicial (Fig. I-16). En estos caeos, el módu

lo de elasticidad se· toma generalmente ya sea como la pendiente 

de la tangente inicial a la curva (Módulo de elasticidad tangea 

te), o como la pendiente de una línea que une el origen y algún 
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esfuerzo unitario arbitrario (N.6dulo de elasticidad secante), -

que, en general, es e1 esfuerzo de diseBo. I.a figura I-22 i1us

tra gráficamente estos ~6dulos de elasticidad. 

/ 
I I 

1 
1 

I lll6dulo tangente 
I 

I 
1 I 

/ I 
1.,~1'!6dulo 
I 

I 

secante 

Fig. I-22. M6duloe de elásticidad arbitrarios, para materia

les que no presentan una porci6n. inic.ie.l recta en 

su diagrama esfuerzo-deformación. 

I-5. RELACION DE FOISSON. LEY DE HOOKE. 

Ya se han discutido dos de las definiciones más importantes

y básicas de esta materia -1as que corresponden al esfuerzo y a 

la deformación unitaria- de igual importancia es la relación en 

tre estos t~rminos. 

Numérosas observaciones del comportamiento de los a6lidos d~ 

muestran que, en la inmensa mayoría de los casos, los desplaza

mientos, dentro de ciertos 1ími.tes, son·pr?porcionales a 1ae -

cargas que act'1an. Esta ley fue e~pueata por primera vez en el-
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año de 1678 por el científico ingl~s Roberto Hooke al afirmar -

"segdn es la fuerza así será 1a de.formaci6n••. 

Sin embargo, la interpretaci6n moderna de la ley de Hooke es

tablece la dependencia 1ínea1 entre el esfuerzo y la deforma--

ci6n unitaria, y no la dependencia entre la carga y el desplaza 

miento, Matemáticamente puede expresarse como; 

( I. 7 ) 

Para un material cuyo diagrama es:fuerzo-deformaci6n unitaria 

ea similar al de la figura I-11.,reeulta evidente que la re1a-

ci6n entre el esfuerzo y la deformaci.6n ee lineal, para los va

lores bajos de la deformaoi6n, Por tanto, para describir esta -

zona (eláetica) del comportamiento, recurrimos a la ecuaci6n -

( I.7 ), 

Re1aoi6n de Poiseon. Otro tipo de deformaci6n elástica es la 

variaci6n de las defonnaciones transversales que acompañan a t2. 

da compreei6n o tensión axiales. Esto qu:d.ere decir que si se ª2. 

mete un cuerpo s61ido a compresidn axial, se ensancha 1atera1~ 

mente; por el. contrario, si se l.e tensa, '~·1 materia1 se contrae 

1atera1mente (Pig, I-23). Este efecto, 11amado ESTRICCION, ee -

particul.armente notable en e1 caso de1 acero dul.ce, Loe materia 

1es frágiles no pr.esentan ta1 efecto a temperatura ordinarias,

aunque tambien se contraen un poco tra.nsve·raalmente en un enes.

ye a la tensi6n y se expanden en uno a 1a compresión. 
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Fig. 1-23. Contracción y expansión laterales de cuerpos sóli_ 

dos sometidos a fuerza axial (efecto de Poisson). 

Para una teoría general, ea necesario considerar estaSdefor

maciones laterales con base en la deformación por unidad de loa 

gitud de la dimensión transversal, ee decir, con base en las d~ 

formaciones unitarias traneversa.J..es. 

Relación de Poisson = deformación lateral 
defo:nnacidn axial 

El matemático frenc6s s. D. Poieson comprobó experimental.mea 

te, en el afio de 1828, que la relacH.Sn entre las deformaciones

unitarias en estas direcciones es constante, por debajo del li

mite de proporcionalidad. En recuerdo suyo se ha dado su nombre 

a esta relación, que se anota con la letra }I, y esta definida

por: 

( 1.8) 
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donde Ex es l.a deformaci6n debida sol.amente a un esfuerzo en -

la dirección de1 eje X de la pieza¡ f;Y' y E;z eon las defor~ 

ciones unitarias que se manifiestan en 1as direcciones perpend~ 

culares. E1 signo menos (-) indica un acortamiento en las dire.s_ 

oiones transversales cuando Ex es positiva (+), como ocurre 

con \Ul alargamiento produc1do por esfuerzos de tensión. 

La magnitud )4 caracteriza 1as propiedades del material y se 

determina. experimentalmente. Se sabe que este valor fluctúa pa

ra 1oa diferentes materia1ea en un intervalo re1a~ivamente es-

trecho. Por lo genera1 esta en la vecindad de 0.25 a 0.35, pa

ra el acero es aproximadamente de 0.30; en casos extremos ae -

tienen valores tan bajos como 0.10 (en algunos concretos) y tan 

altos como 0.50 (en el caucho). Este último valor ea el máximo

poaible para. materiales isotr6picos. El efecto de Poisson, pre

sentado por los materia1es no origina ningún otro esfuerzo adi

ciona1 ademas de 1oa que se consideran, a menos que se impida -

la deformación tranavsrsal (véase los ejercicios correspondien

tes al final del capitulo). 

Un material se considera homogáneo, cuando cualquier par-to -

de él tiene las mismas propiedades independientemente de su vo

lumen. Se entiende que estamos hablando a nivel macroscopico, -

es decir. estructuras cuyas dimensiones son superiores, no s61o 

a la de los ~tamos, sino también a la de loa cristales. 

Generalmente al cuerpo continuo se le considera is6tropo (o

iaotr6pico), ea decir, se admite que las propiedades de cual---
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quier parte de éste son las mismas en todas direcciones. Por -

tanto, para materiales isotr6picoa homogéneos, y considerando -

la re1aci6n de Poisson, podemos plantear el sistema de ecuacio

nes que constituya la "Ley de Hooke generalizada .. , constlerada 

así en el sentido de que ea una generalización de la relación 

inicialmente sugerida para la condici6n de esfuerzo uniaxialo 

Ley de Hooke generalizada, para materiales isotr6pícoa y ho

mogéneos: 

J'. ( ITY + ITZ ) 

}J. ( ITX + ITZ ) 

fo ( r:rx + cry ) 

< r.9 ) 

Todas las expresiones anteriores son igualmente válidas cuan. 

do uno o varios de los esfUerzos son de compresión, sin más que 

aplicar signos positivos a loa alargamientos y a los esfuerzos

de tensión, y signos negativos a los acortamientos y a los ea-

fuerzas de compreaidn. 

I-6. ESFUERZO CORTANTE Y DEPORMACION ANGULAR. MODULO DE ELASTI

CIDAD EN CORTANTB. 

Aparecen esfuerzos cortantes siempre que 1as fuerzas aplica

das tiendan a hacer que una parte del cuerpo se corte o deel~ce 

con respecto a la otra. 
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Pig. I-24. Condición de carga que produce esf'uerzos cortan-

tes. 

Este tipo de esfuerzos es producido por la componente tange!! 

cial de 1a fuerza, es decir, la componenete paralela a1 plano -

de la sección que la soporta (Fig. I-24). 

Es importante observar que, como la distribuci6n de esfuerzo 

cortante en una sección, tal como la abcd de la figura I-24, -

no es uniforme práctcamente en ningún caso, la expresión matem!!_ 

tica para el esfuerzo cortante, s6lo nos dará un valor promedio, 

es decir, 

(Pza./Long~) ( I.10 ) 

Supongamos ahora que disponemos de un estado de esfuerzo, en 

el cual, sobre las caras del.elemento e1egido, aparecen solamen 
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te esfuerzos tangencia1ea o cortantes {Pig. I-25). Dicho estado 

de es:fuerzo se denomina DES-LIZAto!IENTO PURO o DISTORCION PURA+. 

y y 

•vx 

~XJ0li;xy 
dy 

X 
-¡;yx 

o X 

z 

Fig. I-25. Biemento infinitesi.m~1 de un cuerpo en esfuerzo 

cortante puro. 

E1 hecha de que los subíndices, en 1oa esfuerzos cortantes -

de 1a figura I-25, sean conmutativos significa que, en ·pianos -

perpendiculares entre si de un e1emento in:finitesima1, dichos -

esfuerzos son numéricamente iguales. O sea, 

{ I.U) 

En situaciones subsecuentes, rara vez actuarán simultáneame~ 

te en un elemento más de dos parejas de esfuerzos cortantes. -

Por tanto, son superfluos 1os subíndices utilizados anteriormea 

te para identificar 1os pl.anos y 1as direcciones de 1os es:fuer-

+ Una definición más rigurosa de 1a distorsión pura se da en 1a 

teoría genera1 de1 estado tensiona1. 
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zoe cortantes. En ta1es casos 1oe e~fuerzoe cortantes se desig

narán por -¡; ain eubíndicee. Sin embargo, hay que recordar que-

1oa esfuerzos cortantes siempre ocurren por parejas. La conven

ci6n de signos pera eate tipo de esfuerzos ae da en ia Fig. I-26. 

:Positivo (+) Negativo (+) 

Fig. I-26. Los esfuerzos cortantes siempre ocurren por pare

jas. 

Deformaci6n an,;:uJ.ar o tangenciai ( (t ) • Las. fuerzas cortantes 

producen una deformaci6n anguiar o DISTORSION, Un elemento som~ 

tido a este tipo de fuerzas no varíe la iongitud de sus iados -

(como en el caso del esfuerzo axial), sino que manifiesta un -

cambio de forma, de rectangu1o a para1e1ogra.mo, como se observa 

en la Pig. I-27. 

F ¡.....!!._,¡ 
--i.... 1 1 

D ---,7 L 

't.t_ 
/ -Pv 

Pig. I-27. Deformaci6n tangencial o distorsi6n en una sola -

direcci6n, por ejempio x. 
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La deformaci6n tangencial promedio o distorsi6n se obtiene -

mediante trigonometria, es decir, tan 'lf = u/ L, Fig, I-27; ah2_ 

ra bien, como (el ángulo gama) '$ es siempre muy pequef!o, ente!! 

ces podemos hacer tan /t ,; '¡/, con lo que, 

'e!= u 
T (Long./Long.) ( I .l.2 ) 

Con más preciei6n, podemos decir, que 1a distorsi6n ea la V!!, 

riaci6n experimentada por el ánguJ.o entre dos caras perpendicu

lares de un elemento diferencial. 

Este estudio podemos generalizarlo para cuando se analiza la 

distoreidn en dos direcciones, como es ei caso que se indica en 

e1 plano xy, de l.a figura I-28. La deformación tangencial in-

clinará ambos lados del el.amento, en relación con l.os ejes x y Y• 

y,v 

dy 
'3v 

~+-~.,.•=c+-~~~~&-~X 

u 

dx 
, u 

Pig. X-28. Elemento deformado en BU posición inicial Y fi~ 

nal. 



42 

Puesto que v es el desplazamiento en la dirección y, a me

dida que se avanza en la dirección x, av/dx es la pendiente

del lado inicinlemente horizontal del elemento infinitesimal. -

De igual manera, el J.ado vertical ee inclina un ángulo au/ ay • 

Con base en ello el ángulo ÁÍiC, inicialmente recto se reduce -· 

en la cantidad ( ?Jv/ ax ) + ( <lu/ i!Jy ) • Por consiguiente, para cam 

bios de ángulos pequeños la definición de la DEFORMACION ANGU-

LAR, relacionada con las coordenadas x y y, es: 

av 
?/ yx = ax + ( I-13 ) 

Las definiciones pana las deformaciones angulares correspon

dientes a. loa planos xz y yz se obtienen de manera semejante a 

la del plano xy • 

El signo negativo (-), para la deformación angular, se apli

ca cuando el elementos se deforma como se muestra en la figura

I-28 ya que esta deformación corresponde a la convención de es

fuerzos cortantes negativos (véase la figura I-26). 

Por otro lado tenemos que, si la ley de Hooke también es vá

lida en la cortadura, existe una .relación lineal entre la defo!: 

mación angular (distorsión) y el esfuerzo cortante aplica.do da

da por: 

( I-14 ) 
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Podemos graf"icar loa valores de1 esfuerzo cortante va defo!: 

maci6n angu1ar y obtener, para el rango elástico, el diagrama -

que se muestra en la figura I-29. 

Fig. I-29. Relación lineal (en el rango slastico) entre la -

distorsión 71 y el esfuerzo tangencial ;;. 

M6du1o de elasticidad al corte o m6du1o de rieidez tranver-

sal ( G). Este módulo tiene una interpretaci1Sn semejante a la -

de~ módulo de Young y las mismas unidades, 

,. 
G = -.¡ (Fza./Lonil ( I-15 ) 

Una importantísima relación entre las constantes_ elásticas Bp 

G y )A. • para materia1ee isotr6picos, ea la que se expresa me-

diante la ecuación siguiente, 

E 
( I-16) G 

2(1+fl) 
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Continuamente se están produciendo diversos materiales psra

satisfacer la nuevas 7 diferentes aplicaciones de ingeniería, -

que constantemente surgen en nuestras tecno1ogíaa en evolución. 

Cada uno de estos nuevos materiales, junto con 1oe materie.1es 

comunes que ya están en uso, tienen sus propiedades físicas. 

Además de las propiedades mecánicas, los materiales poseen 

propiedades químicas, el~ctricas, ópticas y otras. Aunque estas 

otras propiedades son de inter~s entre los requisitos de disefio 

especializado, las propiedades mecánicas son las que más inter~ 

zan al ingeniero proyectista, 

Las propiedades mecánicas, tales como la resistencia, la ri

gidez, ductilidad, fragilidad, por nombrar algunas~ describen

el comporta1~iento de1 material cuando se somete a cargas. Bn ª.!! 

ta sección se da una breve descripción de estas propiedades, ~ 

con el fin de entender los factores que conducen a la selección 

de un material para la fabricación de un miembro de un sietema

estructural. 

La primera propiedad mecánica que se considera os la RESIS-

TENCIA, que se ha definido como el esfuerzo máximo que un mate-

+ A1 comentar los diagramas esfuerzo-deformación se estudiaron

otras importantes propiedades mecánicas, ver la sec. I-4. 



45 

ria2 puede soportar antes de que ocurre la falla~ Esto puede -

deberse al esfuerzo último en loe materiales frágiles que no se 

deforman grandemente antes de la fractura, o puede ~er debida -

a1 esfuerzo de f1uencia para los materiales ddcti1es que se de

forman p1áeti~amente una gran cantidad antes de que se aloanoe

el esfuerzo ú.1timo. 

Otra propiedad de interda, particul.armente con respecto a -

las condiciones de flexibilidad, es la RIGIDEZ. Una parte es--

tructural se dice que es rígida si soporta un gran esfuerzo con 

una deformación relativamente pequña, El módulo de elasticidad

de un material es una medida de la rigidez relativa de éste. 

Propiedades adicionales de gran importancia en la selección

de loe miembros que soportan cargas son la DUCTILIDAD, MALEABI

LIDAD y FRAGILIDAD. Un material es dúctil y maleable ei puede -

soportan grandes deformaciones inelásticas (plásticas) antes de 

la fractura. 

Como se indicó en la sección I-3, una línea divisoria usual

que separa los materalee dúctiles de los frágiles es una defor

mación unitaria de 5% ¡ es decir, si un material se fractura a

una deforma.ci6n unitaria de 5~ o menos, se considera como que

bradizo. El concreto y la fundición son ejemplos de materiales

frágiles, el acero estructural y el alUD1ino son ejemplos de ma

teriales dúctiles. 

+ Este concepto se define en la sección I-8. 
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Bato ea importante en el disefto por dos razones principaJ.es. 

Primero, antes de la fractura, un material :frágil prácticamente 

no avisa, mientras que un material ddctil se deforma una gran 

cantidad antes de :fallar. Un segundo :factor máe significativo -

ea que un material ddctil, debido a eu gran elongación después- • 

de la fluencia tiene la cualidad de redistribuir esfuerzos en -

1ugarea de concentraciones de esfuerzos altos. 

Los materiales usados en miembros que están sujetos al impaE_ 

to de cargas dintlmicas deben ser capacee de absorber la energ;{a 

y el choque de las carga.e. La !!BSILENOIA y la TBNACIDAD eon las 

propiedades qua describen la capacidad de un material para ab-

sorber energ1'.a. La. resilencia de un material es la capacidad de 

absorber energ;{a en el intervalo elástico de esfuerzos, mian--

traa que la tenacidad ea su capacidad de absorber energía en el 

intervalo inélaetico da ee:fuerzos, 

Otra propiedad de interáe en consideraciones de dieefto es la 

DUREZA, que ea una medida de la capacidad del material para re

sistir identación, Ia dureza de un material puede modificarse -

grandemente mediante varios procesos de manuf"actura, tales como 

tratamientos térmicos, trabajo en fr!o, templado y revenido, 

Maquinas de ensaya. Para ejecutar los ensayas que darán por

resultado lae cantidades nUJ11éricas que miden las propiedades m!. 

canicas, uno debe tener espécimenes disponibles, medios para m!_ 

dir det"ormacionee unitarias y máquinas de ensaye. Las máquinas

de ensaye ejecutan dos funciones principales: aplican la carga-
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al espécimen y luego miden la carga aplicada. 

Existen por supuesto, muchos y diferentes tipos de máquinas

para efectuar loa diferentes en~ayes. Algunas máquinas, llama-

das par un fin particular están diseñadas para efectuar salame!! 

te una función, tal como e1 ensaye por dureza o el ensaye por -

impacto. Otras máquinas se diseñan para ejecutar un cierto núm~ 

ro de ensayes diferentes, tales como tensión, comnresión y fle

xión. Las máquinas de este tipo se 11aman máquinas de ensaye -

UNIVERSAL. La figura I-30 muestra una máquina de ensaye univer

sal qua es capaz de aplicar carga hasta de 200 Ton. 

j / 1 • 4.,.." ··-. -~~~j;~ 
Fig. I-30. Fotografía de una máquina de ensaye universal. 

(Del laboratorio de la D.G.S.T. de la S.C.T.). 
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Las figs. I-31 a I-33 muestran máquinas de ensaye por impac

to. por torsión y para detennine.r la dureza. 

Fig. I-31. Fotografía de una máquina de ensaye por impacto, 

(del laboratorio de la D.G.S.T. de la S.C.T.). 

Por supuesto.es imperativo que una máquina de ensaye aplique 

la ~arga con el alineamiento adecuado y a una velocidad unifor

me y controlable. La máquina también debe ser capaz de medir -

exactamente la carga aplicada en las etapas necesarias de car--
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ga. Es igualmente importante para el laboratorista, el ser ca-

paz de medir los pequeños C3mbioa de longitud con la exactitud

requerida. Para es te fin, se usa un medidor de def"ormaci6n. 

Existen muchos tipos de medidores de deformaciones. Su opera--

ci6n puede estar basada en principios mecánicos, ópticos o elé~ 

trices. 

Fig. I-32. Fotografía de una máquina de ensaye por torsión. 

(del. J.aboratorio de la E.t:.:::.r. Ar:i.¡;6n.), 

Como ejemplo del primer grupo tonemos los EXTENSOh:ETROS (con 

su correspondiente comparador de carátula); el extens6metro es

tá unido al espácimen mediante un aditamento de sujeción y me-

diante dos patas colocadas directamente sobre éste. La tlistan-

cia entre las patas se llama distancia de escantill6n, o longi-



Pig. I-33. Fotografía de una máquina de ensaye de dureza. 

(del laboratorio de la D.G.S.T. de la S.C.T.). 
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tud de escant1116n, y aunque puede variar, son va1oree comunea-

1os de 0.5 cm, 10.0 cm y 20.0 cm. 

El comparador de carátula no está unido directamente ni eap! 

cimen, sino a1 extensdmetro, e1 cual presiona a1 husi1lo, y es

to es 10 que nos permite medir 1ae deformaciones. Cuando el hu

sillo se mueve hacia dentro, la aguja que indica la deformación 

so mueve mediante una cremallera y.pift6n y.un mecanismo de en-

granes. se pueden leer directamente defo:nraciones de·o.01 mm y 

pueden estimarse deformaciones de 0.001 mm. la figura I-34 mu_!!. 

tra un extene6metro con oarátu1a, colocado sobre un eep<!ciu.en -



de varilla corruga.da. 

Fig. I-34. Fotografía del extensómetro y su comparador de "!:!; 

rátula, (del laboratorio de la D.G.S,T. da la s.c.T.). 

Los medidores de deformación que operan sobre el principio -

de que la resistencia eláctrica de un alambre cambia cuando 6s

te se deforma han l]egado a ser muy comunes recientemente. Uno

de ellos es el medidor de deformaciones SR-4, que está hecho de 

un alambre muy de1gado arreglado en una serie de lazos, como se 

muestra en la Fig. I-35. El alambre está pegado entre un pape1-

de respaldo (para unirse al espécin:en} y una cubierta de fiel-

tro (para protección de los alambres}. El alambre del deformim.!!,. 
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tro es de sol.amente una mil.esima de pu1gada (0.001 pul.g) de di! 

metro y su fabricación, composición y propiedades se control.an

cuidadosamente. Se suel.dan al. alambre del. deform!metro al.ambrea 

de mayor cal.ibre de modo que se puedan hacer l.as medidas eláe-

tricas sin romper el. al.ambre. 

l'ig. I-35. Esquema de un medidor de deformaciones SR-4 • 

Bl deform!metro se pega tan firmemente al. espácimen que se -

está ensayando, que cuando el. espácimen se deforma loe alambree 

del deformimetro sufren l.a miema deformación. cuando el. diáme-

tor de loa alambree cambia debido a l.a deformación, l.a reeietee_ 

cia el.áotrica cambia. Este pequeffo cambio en la resistencia 

el.~ctrica se mide mediante un.indicador del. deformimetro, tal. -

como el que se muestra en la figura. I-36. 

El indicador convierte las medidas el.áctricas en los cambios 

correspondientes de l.ongitud del espácimende modo qua las defo!: 

maciones unitarias pueden leerse directamente sobre l.a carátul.a 

del. indicador de daformimetro. 
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Fíg. I-36. Fotogra.fia de un indicador de deformaciones unit~ 

tarias, (del laboratorio de la D.G.S.T. do la S.C.T.). 

Loa medidores de deformación 6pticos operan sobre el. princi

pio de la interferencia de las ondas luminosas. Ios deformime-

tros puramente 6pticos se usan rar~ vez pur~ medir 1a deforma-

ci6n de un esp~cimen. Sin embargo, se usan algunos deformime--

troe cuya operación está basada en una combinación de princi--

pios mecánicos y ópticoa. Como estos dcfor:ni1netros no son t3n 

comunes como los mecánicos o 1os de re..sistencin eléctrica, no 

se comentan sus principios de operaci6n~ 

+ Para mayor información a~erca de los métodos experimentales -

de ínvestigación del estado de deformación, váase v. I. FEODO-

SIEV, "Resistenci.a de materiales'~ 2ª cdici6n,. (Moscú: Edito--

rial. MIR, l.980. ), págs. 536 a 563. 
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Ensaye de loa materiales. El ensaye de los materiales se re~ 

liza para determinar 1as características mecánicas tales como -

el límite de fluencia, límite de rotura (esfuerzo 11J.ti~o), mód!!_ 

1o de e1asticidad, etc. Puede realizarse también e1 ensaye con

el propósito de investigar, por ejemplo, las condiciones de re

sistencia en loa estados de esfuerzo complejo o, en genera1, p~ 

ra establecer las propiedades mecánicas del material en 1ae di

versas condiciones. 

Loa reau1tados obtenidos de loa ensayes hechos sobre un mat!!,. 

ria1 dado, aon afectados por cierto número de factores, tales -

como la rapidez de aplicación de la carga, el tamaBo y la forma 

de loe especímenes, y la disposición del aparato. Para permitir 

una comparaci6n de los resultados de ensayes sobre un materia1, 

con loa obtenidos a partir de ensayes de otro material, loa PZ'l?. 

cedimientos de prueba están normalizados. La American Society -

for Teeting Material.e (abreviada ASTM) es una organización que

establece normas para llevar a cabo los ertsayea~ Además, en -

nuestro pa!s en las entidades federativas se cuenta con reg1a-

mentos de conetruccidn y en las dependencias gubernamentales -

existen Normas Técnicas de Construcción (o manuales de disefio)

en las que se detallan tipos de máquinas, procedimientos que d!!_ 

~en seguirse en loa laboratorios para 11evar a cabo las diver-

saa pruebas y también se establecen especificaciones de calidad 

y comportamiento de loe materiales 

+ Esta organización ba redactado eepecíficacionee que aon de -

uso común en USA y numeroBDs pa!eee de América y Europa. 
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Se prescriben varios tipos d• probetas para materia1es metá-

1icos y no metálicos, tanto para ensayes de tensión como de ºº!!!. 
presión, como ejemplo s61o mencionaremos doe de ellos, uno para 

placas metálicas de espesor mayor de 3/16 de pulgada (unoe 4.7-

mm) que aparece en la figura I-37(a), y otro para metales de ea 

pesar mayor de 1.5 pul.gadas, Fig. I-37(b). 

1 -; - --~ f-- -$-
+--2'.'.__+-

Fig. I-37. Tipos de probetas para chapa metálica. 

La.a di~ensionee :indicadas en estas probetas, son 1as especi

ficadae por la ASTM, pero los extre11>os de las probetas_ pueden -

tener cualquier forma que ee adapte a las mordazae de la máqui

na de ensaye que aplica la carga axial. 

Cuando se elige un material para la construcción de un·edif:!. 

cio o una máquina, deb~~na conocer sus propiedades, y tambi&n -

su capacidad para soportar es~uerZoe. I.a.e diversas propiedades

mecánicae de un material ee determinan, como ya se indicó, me-

diante una serie de pruebas de laboratorio, de las cuales se e~ 

mentan a1g'linae a continiacidn. 
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Ensaye a la tene~6n. Un ensaye a tensión para un material, -

puede describirse sencillamente, como sigue. Se coloca una pro

beta de dimensiones conocidas entre las mordazas de una máquina 

de ensaye uni·1ersal., t.al. como se muestra en la figura I-38. 

Pig. I-38. Fotografía de un toron sometido a una p:r:ueba de -

tensi6n, (del laboratorio de la D.G.s.T. de la S.C.T.). 

la máquina de ensayo ejerce una fuerza sobre esta probeta, -

que puede medirse en cualquier tiempo durante el ensaye. Se ---
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adiere ai espdcimen un extens6metro ( con su comparador de car! 

ratu1a), quo nos permite medir cambios de longitud con exacti-

tud. Despuáe se va incrementando la carga de tensión lentamente 

hasta que se presenta la fractura.. A ciertos intervalos durante 

e1 ensaye, se hacen medidas simultáneas de la carga y la defo:I'

maci6n, a partir de estos datos se traza la gráfica esfuerzos -

contra deformaciones Wtitariaet como ya se exp1ico con deta11e

en 1a eecci6n I-5. 

Ensaye a la compresión. se practica usual.mente el ensaye a 

1a compresión para materia1es quebradizos tales como la roca, 

el concreto y el hierro colado. las muestras o probetas emplea

das en este tipo de ensayes suelen estar preparadas en forma cB 
bica o cilíndrica, como las que se muestran en la figura I-39. 

ROCA 

CONCRJ::TO 

Pig. I-39. Muestras de concreto y roca para ensayes a compr~ 

si6n. 



58 

A1 comprimir 1ae muestras entre 1as euperficies p1anae de ia 

máquina de ensaye (Fig. I-40), se admite normalmente que in --

fuerza de compresión esta uniformemente repartida en 1a secci6n 

transversal. Sin embargo, debido al rozamiento en las superfi-

ciee de contacto entre 1as muestras y 1os cabezales de 1a máqu!_ 

na, 1a expansi6n 1ntera1 que acompaña a ia preai6n se impide en 

estas superficies y e1 materia1 de esta zona está en una condi

ci6n de esfuerzo más favorab1e. 

Fig. I-40. Fotografía de un cilindro, de concreto en compre-

si6n. 
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En 1oa ensayes a la compresión de material.es dúctiles la --

fractura se obtiene raras veces .. La compresión va acompañada de 

expansión lateral y un cil.indro cornpri.rnido hasta la rotura toma 

l.a forma de un disco aplanado. Véase la figura I-41,. que es una 

fotografía de un apoyo integral de neopreno (material dúctil),

sometido a compresi6n. Observase que sobre la pl.aca de carga se 

han colocado extensdmetros, que nos permiten Ueterminar 1a de-

formación para cualquier incremento de presión. 

Fig. I-41. Fotografía de un apoyo integral de neopreno some

tido a compresi6n. 

Otro tipo de ensayes mecánicos son las PRUEBAS TECNOLOGICAS

que nos permiten obtener características que no son objetivas,

aino sol.amento comparativas de los material.es y que tambi~n se-

11eva.n a cabo en condiciones severamente reg1amentadas. A este

ti~o se refi~re 1~ determinación de la dui•eza, tenacidad y o---



tras. En cierta medida a 1as pruebas tecno1ogicaa se refieren 

tambián 1os ensayes para 1a doterminaci6n de 1a fatiga, 
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Bneaye de dureza. También se entiende por dureza, 1a capaci

dad de1 materia1 de oponerse a 1a penetraci6n mecánica en é1 de 

cuerpos ajenos. Durante 1a penetración de un cuorpo agudo, en -

e1 materia1 aparecen deformaciones p1ásticas 1oca1ea que van 

acompañadas, al aumentar la carga, de destrucciones 1ocales. 

Por eso, el exponente de la dureza está relacionado con los ex

ponen· tes de 1a resistencia y 1a p1aaticidad y depende de 1as -

condiciones concretas de1 desarrollo del ensaye. 

Loa ensayes más difundidos son 1os de Brine11 y 1os de Rock

well. En el primero, la euperficie de 1a pieza que se estudia,

es penetrada por una bo1a de acero de 10 mm de diámetro; en e1-

segundo, 1a punta aguda de un pedazo de diamante. Por 1as dimen 

siones de 1a hue11a obtenida, se juzga sobre 1a dureza de1 mat.!!. 

ria1. B1 1aboratorio de ensaya de materia1es dispone genera1me!l 

te de tab1as obtenidas cxperimcnta1mente que permiten, de manera 

aproximada, determinar e1 1Ímíte de resistencia de1 matería1 en 

función del exponente de dureza. De esta manera se consigue, 

sin destruir 1a pieza, determinar sus características de resis

tencia. 

Bneaye a1 impacto. Se uti1ízan 1os ensayes a1 impacto en ei

estudio de 1a tenacidad de 1os matería1es, es decir, 1a aptitud 

de1 matería1 para absorber energía durante 1a deformaci6n p1áa

tica. 
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Fatiga de loe materiales. las piezas de las máquinas están -

sometidas frecuentemente a esfuerzos variables y es importaute

conocer 1a resistencia de los materiales en ta1es condicianee.

Es de todos conocido que los materiales se rompen bajo el efec

to de cargas y descargas reiteradas o de inversión de es:fuer~oe, 

a esfuerzos más pequeffoa que e1 de resistencia a la rotura (o -

.U.timo) del mater1a1 bajo cargas estáticas. Ia magnitud de loe

esfuerzos necesarios para producir la rotura disminuye cuando -

el número de ciclos de esfuerzo aumenta, Este :fenómeno de dism! 

nucidn de la resistencia de un material para es:fuerzoe repeti~ 

dos es lo que as denomina ":fatiga" y el ensaye de un materia1 -

por la aplicación de tales es:fuerzos se denomina "prueba de a-

guante". 

Bneaye de las estructuras. Cuando ee habla del ensaye de una 

estructura se tiene en cuenta la determinación de la reeisten-

cia de todo un sistema (por ejemplo una máquina o un edificio), 

de sus nudos por separado o de modelos. Este ensaye tiene el -

propósito, por una parte, de comprobar la exactitud de los cál

culos realizados y, por otra, de comprobar los procesos tecnolJ! 

gicos admitidos para la elaboración de loe nudoa y el montaje,

puesto que en el caso de procesos tecnológicos insu:ficientemen

te correctos puede ocurrir una debilitaofdn locá.1. de la estruc

tura. El ensaye de las estructuras está ampliamente desarrolla

do en las rama.e de la t6cnica como la construcción de aviones y 

la construcción de cohetes donde debido a las necesidades de e

conomizar el peso, los problemas de la resistencia son fundameu 

tales. 
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Al crear una nueva máquina, sua diversos nudos una vez elab2 

radoe se someten a ensayes estáticos hasta obtener la rotura -

completa para determinar J.a, ae:í denominada, carga de rotura. 

Esta carga se compara después con la obtenida por el cálculo. 

A parte de los ensayes estático con frecuencia surge la necesi

dad de realizar ensayes dinámicos. Por ejemplo, eon muy difund.:!:_ 

doe loe ensayes de los dispoeitivoe que trabajan en lae condi-

ciones de vibraciones. 

Loe métodos actual.ea de inveetigación experimental de lae e.!!. 

tructuras esforzadas se reducen, de una u otra manera, a la me

dición directa de las deformaciones que surgen en el objeto que 

se ensaya. Loa esfuerzos se determinan de manera indirecta a -

través de lae deformaciones, basándose en la ley de Hooko. En -

el caso de deformaciones p1ásticae, 1a determinación de loe es

fuerzos, al ensayar la estructura, genera1mente no so 11eva a -

cabo y ea determina exclusiva.mente la carga de rotura o el va-

lor de la fuerza cuando aparecen síntomas de la aparición de d!!_ 

formaciones plásticas. 

Para medir lae deformaciones se emplean varios métodos. Pue

de hacerse mediante dispositivos baeadoe en principios de medi

ción mecánicos, eléctricos, ópticos, de rayos X, de 1ae fran-

jas de mua~ y de recubrimientos oon barniz~ 

+ Bl estudio detallado de estos métodos esta fuera del alcance

de este trabajo. Véase Por e jmplo, V. I. PEODOSIEV, "Reeietencia 

de materiales", 2ª edición. (lloecú: Editorial MIR, 1980); páge.-

538 a 548. 
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I-8. ESTADOS LIMITE. PACTOR DB CARGA, COEFICIENTE DE SEGURIDAD. 

B1 t~rmino "fal1a"' frecuentemente se entiende como sindni.mo

de ~fractura~. Sin embargo, en el estudio de resistencia de ma

teriales este no ea el aignifica&o usual, Se dice que ocurre la 

falla cuando un miembro ceea de realizar satisfactoriamente 1a

funci6n para la cual estaba destinado. Por ejemplo, si una par

te de una máquina se deforma excesivamente de modo que ésta se

vuelva inoperante, ee considera que el. miembro ha fallado, aun

que loe esfuerzos puedan ser bastante menores que loa del punto 

de fluencia.. 

Beta•oe l!mite! Ea aquella etapa del comportamiento a partir 

de l.a cual una estructura o parte de el.la deja de cumplir con -

alguna f'unci6n para l.a cual fue proyectada, 

Oategor!as de 

estados l!mite { 
{ 

de falla frágil 

de fall.a 

de falla d.S.ctil 

de servicio 

Loa estados l!mite de tal.la corresponden al agotamiento def!_ 

nitivo de la capacidad de carga de la estructura o de cualquie-

+ Véase el. Reglamento de Construcciones para el. Distrito Pede--

ral.. 



ra de sus componen~es, o ai hecho de que la estructura, sin ag2_ 

tar au capacidad de carga, sufra dañoe ~rreversib1ee que afeo-

ten au resistencia ante nuevas aplicaciones de carga. 

Se considera que loe estados límite corresponden a la fal1a

dúotil cuando la capacidad de carga de la seccidn, elemento o -

estructura en cuestidn se mantenga para deformaciones apreoia-

blemente mayores que las existentes al alcanzarse el estado 1!

mi te. Por otro lado, se considera de falla frágil cuando la ca

pacidad de carga.de 1a seoci6n, e1emento o estructura en cuas-

t16n, se reduaca bruscamente a1 a1canzarse ei eatado iimite. 

Loa estados límite de servicio tendrán lugar cuando la es--

tructura llegue a un estado de deformaciones, agrietamientos, -

vibraciones o daHoa que a~ecten su correcto funo~onamiento, pe

ro no su capacidad para ao~ortar cargas. 

Veamos ahora el problema sobra el empleo de los resultados -

obtenidos de los eneayee, en los cálculos prácticos de la resiJ!. 

tencia de las construcciones. Los métodos 4e cálculo se escogen 

teniendo en cuenta las condiciones de trabajo de las eetructu-

ras y las exi genciae que se plantean. 

Bl proceso de dimensionamiento más comúnmente utilizado en -

la actualidad es el denominado método FLASTICO, de RBSISTBNCIA

o de RBSISTENCIA nLTIMA. Los elementos o secciones se dimensio

nan para tener una resistencia determinada. 
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El procedimiento consiste en definir las acciones interiores, 

correapondientee a 1ae condiciones de servicio. mediante un an4_ 

lisie elástico y multiplicarlas por un factor de carga, que pU!!,_ 

de ser constante o variable segdn los distintos elementos, para 

así obtener las resistencias de dimeneionamiento. El. factor de

carga puede introducirse tambi~n incrementando las acciones ex

teriores y realizando después un análisis elástico da la eetru.e_ 

tura. El dimensionamiento se hace entonces con las hipótesis de 

comportamiento ineláetico. 

Los factores de carga (Pe) a emplearse segd.n los casos, son

determinadoe por empresas constructoras importantes, así como -

por autoridades urbanas, eetata1ee y federalea, quienes prescr!_ 

ben y recomiendan estos valores. Por ejemplo, en el Reglamento

de Construcciones para el Distrito Federal se proporcionana los 

siguientes valorea para los factores de carga: 

1.4 Para combinaciones de carga que incluyan exclusiva

mente accionan pormanentca y variables. 

1.5 Cuando se trate de estructuras que aoporten pieoe 

en los que pueda haber aglomeración de personas o 

que contengan equipo sumamante valioso. 

1.1 Para combinaciones de carga que incluyan una accidn 

acidentai, además de 1as acciones permanentes y va

riab1es. 

0.9 Para acciones o fuerzas internas cuyo efecto aea f2-,. 
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vorable a 1a resistencia o estabilidad de la eetru~ 

tura. 

1.0 Para todos loa caso en que se haga una revisión de

los estados límite de servicio, 

Para el diseno por sismo y por viento ee requieren en a1gu-

nos casos factores de carga distinto& a loa especificados en -

los parrafee anteriores. 

Por otro lado tenemos que, el método de cálcu1o fundamental

y más difundido es el basado en los esfuerzos, Según este méto

do, el cálculo de la resistencia se realiza por el esfuerzo --

máximo que surge en cierto punto de la estructura solicitada, -

Este esfuerzo se denomina esfuerzo máximo de trabajo (U"máx) y

no debe superar cierto valor propio del material ni de las con

diciones de trabajo de la construcción, 

Rl cál.culo basado sobre loe esfuerzos se realiza según el e!!_ 

quemas 

donde, 

IT L 

n 
( I-17) 

Q"máx - Esfuerzo máximo de trabajo, es decir, el esfue.!: 

zo real que soporta el material bajo la acci6n

de cargas. 

Q" L Cierto valor límite del esfuerzo para el mat·e

rial dado. 
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n - Es un coeficiente de seguridad. 

Para el caso en que las dimensiones de la estructura son co

nocidas y están determinadas, digamos, partiendo de criterioe -

de REVISION (o mantenimiento), e1 cá1culo tiene caracter compr~ 

batorio. Se determina la magnitud de o;;,áx y se halla el coefi

ciente de eeguriiad efectivo, 

n ( I-18 ) 

Si eate coeficiente satisface al constructor, se considera 

que el cálcu1o comparativo dio un reau1tado positivo. 

Ahora bien, cuando la estru.ctura se encuentra en 1a etapa de 

diseHo, ciertas dimenaiones característicaB deberi determinarse

directamente de la condición de resistencia. El procedimiento -

tradicional, basado en esfuerzos de trabajo, consiste en deter

minar loa esfuerzos correspondientes a acciones interiores obt.!_ 

nidaa de un aná1isie elástico de la estructura. bajo eupuestas

oolicitaciones de servicio. Estos esfuerzos se comparan con es

fuerzos admieib1ee + ( ITadm ) ; 

( I-19) 

+ Tambi~n es frecuente utilizar el t~rmino eeruerzoa permiai--

blea en 1ugar del de edmieib1~a. 
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Bl eefusrzo admisible se define como el esfuerzo máximo a1 -

que puede ser sometido un material, con un cierto grado de BBS!:!, 

ridad en la estructura o elemento que se considere. Este tipo -

de esfuerzos están especificados como una fracción de la resis

tencia •e loe materiales; la magnitud de "n'" se f"ija previa.man-. 

te, 

0-adm 
(7"L 

n 
( I-20 ) 

No queda más que reoo1var e1 prob1ema de que eof'uerzo oonoi

derar como 1ími te ( <TL) y como fijar e1 va1or do "n". Loe valo

ree de1 eofuerzo 1ímite serán diferentes para los materia1es ~

dúctiles y para los materiales frágiles. 

En el caso de loe materia1ea ddcti1es, como el acero al car

bono, entendemos por esfuerzo límite ( IÍL), el esfuerzo corres

pondiente a1 límite de fluencia (a;). Por tanto, e1 esfueDzo 

admisible constituirá 1a n-ésima parte da <ty, Pig. I-42. 
<J' 

... 
Pig. I-42. Repreoentaci6n gráfica del esfuerzo admisib1e pa-

ra un material dúcti1. 
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El. coeficiente en este caso se designa por nf y se denomina 

COEJ!'ICIENTE DB SEGURIDAD REFERIDO AL LIMITE DB FLUENCIA. 

( I-21 ) 

Rn el caso de materialee frágilee (tales como el hierro col~ 

do. concreto y varias c1asea de roca), y en algunos caeos cuan

do se trata de materiales de plasticidad moderada (incluyendo -

la madera) entenderemos por e e fuerzo límite <rL , al esfuerzo º.2. 

respondiente al límite de reeietencia (o esfuerzo de rotura) -

cr,. • Por tanto, el eefuerzo admisible consti tuira la n-6sima P"'!: 

te de ~, l'ig. I-43-. 

~ 

e 

l'ig. I-43. Representación grái'ica del esi'uerzo admisible .pa...: 

ra un material frágil. 

Rn este caso designamos con nr al COEFICIENTE DB .SEGURIDAD-

REFERIDO AL LIMITE DB ROTURA. 

ITadm = ( I-22 ) 



Ia práctica coonln de basar loe esfuerzos admisibles y loa C.Q.. 

eficientes do seguridad en algún esfuerzo característico tal c.Q_ 

mo el límite de fluencia del acero o el esfuerzo de rotura de -

la fundici6n es algo peligrosa y equivocada. Ya que, cuando ae

tiene una gran variedad da cargas, esto pueda significar, en el 

caso de una estructura de acero, e1 colapso debido a f1uencia -

del material en alguno o algunos de SUB elementos, o en el caso 

de una estructura de· concreto, a que alguna barra este al borde 

de 1~ rotura. 

Bn ol caso de eiatemaa estáticamente determinados (isostáti

coa), 1os esfuerzos en eus miembros aumentarán proporcionalmen

te a laa cargas aplicadas aunque sean excedidos los límites de

proporcionalidad. As!, en ta1ee sistemas, e1 uso de un esfuerzo 

admisible que esté determina.do por alguna de·1as ecuaciones en_ 

teriores conduce al objetivo propuesto. 

Para el caso de sistemas estáticamente indetenninados (hipe.!: 

estáticos), los esfuerzos existentes en sus diversas piezas de

penden de ·SUB deformaciones. Así, pues, los m~todoe de análiaie 

baaadoo en la ley de Hooke no· serdn aplicables más allá del lí

mite elástico de proporcionalidad, En talee casos~ el uso de e.!!_ 

fuerzoe admisibles como loe definidos por la ecuaci6n I-20 sez-4 

más o menos imprudente. 

Ia magnitud del coeficiente de seguridad depende en gran P4.!: 

te de 1a exactitud con que sean conocidas las fuerzas externas-
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que actúen sobre una estructura, de la exactitud con que puedan 

ser ca1cu1ados loo esf'uerzos existentes en los elementos de 1a

estruotura, y tambidn de la homogeneiaad de los materiales em-

pleados. Por ejemplo, para materiales como la madera, en los -

que puede existir imprebisib1es faltas de homogeneidad (tales 

como loe nudos) ·ee deben coneiiierar coeficientes de seguridad -

mayores. Loe efectos dinámicos de las fuerzas aplicadas brusca

mente requieren también un mayor coeficiente de seguridad. Es-

toe, como vemos, no van a estar normalizados, ya que no son --

siempre loe mismo•, y loa esfuerzos ~dmisiblee han de ser eles!_ 

dos de acuerdo con la experiencia del proyectista relat~va a -

loa diferentes materiales y condiciones en que vaya a ser util!_ 

zada la estructura o elemento correspondiente. 

A continuaci6n se dan algunas de las constderaciones más im

portantes y necesarias al elegir un factor de segUridad (y por

coneie;uiente un esfuerzo admisible): 

i). Conocimiento y exactitud de las cargo.e aplicadas, 

ii). Tipo de falla. 

iii). Naturaleza de las cargas. CUando se elige un factor de

eeguridad, el proyectista debe considerar las cargas es

táticas, dinámicas, cíclicas y variables. 

iv). Efecto de le corroei6n y deterioro. 
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EJEl!JPLO I-1. 

Una barra de sección transversal variable y empotrada en uno 

de sus extremoa eat~ sometida a tres fuerzas axia1ee, como se 

muestr~ en 1a figura. Determinar e1 esfuerzo normal máximo. 

2 
25 cm 12. 5 cm2 

P ~ ) b ¿xon¿_ 
Cálculo de la reacción. 

~"··'-----'-35 Ton IF =O 
X 

-P + 35 

p 35 

p 55 

1.8 

D. rr. l (+) 

Cálculo de ioe esfuerzos; 

~1= _iL 25 1.8 Ton/cm2 = 1800 Kgt;/cm2 

V.2 = - lO =-o.8 Ton/cm2 =-800 Kgf/cm2 
12.5 

20 
11"3= 12:'5 J.. 6 Ton /cm2 

m J. 600 Ki!;f/cm2 

10 + 20 o 

10 + 20 

10 P = 45 Ton. 

(Esfuerzo no.rma.l. máx.) 
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PROBLEMA I-2 

Determine 1oa esfuerzos de aplastamiento en A, B y e que pr.2. 

duce 1a fuerza aplicada a la estructura que se muestra en 1a f!. 
gura. 

3 Ton 

15 X 30 cm 

15 

1.8 m 

Cá1cu1o de 1oe esf'uerzoe: 

V"A = 
1.2 

0.008 Ton/om2 
10 X 15 

Cá1cu1o de reacciones. 

e 3(1.8) - R0 (1.8 + 1.2) = O 

R 6 (1.8) 
e= 6 

Re = 1.8 Ton 

t:Mc = o 

RA(1.8 + 1.2) 

= B.o 

a ci.2> 
¡, 

Kgf/cm2 

3(1.2) =o 

V"B = 
J.O 0.0133 Ton/cm2 = 1.33 Kgf/cm2 

15 X 15 

V"c 
1.2 - 0.007 Ton/cm2 7.o Kgf/cm2 15 X 15 
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PROBLEMA I,..3 

En 1a figura se muestra W\ mec!Üiismo de pa1enca que se uti1.!. 

za para 1evantar los pane1es de W\ puente portati1 militar. Ca;!,_ 

cd.leee e1 esfuerzo cort~nte que produce en e1 pasador ~A" una - , 

carga de 

Diametro de1 

Cá1culo de 1a incognita 

P = ? I:MA =O 

:P(1.5) - 250(cos 9)(0.45)=0 

:P(l..5) - 250 (4/5) = o 
:P(1.5) = 90 

:P = 1.5/90 :P = 60 Kgf 

pa.sador = 10 mm 
Cal.cu1amos las reacciones en el apoyo "A", 

¡p =o 
y 

Z:Px = O 

-250 + RA - 60(co• 9) = O 

RAy 25b + 60 (4/5) 298 Kgf'. 

RAx + 60(sene) =o 

RAx = 60 ( 3/5) 

Ob_tenemos l.a fuerza resul tan'te r a2 
A 

(36) 2 + (298) 2 

HA = 300 Kgf'. 

Determinamos el esfuerzo cortante, considerando dos áreas -

de1 pasador, 
P 

"'G= 2A "1' = --~3~0~0-- = 191 Kgf'/cm2 



PRO:BLEl'tA I-4 

Calcule el esfuerzo cortante en el pasador A de 11 bu11dozer", 

si todas las fuerzas que act~an sobre 1a hoja eon como se indi

ca en la figura. Observese que hay un pasador de 40 mm de diám.!!. 

tro a cada 1ado del "bul1dozer", y que cada uno trabaja en cor

te simple. 

Croquis del sistema de fuerzas. 

4 Ton 

Obtenemos el valor de las incognitae, 2 Ton 

'f.Fy = o T(cos e) - 2 o i:l'x= o 

T(2/5) 2 o 4 FA+ T (sene) =o 

T = ..LLil T = 5 Ton 4 FA+ 5 ( 1/5) =o 
t 

FA= 4 + 1 = 5 Ton 

Ca1cu.l.a.moe e1 esf"tterzo cortante en el pasador "A", tomando en -

cuenta que eetan colocados uno a cada lado del bulldozer. 

~ 
-¡; = 2 (A) 5 ººº ,; = 199 Kgf/cm2 
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PROBLE!l\A I-5 

Un poste de madera de 15 cm por 15 cm ejerce una fuerza de -

6.4 Ton en una zapata de concreto, véase la figura.. 

aJ.- Determine ei esfuerzo de aplastamiento de la madera sobre 

el concreto. 

b).- Si el esfuerzo permisible sobre el terreno es de 10 Ton/m~ 

determinar 1as dimensiones que ee requieren en planta de una z!.!:_ 

pata cuadrada. Deaprácie el peso de la misma.. 

6.4 Ton 

b).- Azapata = ? 

a).- c;r,,_plaata.miento ? 

(T"ap 
6 400 

15 X 15 

(Ta~ = 28.44 Kgt'/cm2 

J.d_ 
10.0 

Az = 0.64 m
2 

Esta área se cumple para u.na dimensión de 0.80 m X O.BO m, 
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PROBLEMA I-6 

Determinar el esfuerzo en ei poste de la grúa que aparece en 

la figura. Todos loa miembros están en el miemo plano vertical

y son unidos por pasadores. El poste está hecho de un tubo es-

tándar de acero de 200 mm que pesa 40 Kgf/m. (Consultese tablas 

correspondientes a tuboa de acero). Desprecie el peso propio de 

de los miembros. 

Deter:r.ina:Tioa ].a te ns i6n en-

e1 cabJ.e, por, 

5(1.5) - T(cos45°)(6):. O 

T 7.5 
= 0.7071 (6) 

3m T = 1.768 Ton. 

3 m 1 1.5 m 

1!•1 
Calculo de la.e reacciones en e1 punto "A 11

, 

o R - T (coa 45°) 
Ax 

o 

R = 1.25 Ton. 
Ax 

R = 6.25 Ton 
Ay 



Ais1amoa e1 nudo "A" para determinar la fuerza que actúa en

el. poste, 

e 'EF = 
X 

o 

2 1.25 - CA: Ccos e) = o 

1.25 1.25 -'CAC1/l5> o 

CA 1.25 (./5) 
6.25 

CA 2.8 Ton 

'C.Py o 6.25 B"A - CA C sen e) = o 

6.25 EA 2.8 ( 2/{5) o 

EA 6.25 2.5 

BA 3.75 Ton 

En la tabla correspondiente a tubos de acero tipo.estándar -

(Véase, E. Popov, "Mecánica de sólidos", (~:éxico: Editorial Li

musa, 1978), Pág. 643), obtenemos el área para un tubo de eate

tipo, de 203.2 de diámetro y con un peso por metro lineal de --

42.49 Kgf/m ; de donde, A 54.19 cm2. 

Por tanto. V-= ~ A 
- 3150 

54.19 
=-:69.2 Kgf/cm2 • 



PROBLEMA I-7 

ESTA 
SAUR 

TESIS 
DE U\ 

NO DEBE 79 

GlBUOIECA 

Calcule la carga máxima (Pmáx) que se puede aplicar a la es

tructura, que se muestra en la figura, sin que se excedan los -

valores. de l.oe esfuerzos admisibles correspondientes. "e == 1000 

K~/cm2 y V t = l 500 Kgf/cm2 • Considere el valor E= 2 X 106 Kgr/ 

cm2 y l.a sección transversal de las barras es A= 5.0 cm2 • 

Cálculo de reacciones, 

l:F = O 
X 

o 

o 

Los valores de las reacciones resultan positivos 

P(2) - ~ (3) =O 
y 

-HA (3) + P(2) =O 
y 

R = _g_p 
Ay 3 

debido a que se han dibujado correctamente los sentirlos 

dé las fuerzas. 

Cálculo de las fuerzas en 1as barras: 

Primero ai~l.amos en nudo "A .. , para analizarlo, 



p 

Aislamos el nudo "B 11
, 

TabuJ.amos los datos obtenidos: 

Barra Fuerza Esfuerzo 

Afj + p + l 500 

"iiC -l.2 p 1000 

o¡ .Sp 
3 + l 500 

}[rea 

5.0 

5.0 

5.0 

o 

o 

.Sp 
3 

80 

Ba = J..2 p 

Fza. CálcuJ.ada Carga 

7 500 7500 

5 ººº 4167 

7 500 J.l 250 

Obtenemos el. valor de J.a cB.rga P para cada barra; 

PAB = 7 500 

5 000 
--"'l."2 4167 

p __LíQQ_ 
CA ~ (2/3) = J.l 250 

Pmáx = 4 167 Kgf 

Carga máxima que puede eoport_ar 

la estructura, antes de que fa

lle la barra iiC ) 
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P.ROBLllMA I-8 

Dos placas de 25 cm de ancho por 1.9 cm de espesor están uni 
das por dos cubreplacas atornilladas de 1.3 cm de grueso cada -

una, y con el ancho que se indica en la figura. Tres tornilloa

de 1.27 cm se utilizena cada lado de la junta en agujeros de -

ajuste exacto. Si esta uni6n se somete a una fuerza de teneión

p = 4 Ton, encontrar: a). El esfuerzo cortante en los tornillos, 

b). Los esfuerzos de tensión en las placas principales en las -

secciones 1-l. y 2-2, c) • ·El esfuerzo máximo de tensión en lae

cubreplacas. Suponga que oada perno transmite 1/3 de la fuerza-

apl.icada. 
® 

OP = 6" X 3" 

4 Ton 

PL 

4 Ton 

.. 
10" X .l 

4 

a). Para determinar el esfuerzo cortante en los tornill.os obte

nemos la carga correspandiente a cada uno de e11oa: 

6f 4 000 Kgf f 4 000 / 6 

f 666.67 kgf 
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de 1a f6rmul.a dei esfuerzo cortante se tiene, 

f 666.67 
--A-= 

! (l.27)
2 

1' = 526.) Kgr/cm2 

b). Cálculo de los esfuerzos de tensión en las placas principa

les: 

4 000 88.7 Kgf/cm2 
(25 X lo9) - (l.27 X 1.9) 

(25X1.9) - 2 (l.27 Xlo9) 
4 ººº - 4 000 / 3 2 62. 5 Kgr/cm2 

e). Esfuerzo tnáximo de tensión en las cubreplacae: 

2 ººº - 2000(2/3) 110.5 Kgf/cm2 (7.62 - 1.27)0.95 

V7,p = 
2 

2000 414.4 Kgf/cm2 (7.62 - 21'1.27) 0.95 
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PROBLEMA I-9 

En 1a figura se muestra una estructura que esta sometida a -

las cargas que ee indican. a). Seleccionar un perfil estructu--

ral, de área mínima posible para NO exceder 1oa esfuerzos admi

sibles del material: !Tt = 1300 Kgf/cm2 y IT0 = 800 Kgf'/cm2
• 

b). Ca1cu1ar el diámetro comercial. mínimo de1 perno en "C 1
• para 

un esfuerzo cortante máximo de i:;m-'-- = l 000 Kgf'/cm
2 

• ... ~ "-" 

./ 

2.0 Ton 

Detern1inamos el valor de l.as incognitas ( z , P ), tome en 

cuenta que esta armadura se asemeja a ~ triangulo de proporCi.Q.. 

ne:s (5-4-3). 

_4_ 
5 

z =r 0.72 m 

y por la ecuación de equilibrio, 

2.0 (1.2) - P (z) = O 2.0 ( 1.2) - p (0.72) o 

P 3.33 Ton. 



Cálculo de 1aa reacciones en el apoyo ºC", 

IF , 
X 

o R0 x;- 3.33 (coa e) = O 

ªex:= 3,33 ( 4/5) = 2.67 Ton. 

ªe - 2.0 + 3,33 (sen e) = o 
y• 

R 2,0 - 3,33 ( 3/5) = O Ton. 
ey' 
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Entonces l.a barra AB esta a tensión ( +3. 33 Ton), 1a barra Be -

esta a compresión (-2.67 Ton) y 1a barra AC no trabaja, 

BARRA 

+ AB 

-Be 

FUERZA 

3,33 Ton 

2.67 Ton 

ESFUERZO 

1.3 T/cm2 

o.a T/cm2 

A.REA CALCULADA 

2,562 cm2 

3, 337 om2 (Am:!n) 

a). Por ta:to, el área minima es (la más critica), A= J.337cm2 • 

b). Para determinar el diámetro comercial mínimo del perno en -

"Ctt, 
F 

2A 
p 

A = _;r:¡¡ 2.67 
2 (l.O) 

31: 2 4 D = 1.335 D =-/ 4 (~335) 

el. diámetro que reeul.ta ea, fiJ = 1.3 cm • 

y el. diametro comercial. más proximo1 

1.335 om2 
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PROBLEMA I-10 

Para soportar una carga :e ;;:i 500 Ton , se ha construido 1a si

glliente estructura; desprecie el peso de data y suponga que 1as 

juntas son da pasador. a). Se1eccionar un perf11 estructura1 de 

área mínima posible para no exceder los esfuerzos admisibles ; 

o;, = + 1 300 Kgf/cm
2 

y ~ = - 800 Kgt/cm
2

• b). Obtener e1 -

diámetro mínimo comercial del pasador en "C" para un esfuerzo -

cortante máximo, "Cmáx = 1000 Kgf/cm
2

• 

Aislamos el. nudo. ºC", 

250 gf 

Calculo de las reaciones, 

:i;p = o 
y 

CA(4/5) 250 

CA = 

1:.P =O 
X 

(5) 250 
4 

- ~(J) + 500 (4.5)= o 

R0(3) + 500(1.5) =O 

Ch(a.wG) - 250 o 

o 

CA= 312. 5 kgf 

312.5(sene)- CB o 

312.5(3/5) - OB = O OB= 187.5 Kgf 



Ais1amos eJ. nudo "'B", l:F = O 
y -BA(sen9) + 750 
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o 

-BA ( 4/ 17 ) + 750 = O 

BA= 17 )750 
4 BA = 773 Kgt' 

Tabu.J.amos ios datos obtenidos y determinamos las áreas, median

te l.a expresión A= P/V. 

BARRA FUERZA 

-AB 773.0 

-BC 

+CA 312.5 

ESFUERZO 

800 

800 

1 300 

AREA CALCULADA 

0.966 

0.234 

2 
cm 

cm2 

0.240 cm2 

a). Por tanto, el área mínima ea (la más crítica); 

Amín = 0.966 cm
2 

b). DeterminaIDos el diámetro comercial. de1 pasador en uc••, pri

-mero calcuJ.amos la fuerza resultante en dicho punto, 

R2 
e 

.. 2A= 

¡;1 = o.48 

~ 
1:' 

cm 2 

A = r64,S; 
21000) ~ O.l.82 

El. diametro comerCial fdc == 

2 ,;. _jl_ ¡;12 cm 4 

" l. o.636 cm 4 = 
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PROBLEMA I-J.J. 

Considdrese un cuerpo deformado axialemnte, tal como un tubo 

de secci6n circu1ar con presión en su interior. Suponga que en

tal cuerpo sólo ocurran desplazamientos radiales, demuestre que 

en coordenadas polares las deformaciones radial y tangencial 

son, respectivamente. Cr = ~~ y e9 = ~ 

r 

Por la definici6n de deformaci6n unitaria obtenemos di.recta

mente la componenete radial, e r = J.:ím 
Ar-o 

( u + Au) - u 
Ar 

du 
dr 

Para determinar la componente tangencial, partimos de la de
.A e finici6n de SECTOR CIRCULAR, s = r e E: 0 = --e-

( r + u}( 2 ~ ) - r ( 2'!I) 
2'D: r 

r +u - r 
r 

__ u_ 
r 

L. Q. Q. D. 
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PROBLEMA I-12 

Una placa de acero de 5 cm por 25 cm por 1 cm está sometida 

a esfuerzos uniformemente distribuidos a 1o 1argo de sus bordes 

(véase 1a fiBUra). a). Si P x= 10 Ton y Py= 20 Ton ¿cuál será 

el cambio de espesor debido a la ap1icación de estas fuerzas? -

b). ¿Cuá1 deberá ser 1a magnitud de Px para que esta sola fuer

za produzca el mismo cambio de eapesor que en (a}?. Considere -

que E = 2 X 10
6 

Kgf/cm2 y ¡H = 0.25 

~ 
p = 20 Ley 

~~]» 
de Hooke generalizada, 

\/" Le cr e = 
X + o;) 

X """E B y 

l--25 cm----..! 
& = y 

s.. 
E 

~( (T 
E X 

+ o;) 
rr 

Lcv-f; = z 
+ <Tx) 

X z """E E y 

a). Como primer paso de terminamos 1os esfuerzos, 

10000 
5Xl 2 x lo3 Kgf/cm2 

20000 
~ 8 X 10

2 
Kg;f/cm2 

En este caso es suficiente con sustituir en la Úl.tima expresidn 

de la 1ey de Hooke, 

f:z (O) 0 • 25 (8X102 + 2X103 ) 2XiQD - 2X1Qb 



e; = - 3.5X:10-4 cm/cm 
z 

de 1a definición de deformación unitaria tenemos, 

Az E Z0 

Az 
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b). Cuál será eJ. valor de Px=? para producir el mismo cambio

de espesor. 

En este caso sustituimos en la úl.tima expresión de J.a ley de 

Hooke generalizada los valores de esfuerzo que satisfacen la 

condición de carga, ea decir, rr = o z 

de donde, 
2 X: 106 (- 3, 5 X: 10-4 ) 

0.25 

(f"x = 2.B x:103 Kgf/cm. 

y de la definición de es~uerzo normal tenemos, 

p 
X 

P x = ( 2 • B X: J.03 ) ( 5 X 1 ) 

14 000 Kgf 14 Ton. -------
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PROBLEMA I-13 

Un b1oque rectangu1ar de a1eación de a1uminio tiene 1as di-

mansiones que se indican en ia figura. Las resu. ltantes de es-

fuerzoa uniformemente distribuidos son Px= 20 Ton, Py= 24 Ton,- . 

Pz= 18 Ton. Determine 1a magnitud de un sistema iinico de fuer-

zas de tensión actuando só1o en 1a dirección x, que producir!a-

1a misma deformación en dicha dirección que 1as fuerzas inicia-

1es. Considere que E= 7x105 Kgf/cm
2 

y )".=0.25. 

p 
y 

5 cm 
Cá1cu1o de 1oa esfuerzos, 

Px (f = 20000 
400 Kgf/cm2 

X 5X'iO 

r;r = 24000 
640 Kgf/cm2 

y 5X7.5 

\1' = 18 000 240 Kgf/cm2 
z 7.5X10 

Es suficiente con sustituir directamente on 1a primera expr.!?_ 

aión de 1a 1ey de Hooke genet:a1izada, y obtener 1a deformación: 

e = 400 
X 7X 105 

pero como ; Vx 

además, P=O'"A 
X X X 

0.25 ( 
7 

X 
10

5 640 + 240) = 0.000 257 

.¡ 

p 
X 

180(5X10) 

9000 Kgf 9.0 Ton. 



CAP, II, CARGA AXIAL 

II-1. ESFUERZOS y DEPOlll!ACIONBS EN EL RANGO ELASTICO EN ELEMEN

TOS SUJETOS A CARGA AXIAL, EFECTO DEL PESO PROPIO, 

Es:f'uerzo normal ( !]') • Da acuerdo con la de:f'inición de esf'ue~ 

zo, que se da en la sección I-4, el ESFUERZO NORMAL o el ESFUE~ 

ZO QUE ACTUA PERPENDICULARMENTE A LA SECCION, es: 

0-= (Fza./Long~) ( II-1 ) 

En una seccidn transversai determinada por un corte, el sis

tema. de esfuerzos de tensión expresados por 1a ª.'?• II-1 propor

ciona una equílibrante a la fuerza exteriormente aplicada, Pig. 

II-1, cuando estos eef'uerzos normales: se multiplican por las -

áreas inf'initesimales correspondientes y se suman luego sobre -

el área total ( A ) de la sección, la :fuerza será igual a la --

fuerza apl.icada FD. Por tanto, el sistema. de esfuerzos es est,! 

tica.mente equivalente a la :fuerza Fn. Además, la reaul tante de 

esta suma debe actuar pasando por el centroide de la seccidn. -

Rec~procamente, para tener una distribución uni:f'orme de es:f'uer-

91. 
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zos en una barra, la fuerza axial aplicada debe actuar pasando

por el centroide del área de la sección transversal. 

Fig. II-1. Análisis de esfuerzos normales en un cuerpo. 

Deforma.cianea en miembros cargados axialmente. En este caso, 

la deformaci6n longitudinal de una barra se trata como un pro-

blema unidimensional, es decir, se supondrá que loe desplaza--

mientos de todos los puntos a través de su sección transversa1-

so11 los mismos. 

y,v 

-{ 
B 

pl p2 - p3- It--P4 
"'fui'" 

L ------.¡ 

( a) 

o 

P(x) 
x. u ¡-o----------, 1 1 +-1 _____________ ¡--•P(x) 

( b) 

Pig. II-2. Barra cnrgada axialmente. 
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En la figura II-2 observamos que, una sección inicialmente -

perpendicular al eje de la barra ee mueve axialmente una distB.!l 

ci.a "u" en forma paralela a sí misma. 

En esta barra el área transversal varía a lo largo de su lo!!_ 

gitud, y fuerzas de diversas magnitudes se aplican en varios -

puntos. En este problema 1o que se busca es determinar el. cam-

bio de longitud de le. barra entre los puntos A y B; notase que 

la cantidad por calcular es la suma (o acumuleci6n) de las de-

forntaciones que ocurren en elementos infinitesimales de longi-

tud de la barra, Fig.II-2(b). 

u= S du + c1 

De la definición de de~ormaci6n unitaria tenemos; 

~ 
dx 

du 

sustituimos en la ecuación II-2, 

U = J f; X dX + Cl 

( II-2 ) 

( II-3 ) 

donde c
1 

- es una constante de integraci6n·y representa el de!! 

plazamiento inicial dado en la frontera. 

Para materiales J.inealmente elásticos, de acuerdo con la le·y 

de Hooke para esfuerzo uniaxia.1, la magnitud de la deforn1aci6n-
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r; x depende de l.a magnitud del esfuerzo ITx, 

ademas se sabe que, 

(!" ~ 
X= A(x) 

Sustituyendo estas expresiones en 1a ec. II-J, 

u AX ( II_;4 ) 

Esta ea la ecuación para calcular la deformación total de una -

barra cargada axialmente. 

Para el caso de que la barra este sometida a una carga axial 

P constante, en la cual no varía e1 área transversal A a lo 

largo de su· eje y sin desplazamiento en su frontera, c
1 

O, al 

momento del. estudio. La ecuación para l.a deformación total se -

anota de la siguiente manera, 

u 
PX 

EA" ( Il-5 ) 

Entonces, para el extremo B (Fig, II-2(a)), cuando x = L; 



u AX .L.& 
EA 
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{ II-6 ) 

Esto debería ser razonable, ya que a mayor carga, mayor de-

form~ción {ley de Hooke), y a mayor longitud de la barra, más -

moléculas se presentan en en.da fibra. Por consiguiente, la eloa 

gaci6n acumulada de cada fibra deberá ser mayor. La deformación 

es inversamente proporcional al área ya que a medida que aumen

ta ésta, se presentan más fibras para soportar la carga, y cada 

fibra soportará una menor parte de esa carga. 

KJELiPLO II-1. 

Para la barra AB de la figura, determine la deformación en

el extremo libre, causada por el peso propio. Dicha barra tiene 

una área transversal constante A y el peso propio por W1ida~-

se representa por P 0 D.F.N. D.C. D. C. L. 
X 

Po oL 

l. 
l 
! 

·rdi, i 
{+) 

l 
¡·--Po 

~ 
p o o 

Cálculo de la fuerza normal, N(x) = ? 

por el equilibrio de fuerzas verticales, ~Fx O 



N(x) 

N(x) 

P X= 0 o 
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(la variación del diagrama es lineal). 

Valuamos esta ecuaci6n en 1os extremos de la barra, con lo cua1 · 

trazamos el diagrama de fuerza normal (D.F.N.). 

Para el extremo "A", x == L, N(L) 

Para el extremo "B", x = O N(O) o 

Determinamos la variación de la deforniaci6n total, 

a 
u = AX = E~fr(x) dx 

A 

Integrando entre los puntos A y B de la barra, 

u /;A [ x2] 
Po r,2 

u=- 2EA 

El signo negativo, en esta til.tima expresión, sólo indica que 

los limites de la integral se tomar6n en sentido contrario al -

del eje x. 
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PROBLE!r!A II - 2 • 

Para la barra mostrada en la figura, trace e1 diagrama de -

carga y e1 de fuerza normal. Considere el sistema da referencia 

establecido y la carga por unidad de longitud, W [ F • L-1 ] 

R=WL 
o. c. 

D. C. L. 

nB:L, o· N 

) i 

xiffiwx 
11 

Cálculo de la reaccidn, 

I:F = o R - W L o R 
X 

Cálculo de la ecuación de la fuerza normal, 

l:F =O 
X 

N-WX= O 

WL 

N wx (la variación ee lineal) 

D. F. N. 

b1' 
o, 

Obtenemos los valores extr6moe de1 diagrama de fuerza normal 

(D. F. N.), sustituyendo los valoree correspondientes, 

N
0 

= N (O) = O 

l'IL = W (L) = W L 



PROBLEMA II - 3 • 

Para 1a barra de1 ejemplo anterior, t~ace el diagrama de --

fuerza normal, tomando en cuenta el nuevo sistema de referencia. 

Ll 

R=WL 
D. C. L, 

tWL 
D. P. N. 

o y c. 

~ 
Vf 

xilIFWx 
(+) ! • W(L-X) w N 

w o 
X 

Cálculo de la ecuación de la fuerza normal, 

::n• - o 
X 

N+WX-WL O 

N = W L - W X = W (L - X) (la variación ea lineal) 

Obtenemoe loe valoree extremos. del diagrama de fuerza normal· 

(D. P. N.), sustituyendo loe valoree correapondientee, 

N
0 

W (L - O) a W L 

NL = W (L - L) = Ó 
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I'ROBLEMA II - 4 • 

La barra mostrada en la figura, esta sometida a la acción de

una carga uniformemente dietribuida (debida a peso propio) de -

W = 20 T/m, a la acción de dos cargas concentradas de 20 Ton e~ 

da una y y otra de 40 Ton. Obtene;a el diagrama de fuerza normal. 

ªf 140 Ton 
1140 1140 X 

20 

11[ J11, ·t 20 20 
(+) 

3. m N2 = 20 

D. P. N. 

o J.40 

60 

4 Ton 20 y 40 

CáJ.culo de la reacción, 

·a• = o 
y 

R- 20(7) - 20 - 20 + 40 ~ o 

. . R = 140 Ton • 

A 4.0 m de1 empotramiento se tienen dos valores diferentes -

para 1a :fuerza norma1, N1 y N2 • 

140 - 20(4) - N
1 
~ O 
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N1 = 140 - 80 = 60 Ton. 

Por otro lado, tenemos, 

o 

140 - 20(4) - 20 - 20 - N2 = O 

• • N
2 

• 140 - 80 - 40 s 20 Ton. 

A 7.0 m del. empotramiento ee tiene que ll.egar con el. valor -

de 40 Ton (igual. que la carga apl.icada), para mantener el equi

librio. 



l.01. 

EJBl!PI.0 II - 5 • 

Una barra cuadrada de acero y otra similar de aluminio tie-

nen 1aa di:nensionea indico.das en la figura. Calcule la. magnitud 

de l.a fuerza P que· hará que l.a l.ongi.tud total. de l.ne dos be.--

rras disminuya en 0.025 cm. Suponga que en todas las secciones

traneversales de ambas barras la distribución de esfuerzos nor

mal.es es uniforme y que ástas no pueden sufrir pandeo l.atere.l..

Trace el. :liagrama de deformación nxial., E = 2 x 10
6 

Kgf/cm
2 

y -
6 2 ac 

Eal. =o. 7 x 1.0 Kgf/cm • 

p D.P.(Ton) 

T acero -21.. 

30 cm , -5 X 5 
1 

i al.uminio 
40 cm 

l -1.0 xl.O •. 
-21.. 

utot::; z:u 

p Lac 

utot:; EacAac + 

o 

(-) 

o 

+ 

D. U'. (Kgf/cm2l D. u. (cm) 

-853.6 0.02.,.....------1 

-853.6 
(-i 

-21.. o 



Despejamos 1a fuerza P, 

p 

p 

p 

~ 
.E A ac ac 

30 

+ 

0.025 

+ 

0.025 

6 x 10-7 + 5. 7143 x 10-7 

40 

p º·º25 = 2.1341x104 
Kgf 

1.1714 X 10-G 

P = 21.3 Ton. 

Cá1cu1o de 1a deformaci6n en e1 a1uminio, 

ua1 = 0.0122 cm. 

102 
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II-2. D:tMENSIONAMIENTO Y REVISION DE ELEMENTOS DE ACERO SU.TE-

TOS A TENSION AXIAL. 

Como se indic6 en la sección I-2, la resistencia de materia

les no ee un cureo de diseño estructural (ni de diseño de máqu! 

nas), pero proporciona las bases para un diseño científico en -

esos cursos. Por tanto, en este estudio, e1 interea principa1 ea 

el de conocer los principios que respaldan la selecci6n adecua

da de materiales y dimensiones. Otras consideraciones prácticas 

y econ6micaa so1amente pueden aprenderse a partir de una expe-

riencia real de diseBo en 1a industria. 

cuando hablamos de dimensionamiento, nos referimos a la par

te del diseño, cuya finalidad es determinar el tamaño y la geo

metría de loe miembros estructurales. 

EJEd!Pl.O II-6. 

Una ménsula está formada por dos barras AC y BC de secci6n

rectangu.J.a.r, como se muestra en 1a figura. En el punto C se -

aplica una carga P = 19 000 lb. Diseñar la barra AC ,' usando un

esfuerzo permisible de tensión operm = 20 000 lb/.in
2

• Supóngase

que 1as conexiones para la varilla AC no reducen el. área ne.ta

de data, cuando se somete a tensión. 

Cálculo de las reaciones ~n los apoyos, 

o - Rsx(45) + 19000(60) =o 



19 000(60) 
45 ~X = 25 333.3 l.b. 

104 

e~~ = º - RAx(45) + 19 000(60) = O 

l.9 000(60) 
45 

Aia1amoa e1 nudo ºC.", 

AC 

:ac 

P= 19 000 l.b. 

RAx = 25 333.3 l.b. 

Por suma de fuerzas verticales, 

ACy - l.9 000 = O 

pero, ACy = AC sen 8 = AC( 3/5) 

AC (3/5) = l.9 000 

AC = l.9000(5) 
3 

AfJ=3l.666.7 1b. 
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Determinamos el área de 1a sección transversa1 requerida pa

na 1a barra AC, mediante la ecuaci6n del esfuerzo normal. 

V = .1'... Are querida = PI ITperm. 
A 

31666.7 

20 ººº·º 1.58 in
2 

Por ú1timo, se debe escoger una barra cuyas dimensiones pro

porcionen una área de aecci6n transversal de por lo menos 1.58-

in~ Algunas dimensiones que serían satisfactorias son las si--

guientea: 

2in X 7/8 in, A 1.75 in 
2 

; 

2~inX 3/4 in, A 1.87 in 
2 

; 

3 in X 5/8 in, A 1.88 in 2 
; 

31. in X 1/2 in, A 1.63 in 
2 

4 
. 

Cualquiera tle eataa barras seleccionadas o varias otras po-

drían usarse satisfactoriamente. Es decir, que sería factible -

usar ángulos u otros perfiles estructurales. Muchos factores 

entran en 1a decisi6n de.la forma y dimensiones adecuadas, y m!! 

chas soluciones pueden ser corr&ctas. 

E1 proyectista debería entonces considerar otros factores pa 

ra elegir la ºmejor'' barra para renlizar e1 trabajo. 
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II-3. DIMENSIONAMIENTO Y REVISION DE ELEMENTOS DE lf.XDERA SUJE-

TOS A CARGA AXIAL SIN CONSIDERAR EFECTOS DE ESBELTEZ. 

EJEMPLO II-7. 

Un pilote de madera de sección transversal constante A, que 

ha sido hincado hasta una profundidad L en un terreno arcillo

so, soporta una carga P aplicada en su parte superior. Tal ca!: 

ga ea resistida enteramente por la íricci6n f qÚe se ejerce a

lo largo del pilote; dicha fricción o _rozamiento varia en la 

forma parabólica que se indica en la figura. a) Determine el 

acortamiento total. del pilote en función de P, L, A y el mód!!. 

lo elástico E. b) Si P = 50 Ton, L = 12 m, A= 625 cm
2 

y B = l X 

105 Kgf/cm
2 

¿qué tanto ee acortará el pilote? 

X 

L 

a)oFor el equilibrio de las fuerzas verticales, obtenemos la v~ 

riaéidn de la carga en un elemento del pilote, 

o -dP + f d;x = o 
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Integrando l.a carga a lo l.argo del. pil.ote, 

L rl 
P = ífdx =) (Kx

2
) dx 

o o 

K x3JL. 
p = -3-

0 

Si sustituimos l.os límites de la integral., podemos despejar el.

valor de 1a constante, 

p K 

C~lcuJ.o de l.a deformación total. mediante l.a fórmula, u -f P(x)dx - EA 

l. L ]'" Kx3 dx K 3 Kx4 
u = ( 3"E'A = TEA ( x dx = i2IT = 

Ja Jo o 
sus ti. tuyendo e1 va1or de la constante K. se tiene¡ 

u u 
PL 

m 

b). Para determinar el. acortamiento del. pilote, sustituimos en

la última expr0si6n 1oe datos proporcionadoa, 

u 
(50000) (l.20) 

4 (1.00 000) (625) 

u 0.024 cm. 
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EJEMPLO II- 8 • 

Para el pilote de madera que se muestra en ia figura, con 
2 6 

una :!rea A= 0.1 m y un módulo de elasticidad E = 1.2 X 10 

Ton/m
2

• Determinar el acortamiento total, Utot = ?, 

50 Ton. n.c. D.F.N. D. u. 

50 

10 

t (-) 

rf 
10 r 

1 
1 

o f 

Obtenemos la variacidn de 1a fuerza normal., para el tramo e~ 

perior (AB). Para esto aislamos una parte del pilote y mediante 

la condición de equilibrio de fuerzas vertics.lea, se tiene, 

N 

N - 50 = O 

N 50 

Para trazar el diagrama de --

fuerza normal (D.F.N), deteriaj. 

namos sus valores extremos, 

50 
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Obtenemos la variación de la fuerza normal, para el tramo i!l 

feriar (BC). Para lo cual aislamos u.~ elemento del pilote, 

l:F 
X 

Del equilibrio de las fuerzas -

verticales, 

o - rl JSú& + 2 = o 

K x 2 
-2-N 

o 

Determinamos el valor de la constante, K, del equilibrio de

fuerzaa verticales en todo el tramo, 

7.Fx o Jrdx- 50 o 

Jfdx= 50 JcKx) dx = 50 

f º [ K;2[: K X dx = 50 50 
o 

suetituyendo loe límites de la integTal, 

K (10)2 

2 50 K 1.0 Ton/m2 • 



Cá1cu1o de 1a deformación en e1 tramo superior (AB), 

PX (50) (10) 

UAB = BA 1.2X106 (0.1) 

uAB = 0.0042 m uAB = 4. 2 mm 

Ca1cul.o de 1a def'ormaci6n en e1 tramo inferior (Be), 

P dx 
~ 

(Kx2 ) dx 
2 E A 

x 2 dx 

110 

euntituyendo e1 val.or de 1a constante y de los datos proporcio

nados, ootenemos e1 valor de 1a deformación, 

~e= 
(1.o) c1oi3 = 0.0014 m 

"Be = 1.4 mm 

La def'ormaci6n de toda 1a barra es 1a suma de 1a def'ormaci6n 

en en e1 tramo AB !Das 1a deformación en ei ·tramo BC, 
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XX-4. DESCIUPcION DEL COMPOR'.rAMXENTO DE COLU1'll'IAS CORTAS DE CON

CRETO RBPORZADO SOMETIDAS A CARGA AXJ:AL (CON ESTRIBOS Y.

ZUNCHADAS). DIMENSIONAMIENTO Y REVISION DE COLUMNAS COR-

TAS DE CONCRETO REFORZADO. 

Entre las secoiones de colman.as m~s frecuentemeate usadas se 

cuentan secciones circu1aree o cuadradas con varillas vertica--

1ee co1•cadae ea c!rcu1o y amarradas entre si por medio de esp.!_ 

ralea (zunchos) poco espaciadas, y secciones rectangularee co~

varillas vertica1ee colecadas para1elamente a 1oe lados, unidas 

entre si por medio de estribos de forma rectrutgular. 

La.a columnas pueden estar cargadas únicamente por fuerzas -

aplicadas colinealmente a su eje~ pero en 1a mayoría de los ca

sos están presentes además momentos f1ectores. En e1 primer ca

eo se 11anian columnas cargadas axialmente. 

Las ecuaciones que se desarrollan en esta sección son váli-

das si no hay peligro de falla debide al pandeo a causa de que

la colU!llJla sea esbelta. Cu.ando la long:l.tud de una columna. es -

grande comparada cen su menor dimensión lateral, ea posible una 

falla debida al pandeo. Se consideran columnas cortas aque11as

cuya relaoi6a de esbeltez cumple con; 2 ~L/b ,::;12 • 

Comportamiento, modos de falla y resistencia de elementos B!! 

jetos a compree16n axial. Bn la Pig. IX-3 se representan curvas 

carga-deformación unitaria, para tres tipos de elementos de CO.!l 
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creto sujetos a oompresión axia1. Las curvas son tipicas de 1as 

que se obtienen de ensayes de co1umnas re1ativamente cortas. 

p 

C3 
B 

As íy 8 ' 

A O. 5 f 0 A0 

f; 

Concreto Q 10l f9l simp1e 

Estribos H<i1ice 

Pig. II-3. CUrvas carga-deformación unitaria de co1umnas CO!'; 

tas bajo compresión axia1. 

La curva. "A", corresponde a un esp4cimen de concreto simple, 

y representa 1a característica carga-deformación unitaria de -

una co1umna con re1a.ción de eebe1tez 2 ~L/b ~12. Como en e1 -

caso de ci1indros de contro1, 1a ca~ga máxima se aicanza cua.ndo 

"e 11ega a un ... deformación unitaria de1 orden de _0.002. 

Partiendo de la definición de esfuerzo• tenemos que P = V A, 

de donde 1a resistencia d" un elemento de concreto simp1e suje

to a. compresión axia1 puede estimaree, mediante la siguiente e~ 

presión: 



donde, 
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( II-6 ) 

o.85 - ea un factor de reducoi6n, obtenido del prome-

dio de los resultados de ensayes en miembros C2. 
1adoa verticalmente. 

f~ - esfuerzo de rotura medido en un c11~ndro de coa_ 

troi, ensayado en las mismas condiciones de tr~ 

bajo. En Kgf/cm2
• 

Ag - ~rea total de la sección transversal del concr,!!_ 

to, 

La curva "B1
•, corresponde a. un eepdaimen al cual se adiciona 

refuerzo longitudinal. y se utiliza el reruerzo transversal. nec~ 

sario para mantener las varillas en su posición durante el col~ 

do, la carga máxima se obtiene bajo las mismas condiciones que

en el prisma. de concreto simple, es decir, a una deformación -

unitaria de 0.002. La falla, como en el oseo anterior se prodJ!_ 

ce a una deformación unitaria de 0.003 6 0.004, 

La resistsncia adicional sobro l.a de un priema de concreto -

simple'es debido a la contribución del refuerzo longitudinal en 

compresión. Se puede estimar esta contribución como el producto 

del área del. acero ( As ) por el. es:fuerzo de fluencia ( fe ) • l'or 

tanto, la resistencia o carga máxillla que un prisma de concreto

con refuerzo l.ongitudinal. y estribos transversales es capaz de

al.canzar, esta dada.' por: 

( II-7) 



donde, 

ll.4 

Ag - es el área total del concreto+ sin descontar el -

área ocupada por las varillas. 

Las curvas '"º"• corresponden a. \ll1 e1emento que ademas de re

fuerzo longitudinal, tiene refuerzo helicoidal continuo a todo

lo largo. Inicialmente su comportamiento es sindlar al de un 

prisma con estribos, hasta llegar al primer máximo ( P
0
J.), a 

una deformación unitaria del orden de 0.002. Aproximadamente n

esta deformación el recubrimiento de la hélice o zuncho empieza 

a desprenderse y, por tanto, 1a capacidad de carga del e1emento 

disminuye. Ai deformarse 1atera1.mente el concreto en fornia apr!!. 

ciable por el efecto de Poisson, la hélice se alarga,producien

do como reacción una presión confinante en el núcleo da concr!!. 

to limitado por el zuncho. De acuerdo con las características -

de la hélice, la recuperación en capacidad de carga del espéci

men será mayor o mencr. Si el confina.miento proporcionado por -

el zuncho es suficiente, puede alcanzarse una segunda carga má

xima ( P02 ) superior a la alcanzada inicialmente pero a defo~ 

cianea considerablemente mayores, como mueet::rra. la curva c2 • -

Por e1 contrario, si e1 confinamiento no es suficiente, nunca 

ea alcanzará una carga como ·1a del primer máximo ( c
3

). 

Es posibls evaluar la contribuoión de la hélice o espiral en 

función de las propiedades mecánicas del acero y del porcentaje 

volumétrico del refuerzo helicoidal.. Este último ss define como; 

+ Para porcentajes de área de acero mayores del 5 f. del total -

de la sección, Ag se cambia por An 1 



J's 
volumen de1 acero en un paso de há1ice 

volumen del núcleo de concreto en un 
paeo de la h6lice 
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Con referencia a la figura II-4, denominamos "d" al diámetro 

del micleo, centro a centro de la ht!lice, Ae al área del alam

bre hel.icoidal., y "s" al paso, 

·ID 
~ 

d 

Pig. II-4. Diagrama de cuerpo libre de una secci6n con ht!li-

ce. 

Por tanto, el porcentaje volum~trico de refuerzo helicoidal

en funci6n de estas cantidades, es el eiguiente: 

~ 
.Ps = JI d2 

--4-e 

~ 
ad 

( Ir-8 ) 

En la práctica. conviene que e1 segundo máximo, de 1a ourva

carga-deformaci6n unitaria para una columna de concreto con re

fuerzo helicoidal, sea por lo menoe ligeramente mayor que el -

primer máximo. ya que de esta manera ee desarrolla la curva Com, 

pleta y el elemento tiene mayor ductilidad, lo _cual es muy con-
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veniente desde e1 punto de vista estructura1. Para que eeto sU

ceda, la contribuci6n de la hálic", 2 fe fy Ac , debe ser ligar_!!; 

mente mayor que la contribucidn del recubrimiento de concreto -

que se desprende al aicanzarse el primor máximo. 

(Primer máximo) ( II-9) 

(Segundo máximo) (II-10) 

donde, Ac - es el área del ndoleo, 

Refuerzo transversal en oo1umna.a. E1 refuerzo traneverea1 en 

columnas puede consistir en estribos o en hélices (zunchos). En 

el caso de eetriboe. eatoe deben de co1ocarse de tai manera que 

restrinjan el pandeo lateral de las varillas longitudinales. -

Por ejemplo, el Reglamento ACI (Instituto Americano del Concr~ 

to) recomienda que todas las varillas de esquina y cada varilla 

alternada estén restringidas por el doblez de un estribo, el -

cual d"be tener un ángulo interno no mayor d" 135º. cuando las

varillaa están colocadas en ~a periferia de un círculo, se pue~ 

de usar un estribo circular. Bn la Fig. II-5 se muestran disti~ 

tos arreglos de estribos. Como en el caso de las vigas de con-

creta reforzado, los estribos deben estar anclados adecuadamen

te en sus extremos~ 

La separaci6n máxima de los estribos debe conservarse en la

interseccidn de la columna con loa elementos del_ éistema de pi-
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gig. II-5. Detal.l.ee típicos de estribos en col.umnas. 

so. Beta separación de estribos está regida por recomendaciones 

del. regl.emento: 

l
.l!.2Q.. 16 

f AB 
y 

48jil8 

La menor 

ó 

dimensión de 1a co1umna. 

donde jilA
8 

ea el. diámetro del. área de 1a vari1l.a (o paquete de -

varil.l.aa) 1ongitudinal., y jil9 ea el. diámetro del. estribo. 

Ademaa, debe checaraa l.& siguiente desigual.dad¡ 
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donde, f
8 

- esfuerzo de fluencia del refuerzo tranevereal. 

Loe reglamentos recomiendan diámetros mínimos de eetriboe, -

de acuerdo con el tamaBo de las varillae longitudinalee o paqu.!?. 

tes de varillas que restringen, a continuación se da una tabla

con estos datos, 

a 4 12 

2 4 

En el caso de hélices (zunchos), éstas deben anclarse en sus 

extremos mediante una vuelta y media. La separación máxima o p~ 

so de la hélice se cálcula mediante la siguiente expresi6n, 

y debe cumplirse con la siguiente desigualdad, 

t·,. <: 4 200 Kg/ cm2
• 

Ademas, deben respetarse ciertas limitaciones establecidas en -

loe reglamentos, que tienen por objeto asegurar una acci6n con

finante efectiva y, al mismo tiempo, permitir la correcta col!!. 

caoi6n del· concreto. 

•Es el; tamafio máximo del agregado (TaA), en centímetros. 
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EJBMPI.O II- 9 • 

Proponer las dimensiones y e1 refuerzo (1ongitudinal y tran~ 

versal) para una columna de sección cuadrada, como la que se -

muestra en la figura, y que soporta una carga axial de 500 Ton. 

Datos: f y 4 200 Kgf/cm 2 

f' 200 Kgf/cm 
2 

e D\· fa = 2100 Kgf/cm 2 

a 
A,./Ag=2.5'/. 

cálculo de 1as áreas; 

Suatituimos en la f6rmu1a de la resistencia, 

500000 ~ [o.85 (200) + 0.025 (4 200)] a
2 

a,,;, 43 cm 

obtenemos el valor númerico de las áreas, 

2 
Ag = l. 859 cm A8 = 0.025 (1 649) = 46 cm

2 
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Conociendo el área de acero requerida, proponemos e1 refuerzo -

longitudinal., 

6#10 

El refuerzo transversal se propone según el diámetro del refue_t 

zo longitudinal, en este caso proponemos estribos del. 11 3 , 

-ª2Q_ (3.18 cm) = 41.64 cm 
4 200 

e~ 48 (0.95) = 45.6 cm 

D. aún, = 43 cm, 

Por tanto, consideramos una. aeparaci6n a= 40 cm. 

Por último checamos l.a desigual.dad, 

(2100)(0.71) ~ 0,02 (4 200) 7.92 

l.491 7 665.28 

Sección de la col.umna indicando el. refuerzo, 
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EJEMPLO II- 10. 

Proponer dimensiones y reruerzo para l.a columna de sección -

rectangul.ar que se muestra en la rigura. 

Da toa; 

b 

Fórmula: 

Cálculo del área total.; 

Ag = (l..25 l::>) b 

p = 700 Ton. 

r = 4 200 Kgf'/cm 
2 

y 

f~= 250 Kgf'/cm 
2 

rs= 2 100 Kgf'/ cm 

TllA = 2.0 cm 

A5 /Ag= 2.5 % 

2 

Sustituimos en l.a rórmul.a de la resistencia, 

700000 = 0,85 (250) (l.25 b
2

) + 0.025 (l.25 b
2

) (4 200) 

de donde se obtiene una ecuación de segundo grado, cuya eol.u~

ción ea: 

b = 42 cm y par tanto, d l..25 (42) 53 cm. 



Ca1cu1amoe e1 área de refuerzo 1ongitudina1, 

A8 = 0.025 ( 42 X 53) 2 om 

122 

Conociendo ei área de acero requerida, proponemos e1 refuerzo ~ 

1ongitudina1, 

8#10 

B1 refuerzo transversa1 se propone de acuerdo a1 diametro de1 -

refuerzo 1ongitudina1, Por tanto, proponemos estribos de1 /1 3. 

-ª.áQ..... (3.18 cm) = 41.2 cm 
4 200 

48 (O. 95) 45.6 cm 

D. min. = 42 cm 

P.or úl.tilllo checa.moa 1a dosigua1dad, 

(2100)(0.71) 0.02 (4 200) 7.92 

Sección de l.a co1umna indicando e1 refuerzo, 

[Jl53 oo 

1 
42 cm! • 

e =- 40 cm. 

0.02 f A y B 

1491 665.28 
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BJEl4PIO II-11. 

Para. la columna circular AB de la figura, proponer el re:fu'!F 

zo (longitudinal y transversal), y determinar el segundo máximo. 

600 Ton 
30 Ton 

B~~~~.......;1<-~~~~C.___ Sección transversal de la -

co1umna. 

Datos: 

A D 
2.5 o 2.5 c 

f~ = 200 Kg:f/cm
2 

:fy = 4 200 Kg:f/cm
2 

fs = 2100 Kg:f/cJ 

TMA=2.0 cm 

Cálculo de l.a reacción en e~. apoyo A. 

RA(5) - 600 (2.5) - 30 (4) 

1500 +120 
5 

RA "' 324 Ton. 

Fórmula para el. primer máximo, 

J...lª2._ 
5 

o 



Cál.cul.o del. área total. de 1a co1umna, 

Cá1cu1o del. área del. núc1eo, 

2 cm 

Sustituimos en 1a fórmu1a del. primer máximo, 

324 ooo = o.85 (200)(706.86) + As (4 200) 

Por tanto, determinamos el. porcentaje de área de acero, 

l.24 

Conociendo el. área de acero requerida, proponemoe el. refuer

zo l.ongitudinal, 

10 #8 2 cm 

Observamos que el. porcentaje de área de acero es mayor al 5~ ,

por tanto, uti1izamos el. 'rea neta en 1ugar del. área total.¡ 

An = 706.86 - 50.7 ~ m 656.J.6 cm2 

Entonces, sustituyendo en J.a fórmul.a para el. primer máximo, 
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POJ. = 0.85 (200)(656.16) + (50.7)(4 200) = 324 478 Kg > 324 Ton. 

Para cal.cular la contribución de la hél.ice, hacemos P0 l.,;, P02 • 

sustituyendo tenemos, 

324 847,;. o.85 (200) (490.87) + (50.7)(4 200) + 2.J'8 (2100)(490.87) 

despejando, .f's = O.OJ.36 

si proponemos un zuncho con var. // 3 , entonces podemos calcu-'

J.ar el paso de l.a hélice, 

.. = 
4(0.71) 

a ~ 8.3 cm (O.OJ.36)(25) 

Checamol. J.os límites del paso de la hélice, l.5 TMA < s < 1 cm 

sustituyendo; J..5 (2.0) a 7 cm Por tá.nto, s = 1.0 cm 

Calcu1amos el. porcentaje vol.wnetrico del. reruerzo hel.icoidal, 

- 4(0.71) -
Ys - 1.0 c25) - O.OJ.62 

Determinamos el segundo máximo real, 

P02: = o.as (200) (490.87) + (50.1) (4 200) + 2(0.0162) c2100}(490.B7) 

P 02 = 329 786. 7 Kg > P 01 
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I~-5. COMPATIBILIDAD DB DBPORMACIONBS. SISTEMAS HIPBRBSTATICOS. 

Hipereetaticidad. Si para una estructura dada, el número de

incógnitaa (variab1ea no determinadas) es mayor a1 número de -

ecuaciones de equi1ibrio independientes, e1 prob1ema ea "Estát!_ 

camente indeterminado o hiperestático" y e1 grado de redundan-

oia o indeterminación es precisamente e1 número de inc6gnitas 

en exceso de laa que se pueden ca1cu1ar por estática. 

Bn todos 100 prob1emas hiperest~ticos son vál.idas 1ae ecua-

ciones de equi1ibrio estático. Batas ecuaciones son nacesariaa

pero no suficientes para reso1ver este tipo de prob1emas. Las -

ecuaciones comp1ementarias se eetab1ecen partiendo de conaider.2:. 

ciones de 1a geometría de 1a deformación (compatibi1idad de de

formaciones). En sistemas estructurales, sometidos a carga a--

xial, por necesidades físicas, ciertos elementos o partes deben 

alargarse juntos, o bien, permanecer fijos. Formulando tales -

observaciones cuantitativamente se obtienen 1aa ecuaciones adi

ciona1es requeridas. Ta1es ecuaciones cinemáticas son indepen-

dientes de ias propiedades mecánicas de ios materia1es y, por -

tanto, no están limitadas a·ia respuesta elástica lineal, 

Loa procedimeientoa necesarios para determinar la deforma.--

ción lineal de barras cargadas axialmente, fueron desarrollados 

en la sección II-1. Ahora se aplican los miemos procedimeientos 

excepto por la deaignaci6n de las fuerzas que actúan en tales 

miembros como incógnitas haciendo uso de símbolos algebraicos -

apropiados •. 
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Bn esta seccidn trataremos problemas con un grado de hipere~ 

táticidad, ya que tan s6lo contamos con otra ecuaci6n más, la -

que se obtiene a partir de la compatibilidad de deformaciones. 

EJEMPI.0 II-12. 

Si una carga de 900 lb se aplica a una barra rígida su~pend.!_ 

da de tres alambres como se muestra en la figura. ¿Qu6 fuerza -

resistirá cada alambre? Los de los extremos son de aluminio --

(Ea= 107 psi} y el de en medio es de acero (30Xl06 psi}. Ini

cialmente loe alambres están bien extendiaoe. 

A 

L= 
Al inio 

L= 25' 

Diagrama. de Cu_erpo Libre ( D. C. L. ) 

900 lb 

_,--Posisoi6n 

-- inicial 



Por la ecuación del equilibrio vertical, 

I:l" = o y 2 l"a + l"5 = 900 lb 

Por compatibilidad de deformaciones, 

u.¡. o 

Fa(La) FB (2L.,) 

107 (3) = 30 X106 (0.2) 

Planteamos ei sistema de ecuaciones, 

F - F a B 

3Fa 

900 

o 

900 

---(1) 

---(2) 

F
8 

= 900/3 

Sustituyendo en la ec. (2), 

300-F
9

=0 

128 

-----(1) 

-----(2) 
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EJEMPLO II-l.3. 

Para la barra que se muestra en la figura, determine loa es

fuerzos en cada tramo, considere E= ctte. 

D.Jl'.N. D.V. 

40 tm 
40 cm2 

ªºº 

'T 
30 cm2 -(+) . 

-800 

ªºº 
l.00 m :Et 

o 6 

Por l.a condición del. equil.ibrio vertical. se tiene, 

-----(l.) 

Por compatibilidad de deformacionee tenemos que, 

2:.U = 0 

sustituyendo los valores, 

RA (l.00) 

E (20) + 
RB ( 70) 

E (30) + o 

- l.5 RA + l.O RB =O -----(2) 
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Planteamos e1 siguiente sistema de ecuaciones, 

400 -----(l.') 

o -----(2') 

400 
RA = l.6 Ton. 

Sustituyendo en l.a ec. (l.), 

CálcuJ..o de 1os esfuerzos, en cada tramo; 

Tramo G) Q'"3 = 
24000 600 Kgf/cm 2 
-¡o-

Tramo ® (1"2 = 
24 000 800 Kgi'/cm 2 

30 

Tramo Q) 171. 
l.6000 - Boo Kgf/cm 

2 
~ 

Para el. tramo G) se anota el. signo negativo, ya que se ob-

serba que se trata de un esfuerzo de compresión, váass el dia--. 

grma·de esfuerzos. 



CAP. III. FLEXION 

III-1. FLEXION ELASTICA1 BLOQUE DE ESFUERZOS. FOR!llJLA. DE LA ES

CUADRIA Y MODULO DE SECCION ELASTICO. FLEXION BIAXIAL. -

FLEXION ALREDEDOR DE EJES NO PRINCIPALES. 

En eete cap!tuio se estudia el momento f'J.exionante interno 

que puede presentarse en una sección transversal de una viga. 

Flexión pura. Se dice que existe flexión pura, cuando un se.e; 

mento de viga esta en equilibrio por la acción de un momento -

f1exionante, es decir, una viga en ia cua1 no ae presentan es-

fuerzos cortantes, ni carga axial. 

En este estudio se considera tanto el comportamiento lineal

mente elástico como el ineláatico (plástico) da las vigas y la

relación entre el momento flexionante interno con los esf'uerzos 

que cauea en ástas. 

Considérese una viga prismática horizontal que tenga una se~ 

ción transversal con un eje vertical de simetría, Pig. III-1, -

además la recta que pasa por el centroide de todas las seccio-

nes transversales ee el eje de la viga. cuando tal viga se som!!. 
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te a la acción de momento positivo, M, se flexiona como se mue~ 

tra en la figura III-1. 

(-

' 1 
' 1 
1 1 

---1 -·- -1-
1 1 
: 1 

1 1 
1 1 

- .. '!.~-- b_ 
1 
1 

e! ~:f' 
1 ~\ 
1 u 

·X 

Eje de 9imetría 
,j 
1 

--(L-~·!· .. : viga 
' 
' 1 

Eje neutro 

la: 

Pig. III-1. Viga horizontal antee y despuée de aplicarle el

momento flexionante. 

Hipótesis fundamental de-la teoría de la flexión. Iae eecci.2. 

nea p1anse de una viga normales a su eje, pe:nnanecen planas de.!!. 

pués de ~ue 1a viga ee eamete a flexión. 

h'n la figura III-1 se obeerva que 1as fibrae o "filamentoe"

de 1a viga a lo largo de una superficie te.1 como la a-b no C"!!!. 

bian de ~ongitud. Te.lee fibras eetan en la SUl'ERPICIE NEUTRA (o 

eje neutro) de 1a viga. Uno u otro té:nnino implica una 1ocaliZ!!; 
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ci&n de esfuerzo cero o deformación cero en un miembro sometido 

a flexión. 

Si estudiamos una fibra típica e-f paralela a la superficie 

neutra y localizada a una distancia (-y) de ella, tenemos que -

durante la flexión la fibra se alarga la cantidad A.u. Si eete

alargamiento esta dividido entre la longitud inicial de la fi-

bra (Ax), obtenemos la deformación unitaria; 

lím 
Ax-+ O 

~ 
dx 

Sin embargo, puesto que los alargamientos totales de fibras

difex•entes, inicialmente de la misma longitud, varían en foJ:'mQ

lineal desde el eje neutro, Fig. III-1, la hipótesis fundamen-

tal se puede enunciar de la manera siguiente: En una viga some

tida a flexión, las deformaciones unitarias de sus fibras son 

directamente proporcior.a.J.ee a sus distancias respectivas a la 

superficie neutra. 

Sabemos que de acuerdo con la ley de Hooke, U-x = E Ex ; por

consigu.iente, para una viga elástica los esfuerzos normal.es Vx 

que resultan de la flexión tambidn deberán variar linealmente

en proporción directa a sus distancias respectivas al eje neu

tro, Pig. III-2. La expresión matemática es corno sigue: 

( III-1 ) 
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donde K0 ea una constante. La variable y puedo tomar valorell!!I -

po:!!itívos y negatívos. 

La. constante K 0 se puede relacionar con el momento f1exio-

nante aplícado y con las propiedades de la seccíón transversal

de la viga. 

Eje 

Y• 
1 
1 

1 

Eje: de 

simetría 

e (compresión) 

T (tensión) 

lrmáx 

Fíg. III-2. Segmento de víga elástica en flexión pura1 Sec-

ci6n transversal, diagrama de def'ormacíones y -

dj.stribuci6n de esfuerzos. 

Por la condición de equilibrio, que la suma de todos los mo

mentos respecto al eje z es igual.a cero. Para el segmento de

viga de la f'igura III-2 obtenemos la ecuación siguiente; 

Sustíttiyendo la ecuací6n III-1 en la ecuación anterior, 



M + fcx0 y dA)y 
f1 

donde, 
I 
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que es el momento de :inercia del área

de 1a eeccidn transversal, con respec

to al eje centroidal. 

Con esta notación tenemos que, 

Sustituyendo eJ. valor de K0 en la ecuación III-J., 

...!.L 
I ( III-2) 

La ecuacidn III-2 se conoce como ecuación general de la 

flexión o FORMULA DE LA ESCUADRIA, y noe indica que para un mo

mento t'lexionante positivo, 111, y valorea poaitivoa de y loa -

esfuerzos normales ·V-x son de compresión; para vaiores negati-

VOS de y loa esfuerzos eon de tensión, Pig. III-2. 

Bloque de ee:f'uerzoa. Ea una vista iaom<ltrica que ilustra la

dietribución de esfuerzos en la sección tranaveraal de una vi-

ga. Ademas, el volumen de dicho bloque de esfuerzos ea num<lric!!: 

mente igual al valor de la fuerza resultante. h'n la figure III-3 

ae representan ambos bloquea (de tensión y de compresión ) ea-

liando de la viga, pero se indica el sentido de las fuerzas. 



neutra 

de 

simetría 

l.36 

e 

T 

Fig. III-3. Bloque de e3fuerzoss de tensión y de compresión. 

Para localizar el eje neutro en una viga, basta con determi

nar e1 centroide de su aeccidn transversal • 

. Por otro lado, en una sección transversal de una viga ts.nto

M como I son constantes, entonce a e1 esfuerzo norrna1 trx a].-

ca.nza su valor máximo cuando el valor absoluto de y es mll.ximo. 

Se acostumbra designar el valor y máx por c , Fig, III-2, Por

tanto, 

(J"máx 
11! c 
-I- { III-3) 

14Ódulo de sección elástico. ( S ) • Para una sección transver-

sa.1 dada, l.oa val.orea de 1 'Y' e son constantes, por tisnto po'.""" 

demoB hacer S = I/ c , que se conoce con el nombre de MODULO DB 
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SECCION ELASTICO. Empl.eando esta notación la ecuación III-3 ee

puede escribir de la siguiente manera: 

( III-4) 

Lae secciones más eficientes para resistir flexión tienen el 

mayor módulo de sección elástico s posible para una cantidad -

dada de material. Esto se obtiene haciendo que la mayor canti~ 

dad de material. quede lo máe lejos que eea factible del eje ne!! 

tro. 

PJ.exión aaímetrica o bia.xial. Las mismas formulas, para vi-

gas elásticas con un eje de simetría, ee pueden utilizar para -

cual.quier viga (asímetrica) en flexión pura siempre que loa mo

mentos flexionantea se apliquen a un plano parel.elo a uno u o-

tro lado de loa ejes principales+ del área transversal, figura

III-4. 

z 

· Pig, III-4. Viga de sección transversal asímetrica. 

+ Ejes principal.ea son aquellos con respecto a loe cuales el. mg_ 

mento de inercia ea máximo o mínimo. Tal.ea ejes son siempre mu~ 

tuamente perpendicul.ares; un eje de simetría ea siempre un eje~ 

principal.. 
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Los esfuerzos varian 1ínea1mente desde e1 eje neutro que pa

sa por e1 centroide, tenemos que como antes, el esfuerzo en una 

área e1ementa1 dA, Pig. III-4, ea¡ 

For tanto, 1a fuerza infinitesima1 que aotúa en un e1emento: 

La suma de 1os momentos de estas fuerzae inte=s.e con reepe.2,_ 

to aJ. eje z produce e1 momento f1exione.:nte interno. Además, ·d!!. 

bido a ia fa1ta de eimetria, tales fuerzas internas pueden o~

ginar un momento con respecto a1 eje y, cuyos brazos. de momento 

son igual.es a z. Entonces un poeib1e momento !!y con re.specto a1 

eje y es¡ 

l:.a Ú1.tima integral. da e1 PRODUCTO DE INERCIA dei área trans

versa1. Ea igual a cero si ~os ejes que se se1ecoionan son-loe~ 

principal.es de1 área. Como tales ejes son loe que se uti1i~en'

aqu1., •y '" o, y por tanto 1as formul.aa deducidas antes se _apl,! 

can a una viga con cua1qµier fonna de sección transversal.. 

P1exi6n al.rededor _de ejes no principa1es. ll'n. caso más gene-~ 

ra1 de1 problema de ia flllXión es como ei que se _indica en 1a -

figura III-5, en la cua1 podemos observar como ·ei p1eno de1 mo-
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mento ap1icado M, puede estar inclinado con relación a los de -

los ejes principales. Este plano de flexión se localiza por un

ángu.J.o oc que es positivo cuando se mide del eje y hacia el 

eje z en sentido contrario al de las manecillas del reloj. 
y 

y 

z 

!I! sen oc. 

Fig, III-5. (a) Momento flexionante que no pasa por ningd.n -

eje principa1; (b) componentes del momento fle-

xionante en ios planos de loa ejes principales. 

Para resolver este tipo de problemas, el momento aplicado M 

se descompone en sus dos componentes que actúan en 1os pianos -

de los ejes principales. Para el ifngulo ex: negativo que se indi. 

ca en la figura III-5(a), son positivas las componentes del mo

mento f1exionante que actúa con respecto a los ejes z y y (ver

la figura I-7), La componente que actl1a con respecto al- eje z -

es 11. cos oc , y la que lo hace con respecto al eje y es J! sen oc:. 

La fdrmul.a de la flexión elástica obtenida anteriormente se

puede aplicar a cada una de las componentes de momento que ac-

tdan con respecto a un eje principal, y e~ esfuerzo combinado -
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se obtiene por superposición. Un ejemplo de esto se tiene en l.a 

figura III-6, donde se indica para simpl.ificar, una sección re~ 

tangul.ar. 

y 

O'" 
X = + 

y y 

r;f• + ª" X X 

Fig. III-6. Superposición de esfuerzos por fl.exión elásticos. 

Resul.tados análogos se verifican en general y se tiene~ 

+ ( III-5 ) 

donde l.oe eubfudicee y y z en J4 e I se refieren a l.oe ejes pri!! 

cipales respectivos de la occción transversa:!. con respecto a --

+ Es posible, de manera anál.itica, deducir la fó:nnula de la f1.!!. 

xión para ejes y y z arbitrariamente dirigidos, en 1a cual. se -

considera el. producto de inercia. Que para loe ejes principal.es 

es igua1 a cero. 
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los cuales se produce la flexión. 

Si en la mayor parte de los problemas se piensa en función -

de la acción fiaica que ocurre en el miembro, se puede asigc.ar

directamente el signo de cada término de la ecuación III-5, aun 

que es deseable utilizar una convención de signos previamente -

establesida (como en la figura III-6). 

:stt resumen, si el momento aplicado 11! actd.e. en un plano que

forma un ángul.o positivo oc con el eje y, las componentes de m,g_ 

mento flexionante son MY Maen O<: y 111'.z = 11! coa D<" , y la ecua

ción III-5 se puede expresar as!: 

O- = - JI! ( -f- coe ex + 
X z 

-f- sen o< ) 
y 

(III-6) 

De esta relación se puede hallar una ecuación que sitúe al -

eje neutro haciendo IT:it O. Bato da• 

y ( III-7) 

En la flexión asimétrica el eje neutro no ee perpendiouJ.ar -

al plano del momento aplicado. Sin embargo, dicho eje ee:una -

recta y la sección p1ana gira alrededor de él. Como en el caso

de la flexión asimétrica, el mayor esfuerzo se presenta en el -

_punto más alejado del eje neutro. 
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EJEldPI.0 III - l.. 

Determine por integraci6n l.a í'uerza desarroliada por loe ee

fuerzoa por flexi6n y su poaici6n en el. área rayada de la sec-

ci6n transversal de l.a viga que se muestra en la figura, si es

tá sometida a un momento flexionante negativo de 37 500 Kgf-cm -

que actua al.rededor del. eje horizóntal.. 

z 

Determinamos el. volumen del. bl.oque de eaí'uerzoa, 

Pero el. esí'uerzo ea í'unci6n de y, 

(-37 500):y 

~ 
76.4 y 

4 

además, 

2 
z 



o bien, 

7624 (5 dz 

J-5 
5 

= 955 f dz 

-5 

5 

- 38.2 r z 2 dz 

j_5 

955 ( 5 + 5 ) - ...l§...g_ ( l.25 + l.25 } 
3 

143 

6 367 Kgf. que equiva.l.e al. vol.umen del. bl.oque de.e.it 

:f'Uerzoa que se tiene en esta zona}. 

l1' = 6.37 Ton. 
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III-2 • Dil4BNSIONAldIENTO Y REVISIOll DE VI GAS DB fl!ADBRA Y DE ACE

RO SIN PANDEO. 

La ecuación III-4 ea particul.armente conveniente para el di

seño de vigas. Una vez que se ha obtenido el momento flexionan~ 

te máximo de una viga y decidido un esfuerzo permieible. puede

despejarse de esta ecuación el módulo de sección requerido. Es

ta información es suficiente para seleccionar una viga. 

Para facilitar el empleo de dicha ecuación se tienen tabula

dos en manuales los módul.os de sección de muchas secciones de 

elementos fabricadoe. V~ase la tabla correspondiente al final 

del texto. 

BJBllPLO III - 2. 

La viga "1'" que se muestra en la figura está hecha de un ma

terial cuyo comportamiento puede 3er idealizado, asignándole un 

límite de proporcionalidad a la tensión de 200 Kgf/cm2 y uno a

la compresión de 400 Kgf/cm2 • Con un factor de 1.5 a la inicia

ción de la fluencia. halle ia magnitud de la :fuerza vertical ~ 

máxima que se puede aplicar a esta viga tanto en sentido hacia

arriba como hacia abajo. Base laa respuestas sólo en la consid~ 

ración de loa esfuerzos máximos por flexión originados por P. 

Datos: 200 Ke;f/cm2 400 KgE/cm2 
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P 1 10 cm 

l-2.0 m-,_,l '·~t-1Fr~· .. 
~/ 

Mmáx ~ 0.67 P 

Loca1izaci6n de1 eje neutro, 

..... -
2.5 

Cá1cuJ.o de1 momento 

f1exionante máximo, 

Pab 
Mmáx = -3-

0.67P 

P (1 x2) 
3 

10 X 2.5 (20.5 +1.25) + 2.5 X 20.5 (10.25) 
10x2.5 + 2.5 X 20.5 

14.0 cm 

Por medio de1 teorema de1 eje para1eo, cá1culamos e1 momento 

de inercia de ~oda 1a accci6n, 

I m + 25 (9 - 1.25)
2 

+ 
2.5 (20.5) 3 

12 + 2.5 X 20~5 

(14 - 10.25)
2 4 030 cm4 
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a).- Considerando l.a fuerza vertical. hacia arriba, 

asl.).- Para l.aa fibras en compreai6n, 

'iT = - ..!!1.b.21 c 
c I 

- 400 = - l. 5 (-O.GJP) (-14) 
• 4 030 

400 = 0.00349 p P m l.l.4 570 Xgf 

as2).- Para l.as fibra.a en tensi6n, 

200 - l. 5 (-0.671') ( 9) 
m • 4 030 

200 = 0.002244 p P = 89 l.l.O Kgf 

b).- Considerando al.a f'uerza vertical. hacia arriba, 

b1l.).- Para ].as fibras en compresión, 

400 = 0.002244 p P • l. 78 220 Kgf' 

b·s2).- Para l.as f:l.braa en tensión, 

.... ..!..il.& 
"t '" - I e -" 200 - l. 5 (0,67P) (-14) 

- • 4 030 

20.0 = 0,00349 p 
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l'ROBLBJIA III - 3. 

Determinar 1ae dimensiones mínimas de 1a eecci6n traneversa1 

de 1a viga mostrada en 1a figura, de manera que no se excedan -

1os esfuerzos admisib1ee norma1ee, lit = 100 Kgf"/cm2 
y IT

0 
= 70 

Kgf"/cm2 ; ni e1 esfuerzo cortante i; = 20 Kgf"/cm2 • 

1.0 Ton 4.0 T/m 1.0 Ton 

l ~ l 
1í:::===-:::.==.===~~:;=:=:::j1 ;;¡;.,,. -,ttT 

¡...LO.m .1 2.0 m t- 1 

4.0~ 
D. V. ~ Q+fJ 1,0 

1.oLED ~ 

D.M. 

l<:I:áx=1 

(+) 

. .o 

Sección tra.nsveree.1 • 

c=~-º-l-D h=2b 

Las reaciones son, 

~ = 5 Ton 

Cá1cu1o de1 momento de inercia de 1a sección tra.,sversa1, ~ 

con respecto a1 eje neutro, 

I = 

I 

bh3 

12 
b(2b) 3 

12 
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De 1a sección transversai observamos que, 

c = b 

E1 módulo de sección e1ástico para ésta sección ea, 

..Lb4 

..l...:.. 
b 

s c 

a).- Sustituyendo ei esfuerzo admisib1e de tensión, en 1a fórtDJ! 

1a de ia escuadría, 

M _Id __ 
lrt - -s- -

de donde, 

~b3 
3 

l (l. 000) 
2 e 100 > 

b = Yi5 = 2.466 cm 

15 

b).~ Sustituyendo e1 esfuerzo admisib1e de compresión, en 1a-:

fórmu1a de ia escuadria, 

q- = e 
.111 -s-



d6 donde, 

b' 

3 (J. 000) 
2 (70) 

149 

2.78 cm 

c).- Para el. esfuerzo admisibl.e en cortante, sustituyendo en J.a 

ecuaci6n correspondiente, 

_v_ 
A 

V 
2(b(2b)) 

20 = 4000 

~ 

b = b = 10 cm 

Por J.o tanto, el. área mínima de la secci6n transversal de la 

v:Lga, estará limitada por el esfuerzo cortante; 

b 10 cm 

h 2 b 2 ( io ) = 20 cm 



150 

III-3. P'Ll!XIO!I EN VIGAS DE SECCION NO HOLIOGENEAS. SECCION TRAN§._ 

P'ORMADA. FLEXION El! VIGAS DE MATERIALES ELASTICOS NO LI

?IEALBS. 

La.e vigas de madera se aue1en reforzar por tiras o p1acae m,!. 

ta1icae~ 1ae de concreto ee refuerzan con va.J:-il1ae de acero; 1a 

teoría fundamental para el análisis de vigas hechas de varios -

materiales se estudia a continuación. 

En lae superficies de contacto de doe materiales ee tiene una 

interrupción en la intensidad del esfuerzo. Aunque en dichas s~ 

perficies es igual la deformación en ambos materiales, se prod'!,_ 

ce un esfuerzo mayor en el material más rigido. Por tanto, ei 

E¡> E2 entonces "T1 > v-2 , como se muestra en la Fig. III-4. 

Eje de 

Fig. III-7. Viga construida con dos materiales. 

Método de la sección transfo:nnada. Este método consiste en -· 

determinar la sacoi6n equivalente de un material, en la que las 

fuerzae resistentes sean las mismas que en la sección original. 
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La transform.aci6n ee rea1iza cnmbiando las dimensiones. par!: 

1e1as al eje neutro, en la relación de loe módu1oe elásticos de 

1oe materiales. Por ejemp1o, si 1a eeccién equivalente se desea 

de materia1 (!), 1ae dimensiones correspondientes n dicho mate

rial no cambian. I.e. dimensión horizontal del. material @ se -

cambia en la. relación l\ , donde r¡ = E:¡l'E1 • 

Para el caso contrario, es decir, ai se desea 1a sección 

equiva1~nte de material (g), el cual 

rizonta1 del. material. {!.) se cambia 

observamos que la relación r¡ ee la 

no cambia¡ la dimensión ho 
-1 I -en l.a razón ll = .s

1 
E 2 , 

reciproca de r¡-l. 

Los esfuerzos calcu1ados de la manera usual son correctos p!;_ 

ra el material. del cual está hecha le sección transformada. Pa

ra el otro material. el esfuerzo calculado debe lllUl.tipl.icarse 

por la relación l\ 6 r¡-1. del. área transformada. a la real. 

Hipotesis de cálculo para las vigas de concreto reforzado. -

i 0 ).- Se considera que el concreto no reaiate esfuerzos de ten

sión (por tanto, no se dibuje. en la eeccidn transformada). 

2°).- El concreto sólo mantiene en su lugar e.1 refUerzo de ace

ro sn la zona de tensidn+ de l.a viga. 

3°).- B1 eje neutro coincide con el que pe.ea por el centroide -

de la sección transformada. 

4°),- B1 momento estático del área a un lado del. eje centroidal. 

es igual. al. momento estático del área en el otro lado. 
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PROBLElllA III - 4. 

ca1cu1ar 1oe esfuerzos máximos, en e1 concreto y en e1 acero 

de 1a viga cuya sección transverea1 se muestra, para cuando se

tiene aplicado un momento positivo de 105 Kgf'-cm, y una rela---
~ ci6n de m6du1os elasticos 1\ = B = 10 • 

e 

e: 
De la 4° hipótesis de cálculo, se sabe que, 

sustituyendo, 

20x kd( k
2
d ) 36.1 ( 25 - kd) 

kd
2 

+ 3.Bl.kd - 95.25 • o 

cuya ao1uci6n ea, 

kd • 8.0 cm 
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Por lo tanto, 

d - kd = 25 - 8 = 17.0 cm 

Ca1cu1amos el momento de inercia de la nueva secci6n, con -

respecto al eje neutro. 

I = 

I = 14 424 .23 cm4 

Determinamos al escuerzo máximo de comprea16n en el concreto 

(de la parte superior), 

11! 
( IJ'"c )máx " - -I- c 

105 

14 424.25 ( 6 ) 

( ~ )máx = - 55.46 KE;r/cm
2 

Para el esfuerzo máximo de ten.si6n (en el. "acero") de.la seg_ 

ción trans~o:nnada, 

105 
= - (lO) 14424.23 <- 17> 

1178.57 Xgf/cm
2 

+ El momento de inercia del área trans~ormada, respecto a BU -

centroide ·ae puede deepreeiar. 
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PROBLBllA III - 5. 

Ca1cu1ar 1a carga (por unidad de longitud) máxima que ee ca

paz de soportar 1a viga que ee muestra en la figura, sin que se 

excedan 1oe esfuerzos admieib1ee ITcª 60 Kgf'/om2 
y U"t = 1 350 

Kgf'/cm
2

• 

~ 
.~ 

D.M. 
1 

Sección traneverea1 de 1a viga, 

Cá1ou1o de1 momento 

máximo• 

w (400) 2 

8 

llmáx - 20 000 w 

d=40 ci n- .:t:,:: .. ~J_ 
~ t"""'""'"''"'"'""'"'"' , 5 cm .nA

8 
= 12 (2x5.07)=12J..68 cm 

25 cm 

Para una a~ccidn eq~iva1ente de concreto, con una re1acidn de 

módulos, 1\ = T = 12 
c 

Por 1a 40 hipdteeia de oá1cu1o, sabemos, QC = ~ 

25xkd ( ~d) m121.6!l(40 - kd) 
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Simplificando y agrupando términos obtenemos una ecuacidn -

cuadre.tica, 

kd
2 

+ 9.734kd - 389.376 =o 

cuya ao1uc16n es, 

kd 2 15.4 cm 

y por l.o tanto, 

d - kd = 40 - 15.4 = 24,6 cm 

Cálculo del momento de inercia de l.a nueva seccidn, respecto 

del. eje neutro, 

I ~ 104 071.4 cm4 

a).- J?ara las f'ibrae en compresi6n (en el concreto de l.a parte

superior), 

sustituyendo, 

- 60 = - 20000 ·w 
104 071~4 <15• 4 > 



Despejando la carga por unidad de longitud, W • 

W= 
(60) (104 071.4) 
(15.4)(20 000) 

W • 20,27 kgf'/cm 
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b).- Para las fibrae en tensi.Sn (en el "acero") de la secci.Sn -

transformada, 

sus ti tuyendo 1 

20000 w 
l.350 2 -(l.2) 104071.4 (- 24.6) 

Despejando l.a carga por unidad de l.ongitud, W. 

w = 
(l. 350)(104071.4) 
(12)(24.6)(20 000) 

W = 23,79 Kgf/cm 

Entonces, la carga máxima por unidad de longitud, que es ca

paz de soportar la viga ess 

Wmáx ~ 20,21 Kgf'/cm 
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PROBLEMA III - 6. 

Para la viga, cuya sección transversal ee muestra en la fi-

gura, determinar: a). Bl. momento positivo máximo, de manera que 

no se excedan loe esfuerzos admisibles, 17"
0 

= llO Kgf/cm2 y --
2 

V-t = l 800 kgf/cm • b), El momento dl timo o plástico, para un -

:r~- 250 Kgf/cm2 (en el concreto) y fy= 3 000 Kgf/cm2 (en acero). 

T 

d• 55 m 

3# J.0 
5 cm ººº 

Para una sección equ:ivalente de concreto, con una relación -
Ea 

de módulos elásticoa, r¡ = -¡- = 13 
c 

Para determinar la posición del eje neutro, partimos de la -

4º hipótesis de cál.eulo, Q0 • QT 

sustituyendo, 

75x 10 (kd- 5) + 30 (kd - l.O)( kd
2
-lO )• 308.88 (55- kd) 
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Simplificando, obtenemos una ecuacidn cuadratica, 

kd2 + 50,6kd - 1282,6 =O 

cuya eoiucidn es, 

kd = 16.5 cm 

y por tanto, 

d - ltd ~ 55 - 18,5 = 36.5 om 

Cálculo de~ momento de inercia, de ia seocidn transformada,

reapecto a1 eje neutro, 

30 (16,5 - 10)3 
12 

+ 30 x 8.5 ( 6; 5 ) 2 + O + 306,68 (36,5) 2 

I = 560 564 cm4 

+ 

a).- Cá1cuio de1 momento positivo máximo en ei rango eiaetico.,,

medisnte 1a f6:r:muJ.e de 1a escuadría, 

Id = _ VI 
e 
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a11).- Para las fibras en compreei6n, sustituimos loe valoree -

correspondientes, 

(- 110)(560 584) 
18.5 

3 333 202.2 Kgf-'cm 

a12).- Para lae fibras en tenei6n, mediante la secci6n tre.nsfo!: 

mada, "tenemos s 

ea: 

J4 D -
lrI 
'\e 

(1800)(560 584) 
(13)(-36.5) 

~ 2 126 556.8 Kgf;-cm 

Entonces, el momento máximo positivo que soporta esta v~ga,-

Mmáx ~ 21.26 Ton -m 

b).- Cálculo del momento último (pllástico}, 

Experimentalmente se sabe que, con el momento último, loe e!!. 

f'uerzoe de compreei6n se pueden representar aproximadamente por 

un bloque rectangular da eei'uerzoe (ver la figura siguiente). '

'se acoetumbra suponer que en esta bloque de compreeidn el e11---

1'uerzo medio eB de 0.85 ~~ , es .decir, 

ºÚlt~ 0.85 f~ (k'd) b 
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Por otro 1ado, cuando e1 acero de refuerzo comienza a ceder

(en eu punto de f1uencia), ee inician 1ae grandes deformaciones. 

A ia fuerza respectiva ee 1e 11ama CAPACIDAD ULTIMA. a ia tensión 

do1 acero, por tantn; 

-75 cm___,¡ 

_E;!.!i·_ -k:Ji:i- -- hill-- -¡ 
U d=55c 

o 

¡._..¡ 
f' e 

,._____.¡ 
o.85f~ 

c k •Í_t::::El---

T 

e 

Por ia condición de equi1ibrio horizontai, 'iP' x = O , se tiene 

que; c,1:1.t = Tt11 t 

Sustituyendo ios vaioree' correspondientes, 

o.85(250)(k'd)(75) = (3x7.92)(3000) 



J.6l. 

Despejando e1 va1or de l.a incognita ea, 

k'd = 71 280 
0,85 (250)(75) 4,47 cm 

Para determinar e1 momento úl.timo, recurrimoe a la otra con

dición de equi1ibrio, :i:~.N. s O , 

k'd 
Túl.t ( d - -2-) - ¡,¡Ú1t = O 

Sustituyendo 1oe va1oree correspondientes, 

llÚlt a 7l. 280 ( 55 - 4 •2
47 ) 

ldúit = 3 761089 Kgf - cm 

O bien, 

37,6 Ton- m 
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XXX-4. MOMENTO PLASTXCO. MODUI.O DE SECCXON XNELASTXCO Y FACTOR

DE FORMA. DXMBNSXONAMXENTO POR RESXSTBNCXA DE VXGAS DE -

ACERO SXN CONSXDBRAR PANDEO. 

En este artícu.l.o se exponen loe conceptos que nos permiten 

comprender el comportamiento de una viga en flexión, auts allá 

del límite elástico. La teoría GBNERALXZADA DE LA FLEXION se b~ 

ea en la hipótesis cinelllltica básica, en loe requisitos de equ! 

1ibrio y en lna re1aciones no 1inea1ea entre e1 esfuerzo y 1a -

deforinación. Para la flexión ine1áetica (plástica) el eje neu-

tro de la viga puede no coincidir con e1 eje centroidal de su -

sección transversal. Coincide sólo cuando dicha áJ::ea tiene doa

e jes de simetría y el diagrama esfuerzo-deformación, para e1 ~ 

teria1 correspondiente, ea el mismo en tensión y en oompresi6a. 

Como ejemplo importante de flexión ine1ástica considárose 

una v~ga de sección rectan!!Ul.ar (con dos ejes de simetría), 

construida de un material e1astop1ástico y cuyo diagrama esfuez:. 

zo-deformación se representa en la figura XXX-5. 

~ 

(Tensión) 

(Compresión) 

Fig. XXX-6. Diagrama esfuerzo deformación de un material e-

lastop1ástico. 
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En J.a figura III-6 se representa la viga mencionada, en la -

cual es posible una separación bien definida del elemento en z~ 

nas elásticas y plásticas. 

·1~1-~ _Ihtfl ~ •r L¡J r 
YP YP 

Fig. III-9. Viga elastoplástica en diferentes etapas de de--

formación. 

Como podemos obaerv~r, existe fluencia en las partes sup~--

rior e inferior de la al.tura h, para un determinado nivel de -

deformación, Fig. III-6(a). Para una cierta magnitud del momen

to· ap1icado, con deformac~ones mayores oe reduce la zona o nd-

cleo el.ástico. 

Momento plástico. Las deformaciones que pueden ocurrir dlll'll!l 

te la fluencia son mucho mayores que la deformación elástica m! 
xima (15 a 20 veces mayores que esta última), Por tanto, puesto 

que cambios de forma inaceptablemente grandes de la viga se pr!?.. 

ducen junto con deformaciones lineales muy grandes, el MOL!ENTO

PLASTICO (~) puede tomarse igual al MO~':ENTO ULTIMO (Mu)• 

Entonces, la distribución de esfuerzos que se indica en l.a -

figura III-6(d), se aplica después de que ha ocurrido una gran-
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deforme.ci6n general de la viga. Esta idealizaci6n de le. distri

buci6n de esfuerzos es admisible y tiene un sie;nificado físico

simple 1 Toda la mitad superior de la viga está sometida a un e!_ 

fuerzo de cornpreai6n uniforme ( lryc), en tanto que la inferior

está toda bajo un esfuerzo do tenai6n uniforme (<Tyt>• 

En resumen tenemos que, al aumentar progres~vamente e1 momea 

to externo, las derormaciones son raayores, reduciendo as! ia z2,_ 

na o núcleo elástico y awnentando la plastificaci6n. 

En la zona elástica: El momento flexionante resistente de 

una viga (de aecei6n rectangular) cuando lee fibras extremas 

llegan justamente al límite de fluencia ( ITYP), estará dado par

la ·f6rmula de la flexi6n elástica, 

donde, 

f;f s 
YP 

M Momento flexionante resistente 
y 

ll"yp Esfuerzo de fluencia 

S ~ Módulo de secci6n elástico 

(IrI-8) 

El eai'uorzo en las fibras extremas, calculado con.bese en la 

f6rmula de la escuadria para el· momento flexionanto último de-

terminado experimentalmente, se llama módulo de rotura del mat~ 

rial en flexión. Ea mayor que el esfuerzo real. Para materiales 

cuyo ·di.agrama V - & eie aproxima a una l!nea recta hasta el pun

to de resistencia última, es pequeña la discrepancia entre el -

esfuerzo máximo y el m6dulo de rotura. 
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En la zona plástica: El momento plástico o 111.timo de la viga 

estará dado por la f6rmula siguiente, 

donde, 

M 
-E... 

z M 
p 

M 
u 

Mp = Jlu - l.ilo~·.ento plástico ( 111 timo) 

V'Yl> Es:f'uerzo de fluencia 

z ~ M6dulo de sección inelástico 

V-yp Z (III-9) 

Una aplicación muy importante de esta expresión es cuando se 

trata de cargae estáticas, como las que se presentan en edifi-

c~os, entonces J..as capacidades u1tima.s se pueden determinar ut!_ 

lizando METODOS PLA.STICOS (de análisis o de diseño). Para eete

mátodo se define el Módulo de 9ección inelástica~ z. Que tiene

una interpretación semejante y las mismas unidades que el módu

lo de sección elástico. 

Factor de Forma. (F.F.). El factor de forma. ee define como el 

cociente del momento plástico entre el momento flexionante re-

sistente en una viga. Esta relación depende unicamente de las -

propiedades de la sección transversal de un elemento dado. 

F.J!'. = ; ( III-10) 

+ Los valores del módulo de sección inolástico para muchos per

files de acero estructural, se encuentran tabula.dos (Pág. 29_8). 
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PROBLEMA Ill - 7. 

Para la sección rectangul.ar obtenga e1 ractor da forma F.P., 

considerando que el material da que esta construida la viga ti~ 

ns un diagrama. u- - e 

+EJ-
1 6 1 

e 

Debido a la simetría de 1a sección el eje neutro coincide -

con su centroide; y= h/2 Además se cumple la condición de -

oquill!:brio horizontal ( I:F x = O ) , de donde, 

Entonce e, 

~V 
.4 y 

a).- Cálculo del momento rlexionante en el rango elástico,' 

{C)(d) = (T)(d) ..B.1!.. 'V >< Lh > 4 )f 3 
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o bien, mediante la :t'órmuJ.a de la eecuadria, 

Id fT I 
fT +c Id _:¿__ 

y y c 

sustituyendo, 

3 
fT ( ..!LlL) 

bh2 
Id 

y 12 
"':r --0-

y h 6 y 
2 

y como lly = 5 fTY , deducimos que el módulo de sección elaatico 

para un rectangul.o ea: 

5 = 

Debido a que no cambia la posición del eje neutro en la pla.!!. 

ti:t'icaci6n, se sigue cumpliendo la condición del equilibrio -~ 

horizont!EI., 

Entonces, 

C=T=cu;.c ~))b = ~h ITY 

b).- Cálculo del momento último o plástico en el rango ineláe-~ 

tico, 
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(T){d) ~u-){.!l..) 
2 y 2 

Por aná1ogia, determina.moa e1 m6du1o de aecci6n 1ne1áatico-

para e1 rectangu1o, 

z = 

Y e1 factor de forma ea: 

Por 1o tanto, 

F.F. 6 
4 P.P. X 1.5 

Bato quiere decir, que ?"ra l.a viga de ae.éción rectangul.ar -

el. momento ll.l.timo ( •u) ae puede exceder en .un 50" , antes de

que se a1cance l.a capacidad ll.l.tima de tal. viga. 
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PROBLEMA III- 8. 

Para la viga. con la aecci6n transversal qua se muestre. en -

1a figura, determinar: a).- E1 máximo momento que soporta en e1 

rango e1áatico (M }, suponiendo un est'uerzo de f1uencia de1 ma-
y 2 

teria1, ~ = 2 500 Kg/cm , b) .- E1 momento plástico, c) .- E1 f'a~ 

tor de f'orma y d).- El momento~ cuando s61o se han plastifi

cado 1os patines. 

Debido a 1a simetr!a, e1 eje neutro coincide con e1 centtroi-· 

de de 1a sección; y = a.o 

Cá1cu1o del momento de inercia respecto al eje neutro, 

I'" ( 1(14)3) + 2( 10(1)3 + (10x1)(8 - 0.5)2) 
12 12 

I '"J.355.3 em
4 

a).- EJ. momento máximo en el rango eJ.áetico, 

V' = y . 



(2 500)(1 355.3) 
8 = 423 537. 25 Kgf-cm 
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b).- Para determinar el momento pláetico, primero cálcuJ.amoe 

lae fuerzas normales, 

(Q""y X 1)10 10 ()"y = 25 000 Kgf 

1 (]' 
y 

• 7 1T y 

17 500 lfg:f' 

17 500 Kgf 

J.O U-y • 25 000 Kgf 

Observamos que se cumple el equ:l.J.:l.brio horizontal. ( :E.P x a O ) , 

Entonces podemos cal.cal.ar e1 momento p1ástico, 

25 000 ( 2 X 7 o 5) + l. 7 500 ( 2 X ) o 5) l!p 

MP = 497 500 Kgf-cm 

e).- El ractor de rorma, 

P.P. = 497 500 
4235)7.25 

P.P. = l.17 
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d).- E1 momento»,_ cuando adlo a• han plaatificado·loa pati

nes, 

Cl = ( Q"°y X l ) X 10 

ITyx 7 
02= ( 2 ) X l 

Por a.nál.ogia, 

t 2 8 750 Kgf 

t
1 

• 25 000 Kgf 

10 IT"Y m 25 000 kgf 

3.5 ITY = 8 750 Kgf 

Dado que ae cumple al equilibrio horizontal (E~x= O), pod.!. 

moa cal.cu1ar entonaes, e1 momento ~· 

25000 (2x7.5) + 8750(2x 7/3) = 1":J_ 

~ 375 000 + 40 833.3 

~ = 415 833.3 Kgf'-cm 

o bien, 

l'J_ = 4 .15 Ton-m 
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PROBLEll!A III - 9. 

Determinar el factor de forma para la viga cuya sección 

transversal se muestra en la figura, considere un diagrama r;r - & 
sim.Strico. 

7cmj_O __ íl\,~·= __ ~:. ~, 
3 cm EJ}.2 cm &::· ~ 

2 4 cm 2 

Localización del eje neutro (desde la base), 

(8x10)(5) - (4x7)(3.5 + 3) 

(8 X 10) + (7 X 4) 
4.2 cm 

Por medio del teorema del eje paralelo, cálculamos el momen

to de inercia totai. con respecto al eja neutro. 

I 666.67 + 51. 2 - (114. 33 + 148.12) 

I 455.4 cm4 



a).- Ca1culo del. momento fl.exionante en el. rango el.ástico, 

r;r I 
_J[_ 

e 
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b).~ Determinamos ias fuerzas normaiee, suponiendo ia misma po

eición de1 eje neutro. 

O ( ITY (5.8))( 2 + 2) = 23.2 ITY 

( (]"'/ (4.2 - 3))( 2 + 2) - 4.8 (fy 

T= 

(ITY(3))(8) 

• • T = 28.8 u;, 

Sin embargo, con esta posición del. eje neutro no se cumpl.e -

el. equil.ibrio horizontal. ( l:P' x = O ) , por tanto, no podemos cal.

cul.ar e1 momento ~l.timo, 

Para obtener l.a nueva posición del. eje neutro, partimos del.

supuesto de que el. área en compresión ea igual. al. área en ten-

aión, 
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En 1a eiguiente figura ee repreeenta 1a nueva poeici6n de1 -

eje neutro y el b1oque de esfUerzos correepondiente a 1a p1ast,!_ 

:ficaci6n tota1, 

2 
1 

4 cm 2 1.-¡;r---l 1 r 1 

t~l-'"'"' 
e 

7 
_E.=....N.!.. ____ 3.25 cm 

0.5 cm 

e Y1= 3.5 2 cm 
ti 

3 t2 

CálJcuJ.o de 1as áreas, 

AT = (8 X 3) + 2 ( 2(y1 - 3)) = 24 + 4 y 1 - 12 

Igua1ando, 

Por coneisuiente, 



175 

b•).- Determinamos 1as fuerzas normalee, partiendo de la nueva

posici6n de1 eje neutro, 

t 1 2(<Tyx(3.5-3.0)x2) 

t 2 • ( Vy X 3 ) X 8 = 24 a;. 
2 V" 

y } T = 26 ITY 

Observamos que se cumple el equi1ibrio horizontal, ( ZF x = O ) 

Para determinar e1 momento pláetico, recurrimos a 1a segunda 

condición de equilibrio, (I:~.N. s O). 

Sustituyendo, 

ll!u = (84,5 + 0,5 + 48) ITY 11\, = 133 ITY 

Por tanto, el factor de forma es: 

F.P. 

P.P. = 1.7 



CJU'. IV. DESPLAZA.lóIENTO EN VIGAS 

IV-1. DIAGRAMAS CARGA-DESPLAZAMIENTO Y MOMENTO-CURVATURA EN VI

GAS 

Frecuentemente, el proyecto o diseBo de una viga queda date!: 

minado más por su rigidez que por su resistencia. Por tanto, -

hay dos razones importantes por las cuales puede ser neceeario

el conocimiento de la de:flexión de una viga. Le. primera ea eim

pl.emente para poder predecir la ºflechaº de una viga bajo car-

ga. En edificios y partes de máquina, las especificaciones y -

otros requisitos limitan, a menudo, la deflexión que puede tol!!_ 

rarse. 

Una segunda, y posiblemente at1n más significativa razón para 

calcular las.dérormaciones es que para la solución de la vigaa

estáticamente indeterm:!,nadae se necesita la de:flexión de la vi

ga y sus características giratorias. 

Se utilizan varios mátodos para determinar la deformación de 

la~ vigas. Aunque basados en los mismos principios, difieren en 

su tácnica y en sus objetivos inmediatos. En este capítulo se -

176 
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estudian tres de estos m6todoa, loa cua.1ea son: 

a) El método de la doble integración. 

b) El m&todo del área de momentos (teoremas de Mohr). 

c) El método de la viga conjugada (peso a elásticos). 

Def1exión o flecha (v). Ea el desplazamiento (desvi~ción) de 

un punto situado sobre la curva eláetica, que presenta una viga 

con respecto a su posición inicial sin carga, este deaplazamiea 

to se debe precisamente a la acción de momento riexionante o 

fuerzas aplicadas a su eje, como se indica en la fig. IV-1. 

Curva elástica (o simplemente elástica). Es el nombre que?'!!. 

cibe el eje flexionado de la viga, el cual ee mu~stra sumamente 

exagerado en la fig. IV-1.. Poden1oe obtener eu ecuación en t<!rm.:!,. 

nos de la.a coordenadas x y v, te.1 como v = t'(x). 

·~~-.d~x 
~ Curva elástica 

+- L -+ 

Fig. IV-1. Viga cargada y su curva elástica (represntación -

exagerada). 

Si aislamos un segmento. de la viga cargada, como·se mueStra-
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en l.a figura IV-2, y consideramos que los el.amentos mecánicos -

que se presentan tienen signo positivo, podemos deducir ecuaci2 

nea diferenciales importantes. 

Fig. IV-2. Segmento de viga cargada y sus el.amentos mecánicos 

Por la condición de equilibrio vertical., tenemos¡ 

V W AX - ( V - AV ) = O 

'/ W AX - ;I + b.V ) = O 

W AX+ AV = O 

w 

Tomando el l!mi to cunndo AX _,.. O 

dV w ~ dX 

¡F =O 
y 

(IV-1) 

Por la condioi6n de equi.l.ibri.o '.U!B = O , tenemos que, 

M + VAX - WAX ~ 
2 

(M+Alll)=O 

)I:' + V AX - W A.X t.
2
x - )'!' + Ali! O 
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V AX - 'N AX 
_g_ AM 

2 

V -
IV.AX AM 

--2- AX" 

Tomando el límite cuando AX _,. o 

V 
dM 

(IV-?) dX 

Continuamos con 1ae relaciones entre curv'atura-deformaci6n y 

entre curvatura - momento flexionante • . 

La hip6teais cinematica fundamental, de que las secciones 

p1anae de una viga, sometida a f1exidn pura, permanecen planas

despuás de la deformación, proporciona la base de.la teoría. 

L 
Fig. rv...:3. Deformaci6n de un segmento de viga en 1'1exi6n. 
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Da l.a figura IV-3 tenemos que, 

de es l.a l.ongitud inicial. de todas l.a fibras y 

d u es un incremento para val.ores de (-y) 

Esta deformación total. se obtieno mediante, 

du -yde 

mul.tipl.icando ambos miembros de l.a ecuación por (l./ de) 

~ 
ds --------( l. ) 

de l.a misma figura IV-3, obtenemos fácilmente, 

ds p dd 

y de geometr!a anal.!tica se sabe que el. inverso del. radio de -

curvatura ( l./ p) ea praoi.eamente l.a curvatura ( K), 

l. -p= K = -2...\L· 
de ------- ( 2) 

Aplicando la. definición de deformación unitaria0 tenemos; 

e: du 
de -------( 3 ) 
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sustituyendo las eca. (2) y (3) en la ec. (l), 

g = -Y ( l/ f') 

Con base en lo anterior, se puede expresar la re1aci6n fun-

damental entre curvatura de la elástica y la deformación unita

ria como sigue: 

K 
l 

T 
--------( 4 ) 

Como en J.a deducci6n de esta expresión no se emp1earon 1aa -

propiedades del material, se puede utilizar tanto en problemae

ineláeticoe como elásticos. 

Recordemos que para el rango e1áetico, 1a. .deformaci6n l:!neal 

es1 

--------( 5 ) 

y los esfuerzos por flexi6n se obtienen, por: 

--------( 6 ) 

Sustituyendo la expresión 6 ) en la ( 5 L obtenemos 

.....!.1L.. 
El 

_____ ...; __ ( ? ) . 
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Por úl.timo sustituimos 1.a expresicSn ( 7) en 1.a ( 4 ) , 

K 
l. 

T 
__!!_ 
E I --------( 8 ) 

Esta expresicSn rel.aciona el. momento fl.exione.nte ( la! ) • en unS. 

sección transversal de una v~ga elástica cuyo momento de iner-

cia respecto al. eje neutro ee ( I), con 1.a curvatura. ( 1./p) de

l.a el.ástica. 

IV-2. ECUACION DB LA BLASTICA. CONDICIONES DB fl!ONTERA. CONDI-

CIONES DE CONTINUIDAD. OBTENCION DE ROTACIONES Y DESPLAZ~ 

MIENTOS POR INTEGRACION. 

En geometría analítica la curvatura en cordenadas rectangul.f! 

res se define por; 

l. .,.. 
p 

[l. 
dv 2] 312 

+C<i.7>. 

Puesto que son muy pequef!as 1.as defl.exionee (fl.echae) que se

tol.ere.n en :ia gran mayoría de 1.as estructuras do ingeniería,. -

tambián 1.o es 1.a pendiente dv/dx de 1.a curva el.áetica. Por tan

to, el. cuadrado de dicha pendiente ( v' ) 2 ea una cantidad d·e.,pr.2_ 

ciabl.e comparada con 1.a unidad, y 1.a ecuacicSn de 1.a curvatura -

en el. ple.no cartesiano ( x, v) se aproxima a: 



donde; 
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x - ea 1a distancia que 1oca1iza un pwito de 1a cu.rva

el.ástica 

v - es l.a defl.exión o fl.echa de tal. punto. 

Sustituyendo esta ecuación en l.a expresión ( 8 ), obtenemos -

ecuacidn diferencial. correspondiente a l.a defl.exión de una viga 

el.áatica, 

( IV-3) 

Para una condicidn de carga dada, una viga adoptara una pos! 

cidn deformada particul.ar. Cada punto situado sobre l.a el.áatica 

tendrá una defl.exión ( v ) , y una pendiente ( dv/dx ) • Según ol. -

material. presentado hasta aqu!, la viga tendrá tambi~n val.oree 

de ia carga, fuerza-cortante y momento f1exionante, en cada PU!! 

to. Estas cinco cantidades están relacionadas y es átil. darse 

cuenta que l.o están en una :forma definida. Su rel.ación deberá 

comprende.rae tanto en términos físicos como matemáticos. 

La. :figura IV-4 muestra l.aa relaciones gráficas entre estas 

cantidades. 



1 
1 
1 
1 

1 1 

~ 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 
1 1 

' ' 1' 

1 
1 
1 

1 

~ 
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Carga dV d 2 d 2 
W = -dX = -- (EI -..:!)=(Elv")" 

dX2 dX2 

Cortante 
dld d d 2 v • 

V = - = - ( EI --.... ) = (BI v ")' 
dX dX dX" · 

Momento 

dv 
Pendiente e = dX V' 

De:f1exi6n v f (x) 

Pig. IV-4. Ecuaciones diferenciales de las vigas elásticas. 

Lo anterior significa que si se conoce la ecuación para la -

Ei14etica, 1a.e ecuaciOnes para l.a pendientet momento f1exionante, 

fuerza cortante y carga ap1icada se 9ueden dete:nninar por deri

vadas sucesivas. 
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Condiciones de fron tara y de continuidad •. Para la soluci6n -

de problemas de def1exiones en vigas, ademas de plantear las -

ecuaciones diferenciales, es necesario considerar las condicio

nes de frontera y de continuidad que nos permitan dar valores a 

las constwites de integraci6n. 

La.a condiciones de frontera pueden ser no homogáneas o bien

homoeáneas. 

Las condiciones de frontera no homogdneas son aque1las· en -~ 

las que se prescribe un valor para la fuerza cortante. momento

flexionante, rotación y desplazamiento en la frontera de la pi~ 

za estructural. Dicho valor se sustituye en 1~9 ecuaciones apr2 

piadas. 

La.e condiciones de :frontera homogéneas más uti1izadaa en es

te artículo se dan a continuaci6n y dependen del tipo de apoyo

que se tenga • 

., 
a) EMPOTRALlIENTO ( O APOYO FIJO). En el extremo que se conside

ra, tenemos que X= a . 

V 

Viga 
.r-

Q~-~t========+-- X 

a 

La deflexión o desplaza---

miento es cero. v(a)= O 

La pendiente de la elásti

ca es cero. 

e(a) = v•(a) =o 
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b) ARTICULACION (O APOYO DE PASADOR), En e1 extremo que se con

sidera tenemos que X= a • 

V 

a Viga 

í 
X 

La def1exi6n o desp1azamie~ 

to es cero. v (a ) = O 

El momento f1exiooante no -

existe, por tanto. 

M (a)= EI V" (a) o 

c) EXTREMO LIBRE. Para cuando X= a. 

V 

Viga 
,~ 

• 
a 

X 

la fuerza cortante ee cero. 

V(a) = Eiv'" (a)= O 

El momento f1exionante no exis

te, rt (a)= Eiv" (a)= O 

d) Al'OYO GUIADO. Para cuando X = a. 

V 

Ia fuerza cortante ea cero. 

V (a)= Eiv'" (a) = O 

sE impide la rotaci6n de1.extr~ 

mo, o sea que 1a pendiente es -

cero. e (a)= v• (a)·= O 
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Condiciones de continuidad. Estas condiciones se refieren a

que en cualquier unión o junta de dos zonas o regiones de una -

viga deben ser iguales tanto la deflexión como 1as tangentes a

la curva elástica, sin importar 1a dirección en que se conside

re e1 punto común. Los requisitos de equilibrio de fuerzas y m2 

mentas están contenidos imp1Íoitamente en 1as ecuaciones de con 

tinuidad. Véase 1a figura IV-5. 

w 

Jr ª~ 
¡.-~~~~~~~--L.~~~~~~~~-.. 

D. V. 0 Ir~~-(_+_)~---'"--~~~-=~~-,-
~ 

_____ 111..,,_._C x_....) ___ 11II 
1 

( x) 

D.M. 
(+) 

D. 0. 

D. v. 

V 

Fig. IV-5. Condicionas de continuidad de una viga cargada. 
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Bn 1a figura IV-5 observamos que existen tres interva1oa --

bien definidos (debido a que cambian 1aa condiciones de carga), 

y eus ecuaciones correspondientes¡ 

o ~x sx
1 

x
1

!"0XSX2 x2 .$ X .S x
3 

MI(x) Mu(x) MIII(x) 

eI(x) ªu(x) 8 III(x) 

vI(x) vII(x) vIII(x) 

Entonces, podemos plantear las ecuaciones de continuidad pa

>ª el. punto B , cuando x = ~ 

Ecuaciones de momento 

MB 

>Condiciones de continuidad 

Bato quiere decir que e1 cá1cul.o de l.os val.orea eB y vB pue

de hacerse con cua1quiera de 1as doe ecuacionee (1a del. l.ado' ~ 

izquierdo o 1a del. lado derecho, del. punto en estudio), siempre 

y cuando se sustituya el val.or adecuado de la absciaa. 
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De igua1 manera procedemos para establecer lae condiciones -

de continuidad en el punto C , cunado x = x
2 

• 

Obtención de rotaciones y desplazamientos por integración. 

En la mayor!a de loe casos ee conocen la forma de apoyo de 1a 

viga y las condiciones de carga. El cortinte y el momento pue-

den determinarse mediante los procedimientos discutidos ante--

riormente, y el problema consiste en encontrar la elástica de -

la viga. 

La ecuación de la elástica se determina mediante la aplica-

ción de la ec. IV-3, donde la ecuación para el momento flexio-

nante de la viga se expresa en termines de (x) y de las condi-

ciones de carga. Esta expreeidn se sueti tuye para M en la eCU!:, 

ción IV-3¡ 

= V" = 
--1!LU_ 

EI 

Integrando la ecuación IV-3, Suponiendo E I constante, 

B I .J!:L = E I v• 
dX 

EI0 = J.~(x) dX + C
1 

(IV-4) 



190 

que es la ecuacicSn de 1e. pendiente ( e ) , y que permite determi

nar el valor de le. misma, o dv /dX en cualquier punto. Conviene 

observar que en esta ecuación c1 es una constante de integra--

cidn a determinar por 1as condiciones de frontera, 

Integrando de nuevo la ecuacidn IV-3, 

que es 1a ecuación de 1a e1ástice. de la viga y que permite cal

cular el valor de la ordenada v a cualquier valor de X. c 2 es 

otra constante de integracidn a determinar te.mbi&n por las con

diciones de :f1'J·ntera de la viga. 

Si las condiciones de carga ve.rían a lo largo de la viga, la 

ecuácicSn de momentoe tsmbi6n tendrá la variación correapondien~ 
te, Esto requiere una ecuacicSn de momentos entre cada dos pun-

tos sucesivos de discontinuidad de carga (carga aislada, comie:e. 

zo o terminacidn, o cambio de forma en las cargas repartidas),

lo que dará lugar a dos integraciones para cada tramo y, por -

consiguiente, dos constantes de integración para cada tramo t~ 

bián. La determinación de estas constantes se hace por medio de 
las condiciones de continuidad. 
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PROBLEMA IV - l.. 

Obtenga por medio de l.a ecuación diferencial. de segundo or-

den l.os diagramas de pendiente, O(x) y de CIU"VB el.áetica, v(x); 

para l.a viga que se muestra en l.a figura. Coneider~ que l.a ríg!_ 

dez a l.a f'l.exi6n es El= Ctte. 

200 Kgf' 

bl" 3.0 m *'"°"~ RB 

D. V. 
o 

200! 1200 

D. lli o o 

- 400[ .? 
D K O o 

~ 4~0JEI ~ -400/El 

-2 933.3/EI 

Cá1cu1o de reacciones.-

'/:P 2 o ~ - 200 = o y 

~ = 200 Kgf'. 

DilA = o 

-MR- RB(3) ·+ 200(5) o 

~= 200(5) 200(3) 

~= 400 Xgf'-m 

Para el. tramo (1) o X 3 

(momento) 

Sustituyendo en l.a ec. lV-3, 

2 
El~ = - 400 ( curvatur.a)· 

dx2 
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Integrando, 

(e.) EI : = El 9I = - 400 x + Cl (pendiente) 

Integrando nuevamente, 

(b) (curva eláetice.) 

Para el tramo (II), 3 X 5 

ll!II = - 400 + 200(x - 3) 400 + 200 X - 600 

MII = - 1 000 + 200 x (momento) 

SUetituyendo en le. ecuación IV-3, 

d
2

v 
EI --2- = - l 000 + 200 x 

dx 
e curve.tura) 

Integrando, 

(c) (pendiente) 

Integrando nueve.mente, 

(d) (c. eláetica) 
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Valuamos 1as constantes de integración, por medi:o de lae con_ 

diciones de frontera y de continuidad. 

1°).- CUando X= 0 

2°).- Cuando X• 3 

3º).- CUando X m 3 

Por medio de la lº condición y de la ecuación {a), tenemos, 

Por la 2° condición, igualamos las ecuaciones (a) y (c), pa

ra cuando x 3, 

400(3) + o 1000(3) + 100(3)
2 

+ º3 

º3 = - l 200 + 3 000 - 900 

Por 1a 3° condición, igualamos a cero la ecuación (d), cuan

do. X= ), 
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- 4 500 + 900 + 3 c
3 

+ e 4 = o 

Sustituyendo el. val.or de c
3

"' 900 y deepejando c
4

, 

900 - 3(900) .. 4 500 - 900 - 2 700 

:. c
4 

=r 900 

Por 1a 3° condici6n, isual.amoe l.ae ecuaci.onea (b) y (d), p.,,_ 

ra cuando x == 3 , 

2 2 wo 3 
200(3) + 0(3) + c2 = - 500(3) + -

3
-C3r + 900(3) + c

4 

- l. 800 + c 2 = - 4 500 + 900 + 2 700 + e 4 

º2 = - 4 500 + 900 + 2 700 + 900 + l. 800 

:. c2 ::s 1.800 

Siiati.tuyendo l.oa v!lJ.ores de J.as constantes de integraci.6n,. ~ 

en· 1ae ecuaciones correspondientes, obte'nemoa; 



(a•) BI0I z - 400x + o 

(b') Biv
1 

= - 200x 
2 (0) X l. 800 + + 

(o•) BI0II~ - l. OOOx l.OOx 
2 

900 + + 

(d') Biv1 I= - 500 X 
2 1Q.Q. x3 900x 900 + 3 + + 

Cál.cul.o de algunos val.ores necesarios para trazar el. diagra

ma de pendiente, e (x). 

Cuando X= 0 

•• BI0A= O 

Cuando X= 3 

:. BI0B CI - 1200 

Cuando x = 5 

•• BI00 = - 4733.33 



196 

Cá1cu1o de a1gunoe va1oree necesarios para trazar 1a curva -

e1áetica, v(x). 

Cuando X= 0 

2 
BivI(O) = BivA = - 200(0) + 1800 

•• BIVA s 1800 

Cuando X= 3 

BI vI(3) ~ BI vB = - 200(3) 
2 

+ 1800 

• • EI VB = o 

Cu.ando X = 5 

Biv
0

= -12500 + 4166.67 + 4500 + 900 

•• Biv0 • - 2933.33 
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EJEMPLO IV - 2. 

Para la viga cargada como se muestra en la figura, determinar 

la pendiente en B, GB ; la def'lexidn en B, vB y la pendiente de 

la elástica en e, e0 • La r:!gidez a la f'lexidn es EI = Ctte. 

0.059/EI 

D>G •. o.o~ 

-0.086w- ' 

D. v. 

Cálculo de reacciones. 

RA= 1.25 
1.50 

! Ton 

Í Ton· 
6 

Fara el tremo (I) O,,;x~0 •. 5 

Ji!I = t x - x
2 

(momento) 



Sustituimos en 1a ecuación IV-3, 

2 
Eiv" = EIL::'.... = ...2...6 X - x

2 

dx
2 

Integrando, 

(a) d 5 X
2 

El 
dx

v = El 0 1= 12 

Integrando nuevamente, 

( b) 

l'ara e1 tramo (II), de o.5 ,:;¡X ,:;;l.5 

(curvatura) 

.(pendiente) 

(curva elástica) 

Mu= 1-x - 2(0.5)(x - ..Qf> = ~ x - (x - o.25) 

Sustituyendo en 1a ecuación IV-3, 

2 
Elv"= EI~ 

dx
2 

Integrando, 

~X + ¡ 

( c) 
2 

Ei ddxv--EI0 X X O II = - U + 4 + 3 

(momento) 

(curvatura) 

(pendiente) 



199, 

Integrando nuevamente, 

( d ) (curva eJ.áetica) 

Váluamos J.ae constantes de integración, por medio de las con 

dicionee de ~rontera y de continuidad. 

iº) .- Cuando X o vI(O) = V = o 
A 

2º).- Cuando X 0.5 vI(o.5) = vII(o.5) VB 

3º).- Cuando X 0.5 9!(0.5) = en<o.5) 0B 

4º) .- Cuando X 1.5 VII(1.5) = ve =o 

Por medio de 1a 1° condición y de 1a ecuación (b), tenemos, 

EI(O)= ~ ~ () 36 - 12 ... 01 o ... 0 2 = o 

Por medio de J.a 4º condición y de 1a ec. (d), determinamos, 

- 0.1875 - - - - - - - - - - (i) 
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Por medio de 1a 3° condición, podemos igua1ar 1ae ecuaciones 

(a) y (c), para cuando x = 0.5, 

5(0,5) 2 

36 

- - - - - - - - - - - (ii) 

Por 1a 2° condición, igua1amos 1ae ecuaciones (b) y {d), pa

ra cuando x = o.5, 

- - - - - - {iii) 

Con estas expresiones, p1anteamoe un sistema de ecuaciones 

simu1táneas, para determinar s1 va1or de 1aa constantes, 

o - 0.1875 

+ o 0.0416 

0.01563 
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Cuya solución ea, 

Sustituimos el valor de las con.étantee de integración en las 

ecuaci.ones correspondientes, 

{a•) u XJ 
EI9I a 12 - 3 - 0.0868 

{b') EivI = u x4 - 0.0868 X + o 
36 12 

2· 
{e•) EI ªrr = -

X 
+ 

X 0.1284 36 4 
XJ 2 

{d.) Eiv11 m -
X 

0.1284 X 0.0051 36 + 8 + 

Para calcular el gíro en B, eB, basta su.Btituir el valor de-· 

x = O. 5, en cualquiera de l.aa ecuaciones {a•) 6 { c' ) , 

El &B = 0,024 

~ - 0.0868 
3 
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Para cal.cuJ.ar la def'lexidn en B, vB, sustituimos el val.or -

de x = 0.5, en cual.quiera de l.aa ecuaciones (b') 6 (d•). 

~ - 0.0868(0.5) 12 

Para cal.cuJ.ar el. giro en e, e0 , sustituimos el. valor de 

x =· l..5, en l.a ecuacidn (e•). 

~ 
J.2 + .J.b.21- - 0.1284 4 
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IV-). TEOREMAS DE MOHR. OBTENCION DE ROTACIONES Y DESPLAZAMIEN

TOS MEDIANTE LOS TEOREMAS DE MOHR. 

El. m'todo del. área de momentos+ es escencial.mente gráfico y

nos permite cal.cul.ar giros (6) y defl.exiones (v) en puntos par

ticul.ares eobre el. eje de l.a viga, que puede ser de secci6n y/o 

rigidez variabl.e. 

Este mdtodo esta constituido por doe teoremas fun~amentales, 

1os cuaies se basan en 1a geometría de 1a elástica, en e1 área

del. diagrama M/EI y en el. momento estático de dicho. área. 

Para deducir l.os teoremas, l.a ec. IV-3, d2v/dx2 
= 111/EI se 

puede escribir en J.as dos formas al.ternativas siguientes1 

_.!!_ 
dx 

de donde, 

d6 111 Ex dx 

E-) 
.dx 

.2.J.il 
dX 

.JL 
EI 

--------( i) 

De acuerdo con esta ecua.ci6n, el. área infinitesimal.· (M/El:) dx '

en el. diagrama M/El: es igual. al. ángul.o entre dos tangentes CO!!. 

eecuti.vae, como se muestra en l.a :figura l:V-6. 

+ En l.868, Otto Mohr, de Dresden, Al.emania, ide6 un m'todo sim~. 
l.ar par~ cal.cul.ar rotaciones y de:fl.exhnee de l.a el.ásti.ca. 
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Si el ángulo pequefio, d0, para un elemento, se mu1tiplica 

por su distancia. x, a un origen arbitrario, se obtiene una 

distancia vertical dt, figura IV-6. Como sólo se consideran de

flexiones pequeBas, hay una diferencia despreciable entra el ª!:. 

co DD' y el segmento vertical dt, 

M 
dt a de(x) = Erdx (x) --------(ii) 

M/IE 

V 

F~g. IV-6, Relacidri entra el diagrama de lri/EI y la curVa --· 

elástica, 
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Integrando lae ecuaciones (i) y (ii) entre doe puntos cuale~ 

qui·ra, tales como A y B, de la f'igura IV-6, se obtien•n loe -

dos teroremas de1 área de momentos. 

lº TEOREMA 
B 

=5 :r dx 
A 

(IV-5) 

El primer teorema indica que la integral del área del diagr!!; 

ma M/BI, comprendida entre las ordertadas en dos puntos de la -

elástica, da la deaviaci6n.angu1ar entre las tangentes corres-

pondientes. Entonces, la expreei6n anterior dice que el ángulo

(medido en radianes) entre las tangentes a dos puntos A y B de 

la curva elástica, ea numéricamente igual al área ( ~ ) del dia

grama de momento f'lexionante M/EI, por tanto, 

Ahora bien, si se conoce la pendiente de la elástica en un -

punto, como el A , ae puede determinar la pendiente en otro -

punto como el B• 

Si la suma de las áreas elementales entre dos puntos cuales

quiera, oomo A y B, es positiva, la tangente de la derecha en

B ha girado en sentido contrario al de las manecillas. del reloj 

con reePecto a la tangente en A; si dicha suma ea negativa, l.a 
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~ - ea el. área total. del. diagrama 111/EI entre l.os -

doa puntos considerados 

X es ia distancia horizontal de1 centroide de es

ta área al. punto A. Pig. IV-7. 

Por analogía, la desviación tangencial de un ptmto B con re.!! 

pecto a la tangente en el punto A es, 

donde 

M/EI 
X 

o 
A 

V 

se mide deade la vertical que pasa por el pW1-

to B al centroide del área considerada. Figu

ra IV- 7. 

il 
M/EI 

X 

X 
B X 

X 

Pig. IV-7. Significado de loa signos de la desviación tangen. 

cial. 
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En J.as eCUB.Cione.a anteriores, l.as distancias X y x 1 Se CO!l 

sideran siempre positivas, y como E e I son tambit!ln cantidades 

positivas, el signo de las desviaciones tangenciales dependen 

del signo de los momentos flexionanatee, Un valor positivo de 

la desviación tangencial indica que el primer punto está por e!!_ 

cima de la tangente a la elástica trazada por el segundo punto~ 

y por •l contrario, un valor negativo indica que el primer pun

to está por debajo de la tangente que pasa por el segundo (fi!Q! 

ra IV-7), 

Diagrama de momentos por partea. Para utilizar 1os teoremas

de1 área de momentos, cuando se tienen ap1icadaa cargas máa CO!! 

plicadas, recurrimos al mátodo de DIAGRAMA DB KOMENTOS POR PAR

TES, en el cual se considera a la viga fija en algún punto con-

1aa partee restantes actuando como vigas en vol.adizo; 1o que -

nos permite trazar un diagrama de momentos separado para cada -

carga. 

Nuestro proposito es sustituir las integraciones, por cálcu

los seguros y sencillos del área de cualquier parte del diagra

ma de momentos, y del momento estático de dicha área respe.cto -

de un eje cualquiera. 

Cuando se trazan los diagramas para todas las cargas que ac

túan sobre la viga, la suma algebraica de todas las ordenadas -

en cualquier lugar tendrá el mismo valor que la ordenada corre~ 

pendiente del diagrama compuesto. 
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Mediante 1a ecuación M = K X n podemos representar, el e:fecto 

de cua1quier carga individua1, en ei diagrama de momentos por -

partee, :figura IV-8. 

b 

Fig. IV-8. Diagrama de momentos f1exionantes. 

E1 área comprendida entre dos ordenndas cualquiera. ( A y B )

y 1a posición de1 oentro de gravedad ee determinan mediante 1aa 

siguientes expreaiones1 

Jlrea bh 
n+1 

Por ejempl.o, una ménsu1e. que soporte. un par lllo en el. extr'euío 

tiene una 1ey de momentos de1 tipo K X n donde K = Mo y n o·, -
ea decir, • ~ llo X 0 

• En otras pe.J.abras, un par da lugar a una-

1ey de momentos de grado cero. Aná1ogamente, una. carga concen-

trada da origen a una l.ey de momentos de grado uno, M = P X ¡ -

una carga uniforme, ley de momento e. de grado dos, 14 ~ ~ x 2 ¡ etc. 
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En la tabla siguiente ee presentan algunos diagramas y su C2. 
rrespondiente ley de momentos. 

Ley de Diagrama 
momento e grado de momentos Jlrea X 

l ¡---i-
b M Mo o 1 

1 Ih~M0 bh + 2 
..-- b = L----.. 

K = PX is w bh b 
____ +_' _ rh~PL -2- 3 
t+---- b = L----< 

M = .:f!...x2 22 ~r.,•;' bh b 
2 -3- T 

b:11L--ti1 

!ti m 6WL x3 32. \Á}~~' bh b 
-¡-- 5 

,.___b = L _,. 
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PROBLEMA IV- 3. 

Para la viga cargada como se muestra en la figura, detenni-

nar por el método del área de momentos, la pendiente en B, (0B) 

la deflexi6n en B, (vB) y la pendiente de la elástica en e, -
(00). La r!eidez a la flexi6n es EI = Ctte. 

J; ~T/m : 

1 o.5 1.0_~ 

"~" 
D. h!; 

~ 5/l2El 

D. :I' 

Conocidas las reacciones.-

Re= + Ton 

Ton. 

Después de trazar el din-

grama de momentos por par

tes, ca1cul.amoa las áreas, 

l 5 

~ = 
<2H'l2EI) _5_ 

1 
2 48EI 

l l 

~ = -
<2H4 El) l 

2 +l. 24EI 
2 

l 

f = 
(:L)(4EI) 1 

3 
2 l:2EI 



21.2 

Cál.culo de la desviación tangencial tAC' 

tAc= 

a}.- Por medio de trigonometría, determinamos la pendiente -

de la elástica en e, ec ; 

51 __JL 
576EI (1.5) = 576EI 

O bien, 

9 0 = 0.059/EI 

b}.- Por medio del 1° teorema del. área de momentos, determi

namos l.a pendiente 9B , 

Despejando aB ; 

! = 
3 
~ 
576EI 

34 - 48 
576BI 
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O bien, 

9B=- 0,024/EI 

e).- Para determinar la deflexi6n, vB' primero calcu1amoa -

la desviación tangencial, tBC ; 

Por medio de trigonometría. obtenemos, 

1,0 

~ 
576 EI 

l.6 
vB~ 576iI 

O bien, 

VB = 0,031/EI 

__ 1 __ 

36BI 
34 - 16 

576 EI 
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PROBLE!IA IV - 4 • 

l?ara la viga cargada como ae muestra en 1a f'igura, determi-

nar lae pendientes 9B , 9A y la deflexi6n de la elástica en el.

punto e, (v 0 ). La rigidez a la fl.exidn es BI = Ctte, 

M 
D. El' 

Cálculo de reacciones.-

2.5 ~ -2.5(1.25)-5(1.5)= o 

4.25 - 2.5 ~ + 5 =o 

Deepuáe de trazar el. diagra~ 

ma de momentos por partas, 

calculamos lae áreas. 

f -
e 2. s><1ºi~25l l.3,28 

2 BI 1 

f = 

(2.5)C-3ii25) 2,60 

2 2 + 1 E! 

f = 
C1.5H1g{> 

~ 
3 

2 BI 



Cálculo de la desviación tangencial tAB' 

( 
1~·128 ) (l.667) - ( 

2B~O) (l.875) 

~ 
BI 
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a).- Por medio de trigonometría, determinamos la pendiente -

de la elástica en B, (eB) 

...lld2.... 
EI (2.5) 

b).- Por medio del lº .teorema del área de momentos, determi:.. 

namos la pendiente aA y l.a pendiente e
0

, 

_§.:.L 9A = EI 

GA = - 3.87 /EI 

= t + 
l. 

l.3.28 - ( - 2.6) --¡u:- EI 



Cál.cu1o de J.a pendiente ªe' 

.A9 sc= ªe - ªs - ~3 

.. 0 c= r + ªs = ~ + ...§..:.2... 
El El 

3 

ªe~ 
J.2.522 

El 

CáJ.cuJ.o de l.a desviación tangencial. tBC , 

f i3 = ( 5xi22 )( J..O) 
3 

2l.6 

c) .- Para determinar l.a de:fJ.ex:l.6n v B , obtenemos por tr:l.gon.!?_ 

metr!a J.a si©I:l.ente rel.aci6n, 

( _§..:.,2_) ~ vc=l.• 5 El+ EI 
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I'ROBLEJdA IV - 5. 

Emp1ewtdo e1 método de1 área de momentos, para 1n viga car~ 

da como se muestra. en 1a figura, determínese 1a pendiente y 1a

de:f1exi6n de 1a elástica en e1 punto "A". Suponga qua eJ. módulo 

de e1áaticidad ea E= Ctte. 

I 

D. JI. 

f 4I © 

...!L 
2BI 

M m 
"' lll 8EI 

D. EI "--.=...1---'-'-d------' 
,._ ___ lL_,l 

4 

~---- 2.L---~ 6 

Cálculo de reacciones.-

- R0 (L) + lil = O 

ªe=+ 

Después de trazar e1 dingr.!!_ 

ma de momentos por partes,

ca1cul.amos las areas, 

L M 

f = 
«2> (2EI) 14 L 

2 8'EI ). 

L M 

~ = 
(2) ( ~2)4BI) ML 

2 32'iff" 2 



Cálculo de la desviaci6n tangencial tBC , 

+ 

Por trigonometría, deterrainamos 1a pendiente a0 • 

11 14 L2 

tBC 96EI 
6 c= --L- L 

21a 

a).- Por medio del 1° teorema de1 área de momentos, determi

namos la pendiente 6 A , 

= i 
2 

+ 

6A= GC - ¡ - I 
!2 !3 

Sustituyendo loe va1orea correspondientes, 

ML 
32 EI 

lllL 
i6'Ei 
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Calcu1o de la desviación tangencial. tAC , 

+ 

L!L 5L ML ...l,k. 
tAC = ( J2iü )( -6-) + ( í6'EI')( 4 ) 

b) .- Cál.cu1o de la dei'l.exicSn v A ; mediante trigonometr!a ob

tenemos la siguiente relación: 

~ 
VA= - 192EI 

_2L (...ll...~ 
96 BI 
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IV-4. PRINCIPIO DE LA VIGA CONJUGADA. OBTENCION DE ROTACIONES Y 

DESPLAZAllIENTOS MEDIANTE EL METODO DE LA VIGA CONJUGADA. 

Como se indicó en 1a figura IV-4, derivando cuatro veces 1a

ecuaci6n de 1a e1ástica se obtienen 1ae siguientes re1acioneB•, 

EX v Def1exi6n ( ordenada de 1a e1áatica) 

EX 
dv Pendiente dX = 

EI d2v Momento M 
dx2 • 

EX d 3v = Fuerza cortante 
dx3 

EI d4v Carga -2!... 
dx4 = dx 

Resu1ta evidente que 1as re1acion~e_ entre ordenadas,_ pend~ea 

te· y momento son las miSmaa que 1:ªª que exieten entre momen~o,

fuerza cortante y carga. Esto sugiere que puede ap1icarse e1 m~ 

todo de1 área de momentos para determinar e1 momento f1exionan

te, partiendo de1 diagr8Jlla de cargas, de 1a misma manera que se 

ha emp1eado para determinar 1as ordenadas a partir del diagrama 

de momentos. 

Aei, pude, e1 mátodo de 1a Viga conjugada o de 1oe pesos ~-
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el.ásticoe, utiliza la fuerza cortante y el momento flexionante

de una carga ficticia 111 / RI para determinar la pendiente y la -

ordenada de la curva elástica, aplica realmente loe miamos cál

culos que el método del área de momentos, pero con e1 inconve-

niente de no poner de manifiesto el. significado físico de di--

chos c~lculos. Este inconveniente es aún mayor cuando se aplica 

a las ménsulas y a las vigas con voladizos~ en las que hay que

ca.mbiar las condiciones de sujeción de la viga conjugada. 

De aquí que, en general, la viga principal y la conjugada no 

podrán tener las mismas condiciones de apoyo. En vigas eetátic.!!!. 

mente determinadas, en 1ae que la viga conjugada tambi6n lo ee, 

1ae reg1aa de transformación de apoyos son las siguisntesr 

l. Un extremo empotrado de la viga principal (e = v = O) ha

de transformarse en un extremo libre en la viga conjugada (Vfic 

Mfic = O). 

2. Un extremo libre en la viga principal ha de trnnfo:nnarse

en un extremo empotrado en la viga conjugada. 

). Una articulación en la viga principal ha de transformarse 

en un apoyo inte:nnedio de la viga conjugada 

4. Un apoyo intermedio en la viga principal ha de transfor--

mar se en una articulación de 1a viga conjugada 

5. Un apoyo extremo en la viga principal (v O) ha de tran!!, 
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formarse en un apoyo simple (Mfic = O ) •n la viga conjugada. 

Aplicando, puée, a una viga cargada con el diagrama de M/EI

loa principios estudiados para la determinaci6n de la fuerza 

cortante y momento flactor se tiene: 

a). Pendiente real fuerza cortante ficticia 

b). Ordenada real momento flector ficticio 

El método es directamente aplicable a las vigas simplemente ap~ 

yadas. En otros caaoe, taiee como mánsulas. vigas con vo1adizo~ 

ect., hay que aplicar las condiciones artificiales de sujeci6n

o apoyo ya discutidas. 
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PROBLEMA IV - 6. 

Determine las pendientes SB y ªc• y la dei'lexi6n V C ¡ por el 

método de la viga conjugada, para la viga carga.da como se mues

tra en la i'igura. Considere que la r!gidez a la flexión ea EI= 

Ctte. 

~RrJ= r @ 
® !p R1 h ,¡ .. l.5h 

1 

A 

._..o~o 

-4.5Ph 

- VIGA CONJUGADA -

Cálculo de reacciones.-

:!:P = O y 

-111 + 2P(h) + P(2.5h)= O 

~ = 2Ph + 2.5Ph 

Obtenemos ei momento en B, 

cuando x = h, 

MB = - 4~5Ph + )Ph 

~= - 1.5Ph 
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a).-"r.a fuerza cortante de 1a viga conjugada en una secci6n

cua1quiera es igual a 1a pendiente de 1a tangente de 1a 

viga real. en ese punto" 

Cá1cu1o de1 giro 8B , 

4. 5Ph + 1.5Ph 
El EI )( h) 8 B ª ( 2 

~ 
El 

Cá1cu1o de1 giro ªe, 

ªe= 
3Pll2 ( 

1 -¡.;5/11 
)(1.5h) 

E! + 2 

ªe 
3Ph2 

+ 
2.2:¡p112 

EI 2EI 

ªe= 
3 Ph'2 

+ 
1.2:!Ph2 · 

BI El 

ªe= 
4.122 Ph

2 

EI 

..2..E!L ( h) 
2BI 
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b) .-"E1 momento flexionan.te de ia viga conjugada en una sec

ción cualquiera es igual a la ordenada de la curva elás

tica (de:flexión) en ese punto". 

Cálculo de la de:flexión vB ; 

VB = (- 1.5 Ph )(h)(h) _ 
EI 2 2 

1.5 Ph3 Ph3 
2 EI - '""iI 

- l. 5 Ph3 - 2 Ph3 

2EI 

Cálculo de la de:flexión V C ; 

_ i.i:h(l.5h) l.5h 
2 <-3-> 

3Ph3 3.25Ph3 

- EI - EI 

6.6125 Ph3 

EI 



CAP. V. CORTANTE 

V-1. BSJ!'UERZO CORTANTE PROlmnro. RBLACXON ENTRB BL ESPUBRZO CO.!! 

TANTE VERTXCAL Y HORXZONTAL EN VIGAS. 

Como se indicó en l.a sección I-6, aparecen esfuerzos cortan

tes siempre que la resultante de las fuerzae aplicadas tienda a 

hacer que una parte del cuerpo se corte o des1ice con respecto

ª 1a otra. 

I~ V . ~ 
$ .. V 

V --f ~~¡~@Id l + V 

Pig. V-1. Plano de corte m-m para determinar el esfuerzo co~ 

tanta o tangencial. 

EefUerzo cortante promedio ( "T.m ) • A diferencia del esfuerzo 

normal, la distribución del esfuerzo cortante en una sección; -

226 
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tal. como la m-m de la figura V-1 1 no es uni:forme prácticamente 

en ningÚn caso, por tanto, la expresión matemática sólo nos da

u.n valor promedio, 

V 
-.;m =A ( Fza, /Long~ ) (V-1) 

Relación entre el esfuerzo cortante vertical y el horizontal 

en vigas. la consideraci6n del. ea~uerzo cortante verticnl, co

mo tal, es hace muy pocas veoes en el análisis y dieefio de vi-

gas, debido a que en este caso los esfuerzos cortantes vertica

les se relaci6na.n con loe esfuerzos cortantes horizontales, y -

esto es de gran importancia. Por ejemplo, cuando el material -

usado para la viga tiene baja resistencia al esfuerzo cortante

en una dirección (generalmente la horizontal), como ocurre con

l.a madera. 

O bien, cuando se con~truyen viga.e aiiadiendo cubreplacas a -

las eecciónes laminadas o ensamblando vigas de madera. Bn estas 

aplicac~ones, se deben calcular las fuerzas cortantes horizont~ 

les para determinar el número requerido de clavoa,remaches, Pª!: 

nos o la longitud de soldadura necesaria para que la sección -

compuesta trabaje como una unidad. 

La acción de los esfuerzos cortantes horizontales se obtiene 

observando el comportamiento de una viga compuesta de varias -

placas delgadas, col.ocadas una sobre otra, pero sin esta~unidas 

de ninguna manera. Cuando se aplica una carga a la viga y ocu-

rre la deformación, las superficies de con tacto entre las.pla-
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cae se deslizarán, y sus poaicion~a finales serán como se indi

c~ en la figura V-2. 
p 

Pig. V-2. Loe tablones no unidos entre ei se deslizan uno 

respecto a1 otro cuando ee cargan. 

Si estas placas estuvierán unidas por algún medio antes de ~ · 

que se aplique la carga (por ejemplo, por medio de pernos), la

viga actuará como una unidad. Estos medios de conexión impedi-

rán el deslizamiento de lae superficies individuales. Por cona~ 

gt.tiente loa pernos están ejerciendo f'uerzae cortantes horizont~ 

lea. 

V-2. PLUJO DE CORTANTE. SEPAHACION DE CONECTORES EN VIGAS. 

Considere dos aecci6nea 'adyaoentea (A} y (B) de una viga, a~ 

paradas una distancia diferencial, dx, como se indica en la fi

gura_ V-J. Si observamos la distribución de esfuerzos, debidos a 

flexión, en esta parte diferencial de la viga prismática (con -

igual área en sus extremos) y recordando que el producto de un

esEuerzo por una área nos da una fuerza, entonces podemos dete!:, 

minar la magnitud de las fuerzas que aot~an perpendiculares a -
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las secciones (A) y (B). 

Fig. V-3. Elemento diferencial de una viga, para deducir la

expreei6n de flujo de cortante. 

Si )(A no ea igual a ~ , coo::.o siempre ocurre cuando hay fue!: 

zas cortantes en secciohes consecutivas, o eea, que loa mamen-

tos flexionantes en estas secciones sufren un cambio infinitas.!:-_ 

mal. As! mismo en la distancia dx las fuerzas longitudinales -

F'A 'y PB varían en una fuerza infinitesimal dP, 

donde, 

F B p A = dP ~ I u-B dA -1 u-B dA 
A" A.o 

dF' =f !::L y dA - ( _2 y dA 
Ao I )Ao I 

dP = cill Q 
I 

( V-::2 ) 



230 

Ia. integra]. Q es e:J. momento est~tico (o de primer orden) del 

área parcial en estudio, A0 , con respecto al. eje neutro. Por 

definición, y es la distancia desde el eje neutro hasta el ce!l 

troide de A0 • La fuerza longitudinal que actúa no:nnalmente a 

cualquier ~arte seleccionada de1 área transversal., ea obtiene 7 

mediante la ecuación V-2. 

Sin embargo, en vez de trabajar con une. fuerza dl' que ee -

desarrolla en una distancia dx, es más significativo obtener -

una fuerza similar por unidad de longitud. 

dP 
dX q (Fza. / Long,) ( V-3) 

Esta cantidad recibe el nombre de FLUJO DB CORTANTE y se d.!!_:. 

signa por q • Físicamente tal cantidad representa la diferen

cia entre F B y FA para un elemento de viga de una unidad de

l.argo. 

q 
dl' 

dX 

Tomando en cuenta la ecuación IV,..2, dM / dx = V, se obtiene la.

siguiente expresión para el flujo de cortante en vigas: 

q ( V-4 ) 

donde, V - es la f'uerza cortante total en la seoción. 
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I - es e1 momento de inercia de toda el área tranver

sal con respecto al eje neutro, exactamente como

en la fdrmula de la flexión de la cual proviene. 

Q - ea el momento estático del área parcial con rea-

pecto al eje neutro. Y ae determina mediante la -

integral de (y dA) o por el producto A0 y • 

Separacidn de conectores en vigas. En el análisis de loa 

efectos de la flexión se ha puesto de manifiesto (Pig. V-2), 

que los distintos elementos que constituyen una viga compueata

tienden a deslizarse unos sobre otros. 

A continuación se estudia como determinar la separación o e~ 

paciamiento de los roblones o remaches, que en una viga compue~ 

ta unen sus elementos, para que resistan esta acci6n de desliz!!;_ 

miento. 

Partiendo de la definición de flujo de cortante podemos cal

cular la separación (S}, entre conectores que resisten una fue~ 

za (F), a un nivel en que conocemos el flujo de cortante, 

Flujo de cortante; 

Separacidn; 

q L 
s 

s = L 
q (V- 5) 
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PROB:tRJIA V -l. 

Se va a fabricar una viga de 8 plg X 12 plg con secciones de 

madera como se muestra en la figura. Loa clavos deberán espaci~ 

se a cada 3 plg y l.a fuerza cortan ta ea, V = l. 000 lb. ¿ Cual ª.!!. 

rá la magnitud de l.a fuerza sobre cada el.avo? 

í 2" 

1 8" 
12" 

\ , .. 

2" 

(8)(12) 3 

l.2 

8" 

Por l.a simetría. de l.a. se~ 

ción tranaveraal de l.a vi 

ga, sabemos que el. eje 

neutro pasa por el centro. 

ir= 6" 

Cal.cul.amos el. momento de

inercia de toda l.a. aec--

ción, con respecto al. eje 

neutroi 

981 pgl.
4 

Determinamos el momento eat~tico de la sección, al. nivel. que 

necesitamos conocer el flujo de cortante, 

Bl flujo de cortante as la fuerza cortante por pul.gada de -

l.ongi tud y as ca.lcul.a como 1 



q '" 
i_g_ 

I 

Sustituyendo l.os val.oree correspondientes, 

{l. 000)( 80) 
981. 

q si.a J.b/pl.g 
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como l.os el.avos estan espaciados 3 pl.g, l.a fuerza sobre cada 

par de c1avos ees 

p qxS 

p = (8l.,8 l.b/pl.g){3) = 245.4 l.b 

La. :l'uerz!l corts.nte sobre cada el.avo es l.a mitad de P, ~º sea: 

pcl.avo 

J! el.avo 

245.4 l.b 
2 

l.22. 7 l.b 
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PROBLEMA V - 2. 

Determine el espaciamiento de loe clavos, asegurar que la v! 

ga de aeccidn "T 11 construida de doe secciones de madera de 2 

plg X 6 plg mostrada en la figura actúa como una unidad. La --

fuerza cortante ea constante e 'igual a 125 lb y la resistencia-: 

permisible para cortante horizontal de un clavo ea de 94 lb. 

125 lb! 

1251~ 2 
10' 

122 
12[ D.VJ (+) 

Localización del eje neutro¡ 

(6X2)(6+1) + (2X6)(6/2) 
(2X6)'+ (6X2) 

6" 

>-----< 
2" 

5" 

3" 

5" 

Cál.culo del momento estático, al nivel en que se requiere cg_. 

nocer el flujo de cortante¡ 

Q = (2X6)(1+1) 2 24 pl; 
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Detenninación de1 momento de inercia de toda 1a sección, con -

respecto a1 eje neutro; 

I ~ 12 + 6X2(1+1)
2 ~ + 12 + 

Cá1cu1amoe e1 f1ujo de cortante, 

q = ..-1.JL 
I 

125 (24) 
136 

q 22.1 1b/p1g 

(2x6)(5 - 3)
2 

Como ea debe obtener una resistencia a1 esfuerzo cortante de 

22.1 1b por cada pu1gada de 1ongitud, e1 espaciamiento de 1oe -

c1avos eat 

s = 94 1b 
22.1 1b/p1g 

s = 4.25 p1g 
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V-3. ESFUERZO CORTANTE EN VIGAS. CENTRO DE CORTANTE. 

La fdrmul.a del esfuerzo cortante en vigae se puede obtener a 

partir del concepto de flujo de cortante. 

Eje 

neutro 

1 
' Pig. V-4. Deducción de los esfuerzos cortantes ~ yx y z xy 

en una viga. 

Una vista en isomátrico de un elemento diferencial, de una -

viga que soporta cargas transversales, se muestra en la figu.ra

V-4, en el cual se ha hecho un corte longitudinal a una distan

cia y
1 

del eje neutro. Además, se puede observar que la fuerza

equilibrante dF se desarrolla precierunente en el plano de la -

sección longitudinal, tomada· paralelamente al eje de la viga. ~ 

Por tanto, suponiendo que el esfuerzo cortante esta distribuido 

uniformemente a trav.!s de la sección de ancho b, podemos date!: 

minar su valor en el plano longitudinal dividiendo dP entre el 

área b dx. 

dP 
Z yx = Z'xy = ~ 
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Este ee el. esfuerzo cor.tanta horizontal. ""& yx . Sin embargo,

puesto que en un elemento infiniteeima1 ee:fUerzos cortantes nu

méricamente igua1es actúan en p1anos mutuamente perpendicu1ares 

(véase 1a sección I-6), se determinó también e1 esfuerzo ,;xy -

en e1 p1ano de 1a sección vertica1. 

Y da la ec. V-3, sabemos que, 

dJ' q dx 

Sustituyendo e_ste valor en l.a expresidn anterior, 

..9.. 
-C.xy = b 

_ys_ 
lb 

( V-6) . 

Esta ea 1a f6rmu1a para determinar 1os esfuerzos cortantes 

en 1as vigas~ y da sus '{a1ores en 1a sección 1ongitudina1. 

Loe esfuerzos vertica1ee actúan en e1 p1ano de 1a sección 

traneverea1 de 1a viga, prcduciendo 1a fuerza cortante vertica1 

V y, por tanto, se satisface e1 requisito de 1a estática, que

dice, 'i:Fy = O. 

+ E~ta fórmu1a fue deducida por D. I. Jouravsky en 1855. 
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Centro de cortante. El centro de corte de una sección trans

versal esta sobre una linea longitudinal para1ela el eje de la

viga. Toda fuerza transversal que se aplique pasando por dicho

centro no producira torsión de la viga. 

Para secciones tre.nsvereaies con un eje de simetría, e1 cen~ 

tro de corte siempre se localiza sobre tal eje, En el ceso de -

las que tienen doe eje de simetria, el centro de corte coincide 

con e1 centroide de 1a secci6n transversal. 

Considere W\a viga de aecoidn transversal ncH o perfil de e~ 

nal, que resiste una fuerza cortante vertical, Fig, V-5. la va

riación de q y "T. ea parabellica ad.e' largo del aJ.ma, y a lo · -

largo de loe patines horizontales dichas cantidades varian li-

el borde libre. 

Fig. V-5· Aruilisie para determinar el centr·o de corte de un

perfil canal. 

Bn el patín: El esfuerzo cortante medio "Ga/ 2 multiplicado 

por el área transversal del patin da una fuerza F1 • 
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En el alma: La suma de loa esfuerzos cortantes verticales e2 

bre el área del alma ea igual a la fuerza cortante, v. 

I
+h/2 

V= <.tdy 
-h/2 

Estas fuerzas cortantes P 1 y V que actúan en el plano de -

la sección transversal se muestran en la figura V-5(c), e indi

can que un par F1 • h y una fuerza V se desa=ol.lan en l.a sec

ción de la canal.. 

Ahora considárese el. segmento de viga voladiza de peso des-

preeiabl.e que se muestra en l.a figura V-6, al. oual se l.e apl.ica 

una fuerza vertical P paral.elamente al. al.ma a una distancia -

"e" de 1a línea. central. de la misma. Para mantener esta f'uerza

aplicada en equilibrio, se debe desarrol.l.ar en el. al.ma una fue~ 

za cortante igual Y. opuesta, V. Así mismo, para eliminar la --

torsión de la canal, el par P• e al F1 • h. 

Fig. V-6. Centro de corte del perfil canal. 

Ea P.oeibl.e obtener una expr~aidn para la dis.tancia "ª"• loe~ 
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J.izando el. pl.ano en qua ee debe apl.icar l.a fuerza P para el.im! 

nar J.a torsión de J.a viga canal.. 

Teniendo en cuenta, que; 

e = 
(l/2)0:a bt h 

p 

sustituimos el. val.or daJ. esfuerzo med1.o "T;a. 

e 

e = 

bth ..Y.L 
2P :rt 

( ~) ( V bt (h/2) 
2P I t 

( V-7) 

Observamos que 1a dietnncia "e" ea independiente de J.a magni

tud de J.a :fuerza. apl.icada P, ae! como de eu J.ocal.1zac16n a lo -

l.argo de l.a viga. La d1.eta.ncia "e" es una propiedad de una eec

ci6n recta y ee mida desde el. centro del. al.ma. haeta J.a fuerza ~ 

plica.de. • 

Podemos hacer una investigación sindl.ar para J.ocal.izar el. 

plano en que l.aa fuerzas horizontal.ea se deben apl.icar para el.!_ 

minar J.a torsión de l.a canal.. No obstante, para el. perfil. C , o 

canal. considerado, en virtud de su eimatr!a ae puede ver que el!. 

te pl.ano coincide con el. pl.ano que contiene el. eje neutro. :ta -
intersecci6n de estoe dos pl.anoe perpendiouJ.aris entre e! con -

al. pJ.ano de l.a eacci6n transversal. l.ooe.liza un punto qua ea el.

centro de corte y se designa con J.a l.etra "O" en J.a Pig. V-5. 



241 

PROBLEMA V - 3. 

Utilizando la expresión del esfuerzo cortante, determine su

distribución en una viga de sección transversal rectangular ma

ciza que transmite una fuerza cortante vertica1, V. 

I• b 

D~ la ecuación V-6, 

Integrando, 

V [ J._22 ]b/2 
-r; = T 

Y1 

1 
1 

--- 1_ 
1 
1 

V 
-;: 

?t.: =..l...-!.. 
ináx 2 A 

2 

~ [ ~2 - ~lJ 

Entonces, en este tipo de vigas tanto los esfuerzos cort,,n-

tee horizontales como los verticales varían parabólioamente. Y

el valor máximo se obtiene cuando y1 =·o 
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En el plano de la sección traneversal de la figura, lo ante

rior se representa esquemáticamente por ¡;máx en .el eje neutro

de la viga. A distancias crecientes desde el eje neutro, los e~ 

fuerzoe cortantes disminuyen gradualmente. En loe límites supe

rior e inf"erior de la viga, 1oa esfuerzos cortantes desaparecen 

cuando y 1 =· :t h/2. 

Determinamos el. momento de inercia para esta sección, 

Sustituimos en la expresión del esfuerzo cortante máximo, 

-l........L 
2 bh 

es decir, 

-r;máx = + + 
Partiendo de la definición de esfuerzo cortante .Promedio te. 

nemoe que, 

""'.náx = l.• 5 "t' med 
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PROBLEMA V - 4 • 

Para l.a viga de madera cuya seoci6n se muestra en l.a figura, 

determinar el. diagrama de variación del. esfuerzo cortante, ~. 

Para un cortante V= 2 000 Kgf • Además, calcule l.a separación 

máxima permisibl.e de los clavos, si cada uno resiste 375 Kgf. 

Cálcul.o dal momento de inercia, con respecto al. eje centroi

dal. (eje neutro), 

I = 
20 (3o) 3 

l.2 
2 (7.5 X (20) 3 ) 

l.2 I = 35000 cm4 

Sustituyendo en la formula del. esfuerzo cortante, 

2 _g_ 
35< b ) 

Para calcular de manera ordenada e1 va1or de1 ·esfuerzo cor-

tanta, en l.oe diferentes nivel.es de la eeooi6n tranevereal de -

·1a viga, el.aboramos 1a siguiente tabl.a, 
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Nivel. A (cm
2 ) y (cm) Q=yA b '?;= -ª-c...9..> 35 b 

Q) 100 12.5 1250 20 3.57 
100 12.5 ]. 250 5 14.28 

® 100 12.5 1250 

50 5.0 +_[2Q_ 
1500 5 17.14 

(¿) 100 12.5 1250 5 14.28 

100 12.5 ]. 250 20 3.57 

Para determinar la separaci6n máxima permisible de loe -

clavos, determinamos el flujo de cortante al nivel (2), 

Además sabemos que, 

Sustituyendo¡ 

Por tanto, s = 

q = 

..ll.. 
q 

q 

L c1250> = 
35 

2 (350) 
71.4 

71.4 Kgf'/cm 

S a 10.5 cm 
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V-4, RBVISION POR CORTANTE EN VIGAS DE MADERA Y ACERO. 

El esfuerzo cortante debe considerarse en el diseBo de cual

quier viga. Como e1 esfuerzo cortante frecuentemente no ee tan

crítico en el dise~o de las vigas como loa eaf'Uerzos de flexidn 

el procedimiento normal consiste en dimensionar la viga sobre -

la base de loa esfuerzos de flexidn, y verificar que en esa se_2; 

cidn no hay esfuerzos cortantes excesivos. 

Bn la práctica, los esfuerzos cortantes nunca controlan el 

diseBo de las vigas de acero, a menos que se apliquen grandes 

carga.e concentradas cerca da los apoyos. Be recomendable que e1 

lector in\.estigue las eapecifioacionea de diseHo en el raro ca

so en que ae apliquen cargas concentradas grandes cerca de un -

apoyo. 

Para las vigas de madera, cuya capacidad para resietir fuer

zas cortantes horizontales es muy baja, los esfuerzos cortantes 

controlan frecuentemente el dieeffo. Como se indico anteriormen

te, el procedimiento usual. consiste en diseBar la viga sobre la 

base de loe esfuerzos de flexidn, y despues revisar para loa e.!!_ 

fuerzoe cortantes horizontales, Si el cortante horizontal es 

excesivo, debe incrementarse el tamaBo para reducir el esfuerzo 

cortante hasta límites permisibles. 
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PROBIBl\IA V - 5 • 

Una viga-do aección transversal. en cajón como la mostrada e~ 

1a figura, soporta una carga uniformemente distribuida de 200 -

KgJ:/m y una fuerza concentrada P. Considerando unicamente l.a

acci6n de l.a fuerza cortante,, determine el. máximo val.or de P -· 

que puede ser aplicado si el. es:f"Uerzo cortante permisibl.e ee.-

-i::p= 30 Kgf/cm
2

• 

~. l.4 ,3, 

1a·· "' -

1
5cm 12•¡5 . 

- -i-' 9- ' 20 cm 

\ · 5 cm 
p 

2 o 

~ + 500 

Mediante l.as ecuaciones de estática obtenemos el valor de 

1as reaciones, 

R=.E...+900 
B 2 
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En e1 diagrama observamos cual. ea e1 va1or de 1a ruerza cor

tante mdxima, 

vmáx .. ~ + 500 

Cá1cu1o de1 momento de inercia de toda 1a secc16n, 

I 3 
20 (3o} 3 

12 • 35 666.67 cm4 

Determinamos e1 momento estático en 1a aecc16n media (que C!?_ 

rrasponde a1 cortante máximo), de 1a eecci6n transverea1, 

De 1a ecuación de1 ee.tUerzo cortante tenemos: 

-r: = _y_g_ 
I b 

V 
-¡; I b 
-Q-

lgua1ando con 1a expree16n de 1a ruerza cortante, 

V= 
p 
2+ 500 P= 2 [ i;Qr b - .500 ] 

Sustituyendo 1oe va1ores·correspondientee, 

P = 2 [ 30 C 35 666. 67 )( 3 + 3 > _ 500 J 
1550 

Pmáx = 7 283.87 Kgr 
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PROBLEKA V - 6, 

Una viga simplemente apoyada tiene una sección transversal -

que ee compone de una canal 12 n 20, 7 +y una viga de patin ancho 

18 WF 50 +, unidas por tornillos de 19 mm de diámetro colocados -. 

longitudinalmente con una separación de 15 cm en cada fila, co-. 

mo se muestra en la figura. Si esta viga se carga con una fuer

za concentrada vertical hacia abajo de 50 Ton en el punto medio 

del. claro, ¿cuál será el esfuerzo cortante en loa pernos? Des-

precie el peso propio de la viga. Bl momento de inercia, I, de

la sección total con respecto al eje neutro ee .:. 46 600 cm4 , 

..J.:' ~= 4 = 19 mm 

1.78 I 

46.43 c 

{

=38.9 cm
2 

12 u 20,7 Baima=0.71 cm 
Peral= 30.48 cm 

7. 2 cm I = 162. 3 cm4 

29.2 cm 

B ima=0,91 cm 
18 YrP 50 ª 

{

A= 94,9 cm2 

Peral= 45, 72 cm 
I = 33 323,8 cm4 

+ Lae canelee (o perfiles "C" o "U") y lae vigas WF de acero -

norteamericanas se designan anunciando primero un número que i.!;!. 

dica eu peralte en pulgadas, luego el símbolo (correspondiente) 

y a continuación otro nt1mero que indica su peso en libras por -

pie lineal. Ver las tablas correspondientes al final del texto. 
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Localizaci6n del eje neutro de toda la secci6n, 

38.9 (46.43 - 1.78) + 94,9 (45.72/2) 
38.9 + 94,9 y = 29,2 cm 

Determinamos el momento de inercia de toda la figura, respe~ 

to dol eje neutro, 

I = 162.3 + 38,9 (17,2 - 1,78)
2 + 33 333.8 + 94.9 (6,34) 2 

I :. 46 600 cm4 

Obtenemos el momento estático a niv81 que requerimos conocer 

e1 flujo de cortante, 

Q = 38,9 (17.2 - 1.78) 

Cá1cu1o dol flujo de cortante, 

q = 
_y_g_ 

I 
50000 (1/2)(600) 

46 000 

Por otro lado sabemos, 

Q :. 600 cm3 

q = 321.89 KGf/cm
2 

P = q S = 321,89 (15) "' 4 828,3 Kgf 

El área de un tornillo, A = ¡1" (1.9)
2 

= 2,835 cm 

E1 esfuerzo cortante en cada tornillo; 

4 828.33 
2(2,835) = 851-56 kgf. 
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V-5. INFLUENCIA DE LA FUERZA CORTANTE EN LAS DEFORMACIONES EN -

VIGAS SUJETAS A l"LEXION Y! FUERZA CORTANTE, 

De conformidad con 1a 1ey de Hooke 1as deformaciones por co~ 

te deben estar asociadas a esfuerzo cortante (eo. I-13). Por 

consiguiente, J.oa esfuerzos cortantes dados por la 11exp'reai6n .:. 

para 1a distribuci6n de i: yx y -i; xy en una v:!.ga" deben causar 

deformaciones angu1ares. Como ee indica en 1a figura V-7, 1ae 

distorsiones por corte máximas ocurren en en y= O y ninguna 

distorei6n tiene 1ugar en y= :!: b/2 • Esto a1abea 1a secoi6n in!, 

cia1mAnte p1ana de 1a viga y contradice 1a eupoeici6n básica de 

1a teoría técnica de 1a f1exi6n1 "Secciones planas de una viga-

norma1es a eu e je, permanecen p1anas despude de que 1a viga se -

f1exi.ona". Sin 
p 

Seciones p1anae 

Distorsión 

Fig. V-7. Distorsión por corte en una viga. 

Por 1oe métodos de 1a e1áeticidad ee puede demostrar que es

tas distorsiones por corte de 1as secciones p1anae eon deepre~ 

ciab1es en e1 caso de e1ementoe de1gadoe; 1a teoría tdcnica ee

comp1etamente adecuada si 1a 1ongitud de un e1emento es a1 me -
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nos dos o más veces mayor que eu pera1te total. Esta conc1ueión 

es de gran importancia, puesto que significa que 1a exietencia

de una fuerza cortante no invalida 1ae expresiones para 1oa es

fuerzos por flexión deducidas en 01 capítul.o III • También es -

importante observar que, en el punto de aplicación de una carga. 

as! como en un extremo empotrado se producen a1teraciones adi-

cionalea 1oca1es de loa esfuerzos. 



CAP. VI. TORSION 

VI-l.. TORSION ELASTICA EN BARRAS DE SECCION CIRCULAR. ESFUBR -

ZOS, DEFORMACIONES Y ANGULO DE ROTACION. DIMENSIONAMIENTO 

Y RBVISION DE BARRAS DE SECCION CIRCULAR. 

En este articul.o se estudian el.ementoa con sección transver

sal. circular maciza o hueca, sometidos unicamente a un momento

que actda con respecto a au eje l.ongitudinal., ee decir, un mo-

manto o par que produce torsión al. el.omento. 

En este capítu1o 1aa barras eje se supondrán 11 sin peso" o s~ 

tenidas a interval.os suficientes para hacer despreciabl.e el e-

facto de fl.exión. l'or ahora se excl.uirán las fuerzas axiales -

que puedan actuar aimul.táneamente en el. miembro. 

Fara anál.izar miembros sometidos a torsión se sigue el. proc~ 

dimiento indicado a continuación: 

a). Revisar el. equil.ibrio del. sistema en conjunto. 

b). l'asar un pl.ano de corte perpendicul.ar al eje d.el miembro. 

252 
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c). Eliminar todo lo que esta a un lado de la sección y de-

terminar e1 momento resistente interno necesario para mantener

el equilibrio de la parte aislada. 

d). Para calcu1ar este momento torsionan. te, en miembros es

táticamente determinadoe sólo se requiere u.na ecuación de está

tica 'Lli!x =O , estando el. e je " dirigido a l.o largo del. e leme!! 

to. 

Por otra parte, para establecer una relación entre el MOlilENTO 

TORSIONANTE INTERNO y loe ESl'URRZOS CORTANTES en miembros de -

aeccidn circuiar y tubos redondos es necesar~o hacer varias CO!!, 

sideraciones¡ 

1.- Una sección transversal plana, perpendicul.ar al eje de 

un miembro de sección circular, permanece plana deepuée de la 

aplicación de un momento·de torsión. 

2.- En miembros de secci6n circular que se someten a un me-

mento toreionante la deformación angular '()' , varía lineal.mente

deede BU eje longitudinal., Pig. VI-1. 

,§~c·E~ C' · 
lr"máx A' 

l'ig. VI. Variación de la deformación angular en un miembro -

circular sometido a torsión. 
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).- En el. caso elástico, puesto que "el esfuerzo es propor-

cional. a J.a deformación" y "esta úJ.tima varía J.ineal.mente des

de el. centro"., los esfuerzos variarán 1inea1mente desde el eje

J.ongitudinal. o centroidal. de un miembro circular. 

Loa esfuerzos inducidos por l.ae deformaciones supuestas son

esfuerzos cortantes y actúan en un pl.ano paralel.o a J.a sección

y normal. al eje de J.a barra. !a variación del. esfuerzo cortante 

se il.ustra en J.a ~ig. VI-2. 

Fig. VI-2. Variación del esfuerzo cortante en el. intervalo -

el.ástico (miembro circul.ar). 

Tomando en cuenta dicha variación J.ineal del. eefuerzo, pode

mos caJ.cuJ.ar en cualquier punto arbi tranio a una distancia p -
desde "O", e1 valor del. esfuerzo cortante: 

p 
<.~ 0 "bmáx ( VI-l ) 
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Una. vez establecida la distribución de esfuerzos en una sec

ción, se podrá expresar la resistencia al momento de torsión -

aplicado en función del esfuerzo. La. resistencia a dicho momen

to asi desarrollada debe ser equivalente al momento torsionante 

interno, miembro derecho de la ecuación VI-2, 

T = ( f ~ ~máx) ( dA ) ( f ) 
A 

( VI-2 ) 

En una sección tra..nsversa1 dada -C.máx y e son conetantee,

de aqui que la relación anterior se puedo expresar por: 

T = ¡; ~áx I.f 2 dA ( VI-3 ) 

Como fp 2 
dA = J es una constante para una área particular; 

recibe el~nombre de V.O!IENTO POLAR DE INERCIA. 

Utilizando el simbolo del momento polar de inercia, J, es-

cribimos de nuevo la ecuación general de la torsión+. 

Te 
Ümáx = -J- ( VI-4 ) 

La ecuación VI-4, expresa el esfuerzo cortante máximo en <ua 
ción del momento de torsión resistente y las. dimensiones del -

el..emento. 

+ Esta fórmula fue deducida por c. A. Coulomb, un ingeniero 

fracáe, alrededor de 1775. 
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Una re1aci6n más general que 1a ea. VI-4, para e1 esfuerzo -

cortante -r; en un punto a una distancia f' del centro de la se~ 

ci6n transversal es: 

p 
.. = e "t'.máx f_(~) 

c J 
Tf' -y- ( VI-5 )-

Las ecuaciones VI-4 y Vl:-5 aon ap1icab1ea con igual rigor a 

loe TUBOS de sección circu1ar, puesto que se aplican 1as mismas 

hipótesis que se uti1izsn en 1a deducción anterior. Sin embar-

go, ea necesario modificar J .. 

Relación de fórmulas para ca1cu1ar el momento polar de iner

cia de las diferentes secciones: 

Momento po1ar de inercia para una sección transversal circular, 

J 
:ir c4 
--2- ( VI-6 ) 

donde d es el diámetro de la barra de sección transversal mac!_ 

za. For tanto, c = d/2 • 

. Momento polar de inercia para un tubo circular, 

J ( VI-7 ) 

donde b ee el radio interior de un tubo. 
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Momento po1ar de inercia para tubos de espesor delga.do. o eea -

que b es aproximadamente igual. a e y e - b = t, el. grueso -

del. tubo, 

( VI-8) 

A.ngul.o da rotación ( ~ ) • En este art:!cul.o estudiaremos el. -

mátodo para hal.l.ar el. ángul.o de torsión da ejes sometidos a ca:r_ 

gas toraionantes. A continuación se mencionan a1gunaa ap1ioaci~ 

nes; 

i). Para prever el. torsido de una barra, ya que no basta di

señarl.a s61o para una resistencia suficiente, sino que no se d.!!. 

be deformar excesivamente. 

ii). Le. defonnaci6n anguJ.ar por torsión de miembros es nece

saria para tratar probl.emae toraional.es eetáticamente indeterm_! 

nados. 

iii). Le.s magnitudes de l.as rotacionee angu.J_ares del.os ejes 

son.nece·sarias en el. anál.ieis de l.a vibración torsional. de ma-'

quinaria.. 

En el. el.emento que se representa en l.a Fig. VI-3, una l.inea

o 11 fibra" como AB inicialmente es para1ela a1 eje de la barra. 

Despuás de apl.icar el. momento de torsión, asume l.a.nueve. posi-

ci6n AD. 
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Fig. VI-3. Elemento infinitesimal de una barra ~ometida a -

torsión. 

Representando el ángulo pequeflo A:íiD por o máx• por geometría 

podemos obtener e1 arco BD. de la.a dos formas siguientes s. 

arco í3D (dx)Cll'máx> 

arco (c)(d~) 

Por consiguiente, 

( VI-9) 

Considerando el comportamiento del materialon el rango elá~ 

tico, es aplicable la ley de Hooka; 

'tmá. = -¡;máx 
X G ( VI-10.) 

Además, de acuerdo con la ec. VI-4, 



Te 
'1>máx ª -J-

eustituyendo esta expresión en la se. VI-10, 

'IS'máx 
Te 
J(G) 
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sustituyendo este valor de 't máx en la ee, VI-9 y simplifican

do; 

dx(~~)= c(d~) 

Tdx 
d~ = JG ( VI-11 ) 

Para hall.ar el ánguJ.o total de torsión, ~. entre dos sec--

ciones A y B de una barra e je, se deben sumar las rotaciones 

de todos los elementos 

Í~ ~ = J(x) G dx + 
o 

( VI-12 ) 

Bata ee la ecuación general. para obtenre el ángulo de tor--

ei6n en una sección cualquiera de una barra de material lineal

mente elástico. En la que; 

~ - es el ángulo de torsión expresado en radianes, y su.sen

tido coincide con el del momento de torsión aplicado •. 
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T - es ei momento torsionante interno, que puede variar a 1o 

1argo de 1a barra. 

J - es e1 momento po1ar de inercia, e1 cua1 tambián puede V!!;_ 

riar a 1o 1argo de 1a barra. 

c 1 - es una constante de integración y representa e1 ángulo -

de torsión en e1 origen. 

Para una. barra que transmite un momento de torsión constan-

te, T. Con e1 momento po1ar de inercia, de su eeccicSn tranave,:: 

sa1, constante, J. Y sin rotación en su frontera, c1 = O, la -

ecuación VI-12 ee anota de 1a eiguionte manera, 

TL 
JG ( VI-13 ) 

Una ap1icaci6n muy importante de esta ecuación, es 1a que nea 

permite ca1cu1ar e1 módu1o de e1seticidad a1 est'uerzo cortante, 

G, o sea, 

G 
TL 
J7 

Esto se 1ogra ap1icando un momento de torsión conocido T, a 

una barra eje, e1 va1or de J se calcu1a a partir de 1as dimen

siones de la probeta, en 1a que puede .medirse la rotación re1a

tiva, fil, entre dos secciones planas .a una distancia .L. 
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Dimensione.miento y reviei6n de barras de eecci6n circul.ar B.!!. 

metidas a torei6n. En el diseño de miembros por RBS'ISTBNCIA se

deben selecionar esfuerzos cortantes permisibles. Estos depen-

den de la informnci6n experimental disponible y de la aplica--

ci6n proyectada. 

Una vez que se sabe el momento de torsión que va a transmi-

tir una barra eje y que se selecciona el esfuerzo cortante maxf 

mo, las dimensiones del miembro quedan determinadas. ~or tanto, 

de la ecuaci6n VI-4, 

L 
e 

( VI-14 ) 

donde J/c es el parámetro del que depende la resistencia elás

tica da un eje·. En el caso de una barra cargada axialmente, tal 

parametro es e1 área transversal del miembro. 

Para el caso de une barra maciza, J/c ; 'lI c 3 /2, donde "e" es· 

el radio exterior. Utilizando esta expresi6n.y la ec. VI-14, se 

determina el radio que se requiere en un eje, Si se trata de 

una barra hueca, tu~oe de· diversas dimensiones pueden proporci.2. 

nar el mismo valor numérico de J/c , de manera ciue el :problema~ 

tiene un n11Jnero infinito de soluciones. 

En el diseño por RIGIDBS le ec. VI-13, es una relación muy -

importsnte, 
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TL 
JG 

Eeta expresión noa permite limitar la magnitud de la torsión ~

que· puede ocurrir en la longitud de una barra eje. :Para tal a-

plicación T, L y G eon cantidades conocidas y la solución de la 

ecuación VI-13 da J. B"to fija el diámetro de la barra requeri

da (véaae las fórmulas para obtenr el momento polar de inercia). 

Obsérvese que, por lo" requisitos de rigidez, J, y no J/c del 

requisito de resistencia, es el parámetro significativo. Bl té,E_ 

mino JG· se llruna RIGIDBS A LA TORSION del eje. 

EJEMPLO VI-1 

:Para la barra eje que se muestra en la figura, con un diáme-

tro q 1.0 cm, obtenga el valor del esfuerzo cortante máximo-

deeda A hasta C. 

J 300¿}-:x 
Cálculo de la reacción, 

:!:Mx = O ; Mn + 100 - 300= o 
100 Kgf'-cm 

MR = 200 Kgf'-cm 

D. T~0: 111111 1

1

111111 Cº 
El momento máximo es; 

Tmáx = 300 Kgf'-cm 



Cálculo del momento polar de inercia, 

Ir(l.0)
4 

= 0.098175 cm4 
32 

::luetituyendo en la ecuación general de la torsión, 

EJEMPLO VI-2 

~ 
J 

300 (l.0/2) 
0.098175 1527.9 Kgf'/cm

2 
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Para el tubo largo que ee mues"lj;ra en la figura, de 2.5 cm de 

diametro exterior y con 2.3 cm de diametro interior, determinar 

los esfuerzos cortantes en e1 interior y exterior de 1a pared. 

400 Kgf-cm ~ MR = 400 

©=====D==-====-ªºº Kgf'-cm Calculo de la reacción, 

D. T. 

-40JI 1111 

¡11111111.'°' - 400 + 800 - Ma = O 

Ma = 40.D Kgf'-cm 

Datos: d 0 2. 5 cm 2.3 cm y Trnáx = 400 kgf'-cm 
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Cálculo del momento polar de inercia de la sección transver

sal del tubo, 

Cá1cu.lo de los esfuerzos cortantes; 

-r.ext = 1'.i c 

(400)(2.5/2) = 458 Kgf/cm2 
1.09 

TÍ' 
"'Cint = -J-

""'Gint = 
(400)(2.3/2) = 422 Kgf/cm2 

l,Og 

EJEMPLO VI-3 

e.). Determinar el eefUerzo cortante máximo en ·la barra some

tida e. loe momentos indice.dos en la rigura. b).Halle el ángu1o 

de torsión en grados entre loe dos ·extremos. Tome G ~ O. 84 X 106 

Kgf/cm2 • 

Datos• 5.0 cm 
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41 

21.0 'll l.35'lI 375lI 

~ r--t------~ @;::*di --- ------- -
'?a 

1 2 5 cm 1 J...5-+_J..5 1 2 5 cm 1 e 

Cál.cul.o de l.a. reacción. 

D-'1 
~lon: 

37rO'JI J~[ 
:!:MT = o 

240~ 
1 lilR - 21.0'tt + l.35 'JI 
¡ 

- 375'll = o 

Fara el. interval.o O~x~ 2.5 ~= 450 '!r Kgf'-cm • 

Determinamos el momento polar de inercia. 

'JI" 4 4 
J = ~ ( 5 ) = l.9. 5 3 'll" cm 

Sustituimos estos va1orea, en las expresiones de esfuerzo corta.a 

te ~ de ángul.o de toraidns 

-r; = 4 son: e 5/2 > 
J.9.53 'll" 

i::; = 57.6 Kgf/cm
2 

57.6Kgf/cm
2 

Para el. interval.o 2. 5 15: x ~ 4, O 

240'!I" (5/2) 
l.9.53 

-¡; = 30. 72 Kgf/cm2 

¡) = 450'II(2.5) 

l. (i9. 53'II) (O. 84X106 ) 

-6 ¡¡ll. = 68.57Xl.O Rad; 

con a~ mismo va1or de wJn 

2400! ( 2. 5) 

!"2 = 23..94 Xl.0-6 Rad. 
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Fara e1 1.nterva1o 4.0 ~ x 6 5.5 , determi.namoe e1 momento -

po1ar de ~nercia, 

J = 18.31 '.II cm4 

Susti.tuyendo en 1as expresi.onee correepondi.entee, 

.... = ( 240 '!r)( 5/2) 
" 18.31'.II 

(240'II)(1.5) 

-¡; = 32.77 Kgf/cm2 f/13 = 23.4 X: 10-6 Rad. 

l'or ú1ti.mo, para e1 1.nterva1o 5.5 ~ X.,,,;; 8.0 1 Uti.11.zamoll -

e1 mi.amo va1or de1 momento po1ar de 1.nerci.a, 

(375 'lI)( 5/2) 
18.31 'II 

-¡; = 51.20 Kgf/cm2 

(375'11)(2.5) 

Entonces e1 eef'uerzo cortante máxi.mo, esta en e1 pri.mer 1.n-

terva1o y ea 1.gua1 a, 1; • 57. 6 Kgf/cm2 , 

E1 ángul.o de tors1.6n, entre 1oa extremos de 1& barra ee ob-

ti.ene sumando 1oe ~ngu1oe en todos 1oe interva1oa, 

O bi.en, fil = 0.01° 

-6 
174•88 lC 10 Rad. 
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VI-2. SOLUCLON DE PROBLEMAS HIPERESTATICOS SENCILLOS MEDIANTE -

COMPATIBILIDAD DE DEFORMACIONES. 

En todos 1oe probl.emaa hipereetáticoe+ son v~lidas 1~s ecua

ciones de equilibrio eat~tico. Estas ecuaciones son neces~rias

pero no suficientes para resolver este tipo de probl.emae. Las -

ecuaciones complement~rias se establecen partiendo de consider!!;_ 

cianea de la geometría de la deformación. .En sistemas estructu

rales, sometidos a momento toreionanate, por necesidades físi-

caa, ciertOe el.amentos o partes debe torcerse (girar) juntos al. 

mismo tiempo, o bien, permanecer fijos. Pormula.ndo tales obser

vaciones cuantitativamente se obtienen las ecuaciones adiciona

les requeridas. 

Bn est& aecci6n se estudian loe procedim- ientoa para el aná

lisis de sistemas estáticamente indeterminados aplicables a ma

teriales de respuesta elástica (lineal y no lineal). En el aná

lisis inelástico (plástico) de los sistemas hiperestáticos ta-

les procedim ientoe pueden llegar a ser complejos. 

La.a expresiones necesarias para determinar la. deformaoidn an

gular y el ilngulo de rotaci6n de barras sometidas a torai6n, -

fuer6n desarrolladas en la aecoidn anterior. Ahora se aplican -

las mismas relacionen excepto por la designaci6n de los mamen-

toa que·actúan en ta1ee miembros como inc6gnitae, haciendo uso

de eímbolos algebraicos apropiados, 

+ En la sec. II-5 se define Hiperamtaticidad. 
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PROBLBMA VI - 4. 

Una barra redonda de área transversal constante está empotr~ 

da por ambos extremos y bajo la acci6n de un momento de torsidn 

T
1

, como se indica en la figura. Determinenae lae reaocionee,

suponiendo un comportamiento l~nea1mente elástico del materiai. 

KA 

~l e' a i: b 

L 
:::::::~_:;;" 

D. Mr 
ll!A 

j(ª 

~ 

1 

Por la condic16n de equili-

bri; 

O ---(I) 

P6rmuJ.a para obtene el án82 

lo de torsión, 

~ - -LUl. - J G 

Igualando loa ángulos de 

torsid?l en el. punto "C", 

D.~.~ 
de donde, 

-~----------- (II) 

de epa jando, ,. 
--------------- (II ) 
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Sustituyendo en la ecuacidn (I)' 

J4A - Tl + 
a 

lllA ~ O (1 + ~) ll!A - Tl o b 

(~).111= Tl 14 -

T1 b 

b A A b;-a:-

pero como, b + a L 

Para determinar la otra reacción, sustituimos este dltimo v~ 

lar en la ecuación (II
0

), 

Sustituyendo el valar, L = b + a 

111 = 
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PROBLEMA VZ - 5. 

Una barra redonda con doe secciones transversales eetá empo

trada por ambos extremos y bajo la acción de un momento de tor

B16n T
0 

, como ee muestra en la figura. Suponiendo un comporta

miento lineal.mente elástico del material, determinenee laa rea!:!. 

cienes en los apoyos. Tracese loa diagramas de momento torsio~

nante T(x) y de ángulo de torsión Ji1(x). 

~e 
Tb 

Tt~ te J a Jb 

1· a b d· ,¡ 

Tb 

f 
lo D. JI!,. 

Ta 

D.fj.~. 

De la cond1c16n de equ:l.11--

brio, Ill!T = o 

T8 + Tb m T0 ---- (1) 

Por la.a condic:l.onea de apoyo 

.eabemoe que el ángulo de to=: 

a16n en ambos extremos es --

cero, ¡¡1a = ¡¡1b m O 

De la s\lll18. de loe ángulos do 

tora:l.dn, ds un extremo a o-

tro, obtenemos otrv. ecuac:l.dn, 

Suat:l.tuyendo los valorea correspond:l.entea, tenemos1 

T
0

(a) + 

a-¡;:- + = o 



De donde, 

Deapejandoir a 
o 

~ 

Por tanto tenemos, 

T 
o 
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Fara determinar 1a otra reacci6n, euatituimos este vaior en ia

ecuaci6n (1), 

- bJ 
1 + --ªª Jb 

'l! = T -a o 1 + 041: ::s 

a Jb 

i 

i + 
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Obteniendo el. inverso en ambo e miembros de la ecuaci6n, 

1 _1_ 
( blJ + 1) = 

1 aJb 
+ 1 ) ""T T;;- bJª a To a 

a Jb 

Simpli:fi.cando, determi.namoa el momento reai.stente en el apoyo '

izquierdo, 

T 
a 
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VI-3. TORSION BLASTICA BN BARRAS DE SECCION NO CIRCULAR. ANAI.0-

GIA DE LA MEMBRANA. 

Cuando se ap~ica un momento torsionante a un miembro no cir

cular macizo, las secciones perpendiculares a su eje ae alabean, 

esto quiere decir que las suposiciones básicas enunciadas para

miembros de sección circular no ae cumplen. 

Además, para la secc16n circular el esfuerzo es máximo en el 

punto máa alejado, mientras que para una sección rectangular el 

esfuerzo es cero en dicho punto y máximo en los puntos medios -

de los lados da mayor longitud. En la figura VI-4 se muestra la 

distribuci6n de esfuerzos cortantes, para una sección rectangll

lar, a lo largo de tres líneas radiales que parten deade el cea. 

tro. "máx 
~ 1 

Fig. VI-4. Distribución de esfuerzos cortantes en una barra

do sección rectangular sometida a torsión. 

El tratamiento anal!tico de estos problemas es complicado, -

sin embargo, se han desarrollado fórmulas para el esfuerzo COl:"I 

tante máximo (Fig. VI-4) y para. el ánglllO de torsión, véase las 

ec~aciones VI-15. 



274 

'"Gmáx = T 
ocb c 3 

y ( VI-15) 

donde, T - ea el momento de torsión aplicado 

b c 

b - ea el lado mayor de la sección reetatl8Ul:ar 

e - es el lado menor de la sección rectangular 

oc Y fa - eon parámetros qua dependen de la relación b /e • 

Algunos de estos valoree ee presentan en la tabla 

siguiente. 

l.000 2.000 ·ººº 10.000 

0.208 0.246 0.26 o. 12 

0.141 0.22 0.26 o. 12 

TABLA DE COEPICIENTES PARA BARRAS EJE RECTANGULARES 

Analogia de la membrana. ~ara casos que no se pueden resol-

ver matemáticamente en forma conveniente ee ha ideado el m'todo 

de_nominado "ana1ogia de l.a membrana". Ademáe de eu valor en a-

plicaciones experimentales, ee un instrumento mental muy ~til

para visualizar esfuerzos y capacidades de: momento torsionante 

de miembros. 
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Resulta que la solución de la.ecusción diferencial oue debe

resolverse en el problema. de la torsión elástica ea matemática

mente igual al de la ecuación para una membrana delgada (tal. c~ 

mo una película de jabón), formada y ligeramente estirada sobre 

un agujero de geometría semejante a 1a sección tranaverea1 de -

la barra en estudio. 
1'.i (esfuerzo) 

te 

mem.J.rena estirada 

Fig. VI-5. Analogía de la membrana 

En esta figura se pueden observar 1os siguientes puntos¡ 

1. E1 esfu~rzo cortante en un punto ea proporcional a la pen--

diente de la membrana estirada en el mismo punto. 

2. I.e. dirección de un esfuerzo cortante particular en un punto

es perpendicular a la de la pendiente de la membrnnn en el mis

mo punto. 

3. E1 dob1e de1 vo1umen encerrado por 1a membrana es proporcio

nal al momento torsionante que resiste la sección. 
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EJEMPLO VI. - 6. 

lJns. barra rectangular de un ma.teria.l. lineaJ.mente el.oietico y

cuya sección transversal tiene l.aa dimensiones de a. y 2e. 

(vea l.a figura) ha de aer sustituida por otra barre. circular m~ 

cíza del mismo material. Dete:nníne.r el dí'1metro m!n.ímo dm!n de 

esta barre., de manera que para un momento de. torsi6n a.pl.1.ca.do -

ni el esfuerzo cortante máximo ni el ángul.o de torsión excedan

ª loe val.oree correspondientes e.l disefio original.. 

a 

Determinnmoe la rel.aoión b/c ; 

~= ~ ~ 2.0 
c a 

de la tabla, obtenemos el val.or de 

1oa coeficientes, 

""' ~ 0.246 y /l ~ 0.229 

sustituyendo en 1ae ecuaciones VI-15, se tiene; 

T 
~2 

TL 
¡i1 =fa b c3 G 

T 
Q,246 (2a) e.% 

TL 
0.229 (2a.) a3 G 

'l' 
0.492 e.3 

TL 
0.458 a 4 G 

Para l.e. aeoción circular tenemos que la eous.ción general. de

. J.a torsión ea la siguiente: 

.L _'1' __ 
0 '&máx 
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entonces podemos anotar 1a siguiente re1ación, 

--T~ = 0.492 a 3 
¡:;máx 

y partiendo de la definición de momento polar de inercia para -

una sección circular, escribimos la sii,uiente relación: 

.L._ rr c 3 
e --2-

Igua.1ando estas expreeiónea ten•-

moe; 

Uc3 3 
--2- - 0.492 a 

De donde; 

2 (o.492 a 3 ) = 0 • 3132 a3 
11: 

Por tanto, e1 radio mínimo necesario para no exceder e1 esfuer

zo máximo es igual a; o :s o.68 a 

Por otro l.ado, l.a expresión para el. ángtiJ.o de torsión ·ae _un ... 

barra de sección circular ea la siguiente: 

y el. valor del. ángu.1o de rotacicSn que no debemos e.xceder es: 
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flJ • __ _.,,_T __ _ 

0.458 a4 G 

~gu.alando estas expresi6nes, tenemos: 

1 

0.458a4 

auetituimos la expree:l.dn de1 momento polar de :l.nerc:l.a, 

1 1 
2 (0.458 a 4 ) • 'n'c4 

'Il" 04 0.458 ª4 
--2-

de donde, 04 - 0.2915 ª4 e • 0.735 a 

aste va1or de1 radio nos aeegt..t.ra que no exederemoe el valor dei 

ángulo de rotac:l.dn especif:l.cado. 

Si comparamos los dos radios obtenidos, observamos que este

t1J.timo valor nos garali.tiza que no excederemos ni 1oa esfuerzoa

cortantee n:I. el ángulo de rotac:l.ón, por tanto, de.terminamos •1-

diámetro mínimo ( dmín) de 1a barra circular, partiendo de oetc 

dato, 

dmin 2 2(0.735 a) 

1.47 a 
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VI-4. TORSION ELASTICA EN BARRAS DE PARED DELGADA. ESFUERZOS Y

DEl"OR!dAOIONES. 

I.oe tubos de pared delgada (de cualquier forma), ee pueden -

analizar de manera sencilla para determinar la magnitud de loe

eefuerzoe cortantes y el ángulo de torei6n producidos por un m2 

mento torsionante ap1icado. 

I.ae formas t!picae de loe perfiles laminados, doblados, eet~ 

radas y prensados se dan en la Fig. VI-6. I.a particularidad ge2 

métrica de estos perfiles consiste en que el espesor ee muy i.n

fer~or a lae otra• dimeneiones lineales. 

Pig, VI-6. Secciones típicas de barras de pared delgada. 

Aislemoe una superficie di~erencial de un tubo sometido a -

torei6n~ como la que ·ae indica a una escala mayor en la rigura

VI-7. Tal elemento debe estar en equilibrio por la aoci6n de -

las fuerza.a P
1

, P
2

, p
3 

y P
4

, Estas fuerzas son iguales al pro~

ducto de los esfuerzos cortantes por las áreas respectivas. 
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X 

Fig. VI-7 •. E1emento diferenoia1 de un tubo de pared de1gada-

sometido a torsión 

Del. aqui1ibrio de f'uerzae, 'El'x - O 

y 

Por tanto, 

Como 1oe pl.anoe de eecoi6n 1ongitudina1ee fueron tomados con 

una separaoidn arbitraria, ee deduce de lae re1acionea anterio

res que e1 producto del. eefuerlll& cortante por e1 eepeeor de l.a

pared no camb~a, ea deo~r. os constante, en cualquiera de talee 

p1anoa. Esta·constante ae e1 ~1ujo de cortante y ee representa.

por "q". Váase 1a secci6n V-2. 

( VI-l.6) 
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Como loe esfueraoa corta.ntea en planos mutua.mente perpendic~ 

lares son iguales en una esquina o vértice (ver secc. I-6, eou~ 

ci.6n I-11). Entonces, en un punto como el "A" de la fig. VI-7,

-c;2 ~ -c;.
3 

Y ~ ª c;4 • Por consiguiente¡ 

( VI-17 ) 

Este reeultado ee muY importante ya que noo permite concluir 

que el ~lujo do cortante, tambi'n es coneta.nte en el plano de -

una eecci6n perpendicu.l.ar al. eje de un miembro. 

Ahora bien, ei multiplicamos este valor del f'lujo de cortan

te por la longitud elemental de del perímetro, obtenemoe una -

tuerza elemental. (q de). El producto de dicha :f'uerza inf'initee;h 

mal q de por la. distancia, ~· desde cierto punto conveniante,

tal. como el "O", Fig. VI-8, da la contr1.buc:i6n de un elemento a. 

l.a resistencia al. momento de torsión apl.icudo T. 

Pig. VI-8. Contribución de un elemto 1nf'in1tee1mal., de un t~ 

bo de pared delgada, a reeitir la torsión. 
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Integrando queda, 

§r q de = T 

El proceso de integraci6n ea efectde. alrededor del tubo y a 10-

largo de la línea central de la eecci6n transversal de la pa--

red; 

q §rds = T ( VI-18 ) 

Sin embargo, ae sabe que la integral completa es el doble del -

área total, A, limitada por la línea central de la aecci6n de

la secci6n de la pared del. tubo, ee decirt 

f r de = 2A 

sustitu.y~ndo este valor en la ec. VI-18, 

q (2A) • T 

Por consiguiente. 

( VI-19 ) 

Esta ecuaci6n+ ee aplica e6lo a tubos de pared d•lsacla~ BJ...-

+ La ecuaci6n VI-19 ea llama a veces "f6rmu1a de Bredt" en ho-

nor del ingeniero alemán que la origino. 
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área A es aproximadamente el promedio de 1aa áreas transversa

l.es l.imitadas por l.as superficies interior y exterior del. tubo, 

o como ee indicó antas, es el área 1imitada por 1a 1ínea cen--

tral. de l.a sección de 1a pared. 

Bef'uerzo cortante en un tubo eomet~do a toraidn. Para deter

minar el valor de este esfuerzo en un punto de un tubo. donde -

ei espesor de 1a pared ee "t", partL~os de la definición de1 -

flujo de cortante, 

_g_ 
t 

( VI-20) 

En e1 interval.o e1ástico 1ae ecuaciones VI-19 y VX-20 son 

apl.icab1es a cua1quier forma de tubo • 

.ll.ngul.o de torsi6n en un tubo. Para un materia1 l.inea1mente -

el.ástico, e1 ángu1o de torsión de un tubo se pUede ha1l.ar apl.i

uando el. principio de consewación de l.a energ1'.a. 

_u:_ -
dx 

...2L 
t 

( VX.-21) 

Le. ecuación VI-21 noe da e1 val.or del. ángul.o de torsión por -

unidad de l.ongitud. 
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:PROBLBMA VX - 7. 

Para ei el.emento sometido a torei6n, cuya sección tranaver-

aa1 ee mu.eatra en 1a figura, hál.1ese el. esfuerzo cortante máxi

mo y ei ánguio de torsión por unidad de iongitud, debidos a un

mom.ento toreionante de l. 250 Kgf-cm. Desprecienaia l.aa concentr&

cionee de eaf"uerzo•. 

o.i5 0111 Sabemos que, 

q • _T_ 
2A 

y además, 

Por tanto, obtenemos una expreei6n del. ee:f'uerzo cortante en :f'u.!! 

ci6n de "q", 

Determinamos ei ~rea de ia sección tra.neversai, 

A m + 20(8) + ~ - 6i7 
2 om 

Sustituyendo en ia expresión anterior, ioa vaiores correspon~-

dientes, 
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1250 

2 (617) (0.15) 

Para det .. rminar el ángulo da torsi6n por unidad de longitud, 

tenemos la siguiente expreei6n. 

Ca1ouJ.amoe e1 perímetro, s. 

s - ('lrD)/2 + 2cs> + 30 + v'ooi 2
+ c20> 2 

s • C3- 14~6 l <10 > + 16 ... 30 + v 1300 97.76 cm 

Suponiendo un valor de G = 0.84 X I.0+6 Kgf/cm2, y sustituyendo 

en la fdrmula, 

.!.. l 250 ...:n..:1.2.. 
L 4(617) 2 (0.84 X 10+6 ) O.J.5 

JL ª 0.63 X l0-6 Ra.d/cm L 
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VI-5. TORSION INELAST!OA1 ESl'UBRZOS Y DEl'ORMAOIONES EN BARRAS 

DE SBOO!ON O!ROULAR. ANAI.OGIA DEL ld01'TON' DE AREN'A. 

Ahora la aolución al problema de la torsión se amp1iará has

ta incluir el comportamiento ineláetico (p1ástico) de un mate.,_ 

riel. La eupoeici6n de variación 1íneal de la deformación desda 

e1 eje del elemento sigue" siendo aplicable. Sólo la diferencia

en las propiedades del marerial afectará dicha so1uci6n. 

Algunas propiedades mecánicas posib1ee de materiales en co:r

te, obtenidas, por ejmplo en experimentos con tubos de pared --

delgada a torsión, se muestran en la Pig. vr-9. 

"ll_. 
c;.kre_I 

, I 

/, ' 
-ctiz_ª 'lf 

, I 
"lf a 

(A) 

( B) 

Pig. VI-9. Diagramas -r; - "t' y distribución de est"uarzoe ( ºº!: 
tantee) en barras circulares. 
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Loe esfuerzos ee determinan a partir de la deformación. Por

e jemp1o, si en un elemento anular interior la deformacidn ea -

"a", Fige. VI-9(A) y (B), el esfuerzo correspondiente se halla

por el diagrama es.f'uerzo-deformaoi6n. 

Una vez conocida la distribución de ,eafuerzoe, el momento de 

torsión T tra.nemitido por estos se hall.a como antes, o sea, 

T = .r( ~(dA)) ,P 
A 

( VI-22 ) 

Tanto el procedimiento analítico como el grá:l!:l.co ee pueden -

utilizar para evaluar eeta integral. 

Aunque no ea línea1 la distribución de eefuerzoe cortantes -

después de sobrepasar el límite elástico y no ae aplica la fdr

mUl.a de la torsión elástica, ecuac~6n VX-4, algunas veces ee -

utiliza en e1 borde extremo de una barra aje para calcular un ~ 

esfuerzo ficticio correspondiente al. momento toraionante Ú1ti-

mo, (véase la línea de trazos de las Figa, VI-9(B) y (e). 

En el caso de \lll tubo de pared delgada, la distribución de 

esfuerzos os aproximadamente la misma cualquiera que eean l~e 

propi&dades mocdnic::i" del material, !'lg. VI-10. Por &ata razón, 

los experimentos con tubos de pared delgada se utilizan mucho 

para determinar loa diagrame esfuerzo-deformacidn ai cor~e. 
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(
Distribución e1t!st~
ca de esfuerzos ,. 

'°'Distribución p1!!.eti
ca de esfuerzos 

Fig. VI-10. En e1 caso de tubos de pared de1gada ea pequef'ia.-

1a di.f'erencie. entro los aef'uerzos cortantee pl.á.!. 

ticoe y e1ásticoe. 

Pare determinar e1 grado de tonsi6n de uno. barra o tubo cir

cu>\ar, se puede uti1izar 1a ecuación VI-9 en 1a siguiente f'onna 

( VI-23 ) 

En este caso ae debe emp1ear 1a·def'ormaci6n máxima por corte 

en "c" 1 o bien 1a deformación en ~ Pa" determinada a partir do1 

diagrama esf'uerzo-def'ormaci6n. 

Ana1og!a de1 monten de arena. Beta ane.1og!a ha sido desarro-

11ada para ana1izar 1oe prob1emae de torsión p1ástica. Y consi!!. 

te en vertir arena seca eobre una superficie plana 1evantada o

en a1to, que tiene. 1a forma de 1a sección traneversa1 de1 e1men 

to sometido a torsión. Is. superficie de1 monton o pi1a de arena 
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asi formada toma una pendiente constante. Por ejemplo, sobre \Ul 

orificio circular se forma un cono y sobre una base cuadrada 

una piramide cuadro.ngu1ar. La pendiente máxima constante de 1a

arena corresponde a la superficie 1ímite de ia membrana en 1a -

ana1ogía anterior. E1 vo1umen de1 monton de arellfl, y por conei

guiente eu poao, es proporciGnal al momento toreionanto comple

tamente p1áetico reeietido poruna eecci6n. Todoo 100 otros det~ 

11ee re1ativoe a 1a superficie de arena tienen 1a misma inter-

pretaci6n que 1oe de 1a ana1ogia de 1a membrana. 



CJü'. VII. CONCI.USIONES 

Es frecuente que al iniciar una. carrera proresiona1, o una -

actividad cualquiera, ee parta de bases no muy finnes, lo que -

trae como consecuencia que 1a superestructura pueda reau1~ar ~ 

comprensib1e, y no tanto por que se trate de concep~oe o proce

dimientos analíticos rea.l.mente di:ficiles. Entonces, paro. que ª.!!. 

te trabajo cumpla su cometido, es necesario que ol alumno al. -

hacer uso de ál, haya aprobado todos sus cursos de matemáticas, 

de mecánica y de estructuras isostáticas, y lo más importa.nte,

quc maneje con faci1idad loa conceptos funda.mentales que se ex

ponen en eates materias. 

Para deducj.r 1a mayoría de 1es formulas en este curso, se r!. 

curre al Cál.culo Direrencie.1 e Integral, sin embargo. lo real.~ 

mente importante ea que se comprenda e1 ºefecto" o comportamien 

to dei materia.J. que se esta estudiando. 

En este tipo de asigna.turas no sólo ea indispensable la PB.l:'

ticipaci6n en clase; ea todavía más importante que el alw:ino r.i!. 

curra a los textos editados. Así como a loe laboratorios de re-

290 
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siatencia de materia1ee~ esto con la finalidad de que vaya nor

mando su propio criterio, acerca de1 comportamiento de loa mat!_ 

riales más usuales en construcción, bajo laa diferentes condi~ 

cienes de carga. 

Tomando en cuenta que la E.N.E.P. Arag6n ea una institución

que tiene relativamente poco tiempo da haber iniciado sus acti

vidades, sin duda su prestigio y aportes a la comunidad univer

sitaria en particular, y en general al pa!a son función directa 

del trabajo que desarrollemos loa estudiantes y los profesioni~ 

tas que de e11a egresamos. 

+ Loa- priilc.ipal.ea 1abc:>ratorioe de -resistencia do·.ma.teriaies se

encuentran ,en la SCT, SARH, CPE, IMP, IPN, UNAlll y en algunas i!!J. 

portantes empres~s co~truotoras. 



TABLAS 

l.- Diámetros, pesos y áreas de varillas. 

2.- Vigas I tipo estándar de acero (propiedades para diseffo). 

3.- Vigas WF de patín ancho de acero (propiedades para. dise

i'io). 

4.- Canales tipo estándar de acero (propiedades para dieefio). 

5.- M6duloa da sacci6n plásticos. 
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N\ttMf'O Olá.-ito 
do noinlnol NUMERO DE IARRAS 

dnlg'!!. ·-ción ""'' >O"m .. 7 10 

1/4 ..... 0,248 0,32 0.64 0.96 1.28 1.60 1.92 2.24 2.S6 2.88 3.20 

2.5 ~16 7.9 0.388 0.49 º·'ª 1.47 1.96 2 •• u 2.9.f 3.43 3~92 <4.41 4.90 

:Ve 9.5 0,339 0,71 1.42 2.13 2.84 3.55 4.26 J,,91 .5,68 6.39 7.20 

1/2 12.7 0.993 1.27 2.54 3.81 •.oe 6,35 7.62 .... 10, 16 H,43 12.70 1': 
~ 

~8 1.5,9 l.5S2 1,98 3.96 .5,9.C 7,92 9,90 11.ea 13.86 U,64 17,82 19.80 t 
:J,14 19.0 2.2:15 2.BS S.70 a.ss 11 • .co 14,2.5 17. JD 19.95 22.80 2.5.65 2'.50 

7/8 22.2 3,CM2 3,88 7.16 11.6-4 15.52 19,40 23.28 '0, 16 31.04 34.92 38.BO 

25.4 3.973 5,07 10, l.( 15,21 20.28 25,JS 30.42 35.49 .C0,56 45.63 50,70 

'-1 1/8 28.6 !i.028 ó.41 12.82 19,23 25.64 32,05 38."4 «.87 51.28 Sl.69 64, 10 

10 1 1/4 31.8 6.207 7,92 1.5.M 23,76 31.68 39.60 -47.52 ..... 63.36 71.28 79.20 

11 1 :V• 34.9 7.511 9,SB 19, 16 28.74 38.32 47.90 !rl ... a 67.06 76.64 86.22 95,SO 

12 1 1/2 38.1 8.938 11,40 22.80 34.20 45.60 51.00 68 ... 0 79.80 91,20 102.60 u.c.oo 

Tab1a J.. Diámetros, peso a y áreas de vari11ae. 
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P1t1n E1p. e;cx-x E}f y.y 

Tamal\onomina\• .. ~ .". f'rr•llC ~re.; "' I '" I "' Alma ... mm •11m ... mm mm mm mm ... <m' .. ... •m' ·~ 
24. 1 !.i W9b• 200.J t7r..3.8 22bt.S .... ,.. 

'" lO.l IJSJl'l,9 4111.S U.:'>J ""' J.4U l.'6 
U7b0 t'N,.7 ""'' lOO , ... IS.'I 117024.4 J&J9.S l4.ll llM.I 321.7 .... 

24•7 ~t.·177.a 14&.lll 183.11 ..... , .. ,,, 
"º 98722..S JJ3S.I ,,., 2014111 219.6 l.28 

IJJ.'IJ lb'l.M .... '" 22.1 '" 'J2824,S l0«.7 2J.l'> la<J:u ,., ... l.lS 
llS.'11 150.52 ..... '" 

,,, ,,, l'all7b5 2M9.7 2 ... 0J IT&S.b 1~-· J.4!!t 

,.., !i>9•1n.a 1•1.lll 178.'11 ""'º 111.l "·' lO.l btJs.M.1 lh22.0 1'1.28 1102.0 229.4 l.O 
126.<19 160.00 ..... '" "·' lb.O bl!iOb.O 1401.0 1'1.76 19~.l 217.'1 ,_., 

20•b ... , 508•151111 lllbl 141N ~-º "' lO.O 16.J Sl~l.J l0b9.7 19.lO llll.'1 1~.o U1 
97.JJ 1u.10 ..... ,,. "'·º ,,, <Ulb711.llo l'll!a.7 19.ll'f llM.l ..... J.07 

IB•llo 457.l• IS:U IO<l.17 lll.00 07.J "' 17.6 18.1 J.8119.S lbb'l.11 17.0J 10191 Ul.I L71 
11.-40 102.M •S7.2 '" 11.b 11.7 lJlll.l ..... 17.'Hlo .. L, ...... L'2 

IS•S•.f J.81•139.7 H.41 'U.!} JIU.O ,., 
"' IJ.'I 20015.1 1~2.1 ..... ..... u.ii J.bl 

"" "'·"" )111.0 ,..., '" 10.4 18.lli'U ""·' H.11 t.01.1 ... l.H 

ll•SH J0.4.8• 1Jl4 , ..... , '"" , ... '" '" ll.S 1lSSJ.c. u.u 11.Sb ..... "º rn 
!I0.7J 14.JQ ,. .. IJl 16.7 11.7 11192.tt 7).4..1 u.u Sf.U .... ,,. 

ll•S Jl)lll•IJ1 >LI>> t.S!ll .1l)ooll.ll ,,.. 
"' 'º' 4'-'8.S bl9.4 11.99 41ti.2 .... LSI 

' 
.n.Jl S'l.H 'º" 

,,, '" '·' ll<llill "" 12.27 )9$.4 b} • .) 2.50 

10•4 ., lS<l.111s! ""' .. ~¡ '"°!'"!'" .... ¡ , ... ,, .nas 1~:~ 1 
JSU "112.ll ""° 4lbl 2~0 '"' 12.!i '·' St)foll.l ,~, 287.2 49.2 2."6 

I """ "'" ! 
1 1 ... ,..,, 4.lllf 2012 ICo'l¡iOS 112 ;~~~ 1 

Zt>ll ; ~! ! lllJ.l .\-14 lOll 
rl~ .\-1-IS¡ "" 'º' 1 '" : " 1 

n;n '"" )1.1 w 
1 ,,,. 1 .. .. 1 ... 

1 
: ~~~~;. :~~.: ; 

lo\lt 1 ~111 • Ql 1 l ~'I ~b .17bll tdll 1 1:-.0 ltd '" ~2.7'" ?~!-JI 

"" 1 "' 1 "" " "''i 11?4 ?lb '" 
". J ~' 152.~ • llS.l 1Sc.7 Jl.)9 1514¡ .... lfl 1111 1ox11 \ 14?1> ~ ~., 1 .,~ 1 U.J 1.7) 

'""' B.:? ISl.4 llS '11 sa ...,~ .. -1191> "' I H.9 "º 1.113 

,_, ll1•7bl 21.'IS 17.f>ll 1170 " 
,, ll.6 t.2'4 _ ... J ·US 'º' 11>.4 .... .... 18.52 U70 ,, 
" " "'" 78.7 "' "'º J.).4 1.U 

'·2H 101.botiti.7 1 ... , .. 17.111 101.b ,, '·• .!U -1711.9 "' ) .... J1,9 \0.b t.41 
11.46 1.i..2ti 101.D " '·• ... 2"'U .. q.1 ... 17 Jl.I '·' , ... 

l • 2 ~' 1Dlob0.) ll.lb lol.00 7b.J .. ... ... 121l.7 •• ll.1 L'l JU• 1.1 IJZ , ... 10.!-& 7D.1 " .. ., 
'"'' l".4 J.1;? ,., ... 1.l~ 

y 

¡ Tab1a 2. Vigas I tipo estándar 

de acero. 
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P1dn ... Ej.X-X E/f y.y 
-~ .. , 

Tam&llo nomln•I• ·~ f':r&lt• A11· Eip. 
alma ,,, ,,, .... 

,,, li.arm ~· <m' 

)6.J6\,.( 914.4•419.I J.<Ll3 06.97 9IU .,, lLO 19.4 112J!Wt9.J IJ691.S J7.1'9 lfl.249.9 1112.1 9.IZ 
914.4•)()4.8 lll .. lJ lM.09 '110.l ,.. U.9 J7.St14.9 lll41.I ,..,. 10411.S ..... .... 

JJ•UH 138.l• 4001 H7.b4 J79.2"9 IU32 . .,, ... , 11.2 4S911b4.4 10971.11 :M.lll 287'91.0 1oa.a 1.71 
ll•ll'A IJtl.l• 291.l 193.46 246.&4 .... , ,., 11.7 14.1 l7111..l5.ll OJ).S "·"' llJal.O .S73.lt .s.u 

16l•J81.0 m.n J26.1a "" 21.1 111.6 J114~1-11 16l.5.1 ll.70 ll897.I 1202..I O.JI 

JCl• 10 H 76] •lbll.7 160.12 204.97 7S7.4 , .. 19.J ,,, ll.S6.U.) ·-· )1).10 S6UJ .,, 
n .. 14 M.S.a .. m.11 21.S79 HS.Jió .... "' 24.3 u .. 1 22.sllll.o 11601.4 ..... 16111.)6.6 ..... '·" 11·10 f>l\.S.11·~0 l"l"B.39 .. ,. ,.. 19.0 IB IJ.5911.4 )918.A 17.61 4190.9 )76.9 ... 
24•14 b0'9.to.J.S.S.6 lo&ti..Sl ,,. n• 14.4 lbliN9.J S419.l ,.., 1.S617.I 879.4 7.95 
l4•1l 1"112 189.87 "º" '°' 19.7 11.91]4)41.1 4078.1 ,. .. 1•170.4 ""' ... 
14•9 b()ql)•l:!.5.1) 11.ll0!144.Jl 601.l ,,, 17.J 11.2 172".4 2174.l ,. ... .lJll-4.l nu.11 <.10 

.SJJ4•)JrJ.2 llf>M 1124.S .SJl4 '"' 2LO IJ.4 10907! . .S 4()q().l 2L64 120.sa.J '"'' 
,,, 

.Sll.4•2Ul.1> 

"'°'!"'" 
,, .. m "'·' "' 12'M1.0 17..sJ.O 11.11>7 3719 . .S J21.1 '·"' ll•R'A .SJJ•·:'t~.b 'll.17 117.61 ..sJU "" 1.S.6 "' Sl2lll0 1071.l 21.6~ lll0..2 211:4 L91 

IR•llH 4511·1~.S 141111 IUOl'.I ~·,¡~ 21.1 ll.O 6970b8 JOll.I 19.Sflo 11607.7 .s11u .... 
111 • "~' 4.SU•22JJ 9S1• \1/.~ dJ.9 221 '" "' 4JSNll 1'911.l 11.95. 2•u111 ''" '·"' 11\•7\.i 012-l'ltl~ •.t4t "4.QO ·ISi l 190 '" " JJJ1J.8 143.11.S 11.7.S .~.4 llll.l 

16. 11 ~' 4()1,..!,l'IJI ""~ ·~"' 410 s l'll '" Sle.&11.9 247'}.4 ,,. .. 7':'"~7 Sl7.7 6.711 
lb•lll,.j 40b 4. 215.9 ''"' """" 40lll 214 IOJ JJOlb 1 1!>-tlO lblll 2.Sllll ..,.., 4.79 

'º"' ~o 41 ~ .. .. ,. I "' ''" 27lMlO JJl!4 1()91 , .... , '"'' '" ,,,. MJJ 4016 117 '" " 111.s ~() b ''"I "" 'll<J9 IOll '" 
JS.Sb•40l.4 211.)2 )74.1 1 J9J rol 113 ti9t.Olll l ~ISO lb O.S 2"1475..7 ll.:it.2 'º"' 

'" "º 112J'll.9 807.Sb 111.IM 6&0535. 1207.0 IOS? 

14 .. 141.f l.SH•JMJ "" '" JlbJ.I 1.SU 145..SS.7 

l.\.Sll•.)(}4,, ll!IOI IS94l "'' "" "' 11.S _l8"'4) ~ 214.SI ISS7 ,,.., 014.S "' llfdO 148.00 Jl7.I "" 1e.: "' JS.429.9 ...... IS41 Sbll.9 .... 7.U 

14 .. 10 JSS.ll•lS4 11013 ''°·" '"" "" 19.9 11,4 JJll>Sb 1MO.J JS,J1 s.s~.1 .,.,. ""' 101.20 12903 JS1.J ,., JS.l '" Xlll911 1&117,9 JS.29 , .... , J'l4.'9J '·" Q(),71 llS.74 JSJ.J 16.J .. 111701 . .S ISI0.9 l.S.19 JSl.ll 

y 

t 
Tabl.a 3. Vigas WF' de patín 

ancho de acero. 

y 



~~ ';t!i 
EJ-X-X EJ1 y.y 

T•m.t.lloeoft'llul• ·- AN• Per•ll• •lm• I ,,, ' I ,,. 
,,, mm t11m ~· mm mm mm mm •m• ~· ~ ~· ~· ~ 

"''"ª J".6•203.:Z 71187 100.sa "'·' "" Uo.1 ... llSM.1 1 l7•U 14.99 ZJ'l).l "'·" ... 
"'"" 81.0l l47.S "'' 11' 7.1 11SM.s 10l7.5 14.11 un.l 1&5.17 ... 

14 ·•~í J.15.6• 111.S "·" 76.0b l~.6 "' u.o 7.• 160J1..S ...... ., 14.91 102.l.• tlU.J '·" "'·'° .... n ....... 171 11.s 7.J 14118.1 ...... 14.11 ..... IOl.2' UI 
<M.llS ..... lSJ.O 171 " ... 1203'1.] w.o 1'-" ...... 1.5.21 , ... 

11. 11 J041•l04.8 ll6.!<I Uo),16 ll1.5 "" "'·' 1>6 30106.J 1 ... .0 tl.67 ... u 631.46 ,_.., .... ,, 'ª" JOU J04 ... 9.9 :u201.o 1441.1 IJ.•U 7267.S 476.87 7.67 

u .. 10 J04.& .. "4 Til.117 100.sa l06.J "' 14.rl .. 17740.0 US&.6 "·"' 4W>.O 314.63 uo 

12.a J04.1.20J.J S9.Sl 75.94 JOJ~ "" IJ.1 7.S 11907.4 ..... IJ..Ol l&JS.• 1811.2' 4.<JJ 

u.tti,.i 3041 .. 1u.1 "·'' ... ,, lJ0.9 1'7 111 7.7 1t.S7.9 752.l u.oa -· 117.9' J.a1 
46.ll "'·" JOT,I l .. 11.a 6.7 'fClll.O .. ~, .... 114.I ..... .,, 
«1.11 si.u JOJ.: 105 1•• 6.1 8<195.4 s.!a.I .... ""' "-" ... 

10. 10 ....... 1666' 112.39 lH.I ,.. ll.7 19.l l'J'Jl<f . .11 :ZOfi9.7 11.86 'H'M.J ,. . .,. .,. 
1'8.1112 1119.17 ,.,, 

"' .... 11-" lt>OIU tlMJ,9 11.11 am.4 .., .. L>l 
ll2.4S H>ll.97 276.4 ,., 

"' 1>6 225711.6 16ll.1 11.54 751'7.J 576.U .... 
11•.r.o l&t>.JI> 21>9.7 ,,. n.o IJ.6 140JO.J 1410.9 11.'90 1>311.S.O 49).25 .... 
72.9J 4l.90 25<.0 '-" 14.l ... llJSQ.O ll'M.7 ti.OS Jllll.O J0<.60 ... 

ID•ll "'4•203.1 '"' 65.U 25'0 "" U.7 ... 10l476 ..... 10.94 lll4.4 ll7,4S '"" ..... 1401 2SJ.S "'' '" ... 111211.4 1>91.S JO.M ·-· 18J.S'4 'º' 4Qtl U.l>S 147.7 lOI 11.0 7.< 711.l.S SlJ.e. 10'7 ISl'i.J l!l0,,6 4.9) 

10. s ~· l>tol46.I 4llh 5SO~ ,,.. I" 12.7 " 6!>4~. '"'-7 'º"' Ul.7 as.21 , .. 
ll.lh "" '-'" "' 

,, 6.1 ••l•o JSU 10.SJ .OJ.7 "" J.11 ... 2Ql.l·l0l2 .. ,, 121.10 l::U '" ?J.7 "º lllll.J .. .. "' JbbU ,,,. .. '·" M.Jl 11007 lll.J "" .... "º 4-%10 .... 9.17 Jll7.6 l"9.1S >.ll 
71.0 'H.OJ ltS.9 "" 17.3 10.J "'" 707.9 9.17 H:M.9 l-Cs.11 '·" ~.SJ 7~a1 ""'·' "" 14.l '·' OOM.S SAt.7 11.0 20J9.6 l9fl.21 ... 
Sl.10 66.0 ""·' ,.. 1>5 'º s111s.-c ...... ... l7b90. 173.70 .... 
~.IJ ..... ""·' "" 11.0 

7J !""'·' 
+Hl.O ... l!-40.1 l!.0.7e. s.11 

l•6H lOJ.l•IO.S.t 41.e.7 "10 .... 7 "' 11.a 1.2 <1010.a '''"' .. ,. '"·ª 108.16 •.12 ,..,, 
'"' 201.4 165 10.1 '-l JOJ.9 ""·' .... U1.S 198.14 ... 

l•SU lOJ.l•lll.4 2'.76 l7 .... "'6.7 "' •.. 6.J lMO.J l11.6 .,, =· U9.1' J.OS 

"·"' ,.,. ""·' "' '·' S.llj U4l.6 llJ.I ... , 111.9 109.74 ... 
Tab1a 3. Vigas WF de patin ancho de acero (continua-

ci6n). 
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¡.__!~ Etp. E~X..JC E,.. y.y 

Tam.1llonomlnal• 
··~ 

Atto l'l:r,.Uc Aa• Etp. A1~a I ,,, I I/< tho mnllo 

,,, mm -•'"' •m' mm mm mm mm <m' <m' <m <m' •m' <rn ~ 

lllo<lf 07.l•IOlti fin.JI IO'U!i <1!7.l 'º' U.9 ou l7'1fl'I lllDI '"' ""º '11.11 J.llS ,,. 
71.H 91.9-4 <157.l ... U.9 

·~· 
l.5&9-4.0 llll.4 111.26 711.11 .... J.119 ,,, 

"'" 

"T'' 
'º' IS.'l ll.7 lJl71.I 100.'I ..... 6..57.7 U.to w ... 

"" "" 1S.'I 11.4 22~9.6 ..... ,..., 1124.<I ""' ""' "" 
IS•lM lal•k!o.7 74<11 9-445 )810 .. 11>.S 111.l 111707.7 178.4 IJ.JI ..... l>l.J l.21 "º' S'l~l 75411 ~1.0 .. 16.S IJ.l IUl<l.l 157.1 IJ.al J31.I "·' .. .. .... 

~<15 bJtJ7 l81.0 .. 16.5 'º' IJOll.5 •OU.J 14.27 )41.l "'' rn "°' 
ll•l )(Miio JO] .UM1 ~70 l .>MS 

. , 01.1 11.'I "'"'' .... 10111 216.• '" ..... t.7J 

.l121 .O.lJ JO.ti ,, 12.1 .. ~97l.O J•U,7 11.u 1117.J ll.1 '"" t.1J 
)O.IU .13,QO J04.1 ,. 

'"' "' 5JJ1.0 """ 11.11 161 . .) H.'I .... l."'8 

'º .2 •,( ¡s.4.1>6.7 44.65 S6.n ""'º ,, 11.1 17.1 41&7.l ll7.6 1.69 lb6.S ]l.'I '"" 1.111os 

J7.ll <1119 ~o " 11.l IJ.4 J1'75.2 "'" ... 1<11.S H.6 1.71 1.57 
l'JJt> l7M 2.S40 "' 11.1 " JJtt1• U7.J '"' llt>.5 JJ.J '" '" Jl.77 ""' 2.s-..0 .. 11.1 . .. 1~IM6 119.6 9.U 95.7 1'1 1.ll '"' 

9.21,.( Hll6o6l.5 l9.7t. J181 ll86 " 10.5 11.• 2 5ll.4 llt.l 11.18 .... 19.7 '" "º ll.Jl UH 224.6 " "' 
,, 1110.J ll5.l ..... 79.1 16.4 '"" '·"' "" 25.10 1111./) " '" '' , ... , 112.1 '" 74.9 ... 1.70 1.55 

11 • l • -~- 20Jl•57l "~ l14l ::01.l .. .. ll.4 1'9119 17111.1 7.16 "' , .. 1.52 l.•5 ,, .. , "~ lOJ.1 ... .. 1.1 1•<-0.1 147.5 ,,, ". 1•.1 '" 
,., 

17.11 ll.f>A 10.\! " .. 
.~;1 

,,.., IJl.7 7.87 ,., 11.9 .... '" 
~ ~: •/. P"!l,HQ !I 'l~ 1 

~~ ~~ J 

11' ~ ,. 
" 1 1 J!AO 11!>2 '" "" "'/"' '" ""'! 11· 11 "' " 1 

100.11 '!~ -~ ¡ '"' "'º llb 147 '" t•5ll I~ H ! IP~ " " .'.'.j 
!1"15J' "' "" Hl.I l.~ ·~ ,., 1 .\.~ •• <,;) " ... \~ ¡ :.a <..x 1 1.\.!. ~.\. 

,, 
'"'' "'" ~ •1 --~ .. 111 ~ '" IH 

:;;'.j 1.,¡11¡1 1 ·~. " l'I.~ 

~ ~ 1 

b!ll.!í ,,, 
'"'' ''" ,, 11!- 12' 

I~ •2 ¡ ¡.q. " " ~1.1 l(.1.5 "' '" " 1 J 1 1.J: 

i 
s .. ~'1 1:~. ~.\. 11.-0! lt.'l'! ir.o " " 

:'.1 

""'' "' '" "' !.• 1!5 1.11 

'1'171 ll.!-ll 11~ o " " ""º '" "' "'º IJ 1.17 '" 
4.¡~ \Ol!>·H.J 

·:,~¡ 
IJbll 10111 .. " 1117.J JU nJ "' " 1.17 "' 
'""' 'º'" .. 1,, 1511.2 11.1 '"' '" '" 1.1.( '" 

J•l 'Ai 1f>l•JJJI '" ""' "' " .. .. 111.• ll.9 "' 12.'~ ... 'º' 1.17 , .. '" "' " ... .. ,., l'il.7 '"' ... ,, , .. 1.U 

"º "' "' ,. .. " ... "º 2.97 '" " , .. t.U 

y 

x{ Tabla 4. •JanaJ.ee tipo estándar -

a.e acero. 

y 
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Perfil z Pe,rtd z 
p18, 1b1p1c cm, kglm cm• plg, lb/ple cm, kg/m cm• 

J<> Wf 2JQ 91.4 Wf J42.28 15 448.2 I> 14,_, Jll,I 163.1>1 llZU 
JJ WF200 8J.8 Wf 297.64 12 J62.5 16 Wf36 40.6 WF 53.57 1047.1 
30 WF 172 7ó.2 W F 255. 97 9 717.6 12 150 J0.5 1 74.41 -.7 
27WF 145 68.6 WF 215.79 7407.0 10 WF45 15."4 WF 66.97 901.3 
24 WF 130 60.9 WF 19JA6 6 050.1 14 WF34' J5.6 WF 50.60 893.1 
JOWF 108 76.2 WF 160.72 5661.8 12 140.8 J0.5 160.72 860.3 
24 1120 60.9 1 178.58 4 683.4 12 WF36 .)(),5 WF 53.57 842.3 
21 WF1t2 53.J WF Jb6.b8 Ú55.6 8 WF48 20.JWF7J . .fJ 802.9 
27WF 94 68.6 W F 139.89 4 550.7 14 WFJO JS.6 WF~.65 n1.s 
14WF142 JS.6 WF 211.32 4 175.4 10 WFJ9 25.4 W F 58.04 770.2 
24 1 90 60.9 l J:U.9-1 J 613..4 12 1 Jl.8 J0.5 [ 47.32 681.7 
24 1 79.9 60.9 I 118.91 J 326.6 6 WF40 20,J WF 59.53 6SJ.8 
24 WF76 b0.9 WF 113.10 J 279.J IO 1 35 25.4 152.09 576.8 
21 WF62 53.3WF 92.27 2J<>l.4 10 125.4 25.4 1 J7.80 458.8 
20 165.4 50.8 1 97.33 2 250.0 8 WF26 20.3 WF .CJ,67 444.1 
14 WF 78 35.6 WF 116.08 2 195.9 8 WF24 20.J WF JS.72 378.5 
IOWF 100 25.4 WF 148.82 2 132.0 8 123 20.3 1 J4.2J 314.6 
14 WF 74 35.6 WF 110.13 2 058.2 8 WF20 20.3 WF 29.76 313.0 
16 Wf 58 40.6 WF 86.JI 1 740.J 8 WFl7 20.3 WF 25.JO 258.9 
10 WF77 25.4 WF Jl-4.59 1 601.0 7 120 17.8 1 29.76 2J<>.O 

Tabla 5. M6dulos de s•cci6n pláBt~coe. 
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