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CAPITULD 1
INTRODUCC I ON

Por medio de los sentidos, percibimos lo que nos rodea vy
adguirimos la informacién que una wvez organizada '
camprendida, nos permite entender al hombre en el contexto de
su medio ambiente. Ademas de la satlsfaccién existencial ‘e

- intelwctual que nos proporciona tal conocimliento, posibilita
el control y transformacidm de nuestro entorno para aseqgurar
nuegstra preservacldn y evelucion comp especie.

El presente trabajo, se refiere a una rama de la ciencla
conocida coemo Procesamiento digital de imadgenes Yy
Reconocimiento de patrones. La cual tiene por obJjeto,
adquirir, procesar y anallizar imagenes digitales auxiliados
por una computadora. El procesamiento, puede consistir en
mejorar la apariencia visual de una imagen, para Tacilitar su
interpretacian y andlisis cualitativo, ¢ bien para permitier
la cuantificacicén de caracteristicas relevantes para la
comprensidn del fendmeno en estudio. En este sentido, es un
instrumento de andlisis en las clencias experimentales.

reconogimiento de patrones, se reflere a la
identificacidn automdtlica de estructuras (patrames), a traveés
de un madelo de estas, asi{ como a la descripcidn de las
relaciones espaciales que guardan entre si.

El surgimlento de esta rama de la clencia, podemos
remontarle a la década de los afos 20, cuando fatagrafias
digitales relacionadas con acontecimientos intermaciocnales,
fuaron tranaemitidas por cable submarino entre Nueva York vy
Londres [Gonzalez, 19871. (El téarmino digital, se refliere a su
compasicidn discreta o fintta, en coantraste can 1o continuo e
infinito.} Posterlaormente, gracias a los adelantos en la
Fisica, len particular la electrdgnica) surgis en la deécada de
los aros &0, la tercera generacisén de computadoras digitales,
€an la capacidad de almacenamiento y procesamiento necesarlas
en ] andalisis de imidgepnes.

lLas capacidades de las computadaoras para procesar datos no
necesar {amente numérlicos, LAggarwal, 197271 fue advertida
rdpidamente y diversifica las actividades Que podian
Automatizarse, algunas de las cuales nos son muy Tamiltares
actualmente como: el procesamiento de textons: reconocimiento
de sonjdos & imagenes) el llevar los procesos administrativos
de lag empresas; en la cducacidnt en el control de procesns
industriales; en la prospeccisn de racursos naturalesj en la
prediccidn del clima; para dirigir armas {(desafortunatdamente)}
y #n los viajes espaciales,

Posiblemente la motivacidén fundamental en la aplicacién de
las computadaoras para el analisi=s de imigernes, radlica en el
hecho {wahl, 17871 de que aproximadamente el 75% de la
informacioen adqulirida por el hombre es visual. Evidencia de
esto lga encontramos en nuestras formas de comunlicacisan
escrita v pictarjca. Ha sido tan fructifera su aplicacisn en
la evalLacidn de recursos naturales desde el espacio, fLira,



19873 Richards, 1984) asi como en la predlecisn de algunas
desastres naturales y como instrumento en el estudio de las
fenamenos celestes, que muchas cilencias como la Astronomia vy
la Geofisica perderian parte de su fisonomia actual sin ella.

Vista la importancia que tiene en la actualidad el uso de
estos conocimientos, es natural la existencia de diferentes
empresas [Matraox, 19883 Evans & Sutherland 1 que venden los
componentes electranicas o programas requeridos, haciendao
inmnecesario el desarrolleo de sistemas gn lugares donde se
plensa aplicarlas Intensiva y rutinariamente para la
produccién. Sin embargo, existen factores gue determinan gue
en ocasiones resulte mas conveniente desarrollar un sistema

propio, Entre estos factores tenemasc CCuaraén, 1788;
Fernandez, 1988): a) el deseo da desarrcllar recursos humanos
propios; by el alto costo de estecs articuloss c} las

necesldades diversas, cambiantes y especiales de un grupo de
investigaclén experimental; d} el descanocimiento de como
estan construidos tales equipos y la dependencta tecnoisgtica
que elle ocasiona; e} les mensales informativos v
documentacison estAn generalmente esecritos en otro idiomaj T3
el poder adaptar con facilidad les programas producidas a ta
maquinarita con que se cuente y no al revés camo es el caso
cuando so adquiere un sistema externc.

Por los factores arriba menclonados, tomamos como objetivo
tde esta tesls el desarrollo de un slistema computaciconal Qque
permite aplicar diferentes andlisls y procesamientos a las
imégenes digitales, Entre las aportactiones de este trabalo
tenemas;

a) Se ha canstruide un sistema computacional bien dlserado,
que permite resolver una amplia variedad de problemas.

b) Poar su arqultectura modular, es fact)l darle mantenimiento
y adecuarlo a las nuevas necesidades.

c) Camo =e empled un lenguaje de alto nivel para programar,
el sistema es altamente portable a una gran diversidad de
computadoras. Por lo cual, resulta que con un sistema de este
tipo, es mads barato configurar un laboratorio de andlisis de
imagenes.

d4) E]l sistema esta dotado de un médula, basada en wuna
novedosa teoria del analisls de imagernes, canacida como
Morfologia Matemdtica. Esta tearia es actualmente un tema de
investigacian en diversas partes del munde, v esta
encontrando gran aceptacién, por adaptarse muy bien a la
desceripeldn y reconocimiento de los patrones presentes en una
imagen. Ademas, gue dicha teoria a diferencia de otras, posees
un fuerrte fundamento matemdtico y trata en forma wunificada
problemas que antes se canstderaban ajermos.



Para una adecuada explicacisn del trabajo de tesis, se ha.
dividido la expopslcian como stgue:s :

1) En el capitulo }: Introduccién, ubicamos en un marco
histérico al anadlisis de imAdgenes, motivamos el trabajo de
tesis e-indicamos cuAdl es el problema gue resuglve, asi como
las principales etapas de la solucidn.

2) El capitulo 2: Conceptos baslicos en procesamliento digital
de Imigenes y reconocimiento de patrones, Tiene por
finalidad, deflnir los conceptps fundamentales §nherentes al
andllsis de imigenes. Tambieén, se Indicarm los componentes de
un laboratorio tipico vy las consideraciores mas relevantes
que deben hacerse, cuando se pretende emplear el anallsis de
imAgenes en ia clenctas experimentales.

<} ] El capitulc 3: Segmentacidn. Nos da una idea de 1a
complelJo que puede resultar, el dividir una imagen en susa
partes constituyentes. Para después, aplicarle metricas o
métodos de reconoccimiento de patrones.

4) El capitulo 43 Morfologia Matematica. Describe los
resultados matemdticos mads Importantes, que fundamentan
algunas de las aplicacliones de ta torfologia Hatematica.
Entre estas aplicaclones podemos citar: segmentacien de
imagenes, reconocimiento de patraones, granulometrias,
covarlanzas morfologicas v determinacisan de esqueletos.

Es aignificativa hacer notar, Qque 1la comprensicon Y
aplicaclén de resultados de la Marfologia Hatematica,
constituyse uwna de las partes mas impertantes del trabaje de
tesis. Ya que esta rama del analisls de imidgenes, es
acttualmente una linea de investigacidn,

5) El capitulo 5: Descripcian de la estructura del sistema
computacional. Explica los principlos de disero, eastructuras
de datos, flulo de control y comunicacidén con los usuarios.

&) El capitule 6: Casos de estudio. Tiene por obletive,
darnos una muestra de las aplicaciornes gue pueden hacerse con
el sistema descrito. Los casas de estudio, sf epscogieron de
tal manera que reflejan problemdticas de diversos campos de
las ciencias experimentales.




CAPITULD 2

CONCEPTOS BASICOS EN PROCESAMIENTO DIGITAL
DE IMAGENES Y RECONOCIMIENTO DE PATRONES

2.1 Elementos basicas de la percepcidn remota

La exploraciéan de su medio amblente y cdel planeta, ha
ocupada al hombre desde tiempos prehistérices, en un
principlo por simple curiosidad y posterlormente para obtener
informacldn gue le ha permitide tamar mejores declslones para
sobrevivir y perfeccionarse. Auan en la situacién tan simple
en la cual un hombre para lograr una visian sinéptica del
iugar donde hablita, sube a una montaia, podumos ldentificar
los =lesentos bdslcos que constltuyen la moderna ciencia de
la percepclidn remota [Liva, 1987]):

1. La fuente de la }luminacisn formada en este caso por el
So0l que emite luz o radiacldn solar (ver filgura 2.1).

2. El palisaje conflgurado por todos los objetos presentes en
el territorio explorade por el hombre, tales como rios,
colinas, animales, vegqetacldn o rocas.

3. La escena aquella seccisén o superficle del palisaje donde

se enfoca wl interaes, pudiendo ser la asuperficlie de una roca
o un valle campleto,

4. E1 sensor remoto o el oio con @l que se captura 1a luz
provenienta de la escena, vy que en este caso permite obtener
una representacisn visual de aquella reglén del palsaje que
na sido enfocada por &) cristalino detl oljo,

S. La plataforma es el lugar donde se coloca o monta el
SENKOr remoto para cgbtener una visién de conjunto de 1a
ascena. (en gsta msituacidn la plataforma seria la montaRal

6. E] sistema de Procesamlento compuesto por el dispositive
para procesar cualitativa o cuantitativamente 1os datos
proporcionados por el sensor remoto acerca de la escena. {en
el glemplo, este slstema 28 ¢1 cerebro humang?

7. El apoyo de campo consiste en la inspeccian directa, en
varios puntos sclerctow de la escena, de diferentes atributos
de los objetos que se encuentran en el terrens, con el Tin de
svaluar los datos obtenidos previamente a distancia. *
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Flgura 2.t Elementos basicos do la percepcidn remota.

Al s#volucionar !a Ciwncla y la Tecnologia L 1] han
d-nrrollndu nutvos métodos y dispositivos de adguisicién de
datos & distancla, lo qgue ha heche que la percepcisn remota
e«tionda swu campo de acclén a fandmenos muy diversos, ya no
wdlo mn ‘el munds macroscopleo, %ino también an wl
microscepico:. Pesde esta perspectiva podemos  ubicar sue
‘wlwmentos bésicom como sigue:

al La fuente de iluminaclan

Dependiendc dr si s® tienw 0 no control de la fuonte de
1luminacicon, las wistemas de analisis de indgenes pueden
catalogarvse cama t

2) zlstwmay activoe

b} sisfemen pARlvos.

Los siwteman activos son los que utlilizan su prapla fuenta

de fluminacidn, de la 4qus por tantp, =e tieng control. Estos
aistemas son 1o qQue han permitido entender ! campe de




#studio de la pe&arcepcidn remota a wuna diversidad de
fendmenos, donde 1l1a fuente de i(luminacidn, wva nro es
recesarfamente el smol. En estos casesgs la fuente de
"iluminacién pumsde emitir luz ultravicleta o lnfrarroja, ravos
gamma o X, algamn otro tipo de radiacidn electromagnetica como
las ondas de radio {RADAR), o bien un haz de particulas come
protones o neutrones. Con esta diversidad en fuentes de
iluminaclén es por tanto posible aplicar las técnicas de
bercepclian remota no sslo al Ambito de la georisica, sino
también al de la medicina, la biologia, la Tislca nuclear vy
la industria.

Los sistemas paslvén son aquel los gue emplean una fuente de
fluminacién externa sobre la cual no se puede tener contraotl
{Estrellas! vy 8d4lo se emplean las caracteristicas regqulares y
canoccidas de estas. Reciben este nombre porque en forma
pasiva habrd necesidad de esperar a gque las condiciones de
iluminacieon gsean las adecuadaoc para efectuar la observacidn
correspondliente de la gscena.

b} €1 paisale es el sistema fislco objeto de estudio, y de
los elementos que intervienen en la percepcisn remota es el
miés camplalo, ya que pusde tenerse centrol scbre el sensor
remoto, la fTuente de i{luminacién o el procesamiento de datosg
sin embargo, #n &1 paisaje puede haber muchos factores que no
pueda controlar directamente el investigadeor. Debe notarse
que muchos de los errorese al estudliar los sistemas fisicos
con las métocdos del andlisis de tmaganes, provienen
precisamente por subeatimar o0 sobresimplificar !la compigjidad
del paizaje.

€} El sensor remoto. Nuevos y modernos detectores, permlten
ahora reglistrar diversos tipos de radlacién electromagnética
como son: la infrarroja, ultravieleta, ¥, Gammna y ondas de
radio, y particulas como elactrones, protanes o neutrones.
Ejemplos de tales detectores son la placa fotografica, la
pelicula fotografica infrarroja, los detectores Geiger, los
fotodetectores, los fotomultiplicadores vy las cdmaras de
televisidn.

d) La plataforsa. A medida que Se coloca gl sensgr ramoto a
una mayor distancla de la escena, la visidn de conjunto o
sinéptica crece, no asi el grado de detalle discarnible, Las
plataformas satetitarias, permiten cbtencr Imdgenes de dreas
lguales a 100 x 100 km?, con un elenenta minimoe de resoluclan
dee 10 x 10 m?, (Pgr resolucién s¢ entjende la gapacidad de un
gistema Sensor pDAara sSpparar lgs plemgntos de un gbjoto Qjen

definjdo gomp utia sucesnidn de lineas equjdistantes)., EFsto es
muy adecuado para las aplicactones geofisicas v de

prospeccidn de recursos naturales, sin embargo, también
pueden emplearse plataformas cercanas a la escena, como en &l
cazsg de la captura de una imagen de microscopio, donde comg
los objetos san muy pequernas, debe saguirse empleando
detectores de alta resolucican,



e) La escena. Imaginemes un planno o superficie que forma
parte de un palaaje. Consideremos todos los objetos de éste
que se& encuentren sobre aquel, y de esta manera tendremos una
imagen wvisual de una gscgna del paisaje, Esto nos 1lleva, a
que si por ejemple variamos el enfoque de la lente de wuna
camara fotografica, podemos ocbtener diferentes escenas de un
mismo paisale,.

¥ E! @ sistema de procesamtento esta constltulda por una
Computadora digital cuya arquitectura (idealmente) guarda
eatrecha relaclion con el tipo de cdlculos de intereés [Kuck,
1978]. El gratdoe de especializacisn en el sistema de
procesamiento, puede varlar desde 2! emplec de “tablas de
consulta" (memorias) para producir un realce radiometrico en
tismpo real [Rlchards, 1984}, hasta el empleo de un
microprocesador por cada elemento de imepen en arquitecturas
SIME (minglie lnstructlon multiple exscution) o MIME (multiple

fnatruction multiple execution) ya que muchos de los
algorltmos sn el procesamiento de imiagenes pueden expresarse
comn - la ejecucisn de multiples instruccliones simples

independientes [Kuck, 197807 Gonzalez, 19871

Q) El apoyo de campo se reflere a la inspeccion cuallitativa y
cuantitativa de lugares selectos del paisaje, para
contrastarlos templeandoa métodos estadisticaos) con las
observaciones a distancia.

2.2 Captura de imigenes digitales

Puede considerarae al ojo como un sistema patural para la
obtencién de IimAgenss del patsaje qQque nos rodean. Esate
"swnsor reamoto natural®. estd constituido por dos subsistemas
bAslicos 1
a) El de forsacian de isAgenes repressntado peor ios elementos
transparentes dJdel ojo (cornea, cristalino, bhumor acuoso vy
humor wvitreo).

b)) El sensor o de registro de imagenes representade por la
retina,

Los sensores remotos construidos por el hombre, cant {gnen
también estos gos subsiastemas {ver figura 2.2}, pero en este
Cas0, las imdgenes son grabadas en un formato de naturaleza
cuantitativa que peosibllita el andlisis auvtomatizade por
medioc de computadora., Consideremos mas detalladamente, lo que
sucewda dentro del sensor remgta. E1 subsistema de fTormaclian
de imagenes {(gensralmente un sistema éptico) selecciona un
subconjunto de la escena y lo proyecta sobre una reglan plana
de Area finita, la cual ge divide en unidades de Area
conocidas como campos instantans=os de vista CIV.



Subsistema de - Subsistema de

—Escena fornacidn de [ deteccich y | Imagen,

registro de

indgenss imfgerms

Figura B.2 Diagrama de plogues de los subsjistomas principalas
d® un sensor renato.

En wssta etapa del proceso de captura dea una lmagen, es
cuando interviene ol subsistemd sontor, mldliendo la radtacldn
que lpetde en cada ClV. El namegro o slemento loglce asociado
a4 un CIV, ag le conoce comd tlemento de imagen o pixel
(picture clument) y su valaor se encuentra an una esacala de
anargias ttambien se Je llama niveles de gris),

La aproxlmatisn discreta a la regicn selecclanida de la
wECENA, conutlitulda par ) conjunto de pixels se le conoce
camo jmagen digital. Cyande repetimos el procoso de captura
descritn  pars una mismg sscena, pero cambiando la escala aw
enargian, obtenemos manifestacignes peculiares ce 1a escena
que en conjunto reciben =1 nombre de Lmagon multicipectral vy
€l conjunto de medidas asceladas =on un CIV e 1léama firma
espoctral. Este Lltimo concepto es muy importante, ya gor
wimmplo, asi comg las sustancias tianen espwctros de  @misldn
o de absarcZién caracteristicos, cilertoa cultivos pueden
lduntiflcarse desde 21 osgpazlt por du respurata especrral,




: Precisamn5 el :unceptn de’ lmagen diqital:. B
:Daflnlciun:' Dada una _escena F 1 ta,bl. x C[c,dl. ===3 ﬁk-

"contlnua, podemas asoclarle una imagen digital multianpectral

f deT: bandas o intervalos de energias,
AT (rl,...,rn) % {cl,...9em) £ [a,bl x CLc,dl) dn .1la
;5lguiente furma:. - -

;f: (rl,..,rn) x C:l..-,:m) —-—D (el,...sl) Mo X {nI..,e:)

ficg,ep?® a bl Forg,epf t2.1)

En. easta definicién, k es 21 numere de bandas en que se
manitfiesta la escena, n es ¢l namero de renglongs, m &5 el
nimerc de columnas, T es e] nomero de bandas de la 1lmagen
multiespectraly w an @1 nimerc de tonalidades en cad banda.
La ecuacién (2.1) significa que el valor f(ri.:{ de la
imagen digital multiespectral, EE la banda % ¥y en la posicien
(rj.cy? es proporcional as la constante de
proporcionalldad en la banda ﬁ) alﬂvalor de la escena F en ta
miema posicidn y banda (en rigor g puede depender de Fiscj ¥
de F). Nota: Estamos empleando el simbolo £ con dos

significados. E]l primero eas como e] "menor o igual" entre
nameros realea vy el segundo es come  “"cantencidén" entre
conjuntos.

En muchos casos, la imagen multiespectral es de una sdla
banda T = 1 y se le llama imagen digital monocromatica. Una
estructura de datos que se emplea comunmente para almacenar y
procesar las imagen®s es una matriz de n x m, _y sus
componentas toman wvalores en el espacioc vectorial RT. sin
embargo, en problemas como la segmentacisén y la descripcian
de escenas, s han llegado a emplear otras estructuras de
datos como son listas, Arboles cuaternarios y ‘"piramides™
ftGonzaleaz, 1987; Boyle, 1988; Tsutsas, 198431,

Cuandn pretendemos utiliizar un sensor remota en alguna
aplicacién, hay que tomar en cuenta su tiempo de integracian
que =8 2] intervalo de tiempo que le 1lleva en Tormar vy
registrar una imagen. Al wutilizar las metodos del
procesamiento de imagenes, la mayoria de estos supone gue el
sistema fimico puede considerarse invariante ante el tlempo.
Par eilemplo, =i estudiamos un sistema blolsgico tal como un
conjunte de microorganismos, el tiempo de integracién debe
ser muy reducido, para que la imagen adguirida sea cama wuna
toma estdtica de estos seres. Otra sltuaclen se presenta
cuandce la velocidad relativa entre un vehiculo espacial ¥y un
cuarpa celeste es muy grande. S5i el tiempo de integracldn no
g% lo suficientemente pequedc, nNo obtendremos una correcta
representacldn de la escena.

Si una imagen digital es uma representacisén numérica y en
clerta forma simplificada de una escena, { Como puede medirse
la rcalidad de una imagen digital 7 Elementos para cantestar
esta pregunta, podemos encontrarios anallzando el proceso de
captura. Recordemos que el tamafo del ClV es el elemento



minimo de area asociado com la escena en estudio, por lao cual
sus dimensiones determinan el tamafo de la estructura mas
paquetia discernible y con ello la resolucidn espaclal. Par
otra parte, el valor de un pixel gque se escoge #n una escala
y %1 namero de tonos discernibles en ella, constituye la
resolucisn radiométrica. Regresando a la pregunta Tormulada,
puede decirse Que ademas de los dos Tactores anteriarmente
mencionadas, el contraste y el grado de definicién de bordes
s0n algunnsa de los Tactores que intervienaen para determinar
la calidad de una Imagen digltal, Lot factores restantes,
pueden considerarse subletivos y mas dificiles de definir.

Pasamocs ahora a definir algunos atros conceptaos
relacionados con la captura de lmigenes:

E)l proceso de discretizaclidm en las coordenadas espaclales
‘PATSE BprOoximaAr una #scena, recibe el nombre de digitizacldn y
cuando se dlscretiza el lntervalo de energia en el cual se
mide la radiacidn proveniente de una gscena, g le llama
cuantizacidn.

Ademds de la representacion numérica, una Imagen digital
tiene una representacién visual, que se hace evidente cuanda

*“invertimos" la captura ¥y reconstruimos la imagen.
Correspondiendo los elementos ldgicos (plixels), con ‘“puntos”
de Area finita, color & intensidad determinada del

dispositivo de despliegue.

2.3 Componentes de un labaratorio de procesamiento de
jsdgenes

Las componentes basicas de un laboratorioc de procesamiento de
Imagenes son {ver figura 2.3):

a) Un digitizador que.captura la escena (como vimos en ta
aeccisén anterior), produclends una representacian numérica de
ella, Entre los dispositivos mas representativos de este tipo

tenemos: 1} Migrodensitémetron; 2) Ragtreadores de puntos
luminosos (flying spot =canners); 3) Rimegtores ge imagen; 4!
CaAmaras dg televisiso y 5) Barredores multiespectrales. Los

doe primercs sensores, requisren que la escens este en la
forma de una transparencia (un negativo Totografico) o
fotogratia. El1 tercero y cuarto pueden capturar imagenes
ridpidamente en las migmas circunstancias gque los antericres,
#in embargo, son menos preciscs., Finalmente el barredor
multiespectral, =& emplea con plataformas satelitarias v es
capaz de tomar datos de grandes gextenslones de un planeta vy
on varjias Jongitudes de onda. Para una descripcien mas
detallada de a8stos digitallzadores, pusede consultarse:
[Gonzalez, 19873 Castleman, 1979 ; Lira, 1%87)

b} Dispositivos de almacenamiento secundario para guardar las
imigenes digltales a anallzar, los reportes y las Imdgenes
transformadas. Mientras las 1imidgenes no se procesan, se
guardan generalmente en unldades de cinta, debldo a su alta
capacidad de almacenamiento y menor costo respecta a una
unidad de disco magnetico. Cuando ya 8¢ van & procesar las
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imdgenes, se transmiten a un dispusitivo de almacenamiento
m48 répido que las cintas coma son los discos magnétices. En
aplicacianes comos consulta de datos geograficos Y
espaciales, en donde las transacclones casil no  lnvolucren
actualizaciones a 1la base de datos de imdgenes, un nueva
disposltivo: el dieco optico [Tautsos, 19841 presenta wuna
capacidad de almacenamiento muy superior a los discos
magneéticas.

cl Biblioteca de programas, Es convenlente poseer una gran
variedad de algorltmos, ya que esto determina el nimero de
aplicaclonas que pueden realizarse y en cierta forma la
productividad del laboratorio. Algunas alternativas de
organizacién de los algoritmos para su mayor eficacia pueden
encantrarse en [Castleman, 197793 Ginl, 1983; Rios, 19871 y en
el capitulo 5 de esta tesis,

d} Computadora: para ligvar a cabo 1la aplicaclén de los
algoritmos. En este geénerno, podemas encontrar desde
microcomputadoras y estacliones de trabajo que sdlo realizan
las transformaciones sSimples y dejan las caomplel}as para una
computadora mayor, hasta supercamputadoras con alto grado de
paralelismo en la sjecucién de instrucciones y especlallizadas
#n cadlculos numérilcos. [Gonzalez, 17873 Dougherty, 1987)

-) Dispositivo de despliegue o lapresor que permita ver las
imAgenes digitales o imprimir Jla descripcidn simbdlica de una
imagen, producta de au andlisis., Entre los dispositivos de
despliegue, tenemaos tontroladores graficos y pantallas con
diversaos grados de refolucidn y manejo de colores. Dtra
alternativa as @l empleo de impresoras de linea y actualmente
impresoras laser.

Para una descripclién de un laboratorio de procesamiento de
imégenaes en México, pueds consultarse [Tehbuacanere, 198%)

2.4 Consideraciones previas al andlisis de imagenes

Se ha diche que una imagen dligital es la representaclian
léQica de un escena y que en general tiene forma numerica vy
algunas veces visual, también se ha descrito sinteticemente
la mecdnica de la captura y regiastro de una escena en farma
de imagen digital, pero ¢ Qué¢ gignifica fisjcamente gn su
forma maAn ggnaral wna imsgen multigsoectral I Esto es
importante para entender el mecanismo de andlisis que =se
requiere para estudier el funcionamiento de una escena. Asi
pums, puede declrse que es la varliaclén espaclal vy espectral
de la "energia luminosa" proveniente de ella [Lira, 19871, La
variaclén espaclal, significa el cambio de las valgres de
intensidad en una banda, al pasar de una posicion espacial
(%] .¥)? A4 otra (xp,ya). La vartaclsan espectral, es para una
posicidn (x,y), @1 camblo de los valores de intensidad de una
kanda a otra.
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procesamlento digltal de isigenes.

Para continuar con @1 estudlo de los wlementos biwicos dm
una Imagen digital con rinet de andlidis, es nacesaric  ahora
introducir el concepto de patrdn espaclal y espectral. En un
sentido muy ampllo pogdemos entenger por un  patrén 3 un
arreglo de entes cde 1a misma naturaleza. Far entas
sntendemos, Ya S0 objetos fislcos como personas, animales,
montaras, etc., o bien canceptos 1d9icaos como numeros,
flguras ¢ cuerpos geaométricas. La palabra naturaleza se
refisre, al conjunto de propiedades que Nos hace coansiderar a
varias antidades como relacionadas. Estas propisdadas desben
ser lo suficientemsnte oreclisas, de tal manera gqQue nos
permitan conocer 8i cualquier ocbjeto o concepto lagico,
pertarece 0 no a4 nuestra arreglo de entew e&n cusstlsan. EIl
ordery en que se Jescribe un patran #s importante, vya que se
considers diferente por elemplo, s los patrones [1,2,3) ¥
(3,2,113,

Cuardo los entes que participan en la deflniciagn de patrén
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son TfTisicos, tenemos un patrédn fisico (por eljemplo, la
canfiguracién de una parvada al volar) y si son de naturaleza
léglca productoc de la actividad pensante del ser humano, -1
les llama patrones lagicos. Por ejemplo colecciones de
nameros. Debe quedar claro que estas definiciones apelan al
sentido coman e intulcisn del lestor, vy desde un punto de
vista ldglco, podrian melorarse. .

En 2] contexto de las imagenes digitales podria precisarse
el significado de laos términos anterlores como sigue:
a) Ss entienda paor un patrén a un arreglo dJde medidas
obtenidas en los campos lnstantingos de vista, que cumplen
las siguientes condiciones:

1} Puaden tomarse las medidas de radliacidn en diferaentas
longitudes de onda, que salen oel campo instantaneo de
vista (patrdn espectral),

ii) Puedsan considerarae varlos pixels multiespectrales,
relaclonados con base @n un modelo matemdtico, en 2l
contexto de una aplicacién dada. {(patran sspacial)

i1i} No mse permite que forme parte del patrén, medldas de

diferentes campos instantidnecos de vista, sino se toman
losn wvalores de todas las bandas en cuestion. En otras
palabras, esta condiclidn exige, gque la minima unided de
un patrén en el contexto de las imigeanes digltales, sea
la respursta espectral de un CIV, en todas las bandas,
b} Un patrén espectral, e85 la sugesisn de valores qus
componen un pixel, a través de las diferentes bandas de una
imagen multiespectral., Patesp = {kl,...,km} , m @8 o] ndimero
de bandas y k] % la respuesta sspectral del CIV, en la
banda j.
c) Un patrén aspacial, es un arreglo de pixels relacionados
espacialmente. La relacién sntre los plxels, se entiende a
través de un modelo matemitico, sn «1 cgontextao de una
aplicacldn especifica.

Coan base on las anteriores definiciones, podemos decir
ahora que una imagen digital multiespectral 13 una
composicion de patrones espectrales vy patrones espaciales. La
intarrelaclén que tlenen éstos, es lo que constituye 1la
sstructura de una imagen digital multiocpectral. Esta
interrelacidn se refiere a la relacisn que tiene el valor das
un plxel con sus veclinos, es declr, quéd tan répldo varia =l
valor de un pixel a otro, y &8 por tanto, una medida de Qque
tan répldo se muestran visualmente las varlaclones sn tonos
de gris o de coleor en la representaclien visual de una Imagen
digital.

Hay ocasiones en que debido a las fluctuaciones
estadisticas de los sentores vy a la naturaleza discreta de la
imagen digital, asi como a otros factores inherentes en la
caomplejidad del]l panorama, un mismo objeto no se muestra con
axactamente los mismocs patronss aspectrales y espaclales. Una
Tforma de distingulr umn patrdén espacial de otro, es en base a
13 razén de intensidad de un pixel don sus vecinos a traves
de las bandas. Para todos los pixels en un mismo patrén, asta
razénrn SErd cercana a unoj mientras gue esta razan diferira de
uno grandemante, an el lugar donde se pase de un patrén
espacial a otro. En lo anterlor, se supone un tipo de patron
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compusato par pirels con intensidades gque varian
continuamente al pasar de una posicien espacial a otra
adyacaente.

Lo dicho anterliormente nos ayuda a comprender gl TfTendmeno
de la percepcidn en los seres vives, ain embargo es clarc que
no explica todos les Tendmenoce de paerceapcldn visual
realizados por laos humanos, ni los animales; por ejemplo, al
perciblr los oles, narlz o bogca notamos primero que estan en
un contexto que es el rostro. Ademas el cersbra humano es
capaz de suplir aguellas partes faltantes o poce claras del
patrén en cuestioen. Esto qulere decir que distinguir dichos

patrones astd intimamente relaclenado con un proceso cerebral
que adan no se encuentra claramente entendido; en otras
palabras, la determinecisén o no de un patrdén espacial, no se
debe nada mids a su existencia fisica, sino también al proceso
0 método de andlisis de la !magen, y como @] procesc cerebral
menclonade ne se enczuentra completamente clarificade, puede
aftrmarse que el reconocimiento o no de un patrén espacial
finalmente sr consatituys como un hecho subjetivo, v como tal,
depende del observader, del sensor, de las condiciones de
f1luminacidon de la escena, del tama®o del CIV en relaclén con
#sta y del método de anadlisis., No puede obviarse esta
subjetividad diciendo que un patrén espacial podra
reconocerse automdticamenta por medlo de uwna computadora,
pussto que los algoritmos computaclionales para hacer dlcha
racenccimientc los tlene que sscriblr un ser humano, Que as
qQuien va a plasmar en tales algoritmoas los wlamentos
objetivos que haya descublerto en el proceso de la
percepcloen.

De acuerdo al grado de subjetividad involucrada en el

recanocimisnte de patrones sespaclales, podemos catalegarlos
como [Lira, 19871: .
1. Sismpre habr4 en una imagen digital patrones esspacialas
bien definidos tanto en su forma y su frontera, como en la
extensléen que ocupan, los que podran cdistingulrse gln
ambigledad vya ®wsea por cuslquiar observador, o por una
computadora deblidamente programada.

2. Habra clisrtos patrones donde ser4 necesaric el manejo de
wlemantos subjetivos para identificar los patrones aspaciales
sln ambigGedad} claramente sera indispensable introductr,
debido a tal! sublatividad, wun canjunto de reglas que
untfiquen -n forma arbitraria, pero practica dichos
slemeantos.

3. Un conjunto de patrornes relativamente poquedo para los que
no as posible un andlisis sin caer necesarlamente [ 1a]
amblgiiedadas de tal forma que &) recocrnocimisnts de esta clase
da patrones es realmente clircunatancial. Para este tipo de
patrones se& requiere por tanto de uwuna unificacién de
criterios y condiciones bajo las cuales se@ debe capturar la
imagen digital correspondiente & la escena que se desea
analizar.



'_Ldé ‘patrones espectrales siende lsgices y por tanto blen
definidos, no presentan ningun grado de subjetividad.

‘E®€ muy importante tomar en cuenta, los supuestos asi  como
los alcances del procesamientc de tmagenes, cuando se quiere
emplear como herramienta para generar nuevos conocimientos en
Bslguna ciencia experimental, yva que de lo contrario podriamos
incurrir en graves errores. En forma esquemadtica (figura 2.4}
pusde representarse 1 eatudic de un sistema fisice, megiante
8] snalisis de datos bidimensionales como sigue (Lira, 19891:

Sistema Dispositivo Imagen
fisico (3D) —-=> Escena --> secnser ——> Multiespectral

1 i 1

!
1
] Fenameno de t
Comparactan degradacion [}
- L 4
Modelo del €——————-— Integracison de 44— Andlisis de la
sistema fisico la informacian imagen

resultante

Figura 2.4 Metodologia de estudio deé un sistema Tisico,
empleando ®#)1 andlisis de imagenas multiespectrales,

Podemos apreciar que analogamente a laz stapas del metodo
cientifice, el proceso €s un cicla, en el cual se busca ia
recspuesta de algunos problemas y para encontrarlas se disernan
erperimentos apropliados. Estos wuna vez efectuados nos
producen wn cumulo de datos que . después de ‘analizados
permiten formular hipstesis, teorias y modelos para explicar
los hechos vy como generalmenta se vuelve a .  encontrar
fenamenos cuyas causas.no san totalmente comprendidas, nos
vemos en la necesidad de volver a seguir la metodolagia.

En easte esquema, por fenomenos de degradacidén sg  entlende
aguellos elementos del arreglo experimental que puede © no
controlar el investigador y que impiden un adecuada reglistro
de los datos provenientes de la escena. Algunos ejemplos de
Tenédmenos de degradacidn son: a) En ocasiones las condiciones
atmosforicas como teormentas o nubes pueden impedir que 1la
radiacién de los campos instantaneaos de vista, llegue
adecuadamente al sensor, o bien por efectos de dispersidn 1la
energia de varics CIV puede llegar a un Solo sensori b))
Debicdo a la forma y el relieve de una planeta, el area de los
campos instantdneos de vista puede diferir; <) Un inadecuado
enfaque del sistema dptico del sensor puede deqradar l1a
imayeng d) Fenomenns naturales camo tormentaas eléctricas o
elemantos radicactivos pueden alterar e]| registro de datos.

La manera adecuada de realizar las etapas restantes del
procean descrito, excepto @] registro de una imagen y su
analisis, forma parte del método cientifijco v de cienclas
maspecificas, por 1o cual no se discutira mas agui. Sin
embargo, =i e explicara mas lo relativo a 1los puntos
relaclionados con el analisis de imigenes.

El procesa de anilisis de una imagen, puede dividirse
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lagicamente en dos etapas: En la primera etapa, se aplica una
‘serie de procesamientos que hacen evidentes las patrones ‘de -
interg#s. En la segunda etapa, se cuantifican o yreconocen los
patrones previamente realzados mediante un modelo matemdtico
apropiado, para postertormente contrastarlaos - can
caracteristicas del sistema fisico emn estudio. Por lo ditha
anteriormente, podemos escribir simplifTlcadamente el analisis
de una imagen como una "ecdacian" [Lira, 19891:

Procesamientos Reconocimienta
Analisis de imagenes = de + de 2.2)
. Imagenes patrones
Puede definirse al procesamientaco de imigenes, como el

conjunto de técnicas matematicas para €] disero y formulacien
de operadares, gue transforman los datos multiespectralaes,
con el obleto de poner en evidencia o realzar una clase de
patrones espaciales ¢ espectrales (ver figura 2.3).

Por otra parte, £l reconotimiento de patrones &5 gl
conjunto de conocimientos gque se gcupa de la identificacisén,
clasificacisan y descripeidn de patrones, a través de un
modelec matemdtico y una metrica [Lira, 19893 Tuda, 19733

Gaonzalez, 19873 Hantas, 19873y MNandhakumar, 19851, La
descripcisn de un patrén, involucra la cuantiflcaclsan de
caracteristicas coamo  son: la forma, textura, tamario,

perimetro, centroide, A4rea, © parametros geométrlcos de
estructuras espaciales regulares tver fTigura 2.6).

Camo el procesamientoc de imagenes, caracterizado por un
conjunto de operadores Op, es previo al reconcocimiento de
patronas con los operadares .. Puede describirse en forma
simbdlica y simplificada, la tarea del analisis de una imagen
g como sigues

AnaAlisis de imaqenes = O.{0atg)} 2.3)

tos operadores Dp de pracesamiento, dependiendoc Qe und
caracterigticas pueden ser clasificades en lags categoriau:
Realces unitarios, Realces selectivos y Realces de Fidelidar.

Los realces del pPrimer tipo, @stan constjtuidos por
transformaciones reversibles gque mapean las datos de la
imagen multiespectral a un nuevo sistema de coordenadas an
donde son mas evidentes ciertas caracteristicas. Algunas
ejemplos 4gerian: al La determinacion de las oarientaciones

preferenciales de ios datos multiespectrales. Coan esta
informacicen es posible eltminar clarto tipo de
interferencias, redundancias vy conocer ia dimensionalidad
itntrinseca de la imagen; h) Es posible conocer, la

distribucian de frecuencias de la varjaci+dn espacgial de  low
valores de los pixels. gque componen la imagen digital.
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Figura 2.3 Transformacisn de los datos para poner -n
evidencia 0 realzar una clase dos patrones espaciales o
espectrales.

Los realces selectivos, reciben oste nombro porque hacen
avidentss una clase O patroenea y suprimen las demis. Por 1o
cuyal, on gensral scn no reverslbles. Esto ¢s muy natursal en
algunas aplicaciones, wn dande por salerplo, un  fendmeno  de
dagradacidn produce un rujide perldédice y es importante
wliminarlo para una melor interpretacién de la lmagen, OQtra
fituacisn en dond® ue aplican estos realces, &3 para definir
fronteras antre reglonas v medir sus perimetros, E% claro,
Hue %] en #] Gitimg ejemagle s« elimind toda la Informacidn
gspectral del irterlor de la reglén, serd Imposible
isuponiedno gue no se ha maogelado la textura proviamente)
recuperar la textura original.
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Figura 8.6 La clawmificacidn y la descrlpcisn en el
reconocimienta de pAtrones,

Los realces oo fldelidad, se apllcen cyando algin Tendmenc
de degradacldn canacido, ha intervenldo an la captura de la
®SCens vy  Sw deswa restaurarla, sproximéindola a la Imagen
ideal. Buera parte del #xito sn este tipp de realces, depsnds
de |4 construccidn de un adecuado modejo fisico-matemdtico
del fenameny degradante, vya que este Gltimo s trata de
cantrarestar, Algunan 4ituaclones donde ae requleren
restauracionos sont a) El sistema dptico de un nensor sa
wncuentra mal enfocado; b} El] sistema fizsico en esxtudio, sata
experlmnentando camblos en tlempos menores al de integraclsn
de Jos senuOres.

Cuanda s® smplea vl andlisis de imigenes sn  las ciencilas
axperimentales, |a comprensien del ststema FI2iC0 rucas wn la
cArEzticrizac|on matemitica de la imagen multiespectral, en el
entendimiento de los mecanicmgs da degradacisn en la captura
v reglstro de la wacena de |nteros, y en la consideracisén de
la respursta rinita cel sensor, La caracterlzacidn matematlca
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g2 una imagen multiespectral, puede ser determinista o
estocdstica dependiende de su grado de complejidad. El primer
tipo de caracterizacian, se aplica cuands ternemos imagenes
sencillas como graflecas, mapas y algunos tipos de imigenes
binarias. Cuando la imagen considerada es altamente compleja,
como aquella proveniente de una escena natural Yy adquirida
desde un satélite, se aplica la caracterizacien estocdstica.
Ademas del grado de complejidad, otro factor que interviene
para seleccionar la caracterizacién apropitada, es el
conocimiento o no del mecanismo que genera los valores de los
plxels.

Una imagen digital es5 una aproximaclén dlscreta a una
ascena continua. Atora blen, & Coma sabemos st la
simplificacidn adoptada @& adecuada para una aplicacidn 7 Ya
que evidentemente, podemos produclir imAgenes de distintos
tamafos y resoluciones varlando el subsistema de fTormacion de
imagenes del sensor. Si el tamafo del CIV es muy 'pegueso™,
aan las estructuras mis diminutas seran representacdas
adecuadamente; sin embargo s€ requerird wna emorme cantidad
de cCAampos instantdneos de vista (y por 1lo tanto de
almacenamiento digital) para cubrir el Area de la escena. Par
otra parte, con un CIV  “grande® sclip los objetos
relativamente grandes serdn reprosentados y esto traera
conaigo una regduccidn de recursods de almacenamiento ¥
procesamiento. La pregunta es: ¢ Existg alguna forma de
selecclonar la aproximacicn d&ptima para una adecuada
representacisn de la escena y gque consuma solo la memoria
necenaria 7?7 Afortunadamente, este problema ya fue resuslto
par los cientificos Whittaker y Shannon y su soluclén se
connce como e} Teorema de Muestreo, slendo su contenido el
sigulente:

Una funcién fix,y? cuya transformsada de Fourier es igual a
CEra Pard wy > Wy ¥V W, 2 Wys €5ta univocamente determinada
por los valores tomados en puntoas uniformemente espaciados en
el plano (x,y). Siempre y cwanda, los espaclos entre las
puntos satisfTagan las siguientes condiciones: del tax X 1 /!
= y deltay £ 1 / En$ {deltax, deltay son las distancias
entre puntos en la direccion »x e ¥y respectivamente en el
daminico Elpiclalé ui es la frecuencia de carte an la
direccion wy, y wy €5 la frecuencia de corte en la direccién
g3 Wy, Wy SOn las coordenadas en el espacio de frecuencias)}
En términos fisicos, el periodo de muestreo debe ser igual o
menor que la mitad de]l tamario del objetoc mas dimirmuto dentro
de la escena. Puede consultarse la demostracicn del teorema
en C[Brigham, 19841 ¥ una interpretacicon grafica y discusian
an [Conzalez, 19873 Lira, 19B%1.

ta captura de una escena en una imagen tlene su origen Ben
la necesidad de referir clerta informaclsn de una escena a un
nuevo marco de referencia a partir del cual, el tratamiente,
axtraccisn vy modelado de patrones de ésta, sea factikle por
métodos matematicos, fisicos y computacionales. El proceso de
captura de una escena, asi como la transformacien de una
imagen diglital a otra, pueden considerarse en Tarma unificada
coma traniformaciones de imagenes, ya Que en el primer caso
tendriamos la transformacien de una imagen continua (escena)
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a una imagen digital (su representacidmn). En el smsegundo casao
se transfaorma una imagen discreta en otra, y finalmente,
podemos pensar Que existe la transformacién de una imagen
continua a otra también continua festa es muy claro =i
pensames en el procesamiente sptico). Un modelo muy gengral
de transformacién de imAgenes, consiste en suponer n imagenes
fi, { = 1,..,n de entrada con dominias Dy que son modiflcadas
en m imagenes, 93+ § = 1,..,m de salida con dominios Dy
mediante m operadores Oj. En forma de ecuacion, esto se
expresaria asi:

gix,¥) = O3CF %, ¥} yanayTrix,y)]d
. galX,y) = Dol (X, ¥V yeue,Fuix,¥)]

. . 2.4

O txsy) = Oplfyin,¥)yeac,Thln,y)]

Un ejemplo en donde se aplica el anterlor modeloc en su
forma genaral, es al eliminar ruido ajeatorio en una imagen
multlespectral. 5! tenemos varlias imagenes multiespectrales
dae la misma escena, tomadas en distintos instantes de tiempo,
promediando las respectivas bandas, produciremos ta imagen
multiegpectral filtrada.

una manera de establecer un modeilo para Oy eg a partir de
operadores de singularidad dada la connotaclien fialca que
éstos tienen. Considerando 2] caso especlial! en el sistema de
imAgenes, en donde hay una sola imagen de entrada fix,y) vy
otra de salida gix,y} tenemas:

gix,y) = OCTix,y}] .51

Suponlendo ademis que el opgerador O es lineal, conmuta con la
integral y gque actua uniformemente en ambos dominios el de T
¥ O, puede expresarse la relacién entre las dos 1maégenes
mediante una operacidn de convoluciaon [Lira, 19893 Castlemarn,
1979; Bracewell, 1943; Brigham, 19841 como sigues

- -
gix,y) -J I hix-a,y-3) f{a,f) do di = h # T t2.4)
- =

en dende a h, se |ls conoce camo funcidm de respuesta al
impulso, vya que e8 el resultado de aplicar el ocperador a un
pulsa “infinltamente estrecho" dado por una delta de Dirac.
En términos simb&alicos:

hix—a,y—-f) = D[S{x—a,y-113] {2.7})
Hemnos visto, que nuestro modelo da  transformacidn de wuna

imagen continua a otra cantinua (ecuacisen 2.4) esta dado por
una operacidn de convolucién y es interecante hacer notar gque
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€sa misma relacidén se da en muchos otros fTensmenns estudlados
por las ciencias experimentales. For ejemplo, describe la
accisn de un  instrumento sensor cuanda toma un promedio
ponderado de alguna cantidad fisica sobre un rango estrecho
de uhna variable. Ademas de presentarae camo un concepto
fisjco, la convoluclon debido a un poderoso tecrema (teocrema
de la convolucisn) aofrece un punto ventajoso para desavrollos
teéricos v el trabaje numerico [Bracewell, 1%&5].

81 la respuesta de unm sansar a un pulso de radlacian
centrado en (m,n}) es hik,l;m fe,n &), entonces discretizando
la expresisn (2.6), encontramps el modelo matematico de 1l1a
captura de una imagen y de la transformacidén de una imagen
cantinua a otra discreta mediante la ecuacian:

N

M
gik,1) = L & fla,A) hik,l;m Sx,n SA} Sa S8 (2.8?
mn

Los simbolos o y §fi representan las medidas de la particien
en el dominio de f, para aprosximar digitalmente la integral
de la ecuaglen (2.6},

€1 modelo de transformacidn de una imagen discreta T a otra
discreta g, esta dado por:

glk,1) = Z E flm,n) hik,1;m,n) 2.9
m n

donde hacemos notar que respecto a la ecuacisn (2.8 m = m Sa
y = n §, yvague my n son discretos y por tante &m = Sax vy
&n = & son ambos iguales a uno. Cuando hay invarlianza frente
traglaclonas, (2.9) se escribe como

glk,1) = T E fim,n) hik-m,1-n) {(2.10)
m n

Es conveniente notar que la Tuncien h, wsegun el contexto
recibe varios nombrea. Cuando edstamos capturando una escenad,
el instrumento correspondiente se caracteriza por la fupcidn
de respuesta al lmpulso, cuando se transforma de una imagen a
otra, a la transformada de Fourier de h se le conoce como
funclsén de transferencia, 51 la transformacidn se efectua en
el dominio espaclial, entonces a h se le llama gl niclec de la
transformacidsn.

La revisisn que se ha hecho de los conceptos basicos vy de
{os aspectos metadologicas en el anilisis de Ilmagenes,

puade
complementarse con las sigulentes retferenciast al) Una
discustan sobre el concep ta de imagen v conceptos

relacionados, ati como cuando conviene pensar en un métode de
procesamiento de imdgenes en forma continua o en forma
discreta, Ppuede encontrarse en [(Castleman, 1977913 b}

Otras
clasificaciones de las transformaclienes en el procesamiento
de imigenes, pueden consultarse en LRichards, 19843 Gonzalez,
1987); c}) La caracterizaclidon estocastica de imagenes

multiespectrales an particular, asi como la caracterizacian
matematica de imigenes digitales en general, puede eatudiarse
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en ([Lira, 19893 d) Coma calcular los requirismientos de
almacenamiento de las imagenes digitales, asi como tablas
para diferentes tamafios v resolucienes radiométricas puede
consul tarse en [Gonzalez, 198713 e} Un compendio de
metgdologias en reconocimiente de patrones y andlisis de
imagenes se encuentra en (Mantas, 1987]; ¥} Una panordamica
del enfoque de la inteligencia artificial al reconocimiento
de patrones, se halla en [Nandhakumar, 19851; g) Un enfoque
estructurado matricitalmente al procesamientoc de imagenes, asi
comg diversas arquitecturas especializadas pueden revisarae
en [Dougherty, 19873.



CAPITULD 3
SEGMENTACTLI AN

3.1 Definicidén y clasificacion de los métodos de segmentaclion

f.a degmentacién es el procesc que subdivide una imagen en
sus partes constituyentes, cada una cumpliendo ciertas
propledades. Es wuna da las etapas mads importantes en el
analisis de una imagen, ya Que en este punto s donde se
extraen los abh jetos de interés o 5e produce una
representacisn simbédlica. Cualquier error cometldao, se
propagarid a etapas posteriores tales como: la clasificacidn o
descripcidn estructural. Algunas de las aplicaclones de la
sagmentacisn son: a) En la biomedicina, se ha empleado para
1a identificacisn de enfarmedades de los pulmones,
ciasiflcacidn de gldbulos blancos, ldentificaclen de celulas
cancerosas y en el cariotipo de los cromosomas [Fu, 19B1]; b)
En el campo de la produccidén Industrial automatizada vy el
cantrol de calidad, las herramigntas vy productos deben
separarse gn imagenes, para permitir su analists posterior vy
determinar la agclian ¢errectiva apropiada CWahl, 198733 e) En
la interpretacidén geofislca de fotegrafias (aéreas), es de
interés conocer el uso de la tierra, para saber donde se
entuentran cultivos, habitaclones o industrias LWahl, 19871.

La definicidén de segmentacién completa puede precisarse
empleando &! concepto de criterio o predicado de uniformidad.

Definicién: Sea f una imagen digital monocromatica de N
renglones y M columnas, definida en el conjunto X = {({i,}) 1
i = 1,..4,N3 J = 15,0.,M}:. Una funcicn P definida sobre los
subcanjuntos conexos de X es un predicado de uniformidad, =i
y salo s3i, para cualquier Y conexo v ¥ £ X, tenemos que PLY)
et verdadero o falso, dependienda solamente de los valores de
la imagen f ‘restringida a VY.

Definicién: Una segmentacidén completa de una imagen digital
monocramidtica f de N renglones y M columnas. Definida en el
conjunto X # L{(h,§) | 4 = 1,...,N} J = 1,..,.,M}, a traves de
un predicado de uniformidad P. £s una particidn de X en
asubconjuntas ajenos Xj,...;%, tales que:

w
(1) U X3 = X.

i=1
(8 X3, i = 1,...,m , B35 Canexo.
(3} PiXy) = verdaderpo para I = 1,.,..,w
(4} P(X; U X4y) = Talso para 1 & J.

Las condiciones de la definicién pueden interpretarse como
sigue: (1} Implica gue todo punta en el daminio de la imagen
debe pertenecer a una regidn, y por 1o tanto, un algoritmoc de
segmentacion completa gclo puede terminar hasta que halla
clasiflcadc cada pixel &n una regiang (2) Nos dice que X
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debe ser conexn, para it = 1l,..,w. Este significa, que para
cualquier par de puntos en esa regidn, podemes encontrar un
camine contenido en ¥i{ Que una egsos puntas. El camino de un
pluels a otro, puede estar formado por segmentos
horizontales, verticales o diagonales (x 452); Q) Determina
el tipo de propledades que las reglones segmentadas deben
poseer. Por ejemplo, la intensidad promedio debe encontrarse
en wun intervalo especificadeo; (4} Indica que cada reglén es
midxima respecta al predicado P.

En la préctica, el producir una segmentacisn completa puede
no ser facil. Pensemos por ejemplo, que empleamos un meétodo
de deteccidn de bordes basado en el gradiente, después de su
aplicaclen, i la iluminacisn no era homogéanea o habia ruido
(ver Afigura 3.1, tendremos que habra presente muchos
elementos de bordes, que no corresponderan con nuestro modelo
de fronteras de las regiocnes, o bien estardn =eparados por
espaclos. Para corregir lo anterior, habra la necesidad de
aplicar realces apropliadaos previos a la deteccian de \los
elementos de bordes vy después de detectados, aplicar
algoritmos de =eguimliento de bordes, adelgazamientno vy de
unlién y eliminacién segiun convenga.

Hasta ahora, la técnica de segmentacidn se elige de acuerdo
a la complelidad vy tipo de imagen, vy seria muy dificil
producir un algoritmo de aplijcacicsn general, vya que los
patrones prasentes pueden ser muy diversos. Ademads se ha
dicho, [Fu, 1981; Lira, 1987) que gl problema esencial de la
segnentacisn s muy semejante al de la percepcisen psicofisica
¥ camo intervienen factores subjetivos, no es posible una
solucisan completamente analitica, sino que debe
complementarse .con heuristicas, que involucren aspectos
semanticos de la clase de imagenes bajo consideracidn. Una
manara muy sSimple de evaluar un algoritmo de segmentacidn,
consiste en tomar el porcentaje de pixels correctamente
clasificados en varias imagenes de prueba.

Los algoritmos de segmentacién, s clasifican camao: a)
Qrientados a las fronteras o, b} Qrientados al jnterior de
lag regigngn, dependiendo de ei hace énfasls en las
discontinuidades o0 en las semelanzas de los wvalores de
intensidad de los pikels respactivamente. En la primera
categoria, particionamos una imagen basédndonos en cambios
abruptos de los valores de intensidad. bLas Areas principales
de interds en esta categoria sons la detececicn de puntos
alslados, deteccion de lineas y de bordes. Entre los enfoques

en la seqgunda categoria tenemos: selecclan de umbral
(thresholding}, crecimiente de regiones y, divisidn y fusldén
de regiones. Si se tienen ademas, wvarlas imagenes en

distintos Instantes de tiempos de una escena que esta
cambiando, es posible emplear la iaformaciscn del movimiento,
para producir la segmentacién de una imagen.

Como el tema de la segmentacicen es muy extensao y existen

muy buenos textos que describen con todo detalle los
algoritmos, v articulos con estudios comparativops v
compendics, creemos que -es mas aproplado sSslo explicar

aguellos métodos que fueron incorporadow al sistema y dar las
referenclas que conocemos para un estudio mAs completo, en

24



Figura 3.1 (a) Una imagen completamante negmentada, (b} suo
representacisn de contornos, {c) un sjemplo de segmentacidn
incampleta.

3.2 Segmentacidn basada en discontinuidades

Vimas (ecuacliones 2.7, 2,8 y 2.9) que el modelo de
transfarmacisn entre imigenes (auponlendo linealigdad) estabd
dado par wuna convolucion, 14 cual wn 21 casc de imaganes
digitales puede calcularse va sfa en @l domrinio edpacial o de
frecuanclae, El daominia mas aproplado depende de ia
frecuencia do corte del Tiltro, va que hay una relacién bien
ofinida antre #! tamado de la plantilla y la frecusncla de
corte (Lira, 19847. Para plantillas de dimensicnes mavaores a
3 % D pixelg, convieno reallizar =1 calcula #n @) dominta de
frecusncias ([Richards, 19B4)., Oeraralirande ¢1 modelo de la
scuacian 2.9 ¥ .pensanda los valores del nicles como
factores de peso wn la obtencldén de un pramedi® ponderade., En
wl calcula do 14 respuvstae J¢ wn sperador local, podemas  ved
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en forma unificada diversos tipos de flltros, adn algunos con
caracteristicas no lineales I[Lira, 1984). Otra aplicacion de
este Gltimo modelo s en la deteccian de formac especificas,
mediante la eleccldn de factores de peso apropiados.

Adoptaremos ouna notacisn vectorlal para representar 1a
respuesta de un pperador local en un punto, yva que es més
apropiada para un formulacion unitficada de la deteccidén de
diverscs rasgos [Gonzalez, 1987). 51 w31, .--, Wg representan
los coeficientes del nacleo de un operador local (figura
3.2)y, con wuna wvecindad cuadradade 3 w 3 v Kige~ragKg
repreésentan los valores de intensidad de los pixels balo la
plantilla

Wi Wz w3
W, WS wg,
W3 Wg Wo

Filgura 3.2 Representacian de una vecindad cuadrada de 3 x 3,
con los coeficientes del ndacleo de un oparador local.

¥ i los expresamos como vectores columnat

v
NE .
W= . (3.1}
Ho
L 'l
Y
- .
ol |
Ho .
X = |. (3.2}
B
podemogs ascribir la respueata del gperadnr lecal como  un
producto matricial entre W y X (U representa la matriz
transpuesta de W), Esto es:
t
WX = Wik + ... + wgrg (3.3
Una ventaja de esta notaclién es su generalidad. 51

mane jaramos plantillas de tamafo n x n, los vectores tendrian
n? elementos.

3.2.) Deteccisn de puntos
La deteccidn y segmentaclen de puntos aislados en  una

imagen, es Gtil para la eliminaclén de ruido tipo impulso vy
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en el'ﬁahélisiss-de-parti:ulas..ﬁn'_ndqleu

empleadn én-:laf
deteccién de puntos se muestra en la flguy s

3 3.

=1j=1]~1
=1] 8a|-1
=il=-1]-1

Figura 3.3 Nacleo ©e un cperadar local, empleado ' en . la .
deteccién de puntos aislados con lntensidades difarentes o de
un fondo constante. -

En cada punto, calculamos el operadaor local dade ﬁar ‘laf

ecuaciean (3.3}, que en este caso se convierte en la-.”'

expresiont

Wi = K=t g +xp+Rg+u, *RytRpragEKRg) ) .(3 “,}1_”:

Notemos gue este operador lacal asume un valor de cero en las
regiones constanptes vy en la practica, cuando 4d10 estamos

interesados en respuestas “fuertes", decimos que - la
intensidad es signiflcativamente diferente del fondo si: -

T THIE | ta.s
donde

T as un namero real na nggativo llamado umbral, y que
puede ser funcién de las coordenadas x, y.

3.2.2 Deteccidn de lineas

El saigulente nivel de complejidad en la deteccion de
rasgos, es la identificacién de lineas. Concideremos el
primero de los cuatro nicleos mostrados en la figura 3.4,

-1)l=-1]-1 =-1|—-1} 2 -1[ 2§=-1 2]—-11-1
el a1 a2 =11 2|~1 -1{ 2}-1 ~1j a2|-1
=1]=3|-1 a2[—-1{—-1 -1] 2)j-1 -1]-1f 2

Figura 3.4 Nicleos de operadores locales para la detecclan de

lineas de un pixel de grosor con pendientes 0, 1, o y -1
respectivamente.

Es clare que su respuesta para un fondo constante es €ero vy
serd mayar cuando su rengldén medio eaté gobre wuna linea

horizontal. En forma andloga, los naclaos rastantes
detectaran lineas con pendil@gntes 3, @y -1, debida a 1la
distribucicn que tienen los facteores de peso. 51

representamos con los vectares Wy, Wa, W v Wy los nocleos de
los anteriores aoperadores locales respectivamente, tandremos
gque la respuesta g0 cualguier punto a estos operadoras,
estard dada por MWy %X, 1 = t,..,4. (¥ se toma coma en 1la
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ecuacisn 3.8). Dado un vector X, si quisieramos determinar. a
que tipo de las cuatro lineas anteriores se aproxima mas, -
diriamos que X esta mads cercano a W3y, 31 sSu respuesta es
mayor que al resto de las plantillas. Es decir si: :

wh x> W x e3.8)

para todos los valores de Jj, excluyendo 1.

3.2.3 Detocclsen de bordes

Podemos definir lnformalmente un haovrde, como la frontera
entre dos regiones con niveles de intensidad diferentes. Para
un adecuado funcionamiento de 1os matodos en esta secclén, so
supone que las reglones son relativamente homogéneas, de tal
manera que ta transicidan entre dos regiones puede
determinarse solamente empleando las discontlnuidades de
intensidad. Cuando esta hipatesis no es vallda, es mas
conveniente emplear métodos de segmentaclan basados en la
similitud tseccion 3.3).

La idea hisica subyacente &n l1a mayoria de los motodos para
la deteccisn de bordes, 8s €1 calculo de un operador
diforencial 1local. Este concepto puede ilustrarse con 1a
ayuda de la figura 3.5. La parte (a) de esta figura muestra
wun objleto claro en un fondo obscure, Juntc con un perTil
horizonta: de l1la imagen y los perfiles de la primera vy
segunda derivada. Notemos que el borde {transicicn de obscuro
a «laro) esti modelado por umna rampa, envés de por una
discontinuidad. Este modelo representa el hecho, de que los
bordes en una imagen digital estin un poco difusaos como
resul tado del muestreo. La primera derivada de un barde
modelado en este manera es cero para todas las regiones
homogéneas y tama un valor constante en las transiciones de
niveles de gris. La segunda derivada por otra parte, asume
valores positivos en las partes obscuras de las rampas vy
valores negativos en las partes claras.

Vaeremos a continuaciden, gue una medida similar a la primera
derjvada an el caso obidimensional, #s 1la magnitud del
gradiente y que el andleogo a la segunda derivada es gl
laplaciano.

3.2.3.1 El1 operador Gradiente

El vector gradiente G[fix,y}2 de una fungidn ¥ en &] punto
tx,y), definldo por:

GLfix,y?) = (T, yl (3.7}
os empleado en la deteccion de bordes, dehlido a3 que apunta en
la direccién de maxima razén de incremento de la funcidn
fiu,y) y su magnitud MAGLB) dada por:

MAGLGY = FZ+T3) (z.@y
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‘w8 tgual & la mixima razen de Ipcremento de fix,y) por unidad
de distancia en la direcclén de G, En general, solamente . se
emplea la magnitua del gradiente) perc en tarwas de
seguimiento, wunldn y ®limlnacldén ve bhordes, tambjén es - util.
conocer la glraccién de estipr vector deda por:

atm,y « Tan"ter, 7 1,0 .9

Existe una manera aproximada, pwro mis eficlente de calcular

la magnitud del gradiente, emplesndc otra norma diferents a
la candnica en A" como siguers

MAGLGE] = |f,|+|fv| {3.10}

Imagen

|,—-,! Perfil
D SR S Horizontal \_f'

B
1_4 Primera |
i1
i

; Derivada

LY

b

Segunda ]
i ; Derivada \J J,

Figura 3.3 Elementow de¢ la deteccisdn de bordes enpleando
aprradores diferenclales, (a) Un obhieto clars en ur  fondo
abscuro. tb! Un objeto obucuro en un fomndoe claro (0w
iGonzale2, 139871




Debido a que en un espacib.discrétn,ftalzcbﬁu ei,fofmado par’
las posiciones de los pixels en- una imagen digital, no
podemos realizar un proceso de limite.en el. sentido de R", se

han desarrollado varlas  aproximaciones a  la ' derivadas
parciales camo =on las siguientes {ver rigura 3.& ¥
&cuaciones 3.11, 3.18 vy 3.13rs . - T
Ty = Tlx,p) ~ Fixap+ld . (2.11)
'fy = Tlx,y) — Tix+l,y}

« [Tix,y) Tix,y+l)
TFix+l,y) Tix+l,y+1)

Figura 3.4 Paosicianes relativas de los pixels en la
aproximacidn a las derivadas parciales.
Otra wversién en el cdlculo del gradliente, es o] llamado
operatdor de Roberts (ver figura 3.4 y la ecuacisn 3.18)1
Ty = Flu,y) — Ffin+l,y+1) {3.12)
fy 5 Fix+1l,¥) - fix,y+1)
Sabel desarrolls otras aproximaciones a las derivadas

parciales (ecuacison 3.13 y Tigura 3.2), empleando wvecindades
de 3 x 3 y compardndolas respecto al operadar de Roberts, son
menos susceptibles al ruido por emplear una vecindad mayor.,

(e t2mg+rg ) = () +2wn g ) t3.13)

Ty
Qg 4B +riy ) —(wiy +Bwtz, Hug )

Ty

3.2-.3.28 El operador Laplaciano

El Laplaciano es un operador diferencial de segundo orden
dada por:

LEFlx,yIT = F0 + Ty (3.14)

Y en &¢] caso discreto tenemos la aproximacisn siguiente (ver
figura 3.2 y ecuaclon 3.15):

LETix,y} 1 = wmotwytrgtwg—ang {3.15)
La ecuaciason (3.13), tambien puede escribirse caomo 1a
convaolucisn discreta con un nécleo. (Tigura 3,7): . *

Siendo un operador diferencial de segundo orden, casi no es
empleado por g9i mismo en la deteccidan de beordes, ya que
tiende a enfatizar e! ruida. Sin embargo, cuande se asa en
forma complementaria con el gradiente, nos permite producir
una segmentacidn de pscenas mas complejas {ese método es
canocldo como: selececidn de umbral basade en caracteristicas
de la frontera [Gonzalez, 1987)), debido & que coms se
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menciond en la iec:laﬁ'a E'E; el signo de la sggundq'deﬁivada
nos permite conocer si un pixel en un’ bnrde tlpn rnmpa,_ a8
encuentra en el ladu ubscuro o clara. . - L

o= 0

0
=4
o

Figura 3.7 Nicleo de un operador local, para al'calculb_ del !
Laplaclano.

3.3 Segmentacién basada en similitud

Los métodos que trataremcs en esta seccion, pusden
consjderarse complementarios a ios basados en
discontinuidades, {aeccisn 3.2) va que el determinar el
interior de una reglén, para el propdsito de identificacian
de estas, es gquivalente a encontrar sus fronteras. Esto no
quiere decir sin embarge, que pucden aplicarse en las miamas
circunstanclias. Poar ejemplo, si la textura de una regldn as
cuantificable y las fronteras son un poco difusas, claramente
conviene emplear un meétodo basado en un criterio de textura.

3.3.1 Segmentacican por histograma

Existen muchas aplicaclones industriales CBoyle, 1988}, en
las cuales hay escenas compuestas par obletos, coleocados
sobre un fondo de tonallidad uniforme. E1 objetivo en asos
canos puede ser control de calidad o aplicar un proceso. Una
sltuacian similar se presenta en la Citologia, con un
conjunte de ctlulas sobre un portachjetos para ser
analizadas. En 1los anteriores eventaos vy an aquellas
aplicaciones en donde sea posible identificar los objetos de
interes, basdndonos principalmente en sus caracteristicas
aspectrales o radiométricas, es posible segmentar la Ilmagen
digital auxiliandonos del histograma.

En =su forma mas general, este tipo de segmentacisn divide
una imagen ¥ en k reglones (ver figura 3.8), asigniandole a
cada una un valor de intensidad ¢y al se cumples

Sixay) = 3 31 y sdlo 51 Ty S fiw,y} € Tiey {3.16)
i=1,..5k

en donde alx,y) es el valor de¢ la imagen segmentada en la
poslicion (x,y), T; @S la minima intenaldad, Ty ,; es la maxima
intensidag y cada par de nuameros T,, Ty+1 (cada T; es llamado
un  umbral) indica un rango de intensidad que idantifica una
clase de objetos.

Es posible que wun umbral en vez de Ser splamente una
constante, sea de hecho una funcidén de la farma:
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Tox,y,plx,y),Tix,y)1 ' 13.17)

en donde pi{x,y) es una propledad del punta (x,y). Por
ajempla, el promedio de intensidad en una vecindad de forma
definida. Cuando 7T depende unicamente de fix,y} se 1llama
global (figura 3.8). Si depende de Tix,y) y pix,y) se@ llama
local y i ademés influye el punto (x,y} e2 canocldo come
umbral dinAmica. Un ejemplo de umbral dindmico, puede
encontrarse en [Wahl, 1987] al segmentar un cardioangiocgrama
empleanda la técnica de umbral 4ptimo. Para ver un umbral
local, estudiar en [(Gonzalez, 1987) un caso de seleccién de
umbral, basadndose en caracteristicas de la fraontera.

La seleccién de un umbral glaobal, aan en £} caso tan simple
de un solo oblete sobre un fondo homogQérneoa, puede ser
complicada, si por ejemplo, no hay una adecuada iluminacian o
bilen las tonalldades de las dos clases de patranes se
az=eme jan mucho. De acuerdo a la metodologia de estudio de un
sistema fiasico {figura 2.4), es responsibilidad del
investigador &1 c¢oleocar un adecuado arreglo experimental,
para reducir laos fenomenos de degradacisn. En #ste caso, ai
2s posible controlar la fuente de lluminacién, debe ajustarse
esta en la direccidn y con la intensidad apropiada, vya que
esto puede facilitar grandemente la segmentaclan de wuna
imagen.

En aplicaclones en dande es Importante cuantificar las
Areas de las regiones, {(por ejempla, en umrna granulometriaj;
ver seccidn 4.%5.1) la seleccion de un umbral Jdptimo es
critico, debldo a due si e escoge mayor o manar a este
dptimp las regiones aumentaradn o disminulrdn su Area en
propercién al error cometido [Rosenfeld, Vol.l1, 1982].

Si ] histograma esta formado por labulos blen definidos,
que corresponden a las clases de patrones en estudlo, las
umbrales doptimos corresponderan a los valores de intensidad
daonde se presentan los minimos leocales. Sin embargo, hay que
tener en cuenta que cuando hay mas de dos clases de patrones,
esta altima seleccican de umbral no es tan confiable
[Gonzalez, 178731, ya que el hlstograma de la imagen, resulta
de wuna superposician de las funciones de densidad de cada
clase de patrones. Par lo cual podria suceder, que donde no
hay un minimp lacal fuera donde 28 mAs aproplado seleccianar
un umbral.

En agquellos casos, en donde se conozca a-priori la forma de
las funciones de densidad de los patrones consideradeos, es
posible encontrar analiticamente la posicien del umbral
optimo [Wahl, 19873 Gonzalez, 1787). Si la sala infarmaclédn
da 1la intensidad de loa gbietos, na es suficliente para
segmentar 1la imagen, es conveniente Intentar el empleo de
umbrales locales o dlndmicos, o Bbien complementar can
propliedades geamétricas {seccidn 3.2.3), morfolagicas
{capituloc 43}, tesxturales lsecclisn #.5.2}' (Conner, 1980;
Ehrich, 19783 Keller, 1989; Matsuyama, 19823 Rpan, 19873 a
cualquler cotra propliedad que podamos cuantificar ¥y que sea
dtil [Duda, 1977).

La s=egmentacion por el histograma puede generalizarse en
otra direccidn al considerar imigenes multiespectrales de una
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&#acena, ya dque hay caracteristicas de los ocbietos que aw
manifiestan " en diferantes longitudes de onda y que permiten
difé#renciarios. En los histogramas multidimensionales, am
"cuantifica &l nimero de plxels con la misma respuesta
espectral y despusde de realizar una normalizaclén, pueden
considerarse comd una funcidn de densidad multidimensional.
En la sltuacidn agui planteada en vez de localirzar lobulos v
umbrales, buscargmos cumulos = hipewrplanos gue low separon.
Al aumentar gl namero de dimapsiones estas tarsas s« vuelven
muy compiejas y constituyen buena parte de o Qque et conacido
como claclficacidn espectral (Richards, 1786)
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Figura 3.8 S#gmentacisén de una Lmagen »n clauss ge ocbirtow,
caracterizados por un rangoe de (ntensldad.

2.3.28 Creclmionto de reglones

E! crecimliente de reglones an su acepclen mids wimple, se el

| proceso que conslete en relaciandr piuels vecinos gque cumplan:

un crlterio de unlformidad fver definicidn de segmentaclon
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cumpleta, seccldn 3J.1). En su evoluciaon, este meétodo ha
cangervado la idea esencial de emplear el ilnterior de las
regiones para caracterizar la segmentacion; sin embargo, la
manera particular en gue se logra este cbjetivo es lo que
establece las diferencias entre los algoritmos. Por elemplo,
algunos comlenzan con los elementos simples (pixels) vy
reuniendolos farman estructuras complejas (enfogque llamado de
abajo . a arriba, bottom-up, o de la particular a lo general)l.
Otros, su orden légico es el inverso (enfogue 1llamade de
arriba a abkajo, top-bottom, o de lo gengral a lo particular)
y parten de las estructuras complelas, tales como la imagen
en .su totalidad vy donde existe ambliglidedad =sabre las
caracteristicas de la reglon se aplica wun proceso de
divislon, esperando eventualmente que las regiones asi
obtenidas constituyan las clases de la segmentacléan.
Naturalmente, como cabria esperar existen m#todos hibridos
que combinan los procesos de fusién y divisldén de reglones.
Los anteriores enfogues, sdlo han empleado propiedades
locales de la imagen y no caracteristicas globales o =l
significado o semantica aspeclade con la escena. Cuando estas
consideraciones fueron plasmadas en los modelos fisico-
matematicos de la escena, ae abtuvieran me joras
segmentaciones. A manera de resumen, presentamas una tabla de
1os enfogques adoptados en el crecimiento de regiones a travas
de 'su 2volucidn [Zucker, 19753 {(ver tabla 1).

El proceso de crecimiento de reglones, en general es mas
costose computaclomnalmente que la segmentacicon basada en el
histograma, pero afrece las sigulentes ventajas (Wahl, 19871:
a) No se necesita un conccimiento a priori de la imagen, tal
camo &1 ndimers de clases de obletos, o =81 es posible
identificarlos por encaontrarse an un range de intenslidad;y b)
No deja espacios en, o entre las regionss independientemente
de la contaminacidén por ruido y es extremadamente insensible
a distorsiones cuando los puntos iniciales son escogldos
correctamente} c} La posicién de las fronteras entre
dliferentes ragiones, despueées de aplicar el método
generalmente colincide con las fronteras observadas.

Explicaremns mads detalladamente, una de las versione=s mas
elementales del crecimiento de regiones, conocida como
agregacian de pixels. En gste caso, partimos de un conjunto
inicial de pixels (idealmente unc por cada reglan) y anexamos
en cada iteracidn del algoritmo los pixels wvecinas {puede
usarse conectividad & u B) que cumplan con el criterio de
uniformidad (por ejemplo, que el wvalor absnlutoc entre el
promedio de lntensidad de las pivels que en un momento dado
forman la regien v la intensidad del pixel eraminado, sea
menor que un cierta constante). E1  algoritmo se detiena,
cuando todos 1los PpPixels han sido clasificados en alguna
regién, o bien cuanda con 1los criterios adoptadoas las
regiones dejan de crecer.

Veamos con un ejemploc, como opera el crecimiento de
regiones. Consideremos la figura 3.% (a}) en donde tenemos una
reglén de una imagen digital y hemas tomade cemo puntos
inicliales lpos pixels con coaordenadas (3,2} y (3,4). Aplicandao
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] crecimiento de regiones, usando el criterio de uniformidad
tonsistente en que el valor anssluto de la diferencia entre
&) pixel examinado y el "semlilla" aea menor ‘que una constante
{3 en este casoc) y gque la regién asi  crecida - sea’ conexa,
llegamos a cdos regiones, indicadas con las letras a vy b
respectivamente en !a flgura (b). S} por otra parte, la
constante hubiera sido B8, el resultado seria una sgla regicon
{figura cb. ) ’

Tabla 1: Enfoques al crecimiento de regliones.

Namero Enfaoque . Fecha vy Descripcidn del sistema
autar

1 Basqueda de 1948, Muerle Descripcicon estadistlica

. vecinos regioc—- vy Allen de células unitarias; se
nales. unen si son similares.
2 Heuristicas 1970, Hrice Se farman componentes

: ‘Multiregiona- y Fennema conexas de la misma in-
les. - tensidad; para refinar

aplicamos las heuristi-
cas da “fagocito” o de
“"debilidad”.

3 Aproximacison 1972, Particién en franjas
funcional y Pavlidis unidimensionales, segui-
fusison - do de aproximacien en

segmentos y Tinalmente
fusisén de segmentos can
coeficientes de aproxima-
cidn similares.

4 Divisién y 1974, Particién inicial arbi-
Fusian Horowtiz y traria en estructura de
Pavliidia. datos piramidal; dividli-

mos las regiones can
erraraes de apraximacidn
grandes y fusionameos las
regiones adyacentes can
aproximaciones similares;
agrupamos cuadrados simi-
lares en regiones irregu-—

lares.
5 Semidntico 1973, Injcializacion tipo Bri-
Feldman y ce-Fennema; maximizamos
Yakimovsaky la probabilidad en regio-

nes y baordes correctamen-
te interpretados
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Figura 3.9 Ejempls de crecimiento de regliones, empleando
puntas intciales conocidos. (a) Imagen digital original. (B
Segmentaclén resultante usando una diferencla abspoluta menor
a 3 entre los niveles de intensidad. (c) Resultads empleando
yna diferencia absoluta menor a 8.

En la practica, la posiclén de los puntos iniciales puede
proporcionarlas un analista interactivamente, o bien
indicanda e&] namero ssperado de regiones, pueden generarse
automdticamente [Wahl, 1787). lndependlentemente de la forma
elegida para suministrar los puntos inictales, debe tomarse
en cuenta lo sigulente: a) 51 se coloca mas de un  punto
intcial en una regidn, habré necesidad de jdentificar
posteriormente que las regiones asi obtenidas, san
subconjuntos de una regldn mayori b) Si en alguna reglan, no
a0 scuministra un punto inicial, puede suceder que al crecer
el restn de las reglones, esta ag fuslone incorrectamente con
atra,.

E1l criterlo de uniformidad, depende del problema
considerado y de la calidad de la imagen dlispanible.
Tipicamente, el andlisls de la reglén debe llevarse a cabo
utilizanda un conjunto de descriptores basados en la
intensidad y proptedades ecpaciales. Entre epstos descriptores
podempos nombrar: perimetro y Jdrea de la reglién, tamaro,
forma, textura y momentas [(Gonzalez, 19871.

3.3.3 Transformacién de Hough

El objetivo de la transformacien de Hough, es el
recaonocim:enta dg Curvas especificas dadas an forma analitica
o tabular. Es considerada una transformacién, porque dada una
representacicén paramétrica de una curva y una imagen donde ne
ha aplircado un algoritmo de deteccién de bordes (seccidn
3.21, puede deflnirse un espacio llamado espacio paramstrico
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con tantas dimensiones como parametros, en donde mapeande -los
datos de la imagen queda en evidencia la probabilidad  de
encontrar el tipo de curva en cuestisdn,  para wvalores
definidos de los pardmetros. (Nota: Por transformacisn se
entiende wuna funcion gque mapea un conjunto de datos de un
espacio a atro, en donde son mas notorias clertas
caracteristicas del conjunto de dates, o es mds Tfdacll
procesarlos de clerta manera [Brigham, 19841},

E1l nombre de transfarmacisen de Hough, ps honor de Faul
Hough quien en 1942 reglstrd una patente en Estados Unldos
ton el tituloc "Un método y tecnjicas para el reconocimiento de
patrongs complejos™. Desde entonces, el método ha sido tema
de muchas investigaciones y aplicaciones entre las cuales
pademos menclonar: a) Se ha utilizado para guiar wn taladro
en la perforacidn de tableros, en donde posteriaormente se
Tijaran circuites integrados (Boyle, 1988); b} Ha sido
propuesto Ccomo la base de wun sistema para detectar vy
localizar partes mecanicas (Il1lingworth, 19881; c) E&En el
reconacimiento automatico de caracteres hebress [Illingworth,
198817 d! En vehiculos guiados automaticamente LC[Illingwoarth,
19881. .

Las ideas principales de este método, pueden f[lustrarse
conslderanda la identificacién de un conjunto de puntos
colineales en una imagen. Tomemos un punto  (xj,ys) vy la
ecuacién de una recta que pasa por &1, con pendiente a vy
ordenada a4l origen b, y; = a »; + b. Existen muchas rectas
que pasan por ese punto, sin embargo si escribimes la
ecuacldn coamo b = - x; a + yj y canslderamos el plano ab
(llamado espaclo paramétrico}, tenemos la ecuaclian de una
gcla linea para el par (xj,v¥y}. Si ademids tomamos otro punto
{xj,y3? éste tendra también asociado una linea en el espacio
paramétrico, que lntersectard con la primera considerada en
el punto (a',b')., Este Gltimo punto representa 1a pendiente y
la ardenada al orlgen de la ecuacidn de la recta que pasa por
los puntos (xj,yy} ¥ lxj,yj) {ver figura 3.10}).

El atractivo computacional de la transformacién de Hough
surge, cuande dividimos el espacio paramtrico @n reglonea de
drea finita y asoclamos con cada region una celda de mamoria
(el conjunte de celdas recibe =] nombre de arreglo
acumuladar) como se muestra en la Tigura 3.11. En el diagrama
Lninidmax! ¥ (PaimPhax? Indican lo=a rangos eaperados de la
pendiente v la ordenada al origen respectivamente, LLa celda
con coordenadas (1,3 vy wvalor de acumutlador AlL, 1)
corrasponde con ¢l cuadrado de coordenadas (at,bj) en el
espacta paramétrico.

Inlcialmente este arreglo toma valores de ceros en sus
celdas. Luego, para cada punto (xp,.yg! £€n el plano de 1la
imagen, dejamos que el parametro 'a' sea igual a cada una de
las divisiones permitidas en el eje "a*' y resolvemos para la
correspondiente b usando la ecuacién b = - x, a + vy, . Los
valores de b obtenidos, son redondeados al wvalar proximo
permitido. Si una sleccion de a_ resulta en una solucian bq,
hacemos Alp,q) = Al{p,q!) + 1. Al Tinal de este procesa, un
valor de M en A(i,§) corresponde a M puntos en el plano XY
sobre la linga y = a; x + by. La precisian en la colinealidad
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Figura 3.11 Discratizacidn del ®#8pacic paramétrico para
erpledr la transformaclan de Hough.
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En la figura 3.12 podemos ver 1la aplicacidn de la
transformaclan de Hough para determinar la colinealtidad de 10
puntos., En (k) tenemos la representacisn en el espacio
paramétrico y en (c) los valores asumidos gpor el arregle
acumul adgr., Nétese que el problema de recaonocer un tipo de
patren espacial, se ha traducido en el de encontrar maximos
@t #1 espacio parameétrico. ,

Es importante gefalar que el método puede generallzarse
para detectar curvas y combinaclones de ellas muy complejas
tEallard, 1981). La transformacién de Hough puede verse comg
wn proceso que bHusca evidencia sobre la presencla de un
patrén espaclal. Cada pixel en un elemento de borde "vota®
car todas las combinacliones de parametros que pudieran
producirto, 8i fuera parte del patréen espaclal. Los votos son
contados en el arreglo scumulador y los totales indlcan  la
relativa probabilidad de los diverscs patrones descritos por
los pardmetros.,

Algunos de los aspectos que han motlivade el gran uso de las
transfarmacidn son CIllingwarth, 19881:

a) Cada punto de la imagen es tratado en forma independiente
¥ por lo tanto es posible una implantacidn empleando mas de
unha unidad de procesamlento., Por ejemplo, es conceblible un
procesamiento en paralelo de todos los pixels. Esto lo hace
urr algoritmo aproplado para aplicacliones en tiempo realy

B) Su gomblnacidn independiente de evidencla, 1le permite
reconocer patrones parclales o deformados., El1 tamarfoc vy la
localizacidn espacial del maximo local nos proparciona  una
madida de similitud entre el patrén presente y =1 modelo;

c) Los slementos alslados de borde, en general no contribuyen
cohgrentemente & un punto y por tanto no presentan problemai
2in embargo, deba tenerse culidado de los bordes de otra tipe
de patrones que no sea el de interasg

d) La transformacisn puede acumular evidencia simultaneamente
d® varios patrones particulares de la clase de patrones en
eatudlio. Gensralmente cada ecurrencia de un patrén producira
un madximo local diferente en el arregle acumulador.

La principal desventaja de la implantacian directa, es 1la
gran cantidad de recursos de almacenamienta vy cémputo
requer idos. La determinacidn de g pardmetros cada ung
aproximado por « intervalos, requigre un acumulador de o
e#lementos.

Para caomplamentar los temas considerados en este capitule
de sdSegmentacldén, ecreamus adecuado referir al lector a los
siguiaentes articulos vy libros:

&) Una coleccidn de articulos selectos en segmentacidén puede
encontrarse en [Aggarwal, 19773;

bl ta deteccidn de bordes con bage en un mpdelo
encontrar=e en [Wahl, 1987; Rosenfeld, 1982, Val. I11;
€) Un articulo con una panoramica de la segmentacian de

puede
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- imAgenes, con orlentacian a las aplicaclones en cltologia w%

CFu, 1%B11;
"d)’ Métodos . sinticticos en . la segmentacldn de imigenss se
encusntran «nn [Basu, 1987)

@) Un compendic de crecimients de regliones oue hace éenfasis
®n - las wetapaw de su evolucisen os [Zucker, 197614

) Una discusldn muy completa ce segmentacisn con base en -l
histograma, wests en [Gonzalez, 15871

4} Una generalizacisn de la transformacidn ge MHough  para
?;;:gtnr formas arblitrarisags, os ! articulo de ([Batlard,

1

“h} Un coapendia de transformacidn de Hough, que snatliza sus
ganeralizaclones, w1 problena de la deteccisen de los manimos
an &1 espacioc paramétrico y circuitos espaclalizades para
calcular esta tranaformacidn @s C1llingmorth, 19883
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CAPITULD 4
MORFOLOGIA MATEMATICA

Dentro del gran nuamero d& algoritmos para 'bro:esaﬁ,
analfzar imigenes y reconeccer patrones, surgen “-algunos

métodos generales, tver gcapitules 2 ¥ 3}, [Mantas, 19873 @

Nanhakumar, 19853 Skolnick, 19843 Haralick, 19881, -Estos

Iincluyen : - :

(a) por parte del procesamiento de imagenes. . )
1. La teoria de serales, fundamentada en el anh:tsis--de .
Fourfer, : . S

(b En el andlisis de imigenes.

1. Asemejamiento o Concordancia tmat:hinq).

2. Segmentacién.

3. Anpdlisis de la forma.

4. Descripcisén.

(=) En £1 reconocimiento de patrones.

1. Técnican canvencionales
1.1l Recenocimiente estadistico de patrones.
1.2 Reconocimiento estructural de patraones .
1.3 Métodos hibridos.

2. Teécnicas de inteligencia artificial.

uUn método general, menos conecido que trata las cuestiones
ta), (b)) vy (c) es la Morfplogia t ica, en donde las
imAdgenes analizadas se consideran camo conjuntos de puntes ¥
las operaciones se basan en la teorja de conjJuntos. Este
enfotue busca determinar y describir la organizacicon espacial
de los pixels.

Como cualquier nueva tepria, 1la morfologia matematica se
iniclé de algan cancocimiento primigenmio y se desarrollsa en un
tontexto, El problema concreto a resolver [Serra, 19821 era:
el inveatigar la relacion entre la geometria de los medios
porosos V4 su permeabllidad y el de cuantificar la
petrografia de los ninerales de hierro, para predecir sus
propiadades al triturarse. Las ramas de la matematica que
me jor se adectan para la modelacidn y descripcisn de astos
fenémanos fisjcos son la geametria integral y la probahilidad
geométrica.

Por otra parte, la idea de utilizar imdgenes digltales,
surge porgque de easta manera es posible una descripclan
numérica del fensmeno en cuestidn y se pueden cuantificar v
aplicar diversos andlisis matematicos.

En forma andloga, respondiendo a la necesidad de efectuar
eficientementpr cotoz gnallsls, aparves la idea ([Skainick,
1984] de construir dispasitivos anallzadores de lmagenes., IJ.
Von Neumann en 195], propuso un  proceso automdtico que
caomparaba cada plxrel con sus vecinos fautdmata celular?.
Desde entonces, #e han construldo diversos dispositivos. En
particular, el analjzadar de texturas CSerra, 19721 cgque
aplica operaciones morfaolaglicas.

Los creadores ESerra, 1982; Matheron, 19721 de la
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morfologia matemdtica al motar gue la nocisn de estructura

- gevmétrica y de textura no es puramente objetiva, es decir no
47  encuentra totalmente en el fendmenoc, ni el observador,
sino en alguna parte entre los dos, adoptan una postura
filosafica [Kant, 1988). Practicamente, cuantifican esta
intulcion medlante el concepto de elemgnto estructural. E1
cual escogido por el inveatigador, interaccliona con el objeto
de una manera pres8stablecida, modificando su forma de tal
mapera gque gsea asi mas informativo que la descripcisn
iniclal.

Como se menclond, existen muchos métodos para describir
los fendmenna que ocurren en el espacia y exhiben cierto
grado de estructura e&spacial. Un enfoque es el de
considerarlos como gbjetos, s decir como subconjuntos de su
w#spaclo de definicisn. E1l metodo que deriva de este punto de
vinta se llama Morfologia Matematica.

Etimoldagicamente Morfologia significa (morphe = farma vy
logos = tratado) tratado de la forma y la @structura, asi
comn sus transformaciones. En el caso del analisis de
imagenes ademas del significade menc ionado puede
interpretarse como el estudioc de patrones y texturas.

Fara dar wuna definicién mas precisa de Morfologia
Matemadtica, consideremos el significado de 1os siguientes
conceptos. Tomemas un espacie o conjunto E, los “Yobjetoes”
¥ de este espacioc son los subconjuntos X £ E. Por lo cual la
familia o clase que consideraremos e% el conjunto potencia de
£, POT(EY, definido comp €1 caonjunto de todos l1as
subconjunteos de E.

Lo interesante de e=ste conjunto es que mediante las
operaciones de unisn e interaeccian, podemos dotarlo de& una
ettructura algebraica de Algebra de Boole { (Herstein, 19803}
Hhitegitt, 19272] Esto significa que las operaciones de unian
2 interseccidn son conmutativas: las doe operaclones ae
distribuyen la wuna sobre la otra; Existen los elementos
identidad (® el conjunto vacio para 1a operacian de unidn y
el conjunto universal para la operacién de interseccien)}
Para todo conjunto A, existe A' tal gQue e@s inverso respectos a
lag operaclones AU A' =, AN A" = 2}, 1 v la relacisn de
orden inducida & % B, es tal que POTLE) forma una Reticula
completa, esto es, cualquier familia Xi € POTI(E) no vacla
tiene una Minima cota superior {Un supremo) (Su unisn U X1) v
una Maxima cota inferior (Un {nfimo) (Su interseccion N Xi)
que pertenecen a POTtE)., El enfatizar esta propledades
algebralecas, se dehe a que algunas de ellas admiten
interpretaciones fisiras, o bien fundamentan varjlanteos de
calculo, mds eficientes de las operaclignes morfolégicas (como
veremos mas adelante).

Coamo se hizo notar con anterforidad, &! concepto de forma
o estructura de wun gbjeto, Mo es totalmente objetivoa e

intervienen aspectos subjetivaos en su determinaclian.
Siguliendo la Gestalt una de las escuelas de la psicologia
moderna, gue 2@ caracteriza C(Rawan, 19881 (Gestalt

etimolégicamente significa forma o configuracién, y ha venido
a significar “totalidad”) per afirmar que la percepcidn es un
fenomgno mucho mas complejo que la mera combinacidn de los
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elemantos separadas de la sensacisn.. . Sostienen’ qle" 1a .

percepcisn ohra, de wuna manera 'completamente-  ocpuesta.’ - ..

Tendemos a percibir primeroc una cunflguracinn tota
sus elementos separados.
Estas ideas de la palcoluq;a acer:a " de la per:epcinn,
fueran plasmadas en terminos . matematlcus cen i las
transformaciones morfaolagicas basicas KSerra. 19723, B
sigue! . Lo

a) Pefinicisn del objeto A

l'y lueqo_v

Antes de proceder al andlisis del abjeto A, se ;sﬁbon§ tqu'5"';

podemos distinguirlo: de su entorrno A'.

b} E1 elementa estructural B T
El elemento estructural B se convierte en la zona elemental
de la percepcion visual,

) Acto elemental de percepcidn
Colocamos e! conjunto B en cada punto x del espacio, en donde
A este distribuide y nos preguntamos por la interaccicn entre
A y B. Existen dos posiblilidades:
a) B intersecta a X (B N X ¥ P

En este caso a su vez tanemos dos posibilidades:

i B £ x.

ii) B intersecta a X, pero B no esta Incluido en X.

b) B no intersecta a X (BN x = ¢,

Es significativo que observaciones tanm simples vy a la ve:z
tan relacionadas con la forma en que percibimos, den origen a
la Transformacién mds general y bdsica de la Morfoleogia
Matemdtica: La transformacién intersecta o no intersecta, (la
cual definiremns precisamente mas adelante.)

Una razenm fundamental para considerar 1la estructura
algebraica del conjunte potencia (Algebra de Beole!), radica
gn Que canstlituye la estructura ldglica de trabajo en la cual
s& realizaran las operaciones morfelegicas. Por lo anterjor,
puede definirse la Marfologia Matemdtica: comg la aplicacien
de Jla tegria de reticulas flattice theory) al estudio ¢ge la
gstructuras espaciales. {Serra, 198&)

El espacio E, aqui referido se tomarada en general come RP, o
bien 2P, va que &1 primero cuando n & 3 corresponde al mundo
fisico que nos rodea, vy 20 cuande n = 2 se puede pgnsar conp
una malla o red discreta. 5in embargo, existen otros dominios
de aplicaclén como son [Serra, 198561:

1. Funciormes de R a R, consideradas como conjuntos en RN«R,
4 través de la umbra (Sternberg, 1%841].

2, Graficas planas tales Ccamo la partieisn de un mapa en
regliones,

3. Praductos cartesienacs de espacios, en el ¢aso de wuna
imagen multiespectral.

4. Espaclas vectoriales, tales como propagaciones, ctuando el
rango de direcciones es funcidn del pixel.

3. Espacios topolégicos que son necesarios para .introducir
probabttidades,
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Notemos que muchas de las nociones, aunque son mids facliles -
de- interpretar en el caso euclideano RR, se ‘aplican:a
Algebras de. Boole en general, construidas como aqui se
mencliona. . .

"f#.1 Transformaciones maorfolsgicas

: ;4;1.1 La transformaclsén intersecta vy no intersecta,
dilatacién y erosidn. :

Una de las formas de considerar el analisls de imagenes,
conalste en concebirlo como el proceso de identificacién de
. los objetos tridimensionales que produjeron una escena y la
dascripcidn de sus interrelaciones. En este sentldo se

* asemela al uso que diariamente damos a nuestra vista. El

anterior enfoque en 21 andllsis de imdgenes es conacido como
fotointerpretacisn C[Richards, 198&41. Por otra parte, existe
un punts de vista conocldo como amalisls cuantitativo en el
cual despué¢s de revisar cada uno de lgs pixels en sus
diferentes componentes (bandas), se& busca estimar las
propliedades fizsicas o quimlcas de un sistema.

Cada uno de estos enfoques esta orientado a un tipoc de

problemas. Sin embargo, no son  extluyentes, ya que en
ocasiones pueden complementarse: p. ej., la tarea de
interpretar visualmante una imagen puede facilltarse

grandemente sl previamente mod)ificamos su contraste. Otro
ejemplo, ®s cuando un analisis cuantitativo depende para su
buen resultado de una adecuada eleccidn de valores en los
parametros, por parte del analista humano.

De acuerdo a lo anterlor, puede decirse (Serra, 19841 que

1la morfolpggia matemdtica no pretende ser un substituto
computartzado de la vistsan humana, sino una estructura
coherente de trabajo para describir la arganizactdn espacial
dre los objetos inmersas en un espacio. En donde la estructura
de un objeto, se defline gomp e] gonjunte de relaglones
existentes entre sus diversas partes .
Experimentalmente se estudiard la estructura, probando cada
una de las posibles relaciones y examinando sl se satisfacen
o no. Es claro, gue tal conocimiento dependerd grandemente
del conjunto de relaciones consideradas como posibles vy esta
elecclisn a priori determina el valer relative del concepto
resultante de estructura.

Puede suceder que nos encantremos con un medio de estudio
sin patrones famliliares evidentes, p. ej. wuna muestra
mineral. En tal casc debido a la falta de significadeo, nos
ver jamos en la situaclan de probar sistematicamente las .
relaciones conocidas vy empezariamos con las relaciones mas
aimples que pudieramos imaginar. De esta problematica surge
el cancepto de elemento estructural. Con cada punto x del
espacio £ en el que trabsjemos, ascciamog wun conjunto Bix)
llamado elemento estructural y, s! X es un subconjunte del
espacio £ {un abjeto), entonces existen muchas maneras de
madificarlo. Siendo las mas simples e importantes [Serra,
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1986; Haralick, 1997) las sigulientes:

pefinicisn.— La dilatacisn de X, por el elemento  estructural -
B, e®es: Notacilén :  DIL(X,B} ( si es. ‘"glaro quien es el
elemento estructural, se escribirad simplemente DIL(X))

DIL(X,B) = (x | B(X) N X 4 ) ta.12

La dlilatacidn de X par Bix), es el conjunte  de puntos  x,
tales que HBix) intersecta X. - - -7

Pefinicién.- La erosisn de X, por el elemento estructural B,
es: Notaclén : ERD(X,B) ( si es claro gquien es =1 elemento
estructural, se escribira simplemente ERDI(X))

ERO(X,B) = (zl Btz) £ %X} = {z| z+b € X para todo b € H} (4.3)

La erosidn de X por B 28 €1 conjunte de puntos 2, tales
que B(z) eata contenido en X. .

Ejemple 1z Erusisdn Sea A = ({1,0), ¢I,1), (1,833, 1,3,
(1,43, (1,5), (8,11, (3,1), (4,12, 3,13} vy B = ((0,0},
{0,1)>. Aplicanda la definiclién ERD(A,B) = (1,0}, 1,11,
1,2y, (1,3, {1,4). En la sucesivo, adoptaremus ta
convencian de que el sistema de couordenadas en el plano,
esta colocado en la forma que usualmente especificamos las
entradas de una matriz. Es declr, el punto de coordenadas
ti,J) ocuparia &l rengldn i ¥ la eolumna j. En los dlagramas
sucesivos, el caracter - repraesentara los elementos de X' y @
representara los elementas de X.

Esquemdticamente:

a ERO B = ERO(A,B)
Oearson oo Desess
[ FER NN -k v [ EE RN R

EN LI “sse e - e

amesuw PR . *aa
amvene R *essea

N ERTN EERER] saeman

El resultada del ejemplo, puede interpratarse mejor
considerando al elemento estructural como wuna sonda que
examina la forma local de A, yva que cada elementc de la
erosien, nos indica 1la posicicon en la <ual el elemento
estructural gueda contenido en A. Un pequefio !nconveniente de
esta verificaciaon, eg= que depende de la repregsentacisn en
coordenadas del elemento e&structual y no solo de su  forma,
Este punta se tomara en cuenta en la definicién de la
apertura morfolagica.

Taomanda dos elementos estructurales Blix) y B2(x), podemos

definir la transformacicen (ntersecta o no intersecta de X por
Blix) ¢y B2{x) 3 Notacidén TIN(X,B1,B2) como: ( s5i es claro
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quienes son los elementos estructurales, se 3esﬁrlﬁlr§

_slmplementu TIN(X))

TIN{X,HB1,B2) = ERD{X,B1) —~ DIL(X,H2? o -~i4.3)5~

La transformacidn intersecta o mo intersecta de X, por Bt vy
Ba, es el conjunto diferencia de la erosisn de X por B1,
menos la diitatacidén de X por B2. De lo anterior resulta gue
la erosisen (tomando B2{x) = E => ERO(X,Bl) = TIN(X,B1,E}) vy
la dilatacian (tomando Blix) = E => DIL(X,B2) = TIN(X,E,B2)"')
pueden considerarse comp casos particulares de . esta
transformaclaén.

La ¢lase de transfarmacion®s generadas por las uniones,
composiciones vy complementos ¢& tranaformaciones intersecta o
re intersecta, constituyen poar deflnicisn [Serra, 1988], las
transformaciones wmorfolagicas sochre POT(E) & incluyen la
erosion, dilatacisnm, apertura y cerradura por deflnicien
tecuaciones 4.1, 4.2, 4.3, 4.53 y 4.33), Estas pperaciones no
#2077 desde luego las dnicas fTuentes de {nformacisn para
analizar wun objeto, en particular pueden combinarse con
medidas en POT(E}) (p.ej. el 4rea o el volumen de conjuntos en
®1 @espacio fuclideanc) o con otro tipo de aoperaciones (p. ej.
convolucisnl.

4.1.2 Propledades badsicas

En ganeral, las transformaciones morfaldegicas son oy
reversibles. En contraste con muchas transformaciones de uso
frecuente en el procesamiento de imagenes, (R @j., 1a
descomposicion en componentes principales y la transfarmada
de Fourler dlscreta son reverslbles). Este heche no debe
considerar=e como un defecto o algo grave, va que el andlisis
de imagenes en la morfologia matemitica, se lleva a cabo caon
otra metodologia. La idea rectora consiste en considerar que
ias Imagenes de un fTendmena en estudio, presentan demasiada
informacion para ser asimllada vy el obljetivo del tratamiento

marfolsgico es: determinar en forma preglsa prooiedades
gepmétricas, a través de transformaclones sucesivas y cada

transformacion estard pensada para seleccionar un tipo de
informacisn. Para hacer eatso, debemos exigir las siquiantes
propiedades basicas de las transformaclones morfoldgicaat (En
io sucesivo, utilizaremos el simbolo = para umna
transformaclién morfalsgica general)

al Crectente. & eos creciente, sl presarva la relacisan de
orden. Mds precisamente, tomando X,Y £ POT(E) resulta:s

X £ Y => B(X) £ $(Y) (H.0)

bl Antiextensiva. § es antiextensiva, si §(X) esta contenida
en X. Mis precisamente, tomando X € POT(E) resulta:

(X)) £ X (4.5)
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c} Idempatentw. 2 e ldampaotonte, cuanda (X} pewrmanece
invariante al aplicar os nusvao la transfarmacién. Has
_precisaments, tomanda X € POTI(E) resultag

SIHIXI) = BLX) {h.4)

d) Homotopica. En gste caso E s# considera como un espacic
topolégicol sin embargo por simplicidad, roa limjitaremos ,a
low cenjuntos acotados del planc. Can cada canjunka acotado,
agocliamos %u 4drbol de homatopia cuyo "tronco” corrssponde  al
fondo KO tle compansnte inflnits conexa de K'l. Lax primeras
ramas corresponden 4 las compOnente® conexas Ki de K
atdyacentes a KO, y las spgundas ramas A4 los “"porea” K2 de K
adyacenteds a Kil, etz. (ver figura 4,1} Wna transformaclidn
#8 Homotdpica, cuando pressrva vl Arbo)l de homotopiz de K.

kD
' N

k1 k1

' K2
ff{/tzrthb“h "
k3 kz E3

Arbol de
Homotcpia

k2

kO (::)

- i -
Figuras homotopicas

kO

Figura 4.1 Ejemplo de das figuras con et mismo arbol  de

homotopia.
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4.1.3 Filtros marfolégicos.

En el procesamiento de sedales en una o varias
dimensiones, se 12 llama wun Tiltro CCastleman, 1979%
Gonzalez, 19A7; Lira, 198%9]. a cualquier opearacidn euclideana
que es lineal, jnvarjante ante traslaciones vy eggntinya. De
acuerdo a un resultado bien corocido [Bracewell, 19451, todo
sefal fliltrada g, es igual a la convolucian de la seral de
entrada f, con la funcisn de respuesta al impulso
caracteristica del filtraje h., En simbolaes:

. g=f#*h 4 .7)

El pedir la condicicon de limpealidad en los filtros,
(rif+f') = ()} =+ (f')) se debe a gque muchos TfTendmenos
Timicos tienen esta propliedad, p. &#j., en el caso de la
percepcion de los sonidos, el oido suma €l logaritmo de las
intensidades de lpos sonidos que provienesn de varias Tfuentes
(Serra, 19861.

Para definir los filtros morfolsgicos, (Filtros-M en los
sucesivo) se pedira que t a) preserven la relacion de
inclustén entre dos obljetos, 8 decir que sea creciente
b) sean jidempotentgs. Eato se debe a que varias operacianes
morfolagicas, tienden a simplificar tas serales v reducirlas
en cada aplicacidan y esta condicidn detendrd ose efecto
slmplificador. .

En el caso de un espacio E general, las dos condiciones
anteriores definen un filtra morfoldégleco [Serra, 1984). En el
caso euclideano, Se pide ademas que la transformacisén sea
coptinua e invarlapte ante fraslacjones.

Para no limitar el campo de apllcaclén de los8 conceptos
aqui descritos, =2 habla de sefales u objetos y no  se
particulariza a una lmagen digltal, yva que las sefales pueden
referirse a sonidos, respuestas de dispositivos electranices
o imiagenes digitales. Por gotra pacte, muchos conceptos de la
morfologia matemdtleca se apllcan en espacios cualesquiera o
n-dimensionales. Por lo cual, a los subconjuntos del espacio
en cuestidn se legs llama "obljetes", aungue tambien podriames
llamarlos "patrones®.

Puede parecer gextraio que se hallan selecccionado estas
propiedades para definir los filtros marfoldgicos y que no se
halla pedide p.e). linealidad. Esto se debe a que la
morfalogia matematica tlene por ohjetiveo (come se menclons
anterlormente) el construir un marco de trabajo adecuado para
describir la estructura espacial de los pbietos.

Coma consecuentia de haber seleccionade otras propiedades
definitarias para las filtras-M, pueden presentar
caracteriaticas no convenclionales. P. ej., en algunos casos
canmutan con el laogaritmo. Es declr, el! lagaritmo de la sefal
filtrada es igual al filtraje del logariton de la sefal.

A manera de flustracisn de loas riltros-M, consideremos la
siguiente analegia de estos con un proceso de limpieza. §i
las wventanag estan suclias, y las lavamos quedan limplas. Si
las lavamos de nueva, quedan igual, ya que &staban limplas.
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Es decir el! proceso es idempotente. Al lavar hemos quitado el
polvo ¥ no se agregado algeo a la que estaba, per lo cual hay
antiextensividad. Flnalmente, =i lavamgs parte de ias
ventanas, oOhtenemos parte del resultado ariginal., Es decir
tenemos que el procest es creciente.

Los flltros-M se han utillzade para modificar el contraste
selectivamente, tamblién pueden preservar rasgos con valores
altas de gradiente, mientras que hanogeneizan €1 resto.
Ademas permiten eliminar rasgos especificos Y dejar
invariantes otros,

Una comparacisn de los filtros morfolagicos con laos
filtros lineales invariantes ante traslaclones, puede
encontrarse en (Maragos, 19872

4.1.4 Dualidad respecto a la complementacian

Camo una cansecuencia general de trabalar con conjuntos,
[ 31 X' es el complemento de X, tenemos Que cada wvez gue
deflnimes wuna transformacion morfoldgica %, se induce otra
transformacisen §2 gue llamaremos la transformacldén dual dada
por: .

B2(X) = [B(X*)T’ (4.8)

Esta deflinlicién resulta mads natural si pensamos que cada
wvezr que § transforma X en #i(X), simul taneamente se altera e!?
conjunto camplementa %' y se convierte en [J(X)]'.

Par 1o anterior, puede decirse que las transformaciones
morfoldgicas wvan en parejas y hay que desarrollar esta
habilicdad de pensar en la operacian dual, ya que
historicamente se ha visto gue esta no 88 tan natural. P.
ej., aunque la nocién de dilatacldn ya estaba presente en el
trabalo de Minkowski en la forma de la suma de Minkowski, @&l
no llegs a descubrir el concepto de erosidn (su dual) [Serra,
1982, 198&4].

£ Como e modifigan las guatro propiedades claves (sececian
4,1.8) gor la dualigad ? (es decir si ¢ tiene una propledad,
{Qué propledad tendrd %2 su dual ?)

La antlextensividad se convierte en extensividad, la
idempotenclia se gqueda como idempotencia, la hometopia se
conserva, asi ¢omao el ser creciente.

4.2 Marfolagia Euclideana.

Particularizemos nuestro estudio al caso en dque el espacio
es E = RN, para jlustrar las consideraciones filosaficas
{princlipios, criterios, algoritmos, modelas) que daben
haterse cuando ge pretende utilizar la morfalogia matematica
en las ciencias experimentales.
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4.8.1 El percibir una imagen, es transformarla,

En cualquier tipo de percepcian, la mente remodela el
estimulo para asimilarle a sus propios esquemas. En el campo
de la Psicolaogia el trabajo de loe investigadores, vy los
experimentos decisivos de W. Kohler (Serra, 19821 han
slatematicamente revelado la actividad estructurante de la
mente, aidn en el fendmeno mas simple percibido.

Uno podria creer que esta actitud esta ligada mas o ments
con el estudip de las humanjdades. Sin embargo, la necesidad
de transformar el objleto que se analiza también surge en las
clencias experimentales, En la Quimica, cuando se amide wuna
superficie especifica, dos operaciones distintas se reallizan:
Primero, se reduce el cuerpo inicial &4 acslo su frontera
{marcandcla por ejemplo).

Segundao, la centidad de marcador que ha side absorbida es
pesada.

En el analisis de cribade, cuande queremos conocer la
distribucisn de tamafos, digamos del resultado de triturar
rocas, generamos una sucesisn de subtonluntos del producto
triturade.. Ea decsir, para cada tamafo de la criba, el
subconlunto que pasa son todas las rocas menores. Luego,
pesamos los subconjuntos.

Hay muchos de tales ejemplos, que se reallzan en dos
etapas: transfarmacidn geométrica y luego medicidns

4-2.8 Los cuatro principlos de la cuantificacien.

El espacico euclldeans RD tilene propiedades muy importantes
cemo  song a4l No se altera (sigue teniendoc los miamos
elementos) =] aplicamos una traslacién, escalamiente © una
reflexlsn por el origeni b) Es un espacio métrico completo.
(toda wsucesidn de Cauchy converge) Lo cual es una propledad
atil para asegurar la convergencia de suceslanes de Cauchy v
para analizar 1la continuidad de funcicones (ver el cuarto
principiol; ) Tiene la estructura algebraica de un espacio
vectorial sobre el campo de los nameros reales. Con base en
las anteriores propiedades, pueden formularse leos cuatro
principios de la cuantifTicaciéen, gque nos permiten selepccionar
transformaciones adecuadas a las condiciones experimentales,
entre el gran namero de posibilidades,

Definimos algunos conjuntos necesarios para expresar los
principiaos:

11} El conjunto X trasladado por e) vector h € R (Notaclan:
TRAS{X,h)) =e define como:

TRAS(X,h) = {x]1 {x — h) « X} 4.9}

2 Definimos el conjunto X hegmotético por el escalar v+ € R
{Notacidnm: HOMO(X,v)) comos

HOMO(X ,r) = {ul €x 7 T} € %X} €4%.10)
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3) Definimos el conjunto X simétrico por el origen (Notaclant
SIMI{X})) comos

SIMIX) = {x] —x € X3 (4.11)

Con las anterjores definicliones podemos pasar a enunciar
los requisitos que deben cumplir las transformaciones
Qeométricas, en cualguier casc de estudio en las cienclias
experimentales. Estos requisitos o principios impiden que las
tranaformacliones empleadas sean completamenta arbltrarias vy,
nos permiten selecclionar aquellas que son apropladas entre un
gran canjunte de posibilidades. Les principias no deben
considerarese gome dagmas. Surgen de la amplia reflexion
LSerra, 1982, 19841 spbre las caracteristicas comunes de
muchos experimentos y mas bien deben tomarse como gulas
adecuadas en nuestra eleccisan. :

4.2.2.1 Primer principlio: campatibilidad bajo traslaciones.

Sea TRAS{(A,h? el conjunto resultade de trasladar el
coanjunte X con @l vector h. Ahora blien, existen des tipos de
tranaformacliones ¢ a) las que dependen de las posiclones

particulares de los ejes coordenados y b) las que no
dependen.

Decimos gue B &8 invariante bajo traslacliones; si1 vy sdlo si 3

B(TRAS{X ,h)) = TRAS{(E{(X) ,h) (4.12)

Supongamos gque la transformaclasn 3 depende del origen o,

la
reprosentaremos por ¥%. Asi{ $°

ws la aplicacidn a cada punto

x del wespacioc de un criterio gue es funcien de las
coordenadas de x. Dernotaremos por (8.4, la transformacldn
que aplica al punto = - h, el criterio primeramente

definidido en el punto x.
La cospatibilidad bajo traslaciones &e el primer

principio

de la morfologia euclideanas
#*{TRASLX ,h}) = TRASI{E) _L{X},+h} (4137
Un ejemplo de una transformacian compatible bajo

traslaciones, aunque no invariante bajo traslaciones es la
definida pors {ver figura &4.2)

(&Y, = X N TRAS(Z,h) linterseccidn con una
medician?

Probemos due la tranaformacian asi dafinida es
bajo traslaciones:

ventana 2 de

compatible

S (TRASLX,h)) = TRAS(X,h) N TRAS(Z,0) =
TRASILX N TRAS(Z,~h),+h) = TRAS({HI_L (X1, +nh}.

Sin embargo, esta transformacidn na es

invarlante ante
traslaciones ya que :
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: 'i'}iﬂﬂsir.ﬁ'u ‘= TRASEX,h} A 2 4 TRASEX 1t Z,h) = TRAS(E* (XD, h)

. Compatibilidad
_con_ traslaciones

r([ - !.\L
4 )
Ty

\'C_"_""‘_—\__\-?.-F’m

Flgura 4.2 Ilustratién de una transformacien compatible con
traslaciones. . -

‘4,2.,2.8 Segundo Principla t Campatibilidad bajg caabie de
whcata,

Una transformacidh § &= invarlante bajo tambioR tde oscala,
aisz

ECHONDIX )} = HOMGCREX D L) 14.14)

donde M TRy yu >0, Ung transfarmaclsan oa compatihlie hajo
canbin de swcala, #i3

X)) = HOHOCH (HOBOIX 172 )3 v} . (h.18)

{En - @ste casc §y representa un slemsnto de una Tamilia de
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‘transformaciones -~ el T #simoc — que depende de un fTactor
escalar T > O, En particular 3; es el elemento de la familia
cuande el factor de escala v = 1). La compatibilidad baljo
cambio de escala se tomara como el segundo grincipic de ia
morfelogia euclideana.

Un ejemple de una tranaformacisn compatible con cambiaos de
escala, que se presenta en la citologia es: Consideremos una
bnblaclun de células X y tomemas $.,(X) como todas aguellas
telulas cuya Area exceda 100 u? (aqui 7 = 10 y p es la
unidad de longitud}; es claro que § (notese que se ha quitado
¥l pardmetro T) no depende de la escala, Esto quiere decir,
tntarpretanda la eguacién {4.15) que el resultado de 1la

ransformacién serd el mismo si reducimos el factor de escala

A la unidad, seleccionampos las células cuya Area exceda 1lu? y
las celulas as{ cbtenidas, se amplifican con un factor de T =
{0 (Debe notarsa que la relacién de dreas entre HOMOD(X,T) ¢ X
ke de 12 [Shervatav, 19751}

4,2.2.3 Tercer principio: El1 conocimiento local.

Exisgten muchas <«jtuacliones en gue no podemos observar o
xaminar completamente nuestro cbjeto de estudio X, sino que
sélo podemos ver una parte de &1 o tomar muestras. P. ej.,
cuando %X sea un bosque, la atmisfera, el oaceano o una
poblacien cuyo habitat sea muy amplio. En el caso que X eské
formado por particulas individuales y tratemos de inferir sus
propledades a partir de muestras, debemos apoyarnos en  la
estadistica para evaluar la certeza de nuestras conclusiones.

Si por otra parte X es un medio conexo (una roca porosa, un
hueso, etc.) gque no cabe en nuestro espacio de trabajo 2,
quisieramos que el resultado de aplicar una transformacian
geométrica a la parte de X, incluida dentro de 2, fuera igual
a la transfarmacion aplicada al obljetao campleto X,
intersecciaén 2 {(puede. pansarse como un instrumento de medida,
de extengian limitada). Esta abservaclien enunciada en
términos precisos, constituye el tercer principio de 1la
marfologia euclldeana, llamado conocimiente local. HMas
precisamente:

Una transformacion § satisface e! principlo de conocimiento
logal, =i para cgualquier conjunto acotado W en el cual
gueremos conocer ${(X), podemos encontrar un conjlunto agotado
2 en el gual gl gonpgimjento de X es syficiente para realizar
logalmognte es decir dentro de W) la trangformacjisgn., En

términos 51mb61icos:
Para tedo W acotads, Existe Z acotado tal que:
FIX N 2Z2) N W= PX)N W (4.14)
Unn eljempla gque contribuird al entendimiento de este
principio es el siguiente: supongamos que W esa un prisma
rectangular graduado que sirve para medir voldmenes. Tomemas

2= Wy sea X un tronco relativamente largo que no puede ser
incluido en W vy 3 es la operacién cde quedarse can la corteza
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del tronco en turno. ) Co T e s
Aei (XY N W seria la carteza resultante después . de

desprenderla del tronco y recortarla para que pueda“incluirse: .

en W (suponemps gque X esta estaticol) y, (% N2} N W seria el
resultade de primero recortar el tronco a los limites del
prisma X vy segundo tomar la corteza. (como 2 £ W la  Jdltima

intersecciean no tlene efectol. E1 resultado total en  ambaos
casos es el mismo. ’

4.2.2.4 Cuarto principio: Semicontinuidad.

‘Sea ¥ un subconjunto de un espacio topoldéglen. uUn punto x
esta en la frontera FRONT(X), ai toda vecindad V= de x
cantiene por 1o menos un punto en X y otroa en X' (el
complementa de X)) [Apostol, 19791,

Para determinar aproximadamente la frontera de un conjunto
x {ya que es fisicamente imposible su localizaclédn exactal,
se toman dos conjuntos X1 y Y1, cada uno incluido donde
sabemos que estamos en X o X respectivamente. For otra
parte, €1 = (X1 U Y1})*' es un conjunto donde esta contenido la
frontera.

FPara mejorar 1la aproximacion a 1a frontera, tomamos
nuevao par de canjuntos X2 y Y2 tal que X1 £ X2 y ¥1 & v&
cual resultard en una nueva regisn €2, (con
cerol tal que €2 £ €1, La frontera actual east

un
lo
un  grosaor no

LIM €} .
L = e

El propasito de la discusion spbra la frontera ea llamar la
atencién sobre la prohlemdtica que exlate en su determinacian
#xperimental, v sl estuvisramos aproximandonos a la frontera
de un objetoc vy considerandoa loa conjuntos tranaformados
{mediante una transformacisn & creclente?), quisieramos que
®se proceso cde limite fuera "estable™, Es decir que el limite
de las conjuntos transformados, fuera lgual a la
transformacian del limite de los conjuntos gque se acercan a
la frontara del objeto original, En simbolos:

8 LIM «i ) = LIM & (i)
i -2 = | S

Easta estabilidad de las transformacliones crecientes se

conoce como @l cuarto principic de la morfologia euclideana o
semicontinuidad. Mas precisamenter

Para cgualgujer sugesion decreciente de cognjuntos gerrados
mmagnmtxtadamun

en creciente 3,
siehe corresponder una sugesidn gug tlenda a la ansfor ig
gda E.

4.2.3 Grados de generalidad de los principlios

El primer y segundo principio, (compatibilidad balo
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traslacliones y compatibilidad bajo cambio de escala?, son mas
especiticos ¥y se incorparan por una elecclén metodolsgica
hasada en la experiencia de los pioneros en eata Area an
muchas aplicaciones (Serra, 1982). : .

El tercer vy cuartoc principlo (conocimiente local Y
semicontinuidad), corresponden a restricciones generales

operacionales, que especifican un deseo de establilidad de 1la
transformacion.

4.2.4 Principlios, criterios ¥y algoritmos.

Cuando wtillizamos un conjunte de conocimientos, para dar
solucidn a un peroblema de manera eficlenta, podemos
distingulrlos por sus grados de generallidad. Los que son
generales resultan especialmente valiosos poraque no ayudan a
resclver ftoda una clase de problemas y no uno solo en
particular. Sin embarge. los especifices son imprescindibles
para lograr una respupsta cptima, ya que con la informaclen
adicional que progorclonan, nos permiten seleccionar el
camino mas' adecuado entrg un sinnamero de posibilidades.

Lo anterior resuwlta muy claro, en el caso de problemas cuya
soluclién =sSe plantea como la busqueda de una trayectoria
sptima en un "espaclo de estadeos”. En tal caso, partimos
desde un estado inicial e intentamos llegar a un estado final
o soluclén, pasando por diferentes etapas de soluclén del
problema C(Rich, 19841.

Por eljemplo, si dos personas quieren trasladarse en
automovil a un nuevo sitio, peroc una de ellas congce: a) La
pesicisan de los semadforos y los tiempos que los regulani b}
Los puntos donde usualmente se aglomeran automsviles y en que
horastg c} Los lugares para dar vueltas; d) Los carriles en
que acostumbran viajar otros transportes mas lentos
lcamiones, trolebuses, colectivos, etc.l; e) Donde hay
centros publicos que impliquen la posibilidad de cruce de
peatones, ete. Si se tiene toda esta Informaclsn eapecifica
{que estrictamerite no ew necesarla para conducir) puede
planearse una velocidad media maxima {considerando los
tiempos de los semAdforos) que implique el menor numerg de
aceleraciones y consecuentemente traiga uwn aprovechamiento
maximo del combustible, El seguir una ‘trayectoria con el
mendr ndmero obstaculos, implicara transportarse con mas
seguridad y en el tiempo minimo,

En la morfologia euclideana para distinguir estaos niveles
de generallidad se utilizan los términes (Serra, 19821 (de 1o
general a lo particular): a) Principlos, b? Criterios, o)
Algoritmos.

Como wimos arriba, en muchgs problemas intervienen dos
etapas generales, que podemns referirlas como transformacidn
geometrica vy medician, LOs pringipios, son un conocimlento
general aque nos permiten seleccionar las caracteristicas
baslicas de las transformacliones empleadas. Pero salo con

estos principios, se - tiene muchas transfarmacliones
patenciales que podemos emplear. Por lo cuwal, en cads
problema especifica habrd la necesldad de imponer
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restricelones adicionales, Estas ee llamardn cgriterios. P,
ej., 21 pedir que una transformacidn nos permita seleccionar
cuerpds canvexos seria un criterio. Al conlunto finite de
instrucciones, preclsamente especiflcadas que nos permitird
discrimimar esta caracteristica se ]llamard Algoritma. (notese
que pueden existir muchos algoritmos para aplicar un
criterio),

Cuando exitan varios criterios alternativos, es aconsejable
tomar 105 mas concliseos y Tdclles de poner en practica.

4.2.5 Modelos

En la gran mayoria de las d4areas donde la morfelogia
matematica pucde ser usada, la descrlipclén estructural de los
objetos y la determinacisen de leyes (relacisn constante entre
fendmenos) coexisten. Eate guiere declr que auxiliados de la
marfologia y sin excluir los métodas convenclonales, podemos
buscar la explicacién de los fendmemos. Por otro lado, con un
modelo como guia, podemos emplear la morfolagia como wuna
tédcnica de contrastacién. (Por un modelo, Se entlende la
muestra ideal que Trepresenta de manera simplificada una
teaoria. {(Yuran, 19781}

4.3 Operadores de Minkowski y propiedades algebralicas de
las operaciones de dilatacliden y erosian.

Definicliden @ La resta de Minkowski de X menos B, utilizada en
geometria integral (Notacidn: X @ B) [(Serra, 19823 Haralick,
1987) se deTine como la lnterseccion de los traslados de X
mediante elementos de B. Mas preclsamente:

X e B = TRAS(X,b? (4.17)
b eB
Propasicldn 4.1 Relacian entre la erosisn y la resta de
Minkaowski:
ERO{X,B} = X © SIM(B) t4.18)
Prueba: Debido a la ecuacisen (&4.2), ERO(X,B) = {z | B{z}

4
X}, por la cual, para todo b € B, &#] punta z + b = x, con x
¢ X, <=> 2z m» x - b <=> z ¢« TRAS(X,~b). De acuerdoc a las
anteriores observactones tenemos:

ERO(X,B) = (z) B¢2) % X» = N TRAS{X,~b? = 1 THAS(X,w) =

(=N - w £ SImiB)
X © S51IMtB),
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Definiclién:ila suma de Minkowski de X mas B, utilizada en
geometria integral (Notacian: X # B) [Serra,. 19823 -Harallck, °.
. 19873 Ghosh, 19881 se define como la coleccisn de todas - las.
sumas de wvectores x + b, con . x " €._.X Bl : -
equivalentemente comno la unién de los cnnjuntos Cu o
un solo elementos, con ®x € X y b’ € Bt °

X W EB=Ix +b1.x €X

Ejemplo 2: Suma de Minkowski' Se

(8,11 y B = (to,0Y, (0O,1),:01,0)
miema caonvencién de gjes y diaqramas
For definiclén tenemos:
X # Ba {(0,1), (1,0), ‘01,2),3(
t2,2), (2,01, (3,11, (2,3, (3,2

_ | SRR
cQusssn

LR RN KRR

RN B . TS Casseww
taaesn PR A

cs e meaa I

Puede notarse que la suma de Minkowskl puede wutllizarse
para engrasar un “"obigto" y para llenar agujercs. En este
caso camo (0,00 € B =) {X £ (X & B)] tver proposician 4.12)

Proposicison 4.2 Relacién entre 1la dilatacian vy la suma de
Minkowskis

DILtX,BY = X # SIM(E) {(Hh.20)

Prueba: Por definicién DIL(X,B) = {z = Btz) N X + P} , ahora
z € DIL(X,B) ¢=> [(para alguna b € B, v algumpa = £ X} =3>
2 + b = %1 £a> [(para alguna b € B, y alguna x € X) => z=x-bl
<= z € U {x-b} <=> z & U {(x+s} <=3 z € X # SIM{H).

x € X X & X

b e B s € SIM(A}

Ejemplo 3: Diferencia entre (X # B) y (X # SIMiBr}y Si X =
{a1,1), (2,1, (2,2), (31), (3,2), (3,313 y B = X, =>
siig) = {t-1,-1), t-2,-t}, (=2,~2), (-3,-1}), (-3 , =21, [
3,-3'» (Se adoptara la convencion de coleccar un O en el
origen de coordenadas). Calculanda resulta:

X # H = {{2,2) (3,2 (3,3) (&4,2) (& 3 {&,bh) (S5,2) (5,3}
(5,4 (5,5) (L5,8) (6,2) &6,4) (5,5) (&,6) 3 ’
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X 8 SIM(BY = €10,01.-(=1,0) (=1,-11.
(1,00 €(0,-1) (=1,2) ¢1,1):¢0,1)
(@,1) 0@, 8) (1,@) 0,150

(-2,01 - .t=2,=1) - t-2,-2)
t+1;;):}a;qqrtl,a11_,:0.-21

et P s unan et sesremas

se s sssasms

" Nptat Cuande el arigen sea elementa de unc de los conjuntes,
‘lo  representaremos con el simbolo ff para distinguirle del
cCaso @n que no pertenece.) '

Una de las enase=fanzas del anterior ejemplo, as que no es lo
miemo bhacer la suma de Minkowski con un elemento estructual
By, Que con sSu simetrico. Claro, que en el caso de un
elemantra estructural simétrico respecto al origen {(Es declr
sl B a SIMIB)) s{ nas dara el mismo resultads.

Deblido a este ejemplo en general X # B (% # 5IMig)). Por

1o cual, aplicando la proposiclian 4,2 s tendrd tambieén
DIL(x,83 ES DIL{X,SIMIB)}).

Propaosicidn #.3 Dualidad oentre l1a resta y 1a

suma de
Minkawski 1

X* 4 B= (X0 m (4.21)

Pruebha: De acuerdo a la definicién de la gperaclan dual
tecuacisn 4.8) &2 vy & son duales <=> H2(X} = JLX*I' £ 52
2% = FLXY*, Emplendo esta wltima forma de la dualldad con
@2 5 # vy § = O tenemos; Por definicisen de resta de Minkowsklis
(X 0 BY' = (N TRAS{(Y,b))' = U TRAS(X,b)"' = U {w+b} = X* # B.
b €B b eEB Ww o« %X*
o e B
Motats La gogunda iqualdad as por una de las leyes de
D'Morgan, la tercera porque en AN TRASIX,D)' = TRAS(X',b} vy
la cuarta por definlcidn de suma de Himkowskl.
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Proposicidn 4.4 Dualidad entre la erosion y la dllhﬁﬁ&\&ﬁ:
ERO(X,B)* = DIL(X',H) . Cta.22)

Prueba: De acuerdo a la definicién de 1la . operacidn dual
{ecuacicn 4.8) 22, y & son duales <=> FA(A) = JLR'I*  <=>
$8(%') = J(X}'. Emplendo esta dltima forma de la dualidad con.
¥ = DIL v & = ERD, tenemos: ’ -

EROCX ,B)'= (X @ sIMiE}' = X' # SIM(B) = DIL(X',B).

Nota: la primera igualdad es por la relacidn erosicon vy resta
de Minkowski (ecuacién &4.18}; la segunda par la dualidad
resta y suma de Minkowski tecuacian 4.211;3 la tercera por la
relacian entre la suma de Minkowski y la dilatacion tlecuacian
§,20%. :

Proposicidn 4.5 Conmutatividad de la suma de Minkowski

- X WnBB=BWX {4.823)

Prueba: Por definicisan X # 8 = (x *+ b ) »«x € X y b € B =
th + x | b € By € XY= B # X,

Nota: La segunda jqualdad es por la canmutatividad de la suma
de vectores en RP y la tercera por definicion de suma de
Minkowski .

Proposicidn 4.4 Asoclatividad de la suma de Minkowski
AN (B uC)=<(ANBY 8 C (4. .24)

Prueba: x € A # (B # C) <m=> Existen a € A, b ¢ B, c £ C tal
que X = a + (b + ) = ta +b) +c <=> x & (A & B) 4 C,

Nota: €l primer bicoendicional se obtiene apllicando dos veces
la definlcidon de suma de Minkowskl; la igualdad entre la suma
de vectores se debe a la asociatividad de esta LGltima.

Esta proposicison rnos permite calcular la suma de Minkowski
para un elemento estructural de la forma B # C, en forma mase
eficiente. Ya que si B tiene M elementos y LC tiene N
elementos, entonces para cada elemento de A, se npecesitan
realizar M N sumas vectoriales. Mientras que si se calcula de
acuerdo al miembro derecho de la lgualdad, por cada elemente
de A el naimero de sumas serd igual a M + N.

Proposician 4.7 Existencia del elementn neutro para la suma
de Minkowski; o ¢ RP tal que o = {(0,...,0)

x4 o) = X (6.25)
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‘Prueba: X ¥ €0) = (x + y | x € X, vy € €0)) = {x + 0o | x € X}
= X,

Proposicién 4.B POT{RD) con la suma da Minkowskli tiene la
satructura algebraica de un semigrupo abeliana.

Prueba: Por 1la ecuacidn (&4.1%) la suma de Minkowski es un
oparacisn cerrada, y por las propledades da exlstencia del
elemento neutro, conmutatividad y asociatividad (ecuaciones
4.23, 4.24 y 4.29) la suma de Minkowski tiene la estructura
de wun semigrupo abeliano (no es grupo, porque no exiasten
inversos.) (En general no exlisten elementos inversos con la
operacisén de suma de Minkowski, ya que dado X € POT(R™) con
mAs de un elemento, =i axiatiera el inverso digamos X" cada
uno de sus elementos deberia ser un inverso aditivo tcon la
suma de wvectores) de todoa los elementos de X, le cual es
impositle ya que 1los inversos aditlvaes (con la suma de
vectores en R™N) son Jdnicos.) '

Lema 4.9 Suma de Minkowsk! de un conjunts X y un conjunto €y}
€on un solo slemanto

X 8 {y) = TRAS(X,y) ta.26)

Prusbaz X # {y) = {x + y | x € X) = {lk+y) | tn+y)=y = x € X3}
= TRAS(X,y}).

Proposicidn 4.10 La operacidn suma de Minkowski, dado wun
elemento ectructural B, es invariante ante traslaciones

TRAS(A,x) # B = TRASI{(A # B),x) (4.27)

Prueba: TRAS(A,x) % B = (A # {x)! # B = ({x)} % A) # B = (x) #
(A K BY = (A 8 B) # (x> = TRASI(A ¥ H),x).

Nota: Lae propiedades que =e aplican en las cinco igualdades
;anterjioreas son: Lema &4.%, conmutatividad, asociatividad,
conmutatividad, lema &.9.

Como la propiedad dJde ser invariante ante traslaclianes,
implica la propiedad de ser compatible ante traslaciones,
resulta gque la suma de Minkowski cumple el primer principio
de la morfologia euclideana.

Pe acuerdo a la definiclon de la suma de Minkowski, podemoa
calcular eésta o blen aplicando una secuencia de operaciones
lacales (a ecada elemento del conjunte X, podemos sumarle
tadoa los elementos del elemento estructural B) o tomando la
untén de los traslados de X, por elementos de 8.

Esta wultima alternativa se presta para su ejecucidn
aplicando un  procesador del tips linea de ensamblalje
(pipeline) CHaralick, 19871, ya que las traslaciones pueden
simularse mediante retardos en los elementos de transmisian
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{cuando hay una equivalencia entre retardo en el tiempoe y una
traslacian en el espacio)l.

Par atra parte, como los elementus de retardo salo pueden
produclr traslaciones en una direccién opuesta al barrido
{por renglones) de la memoria que almacena 1a imagen. Es
importante saber gue al dilatar una imagen, que praoviene de
retardos anteriores de la linea de ensamblaje, traslada el
resultado dilatado por una misma cantidad (Proposicidn .10},
Este hnecho permite a 1o0s procesadores de la linea de
ensamblaje operar morfolégicamente sobre lmAgenes trasladadas
y contrarestar la traslacléan total, efectuando una traslacian
on 2] sentido opuesto.

Corolario 4.11 €1 trasladar cualquiera de los sumandaos €n una
suma de Minkowakl, traslada la suma por una cantldad igual

A W Bl #...% TRAS(Bi,x) #...% Bn = TRAS((A # Bl w...% Bl #»
«s«® BN ,yx) {4 .28)

Prueba: A # Bl #...# TRAS(Bi,x) #,..% Bn = TRAS(Bi,x} # B1 #
eon® BN = TRAS({(B1 # ...% BEn) # Bi,n) = TRAS{(A # Bl H...H Bi
# ...% Bn),x).,

Nota: Las igualdades se obtienen aplicando conmutatividad vy

asaciatividad, propeoaicidn 4.10, asoclatividad Y
conmutatividad.
Proposicién 4.i8 Si1 el origen pertensce al elemento

gstructural , entonces la suma de Minkowskl es extensiva.
{o) £ 8 = A &£ (A" B (4.29)

Prueba: Sea x £ A, coma x = X + © => x € A # B, ya que x € A,
o ¢ R,

Ejemplo 4: Si el origen no pertenece al slementoe estructural,
entonces puede suceder que A no este contenido en A ® B.

Sea A = {(1,2), (2,2), (3,2), (4,2) 2 vy B = ({D,~1), (O,1)]},
entonces A # B = ((1,1) (1,3 {2,1) (2,3) (3,11 (3,3) (&4,1)
(a,3) 2

A [} B - Anwn B
Qeroxs F 1o 1 R Deasnse
LR ra s R XY X
PN I R K] L N K3

ERN s

Proposicién 4.13 La suma de Minkowski es un operadar
creciente, (suponiendo un elemento estructural fijo).

A LB => AND L BHD {4.30)
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Bruebas Sea x € A # D => Existe a € A, 'd € D tal que x = a+d
por hipotesis como A ¢ B, a € A => a (:B;.pon_luﬁantgcjar;n'-‘
a+d con a € B, d € D => x £ B # D. : S

La suma de Minkewski no distribuye sobre la ., interseceisn;
‘"#irn embargo, cumple una relacicon de contencién:"- i i

Propusicién  4.14 “Semidistributividad® de  la  suma " de’
Minkowski sobre la interseccldan. R oL R

(ANB) WNCX(ANEI NIANC - {4.31)
AR BNCY £ (AN BYN (A®C) - _'(4-33)

Prueba: Sea x» € (A N B) # C => Exigten y € A, y £ B, z € [,
tal qQue x = y + z; camo x = y + z con y € A, z €L => wx €
(ANC); andlogamente x = y + Z, con y € B, z € Z =3 x & (BHD)
como x € (A HC)y x € (B #HE) => we tAREC)NI(BHE C),
La relacién (4.328) se abtlene de (4.31) ya que la suma de
Minkowsk! es conmutativa. .

Aunque la suma de Minkowski no distribuye la interseccisn vy
85510 se tiene una relacldn de contenclidn, sl distribuye sobre
la unlan.

Praposicién 4.13 Distributividad de la suma de Minkowskli
sobre la unidn.

(AUB) WEC = (A KLY U LB WLC) {4.33)

Prusbasz (A U BY # C =t £y + 2} = f1) {a + 23] o (UL + 23]
vy € (ALUBY acen b €8
z € C z € C z €O

= (A W CY U (B » C).

La proposiclien anterior es una alterantiva de evaluaclaen
para lla suma de Minkowski. El s#lementa estructural se
descompone como la unidn de otros dos conjuntos, se calculan
las sumas independientemente y finalmente se wunen los
resul tados oparciales.

Dectde g1 punto de vista de la eficiencia en el rcdlcula,
conviene utillzar el miembro izquierdo de la ecuaclén (4,.33)
en vez del miembro derecho. Ya gue si A,B vy C san conjuntos
finitos, sabemos gue CARD{A U B) = CARD{A) + CARDtB) - CARD(A
n B), donde CARD(X} representa la cardinalidad o ndmero de
elermentos del conjunto finito X y como CARD(A N B) 2 0O =>
CARD{A IJ B)Y £ CARD(A) =+ CARD(RBR).

£ decir por cada elemento de C en el miembro jzqulerds,
52 requiere wun total de CARP(A U B} sumas vectorlales;
mientras que para cada elem2nte de C en el miembrog derecho se
requieren CARD(A} + CARD(B) sumas.
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Proposician #.186 Si el origen es un elemento de B, entonces
la erosisn ERO{A,H) esta contenida en A

{a} £ B => ERO(A,B) £ A (4.34)

Prueba: Sea » € ERD{A,H) => x + b € A, para todo b £ B; por

hipédtesis como o € B, tenemos que en particular para b = o =>
X + 0 = x €& A,

Ejemploa S: 51 (a) .no as cantenido por B, entances - puede.
sucader que ERO(A,B} no este cantenido en A. Sea A = (10,4},
1,1}, (1,2}, 1,3y, (1,&4), (2,13, (2,4}, (3,0}, (3,1},
(3,22, t3,3, (3yhl, (hy1), (4,3), £€4,4), (4,3), is,1),
(35,82, (5,3}, {95,4)) vy B = {(=1,=-1}, (=1,0), (—=1,1), {0,-1),
(1,-12, (1,0}, (1,1)3, entances ERO(A,B! = {{2,2), (4,2)).

A ERO
Qeoenms
. sEamEBDH-
aNesesB Y
SERSR
rIepBA

AR K NN KJ .- asee -

En forma analuga a la suma de Minkowskl la ‘erosién  es’
creclente ® invariante ante traslaclones. . ’

Froposiclén 4,17 La erosién es una operacian invarlante ante
traslaciones, dado un elemento estructural B.

ERO(TRAS(A,x) B} = TRAS(ERO(A,B) ,x) {4.35)
ERD(A,TRAS(B,x}) = TRAS{ERG(A,B),—x} (4 .38)

Prueba: Sea y € ERO(TRAS(A,x) B} <a> vy+b € TRAS(A,x) para
toda b € B <=> {y+b}—x &€ A para toda b € B <{=> {(y=-x)+b € A
para tocdo b € B <(=> y~x € ERO(A,B} <{=> y € TRAS(ERO{A,B),x).

Probemos ahora la ecuacidn (4,.34), sea y € ERODIA,TRAS(B,x)}
{=>» y+w € A para toda w € TRAS{HB,x} ¢(=> y+lb+x) € A para toda
€ B (=3 (y*rx)+h & A para toda b € B <=)> y+x € ERO(A,RB}) <=> vy
€ TRAS(ERO{(AR,B),-x).

Camoc la invariancia ante traslaclones, implica la
compatibllidad balo estas, la eroslon cumple con el primer
principio de 1a merfologia euclideana lecuacidsn 4.12).

La anterior proposiclian, también nos asegura que el
resultado de la erasién no depende tesencialmente} de la
posicidn particular del objeta A, ni tampoco del origen del
elemento estructural B (ecuacidn 4.34) y que pueden igualarse
los resultados, simplemente aplicando una trastacién
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Proposicien .18 La erosién es upna transformacicon creciente
At B = ERD(A,K) £ ERD(B,K) (4.37)

Prueba: Sea w E ERO(A,K) <=> w+k € A para toda k £ K; por
hipaotesis A £ B, de lo cual wtk € A para toda k € K =23  wrk
€ B para toda k € K <=> w & EROLE,K).

La propesicidén 4.18 nos asegura que si hay una relacion  de
contenclén entre dos obletos, esta se preserva despues de
aplicar la erosldn.

Ejesplo &: Tluatracicon de la erosidnm como una transformacldn
creciente Sea A = {{(1,1), (1,2), (2,1), (2,22, B = (1,1},
(1,21, 1,3, (2,13, (2,23, (2,3, (3,1), (3,2}, (3,31} vy en
este caso llamaremocs K al slemento estructural; K = (10,0},
(1,0!). i(Notemps que A ¢ B) Desarrallando resulta 3

ERDC(A,KY = ((1,1), (1,2)). :

ERO(B,K) = (1,13, (1,2}, (1,3), (2,13, ta,2), t2,3)).
Ezsgquemdticamente los resul tados son: -

A

. T
= s BAe
LN § EJ

ERD{A,K)

R Y

" ERDUB,KY

RERERS

Si tenamcs un objeto A y primero lo erosiopamos con un
.#lemanto estructural B y luego con un elementoc estructural
Cy, tal que B £ C, iCuadl sera la relaclsdn entre las erosiones
ERD{(A B} y ERD(A,CY 7

La siguiente proposician nos da la respuesta, afirmanda que
sl ercosionamos con un elementc estructural mayor a uno dadao,
#]1 conjunto erosionado seard menor.

Proposicicn 4,19 La erosion es una transfarmacian
decreciente, respecto al elemento estructural

A £ B => ERO(D,A) 2 ERO(D,B) (4 .30
Prueba: Sea w € ERO(D,B) <=> wtbh ¢« D para taodo tt+ € B; por

hipstesis a ¢ B, en partlcular w+b ¢ D para todo b &€ A {=> w
e ERO(D,A).
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Ejemplo 7: Muestra que la erosidén - es ‘una transformaclsn
decreciente respecto al elementao estructural. Tomemos como D’
= {(0,0}, (0,1, 10,22, (1,01, 1,1}, {1,872, " {2,000, (2,17,
(2,2)2; A = {(0,0), (0,11} vy B = {(0,01,. (0,11, (0,8 1.
Desarrallando: ’ BT T e N R o ’
ERO(D,AY = ((Q,0), (0,1}, {1,
ERO(D,B} = ({0,0}, (i,0), (2,0}
" Esquemdticamente: Tt

;. (2,103.

ERD(D, B}

4 eaa C msBaa
. AN s saae sel e

L LR Y sns e

La egrosidn contrasta con respecto a la suma e Minkowskl en
una propiedad algebraica importante: dligtribuye sabre 1la
interseccian, mientras que la suma de Minkowski no distribuye
sobre la intersecclién vy sélo se cumple una relacien de
contencidn (ecuacliones 4.321 y 4,32);

Proposicldan 4,20 Diatributividad de la erosidn <abre la

interseccian, “por la derecha” (se especlfica el orden de

aplicacidén de 1la erosisen, porgue esta operacisn no es
- conmutativa (ver ejemplo 9))

ERO(A N B,K) = ERD(A,K) N ERO(B,K) (4.39)

Prueba: Sea w ¢ ERO(A N B,K) <=> w+k € AN B para toda k € K
<=> wtk € A y wtk € B para tedo k € K <€=> w € ERO(A,K} N
ERO{B,K}. .

ta anterior propesicidn da una alternativa de calculo para
la erasidn, en el caso que el objeto pueda interpretarse como
la interseccion de otros dos, o bien si se van a intersectar
dos erosiaones podemaos obtener el resultado de ptra manera.
Sin embargo como conviene emplear la ecuacidn (4.3%) es de
derecha a izquierda, ya que en general CARD(A M BY £ CARDA)
¥y CARD{A N BY ¢ CARD(B), lo cual! se traduce en un menor
namero de gperaciones (ver ecuacisn 4,2).

Ejemplo 8: Illustracidén de la propiedad distributiva de la
erosian sobre la interseccién, "por la derecha” Sea A =
{to0,0, (0,1), (1,0}, (1,122, B = (Lo,0), (1,00, {1,171,
t2,01, (2,1}, (2,21 y K= {(0,0), (0,1}}. Desarrolilandot
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ANB = {(0,0), (1,0}, ll 1!1.
ERO(A,K)= ((D,0), (1, 0)).&*
ERDtB,K)= ({1,000, (2,0),:(2, l)l.
CERD(A N B, K)= {(1, O)). A

ERQ(A,K) n ERO(B, K) = (01, D))
anuematicamentex:' o

Ejemplo 93 La erosidn noles
(0,83, €1,0),-¢1,12) y B.= ¢(
EROCA,B) = ((C 0), i1 03}. g
ERO(B,A? = () = @, - . =

EunematIcamente:.'

((O 0);
nllando; o :

ERG(E,A)

mresmw st asaw

€n conclusian ERD(A,B) 4 ERD(B,A).

Mientras que la sSuma de Minkowski distribuye a la unilan
(ecuaclisan &,33), la erosisn sélo cumple una ralacien de
contencién.

Praposicien 4.21 Distributividad "parcial™® de la erasidn
sobre la unisén “por la derecha™

ERD(A (] B,K) 2 ERO(A,K) U ERO{B,K) {0.40)
Pruebha: Como A U B2 A => EROMA U B,K) 2 ERO(A,K) (ecuacidén

4,37y, analogamente A U B 2 H => ERO(A U B,K} 2 ERDIB,K)
{ecuacisn &%.37). Por lo tanto ERQ{A U B,K} 2 ERO(A,KY U
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ERD(B,K}.

Ejempla 10: Huestra un caso de deﬁlgualdad estrl:ta an” -la'
ecuacian (4. 40) Sea A = (1 0).‘(}.1!, a2, 1}. ta li.f
(%,1)2; B = (1,0}, (S,1), t1;2).-51 a

tto,0), (0,1%3. Calculandas . ~-: 7"

A U B = {(1,0), (1,1), (2,1},
1,3y, (1,43, (1,513 T
ERO(A,KY = ({1,012, :
ERO(B,K} = {(1,2), {(1,3), t1,
ERD(A U B,K) = {(1,07, {1,1),.
ERD(A,K} U ERQ(H, Kl = £(1, 0!.,

Gréflcamente:

AUBR ERD K = ERG(A U B, K) .Endtn.ur'u.ena<a.k>.'
Guvnsn coffere Oe-eee R Y

sazuaw P "e . srumg+

cmees- cereane

.. casen
LN PICEP PR DR are v
LN ERY R RN savaaw aesnae
LN ERER) 2o s ua L] o esmua.

Camo la erosidn no es conmutativa {ejemploc ),
peperarse otro comportamiento cuando distribuimps la
par la lzqulerda, sobre la unian:

es de-
erosicn

Proposicidn &4.22 "Distribucisn®

de la erosién sobre la unidn
- -
por la izquierda

y su relactén con la interseccisn
ERD(A,B U C) = EROIA,BY N ERO(A,C) (4.01)
Pruehas Sea w € ERO(A,B U C) <=> w+y & A,

<a> wth € A para todo b € B vy
€ ERO{A,B) N ERO(A,CY,

para todo vy € B U C
W+s € A para todo c € C <=> w

&7
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Ejemplo 11 Eunpruba:lnn de la prnposiclun 4 aa ERD(A BU G
= ERO{A,B}) N ERO(A,C). Sea A= {(0,0), 10, 1),1(1;0).;-(1 112:
B= ({0,0), (O,11}; C= ((0,0]),. tl,D))}_Cal:ulandu‘tenemo
BUC= ((0,00, 10,1), (1 O)._;(I;[)J e

ERO(A Q)= {((0,0}, (1, 0)). L '_' .
ERD(A,C)= {((0,0), (O,1})2, o

EROQ(A,B U C)= {0, 0)} = ERU(A B) n ER
Esquematicamente: :

A B Enntn,é:
- LA - =" RS- I
asBEs s aava - [N |

sesans IR Ce e

guc

LRy [N Y X
RN ] KR reE®e .
tratan RIS

ramne R ENEY

La proposician anterior 4.22 es una alterrnativa de calcule
para erostones cuande el! elemento estructural sdlo  puede
deacomponerse como una unian., Sin embargeo, conviene aplicarla
de derecha a izquierda, es decir cguando el objetivo es
calcular wuna interseccién de erasiones. Ya gue en general
CARD(A U B) £ CARD(A) + CARD(H) y =1 numero deg operaciones
(gcuacidn 4.2) resulta menor.,

Cuands la ergsidn se "distribuye” sobre 1a Interseccldn
“por ila ijzquierda”, su relacidn con la unien es sasloc de
contencion, MAs preclisamente:

Praoposicién AH.23 Relacian de contenciaon entre 1a
"gistribucian” de la eroesicn sobre la interseccidn por 1la
*lzqulerda" y la unidén

ERO¢(A,B N C) * ERO(A,B) U ERO(A,LD) t4.42)

Frueha: Por la ecuacisn t4.38), BN EC s B => ERO(A,B N £ x
ERDtA,B), andlogamente B N C £ C => ERQG(A,B N C) 2 ERO(A,.C).
De !lo anterior se sigue ¢ ERO(A,B N C) 2 EROtA,B) U ERDtA,C).

Ejempla 12 Para valores particulares de A, B vy L s da una

relacidn de contencidn en la ecuacion (4.42). Sea A= ((1,0},

(1,1, 1,8y, 1,3, (1,4, (1,5), (2,1%, (2,2, (a,3},

ta, 4y, ({2,3)33 B= (0,0}, (O,1), (O,2)3; C= {(0,0), (0,13,

11,0}, Desarraollando:

BN Cc= {({0,0), (Q,11),

ERGC(A,B)= (1,0}, (1,10, (1,8), (1,3)).

ERO(A,CY= ((1,1)).

ERD(A,B N CI= ((L,0), (1,1}, .2
1

1 1,3,
ERO¢A,B) U ERO(A,C)s (1,00, (1,

b, ¢
1, (1,80, ¢
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Puede absarvarse que ERD(A,B N C) 2 ERDO(A,BY U ERO(A,C).

‘En el - caso de que un elementa estructural pueda
. descamponerse como una suma de Minkowskl, entonces la erosidn
- puede aplicarse iterativamente con cada uno de las sumandos.

Proposicidan 4.24 Relacidn entre la erosién y la suma de
Minkowski, cuando el elemento estructural puede descomponerse
con esta 4ltima operaclison

ERDtA,H # C) = ERO(ERO(A,R),C} t4.43)

Prueba:z: Sea w € ERO(ERO(A,R),C} <{=> w+c € ERO{A,B) para teodo
c € C <=> (w+c)+b € A para todo c € C y para todo b ¢ B <=>
Wtz € A para todo z € B W C, z=sb+c <=> w € ERD(A,B # C).

Nota: Como la suma de Minkowski es conmutativa fecuacion
&.23), el! ogorden en gue se aplican las erosiones en la
ecuacion (4.43) Nno afecta el resultado.

La suma de Minkowski de un chjeto A, con wun elemento
estructural B en cierto sentlida (3l (o) £ B ecuacion &.28%9)
“expande" a A; mientras que la erosian (si (o) £ B ecuaclan
4,34 *“contrae, redute o erogsiona" a A, por 1o cual es

interesante preguntarse cuadl sera la relacian entre A N
ERO(B,C} v EROtA # B,C}. £ Las contracciones y expansjiones se
contrarestaran ?

Proposicion 4,25 El conjunto resultado de erosionar y  luego
“expandir* es menor o igual gue e! conjunto productoc de
“expandir” y luego erosionar

A # ERD{B,C) ¢ ERD{(A h B,C) (4 . 4its )
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Prueba: Sea w € A # ERD(H,C) <u> w = x + y con %€ A Ty €
ERO(B,C}. Ahara y € EROIB, C) => y+C €& B para toda c €L, De"
lo anterfor (y+ci+x € A # B para todo c €-C. <=3 Ix+yl+c = wie. .
€ A H B para toda ¢ € C. <=> w & ERO(A # B,C S e

Ejemplo 13: Para algqunos valores de A, By C: pndemos
desjgualdad estricta A # ERD(B,C) < ERO(A & o
Sea A = {(0,01, (0,11, C1,0%, ¢1, 1))-
{1,013 C= ((0,0I, (1,073, Calculnndo
EROtH,CY= {(0C,0})). B
A & ERO(B,C)= ((0,0}, (O.l). i1
A® B= {((0,0) (0,1) (1,0) (0,2).
EROtA # B,C)= ((0,0), (0,1}, (0, aJ_
Esquemadticamente: Co :

Cesevam - DR R, -'---'..--...'

ERO(A % B,C) > (A G ERD(B,LC) )

LY et rae
--l.l-
csmmr .

ssnasa

maaana sase s

En general no es vAlida la ley de cancelaciéan cuando
empleamos la erosidan es deciry St A = ERO(B,LC) => A # C =
ERD(H,C? # C. Sin embargo, asi camo notamos gQue la suma de
Minkowski no admite elementos inversos, tampoco la erosion.
Es decir en general ERO(B,C) ¥ C B, v s&élo se da una
relacisn de contencldn como aflrma la proposicion a
continuacidns:

Praposicidn 4.26 “"Aproximacien a la ley de la cancelacidn
para la ercsisn®

A £ ERDIB,CY <=> AW®CZ<B (4.43)

Prueba: Supongamocs A £ ERO(B,C), sea w € A ¥ C => w = a+c
para alguna a € A, y algura ¢ ¢« C. Por hipdtesis a+y ¢ B para
toda vy € C, En particular para y = ¢, resulta w = a+c € H.
Tomemos ahora como hipdtesis A # C £ B, Spa a § A, aplicando
el supuests a+c € B para todac € (O, persa esto mismo
significa a ¢ ERO(B,C).

La erosisen aunque no es conmutativa, tiene un elemento
neutre “derecho”.
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Proposicién 4.27 El origen es un elemento neutro "dereéﬁu"
para la eresidn

ERD(X,{0}) = X - ) (4. 48)
Prueba: ERDOIX,{0)) = {x | w+p o x € X} = ¥,

Cuando se erosiona un objeto X, con un elemento estructural

B compueato de un so0lo punto, @l resultado es una traslacisdn
del abjeto. :

Proposician 4.28 .Erosidn con un elemento estructural’”
campuesto de un sole punto I EERE

ERO(A,(x3) = TRAS(A,-x) T L. T x4 UM

ruebar EROD(A,{x)) = (z | z+x € AY = (z | - z-i;xﬁ‘
TRAS(A, %), )

Ejemplo 14: La eroslén na es asociativa Sea:as({0;0
(0,23, (1,00, (1,13, €1,2), 2,01, (2,1),742,2)7;
tQg,1), (1,013; C= ((0,0), (C,11). Desarroll,
EROtA,B)= ((0,0), (0,1}, €1,00,01,1¥),7° 5
ERO(ERD(A,B),C)= ((0,0}), (1,0)). .
ERD{B,C)= ({0,0)}. . P
ERD{A,ERO(B,C) = {((D,0), (0O,1)
(2,0}, (2,11, (2,2¥). . " 7
Esquematicamente:

A
) (LN K} TR
) Tx) Teleas e am :
Lt ERES tarasre ._l._cco.._-
EROL(ERO(A,B},C} ERO{B,C) .- EROD(A,ERO(B,C)
2 IR e
ermeon ceemea

PICE A 4 asany

En conclusidn EROCEROCA,B) ,O) + ERO(A,ERD(B,C)).

Veamos la relacién de la dilatacian con el segundo
principio de la morfolegia euclideana.

Proposicidn 4.27 Caracterizaclén de las transformacidnes &

generadas por suma de minkawskl, ingiciadas poar un parametro

positivo T > O y compatibles con cambio de escala (segunde
principia). -

F,(%X} = X # HOMDIB,) (h.aB)
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Prueba: $,{X) = HOMO(E) (HOMO(X,1/73,7) = HOMDCHOMD(X,1/7)  #
“B,T) = X # HOMO(E,T?. -

Nota: La primera igualdad se debe a que - queremaos
compatibilidad con cambio de escala (ecwacisn 4.13); La
sggunda es por definicisn de $; (Se generan par suma. de
Minkowski); la tercera se o debe a que RP es un espaclo
vectorial sgbre R y por lo tanto la multiplicacion escalar
se distribuye sobre la suma de vectares, :

En farma analoga, existe una familia tndictada de
transformaciones generadas por erosiones que son compatibles
can cambios de escala (segundg principio de la morfologia
eutlideanal

Proposician 4#.30 Caracterizacidn de las transformacianes &,
generadas par erosiones, indiciadas por un pardmetro positiveo
T > 0 y compatibles can cambio de escala (segundo principio?.

2, (X) = ERD{X,HOMOCB,T)) C64.49)

Prueha: $,(X) = HOMO($(HOMD(X,1/7),7) = HOMO¢( ERD( HOMO!
X,1/773,B),7) = ERO(X,HMOMO(E,T)).,

Nota1: ta primera fguaidad se debe a que Queremos
campatijbillidad con cambio de escala (ecuaclan 4,.15); La
segunda es por definicién de $, (se generan por erosiones);
justifiguemos ahora la tercera lgualdad, sea z £ HOMOt ERODC
HOMOC X173} ,B),T}) €=> z/v € EROUHOMO(X,1/7),B) <=> tz2/7) + b
€ HOMQiX,1/7) <=> <[iz/T)+b])l € X <=} z+hT € X «<=> 7 &€
ERQ(X ,HOMOtB ,7)}) . :

Hemos wisto que la suma de Minkowski y la erosisn son
transfarmaciones morfoldégicas "bilen compartadas”, ya que
cumplen con el primer y segundo principioc de la morfologia
euclideana t{ecuaclianes 4.27, .35, 4.36, 4.48, 4.49)1. En la
siquiente proposicion se relacionard (Serra,1982) la erosion
con e)] principio de conacimiento local, (ecuacisn 4.16}%.

Proposicien 4.31 La erasion cumple con el tercer principio de
la morfologia suclidiana (conocimlento tocal). EQ objelo on
extudin os X y #l espacio de trabajo 2

ERO(X N 2,B) = ERO(X,B) N ERO(Z,R)} (4.50)

Prucba: En la ecuacidn (4.39), se substituye A = X, B = 2, ¥
K ¥ B. ldentiTiguemos la ecuacian (4.50) como un caso
particular de la ecuacidn (4.18) (canbeimliento loecal),
redljzando las siguientes substitucienes: $ =2 Erosian con el
®lemento estructural B, X = ¥, £ = 2, W = ERO(Z,B?. Notemos
que ERO(x i1 Z2,8) N W = ERO(X N 2,8) N ERO(2,B) = EROQMIX N 2}
n z,a = EROtx N 2,8 = EROMX,B) i ERO(Z,B). La tercera

72



qua]déd.gs por la ecuacianm_ {4.39}

La suma de ﬁinkuuski; tamblén':uﬁplé con el principio de
conacimiento local {ecuaclan 4.16}); aunque su eaexpresion es
midg compleia que en el casp de la eroslan. .

Proposician 4.32 La suma de Minkowski cumple con el tercer
principin de la morfologia eucliidiana (conocimlentn local).
El objeto en estudic ©s5 X y el espacio de trabajo 2. T

(XN Z)UZ') #BIN(ZO R = (X ¥ BN (26 B  (4.51)

Pruebas Observacian (1): X N0 2 U 2* = (XU 2'y' N (2 U 2) =
(¥ U 2Z*run=xuU?2'. : I )
Dbservacidn (23 (X U 2') 9w B = (X & By U (Z2' -4 B) tpor.  la
ecuacian 4.33). : )

Par la observactsn (1):z ’ e R
Cttx M 2y 02y # BN (2 08B =1T0ixuZ')r sy BN (2 6 B

Por la ghservac:ion (2):

CiX U 2') # 81 0 (20 By = [I{X 8 By U (2" # B¥YIN (20D

Par 1la propledad distributiva de 1la interseccién socbre la
unien: ’ .

C{X # B) U (2" w83 N (208 = Ci{x # By N {2 © B)l U 2" #
By N (2 @ B}

Sabemos aue para cualqulier conjunts A, tememas A N A = g,
por 1o cual podemas simplificar para abtener: ,

Cix # B)Y N (20 B U (2 8 B N (20 BY) = (X # B N t2 ©O
B).

La identificacian de 1a ecuacisn (4.531) comD udWn caso
particular de la ecdaclian t&4.14) no es exacta, ya que en vez
de aplicar la transformacidn en X N 2, actua en (X N 22 U Z2*;
sin embargo =e preserva la idea esencial de que podemas
conocer el resultado ${X) N W & es uma transformacian
marfolagical, a4 partir de la aplicacien de ¥, en la parte del
objeto Que podemos inclulr Pn nuestro medio de observacién.
En resumen, el principio de conocimiento lecal #ixX N 2y N W a
$ixX) N W (ecuacién 4.1&), queda un poco modificado y se
conviaerte en (X A Z) U 21 N W = 3(X) N W. {Serra, 19821

4.4 Las transformaciones de apertura y gerradura y  sus
propiedades algebralcas.

Se ha encontrade [Dougherty, 1987 Haralick, 1987
Matheron, 1972; Serra, 1982) aque algunas combinaciones de lag
tranwformaeciaona2s morfalaegices basiecas tsuma y  recta de
Minkowskl, erosicn y dilatacian) tlenen propledades Ltan
interesantes que merecen naombres proplos. Por ejemplo,
despues de erosianar un conjunto X, no es en genaral posible
recuperarlio aplicando una suma de Minkowsk: {(ecuacion &.43).
Sin embargo, el resultado de combinar la erosien y la suma de
Minkowski tapertural), fTiltra umn subconjunto de X, que Bs muy
rico en prapiedades marfoldégicas.
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Definicién.— - La apertura ’ de X respe:tu--
estructural B,utNutaclén' AP(H B)), os:

elemento -

"Enncx B W' t4.82)

'faﬁtx;a)_

Pefinicidn.—  La. cerradura ﬁéi—xﬂ1re5pectu
estructural B, (Notacidn: CE{A,B)), es:

. CE{X,B) = DIL(X,Bl @]

Las ocperaciones -de - apertura-y cerradura relaclaonan

dualmente:

AP(X',B) = CE(X,8)

Prueba: Por deflnicien de apertura Cecuacian 4. SE)x
APCX‘.B) = ERQ(X',B) H# B.
Por 1a dualldad entre la erosién y 13"dl1atacién,
4.22% ¢

ERO¢X',B ¥ B = DIL(X,B)* & B. Lo s
Por la dualidad entre la suma y resta de thkawfkl lecuacisn
CRY-4 B

DILtx,BY* # B = EDIL(X,H)Y © Bl*,

Paor deflnlcién de cerradura (ecuacidén 4.33):

[DILtX,B» o B]* = CEtXx,B1'.

Proposiclsn 4.34 Interpretacion geomédtrica de la apertura:s

La apertura AP(X,B) es la unién de todas las traslaciones del
elementeo estructural B que estan contenidas en X.

APIX,B) = U TRAS(B,y) (4.55)
tyl TRASC(B,y) £ X)

Prueba: Por definicion de apertura f{ecuacian 4.32)1

2 € AP{(Xx,B) <=> z ¢ ERO(X,B} # B.

Por definicidarm de suma de Minkowskl (ecuacisn 4.1%):

zZ ¢ ERDIX,B}Y # B <=> 2 a ¢t + y, con t € ERQ{X,B) vy u € B,
Por definicidan de canjunto trasladado por un vector (ecuacion
“.F):

za Lt +u, con t € EROIX,BY v o € B <=> z ¢ TRAStH,t), con t
€ ERO(Xx,B). Por otra parte t € ERO(X,B} es equivalente a:
TRAStE,t) ¢ X, Interpretando conjuntamente las dos anteriores
afirmaciones, se obtiene la conclusion deseada.

En vista de la anterior proposicisdn e interpretando al
ob jeta X como las tierras vistas desde un  satelito, pueccno
considerarse que la apertura AP(X,B) con un elemento
estructural B, hexagonal o circular, peguedo relativo a X,
dard comg resultade el corte de los istmos euwtrechos,
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sRinenclas ‘afiladas.

3¢ imoraintarpretacidn geometrica  de la
‘cerradura:s B R e e TR =

:La,“céﬁra#ﬁra : ] Jes. la' interseccisn de todas las
- traslaciones de:la'dilatacidn de X con B, mediante elementos
cde B T T AT - A : .

L EE(X,E) =t MCTRASIDIL(X,BY;bB) - (4.56)
- T C mean

Prueba: Por definicisn de cerraduras CE¢X,B) = DIL(x,B) & B.
Par definiclidn de resta de Minkowski:
DILEX,8) @ B = N TRAS(DILIX,R),b}

o b € B.

Prdposi:ién %4.356 Segunda Interpretacian geométrica de la
cerraduras

La cerradura CE(X,8) es la intersecclsan de los complementos
de los trasladados del elemonto estructural B que contienen a
X.

CEt(X,B) = N TRAS(H,y)* (4.857)
(yITRAS(H,y)' 2 X}

Prueba: Por la dualidad entre la apertura y Jla cerradura
{ecuacisn 4,54) CE(X.B) = AP(X* ,B)".
Par la interpretacidn geométrica de la apertura (ecuacidn
4.53) ¢
AP{X',B)' = [ U TRASI(B,y) ' = [ U TRAS(H,y) 2

(yt TRAStB,y) £ X'} {y1TRAStA,y! N X = @}
Por una de las leyes de D*Morgan (A U BY' = A' N B':
L U TRAStB,y? 1° = N TRAS(B,y) " = 1 TRAS(B,v)"*
{yITRAS(B,y?) N X =¢) (yITRASIE,y) N X =p) (yITRASIB,y)" 2 X},

Utilizando el simil] de lazs “tierras vistas desde un
satelite”, y aprgowvechands !a dualidad entre la cerradura v la
aper tura, puede interpretarse !a primera, CE(X ,8) camo una
aperactien gque oagrupa lps canales estrechos, los pequenes
lagos, v los golfeos largas y delgados de X.

Se hara expliglto a continuactén, que la apertura y la
cerradura san transformaciones mgrfolégicas ereclentes.

Prupostcidn H.37 La apertura (=15 uha transformacisn
morfoldgica crocienle

A S B => AP{A,K)} £ AP{B . K} {4.58)
Prueha: Como la erosiéﬁ es creciente t(ecuwaclsn 4.37),

tenemos:
A ¢ B => EROtA,K) ¢ ERO(R,K}.
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La suma de Minkuwski tamblén es creciente.
tecuacién 4,303

ERD{A,K} £ EROI(B,K} =% ERD(A,K) ¥ K F ERU(B Kl W K.
Por definlcinn de la apertura (ecuacidn &. 5a:..
ERD(A,K) # K £ ERQ(B,K) # K => AP{A,K) < AP(B, K.

Proposicién 4.38 LLa cerradura es. una"ﬁ'transforhhbidn.
morfolagica creciente : : e S .

A £ 8 => CEtA,K) £ CE(B,K) T tas)

Prucba: Para facilitar la demostracien, haremos uso de la
propiedad decreciente de la complementacicon: A £ B => A' 2 B'
(prueba de la propiedad auxtliar: y € B' <=> y no pertenece a
B; por hipéstesis s> y np pertenece a A <ad> y € A'),

Por la propledad auxiliar ¥y como la apertura es ecreciente
tecuacian 4.58) => AP(A',K) 2 AP(R',K}), aplicands la
propiedad auxiliar => AP(A* ,K)' £ AP(B' ,K)'3 por la dualldad
entre la apertura v la cerradura lecuacidn 4.54) => CE(A,K} £
CE(B,K?.

A diferencia de la erousian, independientemente de sl el
arigen pertenece o no al elemento estructural, la apertura es
un operador antjextensivo, es decir AP(A,B) £ A,

Proposician 4 .39 La apertura es una transformacidn
antiextensiva

AP(A,B) £ A {4 .60

Prueba: Una propiedad general de los conjuntos es: si Al <
B, para todo i € 1, | 'un conjunto de indices cualgquiera,
entonces U Al £ B . (Prueba de la propiedad auxiliar: sea y €
U Al =>y € Al para alguna I, pero por hipétesis =» v € D),
Par la proposicidén 4.34%, AP(A,B) = U TRAS(H,t)

{tITRAS(B,t) £ A)
Empleando ahora la propiedad auxiliar tenemos: AP{A,B} £ A.

En contraste con la apertura, la cerradura es una
transfarmacidnbh extensiva.

Ejemplo 135: Muestra la antiextensividad de la apertura.

Sea A = {tl,2), (8,11, 2,21, (3,1}, (3,2), (3,3}, t3A,4),
ta,11, (4,23, ta,4y) y B = {{0,1}, (1,00, (1,113,
Desarrallando ERDtA,B) = (t(1,1), (2,1}, (3,11), » :
A2(A,B) = ERO(A,B) W B L(1,2), (2,2}, (3,2}, (2,1}, (3,1}, -
th,1), t4,2)). Esquemiticamente: ,f_ ‘ TE e T

A B -'ERD(A BJ
Qrees . Omans Qe
sagen 'll.cro “

N N
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Motemos que AP(A,B) £ A,
 Proposicidn 4.40 La cerradura es una transformacisn extensiva
A £ CE(A,B) ‘ta.e1)

PFrucbas Por la antiextensividad de la apertura: APLA',B}) £
A', comn e8] tomar complementos @5 un operador decreciente
tenemos AP(A',B)* 2 (A')'. Haclenda usa de la dualidad de 1la
cerradura vy la apertura (ecuacian 4,594} y que el tomar
complementoa daos veces nos regresa  al conjunte original,
tA*)' = A, resulta CE(A,B) ,2 A.

Corolario 4.41
APLA,B)Y & A £ CE{A,B) o {4.462)

Prueba: El resultado se obtiene aplicando las proposiciones
4.3%9 vy 4.40.

Ciemplo 1&: Muestra la extensividad de la cerradura.
Sea A = (1,21, (2,1), (2,8), (3,1), (3,2}, (3,3}, (3,4,
(4,1), (4,2}, (4,413 vy B = ((0,8%), (1,00, (1,1%). Calculando:
SIM(B) = {(0,—-1), [—1,00, (-1,-1)3). . R
A # SIMtB)= (¢1,1), (2,0y, (2,12, (3, O).-(a,l),'lﬁ 2y, (3,3,
(4,0}, fa,1, {9,3), (O, E), (l E). iE 23. (3 3), ABy4,
$3,4), (0O, 1), i1, O)). ' . o
CE{A,B) = DlLtA BY @ B = ERD{A H. SIH(BI.SIM(BI) = . {{1,28},
2,1y, (2,2}, l3 1y, (3,22, (3 3).1 13 ﬁ),: ta, l). ta,21,.
14,3), (4,412, Graficamen:e: IR . :
CE(R B)

SIM(BY. . DIL(A,B) fl'

aee e e *avamea

Puede notarse de los ejemplos 13 y 14 la verificacisn del
"coralario 4,41 AP(A,B) £ A 3 CE(A,B).

Al aplicar mds de una vez la apertura o la cerradura, no se
.altera el resultadeo, es decir son operadores idempotentes.

Proposicidn &H.4h2 La apertura es una transformacion
ldempotente

AP(APiA,B),B) = AP(A,B} (4.63)
Prucba: Por la antiextensividad de la apertura {ecuacian

4.&60), AP(AP(tA,R}Y,B) ¢ AP(A,B). Desarrollando la expresisn de
las dos aperturas suceslvas AP(&P{A,B),B' = ERO(AP(A,BY,.B) &
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B = ERO{(ERO{A,BY % B, B) # 8. Trabajando con una subexpresian
v aplicando la definician de cerradura, la relacidn entre la
suma de Minkowsk: vy la dilatacisn lecuacisan &.200, vy 1la
relacisn entre la resta de Minkowskli y erostan tecuacidn
4.18}, ERO(ERD(A,R) % B,BY = ERO(DIL(ERD(A,H) , SIM(B)),B) =
DIL(ERO(A,RB),SIM(B)) 0 SIMIBY = CE(ERO{A,B},SIM{BY).

Por la extensividad de la cerradura tecuaclsn 4.58110,
CE(ERO{A,B),SIMN(BY} 2 EROtA,B)., Empileands la prop iedad
creciente de la suma de Minkowski (ecuacisn 4.30),
CE(ERAD(A,B) SIM(B}) # B » ERD(A,P) # B, Recerdando el wvalor
de !a subaxpresion y aplicando la definicién de apertura

tecuacidn 4.%53), la anterlor desigualdad nos queda comos
APCAP(A,B)Y,B}Y 2 APLA,B).

En conclusian, AP(AP(A,B),B) = AP(A,B).

Propaosicién L4.4u3 La cerradura es una transformacian
ideapotente

CE(CE(A,B} 8} = CE(A,B) (4 .564)
Pruebha: Por 1la dualidad entre la cerradura y 1la apertura B
(ecuacisn 4,54) CE(CE(A,B) B = APLCE(A,B}' ,B)"* -

AP(LAP(A' ,BY']*,B)' = AP(AP{A*,B},B)}"'

Empleando la idempotencia de la apertura {ecuacidn 4.43}):
AP(AP(A’ ,B) ,B) = AP(A' B}’

Far 1a dualidad entre la apertura y el complementa (ecuacian
L.34ry: AP(A,BY' = CE(A,B).

Hablemos un poce sobre la trascendencia de las propledades
demostradas para la apertura y la cerradura. Por definicien,

la apertura vy la cearradura son filtros morfelagicos
(ecuaciones &4.58, 4.95%9,.4.50 v 4.461). Es decir, nos permiten
"1impiar" 0 preparar nuestra lmagen para su analisis

cuantitativo o fotolnterpretative.

Por otra parte, aprovechando la propiedad de idempotencia
de la apertura y la cerradura, podemos caracterizar la forma
de un conjunto X, con base en los elementos estructurales B,
que dejan Invartante X al "abrirlo o cerrario*. En simbolos,
B caracteriza 1a forma de %X, si{ y sdlo si, (AP{X,B) = X o
CE(X,B) = X). Mis adelante, Se probara una proposicisn que
caracteriza los conjuntos "ablertos" o “"cerrados" respectoc a
un #lemento estructural B.

En vista de la interpretacidn gegmétrica de la apertura vy
de la cerradura (ecuvacianes 4.55 ¢y 4.97); la apertura vy la
cerradura, a difarencia de la erosisn vy dilatacién, san
invariantes ante traslaciores del elemento estructural. Esto
parmite comparar “geométricamente"” un oblieto con un elemento
estructural, independientemente de la traslacidm de los eles
de coordenadas.

El pombre de apertura proviene del algebra moderna [Serra,
19821, en donde una transformacien recibe este calificativo,
cuando es creciente, antiextensiva e idempotente. Como hemon
visto, la apertura morfoldgica tiene estas propiedades
fecuaclones &.9B, &4.40, &4.43), detldo & lo cual el nombre
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- puede conslderarse apropiado.

Otra rama de las matematicss en la cual posiblemente se
inspiraron Serra y Matheron, para definir los coanceptos de
apertura vy cerradura, es la Topologia, vya que se tiemen las
siguientes semejanzas: 1) El interior o apertura topolégica
de un conjunto de RP, puede definirse [Armstrang, 19871 como
la unidn de sus puntos interiores (ver ecuacien &4.35), lo
cual guarda muy estrecha relacian con la interpretacisn

geometrica de la apertura marfoloeglica, pensanda a las
veclindades de lps puntos interiores, como traslacliones del
elemento  estructurals; 2) l.a cerradura topoldglica puede

definirse L[Armstrong, 19871 camt la intersecclan de los
conjuntos cerrados que lo contienen, lo cual de nuevo (ver

acuacidn 4,57} 5@ parece grandemente a la segunda
interpretacian geamétrica de la cerradura morfoldgica,
Jugando el papel de los conjuntos cerrados que cantiene al
conjunto, lgs complementos de los trasladados de los

elementos estructurales; 3) La pcperaclsén topolagica de tomar
el interior de un conjunto, es idempotente, en la mi=zma
manera Qque la apertura morfoldgica lecuacion #.4&3)% 4) La
cerradura topoldgica andlogamente a la cervadura morfolagica,
también es idempotente. [Apostol, 1979]); 5S5) Las operacionea
de tamar el interlor y la cerradura topoldgica como sus
contrapartes morfolegicas, tambieén son duales tecuacisn
4.98)3 b6} Las operaciones de tomar el interior vy la
cerradura topolégica son crecientes, como sus
"carrespondientes” marfoldgicos (ccuaciones 4.58, &4,59). 7))
La operacién de tomar el interior topologicamente, coma la
apertura morfoldgica son operaciones antlextensivas (ecuacion
4.60) B8) La cerradura topolegica como l1a wmoarfolaglica es
extensiva tecuacidn 4,6%1).

Definician.- un conjunto A, se dice abierto
{marfolagicamente) respecto al elementa #structural B, si vy
s6lo %i, es Igual a su apertura. Simbdlicamente:

A es ablerta respecto a B <=> A = AR{A,B) (6.485)
Definician.-— Un conjunto fn, se dice cerradn
(morfologicamente) respecto al elemento estructural B, sty
sélo si, es lgual 4 su cerradura. Simbdlicamente:

A es cervado respecta a B <=> A = CE(A,D? (a4.66)

Veamns cuales son las caracteristicas de loes conjuntos Que
son abiertos respecto a un elemento estructural B.

Proposicisan &4.44 La familia de conjuntos abiertos respecto
al elemento estructural B, es {C # B, para todo T € POT(RD),
En t&rminos simhalicas:

D es ablierto respecto a B (=) (ta.67)
exlste C, tal que D = C # 0.

Pruebhaz: Supangamos que D es abierto respecto a 8, entances
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por definicisn, D C # B, con C = ERO(D,B).
Para demostrar el reciproco, tomemos como hipatesis O = C #
B, por definicisan de apertura:
APIC # B,H) = EADIC ¥ B,B) # B = ERO(DILIC,SiM(BY),A) # B =
C(DIL(C,SIMI(B}Y) © SIM(B!]1 # B = CE(C,SIM(BY! # B8 2 C 4 B.
Nota: La segunda igualdad es por la relacidn entre la suma de
Minkowski y la dilatacien (ecuacian &4.20%3 la tercera se
obtiecne empleando la relacion entre la erasiden ¥ la resta de
Hinkowakl {(ecuacién 4.18); la cuarta sp debe a 1la definiciédn
de cerradura {ecuacién 4,93); la desigualdad resulta porque
la cerradura es extensiva y la suma de Minkowskl creciente.
Por otra parte la apertura es antiextensiva APIC # B,B) £ C
# B. Resumiendo APIC # B,B) = C # H.

Corclario 4.45 El elemento estructural B, es abierto rvespecto
a si misma

AP(B,B) = B (h.58)

Prueba: Como (0} W B = B, aplicando la proposiclien 4.44 con ©
= {a), APIC % B,B) = AP{{(g) ¥ B,B) = AP{B,B) = (o)} # B = B,

Caracterizemos también a los conjuntos cerrados respectao a un
elemento estructural B.

Froposicisan .44 La familia de conjuntos cerradas respecto
al mlemento estructural B, es {C 0 B, para todo C € POT(RM).
En térmainos simbélicost

D es cerrado respecto a B <o) (4 .6F)
exlste C, tal que D = C & B.

Prueba:Si D es cerrado respecto a B tenemos D = DIL(D,B) ¢ B
= C OB, con C = DILID,R). Veamos ahora que todo conjunto de
la forma C © B, es slempre cerrado: CE(C @ B,BY = DiL(C @ B,
B) € B = DIL{(ERDI(C,5IMiB)) @ B = EROLC,SIM(B)) # SIM(B) 6 B =
APIC,SIMiBY)Y @ B £ C O B.

Moptas: La primera igualdad es por definicidn de cerraduraj
S2gunda es por la relacien entre la ergsisan y la reata de
Minkownski {ecuacien 4.18}; la tercera por la relacian entre
la dilatacién y la suma de Minkowski (ecuacian &,20)% la
cuarta por definicién de apertura; la desigualdad se debe a
que la apertura es antiextensiva v la resta de Minkowski
creclente,

Paor otra parte CE(C 0 8,B) 2 C @ B yva que la cerradura es
extensiva. En resumen, CE(C © B,B) = C @ AB.

la

Eximten otras dos propiedadas de la apertura y 1a cerradura
morfolagica que son importantes para describir
matgmaticamente el proceso de cribade.

Proposician #4.446 Si C es abierlo rospecto a B, entonces las

aperturas AP(X,B), AP(X,C) vy las cerraduras, CE(X,B), CE(X,C?
para cualquier conjunto de RN guatisfacen las inclusiones:
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AP¢X,C) £ AP(X,B) £ X £ CE(X,B) 4 CE(X,C} (4. .69

Prueba: La segunda y tercera desiguadad se deben al corolario
4.41. Para probar la cuarta desigualdad sea » € CE(X,BY <=>
SIMITRAS(B,z)) £ X # SIM(B) <=> SIM(TRAS(B,z}) » (SIMIC) © B}
L X # SIM(B} # (SIMI(C) @ B) =>» SIMITRAS(C,2)) £ X # SIM(C) =>
z € CE(X,C), Por lo tanmtoc CE(X,B) £ CE(X,C). :
Nota: ta primera eguivalencia légica es por defTinicisn de
cerradura vy por la relaciémn entre la erosisn y la resta de
Minkawski (ecuacicon #.18) y la relacion entre la dilatacien y
la suma de Minkowski (ecuaciaon 4.20)3 la segunda se debe a
que la suma de Minkowskl s creciente (ecuacidn 4&.30);la
siguiente fmplicacidn se chtiene por la hipstesls de que C ec
abierto respecto a B, SIMI(B)Y # (SIM(C) © B) = (SIM(C) © B) H
SIM(B) = AP(SIMIC) ,SIM{(B)) = SIMIC)} ta Gltima impllcaclsn se
obtiene interprotande la definicidén de cerradura.

La primera desigualdad en (4,.59) se obtiene por dualidad
sobre lo ya demostrado, CE{X*',C} 2 CE(X*,B) <=> CE(X",C)' £
CE(X',B) "' <=> AP(X,C) £ APt(X,B).

Propogicidén &4.47 Si C es ablerto respecto a B, entonces para
todo X € POT{(RP} tenemos:

AP{AP(X,B) ,0) = AP(X,C) (4,70)
51 B es abhierto respecto a C, entances:
APLAP(X,B),C} = AP{X,B) t4. 711

Prueba: Por la propiedad antiextensiva de 1la apertura
{ecuacion 4.&0) AP{(X,B) £ X, como la apertura es creciente
{ecuaclian 4&#.358) AP{AP(X,B),C) £ AP(X,C). Por otra parte
debido a la proposician 4.46 y apllicanda la hipétesis que €
es ablerto respecto a B, ARP(X,C) £ AP(X,B), usanda gquea la
apartura es crecionte (ecuacidn 4.38) AP(AP(X,C),0) £
ARP(AP{X ,B?,C) . Sabemos que la apertura es idempotente

{ecuacion 4.63), de donde AP{X,C! £ AP(AP(X,B),C). Resumiendo
AP{X,C) = AP(AP{X,B),C).

Consideremos la segunda parte de la proposicidn z € AP(X,B)
£=> =2 € TRAS(B,y) y TRAS{(B,y! £ X. Pero por hipstesis B es
ablerto respecto a C, con la cual z & TRAS(C,y) vy TRASI{C,y) £
TRAS5{B,y). Poer lao tanto AP(X,B} £ APL(AP{(X,B),C). La oatra
contencién resulta de aplicar la propiedad antiextensiva de
la apertura. En conclusisen APLAP(X,H8),C} = APIX,B).

4.5 Aplicaciones

Despudgs de haber viste los antecedentes histarices de la
marfologia matematica vy darnos cuenta gue surge para
solucionar toda wna clase de problemas comunes en  las
distintas ramas de las ciencias experimentales. Describiremos
como empleando las operaciones mertolsogicas pueden extraerse
diferentes tipos de informacisn del obieto en estudic, de
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acuerds al elemento estructural empleade y por supuesto,
taocdas las cambinacliones de estas operaclones eataran
fundamentadas ampliamente en las propledadaes matemdticas
demostradas en la secciéen pracedente,

tL.as aplicacliones qgue slguen sonm de leos resultados mas

fructiferos de la morfologia matemdtica [Serra, 1986;
Dougherty, 19873 DelfTiner, 1972) y son hasta cierto punto
lndependlientes de cualgquier “mroblema cancreto”". Es
canveniente natar que la moarfologia matematica sigue
desarrol landose [Haralick, 19883 Sternberg, 19B&4; Meyer,

19841 y gque comparado con el conjunto de conocimientos va
acumulados, la aqui presentade es reatmente un pequess
aubconjunte. Por otra parte, no debe olvidarse dgue esta
forma de abordar la soluclsén de problemas en e] andlisis de
imagenes, es novedosa, estd estructurada coemo una teoria con
un enfogue unlflecade (no presenta un algoritmo aislado? 1’4
requiere de amplios conocimientos matematices, fisicos v de
computacisan para entenderla.

De acuerdo con Serra {1982, 1984) eus importante distingulr
entre¢ conceptos e implantacicon computacional, sl se guiere
lograr una comprensicon cabal de la morfologia matematica. En
el primer caso debemos determinar cual es el tratamliento
aproplade en un problema especifico. {(ver la discusién sobre
principios, criterios, algoritmos y modelos (seccion &.2))
Estoc s@ logra comprendiendo los aspectos tedricos y los casos
de eatudioc publicados. En el segundo caso, existen wvarias
alternatjvas para automatizar las operacionss morfolsgicasg
[Serra, 19721 ya sea empleando circultos especializados o
programas de computadora.

4.3.1 Granulometrias o distribuciones de tamafias.

El tamafo de un conjunto A pusde definirse precisamente
como la razén de homoteclia con un conjunto elemental B de 1la
misma forma. [Delfiner, 19721

Un inconveniente de esta definicidn es gque no siempre es
factil determinar los conjuntos primitives. Por ejemplo, 'A
Coma podriamos hablar de los tamafos de algqunos greanos de
arena ? [dealmente podriamos concebirlos como esfericos, pero
viéndolaos mas=s detalladamente notariamos que no existe wna
forma basicaz

La morfolagia matemdtica aborda el problema de cuantificar
la estructura de un objeto complejo, analizrandole desde
difarentes puntos de vista mediante relaciones sasimples y
claras. La ventala de esta actitud es que podemas efectuar
camparaciones entre oaobletos, empleando la informactan
cbtenida por las relaclones simples, 2 independientemente de
la exlstencia de una forma basica. En térmlnos precisos, ae
tntroduclird una figura de referencia o elemento estructural y
s@ comparard con £1 objeto.

Por ejemplo, supongamos que nuestro abjeto es wuna regicn
simplemente conexa cualguiera. Para eonocerla mejor podriamos
preguntarnast a) Su area apraoximada, consideranda el tamaro
de la maxima circunferencia inscritay b)) Si quisieramos
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informaclion direccional buscariamos la miaxima longitud de un
segmenta con una determinada orlentacién y c<completamente
cantenidao; c) Una idea de su extensisn se tendria con la
dlstancia maxima entre dos puntos contenidos en el objeto.
Para hacer mas factible y significativa la determinacisn
del tamadio de un chieto y que nos permita hacer comparaciones
con otros objetos no necesariamente iguales en forma, se
hablarda del tamafo de un ohjeto A respecta a un elementg
estructural B, notacién: TAM{A,B). Intuitivamente el tamafo
de A respecto a la figura B, es igual al tamafio del mayor
hamotético de B, contenida en A. {notemos que en esta
definicisn, primerg =se da una figura de referencia B vy

respecto a ella se mide el objeto & v, 2n la definiclan
anterior e)] ordem era al revés. partiamos de un objeto A v se
buscaba un conjunto elenental B de 1la mlsma formal

Matemdtlicamente:
TAM(A,D) =S5UP{s| existe y € RN, TRAS(HOHO(H,s),y? £ AY (4.78)

(SUP significa el supremo de un conjunto de numeros reales)
Esta definicion, resulta una generalizacisn del concepto de
tamafo dada #n un principio, ya que cuando A s homotético a
By, 21 tamafc de A respecte a B es precisamente la razdn de
hamotecia.

Para poder calcular el tamafic de los objietos, en términos
de los operadares morfolagicos primitivos, notamos que por
deTinicidn de erosisn {ecuacidn 4.2) este es &)l conjunto de
todos los puntos donde es posible colacar el aelemento
eatructural y que permanezca incluide dentro del cgonjunto.
Por lo cual se deduce, que TAM(A,B) es el miximo *s' tal que
ERO(A,HOHD(B,5?) 4 p. Simbélicamente:

TAM(A,B) = g <=)> ERO(A,HOMO(B,S}} » (/.73)
EROA HOMO(B,3+t)) = ' vy t>o

La expresidn anterior nos da un medio para calcular el
tamafio TAM(A,B), €rostonamps Con homotéticos de B comda wvez
mayores y agquel valoer 's' que fue JGdltimo en darnos erosian no
vacia, resulta gl valer buscado.

Hagamos mds interesante el objeto estudiado A ¥
supongamos que esta formade por wna unldén de componentes Ci:

A=UTLCi
iel

(I es un conjunte de indices, cuya cardinalldad es lgual al
namero de componentes de A) ¥y queremos determinar la
distribucion de tamaios de 3Sus componentes respecta al
elemento estructural B. La erosién por HOMO(B,s? elimina
algunos de los Ci y si denctamos por Is el subconjunto de 1
gue contiene los subindlices de los Ci restantes:

Is = (i1 ERMCi,HOMOD(B,s}) F #

Pademos definir una funcidén de distribucien acumulativa Flis)
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a traves dw 14 razén ¢ntre ol nimero de elementos en Je & I3
1 - Flar = CARD(ta} 7/ CARDII). 14.74)

Debe notarae gque &1 namero de componantes conexas CARDIIw)
del conjunto grlgiral A, no @8 igual al rumero de componentes
conexas daspu#s cde la erosidn (ver (igura %,3)}, ya que an
general CARDIIs) § NC(ERDMA,HOMOD(B,))). iNatasz NCIA}
representard el nimaro de componenten concexas do A) Para
calcular CARDIIe) se nocesitan das condicionos adlcionales:
a) La conexidad de 0O asegura que la erousion modlants
HOMO{B,u} nd Cauma interfarencia entre las componentes
conexas del obljoeto, de tal farms que cada una de ellas
contribuye a la distribucisn dg tamasos tndepandlientomente.
Cuando B o conexa:r

END{A,HOMO{B,u)} = U ERDIC ,HOMOtN,a})
I = ls

Elemento
Estructural

LAl
Ay

Cay

. , .I< .. .
Erosion del ocbjeto

Figura 6.3 La mreaidn puede pcasionar la divisiin de una
components conexa, . . A
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b) Las componentes de A permanecen conexas bajo la erosion.
Ezta condicisn nos permite escribir la igualdad CARD(Is) =
NC(ERO(A,HOMD(B,s})) y una farma de que se satlafaga cansliste

en suponer que las componentes de A son convexas [Delfiner,
19721,

Con las anteriores condiciones puede darse una expresidsn mds
facil de calcular para la funcison de distribucion Fis)

1 - Fig) = NC(ERO(A,HOMDIB,s}) / NCLA) (&4 .73)

Em la practica, 21 pedir que la condiciénm b) se cumpla puede
sa@r algn restrictivg vy por ellec mostraremos come empleando
la apertura, envés de 1l1a erosien puede calcularae la
granulometria con suposiciones menos exigentes.

La operacisn de apertura puede usarse de la misma manera
que la erosisn, para determinar el tamaro del maximo
homatétice imserito, va que:

Proposician #4.48 Equivalencia entre la erosicn y la apertura
en la determinacian del maximo homotética inscrito

ERO(A,HOHOB, 8)) 4 p <=> AP(A,HOMO(B,S)) 4 & y
EROtA,HOMO(B,a+t) = ARP{A,HOMO(H,s+t} = ¢ W t >0

Prucha: ERD(A,HOMD(B,51) £ @ <=>» (ERD(A,HDMO¢{B,s)) #
HOMO(B,s}) & ¢ <=> AP(A,HOMD(B,s}) P, Por otra parte
ERQ{A,MOMO(B,s+k)) = @ <=> {ERD(A,HMOMDIB,s+t)) # HOMOLB,5+t))
= @ (= AP{A,HOMO(B,s8+t)} = @,

Qb=ervaciény, para tualesquiera conjuntes C vy D, tenemgs: C

P <=>C ®HD 4§ conD 4 ¢ (esto se sigue ficllmente de la
dafiniclén de suma de Minkowskl (ecuacidn 4.19)) La primera
equivalencia légica en la prueba se debe a la observacion, la
segQunda es por deflnicién de apertura tecuaclsn 4.32}, la
tercera se obtiene de la observacicen en su forma negada, la
cuarta es por definiclién de apertura (ecuacian 4.92).

Dabido a la proposicisn anterior y a la propiedad
antiextensiva (epcuaclion 4.60) de la apertura podemas definir
la funcisdn de distrlbucicon acumulativa Fis) come:

1 = Filg) = NCIAP(A,HOMO(B,5))) / NCLA) 14.76)

sufponiande ahora solamente que: a) El elemento estructural es
conexo y b} las componentes del aebjeteo permanecen conexas
cespuds de la apertura. La ventaja de utilizar la apertura,
5@ encuentra en que esta "afecta” menss la conexidad que la
erosidn como puede verae en la figura 4.4.

Reflexionando sobre las supuestos que dan origem a la
funcidn de distribuclicn F{s), notamos que si las componentes
del abjeto A tienen estrechamientos muy marcados, entonces la
condicidm B)Y no se cumpliria {(tanto para la apertura, camo
para la erosidn) y como se alteraria la monotonia creciente
dge Fi{s}, no seria funcidn de distribucidn. Intuitivamente,
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asta angmalisa Se Ppressnta =n particulas para las cuales no
sxiate una dnjca maxima figura inscrita. Otro aspecto mengs
naoterio, perg mas intrinseco, radica en la asignacion del
migmo valar & componentes de difsrentes tamafos de A, Ex
dreir ®n ia determlnacisn de Fis)} se pone #nfasis en la
conexidad.,

Oper acidn Operacidn
.’ )
de erosion

de apertura

ccy

{bd
e

J
i

Elemento
Estructural

Figura 4.4 La operacldn de apartura, pgressrva mis la
conexidad que la msrosldn.

Para medir granulometrias «n conjuntos mas generales (que
rfo  necesar lamante cumplan la condicién (b)) referida) se
analizard «1 tamafip localmente, asociandd con cada “punto* x
de A «l tamafo dol maskimo homotdtico de 8, contenido an el
ohietc A y gue tiend a » por elemonto. Notacldnt TAMIA,B_ x).
Simbalicamante:

77
TAMIA,B,®) = SURtw| gxiate y € AN, x & TRAG(HUNOCA,W),y) $ AY

Emp leando la interpretsciéen geomatrica de la

apertura
lezuacién &.9%) podemos escribir altornativamente:
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TAM(A,B,x) = SUP{wl x € APIA,HOMO{B,w)))} £4.78)

Es conveniente observar que el tamafio del conjunto A respecto
al elemento estructural B (ecuacidén 4.728) puede definirse

came el supremo de los tamafoas puntuales (ecuacidn #.77) cemo
sigue:

TAM{A,BY = SUPL(TAM(A,B,x) 1| x € A2

Como buscamgs calcular gigtribyciones de tamados s natural
pensar gque hay implicite un experimento de naturaleza
estadistica, &1 cual podemos describir comn conslstente en
colocar homotéticos de H dentro de A. Cuando consideramos el
evento consistente en los homotéticos de B contenidos en A vy
que tlenen por eleamento a ¥ € A, como hemos visto (ecuaclian
4.77) ge le puede asociar un ndmero TAM{A,B,x). €% decir en
clarto sentido la medida del tamafo puntual, leguacion 4.77)
conatituye una wvariable aleatoria vy lo gque haremos a
continuacién es mastrar como mediante la transformacién de
apertura . puede definirse su funcisan de distribucidn
acumuiativa.

El conjunto de puntos x € A dande el tamafo es mayor a un
valor T dado, esta relacionado can la apertura
APLA,HOMO{(B,7}) en los sigulentes términos:

TAM{A,B,x} 2 1 £=> pgxiste H 2 ¥ tal que % € HOMO{B,pn) vy
HOMO{B,Hu? £ A
<2> gxjste p 2 7 tal que x €« AP(A,HOMDI(B,u))
<=> x € U ARCA,HOMO{B, u) )
2T
Nota: La primera equivalencia légica es por definician del
tamafo puntual {(ecuacldén 4.77); la segunda es por la ecuacisn
4.78 v la tercera es por definicidn de unian entre conjuntas.
Puede demostrarae [(Matheron, 12723 Serra, 1982) que si1 gl
elepento estructural B es gonvexo, entonces la apertura es

decreciente respecto al elemento estructural. En simboloas:
H £ C => AaP{D,B) 2 AP(D,C) (B convexo) (4,720

Suponiendo que B €s convexa y por la pcuacidn (4.79) podemos
escribir:

TAM(A,B,x) 2 1 <=> »x € AP{A,HOMO{B,T}} {4 .80}
Cuande B as convexo, la apertura resulta contlnua y manstona
[Delfiner, 1972; HMatheron, 19721 por 1o cual podemos definir
la distribucldén acumulativa G(T) asociada coen la medlda
puntual de tamanos (ecuacidn 4.77) mediante la relacidn:

1 — G{T) = PROB (TAM{A,B,x) 2 1 § x £ A)

¥ por la ecuacloen &.80

1 - Gitr) = PROB {(x € APIA ,HOMD(B,T)} | x & AY (4 081
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Es Interesante notar que la distribuciéen Fi(s) tecuacisn
4,74 puede considerarse como un  caso particular de 1la

ecuacisn anterior, en donde la probabilidad asociada al
evento {(x € APLA,HOMO{B,r)) | % € A} es proporclonal al
namero de componentas cONExas de A presentes en

AP{A,HOHDIB,7)), Podemoas, dada la flexibllidad que nas
proporcicna la ecuacién 4.81, seleccionar como wmedida de
probabllidad de un conjunto C[Matheron, 1972; Delfiner, 19723
Apostol, 1979 3}, la medida de Lebesgue (notacisn: M{A)) (de
acuerdo a la dimensién del espacio, puade pensarsa
intultivamente camo 1a longitud, 4rea a “volumer: n
dimensional”) lo cual tiene la ventaja de ser facil de medir
{contando 1los pixels en una lmagen digital binaria) y no
requiere de propiedades epspeciales del conjunte en estudio A.
La expresian de GiT) en términos de la medida de Lebesgue &e
formula asi:

1 - Gir) = MIAPC(A HOMDIB, 1)) /7 M) {4.82)

De acuerdo a lo anterior en la distribucisn Gir}, se le da a
cada intervalo [T, + + dv) (drt significa diferencial de T}
una probabilidad praoporciornal a la medida de AP(A,HOMOD(B,T))
- AP(A,HOMO(B,T + dT)}.

Haciesndo una visidon restrospectiva, podria decirse que Fis)
es una distribucidén en "nomero" y G(r) lo es en medida. P.

ej., L 31 contamos las particulas que pasan por cribas
suceslvas, obtenemous una distribucion en ndmero. Mientras que
i pedsamos las particulas resulta una distribucidn en "pesa®

o volumen si la densidad es constante.

Una consecuencla muy interesante da la relacldn (4.82) -1:3
que puede plantearse la determinaclsn de la distribucion de
tamaros en wn medio con una asola componente y tesricamente
puede aplicarse en un egpacio n dimensiopal cualquiera
(Serra, 1984% Matheron, 1972; Delfiner, (972]. Un ejempla de
rato, e% e1 metodo de Purcell empleado en la industria
petrolera, eon dende se inyecta mercurio en muestras de rocas
porosas f{arenisca) para medir el volumen oOcupado por las
porosidades. Suponiendn que todos los poros sean accesibles
dasde el exterior, el volumen de mercurio que llena las
cavidades para una prezidn de tnyecclén, es lgual a la medida
de Lebesgue de la spertura del! medio porose con una esfera
de radio aproplado (el tamafio del radio es inversamente
prepurcional a 1a presion de inyecclion). Fisicamente, cuando
la presion aumenta el tamafo del minimo conglomerado de
mercurio disminuye y alcanza zonas mAsS pequefas del medio
poroso. En este caso, la medida asaciada de tamafo es el
volumen ocupado de mercuric en funcion de la presiean de
inyeccisdn.

Otrp aspecto en el que debe hacerse e¢nfasis, es que el
resultado de la distribucién Fts) o Gtv), depende del
clemento estructural flegido. Siendo las formasc midg
utilizadas, @) <circulo, 1 hexdgono vy el segmento, por su
convexlidad (esto es jndispensable para calcular GiT)}
{Serra, 1982; Dougherty, 19871.



Hasta ahora se ha apelade a la intuicisan del lector en lo
. relativoe al concepta de granulometria. S5in embargo, puede
definirag gn forma axiomdtica como sigue [Matheron, 197221:

Definician: S} E B85 un espacioc yv A una familia de
subconjuntos de €, una granulometria #n 4 5 una familta &,
Tr > 0, de mapeos de A en si mismo que satisface los
siguientes axiomas:
(1) @,(A) £ A para todo A € ety v 3 0 tAntiextenslvidad).
(2) A, Be Ay A £ B implica: (A} £ §,(B) (Creciente},
(3y A Ay 1 2pn >0 implica: 3.(AY £ FuiA) ({Decreciente
respecto al indicel.
(4 Bi v y B son nimeros positivos:
Br o &, = &, 0 & = EgupiT,u)
(en este caso %, o F significa la composician de
funciones §, aplicade después de $,).

bBescribamos Intuitivamente el significado de los axlomas,
imaginemos que un mapeo ¢, se representa por una criba de
tamafo T, vy gue el resultado de la aplicacion (A} es la
parte del objeto de estucdio A que no puede pasar la ¢griba.
Bajo estas suposiciones, claramente $,.(A) es un subconjunte
de A, ya que es la parte de A que no pudo pasar f(axioma 1},
Si B es un conjunto gque lncluye a A, por ser mayor dejard un
mayor numera de particualas sobre la eriba taxioma 2!.
Comparando ahora dos cribas de tamaros T y g con T ! g, la
parte retenlda por la criba menar claramente sera mayor
{axfioma 3J). Filinalimente 8i 7 2 p tenemos supl{T,ud) = 71 v ia
parte retenida por la criba mayor 3.+ puede obtenerse
aplicandos primero la criba menor §, seguida de la mavor &..
De la misma manera %, pdede obtenerse aplicando 2, segulida
de 3, .

Es"satlsfa:turiu que la aplicacion $,.(A} = AP(A,HOMDIB,T))
{(ver ecuatién 4.80) gue hemos manejado como una granulaometria
intuitivamente y por sus propiedades probabilisticas, le sea
de acuerdo a la deflnicicdn axiomatica (ver ecuaciones .38,
G.40, &.83 v 4.79)

Ejemplo 17:; Evaluacidn de una granulometria ilncal por medida
{ecuacisn 4.82) (Dougherty, 1987]:

Emplearemos como elemento eastructural segmentas horitzontales
y wverticales, donde H = (s) y HOMOIH,k) = (s,...s) @esta
compuesto de k elementos s y el » mds a la izquierda esta
posiclonadg en el origen de coordenadas; por otra parte V =
e} y HOMO(V,k) s& define como:

(w)

HOMO(Y  k)=(.} esta compuesto por k elementos e arreglados
(.) verticaimente y el posictionado mas abajo se en-
{.) cuentra celocado &n el arigen de coaordenadas.
(n)

aw
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Osas.-2-3% tomando aperturas sucesivas con elementos astruc-
san-«-ones turales verticales y harizontales, encontramas:

k= T B 3 & S & 7T B
wess. sk, M(APLA,HOMO(H, k)= 40 30 28 16 © G © ©

ssamsce~o. MHAPLA HOMOIV, kYY) 50 39 37 25 85 80 14 @

CE N N IR N

Interpretande los resultados de las medidas v compardndolos
con ] conjunte A, podemos ver gue A estd mas distribuido
verticalmente, no contiene segmentoes horizontales mas grandes

gque 4 elementos y la langitud del maximo segmento  vertical
contenido es de 7 elamentos.

Ejemplo 18: Evaluacian de una granulometria lineal por medida
en un rectanguls {ecuacidn 4.82) [Doughercty, 19871:
Tomando camo elementos estructurales ¥ v H iguales a los del

ejemplo anterior, evaluaremos la granulometria del

siguignte
ractangulo Ar
A

«ss-s+ togmando aperturas sucesivas con elenentos estruc-~

swue-. turates verticales y horizantales,

meenbrani

encontramas !
k= 1 2 3 4 5 & 7 8 9
MIAP (A, HOMO(H, k)1 )1= 24 a4 34 24 34 2% 24 24 O
HRPLA,HONMO(V,Kk)))= 24 24 24 © O O ©& O O

E?! hecha de trabajar con un rectdngulo de base 8 y  altura
3, se reflgla en las medidas de las aperturas, ya que no es5
pasible incliuir ssgmentos harizontales mayores a 8 2lementos,
.ni segmentus verticales mayaores a 3 elpmentas.

Lo% canceptos relativos a la granulometria se han
degsarrollado hactiendo . abstrageisn de las caracteristlcas
comnunes a muchos problemas. Es ilustrativo mencionar algunos
de los campos donde se empieas a) en ia Ingenleria Clheid es
importante gque los materiales petreas componentes de las sub-
basas #n la construccien de caminos, tengan distribucicsres de
tama¥os tipicas para lograr una compactacién adecuada; [Rios,
19891 " tuandz se analiza la composicidn de los
catalizadoras en 1a investigacidn quimica, es mouy Gtil
determinar la granulometria de las particulas Incrustadas en
el "soporte”". [Tehuacanera, 19893.

4.%.2 Covarianza Morfolagica

La covarianza morfolégica es un concepta muy importante que
vermite anallzar la textura de diversos materiales v  su
enfonque, en forma armgdlega a las matrices de
tDaugherty, 1987; Wahl, 1987;

coocurrencla,
Siendo ia

Serra, 198&) es probabllistico,
tentura alge tan dificil de describir, es
canvenisnte menclonar tres de los elementas obietives fLira,
19871 conacidos en su cuantificacidn: 1) 1a frecuencia de
cambia oe laos tapss en los pixels; 27 la direccisn o
Meacciones de cambio, v 3} £) contraste entre un gixel! y sus
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veclinos.

Un elemento estructural conveniente para realizar la
inveastigacian de textura es un par de puntos alingados en una
direceion « vy separados p unidades [(Serra, 1982, 19867 , va
que ademis de tomar en cuenta los factores arriba mencionados
no requiere de la erxistencia de particulas individuales.

Pasgmog a preclsar el concepto de covarianza morfolsglca:s

Defintcisn: Dade un vector unltario u € R v un ohjete de
estudic X £ RP, la covarlanza morfoldglica es una funcién de
los nimeros reales en el intervalo [Q,13, tal que para cada T
€ R, le asocla la probabilidad del evento {n ® X, = + Tu €
X}, (notacisén: COV,) En términos matematicos:

COV, : R ——> (0,11 vy
COV,ir) = PROB{(x € X vy x + 7u € X2 {4.83)

51 empleamcs como medida de probabilidad, ia medida de
Lebesgue en AN (ver ecuacliones 4.8B1 y 4.82) y definlenda el
elemento estructural B » {pg,u) (ndtese que B sale consta de
dos elementos, el oarigen vy el wvector de direccion uw),
podemos, haciendo uso de la definicidn de erosian (ecuactdn
4.2}, roformular la expresicn de la covarianza en términos de
la erosien como sSigues:

Cov,{(7v) = MIERQ(X ,HORO(B,T1)) (h.B4)

Ejempla 19: Peterminacisn de una funcldm de covarianza
marfolagica. CDougherty, 19871 Definimos el alementa
eatructural H = {s¢} y HOMO(H,k} = {R...#} gque consta de das
elementos separadoa por k-2 unidades (nota: el elemento
extremo izquierdo estd posicionade en el or igen de
coordenadas, por eso se usa 1 simbolo para representarlo).
El objety de estudioc s en este caso el conjunto A, dado por
inos siguientes elementos:

A

ctesstarercsaceans (los elementos de A estan fndicados median-
“teerresersacrare Lt los puntas = y "
LS LN RNEN ERIE NN R
YT A I LA I
sepEf-spEEB -l

LI

2P s s rranTsarranre

Nespuds de erosiones sucesivast
k=1 2 3 &4# S5 & 7 B %1011 12 13 14
MIERO(X,HOMO(B,1)))=87 18 10 B 12 1S 128 & 5 &4 B8 &6 3 ©
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Figura 4.5 Grafica de la funcién de covarianza.

Examinande la Tuncién de covarianza podemos detectar tres
méximos locales para wvaloraes de k iguales a: 1, & y 1%
" respectivamente, Estos maximos corresponden a las compeonentes
conexas de A.

La covarianza morfeldglca se ha empleado [Serra, 1epz,
19842 para describlir la textura de la madera de tal manera de
correlacionarla con algunas de sus propledades fisicas. Por
elemplo, la cantraccién no uniforme que experimentan al ser
deshidratadas,

4.5.3 Determinaciaon del “esgqueleto®” o0 e}le medio

Despuds de que una imagen ha slido segmentada en las

reglones de interéds, es convenlente representarlas Y
describirlas apropliadamente.si se quiere llevar a cabo wuna
tarea de reconocimiento e clasificacisn de patranes

[Gonzalez, 1987). Para efectuar la representacian de la
imagen segmentada existen matodos orientados al interjor de
lax regQiones vy otros a su frontera. [Aggarwal, 1977;
Rosenfeld, 1976] Uno de ellos, que trataremos en esta seccian
s conocido como la determinacicon del “"etsqueleta" o elje medico

y =8 J4til para representar una regian, ya que se le
substituye por wuna grafica gue preserva muchas de sus
caracteristicas morfoldgicas. Informalmente, el "esqueleto"

de una regidén ew a esta, como e)l esqueleto o estructura s4sea
fen lo relativo a la forma) @& a un vartebrado,.

Las “esqueletas" se han empleado an la solucisn de varlios
problemas [Gonzalez, 19871, entre estos tenemca: a)
inspeccian de tableros de circuttos impresos y b) conteo de
fibras de asbesto en filtros de aire.

El esqueleto o eje medio E, de una reqgtén R con frontera F
se defing comot el conjunto de puntos p ¢ R, para los cuales
existen al menos dos puntos q, T £ F, can dip,q) = dip,r) vy
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dip,q) <= dip,s) ¥ a € F, (ver figura 4,6} En otras palabrae,
un punto p en la regitsin, partenece al esaueloto, st existen
al mgnps dos puntos g ¥y r e#n la frantera tales que S
gistancia 3 P sea la miwma y minima respecta a cuslquier
atro punto 8 ga a4 frontoera. Desde 1 punto de wvista
computacional, la anterior Oefinicicn implics determlnar  las
distancias Ze cada punto Interlor de la region, a cada punto
de la frontera, Camo la complejidad da tal algaritmo s muy
grande, alternativansnte ax va aliminamdo sucoesivamente
guntaos en la frontera, hasta llegar al “aeugqueletc“. Ente
ultlmo algorlitmp se le® conoce comp Un “adelgaZzamiento” y para
sbtengr &)1 mlsmpo esquelete que ¥n la definlcidn arlginal,
impanen condiciones eon la sliminacién sucesivas de puntos
frovterda como Son: a) Ou# no slimlng puntos #xtramos (como en

un fllamento?; b)Y Na romps lad conexidad ¥y cl To cause mrosion
excosiva de la regién.

Eies Medios
.,II DExO

ﬁ T

Figura 4.4 AlgQunas figuras nlaﬁnn ¥ SUS UEcuUeletDe..
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Eq convenlgnte menclomar alQuras de las peculiaridades del
sagueleta, para tenerlasa en mente i e trata de rcepreasntar
una regidn con @l:t a) En alguras figuras gqeometiricas., por
ejempla un cuadrade, no poudemos decir Que U e*SQuEleto
consarva su farma “"ssencial™ (ver figura 4.7 (al,thidy B}
Fiqguras no congruanteas pueden tener ol mismo esqueleta  (ver
figura 4,7 fc), ()Y v c) Pequedas distorsiones de la forma
eriginal del obleto, pueden modificar Qrandemente el
esqueleto (ver Tigura 4.7 (@), 171)),

Ejes Medios

Figura 4.7 fa) E1 esqueleto de un region pusrde No CONEErvVar
la forma "seenci4t™) (D) Dos regignes no congrusntes puedin
taner &l miomo ssqueletoiic) Peguedas modificaciones de la
forma oriqinal pusden modificar grandemente el #squeleto.

Para calcular ol esqueletn de una reglon, redliante  las
ope#raclones morfolagicas bawticas, adoptasremps Ja siguients
deftnicién L[Dougherty, 19871 de csqueleto squivalents a 14
antwrior: DPada wuna region A, un punto p & R perteneca &l
esgueleto, si existe un circulo Dix} centrado en w, contenido
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en R (Dix» £ R) vy no existe otro circule Dy (no
necesariamente centrade en x) gue caontenga a Dix} y este&
contenide en R. La idea rectora del algoritmo gque encuentra
el esgqueleto, conasiste en extraer en etapas sucesivas, puntos
del esqueleto que saan ceniros de circulos maximos ten £1
sentido de la definicidn) de un determlinadeo radio. Con mas
precision, =i A es el obieto y D. #s8 un circulo de radio r
centrado en el origen, entonces £1 esueleto de A, notacian:
ESQ(A) est4a dado por [Serra, 19823 Dougherty, 1¥871:

ES@(AY = U {(ERO(A,D;) N AP(ERO(A,D;},D3) ") {4.83)
i1.e 1

En donde I = €1,2,...37, siendo } el miximo radio para el
cual ERO(A,D ;) * #. El terminag ERO(A,D;) N AP{ERDOtA,D;),Dp}’
selecciona fns puntos del esqueleto gque son centros de
eirculos maximogs de radio 1, vya «que de acuerdo a 1la
definicidn de arosisén {ecuacisn 4.2 ERO{A,Dy?} astaria
formado por todos los puntos de A {ecwuacién 4.29), en donde
podemos colocar un circula Dy contenldo en A. €8 decir sdlo
algunos de los eslementos de esta erosian (ver la definicién?
formaran parte del esqueleto, Por otra parte, el conjunto
AP(ERD(A,D;{Y,Da) por 1l1a propiedad de antiextensividad
(ecuacion 4.60) esta contenido en ERO(A,D;) y como se efectua
la apertura con e} elemento estructural Dp (eircule de radio
2 y centrado en e£1 origen) relativamente peguedo, la
"contracelan” de ERO(A,D,) serd pequefia. Al tomar el .
complementoc de la apertura e intersectar, nmos nqguedamas can
los puntos donde es posible colocar un circulo Dy ¥ no es
posible encontrar otro circulo 0y contenldoc en A y que
contenga a Dj. Es decir, ros gquedamos ¢on los  puntos del
asqueleto correspondientes al circulo de radio i.

Ejemplo 20: Calculo de un esgueleto.

Utilizaremos como aproximaciédn a los circulos del espacic
euclideana R2, Tas sigulentes “circulos" digitales
CPougherty, 19871.

Dy Do Dy etc.
-’- cEme camER-.
e .'.. +JBERa
e soflina-
rrre

Aplicande las arosiones y las aperturas tenemos:

A ERD(A,D|) AP(ERDLA,D),Da)
.ll--- .[..-- Ossrs.
- Aw = - - [N ¥ B RN}
seauny Y TYE T
safunn «aamens - sauddwy
sssaanm asmenn sasanay
avesem . aga--m sEEers
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Debe quedar claro,
etapas de un algoritmo
empleanda la ecuactisn (&.8%5)

Para complamentar la
indlcaremos referencias donde
aplicaciones o técnicas

AP (EROLA, nl) ne: Enum Dp N AP(ERD(A, u,: nen'

PR A

PtERD(A Da) Da)

AF(ERU(A Da‘ Da)
llllll S

Enom Dg) P

-.' -

P
. sesaanm
EEREN §
LE R RN

Caae e

ARIERDG(A Dan,nav
[ EEY NN}

“ERO(A,Dg) N AP(ERDLA;Dg1;Dg) * "

EsQiAY

...-..

..
LN Y
LN X
awrady

qug el vbjetivo del ejemplo es mostrar las
para ®]1 cdalcule. del .. esgueleto,

expeosigian de eate capitulo,
se puedes encontrar atras
relacionadas con  la marfolagia

Géh



matemdtica: a) Un tipe de lenguale y argultesctura para
procesamiento en paralelo, basado en la morfologia matematica
puede enconirarse en [Huang, 198913 b) Eomo realizar 1la
descompasicisan de elementos estructurales para emplear
procesadores tipa linra de ensamblalje {(pipeline) puede
encontrarse en [Zhuang, 198413 c) Un enfoque estructural al
recoanccimiento de patrones, empleandce morfologia matematica
s@ encuentra en [Shaplreo, 1987}; d) Aplicaciones &#n el campo
de la blologia se encuentran en [Meyer, 1984; Skolnlick,
178613 &) Un modelo matematico para la descripcisén de la

forma de objetos, basado en los operadores de Minkowski puede
encontrarse en [Ghosh, 19881.
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CAPEITULD S5

DESCRIPCION DE LA ESTRUCTURA
DEL SISTEMA COMPUTACIONAL

Se ha menclonado tcapitulo 1) la impartancia que tiene
para las cienclas experimentales, un sistema coemputacienal
comg e! aqui presentado. Tambien hemos indlcado <cuande es
conveniente adquirirlo comercialmente y cuando desarrollarlo.
Ahora explicaremos 1los aspectos compartidos con otras
sistemas similares y aquellas caracteristicas novedosas due
¢repmos son un aporte a £ste tipo de desarrolles cientificos
¥y tecnolegicos en nuastra pais.

Dablido a que cualquier sistema en anallisis de imigenes,
primera aplica operadures de procegsamiento de imagenes para
poner en evidencia vy realzar los patrones de intereés, Y

posteriormente emplea operadores de reconocimiento de
patrones para cuantificar los patrones espaclales o
espectrales (ecuacisén 2.3), Resulta que muchos operadores da
caracter genaral, como modificaciones de contraste ¥

tranaformada de Fourier forman parte de cualquier sistema
[Cuaren, 19883 Fernandez, 1%688]1. Algunos de los Tactores gque
establecen las diferenclas entre estos sistemas son: el campo
de aplicacldn (Biologia, Fisica, Geofisica), la eficlencia de
los algoritmos (aplicados secuencialmente o con alto grade de
paralelismo), la variedad y el namero de métodos de anallsis,
#1 grado de interactividad con el usuario, la documentacidn
aproplada de operacidn i{manual de usuario y de programador) y
la organizacidn de los algorttmos (de acuerdo al tipo de Su
funclian de transferencia)l.

Canalderando los factores mencivnados, callficamos a
rnuestro sistema como de propoesito general para analizar
imdgQenes; sln gmbargos cuenta can algunos madulaos

especlalizados en granulometrias y covarlanzas morfoldgicas.
Otrds caracteristicas muy Ilmportantes son: 1) La adecuada
organizactén de un gran ndmero de métodos de andlisis con
base en su funcicon de transferencla vy la ldgica del! andlisis
de imadgenes (ver figura S.1, ecuacién 2.3 y seccién 2.4); 2)
ta disponibilidad de algoritmos para el analisis de patranes
eipaciales y de propiedades de dificil modelacisn, coma soni
la textura, ] tamado v la farmaj 3) El sistema es altamente
partable, ya que fue desarrollado con lenguajes de alto nivel
(Pascal y () y dispone de varios controladores para circultos
graficoe (CGA, EGA, VGA, PCG, MATROX?; 4) Tiene la capacidad
de procesar imagenes rectangulares de distintas dimensiones,
inclutive muy grandes vya dque guando se implantan los
operadoras locales, el procesamienta se lleva a cabo
secuencialmente, solo empleando el almacenamientg
estrictamente necesarioj S) Para que no exista =1 problema
de que cuandoe crece demasiado un sistema, no cabe en la
memaria principal. Se mantiene en memoria sclamente el cadigo
de control, y el algorltmo requerido se carga precisamente
cuando s necesita y se retira cuardo deja de usarse. Otra
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ventaja derivada de esta, o5 que el "espacio" ocupado por los
algoritmos puede ser igual a ta capacidad del almacepamiento
secundaric {disces, cintas); &) Para poder procesar imagenes
de diversas procedenclas (equipos digitalizadores?, es
suftictente con escribir los programas de canversaisn entre los
dos tlpos de farmato; 7) Adoptamas un formato de datos, de
manera que junto con cada imagen almacenamos sus dimensliones,

una descripcién que la identifica v la historia de
procesamientos que ha sufrido; BY Por su estructura modular,
ges facll dar mantenimiento al sistema para hacer mas

eficientes sus algoritmos o para incorporar nuevos métodos de
andlisis; ?) La comuynicacicn com el usuario, se lleva a cabo
enn faorma interactiva medlante la elecclén de opclones entre
varias posibiltidades (mends) y la peticicon de datas y su
suministrao iver seccion 5.3); 10} Para facllitar el uso del
sistema o Ilmcrementar su rendimiento, se le esta incorporando

una “"ayuda" en forma de breves explicaciones de las
algoritmos, conceptos del procesamlento de imdgenes, manuales
de usuwario y del programador, asi{ como de wuna “base de
conocimientos” y wun "motor de inferenclas™ (Rich, 19843

Hayes—-Rath, 19841 que hagan mas explicito y oblietiva la
selecclan dal melor operader para analizar una imagen.

Hasta ahara, el ambiente en el gue ha operado el sistema es
el siguiente (ver figura 2.3): a) Sistema operative MS-DOS;
b) Microprocesadeor Intel B088,8084, BO28&; <) Monltor de
altar resoluclison MULTYSINC; d) &40 Kb de memeria principals
e} Disco duro de diferentes capacidades {20,40Mb) T
Unidades de disco flexible con capacidades de 360Kh y 1.2 Mbj
g} Circulto para graficas (C6A, EGA, VGA, PGC, MATROX).

S.1 Principios de disern

Los principios de disefio seguidos en el desarrollo del
sistema, para lograr una buena comunicaclisn con el usuarlo,
facilitar S0 aprendizale vy para cansaguir un buen
funcionamientae de cada médulo y sus interrelaciones fueron
[Simpson, 1982; Castleman, 1979; Dougherty, 19871:

.- La Técnica de refipamientos sucesivos. Consiste en pasar
primere al ambito tearico, desarrollando una soluclén general
al problema,. La cual gradualmente se va detallando, porgue s
cong ideran mas aspectos particulares v se llega al punto en
que tenemos ‘que elegir la representacien de nuestro datos
escribir 1la aolucison en forma de un programa, empleando un
lenguaje de programacian. Llegando asi al terreno practico.

2.- La Retroaljmentaclison, Se refiere aqui, a la acclen de
informar al! usuario que sus decisipnes han tenido un efecto.
Por ejempla, colocando mensajes para indicar como s
desarrolla un procesc.

3.~ peterminismo y Deduccion. Para garantizar que las mismas
acciones, producivan siempre los mismos efectos, y que si
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SADRMNOS QuE 0 => g g% verdadera y p también, sntonces Q L.1-Y
igualmente wvaljda.

4.= Para ayudar 4 dGue =) sistema furcione de acuwrdo al
tercer principic de disedo, efectuamos verificacign en Jog

+ Esto s# traguce en informar cual s &1 Eonjunto
universal, donde toma valores una variable cuando se plde ail
usudria gue la asigre. En el casp gque ee proporclone  un
elemento dae dato, fuesra del conjunto universal especlficade,
4% le da una nusva oporiunidad para hacerlo correctamente «
impedimos Oue se cantinue hasta Qqgue 3¢ suministire la
Infarmacisn earrectamente. En 1a fiQura 5.2, pueds verse un
algoritma para |a verificacidn en los datos.

sttema de Procesamiento digital de imagenes
4 Reconocimiento de patrones

o e _ﬁl et
Real-es ol |Realces selectivos: Fealces de
02| Selectivas] Filtres Fidelidad

¢

0 3 [Reconosimiento de Reconociniente de
Y Patrones espaciales] Patrones aspectrales

Descripcion simbolica

o
Andlisis de una imagen

Figqura 3.1 Organizacisn de los metodos de andtisis, con base

en el tipo de funcion de trancferencia y =i ardnn 1ogica wn
el analisic de imagenes. .

1.- Pedimos el dato gat v definimos wl conjunto universal U, -

T oo




E.T'Sl dat no esta en U, regresamas a 1 = indicamos el error.

3.~ St dat estd en U
3.1 Preguntamos 81 era el dato que queria proporcionar
{en el casg de wuna operacisn que consuma muchos
recursos o sea muy importante no equlvocarse)
3.1.1 5i el dato no es correcte, regresamos a 1.
3,1.2 Si @1 dato es correcto pasamos a la slguiente
operacian.

Figura S.2 Algoritmo para la verificacidn en los datos.

%.— Consistencia. Una vez gue decidimos la foarma =n que vamos
a realizar las operaciones de entrada/salida ¥y el control de
flujo, intentamos proseguir invarliablemente. Desde el punto
de vista del ususario, si 2] sistema que utiliza obedece un
cierto esquema o configuracidn, es para &1 mas facil
aprenderlao y utilizarlo.

4.~ Minimlzar las demandas de semoria humana. Lo gue se trata
de hacer, es presentar la informaciéen necesaria para el
funcionamiento del sistema y pueda ser entonces seleccionada

sln necesldad de previa memorizacien.

7.~ Hantencr gl sistema en aparjiencia simple. Aqui el
principio se reflere a como debe aparecer el sistema al
usuario, facil de usar. Para los involucrados con el disefio
del sistema, significa optimlzar sus programas para un mejor
funcionamiento y una presentacicn mas clara.

B,~ Sujetar a cada algoritmo a un periodo de pruebas, para
verificar que funclene carrectamente en todas sus partes vy
finalmente incorporarlo al sistema.

?.—- Documpntar los algoritmas, Para faelilitar su posterior
modificaclan vy sctuatizacicn. También puede elaborarsae notas
complementarias que expliquen con mds detalle los supuestos
de cada algoritma, en que casos convierne aplicarlas vy los
efectos de las varjaciones en cada parametro. Si la anterior
informacidn esta dlisponible, se faclilitard grandemente la
elaboracicén de un manual de usuaric y del proagramador.

9.2 Estructuras de datos
Las estructuras de datos principalmente utilizadas sont

1. Archivos de Lytes, para almacenar las imdgenes de entrada
¥ salida. {Un archivo s una sucesian finlta de elementas de
datos, de un tipo base. En muchot aspectos san simllares a
los arreglos, pero se diferencian por ser generalmente mas
grandes y residir en memoria secundaria)
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2. Arreglos de enteros y nimeros de punta "flotante.” Estos
se emplean para mantener aguellas lireas de la 1magen, en
donde s& estd concentrande @) procesamiento y tambien para
representar en forma tabular los operadores puntuales de las
realces radiométricos. El tipo de datos del arreglo elegida,
depende de la precisian requerida, Por ejemplo, si estamos
talculanda el histograma de yna imidgen de mas de &3534
pinels, entonces se requitore que cada elemento del arreqglo

ocupe mas de 1& bits. En cdlculos donde Intervienen
operaciones gue no son cerradas sobre laog enterons,
necesitamos emplear ndmeros raclionales (numeras de punto
flotante?. Un ejgmpla de esto, es 21 calcula de la

transformada rdpida de Fourlier.

3. MHatrices de enteros o nimeras de punto Tlotante. Se
emplean para representar los nacleos de operationes locales,
elementos egstructurales, matrices de co-ocurrencia, de
covarianza y de correlacicen.

%. Los"Apuntadores" (variables gque guardam direcciones de
memarial se amplean para referenciar celdas de memoria
asignadas en el proceso de ejecucisn o bien para aceesar
localidades de memoria con direcclones absolutas de interes.
{por ejemplao, la memoria asociada con el monitor),

Para Tacilitar la identificacrién de una imagen, conocer sus
dimensiones y su historia de procesamientos, se adopté la
siguiente organizacidn de la informacisn en cuanto al formato
y etiquetas de las imagenes dlgitales (ver figura 5.3);:

l. La gtigueta del sistema

Nops dice €1 namera de lineas que forman una Imagen digital v
el namera de pixkels por linea, asi camo el namero de
transformacliaones gque se aplicaron para llegar a la imagen
actual a partir de la original. Esta etlqueta es Jtil ya que
un programa de aplicacten purde leerla, abtener la
infarmacidén del! tamafio de la imagen y 1luego ajustar 1los
parametros regpectives para el procesamiento de la miama,

2. La etigueta del usuario
E4 wna sucesien de caracteres proporcianada peor el usuario
can el propésito de ayudar en la identificacien de la imagen.

3. Las etiquetas de la historjia de progcesamientos

Son suces$iones de caracteres que sf# araden a la imagen en
forma automdtica y contienen los nombres de los programas de
apliracien y 1nos valores de los pardmetros  invelucrados al
procesar la imagen. Al leer las etlquetas de la historia, el
usuario ve un conveniente sumario de su historia de
procesamientos,

4. Una sucesion finita de elementos de imagen

Despues de las etiquetas, siguen los datos de la imagen.
Estos estdn compuestos por una sucesion de lineas. Cada linea
a s5u vez, esta Tormada por una sucesian finita de muestras
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{pixwls). Ento para cada banda de una imsgen multiespectral
an gensral, Cadsé ver GQue un pregrama de apllicacldn se
aijscuta, 1as etiguetas de la imagen de entrads son copisdas
-n la corrsspondiente ilmagen de salida ¢y se afade una nukva
stiqueta de historla.

Desde #] punto Ce vists de la organizaclan dea low datos, el
sspacia gqus 4 utiliza para guardar las etiguetas -
distribuys da la ‘iqu\nntc manera (ver figura 9.3} 3 1).- Dos
bytes para guardar ¢l némero da lineas; 2).—~ Dos bytes para
Quardar =1 ndmerg de musstras (pixels) por linea; 3).— Un
byte para quardar #) numera de procesamientow antecudentss
thistpria de procesamicontel; &).- Ciento velntitres bytes
123 = 1209-9) Dare la etigueta del usuarioc vy | TY.— Swsanta y
cuatra bytos por cada stigueta de la hlstoria. EL tamafp ae
selwcclona comp un divisor de 128, ysa que 4ste =y al tama®o
ael Dplogue fisico considersado para hacer mis efjcients lawn
oporacicones de wntrada y sallda.

Buyte # 1 2 3

Byte bajo Byte alto Byte bajo # de,
# de lineas | # de lineas |miestras por linea

Byte # 4 . 5 6 .. 128

Bute alto # de # de etiqustas etiqueta
muestras por linea de histaria usuarie

Bute # k#4128 k#2841

etiquetas de .
l1a historia datos de 1la imagen

Figura 3.3 Entructura sdoptada pars regresontar una (magen
gigital monomspe-tral. B
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La sxpresidn algebraica k » 1Z8 + | indica la posicisan del
primer byte de datos. Fgr otro lado ssa m = nomero  de
etiquetas de historla (byte nimeroc 3). S§i m tmod 2) = &,
antonces se tiene gque k = mdiv 2 + 1, En otro casp s tliene
k = mdiv 8 + 2,

Muy probablemente, cuango implantemos mgtodos mi
soflsticados de sagmentaclin y tratemom  de smular la
percepsidn wvisual can todos los awpectos semdnticos en da
interpretactdn de las #acenas Que #sto implica, nos veremos
#n la necesidad de #rplewar pillas, tletas, piramides, 4Arpoles
y graricas sn guneral (Boylae, 1988; Tamura, 19841,

5.3 Flufa de control y comunicaclsén can los usuarios

La comunigacian con ol usucario se hace mostrandele  law
dlferwntes poaibilidades de proceso, y se sspsra que ¢l  haga
sU elwccidn presignandag =] numerg asoclado al método o blen
muBtvae @] Cursor hasta la posiclén dewsoade (ver figura 3J.47,

SISTEMA EN ANALISIS DE IMAGEMES

OPCI1ONEBS)

1. PROCESAMIENTOS Y RERLCES
2. RECONOCIMIENTD DE PATRONES
3. TERMINAR

Use los NUMERGSE o las FLECHAS v RETURN para seleccionar
L Fi ~=3> Ayuds )

Figura .4 Preosentampos el nilvel mas gansral del sistema y les
mansajes snviados 4! usuario para orlentarlc en su wleccldan.

Estos conjuntas doe aopcliones estan organi zados an faerma
Jnrdrquica de acuerdo a la léglca en ¢l analisis de Imigenes,
Asi par elemplo, #l nivel max general del sistama se Tueatra
en  la Tfigura 3.4 y este nos indlca que ol andlisls de una
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imagen Y3 divide an procesamientos v realices, v
recornocimlentos de patrores. Sigulando las trayectarias de
sste Arbol de opclones maltinles (mends), pacticularizamos
tada wvez mas en =] andlisls de imigenss hasta llegar a
metodow wapecificos {ver flguras 3.5, 3.4 y S5.8). Al nivel de
taz “holas* de este “drbol", se encontraridn algoritmos
similares y también la paosibiliidad cdea emplear las utilerias
{ver figura S5.7) que consisten en rutinas de propssito
general, COmg ver una imagen, leer sum etigquetas, consultar
#] wxperto an procesamientos o ver #l1 directorlo.

PROCESAHIENTOS ¥ REALCES

QP Ct!ONES:

1. REALCES RADIOMETRICOS

2. REALCES GEOHETRICOS

3. REALCES DE FIDELIDAD

4, IMAGENES MULTIESPECTRALES
3. TERHMINAR

Uso Yos NUMEROS o las FLECHAS v RETURN para selscclonar
Fl —-=3 Ayuda 3}

Figura 3.3 €1 procesamiento de Imigenes s« divide en realces

unjtarjas {realces radiometricos vy transeformacidnes -
lineales 4 Ilmdgenes aultiespectrales), realces selectivos
irgalces grométricos) "] alcas de fidelidad

trestauraclonest.

Cada nivel tiens asoclada una ayuda gque pusde consultarse
faciimente presionande una tecla de Tuncldn (ver figura 3.4,
5.8). El grado de generalicad o sspecializacisn de la ayuda,
depende d#l nival an que nos encontremos. Para sallr del
slutems © auUmdntar en guneralidad, basta con segulr &n
sentldo opugato |la trayectorla que nos llevg a un posicidn
{ver figura 5.8). £x convenjents indicar, que la Jnica parte
dal siutema que reside on memoria principal durante su
mjecuclin, ws #]1 codlgo de lox menas vy un algoritmo
wapes 7 1CO0 3% CArga solamente cuando so noceslta.
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REALTES RRDIOMETRICOS

OPLCIONES:

1. NDRHAOALIZACION DEL HISTOGRANA
2. REALCE LINEAL SATURADO
3. INVERSION DE CONTRASTE
4. ESPECIFICACION DEL HISTOGRAMA
S. DESPLIEGUE DEL HISTQQRAMA

&4, U TLIL LER

7. TERMINAR

Une las NUMEROS o0 law FLECHAS y RETURN para selecclaonar
[ Fi -=¥ Ayuda ]

Figura 3.4 Al llagar a lgs niveles mis particulares, wsstamos
an poslbilidad de salsccicnar un algeritmo,

UTILERTITATS

OPCIONES:

1. VER unA 1mAGEN
2. PERFIL DE UNA 1MAGEN
d. INFORHACION DE UNA IPAGEN
4., EXPERTO EN PROCESAMIENTOS
3. Dl RECTOR I O

& TERHINAR

Use los NUMEROS ¢ las FLECHAS, v RETURN para aeloccionar
L Fi ==3 Ayudas 1

Flgura 3.7 ias Jtllcrias son rutinas de ampllan usa, gQue
complamentan low méetados sspecificas.
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/ﬁE;’;n‘-::es de

Procesamiento econocimienty

AR RKRJ

»e

Método Hétodo
X F

Especifico Especifico
Figura 395.8 E1 flujo de control en ¢l sistema, =8 tal que a]
dascander s #l Adrbpo! particularizamow y al ascendm
pEnsrallzamos. Fara aprdvechar mejor la momor La, 1cs
algoritmod de processmiento o reconocimiento sslo se cargan
cuandp «# npcesitan.
O.4 Lista do «lgariteos

£l sistema gqQue a@ describe aAgui s@ compone de varias
unidadas, donde por unidad sy wsnticonge wun conjunto  de
procedimientos ¥ ewtruc turas de datos rolacionados

1égicamente. Eatow procellrienros conatituyen la  versidn
computacional de los aperadores (DD’ y (0.} v camo talww 1]
ercuentran  agrupddos de acumrdo & la argantracldn  légica
planteaca (ver flgura 3.1 v 5.8}, En la lista de unlcades que
presentamos - continuacian L 1.3 tndica 4 Que grupoc de
operadocrss pertenecen y el grado de avance de las mismas,

El Qrado de# avance de 1a% unidades listadas es comp slgue:
aquellas marcacdas con {1} se encypntran operaclonales, con
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(2) se encuentran en desarrpl lo computacicnal y con (3 en
desarrollec matemdtico. ESs itmportante hacer notar que g1
recanocimiento de patraones espaciales estd muy ligado al de
los patrones espectrales, va que un patron espacial puede
verst como yn conjunto de patrones espectrales, Para imsgenes
monoespectrales esta relacison desde luego no existe. Vistas
las cosas de esta manera, pudtera pensarse que ciertas
operaciones listadas en el rubro de reconocimiente de
patrones espaciales pertenecen en realidad al que se+ refiere
a2 patrones espectrales. La separacién aqui propuesta es un
tante arbitraria vy reflejla la gxperiencia acumulada en la
teoria de analisis de imagenes. (Lira, 19881

Las unidadeg son entornces las siguientes:
l.-Ooeraderes de Procesamiento

1.1.~ Realgys ng selggtivos

1.1.1 Lectura y escrltura de lmiAgenes (1)

1.1.2 Despliegue de [midgenes (1}
Aplicacidn de falsc coler. (1)
Amplliacidn y Besplazamiento de la imagen. (2)
Despliegue del histograma junto con La medla,
varfanza y desviacian estandar {(1).
Graficaciémn de la imagen comg una superflcie (2}
Despliegue de etiquetas e hlstoria de procesamientos
(S8

1.1.3 Transfarmaciones con base en el histograma
Madificaciones lineales (1)
Modiftcaciones no lineales (2)
Normalizacisan del histograma (1)
EwpecifTicacidon del)l histograma (2}

l1.1.4 Transformacliaones lineales de imagenes multiespectrales
Descomposicidn en componentes principales (83}
Analisis cansnico (I
Cambinacidn lineal de bandas o imagenes (3)
Transformacien de Kauth-Thamas (3)

1.1.5 Operaciones geométrjcas
Reglstracian (2}
Restitucien (23
Mosalcos ()
Proyecciones Cartograficas (3)

1.2 Regaices YSelectivos

1.2.1 Realces de perimetros y lineas con base en aperadores
diferenclatltes
Operador de Roberts (1)
Operador de Sobel (1}
Operador de pseudo- Laplace (1)
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Operadar de Canny (1)

I.E.é Filtros en el esparcio de coordenas por

micleos
Filtro
Filltra
Filtro
Filtro
Flltro
Filtro
Filtro
Filtrao
Filtro
Fittra
Flltro.
Filtro
Filtro

pasa bajas (1}
pasa altas (2%

de correlazien
sigma (3}

ge medla (1)
de mediana (1)
de K-veclnos (
Lee aditive (1
Lee multiplica
de Wallis (1}

para detecclan de lineas y ramificaciones
con miclea definible por el usuarlo

ip?ahti;[;s::v

pasa bandas (2}

espacial it

1} ' HCIRE N
]
tive (3)

41y
(1)

1.2.3 Procesas canil base en la tranformada de Fourier
Espectro de frecuenclas (1)

Filtro butterwarth

(pata bajas vy pasa altas} (
Filtro exponencial {pasa bajas y pasa altas)

1
1

}
(1)

Filtro con plantilla dada por 21 usuario (2}

Filtros selectores de

1.3 Realces dg fide]idad

fracuenclas t2)

L.3.1 Restauraciones can base en propledades pPstadisticas

Filtro de Hiener {(3)
Maxlma entropia (2}

1.3.2 Restauraciones corn base en minima distancia

de minitmos cuadrades

(3

deconwolueldn constringida (3)

2.— Operadores de Reconocimiento

2.1 Bggonqeimjento de patrgnes

2.1.1 Operaciones algebralcas

e iales

Suma y diferencia de imagenes (1)

Producte y coclente narmalizado de imdgenes

2.1.2 Dperacioned conjuntistas

(BB ]

Unién e intersecclén ode imdgenes binarias (1)
Oiferencia vy complements de imagenes bimarlas (1)

2,1.3 Segmentacridn de imagenes

2.1.3.1 Segmentacion orientada
Neteccisn e puntos
Deteccidén de lineas

a4 contornos
{2y
(1

Seguimlents de bordes (1)

Rasgos

lineales mediante transformactian de

Hough
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t11:
Detecclon combinada (27

2.1.3.2 Segmentacian orientada a Regiones
Partician del histograma (1)
Crecimiento de reglanes (1)
Divisidn y fusion de reglones (3)

2.1.4 Transformaciognes morfoldagicas
Eroslsn y Dilataclan (1)
Suma y Resta de Minkowski (1)
intersecta ¢ no intarsecta (Hit or Miss)
Apertura y Cerradura (1)
Granulometrias (1)
Cavarlanzas (1}
Esqueletos (1)

2.1.% Representacién y Descripcldn

2.1.5.1 Representacidn de contarnos
Firmas ()
£adigos de cadena (3)
Apraximacidn paligonal ()
Saegmentos de frontera (3)

2.1.9%.2 Representacisén de Reglones
Por renglones (3)
Arboles cudtruples (3)

"£.1.5.3 Dascripcién de contornos
Perimetro (2)
Didmetro ()
Momentos (3).
Curvatura {3}
Nameros de forma (3)
Descriptores da Fourier (3)

2.1.9.4 Descripcian de reglones

Area (1)

Momentos (3}

Compacidad {3}

Nimero de Euler (3)

Eles principales (3)

Arbol de homotopia (3

Matrices de co-acurrencia (1)
Eontraste (1)
Entropia (1}
Homogeneidad (1)

2.8 Reconpcimliento de patrenes espectrales

2.2.1 Clasificacidn no supervisada

(1}

Por Tuncipones de distancias algoritmo lsodata il)
Por funciones de vercsimilitud: Reqgla de Bayes (2}
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2.2.2 Clasificacisn Contextual
Por funclones de Correlacien (2)

5.5 Futuros desarrollos

En primer lugar, tendriamos que lograr que todos los
algoritmos citados fueran completamente operacionales y que
el sistema en su conjunto cumpliera estrictamente con los
principiac de dilsefo planteados (ver seccion 5.1). Una wveal
iograde lo antericor, podria perfeccionarse la ayuda al
usudario para que fugra mas interactiva y didactica. Por otra
parte, la base de conoclimientos del experto en procesamiento
de imdgenes se depuraria y extenderia para ingluir el
recenocimlento de patrones y, st se considera aprapliado puede
plantearse el disefo de nuestro "motor de inferencias® (hasta
ahora hemos empleado uno comercial [Exsys, 1983))

A mas largo ptlazo y como una gran labor de equlpo, puede
estudiaree la factibilidad de desarrollar por nosaotros mismos
un sistema muy automatizado que efectue las operaciones de
procesamiento y reconocimienta en tiempo real LRichards,
1984) y «que basados en un modelo de la clase de objetos
analizados, pueda dar una descripcisn semantice de las escena
CBoyle, 19881, Todo esto implicaria familliarizarse can
arquitecturas especlalizadas gue nos permi tan aprovechar el
alto grado de paralelismo lntrinseco en la mayoria de los
algoritmos de este géneroe [Page, 1?EB; Levialdi, 19881 vy
también estudiar 1los adelantos en los lengualjes para
euspecificar algoritmos con e#lecucién en paralelo. Finalmente,
la descripcién de los modelas puede realizarse con 1los
métodus de representacisen del conocimiento, desarrollados por
la Inteligencia Artificial [(Rich, 1984). Sobra declir que
tales sistemas permiten aumentar grandemente la productividad
y por lo tanto tiemen amplia aplicaclemn en la industria o en
la investigaciéen cientifica LFreeman, 19883 Tamura, 1984
Gini, 1983].
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CAPITULD &
CASOS DE ESTUDIOD

El objetivo de este gcapitulo, s mostrar algunas de las
aplicacjiones del sistema camputacional deacrito (capitulo 5.
Los casos de estudlo se escogieron de tal manera que reflejan
problematicas de diversos campos de las ciencias
experimentales. En la solucion de estos problemas, Se procurs
sequir las etapas planteadas (seccién 2.4 vy 3.1) para
realizar #1 anAllsis de una imagen digital y fundamentar las
transformaclones de imdgenes en sus propledades matemidtices
‘tecapitulo I y 4).

ta mayoria de las imdgenes aqui presentadas, constan de 25&
lineas. Cada linea esta compuesta de 236 pixels y cada pixel
toma wvalores de intensidad en el range [0..855). La imagen
del huracan Gilberto (ver seccisn &.4) en contraste, estd
formada por 480 lineas y cada linea esta compuesta par 3512
pixels, El range de intensidades también es {0..23531].

&.1 Granulometrias por namereg y medida de un catalizador.

Un catalizador ea una sustancla que sin estar
permanentemante involucrada en una reaccidn, incrementa la
veloclidad con la que una transformaclién quimica se apraoxima
al equilibrio (Fuentes-Diar, 19881]. La caracterlzac ian
fiaica de wn catalizador incluye la granulometria de la
muestra, para conocar la distribucisan de tamaros de
particulas (particulas metalicag). E! método mas simple
consiste en dar la reparticion del rnuamere de particulas de
acuerda a su tamafo. El histograma resultante, indica el
parcentaje de particulas de un tamamo dado respecto del total
de particulas consideradas. &s decir graficamos d; tel
diametro) contra n;/En; . En donde ny indica el namero de
particulas carrespendientes al didmetro dy .

Sin embargo, en catadllsis es mas impartante conocer la
fraccian dea la superficlie total del catalizader
carrespondiente., a cady tamario de particula. Ahora graficamos
dy contra ngd(/Z njdi. Lo anterior permite determinar per
ejemplo, sl existen reparticlones bimodales. Estas datos
puaden ser posterijormente utilizados para correlaclionar 1a
@slructura del catalizador con sus propiadades cataliticas.
El método sera aplicado a un catalizador Pd—~Pb/a Alglg cuya
granulometria ha sido determinada por métodos convenclanales.
El zatalizador estudiade Pd-Phk/a Al 05 {(Paladiec - Plemo / a=
aluimina? tiene una concentracidn total en metal (Pd) del ©.288
% en peso.

Los catalizadores Pd-Pb//a Alpl; se wutilizan en la
industria para reacclones de hidrogenaclion selectlva
tpurificacidn de fracciones ligeras) y para la obtencion de
materia nrima (polimeros por ejemplo).
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Figura 6.1 ta) Imagen digitalizada. del cataljizador Paladio -
Plomp. (b) Resultado de la segmentacion con base en el
hiastograma. f{c) Aplltacian de la operaclian de apertura, (d}
Aplicacian de la transfarmacion intersecta o no Intersecta.
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La imagen ariginal fue obtenida con un microscopio
electréanico Jeol 100cx a partir de una rejilla convencional
para observacién y la imagen digitalizada puede cbservarse en
la figura &.1 (ar.

E1 objetivo que sSe parsigue en esta seccisn, egs la
aplicacién de la morfologia matematica, para automatizar la
determinacidn de la granulometria en wun catalizador. Esto es
importante, vya que la determinacion de la granulometria en
forma wisual y manual, ademas de ser un proceso lento vy
agotadpor, esta suljeta a errores.

Para proceder a la aplicacicén del algoritmo de 1a
granulometria, tver seccian 4.9.1) primero debemos realizar
una segmentacisn campleta de la imagen. De tal manera, gue
los pixela con intensidad digamos 235, correspondan con  las
particulas y los gue terngan intensidad Q, cerrespondan con al
fando.

En nuestro caso, partimos de una imagen con buen contraste
(veer figura 6.1 (al), Por lo gue intentamos aplicar un metodo
de segmentacisn con base en el hlstograma (ver seccion
3.3.1). Observando el histograma de Intensidades. nos
percatamos due presenta una distribucidn bimodal (rfrigura
b2, en donde uno de los ldébulos (2l menor) eata asocliado
con las particulas y el otro con el resto de objetos en la
imagen., E! problema en general con este métoda, as la
neleccion de los umbrales, y aqui no Tue la excepcidn. Lo que
hicimes fue, aplicar la segmentacisdn con warios umbrales vy
con lInformacién de campo de la misma imagen (Imidiendo},
supimos cual nos daba la mejor aproximacién al area.

La 1imagen asi aobtenida, {(ver figura &.1 ()} es una buena
aproximacién a 1la segmentacion buscada; Sin embargo, las
particulas saon de clerte tamafo y forma aproximadamente
circular, Es en este punto, donde emp leamnas las
caracteristicas geometricas de loas ebljetos de intereés, para
reconacerlaos. Las objetos menores a una clrcunferencia .de
radio uno {(la longitud ase mide en pixels!, No son particulas.
Par la cual, aplicando una apertura morfeldégica con un
circulc de radlio uno (ver seccién 4.4), los eliminamos (ver
figura &.,1 (ch).

Para terminar de segmentar la imagen, ss3l0 resta eliminar
un objeto en la esquina inferlor derecha que par su forma,
tampoco es particula. Este wltimo filtraje, podemos
efectuarla aplicando 1la transformacisn “intersecta o no
intersecta” (ver teccicn &.1.1) y wuna circunferencla de radio
7 por elemento estructural, La idea consiste en dejar en la
intensidad &Z55, aquellos puntos gue puedan rodearse POor wunad
circunferencia formada par pixels can intensidad cero, vy
asignar 1a intensidad cero, a aquellos Que mo cumplan la
anterior condician tver figura &.1 (dly,

Al aplicar el filtrale anterior, 2n g1 caso de particulas
muy fprornimas {(distantes ern menos de 7 pixels} se elimlno
parte de sus aAreas. Esto claramente no es deseable, peroc fue
alge que perdimas al ganar la eliminacién del obieta
refarido. Aplicando de nuevo una apertura con un circuleo de
radlio une, elimimamos 1las pequedas “particulas” que
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aparecieraon (ver figura &.3 {a}))., Esta altima transfaermacion
no altera el area de las particulas ya identificadas, porque
la apertura es idempotente {(ecuacisn 4.431.

En este punto, se efectua la granulaometria y obtenemgs wuna
clasificacian de las particulas por tamavios (ver fTlgura 4.3
{b¥,tec?) vy {d}) vy las graficas de sus distribuciones per
rmumero y medida (ver fiqura &.4 y 6.5},

ton base en las granulometrias, podemos calecular el Aarea
promedio de las particulags vy su grade de "“esfericidad”
tDelfiner, 19721. S! representamos los parametros medidos con
ia siguiente naotacient

rg radio promedio de acuerdo a la granulometria por medida,

oy, desviacian estandar de la granulometria por medida,

Ay 4rea promedioc de acuerdo a la granulometria por medida.
esfericidad de acuerdo a la granulometria por medida.

A drea promedlo de las particulas. Se caleula como Area total

/ Nomera de particulas

rg radio praomedio de acuerdo a la granulometria por namerao.

o desviacien estandar de la granulometria por namero.

A, 4rea promedio de acuerdo & la granulometria por ndmero.

En esfericlidad de acu€rdo & la granultmetria par namero.

Podemos resumlr los resultados asit
™ .58 unidades de longitud.

T~ 0.6 nidades de longlitud.

RAp= T * rg = 7.84 unidades de area.
Eq= Agp 7 A = 0,58

A 9B3I/T73 = 13.446 unidades de aArea.
rq= <43 unidades de longitud.

o= 0.5 nidades de longitud.

s o« ro = &.6 unidades de area.

Ep=fAp 7/ A = 0,49

Es de interés ahora, el considerar el grado de concordancia
con las medidas experimentales. Debe tomarse en cuenta, Qque
per la manera peculiar en Qque se aplica c¢ada método, el
convencional y el computarizade) existen factores que hacen
ajficil la comparacian de los métodos, Resumiremas en una
tabla los resultados cbtenidoas por ambas partes:

Hegtodo Convensional Metodo Computacional
Intervalo #particulas intervalco Hparticulas
a0 = 2 ¢ &40 AR 3t 33.44 £ g < 42,03 A% a8
L £ d ¢ S0 A2 28 42,05 £ d ¢ S0.4h8 A2 15
S0 £ d < &40 AT 13 S0.644 £ d < T2.87 A2 k4
&0 £ d ¢ 70 A2 ¥ SH.87 £ o < &7.27 A2 11

En la tabla, d significa el diametro de las particulas y A2
si1gnifica Angstroms.
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Figurna &.2 El nhistograma de intensidades de la imagen del
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Media = 1,45
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Figura &.4 Granulometria por namero
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Media =-1,38 : Granulonetria por nedida Desviacian = 0.6
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Fiqura &.3 Granulemuetria por mepdida de la imagen derl
catalizador tfigura &.1 (d)y. En el eje horizontal medimos &t
radio de las particulas, y on el eie vertical, ta

prohabilidad de encentrar particulas de un cierte tamafo. !

119



Para convertir la granulometria de la figura &.4, a los
resultados de 1a tabla anterioer. Tomamos en cuenta que de
acuerdo a medidas de campa, el Area de un CIV equivale para
eata imagen a B.&#1 x B.41 A2?. Tambleéen, debe coansiderarse gque
cuandc se aplica la primera apertura, se eliminan pixels de
la frontera. Por lo cual, tomanda en cuenta una perdida de 2
plxels (en promedio) en el didmetro, debe agregarse 15.82 A2
a los datos de la figura &.4.

En base al estudioco anterior, podriamos hacer algunas
recomendaciones para que el método computacicnal. fuera mas
exacte: a) Elegir el tamafio del campo instantaneoc de vista,
de acuerdo al teorema de muestrao y las recomendaciones de la
seccidn 2.4. Esto quiere decir que el drea asoclada a un
pixel, no debe ser grande comparada con el area del minimo
detalle de iInterdés. b)) Ajustar las rondiclenes de iluminaclan
de tal Tforma, que la imagen presente buen cantraste y se
facilite au segmentacidn. c) Despuéds de gque se halla legrado
la segmintacicen, va sea espleando Infarmacieon radiometrica,
geomatrica o textural. €8 convaniente estimar gn que cantidad
se han alterado las Areas de los ocbjetos de interes, para asi
poder agregar los factores de correcclan necesarios.

4.2 Gramuilometrias par mimero y medida de wunas trazas
nucleares,

En muchas aplicaciones tecnolégicas y fendmenos fisicaos en
las que interviensn emistones radioactlvas, es impartante
conocer el nimerae de particulas, su tips y su energia. Esto
generalmente =se hace a partir de logs datos que suministran
divergaos tipos de detectoras. En el caso de detectores de
sstado solide, el paso de una particula cargada produce
alteraclones ern su estructura. Estas alteraciones que guedan
en farma de wuna trayectoria, reaccionan quimicamente de
manera distinta a ciertss sustancias. Lo cual permite
agrandar wata “"huella" de algQunos nanametros a varios
migrémetros, convirtiendt la trayectoria de la particula en
una traza. En principio, hay suTlciente Informacién en la
traza como para permitir la determinacidén de la carga y la
velocidad de la particula incidente CLira 19841,

En esta seccien, el obletive que se persigque no es la
tdentificacisn del tipo de particulas que produjeron las
trazas nucleares, ya qQue esto lmplicaria conpcimientos de

fisica nuciear. Lo que se pretende es contar el nimerc de
trazas, sus 4dreas y generar una funcian de distribucisén de
tamarfos. Esto Gltimo, es Gtil en el control de los niveles de
radiacton,
Para wefectuar la granulometria de las trazas, antes debe
-segmentarse la imagen (ver  definicldn .de segmentaclian
completa, seccidn 3.1) de tal forma que los pixels queden
clasificados en dos categerias: interlor de las trazas vy
exterior.
Come la imagen presenta buen contraste {ver figura &.48 (al)) y
su histogramna es bimodal (ver fligura &.7) puede pensarse que
as suficiente la informacidn radiométrica para alslar los
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op jetos de interes. Sin embargo, a partir de una obsarvacian
mids minuciosa de la imagen y de algunos perfiles horizaontales
tver figura 4.8 y &.9) notamos gque el Tonrndo no es totalmente
homogénes vya gue presenta fTluctuaciones. Ademas, exlisten
algunos pikels en la circunferencia que rodea 21 campo ‘de
ohservaclom dque tlenen intensidades iguales a las trazas
fucleares.

En vista de las anteriores ceonsideracienes, y reflexionando
sobre los clementos que nas permiten reconoccer las patrones
de interés, notamos que las trazas acemas de Su intensidad
peculiar tiemen una Tarma y tamafdo caracteristico. £n el
capitulo 4, hemas visto que podemes investigar la estructura
de un oblete, analizandole localmente mediante un elemento
estructurail ¥y una trangformacian morfolégica apropliada.
Estanda fuertemente relaclonades la forma del elemento
estructural y 21 tipo de infarmacidén que gueremas ogbhtener.

En el primer caso de estudia, se empleo primero las
caracteristicas radiemétricas, seguidas de las geomeétrlicas
para producir la segmentaclian completa. Ent este caso, el
orden sera el inverso. Para ello, aplicamos una
tranﬁforchldn de agertura en tres dimensiores con una esfTera
de radio 2. Esta transformacien, es una extensian de los
cancepteos del capitulo 4, a imagenes con varitas tonallidades,
no necesarjamente binarias [Haralick, 1987]. En otras
palabras, la imagen se considera como una superficie y por
medio de la transformacison y el elemento estructural, se
transforma en una nueva superficie. En el caso de la
transformacidn de apertura vy un elemanto estructural
esferico, el mecanismo de generacicon de 1a nueva superficie
es Como sigue: deslizamos ta esfera, por abaja de la
superficie, de tal mamera que é¢cta sitempre eaté en contacta
ton ella. La nueva superficie, 2 la reunion de 1os puntos
sobhre la esfera en su recorrido bajo la sSuperficie de la
imagen, que tienen mayor altura (ecuacisn 4.3%5).

Si abservamoa los gperfiles, (ver figura &,8 vy 4.9}
notaremos que las alteracliones da la imagen se presentan camo
peguenas Tluctuaciones en la superficie de 1la imagen. Por

otra parte, comp las trazras estan gsacladas con intensidades
balas, aparecen en la supeficte de la imagen cemo sumideros o

"crateres" con dimensiornes mayores a los ealementos de la
imagen qgue no son trazas. Si invertimes el gontraste de la
imagen u obtenemos su “negatiwvae” (ver figura &.4 (b} v figura

6.10 ¢y &.11), ahora las trazas estardn asocladas con picos aen
la superficie de la imagen.

Tomando como elemento estructural, una esfera de un tamaro
tal, que no entre en los "pequelos™ picos asociados al ruido,
pero que st entre en los plecos mas grandes asocliades con  las
trazas, La transformacion de apertura, producira una
superficte en las cuales las fTluctuaciomes de la imagen tales
comts Dl ruido v ol "anmille" del campo de aobservaclan {ver
figura 4.6 (o)) han sido eliminadas, y sslo quedan los pleas
asdciados can las trazas, Loc picos de las trazas, S veran
truncados en su cuspide sSi eran muy agudos, Rero las
dimensiones de la base del pico permaneceran constantes.
Aplicando la segmentacicon con base #n el histograma a la
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imagen antertor, de tal forma gque asoclamos la intensidad 253
a low pixels que tenian intensidades en el rango [35,255] vy ©
a los pi=els fuera del anterior intervalg, producimos ta
segmentacisn completa {(ver figura &.& (di).

En este punto, aplicamos los algoritmas de granulometria
por numero ¥y medida, ¥ obtanemos las funciones de
distribucisn que s&a muestran en la figura &.128 v 6.13. En las
diferentes Petapas de este procesa se van separando las trazas
por tamafos <comg se ve en la Tigura G.l14 ¥y &.13. Es
convenliente notar {ver seccién 4,5.1) que como en esta imagen
existe intersecciéen entre las trazas, al apligar las
aperturas con los girculas, en cierta etapa las trazas que
aparegcian Jjuntas se separan. Eato ocasiona, gue la funcion
que asocia can cada tamado de circulo 2] nimero de trazas que
gquedan después de la apertura, no sea decrectente. La
implicacién final, es que la granulometria por ndmere en este
casa no es estrictamente una funclen de distribuciadn. Para
compgngar este defecta, en 21 caso que el abjeto en estudio
no  permanezca conexo al aplicar las aperturas, vamos a
interpotar la fungiédn de nimerg de particulas, de tal manara
que resulte una funcidn monatona decreciente. Cuando el
programa detecta una situaclidén andmala, wva guardando los
lugares donde se corrigis, y al finalizar su elecuclién
reporta esto al! analista.

Con 1a notacisn de la seccidn anterlior en mentes, podemos
resumir los resultados como sigues

rm™ 2.78 unidades de longitud,

o= 0.8 unidades de longitud.

Ap= 27.89 unidades de 4&rea.

Em® 0.5&

e HiP6/184 = 49.40 unidades de area.
rn™ 3.08 unidades de longitud.

Tn™ 0.7 unidades de longitud.

Ap= 29,08 unidades de arma.

En® 0.40

i2a
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Figura &.4 {a) Imagen con 1las  trazas nucleares, th
Aplicacian de una ktranformacidn 'lineal  de contraste para
producir el negativo. tc) Aplicaclen de wuna apertura
marfolagica en  30. (d) Segmentacion con base en el

histograma.
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Hedia = 219 Histograna de intensidades Desviacidn = 61
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Figura &.7 Histograma de intensidades de la imagen de las
trazas nucleares (figura &.4 tal)).
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Flgura 4.8 Perfil horizontal, en el renglén 50 de la imagen
de las trazas nucleares (Tigura &.4 (a}).
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Figura &.9 Perfll horizantal, en el rengldn 200 de la imagen
de las trazes nucleares (figura 6.5 (all.
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Figura 6.10 Perfil horlzontal, en el runglén %0 de la imagen
de las trazas nucleares, despuds de una  invers idn de
contraste {(figura 4.4 {(b}).
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Figura 6.11 Pertil harizental, en el renglan 200 de la imagen
de las trazas nucleares, despuées de una inversisdn de
cantraste (figura 4.6 (b1).

128



Media = 3.08 Granulometria por nuvero
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Figura &.12 Granulometria por nunerc de la

imagen de

trazas nucleares {(figura 4.8 ta)), E1 e)e horizeontal mide

radio de las trazas, y o] ele vertical indica la probabilidad

de sencontrar trazas de un cierto tamane.
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Figura &.13 Granulometria por medida de la imagen de las.
trazas nucleares (filgura &.6 fal). El ele horizontal mide @l
radio de las trazas, y ¢l eje vertical indica la probabilidad
de ancontrar trazas de un clertn tamado.
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Figufa &4.1F Aplicacidn de la operacidn de apertura con un
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4.3 Covarlanza Marfoldgica de cohre tensado.

Para mastrar como puede emplearse la covarianza morfoldgtica
para cuantificar la textura, (ver secclian 4.5.2) vamos a
procesar una imagen de cobre tensado {(ver figura &.16& tal).
Como puede observarse, la imagen presenta poco contraste vy
graficando su histograma de intensidades, encontramos que
tiene distribucidn aproximagamente normal ¥y wna desviacién
"pequefa". En estos casos, lo mids recomendable [Richards,
1984) para mejorar &1 uso que s hace de las escala de
intensidades, s la apllcacison del métedo do "igualacidn o
uniformizacion del hilstograma™ (ver figura &.1& (b)Y, S
quisteramoa identificar, las partes de esta imagen con forma
circular, podriamos aplicar una inverslén de contraste (ver
figura &.lé () vy seccién &.8), seguido de uma apertura
morfolagica en tres dimensiones Yy un elemento elemente
estructural esferico (ver filgura 4.14 (d)}, seguida de una
segmaentacidn con base en £] histograma (ver figura &.17 (al)),.

En nuestro casoc, como los objetos de interes pueden
jdentificarce solamente a partir de su intensidad, aplicando
una segmentacidn con base en el histograma, praoducimos la
segmentacidn completa (ver figura &.17 (b)).

Una wvez preparada la imagen y definido un vector, medimos
la probabilidad de los eventos (ver seccldn 4.5,27 que nos
generan la Tuncidn de covarianza. La grafica de 1a primera
funcion, corrasponde a un vector unitarieo en la direcclén
vertical ({ver Tigura &5.18); mientras que la segunda esta
definida por un vector unitaric en la direccian harizontal
(ver flgura &.1%9}. Para una mejor interpretacisn de 1los
resul tados abtenidos, pueden contrastarse con algunas
perfiles horizontales (ver Tigura 4.20 y 4.21) ¥y wverticales
(ver Tigura 4.22 vy &.23) de la imagen.

En forma simplificada, la imagen segmentada puede pensarse
coma compuesta, por un conjunto de segmentos sarientados
horlzontalmente y de un cierto espesor. Da lo cual resulta,
que cuande consideramos el vecter de prueba en la direccton
vertical, y su longitud es pequeda queda contenido en los
aggmentos, vy por ello la funcian de covarlianza toma wvalares
altos (ver figura &.}8), Cuando la longitud del vector,
excede el espesor de los segmentos, la probabilidad de tener
los extremns del vector dentro del cbieto dismlinuye. Despu#s
de aumentar la longltud del vector, en la distancia promedlio
entra los segmentos horizontales, la probabllidad de nuevo
aumenta. En resumen, estas oscllaciones de la funcidn de
covarianza, s deben al pspaciamiento aproximadamente
untfarme entre los segmentos horizontales.

Per otra parte, cuando tomampos un vector unitarioc en la
dlreccién horizontal, como laos segmentos orlentadas
horizontalmente son relativamente cartas, Conforme se excede
su  langltud, la funcidén de covarianza decrece ((ver Tigura
5,1%), .

£s interesante notar, que la orientacisn horizontal
preferencial, también se refleja en el espectra de Fourler de
la lmagen original (ver figura &.17 (c)).
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Figura &.1%& (a) Tewtura &n la cual se va a estudiar su
Covariantaj ib}! Mejoramientn rde contraste; (¢} Inverstien de
contraste; (d) Apertura morfolagica en 3D.

134



{c? {d}

Filgura 6.17 ta) Segmentacisn con base en el haistograma de las
particulas} {b) Segmentacisn de La imagen; (c) Espectro de
Faurier de la textura. .
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Figure &.1B Funcidn de covarjanza, de la imagen de la tewtura
correspondiente 4 un vector wunitario en l1a direcclidn
vertical. El e@le horizontal mide ! factor ' ewpanslén del
vector, y el ele vertical e} nimero de veces que se reqistro
la ocurrencia del evento aspciado (seccign w.5.81,
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Figura £.19 Funclicn de covarianza, de 1a imagen de la textura
correspondiente a un vector unitario en la direccion
harizontal. El ej)e harizontal mice el factor de expansisn del
vactor, v el eje vertical 2] nomero de veCes quer s registro
la acurrencia del evento asoctado (seccicn 4.3.2r.
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Flgura 6.20 Perfil horizontal en et renglan 40, de la imagen

en la cual Se va a cuantiflcar parametros de su textura
(figura &.17 (bi),
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Figura &.21 Ferfil horizontal en el renglén 128, de la itmagen
en  Ja cual se va a cuantificar parametros de =u textura
{ifigura &.17 (b)),
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Perfil Vertical, Columna = 40
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Flgura &4.22 Perfil vartic 17 ’
la cusl an e nTil v al en la columna 40, . de la imagen en

&6.17 tars, Fificar parametros de su textura (figura



295
230
204
173
133

128
102

m
3l
26

Perfil Uartical, Columna = 128

M ""u "]

JUUL_ Ll S .

0 ?NW UG 146 183 218 256

Figura &.23 Perfil vertical en la columna tPB, de 1a imagen

en la cual se va a cuantificar parametros de s€Hu textura
(figura &.17 (b)),
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5.4 Aplicacian de los filtras morfolagicas en 1la eliminaciadn
de ruldo y en 2l reconocimiento de patreones en la citelogia.

Las operaciones morfolagicas, ademas de servir para
segmentar y analizar uma imagen, son Jdtiles como filtros.
Estos filtros a diferencia de los Tlltros digltales lineales
{ver segecidn 4,1.3), tienen gropledades distintas, tales como
la antlantensividad (ecuaclan 4.40), son creclentes lecuacidn
4.38) v la idempotencia (ecuacion &.&83). La imagen Qqus
estudiaremos en primer lugar, tiene ruida en forma de lineas
harizontaleas y verticales (ver fiQura &,.24 ta)). Cuando
tomamas un perfil horizontal (ver figura &.2%), vemvs gue
este ruido se presenta en la superficie asociada a la Limagen
(ver seccldn &£.2) como Tluctuaciones de “"alta Trecuencia™.

Por otra parte, radliométricamente se podria mejorar el
contraste de @asta Iimagen, ya que su histograma no esta
apraovechando conveniente 1la escala de Intensidades (ver
figura &.284), Como en esta imagen, la mayoria de los pixels
se concentran en dos wvalores de intensidad, la aplicacisn del
matode de “lgualacidén o uniformizacién del histograma* no
dard buen resultado [(Rlchards, 19841, Por lo cual, aplicamos
un realece lineal saturado (ver figura &.27 y &.24% (b)),

Una vez mejorado el contraste da la imagen, eliminamos el
ruido aplicando una apertura morfaolédgica en tres dimensiones
{ver sgccisn &.2) con una esfera de radlo uno (ver Tigura
6,24 ()}, En este caso, una esfera de radio ‘“pequero" es
suficiente, ya que e} ruido tilene alta frecuencia y un
pericde corto.

Como wegundo e#jemplo de esta seccliéan, tomamos una imagen
lver figura &.208 (a)) Que contiene una células estables vy
otras en mitosis, tLa calidad de esta imagen puede
considerarse mala, ya que contiene rutde y pocao contraste. El
objetiva, serd en ecste caso, la eliminacién del ruldo, el
me joramiento de contraste y la separaclisn de las células
estableg,

Para mejorar el contraste, aplicamos un realce 1lineal
saturado, ya que no conviene emplear la “igualacidn de
nistograma*, porque hay muchos pixels con upa sola intensidad
{ver figura &.28 thyy . A continuacicon, efer tuamos una
apertura morfoldgica en tres dimensiones, con un elemento
estructural esférico de radio & (ver figura &.88 (c)), va qQue
el “periodo” del ruido es varlahle, pero menor a 10 pixels.
Finalmente, usando la informacién radiométrica y el métado de
la segmentacisn con base en #1 histograma, producimos 1la
segmantacién buscada (ver figura 4.28 (d)).
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{gh

Figura &.84 (a) Imagen con poco contraste y ruwido; . tb)
Aplicacisn de una transformacldn de realce lineal saturadog
{c) Apartura morfoldégica con una esfera de radio unltario.
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Figura &.85 Perfil horizontal en el renglan 128, de upa
imagen can ruido (figura &.24 (a)).
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Figura &4.P4% Histograma de Intensidades de una imagen con poto
contraste (figura &.24 {(a)).
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Figura &.87 Histograma de intensidades de una tmagen, decpusas
de aplicar un realce lineal saturado (figura &.24 (b)),
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(d}

{c)

Figura &.28 (a) Imagen de celulas contamlnada con ruidoj -3
Mejoramiento de contrastei (c) Apertura morfoldgica en 3D con
un elemento estructural esfeéericao; (d) Segmentacidn con base

an 21 histograma.

147



&.3 Filtros digitales en el dominio espacial v de
frecuencias.

Para la eliminacian de diferentas tipus de ruides vy para
producir diversas realces geométricos, el sistema puede
‘efectuwar la convolucién empleando métodos tanto del dominio
eupacial como de frecuencias. Esto se hizo asi, porque ademas
de fque ciertox filtos son éptimes o mejores para algunas
gircunstancias., Segun la frecuencia de corte es €! dominto
que debe escogerse para reallzar los cdlculos CRichards,
1984 Lira, 198563,

A manesra de ilustracién de los realces geometricos vy
radioméetricos gue pueden lograrse aplicando los métodos del
andlials de imadgenes. Tomamos una imagen de referpncia {ver
flgura &.29 (al? vy la contaminamas cgn ruldo aditivo de media
cera, vy desviacion estandar B.7 (ver figura &.29 (b)),

Aplicamos los flltros de Lee aditivo, de media y mediana en
el daminiao espaeclal (ver flguras &6.2% {(c), (d) y &.30 (a)) vy
el filtro butterwnrth de paso de frecuenclas bajas, <con una

frecuencia de corte v - 254 ¢/ B & 43%5.23, (ver Tigura &.30
{(b}}! en el dominio de frecuenclas, Como era de esperarse, el
flltro de Lee aditivo da los mejores resultadeos, ya que es
éptimo para este tipo de rulido (Richards, 1%B&; Lee, 1981;
Mastin, 1983). E]l espectro de Fourier de la imagen original vy
de la contaminada con ruido pueden verse en las flguras &.30
c) y td),

Finalmente, como un ejemplo diddctico realzamos los bordes
tver Tigura &.31 (a)) y haomogeneizamos la lmagen de los ojos
del insecto (ver figura &.31 (b))}, con un Tiltro butterworth
de paso de frecuencias altas y bajas respectivamente, con una
fracuencla de corte v2 - 254 / 16 = 22.6

&.5 'Mejoramiento de contraste en una imagen tomada por un
satélite meterenldgico.

La imagen en estudle, fue tomada por el satejite
metereoldgico GOES, el oia 14 de septiembre de 1988 a las
18:00 nhrs. vy muestra &1 momento en que el huracan Gilberto,
pasa scobre Yucatdn (ver figura &4.32 {a}), Come¢ podemos
inferir de su histograma (ver figura &.33), no se asta
sprovechande convenientemente la escala de intensidad. Para
producir un mejoramiento de contraste, basta con aplicar un
realce lineal saturado (ver fligura &4.32 (b)) y 4,34). En este
casn, doe nuevo no Se apllica la "ilgualacién de histograma®,
por las razones mencionadas (ver saccidn &.47),
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() s}

Figura &.29 1(2) Imagen de referencia th) Se  agrega
sinteticamente ruldo aditivo; (c) Aplicacion del! filtre de

Lee aditivo; (d? Empleoc del flltro de media en el dominio
esgacial.
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Figura &.30 ra) Aplicacien del filtro de mediana; (b}
Utilizacien del frltro "outterworth” de paso de frecuencias
bajas; tc) Espectro de Fourier de la Imagen de referencias
{d} Espectro de Fourier de la i1magen con ruido aditivo.
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Figura &.31 ta} Realce de bordes con un Tiltro butkPrworth de
paso de frecuencias altas; (b)) Hompgeneicacisn Con un filtro
butterwarth de paso de frecuencias bajas.
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(b)

Figura &4.32 (a} Imagen del huracan Gilberto antes del
me joramienta de contraste: (b)) Despues de la tranaformacidén.
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Figura &.33 Histe
huracan Gilbertn, a
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ntes del mejoramiento de contraste.
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Media = 111 Histograma de intensidades Desviacién = 63
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Figura &.34% Histograma de intensidades de la imagen de)
huracan Gilberts, despuds del mejoramiento de contraste.
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4.7 Tlustracian de las propledades de rotacion vy de
~aditividad de la transformada de Fourier.

El6 sistema, también puede emplearse como un recurso
didiactico en un curso de Analisis de Imigenes. Por elempla,
para jlustrar las propliedades de la transformada de Fourler
bidimensional discreta, Tomamos una imagen de un cuadrado vy
calculamos su espectro {ver flgura &£.,33 {(a} y (b)). ©De
acuerdo a 1la propiedad de rotaciaén, urna rotaclen con un
angulo © an e£1 dominio espacial, produce Wuna rotacién por el
mismo Angulec en el espacic de frecuancias (ver figura &.33
(e} y (di). En terminos simbolicos Tir,0+05) <===> Flw,pP+05),
en dande T(r,®! representa la funcidn @n el dominle espaclal
y Flw,$) la tranmsformada de Fourier en el espacio de
Frecuenciana. €n ambos cases, sSe han introducide coordenadas
poclares en sus respectivos dominiocs.

Ilustremos ahora la propliedad de aditividad. 51
representamos c¢on 21 simbola TF, la aplicacisén de la
transformada de Fourler, La propiedad de aditividad ros dice,
que la transformada de Fourier de una suma de funclones, es
igual a la suma de las transformadas. En simbolos TFOFf, (x,y)
+ falx,y)} = TEOfy (x,yy)}d + TF{Toix,y)]. Taomemoa como lmagenes
de prueka, las Tfunciones fyix,y) = seno(a@x} y Talx,y) =
senc(dy) (ver Tigura 46.34 (a) vy (b)). En donde x representa
las coordenadas en la direccian vertical (renglones) a& vy
representa las coordenadas en la direccian harizontal
{columnas?. Los espectros de Fourler, de las dos anteriores
imagenes pueden verse en las fTiguras &.3&4 (c) y (d). Por otra
parte, la imagen suma fy + fo ¥y su espectro estan en lag
figuras &6.35 {e) y () respectivamente.

Debe notarse  que en este caso, la ilustracisan de la
anterior proptedad sclo es parctal, ya que Jdnlcamente se
muestra la norma de los ndmeros complejaos, resultadaos de la
aplicacien de la transformada de Fourier, y no aparece la
fTase,
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ta)

tch td)

Figura &.39 Ilustracién de la propiedad de rotacidn de 1la
tranaformada de Fourisr, (a) un cuadradcoci (b)) su espectroj
(cy rotacidn del cundrldn on 4321 (d) el sspectro se rota en
al mismo Anqulo. .
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- L}

tc) ’ . . o (d)

Figura &.3& Ilustracidn de la proptedad de aditividad

transfarmada

funcidn fyix,
Tunclén falx,
imagen en {a);

de Fourier. {a) I!magen de up perisde

y) = gemnol(@8xl; (b} [magen de un pericdo

y! = sanolay); (c) Espectro de Fourier
(d} Espectro de Fourier de la lmagen en
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if

Figura &.34& (e} Imagen de un periodo de la funcién senof(2x) +
senoiéylt () su espectro de Fourlere. -
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CONCLUSION

Respondienda a la necesidad, de poder analizar imidgenres
digitales de un Tendmeno en estudio. Se ha desarrcllado wun
sistema computacional Que tieng gran utlilidad en las clencilas
experimentales.

Entre las principales caracteristicas de este sistema,
podamos sersalar:

1) Los mgétodos del andlisis de imdgenes, se encuentran
- adecuadamente organizados con base en su funcian de
transferencia y la légica del amdllisis de imagenes.

2 Esta dotads de algoritmes para analizar patrones
espaciales vy propiedades de dificil modelacian, cama 1a
textura, e} tamafo y la forma.

3) E1 sistema #s altamente portable, ya que fue desarrollado
con lengua jes de alto nivel (Pascal y €) y dispone de varios
controladores para circuitos graficos (CGA, EGA, MCGA, VGA,
PGEC, MATROX).

4) Tiene la capaclidad de procesar lmagenes rectangulares de
distintas dimensiones.

%) Se mantiene en memoria principal, sslo el cadligo de
cantrol y el algoritmo requeridao se carga en memoria,
csolamente cuando se necesita y se retira cuanda deja de
usargse.

&) Para poder procesar imagenes de diversas procedenciasg
{equipos diglitallzadores), es suficiente con escribir los
programas de canversidn entre laos dos tipos de formato.

7) Adoptamos un formato de datos, de manera gque juntoa con
cada imagen almacenamos sus dimensiones, una descripcidn que
ia identifica y la historia de procesamientos que ha sufrido.

8) Por su estructura modular, es facil dar mantenimiento al
sistema para hacer mas eficientes sus algoritmes o para
incorporar nuevos méetodos de agnaliais.

7} La comynicacldn con el usuario, se lleva a cabo en forma
ipteractiva mediante la eleccién de opciones entre varias
posibllidades (menys) y la petlicisn de datos y su suministro
{ver seccien 9.3).

10) Para facillitar e) uso del sistema e 1NCrementar  su
rendimlento, se le estd incorporandos una “ayuda" en forma de
breves explicaciornes de los algoritmes, conceptos del
procesamiento de 1miagenes, manuales de usuario vy del
programador, asi como de una "base de conoclimientos" y un
“motor de inferenclas" [Rich, 19843 Hayes—Roth, 19B4] dque
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hagan mas expllicito vy objetivoe la seleccion del mejor
operadar para analizar una imagen.

Hasta ahora, €1 ambiente en el que ha operado el sistema es
el siguiente {ver flgura 2,3):
a) Sistema operativa MS-POS.
b?!) HMicroprocesador Intel B8088,B084, AO0Z2B4,
c} Monltor de alta resclucisan MULTYSINC,
d) &40 Kb de memoria principal.
e) Disco duro de diferentes capacidades (20,40Mb}.
f) Unidades de diseco flexille con capacidades de 360Kb vy 1.2
Mb. .
g}t Circuito para graficads (CGAR, EGA, VGA, PGC, MATROX).
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INDICE DE SIMBADLOS ESPECIALES

£ HAelacisén de arden parcial, definida en un conjuntal. tAgui-
aparece usualmente como una rela:inn de orden entre nameros
reales o bien enktre conjuntos). LT R

€ Predicade que indica Ia nertenencia dE un elementa{ EH'f@nf';t

conjunto.

U gperacison binaria de unian entre dos can]untos.  :ﬂ :
N Operacién binaria de 1ntarsecclun antre ﬂos canJuntos.d. 

- Segun el contexto puede significar_la'nperacipn hinaria‘ de

diferencia entre conjuntos, o bien ¢!l sumar “el e)gmgnto:‘:

inverso en un grupo aditivo.

X* Camplemento del :nnjﬁnto X.

# El conjunteo vacio.

1 E1 conjunto universal.

RN Es &) gonjuntoc de n — adas de ndmeros reales.

Zn Es 2] conjunte de n - adas de nimercS enteros.

DIL{X,BY Dilatacisn de X, por &1 elements estructural B, 5!l
eg claro quien es el elemento estructural, se escribira
simplemente DILIX)

ERO(X,B)Y Ercosldén de X, par el elemento estructural B, Si es
clara quien es el eiemento estructural, se escribird
simplemente ERODUX)

TIN(X,H1,B2) Transformacidn intersecta o no intersecta de Xy
par los alementos estructurales B, v B2. G5i es claro
quienes san  los elementos estructurales, -1 escribira
Simplemente TIN(X)

© Resta de Minkowski.

# Suma de Minkowskl.

AP(X,A) Apertura marTfolségica de X respecto al . elemento
estructural B. I .

CE{X,BY Cerradura morfoléagica de X respe:bo‘_ai'jelehanta
estructural B. R B P

= Implicacidn o condicional, €5 un :one:tiéo léﬁl:b .entre
propuslicionaes. . ' R : Co

=) Bicondlcinnal, es  un conectivo fidgicu‘__fentre.
PruposIc L onNes, ' S Lo L
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¥ . Cuantificador unlversal._ .
' Simbola p;ra transformacién morfolégica éenérﬁi.l-t:

32 Transformaclidn dual de &. o

&* Transformacidn que depende del origen de :uordépadés.f

= Operacion de coenvoluclén entre dus‘funéiones:q “seﬁa}eg"..
log Funcién lagaritmo de base 10. 7 . .

Inn Funcidn logaritmo de base e.

dx Diferencial de x. . )

GLftx,y})) Gradiente de 1a funcisn f en 2l punte (ﬁ.f)

LIM Limite de 'una sucesian en un espacio tupoléﬁica.

POT(E) Conjunto patencia de un canjunta E. )

TRAAS(X ,h) Conjuntpo X trasladade por el vector h € RN,
HOMO(X,v?) Conjunte X homotético por al escalar T '€ R.-
SIM(X) Conjunto X simétrico por el arigen.

FRONTI{X) El conlunto frontera de X.

CARD(XY Cardinalidad de un conjunto fintto X.

TAR{A,B} Tamafo de A reaspecto al elementc estructural B,

TAMIA,B,xy Tamara A en el punto x respecto
estructual B.

al elemento
NC{A} Numero de companentes conexas de A,

PROB{A) Preocbabilidad del evento A,

M{A) Medida de Lebesgue de A.

CoV,, Covarianza morfoldgica asoclada con =l vector u.

ESQ(A) Esqueleto del conjunto A,
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