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INTROOUCC 1 ON Y OBJETIVOS 

La simulación de procesos qnímicos hil sido frmdament.11 para e1 desarro1 lo 

de nuevos procesos. el estudio de a 1 ternr1t i vil s de di seña y e 1 mejoramien

to de plantas de proreso existentes. Con el emrleo <fe los sírTJulador<'.!<;; de 

procesos, se evltíl en lfl moyorin de los cnsos. la construcción de plant.1s 

piloto, lo cual genern un considerilble ahorro de tiempo y recursos econó

micos, asf como el nito riesgo de accidentes. 

P;ir<t 111 slmuJ;:ir.ión de •m proceso gr~ncfo, se requiere el empleo de c~lcu -

los complejos y tediosos~ y si iHJemá~ se r:onsideran procesos con <:orrien
t~s de recirculación surge In ner.esid,1d de generar una estr.1tegia adecua

da pnro atender tales problemas. Por lo cu;iJ se han desarrollarlo una se -

rle de algoritmos pnr<1 acelernr lil convcrgenr.in rte los métodos de solu 

ción emplei3dos y hallar la solución en un tiempo mínimo ( Capft11lo III }. 

En este trahajo se tienen como objetivos: 

- Anal izar los algoritmos para la selección de criterios 
para la aceleración de la r.onvergencia de los modelos
mñtemílt i cos. 

Estrlblecer los criterios para la selección de Ja combi 
nilción m:is adec11nda para la formuJ;t<:ión y rli:>c;r1rrnJ 10-:
<le Iris hases de estos algoritmos-

An.:t 1 izar 1 os simuladores rfe procesos más utl 1 izados tan 
to ri nivel ac:¡¡démico como a nivel industrial pi!ra resaT 
tar lñs ventrljas de cada uno de el los asf como sus c.:t ::
rncterfsticas generales (Capitulo JI ) . 



CAPITULO 



Generalidades 

La simulación de procesos qufmicos propiamente se refiere al uso de las -

ecuaciones rigurosas o cmp(ricas que describen matemilticamentc algún proceso 

químico o físico mediante un conjunto de pr-ograma!; de computadora, que tienen 

como finalidad el cálculo de los valor-es r-eales de las variables de operación 

más significativas para dicho proceso, con lo cual se obtiene lnfonnaclón a--

del funcionamiento del mismo. 

La simulación ha sido de gran trascendencia, ya que puede ser- usada com:o -

una herramienta par-a facilitar el diseño, estudio de plantas existentes, par-a 

proyectos de nuevas plantas y para el diseño de estrategias óptimas (esto lm

pl Tca el uso innecesario de plantas piloto, que tienen impliclto un alto rie~ 

go y un alto costo), y para una multitud de otras aplicaciones, puesto que C,!! 

d;;i apl lcaci6n es característica de cada problema. 

La simulación de procesos dentro de la Ingeniería Química se inicio a me-

diados de los SO's, en es.tl:l'. perfodo, el desarrollo de programas de c.omputado

ra fue exclusivamente para operaciones unitarias Individuales, lo que dio las 

bases para que pos terlormente se desarro 11 aran nuevas técnicas para 1 a s imul .!!. 
clón de procesos. 

A pr 1 ne i pi os de 1 os 60 1 s 1 1 os s lmu 1 adores que eran comunmente aceptados, t!:, 

nlan las siguientes caracterfsticas básicas: 

1.- Podían codificarse en un lenguaje de alto nivel (FORTRAN) y enin 

altamente modulares. 

2.- El sistema podla ser fácil de usar, no se requería ser experto, 

3.- Las correlaciones de propiedades físicas deberlan ser rigurnsai; y 

tan prec T sas como fuera pos 1 ble. 

Con la creciente aceptacf6n de la simulación de procesos, el perrodo de -

los 70's, fue caracterizado por el refinamiento de los simuladores de proce-

sos industriales, pero como los slmuladores se realizaron para sus respeccl-

vas compañías, es decir para resolver los problemas propios de la compañia, -

se tuvieron problemas serios en Jo que respecta a la general ldad y conflabill. 

dad de los sfmuladores 



En el perlado reciente (1980's). los simuladores se han convertido en uni1-
herramienta Iegttima en la lngenierfa de Pror:esos, pero es usada principalmente 
por las r.ompal'lias que han desarrollado el simulador. Los principales progrí\mas
desarrol lados por Instituciones Académicas. r1sl como los desarrollados por Ias
compañias privadas se muestrrtn en el capitulo II de este trribajo. 

Los elementos esenciales de un sistema de cómputo a gran escala. auxiliares 
en el ane'.llisis de procesos qufmicos e ingenieriles se muestrí\n en la figuro --
( 1 ) • El sistema puede verse como una estructura construida sobre ciertos Clo -
ques interactivos, los bloques de un sistema de simulación de procesos son: A) -
MODELOS, B) ALGORITMOS, C) "SOFTWARE" Y D) INTERFASE CON EL USUARIO. 

Los fundamentos de algunos sistemas consisten de modelos que forman la base 
para el anattsis; los modelos de un proceso qulmico, usados por sístemas de si -
mutación de procesos son todas las relaciones matem~ticas, derivadas de las Je -
yes de la conservación, las ecuaciones de velocidad, relaciones de propiedades -
ftsicas y restricciones de diseño y de control. Los modelos matematicos toman -
la figura de ecuaciones algebraicas y diferenciales describiendo asf el proce -
so. Los requerimientos mAs importantes de los modelos matemAticos son: Oue ser1n
apropiados a su uso en términos rigurosos, nivel de detrtlle, aproximación, vrtli
dez y generalidad. 

Los algoritmos operan sohre los modelos para producir los resultodos reque
ridos. estos resuelven los problemas matem.1ticos genert1dos por los modelos. El -
tipo de problema matem~tico que deberá resolverse dependera del tipo de anAJ isfs 
de interes. pero, pero tnc:luye solución de ecuaciones diferenciales y alg~brai -
cas, ast como programación no-lineal. Los requerimientos de un buen algoritmo -
son; a) Que sea estable, b) Tan general como sea posible y c) Eficiente en tér -
minos de ejecución y almacenamiento claro y functon.:J;l. r.uanrlo no se cumplan es -
tos requisitos, deberan hacerse los cambios o modificaciones pertinentes. 

La parte que es el " software 11 de la computadora, incluye todo lo requeri
do para implementar los algoritmos sobre una computadora en particular y su 
sistema de operación, incluido con éste; estan el programtJ de arquitectura del -

4 



PROBLEKJ\ 

l 1 

INTERFASE CON 
EL USUARIO 

·--- --

SOFTWARE HARDWARE 

----
ALGORITMO 

MODELOS 

FIGURA No. 1 

ESTRUCTURA DE BLOQUES DE UH SISTEMll DE COMPUTO 

RESULTADO 

-, 
1 
1 
1 

i 
___ _J 



sistema; la estructurñ de 1as datos~ la intr:!rfose sistema-archivo; el lenguaje 

de progromactón; el código de cómputo \,1 doc11rrientat.i6n del sistema. Los re -

querimientos de 1in software son: 

I). - FAc i 1 de entender 

11}.- Facil de mantener y modificar 

III).- Tan compatible como sea posible 

El ültimo bloque rte la estnictura, es la interfase con el usuñrio, éste i.!!_ 

cluye el lenguaje de entrada. por lo cual el usuario describe sus prohlemas, -

los reportes que contienen los resultñdos, 111 <!ocum~ntación del usuario que ex

plica, el uso del sistema y protocolos pílra interfasi?s con otros progrñm11s o -

"' i stemas. 

1.1 SIMULACION EN ESTADO ESTACIONARIO 

Este tipo de simulación esta basado sobre ciertas premisris, tales como ali 

mentílción espec1fic3. composición limitadu. ésta puede proveer tnformnción re -

ferida al diseño de la planta y puede predecir tm buen rendimiento. Este tipo -

de simulación esta orientado fundamentalmente ,, la obtención rle los hñlances de 

masa y energ1a, aunque algunas veces esta informñci6n no es lri que ftnf!.lmente -

se requiere, ya que este tipo de dntos no produce información suficiente sohre

los pñrf!metros y tamñf'io de equipo especifico. 

Generalmente para. resolver problemas de esta especie, se deben utilizar e

cuaciones de equilibrio (P-V-T), desafortunadnmente una gran c:rintidad de plan -

tas qu1micas es de configuración compllcad<1;. involucrando corrientes de recir -

culación y operr1ciones <'le contracorrienle Io cua.i originJ un c:quc.~.'! ~e- tr~l:'i~j0 

para pi'!r~ lci "'Pl ir.i'lción <le los métodos de convergencia. 

En la modelación en estado estacionario <le una pl.:intél compleja, aparecen -

dos tipos de problemas. 

1). - CALCULOS DE OPERAC ION 2).- CALCULOS DE DISEÑO 

6 



1}.- Una pl;intíl es cnlcul;¡rla en este modo. si los parfimetros de las corrientes 

de entr.ida y los datos de cspecificar.ión rle la 11nirtrid funcionnl son r:ono

r.i<1os. por lo qtie los perfiles de los v.1riahles dependientes y/o la infor. 

m11ci6n di::!: las r:orrientes de S?.l ido son r.alc:ulados. 

2).- Uníl plrrnta cornplej<1 es calcul~d<'l en rnorio di5eño. si la información inco!.!_ 

pleta rle las corrientes tanto rte entrarla y salida. usf corno la serie de

incognitñs de los p.1r,~metros de J.1 unidcd, pueden calcul.:1rse mediante un 

método iterativo. 

Los calculas <le open106n pue:c11 cnlr:ularse en dos gnJ¡JO~. 

A) Simulación abiert;i 

!3) Simulación contrcil"'la 

A).- Los p<lr~metros de la corriente Oe alimentación y los parámetros de la unl 

dad son c1ilrtos, reduciendose el problem¡:¡ a determinar las corrientes fal -

tantes. 

B) .- Un.1 serie de pr:r~metros de ciertas corrientes internds o externas son fi

jas, par lo que el problema se reclur::e ri ajustar los par~m:!tros c1esconoci

dos de la corriente de alimentación para cumplir con liJS o:?spcdficaciones. 

1.2 S!MULAC!Otl O!NAMICA 

/\11nque el campo de lil simulación din{\mic:a fue rtependiente de m~quinns analógicC\s, 

li\ slmulf1r:i6n c1in:imica es rihora m-lnej.iri.1 por técnic:<1s digit;iles, relacionadt'l ;i -

los sistemas de procesos dependientes del tiempo. El ingeniero Q11imico es quien

desilrrol Ja sistemas de ecnnciones dtferenc:tales para describir el µn.Jct::>u 1 tJSü.!l 

do circuitos an~logos rlP computridora. él puede resolver nrandes redes de ecuaci.2_ 

nes diferenciales. con lo cual se ot-itiene información paro examinrir lil instrume!!. 

tación de control. condiciones de priro y arri\nque. respuestas vart.1bles para los 

comhios de al imentrición y una. gran V<lriedíld de problemas dependientes del tiempo. 

Los problemas ele control t1e los procesos quimi::os se incrern~ntr1n con lfl co!!!. 

plejidad rle Iris nuev<ls unidñdes y con la tendenci;, a integrar el diseño <fe la -
planta. to cuill implica una invest1g~ci6n a fondo en el desarrollo de la técnica 
de lñ simulación dln1,rnica de procesos .. 



l. 3 MODELOS 

El corazón de los si~temas de simulación de procesas. son los modelos rle -

las unidades de operación, la estructura rle urt rmdelo se muestra en Ja figur.1 -

( 2 ). Generalmente los modelos prorlucen r12l<lciones r.ilqebr."iic:as no llne<"lles rle-

1 ~ forma: 

VARIABLES DE 
SALIDA 

F (VARIABLES DE) 
ENTRAD!• 

2., 

Las variables de entrada son las conrficiones de l~s corrientes rle entr·<1;1rJ 

los p~r~metros del r.iodelo ( las vi:!r'idble~ requeridas para satisf.'!cer e! fun
rtonamiento de la unidar! de operación). Las varir1hles rle salirfa son !;is r.onrli-

1·tones de las corrientes de s-'llirla, riO!sulta".ios rtel funcion;imiento y r!imension.Q_ 

miento (tales como requerimientos de potenci~ parri una homtia o !;:; cArgn de c-3-

lor parri un cambiador) y vnriables internas o de retención (tales como tempe -

raturri de frise intern<~. ·r:amposición y valores de eqidlibrio "K" en rm;, columna 

de destilación). Estas vnriahles internas son valores intermerlios. no siernpre

requerir1os en el dingramn de flujo, pero pueden ser .=ilrnacenaclos, para usñrse -
como valores iniciales en l;;i siguiente iterílción si In unid,;id tiene un circui

to de recirculaciOn. 

Funcionalmente un modelo de una un i dnd efe opera e i 611, puede expresarse 

como: 

F (U,X,Y.Z,r) = O 2.2 

U= Vector de Par~metros de 1 marle 1 o. 

X= Variables de la corriente de entrnda 

Y= Variables de la corriente de salida 

Z= Variables internas (de retención} 

r= Resultados rle variables (funcionnrniento y <limensionamiento). 
El número de ecu~ctones es igu,11 ~ Ja suma de los números de Vi\riables de

corrientes de sal ida, variahles internas y vnriables de resultados. el número -

de grados de libertad es igual al número total de parámetros del modelo y vari-ª. 

bles de corrientes rle entro da. 
Hay muchas posibles combinaciones de parámetros de modelo Que puerten usarse 

para especificar una unidad de operación, por ejemplo considerando un In 
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: ! L __________ _J 

FIGURA No. 2 
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terr.amhlador rle cctlor ñ contracorriente r.amo se muP.stra en la figura ( 3 }. 

se muestran tres conjuntos de especificrtciones~ 1) Uno puede especificar el 

coeficiente total de transfP.rencia rle calor y el ~reri r!e superficie, rlando

las dos corrientes r1e entrada, esto complet:tmente deterrl,nA l" condición rle 

l.;s <'fas corrientes rfe snl lefa 2) Un segundo conjunto <1e especificaciones. -

consiste del coeficiente totill y de li! riproxlmactón rte temperaturas 3) Esp~ 

clficrir el coeficiente total y lñ Cílrqa de calor. Alquna de estris tres esp~ 

cificaciones llevarla a lñ cor1verqencia al diagram~ de flujo. 

El flujo de inform~r.ión ( X ) en un sistemi! r1e stmul~r.ión se rnuestr.i en 

la figurfl ( 4 ) • Lri f;\se de calculo de entrñrla para el hñl1rnce de masñ y e -
nergla en el diagremñ de flujo definido, es sufir:iente det<1lle pora determt

n;ir torfns las corrientes intermedias y pror111ctos y lñs varirihles de funcion_! 

mientode l;i unidad y para tor1as las unidrirles. 

Los resultados del bali'lnce de masa y energf'l, ilumentados cori di'ltos c1e d_i_ 

mension.1mtento, preveen }i'I entrada al dimensionrimiento de equipo. La estima -

ción rle costos, requiere como entrrida, detalles de equipo de la mayorfa de e~ 

tos, m~s los r.iateriales de construcción y otros datos neces.:irfos para deter -

minar el capital invertido. 
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1.4 ALGORITMOS DE CONVERGENCIA 

Dentro del disci'io y an.11isis de procesos qufmicos, pctroqutmlcas y de 

refinacic5n, los simuladores de proce~os constituyen una de las herramien-

tas básicas de dllculo. 

La gran mayorfa de los simuladores tienen una estructura de tipo mod~ 

lar, de tal forma que para efectuar los c~lculos se consideran los módulos 

que integran el proceso en una forma secuencial, debido a que los m15dulos 

únicamente se pueden Cülcul<Jr conociendo sus corrientes de entrada y par.,~ 

metros del equipo. 

En la mayorta de los casos prácticos se presentan recirculaclones en 

tre los mddulos de tal forma que no es posible efectuar el c.11culo sccuen 

cial una sola vez, y es necesario un procedimiento iterativo. Aqul se pue 

de apreciar claramente que el problema de la soluci6n de rccirculaciones 

simulador de procesos Implica resolver el sistema de ecuaciones 

X~ G ( X ) Forma expl ícl ta 

que desde luego tambl~n se puede expresar de la forma 

F(X) •X - G(X) •O Forma lmplfclta 

donde : Fes un vector de n-funciones no-1 lneales. 

X un vector de n-var fabl es y 

O es un vector n-d imenslonal 

2.J 

2.4 

Es importante sci\a lar que 1 as dos pr lnc 1pa1 es d 1ficu1 ta des que se en

cuentran al tratar de resolver el sistema de ecuaciones en (2.4) son las 

s lgu lentes : 

a) En general la anlca forma de determinar un vector (o< )que satisfa

ga el sistema de ecuaciones, es utilizando un procedimiento numtl!rJ. 

co de tipo iterativo (de í!hl la importancia del estudio que se r~ 

al Iza en este trabajo sobre tas técnicas mencfonadas). 

b} En general no hay garantía de que (244) tenga una soluci6n única ; 

por ejemplo en el si stcma de ecuaciones 

,, 



X1 + 2X2 - 3 • O 

2X~ + X~ - 5 = O 
L.'_, 

~-.82) se puede verificar f5cilmente que tanto o<. 1 9 1 asT como-----
ji .488) . . . 

OC l.0.756, satisfacen estas ecuaciones. 

Aunque se pueden formular en la teor1.:i condiciones suficientes para -

la existencia de una solucr6n única en (2.4) , su aplicación en la prácti

ca es diffcfl, por lo que normalmente se r~curre a argumentos de tipo ffsJ.. 

ca para lnferfr la unidad o bien se del Imita la regí6n en la cual se cn--

cuentra la solución de interés. Por ejemplo en (2.5) solo tiene sentido fl 
slco, el que x1 y x2 tengan valores positivos, la solucl6n de interés ser~ 

o( = ( 1 .488 

o. 756 ) 
Finalmente, es desde Juego posible que no exista una solucl6n en el -

sistema de ecuaciones, pero en la práctica, esto se debe normalmente a que 

la formulac16n de las ecuaciones no es correcta. 

1 • 4. JEX 1STENC1 A DE LA SOLUC 1 ON Y CONVERGENC IA OE LOS 

ALGOR 1 TMOS GENERALES OE SOLUC 1 ON. 

Se tiene el sistema de ecuaciones en Q,5) 

X = G {X) 

donde el vector g(X) puede tener diferentes formas. dependiendo del tipo de 

algorftmo a usar. Para la solución numérica de (2.4 ), Ja ecuaci6n anterior 

puede definir un algor1tmo de Ja forma : 

2. 7 

A este algoritmo se le conoce como 11 Ml!todo i terat fvo de un punto", -

debido a que a partir del punto Xk se predice el nuevo punto xk+I. Si 
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partir de un valor inicial dado xº, el algorftmo en (2,7) converge a Ja s~ 

lucl6n o<. ; este gcnerar.1 una secuencia de puntos { x]:,,,,ge tal forma que: 

E5> de gran Importancia determinar las condiciones bajo las c1,.1ales (2.li) 

tiene una ~oluci6n única, las condiciones bajo las cuales la ecuacil>n (2.7) 

converger~ a o<. y la rapidel: de convergencia de las princlpales clases de -

algorftmos definidos por la ccuaci6n (2.7). Con objeto de anal izar los dos 

primeros puntos es conveniente introducir las dos definiciones siguientes: 

1.- Una regi6n~ en un espacio n-dimensional es cerrada sf cualquier s~ 

cucncia convergente f Xk} , en Ja que XkE R, es tal que SU límJ.. 

te 0< iE R. 

Ejemplo a .(r X1 ~ b , e~ x2 S d; definen una rcg16n cerrada R1 

mientras que a .S x1 < b , e~ X2 ~ d no lo hacen debido a que en -

Ja región definida por estas últimas desigualdades puede haber se

cuencias cuyo 1 ím i te converge a (b) y c lar amen te b 1 R. 

2.- Una función g(X) que mapea el vector real X de dlmensi6n (n), !;e' -

dice que es un mapeo contráctil con respecto a la norma //·// en 

una reg Ión cerrada R s 1 

i) X E. R ~ g(X) E. R 

11)}/g(X)-g(Y)//:$ L//X-Yl/,-/IX,Y~ Rl O:$ l$ 1 

Es dcc tr el mapeo contdlcti 1 mantif>ne la ~ropioed~d de 1.:. ccrraJu1 a 

por (1) y cumple con Ta condición de Lipschitz por (il). Con esto 

ll'ltimo se requiere que el valor de la funcl6n así como la derlva

d'a de g(X) tengan valores finitos para toda X en R • Notese que -

la norma//• //no esta restringida a ninguna en particular. 

Como recordatorio conviene señalar que las tres normas m~s comunes 

son 

ai !/xi/. ·f;/x-./ 
15 



b) // x//'¿ = [~ / ~fr'- Euclidiana (2.8 ) 

c) // :: /L max / X\/ 
.i..$t ~n 

Antes de plantear el teorema de existencia de la soluci6n es con.ve--

nlente considerar lo siguiente : 

1.- SI xK+i= 9 (:t°) , donde g(X) es un mapeo contr.~ctil con respecto 

a la norma //•// , y xº €. R se tiene que par.1 O :f:. L < 1 

;¡/fx"'> x"//:(.LK!IX>-XO// K=0 1~ ..... n 

; ; ) // .;''" - ;'// if: 1 _ : /! :- ;¡¡ m ~ o 
1 

Con lo antcl"'ior y las definiciones 1) 2) se tienen elementos neces.!!_ 

rios para demostrar el siguiente teorema, rel.:iclonando con la existencia y 

unicidad de la soluci6n en el sistema cle ecuaciones no-1 inca les (z.4) 

TEOREMA 1. -

SI existe una regi6n cerrada R en la que g(X) es un mapeo contr.5ctil 

con respecto a alguna norma 11 • n ' se tiene que : 

1) El sistema de ecuaciones 

TI) Para cualquier X€. R, la 

g {X)kconverge a Q( 

X22 g(X} tiene una soluci6n ünica en R. 

secuencia {x ~l.00 definida por xk+l 

JK•O 
Hay que notar que el teorema 1 1 establece condiciones suficientes pa-

la existencia de una solución única en (2..4), por lo que es una condi-

ci6n más bien restrlct"lva y su ap1 icaci6n en la práctica no es siempre muy 

sene i 11 a. S 1 n embargo es interesante observar que e 1 teorema garantiza qu'e 

el algorftmo definido por (2.7) converge a la soluci6n para la clase de m~ 

peas considerados y por lo t.Jnto sugiere que el proceso iterativo definido 

por (2.7) constituye una base racional para resolver numéricamente siste-

mas de ecuaciones no-1 ineales. Queda ent:onces, corno punto importante, que 

es de gran relevancia en la práctica, el anal izcir la rapidez con la cual -

las principales clases de algoritmos definidos por (2.7) convergen a las~ 

luc idn. 

Para esto es conveniente expandcr g(X) alrededor de la solucidn o< -

con la serie de Taylor, hasta los términos de segundo orden. 
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Para cada componente { i) de 1 vcc tor g (X) tendrá 
n 

gi (X) • g¡ foc) + ~ m ( Xj - °'j + 

(Xj-o<j )( XK -°'K) ~ 
a ja !<. 

Considerese ahora lactase de .::ilsoritmos de primer orden donde 

-ª-2.L 
;;¡ X j 

(2.9) 

(2. 10) 

es contfnuil y .::icotad.::i en una 1·egión R. Como en general (2.10) es diferente 

de cero se pueden despreciar los t~rminos de segundo orden en (?..9)por lo -

que esta exprcs 16n se reduce 

9i. (X) - 9\(o<) ~ t o-9i. 
j·J. axr 

Por notrir:f611. rfefinlenrlo 
111 mi!trlz s = [ s ij] 

Xj - xj; 

¡aplicando la norma //• // al vector en (2.11) se tiene 

//g\>h'P<J//~ /1 s//11 x-..:./1 

(2. 11) 

(2. 12) 

(2. 13) 

Para un punto Xk cercano a la solución,(2.13} se puede escribir corno: 

(2. 14) 

K+.1. K 
ycomo X g(X) , o<= g(XJ , (2.14) 

/lx"":. .. 11~11.§11 /-°'// 
se reduce a 

(2. 15\ 

Debido a quc//s// tiene un valor finito, pues las derivadas acot!!_ 



das, se puede apreciar de (2.15)quc en los algoritmos de primer orden, el 

error decrecerá cerca de la soluci6n relación de tipo 1 inca l. Es -

decir _!_~-~~!.._g~_':.:itmos de primer orden tendrán una convergencia line~I. 

Considercse ahora la clase de algoritmos de segundo orden, en los cua 

les par definici6n 

en Ta rcgi6n.R.. En este caso, la ecuación (2.9) se reduce a: 
n n 

gt(X) - gt_("') = -1.L L{Xi -c<ji (XK C>(rd L2i__ 

(2. 16) 

(2. 17) 

~ )"1 k...i. a Xj a XK 

Ahora si ~~f~x K es cant:fnua y acotada en R, se puede definir un es-

calar finito M tal que : 

M = SUP 1~~.9}; X ¡· 1 6 r ,j, k (2. 18) 
xc;R o l l:"7 ..,_ 

aplicando a la ecuación (2.17) el valor absoluto en 

la norma // .. /100 al vector X- o<. del lado derecho se 

<2.1n). /9., <x) - \ <"'"f ~ i "~ 2./j::- "-//: 

Debida a que / x¡, -o<L/ ~U x-o< f/00 y 

I rr, (X) -g; (XJ / ~ 11 9 <xJ - g("- // 

La ecuación {2.19) se puede escribir como : 

l~n 

e 1 miembro i zqu i crdo y 

tiene de lil ecuación --

(2. 19) 

(2.20) 

(2.21) . 

por lo tanto si Xk+I = g(Xk) tendr.a el aramente: 

(2.22) 

De (2.22) se puede apreciar que para la clase de algorl tmos de segundo ar-

den el error cerca de 1.:i solucidn decrecerá siguiendo por lo menos una r..=_ 

1aci6n cuadrática. Es decir los algoritmos de segundo orden tendr:in una --
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convergencia cuadr.ítica. Esto implica que la rapidez de convergencia serc1 

bastante mayor que en el caso de convergencia 1 inal. 

Un ulgorítmo razonable puede al rnenos, ser 1 incalmentc convergente ,, 
el sentido de que si X es gcnerndil por el ulgorftmo y X converge n X , -

entonces para alguna n~rma//~// existe un o< E. {0,1) ykk~O tal que: 

K ';:I; 0)1.. • ..... 
K~ Ko (2.23) 

esto garantiza que el error, eventualmente puede ir decreciendo por el fa=. 

tor e><.< 1, Un <llgoritrno puede ser super\ ineulrnentc convergente en el sen

tido de que (2 .. 2J)tiene .:ilguna secuencia o(k la cual converge a cero 

Oennis y More (1974), mostrur6n la siguiente propiedad de los métodos 

de convergencia supcrl tncal : 

de modo que :;K ~ -! para l< ~O 
La Tmportancla de(2.2l+) es 1ue de alguna justiflcacli!Sn para detener -

la iteraci6n cupndo// XK+J..- xK//~ Ei//x.rt// para alguna tolerancia -

preestablecida €J.. Este criterio de termi nac 16n es frecuentemente usado -

con uno de la forma // F( X~)//~ C.z · 

El siguiente teorema de Dennls y More (1971.¡) muestra precisamente cuo.!! 

do una iteraci6n es super! inealmentc convergente, 

TEOREMA.- Suponer que Í! Rn_,..Rn s.:ttlsface las siguientes propied~ 
des : 

a) El mapeo Fes contfnuo y difcrenciable 

ta o. 
una regi6n convexa able!. 

b) Existe una x* en D tal que F(X*) ... O y F' (X*) es no singular 

Lil notación F1 (X) denota la matriz Jacoblana(atFt(X)) evaluada en X, 

asr que (ayb) garantiza que x* es la única soluc16n local de las ecuaclont:. 

F(X) ~ O • 

Ahor.:i pcrmitasc Bk en L (Rn) sea una secuencia de matrices no-singul:; 

res. Supon i ende que para alguna X
0 

en D 1 a secuencia 
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(2.25) 

permanece en O, Xk ,¡. x1
' para k~ O y converge il x* . Ent:onces. xkconvcrge supcr

llnealmcnte ax* si y sólo si : 

(2.26) 

La ecuación ( 2.26 ) sólo requiere que B¡._ con verga a F' (X) a lo largo de la 

dirección sk ... xk+l - xk del método iterativo. 

1.lf.2 CLASJFICACION DE LOS ALGORITMOS DE CONVERGENCIA 

Los sistem<Js de ecuaciones no-lineales son muy dificilcs de resolver por 

cualquiera de las siguientes razones: 

1.- Algunas de la5 funciones no !;On dcfinid,1~ para ciertos valore~ de -

l.:1s variables (las funciones logaritmo y raíz cuadrada, tienen ln-

tervalos donde no son definidas}. 

2.- Algunas soluciones del sistema no son posibles ffsicill'nentc. 

).- Las funciones son extremadamente no-lineales (debilmentc escalada~). 

4.- Los sistemas son muy grandes y dispersos. 

Shacham (1982), muestra que existen mctodos y softwurc que no pueden resol

ver problemas con las dificultades mencionadas; a menos que el estimado inicial 

sea muy cercano .::i la solución. 

Los met:odos pueden ser clasificados dentro de tres catcgori~1s: 

1).-lor:almente t::"o ... vergentes y que requieren rf~ t1n h1Jen estimado 

lnic::ial 

II~.-Con una región e'l(pandidA r1e r:onVergencia 

III) .. -.:Jlgoritmos dcconvergenciá global para cuulquit:r e5timado inicial. 
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El ejemplo de la figura ( 5 ) dará una idea m.1s clara ; es para el -

sistema de das ecuaciones no-\ incalcs mostrada en la misma figura. Existen 

dos pares de raiccs reales (1,4) y (l+.0715, o.65027). Cu<Jndo se .:ipl ica el 

Método de Hcwton, si el estimado inicial p.Jra Y.
1 

y x
2 

est<'i dentro de lar.!:. 

gi6n de soluci6n, entonces la convergencia se logra. Por otro lado, si no; 

el H~todo de Powel 1 expande la regi6n de convergencia a la frontera desea· 

da. Ahora; si se utiliza como estimado inicial X~= 10 y X~"" 10, lo cual 

provoca que el Método de Newton y de Powel l fallen, entonces los m~lodos -

de continuaci6n y Homotopia son adecuados; se inicia con la construcción -

de una homotopia (h) . .:i relacion<ir la funci0n F(X) con una f.:lmil ia de par_! 

metros de funciones G(X,T) elegido, tal que G(X,O) = F(X) y l.-:1 solución de 

G(X,l) ""O es conocida o puede obtenerse facllmente por métodos conocidos. 

SI hornotopia que es lineal se forma en un nar.1mctro de hoonotopía t 1 : 

h 1 (x
1

,x2 ,t) - tf 1 (x
1

,x2 ) + (1-t) 9¡ (x 1 ,x2 ) u O 

h2 (x
1
,x

2
,t) "" tf 2 (x 1 ,x2

) + (l-t) g 2 (x 1 ,x2 ) = O 

(2. 27) 

(2.28) 

cuando t ... o. al Inicio de la ruta, h=g .. o, donde la soluc16n es X~ y X~ cua!!. 

do t""l ,h .. faQ, donde la rafz X
1 

y X
2 

será determinada. Si la funci6n de ho

motopla es continuumente dlferenclable y la matriz de derivadas tiene lnve.!: 

S<l , el teorema de funci6n lmpl icita, garantiza lil cxlstencl<J de un camino 

contfnuo que enlace el punto inicial X~ y X~ a la solución deseada ( x1 , 

X
2
). Entonces s61o se necesita seleccionar un apropiado g 1 y 9z y entonces 

planear un esquema pilra apoyar sobre la ruta mientras se mueve de t= O a -

t-"" t¡ la eficiencia de este método puede incrementarse, usando métodos de 

matrices dispersas en trato con el Jacobiano 6 dando un algoritmo del tamE_ 

ño de paso de integración. 

Recientemente Shacham desarrolló un algorítmo nucvu. 11CüNLES' 1 4uo:::. ~::. 

capaz de resolver ecuaciones con restricciones ffsicas y absolutas; las re~ 

tricciones absolutas se manejan por el algorftmo usando et Método de Newton 

con longitud de paso restringida d Broydcn. las restricciones ffsicas son 

convertidas a r~strlcciones absolutas o usando funciones penal izadas o ma

nejando las directamente usando el Hétodo de contlnuac16n .. Para matrices C!!_ 

si stngul.ircs, el algorftmo usu un<J modlficacl6n del H~todo Levenberg-M;ir

quardt. La eficiencia de la solución puede incrementarse~ usando una nueva 

técnica de descomposlcl6n en dos pasos: 
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Primero 

Segundo 

Algunas de las ecuaciones no-1 ineales por nuP.vas variables y 
adicionando nuevas ecuaciones no-lineales al sistema. 

Lñ división del subconjunto 1 ineal de ecuaciones se real iza 
con el irninac:ión Gaussian;i. 

Esta técnica de descomposición puede usarse pílri'! problemas con y

sin restricciones. La implementt'ci6n numC!rica del algoritmo es m~s im

portante que el algoritmo en sí mismo. yñ q11e permite hacer un nroqra

ma estable y eficiente. 
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1.5 Ef!FOQUES OC: LA Slt\ULA':ION DE PROCESOS 

Un proceso r¡uímico puede ser visual izado como un dia~rama formado por bl~ 

ques, en el cual cada bloque representa una unid<:1d de proceso (estos diagra

mas son comunmente llamados diagramas de simulación de procesos), Interconec

tados por arcos, los cuales representan las corrientes de proceso, la figura 

( 6 ) muestra un ejemplo de un diagrama de flujo de proceso formado por: Un 

reactor, un separador y dos mezc 1 <ido res de corriente. Como ya se í'lenc i ano -

anteriormente cada unidad de proceso esta modelada por un ..:onjunto distinto 

de ecuaciones, las variables presentes en estas ecuaciones son las variat..lcs 

de las corrientes de entrada y de salida (x¡, flujo, temperatura y prcsion), 

parámetros de los equipos (como son numeras de etapas, la relación de flujo 

para una columna de destilación), variables interncis (tales como composición 

y temperatura de cada etapa en una columna de destilación) y propiedades te!:_ 

mofisicas. 

En aplicaciones típicas, el número de ecuaciones puede variar en un rango 

de unos cientos, a m.is de 10.000 . Debido al tamaño de los problemas es ncc~ 

sarlo el explotar su estructura para hacer los problemas mlls manejables, de 

las diferentes formas de la estructura surgen diferentes enfoques para la -

SOlllC:ión de los problemas de la 5imuJuciÓn de procesos a pesar de '1Ue los -

sistemas de ecuaciones resueltos por diferentes enfoques son esencialmente -

los mismos. Hotard (1975), lllavacek (l'J77). Rosen (1930) y Evans (1981} han 

hecho varias revisiones sobre los trabajos real izados en esta área. 

\./csterbcrg (1979) dasifica los enfoques de la siguiente forma: Secuen 

..:ial modular. Simultaneo modular ó doble rompiMiento y Orientado a ecu.;;iciones 

..:on rompimiento y Orientado a ecuacione.s con 1 inearizociór.i simul tane<!. 

A continuacidn se da un anál lsis sobre cada uno de estos enfoques, en 

Le trabajo se comparan solamente el enfoque modular secuencial y el modular 

.~Jmultaneo. 

1 .S. l SECUEllC IAL ~OOULAR 

E1 término secuencial modular fue utilizado por Westerberg {1979) para -

describir el enfoqu'=! utilizado esencialmente en todos Jos sistemas de simula

ción. 
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a nivel industri.11. En este enfoqt1e un modelo ele c.~Jculo es desarrollado pnr,1 

cadn tipo de opt:ración unitaria, el c11.il calcula Lis vari<'1bles de las corrie!! 

tes de sal idn como función de !ns vnriahles de I,1s corrientes rle entr;¡da y -

Jos par~metros de equipo, en In figura ( 7 } se mnestrn un modelo. 

Estos modelos son entonc:!?S llrim,irlo::, e:r. orden secuencial para simulr1r el 

proceso. Las corrientes de recircuJ,1ción son cort;u-Jas y I levadas a Ja conver

gencia medirinte íllgun algoritmo iteralivo, el estimAr.10 inicial {valor) de -

las corrientes de recircul ación son proporcionadas por el rliseñador. Las esp~ 

cificaciom~s incognit<1s deben ser resueltJs en forma iteratlva hasta que estas 

~on satisfech.Js, y estas pueden sorv1r par,1 r:alr:ular una variable de entradrt r. 
un parflmetro cte equipo d<1ndo una vñri.1ble de salidñ. 

P~ra re~alver un rlingrr11T1'.\ de ":lujo r!e proceso mediante el método secuen -

cial morfular es necesario la partición del dingr.ima, selección efe conjuntos de 

corte y determln<lción de J;:i secuencia de c."ilculo. como ejemplo se considera eJ 

ejemplo de la fig11ra ( B ) • el cual contiene mezclactores (M), reactores {R) y~ 

seprtrñdores ( D). Este tiene J n car11cterl st i ca de que l <1 recuperación de un com· 

ponPnte por el separndor o1 ser~ ajustada para cumplir con I a concentración de· 

seadil en s 6 . El flujo de informílción 11 indica que In recuperñción en la separ.íl 

e i ón va a ser deterrn i nndil por la espec i fi cae 1 ón ESPEC. 

La idea b~sicri de los procedimientos de partición es la identificación y 1 

condensación de conjuntos de módulos ( conocidos como ciclos m~ximos 6 redes 1 

rreducihles } que dehen ser resueltos en forma simult~nea. 

Los métodos para ident i fi cae tón de rec i rcu l ac iones par(! pronos i tos de par 

ticipación p11eden ser cl.isi ficados en dos tipos: Potencias de matriz adyncente 

{Kehat y $hJ.:::h,1m { ¡g73 ). la: matriz adyacente se forrn'l a partir de Ja iriforma + 

ción obtenida de las corrientes de In rerl de fJ11jo de proceso. un elemento a 1j -

representa el número de corrientes que estr:in fluyendo de la unidad ( 1 ) a la u
nid<1d { j }. El segundo es el rastreo de rutas. en este método la red de flujo -

de proceso es anal izado tomf'!ndo como base una unidr::id y rastreando el flujo de i.!!_ 

formación a las un i d.ides subsecuentes. ( Hen ley y Wi 11 i ams { 1973 ) . Estos fueron 

revisados ror Gros, Ketijalnto y Mattsson ( 1977 ). En el ejemplo de Ii'l figura (8), 

el subsistema 1 es independiente del subsistema 11, por lo que debe ser resuelto

primero el subsistemr1 1 y posteriormente el sul:>sistemr1 11. 
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El rompimiento determina cu.:iles corrientes ó flujos de información pu!:_ 

den ser cort."ldos para converti1- el diagrama de flujo en una gráfica acícli

co. 

En el subsistem.:i 1, la corriente s4 y el flujo de información 11 son -

se 1 ecc i or1<1dos _ 

L.:i agrupación de los cálculos de~ermina que corr· icntes de corte van ;i 

converger simultancamente y el orden en el cual se agrup<Jn li'.ls corrientes -

de corte para ser ! levadas a la convergencia. En el subsistema 1, es posi-

ble agrupar la convergencia de la corriente de r-ecirculación dentro de la -

convergencia de la especificación o vfceversa, a la corriente de reclrcul!!_ 

ciéin y la especiflcaci6n de diseño podrán converger simultaneamcnte. 

Una vez que Ju agrupación de las corrientes de corte ha sido especiflc~ 

da es necesario determinar la secuen-:.ia d•! c.'Jlculo. Finalmente un algorÍtmo 

de convergencia apropiado rlehe utilizarse. 

Un ingeniero de proceso puede efectuar los pasos de partición. rompi--

miento. agrupamiento y determinación de la secuencia de cálculo, por simple 

inspecc16n del diagrama de flujo, estos no son rnuy complicados. 

Para la partlcf6n, el algoritmo de Sargent y Westerberg (196-4) 

forma mod 1 f i cada como redes i ndepend i en tes cubierta y presentada por Targan 

(1972) es muy eficiente y efectiva. Par-a la selección de las varlablt!.S de -

las corrientes de corte el algoritmo desarrollado por Hotard y. Westcrber~ -

(1971) basado sobre los criterios de Upüdhyc y Grcns (1975) y Barchers (19-

75), se ha probado que son adecuadas. 

Para la convergencia de las corrientes de recfrculación, la mayorfil -

de los algoritmos rle r:onvergenr.in tomnn la formíl; 

donde 

(2.29) 

·/·., Vuria!Jlc de corle en la it:cración k. 

fl.: = Y1; - r 1~ (difer-enciil entre el valor supuesto y el valor 

cdlculado para la variable de corte). 
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tk =Factor escalar de amortiguamiento (normrllmente igual a uno). 

(j} 1 = Jacobi ano (l nverso). 

El métorlo m~s conorirlo es el d~ sustitución directa ( que es lento pero

estable) 6 métodos rle aceleración tñles como El método rle Weqstein (1971) 6 -

El método de Broyden ( Aroyden ( 1965) ) • estos métorlos se presentrin d€sarro -

J lados en el capitulo 111. Cada método tiene su propia representación para l<l 

aproximación del Jacobiano (matriz de derivadas pñrciales}. Mfls adelnnte se -

hablara con m:is det;il le de los métorlos numéricos y sus c;;r;:icteristicas. 

Algunas de Iris ventajas que presenta este €nfoque 'ion: 

1).- Debido ,1 que el flujo de información en este enfoque es 

análogo al fl11jo de materiales, el metódo es fncilmenta 

comprendido. 

2).- El enfoque permite la participación del diagrama de fl.!.:, 

jo en pequeflos conjuntos de unidades. para que las se -

cciones dificiles de c:alc:ular puedan ser examinadas mtis 

profundamente. 

3).- Los mórlulos pueden emplear una 6 ma.s algoritmos especi_! 

! izados pilra resolver las ecuaciones Que describen Célda 

módulo. Como un resulti'!do el r.ttlculo de los módulos pu~ 

de ser muy eficiente y robusto. 

4).- Debido a la fonna como son relacionadas las variables y 

padimetros en los módulos estos son f.!tciles de construir. 

5).- Cuando los cttlculos de recirculaciones son bastante Ien

to'i f'"r" ('.'Qnverger, ~on normJ lmcnte poco ~stablt-s. 

Los dos problemas principales Que afectan seriamente Ja eficiencia del -

enfoque son: 
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t) El manejo de especificaciones de diseño. 

2) la presencia de multiples circuitos de iteración anidados, como 

se ve en la figura 10 ) • 

Debido a que los circuitos de especificaciones o de control son los ex

tremos en la jerarquía de las iteraciones. lnmedilltamcflte después estan las 

corrientes de corte, posteriormente los circuitos de i teraci6n de los módu-

Jos y finalmente en el nivel más profundo los del cálculo de propiedades fí

sicas requeridas por los módulos. 

1.5.2 MODULAR SIMULTfülEO 

Una alternatlv.:i .:ti método secuencia! modul<Jr es el cnfoqut! modular si

multaneo o de doble rompimiento, siendo este un híbrido entre t!l enfoque S.!:_ 

cuenclal y los orientados a ecuaciones. Corno ya se mencionó el secuencial -

modu 1 ar func lona satisfactoriamente en procesos cuyos e i rcu f tos de reci rcu

lucián son independientes. Pero para diagramas de flujo complejos con cir-

cuitos de recirculaclón supuestas y anidadas. así como con reestructuracio

nes de diseño, la técnica sccuenci.:il presenta un pobre comportamiento en la 

convergencia. 

Para mejorar el comportamiento en la convergencia con respecto a Jos -

cálculos de circuitos anidados y especificaciones de dlseño, manteniendo }¿t 

'estabtlfdc"l.d y la eflcfencla de los m6dulos de cálculo existentes, un conce..e, 

to de convergencia diferente utilizado, el enfoque modular hn sido estudia

do por Rosen (1979)4 El concepto esta basado en la solución de todas las -

corrientes del diagrama de flujo (no únicamente las corrientes de corte) y 

las especificaciones de diseño (restricciones) slmultane<lITlcnte, de aquí su 

nombre 11 simulación modular simultanea''. 

La idea del enfoque es, arrancar con un estimado de Ja solución del di!~ 

grama de flujo, para : 

1) Aproximar 1,H -soluclcnc~ que J't:::.1:.riben los módulos con un conjunto -

de ecuaciones aproximado. 

2) Solución de las ecuaciones aproximadas para todas las unidades el 

proceso sJmultaneamente, para un nuevo estimado de la solución del 

diagrama de flujo. 
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3) .- Usar el nuevo estimado pora generar un n11evo conjunto de ec11;1ciones 

aproximadas. 

Este proceso es repetitivo htlstrt que el n(lmero estimado efe la sol11r.i6n 
es igual al estimado anterior dentro de una tolerancia de la convergencia. 

Ya que las ecuaciones i'lproximadas que describen el di;1gr;:irn;i efe flujo -

son resueltas simultaneamente en ceda iteración, uno condición requeríd;i -

por estas ecuaciones es de Que puedan ser resueltas con relativa faci l idtd. 

Esencialmente todos los enfoques simultrrneos modul.1res involucran lñ uttli -

zación r:le módulos dur'1nte cada iteración prtra generar una ñproximñción ñl J~ 

cobiano. el cual es usado para efectuar una iter;,ción. 

El método emplea dos tipos de modelos, Simples y Rigurosos ( ver figu -

ra 9). Los modelos rigurosos son uti 1 izados en el mod11Iar secuencial par? d~ 

terminar pari'imetros de modelos simples y los modelos simples son resuP.ltos -

determinando todas las variables de las corrientes y asf permitir que los m~ 

delos rigurosos sean lliimados nuevamente. En esencia todas Iris recirculricfo

nes y las especificaciones de control son resueltas simult'1ne11ment1.!. 

El primer trabajo utilizó aproximaciones lineales para cada unidrtd N!!,. 

giey ( 1964 ), Rosen ( 1962), Mahalec ( 1979 ). 

Y = Ax + b ( 2.30 ) 

Donde: 

X y Y ) son las variables de las corrientes de entrada y SC1ltd;:i de u

na unidad respectl vam¿nte ( f igurd ( 11 ) ) , y ( A ) es una rnatri z dtagona 1-

de coeficientes lineales y ( b ) es un vector. 

Esta aproximación lineal satisface la condición de fact l solución esta -· 

hlectda anteriormente. ya Q'!e ésta es lineal y el número total de variables -

de corrientes es mucho menor que el número de variables total del diagrCtma de 

flujo. Utllizantfo módulos rle c.!'tlculo, Ja mrttriz de coeficientes lineales pue

de ser calculada numérfcal'lente ya seri por el método de fracción de sepa - - -
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racll5n propuesto por Rosen (1962). 

- j 
(2.31) 

~ J 
- o 

tal se muestra en la figura { 12) para un proceso hipotético. 

Varios tipos de modelos lineales i,an sido propuestos.siguiendo el desa

rrollo de Rosen, Ravlez y Norman !1964) y Naphta1 i (1964) proponen el mcxlc

lo tipo gradiente, siml lar al requerido en el procedimiento de t~ewton para 

la soluci6n de ecuaciones no-1 ineales, 

Hahalec (1979), propone un ¡;,étoiJo tipo gr.:dlcntc de L:i form;J : 

A;j • ~~; 
1 

B • Yº - AXº (2.32) 

donde6,y
1
¡6.Xies calculado mediante perturbaci5n numérica del módulo de cál-

culo. La estructura computacional de la técnica modular simultanea 1 inca! -

con matriz de coeficientes tipo gradiente es ilustrada en 1~1 figura (13 ). 

SI las relaciones entrada-salida del módulo unitario son expresadas 

términos.de la siguiente función residual 

'( (X) • Y - f (X) (2. 33) 

entonces podemos ver que la sol uc 1 ón de es ta func i6n res id u a 1 en forma si-

mu 1 tanea por el método de Newton es esencialmente el mismo que resolver el 

problema de simulacldn mediante la técnica simultanea lineal con matriz de 

coefic:lentes tipo gradiente. 

Nlshimura (1968) por otro lado utiliza expre-;.iones analftícas para ca_! 

cu1ar los coeficientes de los modelos lin!!alcs.Las expresiones son únicas -

para cada modelo de unidad y son funciones de las variables de las corrien

tes y los parSmetros de equipo. 

Umeda y Nishio (1972) compararon los métodos modulares secuenciales y -

demostrarón que los modt!los andll'Licos de ?lishimura presentan mejores com-

portamlcntos en la convergcnc ia que los modelos de fracci6n de separación.

los cuales muestran signos de inestabilidad. Esto último fue tarnbien confi_!. 

mado por Hahalec (1979). 
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Usando el hecho de que la matriz 1 ineal del proceso es en esencia una -

matriz jacobiana y tiene estructura dispersa, Mahcllec,Klusik y Evans (1979)

emplcaron el método de Broyden modificado por Scfiubert (1970) para aproximar 

la matriz de coeficientes lineales sin perturbación numérica. Jo que reduce 

ci número de ejecuciones de los modelos de cálculo riguroso en cada iter.1--

c:i6n. Ellos demuestran que esta ilproximación pr-csent;¡ una convergencia mucho 

m5s rApida para el caso del problema de Cavett (1963) comp<1rada con el modu

lar secuencial con Wcgstein Acotado. 

Se puede decir que el enfoque modular simultaneo toma lcls ventajas del -

modular secuencial particularmente Ja de la Heurística para suponer estima-

dos iniciales y para el mejor de los casos en manejos especiales. 

Este enfoque es muy especial, debido a la uti 1 iz<Jci6n de modelos simplJ_ 

ficados par-.:t el an~I is!s preliminar de un proceso, el cual es posteriormen

te verificado mcdíantc el uso de modelos más rigurosos. 

1. 5. 3 ENFOQUE OR / ENTADO A ECUAC / ONES. 

La idea b:Jsici.I de los modelos orientados a ecuaciones es, simplemente 

el agrupar todas las ecuaciones que describen el proceso y resolverlas como 

un gran sistema de ecuaciones algebraicas no-1 inea1es. 

Matematicamentc el problema puede ser establee: ido como 

Resolver- F (X,U) • O (2.J4) 

do~de X• Vector de variables depend ientcs. 

U ::: Vector de variables independientes. 

Las variables Independientes podrd"n normalmente incluir todos los par!!_ 

metros de equipos y las vurlables de las corrientes de al imentac16n y las -

dcpendtent~s incluiran todas las variables de las corrientes de producto, -

intermedias, internas y resultantes. Comparado con los enfoques modulares --
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estos métodos son m~s flexibles debido a que diferentes sistemas de ecua-

e iones no-llnealcsdebenser resueltos, y ellos son potencialmente m:is efi

cientes debido a que eliminan la ineficiencia de la iteración de circuitos 

anidados. Como se muestra en la figura ( 14 }. Sin embargo las ventajas de 

los metodos modul.:ires mencionados .:mtcriormcnte se pierden, ya que los si~ 

temas de ecuaciones son dispersos y estructurados se deben explotar tales 

caractertsticas (Sargent (1980)). 

El punto de partida para el método de ecuaciones orientadas en general 

el mismo diagrama de bloques del modelo usado por el método secuencial 

nodular (Figura ( B )). Sin embargo en lugar de preparar m6dulos que cal

culen las variables de sal ida como función de las variables de entrada. el 

enfoque orientado a ecuaciones requiere de proced im i en tos que generen y r!:. 

presenten las ecuaciones p.:ir.::i cadu mWulo. las ecuaciones pueden entonces 

al !mentadas a un procedimiento eficiente de solucl6n de ecuaciones. 

Dentro de los métodos orientados a ecuaciones se pueden encontrar dos 

tendencias, una es la de las técnicas orientadas a ecuaciones con rompi--

miento, y otras con linearización simultanea. 

En el enfoque orientado a ecuaciones con rompimiento, algunas ecuaciones 

son uti 1 Izadas para eliminar algunas variables con el fin de reducir el nú 

mero de variables que pueden ser cortadas o iteradas. 

El sistema de ecuaciones no-lineales reducido es entonces resuelto por 

medio del m~todo de Ne~ton o Quasi-Newton. Un sistema experimental que im~ 

plemento este enfoque es Specdup (Perklns y Sargent (1982)). Como fue señ.! 

lado por Lln y Hah (1977). debido a la larga cadena de calculas que tipic!_ 

mo;;nte ~.id!>ten entre los valores de corte supuestos y los residuales en las 

ecuaciones de corte. problemas de sensibilidad que put!den ocaclonar probl!:_ 

mas de divergencia incluso para es.timados iniciales muy cercanos a la sol~ 

cldn. Tambien el trclbajo de Stadthe1í-:· y \.load (1982) Indica que el rompí-

miento puede únicamente reducir el número de ecuaciones que son resueltas 

simul taneamente por un factor de al rededor de cuatro. 

En el enfoque orientado a ecuaciones con 1 inerización simultunea, to-

das Tas ecuac Iones que describen e 1 proceso son re su e 1 tas s imu 1 taneamente 
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usando 1os metodos de Newton o Qu.Jsi-~fowton. Algunos sistemas experimenta-

les que implementaron este enfoque son : Qu•si l In (Gorczynsky (1979), Asc-

end 11 (Benjamín (1980)) y Seque~ ( Stadtheir y Hilton (1982)). Debido a que 

el número de ecuaciones no-1 inca les a resolver simul tancamcntc es :nuy grande 

, todos estos sistemas usan técnicas para matrices d ispcrsas pa;a •e solver -

los sistemas 1 lnearizados de ecuaciones 1 ineales. 

Debido a que todas las ecu;lcioncs san rcsuel tas simultanearnente,los pro-

blemas de sensibi l ldad del cilso anterior son el imlnados. Al tcrnativ<::1mcnte, -

los métodos orientados a ccu.:icioncs, el problema puede ser formulado cc,10 

un problema de optimizaci6n : 

Maximizar r (X,U ) 

F{X,U)•o 

m~s algunas restricciones impuestas por el problema de optimización. La res

tricción de Igualdad¡;' (X,U) "'O c:s el mi:.1110 conjunto de ecuacionc~ comu -

fue escrito anteriormente, pero en lugar de csrccificar arbttrariumentc to-

das las variables independientes, el las son seleccionadas para maximizar una 

función objetivo P (X.U)aproplada. Westerberg (1979) señalo que es más natu

ral formular los problemas de diseño como un problema de optimización, 

Finalmente se puede decir que este enfoque orientado a ecuaciones no ha 

sido hasta la fecha Utll Izado en algun simulador industrial por varias de 

las siguientes razones : 

1) Requiere de bue.nos estimados iniciales, y debido a la generalidad, 

difí"cl 1 generar buenos estimados Iniciales automáticamente. 

2) Este puede ser menos seguro debido a que s6\o usa una sola t~cnica P!!_ 

ra resolver todas las ecuaciones. 

J) ::V toma ,;n cuenta las ví!ntaja~ Ji::. h.1:. :.i:.lcmd~ t:xi!>-lcnlt!S. 

4) Es m.\'ls dlffc11 de Implementar debido al uso de técnicas de matriz di.:!, 

persa. 

5) Los requer lmlentos de memoria cuando es Implementado es mayor que 

1 os enfoques modulares, 

6) Cuando los ctJlculos presentan dificultades l~ tnfornrnción disponible 
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es m11y escasa paril loc;ilizar 1ñ fuente 11e fa.IIa. 

Los enfoques descritos anteriormente han sido implementñdos en sistemas 

parrl ta simulación de procesos 'l régimen rermanente y algunos tamhien a la -

simulación dineímica de procesos. 

En el pre:;ente trabajo la mayorfa rle Ja información coment'3 que flctual

mente gr~n número de Jos simuladores comercit'Jles son rle1 tipo secuencial mo

dul;:1r. en la figuri'I ( 15 ) se comparan los procedimientos de solución contrtt 

la generalidad c1e los mor1elos partt los enfoques anteriormente exouestos. 
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...OOELOS DE 

PROCESOS MAS 

GENERALES 

SECUENCIAL MODULAR 

SIMULTANEO MODULAR 

ORIENTADOS A ECUACIONES 

PROCEDIMIENTOS DE 

SOLUCION MAS 

FLEXIBLES 

FIGURA 15 .- COMPARAC!ON DE LOS PROCEDIMIENTOS DE SOLUC(ON 
VS GENERALIDAD DE LOS MODELOS PARA LOS EHFO -
QUES UTILIZADOS EN LA SIMULACION DE PROCESOS. 
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CAPITULO 11 
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SlllUUIDOl!ES --

11. 1 DescrtpciOn general 
A continw1ci6n se da una descripción de las carCtctertsttcas de los prin

cipales simuladores utilizados ¿ictui\lmente. Ast mismo. en la tabla 1 se en-
1 ístrtn los programas desarrollados por instituciones ncadémlcas. y en la ta -
bla 11 los desarrollAdos por empresas privadas. 

A cada programa se le asigna una categorta consistiendo de una letra P.! 
ra indicar el desarrollo y uso presente, y un número indicando 1 a cantidad de 
información disponible. 

Desarro 11 o y uso: 

a). - Preserlte en u so 
b).- Uso no mayor 6 suplantado por un programa reciente 
e).- Uso incierto 

Información disponible 

1). - Escasa informaclOn 
2).- Reg11li'\r información 

3).- Bastante lnformaclón 

La tabla 111 contiene detn l les de los programas presentados en las ta -
blas 1 y 11. Los simbolos estan definidos por las siguientes claves: 

General 

Tipo: B= l'odo en lote 
0= l'odo en 11 nea 
M= Facilidad multicorrida 

Are• de aplicación: 
PPO= Diseílo de procesos preliminar 
DD = Diseno detallado 
OP = Planta en ooeraci6n 
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·PC • costo prct imlnar 

OC • costo de ta 1 lado 

E• evaluación econ6mlr.:a total 

Pr-oblcmas de tamaño máximo 

Los problemas son normalmente dimensionados para manejar- un cierto pr-o --

ble'l'la m5ximo. 

U • Númcr-o de unidades 

S =z Número de corr"I entes 

C • Número de componentes 

Datos de entrada ¡ 

Se pueden tener varias opciones dependiendo de Ja máquina a usar ; 

1.- Verificancfo la factibilidad, calculando una vez las variables 

2.-BaJ.,nce"lndo l.:1 infor-mación de los diagramas de flujo. 

3.- Llevando los cálculos sobre el diagrama de flujo balanceado e impre

so. 

Convergencia de rec i rcu lactón : 

SR• unidad de subrutina, que puede Insertarse al control de conve!. 

gencla. 

EXEC • convergencia controlada por ejecutivo. 

Unidad de subrutina ; 

P • ejecución 

O• puede usarse 1a subrutina de diseño 

A - Subrutina para alguna combinación de variables 

TS • área de almacenamiento tempor-al. creadas por corrientes y par! 

metros asociados con una unidad. 

B • datos no requeridos fuera del bloque 

Propiedades f1stcas ; 

Hf< • inanejando rutinas 

PP • paquete de propiedades ffslcas 

DB = banco de datos de componentes estandar 

NO• todas 1as propiedades calculadas pueden escribirse en la un1· 

dad subrutina. 
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Facilidad de costo: 

SE= Analisis económica simple 
DE= Anc1.lisls económico cfetallado 
NO= Todos los c"Jculos económicos en unrt subrutina 

OptlmlzaclOn: 

Fijo= 
Libre= 
Conv = 
Clave= 
Datos 8= 

SE= AntHfsis de sensitlvidad automfitlca 
OPT= Facilidad de optlmll'clón automatJca 

Formato fijo 
Formato I ibre 
Convencional 
Los vocables claves especifican el tipo de datos a seguir 
Datos riel bloque. faciiit<ln la existencia prir<' la entrada 
segmentos de datos, tales como propiedades fisicas. 

Fichas= Basadas en fichas 

Topolog[a de la planta: 

PM= Matriz de proceso 

SCM= Matriz de conexión de corrientes 

de grandes 

Verificación= Una veriflcaciOn puede constar de unas pruebas lógicas para los 

datos de entrada 9 tal como la factibilidad r1e l.i lista del orden 

de cAlculo. El nivel de s.;.llda requerido puede fijrirse por el u
suario. 

Sol id• final: 

U= Valores de las corrientes tmpresi'IS basadas unidad por unidad 
ST= Tabla de corrientes Impresas 
RG= Generadores de reportes especlri.les 

Solida Intermedia: 

FI= Fijado sobre entrarfa a un caso particular 
V= Varir1ble durante la ejecución 

E= Mcns.:?jcs de error y precauciones durante la ejecución 
facll ldad de orden: 

R= Facll !dad de reordenación 

G= Facil !dad de agrupación 
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TABLA l 

PROGRAMAS DESARROLLADOS POR INSTITUCIONES ACADEMICAS 

NGIBRE CORTO 

F°ACER 

MACSIH 

PACER ( MAD) 

PACER HK2 
(PROTRAN) 

GCHCS 

SPELD-UP 
(1964) 

CONCEPT 

CHE SS 

SLED 

ASCEND 

GDP 

GEPDS 

ESSPROS 

ASPEN 

SGP/ZAR 

NCJ1 BRE TOTAL 

RUTINA EVALUADORA DE 
PROYECTOS Y PF.OGRAMAS 

SISTEMA DE COHPUTACIOU 
DE ADHOU. E ING. CN 
GEtlERAL. 

TEC?IOLOGIA Y COMPUTA
C!OH DE PROCESOS 
QUIMICOS SOBRE LINEAS 

SHlTESIS DE SIMULACION 
EN !UG. QUIHICA 

LEH'GUAJE SIMPLIFICADO 
PARA ING. DE DISEílO 

SISTCHAS AUTOHATICOS 
PARA DISEílO EN IHG. 
QUIHICA. 

PROGRAMAS DE DISEílO GE
NERAL 

SIMULADOR DE PROCESOS 
EN EDO. ESTACIONARIO 

UN SISTEMA AVNZADO PA
RA IllG. DE PROCESOS 

SIMULADOR GENERAL DE 
PROCESOS ZARAGOZA 
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FUENTE 

UNIVERSIDAD 
PURDIJL 

u;:!VI::P.SIDAD 
MC. MASTER 

UUIVCRSIDAD 
DE HOUSTON 

U ti IVERS IDAD 

UUIVERSI~AD 

MC. MASTER 
(COL. IMP.) 

COLEGIO 
IMPERIAL 

UNIVERSIDAD 
DE CAMERIG
DC ( CAD ) 

UUIVERSIDAD 
DE HOUSTOH 

UUIVERSIDAO 
DE HICHIGAN 

UHIVERSIDAD 
DE FLORIDA 

UNIVERSIDAD 
DE WESTERN 
ONTARIO 

Utl IVERSIDAD 
l.JL úKLAHOMA 

U?IIVERSIDAD 
DE SCOTLAN 
COIHBURGH 

TECNOLOGICO 
DE MASSACHU
SETTS 

UHIVERSIDAD 
HAL. DE MEX. 

CATEGORIA P E F, 

A3 

Al 

Cl 

A? 

A2 

Al 

A2 

Al 

81 

Al 

A3 

( 19) 

(19) 

(19) 

( 19) 

( 19) 

(49) 

(19) 

(19) 

(19) 

(19) 

(19) 

(19) 

(19) 

(15) 



TABLA ll 
PROGRAMAS DESARROLLADOS POR COiPAÑlAS PRIVADAS 

N01BRE CORTO 

Hf:TWOP.Y. fJ 7 

fLOWPACK 

BASYS 

GPS 

PDA 

fLOWTRAN 

PROVES 

CHEOPS 

ars 

GIFS 

r.HIP!i 

NOMBRE TOTAL 

PAQur:n: DE' EVALUACIO!i 
Y EXPLORACION. 

SIMULADOR GEUERAL 
úC PROCL:SOS 

PROGRAMA DE AffALISIS 
DI: DISEOO 

SISTEMA DE EVALUACIOU 
Y ESTIHACIOU OC PRO-
YECTOS 

SISTEHA DE OPTIMIZA-
CION EU ING, QUIM. 

DIAGRAMAS DE FLUJO 
FLCXIBLES 

PROGRAMA GEUCRAL DE 
FLOWSHEET IrlG 

SIHULACIOU DE rLUJO 
GENERALIZADA INTERRE
LACIONADA 

SISTEMA DE PROCESO DE 
ltlFORMACIOH EN IHG. 
QUIMICA 

SISTr.HA ClfEVROU 

so 

FUEN.TE CATffiOR!A RE F. 

CORP. SIST
TCMA DIG! -
TAL HA?lOVtR 

r.c.r LTU. 
CIRL 

PHILLIPS 

MONSAllTO 

CORP. O!A-
HO!l SHAHROCY, 

COHP, DESARI<O 
LLADORA SHEL 

M. W. KELLOG 
co. 

M. W. l<ELLOG 
ca. 

CORPORACION 
DE SERVICIOS 
BU REA U 

1\2 

B3 

A2 

A2 

Al 

A 1 

Al 

A2 

A3 

Cl 

B2 

A3 

Bl 

Al 

ce. INVESTI- 91 
GADORA CHEVRO!l 

( 19) 

( 19) 

( 19) 

( 19¡ 

( 19) 
( 19) 

( 19) 

( 19) 

( 19 )'' 

( 19) 

( 19)' 

( 19) 

( 19 )' 

( 19). 



,¡a~BRE CORTO 

:APS 

fLOWSIH 

PROCESS 

SIMPROC 

DESIGN / 2000 

ASPEN PLUS 

TABLA 11 

NOMBRE TOTAL 

SIMULAC!Oll DI: PP.CCE:-
SOS AUTOMAT:CA ~HEM 
Sll.'i.RE 

SIMULADOR GEt!ERAL 
DE PROCESOS 

SISTEMA AVANZADO PARA 

LA INGENIERIA DE 

PROCLSOS 
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FUENTE 

COR?. CHEM 
SHA?-E 

COR?. DE 
SISTt:MAS 
TECNICOS 

se IEIICES 
OF SIMULt'\
CIOt! INC. 

IHSí'ITUTO 
MEXICAHO
DEL ?[TRO 
LCO 

CORP. CJH.::.: 
SliARE 

ASPSU 

Tt:CUO!./~GY 

n:c. 

CATEGORIA R E F. 

C! (19) o 

C1 (19) 

l·. 3 ( 5) 

( 23) 

A:; (19) 

/,3 ( 19 l ,; 



TABLA III 
DATOS DE ALGONOS PROGRN1AS PRESENTADOS EN LAS TABLAS 1 Y 11 

GEr!rnAL 

NOMBRE DEL PROGRAMA l.- TIPO 2. - AREA DE APLICACI 

PACER (1968) B,M PPD,DD,OP 

GEMCS OL 1 B ,M PPD,DD.,OP,PC 

SPEED-UP OL,B DPD, DD, OP 

llETWORK 67 

PAQUETE DE EXPLORA- B,OL,M PPD, PC 
C!ON y EVAJ.UACIOU 

CONCEPT 8,0L,H PPD,DD,OP,PC,OC 

PACER 24 5 8,0L,M PPD,DD,OP,PC,DC 

PRO VES PPD,DC,E 

GFS B,H PPD,DD,OP 

FLOWTRAN PPD,DC 

ASPE'H B,M PPO,DD,OP,PC,OC,E 

PROCESS PPD, DD,OP 

SIMPROC PPD,DD,OP 

DESIGN/2000 B,M PPD,OP,DD 
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N0'1BRE DEL PROGRAMA 

PACER ( 1g68 ) 

GEMCS 

SPEED-UP 

CHESS 

llETWORK 67 

PAQUETE DE EXPLORACION 
Y EVALUACIOU 

FLOWPACK 

CONCEPT 

PACER 2145 

PROVES 

GES 

FLOWTRAN 

ASPE!I 

PROCESS 

srurRoc 

DESIG!</2000 

GENERAL 

53 

3 ,- TAMAÑO DEL PROBLEMA 
MAX IMO 

20 30 10 

u 25 s 50 e 25 

---------------
u 100 s 50 e = 20 

u so s X e = sao 

u so s =150 e 20 

U :100 S X (2+C )= 2000 
e = 2s 

u so s :::.1so e 20 

u 20 s 3o e 20 

u s e 

ILIMITADO 

u 75 s =1so e = so 



NOMBRE 

PACCP. (1963) 

GEMCS 

SPE:I:D-UP 

Cl!CSS 

fLOWPACK 

!'t.~/. DL: !.XPL. 
Y !::VALUACIOH 

PROVES 

GFS 

FLOWTRAN 

ASPE?! 

PROCCSS 

SIHPROC 

DLSlC!t /2000 

DATOS DE ENTRADA 
1,- TIPO 

rIJO 

LIBRE,r1.ro.co:1v,rr-
CHf, 
LIDRE,CLAVE,co:1v. 

LIBl~~.cLAvr,couv. 

DL!'It/IDO POR EL USUJ\ 

2. - TOPOLOG JA DE 3, -VEO!FIC•r.ION 

LA PLANTA 

PM llO 

PM !10 

SC:·l AV3UNOS 

PM ALGUUO!:i 

SCM J!,LCUHOS 
RIO r;o¡¡ PALABRAS CLE 
vr;s ESTAllD/\P-

LIBR[ ,CI,A'JE ,B DATOS SCH COMPRENSIVO 

LinRC.~O!IV.CLAVE,FT- PM ALGUNOS 
CH1\ 

f, IliRE, CO!JV, F'ICHA PM CPMPREltSIVO 

FIJO ,CLAVC, i:'ICllh PM 

FIJO,CLAVE,FICHA PM 110 

LIBRE PM COHPRE?ISIVO 

LIBRE SCH COMPRENSIVO 

FIJO,LIBP.E,eLAVE COHPREHSIV'O 

LIBRE SCM 

FIJO SCM NO 
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NO>IBRE DEL PROGRAMA 

PACEP. (1903) 

GCMCS 

SPEED-UP 

CHESS 

NETWORK 67 

f'LOWPACK 

PAQ. DE EXPLORA
CION Y EVALUACION 

CONCEPT 

PACER 245 

PROVES 

GFS 

FLOWTRAH 

ASPEN 

PROCESS 

SIHPROC 

DESIGN/2000 

SALIDA 
1.-F!NAL 

ST 

U ,RG 

2, - !NTERMEO! A 

FI 

FI ,E, U 

ST FI , E 

DEfillI DO POR EL USUARIO 

ST FI .E: 

ST,U E,V 

ST,F .. V,E 

ST, F V,E 

ST,R,G 110 

rI,E 

ST 

ST FI,V,E 

ST FI,V,E 

ST FI,V 

ST FI 
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FACILIDAD DE ORDENAMIENTO 

NOMBRE DEL PROGRAMA 

PACER (1968) 

GEHCS 

SPEED-UP 

CHE SS 

?lETWORK 67 

FLOWPACK 

PAQ. DE EXPLORACION 
Y EVALUACIOU 

COllCEPT 

PACER 245 

PRO VES 

GFS 

FLOWTRAH 

ASPEN 

Pic.OCESS 

SIMPROC 

DESIGN/2000 

56 

FACILIDAD DE ORDENilMIENTO 

SIMPL~ R ( MAXIMO 3 LOOPS) 

"º 
COMPRENSIVO R,G,C 

NO 

SIMPLE, G 

COMPRENSIVO R,G 

llO 

COMPRENSIVO 

COHPREllSIVO 

NO 

NO 

R,G,C 

R,G 

R,G 



FllSES DE CALCULO 

NOMBRE 1.-FASES 2,-CONVERGENCIA 3, -METODOS DE 
DE RECIRCULACION CON VE RG ENC I A 

PACCR { 19GB) 2 '3 LXEC llO 

GEHCS 2,3 SR llO 

SPEED-UP EXEC 

CHE SS EXEC SIMPLE SECAUTE 
LIMITADA 110 IH-
TERACTIVA 

NETWORK 67 SR NEWTON-RAPSOU 

rLOWPACK 1, 2. 3 EXEC SECANTE APROX. 
SECAUTE EVOL7 
ACC. REPSUB 

PAQ. DE EXPL. 2. 3 EXEC NO 

COHCEPT 2,3 EY.EC LIN"EARIZACIOH 
IHTERPOLACION 
Ll11EAL 

PACER 245 1,2,3 EXEC SUPLIDA POR EL 
USUARIO 

PROVES EXI:C NO 

GE"S SR 

rLOWTRAN SIMPLE LIMITADO 
SECANTE 110 IN--
TERACTIVA 

ASPEN 2,3 EXEC TODOS 

PROCLSS 2. 3 EXEC NEWTON-RAPSO?l 

SINPROC '. 3 !':XBC SUSTITUCIONES 
SUCESIVAS 

DI::SIG!l/2000 EXEC 
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.FASES DE CALCULO 

NOMBRE DEL PROGRAMA 

PACER (1968 ) 

GEHCS 

SPEED-UP 

CHESS 

NETWORY.. 6 7 

FLOWPACK 

PAQ. DE ~XPLORACION Y 
EVALUACION 

COHCEPT 

PACER 245 

PROVES 

GFS 

fLOWTRAN 

ASPEN 

PROCESS 

SIMPROC 

DESING/2000 

SB 

4,- UNIDADES LOG!CAS 

llO 

"º 

NO 

NO 

NO 

1-10 

NO 

SI 

SI 

SI 

SI 

SI 



UNIDADES DE SUBRUTINAS 

NOMBRE 1.-BIBL!OTECA 2.- ESTRUCTURA 3, - ACCESO 
EH ANDAR FLEXIBLE DE DATOS 

PACER (1968) 10 p TS 

GEHCS p TS 

SPEJ-:D-UP P, D,A 

CHE SS 10 TS 

NETWORK 67 UINGU?IO P,D LISTA DE 
ARGUMENTOS 

f"LOWPACK 17 P,D B (UNIDADES 
DE DATOS )TS 
(CORRIENTES) 

PAQ. DE EXPL. P,O LISTA DIRI-
y EVALUACION GIDA 

CONCEPT 10 I' 

PACER 245 150 P,D T,S 

GFS 11 p 

PRO VES p 

F"LOWTRAN 42 

ASPEN SI P,D,A TS,.B 

PROCESS SI P,D~A TS,B 

SIHPROC SI P,D TS 

DESIUG/2000 SI P.D.A TS 
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PROPIEDADES FISICAS 
NO~BRE DEL PROGRAMA 

PACER (1968) 

GEHCS 

SPEED-UP 

CHE SS 

NETWORK 67 

PAQ. DE EXPL. 

CONCEPT 

PACER 2~5 

PROVES 

FLOWTRAN 

GFS 

ASPEN 

PROCESS 

SIHPROC 

DESING/2000 

1.-FACILIDAD ESPECIAL 2,-SERVICIOS S/B 

!10 NO 

HR (SIMPLE) no 

HR/DB/PP(62 HIDROCAR
BUROS ) 

110 

110 

HR/DB(63 PRINCIPALMEN
TE HIDROCARBUROS) 

HR/DB/PP APROX. 100 
COHPONBNTES EN EL BANCO 
DE DATOS 
HR/SIHPLE (SOLO EN FASE 
DE DIHENSIOllAMIENTO Y 
COSTO) 

HR/DB/PP HAS DE 200 co~ 
PONENTES 

HR/DB/PP 48 HIDROCARBU
ROS PRINCIPALHEllTE 

HR/DB/PP 

PP/DB 600 COMPONENTES 

pp 

PP 
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110 

NO 

20 

NO 

SI 

SI 

SI 

NO 

SI 



ECONOMICOS 

NOMBRE DEL PROGRAMA 1.-FACTIBI LIDAD 2,-ANALISIS 3.-0PTIMI-
DE COSTO ECONOMICO ZACION 

PACER (1968) se NO 110 

GEHCS se NO HOOKE ,JEE-
VES SIHPLE 

SPEED-UP 

CHE SS 110 llO OPT 

NETWORK 67 NO NO 110 

FLOWPACK se HO NO 

PAQ. DE EXPL. se NO NO 
Y EVALUACION 

CONCEPT 110 NO NO 

PACER 245 oc SE,DC MODULAR 

PROVES oc COMPRENSIVO SA (SOBRE 
CIERTAS -
CLAVES DF 
PARAMETROS 
ECOHOHICOS 

rLOWTRAtl DC SI NO 

Grs NO NO HO 

ASPEN oc DE SA 

PROCESS 

SIMPROC 

DESUIG/2000 NO 
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1 1 • 1. 1 FLOllTRAN 

El sistema FLOWTRAN es un ajuste completamente integrado de programas_ 

escritos en FORTRAN. 

El uso central del FLO\.ITRAN es la corriente de información la cual 

Indica en la flgur<t ( 16), y los bloques de operación los cuales calculan_ 

las corrientes de sal ida a pal"tir de las. de entrada, Cc'.!da uno de los blo--

ques evalua una larga 1 ista de propiedades ffslcas para ! levar a cabo Ja d!:_ 

terminación de punto de rocfo y punto de burbuja, 

El s imu 1 ador FLOWTRAN se compone por : 

1.- Simulador de procesos ; Este programa traslada la informac16n so-

brc la descrlpcl6n del FLOWTP..AN a un diagram;:i de flujo de prcce~o_ 

dentro de un programa de computadora par-a ser ejecutado. 

2.- Programa de propiedades ffslcas PROPTY ; Este pr-ograma torna datos_ 

de propiedades y ca1cula las constantes para las correlaciones de 

propiedades ffslcas, usadas en el simulador FLOWTRAN • 

3.- Programa de equilibrio de fases lfquido-vapor; Calcula los parám.=. 

tros para el coeficiente de actividad en fa!;c 1 tquida. 

4.- Programa de recuperac16n de lnformac16n ; Almacena las constantes -

de propiedades f1slcas del PROPTY en un orden público o privado, -

luego las rectipcra para el simulador FLOWTRAN. 

Para llevar a cabo la slmulaci6n FLOWTRAN, el nombre y tipo de cada o

perach'5n unitaria que en el proceso se íequiere, el orden de cálculo y el -

nombre de cada corriente de entrada y sal Ida son necesarios: 

1) Componentes quTmlcos usados en el proceso. 

2) El disei'o de unidades y las variables de operac16n, cal como el nú

mero de platos en una torre y :ireas en cambiadores de calor. 

3) Composiciones y condiciones en cad<'I corriente. 
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INDICE DE 

VECTOR 

N+l 

N+2 

N+) 

N+4 

N+S 

N+6 

FIGURA 16 

uso 

Flujo del componente 1, lb mol hr. 

Flujo del componente 2, lb mol / hr. 

Flujo del componente N, lb mol / hr. 

Flujo total, lb mol / hr. 

Temperatura de la corriente, ºF 

Presión de la corriente, psfa 

Entalpla de la corriente, BTU / hr. 

Fracción de vapor (molar) 

Nombre de la corriente 

NOTA .... E 1 máximo número de componentes (N) es 25. 

lnformacl6n de la composición de una corriente. 
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Con esta lnformac16n. el sistema FLO\.ITRAN ca1cula Ja operacl6n de Ja -

planta entera en estado estable. Se puede obtener el capital y costos de o

peración· de cada pieza del equipo. junto con un est,ado de pérdidas y ganan

cias de la planta entera. 

Unidades ft.O\JTRAN : Una 1 in~a es requerida para cada unidi'ld, cada 1 i--

empleza con la palabra BLOCK y muestra el nombre de la unidad, el tipo_ 

de unidad y los nombres de las corrientes de entrada y sal Ida, con cada "º!!! 
bre separado con uno o más espacios. Para los componentes que se incluyen -

en el banco de datos s61o se necesitan sus nombres siendo precedidos por J3 

palabra RETR. indicando que los datos son f'ecuperados a el banco de propie

dades físlcas. 

Todos tos parámetros se introducen en 1 íncas comenzando con 1.J!i letra:; 

PARAM seguida por la unidad a la cual el parámetro apl tea. cada bloque tie

ne un resúmen de parámetros que se 1 is tan en el resúmen del bloque. la com

po:¡Jcldn, te.mperatu_r·a .Y prcsi?n de cada corriente se introducen en las li-

neas que cierran la informaci6n de parámetros. la velocidad de flujo se in

troduce en las 1 íneas comenzando con las palabras POÜND 6 MOLES. seguidos -

por el nombre de la corriente y el número del primer componente sobre la T r 
nea. 

- Un Id ad es de Operación FLO\.ITRAN: 

Información de retroal imcntaclón - la unidad de control ~ Cuando el p~ 

rámetro de dlseiio usado en las unidades de operacl6n no corresponde al va-

lor de diseño deseado, FLO\./TRAN permite el uso de unidades de control, es-

tas son unidades monitor de cualquier partida en una corriente y permite la 

manlpulaci6n de parámetros d~ cu<llt;ufcr suU..:.orrhmte para lograr el valor -

deseado en cualquier corriente monltoreada. 

Unidad de convergencia : División de corriente ; FLOWTRAN requiere -

que el uso cspccrflco del orden de computación de las unidades usadas para_ 

simular el proceso. En el caso de las corrientes de recirculacl6n. la mayo

rfa se decide presentarlas, donde esta la división del sistema y haciendo -

un estimado de las corrientes divididas. Puede entcnces usarse una unidad -
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de convergencia, estas unidades calculan nuevas corrientes de sal Ida (valo

res estimados) basados sobre las corrientes de entrada (valores calculados) 

, el procedimiento continua hasta que las corrientes de entrada Igualan a -

las corrientes de sal ida. El usuario puede seleccionar los puntos de divl-

si6n con eficiencia, puesto que este conocimiento conduce a seleccionar las 

corrientes más factibles. 

E 1 preprocesador FLOWTRAN 

El usuario de FLO\.ITRAN usa un lenguaje simplificado para Indicar el -

sistema con su configuración de diagrama de flujo, que parámetros se desean 

y que componentes se desean usar. El preprocesador toma esta lnformaci6n y_ 

la convierte dentro de un programa FORTRAN, compuesto pr"inclpalmente por -

una serie de proposiciones CALL, entonces el programa es compl lado y vincu

lado, 

El preprocesador de propiedades ffslcas y la columna de propiedades -

ffslcas 

Probablemente el mayor tiempo conSumido y la parte más dlficll de -

la slmulaci6n es la recolecci6n y desarro1 lo de los datos adecuados de pro

piedades f1sicas. Algunas caracterfstlcas de este sistema son : 

1) Una columna de propiedades físicas conteniendo datos de 180 compue.! 

tos org:inicos e lnorg:inicos. 

2) Una recuperaci6n automática de datos necesarios sobre el reconoci-

miento del nombre de un coinponente en una slmu1ac16n FLOWTRAN, 

3) Uso de correlac 1 o_nes y ecuaciones avanzadas que pueden descr 1 bl r --

1 As propiedades de todas las clases de compu~s.to.s sobre un al to ra_I! 

go de temperatura y presi6n. 

4) Capacidad y prestcic5n en el manejo de sistemas cuyas mezclas de lí

quidos se encuentran en el rango Ideal. moderadamente no Ideal• 

fuertemente no Ideal y parcialmente lnmisclble. 

11. l .2FLOWPACK 11 

En el sistema FLOWPACK, dos áreas reciben gran énfasis 
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La recuperact6n de energía y estudios de contaminación ilmblcntal. E1 -

µaqucte puede ser f.!ici 1 de usar para alguien no experto y tJene un rango de 

iuodelos no estandar. un sistema de banco de datos flexibles para propiedades 

tísicas. Las rutinas para cálculos termodinamlcos, pueden ser resultados 

Lonfiables en todo caso, incluyendo las regiones críticcls, retrogradas y fa

s.es multiples. 

FLOWPACK 1 1 debe ser apto para una var 1 edad de procesos, modc los grandes 

y pequeños, para manejar sistemas con varias fases incluyendo sól Idos. Se 

pone particular atención en : 

1.- Un lenguaje con entrada fáci 1 de usar 

2.- Un chequeo de datos. comprensivo con diagnóstico significativo. 

],- Biblioteca de módulos de operaciones unitarias y correlaciones de --

propiedades ftslcas. 

4.- Banco de datos fuerte y flexible de propiedades físicas. 

5.- Una alta confiabilidad del sistema. 

6. - Una armazón simple que perm t te la fác f 1 ad i clón de nuevos modelos de 

operaciones unitarias, correlaciones de propiedades físicas, etc .. 

La estructura adoptada por FLOWPACK 11 tiene tambien para la máxima efi

ciencia computacional : 

Unidades de partición y separación .- Salvan tiempo. espacio y se asegu

ra que se resuelven las mfnlmas ecuaciones Independientes, esto reduce el 

riesgo de problemas computacionales de inconsistencia e Interdependencia de 

ec.uacJones :. 

Fuertes técnicas de soluci6n de ecuaciones de primero y segundo orden 

Control opcional sobre la estructura Interna de la solución, por al-

tcracióo d~ los dalos antes que el programa. 

Técnfcas nuevas para calcular propiedades termoffsicas y operaciones 

unitarias. 

Una estructura de almacenamiento, fJeXible y compacta, Ja cu ... ! _remue

ve las 1 imitaciones sobre el número de unidades, corrientes y compLn:.!. 

tos. 
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FLOWPACK 11 aparece ante el usuario como un sistema 11 secuencial modu

lar'', es la forma como un Ingeniero concibe su planta, como una serle de o

peraciones unitarias conectadas entre si, los sistemas secuenciales modula

res son extremadamente ineficientes y FLOWPACK 11 contiene un dlsei'lo muy -

sofisticado para vencer esta desvent<ija : 

-- Una subred con la cual se facilita Ja estructura computacional de -

los modelos de operaciones unitarias. 

-- Adern.Ss de proveer la opción de convergencia simultánea, permite una 

aproximación nueva a los cálculos de diseño. 
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11.1.3 PROCESS 

PROCESS es un sistema integrado de métodos programados y datos para -

los cálculos de balances de' masa y energía en estado estacionario en plan-

tas de proceso quTmi·cas y petroquímicas. El programa escrito en FOHTRAN IV 

y con.teniendo 250 subrutinas, esta disciiado para ser modular y de fichas o

rientadas. 

El banco de datos contiene más de 600 componentes puros organ1cos 

Inorgánicos, estan Incluidos los datos de más de 400 compuestos, adquirid.1s 

del sistema de datos de propiedades físicas, PPDS. 

PROCESS tiene un extensivo rango de metodos para la predicción de va!! 

de equlllbdo (K), entalpía {H). entropía (S) y densidad. los metodos -

dlsponlb!es se muestran en la tabla IV. 

Los modelos de PROCESS para columnas pueden ser usados para absorbedo

r-es, f racc 1 onadores cr i ogéni cos , f r-acc lonadores ta les como desmetan 1 zado-

,..es multlal lmentac16n, columnas de destllaci6n azeotr6plca, tor"res de acei

te crudo y vaci6, cracking catalftico. La columna puede tener multlple al.!_ 

11entac ión, productos, 1 Tqu Idos y vapores rec i ,.-cu lados, crimb i adores lnterfa-

y enfriadores. Los tipos de espcciflcaci6n Incluyen : 

-- Relacl6n de productos.- Base moial, masa y volumen. 

-- Pureza 6 recuperac16n de componentes de producto uno, 6 un grupo de -

componentes sobre una base : mol al, masa y volumen. 

-- Cargas en platos.- Interfase vapor-ltquldo sobre una base : molal, m~ 

sa y volumen. 

-- C;:dcntad:orc:z, cnfri:idorc:;.. 

Utl l Iza el algoritmo de Newton-Rapson como técnica de convergencia, pa

ra metodos cortos en destllacl6n PROCESS tlene dos modelos ; Fenske total -

reflujo y Underwood mfnlmo reflujo, Jos dos modelos Fenske Incluye un mode

lo regular fraccionador,adlclonalmente un modelo multlcolumna que es utili

zado para satisfacer r-equcrimfentos de fraccionamiento en la predfccl6n de_ 

columna de petr61eo 6 vació. 
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TABLA IV 

METODOS TERMOD!NAMICOS DE SISTEMAS DE HIDROCARBUROS 

K-VALORES 

CHAO-Sf:ADER 

GRAYSON-STREED 

BRAUN K10 

SOAVE MODIFIC~ 
DO 

REDLICH-KWONG 

PENG-ROBIUSOU 

K DELTA 

ENTALPIA 

CHAO-SEADER 

CURL-PITZER 

JOHNSOJl-GRAY
SOtr 

SOAVE MKR 

PEHG-ROBIUSON 

iUCE PROPIER-

LEE KESLCR 
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ENTROPIA DENSIDAD 

REDLICH-KWONG SOAVE MKR 

CURL-PITZER RICE PROPIER 
TIES -

SOAVE MKR API DATA 
BOOK 

PENG-RODINSON RACKETT PARA
METER 

RICE PROPIER- LEE KESLER 
TIES 

LEE KESLER 



ESPEC 1FICAC1 OtlES GEllERALI ZAOAS 

Process permite al usuario realizar especificaciones sobre algunas de 

las unidades de operac16n en adición a las columnas de destllaci6n. Las -

es pee i f i cae iones general es pueden ser hechas sobre al gÚn producto o sobre 

una base húmeda o seca en la forma de una cantidad absoluta. relaci6n, su

ma 6 diferencia, los tipos de especificaci6n incluyen: 

Relación de producto-base: molar, masa, volúmcn 

Propiedades del producto PM, .f , p. , p , etc. 

Pureza o recuperación del producto 

Curvas de destilación del producto 

Subrutinas adheridas 

La estructura de datos de Process permite al usuario la integrac16n 

de subrutinas para la predicción de propJedades termodinámicas, cálculos 

de unidades de operaci6n, reportes de sal Idas especiales. 

Capacidad de los sistemas de slrnulaclón (Process Flowshee.ting). 

Los cálculos del flowshecting normalmente involucran balances de masa 

y energía, el orden de cálculo puede ser descrito por el usuario o determl. 

nildo por Process. Process contiene un anal Izador de circvitos do! reclrcu

laclón capaz de determinar las corrientes de corte y la secuencia de dile.!:!. 

lo del enlace. 

Lenguaje de entrada. 

El lenguaje de entrada de Process ofrece una elección de entradas; 

formato, Hoja de datos de entrada o entrada con palabras clave en formato· 

1 ibre. ·Formato 1 lbre es particularmente coo"unicnt.:. par.:i u:;u.Jrlcs con te

letipo, escritores o terminales CRT, la entrada es textual y emplea comun

mente palabras clave entendibles para describir datos, procedimientos de -

cálculo y métodos. 

Salidas 

La salida en Proeess es sumarlzada en las siguientes categorlas; En

trada, resultados iterativos, sumario de so1uc:lones a uni~ades de operac:16n 

sumarlo de soluci6n de corriente. 
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Impresión de entrada. Los datos del usuario son amplificados. los fa.!_ 

tantes 1 lstados y tos auxll i.:ires derivados son impresos en forma de suma -

rlo. 

Resultados iterativos. 

Incluye historia de cálculo un trazo de la convergencia del enlace de 

recirculac16n y contro.lador de convergencia. varios niveles de las corrie!! 

tes de recirculación y resultados de la iteración de columnas. 

Resultados de la solucidn. 

Existen numerosas opciones para seleccionar sal idas para unidades de -

operac i 6n y corrientes: 

Imprimen 10 niVeles de una columna de platos 

-- Curvas de condensacii5n./vaporización para alguna corriente 6 conde!!_ 

sador/reboiler de columna o cambiador de calor. 

Curva de calentamiento/enfriamiento para algunas corrientes de pro-

ceso. 

Fracciones de campos i c 16n para las corrientes de proceso. 

Condiciones de flujo y propiedades en corrientes de proceso. 

Conductividad tJrmica·y viscocidad de corrientes de proceso. 

Curvas de punto de burbuja y rocío en corrientes de proceso. 

11.1.4 OESIGN/2000 

Deslgn /2000 es un programa extremadamente fuerte y comprensivo aplica

do a simular y dlsei\ar una gran variedad de procesos qufmicos e hidrocarbu• 

ros. 

Este programa no solo ejecuta cálculos de balance de masa y energfa -

sino que también puede. diseñar cierto tipo de equipo y define composlclo -

nes de corrientes y propiedades. La versatilidad de Oesign/2000 es demos -

trada por una l lsta parcial de ap,1 icaciones: 
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-- Completa la simulación del diagrama de flujo, que puede el !minar la 

necesidad de plilntas pi loto. 

-- Cuestiona el tratamiento de 11que es" 

-- Rediseño de plantas existentes para optimización económica y canse!. 

vación de energía. 

Estudio dctal lado de expansión plant.:ls y nuevas al imcntacioncs. 

Rápida evaluación de .JI tcrnativas de diseño. 

Una caracter1'stica importante de Ocisign/2000 es la flexibi 1 idad r·?

querida en subrwtlnas para propicd<ldcs de equipo cspcci.'.ll izudo. Pueden ser 

insertadas subrutinas para c5lculos tales como dimensionamiento de tuberías, 

propiedades de re<ict"ores ó económicos, 

Características especiales. 

Un módulo controlador que permite cambios cuando el programa es ejecu-, 

tado, como sl se trabajar<i en una planta piloto, 

El programa ahorra el trabajo de conversll1n de un sistema de unidades 

a otro, permitiendo entrar con alguna combinación de todas las unidades, sj_ 

milarmente Oesign/2000 puede reportar los resultados en ctlg~n slstem,1 de.

unidades. 

El programa mismo maneja los mas complicados loops de recirculación, 

Design/2000 determina .t_lUtomáticamente y t'eporta el orden Óptimo en que el -

equipo con loops de recirculac16n sera calculado, en cdlci6n reporta la lde!!_ 

tidad del mí'nimo núrTicro·de corrientes para que los supuestos iniciales sean 

prcvi~to:o. 

Las fichas de entrada en Design/2000 se estructuran como sigue: 

Ti tic ccxnand: nombre de la simulación. 

Comando de m6du 1 o, equ 1 po 
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Comandos genera 1 es 

Conando final 

1 1 • 1 • 5 5 1 HPROC 

Es un programa de computadora digital que realiza los balances de mat~ 

ria y cner~ía de diversos procesos y la evaluación de diversas propiedades 

termofísicas de las corrientes involucrad.Js en los mismos, proporc:ionando -

información suficiente para llevar a cabe el diseno básico de los equipos. 

La simulación de un proceso nec!'.!sita de J;i inform.1ción illm,=,cenada en -

los siguientes arreglos : 

1.- Matriz de constantes termofísicas; Se tienen las constantes carac

terí-.tlcas de cada componente, tillt•., como: T,P, volumen, Zc, cons

tantes de H ideal, PH, w. par.5metros de solubilidad, Tb normal etc. 

2.- Matriz de datos de corrientes, en esta matriz se alm.icenan las -

principales propiedades dC: !.:is corrientes de proceso, tales como; 

composición, T, P, flujo, H vaporlzaciOn, J' , PH. 

J.- Vectores de Par.:imetros; Los parároetros relacionados a los diferen

tes m6dulos, se almacenan secuencial o Indiscriminadamente en dos 

vectores de parámetros {reales y enteros). 

Entre estos par~etros se tienen: Los números de las corrientes r~ 

lacionadas a cada m6dulo y los índices de posición, área 1coeficie..!::!. 

tes de transferencia, P, cargas térmicas, etc. 

4.-Matrlz de secuencia de resolución de módulos¡ La secuencia de reso

lución de una simulacl6n queda establee.ida mediante el orden en el 

cual el usuario suministra la Información almacenandosc en est.a ma

triz el tipo de m6dulo y los Indices de posici6n de los parámetros 

reale5 y entero5 antes mencionad.,s. 

Hódulos de c..1'.lculo 

A continuación se enumeran los módulos de c~lculo disponibles 
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1.- Equilibrio físico lfquido-vapor; Se dispone de 10 opciones de 

cálculo, dependiendo de que variable se calcula entre; P ó V!!_ 

porizaclón, 

2.- Torres de destilación fraccionadoras; El usuario indica las~ 

paración reque.-ida por medio de contaminaciones m5xlmas y re

cuperac i enes mín lmas de los componentes claves. se d 1 sponen -

~e 10 diferentes opciones para este módulo, las cuales resul

tan de las combinaciones; dcsti lado líquido, vaporó dos fa-

ses, tipo de rehervidor y si P de operación se calcula o es -

fijada por el usuario. 

3.- Proceso isoentálpico e isocntrópico; Se dispone de cuatro op

ciones de cálculo dependiendo si se calcula; P ó Ten un pro

ceso adiabático ó isocntálpico. 

4. - Compresores y tu rboexpansores; Se dispone de cuatro opciones 

de cálculo, dependiendo si se calcula; Potencia, presión de -

descarga, flujo admisil>Je. 

S.- Mezcla de dos corrientes; cp:_iones de cálculo ; mezcla de dos 

corrientes, división de una corriente por relación de flujos, 

para dar un flujo constante en masa o en volúmen o para repo

ner el consumo y pérdidas de un componente. 

6.- Cambiador-es de calor; Dispone de un gran número de opciones 

de cálculo, el simulador avisa cuando dependiendo de la op--

ción no se puede llevar a cabo el Intercambio térmico requer..!_ 

do. 

7.- Procesos de separación física¡ Extracción, secado, endulza--

mlento, etc •• · 

8.- Torres absorbedoras y <Jgotadoras con vapor; Efectua el cálc~ 

lo para un número de platos teórico especlflc<Jdo. 

9,- Reactores; Se tienen Implementados módulos de simulación de -

reactores de hldrodesulfuraclón e hidrogenación de oleflnas 

se esta en etapa de fmplement.'.lclón. 

to.- Módulo de especificaciones de productos de petróleo, tales c~ 

mo¡ curvas de des ti laclón, Tndices de octano, cetano, etc •• 

El simulador general de procesos, emplea para la convergencia del ciclo. 

El método de substltucl6n sucesiva, con una suposición Inicial de flujo -

cero. 
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El dilculo de propiedades termofíslcc:is se realiza Internamente en el -

simulador al efectuarse la escritura de las corrientes de proceso. 

il.1.6 ASPEN 

Un s f Stema avanzado para i ngen i cr Í a de proceso. Es te es un s imu 1 ador y 

sistema de evaluación económica bajo el desarrollo del HIT. Este sistema e~ 

ta di sellado para tener mucha flexibilidad así que puede expandfcjo a nc

ces i dad es fu turas para requer imi en tos de s imu 1 ación. 

A continuación se da una descripción del ASPEN. 

En el ASPEN existen dos tipos de componentes : convencionales y no co~ 

venci ona 1 es. Los componentes convenc i ona 1 es son componen tes puros o pseudo

compont.!n L!!!> qu~ pueden ser caracterizados en términos de propledade:; estan

dar como; PM, TC, PC, Pº y coeficientes de capacidad calorífica. Existen -

más de 200 propiedades de componentes puro-:; ( o parámetros de correlación ) 

que pueden ser es pee i f i ca dos p.:ira cada componente. 

Los componentes no convencionales son componentes no puros o pseudocO!!!. 

ponentes y estan c.:iracterlzados en términos de atributos no convencionales 

en relación con 1 as propiedades es tandar de componen tes puros. Algunos eje!!!_ 

ples: incluyen carbón, cenizas y sólidos inertes. 

En ASPEN una corriente representa el flujo de material y/o información 

de una unidad de proceso a la siguiente. las corrientes son subdivididas en 

subcorrl entes. 

Hay tres c !ases de subcorri entes : 

Subcorrlentes convencionales : describen el flujo de componentes conve!!. 

cionales, esta descrita por datos del proceso. 

Subcorrientes no convenclonalo:>s : ~esc•lb~n ~l flujc de cc;;;pcncntc"°• ¿~ 

ta descrito por la misma clase de datos que las corrientes convencionales. 

Subcorrlente de Información : no involucra flujos de componentes, con-

tiene solamente atributos y/o datos de proceso, un uso común de una sobco--

rrlente de información es describir el flujo de energía (calor o trabajo). 

Un bloque en ASPEN se refiere al elemento del diagrama de flujo repre-

sentando una ó más entradas ó una o más sal idas. Lü primera función de una -
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La entrada esta en formato libre 

Arquitectur.:i del sistema 

ASPEN tfene adaptada una estructura de tipo 11 procesador 11 en el que -

el traductor de entrada genera llamando un programa principal que es l fev.:i

do a ejecutar la simulación particular, eJ flujo de información en ejecu--

clón de cálculos en ASPEU se muestra en Ja figura f 17 ~. 

Un bosquejo de fa versión de la simulación programa ) para un pro--

ceso a simular, un mezclador y dos unid.Jdes fl.ush, se muestran en Ja figur,1 
!B ) 

El traductor de entrada es completamente ejecut.:ido en Ldbla, esto pre

tende que lodc'.1 la información necesaria a las declaraciones de entrada del -

proceso (nombre de Jas palabras claves, valores de datos faltantes, cte. 

son almaC1!nados en tablas en una ficha llamada "ficha de definición del -

s 1 stema " . 

ASPEN utiliza una estructura de datos plex del tipo propuesto por Evaos. 

la información es almacenada en bloques de local lzación contigua conocidos -

como cuentas. las cuentas pueden contener valores enteros, valores reales -

o fichas de caracter, todas las cuentas son identificadas y almacenadas por 

un número de cuenta determinado. 
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USlu~RIO 
p,rnvu~ EL 
FURTRA.l 

USUili-<10 
DE LA 
B 1 BLI OTECA 

E1fiAAUf1. DEL USUARIO 

PROGRAMA 
CON LA 
110DULO 

FIG. 17 - FLUJO DE 1NFORMAC1 ON Et.Z A~PEl-4 
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MEZCLADOR t----- FLASH 

FLASH 

FIGURA 18 

Versi6n de selecci6n de un programa de simulación, usado 

como.programa principal en la fase de simulacf6n. 
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ESTA 
SAi.iit 

TESIS 
DE LA 

ND DEBE 
BIBLIOTECA 

Los progi-amas tienen acceso al satisfacer una cuenta usando su número 

de cuenta y subrutinas de administración de datos medi.)ntr> su lor.:;dizrir:ióri 

en l"l estructur~ PLEX. 

ASPEN es un sistema de ficha - orientada, las fichas son usadas para 

almacenar tablas del traducLor de entrada, rc!:ultados Intermedios, progr~ 

mas y reportes~ 

ASPEN tienen un pequeño programa ejecutivo escrito en el lenguaje del 

sistema de opc'".:ición, este control ejecutivo (trabajo de lenguaje de con -

trol par.:1 computadoras IBM), controla la ejecución de varios progrilmas y -

Ta creación y selección de fichas usadas por el sistema. Para una simula

ción tfpica este control ejecutivo muestra todos los püsos en la fig (17). 

El sistema ASPEN esta e\abOrado para constituir'sc de alrededor de 150,000 

1 íneas de c6d lgo. 

ESTIMACION DE COSTOS y EVALUA.Clor: ECmWMICf .. 

El sistema esta diseñado de tal manera que ruede ser usado indcpendie!! 

temen te sistema so 1 o con todos los tamaños de equipo y d<J tos de pr'~ 

ceso suplidos como entrada o puede ser corrido en conjunto como porción de 

la sirnul<ici6n de las unidades de operación de ASPEN. Este. provee un estu

dio pr'cl lminar económico con aproximación en un rango de más o menos un 

treint.J por ciento (30~). 
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CAPITULO II! 

ªº 



METODDS DE SOLUCION DE ECUACIONES NO-LINEALES 

Debido a la gran diversid,1d de problemas de simulación un.J gr;in mayorta prg 
senta recirculiiciones. de t.;l forma que no es posible efectuar f~l c~lculo secue_i:i_ 

cial una solrt vez; lo que implica lo necesidad de un procedimiento iterativo que 

sett lo suficlentemf:!nte eficiente pnra resolver los 5i5temns de ecuaciones que. -

en su mayorfa, no son lineales y present.in dificultad en la solución; sin embargo 

t:on el .wance de las técnicas numéricas, estos prohlcmas han sido C"ISi el iminacfos. 

En el presente cnpltulo se anal izé.n una serie de algoritmos encaminados a o.2_ 

tener l.; solución rle sistemas de ecuaciones (2.3 _v 2.4). con objeto de aceleror -
lct convergenct.1 para procesos con reclrculaciones p1ira obtener una solución con -

un mtnimo nCJmero rle íterflr.:iones. 
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111. 1 l.IETODO DE SUSTITlJClorJ SUCESIVA. 

Este mótodo es eL rr.ós sLmpL~ y el mós fOcLL de rcsoLver, ya sea poro una 

ecuoc1...6n o poro un sLstema de ecuacLones. Como su no.nbre Lo Lndlco, uso el va

lor de Lo funcLón corrLente, poro colcuLor Lo respuesto del sLguLente : 

donde : 

xl:: = vector de varlobles de entf"odo. 

k "' nómero de LterocLón. k = 0,1,2, •••• n 

f'(xk) "" f"unclón representotlvo del proceso. 

b.1 

Es del !:.Loo expU .. cLto, consLderondo como e:rpL?.cLtos, aquellos métodos en 

Los cuales poro coda ecuocL6n , se despejo una vorLobLe, LLamondose éstos "vo

rLobles de saLLdo" ; es fócLL de programar, pero es muy Lento en su convergenclo 

debLdo o Que es un algorLtmo de pf""Uner orden. 

Las etanos bósLcos de este método son : 

1.- Defi .. ni..r k "' O, La toLeroncLo f. y el estLmodo LnLcLol x:0 • 

2.- Calcular xk+1 • f(xk) 

3.- SL //xk.+1 - xk// 4' E,. eL probLemo converge; de Lo centrarlo hacer kc.k+1 y 

reqr-esor o 2. 

Lo termLnocLón del.. proceso LterotLvo debe estor de ocuer-do con 

o) Un nómero de Lteroclones fLjos de antemano. 

b) xº, el valor LnLcLoL poro Lo corr-Lente recLrcuLoda, puede osumLr-se LguoL a 

cero(olciunos orocesos no convergen con esta suposLcLón), o ol.gunos conjun -

tos d.:;. valores -fLnLtos, o dLscrecL6n deL usuorLo. 

e) Cuando eL error reLatLvo salgo menor o LguoL que uno toleroncla prevLCIT'.ente 

esoecLfLcodo, tenLendo en cuento que ( puede tener m6s que uno formo; yo -
·seo eL coclente de Los nonnos o eL cocLente de Los valores absolutos o Lnd.,! 

oendlentemente del tLoo de pr-obLema es como se fLjo La tol.eronci..o. 

82 



b.2 

lo eLeccLón de cuoLauLero de estos crLterLos de convcrgencLo, depende del 

ti....r('I ':""-=: ;r':kl -r;i.o¡ fJ'.!í"n -.;\ 1 o nróctLca .,-;e tLcnen otros res.trLccLonns. que bLen -

nuerlen ser rfo tLno flsLco, qulmLco o de scgurLoad{presLón, = 0.5 ps f tcmperi'!:tU

rri. = O.Sn. ent>llPi-"' = 5 ~TU. Etc.). por lo qr1e se ptJerle., escoger otros crite
rios. 

DebLrio o Que e-L método do sus.tLtucLones suc<?~Lvos tLcric uno convergencLo 

LLneaL(LocoL) en Lo vecLndod de Lo solucLón, t~a reLoct.On del error entre La -

LterocLón 1::: 11 k+1, esteró dado por : 

donde : 
l'J. r.k ,., /'=+1 _ xk 

A xk-1 .. xk _ xk-1 

J .1L_ - a·x--L --

b.3 

J es La motrLz del .JocobLono de f{r), Que reores'=!nto Lo reLocLón LLncoL 

entre !> x" y !> xk-1 • De hecho La relacl.ón de nonnos entro estos dos vectores -

se nuede expresar o través del valor propLo de J de mayor mognU:ud. Como o cua_!:. 

qulef"' m~todo de convergencLa se Le pueden apLLcor Las pruebas poro saber, sL el 

esti.modo t.nlcLoL es convergente, estos pruebas son a trové::; de Los valores pro

olos domLnantes, ~o ove se dLce que cuaLquLer motrLz A con voLores proPLos m~ 

res a uno es una matrLz convergente, como se verO en el sLqutente : 

Teorema.- Sea J una matrlz cuadrado de orden n, con su valor proplo/ A/mo.J. 

rfo mayor maqnltud y con su correspondLente vector propLo u , que es do mognLtud 

unltorlo. Entonces sL todos Los vectores propLos de J formoo un conjunto LlneoL 

mente LndopcndLente y se constrvye una secuenclo de vgctorc::;f 1:
0 

de ocuerd-;;; 

con Lo reqLo : Jvk-1 
V!(,.= b.·': 

//Jvk-1 // 
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LnLctondo con un vector v0 orbLtrorLo, se tLcne que 

dLvLdLendo Lo ecuocl6n b.3 entre// t. xk // :;e t:Lene 

que corresponde o b .. 4 con vk 

por Lo tonto de b.5 es claro que: 

por Lo que en Lo vecLndod de Lo soLucLón a / )., /'"ªt.. esta dado por: 

es decLr por Lo reLacl.ón de .La norma de errores de Lo Lter-ocLón k y k-1 

cando sucesLvomente b.8 en Lo fonrio: 

se puede demostrar f6cLLmente que poro un error LnLcLoL !::.. xº se tLene 

b.5 

b.6 

b.7 

b.8 

opl_h 

b.9 

der::lucLendose que. uno condlcl6n necesorlo y sufLct.ente po"ra que converjo el m,! 

todo de sustLtucl6n suceslvo es que />.. / < 1, yo Que entonces: 
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b.10 

y oor Lo tonto La condLcL6n sufLcLente paro La convergencLa es que La sumo de 

Los voLores absoLutos de codo coLu:nna o rengLon deL jccobi..ono J !:CO r.ienor o 

uno. 

En Lo nr6ct.Lco Los o:r.pre~Lones b .b y b, 9 son de gran uti..LLdod yo que pe.!: 

mLten or8decLr si.. un r-robL<:?mo de un sLstema de ccuoci..ones no-LLneoLes va o CO,!! 

verger nor 1'.'!L mót.odo de sustLtucLoncs sucesLvas, y sL es os( oproxLmadomcnte 

en cuantos LteracLones. Poro esto, en rirUncr Lugar es necesorLo determLnor eL 

vriLor d!! hJ"'•; aunque e;1 l.:·.~or·!n se oodrr.o tiocP.r desoués de un nltnero Lnfi..nLto 

de LtcracLoncs o onrti.r de xº. º~niª ar6ctLco son ar.;roxi..mndo.rMnte s. scgt!in -

Shocho:n u ~;otnrd, (1974). SL /J\/ < 1 • el ornb~n:o cnnvergnr6 ~ mLentros el 

/>./mo.i. tenca un vnLor cercnnn n un0, 1_0 cnn'.'"'r:;:~r:cl n :>c:r6. rr.i:'.c. LPnt-.o, Lo cuoL -

SP puede oprRcLor de b.Q. 

Poro nrcdccLr AL n1'JmP.rv> total de LterocLones requerLdas o porti..r de xº • 

se puede utLlLzor- b.9¡ sL ¡; es Lo toler-oncLo fLnoL deseado, A x/'/el error ob

tenLdo en La Lteroci..6n m donde se hi..z6 Lo esti..mocLón del valor absoluto de >~/· 
el n6mero total de Lteroci..ones (NIT), esteró dado por 

NIT = m •(n~"fv.;"'º' b.11 

Flnol.mente, cabe señalar que Lo sust:Ltuci..6n succsLvo ha sLdo uno de Los 

métodos que m6~ se ha usado en problemas de 1 ngenLer(o de Proceso, esto se d.!:_ 

be en qran porte a La sencLl .. Lez del m6todo !-_lO que r-equLere poco memorLo de CD!!!, 

outodora. Si..n embO('"!)O , es necesorLo señalar que con clerta frecuenct.o en Las 

ooLLcaclones próctLcos eL método ~~;.Lo (pues h/
11

~ 1 ) o blcm su convet'g~n--
ci.a es extremadamente Lento(sL />./ ~ 1 ) • 
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111. 2 f.!ETODO DE RELAJACION. 

Con objeto de ocelel"Clr La convergencta del método de sustltuci..6n sucesLvo 

es posLble def"lnLr eL sLguLente procedlmLent:o Lt:erat:Lvo. 

donde : 

k+1 
X 

k 
y 

yk -= volar calculado del vector de vorLobles de entf"'Odo x" 

w .., escolar que representa el f'octor de relojocL6n, 

• motrL:: Ldcnt:Ldad. 

Notesé que paro w =1, La ecuacL6n b.12 se reduce al método de sustLtu -

clón sucesLvo. Es posLbLe escoger vaLores de w 11 que aumenten La rapLdez de 

convergenclo de b.12 o qua LncLuslve hagan que b,12 sea convergente, 

Poro detennlnor el voLor de w que oceLere La convergencLa es necesorLo 

onoltzor Los valores proplos de La matrlz B (motrLz de relajoclón) en La expr!;. 

slón slguLente : 

b.13 

donde 

B. wJ- (w~1) 1 

sL 0 son Los valores proplos de B, se terdró pGr defLnLci...6n 

Det ( B - e 1 ) = o 

y sustltuuendo el valor de B 

Det ("11-( w-·ó)I - 01). O 
b.14 

86 



reorregLondo b.14 como oetf¡- y 1) =O se tlene que 

y= 111+0 - 1 b.15 

Como ooro La motrLz J,Det(J-.\ 1) =O se tLenc que : .l.= Y 

y oor Lo tanto coda valor oropLo de q_ de 8 estará dado por: 

GL = w(\_- 1)+ 1 b.16 

Lo cuoL se deduce de b.15. De b.16 es cloro que /e¡/< lw/A( +/ 1-w/ 

por Lo cuOL se puede aoreclor que exl..ste uno correspondenci..a di..r-ccto entre Loz 

mognLtudes de/0:/con Los mognLtudes de/>..¡/ Por Lo tanto 

mo.x mm 

1Gr-:·1 w e r~,, ).1 / 

! o¡"::"/ w (t'"_,,).) 
b.17 

donde >.. y >.. corresponden a los valornz pr-opLos de mayor y menor mognLtud -

de La motrLz J. 

Lo eLecclón ópti..ma de 1u esteró. dado oor aquel valor que mLni.mLze eL vo

lar absoluto de e"'ªxy mantengo /0/m°';. /0/m¡n ~Ju aue do b,9 se puede ver que -

st. el valor propLo de mouor mognU:ud es pequeiio, eL error decreccró mós ropLd~ 

mente. 

DebLdo o que el .valor de /\¡mm es en general dLFtcLL de cst:Unar en Lo 

rróctLco nonnol.mente se consLderan Los dos cosas sLguLentes: 

o) Se supone/).. /m~> / >, /mlti Lo cual suele ser una suposLclón v6t.Ldo sL 

h::::y L·-wolucra.do::. ir1ud 1ot:. vorLaol.es. 1-'or Lo que se tLene: 

b.18 

b) Se supon~/A/m':x />. /min Lo cuaL suele cumpl...Lrse st. el nómero de vorLobLes -
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es pequeño (n ~ 5} • En este caso: 

* w,.,~mo¡c. b.1Q 

Cabe señoLor que en general es prc'ferLble utLLLzor La exoresLón en b. 18 

!.JO que sL/A/mQ'! 1 Lo exoresl.ón b.19 produce valores detnastado gr-andes de OJ* 

que es el factor de r~Lojaclón obtenLdo por procedUnLento numérlco. 

Los e topos bó.slcos de este método son: 

1. - Hacer unas 5 sustltucLcnes suc~si..vas. 

2.- Con b.8 evaluar f >.¡mnx 

3.- Evol...uor w con b .. 18 6 b.19 

4. - Evaluar xk+1 con b .12 

s.- SL // xk+1 - x.k//<. E;. el problema converje; sL no rcgr-esor o 2. 

Es desde Luego posLbLe f'Ljar dLrectanente un vaLor de w y opLLcor el -

procedln1Lento Lterottvo de reLajocL6n, con esto lnclJJsLve se puede t.ograr que 

el algot"'l.tmo converjo aunque el método de sust.Ltuclones sucesLvas dLverJa. SLn 

embOl""90 en este caso, La selecclón de w no es obvLa y requLere de pruebas -

numórlcas oor-o. su verLflcoct.6n. 
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111.J MF.Tono OR/Glt..:AL DE LOS VALORES PROPIOS DD'-!lfitl.NTES (DEi.: ORIGINAL). 

Como se nuede onrecLar en eL m~todo de reLojacLón, eL hecho de conocer 

/).../trio; pcrmi..tf? acelerar La convof"'gencLa. Es por esto que se poar(o rensar que 

sL un m6todo to:nara en cuenta mós de un valor proplo con uno r.:ognLtud slgnLfi..

cont:e, es decLr que se tomaron Los volores pi-opLos (JI'! J, ser['J. posLbLc obtener 

un m~todo r;iós efLcLente pare Lo oceleraci..6n de Lo convcrgencLo. 

Sunoner que Lo eo.Jac Lón : 

k+1 
X 

donde G u motrLz do forzomLonto. 

b.20 

Se puede apro:::.Ur.or por ~orl.es do Toylor o t6rrnlnos de prt.mer orden alre

dedor tie un ounto orbLtrorLo xº en Lo veci.ndod dlJ xk. 

b.20a 

donde b "' F (x0
) - Jx

0 
b.21 

Lo ecuoci..ón de Ll:erocLón b,20a La cual es una ecuoclón de dLferencLos -

llneales puede resolverse general.Jnente por el mi..smo valor i..nlcLaL xª as( : 

m 

Xk a ¿c.Z.).~ +X 
j·l J J J s 

sL todos Los Aj son dLf'.'erent:es. Entonces: 

e. -
J 

w"J (x
0 

- x
5

} 

Cw} Z) 

b,22 

b,?3 

b,24 

x5 es Lo soLuci..6n o estado estable de Lo ecuocL6n b .. 20. Zj y Wj son Los 

vectc:>l"'CS e hLLeras propLos paro AJ 1 el cual es el. valor propLo de La motri..z J, 

SL Los valores propi..os de J son puestos en orden descendente de mognLtud abso

luto, Lo condlcL6n necesorLo y suftct.ente paro que Lo ecuocLón b,20 converja 
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es que/ Ai/ < 1 CcTo ~ se hace grand'-'/(;¡:(;.,~¿ > 1 decrece monot6nLcamente de 

manero que La ecuocL6n b. 22 se hoce aprorlr.,odomente una progresLón goom~trlca1 
en Lo dLferencLo de Lo solucL6n : 

Por Lo t:ont:o Lo solvcL6n aparente se obtLene cor:".rJ sLgue: 

x' 
5 

k-1 
X 

a (xk-x":-1) 

(1 - AL) 

b.26 

con O < a < 1 LncluLda como un factor de amortLguamLonto poro suprt...rr.Lr Lo 0s

cLLaclón. Claramente sL J A1f es cercano o Lo unLdod Lo convergencLa de Lo e

cuocL6n b. 25 es muy Lento y Lo correccL6n en b,26 es gr-onde. Notesé temblón 

que sL A.i < O , Lo correccLón en b.26 puede encontrarse entre Los valores en 
k f.:+1 

X y X • 

EL valor aparente de ).. puede detennLorse de 

b.27 

por ejemplo poro Lo reLocLón de Los normas: 

b.28 

EL sl..gno de Al puede encontrarse de La reLocL6n de ccrnponentes de t-.. xk y 
k-1 

/1X 

EL método DEM OrLgLnaL es m6s efectLvo cuando La progresL6n geor.i~t:rlco -

es Lograda ropLdomente y cuando J.\ t/ es cercano a La unLdod, este método es -

muy porecLdo al WegsteLn, pero el DEl,1 lncorporo La LnteroccL6n ent:re Los comP2_ 

nentes da x y sumLnLst:ro un crLt:crLo poro decl..dLr cuando se promueve La conve.!: 

gencta. l:.,..P mayor ventaja del DE1·1 sobt"'e el Nawton es que no es nece5ori..o Ln ev.2 

luo('.L~n nL l,·1 t.nver~Lór; d<> ur111 gr•·-· r·nf-('i ::. 
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Los etooas b6sLco-:; de este r~todo son 

1.- Evaluar con xº 

?.- Evaluar b.23 q b.24 

3.- Evaluar h.22 

]>'•Xº ':-l b "' F(x0} - Jxº 

4.- Evaluar b.?.6k/I 

5.- SL // x; - r // ~ E; eL oroblcma converje; slna, hacer x~ xº y 

reqresor al oaso 1. 

111.4 METODO GENERALIZNJO DE LOS VAl.Of~ES PROPIOS DOMINAt.JTES. 

EL fJE'.~ orLglnaL de Crowe (1971}, fuó efectLvo paro problemas muLtLvarLo

bLes. Crowe y NLshLo (1975), desarrollan est:e m~todo que es uno extenslón del 

DEM y P.l cual ofrece fLexlbLLLdad y usa mós posos efectLvos º"" ocelcracLón, es 

Lo Ldea fundamental,, prcdecLr un valor o nortl.r de ti.rk = .J!J. xk-
1

, consLderon

·do QUC esto rcLocL6n apLLcor6 rf!CUrsLvo.'nente o un nómero LnfLnLto de Lteroclo

nes q montenLendo La matrLz J constante. AdLcLonoL_t;1ente el método no requLcrc 

que se qenero explLcLtomente La mot:rLz J, ya aue ésta se maneja Lndlrectomcntc 

o través de.> "'US valore!'.> nroni..os do.11i..noritDs. 

matrlz J LI qun está dado por 

Dot ( >. I - .J) • o b .. 29 

rlonde llt rnnrescnto Los coefLcLcnt:es de Lo ecuoct.ón coroctcrLsti..co de Lo mo

):rlz .J u Que e5tÓ dado r.or un estlmodo riel valor correcto i 1 t •J Sf' d<:>fi..ne : 

Poic: IJ o "" 1 
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En Lo ccuocL6n corocter{st.Lco b. 29 Los coefi..cLcntes se pueden reLocLo-

nor co,.., Los voLores pro¡: Lo_::. por r.edLo de Lo <:?CUoc i..6n : 

t;.30 

donde ·~ ,tL ..• -< n 

Es decLr, b.30 represento Lo sumo de todos Los productos posLbles <e'" L~. 

valores oropLos tomados como oenru tocLones ordlnarLos; Lo base del nuevo m6to

do es asumlr que Los LterocLones sLguen op1exLmadQ1Jente uno matr-Lz LLneoL de 

ecuoclones dLfcrencLales y coLcuLor Lo soluci..ón aparente, usando csti..tr.ados de 

Los productos de Los valores propLos domi..nontes. 

Es convcni..ente ohof'O referLrse al teorerr:o C:e Co'dlcy-Homi..Lton. 

Teorema. - Cuolqui..er motri..z cuod~o A soti..sfoce su ecuocLón 
K-l 

el sentLdo de que sL Oet (A 1-A) = Ut A 
•O 

K K-J. 

entonces Lo matri..z A sotLsfoce 2= JJ~ A "" O 

"º 

ApLLcando este teorema a b.29 se tLenc entonce:;: 

corocter[sti..ca en 

SL tJ. xm-k es el error que se obtuvo en Lo Lterocl.On m-k {m >,.. k) y se mu.!: 

tLpLLco b.31 por este vector se tLene 

ooLLcondo tJ. xk = J ó xk-1 recur-sLvamente en Jk-L ll xm-k = .Jm-L+1 f.J xm-k+1 "n. xm-L 

por Lo que b.3~ se reduce o 

L )lt ó.Xm-t • O b.33 

l•O 
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SL Los votores propLos A"1.. se ordenan en formo decrecLente de magnLtud y 

se suoone que Los prlmeros U. volares de A l. sor. domLnontes es decLr tLcnen una 

mognLtud mO\}or que eL resto de Los valores propLos, entonces iJt= i. .J+.l.. •••• n> 

debLdo o OUI'? por b.30 µ i. tendr6 ur. valor muy pequeñ.:> poro A• \.. > .J 
L' 

De esto formo b. 33 se puede reducLr o 

b.34 

que i..JnpLLco b6sLcomente que poro el r.iéto~io LterotLvo el espocLo n-di...mensLonol

se reduce o un espocLo Y-dUncnsLonoL. 

Para obtener estos valores ~t ,t#111.. 1 .... ~···· '> se mLnLmLzar6 eL cua--

drodo de La norma EucLLdLona de b.34 Lo cual LrnpLLca resolver eL problema 

«•1 ,7,~~ •• .i•J ~=#t:_ ''L~x'')/2 b.35 
¡,:~o 

como es un factor oscoLor, es occLr // x//
2

,. xT:r, Lo funcLón 9 se puede es

crLbLr c0010 

9=(t. µ¡ ¡,x"'Y(f.. l'\ 0xm-t\ 
l•O ) l:all J 

b.36 

Para detennLnar eL m[nLmo de b. 36 es necesorLo derLvor esto cxpresl6n con re.;! 

pecto a U\ e Lguolorlo o cero. Expresando '~ como un producto escalar: 

<j> = ~(t µ¡ f>X~~~ U\ t,Xm-'l) 
~ r~o r./\!r;o i 

b.37 

donde l es eL subLndLce que está osocLodo o coda componente deL vector A x 

r>esorroLLando b.37 se obtLene : 

V m \ ¡ !'!\-~ V-!..~ 
$=.[: "<' Ct.x'-) bx +2. ~ } u¡ 

t~.L t;r°j"&ti.J. 
b.38 

derLvondo b.38 con respecto o µl_ e LguaLondo a cero, se tLene: 
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m-t ~ 
/iX + ZL - o b.3Q 

i;t 
de manero que poro det:ermLnor Los valores de IJL hoy que resolver el sLstemo -

LLneoL de ecuaci..ones: 

b.40 

L "' 1,2, ••. ~ 

defLnldo. 

j ... 0,1,2, •.• ~ Y lJ 0 "' 1 co'TlO se hablo -

Ahora se deseo establecer, cual serlo el valor de Los vori..obLes y Lo rP.

LacL6n en b,3 se opLLcor6 ur. nórr.ero LnflnU:o de veces tenLcndo o Lo motrl..z H 

como constante y manejada a través de sus valores propLos domLnantes. 

Como en La LteracLón rn se ha detsrmLnodo ti xm = xm+
1 

- :r:m el valor de 

xª en funcL6n de xm esteró dado por 

o< 
xª.<!xm\.l. ?: ó.xt 

L•"'Ü 

b.41 

sumando ohor-o sobre Los L 1 s en La ecuoc Lón b. 34 se tLene: 

"' .¡ t l .[ ) "t l>x - - o 
i::mHJ;o 

b.42 

pero como Vo "" 1 

b,42o 

por Lo que al sustLtuLr esto expreslón en b.41 se tLene 

o. tn\.l, 
X R X b.43 
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que oL reorreqlorse 1J reduclrse se expreso corr.o: 

~ 
xª .. L µj x tn·H-j 

L Pj 
j•O 

choro sL 5e sustLtuy~: 

se obti..cne: 

" X :::: 

mn~j m+.1. 
X • X 

m•i 
X 

¿:: "j 
J-:0 

reducLendo b.45 9 rearreqlondo, flnol.Jnente se ti..ene: 

" X • 
m'1 

X 

~-J. \) 

L'[:" \ axm-t 
' '~J:lll "i) 

b.44 

b.45 

b.46 

Es Lntoresonte notar que xª al cual se Le denomLno "valor de pf"'"OmocLón" 

está dado por uno comblnocL6n LLneoL de Los ultlsnos ~ +1 puntos, Lo cuoL se -

oprecLo claramente de b.44. 

Un punto muy Lmportonte que hoy que establecer, es cuando se va o caLcu

Lar x ª, cuando se va o LntroducLr como estLmocl6n dentro del m~todo de sustLt~ 
ct.6m sucesLva y como se va a esti..mor V el n~mero de valores propLos domLnon

tes. 

Poro los dos pri..mef"'"Os puntos, Grossman y del Rosal (1?78), han encontra

do que Lo estrotegLa efecti..vo es Lo si..gui..ente; EL vol.or de xª se calculo o -

codo LterocL6n después de Los pri..mer-os V +1 LterocLanes. Con objeto de verLf"~ 

cor que eL valor de i'" es conslstente se checo sL 

< ¡; b.47 
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a.Kd 
en cuyo caso x se ocC?pto como uno promoclón poro Los susti...tucLones sucesL-

vos. Ho!:J Que notar que cuando se utLLLzo uno tolcr-ancLo ( constante, este p~ 

cedi..mi...enl:o puede ocoslonor dlflcultodes. SL i;: es mu~ pequeño, después de muchos 

i..terocLones se aceptoró r
0 

; mi...cntros que sL é, es r~lotLva.';lent:c grande :r;a. -

se aceptara con demosLado frecuencLa Lo cual puede ocaslonor oscLLocLones en Lo 

veclndod de Lo solucL6n. Poro evLtor este problema es convenLentc utLLLzor una 

toleroncLo (. vori..obLc, segón Gross.'Tlonn y del Rosal, (1978). 

b.48 

con Lo cual se asegur-a que E;( K' no lLegue a ser demos Lodo pequeña para yo no -

pennttlr uno pr-omoct.ón. 

ConvLene choro descrtbLr Los etapas b6sLcos de este método. 

1.- Evaluar xº, ~ ' DefLntr k=O, m= V +1 y Los toleroncLas óu ¡; 
2.- Efectuar ~ +1 LteracLones por sustLtucLón !:.Uccs.Lvo y generor Los valores 

ti xm-L con Los puntos xk. Poner k = Y +1. 

J.- EYaLuor /A/mo.x y NIT con b.8 y b.11 respectLvomente. 

4.- Evoluof" Los coefi..cLentes bLj con b.40. 

5.- EvaLuor eL sLstemo de ecuocLones 

v 
2=' µ j bLj = -bLo 

'" 
6.- EvaLuor La promoci..ón x ª K de b.46 

7 .- SL cumple b.48 poner xk ::: xªli 

par-o detennLnor uj 

8.- Poner k "' k+1 y E~oluor- xk "' g(xk-
1

) 

q .- SL /J xk - :r:k-1// < E.. el pr-obLemo conver!le, de Lo controrLo poner m '= m+1 

octuolLzor A xm-k e Lr al poso 4. 

Con esto se puede aprecLar que eL m~todo gener-alL.zodo de valores ot"'OpLos 

es m6s dLftcLL de tmplemenl:or que eL método de sustLtucLón sucesLva o el de ~ 
LojocLl.in. Stn embargo '?S necesarl..o sl'.!ñolar tOfl'!bL~n que ~stos dos r.etodos so:-i -

Lnferlores al generollzndo de valores proplos dor.iLnantes, portLcülorrr.ente sL -

se .tLene un problema de convergencLo Lento. Ahora, una recLente moCLfLcacLón -
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o este método fvó hecho por SoLLmon U.A. (1981), paro Lo ocelcroctón de LO con 

vP.r~e:nclo de sl~temos clcLLcos; en esto modLfLcacLón Lo ecuocl..ón b.46 Lo deri:' 

van de uno forma dLfereri.t::e en Lo nrcscntoda por Crouic y r-lt.shLo(1975). En La -

LterocL6n m-i-1, La i...nver.;o del jocobLano J-1 soti...sFoce lo sLguLent-c ccvacLón: 

donde: 
f 

···:fm-Fm-</ 

1 X - l: 
••• 1 1'71 m-

i 

1 
1 

+11 .... 
1 

1 
+11 ••• 

b.49 

Por otro Lodo, los Lt:crocLones orcscntodas por La ecuoct.ón b.?O pvr!dcn poner

se de Lo 5Lgul..ente formo : 

donde : f • r E Fj 

ll"-'l'l~Vü 
de Los ccuccLones b.4Q y 

(J-1 - G)Y " -GF 

t-.tic 

b.51 

esto ecuacLón no puede resolverse uni.comente por Lo Lnversa deL jocoblano, e:cc~ 

to sl t/• n y fm-"", fm-~+1 , ••• -fm son LLneaVnente Lndepcndlentes~ Cuando -J< n 

Lo solucl6n ganeroL es óe Lo f'ormo : 

o.52 

donde P es uno motrl;: orbi.,.tror\...o n x V 

Usondo eL nuevo estt.rr.odo poro J-
1

1 Lo U:croci...ón m+1 puede tomarse como 

b.53 

b.54 



de esta ecuocLón es e Loro Que µ sotLs face Lo sLguLentc ecuocL6n: 

(f . - f' ) • f J. o rn-J m m b,56 

En resumen, sustLtuyendo La ecuocLón b.ó4 en La b.53 se obtLene Lo f6.!:_ 

mulo del GDEf.I; en esto derLvacLón se puede notar que ha sLdo obtenLda uno fór

mul.o expLLcLto paro J-
1 

Lo cual es de esoerar que sea una mejor oproxLmocL6n o 

Lo Lnverso deL jocobtono que G. Entonces, en Lo próxtr.io secuencla de Lteroclo

nes, se puede usar J-
1 

en Lugar de G. 

Lo motrLz arbLtrorLo P es elegLda tal que; 

p,,. \·.rrf'l-"' ... /fm-!)+1,~·· C 1 , 
b.56a 

donde Lo matrLz de peso W puede tomarse como La motrLz Ldent:Ldod. 

Las etapas bósLcas de esto modLfLcocLón son 

1 .- Evaluar xº, poner k "' O y eLegLr un entero J 

2.- Use Lo f6nnuLa de U:erocL6n xk+1 .. xk ·- JkFk donde J es La motrLz Ldent:L-

dod o cualqui...er mejor combLo poro Lo l.nverso deL jocobLono. 

3.- Cuando se cumpLen cLef"tos crU:et"Los (Crowe y NLshLo,1978), en Lo LterocL6n 

m+1 evaluar Jk+1 "" Jk - JkF(PTY)-1PT donde P se obtlene de b.56 y hacer 

x a.,. xm _ Jk+1F'1 

4.- Poner k "' k + 1, L "' O y xº .. r1' y regt"esor oL poso 2 sL Lo solucL6n no se 

obt:Lene dent:ro de La toLeroncla prescf"Lt:a. 

Lo mcjorto obtenLdo por esto modLFLcocL6n oL GDEM, es o cost:o de un Ln-

cr-emenco en Los requerLmLentos de ol.r.locenomLento de La memorLo de computodof"o. 
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111. 5 METODO ACOTADO OE 'olEGSTEliJ. 

Poro occleror cL ,7~t:.odo de sust:Lt:.ucL6n suce:;Lvo; ';'egsteLn (19~1), proou

so su r.-ét:.odo, que no es m6s que uno ex:t:.rapolocLón o Lnt:.crpolaclón de dos pun

tos anterLores LnLcLodos estos con cL .cnét:.or1o de sust:.Lt.ucLón sucesi...va. 

f(x') 

f(xº' 

x' 

i(x:•; 

f(x2 ) 

f(xº) 

Poro uno ecuocL6n slmple no LLneoL se reempLaza Lo (x) calculado par su~ 

tltuclón sucest.vo con uno (i) donde : 

slendo Q = factor de oeso ª ----
1 - s 

b.57 

Este m~todo aunque no t. Lene vno base te6rlco flr.me, produce buenos resu..!:. 

to1os, sobre todo en sLmuLocl.ún de procc::o::; Le Ldeo f• •rirl0111P.ntoL deL método a

cotado de 1.vcgsteLn. es extender eL método do WegsteLn aL coso muLti...vorLobLe.Es 

decLr, eL olgorltmo es de Lo formo slgulente : 
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donde 

Q. -e 

L "" 1,2, ••• n 

FL(xk-1) - fL(xk-2) 

k-1 k-? 
XL - XL 

b,60 

SL se OpLLco este olgorLtrr-o dLracto:nente, se prcsentorón LnestabLLLdodes 

y dLvergencLos con gran frecuencLo. Poro rcr.-:~dLor esto sLtuoclón KLLosch (1967) 

y Graves {1Q72), oropust..er6n usar un valor de q~ "' O en La ecuaclón b.~Q o 

menos que Q~ se encantrorÓ denl:ro de cLe,..tos cotas, o sea : 

b.61 

De esta formo cuando q~ "' O <::L aLgorLt.no efectóa una sustLtucLón suce

sLva, Lo cual tLendo o estobl.LL.zar eL método. AsLmLsrno por esto rozón es conv~ 

nlente efectuar Las pri.meros m LterocLones (tLpLcomcnt:e m = S). 

Por Lo oue se refi. .. ere o Lo seLeccL6n de QL y Qu ésto es arbLtrarLo y d~ 
pende del problema. SLn embargo, generalmente se suele usar el valor Qu ~ O 

y ocre qL un vaLor negatlvo. Concrctomente poro si...mulotLón de orocesos Seader 

(1Q74}, ha encontrado que valores adecuados son ql "" -~ ~ qJ ;; o. 

Los posos qeneroleü del método acotado de 'l'iegst.eLn son 

1.- Evaluar :r.0 y defLnLr ql, qu, n, ~ 1J k .. o. 

::?.- Evaluar f(:it) 

3.- a) SL k < n, poner' a~ "' O 

b) SL k > n, calcula~ q~ de b.60 

c) SL q~ < q L 6 q~ > qu L poner Q~ O 
e e e 

4.- Evaluar xt+1 
= otxt-1 

+ (1 - q~)fc (xk) 

= 'i ,2, .•• ,n 

5.- SL //xk+1 
- x4/ < ~ eL orobLema conversje¡ de Lo controrlo poner k = k + 1 

e: Lr al ¡:¡u~o 2. 
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Es Lntere5onte señalar QL1e es oosLbl.c cstobLeCf~r una contn:Lón ent.re el -

rn6todo de 1 ·!e')~·tcLn y eL r:lc Los voLcres nronLo:> ".1or:iLnontes. SustLl;u~endo o.60 

en b. ~Q, sunonLenrio oue Los dos uU:Lmos LtcrocLones fuerón por sustLtucL6n S.!.!, 

cestvo ~ recorrLendo el LndLcc k 

de \o.'cci~teLn so ouede exorcsor coi":o 

K-.1 

b.62 

Por otro Lodo sL se consi..cJero un s~ln valor propi.n dn1nLnontP. en cL métn

::lo 9eneraU.7nrln dP Ln~ vnlrirf"!~ rrnri.os. ot. rf'!c;.nl.ver UL ele 0.-10 u resolver en 

b.M ooro este valor ~P. tLcne : 

K-1 
b,63 

de b.62 \.1 b.63 se puode ver que Los cocLcnt:cs de Los dLferenct..as representan 

en b.62 uno estl.macL6n dc/-J.../. 

Con esto se puede oprect.or que ambos métodos son muy sL11LLoros !J qve el 

de HecisteLn vLene o ser s~Lo uno oproxLmncL6n de un coso portt.cvLar del método 

gene~LLzodo de volares propLos domLnontes nor Lo tonto scr(o de esperar ~que 
este mét:odo fuero m6s ef'LcLente. 

;:::L método do \·.'egstet..n es recomendable paro conver-genclo de balances de -

moterla en oroccsos con recLrculacLones, va qlJe estos generan una motrlz dlog.2, 

naL, Lo cual LndLco que no erLste fuerte Ltcroc~n entre Los vo.-l...abLes. 

Poro algunos problemas espac[ft.cos, es convenLent:e utLLLz:or La nonno 

en vez de s 
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Codo. 3 Lt:erocLones se puede cncontror >. v sustLtuLr en \"Jegstet.n 

t;,64 

esto modLfLcocL6n. Lguolftente e.s v6.Li..da ooro eL rnótodo de 6royden. 

1 11 • 6 llETODQ DE ~e·rTDN 

La i..dea b6sLca de este mót:odo consLste en efectuar un<J aproxlmoclón Ll -

neoL de f(x) en eL punto donde sa est6 Ltercnoo. E.f.>tc genero Lo or6:x:Lmo supo$_h 

ci..on poro. el monejo de pa!"'6m~tros 7 olbvjonoo uno. tangente o La ct.1rva como eL pu~ 

to corr-Lente y ext.-opoLondo u i;er-o¡ consecuent:Bmente so do urio nueva (x) dado 

por : 

donde 

SL se expande f(x) por serLes de ToyLor en un puoto :rk cercano al. vactoC" 

de soWct.On reoL o. y se consLdero eL despl.Ozomlento : p .. a - x"~ se tendró 

f(" J • f(xk + p) • f(x"> + J(x'-)p + o /} p /lz b.66 

es el. jocoblono yO // p//!on Los tbf'!Tli..nos de orden cuodr6tLco en fonr,o de or -

den de mognt.tud. 
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Como obvlomente f( a. ) "' O pues a. es Lo solucLOn, y con5i..derondo que La 

mognltud de p es ~eque'?'lo, se pueden entonces desprecLor Los t6rmt.nos de orden 

coadr6tLco con Lo que de b.66 se tcndr6 

b.67 

SL el jocobLono es uno mal.:rLz no-slng!JLor, el sLstemo Llneol de ecuocLo

nes en b.67 tendr6 uno soLucLón ónt.co poro n con el cual se puede obtener Lo 

soLucL6n a • EL mót:odo de Newton conslste en opLLcor Lo reloci...ón en b.67 de -

una fonna Lteratt.va, es oecLr : 

k+1 k K+-1 
X "" ;::: + p b.68 

En Lo qu1:1 respecto a Lo ve1...0cLdod de convergencLo¡ esta es de segundo -

orden (cuodr6ti..co). De acuerdo con (2.17) basto demostrar que {~ • .,, O.Poro 

Jsto, dP. 1_,.68 es cloro que q(x) P.stá dado por 

q(x) = x - J-1 (x) f(x) b.60 

por Lo que: ~- -1 ~) 
ax 1-J (x) ax 

¿f(x) 
3 X b.70 

como f( o. ) "' O y J (x) = ~f~x) de b. 70 se ti.ene 

b.71 

Con objeto de aumentar Lo confLobLLdod del oLgorLtmo en b.68 se ha suge

rldo utLLLzor et. poso pk+1 sÓLo CO'TIO una dLrcccLón de bi!Jsquedo sk: y ojustor su 

tomol"to con el escolar- e" . íle esto fonr.a o.68 quedo : 
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)'sk = -fk 

xk+1 .. xk + 6K 5 k b.72 

y a" se escoge poro cont:roLor el error f(x) = }'ifT (x)D2 f donde O es uno motrLz 

dLoqonoL, ( Lar:iotrLz Ldentldod) .Ahora bLen eK so ouedeescoger de tal formo que 

se ClXTlpLo fh:k+
1

) < f(x:k). Lo reduccLón de SK se ;fectuo con un factor 0 cons 

tente (o.25), hasta oue se cu:r.olo• f(xk+1 ) < f(xk), con Lo cual se gorantlza

qve el error f(x) dlsmLnuyo r:-.onotonLcomente para Lo prcdLccLón de cado nuevo dL 

reccL6n sk. En general es necesorLo ajustar B"~ cuando se est'1 Lejoz c.ie La 50~ 
cl6n, yo Que en esas cLrcunstoncLas // P //

2 
t:Lene un valor slgnLfLconte. ¡:: or - -

otro Lado, cerco de Lo soLucLón, este tCrrnLno se vuelve desorecLotil.t' por Lo que 

el valor do 8K = 1 proclucL"'Ó decrccLml..cnto en el error. 

Los etooos b6slcos de este método son : 

1.- f°'':Luor xº, deflnLr[., "..,O, Oc' O 

2.- Evaluar f(:x:º) ª fº IJ f"(xº) = t°To2 f 0 

3.- Evaluar J(xk) _
1 

4. - Evaluar G ( xk~ 
5.- Oetennlnar La dlrecclón sk 

6.- Poner BK = 1 

7 .- r ... oluar Xk+1 ª Xk'. + SK Sk 

n. - EvaLuor fk+1 yf(x'"1
) a 

9.- SL f(xk+1 ) ¡,. f(,") e Lr oL poso 7. 

el Pt""ObLerno converge. 

11.- Poner k = k + 1 e t.r oL poso 3. 

Cabe scfiolar- QUe uno do Las mayores ventajas del mótodo de Newton es Que 

tlene una opLLcobLLLdad mu\J anpLLo pues sus condLcLones de convergenclo son m~ 

nos restrlctlvos que Los de Los metodos con convergenclo Ll..neaL. Por- otro Lado 

debLdo o Lo convergencLa de tLpo cuadr6tLco del Néwton, se requLeren en general. 

menos Lteroct.ones que con Los metodos de prLmer orden. 
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Es necesorlo tombLén señalar oLgunos desventojos del método de r:ec.iton 

Uno de ellos es que sL el JocobLono es sLnguLor en un punto de U:erocL6n dado, 

el método dLverge¡ hav que ser.olor sLn embOr']o que ese coso es poco f"r-ecucnte 

en Lo pr6ctLco. Otro desv~mtojo es Que nou que LnvertLr La motrL:! del jacobLono 

en codo LterocLón Lo cual oueC<.> requerLr de un tLe:.ioo do comnut:ocLón reLatLvo

mente grondc, SLn cmbori;;o Lo mover de.sventojo del rr8todo es Que reauLerc La ev,2 

LuacLon del jocobLono, ~o qu~ en Le r.r6ctLco muchos veces no se cuento con Los 

exnrcst.ont?s onclltL<:c•s f'l blen ou0dc resultar tedLoso cL coLcuLor-Los. Poro evLt:~ 

el tener nuc evaLvor el jocobLono de uno for:-r.o dLrecto se han proouesto algunos 

metodos conoci..dos como quoosL - tlewton que en algunos casas, oceLcron Lo conve.c. 

genclo. Estos métodos se onoLL'!on en Los slguL.cntc:'!s seccLoncs. 

r-Lnal.J;lcnto paro concl.vLr convLcnc señalar, que cuando se cuento con Las 

expresLones anoL(tLcos de Los ccuocLoncs v no resulto demosLodo compLLcodo 0L 

coLculor eL jacobi...or.o; el móto'.'.lo de l·lewtnn resulto sLn duda, La mejor eLeccL6n 

de todos Los me todos dlsponLbLcs. 
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111.7 1.'ETODO DE l..P. SECA:'TE GENERALIZADA. 

t=Stü '1'J.t:o'1o no renuLere --:e Lo cvoLuocLón del .Jocot:Lon0 f; . c.uoo Lteroci..On 

co:no en el coso d<:L r-t·torJc; je :;i:::::iton. Lo Ldeo funcorrientol en este mJt:od:i con-

si..stP. en ooMxlr.>ar el .JocobLon-:i J con un hLp(;>rolcino eL cual ;::iasa r;or n~1 vo

lare;, de ln funcLón F (x) ;sLcna'o Pornes(·J965) LIJO oe Los ;?rLr,,eros que oropuso 

este m~torJo, 

Su:Joner 2. fur.cLono::s r: en !. vorLobLes x, to.110Lt.n que el orobl.<>l"O LrwcLt.:-

cro solo cLr"'c.uLtos i.JnpLlcLtos.Se trotorif de hollor Lo soLucl0n coro enc::int:ror 

Las funcLones LLneales Los cualf!s S•..:i oproxL"nan o funcLones no-LLncoLes,sc --

pueden ajustar a cero y resolver ooro sus roCces y esperar que i?sto5 S<:? --

ooro:x:Lmen o Los ro(c,~z de Les f;.,,ncl..one!:> no-LLncoLes. Suooner eL funcLono."Tli...en

to del sLguLente ~xperi...Jl'!onto nurn~rLco: 

' "'~ (, ' X e ) 
1 1 

(x 1) X o •f 

;i :e'}_af (,') 

slendo La funclón error e=F(x e!:'" tlr.iada) o Los L+1 vcLores dLfer.entes poro -

Los vorLables x.Se puede escrlbLr un modelo LLneoL oproxlmodo,el cuoL d.f e~-

tos dotes ex:oct001ente . 
e•A'x+b 
t R 

e "' A' X + b 
Se t:Lenen .l+1 ajustes de .t ecuocLones Li..neal.es y Los LncognLtas son Los -

h! elementos de A' y Los elementos de b.Entonces se tLene L2+! ecuocLones LJ:. 

neoles en l.2+J.. Lncognltos y por Lo tonto se puede f"'esolver, resurnl.endo 1; eLi:· 

mtnondo b se obtlene: 

entonce~; 

ile'l..., et - ¿..-l"" A' (xi- xe.-t ... A 1 fl'><R.. 

_¡ 
A 1 

"" !::. E /::.X b.73 

se encuentro A• s~Lo sL ti x tlene lnversa .Puesto que se cuede elt:!glr como se -

per:tuf"'bo x¡se puede gorantlzaf" uno Lrwe,...so;por Lo que b se obt"L13ne de: 

b•e"-A •,! 
charo se puede est:Lmor f!L valor de xnueva, La cual puede hacer e~•O. 
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F.5te .-.~'"·O i..nvolucro Lo rP.<;oluci....on ne L.os ·:cuaci..anes Lt.nr.-OLr:?!;; 

e*""O=Axnuevo +-b 

6 l'nuevo .. _A-1 h""-A-{c~..t-;\'.1'1..) 
xnucvo .... / .. _A-1 e1-

Las etor:ios b~sLco~ de este métcjo son: 

1) t1oLLor <>"'F(1'.) ::>oro l.+1 voLorPc; rH .. fP.rPnt0s r::lc x 

2} Use Los P.CvocLones {r3.73) y (B.75) poro evaluar uno nueva x 

3} hollar '!"'F ( x) para La x cstLo.ado en el poso 2 

4) chnoue sL ol rrobLerr.a tLen~ co:wergencLo(Los errores ~n·e; son Lo bastante 

peoueóos l.l'lo el valor de t. x tcmbLé'n es pequeño 6 cont::tnuo) 

o)SL no converge,rcemplocc uno de Los (/ .. ,eJ..)oju':itodas,ut::i..Li...zadus en BL 

naso ::>' Í(Jr Lo nL'f'!''ª r: U:•::r··· 1 r~L pr ... ;: o 2. 

b) De Lo controf"Lo, termL.no el proceso. 

E:>tc mótodo orLgLnoL Ce Lo 5ccar.t0 g~'1".!roLL:!odo ho t:.,.n\..f~o r:il..Q•.inos r;,~jor"'os 

y ooroxi..maclones,que han desarrollado unos ecuocLones nuevas mejoradas para -

La secante generoU...zodo; Lo cpro:d.JTloc Lón desorroL Lodo por \'l'esterberg ( 1 Q7Q), Lm

plLca Que a codo paso,se recalcule Lo motrl..z A deL dato orLgLnoL: 

A'• 6 5\x-1 

o) que se obtenga un nuevo !::. e por-a un nuevo t:. x 

b) que se remplace una columna de 6 E y t:, x con este nuevo punto 

e) por liLtlmo r-ecaLcular A 

Esto es posLble ya que se nrejoro A de una monera dlf'~rent:c;Ohol"a asumLr -

que se ha evoLuodo 6 é poro un especlfi..co t:. x~Sc puede tener uno motrLz A2 tal 

que /J.e'=A
2
t:.x' o.76 

aorovechondo que es un tónnLno de "rango 1" mejorodo.Ahora poro obtener A2 -

A2,.A
1

• u' (v')T b.77 

Mote Que Lo mot:rlz u' (v') és un producto exterLor de Los vectores u' y v' 

u' (v') T • 

u1v, ...... u1vJ 
u,_v2. •••••• ui; '\ 

U\V• • • • • • • U\:Vt 
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y esta matrLz ti..ene un r-ongo de 1,sustLtu~ondo (8.77) en (a. 76) 

t:.e•,. [r ... 1 + u 1 (v
1
} TJ ó. x1 

L:. 78 

En este ounto se eLLgLrb orbLtrorLarnente v 
1 

y se obtend~ uno fÓrmuLo -

ooro u1 resulto 
u.' .. o. 79 

comov 1no es ortogonal 06x 1 {es decLr,cL der.omi..n-:ldor (v 1)T6 x 1no es cero) se 

tLene un vector defLnLdou '.Entonci;is se puede convertLr cuoLouLer l:rt orbi.tr~ 

rLo o Lo matrLz A' que sotl.sfogo Lo ecuocL6n (G. 76) usando un rango de 1 )c-

tuoLL.zodo.f'!ot:e que sl. ó.e' es LguoL o A't. x'(es decLr,eL modelo lLneoli..zodo es

tUno correctamente t:. e') entonces u' el vector cero y no octuaLLzo resul

tados. 

Ahora obtener ile2 poro un poso 6 x2 
(:i:

2 puede ser el resultado de resol

ver La ecuocL6n :i:
2 rr=x • -.(A2 ) - 1 e', entonces t:. x2=x2-x 1), Se puedo entonces rcquerLr 

:;?: 3 2 [ 2. ,_, .,.. ,. J 2 Que ti,O cA f:.X = fJi. + U \V ) ÓX 1::>.:~-

Se ouede encontrar facLl.Jnente u ª1=1 v
1

cor..o antes,pero ahora se reouLere A3 

ooro sotLsfoccr el prLrner nunto 
• .. 1 [.. .. .-TJ ! 

lle .. A llx "" A + u~ v J Jbx 

seleccLonondo Uz.ortogonoL a ti.:.:::' so encuentro eL resultado, Lo ecuacL6n poro -

2 flx '!._ rr(fix~ T flx•J flX~l 
v .. L (6.x')T6.x' J 

obtener vZ. es: 

Poro obtener ol:ro doto, t:-.e3 vs. ti,:r.
3 se requlcre 

t:ie3= A \t AX "5 junto" con · t::.e 1 = A 4 fiX .L 

y por-o A4 =A3+u,.{v ?:i)T 

encontrando que u! puede seLecct.onorse si..ondo ortogonoL o 

este resuLl:oUo p;;c~c ::.cr gcr.t.J:Mtt:t'.orlo Pn uno formo obvLo: 
AL+1 •AL+ (tJ.el- Al Llxt) (vi)T 

úxl(v")T 

6 x' y tJ. x2 

donde } es 6 :r.L ortogor.olLzodo con !.-1 vectores propt.os ~xj. 

1) Evaluar A' (A'""I) 

b.31 

2) Oetermtnc ax' usando (B.7b),entonces tJ.x':cx•-:.:::0 y evaluar eL resultado --

6e'"'e'-eº 

lOS 



3) SeLecct.oror v1 "'l!. x 1 y octuollzor A' ,encontronco A2 

4) Evaluar ~x2 usando (?.75) 1J evolue Aa2 

5) SeleccLonar J Lgual o el corr.pon,.mtc del vector de A:t. 2 , el cual es ortooo

noL o A::::' 1J evolue eL resuLtod'o,octuoLLze l\
2 ,ancontrondo A3 

6) F.voluor óx3 
1,,_1 evaluc 6e3 

7) Ptc. ,Cuando se Loora Lo toLeroncLa relotlvo precstoblect.do,eL prot,Leno -

converqe,de Lo controrlo,contlnuor el i'7 1~l:odo. 

109 



111. 8 UF.TODO DE R~QVl)E:J, 

Este rrJtodo,es uno rJo 1-os rnÓs Lmoortontes de Los QU/.,Sl-l~E.'JT\Jt, IJ oi... 1-

quoL ciue el método de Lo seconte,este m~todo no requlcre de Lo evoLuocL6n del 

Jocoblono en codo LtP.rocL6n,como en eL coso del mJtodo de Newton; La dLf'eren-

cLo bÓsLco entre el Broyden y Lo Secante,es que en i:1L prLmero,unLcomente se -=..: 

tomo en cuento el ÚLtl.mo punto poro predecLr el JocobLano,mLentrcs que,en el 

segundo se utLlLzon Los n+1 puntos anterlorcs. 

EL objetLvo del m~todo de Broyden(1Q65) es cLLmLnor Lo Lnversi...6n de Lo -

matrlz producldo por Lo secante generoLLzada. 

EL Broyden requLere: 

b,83 

Lo ecuacLón,paro todos Los vectores Z,Los cuales son ortogonales o A xl,L~ o:=, 

tuoLt.zoclón reciulere Lo nueva A,eL 6Lti..mo A xL dentro del resultado del AeL -

tombLen usando un rango de 1,se obtlene : 

AeL - AL+1 AxL • GL + uL(vL) ~ AxL 

Lo ecuocL6n b.83 tombLén d6 : 

¡;L + uL(vL) TJ z • ALZ 

Poro toda Z dLferente de cero, Lo cual es ortogonal o AXL, 

LeccLono vL • [) xL, entonces el producto Lntemo (vl) T Z 

sl , Z I O es ortogonal o 6.xt • O poro este conblo: 

y 

L L 
UL • ( [)B - A;AX ) 

(A/)TA/ 

AL+1 • AL + ( Ael - AA xl) (A, xL) T 
{Ü X ) Ü XI-

La cuoL. es Lo f6nnuLo de Broyden. 

b.83o 

b.B3b 

claramente se se

( [)xL) Tz º O ' 

b.83c 

. b.84 

nondo un estlmado poro At.+1 como La oredLccL6n del pr6xtmo poso es dado 

por 

b.95 

l.10 



Ent:onces se puede resolver oaro oncont:rar 11 :x::L+1 • 

Los etapas bósLcas de esl:e método son 

Y xº 

2.- ~valuar o0 como funcL6n de xº. SL (e0 ) Teo es bost:onte pequeño, tennLno. 

3.- Evaluar lll'.1 • -H1 e0 

4.- Hacer rL ,,.. (:i:-L-1 ) + ó :i:-L evaluar el 

5.- Evaluar óeL = el - 0 L-1 

6.- Evaluar vL ( 1J. XL poro el Broyden). 

7.- ActuoLLz.or AL encontrando AL+1 usando La ecuocl6n b.85. 

R.- Evaluar oL pró.xLmo ó. xL+1 ,.. -AL+1eL 

Q.- Ajustar L .. L+1 t.' repetlr desd~L paso 4. 

Lo ventaja del mót:odo de Broyden sobre eL método de Lo secont:e generoLL

zodo es que Los vnct:ores propi.os A ri. nd necosLton oUnocenorse. Lo desventaja 

deL método de Broydon es Que !:Lene conve~enclo superLlneaL; como Lo demuestro!! 

DennLs y More (1977), mtent::ros que Lo Sf..'cante generaLLzado !:Lene convergencLa 

cuodró.t:Lca. 

111. 8.1 METDDO OE BROYOEN-HOUSEHOLDER. 

Otro fonna de fónnut.e+Ji'ª Broycfen, es c~>n Lo ecuaclón de HousehoLdef"' paro 

roloclonor Lo Lnverso de A a La Lnvef"so A"- sL Los dos dl fleren por un rango 

de uno, hocLondo : HL+1 - (AL+1) - 1 

St J.¡L+1 
SP. conoce, cntonc0s La ecuacL6n b.85 se corwLertc en 

b.8bo 

lll 



Lo cuoL es uno si.JnpLe rnult:LoLLcocL6n de rnotrLz, r.ioro encontrar AxL+1 ,eLL.-nLna~ 
do Lo nccesLc1od de resol11er Lo ecuocL6n b.f35. 

La fórmula de HousehoLder es: 

HL+1. (AV1)-1. [AL+ ul()·¡TJ-J.-

HL+1 HL 1-ILuL(vL) THi.. 

.,, - [1 + (vl.) fH1..uj 

\,1 t..o fOrmuLa mejorado poro H es 

HL+1 = HL _ (HL fi et - fi xL} (vi..) THL 

(v1...) Hl.A e'-

Lguolondo el escalar Ck+1 y Los vectores uK+1 y P!1"1 

uk+1 • ( ó el - A ó xL) 

p~+1 - ó xr 
SUstLtuyendo Lo onterLor en La ecuocL6n b,84 se t:Lene 

Jk+1 "' Jk + uk:+1ck+1P~+1 

b,Bó 

b.07 

b,88 

J
0 

es el estLmodo i....i"1Lci..c.L. de La rr.otrlz jocnhLono con eL cual el proceso i..tc10-

tLvo se Lni..clo : 
J A X a -f o o o 

b,SQ 

y 
b.QO 

Aunque Lo Lnverso d~1 J 0 aparece e~ esto ecuoci...ón, pue~e notarse que Lo expre

sL6n t.mpt...lcU:o de J nunca necesd:.o desarroLLar$C, zoLo se requi..ere Lo focto

rLzocton de LU. SL 
0

J es dLsperso, J-
1 

no necesorLomente es dlsperso, pero LO o o 

l.12 



factorL7.ocL6n 410 si.. es di...sp~rsa¡ oar Lo que, en eL desarrollo rest:onte, Los L!,!. 

versas se muestran, ooro Las saLucLones numérLcos son cncontrods por el uso de 

Lo foct.orLzoclón LU. ílespuÓ!; de Que l::i. x
0 

ha sLdo usado ooro encontr-ar xi..; La -

motrLz jocobLono mejorado J, se encuentre como sLgue 

b.<n 

Despu~s de que ó. x 1 ha si...do usado poro encontrar x
2

; Lo rr;otrLz J
2 

se üncuentra 

como sLguc 

b.92 

contLnuondo este procodÍJi1Lent:o, Lo r.~.+~rLz Jk+1 se encuentro como sLgue 

.Jk+1 """ Jo + L uLCLP~ b.Q3 
l•l. 

ne este rnor:io se obti..cne Jk+1 en térmLnos del esti...modo Lni..cLoL J 
0 

i,_¡ de Los co-

r-rnccLones de RN:Juden poro cc::o Lto;rocLón suce::.Lvo. 

Las etapas b6si..cas de este mótodo se dan abajo ¡:;oro ro5oLver Los ecuocLo 

nes Newton - Rophson, usando sÓLo Lo foctortzaci..6n LU de J
0 

y Los ténnLnos me

jorados Groqdcn, dados cor Los ccuoci..ones b.88, b.89 y b.QO _ 

1.- Hacer j =o, roso~ver J 0 t.-,x0 = -f0 
o) Evaluar u1 , P1 

?..-Evaluar- u1 :J z, hacL~ndo .J0rn e: -f\.:. .. 1 Y J 0z .. vk+1 

3.- SL k :e O Lr al peso 5. 

4.- Hacer j "' 1,2, ••• le 

$=a.Pj.,.w 
J T 

y ... a. P. z 
J J 

W,,.= w + Bvj 

z + Yvj 

s.- vk+1 = z 
k+1 

(1 /Ck+1) + Pk+1vk+1 

a.l(u_PTK~J.W 
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6.- Evaluar xk+1 , fk+1 , uk+'1 y regresar oL poso 2. 

1 1 1. 8.2 ~JETODO BROYDEtJ-BEliNETT. 

En eL método propuesto por eroyden, Lo f6rmuLo de Househol.der fue usado paro 

obtener Lo f6rmuLo de La motri..z Lnverso mostrado en Lo expresl.6n t>.b7¡ eL SE_ 

gundo ténn\..no del Lado derecho de Lo e.x:presL6n, contLene Lo correcci...6n oropue.§_ 

to por 8royden. Ahora, en Wgor de uti...LLzar Lo f6mut.o de Householder, el c6Lc~ 

Lo de Lo Lnverso del jocobi.ano se evi..ta completonent:e por eL olgo:--Ltmo pr0pue.2_ 

to por Bennett ( ) , poro mejorar Los factores LU de Lo motrLz jocobi..ono. 

EL oLgorLbno de Broyden mejoro sucest.vomente Lo motrLz jacoblono usando Lo 

motrlz de correcci..6n uk+1 Ck+'1pk+
1

• Puesta que Lo matrlz jacoblono puede esta

blecerse en t~nnlnos de Los factores LU, Lo expresL6n b.88 paro Jk+'1 puede a

poyarse en Lo slgulente fonno : 

b.Q4 

Bennet:t propone el.. oLgorltmo de Lo f"t..guro (19) para mejorar Los motri..ces 

~ y .Uk y obtener LQs mot("Lces mejoradas ~+1 y Uk+1 • Cuando se uso el. ot.go -

rltmo de Bennett paro Lo coc-reccl6n deL Broyden, se utLU..zo eL sLguLente p!"O -

cedt.mLento de cOLcuLo : 

1.- AsuínLr ur.oz valori:is LnLcloLes poro Las vorLobles x
0 

y coLcuLor f
0 

•f(x:.0) 

2.- AproxlJnor Los et.amentos de -J~1 

o) Broyden obtLene uno prtmero oprox:.t.moct.6n de Los elementos de J 0 por eL -

uso de Lo f6rmuLo de dLferencLos fLnLtos de toL foNOO que codo elemento 

de J estar-6 dado por : 

l.l.4 



L lJ • Jk 

)' a rk+1 -(1-sk)i'k 

y - X 

e • si{ x2 

::_; = Xj- LiLxL 

LiL .. L.il + xja 

ZjL "" Pyj. 

Y5 "" yj-wU_Ll jl 

U;¡_• 1_1jL + zjL 

ALTO, 
sobre 

wLL ª YL ULL 

P • xLC 

ULL .. Ui...L +yLP 

"" j+1 

ALgorLtmo Bennett. 
FIGURA 19 

F 

Q "" yLC uU. , ____ _.... 
j "' L + 1 

e =- e - aP 

L "' L + 1 

F "" falso SL Lo docLarocL6n es falso 
el proceso se dettcne 

V = verdad SL Lo dcCLorocLon ~-: W'!rcn,•er<.1 
contL:-,ua ~L pro;-Lr.o •:o:-.n 

n "" orden de:: Lú roo!:::rL<: c~1n;:r,v'a 



fL{xk +he.} - fL{xk) 

h 

b,Q5 

donde h es el tamaño de perturbocLón (tLpLcomente 1/1CX>O deL valor de Lo vorl.2. 

ble perturbado) y e j es Lo columna j de La rnatrLz Ldentldad. 

b) Ahora, encontrar Los factores L
0 

y u
0

, taL que J
0 

= L
0

U
0 

3.- TenLendo Lo base deL m6s reclente valor de Lk, Uk y fk ¡ calcuLor 6 xk IJ 

LkU.f>xk = -fk 

4.- r::aLuar eL factor de cmortlguomLento Sk, taL que Lo norma EucLLdLano de 

f(xk + Sk 6 xk) seo menor que Lo de f{x¡.). Prl.mero probar sk1 = 1 y st Lo -

desLguoLdod se sot:Lsfc.ce : 

b,Q6 

3e procede oL poso 5; de otro modo coLcuLor sk2 , utLLLzando Lo slgulente fór:r-~ 

La desorroLLodo por Broyden 

5 
• (i + 6 n l y, - 1 

k2 n b.97 

n 
n. ~ ~(xk + skAxKl 

n 2 
[ fL(xk) 

donde 
b,Q8 

. . ,.1 
SL Lo norma no es reducldo por el uso de sk;2 después de un nómero especlfLCL'J d'3 

pruebas o travi:is deL procedlrnlento completo, regresar al poso 2; y reevoluor Lo 

dorlvodo por""CLoL de Jk sobre La base de xk 

s.- Probar f'k+
1 

poro ~ convergenclo, sl La convergencla no se ha Logrado, co_h 

culor Ck+1' uk+1' Pk+1 

6.- UsoreL oLgorltmo de 8ennett poro obtener Los mat:rLces mejoradas ~+1 Yuk
41 

de Lk y Uk \.J regresar oL poso 3. 
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111 .Q RELACION Ef'liRE LOS i.1ETOOOS OUASl-NE\'fTON (ON) Y LOS !.!;-TODOS DE LOS 

VALffiES PROP 1 OS 00.ll MAMTES (DE'.1). 

En ~ sLmuLocL6n de procesos o estado estable, un procect.mLento corra~n es 

caLcul..or en secuencLo codo unLdod de proceso, LnLcLondo con estl.nlados 0 supue~ 

tos LnLcLoles y fi.naU . ..zondo codo LteracL6n con uno reevoLuacL6n de esos varLo

bLes. EL procedLmi..ento Lterot:Lvo es equLvoLente o resoLvcr un sLstemo rlc "m" 

ecuoct..ones aLgebroLcas no-LLneoLes. Poro resolver este sLstcmo de ccuacLonos,

Los métodos ON son Los m6s comunmente usados; en estos, uno motrLz es mejorada 

en codo LterocL6n, Lo que puede ocoslonor una LnestobLLLdad nvrnérLco cuenda -

Los ecuacLones son casi.. LLneol.lnente dependLentes ( C: ) o cuando el valor de La 

funct.6n fL+1 >> fL (43). 

Otro posLbl..e formo de soLucL6n doL si..stemo de ecuccLones algebroLcos no 

LlneoLes, es La Que se obt:Lene con el uso del método de sustLtucL6n dLrecto, 

en donde eL voLor de Lo varLobLe coLcuLada se utLLi..zo poro evaluar Lo pr6xlma. 

Lo convergcmcLo de este mét:odo puede aceLero.rse por eL m~todo de Los val.ores -

propLos domLnontes, que pueden opLLcorse cuando Los estlmados sucestvos de Lo 

soLucLón aparente son Lo sufLcLentemcnte cercanos. Desde Luego, tombtén La o

ceLoro.cL6n "frocuente ha conducLdo a Lnest.obLLLdad numérLco. 

EL trabajo reoLLzado recLentemente por Crowe (1Q84) muestra La compora

ci..6n entre Los métodos QN y DE~.:. Crowe muestra que para cuoLquLer oLgor\..tmo 

QN exLste un oLgori,.t:"f\O DEI.!, toL que sL La aceLeracL6n es opLLcodo a cuoLqut.er

Lteracl6n, Lo secuencLa de valores de Los varLobLes de corte pueden 5er Ldenti:, 

cas. Poro establecer Lo reLacLón entre Los métodos mJ y oa.¡, se necesLt:o el. 

stgulcntc : 

Lema 1.- Poro cuaLQuLer mót:odo QN 

ó xL • (Z~-1fL-1} {JofL - E w ~-i,t óx J 
R•l ~ 

b.QQ 

paro L .. 1,2,3, .... n lJ dado que sol.o Lo ZL sotlsfoce Lo sLgulent:e ecuocL6n : 
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(O~L.:S~-1) b.100 

oor Lo Que 

b.101 

La ecuoct6n b. GQ es tomblén vO.Li..do ooro l "" 1 sL tcr..o Lo sut:.otorLo voc~ 

Pruebo : De La f'ónnulo de 

donde S es un escolar orbLtrori...o dLferente de cero. Los vectores zi.. y ªt. son 

orbU:rori..os exceoto ooro Las condlcLones de norrnoLi..zoci..ón de Lo ccuoct.óri t.).1(-0 

SustLtlJyendo Los ecuoctones b.100 y b.102 en: 

se obt:.Lene 

AXL = jt-1fi..(~I....1fL-1) b.1C4 

ahora; consLderondo ZL ::: ºL y SL "" 1 de Lo ecuoc\.ón b.102 en Lo f"6rmulo de 

Los ON de rango uno se ti...ene : 

choro ooro L ?-- 1 de Los ecuoci..oncs b.10~¡ b.101 y b.104 

poro 2. ~ 1 ~1 L ~ o. Asl, Lo sustLtucL6n de Lo ecuaci..on 

cthn b.104 resul.ta en Lo ucu.:.clln b. 99. 

b.106 

b.106 dentro do L~CU.s! 

Es aparente deL Lema 1 que sJLo Los vol..or.cs de W jL con j ( L son ncce

sorLos oaro predectr A xt.' dedo que La ecuacL6n b.100 se montLene. De esta ~ 

nero no es necesarLo eLegLr por antLcLpado, eL vector Zt.. ; ontés de La téstmo 

Lteroct.6n, nL se necesLton Los condlcLones st..guLentes : 
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b,107 

nora fLjor ZL 

Crowe establece eL resultado prLncLpoL co.i-o el sLguLente: 

Tcorerrio.- ExLste una reLocL6n uno o uno entre un conjunto de coefi..cLentes 

{ lJ} : O~ j~ L ; i.. ~ ~ poro eL DF.l,1 con Lo condLcLón . 
u. ,,. 1 c00, L "~.., . 1 eso i 

lJ un i:::onjunto de valores de { WjL : O.$ j ~ L ; i.. ~ 1} ooro Los QN de rango -

uno toL que codo olgorLtmo producLr6 cxoctomentc Lo rnlsmo secuencLo xL del -

mlsmo LnLcLo x
0 

•.J J
0 

nora un problema orbLtrorLo. Esto rcLacL6n es 

poraR.cz 1,2, ••• ,(L-1) V 

l (.l) • 
JJR. a- lJo Wol 

junto con 1-1'!'"" 1 

,,1;1. -(Z ~; t' t.¡) 

""1/(1- Wi.-.L,-1.) 

ne Lo ecuocl.6n b.100. Notes~ que de Lo ecuocl..6n 

Lo se necesLton valores paro WjL paro O~ j~ L-1 

2~-1rL-1 --iJt u¡tti 

Ul.tt 

para o~ e.~ L-1. 
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Prueba.- SL 01'J1 y DEM Lni..cLan con eL l"ltsmo x
0 

y J
0 

en un pf'Oblemo orbLtrorLo

entonces, cLoramcntc ñ x
0 

es el rr.Lsmo poro codo método. Ahora; suponLendo que 

ll X.t es eL mLsmo poro codo nótodo por R. " O, 1, ••• , L-1, entonces ñ xL se-

r(a eL mLsmo sL ~1 s~Lo sL Los cocfLcLentes de Los témLnos correspondLcntes 

en Los ecuocLones b.46 y b.OO son LguaLe::;. 

SLrr.LLorrnente pero con reLacLones m6s compLLco:ias, puei::S0t oeri..v orse de 

Los ecuocLones de Los O~l de segundo orden (Ol·l2) de La forma de Lo ce. b.102 

De acuerdo oL Teorema 1 1 se nect;?sLto 8t sLgui..ent:e : 

CoroLarLo : Poro 2. = 2,3, ••• ,(L-1) 

ttl ZTJ-1 

llt-1"' -1.....L- V 
zIFt t 

-1,L b.110 

donde 
t.111 

Las ecuod .. ones restantes paro 9. = 0,1, proveen cuoLquLer sur.ia con su -

LlmLte superLor menor que su Ltmlte LnferLor menor ajustado o cero. 

Pruebo.- De Lo ecoacL6n b.106 

~ 

Je, fL = JofL - L \·/k-1,Lfi xk 

••l 

premuLttpLtcando por : . z.lJ.i11 <zI f:t > y con Lo ecuacLón 

zlJi:1 
[ 

w1L. ;¡;;:-- [ºrl -

b.112 

b.101 se obtLenc : 

b.113 

El. resuLtado stgue de Lo ecuoci..ón b.108 usando /1 x_. "" -~ ft. Entonces, Las -

coefLcLentes 1-1\.-R. pueden coLcuLor--se en secuenclo de Lo ecuaci...ón b.110 con -

Lo ecuaci...6n b.1QQo, tntci...ondo cong, "'º· 

Es convenLente procP.rl~r ahora o usar Los reLocLoncs dcsorroLLodos ontés 

entre Los métodos ON y DEf,l poro Lntcrnretor eL. mótodo de Oroyden en tónnLnos 

de su formuLocL6n equt.voLente en DEM. Otros formuLoctones eQuLvoL.entes de Los 
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ON se encuentr-on en Cl"Olue (1QS4). 

FormulocLón eQuLvoLente del Broyden en DH' 

Dela ecuocL6n b.110 y sustltuyendo poro z 
t 

b,114 

poro l"' 0,1, .... ,(L-1) can1-1 0 =1 

Esto es equl...volente o el si..guLente problema 

'lJ~'.:_ t # Jt1~il>xt• V H
1 
tffz. 

b.115 

con b.116 

Esto mt.ni.JnLzocL6n es hecha suces\..vomente por l • O, 1, ••• , (L-1) y se pu~ 

de reemplazar Lo f6rmulo sLguLente deL DEM: 

b.117 

iJot.es~ que Lo mlni.JT1lzocl6n de b.115 poro 'J.. .. L-1 no puede reduclr eL -

valor de Lo norma onterlor La cual puede obtenerse por mLnlmG:oci..ón d(:j b.117 

combLondo todos los coefLcLentes sLmuLtanecr..ente (con lJo ... 1). 

EL método de 8royden puede ser muy efi .. ci..entemente i...mplJ?mentodo o trav~s 

del uso de Los ecuoclones b.114, b .. 111 y b.46 como se muestro ensegui..do: 

Los etapas b6slcas de este nuevo método de 8royden son : 

1.- o) Dar x
0

, J 0 ; ajustar L .. o. 

b) F.voLuor f 
0 

"' f(x
0
). 

e) [•!Oluor b. ".(º .. -Jo fo y T X j ... Xº + A Xº 

d) Evaluar \l almacenar ( t::. x
0 

b. x0 ) 
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2 .. - Ajustar l. = L•1 

o) EVOLUOI"' F. = f(r.) 
L L 

SL L = 1 

3.- Paro j "'"1,2, ..... ,(t..-1) 

::~: :j::}~j:0:1~}:::) 
4 .. -ll XL "' (Vl..-1 ,L01-WL-1,i..) 

EvoLUor ~1 olmoc.enor ( t.n{ b:x:¡_) 

s .. - St. 11 b.l' .. 11 < 
L 

M6.s, sL L< i...mox 

t::ol.erancL°1 y 111\_ I 1 ( toLeron.c.\..a2 • aLto. 

i..r- oL poso 2; Oc otro modo oLto. 

Este olgarLtmo puede f6cLLmcnt:c ('yiont::arsc o otro método ON1 et) eL cuoL 

Z~ ,.. urJL poro el.. mi...smo vector- u¡_ e Lguol.mcnt.e puede cutirLr Los metooos ON2 -

taL. como eL m~todo de Dovi...don - FLet:cher- - PoiueLL¡ poro Lo funct.ón ele rnLnlnL

zocL6n. Este nuevo método fue mbs rcÍpLdo que el metodo convcnci...onoL de 9royden 
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111.10 MEJ()?N.JtENTO .:>ARA L4 SOLUCIOtJ DE ECUAClíJr;Es ALGE.:P.AICA5 i.'(J-LINEALES. 

Dentro di;L cO.ITTO de Los di...ferentes rn6todos de oceLerocL6n de convergen

cla, ex.Lste un co.>t[~1..J-:i y oLn6mLco <.'esorroLLo en este contexto ton as ost que 

oón nn nstos mnrnentos se encuentran por publi...car::;c (o oón se encuent:ron en e~ 

tudlo) nu~vos versLones o modLfi...cocLones de Los r.iatodos m6s usuales u, quLzos 

métodos nuevos y novccosos. De hecho, recLentcm<J"nte, el trabajo de ~.'..A. SoLL

r.-ion (19R5), vi...enc o enri...quoccr, todovi...o ;nós este coopo. SoLLmon Llevo a cabo 

un r.icjorc:nLent:o o Lo f6rmut..o d.; DovLdon 

Seo f"(x) = O donde f es conti...nuomcnte dLferencLobl.Q. Asumi..endo que se 

tLf"!ne uno or.iro:::L'TlacL6n 8 o vf(i) donde X est6 dado nor: 

X n X - t..JF(:X) 

donde J = a-1 y t es un factor de omorti..guomLent.o. 

Davldon ( 14 ) sugLere La sLguLcnte f6rmulo poro mejorar B 

B = B _ (89 - Y) (89 - Y) T 

(Bq - Y)Tq 

con Lo Lnversa J dado por 

donde 

J • J _ (JY - q) (JY - q) T 

(JY - q) Ty 

Y • rGl - f(:::l 

b.118 

b.11Q 

b.120 

Este método t:Lene Lo propLedad de termLnocl6n cuadr6.ttco, cuando se opLJ: 

ca o Lo mi..nLmlzoct6n de funcLones cuadr6tLCas. SLn embargo si.. sufre el. t)echo 

de que (JV - e¡) y V puedan ser ortogonoL y asl entonces La mejora no est6 de

fl..nt.do -a aLguno Ltcrocl6n. Se han sugerl.ao r.iuchos mGjora:. sobre el oLnorLbno 

h6sLco ( Sl ) rero esas ~joras aumenten el ttcmpo de c6Lcul.o. 

Lo mejoro de SoLUnon no sott.sfoce Lo ecuacl6n OuosL-Nemton (§q - V) 

ocro ellJni..na l':"IUchos de Los dLfLcuLtades asaetados con La mejoro de lJovLdon, -
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esto gorontlzo que se defLno o cado LterocL6n y seo sLempre posU:Lvo. 

EL trabajo que se reoLLzo soore Lo formuLocLón de DovLdon, b6sLcomente 

est6 dado por : 

B º 8 -0 (89 - Y) (89 - Y) T 

(8q - 'l)Tq 
b.121 

donde 0 es un porÓmetro que se eLLge paro que se reduzco o La unLdod en e:L -

caso unLdt.mensLonaL¡ esto Provoco que eL aLgortLmo se reduzca al método de lo 

secante y tal que Lo mejoro preservo o Lo propLedod de que seo sLe:npre posL

tLva. 

Un pos lb le comblo poro e cuando t = 1 es: 

0 • (Bq - Y)Tq qTfcX) 

(Bq - Y) TJfCX)qT8q 

En este coso Lo Lnverso de J est6 dado Por : 

J • J _ (JY - S)(JY - Q)TQTfcX) 

(JY - s)T1'(x)9 Y 

otro posLbLe eLeccLon paro 0 qu!:,d6 una mejoro menos efLcLente es 

0 • (Bq - Y) Tq 

(89. - Y) T Jf(x) 

b.122 

b.123 

b.124 

Notesó que § no sotlsFoce La ecuacL6n ON aq ª Y cxceot:o en eL caso unLcH.r.ie!! 

slonaL. 

EL prUner resultado te6rlco que se tLene es Jt:LL cuando Lo mejoro se -

ooLLco poro Lo soLvcL6n de Los ecuaclones resuLtontes de Lo opLLcocL6n de Los 

condlclones de prUner orden oora mlni.mt.zoclón, donde ~e puc~c !-;accr que Lo -

dlreccL6n -Jf(x) seo oesr:endenta. EL segundo r-esultodo t:eórLr:o concLerne o 

Lo convergencLo deL oLgorLtmo. 
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Si.. B es si..m6t:rLco IJ posLtLvo, entonces Ef como Lo defi. .. ne La ccuocL6n -

b.1?.1 es defCnLtLvomente oosLtLvo sL y sbLo st.., qTY> O y t'"'1. 8 tLone un -

volor ProoLo no-negotLvo, os( sL 181 > O, 8 es posltLva exacto ( 12 ) • 

Ahora sL t => 1 

f(i) • Y - BQ b.125 

f(i) " Y - BQ b.126 

de este modo para 181 > O, ~e deb~ tener qTY> O v osl se proebO Lo onterLor. 

En eL coso t ,,. 1 pero t> O, se puede asegurar Lo propi...edod de exoctL

tud post.tLvo, LntroducLendo JL en Lo b.123 en Lugar de J, donde JL es 

b.127 

De oquL se puedo probar f6.cl.Lmcnte, que sL y sÓLo sL, t> O es posLtlvo exocto 

nora J posU:Lvo exacto. Ahoro Notesé que : 

Q • -Jf(x) • -t:Jf(x) b,128 

De este modo, eL factor de escoLo para J es La unt..dod y JL mejorado usando Lo 

ecuocL6n b.123 se preservaré Lo exactLtud posLtlva. Oespues JL es Lntroducl

do de Lo ecuacL6n b.127 dent:ro de Lo b.123 La mejora se convt..erte en : 

[ JY + (>. (1t-t)-1)Ql~Y+!·>. (tt)-1)Ql 
JaJ+(1-t)qQT __ >._ ~C Ll 

t qTf(x) (A-1) [JY+ e• <1¡;tl-1 ¡~Tf(x) 

donde : b.129 

Ahora, sl f(x) .. Ax - b, donde es sLmétrLco A y exacto post.tLva, el 0L-

9orltmo defLnLOo por Los ecuoctoncs b.118 y b.12Q es Globalmente y SuperLL

neolJnente convergente o A-1 b sL (JL - A-
1

) es semlexocta (posU:Lvo o negotLval 

Lo nruebo de este Teorema Lo reoLi..zon DennLs y t.1orc (1977}, (;st:a nueva mejo~ 

ha orobodo ser m6s conflabl.c que otras. LO prLncLooL desventaja de cLLo es que 

ouedc requerl..r de rr.O.s evaLuoclones de funcLcnes. 
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111.11 METO'XJ H!i.~HIDO DE PONELL. 

EL método del hLbrL~o de PowcLL, es U/"IO cor.oliLnacLón del r..ótodo ce fJowton 

') del método d0L rioso descendente y tlene Lo coroctcrlstlco d~ evLtor La dlve.!: 

<)encLo del método rJe paso descendente 1,¡ Lo róo\..do rJrcr::Lcdod convergente del -

rt~todo de NeCJton cerco de La soLucL6n. 

EL Newton es cu:Jjr6t:LcQTlente convergente sL ::x:k es cercano a :e:*. SL xk -

no es cercano o ::x:k. no hoq q01'0ntLo Ce aue xk""1 puedo ser :--.e jor aue ::x:k. 11 el 

m~todo de f':ei.tJton, no necesorLO'Tlent'S.' convcroe: un mótodo que qorontlzo oue: 

b.130 

c5 ol método de poso descendente donde 11 • 1 1 As Lo :'"l:::;m.o Euc Ll..di..ono: este :n~

t:odo es converQcnte mul..l Lentamente cerco de Lo soLucLón :r: *. 

Lo U:eracLón cLósLca f-!ewton-Haohson recm.0Lo20 un est.tmooo X"k :le Lo solv 

cL6n oor el estlrnodo 

xk+1 • :rk + ó k 

donde cS k resuelve el sLstema LLneaL : 
n 

'\'xk) + ¿ J~jé ~ == º 
j='.l 

b.131 

C.132 

Una modlflcocl6n dLferente de Lo lterocL6n cl6sLca de Nei.iton ha sLdo -

proouesta por Levenberg (1944) y Marquordt: (1963), en eLLos La ecuoclón b.131 

es t"'eempl..ozodo oor Lo Lteroci..ón : 

xk+1 ... xk + r¡k 

donde n k resveLve et <sl!::;tc~c LL;eoL~ 

t, 112 1 ....... • n 

.b.133 

b.134 

La motrlz 1 es Lo motrt.z Ldentldad y µ k es un por6.T,cl:ro no negatLvo cuyo va

lor es calculodo pal"'O probar t.o desLguoLdod b.130 Notes~ que cuando IJ k ... o, 
so tlene Lo Lterocl6n cLóslco y sL J.J k se hoce grande, entonces Lo soLuct.ón -

de Las ecuocLone$ LtneaLes, tLenden al valor : 
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-.L[ ..l.!E.l 
a ?, <.:t 

d }lk b.135 

Lo cuaL muestra que r¡ k tLende o un oequeño móLtLpLo negat:Lvo deL grodLente de 

f"(x). Por Lo tonto, grandes valores de ll k hacen Lo U:erocl6n b.133 st.mLLor 

maeLnom5é~qoudeo xc~sLco de paso descendente opLLcodo a Lo füncL6n f(x); 05[ que, 0 

sea un punto estaclonorLo de f'(x), se puede coLcuLor el valor de 

lJ k paro el cuoL Lo deslguoLdod b.130 se obtlene. 

EL oLgorLtmo hlbrLdo de PomeLL es muy porecldo al de LevenberQ7Morquordt: 

Lo mós Lmportont::e dlferencto, es que ésto no requlere Las expr-esLones t.Jn¡iLLcL

tos poro el jacobLano, en Lugar de oso, éste uso Los valores sucesLvos de -

f'l (xk) paro reforzar Lo oproxlmaclón nomórlco del jacobLono. por La técnLca de 

8ro\./den (1Qt>5). SLn embargo, rel::Lene La caracterlst:Lco Unporl::onte del Leven

berg/Marquordt, que sL Lo correccL6n completa del Newton es grande o Largo, en 

tonces eL despLozomLento de xk es hocLo Lo dLreccL6n del poso descendente de -

f(x). 

Poro Lnl.CLor Lo 1:::-Csl.mo Lteraclón, se reqi.Jlero eL estLmado xk, una LongL

tud de paso !!:,, k y dos n6meros E y M. La LongLtud de poso puede combLorse en -

codo poso do LterocL6n, con eL proposLto de restrLngLr La LongLtud del despLo

zamLento (rk+1 - xk) poro que en codo lterocL6n decrezca el voLor de f'(x) y 

dado que f'(x) decrece sust1lncLoLmcmte, A k tLene un valor grande. Los nómeros 

E y M son valores f'Ljos oosLtLvos puesl:os antes de LnlcLor La Lteroclón y e

LLos gobLernan Los condLcLones para fLna.LLzor el proceso LteratLvo. Este f'Lna

Llzo sl el valor de f(x) se reduce meno,.. que E o sL el gradLonte de f(::c) es 

tan pequeño que Lo dLstoncLo de x o uno :>oLucL6n c;s predecLbLc exceder M. 

Por Lo tonto usualmente E se ajusta o un voLor muy pequeño con La condl-

cl6n 

b.136 

t.mpLLca quo x os oceptobLP.mente cerceno o Lo soLucL6n y M es usualmente un so

bre-estt.Jnado d~ Lo d\..stancto de x 1a La soLucL6n v La otro condlctón de poro 
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es obteni.do ~Lo cuando x ~sb& ..:01 ..... vnc a u:, ::.~:·.~ <!:.;;,:;.::11.::Lon.:.:i¡·~c ~vi;;•..;c.t.:.~:.L~ ...,,.1 

mi.ni.roo LocoL) de F(x). 

Prlmero La k-éslmo LterocLón calcula Los elementos de Lo mot:.rlz jocobi..o

no o xk y ent:.onces se evoLuon, Lo correcci..ón complel:.o N-ewton-Rophson 6 t< {poro 

resolver el si..s~ma LLneoL b.132 ) y tcmbLén el gradi..ent:.e rl de f(x) a x", -

caLcuLondo Los componentes: 

b.137 

esto entonces pruebo : 

k k • 
F(x ) ¡,. Mllg 11 2 b.138 

y sL se Cl.Kllple ; se flnoLLzo Lo U:eract.6n porque se t:.Lene Lo probobLLLdod de 

que Lo secuenct.o de estlmados xk no sea convergente o La soLuct.Ón de Los ecu'l

clones, pero sL a un mÍnt.mo Local de f(x). Esta pruebo es opropi..odo porque 

l fgkl 1
2 

es Lo pendi...ente deL paso .descendente de f(x) o xk, y por Lo ·tanto es

to muestro que Lo Longltud del comblo en i:: que es necesarlo poro reduclr -

f(x): o cero tendrla que exceder o M; Lo cual es erroneo, sl l.t es especlflcodo 

en Lo foL"'ma r-ecomendodo. En este coso eL valor de 1 1gk1 12 puede ·ser LnusuaL

mente peque?\o, osi.. se sospecho que un punto estoclcnorlo cercano de f(x) es -

el causante de Los d•.flcuLtodes. Notesé que se eLLglo uno pruebo que n9 esto. 

lnfluencLodo por Lo sLnguLorldad del jocoblono .. 

SL L.a condlclón b.139 no se montlene, entonces se calcula un desplazo 

mlento 6k sumado o eL· vector xk. Este desplozomlnent:.o es justo Lo correccL6~ 
cló.slco ók sl ,o,k? 116kll 2 , pet"'o sL f}.k< llóklt 2 b:13Q 

entonces La Longltud 6 k se hoce Lguol a A k. .. En este coso eL desplozcmLent:o 

tlene Lo formo : 

b.140 

donde a, y B 1 son escolares. De hecho se permlte a , "" O sl el poso o Lo Lar

go del vector del poso descendente de f(x); 
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no vo m6s alto. deL mlnl.Jno predLcho de f(x) o Lo Largo del vector 

candente da xk. Este mlnt.mo predLcho es como t?L punto 

XK -{i//o"/l/¡JKgt~} gK 
osL se nruebo Lo condLcL6n : 

b.141 

de poso des-

b.142 

l~ifg'1t/uJ· gr b.143 

y sL se montlenen Los dest.guaLdodes b.13Q y b.143, entonces 6 k se deflne

oor Lo ecuaclón b.141. En al co::;o que Lo ccr.~L-:::t..6n i:-.139 se rnonte>r'.)O p"?ro Lo 

condl.r.:l..6n b.143 no se sot:Lsfoce; se pennLte que el punt:o (xk + 6 k) sea uno 

Llneo recto que uno eL punto b,142 o eL punto (xk + 6 k), Los componentes -

octuoLes da 6 k: son detom:Lr.cdcs L'5cr.~o La ecuor.Lón 116 k_, r 
2 

.. ó k. 

Se t:Lene ohoro especLflcado 6k en todos Los cosos. y notesE!" que esto tn

terpoLo entre el mét:odo de paso desccndncte y Lo correccLón cl6sLco Newt:on. 

Lo pr6xt.mo etapa de Lo LterocL6n, es probar eL estUnodo (xk + ~k); ost, se -

coL.cul.on Las funclones fl (::::) a este punto. Si.. Lo desLguaLdad esperado se man-

tlene : 
b,144 

entonces Lo Lb:-·racL6n se deflne xk+1 ... x" + 5 k y se prueba L.o convergencla 

b.136 a xk+1 • Sln embar90, sL Lo condlcL6n b.144 follo, se hace xk:+1 • xk 

y Lo pr-ueba b.146 conduce a una reduccL6n en La l.on9Ltud deL paso tJ "· De es

te modo, La Ltef"'Ocl6n r~vlsa eL esti..modo x" usando s~Lo un c6LcuLo del. Lodo 

Lzqulel""do deL slstemo de ecuacLones oLgebraLcas no-LlnaoLes fL (x) • O. 

Lo 6Ltlma etapa de Lo LterocL6n r-evlso Lo Longltud de paso A k. Este e

c6.Lculo depende s~Lo deL valor predlcho de La sui:na de cuadrados reslduaLes a 

xk + 6 k, es declr : 
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~"=fftt C/J+ tJ¡j 
L=il j•l 

ó• -K}i 
J b.145 

eL cual es menor que f(xk) • SL se encuentf'O que esta predLccL6n es mós malo -

que el valor actual de La sumo de cuodrodos, se sotLsf'oce La desLguoLdod : 

b.146 

donde ~ es una constante entro (0,1); entonces se juzgo que Las aproxlmocto

nes LLneoLes C:o Los funcLones f'L (x) derLvodos del jacobLono no son adecuados 

sobre La dLstoncLo 11 6kl r 2. Por Lo tonto se reduce /1 le: v de hecho se muLtL-

pLLco esto por un "factor constante JJJ o< )J < 1 

SLn embor-go sL Lo desLgualdod b .. 146 fallo, entonces puede Lncrementarse 

l1k de acuerdo o La rnLsmo tlst:rotegLa y sL no, no se reduce esto. S~lo el va

lor de /J,k combLa de Lteraclón a LterocLón v se requLere un cst:Lmodo LnLcLaL 

que seo fi..nLto y posLtlvo ti 1. 

Los et:opoJ.s b6sLcas de este método son 

1.- .EvoLuorxk, /1k y E,M 

2._ Evaluar cSk y gk con b.132 y b.137 

3.- Probar b.138 sL conve.-ge aLto; sL no contlnue. 

4.- EvoLuor eL despl.ozctnlento Ók: sl /lk:< 11 ók: 1 12 entonces 6~ L\ K y 

evaLuor con b.141 

s.- Probar eL esttmodo. (xk: +. 6k) con La deslguoLdad b.144 

6.- Probar ta convergenclo b.136 

7 .- SL b.144 fot..La; probor b.146 y sL f'aLLo evaluar e Lncr-ementor !:J. con -

b.145 y regresar o 1. 
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l J ( .12 METODO DE BROYDEl<·C.CHUBERT. 

Este r:iétodo se encuentra tnt:Lmamente rel.aci...onado con el métdo de Broyden 

En La ecuacl.On b.64 (Lo cual es Lo fórmula de Broyden), el segundo t6rmLno de 

Lo derecho es un vector de oroduct:o-saLldo. Schubert: ('H'"Opone uno modi..fLcocLbn 

al P.roydcn poro el acémodamLent:o de slstemas de ccuocLones no-Li..neoLes con Ja

coblono dLsperso¡ stcndo que Lo Lteroclón es \.STipl.ement:oda como Lo soluci..6n de 

un slst:emo Llneol con matrLz de coefl-clentes (AL}. Los sLst:emas de ecuact.ones 

serón consldef"Odas dLspersos sl el jacobLono drf menos del 10% de entra.das dL

f'erentes de cero. Lo norma de Los entrados cero y no-cero, o La norma de espa_c 

cVr.L~nt"J se flja para todos los (x). 

La Ldeo de Schubert: es que el cólcuLo se horlo en Lo di.reccLón de una T.b. 
La poro. preservar Lo estructura dlsperso deL jocobi..ono. La me:jof"'o de Schubert 

est6 dado por : 

n l L 
Al+1 •AL+~ e.eT (<le - A Ax)(,\ xlT) b, 147 f,;¡- J J Cti xl.T) <ti rl) 

O.'i'.#0 • 

donde óxL • Ojs" Note que poro tJ.. xL .. O, La correccL6n cero es adlcLonada o 

Lo j-ésLma f'LLO de AL. Lo notacL6n de Lo pseudo-Lrwe ..... so serla usada poro per"ml 

tt.r uno presentoclón de b.147. Poro un escaLor : P( E. i.R. -
al+_J.{ a-J., sL a ,¡. o } 

O , st ª~O 

Por Lo que La mejora de Schubef"'t podrt.a roescrlbi..rse como 

n 
AL+1 •AL +L (.6xLT AXL)L+1eJ(ll.eL-AL4xl)ej.6xLT 

JÜ 

b,148 

Lom ( J6 ) mu-estt'O Lo convergenci..a t.ocal y superLLneol paro eL método de 

Schubert en el co~o especLoL cuando .6 xl~ O poro L • 1,2, ••• n en coda Ltef"'OCÚn 

Esta suposi..ctl;n esta Lmpllclta, aunque no estobLecLda, sln quedar 'fuero deL -

método de Lom; 

l 1 . n T . . l ,\ xLT 
A+ •AL -X e.e.(A\1 xt.. - ... e) 

L J J ~ xLT,i xL 
j.J. 

b.149 
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Seo x = ( r;11 .;:2 ) T consLdere "f(x} "* ( r;l·-1,f. 'l. 
SL x

0
"' (1 +E;, O) porat;;> O, y A

0 
= J(x*) ""(~ ~} 

entonces f'(x
0

) "' ( r;=? + 21;; , O) T 

~ un c6Lculo muestro que : ti xo 0 (-E;: -Xr, 2, O) T 

entonces o1 !J. x
0 

... t. x0 y o2 A x0 "' (0,0) T 

Por Lo tonto AL esto bLen defLnLda por b.148 .. 

) T con * X • (1,0) T 

EL sLguLIO'nte teorema es el resultado de Lo convergencLo Local y superLL

neaL oor el mótodo de Broyden. 

Suoonga o) f' es cont:Lnuamente dLf'erencLabLe en uno soLLdo de serles convexas O 
* * * o b) l\quL e:x:L!3tc un x E; 0

0 
tal que f(x ) "" O y J(x } no es sLnguLar. 

por Lo tanto exLste uno constante, k >O tal Que : 

llJ(x) - J(x)llf {; kll?' - xll2 paro toda x,X e 00 

entonces aquL exlste t; O> O , tal que sL x0e 00 sat:Lsf'occ 

llx
0 

- x*11
2 

<E; y llA
0 

- J(x*)Jlf <O paro A0 no sLnguLar-es, entonces: 

1 .- EL método de Broyden genera (AL) con AL no sLngulaf'. 

:2.- (xk) converge a x * y 

3.- La convergencLa es supef'LLneoL en eL sentLdo que: 

Llm 
Je.~~ 

llxlc+1 - x*fl2 
llxk - x*ll

2 

• o b.150 

EL teorema de dctef'LoracL6n U .. mLtoda, genero su nombre de Lo hlpól:esLs 

sobre et com;:.ortc.mLont.o de Lo oprox:i..mocLón oL jocoblono. Poro olgón vector -

nonno se tLene 

y se defLne 
b.152 
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SuponLendo que exlsten con~' 1ntes ci 11 ª2. .:;. O , >:0 1• que Poro nLruno r:1otrl2 //.~ 

IJé•1 11..:;; [1• "'•" (xL,xL•
1 l]/I E I/ •"i o (.L,xL+1 ) b.153 

EL erro1" 11 EL+
1 l J puede ser peor que f 1 e/ /, pero sblo en una ruto controlado. 

Lo dLfLcuLtod en La aoLLcacLón del t!'loremo de deterLorocL6n Li..mLt:or:Ja, es el -

mostrar que oora una norma portLcular que el csti...'Tlodo b.153 se sotLsf'oce por 

el m~todo mejorado, generando La secuencLo de apr-oxUnocLón al jacobLono; Lo -

que pruebo que el mótodo de Schubert genero (AL) con AL no-s .... ngulor y xL con-
• ver-ge Localmente y LLnealmente o x • 

Dennlss ~¡ More (1977) 1 muestran qua el rnótodo satt.sface? uno condLcl6n -

necesarlo y svflctente: 

1 IAk - ./) (x"+1 
- xk/ /2 e O 

11 xk+1 - x" 11 2 

poro lograr el perfLl de convergencto superLLneal. 

b.154 

Los vento jos del método de Schubert, son que Los requerUnLentos de 01.Jno 

cenomlento son reducldos; el trabajo para mejorar Lo oproxLmocWn al jocobi..o-

00 estd' en funci.6n de La dlspersLdad deL orobLema ':J oara codo LtcrocLln se r,2 

sueLve un problema LlneoL dLsperso. 
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Los sLst.'?':"O~ rJc ~cvc:cL0re.'> '"'º LLr..~nLos SO'' éLfLcLLes de re:;oLV·"'"'r :::or cuol

ouLl'.!ro ,¿¡:; L-::.s sV:uLr:n'::c~ rc.zon~s: 

1.- /-.Lr;u'los tic Lo.-:. funcLones r.o ".'ion r.:cfLnLO::os r~aro cL<:<rtos •.'o.Lorc::; :Ir. Las ·1orLa-

bles. 

?.- /-.L~u.:os soLucL::>r.es (.leL slster.•o no !'.:O:i ·)o:>LbL~s ~~LsLco":'er.tc. 

3.- Los fu:-icLorv:'!s son i:?:t.t~f:ladorr:cri!:c no-LLncolcs t_i "ºL c:..;coLodos. 

••0r ,..,rohLnr-.o:.. cor. Los ~Lflc1;~tad~s 1 ,-.;ncLoO"l,x.'n<c:; (\ r:cno:; ~\)_.: c-~L cst:U;~1d0 i,.1t.cLcl 

!"';o:l IT!J\I C':::rCr.rv::i o J.¡ ".:'".)1 . .'.JC;A~n. 

i==L oc.~ot;r-ona '"h corri::i•JtoCora .:0 'L==:; ;:,ue:-e rcsolve:r ;;ro_,L~mos con ~,' :;Ln r·~".--

t:rLcci..on"!S. EL CLa~rn.<n0 de f'Lu_in '-'el oro:]ra-ra.:;~ ;.:ucstro P.n Lo fL0~1ro (29· J •. -:n 

nl ct.rculto exterr.o el volar .-:e Lle e:s ;)Ora el r:-.écodo Ot< cont:LnyccLo....,. f:n cL cL.c 

culto Lnterno Lo sccuenct.o Ce rrooLcmos so rc~u.J:Lve usando Los rrc!:oCos de ;:e·-ton 

n !'."ro9den con LongLtur de poso restrLngLd:i. Cuando Lo motrLz JocobLano so !1oce 

cosL 'jlnguLar o sLnguLor, <'!t oLgorLtmo se COí:'l'.JLo ol método de Levcnocrg/: :orqu•.:rct.. 

En us sLster.io de ecuoctoncs no-LLneoles, cuoLqui..ero o todos Les v'.'.lrLobLcs 

·"1orl~n ~9r 5ufotos o r~st:rLccLoncs del. tLr:o: 

c,(x) ,?! O 

'("'lnde 9 ~s un vector de r.-. funcLones. 

Se nu~clcn dLstl.'n~uLr ·2 tLnos -:le rcstrLccLones: 

t .• 177 

•l;:;tri..ccloncs fLsLcas.- Aouellos orlgLnodos de "fenómenos rL.5LCo~ Los cuales se 

r·1:1pr-esl'.lnta'h oo,- :.L:.';:c:;-.c.~ ~e -::cu":!.-=:1-on~s '-' en 1 . .ri"' c11nl,0~ s~ 0uP.d8 e-ncontrat--l.o so

LucLón rnotcmÓtLco vóLLCo nora eL sLste'":la, 1?ero que no sot:Lsfoce Las rcstrLccLones 

.:-1<1 b.177. En ec.tc coso Lo soLuclón matc'fl6tlco es l.mposi..ble ¡ ;:ior Lo que no se r~

r:res~nto corrccta:nnnte el "fcnÓi:i43no fl.sLco. 

'"?cstrLccLoncs obsoLutr:m.- AauelLn::; orL':}lnodos del LntervaLo LLmLtodo de ucfl.nLcl.2 

nl"!s rlE> rL0•mos ·(lmCLones ;-;ate1~tLcos. Lns funcLoncs L;:ic !_,: SC.iff, tLenen Lnt:ervoLos 

donde eLLos no eston dofLnLda::;. Esto no Lndt..ca justamente que La soLucLón no PU!!. 

r!o ser LocaLLzodo. dentro de Lo regi..&n no-foctLbLe; pero Que cualouL;;r Lntanto --
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paro cot.cul.or el valor de Lo funci..ón en esto reglón pueoe conducLr o un 1;r-ror -

ejecut:Lvo. Para resolver Los ecuactones con restrlccLones¡ eL sLstemo í-(x) = O 

y Los restrlccLones b.177 pueden rl'.odLfLcarse. 

Las rest:rlcclones de Lo forma xl~ O no requi..ercn cO-'Tlbi..o rcro Los rest:rLccL,3. 

nes dl f"eren~es deben Llevarse a Lo formo : z 3' O b. 178 

donde Z E Rrri; LntroducLendo Los restrLccLone~ orLgLnoLes dentro del si..st:cmo : 

q, ( x, z ) = [ i'( x, z ) J 
z - g(x) b.17Q 

el ejemplo sLguLentc mu~stro de uno forma mós el.oro Lo onteri..of" : 

Los N?strLccLones expLLcLtas sobre :e (de consLdcracLón flsLco} Son x.;:. e y 

x ~ 1. Pero poro L.:::i e:x:pre~i...6n (L.n [o.4(1-x)/(o.4-o.s:d ) se hoce LndefLnLda P2. 
ro o.a~ x ~1, osL que el LÚnLte superLor sacre x puede ser x.< 0.8 y entonces 

g(x) = O,B - x, 

Usando Lo tronsfonnocL6n defl .. nlda en b.179 se obtLene : 

$ ( ~. z ) 
[

x/(z + 0,2) - sLn[ o.S(z+0,2)/~ + 4,45977 J 
z - o.e + x 

b.180 

Est:::P. slstema esto blen deflnLdo poro cuat.quLer x·~o y z >o. Notesé que en 

este ejempl..o hot,J oLgo burdo, aL hacer Las tronsformocLones expLLcU:as, pero en~ 

chos de Los casos pr6ctLcos, Los restrLccLones son prlncLpal.mente de La fonrtO : 

x ),0 y Los t:ronsformacLones e:x:pLLcLtos no se requLere:i. 

Prlmero se consLde.ro Lo sol.UcLón de ecuocLones rcstrLngLdos en presencLo de 

restrLccLones absoLutos. En toles orobL.emos Lo sot...ucL6n no puede exLstLr en Lo -

reglón no-foctLbLe, ost, se puede consLderor cuoLquLer LterocL6n que resulte una 

vloLocL6n de Los restrLccLones, como propasarse de La solucL6n; entonces La dLre.s_ 

cL6n es correcta nero Lo LongLtud de poso debe recortar-se, osl que Los restrLccL.2_ 

nes no se vLoL.an. Los métodos de Newton o Oroyden pueden usarse poro ~ste prop6s,!:. 

to, 
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Lo l.on"}Ltud d~ :-'O!;O A ¡~se coLcula dr:: 

2' " "r/~ zy~/ 
don:.:i0 .i rnprcscnto Los (n::H.ces de t:o;i:::is Los va("'LaDLcs restrln~Ldos ¡:oro Lo cuc.L 

P~·<C \Oc!P.5 un nÚmern oc~ue.'"io cercano o ur.o, o< se uso para asegurar oue ur.c •r-

rLbLc con rc'."'.trLccLón ·~=-solu!.:o ·,•.Jcc'o n·~ i~o:::~r:;c ::- ... oct:c.-i0nte c~ro G:.;roncn Ln-:; Lt.::~ 

rocLor:~i:. '-'rn1 ol.aunc:.s funcLone~ qun no sor: oofLnL:·r-.-: :-::i.10 z
5 
~ : (C'Ji'lO 11.:j' L--: 

de (Zj), ,....~c.: :; !-o:; otro~ ~ur. ... no ."ºn C8f"L-;L::::~s solo~º:ª ~j<-J~ EL. c .. 6LcuL.o du X 
r:lc h.17'J l"rc;\·t_Gnn .'.:! ..... rom:iLnLnn ..... o G~L ,.,ocr:so '-C snlucLor. :;L Lo ·.-unco_o;1 :;o 

fLnL-:!o ::-oro Z j "" '1, r.cro r::or el otro Lodo, ésto rcN:'!Lte Lo corr.1crg0ncL0 o Lo ~.oL'.J-

cLdh 7 
5 

"' 1""" sL L') "funcL6n es defLnL:.io en este :'1Uí1to. 

~L conr:ortomL:!nto con r0:::trLccLoncs fi..slco~. ~~ ... tfr. dLf(ct.L c,uc; con rcstrLc

cLones obsolut~:., La rozón -:or-c. e~to es que "o!n tal:::.:-. ca.so~ La scLucLd'n :.'ur:·~·-~ sL

tuar~C" c-r. Le rcriL-5., r'lo-fc::.tLoLc ·~ ~o:!o:: t...cs. .~ct:c(';'o:; os:-, :;olucLd".'I ;;uc::'e:t: jLrLc.Lr:;c 

hoCC"'l La '."".cl1:ci.o'n r.o-fac!:LbV:. ~L r-JtoCo ce · c~:.:ton ( o Src~Gcn} ca,; Lo;-.;:iLt:·..i.:: -::~ ~ 

i;o rt':"'-trLn'">L-=o tLcr:do a Lo c::in•:·:>r;;r:;r.cV: 0n ':c...Lr-~ :,ro'- L0 .. -.~:; '.:'n :;n -::unco :;or-.d·.:! uno 

rl~ Lr..s varLobles restrLn9Lc.1os s·~ ht1cc cero t; no hO~J i'o("'ro c.11:! 1r.ovcrlo· Lejos ce e::-

tc ¡;unto, !lno oocl.Ón o e!'.:>to, e~ el uso ijel mdtodo do ContlnuccL6n y 11or;iotoc.La po

ro resolver probler.cs con re~trLccLonn:;. fL::;Lcos; ~,10 e¡un gennro uno curvo or. soL:...:

cL&'n cun son Los v:-ilor?s resL':}uoln:: ~I r-ueden contLnuome.-ite decr'2ccr. SL uno fun

c:Ld'n tLcnc do~. c':!ros dLstLntos, Los valores absolutos de Lo:; rcsLducLcs 'JUcd~n Ln

crcncntcr~c •.? ".lccrcccr otro vez a Lo Largo '.!!:? te LLn00 ca.,cctanao estos <:os cero~ 

dado :·nJ0 ~L cstl.rr.oCo Lnt..cLcL 1'ls Lo t:ost.ont:e cercar.o o La saLucLdn, Los onart:unlr~a

des !"o.ro !"!Uf"'! -=L r.i&'todo de contLnuocLón converja o Lo soLucLón fc::tLble son co:;¡ -

oletoomen!:o buGnos; aunque esto se Logre o expensas de cLentos 'ic: Lterocloncs de 

"rn::ton-r.o::ihson (Shocho.~, 1n0:::::,). 

Una 00ro;:LmocLd'n ::!Lf"ercnte de La:; rc;tri..ccLonc::; fLsLcas cs convcrtLrLos o -

rcstrLccLonc5 aosol.Ucas por eL uso oe funci..onef~ f..->::nvll..i::.ouo:.:.: 
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p - i= Ln(Z} 
j=1 

t;.182 

11 'fon:iulol"" el sLstc.":'la d<:? ecuacLoncs ,.~e b.·180 o: 

0 p(~,z) = 0 (x,z) p b.183 

l=r;t:~ r;i.o:;t:er.","l tlnri" l.ri :-i_s,..,o ~~oLucLrf:; r.·:r10 !?L :;Lst::er.ia orL~LnaL en Lr rr~JLÓn f:c.ct_!: 

hLP. .. Dar r:!L r,tro lo''O Lo fL·rcL...Sn ¡.c,-,.;1.L;c:'"l::~~, .:.onc'j'c. Los 'Jclor:::~ 'je Lo funcl&n .::i 

Lnf"i.ntt:o CtKmdo ce ri;)roxL7on Los r'OlstrLcclonc:-.. EL sLste;na: .. odLfLcodo .-iuede ser 

~fLcL~ntP.m~'lt:i:> re".'ll"='Lto vson~o ~L rr,4t0cio d~ ,'!'?."·ton (n ?ro•y:-en) con LonqlturJ .:~e -

-:o~o reo:;l:rlngldo. 

Shoc.i1l:..,, ( ) r~aLL:m Lo c:cr.'pC>rocld'n r:!0L r.i4trodo de contLnuact.ón con el --

uso de fvncLones nenaU.zados en 2 protiLcmos pruebo que se oj-.1st:o'n con soLucLones 

no-roctlhL~s LocaLlzodos cerco de Lo re".)LÓí\ f'octLble • 

F.L uso de .A 9 =1 d11L m~todo d0 contLnuocLon, nora Logro/"' Lo solu-

ct.o'n foctLbLe, "fue sufLcLcnte; en estos cosos el rnfmero de LterocLones ~s peque-

ño. to odLcLo'n de Las funcLones penollzadas Lncremcnto Lo no-LLni:oLLdod y canse-

cu~ntcm~mtn Lncre.T·~nto el número de Lt:erocLones. Los ca:.-;os donde el .~.~t:oCo ce --

contLn110cLÓn uso L\ B.< 1, l'l oriLc Ló'n de Lo!> funcLOnes nenoLl..7-odos reduce Los 

Ltef"Ocl.oncs r.~r foct;or tle ~ o 20. En ot::ro caso La convBrgcncLa Col. ;11í!t;oC.:o d~ -

contLnuocLd'n fué Lento por La exLstencLa de un punto sLngulor en el co.-nLno cie -

Lo ~oUJclÓn y Lo or1LcLÓn de Las funLones nenollzodos, evlto Lo convorgencla en 

el md'xLmo nJmero ere LtorocLones oermLtldo. 
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Cuonc!o se 03,~ ~L a:...:.orLtro se .:1eb2n r-ro~-0rcLcr.or L..:;:.; "funcLor-.cs 1 : Los 

e~tl.r:iados lr.LcLoles acr-a Las vorloblcs y una LndLcoct.d'n de c¡ue GL Lo vo

rLc'"iL"? es r'2strLn=Lr.'c. o no y sL Lo r0:;trLccLÓn os ot:.olub'l o fC.SLco, Lo~ 

slqui..c>ntr>s .'."lroblnr-·os··d<:ib~r s.-,r r0<;u-2Lt.o::; 00r ':'?L usu-:irto. 

o) Lo LonoLtud d•3 ;--aso '1Cro r1LvL::!Lr Lo O:)ro:x:L7ocL6n da dLferenclos d(;!L .Jo -

col;Lcno. 

h) FL ec;colo.~t.P.r;t:o nuto~ 6tlcn. 

e) EL crLterlo .d~ con'1er~enclo. 

d) lo slnguLnrldod d'":!L JoconLono o Lo dLvcrgencLo. 

0) roLto di? cro'?r~s1:i sot:L:;roccorLo. 

A r:on':LnuocLón s~ dL.scut~n L:.s declsLones con rns0ecto o Los oroblemas: 

o) EL orogro.TCl co:·1L!::'; ouedi:! usar fun.::Lone!:. derLvodc.s; sL Coles íuncLQnes son 

""loi:!os nor C!L usuorLo. :Jaro funcloncs ;0:6<:; cor:ipLLc.)dos e:s convanLcntc cL -

us'"' de dLferenclos fLnLcas; se_lecclonondo el vaLor oe hL Lo tiostont.e pe

tlU•.)~o, qua preserve Lo veLocLdod de ccr.ver2g~ncLo de ::;egL"r.do ord2:i del -

método de r:e•uton-íloohson¡ pero no Lo sufLclcnteMentc pequer'ia que evLte 

dorrLnocL6n de ocercornLento al error. 

CONLE~, ·odopta el camblo caro hL hecho oor :.'ore 1.~ Cosnorci (1979) 

B.184 

donde E Lo roú: cuadrada del n~mero m6.s pequel\o ::-oro el cuoL 

1+€>1. 

b} AU;;unos di'! Los orobLorr:os no riueden resolverse o menos cue Los funclones 

sean e~.coLodos; pennltLendo que el ususorLo pongo el esocLomLento, se ho

ce Ot)rooLodo r.oro el estlr..odo LnLcLoL; pero se hcce LnopropLodo poro va

Lorns nLferentc!'; ".ln Los nor6mntros r¡ue se ajustan a Los Clforentes --
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vorLables ¡ n!;L q~•f! ~r orcf'Lcre el escala.'11Lento outomótLco. CQ~,,¡LES u~o tin '7'ét:o

do sUnLLor a Chen y Stodtherr (1981), paro Lo funcLón de cscaLomLento. Cada "" 

vez que Lo motrLz jocobLono es recalculodo 1 el rr,ayor elerr.cnto (en valor ooso

luto) de cada hLlero d~L jacobLono se olr.iocena en Los varLobles : normL. Cuo!! 

do se uso el método de ")~!1ton, codo hLLero tJc La i:cuocLón : 

se dlvL".:!e cor el foctor onro:'.>Lodo Co normoLLzacLón norml" Cuando se uso el 

método de Groyden solo Los valores de Los funci..ones so dLvLden por normi..., ex;

c'"'ot:o en Los LtcracLor.es donde el jacobLono es recolcL•Lodo. 

e) EL crLterlo dr. convergenclo depende de Lo r.icdldo d<::!l error reLot:Lvo entre dos 

LterocLoncs consecutlva5. ~ .. ro sL to s')LucL6r. í=:.::.rc oLgunos 1':L1::tinentos del vec

tor x es coro, P.nt-onccs el error rel.otLvo no puede y podrLa ser no ser usado 

CONLES cal.culo el vector de error p elemento por elemento 

sL x~ ~· tol sL no 

b,185 

donde "toL" es La t:olef"Onct.o del error especLfLcoda por el usuorLo. EL prUner 

crLterLo poro conver-gencLo es que toL ~ // p //'L b.186 

EL método de Naiut:on, r6r:t,Ldomente conver-ge; este crLterlo usualmente gorontLzo 

Los -Log10(tol) dLgU:os sLgnLTlcatLvos poro todos Los elementos rle xk+1 i 

el crLterLo b.186 puede follar en dos casos; sL eL fac;t;or de amortlguamlento 

se hoce mu;; peqvei'io, el crLterLo se satLsfoce Lejos d::? La soLucL6n; Lo otro 

posLbLLLdad es que el olgorltmo Levenberg/~.'o, .. quord, converjo o un mtnL'llo Lo

cal de F(x), en toL coso el crlterto b4186 puede t:ambLt!n sotLsf"ocerse. 

Poro detemLnor que xk+1 es uno soLucl6n verdodef"O, Los valores resLduole!:> 

tlenen que ser checadc'5o; sln E:mbargo san afectados por el escoLomlento de F 

Poro obtener uno medLdo, Lo cual es Lndeoen-:!Lente del escala.'lllento, Los voLo-
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res resi...duoLes son dLvLdldos por Los factores de normoLi...zocL6n norn\_ 1 enton

ces el crlterLo odLcLonal poro convergencLo es el stguLente 

b.187 

Cuando se uso el metodo de Broyden, ol jocoblano y Los factores de nonnaLLza

cL6n son rccaLcuLodos antes de usar el crLterto b.187. SL b.186 y b.187 son 

sotLsfechos poro ;i!+1 , se asume que es uno soLucL6n verdadero. Si.. b.186 es 

sottsfecho pero b.187 no, el olgorLtmo corwerge a un mtnUno Local. Lo subro

tlna ouede Lntental"" encontrar Lo soLucl6n •Verdoder-a regresando al estlrr.udo -

tntcLaL y usando el método de contLnuact.ón r:on pequeños valores de .Ó. 0. 

d) En el cosa d~L jacoblooo sLnguLar o cosL slngulor se usa el. olgorLtmo Lcvcn-

berg/11.arquord para moverse Lejos deL punto sLngul.ar mLentrós que se reduce La 

sumo de cuodl"'Odos de Los valores resldLioLes. 

Poro matrtces cosL sLnguLores .el valor de pk. tLende o ser m6s grande que xk 

oaro detectar toL st.tuoci..6n se hace Lo sLguLente, para Los et..ementos del vec

tor de correccL6n : 

b.188 

SL todos Los eLementos del vector de correr.cLón pk sotLsf'ocen La ecuocL6n on

terlor, La correccl6n de Newton o Broyden as aceptado; de Lo controrLo, es re

colculado usando el algorLtm::> Levenberg/Morquard. Pue5to que este oLgorLtmo es 

usado solo como ur'lo. medLd? de emorgencLo, se mLnLmLzo el esfuP.rzo computocLo

nol asocLodo con éste y se Lntenton oLgunos opcLones dLferentos en La seLeccL6n 

de uk LquoL al mayor elemento (en vot..or absoluto) de .J que aparece como el -

mejor combLo. Lo entrado dlogonoL de ok. contLene La Lnversa Ce Los f'octorc::> -

re'!'!p~ctLvos de nor:l'oLLzoclón 1/nonnl. 

e) Lo falta de progreso normal.mente conduce o Lo sotlsfoccL6n del crLterLo b.186 

sLn sotLsfocer el crLterLo de b.187; en tal coso Lo subrutlna puede probar un 

comlno dLferente de Lo soLucL6n usando el método de contLnuocL6n en vez de C'e

tener Las Lt:erocLones cuando no hoy progreso .. 
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Hacer 

,. k • o 

(Ec. 11) 

Hc.~~r X . xº 

a - 1 

.60 . 1 

k -o 

yº . f( X 
o 

CoLcuL.or La mot:rlz 
Jacobi.ono y eL vector 
y< (Ec. 1) 

SI 

Hacdr 

SI )l-k-mex.lno 

>---'"----1~ d~j=1/lnormLI 

(Ec. 11) 

L.as restrlcclonc::; oti::;oL.u-

t:os no se vLot.en {Ec. 111) 
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k = k + 1 

NO 

e • e - .6e 

NO 

Hoc~r 

X "' X.O 

SI 

FIGURA 29 

CoLcuLor k + 1 
X 
f ( ./: + 1 } 

EcuacLones : 

Yk • f ( xk ) - e Y o 

[J'"kDk + JTJ]pk JT yk 

xk+1 = xk + ]ik¡::il:: 

Dlagroma de flujo v prLnclpaLes ecuaclones deL Algori..l:mo CONLES. 

142 

JI 

111 



La snluclón os Lento. En cuoLóuLer coso r:L valor de x (;mra el cual La norr:~o 

EucLLdLano de Les valcr<:>s rcsLduolc'.5 es n LnLilo) se 0L<.oc0na. 

EL aL9orLtrr-0 CONLES ha sV::lo oxtcn~,;Lvor:.cnt'? pro•~ojo con Los prct:ilcr.1os C;:! -

l'ore (1Q31). EL funcLonoí7ii..ento de CONlES Que uso el rr~toc!o d~ r:Q:J.:ton fuh co:1100~ 

do r:on el -:ur.cLor,amLc.nto Un otros códLgo:; p(Jr'J '.!cu0cLor~::;5 n:) LL:·;cat.c:;. Los rüSU.l; 

ta'1o'3 detollar'-cs S•"? don en Si1a::horn (-JQ82b). L::J concLi;si..ón d•"' -~",t~ e'.i'::'-. .::;i..o 0s qu.:: 

CONLES es cor:ioarable o r.1ejor que otro·:: cé>-JLqos eri La resolucLón dr.: problrn"C:O. sln 

restrLccLo,,cs l_I r,1;c e·~ el UnLco que pu,_;(•e manejar :'lt'Oble:;;os con restrLc:cLone~. 
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'.'r.;;. 1-:r<'." .. '"l -::o~.t:t.t.''lri ~.•;; :~rc•:<;c'":o:::. ('k: Ln•;()!'ii.:L1ocLo~n -;n t·.on LnLcL:"Jdo -,ara d~

<1nrr0Ltnr un ver,"o<!cro .~·C!;o.::'o ói~ contLn··ocL~n •; J-,o,:-:otor;Lo (:Lfer\"'!ncLoL; r•~:.:.Ldo 
n ..,,Jo s11 r:f'lcnntrÓ, n\_1r: ~stos ;.~~t--:::io~ :::on ·~Lof;oL:"X1te cor:v0r:;2ntes. :;c!;;:;c 1r,,qó 

cuatro rutlnas r.or "rcclo:r.l..ni:ir.~0: '.<•.tü\...cc:: (·1076), i•cbott (1-Q.~·;), ',.etsor. (1970) 

ti ···hicLn:-.oV.rt ~! ·:-ur':cr:-t'; (1~· 3). !.a '"º~orL• cr~ r:Ll..o:..; r::rocDci~n 0r: :.:avLc0••d:o -

{·tar,,1), l.J :iostcrLor:-.~nt'2 cJescrroLLodos :--or ;~Lor::fcnsteLn (1961). 

Co'i'O s~ ~u'"s.t:ro en Lo t.:it>La (:i) ; LoG ecvocLone:. f (x) se Lntroduccn cir uno 

hof"loto0Lo, :1(:.:) con otro ·1ju!..::e C0 ,.,.ur.cL0n0s e; (i:) cu::a :~olucLJn e~ cor.ocle.:. o 

focLl.r.iC>nt~ -Jctcr<:iLno".!c '-' un :">r.r~:('tr(' ':!"' ho.~\Jt.00Lo t:, eL cu:iL vc.rL:i C'.'! ; o -¡. 

Lo solucLÓn s~ ot-•~;_¡¡, ·-i<1...·.-c.·r •.; '- r-r:c 1 ·1.-·r 

1 . .-.ro0 ,.•,.. 1_'1 rvl::n - ~ -;;(--::) -:: f(.·:~, 

:.~ d0s~o cncori!:rc;- Lo:, oju. str.•s é"l roi..ces :-J0 Lc.s ccu".lcLon'."?s, 1.•sc -...-:o •Jn c:.;ci..:"OOC 

·¡'el t e ... o - ·V' 'l'.o ·11'1 Lo c·•nL rr~wcy·a ,-.uó eL !r.:it:odo (!e ·;c.•::cn ·.1 ~?L: 0 -

~o~o :;L ··~L~~L:o ':J'·~ :)o,:.:r:-:L, -~oLLcr.~ ,'.'.:L··-~~o~c .. ~0 contLnuocLcin '.;i ,•o.:.ota,":L.c-. .·,i.. -

'"cr~nci..cL, ~L cuaL :,('! rc:,:.1r::~ r:n La tc::>l,:-. (<:); Lni..ci..r.: con Lo cnr.::;truccLo:5n :le 

u~Yl ~o~ato""Lo, ~ ... o r·:LccLonnr Lo funcLón f, oor Lo ruto de otro funcL~n J, r.11-

tJO soLvci..~:1 e-:;; conocLdc-. C' ru~d~ obt~nsrs.r:- focLL:-~12nt0. ~L un<J hcr,,otor.Lo que :;s 

LL:-1caL .,:;~ f"or--ia 

''1 (::--: ' 
e ' tf 

1 (:-:-¡ ~: ... ) + (1-t)g,j (:-:,¡ ! :. • 'J CJ~' 

,,_ (x.¡ t) of,, (:·,1 
Y:,..) . (·1-t)-:,~'.(::'Í ":) l:.1co 

r:· ::,:-i-:':1 t o.: ·., :;l. L.n.i_.::t.0 d·-:: u, ru':o, ., = '.'"! • , '.o:~t.·! La. ".>'JLucL~r. conocL::io a -

,..,, e~ .. ~'';:-~. (:u~...,,.n l: = 1, :1 .= f = 'J, C:onrJc l..a rclz :.::
1

, :::,)s,:-rÓ di:!t:riLno -

r:io. <:"L Ln funci..d·1 ~i..., t>0-.t1tori~0. ·:::: co1t:Lnuor:.11ntc ~Lf·:or-;r.cLo'::;Le '..! L.:. ~~.otri..z ce 

::l"'rLvnr•:is ,;ic; i_:ivert:Lhlc • el =,~or<:-:a ~. :.: fur.cLÓ.-. L::·iLL.:U:o, garc.ntiJ0 L:.::. 0xi..s--
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tencLa d¿, '-1:"'\ ::":l.~~.<iCI ~on!:'.l.r.:uo q~ 1 c enlace el ounto LriLr:lol_ ::-.:~, x~ o Lo soLucL~n 
deseado (x1 , x 2 ). Entonces sbLo se necest..to 5C!LeccLonor un opropLod0 g

1 
y g

2 
4 entonces oloneor un esquema nora apoyar sobre Lo ruto rnLcntros se mueve de 

tc:Oot:~1. 

Un combLo nosLbLe poro q es ( "f - f 0
), eL cual cuando se Lnserto en Los 

ecuocLoncs b.1~7, b.1:ia, se obtLcne Lo que se conoce como homotopi.o r!ewton: 

h1 (:x:1 , x 2 , t) ""f1 (x1 , x 2 ) - {1-t)f1 (x~, x~) :i o 

h?(:c1 , x 2 , t) ª f 2 (x1 , :x
2

) - (1-t)f"2 (x~, x~) .. o 

b.159 

b.160 

donde x~ y x~ ouedf.!n se LeccLonorse arbLtrar·La.Tiente; con x~ = 1 O y :x:~ "" 1 O 

(Seader, 1985) 'd Lo funcLón corno se da' en Lo:; ccuaclones b."i5ó v b.1óó¡ Lo~ 

ecuoclones b.159 v b .160 hocen : 

b.161 

b.162 

Uno gr6flco prevlo de Lo ruto poro x
2 

COTlo uno funcLón de t se muestro 

en Lo "fi.quro ( 213 ) . 

En el método de cont:LnuacLón cLÓsLco (dLscreto), uno secuencLa de valo

r-es se seLcccLono paro eL por6metro de homotopLo t, y Los ccuoLones b.161 y 

b.162 se resuelven poro cado valor sucesi..'Jo de t.:, LnLcLondo o t "" O, Dcsofor-

tunodomante, esta forma de contLnuac Lón puede ser Lnefl .. c i..cnte e Lnsequro u no 

se recomLendo oorQuc no sLguc Lo curvatura reaL de Lo ruto. 

EL coniunto de ecu .. acLones no-LLneaLes de acuerdo o Las Ldcas de DovLde!:!. 

ko (1Q53), es reformulada coTo un conjunto.de ccuocLones slmuLt'J.nt:os dLfcren

cloLes nrdLnorLos por dLfcrencl..ocLón con resoccto o La LongLCud del orco, p de 

La rutn, Entonces (>L método es segón Wo1Jburn y Scader (14C4), como '\:unU ... í1uo-

ct.6n y homotopLa dLferellcLoL de Longltud del orco", Afortunadamente, Las ccua

cLones rlLferencLoLes, nunca son rlgLdos y por Lo tonto pueden resoLvers1~ f6cl_!: 

mente por métodos bLen conoct.dos. 
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14 

12 

10 

-. 1 • 1 .2 .J .4 .s 

X~ + X~ - 200 + 183 t "" O 

2x: 13 + x~12 - 7.411 +3.471t=D 

.6 .7 .B .9 1.0 1 •. 1 

figura ( 28 J.- Ejc;:ipTo d~ ruld de Homotopla para 

ecuaciones no· I i nea les. 
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con-:.truLr Lo h,o· ot:o:ii..c 

1 
_________ ..¿.._,,__ ______ _,con .-.crOriatr-o 't: • 

hl(x1 , r,, .•• ,xn,t) =O 

0 Í.= L,'2., •••••• n 
conde t· ~ t ~ tf 

con XL = x~ conoct.endo x~ a t
0 

hL ,,. fL a t:r 
~--------,.------~·conv-:-rtlr el ::iroblc;,.c de valor LnL

cL<:.L ,-.n ecuacL011es .JLfer(·!nci..oL<:>'.~ ºL 
rJLnorLcs -'.:!n térr-,Lno:; r!(; Lonr¡U:u.-• ,:J.~ ,,. 

147 

~reo, t1.JCL<::>n·,o t "" X n+1 

St~Lecclonnr La ·.:orLu.oL~ Lnr.eoendLo~ 

te 1 k::: r.,nro evLtar La :;Lr.r;;uLarLdod

dcL jocobLano '.l co:n'.;Lnor Los ecuacL~ 

ne::. oaro obtener La'.:> ~~erLvacias en "' 

for.7'a ex?LLcLt'l. 

caLcuL.ar EuLer ló Adams-Boshforth) 

paro dar !::J.. p. 



j "'1, 2, ••• , n+1 

r~soLver Las ecuaci...oncs de: homotooLo 

o xk fLjo r.oro xj' j,,.1,2, ••• ,k-1, 

k+1, •.. ,n+1. Por 8L método de --

~ ~<:?,Lto01 paro corri:;gLr o rnLnL11i..zor La 

t:f"'l•r"'H:::oci_óri :10L .,.rrnr -:>.-, cr_ pa!:".o d<:J 

,---------''-------Lr.t<:?';'if'ücLér,. 

NO 

re9rcso 

aL paso 4 

TABLA 8 

SI 

oLto 

Resumen deL método de Contt.nuoct.ón y Homotopt..a. 
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Lo di..ferenct.ocL6n de Los ecuoci.oncs b.101 y b.162 por Lo reglo de Lo 

cadena (notesé que x
1

, x
2 

y t, todos dependen do p) d6 : 

dx1 dx2 d,_ 
2x1'""'d'P + 2x2---ap- + 18~ .. o b.163 

b.164 

Lo formo muLti.cH ... mensLonoL deL l.eorcmo de Pi....tÓ:ioro:; se 00LLco, dando 

b.165 

Entonces, ohoro se nuedf-')n resolver 3 ecuocLones dlf'ercncLobles ~t.JnuU;a

ne.os ordi...narLos, Lo CU2.L constltu·J~ un pcoblcmo de valor LnU:LoL, donde Los -

condLcLones LnLcLaLes son 

1: .. 0 a po:Q 

SL un rr,étudo m::pllcLto , toL corno eL Eul..er o uno extensLón del multLpaso 

de orden supcrLor el Adcrns - Boshforth, es usado poro Lntegrar Los ccuot.Lones 

b.163, b.164 y b.165 que son rnont..ovLodos por sl.mple reduccL6n, como sLgua 

Paro obtener Los e:.c-resLones e:.i:pLlcLtos poro Las 3 dZ:rLvodas con respecto a Lo 

Lon9Ltud deL orco • En formo de motrLz, Los ecuoci....ones b.163 y b.164 pueden 

esc('LbLrse como : 

b.166 

6 

b.167 
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Lo motri.z Lnverso es eL JocobLano .SL éste es cosL sLngulor (tlene un -

det:ennlnonte cosL cero ) entonces dt/dp es casL cero ¡ por Lo que se est6. ce!: 

ca de un punt::.o decLsLvo en Lo ruta. , donde t puede combLor de dLreccL6n ¡ este 

punto se observo en Lo fLguro ( 28 ) • Es muy Unportonte que seo capaz para -

scguLr La ruto al-rededor del punto de declsLÓn como se descrLbe enseguLda. 

Pero pri..rnero resuelve La ecuoclon b.166 poro obtener 

[3.4711 (2x1 ) - 183 2¡3x~2/3] 
[ {llx~) (2x1 J2/3x~'l3 (2x2 )J b.167 

b.168 

SustLtuyendo Los ecuocLones b.167 y b.168 en Lo ecuacLón. b.165 se tLene: 

$: -dp 

-!7, 
[ i. + el +e~ b,169 

Los valores de B dependen sbLo de valores de x:. al punto prevt.o en Lo ~ 
ta y (dt/dp} • 0.000023BQ se coLCuLo fO::.LL.'nente de Lo acuocLón b.16Q. 

EL slgno de Lo ecuoclón b.16Q detennt..no La dLreccL6n LnLcLol que se 1:,2_ 

mo a Lo Largo de Lo ruto. Oesofortunod(lfj1ente, este valor do dt:/dp es muy pc-

Queño ~~ es uno consecuenclo del jocoblano casL-sLngulor. Por Lo tonto Los va

lores de Bi Y B2 son coLcuLados muy grandes en valores absolutos. Sabre estos 

condLcLones, esto es mejor poro seLeccLonar una varLabLe dLferente de t. Esto 

seLeccL6n '-"S hacho ;:or Kvbi..ccck c0n lo rP.rlucclón de Gouss-Jordon con pLvoteo

sobre Lo matrLz jocobLono aumentado, Lo c:uoL es : 

,.,,-)\ 
2 

183 l 
(J.47~~ 

Lo columna que no sumLnLstro un pLvote hoce La vorloble LndependLento 
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En este coso, x 2 (ontós o.ue t.) es selecclonodo corno el prLncLpi..o de Lo ruta y por 

Lo tonto en Lugar dP. resolver La ecvacLón ont:erLor, se resuelve un combi..o de esto: 

[ ;'] -[ b.170 

EL nuevo JocobLono est6 Leja~ de ser sLngular y por Lo tanto se obtlene 

et ... -o. 0034653 , entonces: 

2 J'h.= e • 
0,7?016 b.171 

ahora, tomando eL sLgno nosLtLvo de Lo ecuocL6n b. 169; 

dx1 dx
2 ¡;p • $1 ¡;p • (-0.03855) (O. 72Q16) • -0.6(]435 o.172 

!!E. -dp 

dx2 ªt ¡;p. (-0.0034651) (0.72016) = -0.002ó268 b.173 

Sl se opLLco el m~todo si..snple de Lntegroci..6n expLtcLto de EuLer, con un to

mo~o de po""..o paro 6 p .. 0,05 
dx1 o 

x
1 

X~ + ~ p(¡;p) " 10 + (0.5) (-0.6843Ó>) • 0.65783 b.174 

rlx:.' 0 x, = :;:~ + Í!. p(~) "'10 + (0,5) (0. 72Q1l.' = 10.36<158 b,175 

t ... 1:.
0 + a p(~)º ""' o • co.s> c-0.002~268) = -o.0:)1:;::034 b.176 

ahora, del error truncado en Lo Lntcgroci..ón num~rLco, Los valares de x
1 

y t son 

correqLdos por eL método de !'-1~.iiton poro ecuaclones no-LLneoles en LO formo de -

homotoolo corr.o Los ecuacLone~ b,161 y b.162, Poro mantener Lo vorLobLe i...t1depe!! 

dlonte selccclonorlo r 2 o 10.36458 y usando x1 o Q .. 6ó783 y t "" -0.0012634 como -
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Los esl::lr:iados LnLcLoles: unLco:nente se requLercn 2 6 3 LterocLonfls de NCUJton, PO.!:, 

que solo se neceslto apoyar poro cerrar La rvt:o de Lo homot:opLa. Cuando se alargo 

t .. 1 .o donde La rob deseada se encuentro, entonces ~e oucden usar un número su

fLcLent:e de lteroclones de r!t::!•JJton caro Lograr Lo conver-gencLa adecuado. Entonces 

eL nrocedLmLenta alterna entre un EuL~r o un poso de LntegrocLón de Adoris, C0.7.o 

Los que oredlcen el camlno y unas pocos i...terocLones de ;~~uton como Los que corrl

!fen. EL resultado es un punto soore o cercano o Lo curvo de hcmot:opLa co:ro 

muestra en Lo FLguro. 

Lo P.flcLPnci.o d~L métddo de KubLceck puede Lncrcmcntorso por : 

1.- llsando+métodos de motrLces dLspersos con comportomlent:o de .Jocoblano. 

2.- Dando un olgarLtrno del tamaño de ooso de Lntegroct.6n como el dt.scutLdo oor 

\o/o~turn y Scod.:.r(t98/i 

Con el ::LerriDo t se desorroLLoron sLstemos expertos poro detennLnor out:ornatL

comcnte La naturaleza de Los ecuocLoncs o resolverse y seLeccLonor eL método m6s 

anrooLodo ... EL programo de WLlLl.a!r1s (1982) TKJSOLVER <?S un programo ctesarrolLado 

con este enfooue. 
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APLICACICJI : 

En esta sección se comparan algunos de los metodos de convergencia 

mente util l~zados y que se presentaron en el capftulo 111, dichos mctodos son: 

Método de '\rlegsteing, Secante generalizada, Newton-Rapl)~01,Broydcn, Broyden-8!_ 

nnett, Broyden-Schubert. 

Para la apllcaci6n y comparación de estos metodos se utiliza el problema 

de Cavett (1963), el cual consiste de un sistema de destllacl6n flash, com--

puesto por Z, (cuatro) flash isotérmicos; con 3 (tres) corrientes de recircul~ 

clón y 2 (Jos) lineas de mezclado. En el sistema se manejan 16 (dleciseis)cOI_!! 

ponentes en la al lrnentaclón y se mencionan a conttnuaclón : 

1) ~11 tr6gcno (U2) 

2) Dióxido de carbono (C0
2

) 

3) Actdo sulhídrlco (H
2

S) 

4) M:?tano (CH
4

) 

5) Etano (C2H6) 

6) Propano (C3H8) 

7) 1 sobutano (1-c 4H
10

) 

8) n-Butano (n-C4HlO) 

9) 1 sopen tano \ ;-c5H12) 
10) n-Pentano (n-C5H12) 

11) n-Hexano (C6H14) 
12) n-Heptano (C7H16) 
13) n-Octano (CBHlB) 

14) n-Nonano (C9H20) 

15) n-Oecano (C10H22) 
16) n-Undccano (C11H24) 

FLUJO (lbmol/ hr) 

358.2 

4,965.6 

339.4 

2 ,995. 5 

2,395.5 

2,291.0 

604.o 

1,559.0 

790.4 

1, 129,9 

1 ,764 .4 

2,606.7 

1 ,844.5 

1 ,669.0 

831. 7 

1,214.5 

Para 1a soluci6n del problema se utl ! Izó el simulador SGP/ZAR ':IUC empl~a 

el enfoque modular secuencial. 

El criterio de convergencia utilizado es el siguiente 

error /xkl- 1 
- x~ / 

xkt-1 / 
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El cual es fijado anticipadamente con una tolerancia m.lixima de 0.01. Con 

la final ldad de comprobar la comparación teórica real izada en el Capftulo 111 

se establece que el estimado inicial sea el mismo para Lodos los metodos. 

Los diagramas de flujo de proceso y el diagrama de bloques para la simull:!_ 

ci6n del proceso se presentan en las figuras (30 y 31 ) respectivamente. 
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FIGURA )O 

DIAGRAMA DE FLUJO DE PROCESO 

DEL PROBLEMA DE CAVETT ( 1963 ). 

r - 1ooºF 
S·I 

P • 800 psla, 

R·l 

T • 120°F 

P • 270 psia. 

S·2 

S·3 

._ ____ _. p
2 

T • 120°F 

P • .lt9 psta .. 



3 

ADBF 

TOPOLOGIA : 

2. F-1 
2 

KPH1 ,. l 0"MIXR","H-1", 1,7,8,-2,3"'0 
Kft12 • 2,"AOBF'',"F-211 ,2,-3,-li,4*0 
KPHJ .. 3, 11ADBF","F-1",3,-10,-7,4"'0 

~~~~: ;:::~b:~:::::~:~:::~:~a:~G~~~º 
KPH6 .. 6, 11ADBF", 11r-lt 11 ,6,-9,-1 T ,4r.o 

No. de compuestos • 16 

AOBF 
F-2 

3 

MIXR 
M-2 

4 

10 

DIAGRAKA DE BLOQUES O GRAFICA DIRIGIDA PARA SIMULACICt4 DEL PROCESO 

(PROBLEMA DE CAVETI 1963 ) 

FIGURA 3 1 • 

AOBF 
F-~ 
6 

11 



TABLA· V 

RESULTADOS Los resu 1 tados obtenidos de la simulacl ón del prob 1 croa de Cavett • se presentan en la 

siguiente tabla y se representan en la gráfica "!._ ). 

ITERACICfl ME TODO DE SECJVHE NEWTm BROYDEN BROYDEN BROYDOi 

\IEGSTE IN G GENERALIZADA RAPHSCfl BENN ETT SCHUBERT 

z.oo 0.66 º·ªº o.66 0.51 0.28 

1.61 0.57 o. 47 0.02 0.06 o.oa 

0.525 0.89 0.12 0.01 0.02 0.21 

... 4. 718 0.03 

"' 
0.01 0.01 0.025 0.04 

.... 
0.48 0.01 0.01 o.o4 0.03 

0.01 0.015 0.02 0.02 

0.035 0.02 0.05 0.03 

0.01 0.03 0.02 

9 0.01 o.o 
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ANALISIS DE RESULTADOS : 

En base a los resultados obtenidos podemos observar con claridad que el 

método que rcqu lere de un menor número de iteraciones para lograr la con-

vergencia es el Método de Broyden, ya que cumple el valor del error m.lxlmo 

permitido (O.O!) a partir de la 3ª Iteración. Esto puede deberse a Ja el i

minaci6n de la obtenci6n de-la inversa del Jacobiano y en consecuencia de 

la evaluaci6n de derivadas parciales; ya que el Método de Broyden tiene CO,!! 

vergcncia superllneal en comparación con los otros metodos que son de con-

vergencla cuadrática, tal como el Ncwton-Raphson que generalmente en prob12. 

mas no muy complejos tiene una convergencia rápida; tal y como se aprecia -

en los resultados anteriores (logra la convergencia a partir de la cuarta -

1 teraclón). 

El método que no logra 1.J convergencia tic.s.ta t::l lí1nltt:: de t::rror r.iáximo 

es el Método de Wegstelng; esto es debido a que este método se uti 1 iza para 

variables que no tienen un.::. fuerte int~racción entre las varlables,dado que 

en el problema de Cavett las ecuaciones resultantes si presentan fuerte in

tcracci6n, en este caso se presenta el problema de la divergencia. 

Finalmente los metodos de mejora del Broyden requieren de un número mayor 

de iteraciones; lo cual es debido al mayor número de evaluaciones de funcio

nes generadas por las matrices que se manejan en estos metodos. 
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C(JjCLUSI (}jf5 

En base al anállsis reallZildo en este trabajo¡ para los dlferctltes en

foques de s lmul ac i 6n de procesos. se puede conc 1 u ir que en procesos cuyos 

e 1 rcu i tos de rec i l"'CU 1 ación son l ndepend i en.tes, e 1 enfoque sccuenc i a 1 mod,!! 

1 ar funciona satis factor i amen te• ap 1 i cando e 1 método de convcrgenc i a más 

apropiado (por ejemplo el Broyden, Schubert, Nc\'1ton, 'Wcgsteing, etc,.), -

como se vera más adclünte, Pero para sistemas complejos con circuitos de 

rec i rcu 1 ación anidados, así como con rees true tu rae i enes de di seña, 1 a té!:_ 

nica Secuencial Modul.:ir presenta un pobre comportamiento en la convergen

cia por lo que es preferible utl 1 izar el enfoque Hodu lar slmul t.:inco, ya -

que este enfoque toma las ventajas del Sccucncl.:11 Modular, principalmente 

de la Heuristlca para supor.er estimados inici<:iles, además de que el sist.!:. 

ma de ecuaciones generada se resuelve globalmente y no por modules lndc-

pendientes como en el enfoque Secuencial Modular, con lo que ~e evita te

ner que resol ver muchos sis temas de ecuac j ones i ndepend 1 entes. 

Por lo que respecta a los mctodos de aceleración de l.'.J convergencia; -

es conveniente aclarar que par.'.J un problema C5pecTflco es necesario hacer 

un análisis para determinar cual es el método más conveniente, en base a 

las características de éste y a la naturaleza del problema a resolver; -

de tal modo que se obtenga Ja solución con el menor número de Iteraciones. 

Sin embargo, los siguientes criterios ayudaran en la mejor elección del -

método de aceleración de convergencia; por ejemplo, para el método de Ne

wton se tiene que una de las mayores ventajas, es que tiene una apl lcabl-

1 ldad muy ampl la, pues sus condiciones de convergencia cuadrática son me

nos restrictivas que las de los metodos de convergencia lineal (Sustitu

c16n sucesiva, Acotado de \./egstcing. etc.). Por lo que, para concluir CO!!, 

viene se~alar que cuando se cuenta con las expresiones anal ítfcas de las 

ecuaciones y no r(>,c;11lt.a demasiado ccmpllc:ldO el c.:ilcul:::ir el J.:ocobi.:rnc, ~l 

Método de Newton resulta sin duda, la mejor elección de todos los metodos 

disponobles. Como pudo constatarse al real Izar el ejemplo de apl lcaclón -

con el problema de cavett; en éste el segundo método que logr6 la conver

gencia en menos iteraciones fue el Método de Newton. 

Sin embargo es necesario tambien se~al.'.lr algunas desventajas del Méto

do de Newton¡ una de el las es que si el Jacobiano es singular en un punto 

de 1 terc:iclón dado, el método diverge; pero ese caso es poco frecuente en 
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la práctica. Otra desventaju que hay, es que hay que Invertir l.:i 111;it 1 

del Jacoblano en cada !teraci6n, lo cual puede requerir de un tiempo de -

computación rcL:itivamentc grande. Sin embargo Ja m.Jyor desventaja del mé

todo es que requiere la ev.::iluacfón del Jacobi.Jno; r.:i que en la práctica -

muchas veces no se cuent.:i con lils expresiones análiticus o bien puede re

sldtar tedioso el calcuL:irlas. Para e•1itar tener que calcular el Jacobi.::i

no se anal izarón los metodos 1 l<imados 11Qu.Jsi-Newton", coino el Broydcn

Householder; Broydcn-Bennett; Schubert; etc. que en principio, por sus -

condiciones de convergencia super 1 i nea 1, se podría pcn5ar que son menos ~ 

ficientes que el Newton, Jo cual es fulso~ ya que el Mi:todo de Broyden al 

no requerir de Ja evaluación del Jacobiano en cadu iteración, como el Ne~ 

ton, perml te lograr la convergencia en un menor número de 1 terilciones. C.9_ 

mo se observa el a ramente en 1 a tab 1 a ( '- / ) de donde se deduce ~ue e 1 M.§_ 

todo de Broydcn es el más l"ápido de los metodos anal izados. Asimismo, el 

Método de Schubert permite que los requerimientos de ,::iJr,'laccnarn:cnto s~an 

reducidos y el trabajo para mejorar la aproxim.Jclón al Jacobiuno, esta en 

función de la dispersldad del problema y de aquí que, par.::i cada iterac16n 

se resuelve un problema lineal disperso. Tambien os ifT'portarite destacar -

que otros metodos (que no fue posible anal izarlos en el presente trabajo) 

tales come. la Mejora de Sol iman y la Relación entre los metodos Quasi-

t~ewton y el Método de los valores propios dominantes; que al igual que -

Jos anteriores son de convergencia superl lneal y por lo tanto tarnbien ··

presentan desventajas; de las cuales se puede decir que la principal e.; ; 

que se requiere de un mayor número de evalutJcioncs de funciones. Flnalme~ 

te, es necesario puntual Izar que existen algun~s mctodos que, en teoría , 

son mejores que los anteriores, tales como el Híbrido de Powt!ll, con unu 

región expandida de l.:i convergencia; el Algoritmo Conles y el Método de -

Cont i nuac i 6n y Horno top i a que 

estimado inicial. 

globalmente convergentes para cualquier 

En cuanto al anállsis de los simuladores realizado en este trabajo pa

ra nivel académico e indu~trlal, se puede concluir que el mejor simulador 

de procesos actualmente es el ASPEU ya que presenta muchas ventajas poten

ciales con respecto a los demds simuladore<; ,-,,,;¡p~;}d~:: cr. c:.t..:: tr.:iUdjo; -

por ejemplo, la mayorTa de los simuladores tiene un máximo de compuestos -

a manejar ( Flowtrc.n (35), Ot:!sign 2000 (35), Process {50}); limitación que 

no tiene el Jl.SPEN; ya que el puede manejar ur. número ilimitado de compucs-

tos. 
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Flnalmente para la solución de grandes conjuntos de ecuaciones linea

les. que resultan de los diagramas de simulación de procesos y que se re

suelven mediante la aplicación de matrices, se cuenta con tccnicas que -

tratan de reducir el tiempo de cálculo y el espacio de almacenamiento; -

dentro de estas tecnicas, se encontró que las que mcinejan la estructura -

específica de los problemas en forma óptim.J y reducen potencialmente el -

espacio requerido pura almacent1miento, son las l lamadus ces }' Rf"IKI. Ac-

tualmcnte se estan haciendo mejoras a algunas de cstils tecnicas, pero es

to queda fuera del alcance de este trabajo. 
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1 N T R o o u e e l o N. 

La necesidad de resolver gr<Jndcs conjuntos de ecuaciones l lneales dispe.!:, 

sas, surge en muchos campos del comportumiento Ce las ciencias aplicadas. 

Los efectos combinados del rápido incremento, en l<.1 capacidad c!csarrol IE_ 

dü en el área de las computildoras y el desarrollo de las técnicas de ma

trices dispersas, han proporcionado la capacidad para poder resolver di,E_ 

tintos tipos de problemas en estos campos, cuy.:i solución anteriormente 

resultaba inimaginable. En lngenieríc::i Química la necesidad de resolver 

grandes conjuntos de ecuaci oncs. surge corno re:; u 1 tado de tratar de cnco_!! 

trar la solución de ecuaciones diferenciales y la de ecuaciones no-lineE_ 

les, ésto ocurre principalmente en problemas de simulación de procesos. 

La t6cnica de matrices dispersas proveen Ja capacidad de hacer de las 

técnicas de solución de problemas, una técnica de diferencias flnJtas. 

los métodos de matrices dispersas para la solud6n de sistemas de ecuaci2_ 

ncs, surgen de ecuaciones diferenciales, si se e>'plora la estructura y/o 

las propiedades numéricas del sistema. Con estas técnicas se logra una 

reducci6n en el tiempo de cétnputo, comparado c.on c. requerido en el empico 

de las técnicas de matrices totales¡ además la red en el tierYlpO de cómputo 

es generalmente coincidente con la red en el almacenamiento (pocos elemen

tos sobre los que se opera.). 

En este capítulo se deflnen algunos métodos y se hace mención de sus ven

tajas y desventajas. 
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MATRICES 

La teoría de la matriz dispersa es un cuerpo del conocimiento que penni

te resolver una gran variedad de problemas, Jas técnicas para su solución son 

métodos simples que exploran la estructura cero/no-cero de grandes conjuntos 

de ecuaciones lineales. la filosofía básica de la teoría de las matrices dis

persas tiene dos formas : 

1) Alm<Jccnar sólo datos dif"erentcs de cero, esto es reducir los reque-

rlmientos de memoria. 

2) Ejecutar operaciones sólo sobre operandos diferentes de cero, lo --

cual significa un uhorro en el tlcmpo de cd!culo. 

Además la reducción en el tiempo de cálculo generalmente coincide con la 

reducción en el almacenamiento, algunas técnicas reducen uno a expensas del -

otro. 

La dispersidad de una matriz esta definida en términos de densidad, la -

relacFón cero/no-cero dentro de la matriz total, qui za un método más relevan

te esta en términos del número de nO-ceros promedio por ecuación. 

En general Tas ecuaciones que resultan por l<J apl icaclón de diferencias 

finitas o elementos finitos, para diseño de procesos y problemas de simula

ción t lene relativamente un número fijo de no-ceros por ecuación, no importa 

cuan grande sea e 1 sistema. 

En otras palabras el número de no ceros es una función 1 ineal de N (el 

número de ecuaciones) y no de N
2 

( el número de entradas ), para cada slst~ 
ma teniendo de 1 a 30 ecuaciones, en promedio de 3 a 15 es cornún. 

La técnica de una matriz dispersa es la cxplot.:iclón de tres simples 

racterfsticas aritméticas: 

i) a + O• a 

11) •• o - o 
iirJ a·1-a 

La característica iii} es usada en menor grado que J) y if), En este .... 

capitulo se hace mención de algunos de los metodos más significativos para 

contar con herr.:imientas que nos permitan de alguna forma el poder resol--

l.64 



ver en general grandes sistemas de ecuaciones lineales. 

l.! ESTRUCTURA DE HATRICES 

Es razonable asumir que las ecuaciones para cada m6dulo unidad serán 
generadas simultaneamente;esto es las ecuaciones y variables para un mo
dulo en particular serán adyacentes mutuamente. De es to se puede obtener 

la estructura de la matriz (la matriz de ocurrencia) para tener agrupados 

o en bloques los elementos no-cero.Tambien ya que cada módulo unidad esta 
conectada solo en algunas otras (usualmente entre 1 y 4) se puede esperar 
que la matriz sea muy dispersa.con pequeños grupos relativamente densos -
de elementos no-ceros. 

Como un ejemplo considerar el siguiente diagrama de flujo: 
2 

Fig. 19!Diagrama de flujo simple 
en el cual hay cinco unidades módulo,cada uno conectado al siguiente exce.e_ 

to para una derivacion hacia adelante y una corriente de recirculación. 
Para propositos demostrativas ,si las ecuaciones son generadas unidad -

por unidad y las variables de las corrientes son ordenadas tal como ellas 
ocurren en las corrientes de sal ida( las variables de la corriente 5 seran 
numeradas siguiendo a las variables de la corriente 8 y no a las variables 

de la corriente 4),la matriz resultante es la siguiente: 

1 2 3 4 6 B 
X X X 

Y. V 

2 x X X 

3 X X X 

4 X X 

5 X X 

X X 

M-1 
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Las X1 s representan bloques de no-ceros de ecuaciones y variables.Los n.Q. 

meros horizontales son números de corrientes y los vertfc.aJes son números de 

unidades. Las unidades pueden consistir de un conjunto de ecuaciones para cada 

corriente de salida, Por eso las unidades f y 5 tienen cada una dos conjuntos 

de ecuaciones, la matriz no es aün cu<Jdrada y no es posible resolverla asf, -

si se considera el problema de simulacl6n (como opuesto al problema de disei'lo 

) por especlf1cac16n de las variables de la corriente J • el subslstenra resul

ta : 
1 

S X 
2346785 

1 X X 
2 X 
3 
A X 
5 

X 
X 
X X 

X X 
X X 
X X X 

X .'.:-2 

Ahora definiendo las corrientes de sal ida de una unidad p.artlcular como 

"perteneciendo" a esa unidad-. conseguiremos que surga el cuadrado entre las;, 

cuaclones de unld~des y bloques de variables. Ordenadas en esta forma las X's 

bajo los bloques de la diagonal .c.uadrada representan lnformaciiSn de al fmenta

clc5n adelante (anterior:) y las X's sobre los bloques de la diagonal repr-csen-

tan infor-macldn de recJrculacldn. 

la estructura de los bloques es independiente sobre qlfe típo de unidad -:

de operac i6n esta representada. 

A contJnuacMn se consideran 6 (seis) drfer-entes tipos de unldades,en C.!, 

ta se conslder-an como vadables de corrientes ¡; flujo molar de cada -componen

te, entalpia y presl6n, se pueden utilizar otras varlables coino: fracciones 

mol, y flujo total en vez del flujo molar, temperatura en vez de cntalpla. 

m· m m K p "' H p m m m H p 

V 
1 X X X 
2 X X X 
3 X X X 
4 X X X 
5 X X X 

FLg. 20 Est:ructura de un mezcL.odor 
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m m m p H m m m p H m m m p H p T Q 

1 X.\ X X 

-9 2 X X X 
3 X X X 
4 X X X X 
5 X X 
6 X X 
7 X X X X X X Y. X 
A X X X X X X X X 
Q X X X X X X X X 
10 X X X X X 
11 X X X X 

Flg. 21 Estructuro de uno unldod de -flash. 

m m m p H m m m p H m m m p H 

1 X X X 
2 X X X 
3 X X X 
4 X X X X 
5 X X 
6 X X X 
7 X X X 
B X X X 
Q X X X 
10 X X X 

Flg. 22 Est:r'Uctura de un scoarodor. 

m m m p H m m m p H a 
1 X X 
2 X X 
3 X X 
4 X X 
5 X X X 

Flg. 2) EstN.Jct:uro de un cambLador de calor. 
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m m m p H m m m p H m m m p H m m m p H p T 

1 X X X X 
2 X X X X 
3 X X X X 

~ 
fl X X X X 
5 X X 
6 X X X 
7 X X X X 
8 X X X X 
Q X X X X 
10 X X X X X X 
11 X X X X X 

FLg. 24 Estructuro de una coscado LdeaL. 

m m m P H m m m P H m m m P H m m m P H P T 

1 X X X X 

~ 
2 X X X X 
3 X X X X 
4 " X X 
5 X X X 
6 X X X 
7 X X X X X X X X 
B X X X X X X X X 
Q X X X X X X X X 
10 X X X X X X 
11 X X X X X X X X 

Flg. 25 Estructura de uno coscada no LdeaL. 
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Cada una de estas unidades contiene de 2 a· é bloques no-cero. El tamaño 

de los b1oque_s son generalmente de tamaf10' 2 + número de componentes, 2 + ne; 

ne relación de flujo molar, m¡presi6n, p; y entcJlpla H. 

La excepcl6n ocurre en 1as unidades que continen variables internas, Por 

ejemplo en un cambiador de calor,la carga total es una v.:iriabl~ interna, el 

cambiador de calor entonces conttenedos bloques¡ uno can ne + 2 y otro con -

ne+ 3 11arlables. 

En la figura 2b se muestran algunas estructur"as de matrices dispersas -

que se obtlcn~n con métodos directos, principalmente bas<Jdos sobre la ellmi

nacldn Gaussiana. 

Por elementos : 

[~ ~] 
a) TOF b) BANDA 

{ tr 1 d i·agona 1) 

[b:] [~] 
e) LTF d) UTF 

(trfangu1ar Inferior) (triangular. super_iod 

Flr.. 26 

ESTRUCTURAS DE MATRICES DISPERSAS 
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r
fS6o J DDCJ 

c:JDD 

ºB§l 
e) BTDF 

(bloque triangular) 

f) Bl TF 

(bloque triangular 

Inferior) 

g) BBLTF 

(bloque triangular 

inferior bordeada) 

FIGURA 27). Alguna!> estructuras organizadas de matrices dispersas. 

TECNJCAS DE ALMACENAMIENTO 

Existen mucñas tecnlcas de almacenamiento disponibles o algunos exploran 

la dispersidad general mientr.ois exploran cspecificarnente Ja estructura de los 

no-ceros exhibidos por el conjunt9 de ecuaciones. 

Las ecuac Iones que re su 1 tan de 1 os probl cmas de s imu 1 ac i6n de procesos -

se prestan mejor a las ti!'cnicas de almacenamiento de matrices dispersas. 

Aunque la estructura ·general de ta les ecuaciones es muy simf lar de pr-obl.=, 

ma a problema, esto no es predec/ble piua obtener algCin beneficio. 

Dos tt'!cnlcas usadas extensamente para almacenar tal es s lstem.::is son 

Un esquema utll iza una 1 ist<J de estructura eslabonada. Este método rcqui.!:, 

re almacenar dos vectores~ und fila Indice, Rlf (J), de lon9itud N y un vec

tor LINK (L), de longi iud J 1f. donde 1T' es el número de no-ceros. 

Dando el número de fila 1, al indice de loc<:ilizaci6n, regresa al sitiO en 

LINK, del primer no-cero en la fila. Cada no-cero en LINK requiere tres sitios. 

de almacenamiento ¡ son n!'.imero de columna, su v.:ilor y el sitio en LINK del s..!. 

gu lente valor no-cero en esa fila o un 11011 si es el elemento último en la fi

la. Considerando la siguiente matdz ; 

:; ~ ~ Rll f t 1~ 1 ~ !!_ ! §. 2. .'!Q .:!J. 13. ~ .:J.::. ~ 
o -4 o Lit.'<: 1 -1 4 3 2 o 1 -3 10 o 2 -4 o 

M-3 U .. st:a de Lo esl:ructuro eslabonado paro altnocenornLent:o. 
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Este esquema es particularmente usado si durante los cdlculos un cero -

se huce no-cero. Por eJcrnplo dcspu~s del prlme·r paso de el iminaclón Gau-

sslana el elemento a
23 

se c.onvierce en (-6) • El nuevo valor de a
23 

es al

macenado.al final de la lista y eslabonado al final de la fila2 L/Ntdl2) es 

fijado a 16, 

1 2 3 4 5 6 7 8 Q 10 ·11 12 13 14 15 16 17 18 
1 -1 4 3 2 o 1 -3 10 2 1 16 2 -::;¡ o 3 ::¡; o 

De esta mani;:ra creando nuev.:imente no-ceros pueden ser eslilbonados en -

algún orden conveniente a esa fila y .:Jlmacenado al final de la lista. 

Otra aproximacl6n Involucra (n+T) + 2l'sitlos de almacenamiento, Este 

esquema es usualmente Implementado en tres vectores, una fila de indices de 

locallzacidn, RLI (1), de lcngltud N + 1 ; una r:olumna indice Cf (L),. de -

longitud T ¡y un vector de elementos A (L), de longitud l. Similarmente 

a 1 a aprox lmac ldn anter Jor doJndo el número de f l la 1, RLJ { 1) regresa a 1 a 

colocacl6n en CI y A del p~imer elemento no-cero en la fila. Existe una co

rrespondencia uno a uno entre CI y A en la que CI contiene el número de. la 

columna no-cero A(L) ya que tas filas son almacenadas. consecutivamente la 

local izaci6n del último no-cero en lil flla 1 es uno menos que la local iza-

cl6n del.primer no-cero de la siguiente fila. RLl(I +1) - 1 • Este método -

se demuestra ct;)n el ejemplo anterior. 

1 2 3 4 2 
RLI 1 3 5 6 

CI 3 2 2 

A -1 2 -3 -4 

1.1-5 

Un ejemplo de una cécn ica de .JJmaccnamiento 2T 

La estructura presen~ada por Gust¿Yson (1973} en forma de. fil el de una 

matriZ A esta dada por tres .Jrreglos unldimen:iilonaJes. Dos arreglos enl is-

tan los indices de columoa (JA) y los valores numéricos (A) de las entradas 

NA de los elementos diferentes de cero ya que integran la matriz. El orden 
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de estos elementos es en forma de fila similar a los mccionados anteriormen

te, eJ tercer arreglo es un conjunto de filas (dirigidas) indices (IA) donde 

el lt'.!slmo elemento de la JA es el índice en ambos JA y A del primer elemento 

no-cero de la iésima fila de A, por ejemplo 

7 o -a o -1 o 
2 8 o o o o 
o o 1 o o o 

-3 o o 5 o o 
o -1 o o 4 o 
o o o -2 o 6 

M-6 

Una represen tac 1 ón en forma de una f f 1 a dispersa de "A" está dada por 

IA 1 4 6 7 Q 11 
,¡. 
3 

.j. 
2 

.j. 
3 

~ 
1 4 

4 
2 t M-7 JA 

A -3 -1 8 2 -3 5 -1 4 6 -2 

La cuarta fila de A Inicia en la posición IA(l1)= 7 y terminJ en Id posl 

clón /A {4 + 1) - 1,. 8 del arreglo JA y A .Así la cuartn fila de A ,tiene 

dos no-ceros en las posiciones (4,1) y (4,4) cuyos valores son (-3) y (5) -

respectivamente. Notesé que las columnas indices en JA estan desordenadas -

dentro de una fila dada. Una representación dispersa en forma de fila de "A" 

es ordenada si para cada fila lj ~¡ li r se tiene que 1 (:. J1 $'. j
2 

< ••. jr~ S -

pnr.:i las columnas indice JV de los no-ceros r¡ de la fila i, por ejemplo la 

matriz A no esta ordenada porque las columnas índice en las filas 1.2 y 6 no 

estan en orden ascendente. 

Una representaci6n en forma de fila dispersa es muy pobre cuando uno de

sea informaci6n de una columna específica. 

Gustavson representa dos algoritmos q11e usan esta estructura de datos -

el primer algoritmo calcula P/\Q-l, donde P y Q son matrices de permutación y 

A es dispersa .El segundo algoritmo calcula el producto C de las matrices -

dispersas A y B , estos algoritmos son dptimos. en tiempo de ejecución y alm2_ 

cenamiento. 

El algorítmo para calcular PAQ-l, es obtenido por apl lcación de una rut.!_ 

na llamada HALFPERH,Erstc es un algoritmo de una matriz transpuesta dispersa 

que ha sido modifJcada para calcular (PA)t a partir de At, para mayores det!!_ 

lles ver Gustavson (1973.1978). 

Un algoritmo tranSpuesto : 

Una representac16n en flla de A es igual a una representaci~n en columna 
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At la matriz (PA) t sería representada p~r IAT,_ JAT y AT, el co'sto de encon

trar una represen tac 16n en forma de columna, es económico cuando se ut 11 iza 

el vector de pcrmutac i6n P, tambien IAT, JAT y AT serán una representaci6n -

ordenada en forma de fila dispersa de (PA)t, esta caractcrí5'tica ilumina el 

estilo natural del algar ftmo transpuesto por ejemplo: Fijando Pcl y aplican~ 

do el algorftmo a la matriz anterior (!l6) tenemos el .:irrcglo: 

IAT 1 4 6 
¡ ¡ ¡ 

JAT 1 4 2 1 

AT -3 8 -1 -3 

M-8 

S l"HEHAS L 1 NEALES COMPUESTOS 

8 10 12 13 
¡ ¡ ¡ i 
4 6 1 6 

5 -? -1 6 

Considerando lr1 forma estandar para representar algún conjunto de ecua-

cienes lineales: 

donde A es una matriz de coeficlentes(n x n) y (x) y (b} son vectores colum

na de longitud (n). Correspondientemente la so1uci6n 11.x 11 esta representada -

por : 

11 

La forma expl rclta de la Inversa de A, A- 1 para matrices completas es -

generalmente calculada usando el imlnación Gausslana o Gauss Jordan, sobre la 

matriz aumentada [A)1U para reducir esto a [ 1 /A- 1] • 

Sin embargo normalmente es calculada expl_(citamente sólo cuando solucl~ 

nes repetida!'; para varios vectorcs(b) son deseados y cuando A es suficiente

mente pequeña. Si ~ste no es el caso , la el iminaciú11 Gdu:.siun.:;. 6 .:dgun mét2_ 

do tal como el de Crout, es normalmente empleado. 

La fase de la e11mlnac16n Gaussiana resulta en 

U X - b 

donde U es triangular superior de n x n, la solución es entonces calculada -

por sustitucl6n Inversa. 
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Para grandes sistemas se requiere generalmente pl.voteo para mantener 

ta estabi 1 ldad numérica atT""avés de los cálculos. El pivoteo total lnvolu-

CT""a la selección del mayor elemento en la matriz activa o resultante como 

pivote. Los algoritmos de matrices pueden emplear pivoteo parcial, que có.!!. 

siste como el elemento pivote al elemento en la fila pivote e o columna) -

con e 1 mayor va 1 or abso 1 uto. 

En la implementación de todas l<3s técnicas de matrices totales se re

quieren (N2 ) localidades de almacenamiento y en adición 2N localidades para 

tas matrices P y Q de pE:!rmutaclón si se emplea el pivoteo total. Los 2N si

tios se reducen a Nen la aplicación del pivoteo parcial. Sí se emplea eli

minación Gaussiana, Tos requerimientos de cálculo son del orden de (N3 )/3 

cálculos (multipl ic.:iciones y divisiones para grandes sistemas). 

MULTIPLICAC/ON Dt: MATRICES 

UN ALGOR ITHO PARA HULT l PL 1CAC1 ON DE MATR 1 CES O 1.S.PERSAS 

Construcci6n de algún algorltmo con tiemp-:> de corrida pr-oporcional al 

número de multipllcaclones. Asumfendo que A y B son matrices P X Q y Q X R, 

dandolas en forma de fila, la t.Jbla V indica estos arreglos, la expre

sión dentro del paréntesis de los arreglos es el tamaño de arreglo, por e

jemplo : 

A usa 2NA + P + 1, celdas de memoria para su descripción donde NA es el -

número de elementos i- O en A. La matriz resultante C= AB esta descrita por 

JC (P+l), JC (NC) y C {NC). El objetivo es determinar 11C" en O(H) operacio

nes donde M, O~ M~ PQR-, es e.1 número no trivial de mul tipl Jcaciones para -

formar 11 C11 • 

Nombre de la 

matriz 

A 

B 

Nombre del arreglo 

íil.::. indicadora 

JA (o+1) 

18 (0+1) 

Nombre del arreglo Nombre del 

columna índice arreglo va-
lor numérico 

JA (NA) A (NA) 

18 (Ml) 8 (NB) 

Tabla V . Matrices A y Ben forrn.lto de forma, d~ fila dispersa. 

174 



o~ o 

o o o 
o 

Tabla VI. Cuatro tipos de multiplicacl6n. 

Por la deflnici6n de multiplicación de matrices tenemos. 

1~ ¡ ( p J ( j ~ r A-1 

Existen (pqr) posibles rnultipllcaclones, la genero31 es ªivbvj, existen -

cuatro clases de pa1·ticl·6n de rnultiplicacioncs dependiendo de los valores de 

los operandos, estas cuatro clr,ses se muestran en la tabla 1\/ l. Si A y B son 

dispersas muchos de los operandos estaran bajo la clase 0,0, las siguientes 

clases m~s populares son las de (0,1) y (1,0), L::i Ultima clase (1.1) es la -

que tiene mayor lntert!s, Un algoritmo previo de HC Namec {1971) para multi--

plicacion de matrices dispersas fue bLJsado sobre las ecuaciones A-1 , ya 

que B será almacenada en forma de f i 1 a, un a 1 gor Ítrno transpuesto será u ti 1 i

zado al inicio para tener una representacidn de columna.El co<;to principal -

de He Unames (1971) esta en la uni~n de la la fila (i) de A con la fila (j) 

de Bt, estas operaciones bajo las clases O, l y 1,0 tabla V, 1, puede ser -

de un orden de magnitud mayor que las operaciones en la clase (1~1) , la --

ecuaci6n (A. 1) puede ser eser 1 ta como : 

para 1 ~ i ~ p A.2 

Esta ecuación sólo esta referida a las filas, es decir que las filas -

ith de C son una combinaci6n lineal de estasYfilas de B para la cual ªiv"º 

AdemSs si A y B son almacenadas en formato de forma de fila, entonces sólo 

los elementos de la clase (1,1) ocurren en la ecuaci6n A.2 

El algoritmo propuesto por Gustavson se ba~:;.;J en la ecuaci6n A.2 y tiene 

1 a prop l edad de que la cantidad de operac i oncs puede ser prepare i ona 1 a H. 
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UNA FORMA CANONICA PAM HVLTIPLICACION DE MATRICES DISPERSAS : 

En esta forma can6nica se demuestra Ja naturaleza de l.o:s operaciones 

ºtipo-cet"o11 que requiere la mu1tip1icacl6n de matrices dls.pcrsas orienta-

das en fila. 

Suponiendo que A tiene p
3

$. p filas vacias y q3 ~ q coluf!mas -

vacias y que B tiene 1" 3 ~ r columnas vucias y q2 ~ ti filas vac.las que no 

pertenecen a 1as columnas asocl11das a q.3 de A, dejando que Q¡ sean lasco

lumnas restantes de A que serSn tamblen las fl las restantes de B, i ,e.•. -
q .. q 1+q2+q

3 
, haciendo p2 la fila de A que son cero evaluadas en Jas colu! 

nas q
1 

y simifarmcnte dejando r
1 

que sean 1as columnas de B que son cero -

evaluadas en las Fllas asociadas con q 1 P,Q y" serán las matrices de perm~ 

tac.i6n que respectivamente ordenen las filas de A en tres grupos : p
1

• p
2

, 

y p) 1 la$ coturnnas de A y las filas de a en tres grupos q 1 ,q2 y QJ' y las 

columnas de Ben tres grupos r 1 ,r 2 y r
3

. Haciendo A .. PAQ' ,a .. QBRt y 

, a esta forma se le 11c1ma la forme> canc5nica para multipl íca-

ción de matrices dispersas A, 8 y C (fig.H.9 ).Los bloques x 1 ,x2 .x
3 

y -

x 4 de las matC"íces "n·o son de cuidado·" sus argumentos acompañantes dura_!! 

te la multipl ícaci6n de matrices son slcmpr'e matrices cero y e JI o produce 

matrices cero como producto. 

La matriz A(p 1 x q 1) y Ja matriz B(q1 x r 1) son matrices dispersas 

con la propiedad de que cada fila y columna no esta vacfa. Su producto es 

una matriz dispersa p
1 

x r
1 

con la misma propiedad se cancelal'an si se di~ 

gregan accidentalmente. Note tamblen que alguno de los P¡• qi: y r 1 , 

¡..,, 1,2,3, pueden ser igual a cero. 

Usando la flg. H .. 9 y la ecuacl6n A..2 se pueden encontrar las opera-

e iones del algorftmo de matrices dispersas.. Prime(o se hacen pruebas a Pj 

para descubrir que filas p
3 

de A cstan vacias, se examina cada elemento -

difer'ente de cero, de los. bloques de matrices x. 1 y x 2 hasta el total de -

elementos m<¡ + nx2 ~ Para cada no cero tal (xij} se encuentr" 1<? columna -

indice (j} ~ertenedente <?1 co11junto q 2 , no existen multiplicaciones por

que alguna ffla q
2 

de 8 es una fila cero. 

Finalmente si p Y. O , q 1r' O y r 1- O esto implica que A•O y e 1':'o,e.!!. 

tonces se ex_,mlnan todos los NA, no ceros de A con mul tipl icacloncs no -

existentes en realidad NI • O • en este caso, cuando ambos A1 y B1 , son m.!. 
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trices no-cero, cada elemento ª;J de A produce al menos una multiplica-

c16n ya que cad3 fila (j) de Bes 1'- O; es decir, la caractcrrstica de qu(' 

A tiene no-ceros junto con B, que multiplicando Ax Bes O(H). 

Una rutina de multlpl icación de matrices de columna orientnd<i 

C.j ... La.yb,.ij 

b'l"jtO 

para T~j~r A. 3 

En tCrminos de Ja fig. 3 y la ce. 3 nosotros tenemo<> un<:1 situuci6n a

náloga observundo las operaciones sob1-antes. Hay r.
3 

+ ~3+ N>< 4 operacio··

nes sobrantes, 

En adici6n si A
1 

... O y 8 #O, entonces se examinan todas UB, elemen-

tos de 8 con mu 1tip1 icac iones no rcsu l tantl.!s 

M-9 HatriJs A • 8 y e 

FORMA DE BLOQUE TRIANGULAR I tlFER 1 OR DE UtlA ~IATR l Z 

El problema de encontrar la forma de bloque triangular inferior de 

una matriz dispersa. El problema consiste en .:irrcglar un<l matriz M, así -

que la forma de partidón es triangular inferior, 

En el diagrama sigui·ente se muestra un ejemplo donde la pi!rticldn se 

hace en tres bloques 

1.1--10 

Suponiendo que se requ ierc resolver Hu .. V donde M es n x n y n:zn 1 +n2+ 

n
3

• SI A.f representa la forma de bloque triangular inferior de: M entonces 

se puede considerar resolver el sistema simple: 
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A X .., o( 

fly fo -x~ 

Cz.-.~-'l:r.-Z'd 

/ .. - .~ 

Uno puede encontrar la forma de bloque triangular inferior en dos --

fases 

El primer paso es encontrar una asignación para la matriz dlspcrsu, 

Una vez que la asignación h.J sido encontrada, la matriz pu~de se1· conside

r.-:ida una matriz de gr.1fica directa. 

El segundo proceso es encontrar los componentes firmes de la gráfica 

directa asociada, Los componentes firmes y sus conexiones son isornorficos 

a la forma de bloque triangular inferior', como ejemplo consider'e la siguic.!!_ 

te matr' i z de 6 x 6 : 

A -

X 

Q 
@ M-'l"I 

X 01 
0 

Los elementos encerr'ados en circulas constituyen una aslgnaclón,ésta 

puede ser descritil por Ja permutación Qn 152364 que define un arreglo de -

las filas de A, asr que la diagonal no tiene ceros. Note que si unü asign!!_ 

cidn no existe para A entonces A es singular, ya que todos los productos -

n J de la expansión del· determinante de A son y esto es dct A= O 

Hac lende B = QA 

[ : X X 

J 
X 

B = X 
/,l-12 X 

X X 

·' 
El algoritmo de componentes firmes de Tarjan (1972) es O(n,N) donde -

N es el número de no-ceros de A / (n) es el orden de A y A es alguna ma-

trlz dispersa con asignacicSn (se ha notado que la forma de bloque trian-

guiar inferior es independiente de la asignaci~n usada para generar la gr! 
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ftca directa asociada (ver Duff (1977), Gcorgc y Gustavson (1980)), La-~ 

gr5fica asociada con A tiene (n} nodos y N flechas, huy una flecha del n~ 

do (i) al nodo (j) si y sólo si aij de A es~ O , Un componente firme de -

una gr:ífica es un conjunto máximo de nodos ,tales que para cad;:i dos nodos 

i ,J en el conjunto haya una ruta en la gráfica de i .:i j y de j el i . 

Para la matriz esto es equivalente a cncontrur una permutación P tal 

que PAPT sea en forma de bloque trianguli'lr Inferior. El algorftmo de Ta!_ 

jan aplicado a 8 produce la pcrmut.:ic ión P = 32511i6. Ahora M "'FGPT 

la siguiente matriz : 

r X X 

M 
X X M-·13 

X X 

X X 

De e~te modo la matriz A tiene cuatro bloque~ diagonales de tamaño -

1,J;1 y 1 • 

Existen muchos algorftmos para encontrar una asignaclón,el mejor se-

g~n la complejidad es el algoritmo O (n 112 , U} de Hopcroft y Karp(1973) -

que encuentra una máxima combinación sobre un<:J gráfica bipartita, 

Gustavson (1976) tiene un gran algoritmo de asignaci6:-i 1 lamado 11Asig

naci6n de fi la 11 (ASSIGN RO\.J) , este algoritmo y el de Tarjan son ejemplos 

del DFS 6 más comunmente trayectoria inversa. Este procedimiento es un -

método particul<:Jr pura lu cxp)orución de flechas y esta basado sobre la -

siguiente regla de clccci6n ~cuando seleccionamos una flecha a recorrer, 

siempre elfgicndo una arista procediendo del vértice más recientemente al

canzado que tiene vcrt ices fijos no explorados, el conjunto de ver tices ª.!!. 
tiguos con posibles vértices no explorados, puede ser almacenado sobre una 

fila, Así el OFS es muy f.1cil de programar, 

El algorftmo ASSIGN ROW ll<:Jma dos subrutinas ; CHEAP ASSIGN y OFS. 

Cinca C1Mai;terÍsticas del algoritmo son listadas ( Gustavson (1976)) 

1) El uso de DFS.para extender la longitud por uno. 

2) El uso de CHEAP ASSIGN, 

J) E1 uso .:tel arreglo indicador de fila auxiliar para ! Imitar el 

costo total de todas lus ejecuciones de CHEAP ASSIGU a muchas 

comparaciones NT, 
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4} El uSo de la columna de .:irreglo •es utilizada para redtJCir -

sustancialmente el costo de DFS. 

5} El uso del arreglo Boleano fila dad.1 para un circuito corto a-

bortivo probado en la OFS. 

Otro algorítmo de rastreo Inverso es el algoritmo BLTF para la forma 

de bloque triangular inferior, este es una mejora del algorftmo STCO. Gus

tavson (1976), el algorTtmo HC13D (DUFF y RE/O (1978)} y Strong Connect, -

Tarjan (1972)). 

El algoritmo BLTF y el H.ClJD estan estrcc:hamente relacionados, ya que 

ambos son una mejora de STRONG CONNECT. Sin embargo el algorTtmo BLTF es -

superior a HCTJD en los siguientes términos: 

1} Ejecucic5n r.1plda. 

2} Uti 1 Jza.menor requerimiento de almacenamiento, 

3} Calcula exactamente las mismas sal Idas como STRONG CONNECT. 

4} De este modo la translaci6n hacia el lenguaje FORTRAN esta compl!:_ 

tamente estructurada, 

5) El loop Interior es más eficiente, 

Et algoritmo STCO de Gustavson (1976) es tambien una traslación cs-

tructurat del algorttmo de Tarjan. 

Has adelante se descrfben algunos métodos desarrollados por \Jocd{ 1979) 

en la tabla (VI 1) se muestran algunos métodos directos para matrices dis-

persas. 

EL CASO SIMETRICO 

En este punto el objetivo es almacenar solamente la matriz trlangular 

superior y hacer Ja mitad. de las operaciones requeridas por el caso gene

ral, el tomar la ventaja de la simetría tanto en almacenaje como en oper!!_ 

ciones estimadas ya que {A= LU ... ut DU} , advlrtiendose que las colu!!!_ 

nas de acceso a los datos de filas orientadas serán necesarios. 

Para matrices generales se Inicializa X e ith fila de sobre y a lo -

largo de ta diagonal, la operac Ión general es : 

X-X - liv(flla V de U)l1v1' O A-5 
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METOOOS DIRECTOS PARA MATRICES DISPERSAS 

CODIGO 

1.- TRGB 

2.- SLMATH 

3. - MA2&1 y MA28Ao 

4,- NSPIV 

5,- yJ.2M- SSLEST ES SU 
ANTERIOR 

6.- CLAAK 

7,- SPAR2PAS 

TABl.A V 11 
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METODOS DIRECTOS PARA MATRICES DISPERSAS 

CODIGO 

1,- ffiGB 

2,- SlW<TH 

3.- MA2&1 y MA28Ao 

4,- NSPIV 

5.- Yl2M- SSLfST ES SU 
ANTERIOR 

6,- CLARK 

7,- SPAR2PAS 

TABLA V 11 
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Ya que (fflavde U)= (col'vde L)j',donde .fv=D- 1vu y 

Uvi"'liv = 1 ivfv se puede remplazar A.5 con 
X----X----Uv; (fila de -V de l t)Uv;f o A.6 

localizando un arreglo dimensional IY(ILT),JU(JLT) y UN(LTN), que -

toma las filas indices.columnas fndices y valores numéricos de U(lt) -

los arreglos ILT 1 JLT 1 y LTN son equivalentes a IV,JV y UN respectiva-
mente y ambos no toman almacenamiento adicional. 

En la fig. M-14 se muestra un almacenamiento rápido durantl! el pro 

cesamiento de la fila (i) de A hacia la fila de Lt.Los elementos de J~ 
columna (i) son inicialmente cambiados de elementos de Lt hacia ele-
mentas de U. 

La multiplicación (multiplicadores 1; 0 ) son disponibles en arreglos 

JLT Y LTU y serán directos para un arreglo IUP( ILTP) de dimension (n). 

El elemento liuf O si JLT(!LTP(u))=i. 

La ffg. M-15 muestra una mejor solución,observese que en M-15 apl f
cado a matrices generales ,hay un inherente orden en el que las operaci.Q 

nes elementales son ejecutadas; i.e, =l, ... ,i-1.l;vlO.La razón para e~ 

to es que 1; 0 es independiente d.e valores previos de liu• =l, •.. , -l. 

Esto no es cierto en A.6 cuando todos los multiplicadores han sido cal

culados.Estas características permiten las operaciones elementales (02) 

en algún orden.En la fig. M-15 los fndices k¡ ... k4 ,son las columnas in
dices de los elementos no-cero de la fila (i) de A izquierdo a la diag~ 

nal .Ahora se puede demostrar q•.1e en un subconjunto de estos indices pu~ 

de ser usado para puntualizar 1~1 conjunto total de multiplicadores no-

cero de (3),cada índice K =l, ...••• 4 da origen a una cadena de e
lementos : (K¡ ,K¡) ,(Kl, l!), (1!,11) ,(11, 12) ,(12, 12), (12, i )( 1, i) ,(K2,Ka), 

( K2, 11) , ( 11, 11) , ( KJ, K3). ( K3, 13) , (13, 13) , (13 , i )( i , f) y ( K4, K4) . 

El conjunto de columnas fndices menores que (i) en este conjunto de la -

cadena es una secuencia total de las operaciones elementales de f(3h -

i.e. ,(k, 1,12,K3,K4,l3,j) donde l3=K4.Seleccionando el inicio 16gico de -

la cadena ,suponiendo un elemento general de alguna cadena,ejemplo: el g 
lemento(l¡,1¡) de la cadena K1 ,para obtener el siguiente elemento obser

vamos el prim?.r elemento,Ul1l2 de la fila 11 de U.por que de la simetrfa 

1
1211

1 O.Ahora considerando alrededor de las operaciones que ocurren cua..Q_ 

do la fila 12 de A fuese procesada a la fila 12 de l y U. 
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Un múltiplo de la fila 1 1 será substraído de la fila 12 y el elemento U1
2

¡ 

recibiendo una contribuci6n no-cero de -t 12 , 11 u11 • 

De este modo conociendo l.!lz¡IO y por simetría así es 1¡1 2 que 

dice que la fila 12 se integra en J\-6 y ahí se puede definir la siguiente 

entrada en Ja cadena.La Cildena termina cuando se alcanza un mili tiplo que -

anteriormente ha sido usado. {elemento (1
1

,1 1) en la cadena k2 , y el ele-

mento (k4 ,k!¡) en cadena Kt¡) ó cuundo se alcanza la diagonal.( Elemento (i, 

i) en cadenas k1 y k
3 

) t 

[ ru--~§gT] ~X ____ X X 

X X 

M-14 

X X X 

X X X 

_,, X 

IJlf' X X X 

X 

X X 

l.!-15 

J.83 



FORMA DE ELIHINACION DE LA INVERSA (Ef'I) 

Dos formas d!? la inversa no-explícita más comunrnente usadas son: La 

fo,.ma del producto de Ja inversa (PFI) y la fo,.ma de la eliminacl6n de la 

inversa (EFI) • 

La PFI tiene cilracterísticas benéficas cuando es empleada en Ja sol~ 

cl6n de conjuntos de ecuaciones con tipos de estructura específica , La EFI 

que es la m.1s popular involucra l<:J determinaci6n de 2n matrices factores -

tales que : 

A. 7 

donde las Uk1s son matrices triangulares superiores de orden n, las lk's 

son matrices triangulares inferiores de orden n 1 y A es la matriz coeficien 

te. Las Lk's y Uk's son usualmente determinadas por el uso de la elimina-

cl~n Gaussiana como se describe a. contlnuaclc'.1n : 

Iniciando con el conjunto Inicial de ecuaciones, 

Ax=b (1) 

L¡ esta definido, asT que premultipl !cando (1) por L 1 es equivalente a el 

pr lmer paso de la el imlnaci6n Gaussiana, Por ejemplo : 

[ 
ª11 ª12 

º'' l A ~ 0 2·1 ª22 ª23 

ª31 ª32 ª3:"l 

L
1 

seria M-16 

[ 
~~~~:11 ~ : l 
-031 1011 o 1 

~.f-17 

el producto L
1 

A 
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r 

1 0 121011 º13101·1 

] L
1 

A o 
0 12 º13 0

22 -
0

2·1 º11 º23 -
0

21011 

o 
0 12 0

13 
º32 - º31~ 0

33 - o -3·ia
11 

M-18 

Este es el mismo re su 1 ta do que se tendría de la el iminaci6n Gaussia-

na.u1 es definida ta 1 que en 

hacerse idéntica a 1 a primera 

u1 [ o 
o 

tomando L 1Au
1 A' 

A
1 

• L1Au1 • 

[: 

el producto L1AU1 la fila 1 es definida 

f i 1 a de la matriz identidad, esto es: 

L1AU¡u A 1 

o 
entonces 

(1) 
0 22 

ai~) 

1.1-20 

donde 

continuando el proceso A' dado 

o o 

...!...(1) o 
0 22 

o 

o 

o 
(1) 

022 

_ (1) 
"32 

M-21 
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1 

~ 
oá~) O o 1 
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A(2) • 

[ 
1: 

[ : 

o 

o 

o 

o 

[ : 
:J 

o 

o 

y finalmente pa,.a A(3) 

1.1-22 

~,][: 
o 

o 

t.1-23 

M-24 

Notesé que en el caso general n-dimensional A".,. t se tiene 

o 

o 

Lnln-l •.• L2L1 AU1U2• ••• iln-1 Un• 1 A.8 

:l 
1 

1 J 

Resol viendo A.8, para A-I por la 1ª premultipl ic.aci6n, ambos lados -

por Ln-11 •••• L1-1 1 A-t respectivamente da; 

A.9 

Esto es lo mismo que (a 1 ), La soluci6n puede ahora ser representada 

como una serie de matrices factoradas : 

A. 10 

Usando notacl6n estandar, las matrices factoradas son denotadas como 

u- 1-u,u2 •••••• Un-1 u
0 

L-l•L
0

L0 _ 1 ••••• L2 L1 

y la soluci6n se hace : 

x-u-1L-1b 

Comparando este s t stema con 11 

lBG 

el producto u-1 L -1 

A. 11 
1\, 12 

A. 13 _
1 es A 



por lo tanto 
A.14 

A.15 
De este modo. el uso de 1<1 forma de el lmlnacidn de la inversa es equi

valente a la descomposición LU ; esto es, es asr equivalente a factorlzar 

A haci"a un producto de una matriz: triangular inferior y una matriz trlang~ 

lar superior, Asi se notara tambien que los factores Lk representan una e

l lmfnación columna por columna, durante la primera fase de J;i el iminacldn 

Gausslana y los factores Uk representan la eliminación filCJ por fila dura_!! 

te la substitucfdn inversa. 

Resolviendo las ecuacionesA·1 1iyA·15 para U y L respectivamente dadas: 

U•Un- 1un-1-'·····"·uz- 1 U1-1 A.16 

L•L1- 1L2- 1 .......... L0=~L0-T A.17 

Para el ejemplo dado en M-16 hasta M-24 Les evaluada o calculada por 

la apl lcac:T6n de las multlpl lcaclones de matrices Indicada!> 'por M-16 tenemos 

o;J 
33 

[ º" 
1) 

'.][: 
o 

'.][: 
o 

0 22 
0(1) 

22 

º31 o 
(1) o 032 

: ] ~,. M-25 

(2) 
0 33 

slml larmente 

par¡• ~ : O º] [1 O O (

1

][1 0
12

10
1

1 0
13

10
11

] 

o o o º23'º22 o o 

o 0100 1 00 

M-27 
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[ 
ª12 ª13 

1 
ª11 ª11 

o 
ª(1) 

u 23 
M-28 -:-rn-

ª22 
o o 

Los elementos de la inversa de cada Lk son c<l I cu 1 ados Jos elementos 

diagonales y multipl lcando Jos e f emcntos fuera de 1 a d iagona 1 por el j nvcr 

so negativo del elemento diagonal en esa columna. La inversa dt! cada Uk es 

calculada similarmente excepto que las columnas san remplnzadas por las fi 

las en la anterior declaración. Notese que :si A(O).,.A1lakth colu;;; 

na del es la Kth columna de A(k-l)y la Kth fila de IJ es l.::i --

mfsma que la Kth fila de LkA(k-l~ 
Visual Izando la forma de eliminación invé!rsa. los elementos no trivia 

les de los factores lk Y Uk pueden ser compactados en un<\ matriz A 1 -

A1 • ¡-::~:11 -:;:¡;~1 =~1~;:1;) l 
-a311011 -<>~;) !aJ;> 11aá;> 

M-2Q 

donde los elementos de las Lk's ocurren sobre y bajo la diagonal y los e

lementos de las Uk's ocurren sobre la dlagonc"ll. AsT, la inforrnacfón cont!:, 

nlda en A1 es la necesaria para calcular Y. para un vector (b) dado. El A.J. 
1 ' para A esta determinado por la siguiente ecuaci6n 

k-1 
-aü: 

ªLk .., ~ poro L k 
ºr.:::t: 

paro k:. 

A.18 
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Las razones para representar la inversa en forma factorada es -que pa

ra matrices dispersas esto reduce el 11 fill-in 11 ·;ignificatlvamcntc. (orno un 

ejemplo consldenir la siguiente matriz 10 x 10 con 37 

X X 
X X X 
X X X X X 

X X X 
A - X X 

X X X X X X 
X X X X 

X X 
X X X X 

X X X X X 

M-30 

Donde las X's representan los elementos no-ceros y los esp.:iclos son -
ceros. Usando la el lmlnacitin estandar (Gausslana) e ignorando Ja accidental 

posibilidad de creacidn de ceros, la forma explícita de la inversa es com-

pletamente f lena, 

X X X X X X X X X X 
X X X X X X X X X X 
X X X X X X X X X X 

A-1 
X X X X X X X X X X 
X X X X X X X X X X M-31 
X X X X X X X X X X 
X X X X X X X X X X 
X X X X X X X X X X 
X X X :< X X X X X X 
X X X X X X X X X X 

Se requieren 577 operaciones (multipl lcacloncs y divisiones) para ob 

tener A-I y asumiendo un vector (b) total, una adlci6n de 100 operaciones

para calcular la solucl6n. 

Ahora la forma compacta de la EFI, A1 



X X 

X >' 

X X X 
;' X 

A1 - X X X " X X X X 

X X X X ., X X Y. 

X X X X X X 

X X X X X X X 

X X X 

X X X ~'. " X X 

··•-32 

Esta forma requ i .::re 139 operaciones para evaluar y una ad i e i 6n de 73 

operaciones para obtener la so1uci6n si (b) esta completa. 

SELECC 1 ON DEL P !VOTE PARA MANTENER LA D 1SPERS1 DAD-

Los metodos de selección de pivote para minimizar el 11flll-ln 11 caen -

en una de dos grandes categorias. Los mctodos locales rcevaluan la matriz 

después de cada paso de la el iminaclt5n y el lge un Pivote que tienda a min..!_ 

mizar el 11 fill-in 11 para el slguiente paso ó pasos. 

Los me todos 11 A pr lar i 11 reordenan las columnas y/o f t 1 as anter 1 ores 

a los dilculos y generalmente permiten el pivote parcial, Es generalmente 

entendido que un m~tod_o a priori no son casi tan efectivos como los meto-

dos loca 1 es en 1 a preservac 16n de 1 a di spers idad o reduce H5n de 1 número de 

cálculos. En la aplicac16n de los metodos locales no es posible conocer -

donde oc:urrlra el fi!l-ln, mientras que por el otro lado en la apllcaci6n 

de los metodos a priori es posible predecir los sitios del ftll-in, de e.! 

te modo es posible emplear2"'íc fijar 1't" esquemas de almacenamiento dis--

perso. 

Algunas técnicas de ordenaci6n local se describen a contlnuacl6n; De.!_ 

pu~s de anal Izar tas técnicas a priori m&s utll Izadas. 
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-- SELECCION DE PIVOTE t\ARKOlllTZ --

A el paso{K+l)t.~c la e11mlnación, el algoritmo de MarkO'>'iltz sc:lecciona -

elemento a~j (i>k,J>k) que minimlze el producto del número de otros no-ce-

ros en la columna (j) al tiempo el número de otros en la fila (1). E.ste produ~ 

to es el máximo fill-ln que podría ocurrir posiblemente durante el paso 

si. es elegido como un pivote. 

Simbólicamente este método sclccclon;;i un pivote no-cero, 

que minimiza (r~ -1) (c~-1) donde r~ y c1" son el número de elementos no-ceros 

restantes en la fila (i) y column.;:is (j) al final del paso k. 

Como un ejemplo, la matriz {M-30) es relntroducida: 

)( Y. X 

X X X 

X 
,, 

X X 

X X 

X X 

X X X X X 

X X X X 

X X 

X X X X 

X X X X 

Después de examinar a¿g> es encontrada para ser el pivote de acuerdo al 

criterio. Aqui. r6.-6,c2 .. 1y(6-l)(l-l}oUOe este modo no resultara f111-ln. Re~ 

comodando el pivote a¿~} en la posición (1, l) y ejecutando el primer paso de 

la eliminación Gausslana de la siguiente forma para A1 

X X X X 

X X X 

X X 

X X X X 

¡, V t..1-33 

X 

X X X )( 

)( >: 
X X X 

X )( )( X 
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Ahora considerando solamente de las filas y columnas 2 hasta las 10 -

dea~9 es elegida como el nuevo pivote, El siguiente paso de la e1 iminaci6n 

rcs~lta en la matdz A2 

X X X X X X 
.x X X 

X X X 
X X X 
X X X X X 
X X 

X X F X 
X X 

X X X X 

J X X X X X 

M-34 

Después del segundo paso de la elfminacldn, .ahl · aparece un flll-ln -

como el denotado por la "F". Finalmente a través de n-pasos resulta la si-

gu 1 en te es true tura cero/ no-cera para A 1 : 

X X X X X X 
X X X 

X X 
X X X 

X X 
X X 

X F X X 
X X F F X 

X X X X )( 

X X X X X F 

M-35 

la forma compacta de la EFI usando el criterio de Harkowftz requiere 

34 operaciones para calcular. Una adlci6n de 42 operaciones (igual al nú

mero de no-ceros en A1 ) son requeridos para obtener Ja soluc 16n dando un 

vector (b}. 
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PQ"?IUIE'!TO Y PA~TICIO:!. 

Stcward (1962,1965) puntualizó que suponiendo un corte, una aproxlrnac16n 

Iterativa hacía resolver problemas lineales o no lineales dispersos. Conside

rar el siguiente conjunto de ecuaciones 

o + 

o + 

0 3?x?. + º3:.1:~3 + 0 

o + a'13x~ + ª¡¡~ 1 >:.: 

!.:-36 

Si xl+ fuese conocida, el rosto del sistema podría ser resucito por sust_L 

tuci6n dircct.a. Una posible solución Iterativa sería : Suponer x4 ¡ resolver -

la ecuacl6n para x
1 

por sust T tución di recta de x 4 , resolver la ecuac16n para 

M2 por sustitución directa de x 1; resolver Ja ecuaci6n 3 para x
3 

por sustitu

ción directa de x
2

¡ resolver la ecuación 4 para x 4 por sustituci6n directa de 

x
3

; c001parar el valor calculado de x4 con el valor supuesto; repetir el pr_oc!:. 

so usando el nuevo valor, ha~ta que x4 convcrga. 

En este sistema x4 es el cort.c (variable) y la ecuación '1 es. la ccuac16n 

de corte. El 11 conjunto de salida 11 consiste del par ecuacl6n-variable que i!!_ 

dlca que ecuaci6n será resuelta, para que variable, el orden de procedencia ; 

es la secuencia en que los pares ecuación-variable serán resueltos. Tamblen -

Steward rernarc6 la importancia de partir o dtvtd¡r los sistemas hacia subsis

temas pequeños que pueden ser resueltos lndcpend¡entemente unos de otros sin 

necesidad de cortar. Uno de tales sistemas es : 

X 

X 

X X 

X 

X 

X 

X X 

.\\-37 

En el que 1as X's representan las variables de ocurrencia en una ecuación. 

En este sistema las tres primeras ecuaciones pueden ser resueltas fue---
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ra de la cons i deraci 6n de 1 as tres últimas ecuaciones y 1 as tres últimas -

tamb ien pueden ser resueltas independientemente de 1 as tres primeras ,una -
vez que éstas han sido resueltas. 

PROCEDIMIENTO DE P!VOTEO PRE-ASIGNADO PARTICION (P4) 

Muchos métodos primero ordenan la matriz tanto como sea posible en una 

forma triangular inferior.Esto se da durante la triangulaci6hacia arriba y 

triangulación hacia abajo .. en las fases de ordenación. 

Como un ejemplo considerando Jª matril de
7

1o 10¿ 

1 X X X 
2 X 
3 X X X X X 
4 X X 
5 X X 
6 X X X 
7 X X X 
B X X 
Q X X X 

10 X X X X X 

·M-38 

la triangularizaci6n hacia abajo (o inversa) involucra encontrar repeti. 

damente una columna con un simple no-cero,eliminando la fila con que ésta -
se intersecta y la columna, y colocando la fila y columna en la última posj_ 

ci6n disponible de la matriz reordenada,la triangularización finaliza cuando 

todos los elementos tienen dos o mas elementos.La trlangular1zaci6n hacia .. -

arriba procede similannente excepto que las filas can un sólo no-cero son e!! 

centradas y las columnas que se intersectan con ellas son colocadas en la -

primera posición disponible .de la matriz ordenada. 

En este ejemplo la columna B tiene un simple na-cero de este modo la co

lumna 8 y la fila 6 colocadas al final de la matriz reordenada: 
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1 2 4 5 6 7 9 10 e 
1 X X X 
2 X X X 
3 X X X X X 
4 X X X 
5 X X 
7 X X 
B X X 
Q X X X X 
T X X X X 
6 X X X X ,, 

M-3Q 

Las 1 !neas separan la parte ordenada de la desordenada de lil m.ltrlz. 

Hasta este punto no hay m.Js columnas con un no ... ccro. Ell procedimiento en

tonces continu~ a la trlanguJarlzación hacia ardba. Sin embargo. no hay -

fJJas con 1.m solo elemento no-cero,asf que ta tri.Jngularíz.:ición termina. 

El algori'tmo P4 ohoril parte la matriz hacia bloques irrcduc.lbles 

1 5 T 4 6 Q 8 

2 D 5 
6 

X 
X 

1 X 
3 X X X X 
4 X X X 
7 X X X X 
Q )( X X X 
T X X X X X 
6 X X X X X 

M-40 

Los cuadros indican los bloques Irreducibles. P4 procesa un bloque a 

un tiempo, la siguiente fase de la ordenación es la 11seJccci6n del orco" 

Et objetivo aqui es: elegir una columna que dada su supresión dal"'Ta lama

yor oportunidad de reordenar la parte -restante del bloque usilndo crfangu-

1arizac(ón hacia arriba. P4 se1ec~iona como un pico la columna qué inter

secta eco m.1s filas de mtnima cuenta de filas. Considerando t'>l btoquc Jt! -

3 x 3 en M.-40 la mTnlrn.!:! :::uonto de fl las es 2. Lü columna 1, que intersec 

ta c::on dos filas de cuenta dos, es seleccionada como e1 oico. Notesé' que-
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si la columna {1) es eliminada habrá dos filas con l ,dando en P4 dos -

cambios que pennitan la reordenaci6n completa por triangularizaci6n ha

cia adelante.La columna l es eliminada y cambiada temporalmente a la ul 

tima posicionen el bloque y se asignar~ una fila que este vacía,anterior 

en la reordenación.La situación actual esta marcada como: 

5 T 3 4 6 Q 8 

2r X :1 X 
5 X X 
8 X 
1 X 
3 X X X 
4 X }'. X 
7 X X X 
Q X }'. 

T X V 

6 X X X X X 

M-41 

P4 ahora continua con triangularizacion hacia arriba dentro del primer -
bloque.Las filas 5 y 8 tienen cáda una un simple elemento,eligiendo ar

bitrariamente la fila 8.La fila 8 y la colunma son entonces colocadas en 
la primera posición disponible de la matriz reordenada 

T 5 1 3 4 6 Q 8 
8 X X 
2 X X X 
5 X X 
1 X X X 
3 X X X X 
4 X X X 
7 X X X X 
Q X X X 
T X X X X 
6 

1·!-42 

Eliminando lafflaByla columna T permitiendo dos filas.cada una -

con un solo elemento.Seleccionando la fila dos y ia coiumna 5 como el si 
guiente pivote.Esto pennite que la fila 5 sin elementos,asi sea asignada 

a la columna pfco,columna l. 
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Continuando con el siguiente bloque.la columna dos es seleccionada como 
la columna pico: 

y 

8 
2 
5 
1 
3 
4 
7 
q 
T 
6 

T 

1 ~ 
X 

X 

~ 

X 
X 

X 
X 
X 

1 3 4 
X 
X 
~ 

X X 
X X 

X 
X X 
X 

X X 
X 

M-43 

La triangularización hacia arriba 

con la fila 9 y la columnd 6.Adem§s 
tienen dos 6 más elementos.La columna 

T 5 1 3 6 

81 X 
X 

2 X X X 
5 X X 
1 X X 
Q X X X 
3 X X 
4 X 
7 X X 
T X X X 
6 ' 

M-44 

6 7 9 2 8 

X 
X X 

X X 
X 

X 
X X 
X X X X 

continua con la fila 1 y la columna 3 

todas las filas en la matriz restante 
4 es seleccionada como un pico: 

Q 8 

X 
X X X 

X X 
X X 

X X 
X X X X 

Cuando aplicamos la eliminaci6n hacia adelante 0 P4 intentará encontrar -

una fila,tal que cuando corresponda a una columna sea eliminada ,pennit1endo 

mSs de una fila sin elementos.En este caso aplica a todas las filas restan-

tes.Por instancia.eligiendo la f11a tres y la columna 7 como el siyuiente Pi 
vote.dejando la fila T que no tiene. elementos.por lo tanto el pico 4 puede -

ser asignado a la fila T: 
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T 5 3 6 7 4 q 8 

8 X X 
2 X X X 
5 X Y. 
1 X X X 
Q " X X X 
3 X X X X t.1-45 
T X X X 
4 X X 
7 X X X X 
6 X X X X 

La reordenación es terminada selccc ionando la fila 4 y la columna 9 como 

el siguiente pivote, asr dejando la f l la 7 sin elementos. Es ta es asignada a 

la columna pico 2 La matriz H45 es la reordena e i ón final. 

Calculando el EFI para esta matriz resulta la siguiente estructura para 

la forma compacta de la inversa A-1: 

T 5 3 6 q 2 4 
8 X 

2 X X X 

X X 

1 X X X 

q X X X X 

3 X X X M-46 

T X X X X X 

4 X X X X 

7 X X X X X 

6 X X X X X 
La EFI que es obtenida de el P4 requiere 19 operac Iones a calcular. Uno 

adicional de 40 operaciones son requer tdas para obtener la solución dado un 

vector b Esta forma de la 1 nversa tiene ltO elementos comparados con las -
100 en la forma explfcltadc la inversa y 73 en la EFI con p 1 veteo no es es-

pecial para mantener la dlspcrSldad. 

198 



--- SELECCION DEL PIVOTE PARA HEJORAR LA ESTABILIDAD ---

Tradicionalmente el pfvotco ha sido empleado pilra mantener la estabilidad, 

esto es mediante Ja selección como pivote del elemento con el mayor valor 

absoluto en Ta fila o en la columna (plvotco parcial) o con el mayor valor 

absoluto en la matriz activa (plvoteo completo). Si alguno de estos métodos 

se apl lcara a una matriz grande dispersa, todas las ventajas de usar un e~ 

quema de ordenación se perder i an. Sin embargo, si los esquemas de ordena-

e Ión se aplicaran estrictamerote a reducir el fill-ln, y surge la rnestabi

lldad numérica. 

Este dilema es resuelto usando el método llamado "pivoteo Inicial", en la 

apl icaclón de este método algunos elementos cuyo valor absoluto es mayor -

que la tolerancia pivote, PTOL, a veces el máximo valor absoluto en Ja fi

la (o columna) es un pivote aceptable, Ja tolerancia del pivote, es una -

fraccl6n tal que O PTOL 1 . En la ilpllcaclón de estas a la técnlca de 

Markowitz, un pivote es e1egldo con el más bajo (r 1k-1) (cjk-1) que tam-

blen satisface el criterio de principio. 

En la apllcaclón de la técnica a la forma pico de la matrlz,el pivotco -

ocurre sólo sl los elementos de la diagonal no sarlsfacen la pruebil de 

pr-Jncfplo. Cuando esto pasa la columna cercana a la diagonal en la que el 

elemento no-cero satisface la prueba. 
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FAS E DE ORDEllAC J DN 

A cont 1nuaci6n se describen brevemente algunas técnicas de ordcnac l 6n -

comparadas por \.load ( 1979). 

P4 

1.- Triangularlzación inversa, triangularlzación hacia adelante. 

2.- Partición de la mutriz restante. e Introducción de bloques irreducibles. 

3.- Seleccionar una columna pico y colocarla sobre la fila pico. Seleccionar 

como columnu pico, la columna que tiene el máximo número de interseccio

nes con fila de número mínimo de fila. SI el máximo número de tales es -

uno Y hay más de una ca lumna ten i ende una i ntersecc j ón con una f f 1 a de -

mínimo número. entonces se el iqc oor tomar la columna que lntcrsccta -~ 

con más filas del siguiCnte número mfnimo de fila. 

4.- Reaiustando filas contadas a numerar oar:a remover el pico y triangular_!. 

zar hacia adelante, si una fl la con elementos no-ceros existe, asignar

la a la columna pico a lo alto de la pila. Sacar la anterior de la pila 

y colocar Ja pilu asignado en la nuevo po5ición en el blcqu;:! reordt:nado. 

s.- Vaya al paso J. 

6.- Saque el bloque siguiente y p·rocese, vaya al paso 3, si no hay bloque -

sobre la pi la vaya al paso 7. 

].- Fin. 

Pli es una modificación de P3, la principal modificación es la Inclusión 

de partición en P4, además P4 Incluye algunas observaciones, la selección -

del pico y la reordenación cstan basadas principalmente en consideraciones 

locales considerando fuera la estructura total de la matriz reordenada. 
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b) --- HP 11 

1) Trlangularlzac/6n adelante, triangularizacidn Inversa. 

2) Partici6n de la matriz resultante y colocar blor¡ues lrrcduclbles sobre 

Ja pila de bloques. Procesar el primer bloque sobre la pila proc<..>dien

do al paso (3), 

3) Hacer la selccci6n de la columna picn. usando el mismo criterio que en 

pi,. 

lt) Ajustar las ffl..:is numeradas y triangularlzar adelante. 

5) Hacer la selecci6n fnlclill de Ja fila spikc. Los criterios de selección 

son los transpuestos de los usados en el paso 3 (rcrn¡ilazar fila:; con e~ 

lumna!i y viceversa en los critel""los de selección de columnas spikc. 

6) Ajust."lr las columnas numeradas y triangular-izar (hacia atras) Inversa-

mente. 

7) Partlci6n del bloque restante hacia subbloqucs Irreducibles. Calcular -

el fndice P, definido como Ja suma de los cuadrados del orden de subbl~ 

que s. 

8) Encontrar la comblnacldn de columna y fila pico que de el mismo P apl..!, 

cando un criterio de exclusi6n para reducir el número de combinaciones 

examinadas (cada combinacldn requiere la p.:irtici6n en orden a evaluar P. 

9) Reex.)01inar todas las columnas con columnas enumeradas mayores que esa -

columna pico· seleccionada en (8). Entonces es elegida corno pico la -

columna con el mayor nlimero, SI algunos subbloques Irreducibles son en

contrados como un resultado de la partlc16n del bloque restante después 

de la seleccitln final de la fila y columna pico, entonces pongase e'ste 

sobre la pila de bloques. 

10) Tome el bloque siguiente de la pila de bloques y procese pasando al 

paso (3) • si no hay m!s bloques sobre la pi la pase al paso (1 t). 

11) Fin. 
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e) --- HP 10 [11] 
Es el m 1 smo que HP excepto que en e 1 paso (8) , e 1 número de comb 1 na

ciones de columna y fila pico es reducida. Esto incrementa la velocidad 

de reordenación, pero el valor de P logrado no ser.l mayor que un valor aE_ 

so luto mínimo. 

HP 20 [11] ---
Este es el mismo que HP, sin embargo es omitido el paso (8) para adi

cionar una velocidad mayor de reordenación relativa a HP[10J. 

Wood (1979) propone este algoritmo cano una modificación adicional -

de HP, es el mismo que HP excepto que los pasos (8 y 9) son omitidos. 

d) --- SPK t 

1) Trlangularlzaclón hacia adelante, triangularlzación Inversa. 

2) Participación de la matriz restante e Introducir los bloques irreducibles 

sobre la pila de bloques. Procesar el primer bloque sobre la pi la para -

proceder al paso (3). 

3) Los criterios para la selección del pico son: 

a) Encontrar la fila con mínimo número d.:: fila, si ·~s un límite, cntonccz. 

para cada fila dividida teniendo no-ceros, sumar los números de colum

Seleccionar la fila con la mayor suma. 

b) Ahora considerar sólo las columnas teniendo elementos no-cero en la fi

ht seleccionada en (3-a}. La fila seleccionada es asignada a la colum-

na con la numeración más peque/\a y son colocad<Js las posiciones ---

abiertas en el bloQue reordenado. la columna con el mayor número de ca-
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lumna es entonces puesta sobre la pila pico, seguid.:! por la cotumni'I 

con el siguiente número mayor de columna,etc., hasta el tot.al núme

ro de columnas rest.antcs con elementos no-ceros en la fila selec-

clonada son colocadas sobre la pila pico. Selecciona:" las columnas 

pico y colocarlas sobre la pila pico. 

4) Reajustando filas numeradas y triangularizando hacia adelante. Si -

una fila con no-ceros aparece, asignar a la columna sobre lo alto -

de la pila pico sacando los picos de la pila y colocando ahi las fJ_ 

las asignadas hacia las siguientes posiciones en el bloque rcordcn!!_ 

do. si esta completo el bloq~c vaya hacia el paso 6. 

5) Vaya al paso 3. 
6) Coloque el siguiente bloque desde el bloque pico y proct!se en el P.!!_ 

so 3. 

7) Fin. 

e) 

SPK1 es menos sofisticado que P4, esto permite aumento en la vclo

t!idad ·de reordenación. 

SPK 2 

Este algoritmo esta basado sobre las Ideas usadas en el algoritmo -

de partición descrito por Stadtheir (20) que tiende a local Izar pequef'ios -

subbloques (2 x 2 en este casoJ, SPK 2 es el mismo que SPK. 1 excepto en el 

paso 3. 

3) Se1eccion.Jr una columna pico y colocarlos sobre la pi lc'.1, 

Los criterios para la selección del pico son : 

a) Encontrar la fila con mínimo número de filas, si esta es un enl~ 

ce, entonces para cada fila contenida, el número de filas de mf

nlmo número de fl la que resultara si todas las columnas no-cero 

en la fila contenida fueran eliminadas. Eligiendo la columna que 

complazca la mayor parte de tales filas de mínima cuenta de fl la. 

b) SI hay un enlace fijo de filas con número mínimo de filas, use -

el procedimiento de enlace en (3-a) SPK 1. 
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c) Ahora considerando solarnente la columna, teniendo no-ecro en fila s.=,_ 

leccionada en (3-a y 3-b) asignamos la fila sel~ccionadc'.l y la colum

na correspondiente a la matriz reordenada y a la pilc'.l •oico. como en 

el paso (3-b) de SPK 1. 

f) BLOQUES 

Este algorrtmo es para usarse en sistemas con una relativa dispersl-

dad en matrices de bloques que aparecen y pueden ser construidas de la s.!._ 

gu len te forma : 

1) Identificar la estructura d,e bloques de la n1atrlz y construir la matriz 

correspondiente, bloques ocurriendo, ParCJ 1a5 matrices de flowshcetin9 

este procedimiento es más detallado en 2 • 

2) Apllc.:tr SPJ< 2 a la matriz de bloques ocurriendo. 

3) Exp~nder la m<itrlz de bloques-ocurriendo, se ordena hacia una matriz -

ordenada sobre el nivel de ecuaciones variables. 

4) Triangularizar hacia adclante,triangularlzar inversCJmente. conjunto -

k~l. 

5) Definir como activo para la selecci~n del pivote 1.os filas rcm.onentes 

en el k-th bloque-fila en el bloque de la matriz de ocurrencia.SI 

hay filas restantes en el K'""th bloquc .. fl la vaya a (7). 

6) Aplique los pasos del (3-5) del SPK 1, excepto Ta restricción del paso 

(3-a) de SPK T de las filas correspondientemente definidas como acti-

vas. Notese que e·n _el oaso. '+de SPKl,todas las filas son consideradas 

para triangulariza_r Inversamente, no exactamente esas activas para la 

scleccf6n del pivote. Cuando las filas activas han sido reordenadas-. 

fuera del paso 4 de SPK 1 v procedid11<; ni p~~o de .Jbujo (~) anti..:& que 

al paso (6) de SPK 1. 

7) Si K .. N donde Na número de fila-bloque vaya al paso (D) de otro modo -

conjuntando l( .. I< + 1 vaya al paso (5). 

8) Fin. 
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A.15 FASE NUHERICA 

La segunda fase del m~todo en dos pasos es la soluc16n num~rica de lu 

matriz reorden.1da, en esta fase una consíderaci6n primaria es el evitar Ja 

crt;ución de elementos no-cero (filT-in). Se han desarrollado un.:i gran can

tidad de algoritmos (programas) para la solucidn de sistemas lineales re-

sultantes en pl"oblemas de flowsheeting de procesos. 

A continuaci6n se describen algunos de )05 algoritmos que se han gen.!:_ 

rada 

a) Substitución inversa conti'nua (CBS). 

ces toma ventaja especial de la forma pico de la matriz, este m~to

do elimina repetidamente adel<:intc atr<:ivés de cada fiJ¿¡ pico y elimina In

versamente la columna pico correspondiente, Oc esta milncra el fl!l-in po

tencidl es restringido al .írea en la columna pico bajo el mayor no-cero y 

sobre o arriba de Ja diagonal. Recordando que en la descomposicll'Sn LU el -

fill-/n ocurre en cualquier sitio en Ja columna nlco bajo el mayor no-cero. 

la forma factorizadn de la Inversa que resul t.1 de CBS es una forma mo-

rfl fir.:;u1" del producto de la inversa. 

El procedimiento es demostrado usando la matriz de 10 X 10 la estra-

teg 1 a es un<. modificación de Ja de Stadthelr y Wood (1980)). 

2 3 4 5 6 8 Q T 

1 X X X 
2 X X X 
3 X X X X X 
4 X X X 
5 X X 
6 X X X X X 
7 X X X X 
8 X X 
Q X X X X 
T X X X X X 

M-47 

Aplicando la técnica de r-eordcnacfón SPK 2 ( M-47 ) da 
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accidentales}. Tambien ha sido observado que en la mayorfa de las matrices 

reordenadas por los otros mctodos ocurre completo fill-ln. Sin embargo, co

ni0 se mostro anteriormente, usando una cantidad moderada de pivoteo( para -

mantener la establl idad num6.rlca) causa considerablemente más fill-ln en -

CBS que en la descomposici6n LU. 

El completo fil 1-in que ocurre cuando se aplica CBS sin embargo, sugie

re otra ventaja potencial. Porque las columnaspl.co en muchos casos se 11~ 

nan completamente, el los pueden ser almacenados eficlcnteMente usando todas 

las técnicas de almacenamiento; esto es, s61o se necesita un sitio de alma

cenamiento necesario para distribuir por no-cero (una técnica asf llamada 

ll). Indicando por la localizaci6n y el número de fila del mayor no-cero 

en el ,pico, todos los otros elementos en el pico pueden ser situados di-

rectamente. 

En el caso de la solucl6n de un simple vector (b), las columnas pfco -

que son eliminadas Inversamente no necesitan ser retenidos, con el libre a..!. 

macenamiento para picos encontrados en dilculos anteriores. Esta prioridad 

es particularmente Importante cuando la estructura condiderada est.:1 presen

te. la cual es ilustrada abajo: 

X X 

X p 

X X p p 

X p p p 

p p p 

p p 

X X X p 

X • s X I' p p 

p p p 

X p p 

p p 

p 

"':63 

Las X' s representan no-ceros y 1 as P 1 s representan no-ceros potene lal es. 
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T 5 6 Q 4 7 8 

8 X X 
2 X X X 
5 X X 
1 X X X 
Q X X X X 
7 X X X X 
4 X ;( X 
T X X X X X 
3 X X X X X 
6 X X X X X X 

M-48 

CBS lnlcia con el ir.linar una f i l.J hacia adelante, através de 1 a primera 

f 1 la oico fil a 3. Por conven i ene 1 a, se enumeran 1 as filas y columnas f!n --
forma ascendente. El re su 1 tado de este paso es : 

2 3 4 5 8 Q T 

1 1 X 
2 o 1 X 
3 o 1 
4 X X X 
5 X X X X 
6 X X X X 
7 X X X 
8 X X X X X 
Q X X X X X 
T X X X X X X 

M-49 

Ahora la el lmlnacl.Sn Inversa es ejecutada sobre la columna 3 
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Esto causa flll-in en posiciones (8.9) y (9.9), finalmente la columna 

9 es eliminada Inversamente y la fila Tes eliminada adelante. Esto permite 

una unidad de matriz diagonal. El vector (b) ahora contiene la solucl~n.CBS 

auto~tfcamcnte explora la estructura de bloqu~s Jt! la matriz. 

La forma factol"'izada que resulta de emplear CBS conslte de una serle ... 

de producto de matrices 2n .. 1 que transforman el coeficiente de matriz A. h_! 

efa la matriz Identidad : 

P2n• 1 "P2n-2 • • • • • • • • • .P2 ·P t ·Aaf 

posteriormente mul tJpl icando por A .. 1 tenemos : 
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p2n-1 Pzn-2 ..•.... P2P 1 ·A- J 

Un ejemplo de este m~todo es el siguiente 

(O) 0(0) 0(0) 0 11 13 15 

0(0) o(O) o{O) (O) 
21 22 23 º25 

A - A(O) - aá~' o(O) 0(0) 0(0) 
32 33 35 

º'º' 
(O\ 

41 º42' º~)º~) ª45 

a(O) 
51 

o(O) 
52 º~)ª~) 0(0) 

55 

M-54 

El primer pivote es a
11 

y pi divide la fila 1 por a
1

fO) 

-ror 
-

0

11 

[ 

1 

J 
El resultado de multlpllcar Acoior P1es Afll - P

1
A(0) 
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o(O) (O) 
13 015 

~ ~ 011 
0(0) 0(0) o(O) (O) 

21 22 23 º25 

A (1) (O) (O) o(O) 
(O) 

035 1 º31 º32 33 

o(O) 0(0) o(O) (O) (O) 
41 42 43 º44 045 

0(0) o(O) o{O) 0(0) (O) 
51 52 53 54 055 

M-56 

Redefiniendo todos los elementos de esta fase a aiJl) ,reflejando sus 

valores despu~s de las operac.iones indicadas, la fila 2 es eliminada con el 

producto de la matr lz P
2 

o 

(1) 
º51 

1 

~ 

(1) 
º32 

(1) (1) (·I) 
ª23 - º21 ª13 

(1) 
°:i3 

(1) 
º43 

(1) 
0 53 

M-58 
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Otvidiendo la fila 2 por a
2

f2) con P
3 

y el lmi nando la f 11 a 3 con P4' -
la columna 3 es el imlnada por premultiplicación por P

5
• El ro su 1 tado 

A(5)_PSA(4) • donde : (4) 
1 

(4} (4) 
º13 º13 º15 -
'4l 

(4) (4) 
033 

º23 º25 
(4) 

A(4l (4) (41 1 - º23 - o o 0
33 035 Ps = \4) 

033 

(4\ (4) (4) (4) (4) 
º41" 042 ª43 º44 045 1 

T4> 
0(4) (4) (4) (4) (4) 033 

M º52 ª53 º54 ªss 

M-So M-60 

o (4) 
º15 - o~~) a~;) /o~;) 

o (4) 
º25 - ~~)a;~)/~;> 

A(S) - oá~) /o;;> 

0(4) (4) (4) (4) 0(4) 
41 

0
42 ª43 º44 45 

0(4) (4) (4) 0(4) (4) 
51 ºs2 ª53 54 ºss 

M-61 

Continuando. P6 el lmlna la fila 4 y P
7 

el irniud 1.:. {6~umnü 4 0 .., . .,. que CE_ 

to no Cs una cantidad :>fCo, para dividir la fila por az. 4 • Finalmente Pg .!:. 
l lmtna adelante la fila 5 y P4 el tmina atras la columna pl"cc 5. El produc

to de matrices resultante puede ser condensado hacia una forma de producto 

modificado de la inversa : 
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1/o~1 " ~ 
>i 

8 -0.¡3 033 
-t)·/6 

º;,s 
1 

1/a;.2 
4 

" 
A 

~ - 021 - 0 23 0 33 
-a,~; ª.::,s 

P' 
3 3 1/o~3 R ,g 

- 031 - 0 32 -03~ 
ªs5 

5 ó 5 
1/a:;; 

íl 
-0.::;1 -a42 -o.,...J -04~. º~5 

7 7 7 7 1/o~5 - 051 -a52 -0~,3 -o54 

M-62 

Este producto de la forma estandar de la inversa contiene (n) matrices 

factor-izadas cada un.a eliminando una columna entera. as1 causando flll-:ln .!! 
través de cada columna piCo. sobre o arriba de la diagonal y bajo el mayor 

no-cero en la columna, note adcm.1s que el índice sobreescrito de los ele-

mentas bajo la diagonal han sido cambiados para reflejar el estado de la mi!_ 

trfz a las diversas fases de la combinación. estos elerientos son los nega

tivos de Jos unos correspondientes en la matriz origina!ª El a¡j para P' -

son definidos por las stgulentes ecuaciones : 

a' • 
kk (2k-2) 

ªkk 

-· (2k-2) 
para i<. k 

La ventaja esperada de usar CBS es que el .1rea de fil 1-ln potencial es 

substancialmente reducido en comparaci6n con la descomposlc16n LU. 

En real ldad se ha observado completo fil 1-in cuando CBS es apl lcado a 

matrices r-eordenadas por Jos algorltmos HP, (excepto para crcacldn de ceros 
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Excepto para los r.dco ellos son ceros sobre la diagonal. Durante la solu

cicSn de un vector simple {b) el almacenamiento requerido para las columnas 

pJco es el máximo de la suma de las longitudes del pico local presente en 

alguna ecuación. En la matriz 63 en la fila 3 hay tres p_icos; las columnas 

5,6 y 12 respectivamente. La suma es con sus respectivas longitudes 3,5 y -

12 igual a 20, ya que la el lm1naci6n es fila x fila, esto no permite ver -

las columnas pico 9 y 11 hasta que se llegue a la fila], Para el tiempo -

en que el pivoteo alcanza la fila 7, las filas 4 y 6 han sido eliminadas i!!_ 

vcrsam~nte y sus lugares de almacenamiento pueden ser sobrecscrJ tos con las 

columnas pico 9 y 11, La suma de las longitudes de los p/C"os locales en -

la ecuación 7 es 20. El m.1xlmo alm.:icenamíento requerido es 20, en vez de los 

28 que se requerirían si la inversa fuer.1 retenida, Como se mostro anterio.c 

mente, la reduccf6n de almacendmiento es más substancial para matrices de -

diseno de procesos grandes que tienen una considerable estructura jer.'Jrqui

ca de bloques. 

En la apl lcación de CBS el plvoteo esta dado sc51o para mantener la est!l_ 

bit ldad numérica y evitar plvotr.s· cero. Lln y Mah (1977) hiln previsto que -

cuando on algoritmo de ordenación HP es aplicado, todos los elementos cero 

de la diagonal se hartín no-cero o de otro modo es numéricamente singular y 

no puede ser resuelta. En su trabajo ellos parecen no requerir pivoteo para 

mnntener la establl!dad. en realidad un mal pivote puede causar una soluci6n 

Inadecuada. Pnra evitar tales problemas se puede emplear "plvoteo lnicial 11 • 

Oespu~s la fila pivote es eliminada adelante (reduciendo los elementos a -

la izquierda de la dfagonal a cero), la fila es buscad.:i por el mayor valor 

absoluto. Los no-ceros en la fila son colocados sobre la diagonal y en colu~ 

nas pico· de la que no.ha sido aün tomado un pivote. Si el valor absoluto -

del elemento diagonal no es mayor que la tolerancia del pivote en v~7.' <1<?1 ·

valor absoluto mayor, ocurre un cambio de columna. 

La columna d lagonal es entonces ca:nbiada con una columna pico cercana 

a la diagonal en el cual el elemento de la columna s.:itisface el cf""iterlo J

nlcfa1. 

b) SUBSTITUCION INVERSA IHPLICITA 11RANKI" 

Rankt calcula sucesivamente la variable diagonal de cada fila splke ca-
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mo una funci6n de la varlable pico en esa fila, remplaza la fila pico ar.!_ 

glnal con Ja nueva fila calculada, reordena la matriz tal que hay.:i una co-

lumna pico menos, y repite los cálculos con la siguiente fila pico .• Al f.!_ 

nal de Ja fase de este cálculo Ja form<i pico de la matl"'lz ha sido transfo!._ 

mada hacia una forma triangular inferior. 

El proccdlmtento es demostrado con la matriz 

4 5 6 T 

1 X X b 
2 X X X b 
3 X X b 
4 X X X b 
5 X X X X b 
6 X X X X b 
7 X X X b 
8 X X X X X b 
Q X X X X X b 
T X X X X X X b 

M-64 

El vector {b) es Incluido para propositos de llustl"'ación. El algoritmo 

fnlcla calculando la variable 3 como una funci5n de la variable pico en la 

fila pico 3. Ya que no hay otra columna pico en la fila 3, la variable 3 

es calculada directamente. Esto es para reducir los elementos a la izquier

da de la diagonal en la fila 3 a cero. La el imlnación procede Iniciando con 

la fila 2 usando el elemento (2,2) como pivote para el imlnar el elemento en 

la poslcl6n (J,2), 

2 3 4 5 6 7 8 Q T 

1 X X b 
2 X X X b 
3 T o X ' b 
4 X X X b 
5 X X X X b 
6 X X X X b 
7 X X X b 
8 X X X X X b 
Q X X X X b 
T X X X X X X 

M-65 
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Esto causa temporal fil 1-in en la posición (3,1). Las X's Indican los -

elementos que han sido cambiados de sus elementos correspondientes en la matriz 

original. El fl 11-in temporal es el lminado usando la fila 1, con {1, l) como pi

vote : 

2 4 ó 8 o T 

X b 

X X b 

o X' X b 

4 X X X b 

5 X X X X b 

6 X X b 

X X X b 

" 
X X X X X b 

o X X X X X b 

T X X X X X b 

M-óó 

La el imlnaclón procede en sentido inverso así que todos los calculas a la 

fila 'pico tres, excepto para esta fila, todos los elementos en la matriz no -

cambian de su valor inicial. La nueva fila tres calculada en efecto reemplaza 

la fl la original tres y los calculas inician sobre esta, designando la posición 

de la fila del mayor º?-cero en la columna pico como ITOP, la posición corrie.!!. 

te (1,1), es simplemente movida a la posición (ITOP,ITOP). El elemento di~gonal 

(3,3) es por tanto movido a la poslc16n (1,1) por el cambio de la apropiada y -

los elementos diagonJles Interviniendo son movidos una posición bajo ta dlagonill; 
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2 4 5 6 iJ Q 

X' b' 

2 X X b 

3 X X X b 

4 X X X b 

5 X X X b 

6 X X X b 

7 X X X " 8 X X X X X b 

Q X X X X b 

T X X :< X X b 

M-67 

Esto tiene el efecto de reducfr el número de picos por uno como se muestra en 

( M- 68) . El procedimiento continua con la fila pico], en este caso la vE_ 

rfable 7 es calculada como una func Ión de la variable 9. Como antes de proce-

der Ja el lminación en un sent fdo i nvcrso in fci ando con la fila 6 y proced l C.!!_ 

do a Ja fila 3. 

3 4 5 7 8 T 

3 X' b' 

·1 X X b 

2 X X X b 

4 X X b 

5 X X X b 

6 X X X b 

7 o o o o o o X' F' b 

R X X X X X b 

Q X X X X X b 

T X X X X X X b 

M-68 
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De nuevo, ! levando la el lminaclón fuera de es ta forma de restr lec Iones todos 

los cálculos se hacen a la fila 7 pico, todos los otros elementos restantes 

son man ten 1 dos. La d 1agana1 (7. 7) es movida a la posición (6,6) y (6,6) es .. -

movida a una pos 1e1 ón abajo. 

4 6 Q T 

3 X' b' 

X X b 

2 X X X 

4 X X X 

X X X 

X' F' b' 

6 X X X X b 

A X X X X 

Q X X X X 

T X X X X X b 

M-69. 

Fina !mente el proced lm i en to el !mina la fila 9, ca 1cu1 ando d 1 rectamente la V!!_ 

rlable 9. La diagonal (9,9) es movida a (4,4) 

3 4 6 7 8 Q T 

1 X X b 

2 X X b 

3 X X' b 

4 x X b 

5 X X X b 

6 X X X X b 

7 X X X' F' 

8 X X X b 

Q X X X X X F' b 

T X X X X X X b 

M-70 
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En este Punto se ho ! levado a la forma trlangu!ar Inferior loi matriz. -

la solución es. obtenida por eJl~inacfán adeJante. la forma no explícita de -

Ja invt!:rsa que resulta de apl fe.ar RANKI es diffcl 1 describir en una forma -

convencional factorlzada. Esto es más f.Jcl J si se consldcra en forma borde,!_ 

da bloque;tr-langular. 

El fl 11-ln para e) RANKI fn'1erso potencialmente ocurre a Jas lntersec-

c:Jones de las filas pico con las columnas pico locales. Esto c:uanfif{ca -

una considerable reducción en flll-ln potencial c4ando se compara con caso 
-descompos l ~Ión LO. 

El plvoteo para manten_er la establ Jidad numérica en el sentido conven-

clona1 es díffcl J de aplicar en el emplea de RANKI. 51 un elemento diagonal 

falla el criterJa.inlcial, su fila y columna correspondiente son designadas 

y tratadas cerno f 1 la y columna pJco •. 

e) MA-28 

éinplea una aproxlrnacf6n en un s61o paso, usando descomposición estandar 

LU en Ja fase numérlca y el crl terlo de Markowl tz. en la fase de. ordenación. 

En esta lmp1ementacf6n HA ... 28 intenta colocar la matriz en la forma de bloque 

triangular y entonces procesa cada bloque irreducible separadamente~ 

EJ arregla de a1macenamJento requerido por KA-28 consiste de arreglo -

REAL de 1ongltud LINC +- N y arreglos INTEGEA. de longitud LlRN + LINC + lJN, 

donde N es el orden de Ja matdz. LINC deberá ser al menos igual al número 

de no-ceJ"os en la elhnlnaclón de 1~ forma inversa. LIRN deberá ser Cgual 

al m(mas al número de no ... t:eros en la parte actfva de la f!latr"iZ, cua)quie1·a 

que sea mayor. La parce activa de Ja matrf-z. es esa parte del bloque irred.!:i 

clt>te que. hasta ahora será descompuesto. Compilando con COCFTN4.80TP•2 CCJ!!! 

pfJador el conjunto entero de subrutinas es de 3961 palabras de longitud. 

NSPlll 3 

Emplc.! una e11mlnaefón Gau$siana-ffla con pivoteo parcia!. E1 pivoteo 

parcfal ¿°oo.siste en se)eccfonar como pivote el elemento en )a fl la corrien

te con el mayor valor absoluto, NSPIV está hecho par"a resolv~r un vector -
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s1mp1e by no ret.icnc Ja inversa. Asf sólo el factor U en la descomposición 

Lu necesita ser retenida durante el cálculo, ademas Shcrman provee una sub

rutina simple de ordenación a priori, PREORO, el sugiere que el usuario pr.2, 

vea su conocimiento prcordenado en la matriz si es posible. 

E1 arreglo de almacenamiento requerido consiste de REAL de longitud 3N + 

NZ + NU y arreglo INTEG~R de '.ongitud 6N + NZ +NU donde: ZN es el número de 

no ceros en la matriz original y NU es el número de no-ceros la parte de 

U de lol matriz. Compi 1ando con el compilador COCFTN4,80PT•2, la subrutina -

NSPIV es de 337 palabras de longitud. 

d) LUISOL 

Es una modificación de NSPIV disertado para explorar la reordenación i-Bo

TF provisto de plvoteo inicial. El pivoteo inicial elige como pi"Yotc el el!:_ 

mento pivote que esta cercana a la diagonal y cuyo valor absoluto excede a -

la vez la tolerancia pivote, el mayor valor absoluto en la fl la. 

En otros aspectos LUISOL es el mismo que NSPIV, el arreglo requerido es -

REAL de longitud total 3N + UZ + NU y arreglo INTEGER de longitud 6N + NZ + 

NU, compilado con el compilador CDCFTN4.BOPT~2. La subrutina LUISOL tiene -

lt44 palabras de longitud. 

e) LUIOUT 

Esta modiflcactón de LUISOL toma la matriz original sobre el almacenamle!! 

to apoyado y procesando una fl la a 1a vez. Esto provee más almacenaje en es

encia para para el factor U. 

El arreglo de almacenamierito requerido consiste de REAL de longitud 3N.+ 

NU y arreglo INTEGER de longitud SN + NU • Compilado con FTNOPT•2. Esta sub

rutina tiene 442 palabras de longitud. 

CBS 

Este c6digo es un implemento del algoritmo CBS descrito anteriormente~ E~ 

ta hecho para la solución de un vector b simple y no retiene la Inversa. El 

arreglo de almacenamiento requerido es : REAL 2l~ + tlZ + NU y WTEGER 6N + UZ. 

Puesto que ces no calcula un factor U en et sentido convencional, NU hace si!!!_ 
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ple referencia al espacio que debe ser colocado para almacenar los no-ceros 

sobre la diagonal. Compilado con CDCFTN4.80PT-2. La subrutina tiene 659 pa

labras de longitud. 

f) CBSOUT 

Es una mod 1 f i caci ón de CBS sobre e 1 almacenaje Inverso y procesa una f 11 a 

a la vez. Como en el caso de LUIOUT, esto provee mas espacio en esencia para 

almacenamiento de no-ceros sobre la diagonal. El arreglo de almacenamiento -

r-equerldo es: REAL de longitud 2N +NU, INTEGER SN donde NU es et mismo que -

en el caso de CBS. Compilado con CDCFTN4.80PT•2 • La subrutina tiene 621 pa

labras de longitud. 

g) RANKI 

Este c6digo Implementa el algoritmo RANKI. la versi6n esta hecha para la 

solución de un vector simple, el código retiene la informacl6n de la Inversa 

que asr puede ser fácilmente adoptada a la solución de múltiples vectorcs-b. 

El arreglo de almacenamiento requerido es: REAL de longitud JN +NZ +NU y IN

TEGER de longitud 4N + 2N + NV. Donde NU tiene la misma Intención que el caso 

de el c6digo CBS. Compilado con COCFTN4.80PTci2, La subrutina tiene 363 pala

bras de longitud. 
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