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RESUMEN 

El presente 

adaptable que 

trabajo tiene como objetivo diseñar un controlador 

estabilice a una f'amllia de sistemas no lineales que 

incluya sistemas no llnealizables y, en algún sentido conveniente. a 

todos los sistemas llneallzables. El resultado principal de la tesis 

es la determinación de un controlador y una ley de a:daptacl6n 

paramétrlca que perml ten garantizar la establ l ldad global del 

equilibrio x.,, para la f'amllia de sistemas no lineales menclonada

antes. Esta familia está caracterizada por la existencia de un 

controlador paramétrlco que "genera" un subsistema estrictamente 

pasivo para una elección conveniente de la salida. Como parte del 

procedimiento de diseño del controlador adaptable establllzante, se 

utilizó una versión no lineal del lema de Kalman-Yacubovich-Popov. No 

se ha determinado, hasta el momento, qué tan grande es esta ~amilia de 

sistemas no lineales. ·sin embargo, se ha explorado- a tra".'és de al8;uíi0~--- · 

ejemplos y se conjetura que contiene sistemas de interés práctico. 
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l. Introduceldn 

1. INTRODUCCION. 

El control de sistemas dinámicos no lineales es un problema no trivial que 

ocupa la atención de muchos investigadores. En la actualidad es una de las 

áreas de mayor interés. Recientemente, el control adaptable se ha interesado 

interés ha generado dos lineas de lnvestlgaclón en su estudio. Este 

conceptualmente direrentes. La primera busca hacer asintóticamente exacta la 

cancelación de los términos no 1 ineales, que modelan a la planta. en el 

proceso de linealización, suponiendo incertidumbre en los parámetros. La 

segunda, no se interesa en la lineaiización del sistema, slno solamente en 

preservar o generar la propiedad de pasividad de éste en malla cerrada. 

El trabajo que aquí 

mencionada. Y tiene 

se presenta sigue la segunda 1 inea de 

como objetivo, diseñar un controlador 

investigación 

adaptable que 

estabi l lce a una faml l la de sistemas no 1 ineales que incluya sistemas no 

llneallzables y, 

llnealizables. 

en algún sentido conveniente, a todos lo~ sistemas 

El resultado principal de la tesis es la determinación de un controlador y 

una ley de adaptación que permitan garantizar estabilidad global para .una 

familia de este tipo. Esta f'ami l la está caracterizada por ·1a existencia de un 

controlador paramétrlco que "genera" un subsistema esctríctamente pasivo. 

El presente trabajo está formado por cinco capitulas. En el capítulo 2, 

constituido a su vez por tres secciones, se reúne la herramienta que será 

empleada para probar el resultado principal de este trabajo. En la primera 

sección, se establece el escenario de trabajo y se expone el con~epto de 

disipatividad de sistemas dinámicos. Se dedica la segunda sección al problema 

de llnealizacl6n exacta en el espacio de estados. Y, en la última, se 

presenta el problema de control adaptable de sistemas lineales. 

1 



1. lntroduccldn 

El capitulo 3 presenta un panorama general de los objetivos y algunos 

resultados obtenidos, en la literatura, en las dos lineas de investigación de 

control adaptable que íueron aludidas lineas arriba. 

El resultado principal de este trabajo se presenta en la cuarta sección del 

capitulo 4. En la primera se establece el planteamiento del problema que nos 

ocupa, en la segunda sección, se define una clase de salidas que sirven para 

caracterizar a los sistemas no lineales para los cuales se verifica el 

resultado de este trabajo y, en la tercera sección se demuestran varios lemas 

que íacllitan la prueba del resultado principal. 

En el capitulo S se presenta el método de diseño del controlador adaptable y 

se discuten algunos ejemplos. 

Flnalmente, en el último capitulo, se discuten los resultados obtenidos y se 

presenta una lista de algunos de los problemas de interés, relacionados con 

este trabajo, para investigaciones íuturas. 

Se incluye en un apéndice un trabajo que se ·desprende de la tesis y el cual 

se ha sometido a la revista: IEEE Transactlons on Automatlc Control. 

2 



2. Prellmlnareo 

2. PRELIMINARES. 

Este capitulo reúne la herramienta que será empleada para probar el resultado 

obtenido en este trabajo. Está constituido por tres secciones. En la primera 

se establece el escenario de trabajo y se expone el concepto de dlslpatlvldad 

de sistemas dinámicos. La segunda sección, plantea el problema de 

linealización exacta en el espacio de estados y se enuncia el resultado que 

lo resuelve. Finalmente, en la última sección, se esboza el problema de 

Control Adaptable para sistemas lineales. No se p~etende hacer una exposición 

detallada de ninguno de estos tópicos que, por si mismos, comprenden .muchas 

páginas de la literatura especializada. 

2.1 SISTEMAS DISIPATIVOS. 

En Fisica e Ingenleria se tiene particular interés en los sistemas 

disipativos. La propiedad de disipación de energia, que distingue a estos 

sistemas de los sistemas dinámicos en general, dá por resultado una

restricción fundamental en su comportamiento dinámico. Ejemplos tipicos de 

sistemas dislpativos son las redes eléctricas en las cuales parte de la 

energla eléctrica se disipa en las reSistencias en forma de calOr, !Os-

sistemas viscoelá.stlcos en los cuales la fricción viscosa es responsable de

una pérdida similar de energla, y los sistemas termodinámicos para los cuales 

la segunda ley postula una forma de disipación que conlleva un aumento_ en la 

entropia. 

Por otro lado, una manera de probar que un sistema dinámico es _estable es 

mostrando que disipa más energla de la 

esto puede implicar que su energla 

que genera. Según hipótesis adecuadas, 

almacenada decae con el tlé:mpo·. y, 

entonces, que su estado interno debe converger a un estado de equilibrio. 

3 



2. Prel lmlnares 

Recuérdese. por ejemplo, el método de la energia para sistemas mecánicos 

conservativos {1]. La definición de disipatlvidad codifica esta noción de que 

la energla se disipa. Y, como sucede con el método directo de Lyapunov, la 

"energla" no necesita ser energia f'lsica; es simplemente una función de la 

entrada y la salida del sistema, determinada de tal manera que la estabilidad 

del sistema se pueda verificar. 

En control se tiene Interés en los sistemas dislpativos por sus implicaciones 

sobre la estabilidad de los sistemas. Uno de los resultados prlnclpales en la 

teorla de estabilidad afirma que: un sistema realimentado es estable 

entrada-salida y de ganancia finita si está constituido por un sistema pasivo 

en el lazo directo y, en el lazo de realimentación, por uno estrictamente 

pasivo de ganancia finita y estable entrada-salida. Además, la suma de las 

"energlas" almacenadas en cada lazo es una función de Lyapunov para el 

sistema en lazo cerrado (Teoremas 9 y 10 de [2]). Sin embargo, no existe una 

única función de energia almacenada, sino un continuo de tales posibles 

f'unciones de energia para un sistema con un comportamiento entrada-salida 

prescrito [3]. 

2.1.1 Disipatividad: descripción entrada-salida. 

De manera general se puede pen~ar en un sistema como una relación entre las 

señales que intercambia con el mundo externo. A este nivel, se puede definir 

la noción de disipativldad con respecto a una "func16n de energla", -

l lamémosla E. a través de la siguiente desigualdad 

é(s, p, Tl "' o (2. 1) 

para toda T ~ O y todas las señales admisibles, s. T repr~senta el intervalo 

de tiempo en el cual se real izan las mediciones y p es el conjunto de 

parámetros (tales como los estados iniciales) que pueden afectar a las 

mediciones. Para darle claridad a la noción descrita, se comienza por dividir· 

a las seriales admisibles, a las c:iue se considerará como elementos-· de· un 

4 



2. Prcl l1111narcs 

espacio de funciones definido apropiadamente. en dos grupos: las señales de 

entrada y las señales de sal ida. Y piénsese a la "relación entre estas 

señales" como un mapeo entre espacios de !'unciones. Se formalizará esto 

siguiendo las referencias [4] y [5]. 

Sea T el conjunto de instantes de tiempo que son de interés (usualmente R+ o 

Z+). Sea V un espacio con producto interno, denotado por <.,.>v, Ctipicamente 

Rº ) y F el conjunto de funciones sobre T que toman valores en V, 

F = { f i f, T -> V ~· (2.2) 

Para cada T en T, sea PT un mapeo lineal de F en F. Se define la truncaci6n 

de f en T como el resultado de aplicar el operador PT a f, i.e., 

~ {f(t),t~T; 
e , t>T, 

(2. 3) 

en donde a es el vector cero en V. El operador P es una proyección sobre F, 
2 T 

ya que P T = P T y se le conoce, también, como el operador de truncaci6n. Para 

simplificar la notación conviene usar f'T para representar a PTf". En lo que 

sigue se considerará solamente el siguiente espacio de funciones (señales): 

·= 
(con T = R+ y V= iR" ) en donde llf(t)ll~ = Jo llf(t)U 2dt y ll . 11 es la norma 

euclideana. Si se define el producto interno en Lº por 
2 

c2.sl 

entonces L; es un espacio vectorial e.en producto interno y será completo ·s1 ·V 

lo es. Nótese que el producto interno def'lnldo en (2.5) está lnducldo por. ·el· 

5 



2. Prcllmlnarc!l 

de V. Una extensión útil de Lº es el espacio extendido Lº (IR } que se define 
2 ~ + 

como 

(2. 6) 

Se dice que un 

si PTHPT = PTH, 

mapeo H: L n ~ L n es causal (i. e., no anticipator-io) si y sólo 
2e 2c 

V Te T. 

Se define a continuación un sistema dinámico desde la perspectiva 

entrada-salida que se ha expuesto. Tómese T = IR+ , V = ~n y supóngase que U = 

L;(IR+} y Y = L:(IR+) son espacios de :funciones (señales) con operadores de 

truncaci6n adecuados P~ y P~, los cuales, definen a los espacios extendidos 

U =L m(IR+) y Y-=L P(IR+), respectivamente. A U se le llama el espacio de 
e 2e e 2e e 

sefiales de entr-ada y a Ve el espacio de señales de salida. Es conveniente 

usar la siguiente notación para el producto interno truncado de u y v, <u, v>T 

~ <P u, P v>, en donde <.,. > es el producto interior de U o Y , según sea e 1 
T T 

caso. 

De:finici6n 2.1: Un sistema dinámico se define como un mapeo causal del 

espacio de entrada Ue al espacio de salida Ye. Al operador H:U
0

' U
0 

se le 

conoce como una representación entrada-salida del ,sistema dinámico. (Esta 

definición incluye la condición P~HP; P~H en U}. 

Para el operador def'lnido arriba, se definirá el concepto de disipatlvidad ... 

tste puede definirse mediante operadores Q, S y R más generales que los aqui 

considerados [41. 

Definición 2.2 : Sean Q e IRpxp, Se !Rpxm y R e IRmXm matrices constantes con Q 

y R simétricas. El sistema dinámico H es dt.sipattvo con respecto a Q, S y R, 

lo que se denota por (Q,S,Rl-dislpativo, si y sólo sl se satisf'ace 

<y,Qy>T + 2<y,Su>T + <u,Ru>T 2: o (2;7)' 

6 



2. Prellmlnores 

V Te IR+ y V u e L
111 (con condiciones iniciales iguales a cero) . •• 

Un sistema es pasivo si es (0.:I,0)-dislpativo, y estrictamente pasivo en la 

salida sl es (-cl,~I,0)-disip:tlvo, en donde I es la matriz identidad en 

u 
• 

Y y e > O. Otras formas de disipat l vi dad pueden obtenerse para 
• 

diferentes combinaciones de Q, S y R (6]. 

2.1.2 Disipatividad: desc~ipción en el espacio de estados. 

El concepto de dlsipatividad se ha introducido como una propiedad de la 

descrlpclón entrada-salida de los slstemas dinámicos. Se verán ahora sus 

implicaciones en la representación en el espacio de estados. En este 

contexto, un sistema dinámico es visto como un objeto matemático abstracto 

que mapea entradas (causas, excitaciones) en sal idas (efectos, respuestas) 

via un conjunto de variables intermedias, el estado, 

influencia de las entradas pasadas. 

que resumen la 

Se considerarán sólo sistemas dinámicos continuos definidos en~+· Y para ser 

consistentes con la sección anterior se denotará a los espacios de funciones 

de entradas 

considerando 

causal de !R2 

y salidas admisibles por 

a los· espacios anteriores 

derinido por 

Ue ":/ Ye' respectivamente. 

como espacios L n ) . Sea !R
2 

•• + 

(Se está 

e 1 sector 

Oef'inición 2.3 [2,41: Se dice que un sistema dinámico está descrito en la 

rorma de espacio de estados si está determinado por un conjunto abstracto ·X 

(el espacio de estados) y dos mapeos; el mapeo transición de estados.~. y el 

mapeo de salida, r. Estos satisfacen los siguientes axiomas: 

1) 

2) 

3) 

el: !R
2 

X X X u -+ X 
+ • 

el( t
0

, t
0

, x
0

, u) = x
0 

'r/ t
0 

e !R, x
0 

e X y u e U e 

~Ct1 ,t0 ,x0 ,u1 ) = cl(t
1
,t

0
,x

0
,u

2
) V (t

1
,t

0
) e IR! 

7 



4) 

5) 

6) 

7) 

2, Pr-ellmlnar-es 

y u
1

, u
2 

e Ue :t u
1
(t) = ir.

2
(t) para t

0 
:S 

4>( t
2

, t
0

, x
0

, u) = 4>[ t
2

, t
1 

,<ti( t
1

, t
0

, x
0

, u), u)] 

2 
e IR+• x

0 
e X y u e Ue 

r: IR x X x u ~ Y + o o 
la función r[t.~(t, t

0
,x

0
,u),u{t)] definida para t ~ t

0
, es la 

restricción en [t ,ro) de una función y eY V x
0
eX, t 0e~ y u eU

0
; 

o 2 • 
<l>(t,t

0
,0,0) =o V Ct,t

0
) e IR+• y rCt,O,O) =o V te~. 

La deflnlcl6n anterior ve al sistema dinámico a través del estado x que está 

entre la entrada u y la sal ida y. Se escrlbirá al estado y a la saltda al 

tiempo t como 

x(t) 

y(t) 

4>( t, t
0

, x
0

, u), 

r[t,<l>(t,t
0
,x

0
,u),u(t)], 

(2. Sal 

(2. 8b) 

respectlvamente. Se puede considerar al sistema como una coleccl6n de 

trayectorias en el espacio de estados; cada una emanando de una condición 

inicial y guiadas por una entrada particular. 

Los conceptos de alcan2abi l idad y controlabi l idad de un sistema dinámico 

serán importantes más adelante por lo que a contlnuac16n se deflnen. 

Def'lnlci6n 2. '1: Se dice que un estado x
0 

e X de un sistema dinámlco descrito 

en el espacio de estados es: 

1) alcanzable en el tlempo t e a< si 
o 

existe .un t 
-1 

ea< con t ~ to y una·-
-1 

u e U
8 

tales que <l>(t
0
,t_

1
,0,u) x. o 

11) controlable en el t lempo t E a< sl exlste o un t 
l 

E al con t, ~ t y 
o 

una u e U
8 

tales que <t{t
1
,t

0
,x

0
,u) =O. 

Se dice que un sistema dlnámlco es alcanzable (controlable) si cada estado·x
0 

E X es alcanzable (controlable} V t
0 

e IR. 

En la definición anterior, alcanzabllldad requiere que el mapeo -~Ct0,. ,O,.-) 

8 



2. Prcl lmlnc.res 

sea sobre en X, mientras que controlabi l ldad necesl ta que O esté en el 

espac lo imagen de ~(. , t
0

, x
0

, . ) . 

Con la descripción entrada-sal lda basada, como antes, en U = L;(IR+) y Y = 

L:(IR+)' con y= Hu una respuesta en estado cero, se introducen los conceptos 

de razón de suminlstro (supply rate) [41 y dislpativldad. 

DeElnición 2.5: Sea w:U x Y.4 \Runa.función dada po~ 

(2.9) 

en donde Q e !Rpxp, S e !Rpxm y R e !RmX 111 son matrices constantes con Q y R 

simétricas. Se dice que un sistema dinámico descrlto en el espacio de estados 

es disipatlvo con respecto a la razón de suministro w(.,. l sl 

w(t)={u(t),y(t)J, evaluada a lo largo de las trayectorias del sistema 

satisface: 

V t ~ t y V u E L • siempre que el est do 1 lela! sea x(t l - O t "" o 2e' a n o - · 

(2. 10) 

Obsérvese que la desigualdad (2;10) es precisamente (2.7) para los espacios 

L considerados. La razón de sumlnstro es uno. abstracción del conc':pto 
p 

potencia de entrada. En los sistemas fisicos, la potencia de entrada· está. 

asociada con la noción de energia almacenada. En este sentido, la desi8ual_dad 

(2.10) restringe la manera en la que el sistema absorbe energia. De [3] y {4] 

se sigue que disipatlvidad implica la existencia de una Cuncl6n dé 

almacenamiento f/J: X 4 IR+ con la propiedad de que V t 1 ~ t 0, x
0 

e X y u 

admisible 

t +J 1 w[u(t),y(t)Jdt ~ ~(x1 l 
to 

. (2.lll 

9 



2. Prcl lmtnarcs 

en donde y(. ) y x
1 

= x( t
1

) son la sal ida y el estado f"inal, respectivamente, 

que resultan del estado inicial x
0 

x(t
0

) y la entr"ada u. Pensando en 

tér"minos energéticos se puede lnter"pretar" a la expresión (2.11) como sigue: 

energía inicial almacenada + energía suminislr"ada al sistema 

~ energia final almacenada. 

Para sistemas abstractos más generales, el razonamiento fisico no es 

aplicable. Sin embargo, se puede definir una posible candidata para el nombre 

una función llamada almacenamiento disponible "energla almacenada", 

(avallable stor"age) [:l]. Lamentablemente ésta no es única. Esto r"ef"leJa el 

hecho de que las ecuaciones de estado no son suficientes, en si mismas, para 

especlf"icar un mecanismo de almacenamiento de energia. Pueden consultarse las 

ref"erencias [3] y {4) para más detalles. 

2.1.3 Sistemas No Lin~ales de Dimensión Finita. 

Se tiene interés en una clase de sistemas dinámicos no lineales, descritos en 

el espacio de estados, para la cual se cuenta con un criterio algebraico, en 

términos de las funciones del estado del sistema, que permite establecer la 

propiedad entrada-sal ida de disipat i vi dad. Este criterio algebraico puede 

interpretarse como una versión no lineal del Lema de Kalman-Yakubovich-Popov 

[7). Este lema se enunciará después de unas definiciones. 

Definición 2.6 [Bl: Se dice que una matriz de orden mxm H{s) de funciones. 

racionales reales es positiva real, lo que se denota por H(s) e {PR}. si: 

1) todos los elementos de H{s) son anallticos en el semlplano 

derecho abierto Re[s}>O; 

2) los polos de cualquier elemento de H(s) en el eje imaginarlo jw 

son distintos y la matriz residuo asociada de -H(s) es semldeflnida 

positiva; y 

10 



2. Prel lm\nares 

3) H(jw) + HT(-jw)~O V w que no sea un polo de ningún elemento de H(jw). 

Definición 2. 7 (9]: Se dice que una matriz racional H(s} es estrictamente 

positiva real, lo que se denota por H(s) E {SPR}, si existe algúnµ> O tal 

que H(s - µJ e {PR}. 

En relación a estas def'iniciones y sus extenciones puede consultarse [ 101 

para matrices y { 11] para funciones. El siguiente lema proporciona 

condiciones necesarias y suficientes para que una matriz racional ll(. 1 sea 

estrictamente positiva real. 

Lema 2.8 (KYP) (9]; Supóngase que los polos de la matriz de transferencia 

racional H(s)=C(sl - A)-18 + D estfLn en Re[s]<-µ en donde µ>O y (A,B,C,D) es 

una realización minima de H(s). Entonces H(s - µ) E {PR} si y sólo si existen 

matrices P=PT>O, L y K tales que 

PA + ATP = -LLT - 2µP 

PB = CT - LK 

KTK = O + DT. • 
Considérese una familia de sistemas dinámicos no lineales descritos por 

ecuaciones de la forma 

x = f(x) + G(x)u 

y h(xl + J(xlu 

(2.12a) 

(2. 12b) 

en donde x E IRn, u e !R 111 y y e IRP. Los controles admisibles son ·de· cui'ldr8.do-. 

integrable localmente, i.e., _ pertenecen a Lm • Las funciones f:!R"-itR:n, 
n nXm /1 

2~ n n - p 
G:IR -llR ; G(x) = [g

1
(x), ••• ,g

111
(x)l en donde g

1
:1R -+IR 1=1, ... ,m, h:IR_.-+ IR, 

J:IR" ..;iRpx~ del vector de estado x, cumplen con ~(O)=O, h{O)=O y satisfacen la 

siguiente condición: 

Hipótesis 2.9: Las funciones que aparecen en (2.12) son suficientemente 

11 



2. Preliminares 

suaves para asegurar que el sistema está bien definido¡ esto es. para 

cualquier x(t
0

) e !Rn y u(.) admisible, existe una única solución en {t0,m) 

tal que y(.) es de cuadrado integrable localmente {u e L
2
:. y e L

2
: ] • 

Se asocia a (2. 12) una razón de suministro dada por (2.9) y la siguiente 

función, llamada almacenamiento disponible en [4], definida por 

T 

4' (x) = - inf J w(u,y)dt 
a o uC.),T~O o 

(2. 13) 

sujeta a (2. 12) y x(O) = x
0

• Se impondrán las siguientes condiciones al 

sistema (2.12) y a (2.9) (véase (4) y [7}). 

Hipótesis 2.10: El espacio de estados del sistema (2. 12) es alcanzable desde 

el origen. Es decir, dados cualesquiera x
1 

= x( t
1

) e !Rn y t
1 

e IR, existe un 

t
0 

e IR con t
0 

:s: t
1 

y un control admisible u(.) tales que el estado· puede 

llevarse desde x(t
0

) O hasta x(t
1

) = x
1

. 

Hipótesis 2.11: La función de almacenamiento disponible ~4 (x), cuando existe, 

es una función diferenciable de x. 

Hlpóteals 2.12: Para cualquier y $ O existe alguna u tal que la razón de 

suministro (2.9) satisface w(u,y) < O. 

El siguiente teorema muestra que la propiedad de dlslpatlvldad ¡)Uede:_ 

caracterizarse en términos de la ecüaclón de estado (2. 12). 

Teorema 2.13 [7]: El sistema (2.12) es dlsipatlvo con respecto a (2.9) _si Y. 
sólo si existen funciones reales f/J: lRn _, IR, 1: IR" -+ !Rq y W: IR" -) IRqxm <Para 
algún q e ~) que satisfacen 

~(x) ~ O , ~(O) = O 

VT~(x)i"(x) = hT(x)Qh(xJ - lT(xJl(x) 

12 
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2. PrellrnlnareP 

;G'txJV'q>(xl = ~{lx)h(xl - WT(x)l(xl 

~(x) = WT(x)W(x) 

V x, en donde 

~(x) R + JT(x)S + STJ(x) + JT(x)QJ(x) 

§(xl QJ(xl + S. 

(2. 14) 

Demostración: (Suficiencia) Supóngase que existen funciones f/J(. )¡ 1(.) y\./(.) 

tales que (2.14) se cumple. Se demostrará que (2. 10) se verif'ica. Para 

cualquier u{.) admisible y t
0 

e !R y t
1 
~ t

0
, y cualquier x(t

0
), se tiene, con 

que 

yTQy = QTljJ(x} f(x) +1T(x)1 (x) +2u TJT (x}Qh( x)+uTJ T (x)QJ(x}u 

2uTSTy=uTGT (x}VljJ(x)+2u T\.IT Cxl 1(x)-2uT JT (x)Qh(x) +2uTST J(x)u 

uTRu = uT\.IT(x)\.l(x)u-2uTJT(x)Su-uTJT(x)QJ(x)u 

' ' J 1 
(yTQy+2y

1
Su+uTRu)dt = J 1 

'Q
1 ip(x)[f'(x)+G(x)u]dt + 

to to 

+ f' [l(x)+W(x)u]T[l(x)+W(x)u]dt = q>[x(t
1
)J - ~[x(t0 )] + 

' o 

+ J'' [l(x)+W(x)u]T[l(x)+W(x)u]dt, 

'o 

y fiJando x(t) =O se cumple (2.10). 

(Necesidad} Supóngase que el sistema 

dada por (2.13), es una solución de 

es disipatlvo. Se ·probará- que ip ·_(x), _· 
- - . a. 

(2. 14) para funciones _1(.) y W(.) 

apropiadas. Como el sistema es alcanzable (Hipótesis 2.10), pal-a ·cualqu-iefo 

< O y un control admlslblié 'uc.) def°Inldo "e'ri.. estado x
0 

en t
0

, existe un t_
1 

(t_
1
,0l tal que x(t_

1
) = O y x(O) = De dislpatlvldad -

13 



T J w(u,y)dt ~ -
o 

o J w(u,y)dt. 
t 

-1 

2. Prol lmlnarcs 

Dado que el lado derecho de esta desigualdad depende s6lo de x
0

, mientras que 

u(.) puede elegirse arbitrariamente en [O, T], existe una función de x, 

C:Rn ~ R, tal que 

T J
0
w(u,y)dt ~ C(x

0
) > - m {2.15) 

siempre que x(O) = x
0

. De (2. 15) se tiene que 4'ª (x) < m V x; de (2. 13) que 

lj>o.(x) ?: O V x y de dislpativldad ¡/>ª(O) =O. Ahora debe mostrarse que ¡/>
0
(.) 

satisface (2.11) V t
1 

~ t
0 

y toda u(.) admisible, en donde x(t
0

)=x
0 

y 

x(t1)=x1 (31. De (2.13) se tiene que 

.¡, lx l '" • l f
tl 

w(u,y)dt 
t 
-1 

para cualquier u admisible que lleve x(t_
1

} =O a x(t
1

) = x
1

, con t_
1 

:S t
0

.; 

En particular, sean t_
1 

< t 0 y u(.) definida en [t_
1
,t

0
) tales que x(t

0
)'- = x

0 
sea alcanzable de manera 6pt ima. Excepto por las condiciones de frontera 

x(t0 ) = x
0 

y x(t
1

) = x
1

, u está libre en [t
0
,t

1
1. Por lo tanto, 

t 

+ J1 w(u,y)dt. 

'o 

Finalmente, de (2. 13} se tiene el resultado buscado. Ahora, usando la 

Hipótesis 2.11, se obtiene 

4> [x(t)],..,[u(t),y(t)] 
• 

(2. 16) . 

14 
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a lo largo de cualquier trayectoria de (2. 12). Para convertir a esta 

desigualdad en una igualdad se introduce la función d:!Rnx!Rm ~IR dada por 

• T d(x, u)=tf> ( x)+w(u, y)=-V' tf> ( x) [ f(x)+G(x)u] +w[ u, h(x)+J( x)u]. 
• • 

(2. 17) 

De (2. 16). d(x, u) ~ O V x, u. Además, de (2. 17) se tiene que d(x, u) es 

cuadrática en u. Combinando estas dos observaciones, se sigue que d(x, u) 

puede factorlzarse como sigue 

d(x. u) = [ lCx) + ll(x)u]T [l(x) + \.l(x)u] (2. 18) 

para algunas funciones, no únicas, l:IRn _,. IRq, \./:IR" -t 1Rqx111 y algún q e IN. 

Sustituyendo (2.18) en (2. 17) se llega a que 

\ 

'r/ x, u. Igualando coeficientes de la misma potencia de u, se obtiene (2. 14) 

con </> = </>. 
• • 

La expresión (2.13) proporciona la solución mlnima para (2.14), segan [7]. A 

cont inuaclón se enuncia un rc:::.ul tado análogo para sistemas 1 ineales 

invariantes en el tiempo. 

Teorema 2.14 [4}: Una condición necesarla y suficiente para qtie "el sistema 

l lneal invariante en el tiempo 

(2:19a) 

(2. 19b) 

con {F,G} completamente controlable, sea dislpatlvo con respecto a la razón 

de suministro (2. 9) es que existan matrices ?, L y W con P = PT l!':: O que 

15 
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satisfagan 

PF + FTP = HQHT - LLT 

PG H{QJ - S} - LW (2.20) 

• 
La f'unci6n de almacenamiento para probar este teorema es ,P(x)=xTPx. Como 

puede observarse de (2.20) este teorema no es el Lema de 

Kalman-Yakubovlch-Popov para sistemas estrictamente pasivos en la sal ida. 

Según [8], [9} y [ 12) sólo colncldlrán para grado relativo cero. 

~illems [3] sugiere que la teorla de los sistemas dlslpativos puede ser útil 

en la lnvestlgacl6n de la estabilidad, mediante los métodos de Lyapunov, de 

los sistemas dinámicos. En general, las f'unclones de almacenamiento ,P(.), 

cuando existen, sólo son semideflnidas positivas. Por esto, no pueden usarse 

como funciones de Lyapunov candidatas para probar estabilidad del sistema 

libre. En el método directo de Lyapunov, las funciones de Lyapunov son 

funciones general izadas de energia que, de acuerdo con ciertas condiciones, 

corresponden a ,P(.} en el Teorema 2.13. Esto nos lleva a considerar esas 

condiciones para las cuales las funciones de almacenamiento ,P(.) califiquen 

como funciones de Lyapunov, es decir, sean al menos definidas positivas. Se 

comienza con la siguiente definición. 

Def'inición 2.15: El sistema (2. 12) es de estado cero detectable sl para 

cualquier trayectoria tal que u(t) = O, y(t) =O se tiene que x(t) = O, con 

x(O)=O. 

El siguiente lema proporciona las condiciones para que las funciones .,P(.) 

sean definidas positivas. 

Lema 2.18 [7]: 51 el sistema (2.12) es dlsipatlvo con respecto a (2 .. 9) y es· 

de estado cero detectable, entonces todas la soluciones r/)(. ). de (2.14) son 

16 
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deCinidas positivas. • 
De esta manera se puede veriCicar la estabilidad de los sistemas a los cuales 

se aplica el lema anterior, simplemente usando las soluciones~(.) de {2.14) 

como funciones de Lyapunov candidatas, como lo afirma el siguiente teorema. 

Teorema 2.17 (7): Con las hipótesis del lema anterior se tiene que el sistema 

libre X=C{x) es estable (Lyapunov) si Q$0 y asintóticarnente estable si Q<O .• 

Se sigue que los sistemas pasivos son estables mientras que los estrictamente 

pasivos en la salida son asintóticamente estables. Debe notarse que el 

teorema anterior proporciona sólo condiciones para estabilidad local del 

equilibrio en x=O. Para asegurar estabilidad asintótica globalmente se 

necesitan imponer condiciones más fuertes sobre el s lstemá., como 

detectabilidad unlCorme del estado cero, que se deClne a continuación. 

De€inic16n 2.18: Se dice que el sistema (2. 12) tiene la propiedad de 

detectabilidad unif'orme del estado cero, si existe una !'unción continua y 

creciente ~=~+-)(R con ~(O) =O y~(~) ~=cuando~~ m y una constante T ~O, 

tal que para cualquier x
0 

y t
0 

con u(t) = O, se tiene 

11 y 11 
2 ~/3(11xll), V X E X. (2.21) 

2,T 

La deflnlclón anterior implica que para todas las soluciones ~(.-)·de (2._14) 

se cumple [4),(7): 

<f>(x) ~ /3(11xll). (2. 22) 

2.2 LINEALIZACION EXACTA EN EL ESPACIO DE ESTADOS. 

En esta sección se expondrá sucintamente la noción de linealización exacta en 
el espacio de estados. Este término se usa para acentuar la diferencia e_ntre, 

17 
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esta técnica y la linealtzaclón aproximada que, generalmente, indica la 

aproximación del comportamiento dinámico de un sistema no lineal mediante su 

expanclón en una serle de potencias truncada a primer orden. A lo largo de 

esta sección se considerarán sistemas de control no lineales como en 

(2. 12a), i.e., 

x = f"(x) + G{x)u (2.23) 

El estado x pertenece a un subconjunto abierto H de ~n. f" y las columnas de 

G; g , ; •. , g , son campos vectoriales suaves { i. e., de clase Ceo) def"lnidos en 
1 m 

H y las m componentes del vector de entrada u, u
1

, ••• , u
111

, son funciones del 

tiempo evaluadas en ~- Se considerará, además, que el valor de cada u
1

, al 

tiempo t, es una función del valor del estado en t y, posiblemente, de 

algunas otras funciones evaluadas en IR. Supondremos esta 

dependencia de la siguiente f"orma 

u = a(x) + ~(x)v (2. 24] 

en donde «: H e !Rn .;. IR111
, fl: M e IR111 

.;. !RmX111 son funciones suaves. A este modo de 

control se le conoce como control por realimentación de estado estático. Con 

(2.24} se modifica la dinámica original de (2.23) y se obtiene el sistema de 

control 

x = f(xl + Gcxlv 

con 

f(x] = f'(x] + G(x]cx(x) 

G(xl= G(x)¡3(xJ. 

(2. 25]. 

(2.26al 

(2.26b) 

Se admitirá que la matriz (3(.) es invertible para toda x en H.· ESto "'hace 

posible invertir la transformación (2.26), y obtener 

18 
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nx> r(xl - G(xlf3-1 (xJalxl (2.27a) 

G(x) = G(x)[3-1 (x) (2.27b) 

Como puede observarse de (2.25) el control (2.24} preserva la estructura de 

las ecuaciones (2.23). Respecto a las acciones de tt(x) y {3(x), estrictamente 

hablando, sólo (2. 26a) puede considerarse como una "realimentación", mientras 

que (2.26b) deberá pensarse como un cambio de coordenadas, dependiente de X, 

en el espacio de las entradas. 

Dado un sistema no lineal, considérese el problema de modif'icarlo, mediante 

reallmentacl6n del estado, de manera tal que todo él sea localmente 

dlfeom6rf'ico (1.e., equivalente mediante un cambio de coordenadas) a u 

sistema lineal y controlable. Con otras palabras, dada una colección de 

campos vectoriales f', g
1
, ... ,g

111 
(como antes) y un estado inicial x0, 

encontrar (si es posible) una vecindad U de x0, un par de funciones tt, ~ (con 

f3 invertible) definidas en U, una transf'ormaclón de coordenadas z Jll(x) 

def'inida en U, una matriz A e Rnxn y un conjunto de vectores b
1 

e !Rn, 

1=1, ... ,m tales que 

(2.28a) 

(2.28b) 

V z e ~(U) con (A,B) controlable. D.ii es la matriz jacobiana de JI!. 

El problema planteado en el párrafo anterior puede expresarse de manera 

lnf'ormal como sigue: Dado un sistema no lineal encontrar un sistema de 

coordenadas para el cual exista una ley de control no lineal que cancele las 

no linealidades del sistema. La solución del problema· sera global si U~ !Rn. 

Se def'inen, a continuación, algunos conceptos de Ceometria Diferencial (13}. 

Oef'lnlclón 2.19: Sean f y g dos campos vectoriales def'inidos en !Rn. El 
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paréntesis de Lle de f' y g, denotado por (f,g], es un campo vectorial 

def'inido por 

[f',g] = Dg.f" - Df.g (2. 29) 

en donde Dg denota la matriz Jacobiana de g cuya ij-ésima entrada es ag
1
/ax

1
• 

o 
Se acostumbra denotar a (2. 29) por adf'g y se define por inducción, con adf'g 

g, como sigue 

(2.30) 

Def'inlción 2. 20: Sea h: Rn ? !R un campo escalar suave. El gradiente de h, 

denotado por dh, es el vector reóglón 

dh = {ah/ax , ... Bh/ax J 
l n 

(2. 31) 

(se usa tambl.én la notación: V h(.) ) . 
X 

De:f'inlción 2.21: Para un campo escalar h y un campo vectorl.al f=(f
1

, ••• ,f'n) 

el producto dual de dh y f' es un campo escalar def'inido por 

<h. f> = C ah/ax: )f' + ... +( ah/ax )f' . 
1 1 n n 

(2. 3,2J 

Suele l lamársele a (2. 32) la def-lvada de Lle de h(x) a lo largo -del ca.ro.pe 

vectorial f(x) y se usa también la siguiente notación: 

Lf'h : = <dh, f'>. (2. 33) 

Def'inlción 2.22: Se dice que un conjunto linealmente independiente de campos 

vectoriales Jx •... X~ en IR" es involutlvo si existen campos escalares 
l 1 • 

a. : IR" -+ IR tales que 
l Jk 
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[X
1
,X] = « X+ ... +« X ,V l,J. 

J ljll ljmm 
(2.34) 

Definición 2.23: Se dice que un conjunto linealmente independiente de campos 

vectoriales ~X1 , ••• ,xmt en ~n es completamente integrable sl para cada punto 

existe una subvariedad m-dimensional M en ~n tal que en cada punto de M el 

espacio tangente de M está generado por X
1

, ••• ,X
111

• O bien, si existe n-m 

campos escalares linealmente independientes h
1

, ... ,hn-m que satisfacen el 

siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales 

V 1,J con 1s1sn-m, 1sjsm. 

Apelando a la simplicidad, en lo que sigue, se pensará en sistemas no 

lineales con una sola entrada, dados por 

X=f'(x) + g(x)u (2.36) 

con u escalar, f y g campos vectoriales suaves y f(O)=O. El teorema 

siguiente, que dá respuesta al problema de la linealizacl6n exacta en el 

espacio de estados, fué demostrado por R. Su en 1982 [ 14] (véase ( 15) 

también). 

Teorema 2.24 [15]: Para el sistema no lineal descrito por (2.36), el problema 

de linealtzaci6n exacta en el espacio de estados tiene solución si-Y Sólo si 
n ·~ - . . 

existe una· reglón U de IR que contiene al origen en la cual se ·cumplen .las: 
siguientes condiciones: 

1) dlm[ Span~g(O), ad g(O), ... ,act"" 1g(O)~ n, 

J d n•2 l t U 2 1 g, a rg, .•• , adr &res involu tvo en . • 
La condición en (1) lmpl lea que los vectores tangen~es .· g(X), 
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) n-1 adrg(x , ... , adr g(x) son l lnealmente independientes V x en una vecindad 

{ 
n-2 l adecuada de x=O. Por lo tanto, la distribución Span g, adrg, ... , adr gr es no 

singular en una vecindad de x=O y tiene dimensión (n-1). 

Cabe mencionar que el término empleado par-a re:ferirse al pr-oblema planteado 

es linealizacl6n por- realimentación (del estado). Y se dice que un sistema no 

lineal descrito por (2.36) es llnealizable por realimentación si existe una 

región U e ~n que contiene al origen, un di:feomor:fismo de estado ~:U ~ ~n. y 

un control no lineal de la forma u=a(x)+~(x}v con ~(x)~O en U tal que, en las 

nuevas coordenadas z=~(x), el sistema or-iginal se trans:forme en 

z Az + bv (2.37) 

en donde 

[?~:··?] [?] 
A = ~~. ~ : ~ ; b ~ • 

ºº· .. o 1 

. (2.38) 

Para simplificar el lenguaje, cuando un sistema no lineal, como el descrito 

por (2.36), se pueda transformar- en uno lineal y controlable de la manera 

expuesta, se dir-á simplemente que el sistema es linealizable. 

2.3 CONTROL ADAPTABLE DE SISTEMAS LINEALES. 

En esta última sección, se enunciará el problema de control de un sistema 

dinámico lineal invariante en el tiempo descrito en el espacio de estados con 

parámetros desconocidos, teniendo acceso a todas las variables de estado del . 

sistema. Se tiene interés en el caso en el que los parámetro_s de un 

controlador, elegido adecuadamente, puedan ajustarse de manera tal que el 

error entre la salida de la planta y la salida de un modelo de ref'erencia 

tienda a cero asint6ticamente con estabilidad interna. Para obtener lCyes de 

adaptación estables se usa el método directo de Lyapunov. Demostrando· la 
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exlstencia de una funclón de Lyapunov para todo el sistema puede establecerse 

estabilidad global para el mismo. La elección de tal función juega un papel 

crucial en la construcción de una ley de adaptaclón adecuada. Sin embargo, 

determinar dicha función es un problema dificil, en particular, para los 

sistemas no lineales. 

Puesto que en las siguientes subsecclones se hará uso del teorema de 

estabilidad de Lyapunov, se enuncia en seguida. 

Teorema 2.25 (16]: Dado un sistema lineal e invariante en el tiempo X=Ax; el 

equilibrio x ='O es asintóticamente estable si y sólo 

matriz Q=QT>~ existe una matriz P=PT>O tal que la 

matricial 

- Q 

se verifica. 

si para cualquier 

siguiente ecuación 

(2.39) 

• 
El contenido de esta sección sigue de cerca a la referencia [16]; véase 

también [17) y [18]. 

Consirérese el sistema dinámico lineal invariante en el tiempo, que en 

adelante se le llamará la planta, descrito por la siguiente ecuación 

diferencial 

X =A X + Bu (2.40) 
p p p p 

en donde X 
p 

E IR"• u E IRP; A 
p 

E IRnxn y B e 
p 

IRnXp son matrices constantes pero 

desconocidas y el par (A , B ) es controlable. Se supondrá que el estado X es 
p p p 

medible. Se establecerá un modelo de referencia mediante la siguiente· 

ecuación diferencial lineal invariante en el tiempo 
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X Ax + Br (2. 41) 
m mm m 

en donde A e ~nxn es una matriz Hurwitz. B E !Rnxp y r es una entrada de 
• • 

ref'erencla acotada. V t ~ t
0

, xm(t) representa una trayectoria deseada que 

deberá seguir x (t). El problema que se plantea es determinar un método para 
p 

controlar a la planta (2.40) de manera que 

llm [x Ctl-x Ctll=O. 
p • 

(2.42) 

En otras palabras. determinar un control acotado, u, tal que todas las 

señales en el sistema permanezcan acotadas y se verlf'ique (2.42). 

Un hecho importante, que debe tenerse en mente en la búsqueda de este método, 

es un resultado bien conocido de la teoria de control que af'lrma lo 

siguiente: un sistema lineal invariante en el tiempo y controlable puede ser 

estabilizado usando realimentación del estado. Por otro lado, dependiendo de 

la lnf'ormación que previamente se tenga de la planta, la solución de este 

problema de control se puede intentar por diferentes caminos. 

2.3.1 Adaptación Directa de los Parámetros de la Planta. 

Este caso se incluye con el único fin de mostrar el procedimiento general 

empleado para resolver el problema de control planteado y exhibir la relación 

entre el método directo de Lyapunov y la elección de una ley de adaptación ·de 

manera tal que todo el sistema sea estable (Lyapunov). Piénsese que u(t)=r(t) 

V t ~ t
0 

en (2.40). y que los parámetros de la planta a
1
J y b

11
, que son las 

entradas de las matrices AP y BP, respectivamente, aunque desconocidos se 

pueden ajustar directamente. Aún más, supóngase que las derivadas. temporates 

de los parámetros pueden ajustarse usando la lnformación de la entrada y la 

sal ida. Sea u( t) r( t) V 

dlXerenciales de la planta y del 

Planta: X = A ( t) X + B ( t) r 
p p p p 

t ~ t
0

, y admítase que las 

modelo pueden escribirse como 
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2. Prcl lmlnarcs 

Ax + B r (2. 43b) 
m m m 

DeEinición 2.26: Consldérense las ecuaclones (2.40) y (2.41). El error en el 

estado y el error en los parámetros se deflnen de la slgulente manera: 

e( t) {l X ( t) - X (t), (2. 44a) 
p m 

<lo( t) {l A - A• (2. 44b) 
p m 

'P( t) {l B - B • (2.44c) 
p m 

Usando (2.43) y (2.44) las ecuaciones del modelo del error están dadas por 

éc t J A e(t) + <ti(t)x + >l'(t)r. 
m P 

El problema es adaptar los 

equivalentemente <t( t) y '11( t) 

elementos de las matrlces A (t) 
p 

de manera tal que e ( t) , ~( t) y 

acotadas y e(t) ~ O cuando t ~ m. 

Como A 
T m 

P=P >O. 

es una matriz Hurwitz, por el Teorema 2.25, existe una 

Con esta matrlz P. considérese la slgulente !'unción 

candidata 

(2.45) 

Y 8p(t} o 

'lt( t) estén. 

única matriz 

de Lyapunov 

(2.46) .. 

en donde Tr(M) es la traza de la matrlz M. Óbsérvese que V es definida 

positiva. Diferenciando (2.46) con respecto al tiempo a lo largo de las. 

trayectorlas de (2. 45) se obtiene la siguiente expre.sión 
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Y con las siguientes leyes de adaptación 

Á .. -PexT 
p p 

8 ~ -Per T 

p 

Vte.~."'} se convierte en 

2T,.:[x eTP<iil + 2eTP"1r - 2Tr{reTP"'1. 
p 

De Tr{abT)=bTa para a,b e IRnxl se llega a 

(2.47a) 

(2. 47b) 

Vte.~."') = -eTQe ~O. (2.48) 

De aqui, el estado de equilibrio (e=O,cti=O,W=O) del sistema descrito por 

(2.45) y (2.47) es globalmente estable y e, ~. "1 e L~. Usando (2.48) se llega 

a que e e L;. Luego, como los términos que aparecen en el lado derecho de · 

(2. 45) están acotados, se llene que e e L:. Con lo que e es uniformemente 

continua y por lo tanto e( t) ~ O cuando t ~ ~. El hecho de que ~ y 11' no 

tiendan a cero no es relevante en este caso, ya que no es el objetivo de 

control aqui. Sin embargo, esto sucederá si la entrada de referencia es 

excitante persistente. 

2.3.2 Control Realimentado con 8 Conocida. 
p 

Se considerará el caso en el que los elementos de la matriz A en (2.40)_ ·son· 
p 

desconocidos pero constantes mientras que los de 

caso, la matrlz 8 
• 

del modelo de ref"erencla la 

8 
p 

son conocidos. En este 

puede elegir el diseñador 

igual a BP, si asi lo desea. O bien, puede elegir Bm de manera tal que 

8 B M, (2.49) 
• p 

en donde M es una matriz constante conocida. El control de entrada a la 
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planta se genera usando realimentacl6n estática del estado, i.e., 

u(t) K(t)x + Mr 
p 

(2.50) 

en donde M e !Rpxp depende de 8 
p 

y la matriz de reallmentacl6n K(t) e IRpxn se 

ajusta adaptablemente. Se impondrá la siguiente condición sobre el sistema 

(2.40). 

Hipótesis 2.27: Existe una matriz constante, que se denotará por K•, tal que 

A + B K• 
p p 

A. 
m 

(2.51) 

En términos de (2. 44b) y (2. 44c), lo que afirma esta hipótesis es que 

~.llleSpan{B }. Claramente en este caso lli=O. Usando (2.44a), (2.49)-(2.51) se 
p 

obtienen las ecuaciones diferenciales del error 

e A e + B [ KC t) 
m P 

(2.52) 

Se debe determinar una ley de adaptación para K(t) de manera tal que e(t}~ 

cuando t ~ ~. Esto se puede conseguir si 

itct> = ~Ctl (2.53) 

en donde ~(t) ~ K(t) - K• y P=PT>O satisface (2.39). La siguiente función 

V(e.~) (2.54) 

es una función de Lyapunov para el sistema dado por {2.52) y (2.53), ya que 

(2.55) 

Finalmente, de (2.55) y (2.52) se tiene que e e L; y e e L; , cori._ l.o _que 

X (t) -+ x (t) cuando t -+ =· 
p • 
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Con r=rT>O, la ley de adaptactón (2. 53) se puede cambiar por 

(2.56) 

y la estabi 1 idad global se conseguirá reemplazando el término 4>T4> en (2. 54) 

por ctiTr-1<ii. 

2.3.3 Control Realimentado con B Desconocida. 
p 

En este último caso, tanto A como 8 en {2.40) son matrices constantes pero 
p p 

desconocidas y el control u se genera usando realimentación. Puesto que ahora 

no es posible sattsf"acer (2.49), el diseño del controlador se basará en 

suposiciones relativas a la estructura de B . 
p 

Hipótesis 2.28: Considérese el sistema dado por (2.40). Supóngase que existen 

matrices constantes K• y H• tales que 

A + B K• 
p • 

B, 
• 

A, 
• 

en donde Afll. y Bm son las matrices del modelo de ref"erencia (2. 41). 

(2.57a) 

(2.57b) 

Se usará la estructura de control mostrada en la figura 2-.1 · (16}. ·Los 

parámetros de las matrices M( t) y K( t), se adaptarán usando l~s Señ0.les 

disponibles en el sis tema. Si MC t) = H• y K( t) = K•, ento'nceS la matriz de· 

transf"erencfa de la planta y el controlador es idéntica a la del modelo. El 

control de entrada para la estructura mostrada en la figura 2. 1 se expres.a 

por 

u(t) = H(t)K(t)x (t) + H(t)dt). 
p 
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Sustituyendo (2.58) en (2.40) se tiene 

X 
p 

[A + 8 M[t)K(t)]x + 8 M(t)r. 
p p p p 

(2.59) 

Con (2.41), (2.57) y (2.59) se construyen las ecuaciones del modelo del 

error, suponiendo que M(t) es no singular: 

e = A e + [A +8 H(t)K(t)-A ]x + B [M(t)-M.]r 
m pp mp p 

Ae + B [K(tl-K
0

]x + B [(M
0

J-1M(t)-I)K(tlx + B [(M
0

J-1M(t)-I)r 
m m p m p m 

A e+ B ~(t)x + B [(M
0

l-1M(t)-l]M-1 (t)H(t)[K(t)x +r]; 
m m p m p 

e = Ame + B 4>(t)x + B W(t)u, 
m p m 

(2;60) 

Considérense las siguientes leyes de adaptación: 

,¡, = BTPexT (2.61al 
m p 

,¡, BTPeuT (2.61b) 
m 

en donde la matriz P satisface (2.39). Considérese, ahora, l_a s~gú.ie~~~, .. 

función de Lyapunov candidata 

V(e, o:i, 1*') (2.62) 

y diferenciándola con respecto al tiempo a lo largo de las trayectorias -de 

(2.60) y (2.61) se obtiene: 
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(2. 63) 

De (2.63) se concluye que las soluciones de (2.60) y (2.61) están acotadas 

(e,<li,'11 e Leo), y se tiene estabilidad global en el espacio {e.~.'*'}. Sin 

embargo, 'll=(M•)-1 -M-1 (t) y se tiene interés en el error paramétrtco 

Í1(t)~M(t)-M•. De aqui que sólo se tenga estabilidad unif'orme en el espacto 

{e, 41, Mt. debido a la existencia de la función de Lyapunov (2. 62)' y no 

estabtlidad asintótica uniforme ya que V(e.~.~) no es radlalmente no acotada 

en este espacto. Asi, las leyes de adaptación obtenidas para este problema, 

aseguran que los parámetros están acotados y que los errores de la sal ida 

convergen a cero sólo cuando los valores lnictales 

K(t
0

) pertenecen a alguna vecindad acotada de los 

de los parámetros ~( t
0

) ,Y 

valores deseados M y K . 

Lo cual contrasta con los casos anteriores en los que los resultados 

obtenidos se verifican para condiciones iniciales arbitrarlas. 

--o<:·+-1--->1 ,. 

Figura 2. 1 
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3. CONTROL ADAPTABLE DE SISTEMAS NO LINEALES. 

En los úl t irnos años el control adaptable se ha interesado en el control de 

sistemas dinámicos no lineales. Se han con.f"ormado dos vias principales de 

investigación. Una de ellas, encuentra su motivación en robustecer las 

técnicas de lincalización exacta, por realimentación del estado, de sistemas 

no lineales. Estas dependen de la cancelación exacta de los términos no 

l Lneales presentes en el modelo del sistema. La otra en cambio, no persigue 

tal linealizaci6n, sino solamente preservar o generar propiedades de 

pasividad del sistema no lineal en el lazo cerrado, explotando para ello su 

estructura. 

Es el prop6si to de este capitulo proporcionar un panorama general, sin 

detalles, de los objetivos y algunos resultados obtenidos, hasta el momento 

en la literatura, en estas dos vias de investigación. Para 

se ha dividido en dos secciones. La primera trata 

lineallzaci6n "adaptable" por real lmentaci6n y se divide, 

esto, el capitulo 

el problema de 

a su vez, en dos 

subsecciones: lineal izaci6n entrada-sal ida y lineal lzaclón en el espacio de. 

estados. Se dedica la segunda sección al problema de preservar la propiedad 

de pasividad del sistema no lineal. El contenida de este capitulo se bas~ en 

las referencias [19] a {22]. 

3.1 LINEALIZACION EXACTA Y CONTROL ADAPTABLE. 

Tratar de extender las técnicas de control adaptable a sistemas no lineales 

es un problema no trivial. Esto es, entre otras cosas, debido a que no se 

dispone de una metodologia de diseño que emplee realimentación no lineal. Se 

ha invertido mucho tiempo y esfuerzo en la caracterización de la clase de 

sistemas no lineales que sean linealizables bajo la acción de un grupo de· 

transformaciones no llneales, conocido como el grupo de reallmentac16n na 

lineal (nonlinear reedback graup) [14}. 
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Una propiedad conveniente de los sistemas no lineales. desde el punto de 

vista de sintesis, es que sus dinámicas sean equivalentes, en algún sentido, 

a una lineal (el tipo de comportamiento lineal deseado se expondrá en las 

siguientes dos subsecciones). Una manera de controlar a tales sistemas, es 

diseñar un controlador para el sistema lineal equivalente y. luego, usar la 

transformación inversa para expresarlo en las coordenadas originales. 

Construir la transformación que lineal iza impl lea resolver un sistema de 

ecuaciones diferenciales parciales que, en general, es una tarea muy dificil. 

A pesar de las aplicaciones que este enf'oque ha tenido, [231 y [24.], su 

principal desventaja parece estar en el hecho de que se basa en la 

cancelación exacta de los términos no lineales, que aparecen en el modelo del 

sistema, para obtener el comportamiento lineal deseado. La sltuacl6n es 

particularmente dificil en aquellos casos para los cuales la planta contiene 

parámetros inciertos o desconocidos. En este caso, la transformación que 

l lneallza, siendo función de los parámetros de la planta, es él la misma 

desconocida. El enfoque de diseño mencionado no toma en cuenta la 

incorporación de un controlador adaptable. Por lo tanto, si existen errores o 

incertidumbre en el modelado de los términos no lineales, la cancelación no 

será exacta y, por lo tanto, el comportamiento del sistema tampoco será 

lineal. 

El control adaptable sugiere, entonces, el uso de una ley de adaptac16~ 

paramétrlca que ayude a robustecer, es decir, a hacer aslnt6ticamente exacta 

la cancelación de los términos no 1 ineales cuando la incertidumbre -en_ es~o~ -

es en los parámetros. En este capitulo solo se discute el caso contl"nuo. 

3.1.1 Linealizaci6n Exacta 11 Adaptable" Entrada-Salida. 

Sin entrar en detalles, para lo cual puede consultarse (15}, se plantea el' 

slgulente problema. 
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El Problema de L1neallzac16n Exacta Entrada-Salida. Cuándo se puede hacer 

lineal la respuesta entrada-salida de un sistema no lineal mediante 

realimentación del estado? 

Para el caso de parámetros conocidos la respuesta puede encontrarse en ( 15]. 

Considérese sólo el caso de parámetros desconocidos. 

a) Nam li Arapostathls (1988) (19]. Un trabajo inicial en este sentido y 

motivado en parte por [25], es el de la rererencia {19]. En el se presenta un 

esquema de control adaptable con modelo de ref'erencia para sistemas no 

1 lneales, descritos en la f'orma canónica de real lmentación pura [ 26], con 

parámetros desconocidos. Y, según hipótesis adecuadas, se establece 

convergencia global del error de salida para todos los estimados iniciales 

del vector de parámetros, contenidos en una vecindad abierta de los 

parámetros verdaderos en el espacio de los parámetros. 

Los sistemas que se trabajan en [ 19], están representados por las slgulen_tes 

ecuaciones 

X 

z 

f(x) + G(x)u 

h(x
1 

l 

(3. la) 

(3. lb) 

en donde x e ~n. u e ~m. h es una función real y x es la primera componente 
1 _. . . 

del estado x. f y las m columnas de G; g
1

, .•. , gm, son campos vectoriales 

suaves, definidos en ~n. de la forma 

r
1

Cx
1
,x

2
J o o 

r
2

Cx
1

, x
2

,x
3

) o 
f(xl= &1 Cxl= o ..... g (x)= g (xl (3. le) . . . . . . . . .. . o • ml 

f (xl 
n-1 

f (xl 8 11(x) s •• (xl 
n 
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Esta estructura ha sido utilizada en (231. (241 y [251. 

De entrada se hacen las siguientes suposl.cl.ones sobre el sistema: 

l) todo el estado x es medible; 

2) no se presentan dinámicas parásitas; 

3) los parámetros inciertos aparecen linealmente, esto es, 

., 
f 1(x)= [ a 1JftJ(x1, ... ,x

1
+1), i=l, ... ,n-1; 

J:::: l 

• n 

fn(x)= L 
J:::: 1 

a r J(x); 
nj n 

1 1 J 

g 1J(xl= [ blJkglJk(x), l:Si:Sm, tsJ:Si, 

k==l 

(3.2) 

en 

4) el 

donde los coeficientes a
1

J y blJk son los parámetros desconoc~dos; ';/ 

sistema (3.1), (3.2) es linealizable en entrada-salida.· 

Su análisis se basa en el sistema (3. 1) con m=1. y n+l pai"án".etro.s __ 

desconocidos. se· persigue un objetivo de modelo de referencia. El modelo de 

referencia l lneal para esta planta tiene grado relativo_ igual a n y· está 

representado por 

h(s) = l/(s" + d s"-1 + .•. + d} (3.3). 
l n 

el denominador es un polinomio Hurwitz. El control u que resuelve e1··prOblema_ 

de control de modelo semejante (model matching control problem) def>ende d~l 
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vector de parámetros P.· Cuando éste se desconoce, el problema se resuelve 

haciendo que u dependa de un estimado p de P. que se actualtza continuamente. 

Sea 

" f'(x) + g(x)u (3.4a) 

un modelo estimado del sistema (3.1), para m=l, en donde 

f (3.4b) 

con f g campos escalares suaves, definidos en y conoctdos. 
,.. l .. .. \T 

p= [a1 ... anb1] es un estimado de P.· En la medida en que los parámetros 

estimadas no se anulen, el sistema (3. 4) será globalmente lineal izable, ya 

que, por la estructura del controlador u (véase la ecuación (3.18a) con r=n), 

éste será singular en aquéllos que anulen. 

Usando el esquema del error aumentado y basándose en un algoritmo 

pseudogradiente, se diseña una ley de adaptact6n para p. Y, siempre que la 

norma de las perturbaciones no lineales esté dominada por una f'unción afin, 

se demuestra que el controlador adaptable con modelo de referencia garantiza 

que el error de saltda converge globalmente a cero, para todos los estimados 

iniciales del vector de parámetros en alguna vectndad abterta de los valores 

verdaderos de estos en el espacio de los parámetros. Stn esta restricción en 

el espacio de los parámetros, para algunos valores de los parámetros 

estimadas, el sistema no será equivalente a uno lineal. Por Ot-ro lado~ -

renunciar a esta restrtccl6n slgnlflca que la convergencia será solamente 

local, esto es, se puede encontrar una vectndad del vector de parámetros 

verdadero, que depende del estado inictal y de la entrada de referencia, para 

la cual se garantiza convergencia. 

Las conclusiones de su resultado principal son válidas para cualquier planta 

no lineal de grado relativo n y llnealizable, con la hipótesis adicional de 
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que el modelo aproximado (3. 4) sea lineal izable para todos los parámetros 

estimados en alguna vecindad abierta de los verdaderos. Estos resultados se 

extienden a sistemas con varias entradas 

b) Sastry li Isldorl (1987) [20]. Siguiendo la misma 11.nea, el trabajo 

presentado en [20] es mas general y di.recto que el de [19]. En aquél se 

presentan resultados lnlclales sobre control adaptable de sistemas no 

1 lneales de "f'ase minima" que son exactamente lineal lzables en entrada-sal ida 

mediante realimentación del estado. Y, ané.logamente a [19], se usa adaptación 

paramétrica para robustecer la cancelación de los términos no lineales en el 

proceso de linealización. Sin embargo, el tipo de sistemas que se estudian es 

más general.están descritos por 

x = f"(x) + G{x)u 

y h(<) 

(3.5a) 

(3.5b) 

en donde x e lRn u, y e IR
111 y f", g

1
, hJ son campos vectoriales suaves 

(3.1) está contenido en la descripción def"lnldos en Rn. Nótese que el sistema 

anterior, en la que no se impone estructura alguna sobre los campos. 

Se dá una respuesta completa al problema de seguimiento adaptable, para 

sistemas con grado relativo uno. Sin embargo, para el caso general, se 

imponen condiciones aparentemente muy restrictivas sobre la dependencia del 

regresar en el estado y los parámetros para completar la prueba de 

cstabl l ldad. Las condiciones que se imponen sobre el sistema son las mismas 

que en [ 191' y ya f"ueron enunciadas. Pero en (20) se consideran las 

consecuencias de la técnica de llnealizaclón en la dlniUnlca lnter"na del 

sistema no lineal. 

El anál !sis se real iza para sistemas monovarlables descritos por (3·. 5). pero 

con m=l. Es decir, 

x = f"(x) + g(x)u, (3.Sa) 
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y h(x). (3.6b) 

La :forma del control u es la misma en ambos tr-abajos. A diferencia de {191, 

en {201 se usa la noción de fase minlma. J::sta está r-elacionada con el 

concepto de gr-ado relativo f"uer-te del sistema y sus dinámicas de ceros. 

Estas def"inlciones se incluyen a continuación. 

Definición 3.1 [201: Se dice que el sistema (3.6) tiene grado relativo fuerte 

r, si se satlsf"ace, V x e !Rn, lo siguiente 

L h(x) = L L h(x) 
• • r 

o, 

La definición anterior puede lnter-pr-etarse en tér-minos del número de veces 

que se debe dif"erenciar la sal ida, y, antes de que aparezcan términos que 

incluyan a la entrada u. Es claro que para los sistemas con grado r-elatlvo 

uno, lo anterior- sólo sucederá una vez. Cuando el grado relativo del sistema 

(3.6) es r, la ley de control que linealiza tiene la siguiente :f'or-ma 

u (3.7) 

Al aplicarle este contr-ol al sistema no lineal se obtiene uno lineal en 

entrada-salida de or-den r. Si r<n, entonces n-r de los n estados originales 

se vuelven no observables por realimentación del estado. Así, las ~·eyes de 

control que llneallzan pueden pensarse como el equlvalenté no l'lneal de 

colocar algunos de los polos de lazo cerrado en los ceros del si~tema,· 

haciéndolos, de esta manera, no observables. A las dinámicas de los estados 

que se volvleron no observables, por realimentación del estado, se les -llama 

la dlná.mlca cero del sistema y se def"l.ne en el siguiente párrafo. 

Si el sistema (3. 6) tiene grado relativo r, entonces, en las nuevas 
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coordenadas, se puede eser i bir en su ".forma normál, esto es, con 
n-r 1-1 

z 2e!R y z 11 =L, h(x), 1=1, ... ,r; se tiene 

z11 z1 1+1 • 1=1, ... • r-1 

(3. 8) 

r r-1 en donde F
1

Cz
1
,z

2
) representa a L,hCx) y g

1
Cz

1
,z

2
) representa a L

9
L, h(x) en 

las nuevas coordenadas. 51 x=O es un punto de equilibrio del sistema libre 

(1.e., F(O)=O) y h(O)=O, entonces las dinámicas 

(3.9) 

son las dinámicas de ceros, mencionadas antes. En relación con éstas se tiene 

la siguiente def inlción. 

DeCinición 3.2 (34]: Se dice que el sistema (3.6) es de fase minima 

globalmente (localmente) si las dinámicas de ceros son asintóticamente 

estaables globalmente (localmente). 

Una apl lcaclón Importante de la definición anterior es seguimiento. de 

trayectoria. Si el objetivo de control es que la salida )Í'Ct) si&a -.ª-una 

trayectoria de referencia deseada y (t), entonces, reemplazando en (3.7) 
• 

V Yrm + O: (yr-1_ Yr-1) + ••• + o: (y _ y) 
r 111 1 111 

(3. 10) 

en donde los coeficientes o:
1

, ... ,o:r se eligen de manera tal que el polinomio. 
r r-1 

s +a:.rs + .•• +a.
1 

sea Hurwitz, se tiene el siguiente resultado. 
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Proposición 3.3 [20]: Supóngase que las dinámicas de ceros del sistema (3.6) 

son exponencialmente estables globalmente. que 

parciales continuas y acotadas en z
1

• z
2 

y 

acotadas. Entonces, con la ley de control (3.7), 

'l'(z1., z~) tiene derivadas 

que y , y , ... , yr-i están 
m m m 

(3.10) se tiene seguimiento 

acotado, esto es, x está acotado y y( t) converge a y m( t). • 
El resultado anterior se extiende en [20) al caso multivariable. 

Para el caso de parámetros desconocldos, se resuelve el problema de 

seguimiento y linealizaci6n para sistemas monovarlables de grado relativo 

uno. Se supone que los parámetros desconocidos aparecen linealmente, como en 

[ 19], 

"1 

f(xJ = [ e:.r
1 

Cxl (3.lla) 

l•1 

"2 

g(x) E ª~·sicxi (3. 11br 

J:::1. 

1 
con e 1• i=l, ... , n 1; a 2 J=l, •.. ,n los parámetros desconocidos y 

j• 2 . 
las 

funciones conocidas r
1 
(x), gJ(x). Los .estimados, al tiempo t, ·para. (3.11) son 

respectivamente, 

"1 

rcxi = [ 0;ctir, cxi (3.12a) 

1=1. 

"2 

8cx1= E 0~ctlgicxi (3. 12b) 

J=1. 

·1 
en donde e

1 
·2 
a J representan los estimadas de los parámetros verdad~ros ·al 
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tiempo t, respectivamente. El control que linealiza, (3.7), se reemplaza por 

u 
1 

L" h • 
(3. 13) 

y L;h L;h son los estimados de L
9
h, Lrh' respectivamente, basados en 

(3. 12), Le., 

L" h 
g 

"2 

í e~( t )Lg h. 

j=t j 

(3. 14a) 

(3.14b) 

Con 0 ~ a.- a , el vector de error paramétrico y w el vector regresar se 

tiene el siguiente resultado: seguimiento adaptable. 

Teorema 3.4 [20]: Tómese (3.6) de !"ase minima exponencialmente y los 

estimados de f y g dados en (3. 12). Definase la siguiente ley de control, con 

Y acotada, • 

(3.15) 

51. L"'h, defl.nlda en (3. 14b), es diferente de Cero para toda x, y y está 
9 _111 ' • 

acotada, entonces la ley de adaptación paramétrica tipo gradiente 

e = -(y- y )w 
m 

garantiza que y(t) está acotada y converge asint6tlcamente a y
111
(t). Ademá.s, 

todas las variables del estado x y e están acotadas. • 
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En el teorema anterior nada se dice respecto a la convergencia paramétrica. 

Condiciones de excitación persistente se requerirán en este caso. Sin 

embargo, éstas son dificlles de satisfacer, ya que el vector regresor es una 

función no lineal en x. 

Al querer extender esta metodología a sistemas monovarlables de grado 

relativo mayor que uno, surgen varios obstáculos serlos. Los parámetros ya no 

aparecen linealmente en (3. 14). Y, para encarar este problema, se recurre a 

la sobreparametrización, de donde el número de parámetros aumenta rápidamente 

con r. El regresar es funclón de x y de los parámetros estimados. Se utiliza 

el esquema del error aumentado y se imponen condiciones, aparentemente, muy 

restrictivas sobre el regresar, por ejemplo, que sus derivadas parciales con 

respecto a sus argumentos estén acotadas. Con todo esto, los autores logran 

extender el resultado del Teorema 3.4. Tampoco se garantiza convergencia 

paramétrica en este caso. 

e) Sastry G Kokotov le ( 1988) [21]. Como se mencionó en su oportunidad, las 

ref"erencias ( 19) y {20) no consideran el caso de dinámicas no modeladas. A 

dif'erencla de éstas, en [211 se utilizan los resultados de {20) y se 

incorpora la presencia de dinámicas parásitas. En particular, se muestra que 

el esquema adaptable para sistemas con grado relativo uno, propuesto en (20], 

es robusto con r-especto a la pr-esencia de dinámicas no modeladas. en una 

vecindad del equilibrio de orden (1/µ), con µ el parámetro de perturbación 

singular. 

En (21) se emplean dos técnicas de anállsls de sistemas no lineales:_· 

linealizac16n exacta entrada-salida y perturbaciones singulares. Las técnlcas 

de control adaptable se usan de la misma manera que en (19) y [20]. Las 

técnicas de perturbaciones singulares se utilizan para estudiar los efectos 

de la dinámica incierta, i, e., los efectos de la presencia de dinámicas 

parásitas de alta frecuencia, no modeladas, en algunos de los esquemas 

adaptables. 
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Usando (3.12}, el sistema (3.6a} se reescribe como 

x = ~(x) + g(x)u + Af'(x} + Ag(x)u (3. 16) 

con A -Af(x)=f(x)-f(x) establece 
A -

Ag(x)=g(x)-g(x). Se una clase de 

incertidumbres Af, Ag para las cuales se consigue seguimiento asintótico con 

un control nominal. V, para este objetivo de control, se discuten varios 

enf'oques (por ejemplo, desacoplamiento total de perturbaciones, control de 

modo deslizante y control adaptable) que buscan mejorar la robustez de las 

leyes de control con respecto a la incertidumbre paramétrica bf', Ag. La 

condición que deben satisfacer Af y Ag es la siguiente 

(3. 17) 

con r el grado relativo de la planta. Se tiene el siguiente resultado. 

Proposición 3.5 [21]: (Rechazo exacto a perturbaciones) Sl los estimados 

f(x), g~x) de f'(x), g(x), respectivamente, satisfacen (3.17) y el objetivo 

para y es seguir una trayectoria dada y (t), entonces la ley de corltrol 
• 

nominal 

1 

[ - ;; ) u (3. 18a) 

con 

(3. ISb) 

diseñada para el modelo estimado 

X f(x) + g(x)u (3.18cl ,. 

consigue, también, seguimiento asintótico para el sistema (3.6a). •. 
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El término "rechazo 

perturbaciones que 

realimentado (3.18a). 

exacto a perturbaciones", interpreta a Af, 

están desacopladas de la salida via el 

.6.g como 

control 

La proposición anterior no garantiza que las n-r variables de las diné.mlcas 

de ceros permaneceran acotadoas. Para probar esto, se requiere otra 

caracterización de las incertidumbres .6.f y .6.g. 

Con respecto a las dinámicas no modeladas, (21] supone que son estables y el 

objetivo de control que se considera es regulación de la salida, esto es, el 

seguimiento de y~(t)=O. Se obtienen resultados preliminares sobre la robustez 

de la lineallzación adaptable con respecto a la forma de dinámica incierta 

mencionada (este tipo de estudio se realiza también en (22]). Se muestra que, 

para grado relativo uno, la regulación adaptable es robusta en presencia de 

dinámicas no modeladas. Mientras que para sistemas con grado relativo mayor 

que uno no se cuenta, aún, con resultados de robustez. 

A manera de sumarlo, los tres trabajos comentados en esta subsección ((19], 

[20) y [21]), buscan linealizar exactamente en entrada-salida al sistema no 

lineal, robusteciendo la cancelación de los términos no lineales mediante una 

ley de adaptación paramétr\ca, cuando la incert ldumbre en estos es en - los 

parámetros. Se consideran dos objetivos de control: seguimiento de 

trayectoria y regulación de la sal ida. Se apl lea el esquema adaptable para 

sistemas con grado relativo r~n y se obtiene un resultado completo sólo para 

r=l. Para r>l, se presentan obstáculos serlos a los que se les hace frente de 

diferentes maneras. Sin embargo, aún no se tienen resultados completos como 

en el caso anterior. En (211. se incorpora la presencia de dinámicas rápidas 

no modeladas y se obtienen resultados parciales de robustez. 

3.1. 2 Llnealizaclón Exacta "Adaptable" en el Espacio de Estados. 

Análogamente al inicio de la subsecci6n anterior, se plantea el siguiente 
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problema (para detalles véase [15}). 

El Problema de Llneallzaclón Exacta en el Espacio de Estados. Cuándo se 

puede volver lineal la ecuación dlI'erenclal que relaciona la entrada con el 

estado mediante realimentación del estado y una transf'ormaclón de 

coordenadas? 

Nuevamente, el interés es sólo en el caso adaptable, o sea, cuando los 

parámetros que aparecen en el modelo de la planta se desconocen. El trabajo a 

comentar en esta subsecclón es [221, ya que es el primero que ha trabajado 

este problema, abriendo un camino diferente al concebido en [20]. En [221. se 

incluyen las dinámicas no modeladas. Se presentan condiciones para 

estabilidad global de una ley de control adaptable diseñada para el modelo· de 

orden reducido de una clase de plantas no l lneales de orden mayor. El 

objetivo de control es regulación del estado, Se garantiza. que éste se cumple 

cuando están presentes las dinámicas no modeladas, al menos en una reglón de 

estabilidad. Y se analiza la robustez del esquema de control propuesto. Para 

esto, se explota el hecho de que existe una variedad invariante, conocida 

como la variedad lenta, en la cual la planta está descrita por un modelo de 

orden reducido {271 (ver ecuaciones (3.19) y (3.20) mé.s adelante). Se tr_B.baja 

con las siguientes suposiciones. 

Sobre la planta: 

1) el orden de ésta es mayor debido a las dinámicas no modeladas; Y' 

2) las dinámicas no modeladas son rápidas y_ estables. 

Sobre el modelo de orden reducido (que ignora la presencia de· dinámicas 

parás l tas): 

4) los parámetros desconocidos aparecen linealmente; 

5) es linealizable por realimentación en el espacio de estados: 

6) la incertidumbre en los parámetros satisface una condición de 

estructura semeJante; y 

7) el estado es medible. 
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La planta, que incluye un vector de parámetros constante, está descrita por 

(3, 19a) 

(3. 19b) 

con x e IR", u e IR"', z e IRr y P. e !Rq; µ>O es el parámetro de perturbación 

singular. Las runciones f
1

, f
2

, F
1

, F
2

, G
1

, G
2 

son acotadas y dlf"erenciables 

con respecto a x y a p V p eB clRq y V xeB c!R". µ pequeña implica que Z es 
• • p )C 

grande, por lo tanto, las dinámicas no modeladas son rápidas. Se tienen dos 

escalas de tiempo diierentes para la planta (3.19). En el limite singular, 

cuando µ pasa de µ>O a µ=O, se separan las dinámicas lentas de las rápidas. 

Se obtiene, de esta manera, el modelo de orden reducido 

(3.20) 

en donde 

(3. 21a) 

(3.21b) 

con f(O, p )=O V p e B e IRq. Precisamente, el_ estado x de (3."20) ev0i'uC'i0f18:·· 
• • p - -.. _ -· ·- - ' ·._ 

en una variedad invariante denominada la variedad lenta •. (3 •. 20)_· rePreserita_.a:; 

las dinámicas lentas de (3. 19). Separando las incertidumbres _paramétri_cas, Se_ 

expresa (3.20) como 

X - rcx,p) + G(x,p)u + AfCX,p •• ~> + AG(x,p •• plu ,C3.22l 

en donde p es un estimado de P. y 

Af"(x,p •• p) ~ f(x,p.l - f(x,p), (3.23a) 

45 



3. Conlrol Adaplable de Sistemas Ho Llnealea 

AG(x,p
0
,p) ~ G(x,p

0
) - G(x,p). (3.23b) 

Haclendo Af=O y h.G=O, aun cuando p ~ P •• se obtiene el modelo de diseño 

X f(x,p) + G(x,p)u. (3.24) 

Como se mencionó antes, Af y 6G deben satisfacer la siguiente condlcl6n. 

Hipótesis 3.6 {22]: V x e 8 e IRn y cada par P •• p e B el vector Af y las 
• p 

columnas Ag
1 

de 6G satisfacen 

Af', Ag
1 

e Span{ g
1
(x,p) }, 1=1, ... ,m. (3.25) 

A la hipótesis anterior se te conoce como la condición de estructura 

semejante. 

Se supone que (3.24) es llneallzable, mediante una transf'ormacl6n de 

coordenadas cll(x,p) y un control de realimentación del estado u=a.(x,p). Con 

esta suposición y la Hipótesis 3.6, se demuestra la siguiente proposición. 

Proposición 3.7 [22): Supóngase que (3.24) es lineallzable y que se satisfa~e 

la hipótesis 3.6, entonces el modelo de orden reducido (3.20) es linealizable 

precalculando «i y a. para p
0

, un valor f'ljo arbl trario de p. Esto e~, dada 

cualquier pareja «i(x,p
0
), a.(x,p

0
) } que satisface 

con A una matriz Hurwltz, existe un control u(x,p
0
,p.), tal que la identidad 

I»(x,p0 )(f(x,p.) + G(x,p.lu(x,p
0
,p.)) (3.26) 

se verifica V P. e B y V x E B • 
p • • 
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Con el difeomorfismo precalculado, ~ , se puede diseñar un control adaptable 
o -

que solamente actual lee al control a(x, p). Si no se sat lsf'ace la Hipótesis 

3.6, entonces ~ también deberá ser actualizado. 

Para construir el controlador que lineal iza, se usa un estimado del vector de 

parámetros desconocidos. Se resuelve el problema considerando que éste se 

conoce y en el esquema de control así diseñado se sustituye P. por su 

estimado. Se obtiene entonces un control de equivalencia cierta dado 

lmpllcitamente por la expresión 

G(x,p)[u-a(x,p
0
)] (3.27) 

para cada par p
0

, p e BP y V x e Bx. Una solución de éste, es el llamado 

control pseudoinverso 

~ ~ a(x, p) (3.28) 

en donde G+ 

Con la hipótesis hecha sobre los parámetros, se diseña una ley de adaptación 

para estos y se obtiene que el equilibrio del sistema adaptable es estable 

(en el sentido de Lyapunov), se estima su reglón de atracción y se muestra 

que se obtiene regulación del estado. Se incluyen las dinámicas no modeladas: 

en el dlsefio de control no adaptable y se prueba la estabilidad del 

equilibrio del sistema completo (3.19). 

3. 2 METODOS DE GOIITROL BASADOS EN LA PROPIEDAD DE PASIVIDAD. 

La segunda via de investigación fué fuertemente motivada por el problema-- de 

robótica. El objetivo de control que se plantea no es lineal izar al· sist~ma·, 

- sino sólo preservar sus propiedades 

enf'oque usado por primera vez en 

de pasividad en el lazo cerrado. Este 

[281, ha sido explotado por diversos 
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investigadores para resolver varios problemas de robótica [29]. 

En robótica se tiene Interés, entre otras cosas, en el diseño de leyes de 

control adaptable para robots manipuladores rlgldos que aseguren segumlento 

asintótico de trayectoria con todas las señales Internas acotadas. Los 

controladores que logran este objetivo para todas las trayectorias deseadas y 

todas las condiciones iniciales, se dice que son globalmente convergentes. 

Estas leyes de control incorporan expllcitamente la estimación de los 

parámetros desconocidos presentes en el modelo del robot. Debido a la 

estructura Haml 1 ton lana de la dinámica del robot rigldo, se tiene que el 

mapeo u ? x2 es pasivo, en donde x
2 

representa una parte del estado y u es la 

entrada. Esta observación fué reportada en la literatura por primera vez en 

{35] y estudiada en detalle en (29]. Se busca diseñar un controlador 

estrictamente pasivo de manera tal que el s lstema en mal la cerrada sea 

estable y se preserve la propiedad de pasividad. 

Los re.sultados obtenidos usando este método, en general, no conducen a un 

sistema lineal nl aun en el caso ideal de parámetros conocidos. La motivación 

principal en usar este enfoque, está en que conduce, en el caso adaptable, 'a 

ecuaciones del error en las cuales el regresar es Independiente de las 

aceleraciones de las uniones del robot manipulador. 

Existen algunas aplicaciones de esta segunda via de lnvestlgaclóri fuera del 

án\blto de la robótica, por ejemplo en estudios acrocsp~clales, en pr~cesos 

quim1cos y otros [30]-(33]. 
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4. EST ABILIZACION ADAPTABLE DE UNA CLASE DE SISTEMAS NO LINEALES, 
CASO NO LINEALIZABLE. 

Siguiendo el segundo enfoque comentado en el capítulo anterior, se extienden 

los resultados de [22) al caso en el que las plantas {sistemas dinámicos no 

lineales) no son necesariamente linealizables pero poseen ciertas propiedades 

de pasividad. Concretamente, se reemplaza la hipótesis de linealización usada 

en [221 por la existencia de un difeomorfismo de estado, un control de 

realimentación del estado y una salida para los cuales el sistema en malla 

cerrada define un mapeo es tr ic tamente pasivo [ 51. Por el momento no se ha 

caracterizado a la familia de sistemas no lineales que cumplen con esto. Sin 

embargo, se sabe que existen sistemas no linealizables que admiten una salida 

y un control tales que, en malla cerrada, son estrictamente pasivos. Más aún, 

existe una subclase de tos tlneallzables que tienen esta propiedad. Por otro 

lado, todos los sistemas no lineales que pertenecen a la clase de los 

lineallzables, admiten una salida tal que la función de trans-rerencia del 

sistema en lazo cerrado es estrictamente positiva real, condición suficiente 

para probar estabilidad del equilibrio del sistema. 

Este capítulo está dividido en cuatro secciones. En la primera se plantea el 

problema que motiva este trabajo. La segunda, define un tipo de salidas para 

las cuales se puede ccn~truir un control que hace estrictamente pasivo al 

sistema en malla cerrada. En la tercera sección se demuestran unos lemas 

preliminares que facilitan la demostración del resultado principal de este 

trabajo que se encuentra en la cuarta sección. Se ha restringido al caso en 

el que no se presentan dinámicas no modeladas y se consideran solamente 

propiedades globales, 

4. 1 PLANTEAHI ENTO DEL PROBLEMA. 

Se tiene interés en sistemas dinámicos .no 1 ineales descritos por ecuaciones · 

49 



4. Establll.::acldn Adapta;ble de una Clase di:i Sistemas Ho t.lneali:is 

de la f'orma 

" (4. 1) 

en donde x e IR" y el vector de parámetros P. pertenece a !Rq. Se supondrá que 

f': IR"xlRq -+ IR 0 y G: IRºxlRq -+ IRnxm son funciones acotadas y diferenciables de sus 

argumentos; u e IRm. Se hará referencia a (4. 1) como la planta. Se considera 

conocido un modelo de la planta con parámetros desconocidos y se supondrá que 

el orden de la planta y el orden del modelo son el mismo (no se está 

considerando el caso en el que existen dinámicas no modeladas). 

Se desea disefiar un control que regule el estado y tal que el sistema en 

malla cerrada sea estable en el sentido de Lyapunov y estrictamente pasivo en 

la salida, para una entrada convenientemente elegida. Como se mencionó lineas 

arriba, no se tiene interés en llnealizar al sistema. Sino en utilizar la 

propiedad de dlsipatlvidad de los sistemas dinámicos. Y, puesto que se 

desconocen los parámetros del modelo, se recurrirá a una ley de adaptación 

paramétrlca que ayude a alcanzar el objetivo de control planteado. 

Como en [22], se tiene el problema de que, en general, tanto el difeomorfismo 

como el control dependen de los parámetros. Esto dificulta, e inclusive 

imposibilita, la cracterlzación de las órbitas de este grupo de 

transformaciones. Para encarar el problema se "congela" una órbita para un 

valor fijo y arbitrario del vector de parámetros y se obtiene una solución, 

de entre las pos lb les, conocida como "control pseudo l nverso" [22 J.. Este 

procedimiento lleva al sistema a la órbita de alguno estrictamente pasivo. 

Entonces, aun cuando no se esté en la 6rbi ta del sistema no lineal-. 

estrictamente pasivo de interés, se está en la de algún otro que también 

tiene esta propiedad. Si se pudiera encontrar una ley de adaptación que 

asegurara convergencia paramétrlca, entonces los errores paramétrlcos se 

anularian y las dos órbitas coincidirian. Sln embargo.- esto no es el· 

objetivo. 
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En el caso que se estudia en este trabajo, la ley de adaptación paratnétrica 

sólo ayuda a conseguir la estabilización del sistema no lineal. Una parte del 

sistema adaptable en malla cerrada es estrictamente pasiva para una elección 

adecuada de la sal ida. 

4. 2 LA CLASE D. 

En esta sección se define un tipo especial de salidas que sirven para diseñar 

un control adaptable para el sistema no lineal. En adelante se usará la 

siguiente notación. Comenzando con los parámetros que pertenecen a !Rq se 

tiene: 

P. vector constante de parámetros desconocidos. 

p(t): vector de parámetros estimados. (4.2) 

p
0 

: un estimado a priori del vector de parámetros. 

Sea Huna función de x y de cualesquiera de los vectores de (4.~). Se tt~ne, 

entonces que: 

A ~ A A A 
H

0
Cxl = H(x,p

0
); H

0
Cxl H(x,p

0
); H(x) = H(x. p(t)), 

-!J.= A - A A A 
H(x) H

0
Cxl - HCx); H

0
Cxl = H

0
(x) - H(xl; H(x) = H

0
Cxl - H

0
Cxl. (4.3) 

Como es usual, el error en los parámetros se denota 
-A -A --

por: ·p=p.-p.-_ La 

def'tniclón siguiente determina a la clase de sistemas no lineales que fué 

aludida al comienzo de este capitulo. 

Definición 4.1: Considérese un sistema dinámico no lineal descrito por 

X = f .(x) + c.Cxlu (4,4¡ 
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en donde f' • y c. son f'unciones acotadas y dif'erenciables de sus argumentos. 

Supóngase que el sistema es alcanzable desde el origen y que f'.(O)=O V p.e!Rq, 

esto es, x.=O es un estado de equilibrio para todas las par-ametrizaciones de 

la planta. Se dice que y=h(z}, con h:!R"~ R0
, es una salida de clase D para el 

sistema (4.4) si tiene las siguientes propiedades: 

1) h(O) O y h es de clase C00
, 

ii) V x e !R0
, V p

0 
e !Rq existen un dlf'eomorf'ismo de estado 

y un control de realimentación del estado 

.tales que, el sistema dinámico 

z 

con 

F(z) + V 

h(z) 
'. _ _./-' (4.Sa) 

(4.5b) 

define un operador v ~ y estrictamente pasivo en la salida. ES decir, a lo 

largo de las trayectorias de (4.5), con z(O)=O, se tiene.· 

<v,y> ~cllylt 2 , VTe!R+' VveL", paraalgún-c>O. 
T 2,T 2e 

111) El sistema (4.5) satisface la condición de delectabllldad· uil.iforme del_ 

estado cero. Con otras palabras, para todas las soluciones de Z = FCz) ... con· 
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z(O) = z
0

, exlste una función de clase K, ~{. ), y una constante T~O tales que 

11 y 11 2 ~ f3( 11 z 11) •• 
2,T 

Observaciones: 

1) f3{.) es de clase K sl satisface las condiciones de la definición 2.18. 
1 2) El operador v ~y es {-et, 21,0)-disipatlvo de acuerdo con (2.7). 

3) La clase de sistemas que admiten salidas de clase D se puede definir, 

informalmente, como aquélla para la cual existe un control tal que el sistema 

en malla cerrada es estrictamente pasivo en la salida. Abusando del lenguaje, 

se dirá que estos sistemas son "paslvizables". 

No obstante que dislpatlvldad es una propiedad entrada-salida, independiente 

de las coordenadas del estado, se ha incluido en la definición anterior un 

di f'eomorfismo de estado para fac l 11. tar la construcción de las !'unciones 

requeridas para establecer (-cl,~l,O}-dislpativldad. La siguiente proposición 

a.f"irma que para todos los sistemas llneallzables se puede construir una 

salida apropiada de manera tal que la f'uncl6n de transf'erencia del sistema en 

malla cerrada sea SPR [Bl y {91. 

Proposición 4.2: Todos los sistemas no lineales que pertenecen a la clase de 

los sistemas lineallzables admiten una salida y tal que el operador v ~ y es 

estrictamente post ti vo real. 

Demostración: Para los sistemas linealizables la expresión {4.Sc) se reduce a 

Z = Az, para alguna matriz Hurwltz A e IRnXn (véase [15]). Resolviendo la 

ecuación de Lyapunov ATP + PA = -Q , con Q=QT>O y ~ljando y=h(z)=Pz- se tie~e 

el sistema:; 

z Az + lv 

y Pz (4.6) 

en donde I es la matriz ldentldad en IRnxn. Obsérvese que el trlplete CA, I, Pl. 

es controlable y observable dado que I, P>O. Luego, del lema 2.8 se concluye 
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que el operador v ~ y es estrictamente positivo real. • 
Nótese que la proposición anterior no af'irma que el operador sea 

estrictamente pasivo en la salida sino que la función de transferencia del 

sistema (4.6) es SPR. Esto es suficiente para probar estabilidad del 

equilibrio. Estos dos conceptos coinciden cuando el orden relativo del 

sistema es cero. No obstante, existen sistemas líneallzables que admiten una 

salida para la cual el operador entrada-salida es estrictamente pasivo. Para 

una discusión detallada de las di!erentes relaciones entre posltividad y 

pasividad véase {5] y [12]. 

4.3 LEMAS PRELIMINARES. 

Dada la planta (4.4), en general, no se conoce el vector de parámetros P.· En 

lugar de P.• se ~sa un estimado de éste, ~(t). El cual puede estar fijo, p
0

, 

o variar de acuerdo a alguna ley de adaptación, P. Usando la notación de 

(4.3) para representar a la incertidumbre en los parámetros, se puede 

reescribir a (4.4) de la siguiente manera: 

A A 
X f(x) + G(x)u + f(x) + 6Cx)u. (4.7) 

Es evidente que si e :s P •• entonces f(x)=O y Gcx)=O. Por otro lado,. sí se 

ignora la incertidumbre paramétrlca, aún cuando a * P •• se obtiene el mOdelo 

de diseño de (4.4) dado por 

A A 
X f(x) + G(x)u. (4.B) 

Se va a imponer la siguiente condición sobre la incertidumbre paramétrica: 

Hipótesis 4. 3: 

g
1 
(x) de Gcx), 

n /\ q - ' V x e IR y cada par P •• p e IR el vector f'(x) y las colum.nas 

1=1, ... m, satisfacen 
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Span{~ (x), ... ,g (x)}. 
l m 

A la hipótesis 4.3, se le conoce como la condiclón de estructura semejante 

(structure matching condltion} [22]. 

Se considerará, también, que los parámetros desconocidos en la planta (4.4) 

aparecen linealmente: 

Hipótesis 4. 4: V x e !Rn y cada par P.• ~ E !Rq existen matrices ll'
1 
(x.), de 

orden nxq, tales que 

f.' e xl e 4. 9a) 

g
1 
(x) >P

1
Cxlp, 1 1, ... m. (4.9b) 

A continuación se probarán varios lemas que serán de utilidad en la 

demostración del resultado central de este trabajo. Es de interés el caso en 

el que el diCeomorfismo deseado se pueda precalcular para algún valor fijo y 

arbitrarlo del vector- de parámetros, por- ejemplo p
0

, en lugar del vector

desconocido P.· 

Estos lemas están relacionados con ei comentarlo hecho al final de la sección 

~. La idea uno, en el sentido de "congelar una 6rblta" 

es ·ia siguiente. Consid6rcsc al conjunto de 

para un valor 

parejas ( 4', a.), 

l'ljo de 

determinadas· .en la 

definición 4.1, como un 

de los sistemas que son 

grupo de transformaciones actuando sobre el espacio 
l (-cr, 2I,0)-disipativos. Supóngase, para empezar, que 

se conocen los parámetr-os de la planta. Esto con el rln de que las 

componentes de la pareja e~. a) no dependan, por el momento, de los 

parámetros. El conjunto de los sistemas l forma (-el, 2r, O )-dlslpat lvos una 

órbita (o una clase de equivalencia) bajo la acción del grupo. En particular, 

se tiene interés ~n los sistemas no 11neales descritos por (4.4) que están en 

la órbita del grupo de transf'ormaclones que contiene a un sistema 
l (-cr, 2I,O)-dlsipativo, Hasta ahora, se desconocen condiciones sobre f' y G que 
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aseguren que el sistema no lineal descrito por estas funciones esté en dicha 

órbita. 

Supóngase que estas órbitas se pueden caracterizar y que la pareja (4',a) 

depende de P.· Es evidente, por si solo, que el problema es muy complejo. Una 

manera de encararlo (análogamente a {22}) es fijar un Valor de e 
arbitrariamente y determinar a la pareja (<11

0
, ~0 ). Esto es lo que se quiere 

A decir con "congelar una órbitaº para p=p
0

• Para este caso, se diseí'ia un 

control u, y una ley de adaptación tales que estabilicen al sistema en malla 

cerrada. Si p0 coincide con P.• se tiene el problema resuelto. Pero, en 

general, esto no es asi, 

Lema 4.5: Considérese el sistema (4. 8) y supóngase que se satisf'ace la 

hipótesis 4.3. Tómese a
0
(x) tal que la igualdad (4.Sc) se verifique. Entonces 

la ecuación 

admite una solución de la forma 

u(x, p
0

, p) 
A 

a
0

(x) + G+(x)[f
0
(x) + G

0
Cx}a

0
(x}] 

A A A 
[GT(xJG(x) ¡-•G T (x). 

Demostración Sustitúyase (4.11) en (4. 10) para obtener 

De la hipótesis 4.3 existe una función ~(.) tal que 

A 

G(x)¡3(xl. 
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por lo tanto, 

/\ /\+ /\ /\ 
[G(xJG (x)G(xJ - G(x)J~(x) O 

ya que 
1\ "+ /\ 
G(x)G (x)G(x) 

A 

G(xl. • 
El siguiente lema es una versión del anterior para p

0 
y P.· Se demuestra de 

la misma forma por lo que su prueba se omite. 

Lema 4.6: Considérese (4.4), supóngase 4.3 y que «
0

(x) satisface (4.Sc). 

Entonces 

(4.12al 

admite una solución de la forma 

+ -
u(x,p p.) =oc (x) + G.Cx)[f'(x) + G(x)«

0
(x)] 

O, O 
(4. 12b) 

• 
Lema. 4. 7: Dado cualquier par {~0(x}, oc

0
(x)} que satisfaga (4. Se) y suponiendo_. 

que se cumple.4.3, se sigue que existe un control u·= u(x,p0,p~) ciue_ ap°tlcad'?.'··' 

a (4.4) lo transforma en z = F{z) y tal que la identidad 

se verif'ica V x e !Rn, y cada P. e !Rq. 

Demostración: Diferenciando z = ~0 (x) con respecto al tiempo y usando (4 .. ~.): 
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En la penúltima igualdad se usó (4.Sc) y el lema 4.6. • 
El siguiente lema dice cómo calcular un control para un p

0 
cualquiera cuando 

el campo vectorial F(.) en (4.5) se conoce. 

Lema 4.8: Sea <i>
0
(x) como en el lema anterior y F(.) un campo vectorial que 

satisface (4.5). Un control u= a.
0
(x) que transtorma 

en z = F(z) es 

Demostración: Calculando~ (x) y usando (4.13) se tiene: 
o 

z 

De (4. 14) se sigue que 
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con lo que 

• 
Considérese la expresión (4. 12a). Reemplazando P. par su estimado p se 

obtiene un control de equivalencia cierta, dado lmplicitarnente por (4.10). . . 
:as soluciones de (4.10} se denotarán por tt

0
(x) = tt(x,p

0
,p). Una solución de 

a.
0
(x) es el llamado "control pseudoinverso" dado por (4.11). Recuérdese que 

a. (x) se precalcula usando (4.Sc) para cualquier p e ~q. Si G(x) no depende o o 
de los parámetros, entonces se puede calcular u usando el lema 4. 8 para el 

sistema (4. 8): 

u(x,~) = G+(x)[D-14i(x)f"(4'(x)) - f(x)]. 

El siguiente lema utiliza la hipótesis 4. 4 y una solución de (4. 10) para 

separar la incertidumbre paramétrlca. 

Lema 4.9: Supóngase que se verifica la hlp6tesls 4.4. Sea 

solución de (4.10). Entonces el sistema (4.4) se transforma en 

X 

en donde 

• 
acx.~J I»o(x)(~o(x) +E~, (x)~o (x)) 

l=l l 

es una matriz de orden nxq llamada la matriz regresar. 

Demostración: Calcúlese ~0(x) y usando (4.4) se tiene: 
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A A A 

D<fio[fo + Gºo:º] + Mo[:f - f'o + r + (G + G)u - (G + GºJo:OJ 

A 

F[~0 J + M
0
[I' + Cu] + !MJ

0
[G(u - o:

0
) - f

0 

m A 

E.¡.'"'º Jjj 
1.:: 1 1 

A 

F[~0 (xJI + O(x,p)p. 

G o: 1 o o 

• -1 • 
Finalmente, con x = D c:>

0
(x)z se tiene el resultado buscado. Se us6 a.0 (x) que 

satisface (4, Se) y el lema 4. 7. • 

El resultado técnico ut i 1 izado en este trabajo es el lema general l zado de 

Kalman-Yakubovlch-Popov establecido en [7J y discutido en la secCi6n uno del 

Capitulo 2. Una versión, adecuada al propósito de e·ste trabajo, se enuncia a 

contlnuacl6n. 

Proposición 4.10: Supóngase que y=h(z) es una sal Ida de clase D para· .. el 

sistema (4.4). Entonces V z e IR" existen funciones reales _V ~IR"-i!R y 'l:IR"-XRP . t . 

(para alf:ún p EN) que satlslacen 

o (4.17a) 

VV
1 
CzJF(zJ = -cll h(z) 11 2 

- 11 l(z) 11 2 (4. 17b) 

vTv1 Czl = hCzJ. • (4. 17c) 

La condición de detectabllldad del est0.do cero Impuesta sobre (4.5) ··se 

requiere para asegurar que la función V
1
(.), que será 'usada como un término 
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en la función de Lyapunov candidata, sea definida positiva de acuerdo a 

(4. 17a). véase el lema 2.16. Asimismo, la condición de uniformidad de la 

definición 4.1· es esencial para establecer la regulación asintótica (o 

estabilización adaptable) del estado de la planta como se verá a 

continuación. Finalmente, el resultado principal de este trabajo se enuncia 

en la siguiente sección. 

4. 4 RESULTAOO PRINCIPAL. 

En esta sección se prueba "el resultado obtenido en este trabajo. 

Teorema 4.11: Supóngase que el sistema (4.4) satisface las condiciones de la 

definición 4.1, que se cumplen las hipótesis 4.3, 4.4 y la 

Hipotesis 4.12: Existe una salida y de clase D para (4.4). 

Entonces, con una ley de control dada por 

(4.11) 

(4. 14) 

y una ley de adaptación 

p 
T -n:l (x, p)h[~0 (x) J. r=rT>O, p(O)=p

0
, (4. 18) 

se obtiene un sistema adaptable globalmente convergente, esto es •. x -i' O 

cuando t ~ m, x e L: y ~ e L: . Además, el equilibrio x=O_, ~=p. es establ.e en 

el sentido de Lyapunov. 

Demostración: Directamente del lema 4.9 se tiene que . 

z 
... -1 ...... 

F(z) + [l(x,pl!~0 (z].p]p. (4. 19) 
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Por otro lado, de (4. 18) el error paramétrlco satisrace 

p 
T A 

rn (x, p)h[<l>o(x) J. (4.20) 

Las ecuaciones del modelo del error {4.19) y (4.20) describen completamente 

al sistema adaptable. Para analizar su estabilidad considérese la siguiente 

función de Lyapunov candidata: 

- 1-T -1-
V(z. p) = V

1
(z) + 2P r p [4.21) 

con V1(z) como en la proposición 4.10. Obsérvese que V(.,.) es definida 

positiva. Diferenciando (4.21) con respecto al tiempo a lo largo de las 

trayectorias de (4. 19) y (4.20) se obtiene, usando (4.17): 

vcz.pl 

- ell h(z) U
2 

- 11 l(z) 11 2 • 

Por lo tanto, Vcz.Pl :$ o. Ahora, como V es definida positiva y v· es 

semldeflnida negativa se establece la estabilidad del equilibrio. Además, po~. 

la condición de detectabllldad uniforme del estado cero V
1

(2)i!:/3(11zll), por- lo_· 

tanto. V es radial mente no acotada y se sigue que x e L n y ~ e L q .- Pára 
m m 

probar que también se tiene regulación asintótica del estado de la planta, 

obsérvese que (4.19) y (4.20) es un sistema autónomo y sl V s O sólo en z=O; 
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se seguirla, del principio de invariancia de LaSalle, que x(t)-)() cuando t...;.co. 

Para probar esto, nótese que las trayectorias a lo largo de las cuales V es 

constante deben satisfacer h=O. De (4. 17c) esto significa que 'VV
1 

(z)=O y 

consecuentemente V
1 

alcanza un mínimo. Por otro lado, de (2.22), se tiene que 

V
1
(z) ~ /3(11zl\) para todas las soluciones V

1
(.) de (4.17). De esta manera, y 

por las caractarísticas de (3(. ), V
1 

tiene un único minímo en z=O. • 

En todos los lemas y proposiciones enunciados se ha considerado el caso 

general en el que la incertidumbre paramétrica está presente en todas las 

componentes de f'.(x) y de G.Cxl (hipótesis 4.4). Esto obliga a imponer la 

condición de disipatividad entre los vectores n-dimenslonales v y y. Cuando 

la incertidumbre aparece sólo en algunos renglones de r. y G •• se pueden 

definir vectores v y y de dimensión menor aumentando así las posibilidades de 

asegurar la propiedad de entrada-sal ida requerida. 

La condición de detectabilidad unif'orme del estado cero, es esencial para 

probar estabilidad asintótica globalmente en. el teorema 4.11. Se ha impuesto; 

f'undamentalmente porque, en general, las funciones de almacenamiento, que 

satisfacen el teorema 2.13, sólo son semldef'inídas positivas. 

En el siguiente capítulo se presenta una metodologia de diseño para el· 

controlador adaptable y algunos ejemplos de sistemas dinámicos no l lneales, 

no llneallzables, que son estabilizados por él. 
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5. METODOLOGIA DE DISEÑO Y EJEMPLOS. 

En este capitulo se presenta un método para diseñar un controlador adaptable 

que estabiliza a una familia de sistemas no lineales de manera tal que una 

parte del sistema adaptable es estrictamente pasiva para una elección 

conveniente de la sal ida. Mediante algunos ejemplos se muestra la aplicación 

de este método. Dos secciones constituyen este capitulo. En la pr"imera se 

deSCr"ibe el método de diseño y, en la segunda. se presentan los ejemplos y 

sus simulaciones. 

Como se comentó en el capitulo anterior, dado un sistema dinámico no lineal 

X f(x) + G(x)u, (5. 1) 

como en (4. 4), se desconocen, hasta ahora, las condiciones que deberán 

satisfacer f' y G de ~anera tal que se pueda garantizar que (5. 1) satlsf'ace la 

def'iniclón 4.1. De hecho, ni aún en el caso monova.riable se tiene una 

respuesta. Sin embargo, se sabe que existen una subclase de la clase de los 

sistemas linealizables y una clase de sistemas no linealizables que 

satisfacen las condiciones de dicha deflniclón. Los ejemplos que se 

presentan, en la siguiente sección, apoyan estas af'lrmaciones. 

Considérese una ramilla de sistemas no lineales que no son llnealizables 

exactamente de acuerdo con el teorema 2.24, y que están descritos por 

X (S.2) 

para algúna l tal que l~i~n. Los puntos slgnlflcan que pueden haber f'unclones 
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no lineales de todo el estado xemn. Con otras palabras, el sistema (5.2) está 

descrito de manera tal que en la 1-ésima componente de I(x) se tiene una 

Iunclón no lineal solamente en la i-éslma componente del estado x y, 

correspondientemente, un cero en la i-ésima componente del campo vectorial 

que precede a u. Sobre las f'unciones que def'inen a (5. 2) se imponen las 

mismas condiciones que el en capitulo anterior. 

La razón por la cual los sistemas descritos por (5.2) no son lineallzables, 

es que el rango de la siguiente matriz 

[g(x) ad,g(x) n-1 
adr g(x)] 

es menor que n Vxe!Rn. Esto viola las hipótesis del teorema 2. 24. Se pierde 

controlabilidad en la variable de estado x
1

. Es intuitivamente claro que 

existen otras familias de sistemas no lineales que no son llneallzables, pero 

el autor desconoce un procedimiento sistemático para obtenerlas. 

5.1 METODO DE DISE~O. 

Considérese un sistema no lineal descrito por 

X r.Cx> + s.Cxlu (5. 3) 

y que satisface las hipótesis del teorema 4.11. Sean F(.) y h(,) · los" ·Ca_mp<J;S_ 

vectoriales asociados a (5.3), de acuerdo con la definición 4.1 (vé.ase: ta· 
observación 1). Un método para diseñar un controlador adaptable que 

estabilice al sistema (5.3) se describe mediante los siguientes-pasos: 

PASO 1: Reescribir al sistema a estabilizar como en (4.7) usando (4.9): 

r(x) T g(x)u T O(x,p)p. (5. 4) 

PASO 2: Determinar una f'unción de almacenamlemto tf>(.) para los campos FC • .) Y. 
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h(.) propuestos (véase la observación 1 más adelante). 

PASO 3: Construir una f'unción de Lyapunov candidata po.ra el sistema (5. 4) 

dada por 

V(x, p) t-T -1-
.p(x) + ¡¡P [" p. 

PASO 4: Dif'erenciar a V(x, Pl con respecto al tiempo a lo largo de las 

trayectorias del sistema (5.4). 

PASO 5: Elegir u.y p de manera tal que se obtenga 

vcx.pl 17.p(x)F(x) s O. 

Observaciones: 

1) Por- el comentarlo que sigue a la ecuación (5. 1), los campos vectoriales 

FC.) y h(.) del Paso 2, se obtienen por inspección del sistema que se desea 

estabilizar. 

2) En el método anterior no se ha usado en ningún paso el dif'eomorf'lsmo de 

estado de la definición 4.1. Sin embargo, si éste se r-equlere, · el 

procedimiento descrito no se modif'ica, ya que pueden expresarse _todas las 

funciones en las nuevas coordenadas. 

3) Por las hipótesis del teorema 4.11, la función de almacenamiemto- para el 

Paso 2, es def'lnida positiva y radialmente no acotada. Sln embargo, para 

algunos sistemas es suf'lclente que ésta sea definida positiva localmente 

(i.e., en una vecindad de algún punto de equlllbrlo de interés). 

4) Un inconveniente de este método es que, en general, no es f'ácil· constrtÍlr 
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la .función de almacenamiento adecuada. Este problema es análogo al de 

encontrar una .funcl 6n de Lyapunov candidata para probar estabilidad de 1 

equilibrio. A pesar de esta desventaja, el conocimiento de los campos F(.) y 

h(.) y el criterio algebraico del teorema 2.13 sugieren dicha construcción, 

sobre todo cuando no se requieren los vectores completos u y h(.). 

5) El control u en el Paso 5 se puede obtener resolviendo (4.14) con p en 

lugar de p
0

, 

u ~+ (x) [F(x) - .f(x) J, 

o bien, resolviendo las ecuaciones (4.11) y (4.14). 

6) La propiedad de pasividad estricta está presente en los Pasos 2, 3 y 5, en 

los cuales se explota dicha propiedad para construir el controlador adaptable 

que estabi 1 iza. 

En la siguiente sección, se usa el método aqul descrito para diseñar un 

controlador adaptable que establ lice a la familia de sistemas no lineales 

descrita por (5. 2). 

S. 2 EJEMPLOS. 

En esta:. sección se trabaja con sistemas no lineales que no son llnealizables:

en el sentido ya discutido. Sin embargo, se incluye un- ejemplo· de un sistema 

que es lineallzable. Solamente el primer ejemplo se desarrolla-con detalle. 

Ejemplo 5.t. Considérese el siguiente sistema, no llnealizable, 
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(5.5] 

con un parámetro desconocido, ª•' que aparece linealmente. Supóngase, que a. 

es un real positivo. En las simulaciones del sistema (5. 5) se observó que, 

para valores positivos del parámetro ª•' el sistema es inestable. La graflca 

1 muestra este hecho para a.=l. Nótese, además, que el sistema (5.5) 

satlsrace la hipótesis 4.3. 

El objetivo de control es estabilizar al sistema (5.5). Se disef'í.ará un 

control u y una ley de adaptación para ª•' de manera tal que se veriI'lque el 

objetivo de control. Se proponen por inspección, las siguientes Funciones 

F(xl h(xl 

con a>O, para las cuales el siguiente sistema 

X F(x) + 
[ 

0

1 
]u (5. 6a] ·· 

y h(x] (5.6b] 

deClne un mapeo u ~y estrictamente pasivo en la salida. 

Se plantea la siguiente pregunta. Existirá un control u que aplicado a-(5.5) 

resulte en el sistema descrito por F(.) y h(. )? 
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Antes de responderla, se verificara que (5.6), efectivamente. tiene la 

propiedad de pasividad mencionada. Esto puede mostrarse con una función de 

almacenamiento tjJ:~2 ~ !R dada por 

</>(x) x~ + 1 - cosx1 
(5. 7) 

y una función 1:~2 ~~dada por 

ya que se satisfacen las condiciones del teorema 2.13. En ef"ecto, t/J(.) es 

semidef"inida positiva y 

17</>(x)g(x) h(x) 

con e !a > O. Explicitamente, 
2 

17ql(xlFCxl (5. 8) 

Nótese que si a<O, que corresponde a a.>O en (5.5), el sistema (5.6) no será 

estrictamente pasivo en la salida elegida. Por otro lado, V x e S con 

s = { X E iR
2 1 -rt < xi < tt, x2 E !R } • cs. 9) 

la función de almacenamiento tjJ(.) es definida positiva y~ <O. Por lo' tanto, 

el equilibrio xsO del sistema (5.Sa), con u=O, es localmente aslntóticamente 

estable en el sentido de Lyapunov V x e S. 

Con respecto a la pregunta formulada antes, considérese, Lnlclalmente, el 

caso en el que se conoce el valor verdadero de a •. Entonces, una-elección de 

u que satisface el objetivo de control es el siguiente 
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(5. 10) 

pues aplicado a {5.5} resulta en el sistema (5.6). Un control de equivalencia 

cierta u para (5.5), se obtiene de (5. 10) reemplazando ª• por su estimado a: 

u (5. 11) 

Aplicando (5.11) a (5.S) se obtiene 

X = [ 
-x2 senx 

1 1 

-ax
2

- x
2
sen2 x

1 

(5. 12) 

en donde a~ a.- a. Como se desconoce el valor verdadero de ª•se buscará una 

ley de adaptación usando la siguiente Iunclón de Lyapunov candidata 

vcx,a1 qi,CxJ + .!a2 
2 

(5.13) 

con lfl'(.) está dada por (5.7). Diferenciando a (5. 13) con respecto al tiempo a 

lo largo de las trayectorias de (5.12) se tiene 

Vcx,B:> 

Ahora, eligiendo a= -2x2 se tiene que Vcx,a'.J :s: o, que es igual a (5._B). De 
2 

esta manera, el sistema adaptable es 

X (5.14a) 
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a (5. 14b) 

De (5. 13) y de V~o. se tiene que a está acotada y que Vx(O) E S se cumple que 

x -? O cuando t ~ en, 

Se mostrará, en seguida, que se puede obtener (5.11) empleando las 

expresiones (4.11) y (4.14). En términos de la incertidumbre paramétrica, se 

puede reescribir a (5.5) como sigue 

• [ -x~senx 1 
X= ... 

- x sen2x 
ax2 2 1 

cs. 15) 

Se obtendrá u a.(x), precalculando a.
0
(x). Para esto, se calcula 

a.(x) = (5.16) 

con 

ªo(x) 

Entonces, 

y usando (5.17) en (5.16) se llega a que a.(x) = -(a+alx
2

. El control'obtenldo 

por este procedimiento es, precisamente, el control , pSeudé>irl.ver'so ctel 

capitulo anterior. 
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Se verá, ahora, que el desarrollo expuesto está comprendido en el método de 

diseño discutido en la sección anterior. 

Paso 1: Es el sistema (5. 15). 

Paso 2: Es Ja función~(.) dada en (5.7). 

Paso 3: Es la ecuación (5. 13), 

Paso 5: Ecuaciones (5.11) y (5.14b). 

Se presentan a continuación las graf'lcas de las simulaciones para el ejemplo 

1. La gráfica 1 corresponde al sistema (5.5) en malla abierta y, se muestra a 

x2 vs t, para dif'erentes valores de ª•' con condiciones iniciales: 

x
1 

(O)=x2(0)=1. No se presenta Ja gráf'lca de x
1 

vs t, porque esta parte del 

sistema, que no es controlable, es estable (esto se observó en las 

simulaciones). Por otro lado, si x
1 

es inestable, el sistema (5.5) no se 

puede estabilizar con el control propuesto. 

X l 
2 

Gr;ff Jea no. 

La grdflca 2, concierne al sistema adaptable (5.14), con a en lugar de a. Se 

graf'ic6 x
2 

vs t para dl~crenles condiciones iniciales en x
2

¡ qon x
1
(0)=1, a~l 

72 



s. Helodologf<lll de Dl~eilo y Ejemplon 

y a(O)=O. 

Gráfica no. 2 

La gráilca 3, muestra a a vs t. Esta gráfica se corresponde con la anterior, 

con x
1 
(O)=l, a.=l, a(O)=O y las mismas condiciones iniciales para x

2 
que en 

la grdllca 2. Obsérvese que a no converge a a.. pero permanece acotada. 

a: ' ~---------------- X 4 \0): '2..~ 

' 

--------- x 1tol:0,5 

Gráf lea no. 3 

Ejemplo 5.2 Considérese el siguiente sistema no lineal 
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1 

[ 

-x 

2 2 
a (x -x )+b x (x -x )+c x x 
•21 •121 •12 ] 

+ [ o ]u 
l+x2 

1 

(5. 18) 

con ª•' b. y c. parámetros desconocidos. Los valores de estos parámetros son 

positivos. La gráfica 4 muestra a x
2 

vs t para diferentes combinaciones de 

los valores de los parámeLros, para los cualeS (5. 18) es inestable. En esa 

gráf'ica x
1
(0)=x2(0)=1 {1: a..=b.=c.t; 2: a.=c.=1, b.=-5; 3: a.=1, b.=c.=-5; 

4: a.=b.=l, c.=-5). Se aplica el método de diseño al sistema (5.18) para 

estabilizarlo. 

-" 

PASO 1: 

4 

Gr dí lea no. 4 

o 

X -X 
2 1 

o 

PASO 2: Se proponen, por inspección, los siguientes campos: 

F(x) 
= [ 

2 ]' -x - X X 
2 2 1 

-x 
1 h(xl = X • 

2' 
V 
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El sistema: X=F(x)+v ; y=h(x), define un operador v ~y estrictamente pasivo 
1 T en la salida. Con la función de almacenamiento ~Cxl=2x x, se tiene 

V</>(xlF(xl = (5. 19) 

PASO 3: ( ,... 1-T-V x,p) = </>(x) + ;P p. 

PASO 4, v<x. ¡;¡ 2A ... 2 ,.. 3 2 
-x

1
+ax

2
{x

2
-x )+bx

2
x

1
(x

2
-x

1
)+cx

1
x

2
+x

2
(l+x

1
)u+ 

+ax Cx -x l+bx x 2 Cx -x l+Cx i-::3+PTP. 
22 2121 12 

PASO 5: Con u y p elegidos de la siguiente manera 

" - [ 
x2(x2-x1) 

p x2x~C x 2 -x1) 

x1 x~ 1 
se obtiene (5.19). El sistema adaptable está dado por 

[ -x 

) [ 
o o o )¡; X = 1 + 

2 2 
x 1 x~ -x - X X X -X x1 Cx2 -x1) 2 2 1 2 1 

¡·'--•' l 2 2 l 

p x2x~C:2-x1) 

x1x2 

· ¡s:20J .. · 
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La gráfica 5 muestra a x
2 

vs t del sistema adaptable (5.20), para las mismas 

combinaciones de los parámetros de la gráfica 4. Se observa 

de control se verlf'ica. Las condiciones iniciales son: . . . 
a(O)=b(O)=c(O)=O. 

• 

"'l-----~---~~----,-----, " 

Gráf lea no. 5 

que el objetivo 

x
1
(0)=x

2
(0)=1, 

Las gráficas 6, 7 y 8, muestran a a, b y c vs t, respectivamente, para las 

condlciones iniciales siguientes: a.=b.=c.=1. En estas 

gráficas se variaron las condiciones iniciales para los estimados. 

¡¡ 

''f----~f---------------

Gráfica no. 6 

76 



5. Helodolc>eJÍa de Diseño y E:Jemploti 

_, __ ~ 
Gráfica no. 7 

L______.---~---~--
___ L 

'---/ 
- 1 ---------

'·' l.S 

Gráf lea no. 8 

t 

Ejemplo 5.3. El siguiente sistema no lineal, con ¡:iar-ámet:ro descono?ido .. -8:~>.~-· 

es lineal izable, 

x = [ (5. 21) ' 

Siguiendo el método de disefio, se tiene que, con FC'. ), h(.) y t/J(.) del 

ejemplo 2, un control u y una ley de adaptación para (5. 21) son ]as· 

expresiones (5.11) 1 con a=l, y 0.= - x~, respectivamente. El sislema adaptabÍ.e 
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esté. dado por 

2 
X a - X • 

2 

Los ejemplos que se han presentado en esta sección, muestran la existencia de 

una clase de sistemas no lineales que, pueden ser o no iinealizables. Para 

estos es posible diseñar un controlador adaptable establllzante. Una parte 

del sistema adaptable en malla cerrada tiene la propiedad de ser 

estrictamente pasivo para una elección conveniente de la salida, 
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6. CONCLUSIONES. 

Se presentan dos secciones en este capitulo. 

resul tactos obtenidos y, en la última, se 

En la pr"imera se discuten los 

enuncian algunos problemas de 

interés, relacionados con este trabajo, para investigaciones futuras. 

6.1 DISCUSION. 

El resultado principal de este trabajo es la determinación de un controlador 

y una ley de adaptación paramétrtca que perml. ten garantizar la establ. l idad 

del equillbrl.o xe' para una faml.lla de sistemas 

sistemas no lineallzables y, en algún sentido 

no 11.neales que incluye, 

conveniente, a todos los 

sistemas lineal izables. En particular, se mostró que para los sistemas 

lineal lz~bles existe una salida para la cual, la función de transfer"encia del 

sistema l\neallzado en malla cerrada, :ff(s), es SPR. Entonces, con esta H(s) y 

un estimador en el lazo de reallmentaclón se puede probar estabilidad del 

modelo del error usando métodos conocidos {36]. 

Como parte del procedimiento de diseño del 

establlizante, se ha utilizado una versión no 

Kalman-Yacubavich-Popov obtenida en [7]. 

controlador 

lineal del 

adaptable 

lema de 

El autor desconoce, por el momento, qué tan grande es la familia de sistemas 

no l lneales a la cual se aplica el resultado obtenido· en la tesis. Stn

embargo, mediante algunos ejemplos se muestra que esta familia es no vacia. 

Por otro lado, dado que dl.sipatividad es una propiedad del sistema descritO 

en la representación de entrada-sal lda, el dlfeomorfismo de estado que se 

incluye en la definición de la clase D, no es esencial en el sentido de que 

determine o no la existencia de dicha propiedad. Se ha lncluldo porque puede 

ser más conveniente trabajar en un sistema de coordenadas en el cual · 16.s 
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a. Concluolonea 

funciones que describen a los sistemas sean más simples. Los lemas y las 

proposiciones demostrados en el capitulo 4 no se alteran si, como caso 

particular del dlfeomorilsmo ~. se elige el difeomorllsmo identidad. 

El método de diseño presentado en el capitulo 5 se puede aplicar a sistemas 

no lineales que pueden ser tanto linealizables como no linealizables. Los 

pasos que los forman son, con excepción del segundo, relativamente fáciles y 

dir"ectos de seguir. El inconveniente de dicho paso es que, en gener"al, es 

dificil determinar una runclón de almacenamiento para asegurar que un sistema 

no lineal, como los descritos en este trabo.jo, tenga la propiedad de 

disipatividad deseada. Este problema es análogo al de elegir una función de 

Lyapunov para estudiar la estabilidad de un punto de equilibrio del sistema. 

Por el momento no se tiene un método para especificar a los campos F(.) y 

h(. ). Estos se escogen por inspección del sistema a estabilizar". Además, este 

pr"ocedimlento de diseño incluye lmplícltamente al control pseudoinverso 

descrito en el capitulo 4. 

Las slmul~clones de los ejemplos que se presentan en el capítulo 5, muestran 

el electo del controlador adaptable estabilizante en los sistemas 

Or"iginalmente inestables. Se observa que p no converge a P.• pero permanece 

acotado. De hecho, p converge a algún valor de manera tal que el objetivo de 

control se cumple. 

En el trabajo de simulación se observó que, para diferentes sistemas 

analizados, la regulación del estado sólo se conseguía en una .veCi~d~d -d~l 
punto de equillbr"io, x

0
= O. Y que, ésta, dependla de las condiciones 

iniciales tanto del estado del sistema como del vector de parámetrtis

estimados. 

6. 2 DIRECCIONES FUTURAS DE INVESTIGACION. 

Quedan varios problemas ';/ preguntas para resolver en el futuro, relaC_ionadOS 

con este trabajo. Sólo se mencionan algunos de los que se consideran 
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importantes. 

1. Un problema no trivial que queda por resolver, es la caracterlzaclón de la 

ramilla de sistemas no lineales para la cual existe un control u tal que el 

sistema, en malla cerrada, sea estrictamente pasivo para una salida 

convenientemente elegida. En términos de la definición 4.1, lo anterior se 

puede plantear de la slgulente manera: Qué condiciones deben satlsracer los 

campos rC.) y G(. ), que derinen al sistema no lineal, para garantizar la 

existencia de un contrl u que lleve al sistema, en malla cerrada, a uno 

estrictamente pasivo en la salida? 

2. Relajar la hipótesis de estructura semejante. Lo que implica caracterizar 

de otra rorma la incertidumbre paramétrlca de manera tal que al objetivo de 

control todavia se verlrlque. 

3. Estudiar la robustez del esquema de control propuesto cuando están 

presentes dinámicas no modeladas. En otras palabras, caracterizar las 

dinámicas no modeladas para las cuales se veririca el objetivo de control aún 

en presencia de éstas. 

4. Vincular este trabajo con otras áreas en las que se está explotando l_a 

propiedad de pasividad de los sistemas no lineales en estudio, por ejemplo, 

los sistemas Hamiltonianos. 
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ADAPTIVE ST ABILIZA TION OF NONLINEAR SYSTEMS: 
THE NON-FEEDBACK LINEARIZABLE CASE 

Alejnndro Rodrlguez and Romeo Ortega 
Natlonal Unlverslty of Mexlco 

DEPF"l-UNAH 
P. O. Box- 70-256 

04510, Mexico, D.F. 
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Abslract. In thls paper we show that the recent results of Taylor, et al, { 1 J 
on adapt l ve regulat ton of nonl lnear feedback 1lnear1 zable systems can be 
extended to handle also a class of non-feedback llnearlzable systems. Thls 
class, whlch ls shown to contaln all f'eedback llnearlzable plants, conslsts 
of' systems f'or whlch therc cxlsts a state f'eedback control such that the 
closed loop system defines a strlctly passlve map. 

l. INTRODUGTION 

Adaptlve control of nonllnear syslems has been the obJect of a falr amount of 
study reccntly. Two dlfferent. avenucs of research have becn pursued for thls 
problem. The f'lrst one ls motlvated by the concern of "robustlfylng" feedback 
llnearlzatlon technlqucs that rely on exact cancellatlon of nonllnear terms. 
The authors conslder parametrlc uncertalnty on the plant and. assumlng lt ls 
feedback llnearlzable and the uncertaln parameters enter llnearly, deslgn a 
"certalnty cqulvalent" adaptlve controller. In (lJ the case of plants \.llth 
s lngular perturbat Lons ls studled under the assumpt lons that the reduced 
plant ls full state llnearlzable and satlsfles a "matchlng condltlon". The 
latter assumptlon lnsures that the state tr·ansformatlon, to the set where 
f'eedback llnearlzatlon ls attalned, ls lndependent of parametrlc uncertalnty. 
An adaptlve control law wlth the standard gradlent updo.te law ls shown to 
provlde state regulatlon for a speclfled range of parasltlcs and a set of 
lnltlal condltlons. The result ls global lf there are no unmodelled dynamlcs. 
In [2) ful! state llnearlzable systems ln block triangular form are 
consldered. In [3] the more general case of adaptlve tracklng for 
lnput-output llnearlzable systems ls addressed. The stablllty results do not 
rely on the matchlng condltlon mentlonned above. A complete answer ls glven 
Ior zystcmz wlth rclatlve degree one. lloW'ever. ror the general case saine 
ralrly restrlctlve assumptlons en the regressors dependence on the slate are 
needed to complete the stablllty proof. A slmllar analysts ls used ln [4} to 
conslder the case of fast parasltlcs. Other results concernlng non! lnear 
slngularly perturbed systems may be round ln [5]. 

The second avenue oí' research, most ly mol 1 vated by the robot les problcm, 
explolts the cnergy dlsslpatlon (passlvlty) propertles o!' the system to 
devise a sul table control ler whlch does not attempt to l lnearlze the 
equatlons but preserve lts passlvlty. Thls approach was flrsl advocated ln 
[GJ and later explol ted by several authors to sol ve varlous robot te problcms. 

In thls paper we follow the second approach 
the case of plants whlch are not necessartly 
sorne passlvlty propertles. Speclflcally, 

1 

to extend the resul ts of r 11 to 
leedback llncnrlzable but posses 
we replace the assumptlon of 



reedback llnearlzÓ.llon ln [1] lar the exlstence ar a change or coordlnales, 
an output and a state reedback control such that the closed loop system 
defines a strlctly passlve mnp [7]. lt Ls shown ln the paper lhat thls class 
strlctly contalns the class of' feedback llnearlzable systems. The key 
technlcal devlce to cstabllsh the stablllty proof' ls the generallzcd 
Kalman-Yakubovlch-Popov lemma of [8]. \.te restrlct our attentlon to the case 
where no dynamlc uncertalnty ls present and conslder only global propertlcs. 

II. NOTATION AND DEFINITIONS 

The followlng notatlon wlll b~ used throughout the paper. Glven vector 
functlons of time, e.g. v,y:IR.~, we define the lnner product 

. T 

<v IY> T Gl: J
0 

VT (-r)y( T)d"t' 

and the truncated ~2 norm 

fivl2 =<vlv> 
2,T T 

The Jacoblan of a vector functlon i/i(x):IR"·~" ls denoted by 

ª"' </1 Cx)~-EIRn>en 
X ax 

and the gradlent of a scalar functlon V(x):IR"~ ls 

/J. avcx> 
'J V(x)= -- E~n 

X ax 

In the paper \./e conslder funcl lons r: IR"xtR'1~". G: IR"x!Rq~nxm 
a parameter vector. The latter may be llxed P , P elR1 , 

• o 

parameters and an a prlorl estlmate respectlvely), 
?(t):R.-)!Rq (the current on llne estlmate). ~e wlll denote 

r.Cxl~f(x,P.l. c.Cx)~G(x,P.l 

r (x)~f(x,P ), G (X)~G(x,P J 
o o o o 

tCx)~f(x,~(t)), e(x)~G(x,~(t)) 

- IJ. d - /J. A f( x)=f 
0 

Cx)-1 ( ><), G( x)=G
0

( xl-u( xl 

i' CxJ~r CxJ-tCx), G Cxl~G Cx)-e(x) 
o o o o 

2 

of state· xelR" atid 
(the true. plant 

or tlme varylng 



The parameter error Ls denotcd as usual by 

-6 • 
P=P.-P 

The deflnltlon below determines the class of systems that wc conslder in the 
paper. 

Deflnlllon 2.1. Conslder the dynamlc systcm 

X=r .Cxl +G.Cx)u (2. 1) 

where the functlons f• and G• are bounded and dlfferenllable wlth rcspect to 
lts arguments. Furthermore, we assume the system to be rcachable from the 

·orlgln and 

r.(O)=O, VP.elR<t 

that ls, x=O ls an equlllbrlum far all parametrlzatlons of the plant. 

We say y=h(z):IR"-)(Rn is a class 'D oulpul for system (2.1) lf lt has the 
followlng propertles: 

1) h(O)=O and h ls smooth (l.e. of class e=) 

11) Vxe!Rn, VPoelRq lhere exlsts a state dlffeomorphlsm 

z=~(x,Po), ~(O,Po)=O 

and a smooth state feedback control 

u=~cx.Pol, «(O,Po)=O 

such that, the dynamlc system 

i=F(z)+v 

y=h(z) 

F[~(x,Poll=~.(x,Po)[f(x,Po)+G(x,Pol«(x,Poll 

·:c2:2aJ 

(2.2b) 

(2.2c) 

defines an out.pul slrlclly paselve ope~ator v-ly. That ls, B.long the 
trajectorles of (2.2) wlth z{O)=O 

<v\y> ;oKIYl2 
, VTeal , Vvef" 

T 2, T + 2a 

for sorne K>O. 
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111) Thc system (2.2) ts uniformly zero slale delectable. Thal is, for al 1 
solutlons of' 

i=F(z), z(O}=z 
o 

lhere exlst.s a class 1<. functlon (l( ·) and a conslant. lt such thnt 

llyll ~ (l(llztl) 
2, l l 

••• 
Rema.rk 2.1. The class of' systems that admlt class 'D outputs can be roughly 
deflned as those for \.lhlch therc cxlsts a control such that lhe closed loop 
system ls (output strlctly) passlve. Proposltlon 2. 1 below shows thal ll 
strlctly contalns all feedback linearlzable systems. Far thls case lt ls 
sufflcient to show that the correspondlng transfer functlon ls strlctly 
posltlve real. Further comments on the remalnlng condltlons may be found ln 
Remark 2.3. 

Rema.rk 2.2. Even though passlvily is an lnput-output property lndependent or 
the state coordlnates, we Jnclude ln the deflnltlon above a state 
dlff'eomorphlsm to racl lltate t.he constructlon of thc functlons requlred lo 
establish passlvlty. Sce [B,9) and Proposlllon 2.2 below far rurlher delnlls. 

Proposillon 2.1. All feedback llnearlzable systems admlt an out.pul y· such 
that the operator V4Y ls strlctly posltlve real. 

ProoF. For feedback llnearlzable systems (2.2c) reduces to 

F(z)=Az 

far sorne llurwllz matrlx A. Now, salve the Lyapunov equatlon 

ATP+PA=-Q, Q=QT>O 

and set 

y=Pz 

The proof ls completed 
transfer functlons and 
ldent l ty. 

lnvokl ng the KVP 
not lng that the 

lemma 
input 

ror strlctly posltlve real 
matrlx of (2. 2a) ls · the ... 

The key technlcal devlce rar our work is the generallzed KYP lemma 
establlshcd ln (9), sce also [81. A particular verslon-, sultable far our 
purposcs, ls stated below. 
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Proposilion 2.2. Assume y=h(z) 
for al 1 zelRn there ex1st real 
sat1sfy1ng 

is a class 1J output for systcm (2. 1). Then, 
funct l ons VI: IRn ->m and l: IRn _)!RP ( for sorne peZ •) 

(2.3a) 

(2.Jb) 

'iJ V (z)=h(z) 
z 1 

(2.Jc) 

••• 
Remark 2.3. The condlt1on of zero state detectablllty of (2.2) ls nceded to 
1nsure that the funct len V1, whlch wl 11 be used as a term of a Lyapunov 
funct len candldate, ls posl t 1 ve dcflnl te, ln the sense (2. 3a). See Lemma 1 of 
[9]. /l.s wlll bccomc clenr bclow, thc unlform quallfler ls esscnttal lo 
establlsh asymptotlc regulatlon of the plant. state. 

111. HAIN RESULT 

Our maln stablllty result ls presenled ln the form of a proposltlon below. 

Proposillon 3.1. Conslder the syst.em 

X=r .Cx)+G.(x)u 

whlch satlsfles the condltlons glven ln Deflnltlon 2.1. Assume 

A.1 3y=h(z}:IRn-)(Rn of class 1J far system (3.1) 

(3. 1) 

A. 2 Far every P •' f\t;:!Rq and xt::IR" the vector C and lhe col umns g
1 

of G 
satlsfy 

'C(x),g (x)espan(¡ (X),a (x), ..• ,a (x)}, 1=1,2, ... ,m 
1 1 a "" 

A.3 Far al 1 xe~" ancl every P •' 

that 

~~iR" lhere exlsls nxq matrices rp (x) ·such 
1 . 

f(x)=<p CxlP 
o 

(3.2a) 

g
1 

(x)=<p
1 
(x)P, 1=1, 2, ... , m (3.2b) 

Under these condltlons the control law 

(3.Ja) 

(3.Jb) 
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wlth parameter update 

~=rnTCxlh(\f>(x,PoJ J. r=rT>O, ~(OJ=P 
o 

6 • 
n(x)=\i> Cx,P JI~ (xJ+ E~ (xJu ( 

X O O I :t 1 , 1 

ylr.lds a globally convergenl adaptlve syslem, thnl ls 

x-)() as t-)<:o, xe~n. ~etq 
ro ro 

(3.4a) 

(3.4b) 

Furthermore •. the equllbrlum x=o. P=P• ls stable (In the sense or Lyapunov). 

Proor. Uslng the notatlon of Sectlon II ln (3.1) 

i=~ (x)[Í(x)+t(x)+GCx)u+S(x)uJ 
X 

whlch after replacement of (3.3) and uslng assumptlon A.1 ylelds 

z=F(z)+\f> CxH-i' Cxl-G Cxlo:Cx,P J+f:CxJlu-o:Cx,P JJ+fCxJ+G(xlu) 
X o o O o 

(3.5) 

As shown ln Proposltlon Sor [l} the matchlng condltlon A.2 lnsures 

f (x)+G CxJo:(x,P J=f:Cx)(u-o:(x,P )] 
o o o o 

Thus, (3. 5) reduces to 

x=\(>-1 CxJ(F(\i>Cx,PolJ+n(xJPI 
X 

(3.6) 

(3.7) 

where we have used the linear parametrlzatlon assumptlon A.3 and (3.IJ.b). On 
the other hand, rrom (3.4a) we see that the parameter error satlsfles 

(3. 8) 

The error equatlons (3.7), (3.8) rully describe the adaPtlve system. To Study 
lts stablllty conslder the Lyapunov functlon candldate 

wlth Vt as ln Proposltlon 2.2. Taklng lts tlme derlvatlve along· the solullons 
or (3.7), (3.8) glves 

V=-Klh!zl 12
-¡tczJ 12 
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where we have used {2.3) to obtnln lhe last expresslon. Observlng that V ls 
posltlve deflnlte and V ls negatlve scmldeflnlte establlshcs stablltty of the 
trlvlal equlllbrlum. Further. slnce V ls radlally unbounded, lt also shows 
the boundedness of the f'ull state. To preve asymplollc regulatlon of the 
plant state, notlce that (3.7), {3.8) ls autonomous and, lf we can show that 
V=constant lmpllcs zsO, LaSalle's lnvarlance prlnclple can be lnvoked lo show 
that x4J ns t-)ol. To thls end, notlcc that the traJectorles atong whlch V ts 
constant must satlsfy h=D. From (2.3c) thls lmpllcs that VVt=O and 
consequently Vt attalns a mlnlmum. On the olher hand, lt can be shown [8) 
that the assumptton of unlform zero state dctcctablllty of (2.2) lmptles 

for all solutlons Vt of' (2.3). Thus, V1 has a unlque mlnlmum at z=O, slnce 
(3{ ·) ts strlct ly mono tone lncreaslng. Thls completes the proof'. 

• •• 

Remark 3.1. In the dlscussion above we have consldered lhe general case where 
parametrlc uncertalnty ls present ln al 1 the components of f• and G•, see _ 
(3 .. 2). Thls leads us to lmpose the passlvlty property between the 
n-dlmenslonal vectors v and y. In the case when uncertalnty entcrs only ln 
sorne rows of f• and G•, lower dimensional vectors v and y may be deflncd 
lncreaslng the chances lo lnsure the requlred lnput-output property. 

IV. CONCLUDING REMAilKS 

\.le have shown that the feedback control deslgn methodology of [ 11 can. be 
extended to a class lhat lncludes plants whlch are nol f'eedback llnearlzable. 
The class, whtch Wlth an obvlous abuse of' language may be refered as 
"passlvlzable", contalns all feedback llnearlzable systems. Therefore, lt 
defines a broader famlly than the enes conslder ln [ 11 and contalns plants 
dlsallowed ln the exlstlng llterature {2]-{SJ. Slmllarly to {l], the maln 
drawback of our approach ls the requtrement of the overly restrlctlve 
matchlng condltlons. It ls argued ln [1} that treatlng parts of the plantas 
fast parasttlcs, makes such an assumpt.lon more reallstlc. It ls .our bellef 
that thts addltlonal lngredtent can be lnCorporated ln lhe present· 
rOrmulat ton. 
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