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INTRODUCCION

£l Analisis Discriminante ha tenido aplicacién en una amplia gama de areas
del conocimiento, como son |la Biologia, la Pedagogia, la Medicina, en las cuales se
pretende diferenciar poblaciones bajo estudio. Ha sido largamente estudlado bajo
diversos enpfoques, empezando con el enfoque propuesto por Flsher, en los afios
treinta, con su funcién Discriminante Lineal, pasando después al epfoque provisto por
la Teoria de Declslones, hasta el enfoque puramente bayesiano, en gl caso en que se

desconocen los parametros de las pablaciones y a ellos se les supone una distribucion.

La bibliografia sobre el tema de Anallsis Discriminante es muy amplia y se tienen
resueltos muchos de los problemas que surgen en 1a aplicacién de estos métodos; sin
embargo, se ha estudiado muy poco el problema de discriminaciéon cuande es necesario
conslderar los costos de medicidn de las variables involucradas. Este es un problema
practico y que aparece casl en cualquier investigacion. El investigador se enfrenta a la
decisiton de si medir o no una variable que puede tener un gran potencial discriminatorio
perc que a la vez pudiera ser muy cara de observar, En cuanto al costo. de medicién,
éste representa no solamente el costo monetario de obtencion de la informacién en si,

sino también la dificultad practica de efectuar la observacion.

El Analisis Discriminante Clasico, que utiliza la Funcién Discriminante de Fisher,
no toma en cuenta el costo de las varlables involucradas, y tal vez una primem
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aproximacién & la solucion del problema de costos seza el aplicar algdn método de
selaccién de varlables. Existen diversos métodos para seleccion de variables que se

encuentran Implantados en casl! cualguiera de los paquetes estadisticos.

E! propésito de este trabajo es el dar a conocer un método nueve para efectuar
Andlisis Discriminante; esto es, para la asignacitn de individuos a poblaciones, cuando
resulta muy importante el considerar el costo de mediclon de las observaciones que le

san hechas a cada Individuo antes de ser asignados.
El trabajo se divide en tres capitulos:

E! primero presenta una visién genemal del Andlisis Discriminante bajo el enfoque
de la Teoria de Decislones. Se presentan las soluciones 6ptimas pam el caso
general, y como caso particular, se presentan las soluciones para el caso normal
Someramente se comentan los problemas gque aparecen cuando las poblaclones no
estan completamente determinadas, asimismo se menclonan algunos procedimlientos

para la seleccidn de las variables més Importantes en ei proceso de discriminacion.

El capitulo dos trata sobre procedimientos secuenciales ya existentes. Entre
estos procedimlentos se comentan los de Wald {1948} y los de Fu (1968} Se enfatiza
la complejidad numeérica que aparece al tratar de implantar soluclones dptimas. Dicha
complejidad numeérica, que llega a convertir en no factible un procedimlento, da lugar
a la busqueda de soluciones subSptimas. Estas también se comentan.
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Finalmente, el capitulo tres muestra el procedimiento propuesto en este trabajo.
Se trata con detalle el algoritmo respectivo, v los problemas surgidos de su Implantacion
en una microcomputadora. Se proporcionan los resultades que se obtuvieron al probar el
método con los datos clasicos de Iris de Fisher, al igual que con los datos resultantes,
a través de simulacidén, de transformaciones realizadas al modelo normal subyacente en

los datos de Fisher. Lo anterior, con el objeto de evaluar comparativamente el método

propuesto.



)

CAPITULO

1

Analisis Discriminante



1.1 Introduccion

En muchas areas de investigacion es frecuente encontrarse con el problema de
que un objeto o individuo debe ser asignado a una de varias poblaciones, es decir, se

desea categorizar un objeto con base en un perfll de sus caracteristicas.

Como ejemplos de tales situaciones se tiene.

. Dilagn6stico de personas que padecen o no clerta enfermedad (diabetes,
por ejemplo), basado en diferentes pruebas clinicas como preslén sanguinea,

cantidad de colesterol en la sangre, etc.

. Pertenencia de un individuo a una entre clertas clases de neurosis

determinadasg, con base en medidas como estado de ansledad, sentimiento

de culpa, etc.

Debe notarse en los ejemplos que las poblaciones o categorias estan definidas

de antemano y lo que se desea es asignal un nuevo Individuo a una de ellas,

Cada poblacitn esta caracterizada por una distribucion de probabilidad de las
mediciones y a un individuo se le considera como una observacion aleatoria de la
poblacion a la que pertenece. En algunos casos las distribuciones de probabliidad
son totalmente conccidas, mientras que en ctros se puede conacer la forma de la
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distribucitn pero se deben estimar los parametros a partlr de una muestra de cada
poblacién. Existen también situaciones en que no s2 puede suponer una forma de
distrihucién y entonces se utilizan técnicas no paramétricas, pero estos casos no seran

tratados en el presente trabajo.

El Anglisis Discriminante tiene varios objetivos:

1. Probar hipétesis de que no hay diterencia entre las poblaciones consideradas.
2. Caracterizar, a través de las mediciones, las diferencias entre las poblaciones.
3. Aslgnar un nuevo individuo a uno de varios grupos conocidos,

En e! presentie trabajo se tratara solamente con este Gltimo objetivo, es decir,

el problema es el asignar uno o varios individuos "nuevos” a una de varias poblaciones

conocidas,



1.2 Planteamiento Formal de! Problema

El Analisis Discriminante ha sido estudiado lamgamente y bajo muy diversos

enfoques, como expresd el Dr. B. Wagle en la discuslon del articulo de Hills (1888):

"El objetivo del Analisls Discriminante se ha desarrollado a través de tres elapas.
Le primera fué la etapa Fisheriana usando un enfoque intultivo y desarrollando la
teoria de las funciones discriminantes lineales. A ésta siguid fa etapa probabllistica
considerada por Welch, Rac y otros. La tercera etapa fué la etapa Waldiana
basada en los principios de la teoria de decisiones estadisticas. Estas etapas
supanen basicamente poblaciones normales muitivarladas cuando tratan con problemas

numéricos y reempiazan a los parametros desconocldes por estimadores muestrales..”.
El enfoque que se tratar4 en este trabajp es el de teoria de decisiones y

s& mencionard el enfoque baveslano en el ¢caso de poblaciones no completamente

especificadas,

1.2.1 Caso General

Pama el casc de discriminacién que nos ocupa, el enfoque de Teona de

Decisiones es el siguiente;



Sea O el espaclo de estados de ia naturaleza compuesto por p poblaciones

0 = (T, Ty, ..., ).

Sea D = {d;,ds,...,dp} el espacic de decisiones, donde d; representa la

decision de asignar el individuo a |a poblacién IL;.

Se define una funclon de pérdida, L({d,IT), que simbeliza la pérdida en que se

incurre al tomar la decislon d cuando el individuo pertenece reaimente a la poblacion

IL. N6tese que L: D x Theta — R.

a. Caso sin observaclones.

“y Si no se tiene Informacion a priori acerca de la distribucion de frecuencias de

las I1;, se utiliza el criterio Minimax, buscando aquella decision d* € D que minimice la

maxima pérdida.

d* es minimax si

maz L(d*,I;}) < maz L(d,T1;) Vd.
1 1

3i se dispone de informaclén a priorl acerca de la distribucién de frecuencias
de TI, ésta se incorpora a través de g; que es la probabiliidad de pertenehcia ala

poblacion I;, ¢ = 1,...,p. Se caicula la pérdida esperada con respecio a la densidad

a priori para cada decision d;,



By [L(d;, 11)] = iL(dj,H;)fh‘- (1.1)

1=]

Se sabe que la decisién que minimiza la pérdida esperada es la decision de

Bayes (Wald (1550)).

d** es decisién de Bayes si

P r
3T L(d**,1;)g; < > L(d,IL;)g; Vd.

=1 1=1
b. Caso con observaclones.

Ahora, suponga que se tiene disponible un vector aleatorlo X con

m componentes X =  (X1,X2,...,Xm), con funcién de densidad f{X|IT;)

completamente especificada, t = 1,...,p.

El problema cambia al de elegir una decisién d € D después de haber
observado X, Parma esto es necesario encontrar una funcién de decision d(X), que pam
cada valor de X le asigne un vailor d € D. Notese que d:ixy — D, d(X) =d; => el

individuo se asigna a la poblacién IT;. Q1 x es el espacio muestral de las observaciones.
Sl se elige una decislén d, la pérdida depende de X a través de L{d(X), II).

En promedio, se tiene una pérdida esperada o riesqo, condicionada a IT de la
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siguiente forma:

R(d,TT) = By [L(d(xj,n)]; fn _ L(a(),T0) /(X)X

En este caso, si no se conocen las probabllidades a priorl de pertenencia a

cada poblaci6n, se utiliza el criterio Minimax, buscando d* tal que

maz R{d*,T;) < mez R(d,T;) ¥Yd.
H 3

Si se conocen las probabilldades e priori, g;, se busca la funcion de decision

de Bayes, 4**, que minimice el riesgo de Bayes (Wald(1950)),

B(d) = By {R(d, 1) (1.2)

= > {},, sl sxmax) o

=1

=fn {i L[d(X),II,—l q,-lx} _r(X)dX,
X

=1
donde f(X)=X? . ;f(X|1L;) ¥ g;1x es la probabilidad posterior de pertenencia a la
i=1 11b.¢

poblacién IT;, v, por el Teorema de Bayes, es!

S (X|TLYa: = ggxc f(X)-

d** es funcion de decislon Bayes si:

B |R(d**,T0)) < By [R(d,T)] Vd.



De (1.2) se puede demostrar que para que d minimice el Riesgo de Bayes, B(d),
es necesario y suficiente que d minimice
P
Ry(d) = 3~ L{d(X),TL;] g5

:'-—I;l . (1.3)
o 37 L[d(X), T;) ¢ f(XTT,)

=]
Rx(d) es el riesgo a posterior! de Bayes y depende de d v de X.

Una forma de calcular la funcién de decision 4(.X) que minimice el riesgo a
posteriori de Bayes es determinando una particién B = {8y, Ba,. ..,Bp} del espacio
muestral {1y, donde la decision es asignar el individuo a la poblacién TI; si X cae en

la regidn By, (Anderson(1958)).

Se selecciona d(X) que haga minimo el riesgo de Bayes a posteriori para cada

X, definlendo ast las regiones By,...,Bp.
Anderson(1858) demuestra que el procedimiento de clasificaclon es como sigue:

Sea L(d;,II;) = C(7]¢) el costo de asignar a IT; cvando en realidad el individuo

pertenece a II;.

Las regiones de clasificacion quedan definidas como:
p » p B . +
By : (X Z a: f (XL Ok} < Z (XN CEE), s=1,....m, 77k} (1.4)
7k #
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y se asigna el individuo a Ii; si su correspondiente vector de mediclones X cae en

Br, k=1,...,p.

St los costos de c!aéiﬂcaclén son de la forma:

c(j|s)={3 :ij _-..(1.5)_._

entonces
d P L ..
By : < X ‘z f (X)) < E (X)), s=1,....,m, 75k

Ft i3

restando EP-:'=1 g F(X1;) en ambos lados, tenemos que
Fk,g

By : {Xlg; f(XITL) < qrf(XITLy) Vi # k} (1.6)

= {qukix’f'* a\x VI ?ék}, k=1,...,p.

Se observa que By esta definida para los puntos X en los cuales Il es ia poblacién

Més prcbable a posteriori.
Sea

P(j}i,B) = fB,- 71X dX,

la probabilidad de cilasificar en II; cuando la verdadera poblacion es I, dada la

particion B. Note que
P, B) = [ F(XIm)dx,

es la probabilidad de clasificar correctamente en ta poblacién I, dada ia particiéon B.
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3,

El riesgo condicional a que X ~ f(X|I1;) es

Ry(d) = [, LI4(X),T0] S(XIM)ax.

Para costos de clasificacion de 1a forma {1.5) se tiene que

Rn,(@ = ¥ P(i¥,B) = 1 - P, B). @2)
i

Otra forma de expresar el riesgo de Bayes, B{d), es sustituyendo (1.7) en (1.2)

quedando:

B(d) = 3" a:Fm,(d)

=1
- i:l % (1 — P(ili, B)]
=1- if a; P(ili, B). (1.8)
g=1

Se observa de (1.8) que en el casc de tener funcién de pérdida de la forma

(1.5), el riesgo de Bayes es {a probabilidad de clasificaclon equivocada.

1.2.2 Caso Normal

Suponga p = 2 poblaciones neormales N (E["),E.-) i = 1,2, con paramétros

conogcidos,
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La i-&sima densidad es:

Fx) = ezp [-—% (x - ) =71 (x - &“’)] i=1,2.

1
M 1
(271') T IE‘-l H

La regla de clasificacion esta dada en (1.4) e indica que se asigne el individuo

a IT; si
a1f (X|IM)C(211) > g2 f(X|TT2)C(3[2)

que es equivalente a

(XIy) _ oQ2) gy
F(XTs) ~ CE o (1.9)

entonces, en el caso de densidades normales, la regla de clasificacion queda como:

|B1|~Y/2 ezp [._g (x- &(1))'21‘1 X — E(l])] CiR) g
- > - ==,
(Bl 12 ezp [~ (X — @) 55 (x - p@)] ~ COM @

Ya que ei logaritmo es una funcidn monétona creclente, la regla de clasificacion, en

términos de los logaritmos, queda: asigne el individuo en I1; si

[ - )57 (3= ) - (3 - 9 5% (o - 9]

12472 C(1]2) g2

Matrices de Covarlanza lguales.

Si las matrices de covarianza son Iguales, es decir X1 == By, se simplifican las

formulas y se tienen los siguientes resultados.
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Expandiendo los términos del lado izqulerdo y rearregiandolos, la desigualdad

(1.10) queda como

x5 () — @) - L () 4 y@Y 2 (40 - 4D > tog [.g%%g]

Por lo tanto, las reglones de clasificacion estan dadas por:

B, : {XIX'B"l () - @) - % (0 4 ) 51 (D) - 4@) > 1o [0(112) gg]}

Cel)
Y
<1 x e G(1(2) g
By : {xpﬁz L) - ) = (4 @) 21 (W) — 4 <10 [0(2]1) Eﬂ}

Estas reglones sen ias mejores en el sentido que minimizan el rliesgo esperado.
Noétese que el primer término del lado Izquierdo de estas dos desigualdades es la bien

conocida funcién discriminante de Fisher que es una combinacion lineal dei vector de

observaciones X.

Sl los costos de clasificacién equivocada son Iguales vy las probabllidades a

priori de pertenencia a cada poblacién son Iguales, Ias regiones se pueden reexpresar

en la forma:

B {57 (0 - ) > 39 405 (o9 - )}
y (1.11)
By : {x1x’z-1 (&(1} — &(2)) < % (&m + E('z))' n-1 (&(1) _ E(z))}
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En el caso en que no se conocen las probabilidades a priori, se utiliza el criterio
Minimax, haciendo iguales las pérdidas esperadas debidas a clasificacién equivocada

para las dos paoblaciones.
Sea

U = x'mt (o) - p®) - 5 () + 5@ 577 (o - ) (1.12).

Bajo el supuesto de que X es una observaclon aleatoria distribuida, primero
como N (Em,‘i}) y después como N (E@),z). Noéiese que U es equlvaleﬁte ala
Funcidn Discriminante Lineal de Fisher, Cuande X se distribuye como IV (E(l),}_."'),

U ~ N(1/2a,0) donde o = {ult) — &(2))' B-1 (p) ~ p).
8j X se distribuye como ¥ (g(z),ﬂ) entonces U ~ N(—1/2e,a).

La probabllidad de mala clasificacion si la observacidn es de la poblacion ITy

es!
pe = [ \/;r—ae_'l%(z—é")zdz

y la probabilidad de mala clasificaclon si la observacion es de la poblacion I1g es:

1

e” !%{z"'%“)zdz
2

P(112) = ‘/:D

Para encontrar la solucién Minlmax, escogemos ¢ tat que:

oo 1 iz, (e-fal/ Vi 1 1.2
c(1j2) f(c+;a)/\/z\7z__w‘ Way=coem [ e Wy,
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Para el caso en que se tlenen p poblaciones con distribuclon IV (E("),SJ) ’
i=1,...,p sea
. . f(XIHJ')
qu[X) = IOQ f(—xl-ﬁ;j- (1.13)
1, ¢ YN [ . &
= [XH 5 (e + ut ))] £1 (wl) — k)

. Suponga ademas, que los costos de mala clasificacion son fguales, sigulendo la regla

de clasificacién dada por (1.8}
B;: {XIu,-k(X) > log%, k=1,...,p, k r,éj} i=1,...,p
J
Si no se conocen las probabilidades a priori gy, ..., gp, © procedimiento Minimax
define las reglones de la siguiente manera:
B;: {X[u,-k(X) >Cj—C, E=1...,p k%j} F=1l...,p

con C;, i=1,...,p determinadas de tal manera que P{il{,B), = 1,...,p sean

iguales, (Anderson, 1958).
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1.3 Solucldn cuando las Poblaclones no estan Completamente Especificadas

Supcnga ahora {(que puede ser el caso mas comOn}, que nNo $& conocen
completamente las densidades de las poblaciones, es decir, se sabe que la densidad

de la poblacion II; es f(X]6;) perc se desconoce el vector de pardmetros ;.

En el tratamiento de este problema, existen basicamente dos enfoques que se
trataran en forma llustrativa. El nombre de los dos enfoques esté tomado del articulo

de Aitchlson et. al{1977).

1.3.1 Enfoque Estimativo

Basicamente, io que se hace es estimar la funcién de densidad f{X|0;), a

través de reemplazar los parametros desconocidos por estimadores de ellos.
a) Método de Inserclon.

Se sustituyen todos los parametros desconocidos por estimadores de elios

basados en muesstras x&"), . ,z!f'.) de tamafo n; de cada poblacion IT;, i=1,...,p

Asl,
fixio;) = 7(x18;)
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La region definida en (1.4) queda estimada como

_ p - . P - o X ..

By : { X| 32 aif (X|0:)C (k) < 3 i f(XI0)C(), J=1,...,m, Gk,
Fk )

kE=1,...,p.

En el caso normal con solo dos poblaciones, las reglones deflnidas en {1.11)

se convierten en:

By: {X[X’S“l (';-;(1) -—-3[2)) > % (‘ﬁ(l} + 3(2))'5-1 (5(1] — 5(2))}
b

By : {X|x's7 (50 - 2@) < 2 (30 + @) 571 (200 — ()}
donde a(1) =z(1), 5®) =z@) y 5 = (7L ¥2 E;-‘":l(zg-")-—if"))(x?} —z(i)!,

Es necesarlo mencionar que estas regiones estimadas no son 6ptimas en el
sentido de que minimicen el riesgo esperado, ya que estan estimando los parametios -
de las densidades, pero se espera que se parezcan mucho a las regiones &ptimas

cuando n; y n2 son grandes.

Sea

Vv = Xx's-1 (3(1) _3(2)) - % (5;-(1) +-¢-(2))'s—1 (3{1] _.5:-[2))
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nétese que V es igual a U definida en (1.12) al reemplazar los par&metros por sus
estimadores. El primer té&rmino de V es |la funclon discriminante de Fisher basada en
dos muestras. E! problema ahora es encontrar ja distribucion de V' y sus caracteristicas,

para poder medir su eficiencia en la discriminacion.

Se ha demostrado (Anderson, 1858}, que si ny —+ oo y ng — oo, la distribuciéon
limite de ¥ es ia misma que la de U/ definida en (1.12), lo que implica que para muestras

grandes usaremos ¥V como sl conociéramos las densidades completamente,

En el caso de p poblaciones normales, se sustituyen estimadores de los

parametros de u;:(X) definidos en (1.13), obteniéndose:

A 3

. vii(X) = [X - 1 (=9 + E(f})]' §-1 (a0 — =)

8i ny — oo la distribucién de vy; se aproxima a la de uy; por lo que se usa vy

de la misma manera que ty;.
b) Mé&todo de razdn de verosimilitud.

Suponga que se Henen una muestra de tamafo n; de ia poblacion IT; con
distribucién N (E(l),z) y una muestra de tamafo n, de la poblacion II; que se

distribuye como N (g_(z),z), ¥ se tiene una nueva observacion x que se gquiere asignar

a alguna de las dos poblaciones,
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Se tienen las siguientes hipbtesis:

Hp: =z, :1:( ) ..-;5,1) —~ _N (p.(l) )3)
z&”,... e N(&(z) z)

VS,
Huo ol afl v (o0, 5)
, :r.s_zl, vees a:s.._. ~ N (Em,}::) :

con pl1), 4(2) £ desconocidos.

Bajo Hg, los estimadores maximo verosimiles de p{1), pf2) y & son

_ (nlﬁm -+ z)
0 T (1)

l'i:’

(2) _ (2

¥

'a

o=

o (- ) (= ()_,Em)]

a.-'-l

"L (o~ 30) (-2

| [
ny+ne+1

donde C = ):‘_.122':__1 zg) —TE(“)) (méf} - 'z‘(i)), .
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Bajo Hj, los estimadores maximo verosimiles son:

&P} = 5(1)

(2)
{2) _ (an + :ﬂ)
R e

- 1 — =
b= T (O g ) (=)

La razén de verosimiiitud es la potencla -(“—‘i'fﬂ de

1£4] - |C + 774y (z - 5(2)) (:: _-3—;(2))"
‘ﬁO] lc -+ 'n._;l-l!:]: (;g _.':E(l}) (3: ___.5(1))1 l

que se puede escribir como

14 522y (2 —=®) €1 (z - =19)
1+ 38y (= — E(I))' ¢t (z —=1)

Le regidén de claslficacion en IIy consiste de 108 puntos para los cuales la razén

de verosimiiitudes es mayor que un nomero dado, dependiendo del nive! de significancia

de la prueba.

1.3.2 Enfoque Predictivo

Suponga que pam la poblacion TI;, se dispone de una muestra aleatoria
()

Ty seny sz). Los parémetros, 0;, de la pablacion II; son desconocidos.
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Dada la funcién a priori »(8;) para los parametros desconocldos, se actuallza
ésta tomando en cuenta la muestra observada en cada poblacién, obteniéndose la
densidad a posteriori de a siguiente forma:

. , ) (£)
(1=, R f(z(!‘ 2z |03)r (6:)
ff(z&",.. L T10:)(0;)d0;

y de aqui se calcula la densidad predictiva para X como sigue:

s, = [ s 1289, 280,

La densidad f(Xlzgil,...,xE),I[;) es la densidad predicliva para X de la

poblacion II; y sera usada para la clasificagion.

Gelsser (1964) trata el probiema para el caso de &k poblaciones normales

univarladas T, N{0;,0%), i = 1,...,k suponlende que se dispone de los

estimadores usuales de 0; y o#:

o
If
Hl

:5 | N

nM”

62 =st= 112( (1)_—{0)

basados en muestras de tamafo r;, 1=1,...,k.

Suponiendc une a priori no informativa pam los parametros,

dl;do;

g(0;, 07)db;do; o



calcula la densidad posterior de &; vy o;
T (65 051y 8) & f{Ziy 90 04)9(0;,0%)

y de aqul calcula la densidad predictiva para una ohservaclén z, condicional a la

pobiacion Ii;,

f(zlﬁ(ll):siani) = fff(z‘af,o',')r(og,o';lﬁ(':},s,-)dﬂ,'da';
e Vo rgma (,,m( -7
- (&5) o (” G

Una vez teniendo la densidad predictiva, se sustituye en {1.4) en lugar de

F(XI|IL;) v se sigue el procedimiento de asignacion ya visto.

lf’) Gelsser, en el mismo articulg, trata también el case multivariado, donde supone
una cbservacion 2/ = (z1,-..,2p) con probabilidad a priori g; de pertenencia a
I;, N{g%),5;), y se tienen, como antes, estimadores =} = (Zy5,...,Zp) v 5; de
los parametros. Discute nueve casos diferentes al varlar suposiciones acerca de & vy

M-

Press (1972) trata el caso de k poblaciones normales p-variadas
M; = N(0;,Z;) 7 =1,...,k,

con parametros desconocidos v distribucién a priori de 1os parametros no informativa;
encuentra que la distribucién predicliva para clasificar =z en Ii; estd dada por la
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densidad t-Student muitivariada;

f(z]z(l’.),...,xy),nj) = 5

[+ 35 (e 20) 577 (o - =)

]5'-}
donde k,- es una constante que no depende de =z, dada por

k-=[ el ]m r(#)e
= ot ) o

¥ g; es la probabilidad a priori de clasificar z en IL;.

Altchison et al. (1977) compararon e método estimativo con e} predictivo,
recomendando el uso del método predictivo. Aunque, como en todo problema
Bayeslano, existe una cierta dificultad en decidir qué tipo de distribucidn a priori utilizar

y aon en el case en que se decida utilizar una no informativa, a veces es dificil de

obtener.
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1.4 Selecclon de Variables

En cualquier problema de claslficacion existe un ndmero llimitado de mediciones

que se pueden tomar a los objetos por clasificar; sin embargo, no es conveniente

trabajar con un ndmeno grande de variables {mediciones) por las siguientes razones:

s,

Costo. Si es muy caro {monetariamente & en tlempo) el realizar las mediciones,

es melor tener pocas. Este es un punto muy importante en cualquier analisis

practico,

Simplicidad, Si se considera un nimero pequend de variables, es mucho mas

facil ia interpretacién de los resultados y adn mas, el andiisis resuita més

sencillo,

Eliminar redundancia,

Tesa de mala clasificaclon. Varios autores han estudiado el fendtmeno de que
para un conjunto de datos dado, al aumentar el nimeic de mediciones la tasa

de malz clasificacion se reduce al principio perc después empleza a aumentar,

Una explicacién Informal es la sigulente (Hand{(1981)): conforme el nimero
de vari'ables, m, aumenta, el nimero de parametros que definen la superficie
de decision aumenta y se clasifica al conjunto de datos con menor tasa de
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mala clasificacién. Sin embargo, conforme m aumenta, cada vez menos de la
probabilidad asociada con cada poblacién cae en reglones de baja densidad;
esto significa que el conjunto de datos es mas y mas poco densaments
distribuido, vy los elementos del conjunto de datos se vuelven cada vez menos
representativos de 1a forma de la distribuclon de la poblacién. La consecuencia
es que la superficie de decislén se puede ajustar mejor al conjunto de datos
dado, cuando se incrementa m, pero esta misma superficle de decislon se

ajusta menos blen a nuevas muestras, es declr, la verdadera tasa de error

aumenta.

Por estas razones se han desarrollade métodos para seiecclonar las m'

"mejores variables” del conjunto original de m. A continuacion se mencionaran algunos

de ellos,

Métodos de bisqueda exhaustiva. Se consideran cada uno de los (r'::,)
conjuntos posibles; y se evalian por algin mé&todo y se escoge el mejor. Estos

procedimientos se pueden apiicar solamente cuando m es pequefio.

Métodos de bdsqueda acelerada, Se consideran {odos locs conjuntos de

variables, pero no se evalta a todos explicitamente. .

Métodos subdptimos por pasos (stepwise). Permiten una blsqueda répida pero
con el inconveniente de que no se garantiza el que se encuentre la mejor
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solucibn.  Son los mAs utilizados en paquetes estadisticos y por esto, se

explicaran un poco mas.

Selecclon secuencial hacia adelante (forward). Se selecclona la variable
cque en cada paso discrimine mejor, es decir, la que prod_uce el mayor
valor del criterig, en presencia de las ya seleccionadas anteriormente,
Este método tlene dos desventajas: no toma en cuenta las relaciones
entre las variables que aon no entman y, segundg, una veéz que una

variable se selecciona no hay forma de eliminarla, ya aque adiciones

" subsecuentes pueden hacerla innecesaria.

Eliminacién secuencial hacia atrds {backward) Ei proceso empieza
con todas las variables y se elimina la variable que discrimine menos,
es decir, 18 que confrlbuya menos al criterio. Este paso se repite
sucesivamente, Tiene las desventajas de que las relaciones entre las

variables eliminadas no son tomadas en cuenta y upa vez que una

variable es eliminada no puede ser relncorporada.

Selecclon por pasos (Stepwise) Es una combinacidn de los dos
metodos anteriores, es declr, se selecciona una variable para entrar,
con clerto criterio, pero adem#s se analizan todas 1as variables que ya
entraron para ver la posibilidad de eliminar alguna de ellas.
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Existen varios criterlos que se pueden utilizar pam los métodos descritos arriba,

algunos de ellos son medidas de distancia entre los grupos, como son:

. La A de Wilks.
. La D2 de Mahalanobis.
. La V de Rao.

En cuanto a una regla de paro, Rao d4 una estadistica pam probar Ia
significancla de la contribuclon a la discriminacion de m' variables, pam el caso de

dos poblacicnes:
= (n— m' — l)nlnz(.D?n - D?nr)
(m— m') [n(n. -2+ n;_nngn,]

donde n es el tamafo de muestra total, D%, es la D? de Mahaianobis evaluada an
m variables y D?n, es lo mismo evaluada en e! subconjunto de m' varlables. Esta

estadistica tlene una distribucién F con (m — m') y (n — m — 1) grados de libertad.

En conclusion, al utilizar alguno de los procedimientos de selecclon descritos,
se encuentran las “mejores” variables a medlr. "Mejores” dependiendo del criterio usado.
Se debe nolar que esios procedimientos no trabajan en ningun momento con |0s costos
de medicién asociados a las variables, por o gque e! “mejor” subconjunto de variables

encontrado para la discriminacion, no necesariamente es el "mejor* al considerar costos.

En el siguiente capitulo se trata e! problama de discriminacion con un enfoque
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secuenclal para tratar de incorporar el costo de medicién en la seleccidon de ias

variables. a medir.

- 30—



L)

CAPITULO

2

Discriminaciéon Secuencial



2.1 Introduccldn

Un experimento secuencial puede ser definido como aquel en el que el curso
del experimento depende de alguna forma de los resultados obtenidos hasta ese

momento.

Se deben considerar los procedimientos secuenclales cuando las mediciones,
por su naturaleza, se toman en forma sacuencial, es decir, una a la vez, y sobre todo
cuando el costo de la cbservacién es alto, ya sea monetariamente, en tiempo, en

complejidad o en rlesgo.

En un procedimiento secuencial se hace un balance entre la informacién
aportada por la mediclon vy el costo de tomarla. Es importante mencionar que el costo
podria ser una medida de preferencia para incluir alguna caracteristica en el estudio y

no necesarlamente es una calificacion negativa pam la caracteristica,

Un equilibrio entre el error ( de clasificacion equivocada ) y el nimers de
caracteristicas a medir, se puede obtener utilizando un procedimiento secuencial y

terminandolo cuando se alcance una precision de clasificacion deseada.

Si las mediciones se van a tomar secuencialmente, es importante el orden en
gue se van a medir las caracteristicas. Se esperaria que las caracteristicas tuvieran
un orden tal, que las mediciones fomadas en ese orden llevaran a2 una pronta decision,
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Fu (1988) trata algunos métodos para selecclonar y ordenar las caracteristicas a medir,
evaluando la "bondad” de las camacteristicas con criterios como el de divergencia, que

es una medida de distancia entre dos pablaclones,

En el casc de asignacién a p poblaciones, considerado en este trabajo, un
procedimiento de decislon secuencial esta formado por un espacio de estados de
la naturaleza © = {II;,II3,...,II;} que representa las pablaciones consideradas, un

espacio de decisiones D = {dy,ds;...,dp} y una funcién de pérdida L:D x O — R

Adem#s se observa secuencialmente un vector aleatorio X = {Xy,...,Xm),

cuya densidad condicional a la poblacién II; es f{X]|TL;).
Un procedimiento de decisidn secuencial consta de dos partes:

a) Pilan de muestreo. Donde se especifica si se va a tomar una declisitn en
D sin observaciones, o sl nc es el caso, se especifica para cualquier poslble conjunto
de valores X; = <1,...,Xn = z, (n = 1), si el muestreo se para y se toma una decislén

en D sin més abservaciones, 6 si se observa el valor de X 4.

b) Regla de declslon. Es la que especifica [a decislidn dg € D que se va a
escoger si no se toman cbservaciones, y, sl por lo menos se toma una observacién,
especifica la funcién de decision dp(z1,...,253) € D (n 2 1) que se va a escoger pam
cada posible conjunto de valores observados X = z3,...,Xn = =, después de los
cuales el muestreo deblé haber terminado.
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A continuacion, se trataran diferentes procedimlientos secuenciales, listando sus
ventajas y desventajas, hasta llegar a ios procedimlentos optimos para solucionar el

problema de asignacion.
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2.2 Solucian al Problema via Procedimientos Secuenciales

221 Prueba de Wald

En el caso de tener dos poblaciones, se puede utilizar la prueba secuencial
de mzon de verosimilitudes (Sequential Probability Ratio Test, SPRT por sus siglas en

ingiés) de Wald, que es anéloga a la prueba de hipbtesis simple vs. simple de Neyman-
Pearson para un procedimientc no secuencial.
La prueba de Wald es como sigue:
AFED
A
Se tlenen las hipbttesis:
Hj : el individuo pertenece a la poblacién I1,.

H, : el Individuo pertenece a ia poblacion I1,.

Se fijan tanto la probabilidad del error tipo { { Plrechazar Hy|H;} = «) como la

probabilidad de! error tipo I! (Plno rechazar Hq|Hz] = ).

En la elapa r-ésima, es decir, después de haber tomado la n-é&sima medicion,
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0N

se calcula la razon de verosimilitudes Ay,

\ = L(EL ey EnfH)
R 1 CTN- Y-V

La decision a tomar es una de las tres siguientes:
ContinGe tomando observaciones mientras B < Ap < A.
Pare v acepte Hy sl Ay, > A.

Pare y acepte Hp si Aq < B.

Donde A=12 pB= B

VENTAJAS:

. Wald, Wolifowitz (1948) demostraron que para probabilidades de error a y 8
fijog, requiere en promedio un menor niamero de observaciones que cualquier

otra prueba con las mismas a vy 5.

. No necesita suponer independencia en las observaciones.
. Con probabilidad 1 ilega a una decision.
DESVENTAJAS:
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e

] E! orden en que se van a tomar las observaciones estd especificado de

antemano.
. Ne toma en cuenta el costo de obsarvacion de las caracteristicas.
- El namero promedio de observaciones puede ser extremadamente grande si se

escogen o ¥y £ muy pequetios. Este es un inconveniente grave del método va

que generalmente se tlene un nimero maximo de caracteristicas a medir.

. No considera las probabllidades a priori.

Wald suglrid una correcclon a su procedimiento para truncar el proceso
secuenclal en el paso m. SI no se ha tomado una decision en el paso m, acepte

Hy sl A > 1 6 acepte Hp si Ay < 1.

2.2.2 Modificaciéon a |la Prueba de Wald

Fu hace una critica al truncamiento abrupto del procedimiento en el paso m,
diciendo que es ineficiente porque si el valor de |la mzon secuencial de verosimilitudes
es grande y el nimero de mediciones estd cercano a m, un nidmero pequefo
de mediciones adicionales no permitiran, en general, gran oportunidad de rechazar
cualquier hipétesis no importando por ésto el que las mediclones se efectden o no.
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Fu estudia una medificaclon a la prueba de Wald que, en términos generales,

consiste en varlar los limites de paro en funcitn de la etapa del proceso {r).

Sea gy(n) vy g2(n) funciones de n, mondtonas no creciente y no decreciente

respectivamente. El procedimiento modificado es:
Continge tomande observacicnes mientras
e92(n) Ap < eq1(n) n=1,2,..
St An 2 ev1(n) acepte Hi.
Si A, < e92(7)  acepte Ho.

Fu considera las funciones:
=dalfl = 2
g1(n) = (1 m]
=—t'(1- Z)r2
ga(n) 1--)

conbD <r,ra <1, a >0, >0

En la siguiente grafica se presentan las regiones de "continuacion” para la

prueba de Wald v pam |la prueba modificada.
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g1(n)
SPRT wmod
r1= ro =
a!
SPRT
a
™ n
bf
g2(n)

Se nota que en la prueba modificada la regidbn de continuacién se hace
més peguefa conforme n aumenta, hasia que en n = m ya no existe regién de

"continuaclén”, forzando una decision.

Las relaciones de la prueba modiflcada con la de Wald son Ias sigulentes:

Fu demuestra que la prueba modificada requiere de un ndmero esperado menor

de mediciones que la prueba de Wald.
. La potencia de la prueba modificada es menor que la de Waid.

Sin embargo, al construlr apropiadamente los limites de paro que varian con el
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tiempo, se puede lograr o siguiente:

. El proceso de clasificacion slempre termina en a loc mas un ndmero m

preespeclificado de mediciones.

. El nimero esperado de mediciones es controlable y generalmente es menor que

el requerido por la prueba de Wald,

. Es posible, ajustanda los puntos iniciales de los limites de pam, alcanzar

probabilidades de error tan pequeffas como las de |la prueba de Wald.,
2.2.3 Prueba de Wald Generalizada

La prueba SPRT de Wald se ha generalizado a més de dos poblaciones
(Generalized Sequential Probability Ratio Test, GSFRT). Fu (1988) comenta el siguiente
procedimiento: Suponga que hay p hipdtesis, donde la hip6tesis H; es: el individuo

pertenece a la poblacion IL;, ¢=1,...,n.
En la etapa n-ésima, después de haber observado X = (X7i,... yXnh 18 razén

secuencial generalizada de verosimilitudes para cada hipétesis se define como:

S(X|H;)
2., rexiEa]™?

Un(X|H;) =

- 40 -



La regla de declisién es: Compare U,(X|H;) con el limite de paro A(H;) de la

hipatesis H;, v elimine las H; que cumplan con
Un(X|H;) < A(H;) i=1,...,p,

donde
1—ey
[ME=, (2 — ex)] /P

- ¥ e; €5 la probabllidad de aceptar H; dade que Hi es clerta.

A(H;) = =1,...,p

Después de rechazar la hip6tesis H;, el nimero total de hipotesis se reduce y
se calcula un nuevo canjunto de razones secuenciales genemalizadas de verosimititudes.
L.as hipbtesis se rechazan secue_ncialmente hasta que queda una, la cual se acepta,

Parma p = 2, esta prueba GSPRT es equivalente a la SPRT.

Ghosh {1870} trata otro procedimiento GSPRT llamado la Solucién de Armitage,

que es como slgue:

Suponga que hay p hipbtesls. Sea Ij(r) las desigualdades:

H{z1s.. 21203 0)

—ay < Z,-,,(J,I) =In f(:l, iy Iu;gj)

]":alj

paa j#£I=0,1,...,p—1, n21

Donde ey son k(k — 1) constantes poslitivas que dependen de los niveles de
significancla fijados. Iy(n) representa la regi6n de continuacién de la prueba SPRT
para probar Hy : 0= 0,- ve. Hy:0 =0y
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£l procedimiento es el siguiente:
Observe z; sucesivamente, en la etapa ri, n>1

) Acepte H:., para cualquier 5 # [, sl se violan todas las k& — 1 desigualdades

inferiores en Iip, ..oy Jyj—15 Li5415 - o - 2 Jjk—1-

Iy Acepte H; si se violan todas las & — 1 desigualdades superlores en

Totse o osfpmats iats o o s Tt
i) En otro caso, continde observando z,41.

Este procedimiento para p = 2 es ecquivalente a ja prueba SPRT.



2.3 Soluclén Optima

Como se vi6 en el capitulo 1 seccidn 1.2.1, en un problema de decisién con p
poblaciones y una formulacién no secuencial, en el sentido de incluir las rn variables
disponibles, la decisidn d* Bayes 6ptima es aquella que minimiza el riesgo de Bayes

B(d), definidc como:

Bld) = [ _izlL(d,n,-)f(xm,-)q,-dx

p
= Y o Ry, (d)

=1

dende
Ry, (d) = fn L@ ) S (X|T)dz

es el rlesgo condicional a la poblacion I1;.
d* es declsién Bayes sl
B(d*) = min B(d;).
]

L{d;, T1;) es !a pérdida incurrida al asignar el individuo a la poblactén IT; cuando

en realidad pertenece a II;,

En el casoc de una funcién de pérdida de la forma

i
L) = {3 ;27
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La decision Baves es d* = d; si

¢ f(X\IG) 2 ¢; f(X|I;)  Vi=1,...,p

Ahoma considerando el procedimiento secuencial; tomando las observaciones
una a |2 vez, cada etapa es un problema de declision entre terminar el muestreo con la

seleccion de la deciston terminal (asignar) & continuar tomando una observaclén mas.

El procedimiento Optimo se encuentra aplicando el principio de optimalidad de

Beliman(1857), que dice:

"Una estrategia 6ptima tiene la propiedad de que cualesguiera que hayan sido el
estado y la decisién inicieles, las decisiones posteriores deben constituir una estrategia |
optima respecto al estado resultante de la primera declisitn”. Esto significa que en cada
etapa del proceso secuencial, las decisiones siguientes a esa etapa deben ser una
estrategla Optima. Por esto, para determinar la mejor decision en una etapa {continuar

el proceso 0 no), es necesarlo conocer ia mejor decisién en el futuro.

Por lo tanto, para encontrar el procedimlento 6ptimo es necesario trabajar para
atrds {packward) en el tiempo, considemndo todas las posibilidades del futuro, parma
encontrar la mejor decisibn en el presente, Esto se analiza utilizando programacion
dinamica, conslderando la (itima etapa como ei punto de partida y trabajando hacla

atras.
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Lo que resta de este capitulo son aportaciones que ha hecho Fu{1568),

Sean.

m el nomer maximo de variables a observar,

C;(z) el costo de las observaciones zy,...,z;,

d,-(:c) la funcién de decision basada en las observaciones zi,...,%;,

§ el plan de muestreo, 5 = {51,52y...;Sm}, U;,__1 = {lz. Donde cada S; es el

conjunto de parc en la etapa 7, es decir, el muestrec se termina y se toma la decisién

d;(z).
Y sean las ¢;, t=1,...,p las probabilidades a priori de pertenencia.

£l rlesgo promedio asociado a todo el procedimiento secuencial es:

ReSd) =S a3 f [C5(2) + L(d;(2), 1)) f(2|TT)d=

=1 -'1

=3 ks, Z [C5(2) + L(d(2), )] s {al L) d

J—I

= Z f 3 ;(x)ae (ol da + Z f z L(d; (), TL;)gs / (|10} d=

Sy =1 Sy =1

= E j C(2) f(z)dz + Z‘, f 3 L(d;{=). Ty)aipsdF (2).

Sy =1

El prablema es encontrar el procedimiento para minimizar este riesgo y las
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dificuitades estan en encontrar los conjuntos de paro Sy vy las decislones dJ-(:z) que
lleven a un proceso oOptimo. El procedimiento que minimiza este riesgo se encuentma

uillizando programacion dinamica. Para ver esto con mayor detalle se puede consuttar

a DeGroot (1970).

2.3.1 Procedimlento Optime considerande un orden predeterminado en las ebservaclo-

nes

Sea pp(z1,%2,..-,Zn) € minime rlesgo promedio de todo el procedimiento

secuencial, hablendo observado z1,%2;..-,Zn.

Sea C{z1,z2,-.. ,a:,-,,) el costo de tomar una cobservacién mas en la n-~&sima

aetapa.

Sea R(x1,22,...,%njd;) el rlesgo promedio de tomar la decisién d;, es declr,

asignar a 1a poblacitn TI; habiendo cbservado zy,...,T,. Si el proceso termina en
esta etapa, el rlesgo promedio es min R(z;, z2,..-,Zn; d;) tomando la declsion Bayes,
3

o sea, asignando a a poblaclén TI que corresponda al min R{zy, za,. .., 20} d;)-
1

Si el proceso continGa a la etapa n + 1, el riesgo esperado es

C(z1, T2y. . Tn) + f Prt1{Z1: 22, ¢+ - 1 Zns Tnp1)EF (Tap1]T1, - - o s Tn)

donde la Integral es sobre ia regién de valores posibles de xz,4.4.
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En la dltima etapa, hablendo observado x4, z,,...,zm, €! rlesgo de tomar una

decislon terminal resulta ser igual al riesgo de tomar una observacion mas, es dectr,

Pm(z]_, T2yeesy zm) = mt;'nR(:!:l, T2y« 3 Tmi dl')

De aqui trabajando hacla atras, en la etapa m — 1, hablendo ocbservado
T1,T2,-..3Tm—_1, & mMinimo rlesgo esperado es
cont:  C(z1,%2,.4+9Tm—1)+
oraea(E1s sy Zyat) == iR [ om(@1r 0« s Zm) AP (Zmlots - -y Za)
parar: m‘_inR(zl, ey Typ—13d;)
En la etapa m — 2,
cont! C(%1,%2,.«+yTm—2}+
Am-2(T1y+ .., Tm—2) = min T om—1(z1s. .. 2m1)dF (Tme-1l21, . . - 1 Tm—2)
pamr. ml_:'n Riz1,...,zm—2;d;)
Ast sucesivamente, hasta que en la primera etapa:

cont:  C(z1) + [ p2(z1, x2)dF (z2|=1)
p1{zy) = man
=) parar: min R{z1;d;)
1 1

La ecuacion funcional, en la etapan, n = 1,2,...m — 1 es la siguiente:

cont. C(:b'l, zg,...,xn)-i—

Pnl(Z1y...,2n) = min f pngr(=z1y . o Tag1)dF (TpsalTy, . . oy Zn)

pamr: min R(z1,...,Zn; d;)
L]

Lo que se esta haciendo en cada paso es camparar los riesgos de continuacion
y de paro. El riesgo de continuar ceonsidera el costo de tomar ia observacion zp..g
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aumentado a la esperanza del siesgo a partir de 1a etapa n - 1 hasta la (ltima etapa,

con respectc a los posibles valores que pueda tomar ;4.

VENTAJAS:

Es un procedimiento dptimo en el sentido de que minimiza el rlesgo esperado.

DESVENTAJAS:

En el caso de variables aleatorias continuas, a} parecer, es computacionaimente
imposible de implantar; ya que el calculo del riesgo de continuacién en cada
etapa Implica conocer todos los posibles valores que se pueden tener en el
futuro, AGn con variables discretas, el requerimiento de espacic de memoria

para un algoritmo computacional, podria ser enorme.

Por ejemplo, suponga €l casc de tres variables disponibles cuyos valores

posibles son 0, 1.

Los posibles valores de las tres variables son:
(0,0,0), (0,0,1), (0,1,), {0,1,1)
(1,0,0), (1,0,1), (1,1,0), (1,1,1)

En Ja Gltima etapa (ia tercera), habria que calcular 8 funciones de riesgo (23).
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En la etapa 2, se calculan 4 funciones de rlesgo. En ia etapa 1, se calculan 2 funciones

de riesgo. Asi, en total, se calculan 23 4 22 4- 2 = 14 funciones de riesgo.

En el caso de tener m variables que toman k valores cada una, el nimero de
funciones de riesgo a calcular son k + k2 + %3 4. -. 4 k™. Con esto se hace notar que

en el caso discreto el nimero de calculos puede llegar a ser enorme.

2.3.2 Procedimiento Optimo sin un orden predeterminado de ias observaciones

Este es un procedimiento mas general que el anterior, ya que tiene la capacidad

adicional de seleccionar la mejor caracteristica para la siguiente medicion.

Sean.

Fn = {f1s.++» fm} ©! conjunto de m caracteristicas que se pueden medir, y Fy,,
{ftys+-+1 Jt,} m=1,...,m, una secuencia particular de n caracteristicas ya medidas

en la etapa n del proceso secuencial E! conjunto de caracteristicas disponibles par

mediclones posteriores a la n-ésima etapa es Fu = Fyn — Ft,,-

La caracieristica Ji;, es cualqulera de los elementos de Fp,, cuya medicion se

representa por la variable aleatorlia ;.

En forma simiiar al procedimiento anterior, sean:
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pn{xy,. .. zn|F,) el minimo riesgo esperado de todo el proceso secuenclal, hablendo
observado las variables z;,...,Zs; correspondientes a la secuencia de caracteristicas

F:,, seleccionadas,

C(z1,...,znlFt,) el costo de tomar la siguiente observacién en la etapa n-ésima

cuando se selecciont F;,,

R(zy1,...,zn;d;|F,) el riesgo esperado de tomar la decisién terminal d; con base en

las mediciones zi,...,zs de 12 secuencia de caracteristicas Fy, v

F(Tnt1i ftney|T10- -2 Tn3 Fe,,) 12 distribucion condicional de z,4+3 cuando se selecciona

la caracteristica f,,,, dado zy,...,z, correspondientes a Fy,,.

La ecuacién funcional es:

cont: C(zy1,z2,...,Za|F, )+

.f Pn-i-l(xlr enny zn+llFtn;ftﬂ+])

pn(z1y.. .y Tn|Fe,) = min dF(xn+1y ftop|T1s- oo s Tni Fr,)

parar: min R{x1,...,Zn; d;|Fe,)
t
Cen la condiclén en la ¢itima etapa:
pm(z1,-- . Tmi Fe,) = nﬁinR(zl,---,mm:d.-[I"z,,).
El procedimiento es el mismo que en [a secclon 2,3.1, con [a diferencia que en

éste se selecclona automaticamente la mejor secuencia de caracteristicas a medir,



pudiendo llevar a una declsién terminal en forma mas rapida. Tiene los mismos

problemas en cuanto a factibilidad computacional que el procedimiento en 2.3.1.

Para salvar las inconveniencias computacionales del método éptima, Fu esen-
cialmente supone independencia de las observaciones, es decit, F{r,41lz1,...,Zn) =
F(zn41), o blen supone dependencia markoviana de primer orden, es declr,

F(zps1]T1y.. 1 Zn) = F{zn41]za) ¥ tmbaja categorizando las varlables.

Fu estudia un ejemplo de reconccimiento de los caracteres D, J, Py V (4
ciases) con 8 variables, suponiendo independencla, discretizAndolas en 5 Intervalos

vy suponiendo una distribucién muitinomial de las poblaciones. Realiza los siguientes

experimentos:

Experimento 1.

. Costo igual parma las B variables,

. Funcién de pérdida L(I;,d;) = A ©# 3

... Probabilldades a priori iguales para las 4 clases, esto es, Iguates. a 9.25

. Categorizacion: E; = (0,5, Ba = (5,7, By = (7,8], E,i =

(8,9, Es = (9,20).

Experimento 2.
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lgual que el anterior excepto que la categorizacién ahom es B} =

(0,6], E2 = (6,7, E3=(7,8], E4=(8,11}, E;= (11,20}

Experimento 3.

Igual al 2 excepto que la funcldn de pérdida para la claslficaclén equivocada

de ia clase 3 es cuatlro veces la de las otras clases.

Experimenio 4.

. lgual al 2 excepto que los costos de medicién varian de 0.01 a 0.08.

Comparm los resultados de los experimentos 1 y 2 con el método no secuencial,
concluyendo que el método utllizando programacién dinadmlica requiere menor nimero de

mediciones que e! no secuencial, abteniéndose un mismo porcentaje de clasificaciones

correctas.

Al comparar los resultados del experimento 1 y el 2 {que tiene diferente
categorizacién), se cbserva que se llegan a resultados diferentes, que Fu no menciona,
pero gque es un punto muy importante, va que la categorizacion de as variables, ademéas

de llevar 2 una pérdida de informaclon, lleva a conclusiones diferentes.

La conclusién para el experimento 3, es que al utilizar una functon de pérdida
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no simeétrica, se puede alcanzar un 100% de claslficacion correcta en la clase 3 a

costa de causar méas errores en la claslficaclon de las otras ciases.

Para el experimento 4, al variar los costos de medicién de las variables, el
nomerc total de mediciones requeridas es menor que en los experimentos anterlores

pero con un percentaje menor de clasificaciones correctas.
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2.4 Soluclones Suboptimas

Ea

2.4.1 Soluciones de Fu

Fu» propone dos soluciones subéptimas para simplificar el problema que presenta

ia bGsqueda de soluciones 6ptimas en cuanto a dificultad computacional.

En esencia, las dos soluciones subSptimas son la misma, en cuanto a que
su caracteristica principal es que son un procedimiento para atras (backward) pero
conslderando que la siguiente etapa hacia adelante es la Gltima (Fu le llama "one-stage

ahead truncation”), al final de la cual se debe tomar una decisién de asignacion.

Las soluciones presentadas son:

1. Solucién subbdptima con suposicion de Independencia en las mediciones.

2, Seolucién subéptima con suposicidon de dependencla markoviana de primer orden

en las mediciones de cada poblacién,

La observacién gue hace Fu, es que estos procedimientos subdptimos son un
"compromiso” y en general n¢ se puede determinar de antemano qué tanto se pierde al
utilizarlos. El compromiso consiste en perder optimalidad a cambio de tener factibilidad
computacional.
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2.4.2 Método de Ralffa

E! método propuesto por Raiffa (1961}, en esencla tiene la misma Idea gque
la propuesta en el capitulo 3 de este trabajo, solamente que enfocada al Analisis
Dicriminante Discreto, considerando variables dicotdmicas. El método de Raiffa se
describe en el libro de Goldsteln vy Dillon (1978). Esta descripcion es muy breve ya que
como los auvtores explican, es un método Impractico y fué incluido Gnlcamente con la
finalidad de dar una vision completa de los métodos secuenclales para el problema de

seleccidén de variables.

E! método de Raiffa considera dos poblaciones, w) ¥ wa, con costos debidos a
clasificacion incorrecta a; v as; probabilidades a priori conocidas para cada poblacién

y n variables dicotémicas a medir con ciertos costos de observacién asociados.

Al no tener parametrizado el problema, la resiricclon fuerte en este método es
que Raiffa supone conocidas fas probabilidades de las 2" celdas, que, en un problema
practico es casl imposible que se dé. Aln suponilendo conocldas estas probabliidades,
la cantidad de calculos que se deben efectuar es enorme, por lo gue se considerd a
este método impréactico, sin embargo, como lo seTalan Goldstein y Dillon, las ideas son

interesantes y potencialmente Gtiles,

Como se vié a lo largo de este capitule, los procedimientos secuenciales son
una opcion muy recomendable para utilizar en problemas de clasificacién. Se mostraron
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las ventajas y desventajas de cada uno de los meétodos tratados. La prueba de
Wald, no es recomendable, fundamentalmente por no tomar en cuenta el costo de
las mediclones. Las soluclones &ptimas no son computaclonalmente implantables en
el caso continuo. De esto s.urge la necesidad de considerar métodos suboptimos que

si puedan implantarse y que no decaigan en efectividad.

Las soluciones sub6ptimas que pregenta Fu tienen restricclones muy fueries;
la suposiclon de independencia de las meadiciones o de dependencla markoviana son
muy restrictivas. La solucion dada por Raiffa no se puede implantar en la practica. De
aqui surge entonces la necesidad de probar con otro tipo de métodos gue no sean tan

restrictivos. En el sigulente capitulo se presenta uno de estos métodos.
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CAPITULO

3

Método Propuesto



3.1 Introducclén

En el capitulo anterlor se trataron las soluciones optimas con procedimientos
secuenclales al problema de Discriminacion. Sin embargo, dichos procedimientos tienen
la desventaja de no ser implantables, Es por esto que surge la idea de reconsiderar g}

problema proponiendo algin otro método que permita ser utilizado en la practica.

Fu d& algunas sojuclones que se pueden lievar a la practica al suponer cierta
estructura en los datos. Pero dicha estructura es muy restrictiva, ya que en general no
se puede supcner independencia en las observaciones; Fu, consciente de esto, supone
dependencia markoviana de primer orden como un compromiso con la realidad, aungque
adn sigue slendo muy restrictiva esta suposicién. Incluso ia discretizacion que utlnz.a

Fu, no lleva a una soluclén optima; y diferentes discretizaciones llevan & diferentes

soluclones.

Por lo anterior, se ve la necesidad de utilizar otro método que no tenga las fallas
descritas anteriormente, Un método que, sobre todo, tome en cuenta 1a estructura real

de dependencia de las observaciones.
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3.2 Caracteristicas del Método Propuesto.

El métado propuesto tiene las siguientes camcteristicas:

. Trabaja directamente con f{zni1|Zn,...,23;1;), es decir, respeta la estructura

de dependencia de las variables.

. Las funciones de densidad para cada peblacion, f(z|TL;), estan completamente

especificadas.

. Es un procedimiento hacla adelante {forward).
. Es secuencial con un limite de m variables para observar.
. No supone un orden preestablecido parma la inclusitn de las variables, sino que

va considerando en cada paso cuél es ia mejor variable a medir,

E! método hace esenciaimente jo siguienie;

1. Del paso 0 al {m—1) se compara el riesgo de tomar una decislon de asignacién;
es declr, asignar el Individuo a una de las p poblaciones, conira el rlesgo de’
tomar alguna otra variable que no ha sido medida. En e! paso m, en el peor de
loa casos, el individuo debe asignarse. |
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2.

S| la declsién es continuar en el paso §j (§j = 0,1,...,m — 1} se mide
la observacion de la variable con menor pérdida esperada; se calculan las
probabilldades posteriores de pertenencia a cada poblacién y la distribucion
condiclonal de z;, dada la varlable z; que se midi6, para todas las variables z;

que no se han incluido. Se regresa al inciso 1.
Una explicacién mas extensa del méiodo propuesto es |la siguiente:

Para facilitar la presentacién de las férmulas, se supondra que los costos

debldos a clasificacion equivocada son de la forma C(j|d) =1 sl i # 4.

En el paso 0, es declr, sin medir todavia ninguna variable, el riesgo a minimlzar

esta definido en (1.1) y es:

bl
By [L{d;,T0)] = X° L(d;, ) g;-

=1

Entoncesg, se tlene que encontrar 1la decision d,- que tenga minimo riesgo esperado. El

riesgo o pérdida esperada pama la decision d_,-, i=1,...,pes

Ii

P
> Clla
izt
P
=2
i=1
i£5
=1- q;.

B(d;)

Por lo tanto:

min B(d;) = 1 —mazxg;.
Fi i
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Ahora, si el riesgo minima de tomar una declslén sin mas observaciones és
menor que el costo de cbservacion para cada una de las variables, eso quiere decir que
"no conviene" medir ninguna de las variables y que la declsién es asignar el individuo a
la pablacion con mayor probabilidad aprior] de pertenencia. En caso contrario, conviene

medir alguna de las variables, justamente aquella que tenga menor pérdida esperada,

Para cada una de las variables, su pérdida esperada o rlesgo es:
L{z;) = ¢; + B(d),

donde B (d) esta definido en {1.7) y es el rlesgo de Bayes conslderando solamente la
variable z;, en este caso, siendo ¢; el costo de observar la variable z;; por lo tanto,

se tiene:

p
L(z;) = c; +1— ) g P(ili, B),
i=1

donde
P(ifi, B) = [, f(z;|MT;)dz;.
La varlable que se medira en la siguiente etapa es aquella que tenga minimo riesgo

esperado. Es importante hacer notar que la escala en que se deben medir los costos

de observaclién de las variables es entre 0 y t — max g;.
1

De aqui, se compara €l riesgo de tomar una decision sin mas observaciones
con el minimo riesgo esperado de tomar una observacién més. Si el riesgo de tomar
una decisién de asignacién es menor que el rlesgo minime de observar una variable,

entonces no conviene medir ¥ se toma 'a decision. En caso contrario, se observa la.

-G —



varlable con minimo riesgo espemdo y se calculan tanto 1a probabilidad posterior de
pertenencia a cada poblaciébn como las densidades de cada poblacién condiclonadas
al haber observado esa varlable, Se repite todo el proceso, suponiendo ahora que ias

probabllidades posteriores son las a pricri para el slguiente paso,

La probabilidad posterior de pertenencia a cada poblacion, suponlendo que se

observa la variable zy, es:

Qi = ‘J:'f(z:'lni)
e = B qef (=5ITiR)

No6tese que sl ahora consideramos a esta probabilidad posterior como a priori,

g = ilz; Y calculamos la posterior condicionada a =g,

- Gl (=l )
ek T Ty o (il T

sustituyendo ¢} por su valor

gi S (2411L) f (2, 1T5)
ZL; 'Jl.f(zfinl)

Ulzsize = 7 g f(=s )/ (zl=; 1))

_ _ 9if{z51T) [zl ;, 1)
They @t (251T0) f (|5, TT))

= Qif(zj: zkln‘l')
Zf=1 (Hf(zj: zk‘nl)

Esto indica que en cada paso en efecto, se estd reconstruyendo la posierior.
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3.3 Algoritmo

El método propuesto fué implantado en una microcomputadora, Pam elaborar
e! programa de computo se construyd 2l algoritmoe gue describe los pasos a seguir, E!

algoritmo es el sigulente:

0. Sedefine A = {z,-;j =1,...,m} como &l conjunto de las variables disponibles,
se dan los costos de observacién para cada varlable, 5, J = 1,...,m vy se

dan las probabilidades a priori de pertenancia a cada poblacién, ¢, 1= 1,...,p.
1. Se evalia el rlesgo de tomar una decision de asignacion sin mas observaciones,
S=minB(d;}=1-mazg, fi=1,...,p.
A A ]
Cenote por IE; a la poblacion asociada a S.

2, SI § < min{ec; | 7; € A} no conviene medir ninguna variable y el Individuo se
J

asigna a la poblacién II;. Ir al paso 9.
3. Si A = @ se asigna a la poblacién II;. Ir al paso 9.

4. Se calcula la pérdida esperada para cada variable z; € 4, L{zy) :

L(z;) = ¢; + [1 - i g; P(ili, B)] .

=1
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en donde
P(ili,B) = fB_ f (=51 da;
L
es |la probabliidad de asignar correctamente a la poblacion IL; bajo 1a particidn

6ptima B pam la variable Ty

Sea M = min L(z;) vy denote por z; a la varlable asociada a M.
J

Sl § <€ M el objeto se asigna a la poblacién Tl Ir al paso 9.

Se toma |a cbservacién z;, Se actuallzan tanio el conjunto A como las

probabilidades a priori:
A=A~ {a:;},

GGy T=L...,p

donde g;., es la probabliidad posterior de pertenencia a la poblacion IL,.

Iz

Ademés, se actualiza la densidad

Af(:c|II‘-) = f{zlz, M) i=1,...,p

Ir al paso 1.

Fin.
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3.4 Programa de Computo

El algoritmo descritc anteriormente se progam6 en lenguaje Turho Pascal

versidn 3.0 para microcomputadora,
La Implantacidn considera;

a. p poblaciones normales m-variadas completamente especificadas.

b. Coastos de clasificacién de la forma

cuty={g i2]

0 i=3
Los datos de entrada son:

Probabilidades a priori de pertenencia a cada poblacion, ¢;, i=1,...,p.

. Los costos de medicion de cada variable, ¢;, 5 =1,...,m.

Los vectares de medlas y matrices de covarianzas de las poblaciones,

E(na V(i}-: i =1,...,p

El nimero de individuos de cada poblacion a ser asignados, n;, pudiéndose
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ieer los datos de un archivo en disco, o generarse aleatorlamente segin las

normales especlficadas.
Los resultados que se obtienen son:

. La matslz de clasificacion.

L] £l porcentaje de individuos bien clasificados tanto por poblacibn como

globalmente.

La matriz de orden, donde se observa la frecuencia v el orden de observacion

para cada variable,

. Costo total de las n asignaciones, n = ELI n;. Este costo es la suma de las

malas clasificaciones y el costo de Ias variables observadas.

El promedio de variables observadas por Individuo pam cada poblacién y

globalmente,
3,4.1 Detalles de computo.

Uno de los puntos méas interesantes en cuanto a progrmacién fué el calculo de
las regiones involucradas en la probabilidad de asignacion correcta pam cada poblacion;
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ésta se define, para una z; especifica como:

P(ili, B) = [ J(m|T)dar,

donde B; es la reglon del espacio muestral, en este caso los reales, tal que P(i|f, B)

es maxima.

Para calcutar las reglones B;, i = 1,...,p, para cada una de las varlables

zj, J=1,...,p, se procedid de ia siguiente forma:

0. Sea z una de lag varlables z;, j=1,...,p.

1. Para cada par de poblaciones TL; y I1;, se calculan los puntos de interseccion, -
es decir, los puntos en los que g f(z|TL;) = g; f(=|I;}. Si las varianzas son iguales

existe un solo punto de interseccion z;; sl no es el caso, entonces existen dos puntos

Z1y&9.

2. Estos puntos de interseccion forman una particléon de # 3, (—oo, 21}, (21, 00)

en el caso de un solo punto 6 blen (—oo, 21}, (21, z2], (22, 00) err el caso de dos puntos.

3. En cada una de estas regiones, se definen
k . J
B,{,-) = {=le:f(=TL) = g; f{=l1;) 5 # i} k=12

El conjunte B}J’f) representa la regién de R en donde |la poblaclén II; “domina” a la
poblacién IT;. En el caso de un solo punto de Interseccion entre eslas dos pobiaciones,
k =1, si hay dos puntos de interseccion k = 1,2.
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4. Se calcula

1 2y
Bi= | B.%]) U (ﬂ B-‘:‘))
Fald IF#
para cada poblaclén s =1,...,p y con esto se calcula P(i]i, B).

Ejemplo del calculo de las regiones B

Tres poblaciones normales con varianzas iguales

' Figura 3.1

En fa figura 3.1 se ilustra el procedimiento; z;; es el punte de interseccion de
las poblaciones H; v TL;. B}? es la regldn en que |a pobiacion IT; domina a ta T, y B;

es ia regién de la poblacion II; que interesa.

Es necesario indicar que para evitar prohlemas numéricos se tuvo que definir.
numéricamente (—oo, oo}. Para esto se “calculan” {—oo;,00;) para cada poblacion I1;
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i

y cada variable z;, como

(e =00 - f;,nsweow)

y se definid

(—oo co) = (mm{—m,},maz{oo‘})

Otro punto importante que se tuvo que Incluir en el progrma fué el que ai
observar una variable, si su valor estaba fuera del intervalo (—ooy, 00;) pam alguna
pobiacion II;, esta poblacion se descar‘raba pama la asignacién del individuo. Esto se

hizo para evitar problemas numéricos, ya que el célculo de la densidad para un valor

fuera del intervalo conslderado es practicamente cero,

Podria suceder que una observaclén estuviera fuera de rango para todas las
poblaciones, en este caso, el programa no puede asignarla a ninguna de ellas vy se

asigna a una poblacion hipotética Ilp. En los ejempics se veran algunos de estos

casos.

El céloculo de las densidades de cada poblacidbn condicionadas a haber

aobservado alguna variable, se hace como slgue:

Suponga gque f& poblacion II; tiene un vector de medlas g y una matriz de

covarlanzas V', originalmente de dimensiones m y m x m respectivamente. Sear =m.

1. Si se observo 12 variable z; entonces r =r — 1.



¥ se puede descomponer en

V= (Vn Vm)
Vor Va2

donde Vap es la varianza de la variable x;, V11 es la matrlz de varianzas y
covarianzas ariginal eliminando el renglén y columna [-ésimos, V12 es el vector

de caovarlanzas de la variable z; con todas las demas y Vay = V{z.

2. Se elimina la componente I-ésima del vector de medias i, quedando ahora de

dimensién r.
3. 1= p+ VigVit (= — m).

4. Se elimina el renglén y columna I-&simos de la matriz de covarianzas, quedando

ahora una matrizde r x r.
5. V=V — V12V2—21V21.

El calculo de |a probabilidad posterior de pertenencia a cada poblacién y de las
densidades condicionales de cada poblacion es el punto mas importante del método ya

que de esta manera se esta respetando la estructura de dependencia de las variables.
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3.5 Ejemplos

L.os ejemplos que se presentan a continuacion fueron estudiados para probar el
método, La asignacién de |os costes es completamente artificial y al final se tendré el
porcentaje de mala clasificacion, ya que conocemos de antemano la poblacién a la

que pertenece cada individuo.

Todas las simulaciones efectuadas se realizaron considerando ¢ = 1/p,

1 =1,2,...,p.

Pama cada uno de los ejemplos se ilustra el compartamiente mamginal que tiene
cada una de las variables pam dar una idea del “traslape” que ilenen las poblaciones.

Las Graficas se encuentran en el Apéndice G.

Las tablas de resultados, situadas en ei Apéndice T, contlenen la siguiente

informacion:
. La matriz de clasificacion.
. La columna % representa el porcentaje de individuos bien clasificados en cada

pablacién, siendo el Gitimo renglén el porgcentaje glohal.

. La columna Prom es ei pomedic de variables observadas por individuo; este
promedio se dé por poblacién y en el dltimo renglén, el global,
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. La columna Costo muestra el costo de observacion considerado en cada

efemplo.

. La mairiz de Orden de Entrada proporciona la Informacion acerca del arden en

que se Iincluyeron las variables en el anélisis,

. £l Costo Total representa el costo de las n asignaciones y es la suma de los

costos de observaciton de las varlabies medidas y el total de individuos mal

clasificados,

3.5.1 Datos de Fisher

El primer ejemplo con que se probd el método es el problema tratado por Fisher
de los datos del género Iris, Este es un conjunto de datos clasico, que se ha utilizado

en innumerables ocaslonaes en la bibllografia.

Se tienen tres poblaciones de Irs;

Il; Setosa
II, Versicolor

I3 Virginica
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y cuatro mediciones realizadas en cada individuo;

z3 longitud del sépalo
zz ancho del sépalo
zg longitud de! p&talo

T4 ancho del pétalo

Para este caso, supondremos que ios vectores de medias vy la matriz de

covarlanza muestrales son los verdaderos parametros. Los vectores de medias pam

cada poblacion son,

50.08 50.30 65.88
(1) _ | 34.28 (2) _. 27.70 (3) 20.74
£77 = 11482 £ 42.60 £ 55.52

2.46 13.26 20.26

| a matriz de varianzas-covarlanzas com@n es:

26,501 9.272 16.751 3.840

V= 9.272 11.539 5.524 3.271 (3.1)
18,751 5,524 18,519 4.267 )
3.840 3.27T1 4.267 4.188

Se tiene la informacién de 150 plantas, 50 de cada poblacion, que se asignaran

utilizando el método propuesto,

La grafica 1 representa el comnportamiento margina! de cada variable. Se puede
notar que las varlabies z; ¥ zg tlenen muy "traslapadas” a las tres poblaciones, las
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variables z3 y z4 distinguen mas entre las poblaciones, slendo x4 la variable que separa
mas a las tres poblaciones. Este comportamlento se vera reflejado en los resultados

de las simulaciones presentados mas adelante.

RESULTADOS.

Los resultados obtenidos para estos datos se resumen en el sigulente cuadro:

TABLA COSTO TOTAL DE OBJETIVO
LAS 4 OBSERVACIONES
1 0 Comparar Mé&todo propuesto con Discriminante Clasico
2 0.07 Comparar Resultados del Método propuesto al asignar

diferentes Costos a las Observaciones

3 0.14 Igual a Tabla 2
4 0.28 Igual a Tabla 2
Tabla 1.

La Tabla 1 hace una comparacién de Discriminante Clasice con el Método

Propuesto; se consliderd un costo de observacion para cada variable 1gual a cero,

Se observa que el método propuesto tiene una matriz de clasificacidn igual
a la del método claslico, por consigulente con el mismo costo total. Sin embargo, el
método propuesto mide en promedio menos variables; esto sucede por la restricclén del
intervalo (—oo, co) que se tuvo que considerar debido a la capacidad de la computadora
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en que se implantd. Se observa en la matriz de orden de entrada de las variables que
el método propuesto considerd a la variable z4 como la mas Informativa, es decir, con
menor pérdida esperada, y es por esto gue entra slempre en primer lugar; aqui se

observa lo que se comentd en 1as grafica 1 de comportamlento marginal.

l.as Tablas 2, 3 vy 4 muestran los resultados obtenidos aplicando el método
propuesto, con diferentes asignaciones de costos. En las tres tablas se consideran

tres casos diferentes:
a) costos Iguales para las cuato variahles.
b) z4 cuatro veces mas cara que ias demas.
c) =4 la mitad de cam que las demas,
Tabla 2.

La Tabla 2 considera un costo de las cuatro mediciones igual a 0.07. Se cbserva
que tanto en e! caso 2a) como en el 2¢) la variable z4 es la primera en medirse; si se
castiga a esta variable con méas costo (caso 2b)), la primera en medirse es z3, io que
estd de acuerdo con la grafica 1 en donde se observa que la segunda variable que

distingue mejor a las poblaciones es 3.

En cuanto a la poblacion I3, no se tiene ningtn problema en la asignacion de
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sug indlviduos, Alcanza el 100% de blen claslficados en los tres casos tratados, esto
es debldo a que esta mas separada de las poblaciones Il; vy I3 en las variables 3 v
x4, como se observa en la grafica 1 y de hecho solo se necesita medir una variable

para asignar a los Individuos de I1j sin error.

La poblacién ITs tiene un 96% de bien clasificados en los tres casos, con un
promedio de varlables observadas de 1.16 en los casos 2a) v 2¢) donde sa chserva
primer la variable 4, y sube este promedio a 1.44 en el caso 2b) cuando se observa
primero |la variable z3. En conclusion, si se observa en primer lugar una variable que no
es la mejor discriminadom, se tendran que observar més variables pam la asignecidn,

con un resultado similar, como es 16gico.

En cuanto a la poblacién s, et caso 2a) v 2¢) resultaron equivalentes con 94%
de blen clasificados y un promedio de 1.08 variables observadas por aslgnacién. El
caso 2b) requiere un promedio mayor de varlables observadas con |a ventaja, por otro

tado, de alcanzar i 96% de bien clasificados,

Al observar las estadisticas globales, esto es, de {odas las pobiaciones, parece
ser que el caso 2b) es ¢l mejor, con mayor % de bien clasificados que los casos 2a)

y 2¢) pero cen un promedio de variables cbservadas mayor,

Considerando ahora el costo total en los tres casos, el menor es para el caso

2c) siguiendo el 2b) y por Ultimo el 2a). Es interesante mencionar aqui la comparacion



de costos del método propuesto con el método de discriminacion clasico, El costo total
del discriminante ciasico es mucho mayor que el del método propuesto, ya que can un
método no secuencial se miden todas las varlables, con un aumento carrespondiente

en costos,
Tabla 3.

La Tabla 3 considera un costo de las cuatro mediclones Igual a 0.14, el dable
que en la Tabla 2, Las conclusiones son equivalentes a las de la Tabla 2, excepio en

dos puntos:

-En el caso 3b) el nimero de mediclonas de la variable z4 es 17 solamente,
ya que esta varlable cuesta el doble que en el caso 2b) donde se observa 28 veces;

ademas se tiene mayor participacion de las varlables =y y zs.

-Se incrementa el % de bien clasificados para la poblacién I3, pasando de

98% en el caso 2b) a 98% en este caso,

Al comparar los resultados globales de esta tabla con los de la Tabla 2 se tlene
un % de bien clasificados equivalente en los tres casos estudlados, pero se observa

una ligera disminucian del promedio de variables observadas en la Tabla 3.

En cuanto al costo total, el mejor casc fué el 3b) siguiéndole el 3¢} vy por Gitimo
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el 3a). La comparacién con el costo total en el caso no secuencial indica una diferencia

grande,

Tabla 4.

La Tabla 4 considera costos de las cuatro mediciones igual a 0.28, el doble que

en la Tabla 3.

Se observa una disminucion de! % de bien clasificados para la poblaclon Tig v
un aumento para la poblacion Iy, en los casos 4a) y 4¢) compamdos con los casos
3a) y 3¢), de tal manera que en forma global el % de bien clasificados se mantiene
equivalente al de la Tabla 3. Pero al ser ahora las varsiables mas caras, disminuye el
promedio de variables observadas. En cuanto a costo total sucede lo mismo que en la
Tabla 3; y hay una gran diferencia al comparar los costos totales en los tres casos de

esia tabla con el costo total del caso no secuencial

En conclusitn, el método propuesto funclona bien, reconstruyendo 1a matriz de
ciasificacion calculada con el discriminante clasico. Al considemar costos de mediclon
diferentes de cero para las variables, se observan en promedio menos variables con
un % de blen clasificados aceptable y una diferencia (que llega a ser muy grande) del
costo total de asignaciones del método propuesto con el costo total del discriminante
clasico. En las tablas 2, 3 v 4, los cascs a) y ¢} resuitajon equivaientes, ya que la
varlable x4 tiene la menor pérdida esperada; esto es, es lo mismo considerar que su
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costo es iguai al costo de las demas variables, o que es méas barata que las otmas;

estos dos casos se diferencian solo en el costo total.

ESTA rgs

3.52 Variantes a los datos de Fisher SHER pr

Como se cbservd en la Grafica 1, los datos de Fisher se comportan bastante
bien, en el sentidc de que no hay demasiado trasiape entre las pobiaciones. Sobre
todo la poblacion Tip esta bastante alejada de las otras dos vy la aslgnaciéon de sus

individucs no presenta mayor problema, como se observa en las tablas 1,2,3 v 4.

El objetivc ahora, es probar el método propuesto con datos que tengan mas
traslape entre las poblaciones. La primera idea fue el transformar los datos de Fisher
de tal manera que se confunda mas la peblacidon IIy con ias otras dos. Parma esto se

transformé al vector de medlas de |la poblacion Ty de fa siguiente manera:

w4 & (2 4 o))
142k

40 =
y se consideraron dos casos: k=1v k=2,
Pam tratar de hacer el traslape méas evidente, y estudiar el comportamiento

del método con matrices de covarlanza diferentes, se empled una rotacion de las

poblacicnes con fa matriz

cosl —sent 0 0

_|sentd  cost 0 0
P(0,e) = 0 0 cose  Sen a
0 0 —Sena coso



conslderando tres rotaciones:
— Py = P(0°,0°%)

Py = P(45°,45°)

Py = P(90°,90%)
con ias que se transformo a las matrices de covarianza de la sigulente forma:

Vi = PV P
Vo = P,V P}
Vs = PV P;

donde V estd especificada en (3.1), y se generaron aleatorlamente los 50 casos de

cada poblaci6n.

0
§ Los casos tratades se resumen en el siguiente cuadro:
TABLA COSTO TOTAL DE K OBJETVO
LAS 4 OBSERVACIONES
5 O 1 Comparar Discriminante CGuadratico con Lineal
6 0.28 1 | Comparar Resultados de! Método propuesto al asignar
diferentes Costes a las Observaciones
7 0.28 2 igual a Tabla 6
caso k=1.

Los vectores de medias de cada poblacion resultaron ser;
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58.43 59.36 65.88
() _ { 30.57 (2) — 27.70 (3) _ | 28.74
£ 37.58 .2 42.60 -2 55.52
11.99 13.26 20.26
y las matrices de covarianzas:
26.501 0.272 18.751 3.840
v, = | 9272 11530 5524 3.271
1™ 118.751 5.524 18.519 4.267
3.840 3.271 4.287 4.188
9.745 T.478 5.808 —5.327
ve— | 7478 28283 14.688 -—7.579
2= 1 5.808 14688 15.6815 -7.183
—5.327 —7.579 -7.163 7.084
11.530 —9.272 —3.271L 5.524
Vi | 9272 26501 384 -16.751
3= 1 821 384 4.188 —4.267
5.524 —18.751 —4.267 18.519

La grafica 2 representa el comportamiento marginal; se observa que se logré un

traslape mayor entre 1as poblaciones que el que tienen los datos originales de Fisher

(grafica 1).

Como una forma de llustrar lo que hace el método propuesto, se considera

el caso de asignar un individuo, que se sabe es de la poblacién Iz, cuyec vector

de observaciones es {60.789,26.21,44.49,13.558). Se considerar4 que el costo de

observaclon de las variables es cero.

Enla grafica 2 se observa que la variable méas discriminatoria es zg, que resulta

ser, con el método, la de menor pérdida esperada; por o tanto, el programa decide
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observar 3. Dada esta cbservacion, las probabilldades postericres de pertenencila

resuitan ser:

qp =.2209 gg = .779 g3 =.00000082

En la grafica 3 se observa el comportamiento marginal de las densidades
multiplicadas por las probabliidades posteriores de pertenencia a las poblaciones y
condicionadas a haber observado 1a variable z3. Néilese que la poblacién ITy ya no
aparece porque su probabllidad posterior de pertenencia es muy pequeifa. Se observa

tamblén que 1a poblaclién gque domina es T,

En el sigulente pasoc del procedimiento, la varlable que tiene menor pérdida
esperada es z;, por lo que se observa su valor. De aqui las probabllidades posteriores

de pertenencla a cada poblacién se convierten en:

gy =.1091 gg = .80090 gg =2.58 x 10™L.

La grafica 4 presenta las densidades condicionales a haber observado z;

multiplicadas por su respectiva ¢. Se observa que la poblacién Iy domina adn méas a

11, vy I3 ya esté fuem de consideracion

El procedimiento decide continuar observando, cuando quedan solamente zg v -
z4 por medir, Al realizar los célculos, la variable con menor pérdida esperada resulta ser
x4, POr lo que se observa su valor, Dado el valor de 4, las probabilidades posteriores



et

resultan ser:

g1 =.1409 g =.859 gg = 6,54 x 10715,

La grafica 5 représema el comportamiznto marginal de la variable x5 al

considerar 1as probabllidades posteriores arriba descritas.

Ya que la decisién de pamar el procedimiento y asignar el Individuo a alguna
de las poblaciones todavia no se da, queda solamente la variable =y por medir

v el progmma decide medirla, resultando ahom las probabilidades posteriores de

pertenencia iguales a.

g1 = 05783 g9 = .0421 ¢z = 5.75 X 10~ %°,

Para este ejemplo, se tuvleron que medir las cuatro variables para poder tomar
la decislon final, el asignar ei individuo a la poblacién Il que es la que tuvo mayor
probabilidad posterior de pertenencia. Esto no sucede en general, sobre todo cuande

se conslderan costos de observacién de las variables diferentes de cero.
RESULTADOS

Tahla 5.

La Tabla 5 presenta una comparacion entre tomar las matrices de covarianza
diferentes, como lo son en realidad, o suponerlas iguales, En la tabla, V = 1/3{(V; +
Va2 4 V). Los costos de medicion de las cuafro variables son cero.
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En el caso §a) se observa que la transformacion realizada lleva a més traslape
entre II; y I, pero no se alcanzo a traslapar I3 con las otras. Esto se ve en la matriz
de clasificaclon donde IIg tiene un 98% de bien clasificados y dos casos gque no se

pudieron clasificar.

La matriz de clasificacion mejora al considerar matrices de covarianza
diferentes, caso ba), que al consldemarlas iguales, caso 5b), excepto para II3 donde se
mantiene el % de bien claslficados en ambos casos. Ademas el promedio de variables
observadas por poblacidn y globalmente es menor en 5a); por consecuencia el costo

total es menor en Ga) que en 5b). Se observa entonces, que vale |a pena considerar

el discriminante cuadratico.

Tabla 6

La Tabla 8 hace una comparacién pam diferentes costos de observaclén de fas

variables y matrices de covarianza diferentes.
Se consideraron fres casos pam los costos de las cuatro mediciones:
Ba) 0.00
Bh) 0.28 costos iguales para las cuatro variables.

6c) 0.28, 3 mas cara gue las demas.
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Se observa que al tener costos de observaclon diferentes de cero, el promedio

de variables observadas disminuye.

El % de bien clasificados es equivalente en 8a) y 6b), sin embargo, en 65) se
"arregla” el problema de los dos casos de la poblacion ITs que no se clasifican en 6a).
Una explicacion a esto es que, debido a que se observan menos variables en 68), no

se observaron las variables que causaban confusion en estos casos en 8a).

Al parecer la variable mas informativa es xz3 ya que se mide en primer lugar en
Ga) y 8b). Al hacerla mas cara en B¢} se observa una disminucién en el % de blen
clasificados ¥ un aumento en el promedio de variables observadas que en 8b), por

consiguiente B¢) tiene un costo total mas alto que el de 88),
Caso k=2,

Los vectores de medias de cada poblacién resultaron ser:

60.11 59.36 65.88
plt) = 29.83 ﬂ(g) _ | 27.70 2(3) = 20.74
- 42.17 = 42.80 = 55.52
13.2 13.26 20.26

y las matrices de covarlanzas son las mismas que pamR el caso k = 1.

La grafica 6 muestra el comportamlento marginal de las poblaciones al realizar



esta trapsfomarcion. Se observa que, a diferencia de la grafica 2, se tiene mucho mas

traslape entre las poblaciones II; y T1s.
RESULTADOS

Tabla 7

La tabla 7 hace una comparacian del funcionamientc del procedimiento cuando
se consideran diferentes costos de medicidon de las variables. Se toma como base
costos cero, y después con la suma de los costos de las cuatro varlables igual a 0.28,
se consideran dos casos; la variable mas discriminadora, =4, con costo igual al de las
otras tres y cuando a esta variable se le castiga con un costo cuatro veces mayor que

el de las otras,
Las conclusiones pam esta tabla son ias siguientes:

En el caso 7¢), al considerar a la variable x4 "cama”, la primera que entra es z;,
que parece ser la que mejor distingue a la pablacion ITg de las otras dos, ya que da un
100% de blen clasificados. Esta variable no es la mejor variable para discriminar a la
poblacién IT;, por que en este caso, esta poblaclon tiene menor porcentaje de bien

clasificados ai comparar con los casos 7a) y 75).

Al comparar esta tabla con la tabla 6, se observa una disminucién de! % de
bien clasificados global en los tres casos, ademas de un incremento conslderable
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en el costo total. Lo anterior fué porque se consiguié un traslape mayor entre las

™ poblaciones,

(.
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Discriminante Ciasico

TABLA 1

Costo de las cuatro mediclones = 0.00

Pob Asignada Variable Orden de Entrada
Real| Iy | Iz | I3 % Prom | Costo 1 2 3 4
II, 50 0 o 100 4 Q zy 150 o o 0
Iz o] 48 | 2 96 4 o zg | 150 ] o 4]
s 0 1 49 98 4 0 Ts 150 0 ¢ 0
Costo Total: 3 g8 | 4 0 |=z4 |150] o 0 0
Método Propuesto
Costo de las cuatro mediciones = 0.00
Pob Asignada Variable Orden de Entrada
Real| Ity | ITq | TIs % Prom | Costo 1 2 3 4
M, {s0| o|jo}i1oo]|lz2e2| 0O 2| o 0 86 | 26
Mz | o |a8| 2 | o8 400} O o 0 39 | 390 | s8
11y 0 1 40 98 | 3.82 o T3 0 111 26 8
Costo Total; 3 88 | asB Q x4 | 150 0 0
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TABLA 2

Costo de las cuatro mediciones = .07

Pob Aslignada

Variable

Orden de Entrada

Real| Iy | s | Ty % { Prom | Costo 1 2 3 4
2a: Costos iguales
I, | 50 0 o 100 | 1.00 | 0175 | =3 o} 0 4 C
I, o] 48 1 2 +133 118 1 .0175 | =g 0 o 4] 1
g 0 3 47 | 94 1.06 | .0175 | zg 0 =] 0 0
Costo Total: 7.82 98.7 | .07 } 0175 | =24 | 150 0 0o o
2b: z4 'cam’
M, {so|l o} o |100f100| 01 |z ¢} o 4 12 0
114 0O (484 2 g8 1.44 01 g ) 0 0 5
My | o | 2 48| 66 [154} 01 {=zg | 450 © 0 0
Costo Total: 8.83 973 | 133 04 T4 0 28 0 0
2¢. x4 ‘barata’
I, | 50 0 0 100 | 1.00 02 T3 0 0 4 ¢
M, | o jasj 2 | 96 [116{ .02 | z» 0 0 4] 1
Iy 0 3 | 47 94 1.06 02 T3 0 6 0 0
Costo Total: 6.72 86.7 | 1.07 .01 T4 150 0 v] 0

Caosto Total caso no secuencial; 13.5
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TABLA 3

Costo de las cuatro mediciones = .14

Pob Asignada Variable Orden de Entrada
Real | IIy [ TIz { Is | % | Prom| Costo 1 2 3 4
a: Costos iguales

M, |s0; 0| o |1o0y100]| 035 |z, | © 0 3 )
T, b oj48| 2 | 98 |112] 035 | = | © 0 0 0
Il o 3 47| 94 1.08 | .035 | =3 0 6 0 0
Costo Total: 10.57 g87 | 1.08) 035 | z; | 150 0 0 0

3b z4 'cara

IIy 50 0 0 100 } 1.00 02 E31 0 14 T 0
M, 0 |48) 2 | 98 | 134] 02 | = 0 0 0 3
IIs 0 1 48 a8 1.48 02 zg | 150 0 v} D
Costo Total. 7.84 a8 127 .08 T4 0 13 4 8]

3¢ z4 ‘barata’

118} 50 ¢ 0 100 § 1.00 04 £y v 0 3 G
Il 0 | 48| 2 96 1142 04 To 0 0 0 o
IIs o 3 47 94 1.08 04 g 0 (] 0 0
Costo Total: 8.36 86,7 { 1.06 02 zg | 150 0 ] 0

Costo Total caso no secuenclal; 24




TABLA 4

Costo de Iaé cuatro mediciones = .28

Pob Asignada Variable Crden de Entrada
Real | TI; | TI; | TIs | % | Prom | Costo 1 2 3 4
a; Costos iguales
m |s0) oo j100|100f] 07 |z, | © 0 1 0
IIp 0 49 1 a8 1.04 07 zo 0 (o] ] 0
Mg | 0l 5 as| g0 {102} 07 |z | © 2 o )
Costao Total: 1871 a8 1.02 07 T4 150 0 C 0
- 4h: z4 'cara’
n; {sol o 100y100| .04 |z, | © | 27 | o 0
My | o [48| 2 | o6 1 130| 04 [z | © 0 0 3
My | o| 1 |49]| 98 | 142] 04 |25 | 150 | o 0 0
Costo Total: 11.84 a8 1.24 168 T4 o] 0 a 0
4c. z4 'barata’

I 50 0 0 100 | 1.00 08 Ty t] 0 1 0
iy 0 49 1 Q8 1.04 08 Tz o 0 Q o
Iy 0 5 | 45 80 1.02 .08 Tz c 2 0 0
Costo Total: 1224 g6 1.02 .04 x4 150 O 0 0

Costo Total caso no secuencial: 45
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TABLA 5

Sa: V1,V2, W
Costo de las cuatro mediciones = 0.00
Pob Asignada Variable Orden de Entrada
Real | IIp { FIj | IIo { IIs | % | Prom | Costo 1 2 3 4
In; o 44 5] 0 88 } 3.886 0 zy 0 54 19 72
Iy 0 3 47 0 94 3984 0 Ty L)) 86 26 48
My | 2! 0] o [a48] g8 | 386 0 zg | 150 | © o} 0
Costo Total; 11 a3 3.80 Q0 7] 0 29 101 18
50 V
Casto de las cuatro medicienes = 0.00
Pob Asignada variable Onden de Entrada
Real{ TTp | TI; | Iz | s | % 1Prom | Costo 1 2 3 4
IT; 1 309 | 10 0 78 | 394 0 Iy 0 0 26 BO
My ol 7 {43l 0| 88 {400} o© zg! 0 | 90 { 25 7
IIs 2 0 0 48 g8 | 2.58 0 xzs | 150 Q o 0
Costo Total: 20 87 | 351 o] x4 0 29 } 101 | 18
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TABLA B

Pob Aslgnada Variable Orden da Entrada
Real ] TIy | Iy | TIp | Ty % | Pmm | Costo 1 2 3 4
B8a: Costo de las cuatro mediciones = 0.00
II, 0 44 6 0 88 | 3.86 o oy 0 54 19 72
Il o 3 47 o 94 | 394 Q 2 0 66 26 48
IIs 2 ] o 48 86 | 3.86 ] &y 150 0 0 0

Costo Total: 11 83 | 389 0 T4 0 29 101 18
6h: Costo de las cuatro mediciones = 0.28 Costos iguales
j15% 0 44 8 0 g8 | 2.18 07 z1 o 10 10 4
I, 4] 3 | A7 0 Q4 | 2.52 .07 zs G 65 1 1
Hy 0 0 0 50 1 100 | 1.02 07 z3 | 150 0 0 o
Costo Total: 29.02 24 1.91 07 T4 0 17 26 1
Ge: Costo de las cuatro mediciones = 0.28 r3 ‘cama’
Hy 1 43 | & 0 88 | 230 .02 ry 0 33 i2 5
Iig 0 13 ] 386 1 72 238 | .02 L) o 67 18 0
Mg | 2 | 1| o |47} 94 |208] 22 [zs| 0 |35 | 18] 2
Costo Total: 41.36 B4 | 225 .02 x4 | 150 o Q o

- 101 -




TABLA 7

Pob Asignada Variable Orden de Entrada
Real| Mg | M; | TIo | T3 | % | Prom | Casio 1 2 3 4
Ta: Costo de las cuatre mediciones = 0.00
Ty 1 44 4 1 88 | 3.50 0 Ty o 0 52 59
My, { 0|19 |31 | 0| sz }j326] 0 |=z| o | 38| 45| 40
Ils 2 2 0 48 g2 | 3.82 ] rs 9] 96 25 2

Costo Total: 29 81 3.43 0 T4 150 o 0
7b: Costo de las cuatro mediciones = 0.28 Costos iguales
IIy 0 40 e 1 B0 | 226 07 z1 8] 0 3] 11
I, 0 18 | 30 1 60 | 224 07 Ty o 34 9 1
Mg ] 2 (2| 0 |46] 92 | 184} .07 | x3 0 77 | 19 0
Costo Total: 55.49 77 2.04 07 zg4 | 150 0 0] 0
Te: Costo de las cuatro mediclones = 0.28 z4 ‘cam’
1567 1 36 | 13 0 72 2.88 04 zy 150 0 0 o]
g 0 11 | 38 0 78 | 262 04 g 0 23 36 7
IIg 0 4] 4] 50 1 100 § 226 .04 T3 0 106 | 23 0
Costo Total: 44,08 a3 | 252 16 T4 0 17 12 4
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CONCLUSIONES

Se probd el método propuesto bajo los supuestos de normalidad y matrices
de covarlanza tanto lguales como diferentes, en casos en que las poblaciones tenian
distintos grados de dificuitad pam diferenciarse. Lo anterior lleva & las siguientes

observaciones:

1. En cuanto al método,

° Tomando en cuenta los costes de medicidn de las variables, este procedimiento

lleva a decisiones méas rapidas y méAs baratas que el método discriminante

clasico

e Cuando en el métodc.se consideran costos de medicién iguales a cero
pam todas las variables, los resultados obtenidos son comparables a los
de! Discriminante Lineal o Cuadratico, con matrices de covarlanza Iguales o

distintas, respectivamente.

. Es un pwocedimiento secuencial que respetando la estructura multivariada de
las observacicnes, considem de manera adecuada tanto e! costo como la

capacidad discriminatoria de las componentes de las cbservaciones.

2. En cuanto a la implantacion de! método.
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. Se tiene el programa funcionando bajo los supuestos explicados en el capitulo
3. La Implantacion se desarrollé para |[a gama de computadoras IBM-PC vy
compatibles, requiriendo una configuracion minima de 128 Kb de memoria y

una unidad de diskettes.
. La implantacion, sin embargo, tiene algunas restricclones:

. La precisién de la maquina implicéd la necesidad de asignar individuos
"lejanos” a las poblaciones a una poblacion hipotética Ilg. Para evitar
esto, podria simplemente asignarse a los individuos "lejanos” por medio
del método clasico, aunque seria conveniente estudiar la posibilidad de

que estos Individuos fuesen "aberrantes”,

. Solo se consideraron costos de clasificacién equivocada de la forma

C(il7) = 1, t# j. Esto podria relajarse programando otras funciones

de casto.

. Solo se considemmon funciones de densidad para cada poblaciéon

normales multivariadas con parametros conocidos.

Como conglusion general, e meétodo propuesto estd funcionando con las
ventajas y supuestos descritos y esta sirviendo de base a futuros desarmollos en esta _
area. Dichos desarmllos pueden ser el reconsiderar las ldeas de Raiffa para el caso
de discriminante discreto, tratando de hacer su método factible, o e! estudiar el caso
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U

en que los parametros de las paoblaciones no son conocldos, que lleva a la utllizacion

de un enfoque bayesiano,
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