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El ciclo 

generación de 

LMMHD 

pot.encia 

ntás recient..ernent.e 

eléct.1,tca es el ciclo 

desarrollado, 

OMACOW que 

para la 

consist.e 

de un circui t..o cerrado de t..uberia que cont.iene un met.al liquido. 

Una región del circui t.o es calent.ada por una f"uent.e de calor 

65° 

a 

t.emperat.uras alcanzables 

150 • C), En ot.r-a r-egión 

mediant.e enerr;ia solar 

del circuit.o, se inyect.a 

<ent.re y 

un f"luido con 

baja t.emperat.ura de evaporación, que al ent.rar en cont.act.o con el 

met.al calient.e se volat.iliza y fornta burbujas, el Sist.erna se 

n1uest.ra esquen1át..ican1ent.e en la (1.1). La presencia de 

burbujas en una part.e del circuit.o pone en movimient.o al rnet.al 

liquido por ef"ect..o de f"lot.ación debido a la dif"erencia de densidad 

ent..re los brazos vert.icales del clr-cuit.o; el ntovirnient.o es t..arnblén 

ravorecldo por el t.ránsit.o ascende11t.e de las burbujas en el seno 

del fluido. En .la pa.rt.e superior del circuit.o las dos f"ases se 

separan con el :f'in de pernti t.ir que el n1et..al liquido, 

burbujas, a t.ravés de un carupo rnagnét..ico 

libre de 

generado 

ext..ernarne11t.e y colocado pet'pendicular a Ja dirección del Clujo. El 

n1ovi1nient..o de un f'luido conduct.or de Ja elect.ricidad en presencia 

de un ca1npo n1asnét.ico ~enera una di:f'erencia de pot.encial que a su 

vez puede dar Jubar a una corrient.e eJéct.rica; est.o últ.irno es 

posible cuando se perrnit.e la cit'culación de Ja corrient.e a t.ravés 

de Ut'l circui t.o ext.erno. 

La di:f'erencia de pot.encial que surse 

int..eracción del 111ovi1nient.o del mat.eria.J 

co1no consecue11cia 

conduct.or y un 

de la 

can1po 

rnasnét.ico, se conoce corno "Ef'"ect..o Faraday"; est.e :f'enónaeno es de 

.Cundc:::11rnent.al itnpo:rt..ancia para el t.rabajo present.e y se discut.irá 

o.1nplia111ont.o 111.ó.a adelan.t.e. En la t'Jgura (1.2) so iluet.ro con ntayor

det.alle una conf"lsuración t.ipica de la sección del sisLen1a donde 

el i-1ujo int..eracciona con el cantpo rnagnét..ico; est..a par-t.e del 

sisLe1n0i recibe el nornre de "genet'adorº". El generador se contpone de 

un duct.o de sección rect.ansutar cuyas paredes er, el plano y-z son 

aislant.es y las qua- se encuant..r."'.lln en el piano '1:-z son conduct..oras; 

el duct.o se encuent..ra e11t..re Jos polos de un irnán que en el caso 

rnás general, prod111:::P. u11 cR111111::. 111agnét..ico no unlf'"or111e. y bajo la 

?.Uel ingl6s, <lpt.J111tz1:-d ~tAgnl""l .. i:i CONve1•t .. e1·. desar1•ollado el 
Ar¡;onne Nat .. ft.-.n.".'ll l .. :-.h1:.r.:tl.1:.1 .. v. 1::.11 .• VPr l'l?!'P.-t•eoncfa [10], 
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influencia del cual se esperan pat.rones de f'lujo poco usuales 

C40l. Est.e t.ipo de generador, es un caso part.icular del problema 

objet.o del present.e est.udio. 

El desarrollo n1ás recient.e en ciclos LMMHD para la generación 

de pot.encia 

colaboración 

en pequei"í.a escala 

cient.1Cica en.t.re la 

es product.o 

Universidad 

de 

de 

proyect.os de 

Ben Gurion en 

Israel y el Argonne Nat.ional Laborat.ory en Est.ados Unidos, se 

const..ruy6 una prin1era plant..a experirnent.al con capacidad de 

c;eneración de 20 kW e' post.eriorJnent.e con la idea de producir una 

pequei"ía plant.a. de pot.encia a 

el proyect..o Et.gar-3 con una 

esca.la. senU-indust.rial, se 

pot..encia t..ot.al de salida 

const.ruy6 

de 8 kW 
e 

C10l. Est.udios nun1éricos de escalarnient.o de est.a clase de plant.as, 

predicen que el Jin1it.e superior para plantas cuya f'uent..e de calor 

es la energia solar es de 3 MW
9

• 

El originador de la present.e aplicación, y de n1uchas ot.ras, 

f"ué Micl1ael Fara.day quien descubrió en 1831 el ef'ect.o que 

conocemos hoy con su nornbre, 

t.rabajos, 

y 

lo 

ocho aitos después, en una 

l"ecopilación 

n1anera (191: 

da sus ·enunció da la siguient..e 

"Cuando un lro:z::o de molo.l Cy lo mi.amo puQde aor-
ci.er-lo para loda. 
movi..do frenle o un 
de un i.man o cerco. 
a• producen 
lro.nsvereo.lee o.l 

au•lo.nci.o. 
polo 

d& 
uni..co 
polo!!I 

corri..enle111 

conduclora), e• 
o loe opueeloa 
eleclromo.gneli..coa, 

aenli.do del 
eleclri..co.• 

movi.mi..enlo." 

A cont.inuación se expone una b:reve deso:ripci6n t"'enon1onol6glc.a. 

de est.e ef'ect.o. 

considera un 

velocidad y a t..ravés 

n1at.erial conduct.or 

de un carnpo 

que se 

1nar;nét.ico 

n1ueve a una 

o 
perpendicular a la dirección del nlovirnient.o. Al 

uniCornte 

est.ar en 

111ovirnlent.o Jos port.adores de carga Celect-rones o iones) en el 

conduct.or. se ven sujet.os a una Cuerza llan1ada f'uerza de Lorent.z 

F i..• que es direct.arnent.e proporcional a la tnac;nit..ud de 

t..ant..o pel:"'pendlcular a arnbos carnpos. Es est.a Cuerza la 

VAD y por lo 

que diric;irá 

de la Cuerza <+F ) si son 
L 

a los port.adores en el 

posit..lvos. y "'" s.;>nt.fdo 

CAP. l" l"NTnoPUCCl"ON 

sent..it.Jo posit..ivo 

negat..ivo la t"'uerza <-F ) si son de 
L 

' • 1 

3 



posit.ivos, y en sent.ido nebat.ivo de la f"uerza 

carc;a ne¡;at.iva, hast.a los ext..re111os paralelos al 

<-F > ... 
plano 

si son de 

en que se 

encuent.l"an v y D. Est.e rnovirnlent.o de cargas hacia los ext.l"ernos del 

conduct.or c;;enera una corrient.e eléct.rica J
0

, en Ja misma dirección 

de la F L' y una separación de cargas. Originando a su vez un campo 

elect.rost.át..ico E
9

, n1edido con10 una diCerencia de pot.encial ent.re 

los ext..r-en1os del conduct.or. Si est..os ext.ren1os no se conect..an ent..re 

si n1edlant..e un circuit..o ext..erno, se dice que el sist..ema se 

encuent..l"a on réginten de ci rcui t..o abiert.o. Est..o se ilust..ra en la 

rigura (1.3). 

.................... 
o .. 

v~o 

. ............. , 
Jo 1 

-1 l 1 
1-> 

1 e i 

V 

.l... ............. ~~ .............................. ..I. 
F"IO. U. 9> Conduclor en movlmi.enlo, re:gi.men de clrcui.lo Gbi.erlo. 

Exlst..en ot.ros rei;intenes de operación; supónr;ase que ent.re los 

ext.rernos del conduct.or paralelos al plano que cont.ieno los 

vect.ores v y O se conect.a una t.rayect..oria conduct..ora ext.erna, 

ent.onces, se t.endrá una corrient.e cuyas ca:ract.erlst.icasr depehdert.n 

dol circuit.o ext.erno: 

o> Circuit.o ext..P.rllO f>t.l_1."n_1n_~-~--t.._e resist..ivo. Es el c;cnerador por 

eCect.o Faraday descri t.o ant..eriorrnent.e 

sist..e1na 01-tACON. C63l. Ver f"ir;ura (1.4). 

b) Circuit..o acLivo:- Al 

en la present.ación del 

colocar una f'uent.e de 

pot.oncial en el cit'cuit.o ext .. er1lo .. con su polaridad en el 1nls1110 

sent..lt.lo al t.iene un que 

"t:-Oltlpl.lj."'" .-::.l r.n11•h1r:l .. n1'. , .... ,,-_ ,pJ .;:._-1liis1111:> s'?nt .. idt:1 r¡ue su 1novi1nient..o. A 

es1.P 11i:c;posi t.lvo si:o 1,; 'cl'.'n_~c:~:;.:,;;;n;·~-'.-•~·-~·nit~~ ."~Jec1.ron1ngr1et.ica. l28l 
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SS;_~ cd.t.odo 

V 
ca.rgo. 

·1~ ~ ~~1dnodo 
. ····················································· 

FIO. et. 4> Eequemo. de generador, C\.rcu\.t.o externo cerrado med\.ont.e 
una carga. r••\.et.\.va. 

e) Circui t.o ext.erno act..i vo con polaridad invert.ida: es el 

caso en el cual la polaridad de la f"uent.e de pot.encial en el 

circuí t.o e"t.erno se opone a la del pot.encial inducido. Se obt.iene 

ent.onces un f'reno alact.romagnet.lco (281. 

Todos los conduct.ores present.an maniCest..aciones 

elect.romagnét.icas t.ales como circulación de corrient.es inducidas o 

n1ar;net.ización al moverse en presencia de un campo 

elect.romagnét.ico, sin embarr;o, no t.odos ,los rnat.eriales t.ienen Ja 

nt1s1na respuest.a dinámica que depende 

pr-opiedades elást.icas. Si son sólidos no 

bAsicament.e de sus 

present.an def"orn1ación 

alguna; en can1bio, si son f'luidos, es decir un medio cont.inuo y 

def'ormable, como gases ionizados: o met.ales liquidas, las 

corrient.es inducidas por el n1ovin1ient.o, genera ruar-zas de cuerpo 

que n1odif"ican Ja diná1nica del !'lujo. 

A la rarua de la f"lsica que describe Ja 1nuLua int.er-acci6n 

ent..re un fluido conduct.or en n1ovimient..o y el can1po 1nagnét.ico que 

at..raviesa, se le conoce con10 MAGNETOHIDRODINAMICA <MllD>. 

J. lla.rt.1nann junt.o con F. Lazarus est..udiaron en 1937 t.eórica y 

experi1nent.ahnent.e un rlujo lantlnar que hicieron circular en 

presencia da un can1po 1nagné t..ico ent.re placas paralelas en un 

est.ado perrnanent.e y con1plet..an1ent.e desarrollado y obt.uvieron con10 

CAl'.I INTRODUCCION 5 



result..:ado un perf'il t.ransversal ele velocidades que se ''aplana•• 

depandien_do de_ la--int.ensidod d91 _ca1np~.ª 
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baut..iS1110 de la 

-·encont.rat' 1nayo1" 
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-· - ,,- ·'" - _., .. ~-,. :_';( :.>;s_. -::r,,. t-:t>· ,.)~t< ~.':>i: ·- · ,;- ~<:::·:_;.-.: __ ,.~-.--:~--··,_.·,·_.e--,;/ _:;:~";:·;· _;i~·:f:.-''~~:i~.::;::~,';,;.JL~f:::z~i~~, ;;,:¡~:_:,::~~~:'::.)g;:- .·.-";.~::. ';'.",;. 

_- ~-111.U:_t~~!;_.:~~:'?: ,.~:-;___:.·-:- '·~-'·~:.:-u.-, -s-;;.r:-_:;_ .. .:-;;, ':'12;,- . :~.x -,·::_-:,_,~')"f\. · ,,-:_~, ·. ':d:-'-'·-~:---:_.:-~-t~:-p.:-:~-'-'-·,-'1/:S::<"':·•;,,- · 0.-::--.:~'--:-::"!;'·-~:::r~·:-.::_.-:,,,,.,;;'.··-::·''.- _,. -., •. --,· .. ,., · - ;.- . 

i:~~:~~~~r~~tEWx~f~J~lt~ll~i~1iB~~
4 

,.,,¡~¿¡,,,;.j,)08 '.'e":'.' ;,1 . ,-,.;,.,1.:1<11.; "''· ' rJuJos ,º'ªl!:','f\~1.;1~~·,~~l,']~"'./,~.~~ · '.fn · · 
---~'·,.:_j_--~i :.-~-':--._.~'.·:~,.,;-~:;._ _,;; .... ;~~.:_o•·---,------,--,---'-------

~. i, -:;, • .-;~~-,.~,: :~A-:· j ~:-;:~·._.,· -_. ;~;-~'.._1-ol J.~"7, ._· ol~'.' . , .• ::.~-•• ry ~ ~ ;_,,. r /11. . , . -~-- . '· :,::·,~· ... -
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presencia de 'caJnpos n1a~néLicos no uniiorJnes. En el t. ercer 

copil..t.llo~ se ro1:•111ula el n1ot"CO t .. et.'tt"Jco del proble111a; se p1"esent..an 

e!cuoicJ ont:!'S hid1,,odlná1nicas y las 

conjt.1nt.an ruediant..e una seÍ,,ie 

do· .... s_.u¡,:~-;,;f';;f0'~1~~·:/ 1"1~-~;-~~d~~ · ap.ro"in1.3cl61l' · :.n10'Si11~·t..-0.1_~-idrodiná~nica, y 

1~lnalül.er.;t..¡,,,\~,:~O';:_~ ¿t¡~d~ ~.:10·: :;~-u~-~-ó~i-c'i'ó_n ·->pr.u--t;'i'6~t-Ol":·-. de-· 1:.t:.1ne-r-o de Reynolds 

-11,uJo ;->ob·L~1~ife/~ctt;·~;~:_l~;i :·:{i~ ·:(:_:t~'~ .. ,\~;~1~·.;1¿-~·-' >~~:¡~,t..'Íá.~'!~-~ .. :~-:-~: dél -_:._p1 .. 0L>le111a. Es e1·1 
-•"..oc;c~:;;· ''·'' ,_ ____ . ------ - -- - -

•?sLa -~::}~~~~-~f-f-~_~'.'..~;~;~~g_í:i~;?·_';':)::~~:y :·¡;i:e~~'.i.~I~~'•-~ .---~~n _. d~~ail0°'" i~~----'·' condiciones de-r 
ttUJO "--:--ell';:~;E. '(i'ü-c?$C-i6í-i;~~:'-·-- C¡Uo-:··· '.~:eg:-c 'un rnodC.10~. :'.i:~~¡-~-i~~~;)·i-ci~aJo de' :- un 

'7~.ª~·e:_~:~~~:~~,~'.~-~-~tl:i~}: ;-.~:~:~,{,,:-_.~~··~,•. \~:-':~,;~-~·~~\.6'":_- ;.·:·~~~{~-~-J',~jti~.·~~~. ::';~:'.d.;'~'6i~~.;e el .- ~nét.Odb. 
1·1{ú;~~~:·1~~: !'!_:1({~6 ;_ili~~~~~-f;l __ ~b-~~·¿;_1{~~ ::L}J_~1-::~:{.~iqYi.l_fl.lt.9~'::~, >_y~.: · c.hj' ,: _:;'taS:' 

e'>•",---.-"' -"'---- n; C;~:;,,--;'-;o ; ',';¡;< ::_ -~,""'"'[.;','"--' ,';.. 

En 

can1po · · ;-.. í·a~i1é_~ic'O>/ <U~iliZádo/ '.;·'./b:>·:.; ·~.1;; ia'_t-~ 
do_s~·~·~~01i-~:'>:· ~~~~-¿;¿. <~~.~':.:~.-~·¡_-- -~-~;~- •' - ·--·:;.': "'-"-' 
111a~~1~et.olildi-c:nlir~'á~;;i'~-'-o'. .--. i>-~-j~'::' un:: 

r1t~as01lt..'ilcJ61~: dél ->('lJ"Joi --;co:uhpo: __ 
111abnét..lco ·,no '.:=~u-:J.·~~¿~~;~~~:::-) r.·,1_;:~1;-.~~~·~~:~:/ se ·::·:-.-p·~~:~·~-~~~¿~~·~ '·_'-JOS '.:··~b~,:~-i~~~'~ti~ .. J.-~~ y 

r::onclt.lsJOnes al LI"abaj1~. 
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CAPITULO 11 

REVJSION BIBLIOGRAFICA 

El est..udio de riuJos 1nai;tlet..ohldrodiná111icos en. presencia de 

co111pos 1nat;nél.lcos no unit~orrucs es de · f'UT1da1nent..al irnport.ancla 

de bid~ - a que est.as condiciones se encuent..ran en una sran ca1..,,t..idad 

de aplicaciones, 001110 la conve1,sl6rl direct..a de en.e1•t;ia solar en 

ell!-ct..rica 1nedia11t..e Ull ciclo Mili> de 1net.al 

t~luj61net..._ros elect..ron1Etc;nét.icos C52l, int..ercatnbiadores de 

liquido 

11 t.io 

COJ, 

para 

el· onCriar:nient.o de react.ores de f'usión [661 y l7B1, oc;it.adores 

eloct.rornac;nét..Lcos de 1nct.al U.quldo C71, bo1nbas elect..ro1nas;nét.icas 

[201 et.e., ver c-101 para rnás aplicacio1-.es. La causa pt"incipal de 

las ·no - unif'or1nldades del · ca1npo n_1ar;11ét.lco,. so1-. los ef'ect.os de borJe 

debido al t.a1naf'ío linÍit..ado ·Je los disposlt.i_vos, po1~ eje111plo cerca 

Je los polos do- los hnanos o 

solenoides de-. - l~S -_'·~:J.~_~L.'~-~'J.\,~~~l~-~-
a los la int.ensidad da ca1npo 

1nélsnét.ico 110 s_~·,:.{·di~-~-~~-~;u);_~J-~_:_;u·n,i·r,;;_r.íi~é~-ut,;~-.t..~ __ Ct81. ot.ras razones, de 

t.ipo --Lóri'~icio,!:'.- :-_;>_~º~dJh~:':;.7~~-:r:-~f;;~%1~: -;,_ci.1t.~: -. dé _ unlf"or1nidad en la 

1nac;net..izacl_6ri ./d~(::: ilúCla6:.:,->d9 :~;:i.i~-; -. ~ihcit:'~~:i·~;,~;.-'. o que los polos del 

n1asnet..o n·;:;. -.--~~:'.-: .:~~JJ~i~-~~~'itE:f~~~_.~-u-;;;~:~d;ó~--~;;:: :_~~ :;-::-PÍ~1-.os · -. pex-rect..a1nent.e 
---.}-

p~•·al·:~::07f J.t(:1'~~~~~~~~~~ti~~f i1~;0~~t11Í?;"f;;~~~1i•~nslona.les en 

presen_cta' _de -:---º-ª":'_P __ º_-~- .---·~_,a·~nét.:i·C·f,~-~<•1_p'1.;un_1_1:_º:r-~'~-e~J;~_ ~-~~f_on_~~-~-s,.t..udiados - p~r 

:;:~·~~.;~r[~j~52{f:t~i;if¡c~lt:~CJltzi~~~~1rJ~r~ft~~~1~~~;t~·~:±L1:~~;~;n p:: 
::~E:;~~~.f ~lv! .. ·~"1:¡'~.:-~_·.t1i1~_:l.ºa~i~it~~·~ ... ~"• ~~ 
c°"n11"~. :·_¡·n~:~;ri~';;'l-~~;;; r~,~~1~J''.'.- • .. " ;·,en,-,-, ::>·'Ji~~-0;;16;1~ : del -t"lt.tjo;. est.o 

pt"f'.'tvoc~ -. '-In _:•Afe·~t;i:í .,:·~té~ ~--i~·~·~ú~;. :x;;~~-~:1_'-,_;·1': :r:-_¡~_¡:6-~,i~:~;-r·::.-.·· S1·1·or-é:111~r present.a 
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un modelo idealizado del sist..ema que considera Jos ca1nbios en Ja 

ma¡;nit..ud del carnpo ma¡;nét.ico, pero únicament..e t.on1a en cuent.a los 

f'enómenos que ocurr-en en un plano perpendicular a la dir-ección del 

campo ma¡;nét.ico aplicado y 

viscosos y de can1po inducido, 

desprecia 

El perf'il 

Jos ef'ect.os 

t.ransversal de 

iner-ciales, 

velocidades 

en el plano perpendicular al carnpo ntagnét.ico, maniCiest.a una zona 

de est.ancamient.o en Ja re¡;ión cer-cana al cent.ro del duct.o y una 

aceleración cerca de las paredes. La f'orrna de est.e perCil es de 

una parábola, con máxintos en las paredes y ntinin10 al cent.ro. 

Bajo est.as suposiciones se encont.ró, como es de esperarse,que 

las per-t.urbaciones producidas po:r el increment.o r;radual de campo 

n1ar;nét.ico, disn1inuyen al decrecer el sradient.e en el can1po 

ntagnét.ico. Adentás est.e aut.or cornent.a que la f'uerza de cuerpo 

elect.romagnét.ica n1odif'ica el perf'il t.urbulent.o de velocidades. 

Branover [6] realizó un análisis bajo las sicuient.es 

suposiciones: f'lujo no inercial, viscoso y sin campo rna¡;nét.ico 

inducido en un duct..o de sección cuadrada, y por Jo t.ant.o 

t.ridi1nensional. En su análisis discut.e las dif'orencias ent.re 

slst..emas bajo un can1po mae;nét.ico unif'or1ne y uno no-uniCo:rnae 

(t..a1nbién unidlrne1isional>, presentando en part.icular los per:f''iles 

de velocidad perpendiculares al carnpo n1a¡;nét.ico. Est.e aut.o:r 

encuent.ra un perf'il 

en f"ornta de .Al, que se present.a t.ant.o en un carnpo unií"orrne como en 

uno no unif"orrne. Est.o coincide con el :result.ado obt.enido por

Hughes y Young C291, qulones al"'lalizaron el !'lujo MllD vJscoso en un 

canal con can1po ma~nét.ico ur"'lif'orrne. No discut.e los per-f"iles 

paralelos al can1po rnagnét.ico, ni t.ransversales ni Jongit.udinales. 

Concluye aden1ás .Que en regiones do campo no unií"orn1e, exJst.en 

corrient.es recircula1lt.es lon¡;i t.udinales que int.eract.úan con el 

!"lujo :result.ando en una pérdida adicional de presión y en un 

incremont..o si¡;nif'icat.ivo del coeCicient.e de al"rast.re. 

ll1..">l1:•oyd y Wnlker .. 

el est.udio anallt.ico do 

soluciones aproxi1nod~~ 

en t 071l í7.•11 

f"lt.1j1'ls J?n 

P.l'l f"orrna. 

CAr. II REVISION nTnLtOORAFtCA 

ntarca:ron 

carnros no 

de series 

la paut.a a 

uni!'ormes, 

inf"init.as 

seguir en 

al obt.ene:r 

asint.ót.icas. 
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En el caso analizado se considera un carnpo 1na~nét.ico no uniforme 

unidirnensional de gran ir1t.ensidad. un !'luido inviscido no inercial 

que produce corrient.es eléct..1-.icas a su paso. El can1po 1nae;nét.ico 

inducido es 

capas l11nit.e 

despreciado. 

cerca de 

El análisis 

las paredes. 

enf"at.iza la 

Bajo es t. as 

exist.encia 

condicio1les 

de 

se 

genera un t.ubo de !'luido est.ancado en la zona de la no uniCorrnidad 

incluyendo una zona de recirculaclón. Adernás, se producen 

pert.urbaciones en el !"lujo t..ant.o corrient.e arriba con10 corrient.e 

abajo, y se encuent.ra utl g-radient.e de p:resión ext.ra en est.a zona. 

En est.e t.rabajo, se analizan adentás duct.os de varias c;eon1et.rias, 

t.ant.o de paredes conduct.oras corno no conduct.o:ras y secciones 

t..ransversales const..ant.es o variables. Est.a for-n1ulación, t.iene co1no 

inconvenient.e el no poder calcular el perCil de 

duetos con conduct.ividad alt..a. 

velocidades en 

En t.rabajos post.eriores, [25-271, donde se pret.ende validar 

experin1ent..ahnent.e los result.ados analit.icos, llolroyd encont..ró que 

aún con ca111pos rnoderado111ent..e Cuert..es, los t..órn1i1los viscosos y 

convect..ivos son i1nport .. a1lt.es. Erl el e"'peri1nent..o, se obser-va un 

1"et.a1 .. da111iont..o SC'VP.ro Jel f'Jujo en lo rei;i6n cent..T·al del duct..o, en 

la. zona donde el can1po es no uniCor1ne, en cont.1 .. ast..e cOll la t.eoria 

da llolroyd y Walke1" [2•1 J qt.u:!' Pl"e>di ce un t.ubo de Cluido est..ancado y 

una zona de rocirculoción. Las razones que expone es que los 

esfuerzos viscosos y en 111onor escala, los eCect..os inerciales son 

los responsables de Jas dif'f'.'rancias ent.re t.eoria y e"'perintent..o. 

Se requiero ent..onces, una_ t.eor-1a que t..01110 en cuent.a los 

t..érrninos inerciales y viscosos, para poder servir de ayuda o guia 

In " dar-., · indicaclon1:ts d<> las 

iintit.aciones del .análisis a co_111pOs,_n1a{;nót,;ico~. aJt.os. l26l. 

Al "'"P*"rirnr.ont~ar con_ d11(:t'.Os<:_c-6~dUC:t..01".es •. _ llolrc:'yd C27l encont.r6 

t.]Ue --al aun1011t..a1• Ja--,-- co11¡lúc"t.;1 Vi d::u.I ~--.-,:1C l-~-tlUct..O ~ 
- - -_. - --."'' , .. _ .. _ -·-· .-. ,, -- ' - -- . 

con la no u1ltrorn1tdad\--" ''~101:'.·i-;;canipo·-- _r_l~·a·g-n·~:~_iCO:·- · '.·diSiuiÍu.~Yen~ Una 

, .. ecornendación cu:ÍtctO-.·~~í:-; i~;1-~ciii~-~J'~,: :_:_·-~;-f.: -~11¡;ii~oY:d . es·- e1-~. act·y~'rt.i~ que 

no es con~eni-~n¿-~- .-';·i;a·~~~:~~ :>en:.; '.:·~~.:(¡-b~ cor~·~píe·L~i~ient..e"-:-: d,;~-~~;~llados~ 
t..ant.o hiJ1 .. o¡li~l-f~ini·6~~

1

·; 6'b~1;'6\ 11l"::.P.;.íle·t .. ·ohiürOcti1loti11iicos;· ,' p~~~~· · -usa1 .. JOS co1no 

~~.~·r·, .,:t~
0

J1~~ . ~¡~~Í~ :-~:-;~~'. ·:):-¡¡,~:.~ I•'.' Í.;'11·:1 ~-.,, ·;/ • ¡;;:· '~.h.1j1~~--,_. ;?i·i 

~·~l~;:;·i .. ~:¿-,. J·~::~ ~~~ri '.--(;1 í _i_~-. -O COll 

,,,,_ .-
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I'.- 1 1. 11t.i1 i :.!.O::i tlll 

n1z1t;nét.ico ¡:it:t 1•(lt?111lícl 1 lctl' 1 u;o 111ü1 1.11-111..:.< lti 1 li lllUI IS j Lllh:.il • y 

111é1t;nat..o. __ Las sup?st . .:.:iOn>"-•_s, -•1' 10 1t:.:1cu, V<::t1•1.:ll 1 ··un pt.'\CO t.lci' J¿1s ~1uO 

hlCierit j11rit..o-__ con ll1>ll"O)'~-I :. t:n . (~·1':1·; -s~ -_;slgi.Jii' -. ~~¡~s·1~1~?~f.;1~d,~c -, o;-11 · · ca1npo 

rnai;nét..icO · iniJuCidO; ·'.·:La~¡;¡_,¡~~-,:~-:· los ---~:,t;r.lvtiti::t;as_~;- __ ¡¡:¡~,~C1c-.1eS:.- - se·;:~-dQS1~r.:~c·1~·n _. 

debido a que_·_- se--· 6cin~l-t.1i~~-¿--- un··, C~tti1-i:iO; '1iÜl~i1l_é t..ici? ·;, 1pL_JY .. : f-ile;'t.-.'~ .-· : p_é1~0-.. se 

t .. on1an en C~~-'-'~~ ~ ~~~~;;6·1~·6s-'. ·,,·,)j·~~-~:~¿~-~-:)_ aunq~e _-:~-c·6~~~1-l~-~~I~~-: ~~~·~··: una ~~·~ª 
I i1nl .~-.~. Cor-1' - · :;;:;;-.~~-~ ·-,~ · ~-.·¡.-;1.;:::.:rC1G/.-~;;:;.><~_01~--- J:~'i'•ci'LfJ-.~-¡~_í.:._" --~;-'--<-~,,e.·1vá -; 11 ileul O 

tnt.egrábta.>': ~n-6:~'e-ri·L1¿~::~ "" :1~~ -,,_:_~;,.-\1'~1:;fJ'o- -,;·~~~-,. '--)~$~_"' -'iló -- ~,·~~·Í'o-i:irífu~;J~:~::--~ ~~:i~l· 
n1a¡;nat .. o· se p 1:..0:SG-'1) L'á''_'.- · ¿-;;-i. ::·· ~-~j-~j"~~,· '- '-JJ'~t-~>!i:..os1 ó,·~~:, ¿-J 1 ~I ~i:'a'á 1 >'-· ·a~.:/ 1,.--' ;_ ,;i,1ci ~ s/~:: 

. pr'o-ch~u~e- )'.)áJO ·c-a1i_1pos ('L-_...:~::1:_0_1~úl~~~¡-~ ;::~~ .:~~¡·~_:7~:~-f~f~.~::•\ ___ -_·_. __ :_~_,_._~_~,:~~~--'.~1'.··¡:~ __ . (-: ;~-i ;;¡_ i; ci_"{ ·. ' e;> 
- ·oo-.'c-, 111an_~.-~;~_::~-~~fj}(~,~!~~~:;~.-~:St~,~Jl~!~--'.--· u '"'. ~.~-- -CI -_,-:'.-'.l~°?f!+: LJ~_Ce~~ericiE~-~'.-;;''-da ;. ~;:1a·._ 1-~- . 

. _ ~ i n<ti~j-~1-:c_~-~~:~~'.-~~-~ ._ .. _-_: .. _'_u_,_·-.'--~--·_: __ :_::_:•-~_·::: __ ·.'--~---_•.-_·-~. • __ -.. _l,._º--· --~_::'_•_-_:_;_-~_-_ ~--_-__ 1 __ 1 __ 1 __ 1 __ , ___ .. :_ .. i._!, Ú i_·_--~:._.•_i 11_._l_í"':t_'.~ú~_-_-_: __ ._,:1~_-º,-.~~-'-·-.· •. l:_~.-=.-.·-.·-· __ 1 ___ -_·_-~---_;-_~_,:_-_'._·-.·"' .. •-.·'_1 __ -_i_._' __ ~.:~ -'.~ .. ~ ~.~-~;;;~~i~'j ri-~~f::'(tÓ ~~ :; 1;0.~-¡-¡'1'1;,0'~' '~ '"~' 
í"ua-¡;-n-ét.iCOs. ·' COi-l~!:_,::~~~¡,·¡·bi c;s-·.·~:-.. ~i:vli1·0~ -~~¡:,(t~~-•nciJ~_n '. _:~~~.:,;~~.~-~~;,\':j~'';~;~~fc~{Ü~J-~;~~'b'{_;~~; - .. 
i;rod~101<ts • c:.,,\.;1,;x~rn1'"'., :i-'.'"i 1'"'.~-'- d;:;i;',.-1 ius2 :i~ ¡;,.;¡,j>i~,~ :~- f~0~~~i_,1'}'.1,/no··._ · 
vari Qj~ S1-is-L"iit1'.létaJ-11i¡-;-,)-t..~:~,.-5,~-·;: -~ ,.._ .,., ~·"'.. \":--: -";, ···:_:~'.;;¿, · --·r·'.~ ""-:-, ::·;¿;:--· -~ 'l'''c - -- ... 

L~·-~·:. ____ }-~-¿, ,. :~·0_j :- • - '· - '-:-_ • • '~-~:;,,;;·_~.:;~:~~-;,,; ):l_:" ·~:.::,_:;_:-_:_,,e:._:_:_\~~~~~(;".-¡,~~:; ·ió·o:. ·:'j:'J2~ -~~:·,- _,c./_;"-'o'-:s';::·; ___ _ 
-·,~e-- '':L,~;o:--0-c--·-,_=·;-'-=:.c.;;-=-~~- \e--~--,·; 'X· .,.;··~'-'~-:-;.'~,'~~-;-_::, -- -,,, \',~,t'- ::,_;;~.,_---... ,., ,. -· "'· 

_-~"'~-;~~~-~,~:'y::~-, w1·.~¿}~;/¡·g¡-l~~\i·~t'ó 1 J ~~-.j'~'a 1-z~.J'."Cj~'.)'.~>'l I·~-:~ ~;:i~"'l'{~ilf¡;~·:::t~ü~-i~~:~~{~Ü~-~c;:'-';y~: :: t.tn 
J~h~Jo .-.·,.111 Jj : )~i.j~·_:~:_:,'-¡·¡;:¡;~_:_:: cia:;~·.'¡'1·~ ~:· ,¡,¡.c¡;¡:-.;~--~J-~.o.:,: ,:::,~~). Jt¡';;~;~~ J cin_~_.~_._'. ... ~~;;~~ ~~~5~•1:i;i/~a ; .. ·111e ~" : ... J~-
tna~n I 1~-ú1'1 ':;~:1~'t:ia·1~-~-~-1i,'~ · i nvOJ1 IC1-:.a¡.¡~Jo :;-~ ,· 10' ~.');'!S_C.1~jC:i:~'•~~,.'.1: ~\ ú1unéri cia-'.- '.j:~¡·d~\:; taS 
~c~J.:i~f~.~-~;~. JQ_:: Nd~J.;·¡:~::.st..~-s,l~-~ '.:.:,:6~i¡- ~ tóS'- ~~t;_~-~~;·~líY.~_;:_~(6~_:.'•_"j~-;j-~'Cf(;-¿'~?~·/'.~:Vf~'c6i~ri-

,_ - - -- _ .. - " . ' ~ ·.-

y JaS_ ·,>~c~~~C-Ú:J~:&S ··da--, .. :'.-~,.t~.X~-~1'1:-.'L': El , .. _-~.!'Qa~lü-~e · .. ~':ín.:it;i,eLtCO-,J~-'-fil~1iJéf t.10 ·:-·es 

dosp•'<>ci < .. Jó, éi.t'.'6;, rnit.ÚÍ'o.: ""íú•i>Ú<>i•I;,.,;• ,,,los, .:~:.,:_}t.,:_.~j··~~.:_;'~~;¡~-J~_i;,¡,;:,;h)~ .. I • en 
el plano~:- p~'i.~pci-nJic~.;¡o~~ ·c:a1-.: c~ú1j~o~; ~;;-5.;~~~:·~:rG.:Y/ ;~:li~~ ~ "' (.-g.~}: i··JJ•1'úa ;_· -~Jé-- · ~K· 
cc.Pact.-e1:.i~L"i~~_:,:_;_.ziL ,-pon~•'"sa ,., J,r~ ;,_:--cOnt..ac·t·o ;'.~~b¡·~ Fi~.~-'.{·1~~~·~¿'~$-~;-~-~~·~J:l1l'.'JL.·G-~.-i:;1~~~:--,·
No hc1y zon.:. do'· ,l)~t:~-,-~-~~~~-.~lo)~~i.:;~:·:·,;: o-,'_¡.~: ·~·¡. ,'.Qó'i1Lí'-ó·,~ ··; ';.:.1.1ni:¡iia;-, ·--.:.1 ·,,, fl.-.1.J.:. so 

r1,i::.na ·01-i~· ª~~-~'\--~~~,)-~;-::~:_> <\( - <:~''.:.' ~:-,~-::: -'.~·~~, .-:{( ~r_~j- .::;:;r, --,_., .';:~-' \-~/:;:;,,:;.~'.:._e_-,~_{-_':::_.,?::_-:_--,~-~-~--
,,.. .,_,. '', ::::ºi:·; >;\'·;'.<~ -\_,-

:::'~f t~~~~¡2~:~~~f~1~~~~;it~l~7~~~~f~~f~~' 
dosj:> t·Ú~~ ~-n,_jo J'.!_:~~,-l =·· :;~~úi!1Í~~-,· •'.:' \!i~~-~"¡;·~~:+~·~)_ ~-~~ .. :-;::; .. :·¡ t·~L·í-c'f~¿¡; '..~'.~'.:~:~l.-~·-.. -~_;:_: ~Í :,º~-~-¡~ ¡--(~~·i·~~~> :} el 
-siSt~e 111a , d~:_ .. ~·~.c~;a~'i~'.:¡~s---ri~0;~1 ¿:~'.;j-~'i;~:-~:-·1 j .-.';~_,~J¡T_:~_·-),~\_'.Ct1~~-~-~~b- 1'·1··i~-J-¿,~ : ·_:.~¡\~ , ...... , ''"::/: 

\ :.;:;;-. ·<:-' "):: ,\-;· .. <··: ::~:::.Y-·._:_.';; ·:; --~, -:2::· _,,,-~ ---~<: -;). --_;,,-.- · -
,, ·'": .,::;;{' ~~}~ • e:-"- '''ié ';¡:;; :;·.-.;_-;.. .. ~•: L~>'Yif:.' : X·; . -:::·L, 

;1f r'á1'el~Ci a·"' -,;,.__:.:.~~:1C_i_1~~~.~ ent~1·0·.-. ·:f.-~10~~:_;< :·pe1~1·11es·-· ---~·da·'·" .' v0toéi'd.i:.d 
-p1rl-.~~··: 'pai~p~_-1lil(c.ü1~:t\''.i- --S·i. · -'~:-car·a·;·¡;~· 1,ici~"~~·¿,-l~t·~~·:':: -:- ,-. · en el 

'_--;-· 
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-,,) 

calculado con rnodP.lns vl~r::oso y no viscoso, no radica en su 1-.orn~a, 

yn 

al 

quP. r.unbos t.io111~n fol'tn~ 111;> .,I\! :i;::luo en, los 

•::ent.ro~ En - el caSo · lll:) · vis1::0~0 .-;~ Vélt."lcidad 

vnloros dí1' su. n\tnilno 

rninirna es ce-1~0, · est.o 

es, e:.:i~-t.a';··: ·c·i~ido' - :e·~-t.i.t:_~~giu.i~4~ -· r;,n,. .'.•:'?l):~~:~,~-~e:i-~'.e,- al ."co~~~i-~Í~~:~-~-; _ _' · l~s- · 

oCP-Ót..-óS --!_~¡-i;~6~~~:;~-·,~~-; .::f?f1C1-·1e1~(.--;~-a-. ;:;-¡i:i~ :_: _i'~': :-Vé10aJd~-'!~·· ·e,:¡-··. el' ~~¡~~¡~:o\·; es (;un~-:~ 
1Ílt ¡, t lno' __ -: ·,;Ji Cef--~~-~ ¡}·¡~~~_c:.~f~·¡;<4; ·¡·::~'.!' l~'á'h';J,'_-_,;~·~;·~~-;~' ~~~? j' é"i~:·~:i~~~:y_ se:·" :;.~~-;-~,~-;., Lt~~--/.-: t~a- t .. -~~:-~ado--~ 
l'f'._> 1 o r o -~ 1 i1lú6V J i;<·A~_'. · .. '.~~.'..~.~.·.·.·.<.~:.~-.:~.;-.f.:) ~:~i,;;: -~ip/ -~ts; --.-~ ·' :;. · -;.:'" :::-(: ,, .. , . .-,~ ->;;L.:. -. }:'.: _- : ·/" ,,,;_:, ·.:~·;-::'· /i,~}~ --~ -

.- ' .: 1 • - -- . ..- - ..... --· ·- - · (C:;l/ -;~:>-· , ·- ... ;·.i.· .. ;',· .. · .;~·: . ., .. , ... '>:<- ;e·,.-_:,•-:'.;•;: .,_-.. -.! \;•" -~~~:;C"•' '.[ió"·:-: '''·,'~:''"': ., .,__ ~'.' ,o(-:·.; • .. ::'.'· ;'.::'.;::' 
-::,:;~: "~,t~·s ,-"~7:;·· -,~~s;-~ ~;_;-,· :·,;- < :::,'v--~--:_.;::.);.~~:.· ~ -.. "-> :~-:-·.'? t,·::: . . ·---:::.~;. --~:;.-- "' ·>:--, . "'-'· " 

. ~:. ·-_-~'. .-:t~·:: .. :~:1t --._.;~;,~· i,::i~~ ·;.¿~~~ >~>-.-:iI! ~:'J~"- .,,.. \'¡I:, ·,:::.·: ·. :,:,,,, _· ·:J: ,._:¿:~: --:L-,,,c' :~,::-·. -~:::,:::º- ::<--~,:-
La ' ·.:~,l)~-~-~-~.i~:~Jjf~-~~'.~~ ·_:~,i~~- '.:~,~~1~~\jj~~~~~\{~7 ~;·~~1 ·::< · '~ l -~.).'.I'i~;':;;·,-: .':J~ -~ÍI~~·~~1_p 1¡~-1:~-car ·:·su 

~::~'.:~.;:: .· d~·:: 1;·¿,·g~-:s0~ff2i:~k.~*}~.~z;:r~L:5 ·"'Z~i~~;,;~;~L.,:::~·;.;:::~;<>1v ... :: 
de j' at..eiisJdad>~Ó·¡~/~-~~:-~/i'0 L;J i T~~~;éC"i .~-.-i :_ ~~1.~1:.~:':f-.~:_1-s~.-~,~~-~ . 

·~·=---_e:-¡::_ : __ -;ce_:_,_-

' .-.~ 

1··.\11. 11 llf':Vf~J•.,N n1n1.1nn11,,r1·cA 12 



CAPITULO lll 

MODELO TEOR!CO 

Est..e .- capit..ulo:-. t..lei1e _:-,1>9~· ::>;¿¡;-J~Livo'._-~ rO"r~nula1~- -~·e1 1noc.lelo t..eórico ----------- -- - ,.--;_ - - . 
-ut..111Z"ad_c:> en ---e 1 ---.~~~~:~~-.-, t..-o,·:_-es_l."~d-io·::·:·-::.. ·'.:~-~~·:,;-::;__~ .; _ .. , 

. __ ,-- L~.- -~,~~[~ºá-tfciii1i-(fi~~[fii"i~~Íi'~~;jJ¡~·a·~:~~:~6~~,pii~,~-~~ -~:;sL_e ~--~:;~~-j~t_~)-~~~, -· es - la -

:~:01 ª;ª1.:~;::::• 1:T:~r;;¡~~:\:~~:;:~<1:¡-,~~f~ji1~~~;G Jf ",j~Cf;; s~~:1::~":~ro~:: 

··~~~1~~~~1~~l~li.l!ifi~~~~ 
cuat. ... t..a seCc:H6ra, -se: ~-k.i-i·h~l~\ ·>Ias·-~--:~~1po-slc_iól~;_: p·at.•,t..ic_~.1lár·_··-¿=Je1;.:1-\(une1 .. o de 

R~y 1"10 lds 1nat;né t..ico · .' -,-i~i~<; ~--:,;,:-1'.ci~--:i~~-~-¿~~~lcii·~~~-<~ ---~o~-~-~.~~;~-L~s, --;;b ~~¡ i iendo 
asi ta - rornn.itaci6n:- pa1"~~¡¡:·ü·i~~~.:- ,¡,:~~i~~:¡;~·(v~-~>.-:·_c ';~:,: -~r~~;\ · · 

,'.;i·- :~~ :Í~i;:-x·:-- :::~ :_:_·-.-~"-- ,:-: · 
!'''' '.'-;", >> ·:)~- - >~~,-_:e--,;--' 

/:'.. ,:•-· __ ,,_ <"· :-( 
., . -.__,_:;:-, :,-,·-~-; .,;:;/· _.,.,. ,_.,~ 

1. ECUACIONES HIDRODINAMICAS/ 
'"i··. /' ,. ' ·''::' ___ ,_ --~---

S10> __ 1-.1·0se_1 ~-t~O} -.-~ ;~;~t:~\:~,:~-~·~.,,é~--~-_ ,:¡,:_, '.t:;~~{-~~1·:;~íi:··:·ii~jrc_t~i:;_ i·P~·in~_- ,- r;~11!7~~~t1 · r· .. ··~º 

:::,,,:::~:ció~~;:::;·:t.~~ .. ;:~l,J\\~~l~3~~~I"1i~~ºZl"~:~2~t.7.~!:,'J.,;-;''.':'.;'º,11'10~º d~ 
En 1.1n --. 't·ü~~,j~:-~.: ;~'il':i,~f i~tOVl1iil;;·¡,,,:¡;·-:-. :.-;;·-.- '.'_i~~-l?~~?'J ·e1 :::·;· ba·k~'í"'~~--- :~~ :- · rnas.-,..

·~• ... et"bla ·o :ca~~t1cta·ti.:;':ue-,: .,:-~:~;-¡;/t:f;i~-¡·:e~{\;,:.¡:;.:· se :-:·'Cá-1Cu1a -~:;·~--::-~ L~.;.-~Vé·s·-, ·\:ie :·;_;u1~~-: 
p6 rcl ón ¡··n·l~i\~¡ ·1..·~~-~,;~-~~¡-.'. < ¡:,:~ >'-'· · t~t~\¡-~:J;~ :;' ~-.1~·.-_ ·-{~~--¡·:·;~¡~\ ''i11•bl Li,;Et1:.:1a-i·- :--d~-;-~6i1;~¡~-~~~l~.-
vo l1111u~11 (tC. :t~o~~-¡~¡~;¡~·-i·;_: ~\¡~;-:)·:---:'/:·, -:·' -,-;;.-_ ,'::--:-;:·)-_, º'· }":~ ;; ::'. ';:(.· ·- ~:;_;};):; ;o--' 

rorln~~,- .;;¡ ~--··,111í;- 1.1n~' :: __ ::~~'.Pi~1bi~::. c)1,):::- . .'::;.;-11;,~-:~n~:·· .o\~~ -::~1·-~- ti~1np.::.:~ 
tl•:-:s:i::1~tt.n ~¡.,.~-11+:- .- tn~-- J~,n,~;d~' .fh~-~ 1~"°·c.;r.,;.¡1c1ii- -~,¡j;~·-_., P.n 



por la sic;uient.e ecuación [151: 

Donde: 
t. • coord&nodo. temporal 
V = v&loci.do.d de-l fluldo 
p a den!lldad d& mago. d9l (luido 
A • o.reo. del volumen do control 
V = volumen del volumon do conlrol 

t/J • vario.ble dependlonl9 o propiodo.d , fisico. 

r 1> - coeficlente oproplado d& inlerco.mblo de rp 
S 4' = eumo. do fuenl'!'B o sumidero; dft> rf> 

Al aplicar el t.eoJ'•eu1a int..ei;ral de Gauss a la int.ei;ral sobre 

el área. se obsorva que t..odos los t.érn1inos son ahora int..ec;rales 

sobre el rnisrno volúrnen arbi t .. rario, y ia única 1nanera en que est..a 

ecuación se puede sat..isí'"acer. es cuando el il'lt.er;rando se anula 

idónt.ica1nent..e. De est.a 1nanera se obt.iene la ecuación dire1:•e1lcial 

de balance que expresa cualquiera de los principios de 

conservación 1nencionados. por lo cual se le lla111ará ect..1acio1'l 

GCJlleral do t.ra•'ls¡>Ol"'t.e. ldent..iricando cada t..ér1nlno se t..lene: 

i1 ;;¡;<p,P> 

... 
termino 

temporal 

+ 

... 
l orn1i no 

convec L i.vo 

... 
Lotrmlno 
difuei.vo 

(1.1) 

... 
l<9rmi.no 
fuente 

La variable rp puede 1"ep1 .. esent..01" va1 .. lables t~lsicas 001110 las 

co1npo1-.ont..es Jol co1npo; __ dQ .-Y':!;l?cii~Jci.r~es. del co111po tna~t-.ét.ico; o a 

propiedades f'ÍsicaS · ·exi~1.~·a·Sa¡1a·S ., en catnpos escalat•es 

t..G1nporat.u1~a. :o·-· ·¿~~~~~j_\~~7~~~.~~(;.'.} .. ~~J: .:i::~~~~;ninos - t~uent.e 
expresi 91ie~ -:-par_~); (ue~,,_t,.~~·:s.:~ :~·s!:J.1_1~.~.!ttir:?~:~ _d·~-.~ 1:-? ·:0-~ar1ab-1~ 0 rf>. -

COIUO ol de 

S co11t..lenen ; r/J -

cAr. 11r ,.tonr,:14n 'l'F.on1co · 14 



.::u1ula. rn=U. la 111asa que in¡;resn al VC es i¡:;u::ll f\ Ja que et;resa. 

Cuando· ·el rtt..itdO es ln_i:::~:t111p1~Q~lble _ Ja _ d'-.'llsldaü . os const.ant..e y 

lo:l ecuaciói~ .<L2):'. ~-~¡~-~l.~ -~:;:.~:j Ull!' ;~ r~~~~lla. qüO:' ~:s~rá:_ de i;r~n ut.iiidad -. ei1 

lo s~~c-~SÍv~~- ·:-i:~i1~:~u-~n·d~ '··,J~, :-~_1:1i~,~~--1-~{¡_'Hf-. de Ja 0 >1.,e-~is·t..~11Ct'~ .-. de -. -f'ue~l.e:S 
o- ~1.1~1'.~ :i-~--~~~~ . ;:t;;:-: i11a-so:Y.~í~t1 ;:_:7c;'¡;i~o~;1~.;s-_~ .. sP.>- L-,~-~~~: :-~ ~, ,.-._ ,,,- . , :-> 

_:·-" _,r_<-¿:·--~~~'~::·t:: ,-~·Ii ~:- :~x'.·, __ / ';~- _ .. .: ·º (i..3) 

.·;: '., .-;-,.-. -·f.·-'.- '•p- ,,,-, ,,o?;"_:'.;;;'~}< ·.•·C:,o, - .. - -·. · . . . --- ·.:,....:,:~- '·•·-:',·C.. e-•' 

: Lá :i, dJ~i-~~ 6~~1J~:.:.t.·,·.-"0qtfi~::_~-<~(:: c"'111¡;0_¿-~~~-:'~;~-~_¡6:~-ia1-ct~~ ;,_·c-es:,~---s-01e,j01da1 \- e1i-, 

--"" n ul<lo X:Ei·"1:;!·~~! J)~~;c,~Yt~(~t; ::;, .::: : ~:)f ¿':_ :;; ( ~ : '" ''f f~J1~~1~:-w; ;¿ -.--. -~ 
DA~~NÁ~:.1 !~:f~;I~~¿;~~~~~~f ::Jfi1~~~~~;1~~~r;'Yi11~\~zJ~~y~;~~~11~~.--~-· --el. 

~-=~:::~~t ;$~~q~'~is~~~f .~:·~· lw,'.0~i~t~.t~s~i~~1~iii~~~~t 1~1~zrr;1r~~1T.:~ ;::• · 
eoc1.1nC l 01-,. .:~Cdc•l-- Ca1_11; id n.cl ~''.°: d Co ·::-· 1Í•óv" i ííil Q'1j t:o~-,,~~- t:2J.\-,\~ Es_t:a-~:~_e·cUaC16ú-. ~.:.li;Ua 1a; --}~- _. 

t .c_·,c_ -~-----~-: -·.::::;:". ~--- -::.:~::::•_)-\·-'-' · _::_:_;:-_,\· ':-;.'.-· :_;;-:;-.·,;-;.~::_; _:_ i\~_:-r:, "->:,? ·:-~?r:.=';:_,~;-.-'.\i~{,t:.',~::;--;/· :;;,~:;:¡;_-~F'.:· ':L'"~-'';--,';h':. ·_;~~·;;_.~ ·:·~ >. -- :;.--' . :.:- --.---. · 
t;OSa'-'.-: de:: _C~1n bi_o:'(Lle~~~ ciu' _1;:1_~·'º~-tº_:~:'":i:" :1_1.-_u:>_v 1_._in_l_~-'--' 1,:0~'-~f-·~·:'.~? 1 ?:~º ,1_?_1~1_é•':~~c .. ~"':_f:~,-•-1_L_i._o 1, _ ~,: 
1::on--" 1ns1-: ,: ~o~;~~:-~;.--~-¿~-~~~ ~~ t'~;;-;, ·. _;; ~~1;·¡~':'iJ:~l;~~~::~i~f,;~~~:;~it6;1~;~_tr¡~i~~~1~~¡;;;i~ -. i~a-r~ 

~-- . - -, '". ,_ --- -- · - " · -- - - ·"·";-.~~----- -:1;; ·· --F· - , __ >•:: ' ~'::~' • .:-.;)[i :';:(;::\ "' \i-;r;._,. ' - .-.' ·c-,:~/j . 
Ull -_ Clui dt:t ~í¡;c··~>'i1'1Jl1~.~;¡ -~~ ,;;:_-.-,'~-~~?'·~· JC -',~,. ';·~1~¡;. :p~~i\ !":t::·: ·;-~_;_ ~:>'!]!-" .\~: :::·t~~-·- ·'<>. ;~~: ' .... >-: {·. -,:;_::-'. 

;". ,-[l; "._.·-- .... ]--•_- ·---· .: :J r ; i.';,3· '~ •}~:'; '.~\ >,A ,- --
.. :· · '.~ mr .+: -.·:)'!/ :l~:~- .. : -~:': :~~!;,;;· ~f~:_:i-;·_;:·,~~~--... ~~-:.f{ ;· -.;;:.; '.,;''~}.:'.' -.<, "'-' ~"~~:_:·; .'.::~::-, \; ·::~(1;·1 > 

---::.~-,-. ·:.:· .-- ,,_._ .. . -.: :--.. -::'•: .:...~-~-: ·,:,~-:-::''· ,-·:::·.-it._,;;;. ---'l:·F :·,.~\:~~ ;·~::: ;:;--- -:-~~~~--- .-
.-o.;nJ~J--, ,, 10~ ~; \'~é,;;·¡-~l'(¡-~-o~ -;~,~--.~~'¡°e~:-~-'. :~?'l~~~~-~-~~-1,; .. )_SJ:$:~-:t ·':cuaLit~adi:J"s~':-~-~:-~- Son-,·: ·.la 

exp1~esión.':' a~ ·:,-.~~:-~ • .;-i:~-~~-~--~/~~~~-~e~.:~_11·:, tii·i~ut.~·· .:~-- )-:.,~-": ,,,1:,, :;?;F:: :~tf~:· ... -.. _:.;-e('. .;:;"·- · f~~~,:.:··~_--:,_::':--~:~ .:.
____ ·_ L-~~-:,:~:~'rti~1~Z~~) --qu~--2~'.ªª'"'~:.an :o-;:~~¿"~·;~'.~:'.: -;.:-~:ti'.J;;_1 rfú·1,.:JO:( son .-.,·-:~i\:'.:-·J;;-~ -~~;_,li_iJ~-~~: 

_ t;'~- ~~s '_·.'\-~:;~~~l~i:;-~·~~-t~_i~'i~~~.'.:.;- ;·ci·· · ~-:~:;~~~:~~-. :'·J~-,'.'..'-:: 6:~¡~~~~¡;¿--~ -:-;-,:~.~~"-?,':::;_:_·-ci'l:i~. se 

oncu~~:·.·~:: 'j~ji;~_L.b_,.._,_,_:_ .. _:,-_s_',~1J!~_º_f,--~_-,:_ •. 'l;c'_il••_:o•_·'.~_;_._-_-_tiii~1Ij'.'•1::f~2'~~~1 ~:·l?:~-1~1~~; L: ':~,~&;s <le 
1::1i,,t..-~~l~~S"~ -~~i~·;:--idü -=-- • .., .... _ "· -cst..-tiri-~ ·rcpt.:esCnt:F.tda:;i:.,i~~~i:_-, .:_éf~t;e.,;1si~1 .. -_- de 

--~,~----~-_7-=o--~J; ·-.· '•·-' ·:~-'-:'.:_· __ ,•-- _, ........ --"~ '-"~ .... .,,._,_,.,._ .,- ... , 

i)S 1 ·11e-¡.:ZUS"~::-::tú'ít5 ¡~y, icí i Gó~-:, -º~o-=t-11 :-:; e·-~ 1_,: t 1 ~· i-~-=~-'.-- I~ ?'r' '-~.e~-~ í;> 11 t:----:-~~-~~"'-'~ ;'.:~;ti t:i'~;~~~:¿~;JL':¡0.~1·iJt~;·-~--; L~ 
l"~-la~i~~-~;~~·_-i !~·- .::-~·;)$ c·1 t~út.:t ~-.-:.-s ·" --.-1'.iá- -_. t.101;,eridt='.!1'1::.:- '· -~lét -.:: \~~'¡~~-~ ~~'.: -~:~-~\<,': i~'¡~~d~-

l nvJlL¡;~;:;:J~\u1'.~~ E .. ,,,, ·.:~:1.1<1~;~ ~i- .1·1:.:.i.;t.- ... .,:.~;.}o·fallos ;·,,( J~u:, • _1a 
111~~·01·i~;:._=·-~ ~'¡~-,;:: i:1os·:: ~!·r;·a;;~g-;, ·:'',~ ::_ ,:,~;-;'1:i ;;{,.~":- ,,~-iri-.t~~"~s- f1i~¿·¡-~1~s·~:, · -.. 11._1e ~bectece•" 
In :;: lr;11 i '~'''·'·! ·:' ;.:;;-:·~_.;/,;:/¡\(, :;·:¡:~:-~-~/;·¡-.·¡;~-¡"; Í)~;j¡:·;<1 .:~-, -í·-;.;, ,;~, · -P 1-" 1~-~~:,~ci-~ • .- ._-_,d6: _ 6~r~.1~ rzq~. 

_-- ,'._ . .-_'.: -:"'.''' ,-;-> .· '"' 
1-:::.:pl•esarl._ .. _,· en' 1li11_;-_::¡·,~¡,•,-,1- _1¡1;.Í!~i;i( :f¡-,,,.~,; ;:~-'"'·;_;_l.,1.:.;;¡,;.:~":: 

" ' .;; --- '1 
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lf O'i.j 

l>ondc-: 
motc~roicn · 

Krof.'r.eock~r·· .. = della de 
' J 

l) = ViPJc,;,~id.~d · ~ln~u11~t:~· :::-;·_ . Y·:;; 
>-.. = s~gundo ":O_~fi~i.!Jri_l,~ --~isc~o!J_?_ 

(1.5) 

A t?st.Os · rtuhdos :-:~~;:{-~ci"~,:_. ~:'-"',';-i=j:~~:' co•no · ~,i~ii.~!oS ~-~new t..'~ni:o11ci·s. ·_: 

- . J>á~a _:_:-·;1 ·~-'-~-ú~_-~\",.~?-e>-~1~.:. -· •·1:~.1~~~:?; I~~;-,, · 011 , Já' \:-~~.'(j·::.'i )'~--, se•:· .. 
0 ll~ oplicr. · 

operad~r _g~ .. Q~¡~~i-~~) ---·.\::Oi-ISii.len~:uidO";·,, ~~~-~~::V·ia'rn~-i ... t..'; ·:-.que·:-. ··;s·e· :· t...rat..a de•_ un 

rh.1ldci·_-.-. t'ríc-~!}_-¡·p_~~~~J-~l~~~ /9{ ;~-~~~;;~'~.;~_y_1_s~9:S:1~.1~·~r~ ~-J-~i~--':--~!_l~~:~ ;:k:~:J;::;; ruan'ol~a:·,. _que:'-

t~enSo'r 
•, '' '-' -.· 

111ac .. ~-nlcoS . ·· i>ú'eda·. ·: O.Sc1~11;11~~J.;"::.·· 
_ ,. , ,_,_- . .• __ :o··,é· __ -__ ,; 

de 

e1 

estue1 .. zos 

v·e~t..01:.19i1. 
pa1~a ah:reviril.,-~----c·óniO;··-:c-. 

. . · ;:.- . -· .· ;··,::·, ':;::.?_-_•~_::.:_::u--i_·< "':·;· · r7 '' -+ •.. ~_,•_·--,.·'.:_~_.-_·._ •. _·.· .• _.,v._~-~_-': ~·· .•. - ·-~.:. -~ :<·-,:._· 6> 
-· <':' v =2:::-:".'''!'P.c __ •_ .. ,_ V -:·;_·- ' · • .• 

-.'.;~·r'-i'~l·,~ .,.-:-~~~~l~~s~-~~-;i~-:-~ e.~-'.j~t:ia:;: ·.-~~;;l~;: •. 6~~·- ~:de-:_'.~-· ¡;~;·~-l~Jl::: 't'_<:.1:~~? ·:;'se: 

- - ,_ .... -------. 

SuS-t..i Í..uyerl"'do 

obl.iei-i·~ ·\';i lÍ;~~~'; ;·.~;:~j:~:-~·iiri: i/i:J;;-::·. ~ JÓ ·,1.~\'.'~;~~\:~!~-¡;i.; __ ,;-·: '·;' Co-1)o'cil-d;.~-;:;' co1no ;'(_:·ocl.'Ja(;·¡ 01·~- ,·· _-d~·. 
·~,·. ._ ,,,, ,;,:, '>,";•:;O;'..),-,> .<::. -:~:-''t:;•:' ··•", ;'°,•,;_,,, ··,_:>-'·".''"' : .. :'~J:·~O •;_;:.,· •-_, ,. ;'·'.' 

N:.11ViC.1~~st.-ok(.!·s--.~ l21i>;::-:-:· ~·.~~·,,.. ·,_;-. --':·./ ''ic.,"- ~f-~':i'~ ::;r ,r., ·,;,; : .. _.-,>> · ... · ---;_· 
.,;,,.: ,. :;t:,;. :·i 1c'.> o.:_:;~:}_;i;"-:>' . ,.-,:-~ <•~;·~. -, -::\':~· .... «- •' :::.~-. :·,;~ ,•; _';. ;;, • i}>O:·· ~'::;:;Ú'·. e,;._'., ;_;,~ ~:: '>• .:~'.· ,;,:,:¡ :;/>~; · . .-.. .-'...•,_._;, 

¡~¡' 1•1;!:~-l"'"~-;o.;1~·10· 'i·1;-. · 1.~ ... ::--Li-1~;'.l ''.:.:,;:_.; :111ct~1~i¡;:.,, • .'f1.1:jj ~'.¡¡,·~_-: 
. y $~ l;:- ·''·~J~~-i\~;;;¡·{,-;·;;:,:,_..1;;, !•~~¡-¡ ;·¡,;~!.:,.,;';:~¡-~-'V;~,-~- ¿j ,;·~~~ 

lii¡:·,1hit;'1:,;-;:.': p~~-·~-:, '.'1::·;:,~;1Ve~::cl.l.1n 
··.-,,.''·:'·.-'· 

CAi•. rlt MOfl~IA:t" T~~,n!CO 
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E:l prirneJ" t~é1"n1ino ue t'CP.r>esen_t.a la de 
p1•esion sobr·e el Clutdo pr:...__, ,.~-.;1~:1Qd ,~- t.k~ vólü1i1en. ·:El SegUnüo LéJ.~n1inp 

es la f'ue1"-Za vi.scosa·' s'obr.'~:,;- 11Í;-- - al:~·1ne1~--~-~---- de'"' :f'lui~10·~--- se- le 1Já1na 

t..e 1•111i1lO. __ dJ_ ~usi Y.~·º:~¡~~;. ~~_('.i_~f-f;~~-~'.~*~~,:?~'~J~ ;,~¡~~;·_~}~_1,:~• __ , __ 115~:}:~~~l;:~~'.~- ·~~)€~!~-~il:t._~·~ ·a-··- las 

-é~e ¡:z'~-~-, ·de ;,:~cúJ~ ,.:¡:1·0-(' .. :·quo'i· :Sl.uP._,_._1~~ 1-( :::~_;?·c~;;~;f,~---~~,¡~;¡;-~~-~;'~~--º~J;~~:- ~-i~ido·;~!-~·:~1,~-~ ·: ;- ~~-~tes 

. ::;~:::~~.~~~R!lB~~l!_{_-_-_c_:_-.·_-~.·.·_1_:_' ___ :_:i_._(_-_,_·•_; .trj-~)~:-r_;f_[_.~_f ;( :~~r:::-:_1;~~~º~~ª"'; / ,~ue¡'z~s 
-,.,~~~.'.: .[;_;,,~-'~:.;,-'·" ·· ' -- · ~ .... ~t~·~(_ ,~~\~ ::;-~{ :~j:~::; e:;;,;-..:_·..,_':.: .. .,· •.• -; -- . 

-.... ,-,.-. .,_y= ---s~~:-.;:c;:,~~~--~;,f;,'/~~t~-:; :-,·s-,;<·'"'---t ~:~~"-' _, ._,_ i~~rf .,-.,~, '·-'' -- ·,.:, ·:_ ._,:,--" --_=,-::-.:-;~:_.=,;-, 

.. :-. _.- -:-. :'.~~,', ·i-:~~/~~k1~~~~~/~~~-~j"~~~i~.:~~~1~~;-~_:·~.:_f;~t -~~~;,''.~~- ;;'~'. --?· '~f :,.'.·'.:" ;:;~:~ -_ 'c_c:-; O·--· 

, . --~-~~~~-' ·i -;:f:s·:(~¡i·-·:·.;· .,~~$'. - '-;~.s->'.,~5;2;: ... -~,:· .S:\~;: -~:--·~---' ~::,--. <·.-'" 

.·2. ECUACIONES ELECTRODll~AJVllCAS''' ' < 
_·_,~ ~¡~>~, t·.::::·.-'-'::;-:Yf -.,-,,,,L '"'\, - --:. • ~.~',,,: L<i:"-/ '-;::,_·;-:o '·. ,\_; : '. ·:. :_ . -

.-o:-''·'-- -- ,,_ :_·e::;:-:::_~~;;· ::'.0:~;;:,~·~~:-:~~;;;~;~~'.':.:=--'.-.. -__:.;:··~~~;~-"-- _:·~·,:__:~" ---.---

.·_. :;t:2tf I~t~,~~~h}~~~~¡~~\:~[~·~?~ttPJC~ .. :seijr]~:i,:~:::~i!tI:~~:~,~-~--· 
c~1np;O ------~·1óeit:-¡~-t'C'O ~-.:::~:~ .. ¡-~¡ éi_J.11~·;~,..:_:_ ,-~.~'"~;¡._.1;,;_:-' un::;, c~-~~~·;~:1_; : ,-,¡·;agríé.~'t_éci.,._ ,:.;; · ·::vi-CO_v~:?rs3. · 

-:-o;~---"·-- - -. ~"·:~:7,,--,- - -- -- - --.... -e,.·::- .·:, - :--. ''>~---,"-· .,,.,__,_ ,~-"~_, - -:--."" .. -· . ::·:_A';;;~éi~·~: 

gsLoS-- r~·~~·~~~:i~_c>:;¡; ~~r'~-=·1~,~~~-·.:"t~ª-~f-~~~-i~~~~~~~· ~-~)_•.~.--cfo.';'.,·;s'"1;_1~-~d:·z>=e~:',,_-~!,d.~-'~--"'_·_.~.::_ •. ~~ ... ~:. __ :_._"_)~,t~_~1-t'o_:'~s~!_i __ ;_ .. _.'"'-:-0:·-~~=-
1~Gs-PG.CL.1V~"1l-,Ol"i"L~~~''-c=·'.:y-o_-: ···que::-_,: :_;;;1)ii'{;at;:~7~~:a·"~~. . ~~ _ ~~ (;·.__ca_~lipoS 

~ f~-¡: ¿~~J·;~.~~~~-t-1 ri¿i;f:-6~'¡·;·;:J,_-:~ ü1l' ;!~;_:, f~·c "~J.-e_'úóiiiíil~¿~~:c_~-1i~'i:iiocx-qii~ '.f ¡.·t~~:_';--'c1a1;;1l~fCOi:JO -
por ~'ª~"/~'1(. y, ;·c,~;.o .~:·-CO_lí11lol~t."O'i111·.;,~~-~~:.-;-:; oi/t·~~1;~c21.~i:'~6 't;:1;'_;-;.:· G1 --,co"~-~JUi1cO- ~ de -

1~cu0:"\clon-a',¡; . con'""l1::l·;J~:i -en·,¡'¡¡,-·:_- :~b~-j-;~~-~-j.'.-~-c~<-.'ilt;-.;; __ ~;!.~·;;(,e,11¡·¡ ·Su - -~'~¡;:~~:~~(.;;~~=/ .~.-.: un-·_. 

ui.-:tdlo rnal..$1.~i.~1 ~n :~ ui 1tdE:·~~S-;_~1~~!:~-~ · ·~·~·,_~ió'1)aúZE.'dilS·_~'-é'S:-;: ú)::J-.('~----.<,:. '-~·-., -,· 
-:,--- -::7, ''«'/ .- -.- . ;·;,,: 

nonde: 

ll = de!'plozami.,nlr:> oloclrl-::o 

11 = <:;ampo ma.9nali<:<'.> 

11 =::- indu~~ir.-n mno:;:i1·1ol1~n 

·~ ~""'""' .. 1 .. .-1,;,-,:> 
.J -:t .. n.,i .i~,.-1 d... -:;...,, 1i~·11 •~ 

= ··- ·~ • 1 ' ' ! ' ' 

'··"' 

··:-¡ ,;,3:' -- e; .. ;:-: 
- • -. ··.:o· 

"/9-:-J),_,: __ ~ - ~(~;)''l' - (2.1) 

(2.2) 

(2.3) 

(2.•I) 

11•:!-I cnntpo 

1l~;>~pl;-.?.n111iPnf.n .-.1.'>".-:t.1~fcn :=:n11 lir-i::t 1"":..,.f'gt1R,. \' f":":l..;!1 ll1l~it11r.11nanl.13" llg'ada 
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sebunda ecuación~.· _que es la t~or111a· dif'e1"enCiéll· ·de la ley de 

Arnpe.r~_-~laxWell~ . : Ja ~~tO'.ll'·, eSt:.~1°>J~_c;;::- que-,-- :_1a·· '·_; ~J~r~-~:Ja6¡ó'~ · º-_del -canlpo 

111agnét._Jco 'a"1r'~d~~.¡-.;¡.. -de - un· ci1"C:-últ~o <'6~r1"~~~;:_. es ')'j'g·U~Í· ·a1. t"l,UJO de 

c:1)rri·~1~t.e- -~ót.al~- ···a· .,_ .:..¡(~vé:;:,--·· 11~:. ---~i~~Yq1~1:~¡~-:-:::- -~'-¿:f~~~-r-f;~i;J:.'__:. ifil~"1t.·a·.:1a ···--por _el 

cii"cuJ Co. ES La · cOJ .. riei11:.e ;>. t.'Ot.$1 ·_ '.i;'~- f:1a ~.iuu~:: ;-_~l~i·,,;:i!~:-:,:.~~~~~-~'~"'~-;}_~-~: · · il:1dUclda. · 

1nás · una ~'~c~-~1 .. _J=~·~-¿~-:' de _:··c:1e,s_1:,·_1~.z~,nli_f_-;{L.ó_~:=.--:_r_e_·~--reS:e·ll_cada:~.~-:-·-ji"0_1~-'.~---ei::~}>r_1 ,_,_i~~- -- y 
se gtJ1_1do t.6 ~n~t"no :·.--.:ció. :· ·::_i~ --·i~-_tJ:~-~~ri:b-1 ~~ ;:;_'_'~ i-¡--_ .. :J j.;__ ~/;~~-~-~~~·¡ J'i~ ,;-~(~~;';];-~-i~~:J~: -:~-:~-ei'..ce ~-~·-, 
1?cuactón, <2.3)~ es Já ~-~'{ ll~iu:.~: .. ~~ -'.c,:-:-,é-~>;°:'~'/ci~'L· ··fr,l(J-~.i __ C~i:ó_I;· --~~d-~ _' __ -·~,E._1 .. ~d-~y, _:_·_:_-_~-:-~: 

a la 

est.::.hh~ce · 'l~ª: · J~· :,,:·r';:/~~~-;~ ''·:~·~·t-~~~t'~(6ii~OL·~-~~~;:~L~!i~~i~:~~~~~~tf:~i~:~i~-~~~::~,'.:L~-!-~ ... --~~fLo.:';. 
cot'".t'";:ulo. - t~s -- JS-t.ir.iÍ-.' ::~ri1:_¡~j';\'~~~-:¿¡~~~~::;¡'.·¡J~- ,:-;~_l='l :: .Lascl 0_. de,,~.-~ca111bio;,,::_:1 .. es¡:u~cLo ~-~J.:.-

:~:::::;icl ed,, 11111::,.;1.~~·;·;:::'\'~;~;··~~;~:~:~~;.j~P;ll~~¿,~~;~i~í*~~!~~2Jif~~~~~~(;C 
pep1'"et~e•1La -~a~-~- ,.,.-y: ~'-~hO'----~- -~'o·,\~~-~ .. ~~:b-J'i·~:¡-c ~-uo·-·' i~;;- :-i l-ic1UC'Ciói;;· rn_(IS.•~-6 :Ll9a_,:-·_.·:_'::1.1~:º 
si;;ntrtcad~ ·r1Si~~ ,_~s:-', ::;-'_;·~~~bJ~?c'~~~ -~-»Ja.-- i'~~~~i~-~-á:i:i~fi ¡-?r~d·~~~~/~-~¡,~~:~?·j;_bl6~-
u1a~ né t. I e O!;;. ~~ ~_:/~- c._ · \\'}-:¿;~-: .-' --- ·.:= '~~~'-- '~;,~ ~- ~'.~~-:~::;_;;,__, o.:,,'--. ,.;,:;,·,-- -"·"' --~~i;' -----=_' -=-, -, 

' - .. _·_'._:.~_~_<.-.-, .. : -,----- ,, -'-' '~;.;, ." . ··-¡.-~o:_~, - _\~::':i·'-~;::< ~:_\t:;: -;.--~·::-· - ~~~ ~-~~:~ -------
-----=-·---" -- .-- .:c;¿,_-, --~f::- ,:_"-·-:.--- '_-_c;-.;o_--0-~_;.- ;,_';'_o_p, ·•--e.o.- -.'~1~" ~~--''-'·:~- -.c;<"f; ··;;:;',;'-' 

La pPiti·i~t~~-; ~·'-_::~-~fd,-~¡~-~~·-_.,;- ecl.Jác·l-Óf1'éS·-c-(Je:;>~1aX1.;e-11i;j púe_ij_é,J-l'-:~-:_li$0l .. s0 ;f,Pª-~"~ 
~sLablocer : Ja ·''.-{¡~·¡;¡'~'~i~' .!'ti~:y}: ~re'.··; ~-;;;~,~~'~'~{~~~fó_i~'.'; :iJ'~~:t~·'.¡;'.ii-i~ré~;:~j·~;~.'~;· --~~ ;_~;-LIGdUde_ 

~:.1, és~:7,-.•.-~t.J:~:i~~~,·,+1r~.'Jt:·~~![J~)\~f*·~7~f~¡·,::jvI~~2~~f~i<0;2[~r~•i~~~~1;~:::-
invo1ucr.-a.: .a o, se ~ obt.ie11e: __ ::.-~:~.':/·': ___ :.-·:·~~,- '.i-i)f:~:, {;·.~.;:".--:f~S/:rt~~- ~~f,-: «1;:. ::?:c_:c-. .-:· "<.. . .--- ·- -·:r-: · ·.·_'.;~ ':_·~-

:,,--~' "1 -r~t:- -,~~- ·.'.~~:~-:':#,' '' ~,;¡.:' e :_:'-.(_J_ - •-,_;~~:~ .¿~\ ··>· '..';¡.;; :;:,:·>. --:?:· ·;·~- :_,_:_ " __ . 
-_,_·- -: .-_' .,_, ·-::--.'.:-::.::1.:;{:z--: -- ~-. ""· ~~,,:: . <JJ.r?o·:, ,-,:.;;;f-: .,_.-,·i: ~"'~- ··:-.:·. -. ;:.,':· ;~t-~ ,-v,, :;-~~~\f _.,: :_·_._·---~-- ,_·re, :; ·> -.- :·-
-· _;.-- .. - :Oc.._•_'.;._:_·-_; __ • __ ;'_,'.:_· __ ._._-,•-_-_-_:_._ - ---· -·-t_J~_',~;-;.. '~}i~ Q·_;;c_ ,-li'/; 'bt-~t :¿;·~.e_, ~:t1:;. ~~~~,; ':._;~,~- __ ;, ,_., .éi~.O:- ~2,6) 

-,·----~--'· fi..:-!.--~ -- -- "- '"-- ::-"iJlf;:'f(.': .. ·-- -., ~:;f;<~; ;:- , ,.,_.,. Ti'.c::-' . - . .. -.·.'.;-;: . .--- {--_:_:.-:_•.;- -·· .-. 
,----··· .. :-.',-_, --·. ·- ·.:--"·- . , •• ~'..;\-.·--- ·;:-·;_ -.;-j~: ::::.;;:;;: _;_~'.'..-'.·>· - :,;;;:~e 

- . ··_}( ' . C.•>!· . ::~;·. ·.¡;< '~;--_:. é;-;~--: ::7}fj:-: Ji~~- '')f·?·' .-,-,.;~~·~, t;·;: -~ ::;'-~'¡--· . - ' -

L s e 1 -:-- ·9- -t.·:;- '1af-':iiii'~~ li'' . <~l 11·-:·:c .¡·--0· · · j) ---re· -e ... ,-_, a·1~:.;~t·~~.-j~ ;~:U~6f·~~:~~~ 

-do MaJ;.,;l;~~;f ~f i~;;~·~~~.Q~-~:fi';iJ~.~,J~;{T.i;\'1, ~~···21~;; !i~,;;¡;d~. :'.¡~1óú1;1;i¿;o y 
mar;.-.~ Lii:o\' . - ~ . . ., ~.~.:.·-_t_·_._;_·;_,IT~~-~~-:~.·_--r_._:_·,~_-_t;_._=.-_ •. --,~_·_:t_-:~_;_~'-_:l_'_~~_::._•_f_~~--~.--.:.-~_-_._j:~---_:_~s.~_--; __ -_._-·~ti~~~~~!~ :~:::~:-r~1:~ ~:-:, 
~:¡:;;-!~::'.rinÚ~~'t~)~~~I'.,~f~~- ;,¡,>cila1it,e'• '\¡,;~·; 'sir;;'!·¡;,.,:.,$- •--t~~,;cÍbn.;;, 
const.l l.11.t.1V.is~· .·;,::~I~, -~\-~;:,: ,::f'.~. }~~~: :~~'.~; .-.-:.:~'.:·:,,, .. ,-~~ 

lJoi#1~ lazá1~1 i_ ~~';.;t."~~ ~·~~? t~ :.~ i en;:_~ 
;~ ' :::\-:'·. . -

-::-_¡:)_;·~··i::P. +· 1> <2.6) 

.. . " 

::_. -'. ;_·_ -,_,:·; 
( ~:.-11itp4'.l' ~·l'.l~:,·11.'1 I; 1 f::'l:l -~-

11 H.-- f'.I <2.7) 

" 
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Donde: 
& = permi.ti.vi.da.d el&elri.co de un medi.o 
µ ms permeo.bi.li.dod mognel.i.co. de un medi.o 

Es t. as ecuaciones 

Cuando el rnat.erlal 

son 

es 

aplicables 

hon10Séneo, 

a t.odos los 111at..eriales. 

lineal e isot.rópico, la 

perrni t.l vJ.dad y la pe:rtneabilidad son cant.idades escalares. 

en 1nat.e:riales conduot.o:res, ent.re ést.os los Pa:rt.icularizando 

re:rl."0Jtla¡;1·u~t.icos, 001110 Fe, Co, Ni, o Mn y ot.ros n1et..ales 

pert..enecJ.ent~es a las t..ierras :raras y aJsunas aleaciones, en 

presencia de un cantpo 1nasnét..lco exhiber1 una n1agnet.i2aci6r1 f.I net.a 

111ucho rnayor 

Análogan1ent.e, 

que 

los 

el rest.o de los eleJnent.os co11duct.ores 

rnat.er-Jales . exhiben 

polarización P co111parable al ca111po eJéct.riCo -aplic:ado.-

_-. ' 

[35]. 

una 

Para 

t.a11t..o la 

un n1at..erial cor)duct.oi: __ no .re~;on1~g'O-é_t·l~o -~_fi:t_::- ~considera 
-- -- - ---.-,,-·--;o-.-.--- - -------- --- -- -· que 

l"espect.o a 

n10¡;11et..lzacl6n 

.cE y a IJ/µ 

001110 Ja '_ Pi?~~~-~f~~,~¡:)6Jl:;!;J:~q:r:i ·_:,_~_ :d_~~p.r~c_lables: 
t"espect.i:Yan~0'n·L-.;;~':: ~--~~q-uJ~.i~-~ld~-- -laS -.-ecuaciones 

oonst.it.ut..lvas: Ja sl¡;ttiP.11t.1"' 1'01 .. 1110: 
: . . . 

·-D ---~:\:~'~ <2.8) 

11 .. =--D: .. _ _. (2.9) , __ , 

' µ 
- ; .:·:: ~ 

Pa1•0 Ja u~ay.~_1 .. 1~---·- ~~~ · '._r_o_s · :'.-Úi~·t.~-r:'~~~J~-;;;-·r;~Oilduct.<;1. .. es, _ en cualquier 

ast..ado, - 1a· pern1-e~bil~-u~~ -~·(j'~í/ ·¡¡_.o~·er;ia1:(~:'1)U0de_-_ CallSide1. .. a1 .. sa _igual a 

la ttOl. v·aclo, · · e'St~c;. ,:es. ::':):1---(~~ .:¡~j,;~;( ~r_p:~:~~j~~};::_:~:: _::;-~~n:-(.-:~~:--~ -siSt.-en1a ,.IKS es 
•In x io-~, -1.-e:~~i~y;¡-~ •. ~.:: Sin':'_,::e-¡-,¡·1·)~r,g.c;~ ~:i.la.:~¡:p.,._1 .. in~t.~v~t.lnt.1,-. t.le1 ínot.el--lal .":(.e), 

. 7:.:¡,,:.~:t-:~r;¿~l.;~:~:~~~:~~¡;~~~~~ .. ~~~;4;~~~:~,l~4~~-~º1:11'~·~"·~~~~~!~~~d;ª;i::; .....• : .. 
-rn<'1~e;~'J"n-I~~~':'-'::_ <:-:;_.:·:~--'" --~~- .--"'.~~'·-'= ·· · - -~:"-,;_=:· >" ~ ,,., _,_e:_--.. -~~f) >'=~ -=-·" :.'; · ---=-' 

·;::'. " -:{;'~-- '·•e- i<:f·; <;.'.·;/, ·<:~~2- :-;j'.¡;:·. ,,,,- <:~·:·" ;t :_,_. -'>-.;-" '.'.: .. /:'. .'-_:·,:_;·,;~ -· 

,; 1éc LI~:~ ··;:~"~.~::~f.c~1 ~:1~.~f ::Jr¡r~!~~,\y~~~;:z:.'.'Ll}E~~~~sc~::;·: ~~" <~.;;!''~!: · 
iu:1~c~~-~Ji.~ r201. ·y::_,_./: .'-\~::~--,: >;'"·:·s:;,-·-'_f;-_-'.:: ·.r,- :.b'.-f _,,.,, ·::·{:· :~-- =.:\-- ._. _,·_)~ __ -'·.- :\'., -- -. -- - .. 

''A.dC.l116S- :-·-~·~,-~; ;:¿-Í~~ ·: ?·.~·!:~·c_i? __ ~~'+:s __ '.:-_~::1_ü.~'-.. --:~~º ,i;'ci011~ü :·~'lo;·.· ~:1·¡¡¡-:l~t~~,: ~-~i_~;~'_¿:;·j-~~---.:.·~·. 
\' .. :~-¡·~-; ,.~.:·{,-;;~; --¡:; .. ,\-· · i.l~'> • l•~Ú~1';-¡¡,;;~:~'"•.!~;,\'i':,:,~~ :~~:;~:..-~-~~.~~~-~~¡·.-~.,~;;':: ,j-~'1'.; i ;.¡·;~-;;,;-;~ ·..,., 1 -~<iii'r~\ilo'' 
1n-:: •. f;~i·1 ~f ~, es '-.';,,.¡~~~--i~1:_-f\~:~ -:-.:.·~;,i;t·;~~,-;:,;·¡~/; ·, ¡·¡·:~~ ;-'.~c-1 .. ~·1:.11.-:;i_ó~:1 · ?;;n~.!~1-.1-~Ü·t:'í· v~'·~- el-.t.'i~e' ·,' 1a 
'J,-.n:;:i l d>'1•.t. .. d•~ '·,;;;--,;¡;¡~~¡ 1t'.·.~ -_.::~'J )'.:-i' ,/:· ,. 1:. J ·_. ~- ~~-~~:¡~¡~;~ -.; :.;~ lór!-L1~ii.'?o : E' -:_ .. i;,:¡ ·.:;. · u1-. ::;;¡~~~~-!~-. 
n1nl.Pt'l;,o,I 1~1..;1td;1-1~t~'í~t:_-:-· ;~~¡~,~-:-~; .. ¡:S0: :;!;;,¡·,"~>- 1111 111•.!t~:~ti: f!L"ll'I ~st..e_· -~~hJ';;·t:.1 .... 0 so' 

- _, . 
r1nnlfZnl'ñ ..,.1 f"•"l1•"\1111-.11n •l•;o_ 1.-, cn11•h11_--:cl•~11'1 ccu1 1:;i1"'t"t •• -. 1l•,.t • .:1Jl9.. 
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• 

por unidad de Liempo (t,). 

1 ... g .. (2.11> 

Para descrlbi:r de una Co:rn1a más l:ener-al el t.ransport.e de 

carga, involucrando port.adores de carga que se desplazan a t.ravés 

de un volúmen t.ridimensional, es necesario deClnir el concept.o de 

densidad de corrient.e por lo cual se def'inen las siguient.es 

cant..idades promedio: 

Sea n el número de port.adores por unidad de volúmen o 

densidad de port.adores con carga q, desplazándose con velocidad v d 

que cruzan un marco plano de área s orlent.ado arbi t.rariament.e. Si 

sólo se consideran a los port.adores que cruzan al marco s durant..e 

un int.ervalo de t.tempo .ll.T, se obt.tene asi la expresión para la 

corrlent.e eléct.rica (1 ) a t.ravés de dicha área: C46l 
• 

Donde: 

nq • ~ •Pe 

pe • denaldGd de ca.rgo. o ca.nli.do.d de carga. por unlda.d de volumen 

n - den•lda.d 
u ni.dad de 

d• porladore• 

volum•n 
q • ke • ca.rgo. de un porla.dor 

o numero de porla.dor•• de 

k a numero y ei.gno de la. carga15 elemenla.le11 -t.P 
e a ca.rga. elemenla.L. co.rga. del prolon = s. c502U> M tO Coulomb 
S • veclor normo.l o.L o.reo. con la. rno.gni.lud de eelo. 
V • volum•n 

(2.12) 

(2.13) 

co.rga. por 

La oant.tdad veot.oriol que mult.ipltoa a a en ·(2.12) 0 es Jo 

deflnición de densidad de corrlent.e <J>: 

J • nqvd • p•vd (2.14) 

De Ja ecuación (2.10), considerando que la f'uerza e~éct:-l:"t_c:~ ____ ei;;:·, 

FE- qE (2.16)' 

Se obt.iene la sisulent.e expresión para la aceleración: 

v d • qE (2.16> 
AT -m 

Además, el Liempo promedio enLre colisiones es: 

~T • l/V (2.17) 
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Subst.i t.uyendo las ecs.(2.17> en (2.16) y despejando, se 

obt.iene Ja sic;uient.e expresión ·para la velocidad de arrast.re: 

Donde: 
l • dlelanci-o. Ltbre medio. 
6T m ltempo promedi.o •nlre coLi.l"lli.onea 
U • veloctdad alealorta promed~o 

(2.19) 

Por ot.ra part.e, de la ecuación <2.14) se obt.iene Ja velocidad 

de arrast.re en f"unción de la densidad de corr-ient.e: 

.-.J.J. 
nq P

9 

It;ualando ambas expresiones para Ja velocidad de 

(2.18) y (2.19), se t.iene: 

<2.19) 

arrast.re 

(2.20) 

Est.a ecuación es una r-eJación ent.re la densidad de corrient.e 

y el campo eléct.rico, n1ult.iplicado por const.ant.es que dependen del 

n1at.erial, A est.e f;l'Upo de const.ant.es, se le conoce como 

conduct.ividad eléct.rica (o). Cuando l y v no dependen del campo 

eJéct.rico, Ja conduct.i vi dad t.ambién es independient.e del can1po 

eléct.r-ico y se est.ablece una relación lineal ent.re Ja densidad de 

cor-r-ient.e y el campo eJéct.rico conocida como Ley 

det.erminada en1pir-ican1ent.e y válida para la Jnayor-ia 

de 

de 

Oh1n, 

los 

conduct.orellill n1et.álicos a t.e1npe1 .. at.ura an\bient.e. Reescribiendo Ja 

ecuación (2.20) result.a: 

J • oE (2.21) 

Est.a expresión de la Ley de Ohrn sólo es válida cuando el 

1nedio conduct.or se encuent.ra en reposo, para analizar- est.a ley en 

un niedio en rnovirnient.o, es n.ecesar-io realizar el est.udio de la 

t.ransf"ormación de las ecuaciones de can1po ent.re dist.int..os sist..ernas 

de i"ef'erencia. 

El s1st.en1a de rf'.>f"e1·oncta en que el ntedlo se encuent..ra 

est.át.ico se Je Jlarna siRt.erna en reposo. El sist.eJna r-espect.o al 

cuo.l el niedlo se desplaz.n se Je llarna sist.ania de Jaboroat..orio. 
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Cuando el sist..ema en reposo (con corniJlas) se rnueve con una 

velocidad v const..ant.e y en la dirección de las " posit.ivas, 

respect..o al sist.ema de lal>oi.-.at.or-io <sln co1nillas), las 

t.ransf'ormaclones 

stguient.e f'orma: 

de las coordenadas y del t.iempo t.ienen la 

X" • t>(M-Vt.) 

y" 

z" 

t." 
Donde: 
v • ma.gni.lud de la. veloci.da.d Y 
t. • Li.empo 
e • v•loci.do.d de la. tu= 

V • [t ::]-1/2 
A est.e conjunt..o de 

---

t.ransf'ormación de Lorent.z C29J. 

y 

z 

V [t. V>C 

2 e 

ecuaciones 

<2.22) 

] 

se le conoce como la 

Al emplear est..as eKpreslones en las ecuaciones de Maxwell, 

ecs.(2,1-4), se observa que las ecuaciones de campo proesent..an la 

misma f'orma, t.ant.o en reposo como 

eMpresiones para los campos (en 

en movimient.o, mient.ras que las 

el caso no r-elat..ivtst..a donde 

v 2 <<c2 >, present.an. la siguient..e f'orma C2B1: 

E" -E 

D" -D 

11" -11 

B" -B 

J" -J 

p:: -P. 

+ v...n 

+ V 
_ .. 

e• 
v-D 

v-E 

pv 
• 

v•J 
2 e 

(2.23) 

<2.24) 

<2.25) 

<2.26) 

<2.27) 

<2.29) 

De manera que para obt.ener las expresión de la ley de Ohm 

para un 

(2.25) y 

sist.ema en movimi.,ent.o, 

(2.30) en la ecuación 

se sust.tt.uyen 

(donde 

las 

el 

eKpresiones 

carnbio con 

respect.o a la ec.(2.21> es debido a la not.ación exclusivament.e>, 

se obt.tene: 

CAP, 111 MODELO TEORICO 23 



J • o<E + v....O> + p•v (2.29) 

Est.a es la expresión de la ley de Ohnt en el sist.en1a de 

laborat.orio; los primeros dos t.érnt1nos de la derecha son la 

corrient.e de conducción y el t.ercero, la corrient.e de convección. 

Una vez def"inidas las ecuaciones de Maxwell y sus ecuaciones 

const.it.ut.ivas, se p.t'ocede a la derivación de la densidad de f"uerza 

elect.r-omat;nét.ica. Un ntedio conduct.or en n1ovimient.o · se aí'ect.a con 

la presencia de un ca111po elect.romagnét.ico. La f'orn1a en que se da 

int.eracción, es una generalización de Ja Cuerza de Lorent.z CF L > 
sobre una part.icula cargada Cq> en ntovimient.o con una velocidad v 

en presencia de campos elect.ron1agnét.icos: 

FL • qE + qv ..... µ11 (2.30) 

La expresión de est.a lay para un f"luido, con una dist.ribución 

cont.inua de carga, en t.érminos de la densidad de carr;a C2.13) y de 

la densidad de corrient.e <2.14> es C291: 

<2.31) 

Donde: 
C L • den•i.do.d de fuerzo el.eelromogneli.co. 

Una expresión alt.ernat.i va para la densidad de í'uerza 

elect.roniagnét.ica se puede obt.enera al sust.it.uir E, p 
8 

y J de las 

ecuaciones de MaMwell, y D y D de las ecs, (2.9) y <2.9), Y 

desarrollando, 

t.ensorial: 

a 
ci. • axk (cEt Ek 

Abreviando, 

se obt.iene 

a 
ih< . 

la 

• 

sir;uient-e ecuación en not.aci6n 

(2.32) 

(2.33) 

Donde gi. es la densidad de moment.o elect..romasnét.ico, y se 

expresa conto 1/c
2

CE.....tll. Mle,.-1t..ras que T i.k es el t.ensor de esf"uerzos 

de Ma.Mweli, que en un rnedJo cont.inuo lineal e isot."r~pico, 

sat..isf'aciendo las ecuaciones const.it.ut.iva.s <2.B> y (2.9) con & y µ 
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co11st.ant..es. adquiere la siguicnt.e ror111a: 

(2.34) 

.Esi.'a ·os ,Ja·~: expt•esi6n del t..ei ... so1• · 
ete;~t..ro;~~~sn~¿{~~~-~ ·~·::v61lja·;·:¿,, · .~-u~¡q~¡~-~-::-· si~~~"~ª
se nle~an los~ ~-r·~~¿o~·: :;d~--¡-)·¡-~:¡~~- '"'ª :· 

'---de es.CUerzos 

de r:eCereÍ"lcia, si 

C29J. 
,/, .. 

-_._ -· 

3.APROXJMACJONMAGNETOHIDRODINAMICA. 
-;c-"c 

-· - ;:~: ~-~-:._- '7'=: -·:;~''' -:~·_: _ .-··."::!.'' , ____ ,.~,,,,-~ . ·,¡ T_. '-',:--'.::_ -~-<--- ---· ,~ 
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se 1..lene: 

(3.3) 

Donde: 

La . aJ . ~a1npo eléct.1•ico,. 
- -'.-~--. 

obt..Jeno ::ti;· 

.:~~~ 

~,:'.~;-::.f. ::~:J~~~¡tt-~;:~:.- '~~:~~;_:: -

·:[f ~~~ii.!.-l: .. iii1f f~{é~:;1.· 
·, ~ :. '~:u;:~ · · ·~::. ·-·=:> -- - .,_~,_,···; :.:-E -~-,<:::: .~:--;· 
·. '.•.; >{{ i: / ¡:: ::,·<-' - ''.'; .: :_':::-:. ~:::< -,! • " ' 

·'\' :~-::''.-< ~-:,-«·, '< :-_,_:···· . :'. :~t;,_}f. <-'.:-;:, -.·. 

'l'o111afl<lo ¡J~/i~, Y, ~~'.~~~~¡~i~;=~\~ .•. i,:~.-'..·;}::--}Iy,·:-~ .... ;.5~A.= ~ -- '·:' 
,,_~; ,'~:,. - ·,·(--· <·< - , .. - i'':\· ' ,_-.-.:-,~ :--

(3.4) 

; -=.:';,', .. - ' . ''.i;;-' ···-:_ ,_;;,•'.•' ·\·, - -- :;.' - '/i.:. ·/:;"::_·,'-''' 
·- o~·b1t·~ _: ;;,_-' .·:.~.:.::;·k:k';·.~,:_.'i'.~~~!a;~\~ -:·¡- . ">'-1t>i" j -'· -(c.:t~'.'-'.-:;·::ct'ilda·-. -· -· de. . ·1a . radiación 

=~.,~:~•tf~i!Zí:~~~~j)· .i~~~~ ;;~~~i1,iJJ~~·[~,'\'{i:J~:· "1}'.U,:P''º~i ... ~c1:.:;~ 1~~~~ 
1..-. ---'-ri~~rl;~2i·~¡~~~-~'.~,- <a .. a·>:-- -'~,~-~~-~:La,r:i' <·-- 1 l:i~:·i~.iéi'í~\ ·/i:1_~~~~ .~;.~-~ _. :-sue~e-_ .~-:-~~~',;_;-~-~~-~~~:; · -.t~a_·;_, 
so-· J.;~f;~~-~J-~- .it:.';",_-¿¿--... ~~f.;~·~L~~·': ,;j/j-_·_; '~1~~S1l•~-z~·!!l_1~.1~L9;_ /;.ío:).ti~~'¡ -:._.-'~u~~~1~-~-::: qua_,_ tG 
ec-Uac11ió'~ J.esti~'l~-~.z. :~)~:~-~';·;·¡~ ·· -~·~p-~~S-f ~i;f~:.': ·¡,¡~en1-aK-Wé1_1Í~1l·a_- "~:· 1~ar.ií.\· 1a- :<·=~'¡;,¡~-~~¡~~~L~ 

l •••.luc:0ª':·~:'.·cé~:,;·~;~~1''.~~~~¡~~~f +J~~~ ;;·~i~,~~.;:~:~:·~ ~;.c.+ ·~·. ·.•.. · C3.5). 

~'·.---':e"·:;';_;:··· :·.-·-,·'. ··:,,_ ··T-~';:o_·: -,-~,o;;-••• :,;,-::;;,:: :~:i·.-: -~;.; ::~· -

c.2 'co~~~-R\'AC1i1N --<¡;:~-·?; ¡·jA~; =··CA~~~~·:;,: ;~,~·itiej: /~-~:6;~~-~:~·~1~,~-~-1~. 1t11;·1adl~-t..tt de. Ja-

-l';\cuaci1511· .. ·.'(3.6),.' ;:;lll i> n·J,JJé:d.t •. 1;~~ :-~:;_;'; ¡·:_·'. .;:t.~he1~-~~-1;~r- ./.:l{~-';~~~~e-.,~1a se - l.iel'le que 

1•7' 1~x1l'i~~~~¡¡_~-¡\ ·;~'~-~--,:.:¡.. :1;;-.;;:)f'~-~I~:;-~'~~.:.·;-}J-~;~,:.;.-:/1~~; -;_~ --~~~~-~~¡- ~·?.!:t>· · 1.01nn: I~ f·.-..1·111:'.t! 
·-<~; ,:,:<: :.> -.. ,. 

i¿: .J:-:~·=·:'.~(1 '·"' (3.6) ;·:\':- :;~:_: :··:;(: 

Y 1l1."tr, _-11:;-~- -L;)1:i1.:-1:.__ In . 1 I"' ''~f_1 l'.:1_• I '. ~-i.-,_:,_-~~01·~:-.: 
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iJp 
Q 

=o 

Es decir, se -des¡,rÍ?cia :el . proceso.·. de redist.1~ibución . de cargas 

elP.ct-ricas-. Eñt.oriCaS, ·(P'ti~d;,;..·.:'. _supone1"'se:- qua -·:_~ajo. Ja aPrOXin1'ación f'.tllD 

que_ i~ de ns id-ad_ '·:d:~ --~~~-~g.~-¡.: l?S · ~i;.~~L~ri'~-~:-:/ /-,,' · · · 
;- ' i·--.--. ·,: __ ,_ ... _",(::::.(;Y' ·;·;_;::~'.,~!'..: .·:.l-<; 

· _c.3 DENSIDAD _DE ·i ~
0

0R~-~~T~;~<- ~¡h: -'·aei'i~·(j·ac¡·~;:~~:'.~ ~icir-~i~r~¿~·,_. se .~xpresa en 

su t.ot..nlidad . ~~~ _·_1~·-~>:·1_f.~.~;'.~~:-~.'.?~~~:;·§;~~l}~~!t~~~5~:~i~};~~:~~--~~Ie.t0\~-~;t~~-( '.C¿;~-~-~~·fb'uéión de 

::~::l:a~:s~ola~:~:lón ::•• :·~f'~~t~~i~~l~t1~~~5¡;i~~l~ªdl~~e.·~,a~::.~:::: 
cont..luct.ores 1net.~ll~éo'.~,. 110·_,_,: so>_-.,.t..orna -:-~ .. ~ P-ó?-iFcuent.a'.¿:~-Ja·~,_-· cont,.;t"ibucJón _·:_.po1". 

-- ------ ., -:;,., .. -,_-:--~-~~~ ~. :<'3.--~.;;:-,~::-;;;--,~~;;;~.::::~~~-:.:-~~(.:;;;~~'._;.~:;-_;-:;--I~:~:;-~1-::-~~;~~-:~:;:;;:~:.;.:;:.;;;:--,:r::,~·:~--· _:-:;"-: ::-_,~_, ___ ,,---~; 
ca rubio de pol"áriza'.ci6n:; .•;ent..onces-;¡_,se- tf'.est..udiará'·>t:Unlcarnent..e ·•.'Ja·~, -Corn1a 

que adquiere =-la :~ -_ --~;J~.f~i_:~~~~rr~;tri~i~E:~;_i~f ~~f~~~~i~¡-!_~J:~\~1'.~~iE:~r~l:;,~_16~~-:-:_. 
rna¡;ne t..ohi_drodinántica. __ ,~: =p-~~~O:. ~'i ·_ --~~\~-~;:~:~~p~s_i:~:Q __ ~--~~c'.:-~-~y~~--f-º-'P.Pª,t':él __ ';~:)a ,~·l_•!~'-~_sr1_J- .. t.._u_d_ · 

de la :ior:~:=~e ::n:::t.~i~~: ~§d;~¡~i~~ff~~lf ;rJ~~~~~lé~~¡;¡J~Úlza~~~ · 
la ec;c2.1> y Ja sUPóS1c-róíl0

; s.2~~-~~s~~,,;~¿~~:~~r:J~~f;~.~-f~F~;~~%%~-i~~J~!~1~I?iJ~~':f/;:~;: ~'~t.;_,~,- · '.:. 
'or .)· ··<~'["'~"·2º]··~<.~::=~"· é.·"·: .·". 
~ev ;~'.""' ~ ,, "~,,, ':','"" 

',J' ~~ ' M -~ 

EJ orden de ~l1áf;i~l L~J~f.':~;j¿ }~:¡~;~tJ~~~¡li~-~:~'::f~:~~~-~;¡·' :_¡~.' ~'-~~~riY~-

~ <::: .. ·"''· fu:,[}~lf ~f ill~~~' 
ue la 

""" ,. J!!lf lf !i.i~~~!~~,;~·~'""'"''""''~''.:' 
::~::~~.1;~~f;trI;.3~Jif;~t±:;1~%~~~~~~¡~;-~~·ºª:'~~~00:~: ·-·· ,,.~~~~~~0•'Lª. 

<:::~: ,-:';;· ~:(~~; '. --;::'.-'--~)-"·:'.: ' --. (E- - r.'.'''·. _.,·o· -. 'i(i:i <:· ... ,,., . -,_._ ,,:·· _<3.8) : 

se··.·' t."i~:~-e-.:.- í"1i~'..~'.~~-- .•. '1.-;~? .. ~~'~,-~-l: ....... '!.'.·~'-~~~,\sz.;,:· !;,:.,-,;~ ~:i·~·3,~~t~.~., i :, lil t..ot.F.11 . --- . -ce 
"t .,11·~ , ; l¡~;'1.;· ·:·1·-.éj-;_~_;. :G 1_ 1:~~ ,~·;~¡ 1 í ;-~, ·'.:{~~,--~-·~·;-1;.;·;5 i'~ ¡:\;;~~~y , " _._~, .. 

<~.·1 1'EMSll1AIL 
·--. '_;_--·_ -;· 

:c:1;oc:i::Jr~11 ·:.:-:olLr_.f. 

·:;,¿;; '~;(, .. ·:.;;.'::- -¡~_., ·',;t: <e•:-; ~:? 

1!;;)'~••.~I~~¡\ \,;~ . ,;111ir<rk .· 'I'~~. r.'""" <sé • 

1.1·¡~-~: 'º·!';:::: :;·1i?l:1st'~.i~úÍ dt;; .·:~>¡_,·.-~;~)~;.'~:-·,::,,.;:)_:-&,-~-;-,:¡_,~~~-~~.;,:··-:·es 

"." 

en lá 

).:i.·' · i.ie1ísidad 
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o.le o.le para· un 111edio cont..1nuo ec.(2.31). Se 

cornpa1•n1••fU'I 16S. d~s~-;-t~·ér~-,;i~íÓ~ ·-d~::· la .:'def:ec.ha .ent..r~,- Si~
. De ; Ja -- ec. <2.t> ·-_,y _-,~~-~¡~~0-~-:i,O·c.E)~(v·e~~ 

01•de1"l.- de 111ai;ni t~ud -del priu~er: l.é1•1nl n•:» en . <:2:.3_1·;·:-:' :~~-;- · :)/,: > ' 
·::-~ ,,,_ --_:-: ;>_',, ,_--;:., ·J:· . ; . -· ,,_-~'-: ··-··::.: .;,~"' ,. -- ;· . - ':'.1 ~:'.::_.:~ 

·: .:'· .:;,2It, '.t~1Uf ~f~2~ini~i::::~
2

:Ji~*~;t:~~; ,t~L. 0~:,·•~.:,·~· ··· 
<z.31> E~e ··00~?~l>~f~'(',~~(:~Jfil~~l{~f ~~~;~~t~;~~ll!~?'~d,5' I:~ ~.01·~~1,~··.· •en 

·; '~ ' . · ·· · · e ., r · Cº r .. ,,, ~'<' .'~~·," 
.. ¡.,:~· ,'.._'.'~_:'- .. - ., ''.· 

-~p-Ot:> .:S.3, : ·se:~ o.b.Lián9 '. ·que· el 
!-. 

-- -·-----

::,·~~'" .. -. ,:_· 
-- oo·.·,··cccoo_~· 

La ~---raZó'i-l 
:_,., .... 

.. 
(3,9) 

:;.:'._-_ ~--:~;· __ ~- ~!\-:-
Al aplicar la de--, la" - deilsida.d --.-'_-·de:-'.>-

rue:i"za de· i11°Ü6i1-;,-·~tí11-~:ri-¿;~-i-~'4~.1~ ·,-·Ja-

Llonsidatl de í'ue1•zo ·:·:d.jbJda>: :·a_1.::_r:::~;:u~i_1~1:>'.F:. 1_11;jc;•~_é-,L~_C_c>,;:._:~~':::·: .~or_'.·~ JO __ : ~t~nLo es 

posible desprO'ciarJa'; __ ~- ·_.::~--~_:;·J~~:·_"~~-~~;Jf~~f;~~~-~~;~~;~f-~~-J'.:~~:~~~~i_i~.~~'~'.~_:·.~~f~:\f .. ·-~~;;~ .. z-~· de 
Loret'lLz bajo- Ja ap1•oxl111aclón''i:l'-lllll~·~.ailqulere:~:-lci_-~ slc;uienLe~·roÍ'oina: · 

·:::'..,F:;:--: " .. ,. - .. , :;,\-: ·e-.\.·' 

;c~~~~cti~,ft~*':~!··,~r:;J¿t;;;, + · • <3.10) 

Es~o es la -.oX~~ .. a~~~'¿i~-'.-~cí'~.~·,;. S'a:~~~;·CiJ'llílf~ai~}.l. - 1Sn"·· ·las·· ;_i_-Oua~i~.~~·~---. Je 

can. Li dad _de 1nov ir~~t.é1_.:.-~·~·~'::. . ~''.:_~.>~:;:~-- .. ---.··~-.'.'.~};:;._;~.~.~'~_;t:~:: '.~~~(. ~ · J,-_~;, ;-;'.«".>.:'.> ,_ ~. 
:- _::';. ,;_•-: ,~,'.~~i -,-.:o·;-

. -- {{;, -~:~:~:. ":-~.'. .,.:•_:.- '_- ·' 
.<:,~ : ,, _-:,;-..:;. -. -:~:::~~~--· .. .-,-... _.... ,_ .. 

. ·"D~· ':E~~~~Ixs .. ·.: .... · EL~~~RICA 
•. • _,,. • .. ~. ·:·- .; ¿ ' ,,.,. 

C.5 MAGNITUD REL~TIVA y MAONE:TICA • 

Ul.iliza11llo . ·ar~=':1·~-1~-~-~~-~,¿C: ... ~~~:-;:fk,~;:·1~~~~J;i~;~¿·:_i~:ª:~·-~~:~·hl:~~,~~~~:~ ,._ 
ene1 .. C;1a- -- e lécLri ca- con-"' Ja ;c--111ac;1~é Li ~a~c--l>é:"-~S.3: -,2,=-'.oo~;.;_. ~o;f--o-o-_-=o-~ c,,.,:,,.,:'c:::. :.•;.C·~::•".:·:·.·:. 

·.• 

00 (~oi2J\1,~;~~;~Js{~·2:~~;~~\\)[ ~ :~··•] ~ 
si s·~ · · :::a'j:;,-~-,~~·~::;;:; ·?¡~:-~;_:::-_~;~~i-;~{a·12-f.0i~~ ·_;::-~·~':·;{f:_" '.-t·:--~~:;}\ , :-.c~n•po 

n lt~1:: l,1•1 e~.,· .-,j~ . Ji~~·-.-,ú~·;·~ :!;·:ú.;:;~;1\i;r:·:.: ~-f: .,,?r -:.°(!;-~-¡ .. ::·: c_ni111"~i; ~.-:;,i,n~-11:~:·! .. 1~~? .;·_',;¿·Í~::~ ~In .. '. Í-~-6t.nl· 
""' 1 nrd1:-n. v?. / .• -.. ?..~;:. « • .:·: .... , • .. -:·:V, -;\:~:" ___ , .· ;._,. ... 

__ ;y~; 

CA J'. lJJ P.IOOF-1.0 TF.'Oll_JC:I~ 

/::¡--· .,,-.¡~:---·; :'_ ..... ::;:-"._ '_->- ----··2 
e¡; 1.EI . « :/'~ 1 n¡ . <3.11) 
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Uebido a que en la 

t.ant.o la despl"ecian 

eléct..J"ica, 

rna~nél..ico 

Ja int.er-acción .-·, 

y el 

111a~net.o-l1idJ"'o-diná.n~ica. 

C.ó INVARIANCIA 

J>•?r-1t1anoce 

Al 
poi~ 

La 

•~Ar, 1 t J MOIH~I.() 'l'Ef'tflH":O 

se 
1 
1 

1 
1 

j 

y i 
t 
,1 
¡J 

·de ' j 
! 

~ 
' 1 .. las 

<2.S.> 

(2.~I) 

l3.6) 

- .•. , vAIJ.> -- (3.ll) 
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(3.10) 

Basándose en las ecuaciones ant.eriores, se encuent.ra una 

Corroa convenient.e para Ja descripción del cantpo magnét.ico. Se 

observa que el eléct.rico E se encuent.ra t.ot.alment.e 

det..erminado por las ecuaciones (2.3), (2.4) y (3.5> junt.o con la 

ley de Ohm (3.B>. 

Igualando 

eléct.rico y 

permeabilidad 

obt.iene: 

las ecuaciones (3.5) y 

ec. 

(3.8), despejando al 

(2.3),. suponiendo 

carnpo 

que Ja sust.i t.uyéndolo en la 

(µ) y Ja conduct.ividad (a) per-manecen const.ant.es, se 

1 
aµ 

an 
C9..-..('V'....Jl> - 9 .... Cv.....tl>l • - 3¡; 

Desarrollando los dos prin1eros t.érrninos mediant.e ident.idades 

vect.oriales se t.iene: 

~ + _! ['V'<V· 11> - V2 tl] • CH• V>v - Cv • 'Q')ll 
dt. aµ 

Donde el printero t..érntino de la izquierda se anula por la 

ec.(2,4>, re.arreglando los t.érrninos .se obt.iene la lla1nada ecuación 

de t.ranspo:rt.e de can1po 1nagnét.ico: 

iJH + (V• 9)11 • ! . 'V'2tl + (ff '9)v (3.13) 
Cit: eµ 

La cual present.a una est.:ruct.ura comparable a Ja ecuación 

general de t.ransport.e con r/'•H ,. H ,. H ; r ""•1/aµ y S...._ •Cll • 9)v. 
X y Z .,.. .,.. 

Con la 

involucradas 

Cinalldad de co1nplet.ar

en la descripción de 

el 

la 

sist.ema de 

int.eracción 

ecuaciones 

f'iuido-carnpo 

ntar;nét.ico, bajo la aproxi1nación MllD, sólo f'alt.a presentar la 

ecuación de ca1"lt..id::.d de 1novl1niont,o. 

Set int.roduce el t..érrnino de f'uerza de cuerpo elect.roma~nét.ica 

bajo lil aprox:i1naci6n ,.tllD, &c,C3.tO>. en Ja ecuación de cant.idad de 

rnovirnient..o Ct.7>,. que adquiere la rorn1a : 
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iJv + p<v • 'i/)v • -Vp + 'r},.,Zv + J ..... µ11 
at. 

(3.14> 

. Quedando asl expresado el acoplamient.o ent.re las ecuaciones 

de cantpo elect.roma¡;nét.ico con las de 1novin1lent.o. 

Para sun1arizar. en la sic;uient.e t.abla (3.1) se expresan los 

valores necesarios para que t.ant.o la ecuación de t.ransport.e de 

campo ma¡;nét.lco como las ecuaciones hidrodinán1icas adquieran la 

ror1na de la ecuación general de t.ranspor-t.e <1.1), 

Tabla (3.1) Ya.\.or•e de \.a ecua.clon genera.\. de lra.n•porle cs. s) 

ECUACION VARIABLE DEPENDIENTE COEFICIENTE FUENTE 
de 

"' r"' s"' CONSERVACION 

MASA 1 o rn 

MOMENTO u, v, w 'I) e • -'Q'p 

CAMPO MAONET:ICO H 11 11 1 CH• V)v •• -1.. • 
p p p µO' 

.. 

4. APROXIMACION REYNOLDS MAGNETICO NULO 

A cont.inuación .... pr-esent.an ecuaciones de la 

nia:;net..ohidrodiná.tnlca derivadas en la sección ant.erior. ai'liadiéndose 

la suposición de est.ado pern1anent..e a/Ot.•O. 

Conservación de rnasa: 

9•v = O (1.3) 

Conservaclól"1 de cant.idad de n1ovlnt1ent.o. 

p<v · V>v i:. -Vp + rf'i2-v + J....µ11 (3.14) 

Trans:port..e de catnpo n1a¡;nét.ico, 

CAP, J:J:I MODELO TEORJ:CO 31 
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<v · ?Jll = _!_ V
2

11 + <11 • 'fl>v <3.13> 
oµ 

La f"ortua adfrnenslOnal '; tir..? -·est.as: ecuaciones --~~-~-.:-·~b~'1~,.1~-~-:-·:·n~é;~·iant.0- -

Jo sust..i t..uciÓi~· : .-d~' :-~~~ .- '~/~1~t-ri.13Í~S: ::·;~j,~,~-i·u~'.iJ.'.~n~1J~'-: -:-~)-~~:,~·, =i~s} :; :~_ig-~_i:S:a"it.~S -
va1'iablns ·; ~~-¡~~.-¡:·;~;i:f~-~~'~Í~-~\- :_-;,-.... - _-:;~ · ·;,,,., . .::;::.- :~/\:- .,- : ·;·:r' ·=?::'.:-_-,· -:·._- .. 

. .... º-!' •• , --:-· :::1- ~-,~l~:- ::. - -. :;:-:::, . :~:_\.-".:: '-:.-\::·: ·,,'-::>_:. ~:i(. <, ~:;~., :~<:'! 

:~- ~~,~- --.;¿;¿~ :-.~!;~f>i<-~·lt_:;~-~.::.·:.'.· ... ·.=.:;_.:.~.-~.·.?.::.~.-~~.·.•.r ..•. ·.;,·~·.•.·.-~.:- ~-f~Yt-:.'#._i!: ~t~·~?~·{_;~y·~,~-Yi.~~:r~-~~-~<á; -· 
11'= 11/;¡"'{· ~ -~~ í'J;~ll cc:/íi-,;:~,~ 11. ;11 ~/11 -~\:~;~:;;;;f--t~~~~l~}~-~~¡;:;;1~-~ .... -~f('.:_'·°:~> ·c~t~t>. 

' ~cO-" M~ M- o •. Y-,~y~~O-"-·% :z::.~:~-0 :-_",~_~:~'·:,";"'-;>:~,\~t.:.;: __ 

·~~~~:~: .. = l~n~ii~d} ;~:lo~d~~·\iL~~~~J~'.~~~~:~i~i:;'.•c~~~¿~~~~~ll·~o• '.······' .•.·. 
-. ' .' ¡ .' .:f~·~~~~ }(:_':/Ji.}i-:~::f'~'.,~- :t:: ·, "~"' --- ' . _,_e:_·. 

se dec1ne-n · 1os-,~~¡~-~i~Wi~~~;W~~~1i'.~~~ü~ ;--a-d11;~-:~s1ona1e~;-:~-:-
NUMERO DE REYNOLDS 

NUMERO DE REYNOLUS 

NUMERO DE llARTMANN 

(4.2) 

(4.3> 

<4.4) 

EMlst.e ot..1'"0 paráiiue~i·O·, _· .. -::~~~'i°va'9;~ ~--de -_ lós -.:it~t.erioi-es, . - ut..ilizado 

con C.i,ecuencia poi.. ali;U1loS_- --~uL:'.;:~~,~~~'-/·es ·el -11a11•ado PARAt-IE'l'RO IJE 

lNTERACCION. 

<<t.5:> 

Sust.i t.uyen•.lo 

correspondient..e ~diJ~;~~~~'·¡;;·.~~1'~~,:-~ ~-:·t_·.;~~:.:(4.1'~' :::~:u._en ~'.. las 

i;Obe1·na·.~.::es : < 1 ~-~-' -,,_::: ·'~~~~t~_?:r;~~~~:}~.-~f~~~'.~~': :Y~:~~;:~~p;~;1}te1Zcf;,- · 
1..-,bt.ienen· las· siiUtG1lt.·.;~·,:_:,-eCi.ta1::icit-1e-s).~dt1í1ei1~·~0¡:.¡31es:: 

Ecuactó~-~ , __ -de c~t~'~¡1·~~~:~·1·Ó·~~:~~;:z: -e¡;;:___::. _-,1·,as·a:·~ 

tos- su 

__ ecuaciones 

se 

--~~----- -º~~:~,,->~:--~~~'- tf·' 
'· ~:" _,-_ 

l!o11st."r-v~cl ó11 . 'IÓ ·~~,11t~i; i.t;-~:_I ;-{¡~)·~·-:;:~y~--~·:¡·~-;-;/;,.,f/1~t-,':·. ·.:, 

(4.7> 
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Transport..e de campo mac;nét.ico, 

<v·7>H • _!_v"n + <H·7>v 
Rm 

(4.8) 

El número de Reynolds magnét.ico es el cocient..e de e.f'ect.os 

inerciales dinán1icos sobre ef"ect.os di.f'usivos magnét.icos y expresa 

una medida de Ja dist.orsión del can1po n1agnét.ico aplicado debida al 

can1po magnét.ico inducido. 

Por lo t.ant.o si se supone que el número de Reynolds n1agnét.ico 

se anula idént.ican1ent.e, el campo magnét.ico aplicado 

a causa del movimient.o del Clutdo segú.n se puede 

no se deCornta 

observar de Ja 

ecuación (4.9). Equivalent.en1ent.e en est.e caso, se considera que el 

campo inducido por el n1ovimient.o del .f'Juldo es deopreciable 

respect.o al carnpo aplicado. 

Bajo est.a .aproxin1ación 

siguient.a Corma: 

Ja ecuación <4.8) adquiere la 

v"H • O <4.9) 

Est..a es la ecuación de Laplace para cada una de las 

cornponant.as del campo n1agnét.ico. Bajo est.a aproximación la 

ecuación da t.ranspor-t..e de carnpo magnét.ico se desacopla de las 

ecuaciones de conservación de cant.idad da nlovimient.o. Sin e1nbargo, 

los ef'ect.os magnét..icos est.én presant..es en las ecuaciones de 

cant..tdad da 

Jo t.ant..o es 

movimient.o en el t.érntino de la Cuerza de 

conventent.e resolver Ja ecuación (4,9), y 

cuerpo, 

emplear 

campo n1agnét..lco obt.anido en 

movinlient.o (4.7). 

Las condiciones de f'ront.era 

las ecuaoiones 

para (4.9) se 

novena sección, junt..o con su solución. 

Her-n1ann Branover en su sist.enta ER4 

de cant.idad 

discut..irán en 

descrit.o en 

por 

el 

de 

la 

la 

ref'erencia C9l, proporciona Ja inf'orrnación necesaria 

que el Reynolds 1nagnét..ico con el cual t.l"abaja su 

3.5xto-2• lo cual da una idea de qué t..an realist.a 

para 

equipo 

puede 

deducir 

es de 

ser Ja 

aprouin1~clón dRl Reynolds JnRign~t.lco nulo adopt..odn on el p1~esent..e 

t..rabajo. 
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5. PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA 

Se t..iene un flujo en est.ado perrnanent.e y en desarrollo, de un 

n1et.al liquido con las: sic:;uient..es caract.eri:s:t.icas: isot.érmico, 

laminar, viscoso, newt.oniano, incompresible y conduct..or de la 

elect.ricidad que circula a t.ravés de un duct.o de sección 

rect.angular oonst.ant.e en presencia de un cantpo n1ac;nót..ico no 

uniCorme y perpendicular al duct.o, ver Cii;.<t.2>. El n1ovin1ient.o es 

inducido por un gradlent.e de presión const.ant.e. 

Las paredes del duct.o perpendiculares al can1po aplicado, en 

el plano <x,y) se suponen no conduct.oras, mient..ras que las paredes 

paralelas al can1po aplicado, en el plano <x,z) son conduct.oras. 

Si se analiza el caso en que b>>a, ent.onces se t.iene un duct..o 

con una razón de a:s:pect.o muy grande y se pueden despreciar los 

eCect.os dinámicos sobre las paredes paralelas al campo ya que el 

Clujo en el duct.o se aproxima al exJ.st.ent.e ent.re placas aislant.es 

paralelas lnCinit.as separadas por una dist.ancla 2a. 

Por lo ant.erlor, se considera un problerna bidln1ensional, 

ef"ect.uando el análisis en un plano paralelo al campo mac;nét.ico 

aplicado <x,z>, 

duct.o que de 

ll1ni t.ándose en la 

la misma lonc;i t.ud 

dirección z a una sección de 

que el ancho de los polos de 

rnagnet.o. Est.a conf"lgura.clón incluye con1plet.ament.e los ext.rernos no 

unlCormes del campo n1agnét.ico aplicado y Lodo el espacio ent.re los 

polos del n1ac:;net.o. Ver Cig. (4.1) a> y b>. 

En lo sucesivo. debido a la t.écnlca de solución nun1érica, se 

ut.illzar-án las ecuaciones en Corma dimensional y sus 

contponent.es se expresarán en coordenadas cart.eslanas. 

Ta.nt.o el campo magnét.lco como el can1po de velocidades son 

!'unciones del espacio con cornponent.es en an1bas direcciones del 

plano. 

v = Cu<x,z>.o.w<x.z)) 

11 = (ti <x.z>.o,11 <x,z>> 
M Z 

En el present.e t .. rabajo se consideran 
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conduct.ividad rini t •. a 7 co1110 la de -. Jos rnel.ales_. po1" Jo t.ant.o Ja ley 

dP <)h111. ec. (3.0). es -OpftC.0-Lltl~ <3.10), 

(5.3) 

. -,_. : ,. ,,-._.,. ·-'" . --- ·: . ~' 
(Ja 1..;·eru:J.le~l-~o-~ , )>01a·1~_lc1act:> ;) ;_';.y·: 
en l.t"Q ~{ :---¡os; :;~_·p:~.1.~.~·\-: ~1-ji·~-~.í_:~~ -·~-.t.~i::~;~ ,;':;t;t?'l~-~~ .-~se ;~··qr;cu·i:;~~ •. -.:~· 
c1 •~c~1 ~~~ ::::i.~,~~-t'.~~Ji2-~~~~::~?:~~-~~~;~~c.:~f~K~· ~~:-~19.;~~~~~'.~~!~_:ftt~~-r~:~~~~~~~-~;; ~,#~~-gs:~~~?._~'iit~-~·c.;s~.: ..... « 

-__ -1rldu·ct1.1as ~i: ~;-:?ye_i~~f º_'C~-;!1-J\¡~~~~~-j {.;::·;~·.-~ 1:·;4;, ~~ú 1.1'~¡, ~~ 1 dQ :'.-tes:r;iiúf~Xtfilo-.~Yj•_\cttcí:hiS 1;-á1:¡:t}é';-~ - --

._,,.... 
'" ~::0111p?nen_t.~ en l:l di J'P.c:ción 
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Cl - : . . . ' -' 

J. c<.E :_·+,_,_c\.,11- ---Úll~)?d~ = o 
_a - Y"-~.-: .,. x. ___ , __ •. ... ~:. . _<:· 

(5.9) 

;:-: 

Suponlen~O: '.l'-1,e; .-Ó.}-_y·_ :µ; son_, -·~-~~Ó¡~i¡~~J-~s:· __ r::onsLanLes -del 
, .. ,,: -.. - :::'_-~::r_:,... -::<:. '~ '·.,~. 

·<~'.-- ·::?-=- ·~;:'~'., -jY' -:··-,i·.J ·.--;-:1:·· -·. -~-.-"'-- ''~-·-·· 

'' · '_ ~'- -·~,}~J_;:,1_·1_'Ú,'1~j'; µf,~ cJJ¡><~~l;~>ci,, =' o 
º·'.: =::2~;. -";' ;,,.-_,, ..... _- - - a. 

.. ,,,' ____ ;\" ·!: .:·:: ;: ¡¿. 1 .,, - .:~~ _' ---~( 

º bien, "º"'º-' f;~·;frS't~i~:~I·2·~~~·.;.'r .f_.,_ .;.:"·_::; '· .L .. ;,,zY 
··;;·,~;¡r~~{¡j~~~;¡~fi~~~~~j~~i~--i~i' ;;, -~~- -·~ ·=· ... ., ,',., c5:tt) 

obt~iene: · 

rnedio_. se 

. C5.J(Í) 

Con ;ei:\, nn;:,de_,; des71·iblt< ,al e- COlllPO . eléc~rico :~~ •• du~id.; CE/> en 

runciórí dél ;~c31np_o}~:_e1é~'~rlf:0),{.;~~~-~1i-~1-~'.-~~(5~t't):; i)";~,0_1~)' ;1'i-uci~¡:¡--:·~: t .. i~·ecUeiiC1a:~ ·en 

:;:.me1í~~~l~!~;~~l:~t~~i:~~Jff~m·•. 
~•e ca17ca -::-~e>:---' cquG/ :;,;~ )·J;;éf¡'{¿ ~ go1l1~:~-'.~~,_;¡c,::,X-';~;;~:-~~''' :{:.;_:'.-§,':; '.~,\~ :.:·:<' ___ !i~:. :-:;·~::;' ·:·/~~ ·-:-,( __ ·'.;-~~: ~~-> -' ._._ ~ 

., .. :,·:·· ._,,. ,·,,_,:----· .. -.--\!•~·:··.'.v. ,,,,,,, :·:·Y,:«'J;::· ~,;:¡_1 {E~--~·~·;[ ;\ -.. ;·._:~-: 1 .• -,., .. ~: '0.;.;'.-, .• ·,,:::~ /-~>::: 

..•• ·. ·-·····.::; .;.: j~~ J··i,,.~;· 4;~~ :;~·-~:;~'iyy:·m·;·,1~.¡~ ,.,{ ·;::: ~t~ ,~3¡~!;1,[1.t~ -\~ ~.~ ~~:12) 
o;;:l ,_. ..• ,-,,. - .. : "'·'·"-~;·~ i''{~ ,. "'.:f~¿¡' ·:--:f: ,,. -' ·•-. .-¡ ,. "-·' "·'" •;:~: :2''.<'_,)i;/· ~~-t~~-;'~:-·>\i;, .:-,~~,.- -- -~::.r---·: 

-'._·;-~i:C-: :-:·~--:-~_<· . - '"'~-,, .. -_.-,,- ·- :»é.i' -:..~ -;._~'-~-'-~~ 'j;'-¿_:.?.:~::,: <:'--· ::::~-.:.,-_:_:7:~·::.) ,-;--f ·.';;~--- -- . 

Fa"ct;O·r ·;_~que-.- -·-~~,~~!.~~~t:~-~;~.:~;f ~1li,j·;:~?~r~.1:~~;~-))?; : "y~' :--.-Í:~:::~ i:I.; pe-ild1e·íldO r:~-~:t/~'.--~i :::,;f ~a-·. 

::::::~"::~·~z1~r~i~il~~;t;~j.~_:l.i_i_•.)~~1i~~:;~i~:Gti,º~'.: 
'.:"{'.'. ,,,., ,-:·-~..;'· ·:.·"" . _,·f'·''·'· '-~~(:.\~}J.' - ' - -.'"' . "· ;f~) __ ;:~;'.k <--: 

.••••.••• ~~~~tf ~f !i¡¡:~:~'ié e. 

sust."1 t.1.1yt.~11tJO :.~sl .. .<t :-. exp_t.,Qslón >';;·¡-~ ;/·¡:z._t1.~Y.\rJ~\: Oi·ií1~·~;ec;<:s.ti)/.:_-

.Jv = '~/~/ [.~)tJ~'.bllit ,~iJf iiS'~~i'.~+~~lJf ;] t[ '.J.··.-•·.··· ·-.• ··. ·· ' 

(5.t:J) 

... , .. :,~ -.:r: . .--:~·:¡: .-_:y:¡:·'./:--. _,:~_, .. <-;,- ;\;::-·_~:_;;<'-<;~< . .-;":::- '> 
n, ... .,.si.~- -,·,¡_; ..... ¡,_~·1··--=-t.·;-: .:;;:,~. ¡·;í·i~\-~-;:,: .(}~,:; 'ff~í~S1~tr1;·1 >:dP '._·:,:~,;¡!~_~{~_r;·;~-~ '.:-· P-n· _ runclón 

, ,,~ ~-._.,.-,-"',:;¡ n~--. '\ '~~~-;';<;:~·~;-·¡\~¡~;;;;:::-. --~'/.-:,;---:::- ~ ~~;~ 1C'1J¡;.¡¡.,¿'s·-_ ':-·{,~¡-¡;·.,--.1f..A-'J-:e~-;;,;;.--1)1~E- _ .,-,,-í ·1.as 

~"c11n1~i•'.:ln, .. :=t ' di;>- ~;~,,L'Jr:1~:-1·-:: ·,_,1 ... ::i1l-;~-~~t't'1í1~', ,j .".~~' ,~:il1~~·-. ~"" ;,bt . .-l~n-~n s1_1RLi t.u~•e-ru.la 
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los ca111pos consilJeradoS·:--: v0JoC:idad <<6~1), ca111po 111~gnét.ico _ . (5.2) y 
densidad de -:~CQ_i.J~i1.iu'lt-':O; ·.--· ·(-!:;:;;;.'· ';;.~nÓ-~~;-,-~ r··-1a ~.: -·""x'i>.i•1)siól1 <B.J•t), Las 

co1npone1lt.es ·f ·de_;:-- la .~ __ eCu:O.Cl 6n · -~-~-\;N~-~f;~ ~';ri-L:~-k~~;;~· <:'3·: i~J'·) __ -:: l..)',~·1a;~ -i-~ -··r~ l'"l~1a: 
- -.- -·.-' -,º . ;<;•,' -,,:,·:- - ---~·,,_. '->'-,. . .~'... ' ~<:.:: .. · .. _,,,; ·,-~:·~-- ·_:_:~~'' ,., . ----~_.'.. 

En la coo.i'denlada :-?<:=/;~:::-::~·; .. ·· __ .. _ ... ?;\ '.~-~/: -;·:)_)}- __ --·· ,:,'.".:'~,¿ . . , .... ·-:·~·:_ ... 
, •: 'j:<:¡,''-: -·· -,'..';-:>-'·; 7;· · .".:.~···'" .;_~LJ•:·o·.'.''t:''·;-'-, ,._ 

c[~:·;r~iltí!li~füí~íf t1ti1\~¡. 
·;º:· ~s~:,~'.~;i-~l~~-;:~~:~-~{qir I&~~~:~í~~fJ~;i~; ;a-::~~j~~~l;·~ ~:~~~~·;:;;:~~- -~~-~-~-:·::; · 

""~'(.~~f ~l~J f [!~~{1J]J&~; e .... 

. - ºe :\v~~f &~r~~~t f§c~~~A~~{ f~;f J~~u~.-~:: .. -)d.~l-

(5.15) 

(5.16) 

-- .- <~'.·:;'.·,: -~!:i~';_' _<;;)_::'. f< ~-':;5~~---~;i;::~0:::r2~5;~/ ;' ._,_: ~-:;~!:; ... _·:_)·;~: .. _: :_·_::::.: '._:. ~-' ' -- --. - . 
Lós ·;_- ecuaclt...,nes/,: de::~·· ca11t.ldad Ji do ;X rnovl 111lf>nt..o·;·- · an~-~-_rtO·r-~s·~.; auriadas 

·;·;:_~,.-,~:-~--- -;.~_¡ -~-:~ -

a Ja .de . -,.,,, :;;tú:.; ;:;~; ·}:~-:;,~ _ :-~,/: ... 
. · ---~-f.-';·}~ :::~~~ ··_f+;'[ .. -·:tJ~:~:.. o_:J;i~ :~i¡ ~::~~:- ... '--~.---·';'·', .,~:·:,··· ___ :(5.17) 

-·:',:o'¡:-~---,~-:'-';c;;· , ..... --.,,·¡:.,;o:·---~'"" 

,:~a'.-ll-; · t..1•es 

incós-nit..a~ -.~~~~riéLtco-. 

(·1.9) ~.;: ~f·.st;:.:i.~~-;-:·:~~:: sus 

,~- u¡-.:.,··~ : de 

sa g~n_do::_ ,_9rde_n;:·,t_:__no~l_J_l 1·te_o, t~;:·,y;;~:'.'.~_i;:opl~L1_1:>; ;;,Lc1.1yn~Si: solución_-t::•:n-.·a_ll Lica.:·_;-~· no_: se · 

cOJ-.06~.·'.~~-¡i-I;~:f:~~~~-~~J_:!~;i~dÜ-i~=~.~.·.:.----t .. :: .. :~.:~~~~~?·~;tt*·-;_f#~:wi~-i~~l~~t~E!~~:i~~~~i~~,: ¡;·-~-~-ª --Su 
Solu,.IA11 •. -,-.. · ,-_; _-,:,:~:.- :{/:: ·1-'<·" :·;:;.:··->:'f~-L "' -¡~-1 ,_,·;,::;. -- .. •- ,- -·- >' ~-.7~·;'.': >~/, .. _, .. 

... '-' . ··:, '; ,;:;. :~·:\·-,: '''J'S> ··- ;' ·• ·:,\ .· .-:_ ,-- .-,-- :.;;: .. :'-- -).,: .. ;·· '<f ;:¡:::. ;'~' .,, ,,° e;: 

'; L-~~ ,:-~~:.i-dlcii'6'¡i~-~;;f'aéúl-~:-}-~~~-ó·i:.t~·~;~:; ~&i~---,~;1-~s·:_~.'1i'~-~?.~:~~~-ü 
No i~esb_~-;~ii-~~-f ~ __ 1;:~~::t~~fj··,}j'5~'.i'.'.~!~-~~:~~~-~-~~~.':-;~~'.,~;; ·?}:;_. ;~-~ _.," :-;;_:" ':{°:{;-- ~--

,.-., · _:~:": . . ,'.';'., .. , :: u"(a;z)-:-=~-:uc-a,z>i =\,u·_._ .... ;.:' .. !.'..-_:--. " . <;.:;-:·~ ·---~' :;;;),;-· ,' .;;,,-,-- . _,, __ -~_,:· ------;'- -_,-_-,:; - '•- ·-· ' 
·~-- !.<·· ';':r ,··g>~ :;¡_~<~c-~Z~';'~3!.~:_c_~~-~fz~·.:'.~:~.\~·l, -;:(:· 

i<"· .,, _,,,,_. ¿::f~:¿;:-_._.<·~<-.!.i.:;.:;_:;.-: .. ,, .. _. v_, ':.~~; ¡, 

p~ ,.,·¡ 1 ~--¡-,..·¡ r~~;-~,·~·;.;l- ';Tt'" 1n·0 nnt. r•Úd¿l-ti': ;.:,;.' ,:-4 . '.-'ti~--
' - -\}; ·-:>-" .--.'-,',~ .,f ~:::: :-,~~---- ·;,'~ 

- . ::.~~/: ~:: .. ]}· •• ,~~-,¡(';·:) '~- ú':,: 
',.::_:.-;; -,, :: ; ','-~' . - , .. 

. <~ ~){.:h·:l:;;)- ,:~'-

r-:Ar•. rtr Monr.::1.n '1'J>:•"IP11::n 

<5.18) 

(5.19) 
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CAPITULO l V 

SOLUC!ON. NUMERICA 

E1-. est.e :-capi_t.:ulo-- se -'d_~~-'?i:-,~.~':'-f:l!a~;--~~1an·er~~-;~-en _que se .. obt..10ne '-1a-, 

So1Ució1 .. _al ~ p¡;,-Ob1en~a-,-_,---~-~-~ü~~f~;~z:,~f.f~:·,jf~_-:~~-~~~~t}i~'.:~~-n i\'-'~-~'L-~-' --?llJ'é.t.1v_o-,- se-· 

1~ealiza un análisis 1nat.e111át.ico,·:-de_.:''.'t..i_po''> ri~-'~.u~!"-t_co, :/~-~-'r: ~- iserc: una >C6r1tla 

que pe1 .. 111i t.e - int.e't;t-ar ;;:,~- ·ü'~ ;:~§:':; ;;;i'st:~~~~,~/~; ·;--d~/~~~- ~'¡;úá,#~.o-~;~'~ .;:.;· ;:1'1é'ere·1·-i~-i3ies~: 
pn~cinles,_ no lineales·, -~,' '-~aco~-['.;,¡d~~~'.~~:~~~,1-c,-·: :_'.'.-_~(~;f·:·p;~~~-e-~\t:.'~~::J;~~j¡·~'~-- -~~:~'.Q~:tiJ?i:i::-. 

sl111pllt"icaciones que ··11:o~lj't•1,~~~::·~~!f~~~~11~~<;r~Í"i~1~1!~:),~i~'~~~···~~'.' .. ¡;.•·· 
E1-it..1•e Jos :¡·1~ét..~d;;-~ :\)nun1órtcoS_·-~¿_dispi::lnlbJes,}.'_~p-se.:,>.:~eJli;l6. ~-:,"}'~J.::_·:::~~ 

vol 0111e 111 ri1~l t_;o ,: , '. t..~í~1túéi:¡ · ,-;:~¿·;a66I~~,~:_/;~·;;;;~;;r~::d·~~-~~J:-~~1~-;_g:¡i"i~l;tij~~~;:-~1¡:::'~: -~:J~\--- : se-: 
,"_;_., ~ · _.-_~·-'°.:,_;_;o~-;-:~'é::;;~-·\;[c-~~~-'=i'-;,':';":_f;:~.(~~"_~' ,_.°"'.e'." -~O'.'-'i'~7;.':~;-\~~3;-;:i.'°'"'-'"-'·:;i'¡,}~: ;,~'.--.-_,,.,' 

e1lcuent..1<>a J1nple1ne1'lt..ado ~· en·_;·:;.1·;el-(:.c~dir;o _ r.::PJIOl_::NIC_S -~\.Ll~B-~.->{·\~s~e- ~~'.<~~-d-iS~:: 
-:-·,.-_ ·'.:'.:_:.,-.-. ,(: > ·,:_;•, __ .,<:_ t?.'-;:.:-f.n_";::'.:'-''-:.~_''·:·: ('.-,::~"~ :~;:: ·: -:.'.:'.;:' -<; ;>:~_;-,:';··:;;.';~~:~:·.'-:-;:': ::.:·~_:_ ;·;:t.,;;:: :":::'t:'"';.("::.·--;;¡-:;-• • 

cOnt..lena - ·una,, ro1:1nulaci61-i-,',,J11tpllci t..a --:,_de ;;::;las -:~~ec;u_aclo1:ies,n· en/;.' un. ::v-;;,·iülliEti-l: 
rini t..O: y -~:un -"--~-~i'..l\~~d:i'i·~-~~:~;~:L~}{_,~;~;~~~~?~>~-'~'~¿1:¿;~~J~~~.~~~i;i_,~~Íi·t;;: :_5;_~··-~~ ~'.~·~'.~-1 .. ~~i~L~·Ci61-.-:--

:::~s~itl!~f 1lf illtt~l~!illilJi1?~:!~; 
cada ·-,cur __ -.o: __ ,, de_ ~~lo~_:_,_-, t.é1--_1nl_l"lºs :/·;.e_!'~P_l:e~ado_~_f1t~[e_1~ ~'.,,l~:·K::~r_oi;Jtl_u __ l'"'c_i~_l'l:i'~-~tJ1né~iCa, · -. 

~:::r.;:i_~,f:~l~~~~~~~~~~;~f;~1~~,~~;i~~r~=f J}'~~~~1¿1,~~t:t~~ct6~.del .. 
"E-~~··._ ·el·-;- pres_ent.a.;'> ca.pi t-ulo 5;,se ·:J.desc1--ibe_:_".~~elt'--'.1n~t.odo "'~de \:~~¡;1\~i~1erl 

t~ini LC,-,' E~l-:) j'~'4Y~~'b:~y~¡~'.:?_:-:¿;_:-~.:!;;;~\~r~·~;¡;~·~::~:- ~;.- ik~\~;·d"'~-~-~{~-~ti~~~ ~~I.i¡·;j;. 1~:~-s'.(~-~ -e en 

dorlda se,-·· :--pi-GL-~~~ti!~1}· ~~~~~1ve·~;i-' ''i·1'-d';;,;- :;~~-~~6~·-~¡~-~~~~-H~·~·~!}¡:j': ta< ·:7~e~-~i:6~~-:: ·- 7__ se 

J nL-e:;~a·:: -1a ::-;;~-~~~-~}6".~(· g·~-~e-~~L\'.';;d-~'.'.--_-fi;~<~;;s·po~t..-e ;_ -_-¿~¡~";.:_;·;~ ·-~~?~·J~{;:~-'~~-~-'. .~bLi-Gne 
' -- -~ ' . ,., .-;,;' •' . -,,. .. ·- _, ___ , __ 

;;;,';:,.;;,~~:7·;\f:.':U;t;J&L'fj'~~l~jdf,1{;;~r,J~~~;-f~S;~~c1·:·.::z~~~:·~;:~:1 ... :nLs;· 
•:tn In _sé.:-~i6·~l

0 

"<'9'.~ ·; ·;:;;; ::<-e·~¡~c;_;:¡'~ '.-~1 ° .:a1~º"~-~~i1~§ (-.~~:~:~-,- ~i~~-~~-i~1~. Ja'~-. S6Iucl6-n ·--- -· ,.-. 
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G. DISCRETIZAC!ON DEL .DOMINIO 
:,. :·, ~.' '.< 

El prhner ("ASO.· _·il"'éi~- -~l.;· .·solución-: nu1né1•tca .de 1.111a: ecuación 

diCerencial 66~ .. s.iS~¿:~r en· <-a~-¡~e·~~n1{~-,~-~- la r_~s~~c,1-..:' -e,, .. -·' -~b·,-~-Cle :.: · est..a se

dese8 111t.·e~~~;:_:; __ -~: ~'·:~--1~:': élia1 ~n · 10<~ st:icCSfvo\ ,se.· ·1e·:· J1a¡1·:..~=~-á~-: '-<lé>nli11io de 

sOh .. 1é:io111. Eri·-:_~,;:¡~-~~ .:f.t~·<,:. (-6~f)~:: ~l ·iJOli•li·iiü o-_. dS. · ·sólució11·'>-~~-~~~.-J~-- J.""ei;ió1"l - que 

delirni t.~ ---~-1 ·--¿·~~-~ -~ ;s~;¡;,i)1 .. eaáa; 
se 

uuo u1alla. qu_e_ en coe:>Ptl!Z'néldas cnr·t~osianas co11slst..e t?ll uno se1--ie ele 

-11neas_-:pe~"pendiculares __ eut..re .s~ r¡ue dividen al <lornlnio. 

= ~~ 
~ . . . ~ 
~ 
~ 
~ . . . ~ 
~ 
~ 
~ ~ . . o ~ 
~ 

~:-~ ~~---~ 
r-10.1-:;, l> Oi.1"1er .. Li.~-:t<:i.~r, d"'I d~mir.io ~J.., '!'oluci.e.n 

1n~di.a.nl~ i.11<!><'.l!I c~n <'."!:1pn<:1..u1ni.l)nlo conato.role 

er1lre !SÍ., l.:or1nonrl<:> una malla. 1.1nlforme. 

A •::;c. ... ,Ja uno '''"' Jos sub1..h::.n1l11loA Posult.o.11t.os se le conaco Con el 

nontbl"e deo volu1nc1"1 de co1'll~1·ol <VC), y se 1•et"ie1•e a los voJU1nen.es 

·:·.---·-·---

._,-_:.\i·,,-::(:,~:, ··,-·,--,-.,· -::·:_._-·:,:~-;_~-_.. ;·· '-,. 

En la ri~'.<6.Z) · se · núJGsl;· .. _,.-: ll?t próyección -~de·;~;- Un-~;'._~-~f¿; .--v~'lÚnieri 
de cont~1"ol .' ~n 'el·-. p1ai1Ct::- x-7.., __ A su r.ent .• 1•o''.-~~~On~é1~¡~i_~-~:'.'.J>t:s-~:~'/tci. .'.~J·~-fil~b. 
co1110 . et -.,~dél·. 1>1·ii1ri.ipal d•?I ve.:· :'Et• ¡·.;· Ínf s111f.•_':· (!'!;~1·~) .se :'.·:~-~~~~-~_if~~~-¡~ :~.:i~-~ 
1 Ul~lo;tS ''~•'.::¡-111'.i·~ •. --.·1,;~:I• 11:• l•~~~I j111:;::':1~---· •·:o •lllÓ ·.,. J 1-~~ ··¡·;·¡ 1·~'.;·1.·:;;· ;·;'1 .. ·;·;\'.1·1;:::1.::y ~-~/'./''(.;_·¡~i_~·~; -_¡··¡·-~-~-16~'., 
1 ,1;.\.· <-~). lli;:f1(·t.-z) ~--: i;:;,S;t.;<'+~,-)-: ,. ._\·/;-.._;,.; ·1.r·-:·<"~) •. ·;: ·f~1i1Í:/1·61i.· ):~_~'.:: .~.;;ú.~ci.-~-L-~·~i~--1· '·las 

1111 ..... -...0::: _q•11 ... '"""''·-:. .. ,, .. ~ ,- .. ~~h'."1;.;; ,. ·-!111">·- •-::~;.:1:n1·;· -.. ~,;:.:;; i-:~1·:.-·i:<~1-IOJ.-'._<~-~f¡.;·;~;;.;;-~·'. de 

~-=(. .. 1 ' t_. 1 •• _.1 r~11 p;·u if~o~ 1 ;- : h. _·~ ."· ·; ,;'}: ~¡··;-.;· ..... h;,,~·,::¡ t~;;--~ ,.;-;,,· -ii::·di~~,~~· -_ 16.s 
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di 111e11sio11es tl,,_., ve e1t 1::-is di rPcci nnes "x" y "z" · 1::01110 ÓZ 

Pesp•~ct.i v.:anter"lt.e. 

H1 '- -·· 
e~~-~"-' 

- . . -
vc,Jü1n~n·~s t.ln_. conl .. 1•01·. -v0-r rls;. <6.:..1). 
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~-t--,----T--~--·-~ 
E 

..... ..i. . " 
T--• ___ ,. 

"L. 
= 

., ·.- -_., ·::~:· 

·_ :~-~:.:~~i; :·~. 

--· 
Vá r ·1:-;;¡ ~. (&a · é'S_:5·a~~:~-r;~-s~'_ -~;:-¡ . -·, p r QoG t .:. r. 

.:;:¿'1.;11i.:.·r;-:.-;r;t.'~-'/;j"t;_'l;:~¡~~jJf;~-J-;'~.';.:"1--",;.-;~-1 Q-, ... _n l .. l - Ji. r .... .:.:1.:·1i = 

l ~:.~~~ ~;;~\: ,:Oc~_~l~.jh";:~~~-:- -
· ~-Í :;~~-<;~.-~:~-~ ;~ '-1~JC:~\\~'¡.:¿\:;;¡,' >J~~·:;;_-'i'~~---:::~~:r:L--~1blc,s · &r, ur.a 

___ ---.! :~--~----~ ~- ~~~-~ _;_-~~::7t~Ii ~º--J:~~~:_,~l~~~E~.'~~ -~t:~·.'í ,·(¿~,; 
P1:i~ ;e~-~~~-.;;; ·.r:l-~~~~--;-: -~~~'.-; ttn·, -;·o;'~- ;:,.:;·~::t~~';, ':i_,-~.---;Í;-~i~t-C:i, · -1.1;3 'ca'J-=--· - '.Vol u_1n~n de 

cont11 .. ol, n1o~L~:~t.i6 .:/on 1a::--'.1~i'.~;i6~~)~~-{: se :2.--~ú1-i1áCa1~-a' et -,v3101~ · da. la 

t:;Oll.\p1_~1JO~"l·1~) -·-{j.;j~:.' ~~~llHI·;¡;::\ "VÜC't~Ú·¡;¡¡;;¡ :_,:¡.:ci,:;:-~;:: Ú:~ :{~ft:;1"~jg~f6:i·l ->:~;<~~Y" un- · J..:1 C.OH'"O 

dll1 .. echo sé --?::~í-j-1~~;~-~r,i·> -;'~·1) ::--'~-~!~~';-~- <:-:~¡:~ :-~·-i~~: __ . -. 'áoúi'¡)L>i1.;··.~t~.;·: -:~\;~:at:6-i~t~I ·en 

. ~·.:.e_·''.''.··~·,-~'.,." .. ,.,e~~~á·: \
0

n.-:.na1 .. .:.·; 't=:e-. -~-,:éo1·111o>.1) -- ,¿-~·¿.·íi~~-~Y.G'1·18s 
é.1hn;cana111i--a;:.t~-o-:'..; ';··~n- ·:: 'é::t-~ .. ¡·;,-;,~ Jo '.e<~·{~;; t: ·~~-~;;~--ii:.li'i.~ \··:·a- .-~,'._a~(i~·\_.-
CúOl..POI. 

Pi:ir 10.,~énf.el"'i~;,~ ... -.sr:f- J>11;3-¡ll)n ·;.t~l'iuii .. t., .. o·s·;c_l.i¡lo-S .·i'·1e. v.olt'i1nG1luS i.Je 

- --cont..-i .. _~1.~: ~-ai,;~~i~Í·.s;-~-~-~~!-~-;~~'l~~~~~.·1.:.1;;;~ ~~so·t:~':;.i:~ e-.. .:,, _c_c_ ._-_o__ ~--- ..o'..=_ 

·a). ·ve ~1ii.~l·1~~i1~a1~·:-.:r>ar~1· 1 . .:1:S-_ Variables :·,;s~-~.~-¿~~~--~- .::1·,;~·~,~~=1\~;~¡-:,~-S en 
los 1~odos; ;· -

b) _.·ve , ~-.;~~-~~~:~~.-~ ·c.:;Je ~ 1a -'co111p01l~-¡1t~'t:, 
c11est~ión, ~. On· ~·~~i~~~-~¡:¡,~~1;:cici·i:~~-~:/;~\. · -~'.<,_"):?. :<·_ ,., . " 

ve a:11·.,ei:1eüq'1~:. ·'d1~ ,;· · 1,a" .. -~:C1~~npon.?r1l;.ª .--

en 

C) del" 'c.:i111po .. vect..1..--.Pial en 

c1.1o:.i$t.ióil. an, -.iá': dt1~~Cc1'61'"i x. 
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• 

-· 
FTO. '"··11 o ... I inlclon el~ vot•.1111ono!1 d., <:onlrot 

En est..urJio se ut.ilizar1 los t..lpos de 

ent..re si y__ ro1•rnando una_-

''1nall~ _ _e_s.?nlO_~,:a-da::·~_:oL: ~~'.;~-~-,-~,,!-llidad se po~1~_ de· n1a1~lriest..o ;,_ .. en· 

soh.1ción- --de -cada ~~-~-.,~~-~~!~-?i~~f-~:'.::-~-~l -_co1npo -~~~-.;~~1;! · ~'~-~ ·:'~UéS't;·f~-~-~'.: 
la 

·:,_.~~:¿~;~):· -,•:;- ·- ·' ·-

U11a ·vez · rlori~-Í:i~Í~\{ ~\;·{~:'.:: ·:,:;~~i;~,i:~-.~-~'o::L_; de. ·.'.'.:-~-~:lJó16~~---'' ._.y,;,- ~-a ~-~,11~'~'.1e1~a ·-· de -
.. '"'',.-"';' ... ,. : ~- .. Y. ~,-,. -'~-\-'' ~,:-:;--,. .. ~:-:.o: t;,_.- ,:,.·,_ • __ -,._ 

se·:-: · '·pt-:o'Cederá'·~~;~-~·~,;-'eii:~_~/;: .~-( =; siguient.:é/:, ._1_secclón~·~; :, :a·,. la 
-- • -- _, __ ~ ' ! • ··-:; _,.,.,_,. • ,._,. ,. ;- _.,,_ - - - • ' 

1nt.e&;Pa-c1ón ·de :'.:1~-:·- -·ec'71aC16~-~~F:·2~r,·ar'.á_i-;,(d!~r ::_t.:~a"ils.Jlc>~-t.:~~ .-;!rciOl=t> (1¡; ~.;·c-ua1 · Eie -

u::1 •.;Lºt:::~i~g~:·~,"~J".~; ~~'.,~~ ~~i~~!!l~~;~ ~~": . ,, ~~u,.61·~;,<'s 
¡;obe1-.nant..es ·<··t ,-,;;~~---y~3 J"'.\:'.}.., i;ÍÍ{ -::!i~f:-i}'. .. ,,. ~,~}:; ;~.:;: ··----A 

'-:::~;-~ -·;:.;=:'~2: ;.:- ·{,:~;~i: ;:¿'.:;-: r~f. :·_::~;; <~~~:~ .::JV-:,·.~.~~;:,~.:}:, ' -- _-_:::~:·.·\.;_., •. ::,.::-;>-
·--. ¡~-: - 'e":'- ;].';: - . ,,,..,:-."{~.;~ , -

.:.;<; "/'.;' :·j~C, -'' ... ·.;:,·' ,;:..;- ·;{::~; .. -:~:-~;-

7. lNTEGRAC!ON DE LAEcul61~~ GfN~R;.L.;~~;~~~SPORTE ... 

disct"'et..iZal'lo 

ost..ablace 
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algebraica general que proporciona el valor de la variable 

dependient.e en el int.erior del VC, como función de los valorEts que 

ést.a var-iable present.a en los VC vecinos. 

La int.egración de Ja ecuación general de t.ransport.e <1.1), en 

est.ado permanent.e y a t.ravés de un VC, se expresa de la sisuient.e 

manera: 

• f "I• <r ,¡, '14->dV + f S ,pdV 
V V 

<7.1) 

Por conveniencia, la ec.(7.1) puede reescribirse de la 

siguient.e forma: 

Donde: 
ce - t.ermi.no 
ID • t.ermi.no 
S • lermi.no 

cC•lD+S 

' convect.i. vo i.nt.egrado eobr~ •l volumen de control 
di.fuei.vo i.nlegra.do aobre el YC. 
fuenle i.nlegra.do •obre el ve. 

A cont.inuación, se procede a exponer 

ecuación int.egración de cada t.érnlino de la 

<7.2) 

CVC> 

el proceso de 

<7.1), ést.e se 

r-ealizarA en dos dimensiones ya que r-epresent..a el espacio en el 

que est.á. plant.eado el pr-oblema. 

TERMINO CONVECTJVO 

La int.egral del t..érntino convect..i vo a t..ravés del volú1nen de 

cent.rol n\ost.rado en la Cigura <7.2>, t.lene la siguient.e Corma: 

<C • [I~ [:x (pu,P> + !z (pw,P) J dMdz 

La int.egraclón se eCect.úa suponiendo 

const.ant.e. por lo t.ant.o se aplica 

que 

la 

(7.3) 

la densidad es 

ecuación (1.3>; 

int.egrando en una dirección mant.eniendo a la ot.l"a const.ant.e, se 

obt.iene: 

Po.1'a 

convect.i vo 

abreviar. se 

por unidad 

det'fne Ja 

de área 

variable COJUO 

a t.ravés de la 

<donde i•e;w,l,h). Por· ejentp~? -:.ª :t.ravAs de la cara e se t.iene: 

CAP. TV sor .. ucroN NIJP.fERTCA 

pu 
•• 

<7.4) 

al .!'lujo 

cara i 

<7.5) 
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El valor de la densidad en la cara i s& obt.iene mediant.e Wla 

int.erpolación lineal de los valores de Ja densidad en los nodos 

vecinos. El cálculo del Clujo convect.ivo para t.odas las caras, se 

se muest.raen la t.abla (7 .1.). 

Sust.it.uyando FLen la part.e derecha de la ecuación <7.4) se 

t.iena qua: 

e• <7.6) 

En el mét.odo de Volúmen Finit.o se considera que el valor de 

la variable dependient.e <<1>> al ser avaluada en la cara i del 

volúmen de cent.rol, adquiere el valor nodal prevalecient.e en la 

cara del volúmen de cent.rol ant.arior en la dirección del Clujo. 

Por ejemplo, cuando el Clujo convect.ivo es calculado en la cara 

est.e, el valor d& la variable es: 

"'• - cpE si u<o, 6 

4>. • cf>P si u)O 

<7.7) 

En las et.ras car-as se aplican rec;las semejant.es para la 

obt.ención de los valores de <J>. A est.e crit.erio se le conoce con10 

"esquerna de dif'ere1"1ciaci6n corrient.e arriba" <upwlnd dif'1~e1 .. onclns 

scheme) desarrollado por Spaldins; en 1972 C57l. 

Las ecua.c101"1es (7 .7) ao pueden eHproee.r da í'Ot.'"•na. con1pact.a, 

def'lnlendo al operador [A.B~ corno el valor 1náxhno ent..re A y B. De 

est..a n1anera. la co1"1Vecci6n de tP a t..ravés de la cara e se denot..a 

corno: 

F "' - '" [F ,o] - "' [-F ,o] • • P e E e 
<7.8> 

Para el rest..o de las caras,· la -expresión es se1nejant..e, 

La Corn1a · ·. Cinal . que,·' adquie1~e ·. et t..é1~1nlno convect..lvo <7.6) 

tni:-diant..a ¡·~ -.·ª~~Ii~~¿¡¿'~,-;:._d,;-1.::~·~:~.q~'~~-~~ :<7.1}, - ' -- ·. ;·_,-: '-- , ' '•• ' ·" -.. . 
~>' (::5~· ·:!)f: -

<7.9> 
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I" 
+ _,...·. 1··---c4. :_~-,, __ ')i:~ -

.~:~,, IJ' ••. ,' 
('/.1·1) 

'''· 

FoRt-_tU~-~S?f>'~~I~~--'.,_ F'_l4U .. I os CtlNVEf!'rIV<)~ \'"- 'CO~F'ÍCI.EN'l'ES 
,:.'>' .,,-, ____ ~-~'fJlJ:OlJSI VOS. . ' -

'l'abla 7.1 

DrFUSIVOS 

Todos los t..éi~1ninos 

"·'.·~--·---·-c.-.~-. ;j'._/ 
-=~-º- >~. ·::-7; -~:z;:· -~/;i-"' ..¿:,,_o:,_j~~--:--_);;·.· 

- };'.O'· -:~-~'. ... --,~~'.;>"/~·'' 
•,•; ·-·"~C.o :~:;., r~·, ::.~:.' ~-:_:,.:,.:.:_"'·~-~-"· /;.'~---' ,\< 

¡_-. ~!.':-· -.-,,' ,:--- :, 
<-:_ ~:::-/ --~;;:/,: ·5): ~,,;::;: :;-) ~: 

que ·, n·r;· :; ~-~·t't.~~) ~¡fi·:~:~~.:Ji·~o~ en los t..ór1nlnos 

'l'ERr-tINO FlJENTE 

pueden- ~1·1~C1J11..-S_.e -::;::~-ri·(-~1: ·'t.é~n1i'no 
::,:_, ;-:.·,:.;. }t , L, 

convect.lvo o dit'usivo, t'uent.e s.p de 

la ecuación (1.1). 

Para 

1"'esolver, 

racilit..ar 

es deseable 

Ja .sotuC16n-_·. '}d~Í~: ~F~t-~t.'Et~n~ de ecuaciones po:r 

que -esLa-~t:t..l'~Ít~,{~ci'-~· -a1· Js'ual· que el cc•nvect..ivo 

el 

alt;eb1 ... alca 

const..ant..e 

inLe¡;raclón 

_se t;Jene: _ 

D0nd9: 

-~~~';:~ -~~~;;}::~~ .. ;.;;E:~~~-~ri~t'a que 

dent..1'0. -- de. '."~6~1c;·'_~·~;,:.~~-l ,/,~.vOh:li1ien··. 'de conL~ol. 
llneal; Po:t.~-ª. 

sObre el-- ::V'01ú;~-~~~':f J~;::"~;:~.j~~-L~c>i ·; ntost..1,ado 

·st./J = volor prom&di.o d.a.l lermi.no Íuhnl• •n el i.roleri.or d•l ve. 

ur.a 

S ~ pe1'1naneca 

Rea11zantlo la 

(7.15) 

Independlent.en1_ent..e da la relación 1nat..e1nát..ica que def"ine al 

t.érmino f'uent.e, ést.e se puede expresar en 1·orma local, en cada 

volún1en de cont.roi considerado de Ja algui.:.nt..e 111.anera (441: 

<7.16) 
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de cp en el nodo correepondi.&nle, 

coeílcLent.ea que expreaa.n la. 
pendi.ent.e del Lermi.no fuente 

ordena.do.. a. l 
li.nea.li.za.do. 

orlgen 

·Por lo t.ant.o, al sust.it.uir (7.16) en (7.15) se 

f'orma discret...tzada del t..érmtno Cuent.e: 

y 

obt.iene la 

<7.17) 

En la ref'.[441, se encuent.ran ejemplos de linealizaciones del 

t.érmino f"uent.e. 

Una vez discut.lda la dlscret.lzación de los t.érmlnos de la 

ecuación dif'erenclal general de t.ranspor-t..e de manera individual, 

se procederá a exponerlos en conjunt.o. 

FORMA GENERAL DE LA ECUACION DE VOLUMEN FINITO 

Al sust.it.ulr en la ec,(7.2) la f"orma discret..izada del t.érmino 

convect.ivo <7.9>, la del t.érmino dif"ustvo (7.14) y la del t.érmino 

f"uent.e C7 .16), se obt.iene: 

(.PP[F
0
,o] - .PE[-F

0
,o] - .P.,[Fv,o] + .PP[-Fv,o]).'.z + 

+ (.Pp[Fh,O] - <P .. [-Fh,o] .PL[Fl,o] + 4>p[-Fl,O]).'.K -
r 
~4> -4> ).'.z 
ÓM -E P 

• 

r 
~Ct/>P -t/>...,).Az 

V 

r 
+ ~</> -<,f> ).'.K 

6Mh - 11 P 

Al agrupar t.érminos y def'inir coeClctent..es ••a", se obt.iene 

la Corma abreviada de Ja ecuaclon general do volumen f'lntt..o: 

- (7.19) 

Donde las "a" denot.an los coef'icient.es de la ecuación de volúmen 

f"init.o en los nodos involucrados. E:st.os se def'tnen de la sigutent.e 

ntanera: 
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En Ja seccióu 

" " 

~cunclón al ~re.i>1'a1~~-~~i°'~~··~•ld~ fili~~~1·:~~¡t5·¡·: ... 
-·-_> !¿~·;:t~\::~f~i:.i~~:: .~~-;_g,f~~·~~~ ·"'~;: ... _ - _:~-=---~ _

B. ECUACIONES DISCRET/i'fJ,:~ ·;;· ;.~ :< 
,,•,-:¡;, '' <"" ri!•'• 

est..a 

.t· ,- '),· -_ ;,;"·º· .,_,_., ·'_-'._-~~-:,.·.:;_, - ._ .. -: 

Se -: tes . Íj~,~~~-;-, ";-~i;;~_','_;-~¡·-~~~)-;J~-;-:''. '-~¡·¡~~r;~~t,:¡-;.~-d~~---; ,a .las i?cuacJones 

algebraicas ·:.l1u~.: '":1¡¡\;:¡;'1i;;;:;;Í'~t;¡'.¡-": ;:·¡;·;~> ::~·i·,¿:¡~~'i::};· ~-J1:::i:/c·1~1·;'~cf'dO~- ;·-de.,:. Ja · varJable. 

depeildient..e -.·.P_'.c en·.-: f-~;;!~~~;/Jf~;\~~-:,-i;·:-~-i'~:t:~:~: :-d_el -;~ ~ot"riii~{O_-_'. d~; \;¡-~1U.ciJ~1~~,_'- · -ES-t..QS" 

se de1 .. iVnn-' de ,·:.~-~: ·ecuncl•~!·1 ;,:,di rr.-1"encf~"~- qu_~, :·,{::obi~r~~~- -a .::-,¡, ·'Y;·,_ p_~~-: 'let,_ 

t.ant.o '.1'::::0":~ Jé e1:.~t~t:.:~::~··;:;:¿~;~~t~;~::1:~: ;,~~;,J~~.:L1~i :~ .~: <~;lJe.de~ 
-. • -- ._.,,._._ -., :- _-.. _._,,,_ .- .. -. ·'.- ,-, --, _ , . - -'"::: __ ,~_, -:'V'.-- ;'. -_. ·-- .. 1 ~-- -.' 

l."tb t.ene'i~ . a p'Orl.'{i~--~;, do?'}'· Jti. '::'.~_.-.;'-:1i~~-;~.1.·._c.1t --:_;.:-.,1_··~ .~_"':J -:_!: -~~ _., __ ,,~:1'_f•••_•~il /:>._(I ·~·1J_:_L._o\·:- .(.7. to)_._· 

::·:ac1:~~=r~~?;~-~~~~\b~~~;~J1~~~.i~~i~1;~*¿1F~;;~ii'~§,.r~~~?¿tJ~;1~iJ~i~ .. ~0z:::c:~ •.•? 
t.lol>ltlo- ·a las:_, p_a1_'.~•_ic1_1f~pf·~.l¿u_l_e~_,:~ qr 11?-,-;. p 1·_os~:u ~~i.-11_1.:, ·::~~~-,~ -· ·~:;~:=~·i;-;·~~:';-~~.·~";~· .. ,-"~:; ~:;,:; --:-.-:: -~,-_,_ '''" 

ECUACJoN· DE·~~ii.i.:~ 1¡·~.~t~:Jvf;. 11~,NT<~t i: ·i:· '.(; '' ·},~ it) N <'· · -~~; P·> '\;( ,3i· · '> 
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l.."tllt..ene1• so1Üciones r1sica111ent..e· trr·e.3:les q1.~e strl e1nbar1;~ sat..is1~acen 

J;ns ec_uacior"ies; 1>;;i:."a: :·e.:V11~a~·' e_s1 .. ó·;;· ·se: adóí)La ~ una rualla · escalollada 

con10· ta· ,qu.e ., S&:· ~:P~.J;~~·~L·ó · ;:~;~-., ia· -~~~cÍ-Órl:t s.:; .. L'~·. ~-'ci6'í~~~-c-t.1éri61~ .· de._. est..a 

Pst~r;;lt..ei;ia:p ·.- es·· ;li1~---' 1~; -~\'¡,·1~·¡;·g·~-~~~-~¡5~-• . ,·¡j~:: cad:o1· :: .. t·~~·o':, -.··:de~ :1:c;'~ ;;,¿;~-,·-;,p:0~1~'nt.:es 
en JaS:, ·.-(~6.~A'.C:i·0;1;_~-;~:'-~ '.:cl~~-.:: ·,.'.:'c-~~ .. i:.i.t.1~-.~ ·.~:·.'~¡~··;'-' \~~c~~~i~:lii~~~"i:;;:,. ~:,:~·;I·s'~'"':',::.::·)~~·a:1i"~~- .. en 

;:~~·:;;:••e:n···•df~st:"':º~~1~'.'.:;cr?,~'·[~~ ... ;~~·~11~{~ ... :~t·~~Í~~~!~~~;.~1f~;~;.~::. 
~b~-t..·~~1"~~ ·se: debe._._pagar pa1•a :.€lses.1.1rá~·,.~:e1trealJs111o_';·a~.::;Ja:t:_~()_lüCi6n. 

c>cuac:¿~ ····:::·· ~:ª'.:~~:;1.:::. ~c .. 7'.''ii"~~~f;~~¡~:,r,f~j~c~~-~irJ~"~¡~¿~I~¡~J~ ,~~ .. 
',, .. . "~~ .. ,1.¡_.-~:-<<t''-.-•.J..,-;- ·;:_q····<t-'-' 

~7::~:!.:tªS~:1:~7~~};~:}7~.:~f rf ::~;:~!t~~~!·[~t~~f ~~J~~~!\*f :~lñ:, 
<ve... ·· sei:::ció•l., , o)'::·· -reSli1t;a· t._ C6'.{~h·i~·1e~~L-~~:_: .. _, inVol~CraJ. .. ; ~'=':;i~~i:~. t.éi .. 1nir10'· que·: 

·,e ·.·,~ -," ...... ·.:;;J. ,.. .-.·, .. ,-. .. "'-'"' .. ;'<~'<·:;i.· 

cont.iene·' -~-'-,--~a -.-.. ·¡;;;~S!6i~ :'. ·.;:., '; -él..~-i.~;¡:~:!~-~~-l~f?~-~-~~:.~ ~~!~:E;F_'~~.1::,- j~-~~-·;~~~i:~~~i-~~'-iue_,; __ pueda 
si? r l n ~·~-,,.~-~do '~~~~-~;~~·J~~-;~-~(h.~_{:~ ~~~}~'./i~·: .... ,., .. , .,-_ · ·· · · -.. '.. .. · · J~~.~ ~i~ .. ~)~;,c~,·~;~;;:--~f~· -· 

·11lt..eSi~a,;dó·- e• \::;~-~;-;_fl'·~:;:;·[~:~:.~: t.1~L< ¡~;~;~~i~.~é:~ '-;'-.:~,:~~ ·:in:· ~-r~1lr~·cc1611·- x. -sob1~e 
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,: :~,r,~J~~~~~f 1~~l~l~ii1f ~~¡5~\ji;1f'~;·:;:;,::::cl::·· 
p1•esl~n'.: ... ·c·~·:~'):?;· P~Y~:~ ,.,1~ .. con1pon~1 il>,,.:.·,-"'·.,,~s: ,,. ,;t} .. -·. 

·.·.· _.,.:,.-: ....... _._,_;·:.:~;:;Y ;_~;: :,L ,;:,;_~·· ._:;:· ~-,:-. <? .: .·. 
ri;, ::1 ;;; ¿ ~¡,, ~·; h' +. <'1i~·· 1'>,,)A •·. 
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f',·,,.,"' In· ·~·-.1n1~r!1i·_~.P~.:,'.~. ;:~: ,,,.. 

f~/:;'~~~~-.. '<-« ·:+::";1~:·';'.:\:¡ 

Cll.D 

<B.2) 

p· ·)/\ 
11 h 

llnndr..:. 
h 1_.;, ,.,¡ ,_¿._ · 1 uhr+I ~' ' 
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Citibe ll.act?r 111:;,t.Or. _que cleh:ldo al - uso de_- la rnalla · eS:calonada,; la 

i1'lt..e¡;r~c'iÓ1"\ _ del ';-t;;éri1\iño :_ .-::·:·:~~;-lv-¡:6L·¡~·¿ ··. 1-ú:i ~;--~~q~¡~·re ;int."erpólaclóri·. 
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• p - p + p' (9.4) 

_y consecuent.e1nent.e, la respuest.a del can1po de velocidades a 

est.e c_ambio de pre"slón - es'. 

_Donde: 

ujv',w:. 
U , V 

- f"<;.p'>--• 
w -

correcciones 
componen Lea 

• u •·u + u' 
• V "'* V + V' (9.5) 

• w a w + w' 

ci\. campo de veloci.dcidea. 
del compo de veloci.dodea aupueat.o o cci1.cula.do. 

Para obt.ener una ecuación que sólo involucre las correcciones 

de presión, recordando que se t.rat.a de un problen1a bidimensional, 

se supone una dist.ribución de 

de velocidades supuest.o, (u•, 

1novimient.o : 

• a u • • 

presiones 
• w >, de 

• + b + CpP 

p 

la 

• y se obt.lene un can1po 

ecuación de cant.idad de 

• p )A 
E e 

{9.6) 

Se sust..it.uyen las relaciones (9,4) y CB,5> en la ecuación de 

cant.idad de n1ovi1nient..o (8.2>, a lo obt.enldo, se le res t. a la 

ecuación (8.6>; de est.a rnanera se obt.iene una ecuación sirnilar a 

la de cant.idad de 1novi1nient.o pa1 .. a la corrección de p1 .. esi61"l. 

en &1 

p'>A 
E e 

{0.7) 

Se desprecia el prirner_ t..érrnil"lO dii·_; i;· :der.ecl ... a por conveniencia 

c~lculo_ nurnér-ico., __ )'ª-:_que:, ,_;-~-s~t."'~_;~(t.~r.'1_Ú!_n§;i~i_n~_l~yE!- )os __ 'ere.ct..os - ''de 

p') 
,¡.; 

de 

{H.0) 

,-•. '\ ,. 1 \" 



Donde: d • 
A 
• 

a 
• 

De manera similar, para la component..e de velocidad en la 

cli:rección z,se t.iene: 

De est.a manera se obt.ienen relaciones r;enerales para la 

velocidad corregida basada en las correcciones de presión. Al 

sust.it.utr las relaciones <B.B> en Ja ecuación de conservación de 

masa <B.3),. se obt.iene Ja siguient.e ecuación cliscret..izada par-a Ja 

corrección de presión. 

(8,9) 

Donde: 

a -p d Ax 
E: • • 

a -p d Ax 
" " " 

a - phdhAz H 

a -pl dl Az ... 
a• a + a + ª" + a 

p E " .. 
b - - (7.10) 

Donde b es el negat.tvo de la ecuación de conservación de n1asa 

pal" a las velocidades supuest.as; cuando b se anula, signií'ica 

la 

la 

ent.oncas que los valorea 611upueat.oa de velocidad sa.t.isl~a.cen 

ecuación de conservación de masa y ya no es necesar-io .corregir 

p1 .. esi6n,. dado que p••o es la solución de (9.9), 

Las tnest.abtlidades y dit~icult.ades que provoca la ornisión del 

prirner t.érn1ino en la ecuación <B.7> se evtt.an al hacer uso de Ja 

siguient.e ecuación. 

ECUACION DE PRESION 

lle Ja ecuaci1!ln de cant.idad de movimient,o, (8.2), se definen 

tas sig'1ti~nt.es cant.idades flt.iles en Ja derivación de la 

ec1.1aclón de presión. Oespe jando 1_1
9 

se obt.iene: 

53 



'\' a 11 + 1. L V V 

;::, 
• 

+- d,,,<.P,, p ) 
1,; 

cu:11> 

Al prirner le det"ine cotno 

1Jna pseudovelocJdad <ú>. 
+ b 

<:U.12) 

· Es ri'aiies;,:¡ª • :~:~~~ ... >~,:~ .. : Ja('p:euaov,e(~~l~a~ se ··compone 

de.- Jas· · --V~T6-Ci'~ia'.dé_S_ -~-:, d;I~~'c:las·:~-'--~--~pt1:in1en·es_;/' de/, :_:~:;j~~-~oi:~3i_';:-~eC1nós - y 

oo--~1i.1e~-e ,: L6l~~,¡11·no·~-,_:'._:_~~i: '':f~:j~J·;~c-~a1~·:'.~·:i.· :.:_--y~ \~-p1~~~jó·1"i. __ - "La;:_ táxp1~asion 

sólo 

no 

1a cornPorient:·e· .. :e·n~::1*¡;t:1z_~~~~1,~~~~~--~'.S,?~~-;-_s11u11a~j!. :'.:~:_::~: · 
-s,1.St.tt.úYé-OiJO~- ----;;<fi~s>:-::_· ,.a.-=.·-_, - <o;.t:>~ :<.-.C:'Sre~:: /-c;biiósl~-~ .. 

l" a Ja~ j ó ~-~e~:'; _;: - -- ; -~~i: ;-~~-~ :-::.r,~ f ~::.:._~)!+;~:-'. ~;~;,:~· ~~--- ---,- - -- --
· ,:,,.: -"-" '• .-... --,~-'-- ·-·,,,- --º~·-· _--2-0.-;·. ·--· ·~ ""-"·; ,o-:o 

~ . ,-,~- ~-·~ .- ... _,_-a:· .. -:t- '~-.-~~~;~¡,-,~x,~-:-~;·~ ~~-
".\ -

-.~ ----w ~ - ... -'.'.;;, '.:-_ ~:~.-' .·Jj.~-<.·.·.·.·.·,·;.·.~ .. :~~-f.':··.·.-.. ··.· .. -:~ .1·-;.·,·.· > .. ·.·.·: --- : 
.~.:::.'. h;;__:_:--:·~-)~-: h :·<;: -,- - - - - --

para· 

las siguient.as 

. (D.13) 

Se da velocJdad, 

se 

01>Se·1,va-·¡~- ~1;-1e; ./~,~Las.-~~:,--·e-c¡-1~:~--¡·;5~~é's '"-"de'.- c0-1,·reéCtó-n 

an 'ii.s :>·pséiJdoV-e10Ci'd_.hi.íi_i~~~-- ~:'~' on _·;1a~ : p1"'a.siOtles--· en, 1-os · n~dos 
:_=;,- ;---""'.-• -_.._.,_ :< __ :,,_;;~: "' :~'.~{~;:,;'- ·--·:---,-,-'. basan 

' .. - ',· 
vecinOs,'· - •• --.~;:: .;o i;:'c'>;- ··:~-:'. ... :,_: __ e<··-· 

7,.,-.~-1-::~~'.·;:-:·: ,-.-, .. ---.¡¡:~:;_/~'· '.',!.~~;:~. :~' - .:.':,- },.-:~-, :.---' 

ªº''ªª~~·~c1:~sL:1~11•1tJ.~~It;~:~.f~~;aJ;;i~~(~'.~1~:;~> ~1:'.~1ª:"~ª; 1':;~::~;~ I'ª:: 
1.-:--. · p1~as1-6n. ·:·;J.-.< ::.:-.:; - · · -;/{::::>:< "-, '::., .. -_:·~,\· ~:;~!:.':_.- - .-,,:_ex-.· ,,·:'0 ·~·-· • 

l>onde: 

CAr. IV 

. ;·:-.;,.-~- ,:-~ :_~-·-:, ' , .;' :·· "-;;: ,_,- ._- ~-.~ ~;~.<·;~' 
-.. ' >-:. - ;_: . - ·:;_._,,- .. \i ·' :,·;;:.;_- ?_,:-~ ·'. 

< a:;.,,~:-; ... :A~1

~~ ~::_._·~~}._:~_~ 1!·t;-.. :+~~_f'~~~: ~ ::~~t_ ~~-P.~t:\~&·; .. :ct~:;-._~i _:_~--~, 
---- --o·c-c:c~:~~;,_ -- -__ ,=____,_-_-;;,~: __ --=e:-.~_..:;_-_';:,~,, '~-~~{·c~#~4::;.:~--~';- -""'-s_o-_'._·-,_-o;-~;-=-,;;;::_·-·'-..o,. 

-- :.;~·e· -- ~-~~-~.:~----· 
·,:-ª~~~ ::.~A~~,~-,~:f ::_,~~_;:~-:: ~,, --,-,.;; _:;-;: . 

. :_·,i~;-;-s _. p· d ;'AM~ ccJ-- ._, 

" \o/ •:.l,l_.,_1,1 ·-·Z :.;;.,.'., 
'·i:·.· , ·~í; 

0:1 = · p-c--d''; 62' 
. '11/' h .. ;h ;.,~ 

a·= p:·-J;·~6Z 
L · -l ·.-L'-. 

a·•:a 
.P . E_; 
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Es de not.."ar qoe los co~1·icienl.es "a" 1;-st...án derinidos de la 

rnisrna f"ornta .-qu~, en- Ja ecuaCió1'\ de Cori:"eCción-. d"e p1"esió1-., y que el 

t...érrnino ~uen~e,. ec,(8.15) .es_: el-~- - ¡,er;a"t..iVo ':d,~: -·¡a- .·:.ecuación. 

discr&t..izacta·_-~,: :-J~~'-_;-o·- ,:_ C1:>1"1s~1~VE\ci611 -cÍ~; ·.'-~~-~;.~ª cilli:::ulada pa1 .. _a 

las pSelldci~-e1C>CiC1a·~esú· -'.~t- ~,:·: ·._':·~_;>· ·-:·~~:-~:-~ .(-,:~--~~~-,-::'.;~{;· .~/:< -'.~~) 
0

_. ••• ,. •• - -

.. 0.~!~t~}~!~--~-.:_:~'.-ºf";~~l~~~~;~'.~- ~-;~,~:~-~::~;-~:~, ~~-*-·:r:~~:~1~t:~~~-~~~'.)c:'.·d~::.~~'f_~:~_;;·~~~~-~i6-~~-·- . si ' se 
usa - un --c~~~po. ~~.e~) ::-v~locidadeS,-·~,c0-1 .. raCt..o·::::p~~t~ 7'.-·é::a1C-U1ar1aS;0·:_:_1a'· ··ecuación 

de 

,.:., -

~-:i"~-,-~;~'.-"-.'--~c .;-:_;~~:~~- ;::;,; 

ECUA:.~~ ~¡, 0i·~*~~~·oR·i·E,DE ~"M~~=MAUN•~nco :: E .. ~-""';•f'·~·.7r::':-. ;~" 

:E~¡t~~Ji1~~2t~,~i~~il1?11~iW~l\~~~l~~¡~· 
En.· · · ;,;i,'.<( i!i,,S,,1@; . :~.,;· ;' .. ;.i~~;,;,L;f;,;;:• .; ~º~~i; 11 .. : · . ,;c;•~cion:.s 

dls~r~Li'z~d~~- -r~;_, j .. ~:;;-~1V~rr;:·_: , er~ -----~rt~~r{;~r~jkfi{~~;~:~~~'-_i_~f~-~-~:·'.~!-~~~-~):~~ii~ida:ré~ -un 

¿·1 Gó r1·t:;~~j-~_: ~:', da ';~< ~-2·,-, ~~]'~;-;·~ ~.:);;;:~;~;' I~~~:;<¿: ··~·~;~¡~¡-~~~·· ~'.''_i:_¡~j·;¡-~_·é_~-~'i ~~~ ~'{-','~Ú-;1\·'1~eb·d;;s - l?ara. 

~:7u:1;6~;.s3í.~¿;¡~;~t~j~;~l·~i";:~~~~?~t{!~.t.~e;~t·~j!ib ~¿9d,,1i::~::~:::.1ª:: 
-:_qu~: ---J;;,: ~~~-.1~-ió~-1~:;: ,_-.- -"-- -.:-;:·::- "'·:: Tr -.," :::re- ~::-- >.;::-;;_: ··- '··~: ;~:-

,--· ,.,, -~ '"' ' . . -:~-f :::.: /• :·:;¡.~- ':·;-;;' - "'. '•. --- . - :.,\<~ .-.~: ;.;_,; . --,~_{~ ---~:-;. tl:'. ~·'' ,_-,~ ;:,,,- _·. ;.: -:-:-:·. ·-:::--: 
·-'.':X·'. ·"";,;-: -- '.~' '-~~i~- ";·. ·'}f:7~. . '\;;_,·;.'~~~-~ :_-.:,_~;/ "" .- >-:-· <-r ·?{-·· '" 
,;,.-·:.·: ·-~- <'·-" ·- _, ,., ,,,,-.,,_-,¡' 'f.J'c~:.;,,_ •'-' C/•- • • ."·:-; ,· . .-" , 

-~,,~ •'. •. <.,·:l/C -';.';:: _ _- '.':'s .. :.:.' .:>.'.'-.f,'.•.'.·,'.:.·.; , ... ;..:•: ',O\- :.','.' .. ·.·,-_·, Ó,'·~-· .;>:7,.. •. ·'. ::; - ;;º:': ·--- ' ' ----.~; -_-.. ,;--J-;;;:_ .' .. ':~;;_ ',:'_._,·; .. ,·- <j_- - .~;·; 

9: SOL:.UC!ONAL:AS'ECUACIONES DISCRETLZADAS , 

,,~;~.,~~:;~;~;.,·r:~;!~,¿:;~l~h:~r! ~"~ffo~~.;~=,iil = ~º.t:;~;, ~~t=\1ujo; 
i.e,, .:. iáS ···colnp?l{é'n:]~s !·. dio>·-;s --~~'ei~éii..l~d;·{ la :e :~':1J;s;·Li~ibti~'t'ól;..: ·de ;_; __ -):>i·_'eS10'1 ies' y 
~t - ~~-¡~,~~-:~;: d:~-;-·;: l~i.};· -i:1e;i'i'~~>- ~~~;'~¡-~~·~=¡at;.:" -~-l1eJl'.A_l-id1e·hl.es·o '.:--!";~-1:,':.:.~=\JA·:· :!._,~·:¡¿j~;::: /~~-: ,;, é1 
11;-,inó'lt!;; ·. :f ~ ~·Ú-;t'I!~~J~·'/ --~:~;: .< 1 I•'.' i'0'-,- j';·~-:-~"j'~~.J:,''.-' ' · .$4?1-;·il~ f11lj-l1il~i t_;·: ·~t;-~-t':·¡~,;;;I 1~01• 
ri·ns~¡u··ú:~-,-.. ·¡:~,~~~y,·,_:_j· ~:¡~,.¡;-',-~(\\ .. ;---::;;::,._.:- 1~~V:ls'~;1):.~: -·.:t.~1~1.i/: ";.): /;-. <~~:1~i ·';~-;I¿;;~ --.:, ·;_·.: J·~~
.,,-~::-11.=t;~l1~:;,~-~ ~< ·d·~:. ,(¡';;~·,·,~ 1 ~j'; li:~·;_·Í -.:;\¡;~"' ·. :;'i;,;~~-~·I ;;;;·¡ ~,~-~ ... <: ·;~.:;,·, -.-:-.-~~--/ :: i:lt~:.;"·' -¡;:~~-,;~·¡·,~-~--~ -.",y·,:. la 

t"!or rr:oc1::i ó11 · 11& · -¡~:·;:.~iti·~·'.;·,: 1 /f ~~-~,;¡:',·! .. ;; ('.~-~~ · ·;?,, :. '¡'~ :_.~,~;á,1::\il1;. ·:;::~\~·e,T-i·~-~·~~:-. i:¡,,·,~~i~~~ t..~ 
"'' F":i1-~1:íi"~~;-,,~_~-· ~:~~~;-~~,~-,.::¡_~~- _:-~i(.'> ----;~;~-~-._.;:0'·::1-",;_..,_~'."P..-· ·--.-

cAr. t'\' $f'lf .. Tl•"':T(•~.t ~~lfl\IF'HIGj\ 
,. ~ ~~-~2 .. ·.·_, ·'··'· ,,,, ... •-, • • 

¡ 

1 
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1) 

2> 

3) 

6) 

6) 

U) 

lns 

de-

- .. --· 

·_s~ __ s~pOnE-. ·ú:n c~n1pO: ·de-·veiOCidades ~u~,w·>. 
Se _-calculÉu~ · loS\ ~::,~i-Tb'i·~-~ll.~~:} ·Íj~·t:'a-/: 10$-. ecUaclOnes cte c~nt.idad 

de 1116-~-ln~~i.e~:~·¿'~'; -:~~·:::-~-·-~e -:~:~-~:¿-~'[.~·í'._¡·,,~~-·;· 
0

• ':ia~·-_,.-. 1~Se~d~yetOéidades 
1nedtant:e-~'. Jas ·_, é'CU~c1·c;.1¡;s ~.:;(n~·1?.-,~ · :-·:_,:.: ,,_. -~~- !.:;-,~~ - . __ ._ ·:i:j,: · ·· 

-·se·~··_ ~~ICülañ;;_:::-:;;-:iOS'?.::7¡~0~·1··i·-~~1~-í-~t:·es·~ --- rJ~-~;'.;~:-1_a ~:-.-~-~dJ~:~¡·¿:¡~·. --~·de·;: :pre_sión 

(8, t •I ~- _. :.;:_-; __ --~-~_-:;~;~~ ~:?~~~f ~~~;:,i~}-~:'.._.; ¡d~i~~-(*}-~:-.. ~,:r;·;;~~~~ ·-~~-.;:i;;-~~~'~}?~-,~-~~~--~ ca1npo . -~,:de·" 
,,_r.esi_ones·y.,~;~;;:'·--:'"::-,".~:~-~~"~f:fi~:_'f2ir:i:~~·- . .,;.-,.-_.,._~-- -~"---· -, j ~-:;-, -··:-;_-;r ,, --;~ ':~ ,_._e-,---;'-:·;;: 

p •• !Z1~.·¡¡~~·~,~i1~0¡;t~·~~~~~;Í~bl:v%:~l7ª·1z¡: l:'k~~~:~rl;,":;~·~~~~~~~::. 
- é:I~,~~ ltl;;~~1-~1'tí~·¡;··c~tY '1<.'il:i:>·~-,'.~~-- ,;t:i·~~r1·t~nélo\:~aS1 :~:uni-,-carnpo;: ::·Je{'.;;:Ve.16-C1c1ades 
lité'jQ~;.~1-§:~:~g~~-~~~-~-~~If~ft:~ff~J-~!¿~~~~~::f:,c·. -_, :-:--~ _;_";'.~~~'-~~::·_-_e·:· -·;e~'" ~ ,-.:;,:·: · ~-°'''· .-: :-':_¿ci-_ \--.- -,,- _ 

co~:--i e'l ·--- ~~~,{~i1~-,f, el~ ,_~,v~1-~~-1~1a'de-s ·:~u:~ti~-~'~·~ -- ,_cu~--~-~!>' 0 ~b'·~~i~-úJ~\:-e·~- ,4>, -
, se~ calcLil~~::ia·:·: C-liei1L~- ·et·;;_; :.-1n.as·E.-_-~·n1e'di8nt;e ·_:1a_·;: ec. (0.10).:':,-: ,~·_:'. :::::,:··' 

-~l -'J" ,;:;~~-.~~i~-----de,:· 1iíosa-.-· s? :-~~'1u1a, o ---.-eS: :';ú~-~- ,,-pequetía" .que un-
"'""-·-·¿;_.-.;- o-'o.·o 

' - ---,- -----·--- -·---- --

so_' ·sot.isf-ncc.' 

prosióll 

converseni::::ia del 

1a -:~~~~~-cii6-,~ -: ·cte ,-i-ba1al~cÉi-~ -dé inasa 
-''-'--'---•''--' -•'-'·-

ni 1le-- :VeJoCfrJ~~J0S ·n19JO_rl:tdo / y.· Ja-

re_C¡u~er_é_ · co~~recclt.-.1~·es:-::: po_1•qu1:>_ ~:;'y~··:-. ~-¿.:··,- logi.:.ó la 

pi.~obló111a. Sl ~-- e~Lo~:. no.-· ·s_a_. ·. ~~~1°1\Pi~ ·:-;~'~'. ;,~-¡~1 .. __ o~i_-gUe 
'--:•" ;o_;- :::>,_','. 

al siS-utP.111..o- paso. 

se: evalúa ~a ·cor1·óésii~11 'de :.; pr··eS161l _:--~',·-~-~~.:~:::·en ·.f~¿~~~¿::f,:·::~i>: don1inio. 

e1 "'ªu::7::n:,:. ª1::c::·;,.~':~:i~,,¡,.,. <1a ; 1•'•~~~(6;\ .J{6~, ;;~ '. j.,,i;;1~: 
can1po d1~ - veJO.C:id.idOS-:'-:,~·-.'.- -;~,e~fi:~nt..-e-'" :·las:c:.:.-:~~' ~~~ii.~~¿~-~:j-'~ ~!i~'.Ü-:>.~--
~IA11t.•~nl 1~11i I·~ r. I ~~?1;:;¡'~-;~--:_ ;,-i.~/ ¡;_~·:_~·~:~_,?'~-~~-~-:''.:,'~{1_0~{-i::~~-~:_i_~·l~\}~;-
se 1"esue 1 Y·~1·1 -IaS '~·~t.i~.~i~.í-;-~;~:f~'li~C~~-~ •~:lzáil"a~~/_': ·¡>0·1~8 · :\;-¿i~~k?<:"~;~·:;r;---: 

rt•o1-·1t~~1·A~ . ll61 >ilóiiii_tii ·-~;;. ~1~··;·,.~;:;1;~'~'::'.'-:-·t_.-,::~-~~:~·s'·Y .".-Ji;. . L;;~¡~·,·:: ~'1 :-' J>:1·;_q'C·e.:íi_ii1-len~o 
s17' luCi ó1 ,,- ·, l~~-~-;_-,;~;:_.;.-- '·-~~lij-,~~;.; ··::-'~1.-.'~;.- ~~-,~l~'~·,'1~~:~-¡.-i;l J-;;10·i~'o,:.',~~·;.¡·;.:~.~1: ; lé• ·:;: iJ:.i·1.l1::ldA-d 'da· 

lci solu.-:ll"H1 fh-iJ·~-: _ d~;·;.1;~ Í.:r:~S'·. 1.h:ti: -- '('~:1\-·:;;s· , que , se 

•"-:/\P,1\' :;-0·•1 111-:t1"1N 
·--~-. 

!)fj 

\ 
! 
i 

1 



1) cuando .. 1 .valor - d~. la variable Ja 

rront~era "<ci'ondiCió~-l'º ··e.Je f't'"Ont;e1·il ua' priruera·: Clasiio o ''-'di? . 01r.1ChJet.), 

l!:st.·a es, la ,.-,;J.s--'.: __ ;c~·¡ .. ~'n·_-;'~n-~~e J~s-: __ -~01-idí,~i't:,nes de·; ~1~b-~te·ra·~,,-· 
2> '5 El <~~·b·~~_·:~; ~d~~~·:.';~:·-~- ~n · lá. r·~o-ñ·-,~~i.~·:> es '·d~~-uci.rdc; ... -~~9 "'.-Ur-. ,:-~-;:~~i:~;;~e 

concicido·.: ·9¡1: :>Ja ;· f'i~OriL&i-'a ·c¿~-ri-Jl6·t~r~- .:.;.d:~-> i·1~~ri'¿~'~-~- :J-d~':.:' -~eg~~tl~a :-~clase o -

de vo:11;b~:~:::~t¡:~~:2:.;~1.::,u~~.~ ~n; ~f ~i. :1:~ .. :ll.~···•·rE.:: ~~ .... '.;~os 
1·úe~it.~:-. c5~~fi·:·d~- _:Ja · ro1 .. ;·¡;·a-: ·¡i~-~-1~~-~~~~ --~-~~~~~~-~'ia. en ,::.a·_:· eCti·ac1ón··-::<u-~16>:. _,·· 

' :•.' :;;::,-··, ;\~f;• ::,f.: .. _~;: .. _'.:~ 1'.'~ ·:.~~~ ,'; ._,;é, :2- ~ .~,(d>: •' ·. :}{-::~ ·. ;:;~'. ~~--~'.,'._-, , :_::_. __ -~é:.·' • ~ .. ~~;;•: C• • ;- ~-- -- • .--:-.- - - - -

: ". - :!;;~~ .:..:·;,;,: ·<':--

~,-:::- ~~~-~~-:- ;~~;,' -·:~~ --~~'" .- ~-:.:~.-~.1.'.'~~~;---~ . "' 
'.-. -'-·-·· ,, .. ,.· ~'t;-~:~~_;::i;,'cC~~~ · -_,·,-~~'-: - :;,-=·-_-oc.--

: 'rECNJCAs·nr,::'soLUétoN DE LAS BCUACIONllS'ALGEIJRAJ<ll\S:-, 

:·s~ _ ::~ti~~~~I:;.-if~~t;._-~¿~a6ió~~>-a"JS-:;b·p~;1ca·.> o·-· de :/v~-Jú~-;i~r~---_ - f1t11 t.ó·; · para 

cada:< vai-1ab1e,t{-Y~,~~ pa1~a- ".:-.-~-ª-da-- ~v~1ú-i1ien -;-d~ :_.,--:~6-;;t.-~Zi1:_:~.:~~i~-~ :-:~~~:,~::" d~:;;~1-~~1º: ,--de 

sOJ_ti~1-~~-~:,:~l~Cé:~~J~-:P_u:~de~. E>:<pre~_ar;_;s~ .' ~r~'"~)a",-f'"Or:i~a·_; cn.JB)~ -<: 

-:i:C~~J_1~~~1~{l?º~-~:'f~.~~-CJ:~i'en_L_c;_S;~_:·á'· ;~:. · •. 10-: ... ' est;~-~-\ :-~-~~:a~i~ne:(- soJ1- -·runcJón 

'(J9- 1as.--'.111iSÍi1a-~- _\-,~:ú~JabJeS-"_d@pPruJler1t:es ~-:1'~'; 9J_.-:~d$t..9u1a .:·es:. nO'. 1Í1~~~~;_·:· 
-. SJn ./er';¡.;:~;~,·,¿i:;~ ·JOS p-1·o·c:ed101ieri"l .. 0$·: '\):~:;1;~~~·--~0-;,:~ _.:>~~LJ'1-¡~·a·~·~g;/ · pai;_a · 

z•es~l-~~i<;> -i~S ":- :~cu~ri·io¡:;:~:s ~ ·:J~; .::--~'~,¿~"¿¡·,;:~-.. ~~~- ;. f·1~~j'~~:i'_:-:· ;~,;:~j¿.¿-~:;;; :/i~ ~:·~·--·~-¡;a~~t"~i)cÍa 
JJrleal· (¡U~\¡:_:·-Li~J::;~·n--'.·' las . . '.·~-cu:~~~·L.,11t?~-; ·~~\,; · pr;~~'~·°''·iti> ~','_~~~i\~-~'> >,se l~e~y&tven'-· 
1::0010 Ji,-)~-~!f~·;,~:_::_,,:_y.~;- ;;, .-- ·'/¿ ~-;-;:-. :\~~:_'.-"'· ,.- -,-- ,:_:· :-;_:~~~- .:.-;-.-~--,' . :t' -:l _::~'/" ~'-_. ''..º~' ·;'.:;;·~:.{;:(:. 

oeuldi( 1"~:.q. ,\:~.'' ... ;:Ú ~i,s~·,~if ... }.'f{·'J:f ~i~fr~IL·::: ~c1j¿':\'~01~nen >.da 
.. ;-¡'· ., . -.-,_. ·•. - ·/¿'· ····'·'.-::';-. ·;.,-;' -"c.,· ... .,_,_ .,-

:~::~:=~~;~;¿!~.:;_.~i!i.~~t{\~~~~:·~j~.;2;~~~:~t:k~\~~:;~¿\~'\t!:~:~tr~f;--'~~l:1f~TI~~~{~'.~\11;'.'1:j~fij~;;~.7.-. ~~:·: 

se roiu~~j;:{~t~¿'-···•.-::.:.~,:·.:.·.·.•.·.~.'. .. •:·······.· ... ·.··'-:·,.··.:······L:· ... '.·.:.• __ -.. '.~.;.-:.-·:,·.•,·:.~.~.• .. '··:,:,,;:·,·.:·~····.(.~···.'.··ª·.··¡··.:-~ .. ,':···~ .. :: .•.. ~:.·.:·.···,· .•. ·.·:·:··-· •..•. :~.· .. : .. ~······;.,.-.~.·.····'·· ..... -,·,··.···'···.····,·?····.,··,-.•.:.-.·.;,·.,.-.-.·.·.·:L·:.:~;¿~"t~·i!T~\i-;~~;~1·~~~t~~,;~i.f1~r~)~É~!J~:: .. ·.• 
. a,~. ;~-~·····t·;··· ::-:: ~ .. " ;~:. :~~ ·;: ;,; ?i '.( r ,:f ... '.-:.~.t.:.;.i. '-"&':'f .. '.,'..•.•.•·.~· ',:.r ••.. :·:.;: 

-~:- -- ~i~·~,.~_,'".',:~-:tt ... ~.··t¡'~·~:; ·""-~_;i··._n , Y .- ' <:'<'.-, ---.. ,., ,:_:t; ·.- ., .... /~;: ,.<,. ~,:¡;· :·.:,,,. 
, ,~. · • i, ·::;~ :;.~·· • ., :t ','i ·,;e·.-.:;_,,;:., ... -,·;;.' . • :-'..·L , "·u-.,-,, 

. \ ·;- :-~'.•'.· '~;.· ;·:.': ;. . . \! . -<" ' '·\';;._, ·'.'} :;;-,:; 

.,,_.,.-~.-- .. --.,-.-- ,,, --<-~·.·.--, '\~.-: .,--~--:·~ ··-;:':\··.;_'_ '~"; -~---
-. /· \j.;-,;'I- --~/;;~ .,_.·.:· -,•- ,· ··;:;:-:·_,,•.- .:.''.· >''.'"··~~:;~ 
/ :·)t. · ··\¿:f,;;---· · :.-<.-:.-.- .:~:- _ . .:-;, .-_ -~( -;_;--,: /.-.:r.i-: 

~· ·~~ p 
-¡-.º,..; -' r;-~ ·.: á1:11fl~hri),. :~·,.i¿,;:· ~~~:'1~-=, ··· :";~;~;_z·tz· 1_~_•:·_ft~_,_.~c.;;_~l:;:11 s~"~;sé'J"~-d1~i~:,;·1a ~• 

111• .. f.110 In . .- ;-lf r;~·,'~}:_;;2-· -<¡:,·¡~·¡:'\ ,_;; ('1 I• •I ," -:_Í·.¡¡-~:I~·~:> .~(:~,.-;~)._~l~_~;.:,ó~,-~-;-;';.. ¡ :' ,.-·;'.~_.1;,;-.¡"~,:, -~~:,g·, .. ,-~-1 ·¡:¡'lfl·I:·)_·. 

vnf·t_l'.n.l.':l9_-" fll!r:> f.f.:.iu:. Rl'.'lbJ•A 0f,J•1")~ ~!"). 1'.:ll~tf'tl.Ó. en 
•":.'\f', '" !'i7 



aln1acenamient.o y t.ientpo de procesaimient.o. 

Sin embargo, si se 

dlrnensiones, el núrnero de 

t. lene un 

ecuaciones 

sist.en1a 

aunlent.a 

de dos o t. res 

considerablernent.e, 

siendo los requerirnient.os de córnput.o ext.rernadarnent..e alt.os. Por 

est.a razón la t.écnica 'l'Df.fA S€' cornbina con un n1ét.odo it.e1 .. at.ivo de 

solución de ecuaciones al1;ebralcas. 

Un rnét..odo it.erat.ivo consist..e en expresar cada va1"iable en 

runción de las 11-1 varJables rest .. ant.es que co1nponen el sist..erna. 

E1lLJ'e Jos r11ét.odos 1 t..P.rat..i vos de solución se elig"e el de 

Oauss-Seidel llnea pal' llnea. En ést.e, se calculan los vaJ01'es de 

cada linea r11et..liant.e el rnét.odo direct..o Tllf.tA ernpleado en la 

evaluación del pt'1...,bl1;-n1a unldt111enslonal. 

Para det.alles sobr-e las t .. écnlcas it.erat.ivas ut.ilizadas en el 

cód16'0 PllOENICS consult.ar- 1691. 
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CAPITULO V 

RESULTADOS 

En est.e capi t.ulo, se procederá a la descl."ipción y análisis de 

los result.ados obt.enidos con el pr-esent-e rnodelo, en pr-irner lugar 

se describe el ca1npo rnagnét.ico aplicado y la Cornta en que se 

calculó, en Ja sir;uient.e sección se presentan los pal"ámet.ros que 

se ut.llizarán para la descripción dinámica del f'"lujo, la cual se 

1~eallza en Jas sisuient.es secciones. Se cornienza, en la sección 

12, con la descripción y análisis del .Clujo laminar en desarrollo.

con y sin can1po rnagnét.ico aplicado; se det.er111lna Ja lonbit.ud de 

desarrollo para arnbos casos y se le co1npara con las obt..enidas por 

ot.ros aut.ores. Ensesuida se elige entre los valores est.udiados, un 

caso para su descripción, Cinal1nent.e, se Jlace un est..udio 

pararnét.r-Jco y se describen los eCect..Os relevan.Les encont.rados. 

10. DESCRIPCION DEL CAMPO MAGNETICO 

Co1no yGri SQ diS1cut..i6 91"1 IQ saoci6n 4, bajo la. ap1 .. oxln10.016n dél 

r"lunaero do Reynolds f'.lagnét.ico t'IUlo, Ja 1nt.ensidad de ca1npo 

ruat;nét..ico no se aCect.a con el n1ovi1nient..o- del f"luido; de t.al sue.rt.e 

que su n1abni t.ud puede calcularse con las ecuaciones de f\-1axwell 

solarnent.e. 

En el present.e est..udio, _se 

por un rnagnet..o · 

asurnirá que el 

(pern1anent.e 

carnpo 111ai;nét.ico se 

o · de inducción 

·~l·~ct.ron1a67nét.ica), cuya 111a¡;net.lzaci6n int..er-na es: const.ant..e y t.lene 

la bl.~0111et.1~ta _que se nauest.r~a en ·-1a · CJbUl'a <to.t>. 
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F'IO, CtO, t> Of!'om&lri.a bnjo O!ioeludio, <l> eorl,,. longltudi.roal d.,. la. 
Ci.gura u .• z>. 

Expe1 .. i1ner1t..ahnent.e se puede obt.ener una sit.uación sernejant.e 

ut.Jlizando un elect.1"0111ai;net.o t.Jpa herradura corno el que se 111uesLra 

en la (10.;?.), can un 

diarnagnét.lco. 

M 

1111111 

f"'lO. uo. 21 n\"'f>-='"li.li.vo 

- :,-· ·:.':_. ' -· 

/\1 SllflOIU"'I .. 1.11la-·: ,;-¡;..g1le-~.tz."'.'l1::l6n 
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núcleo 

para. 

pc:">lO!'lo 

de 

lo 

rnat.erial 

obl.,roelon 

const.ant..•~ y 

alt..a1ner1t.e 

d• eampo 

en el 
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interior del rnagneto, el carnpo magnético ent,re los polos serái 

uniforn1e o no, dependien.do de la c;eornet.ria de est.os. 

En el espacio alr-ededol' de los polos, el ca111po 1nac;ru~t.ico se 

desc•"ibe con las ecuaciónes de Ja 1nagnet.ost.át..ica, que t.ienen Ja 

siguient.e f"orn1a: 

? ..... o = o. y (10.1) 

'7• D O (10.2) 

Se observa que al ct.unpliJ." COl'l est..as ecuaciones. se t..rat..a de 

un ca1npo lrrot..aclo1"1al y solenoidal. Ut..illzando propiedades de 

ca1npos il'"rot..aclonales, se puode definir un ¡>ot.onclal naac;1"1et.ico 

(¡/JM) de Ja siguie1"1t..e 111.o::.ne1<>a: 

<10.3) 

Sust..lt..uyendo la expresión (10.3) en_. la ecuación (10.2), se 

Llene que el potencial 111agnét..ic~ obedece ·Ja llarnada ecuación de 

Laplace. 

(10.4) 

Las condiciones a la f"ro~L~~a ,',·.a ser .'~rnpuest.as en la runción 

pot..encial en los polos de un·-: 1i-1a'c;ilEi-t..O:;. bajo Ja suposición de una 

n10¡;1"1et..lzaclón const..a1'lt.e son: 

(10.5) 

Donde 6,PM es el ••salt.0": en - el pot..enclal a t.ravés de la 

t'ront.or-a, ,., es la __ rnac;r1Q>t.izacl_6n y_ 111 es el veat.or unit..ario c¡ue 

define 

aplica 

a la 

sola.1nont.e en 

pOlos. Obvian1ant..e 1 

lirnlt.adas por 

est..a 

los 

condición 

polos. En 

p1 .. i11.clplo la i1'lt..ec;1"acl6n :<d;;,i~~ la ecuación (10.2) dobe eCect..uarse en 

la resión de los polos del rnagnet.o. Sin 
' , .. 

e1nbargo, en el· p'ré~e.Ol.e>"i~s't.'~dio la integración se lirnit.a1"á al áJ."ea 

rinit.'a que e1"1cie1"1"a ·,1á_".:11nea 

A ést..a ·á.1 .. ea" en 

se rnuest..ra et°I: .· 1a· ,'?:¡¡~·:·~1.ti:'~··)~ 

punt..eada n1ost..rada en la t~igUl"a (10.1). 

se le deno1ninará do111inio de soluciói\, 

Lo ecuación (10.4) se apJlca1 .. á en .·~Jas 

rr1.."lnt:er~1s lltni t ... rld.ri~ -;_':-J:,ó,~:.:· iOS! ;'polos rnai;nél .. icos. den•:>t .. at..las por l y· l.!i 
1nio-nt .. rns: 'lllf? In' condiélón d1/,,_./dn. se apllc:iit"á en J.:1s Cront .. er"L'IS A y_ 

/\'. 
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IJ 11 
I 

A' 

(10.6) 

se rnuest.ra 

··.-,f ,. 
''• ... -

·_,_F10: ~::e.o·~:~, -:o:.rL~Lc;:to·h-_:· d~L'~ ~;,9ut~ e. -
__ '--·-'e-= ~e~·-',:~··+_-,~~;:_·:::;:=-,..=~-""--==-= .....,.-c---,-7--

. ,-,_, ><;-~>;'.1:"c __ -_,'~:'~:: -·'·-· ___ ,,_._, 
Las con1ponent.es d·;,1·--.-:-6~-~~~;:,}'..;~~~-ri'é~'iC«? :::;~- calculan del cantpo 

pot.encial mac;i:-ét.i?o .-4>~(~}~>-,(~'~;~Jif-~~~: )i¿-:;·~Cua-~J-ón': Ct0.3>~- se· t.lene: 

de 

u" • - "••'~-

(J0.7> 

:-~ .:_';_' . _,,., '- . 

La _solución en el . :~~~~;j-~fo n1ost.rado en la f"Jgura (10.4) se 
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encuent.ra numéricarnent.e sir;-uiendo eJ procedimient.o descrit.o en el 

cap! t.uJo ant.erior. 

Se r-ecordará que una vez det.errninado 

se proocede a su discret.Jzación. Debido a 

present.a el dominio de solución bajo 

ut.ilizal"on ••coordenadas r;-eneroali2adas''" par-a 

dominio. 

el dontinio de solución, 

Ja f'or-nta peculiar- que 

est.udio, f'ig-.<10.3>, se 

Ja disc.r-et.ización del 

La n1alla elegida t-Jene las siguient.es caract.er-lst.icas: 

Cuent.a con 51 volún1enes de cont.rool en la dirección "'x" y 80 

en Ja dirección "2", de Jos cuales, los que se encuent.ran en la 

ret;"ión cent.raJ del dontinio Cent.re a y -a en la f'iG".<10.6)), f'"orman 

una nt.alla no 

exponencial de 

pa.l"edes, donde 

unif'orme de 

la dist.ancia 

se espel"an 

a gruesa en el cent.ro 

encuent.ran cercanos a los 

volúmenes que se ajust.aron 

n1uest.ra en la f'ig-ura <t0.5>. 

41x80, la cual p.roesent.a 

ent.z.e nodos, siendo muy 

los c;radient.es n1ás agudos 

del canal. Mient.ras que 

polos Cent.re a y p, -a y 

a Ja f'orma de los polos, 

una variación 

fina en las 

de velocidad, 

los que se 

-p) son los 

La rnalla se 

dG 

La present.e 

ref'inantient.o 

malla se escogió después de 

basado en la r-ep:roducción 

r-ealiza:r un est.udio 

de 1onG"lt.udes de 

desarrollo t.ant.o hidrodiná1nicas COhtO •nagnet.ohidrodinámicas, los 

cUQloGI GIO dot.QJlGil"éin ol'\ la 101oaai6n 12. So pal"t.16 do unQ tn..a.Jloa do 

25'"25 y se concluyó que una ntalla de 55M100 p:roducla .result.ados 

independie1lt.es de 111ayor- ref'inarniont.o. Sit'l entba:rgo, al int.ent.ar 

e111plea1" dicha rnalla et'l coo.i"denadas generoaJizadas, se encont.:ró que 

la capacidad de alan1cena1nient.o de la con1put.adora ut.ilizada 

(lfewlet.t.-Packarod 9000 serie 500) se vela r-ebasada, poro lo t.ant.o se 

decidió disrninulr el nún1e.ro de nodos; la n1alla de 51x80 f'ue la 

n1áxi1na acept.able, que por ot..ra par-t.e no se encuent.ra 1nuy ale jada, 

<sólo un 20% n1eno:r). de Ja rnalla calif'icada co•no ópt.irna . 

• Del 

código 

inglés, Body Fi t.t.ed 

PllOENICS C5BI. 
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o e 
o -· -Q 

-p 

Of---------~"---------.,..,------• •n= t /2 • 
0 ~!---.~_,-.,-----,-, T-0----.,.,....1~0---.,.,..,_,r.,..,----->• =· 

FIO. (f.0. (51 Secci.oncuni.ent.o del dominio de soluci.on. 

Para una descripción convenient.e del dorninio de solución se 

def"inen las siguient..es propiedades c;eon1ét..ricas: t..iene un eje de 

:s:irnet..rla longit..udinal <C>, que coincide co111 el punt.o cero en el 

eje x y .so alarga por ol ejo z abarcando t.oda Ja longit..ud Cl) del 

dorni1'lio, es la linea CO,z>. Exist..e ot.ro eje de simet.ria, ahora 

t.ra1'lSversal C1n> localizado a la n1i t.ad de la longi t.ud, o en. el 

J">Unt.o 4.0 del eje adhnenslonal z•. os Ja linea <x,1/2). 

Al área que se encuent..ra definida por -a<x<a y O<z<l, se le 

llarnará el canal, debido a que es Ja zona do1'lde pasa el €luido. 

Se hace la siguient..e subdivisi61'l 

r1oroenclat.ura: 

Rec;ión de ent.rada en el eje z' C0,2.6). 

Región int.ertnadia en (2.6,6.8). 

Rec;ión de salida et'l (6.8,9.6). 

para abreviar la 

En la .figura <10.7) se 1nuest.ran las isolineas del campo de 

pot.enclal n1agnét.ico </>M(M,z), se observa una 

ca1npo con respect.o a los dos ejes de shnet.ria 

pe1"Cect..a 

111 y c. 
sitnet.rla del 

Pa1~a ollt.e11e1~ las co1nponent..es del campo rnagnét.}co aplicado, se 

i .. calizan las derivaciones q1Je se indican en las ecs.(10.7). En Ja 

f'igura (10.0) se c;rafica la result.ant.e de la adición vect.orial de 

las dos co111po11ent.es. los vact.or-es de ca111po rn~gnét .. tco son colocados 
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coincidiendo por su part..e media con el nodo principal de la celda. 

Para t..ener una idea más clara de la f"or1na del carnpo .•na¡;nét..ico 

en el dominio, se ¡;raf'ica ma¡;nit.ud de cada una de sus 

component.es arespect.o a la coordenada z, adtmensional, a varias 

alt.uras ent.re los polos: en C a lo larGo del eje de sin1et.ria 

lonGit.udlna.1, en º'a"' a lo largo de lo que correspondei"'á ser la 

pared del canal bajo est..udio y en P• una linea que sigue el 

cont.or-no de los polos. 

Las magnit.udes de ambas component.es est.an adimensionalizadas 

con respect.o a la magnit.ud de Bx en z'=O, 

De las f'iguras se obser-va que la con1ponent.e B >< es por lo 

menos un orden de magni t.ud mayor que la component.e B :i:' por lo 

t.ant.o la magnit.ud de la component.e B,c es muy similar (en un 10% 

aproximadament.e> a la mas;nit.ud del campo magnét.ico. 

En la f"ig. (10.9>, se observa el perf'il de B como f"unción de 
• 

Ja coordenada z para dif"erent.es posiciones en la dirección x. Con 

ltnea punt..eada, se muest.ra el perf'il del 

cercana al polo del imán, ntlent..ras que 

campo en 

las U neas 

la región 

cont.lnuas 

indican B (z) para x••0 •. 2,.5,.7 y .9. Todas est.as se encuent.ran 
• 

localizadas dent.ro de la resión ocupada por el duct.o, la primera 

sobre la linea de slmet.ria axial y la últ.lma cercana a las 

paredes. 

El perf'il de B a lo Jar¡;o de la linea cent.ral CC,z) describe 
• 

una curva parecida a una campana da Oauss con su valor- n1é.xlmo on 

z'•4.8. En la reglón lnt.ermedla el perf"ll es práct.lcan1ent.e 

unlf"orme, se mant.lene alrededor de un valor dado variando en menos 

de 5%. 

Es import.ant.e not.ar que el valor de B en el cent.ro de la 
• 

:re¡;ión ocupada por el duct.o es mayor que en el rest.o del duct.o 

para O~z'~2.2 y 7.Sz'S9.6 n1lent..r-as que es menor para 2.2<2•<7. 

El perCil del campo en el cont.orno cercano a los polos 

<±p,z>. se ilu:s:t..ra con linea punt.eada en la f'isura Ct0.9>. 

muest.ra varios máximos y minin1os locales debido a la geomet.rta de 

los polos. En la re¡;ión de ent.rada el perf'il disminuye súbit.an1ent.e 
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hast.a un rninirno 

local en z .. ~.6 y 

en z.om4.9, donde 

local en 

Ilesa a 

pasa el 

z'=.6, post.erior1nent.e present.a un nláxin10 

ot.1~0 1ninlrno local . en la resión cent.ral, 

eje de sirnet.ria t.ransversal Jn. Tarnbién 

est.e 

t.lene 

perf"il result.a sirnét.rico con est.e 

un n1áxirno local en z'~.B y ot.ro 

Most.rando en su t.ot.alid.c."\d dos 

eje, De t.al manera que se 

mtnin10 local sirnét.rico en 

z'=9.6. n1áxin1os locales y t. res 

rninimos locales. Es de not.a1•se que los tninintos y los máximos 

locales 

punt.os 

en las regiones de ent.rada y salida, coinciden con los 

donde los polos present.an discont.inuidades. Est.os f"uet"t.es 

can1bios sur::ieren que t.arnbién habrá 

del !"lujo debidos especiahnent.e a 

cercano a las paredes. 

carnbios f"uert.es en Ja dinán1ica 

los eí'ect.os sobre el !'luido 

El perf"il del carnpo a Jo largo de C±a,z), es de gran int.eI'és 

ya que es doÓde se encuent.ran def"ltlidas las paredes del canal. Su 

f"orrna es sln1ilaI' a Ja del perí'il cent.ral. En. Ja re:;ión do ent.rada 

se encuent.ra por debajo del perl~il cent.ral y rnuest.ra sólo Utla leve 

inf"lexión en z'•.6, de est.e punt.o aurnent.a con una pendient.e casi 

const.ant.e hast.a z ·~.6 donde 

con el perf"il 

pendient.e del 

en los polos 

cont.orno de 

present.a un 

y obvian1ent.e 

Jos polos es 

valor rnáxirno coincidiendo 

con Jos punt.os donde Ja 

discont.inua. A pa1~t.ir de 

est..e punt.o el perCll dis111inuye hast.a Jle6'ar a un rnlnirno local en 

la rabión cent.rai coincidiendo con la linea de si1net.rta 111adia <n1) 

ver f"igura 

debido a 

(10.6), lo cual no 

Ja si111et.rla que 

es de oxt.rai'íar 

present.a la solución 

rua¡;nét.ico. A pa1~t.ir de est.e punt.o se ·pr-eser'lt.a ot.r-o 

del pot.encial 

1náxin10 local 

sirnét.rico al de la región 

la curva es de si1net.rla 

de ent.rada y t..odo el co1nport..a1niar1t.o 

especular con respect.o a Ía linea 

de 

de 

sirnet.ria rnedia. 

Del conjunt.o de perf'iles 111ost.rado en la 

aprecian. t.res zonas donde 

en la sección t..ransve1 .. sal 

ÍJ'lt.ervalo 

el can1po rnat;nét.i co aplicado 

del canal y ent.re Jos 

de z'= en ent.rada er'l el 

z'c[3.96,5.6·1J y la salida z'= 

[2.04 ,2.291, 

C7.2,7.44J; en el 

fi¡;.(10.9). se 

es uniCornte 

polos, en Ja 

el cent.ro 

rest.o del 

doníinlo, , el 

t.r~Ansversal 

ca111po. aplicado es co1ú1>1f}t.a1nent~e no 

'co1110, J_onsit..udJnal111e_nt~e .por. ser. Cunción 

uniCorrne t.ant.o 

de la posición, 

ll=C<s-~z). 
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Para. la descripción de la component.e del campo en la 

dirección z se hace uso de dos f'iguras; Etn Ja f'igura (10.10) se 

present.a Ja f'orma que t.iene el campo a part.ir de Ja linea cent.ral 

C, x'•O, hast.a una pared del canal a Cx,•1> como f'unci6n de z,, en 

la siguient..e f'iguraC10.11>, se present.an los perf'iles desde Ja 

pared x'•1 hast.a eJ cont..orno de los polos .. p". 

En la f'igura Cl0.11) se observa que a Jo. largo de Ja linea 

cent..ral C, no l"lay component..e x 6 z del can1po inagnét.ico, indicando 

que se t..rat.a de un n1áxin10 de pot.encial mac;nét..ico en la dirección z 

y que la única con1ponent..e del campo que int..erviene a lo largo de C 

es la t.ransversal. 

A Jo largo de Ca,z> se observa un máximo de Bz, ya que los 

demás decaen t.ant..o l"lacia el cent.ro coino hacia el polo, con10 se 

apreciara en la f'igura (10.11>, donde t.an1bién se observa que est.e 

perf'il t.iene una simet..ria con respect.o al punt..o medio del dominio, 

donde se int.ersect.an los dos ejes de sin1et.rla m y C. 

A lo lar¡;o de Jos polos <p,z>, el perf'il muest.ra clarament.e 

Ja inf'luencia de las discont..inuidades en el can1po 111ac;né t..ico, 

provocadas por las discont.inuidades en la pendient..e del cent.orno 

de los polos. 

El ca1npo rnagnét..lco asi obt..enido es el que se t..endria con un 

magnet..o cuya ma¡;nit..ud en la dirección "'y" f'uera n1ucho rttayor que 

las oorrespondien.t.es din1onslon.es en las di1 .. eccionee "H" y "z.,, Po:r 

lo t.ant..o, debido a que se conside:ra un plano lo suf'icient.en1ent.e 

alejado de los bordes e1"I la dil'ecci6n ••y", ver f'i~ura <10.1)b 1 se 

desprecia la co1npo1"1ent..e del ca1npo inaf;nét..ico en esa dirección. 

D • <B <x,z>,O,B <x,z>> 
K Z 

(10.9) 

El considerar variaciones de an1bas component..es con respect..o a 

la posición, 

uniCorn1e, lo 

en carnpos 

lo 

que 

no 

CAP. V RESULTADOS 

vuelve un cn111po n1ar;nét.ico cotnplet..a1no1"1t..e no 

hace una 

unlCor1nes 

c;:ran 

C241, 

direrencia 

[491 y 

con t.rabajos a1"1t..eriores 

[691, la mayorta sólo 
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considera un ca111po no unif"or1ne en una de sus component.es,. la 

perpendicular a la dirección del f'lujo despreciando a las ot.ras 

dos component..es, est..a co1npo1"lont..e ade1nás sólo var-la en la dirección 

del f'lujo, mient..ras que en la dirección t.ransversal se ntant.iene 

unif°orme. 

ti 
jRf. PARAMETROS DEL FLUJO 

El flujo n1ac;net.oh.idrodin:tirnico bajo est..udio,. se caract..eriza 

co1nplet..arnent.e con t..res pará111et..ros def'il'lidos con ant.erioridad en la 

la cuart..a sección: el nU1nero de Reynolds: <Re), el nún1ero de 

Hart..rnann <M> y el ract.or de carc;a (e), 

v a f"<Re,M,e> 

núntero de Reynolds, rnediant..e el cual se el 

comport.anlient..o dlnárnico del sist..e1na, se def"ini6 t.0111ant.10 corno 

velocidad caract.erlst..ica a la velocidad de ent.rada de un Clujo 

uniCorrne en la dirección Z <w 
0
> ver Cic;. (11.1>; y 001110 dist.ancia 

caract..erist.ica,. a la rnit..ad del la dist..ancia ent..re placas <a> que 

es const.ant.e,. ver f"is:. (10.5>. Las propiedades del !'luido t.arnbién 

se consideran 

ent.r-ada. 

const.ant..es, variando 

Re • pa.wo 
l) 

únicantent..e la velocidad de 

<11.1> 

Los valores del núntero de Reynols que se decidió explorar 

rue1,on t, to, 30 y too. 
En el núrnero de llart..n1a1"ln, al ic;ual que en el de Reynolds, la 

lonc;it.ud caract.erist..ica es la 1nit.ad de la dist..ancia ent..re placas, 

fl.I • pµa ~ 11 (11.2) El único parámet.ro que 
~ñ o 

var-ia es la 1naG'nit.ud del can1po aplicado (11
0

) en el punt..o rnedio del 

do111inlo. i.e. en la irit.ersecciót"l de los ejes de slntet..ria C y rn. Se 

eli¡;e est.e vaio1"' ya que el nürnero de lla1't.-mann es f"unción de 

posiciót"l, )' · e·1-. 'P._st~·e .. ·¡1t1n_t.o p1~FlSent.a unl rorrnidi:ld t..1 .... ~n"lsversal corno ya 
. . 

se· 111e1-..t-:lont't, c.-11 In_ sncclón n11l.0.,1or; 
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Los· valores de M explorados son: O, 1, 3, y 10 

m 

l 

"l· ¡=: w i H . l~ ......... '.: ........................... l ...... '.: ....................................... : ..... c 

• 1-----+ z 

FIO, et.O. 1> oeom•lrio con•i.dera.da.. 

Ot..ro parámet..ro conocido como parámet..ro de int..eracci6n. <N>, 

es ut.lllzado con ciert.a deCinido previament..e 

Crecuencla, en el 

por la 

present.e 

ec.<4.5>, 

t..rabajo se le mencionará sólo 

esporádicament..e debido a que es un parámet..ro derivado de los 

ant.eriores. 

Es import.ant..e subrayar que aunque la mac;nlt..ud del campo 

magnét..ico varia con10 Cunci6n de la posición, debido 

aproK1rnacl6n del número de Reynolds nulo, el 

rnagnét..ico no se alt..era por el n1ovi1nlent.o 

magnét..ico 

del f'"luido. 

Para el Cact.or de carga se consideraron los 

a la 

campo 

valores 

correspondlent.es a los 

de inducción, es decir, 

modos de operación t..ipicos de una. n1á.qulna 

en clrcuit..o abiert.o (e•1), n1t.Kilna pot..encia 

<e•.5>, cort.o circuit.o Ce•O) y un volt.aje aplicado <e•-1>. 

11.. 
Jt'FLUJO EN DESARROLLO 

Los result..ados que se present..an a cont..inuaci6n Cueron 

obt.enidos al resolver nun1árica1nent.e las ecuaciol'1es de cant..idad de 

1novi111lont.o (5.15) y <5.16) acopladas a la ecuacl6n de conservación 

de in.asa (5.17), con las condiciones: a la Cront.era que se discut.en 

en la cua.rt..a sección. El dorninio de solución de est.as ecuaciones 

ya no es el que se encuon~ra ent..re los Jos polos .fic;.<10.6), sino 

la zon;:i de esLe delinllt.acloi e-nLre (a,-a) y CO,l> ilust..rada en la 

t~igu1 .. a Ct0.6>. 
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FLUJO EN DESARROLLO. CASO lllllRODINAMICO 

Cuando eJ c.:.111po ntc.tgnét..ico aplica.Ju es nulo. ,.l=O, e-1 p1•oblen1a 

se reduce al t'lujo par-e.-.. la las 

inducido por un gradlent..e da p1•esiones. El Clujo preseraf ... a a la 

ent.rada (z'=D>, un perCil unirorrne de velocidades conocido con10 

••rJujo t.apón", ver f'tsura Ct1.t>. Al ent.rar al duct.o, la velocidad 

del f"Jutdo adyacent.e a las pat"edes es cet"o, debido a Ja condición 

de no resbalarnient.o. Est.o a su v~z J'rona las parocelas da .fluido 

cercanas a las paredes y en consecuoncia. po1" conservación de 

masa, el fluido se acelera en la reslón ce1'\t.ral. Est.e proceso de 

desarrollo del f'lujo cul1nina cuando el f'lutdo ya no surre 

aceleraciones y se ost.ablece un perl'Jl pa1:•ab6Jico de velocidades, 

llan1ado perf'il la1ninar desarrollado t.ambiéJ"l conocido como perf'il 

de Poise11ille. A la dist.ancJa que requiere un f'lutdo para 

desal"rollat'se e1"l un 99% del valoi' rnáxirno en la rer;ión cent..ral, se 

le conoce con10 Jonst t.ui.J de des¿}rJ'ollo Ld y es f~t.n-.ción. direct.a del 

nún1ero de Reyn.olds. Ver fig. <12.1). 

Donde: 
a = tni.to.d de lo. di.elo.nci.a. enlr• plo.coB 
k = conalo.l"llo de proporci.onolidod 

C12.D 

La const..ant.e ;--~e- pr.-o·p6_~Ci~1)áJicJ.i.d es una n1agni t.ud adimensional 

que se- :-tde-n-t.iC!'i';/~i~~,~-"·:o~á~¿:~é~':~~;-"'-·5~ná loni;-it.ud de desarrollo 

odhuoneJona.IJ-~QJ~-:-{:'' ''·:;::~r'-' '.'::, ·;\,' )>:· 
' --· -.. - ;-: --:':~ -: ,·r.:· ., 

~-;':' ·<,- - - . 

7-:l );1,,§( ;t: ::r, ];Ja\~,,~,r,f: ~ .ª~~ . (12,2) 

~-~~·~~~~~t~lf't*~dl~~f}[~}~~:fe·~~~~[>ólfoa de esLe flujo, la razón 

eri~-¡..é_~'.,_-·.-1a·_;:;5;.vel()_~id~d_.G-1:_·,,n_áXi:1_n~2;-~~:del parf'il desarrollado <que - coincide 

cori _ .. ··¡i_ .,_-:-Ji'~¡;~;:.: ::;~~';;'t~~í:-:~:j/_pj'1;_. :.;;~~ \.~-j~.: velocidad unif'ornte de ent..rada, 
:e; ·--,',-~-:~~,G::- - .;:·~;- ".-., 

as·;:t.5.· -;:·~, ·\-

: -~; 

·.-- ."_;_:--' 

En - Ja"~'.- t .. l~ura , <12.2) se, Snuest..ra el eCect..o de la variación del 

nl'.nnel"o da Reyn·o1dS sobre En el eje 
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vert.ical se 

del canal 

f'lujo (z,>. 

c;raf'ica 

vs. Ja 

Ja velocidad adi1nensiona1' en el punt.o ntedio 

la dirección del lonbit.ud adirnensional en 

Se observa c61no al auntent..ar el Re, aun1ent.a la lon{;lt.ud de 

desarrollo. Los result..ados obt.enidos ut.illzando el pr-esent.e 1nodelo 

cuando MmO y Re=10, se pl.~esen.t.an en Ja t..abla (12.1), donde t.a1nblén 

aparecen result..ados de ln.vest.ii;aclones si1nilares que Jl.an aparecido 

en la lit.eJ. .. at.ura. Una discusión an1plia sobre la con1paraclór1 se 

present.a en la sic;uient..e sub-sección .. 

E:n Ja f"ii;ura C12.3> se 1nuest..ra el perf"il lorasi t..udinai de 

velocidades, para un caso hid1~odinántico a un nú:111e:ro de Reynoids de 

diez a dif'erent..es alt..uras e11·· el canal, desde el cent.ro C cx~ao) 

J1ast..a la pared a. Cx'=1),._ se--º obse1 .. va en_ los perf'iles de x'=.4 y .7, 

un ant..es de 

desarrollada. Se observa 

int..ervalo de z'=(.2,.0). 

alcanzar 

que est..as 

su 

curvas 

velocidad co111plet..a1nont..e 

no son 11101'lót..onas en el 

FLUJO EN DESARROLLO. CASO ~IAONE'l'OlllDRODlNA~llCO 

Cuando se aplica 

t..ra1l.sversal a u11 Cluido 

un ca1npo 

co11duct..01" 

descrlt.a,, se p:resent..a1-. los ef'ect..os 

.l~it;UJ."a (12.•I), la CUéo] e>a ]Ol 

hldrodlnA1nico Cig.<12.1). 

111ai;nét.ico unif'or1ne en ro1 .. 1na 

que ci l"Cula en la 

dinán1icos que se 

si t..uaci6r1 

i;eon1et..1~1a 

llust..ran en 

ya 

Ja 

CQSO 

Se obser-va u1"1 co1npo:rt..a111lent.o sl1nllar al caso hidrodinán1ico, 

adherencia en las paredes y acelerarnient..o en la reglón cent.1 .. al, 

pero est.e acele1 .. a111ient..o Llene un lin1it..e nu~1 ... or- al caso 

hidrodlntunico, .·púes ·~_el .. pe-rrÍl '.de velocidades una vez desar1 .. ollado 

pr-as.;.nt..a un áchat.audent..o debJdc:> a. lo pros~ncia del can1po 

111.?\s:n~t...lco, nun11do. can1p? ·,n~g-11~',t..ico es l1nlC01"111e a est..e perf'il se 
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le conoce como perCil de Jlart..mann2 • En la siguient..e .f'igura <12.5), 

se muest.ra el e.f'ect.o del número de Hart.mann sobre el per.f'il 

t..ransversal de velocidades con1plet..an1ent.e desarrollado. 

En est.e caso, la razón ent.r-e la velocidad n1á.xirna, que se 

encuent.ra en la linea cent.roa!, y la velocidad de ent.r-ada, es 

!"unción de la int.ensidad del campo mai;nét.ico aplicado. 

Con el .f'in de co1npar-ar- los resuit.ados del present.e n1odelo con 

los de ot.ros aut..ores se escoi;ió el parán1et.ro de longit.ud de 

desarrollo Ld. Con est.e objel-ivo se 1nodif"ic6 el carnpo rnac;nél-ico 

aplicado volviéndolo unlCorme y perpendicular a Ja dirección del 

!"lujo, B•<B 
0

,0,0>, despreciando la component.e en Ja dirección z y 

considerarlo const..ant.e en la dirección .x. Se consideroó un .f'act.or 

de carga nulo <e=O). Se observa de las ecuaciones de cant..idad de 

rnovintient..o <5.15) y <5.16>, que un carnpo n1ac;nét.ico unif'orrne 

sin1plif"ica en gran n1edida Ja f'or1na de la t'uerza de cuerpo y por 

ot.ra part.e vuelve innecesario el uso de las coordenadas 

t;enerallzadas, por- est.a razón se pudo arnplia1.. el núrnero de nodos 

en la 1nalla ut.llizada hast.a obt.ener result.ados que t'ueran 

independient.es de la Jnalla Ja cual cont.enla 55x100 nodos. 

Con el l~in de ef'ect..uar una con1paración 1nás cornplet.a con. la 

111ayor1a de los aut.ores que llan invest.igado el problema de Clujo en 

déClliOllJ:':t"OlJo, 

present.ada 

rnovirnlent.o, 

.... 
en 

se 

Ja sección 

eli1nlnó el 

las ecuaciones 

t..érn1lno diCusi vo en Ja 

de cant.idad 

dirección 

... 
de 

del 

1~1ujo, es decir que las• ecuaclonos sa 1nodlf'ica1•01"1 de allpLic.as a 

parabólicas en Ja dirección z . 

• Para dot.alles de est..e perriJ ver Anexo A. 
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-TABLA 

A 

A 

A 

N 

N 

N'; 

N 

N 

N 

AUTORBS 

s Cni.1··c11T-:r NO t? 5 J 

'WU ·C.?? J 

HWANO, c.· (_3JJ 

~IWANO, ·L, C92J 

HODOXA to&·J 

e-RAÑDT' e 5 l 

ROXDT .. l50l 

PRESENTE: MODEL.0 
PAHADOLICO 

PRESENTE MODELO 
E:LXPTICO 

NUM8RO UB llARTMANN CM) 

o 

.04 
~ 0-&cS?, 

.0422 

.-_044,_.,, 

,'0.&4.2:. 
• 0454.,· 

.-04-4'4 

:·,~,~-~-~?:::·::-

··-,\ 

.. 
, 0.1P_ 

' . ;,"' 

-·_7¡~,"; 

... ~.,- --~·.:~< ':·:.·. :_-!;: • ~"- -

:'"~o'z~~ 
/O(lC:Jts·:1'" 

U1.,-.1) Comparaci.onL• ,de __ ·- t_~rig-i.l~(l_e~.='i-4:.' :d~~:::~_'.· ·.;-'.d89C1rrollo 
adi.m•nai.onal~a ~c-~-'ci-1~---z>.~:- enlr_•- -~,- --di.v&rsoa· 

uli.li.zando oproxi.~aci.onee ana.li.tt~~a ::_(~·;_-/;; _numori.ca.s IN), 

auloreo, 

De la 

qua aunque 

lnf'orn1ación present.ada 

la dispersión da Jos 

en la t..abla 

valores de 

(12.t) se observa 

Ld disponibles es 

1;rande, los result..ados del modelo parabólico coinciden 

apr0Mlmadan1ent..e con los report..ados usando ot..ro Lipa do soluciones. 

La compal:'aci6n es OMcelont.e pat"'a el caso M=O, que es además el 

caso mejor docun1ent..ado. Cuando fl.1=2 sólo hay ot..ro aut..or con quien 

compat .. ar C6l, el cual present..a un valot" n1ayol:' al present..e y 

t..an1bién lo hace asl en el caso en que fl.f=tO, ast.ando por arriba de 

t.odos los aut.ores. En el caso en que M=4 el valor del present.e 

modelo es el n1á.s alt.o, es un 5% 1nayor al valor 111ás grande [311. 

Cuando fl.1=10 el valor propuest.o se encuent.ra ent.re los valores 

oht..onldt:)S analtt~lca1nont~o y oru::lnt& dol [:J2J ...... bt..onido 

nu1né:t"ican1ent.e. Se observa que al aun1ent..at" el nú1nero de llart.n1ann, 

las: dií'el"encias ont.l"e los result..ados aurnent.an. Est.o se debe a que 

en la CormulaCión eltpt.lca del prese1"1t..e rnodelo, se t..on1a en cuent.a 

al t.érmino dif'usivo en dirección del f'lujo. Se observa que en 

r;eneral la lonr;it.ud de desat"rollo au1nent..a al considerar cst.e 

t..érmlno, el valor dado 1nediant.e la Cot"rnulaclón ellpt.ica es 1nayor 

que cualquiera de las f'orn1ulaclonas parabólicas <except.o el valor 

de (5) cuando 

parabólicos y 

M-10>. 

eltpt.icos, 

y que los 

au111ent.an 

Hart.rnann, lo que hace pensar que 
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n1ovin1ient.o en la direccion tJal rlujo se vuU:lve- 1uás i1.upol~t..ant.a al 

incren1ent.:arse e1 'ni:unel"O- de IJ.itpl;111.ann .• 

varia:i:n lade; 1 :~:::·~: ~~g~:~.,~;~:~f ~.~~'~,til:!7~\:iJo:1:; ;;;:~LZ. ::b:: 
el p~rctf lonsiLudtnal de V~t?,~1·~.~-~i~~]ff~~J.fiS~l~~~t?J!~.~.~~~~,~~:t~~~~i{'.,-:.,_}f. ·;.u nea 
c9nt..ral; aunque en est..e caso ',el}i'i::arnp_ó,:Ln1zic;né,t..ico·::'.~-ªPlic_a~O:· .'no ':'es 

. :: :··: -'.~:,;,,".-f)!,_Y y~,:~,>}.'o',-f:.:y,;(::i~:~-;~':'':·5,:0~ '+.·- ';~~,,·,'.A'-:'fi'".-'-.:'. 
uniCor1ne, est..a. fi¡;u1~a sirve. para·-~_ilust.rar.:2·:'.c~rno:-tln(luye,J/'el:» níliilero 

. ; ::: ,,__ _ .. ·--:~_:,: ~,-_.:~-:-:-·.::,~-t::.~~-=tr:-~ 't:'~"::.- .';,:¡;:~ :z,;~·;~_:-':"::~~~_;,:::;:_~·::·:· o:-,_-·'.':- ·'.: 
clG ReynoltJs en ol dasarroUo_ -_ ... ~_e_l_;:~:;-_Cl_u.Jo_~i.~;~:YJ,~~F_~-·~~.?:\f __ ~.eec,'.(~_e~~e_~;~tl~-~ la .. 
lon~i t..ud de desarrollo n1a¡;ne~6hid;,;ci'di'.'.;~~~l'C~-~~;~f.;:¿:~,1~3-~;.~·;i~~-~,Í-¿i, ~--i---~·f'á. ·'los 

':,-··.- -,- <; •. {~,:-;,;';-~-,-;;-. < {'· :,,~ '-:',;;:): :r:-,~ .::·:-' 
'_;_()-_ - , -;, -·<;e·:,._:;;, c.~;::'_•_,.,:;_·_·-_·:.,'_·._·:-.:·;" ., . 

- .; '.>;;: .. _, __ , _;'::~? - ·> 
-~- -~;t: .-_~·~::.:;:;. -¡~···:if: .. ;··_:_;.'t·,:;:-·· . . _.":-_ 

nún1eros de Reynolds y ltart..mann;_·-. 

En el t..:rabajo pi--evio [39] det.allado del -

13. FLUJO EN UN CAMPO MAGNETICO NO UNIFORME 

Al isual que en la sección 12 las result..ai.:los aqui pl"esent..ados 

se obl.ienen al resolver las ecuaciones de balance da rna.sa y 

cant.idad de rnovlrniant..o en la 1•esl6n ocupada por- el duct..o, Las 

con1ponent..es del cantpo 111agnét..lco calculadas en la sección 10 se 

1 nt .. esran a las ecuaciones_ de- balance de cant.idad de 1novin1lent..o a 

t..ravés de Jos t.érn1lnos Cuent.e. 

Se ellc;f6 el caso Re=10, -_' f'.1=3. -· es::i1.5, .-. por -sel' un caso donde 

los i.~1·1t.~ya., cm la dl1-.ó.1nlca do! f'lujo son 
•'' 

iguahnGnt..e J1npot'l..ant.es, .. '.'¡)ués'.) :1a-ú- C_ÚérZ3. di!'uslva n1ac;nét.lca es 

con\parable .·en 1na'sntt.:'U-d ;-_:·a ?.-1~::~ ·.:i~Ji~~~'.- ·1ne1~clal convect..iva, dado 
. - ,_·_ ::.-;.:,_:;\-::;_;;:-:,_.·,; ·' 

f'.Í
2
/Raa:t en la Etc_ •. (.1.5). ~-'2'.: .. "' ._,,.e, ~~s_~: ... _ó;,_:~-.;,-:· 

-éiStii~a-:·º' --(1!l'~'f)';'0-i: ~7Se-;--:;:;t1l(.j:a-S-'C:i~a::~~~1 o-~- --1;-e-rr11 -

que 

longi t..udinal de En 

velocii:lades en Cin de evidenciar 

el erect..o del can1po .-_n1.~@;1l~.t.}?-o:~ __ -.·>;~-:~_-,:_J~·L;~f·~.l'..l'a 
n1uest..ra el perCil de·- - v"elo-cidade·s · obt..enida 

.<13~1>, se 

entpleando 

t.arnblén se 

el n1ismo 

ní1mero_ de Reynolds <Re=tO), pero ·carnJ>~ .. nia.¡;nét..lco nulo CM=-O>. 

Los .Cenó1nenos de ent.rada, ·.o!:z'S.o, són rnuy shnilaros en a1nbos 

casos pues el ca1npo 1na~nét.lco-.es. pequei"io en esa resión; las curvas 

present.an el au1nent..o caract.e1~1st..lco en la velocidad al cent..l'o del 
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duct..o. Sin eJnbargo~ el incren1ent.o paulat..ino de la int..ensidad del 

carnpo ruar;nét.lco reduce el aurnent.o de la velocidad, llegando aún a 

causar un 111áx:i1no on el pei. .. f'il de velocidades, en la reg:lót'I donde 

los eCect..os lle ent..rada han rodtJcido su 11npo1 .. t..ancla <z';:;l.6), Erl las 

i. .. ogiones cent.1~ales, donde el can1JlO 1nag:nét..ico alcanza su 1ué.xi1ua 

int.ensidad en z.'~1.0 y_ x'=O, la ve-locidad se 1 .. educe hast.a alcanzar 

un n1L1·,in10 cerca del J>Uht..o · z'=4.0; a pa1 .. t.ir de est..a localidad, el 

pe1~r11 1nust..ra - un crecl111ient .. o-_ 1110116t.onO debido a la reducción en. la 

int..ensidad la escala de la 

i·1c;ura ant..er~-º~1.:' ·se_: ~;'Ob~e·¡:·v-a-> en' ---,--
ltlinl '"º descri L¿y~ .' O"nL·er·1o'í~1-1\a,:~t..e, 

la Cic;uI"a (13.2> ~lue a part..iI" del 

el f"luldo aurnellt..a stJ velocidad, 

En aunque coll Ii~-cii{~~~~i~ :--.-'¡fg¡-~'i;lris·-~·--· 1?º su Lasa de creci1nient..o. 

t>rinci¡:)lo;: ;;{~~-i~~~-~~~~~-~~~ii~~~:;~I~~~~/;',~ii.;'?~~~--:·-~e -. ca1npo 1nasnét.ico, el 
t.01~de~ .. á---~_. a:,, un ,.,, f'luJo_-;._-./dc-;~~; Poise1.1ill1~ t..ot..allncr1t.e desar1~ollado 

f'lujo 

Uña·-:-'.:diie-re:i1Ci3'-~;'(íi11P_o~t.._0.i-.t.e :de est.e f'lujo baJC?: _ un -ca111po no 

un l t~o-r111G · co,;, ~r .:-'f-1_UJ0 ~;::;:1~i:;J-r..:,dt l~Ó11 .. 1lco, y con ~l f'l~Jo de -- li~~~--t;¡;,ª'~~~ 
os qu?-· una :-;;:··v'¡i,~::_:;::~~~~~-i~r6lh:u.1~- e:l :rlujo, · los Ci!tsos·, ~~-~li~~d·6~': no 

pre~~~La~~'.>t._1~~'.--=,·:~:~iobÍd;_;~ - 11ÍáXi1na; const.a11t.e, · - ~·s·t..-~ _- -~~-~: -J.:;b'~-: ~--~\ la·. no 

unt Co·rnlit.i-~~i: ~el ·.º-~!~'•~-~- --~'-;.~c;i-~t') l.-ic.;-- _ a1-l11 cnJO -;;. ·. 11:. 1~~~-~--<~¿1;;~:-~t~~~~'íf~:,~:>;; 
- .. _ _., '.' -;-::"_- - ·t '.'· -- -,~:;.-: ~/·:---,~,·:\_,·· ._-, ,_ 

':.~ '."..~ ••. ,,.,,, - ,~ ~ j ' "'·":' "-~'- _.__, 

::2:;x~~s~~f~~:]~ff~Y~~il~f i}lJIª. 
t.ra1"lSYer-Sal. ,.;:,E~_-_- ·~--fa·~ t.O:~--:·· -~-.;- -~< es t:e _':::-< c_~_1np~r~_a1~1i_e_~~-t.;~·-;:, ~,•~.::'_;:1~ :_;:.-~~º.-~ni_ic~:: c.lel .. 

'.~:::;;;;itt;~l{iifil!~-~~~i~Lít~~f:f ¡~ ·~··· 
observa qu~ ._ ,_; :·: __ cO_rre __ ~Po_1"'dl~~"'iJ~--">.~ '':_a,1 __ \}0n_aa_"i~:nCt }(X: Y·~:~_;-;'_a1:_y::,'.'. ~~iril_n,~~- - ,, de 1 '.'· ·· per f"il 

ce1\ t..ral; :·.se --.--.--.~~~i,1'li~~,t..p __ ·:~aé.:~;~r.·:~-~.:~_:.~~d-:~:~.-'~.•.'..~,:~~~y-, ~_.:,'~-~ 1.s_~,\~Yo~'.:i_:~s-fu_;*c~e-~d.:~e-:~~--:--_:_·.·_,:--~-,e·,;~·:,.?;~~a:',~:1.~c~-~~Íai~,-',~~.-~~e'~~-nj;~\e:-;~--;~,·--~-.fe'n;;-'J'~~é;~i rno del -
J>erf'if- ce;~~,~~/;;~-~\!, ¡¡·5;. --= - _ ..-- v -· _ v ... {-.~1a:~· -zo1-.as 

-:.::-.:;;' ;:'--' -,,. _, '"-- ' 

··1t1P. c~rro:e:I~~~~~:¡;~_:~.·~:'. ·¿ ___ ·_·, _ _¡~:~-~~:: -'~-~~5~i~i··-~-~-~(~'~:};::: \E~~ ;0-~- ·~.~;;-¡ ~!~~\~\~r~·'.-~,f, _ ::~::~_~i~í--P~ :_: ·,,,agnó t. leo 
i'1• I i1::ado::·.;_tJ~;1~Ci=:~ ·¡_1Ó·, .)fls_·.- f'i"lt~t=!'í11~s-. .. _nl ·· ·,:,:arupo_._ -"l:é'r;'ll~ __ t.ico ; 0_~ :~ __ jJiit,yor que 011 

i:> l -,;:q1~t.1~~i .':·:;-- VeP _:. __ ¡~-¡ J;'~:( .ÚJ.•)i ~.c. í-~ . .,_~? ;j~-... ~-¡-~'~:~l'~r~:l~-;,;·-· :'At ;· R~l"'. 'ntaVl"JP lo t~1.1e1~za 
q111"? -. sá• . .": op.;·,_:·;;;-_.-.·· al _· ~'i.,~J4 · cer·co do las 
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paredes, se present.a un · eCect..o_ de f-re-rlarnieÍ1t.._o_ é'O ia pared con su 

correspondient.e aceleración_- 3.1 CEinLJ.o-.- por ·cons-~rVaci6i-.., -de -1118.sa. 
:- :· -

En la f"iGura· 

en· el 

:,·-";:,::'~ :>;·-< )-::o;::.~:>:·-~~~::";;:,_)--',:'.'.::.;::,~:-~·:_'.'-,,.-::_::,·:-) __ 
C13;4) ;; se{·~ graC'icallt~·c::ada- --~--- ':1_11_0::--'-: dé.¿-:'. los Lér1nin1os 

t.ér_nlino~:- ;_,;-~!i•~~~,l::_~-~- X16·--:¡:~iJ¡~:~.~'.;~--~~-~- ;¡i,. :-.-·.:11.1e-a cenLral involucrados 
-~-: _;:·-.'.'.~f0-"•'"-CO- - - - -• •.. , ,. 

para el n1ls1no CUeílt.e-- t.iene la 

sie;ulent.e f"orn1a, ele. la. 

S _ = ... kull u-: 
: ·X :: 

s = 
% 

<~' ._;.-. ,_, ,, k.. .. ' 

wll ->dx . . 
(13.D 

Oo nde: k • cµ
2 

· ;_._~:: '_:i~~;~:-~ ~~_5::_)~~-;~:-:~~;?::J:;J:I0i'il~tfS:~!-~~~j.f;~~-·-··_=·~:-;;~~~~:<·:~ ~-' . :_;_·: · 

:~;.:::::s L:::E:: :;:;=~~~m~~t i~J~~l§t~~~tr~:{~;º de::ª "~::~:Pº::.~;~ 
t.ran.sversal del_ carnp,o_., de-:.~·.va1Cu::1d·ades:;;·¿¿;·¡·tao-;;:'l~---_ co1nponent..e aMial del 

campo magnéLlca se ~~U.~~·:• 'ªJLJfLÍ~~~~~t.i~.iit~E · 
t.ransversales E" Ja · ngu1'.·ª · crn.s>•~' ~~t'~~~.:2r1i~-~ <l~~- ·• p~rrues 

(J.e. a lo lare;o ·:--d~\-, i~ ;;/,:;d~:~~;j~~~-~\ .:;:'~~~;;.·ii~~~~~~~J) de velociJad e .. 1 
- • ~!--. ' '"C'o, ;,--.~--,:-- '· ., ',. ·- -. -· 

~::~::os u:au~~:: ... zn,;~~;i11~f·~1~1~·f~~;f~J~;P:::::::., q~:Jolosun pe:::.:::. 
unlf'orrne, y que- son ·:del_:.-'t..lpo' ,del~;,;_pe1--r11·:ide .-velocidades de llart.111.ann 

·";- Jt;:;·".;·>~.;- ,_;¡~~I::/;·;;.·,-}·:,~~k '7!;:_'·"'-~;·,·· · -
<ver aneMo A>.· Est.0~ -resUlt.ado~-- .. concuer-da. : con los. report.ados por-

::;e:ev::ias[6~:pe:lr••:fc!a1rór.!1?L~tf~ei~::::~::,. :: ... ~::: C3:;~ollLt•ado 
·:,::;:. .-,~-· .<"{o'.' :l,c __ .;:.- '"" 

·:.~.::· ,_, . ,, '.-'·--.:L _; ,\.- .;;·);..-;._ 
.. -" . ·:-i:~:,, -;.~;1r· '°" 'é<-: -. , 

,\'~ <\ - '.'..'°.- ·'/:-::·. 
:._,,-;: . -:\:'·. ~,:~~'.;' {-~~~:; e·.-.- .-_·--~·.•.·.';.'' 

-,_,,,. ,., _ ·P.r ;-::"''' ,·_-·; 

En la sección .. ~11 'g:sa,~::111di~6;:~·que·.:.-~:el'.- ~espacio de_ pará1not..ros dal 

ESTUDIO PARAME'l'RICO' 

problarna es t.rldir~;;~~l-¿~'~l;_p:~:ti;~~~jr§-1~~:~-7~-~~"i~Tc;-1~~· - los ~(!J;¡e-r-Os - d9-
Reynolds y Hart..1nEi.nn; -j/ t?l ; i~J:t;ori\:_ d·f;; .. :.s~r_e;a:,~; con·;, ~¡;;:·:ci~ .. -de · .. eSt..Udiar 

la lnt'luancla · . de ·ca~~' ::~:-~:,~:·~~;::·';-~,~~~,t~-: :_~:.í~~c~.<--:-;~~' .---<~1;-L;~~l~'~:;;;·~ ;_:~:-~--~-~~~-lt.ados 

: ~:::.~:~~=""'":::!es u" '1t,i ;Jlt J~~!,~f ~:.h,.':.-?.(~1;°;7;:,~f:~la~~:~ : ·, t~jt .. ;; ~¡¿,~ va~1: 
;~-,:',' ~".L· ;, ''• "{i' ~.,e,:;,;_,;"'' '- ":." (''".''' •A;_, ,' ___ ,,,_. 

-.,¡ ·; __ 
~-::::,:;.,.- -

... ·--, . .- __ ,·.; ·''··.--.·._·-;-

11'.'I :·\::f:1~~P.~t~. ~-'~ '-fRJ.::~¡,cil~~;;;~.,·se ___ inuaSt.ra 

-: ' ' -;:~-;- . : :-. ' 

-~~ • .-/~'-~·-¡:;~,..-
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en la f""igura (13.6) donde se ha g-raCicado w' en Cunción de z,. Se 

observa en los perf"iles Jongi t.udinaJes de velocidad, que de 111ane1 .. a 

si111llar · al caso hidrodlnátnlco, la longit.ud de desarrollo atJ.rnent.a. 

al aurnent.ar el nürnero de Reynolds; se observa t.an1biér1 qua los 

perf"lles present..an un 1náxl1no y un rn1nhno descrit..os en el 

con1ent.orio a Jo f'ls.<13. l). El punt.o donde la velocidad alcanza el 

valor del rnáxi1no local es una Cunclón dl1"ect.a del n(une l"O de 

Rey1"lolds, est.o es, a 111ayor- 1"1ú111ero de Reynolds el n1áxi1110 se 

encuent..ra a 1nayot" dist..ancla de la ent..t"ada. · La dlf'e.t"encia ent.re Jos 

valores n1áx:i1110 y rnininto .~1"1 lo~-, per.f'iles es una .f'unción inversa del 

nún1ero de Reynolds. La diná'rnica · de los f"lujos COl"l Re> 10 es 

Uontinada por las rue.1,zas ;-'i1le'~:'.~:i.-~'l~:s, _-est..o se debe a que en est..os 
·:.---·_,;-' .. :--'.':-~·-. ~--··>->':~_-,.- -2-, _.-: 

casos el par-á1net..1'"0 de -int,;er:3cc16n-;~(f\-lc·/Re)-_es- 1nenor ·a la unidad. 

El eCect..o 

ant..erlorrnent.G; 

d~-.~:-'}~~¿:~~~)~~~~:~ft~1~~~~~t-~s~-f~i;·,~~~ilo' 111eno.1 .. 
.. --..,_~ 

··aai i~-' :{f-J.c;ºU~~~::-_;:~'-(13':7'2) ;.-.--se ,.present..a 

que el discut.ido 

(arnplif'icada) la. 
.. ' • -··.-.:1--~·:'. -, 7 '.-·,':!;·· 

velocidad axial · corilO.;)·_· í'UO'cfóii·;::: _de.:'¡''.·z~·-:- p,ara. Re•10, fl.1=3 y e=1,0.6,0 y 

~1. ,_El c.on~por~a·;;,i"en~-~:.:~'.~d-~--~-;:l~¿~;~-'.~~-.;·ff-iieS .-en __ los t..res- prin1e1•os casos 

es si1nilar; · _aunque_ ~~~.se::d_-_.·J~-:re_Sé-¡·)_t..'á-n-·· ,-a-li;unas · - dif"erencias, el 111áxi1no 

local se 1>r~s~~~L~ ·-.-~·¡~·:.-:\·¡~~~~'.t}.;·~f'.Y ~:iá:::}.- · alejatlos de la ent..rada para 

que la dif'erencia 
' 

y 'el · 11iá.Mi1t10 ;,_:10-éál as 111&nor pat"a n1enores f'act..01"es 

p~~:J-_~J.'.'.·;;(~:,~p~¡~-~º~- -:·y-~1:1--1--' present.a un cornport..a111ient.o de El 

cualit.at..ivarnent.e · dlt~e~~~'t,¡;,··: ~"i: reSt.o. · pues se 

locales a ·la ., lzquier~.a: .,..·y~~;~~:: ·'la i->J~:i .. e'C:ha de la 

obse1 .. van 

región 

dos 1náxin1os 

cent..ral. Es t.. e 

eCect..O de· aurnent.o: de''·_'~~-i6~ida~ do un 
.C,L;_c-"' __ •C_•_ 

001~1 .. e~p-.;,n:.:li~~~~-~---- 9n ·. l1;i.s _:_;;'•~:ii;f0.1:.GGr " 1 .... pl"ovoca.da.Gl 

pol". · 1a; · 'dlsL¡:.ibuC::iói~ carnpo 111agnét .. ico, vor f'igut"a ':,~,~-~\~~~--~·, .:'.-; d&l 

(10.9> •. N6Láse:. que:<;¡:~ -_Gf0e'é't.O ·es,-' 1náS not..orio en est..e últ..i1no caso 

·pu.es,: co-~¡-¡o·· :se'.; ·.¡'~~.e;~Li~~·~t~~~'.}-i;; ;:' ri~-~~·~ .·. <13.a)-; el· t..é1.-r11ino Cuent..e es <en 
' - ' - --- <---- ..... , __ _. ~-"'-" .:{,.";'C,, __ ,;·:-~:.,-, .. ,_.-.. )_,. -··-:_:·'.·:·,.:·_··--_ ., ..... _ ·--- . 

- --:~-~V a1or:o... absolU Lo):ilé.:O~ruayo-r..:.o' Ji1a~hi.t..Ud ·:O:cuaridc;'': e=~-1. _-.:O'::::.'~ 

' -- -_,_:·;;, -~ -.. '..'. · ~-~.;.:_; '_:;~·:·:· ·_ ,·::--: .z::~'.,, ':.~;::--~, .. ( ;f'.:.}:.: :'.;~~~ : ~~:_'.~L;,·:;·;~;~--i:t.·· ::~;.~ .. ;;i:é -·~:-. - . ~~:; 
· Ef:'' t..é-r:naillO~ ·.-~íe~~tá·):~·;i~·;~ 1~- · ,~~ü~Cióti?~~\i,~~',~L1dad ·.·de 

d:i·i~-~~-6~-~·~-;_-~'.:_--~:;:~ ::f.~:;JfáCf~á~Q-- '\'~~~:~~~;~-~:e:~:¿:~· ·<-:caso·:-·j_ R0=tO, fl.1=3, e=.6 y 

1novi1nianLo en 

la 

. ¡llst..h~-Lo~ · f'á'Cú:~1.."'11~e·s,.- -¡.~·: :-~¿:;:~a :;;-;<1
• ·¡~~·, i;i,,.~:¿ .. <'.~~ :: :·1a 'linea cent..ral <x'=O), 

::::P ·, h1~t·~.?-·'..--:_:~~:~,_-.:~: 1~;, ·.~:_(1_g\~¡;·;~·:, · ;: ¡¡:~(;:~_)·:~/'. ~:~ >",·-t_,1~~Pi~v.<1 1::61no al ce1,rEu" el 

cl rctil LO ·, ;;.xt~l~·¡.,~;. •.•. '. ~<·1 _.-, : . .,,-. J ·~;,I~~ ):·~.1.~-~-.;-¡~·¡.¡-;~ J•? : 10 1~1 ... ~r-zá de , ou91~po 
1~=-1; t.a1nblén _ · se 

' - - .· 
' . .-.. , -
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observa lo parecido de su co1nport.arnient..o con el perf'il cent..ral del 

c~n1po n1a~nét..ico (Í"i:;.Cl0.9)), aunque ·no es si1nét..rico co1no ést..e 

ult..irno debido a .- la p~O~a'~-.1:1-a de ····lai~_ .con1pónGot..es de velocidad en la 

expreS16·n-'-de1. l.~i-íi~1ric;_- f-ue1~L'e, yero:; 'ec.<13.1>. 

En -·la --,-,f'if;ur·a :· :;('13.9) -_ _.~~ iJüSt..ra · 'et·;~ ef'ect..o -da 

i~t.e1~S1ci~~-':-: -~e/.' ~5''"P.?-: ·;?~1;_~i;:;;:~-~j~·;:~ -·--sOLire 

velocidadés. ·: El. -~~S:ci-~-~-,-~--~ .-.- .ctue: - ',el :~.:~~~~-~-p~''.. 1na:;né_Liqo se 

dlscut.16 a ;:pri·~'~-{pf-~;~--~~ -=d~·- ·_:_.~~:¡;-~'~. :~~'~6c'iÓ~;>;: . ~~ 'forn1a 

el per.f'il la 
la variación de 

lone;i t.udinal de 

anula, fl.l=O, se 

de los perf'iles 

pat"a _ --_- M=l e~ ~.::{-~i-~f1f-l~¡~~~~k·~-1~~-g~·~:~¿:~:~t1'.d'i ::-~\.;~~ , ,¡~-áMintO :_e- en·· la --1 .. cgión de 

::L~:~~:z~rz~~~-~r.~~~i~:~~~~u~Wi~li~J#J~r~\~t~~.,~tf~11:~¡;!::~ º~,=~~~ª 1 s: 
presi?nt..an .':,'CIOS-::. ¡,·;~.~¡·,~-••?;;: :i~~C?~~~t?_s::" ji:¡-·¡:f~t;~-~-~~'.~~::_~~iLes f y ,<.~·-~~~1i.iés, ":dél- .- ¡,u1-.t.o · 

111edio z'=•l:o.- -_-:.La~'', f{i'~~..:~¡~i:.et:.üC161·~:~~- d'~'-':~~--~s·t;-e ,_-~ip·eJ.;.r11 :e.es~; - 1>31:-eci(la-' a_.· la 

:~:;.:;· __ ;::,~~~~!-;--t~~~1f!t~t;{~st;;g::~.e~:···d~lg':::.~J~Íf.:f:ª~1ott1t:·.,·:: · 
t~uerza- · -;.~~~-~éL'í(;~~~ -~;;~_.;:'i;~~',::~i~i~~"t~·~~~~ -~:~::~~-~6:.:a-':-- 'de ··· 1a~:~~-~~~if~-~;~ ?"I~d;;}-~~-,'.-¿~-~LO; 

~01~o:~se~c;.~:L:~~.f ~~E;;s~~t.~.~ .. :_f.•_:_~-~-·.u_ •. -.•. º_.~ei{_L.{.ªc, __ ,_,'t."o;:_'_r.i.ª.:.:l.Y,·.t.iy; :::·~t~~:7~f d ~:~,:~~t~~:.~t~=~··:~:: 
rtr;ura <t3~10>.:?-i:: -, __ ;~;~:.;;;i.,~-, -:~:';¿./;-~,,~ ~~; ~-- _ .., -:-:¡ ~:-:.-·~~~-f.~~l"i;'~1?ií~-i_&~-~:~_~,.2'.~:-. ;.-~-,~~?~:_:'fiUj~<- ".es 
sl1nilar al que:·:~ ocur-i."e~~en. -una ''-'t..obe1"a,-iy,;,. aur-.que·,,.. est.á ,,;pt"eser-.Lé. ;.°'Lan1bié1-. 

o t.· X.os ·e .J'" ~ :::':/~:-: _'}:j_".'.:?,.;;.~~ ;;;('"'; .. t;. ~~- ;: :·:- ·"':,, -_ --- . ,.- ·:::::-: :=-"·'t7-:o:--'~':•.:\ :.-;.::;:.: -::::'.,~--::· ~;_\~.-¡-r:_;-:::::;,::_,_, __ ,_,~,·-~--;,-;.:,:._.,-.;~·-;·. -
en ·. ca~;-si~'Jsu~'~-_n1ar;_ni t.ud-~: :·es :'·:- pe_qt.J,'7i'í_a~:::::~ y::;;-::i;;e'"'' r;,equiere_1_'::~n ._'?arnpo 

:·:ict::~::~· ... c,·Ei?§~~~r;~~~~t~t,'~TifZ ;~~ci~J1~ti~ri~.1i{~6~\f ~~~~áti:l~~;~·· :: 
solo de \--~~-~:-~::·~b:,i 'UlliCor-n1ido.d::o del,<=-casnpo, - sino "de:_ la T f'or111a :~:-.'1;,...-¡~~i~ula1-- · 

'----·;'>" ---,~::,~;-;. -·.·;<'- ,,,..;;;~ .. ._.,,_. ·:;:-~_: ~;::' ,·;~:-:;;.:;\:.~ - /~" .- .. ", - .-<':. 

dé. SUJ:~r~~,i~;r:;1~·¡·jf~s~f'[;~rE~~;.i2,;,\J!i~~;;o?~~~.·~~¿'~:~,g;§i ..... 1onLO con 
.¡,~~-~-¡i;; ~i~6t:~~:~I~~~~:~4i~~~:~~r-~iJ~~~~~;~!--~¡:_!~}~~;~~~i~-;@é~i~~~%~:~i~f:±J~~~1,*~-:h:~~~~~-~~-º~-i:--
1 bUal e ~ ic-~ la:::'.unidaJ ',''fy;;~io'_11ún1aro,,<,~'-: da ___ :- fln1:._L111::u1n' . .;:diez;-_i;f·an ':,.--:.est..'e.-_-;, caso •-'.'-""-al.c-

pa1~~111e_t..~:~ \;{j~~' i;...t.e~-ac~-161-., ~s '~·~·_-:Í~2 -~:;,~'fr~~'f-.:~'.~¡;:~~-~:!f_~-~J~:\'.{:ÍÜ~-,~;·:~;:~~;¿~~ ---~IJ10·. 
se --¡;1~es~-.~L~-n-,:·~e.-.~,·1¡·í.t.í~e.r-a.t;·,1-t;~: · 1-:ao-crii:.·1-e·.-: ,.-;__, ·~~ .. ~<-:'::/;:' :,:~-~-_,'::J,:.·'">':~~~-~::':\~?/iUr "'~~- --':-~-' 

En-_:: l~·'t·. r1·J~~,;~ ·._,,:.·. (1:.1.11) '-.,:cs.;-:_< 1f!·0'~~~~~3~-'-: f''~~~:~~;·~~~~~_-.}_:_·v~~·a_f~l,~o:;r:.::_its::~.·.:~_::_f-,d~e~;tl:-~:.r~ln~les 
de la. v'eloCid~:tCf ~~n,-~/íá'~~- tl·r1-·~:~cló1l-:'.' éÚ<ial-.-',' Poi1 .. ·a ;·,:~t-'r"'ci1~ ... r~~..:~~:--.. 
t.h'.1 cnt·c;a _o~.'~·~Ó ·.~::(>•);;_';,:;~f-_ _.::~;h;.,¡í¿ _'.?~.;,<:·. ¡-~_¡:~~-~:~:-: ::~-t~~~;~:~;;-~-~i:~.-; ,.,:~1:'.'~\-~.J.~~:~f~6'.~-· 'd9 l.óS'. 

n1.1nlent.1·t~-; loc:nlt~~·; ''"ll ,. Ji"l_:-·.-vi:>J1:u;i1k'íil_~.'-cent;'~al · . .;..::; ·:ínt1s··. ;::;;-o:t:~:¡:;'f~·::.:f-:J,,-iti:·~;:: ei 

cnsi..._ en qt_I~ . ~,~-~-1-?~: ~~1.';·;:· ;~;;;·::/:;'.:-;),,?:f::..1.-.~-¡-,-f1~'~ :-~irccj·~'; ::~\~~_\:_' ~a~~s ::~'>,ji~C'üt.idós 
an t.";:-1·l1:a1"111•-..11l.O; ,_-h:1~;¡·-~:~_.,.-~-~1,'~~· 1.--,~ ... ~~,-~--~-; i1-.t~'.i .. i~-:l~--:: ,: íií~·;s1~·1~::~;.10·~: . 01-. ;,;'_ :i~;1 ·-·'r·l·-~~1 .. 'a _ 
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(13.12) se puede deducir que la re~i6n 

corresponde a -.5Sx'~.55,. mient.ras que en el rest.o de la sección 

t..ransversal, el f'luido suf're un f'l'enandent.o. 

En la f'igura (13.12) se aprecian los perCiles longit.udinales 

de velocidad a varias alt.ur-as en el canal, desde el cent.ro, x'•O, 

hast.a cerca de Ja pared x~. De manera sirnllal"' al caso Re-10; M•3; 

e•.5 ver f'ig.(13.3), se observa que correspondiendo al máximo y al 

núnin10 del perf"il cent.ral, corr-esponden r-espect.i van1ent.e 1nlnirnos y 

1náx.irnos del perf'il cercano a la pared, y est.o sucede exact.an1ent.e 

en las zonas que corresponden a una n1ayor no unif'orntidad del cantpo 

nta~nát..lco aplicado. Cerca do las paredes, el carnpo ntac;nét.ico es 

niayor que en el cent.ro, ver .fig.(10.9), poi" consiguient.e al ser 

rnayor Ja Cuerza de cuerpo elect..ro1nar;nét.ica que se opone al flujo 

cerca de las paredes, se present.a un eCect.o de Crenainien't.o en la 

pared con su correspondient.e aceleración al cent.ro por 

conservación de masa. Co1no se aprecia de la f"ir;ura C13.12), el 

eCect.o de f'"renamtent.o produce un est.rangulanúent.o sentejant..e al que 

ocurre en una t.obera. Est.e est.ranr;ulanúen,t.o sin lugar a dudas, es 

el result..ado rnas irnport.ant.e de ost.e t.rabajo, no se han e1'\cont.rado 

reCerencias quo rnencionen est.e eCect.o. 

CAP. V RESULTADOS 79 



DlSCUSION Y CONCLUSIONES 

En est.e t.rabajo se est.udia un flujo 1nag:net..ohidrodiná1nico bajo 

un can1po 

los polos 

n1a¡;nét.ico no unif"orrne, sin1ilar al que se obt.endria usando 

de un in1én real, El 1nodelo es bidimensional y en est..ado 

perrnanent.e. 

Se present.a•l result.ados de Ja dist.ribución 

1nai;nét.ico, los ef"ect..os diná1nicos . del flujo 

rinaltnent.e, Ja lr'lf'luencia del ca1npo tnar;nét.ico no 

1novlnlient..o del !'luido. 

espacial del cantpo 

en desarrolla y 

unif"or1ne sobre el 

El f"'lujo en desar-rollo bajo un carnpo n1a¡;nét.ico unif'or111e f'ue 

analizado etnpleando un rnodelo parabólico y uno ellpt..ico en la 

dirección axial. Los result.o.dos de longit..ud de desar1~ollo 

obt..enidos con el 111odelo parabólico se con1paran ravorablernant.e con 

los report..ados en la lit..erat..ura~ rnient..ras que, el 111ode~o ellpt..ico 

present..a lonsi t..udes de desarrollo consist..ent..etnent..e tnayores. Est..o 

ocur1'e bajo las 1uis1nas con.diciones 

tnalla, iridicando el intport..ant.e papel 

diná1nicas 

que juega 

y para la 1nis1na 

la dif"usión axial 

de cant..idad de 

pequei"íos <Re<<10). 

111ovirnio1-.t..o, al 

Apa1 .. ent..e111ent..e 

n1t~nos para nú1ne-ros de Roy1-iols 

no ha sido est..udiado est..e erect.o 

oon dot..Qnhnient..o º" '"' do1-.do '"' en1plaado 

exclusivarnent..e rnodelos parabólicos <en dirección axial). 

Los ef'"ect..os 1nagnet..ol-.idrodiná1nicos se rnanif"iest..an n1ás 

r1ot..able1nent..e cua1'ldo el pará1net..ro de 111.t..e'.racción es graui.le <=-= 10
2) 

y el f"act..or de car¡;a es -1. Bajo est..as condiciones la f"uerza de 

cuerpo elect..01nagnét..ica adquiere su valor rnás alt..o. Est..o cornbinado 

con la part..icular dist..1 .. ibuclót"l espacial del carnpo 1nagnét..ico da por 

result..ado varios ef"ect..os, ent..re los cuales el 1nás not..able es el de 

''i:,.st.1 .. angula.ntlent .. o" del f"Jujo. Est..e f'onónteno OCU1'l'e debido al t .. ipo 

de no unif'o1'1nidad. est..udlada, que es análoga a la que se 

preseont..or1a bajo una sit..uaci61·1 real. 
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Aunque la 1nag"ni t.ud 

pequei1a debido al int.ervalo 

relat .. iva de los 

de parán1et..ros 

eCect..os 

elebido, es 

est.udiados es 

de esperarse 

que bajo ca1npos 1uagnét.icos 111ás int.ensos o no unif'ot"lnii.lodes 

geon1ét .. ricas 111ás severas, los Ceiló1nenos a.qui descri t..os juegue1'1 un 

papel det.er1ninant.e et'l la dinán1ica del Clujo. En part.icular, el 

ef'ect.o de est.rant;ularnient..o o t..obera podrla dar luc;a1.. a 1·enón1enos 

de t"ecirculación que pond1 .. 1an e1'1 duda el uso de un 1nodelo 

biJi111ensional para el est.udio de est.e f"enónteno. 

La ext.ensió1'1 nat..u1 .. al del present..e est..udio, se1 .. ia el análisis 

de casos con ntuneros de Hart..1nant'l 1nayores. Est.o es di1·1cil usando 

el present.e 1noc.1t?lo debido a las capas llrnit.e que se f"ot"rnan. en las 

l"ec;iones cer-ca11as a las pat"edes. Posiblernent..e ser-la convenient..e 

diseiíar un 111odelo ad-hoc para est.e análisis. Ot..ra ranta de 

invest..igación seria ext.endel" el el est.udio a !"lujos 

t.ridhnensionales, en cuyo caso se r-equiere de una capacidad de 

córuput..o n1ucho 111ayor a lo orupleaJa en est..e est.uüio. El relaja1nienl..o 

de la condición Rnt=O seria ot.ra invest.i1;ación que perntil..iria 

apor;~rse n1áis a la 

ve1ocic.Jad <o nún1et"O 

pt"oble1nas se debe 

reoalidad> sob1~e t..odo en 

de l~eynolds) St.?-an alt..os; 

consideral" t.antbién la 

rlujo se encuent.1 .. e en rér;i1nen t..urbulent..o. 

Ant.a el a111plio pan.01 .. anta de est.udio 

espet"a que est.e t..rabajo sirva de 

invest.igaciones. 

CONCt..tlS'tONES 

los casos en quo la 

sin e111bat"c;o> 

posibilidad de 

en est..os 

que el 

qua se 

apoyo 

visluntbt"a, se 

pat"a f"ut.uras 
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ANEXO A 

FORMULACION DE HARTMANN 

J. Jlart.rnann en 1937 realizó los prinieros est.udios t..eóricos y 

experi1nent..ales report.ados sobra el !'lujo de rnet.ales liquides en 

_presencia_ de ca111pos rnae:nét..icos. A las ecuaciones c;oberr1ant.es de un 

. flujo 1nasnet.ohidi--odiná1nico obt.enidas en la t.el"cera sección, 

llart..rnann af1adi6 la serie de suposiciones que a cont.inuación se 

det.allarán, obt.eniendo un sist.e1na de ecuaciones el cual pudo 

resolver anal! t.icarnent.e. 

Jlart.rnann supone un flujo co1nplet.a1nent..e desarrollado en est..ado 

perrnanent.e. J::unina1', viscoso e isot..é-rna1co, de un f'luldo con las 

siguient.es pr-opiedades: incontpresible, conduct.o.i ... de la 

elect..ricldad y newt..onlano. Est.e f"luido circula ent.r-e dos placas 

paralelas inCinit..as no COl'lduct..Ol"3S debido a un ¡;t'adio1 .. t..e de 

t>resi6n const..ant..e en lo dil."'OCCión del flujo. Est..e sist.on'a se 

encuent..ra en presencia de un can1po 1nagonét..ico unif'"ol"1ne 

perpendicular a tas placas. Vei"' t'lgo.<A.t:>. 

Se t..iene ent..onces un 1>roblen1a unidi1nensional, donde t..odas: las 

vc..l'ia.bt._.s so1'1 J'u1'1ción de JQe coordenada. nol"n1iail o. los planos (u), 

~xcept..uando la presión que vai"ia en la dirección del Clujo (z). 

Se consideran·· Jos sig~_ier'lt.'_3's carnpos: 

:-·:-> . ·:~;::_- ':ii~:' \ .'.' .. ::':''.~ _':. ;_._-- <~I H ,o ,Hz:> 
---x ___ -'.~-.:-

Donde: 

11 = 11 • o 

. :~ L<::_..~::: ·_:-·:,e 
.. -- --_-~.e-. :.:"'". 

= campo ·m~g~:;-l~b~ ;-~-~i-í"!iiO.rii.e ·.aplicado •. 

·u ~ 
= 

JI: <y)' = ~ ;~~J~·::· ,;;~--~·;~·i.i~~-:-:_-l'!·ld~-~i.do -
·;;--- ·-s:" ~:> 

' - ,_{' '• 

su~·_::,·s~i::-ió·n :.-;·: ~~J'lciÓn~l -l11'ta 

ANEXO A 

cónsiderar un r1u1ciO con 

-CA.1) 

<A.2> 

una 

82 



conduct..ividad eléct.rica 111uy ¡:;rande, a _. ro, la cual pern1it.e una 

t"orrnulaci6n n1at..ernát.ica sirnple C29J, rnani:f'est.á.ndose en la 

sust.it..ución de la densidad de cort"ient..e de la ecuación de ?-taxwell 

<3.5) y no de la ley de Ohrn <3.8), ya que la suposiciól'l adicional 

harta t..ender j ro en la ley de Ohrn, sabiendo que j es f'ini t.a. De 

rnanera que sust..it.uyendo el ca1npo n1ac;nét.ico <A.2) en la ec.<3.5), 

se obt.lene la f'orrna del carnpo de densidad de corrient.e, la cual 

es: 

Donde: 

J - <O,J ,O) y 

an 
: - - ax-

<A.3> 

<A.4> 

Sust.it..uye1"1do los ca1npos <A.1-3) en Ja ecuación de cant.idad de 

ntovin1ient..o (3.14 >, se observa que el t..érntino convect.ivo se anula, 

lo cual result..a de gran ut..illdad ya que se eli1ni1"'la asi el t..érntino 

no lineal de la ecuación obt.iéndose 

ordinaria, de sec;undo orden, lit'leal y t'lo 

o _ap + 
az 

una ecuación 

hornoc;énea: 

an 
= 

dif'erencial 

<A.5> 

La ecuación ant.e1 .. ior se encuent.ra acoplada a la ecuación de 

t..ransport..e de ca1npo n1ac;nót..ico en est..ado perrnanent..e <3.13), la 

cual se obt..lene de n1anera sintilar, sust.it..uyendo en est..a ólt..l1na los 

cantpos <A.1-3). 

1 0 2 11 
o- ~+11~ <A.6> 

eµ i} K
2 

)f.élK 

lnt..ec;r~ndose con las sls:uicnt..es condiciones de Cront.erai: 

Condición de l""IO resbala1nie1"1t.o e1'l las "paredes. 

-w(a>-:-:w(""."a)_;;:_:,o º-=---=-- __ _ _ ";~~,:~-~'------'--'~-,.2::_:·:=.;::_ -<A.7> - . 
El carnpo 111a1;11ét.i~o . inducldo-i' se: ~;.'uta·; en ;~;1a~-~: P~~~di;J~: - -_-;- ---~-,,___. 

n.<a>- "=<-a>- o •.• ¡,{i~{ ·ii ·,(iii. ;!~ :C ~·~,Z.13>· 

~=~:::::::·~~:;j~~-~~.2{•. ;~::~1~ff~t~Íi~~~~~~ftJ,:;~tt_~;~t~t.=;:~~:;:n::·· 
-- - - . .-.. ---. <-z:, 
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pat-a la componente de velocidad í36l: 

Mx 

w - wº coshM -1 
coshM - cosh a <A.9) 

Donde: 
M - numero de llorlma.nn 

M- µH 0 a J ~ <4.4) 

El perfll de velocidades ast obt.enido se le conoce como 

perf"il do llart.tnann, siendo el perf'il larninar equivalent.e al de 

Poiseuille. Es t. o últ.imo se ver-ifica al considerar Ull ca1npo 

ntar;nét..ico aplicado nulo, M-0 en la ec.(A.9), ver f'is.CA.1). Est.e 

perf'i 1, a pesar de haber sido obt..enido a t.ravés de i;randes 

simplif'icaciones 

clarament.e los 

es de sran utilidad ya que perntit.e verif'icar 

U.1nit.es, y por ot.ra part.e, reproducir en i;ran 

medida Ja est.ruct.ura caract.ertst.ica de los f'lujos lantinares en 

canales MHD, dando una inf'or1nación sobre la diná.tnica del f'lujo 

import.ant,.a al considerar sist.enias rnás cornple_jos. 

Post.eriorment.e, una vez conocida la dist.ribuci6n de 

velocidades CA.9> se realiza la int.ei;raci6n de la ecuación CA.6), 

t"esult.ando ast C361: 

" 
11 

z 
-w Ycñ) a senhM - senh 

o coshfl.t -1 

Mx 
a 

<A.10) 

Las dtst.ribuctones t.ant.o da cantpo mai;nét.ico inducido, conto de 

velocidad, se iluat.ran en la f'igura CA.1). 
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) 

NOMENCLATURA 

a = longi.lud coraclerislico., mil.ad de la. di.et.anci.a. entre placas. csec. 4> 
b • l•rmi.no ruenle, <eec. O> 
C V•loc:i.dad de la luz. Ceec. D> 
d • di.ela.nci.a entre plocae. Ceec. tO> 

e • ÍClclor de campo eleclri.co o factor de cargo.. C11ec. •> 
C L =r denai.dad de fuerza de Lorenlz. C•ec. 2> 

C cz denuldad de fuerza. eleclroma.gnelica.. taec. Z> -C i. ª denai.dad de fuerzo. eleclroma.gneli.co. en nolaci.on i.ndi.cl.al, - ca·e~·· Zt 

,;. • denai.da.d de 
• 

momento eleclrome1gneli.co, en not.O.ci.~-~-- i.';::.·dL"c:l~t~ . __ ·caec,- 2) 

~ - di.•Lonci.a. libre media. <11ec. 2> 
I!' .,. mc:u11a. de la porli.cula. porto.dora. de carga. <•ec, 
nt = la.ea de creaci.on o deat.rucci.on de ma.aa., 
n denei.da.d de porlodores o numero 

uni.dod de volumen. Ceac, 2> 
co.rga. por 

n • vector 
lo• poloe. 

de auperfi.ci.e uni.lari.o que defi.ne la. _., euperíLcLe 
IBec • .tO) 

p • pre•i.on meccini.cci. l•ec. S) 

I> momenlo, t••c, 2> 

q a ca.rga. de un porla.dor. <aec, 2> 

s • veclor normal al o.rea. con la ma.gni.Lud de eala.. <aec. 2> 
t. • coordenada. lempora.l, Ieee • .t> 

V Cu,v,w) -=- veloci.dad del flui.do, laec • .t> 

v:_ • (u'.,v',w,_'> •.correcci.ones o.l campo de velocidad••· <eec. B> 
Y • Cu , V , W ) • campo de veloci.do.dee •UpueeLo. Ca•c. U> 

U • velocldad o.l•a.lori.o. prom&di.o de lo• porladore-e, C•ec. 2> 

Vd • veloci.dad de o.rra.•lr• promedi.o. <••C· 2) 

w 
o 

• veloci.do.d de enlrado. de un flujo uni.forme en la di.recci.on z. faec • .t.t> 

><• m cx•,y•,z•> = coor:denadan cidi.mensi.onalea, csec. 4) 

Ai. • orea de la coro i. del volumen de conlrol, i.=v.l,h.e, <eec, CO 

D•<B,B,B> 
X y Z 

• i.nducci.on magneli.ca., <aec. 2> 

<C e 

(J) 
lermi.no convecLLvo i.nlegra.do sobre 
lnrmino di.Cu11i.vo integra.do eobra nL 

= <O ,D ,O ) = deaplaz:a.mi.enlo 

al volumen de conLrol CVCJ, · fsec~_?> 
ve. C•ec, 7> 

D eleclri.co 
X y Z 

E • CE ,E ,E ) • campo eleclri.co. Ieee, 2) 
X y Z 

y eua · 

de 

Caec. 2> 



E = c:ompo e\eclrtco tnduc:i..do mo.xi..mo en \a. di..rec:ci.on y. (&&e:. 4> 
ym 

FE • fuerzo. elee\.ri.eo. o de Coulomb, <eee. Z) 

F L • fuerzo. de L.oren\.z, <eee, Z> 

F = freeuenei.o. elee\.romogne\.leo. eo.roe\.eri.sLi.eo, Ieee. 3) 

- flujo eonveeLlvo por uni.dod de Lra.Ve• d• ca.ro. t .. , 
ve. caee. ?> 

H • <H ,H ,H ) • ea.mpo ma.gneli.c:o. <eee. Z> 
X y Z 

ll
0 

1111 campo mognel\eo ea.ra.eleri.eli.co. Ieee.<&> 

H'• CH' ,H' ,H') • ea.mpo mGgneli.co o.di.monai.ona.l. 
X y Z 

<aec. 4> 

.J - <JK ,Jy,J:.:) eorrlent.e por unlda.d 

corrlen\.e. <•ec, 2> 

longlt.ud de deea.rro\.lo. Ieee. S2> 

longl\.ud de deso.rro\.lo a.di.menai.ona.liza.da. caec-.- SZ> · 

mognellz:oc\on. Ieee, so> 
numero de Ha.rt.monn. ceec. <&> 
pa.ra.me\.ro de lnlero.cclon. csec. 4> 

• numero de Reyriolds, t••c. •> 
, •• c.•> 

d• _a.reo. . o denelda.d 

Re 
Rm 
F, 

• numero de Reyno\.d• ma.gnellco. 
• flujo convect.tvo por uni.dod de a.rea. lrCLVeB de co.ra. i .. , 

ve. ceec, ?> 

lP • i.nlegro.\. de\. gro.d\enle de pre•lon••· <••c. B> 
Q • c:a.nl\.do.d de co.rgo.. laec. 2> 

S 4' • •umo. de fuenl•• o eum\deroa de lo. vo.ri.o.b\.e dependi.ent.e. <e•c. S> 

SC,SP • coefi.ci.enl•• qu• expresa.n lo. ordencidci a.l 
pendi.enle del \.ermi.no fuenle tlnea.\.i.za.do. 

s.¡, - valor promedio de\. lermi.no fuen\.• en et 

orlgen 

<aec. d> 

d•t i.nt.eri.or 

S • t.ermi.no fuerile i.nt.egro.do eobre e\. ve. 
1T • t.eneor de ••fuerzo• meco.nleoe. Ieee. S> 

Tlk - len•or de ••fuerzo• eleet.romognet.i.coa de w.a.xvelt. Ieee. Z> 

W • v•loelda.d co.roet.eri.et.lco.. Ceec, 4> 

CARACTERES GRIEGOS 

61. j.,. de\.t.a. de l(roeneeker, Caec • .t.> 

& - permi.t.i.vi.dod elect.ri.ea. de un medi.o, Coee. Z> 

" -permlt.lvi.da.d e\.eet.ri.eo. de\. va.clo. <•ee. Z> 
o 

e/> • vor\o.b\.e dependlenle o propledo.d ri.ai.co, 

</>P • votor de r/1 en e\. nodo correapond\.ent.e. 

c/>M • polerici.ol fna.gn•lleo. Caec. so> 

V = rcielor relo.t.tvlalo. de veloci.dode". <eee. 2> 
).. .,. ae9undo coertci.enle vlecoao, teec, :l) 

lsec. S> 

(mee. ?> 

µ a permeabtltdo.d ma.gn•li.eo d• un medi.o. Csec. 2) 
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µ
0 

= permea.bi.Li.da.d ma.gneLi.ca del vaci.o. <aec. 2> 

'r¡ • vi.acoai.da.d di.na.mi.ca. <aec, .t> 
den•i.dad de ma.•a del flu\do. C•ec • .t> p

P. - den•i.da.d do corga o canl\da.d do carga por u ni.dad 

O'i.j • len•or de eefuerzo11 expreaado en nola.clon 

O' • conducli.vi.dad •l•clri.ca.. Ceec. Z> 

i.ndi.ci.al. 

AT -
r"' -e a 

l\empo prom•d\o, C•ec. Z> 
coef\c\enl• a.prop\a.do de 

angulo forma.do por 
uni.lori.o norma.L. ceec • .to> 

i.nlercambi.o d• </J. caec • .t> 

el ma.gneli.zaci.on 

<•ec. i.> 

CM> y 

de volumen. 

el veclor 
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