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INTll.ODUCCION 

El objelivo de esle Lrabajo es desarrollar i nf'erenci a 

eslad!slica para los principales parámetros de los procesos 

ramif'icados de Gallon-Walson bisexuales. Pr9viamenle se haca 

una revisión bibliográf'ica de eslos procesos. 

Los procesos ramit~icados de Gallon-Wal.son bisexuales surgen 

como modelos más cercanos a la realidad para alg1.inos f"~nómenos, en 

los que lradicionalmenLe han ~ido usados los procPsos rami f'icados 

de Gallon-Walson simples. 

Para objeli vos de explicación a<loplaremos el lenguaje d~l 

crecimienlo de una población. 

Supongamos que un;t población de org::\nlsmos comienza con un 

nom"'ro f'i jo 2
0 

de est.os. ); cada uno de estos seres reproduce en ~u 

vida. Jndependlenlemenle de los et.ros. un número de hijos de un 

mismo lipa. siendo est.os los que f"orman la primera generación z1. 

Cada uno de los nuevos elemenlos: reproducirá independienlemen~e un 

númoro de dc::cendicnlc::. y de esl.:i. manera quedará cons:t.ituida la 

sigui ent.e generación con los nuevos 

general zk .. 
1 

es:t.a dada de la siguiente manera 

elementos. 
z 

z 
k+< 

k 

E xk. 
i=t i 

En 

dond9 

Xk es def"inida como el número de hijos producidos por el i-ésimo 

' organismo que perLenece a la k-ésima generación. Cada elemenlo 

reproduce. no !mport.ando en que generación se encuentre. con una 

mJ sma dist..ribuci6n PCx) Cdislribuci6n de des:cendl ent.c:o:::) 
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independienlemenle de los olros. De esLa manera la. sucesión 

{Z • n ~ O) será. 
n 

un proceso de ramiricaci6n de Gallon-WaLson 

simple. Es imporlanle mencionar que la runci6n generalriz de 

probabilidad cr.g.p.J. res) de z~ Junlo con la media del número de 

hijos que reproduce cada organismo. µ juegan un papel muy 

!mport..anle en el est..udio del crecimienlo de la población. Es Lo 

es. se sabe que la probabilidad da exLinc!6n puede ser encr::>n\..rada 

como la raiz no negal!va má.s pequeña de la ecuación res) s 

Además siµ S 1. la población esLará en vias de exlinc!ón. esLo es, 

PCZn=O para alguna n) = 1. y cuando la media es mayor que uno. l~ 

la Lendencia del proceso ser A la. de crecer C /\lhreya y Mey C 1. 972), 

pág. 7). El conocimienlo de l" media µ es f"undamenlal para 

conocer la lendencia de la población. es por eso que surge el 

inlerés de esl!mar esle páramelro. Las eslimaciones de la media 

de reproducción por má.xima verosimililud y por minimos cuadrados 

condicional. se encuenl.ran en Basawa y Prakasa P.ao (1990), 

pá.g 20-29. as! como propiedades as! nt..6li cas del eslimador de 

mAxi ma veros! mi 1 i lud. Aplicaciones a la delecci6n de broles de 

epidemias y aspect..os esladist..icos de los procesos de Gallon-WaLson 

simples aparecen en Pérez-Abreu C1Q97). 

Una generalización de eslos modelos son los procesos 

ramif'icados bit..ipos CAlhr:eya y Hey C1972). pá.g 181-199). La 

direrencia consisLe de que en lugar de considerar en la población 

un solo lipo de organismos se llenen dos, t..ipo I y t..ipo II 

(hembras y machos~. Cada organismo del t..ipo i. 1=1.2, reproduce 

independient..ement..e en el lranscurso de su vida. un número de 
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descendient.es del t.ipo I 

acuerdo a una di s t.r i buci 6n 

Cdist.ribución de descendient.es). 

y un número 

bivariada 

del lipo 

PCXcL>= 
• 

De est.a manera, el 

organismos del t.ipo I y el número de organismos del 

II x<i> •• 
k .x<L>= 
• • 

de 

número de 

t.ipo II en 

cada generación ~cz.:l .z
2 

). n Of formarán el proceso. 
n n 

Obsérvese que en est.e proceso, exist.en cualro medias de 

reproducción, por lo que es posible conslruir una mat.riz de medias 

H Cde orden 8x2), de la siguiente manera. H donde 

µlj el promedio de individuos del lipo j reproducidos por un 

el ement.o del li po i, i.=1 • 2 j=l. 2. De manera análoga a los 

procesos de Galt.on-Wat.son simples, las !'unciones general.rices de 

probabilidades f"C~ res ,s) 
• • (f" 1uC§'),!'C2 >C;?")) y la mat.riz de 

medias H son f'undament.ales para el análisis de la t.endencia del 

proceso. Eslo es, cuando el valor propio mayor p de H es mayor 

que uno, la población t.iende a crecer y el vect.or de 

probabilidades de ext.inción podrá. ser calculado como la raiz de 

f'C§) = ~ y cuando p 5 1 tenderá a ext..inguirse el proceso, est.o es 

las probabilidades de ext.inci6n serán igual a uno ( Veá.se At.hreya 

y Ney C1972). pág.106). 

Los procesos ramif'icados bisexuales son un modelo mejor para 

aplicarlo al crec!mient.o de una población, ya que como se verá 

Ccapit.ulo 2). en esLe modelo se consideran dos t.ipos de 

individuos. hembras y machos; y ademá.s las parejas que se .. casan .. , 

son las que reproducen los individuos, t.ant.o hembras como machos. 

en cada generación. Es import.anLe mencionar que en los procesos 
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ramiCicados simples. son los organismos los que i ndi vi dual menle 

reproducen; en cambio en los procesos de GalLon-Walson bisexuales. 

para la reproducción do nuevos seres. es necesario la unión o 

"casamienlo•• de dos individuos de dif"erenle lipo. De esLa manera 

los procesos de ramif'icaci6n de Gallon-Walson bisexuales quadarfln 

consLiluidos por dos procesos d!f'erenles, pero dependienLes. uno 

bit.ipo el cual eslará f'ormado en cada una de las generaciones por 

el número de hembras y el número de machos i<F • M ) , 
n n 

n ~ O} y el 

et.ro proceso univariado f'ormado por el número de parejas "casadas••. 

en cada generación {Z 
n 

el cual est.a dado por z 
n 

:e< F • M ) 1 donde :e< . , . ) es conoc! da como la f'unci 6n de casami en lo 
n n 

(veáse Def'inición 2.1.1.). Es imporLanle mencionar que existen 

condiciones para las cuales el proceso ram!f'icado bisexual se 

encuentra en exlinción o tiende a crecer, y eslan dadas en !'unción 

del parámetro Lasa de crecimient.o r, el cual se present.a en el 

cap! t..ulo a. Cabe señalar que aunque en los procesos r ami f' i ca dos 

bisexuales exisLe la independencia de reproducción enLre las 

parej.as, lo que hace pensar que habrá ciert.a similaridad con los: 

procesos de Galt.on-Walson simples. cualquier t.ipo de aná.l i sJ. s en 

los procaso:: de G.1lt.on-Wat.=on bi:::c:-::uo..lc::: :::e d!f'icult.a. )'!!. que en 

est.os no ~e t.iene la propiedad aditiva de los: primeros. la cual es 

una consecuenc1a de la relación enLre las !'unciones: generadoras· da 

probabilidades en las sucesivas generaciones <veá.se Bagley 

(1986)). Eslo es, en los procesos ramif'lcados simples exisle la 

propJ.edad de que f'T
1
Cs::> = f"n-.tCf'Cs::>:> donde f"kCs) es la. f".g.p. do~ 

y dicha propiedad no se cumple en los procesos rami f' J. ca.dos 
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bisexuales. Est..a adit..ividad permit..1a def'inir algunas mart.inga1as 

de interés y aplicar entonces result..ados as! nt..óli cos de las 

mismas. Desaf'ort.unadament..e esta propiedad "marling:i.la•• se pierde 

en los procesos ramiricados de Gallon-Wat..son bisexuales. 

El objet.ivo principal de est.e Lrabajo es est.i mar los 

principales parámetros de int..erés de los procesos de Galt.on-Wat..son 

bisexuales, as! como estudiar las propiedades asintóticas de los 

estimadores. Ningún análisis esladislico para est..os procesos rue 

encontrado en la lit..erat.ura. 

Para prop6sit..os de est..imaci6n es necesario suponer una 

di s t.r i buci 6n de descendient..es. Es por aso que c!erlas 

propiedades de la dist..ribuci6n serie de pot..enc!as b!variada y de 

la dist.ribuci6n Poisson bivariada, se presentan en el Capi lulo 1 

de este t..rabajo. Es import.ant.e mencionar que una gran variedad 

de pares de v~riables aleat..orias pert..enP-cen a la f'amilia serie de 

pot.en.e!as bivariada. También en est.e cap1t..ulo se explJ.ca en que 

cons!st..e el mét.odo de mínimos cuadrados condicional, el cual es un 

mét.odo de est..imación, que a dif'erencia del mét.odo de má.xima 

verosimilit..ud, no necesi~a del conoc!mient.o de una disLribuci6n de 

descendienLes. F'lnalmerit..a en el C.ap1lulo 1 S'!?' enuncian ci.e-rlos 

resultados aislado~ que son úliles para encont..rar las 

asint.6t..icas de nueslros est.imadores. 

En el cap! t.ulo a se describen los procesos 

propiedades 

ramif"icados 

bisexuales asi como sus princ~pales propiedades ent..re las que se 

encuent..ra una que es rundament.al, ya que nos dice bajo que 

condiciones el proceso se encuent..ra en ext..inci6n o t..!ende a crecer 
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CTeorema 2.1.1.~. La primera part.e de est..e capít.ulo es una 

recopil aci6n bibliogrA!'ica de la 1 i t..erat..ura sobre procesos 

rami~icados bisexuales que cubre del t..rabaJo ~e Daley (1968) hast..a 

el de Daley. Hull. y Taylor (1906). Es imporlant.e 

hemos incluido una condición adicional a las 

mencion::tr 

!'unciones 

qu<

de 

casamient.o t.radicionalmenle usadas. con la int.roducci6n de lo que 

hemos llamado !'unciones de casamlent..o nat.urales; est.a condición es 

sat..is!'echa por lodos los ejemplos de !'unciones de casami en lo 

encont.rados en la .lit.erat.ura. Dent.ro de est..a revisión se 

present.an las aproximaciones que exist.en para los procesos de 

G~lt..on-Wat..son bisexuales. Est..as permlt.en encont.rar un rango para 

la probabilidad de ext.inci6n del proceso. ya que como mencionamos 

anleriormenle no se t..iene la propiedad ad! t..iva y la f'. g. P- no 

puede usarse como herramlent.a para encont.rar la probabilidad de 

ext.inci6n. Finalment.e en est.e cap!t..ulo encont.ramos algunas 

supermart.ingalas de int.erés relacionadas con est.os procesos y que 

son de gran ut.ilidad para probar propiedades asint.6t.icas de 

supermart.ingalas los est.imadores. Fue posible obt..ener es t. as 

gracias a la int.roducci6n de J.as runciones de casa mi ent.o 

nat.urales. Aunque simples. es t. o:; úl t.i mo= r~sul lados 

encont.rados en la lilerat..ura. 

La exLinci6n o no de un proceso de Gallon-Wat.son bisexual 

depende del valor de la lasa de crecimienLo r (Teorema 2.1.1.J. 

Así si r ~ 1 el proceso se exLinguir~ y si r > 1 t.enderA a crecer. 

Como r es f'unc16n de µJ. y /.J
2 

las medias de reproducción, y no se 

Liene una f'unción explicit.a de r en t.érminos de en 



general, la eslimación se erecLuará sobre las 

esLimación por má.Y~ma verosimiliLud del parámelro 

medias. La 

r no presenla 

principio de algún problema, ya que es posible aplicar el 

invarianza de má.xima verosimililud. 

En el capiLulo 3 abordaremos el problema de eslimacién deo 

pará.melros. Son dos los mélodos de estimación que son empleados 

en esle lrabajo para la eslimación del vector de las medias: el de 

máxima verosinúlilud y el de minimos cuadrados condicional. Con 

el de máxima verosimilitud se obtienen dos estimadore~. uno donde 

la dislribución de descendienles es la dislribución serie de 

polencias bivariada y el otro donde es la Poisson bivariada. 

Eslos dos estimadores resultaron ser direrenles. Con el mélodo 

de m!nimos cuadrados condicional rueron encontrados lres 

eslimadoreS, resultando eslos de modelos lineales di~erenles, más 

solamenle en uno de ellos los residuales cumplen con las 

propiedades usuales. El estimador encont..rado por máxima 

verosimilit.ud, suponiendo dist..ribuci6n en serie de pot.encias 

bi variada y el es limador oblenido por mínimos cuadrados 

condicional coinciden. Est..e es el est.imador del que nos ocupamos 

en el Capilulo 4 donde probamos sus propiedades asinl6ticas. Es 

imporlanle mencionar que est.e no es un eslimador as!nlolicamenle 

normal. má.s bien la dist.ribuc16n asinl6t..1ca es una normal mezclada 

Cnormal con varianza alealoria). Sin embargo probamos que la 

dist.r!bución asinlót..ica del producto de un ract.or aleat..orio por la 

d!rerencia ent.re el estimador y el veclor do medias es una 

dislribuci6n normal bivariada. Como una consecuencia de est.e 
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result.ado post.eriorment.e se prueba que la disLribución asi nt.ót.i ca 

del product.o de un elemenl.o aleal.orio por la direrencia enlre el 

~ 

est.imador de la lasa de crecimienlo r y la lasa de crecimienl.o r 

es normal. Ot..ra de las propiedades esludiadas en esle capit..ulo 

es la eC!ciencia asinl6lica del esl.imador. El lipo de ericiencia 

que se considera en esl.e trabajo es para modelos no erg6dicos 

CveAse Basawa y Scot.L C1983)). eslo es. la eC!ciencia según Jleyde 

C1975~. La razón por la que es necesario considerar esle lipo de 

ericiencia es que los esLim~dores de mf\xi m:=t verosimilit..ud para 

est.os modelos no son asint.6t..icament..e normales; por lo que no es 

posible usar la deCinici6n clAsica de ericiencia. Probamos en 

est.e capil.~lo que nuest.ro est..imador es ericient.e en esl.e nuevo 

sent..ido. 

a 



CAPITULO 1 

PRELIMINARES 

En esla primera parle presenlamos los resullados que no son 

propios del lema de procesos rami!'icados de 

bisexuales CP. R. G. W. B.~. pero que son ut.ilizados 

desarrollo de est.e t.rabajo. En la primera sección 

ciert.as propiedades de la dist.ribución serie 

bivariada. Muchas variables aleat.orias bivariadas 

Galt.on-Wat.son 

dent.ro del 

se deducen 

de pot.enci as 

pert.enecen a 

est.a f'amilia, ya sea que las variables un! variadas sean 

dependient.es o independient.es. Ejemplos de eslas serán dadas 

en la Secci 6n 1. En la segunda sección present.amos los 

resollados mAs import.ant.es de la dislribuci6n Poisson bivariada, 

la cual como se verA no es de la ramilla serie de pot.encias 

bivariada. En la t.ercera sección de est.e cap!Lulo se explica 

de minimos brevemenLe en que consisLe el méLodo de esLimación 

cuadrados condicional bivariado. y se da una solución para modelos 

lineales. FinalmenLe en la úl Lima par Le 

resulLados de diversos Lemas de probabilidad 

parLe de propiedades asinL6Licas de 

esLlmadores de los P.R.G.W.B .. 

se enlisLan cierLos 

necesarios para la 

los correspondienLes 



1-1 DISTRIBUCION SERIE DE POTENCIAS B!VARIADA 

La razón por la que nos interesa estudiar propiedades de la 

dislribución serie de pol.encias bivariada. es porque se usa 

como dislribución de descendienles más adelanl.e. en la part.e de 

eslimación y cuando se estudian propiedades asinlót.lcas. 

En primer lugar se dará la deCinición de disl.ribucl6n serie 

de potencias bivariada. PosLeriorment..e se dan ejemplos de 

dist.ribuciones que parlenec~n ~ osl.a ramilla. most.rando asl lo 

amplia que es est..a. Por úl l.i mo se es Ludian las propiedades 

rundamenlales de esla f'amilia de dislribuciones, rererente a la 

f'unción generatriz de probabilidades CC.g.p.), medias, varianzas, 

covarianza y momenlos f'acloriales. 

DEFINICION 1.1.1 CKhat.ri C1999:>). 

poten~!as bivariada se derine como 

PCX =k ,X =k ) 
.2. :l 2 2 

k 
•e 

z 

gce .e :> • z 

es 

La distribución serie de 

una 

k.=0,1,2 ••. 
' 

t=1 ,e 

serie convergen le 

t.al puede sor !"unción de ks y de k
2 

o ser una 

k 
•e 

z 
•. 

~o. 
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Obsérvese que esLa distribución no solo depende de e
1 

y e
2

• 

sino ~ambién de la función g, por lo LanLo para rererirnos a una 

disLribuci6n serie de potencias bivariada con par~melros e:1. y e
2 

y función g, escribimos serie de potencias bivariada Ce~.e2 .g). 

Cuando X y X son independientes se puede expresar • 2 ª• k ,. 2 

como ª• k 
bk :l. ·Ck2 

donde bk no depende de k y e no dependie 
2 k ,. 2 

' 2 

de k 
' 

Como ejemplos de variables aleat..orias blvariadas con 

distribución en serie de poLencias bivariada Lenemos a un par de 

variables aleat..orias lndependienl0s ent.re si. 

de las distribuciones Poisson, geomét.rica, 

negativa o logarlt.mica, y en el caso 

dist..ribuci6nes t.rinomial. t.rinomial negat..iva, 

bivariada. As1 por ejemplo cuando 

x, y X son 
2 

variables aleatorias 

cada una con alguna 

binomial, binomial 

dependienle, las 

serie logar! t..mica 

independient.es ~al 

Poisson CA) y X
2 

k 

geométrica Cp), se t.iene 

PCX =k , X =k ~ 
:l. 1 2 2 

En esLe caso e 
' 

PCX =k X =k ~ 
:l. 1· 2 2: 

>.. ' 
= kT 

' 

e 
2 

_,_ 
e 

ni 

1-p • 

11 

k. =0, 1. 2 •. 
' 

t=1.a 

1 
= Y. :l. ~ 



donde kl=o.1 •••• ,n t=l ,2 k---=n-k---k 
D 2: :l 

D 

E _Pl =1 
l= :l 

Obsérvese que e1.=p:1,..,Ps~ gce .e :>=C1+e +e :>n 
. t 2 t 2 

ni 

k ! k !k ! 
1 2 D 

3:> CX
1 

,X
2

::> ... t..rinonúal negaliva CN,P1..P
2

) 

PCX =k X =k ) :l t. 2 2 

CN+k +k -1) ! 
' 2 

k ! k ! CN-1) ! 
' 2 

-N-k -k 
Q ' 2 

k, 
p 

' 

donde k.=0.1 .2 •... 
' 

i.=1 .2 p 
2 

1 Pl > O y N > O 

En est..e caso se puede observar que 9:1 P:1/Q 

gC!I ,e) 
' 2 

(1 e 
' 

e ,-N y a 
2 k .k 

' 2 

CN-k -k -1)! 
' 2 

k k ! CN-1:> ! 
' • 2 

4:> CX:1.X
2

::> ... serie logar!lmica bivariada 

PCX ==k .X ==Se:) :l t 2 2 k ! 
' 

Ck +k -1:>! 
' 2 e 

' 
k .. 
'e 

2 

p /Q 
2 

donde kt =0, 1. 2, .• 1.2 pero no puede ser que k:l=k
2

=0. 

est.e caso 6 =e 
' ' 

e
2
=e

2 
y gce:1.e

2
:> = -109 c1-e

1
-e

2
:> 

12 
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Análogo al caso de distribuciones serle de polencias 

univariadas se tiene el slgulenle resultado. que habla sobre la 

runción generatriz de probabilidades de una distribución serie de 

potencias bivariada. 

PROPOSICION 1. 1.1 La runción generatriz de probabilidad de 

la distribución serie de potencias bivariada es: 

y €!=C8
1

, S
2

':J. 

Demostración~ 

k 

' s 
2 

k 
2 

k k 
tce s :> 2 

2 2 

gCB , e J 
' 2 

donde 

k 
'e 

2 

gCe • e ' 
' 2 

gce s • e s :> 
.t .t 2 2 

9 ce .e :> 
' 2 

k 
2 

ces.esJ 
:1 .l 2 2 

= 

• 

El siguiente resultado es importante para obtener la runci6n 

de verosimilitud, cuando se usa como distribución de descendlenlcz 

la serie de potencias bivariada. 

PROPOSICION 1.1. 2 

aleatorias bivariadas independientes lal que se dislribuyen como 

13 



Ent.onces la dist.ribuci6n 

n n " de ex. Y) E cxl, Yt' = cl~/t' E Y.) t.iene la s!guient.e f'orma 
l =s. l = s. ' 

k k 
PCX=k :1.' Y=k

2
) Ak e •e 2CgC~ ,-n) donde A~ k: puede 

s.• kz :l • • •• 

depender. de k::l y k:
2 

o ser una const.ant.e, es.t.o es, de.penderá de 

1.as ak k 's . 
•• • 

Demost.raci6n: 

Observemos en primer 1.ugar que 1.a f'unci6n generat.riz de 

probabil.!dades de CX,Y:> es f'C§)n, donde f'C§) es la !'.g.p. de 

X 
ECs. s. 

• 

f'C~". 

Est.o es f' (S) 
X,Y -

ECs xs v) 
• • 

X 
ECs n 

< 

De aqui que PCX=ks, Y=k
2

:> es el 

expansión de f' x.vc~ C!'C§):>n. 

X +. • ECs:l 

s • 
y 

"' 

•+X y+. 
n < 

"'• 

n vee•e 

coef' i ci ent.e de 

Ahora por inducción será demost.rado lo que se quiere: 

n = 1 

y 

por lo t.ant.o se t.iene el resul~ado para n=1. 

14 
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Supongamos que se cumple para n = m. EsLo es 

m m 
PC E X. =k • E Y =k ) 

L=t. \. :l l=:l l 2 

m+< 
Ahora .la f'.g.p. de -·E· cxl. Y~~ es 

f"C§;) m+.t. 

e E a 
t t t .... t2 

:l. 2 ... 

l 
ces:> :l 

' ' 

= 

t 

ce s ' 
2 

2 2 

l=:l-· 

k +l 
C9 s :> .t t 

k +l 
ce s :> 2 2 

2 2 

e 
n:l • "2 

E 
kt+li.=nl 

t =.l. 2 

n 

'e 
2 

m+ l. m+ i 

' ' 

PC E X =k , E Y. =k ) 
t=t l t. l=t. \. 2 

ces:> 
' ' 

n 

' ces:> 
2 2 

n 
2 

f'C§) m+:l • 

k 
ces:> 2 

2 2 

e e e:> -cm+f.)) 
g -

donde ck k 
,. 2 

depende de las ak k •s origina.les y por 
,. 2 

lo 

dependerá de kt. y de k
2 

o será una consLant.e • 

pero 

Lant.o 

Para una disLribuci6n serie de poLencias bivariada cet.e
2

.g:>. 

16 



las medias de las distribuciones marginales se encuentran dadas en 

t..árminos de las derivadas parciales de g . Para las varianzas es 

posible t..ambién encontrar una expresión en t..~rminos de e~ y B
2

, lo 

cual es dado por el siguiente resultado. 

PROPOSI CI ON 1..1.:3 

a) 

µ. 

µ. = 

b) 

• "' • 

• "' • 

8 
Si 

8s 
f'C ;?:> 

'· =• 
e:<lste 1=1.2. 

i 

ECX) = • 

ECY) = • 

Si 

V-'llr( X ) • 

= VarCY ) • 

l 

e 8 • (-- gCB ,B)) 
ae 1. 2 

gCe1.,E~2 ) • 

e a • (-- gCB ,B)) 
ae 1. 

2 gCB ,e ) 

• • • 

le =1. existe , 
i 

( ªª·r· =e ---
• 8µ 

• 

e2( :ez)-1. 
µ. 

i=1.2. 

y 

·Demost..ración: 

Entonces 

y 

Ent..onces 

Bajo las suposiciones en la der!~J'ada de f' 

16 



= 

B CgCB)-J.::> . - E ak k k e 
k k 1' 2 .t :1 .. . 

k -1 k 
• e • 

• 

. Analogamenl.e se demuest.ra que 

a 
e CgC9)-')(-- gC~)) 

2 - élB 
2 

k s •• 
k -· • 

a 
(-- gC~) ). 

ae • 

Para demost.rar las igualdades de Cb) se usará el hecho 

a 2 = ECX ex -1)1 + ECX J 
1 :l 1 :l 

a• a 
(-- f"C§) + f"q¡p 

as~ as 
1 

En nueslro caso se Liene 

a• 

CECX )1
2 = • 

a 
(-- f"C§) )2 js=< 

as • 

[-
as2 

f"C§) Js=< 

• 

a• 
(--- gC9 ,e)) 

{J(;!J2 :l 2 

2 Por lo que a
1 

• 

17 



a• 
e 2

(--:::-QCEJ)) + gC~) 
~ ae 2 -

• 

a 
e (---gC~)) 

' ae • 

Por (a) es posible llegar a 1 

e• 
• 

a 

a• 
(-

ae2 
• 

ae • 

(-- gC~) )" f 
ae • 

ae • + 
a 

(-- g(~)) 
ae, 

, lo que implica que 

Pero est.a últ.ima expresi6n es 0'
1

2 
, por lo que 

2 
C7 • ( ª"'·]-· e -- . 

• a µ, 

Analogament.e se puede t.ambién demost.rar que 

2 
C7 

2 • 

1B 

a 

ae • 

(-- gC~)) 
ae • 



EXisle también una expresión para la covarianza de X
1 

y X
2 

en términos de g y sus derivadas parciales. 

PROPOSICION 1.1.4 

"2 
Si f'CS) 

asl as J 
1 ~ -=s -=t. ex! st.e para i =1 • 2 y j ~1 • 2. Entonces 

l j 

CovC:X •X ) 
• 2 

8 8 

e e 
• 2 

y por lo tan t. o 

"2 
{ ( gC§!)) -

ae ae • z 

CgC§!)-• (-- gC§!)) (---gC§!)) f 
ae ae 

• 2 

Demostración: 

a• 

as Os 
• 2 

= e • 

k k k -1 
e ge~' -i, E a e 1 e 2 k s 1 k s 

kkk.kt.2.t..t. 22 
.t.~ 2 .t. 2 

a• 
(---- gC!'!)) 

ae ae 
• 2 

k _, 

k e .t. 

' . 



Pero 
as 8s 

• 2 

EeX X ) . 
• 2 

De esLa manera queda demosLrada la primera igualdad. Para 

la segunda solamenLe se sust..iLuye las expresiones correspondienles 

en CovCX .X ) 
• 2 

EeX X ) 
' 2 

EeX )EeX ) . 
' 2 • 

Los moment.os f'act.oria.les t.ambién se pueden expresar er, 

Lérminos de las derivadas parciales de !a f'unción g como lo iñdic~ 

el siguient.e result.ado. 

1 
ge!'!) 

PROPOSICION 1.1. 5 

Eex ex -1)) 
' ' 

Eex ex -1)) 
2 2 

Demost..ración: 

1 
ge!'!J 

e • 
' ge!'!) 

e " 
2 

ge!'!) 

a 2 gCe) 
( - ) 

ae 2 

' 
éJ2g(9) e - ) 

ae 2 

2 

= 

1 

e • 
2 

Eex ex -1)) 
2 2 

"'º 

1 
E 

e 2 
k 

2 ' 

E 
k 

2 

k Ck -1)ak k 
2 2 J." 2 



Para X
1

, la demostración es análoga. • 

La siguiente expresión será de utilidad para encontrar los 

est.i madores de máxima verosimilitud en los procesos de 

Galt.on-Walson bisexuales. 

... 

1 

gC~) 

PROPOSI CI ON 1 . 1. • 6 

~. [ ::·) = 
' . • • a a • • 

~. [ ::·] 
• 

Demost.raci 6n: 

Se t.i ene que µ
2 

o 
éJ 

c-ae • 

a9 ce) ae 
----)(--') ... 

ae
2 

81.i~ 

a 9 c a) a 1 ae 
e--=-x-- -x-· J 

00
2 

ae
1 

gC@~ aµ.t 

8gC8) 

... 

ECX X ) ae 
-~e~'-e~·- C _ _2.) 

1 2 iJµ 1 

e • 
g(~) 

éJ 

c-ae • 

a9 ce) ae 
--=-Je-· J 

aez éJµ~ 

agce;, a 1 ae 
e--=-x- --x --=- J 

... 

aez ae2 gC~J 8µ.t. 

e • 
ECX 2

)-µ 
( z z) 

e • 
2 

... 

( - )(-
1 

g(~)2 

agce:> ae 
----)( _ __!.) +e 

2 

a9 ce) 
( - )(-

o9 ce:> ae 
----)(-·) + 

ae
2 

aµ
1 

ae, ae .t iJµ
1 

21 
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"' <2 + 

"' • 
2 

ae 
1 

e (-' )(ECX X ) 
a • 2 • µ • 

ae 
1 c-2-)"' 2 e _,,,, z 
2 uµ

1 

De aqui 1 
e 

2 

o 

"' <2 

2,,, z 
"'. 2 

1 Analogamenle se demuestra que e--
1 

+ 

O' • 
"' .. 
2 2 

"'2 • 

Lo que se ha hecho has t. a el moment.o es expresar µ 
1

, 

"' z 
2 

en Lér mi nos de e . .. 
parciales do gC~:> con respiaoct.o a. 9

1 
y 9

2
• 

y las derivadas 

Cabe mencionar que 

esLas expresiones son útiles para encontrar el estimador de máxima 

verosirnllit.ud del de medias, en un P. R. G. W. B. Cveáse 

capitulo 3 §1). 

OBSERVACION Cuando e 
1 
=e 

2 
=e no es pos! ble represen lar 

las medias en términos de las derivadas parciales de gC@). 

CgC0)-i.) 

a 
CgC@)-1

)-

iJs • 



k +k 
k e .1. 

2 

• 

Y lo anLerior no es igual a alguna derivada. en términos de e. 

En general las proposiciones a partir de la 1.1.3 no son 

válidos para cuando e.1. t4As adelant..e. en cuestión de;-

eslimaci6n. se estudia por separado el caso e • ª2 Como se 

verá. no siempre es posible obtener el eslimador cuando estos dos 

parámetros son iguales. 
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1.2 DISTRIBUCION POISSON BIVARIADA 

En est..a sección se presentan las propiedades f'undament.ales de 

la dislribuci6n Poisson bivariada. la cual no f'orma part.e de la 

ramilia serie de potencias bivariada. Se est.udiará lo ref'erent.e 

a las di st.r i bue! onas marginales f'. g.p .• medias. varianzas. 

covarianza y et.ros result.ados propios de est.a dislribuci6n. El 

mal.erial present.ado en esla sección se encuenlra en gran parle en 

Johnson y Kolz (1969). 

DEF'INICION 1. 2.1 Sean u. v variables aleat.ori as 
2 

independient..es con dist..ribuci6n Poisson y pará.met.ros >...1. • .X.
2

• X.
8 

respect.i vamenl.e. Ent.onces la dislr!bución conjunta de X1. = U + V 
1 

y X
2 

= u + v
2 

es conocida como la dist.ribución de Poisson bivariada 

con parAmet..ros X.1. • A
2 

• 

probabilidades es 

" . 3 
Una expresi 6n par a la densidad de 

-o ... +>... +>... > 
1 • • 

min<x.t_x
2

> 
X -j 

" 1 

E 
j'= o 

2 
Cx

1 
j:> ! 

Obsérvese que las dist.ribuciones marginales 

C X j) ! • 

de X 
1 

y X 
2 

son Poisson con valores esperados X.t + X
2 

y X.t + h
3 

respec'Livamen'Le. 

También obsérvese que la d!s'Lribución Poisson bivariada. 

t.iene involucrado 'Lres: parámet.ros: ! ndependi en t. es, y por est.e 

simple hecho. no pert.enece a la ranúlia serie de pot.encias 

bivariada. 
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PROPOSI Cl ON 1 . C:. 1 La ~unción generadora de probabilidades 

de la Polsson bivariada es 

Demost.raci6n: 

V 

ECs 
1:> • 

= ECs • 
x, 
.s 

z 

-X.- C1-s) 
2 • 

·,._ C1-s )l 
• 9 • 

:>.. C1 -s ) :>..C1-s )J z • • z 

•V 

- -~)-

-·~)-.,. ft-A ) 
. 9 2 

e 

u 

ECCs:s::>::> 
• 2 

Obsérvese que la varianza de X:t. y de X
2 

es AJ.+ >...
2 

Y X:t + A
9 

respect..lvament..e. y la covarianza de est..as dos variables es >..
1

• 

Como en el caso de la Poisson univariada. las varianzas coinciden 

con las medias. 

También de la expresión de la f'unción generadora de 

probabilidades. se obt..iene que la suma de n variables aleat.orias 

bi variadas independlent..es con disl.ribuci6n Poisson bivariada 

dist.ribuye Poisson bivariada 

Las siguient..es expresiones son de gran ulilidad. 

PROPOSICION 1.C:.C: - Poisson bi variada CA , >.. , >... ) 
• 2 • 

y sea PCx
1
,x

2
) la runción de probabilidad ent..onces 

>... PCx-1.x J + >... PCx-1.x-1) 
2 :f. 2 :s. :f. z 

29 



l\. J 
• 

J! 

x PCx .x :> = X PCX ,x -i:> :.+ A. PCx -1,x --1:>' 
2 .t Z B 1 _2 .t - .t 2 

Demost..raci6n: 

XPCx-1,x) + 
2 .t 2 '-

X - j 

l\. ' 
X - J. 

>.: '2 

cx,-J' ex .. -J:> ! 
2 • 

C:x.t j:> ! 

mi.n<x j 
X .t - j x2-j mi.n<x -.t_x -.f.) -.t •X • 

l\. l\. l\. • 2 ' 2 

X - j 
l\. 2 

• 

l\. 
j +.f. 

E J • 2 • + E Cj+l)Cj:l) ! JI Cx.t -j:> 1 ex j)! 
j=O .. J=o 

X - .t- j 

l\. ' 
2 

ex, -1 j) 1 

X - 1 

' E 
J=o 

c1.1) 

x.t. la expresión C1.1:> es igual a: 

l\. j 

• J! 

X - j 

l\. ' 
2 

26 

X -j 
l\. 2 

• 
X -S 

' E 
J=o 

J 
l\. j 

• 
JI 

X -J 
l\. ' 

2 



• 2-j j+< "1-•-J x
2
-1-j 

)\.. • -· >.. >.. >.. • 
E ' 2 c~2 -1-J:> ! } Cx

2
-j)! 

+ eJ.+l:>ej+l:> ! ex j.) ! -1 
J=.o ' 

j 
xf.-j • 2-j j • 1 - j "2-J X --1 >.. >..2 >.. • -· >.. >..2 AD -<>.. -+>-. • • -- 1 2 • " • +>.~) {. _ _. 

E - E J .,. . X J! JT ex -J5 ! ex -J5 ! • j=O 
Cx

1
-j:>! Cx

2
-j.:>! 

j=O • 2 

>t- _·..:.2- j+ 1 
>e1-1-j x2-.t- j • • 2 -· >.., >.. >.. >.. • >.. • • } E' ej+D 2 • • • --, +' 

Cj+DI ex 1 j:> ! ex 1 j) ! 
+ X X! ex -x ) ! • J=_O • 2 • 2 ' 

Obsérvese que la segunda y la tercera sumat.or1a se 

anulan y por lo t.ant.o la expresión anterior es igual a x
1
PCx:t.x

2
) 

Si minCx.x:> 
' 2 

x
2

, hay dos: subcasos:: 

1) Cuando x 
2 

X -1 . 
• Entra en el caso anterior. 

2:> Cuando x
2 

< x.t-1. la expresión Cl) queda como: 

• 2 
• 2 • 

e X 
-f>.. +>. +:-.. :> { 

I: 
• J=o 

. _, 
2 

X J +.t 

• 

>.. j >.. 
)C J. - J 

• 2 

JI c:x.t j) ! 

• 2-j 
>.. • ex j:>' 

2 

X -1-j 
>.. 2 

• 2 

E J 
J=o 

• • - j 
>.. >..2 >.. 
' • 

JI ex, j)! ex 
2 

• 2-j 

+ 
j)! 

E Cj+l) 
j•O 

Cj+1:>! cx:-1 J.)! } 
que las 

Clt.imas dos sumatorias se cancelan . 

Analogament.e se demuestra la segunda igualdad • 
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)... 

• 
ex 

2 

a 

PROPOSICIOH ·1. 2. 3 

Demost..raci6n: 

8PCx .x ::> 
• 2 

X 2- j 

ax. • 

-(" +>-. +)'.. ) 
• 2 • 

e 

mlncx 
-<>-. +" +;io... ) • ·'2 

• • 2 E j)! " j=O 

' 

mln<x .x > 
• 2 

E 
j ºº 

i\.:l j- :l 

Cj-1)! 

X S. - j X 

)... )... )... 

• 2 • 

• -J 
)... . 

2 

Cxj. j:> ! 

2-j 

J! Cx j)! Cx 2-j) ! • 

Sea j' j-1. por lo que la expresión anterior es igual 

e 
_,,.._ +>-. +>-. > 

• 2 • 

8PCx .x ::> 
• 2 

mi.n<x ,x >-.t 
• 2 

E 
j#=o 

-<>- +>-. +>-. ) 
• 2 • 

e 

X - j • - S. 
)... . 

2 

29 

Cx
2 

j• 1)! PCx .x ::> 
• 2 



" - j 
A. 2 

" <x -j) ! 
·" 

·mtncx -1·~~ > X J 
. ' ·.1 - 2 1 

E 

X -1-j 
A. < 

2 

X -j 

" 2 a 

La tercera .igualdad se demuest.ra de f'"orma análoga a la 

segunda. • 
Las. propos:i c.i enes ant.eri ores serán de gran ut.ilidad para 

encontrar los est..imadores: de las medias en un P.R.G.W.B .• ya que 

como se verá, no será posible encont.rar una rorma expl J.ci t.a para 

la .!"unción de veroslmillt.ud cuando la dist.rlbuclón de 

descendientes es la Poisson bivariada Cveáse la sección 3.1.2.J. 
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1.3 METODO DE MINIMOS CUADRADOS COt~OICIONAL 

En est.a sección se explicará brevement..e en que con5isle el 

mélodo de eslimaci6n m.1nimos cuadrados condicional. en un procesa 

est..ocáslico bivariado. Temas adicionales sobre est..e mét..odo SI.."!' 

pUC!den. consult.ar en Klimko y Nelson (1978) y la solución par~ 

modelos lineales en Seber (1984). 

Supongamos que se t..i ene :_l l""1. 2, •.• , un proceso est.ocá.st.i co 

bivariado, derinido en un espacio de probabilidad CO,.!r',P), cuy~ 

dist.ribución depende de un vect.or de parámeLros desconocidos ~ = 

Ca.J.,CA.%_'· Sea {!F' }... una sucesión de sub-o-álgebras de :;:' t.al que 
l t=o 

Yl es generada por {~~·· .. '~t} t.~ 1 y :F
0 

es la o-álgebra Lrivial. 

Dado un conjunt.o de observaciones y ••••• y • 
_::J. _n 

el mét..odo de 

mlnimos cuadrados condicional. consisLe en esLimar ~· por el vnlor 

que mi ni mi za 

donde Y 

Q CcD 
n -

u·u C Y-0) ' ( Y-0) 

es 1 a mat.r.i.z que Li ene como i-ésimo renglóf'í a Y • _, y e es 

la maLriz donde el i-ésimo renglón es E<::_L• 1.ri.-s.). Es imporLanlr::-

observar que u•u es una maLriz de orden 2xa. y para minimizarla e~ 

necesario deCinir una relación de orden enLre mat..rices. Asi si C 

y D son dos maLrices siméLricas de las mismas dimensiones, 

enLonces C ~ D cuando C - D es semipos!Liva deC!n:i da, est..o P-S, 

cuando C-D ~ O. 
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DEFINICION 1.3.1. Si cea:> es una f'unción mat.riz simét.rica. 

se dice que e t.iene un núnimo en e = e. si cea:> ~ ccB:> V e. 

Cuando e puede ser eser! t.o de la f'orma X~. donde X son 

observaciones que dependen de Y. es posible aplicar la solución 

del est.imador de 9: que da Seber (199-1) para modelos lineales. y 

que t.iene la siguient.e expresión 

ex• x:>-ix •Y • cuando ex• XJ-'" exist.e. 

E:st.a solución se obt.iene encont.rando el valor e que minlnúza u·u. 

sujet.o a que las columnas ecji de e. pert.enezcan a :;:: = :R. C Xl el 

espacio columna de X. 

Es import.ant.e observar que si e puede ser eser! t.o como xe:. 

est.aremos hablando que nuest.ro proceso cumple con el modelo lineal 

Y = Xe: + U, donde U son def'inidos como los residuales del modelo. 

Para est.o ciert.as propiedades de los residuales U se deben de 

cumplir: Supongamos que U = 

E[Ul 

u • -· u • 
_2 

u 
_n 

donde U • 
_l e ui.:l. ui.2:> • ent.onces 

1.2 •...• n. donde 6hi. 1 

si h = i. y 6hi.= O si h~i.. y E es la ma.t..riz de di spersi6n común 

CEst.o es, E = Covc~_t' )) . 
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Obsérvese que en oLros L~rminos. es~as propiedades de los 

residuales pueden escribirse de la siguienLe manera 

h 

CovCUhj'ULkJ =O 

38 

:1 • ••• 'n 

= "' ,. 
j = 1,2 

; h = 1 ••. 

1- ••• -. ,n .con h:-!i. 

,n 

j,k =1,2 



RESULTADOS VARIOS 

Final mente. y con el. objelo de racililar la lectura. 

present.amos lres resul t.ados 11.mi t.es que serán út.1 les para 

demostrar las propiedades asinl6t.icas de nuestros est.imadores. 

TEOREMA 1.4.1 Sea {Z: .Y }... una supermart.inga.la. 
n n n=t. 

Si 

lim ECZ: +) < w • enLonces exisle una variable aleatoria lnLegrable 
n 

Z: lal que z:
0 

~ Z: casi seguramente. 

LEMA 1. 4.2. CDE TOEPLITZJ CLoéve (1978)) 

números la1 que V k 
ªnk 

~ o y V n E (ank 1 " k 

E ªnk>Ck. Ent.onces X ~ o implica X ~ 

n n 
k 

enl.onces X 
n 

f'init.o implica X • 
n 

X. 

Sea ªnk k=l. 2 •••• 

e < "'. Sea X . 
n 

o y si E ªnk 
~ 

k 

En par t.i cul ar• si 

n 

enl.onces X ~ 
n 

1 
X f'ini Lo implica b E 

k=t. n 

,k 
n 

= 

1, 

b 
n 

X. 

TEOREMA 1.4.3 CTEOREMA DE LIMITE CENTRAL PARA SUMAS 

ALEATORIAS:> CBillingsley C1968)) son 

variables· aleat.orias independientes e idénlicamenle distribuidas 
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• con media cero y var i anz_a ·- a . .Si 
V P 

n 

a 
n 
--~ w donde W es una 

variable aleatoria pOsit.iva y·- ªn son t.ales que lienden a oo 

enl.onces 

y 
n 

~ ¡+~-~-+ • • • -- +{V 
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CAPITULO 2 

PROCESOS RAMIFICADOS DE GALTON·WATSON BISEXUALES 

En es~e capit.ulo se presenlan las derin!ciones y result.ados 

mfts ·1 mpor t.ant.es de los procesos de Gal l.on-Wat.son bisexuales. 

Además se esl.udian ciert.as aproximaciones que exislen para est.e 

t.ipo de procesos. Est.e mal.erial se encuenl.ra en Daley, Hull y 

Taylor C1:986). Por últ.imo presenlamos algunas supermart.ingalas 

asociadas a los procesos de Galt.on-Wat.son bisexuales. 

2 .. 1 DEFINICIOttES Y RESULTADOS PRINCIPALES 

DEFINICION Z.1.1 Un proceso de ramiricac16n de Galt.on-Wat.son 

bisexual CP.R.G.W.B.) es aquel que llene la siguienle esl.ruct.ura: 

consist.e de un proceso bit.ipo, en el cual, sucesivas generaciones 

n=0,1,2, ... , se componen de F hembras 
n 

y M machos los cuales 
n 

!'arman Z =~CF ,M) unidades de casamient.o y donde ca.da una de est.as 
n n ~ 

reproduce. independient.ement.e de las el.ras. de acuerdo a una misma 

dist.ribuci6n de descendient.es bi variada. Oenot.aremos por 

PzCk_)=PCki.,k
2

) a la probabilidad de que una unidad de casamiento 

produzca ki. hembras y k
2 

machos • 

n=0, 1 •... !=1 .2 •. . z } 
n 

variables al eat..ori.:.s bi var i ada.s 

independient.es e ident.icamente dist..ribuidas con enlradas enteras 
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no negativas Lal que 

CF ,M )= 
n+.t. n+:I 

z 
n 

E ex • Y ) • 
i.=.t. ni. "L 

La runci6n ZC-. ·)se llama la función de casamiento, la cual es 

una :funci6n monótona no decreciente en cada argumento. valuada en 

parejas enteras con entradas no negativas, que loma valores en los 

enteros: no negativos y además ZC0,0)=0. 

Como ejemplos de :funciones de casami en Lo t.enemos las 

pr opues: t.as por Dal ey C 1968) , y que dan 1 ugar a lo que llamaremos 

modelos: M1, MZ y M3 respecLivament.e. 

1) .:ecx.y) minCx.y) V x.y ~ O Casami ent.o con 

Fidelidad. 

:ecx.y:> x minCx.y) V x.y ~O Casam.i en to Promiscuo. 

3) :¡;ex.y:> X V x,y ~ O Casa mi en Lo Es lAndar. 

DEFINICION 2.1.2 Un P.R.G.W.B. es s:uperadilivo cuando la 

runci6n de casamient.o .:ec ·, ·) es superadiliva. o sea es t.al que 

[0, oo). 

Observemos que las :funciones de casamient.o de los modelos M1. 

M2 y M3 son superadiLivas:. 

Dada una f'unción de casamienlo ~uperadit.iva es posible 

encontrar una ramilla de f'unciones da casamiento superaditivas d~ 

la siguiente manera. 
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PROPOSICION 2.1.1 Sea XCx.y) una runción de casa mi en to 

superadit.iva enlences .1':"
0

Cx.y). = C1-ct)C1-(3):eCx,y) + C1-a.){1:eCx,y+1) 

+ ccC 1 -(3) :ec x+l. • y) + a/1.:t'C x+1 • y+1 ::> con a.n G ro.11. es la.mb! f-n 

una runción de casamiento superadiliva. 

La superadit.ividad de :e
0
c ·, ·) puede demostrarse a par li r 

Hemos incluido la siguienle condición, pues será de suma 

ut.ilidad en los dos últimos capilulos. 

DEFINICION 2.1. 3. Una f'unci 6n de e as ami ent.o :ec . , . ) que 

cumple con .:ecx,y) :S X V ex.y:>, la 11 amaremos !'"unción de 

casamiento natural. 

Que un P.R.G.W.8. t.enga f'unci ón de casamient.o natural, 

s!gnif'ica que el número de parejas que se unen para reproducir, no 

puede exceder del número de hembras que hay. Es muy lógico 

pensar que dicha propiedad suceda en la realidad, ya que es en la 

hembra donde se genera el nuevo organismo. Los modelos M1. M2 y 

M3 son runciones de casamient..o nat.ural. 

El supuest.o de independencia l';Onlre l::i.:: p.:i.rej.as aleat...orias 

" n 

junt..o "º" el 

I: CX .Y ) implica que la 
i=.t "L n 

supuest.o de que <F ,14 ) 
n+t n+t 

sucesión de variables alea.t.or!as 

{Zn} es una Cadena de t~arkov con espacio da eslados dado por los 

enLeros no negat.ivos. /\demás como :eco.O)=O. el esLado O es 

absorbent.e. 
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Las. medias de reproducción de hembras y machos por una unidad 

de casamient..o serAn denot..adas por µs y µ
2 

respect..ivamant..e. 

De ahora en adelant..e supondremos que lo 

que significa que con probabilidad menor que uno. en dos 

generaciones sucesivas. las unidades de casamient..o permanecerAn 

iguales. 

DEFitHCIOH 2.1. 4. Las pro babi 1 i dad es de ext..inción se 

def' i nen como PCZ
0

=0 para alguna nlZ
0
=j) j=1.2, ••. ; y l;is 

t..asas medias de crecimient..o se de~inen como rj 

La int..erpret..ación de la t.. asa media de crecimient..o es la 

siguienl.e! Dado que eslamos en ciert..a generación, con j unidades 

de casamient..o, la t.asa media de crecimient..o es el promedio 

unidades de casamient..o que habrá en 

unidad de casamienlo. 

Observemos que PCZ ,;k tz =j) 
n+J. n 

j + s 

la proxima generación, 

j 
PCJ<'C r:cx ,Y )):o;k) 

i.=s "i. "L 

PC:t'C E CX .Y )::>:Sk) = PCZ :Sk IZ ==J+1), por lo que IZ 1 una 
i. = s ni. "L n+t. n n 

cadena de Markov est..ocast..icament..e monót..ona CC. M. E.M.). 

Recordemos que para dos variables aleatorias X y 

de 

por 

y 

decimos que X es est..ocast..icamenle menor que Y si PCXSj) ~ PCY~j) V 
d 

j, y se denot..a como X ~Y. 
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PROPOS!CION 2.1.2 Sean {Zn 1 y {Zn } dos P.R.G.W.B. dados. 

d 
las dist.ribuciones iniciales: son t.ales que z· 

o 
.:$ z . 

o 
las 

!"unciones de casamienlo cumplen con :e•cx.y) ::5 :e• •ex.y) V ·x.y y las 

di s:t.ri buci ones de descendienles. sat.isf'acen ECf'CX •,y ')) ~ 
nl. ni 

ECf'CX •".Y '')) 
ni "t 

donde es una !'unción crecienle, ent.onces 

PCext.inciónlZ
0
') :?:. PCexlinci ón IZ

0 
• •). 

LEMA 2.1.1 Para un P. R. G. W. B. superad! t.i vo, el litn.it.e 

-· 1 = sup J ECZ Z =j) 
J 

n+t n 
)0 

= r exisle 

Al parámelro r se le conoce como la lasa de crecimienlo, y 

t.iene la siguiente inlerpret.aci6n: Dado que estamos en cierta 

generación, r es el promedio de unidades de casamiento que habrá 

en la siguiente generación, por unidad de casamlenlo. Ob.servemo~ 

que dicho l!mile depende de µ
1 

y µ
2 

como lo muestra el siguienl~ 

resul Lado. 

LEMA 2.1. 2 Para una suces.16n {<Xi.,Yi.:>, l==1,.2, •.. > de 

variables: aleatorias bi vari ;:11¡d:oi:-s i ndependl ent..es e i den ti catn>?til r:-

dist..ribuidas Cv.a.b.i.i.d.:> con esperanzas rin.ilas y !"unción 

casamient..o ~ superadit..iva 

lim J-',,,-CJEC)() .JECD) 
j ..... 

r 



OBSERVACION En el modelo Ml se Li ene i-

l.os modelos M2 y M3 se Liene r = µ*._ 

En Ml. el valor 

Llm j-• j minCµ ,µ :> 
• 2 

j .... -

En Ha se llene. 

..;..:l -. ' 
es r =·lim j minCJ.P ,j 

J-t--: ··. -: _. ____ .:l -

r lim 
J~m 

µ :> 
. 2 

ya que jµ
2 

crece cuando j crece. 

En M3, el valor es r 

Con esla observación se ha enconlrado la lasa de crecimiento 

r. para los modelos M1. M2 y M3; y de est..a manera es posible 

ver. para eslos modelos. como r depende de µ.:l y µ
2

• 

Daley C1968) demostró que para las runciones de casarni ent..o 

M1 y M2, = 1 V J=1 ,2:, ... si y solo si r ~ 1. El si guienle 

resul Lado 1:.rat..a de la ext.inci6n para t.odo modelo que es 

superad! t.i vo. 

TEOREMA 2. 1 • 1 Para un P.R.G.W.B. con runciones de casamiento 

superadilivas qj = 1 V J=1,2, ... si y solo si r .:S 1. 

Esle teorema es rundamenlal en los P.R.G.W.B .• y~ que nos dicP-

bajo que condiciones el proceso Llende a exLingulrse o Liende ~ 
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crecer. AdemAs es interesante observar la analogía que existe 

con los procesos ramiricados simples y con los procesos de Galton

Watson bitipos. en cuanto a las condiciones de extinci6n del 

proceso. Esto es. en los tres procesos. un parámetro es el que 

interviene de manera semejante, en los ramiricados univarindos es 

la media de reproducción. en los ramiricados bi li pos 

valor propio mayor de la matriz de medias de reproduce! ón 

Karlin C1966), página 301), y en los 

crecimiento. 
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2.2 APROXI HACI.ONES 

En esla sección serán vislos cierlos resullados que lienen 

que ver con aproximaciones de las Cadenas de Markov. Es las 

aproximaciones servirán en los P.R.G.W.B. para darnos una visón de 

como son los valores de las probabilidades qf En los procesos de 

rami!'icaci6n simples Cbilipos) se usaba la r.g.p. cr.g.p. •s) para 

saber el valor de la probabilidad Clas probabilidades) de 

exlinci6n, gracias a la propiedad ad!Liva que es los procesos 

li enen C veá.se Bagl ey C 1 986) En los P.R.G.W.8. no es posible usar 

el mismo mecanismo que los procesos de ram1!'1cac16n simples o 

bilipos, pero sin embargo eslas aproximaciones pueden ser baslanles 

út.iles. 

DEFIHICION 2. 2.1 Sea P = Cpi.j) la mal.riz de probabilidades 

de lransici6n a un paso, de una cadena de Markov, donde el espacio 

de esLados son los enLeros no negaLivos y el o es un esl.ado 

absorbenLe. la maLriz P<k> def'inida como 

p<k) 

donde· P ocle> 
T 

• Pk
0

) Y Qck> es la mat.ri:z de t.ransición 

para los esLados 1,2, ..• k. se llama la Lruncación noroesLe de p 

para k. 
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Denot.aremos por a la probabilidad de pasar del est.ado 

al est.ado en n pasos. 
<n> 

y pi.jck> a la probabilidad de pasar del 

est.ado l al est.ado en n pasos pero sin haber pasado. en ningún 

moment.0 0 por alguno de los est.ados k+1. k+2 •... 

Es posible observar l. i m <n> <n> 
que plj<k> plj 

k~m 

ro ro ro 
en> E E E ya que plj = pil pl l P, 

n-s.j l =. l =• l =• • • 2 

y 

• 2 n- 1 

k k k 
<n> 

E E E pij<k> pii p. 
L PL 

n-S.j l =• ' =• l =• • • • 2 • 2 n-• 

Denot.aremos por qjck> a J.a pr obabi l i d::td de ext.inci6n dado 

que se comen:z6 en el est.ado del P. R. G. W. B. t..runcado con k. y 

PROPOS!C!OH 2.2.1 CI 

Lo ant..erior sale del hecho que ql<k> 

J=i 18,_ •••• k y CI Q )-t 
Ck> 

I +Q +Q2+ ••• 
lk) <k> 

k 

+E 
i. = 1 

Recordemos que una malri:z no negat.iva S 

k 

mon6lona si para cada L ~ t Lenemos . E stj 
J = 1 
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DEFINICION 2.2.2 Sean S Cs .. ) y T ,, maLrices no 

negativas de las mismas dimensiones, S es monot.onament.e menor que 

k k m 

T si para cada se cumple E s .. 
j= .t \.J 

> E t 
j = :t Lj 

y se denola como S ::S T 

OBSERVACIONES 

1) La mat.riz de t..ransici6n P y sus t.runcaciones 

k=1.2 •.. son monót..onas. 

2) El product.o de mat.rices monót.onas es monólona. 

3) qi. ~ qj para l S j y qlck> ::S qjdc> i. S J :S k 

p 
{).:) 

4) qi.ck> es monot..onamenle crecient..e con respect..o a k • 

por J.o que qlde> :S ql 

L.j=0.1.a •.. 

LEMA 2. 2.1 Si el proceso est.ocást.ico {Z } valuado en los 
n 

enleros q, 

C1 - ql<k>)qk+t. para Lodos los ent.eros L. k tal que i. :S k. 

es est.ocast.icament.e monót.ono, enloces 

Con el siguient.e resultado, podemos darnos una idea 

valores que Llenen las pr obabi 1 i dad es de exllnción 

P.R.G.W.B. 

de los 

en los 

TEOREMA 2. 2.1 Para cadenas de J.iarkov superad! Li vas t.enemos 

( 

qi<i+j-1) ) 

mi n 1 • -------

1 -q j ( i + j - .t> 
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Los sub! ndi ces .t, z y s serán usados para los modelos 

M1. M2 y M3 respecli vamenle. 

PROPOSICION 2.2.2 

2) Si cada unidad de casam!enlo reproduce independienlemenLe 

de las olras y se llenen dislribuciones 

m m 
i dénli.cas, enlences T S T S 

• 2 
donde 

lransición para los modelos t=!,2,3 y de aqui 

m 
T n S T 0 n=1,2,. 

2 •• 

de descendienles 

es la malriz de 

m 

se sigue que T n ~ 
• 

3) Cuando n~- la probabilidad de exLinci6n usando M1 es 

menor o igual que la probabilidad de exlinclón usando M2, la cual 

es menor o igual que la probabilidad de e:xlinci6n ulili:zando ).f3. 

4) 

Los resultados anleriores lambién son vAlidos para las 

lruncaciones noroesLes. 
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3.1 SUPERHARTINGALAS ASOCIADAS 

Para concluir est.e cap!t.ulo presenLaremos en est.a sección 

result.ados sobre supermart.ingalas asociadas a los P. R. G. W. B .. 

Hemos incluido est.os resul lados y sus demoslraciones ya que aunque 

rAciles. no rueron encont.rados en la lit.eralura. 

Para P.R.G.W.B. con runción de casam1enlo nalural. se t.1 ene 

el result.ado siguienle 

PROPOSI CI OH a.3.1 

z 
casamienl.o naLural, i~ 

n 
µ, 

En 

donde Jó"n = aiCF
0

.M
0
).(Ft..Mj.), 

Demost.raci6n: 

z 
n 

EC :ec E 

1 

·i = 1. 

z 
n 

E 
l = :1 

z 
n 

X E 
ºt l = t 

= 

1 

• 
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un P.R.G.W.8. con !'unción d"' 

n ~ 1} es una. s:up~rmartingala. 

,CFn.Mn) }es la a-álgebra generada 

EC 

z 
n 

E 
l = t 

1 ----ro+ 1. 
µ, 

] 



Recordemos que las runciones de casamienlo Ml. M2 y 

z 
M3 son 

naLurales por lo que para esLos modelos 

es una supermarLingala. 

Obsérvese que para el modelo M! • 

{--n 
n 

µ. 

z 
{~ 

n 
µ2 

n ~ 1} 

n ~ 1 }. es 

t..ambién una supermarLingala. También obsérvese que para el 

z 
modelo M3 la sucesión {--n

n 
µ. 

n ~ 1 } • es una mar Li ngal a. 

En general para cualquier proceso con runción de casamient..o que 

cumple con la propiedad de superadiLividad se liene el siguienle 

resulLado. 

PROPOSICION 2.3.2 

casamient.o superadit.iva. la 

un En P.R.G.W.8., 
z 

sucesión {~ 
,,n 

submarLingala. donde ~ = EC.:CCX.Y)). 

DemosLraci6n: 

z 
n+< 
n+< .... 

1 
n+< .... 

E(2/"r: CXn, ,Yn.) 13'"n ] 1 
n+< .... l = 1 L L 

z 
1 n 1 

E EC2CX, Y)) z 
n+< n+< n .... t=1 .... 

EC .:CCF .M ) 
n+1. ri-t1. 

z 

E[ 
1 

n 
;,: E J<'CX 

n+< .... l=t 

z 
EC.rcx. Y)) n 

n .... 

con runción de 

n ~ 1} es una 

) 

,Y ) 
n. n. 
• • 

• 

1~n 

1 
n+< .... 

] 



CAPITULO 3 

ESTIMACION EN LOS PROCESOS RAMIFICADOS DE 

GALTON·WATSON BISEXUALES 

~n esle capit.ulo nos ocuparemos. en primer lugar. de eslimar 

por máxima verosimilit.ud el vect.or de medias µ , suponiendo primero 

que la dislribución de descendienles es serie de polencias 

bivariada y luego que es Poisson bivariada. En seguida. para 

varias disLribuclones bivariadas. se esliman por el mismo mélodo, 

las varianzas marginales y la covarianza. Post.eriormenle se 

est.ima por el mét.odo de minimos cuadrados 

de medias. sin necesidad de suponer 

descendi en t. es. 

candi el onal el vect.or 

alguna dislribuci6n de 

En el leorema 2.1.1, se puede ver la gran imporlancla que 

Llene est.i mar el parámelro r. en un P.R.G.W.B.. Más nos 

preocuparemos primero por est.imar el veclor µ. ya que no se liene 

una expresión expl ici la en general para r, y como se vi6 en el 

capllulo 2 §1, r depende de las ent..radas de µ y de esla manera 

se podrá dar una eslimaci6n, que aunque no expllciLa, de la 

de creci mi ent.o. 

t. asa 

Cabe mencionar que los resullados que se presenlan en est.e 

capit.ulo no ~ueron enconl.rados en la li t.erat.ura. E:st.os son 

análogos al caso de procesos de Galt.on-Wat.son simples. 
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3.1 MAXIMA VEROSIMILITUD 

En est.a sección se consideran dos casos de distribuciones de 

descendient.es: cx •• Y.) 
i. i. 

Serie de Pot.encias Cuando 

Bivariada ce:1..e
2

• 9 :> y cuando Poisson 

Bi variada CA • >.. • A ) . 
• 2 • 

Supongamos que l.enemos una muest..ra de un P. R. G. W. B. de !a 

siguient.e rorma: 

y 

(1,1) 

.CF ,M) 
n n 

\.al 

La probabilidad conjunta de CF
0

,M
0

),CF.t.,M
1
), ,CF • M ) se 

n n 

puede expresar como: 

PCCF ,M )=C¡ •"'-) ICF .M )=C¡ •"' :)). 
n n n n n-:l n-f n-.t n-.t. 

Ahora 

= ya que 

es posible conocer ak. 
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.PCF .M )=C¡ • m.)) 
n n n n 

conociendo 

'k-:l 

E 
i.= :l 

cxk-• • Yi.:-:r. :> 
l l 



Por lo t.anlo la di_~-~r-!" b_Uci ó_n conj unt.a queda como: 

3.1. 1. 

ª~ 
E 

l-=.:l 

ex ,Y )=Cf. ,m.)) 
~l :li 2 2 

C3.1) 

DISTRIBUCION SERIE DE POTENCIAS BIVARIADA 

En esla sección se hará la est.imación con el supuesto de que 

la dlslribuci6n de descendientes es serie de pot.encias b!variada 

PROPOSICION 3. 1. 1. E:n un P. R. G. W. B. con d!st.r1buci6n de 

descendientes Serie de Polencias Bivarlada ce.t.e
2
,g). 

1 y corrCX. Y) = coef"icient.e de correlación de X y Y ~ ± 1 

el eslimador de má.xima verosimillt.ud de µ es 

[ 
n n 

l E F. E M. 
A l = :l ' l = :l ' µ = C3.2) 

n- l n-l 

E zt E z. 
t=o t=o ' 

Demost.rac16n: 

UL!lizando la expresión C3.1) y la Proposición 1.1. 2, la 

runción de verosimilit.ud llene la siguient.e expresión: 

so 



L = 
F M, 

e 'e 
' 2 

Cgce-. e-::>.;.,:l) 
:l 2 -; 

-Z 
n-.t). 

n 

tog L to9C cte:J + logCB) E F. + 
:l l =J. \. 

De donde 

F M
2 e 2 e 

.t .-_.2 

n 

t 09ce ' E M. 
2 l = :l \. 

n 

E Fl 
i.= :l 

a 
aµ 

2 

n 

E M. 
' l = :l 

log L 

n 

E M. 
' l= :l 

( 

n-• 
E 

i.=o 
(::

2
) = o 

' 
n 

E Fl 
i. = :l 

n-• 
E o 

i.=O 

n-• 
logCgCa • e)) E z. 

:l 2 i. =o " 

n-• 
E z.) 

i. =O 1. 

(:: :l) + 

' 

y 

+ 

Aplicando la Proposición 1.1.3 y la Proposici6n 1.1.6, las 

ecuaciones quedan de la siguienl.e manera: 

n 
~I:' z,) 1 (E M, 

n-• (- C7 '2 ) (E F. - µ, + - µ2 . E zt) 
i.= .t " 

2 2 2 
L=O C7 i. =f. t.=O 0'1 0'2 • 

O C3. 3) 

( n ~I:' zt) 1 (E F, 
n-• 

(- C7 '2 ) E Ml - µ2 + - µ, _E z,) 
2 2 2 

l=l t.=O C7 l = t t.=O C7 C7 
2 ' 2 

O C3. 4) 

De la expresión C3. 3) obl.enemos 

n O' n C7 n-' n-' 
E Fl 

.. E M. + •• E z. E zl 2 ' 
µ2 2 ' 

µ, 
i. = :l O' i. = :l O' i.=O i.=o 

C3.8) 

2 2 
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Sus t.i t. uyendo en 1 a e·cuaci ón C3. 4) la expresión 

simpl!Cicando resulla 

O" 

"' • 

2 2 
n "' n-• n n-• .. 
E M. + .. E.Z. + E M. E· z. z z L 2 

"' l=. "' "' 2 • 

De donde 

Por lo que 

-
2 µ. 

l=O -"- l = .t 
L µ. 

l=O 
2 

"' .. ·) 
z . 2 

"' "' • 2 

n-• 

n n-.t 

( E M. - µ E z.) 
l=!l " 2 l=O ~ 

L 

o 

SusLit.uyendo en (3.6). obt.enemos: 

"' n n 

E Fl 
.. 

E M. + 
z. ' l = .t "' ' =• 2 

Por lo Lant.o 

n 

E M. 
l = .t 

L 

n- 1 

E z. 
l=O 

L 

n 

E F, 
l = .t 
n-1 

E z, 
t=o 

"' n-1 n-1 .. E z. z L 

"' l=O 
E z. 

t=o ~ 
z 

o 

C3. 9) y 

OBSERVACIOH Los estimadores ant.eriores son cierlos si 

[1 O'. 2 2 ) "' o. 
2 2 

"' "' • 2 

Est.o es 

corral ación de Xk-!ll y Y >' 
k-•t 

exist.ir dependencia lineal 

coeCicienle de 

!. 1. En et.ras palabras no debe de 
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El eslimador resullanle Liene la siguienLe inLerprelación. 

El eslimador de la media del número de hembras por unidad de 

casamlenlo. resull6 ser. el número de hembras producidas en las 

n generaciones enlre el número de parejas casadas que produjeron 

las hembras duranle la n generaciones. La inLerprelac16n es 

análoga para la segunda enlrada. 

OBSERVACION Si X .... serie de polenci as Ce 
1

, g .t) y Y 

de polencias ce2,g2), y además son independlenles, enlences 

L 

~ 

µ = 

Lo anlerior es verdad ya que 

F H 
cte e 1 e 1 c 9 ce)gCe:>:>-1 

F H -Z 
e ne nCgCB)g(e::>:> n-.t 

Por lo que 

n 

E(F.+H.) 
\.-:=.i. \. \. 

n-• 
a E z, 

t=o 

F H -Z 
e 2 e 2c 9 ce:> 9 ce:>.:> 

1 

n-< 
log L 

n 

togCcle) + logCB) E CFt+Mi.) 
tº= .t 

-8logCgC6)) E Z. 
t =o '° 

De aqui 

atog L 

aµ 

n-< 
a E z, 

t =o a 9 c e:> ae 
g(f3) ae aµ o 
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Aplicando los result..ados para la media y la varian::a. en 

lérminos de la derivada de gC .) y de la derivada de e. 

respeclivamenle, de la dislribución serie de polencias univariada 

CBasawa y Prakasa Rao C1980)~. oblenemos 

n 

CECF .. +ML) 
l= f. 

e!.....) 
2 

o 
o 

De est.a ecuación. el eslimador de µ se obt.iene como 

n-< 
2 E zt 

t=o 

Para la inlerprel.aci6n de est.a media. será. necesario 

en cuent.a t.oda la in~ormaci6n. est.o es. dicho eslimador 

t. o mar 

resul t.6 

ser el número de individuos reproducidos en l. re dos veces las 

unidades de casamienl.o que produjeron es t. os 1 ndi vi duos. 

Obséivese que cuando e = et. = 9
2 

y g:t ~ g
2 

o S 

y Y son dependienl.es, enlences no es posible eslimar µ. 

3. 1. 2. DIS"fRIBUCIOH POISSOH BIVARIADA 

Supondremos en est.a sección que la di st.r i buci 6n de 

descendient..es es la Poisson bivariada C>..:t.>..
2

.>..
9
). Recordemos que 

est.a no es un caso incluido en la disl.ribuci6n serie de pot..encias 



bivariada. por lo que la eslimaci6n deµ se realizará sin usar los 

resullados de media en runc16n de la derivada de gC ·• ·). 

PROPOSICION 3.1.2. En un P.R.G.W.B. con distribución de 

descendienles Poisson bivariada CA1. 0 A.
2

.A.
9

:> y que se encuenlra en 

el conjunlo de no extinción, el eslimador de máxima verosimilit.ucl 

de µ es 

µ [ ~ ,, 
1 

n 

Ml J -z--
l - • 

E 
l=1. 

n 
l = 1. 

E 

Demoslraci6n: 

como 

donde 

P(F,=/. .• M.=m.. .• ;;. A.. 1 1 .• A.21 ;; .• x..) =la probabilidad de que en la 
\. \. \. l-1 ... t.-... l-:.. 

i-ésima gener aci 6n la reproducción sea de 

machos, siendo la dist.ribución de CF., M.) 
' ' 

solament.e por PCf.. 1 m..). 
' ' 

As! t.enemos que log L 

Dicha probabilidad 

n 

E log PCFL.Ml) 
\. = :l 
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a tog L n 
1 

a 
Por lo = E PCFl ,Mi.:> o que 

ª" PCF .• M.) ~ 
i.=:l • ' ' 

a log L n 
1 

a 
E PCF. ,M.:> 

ª" i.=:l 
PCF. ,M.) ª" ' ' 2 ' ' 2 

8 log L n 
1 

a 
--¡;¡;:--- E PCF. ,M,) ~ PCFL,Mt:> 

9 i = :l ' ' 9 

Aplicando la proposición 1.2.3, 

pueden expresar como 

n 

E 
i. =:l 

n 
1 E CPCF.-1 ,M,) - PCFi, Ml).) = 

i. = l 
PCF. ,M.) ' ' ' ' 

n 
1 E PCF'. ,M.:> CPC F

1
, M

1 
-1)) - PCFL ,Mi.:> 

l=.s. ' ' 

De la primera ecuación se Llene: 

1 
n 

E 
n l=t 

PCFl-1,Mi. -1) 

PCF'i. ,Mi..) 
1 C3. B) 

• 

o 

o 

las ecuaciones anLeriores se 

o 

o 

o 

Aplicando la proposición 1.2.2, la segunda y Lercera ecuación 

quedan como 
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n 

E 
i.=:t 

n 

E 
l =f. 

1 
PCFi..Ml) 

1 
PCFl.Mi.) 

- z >.. PCF'.. M . ) 
t-J. J.-,. __ t-.t~~---t-1 ---=-n 

z. >... 
L - !l- .2 

- ; -:.' :..::·:.:.">.'_--:·_/:··::::,_::--::--:.: . 

- z .. >.. 1"2F · .. • .~ . · ' 
, .. l-1 2 ___ L-1 . .-·-,i.-f. . = n 

_zt_:tx.9 

Sust.1 t.uyendo C3. 6) en C3. 7) -y<cs. 9) y despejando, 

los siguienl.es est.imadores 

~ + >:: 
2 • 

n 1 
ñ E 

i.= :t 

1 
n 

n 
E 

i. = 1 

C3. 7) 

C3.8) 

result.an 

Obsérvese que es necesario pedir para est.os est.imadores que 

el proceso se encuenLre f'u•a-ra del conjunlo de ext.inción, o sea 

zi.-.t ~ o para t.oda i. = i, ... ,n. Cuando Zk = O ent.onces o 

para j > k. Supongamos que la muesLra t.enga la siguienle rorma 

di st.i nl.os de cero 

Ent.onces los esl.imadores quedarán como 

1 
n 

k 
E 

i.=.t 
y 

1 k 

n i.~.t 

.z 
n 

iguales a cero. 

As! .la eslimaci6n de µ:t resol L6 ser el promedio de las n 

generaciones del número de hembras producidas, en t. re el nómero 
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de parejas casadas que produjeron a dichas hembras Cesle cociente 

es por generación). Para µ • la explicación es análoga. 
2 

En un proceso de ramiCicación de Gallon-Walson simple. el 

est.imador de máxima verosimilit..ud de µ. cuando se supone 

dislribuci6n de descendient..es serie de potencias univariada. es 

análogo al est..imador de máxima verosimilit..ud de cada ent..rada de µ 

en un P. R. G. W. B. suponiendo dislribuci6n de descendient..es serie 

de pot..encias bivariada Cvéase Basawa y Prakasa Rao (1990:>. pá.g. 

22). 

3.1. 3 ESTIHACION DE OTROS PARAHATROS 

Para la eslimación de E [ 
O" 2 

' "' •• 
2 ] podemos 

aprovechar el principio de invarianza del 

veros! mi 1 i t.ud. As! por ejemplo 

Cuando X y Y son independientes, 

Geomélrica. enlences 
A2 
O" 

' 

X 

"' 2 

est..imador de 

Poisson 

máxima 

y y 

2) Cuando CX,Y) Tri nomial Cn,p1..p2)' enlences. 
A2. 

""· ' A A A 

A 
µ_ 

A µ, µ. 
µLC.1 _!_) l 1.2 y "" .. ----n n 
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3) CX •Y) "" Trino~ial Negat.i va CN •Pi• P 
2

-:J • se t..iene que 

l=1. 2 y 

Sin embargo no siempre es posible est.imar dichos parámelros 

por má.x.ima verosimilit..ud usando el principio de invarianza. Por 

ejemplo si CX,Y) - Poisson Bivariada CA. .X ,X). 
• 2 " 

se puede ver que 

t=1.a. Pero como a 
<2 

= ;>.. • no es posible est.imarlo, 

ya que no es posible t..ener inrormaei6n por separado del parAmelro 

A a t..ravés de una muest.ra del P. R. G. W. B .. • 

La est..imación de la Lasa de crecimient..o r 

verosimilit.ud result.a ser 

;::' li m j-~ :t'Cj µi,j µ
2

) 

j ... 00 

por má.xima 

Dicho resullado se obt..iene al aplicar una vez má.s el principio de 

invarianza y el Lema 2.1.2. 

De est.a manera queda resuelto el problema de es limar el 

pará.met..ro r. 
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HINIHOS CUADRADOS e o " D I e I o " A L 

En est.a sección se obt.endrá oLra eslimac16n de µ basada en el 

mélodo de m!nimos cuadrados condicional CM. M.C. C.) el cual. no 

supone el conocimienLo de la dislribuci6n de descendientes. 

En el caso de procesos de Gallon-WaLson, esLe méLodo se 

presenLa en Basawa y Prakasa Rae (1980), pág 21. Si se Li ene un 

proceso de ramificaci6n simple 20~1. z,. z,. f lal que 

ECZ) VarCZ) 2 µ y C' • • . se puede ver que ECZr.+:t tzn) 

z VarCZn+i IZn) z 2 Es sugiere el µ y C' • por eso que se 
" " 

siguient.e mode1o de Li po aut.orregresi vo para tz,1. z µ z + 

"" " 
z !l./Z U donde se puede verif"icar que {U,.}. 

n n+i "' 
los residuales, 

cumplen con las propiedades de los residuales: o 

incorrelacionado con U. 
J 

para cualquier k y 

j lal que k ... j. El est.imador por el M. M.C. C. de µ. result.6 ser 

" E z. 
~ i.=~ ' µ el h-. cual coincide con el de máxima veroslmlllt.ud, 

E 
i.=O 

z, 

en est.e caso. 

El M.M.C.C. para el caso bivarlado rue explicado en la 

sección 1.3 de est.e t.rabajo. Aplicando dicha t.eoria en nuest.ro 

caso Lenemos que si 

y CF, M) ent.onces 
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Aqui X = Z = (2
0 

y ~ = µ De esta m..--i.nera 

el est.im.ador del vector de medias por el H. H. C. C .• que será 

denot.ado por µ r esul ta ser 

Est.o es 

[ 
n n 

l E F i. Zl-t. E Ml zi - 1 

¡, = cjj1 .µ2, i. =f. i. =f. 
n n 

2 E z 2 
E zt-t. 

i.=1 i.=1 l-1 

Obsérvese la gran ventaja que t.iene es le método. al no 

suponer el conocimiento de una dist.ribución de descendientes. est.o 

es. es un método no paramét.rico, Es también important.e observar 

Sin embargo una 

desventaja. lo es el hecho de que no es posible est.ima.r por este 

mét.odo la matriz de covarianza E. 

Veamos ahora que si cambiamos la sucesión f~l} por {Y. U>} _, 

el resultado será. di f'erente. Esto es. para Y <f.> 
_i • 

ECY cu 19'" :> 
_i. l-J. Eí_1 y 19'" J lzt-1 _t i.-1 

= Por lo que en este 

caso 
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F M 

[: ] y • • X z z y ~ µ 
o o 

F M 
n n 

z-- z--
n-• n-• 

De esla manera el es:t.!mador de µ. que será denot.ado por µ 

result..a ser µ que col nci de 

con el es:t.imador de máxima veros:irn!lit.ud de µ· cuando se uso 

d!s:t..r!bución de des:cendient.es: Po!ss:on bivariada. Recordemos que 

se pedi a para est.e es:t.i mador que Zi. ~ O y cuando zk = o y zl OJI!. o 

para i < k se hace la eslimac!ón hasta Z k-• 

Ot.ra pos! ble elección de Y es: :_i cz > = { ~ :_i.} de donde se 
l - • 

obl!ene ECY cz:>I$' .) 
_l i.-1 

z 1/2 

l-.t ~- Por 1 o t.ant.o 

F" M 
y<2> = • • X z1.,.,.2 

2 
..... 2 

2
1 ...... 2 o 

y ~ µ 

o o [ " .,. ] 
F F n-• 

n n ----
z 1/2 z 1/2 

n-• n-• 

El estimador resulta ser enlences 
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el cual coincide con el 

esLimador de máxima verosimilit.ud. cuando se usa dislribución 

de descendient.es serie de polencias bivariada. 

Los modelos lineales que se han 

vec::t.or de medias por el M. }.f. C. C. • son 

e F t. ML:> = zt-• µ + e ut • ut :> 
• • 

CF. (t). M. u.>) 

' ' 

CF. f2>.M. <2>) 

' ' 

µ + cu (1.) 

' • 

. 

propuest..o para 

C3. 9) 

(3.10) 

(3. 11) 

-

es Limar 

A 

de 

el 

El est.imador µ result.6 de C3.9) 0 µde C3.10) y µ salió de 

C3. 1D. 

Puede observarse que el t. ercer modelo y la eslimación 

result.ant.e de µ son análogos respect.ivament.e. al modelo lineal y 

al est.imador resul t.ant.e de la media en los procesos de 

ra.m!fic.ación :::imples. 

Es import..ante recordar que = µ 

ECCF iu.M.<t>) ¡s:-. ) = µ 
l \. \.-1. 

ECCF <2 > M (2 )) ICF ) 
y i. • l l-.t 

- z 1/2 
- i.-t ~ • lo 

que significa que cada uno de los modelos son razonables 

Tres est.imadores del vect.or de medias se han obt.enido por el 

M.M.C.C .• y los tres han result.ado ser razonables, sin embargo 
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anles de lratar de hacer una comparación enlre ellos para ver cual 

es mejor est..imador. seria más convenient..e ver que modelo cumple 

con las propiedades de los residuales. por lo que veriricaremos 

que modelos cumplen dichas propiedades de los residuales. las 

cuales se pueden enconlrarse en la Sección 3 del CapiLulo 1. En 

cuant..o a la propiedad de 1 a esperanza 

EC U. l -, 

'º·º' 

EfEc e ut • ut :> l.Tt-:1.' J 
• 2 

EtEccu.' 1>,u.' 1 >)19". )] 
\. L L-:1. 

ECECCZ. )-1 CF.-z, µ, 
L-:1. L -.:l. :l. 

• 2 

C0,0) 

= EtEccu.' 2 >.u. (Z)) l.T. )] 
L L L-:1. 

ECECCZ. :>_1
,,

2 CF.-Z. µ • 
\.-.:l. \. \.-:l. :l. 

• 2 

M. -z. µ ) 19". ) l 
\. 1..-:l 2 \.-.:l. 

CO,O) 

Veri~iquemos la propiedad de las varianzas 

VarCU. J 
' • 

analogamenLe VarCUi 
2 

Vare U c.:1.>J 

'• 

ECECCF.-Z, µ ) 2 13'. )J 
\. -.:l. :l. \.-:l 

a
2 

ECZ. ::>. 
.l \.-:l. 

2 
0'

2 
ECZi-:1.). 

-2 • 1 EC ECCZ. ) CF.-Z µ) !/"l ) J 
\.-:l. \. l-.:1. .:l. -:l. 

0'
2 ECCZ ,-.:1.:>. 

.:l. l-.l 
analogamenLe Var [U. c.:1.>] 

' 2 

ECECCZ. )-'CF.-Z. µ ) 2 19". )J 
\.-:l \. \.-.:l. :l. \.-.:l. 
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anlogament.e Var [U. <2 >1 

' 2 "' 2 

2 

De aqui concl u! mos que lanLo el primer modelo. como el 

segundo modelo no cumplen con l. odas las propiedades de los 

residuales. Verir!quemos que sucede con las correlaciones do los 

residuales del l.ercer modelo 

CovC UL , UL l =EC UL UL l ECECCZ. ,-•cF.-Z. µ )CM.-z, µ) ¡:r, )] 
1..-:1. ... 1..-:1. :l t. -:l. 2 - l 

:l 2 :l. 2 

CF -z µ) 
j j-.t. f. 

suponemos que 

Cov[ U .• U. l 
".s. '2 

CM.-Z. µ) ¡:r. ) l 
J J-1 2 \.-l 

E[ u, U. J 
' ,, 
o donde sin pérdida de generalid~d 

< j, anal ogament.e CovC UL • U J l 
2 2 

u. J 
'• 

o. 

o donde sin pérdida de generalidad L < J. 

Con esl.os resul Lado•.; sobre la covarianza de los residuales hemos 

comprobado que ef'e.cLivamenLe, el Lercer modelo cumple con cada una 

de las propiedades u~uales de los residuales. por Jo que el 

est..i mador por M. M. C. :::. dF::! v·¿::::t or de medias en un P.R. G. W. B. más 

convenienLe es 

n-< n n 

C E z. f' 
i =o 1

· 
( L~.s.Fi.. i~l Mt) 



que coincide con el de máxima verosi mi 1 i t.ud suponiendo 

dist.ribuci6n en serie de pol.encias bivariada como disl.ribuci6n de 

descendientes. y cada entrada es análoga al est.imador de la media 

µ en los procesos de ramificación simples. cuando fue ul.ilizado 

este mismo mét.odo. 

66 



CAPITULO 4 

PROPIEDADES ASINTOTICAS DE LOS ESTIMADORES 

En est.e caplt.ulo desarrollaremos propiedades asinL6licas del 

est.imador de medias 

[ 
n n 

l E F. E M. 
A i. = .t • i. =.t • 
µ ----

n- • n-• 
E z . E z, 

i=O • i.=o 

que resull.6 ser el de máxima verosimllit.ud suponiendo dislribt.tci6n 

de descendienles en serie de polencias bivaríadas. asi como el 

dado por el rnálodo de mínimos cuadrados condicional. 

D I S T R I B U C I O N ASINTOTICA 

En e!:'.>t..a sección se est.udiará. primero la dist.ribuci6n 

asint.ólica del produclo de un element.o aleat.orio por la direrencia 

A 
µ -µ y _por ot..ro lado. como una consecuencia de lo prJm..,.ro la 

dist..ribución asint..6l.ica de un f'act.or aleat..orio por la dif'erencia 

r. Cabe mencionar que rn-cµ µJ no se dislribuye 

asinl.6Licament.e normal, para est.o obsérvese el siguienLe ejemplo: 

y yk. 
• 

Supongamos que C X k • Y k ) 
l l 

son independienLes y 

se disLribuye 

que 
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geomét.ric:aCp). además la f'unc:ión de casamienlo es .:ecx.y) x. 

Obsérvese que z 
n 

además F = 
n· 

F 
n-< 
E 

L = !l 

2CF ,M) F 
n n n 

De est.a 

por 

manera 

lo que 

{F ' 
n 

n 1 } 

n-• 
E F. • i..=o 

es un 

proceSo de ranúf'icaci6n simple con dist.ribuci6n de descendient.es 

geomét.r i cae p) . Por 1o LanLo concluimos que 

1 

"' ' 
2 [ 

1-µ,n J 
1-µ!l 

:D 
--~ L 

(2) 

Est.e result.ado se encuent.ra en Basawa y Prakasa Rao C1990) en la 

página 17. Y asi fn Cµ -µ :> no se dist..rJ.buye asint.6Licament.e 
' ' 

normal. por lo que la dlslribuci6n conjunla de ..,r-n Cµ µ) t.ampoco 

es asint.ót.icament.e normal. 

Es int..eresant.e mencionar que cuando se hace i nf'erenci a 

est.adist.ica en los procesos de Galt.on-Walson simples. se sac;:ii:n 

propiedades aslnt.6t.lcas del est.imador de la media Cvéase Basawa y 

Prakasa Rao C1990)). Toda est.a t.eoria ya deducida, no f'ue 

posible aplicarla a los P. R. G.·w. B. por lo que f'ue necesario 

sacar nuevos result.ados para los P.R.G.W.B., ios cuales no f'ueron 

encont.rados en la l.i t.erat.ura. 



4.1.1 ESfIMADOR DEL VECTOR DE MEDIAS 

PROPOSI CI OH 4. 1. 1 Sea un P.R.G.W.B. con f'unci6n de 

casamienLo nat.ural, Lal que se encuent.ra en el conjunt.o de no 

ext.lnción, ent.onces 

[ :· ~. ) 
donde = 

n 

[ 

E F\ 
l ="' 
f•- t 
E z. 

i.=o t. 

DemosLrac16n: 

N6Lese 

z n-' 

que 

ECEC E Xk-• l"'n·•'' 
i.=.t. i. 

De donde 

suponemos ~ijos. 

(
n-' )"'" E z, 
l=O 

,µ 

n 

.~/\ J 
n·< 
E Z. 

i.=o i.. 

r 

1 

z 

:D 
--~ 

[ .,,: . 
"' "' • 2 

ECECZ 
n 

"' 
"' "' • • .. J 

1 

3' )) n-• 

n-• ) 
n-' µ, 

, ya que ~c.,-~ es nat.ural 

) ECZ) 
o 
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Recordemos que { 
z 
" 
" µ, 

} es una supermart.!ngala. cuando .re ·) 

es runci6n de casamient.o natural Cveáse Proposición 2. 3.1. ). 

Entonces aplicando el t..eorema. 1. 4.1 exist.e una variable 

z C.A. 

aleat.oria 1!. int.egrable t.al que " --:. 

Obsérvese que el P. R. G. W. B. se encuent.r:ot .en el conjunt.o de no 

exlinci6n. est.o quiere decir que Z >O V n~ y est.o implica. que t; >O 
n 

Aplicando a.hora el Lema de Toeplit..z CLema 1.4.2.) J gualando 

b 
" 

" E 
k-1 

- µ 
k= t. t. 

X 
" 

cuando n 

rinit.o y posit.ivo. 

1 

Por olro lado 

[ 
1 o l "' 1 

1 o 
"' 2 

z 
n-< 

n-< 
µ1 

podemos observar que bn 

ya que µt. > 1 Cpor r > 

Ent.onces t.enemos que 

--~ ro 

--~ X 

c .• 

-~ ~ rlnlt.o y posilivo (4.1) 

n n-< 

E F. - µ, E z, 
l= t ' i=o 

n-1 

"' ( E z, ) ~/2 

• ["-. r/2 ~ 
l=O 

l;o zi. Cµ µ) 

" n-< 

E M. - E z, µ2 
L =- t ' l=o 

n- 1 

"' ( E zt )t./2 
2 

t=o 
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Per:-o las Fl"s y.·las··Mt•.s P':1eden expresarse como: 

F 
o 

F 
3 

F 
n 

y 

1 M o 1 

x ••• + x· :.+.,. 
~ .-. 1+Z. 

x1+z +1 + · ·· ~ 
t 

X 
't+Z +. .+z 

t n-2 

+ 
t.+Z +. . +z +< 

' n-2 

+1 

·'·.f. X.·. 
.. 1+z • 

+ 

+ y 

M = y .+ y + + y 
·2 1+1 H2 HZ 

M y + ... + y 
• 1+'Z +1 J.+Z +Z 

' ' 2 

+ X M 
1+Z +. • +Z +Z n 

' n-2 n-t 

1+Z +. .+z 
C4. 2) 

+Z 

' n-2 n-t 

• 

donde las CX .• Y.)•s son variables aleat.orias bivariadas 
' ' 

independient.es. con una misma dlslribución de descendient.es. 

Por lo que 

z +. •. +Z n-1 
o E n-1 x, - E z" µ, 

i.=1 i.=o 

r•- 1 

[ 
1 

l 
a E zi. 

) 1 ..... 2 

o ' \.-=o a ("i:' z, r/2 ~ ' Cµ - µ) (4. 3) 
1 o i.=o ~ z +. • • +Z n-t a o E n-t Y. - E z 2 µ. 

i. = 1 ' l =o l 

n- t 
a E zt ) 1/2 

2 
i=O 
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Sean a y b dos números reales cualesquiera. y denólese R = 

Obsérvese que 

[ r/2 [ . r/· 1 
n-1 

~ 1 
n-1 

~ 

a t~ozt Cµ1-µJ.) + b L~o zt 
(µ2-µ2) 

O' O' • • 
R 

b b E e!!_ X. + Y.) - R e!!_ µ1 + µ ) 
l=o 

O' ' a ' O' a • 1 • • • C4. 4) 
Ri...-2 

Además EC~ X. + b Y.) 
a + b 

a ' a ' a µ, O' µ. y 
1 • • • 

b 
O' 

Vare~ X. + Y.) • + b. + 2ab •• 
" y 

O' ' a ' O' a • • • • 

El Teorema 1.4.3. es posible aplicarlo en C4.4). rescribiendo 

dicha expresión como 

i:, + i:. + .. + i:v 
n donde 

-rv-
" 

t; l 
a x, + b 

yl e a + b 
µ.) = - µ1 a a O'. O' • 2 2 

V z + ... + z 
n o n-• 

n 
l-1 

" = E µ, n 
i::O 

V e. e. 
Asi n w t; y a --~ "' (4. 1) 

" n 
por 

n 
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R 

E e~ x.--+ 
"' ' l "=O • Por lo que 

Nót.ese que 

a 

l [ .,,:2 
'2 

a"' 
( ca.b) • 2 ,.. 

1 
a "' • z 

De est..a manera 

[ r/2 1 
n- i 

~ 

a E z, Cµ, - µ) + 
"' • ' i=o 

a X + b Y 

Y es as1 como 

[ ~. E z. cíJ 
[

n-< ] i/Z 

l=o '° .t 

ex. Y) NCQ.D • 

b 

"'2 

a 
b 

b 

1 
a z 

Y.) ' . 

) 

1 

"' z 

- Re-:!..:.. µ'.-+ 
a· • • 

R~-'."2 

r ( 
a Ca;.b) 
b 

r-· r/Z i.;O Zi. 

OBSERVACION En par t..! cul ar 1 
a 
• 

uco. i) y 1 
[ )

uz 
n- • 

E z. 
i.=o l. 

µ) 
z 
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3) 
--~ 

b 
";?_ 

2 '" . 

) .• 

~ 

eµ. 

µ·).: 
.2- :: 

3) 
.--·~ 

µ) 
2 

µ) 
z J 

uco,D. 

NCQ,y) 

3) 
--~ 

:D 
--~ 

3) 
--~ 



Además obsérvese que un P.R.G.W.B. con runción de casamienlo 

Ml. M2 o M3. cumple con la Proposición 4.1.1 .. 

5:n t.érntinos de la rune:iór, de ver·osimilit.ud es posible 

reescribir el resullado anlerior 

COROLARIO 4.1.3. Sea un P.R.G.W.B. lal que t.iene runción de 

casami en lo nalural y dislribuci6n de descendienles Serie d~ 

Polencias Bivariada, enlences 

donde 

~ 

µ 

µ) 
:J) 
--~ 

n 

e ce) 
n 

diag { E ECU Cµ) u:Cµ) 1 S'°n-•)} = 
i.=:1 l - \. 

n 

[ ,;,", n-' 
E z. 

i.=O \. 

Demoslraci6n: 

Eslo se debe a que 

atnL . • ) [ -,;-µ--

1 -
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y 

r, 9',_, J 

r 

O' 

•2 l O' O' 
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[ 

1 
CF l 

". ·"." .. --.--.- CF'i. 

" • 

" ' 
• 2 

"' • 

Por lo t.ant.o U.Cµ) U~Cµ) 
. '"-- \. 

= [ 

1 CF. 2 
2µ:tZi.-:tFl .. ' " • 

µ2Zl-t.Fl µt.Zi.-.tMi. 

" 

a· •• 

+ 

+ 

•• CF. 2 2µ z F" a 
12 .. 2 .t. i.-t. l ' " " ' • 

CFLMi. µ 2 Zi.-i.Fi. µi.2 L-1Mi. + 

CF.M. µz2 t-'f.Fl µtZL-J.Mi. + 
' ' 

CM.
2 

aµ2Zl-.t.Ml + 2 2 2, a 

' 
µ2 i.-.t •• 

75 

donde 

" •z • ) -2 •• 
µ" t-s • • " " ' • 

" 
µ•µ2Zi.-s. 

., + .. .. .. 
"' " • • 

1 + Zz 2) + µf,. l-.t. • • " " ' • 

• "' 
µ1.µ2Zi.-J. 

., + 
.. .. • O' " ' • 
e 

µ1.µ2Zi.-1 
. , .. 

• • "' " ' • 



a zz 
1 

"' 2 

CM 2 .. l 

¡_.,tzi.~tM~-

Observemos que: 

zt-• 
2 

"' • 

zt-:l 
2 

"' 2 

ECF'l 

ECF', M. 
' ' 

2µ2Zt~~Mt-

µz~L~·~Ft· 

+ zt-.1. 
2 2 
µ, 

+ 2 t-• 
2 2 

µ2 

"' + . 2z 2, 2 
.. 

µ2 l-.t 2 

"' "' • 2 

z 
"' + .. z· 2, + •• 

:µ1':'2. i_-t 4 4 o "' • 2 

Usando dichas expresiones. racilmenLe se puede llegar a 

EC" .. 
ECa .. 
ECa 

22 

.. EC 

:r. ·-· 
n 

I: 
l=:l 

~ 

1 

"' • 
2 

= ECa .. 
1 

2 

"' z 
( 1 

u.eµ~ 
T u,':º ' -

2 

"' .. ) --2~-.-

0' a 
z. ·-· • 2 

z a .. 
z z 

"' a • z 

j:"l-.t) 

a .. 
2 z 

O' O' 
• 2 

) zL-.1. 

= 
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2 
O' .. ) ~ . ....,,.. 

a a • z 
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1 
2 

"' • 
"' u 
2 2 

"' "' • 2 

Y es as! como 

o .. 
2 2 

"' "' 1 2 

1 
. O' .2 
. -2.; 

(1 

n-• 
e E Z.) 

l=o 1. 

~. ) 

n- • 
e E Z.) 1

,...
2 

i. :O 1. 

E z. [
n-• 

l=o 
1 

por la Proposición 

ant.erior. • 

Obsérvese que lo que realment..e signif'ica est.a úl t..ima 

Proposición y Corolario, es que la dif'erencia µ µ es 

normalizada por medio de un f'aclor alealorio. Esl.e f'act.or 

aleat.orio es análogo al que se t.rsa en los procesos de rami!'icación 

simples, cuando t..ambién se normaliza alealoriament..e la dif'erencia 

~ 

µ-µ. Cveáse Basawa y Prakasa Rao (1980) en la pág. 24). De est..a 

manera, como aplicación a Psla normalización en los procesos de 

Galt..on-Walson simples, es posible encont..rar un i nlervalo do 

conf'ianza para el pará.melro µ. En los P.R. G. W.B .• con el 
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result.ado de la Proposición 4.1.1., existirá la pos:! bil idad de 

enconlrar una región de conf'ianza para el vector de medias ¡.1 con 

mat.riz de covarian:za I: conocida Eslo porque la m.o.t..riz r f"'S 

def'inida pos!t.iva. y liene senlido hablar de la ra!z cuadrada 

única de r, y de esla manera al premulllplicar la expresión C4.3J 

por la ra!z cuadrada de r, se dlslrlbulrá aslnlóllcamenle JICQ.I). 

y de aqu! será. posible enconlrar una región d~ conf'ianza p.:ira el 

vect.or de medias. 

4.1. 2. ESTIMADOR DE LA TASA DE CRECIMIENTO 

COROLARIO 4. 1. 4. Sea un P.R.G.W.B. con f'unclón de 

casamient.o natural, lal que se ~ncuenlra en el conj unt.o de no 

extinción, bajo cierlas condiciones de dif"erenciaclón de r 

gCµ1.. µ
2
J, se li ene que 

)

1/2 

z, 
~ 

Cr 

donde ~es ciert.o número posll!vo. 

Demoslraci ón: 

~ 

- r) --·• HCO, r¡) 

~ 

Desarrollando r gCµ) en series de Taylor 

siguiente expresión 

g(µ) = g(µ) 
A 

+ Cg(µ),g Cµ)) C¡.1 
)( - y -

,,, 
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_,. R 
2 

por Jo que 

oblenemos la 



A 
gCµ) - gCµ) C'í] -µ :> g Cµ ,µ) + Cµ -11) g Cµ .µ) + R , as! 

t.1. )(.12 22 y:l2 2 

[ 

n- 1 

E z. 
l=O L 

g Cµ ,µ) 
y • z [ 

n-1 

E z. 
i=O \. 

)

</2 ,µ -µ ::> 
z z + R • 

z 

Por la observación anlerior que se hizo, podemos arirmar que 

n-1 

[ E·Z. 
t=o ' 

)

.t/2 ,... 

Cr - r::> 
j) 
--~ • 
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4.. 2. EFICIEÑC.IA ASINTOTICA 

Ot.ra de las los es t.i mador es de máxima 

verosi mi 1 i t.ud. que serán analizadas en est.e t.rabajo. es la 

ef'iciencia asint.6t.ica. 

Muchas deriniciones de ef' 1 ciencia se han dado en la 

lileralura est.adis~ica, y por lo lanlo algo de conf'usi6n existe 

sobre est.e concepto Cvéase Rao (1973), en la pág.346). 

En esla sección nos preocuparemos por ver si el est.!mador de 

máxima verosimililud del veclor de medias en un P. R. G. W. B., 

con dislribuc16n de descendienles serie de polencias bivariada, 

es asint.6licamenle ef'icienle según Heyde. Cabe mencionar que la 

def'inición de ericiencia asinlólica que da lteyde (1975), es parn 

modelos no erg6dicos Cveáse Basawa y Scoll (1983), página 15), la 

cual generaliza la def'inici6n de ef'iciencia asinl.6Lica que da Rao 

C1973) en la pAg. 349 o Basawa y Scol.t. (1993) en pá.g.8, para 

est.imadores univariados de máxima verosimiliLud que son calculados 

de observaciones que vienen de modelos erg6dicos. La razón por 

la se ut..iliza la def'inic16n de ef'iciencia según Heyde. es porque 

los procesos ramif'icados bisexuales son un ejemplo de los modelos 

no erg6dicos. eslo es, como mencionamos en la sección anlerior. el 

est.imador del veclor de medias considerado en est..e cap! Lulo. no 

t..!ene disLribuci6n asinl6Lica normal. 

La daf'inición de ef'iciencia según Heyde, Lomando en cuenla 

una secuencia de variables .aleat.orias { Xs.• X
2

, X }, do 
n 

un proceso esLocásLico uni variado es la siguient.e 
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Un esLimador consisLenLe T de.e·es asinLót.icamenle ericienL~ 
n 

si -{I C6') }1
-'

2 

n 
T - e - rCB) · I _ - 1.Ce)S-- CB) J -"--" o en probabilidad 

n n n 

cuando n -+ oo • donde I Ce) 
n 

n 

= E E[ 
k:=.1 

es la f'"unci6n de 

verosimiliLud de X • X • 
• 2 

Xk y ¡-CB) es una consLantP- ql.IO?> no 

depende de las observaciones y posiblemenle dependa de e. 

Rao Lambién deCine lo que es un esl.imador ef' i ci ent.e en 

el caso mull.iparamélrico y donde las observaciones vienen de un 

modelo erg6dico. Su derinici6n es la siguienle 

Sea L CS) la runci6n de verosimililud de las 
n -

variables 

aleat.orias X , • X 
n 

un est.imador consist.ent.e T de @ se dice 
-" 

ef' i cien Le de primer orden si T 
-" 

B Znl ---+ O en 

probabilidad. donde B es una mat.riz de conslanles la cual puede 

depender de @ z 
n 

l 1.2 •... ,q. 

1 
n 

a log L ce) 
n 

ªª .. 

Si un esl.imador P.S ef'icienl.e según alguna de las def'i-niciones 

de ef'iciencia asinL6Llca dadas por Heyde o Rao, ~e t.endrá como una 

consecuencia, que el eslimador se est.ará concent.rando cada vez m~s 

alrededor del parámel.ro est.imado, mienlras n crece. Es La 

concent.ración se lleva a cabo en una dislribuc16n norrn.."'\l. Ho se 
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enconlró en la liLeraLura una definición de un esLimador eficienLe 

para modelos no erg6dicos que con lempl ar a el caso 

multiparaméLrico. y es asl como generalizamos la definición de un 

est.imador ef'icienle asinl6Lico según 1-Jeyde. de la siguienle manera 

DEFINICION 5. 8.1. Un esli mador consi slenle T de @' es 
_n 

asinlot.icament.e ef'icienle si 

- B { - 1
...-

2 (9) S CB) 
n - n - --·· o C4. 5) 

en probabilidad. cuando n ~ M para alguna mal~iz B que no 

involucra las observaciones y posiblemenle dep9nda de e. donde 

~ C9) 
n -

S C9) 
n -

U.TC9) 
' -

O\.nL. 
' 8LnL. ) ( ,_, 
----¡¡~ 

O\.nL 
n 

a~ 

atnL. 

' B@ y 

Analizaremos la i mplicaci6n más inmediala de est.a 

def'inici6n. est.o para el caso bivariado. Si T 
_n 

es 

asint.ot.icament.e ef'icienLe según la def'inic16n ant.erior • ent.onces 

se li ene que { 1
,...

2
( e:> e T - ~) 

n - -" 

d 
--~ 

mat.riz def'inida posiliva. lo que signirica que el 

ea 

donde r es una • 
es Limador T sa 

_n 



irá concent..rando alrededor del parámet..ro ~ a t..ravés de una 

dist..ribuci6n normal, mient.r~s n crece. Est..o se debe a la 

condición C4. 5) y a que ~ -.t./2 C9)S (0) 
n - n -

d 
--+ bajo cierl.as 

condi el ones de regularidad. Est..o úll.imo se do be que 

n n 

[ 
r: u r: 

] l = 1. " L =.s. 
2 

L C4. 6::> 

(E ECU 2 1.'F. :> )
1 

..... 

2 n uz 

(L~.t. ECU2z1$"l-.t.) 1. l. - 1 
l =.t. l 

n 

Ahora. la serie . E UJ. es una marlingala de media O, j=1,2. Por 
l. =.l l. 

n 

1o t.ant..o u • 

" 
r: 

L =.t 

es una mar t.i ngal a bi variada de media 

cero, y de esla manera, bajo ciert..as condiciones de regularidad, 

es posible aplicar el Teorema de Llmile Cent..ra1 para mart.ingalas 

bivariadas, a la. expresión C4. 6), y es as! como 

d 
--+ 

En los P. R. G. W. B. es posible moslrar como el. est.imador del 

~ 

vect.or de medias µ es asint.ot.icamenle ef'icienl.e bajo ci er Las 

candi ci ones. 



PROPOSICION 5.~.1 Sea un P.R.G.W.B. t..al que su !'unción de 

casamient..o es nat..ural y su dislribuci6n de descendienles es la 

serie de polencias bivariada. si el proceso se encuenlra en el 

conj unl.o de no exl.i ne! 6n, enlences el es Limador de mflxi m."\ 

verosimilit..ud de µ es asinLoLicament..e ef"icient..e en el senl.ido de 

la Def'inici6n 5.2.1. 

Demost..raci6n: 

En primor l.ug.o.r juslif'icaremos qu""' 

consi st..enl.e. Hemos visl.o que cada F\ y Ml puede expresarse en 

t..érminos da variables alealorias independienles. veáse (4.2). por 

A 

lo que es posible expresar a µ como 

A 
µ 

+2 n-' 

z + ••• +z 

o E n-, ) v, 
\,. :.1, 

Z + ••• +Z 
o n-.t 

Ya que el proceso se encuent..ra en el conjunlo de no exlinción Zi > 

O, par a t. oda l. y a medida de que n crece Z + ... +Z crece. 
o n-.t 

Ahora. como las variables aleat.orias Xl•s son independient.es a 

idenlicament..e dist.ribuidas con media µ
1

• se pueda aplicar la ley 

ruert..e de los grandes números para sumas de variables al~alorias, 

y de es la manera concluir que µ
1 

---+ 11
1

, casi segurament..e. 

~ 

µ 20 la consist..encia se demueslra analogamenle. 

Ahora obsérvese que ¡; -i.;zC e:> S C 8) = 
n 

Para 



f'1-t/2ce:> 

1 
a • 

a 

a 
• . .12 

z 
"' • z 

[ -
1 

a 
<Z 

"' a • z 

µ) 

n ·.·. c,~f F,-

"' 

l 
u 

"' a 

' z 

1 

n 

e E M, 
l = .t 

µ• 
' 

n- ' 1 E z. ) + e 
' "' l=O z 

n-• e E z. 's/z 

n 

' l=O 

n-< 

n 

E 
i.= 

E F. - µ, E z, 
l= .t ' i.=O 

n-< 

"' ( E z, ) l/2 

' l=O 

n n- < 

E M. - µ. E z. 
i = l ' L=o ' 

n-' 
a ( E z. i'·'" z 

i =o " 

M. 
' ' 

n- ' - E z. ) µ, 
' t =o 



n-< 
o .. C E z- ) 1

.,....
2 

"'" l =o l 

n-• 
( E Z ) U2 

0'2 i.=O l 

Si B =· (3Ce:> donde A 

A 

µ cumple con la condición C14). • 

Obsérvese que la mat.riz B 

[-.~::-.:~:] 
y de esla manera el 

"' 
"' "' • 2 
'2 l 

1 

en Lances 

eslimador 

De est.a manera queda demoslrada la eCiciencia asinl6lica del 

est.imador 
A 
µ, lo que signirica que est.e se irá concenlrando 

alrededor del pará.met.ro µ a t.ravés de una dist.ribuci6n norn1al 

cuando n t.iende a crecer. 
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