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INTRODUCCION

El objetivo de este Lrabajo es desarrollar inferencia
estadistica para los princlipales parametros de los procesos
ramificados de Galton—Watson bigexuales. Previamente se hace
una revisidn bibliografica de estos procesos.

Los procesos ramificados de Galton-Watson blsexualez surgen
coma modelos mids cercanos a la realidad para algunos fendmenos, en
los que tradicionalmente han si&é usacdos los procesos ramificados
de Galton—-Watson simples.

FPara objetivos de explicacidn adeoptaremos el lenqguaje del
crecimliento de una poblacidén.

Supongamos que una poblacidén de organlsmos comienza con un
numero £ijo 20 de estos, y cada une de estos seres reproduce en =u
vida, independientemente de loz otros, un numero de hijoz de un
mismo tipo, siendo estos los que forman la primera generacidn Za.

Cada uno de los nueves elementos reproducira independientemente un

nimore deo deozcendlentes, y de esta manera quedars conztituida la

siguiente generacidn 2; con los nuevos elementos. En
z!:
general Zk.”l esta dada de la sigulente manera Zk“‘ = T Xk + donde

t=1 t

Hk es definida como el numero de hi jos producidos por el 1i-ésimo
i

organlsmoe gque pertenece a ia k-ésima generacidn. Cada elemento
reproduce, no importando en que generacidn se encuenire, con una
misma distribucidn Pdxd . dJddistribucidn de descencdlenlex) L=k



independientemente de los obLros. De esla manera la sucesidn

{Zn. n 2 0} sera un proceso  de 'ramifiéacibn 'dé Galton-Watson

simple. Es importante menclonar que la funcidn generatriz de

probabilidad Cr.g.p.2, f(s) de 2& Juntso con 1la medlia del nimero de

hijos que reproduce cada organismo, p  Jjusgan un papel muy

importante en el estudioc del crecimiento de la poblacidén. Esto
es, so sabe que la probabilidad de extincidén puede ser encontrada

como la raiz no negativa mas pequena de la ecuacién £0s2 = =

Ademis si p € 1, la poblacidn estari en vias de extineidén, esto es,

PCZn=O para alguna n2 = 1, ¥ cuands la media es mayor que une, la

la tendenclia del proceso sera la de crecer CAthreya y Mey {19723,
pag. 7. El conocimiento de 1a media g es fundamental

para

conccer la tendencia de la poblaclidn, es por eso que

surge el
interés de estimar este parametro. Las estimaclones de 1la media

de reproduccldén por maxkima verosimilitud y por minimos cuadrados

condicional, se encuentran en Basawa y Prakasa PRao (19802,
PAg 20-25, asi como propledades asintéticas del estimador de

maxima verosimilitud, Aplicaciones a la detecclidn de brotes de

epldemias y aspectos estadisticos de los procesos de Galton—Watsen
simples aparccen en Pérez-—-Abreu C1987).
Una generalizacidn de estos modeloz son lo=s procesos

ramificados bitipos CAthreya y Hey 19722, pPaAg 181-199D. La.

diferencia consiste de que en lugar de consilderar en la poblacidn

un solo tipo de organismos se tienen dos, tipo I y tipo 1%
Chembras ¥y machosD. Cada organismo del tipo L, i=1.,2, reproduce

independientemente en el transcurse de su vida, un numero de



descendientes del tLipo I X?’ Yy un numero del tipo I X(h. de

acuerdo a una distribucidén bivariada ch;“= kl,x;“= kzj-

Cdistribucidén de descendientesd. De esta manera, el numero de

organismos del Lipo I ¥ el nimero de organismos del tipo 11X en
cada generacidén {cza .25 2. n = O} formaran el proceso,
™ N

Obhzérvese gque en este proceso, existen cuatro medias de

reproduccidn, por lo que es posible construlr una matriz de medlas

Hyia Hiz

M Cde orden 2x23, de la =zigulente manera M = » donde
21 ’J22

uu = el promedio de individuos del tipo |} reproducldes por un

elemento del tipo i, i=1,2 , Jj=1.,2. De manera analcoga a los

procesos de Galton-Watson simples, las funciones generatrices de
probabilidades fCS) = fCs_,s> = r7®».rsd y la matriz de
medias M son fundamentales parza el anilisis de la tendencia del

proceso, Esto es, cuando el valor propio mayor p de M es mayor

que uno, la poblacidén tiende a crecer h'g el vector de

prebabllidades de extincidn podria ser caleulade como la raiz de
fCS) = S y cuande p = 1 tendera a extinguirse =1 proceso, esto es
las probabilidades de extincidn seran igual a uno Cvease Athreva
¥y Ney 19723, pag.-186D.

Llos procesos ramificados bisexuales sonh un modelo mejor para
aplicérlo al crecimiento de una poblacidn, ya que como Sse vera
Ccapitule 2), en este modele se consideran dos Lipos de
individuos, hembras y machos; ¥y ademaAs las parejas que se “casan®,

son las que reproducen los indilviduos, tante hembras come machos,

en cada generacidén. Es importante mencionar que en los procesos



ramificados simples, son los organismos leos dque ifndividualmente
reproducen; en camblio en los procesos de Galton-Watson bisexuales,
para la reproduccidédn de nuevos seres, es nece=sarioco la unlén o
“casamiento® de dos individuos de diferente tipo. De esta manera
los procesos de ramificacidén de Galton—Watson blsexuales gquedaran
constituideos por dos procesos diferentes, pero dependientes, uno
bitipo el cual estara formado en cada una de las generaclones por
o) numero de hembras y el ntimero de machos {CFn.MnD, n = 0} y el-
otro proceso univariado formado por el numero de parejas ‘casadas*,
en cada Jgeneracidén {Zn ., B = 0}, el cual esta dado por Z" =
£CFh,Mn3. donde ¥C., .) es conoclda como la funcién de casamiento
Cveise Definicldédn 2.1.1.3. Es importante mencionar que existen
condiciones para las cualez el proceso ramificado bisexual se
encuentra en extincidén o tiende a crecer, y estan dadas en funcién
del parametro tasa de crecimiento r, el cual se presenta en el
capituleo 2, Cabe sehalar que aunque en los procesos ramificados
bisexuales existe la ilndependenclia de reproduccidn entre las
parejas, lo que hace pensar que habriA clerta similaridad con los
procesos de Galton—-Watson simples, cualquier tipo de analisils en
los procezoz de CGalton-Watzon blaociuales ze dificulta; ¥a gqus on
estos no se tiene la propledad aditliva de los primeros, la cual es

una consecuencia de la relaclidn entre las funciones generadoras de

probabllidades en las sucesivas generaciones Cveise Bagléy

C1g98620. Esto es, en los procezos ramificados simples existe la

propiedad de que  Csd = CfC=d) donde £ =D e=s la _g.p. de Zk
L n=-1 k

v dicha propliedad no =se cumple en los procesos ramificados



bisexuales, Esta aditividad permitia definir algunaz martingalas
de interés y aplicar entonces resultados asintéticos de las

mi =smas. Pesafortunadamente esta propiedad “martingala® =se plerde
en los procesos ramificados de Galton-Watson bisexuales,

El objetiva principatl de este trabajo es estimar les
principales parametros de interés de los procesos de Galten-Watson
blisexuales, asl como estudiar las propledades asintdéticas de lom

ezl imadores. Ningun analisis estadisticeo para estos procesos fue

encontrado en la literatura.

Para propésito=s de estimacidn es necesario suponer una
digtribucién de descendientes. Es por eso quer clertas
propledades de la distribucidn serie de potencias bivariada y de

la distribucidn Peolisson bivariada, se presentan en el Capitule 1

de este trabajo. Es importante menclonar que una gran  variedad
de pares de variables aleatorias pertenecen a la familla serie de

potencias bivariada, Tamblién en este capitulo se explica en que

consiste el metodo de minimos cuadradeos condicional, el cual es un
método de estimaclidn, gque a diferenclia del método de maxima
verosimilitud, no necesita del conocimiento de una distribuciséen de

descendientes. Finalmente en el Capitulo @ =+ enuncian ciertom

resultados ailslados que son Ubiles para encontrar las  propledades

asintdticas de nuestros estimadores.

En el capitule 2 se describen los procesos ramificados

bisexuales asi como sus principales propledades entre las dque se

enciuentra una gue == fundamental, ya que nos dice bajo que

condiciones el procesc Se encuentra en extincidn o tiende a crecer



CTeorema 2.1.1.2. La primera parte de este capitulo es una

recopllacidén bibliografica de la literatura sobre procesos

ramificados blisexuales que cubre del trabajo de Daley (1958) hasta
el de Daley, Hull y Taylor {i9g6). Es imporbtante menclionar que
hemos incluide wuna condiclédn adicional a las funciones de
casamlento tradiclionalmente usadas, con la introducecidn de lo que
hemos llamado funciones de casamiento naturales; esta condicidn es
satisfecha por todos les ejemplos de funcicnes de casamiento
encontradeos en la literatura, Dentro de esta revisidén se
presentan las aproximaciones que existen para los procesos de

Galton-Watson blsexuales. Estas permiten encontrar urn rango para

la probabllidad de extincidn del proceso, ya que como menclonamos
anteriormente no se tiene la propledad aditiva y la f.g.p. no

puede usarse como herramienta para encentrar la probabilidad de

extincidn. Finalmente en este capitulo encontrame= algunas

supermartingalas de interés relaclonadas con estos procesos y que

son de gran utilidad para prebar propledades asintétlcas de

los estimadores. Fue posible obtener estas supermartingalas
gracias a la introduccidn de l1as funciones der casamiento
naturaltes. Aungque simplez, estoz Gltimoz resultados no fueron

encentrados en la literatura.

La extineldn o no de un proceso de Galton-Wabtson blsexual
depende del valor de la tasa de crecimiento r CTeorema 2.1.1.D.
Al 51 r = 1 el proceso se extinguira y'si r > 1 tenderiA a crecer,

Como r es funcidn de H, Y M, . las medias de reproducelidn, ¥ ne se

tiene una funcidn explicita de r en términos de u y H,

en
1



general, la estimacidén =e efectuari sobre lazs medias, La
estimacidn por méxima verosimllitud del parametro r no presenta
algin problema, ya que es posible aplicar el principio de
invarianza de maxima veresimilitud.

En el capitulo 3 abordaremos el problema de estimacién do
parametros. Son dos los métodos de estimacidén que son  empleados
en este trabajo para la estimacidn del vector de las medias: el de
maxima verosimilitud ¥y =21 de minimos cuadrados condicional, Cen
el de maxima verosimilitud se obtienen dos estimadores, uno donde
la distribucisn de descendientes es 1la distribucidn serie de
potencias bivariada y el otro donde == la Poisson blwariada.
Estos dos estimadores regsultaron ser diferentes, Con el mé&todo
de minimos cuadrados condicional fueron encontrados tres
estLimadores, resultando estos de modelos lineales diferentes. mas
solamente en unoe de ellos los rezsiduales cumplen cohn las
- propledades usuales. El estimador encont.rado por maxima
vercsimlilitud, suponiendo distribucién en serie de potencias
bBivariada y el estimador obtenido por minimos cuadrados
condicional colinciden. Este es el estimadeor del que nos ocupamos
en el Capitulo 4 donde probamos sus propiedades asintéticas. E=
importante ﬁencionar que este no es un estimador asintoticamenie
nermal, maAs blen la distribucidn asintédtica es una normal mezclada
Cnormal con varianza aleatordial, Sin embarge probamoz queae la
distribucidn asintsdtica del preoducto de un factor aleatorico por la
diferencia entre el estimador Yy el vector dere medias es una

distribuclidn normal! bivariada. Come una consSecuehcia de este



resul tade posteriormente se prueba que la distribucidn asintdtica

del producto de un elemento aleatorlo por la diferenclia entre el

estimador de la tasa de crecimiento n ¥y la tasa de crecimiento r

es normal. Otra de las propledades estudiadas en este capitulo
es la eficlencia asintdtlica del estimador. El Lipo de eficiencin
que se considera en este trabajo es  para modelos no ergddicos

Cvease Basawa ¥y Scott 188333, eslo es, la eficiencia segun lleyde

C1a75), La razén por la que esx hecesarlce considerar este tipo de

eficiencia ez que los estimadores de mAxima verosimilitud para

estos modelos no son asintdticamente nermales; por lo que no es

pesible usar la definlceldn clasica de eflciencia. Probamos en

este caplituleo que nuestro estimador es efliclente en este nuevo

sentido.



CAPITULO I

PRELIMINARES

En esta primera parte presentamos los resultados que no  son
propios del tema de procesos ramificados de Galton-Watson
bisexuales C(P.R.G.¥W.B.D, pero gue son utilizados dentro del
desarrollé de este trabajo. En la primera seccildn se deducen
clertas propledades de la distribucidn saerie cle potenclas
bivariada. Muchas varjables aleatorias bivariadas pertenecen a
esta familia, Ya SsSea que las variables uni vari adas Sean
dependientes o independientes. Ejempleos de estas seran dadas
en la Seccidn 1. En la segunda seccldn presentamos los
resultados mas importantes de la distribucidén Polsson bivariada,
la cual como se vera na es de la familla serle de potencias
biwvariada. En la tercera seccidn de estle capitulo se explica
brevemente en que consiste el mélode de estimacidn de minimos
cuadradog condicional bivariade, ¥ se da una solucidn para model os
lineales. Finalmente en la dltima parte se enlistan ciertos
resul tados de diversos temas de preobabilidad necesarios para 1la
parte dJde propiledades asintédticas de los correspondlentes

estimadores de los P.R.G.W.B..



1.1 DISTRIBUCION SERIE DE POTENCIAS BIVARIADA

La razdén por la que nos interesa estudiar propiedadez de la
distribucidédn serie de potencias bivariada, es porque = usa
como distribucidn de descendlientes mas adelante, en l1la parte de
estimacidén ¥y cuando se estudian propiedades asintdticas.,

En primer lugar se dari la definlcion de distribucidn serie

de potencias blvariada. Posteriormente se dan ejemplos de
distribuciones que poertenecen a esta familia, moestrando asi lo
amplia que es esta, Por wtltimo se estudian las propiedades

fundamentales de esta familia de distribuciones, referente a la
funecidén generatriz de probabilidades (f.g.p.>, medias, varfanzas,

covarlanza y momento= factoriales.

DEFINICION 1.1.1 C(Khatri C19592). La distribucidn serie de

potencias bivariada se define como

k‘ l-:z
akx.kzez 92
PCX =k o X,7k,2 = =P ;K =0,1,2,...; i=1,2
2 1" T2 e chinezj koo, i
k: kg
donde gcax.azb = Y Ap 9‘ 92 es uha serle convergente
| S 1" "z
2’ 72

tal que a, L puede ser funhcidén de k y de k o ser uJuna
1" Tz

cohstante v ak"kzsi >

10



Obsérvese que esta distribucién no solo depende de 81 vy e_,

sino también de 1la funcidn g, por lo tanto para referirnes a una

distribucidn serie de potencias bivarlada con parametreos 91 b ez s

y funciédn g, escribimos serle de potencias blvarlada CBl.Qz.gD.

Cuando Xi Y xz son independientes a, , == puede expresar
17z
cComo 2, 1 = bk = donde bk no depende de kz Yy <,
"2 1 2 L 2
de k .
L

ne depende

Come ejemplos de +varlables aleatorlias bl variadas con

distribucidén en serie de potenclias bilvariada tenemos a un par de

variables aleatorias independlientes entre si, cada una con alguna

de las distribuciones Polisson,

geométrica, binomial, binomial
negativa o logaritmica, Yy en el caso dependiente, las
distribuclidénes Lrinomial, trinemial negatlva, serie logaritmica

bivariada.  Ast por ejemplo cuando

12 xi v xz son variables aleatorias independientes tal

que xi ~ Poisson CA) ¥ xz ~ geamétrica C(p), se tiene

hki - kz
PCX1=k‘.xz=kzD = ki! e pPCl—pd kL=0.1.2.... p i=1,2
a
e * 1
En este caso 6; = X ez = 1-p . gcal.oza c ITH ¥ ak.k =
2 1""2 1
22 CX . XD ~ trinomial Cn,p ,.p.2
12" T2 1" 2
ni k k k
PCX =k X =k = P, P, Py
k 1k 1)k ¢

11



donde l-cL=0.1.....n :

Obhsérvese que 6‘=p1/p- Yy
ni
a =
kyrky k tk_1k_!
1" "2 "n
30 C}{1-.X23 ~ Lrinomial negativa CPI.PI.PZD
CHN+k 1-+k 2—1 o! —N--ki-kz k, k.,
ch‘=ki.x2=kz> = Q P‘ F’2
X ! k_1 CN-1D1
1 2
donde kt=0.1.8.... 3 i=1.,2 Q-—-P‘—P2=1 : F’_‘> Oy N> O
En este casc se puede observar que Bi = P:./Q H 62 = Pz/Q H
N C}J-kl—kz—lb!
gfe 8.2 =1 -8 - 8.2 v a =
1oz t = kek2 k1 k.1 CN-1Dd
4 2
4> 'Cxi.bi ~ serie logaritmica bivariada
Ck1+kz—13! ke, K,
PCX =k ,X_=k 2 = e a
o2z k ¢ k_ !t {~logtri-& - 51 * 2
1- T2 9 1 2
donde kl=0.1.8.. .. s i = 1,8 , pero no puede ser gque k1=k2=0. En

est.g- t;aso 6x=9‘ ' 92=92 ¥ gce‘.eza = —1ogc1-e‘~—923

iz



- Anidlogo al caso de distribuciones serie de potencias
uni variadas se tiene el siguiente resultado, gque habla =cbre la
funcidn generatriz de probabilidades de una distribucidn serie de

potencias biwvariada,

PROPOSICION 1.1.1 La funcidn generatriz de probabilidad de

la distribucidén serie de potencias bivariada es:

g9Cce -S>
resd = fC=s ,s3 2 = ee—_— donde e-s = (8 5 ,8_s_D
1’ T2 = 17g' 272
gca>
Y Q=C91.Bz).
Demostracidn:
ke ¥2
kX, aki,kzaz ®. koo k,
res> = P, . S, 5, = =, s, =
k vk, 1"z el 9ce .8,
ko ks
2k . x 69151) cszsz) geé = ,8_s 2 gQCc8-=>
5 1" "2 - £71" 272" = =
k1'kz gCe .85 gcsi.ezb alad -

El siguiente resultado es importanite para obtener la funcién
de verosimilitud, cuando se usa como distribucldn de descendientes

la serie de potencias bivariada.

PROPOSICICH 1.1.2 Sean CX‘.Y13.CX2.YZD.....an.Y“D varlableé

aleatorias bivariadas independientes tal que se distribuyen como

13



serie de polencias bivariada cei.ez.ga. Entonces la distribucion

on ) n o] ' :
de CX,YD> = E'CXL.YL) = ¢ B XL. YY) tienpe la siguiente forma
. i=g izt ~ i=a1 ¥ . .
: S o k, k, o —n : o
PCX=]<‘. Y=k23 o= Ak"kze’ : 92. ;QCQ o] D__. - dcndg _.Ak,‘, kz puede

depender de" k1 v 'k, o ser. una c:'r';;ijst'.a_ni,e'.' esto es, dependera de

las a 's.
. kg'kz'. .

Demostractidn:

Observemos en primer lugar que la funcidn generatriz de

probabllidades de CX,Y¥) es fCsH", donde f(S) es la f.4g.p. de

" Mo+ +X Y o4, .Y
CX.,Y.3. Esto es f_ (3 = ECs ®s ¥> = Ets ! ng * ™
L i .Y 1 F 1 2

x, v, », v, X ¥

=E(s, s, D ECs, T s, D - ECs_ s, ™S = LS -- £C
n veces
= re”,
. k‘ kz

De aqui que PCX=k‘.Y=kzD es ol ceoeficlente de s, =, en la
expansién de I‘x 1"C§) = crc_s::“.

Ahora por induccidén serid demostrade lo que se quiere: Para
n =1

ky_ % -1

ch=k‘.Y=k23 = chl=k’..‘.{‘=k2) = a ke,‘ 92 Cglad ™ , ¥

k:' z

por lo tanto se tiene el resultadeo para n=1.

14



dependeri de k‘_ y de kz o ser&d una censtante

Supongamos que s cumple para n = m. Esto es
™ m : o k’. ké -
EX=k. LYY=k =A | 676 7Cgle>".
i=1 i=1 o _ 1 =2 . S

Ahora la f.g.p. de L. ;J_(i".' Y. 3o es . fCSHY™T, pero

e ke _
re™ = c@s> *coasd ® cgced ™
¥ WO S 22
M a, I __CBISI?___ _Ce-zsz)_ ngC.Q_) 2) =
,1.2 2 ;
- ) k1+|'1 | 2+|'2 —tm+d)
> E A, a2, s> ce,s > Cgcad > =
. k L .t £ 2 1" 2
2 1" 2
nl n2 —-{m+1}
Y ¢ T AL, 8 D €830 co, s> Cgced » =
. m k,+l _=n 2" 2 1" =2
2 i [ i
L=2,
ﬁ! ™ ™ n -
¥ c 8 ‘e *s *s Ztgeed™™s
no,n L z 1 z =
. Ny 2
2
met mea k: ¥y tmedd
- [ =] B = = =
s F C‘E XL kx' r Yi_ kz) Ck e 191 92 CaCgd J
=1 =1 12 .
donde Ck " depende de las 2, . 's originales y por lo tanto
Ta VY]

Para wuna distribucidn serie de potencias biwvariada Cel.ez.g).

15



las mediaxz de las distribuciones marginales se encuentran dadas en
términos de las derlivadas parciales de g . Para las varlianzas es
posible tamblién encontrar una expresidén en términos de 81 ¥ E'z, lo

cual es dado por el sigulente resultado.

PROPOSICION 1.1.3

a
al st res | existe , i=i,2, Entonces
as,l - nl=1
B’. a
H, = ECX‘) = ( gCBl.Bz)) ¥
agce .e.d> ae
1' =z 1
ez a
pz = ECY!.) = PP— ( o gCB’.QZDJ
9t % 2
82
b> St res | existe , 1=1,2. Entonces
2 - a, =1
as i
L
2 66‘ -1
o = VarlX > = a8 [ ] y
1 1 L 5
Hy
> 862 -1
o2 = varcY > = @ [ ]
F r 2l 5
Hz
Demostracidén:

Ba jo las suposicicones en la derivada de

16



b = e e, -
as - =
-1 k, k, ko1 k.,
= [ <oce> > bX A kB % kS, s, o, =
k .k 2 paot
1" "z
-t k-t Kk, -1 @
= B‘Cgce) D T a, X k‘ei 92 = e’ €gced > ( sl ).
k .’ kz 1"z 891

" LAnalogamente se demuestra cque
2

2
-
n, = ©_CgCed ™ (——— gted)
ae

Para demostrar las igualdades de (b) se usara el hecho

2 = BEIXCX -1D1 + EfX 1 - (ECX 317 =
i 4 1 i k&
a* 8 )
=2
[ fesy + resy - resd ) ]_1
asi 651 as‘ g=1

En nuestro caso se tiene

a -1 k’ kz l.c‘—z kz
[——5 ], = [coced™ X a , e % "k -13s ' s F]__
as - = X Lk 172 - -
If 1 2
. P

Por lo que o;z =

17



a* ' a a
Coee@>™> {gca> 8 (——zgte ) + g O (— g8 ) - 8 (——gte>)?}
28 26 CER

a
Por Ca) es posible llegar a @——— H, = 1 =
L
1
2
_ e a 26, & ae
Cgeed™ { geed 8 (—— 9¢ed) + aced ) gcen 2
e Y- T-) ap a8 au
1 1 1 1
a 2 891
e, (— —aced) } y lo que implica que
89‘ 8[.1‘

29 -1 _2 . a® &
o, (=] = cote>™ {6, gted> (—5 @) + 8, ae> ( oced )
ay, 00® 20,

a

gcen )}

Pero esta Gltima expresicdn es aiz + por lo gque

18



Existe también una expresié'n para la covarianza de xi b xz

en términos de g ¥ sus derivadas parciales.

PROPOSICION 1.1. 4

z

.
Sf —— £ (3 | - existe para {i=1,2 ¥y j=1.,2. Entonces
ds, Os i
t i
E:cxix D o= 8£62C9C§D >(——————— glex) ¥ por lo tanto
2 EEI )
1z
e,8_ a° _
%4 = abz = covcxi.xzb = { ( gtadx} - -
gced a5 _ae .
= 1 z
N a2
cgced™ ( g¢e> ) (——9Ce>) }
ag
Demostracidn:
8% : » k, k -1 k-1
- (D ]s=x = £gCen™ > I a4 e e, ks, ks, ]!==l
as ads - - k .k 1" 2 ="z
1oz 1 =2
—a k"-.t kz—:l
= 81 =] CgCQD D Y. ak * k‘ 91 ¥ 82 =
k .k 1z
1" "2
e, &, Caced™ ( — gla>)
09i592

19



82

Pere ——— £CS>]__ = ECX X_D.
==4 2 2
651852 ==

De esta manera queda demostrada la primera igualdad, Para
la segunda solamente se sustituye las expresiones correspondientes

en CovC¥ XD = ECX X D> — ECX DECXD.
1° 72 1z 1 2 L]

Los momentos facltorliales también =e pueden expresar en

téerminos de las derivadas parciales de la funcidn @ come lo indica

el siguiente resultadeo.

PROPOSICION 1.1.5

n

ECX CX -13D> 2
1 1

= -3
ECX,CX_~133 a5 ( P )
Demostraci én:
2
1 a7 gCed _
gCad ae 2
2
1 k: kz~2 1
5¢E5 r = a, X 6! kZCkz—lDez = 3 Y szkz_ijak 3
- Kk k 1t 2 a ke k 1"z
I 2 2 1 z
ks kz -1 i
e @ “Cglsd D = —/— ECX (X _-135>
i 2 e 2 2 T2
z

20



Para X!. la demostracion es analoga.

La siguiente expresion serd de ulilidad para encontrar los
estimadores dode maxima verosimilitud en los= procesos de

Gal ton—-Watson bigsexuales.

PROPOSICION 1.1.6

Demostraci édn:

92 a
Se tiene que H, = —Fy gC e8>

8L e, & agced oo, e, a8 agce> ae
- =0 = ( ¢ )+ ( X )
s L oo ae o, 98 tee.  ee ou,
agC @d a 1 98, 3gced 8 1 o8,
+ 8, ( Y + s, : ) B
a0, a8 gced’ au, ae, ~ae, gcg>  au,
1 sgced  de, ECX X > 86, ECX z"') M, 20,
stoy (o X-2) = e, e () e, (—E) (R ¢
- 92 o, 1 2 au‘ 92 apt
agced 1 agce> ae, agCed 1 8gced ae,
e, ( (- Z X ) + e, ( (- = ( )+
a8, gced 20 ap ae gced o, " ap,

a1



ag ag

H, 2 1 1 . o 1 99, 2 z
o= (—2) = g5 (—2XEXHD = pa) o+ gt (—EXEX Do) =
2 r‘.',u1 14 B L T2 @ .
12 1 892 F]
= e (a )az =0
i Hi
1 662 ez
Deaquig-(a } = - z_ =
2 M o o
1 691 “yn
Analogamente se demuestra que 5 ( )= - —
z =z =
1 du o o
. z r =z
Lo que se ha hecho hasta el momento es expresar oo M a‘z.
o2, o Co. D en bLérminos de €, ©_, gl8) y las derivadas
2 1,2 2,1 1! 2 =
parcliales de g(8) con respectc a 91 ¥ 92. Cabe mencionar que.

estas expresiones son Utiles para encontrar el estimador de maxima

verosimilitoed del vector de medi as, en  un P.R.G. ¥W.B.

Cvease
capitule 3 §1D>.
OBSERVACION Cuando 61=Bz=6 no es posible representar
las medlias en términes de las deriwvadas parciales de gCg).
a s a k *k,
Esto es M= !"Cg)]s_‘ = Cgtgd "u— 5L a =]
as ~= as ko Lk 1"z
1 1 1' "2
lc* kz -1 kg”‘z kl—s kz
s, s, ]§=£ = {gCad > . Es; a, .kze k s, s, ]§=1 =



cgc® .8y a ket ?
. 1 2 .
- : ks'kz 172

YT lo anterior no es igual a alguna derivaca, en términos de @.

En general las proposiciohes a partir de la 1.1i.32 no son

vilido=s para cuando 61 = 82. Mas adelante, en cuestidn de

estimaclén, se estudia por separada el caso e, =0 Como e

-
ver&, no siempre es posible obbtener el estimador cuando estos dos

parametros son {guales.



1.2 DISTRIBUCION POISSON BIVARIADA

"En esta seccidn se presentan las preopiedades fundamental es de

la distribucién Polsson bivariada, la cual no forma parte de la

familia serie de potenclas biwvariada. Se estudiard lo referente
a las distribuciones marginales . f.g.p., medlas, varianzas,
covarianza y otros resultadeos proples de esta distribucidn. E}

material presentado en esta seccidn se encuenira en gran parte en

Johnseon y Kotz 19693,

DEFINICICN 1.2.1 Sean ., o v, variables aleatorias

independientes con distribucién Peoisson y parametros ht. hz. A,

respectl vamente. Entonces la distribucidén conjunta de x1 =u + v
A% xz = 1 -+ v, es conocida como la distribucidén de Poisson bivariada
con parametros Ki. Az. Ag Una expreslidn para la densidad de

probabilidades es

mim¢x ) j *, xz-*j
SON PR PR D R RPE P )\1 )sz . )\.3
PCx,ex) = e E JT X =357 Tx =57
ji=o 1 2
Obzérvese que las distribuciones marginales de Xt hg Xz

son Polsson con valore=s esperados Kz + Az b Kz + ka respectivamaente.
También obsérvese que la distribucidén Polsson bivariada,

tiaen= involpcrado tre=s parametros independientes, Yy por este

simple hecho, no pertenece a la familia serlie de potencias

bivariada.

24



PROPOSICION 1.2.1 La funcién generadora de probabilidades

de 1a Polsson bivariada es

LSO = ""{51'523' = expl -

Demostracién:

S = B, s - ECCs 8.3 D

SxPI-ALI-s5) A8 —A s 1

Obsérvese que la varianza de ¥ vy de X es XN+ A v A+ A
1 z 1 2 1 ]
respectivamente, ¥ la covarianza de esta=s dos wvariables es ?\.‘.
Como en el caso de la Poilsson univariada. las varianzas colnciden
con las medias.
También de la expresidn de la funcidn generadora de
probabilidades, se obtiene que la suma de n wvariables aleatorias

bivariadas independientes con distribucidn Polisson bivariada

Chl.)\.z.)..SD o distribuye Polsson bivariada Cn)s.:.n?\z. n)\sb .

Las sigulentes expresiones son de gran utilidad.

PROPOSICION 1.2.2 Sea Cx‘.xz) ~ Polsson bivariada C?\‘.hz.haj

Y sea F’Cxi,xz) 1a funeidn de probabllidad entonces
x PCx ,% D = APCx ~-1.% 0 + A PCx-1,x -1D>
1 1' "2 F 1 F 1 1 2
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HPCx 30 = A PC, xz—:lD * hiPstﬂl .xz—i 2.

Demostraci dn:

N
menix

1 ' ) 2 R : T . PRSP AT RIS MR - MRS
Jt _Cx‘ 42 Cx’.—JD! _-C_xz.uf-‘j) l"+ e E
®* =-4-] ®_=-1-] _
x, ! A,z B NS PN
2 L] me Y o2 9f
Cx —1-J21 Cx_-1-j3D! { 1
1 L
mintx —1,x%_1} i x4 L
_ z:. z 5 )\‘ )..2 ).,5
e —_ 1
j=o J? C}A:.1 Jat Cx_.,_ 321
N xl-i—j N xz—a—j
2 a
Cxi'-:!.-.j)! sz—l—Jjg} €i.1>

]
2

_é,wit ne x‘—l .Ixz—u _ 5 A+
[ S ; 1
B CIMO3a3s5T
j=or
' o, x_ -] x_-]
PR SO W A2
5 1 2 =
— W o
j=o J! C}_c! EEM sz Ja!

st m.lnC:cl.xzD =3 la expresicdn €1.12 es igual a:

-4 i 1
~, A, Ay

2] >

® = »

bl Fo N FoNE -
E S = a
1

1

| Jr T, =337

L]
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x =1- ¥ _=-1-j
i 2 j

- ‘. g A * N
1 2 o =
CJ"*DCJHJ' €%, 131 sz-r-Jas}

x*—j xz—j . —1 R x‘-j xzhj
: K'I'J ) AZ ‘XS : AS.J hz A.!Zl
e i35t -7 ~ = J =I5 1 =3
g Jr o O, 3ot Cx, 10! i=o NER N 3o T, 33!
: s x —2-j xz-g—j x x,=xy
z c_1+13' )\.1 }\.2 ?\8 v A'.t )\8
CJ+1D! Cxi—l =31 sz"l =-Ja1 : 4 x’.! sz'—xiD!

.:.3"0 o

. Obggrvese gque la segunda ¥y la tercera sumatoria se

.anulan y por lo tanto la expresidn anterior es igual a x‘PCx: xZJ

si mian‘.sz = X, hay dos subcasos:

1> Cuando xz = x ~-1. Entra en el caso anterior.

2) Cuando >, < xl--i. la expresidn (12 queda como:

: x = x,—id « s *x =~ x_-}
=+ AN D 2 oa 4t oA by z A A X 2
e 2 2 a{ : 1 2 3 —ry ot z s N
— [ ] — — [§ —
1,0, JT TR =T O S55T 50 I G SI5T G S55T
-1 j+ 1 xgmA-id xp=1-4
*2 X, A, Xy
on Cj+1> RESBL &%, ~1=351 T ~T=331 } = x PCx .x 0, ya que las

tltimas dos sumatorias se cancelan

Analogamente se demuestra la segunda igualdad -

=27



FROPOSICION 1.2.3 - '

CaPCxk v D>
ST T 2

an
2
8PCic .3 .D
an._ .
-}
Demostracl én:
L. L S e I |
OPC3 ,2¢. D mOn 4n_ 43y 3 ETEER eI A j-2 At
1 = e 23 T ) 1 2
= i p
a‘\‘ j=o Cci-1>o1¢ Cx‘ REX
® - § x -} x - i
b R - minex .x,0 a ~ ! A2
- e 1 "1 = > 1 2 9
-— [] [ — 1 —_ L]
Cx_—-321! j=o J C:-ci Jat sz Jo!

Sea ' = J-1, por lo que la exqpresidn anterior es igual

int % _y-1 j- PRt M xpmdTot
Tt 4 Am 3 ETIH ¥y P A b N ) :
a e t 2z 8 T 1 2 a - PCx ., D
_ T T €% = =157 €% =J7 =131 0" 2
j-=o 1 z

= PCx ~1,x —-12> — PUx .™ D,
E 2 1" 2

. < x =1-j
APC»x . x_ D —Cn ) m""“‘a’“z’ A A 1
1 27 oo 14 2 '3 r 1 Cx -4 z
—_————— ] Cw ~1>71
o j=o J! o Cx ~dt

=28



o % o—1- % -]
in a A T A 2
cpte D T e o

LB CJT Tx =357 &350

= PC3¢ %D = PO

-1, 3¢
wt e

La terégha -1gualﬂad se demuestra de fcrma andloga a la

segunda.

Las proposicionez anteriores serin de gran utilidad para
encontrar los estimadores de las medias e un P.R.G.W.B., ya que
como se veri, no serd posible ehncontrar una forma explicita para
la funcidn de verosimil{tud cuando la distribucldn de

descendlientes es la Polsson bivariada (vease la seccidn 3.1.2.0.
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1.3 HF:.Tobb_ " DE . MINMIMOS CUADRADOS COHDICIONAL

En esta secclidn se explicari brevemente en gue consiste e}

mé@cdo_dé esleécién mini mos cuadrados condicional, en un proceso

eétoééshiéo bivariado. Temas adicionales sobre esbte método se

pueden, consultar en Klimko y Helson (1978) vy la solucidn para

modelos lineales en Seber (19834).

Supongamos que se Liene YL t=1.,2,..., uUn proceso

estocistice
bivariado, definido en un

espacio de probabilidad <O, 5,P2, cuyn

distribucién depende de un vector de parametros degsconocidos a =

Ca,’“é" Sea {31}?_0 una sucesidén de sub-o-Algebras de F tal que
$1 es generada por {Ys""'YL} L= 1y 5; es la o—&lgebra trivial.
Dado un conjunto de observaclones Y .....Yn. el mébtodo de

minimos cuadrados condicliohal, consiste en estimar o, por el valer

qQue minimiza

QthD = U'U = CY-ed'*'CY-ad

donde ¥ ez la matriz que tiene como i-ésimo rengldni a Y.' ¥y @ es

—_

la matriz donde el i-¢simo rengldn es ECYt’lﬁl J. Es importante

cbgervar dque U'U es una matriz de orden 2x2, ¥y para minimizarla es

necesario definir una relacidén de orden entre matrices. Asi si C

vy P son dos matrices simétricaz de las mismas dimenziones.

entonces C =2 D cuandos C

-~ b es =zemipeozsitiva definida, esto e=s,

cuandas C-D = O,

30



DEFINICION 1.3.1. Si CCB) es una funcidn matriz simétrica,

se dice qhe C Liene un minimo en & = 3. sL CCOd > CCBY V o.

Cuando © ptuede ser escrito de la forma XYoo, donde X son
observaciones que dependen de Y, es posible aplicar la solucldn
del estimador de o que da Seber (19840 para medeles lineales, ¥

que tiene la sligulente expresidn

g = CX*X7*X'Y . cuando CX*X>7* existe.

Esta solucidén se obtiene encontrande el valor & que minimiza U'U,

sujete a que las columnas 8"’ de o, pertenezean a2 E = R [X]

y el

espacio columna de X.

Es importanlte observar que =i © puede ser escrito como Xd,
estaremos hablando que nuestro proceso cumple con el modelo lineal

Y = Xa + U, donde U son definidos como los resliduales del modelo.

Para esto ciertas propliedades de los residuales U se deben de .

cumplir: Supongamos que U = Es. » donde Uﬁ.. = CUn'Ui.z)‘ entonces
U

EfU]

]

0 vy Cov[ Eh"ii-] = 6hi. Y: ni=1,2,....n, donde éhl = 1
si h =40y 6hi= 0 si hei, ¥ £ e2 la matriz de disper=sién comin

CEsto es, %, = COVCYL'D).

3



Obsdérvese que en otros Lé_rmiﬁo_é; -'_es't.as propiedades de

residuales pueden escribirse dela siguléhte manera

_ _ = '. = o . . -
E[Uhj Uhj]_— VarCUth o'j i b 1...n i 3 1.2

1 = o

EL Um thl = EI th u,l-= CO?FUI"_-'!:'%;z:-_-_-_-..; = s

h=1,...,n

*

Ef Uhj Ui.k] = COV[Uhj.Ulk? = 0; h.l. =...._‘:1;’.._; -.._ .‘:.'Vn__. . coan hai ; j'?‘ =1,2

32
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1.4 RESULTADOS VARIOS

Finalmente, ¥ con el objeto de facilitar 1a Yectura,
presentamos tres resultados limlites que seran ttiles para

demostrar las propledades asintéticas de nuestroz estimadores.

TEOREMA 1.4.1 Sea {?,'h..?‘n }:__1 una =supermartingala. s

lim ECEn+) < w , entonces exisie una variable aleatoria lnlegrable
nNnao

¥ tal que Eh + ¥ casi seguramente.

LEMA 1.4.2. CDE TOEPLITZ) (Loéve C197800 Sea a . k=1,2,..., kn
- - : LI
ntimeros tal que VYV k a, » Oy ¥ n E |ahk| = c < m. Sea X_
E ankxk. Entonces Xn + O implica Xn + 0 y sl };_‘, a L .- 1,
entonces xn + X finito implica xn' + X. En particular, si bn
n ~ 4 n
=Ea | o ., entonces X -+ X finito implica — E aX - X.
| 3 n b Bk
k=g - " k=12
TEOREMA 1.4.3 CTEOREMA DE LIMITE CENTRAL PARA SUMAS
ALEATORIASD CBillingsley C196832 Supdngase E’ » Ez' .+ . SON

varliables aleatorias independientes e ildénticamente distribuidas
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Si—
Toa
ot

con media cero y Véﬁi#ﬁ?@dégg - W . donde W e= una
variable aleatdria—b@#k@@k;;yfﬁ;fséh tales que GLienden 2 o ,

entonces
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CAPITULO 2
PROCESOS RAMIFICADOS DE GALTON-WATSON BISEXUALES

'En este capitulo se presentan las definicicnes y resultados

mas importantes de los procesos de Galton—-Watson bisexuales,

Ademas se estudlian clertas aproximaciones que existen para este

 tipo de procesos. Este material se encuentra en Daley, Hull vy

Taylor (135860, Por tltimo presentamos algunas supermartingalas

asocladas a los procesos de Galton-Watzon bisexuales,

2.1 DEFINICIOHNES Y RESULTADOS PRINCIPALES

DEFINICIOM 2.1.1 Un proceso de ramificacién de Galton-Walson

bizsexual (P.R.G.W.B.D2 es aquel que Liegne la sigulente estructura:

consiste de un preoceso bitipo, en el cual, suceslivas generaciones

n=0,1,2,..., se camponen de F“ hembras vy Hn machos los cuales

forman 2“=£CFH.MnD unlidades de casamiento ¥ donde cada una de estas

reproduce, independientemente de las otras, de acuerds a una misma

distribucidn de descendientez bivariada. Denotaremos  por

PZC&Q=PCk‘.k2) a la probabilidad de que una unidad de casamiento

produzca k‘ hembras vy kz machos. Esto es,. se tLienen {th.Yn);

i t
n=0,1,..., i=1.2,....2h} variables aleatorlias bivariadas

lndependientes e identicamente distribuidas , con entradas enteras
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no negativas' tal que

_—
R ™ .
CFnu'MnuD: .E an.Y 3.
i=1 i X
La funcidén ¥C-, -0 se llama la funcidn de casamiento, la cual es
una funcidn mondtona no decreciente en cada argumenta, valuada en

parejas enteras con entradas no negativas, que toma valores en los

enteros no negativos y ademas ¥C0, 03=0.

Como ejemplos de funciones de casamiento tensmos las

propuestas por Daley (19682, ¥y que dan lugar a le que llamaremos

modelos M1, M2 y M2 respectivamente,

1D ECx»,vyd = minCx,¥y> YV »y = O Casamiento con

Fidelidad.

2)  ¥FCs,.yd

¥ minC,yd ¥ x.y 20 Casamiento Promiscuo,

3 ECx,¥y) = x ¥ xy 2= O Casamiento Estandar.

DEFINICION 2.1.2 Un P.R.G. W.B. ez superaditive cuando la
funcidn de casamiento ¥(C -, -) es superaditiva, © sea es tal que

.ECx1+xz.y’_+y23 > 2(:-:1.3(1) + JfC:»:z.yZD \d K 2T Fpe Y, € [O, wd.
Observemo= que las funclones de casamiento de los modelos M1,

M2 v M2 son superaditivas.

Dada una funcisn de casamliento superaditiva ez posible
encontrar una familia de funciones de casamiento superaditivas de

la siguiente manera.
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PROPOSICION 2.1.1 - Sea ¥Cx,yd una funcién de casamliento
superaditiva entonces £ (x,y) =_t1—¢:c;;pjxcx.y>_+ Cl—e2320Cx, y+1D
+ aCL-DECx+1,¥) + oFECx+1,y+1D con o & [0.11, e= también

una funcidn de casamiento superadiLivé.ﬂ

La superaditividad de ZOC-,-D puede demostrarse a partir de

3°Cx + o,y + (D = afoCx + 1,y + 3 + Cl—an;Cx.y + D

Hemos incluido la siguiente condicion, pues seri de suma

utilidad en los dos ultimos capitules,

DEFINICION 2.1. 3. Una funcidn de casamiento ¥C.,.) que
cumple con EOX,.¥y) = X Y o Cx.yd, la llamaremozs funcidn de

casamiento natural.

Que un P.R.G.W.B. tenga funcidn de casamlento natural,
significa que el numero de parejas que se unen para reproducir, no
puede exceder del nUmero de hembras que hay. Es muy ldgico
pensar que dicha propliedad suceda en la realidad, va que es en la
hembra donde se genera el nueveo organismo, Los modelas ML, M2 vy

M3 son funclones de casamiento natural.

El supuesilo de independencia entre laz parejaszs aleatorias

<X .Yn > Junto con’ el supuestc de que CF M

LS TR T
i

N .7

N R
= an.YnD implica que Jla sucesidén de varlables aleatorias
1 i i

N
L

{Zn} es una Cadena de Markov con espaclo de estados dado por los
enberocs no negativos. Ademis como 200,00=0, el estado O es

absorbente.
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" Las medias de reproduccidn de hembras y machos por una unidad

de casamlento seran denotadas por H,Y M, respectivamente,

De ahora en adelante supondremos que PCZn“=Jl2h=J) <1 , lo

"que significa que con probakilidad menor que uno, en dos

generaclones sucesivas, las unidades de casamiento permaneceran

iguales.

DEFINICION 2.1.4. Las prebabllidades de extincidn se
definen como q9; = PCZn=0 para alguna n|2o=JD J=1.2,...: ¥y las
tasas medias de crecimiento se definen como T, =_deCZnu|2n=J).

La interpretacidn de la tasa media de crecimiento es la

siguiente: Dado que estamos en cleria generacldén, con | unidades
de casamiento, la tasa media de crecimiento es el promediao  de
unidades de casamiento que habrda en la proxima generacldén, por

unidad de casamiento.

i
Observemas gue PCZ  =k|2Z =§) = PCEC LCX .Y J2D=kd =
n+t n i=1 ni. nL
i+d .
= = =z -
ch_cti:icxni.lyh‘nsm PCZankizn J+12, por lo que {2} e una

cadena de Markov estocasticamenie mondteona CC. .M. E.M. D,

Recordemas que para dos variables aleatorlias X y Y
decimos que X es estocasticamente menor gue ¥ sl FPCXED = PCY={> V¥
d
Jy ¥ se dencota como X £ Y.
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PROPOSICION 2.1.2 Sean {Zn } ¥ {Zh } dos P.R.G.¥.B. dados.

d
Sl las distribuciones iniciales son tales que Zo' = 20". las

funclones de casamiento cumplen con ¥'Cx,¥) £ X' "Cx¥) Vx,.¥ y la=
distribuciones de descendientes, satisfacen ECfCXn’ .Yn’D) =
L i

ECFCXn".Yn")D donde ez una funcidn creciente, entonces

1 8 t
PCextincléano'D = PCexLlnclén'Zo"D.

LEMA 2.1.1 Para wun P.R.G.VW.B. superaditi vo, el limite

—1 = = -1 = =
lim J ECZ2 lzan) sup J E:CZnulZn an r existe

n+d

Jj+e ir»o
Al parimetro r se le conoce como la Lasa de crecimiento, vy
tiene la siguiente interpretacidn: Dado que estamos en cierta

generacidn, r es el promedioc de unidades de casamiente que habra
er; la siguiente generacidn, por unlidad de casamliento, Obhservemnos
que dicho 1imite depende de H, ¥y p, como lo muestra el siguiente

resul tado.

LEMA 2.1.2 Para una sucesildn {cxi.yla. i=1,2,...} de
variables aleatorias bivariadas {ndependientes e identlicamente
distribuidas C(v.a.b.i.1i.d.) con esperanzas finitas ¥y funcidén de=

casamiento ¥ superaditiva

<. R

i i
4'2c EX, D YD > lim JTRECHECHD, JECYDD = r

2 " jren jrm
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OBSERVACION  En el modelo Ml se tlene © = minCp,u 2,y en

los modelos M2 y M3 se tiene r = u.
En M1, el wvalor

1am 37 g minCp ,p.>

joee
En M2 se'Liene.“

C1lim p"min61.JHé3 =, o jﬁjque}jpé'crece cuando j crece.
'j-’a?' ' ' . S

En M3, el valor es r = 1im j = | H, =M
Con esta observacidn se ha enconbrado la tas=a de crecimiento
r. para los modeles M1, M2 ¥y M3; ¥y de esta manera es peosible

ver, para estos modelos, como r depende de MY M,

Daley (1968) demostird que para las funcione=sz' de cazamiento
M1 vy Mz, qj = 41 V¥V jg=1,2,... =1 y solo =i r =< 1. El siguiente
resultado trata de la extineidn para todo modelo que es

superadi tivo,

TEOREMA 2.1.1 Para un P.,R.G.W.B., con funciones de casamienbLo

. superaditl vas q} =1V j=1,8,... 8i ¥ solo si1 r < 1. v

Este teorema es funcamental en los P.R.G.W.B., ya que nos dice

bajo gque condiciones el proceso tiende a extinguirse o tiende a
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creacer. Ademias es interesante observar la analogia que existe
con los procesos ramificados simples y con los procescs de Galton-
Watson bitipos, en cuanto a las condiciones de extinceidn del
proceso. E=sto ex=, en los Lres procesos, un parametro es el que
interviene de manera semejante, en los ramificadeos univariados e=
"la media de reproduccidn, en Jlo= ramificadeos bitipos es el
valcr.prcpio mayor de la matriz de medlias de reproduceldén Cveidse
Karlin C19862, pAgina 3013, y en los P.R.G.W.B, es Jla tasa de

crecimiento.
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2.2 APROXIMACIONES

En esta seccidn seran vistos clerilos resultados que tienen
que ver con aproximaciones de la-ts. Caﬁénas de Markov. Estas
aproximacicnes servirian en los P.R.G.W.B. para darnos una visén de
como son los valores de las probabilidades qj. En los procesos de
ramificacidén s=imples Chitiposd se usaba la f.g.p. Cf.g.p. 's) para
saber el wvalor de la probabllidad Clas probabilidades) de
exblincidn, graclias a la preoepledad aditiva que estos procesos
tienen Cveise Bagley (1986 En lo= P.R.G.W.B. no ez posible usar

el mismo mecanismo qgue los procesos de ramificacidn simples o

bitipos, pero sin embargo estas aproximaciones pueden ser bastantes

atiles.

DEFINICION 2.2.1 Sea P = Cp,‘j) 1a matriz de probabilidades

de transicidn a un paso, de una cadena de Markov, donde =l espacio

de estados son los enteros no negativos vy el © ez un estado
absorbente, 1a matriz P(k, definlida como

1 o

(k) L I T T N L T
Packs @ Qws
; = T

donde _P‘:m0 = Cpia.pzo.....pkob Y Q:ka ez l1la matriz de transicidn
para los estados 1,2,....,k, se llama la truncacidn noroeste de P
para k.
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Denotaremos por |:~_Lj‘m a la probabjlidad de pasar del estado i

al estado j en n pasos, Yy pij::: a la probabllidad de pasar del

estado 1 al estado j en n pasos pero sin haber pasadeo, en ningdn

momento, por alguno de los estados k+1, k+2,...

.

Es posible observar que lim p. .‘m = D, ‘¢m
ijtiny L3
k-—ﬁm
o w o oo
ya que p = L r . E PP . -+ P . ¥
%] tL L b i k]
i =1 b =1 i =1 1 12 n-1
1 2 n-1
s k k k
P =, & £ ... L PuPoy 0 Py oy
Lo =2 L =1 i =4 1 12 N4
1 2 n-1

-Denctaremos por qjcb a la probabilidad de extincidn dado

que se comenzd en el estado §j del P.R.G.W.EB. truncado con k, ¥

T
PoT Ay, T cquk)’qzCk)' et ’qklk)b ’

PROPOSICION 2.2.1 q, = ¢I - @ >7'P_ .

k
Lo anterior sale del hecho que DUy = pjo +1}-:1 pji.qmn
=1,2.. Kk yCL —QO>' =1 +q +aq %+
ey th ey ther Tt
Recordemos que una matriz no negativa S = CSUD es
_ K k
mondétona si para cada L £ 1 tenemos s, 28 s, . k=1,2,... .

i=1 j
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DEFINICION 2.2.2 Sean S = Cs;p'y- T = €t > mtrices no

negativas de las mismas dimensiones, S es monotonamente menor que
k m

: k
T s1 para cada i se cumple L Si.j =Nt s ¥ se denota como S =T
i=2 i= '

OBSERVACICOHES

12 La matriz de transicidén P y sus truncaeiocnes P{h

k=1,2,..., son mondtonas.
2) El preoducto de matrices mondtonas es mondtona.

BDqlquparatSqu“k’ J =k

< i<
- qjtk: v =
42 S S monotonamente creciente con respecto a k,
L8
<
por lo que T = 9

L=n c:;.Hj = quj i,j=0,1.2,...

LEMA 2.28.1 Sl =]l proceso esteocastico {Zn} valuado en les

enterns es estocasticamente mondtono, entoces q, - 1 P

-— i -
1 r:;“k’l)v:;"':+1 para todos los enteros t.% tal que & k.

Con el sigulente resultado, podemos darnos una idea de los

valores que tLienen las probabllidades de extinciédn en lo=
P.R.G. ¥W. B,
TEOREMA 2.2.1 Para cadenas de Markov superaditivas Lenemos

<

Lei+j—a
RN —_—_—— ara i,j=1,2,...
s ] e =12,

=g = min[ .
1
1-g

jli+j-19
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los subindices 1, =z ¥ 23 seridn usados para los modelos

M1 ., M2 y M3 respectivamente.

PROPOSICION 2.2.2
1> .‘L‘.'iCx.y) = .'EZCx.y) = .?.BCx.y) ¥V %,y € [0, 0]

2) S1 cada unidad de casamlente reproduce independientemente

de las otrazs y =se tienen distribuciones de descendlientes

™m m

idénticas, entonces '1“l = Tz = Ts ' donde ’.?',t es }a mabriz de
m
transicidn para los modelo=s i=1,2,3 , y de aquli se sigue que T‘" =
m
7" =T, n=1.2,...
=z a

) Cuando n+o la probabllidad de saxtincidn usando M1 es
menor o igual que la probabililidad de extinclén usando M2, la  cual

es menor © lgual que la probablilidad de extincidn utilizands M3,

4 r =r <= r,.
jt j= i

Los resultades anteriores también son vAlidos para las

truncacicnes norcesles.
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3.1 SUPERMARTINGALAS  ASOCIADAS

Para concluir este capitulo presentaremos en esta seccidn
resul Lado.s scbre supermartingalas asocifiadas a los P . R.G.W.B..
Hemos incluide estos resultados y sus demostraciones ya que aunque
faciles, no fuseron encontrados en la literatura,

Para P.R,G. W.B. con funcidn de casamiento natural, se tLiene

el resultade siguiente

PROPOSICION =2.3.1 En un P.R.G . W.B., con funcidn de
zn
casamiento natural, { =~ 3 .’7-"'h vy N 2 1} e= una supermartingala,
Hy
donde 3‘n = O{CFO'MQD’CFKM;D’ R .CFn.MnD les 1la co-aAlgebra generada
por CFO,MOD $es e .CF’n,MnD.
Demostracldén:
E[ ntt ‘s- ] = 2 EC ¥CF_ .M &> = 1
i n N+ 4 ri+d N+t ke . I't-l_-l
1 Hy i 1
= = =
™ ™ 1 ™ .
EC 2 E x . E Y o] 3 5 —— E[ r b ¢ F ] =
. n, ™ n n+ i . n 2]
‘A= L i=1 i ;.11 i=t L
1 “n zn
" x ECXhD = —
Hy t=1 t H, ]
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Recordemos que las funciones de casamiento Mi, M2 ¥y M3 son

=4
naturales por lo que para estos modelos { : ; 3; » 0= 11}
Hy
es una supermartingala.
zn
Obsérvese que para el modelo Mi, { = .'r“n , = 1}, e=s
Ha
también una supermartingala. Tambl én obsérvese que para el
modeloc M3 la sucesidn { : : fﬂ s noZx 1} es una martingala.
M

i

En general para cualquler proceso con funcidn de casamiento que
cumhle con la propiedad de superaditividad se tiene el siguiente

resul tado.

PROPOSICION 2.3.2 En un P.R.G.W.B., con funcidén de
=

casamiento superaditiva, la sucesidn {-% : 32 s N = 1} es una
1

submartingala, donde v = EC¥CX,YDD.

Demostraci én:

z ., N 1
> L E = EC 2CF__,M_ D> |&¥ > =
N+ L bal i+l n+d +1 1al n+ 4
i v
= - )
1 o 1 o
T Ej*c Fcx .Y >iF = E r X .Y 2% =
i=1 ni. I“E"\. v""’ L=4 i i n
1 ZE ECZCK,¥D) = -1 2 ECEX,¥d = Zn
n+ i . . ' - N+t n g - ™ -
L2 iz=4 )
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CAPITULO 2
ESTIMACION EN LOS PROCESOS RAMIFICADOS DE
GALTON-WATSON BISEXUALES

En este capitulc nos ocuparemos, en primer lugar. de estimar
por maxima verosimilitud el vector de medias g4 . suponiendo primero
que la distribucidén de descendientes es serie de potencias
bivariada v luego que es Polizson bivariada. En seguida, Para
varias distribuciones bivariadas, se estiman por el mismo método,
las wvarianzas marginales y 1la covarianza. Posteriormente se

eztima por el método de minimos cuadradeos condicional el vector

de medias, s=in necesldad de suponer alguna distribucién de

descendlentes.

En el tecrema 2.1.1, se puede ver la gran importancla que
tiene estimar el parametro r, en un P.R.G W.B.. Mas nos
preccuparemocs primero por estimar el vector g4, ya gque no se tiene
una expresidn explicita en general para r, ¥y como se vid en el

capitule 2 &1, r depende de las entradas de o, ¥y de esta manera

se podri dar una estimacidn, que aungue no explicita, de la tasa

de crecimiento,

Cabe mencionar que los resultados que se presentan en este
capitulo no fueron encontrados en la literatura. Estos son

anidlogos al caso de procesos de Galton-Watson simples.
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3.1 HAXIMA VYVEROSIMILITUD

En esta seccldn se consideran dos casoes de distribuciones de
descendientes: Cuando ka . Yk o) ~ Serie de Potencias
. i i
Bivariada ce‘.az, g Y cuando ka ' Yk 2 ~ Folisson
i i

Bivarlada CAx A A D,
2" a2t

Supongamos que tenemos una nmuestra de un P.R.GYW.B. de la

siguiente forma:

Zo. 21. .. .Zn b CFO.MOD. CF".Mij. - .CF'n.M“D H t.al

que Z2_ =1 y CF“.Mib = 1,10

La praoababilidad conjunta de CF_,M I, CF M3, ... ,CF M2 =se
= =) 1 1 n n
puede expresar como:
PCCF WM D=CfL ,m 2, (F ,MDO=CL ,mD, ... +PCF M I=CL ,m 2D =
o' o’ o 1”77 PR} n"n L

PCCF M D=CL ,m D> PCCF M )=C,€.m)|CF‘ M I=CL ,m. DD
o o o' o 2’ s E | o o o o

PCCF WM D=CZ£ .m D|CF M _3=CL .m  3>.

i n—i n-4
Ahora PCCF, \MO=CA . m D [CF,_ M, _D3=Cf ,m D> =
zk-:l
PC T cxk-1 . ch-:,:, = Cﬁk. m.kDD . ya que conoci endo Cf.k. mk)
. L=a L t
2]:-1 ;
es posible conocer ER 4 ademas CFk' MkD = 5 X, . ,Yk_’ 2
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Por ‘1o tanto la distribucién. conjunta queda como: -

S Ual 101, DISTRIBUCION SERIE DE POTENCIAS BIYARIADA

En esta seceldn se hara la estimacidn con el supuesto de que

la distribucién de descendienltes e serie de potencias blvariada‘

ce.e,,93.

PROPOSICION 3.1.1. En un P.R.G ¥W.B. con  distribucidén de
descendientes Serie de Potencias Bivariada Csi. 92. g, con 20
= 1 vy corrCX,¥Yd) = coeficiente de correlacidn de X y Y = + 1 ,

el estimader de marxdma verosimilitud de u es

n n
L F, L M, S
”~ =1 i=1
p o= — o (3.2
) Lz
i=0 i=0

Demostraci én:

Utilizando la expresican (3.1D ¥ la Proposicidn 1.1.2, 1la

funcidn de verosimilitud Ltiene la siguiente expresidn:
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n

' e . Nt
log L = logCcoted + LogCei) E:Fi. f*"_l.'ngBZD Y - logCgCB‘.azj) Y Z
’ SRR I TR o t=1 - ' i=o ©
a ' 1 n 1 agCed n-1 66$
De donde == log L = [ — EF - = e I, 2_] [ ] +
M, By =y v o882 98 Lt I,
(5 Em-dw oo 52) G -0 v
2 t=2 © g 2 i=o * “1
22 g L = [ 1 gFp - 2 792 niiz] [?_B_i]
a“z 61 =g ¢ gc el 691 i=0 t sz
agced n-1 a0
i - 1 = 2
=— T M - L 2 [ ] = 0
[ 62 (=g v gCed 662 iea b auz

Aplicando la Proposicidn 1.1.3 y 1la Proposicidn 1.1.6, las

ecuaciones quedan de la sigulente manera:

i=1 i=o

n—1 1 N n-1 42
[_EF.‘-H‘ Ezi]——z--»[zm.‘—pz.zzi] [—-——?——2-]=o 3.3
0’1 1= i=0D di

n n—1 1 n n—4i 012 .
EH‘-‘HZ.EZ.L]——-;*‘ LF -~ p _EZ-L] [- __;_z.]=o C3. 4>
i=1a i=0 o i=1 i=0 o [+4
2 -3
De la expresidn (3. 30 obtenemaos
™ asz 2] d’.z -1 n—-41
-EF'L— = ‘EMi_-O-pz S _}:2.‘=.u1 .Ezt £3.8)
L= 4 o-z i=1 02 i=o L=O

S1



SusL_iLuyendo en la. e’cu_éé_ifgh '--"_C_S.__'ED' _.La expresiéon (3.9

Y

simplificando resulta ]
o"zz n 0122 n-t
- z 2 E Mi. * z =2 = I""2 E ZL =0
[-4 o i=2a (-4 o L=
1 =z 1. 2
a" ne~i
De donde [1 - rz| =0
2 2 3
o 1=
R .
Por lo gque pa =
Sustituyende en C3.5), obtenemos:
ta)
™ 0“2 ™ i.FiML 0‘12 =4 n—%
_EFi._ z_EMn-‘-n-a. 2 Ezi.zp: EZL
Li=1 = T =14 [=4 L= 1=0
2 Zi 2
i=0
n
L F,
-~ =4
Por lo tanto M=
i n—-1
=2
t=o t
ORSERVACION fos estimadores anteriores son clertos si
2z
o . .
[1 - ——---—] = 0, Esto es  CorrcCX Y J = pgoeficiente  de
z2 =z k-1 " T k-y
o (=4 t i
1 2
correlacidn de Xk_’. ¥ Yk-: - =1, En olLras palabras no debe de
i i
existir dependencia lineal entre las variables xk;l Y Yk—z .
i Y
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El estimador resultante tiene la siguiente interpretacion.
El estimador de la media del numero de hembras por wunidad de
casamiento, resultéd ser, el nimero de hembras producidas en las
n generacicnes entre el ndmero de parejas casadas que produjeron
las hembras duranlte la n generaciones, La Jinterpretacidn es

by

anAloga para la segunca entrada,

OBSERVACI ON S X ~ serle de potenclas ce‘.gia y ¥ ~ =erile

de potencias Cez.gzb. y ademas son independientes, entonces

mn
E (F M D
~ A TN S " t
H = H = HF —_—
a 5L a
i=o *
Lo anterior es verdad ya que
Fa. Ma -1 Fz Mz -2,
L = cte e *a cgtedgced> 6 “8 %cacedgcedd .-
F M -2 i
& M@ "tgcedgcedd "
Por lo que
n ' n~ 4
log L = logCeted + LogCad L CF".-*Hi‘D —Rleglfgledd I, Zl
. i=4 t=0

De aqui
-4
deg L , 30 n 2 1EL 2, agced ae
P 8 3p .‘E CR*M = gce> e sz - °
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Aplicando los resultados para la media y la varianza, en

términos de la derivada de gC.) y de la derivada de &,

respectivamente, de la distribuclién serie de potencias univariada

CBasawa y FPrakasa Rao C198022, obtenemos

.o _n.--.s . 1. .
CECF.+MD — 2 L 2 po C—;D = 0
izt Lo i=o . -4

De esta ecuéciﬁﬁk_él.estgmador de u se obtiene como

“ .
._.}:‘. c_F'L+Mi_)-
v=1

B Lo

2 Bz

i=0

el

Para la interpretacidén de esta media, SseriA nacesarjio tomar

en cuenta toda la informacidédn, esto e=, dicho estimador results

ser el numero de individucos reproducidos , entre dos veces las

unlidades de casamiento que produjeron estos individuos.

Obsérvese que cuando 6 = Ql = 62 y g, = g, © 8 = 61 = 62 ¥y X

¥ Y son dependientes, entonces no es posible estimar u.

3.1.2. DISTRIBUCION POISSON BIVARIADA

Supondremcos en esta seccldn qQue la distribucidn = de

descendientes es la Polisson bivariada Chl.hz.ksb. Recordemos gue

esta no es un caso incluido en la distribucidén serle de potencias
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bivarjiada, por lo que'la esLimacién de i Se realizara sin usar los

resul tados de media en funcidn de la derivada de gC-, -D.

PROPOSICION 3.1.2. En un P.R.G.W.B. con distribucidn de
descendientes Polsson blvariada C)\l.hz.)\s) ¥y que se encuentra en

el conjunto de no extincidén, el estimador de maxima verosimilitud

de o es
~ 1 rE. FL 1 E M\.
L B Z ‘N Z
- i=1 (A § i=a i-1
Demo=st.racidn:
La funcidn conjunta de CF1 'Mij v e e .CFn.HnZ! puede expresarse
como
n
. [LP [FL-_-’:'L' M=m g N3 N ‘7'..—2‘9] . donde

P[F'L=;L,Mi.=mi..gi_ A7 P BN ] = la probabilidad de que en la

1 i-t' 3

i-ésima generaciédn la reproduccidn sea de {:L hembras y m
L

machos, siendo la distribucidn de CFt.ML) Poisson bivariada

Cz

‘__1.\" . 5’1-3‘2 ' ;L_lhsb . Dicha probabilidad seri dencotada,

soclamente por F'C;Ei_.m,lb.

n
Asi tenemos que log L = I tleg PCF . MD>
Lt=1
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| . “@ieg L n 1
Per loque  —5i— =L mF WS X
B s e : L= i i 1

n 1 a
B =L perowmy axs POFpMpP =0
L= i 1 -4
2 log L n 1 a
—— = p ] BCF .M 5 o~ PCFi'M{,D = 0
- ] L=4 1 1 a

Aplicando la proposicidn 1.2.3, “Ias ecuaciones anteriores se

pusden expresar como

n . . .
1 =

E ‘FT'F——.—PZ—:)— CPth 1.Mi'"1) PCFi’Mi.)) - 0
i=a i i

r 1 . )
=1z i i

p 1
i=1 i i

De la primera ecuacidén se tiene:

1 n 'PCFL*1.ML-1)
n £ RFoMO =1 ¢=.80

Lt=1 i i

Aplicando la proposicisn 1.2.2, la sequnda y tercera ecuaclidn

quedan como



F PCF, M3 ~ 27 %
i i I TR

n .

1 .
R e v s T 2 L €3. 73
i=4 | S S : L

n ' M PCF, (M D -~ Z

1 i i [ :

E PCF, .M D 3.8
=4 i i i-1..8

Susti tuyendo (3. 8) en CS 7'3 y C3 8) y despejandn, resulian

F i
~ o o~ 1 Z i
)"z*‘)\:"“z—*ﬁ_z Z,
L=41 L=-1
n M
~ ~ ~ 1 i
Ay TAEH, B R ?2

Obsér vese que es necesarlo pedir para estos estimadores gue

el procesc se encuentre fuera del conjunto de extincidn, o sea

Zi._i ® O para toda L = 1,...,n. Cuando 21c = 0 entonces Zj = O
para § > k. Supongamos que la muestra tenga la sigulente forma
2!. .. .2)‘:_1 distintos de cero ¥ Zk. . e .Zn lguales a cero.

Entonces los estimadeores quedaran como

Asi la estimacién de H, resulié ser el promedio de las n

generaciones del nimerc de hembras producidas, entre el ndmero
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de parejas casadas que produjeron a dichas hembras Ceste cociente

es por generacidnd. Para flz v la explicacidédn es analoga.

En un procesoc de ramificacidn de Galton—Watson simple, el

estimador de maxima verosimilitud de p, cuandoe se supone

distribucién de descendientes serie de potencias univarliada, es

analogo al estimador de maxima vercsimilitud de cada entrada de u

en un P.R.G. W.B suponiends distribuciédn de descendientes serie

de potencias bilvariada (véase Basawa ¥y Prakasa Rao 19803, pag.
=220 .
3.1.3 ESTIMACION DE OTROS PARAMATROS
o’iz o:l.
Para la estimacliédn de YL = : . podemoas
o Pl
12 2
aprovechar £l principio de invarianza del estimador de mpaxima
verosimilitod., Asi por ejemplo
1> Cuando X ¥y Y son independientes, X ~ Polsson vy Y ~
Geométri t o2 =h y ol =ncl +uad
ométrica, entonces o" = ,u-t ¥ o'z = .uz ,uz .
2 Cuando CX,Y? -~ Trincemial Ch.p’..pz). aentonces Siz = .
B ) ~~
_ M, H
”~ i _ ~ = = 1 2
,ulC1 ;-3 L=1,2 ¥ o"z -
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S @ CX,Y> RITrinomial Negativa CN,F_,P)>, se tlene que

~z M CoHg B,
" = ,uLC1 + N_) t=1.,2 b ' = T .

Sin embafgo_no siempre ez posible estimar dichos parimetros
por maxima verosimilitud usande el principioc de invarlanza. Peor

ejemplo si C(X,Y) ~ Polsson Bivariada cxl.xz.xsa. se puede ver gue
33 = ﬁt i=1,2. Pero como o;z = h‘ , Na es posible estimarlo,
va que no es posible tener informacidén por separade del parimetro

Kl a Lravés de una muestra del P.R.G.W.B..

La estimacidn de la tasa de crecimlenteo r por maxima

verosimilitud resulta ser

mo=1im 4"t 2y 31._1 323
jorm

Dicho resultado se obtiene al aplicar una vez mas el principio de

invarjianza y el Lema 2.1.2.

De esta manera queda resueslto el problema de estimar el

parametro r.
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3.2 MIHNIMOS CUADRADOS CONDIOC]I ONAL

En esta seccidn se obtendria okra egtimacién de g basada en el
método de minimos cuadradoz condiclional (M.M.C.C.D el cual no
supone el conocimiento de la distribuciédn de descendientes.

En el caso de procesos de Galton—-Watson, este método se
presenta en Basawa y Prakasa Rao (19802, pag 21. Si se tiene un
proceso de ramificacldén simple |{ 20*—'1. 2’, 22. ¥ tal dque

— oy 2 —
ECZ*D = ¥ Var(212) = , S puede ver gue ECZ".“IZnJ =

w O

Zh H Y Var-CZn“|2nD = Zh o . Es por esSo due se suglere el

siguliente modelo de tipo auvtorregresivo para {Zk}. Zn“ = u '7n +
2'_.’/2 U‘_‘q donde se puede veriflecar que {Uk}. los residuales,

cumplen con las propledades de Jlos residuales: ECUkD = 0

a

Var-CUkJ = o ¥ Ulc es lncorrelacionado con Uj « Para cualgquier k v

J tal que krej. El estimader por el M. M. C.C. de p. resultéd ser

L4l

Lz
= :——:—- y 2l cual coincide econ el de maxima verosimilitud,
zi.

=2

L=0

en esle caso.

El M.M.C.C. para el casc bivariade fue explicado en 1la

seceidn 1.3 de este Lrabajo. Aplicande dicha teoria en nuestro
caso bLtenemos cue si

¥ = Y" = CF, M = F‘1 M’ . entonces

Y. ' F M

n ™ ™
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BCY |, > = BCCFL,MD S > = C2_p,2Z 1) = 2 ¢

Aqui X = Z = (Zo Ve ) ¥y oo = u . De esta manera

=z
. =1
el estimador del vector de medias por el MM C.C., que sera

denotado por [ , resulta ser

A=z T2y

Esto es
™ bl
r tht-x _z ML21-1
3 = ce a) = L=1 L=2
ﬂ HyrHy n 2 * n 2
,E zi—z ,E 2&—1
= L=1
Obsérvese la gran ventaja que Liense este método, al no

supeoner ] conocimiento de una distribucidn de descendientes, estb
es, es un método no paramétrico, E=s también importante cbservér
que nNo Supohemos que CFD.MOJ = ¢€1,1) ¥ Zo = 1. Sin embargo una
desventaja, 1o es el hecho de que no es posible estimar por este

métoda 1a matriz de covarianza L.

[£ 8]

Veamos ahora que =i camblamos la sucesidn {YL} por {Yi } =
{ = 1 Yt} . el resultado seri diferente. Esto ez, para Y;”.
i~a — : ~
7 _ 1 -
Eczi |$L4) = Ein_i Ii 3}1] = Cpu.pzb. Por lo que en este

caso
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De esta manera el estimador de p. gque seria denotado por ;:

_— —

n F, n M
resulta ser g = € 0 = n-’[ = LIS N L ] » que colncide
1'2 Z L2
- t=1 "t-14 i=2 t-1
con el estimador de mAxima verosimlilitud de o, cuandeo se uso
distribucidén de descendientes Polsson bivariada. Recordemos que
se pedia para este estimader que Zi_ = 0 , ¥y cuando Zk =0y ZL E
para i < k , =2 hace la estimacidn hasta Zk-x'

Obtra posible elecclidédn de Y es Yi.(z’= { = 1 Y_} de donde se

i-2
obLliene ECYL'2’|3-'i_iD = Zi__:/zp. Por lo tanto
vi2 = [ F, M, 1 X = S1-2 y o =

12 12 : B o = - =
zo ZO -
. : 12
: . A
n-t
Fﬂ Fh
12 172
g n=-1 n—-4 J

£l e=ztimador resulta ser entonces

a2



n

~ ﬁ ~ 14) -1 n .
Moo= QU LD = L =2 YF, . EM y el cual coincide con el
- 1 z i=d t-1 it=1 t 1= ¢

estimador de maAxima verosimilitud, cuando se usa distribucidén de

de descendientes serie de potenclas bivariada,

Loz modeloz lineales que =e han propuesto para estimar el

vector de medias por el M.M. C.C,, son

CFLMO = Z kot CU LU0 €3. 9>

CF_L”’.Mi“’D = p+ cy U €3.10)
_ ST TET R R,

er P M =2 2y cul‘z’.u €23y C3.112

i i i~ i
i z
El estimador [+ resultéd de €3.9Y, i de ¢3.10) y 4 salid de

C3.115.

Puede observarse gque el tercer modelo ¥y l1la estimacidén

resultante de x4 son anidlogoes respectivamente,

al modelo lineal y

al estimador resultante de la media en los procesos de

ramificacidn =imples.

Es importante recordar que ECCFLJﬂ3[3ldD = -

18 13 _ 2> 2> - 1,2
BccFOMTD|F 0 = p y BECCFT M F > =2z v o

i-2 il i-1
que =significa gue cada uno de los modelos son razonables

Tres estimadores del wvector de medlias se han obtenido por el

M.M.C.C., ¥ los tres han resultado ser razonables, sin embargo
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antes de tratar de hacer una comparacién entre ellos para ver cual
es mejor estimador, seria mas conveniente ver dque modelc cumple
con las propledades de los residuales, por lo que verificaremos
que modelos cumplen dichas propledades de los residuales, las
cuales se pueden encontrarse en la Secclidn 3 del Capitulo 1. En

cuanto a la propiedad de la esperanza

El gi.] = EfECC Ui. . UL 2 |3‘L_13 ]l = ELECC Fl-zt-a“s ' Mi~2i_1p2) |.5"‘,t_‘3 ]

1 2
CO'OD ..7
ELU‘*). = Ereccy P, u"iF >1 =  ELECCzZ OdF -Z _ u,
=i _ \.‘ I.z ) i-1 i~1 i i-1" 1
M -2 _ w1 |F 51 = co,m
EtU®) = ErECcU ‘U P |x >3 = ElECczZ,_>TVF -z,
=i i i, i-t i1 i -1

M-2 pd|& 021 = CO,0)
L L=1 2 1=4

Verifigquemos la propledad de las varlanzas

vartU 1 = Efu®1 = EIECCF -Z_ud7|F, _>1 = o ECZ D,
) I.‘ 1.1 i 1-1"1 i-t 1 i-1
analogamente Varfl 1 = o zECZ, J.
I.z - L—-1

vartu ‘1 = Er(u 1 = ErEccz_>7%F -2z p2*|F 51 =

\.1 |.1 =1 i i-1" 2 L1
o PECCZ. 9™*, analogamente VartU ‘"1 = o %mccz >7,
i i—a \.2 2 -1

2y, _ 2.2, _ = - 2 - 2
Var[Ui_i 1 = E[(Ut‘ )*) = EtECcz,_D>7'CF -z, pd%|# >0 o®
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2

anlogamente VarEU;zﬁ = o,
2

D= agui conclulmos que Lanto el  primer modelo, como el

segundo modelo no cuhplen één Lcdés_ las ﬁrcpiedades de los

residuales. Verifiquemos que spcede con las correlaciones de los

residuales del tercer modelo

Covl uL1 , ULZJ =El Uliu‘z] = BIECCZ, O7CF -2, 1mOCM -2 > |&,_ 21

—3 a -
12

CoviU, ,U 2 = E[U U ) = ELECCZ, 2 2 Y%F -2 ud

11 'I.l. L‘ 3‘ i=-1 j-1a i i-1" 1
CterJﬂD 31q)] = O , donde sin pérdida de generalidad
sSuponemos dque i ¢ j, analogamente Cov[Ui.UJJ = 0,

2 2

CovIiU ,U.1 .= EIU U 3 = E[ECCZ Z Y Y%Fr -z p>d

Y 32 I.’. Jz i=1 -1 [ T R §

CMj—-Zj_!yz)I.?“i_‘)] = 0 , donde =in pérdida de generalidad i ¢ j.

Con estos resultados sobre la covarianza de los residuales hemos
comprobado gque efectivamente, el Lercer modelo cumple con cada una
de las propiedadeé usuales de los residuales, por lo que el

estimador por M. M. C,. 0. del vector de medias en un F.R.G. W. B, mis

conveniente es

=
I
M
N
~
v
7
g
4



que ceoincide con el de maxima verosimilitud suponiendo

distribucidn en serie de potencias bivariada como distribucién de

de=scendientes, y cada entrada es anadloga al estimador de la media

4 en los procesos de ramificaclidn simples, cuandeo fue utilizado

este mismo método.
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CAPITULO 4
PROPIEDADES ASINTOTICAS DE LOS ESTIMADORES

En este capitule desarrollaremos propledades asintédticas del

estimador de medias

n n
EF, LM

-~ i=4 i=1

E - n—-t L |
E Zt r =
izo L=

que resultd ser el de maxima verosimilitud suponiendo distribucidén

de descendientes en serie de potencias bivariadas, asi como el

dade por el método de minlmos cuadrados condicional.

4.1. DI STRIBUCI OM ASI HTOTIZGCA

En esta seccldn se estudlara primero la distribuciédn

asintédtica del producto de un elemento aleatoric por la diferencia
3 -H + ¥ por otro ladeo. come una consecuencia de lo primero la

distribucidn asintdtica de un factor aleatorio por la diferencia
o= r. Cabe mencionar que ¥n CD — M3 no se distribuye

asintédticamente normal, para esto obsérvese el siguiente ejemplo:

Supongamos gue ka.YkD se distribuye de tal manera que Xk
| [

Y Yk son independientes ¥y que Xk se distribuye
8

L

oomo tna
i



gecmétritan). -ademas la funcidn de casamiento es 2XC0x,yd) = 2«

n—-1 n—1
Obsér vese ue =Z = ¥XCF M> = F or lo uer z o= F .
9 ) n T n n * P a E i ,E i
i=o L=
n~1
adema=s F = ¥ X . De esta manera ({F , n = 1} es un
n- iz n-!.i. tal

proceso de ramificacidn simple con distribucién de descendientes

geonétricaCpd. Por lo tanto conclulmos que
. - n
1 1 ~ _ D
2 [ ] c“: 'un:’ * {2y
-4 1~y

£ 1

Este resultado se encuentra en Basawa ¥y Prakasa Rac C1980) en 1a
pagina 17. Y asi ¥ n Ca’_—p’) no se distribuye asintdticamente
nermal,. por lo que la distribucidén conjunta de ¥ n CB = M2 Lampoco

es asintsticamente normal.,

Es interesante menclionar gque cuando se hace inferencia
estadistica en lo=s procesos de CGalton-Watson simples, Se Sacan

propiedades asintdticas del estimador de la media (véase Basawa vy

Prakasa Rao C19803)D. Toda esta teoria ya deducida, no fue
posible aplicarla a los P.R.G.'W.B., por lo que fue npecesarico
sacar nuevos resultados para los P.R.G.W.B., los cuales no fueron

encontrados en la literatura.
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4.1.1 ESTIMADOR DEL VYECTOR DE HEDIAS

PROPOSICICON 4.1.1 Sea un P.R.G.VW.B.

con funclidédn de
casamiéenta natural, tal que se encuentra

en el conjunto de

extincidn, entonces
%: o n—4 ez D
1 B Z Cpp = 1y NZCQ.T")
0 —_— i=0o — — .
o
2
™ ™ d:.z
b = Ml 1 o
”~ =g i=1 1 2
donde p = . r =
- n—1 N1 012
.E Z .r' 2-. o o 1
i=o =D 2
Demogtracidn:
zn 1 1
HéLese que E[ ] = ECECZ { F 3D =
™ ™ ) ™ n-1 . ™
) “1 H: P1
-

n-—4

z
ECEC £ X, __ |¥ > = E![ ——:-‘_—i-] . ¥Ya que ¥C.,.> es natural
iz=1 i

De donde E![ n ] = ECZOD < o

y  Ya que Fo Y Mo 1oz
suponemos i jos.



=z

Recordemos que { } es una supermartingala, cuando XC-, -2
My
ez funcidn de casamiento natural C(veiAse Proposicidn 2.3.1.2.
Entonces aplicando el teorema 1.4.1 . exizte una wvariable
2 c.n.
aleatoria ¥, integrable tal que nh > ¥,
Iy

1
Ob=zérvese que el P .E. G.W.B. se encuentra en el conjunto de no

extincidn, esto quiere decir que Zn>0 ¥V n, ¥y esto implica que ¥ >0

Aplicando ahora el Lema de Toeplitz CLema 1.4.2.0 , igualando

n
k-1 n-1
bn = ¥ H, N Xn = 7 podemas abser var que bh — ©
k=1 H
i
cuando n -+ o , ya que p, > 1 Cpor r > 12> vy que xn —— X =¥
finito y positivo. Entonees Ltenemos qgue
ia)
1 Pkes Dk l—i-:xz“" c-°
Y ou " + F fintto v positive C4.1D
™ 1 k-2 n
k-1 k=2 k-1
E n, 1 L p,
k=1 k=1
Por otro lado
. n n—4i -
z FL B pl _z zi
L=y iz
not 1,2
1 o o { LZ)
— 1 i
0‘ n—1 1.2 iro
14 E Zi. C_Ll - j..l) =
o > L=o - - n-4
2 LM, -wnu, EZ
i=1 i=o
not 1,2
2, { £2Z)
L 2 t=o & b

70



Pero las F's.y las'M s

1+ +. . o +E
- A n

+4

donde las

i ndependientes,

FPor lo que

CX..Y¥Y2>2's
T L5

sSon

_pueden expresarse  como:

o+ R {
1+4 1+2 142
149 42 s 1+ +IZ
. | I i
i+ +. . L +Z +Z n
. 1 - Ti—-1
c4.2d
+125 .
= n—-1

variables

aleatorias

bi variadas

con una misma distribucidn de descendientes.
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I X, — K2z pu
L=1 i=o
re-1 1,2
01 (.Ezi J
AsO
4.3
o +...+zn_l n—-1
> ¥ -LZ u,
i=1 L=o
not 1.2
o, (EZ )



'Sean a y b dos numeros reales cualesquiera, y dendtese R =

rz. Obsér vese que

a b _ & ' b )
Ademas ECE_ Xl + Ef-YlD =5 Y, + 7 M, y
i 2 1 2
varc2 . x + B v 5 = 2% 4+ b2 + 2ab —1% =
o i or i o o
 § 2 1 2

El Teorema 1.4.3. es posible aplicarlo en €C4.4), rescriblendo

dicha expresidn como

1 z v
r donde
Vta
. a b b
A R Tl -l
1 2 1 2
Vv =2 + _. + 2
2] L] n~-1
o i-1
a, = _z H,
im0
V e.s
Asi gl - W =7 ¥ a ——= © por C4.1)
™

e



Por io.ddé i
MNétese que

¥ = Ca,bd
12

1 2

De esta manera

- ir2 ' e 1
-~ 1 ~
[ r Zi] Cp‘ u‘D + b = [ Y Zt] e

v
QI“

1 iro

aX + hy ~ HNCO,»D

Y es asi como

L=

- 1,2 o 1 1,2
1 ~ 1 -~
[ e [ L zi.] Cug T HP oo [,E 21] CHp -

CX.YD ~ HNCO, -
: 1,2
1 rfi— 41 D
OBSERVACI ON En particular P x Zt Cu, ~ p —_—
1 i=o
ey 1.2
1 -~ o)

HEO,1> ¥ o L?oz_t] ch, - wu) 2. HCO,15.
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Ademas obsérvese gque un P.R.G.¥.B. con funcién de casamiento

Mi, M2 o M3, cumple con la Proposicidén 4.1.1..

En Lérminos de la funeldn de verosimiliiud

es pozible

reegscribir el resultado anterior
COROLARIO 4.1. 3. Sea un P.R.G.W.B. tal que tiene funcldn de
casamiento natural ¥ distribucidén de descendientezs Serie de

Potencias Biwvariada, entonces

g “edch - o 2 ., N CQ.pcedr
< T
donde £ ¢8> = diag { b ECUCLD U (D | F_2r =
i=1 - -
n aani atnLi_1 atn.L,l aanL—:
diag E iFg T " 35 30 7
H r
b F-‘_l M Mt o 2
~ i=1 =1 12
S B el S S S-S
EZ EZ Ty T2
it=o L i=o '-
Demostraci dn:

Esto se debe a que

& log Li. a8 log Li.-.t

L&CED = - =

aps o
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12

CF.M,

CF.M

M
i

H.lzi.—l i +
- au!.zi.—!.Fi.
'ul i=-g i +
P‘ i-1 i
= a
2t




A T T i Eiu zzn.—.-.Mm + Ha z
2 S
cFi}'._‘t =
2 ozl a2l
Bk a“1zi._»1Fi."'+- '_"1'-_21«: 2
Obser vemos que:
2z _ = z =z
ECF, I 371_"3 = 2% T AL H
ECM® | & O = Z 4 2p®
t i-d i-1 2 i-t "2
ECF l & 13_ = ZL_’_M1 : ECM I & D = Zt_luz
_ 2
ECF M I Fi® T Bli%a i-2 Hata
Usando dichas expresiones,
2
i “ez
BCa, | D - [1 ] z
11 i- z CRE i-t
o e ‘o
i 2
ECa | ¥ _2 = EC | &= > = - 12 [1
1z -t i z  z
o (24
a4 =z
z
1 012
EcCa_ | > = [1 ] z
22 i-t 2 2 2 -1
o o o
2 1 2
n T
A ECL Ugn Yo |7, =
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: 1,2 ~ 12 1 n-t 2 A
Y es asf{ como ¥ CexCu - 1D = [3°°Cod 1 E 2i Cu—pd
- - o — i=o - -
. p=

Por lo tanto £'7%Ced i - 1 ——s N €O, , por la Proposieidn

anterior. n

Obsérvese gque lo que realmente significa esta al tima
Proposicidn y Corolario, es <cque la diferencla D - H , es
normalizada por medioco de un factor aleatorio, Este factor
aleatorio es anilogoe al gue se usa en los procesos de ramificacisan
simples, cuando también se normaliza aleatoriamente la diferencia
ﬁ-u. Cveise Basawa y Prakasa Rao {18802 en la pag. 24D. De esta
manera, como aplicacidn a esta normalizacién en los  procesos de

Gal ton—-Watson simples, es posible encontrar umn intervalo de .

confianza para el paramebro p. En los= P.R.G.W.B., con el

77



resultadc.de 15 Proposicién- 4.1.1., existira 1la posibilidad de
encontrar una regidn de confianza para el veclor de medias 0, con
matriz de covarianza } conocida . Esto porque la matriz ' es
definida positiva, y tiene sentido hablar de la raiz cuacdrada
tnica de I'h ¥ de esta manera al premultlplicar la expresidn (4.3
por la rafz cuadrada_de Ny se distribuirid asintéticamente NCC,ID,

Y de aqui seri posible encontrar una regidn de confianza para el

vector de medias.

4.1. 2. ESTIMADOR DE LA TASA DE CRECIMIENTO

COROLARTIO 4.1.4. Sea un P.R.G W.B. con funcidn de
casamiento natyral, tal gque se encuentra en el conjunte de no
extincidn, baje <iertas condiclones de diferenciaclidén de r =

ngi.uzb. se Liene que

n-—4 1.2 -~
[ E =z ] €F = 1Y —— 4 MCO. 9D
izo °©

donde 7 es cierto numero positivo,

Demostraci &n:

Desarrollande ©r = gCﬂD en Serles de Taylor obtenemos la

siguiente expresidn

gcﬁb = gD + ngCPD.gyCNDD CB - D+ Ez v por lo que

e



gCﬁ? - ng? = Cpu-ma) g*§H4?92)'+ Cuzjuz) gpri.uzj + Rz » asi

172 . o oL n—-1 172

n—-1 ~ . e -
(E2) - msomm [ F

1,2

n—-1 g.'.
9y CH 1D ( .-_?02‘- ] CHTH T R

Por la cbservacién anlerior qué se hizo, podemos afirmar que

n-41 oz T ..: -CM_. o
iz=o - L S .

L=

7 Th TESIS N1 DEGE
SR D LA GiecidTECH



CCASINTOTICA

: .Otra,.dé?jiéé los  estimadores de maAxima
vébdsiﬁiiitud."qué.fSeféﬁ_ﬁéﬁalliadas en este Lrabajo, es la
eflciencia asintétiéa..

Muchas defintciones de eficiencia se han dado en  la

J_.lt.er'at.ur-.a estadistica, Y por lo tanto alge de confusidn  existe

sobre este concepto C(véase Rao C1973D, en la pag. 3460.

En esta seccidn nos preccuparemos por ver si el estimadeor de
maxima verosimilitud deil vector de medlias en un P.R.G.W.B..
con disiribucidn de descendientes serlie de potencias biwvariada,

es asintsdticamente eficiente segin Heyde. Cabe mencionar que la

definicidn de eficiencia asintdllica que da Heyde C1975), es para

modelos ne ergddicos Cveise Basawa y Scotb (1983), pagina 1853, la

cual generaliza la definicidén de eficiencia asintdtica que da Rao

C19873) en ila pag. 24B o Basawa Yy Scobtt 19832 en pag.S8, para

estimadores univariados de makima verosimilitud que son calculados

de cbservaciones que vienen de modelos ergdéddicos, f.a raz=én por

la se utiliza la definiciédn de eficiencia segun Heyde, es porque

los procesos ramificados bisexuales son un ejemplo de lo= modelos

no ergéddicos, esto es, como menclonamos en la seccidn anterior, el

estimador del vector de medias considerado en este capitulo, no

tiene distribuecidn asintdtica normal.

La dafinicléon de eficiencia segin Heyde, temando en cuenta

una secuencla de wvarlables aleatorias { )(1. xz. ' xn}. de

un procese estocastico unlivariado es la sigulente

a0



Un E_'st.'._i.‘ma'dor cbnsi:st.ent.e-_a_"_l"; dé-".é"é_s. asiﬁ{.éticamenté eficiente

st {1 ¢ ¥ [ T, ~ 6 = 78 I 7'(E)S (O] ~—s 0 en probabilidad

S S SRR R _
‘cuando n + o , donde I €3 = L E[ U6 | & 1, UCed = ScH -
o S S S ko | 3 n-1 k k
. R d log L, ced _
s CE . , - S8C8) = : ", LE€B es la funcidn de
Lo demr ko - ans : k-

verosimilitud de Xi. X .

2 PO Xk ¥y (02 es una consbtanbte qgue no

déﬁende de las observaciones y posiblemente dependa de 8.

Rao también define 1o que e= un estimador eficiente en
el caso mulitiparamétriceo y donde las observaciones vienen de un

modelo ergédico. Su definlcidn es la sigulents

Sea L €82 la funcidn de verosimilitud de las variables

aleatorias Xt. cee s Xn » un estimador consistenle T de @ se dice

eflciente de primer orden si Yn | T - 8 - B z| —= O en
probabilidad, donde B es una matriz de constantes la cual puede

= 1 2 9 i':!.'...
depender de & , Zn Czn.zrl . 2oy z, A

d Log LnCBD

aag,
i

L= 1,80,

Si un estimador es eficiente segin alguna de las deflhlcione;
de eficlencia asintédtica dadas por Heyde o Fao, se tendria como una
consécuencia, que el estimador se esthra concentrando cada vez mas
alrededor del parametro estimado, mientras n crece. Esta

concent.racién se lleva a cabo #n una distribucidn nmnormal. Ho se

=1



encontré en la literatura una definicicon de un estimador eficiente

para model os noc ergédicos que contempl ara el caso

mul tiparamétrico, ¥y es asi como generalizamos la definicidn de un

estimador eficiente asintéaticeo segin Heyde, de la siguiente manera

DEFIMICION S.2.1. Un estimador consistente T de 8 es

asintoticamente efficienite si
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E'ﬂ

e ¢T_ - e -BZ e S cen + 0 C4.5>

en probabilidad, cuando n + o , para alguna matriz B Jque no

inveolucra las observacicnes y posiblemente dependa de 8, donde

£ ce> = dlag {}: ECuce UTced | # D } =

iz

alnL a'l.r-L. a\nl.. al.nl..
atas {Z(( 5 =)=z - N )
i=12
n aLnl.
S cg> = L uce 355
r=1 -
Analizaremos 1la implicacidén mas inmediata de esta
definiclidn, esto para el CASO bivariado. (=33 T es

r

J—

asintoticamente eficlenbe =egiin la definlcién anterior, entonces

se Liene que Enhch) CT; - &> 2 . HCQ.FR. » donde F‘ es una

matriz definida positiva, lo que significa que el estimador Tn S

a2



ira concentrando alrededor del 'parémetrc_ €@ a travées de una

distribucién normal, mientras n crece. Este se debe a 1la

condicién €4.5) y a que { Fceds ced = NCO,I" > bajo ciertas

condliciones de regularidad. Esto uUltimo =e debe a que
-1

4 Ceo 5 @y =
n - n -

2t nl. 2L nl
—_— ———n
. 66‘ aez
n 6LnLi 6lnLi_‘ 2 12 ' 6lnL BLnL 412 12
E E{[ ag_ 96 ] |3ri.-—1} E E{[ as_~ 3B ] ‘?L-';]
i=1 1 P i=1 2
™ n
L u, E,
= Llea i . i=zs L C4.69
n 2 1,2 ™ 2 172
[ r ECU‘ |31_’)] [.E ECU2 ‘3}_£)
i=41 i L= a
n .
Ahora, la serie = Uj es una martingala de media 0, j=1,2. Por
i=1 i

™

lo tanto [ 2 U ' E l%! ] es una martingala bivariada de media
i=t i. i1 i

cero, ¥y de esta manera, bajo clertas condiciones de regularidad,
es posible aplicar el Teorema de Limite Central pafa martingalas.

-2
4

bivariadas, a la expresidn (4.62, y es asi como <ed SﬁCg)

2 . Nco,ro>.
- z

En log P.R.G.W.B. es posible mostrar como el estimador del

vector de medias I: es asintoticamente eflclente bajo clertas

condl ciones.



PROPOSICION 9.2.1 Sea un P,R.G.W.B, tal que su funcidn de

casamiento es natural ¥y =su distribucidn de descendientes e= 1la

serie de potencias bivariada, si el proceso se encuentra en el

conjunte de no extincidn, entonces el estimador de maxima

verosimilitud de i es asintoticamente eficiente en el sentido de

la Definician S.2.1.

Demostracién:

En Primor lugar Justificaremos que a es fuesrtements

consistente. Hemos visto que cada Ft Y Ml puede eXpresarse en

términos de variables aleatorias independientes, vease (4.2), por

lo que e=s posible expresar a B cCoOmo

o e s o f-1
L J‘!"i. L YI.
”~ s iz =4
H o= Cpap) = | s - T
- Lo Rl [a ] Ll 4

Ya que el proceso se encuentra en el conjunte de no extincidn Zi >

0O, para toda i, y a medida de que n crece Zo+...+2“_‘

Ahara, comes las wvarlables aleatorias xt's son  independientes

crece.

=4

identicamente distribuldas con media M, se puede aplicar la ley
fuerte de los grancdes nUmeros para sumas de variables aleatorlas,

FaY
y de estla manera concluir que H o Mo casi seguramente. FPara
L
Moy la consistencia se depuestra analogamente.

Ahora cbsérvese que ¢ 77Céd S ce> =

"4



i 1. U‘z n n—.i :
¢ 2.3 - s C LM -p ¥NZO
—asz i 0'1 az i=1 L=
3 ced
n-1 .
¢ E-zl):./z
Lm0
el a . r -1
-_— :::_':'E_Zi) -+ 0_ C‘E M‘._ - .uz E 2‘-_:)
s _i=o. . z i=1 i=o
? CB) T T,
' ¢ Pz 0¥’
i=zo t
LN n-4 N
L F\. - Pi L zi.
L=1 i=20
T2 not 1.2
. 5= ] | ° (E20
—-1.-2 2 t=0
7 [ =] -
_ 12 N n n-4
o EM - p Iz
2 . 1 4 i
i=1 i=D
not 1.2
L o, (_E Z‘] )
izo
1. o
oz ~ oo o, n-1 1.2
Peroc F COIC 1 — D = [3777CaD 1 p N Zi_ Cpr—pd =
- - 8] —_— izo -
o




lnt-} i=0
n-t 12
_ e, ( BZ)
" : . i=o
A %ced
- n n-t
_E M- uz._E Z,
t=1 . L=
n_t 1,2
o, (L Z)
.2 t=o ' ’
o
4 12
o o
: : P
‘S B =" BCGD'fA-L' v donde A = o . entonces
) iz
- 1
o o
1 2

g"zcg) cﬁ - =B A/ZCQ) sncg:. v de esta manera el estimador

n

—_—

3 cumple con la condicidén (145, -
02
1 1

o o
Obsérvese que la matriz B = o #

12
1

o o

De esta manera queda demostrada la ericlencla.asintdticé:del'
estimador B. le que significa que este se ira concentrando
alrededor del parametro p a través de una distribucidén normal

s

cuando n tiende a ecrecer.

BG
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